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Introduction

Dans ce manuscrit je présente mes travaux de recherche, qui tous s’attaquent a leur maniere a
une question tres générale que I'on peut formuler ainsi :

Quelles reégles locales simples peuvent forcer des comportements globaux complexes?

Le contexte général est celui de la dynamique symbolique. On y retrouve comme ingrédients
des systémes dynamiques discrets, de la combinatoire, de la théorie combinatoire et géométrique
des groupes et de la calculabilité.

Ftat de I’art

La dynamique symbolique a pour objet d’étude une certaine classe de systemes dynamiques
discrets, appelés sous-décalages. Etant donné un groupe de type fini G et un alphabet fini A, les
sous-décalages sont des ensembles de coloriages du groupe G par A qui sont a la fois fermés pour
la topologie produit sur AS et invariant par I'action de G sur AS par translation.

Ces objets ont initialement été introduits comme une méthode pour discrétiser des systemes
dynamiques [HM38]. La stratégie consiste a transformer un systeme dynamique discret en temps
(&,T), ou T est une action d'un groupe de type fini G, en un autre systeme (X, S), discret en temps
et en espace. Pour cela, on partitionne I’espace des phases & en un nombre fini de sous-ensemble
Ej,...,E,. Plutot que d’étudier les orbites (T&(e)) geg Pour chaque élément e € &, on s'intéresse
a leur codage symbolique : il s’agit de ne retenir que I'élément de la partition auquel appartient
chaque T&(e). Si on note A = {1,..., 1}, une orbite (Té(e)) . pour chaque élément e € & est donc
codée par la suite (xg)geG € AS, ol Xg est le numéro de I'élément de la partition dans lequel se
trouve T& (e).

FIGURE 1 - La dynamique symbolique consiste a discrétiser en espace un systeme dynamique déja discret
en temps.

Lensemble des codages des orbites forme donc un ensemble X < A® dont on peut vérifier qu’il
est bien un sous-décalage. Evidemment, si la partition choisie est trop grossiére le sous-ensemble
X ne reflétera qu'imparfaitement le systeme (&, T) qu’il code. Mais si ce dernier possede de bonnes
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propriétés (bijectivité et expansivité), alors il est possible de choisir la partition &3, ...,&; de sorte
qu’a un codage ne correspond qu'une seule orbite. Les deux systemes dynamiques partagent dans
ce cas les mémes propriétés, et on peut donc étudier (X, &) pour comprendre (&, T). La complexité
du systéme ne réside alors plus dans I’action, qui devient une simple action & par translation, mais
dans I'espace des phases lui-méme, qui est a présent un sous-décalage X c A®. Dans la suite de ce
manuscrit, on se concentrera sur ces sous-décalages en tant que tels, laissant de c6té leur origine
dynamique.

Historiquement la dynamique symbolique classique a d’abord été définie dans le cas unidimen-
sionnel G = Z [LM95] et plus tard généralisée a la dimension supérieure G = Z¢ avec d = 2 [Lin04].
Des résultats récents obtenus sur des groupes de type finis comme structures alternatives a Z et 24
montrent que comprendre les sous-décalages qui y sont définis pose un ensemble de questions a
la fois ardues et fertiles.

Une propriété fondamentale des sous-décalages, qui sert de point de départ aux travaux pré-
sentés ici, est qu’ils peuvent étre définis de maniere purement combinatoire. Ainsi, un ensemble
de configurations inclus dans AS est un sous-décalage si et seulement si on peut le définir comme
I'ensemble des configurations évitant certains motifs interdits. Parmi les sous-décalages, ceux que
I'on peut définir a 'aide d’'un nombre fini de motifs interdits, appelés sous-décalages de type fini
(que 'on abréviera en SFT, acronyme de sa traduction en anglais), retiennent particulierement
I'attention des chercheurs. D’abord parce qu’il permettent de modéliser des phénomenes réels
décrits par des interactions locales, mais aussi parce qu’avec cette restriction de finitude, les SFT
constituent des objets d’étude naturels pour des questions algorithmiques ou de calculabilité.

En théorie des systémes dynamiques, un probléme classique et difficile est de déterminer quels
systemes sont équivalents. Habituellement, cette notion est définie a I'aide de conjugaisons, qui
transforment un systeme en un second systeme dit équivalent, et qui permettent de revenir au sys-
téme initial a 'aide d’'une autre conjugaison. On dit alors que les deux systémes sont conjugués.
Dans le contexte de la dynamique symbolique, les conjugaisons se définissent a 'aide de mor-
phismes, qui sont des applications ® : A® — A® définies localement par ¢ : AV — A, ol1 V est un
sous-ensemble fini de G. De maniére équivalente, un morphisme est aussi une application conti-
nue et invariante par I'action de G par translation. Une conjugaison pour les sous-décalages est
un morphisme bijectif, autrement dit si deux sous-décalages sont conjugués alors chacun d’eux
peut s’obtenir comme recodage local de I'autre.

Lensemble des SFT forme une classe de conjugaison, c’est-a-dire qu’étre conjugué a un SFT
est une condition nécessaire et suffisante pour qu'un sous-décalage soit lui-méme un SFT. Une
propriété fondamentale des SFT sur un groupe G est que chacun d’eux est conjugué a une version
élémentaire de SFT, les SFT plus proches voisins. Cette notion de plus proches voisins nécessite
la donnée d'une partie génératrice S de G, que 'on choisira symétrique (S~! ¢ S). Un SFT est plus
proches voisins pour S s'il existe un ensemble de motifs interdits tel que chaque motif a un support
pi de laforme p; = {1, s;}, ol 1 est'identité de G et s; un élément de S.

D’autres classes de conjugaison présentent un intérét pour les questions abordées ci-aprés. On
peut tout d’abord penser a la classe des sous-décalages sofiques, qui sont les images par mor-
phisme — pas nécessairement conjugaison — d'un SFT. Comme pour les SFT, la description finie
des sous-décalages sofiques fait qu’ils se prétent bien aux questions de nature algorithmique ou
de calculabilité. Ensuite la classe des sous-décalages effectifs, qui apparaissent dés lors que I'on
s’intéresse aux sous-actions projectives des sous-décalages sofiques. Il s’agit des sous-décalages
que I'on peut définir par un ensemble de motifs interdits donné par une machine de Turing.

Ce manuscrit est structuré autour de trois questions fortement intriquées, réputées difficiles,
concernant les sous-décalages sur des groupes de type fini, ainsi qu’a certaines de leurs variantes.
Elles sont détaillées dans les paragraphes qui suivent et présentées de la plus générale a la plus
spécifique.
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— Probléme du domino : Quels groupes permettent de décider si un SFT contient ou non une
configuration ? Cette question fait 'objet du Chapitre 3.

— Apériodicité : Quels groupes admettent des SFT fortement apériodiques? Cette question est
traitée dans le Chapitre 2.

— Effectivité : Sur quels groupes les sous-décalages effectifs sont-ils sofiques? Le Chapitre 4
est consacré a cette question.

Probleme du domino Le probléme du domino d'un groupe de type fini G interroge I'existence
d’un algorithme prenant en entrée un codage d'un ensemble fini de motifs interdits F et retour-
nant Oui sile SFT défini par F est non vide, et Non sinon. Dans le cas particulier de Z, ce probleme
est connu comme étant décidable : un SFT sur Z posséde une représentation sous forme de graphe
fini [LM95], et I'existence d'une configuration dans le SFT (un mot bi-infini dans ce cas) équivaut a
I'existence d'un chemin bi-infini dans le graphe. Le cas de la dimension 2 est plus subtil. Contrai-
rement a la dimension 1, il n'existe en effet pas de représentation facilement exploitable des SFT
par un graphe fini. A l'origine, le probleme du domino a été énoncé sur s par Wang [Wan61],
avec le formalisme des tuiles de Wang, comme un probléme-jouet pour étudier un fragment de
logique du premier ordre. Wang conjecturait que tout SET sur Z? possédant au moins une confi-
guration en possédait aussi une périodique, ce qui entrainerait la décidabilité du probléeme du
domino sur Z2. Berger, un étudiant de Wang, a réfuté cette conjecture et démontré I'indécidabilité
du probléme [Ber64]. La preuve, qui procede par réduction depuis le probleme de I'arrét pour les
machines de Turing, a plus tard été simplifiée par Robinson [Rob71].

Le probléme du domino a également été étudié sur des structures autres que Z et Z2. Robinson
s’est intéressé au plan hyperbolique discret H,, pour lequel il n'a pas démontré I'indécidabilité
du probléme du domino, mais celle de I'une de ses variantes, le probleme a origine fixée [Rob78].
Dans cette variante, on s’interroge sur 'existence d'une configuration dans le SFT avec une lettre
imposée al’origine. L'indécidabilité pour le probléme sans origine fixée a été obtenue plus tard par
Kari [Kar07], et peut aussi se déduire de la construction d'un SFT avec structure hiérarchique sur
H, de Goodman-Strauss [GS10]. Plus récemment, le probléeme du domino sur des sous-ensembles
auto-similaires de Z2 a été étudié dans [BS16].

Dansle cas général des groupes de type fini, le probléeme n’a été formulé qu’assez récemment [AK13,
BS18]. 1l est important de noter que la décidabilité du probléeme du domino constitue bien une
propriété intrinseque du groupe G lui-méme, peu importe la présentation choisie. Pour I'instant
aucune caractérisation des groupes avec probleme décidable n’est connue, et la question semble
tres difficile. On peut cependant formuler une condition suffisante : les groupes virtuellement
libres possedent un probléme du domino décidable. On soupconne en réalité que ce soient les
seuls, ce qui ameéne a formuler la Conjecture 1, apparue dans [BS18].

Conjecture 1: [BS18]

Un groupe de type fini G a un probleme du domino décidable si et seulement si G est vir-
tuellement libre.

Cette conjecture est motivée par plusieurs observations : si un groupe n'est pas virtuellement
libre, alors il posséde un bout épais [Woe89] et donc des grilles de tailles arbitraires comme mi-
neurs par le théoreme de Halin (voir [Die04] pour une preuve récente). L'intuition serait d’utiliser
ces grilles comme zones de calcul, comme cela est fait dans la preuve de Robinson [Rob71]. Mais
méme si I'on est assuré de I'existence de ces grilles, on ne connait pas leur localisation et encore
moins s'il est possible de les construire dans un SFT.

Partant de la seule connaissance de I'indécidabilité du probléme pour Z?, de nombreuses pro-
priétés d’hérédité permettent de déduire 'indécidabilité du probléeme du domino pour des classes
entieres de groupes. Si on peut trouver d'une facon ou d'une autre un groupe H avec probléme du
domino indécidable "dans" un groupe G, alors I'indécidabilité se transmet a G. C’est le cas par
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exemple lorsque H est un sous-groupe H < G et que H a un probléeme du domino indécidable : il
en est alors de méme pour G [ABJ18, Proposition 9.3.30]. On en déduit par exemple que le groupe
d’'Heisenberg discret a un probleme du domino indécidable. L'indécidabilité se transmet égale-
ment si H n'est pas un sous-groupe de G mais qu'il est de présentation finie et qu'’il existe une
translation-like action de H sur G [Jeal5c] — cela revient a dire que 'un des graphes de Cayley
de G peut étre partitionné en copies d'un graphe de Cayley de H, quitte a supprimer des arétes.
Comme derniére propriété d’hérédité, mentionnons le passage au groupe quotient : si H est un
sous-groupe normal de G, et que H est de type fini, alors si le groupe quotient G/ a un probleme
du domino indécidable, il en est de méme pour G [CP15]. On sait que ’'on ne peut pas se passer
de I'hypothése H de type fini : le groupe libre F, contient Z? comme quotient, et le probléme du
domino est indécidable sur Z? mais décidable sur F,. Dans l'autre sens, pour passer d'un groupe
al'un de ses sous-groupes, il est nécessaire que H soit un sous-groupe d’indice fini pour que 'in-
décidabilité pour G implique celle pour H [ABJ18, Proposition 9.3.33]. Il en découle que I'indéci-
dabilité du probleme du domino est un invariant de commensurabilité.

Tous les autres résultats récents vont dans le sens de la Conjecture 1. La décidabilité du probleme
est un invariant de quasi-isométrie pour les groupes de présentation finie [Coh17], donc une pro-
priété géométrique de ces groupes. Enfin la conjecture se vérifie pour les groupes de Baumslag-
Solitar [AK13], les groupes polycycliques [Jeal5b], les groupes de la forme G; x Gy [Jeal5c] — donc
en particulier le groupe de Grigorchuk - ou encore les groupes fondamentaux de surfaces orien-
tées [ABM19].

Apériodicité La notion d’apériodicité, qui cherche a construire des ensembles de configura-
tions avec peu ou pas d’invariance par translation, constitue un exemple de propriété des sous-
décalages difficile a obtenir dans le cas des SFT. Elle se décline en deux versions. Un sous-décalage
X est dit fortement apériodique si toutes ses configurations ont un stabilisateur trivial, autrement
dit si aucune configuration de X n’'est invariante par l'action d'un élément g € G non trivial. Le
décalage est dit faiblement apériodique si toutes ses configurations ont une orbite infinie, c’est-
a-dire qu’en faisant agir G sur une configuration, on obtient une infinité de configurations diffé-
rentes. Le concept fort implique le concept faible des lors que le groupe G est infini.

Le cas G = Z est simple : comme tout SFT peut s’y représenter par un graphe fini, dont les che-
mins bi-infinis représentent les configurations du SFT, la question de I'existence d'une configura-
tion périodique se ramene a celle d'un cycle dans le graphe. En conséquence, des lors qu'un SFT
possede une configuration, il en possede également une qui est périodique. Il n’existe donc pas de
SFT fortement apériodique, ni méme de SFT faiblement apériodique.

Le cas de Z? est plus riche. En réfutant la conjecture de Wang, Berger [Ber64] a construit un jeu
de tuiles de Wang fortement apériodique, dont Robinson proposera plus tard une version sim-
plifiée avec moins de tuiles [Rob71]. On peut d’ailleurs noter que dans le cas de Z?, les notions
de faible et forte apériodicités coincident — un argument combinatoire permet de ré-agencer une
configuration dont le stabilisateur est isomorphe a Z en configuration d’orbite finie. Ce n’est plus
le cas pour Z¢ avec d = 3, ol1 I'on peut facilement construire un exemple de SFT faiblement mais
pas fortement apériodique en recopiant un SFT fortement apériodique sur Z2 selon deux des trois
générateurs de Z3.

La question de I'existence d'un sous-décalage quelconque (donc pas spécifiquement un SFT)
fortement apériodique sur un groupe de type fini G est résolue : on sait construire un tel sous-
décalage, méme si I'on se restreint a I'alphabet binaire {0,1} [G]S09, ABT18]. La démonstration
fonctionne également si le groupe G est dénombrable. Construire un SFT fortement apériodique
sur un groupe G de type fini est par contre un probleme difficile. Comme premiéres contraintes,
on peut noter que les groupes libres ne possédent pas de SFT fortement apériodique [Pia08], et
mieux encore que les groupes avec au moins deux bouts rentrent dans la méme catégorie [Coh17].
Al'inverse, un groupe de type fini et récursivement présenté qui en posseéde a nécessairement un
probleme du mot décidable [Jeal5a]. Les groupes dont on sait qu’ils admettent un SFT fortement
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apériodique sont Z2 [Rob71] et 24 pour d > 2 [CK96], les groupes fondamentaux de surfaces orien-
tées [CGS17], les groupes hyperboliques [CGSR17], le groupe de Heisenberg discret [SSU20] et plus
généralement les groupes qui s'écrivent comme un produit semi-direct G = 72 X ¢ H, pourvu que
G ait un probléme du mot décidable [BS19], ainsi que les groupes de Baumslag-Solitar moyen-
nables [EM20]. Tout ces exemples de groupes ne possedent qu'un seul bout, et sont donc en cohé-
rence avec une conjecture formulée par Cohen [Coh17] et retravaillée avec la remarque de Jeandel
sur 'importance du probleme du mot [Jeal5a].

Conjecture 2: [Coh17, Jeal5a]

Un groupe de type fini G récursivement présenté possede un SFT fortement apériodique si
et seulement si G a un seul bout et un probleme du mot décidable.

Comme premiére étape vers la résolution de cette conjecture, comprendre quels groupes ad-
mettent des SFT faiblement apériodiques semble plus accessible. Pour cette question, les exemples
connus de groupes admettant des SFT faiblement apériodiques — et non cités précédemment
comme exemple de groupe admettant des SFT fortement apériodiques — on trouve le groupe du
falotier [Coh20], les groupes qui ne sont pas résiduellement finis [Jeal5c], les quotients G/ ot H
est un sous-groupe normal de G, et de type fini [CP15], les groupes non moyennables [BW92], le
groupe de Grigorchuk [MN14]. Dans [CP15] les auteurs formulent une conjecture caractérisant les
groupes admettant un SFT faiblement apériodique.

Conjecture 3: [CP15]

Un groupe G admet un SFT faiblement apériodique si et seulement si G n’est pas virtuelle-
ment cyclique.

Laliste des groupes possédant un SFT fortement apériodique est trés similaire a celle des groupes
dont le probléme du domino est indécidable. Ces deux problemes sont en effet étroitement liés, et
ce lien est particulierement bien compris pour Z2. On observe d’'une maniére pour le moment to-
talement empirique que si on sait construire un SFT fortement apériodique sur G, alors une preuve
de l'indécidabilité peut se déduire de ce SFT ou d’'une adaptation. C’est le cas pour 72 [Ber64],
pour les groupes de Baumslag-Solitar moyennables BS(1, n) [EM20, AK13] et les groupes de sur-
face [CGS17, ABM19]. Dans la lignée des travaux de Berger [Ber64], Gurevich et Koryakov ont pu
formaliser ce lien sur Z2. Etant donné un SFT X donné par une liste de motifs interdits, on peut
formuler trois problemes de décision :

1. le SFT X est-il vide?
2. existe-t-il une configuration périodique dans X?
3. le SFT X est-il fortement apériodique?

Dansla premiere question on reconnait le probleme du domino - ou plut6t sa négation. La deuxiéme
est connue dans la littérature sous le nom de probleme du domino périodique. Le troisieme pro-
bléme couvre le dernier cas possible pour un SFT sur Z2 : étre non vide mais sans aucune confi-
guration périodique. Ces trois problémes sont indécidables [GK72], et on trouvera par exemple
dans [Jeal0] une preuve de I'indécidabilité du probléeme du domino périodique a partir d'un SFT
apériodique sur Z2. Mieux que cela, les trois problémes sont en fait récursivement indistingables
deux a deux [GK72]; pouvoir distinguer récursivement deux problémes P; et P, signifie qu’il existe
un algorithme qui, sur une entrée commune aux deux problemes, va renvoyer Oui pour toutes
les entrées vérifiant le probleme P; et Non pour toutes les entrées ne vérifiant pas le probleme
P, [Rog87, page 93] — 'algorithme peut par contre renvoyer Oui sur une entrée ne vérifiant pas
P; mais vérifiant P». Un tel algorithme n’existe donc pas si on choisit P; et P, parmi les trois pro-
blémes sur les SFT sur Z2 cités plus haut. On peut aussi remarquer que l'indécidabilité du pro-
bléme du domino sur Z? implique I'existence d’'un SFT apériodique, mais on ne sait par contre
pas donner de preuve de I'indécidabilité du probléme du domino sur Z? a partir de la seule don-
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née de I'existence — sans en connaitre le détail — d'un SFT apériodique. Sur des groupes autres
que Z%, les liens entre ces deux problemes sont malheureusement beaucoup moins bien com-
pris. Le groupe Z? * Z donne un exemple de groupe avec probleme du domino indécidable, car il
contient Z? comme sous-groupe, admettant des SFTs faiblement apériodique - prendre n’'importe
quel SFT fortement périodique sur Z? — mais sans SFT fortement apériodique, car il posséde une
infinité de bouts. On ne sait en revanche pas s'il existe un groupe a un seul bout, avec probleme
du domino indécidable, mais ne possédant pas de SFT fortement apériodique, ce qui m’amene a
formuler une premiere question.

Question 1

Existe-t-il un groupe G de type fini a un seul bout, avec probléme du domino indécidable,
mais qui ne possede pas de SFT fortement apériodique?

Lexistence d’'un tel groupe pourrait méme se confirmer sur 'un des exemples dont il a été ques-
tion plus haut : parmi les candidats pour une réponse positive a la Question 1 se trouvent les
groupes de Baumslag-Solitar non moyennables BS (m, n) et le groupe du falotier.

Effectivité Les sous-décalages sofiques s’obtiennent par recodage local d’'un SFT. Pour montrer
qu’'un sous-décalage est sofique, on n’a guére d’autre choix que d’exhiber un SFT et un morphisme
qui permettent de 'obtenir. Par exemple, un résultat du folklore est que le sous-décalage

Xeven := {x €{0,1}9] les composantes connexes finies de 1 sont de taille paire}

est sofique, quel que soit le groupe G de type fini sur lequel il est défini. Que ce résultat — ainsi que
sa démonstration — ne dépende pas du groupe sur lequel le sous-décalage est défini est suffisam-
ment rare pour étre noté.

Alinverse, si on veut montrer qu'un sous-décalage n’est pas sofique, il faut démontrer qu’aucun
SET et aucun morphisme ne permettent de I’obtenir ce qui est conceptuellement plus délicat. Un
exemple classique sur Z? de sous-décalage non sofique est celui du sous-décalage miroir. Il s'agit
du sous-décalage Xpiroir définisur 'alphabet A={[], [ll, [}, dans lequel on interdit 'ensemble
de motifs

Faior = {1, . 5. g}v U (BvE mvEo0, OvEom
weA*

de sorte qu'une configuration de Xyiroir €St soit composée uniquement de [ ] et de |l sans au-
cune contrainte, soit une lettre [l y apparait. Dans ce cas une ligne verticale de [l se forme né-
cessairement — le miroir — et les deux demi-plans qu’elle induit sont image miroir I'un de I'autre.
Un argument de comptage permet de montrer que ce sous-décalage n'est pas sofique. Il existe
également des conditions suffisantes de non soficité [KM13, OP16, DR18], toujours pour des sous-
décalages sur Z2.

Ce sous-décalage Xpiroir peut néanmoins étre défini par motifs interdits, comme décrit plus
haut. On congoit aisément comment une machine de Turing pourrait énumérer les motifs inter-
dits Fpiroir : le sous-décalage Xpiroir €St donc un sous-décalage effectif. Un résultat important du
domaine, dt a Hochman [Hoc09] et amélioré de maniere indépendante dans [AS13] et [DRS10],
établit que dans le cas de Z4, quitte 2 augmenter de 1 la dimension, alors les sous-décalages effec-
tifs sont trés proches des sous-décalages sofiques. On peut en effet obtenir n'importe quel sous-
décalage effectif sur Z? comme la sous-action projective d’'un sous-décalage sofique sur Z4*1,
Avant de chercher a généraliser ce résultat a d’autres groupes de type fini, il est important de com-
prendre ce que sont les sous-décalages effectifs sur ces structures. En effet, la définition de ces ob-
jets implique des machines de Turing qui travaillent classiquement sur un ruban unidimension-
nel Z, etil est1égitime de se demander dans quelle mesure ceci ne peut pas constituer un obstacle
lorsque 'on travaille avec des motifs d’'un groupe G. Cette question fait I'objet de 'article [ABS17]
dans lequel est présentée une définition propre et robuste de la notion de sous-décalage effectif
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FIGURE 2 — Une configuration du décalage miroir sur Z2.

en général. Il est par ailleurs légitime de s’assurer que cette notion de sous-décalage effectif est
différente de celle de sous-décalage sofique.

Question 2

Pour quels groupes G peut-on construire un sous-décalage qui soit a la fois non sofique et
effectif?

Le résultat d Hochman s’étend aux groupes G = Z2 x ¢ H [BS19], mais on est encore loin de com-
prendre de maniere exhaustive 'ensemble des groupes sur lesquels un tel résultat est possible.

Question 3

Sur quels groupes G peut-on obtenir un théoréme de simulation dans I'esprit de celui
d’Hochman?

Dans [AS13, DRS10] Z nécessite Z2 pour retrouver tous les effectifs a partir des sofiques, alors
que dans [BS19] G nécessite Z2 x G. Une version optimale d’'un théoréme de simulation serait de
ne méme pas avoir besoin d’augmenter le groupe de départ.

Question 4

Existe-t-il un groupe G sur lequel tout sous-décalage effectif est aussi sofique

Les conjectures et questions que I'on vient de présenter sont difficiles et générales. Dans la suite
de ce manuscrit je propose des réponses ou avancées concernant des cas particuliers, ainsi que
sur des questions plus spécifiques.

Démarche

A travers la rédaction de ce manuscrit j'ai souhaité essayer d’aller au-dela de la simple validation
«administrative » du dipléme. Plutét que de proposer une reprise a la lettre de mes publications
de recherche, j'ai choisi d’en retravailler abondamment la forme pour privilégier I'accessibilité
des raisonnements et tenter de prendre un peu de recul. J'ai ainsi préféré mettre en avant la com-
préhension des idées-forces, en particulier a travers de nombreuses représentations graphiques,
plut6t que sur I'exhausitivité de la rédaction des preuves pour lesquelles je renvoie a la bibliogra-
phie. Ce choix est en partie motivé par une spécificité de mon domaine de recherche : autantily
est souvent possible de présenter les idées d'une construction de maniére (relativement) intuitive
et imagée, autant les détails des preuves sont souvent aussi fastidieux a rédiger qu’a lire. Le ma-
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nuscrit que vous tenez entre les mains se veut donc d'un niveau de technicité allégé (sauf dans la
Partie 3.2 qui nécessitait une mise au point détaillée) et abondamment illustré.

La rédaction de ce manuscrit — retardée en raison du confinement du printemps 2020 — a éga-
lement été 'occasion d’un retour sur neuf années de recherche depuis ma soutenance de these,
ce qui m’'a donné I'occasion de prendre le temps de réorganiser mes idées pour mieux me pro-
jeter vers 'avenir. Un des objectifs de I'habilitation a diriger des recherches est de sanctionner
'« aptitude a maitriser une stratégie de recherche dans un domaine scientifique ou technologique
suffisamment large » ! En cherchant a prendre cette idée au sérieux, j’ai estimé important de faire
une ouverture sur 'avenir dans le Chapitre 5, qui propose un programme de recherche incluant
des pistes et stratégies a moyen et long termes.

Contexte des travaux de recherche

Ce manuscrit présente mon travail effectué depuis la fin de mon doctorat en juin 2011. Ces
travaux ont été réalisés dans I’'équipe MC2 du LIP, et ont bénéficié, en plus de celui de mon em-
ployeur le CNRS et du LIP qui m’a accueillie jusqu’a I'été 2020, du soutien de différents projets :
projet du fonds recherche de I'ENS de Lyon (2016-2018), projet ANR CoCoGro (2017-2021) et pro-
jet ECOS-Sud avec le CMM au Chili (2018-2021). Pendant cette période j’ai participé activement a
I’encadrement de trois doctorants :

— Sebastian Barbieri, co-encadrement (80%) avec Stéphan Thomassé. Sebastidn a soutenu sa
these en juin 2017, et a obtenu un poste de maitre de conférence a la Universidad de San-
tiago de Chile. Co-publications : [ABS17, ABT18, ABJ18, ABM19].

— FEtienne Moutot, co-encadrement (50%) avec Stéphan Thomassé et en co-tutelle avec Jarkko
Kari a Turku. Etienne a soutenu sa theése en juillet 2020, et est actuellement en post-doctorat
au LIS dans I'équipe CANA. Co-publication : [ABM19].

— Julien Esnay, co-encadrement (50%) avec Mathieu Sablik dont la these a débuté en sep-
tembre 2019. Co-publication : [AES20].

Organisation du manuscrit

Le premier chapitre du manuscrit donne les définitions et notations nécessaires a la poursuite
delalecture. Ce Chapitre 1 n’a pas nécessairement vocation a étre lu en premier, mais plutot a étre
consulté pour vérifier une définition.

Le Chapitre 2 est consacré a un travail en collaboration avec Michael Schraudner, effectué dans
le cadre du projet ECOS-Sud. 1I s’agit de construire un SFT sur les groupes de Baumslag-Solitar
moyennables BS(1, n) avec n = 2, qui encode sur chacune des feuilles du groupe un certain pavage
du plan hyperbolique fixé a I’avance. Cette construction donne a la fois un nouvel exemple de SFT
fortement apériodique sur ces groupes, mais permet aussi de définir un analogue du pavage de
Robinson surles BS(1, n) avec n = 2 [AS20]. Au vu de 'utilisation intensive du SFT de Robinson, ou
de 'une de ses variantes, sur Z2, nous sommes convaincus que cette construction sera utile pour
encore mieux comprendre les propriétés des SFT sur les groupes BS(1, n).

J’ai rassemblé dans le Chapitre 3 mes travaux autour du probleme du domino. En 2013 avec
Jarkko Kari nous avons démontré 'indécidabilité du probleme du domino pour tous les groupes
de Baumslag-Solitar BS(m, n) [AK13]. La preuve détaillée de ce résultat se trouve dans la Par-
tie 3.2. Avec Sebastidn Barbieri et Emmanuel Jeandel, nous avons compilé dans un chapitre de
livre [ABJ18] tous les résultats connus sur le sujet au moment de la rédaction, en 2017. J’ai alors
poursuivi mes investigations avec deux angles d’attaque différents : trouver des preuves d’indé-
cidabilité originales pour de nouveaux groupes ou classes de groupes d'une part, et explorer plus

1. Arrété du 23 novembre 1988 relatif a 'habilitation a diriger des recherches.
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précisément le cas de Z? en étudiant des variantes du probléme du domino d’autre part. Concer-
nant le premier, nous obtenons avec Sebastian Barbieri et Etienne Moutot [ABM19] 'indécidabilité
pour les groupes de surface orientée de genre au moins 2, dont les grandes lignes de la démons-
tration sont présentées dans la Partie 3.3. De ce résultat, intéressant en lui-méme, nous espérons
deux choses : d’abord I'étendre a tous les groupes hyperboliques a un bout, et ensuite ré-utiliser
la construction de la preuve, qui semble présenter un intérét beaucoup plus large que la seule
résolution du probléme du domino. Pour la seconde piste d’investigation, avec Julien Esnay et
Mathieu Sablik nous donnons une caractérisation des SFT 1D plus proches voisins pour lesquels
une variante du probleme du domino sur 7?2 est indécidable [AES20].

Le Chapitre 4 s’intéresse aux notions d’effectivité pour les sous-décalages. Un sous-décalage
effectif peut étre défini par un ensemble de motifs interdits qui s’énumere par une machine de
Turing, ou un algorithme. Avec Sebastidn Barbieri et Mathieu Sablik [ABS17] nous avons d’abord
donné une définition robuste de cette notion, déja bien comprise sur Z¢, pour des sous-décalages
sur un groupe de type fini G quelconque. Ce travail ne présente pas réellement de résultat nou-
veau, mais pose des bases solides pour se lancer dans I'étude des décalages effectifs — et obte-
nir des théorémes de simulation par exemple. A propos de sous-décalages effectifs, avec Sebas-
tidn Barbieri et Stéphan Thomassé, nous donnons une preuve nouvelle de I'existence de sous-
décalages fortement apériodiques sur un groupe de type fini quelconque [ABT18]. Notre preuve
présente un double avantage par rapport a la preuve originale [GJS09] : le décalage que nous
construisons est effectif, et la preuve tient en quelques pages grace a l'utilisation du lemme lo-
cal de Lovész. Ce résultat a été apprécié par la communauté de dynamique symbolique [GW18],
et 'utilisation du lemme local a inspiré d’autres travaux [Ele17, Ber19, Berar].

Les Chapitres 2, 3 et 4 comportent chacun une derniére partie proposant des pistes d’appro-
fondissement. On y trouve des questions en lien direct avec les résultats présentés, qui font écho
aux questions générales présentées en introduction. Dans le Chapitre 5, qui conclut le manuscrit,
je présente un projet de recherche a plus long terme, qui comporte notamment un théme non
abordé auparavant, celui du modele des dimeres sur un groupe de type fini G (Partie 5.2).
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Ce chapitre contient les définitions et résultats classiques utiles a la lecture du reste du manus-
crit. Il est volontairement court et permet d’alléger les chapitres suivants.

1.1 Groupes de type fini

1.1.1 Premieéres définitions

Un groupe G est de type fini s’il possede une présentation (S | R) ou S est une partie génératrice
finie et symétrique (S™! = S) et R un ensemble de relations R = S* x S*. Si de plus 'ensemble des
relations R est lui aussi fini, on dit que le groupe G est de présentation finie. Si deux mots w1, w»
de S* représentent le méme élément du groupe G on écrit wy =g w, (et parfois on omettra l'indice
G et on écrira simplement w; = w»).

Etant donnée une partie génératrice S du groupe G, le graphe de Cayley (a droite) de G est
Cay(G,S) := (V,E) o1 les sommets V sont les éléments du groupe; (g, h) € E est une aréte s’il existe
s €S tel que gs = h. Comme on a choisi S symétrique, le graphe est non orienté. Si on assigne a
chaque aréte de Cay(G,S) lalongueur 1, le graphe devient un espace métrique. Pour tout élément
g € Gon note |g| lalongueur d'un plus court chemin de 1g a g dans Cay(G,S). On définit la boule
de taille » = 0 dans Cay(G,S) comme B, := {g € G| |g| < n}. Toutes ces définitions dépendent
du choix de la partie génératrice S, mais toutes les métriques définies par les distances dans les
différents graphes de Cayley de G sont équivalentes.

Le probléeme du mot du groupe G est le langage WP(G) = {w €S*|w=¢g 1(;}. La notation WP(G)
sans mention de S est justifiée car le caractére décidable de WP(G) est indépendant du choix de
la partie génératrice S. Parmi les exemples de groupes avec un probléme du mot décidable, on
trouve les groupes abéliens, les groupes libres, les groupes a un relateur [Mag32]. Un résultat fon-
damental, obtenu de manieére indépendante par Novikov [Nov54] et Boone [Boo59], est qu’il existe
des groupes de présentation finie avec probleme du mot indécidable.

Un groupe G est virtuellement libre s’il possede un sous-groupe libre d’'indice fini. Plus généra-
lement, un groupe possede virtuellement une propriété (cyclique, résiduellement fini, etc...) s’il
admet un sous-groupe d’indice fini avec cette propriété.

Soit Hun groupe et (X, d) un espace métrique. Une action (a gauche) * de H sur X est translation-
like sil’action * estlibre (si h*x = x alors h = 1) et si pour tout h € H,'ensemble {d (x, h * x) | x € X}
est borné.
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Ce concept d’action translation-like a été introduit comme analogue géométrique au concept de
sous-groupe [Why99]. En effet, si H est un sous-groupe de G, alors H agit translation-like sur G. Se-
ward [Sew14] montre que Z agit translation-like sur tout groupe infini. Ce résultat est notamment
utilisé dans [Jeal5c] pour montrer que le probleme du domino est indécidable sur les groupes
G x Gg, ou G et Gy sont deux groupes infinis.

1.1.2 Commensurabilité et quasi-isométrie

Si (X1, d,) et (Xa,d2) sont deux espaces métriques, une quasi-isométrie de (X, d;) vers (X, d2)
est une fonction f : X; — X» telle qu'’il existe des constantes A= 1 et B,C = 0 telles que :

1. pour tous x, y € Xy, %dl(x,y) -B=<dy(f(x), f(y)) <A-di(x,y)+B;
2. pour tout z € Xy, il existe x € X tel que d (z, f(x)) < C.

On peut composer les quasi-isométries et les inverser, et ainsi voir la relation étre quasi-isométrique
a comme une relation d’équivalence sur les espaces métriques. Si G est un groupe de type fini et
que S; et Sy sont deux parties génératrices finies de G, alors les deux graphes de Cayley Cay(G,S;)
et Cay(G,S,) sont quasi-isométriques. La relation de quasi-isométrie s’applique donc bien aux
groupes eux-mémes : deux groupes G; et G, sont quasi-isométriques s’il existe une quasi-isométrie
entre deux de leurs graphes de Cayley Cay(G;,S1) et Cay(Gy,S2). En particulier, si H est un sous-
groupe d’indice fini dans G, alors H et G sont quasi-isométriques.

Deux groupes G; et G, sont commensurables s’ils contiennent chacun des sous-groupes d'in-
dice fini H; < G; et Hy < Gy tels que H; et H, sont isomorphes. Pour les groupes de type fini, la
commensurabilité est donc une notion plus forte que la quasi-isométrie, et il existe des exemples
de groupes de type fini quasi-isométriques mais pas commensurables [dIH00, Probleme 47, page
107].

1.1.3 Quelques propriétés géométriques des groupes

Un espace métrique (X, d) est §-hyperbolique si les triangles géodésiques de X sont 8-fins, c’est-
a-dire que pour tous x, y, z € X alors

[x,y] €Bs ([, 2l Uz, x1)
[y, 2] €Bs ([z, x] U [x, y1)
[z,x] =Bs ([x, y1 U [y, 2])

ol [x, y] est le segment géodésique de x a y. Un groupe G est hyperbolique si 'un de ses graphes
de Cayley est 8-hyperbolique pour un certain 6 > 0 (et si 'un des graphes de Cayley de G est hy-
perbolique, ils le sont tous). Les groupes hyperboliques sont bien compris d'un point de vue algo-
rithmique [GdIH90] : beaucoup de problemes classiques comme les problemes du mot, d’isomor-
phisme et de conjugaison y sont décidables.

Exemple 1. Pour des groupes de type fini, on sait que :
— les groupes finis, virtuellement cycliques et libres sont hyperboliques;

— tout groupe possédant un sous-groupe isomorphe au groupe de Baumslag-Solitar BS (m, n)
(en particulier BS(1,1) = 72) nlest pas hyperbolique.

Le nombre de bouts e(G) d'un groupe G est la limite lorsque 7n tend vers I'infini du nombre de
composantes connexes infinies de Cay(G,S) \ B;,. Le nombre de bouts d'un groupe ne dépend pas
de la partie génératrice choisie. Un groupe peut avoir 0, 1, 2 ou bien une infinité de bouts (le cas
e(G) = 0 correspond aux groupes finis).
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Exemple2. — legroupeZ a deux bouts, Z% avec d = 2 a un seul bout et F (le groupe libre
a d générateurs) avec d = 2 a une infinité de bouts;

— si H est un sous-groupe d'indice fini de G, alors e(G) = e(H) ;
— i Gy et Gy sont infinis, alors Gy x Gy a un seul bout;

— les groupes de Baumslag-Solitar BS (m, n) avec m,n = 1 ont un seul bout.

Un théoreme de Stallings [Sta68] donne une caractérisation constructive des groupes G avec au
moins deux bouts e(G) = 2, al’aide de produits amalgamés et d’extensions HNN.

Un groupe de type fini G est moyennable s'il existe une mesure f simplement additive (si AnB =
@ alors f(AUB) = f(A) + f(B)) et invariante par translation (pour tout Ac Gettout g€ Gon a
f(A) = f(gA)). Il existe d’autres maniéres équivalentes de formuler la moyennabilité, et dans la
suite nous utiliserons la condition de Folner. Une suite de Folner est une suite d’ensembles finis
(F1) nen de G tels que pour tout g € G

F,AgF
lirn|ngn|:

n—oo  |F,|

Le groupe G est moyennable si et seulement s’il posséde une suite de Folner.

Exemple3. — legroupeZ® est moyennable;
— les groupes libres F; avec d = 2 ne sont pas moyennables;

— le groupe de Baumslag-Solitar BS (m, n) avec m,n = 1 est moyennable si et seulement si
m=1loun=1.

Le caractere hyperbolique, moyennable ou le nombre de bouts d'un groupe sont des invariants
de quasi-isométrie pour les groupes de type fini. On trouvera une liste plus compleéte des inva-
riants de quasi-isométrie dans [dIH00, Complément IV.50, page 114].

Remarque 1. Il existe deux groupes G; et G, de présentation finie tels que G, est isomorphe
a un sous-groupe de Gy, Gy est isomorphe a un sous-groupe de G, mais Gy et Gy ne sont pas
quasi-isométriques [dIH00, Complément V.A.25, page 131]!

1.2 Notions de dynamique symbolique

1.2.1 Configurations et sous-décalages

Dans toute la suite A est un alphabet fini et G un groupe de type fini. Equipé de la topologie pro-
duit, I'ensemble AC est compact et métrisable. Les éléments de AC sont appelés configurations,
et sont donc des coloriages du groupe G par 'alphabet A. Si x € AC est une configuration, on sim-
plifie I'écriture x(g) en xg. Le groupe G agit a gauche sur I'ensemble des configurations AS par
translation :
| Gx AS — AC

©: gx) — Ggx)

ou Gg(x) est la configuration définie (6 g(x))h = Xg-1., pour tout h € G. Le systeme dynamique
(AG, &) est appelé le décalage plein. Un ensemble de configurations X < AG est un sous-décalage
s’il est fermé pour la topologie produit et stable par G.

Un morphisme est une application ® : A — AS définie localement par ¢ : AV — A, oi1 V est
un sous-ensemble fini de G. Pour toute configuration x € A® et tout g € G, 'image de x par ®
se calcule lettre par lettre : ®(x)g = @(xgv). De maniere équivalente, un morphisme ® est aussi
une application continue et invariante par I'action de G par translation. Une conjugaison est un
morphisme bijectif.
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Remarque 2. Il existe des sous-décalages X € A% etY < BZ qui ne sont pas conjugués, mais tels
qu'il existe un morphisme surjectif G : X — Y et un morphime surjectif @ : Y — X [LM95].

Si ge GetacA,lecylindre [a]g est 'ensemble de configurations [alg := {x € AGng = a}. Un
support est une partie finie K ¢ G. Un motif de support K est un élément p de AX. On définit
I'ensemble des motifs finis par A(; := Ukcg,Kj<co AK_Si p € AX et g € G, le cylindre engendré par p
en g est [plg :=Nhex[Pnlgh-

'_[ Proposition 1.1 ]

Un ensemble de configurations X est un sous-décalage si et seulement s’il existe un en-
semble de motifs interdits F < A, tel que

X=Xp=: [) A®\[plg.
peEgeG

Cette définition combinatoire des sous-décalages par exclusion de motifs permet de définir des
classes de sous-décalages, en fonction de propriétés vérifiées par un des ensembles de motifs in-
terdits qui les définissent.

Un sous-décalage X  AC est de type fini, que I'on abbréviera en SFT, s'il existe un ensembile fini
de motifs interdits F tel que X = Xr. Sil’ensemble de motifs interdits F est tel que tout motif de F est
delaforme p € Al'6% avec s € S, on dit que le SFT Xg est un SFT plus proches voisins. Cette notion
de SFT plus proches voisins dépend de la partie génératrice S choisie. Un sous-décalage Y < BG
est sofique s'il existe un SFT X c AC est un @ : AS — B® un morphisme tels que Y = ®(X). Un sous-
décalage X c AC est effectif s'il existe un ensemble de motifs interdits F, pouvant étre énuméré
par une machine de Turing avec oracle WP(G), tel que X = Xp (voir [AB09] pour une définition de
machine de Turing).

1.2.2 Probléeme du domino

Soit G un groupe de type fini et S une partie génératrice finie de G. Pour coder un motif plus
proche voisin, on identifie un motif p € A'¢% au triplet (p(1g), 5, p(s)) € AxS xA qui lui correspond.
Un ensemble de motifs interdits plus proches voisins est donc un sous-ensemble de A x S x A. Le
probléeme du domino de G par rapport a S, noté DP(G,S) est 'ensemble des codages de motifs
interdits F plus proches voisins pour S tels que Xg # @. On dit que le probleme du domino de G
par rapport a S est décidable si le langage DP(G,S) est lui-méme décidable (on renvoie a [AB09]
pour la notion de décidabilité).

Proposition 1.2: [AB] 18, Corollaire 9.3.27] ]

J
Soient S et S’ deux parties génératrices finie d’'un groupe G. Alors DP(G,S) est décidable si
et seulement si DP(G, S’) I'est également.

Il est donc légitime de parler du probléme du domino d'un groupe G indépendament de la partie
génératrice S choisie. On notera donc DP(G) le probleme du domino du groupe G.

1.2.3 Notions d’apériodicité

Soit x € AG une configuration. Lorbite de x est'ensemble des configurations or bg (x) = {& ¢(x)1g€G},
et le stabilisateur de x est le sous-groupe stabg(x) = { 8eG|Gg(x) = x}. Une configuration x €
AS est périodique si son orbite est finie |orbg (x)| < co.

Un sous-décalage X < AC est faiblement apériodique si toute configuration x € X a une orbite
infinie |or bg (x)| = co. Un sous-décalage X < AG est fortement apériodique si toute configuration
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x € X a un stabilisateur trivial stabg (x) = {1g}. Pour un groupe G infini, la forte apériodicité im-
plique la faible apériodicité. Le sous-décalage X est minimal s’il ne contient pas de sous-systeme
propre (si Y c X est un sous-décalage, alors Y = @ ou Y = X) ou de maniere équivalente si I'orbite
de chaque configuration x € X est dense.

1.3 Sous-décalages sur des graphes

Dans cette partie on généralise la définition combinatoire des sous-décalages par exclusion de
motifs a des graphes qui ne sont pas nécessairement des graphes de Cayley d'un groupe de type
fini. En modifiant de la sorte la structure sur laquelle les sous-décalages sont définis, on perd 'ac-
tion par translation et donc la caractérisation topologique des sous-décalages comme ensembles
de configurations fermés et invariants par translation. On choisit néanmoins de conserver le terme
sous-décalages pour désigner ces objets, en gardant en téte que ceux-ci n’ont plus une origine dy-
namique dans ce contexte. On se limite a des graphes infinis dénombrables de degré borné, et
dont les arétes sont étiquetées.

On définit un graphe I' comme un triplet (Vr, Er,Lr) ol Vt est un ensemble infini dénombrable
de sommets, Er c VI% est 'ensemble des arétes du graphe, avec comme condition que pour tout
sommet v € V1, 'ensemble {z € Vr | (i, v) € Er ou (v, u) € Er} est de taille bornée par une constante
M, et Lr: Er — L est une fonction d’étiquetage qui associe un élément de L a chaque aréte du
graphe. Des exemples importants de ce modele de graphes sont les graphes de Cayley de groupes
de type fini. Si " = (V, Er, Lr) est un graphe, et S, T deux sous-ensembles fini de Vr, on dit qu'une
application ¢: S — T est un isomorphisme de graphe préservant les étiquettes si ¢ est une bijec-
tion et

— pour tous u, v €S, (u, v) € Er si et seulement si (¢p(u), d(v)) € Er;
— pourtous u, v €S, Ly (4, v)) = Lr (¢p(w), d())).

Si A est un alphabet fini et ' un graphe, 'ensemble des applications de Vr vers A, noté AT, est
'ensemble des configurations sur I'. Equipé de la topologie prodiscréte, I'ensemble A" est com-
pact et métrisable.

SiS < Vr est un ensemble fini et connexe de sommets, un motif de support S est une application
p: S — A. Unmotif p: S — A apparait dans une configuration x € A® (resp. dans un motif p’: 8’ —
A) ¢'il existe un ensemble fini de sommets T < Vr (resp. T = §’) et un isomorphisme de graphe pré-
servantles étiquettes ¢: S — T tels que py, = X¢(u) (r€Sp. py = p{b( u)) pour tout u € S. Dans ce cas, on

écrit p C x (resp. p C p'). Un sous-décalage Xg Al est un ensemble de configurations qui évitent
un ensemble de motifs interdits F, autrement dit Xp := {x € A" | aucun motif de F n’apparait dans x}.
Cette notion généralise la définition classique de sous-décalage pour des actions de groupes a des
graphes arbitraires. Un sous-décalage de type fini (SFT) est un sous-décalage pour lequel I'en-
semble de motifs interdits F peut étre choisi fini. Si les supports de tous les motifs interdits dans F
sont composés de deux sommets connectés par une aréte, on dit que Xg est un SFT plus proches
voisins.

Etant donnés un graphe T et un alphabet fini A, on peut coder un motif par un graphe fini (un
sous-graphe induit de I') avec des étiquettes sur les arétes et des lettres de A sur les sommets. On
parlera de codage d’'un motif en référence a ce graphe fini. Le probléeme du domino de I est I'en-
semble DP(I") des codages d’ensembles finis de motifs interdits F tels que Xr # @. Si cet ensemble
DP(I') est récursif, on dit que I" a probléeme du domino décidable, et le probleme est indécidable
dans le cas contraire.

17



CHAPITRE 1. DYNAMIQUE SYMBOLIQUE ET GROUPES DE TYPE FINI

1.4 Substitutions 1D et graphes d’orbites

1.4.1 Fonctions parents

Dans cette partie on définit les fonctions parents, qui seront utiles pour décrire précisément
I'action d’une substitution sur un mot bi-infini, et donner une représentation par graphe d’'une
orbite. Une fonction parent P: Z — Z est une fonction surjective et croissante. En particulier, une
telle fonction vérifie que pour tout i € Z, P(i +1) —P(i) € {0, 1}. Soit u = (¢;)jez € (N\ {0HZ une suite
bi-infinie d’entiers strictement positifs. La fonction d’accumulation de la suite u est la fonction
A: Z — Z donnée par

i-1 :
2ioUk siizl
A(i)=40 sii=0
-1 ap s
- oiur ifi=-1

On peut remarquer que la famille d’'intervalles discrets (Iz) ez avec I = [A(k); A(k+1) —1] forme
une partition de Z. Si P est une fonction parent, et si on définit la suite u par u; = [P~1(i)| pour tout
i € Z, on obtient que P(j) = i pour tout j € [A(i); A(i + 1) — 1], avec A la fonction d’accumulation
de u.

1.4.2 Substitutions (non) déterministes

Une substitution — non déterministe — est un couple o = (A,R), ou A= {ay,...,a,} est un alpha-
bet fini de taille n et R < A x A* est 'ensemble des regles de la substitution . Une substitution o
est déterministe si pour toute lettre a € A, il existe seulement une regle (a,o(a)) € R. Dans le cas
déterministe, on peut associer a la substitution o sa matrice d'incidence Mg € .4, (N) donnée par
Mg (i, j) = Ic(ai)luj le nombre d’occurrences de la lettre a; dans le mot o(a;). Une substitution o
est primitive s'il existe une puissance de My dont toutes les entrées sont strictement positives. Le
théoreme de Perron-Frobenius implique que la matrice d’incidence d'une substitution (détermi-
niste) primitive admet une valeur propre réelle A = 1, et qui est plus grande en module que toutes
les autres valeurs propres. Par analogie, et comme nous le faisons dans [ABM19], on dit qu'une
substitution non déterministe o = («/, R) posséde une valeur propre dominante s’il existe A > 1 et
un vecteur v: A — R** tels que pour toute régle (a, w) eR:

|w]|
Avi@ =) vw).

i=1

On dit qu'un mot infini w € AZ produit le mot w’ € AZ selon une fonction parent P si pour tout
i€Zona (mi,w"P,lm) € R, avec ‘”|/P*1(i) le sous-mot fini de w’ qui apparait aux indices {j € Z |
P(j) = i}. Dans ce cas, pour simplifier les notations, on écrit (w, ) € R. Pour une substitution non
déterministe (A, R), une orbite est un ensemble {(w’,P))},_, € (% x 2Z)” tel que pour tout i € Z,

P; est une fonction parent, et le mot w’ produit le mot w’*! selon P;.

1.4.3 Orbites d’'une substitution comme pavage de R,

Dans cette partie on décrit les orbites d’'une substitution comme des pavages de R?, comme
présenté dans [ABM19]. Une tuile est un ensemble compact et connexe de R?> d’intérieur non
vide. Si T est un ensemble de tuiles, pas nécessairement fini, un T-pavage ou pavage par T est
une collection de copies translatées de tuiles dont les intérieurs sont deux a deux disjoints, et dont
I'union est le plan entier R?.

Soit (A,R) une substitution non déterministe avec valeur propre dominante A > 1 et vecteur
associé v: A — R**. Pour chaque régle (a, w) € R, on définit une (a, w)-tuile en position (x, y) € R?
comme étant le polygdne dessiné sur la Figure 3, avec w = w; ... wg.
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v(a)-e¥
xy) /—\
(a, w)-tuile (a,wy...wi) €R
log(A)
(x, y —log(A))
>
fvawy)-e¥ svwy)-e¥ oo uwg)-eY

FIGURE 3 - Une (a, w)-tuile pour une régle (a, w) € Ravec w = w; ... wi. Les cotés horizontaux du polygéne
sont incurvés pour les rendre plus visibles.

Remarque 3. La longueur du c6té supérieur est égale a la somme des longueurs des cotés infé-
rieurs de la (a, w)-tuile. Comme A\ > 1 et que v est le vecteur associé a A, on a

k 1 ey
> Xv(wl-)-eYZT-)\-v(a)Z v(a)-e’,
j=1

de sorte que le sommet en bas a droite (x + % (v(wy) +---+ v(wy)) e?, y —log(A)) est en fait (x +
v(a)-e¥,y—log(A)).

Lensemble de toutes les (a, w)-tuiles en position (x, y) pour toutes les régles (a, w) € R et tous
les (x, y) € R? forme les (A, R)-tuiles, ou o-tuiles. Les o-tuiles sont donc des compacts de R? d’in-
térieur non vide. On peut donc définir un pavage de R? par des o-tuiles comme une collection
dénombrable de o-tuiles qui recouvrent R? et sont d’intérieurs deux a deux disjoints, de sorte que
les tuiles sont accolées coté contre cHté — l'intersection de deux tuiles est soit vide, soit un coté
entier.

Proposition 1.3 1

Si une substitution (A, R) avec valeur propre dominante admet une orbite, alors il existe un
pavage de R? par des (A, R)-tuiles.

T~

— l—~

FIGURE 4 — Un pavage de R? par o-tuiles.
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1.4.4 Graphes d’orbites d’'une substitution

Si o = (A, R) est une substitution non déterministe, on note M := max(4, )er | W|. Le graphe d’or-
bite associé a une orbite Q = {(‘”i’Pi)}iez de (AR) est le graphe I' dont les sommets sont 72 les
arétes Eg et la fonction d’étiquetage L : Eq — {next}u [0;M — 1] définie par

— pourtout i, j € Z, ((i, j), (i, j + 1)) € Eq et Lo (((i, /), (i, j + 1))) = next;

— pourtouti € Zettout k € [Aj+1(j); Aj+1(j+1)-11, (G, j), (i+1,k)) € Eq et Lo (((i, /), (i + 1, k) =

k - Al+1 (])7
avec A; la fonction d’accumulation associée a la suite (|P; " (j) I)].EZ pour tout i € Z.
On remarque que I'q ne dépend que du choix des fonctions parents {P;};c7, et pas de {®w'};e7.

Cependant, on impose que la suite des fonctions parents définissent une orbite Q = {(u)i ,Pi)}
de (A,R).

ieZ

(0,-1)

1,410 -1) (1,A:1(0)+1) LA -1 1,4 (D) +1)

(1,A1(=1) (1,A1(0)) (1,A1(0) +2) (1,A:(1) 1,412 -1)

FIGURE 5-Morceau de graphe d’orbite. Les fleches hachurées sont les arétes du graphe étiquetées par
next.

Remarque 4. Si o est la substitution uniforme 0 — 00, alors les graphes d’orbites de o sont les
duaux des pavages du plan hyperbolique par tuiles de Wang pentagonales de la Figure 6 : les
tuiles de Wang d’'un pavage sont les sommets du graphe d’orbite, et les adjacences entre tuiles
donnent les arétes du graphe d’orbite.
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Dans un article publié en 2007 [Kar07], Jarkko Kari présente une nouvelle preuve de l'indéci-
dabilité du probléme du domino sur Z2, qui s’avere transposable au plan hyperbolique H,. Pour
le plan hyperbolique il utilise un modele de tuiles de Wang pentagonales, ot chaque tuile pos-
sede comme sur Z2 un voisin gauche, un voisin droite, un parent (immédiatement au-dessus) et
non pas un mais deux enfants (immédiatement en dessous), I'’enfant de gauche étant le voisin
de gauche de I'enfant de droite. En pavant H, avec ces tuiles, on fait apparaitre une structure de

VY RN

FIGURE 6 — Un pavage de H; par des tuiles de Wang pentagonales.

graphe qui s'interpréete soit comme le graphe de Cayley du monoide a trois générateurs de présen-
tation (a,a”',t | at = ta®,aa”! = 1), soit comme le dual d'un graphe d’orbite de la substitution
constante 0 — 00. Ce graphe n’est pas le graphe de Cayley d'un groupe car tous les sommets n’ont
pas le méme degré : les pavages par tuiles de Wang pentagonales ne rentrent pas dans le cadre de
la définition d'un sous-décalage sur un groupe de type fini (voir la Partie 1.2.1).
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La question de la transposition des outils d’investigation des sous-décalages sur certaines struc-
tures a de nouvelles structures proches, plus riches et plus générales s’avere étre une question
pivot, comme on I'a vu en introduction. Or si'on ajoute ¢~ ! au monoide, on autorise ainsi la pos-
sibilité de remonter depuis un sommet de degré 3 et on obtient alors le groupe de présentation
(a,t|at = ta®. Ce groupe apparait dés 1951 dans un article de Higman [Hig51b], dans lequel il
propose un exemple de groupe de présentation finie G a trois générateurs et deux relations qui
soit non Hopfien : le groupe G est isomorphe a I'un de ses sous-groupes quotient G/H non tri-
viaux. Le sous-groupe normal H de I'exemple d’Higman est précisément {a, t | at = ta?). Dans ce
méme article, Higman énonce qu'un groupe de type fini a une seule relation est nécessairement
Hopfien. Cette assertion sera réfutée en 1962 par Baumslag et Solitar [BS62] qui s’intéressent aux
groupes de présentation {(a, t | a™t = ta™) et caractérisent ceux parmi eux qui sont non Hopfiens.
En référence a cet article, les groupes de présentation (a, ¢ | a”t = ta™) sont appelés groupes de
Baumslag-Solitar et notés BS (m, n).

Les groupes de Baumslag-Solitar constituent des exemples simples d’extensions HNN, une construc-
tion fondamentale de la théorie combinatoire des groupes qui joue par exemple un role clé dans
la preuve du théoréme de plongement de Higman (tout groupe de type fini et de présentation ré-
cursive se plonge dans un groupe de présentation finie) [LS01]. Les BS(m, n) bénéficient donc de
toutes les conséquences dulemme de Britton, qui donne par exemple une forme normale élégante
pour les BS(1, n).

La classe des BS(m, n) est nettement séparée en deux sous-classes aux comportements trés
différents : les groupes BS(1, n) sont résolubles donc moyennables, tandis que les BS(m, n) avec
m,n > 1 possedent des sous-groupes libres et ne sont donc pas moyennables. Chacune de ces
deux sous-classes est également bien comprise d'un point de vue géométrique, car on sait préci-
sément a quelle condition deux BS(m, n) sont quasi-isométriques :

— les groupes BS(1,n) et BS(1, n') sont quasi-isométriques si et seulement si n et n' ont une
puissance commune [FM98] — et dans ce cas, les deux groupes sont méme commensurables;

— les groupes BS(m, n) et BS(m', n) sont toujours quasi-isométriques dés lors que 2< m < n
et2<m' <n' [Whyol].

Ainsi les groupes de Baumslag-Solitar servent a la fois d’exemples canoniques en théorie com-
binatoire et théorie géométrique des groupes et constituent un prolongement naturel pour I'ap-
plication des outils et techniques de dynamique symbolique. Ce double intérét, qui permet de
mettre en dialogue approche mathématique et approche informatique, s’est avéré efficace pour
obtenir de nouveaux résultats. En tout état de cause, ces considérations justifient a mes yeux le fait
d’avoir consacré plusieurs années de recherche et un chapitre entier de ce manuscrit aux groupes
de Baumslag-Solitar.

Ce chapitre poursuit trois objectifs. D’abord présenter les groupes de Baumslag-Solitar BS(1, n),
leur graphe de Cayley ainsi qu'un isomorphisme entre BS(1, n) et Z[%] X fZ, qui sera fondamen-
tal pour la suite. Ensuite donner les idées clés de la construction décrite dans [AS20], qui permet
de déployer certains pavages hyperboliques, les g-pavages, dans le groupe BS(1, n) sous forme de
SFT. Enfin, montrer comment cette construction peut s’'utiliser comme boite noire pour obtenir
des SFT sur BS(1, n) en déployant un o-pavage bien choisi. Nous verrons comment cette derniere
permet de retrouver des résultats déja connus, comme l’existence de SFT fortement apériodique
ou l'indécidabilité du probléme du domino, mais aussi d’obtenir des constructions originales,
par exemple en déployant dans BS(1, n) le pavage de Robinson hyperbolique. Ces constructions
laissent entrevoir de nouvelles avancées comme celles mentionnées dans la Partie 2.4.

2.1 Les groupes de Baumslag-Solitar BS(1, n)

Dans cette partie on décrit les groupes BS(1, n), leur graphe de Cayley ainsi qu'un plongement
de BS(1, n) dans R2.
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2.1.1 Définition et propriétés

Etant donnés deux entiers positifs m et n, le groupe de Baumslag-Solitar BS (1, n) est le groupe
de présentation finie
BS(m,n):={a,t|t 'a™t=a").

Dans la suite de ce chapitre on s’intéresse uniquement aux groupes de Baumslag-Solitar réso-
lubles, qui sont ceux définis avec m, n tels que m = 1 ou n = 1. Ils forment une classe fondamentale
d’exemples de groupes de type fini résolubles, donc moyennables. IIs possedent également une
forme normale particulierement simple a écrire, comme 'exprime la Proposition 2.1.

,-[ Proposition 2.1 ]

J

Tout élément de BS(1, n) s’écrit de maniere unique soit comme alt7% avec k = 0 et jezZ,
soit comme t’a/ avec i >0 et j € Z, soit comme t'a/t F aveci >0, k=0etnftj.

Remarque 5. En contrepartie de la simplicité de son écriture, le mot proposé par cette forme

normale pour représenter un élément du groupe n'est pas de longueur minimale : par exemple
271 2 z ’ 2_ . . ’ . -

l'élément représenté par t*>a’ ~! peut tout aussi bien s'écrire at>a™!.

2.1.2 Graphe de Cayley de BS(1, n)

Une construction pas a pas du graphe de Cayley de BS (1, 2) avec partie génératrice {a, t,a™!, t 1},
représenté sur la Figure 7, se trouve dans [Mei08, Section 5.4] — attention, les générateurs sont dif-
férents. A partir de larelation t~'at = a” on définit une brique de base, qui est le cycle de taille n+3
lui correspondant. On peut coller ces briques entre elles en respectant les sens et étiquettes des
arétes. Le graphe de Cayley de BS(1, n) se compose ainsi d'une multitude de feuilles qui fusionnent
n par n, ces fusions étant organisées de sorte que la structure globale du graphe ressemble a un
arbre (n + 1)-aire régulier. Chacune des feuilles est quasi-isométrique au plan hyperbolique Hp.
Formellement, si g est un élément de BS(1, n), alors la feuille définie par g est 'ensemble

Sgi={g-t*a' Ikez,tez}.

Remarque 6. Pour un élément du groupe g € BS(1, n), la forme normale de la Proposition 2.1
correspond au choix du chemin reliant Uidentité 1 a g suivant : d'abord descendre dans le
graphe si nécessaire (emprunter i fois le générateur t) puis se déplacer latéralement afin de
sélectionner la feuille adéquate (emprunter j fois le générateur a) et enfin remonter jusqu'a g
(emprunter k fois le générateur t*). La condition nf j dans le cas ot i est non nul signifie que
l'on ne descend pas plus que nécessaire dans le graphe (on choisit i minimal).

On appelle rectangle tout ensemble fini de BS(1,2) de la forme :
Ry.qi= {tﬂa"t‘f lie(0;(k+1)-2" —1]etje [0;!2]}.
Contrairement aux boules, ces rectangles forment une suite de Folner et prouvent ainsila moyen-

nabilité des groupes BS(1, n) de maniere directe (on sait par ailleurs qu’ils sont moyennables car
résolubles).

Proposition 2.2 |

J

La suite (Rg,¢) . oo €St une suite de Folner.
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FIGURE 7 - Une partie du graphe de Cayley de BS(1,2). Une premiére feuille, celle définie par I'origine 1, est
représentée en bleu. En rouge la feuille définie par 'élément t*a'®¢~*. Les étiquettes des arétes
de la brique positionnée en I'origine 1 sont également dessinées. Les sommets marqués d'une
étoile verte forment une grille de taille 3 x 5, qui est ici un mineur du graphe de Cayley.

Chacune des feuilles du rectangle Ry ¢ posseéde une grille de taille k x £ comme sous-graphe
induit. On peut donc trouver des grilles de tailles arbitraires dans le graphe de BS(1,2). On re-
trouve la une propriété des groupes qui ne sont pas virtuellement libres : ils possédent un bout
épais [Woe89] et donc, par le théoréme de Halin, des grilles de taille arbitraire comme mineurs
(on pourra consulter [Die04] pour une preuve récente du théoréme de Halin). Ces grilles néces-
sitent un graphe de taille exponentielle, ou autrement dit, il faut un nombre exponentiel en k et ¢
d’opérations de suppression d’aréte/suppression de sommet/contraction d’aréte pour obtenir la
grille a partir d'un sous-graphe fini du graphe de Cayley.

2.1.3 De BS(1, n) vers R?

On considere le produit semi-direct Z[%] X r Z défini par

f zZ — Aut(z[i))
Nk —» x—nk-x |

A T'aide de la forme normale de la Proposition 2.1, on montre que BS(1, n) et Z[%] X f Z sont
isomorphes, via

_(Bsu,n) — Z[31%sZ )
tlalt™® — (j-nik-i) )

Proposition 2.3 |

Lapplication ® est un isomorphisme.

Cette fonction ® nous permet d’introduire la notion de ®(g)-boite pour un élément g € BS(1, n).
Pour cela on s’autorise a voir ® comme une fonction a valeurs dans R?, par exemple d(ta’t™?) =
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(%, 1) dans BS(1,2). Si g € BS(1, n) a pour forme normale g = tial t’k, la ®(g)-boite est le rectangle
®(g) + [0, n""*¥[x] — 1,0] dans R?. Une ®-boite est simplement une ®(g)-boite pour un certain
g €BS(1,n).

Remarque 7. Lensemble des ®(g)-boites pour tous les g d’'une méme feuille deBS (1, n) forment
une partition de R?.

Cette remarque constitue un élément important de la construction de la Partie 2.2 : connaitre le
contenu de toutes les ®-boites d'une méme feuille revient a connaitre le contenu du plan eucli-
dien entier. On peut également décrire le comportement des ®-boites par changement de feuille :
si g est un élément du groupe, alors en faisant varier 'entier £ € N, 'élément gt‘at¢ parcourt
I'ensemble des feuilles avec lesquelles la feuille définie par g va fusionner. De par la définition, les
contenus des ®(g) et d(g t*ar~%-boites ne sont pas indépendants.

Remarque 8. Pour tout élément g avec forme normale g = t'al t =% et pour tout entier e N, la
®(g)-boite et la®d(gt’at=")-boite ont comme intersection le rectangle ®(g) +[n~"1+k, p=i+k[x]—
1,0].

2.2 Pavages hyperboliques comme SFT sur BS(1, n)

A partir de maintenant, par souci de simplicité on consideére seulement le cas n = 2, mais le
lecteur se convaincra que les énoncés qui suivent se transposent facilement au cas général n = 2.
Je présente dans un premier temps les grandes lignes de la construction détaillée dans [AS20], qui
permet de déployer certains pavages de Hy en SFT sur BS(1, n).

J’explique ensuite comment utiliser cette construction comme une «boite noire » pour retrouver
par exemple les résultats de [AK13] ou encore une démonstration nouvelle de I'indécidabilité du
probleme du domino. L'énoncé formel apparait en page 29 dans le Théoréme 2.1.

La notion de pavage hyperbolique a laquelle on se réfere est celle des pavages provenant d'une
substitution o (déterministe ou non), les o-pavages, tels que décrits dans [CGS17, ABM19] et dans
la Partie 1.4.3. Une substitution est notée o = (A,R), avec R ¢ A x A* 'ensemble des regles. Si ¢
est déterministe alors pour chaque lettre a € A, il n'existe qu'une seule régle (a,c(a)) € R. Afin
d’obtenir des pavages, on impose a la substitution o I’existence d'un réel A > 1 et d'un vecteur
v:A—R™ tels que, pour tout (a, w) €eR:

|w|
N-v(a) =) v(w).

i=1

Dans le cas déterministe, cela revient a imposer que la valeur propre dominante A de la matrice
d’incidence de la substitution Mg soit strictement supérieure a 1. Les o-tuiles dans le cas d'une
substitution générale sont décrites dans [ABM19]; on donne ici un exemple de o-tuiles et de o-
pavage pour la substitution o : {a, b} — {a, b}* définie par o(a) = aab et a(b) = ba (voir la Figure 8).
Il faut retenir que les o-pavages constituent une maniere géométrique de visualiser les orbites de
l'action de o sur les mots bi-infinis AZ, ot1 une ligne horizontale de o-tuiles représente un mot
bi-infini, et la ligne horizontale immédiatement au-dessous (resp. au-dessus) son image (resp. sa
pré-image) par o. Chaque lettre de I'alphabet A se voit attribuer une forme de tuile, dont la hauteur
est fixée et la largeur dépend de la position verticale de la tuile. Chaque o-tuile code localement la
substitution o.

Dans le groupe BS(1,2), chaque feuille est quasi-isométrique a un plan hyperbolique. Dans le
cas des groupes a présentation finie, quasi-isométries et décalages de type fini sont par nature
des objets compatibles entre eux : on pensera notamment au résultat de Cohen qui montre que
I'indécidabilité du probleme du domino est un invariant de quasi-isométrie pour cette classe de
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FIGURE 8 - A gauche, les formes et dimensions des o-tuiles en position (x, y) € R? pour o(a) = aab,c(b) =
ba.Pour cette substitution, A = # etv= (#5, 1). Une partie finie d'un o-pavage est dessinée

a droite.

groupes [Coh17]. Que I'on puisse encoder un pavage du plan hyperbolique, et donc en particulier
un o-pavage, dans une feuille de BS(1,2) n’a donc rien de surprenant. La difficulté principale est
de réussir a synchroniser toutes les feuilles de BS(1,2) pour que chacune d’elles encode le méme
o-pavage, et que les jonctions entre feuilles ne posent pas de probléme, tout cela uniquement par
régles locales. Pour se faire on s’appuie sur la fonction @, en construisant un sous-décalage de
type fini X, dont les configurations codent les o-pavages. De maniere imagée, on referme d’abord
le groupe BS(1,2) sur R? via ®, comme on refermerait les pages d’un livre. Puis on colorie le groupe
ainsi refermé avec le o-pavage, et on déplie ensuite le groupe pour déployer le o-pavage.

Pour parvenir a construire ce SFT, dans une configuration x du SFT Xg, chaque élément g du
groupe se voit attribuer une fenétre de R?> qu’il aura pour tache de décrire via la lettre Xg qui lui sera
associée. En choisissant pour fenétre associée a g la ®(g)-boite, on s’assure que la configuration x
voit sur chaque feuille de BS(1,2) la totalité du o-pavage. L'alphabet de X est choisi pour décrire
localement la structure du pavage hyperbolique : les lettres seront tous les contenus possibles des
®-boites. Grace a la Remarque 7, on pourra construire, pour tout o-pavage, une configuration sur
BS(1,2) dans laquelle chaque feuille code le o-pavage, et la Remarque 8 montre que les feuilles
sont bien synchronisées.

2.2.1 Description de I'alphabet

On appelle M := max,; rer 7| (ou M := maxgep |0(a)| pour une substitution déterministe) la
taille maximale des images par 0. On définit un alphabet 2 qui contient des lettres comme 7 (b, j, a, i),
mg3 (a, i) ou encore by (a,1). Plus précisément 2 =9 U4 U, ou T est employé pour top, % pour
bottom et .4 pour middle, avec

T =hHUhURBUL
M::mlumgumgum4um5
%2=b1Ub2Ub3

ol chaque lettre d € & peut prendre deux formes :

a:={ab,j,a,i):a,beAij=1...M}
B:={B(a,i):acAi=1...M}

pour tout a € {t1, my} et pour tout P € {f2, f3, ty, My, M3, My, Ms, by, b, b3}. Les lettres elles-mémes
sont les tuiles de Wang pentagonales décrites ci-dessous.
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n(b, j,a,i t(a,i) 3(a, i) t4(a, i)
J
ma(b, j, a,i) ms(a, i) ms(a, i)
M CL)
®.) i
bi(a, i)
% ’ (a,z)

Dans le cas d’unelettre 1 (b, j, a,i) oumy (b, j, a, i), on adopterala convention que (a, i) se réfere
ala zone hachurée la plus a droite, et (b, j) a celle la plus a gauche.

2.2.2 Intuition derriere cet alphabet

De maniere informelle, chaque lettre d € 2 donne une information locale a propos du o-pavage
qui est codé. Supposons que x € X, et g € BS(1,2) avec pour forme normale g = t'a’/ t7*, de sorte
que ®(g) =(j- 271 k—1i). Alors la lettre d = Xg décrit ce que la ®(g)-boite capture géométrique-
ment du o-pavage (quelle o-tuile est visible, et oi1 elle est située avec une erreur possible de 2%~
horizontalement) et nous indique aussi la position de cette o-tuile sous la o-tuile qui la surmonte.

xg=0(.a,.) Xg=t(a,.) xg=1t3(a,.) Xg = ly(a,.)
[
¢
D(g) ¢

(9 1- () 1 D) -

T a-tuile

Xg=hi(a,) Xg=by(a,.) Xg = bs(a,.)
B
k3 0
D(g) 1~ ®(g) D(g)
3

Xg = my(a,.) Xg = my(a,.) Xg = ms(a,.) Xg = my(a,.) Xg = ms(a,.)
NAY
t,?:\o (g 0 (g ? (8 0 () ki

FIGURE 9 - Interprétation de la lettre xg qui apparait en position g € BS(1,2) dans une configuration x € X.
Le rectangle en noir, dont le coin supérieur gauche est étiqueté par ®(g), représente la ®(g)-
boite.

La lettre d peut encoder la présence d'une ligne verticale (lettres m;, my et b;), d'une ligne ho-
rizontale (lettres f3 et #3), d'un coin supérieur gauche (lettres t; et 2) ou encore 'absence d’élé-
ments du bord d'une o-tuile (lettres ms, my, ms, by et bs). La Figure 9 s’interpréte comme suit :
si une lettre d € 9 encode la présence d'un élément (coin, ligne verticale ou horizontale), celui-
ci doit nécessairement apparaitre a I'intérieur de la zone hachurée en vert. Par exemple, le fait
que xg € 11 équivaut a la présence d'un coin supérieur gauche quelque part dans le rectangle
d(g) + [27i*k. ok=i+1[4] _ 1:0]. De maniére analogue, le fait que xg € mp équivaut a la présence
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d’une ligne verticale en position {j 24 xyx [k—ik—i+1[, avec x € [Zk”';Zk”'+1 [. De cette fa-
con, en descendant dans le graphe de Cayley (i.e. en progressant selon le générateur ¢) dans une
configuration x € Xy, on obtient une meilleure approximation de la position des o-tuiles.

2.2.3 Description des regles locales

Appelons W := maxgealv(a)], ou v est le vecteur associé a A. Lensemble «/; des motifs auto-
risés qui permet de définir le sous-décalage X, « 28502 et que I'on décrit plus bas est un sous-
ensemble de 2®w3¢+0_ Dans un souci de concision, nous ne présentons pas directement I'en-
semble o/, mais listons plutét les regles locales qui décrivent les motifs dans ;.

1. Les couleurs doivent correspondre selon les générateurs a,a ", t et t~!. Cette condition est
plus proche voisin.

gt

xg = tl(b»j)a’ l)

. est autorisé
xg't = m4 (a) l)

{ Xg  =ms(b, ) est autorisé {

xg~a = mZ(b)jrar l)

2. Letype delettre dela premiére coordonnée(J, .4 ou %) est uniforme sur 'ensemble {g- a* : k € Z}
pour tout g € BS(1,2). Cette condition est plus proche voisin.

xg =n(bj,ai . A
{ § 1(b,j,a est interdit (méme si les couleurs correspondent)

Xg.a =mp(a,i,ck)

3. Les dimensions des zones hachurées connexes sont bornées en accord avec la substitu-
tion o. Plus précisément : il y a deux hauteurs possibles pour les zones hachurées: het h—1,
indépendamment de la lettre a € A qui est codée. La largeur du haut d'une zone hachurée
dépend elle de la lettre a € A codée, et peut seulement prendre des valeurs comprises entre
(wg—1) et CQw,—1).

4. Les lettres en positions g, gtat™! et gra~'t~! sont synchronisées :

a) xg=u(b j,ai)= { iijztt::tziﬁzj) h
b) xg =b1(a,i) = Xgpap1 = b1(a, 1) OU Xg.10-11 = b1 (a, 1)
©) Xg=Dbs(a,i) = xg.pap-1 = b3(a, i) ou Xg.pq-1,-1 = b3(a, )
d) xg=mi(a,i) © Xg.141-1=m2(b, j,a,i)

g-ta 't} g g-tat’! g-ta 't

Xg.pab-1 = b1(a, 1)
(b) xg = b1(a,i) =< ou
Xg.ta-11-1 = b1(a, i)

xg~mt*1 = tg(a, l)

=t(b,j,a,i i
@ xg=n(bj,a l)j{ Xg.ta1i-1 = la(D, J)
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g-ta 't}

g g-tat™! g-ta't™t g g-tar’!

e P

xg.bab_l = b3(ﬂ, i) (d) Xg =m (a,i) & xg~ta“t‘1 = mz(b, j, a,i)
(©) xg = bs3(a,i)=>1{ ou

Xg.pa-11-1 = b3(a, i)

5. Si une zone hachurée porte une information de type (a, i), alors les zones hachurées si-
tuées immédiatement en dessous doivent porter les informations (r,1),...,(r;,|r]) dans
cet ordre, avec (a,r;...17,) € R (ou les informations (aj, 1),..., (qqa), 10(a)]) dans cet ordre,
avec o(a) = aj ... a|g(g)| pour une substitution déterministe).

kZIIIIIIZIIIII NN NN NN NNININININNINND NN NNNINNINNNN ZIIIZIIIIIIZII‘

\ \ \ \ \ \ \ \ \ J
BN . ‘ ll ‘ N N ¥ PEEE AEXE SRS l ’ l
(ar,1) | (a2,2) (a3,3) -

Avec ces regles locales, les configurations du SFT X contiennent des zones hachurées de taille
bornée, qui sont agencées en bandes horizontales. Ces zones hachurées sont en forme de rec-
tangles déformés, dont les bords gauche et droit peuvent étre soumis a des distorsions. De plus,
ces zones hachurées ne sont pas nécessairement alignées verticalement, il peut y avoir un déca-
lage de 1 d’'une bande a I’autre (voir la Figure 11 en fin de chapitre).

Nous avons maintenant la description compléte d'un SFT X, < 28502 Un exemple de confi-
guration x € X est dessiné sur les Figures 10 et 11 en pages 30 et 31. Chaque o-pavage correspond
a une configuration de X;; et vice-versa, comme formalisé dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.1: [AS20] ]

Si T est un o-pavage, alors il existe une configuration x € X, telle que 1(®(gat)) = n(xg)
pour tout g € BS(1,2). Réciproquement, a chaque configuration x € X; on peut associer un
o-pavage T tel que T(®(gat)) = n(xg) pour tout g € BS(1,2).

ol la fonction 1 : 2 — A est le morphisme lettre a lettre qui ne conserve que la lettre a associée
ala zone hachurée la plus a droite.

Remarque 9. On peut s'étonner de lire T(®(gat)) = n(xg) et non pas T(®(g)) = n(xg) dans
I'énoncé du Théoreme 2.1. Cela s'explique par la définition des ®-boites : si la ®(g)-boite voit
par exemple le coin supérieur gauche d’'une o -tuile (tuiles t; ou t), alors gat (coin inférieur
droitde la ®(g)-boite) est le seul élément dont on est certain qu'il soit recouvert par cette o -tuile
dans le o -pavage.

Idée de la démonstration. Le Théoréeme 2.1 se montre en deux temps. Le sens le plus facile construit
une configuration x € X5 a partir d'un o-pavage 1 donné. Pour cela il suffit d’assigner a chaque
élément g € BS(1,2) la lettre de I'alphabet 2 correspondant au contenu de la ®(g)-boite. Reste
ensuite a s’assurer que la configuration obtenue est bien dans le SFT X,;. Pour chaque feuille prise
indépendamment, les regles locales du SFT sont bien respectées de maniere immédiate. La seule
chose a vérifier qui ne découle pas directement des définitions des objets manipulés se situe au
niveau des fusions entre feuilles. Pour résoudre cette question, il suffit d’utiliser la Remarque 8.

Pour le sens réciproque, il s’agit de construire un o-pavage a partir d’'une configuration x € Xg.
On procede en deux étapes :

1. chaque feuille de la configuration x définit un o-pavage;

2. les o-pavages définis par chacune des feuilles sont égaux.
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gt3att™3 b

gt3a2t_3

;gt3 -

gt3adt—3

“ “ “ “

g

gt3at 2 "

t*3

gt3aTt™3

l'

‘ “ “ ‘

\A‘

WWWWWW@WWWW

FIGURE 10 — Une configuration x € X dessinée sur le graphe de Cayley de BS(1,2).

30



CHAPITRE 2. GROUPES DE BAUMSLAG-SOLITAR

FIGURE 11 - La configuration x de la Figure 10 est dessinée feuille par feuille. Le o-pavage correspondant
apparait en rouge.

Etape 1 : chaque feuille de x définit un c-pavage Considérons une feuille de la configuration x.
Notre stratégie est de définir un o-pavage en deux étapes : d’abord placer les lignes verticales for-
mant le o-pavage, ensuite déduire la position des lignes horizontales ainsi que le type (i.e une
lettre a € A) des o-tuiles.

1. Chaque tuile portant un coin supérieur gauche #(...,7 = 2) ou f(...,i = 2) en position g
définit une ligne verticale semi-infinie vers le bas, dont la position est connue de maniére
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exacte pourvu que I'on connaisse toutes les lettres xg., pour h € {t, fa}*. Sa position verticale
n’est par contre connue qu’'avec imprécision.

2. Une fois toutes les lignes semi-verticales infinies placées, on déduit la position exacte de
toutes les o-tuiles composant T directement de la définition des o-tuiles (voir la Figure 8
pour 'exemple) : le type de o-tuile est donné par la lettre #; ou f, du coin supérieur gauche
de la zone hachurée, et si les bords gauche et droit d’'une a-tuile sont en position x; et x;,

alors la a-tuile est positionnée en (xg, log, (x,;;aff ))

Avec ces deux conditions réunies, le pavage T que ’on obtient est effectivement un o-pavage.

Etape 2 : toutes les feuilles définissent le méme o-pavage Pour ce point, il suffit de vérifier que
deux feuilles différentes donnent le méme o-pavage. Cette condition est assurée par la regle lo-
cale 4 décrite en page 28 : cette condition force les bords gauches des zones hachurées a se syn-
chroniser lors de la fusion de deux feuilles, de sorte que les positions horizontales des lignes verti-
cales ne dépendent pas de la feuille considérée. O

Le SFT X possede des propriétés dynamiques intéressantes :

Proposition 2.4 |

J

Le SFT X, est d’entropie nulle. Il est de plus minimal et fortement apériodique si et seule-
ment silog, (A) est irrationnel.

On a donc, pour chaque groupe de Baumslag-Solitar moyennable BS(1, n) avec n = 2, 'existence
d’'un SFT minimal, fortement apériodique et d’entropie nulle. Il est légitime de se demander si ce
résultat pourra étre renforcé.

Question 5

Existe-il un SFT minimal, fortement apériodique et d’entropie positive sur BS(1, n) pour
n=2?

Comme premier exemple d’utilisation du Théoréme 2.1, on peut appliquer la construction aux
0 — 00-pavages de l'article [Kar07]. On retrouve ainsi deux résultats déja connus sur les groupes
de Baumslag-Solitar résolubles non abéliens :

Corollaire 2.1 ]

Il existe un SFT fortement apériodique sur BS(1, n) pour n = 2. ]

dont la démonstration originale complete se trouve dans [EM20], ainsi que

Corollaire 2.2 ]

Le probleme du domino est indécidable sur BS(1, n) pour n = 2. ]

qui a d’abord été démontré dans [AK13].

Remarque 10. La question de l'existence d’'un SFT fortement apériodique sur les BS (m, n) non
résolubles est toujours ouverte; on sait en revanche que le probléeme du domino sur ces groupes
est indécidable [AK13].

La construction du Théoréme 2.1 fonctionne bien avec des o-pavages, notamment parce que

ceux-ci se découpent naturellement en bandes horizontales de taille fixée. Cette spécificité est
treés contraignante, et on peut se demander a quel point on pourrait passer outre.
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Question 6

Quels autres pavages hyperboliques que les g-pavages peut-on encoder dans un SFT sur
BS(1,n) avec n =27

2.3 Application : un SFT avec structure hiérarchique sur BS(1, n)

Dans cette partie j'explique comment obtenir un SFT sur BS(1, n) fortement apériodique dont
toutes les configurations présentent une structure trés contrainte. Chaque configuration fait ap-
paraitre des carrés de tailles arbitraires, organisés de sorte que :

— tous les carrés d'un niveau n sont disposés de maniere réguliere;
— les centre de quatre carrés de niveau 7 sont les coins d'un carré de niveau n + 1.

Cette description est identique a celle des pavages du Robinson sur Z2, a cela prés qu'un carré
hyperbolique de coté u; compte u, tuiles sur ses cotés supérieur, gauche et droit et u,5%" tuiles
sur son cOté inférieur.

Le travail présenté ici reprend des éléments de I'article de Goodman-Strauss [GS10]. Je présente
d'une part une interprétation en terme de graphes d’orbites de sa construction (Section 2.3.2).
D’autre part j'explique comment le SFT hiérarchique de [GS10] permet de déduire I'indécidabi-
lité du probleme du Domino dans H; (Section 2.3.4). En combinant ce dernier résultat avec la
construction de la Partie 2.2, on obtient une preuve alternative a I'indécidabilité du probleme du
Domino sur les BS(1, n) (résultat déja connu depuis [AK13]).

Nous utilisons ici le modele du demi-plan de Poincaré pour le plan hyperbolique H,, et comme
le fait Goodman-Strauss [GS10] nous nous concentrons sur les graphes d’orbite de la substitution
de taille 5 sur I'alphabet unaire : ¢ : 0 — 00000 [CGS17, ABM19]. Dans ce modele, une tuile possede
donc un parent, un voisin gauche, un voisin droit et cinq fils ordonnés (voir la Figure 12).

FIGURE 12 — Une tuile dans H; et son premier voisinage.

2.3.1 Retour sur le pavage de Robinson

En guise d’'introduction, reprenons les idées clés du pavage apériodique de Robinson du plan
euclidien Z2. On pourra pour plus de détails se référer I'article original de Robinson [Rob71], mais
aussi consulter les nombreuses explications plus récentes de ce pavage, comme par exemple une
version provenant d'une substitution 2D [JV20]. Le jeu de tuiles se compose des six tuiles dessinées
sur la Figure 13, ainsi que de toutes les tuiles obtenues par rotations et réflexions de celles-ci.

Les coins des tuiles sont soit proéminents (tuile 1, dite bumpy) soit rognés (tuiles 2 a 6, dite den-
ted), et chaque tuile porte des décorations supplémentaires sur ses cotés, qui prennent la forme de
fleches entrantes ou sortantes de différents types. Les inscriptions en bleu a l'intérieur des tuiles
n’'apporte pas de nouvelles contraintes, mais aident a visualiser la structure des pavages. Sur le
motif dessiné a droite sur la Figure 13, on voit apparaitre des carrés de différentes tailles (3, 5 et
9 tuiles de c6té) qui sont agencés d'une manieére bien particuliére : quatre carrés de méme taille
donnent naissance a un carré de taille plus grande en reliant leurs quatre centres. Le motif donné
en exemple est en fait le seul (a rotation et translation pres) qui soit prolongeable en un pavage
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FIGURE 13 — A gauche les six tuiles qui permett
rotations et réflexions. A droite un

du plan entier : méme s’il existe une infinj
niveau il existe quatre possibilités pour rag
possedent tous cette méme structure de ¢
donne son caractere apériodique au pava

ent d’obtenir 'intégralité du jeu de tuiles de Robinson, par
motif réalisable a 'aide des tuiles.

té non dénombrable de payages possibles (a chaque
sembler les carrés pour définir le niveau suivant), ils
arrés imbriqués de plus en plus grands, structure qui
re. Lidée de Robinson est de coder, pour tout entier

n €N, le sous-réseau 2”7 x 2" 7, sachant qit'une tuile donnée ne peut gppartenir qu'a un seul de

ces sous-réseaux. Le premier sous-réseau 27 x 27 apparait sur les tuiles 1, et une fois que ces tuiles
sont en place, le reste du pavage se déduit assez facilement. Le c6té d'un carré de niveau n vaut

2" +1.

Ce jeu de tuiles est fortement apériodique : il permet de paver le plan et aucun des pavages
réalisables ne possede d’invariance par translation. Pour 'exploiter en vue de démontrer 'indé-
cidabilité du probléme du domino sur Z?2, il faut 'enrichir de maniére a distinguer les carrés de
niveaux pairs et les carrés de niveaux impairs. C’est possible en modifiant le jeu de tuiles, mais
on ne détaille pas ici les décorations supplémentaires. On peut se concentrer uniquement sur les

carrés de niveaux impairs, et on obtient la st

une hiérarchie de carrés imbriqugs;

ructure représentée ci-dessdus : les pavages dessinent
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FIGURE 14 — Les carrés de niveaux impairs dans le pavage de Robinson sur Z?.
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2.3.2 Les tuiles de Robinson hyperboliques

Dans le plan euclidien, les tuiles du pavage de Robinson [Rob71] forcent un premier sous-réseau
27 x 27 grace aux tuiles bumpy. La situation est plus complexe dans H, ou1I’on ne peut pas forcer
27 x 27 a apparaitre sans dans le méme temps autoriser des configurations vide de ce sous-réseau
(conséquence de la compacité). Au lieu des tuiles bumpy et dented, on utilise les cinq formes des-
sinées sur la Figure 15.

B

o
C o o0 =)

FIGURE 15 - Les cinq formes de tuiles A, B, C, D et E dans H. La tuile B est la seule possédant uniquement
des coins proéminents, les tuiles A et C ont a la fois des coins proéminents et rognés, tandis
que les tuiles D et E n’ont que des coins rognés.

Cette premiere couche de regles locales impose déja des contraintes fortes aux pavages réa-
lisables. La structure globales des pavages par A/B/C/D/E apparait sur la Figure 16. Pour s’en
convaincre, on observera d’abord que les décorations latérales (bords bombés dans un sens ou
dans I'autre) impose des lignes composées soit de A/B/C soit de D/E. En raisonnant ensuite sur
les coins des tuiles, on déduit que les lignes de type A/B/C alternent une ligne sur deux avec les
lignes D/E, et que sur une ligne A/B/C, les B apparaissent nécessairement une fois sur deux.

FIGURE 16 — Emplacements des tuiles B (en gris) dans un pavage. En bleu, la forme attendue d'un carré de
niveau 1.

Sur la Figure 16 est dessiné ce qui serait un analogue hyperbolique d'un carré de niveau 1 du
Robinson euclidien : sur une méme ligne, deux tuiles B plus proches voisines portent les coins
supérieurs gauche et droit du carré; les coins inférieurs sont situés deux lignes plus bas, mais la
géomeétrie de H, impose qu’entre ces deux coins portés par des tuiles B, on trouve 5% — 1 = 24
autres tuiles B. La Figure 16 montre donc que, contrairement au cas euclidien, toutes les tuiles B
ne pourront pas porter un coin de carré. Il faut donc s’attendre a devoir utiliser un nombre de
décorations pour ces tuiles beaucoup plus important que dans Z2.

Avant d’aller plus loin dans la description des tuiles du Robinson hyperbolique, on peut déja
remarquer que les contraintes imposées par les cinq formes de tuiles conduisent déja a une forme
de déterminisme. Appelons o la substitution non déterministe : {A,B,C,D,E} — {A,B,C,D,E}® don-

35



CHAPITRE 2. GROUPES DE BAUMSLAG-SOLITAR

née par
o(A) = DDEDD
o(B) =DDDDD
¢(C) = DDEDD
o (D) = BCBCB ou CBCBC
o(E) = CBABC.

Les orbites de cette substitution o correspondent exactement aux pavages possibles par A/B/C/D/E,
comme I'exprime la proposition suivante.

Proposition 2.5 ]

A tout pavage par les tuiles A/B/C/D/E on peut associer I'orbite d'un mot infini w €
{A,B,C,D,E} sous I'action de o.

Si on ajoute des décorations aux tuiles A/B/C/D/E, on définit de nouveaux pavages de H,. Grace
a la Proposition 2.5, on pourra penser a ces pavages comme des SFT sur les graphes d’orbites de
o, et notamment utiliser la construction de la Partie 2.2.

On enrichit ainsi le jeu de tuiles de base {A, B, C, D, E} en ajoutant les décorations de la Figure 17
pour finaliser la description des tuiles du Robinson hyperbolique.

w2 (RER BRER|]
55{5 = R HERERE |
E}E}{E BBAR BRRRARHF

DD | BR88 SRR EEES
| B8 BE B

FIGURE 17 — Les décorations supplémentaires a ajouter aux tuiles A/B/C/D/E pour obtenir le jeu de tuiles
de Robinson hyperbolique, telles que présentées dans [GS10] et reproduites avec ’aimable au-
torisation de I'auteur.

Pour obtenir un analogue du Robinson sur BS(1, n) pour n = 2, il suffit maintenant d’appliquer le
Théoreme 2.1 aux o-pavages avec la substitution o sur I'alphabet {A, B, C, D, E} définie plus haut, et
d’enrichir le SFT X; obtenu avec les régles locales permettant de copier le Robinson hyperbolique
sur chacune des feuilles.

Théoréme 2.2 ]

Pour tout n = 2 il existe un jeu de tuiles fortement apériodique sur BS(1, n) dont tous les
pavages présentent sur chacune de leurs feuilles la structure hiérarchique du Robinson hy-
perbolique.
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2.3.3 Sur la structure hiérarchique des pavages

Dessiner I'agencement exact des carrés de différents niveaux devient vite irréalisable a cause
de la croissance de la structure. Une vue schématique est proposée dans la Figure 18; on peut
notamment y remarquer que, contrairement au cas euclidien ot1 un carré de niveau 3 contient
seulement 4 carrés de niveau 1, le nombre de carrés hyperboliques de niveau 1 dans un carré
hyperbolique de niveau 3 est déja astronomique, de 'ordre du million!

| 1 &1 |
[t =0 D0t
1 Ik 1l I

]

E_I
43
43
—
 —

FIGURE 18 — Vue schématique des premiers niveaux de la hiérarchie de carrés forcée par les tuiles de Robin-
son hyperbolique. Les carrés hyperboliques de niveaux 1, 2 et 3 sont dessinés en bleu, vert et
rouge. La structure qui apparait est I'analogue hyperbolique de celle de la Figure 14.

Remarque 11. Les structures hiérarchiques des pavages du Robinson euclidien et de ceux du
Robinson hyperbolique présentent une forte similarité : verticalement, l'agencement des carrés
de différents niveaux est le méme. Horizontalement en revanche le Robinson hyperbolique est
plus complexe; on perd notamment la symétrie entre haut et bas au sein d’'un carré.

2.3.4 Indécidabilité du probleme du domino

Dans son article [GS10], Goodman-Strauss écrit en fin d'introduction, a propos du probleme du
domino :

« Readers familiar with Berger’s or Robinson’s proof of the undecidability of the Domino Problem
in the Euclidean plane will have little trouble using the strongly aperiodic set of tiles in this paper to
prove the undecidability of the Domino Problem in the hyperbolic plane. »

Dans cette partie je reviens sur ce point et donne les idées pour parvenir a une preuve d’indé-
cidabilité du probléme du domino sur H; en utilisant le Robinson hyperbolique. Cela me semble
important, car en plus de conforter I'affirmation de Goodman-Strauss, cela ouvre aussi des pistes
pour réutiliser le Robinson hyperbolique dans d’autres constructions de SFT sur les BS(1, n) (voir
la Partie 2.4).

Lidée pour retrouver des grilles dans la structure hiérarchique du Robinson hyperbolique s’ins-
pire sans surprise du Robinson classique : on reprend le systéme de grille non connexe dessiné sur
la Figure 19. Comme les Robinson classique et hyperbolique sont similaires si on les projette sur
un axe vertical, les tuiles qui permettent de définir les lignes horizontales des grilles vont rester
identiques. On ne sait par contre pas repérer quelles sont les colonnes qui pourraient jouer le role
de lignes verticales. Qu’a cela ne tienne : on fait partir un fil vers le bas depuis chacune des tuiles
formant un bord supérieur d'un carré de niveau 2n + 1. Ces fils peuvent toujours éviter un carré
de niveau 1 et poursuivre leur cheminent vers le bas. En effet un carré de niveau 1 est de largeur 3,
et comme chaque tuile posséde 5 enfants, il en reste toujours 2 disponibles. Si par contre un fil
rencontre le bord supérieur d'un carré de niveau 2n + 1 avec n = 1, le fil ne peut pas le contourner
et renvoie un signal vers le haut pour prévenir qu’il est corrompu. On obtient une grille de taille
w(n) x 2" dans chaque carré de taille 2n + 1, ou w(n) est la largeur en haut d'un carré de taille
2n+1, avec des fils verticaux qui peuvent étre corrompus ou non. L'ensemble des fils non corrom-
pus forment une grille de taille f(n) x 2! pour une certaine fonction f : N — N. De cette fonction
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FIGURE 19 - Grilles de taille arbitraire construites par régles locales dans le pavage de Robinson sur Z2.
Dans les carrés de niveau 1 (en bleu) on trouve une grille 2 x 2, dans les carrés de niveau 3
(en vert) une grille 4 x 4, dans les carrés de niveau 5 (en rouge) une grille de taille 8 x 8 et plus
généralement dans les carrés de niveau 27 + 1 une grille de taille 2"+! x 27*1,

on sait seulement qu’elle vérifie que f(n) = 2"*! pour tout entier n € N : il y a au moins autant de
fils non corrompus que dans le Robinson sur Z2. Cette borne inférieure est suffisante : le Robinson
hyperbolique ainsi enrichi contient des grilles de tailles arbitraires. Lindécidabilité du probleme
du domino en découle, et on obtient une preuve alternative du résultat démontré par Kari [Kar07].

|

Cependant 'estimation de f est grossiére et il serait intéressant, notamment dans 1'objectif de
simuler des machines de Turing dans le Robinson hyperbolique, de connaitre une meilleure borne
inférieure pour f.

Théoreme 2.3: [GS10] ]

J

Le probleme du domino est indécidable sur le plan hyperbolique.

Question 7

Peut-on donner une estimation plus précise de la fonction f?

On peut également chercher des regles d’évitement des carrés de niveaux inférieurs plus subtiles
dans le but de maximiser la fonction f associée (ou tout au moins maximiser la borne inférieure
que I'on est capable de démontrer).

Question 8

Quelle fonction f peut-on obtenir avec des regles locales bien choisies?

En utilisant la technique de déploiement du Théoreme 2.1, on retrouve encore une autre construc-

tion menant a I'indécidabilité du probléme du domino sur BS(1, n).

Corollaire 2.3 ]
Le probléme du domino est indécidable sur BS(1, n) pour n = 2.

2.4 Pistes d’approfondissement

Dans cette partie je présente mes questions et pistes de recherches actuelles en lien direct avec
le contenu de ce chapitre. Deux d’entre elles concernent les valeurs possibles pour 'entropie d'un
SFT sur BS(1, n).
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Le langage de taille (k, ) d'un sous-décalage X < ABS('" est 'ensemble des motifs de support
Ry ¢ qui apparaissent dans une configuration de X

LX) = {p e ARkt | 3x e X, g €BS(1,n) tel que Yh € Ry g, Xgp = ph}.
Lentropie du sous-décalage X < ABS(™ est alors

log (1L o (X
hX):= lim log (££1,¢ X))
k,0—oco0 IR el

Sur Z2, on sait que les valeurs possibles pour les entropies des SFT sont exactement les nombres
calculables par valeurs supérieures [HM10]. Sur les BS(1,7) on ne connait pas de résultat ana-
logue. On sait que 'on peut au moins réaliser toutes les entropies des SFT sur Z, c’est-a-dire I'en-
semble des logarithmes de nombres de Perron [Lin84].

2.4.1 Quelques entropies réalisables par SFT sur BS(1, n)

Définissons I’ensemble Y, < ABS1:2) par
Yo:={ye ABS12) | 3un g-pavage ttel que Vg =T(®(gat)) Vg € BS(1,2)}.

On peut vérifier qu’il s’agit bien la d’'un sous-décalage [AS20, Proposition 3.4]. Mieux que cela la
construction de la preuve du théoreme 2.1 montre que ce sous-décalage est sofique : le SFT X,
est une couverture SFT de Y,. Sur chaque ligne {g - aklke Z} de Yy, la fréquence d’apparition de
chacune des lettres a; € A est connue : il s’agit de ”sz” avec v le vecteur associé a la valeur propre
dominante de la matrice de 0. On s’attend a ce que les fréquences d’apparition des lettres dans
Y, soit la méme, et aussi a ce que I’on puisse calculer précisément les fréquences d’apparition des
lettres de 'alphabet 2 dans X,. La connaissance précise de ces fréquences permettrait, avec la
technique de doublage des lettres de [HM10], de produire de |'entropie positive. Ce travail est en
cours de réalisation avec Michael Schraudner.

2.4.2 Substitutions sur BS(1, n) et théoréme de Mozes

Un célébre théoreme énoncé par Mozes [Moz89] établit que les sous-décalages engendrés par
des substitutions 2D sont des sous-décalages sofiques. Ce résultat est souvent utilisé dans des
constructions assez techniques impliquant des SFT définis couche par couche, les couches inter-
agissant entre elles par regles locales [Hoc09, AS13, HM10, SS16, BS19].

Dans son rapport [SM20], Eduardo Silva partitionne un rectangle de BS(1, n) en rectangles plus
petits, et utilise ce découpage pour définir des susbtitutions sur le groupe BS(1, 7). On obtient
ainsi une notion de sous-décalage substitutif pour BS(1, n). Silva démontre également une version
du théoréeme de Mozes ou les substitutions doivent vérifier une condition supplémentaire : pour
toute lettre a € A, alors le motif o (a) posséde a en 'origine (ces substitutions sont appelées settling
substitutions dans [SM20]).

Question 9

Est-il possible d’obtenir un théoreme de Mozes sur BS(1, n) sans condition sur la substitu-
tion?

Une utilisation classique de [Moz89] consiste a définir un sous-décalage sofique sur Z? avec
structure hiérarchique a I'aide d'une substitution. Dans la Partie 2.3 nous obtenons un SFT sur
BS(1,n) avec structure hiérarchique par la construction du Théoreme 2.1 : peut-on également
'obtenir en appliquant la version de Silva du théoréme de Mozes?
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Question 10

Peut-on définir un sous-décalage substitutif avec structure hiérarchique sur BS(1, n) ?

2.4.3 Vers une caractérisation des entropies réalisables par SFT?

Dans [HM10] les auteurs utilisent le résultat de Mozes [Mo0z89] en 2D pour leur construction
montrant que tous les nombre calculables par valeurs supérieures sont réalisables comme entro-
pie d'un SFT 2D. La version de Silva [SM20] du théoréme de Mozes permet-elle d’obtenir le méme
résultat sur les BS(1,n)?

Question 11

Les entropies réalisables par des SFT sur BS(1, n) sont-elles exactement les nombres calcu-
lables par valeurs supérieures?
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Ce chapitre est consacré au probléme du domino sur des groupes de type fini. Dans I'introduc-
tion nous avons présenté la conjecture énoncant que le probléme du domino serait décidable sur
les groupes virtuellement libres et seulement sur ceux-ci (voir Conjecture 1 en page 5). Je présente
ici trois résultats, le premier traite d’'une variante du probléme sur Z2, les deux autres vont dans le
sens de la conjecture :

— dans la Partie 3.1, une étude du probléme sur Z? lorsque I'on impose des contraintes selon
la direction horizontale [AES20];

— dansla Partie 3.2, I'indécidabilité du probléme pour les groupes de Baumslag-Solitar [AK13];
— enfin dans la Partie 3.3 I'indécidabilité du probléme pour les groupes de surface [ABM19].

J’ai fait le choix de présenter chacun de ces résultats de maniere spécifique. Pour [AES20], dont la
preuve consiste en une étude de cas assez technique permettant de se ramener a un cas générique,
je présente les idées essentielles de la construction a partir d'un exemple simple; la construction
de la preuve du Théoreme 3.1 réduite a cet exemple s’en trouve épurée. L'article [AK13] énonce le
fait que I'indécidabilité du probleme du domino sur les groupes BS (m, n) s’obtient comme consé-
quence immédiate de la construction d'un SFT apériodique sur BS(m, n). Or cette derniere ne se
révélant finalement pas aussi immédiate que nous I'avions alors écrit, je présente la démonstra-
tion reprise en détails dans la Partie 3.2.2. Enfin sur I'indécidabilité du probleme pour les groupes
de surface [ABM19], la Partie 3.3 expose les grandes lignes de la preuve, notamment la technique
de superposition des graphes d’orbites.
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3.1 Probléeme du domino sous contrainte directionnelle

Dans cette partie je présente une variante du probléme du domino sur Z?, dans laquelle les
régles locales selon la direction horizontale sont fixées. Pour les SFT plus proches voisins, nous
obtenons dans [AES20] une caractérisation de la décidabilité de cette variante du probleme.

3.1.1 Motivation et question

Lorsqu’il porte sur 'ensemble de tous les jeux finis de tuiles de Wang sans aucune restriction,
le probléeme du Domino est connu comme étant indécidable sur Z? depuis les travaux de Ber-
ger [Ber64, Ber66]. On sait en revanche que sous certaines contraintes, le probléme devient déci-
dable. Ces contraintes peuvent étre de natures variées : en lien avec la complexité [KM20], avec
le nombre de couleurs relativement au nombre de tuiles [JR12], ou encore d’ordre dynamique
comme la propriété block gluing [PS15, Lemme 3.1] ou la minimalité [GS18] des SFT. Une autre
forme de contrainte, encore peu explorée a ma connaissance, consiste a pré-remplir les tuiles de
Wang selon 'une des directions, par exemple la direction horizontale, et laisser 'autre direction
libre. Cette forme de restriction revient a inverser en quelque sorte la notion de sous-dynamique
projective : au lieu de projeter une configuration 2D sur I’axe horizontal comme on le fait pour
la sous-dynamique projective, on fixe a 'avance les projections sur 'axe horizontal, et on se de-
mande quels sous-décalages 2D permettent d’obtenir ces projections.

Ici on choisit a priori un SFT horizontal H c AZ, et on s'intéresse aux SFT verticaux V c AZ qui
peuvent cohabiter avec H dans une configuration 2D. Si H et V < AZ sont deux sous-décalages de
dimension 1, on appelle sous-décalage combiné de H et V I’ensemble

Xuy = (x € AZ | Vi, j € Z, (xx, )kez € H et (x; 0)gez € V)

qui utilise comme regles horizontales les regles de H et comme regles verticales celles de V. On dit
que les sous-décalages H et V sont compatibles sileur sous-décalage combiné est non vide.

Remarque 12. En projetant sur l'axe horizontal toutes les configurations de Xpy, on ne re-
trouve pas nécessairement H en intégralité.

Cette remarque nous incite a nous pencher plus en détails sur les conditions qui rendent deux
SFT de dimension 1 compatibles ou non. On peut formuler cette question comme une variante du
probléme du domino. Si H c AZ est un SFT, alors le probléme du domino relatif 4 H est le langage

DPy := {(V) |V c A est un SFT et Xy v # @},

ol (V) est un codage quelconque du SFT V. Dans la suite de cette partie, nous allons considé-
rer seulement des SFT H,V c AZ plus proches voisins, qui possédent une représentation par un
graphe orienté dont les sommets sont les lettres de I'alphabet A.

3.1.2 Exemples avec probleme décidable

On se rend rapidement compte que parmi les SFT horizontaux plus proches voisins dont le
graphe ¢ (H) possede peu de sommets, il existe trois classes pour lesquelles le probleme du do-
mino relatif est décidable. Les exemples de la Figure 20 illustrent chacune des classes.

Soit V < AZ un SFT vertical. Dés lors que V contient une configuration, on peut grace aux boucles
présentes sur chacun des sommets du graphe ¢ (H;) la juxtaposer a elle-méme pour en faire une
configuration de Xy, v. Réciproquement si le SFT combiné Xy, v contient au moins une configu-
ration, alors n’'importe laquelle de ses colonnes est une configuration de V. Donc Xy, v est vide
si et seulement V I'est également. Et comme DP(Z) est décidable, on obtient pour cet exemple le
fait que DPy, est décidable. Un raisonnement analogue s’applique pour H; et H3, en considérant
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FIGURE 20 - Les graphes de trois SFT plus proches voisins H;,H, < {a, b, ct? etHs c {a,b,c,d,e, f}Z. Pour
le graphe ¥ (H3), la présence d'une aréte entre deux sous-ensembles de sommets symbolise
I'existence d’arétes entre le premier et le deuxiéme sous-ensemble. On suppose que les arétes
sont telles que le graphe ¢ (H3) est fortement connexe.

cette fois non plus des colonnes seules, mais des paires de colonnes pour H; et des triplets de co-
lonnes pour Hs, que I'on peut toujours juxtaposer a elles-mémes. Comme le nombre de colonnes
a considérer est fini (2 ou 3), on peut aussi se ramener au probleme du domino DP(Z). Ainsi, les
problemes DPy, et DPy, sont décidables.

De ces trois exemples on déduit une propriété sur les graphes orientés, appelée propriété D
(pour décidable). On dit qu'un graphe orienté ¢ = (¥, E) satisfait la propriété D s'il existe un type
que toutes ses composantes fortement connexes S partagent parmi :

— type réflexif : tous les sommets possedent une boucle;

— type symétrique: si (v, w) est une aréte du graphe alors (w, v) est aussi une aréte (une boucle
vérifie cette condition);

— type partition circulaire : on peut partitionner 'ensemble des sommets en S = |V; de sorte

que toute aréte partant de V; aboutit nécessairement dans V;, .

Une composante connexe peut étre d’aucun, d'un seul ou de plusieurs de ces types. Sur les exemples
de la Figure 20, le graphe ¢ (H;) est de type réflexif, ¢4 (H;) est de type symétrique et ¢ (Hs) de type
partition circulaire.

Proposition 3.1: [AES20] |

Soit H c A% un SFT horizontal plus proche voisin dont le graphe % (H) vérifie la condition
D. Alors DPy; est décidable.

La démonstration de la Proposition 3.1 utilise des arguments similaires a ceux présentés pour
les trois exemples de SFT de la Figure 20. Comme % (H) vérifie la condition D, toutes ses compo-
santes fortement connexes partagent un des trois types. On parvient a construire, comme détaillé
dans [AES20], un motif rectangulaire dont la taille dépend du type commun des composantes et
des composantes elles-mémes, et qui accolé a lui-méme permet d’obtenir une configuration for-
tement périodique dans Xy v.

3.1.3 Casindécidable : idée générale de la construction

La condition suffisante de la Proposition 3.1 se révele aussi étre nécessaire. Nous exposons dans
cette partie 'idée générale de la preuve présentée dans [AES20] sur un exemple de contraintes
horizontales, données par le graphe de la Figure 21. La preuve de I'indécidabilité du probléme du
Domino DPy pour ce H particulier procéde, comme pour le cas général, par réduction depuis le
probléme du domino sur Z2.
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FIGURE 21 — Exemple de contraintes horizontales sur un alphabet a quatre lettres {a, b, c,d}. Dans cet
exemple, deux cycles €) = {bca} et 6> = {da} s'intersectent en un seul sommet a, et aucun
sommet ne présente de boucle.

Dans cet exemple, le graphe du SFT horizontal H c {a, b, ¢, d}* se compose de deux cycles €, =
{bca} et 6> = {da} qui s'intersectent en un seul sommet a, et aucun sommet ne présente de boucle.
La lettre a jouera donc un role particulier dans la construction, puisqu’elle est la seule qui ne force
pas ses voisines gauche et droite.

Soit T un jeu fini de tuiles de Wang sur Z2. Dans la suite nous explicitons la construction sur un
exemple de petite taille avec |t| = 4 afin de faciliter la lecture (les tuiles formant T sont dessinées
a gauche de la Figure 22). Nous sommes ramenés au probléme suivant : comment définir des
contraintes verticales sous forme de SFTV < {a, b, ¢, d}* de sorte que le SFT Xy,v est non-vide si et
seulement si le jeu de tuiles de Wang 1 pave le plan? L'idée est de coder chacune des tuiles de Wang
de T par leur numéro : sur I’exemple on codera un entier entre 1 et 4. Toute la difficulté consiste
a produire un codage d’une tuile qui lui permettra de communiquer a la fois avec ses voisines en
haut et en bas — cette partie ne pose pas de probléme, car on a toute liberté pour choisir le SFT V
— mais aussi avec ses voisines de gauche et de droite. Ce dernier point est plus délicat, mais une
astuce permet de résoudre le probleme. Chaque tuile t; est d’abord codée par un premier motif
rectangulaire codage(t;), qui lui-méme sera dupliqué pour produire un autre motif codage(t;)
qui pourra communiquer, selon la direction verticale, avec les motifs codage(t;) et codage(ty)
des voisines gauche et droite de T;.

Décrivons a présent en détails ces fonctions codage et codage. Le motif codage(t;) est un mo-
tif rectangulaire de taille ppcm (|61 1,1%>|) x |t|, soit 6 x 4 pour notre exemple. La derniére colonne
composée uniquement de a est identique pour toutes les tuiles 1; (colonne hachurée sur la Fi-
gure 22), et le numéro de la tuile i est le numéro de la seule ligne ou le cycle 6, = {da} apparait
répété trois fois (en grisé sur la Figure 22); sur les autres lignes on lit le cycle 6} = {bca} répété
deux fois. Ces motifs peuvent étre accolés les uns aux autres : verticalement, il suffit de I’autoriser
dans les regles verticales qui sont encore a définir, et horizontalement grace a la colonne de a qui
fait tampon entre deux motifs. Cependant deux probléemes persistent.

1. Autant les adjacences verticales autorisées entre les tuiles du jeu 1 sont faciles a imposer via
V, autant on n’a pour l'instant aucun moyen de vérifier la validité des adjacences horizon-
tales.

2. Onn’apourl'instant aucun moyen de synchroniser les blocs codants pour les disposer selon
un réseau.

Pour pallier au premier probléme, on utilise une fonction codage plutdt que codage. Dans cette
nouvelle version, une tuile 1; de T est codée par une superposition verticale de blocs codage(1;)
décalés horizontalement les uns par rapport aux autres (voir Figure 22). Les motifs codage(t;),
disposés selon un réseau régulier, permettent de paver le plan. Lavantage est quun motif vertical
assez grand peut intersecter deux motifs codage(1;) et codage(t;) qui sont voisins horizontale-
ment. La forme de ces motifs permet donc de contréler une information horizontale uniquement
al’aide de contraintes verticales, ce qui constitue la clé de notre construction.

Pour le second point, on introduit un motif p qui servira de motif synchronisant entre les dif-
férentes lignes de codage(t;). Avant d’en détailler la définition, on présente sur la Figure 23 le
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FIGURE 22 — Exemple de codages d'un jeu de tuiles de Wang avec les contraintes horizontales de la Figure 21.

schéma global impliquant les différents motifs.
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FIGURE 23 — Vue schématique du codage d'un pavage x € e par une configuration de Xy v.

Pour notre exemple de la Figure 21, on choisit le motif p dessiné ci-dessous. Le motif est de
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taille 6 x 5, donc strictement plus haut qu'un motif codage. Ses lignes sont toutes identiques, et
contiennent le cycle 6, = abc répété deux fois. Le motif p ne contient donc aucune lettre d.

arb-c-a-bhc
a'p-c a'p.c
pP=ta b crabhc
a b cla _p c
a-b-c-a-pc

Le motif p peut bien étre accolé a lui méme pour former une ligne horizontale d’épaisseur 5.
Pour s’assurer que la seule maniére de combiner p avec les motifs codage(1;) soit celle présentée
sur la Figure 23, on impose comme contraintes pour V l'interdiction de tous les motifs verticaux
de hauteur 34 ne pouvant pasy apparaitre. On choisit 34 comme hauteur car il s’agit de la hauteur
d'un motif codage(t;) additionnée a deux fois la hauteur du motif synchronisant p. En consé-
quence de quoi, et si on se concentre sur les occurrences de motifs verticaux de la forme a”, on
observe que :

1. le motif a® est interdit;

2. le motif a® est autorisé, et s’il apparait c’est nécessairement dans un motif p;

5

3. le motif a* est autorisé, et s’il n’apparait pas comme sous-motif d’'un a° c’est nécessairement

la derniere colonne d'un motif codage(t;).

Comme on a choisi des motifs verticaux suffisamment grands, 'ensemble de contraintes V as-
sure qu'une configuration de x € Xy v réalise bien le codage d’'un pavage par 1. En effet, si on se
focalise sur un motif vertical v de hauteur 34 apparaissant dans x, par définition de 'ensemble de
contraintes V, le motif v contient nécessairement cinq a, cinq b ou cinq ¢ consécutifs. Ce sous-
mot peut y apparaitre deux fois mais pas plus, et dans ce cas c’est uniquement comme préfixe et
suffixe de v. Ce ou ces sous-mot(s) de taille cinq défini(ssen)t la position du motif synchronisant p.
On est donc dans I'une des trois situations suivantes :

On trouve nécessairement dans v quatre a consécutifs dans un sous-mot caaaab (lu de haut en
bas), et ce une seule fois qui ne soit pas a une extrémité de v. En découpant v en sous-mot de taille
4 dont ce sous-mot aaaa, on trouve au-dessus les colonnes successives d'un motif codage(t;) et
en dessous celles d'un autre motif codage(t;). On peut a présent partitionner la configuration
x € Xpv comme sur la Figure 23. Ainsi si Xy v est non vide, alors il existe un pavage par 1. Réci-
proquement, a partir d'un pavage par T, on construit toujours sur le modele de la Figure 23 une
configuration x € Xy y. On a donc tous les éléments de preuve pour montrer que DPy est indéci-
dable.

Proposition 3.2 |

J

Soit H c {a, b, c}* le SFT décrit dans la Figure 21. Alors le probléme du domino relatif 2 H
est indécidable.

3.1.4 Une caractérisation complete pour les plus proches voisins

Le cas général se traite de maniére analogue : il s’agit de simuler des pavages par tuiles de Wang
comme présenté précédemment sur la Figure 23, a I'aide de blocs de synchronisation de taille
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tres largement supérieure a celle des blocs codant effectivement une tuile de Wang. Dans [AES20]
nous obtenons une caractérisation compleéte des sous-décalages de type fini plus proches voisins.
Il s’avere finalement plus facile de caractériser pour quels SFT plus proches voisins le probleme
du domino associé est décidable : la condition suffisante de la Proposition 3.1 est aussi nécessaire.

Théoréme 3.1: [AES20] l

Soit H c AZ un SFT horizontal plus proche voisin. Alors DPy est décidable si et seulement
sile graphe ¢ (H) vérifie la condition D.

3.2 Groupes de Baumslag-Solitar

Alafin dela Partie 2.2 nous évoquions comme conséquence du Théoréme 2.1 1'indécidabilité du
probleme du domino pour les groupes de Baumslag-Solitar moyennables BS(1, n) (Corollaire 2.2).
Ce résultat est déja connu depuis [AK13], olt il est énoncé pour tous les groupes BS (m, n).

3.2.1 Preuve de Jarkko Kari dans le plan hyperbolique

Dans son article [Kar07], Jarkko Kari adapte sa preuve de I'indécidabilité du probléeme du do-
mino sur Z? au plan hyperbolique H,. Cette preuve se fait par réduction au probleme de I'immor-
talité des fonctions affines par morceaux, dont nous rappelons ici les principaux ingrédients.

Une fonction f : U — U est rationnelle affine par morceaux s’il existe une partition de U =
U;uU,U---uU, ou chaque U; est un carré unitaire a coordonnées entiéres, et telle que f = f;
sur chaque Uj;, avec f; : U; — R? une fonction affine dont les parameétres sont rationnels. Un point
X € U est immortel pour f si pour tout k € Z, 'image itérée f¥(¥) est dans U. Le probleme de
I'immortalité des fonctions rationnelles affines par morceaux est le probléme de décision prenant
en entrée une fonction f telle que définie plus haut, et renvoyant Oui si f posséde un point im-
mortel, et Non sinon. Ce probleme se réduit a celui de 'immortalité des machines de Turing, dont
on sait qu’il est indécidable [Hoo66].

Proposition 3.3: [Kar07] |

Le probleme de 'immortalité des fonctions rationnelles affines par morceaux est indéci-
dable.

Pour montrer 'indécidabilité du probleme de la pavabilité du plan hyperbolique H, par tuiles
de Wang pentagonales, Kari [Kar07] raisonne par réduction au probléme de I'immortalité des
fonctions rationnelles affines par morceaux. Il construit, pour toute fonction affine par morceaux
f:U — U aparametres rationnels, un jeu fini de tuiles de Wang hyperboliques qui calcule la fonc-
tion, au sens ol un pavage par ce jeu de tuiles représente 1'orbite d’'un point X € U sous I'action
de f.

Théoreme 3.2: [Kar07] ]
Le probléme du domino est indécidable sur le plan hyperbolique Hs. ]

La principale difficulté dans cette construction est d’assurer la finitude du jeu de tuiles construit.
Pour cela Kari utilise deux ingrédients principaux : une représentation des réels par leur suite de
Beatty, et I'exploitation du fait que la fonction f est a parametres rationnels. A la place de la suite
de Beatty d'un point X € R? nous utiliserons sa représentation équilibrée, définie a la page 50, qui
tient compte des feuilletages dans le groupe BS (m, n).
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3.2.2 Adaptation aux groupes BS(m, n)

Avec Jarkko Kari [AK13] nous avons démontré, en suivant le méme schéma de preuve que dans [Kar07],
que le probléeme du domino est indécidable sur les groupes de Baumslag-Solitar BS(m, n) pour
tous entiers m, n € N*

BS(m,n) =(a,tit " ta™t=a").

On projette le groupe BS(m, n) dans R? via une fonction ®@,, ,, : BS(m, n) — R?, que I'on définit
d’abord récursivement sur tous les mots w sur l'alphabet A = {a, t, a1, t711. Si x est une lettre
de A, on note |w|y le nombre d’occurrences de la lettre x dans le mot w. On appelle également
contribution de x a w la quantité | w | x= |w|x — [w|,-1. Ceci nous permet de définir d’abord la
fonction f: A* — Z par f(w) :=— || w ||+, et aussi la fonction «, , : A* — R, que 'on notera « par la
suite pour simplifier I'écriture, par induction sur la longueur des mots (€ est le mot vide) :

a(e) =0
a(w.t) =a(w. t_l) =oa(w)

a(w.a) = a(w) + (%)_ﬁm

(x(w.a_l) =a(w) — (%)—ﬁ(w)

En raisonnant par induction sur la longueur des mots, on obtient la formule :

Proposition 3.4 |
J

Pour tous mots u,ve A* ona:

m\—Bw)
oa(u.v) :(x(u)+(;) a(v).

Dans la suite nous nous servirons en particulier des égalités suivantes :

a(ga) =a(g) + (m)_ﬁ(g)

Plgn =Pp(g-1

Finalement, la fonction ®,, ,, : BS(m, n) — R? sera :

n

@0 (g) = (a(w), P(w)),

oll w est un mot représentant I'élément g. On peut vérifier qu’elle est bien définie, c’est-a-dire que
la valeur de @, ,(g) ne dépend pas du mot w choisi, en utilisant la Proposition 3.4.

Proposition 3.5 |

J

La fonction ®,, , est bien définie sur BS (m, n).

Il est a noter qu’en fixant le parametre m a 1, on retrouve I'isomorphisme ® défini dans Par-
tie 2.1.3.

Remarque 13. Si |m| # 1 et |n| # 1 alors la fonction ®,, , nest pas injective. Dans [AKI3]
nous donnons un exemple de défaut d’injectivité pour m = 3 and n = 2 : I'élément du groupe
o =bab™'a’ba~ b~ a~? est envoyé par @3 , sur l'origine, mais est d’ordre infini dans BS(3,2).
Dans [EM20] on trouve le mot w = bab *aba b 1a™! qui vérifie que ®,,, ,(w) = (0,0) pour
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tous m, n tels que |m| # 1 et |n| # 1.

!
=l

FIGURE 24 — Une tuile de Wang sur BS (m, n).

Fixons des entiers m, n € N*. On dit alors qu'une tuile de BS(m, n) calcule une fonction f; : U;
R? — R? si, avec les couleurs telles que nommées sur la Figure 24, on a la relation

Vit Vm —

J1 Ym L7

— —_—

X1+...Xn —

— |+ 0.
m

it

On imagine aisément que pour paver une seule feuille de BS (m, n), sélectionner toutes les tuiles
vérifiant cette relation et dont les couleurs appartiennent a un ensemble fini bien choisi fonction-
nera de maniere analogue a ce qui est fait pour le plan hyperbolique [Kar07]. Une difficulté se
présente lorsqu'’il s’agit de synchroniser les différentes feuilles entre elles : il faut clairement en-
richir le jeu de tuiles hyperboliques pour espérer le faire fonctionner sur BS(m, n). Pour cela on
utilise la fonction ®,, ,. D’abord on définit une fonction A : BS(m, n) — R par

1 ( n )_ﬁ(g)(x(g),

A(g):i=—
(8) -
pour tout g € BS(m, n), dont on peut vérifier qu’elle satisfait que
1
A =A —
(ga) =A(g) + -~
n
AgH) =—A(g).
(g1 - (8)

AVlaide de cette fonction A et des propriétés qu’elle vérifie, on détaille le contenu de chaque tuile
calculant une fonction f; : U; ¢ R* — R? affine par morceaux telle que f;(X) =M% + b :

Xe(g X):=(nA(@+k)X] - (nA(®) + (k-1))X] pourk=1...n

—

V(g X):= L(mA(g) + k) fi(X)] - L(mA(g) + (k-1)) f;(X)] pourk=1...m
- 1 - 1 - 1 —
tgx)=—f (LA (@) x]) - —ImA@fi()] + ()~ 1b

- 1 N 1 - 1 —
r(g, x):= Ef,-(L(n)\(g)+n) xJ)—EL(m)\(g)-km)f,-(x)J + L)\(g)+5J b

On vérifie que la tuile de la Figure 25 calcule bien la fonction f;, autrement dit que la quantité S
suivante somme au vecteur nul 0 :

S::71+m+7m - (761+---+7c’n)_?

+ 71 —fi
m i n
En remplacant chaque terme y . et X i par son expression décrite plus haut, les deux sommes

71 +~~~+7m et X1 +---+ X , se télescopent et S se simplifie donc en :

1 o1 | .1 - 1 —
S—Et(m)\(gHm)fi(x)J—Elmi\(g)fi(x)J+;fi(L(n)\(g)+n)xJ)—EL(m)\(g)er)ﬁ-(x)J+L7\(g)+§Jb
1 | ) 1 o, 1 - 1 —

—fi| S UnA(@®+n) X = —InA(@) X1 | = — fi (LnA(®) X 1) + — LmA(g) fi ()] = I\(g) = 51 b
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Vilex) Ve %) Vm(&x)

x1 (g, %) Tn(gX)

N TN

FIGURE 25 — Tuile permettant de coder une fonction affine par morceaux f; : U; ¢ R> — R? dans le groupe
BS(m, n).

On élimine déja tous les termes qui s’annulent deux a deux, et il reste :
1 - 1 —
S= Ef(L(n)\(g)+ n)x1)+I[Ag) +5J b
1 - 1 - 1 — 1 —
- fl=Ll(nA(@ +n) X - =1nA@X]|-=f(lnA@X]) - I\ -] b
n n n 2
On utilise maintenant le fait que f;(cJ — cZ) = ¢fi(¥) - ¢f;(Z) + b pour obtenir :
1 - 1 —
S=——fi (LrA(g)X]) + IA(g) + 510

1 N 1 - - 1 _ 1 —
—Efi(L(n)\(g)+n) xJ)+ﬁfi(LnA(g)xJ)— b +Zfl~(L(n)\(g)+n) x])- L)\(g)—EJ b

apres quoi il nous reste :

1 - — 1 —
S=LA(g)+§Jb—b—LMg)—5Jb

et comme |z + %J —|z—- +%J =1 pour tout réel z, on obtient bien que S = 0.

Proposition 3.6 |

Pour tout g € BS(m, n) et tout X € Uj, la tuile décrite sur la Figure 25 calcule la fonction
affine par morceaux f; : U; c R? — R,

Ainsi, chaque tuile individuellement calcule I'image par f; de la moyenne des éléments sur les
bords inférieurs, et redistribue cette image sur les éléments des bords supérieurs. Tout ceci s’ef-
fectue a des erreurs de calcul pres, stockées dans les éléments gauche et droit de la tuile.

Rappelons maintenant, comme expliqué dans [AK13], que pour tous X € R? et z € R, si on définit
pour tout entier k € Z la quantité

B(X,2):=z+ k) %] - Lz + (k- 1) %],

—

alors la suite bi-infinie ( B (%, z)) vz est une représentation équilibrée de X . En particulier, c’est
€

2, . nd .
une représentation de x = (x1, x2) au sens ol
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— chaque I_S)k(Tc’, z) est a coordonnées entieres, dans {|x1]; [x1] + 1} x {{x2]; [x2] + 1};

(14 . .
— lamoyenne des éléments de la suite converge vers x

k—»oo 2k +1

k
z 2=

F[ Proposition 3.7 ]

Pour tout gy € BS(m, n) et tout x € U;, si on place la tuile de la Figure 25 en position g pour
tout g € {go-a¥ | k € Z}, alors on lit la représentation équilibrée B ; (X,A(g)) de ¥ sur les
bords inférieurs et la représentation équilibrée B . (f;(%),A(gz™}) de f;(X) sur les bords
supérieurs.

La Proposition 3.7 exprime le fait que passer d'une seule tuile qui calcule f; avec erreurs a une
ligne infinie de tuiles rend le calcul de f; exact.

Vérifions a présent que le jeu de tuiles ainsi défini peut étre choisi de cardinalité finie. Pour tout
g € BS(m, n), la suite ﬁk(Y,A(g)) est une représentation équilibrée de X, donc il n’existe qu'un
nombre fini de valeurs possibles pour les X ;. et les y . Il reste a vérifier que les ¢ et T sont eux
au551 a choisir parml en ensemble fini. En utilisant le fait it que A(ga™) = A(g) + 1, on remarque que
I (ga™,xX) =T (g, x);il suffit donc de s’assurer que les I uniquement peuvent étre choisis parmi
un ensemble fini. Rappelons que :

£(g x):= ;fl(Ln)\(g)xJ)—ELm)\(g)ﬁ(x)J + Mg -31b.

On vérifie tout d’abord que £ (g,?) est borné, en utilisant 'encadrement z — 1< |Z] < z (les
inégalités s’entendent coordonnée par coordonnée). D’abord :

A (fi(F) - b)—;Ml ~~ B -AN@f(D +A@D -5 b+ b < [(gT)

1—»3n+—>—»

-——M1 - b<?0(gXx
- (g, x)
et ensuite
6(g,x)<)\(g)(fi(x)—b)+; )\(g)f,(x)+)\(g)b———1+7\(g)b——b
- l1—- n-2—
¢ (g i b.
(8 ) < m 2n

Comme le vecteur b est a coefficients rationnels, et qu’il en est de méme pour la matrice M,
on peut ramener les deux inégalités ci-dessus au méme dénominateur ¢, et on s’assure ainsi de
I'existence de deux vecteurs py, ps € Z2 tels que

ol1 p; est choisi maximal et p; minimal. On peut méme se convaincre que la valeur de £ (g, X)
appartient toujours a I’ensemble fini

’ ’ Yooy

pipitOD pi+10 pi+l P o
qa’  q q q q
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pour tout g € BS(m, n) et tout X € U. En effet, en observant attentivement tous les nombres ration-
nels qui apparaissent dans I’expression de ?(g, X), on voit que I'on peut réécrire ?(g, X) sous la
forme %. Le fait que p; < p < p; provient directement de la définition de p; et p;. Le jeu de tuiles
Ty, correspondant a la fonction f; est donc fini.

Proposition 3.8 ]

J

Il existe un ensemble fini de tuiles sur le modele de la Figure 25 qui permet de calculer f;(X)
pour tout x € U;.

Grace aux propriétés de la fonction A énoncées plus haut, on a

n (g~ak,?) =14k (g X) pour ke [1;m—1]
n(gtx)=x(g fi (%))

ce qui nous assure que pour un certain x € Uj, il existe un pavage de la classe {a* | k € Z} tel
que les représentations équilibrées de X et f;(X) apparaissent respectivement en haut et en bas.
II suffit maintenant de rassembler tous les jeux de tuiles correspondant a chaque fonction f;, en
ajoutant a ces tuiles le numéro 7 de la fonction qu’elles codent. Avec la regle locale supplémentaire
stipulant que deux tuiles en positions g et ga doivent porter le méme numéro i, on obtient au final
le résultat souhaité.

Théoreme 3.3: [AK13] ]

Le probleme du domino est indécidable sur les groupes de Baumslag-Solitar BS (1, n) pour
tous entiers m,n € Z.

3.3 Groupes de surface

Cette partie est consacrée aux groupes fondamentaux de surfaces orientées. Pour une surface
de genre n, on appelle S, le groupe fondamental associé, qui a pour présentation

n
Sp:={ai,...an,by,...,by| H lai; bil =1).
i=1
Dans ce qui suit, on oublie completement I'origine géométrique de ces groupes et on se focalise
sur leur présentation. De plus, on traite seulement le cas de S;. En effet, pour n = 1 le groupe est
isomorphe a Z2, dont on sait depuis longtemps qu’il a un probléme du domino indécidable. Il se
trouve par ailleurs que les groupes S, pour n = 2 sont tous commensurables [AB]18, Corollaire
9.53]; I'indécidabilité du probleme du domino étant un invariant de commensurabilité [Coh17], il
suffit de la démontrer pour un seul des S,.

On se concentre donc dans cette partie sur le groupe S,, dont on commence par montrer qu'un
de ses graphes de Cayley présente de fortes similarités avec le graphe d’orbite d'une substitution
bien choisie (Partie 3.3.1). Puis on démontre que le probléeme du domino est indécidable pour
une large classe de substitutions, ce qui permet de conclure quant au probléme du domino sur
S, (Partie 3.3.2). Je résume ici les principaux ingrédients de la preuve; on consultera l'article de
conférence [ABM19] ou bien la version longue disponible sur Arxiv [ABM18] pour plus de détails.

3.3.1 Le groupe de surface S, comme graphe d’orbites

Le graphe de Cayley du groupe S, avec sa présentation usuelle {(a, b,c,d | [a;bllc;d] = 1) se
construit en accolant des octogones tout en respectant I'étiquette et le sens des arétes (en par-
ticulier ce graphe est planaire). En ajoutant a la partie génératrice toutes les cordes de ces octo-
gones, on obtient un nouveau graphe de Cayley qui permet, a condition de choisir les étiquettes
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appropriées sur les arétes, de voir le groupe de surface S, comme le graphe d’orbite d'une certaine
substitution o :

o(a) = ab’ab’ab’ab’ab?

o(b) = ab’ab’ab’ab’ab’ab*
avec comme éléments propres A = 17+ 12v2etv()/v(a) = # Cette observation a été formulée

dans [CGS17], et nous I'écrivons dans [ABM19] avec un SFT sur Sy pour les besoins de la preuve
d’indécidabilité qui suit.

Proposition 3.9: [AEM 18, Lemme 14] ]

Il existe un SFT X sur S tel que les configurations de X représentent des graphes d’orbites
de la substitution o.

Notre stratégie initiale visait a utiliser la technique de [Kar07, AK13] pour encoder des fonctions
rationnelles affines par morceaux dans le groupe de surface S,. La premiére étape consistait donc
a exhiber dans S, une structure suffisamment proche de celle de la Figure 6 (pavage du plan hy-
perbolique H; par des tuiles pentagonales). La structure de graphes d’orbites s’y préte bien : si
0 : A — A* est une substitution, alors on peut voir ses graphes d’orbites comme des pavages de
H, avec autant de types de tuiles que de lettres dans A (voir la Figure 8 pour un exemple de pa-
vage). Il restait donc a trouver, pour chaque type de tuiles, les bonnes expressions pour chacun
des cotés de la tuile (comme on le fait pour BS(m, n) dans la Partie 3.2.2, voir la Figure 25). Il se
trouve que la technique fonctionne bien pour des substitutions avec A rationnel, mais qu’elle se
heurte a un probléme technique insurmontable dés lors que A est irrationnel (on ne peut plus
assurer la finitude du jeu de tuiles). Malheureusement pour la substitution o qui nous intéresse
ici A = 17+ 12V/2, et nous sommes donc contraints d’adopter une autre stratégie qui consiste a
démontrer que le probléeme du domino est indécidable sur les graphes d’orbite de o.

3.3.2 Le probléme du domino sur les graphes d’orbites

Dans [CGS17, Main technical Lemma] les auteurs définissent, a partir de deux substitutions in-
commensurables ¢ et ¢’ une troisieme substitution &, non déterministe, qui contient des infor-
mations sur les deux substitutions ¢ et o’. Plus précisément, les graphes d’orbites de G, projetés
de maniéres adéquates, permettent de retrouver soit ceux de o soit ceux de o’. Pour les besoins de
larticle [CGS17] cette formulation est nécessaire. Ici nous n’avons pas besoin de cette troisieme
substitution, mais simplement d’exprimer le graphe de ¢ comme un SFT sur les graphes d’orbites
deo’.

Remarque 14. C’est un fait observable sur les résultats récents du domaine qui s'attaquent
aux problemes du domino et de l'existence de SFT fortement apériodique sur un groupe : il est
en général plus facile de montrer l'indécidabilité du probléeme du domino que l'existence d'un
SET fortement apériodique. On sait par exemple démontrer le premier mais pas construire le
deuxiéeme sur les groupes de Baumslag-Solitar non moyennables [AK13].

Théoréme 3.4: [ABM19] ]

Si o est une substitution primitive, alors le probleme du domino sur les graphes d’orbite de
o estindécidable.

Idée de la démonstration. Soit o une substitution primitive. Pour illustrer les idées de la démons-
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tration, on choisit la substitution o : {a, b} — {a, b}* définie par

o(a) = (ab’)" ab*;
a(b) = (ab5)5 ab*.
Pour démontrer le résultat, il suffit de construire un SFT Y sur un graphe d’orbite de o qui est

non vide, et dont chaque configuration encode un graphe d’orbite de la substitution 0 — 00. On
commence par superposer un 0 — 00-pavage et un o-pavage, comme illustré sur la Figure 26.

" | N

HNEN LD

N N X N D)

[11] LILIT] LL1 LIITT] [TIT]

' N TIRRN T T N T NI N T TN
UL ECT ey

FIGURE 26 — Superposition d'un graphe d’orbite de 0 — 00 et de o (a) = aab, o(b) = ba.

Le o-pavage induit une partition du 0 — 00-pavage. Pour chaque o-tuile on considere 1'en-
semble des 0 — 00-tuiles dont le coin inférieur droit appartient a la o-tuile : chaque o-tuile se
voit ainsi attribuer un bloc du 0 — 00-pavage (sur la Figure 26, par exemple la a-tuile en haut a
gauche définit comme élément de la partition le bloc orange). La taille de ces blocs est bornée, on
peut donc les coder dans un alphabet fini. Une information supplémentaire est nécessaire afin de
pouvoir reformer le 0 — 00-pavage a partir du o-pavage et des éléments de la partition associés
a chaque o-tuile : il faut savoir comment recoller les blocs du 0 — 00-pavage entre eux verticale-
ment. Il suffit pour cela d’ajouter, pour chaque o-tuile, les points d’ancrage des blocs codés par
les o-tuiles qui lui sont immédiatement inférieures (ces points d’ancrage sont signalés en bas de
chaque bloc codé par une o-tuile sur la Figure 26). Cette information supplémentaire ne change
pas la finitude de I'alphabet. Les régles locales qui font du sous-décalage Y un SFT consistent a
s’assurer que les différents blocs codés ainsi que les points d’ancrage sont compatibles locale-
ment.

O

En combinant ce résultat avec celui de la Proposition 3.9, on obtient :

Théoreme 3.5: [ABM 19] ]

Le probleme du domino est indécidable sur les groupes de surface de genre g = 2.
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3.4 Pistes d’approfondissement

3.4.1 Contraintes directionnelles

Le probléeme du domino DPy pour un SET H c AZ n’est pas un invariant de conjugaison; de
ce fait la caractérisation des SFT H plus proches voisins tels que DPy est décidable, obtenue
dans [AES20], ne résout pas le probleme pour le cas général. Il y a d’ailleurs peu d’espoir d’ob-
tenir une caractérisation élégante en terme de graphe du SFT (par élégante, on entend ici qu’elle
ne dépende pas des noms des sommets du graphe). Si le SFT H est de rayon k — I'entier k est la
taille minimale des motifs interdits permettant de définir H — alors c’est a son graphe de Rauzy
d’ordre k qu’il faut s’'intéresser. Mais dés que k = 2, les sommets d'un graphe de Rauzy d’ordre k
n’'ont pas tous des roles interchangeables. Par exemple, tous les sommets d'un graphe de Rauzy
d’ordre 2 ne peuvent pas avoir de boucle, seuls les sommets aa avec a € A ont cette possibilité.
Une caractérisation de la décidabilité de DPy devra donc en tenir compte.

Question 12

Comment caractériser les SET H c AZ de rayon k = 2 avec probléme du domino relatif 2 H
décidable?

3.4.2 La conjecture du probleme du Domino

Dans l'introduction du manuscrit nous avons présenté la conjecture du probleme du domino,
que I'on rappelle ici :

Conjecture 4

Un groupe de type fini G a un probleme du domino décidable si et seulement si G est vir-
tuellement libre.

On sait déja qu'un groupe virtuellement libre a une logique monadique du second ordre déci-
dable. Comme le probléeme du domino peut s’exprimer dans ce fragment de logique, il est auto-
matiquement décidable sur un groupe virtuellement libre. La partie difficile de cette conjecture
réside dans l'autre sens d'implication.

La littérature sur la question dresse déja un inventaire conséquent de groupes ou classes de
groupes pour lesquels on arrive a démontrer I'indécidabilité du probléme, en adaptant des construc-
tions déja connues sur Z2, ou des construction adaptées de celles sur Z? [AK13, Jeal5h, Jeal5c,
Coh17, ABM19]. 1l existe aussi des variantes du probleme du domino, o1 'on remplace la struc-
ture a paver, un groupe de type fini G, par des graphes provenant d'une substitution [ABM19] ou
bien possédant un caractére auto-similaire [BS16, Bar20]. Il est a noter que les résultats présentés
dans [Bar20] s’appuient sur des notions de logique, et renvoient ainsi aux origines de la formu-
lation du probléme du domino par Wang [Wan61, KMW62]. Cette direction de recherche mérite
certainement d’étre encore exploitée.

Intéressons-nous a la contraposée du sens réciproque : est-il possible d’exploiter le fait qu'un
groupe G a un probleme du domino décidable pour montrer qu'il est virtuellement libre? Pour
montrer qu'un groupe G est libre, on peut au choix:

— utiliser le lemme du Ping-pong;

— montrer que la dimension cohomologique de G est 1 [Sta68, Swa69];
— montrer que G est le groupe fondamental d'un graphe connexe;

— et cette liste n’est bien str pas exhaustive!

Quelle que soit la méthode choisie, il semble peu évident d’utiliser un algorithme résolvant le
probléme du domino sur G.
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3.4.3 Groupes hyperboliques

Soit G un groupe et S une partie finie génératrice de G; ce choix de la partie génératrice définit
un graphe de Cayley de G, qu’'on désignera dans la suite comme le graphe de Cayley de G. On
appelle géodésique un chemin de longueur minimale dans le graphe de Cayley de G.

Etant donné un élément g du groupe G, le cone de g, noté €y, est 'ensemble des éléments du
groupe que 'on peut atteindre depuis I'identité 1 par une géodésique passant par g :

g :={he€G|Igéodésique 1 — g — h}.

Informellement, le cone de g est 'ensemble des éléments du groupe que |'on peut voir depuis g a
condition de ne s’autoriser a regarder que dans les directions qui nous éloignent de I'origine.

Exemple 4. Le nombre de types de cones de certains des groupes évoqués jusqu’ici sont connus.

— Le groupe Z? avec sa présentation usuelle < a, blab = ba > posseéde cing types de cone :
celui de lidentité, et les quatre demi-plans correspondants aux quatre directions données
par les générateurs et leurs inverses.

— Le groupe libre a deux générateurs possede cing types de cone : celui de l'identité, et les
quatre arbres enracinés correspondants aux quatre directions données par les généra-
teurs et leurs inverses.

— BS(1, n) a une infinité de types de cones.

— Le groupe du falotier L a une infinité de types de cones.

Théoréme 3.6: [Mei03, Théoreme 9.28] ]

Soit G un groupe et S une partie finie génératrice de G. Le couple (G, S) possede un nombre
fini de type de cones si et seulement si le langage des géodésiques est régulier.

Il se trouve que les groupes hyperboliques ont précisément un langage des géodésiques régulier,
a condition de choisir les géodésiques minimales pour I'ordre lexicographique [CGSR17]. Il existe
donc un automate fini (A, Q, go, 8, F) qui reconnait ce langage. Nous avons bon espoir d’exploiter
le caractére régulier de ce langage pour trouver un graphe d’orbite d’'une substitution o dans le
graphe de Cayley d'un groupe hyperbolique. La substitution o serait définie sur I'alphabet Q, et la
fonction de transition  donnerait I'image de g € Q par o : a(g) est obtenu en concaténant toutes
les images 8(q, a) pour tout a € A. Pour les groupes de surface, la planarité du graphe de Cayley
joue un rdle fondamental dans la démonstration, car elle assure qu'un seul graphe d’orbite suffit a
couvrir tout le graphe de Cayley. La situation est moins claire lorsque I’on suppose seulement que
le groupe est hyperbolique.

Comme nous le remarquons a la fin de I'article [ABM19], il suffirait de démontrer qu'un groupe
hyperbolique a un seul bout a un probleme du domino indécidable pour démontrer la Conjec-
ture 1 dans le cas des groupes hyperboliques.

Proposition 3.10: [ABM19] |

Si tout groupe hyperbolique a un seul bout a un probléme du domino indécidable, alors la
conjecture se vérifie pour les groupes hyperboliques.
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La sous-dynamique projective est une opération qui modifie le groupe G sur lequel un sous-
décalage X c AC est défini, en projetant les configurations de X sur un sous-groupe H de G

na(X) := {y e A |3x e X tel que y, = x, pour tout he H} .

Partant d'un sous-décalage bidimensionnel X c A% on peut par exemple considérer 'ensemble
des lignes horizontales 1z (X) c A apparaissant dans des configurations de X. La sous-dynamique
projective ne préserve pas le caractere SFT d'un sous-décalage, mais on peut en revanche obser-
ver que le sous-décalage obtenu est nécessairement effectif. Comprendre les sous-décalages 1D
que l'on peut obtenir comme sous-action projective d’'un SFT sur Z? est une question difficile,
et aucune caractérisation n'en est connue, méme si des résultats partiels existent [PS15]. En au-
torisant le sous-décalage initial a étre sofique, on peut en revanche construire un théoreme de
simulation : les sous-décalages effectifs sur Z sont exactement les sous-dynamiques projective de
sous-décalages sofiques sur Z3. Ce résultat important a dans un premier temps été démontré par
Hochman [Hoc09], puis amélioré indépendamment par [DRS10] et [AS13] en réduisant a Z le
groupe nécessaire aux sofiques. Les sous-décalages effectifs sur un groupe de type fini G méritent
donc une attention particuliere pour comprendre les SFT ou sous-décalages sofiques a travers
leurs sous-action projectives.

4.1 Notions de sous-décalage effectif

En guise de premiere partie pour ce chapitre, je résume le travail de définition réalisé dans [ABS17]
a propos des sous-décalages effectifs. Rappelons tout d’abord I'existence de groupes de présenta-
tion finie avec probléme du mot indécidable, pour lesquels définir des sous-décalages effectifs
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semble délicat. Il faut alors en effet exclure des configurations des motifs de tailles arbitraires, ce
qui semble incompatible avec 'absence d’algorithme prenant comme entrée un entier » et ren-
voyant la liste des éléments du groupe formant la boule de taille . Une maniére de passer outre ce
probléme est de supposer connu le probleme du mot du groupe WP(G). On dira donc qu'un sous-
décalage est G-effectif s’il existe un ensemble de motifs F énuméré par une machine de Turing
avec oracle WP(G) tel que X = Xp.

Avant de s’intéresser de plus prés aux propriétés de ces sous-décalages G-effectifs, on propose
une définition équivalente, dans laquelle la machine de Turing classique avec oracle WP(G) est
remplacée par une machine de Turing dont le ruban est le groupe G, appelée G-machine de Turing.

Théoréme 4.1: [ABS17, Corollaire 3.5] ]

J

Un sous-décalage X c A® est G-effectif si et seulement s'il existe une G-machine de Turing
reconnaissant un langage F c A, tel que X = Xp.

Toujours en raison de I'existence de groupes avec probleme du mot indécidable, cette notion
de G-effectivité est plus faible que la Z-effectivité (ot 1'on utilise une machine de Turing classique
sans oracle pour énumérer les motifs interdits). Ces deux notions coincident en revanche des lors
que le probléme du mot WP(G) est décidable. On peut également mentionner la robustesse de
cette définition : la classe des sous-décalages G-effectifs est close par union et intersection finie,
close par morphisme et contient la classe des sous-décalages sofiques. Cette classe forme égale-
ment une classe de conjugaison. Les relations entre les différentes classes de sous-décalages sont
résumeées Figure 27; on en trouvera les démonstrations dans [ABS17].

I /\

Y. .

WP décidable

FIGURE 27 — Relations d’inclusion entre les différentes classes de sous-décalages sur un groupe G de type
fini. Une fléche en trait plein signifie que l'inclusion est vraie pour tout groupe de type fini;
une indication associée a une fleche (r.p. pour récursivement présenté, et WP décidable pour le
probleme du mot) est valable uniquement pour les groupes G vérifiant cette indication.

La G-effectivité constitue également la bonne notion vis-a-vis de la sous-dynamique projective.
Si X est G-effectif est que H est un sous-groupe de type fini de G, alors la sous-dynamique pro-
jective my(X) est G-effective. Ce n'est nécessairement le cas pour un sous-décalage Z-effectif : si
G n’est pas récursivement présenté, alors il existe un sous-décalage GOZ-effectif X < AGOZ te] que
niz(X) n'est pas Z-effectif [ABS17, Proposition 2.13].

Par la suite, sauf mention contraire explicite, on utilisera le terme effectif pour un sous-décalage
X c A comme référence a la G-effectivité.

4.2 Effectifs vs. sofiques

Une machine de Turing classique avec comme oracle le probléme du mot WP(G) d'un groupe G
permet de construire, pour tout entier N, la boule By de n'importe lequel des graphes Cayley de G.
Gréce a cette connaissance des boules de tailles arbitraires, et dés lors que le groupe est infini,
on peut définir une suite récursive avec oracle WP(G) d’éléments (g,) nen tous distincts (il suffit de
choisir gy = 1 et chaque g, dans B, \ B;,_1). Cette idée constitue la base des deux constructions
de sous-décalages effectifs non sofiques des Parties 4.2.1 et 4.2.2.
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Je présente dans les pages qui suivent trois classes de groupes pour lesquelles on sait construire
un sous-décalage qui n’est pas sofique : les groupes moyennable (Partie 4.2.1), les groupes avec au
moins deux bouts (Partie 4.2.2) et les groupes avec probleme du mot indécidable (Partie 4.2.3).

4.2.1 Une généralisation du sous-décalage miroir

Le sous-décalage miroir, présenté dans l'introduction en page 9, est un exemple classique de
sous-décalage sur Z? effectif mais pas sofique. Largument combinatoire utilisé repose sur le fait
que le périmetre d’un carré dans Z? est de taille négligeable devant I'intérieur de ce carré. Comme
il existe des carrés de tailles arbitraires de part et d’autre du miroir, on peut réfuter I'existence
d’'une couverture SFT pour X<, quelle que soit la taille de ses motifs interdits.

Définir un sous-décalage réalisant une symétrie axiale par rapport a une ligne de symbole (le
miroir) est beaucoup trop difficile dans le cas d'un groupe dont on sait seulement qu’il est moyen-
nable. En particulier, pour des groupes de torsion, la réalisation du miroir est compromise. Il faut
donc adapter et assouplir le principe mis en ceuvre dans le sous-décalage miroir sur Z2. Comme
rappelé plus haut, des lors qu'un groupe est infini, on peut construire une suite récursive avec
oracle WP(G) d’éléments deux a deux distincts. On peut aussi a peu de frais construire en paralléle
deux suites d’éléments (g,) nen €t (hy) nen qui sont a distance de plus en plus grande les uns des
autres; c’est ce qui est exprimé dans le lemme suivant.

,_[ Lemme 4.1: [ABS17] l

Pour tout groupe infini G, il existe (g,)nen €t (hy)nen deux suites récursives avec oracle
WP(G) telles les éléments de I’ensemble

& = {1 U{gnBnlnen U {huBn}nen

sont deux a deux disjoints.

Avec ces deux suites a disposition, on peut définir un sous-décalage effectif Xpinic < {0,1, X6,
dont toute configuration x € Xpini Vérifie les deux conditions suivantes :

— lalettre X apparait au plus un fois dans x;

— sixg =Xalors pourtout neENoOnaocg1,-1(X)[p, = 0p-1,-1(X),.

@)

FIGURE 28 — Une partie d'une configuration x du sous-décalage Xpyinic. La présence d'un symbole X en g
force les motifs xg¢, 8, €t Xgp,, a étre identiques pour tout € N.

Dans une configuration x € Xpinic, les éléments gg, et gh;, sont donc entourés du méme motif
de support B, (voir la Figure 28). De fagon similaire a ce que 'on observe pour Xpiroir SUr 7%, la
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moyennabilité de G est incompatible avec la soficité de Xpinic : toute tentative d’écriture de Xpinic
comme un sous-décalage sofique autorise la possibilité de briser 1'égalité entre les contenus des
boules gg,B, et gh;B, pour n assez grand. En conséquence, effectivité et soficité sont bien des
notions distinctes dés lors que le groupe G est infini et moyennable.

Théoréme 4.2: [ABS17] |

J

Si G est un groupe moyennable infini, alors il existe un sous-décalage G-effectif qui n’est
pas sofique.

4.2.2 Groupes avec au moins deux bouts

Fixons une partie génératrice finie de G. Si G posséde au moins deux bouts, alors il existe une
taille de boule N telle que le graphe Cay(G,S) \ By possede au moins deux composantes connexes
infinies C; et C,. Pour construire un sous-décalage effectif mais pas sofique, on reprend 'idée du
sous-décalage Xpinic en’adaptant. Intuitivement, comme il suffit de retirer une boule finie By au
groupe G pour déconnecter les deux composantes C; et Cy, seule une quantité finie d'information
peut circuler entre C; et Cy dans les configurations de n'importe quel SFT. Si on impose a ces deux
composantes des dépendances en quantités arbitraires, alors il n’est pas possible de les imposer
dans un SFT, donc a fortiori pas non plus dans un sous-décalage sofique. Le lemme suivant permet
de construire un sous-décalage effectif reposant sur cette idée.

Soit G un groupe avec au moins deux bouts, et N un entier tel que Cay(G,S) \ By possede
deux composantes connexes infinies C; et Cy. Alors il existe deux suites (g;);eny < C et
(h;)ien € Co récursives avec oracle WP(G) dont tous les éléments sont distincts.

On définit maintenant un sous-décalage Y {0, 1, 16 dont toute configuration y €Y vérifie les
deux conditions suivantes, ou les suites (g;)ien €t (h;) jen Sont données par le lemme précédent :

— lalettre X apparait au plus un fois dans y;

— si yg =X alors pour tout i eNona ygg, = ygp,-

FIGURE 29 - Une configuration y du sous-décalage Y. La présence d'un symbole X en g force les lettres ygg,
et ygn, a étre identiques pour tout 7 € N.

En vertu du Lemme 4.2, le sous-décalage Y est effectif. Le détail de la démonstration du fait qu’il
n’est pas sofique est disponible dans [ABS17, Théoreme 2.17].
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Théoréme 4.3: [ABS17] l

Si G est un groupe de type fini avec au moins deux bouts, alors il existe un sous-décalage
G-effectif qui n’est pas sofique.

4.2.3 Groupes avec probleme du mot indécidable

Si G est un groupe de type fini, le sous-décalage pointé X~ (appelé sunny-side-up subshift [Sal20]
ou encore one-or-less subshift [ABS17]) sur G est 'ensemble

X<1:={x€{0,1}°{geGlx, =1} =1},

autrement dit’ensemble des configurations sur I'alphabet {0, 1} dans lesquelles la lettre 1 apparait
au plus une fois. C’est un exemple classique de sous-décalage qui n’est pas un SFT sur Z¢ : un
nombre fini de motifs interdits ne permet de détecter la présence de deux symboles 1 qu’a distance
bornée par la taille maximale d’'un motif interdit. On peut en revanche aisément montrer que ce
sous-décalage est sofique sur Z¢ ou F,. Pour cela on enrichit I'alphabet {0,1} en autorisant une
lettre 1 a envoyer des signaux dans les 2d directions, et on interdit les motifs dans lesquels deux
signaux d’origines distinctes apparaissent. Il suffit ensuite d’appliquer le morphisme qui envoie la
lettre 1 sur 1, et toutes les autres lettres sur 0 (voir la Figure 30).

A\lj
-+

4
A
4
4
B el B e e e e e - i
Y 4 -] » ——
\ 4
‘ A } }
\ A
] ‘ 1 1
\ 4 > -
\ 4
\ 4
<+ e e e e B e e e B T e B e =
Y
Y

FIGURE 30 — Un exemple de couverture SFT montrant que le sous-décalage pointé est sofique (a gauche sur
72 et a droite sur ). Les croix rouges symbolisent I'interdiction du motif qu’elles recouvrent.

Ce sous-décalage défini sur un groupe de type fini a été étudié en détails dans [DY08], ol les
auteurs établissent un lien entre la soficité de X<, sur certains sous-groupes de G et le caractere
finiment présenté de I'action du groupe G sur son bord 6G. Dans I'article, la soficité de X<; est
appelée propriété du symbole spécial.

'_[ Proposition 4.1: [DY08] |

Pour un groupe G de type fini, le sous-décalage X< est sofique dans les cas suivants :
— le groupe G est libre;
— le groupe G est abélien;

— le groupe G est hyperbolique.

On peut aussi noter que ce sous-décalage X< est toujours effectif, et ce quelque soit le groupe G.
Dans l'article [ABS17] nous cherchons a I'inverse des exemples de groupes sur lesquels le sous-
décalage X< n'est pas sofique, donc pas effectif a fortiori.
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Théoréme 4.4: [ABS17] ]

Si G est un groupe récursivement présenté avec probléme du mot indécidable, alors le sous-
décalage X< est G-effectif mais pas sofique.

S’il s’avérait que les seuls groupes de type fini pour lesquels le sous-décalage X<; n’est pas so-
fique soient les groupes récursivement présentés et avec probléme du mot indécidable, alors on
aurait, pour ce sous-décalage en particulier, équivalence entre soficité et effectivité.

Question 13

Quels sont les groupes de type fini G sur lesquels le sous-décalage X<, est sofique?

4.3 Forte apériodicité : lemme local de Lovasz

4.3.1 Lelemme local de Lovasz

Si des événements indépendants dans leur ensemble se produisent avec chacun une probabi-
lité strictement inférieure a 1, alors il y a bien évidemment une probabilité strictement positive
qu’'aucun d’entre eux ne se produise. Le lemme local de Lovész autorise a relacher la condition,
extrémement forte, d'indépendance des événements en une condition de faible dépendance.

Le lemme local de Lovész est un des outils de la méthode probabiliste qui permet de démontrer
'existence d'un objet combinatoire. Il s’applique aussi bien a des problemes de satisfiabilité qu’a
des problémes de colorations de graphes. On présente ici une version asymétrique du lemme local
de Lovasz [AS08]. Si 7 := {A1,A,...,Ay} est une collection finie d’ensembles mesurables dans un
espace de probabilités (X, i, 98), alors pour chaque événement de cet ensemble A € <7, on définit
I'(A) comme le plus petit sous-ensemble de o7 tel que A est indépendant de la collection .27\ ({A} U
I'(A)).

Lemme 4.3

Soit & := {A1,As,...,A;} une collection finie d’ensembles mesurables dans un espace de
probabilités (X, u, 8). Supposons qu'il existe une fonction x : .« — (0, 1) vérifiant

VAed/ :pA) <x@A) [] a-x®).
BeI'(A)

Alors la probabilité d’éviter simultanément tous les événements de <7 est strictement po-
sitive :
n
p|X\UJAi|= [] a-x@n>o.
i=1 Aedf/

. J

La difficulté pour appliquer le Lemme 4.3 avec succes réside plus dans la définition de la col-
lection de mauvais événements ¢ que dans le choix de la fonction x. Dans la suite on abrégera
lemme local de Lovasz en LLL.

4.3.2 Une version pour les sous-décalages

On observe des similitudes entre LLL et la définition par exclusion de motifs des sous-décalages :
pour I'un on minore la probabilité d’éviter un ensemble de mauvais événements, dans ’autre on
s'intéresse a I'ensemble des configurations qui évitent des motifs. Une différence fondamentale
toutefois : dans LLL on ne manipule qu'un nombre fini de mauvais événements, alors que pour
vérifier qu'une configuration x appartient a un sous-décalage X, quand bien méme il s’agit d'un
SFT, on a besoin de controdler 'ensemble des motifs apparaissant dans x, donc une infinité. La
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compacité de I'espace des configurations A® et de X permet néanmoins d’appliquer LLL aux sous-
décalages. On munit 'espace des configurations AS de la mesure de Bernoulli uniforme . En
particulier, pour tout motif f de support S et tout g € G, si on note Ay = {x€ AG: x|gs = f}, alors
ona

(Ag) = 1A

,_[ Lemme 4.4: [ABT15] ]

Soit G un groupe dénombrable et X c A® un sous-décalage défini par 'ensemble de motifs
interdits F = U,,>1 F5, avec F,, ASn, Supposons qu'’il existe une fonction x : N x G — (0,1)
telle que :

VneN,geG, nAng) <x(n,g) [] A-x(kh), (%)
8SnNhSy#%
(k,)#(n,g)

oA, g={xe AG: xlgs, € Fpn}. Alors le sous-décalage X n’est pas vide.

La démonstration du Lemme 4.4, disponible dans [ABT18], combine I'utilisation de la compa-
cité de I'espace des configurations A et celle du Lemme local de Lovasz. C’est en effet une uti-
lisation classique de la compacité de I'espace des configurations A® : pour montrer qu’un sous-
décalage X c AC défini par un ensemble de motifs interdits F n’est pas vide, il suffit d’exhiber une
suite de motifs (p,),en N contenant aucun sous-motif dans F et telle que I'union des supports
des p;, est le groupe G entier. Cela nécessite en général d’étre capable de décrire localement une
configuration de X.

Remarque 15. Pour montrer l'existence d'une configuration dans un sous-décalage avec le
LLL, on n'a en revanche pas besoin de connaitre a priori les motifs py,.

4.3.3 Application : forte apériodicité

Comme exemple d’utilisation du Lemme local, nous démontrons dans [ABT18] que tout groupe
G dénombrable (en particulier de type fini) possede un sous-décalage effectif fortement apério-
dique. Pour ce faire, une bonne maniére d’exprimer qu’une configuration x € {0, 1} est fortement
apériodique passe par la notion de distinct neighborhood property de [GJS09]. La configuration x a
des voisinages distincts si pour tout élément /2 de G\ {1} il existe un ensemble fini T < G tel que :

VgeG:xlgpr # Xlgr.

Il est aisé de vérifier que la fermeture de I'orbite d'une telle configuration est fortement apério-
dique.

Proposition 4.2 |

Si une configuration x € {0,1}C posséde la propriété des voisinages distincts, alors le sous-
décalage X := or b, (x) est fortement apériodique.

On applique donc le lemme local pour construire une configuration x € {0, 1}© avec la propriété
des voisinages distincts.

Théoreme 4.5: [ABT18] ]

J

Tout groupe dénombrable admet un sous-décalage fortement apériodique sur I'alphabet
{0, 1}.

Démonstration. On commence par choisir une énumération (s;);ery du groupe G, de sorte que
so = 1g. Comme G est infini, on choisit ensuite une suite (T;);en de sous-ensembles finis de G qui
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vérifie que pour tout i € N, d'une part T; ns;T; = @ et d’autre part |T;| = C-i, ou C est une constante
dont on choisira la valeur plus tard.

Les événements &7 := {A; g}n>1,geG S'inspirent directement de la propriété des voisinages dis-
tincts : on définit A, g = {x € {0, 136 | Xlgr, = Xlgs,T,}- Si s; € G estune période pour la configuration
x, alors I'événement A; ¢ se produit pour tout g € G. Eviter tous les événements de <7 entraine
donc le fait que la configuration x a bien la propriété des voisinages distincts.

En utilisant le fait que s, T, N T, = @ on déduit u(A,g) = 2-1Tul = 2=Cn_Considérons a présent
un ensemble A, . Remarquons tout d’abord que A, ¢ et Aj, ¢ sont indépendants si et seulement
si (gT, U gs,Tp) n'intersecte pas (g'T,, U g'smTh). En conséquence, pour un entier m € N fixé, le
nombre d’ensembles A, ¢ qui ne sont pas indépendants de A, ¢ est au plus 4C%nm. On choisit
X(Apg) = 2_% . Pour pouvoir utiliser le Lemme 4.4, il suffit de montrer que :

—-C _Cn 0 _Cm g2
27 <27 -2z )8,
m=1

Un calcul détaillé dans [ABT18] montre que 1'inégalité est vraie deés lors que C = 17. En fixant la
constante C a 17 par exemple, on peut conclure quant a I'existence d'une configuration x € {0,1}¢
possédant la propriété des voisinages distincts. La Proposition 4.2 donne enfin un sous-décalage
fortement apériodique sur G. O

En adaptant une preuve d’existence de coloration de graphe sans carré [AGHR02], on peut éga-
lement obtenir I'effectivité du sous-décalage fortement apériodique.

Théoréme 4.6: [ABT13] |

J

Tout groupe dénombrable admet un sous-décalage effectif fortement apériodique.

4.4 Pistes d’approfondissement

4.4.1 Effectifs vs. sofiques

Des groupes de type fini échappent encore aux hypothéses des Théoremes 4.2, 4.3 et 4.4. C’est le
cas en particulier du groupe [, x [F», qui n’est pas moyennable (il posséde [, comme sous-groupe),
aun seul bout en tant que produit direct et son probleme du mot est décidable de maniere immé-
diate. Barbieri et Sablik montrent que sur ce groupe [F» x[F» (et plus généralement pour tout produit
direct de deux groupes non moyennables infinis), un sous-décalage effectif est aussi sofique [BS].

Question 14

Sur quels groupes tout sous-décalage effectif est-il sofique?

Dans un travail non publié [AS16], nous définissons une version affaiblie des sous-décalages, les
sous-décalages a ligne fixée, dans le plan hyperbolique discret Hy. On s’autorise a fixer les lettres
sur un horocyle, ou bien de maniere équivalente a fixer les lettres sur une ligne Z x {i} d’'un graphe
d’orbite de substitution. En conséquence on conserve I'invariance par translation mais on perd
le caractere fermé de I’ensemble des configurations. Par analogie avec les sous-décalages, on dé-
finit les classes de SFT, sofiques et effectifs. Dans ce contexte simplifié, on montre que les sous-
décalages a ligne fixée effectifs sont sofiques dans le plan hyperbolique discret H, [AS16]. Pouvoir
fixer une ligne permet d’initialiser des calculs de machines de Turing sans avoir recours a une
structure hiérarchique. On utilise également une astuce permettant de compresser sur une ligne
d’un graphe d’orbite tout le contenu du demi-plan supérieur que cette ligne définit (voir la Fi-
gure 31). Avec cette technique d’encodage dyadique, on peut transformer un SFT X c A@ en un
autre SFT X c (A x A)? tel que toute configuration ¥ de X vérifie que m;(X) = x € X, et une ligne
Z x {ip} de X contient toutes les lignes Z x {i} avec i = iy au-dessus d’elle.
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FIGURE 31 - Encodage dyadique d’un sous-décalage X c {{J, l}"2. Les couleurs ajoutées aux deux lettres de
I'alphabet permettent de visualiser la répartition de I'information sur une ligne donnée.

Reprenons trois éléments présentés dans ce manuscrit : I'encodage dyadique défini dans [AS16],
le Robinson hyperbolique de [GS10] présenté dans les Parties 2.3.2 et 2.3.3, et le groupe de surface
S, interprété comme un graphe d’orbite de substitution dans la Partie 3.3.1 : peut-on combiner
toutes ces observations pour montrer que tout décalage effectif est sofique sur S, ?

Question 15

Est-ce que tout sous-décalage effectif est sofique sur le groupe de surface S, ?

4.4.2 Constructions de sous-décalages a 'aide du LLL

Dans [ABT18] nous utilisons le lemme local de Lovasz pour démontrer I'existence d'un SFT ef-
fectif fortement apériodique sur tout groupe infini dénombrable. Ce n’est pas la premiére fois que
cet outil est utilisé en dynamique symbolique. Larticle [Mil12] par exemple contient une condi-
tion générale pour montrer qu'un sous-décalage 1D est non vide : il suffit que les tailles des motifs
interdits qui le définissent vérifient une certaine condition de sommabilité. Cette condition est en

fait similaire a celle du Lemme 4.4, et on peut unifier ces deux résultats en donnant une version
plus générale du LLL.

Soit X < AS un sous-décalage défini par un ensemble de motifs interdits F. On regroupe les
motifs interdits de F avec le méme support, c’est-a-dire qu'on écrit F = {f,, | n e N}, avec S, un
sous-ensemble finide Get f;, € AS"_On note Ye:=#{m||S;;| = €} 'ensemble des indices m tels que
le support S, est de taille £. Lentier y, est donc le nombre de supports de taille £ parmi {S,, | n € N}.

_l Lemme 4.5 !

Soit X = A® un sous-décalage défini par un ensemble de motifs interdits & := {f;, | n €N},
avec f, € 5. S'il existe k € [0, 1[ et ¢ : N — [0, k] tels que

. lOg|A| b(m)
1 +inf;,¢c
0h(0) <x UL C))
%“\,W ¢ —log|A|(1—K)

alors le sous-décalage X est non vide.

La démonstration, qui provient d'un travail avec Pierre Guillon, est purement calculatoire : vé-
rifier la condition (&) implique de vérifier également les hypotheses du Lemme 4.4. En choisis-
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sant ¢(¢) := |A|7%¢, alors la sommabilité de la série a gauche est garantie. Pour pouvoir appliquer
le Lemme 4.5, il faut en revanche étre capable de majorer assez finement cette série. La définition
des sous-décalages par motifs interdits est plutot souple, au sens o1 il n'y a pas d’'unique ensemble
de motifs interdits qui définit un sous-décalage donné. En comprenant a quel point le choix de
I’ensemble des motifs interdits est flexible, on pourra certainement comprendre quelles sont les
limitations a I'application de LLL.

Si le groupe G est moyennable, on peut adapter la preuve du Théoréme 4.5 pour obtenir un
sous-décalage fortement apériodique d’entropie positive arbritraire [Ber19, Théoreme 1.3]. Cet
exemple suggere que d’autres propriétés de sous-décalages peuvent s’exprimer de maniére a pou-
voir appliquer le LLL.

Question 16

Pour quels types de sous-décalages peut-on utiliser le LLL?
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Ce chapitre présente un projet de recherche a moyen et long termes pour les années a venir. Il
s’inscrit dans une perspective plus longue que les Parties 2.4, 3.4 et 4.4, qui contiennent des pistes
a explorer de maniere plus immeédiate. Dans la Partie 5.1, je propose d’approfondir les méthodes
d’investigation présentées dans les précédents chapitres de ce mémoire, avec I'objectif constant
de comprendre les SFT sur des structures toujours plus variées. En effet on semble loin d’avoir
épuisé le potentiel de ces méthodes, comme en atteste la richesse des résultats récents et des
questions qui en découlent.

La Partie 5.2 présente quant a elle une nouvelle direction de recherche, résolument tournée vers
une approche combinatoire des SFT : 'étude du modele des dimeres sur des groupes de type
fini. Ce modeéle est déja trés bien compris pour une classe assez large de graphes qui englobe les
graphes planaires. A la lumiere de tous les éléments présentés dans ce manuscrit, pourrait-on aller
plus loin et par exemple résoudre le modele des dimeres sur BS(1,3)?

5.1 Structures codées par régles locales dans des groupes de type fini

Les preuves d’indécidabilité du probleme du domino sur des groupes, lorsqu’elles ne reposent
pas uniquement sur une propriété d’hérédité, s’appuient souvent sur le fait de réussir a exhiber
une grille comme sous-structure du groupe définissable par régles locales [BS18, Jeal5c]. Dans
l'article [ABM19] nous proposons une approche plus générale : on peut chercher a faire apparaitre
des graphes d’orbites de substitution, sans se limiter au cas de la grille Z2. Je présente ici trois
groupes ou classes de groupes auxquels je m’intéresse dans cette nouvelle optique.

Le premier groupe est le groupe du falotier (Partie 5.1.1). Contrairement a tous les exemples dont
il a été question jusqu'’ici, ce groupe n’est pas de présentation finie. Cependant la structure de I'un
de ses graphes de Cayley est particulierement bien comprise et des résultats encourageants ont
récemment été obtenus [Coh20, BS20], dans le sens ot I'on sait désormais résoudre des versions
faibles du probléme de I’existence d’'un SFT apériodique et du probleme du domino.
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Comme nous 'avons vu dans le Chapitre 2 et la Partie 3.2, les groupes de Baumslag-Solitar
forment une classe de groupes sur lesquels les SFT sont relativement bien compris. Je m’intéresse
ensuite a deux variations autour des ces groupes : le groupe de Higman d’une part (Partie 5.1.2),
apparu en 1951 comme exemple de groupe de présentation finie ne possédant pas de sous-groupe
normal d’indice fini [Hig51a], et les groupes mille-feuille d’autre part (Partie 5.1.3), que 'on définit
en modifiant la relation constitutive de BS(m, n) et dont je n’ai pas trouvé trace dans la littérature.

Le groupe H de Higman est défini a partir de plusieurs copies du groupe BS(1,2) combinées
entre elles par plusieurs opérations de produits amalgamés. J’aimerais comprendre comment in-
teragissent les différentes structures BS(1, 2) qui forment ce groupe, par exemple en trouvant com-
ment a partir d'un SFT fortement apériodique sur BS(1,2) on pourrait en construire un sur H.

Dans le groupe mille-feuille, la structure d’apparence substitutive des BS (m, n), ou'information
circule le long d'une direction privilégiée selon le générateur ¢, est remplacée par une version
déformée, ot la direction privilégiée n’est plus ¢ mais ta” (« en diagonale »). Il semble légitime de
se demander si on peut transposer I’encodage d’orbites de fonctions affines par morceaux [Kar07,
AK13, ABM19] a cette classe de groupes.

5.1.1 Le groupe du falotier

Le groupe du falotier L, (appelé habituellement lamplighter group ou groupe de I'allumeur de
réverbeéres dans la littérature) constitue un exemple classique en théorie des groupe, dont on trou-
vera une présentation détaillée dans [Mei08, Chapitre 8]. Il s’agit du groupe a deux générateurs de
présentation infinie :

1 om2
Ly:=(a t|a® (at"a 't™")" ,ne2).

On peut interpréter ce groupe comme représentant l'action d’un falotier (allumeur de réver-
bere) qui parcourt une rue infinie Z avec un réverbere sur chaque entier i € Z. Un réverbere peut
étre allumé ou éteint. Le générateur a représente I'action du falotier sur un réverbere (son état
passe d’allumé a éteint ou inversement) et donc a® = 1p,. Le générateur ¢ correspond a un dépla-
cement vers la droite du falotier (il passe au réverbere suivant). Avec cette interprétation visuelle,
le mot (at"a™! t‘")z représente bien I'identité, car en répétant deux fois la suite d’actions (chan-
ger l'état d’'un réverbere en position i/se rendre en position i + n/changer l'état du réverbere en po-
sition i + n/retourner en position i) on retourne bien dans I'état initial. Un élément du groupe g
représenté par un mot w € {a,a” !, t,t7!}* correspond a la configuration obtenue en appliquant
successivement les effets des lettres wy,..., w),| a partir de la configuration 1y, ol le falotier est
en position 0 € Z et tous les réverbéres sont éteints. Les éléments du groupe représentent donc
des configurations (k,r) € Z x {0, 114 a support fini : I'entier k € Z représente la position du falotier,
et la suite (r;);c7 € {0,1}% I'état des réverberes, sachant que seul un nombre fini (mais non borné)
d’entre eux est allumé.

Le groupe L, est un exemple de produit en couronnes restreint (une forme particuliére de pro-
duit semi-direct), et constitue un exemple important de groupe de type fini résoluble, donc moyen-
nable, mais pas virtuellement nilpotent, donc a croissance exponentielle.

Cohen définit dans [Coh20] un SFT X < {0, 1}, appelé conformist subshift. Pour définir ce SFT,
on utilise un support fini S L, bien choisi contenant I'identité 17,. On impose le fait que chaque
configuration x € X et que pour tout g € Ly, la lettre x¢ est la méme que celle qui est majoritaire
dans le motif xgs .

Théoreme 5.1: [Coh20] |

J

Le groupe du falotier L, admet un SFT faiblement apériodique.

Cohen démontre également que ce SFT n’est pas fortement apériodique. La question de I'exis-
tence d'un SFT fortement apériodique sur L, est en conséquence toujours ouverte.
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Question 17 ]

Le groupe du falotier L, admet-il des SFT fortement apériodiques?

Le graphe de Cayley Cay(Ly, {a, at}) de L, s’avere étre le graphe de Diestel-Leader DL(2,2,) [Woe05],
et se trouve a ce titre bien compris. On peut le visualiser comme un objet en trois dimensions, dont
la structure fait apparaitre deux arbres ternaires téte-béche (voir la Figure 32).

FIGURE 32 — Une version réalisée a I'imprimante 3D du graphe de Cayley Cay(L,,{a, at}) (conception du
modele Laurent Bartholdi, impression Michaél Rao).

Dans [BS20] les auteurs mettent a profit cette correspondance pour démontrer I'indécidabilité
du probléeme du domino dans sa variante a origine fixée (appelée seeded domino problem dans
l'article).

Théoréme 5.2: [BS20] ]

Le probléeme du domino a origine fixée est indécidable sur L,. ]

On ne connait en revanche pas le statut du probleme du domino sur L, sans la contrainte d’ori-
gine fixée, méme si 'indécidabilité est soupconnée par les auteurs.

Conjecture 5: [BS20] |

Le probléme du domino est indécidable sur le groupe du falotier L, . ]

5.1.2 Le groupe de Higman

Le groupe de Higman est le groupe de présentation finie
H:=(a,b,c,d | ba=ab* cb=bc? dc=cd* ad = da®).

Comme il possede BS(1,2) comme sous-groupe, il hérite automatiquement de I'indécidabilité
du probléme du domino. Pour la méme raison, on peut également construire aisément des SFT
faiblement apériodiques; il suffit pour cela d’interdire dans H les motifs interdits d'un SFT forte-
ment apériodique sur BS(1,2). La question de I'existence d'un SFT fortement apériodique reste en
revanche ouverte a ma connaissance.
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Question 18

Le groupe de Higman H admet-il un SFT fortement apériodique ?

Le groupe de Higman est I'un des candidats actuels pour montrer I'existence d'un groupe qui
n'est pas sofique (attention, la notion de groupe sofique n’a, a part I'étymologie du terme, rien a
voir avec les sous-décalages sofiques). En particulier, on sait que ce groupe n’est pas moyennable.
On sait également que son probleme du mot est décidable (il est méme résoluble en temps poly-
nomial [DLU12]). En utilisant I'’encodage dyadique défini dans [AS16] et le SFT de Robinson sur
BS(1, n) présenté dans la Partie 2.3.2, on peut espérer aboutir a une construction montrant que
tous les effectifs sur H sont aussi sofiques.

Question 19

Existe-il des décalages effectifs non sofiques sur le groupe de Higman H?

5.1.3 Les groupes mille-feuille

En déplacant une puissance dans la relation définissant les groupes de Baumslag-Solitar BS (m, n),
on définit les groupes mille-feuille, qui sont les groupes de présentation

Mp.n:=<a, t|at™ = ta").

FIGURE 33 - Une partie du graphe de Cayley du groupe mille-feuille M 5.

Pour m = 1, on retrouve les groupes de Baumslag-Solitar résolubles BS (1, n), pour les lesquels on
sait que le probléeme du Domino est indécidable [AK13] et qui admettent des SFT fortement apé-
riodiques [EM20]. La compréhension de ces deux problémes pour les BS(1, n) repose en grande
partie sur I'existence d'un isomorphisme ® entre BS(1, n) et le produit semi-direct Z[%] XfZ dé-
fini dans [AS20]. En tant que groupes a un relateur, les M,, , peuvent, grace au Freiheitssatz de
Magnus [LSO01, Chapitre I1.6], s’écrire comme une extension HNN.

Question 20

Peut-on exploiter I'écriture du groupe M;;, , comme extension HNN?

En particulier, on peut espérer généraliser la technique utilisée pour les groupes de Baumslag-
Solitar BS(m, n) dans [AK13] pour a la fois construire des SFT apériodiques et prouver I'indécida-
bilité du probleme du domino.
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Question 21

Le groupe M,,, , admet-il des SFT fortement apériodiques ? A-t-il un probleme du domino
indécidable?

5.2 Modele des dimeres

5.2.1 Généralités sur le modele des dimeres

Combien y a-t-il de facons N(m, n) de paver un échiquier de forme rectangle m x n avec des
dominos? La réponse a cette question, pas aussi simple qu’il pourrait sembler, a été donnée par
Kasteleyn [Kas61] et Temperley et Fisher [TF61] —1'un coté soviétique, les autres c6té occidental —
en utilisant des méthodes différentes.

Nm,nm =22 []]] (cos2 (n—) +cos? (n_))
=10=1 m+1 n+1

De cette formule et d'une bonne propriété de symétrie du modéle des dimeres, on déduit une
formule asymptotique qui nous donne notamment I’entropie de ce modéle.

Le modele des dimeres est a la croisée de plusieurs domaines : combinatoire, physique statis-
tique et dynamique symbolique. Il est plut6t bien compris lorsque 1'on dispose des dominos sur
une grille rectangulaire ou infinie (que I'on peut voir comme partie ou tout du graphe de Cayley
du groupe Z? avec sa présentation usuelle {(a, b | ab = bay)).
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FIGURE 34 — Exemple de pavage par dominos et son équivalent comme couplage parfait.

Au formalisme avec des dominos recouvrant une grille, on préférera son analogue dans le dual
de la grille (qui se trouve étre la grille elle-méme) : les cellules de la grille deviennent des sommets,
les dominos des arétes et un pavage par domino un couplage parfait. Cette représentation possede
I'avantage de se généraliser plus facilement a d’autres graphes. On peut ainsi définir un modele des
dimeres sur n'importe quel graphe infini biparti et ensuite chercher a comptabiliser le nombre de
couplages parfaits d'une part, et comprendre la structure des ensembles de pavages possibles d'un
sous-graphe fini d’autre part. Pour le comptage, des résultats sont connus essentiellement dans le
cas de graphes planaires [Ken98], ou lorsque le graphe ne contient pas le graphe biparti complet
K33 comme matching minor : on peut notamment calculer le nombre de couplages parfaits d'un
sous-graphe fini fixé en temps polynomial [LP09]. Ce résultat ne donne pas pour autant de formule
close; il exprime le fait que dans ce cas précis, un calcul de permanent peut étre transformé en
calcul de déterminant (de Pfaffien pour étre exact), ce qui est faisable en temps polynomial grace
au pivot de Gauss.

5.2.2 Cas des groupes BS(1, n)

Mon obijectif est de comprendre ce modele des dimeéres pour d’autres groupes de type fini que
72, notamment en ce qui concerne les aspects structurels. Le graphe de Cayley de BS(1,2k + 1)
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avec sa présentation usuelle est biparti. De plus il ne posséde pas de matching minor isomorphe a
K3 3, méme si ce dernier y apparait comme mineur. Pour simplifier on ne s’intéresse qu’a BS(1, 3).

BS(1,3):={a,t| at= ta?’).
Question 22

Comment caractériser les parties finies de BS(1,3) pavables par domino ?

Il est possible de définir une opération de flip qui est un analogue du flip bidimensionnel, et il
me semble a portée de démontrer la flip-connexité de I'espace des pavages possibles d’'une forme
finie fixée.

—
=
Cr——
Cr———————————
L —— Qo L ——

FIGURE 35 — Deux opérations de flips, en haut pour la grille Z?, en bas pour le groupe BS(1,3).

Question 23

L'ensemble des pavages par domino d’une partie finie de BS(1, 3) est-elle flip-connexe ?

5.2.3 Groupes a un relateur et groupes de surface

Comme un graphe est biparti si et seulement si il ne contient pas de cycle impair, on peut définir
un ensemble de flips pour tout groupe dont le graphe de Cayley est biparti. Reste a comprendre
comment ces flips agissent dans leur ensemble sur I'espace des pavages d'une partie finie fixée.
On peut se poser la question en toute généralité sur un groupe de type fini, mais comme autant
d’opérations de flip que de relateurs sont nécessaires, il semble pertinent de se restreindre dans
un premier temps aux groupes a un seul relateur.

Question 24

Quels groupes a un seul relateur possedent la propriété de flip-connexité?

Une généralisation du modele des dimeres consiste a remplacer les dominos horizontaux et ver-
ticaux par deux rectangles de tailles 1 x £ et k x 1. On parle dans ce cas de pavages par des barres.
Pour 72 et si la forme a paver est un polygone, alors il existe un algorithme extrémement efficace
pour trouver, le cas échéant, un pavage par barres d'un polygone [KK92]. Le probleme devient NP-
complet pour une forme arbitraire, notamment s'il s’agit d'un polygone avec des trous [BNRR95].
Il est par contre remarquable que le méme probléme sur le groupe de surface S, devient polyno-
mial [BMS99] : pour une fois, remplacer Z? par un groupe non abélien facilite les choses!

Question 25

Sur quels groupes le probleme de pavages par des barres est-il résoluble en temps polyno-
mial?

De part leurs propriétés algorithmiques fortes, les groupes hyperboliques en général sont des
candidats naturels pour généraliser I'algorithme présenté dans [BMS99].
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