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1
Introduction

Si nous observons notre environnement, nous pouvons constater qu’une multitude de systèmes
informatiques nous entourent. Ces systèmes sont devenus au cours de ces dernières années de
plus en plus complexes, requérant une pluridisciplinarité très large pour les concevoir. Ils repré-
sentent également des enjeux stratégiques (économiques, sociétaux) importants, puisqu’ils inter-
viennent dans des composantes critiques de systèmes aussi divers que l’aérospatial, l’aéronautique,
les systèmes nucléaires, la télécommunication, le transport terrestre, la santé, le commerce élec-
tronique... Intervenant dans des domaines stratégiques, ces systèmes informatiques doivent être
vérifiés, la moindre défaillance pouvant coûter très cher et causer des pertes irrémédiables : pertes
d’informations, pertes financières ou même pertes humaines. Nous distinguons deux types de dys-
fonctionnement des systèmes. Le premier type concerne les problèmes matériels, qui se produisent
lorsqu’un système connait une panne physique. Le deuxième type concerne les problèmes logiciels,
appelés erreurs par abus de langage, qui surviennent lorsqu’un composant ne réalise pas précisém-
ment les fonctionnalités pour lesquels il a été conçu. Parmi les erreurs qui ont marqué l’histoire,
nous pouvons citer par exemple celle de la fusée Ariane 5 [34] (700 millions de dollars de perdus)
ou celle du missile Patriot [43] (28 morts).

La production de systèmes informatiques sûrs est ainsi une activité complexe qu’il est difficile
de mettre en oeuvre. La garantie de fonctionnement de ces systèmes est un enjeu crucial lors de
leur développement et qui doit être pris en considération dès les premières étapes du dévelop-
pement. Face à ce besoin croissant et nécessaire de produire des systèmes informatiques sûrs, de
nombreuses solutions de développement ont été proposées.

La plupart des méthodes de développement classiques ne permettent pas de décrire d’une ma-
nière concise et correcte le comportement des systèmes. La limitation principale concerne l’acti-
vité de vérification qui n’est pas bien développée dans ces méthodes. Généralement, cette activité
s’applique avant la phase d’implantation d’un système. Partant d’une spécification détaillée d’un
système exprimée dans un modèle possédant une sémantique formelle, cette activité consiste à
vérifier les propriétés comportementales de la spécification afin de détecter et corriger le plus tôt
possible les éventuelles erreurs de conception. Notons que plus les erreurs de conception sont
détectées tardivement, plus les coûts de corrections sont élevés.

Afin de s’assurer du bon fonctionnement d’un système, une solution est donc d’adopter une
démarche formelle de spécification et de vérification.
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Contexte scientifique : l’utilisation des méthodes formelles

Les méthodes formelles regroupent tout un ensemble de notations et de concepts mathématiques
et logiques permettant une description mathématique du système et une vérification basée sur les
éléments de base de ces notations et concepts. Cette démarche consiste à vérifier si un modèle
mathématique regroupant les comportements possibles du système satisfait ou non les propriétés
à vérifier (souvent exprimées sous forme de fomules de logiques mathématiques). Les comporte-
ments du système sont spécifiés à l’aide d’un langage formel ayant une sémantique précise souvent
basée sur des systèmes de transitions. Cette description doit éliminer toute ambiguité existante
au niveau de l’expression de ces comportements en langage naturel. La vérification formelle doit
montrer que tous les comportements du système satisfont les propriétés désirées.

L’utilisation des méthodes formelles dans une démarche de développement peut se diviser en
deux grandes phases : la spécification et la vérification.

La phase de spécification formelle

La spécification formelle est la première étape d’un processus formel de développement. Elle
consiste à donner une description formelle d’un système et de ses propriétés en utilisant un lan-
gage ayant une syntaxe et une sémantique définies mathématiquement. Cette description formelle
permet de lever toutes les ambiguités rencontrées dans la description donnée en langage naturel
et de fournir ainsi une description rigoureuse et claire du système et des propriétés à vérifier.

Une pléthore de méthodes de spécification formelle existent. Ces méthodes sont adaptées à plu-
sieurs types de systèmes informatiques (systèmes distribués, systèmes synchrones, systèmes concu-
rents, etc.). Deux grandes familles de formalismes de modélisation se distinguent : les formalismes
à base de preuve tels que la méthode B [16], la méthode B événementiel [17], VDM [66], Action
Systems [25] ou le langage Z [89] et les formalismes à base de systèmes de transitions tels que
les Statecharts [55, 56], TLA [71], etc. Chacune de ces familles offre des avantages et des incon-
vénients spécifiques. Dans ce document, nous considérons un formalisme à base de preuve, le B
événementiel.

Pour la modélisation des systèmes réels (matériels, logiciels ou encore naturels), il est nécessaire
de prendre en compte des aspects quantitatifs tels que le temps, les ressources énergétiques, les in-
certitudes comportementales, la qualité des matériels, etc. Il devient ainsi compliqué de modéliser
ces systèmes de manière exacte et discrète et les méthodes de spécification présentées précédem-
ment ne permettent pas la prise en compte de ces aspects. Une solution est d’utiliser la théorie
des probabilités pour modéliser les aspects “incertains” de ces systèmes : les incertitudes sont mo-
délisées par des distributions de probabilité, et on parle ainsi de modèles stochastiques. Au lieu
de vérifier des propriétés exactes de manière binaire, on s’intéresse dans ce cas à la vérification
formelle des propriétés quantitatives. Cela permet de prendre en considération d’autres propriétés
telles que la fiabilité [96], la réactivité [38, 94], le temps de réponse, la disponibilité des systèmes,
l’évolution continue, la consommation énergétique, etc.

Afin de modéliser ces aspects probabilistes, des formalismes probabilistes de modélisation ont
été développés dans la littérature. La plupart de ces formalismes étendent d’autres formalismes
de modélisation standards. En effet, de nombreux travaux [51, 86, 57, 48, 29, 64, 22, 63] ont
traité l’introduction du raisonnement probabiliste dans des formalismes de modélisation à base
de preuve comme la méthode B, Z, Action Systems, etc. Dans [86], les auteurs ont étudié l’ex-
pression des probabilités dans le formalisme Action Systems et dans [52], les auteurs ont étudié
l’analyse de performance des systèmes dans ce formalisme. Dans [50], Haghighi et ses coauteurs
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ont proposé une extension probabiliste au formalisme Z. Ils ont aussi étudié dans [51] la spé-
cification des chaines de Markov dans Z. La méthode B a aussi été l’objet de plusieurs travaux
d’extension pour supporter le raisonnement probabiliste [57, 59]. De nombreux travaux de re-
cherche [78, 54, 58, 98, 53, 91, 92, 93] ont également étudié l’intégration des probabilités dans
la méthode B événementiel, nous détaillerons ces travaux plus loin dans ce manuscrit. Nous no-
tons également que les formalismes à base de systèmes de transitions ont aussi été étendus pour
prendre en compte des aspects probabilistes [90, 84, 84, 90].

La phase de vérification

Nous rappelons que l’objectif principal de l’utilisation des méthodes formelles est la vérification
du comportement des systèmes. Après la spécification formelle d’un système, c’est le tour de la
vérification qui vient : il faut s’assurer que la spécification est correcte et que les propriétés que
le système doit satisfaire, sont toutes bien vérifiées. Étant donné un modèle M et une propriété
φ, le but de la vérification est de garantir formellement que M respecte cette propriété (M |= φ)
ou de fournir un contre-exemple dans le cas contraire. L’objectif de cette phase de vérification
est de détecter les erreurs commises durant la phase de développement et les diagnostiquer pour
pouvoir les corriger au plus tôt et de préférence avant la mise en production du système. Plusieurs
méthodes sont utilisées pour la vérification des propriétés des systèmes, nous présentons dans ce
qui suit les deux méthodes les plus utilisées, le model checking et le theorem proving.

• Le model checking [65, 40, 31] ou vérification de modèles est une méthode de vérifica-
tion qui consiste en l’exploration de l’ensemble des exécutions et des états du modèle. Les
propriétés sont exprimées la plupart du temps par des formules des logiques temporelles
(LTL,CTL,CTL*,CSL...) [83, 30, 39, 87]. Le model checking est l’une des méthodes de vérifi-
cation les plus outillées. De nombreux vérificateurs de modèles ont été développés dans la
littérature pour la mise en pratique de cette méthode [61, 72, 47, 99]. Cependant, les tech-
niques de vérification basées sur le model checking représentent un problème fondamental
que l’on rencontre pour une grande gamme de système réels : le phénomène de l’explosion
combinatoire de l’espace d’états [41], qui rend impossible en pratique la phase de vérification
car le modèle à vérifier est trop complexe. Les techniques de vérification par model checking
ont aussi été développées pour les systèmes probabilistes [33, 28]. De nombreuses techniques
de manipulation et de combinaison de modèles telles que l’abstraction [68, 44], qui permet
de réduire la taille des modèles ou le raffinement [67] qui permet de leur ajouter des détails
ont été développées dans ce contexte.

• Le Theorem proving : Les méthodes de preuve ou Theorem proving ont été introduites par
Hoare [60]. Elles permettent de vérifier si un programme satisfait une spécification. Le pro-
blème de vérification (le programme satisfait-il la spécification) est exprimé comme un théo-
rème que l’on cherche à prouver à partir d’un ensemble d’axiomes du modèle. Ces méthodes
ont été outillées et plusieurs assistants de preuve existent. Nous citons à titre d’exemples les
assistants PVS [81], Coq [62], HOL [49], et Isabelle [82]. Ces assistants permettent l’automa-
tisation d’une partie de la preuve. Contrairement au model checking, les techniques de preuve
ne souffrent pas de l’explosion combinatoire de l’espace d’états. Néanmoins, une interven-
tion humaine est souvent nécessaire pour guider les assistants de preuve, ce qui rend difficile
l’utilisation de ces techniques dans le contexte industriel.

Les techniques de vérification par preuve ont été étendues pour supporter la vérification des
comportements probabilistes. Nous notons à titre d’exemples des travaux traitant l’extension
probabiliste des formalismes Z [51], Action Systems [86], B [57], HOL [64], Coq [22]. Plu-
sieurs autres travaux ont traité la vérification d’algorithmes probabilistes par des techniques
de preuve dédiées [48, 29, 63].



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Problématique

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la méthode B événementiel. En particulier, nous trai-
tons l’extension du formalisme B événementiel pour supporter le raisonnement probabiliste. B
événementiel est une évolution de la méthode B conçue par Jean Raymond Abrial [17]. C’est une
méthode dédiée à la modélisation et à la vérification des systèmes distribués réactifs. Elle a été
utilisée pour décrire de nombreux cas d’études industriels [17]. Cette méthode se base sur la lo-
gique classique du premier ordre en conjonction avec la théorie des ensembles. Elle permet de
décrire la dynamique d’un système par un ensemble d’événements agissant sur des variables du
système par l’intermédiaire de substitutions. La cohérence d’un modèle B est définie par un en-
semble d’obligations de preuve permettant d’assurer qu’un modèle est correct par construction :
il faut principalement montrer que le déroulement d’un événement préserve un certain invariant.
Le processus de développement en B événementiel est basé sur le raffinement : les détails du sys-
tème sont introduits progressivement, étape par étape, où chaque nouveau modèle doit préserver
le comportement du modèle précédent. Les avantages du B événementiel sont :

• un langage formel de modélisation de haut niveau bien défini et bien adapté à l’échelle
industrielle,

• un processus de développement par raffinement largement documenté, et

• un outil pour la spécification et la vérification de modèles B événementiel : Rodin [18].

Malgré son utilisation dans plusieurs cas d’études industriels [17], plusieurs aspects probabi-
listes ne peuvent pas être décrits en B événementiel d’une manière simple et exacte. En effet, la
version basique du B événementiel n’offre pas la possibilité de modéliser des comportements pro-
babilistes. Ainsi, plusieurs travaux de recherche ont traité l’extension du B événementiel avec des
probabilités. Cependant, les extensions existantes à ce jour ne permettent pas la description des
comportements des systèmes purement probabilistes d’une manière intuitive et simple.

À notre connaissance, le premier travail traitant de la problématique de l’ajout de probabili-
tés au sein de B événementiel a été mené par Abrial et ses coauteurs [78]. Dans cet article, les
auteurs traitent les différentes possibilités pour intégrer des probabilités au sein de B événemen-
tiel et suggèrent d’introduire les probabilités comme raffinement du non-déterminisme qui peut
apparaitre à plusieurs niveaux dans les modèles B événementiel : entre les événements activés
simultanément, pour le choix des valeurs des paramètres d’un événement et dans les substitutions
non-déterministes. Ce travail peut être considéré comme un ensemble de consignes ou de bonnes
pratiques pour intégrer le raisonnement probabiliste en B événementiel. En particulier, il est sug-
géré que chaque extension de B événementiel pour supporter le raisonnement probabiliste doit
respecter certaines exigences :

• Le B événementiel étendu doit rester simple et compréhensible ;

• L’extension doit être générique permettant ainsi la description d’une large classe de systèmes.

À notre connaissance, les autres travaux ayant déjà traité l’intégration de probabilités dans B
événementiel [78, 54, 58, 98, 53, 91, 92, 93] se sont contentés de remplacer les substitutions non-
déterministes par des substitutions probabilistes. Les extensions issues de ces travaux conservent
ainsi du non-déterminisme qui apparaît dans le choix entre événements activables et dans le choix
des valeurs des paramètres d’un événement. Ainsi, il est difficile de modéliser des systèmes pure-
ment probabilistes dans ces extensions. En effet, il est alors nécessaire d’effectuer des modifications
et des réecritures fastidieuses sur les modèles afin d’assurer qu’aucun aspect non-déterministe n’est
encore présent, ce qui complique la tâche de modélisation et donne des modèles B événementiel
moins lisibles et moins compréhensibles.
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FIGURE 1.1 – Comment introduire des probabilités au sein du B événementiel ?

Ainsi, l’objectif de nos travaux de thèse est de proposer une nouvelle extension probabiliste au B
événementiel qui permet l’introduction des probabilités à tous les niveaux où le non-déterminisme
peut apparaitre. Une telle extension facilitera donc la description des modèles purement probabi-
listes et rendant leur écriture plus simple et plus intuitive.

Objectifs de la thèse

L’objectif de cette thèse est d’étudier et de développer, une nouvelle extension probabiliste à la mé-
thode B événementiel. Dans cette extension, nous proposons d’introduire des probabilités à tous les
endroits où le non-déterminisme peut apparaître en B événementiel. Contrairement aux autres tra-
vaux qui ont remplacé une seule source de non-déterminisme par des probabilités, cette extension
facilite la spécification des modèles purement probabilistes en B événementiel. Cependant, dans
certains cas le comportement de certains systèmes fait intervenir à la fois du non-déterminisme
et des probabilités. Ainsi, on peut souhaiter conserver du non-déterminisme à certains endroits et
le remplacer à d’autres endroits, ce qui donne des modèles B événementiel contenant à la fois du
non-déterminisme et des probabilités et qui permettent ainsi la description d’une large classe de
systèmes. Nous étudions aussi ces modèles et nous les désignons dans tout le manuscrit par les mo-
dèles B événementiel mixtes. L’ambition de cette thèse est également de proposer des processus de
développement formel qui permettent l’introduction progressive des probabilités dans un modèle
B événementiel par raffinement.

La figure 1.1 donne un récapitulatif global de toutes les possibilités de développement per-
mettant l’intégration des probabilités au sein du B événementiel. Dans cette figure, l’axe vertical
représente l’introduction de plus de détails dans une machine B événementiel alors que l’axe ho-
rizontal représente l’introduction des probabilités. Plusieurs types de machines apparaîssent dans
cette figure, nous les présentons dans ce qui suit :
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• Les machines de l’axe vertical de gauche sont des machines B événementiel standards qui
contiennent uniquement des choix non-déterministes et aucune information probabiliste ;

• Les machines de l’axe vertical de droite sont des machines B événementiel purement proba-
bilistes où tous les choix sont probabilistes ;

• Les machines dans le centre de la figure sont des machines B événementiel mixtes qui
contiennent à la fois du non-déterminisme et des probabilités.

En fonction du système à modéliser, le processus de développement peut varier d’un axe vers
l’autre.

Lorsque le système n’a aucun aspect probabiliste, le processus peut rester dans l’axe vertical de
gauche et se termine à la fin de cet axe. Le système est ainsi décrit par un ensemble de machines
liées par raffinement.

Lorsque le système est purement probabiliste, le processus de développement peut varier. En
effet, nous pouvons commencer à partir d’une machine abstraite non-déterministe, et la raffiner
progressivement par ajout de nouveaux détails jusqu’à l’obtention d’une description complète du
système par cette machine non-déterministe. Finalement, tous les choix non-déterministes de cette
machine sont remplacés par des choix probabilistes, cette dernière étape s’appelle la probabilisa-
tion, elle est présentée par l’axe horizontal bleu en bas de la figure 1.1. Une autre possibilité pour la
description d’un système purement probabiliste consiste à partir dans un premier temps d’une ma-
chine non-déterministe abstraite, et appliquer la probabilisation sur cette machine obtenant ainsi
une machine abstraite purement probabiliste. Dans un second temps, il faut ajouter des détails
probabilistes par raffinement probabiliste comme montré dans l’axe vertical rouge de droite dans
la figure 1.1.

Lorsque le système contient à la fois des aspects probabilistes et non-déterministes, une possi-
bilité de développement consiste à ajouter par raffinement et/ou par probabilisation partielle des
informations non-déterministes et des informations probabilistes permettant ainsi l’obtention des
machines B événementiel mixtes (présentée par l’axe vert).

Toutes ces possibilités de développement seront détaillées dans la suite de ce manuscrit.

Plan du Document

Le travail de recherche élaboré depuis le début de cette thèse a fait l’objet de huit chapitres répartis
comme suit :

Le chapitre 2 introduit principalement la méthode B événementiel ainsi que le cadre théorique
de la thèse. Dans un premier temps, nous donnons un aperçu de la méthode B événementiel ainsi
que son assistant de preuve automatique Rodin, puis nous présentons l’étude de cas d’un protocole
pair à pair. Dans un second temps, nous présentons les systèmes de transitions, les systèmes de
transitions probabilistes, les automates probabilistes ainsi que les chaines de Markov discrètes.
Nous clôturons ce chapitre par un état de l’art sur les travaux ayant déjà traité l’extension du B
événementiel par des probabilités.

Le chapitre 3 présente notre première contribution qui consiste en une version purement pro-
babiliste du B événementiel. Nous commençons par expliquer comment procéder pour introduire
des probabilités au sein du B événementiel puis nous exprimons la syntaxe de notre proposition
de B événementiel probabiliste. Ensuite, nous étudions la cohérence d’un modèle B événementiel
probabiliste : étant donné que la cohérence est définie par des obligations de preuve, nous définis-
sons de nouvelles obligations de preuve spécifiques au B événementiel probabiliste et proposons
les adaptations nécessaires des obligations standards du B événementiel pour qu’elles puissent
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être appliquées sur un modèle B événementiel probabiliste. De plus, nous étudions la sémantique
d’un modèle B événementiel probabiliste exprimée en termes de chaines de Markov discrètes. Fi-
nalement, nous détaillons l’étude de cas du protocole pair à pair dans ce cadre. Notons que les
machines présentées dans ce chapitre sont des machines purement probabilistes, correspondant
donc à l’axe vertical de droite dans la figure 1.1.

Notre deuxième contribution est présentée au chapitre 4. Dans ce chapitre, nous étudions les
modèles B événementiel contenant à la fois des probabilités et du non-déterminisme. Ce type de
modèles conduit à une extension spécifique du B événementiel que nous désignons par le B évé-
nementiel mixte. Nous étudions également la cohérence des modèles B événementiel mixtes et
nous exprimons leur sémantique en termes d’automates probabilistes. Nous notons que les ma-
chines présentées dans ce chapitre sont des machines mixtes correspondant donc au centre de la
figure 1.1

Dans le chapitre 5, nous détaillons toutes les possibilités de développement présentées dans
la figure 1.1. Nous présentons ainsi plusieurs processus de développement qui permettent l’inté-
gration des probabilités au sein d’un modèle B événementiel. Nous commençons par présenter le
processus de probabilisation qui permet de passer d’un modèle B événementiel standard vers un
modèle B événementiel probabiliste. Nous étudions par la suite un cas particulier de raffinement
d’un modèle B événementiel probabiliste : l’ajout de nouveaux événements probabilistes dans le
cas des modèles B événementiel probabilistes. Afin de garantir la correction de ce cas particulier du
raffinement, nous étudions la convergence presque certaine d’un ensemble d’événements probabi-
listes. Finalement, nous étendons l’ajout d’événements probabilistes au cas de modèles B mixtes
ou non-déterministes(standard).

Dans le but de valider la pertinence des éléments proposés dans cette thèse, nous présentons
dans le chapitre 6 deux études de cas supplémentaires. La première concerne le système de train
d’atterrisage d’un avion et la deuxième concerne un système de freinage d’urgence.

Nous présentons dans le chapitre 7 notre extension à la plateforme Rodin pour prendre en
compte les éléments du B événementiel probabiliste. Enfin, ce document s’achève par une conclu-
sion générale et des perspectives.

Publications scientifiques

Les publications issues de ce travail de thèse sont les suivantes :

• Moving from Event-B to Probabilistic Event-B, présentée dans la conférence internationale
SAC-SVT 2017

• Une extension probabiliste pour Event-B, présentée dans la conférence francophone AFADL
2017

• Introducing probabilistic reasoning within Event-B, acceptée dans le journal international SO-
SYM





2
B événementiel et systèmes de transitions

2.1 Introduction

De nombreux formalismes de spécification de haut niveau existent et permettent la description
des comportements des systèmes. Nous présentons dans ce chapitre la méthode B événementiel
et le formalisme systèmes de transitions. Le B événementiel[15, 21] est une méthode de spé-
cification et de vérification proposée par Jean-Raymond Abrial comme une évolution de la mé-
thode B classique[16]. Le B événementiel a gardé la puissance et la simplicité de la méthode
B, mais il a apporté des améliorations sur plusieurs autres aspects. Les deux méthodes ont le
même fondement mathématique[16], elles sont basées sur la logique du premier ordre et la théo-
rie des ensembles. Le B événementiel permet la description de systèmes distribués, parallèles,
multi-modals, réactifs et interactifs. Cela peut être, par exemple, un système de train[17], un pro-
tocole de communication[20] ou un système de gestion (réservation) de vol[17]. Contrairement à
la méthode B, le B événementiel considère un système fermé pour représenter l’ensemble des com-
posants dans un seul modèle. De même, le B événementiel définit le comportement dynamique du
système sous forme d’événements et non par des opérations comme en B classique.

Un modèle B événementiel représente une abstraction mathématique d’un système. Il prend
en compte tous les aspects du système, statique et dynamique. Les éléments statiques d’un sys-
tème se placent dans un type de composant B événementiel appelé ‘contexte’ alors que les aspects
dynamiques d’un système se placent dans un type de composant B événementiel appelé ‘machine’.

Un contexte décrit les aspects statiques d’un système. Il peut contenir des définitions d’en-
sembles, des constantes, des axiomes caractérisant les constantes et des propriétés que l’on dé-
montre.

Une machine nous montre comment le système évolue et sous quelles conditions. L’état du
système est décrit dans la machine par des variables. L’évolution du système est capturée par
les événements. Un événement s’exécute sous une garde, qui est une condition nécessaire pour
que l’action de l’événement soit appliquée sur les variables du système. Ainsi, l’état du système
évolue par l’exécution d’événements. L’application de l’action consiste en l’application parallèle
et atomique d’un ensemble de substitutions, c’est-à-dire, des opérations modifiant les valeurs des
variables du système.

Les contextes seront détaillés dans la section 2.2.1 alors que les machines seront détaillées dans
la section 2.2.2. Les événements seront décrits dans la section 2.2.3 alors que les substitutions
seront décrites dans la section 2.2.4.

17
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Le B événementiel adopte l’approche de conception de systèmes correctes par construction[17].
Cette approche garantit que le système est correct à la fin de son développement formel. Dans
cette approche, un système est initialement décrit par une spécification abstraite. Les détails sont
introduits progressivement dans cette spécification jusqu’à l’obtention d’une spécification globale
contenant tous les éléments du système à modéliser. Le passage d’une spécification vers une autre
plus détaillée se fait par raffinement[46]. Le raffinement en B événementiel concerne les machines
et les contextes. Les aspects statiques d’un système sont décrits par une suite de contextes où
chaque contexte étend le contexte qui le précède. Les aspects dynamiques d’un système sont dé-
crits par une suite de machines où chaque machine raffine la machine qui la précède. Nous notons
que dans l’approche correcte par construction, un modèle B événementiel correspond à une spéci-
fication. Ainsi, un système en B événementiel est décrit par une suite de modèles. Chaque modèle
est associé à une preuve de correction. Le passage d’un modèle à un autre est aussi associé à une
preuve de correction. Nous détaillerons ces preuves dans les sections 2.3 et 2.4. Le dernier modèle
dans cette suite doit offrir un niveau de détails du système à partir duquel il est possible de générer
du code exécutable.

Plusieurs outils de développement permettent l’application des méthodes B et B événementiel.
L’outil le plus connu est l’AtelierB[1] développée par la société ClearSy[5]. C’est le premier outil qui
permet la mise en oeuvre pratique de la méthode B. L’AtelierB est doté de prouveurs spécifiques
pour la preuve des spécifications B. Dans le même contexte, la même société a proposé l’outil
B4free[3] pour l’enseignement de la méthode B en milieu académique. Pour le B événementiel,
c’est la plateforme Rodin[36, 10] qui permet la spécification ainsi que la preuve des modèles B
événementiel. Cette plateforme a été développée dans le cadre des projets européens Rodin[11] et
Deploy[6]. Elle permet la spécification, la preuve ainsi que l’animation des modèles B événementiel.
Nous notons que les outils B4free et Rodin utilisent les prouveurs de l’AtelierB. Un autre outil qui
est souvent utilisé pour la vérification des modèles B est l’outil ProB[9], il permet l’animation des
spécifications B et leur vérification par des techniques de model checking.

2.2 Modèle B événementiel

Un modèle B événementiel décrit le comportement global d’un système, il est formé par une suite
de paires où chaque paire est constitué d’une machine et d’un contexte tel que le contexte est “vu”
par la machine.

2.2.1 Contexte

Dans un projet de développement en B événementiel, les contextes permettent de spécifier les élé-
ments ainsi que les propriétés statiques d’un système. Un contexte peut contenir des ensembles
et des constantes. Les constantes sont des éléments dont la valeur ne change pas durant le dé-
roulement du système étudié et qui sont définies par des axiomes. Les ensembles contiennent des
éléments statiques qui ne changent pas durant le déroulement du système. Les contextes peuvent
être liés entre eux. Comme une machine peut raffiner une autre machine, un contexte peut étendre
un ou plusieurs contextes, et ainsi avoir accès aux éléments des précédents.

La structure d’un contexte est présentée dans la figure 2.1. La clause EXTENDS permet d’in-
diquer les contextes étendus, la clause SETS permet de déclarer les ensembles du contexte, la
clause CONSTANTS permet de déclarer les constantes et la clause AXIOMS permet de déclarer
les types des constantes. Dans le contexte proposé dans la figure 2.1, ctx correspond au nom du
contexte, ctx’ correspond à la liste de contextes étendus par ctx, S̄ = {S1,. . .,Sn} correspond à la
liste des ensembles du contexte, c̄ correspond à la liste de constantes, A(c̄) correspond à la liste
d’axiomes et T̄ (c̄) correspond à la liste des théorèmes. Les axiomes permettent, entre autres, de
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CONTEXT
ctx
EXTENDS
ctx’
SETS
S̄
CONSTANTS
c̄
AXIOMS
A(c̄)
THEOREMS
T̄ (c̄)
END

FIGURE 2.1 – Structure d’un contexte

spécifier les types de constantes. Les théorèmes permettent de spécifier des propriétés à vérifier sur
les constantes du contexte. Pour une utilisation plus simple des contextes, nous dénoterons dans
la suite de ce chapitre un contexte par un tuple ctx=(S̄, ctx’, c̄, A(c̄), T̄ (c̄)).

2.2.2 Machine

Alors que les contextes permettent la spécification des éléments statiques d’un système, une ma-
chine permet la spécification de son comportement dynamique. Ce comportement dynamique est
exprimé par des événements : l’exécution d’un événement permet la modification de la valeur des
variables. Les variables sont des éléments dont la valeur évolue au-fur-et-à mesure du déroulement
du système. Les types des variables d’une machine B événementiel sont précisés dans l’invariant.
De plus, l’invariant peut contenir des propriétés qui doivent être établies par tous les états du sys-
tème. Une machine peut également contenir des théorèmes, ces théorèmes sont prouvés à partir
de l’invariant. Une machine peut raffiner une autre machine, nous verrons en détail cet aspect dans
la section 2.4.

La structure d’une machine est présentée dans la figure 2.2. La clause REFINES permet de
préciser le nom de la machine raffinée, cette clause est absente lorsque la machine est abstraite
et ne raffine aucune autre machine. La clause SEES permet de préciser les noms des contextes
utilisés par cette machine. La clause VARIABLES permet de préciser les noms des variables de
la machine. La clause INVARIANT permet de préciser les invariants de la machine. La clause
VARIANT permet de préciser le variant de la machine (nous détaillerons cet élément dans la
section 2.4.3). La clause THEOREMS permet de spécifier les théorèmes de la machine. La clause
EVENTS permet de préciser les événements de la machine.

Dans la machine proposée dans la figure 2.2, mch correspond au nom de la machine, mch0
correspond au nom de la machine raffinée par mch (ie. mch raffine mch0), ctx correspond à la
liste de contextes utilisés par mch0, v̄ correspond à la liste des variables de la machine, I (v̄) dénote
l’invariant de la machine, il précise les types des variables v̄ ainsi que des propriétés qui doivent être
satisfaites par toutes les valuations des variables v̄. Init correspond à l’événement d’initialisation,
c’est un événement particulier de la machine qui permet uniquement d’attribuer les valeurs initiales
aux variables de la machine. Evts correspond à l’ensemble des événements de la machine. Pour une
utilisation plus simple des machines, nous dénotons dans la suite de ce chapitre une machine par
un tuple mch=(v̄, ctx, mch0, Init, I(v̄), V(v̄), Evts) et par mch=(v̄, ctx, Init, I(v̄), V(v̄), Evts) quand
il s’agira d’une machine abstraite. Dans la suite, la mention du(es) contexte(s) sera souvent omise.
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MACHINE
mch
REFINES
mch0
SEES
ctx
VARIABLES
v̄
INVARIANT
I (v̄)
VARIANT
V(v̄)
THEOREMS
T(v̄)
EVENTS
Init
Evts
END

FIGURE 2.2 – Structure d’une machine

2.2.3 Événement

La dynamique d’un système est décrite en B événementiel par les événements. Ces événements
agissent sur les variables du système en respectant l’invariant I (v̄). Un événement est composé
d’un nom, d’une liste de paramètres, d’une garde représentant sa condition d’activation et d’une
action, i.e un ensemble de substitutions. Notons que les paramètres et la garde sont des éléments
optionnels dans un événement. Selon la présence de ces éléments, nous pouvons distinguer trois
types d’événements : événement complet, événement gardé ou événement simple. Un événement
complet est un événement qui contient à la fois des paramètres, une garde et une action. Un
événement gardé est un événement qui n’a pas de paramètres mais qui contient une garde et
une action. Un événement simple est un événement qui contient uniquement une action. Nous
présentons dans la figure 2.3 les trois formes que peut prendre un événement en B événementiel.
Dans la suite, nous considérons uniquement des événements complets.

e i =̂
any
t̄
where
Gi(t̄ , v̄)
then
Si( t̄ , v̄)
end

e i =̂
when
Gi(v̄)
then
Si(v̄)
end

.

e i =̂
begin
Si(v̄)
end

.

FIGURE 2.3 – Formes des événements en B événementiel

Les constituants d’un événement sont introduits par l’intermédiaire des clauses spécifiques.
La clause ANY permet l’introduction de la liste des paramètres. La clause WHERE permet l’in-
troduction de la garde. La clause THEN permet l’introduction de l’action. Dans les trois formes



2.2. MODÈLE B ÉVÉNEMENTIEL 21

d’événements présentées dans la figure 2.3, e i correspond au nom de l’événement, t̄ correspond
à la liste des paramètres, Gi(t̄ , v̄) correspond à sa garde, i.e la condition d’activation de l’événe-
ment qui dépend des variables et des paramètres de l’événement. Si( t̄ , v̄) correspond à l’action de
l’événement.

2.2.4 Substitution généralisée

Nous avons mentionné que le comportement dynamique d’un système en B événementiel est décrit
par l’intermédiaire des événements et qu’un événement agit sur les variables d’un système par
l’intermédiaire d’une action. Une action est composée d’une liste de substitutions généralisées qui
sont appliquées en parallèle formant ainsi une action atomique.

Nous distinguons trois formes de substitutions généralisées en B événementiel[17] :

• Substitution déterministe,

• Substitution non-déterministe sous forme de prédicat, et,

• Substitution énumérée non-déterministe.

Substitution déterministe Une substitution déterministe est une substitution simple qui corres-
pond à une affectation standard des langages de programmation impératifs. Elle permet de changer
la valeur d’une variable d’une machine. Étant donné x une variable et E(t̄ , v̄) une expression dé-
pendante des variables de la machine et des paramètres d’un événement e i , ce type de substitution
s’écrit

x := E(t̄,v̄)

Nous notons que x et E(t̄ , v̄) doivent être de même type.
Ce type de substitutions peut également concerner la modification de plusieurs variables en

même temps. Supposons que l’on ait des variables x1 ... xn auxquelles on souhaite assigner respec-
tivement les expressions E1(t̄ ,v) . . . En(t̄,v̄). La substitution déterministe peut s’écrire :

x1 ,x2 , . . .,xn := E1(t̄,v̄),E2(t̄,v̄),. . .,En(t̄,v̄)

Substitution non-déterministe sous forme de prédicat Ce type de substitutions représente le
type le plus général des substitutions non-déterministes[17]. Cette substitution modifie la valeur
d’une variable x de façon à satisfaire un prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) .

Pour une variable x donnée, cette substitution est exprimée par :

x :| Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) .

Elle signifie que la variable x prend une nouvelle valeur x’ telle que le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) soit
satisfait. Si plusieurs valeurs pour x’ satisfont le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) , alors le choix de la valeur à
affecter à x est non-déterministe.

Substitution énumérée non-déterministe Dans ce type de substitutions, la variable x prend une
expression parmi les expressions E1(t̄ , v̄) . . .En(t̄,v̄). Le choix de l’expression qui sera affecté se fait
d’une façon non-déterministe. Ce choix se note au moyen de l’opérateur :∈ qui permet d’affecter
arbitrairement une expression à partir d’un ensemble. Pour une variable x donnée pouvant prendre
une valeur dans l’ensemble des expressions {E1(t̄, v̄) . . .En(t̄,v̄)}, cette substitution s’écrit

x :∈ {E1(t̄, v̄) . . .En(t̄,v̄)}
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Prédicat avant-après et action La sémantique d’une substitution en B événementiel est donnée
par un prédicat avant-après (Before-after predicate). Ce prédicat décrit la relation entre la valeur
d’une variable avant (x) et après (x’) l’application de la substitution. Nous donnons dans ce qui
suit ce prédicat pour chaque type de substitutions :

• Le prédicat avant-après correspondant à une substitution simple est exprimé par x’=E(t̄,v̄),

• Le prédicat avant-après correspondant à une substitution non-déterministe sous forme de
prédicat est exprimé par Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) ,

• Le prédicat avant-après correspondant à une substitution énumérée non-déterministe est ex-
primé par x’∈ { E1(t̄, v̄) . . . En(t̄,v̄)}.

Nous rappelons que l’action d’un événement en B événementiel est constituée de plusieurs
substitutions qui sont exécutées en parallèle. La sémantique de l’action d’un événement est donc
également décrite par un prédicat avant-après. Supposons que les variables x1 . . . xi soient les va-
riables modifiées par l’action Si( t̄ , v̄) et que les variables xi+1 .. xn soient non touchées. Supposons
que Qx1(t̄,x,x1 ,x’1) . . .Qxi(t̄,x,x i ,x’ i ) soient les prédicats avant-après correspondant aux substitu-
tions modifiant les variables x1 . . . xi. Le prédicat avant-après de l’action Si( t̄ , v̄) de cet événement
est exprimé par :

Si( t̄ , x̄,x̄’) =̂ Qx1(t̄,x̄,x1,x’1) ∧ . . . ∧ Qxi(t̄,x̄,xi,x’i) ∧ (x’i+1=xi+1) ∧ . . . (x’n=xn)

2.3 Cohérence d’un modèle B évenementiel

La validation d’un modèle B événementiel nécessite de démontrer des obligations de preuve[17].
Les obligations de preuve sont des formules mathématiques qu’il faut démontrer pour prouver
qu’un modèle B événementiel est correct.

Une obligation de preuve est construite d’un ensemble d’hypothèses et d’un but. Démontrer
une obligation de preuve revient à montrer que le but peut être établi à partir des hypothèses.
Plusieurs sortes d’obligations de preuve sont à considérer en B événementiel : celles liées à la
preuve de correction des expressions, celles liées à la preuve de correction des machines et celles
liées à la preuve de correction de raffinement. Dans un processus de spécification d’un système en
B événementiel, les obligations de preuve sont générées d’une façon automatique par l’outil utilisé
pour la spécification, et déchargées (en partie ou automatiquement) à l’aide des prouveurs associés
à l’outil de spécification. Dans ce qui suit, nous détaillons les types d’obligations de preuve utilisés
en B événementiel.

2.3.1 Correction des expressions

L’objectif de ces obligations de preuve est de s’assurer que chaque expression utilisée dans une
machine ou un contexte B événementiel est correcte et bien définie. Cette expression peut être un
axiome, un variant, une garde, une action, un invariant... Ces expressions peuvent être dépourvues
de sens si elles ne sont pas bien définies.

Supposons que nous ayons une expression contenant l’opérateur mathématique card appliqué
sur un ensemble S. Nous rappelons que l’opérateur mathématique card retourne le nombre d’élé-
ments contenus dans un ensemble fini. Pour assurer que cette expression est bien définie, il faut
entre autre s’assurer que l’ensemble S est fini. Nous devons donc vérifier que finite(S) est satis-
fait où finite est un opérateur mathématique qui s’applique sur un ensemble d’éléments et qui
retourne vrai lorsque l’ensemble est fini et faux dans le cas contraire.
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2.3.2 Obligations de preuve de machine

Concernant la dynamique d’une machine, nous dirons qu’une machine satisfait une obligation de
preuve si tous ses événements satisfont cette obligation de preuve. Nous détaillons dans ce qui suit
les différentes obligations de preuve.

Faisabilité des événements L’objectif de cette obligation de preuve est de s’assurer que l’action
de chaque événement est applicable. Rappelons que l’action d’un événement est définie par un
prédicat avant-après qui décrit la relation entre la valeur des variables avant (v̄) et après (v̄ ’)
l’occurrence de l’action. L’objectif de cette obligation est de s’assurer pour chaque événement qu’il
existe au moins une valuation des variables v̄ ’ obtenue après son exécution telle que le prédicat
avant-après est satisfait. Démontrer la faisabilité d’une action d’un événement consiste à démontrer
la faisabilité de toutes les substitutions constituant cette action.

Pour un événement e i avec une garde Gi(t̄ , v̄) et une action Si( t̄ , v̄), cette obligation de preuve
est présentée formellement comme suit :

evt/FIS
−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄)
`
∃ v̄ ’. Si( t̄ , v̄ ,v̄ ’)

Préservation de l’invariant C’est l’obligation de preuve la plus importante parmi les obligations
de preuve du modèle. Nous rappelons qu’un invariant est une propriété du système qui doit être
vraie dans tous les états du système. Dans une machine B, cette obligation assure que l’invariant
doit être vrai après l’exécution de chaque événement de la machine : l’action de chaque événement
ne viole pas l’invariant après son exécution. Pour un événement e i avec garde Gi(t̄ , v̄) et action
Si( t̄ , v̄), cette obligation de preuve est présentée formellement comme suit :

evt/INV
−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄) ∧
Si( t̄ , v̄ ,v̄ ’)
`
I (v̄ ’)

Cas particulier de préservation de l’invariant L’initialisation est un événement particulier en B
événementiel. C’est le premier événement qui s’exécute dans une machine, il permet d’initialiser
toutes les variables de la machine. L’obligation de preuve de préservation de l’invariant corres-
pondante permet de prouver que l’action de l’événement de l’initialisation établit correctement
l’invariant. Formellement, cette obligation de preuve est présentée comme suit :
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Init /INV
−−−−−−−−−−−
Si( t̄ , v̄ ,v̄ ’)
`
I (v̄ ’)

Absence du blocage Cette obligation de preuve assure que dans toutes les valuations possibles
des variables de la machine qui satisfont l’invariant, au moins un événement est activable. Puisque
un événement n’est activable que lorsque sa garde est satisfaite, l’hypothèse de cette obligation de
preuve correspond à l’invariant, le but correspond à la disjonction des gardes des événements de
la machine. Cette obligation de preuve est formellement donnée comme suit.

machine/DLF
−−−−−−−−−−−
I (v̄)
`
(G1(t̄, v̄) ∨ . . .∨Gn(t̄,v̄))

Nous notons que cette obligation de preuve est optionnelle en B événementiel : en effet, elle
n’a de sens que si le système spécifié ne doit pas terminer.

2.4 Raffinement

D’une façon générale, le raffinement est un processus qui permet l’enrichissement ou la modifica-
tion d’une spécification par l’ajout de nouvelles fonctionnalités ou par l’ajout de nouveaux détails
aux fonctionnalités décrites dans la spécification initiale. Comme nous l’avons précisé dans la sec-
tion 2.1, le processus de développement en B événementiel est basé sur le raffinement.

Le concept de raffinement a été introduit initialement dans les années 1970 par Dijkstra .
Il a été ensuite formalisé par Back[23, 24] dans les années 1980. Depuis ce moment, plusieurs
travaux de recherche ont étudié ce concept. Nous citons à titre d’exemples, les travaux de Abadi et
Lamport[13], Back[26], Morgan[77], Morris[80] et Abrial[16].

2.4.1 Raffinement en B événementiel

Le raffinement en B événementiel consiste en l’extension des contextes et le raffinement des ma-
chines. L’extension du contexte consiste en l’ajout de nouveaux éléments statiques : ensembles,
constantes, axiomes... Le raffinement de machine permet de décrire d’une manière progressive le
comportement dynamique du système. Il consiste à transformer une machine abstraite en une ma-
chine plus concrète par l’ajout de nouveaux éléments, ce qui rapproche d’une implantation par un
langage de programmation.

Le raffinement offre plusieurs avantages. D’abord, il permet le partage de la complexité de dé-
veloppement formel : au lieu de spécifier un modèle global contenant tous les artefacts du système,
le raffinement permet l’introduction progressive du comportement du système. Cela permet la prise
en compte de tous les aspects du système et facilite la compréhension du modèle. D’un autre côté,
il permet aussi la simplification de la preuve de correction des machines B événementiel et la
réutilisation des propriétés déjà prouvées.
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En B événementiel, une machine concrète N=(w̄,J(v̄,w̄),Evtsc,Init c ) peut raffiner une et une
seule machine abstraite M=(v̄,I(v̄),Evtsa, Init a), le raffinement est décrit dans la machine concrète
N. Dans N, w̄ correspond à l’ensemble des variables concrètes. Nous notons que les variables de
la machine abstraite peuvent être conservées dans la machine concrète ou disparaître lors du raf-
finement. J(v̄ ,w̄) est l’invariant de collage, il permet la liaison entre les variables abstraites et les
variables concrètes. Evtsc est l’ensemble des événements concrets, Init c est l’événement d’initiali-
sation concret. La correction de passage d’une machine abstraite vers une machine concrète par
raffinement est vérifié par un ensemble d’obligations de preuves, nous les détaillerons dans la
section 2.4.3.

Le raffinement en B événementiel consiste en :

• L’ajout de nouvelles variables et/ou le remplacement des variables abstraites,

• Le raffinement des événements asbtrait,

• L’ajout de nouveaux événements.

L’ajout de nouvelles variables ou le remplacement des variables abstraites induit l’ajout de
nouveaux invariants et/ou la modification des invariants abstraits. Pour le raffinement des événe-
ments abstrait, chaque événement d’une machine abstraite doit être raffiné par un ou plusieurs
événements concrets (split). Réciproquement, un ou plusieurs événements abstraits de la machine
abstraite peuvent être raffinés par un unique événement concret (merge).

Note 1 Dans la suite de notre travail, nous ne traitons pas les cas de split et de merge, nous traitons
uniquement le cas de raffinement direct d’un événement abstrait par un événement concret.

Pour ce type de raffinement, un événement abstrait peut être raffiné par un événement concret
par l’ajout, la modification voire la suppression de paramètres, gardes ou actions. Nous donnons
dans la figure 2.4 la structure d’un événement abstrait ea et d’un événement concret ec .

ea =̂
any
t̄
where
Ga(t̄,v̄)
then
Sa(t̄ , v̄)
end

.

ec =̂
refines
ea
any
ū
where
Gc(ū,w̄)
with
Wc(t̄,ū,v̄,v̄ ’, w̄,w̄’)
then
Sc(ū,w̄)
end

FIGURE 2.4 – Structure d’un événement abstrait et d’un événement concret

L’événement ec raffine l’événement ea. Dans la structure de l’événement ec , nous remarquons
l’apparition d’un nouvel élément Wc(t̄,ū,v̄,v̄ ’, w̄,w̄’). Cet élément s’appelle le témoin (witness), il
est ajouté dans le cas de disparition de paramètres abstraits lors du raffinement. Il permet d’établir
un lien entre les paramètres abstraits disparus et le corps de l’événement concret.

L’ajout de nouveaux événements représente un aspect important du raffinement des machines
en B événementiel. L’introduction de nouveaux événements dans une machine permet l’introduc-
tion de nouveaux comportements. Ces nouveaux événements doivent vérifier les obligations de
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preuve de cohérence présentées dans la section 2.3. De plus, il faut s’assurer que leur introduc-
tion ne contredit pas le comportement de la machine abstraite. Pour cela, il faut prouver que les
nouveaux événements ajoutés ne divergent pas, c’est-à-dire qu’ils ne prennent pas le contrôle de
la machine concrète indéfiniment. Il faut donc prouver que les nouveaux événements introduit du-
rant le raffinement convergent. Il faut également prouver que les nouveaux événements introduit
par raffinement n’introduisent pas de nouveaux blocages.

2.4.2 Exactitude du raffinement

Une machine abstraite est liée à une machine concrète par une relation de raffinement. En B
événementiel, la validation du passage d’une machine abstraite vers une machine concrète est
vérifiée par un ensemble d’obligations de preuve. Nous présentons dans ce qui suit les obliga-
tions de preuve dédiées à la validation de raffinement. Supposons que nous avons une machine
B M=(v̄,I(v̄),Evtsa, Init a) raffinée par une machine concrète N=(w̄,J(v̄,w̄),Evtsc,Init c ). Nous notons
que les deux machines M et N vérifient bien les obligations de preuve de cohérence présentées dans
la section 2.3. Nous présentons dans ce qui suit les obligations de preuve spécifiques à la correction
du raffinement.

Correction des témoins (witness) Lors du raffinement d’un événement abstrait non-déterministe
par un événement concret, il est possible que certains paramètres de l’événement abstrait dispa-
raissent. Dans ce cas, il faut définir un témoin (witness) pour prouver la correction de l’événement.
Comme présenté dans la figure 2.4, un témoin Wc(t̄,ū,v̄,v̄ ’, w̄,w̄’) lie les paramètres de l’événement
abstrait aux paramètres et aux variables de l’événement concret. Pour l’événement ec , cette obliga-
tion de preuve est présentée formellement comme suit.

evt/WFIS
−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
J(v̄ ,w̄) ∧
Gc(ū,w̄)
`
∃ t̄ . W(t̄,ū,v̄,v̄’w̄,w̄’)

Renforcement de la garde L’objectif de cette obligation de preuve est de s’assurer que la garde
de l’événement concret est au moins aussi forte que la garde de l’événement abstrait correspondant.
Informellement, cette obligation de preuve garantie que dans tous les états où nous pouvons activer
un événement concret, nous pouvons activer l’événement abstrait correspondant.

Pour les événements ea et ec présentés dans la figure 2.4, cette obligation de preuve est présen-
tée formellement comme suit.
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grd/STRENGTH
−−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
J(v̄ ,w̄) ∧
Gc(ū,w̄) ∧
Wc(t̄,ū,v̄,v̄ ’, w̄,w̄’)
`
Ga(t̄,v̄)

Simulation des actions L’objectif de cette obligation de preuve est de s’assurer que l’action de
chaque événement concret simule l’action de l’événement abstrait correspondant. Il assure qu’au
moment de l’exécution d’un événement concret, l’action concrète ne contredit pas l’action de l’évé-
nement abstrait correspondant. Pour les événements ea et ec présentés dans la figure 2.4, cette
obligation de preuve est présentée formellement comme suit.

act/SIM
−−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
J(v̄ ,w̄) ∧
Gc(ū,w̄) ∧
Sc(ū,w̄,w̄’) ∧
Wc(t̄,ū,v̄,v̄ ’, w̄,w̄’)
`
Sa(t̄ , v̄ ,v̄ ’)

2.4.3 Convergence des nouveaux événements

Comme mentionné précédemment, une opération importante du raffinement des machines en B
événementiel consiste en l’ajout de nouveaux événements. Cette opération permet la description
de nouveaux comportements. Cependant, afin de préserver certaines propriétés de la machine
abstraite dans laquelle nous introduisons les événements, il faut s’assurer que leur introduction ne
contredit pas le comportement de la machine abstraite. Pour cela, il faut prouver que les nouveaux
événements ajoutés ne prennent pas le contrôle de la machine concrète indéfiniment. Pour cela,
une solution est de proposer un variant, et de prouver que l’action de chaque nouvel événement
décroît la valeur de ce variant. Ainsi, on montrera bien que les nouveaux événements finiront par
terminer. Cela est formalisée par deux obligations de preuve : la première veille à ce que le variant
proposé soit bien un entier positif minoré par zéro. La deuxième obligation assure que chaque
nouvel événement décroît le variant. Nous présentons dans ce qui suit ces deux obligations de
preuve.

Variant minoré L’objectif de cette obligation de preuve est de s’assurer que sous l’invariant et
la garde de chaque nouvel événement, le variant est bien un entier naturel strictement positif,
c’est-à-dire minoré par 0. Pour un nouvel événement ec , cette obligation de preuve est présentée
formellement comme suit.
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evt/var/NAT
−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gc(t̄ , v̄)
`
V(v̄) ∈ NAT1

Convergence L’objectif de cette obligation de preuve est de s’assurer que l’action de chaque
nouvel événement convergent doit toujours décroître le variant. Pour chaque nouvel événement
ec , cette obligation de preuve est présentée formellement comme suit.

evt/Var
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gc(t̄ , v̄)
`
∀ v̄ ’. Sc( t̄ , v̄ ,v̄ ’) ⇒ V(v̄’) < V(v̄)

2.5 Étude de cas : Protocole Pair à Pair

Pour illustrer la méthode B événementiel, nous spécifions un protocole pair à pair inspiré de celui
de Bittorent [4]. Une description complète de ce protocole est présentée dans [8]. Ce cas d’étude
comporte N clients qui essayent de télécharger un fichier partitionné en K blocs. Nous notons que
N et K sont strictement supérieurs à zéro. Initialement, aucun client n’a encore téléchargé aucun
bloc. Le protocole se termine lorsque tous les clients ont réussi à télécharger tous les blocs du
fichier. La figure 2.5 illustre le principe général du protocole.

FIGURE 2.5 – Principe général du protocole

2.5.1 Stratégie du développement du protocole en B événementiel

Nous rappelons que le processus de développement en B événementiel est basé sur le raffinement.
Ainsi, nous utilisons le raffinement pour une description progressive du protocole. Dans cette par-
tie, nous expliquons notre stratégie de raffinement. Dans la figure 2.6, nous présentons la stratégie
du développement du protocole en B événementiel. Nous créons un premier contexte protocole1 et
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FIGURE 2.6 – Stratégie du développement du protocole en B événementiel

une première machine P2P1 qui utilise les éléments de ce contexte. Dans cette machine, nous spé-
cifions l’objectif global du protocole sans spécifier le détail. Nous étendons le contexte protocole1
obtenant ainsi le contexte protocole2 et nous raffinons la première machine P2P1 obtenant ainsi la
machine P2P2. Dans cette machine, nous détaillons le téléchargement d’un bloc par un client. Nous
raffinons la machine P2P2 obtenant ainsi la machine P2P3. Dans cette machine, nous spécifions les
cas d’erreurs qui peuvent arriver durant le téléchargement d’un bloc par un client. Nous allons
montrer que l’étape de raffinement de P2P2 par P2P3 n’est pas correcte.

2.5.2 La première machine

Le protocole décrit le téléchargement d’un fichier partitionné en K blocs par un ensemble de N
clients. Ainsi, nous avons besoin de deux constantes, N pour dénoter le nombre de clients et K
pour dénoter le nombre de blocs. De même, nous avons besoin de constantes pour décrire l’état
d’un bloc par rapport à un client, c’est-à-dire si ce client a réussi à télécharger ce bloc ou si ce n’est
pas encore le cas. Tous les éléments de ce contexte sont stockés dans le contexte protocole présenté
dans la figure 2.7.

La première machine présentée dans la figure 2.7 permet de spécifier l’objectif général du pro-
tocole d’une manière très abstraite. Dans cette machine, l’état du système est décrit par une seule
variable DB. DB est une matrice qui indique pour chaque client c ∈ 1..N et chaque bloc k ∈ 1..K
si le client c a réussi à télécharger ce bloc (DB(c 7→ k)=finished) ou si ce n’est pas encore le cas
(DB(c 7→ k)=empty). Initialement, aucun client n’a encore téléchargé aucun bloc. Cette machine
contient un seul événement : AIIDL. Cet événement modélise le téléchargement de tous les blocs
par tous les clients, il agit sur la variable DB, cette dernière prend une nouvelle valeur telle que
pour tous les clients c ∈ 1..N et pour tous les blocs k ∈ 1..K nous avons DB(c 7→ k)=finished.

2.5.3 Deuxième machine

La deuxième machine raffine la première décrite en figure 2.7. Cette machine utilise le contexte
protocole1 donnée dans la figure 2.8, ce dernier est une extension du contexte protocole donnée
dans la figure 2.8. Dans ce contexte protocole1, nous redéfinissons l’ensemble DB−Status pour
ajouter un nouvel état intermédiaire incoming indiquant que le client est en train de télécharger le
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CONTEXT
protocole
CONSTANTS
N
K
empty
finished

SETS
DB−STATUS
AXIOMS
N∈ NAT1
K∈ NAT1
partition (DB−STATUS,{empty},{finished})

END

MACHINE
P2P1
SEES
protocole
VARIABLES
DB
INVARIANTS
DB∈ 1..N × 1..K → {empty,finished}
EVENTS
Init =̂
begin
DB:=(1..N × 1..K) × {empty}
end

AllDL =̂
any magicDB where
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
magicDB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧
magicDB = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := magicDB
end

END

FIGURE 2.7 – Première machine

CONTEXT
protocole1
EXTENDS
protocole
CONSTANTS
N
K
empty
finished
incoming
SETS
DB−STATUS
AXIOMS
N∈ NAT1
K∈ NAT1
partition (DB−STATUS,{empty},{incoming},{finished})

END

FIGURE 2.8 – Deuxième contexte

bloc mais n’a pas encore fini.
Dans la machine P2P2 donnée dans la figure 2.9, nous ajoutons une nouvelle variable DBin

qui représente l’état du téléchargement. Elle permet de représenter l’état du téléchargement d’un
bloc par un client au cours de l’exécution de la machine. Pour chaque client c∈ 1..N et chaque bloc
b ∈1..K, cet état peut être finished signifiant que le client c a réussi à télécharger le bloc b, incoming
signifiant que le client c est en train de télécharger le bloc b ou empty signifiant que le client c n’a
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MACHINE
P2P2
SEES
protocole1
REFINES
P2P1
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒

card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K
− 2 × card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c 7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end

DLFinished =̂
refines AllDL
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end

Start1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧
DBin(c 7→b) = empty ∧
card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→k) = incoming})=0
then
DBin(c 7→b) := incoming
end

Finish1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧
DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := finished
end
END

FIGURE 2.9 – Deuxième machine
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pas encore commencé le téléchargement du bloc b.
Nous introduisons également deux nouveaux événements, Start1DL et Finish1DL.

• Dans Start1DL, un client c et un bloc b sont choisis d’une manière non-déterministe de telle
sorte que le client c n’a pas encore commencé le téléchargement du bloc b. Son action dé-
clenche le début de téléchargement de b par c (DBin(c7→b):=incoming).

• L’événement Finish1DL décrit la terminaison du téléchargement d’un bloc b par un client c.
Pour cela, il faut que le client c ait commencé le téléchargement du bloc b.

Finalement, l’événement DLFinished est un raffinement de l’événement AIIDL de la première
machine. Cet événement est activé lorsque DBin= (1..N × 1..K) × finished, c’est-à-dire lorsque tous
les clients ont réussi à télécharger tous les blocs. Il affecte la valeur de DBin à DB pour réaliser la
substitution abstraite de l’événement AIIDL.

Comme nous introduisons deux nouveaux événements Start1DL et Finish1DL, nous devons mon-
trer leur convergence. Ainsi, nous avons introduit un nouveau variant :

2 × N × K − 2 × card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})

Ce variant doit être décru par les actions de Start1DL et Finish1DL. Pour l’événement Start1DL,
son action déclenche le téléchargement d’un bloc b par un client c, et ainsi augmente le nombre
d’éléments de l’ensemble {c 7→b |n∈1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming}, ce qui diminue la
valeur du variant. Pour l’événement Finish1DL, son action termine le téléchargement d’un bloc b
par un client c, et ainsi, augmente le nombre d’éléments de l’ensemble :

{c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished},

ce qui diminue la valeur du variant.
Puisque l’événement Start1DL représente le déclenchement du téléchargement d’un bloc par

un client et l’événement Finish1DL représente la finalisation de téléchargement d’un bloc par un
client, nous concluons que la démonstration de la convergence des nouveaux événements Start1DL
et Finish1DL permet de montrer la terminaison du protocole.

2.5.4 Troisième machine

À ce niveau de raffinement, nous prenons en compte certaines erreurs qui peuvent arriver durant
le téléchargement d’un bloc par un client :

• l’interruption du téléchargement ;

• l’impossibilité du téléchargement du bloc à un instant donné.

Afin de formaliser ces deux erreurs, nous introduisons par raffinement un nouvel événement
FailureDL. Cet événement est présenté dans la figure 2.10. Cet événement choisit un client c et
un bloc b tel que le client c a commencé le téléchargement du bloc b (DBin(c 7→ b)=incoming).
L’action de cet événement choisit d’une façon non-déterministe empty ou incoming pour être affecté
à DBin(c 7→b). empty est choisi dans le cas où l’erreur interrompt le processus de téléchargement du
bloc alors que incoming est choisi dans le cas où l’erreur bloque le téléchargement.

Cet événement a la même garde que l’événement Finish1DL. Ils peuvent etre activés en même
temps, le choix entre ces deux événements est non-déterministe. Puisque FailureDL est un nouvel
événement introduit par raffinement, nous devons prouver sa convergence. Autrement, nous de-
vons prouver que son action décroît la valeur du variant. Nous rappelons que le variant de cette
machine P2P3 est donné par :
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2 × N × K − 2 × card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})

Pour un client c et un bloc b telle que c est train de télécharger b (DBin(c 7→b) = incoming), l’ac-
tion de cet événement choisit d’une façon non-déterministe empty ou incoming pour être affecté à
DBin(c7→b). Si empty est choisi, le nombre d’éléments de l’ensemble
{c 7→b |n∈1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming} va diminuer, ce qui augmente la valeur du va-
riant. Si incoming est choisi, le nombre d’éléments de l’ensemble
{c 7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming} reste intacte, et ainsi la valeur du variant
n’est pas modifiée. Nous déduisons ainsi que l’événement FailureDL ne converge pas, et ainsi, le
protocole ne termine pas dans cette version. Nous montrons dans la suite de ce manuscrit com-
ment nous procédons pour faciliter la preuve de convergence de nouveaux événements introduits
par raffinement.

2.6 Systèmes de transitions

Les systèmes de transitions constituent un formalisme classique permettant de modéliser le com-
portement d’un système. Ce formalisme se base sur la notion d’états et de transitions. Les états
sont typiquement les valeurs des variables du système et les transitions sont les actions permettant
de modifier ces valeurs. Ce formalisme étant bien étudié, il est commun d’exprimer la sémantique
d’autres modèles dans le cadre des sytèmes de transitions, c’est le cas par exemple pour le B événe-
mentiel. Nous introduisons donc ci-après les définitions nécessaires dans ce cadre pour exprimer
la sémantique opérationnelle de nos modèles en termes de systèmes de transitions (probabilistes).

2.6.1 Systèmes de transitions

Nous commençons par donner la définition d’un système de transitions.

Définition 1 (Système de transitions [28])
Un système de transitions est un tuple M = (S, S0, Acts, T ) avec :

• S un ensemble d’états,

• S0 ⊆ S un ensemble d’états initiaux,

• Acts un ensemble d’actions permettant d’étiqueter les transitions,

• T ⊆ S × Acts× S est une relation de transition.

Étant donnés deux états s, t et une action α, une transition (s, α, t) ∈ T qui permet de mener
le système de l’état s vers l’état t et qui est effectuée par l’intermediaire de l’action α est notée
s

α→ t. Un système de transitions peut être fini ou infini. On dira qu’il est fini s’il est à nombre
d’états et de transitions finis, c’est-à-dire si les ensembles S et Acts sont finis. Autrement, on dira
que le système est infini.

Un sytème de transitions peut être déterministe ou non-déterministe. Il est déterministe si la
relation de transition est une fonction et non-déterministe dans le cas contraire, c’est-à-dire, pour
un état donné, plusieurs transitions sortantes sont présentes. Le choix de la transition à exécuter
au moment de l’exécution se fait d’une manière non-déterministe.
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MACHINE
P2P3
SEES
protocole1
REFINES
P2P1
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒

card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N∗K
− 2 × card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
DLFinished =̂
refines AllDL
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end
Start1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧
DBin(c 7→b) = empty ∧ card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c7→k) = incoming}) = 0
then
DBin(c 7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := finished
end
FailureDL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) :∈ {empty,incoming}
end
END

FIGURE 2.10 – Troisième machine
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Exemple d’un système de transitions La figure 2.11 donne une représentation graphique d’un
système de transitions décrivant le comportement global du protocole pair à pair. Une variable s
indique l’état de téléchargement (terminé (X) ou non (∼)). Ce système contient deux états qui
donnent la valeur de cette variable s. Partant de l’état (s =∼), la transition étiquetée par AllDL
mène le système vers l’état (s = X), représentant ainsi la fin du téléchargement. La transition
étiquetée par FailureDl boucle sur l’état (s =∼) représentant ainsi le cas de l’erreur durant le
téléchargement.

s =∼ s = X
AllDL

FailureDL

FIGURE 2.11 – Exemple d’un système de transitions

Nous présentons dans ce quit suit l’intégration des probabilités dans les systèmes de transitions.

2.6.2 Systèmes de transitions et probabilités

Comme mentionné précédemment, certains systèmes de transitions permettent la présence du
non-déterminisme.

Dans certains types de systèmes de transitions, les transitions sont pondérées par des proba-
bilités. Ce type de système ne contient alors pas de non-déterminisme, puisque la distribution de
probabilités est entièrement déterminée par l’état actuel du système. Ce type de systèmes de tran-
sitions correspond au modèle de Larsen et Skou pour modéliser les systèmes probabilistes ayant
un espace d’états fini. Ce modèle est appelé initialement “système probabiliste réactif” [95], puis
“fully probabilistic” [27]. Récemment, il est nommé “chaîne de Markov à temps discret” [70].

D’autres modèles ont été proposés. Contrairement aux modèles initialement proposés par Lar-
sen et Skou, ces modèles admettent plusieurs distributions de probabilités pour un même état de
départ. À partir de cet état, un choix non-déterministe est effectué pour choisir une distribution de
probabilité, une fois choisie, il y aura un choix probabiliste entre les états issus de cette distribu-
tion. Dans la littérature, ces modèles sont appelés initialement “génératifs” [95], puis “probabilistes
concurrents” [27] et récémment processus de décision Markovien ou Automates probabilistes [70].

Nous présentons dans ce qui suit les définitions de ces modèles en commençant par la notion
la plus générale de systèmes de transitions probabilistes. Pour un ensemble donné S, nous déno-
tons par Dist(S) l’ensemble des distributions de probabilité sur l’ensemble S, i.e. l’ensemble des
fonctions δ : S → [0, 1] telles que

∑
s′∈S δ(s′) = 1. Nous dénotons aussi par Card(S) le cardinal de

l’ensemble S, c’est-à-dire, le nombre d’éléments qui apparaissent dans cet ensemble.
Nous présentons maintenant la définition d’un système de transitions probabiliste.

Définition 2 (Système de transitions probabiliste [28])
Un système de transitions probabiliste est un tuple M = (S, s0, Acts, T ) avec :

• S un ensemble d’états,

• s0 ∈ S l’état initial,

• Acts l’ensemble des noms d’actions, et

• T ⊆ S × Acts × (S → [0, 1]) une relation de transition probabiliste.
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Notons que dans le cas d’un système de transitions probabiliste, la somme des probabilités δ(s′)
associées à une transition (s, a, δ) dans chaque état ne fait pas nécessairement 1.

En restreignant la relation de transition T , on obtient les définitions d’un automate probabiliste
et d’une chaîne de Markov discrète. Nous les présentons dans ce qui suit.

Définition 3 (Automate probabiliste [85])
Un automate probabiliste M = (S, s0, Acts, T ) est un système de transitions probabiliste où la

relation de transitions T est telle que :

T ⊆ S × Acts × Dist(S), i.e. ∀ (s, a, δ) ∈ T ,
∑
s′∈S δ(s′) = 1

Un automate probabiliste est donc un système de transitions probabiliste où la somme des proba-
bilités associées à chaque transition vaut 1.

s =∼ s = X

s = ×

1|AllDL

1
6 |FailureDL

5
6 |FailureDL

FIGURE 2.12 – Exemple d’un automate probabiliste

Exemple d’un automate probabiliste Dans la figure 2.12, nous présentons un exemple d’un
automate probabiliste correspondant au protocole pair à pair. Nous remarquons l’apparition d’un
nouvel état (s = ×), cet état représente l’interruption du téléchargement. Nous remarquons aussi
l’apparition d’une nouvelle transition de l’état (s =∼) vers l’état (s = ×) qui représente un té-
léchargement interrompu. Cette transition correspond à l’exécution de l’action FailureDl et elle
s’exécute avec une valeur de probabilité de 5

6 . Nous remarquons que la somme des probabilités
des transitions correspondantes à l’action FailureDL est de 1 et que la probabilité de la transition
annoté par AllDL est de 1. Nous sommes donc bien dans le cadre d’un automate probabiliste.

Nous donnons maintenant la définition d’une chaîne de Markov à temps-discret.

Définition 4 (Chaîne de Markov à temps-discret [28]) Une Chaîne de Markov à temps discret M =
(S, s0, Acts, T ) est un automate probabiliste avec une contrainte supplémentaire sur la relation T .
Cette contrainte est donnée par :

∀ s ∈ S, card({a ∈ Acts|∃δ ∈ Dist(S), (s, a, δ) ∈ T}) = 1

Une chaîne de Markov à temps discret est donc un automate probabiliste sans choix non-
déterministe. Dans notre travail, nous avons besoin de faire apparaitre les actions sur les tran-
sitions d’une chaîne de Markov. Nous préférons alors utiliser une définition différente de celle
donnée précédemment mais qui reste équivalente.

Définition 5 Une chaîne de Markov à temps discret M = (S, s0, Acts, P ) est un automate probabiliste
où la relation de transition probabiliste est remplacée par la fonction de transition P :

P : S → Dist(Acts× S) telle que ∀ s, P (s) = δ avec
∑
e∈Acts,s′∈S δ(e, s′) = 1.
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Exemple d’une chaîne de Markov discrète Dans la figure 2.13, nous présentons un exemple de
chaîne de Markov discrète correspondant au protocole pair à pair. Cette chaîne possède les mêmes
états ainsi que les mêmes transitions que le système de transitions présenté dans la figure 2.11.
La différence concerne les transitions qui sont ici pondérées par des valeurs de probabilité. La
probabilité d’aller de (s =∼) vers (s = X) est de 1

2 (probabilité de réussite de téléchargement) alors
que la probabilité de boucler sur l’état (s =∼) est de 1

2 (probabilité d’erreur). Nous remarquons
que la somme des probabilités de transitions sortantes de (s =∼) fait bien 1, ce qui définit une
chaine de Markov discrète.

s =∼ s = X

1
2 |AllDL

1
2 |FailureDL

FIGURE 2.13 – Exemple d’une chaîne de Markov discrète

2.6.3 Sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel

La sémantique opérationnelle d’une machine M=(v̄,I(v̄),Evts, Init ) est donnée en termes de système
de transitionsM = (S, s0, Acts, T ) (adaptée de [32]). L’obtention de la sémantique est comme suit :

• Les états S correspondent aux valuations des variables de la machine. Considérons le cas où
nous avons une machine M contenant n variables v i chacune ayant un domaine Di. S est
alors formé par les valuations du n-uplet (v1,v2,...,vn) qui sont dans D1 × D2 × ... × Dn ;

• L’état s0 correspond aux valuations des variables obtenues après l’exécution de l’événement
d’initialisation Init ;

• Acts correspond à l’ensemble des noms des événements Evts de la machine M ;

• T ⊆ S × Acts × S est l’ensemble de transitions. Il correspond à l’ensemble des exécutions
possibles des différentes événements de la machine M.

Afin de bien expliquer la construction de la sémantique d’une machine B événementiel, nous
présentons dans ce qui suit la sémantique opérationnelle de la machine P2P2 présentée dans la
section 2.5.

Sémantique opérationnelle de la machine P2P2 La figure 2.14 donne un extrait du système
de transitions correspondant à la machine P2P2 pour N=2 et K=2. Dans cet extrait, les états
représentent le contenu des variables de la machine. Pour les variables DBin et DB, les clients
sont représentées en ligne et les blocs sont représentés en colonne. Le contenu des matrices est
représenté par les symboles (.), (◦), (•) où (.) signifie que le client n’a pas encore commencé le
téléchargement du bloc, (◦) signifie que le client a commencé le téléchargement du bloc et (•)
signifie que le client a terminé le téléchargement du bloc.

Dans cette figure, v correspond à la valeur du variant dans chaque état du système. On pourra
remarquer que la valeur de v décroît à chaque exécution d’un nouvel événement.
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FIGURE 2.14 – Extrait du système de transitions correspondant à la machine P2P2, avec N=2 et
K=2

2.7 B Événementiel et probabilités

Comme présenté dès le début de ce manuscrit, le B événementiel n’introduit pas de concepts
particuliers pour traiter les aspects probabilistes des systèmes. Ainsi, plusieurs travaux de recherche
visant à marier B événementiel et probabilités ont été menés pour permettre la prise en compte
des aspects probabilistes des systèmes en B événementiel.

À notre connaissance, le premier travail traitant de la problématique de l’ajout de probabilités
au sein de B événementiel a été mené par Abrial et ses co-auteurs dans [78]. Dans cet article,
les auteurs traitent les différentes possibilités pour intégrer des probabilités au sein de B événe-
mentiel. Ils suggèrent d’introduire les probabilités comme raffinement du non-déterminisme en B
événementiel. Nous rappelons que le non-déterminisme en B événementiel peut avoir lieu à dif-
férents niveaux, comme dans le choix entre les événements activables dans le même état, dans
le choix des valuations des paramètres d’un événement et dans les substitutions. Ce travail peut
être considéré comme un ensemble de consignes ou de bonnes pratiques pour intégrer le raison-
nement probabiliste en B événementiel. Les auteurs indiquent de plus que chaque extension de B
événementiel pour supporter le raisonnement probabiliste doit respecter certaines exigences :

• Le B événementiel étendu doit rester simple et compréhensible ;

• Le B événementiel doit être générique, permettant ainsi la description d’une large classe de
systèmes ;
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• L’extension doit être facilement intégrable à la plateforme Rodin.

À notre connaissance, tous les travaux traitant l’intégration de probabilités dans le B événe-
mentiel se sont contentés de remplacer les substitutions non-déterministes par des substitutions
probabilistes. Les extensions probabilistes au B événementiel existantes gardent ainsi du non-
déterminisme qui apparaît alors au niveau du choix de l’événement qui sera exécuté parmi les
événements activables et au niveau du choix des valuations des paramètres d’un événement.

Extension qualitative Le deuxième travail visant à intégrer le raisonnement probabiliste en B
événementiel a été proposé par Hallerstede et Hoang dans [54]. Dans cet article, les auteurs in-
troduisent un nouveau type de raisonnement en B événementiel appelé Raisonnement probabiliste
qualitatif.

Ils proposent une extension qualitative du B événementiel dans laquelle les substitutions non-
déterministes sous forme de prédicat sont remplacées par des substitutions probabilistes dite qua-
litatives. Les nouvelles substitutions s’écrivent de la façon suivante :

x :⊕Qx(t̄,v̄,x,x′)

Dans cette substitution, une variable x prend une nouvelle valeur x’ avec une valeur de proba-
bilité qui n’est pas précisée mais qui doit être strictement positive.

Dans ce contexte, les auteurs étudient la convergence presque certaine d’un ensemble d’événe-
ments contenant des substitutions probabilistes qualitatives. Ils formalisent des conditions néces-
saires pour prouver la convergence presque certaine de cet ensemble par des obligations de preuve.
Pour cela, ils adaptent les obligations de preuve de convergence classique du B événementiel et
introduisent de nouvelles obligations de preuve. Nous rappelons qu’en B événementiel, prouver
qu’un ensemble d’événements converge revient à prouver que chaque événement de cet ensemble
remplit les obligations de preuve evt/var/NAT et event/VAR présentées dans la section 2.4.3.

En particulier, l’obligation de preuve event/VAR assure pour chaque événement convergent que
toutes les valuations des variables qui sont obtenues après l’exécution de son action décroissent
la valeur du variant. Hoang et Hallerstede allègent cette contrainte formalisée par event/VAR :
pour chaque événement contenant des substitutions probabilistes, ils imposent qu’au moins une
valuation des variables obtenue après l’exécution de son action décroît la valeur du variant. Ainsi,
il n’est plus nécessaire de prouver que toutes les valuations des variables obtenues après l’exécu-
tion de l’action de l’événement décroissent la valeur du variant, mais il suffit de trouver une seule
valuation qui le fait décroitre. Cette condition est en effet suffisante à prouver que la probabilité de
décroitre le variant est strictement positive. Pour un événement e i , l’adaptation de cette obligation
de preuve est alors donnée par :

evt/pVAR
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄)
`
∃ v̄ ’. Si( t̄ , v̄ ,v̄ ’) ∧ V(v̄’) < V(v̄)

Notons que ceci implique que certaines valuations des variables obtenues après l’exécution de
l’action de l’événement peuvent accroître la valeur du variant à partir du moment où au moins
l’une d’entre elles le fait décroitre.
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Pour empêcher l’augmentation infinie de la valeur du variant, Hallerstede et Hoang imposent
une nouvelle contrainte : ils introduisent une borne maximale U(v̄) et ils imposent que la valeur
du variant ne doit pas dépasser la valeur de cette borne maximale. Pour un événement e i , cette
contrainte est formalisée par une nouvelle obligation de preuve.

evt/var/BOUND
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄)
`
V(v̄) < U(v̄)

De plus, Hallerstede et Hoang imposent que chaque événement probabiliste convergent ne peut
pas augmenter la valeur de la borne maximale. Pour un événement e i , cette obligation de preuve
est donnée formellement par :

evt/bound/BOUND
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄)
`
∀ v̄ ’. Si( t̄ , v̄ ,v̄ ’) ⇒ U(v̄’) < U(v̄)

Hallerstede et Hoang ont alors adapté la sémantique ainsi que les obligations de preuve du
B événementiel standard pour qu’ils puissent être appliqués dans leur extension. Cette extension
est principalement utilisée pour faciliter la preuve de la convergence des nouveaux événements
introduits durant le raffinement.

L’extension proposée par Hallerstede et Hoang a elle-même fait l’objet de plusieurs autres tra-
vaux de recherche. Dans [97], les mêmes auteurs étudient le raffinement des modèles B événe-
mentiel contenant des événements avec des substitutions probabilistes qualitatives. Ils développent
aussi une extension de la plateforme Rodin pour permettre la spécification des événements conte-
nant ces substitutions ainsi que les obligations de preuve associées. Dans [58], Hoang utilise une
adaptation des obligations de preuve exprimées dans [54] pour prouver l’occurrence presque cer-
taine de propriétés données.

Pour illustrer l’utilisation pratique de la proposition du raisonnement probabiliste qualitatif en
B événementiel, d’autres travaux ont développé des études de cas ou exemples, en utilisant les
éléments de cette extension, nous citons à titre d’exemples [98, 53].

Extension quantitative Adoptant la même démarche pour étendre B événementiel avec des
probabilités (remplacer les substitutions non-déterministes par des substitutions probabilistes),
d’autres travaux [91, 92, 93] ont proposé une extension probabiliste quantitative au B événemen-
tiel où les auteurs introduisent des substitutions probabilistes en précisant cette fois des valeurs de
probabilité. Le premier travail de cette catégorie des travaux a été mené par Tarasyuk, Troubitsyna
et Laibinis dans [91]. Dans cet article, les auteurs étudient l’évaluation de la fiabilité en B événe-
mentiel. Pour résoudre le problème du choix non-déterministe entre les événements activables, les
auteurs traitent des modèles où, dans chaque valuation des variables, au plus un événement est
activable. Considérant des systèmes décrits dans ces formalismes, ils proposent d’utiliser le model
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checker Prism [70] pour vérifier la fiabilité [96] du système décrit dans leur extension. Nous no-
tons que, dans cet article, les auteurs considèrent des modèles écrits directement dans ce nouveau
formalisme, sans lien (raffinement) avec des modèles B événementiel standard. Le deuxième tra-
vail [92] (2010) a été mené par les mêmes auteurs. Ils proposent alors de remplacer (raffiner)
les substitutions non-déterministes énumérés d’un modèle B événementiel standard par des sub-
stitutions probabilistes quantitatives afin de transformer ce modèle en modèle probabiliste. Une
substitution probabiliste quantitative s’écrit :

x |⊕ x1 @ p1 ; ...; xn @ pn

La signification de cette substitution est comme suit : la variable x prend une des valeurs xi
(1≤ i ≤n) avec une probabilité pi. Ils imposent que la somme des valeurs des probabilités pi doit
être égale à 1. Le troisième travail [93] a été mené aussi par les mêmes auteurs. Ils introduisent
la même substitution introduite dans [92] et ils expriment des modèles de systèmes cycliques en B
événementiel avec des événements contenant des substitutions probabilistes. Ils utilisent alors ces
modèles pour vérifier plusieurs propriétés des systèmes comme la fiabilité [96] et la réactivité [38,
94].





3
B événementiel probabiliste

3.1 Introduction

Nous rappelons que le principal objectif de notre travail consiste à combiner raisonnement proba-
biliste et B événementiel. Dans [78], Abrial et al. ont proposé différentes possibilités pour intégrer
des probabilités à B événementiel : ils suggèrent de préciser le non-déterminisme par des probabi-
lités. Nous rappelons que le non-déterminisme en B événementiel apparaît à trois niveaux :

1. entre les événements activables en même temps,

2. pour le choix des valeurs des paramètres d’un événement, et,

3. dans les substitutions non-déterministes.

Suite à [78], plusieurs autres travaux de recherche [58, 98, 53, 91, 92, 93] ont traité l’extension
de B événementiel pour supporter des probabilités. Comme déjà mentionné dans la section 2.7 du
chapitre 2, tous ces travaux ont principalement remplacé les substitutions non-déterministes par
des susbtitutions probabilistes. Dans ce chapitre, nous présentons notre proposition d’extension de
B événementiel, afin de supporter l’ensemble du raisonnement probabiliste. Dans notre proposi-
tion, nous précisons toutes les sources du non-déterminisme en B événementiel standard par des
probabilités. Les modèles issus de cette extension seront appelés Modèles B événementiel (purement)
probabilistes.

Dans la section 3.2, nous commençons par rappeler les sources de non-déterminisme en B évé-
nementiel et nous montrerons comment procéder pour les remplacer par des probabilités. Nous
présenterons aussi la syntaxe de notre nouvelle proposition et la structure des machines probabi-
listes dans la section 3.3. Afin d’assurer l’exactitude des modèles B événementiel probabilistes, nous
étudierons dans la section 3.4 la cohérence d’un modèle B événementiel probabiliste : un modèle
B événementiel probabiliste correspond à un modèle B événementiel standard enrichi d’éléments
de syntaxe spécifique pour décrire des probabilités. Ainsi, afin d’assurer la cohérence d’une ma-
chine B événementiel probabiliste, cette dernière doit satisfaire les obligations de preuve standard
de B événementiel et elle doit également vérifier la correction des nouveaux éléments de syntaxe
introduit. Finalement, nous présenterons dans la section 3.5 la sémantique opérationnelle d’un
modèle B événementiel probabiliste et nous démontrerons qu’il s’agit bien d’une chaîne de Markov
discrète.

43
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3.2 Introduction des probabilités en B événementiel

Notre travail s’inscrit dans la suite des travaux traitant l’extension du B événementiel avec des pro-
babilités. À notre connaissance, tous les travaux de recherche [78, 58, 98, 53, 91, 92, 93] qui ont
étudié cette extension ont uniquement proposé de remplacer les substitutions non-déterministes
par des substitutions probabilistes et ont gardé les autres sources de non-déterminisme intacts.

Dans notre travail, nous proposons de préciser toutes les sources de non-déterminisme en B
événementiel par des probabilités rendant ainsi plus aisée la modélisation des systèmes purement
probabilistes. Dans cette section, nous détaillons le passage du non-déterminisme vers les proba-
bilités. Nous rappelons les différentes sources du non-déterminisme en B événementiel et nous
introduisons pour chacune d’entre elles notre proposition pour la remplacer par des probabilités.
Afin de bien expliquer les sources de non-déterminisme en B événementiel et comment nous avons
procédé pour les remplacer par des probabilités, nous commençons par présenter un exemple dé-
crivant une machine B événementiel non-déterministe. Dans un premier temps, nous rappelons
où intervient le non-déterminisme dans cette machine. Dans un deuxième temps, nous précisons
comment les remplacer par des probabilités.

3.2.1 Non-déterminisme en B événementiel : Exemple

MACHINE
Mch
VARIABLES
x

INVARIANT
x ∈ NAT
EVENTS

Init =̂
begin
x := 1
end

evt1 =̂
any t where
t ∈ NAT ∧ t < 3 ∧ x = 1
then
x :∈ {x+t,x+2t}
end

evt2 =̂
when x=1 then
x :| (1 ≤ x’ ≤ 2)
end

END

FIGURE 3.1 – Machine Mch

La machine B événementiel donnée figure 3.1 contient une unique variable x qui est de type
entier et qui est initialisée à 1. Elle contient deux événements non-déterministes evt1 et evt2.

• L’événement evt1 est activable lorsque x=1, il est paramétré par t, un entier tel que sa valeur
est strictement inférieure à 3 : t peut donc être égal à 0, à 1 ou 2. L’action de evt1 contient
une unique substitution énumérée non-déterministe qui affecte à x l’une des expressions x+t
ou x+2t, le choix de l’expression affectée à x étant un choix non-déterministe ;

• L’événement evt2 est activable lorsque x=1, son action contient une substitution non-déterministe
sous forme de prédicat qui affecte à x une nouvelle valeur x’ telle que le prédicat 1≤x’≤2 est
satisfait : x peut donc prendre la valeur 1 ou 2.

Nous présentons dans la figure 3.2 le système de transitions illustrant la sémantique opération-
nelle de cette machine. Nous détaillons dans la figure 3.3 la construction détaillée du système de
transitions précédent.
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x = 1

x = 1 x = 2

x = 3

x = 5

evt1
evt1

evt1

evt1

evt2

evt2

FIGURE 3.2 – Sémantique opérationnelle de la machine Mch

x = 1 x = 1

x = 5

x = 3

x = 2

evt2

evt1

t = 2

t = 0

t = 1

FIGURE 3.3 – Construction détaillée de la sémantique opérationnelle de la machine Mch

Dans cette construction, les transitions en pointillé sont des transitions “intermédiaires” qui
décomposent les choix non-déterministes à l’intérieur de l’événement. Les états � représentent des
états “intermédiaires”, où ont lieu des choix non-déterministes.

Dans l’état (x=1), evt1 et evt2 sont activables, l’un de ces événements est choisi pour être exé-
cuté d’une manière non-déterministe : si evt1 est choisi, une valeur pour le paramètre t doit égale-
ment être choisie.

• Considérons le choix de la valeur 0 pour le paramètre t, une des expressions x+t ou x+2t
doit alors être choisie d’une manière non-déterministe pour être affectée à x et chacune des
expressions va prendre la valeur 1 qui sera affectée à x,

• Considérons le choix de la valeur 1 pour le paramètre t, une des expressions x+t ou x+2t doit
alors être choisie d’une manière non-déterministe pour être affectée à x. Si x+t est choisie,
alors x prend la valeur 2, si x+2t est choisie, alors x prend la valeur 3,

• Considérons le choix de la valeur 2 pour le paramètre t, une des expressions x+t ou x+2t doit
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alors être choisie d’une manière non-déterministe pour être affectée à x. Si x+t est choisie,
alors x prend la valeur 3, si x+2t est choisie, alors x prend la valeur 5.

Si l’événement evt2 est choisi, alors visiblement x’ va prendre soit la valeur 1 ou 2 et une de ces
valeurs va être affectée à la variable x.

3.2.2 Introduction des probabilités dans la machine Mch
Nous allons maintenant indiquer comment introduire des probabilités à chaque place où apparais-
sait du non-déterminisme.

Annotation des événements par des poids Nous proposons d’annoter l’événement evt1 par un
poids x+1 et l’événement evt2 par un poids x+2.

• L’événement evt1 étant annoté par un poids x+1, cette expression s’évalue à 2 dans l’état
(x=1) ;

• L’événement evt2 étant annoté par un poids x+2, cette expression s’évalue à 3 dans l’état
(x=1).

Comme dans le cas standard, dans l’état (x=1), l’un des événements evt1 ou evt2 est choisi pour
être exécuté. L’événement evt1 est exécuté avec une probabilité 2

5 qui correspond au ratio de son
poids divisé par la somme des poids des événements activables. De la même manière, l’événement
evt2 est exécuté avec une probabilité 3

5 . Le choix entre ces deux événements est ainsi un choix
probabiliste et pas non-déterministe comme le cas standard, comme illustré dans la figure 3.4.

x = 1 x = 1

3
5 |evt2
2
5 |evt1

FIGURE 3.4 – Choix probabiliste de l’événement à exécuter

Choix uniforme des valeurs du paramètre t L’événement evt1 possède un paramètre t qui
prend une valeur telle que 0 ≤ t <3 (t ∈ {0,1,2}). Nous proposons que le choix de la valeur de
paramètre soit effectué d’une manière uniforme. Ainsi, dans l’état intermédiaire obtenu après le
choix de l’événement evt1, une valeur du paramètre t est choisie dans l’ensemble {0,1,2} avec une
probabilité 1

3 pour chaque valeur. Voir figure 3.5.

Substitutions probabilistes dans la machine PMch L’événement evt1 possède une substitution
énumérée non-déterministe

x :∈ {x+t,x+2t}

Nous proposons de remplacer cette substitution par une substitution probabiliste énumérée

x := x+t @ 1/3 ⊕ x+2t @ 2/3
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x = 1 x = 1

3
5 |evt2
2
5 |evt1

1
3 |t = 2
1
3 |t = 0

1
3 |t = 1

FIGURE 3.5 – Choix uniforme de la valeur du paramètre t

Nous remarquons que dans l’état � obtenu après le choix de la valeur 2 pour le paramètre t de
l’événement evt1, l’action de cet événement mène le système vers l’état (x=3) si l’expression x+t
est affectée à x ou vers l’état (x=5) si l’expression (x+2t) est choisie pour être affectée à x.

De même, dans evt2, la substitution non-déterministe sous forme de prédicat est remplacée par
une substitution probabiliste sous forme de prédicat

x :⊕ (1≤x’≤2)
Nous présentons dans la figure 3.6 une construction détaillée de la sémantique de la machine

PMch.

x = 1 x = 1

x = 5

x = 3

x = 2

3
5 |evt2
2
5 |evt1

1
3 |t = 2
1
3 |t = 0

1
3 |t = 1

(1)
2
3

1
3

1
21

2

2
3

1
3

FIGURE 3.6 – Construction détaillée de la sémantique de la machine PMch

Nous présentons dans la figure 3.7 la chaîne de Markov correspondante à la machine PMch. Les
probabilités des transitions de cette chaîne correspondent au produit du choix de l’événement par
la probabilité du choix des valeurs des paramétres multiplié par la probabilité du choix des valeurs
des variables. Par exemple, pour la transition de l’état (x=1) vers l’état (x=2) par l’intermédiaire
de l’événement evt1, la probabilité de cette transition est 2

5 ×
1
3 ×

1
3 . Cette valeur de probabilité

correspond au produit de la probabilité du choix de l’événement 2
5 = 2

2+3 par la probabilité de
choisir la valeur 1 pour le paramètre t par la probabilité d’affectation de la valeur 2 pour la variable
x.
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x = 1

x = 1 x = 2

x = 3

x = 5

2
5 ×

1
3 |evt1

2
5 ×

1
3 ×

2
3 |evt1

2
5 ×

1
3 ×

1
3 |evt1

2
5 ×

1
3 ×

2
3 + 2

5 ×
1
3 ×

1
3 |evt1

3
5 ×

1
2 |evt2

3
5 ×

1
2 |evt2

FIGURE 3.7 – Chaîne de Markov résultante

3.3 B événementiel probabiliste

Formalisons maintenant les éléments introduits précédemment.

3.3.1 Choix de l’événement à exécuter

Le comportement dynamique d’un système est décrit en B événementiel par des événements.
D’une manière générale, plusieurs événements peuvent être activables dans la même valuation
des variables, l’événement qui sera exécuté parmi ces événements est alors choisi d’une manière
non-déterministe. Nous avons étudié le remplacement de ce choix non-déterministe par un choix
probabiliste.

Une première solution consiste à annoter chaque événement par une valeur de probabilité.
Cependant, en B événementiel, l’ensemble des événements activables peut changer d’un état à
l’autre. Ainsi, la probabilité de chaque événement devrait également changer d’un état à l’autre et
il est possible que la somme des probabilités des événements activables dans un état donné soit
différente de un. Ceci aurait comme conséquence de produire une distribution de probabilité mal-
définie. Cela nous amènerait à normaliser ces valeurs de probabilité dans tous les états du système,
ce qui peut être compliqué. Une deuxième solution consiste à annoter chaque événement par un
poids. Ainsi, dans un état où plusieurs événements sont activés, la probabilité qu’un événement
parmi ces événements soit exécuté correspond au ratio du poids de cet événement par la somme
des poids de tous les événements activés dans ce même état.

Dans notre proposition, nous avons opté pour cette solution : chaque événement e i est annoté
par un poids Wi(v̄) introduit par le mot clé weight. Pour plus d’expressivité, le poids Wi(v̄) de
chaque événement e i est une expression qui dépenderait des variables v̄ de la machine B et qui
sera évaluée dans chaque état du système, ce poids s’évalue à une valeur du type entier. Ce poids
(et donc la probabilité associée) d’exécuter un événement particulier peut donc évoluer avec la
progression du système.

L’annotation d’un événement par un poids Wi(v̄) ajoute des contraintes sur l’activation de l’évé-
nement : en B événementiel standard, un événement est activable dans un état si et seulement si
les valeurs des variables dans cet état satisfont la garde. Dans notre proposition, puisqu’un évé-
nement est annoté par un poids, il est activable dans un état si et seulement si les valeurs des
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variables dans cet état satisfont la garde et si l’évaluation de l’expression du poids dans cet état
donne un entier strictement positif. En effet, si l’expression Wi(v̄) de poids d’un événement dans
un état donné s’évalue à zéro, alors la probabilité d’exécuter cet événement dans cet état est zéro
et l’événement ne peut pas être exécuté.

3.3.2 Choix uniforme des valeurs des paramètres

Comme présenté dans la section 2.2.3 du chapitre 2, un événement en B événementiel peut possé-
der des paramètres. Les types correspondant aux différents paramètres sont précisés dans la garde
de l’événement. Dans chaque état du système, les valeurs des paramètres sont choisies de telle
sorte que la garde soit satisfaite lorsque qu’elle est évaluée avec ces valeurs de paramètres et les
valeurs des variables dans cet état. En B événementiel standard, lorsqu’il y a plusieurs valeurs pos-
sibles des paramètres qui peuvent satisfaire la garde de l’événement, une de ces valeurs est choisie
d’une manière non-déterministe. Afin de lever ce non-déterminisme, nous proposons de rempla-
cer ce choix non-déterministe par un choix uniforme discret parmi toutes les valeurs possibles des
paramètres qui satisfont la garde de l’événement dans un état donné.

Pour des raisons de simplicité, nous avons opté pour un choix uniforme discret, mais ce choix
pourrait être remplacé par d’autres distributions discrètes. Ce choix influence le calcul des valeurs
des probabilités lors de l’exécution de l’événement, nous détaillons cet aspect dans la section 3.5.
L’avantage de ce choix est qu’il ne surcharge pas les notations, puisqu’il n’y a rien à préciser de
spécial.

3.3.3 Les substitutions probabilistes

Un événement en B événementiel possède une action. Cette action est constituée de plusieurs
substitutions. Comme présenté dans la section 2.2.4 du chapitre 2, certaines substitutions sont non-
déterministes. Ces substitutions sont de deux types : les substitutions énumérées non-déterministes et
les substitutions non-déterministes sous forme de prédicat. Nous montrons dans ce qui suit comment
remplacer ces substitutions par des substitutions probabilistes.

Substitution probabiliste sous forme de prédicat En B événementiel, une substitution non-
déterministe sous forme de prédicat s’écrit :

x :| Qx(t̄,v̄ ,x,x ’)

L’interprétation de cette substitution est comme suit : la variable x prend une nouvelle valeur x’
parmi les valeurs possibles qui satisfont le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) . En B événementiel standard, le
choix d’une nouvelle valeur x’ parmi toutes les valeurs possibles se fait de manière non-déterministe.
Nous proposons de remplacer cette substitution par une substitution probabiliste qui s’écrit :

x :⊕Qx(t̄,v̄,x,x′)

L’interprétation de cette susbtitution est comme suit : au lieu de choisir une nouvelle valeur x’
d’une manière non-déterministe, nous choisissons cette nouvelle valeur x’ d’une manière uniforme
sur l’ensemble des valeurs x’ qui satisfont le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) .

Comme pour les paramètres et pour des raisons de simplicité, nous imposons que la distribution
sur l’ensemble des valeurs x’ qui satisfont Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) soit uniforme. Ce choix de distribution uni-
forme discrète est fait pour des raisons de simplicité, nous pourrions remplacer cette distribution
par un autre type de distribution discrète ou continue. Ce choix de type de substitution influence
le calcul des valeurs de probabilité de l’exécution d’un événement. L’avantage est là encore de ne
pas surcharger inutilement les notations B événementielles.
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Substitution énumérée probabiliste En B événementiel une substitution énumérée non-
déterministe s’écrit :

x :∈ {E1(t̄, v̄) . . .Em(t̄,v̄)}
L’interprétation est comme suit : une expression Ei( t̄ , v̄)) est choisie parmi toutes les expressions
E1 . . . Em pour être affectée à la variable x. Le choix de cette expression se fait d’une manière
non-déterministe.

Nous proposons de remplacer chaque substitution énumérée non-déterministe par une substi-
tution énumérée probabiliste qui s’écrit :

x := E1(t̄,v̄) @ p1 ⊕ . . . ⊕ Em(t̄,v̄) @ pm
L’interprétation de cette nouvelle substitution est comme suit, une expression Ei( t̄ , v̄) (1≤i≤m)

est choisie pour être affectée à la variable x avec une probabilité pi . Cette valeur de probabilité pi
est une constante de type rationnel.

Note 2 Les rationnels ne sont pas nativement gérés en B événementiel. Une solution que nous adoptons
consiste à définir en B événementiel un type rationnel. Par exemple, nous pouvons définir une théorie
des rationnels dans la plateforme Rodin en utilisant le plugin Theory de Butler et Maamria [37]
permettant d’étendre Rodin avec de nouveaux concepts mathématiques.

Plus généralement, nous aurions pu mettre des expressions en fonction des variables et des
paramètres pour les valeurs de probabilité pi mais nous avons opté pour ce choix de contantes
pour des raisons de simplicité.

Pour définir une distribution discrète correcte sur l’ensemble des expressions qui peuvent être
affectées à x, l’ensemble des expressions doit être fini et chaque valeur de probabilité pi doît être
un rationnel strictement positif et inférieur ou égal à 1. De plus, la somme de toutes les valeurs de
probabilité pi doît être égale à 1.

Prédicat avant-après d’une action probabiliste Comme en B événementiel standard, la séman-
tique d’une substitution probabiliste est décrite par un prédicat avant-après qui spécifie la relation
entre la valeur d’une variable avant (x) et après (x’) l’application de la substitution. Le prédicat
avant-après de chacune de deux nouvelles substitutions probabilistes ajoutées correspond exacte-
ment au prédicat avant-après de la substitution non-déterministe qui lui correspond :

• Le prédicat avant-après correspondant à une substitution énumérée probabiliste
x:= E1(t̄,v̄) @ p1 ⊕ . . . ⊕ Em(t̄,v̄) @ pm est donné par Qx(t̄,v̄ ,x,x ’)= x’ ∈ {E1(t̄,v̄) .. Em(t̄,v̄)}.

• Le prédicat avant-après correspondant à une substitution probabiliste sous forme de prédicat
x :⊕Qx(t̄,v̄,x,x′) est donné par le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) .

Une action probabiliste peut être aussi décrite par un prédicat avant-après. Ce prédicat s’ex-
prime de la même manière que son correspondant non-déterministe. Supposons que les variables
x1. . .xi sont les variables modifiées par l’action SPi(t̄ , v̄) et que les variables xi+1. . .xn sont non
touchées. Supposons que Qx1(t̄,v̄,x1,x1 ’) . . . Qxi(t̄,v̄,xi ,x i ’) sont les prédicats avant-après corres-
pondant aux substitutions S1 . . . Si, le prédicat avant-après de l’action SPi(t̄ , v̄) de cet événement
est alors exprimé par :

SPi(t̄ , v̄ ,v̄ ’) =̂ Qx1(t̄,x̄,x1,x1’) ∧ . . . ∧ Qxi(t̄,x̄,xi,xi’) ∧ (xi+1’=xi+1) ∧ . . . (xn’=xn)

Le prédicat avant-après d’une action probabiliste est identique au prédicat avant-après de l’ac-
tion correspondante. Ceci facilite la génération des obligations de preuve dans l’outil Rodin puisque
c’est le même prédicat qui est utilisé. Ce qui montre bien que notre extension probabiliste au B évé-
nementiel est simple et facilement intégrable à Rodin.
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3.3.4 Machine B événementiel probabiliste

Remplacer tous les choix non-déterministes en B événementiel par des choix probabilistes implique
des modifications sur la syntaxe des événements et des machines. On parle dans ce cas de machines
B événementiel probabilistes et d’événements probabilistes. Nous présentons dans la figure 3.8
la forme d’un événement probabiliste. Dans cette figure, e i représente le nom de l’événement,
Wi(v̄) représente le poids de l’événement, Gi(t̄ , v̄) représente la garde de l’événement et SPi(t̄ , v̄)
représente l’action probabiliste de l’événement. Une action probabiliste est composée uniquement
de substitutions déterministes et de substitutions probabilistes.

e i =̂
weight
Wi(v̄)
any
t̄
where
Gi(t̄ , v̄)
then
SPi(t̄ , v̄)
end

FIGURE 3.8 – Forme d’un événement probabiliste

La structure d’une machine B événementiel probabiliste est présentée dans la figure 3.9. Une
machine B événementiel probabiliste a la même structure qu’une machine B événementiel stan-
dard. La seule différence concerne l’ensemble des événements où dans une machine probabiliste,
l’ensemble des événements (PEvts) ne peut contenir que des événements probabilistes. Pour une
utilisation plus simple des machines probabilistes, nous dénotons dans la suite de ce chapitre une
machine probabiliste par un tuple pmch=(v̄,ctx,I(v̄),Init,PEvts,V(v̄)). Nous notons que comme c’est
le cas pour les machines B événementiel standard, l’événement d’initialisation d’une machine B
événementiel probabiliste doit être déterministe.

MACHINE
pmch
SEES
ctx1,ctx2,. . .
VARIABLES
v̄
INVARIANT
I (v̄)
VARIANT
V(v̄)
EVENTS
PEvts
END

FIGURE 3.9 – Structure d’une machine probabiliste
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MACHINE
P2Pp
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧ DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K − 2 × card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
DLFinished =̂
weight N × K
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧ DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end
Start1DL =̂
weight
N × K − card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = empty ∧
card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→k) = incoming})=0
then
DBin(c 7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
weight
card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1
any c, b where c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := finished
end
FailureDL =̂
weight
N × K − card({c7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = finished})
any c, b where c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := empty @4/10 ⊕ incoming @6/10
end
END

FIGURE 3.10 – Une description probabiliste du protocole P2P en B événementiel probabiliste
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3.3.5 Étude de cas : protocole pair à pair en B événementiel probabiliste

Afin d’illustrer notre proposition de B événementiel probabiliste et afin d’expliquer les nouveaux
éléments de syntaxe introduits précédemment, nous reprenons ici l’étude de cas du protocole pair
à pair présenté dans la section 2.5 du chapitre 2. Rappelons que ce cas d’étude représente un
ensemble de N clients qui essayent de télécharger un fichier partitionné en K blocs. Le protocole
se termine lorsque tous les clients ont réussi à télécharger tous les blocs.

Nous partons de la machine B événementiel P2P3 présentée dans la figure 2.10 et nous en
donnons une version probabiliste : la machine P2Pp présentée dans la figure 3.10. Cette machine
possède les mêmes variables, le même invariant, le même variant ainsi que les mêmes événements
que la machine P2P3.

L’événement Start1DL représente le début du téléchargement d’un bloc par un client, l’événe-
ment Finish1DL représente la finalisation du téléchargement d’un bloc par un client et l’événement
FailureDL représente l’occurence d’erreur durant le téléchargement d’un bloc par un client.

Dans la description informelle de ce protocole, le risque d’occurence d’erreur durant le télé-
chargement d’un bloc par un client diminue avec l’augmentation du nombre de téléchargements
effectués. Dans la description en B événementiel standard présentée dans la machine P2P3, cette
contrainte ne peut pas être prise en compte.

• Dans P2Pp, nous annotons l’événement Finish1DL par le poids suivant :

card({n 7→ b | n∈1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin( n 7→ b ) = finished})+1

Cette expression du poids représente le nombre des téléchargements terminés par tous les
clients du protocole, elle augmente donc à chaque exécution de Finish1DL.

• Nous annotons aussi FailureDL par le poids suivant :

N × K − card({n 7→ b | n ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin( n 7→ b ) = finished})

Cette expression de poids représente le nombre de téléchargements restant à réaliser.

Nous remarquons qu’à chaque fois qu’un bloc est téléchargé par un client, le poids de Finish1DL
va augmenter alors que le poids de FailureDL va diminuer, ce qui correspond à diminuer l’occurence
d’erreur en fonction du nombre de téléchargements effectués.

Pour l’événement Start1DL qui représente le déclenchement du téléchargement d’un bloc b par
un client c, nous l’annotons par le poids suivant :

N × K − card({n 7→ b | n ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin( n 7→ b ) = finished})

Le poids de l’événement Start1DL modélise le fait que la probabilité de commencer un nou-
veau téléchargement diminue avec l’augmentation du nombre de blocs téléchargés par tous les
clients. On voit ici l’importance d’autoriser des expressions pour les poids des événements et pas
des constantes. C’est l’expressivité des poids des événements qui nous permettent d’exprimer faci-
lement ce type de contraintes issues de la description informelle.

Nous rappelons que deux sortes d’erreur peuvent arriver : la première correspond à l’interrup-
tion du téléchargement alors que la deuxième décrit l’impossibilité du téléchargement à un instant
donné. La probabilité d’interruption de téléchargement est fixée à 4

10 alors que la probabilité d’im-
possibilité d’effectuer le téléchargement est fixée à 6

10 . Ces valeurs sont difficilement spécifiables
en B événementiel classique. En B événementiel probabiliste, puisque nous introduisons les substi-
tutions énumérées probabilistes, nous utilisons la substitution (DBin( c 7→ b ) := empty @ 4/10 ⊕
incoming @ 6/10) afin de spécifier ces mesures.



54 CHAPITRE 3. B ÉVÉNEMENTIEL PROBABILISTE

3.4 Cohérence d’une machine B évenementiel probabiliste

Comme dans le cas du B événementiel standard, la cohérence d’une machine B événementiel pro-
babiliste est définie par des obligations de preuve. Dans cette section, nous étudions la cohérence
de ces machines, nous introduisons des nouvelles obligations de preuve spécifiques au B événe-
mentiel probabiliste et nous adaptons les obligations de preuve standards pour qu’elles puissent
être appliquées sur une machine B événementiel probabiliste.

3.4.1 Nouvelles obligations de preuve

Nous présentons dans ce qui suit les nouvelles obligations de preuve spécifiques à une machine B
événementiel probabiliste.

Le poids d’un événement probabiliste doit s’évaluer en une valeur de type entier Pour des
raisons de simplicité, pour chaque événement probabiliste e i telle que sa garde Gi(t̄ , v̄) est vraie,
l’expression de son poids Wi(v̄) doit s’évaluer en une valeur de type entier. Formellement :

evt/WGHT/NAT
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄)
`
Wi(v̄) ∈ NAT

Finitude de l’ensemble des valeurs des paramètres d’un événement Afin de pouvoir définir
une distribution discrète uniforme sur l’ensemble des valeurs des paramètres d’un événement pro-
babiliste e i qui satisfont la garde, cet ensemble doit être fini. Formellement :

evt/param/pWD
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
W(v̄) > 0
`
finite ({t̄ | Gi(t̄ , v̄)})

Bonne définition et faisabilité des substitutions énumérées probabilistes Pour chaque sub-
stitution énumérée probabiliste, on doit s’assurer que les valeurs des probabilités p1 . . . pn défi-
nissent une distribution de probabilité correcte. Rappelant qu’une substitution énumérée probabi-
liste s’écrit :

x := E1(t̄,v̄) @ p1 ⊕ . . . ⊕ Em(t̄,v̄) @ pm

Cette contrainte est formellement représentée par deux obligations de preuve :
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1. Les valeurs de probabilité utilisées dans les substitutions énumérées probabilistes doîvent
être strictement positives et inférieures ou égales à 1. Formellement :

evt/assign/pWD1
−−−−−−−−−−−−−−
` 0 < pi ≤ 1

2. Dans chaque substitution énumérée probabiliste, la somme des valeurs de probabililté utili-
sées doît être égale à 1. Formellement :

evt/assign/pWD2
−−−−−−−−−−−−−−
` p1 + . . . + pn = 1

Nous remarquons que la faisabilité des substitutions énumérées probabilistes est triviale, il suffit
qu’il existe au moins une seule expression Ei( t̄ , v̄) bien définie syntaxiquement.

Bonne définition et faisabilité des substitutions probabilistes sous forme de prédicat Pour
chaque substitution probabiliste sous forme de prédicat, afin de définir une distribution uniforme
discrète sur l’ensemble des valeurs d’une variable x qui satisfont le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) de la
substitution probabiliste, cet ensemble doît être fini et non vide.

Rappelant qu’une substitution probabiliste sous forme de prédicat s’écrit :

x :⊕Qx(t̄,v̄,x,x′)

L’obligation de preuve de faisabilité des substitutions sous forme de prédicat standard (voir
section 2.3) qui garantit que l’ensemble {x’ | Qx(t̄,v̄ ,x,x ’)} n’est pas vide.

La contrainte sur la finitude de l’ensemble des valeurs x’ est représentée par une obligation de
preuve qui est formellement présentée comme suit :

evt/assign/pWD3
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄) ∧
Wi(v̄) > 0
`
finite ({x’ | Qx(t̄,v̄ ,x,x ’)})

Nous avons choisi la distribution uniforme discrète mais cette distribution peut être remplacée
par une distribution continue ou discrète. Ce choix est fait pour des raisons de simplicité. Le chan-
gement du type de distribution induirait des modifications sur le calcul de probabililté d’exécution
d’un événement, nous détaillerons cet aspect dans la section 3.5.
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3.4.2 Adaptation des obligations de preuve standard

Une machine B événementiel probabiliste correspond à une machine B événementiel standard
enrichie d’éléments de syntaxe spécifiques pour qu’on puisse exprimer des probabilités.

Lorsque il s’agit des obligations de preuve standard, la spécifité des événements probabilistes
par rapport aux événements standards concerne leur condition d’activation. En B événementiel, un
événement est activé si sa garde est satisfaite. En B événementiel probabiliste, il n’est pas suffisant
que la garde de l’événement soit satisfaite, il faut en plus que le poids de l’événement soit évalué
en un entier strictement positif. Ainsi, nous modifions toutes les obligations de preuve standard
en ajoutant aux hypothèses de chaque obligation de preuve le prédicat Wi(v̄)>0 spécifiant que le
poids de l’événement est strictement positif.

Faisabilité des événements L’objectif de cette obligation de preuve est de s’assurer que l’action
de chaque événement probabiliste est faisable. Formellement :

evt/pFIS
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄) ∧
Wi(v̄) > 0
`
∃ v̄ ’. SPi(t̄ , v̄ ,v̄ ’)

Préservation de l’invariant Dans le cas probabiliste, cette obligation spécifie que l’exécution de
chaque événement probabiliste préserve l’invariant. Formellement :

evt/pINV
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄) ∧
Wi(v̄) > 0 ∧
SPi(t̄ , v̄ ,v̄ ’)
`
I (v̄ ’)

Cas particulier de l’initialisation Puisque l’événement d’initialisation dans une machine B évé-
nementiel probabiliste est déterministe, et donc n’a pas de poids, nous appliquons la même obliga-
tion de preuve que celle présentée dans la section 2.3 du chapitre 2.

Absence de blocage Cette obligation de preuve assure que pour toutes les valeurs possibles des
variables de la machine qui respectent l’invariant, au moins un événement est activé. En B événe-
mentiel standard, vu qu’un événement n’est activé que lorsque sa garde est satisfaite, l’hypothèse
de cette obligation de preuve est l’invariant, la conclusion est la disjonction des conditions d’acti-
vation de tous les événements de la machine. Nous rappelons qu’en B événementiel, un événement
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n’est activé dans une valuation des variables que lorsque sa garde est satisfaite dans cette valua-
tion et l’expression de son poids s’évalue en un entier strictement positif dans cette valuation des
variables. La condition d’activation de chaque événement probabiliste contient ainsi une prédicat
spécifiant que son poids est strictement positif. Formellement :

machine/pDLF
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄)
`
(G1(t̄, v̄) ∧ W1(v̄) > 0))∨. . .∨(Gn(t̄,v̄) ∧ Wn(v̄) > 0)

Nous notons que cette obligation de preuve est optionnelle en B événementiel.

3.4.3 Étude de cas : obligations de preuve appliquées au protocole pair à
pair

Considérons la machine P2Pp présentée dans la figure 3.10. Visiblement, les expressions des poids
des événements s’évaluent tous à des entiers naturels. Ainsi, chacun des événements respecte l’obli-
gation de preuve (evt/WGHT/NAT). Les événements Star1DL et FailureDL possédent deux para-
mètres qui sont un client c ∈ 1..N et un bloc k∈1..K. Nous déduisons ainsi que l’obligation de
preuve sur la finitude des valeurs des paramètres (evt/param/pWD) est bien respectée par cha-
cun de ces événements. L’événement FailureDL contient une substitution non-déterministe énumé-
rée DBin(c7→b) := empty @4/10 ⊕ incoming @6/10. Visiblement, chacune des valeurs de probabililté
dans cette substitution est entre 0 et 1 inclu et leur somme est égale à 1. Nous concluons ainsi que
les deux obligations de preuve (evt/assign/pWD1) et (evt/assign/pWD2) sont bien remplies par cet
événement. L’invariant de cette machine est aussi toujours respecté par tous les événements.

3.5 Sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel
probabiliste

Comme indiqué dans la section 2.6.3, la sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel
standard est exprimée en termes de systèmes de transitions. Dans cette section, nous étendons
ce travail et nous établissons que la sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel
probabiliste est une chaîne de Markov discrète. Contrairement aux travaux de Troubistyna et al [91,
93], notre objectif n’est pas de tranformer les machines B événementiel probabilistes vers des
chaînes de Markov discrètes pour appliquer des techniques de vérification par model checking. Dans
notre proposition, nous raisonnons directement sur les machines B événementiel et nous profitons
des mécanismes de vérification à base de preuves du B événementiel via l’ajout d’obligations de
preuve comme présenté dans la section 3.4. Cette transformation vers une chaîne de Markov n’est
faite que pour assurer l’exactitude de notre approche.

3.5.1 Notations

Afin de définir la sémantique d’une machine B événementiel probabiliste, nous introduisons dans
cette partie quelques notations de base que nous allons utiliser dans la suite de cette section. Soit
M=(v̄,I(v̄),PEvts, Init ) une machine B événementiel et soit σ une valuation donnée des variables de
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M. Pour une variable x ∈ v̄ de la machine M, nous notons par [σ]x la valeur de x dans la valuation
des variables σ. Étant donné une expression E(v̄) qui dépend des variables v̄ de la machine, nous
notons par [σ]E(v̄) l’évaluation de l’expression E(v̄) dans la valuation des variables σ.

Soit e i un événement probabiliste de la machine M qui possède un ensemble de paramètres t̄ :

e i =̂
weight
Wi(v̄)
any
t̄
where
Gi(t̄ , v̄)
then
SPi(t̄ , v̄)
end

Soit σ une valuation des variables de M. Nous notons par θ une valuation des paramètres de
e i . Nous notons par T eiσ l’ensemble des valuations des paramètres θ telles que la garde de l’évé-
nement e i est satisfaite lorsqu’elle est évaluée dans σ et θ. Formellement, cet ensemble s’écrit
T eiσ = {θ | [σ, θ]Gi(t̄ , v̄) = true}. Nous rappelons que dans notre proposition, les valeurs des pa-
ramètres sont choisies d’une manière uniforme à partir de cet ensemble. Nous notons par PT

ei
σ

la
distribution uniforme discrète sur l’ensemble T eiσ . Nous notons par Acts(σ) l’ensemble des événe-
ments qui peuvent être activés dans la valuation des variables σ, c’est-à-dire T eiσ 6= ∅.

Soit σ une valuation des variables de M et soit e i un événement probabiliste de M. L’événement
e i est activé dans la valuation σ si et seulement si

(a) l’expression du poids de l’événement e i s’évalue à une valeur strictement positive dans la
valuation σ, et

(b) soit e i ne possède pas de paramètres et sa garde est satisfaite dans la valuation des variables
σ, soit e i possède un (des) paramètre(s) et il existe au moins une valuation de ce (ces)
paramètre(s) θ telle que la garde de e i est satisfaite dans la valuation des variables σ et la
valeur des paramètres θ, c’est-à-dire que l’ensemble T eiσ n’est pas vide (T eiσ 6= ∅).

Étant donnée un événement probabiliste e i , nous notons par Var(e i ) l’ensemble des variables
qui sont modifiées par l’action de e i , c’est-à-dire les variables dans la partie gauche des substitu-
tions de SPi(t̄ , v̄). Nous rappelons aussi que dans l’action d’un événement en B événementiel, une
variable ne peut être modifiée que par une seule substitution.

Soit e i un événement probabiliste (e i ∈ PEvts), et soit x ∈ Var(ei) . Dans le cas où x est modifié
par une substitution énumérée probabiliste ( x := E1(t̄,v̄) @ p1 ⊕ . . . ⊕ Em(t̄,v̄) @ pm ) (m > 1) ,
nous notons par Eei(x) l’ensemble de toutes les expressions qui peuvent être affectées à la variable
x par cette substitution.

Eei(x) = {E1(t̄, v̄), ...,Em(t̄, v̄)}

La probabilité de choisir une expression Ei parmi toutes les expressions Ei ( 1 < i < m) est
notée Pei

x (Ei) = pi.
Soit e i ∈ PEvts un événement probabiliste, x ∈ Var(ei) une variable modifiée par l’action de e i ,

σ, σ′ deux valuations des variables v̄ et θ une valeur des paramètres de l’événement e i tel que e i est
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activé dans σ (la garde de e i est satisfaite dans σ et θ) et tel que l’action de e i mène le système vers
la nouvelle valuation des variables σ′. Si dans l’action de e i , x est modifiée par une substitution
énumérée probabiliste, alors nous notons par Eei(x)|σ

′
σ,θ l’ensemble des expressions dans Eei(x) telles

que l’évaluation de ces expressions dans σ et θ donne la valeur de x dans la valuation σ′.
Formellement,

Eei(x)|σ′

σ,θ = {E ∈ Eei(x) | [σ, θ](E(t̄, v̄)) = [σ′]x}

Si l’événement e i n’a pas de paramètre, alors cet ensemble est noté Eei(x)|σ′
σ .

Si x est modifiée par une substitution probabiliste sous forme de prédicat ( x :⊕Qx(t̄,v̄,x,x′)),
alors nous notons Veiθ,σ(x) l’ensemble des valeurs x′ qui rendent le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) vrai, lorsqu’il
est évalué en fonction de σ et θ. Formellement, cet ensemble s’écrit

Veiθ,σ(x) = {x′ | [σ, θ]Qx(t̄, v̄, x′) = true}

Si e i n’a pas de paramètres, alors cet ensemble est noté par Veiσ (x).
Soit e i un événement probabiliste et soit x une variable de Var(e i ). Étant donnée une valuation

initiale des variables σ, une valeur des paramètres θ et une valuation destination des variables σ′,
nous notons P ei

σ,θ(x, σ′) la probabilité que la variable x prenne la valeur [σ′]x lors de l’exécution de
e i à partir de σ avec la valeur des paramètres θ. Si e i n’a pas de paramètres, alors cette probabilité
est notée P ei

σ (x, σ′). Dans ce qui suit, nous supposons que l’événement ei possède un ensemble de
paramètres. Formellement, cette probabilité est donnée comme suit.

1. Si x est modifiée par une substitution énumérée probabiliste, alors :

P ei
σ,θ(x, σ′) =

∑
E∈Eei (x)|σ′

σ,θ

P ei
x (E)

2. Si x est modifiée par une substitution probabiliste sous forme de prédicat, alors :

P ei
σ,θ(x,σ′) = 1

card(Vei
θ,σ

(x)) si [σ′]x ∈ Veiθ,σ(x) and 0 dans le cas contraire.

3.5.2 Construction du système de transitions probabiliste correspondant à
une machine probabiliste

Informellement, la sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel probabiliste
M=(v̄, ctx, I(v̄), PEvts, Init) est exprimée sous forme d’un système de transitions probabiliste [[M ]] =
(S, s0, Acts, P ) où les états, les actions et l’état initial sont obtenus d’une manière similaire à celle
d’une machine B événementiel standard. La différence majeure avec la sémantique d’une machine
B événementiel standard concerne les transitions. Puisque nous introduisons des probabilités dans
B événementiel, les transitions doivent refléter ces probabilités. Nous expliquons dans ce qui suit
comment nous obtenons les valeurs des probabilités des transitions. Soit e i ∈ PEvts un événement
probabiliste, x ∈ v̄ une variable de la machine et s, s′ deux états de [[M ]] tels que (s, ei, s′) est une
transition. La probabilité d’une transition (s, ei, s′) correspond au produit de

(1) la probabilité que l’événement ei est choisi pour être exécuté parmi tous les événements
activés dans s,

(2) la probabilité de choisir chaque valeur des paramètres θ,

(3) la probabilité globale que chaque variable modifiée prenne la valeur donnée dans s′ avec les
valeurs des paramètres θ.
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Nous présentons dans ce qui suit la définition formelle de la sémantique d’une machine B
événementiel probabiliste.

Définition 6 (Sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel probabiliste)
La sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel probabiliste M=(v̄,I(v̄),PEvts, Init ) est

exprimée en termes de système de transitions probabiliste [[M ]] = (S, s0, Acts, P ) où :

• S est l’ensemble des états du système. Ces états correspondent aux différentes valuations des
variables du système.

• s0 ∈ S est l’état initial du système, il est obtenu après l’exécution de l’événement d’initialisation
Init .

• Acts correspond à l’ensemble des noms des événements

• P : S ×Acts× S → [0, 1] est la fonction de probabilité telle que pour un état s, pour une action
ei ∈ Acts et un état s′ ∈ S, nous avons

P (s, ei, s′) = 0 si ei 6∈ Acts(s) ou si ∃x ∈ X\V ar(ei) tel que [s]x 6= [s′]x.

Dans le cas contraire :

P (s, ei, s′) = [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄)︸ ︷︷ ︸

(1)

×
∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)︸ ︷︷ ︸

(2)

×
∏

x∈V ar(ei)
P ei
s,θ(x, s′)︸ ︷︷ ︸

(3)

)

En fonction de l’événement, cette fonction peut être simplifiée :

1. Si l’événement ei n’a aucun paramètre et si son action est purement déterministe alors :

P (s, ei, s′) = [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄)

2. Si l’événement ei possède des paramètres et si son action est purement déterministe :

P (s, ei, s′) = [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)

)

3. Si l’événement ei n’a pas de paramètres mais que son action est probabiliste :

P (s, ei, s′) = [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∏
x∈V ar(ei)

P ei
s (x, s′)

)

Dans ce qui suit, nous montrons que la sémantique opérationnelle d’une machine B événemen-
tiel probabiliste est une chaîne de Markov discrète.

Remarque

Étant donné que nous avons pour but de prouver que la sémantique opérationnelle d’un modèle B
événementiel purement probabiliste est une chaîne de Markov discrète, nous définissons directe-
ment une relation de transition P sous forme de fonction plutôt que la version plus générale de la
définition 4.
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3.5.3 Sémantique opérationnelle exprimée en termes de chaîne de Markov
discrète

Proposition 1 La sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel probabiliste M qui satis-
fait les obligations de preuve présentées dans la section 3.4 est une chaîne de Markov discrète.

Preuve Nous devons prouver que dans chaque état s ∈ [[M ]], la somme des probabilités des tran-
sitions sortantes de s est égale à 1.

Soit M=(v̄, I(v̄), PEvts, Init ) une machine B événementiel probabiliste, v̄ = (x1, x2, ..., xn) l’en-
semble des variables de M et s ∈ S un état de [[M ]]. Nous supposons que chaque variable xi dans v̄
prend une valeur à partir d’un ensemble Xi.

Nous rappelons que la probabilité d’une transition (s, ei, s′) est égale à 0 si ei 6∈ Acts(s) ou
∃x ∈ v̄\{V ar(ei)} | [s]x 6= [s′]x. Dans le cas contraire :

P (s, ei, s′) = [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)×

∏
x∈V ar(ei)

P ei
s,θ(x, s′)

)
Afin de prouver que pour tout s ∈ S, P (s, ., .) est une distribution de probabilité sur Acts(s)×S,

nous devons montrer que

1) P (s, ei, s′) ∈ [0, 1] pour chaque (s, ei, s′), et

2) pour chaque s ∈ S,
∑
ei∈Acts(s)

∑
s′∈S P (s, ei, s′) = 1.

Initialement, nous remarquons que (1) est une conséquence directe des obligations de preuve
(event/WGHT/NAT), (event/param/pWD), (event/assign/pWD1), (event/assign/pWD2) et
(event/assign/pWD3). En effet,

• (event/WGHT/NAT) assure que 0 ≤ [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ≤ 1,

• (event/param/pWD) assure que 0 ≤ PT eis (θ) ≤ 1 pour chaque θ ∈ T eis et que
∑
θ∈T eis PT eis (θ) = 1,

et

• (event/assign/pWD1), (event/assign/pWD2) et (event/assign/pWD3) assure que
0 ≤ ∏x∈V ar(ei) P

ei
s,θ(x, s′) ≤ 1 pour chaque θ ∈ T eis .

En plus, (2) est dérivé comme suit :
Par définition,∑
s′∈S,ei∈Acts(s)

P (s, ei, s′) =
∑

ei∈Acts(s)

∑
s′∈S

[s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)×

∏
x∈V ar(ei)

P ei
s,θ(x, s′)

)

Puisque seulement P ei
s,θ(x, s′) dépend de s′, ceci devient

∑
s′∈S,ei∈Acts(s)

P (s, ei, s′) =
∑

ei∈Acts(s)

[s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)×

∑
s′∈S

∏
x∈V ar(ei)

P ei
s,θ(x, s′)

)

Soit S1 = {s′ ∈ S | ∀x ∈ v̄\V ar(e).[s]x = [s′]x}. Nous remarquons que P ei
s,θ(x, s′) = 0 pour

chaque s′ /∈ S1. En conséquence,∑
s′∈S,ei∈Acts(s)

P (s, ei, s′) =
∑

ei∈Acts(s)

[s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)×

∑
s′∈S1

∏
x∈V ar(ei)

P ei
s,θ(x, s′)︸ ︷︷ ︸

(A)

)

Maintenant, nous simplifions (A). Pour chaque x ∈ V ar(ei), rappelons que :
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• P ei
s,θ(x, s′) = ∑

E∈Eei (x)|s′
s,θ
P ei
x (E) si x est modifiée par une substitution probabiliste énumérée,

et

• P ei
s,θ(x, s′) = 1

card(Vei
θ,s

(x)) si x est modifiée par une substitution probabiliste sous forme de

prédicat.

En conséquence, P ei
s,θ(x, s′) ne dépend pas entiérement de s′ mais dépend uniquement de la

valeur de x dans l’état s′ : v′x = [s′]x ∈ X.

Étant donné x ∈ v̄ et v′x = [s′]x ∈ X, nous notons F s,θ,ei
x (v′x) = P ei

s,θ(x, s′) si x ∈ V ar(ei).

Pour v̄ = {x1, . . . , xn}, nous avons S1 = {(v′x1 , . . . , v
′
xn)|v′xi ∈ Xi si xi ∈ V ar(ei) et v′xi = [s]xi

dans le cas contraire}.
Supposons que V ar(ei) = {x1, . . . , xk} avec k ≤ n, nous pouvons ainsi réécrire (A) comme suit :

(A) =
∑
s′∈S1

∏
xi∈V ar(ei)

F s,θ,ei
x (v′xi) =

∑
v′
x1∈X1

∑
v′
x2∈X2

. . .
∑

v′
xk
∈Xk

(
k∏
i=1

F s,θ,ei
x (v′xi))

=
∑

v′
x1∈X1

∑
v′
x2∈X2

. . .
∑

v′
xk
∈Xk

(F s,θ,ei
x1 (v′x1) · F s,θ,ei

x2 (v′x2) · · ·F s,θ,ei
xk

(v′xk))

=
∑

v′
x1∈X1

F s,θ,ei
x1 (v′x1) ·

∑
v′
x2∈X2

F s,θ,ei
x2 (v′x2) · · ·

∑
v′
xk
∈Xk

F s,θ,ei
xk

(v′xk)

=
∏

xi∈V ar(ei)

∑
v′
xi
∈Xi

F s,θ,ei
xi

(v′xi)

Pour (event/assign/pWD1), (event/assign/pWD2) et (event/assign/pWD3), nous avons∑
v′
xi
∈Xi F

s,θ,ei
xi

(v′xi) = 1 pour chaque xi ∈ V ar(ei), ainsi (A) = ∏
xi∈V ar(ei)[

∑
v′
xi
∈Xi F

s,θ,ei
xi

(v′xi)] = 1

En conséquence,

∑
s′∈S,ei∈Acts(s)

P (s, ei, s′) =
∑

ei∈Acts(s)

[s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(PT eis (θ))

De plus, par construction, nous avons
∑
θ∈T eis PT eis (θ) = 1. Ainsi,

∑
s′∈S,ei∈Acts(s)

P (s, ei, s′) =
∑

ei∈Acts(s)

[s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) = 1

En conclusion, P (s, ., .) est en effet une distribution de probabilité sur Acts(s) × S pour tout
s ∈ S et ainsi [[M ]] est une DTMC. �

3.5.4 Étude de cas : sémantique opérationnelle de la machine P2Pp du pro-
tocole pair à pair

Afin d’illustrer les nouveaux choix probabilistes introduits à la place des choix non-déterministes
et de montrer d’une manière détaillée et concrète le calcul des probabilités des transitions de
la sémantique d’une machine B événementiel probabiliste, nous donnons dans la figure 3.11 les
étapes initiales de la construction de la chaîne de Markov correspondante à la machine P2Pp. Afin
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FIGURE 3.11 – Extrait de la construction détaillée de la chaîne de Markov discrète du protocole
P2P avec N=2 and K=2

de simplifier la construction de cette sémantique, nous fixons le nombre de clients N, ainsi que le
nombre de blocs K à 2.

Nous détaillons pour certains cas typiques le calcul des probabilités des transitions, les autres
valeurs de probabilités sont facilement calculables. À partir de l’état s1, trois événements sont
activables, FailureDL, Start1DL et Finish1DL.

• Le poids de FailureDL est N × K − card({ n 7→ b | n ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin( n 7→ b ) =
finished }). Dans l’état s1, aucun client n’a encore terminé le téléchargement d’aucun bloc,
donc ce poids prend la valeur 4. La probabilité d’exécuter cet événement dans cet état cor-
respond au ratio de son poids divisée par la somme des poids des autres événements activés
dans s1. Cette probabilité est donc 4

4+3+1 = 1
2 .

• Le poids de Start1DL est N × K − card({ n 7→ b | n ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin( n 7→ b ) =
incoming}). Dans l’état s1, il existe un client qui a commencé le téléchargement d’un bloc,
donc ce poids prend la valeur 3. La probabilité d’exécuter cet événement dans cet état cor-
respond au ratio de son poids divisée par la somme des poids des événements activés dans
s1, cette probabilité est donc 3

4+3+1 = 3
8 .

• Le poids de Finish1DL est card({n 7→ b | n ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin( n 7→ b ) = finished })+1.
Dans l’état s1, aucun client n’a encore fini le téléchargement d’un bloc, donc ce poids prend
la valeur 1. La probabilité d’exécuter cet événement dans cet état correspond au ratio de
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son poids divisée par la somme des poids des autres événements activés dans (s1), cette
probabilité est donc 1

4+3+1 = 1
8 .

L’événement Finish1DL possède deux paramètres c et b, ces deux paramètres représentent res-
pectivement un client et un bloc et ils sont choisis de telle sorte que le client c a commencé le
téléchargement du bloc b. Dans l’état s1, lorsque l’événement Finish1DL est choisi pour être exé-
cuté, une seule valeur des paramètres pour cet événement est possible. La probabilité de prendre
cette valeur est ainsi 1. L’action de Finish1DL est déterministe, sa probabilité est donc 1. Ainsi, la
probabilité de la transition sortante de s1 par l’événement Finish1DL est alors 1

8 × 1× 1 = 1
8 .

Si l’événement Start1DL est choisi pour être exécuté, alors deux valeurs des paramètres sont
possibles. Etant donnée que nous considèrons un choix uniforme sur les valeurs possibles des pa-
ramètres, alors chacune des ces valeurs est choisie avec une probabilité 1

2 . L’action de l’événement
Start1DL est déterministe, donc sa probabilité d’exécution est 1. La valeur des paramètres (2, 1)
(client numéro 2 et bloc numéro 1) permet au système d’aller à l’état s2 par l’événement Start1DL.
Ainsi, la probabilité d’aller vers l’état s2 à partir de l’état s1 par l’intermédiaire de l’événement
Start1DL est donc 3

8 ×
1
2 × 1 = 3

16 .
Si nous choisisons l’événement FailureDL, une unique valeur des paramètres est possible. L’ac-

tion de cet événement est probabiliste, menant ainsi le système à deux états (rester dans l’état
s1 avec une probabilité 6

10 ou aller dans un autre état avec une probabilité 4
10 . La probabilité de

boucler sur l’état s1 par l’intermédiaire de l’événement FailureDL est donc 1
2 × 1× 6

10 .
Pour l’état s2, nous présentons ici une seule transition importante. Dans cet état, deux événe-

ments peuvent être activés : Finish1DL et FailureDL. Le poids de Finish1DL dans cet état s’évalue à 1
alors que le poids de FailureDL s’évalue à 4 La probabilité d’exécuter FailureDL est ainsi 4

5 = 4
1+4 . Les

paramètres de cet événement peuvent prendre deux valeurs : (1, 2) pour client numéro 1 et bloc
numéro 2 et (2, 1) pour client numéro 2 et bloc numéro 1. Chacune de ces valeurs est choisie avec
une probabilité 1

2 . L’action de cet événement est probabiliste, menant le système à différents états.
L’intérêt de cette transition réside dans le fait que pour différentes valeurs des paramètres, l’action
de l’événement emmène le système au même état :

• La probabilité de boucler sur l’état (s1) par l’intermédiaire de l’événement FailureDL est 4
5 ×

1
2 ×

4
10 = 4

25

• La probabilité d’aller vers l’état (s3) par l’intermédiaire de l’événement FailureDL est 4
5 ×

1
2 ×

4
10 = 4

25

• La probabilité de boucler sur l’état (s2) est 4
5 × (1

2 ×
6
10︸ ︷︷ ︸

(2,1)

+ 1
2 ×

6
10︸ ︷︷ ︸

(1,2)

) = 12
25 , où (2,1) et (1,2) sont

les valeurs des paramètres menant le système à cet état.

Nous présentons un extrait de la chaîne de Markov résultante dans la figure 3.12.
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FIGURE 3.12 – Extrait de la chaîne de Markov du protocole P2P, avec N=2 et K=2





4
B Événementiel mixte

4.1 Introduction

Nous rappelons que l’objectif de notre travail consiste à intégrer du raisonnement probabiliste en
B événementiel. Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une extension probabiliste au
B événementiel dans laquelle nous avons remplacé toutes les sources de non-déterminisme par
des probabilités. Dans ce chapitre, nous étendons le travail précédent en présentant des modèles
B événementiel mixtes, c’est-à-dire, des modèles contenant à la fois du non-déterminisme et des
probabilités. Comme mentionné dans le chapitre 1, plusieurs travaux de recherche [78, 58, 98,
53, 91, 92, 93] ont déjà traité l’extension probabiliste du B événementiel conduisant ainsi à des
modèles mixtes.

La différence de ces modèles mixtes avec nos modèles mixtes réside dans le lieu d’apparition
du non-déterminisme. Dans ces autres travaux, le non-déterminisme au niveau des substitutions
est complètement remplacé par des probabilités. Cependant, il reste du non-déterminisme entre
les événements activables dans les mêmes valuations des variables et dans le choix des valeurs
des paramètres d’un événement. Dans nos modèles mixtes, il y aura à la fois des événements non-
déterministes (standard) et des événements probabilistes, le non-déterminisme sera gardé dans les
substitutions non-déterministes des événements standard, dans le choix des valeurs des paramètres
de ces événements et aussi entre les événements non-déterministes et probabilistes activables dans
les même valuations des variables.

Dans ce chapitre, nous présentons les machines B événementiel mixtes dans la section 4.2. Dans
la section 4.3, nous étudions la cohérence d’une machine B événementiel mixte. Plus précisément,
nous étudions les modifications à apporter aux obligations de preuve standard et aux obligations
de preuve spécifique au B événementiel probabiliste afin qu’elles puissent être appliquées aux
machines B événementiel mixtes. Nous présentons dans la section 4.4 la sémantique d’une machine
B événementiel mixte en termes d’un automate probabiliste. Finalement, nous présentons dans la
section 4.5 la description de l’étude de cas du protocole pair à pair en B événementiel mixte.
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4.2 Machine B événementiel mixte

4.2.1 Description

Une machine B événementiel mixte est une machine qui contient à la fois du non-déterminisme et
des probabilités. Plus précisément, elle contient des événements probabilistes et des événements
standard non-déterministes. Les événements standard interagissent avec les événements probabi-
listes, c’est-à-dire, qu’ils peuvent être activables dans un même état du système.

Comme en B événementiel, une machine B mixte permet la description du comportement dy-
namique d’un système. La structure d’une machine B événementiel mixte est présentée dans la
figure 4.1, elle possède la même structure qu’une machine B événementiel standard ou probabi-
liste. La seule différence concerne l’ensemble des événements MEvts. Dans une machine mixte,
cet ensemble contiendra des événements standards ainsi que des événements probabilistes. Pour
une utilisation plus simple des machines mixtes, nous dénoterons dans la suite de ce chapitre une
machine mixte par un tuple mch=(v̄,ctx,I(v̄),Init,MEvts,V(v̄)). Comme c’est le cas pour les machines
B événementiel standard, nous précisons que l’événement d’initialisation d’une machine B évé-
nementiel mixte est un événement déterministe. L’ensemble des événements MEvts contient des
événements standard et des événements probabilistes, les deux formes de ces événements sont
rappelées dans la figure 4.2.

MACHINE
mch
SEES
ctx
VARIABLES
v̄
INVARIANT
I (v̄)
VARIANT
V(v̄)
EVENTS
MEvts
END

FIGURE 4.1 – Structure d’une machine mixte

e i =̂
any
t̄
where
Gi(t̄ , v̄)
then
Si( t̄ , v̄)
end

.

e i =̂
weight
Wi(v̄)
any
t̄
where
Gi(t̄ , v̄)
then
SPi(t̄ , v̄)
end

FIGURE 4.2 – Formes des événements en B événementiel mixte

Dans une machine B événementiel mixte, il est possible que les événements non-déterministes
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n’interagissent pas du tout avec les événements probabilistes, c’est-à-dire que l’ensemble des va-
luations des variables où certains événements non-déterministes sont activables est disjoint de
l’ensemble des valuations où des événements probabilistes sont activables. Nous dénoterons ce
type de machines dans la suite par machine mixte partielle. Une machine B mixte qui ne contien-
drait que des événements probabilistes serait une machine B événementiel purement probabiliste
comme décrite dans le chapitre 3.

4.3 Cohérence d’une machine B événementiel mixte

Comme dans le cas du B événementiel non-déterministe et le cas du B événementiel probabiliste,
la cohérence d’une machine mixte est définie par des obligations de preuve. Une machine B évé-
nementiel mixte est cohérente si elle satisfait ces obligations de preuve.

4.3.1 Cas général

Démontrer qu’une machine mixte est cohérente revient à démontrer que chaque événement de
la machine satisfait toutes les obligations de preuve spécifiques à son type. Si c’est une machine
non-déterministe, elle doit satisfaire les obligations de preuve standard. Si c’est une machine pro-
babiliste, en plus des obligations de preuve standard adaptées, elle doit satisfaire les obligations
de preuve probabilistes. Vu les interactions possibles entre événements non-déterministes et évé-
nements probabilistes au sein d’une machine mixte, nous étudions les adaptations nécessaires aux
obligations de preuve standards et probabilistes contenant des interactions entre les deux types
d’événements.

Soit mch=(v̄,ctx,I(v̄),Init,MEvts,V(v̄)) une machine B événementiel mixte, l’ensemble des évé-
nements MEvts = {e1 . . . e i . . . en} est partitionné en deux sous ensembles MEvtsnd et MEvtsp.
MEvtsnd = {e1 . . . e i} est le sous-ensemble d’événements standard non-déterministes alors que
MEvtsp = {ei+1 . . . en} est le sous-ensemble d’événements probabilistes. Pour que la machine M soit
cohérente, il faut que :

• Les événements non-déterministes de l’ensemble MEvtsnd satisfassent les obligations de preuve
standard (event/FIS), (event/INV) présentées dans la section 2.3,

• Les événements probabilistes satisfassent

– les obligations de preuve standard adaptées au contexte probabiliste (event/pFIS), (event/-
pINV) présentées dans la section 3.4 et,

– les obligations de preuve probabilistes (event/WGHT/NAT), (event/param/pWD), (event/as-
sign/pWD1), (event/assign/pWD2) et (event/assign/pWD3) présentées dans la section 3.4.

La seule obligation de preuve en B événementiel qui contient de l’interaction entre événements
probabilistes et événements non-déterministes est l’obligation de preuve de l’absence de blocage.
Nous présentons son adaptation dans ce qui suit. En B événementiel, cette obligation de preuve
consiste à prouver que dans toutes les valuations possibles des variables qui satisfont l’invariant, au
moins un événement est activable. En B événementiel standard, un événement est activable dans
une valuation donnée des variables si cette valuation des variables satisfait sa garde. En B évé-
nementiel probabiliste, l’activation d’un événement probabiliste dans une valuation des variables
particulière est différente de celle d’un événement standard. En effet, en plus de sa garde qui doit
être satisfaite dans cette valuation, l’évaluation de son poids dans cette valuation doit retourner
un entier positif. Dans une machine B mixte, il est possible d’avoir des valuations des variables où
des événements standard et des événements probabilistes sont activables en même temps, cette
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obligation de preuve va donc consister à assurer qu’il existe au moins un événement standard ou
un événement probabiliste activable.

Pour un ensemble d’événements MEvts = {e1 . . . e i . . . en} partitionné en un sous-ensemble
d’événements non-déterministes MEvtsnd = {e1 . . . e i} et un sous-ensemble d’événements probabi-
listes MEvtsp = {ei+1 . . . en}, cette obligation de preuve est donnée formellement par :

machine/mDLF
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄)
`
(G1(t̄, v̄) ∨ . . .∨Gm(t̄,v̄)) ∨ ((Gm+1(t̄,v̄) ∧ Wm+1(v̄) > 0)∨. . .∨(Gn(t̄,v̄) ∧ Wn(v̄) > 0))

4.3.2 Cas des machines mixtes partielles

Comme mentionné précédemment, il est possible d’avoir des machines B mixtes dont les valuations
des variables où des événements non-déterministes sont activables sont séparés des valuations des
variables où des événements probabilistes sont activables, c’est les machines mixtes partielles. Nous
formalisons cela par une nouvelle obligation de preuve permettant d’assurer que nous avons bien
à faire à une machine mixte.

Activation d’événements standards :
Cette obligation de preuve assure que, dans chaque valuation des variables de la machine où

au moins un événement non-déterministe de MEvtsnd est activable, aucun événement probabiliste
de MEvtsp n’est activable. Cette obligation de preuve est formellement présentée comme suit :

mixedEB/csrt1
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
G1(t̄, v̄) ∨ . . .∨Gi(t̄ , v̄)
`
¬((Gi+1(t̄,v̄) ∧ Wi+1(v̄) > 0)∨. . .∨(Gn(t̄,v̄) ∧ Wn(v̄) > 0))

Note 3 La contrainte symétrique sur les valuations des variables où des événements probabilistes sont
activables est déduite automatiquement à partir de cette obligation de preuve.

Une machine B événementiel qui satisfait cette obligation de preuve est une machine mixte par-
tielle. Dans une machine mixte partielle, il n’y a pas d’interaction entre événements non-déterministes
et événements probabilistes, l’obligation de preuve concernant l’absence de blocage est donnée
par :
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machine/DLF
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄)
`
(G1(t̄, v̄) ∨ . . .∨Gm(t̄,v̄))

machine/pDLF
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄)
`
(Gm+1(t̄,v̄) ∧ Wm+1(v̄) > 0)∨. . .∨((Gn(t̄,v̄) ∧ Wn(v̄) > 0))

4.4 Sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel
mixte

Dans cette section, nous étudions la sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel
mixte. Comme présenté dans les sections 2.6.3 et 3.5, la sémantique opérationnelle d’une machine
B événementiel standard est exprimée en termes de systèmes de transitions alors que celle d’une
machine B événementiel probabiliste est exprimée en termes d’une chaîne de Markov discrète.
Nous étendons ces travaux et nous présentons la sémantique opérationnelle d’une machine B évé-
nementiel mixte en termes d’un automate probabiliste. Comme indiqué dans la section 3.5, nous
précisons que notre objectif ne consiste pas à transformer les machines B événementiel mixtes vers
des automates probabilistes et appliquer des techniques de vérification de modèles pour les vérifier.
L’objectif ici consiste à valider l’exactitude de notre approche.

4.4.1 Construction de la sémantique opérationnelle d’une machine B événe-
mentiel mixte

Nous souhaitons définir la sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel mixte en
termes d’un automate probabiliste. Informellement, la sémantique opérationnelle d’une machine B
événementiel mixte M=(v̄,ctx,I(v̄),Init,MEvts,V(v̄)) est exprimée en termes d’un système de transi-
tions probabiliste [[M ]]=(S, Acts, T , s0) dont les états sont obtenus de la même manière que dans
le cas des machines B standard ou des machines B purement probabilistes. Dans la sémantique de
ces machines, la différence majeure avec la sémantique d’une machine B standard et la séman-
tique d’une machine B purement probabiliste concerne les transitions. Nous rappelons que dans la
sémantique d’une machine B standard, les transitions ne sont pas équipées des probabilités et le
choix entre les transitions activables dans un état donné se fait d’une manière non-déterministe.
Dans la sémantique d’une machine B purement probabiliste exprimée en termes de chaînes de Mar-
kov discrètes, les transitions sont équipées des valeurs de probabilités et le choix entre plusieurs
transitions activables dans un état donné est fait d’une manière probabiliste.

Pour l’état initial s0, nous rappelons que nous considérons des machines B événementiel mixtes
avec un événement d’initialisation déterministe. En conséquence, nous obtenons un seul état initial
s0, les valuations des variables dans cet état correspondent aux valuations obtenues après l’exécu-
tion de l’événement d’initialisation.

Dans ce qui suit, nous définissons la sémantique d’une machine mixte. Principalement, nous ex-
pliquons comment nous construisons les transitions. Rappelons qu’une machine mixte contient des
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événements non-déterministes et des événements probabilistes. En général, les gardes des événe-
ments probabilistes s’intersectent avec les gardes des événements standards. Ainsi, il est possible
d’avoir des événements standard et des événements probabilistes qui sont activables en même
temps. Puisqu’une machine mixte contient des événements standard et probabilistes, alors la sé-
mantique correspondante contiendra à la fois des choix non-déterministes et des choix probabi-
listes, plus précisément, un choix non-déterministe entre toutes les transitions activables suivi d’un
choix probabiliste (si nécessaire). Pour qu’on puisse définir la sémantique en termes d’un automate
probabiliste, nous introduisons deux types de transitions probabilistes, nous les présentons dans ce
qui suit.

• Pour les événements standard, et pour chaque valuation des variables obtenues après l’exé-
cution de l’action d’un événement standard, nous avons une transition correspondante qui
est une transition probabiliste annotée avec la valeur de probabilité 1. Ainsi, pour chaque
événement standard, le nombre de transitions correspondantes correspond au nombre de
valuations des variables possiblement obtenues après l’exécution de l’action de l’événement.

• Pour les événements probabilistes, et pour chaque valuation des variables obtenue après
l’exécution de l’action d’un événement probabiliste, nous avons une transition probabiliste
correspondante annotée avec une valeur de probabilité calculée de la même manière que
les transitions probabilistes présentées dans la section 3.5 du chapitre 3. Étant donnée un
état s et un événement ei activable dans l’état s et qui mène le système vers un état s′, nous
rappelons que la probabilité de la transition de s vers s′ par l’intermédiaire de ei est donnée
par :

P (s, ei, s′) = [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)×

∏
x∈V ar(ei)

P ei
s,θ(x, s′)

)

Toutes les transitions correpondantes à des événements probabilistes sont regroupées sous la
même étiquette Prob. La somme des transitions étiquetées par Prob fera bien 1. Ainsi, Prob
définira bien une distribution de probabilité correcte.

Dans un état donné, il y aura un choix non-déterministe entre toutes les transitions probabilistes
correspondantes à des événements standards et l’ensemble des transitions étiquetées par Prob. Il y
aura ensuite un choix probabiliste entre toutes les transitions étiquetées par Prob. Concrétement,
ceci correspond à un choix non-déterministe entre plusieurs distributions de probabilités. Afin
de mieux expliquer la construction des transitions, nous donnons deux exemples de machines B
événementiel mixtes et nous illustrons leur sémantique.

4.4.2 Exemples d’illustration

Exemple1 : cas d’une machine mixte partielle Considérons la machine mixte partielle Exemple1
donnée dans la figure 4.3. Cette machine contient une seule variable x de type entier, x est initiale-
ment initialisée à 0. Elle contient quatre événements : e1, e2, e3 et e4. Les événements e1 et e2 sont
deux événements standard, ils sont activables lorsque la variable x est égale à 0. Les événements
e3 et e4 sont deux événements probabilistes, ils sont activables lorsque la variable x est égale à 2.

Nous détaillons dans la figure 4.4 la sémantique de Exemple1.

• Dans l’état (x=0), deux événements sont activables :

– L’événement e1 mène le système vers l’état (x=1) par une transition annotée avec une
probabilité de 1,

– L’événement e2 possède une substitution non-déterministe x :∈ {2,3}, il mène le sys-
tème vers deux états possibles :
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MACHINE
Exemple1
VARIABLES
x
INVARIANTS
x ∈ NAT
EVENTS
Init =̂

x := 0
end
e1 =̂
when x = 0 then
x := 1
end
e2 =̂
when x = 0 then
x :∈ {2,3}
end

e3 =̂
weight
1
when x = 2 then
x := 4
end

e4 =̂
weight
2
when x = 2 then
x := 4@3/4 ⊕ 5@1/4
end

END

.

FIGURE 4.3 – Une machine B événementiel mixte partielle

x = 0
1 | e2

x = 1 x = 2 x = 3

1 | e1
1 1

2
3 = 2

1+2 |Prob/e4

x = 4 x = 5

1
3 = 1

1+2 |Prob/e3 3
4

1
4

FIGURE 4.4 – Construction détaillée de la sémantique de la machine Exemple1

* si la valeur 2 est choisie pour etre affectée à la variable x, alors la transition corre-
pondante mène le système vers l’état (x=2) et est annotée par la valeur de probabi-
lité 1,

* si la valeur 3 est choisie pour etre affectée à la variable x, alors la transition corre-
pondante mène le système vers l’état (x=3) et est annotée par la valeur de probabi-
lité 1,

Dans l’état (x=2), deux événements sont activables : e3 et e4. Nous expliquons ci-dessous la
construction des transitions correpondantes.

– L’événement e3 a un poids de 1. La probabilité d’exécuter cet événement dans cet état
est 1

3 = 1
1+2 , elle correspond au ratio du poids de e3 divisé par la somme des poids de

e3 et e4. Étant donné que son action est déterministe (x:=4), la transition correspon-
dante mène le système vers l’état avec une valeur de probabilité de 1

3 . Puisque plusieurs
événements probabilistes sont activables dans (x=2), la transition correspondante sera
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étiquetée par Prob/e3.

– L’événement e4 a un poids de 2. La probabilité d’exécuter cet événement dans cet état
est 2

1+2 = 2
3 , elle correspond au ratio du poids de e4 divisé par la somme des poids de

e3 et e4. L’action de cet événement est non-déterministe, il ya donc deux transitions
étiquetées par Prob/e4.

* une qui correspond à l’affectation de la valeur 4 à la variable x et qui est annotée
par la valeur de probabilité de 3

4 .

* une qui correspond à l’affectation de la valeur 5 à la variable x et qui est annotée
par la valeur de probabilité de 1

4 .

La figure 4.5 donne la sémantique de la machine Exemple1 sous forme d’un automate probabiliste.

x = 0

x = 1 x = 2 x = 3

1|e1 1|e2 1|e2

x = 4 x = 5

5
6 = 1

3 + ( 2
3 ×

3
4 )|Prob 1

6 = 2
3 ×

1
4 |Prob

FIGURE 4.5 – Sémantique de la machine Exemple1

Dans l’état (x=0), trois transitions sont activables. La première transition est étiquetée par e1
et annotée par une probabilité de 1. Les deux autres transitions sont étiquetées par e2, et chacune
est annotée par une valeur de probabilité de 1. Le choix entre ces transitions est non-déterministe.
Dans l’état (x=2), deux transitions étiquetées par Prob sont activables. La première annotée par
la valeur de probabilité 5

6 mène le système vers l’état (x=4), elle correspond au regroupement des
transitions de l’état (x=2) vers l’état (x=4) correpondante à l’événement e3 et de (x=2) vers l’état
(x=4) correpondante à l’événement e4 (5

6= 1
3 + (2

3 ×
3
4)). La deuxième annotée par la valeur de

probabilité 1
6 mène le système vers l’état (x=5) (1

6=2
3 ×

1
4). La somme des transitions étiquetées

par Prob est bien égale à 1.

Exemple2 : cas général Considérons la machine B événementiel mixte Exemple2 donnée dans la
figure 4.6. Cette machine contient une seule variable x qui est initialisée à 0. Elle contient quatre
événements, deux non-déterministes e1 et e2 et deux probabilistes e3 et e4. Tous les événements
sont activables dans l’état (x=0). La sémantique correspondante est donnée dans la figure 4.7.
Comme précédemment, Prob regroupe l’ensemble des transitions probabilistes correpondantes aux
événements e3 et e4. Nous remarquons que la somme des probabilités des transitions étiquetées
par Prob est bien égale à 1. Les autres transitions sont annotées par la valeur de probabilité de
1. Dans l’état (x=0), le choix entre ces transitions non-déterministes et l’ensemble de transitions
étiquetées par Prob est un choix non-déterministe.

4.4.3 Sémantique opérationnelle

Nous présentons dans ce qui suit la définition formelle de la sémantique d’une machine B événe-
mentiel mixte en termes de système de transitions probabiliste et nous montrons qu’elle correspond
bien à un automate probabiliste.
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MACHINE
Exemple2
VARIABLES
x
INVARIANTS
x ∈ NAT
EVENTS
Init =̂
x := 0
end

e1 =̂
when x = 0 then
x := 1
end

e2 =̂
when x = 0 then
x :∈ {2,3}
end

e3 =̂
weight
1
when x = 0 then
x := 4
end

e4 =̂
weight
2
when x = 0 then
x := 4@3/4 ⊕ 3@1/4
end

END

.

FIGURE 4.6 – Une machine B événementiel mixte

x = 0

x = 1 x = 2 x = 4 x = 3

1|e1 1|e2

1|e2

5
6 |Prob

1
6 |Prob

FIGURE 4.7 – Sémantique de la machine Exemple2

Définition 7 (Sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel mixte)
La sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel mixte M=(v̄,ctx,I(v̄),Init,MEvts,V(v̄))

est exprimée en termes d’un système de transitions probabiliste [[M ]] = (S, s0,MActs, T ) où :

• S est l’ensemble des états du système, ces états correspondent aux différentes valuations des
variables du système.

• s0 est l’état initial obtenu après l’exécution de l’événement de l’initialisation,

• MActs correspond à l’ensemble des noms des événements non-déterministes ainsi que l’action
Prob (MActs = Actsnd ∪ {Prob}),

• T ⊆ S ×MActs× (S × [0, 1]) est telle que

– (s, e, δ) ∈ T si s ∈ S, e ∈ Actsnd et ∃s′ ∈ [s]Se tel que δ(s′) = 1 et δ(s′′) = 0 ∀ s′′ 6= s′, ou,

– (s, Prob, δ) ∈ T si ∀ s′ ∈ [s]Se, δ(s′) = ∑
e∈Actsp P (s, e, s′) (P est définie dans la section 3.5).
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Dans la proposition suivante, nous montrons que comme prévu, la sémantique opérationnelle d’une
machine B événementiel mixte est un automate probabiliste.

Proposition 2 La sémantique opérationnelle d’une machine B événementiel mixte qui satisfait les
obligations de preuve présentée dans la section 4.3 est exprimée en termes d’un automate probabiliste.

Preuve Nous devons montrer que pour tous les états s ∈ S et (s, e, δ) ∈ T , δ est une distribution
correcte sur S.

• Si e ∈ Actsnd, nous déduisons automatiquement que δ est une distribution correcte à partir
de la définition de δ.

• Dans le cas contraire, nous avons e = Prob et par la Proposition 1, nous avons∑
s′∈S

δ(s′) =
∑
s′∈S

∑
ek∈Actsp

P (s, ek, s′) = 1

4.5 Etude de cas : protocole pair à pair

Modèle mixte Afin d’illustrer notre proposition de B événementiel mixte, commençons par re-
prendre le cas d’étude du protocole pair à pair introduit dans la section 2.5 du chapitre 2. Nous
rappelons que cet étude de cas représente un ensemble de N clients qui essayent de télécharger un
fichier partitionné en K blocs. Le protocole se termine lorsque tous les clients ont réussi à téléchar-
ger tous les blocs. Une description en B événementiel mixte de ce protocole est présentée dans la
machine P2Pm en figure 4.8. Cette machine posséde les mêmes variables, le même invariant ainsi
que les mêmes événements que les machines P2P3 et P2Pp. La seule différence concerne le détail
des événements DLFinished et Start1DL : ces deux événements ne possédent pas de poids, les choix
des valeurs des paramètres est non-déterministe et les actions sont déterministes. Il s’agit donc
d’événements standard alors que les événements Finish1DL et FailureDL sont deux événements pro-
babilistes : les deux sont annotés par des poids, le choix des paramètres est uniforme et l’action de
FailureDL est probabiliste.

Dans la description informelle de ce protocole, il est mentionné que plus le nombre de télé-
chargements effectués augmente, plus la chance qu’une erreur de téléchargement arrive diminue.
Nous avons décidé d’annoter chacun des événements Finish1DL et FailureDL par un poids pour sa-
tisfaire cette contrainte. En effet, en regardant de près les gardes de ces deux événements, nous
constatons visiblement que ces deux événements sont toujours activables simultanément. Le poids
de l’événement Finish1DL est :

card({c7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1

Il représente le nombre de téléchargements effectués.
Le poids de l’événement FailureDL est :

N × K − card({c 7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})

Ce poids représente le nombre de téléchargements qui ne sont pas encore effectués.
Nous déduisons ainsi que plus le nombre de téléchargements effectués augmente, plus le poids

de Finish1DL augmente, et plus le poids de l’événement FailureDL diminue, c’est-à-dire, la probabi-
lité d’exécuter l’événement Finish1DL augmente et la probabilité d’exécuter l’événement FailureDL
diminue.
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MACHINE
P2PM
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧ DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K − 2 × card({c7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
DLFinished =̂
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧ DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end
Start1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = empty ∧ card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c7→k) = incoming})=0
then
DBin(c7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
weight
card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1
any c, b where c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c7→b) := finished
end
FailureDL =̂
weight
N × K − card({c7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c7→b) := empty @4/10 ⊕ incoming @6/10
end
END

FIGURE 4.8 – Une description du protocole P2P en B événementiel mixte
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Sémantique Nous présentons dans la figure 4.5 les étapes initiales de la construction de l’auto-
mate probabiliste correspondant à la machine P2Pm présentée dans la figure 4.8. Pour simplifier la
construction, nous fixons le nombre de clients N ainsi que le nombre de blocs K à 2.
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FIGURE 4.9 – Extrait de l’automate probabiliste du protocole P2P avec N=2 and K=2 (figure à
modifier)

Dans l’état initial s0, l’événement Start1DL est l’unique événement activable. Cet événement
mène vers quatres distributions différentes de probabilité. Étant donné que l’événement Start1DL
est non-déterministe, le choix entre ces distributions est un choix non-déterministe.

Dans l’état s1, trois événements sont activables, FailureDL, Start1DL et Finish1DL. Nous rappelons
que les événements FailureDL et Finish1DL sont probabilistes alors que l’événement Start1DL est
non-déterministe.

À partir de cet état, nous remarquons que cinq transitions sont exécutables, deux transitions
sont annotées par Start1DL et trois sont annotées par Prob. Le choix entre les deux transitions
non-déterministes et les trois transitions annotées par Prob est non-déterministe. Chaque transition
étiquetée par Start1DL est annotée par une valeur de probabilité de 1, c’est-à-dire qu’elle définit
une distribution correcte de probabilité. Trois transitions probabilistes chacune étiquetée par Prob
sont aussi activables dans cet état. En effet, deux événements probabilistes sont activables dans
s1, Finish1DL et FailureDL. Nous regroupons les transitions correspondantes à ces événements sous
l’étiquette Prob. Nous expliquons le calcul de ces probabilités de ces transitions dans ce qui suit.

• Nous considérons la transition qui mène vers l’état s5, cette transition correspond à l’exécu-
tion de l’événement Finish1DL. Le poids de cet événement est :

card({c7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1

Dans l’état s1, aucun client n’a encore commencé le téléchargement d’un bloc, donc ce poids
prend la valeur 1. Comme dans le cas probabiliste, la probabilité d’exécuter cet événement
dans cet état correspond au ratio de son poids divisée par la somme des poids des autres
événements activés dans cet état intermédiaire, cette probabilité est donc 1

4+1 = 1
5 .
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• Nous considérons la transition qui boucle sur l’état s1, cette transition correspond à une
exécution de l’événement FailureDL où incoming est affecté à DBin avec une probabilité de 6

10 .
Le poids de cet événement est

N × K − card({c7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})

Dans s1, ce poids prend la valeur 4. La probabilité d’exécuter cet événement correspond
au ratio de son poids divisé par la somme des poids des autres événements 4

4+1 = 4
5 . La

probabilité ainsi de boucler sur l’état s1 est 4
5 ×

6
10 = 12

25

• Nous considérons la transition qui mène vers l’état s0, cette transition correspond à une
exécution de l’événement FailureDL où empty est choisie. Comme expliqué précédemment, la
probabilité d’excuter cet événement est 4

5 . La probabilité de cette transition est 4
5 ×

4
10 = 16

50

Nous remarquons finalement que la somme des transitions étiquetée par Prob fait bien 1, ce qui
définit une distribution correcte de probabilité.





5
Raffinements probabilistes

5.1 Introduction

Nous rappelons que notre objectif global consiste à introduire des probabilités en B événementiel.
Nous avons présenté précédemment notre proposition de B événementiel purement probabiliste et
de B événementiel mixte. Dans ce chapitre, nous proposons des solutions pour construire de telles
machines dans un processus de développement B événementiel. Classiquement, ce processus est
basé sur le raffinement. Dans [78], les auteurs ont mentionné que la solution la plus efficace pour
intégrer des probabilités dans B événementiel consiste à raffiner (remplacer) toutes les sources
de non-déterminisme par des probabilités. Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs approches
de développement permettant d’intégrer du raisonnement probabiliste en B événementiel. Nous
reprenons dans la figure 5.1 la figure présentée dans l’introduction de ce manuscrit. Nous rappelons
que cette figure présente plusieurs possibilités de développement qui permettent d’introduire des
probabilités au sein du B événementiel. Dans cette figure, l’axe vetical représente l’introduction de
plus de détails dans le modèle alors que l’axe horizontal représente l’introduction des probabilités.
Plusieurs types de machines apparaissent dans cette figure, nous les présentons dans ce qui suit :

• Les machines de l’axe vertical de gauche sont des machines B événementiel standards qui
contiennent uniquement des choix non-déterministes et donc aucune information probabi-
liste (notée Machine non-dét) ;

• Les machines de l’axe vertical de droite sont des machines B événementiel purement proba-
bilistes où tous les choix sont probabilistes (et donc, plus aucun non-déterminisme) (notée
Machine proba) ;

• Les machines dans le centre de la figure sont des machines B événementiel mixtes qui
contiennent à la fois du non-déterminisme et des probabilités (notée Machine mixte).

En fonction du type du système à modéliser, le processus de développement peut rester toujours
dans l’axe vertical de gauche (lorsque le système n’a aucun aspect probabiliste), et se terminer à la
fin de cet axe. Le processus de développement peut aussi passer vers la partie droite et se termine
à la fin de l’axe vertical de droite lorsque le système est purement probabiliste ou au milieu lorsque
le système contient à la fois des aspects probabilistes et non-déterministes.

Plusieurs possibilités (chemins) de développement permettent l’ajout d’informations non-
déterministes ou probabilistes.

81
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Non-déterminisme Probabilités Abstraction
D
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FIGURE 5.1 – Comment introduire des probabilités au sein du B événementiel ?

Supposons par exemple que le système à développer soit purement probabiliste, nous pouvons
commencer à partir d’une machine abstraite non-déterministe, et progressivement, la raffiner par
l’ajout de nouveaux détails jusqu’à l’obtention d’une description complète du système par cette
machine. Finalement, nous remplaçons tous les choix non-déterministes de cette machine par des
choix probabilistes, cette dernière étape s’appelle la probabilisation, elle est présentée par l’axe
horizontal bleu en bas.

Une autre possibilité consiste à partir d’une machine non-déterministe abstraite, et appliquer
la probabilisation sur cette machine obtenant ainsi une machine abstraite purement probabiliste
et après, ajouter des détails probabilistes par raffinement probabiliste comme montré dans l’axe
vertical rouge de droite. Une dernière possibilité consiste à ajouter simultanément des informations
non-déterministes et des informations probabilistes obtenant ainsi des machines B événementiel
mixtes (présentée par l’axe vert), par probabilisation partielle entre autres.

L’application de l’une ou l’autre de ces approches de développement dépend de type système à
modéliser et du niveau du système le comportement probabiliste apparaît.

Pour récapituler, l’introduction des probabilités dans une machine B événementiel peut avoir
lieu de plusieurs façons :

• La probabilisation totale consiste à remplacer tous les choix non-déterministes dans une ma-
chine B événementiel non-déterministe par des informations probabilistes, obtenant ainsi une
machine B événementiel purement probabiliste ;

• La probabilisation partielle consiste à transformer un sous-ensemble d’événements non-
déterministes en un sous-ensemble d’événements probabilistes par remplacement de tous
les choix non-déterministes par des probabilités à l’intérieur de cet ensemble d’événements.
La machine obtenue est une machine B événementiel mixte ;

• L’ajout par raffinement d’événements probabilistes ou déterministes dans une machine B
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événementiel non-déterministe ou probabiliste. La machine obtenue est soit une machine B
événementiel mixte ou probabiliste.

Dans ce chapitre, nous présentons chacune de ces approches de développement. Dans la sec-
tion 5.2, nous présentons le processus de probabilisation (partielle ou totale). Dans la section 5.3,
nous traitons l’introduction de nouveaux événements probabilistes dans une machine B événemen-
tiel probabiliste. Comme en B événementiel, introduire de nouveaux événements par raffinement
nécessite la preuve de convergence de ces événements, nous traitons dans cette section la conver-
gence d’un ensemble d’événements probabilistes. Dans la section 5.4, nous traitons le cas général
d’introduction d’événements probabilistes ou non-déterministes dans une machine B événementiel
de n’importe quel type.

5.2 Probabilisation

Dans cette section, nous présentons une approche consistant à transformer un ensemble d’événe-
ments standard en un ensemble d’événements probabilistes. Nous appelons ce processus probabi-
lisation.

Le résultat de cette opération peut être une machine B événementiel probabiliste ou mixte.
Ce résultat dépend principalement de l’ensemble d’événements probabilisés : si nous appliquons
cette approche sur tous les événements d’une machine, alors la machine obtenue est une machine
purement probabiliste. Si nous appliquons la probabilisation sur un sous ensemble d’événements
d’une machine, alors la machine obtenue est une machine mixte.

La machine obtenue suite à l’application de ce processus possède les mêmes éléments (contextes,
variables, invariants, variants..) que la machine initiale à laquelle ce processus est appliqué. Nous
ne permettons pas l’ajout de nouvelles variables, de nouveaux invariants, de nouveaux contextes,
de nouveaux variants ou de nouveaux événements. Chaque événement de la machine initiale garde
sa structure, nous ne permettons ni l’ajout de nouveaux paramètres, ni la modification de la garde,
ni l’ajout de nouvelles substitutions. La seule différence entre les deux machines consiste en l’ajout
de poids pour tous les événements et la transformation des substitutions non-déterministes en sub-
stitutions probabilistes. Le processus de probabilisation est une sorte de raffinement simplifié, une
machine M’ probabilise une machine M si est seulement si :

1. La machine M’ possède les mêmes variables v̄ que la machine M,

2. La machine M’ possède le mêmes invariant I (v̄) que la machine M,

3. La machine M’ voit les mêmes contextes ctx que la machine M,

4. La machine M’ possède le même événement d’initialisation que la machine M,

5. À l’exception de l’événement d’initialisation, chaque événement de la machine M est contenu
dans l’ensemble d’événements de la machine M’ et modifié comme suit :

(a) Chaque événement de la machine M est annoté par un poids dans la machine M’,
(b) Chaque substitution énumérée non-déterministe qui apparaît dans l’action d’un événe-

ment de la machine M est remplacée par une substitution énumérée probabiliste dans
le même événement dans la machine M’,

(c) Chaque substitution non-déterministe sous forme de prédicat qui apparaît dans l’action
d’un événement de la machine M est remplacée par une substitution probabiliste sous
forme de prédicat dans le même événement dans la machine M’.

Notons que nous n’imposons aucune condition sur les valeurs des probabilités des substitutions.



84 CHAPITRE 5. RAFFINEMENTS PROBABILISTES

5.2.1 Obligations de preuve de faisabilité de la probabilisation

Afin de pouvoir appliquer la probabilisation sur une machine B événementiel classique, cette der-
nière doit satisfaire certaines conditions permettant d’assurer que la machine probabiliste obtenue
soit correcte. Ces conditions sont formalisées par des obligations de preuve, nous les présentons
dans ce qui suit.

Probabilisation des paramètres Afin de pouvoir définir une distribution uniforme discrète sur
l’ensemble des valeurs des paramètres de chaque événement e i de M, cet ensemble doit être fini :

evt/param/proba
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
`
finite ({t̄ | Gi(t̄ , v̄)})

Probabilisation des événements Pour que nous puissions appliquer la probabilisation à un évé-
nement standard e i , les substitutions de son action doivent satisfaire certaines conditions. En
fonction du type de la substitution, une obligation de preuve spécifique est appliquée, nous les
détaillons dans ce qui suit.

1. Probabilisation d’une substitution non-déterministe énumérée. Pour chaque substitu-
tion non-déterministe énumérée x :∈ {E1(t̄, v̄ ),. . ., Ei( t̄ , v̄ ),. . ., En(t̄,v̄)} d’un événement non-
déterministe e i de M, afin de pouvoir définir une distribution discrète de probabilités sur
l’ensemble des expressions {E1(t̄, v̄ ),. . ., Ei( t̄ , v̄ ),. . ., En(t̄,v̄)}, cet ensemble doit être fini :

evt/EnumSub/proba
−−−−−−−−−−−−−−
`
finite (E1(t̄ , v̄ ),. . .,Ei(t̄,v̄),. . .,En(t̄,v̄))

2. Probabilisation d’une substitution non-déterministe sous forme de prédicat. Afin de pou-
voir définir une distribution uniforme discrète sur l’ensemble des valeurs x’ qui rendent le
prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) satisfait, cet ensemble doît être fini :

evt/PredSub/proba
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄)
`
finite (x’ | Qx(t̄,v̄ ,x,x ’))

Lorsque toutes les conditions présentées ci-dessus sont satisfaites, l’ensemble des événements
de la machine M peut être probabilisé.
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5.2.2 Automatisation du processus de probabilisation

Nous notons également qu’il est possible de générer (semi-automatiquement) une machine B évé-
nementiel probabiliste par probabilisation d’une machine B événementiel non-déterministe, ce pro-
cessus consiste à :

1. Générer une nouvelle machine B événementiel qui probabilise la machine M. Cette machine
est purement probabiliste. Comme les variables, les invariants et les contextes sont non mo-
difiées par la probabilisation, ils seront automatiquement inclus dans la machine B événe-
mentiel générée.

2. Probabiliser chaque événement de la machine initiale, c’est-à-dire :

(a) Copier chaque événement de la machine initiale dans la machine B événementiel géné-
rée,

(b) Annoter chaque événement e i par une expression de poids Wi(v̄).
(c) Remplacer chaque substitution non-déterministe énumérée par une substitution proba-

biliste énumérée de la forme :

x := E1(t̄,v̄) @ p1 ⊕ . . . ⊕ Ei(t̄,v̄) @ pi ⊕ . . . ⊕ En(t̄,v̄) @ pn

(d) Remplacer chaque substitution non-déterministe sous forme de prédicat par une substi-
tution probabiliste sous forme de prédicat :

x :⊕Qx(t̄,v̄,x,x′)

Par défaut, le poids prend la valeur 1, mais il peut aussi ensuite être précisé par le dévelop-
peur. De même, les valeurs de probabilité pi prennent par défaut la valeur 1

n
, où n est le nombre

d’expressions dans la substitution. Ces valeurs peuvent être précisées par le développeur.

Note 4 Il est possible d’appliquer la probabilisation sur un sous ensemble d’événements d’une machine
standard et non sur tous ses événements. Nous appelons ce processus la probabilisation partielle. Tou-
tefois, les événements de cet ensemble doivent satisfaire les obligations de preuve présentées ci-dessus.

5.2.3 Étude de cas

Application du processus de probabilisation partielle Afin d’illustrer et d’expliquer le proces-
sus de probabilisation partielle, nous reprenons ici notre cas d’étude du protocole pair-à-pair. La
machine P2P3 présentée dans la figure 2.10 représente une description détaillée du protocole.
Sur cette machine, nous appliquons la probabilisation partielle sur le sous ensemble d’événements
formé seulement des événements Finish1DL et FailureDL. Pour que l’on puisse probabiliser ces deux
événements, nous devons nous assurer qu’ils satisfont les obligations de preuve de faisabilité de
probabilisation. Finish1DL et FailureDL possèdent des paramètres. Pour que l’on puisse probabili-
ser chacun de ses événements, nous devons nous assurer dans un premier temps que l’ensemble
des valeurs des paramètres de chacun de ces événements est fini ((evt/param/proba)). Chacun
de ces événements possède deux paramètres c et b tel que c ∈ 1..N et b ∈ 1..K. Puisque N et K
sont bornés, nous déduisons ainsi que l’ensemble des valeurs des paramètres de chacun de ces
événements est fini. L’événement FailureDL posséde une substitution non-déterministe énumérée
DBin(c7→b) :∈ {empty,incoming}. Évidemment, l’ensemble des expressions de cette substitution est
fini et ainsi l’obligation de preuve (evt/EnumSub/proba) est remplie pour cet événement.

Ces deux événements satisfont les obligations de preuve de faisabilité de probabilisation. Ainsi,
nous pouvons les probabiliser. Nous obtenons alors la machine P2Pm présentée dans la figure 5.2.



86 CHAPITRE 5. RAFFINEMENTS PROBABILISTES

MACHINE
P2Pm
PROBABILISES
P2P3
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧
DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K − 2 × card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = finished})
− card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
DLFinished =̂
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end
Start1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = empty ∧
card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c7→k) = incoming})=0
then
DBin(c 7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
weight
card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := finished
end
FailureDL =̂
weight
N × K − card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = finished})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := empty @ 4/10 ⊕ incoming @ 6/10
end
END

FIGURE 5.2 – Une machine B événementiel mixte du protocole P2P
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Dans la description informelle de ce protocole, il est mentionné que plus le nombre de téléchar-
gements effectués augmente, plus la chance qu’une erreur de téléchargement arrive diminue. Nous
annotons chacun des événements Finish1DL et FailureDL par un poids exprimant cette contrainte.

Nous annotons l’événement Finish1DL par un poids qui représente le nombre de télécharge-
ments effectués, ce poids est donné par :

card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})+1

Nous annotons l’événement FailureDL par un poids qui représente le nombre de téléchargements
qui ne sont pas encore effectués. Ce poids est donné par :

N × K − card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})

Ainsi, plus le nombre de téléchargements effectués augmente, plus le poids de Finish1DL aug-
mente et plus le poids de l’événement FailureDL diminue, c’est-à-dire, la probabilité d’exécuter
l’événement Finish1DL augmente et la probabilité d’exécuter l’événement FailureDL diminue.

Application du processus de probabilisation Nous reprenons ici le même cas d’étude du pro-
tocole pair-à-pair et nous appliquons la probabilisation sur l’ensemble des événements de la ma-
chine. Les événements Finish1DL et FailureDL sont probabilisés comme précédemment. Concernant
DLFinished et Start1DL, ils peuvent également être probabilisés : l’ensemble des paramètres de
l’événement Start1DL est fini, DLFinished n’a pas de paramètres et son action est déterministe.
Nous obtenons ainsi la machine P2Pp présentée dans la figure 5.3.

MACHINE
P2Pp
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧
DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K − 2 × card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = finished})
− card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
DLFinished =̂
weight N × K
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end

.
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Start1DL =̂
weight
N × K − card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = empty ∧
card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c7→k) = incoming})=0
then
DBin(c 7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
weight
card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := finished
end
FailureDL =̂
weight
N × K − card({c 7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = finished})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := empty @4/10 ⊕ incoming @6/10
end

FIGURE 5.3 – Une machine B événementiel purement probabiliste du protocole P2P

Après avoir introduit les approches de probabilisation et de probabilisation partielle, nous in-
troduisons dans la section suivante l’introduction de probabilités en B événementiel par ajout de
nouveaux événements probabilistes.

5.3 Introduction de nouveaux événements par raffinement

Le processus de développement en B événementiel est basé sur le raffinement. L’un des principaux
aspects du raffinement en B événementiel consiste en l’ajout de nouveaux événements comme
présenté dans la section 2.4.3. Dans cette section, nous traitons le raffinement d’une machine B
événementiel probabiliste et nous nous concentrons sur une variante spécifique du raffinement :
l’ajout d’événements probabilistes.

Note 5 Dans cette section, nous notons par convergent un événement qui est introduit par raffinement
dans une machine B événementiel et qui doit converger.

En B événementiel, lorsque l’on ajoute de nouveaux événements, nous devons montrer que leur
introduction n’empêche pas le système de se comporter comme spécifié dans la machine abstraite.
Cela revient à montrer que l’ensemble de ces nouveaux événements introduits par raffinement
converge, c’est-à-dire que les événements de cet ensemble ne s’exécute pas indéfiniment. À un
certain moment, le système doit arrêter d’exécuter de nouveaux événements, afin de revenir au
comportement spécifié dans la machine abstraite. Afin d’assurer cette propriété de convergence
en B événementiel, un variant de type entier est proposé et toutes les valuations des variables
obtenues après l’exécution de l’action de chaque nouvel événement doivent décroître la valeur
de ce variant. Dans le cadre probabiliste, nous ne nous intéressons pas à la convergence mais
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plutôt à la convergence presque certaine. En effet, lorsqu’il sagit de nouveaux événements proba-
bilistes introduits, nous ne prouverons pas que l’ensemble de nouveaux événements converge mais
nous prouverons que cet ensemble converge presque certainement [57, 75], c’est-à-dire converge
avec une probabilité de 1. Prouver la convergence presque certaine d’un ensemble d’événements
probabilistes revient à prouver que la probabilité d’exécuter infiniment ces nouveaux événements
probabilistes est de 0. Autrement dit, ceci consiste à prouver que dans tous les états du système
où de nouveaux événements probabilistes convergent sont activables, la probabilité d’exécuter un
événement non-convergent ou atteindre un état de blocage est de 1.

Dans cette section, nous revenons sur les résultats des travaux de recherche ayant déjà traité
la convergence presque certaine d’un ensemble d’événements en B événementiel. Par la suite,
nous présentons notre proposition comme une adaptation des travaux précédents pour traiter la
convergence presque certaine d’un ensemble d’événements probabilistes.

5.3.1 Convergence presque certaine en B événementiel dans la littérature

Comme mentionnés dans la section 2.7, les travaux de Hallerstede et Hoang [54, 58] ont introduit
un nouveau type de raisonnement en B événementiel appelé Raisonnement probabiliste qualitatif.
Dans cette proposition, les auteurs ont introduit une nouvelle substitution appelée substitution
probabiliste qualitative qui s’écrit :

x :⊕Qx(t̄,v̄,x,x′)
Dans cette substitution, la variable x prend une nouvelle valeur x’ avec une probabilité stricte-

ment positive tel que le prédicat Qx(t̄,v̄ ,x,x ’) sera satisfait. L’objectif de ces travaux est d’introduire
le raisonnement sur la convergence presque certaine d’un ensemble d’événements. Les auteurs ont
considéré un ensemble d’événements dont les actions ne contiennent que des substitutions déter-
ministes ou probabilistes qualitatives. Les auteurs ont étudié la convergence presque certaine de cet
ensemble et ont formalisé des conditions nécessaires pour prouver la convergence presque certaine
par un ensemble d’obligations de preuve : ils ont adapté les obligations de preuve de convergence
classiques du B événementiel et ont ajouté quelques nouvelles obligations de preuve.

• En B événementiel standard, l’obligation de preuve evt/VAR assure pour chaque événement
qui doit converger que toutes les valuations des variables qui sont obtenues après l’exécu-
tion de son action doivent décroître la valeur du variant. Hoang et Hallerstede ont allégé
cette contrainte, ils ont montré dans leur contexte qu’il suffit qu’au moins une valuation des
variables obtenue après l’exécution de son action décroît la valeur du variant. Cela permet
que certaines valuations des variables obtenues après l’exécution de l’action de l’événement
peuvent accroître la valeur du variant ;

• Afin d’empêcher l’augmentation infinie de la valeur du variant, Hallerstede et Hoang ont
imposé une nouvelle contrainte : ils ont introduit une borne maximale U(v̄) et ils ont imposé
que la valeur du variant ne doive jamais dépasser cette borne maximale.

Toutes ces conditions ont été formalisées par des obligations de preuve que nous avons présenté
dans la section 2.7.

5.3.2 Convergence presque certaine dans notre proposition de B événemen-
tiel probabiliste

Nous considérons une machine B événementiel complètement probabiliste, et nous introduisons
un ensemble d’événements probabilistes dans cette machine. Dans cette section, nous étudions
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l’ensemble des conditions permettant de prouver que cet ensemble des nouveaux événements pro-
babilistes converge presque certainement (converge avec une probabilité 1). Nous formalisons ces
conditions par un ensemble d’obligations de preuve. Nous adaptons les obligations de preuve pro-
posées dans les travaux de Hallerstede et Hoang [54, 58] au cas des événements probabilistes
introduits par notre proposition et nous introduisons de nouvelles obligations de preuve.

Nous rappelons que prouver la convergence presque certaine d’un ensemble d’événements pro-
babilistes revient à prouver que, dans tous les états de la machine où au moins un de ces événe-
ments est activable, la probabilité d’exécuter un événement non-convergent ou d’atteindre un état
de blocage est de 1 (la probabilité d’exécuter infiniment des événements probabilistes convergents
est 0).

Dans notre proposition, nous avons remplacé le choix non-déterministe entre les événements
activables dans une même valuation des variables par un choix probabiliste. Ce remplacement in-
duit des modifications sur la condition de la décroissance du variant formalisée par l’obligation de
preuve (evt/VAR) dans [54, 58]. En effet, lorsque le choix entre les événements activables dans
la même valuation des variables est non-déterministe, nous devons montrer pour tous les événe-
ments activables dans cette valuation que chacun possède au moins une valuation des variables
obtenue après son exécution qui fait décroître le variant. Lorsque le choix est probabiliste, chaque
événement s’exécute avec une valeur de probabilité strictement positive. Il suffit alors que dans
chaque valuation des variables où au moins un événement probabiliste est activable qu’il existe
une valuation des variables obtenue après l’exécution de l’un de ces événements qui décroît la
valeur du variant. Ainsi, il suffit de prouver qu’au moins un événement probabiliste possède une
valuation des variables qui décroît la valeur du variant. De cette manière, la probabilité globale de
décroitre le variant est strictement supérieure à zéro.

Nous simplifions ainsi l’obligation de preuve (evt/VAR) donnée en [54, 58] afin qu’elle prenne
en compte cette nouvelle contrainte.

Afin d’empêcher l’augmentation infinie du variant, nous imposons comme dans [54] que le
variant soit borné par une borne maximale. Afin de simplifier notre raisonnement, nous imposons
que la borne supérieure soit une constante U et ne dépendant pas des variables de la machine. Nous
expliquons plus loin comment étendre ce raisonnement à une borne non fixe U(v̄) qui dépend des
variables de la machine.

Nous présentons dans ce qui suit les oligations de preuve correspondantes à ces conditions.

Convergence presque-certaine Cette obligation de preuve assure que, dans toutes les valuations
des variables où au moins un des événements probabilistes convergents est activable, il doit exister
au moins une valuation des variables v̄ ’ obtenue après l’exécution de l’un de ces événements qui
décroît le variant (les événements de i+1 jusqu’à n sont convergents).

machine/pVar
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧ ((Gi(t̄ , v̄) ∧ Wi(v̄) > 0)∨ . . .∨(Gn(t̄,v̄) ∧ Wn(v̄) > 0))

`

(∃ v̄ ’. Gi(t̄ , v̄) ∧ Wi(v̄) > 0 ∧ SPi(t̄,v̄,v̄’) ∧ V(v̄’) < V(v̄))

∨ . . .∨.

(∃ v̄ ’. Gn(t̄,v̄) ∧ Wn(v̄) > 0 ∧ SPn(t̄,v̄,v̄’) ∧ V(v̄’) < V(v̄))
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Variant minoré Cette obligation de preuve assure que chaque événement probabiliste convergent
e i n’est activable que lorsque le variant est minoré.

evt/var/pNAT
−−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄) ∧
Wi(v̄) > 0
`
V(v̄) ∈ NAT

Variant majoré Cette obligation de preuve assure que chaque événement probabiliste convergent
e i n’est activable que lorsque le variant est majoré par une borne maximale U.

evt/pBOUND
−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄) ∧
Wi(v̄) > 0
`
V(v̄) ≤ U

Nous traitons des systèmes à nombre infini d’états, les obligations de preuve (evt/var/pNAT), (ma-
chine/pVar) et (evt/pBOUND) présentées ci-dessus ne sont pas suffisantes en général pour prouver
que la probabilité d’exécuter fatalement un événement non-convergent ou d’atteindre un état de
blocage est 1. Par définition d’une substitution probabiliste énumérée et d’une substitution proba-
biliste sous forme de prédicat, le nombre de valuations des variables qui peuvent être obtenues
suite à l’exécution d’un événement probabiliste donné est toujours fini. Cependant, les poids des
événements ainsi que les choix des paramètres peuvent rendre la probabilité de décroître le variant
infinimement petite. Ce problème est dû au fait que les poids des événements probabilistes ainsi
que les valeurs des paramètres ne sont pas bornés : si les valeurs de ces poids augmentent infi-
niment, la probabilité de décroitre le variant peut diminuer infiniment. Afin d’illustrer cet aspect,
nous présentons dans ce qui suit deux exemples de machines B événementiel avec des poids non
bornés et un nombre de valeurs de paramètres qui n’est pas fini dans lequelles nous allons montrer
que la convergence presque certaine n’est pas assurée.

Exemple 1 : Nécessité de borner les poids des événements Nous montrons à travers un
exemple d’une machine B événementiel probabiliste la nécessité de majorer les poids des évé-
nements probabilistes convergents afin d’assurer leur convergence presque certaine. Considérons
la machine B événementiel probabiliste M1 présentée dans la figure 5.4.

Cette machine possède deux variables x et y et trois événements evt1, evt2 et evt3. Les événe-
ments evt1 et evt2 sont convergents. Le variant de cette machine est x et une borne possible de ce
variant est clairement U=2. Un extrait de la sémantique opérationnelle de M1 est présenté dans la
figure 5.5. Dans chaque état de la figure, les valeurs sont données par (x, y).
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MACHINE
M1
VARIABLES
x, y
INVARIANTS
x ∈ NAT ∧ y ∈ NAT
VARIANT
x
EVENTS
Init =̂
begin
x := 1
y := 2
end
evt1 =̂
convergent
weight 1
when 0 < x ≤ 2 then
x := x−1
y := 2∗y
end

evt2 =̂
convergent
weight y−1
when 0 <x ≤ 1 then
x := x+1
end

evt3 =̂
weight 1 when x = 0 then
x := −1
y := −1

end

END

FIGURE 5.4 – Machine B événementiel probabiliste M1

En regardant la sémantique de M1, nous remarquons que dans les états où x=1, uniquement
les événements convergents evt1 et evt2 sont activables, la probabilité de choisir l’événement evt1
dans ces états est 1

y
alors que la probabilité de choisir l’événement evt2 est y−1

y
. Dans les états où

x = 2, uniquement l’événement evt1 peut être activable avec une probabilité 1. Dans les états où
x=0, le seul événement activable est l’événement non convergent evt3.

Clairement, la machine M1 satisfait les obligations de preuve (machine/pVAR), (evt/var/pNAT)
et (evt/var/pBOUND). Cependant, la probabilité de finir par exécuter fatalement l’événement non
convergent evt3 est strictement inférieure à 1 à partir de tous les états où x > 0 car la probabilité
de décroitre le variant diminue infiniment à partir des états où x = 1 lorsque y augmente. Cette
probabilité reste positive dans tous les états. Nous calculons la probabilité de finir par choisir
l’événement evt3 à partir de l’état initial où x = 1 et y = 2. Cette probabilité est égale à la somme
de :
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FIGURE 5.5 – Extrait de la sémantique opérationnelle de M1
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(1) la probabilité d’exécuter l’événement evt1 à partir de l’état (1, 2),

(2) la probabilité d’atteindre l’état (1, 4) et exécuter l’événement evt1 à partir de l’état (1, 4),

(3) la probabilité d’atteindre l’état (1, 8) et exécuter l’événement evt1 à partir de l’état (1, 8),

(4) . . .

Clairement, (1) est égale à 1
2 , (2) est égale à 1

2 ·
1
4 = 1

8 , (3) est égale à 1
2 ·

3
4 ·

1
8 <

1
16 et généralement,

la probabilité d’atteindre l’état (1, 2i) avec i > 2 et exécuter l’événement evt1 à partir de cet état est
strictement inférieure à 1

2i+1 .
En conséquence, la probabilité de fatalement exécuter l’événement evt3 à partir de l’état initial

est strictement inférieure à

1
2 +

∞∑
i=2

1
2i+1 = 3

4
Ainsi, M1 ne converge pas presque certainement.
Le problème montré ici est une conséquence directe du fait que les poids des événements

convergents evt1 et evt2 ne sont pas bornés. Ainsi, si ces poids augmentent infiniment, la probabilité
de décroître le variant peut diminuer infinimement et être de plus en plus petite.

Exemple 2 : nécessité de borner le nombre de valeurs de paramètres Nous présentons ici
par l’intermédiaire d’une machine B événementiel probabiliste la nécessité de borner le nombre de
valeurs des paramètres d’un événement probabiliste convergent. Nous présentons dans la figure 5.6
la machine M2, un extrait de sa sémantique correspondante exprimée en termes de chaîne de
Markov discrète est présentée dans la figure 5.7.

MACHINE
M2

VARIABLES
x
y
INVARIANTS
x ∈ NAT
y ∈ NAT
variant
x
EVENTS

Init =̂
then
x := 1
y := 1
end
evt1 =̂
convergent
weight 1
any t where
t ∈ {1.. 2y} ∧ 0 < x ≤ 1

then
x:⊕((t = 1 ∧ x’− x+t = 0) or
(2 ≤ t ≤ 2y ∧ x’−x−1 = 0))
y := y+1
end

evt2 =̂
convergent
weight 1
when x = 2 then
x := x−1
end

evt3 =̂
weight 1
when x = 0 then
x := −1
y := −1
end
END

FIGURE 5.6 – Machine B événementiel probabiliste M2
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FIGURE 5.7 – Extrait de la sémantique opérationnelle de M2

Cette machine ressemble à la machine de l’exemple précédent. Nous remarquons que la proba-
bilité d’exécuter fatalement un événement non convergent evt3 à partir de l’état initial est stricte-
ment inférieur à 3

4 . Dans la machine M1, ce sont les poids des événements probabilistes convergents
qui sont à l’origine de la décroissance infinie de la valeur de la probabilité de décroître le variant.
C’est le choix des valeurs des paramètres des événements probabilistes convergents qui sont à
l’origine de la décroissance infinie de la valeur de la probabilité de décroître le variant.

Les deux exemples donnés précédemment nous montrent la nécessité de borner les valeurs des
poids et le nombre de valeurs des paramètres. Nous formalisons ainsi ces deux contraintes ajoutées
sur les poids et les valeurs des paramètres par des nouvelles obligations de preuve.

Nouvelles obligations de preuve Nous formalisons les conditions sur les poids des événements
probabilistes convergents et le nombre de valeurs des paramètres des événements probabilistes
convergents présentées dans l’exemple 1 et l’exemple 2 par deux nouvelles obligations de preuve.
Informellement, ces deux obligations de preuve assurent que la probabilité de décroitre le va-
riant ne peut pas décroître infiniment en imposant que le poids de chaque événement probabiliste
convergent soit borné par une constante BW et que le nombre des valeurs possibles des paramètres
de chaque événement probabiliste convergent soit aussi borné par une constante BP. Afin de sim-
plifier notre raisonnement, nous imposons que les bornes maximales soient des constantes. Nous
expliquons plus loin dans ce manuscrit comment étendre notre raisonnement au cas des bornes
variables BW(v̄) et BP(v̄). Nous présentons ces deux obligations de preuve dans ce qui suit.

• Poids borné. Cette obligation de preuve assure que la valeur du poids de chaque événement
probabiliste convergent e i est majoré par une constante BW.

evt/wght/BOUND
−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄)
`
Wi(v̄) ≤ BW
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• Nombre de valeurs des paramètres borné. Cette obligation de preuve assure pour chaque
événement probabiliste convergent e i que le nombre de valeurs de ses paramètres est majoré
par une constante BP.

evt/param/BOUND
−−−−−−−−−−−−
I (v̄)
`
card({t̄ | Gi(t̄ , v̄)}) ≤ BP

Preuve de convergence. Nous montrons par la suite que les obligations de preuve présentées
dans cette section sont suffisantes pour montrer la convergence presque certaine d’un ensemble
d’événements probabilistes convergents donné.

Théorème 1 Soit M=(v̄,I(v̄),V(v̄),PEvts, Init ) une machine B événementiel probabiliste et soit
PEvtsc ⊆ PEvts un ensemble d’événements probabilistes convergents. Si les événements de PEvtsc
satisfont les obligations de preuve (evt/var/pNAT), (machine/pVar), (evt/var/pBOUND), (evt/wght/-
BOUND) et (evt/param/BOUND), alors l’ensemble PEvtsc converge presque certainement.

Preuve

Soit M=(v̄,I(v̄),V(v̄),PEvts, Init ) une machine B événementiel probabiliste. Soit Evts=Evtsnc ∪ Evtsc
la partition de l’ensemble d’événements Evts en le sous-ensemble d’événements non convergents
Evtsnc= e1 . . . ei et le sous-ensemble d’événements convergents Evtsc= ei+1 . . . en (1 ≤ i ≤ n).

Nous allons montrer que si les événements de Evtsc satisfait les obligations de preuve rappelées
ci-dessous, alors les événements de Evtsc convergent presque certainement (avec une probabilité
1).

1. evt/var/pNAT
∀e ∈ Evtsc.I(v̄) ∧We(v̄) > 0 ∧Ge(t̄, v̄) ` V (v̄) ∈ NAT

2. evt/pBOUND
∀e ∈ Evtsc.I(v̄) ∧We(v̄) > 0 ∧Ge(t̄, v̄) ` V (v̄) ≤ U

3. evt/wght/BOUND
∀e ∈ Evtsc.I(v̄) ∧Ge(t̄, v̄) ` W (v̄) ≤ BW

4. evt/param/BOUND
∀e ∈ Evtsc.I(v̄) ` card({t̄|Ge(t̄, v̄)}) ≤ BP

5. machine/pVar

I(v̄) ∧ (Gi+1(t̄, v̄) ∨ ... ∨Gn(t̄, v̄)) ` (∃v̄′.Wi+1(v̄) ∧Gi+1(t̄, v̄) ∧ SPi+1(t̄, v̄) ∧ V (v̄′) < V (v̄)) ∨ ...
∨(∃v̄′.Wn(v̄) ∧Gn(t̄, v̄) ∧ SPn(t̄, v̄) ∧ V (v̄′) < V (v̄))

Nous rappelons que prouver que Evtsc converge presque certainement consiste à prouver que
dans toutes les valuations des variables de M où au moins un événement convergent est activable,
la probabilité d’exécuter fatalement un événement non convergent ou d’atteindre un blocage est
égale à 1.
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Afin de prouver ce résultat, nous considérons une version modifiée de la sémantique de M et
nous utilisons des résultats classiques sur les chaines de Markov discrètes infinies [74] afin de
montrer que la probabilité d’atteindre un ensemble d’états donné à partir de tous les états où des
événements non convergents sont activables est de 1.

Pour différencier l’ensemble des événements probabilistes convergents de l’ensemble des évé-
nements probabilistes non convergents, nous proposons une version modifiée de la sémantique
de M. Dans cette nouvelle version modifiée, tous les états sont dupliqués afin de "mémoriser" le
dernier événement exécuté.

Formellement, considérons la machine B événementiel probabiliste M=(v̄,I(v̄),V(v̄),PEvts, Init )
et soit [[M ]] = (S, s0,Acts, P ) la sémantique correspondante à M. Nous construisons la chaîne de
Markov discrète [[M ]]′ = (T, t0,Acts, P ′) où :

• T ⊆ S × (Acts ∪ {ε}) est l’ensemble des états étendus. Ces états sont des paires (s, a) où s est
un état de [[M ]] et a est une action (le nom d’un événement),

• t0 = (s0, ε) est l’état initial,

• P ′ est telle que P ′((s, a), e, (s′, b)) = P (s, e, s′) si e = b et 0 dans le cas contraire pour toute
action a. Nous rappelons que pour un événement probabiliste e i , la fonction de probabilité
P définie dans la section 3.5 est donnée par :

P (s, ei, s′) = [s]Wi(v̄)∑
ej∈Acts(s)[s]Wj(v̄) ×

∑
θ∈T eis

(
PT eis (θ)×

∏
x∈V ar(ei)

P ei
s,θ(x, s′)

)

Nous pouvons constater que Evtsc converge presque certainement si et seulement si la proba-
bilité d’atteindre fatalement un état de blocage ou un état étendu de la forme t = (s, e) où e est un
événement non convergent est égale à 1 dans [[M ]]′ à partir de tous les états étendus où certains
événements convergents sont activables.

Puisque [[M ]] possède un ensemble infini d’états, montrer un tel résultat n’est pas simple. Afin
de le prouver, nous exploitons des résultats classiques sur les chaines de Markov discrètes. Particu-
lièrement, nous utilisons la propriété de Global Coarseness introduite par Mayr et al. [74].

Formellement, soit une chaîne de Markov discrèteM = (S, s0,Acts, P ) et soit un sous-ensemble
d’états F ⊆ S. La chaîne de Markov M est "globally coarse" vis-à-vis du sous-ensemble F si et
seulement si, il existe une borne minimale α > 0 telle que pour tous les états s ∈ S, la probabilité
d’atteindre fatalement F à partir de s est égale à 0 ou supérieure ou égale à α. Dans [74], les
auteurs ont montré qu’une chaîne de Markov discrète M est "globally coarse" vis-à-vis du sous-
ensemble F , si la probabilité d’atteindre fatalement le sous-ensemble F ou un sous-ensemble (F̃ )
à partir duquel il n’est pas possible d’atteindre F est égale à 1 à partir de tous les états deM.

Dans ce qui suit, nous appliquons ce résultat sur la chaîne de Markov [[M ]]′ afin de prouver que
Evtsc converge presque certainement. Nous procédons à cette preuve comme suit :

(a) Nous commençons par introduire les notations qui vont être utilisées tout au long de la
preuve

(b) Nous proposons une partition des états étendus T de [[M ]]′ et nous introduisons notre sous-
ensemble F ⊆ T

(c) Nous montrons que tous les états de la partition de T satisfont la propriété de "global coarse-
ness vis-à-vis de F .

(d) Nous montrons finalement que l’ensemble F̃ est vide et nous concluons.

Nous détaillons dans ce qui suit chacune de ces étapes énnoncées précédemment :
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(a) Nous considérons dans la suite de cette preuve les notations suivantes :

• Dans la chaîne de Markov [[M ]]′, nous partitionnons l’ensemble des actions (noms des
événements) comme suit : Acts = Actsnc ∪ Actsc où Actsnc est le sous-ensemble d’ac-
tions correspondantes aux événements probabilistes non convergents et Actsc est le
sous-ensemble d’actions correspondantes aux événements probabilistes convergents.

• Étant donné un état étendu t et un sous-ensemble d’états G ⊆ T , nous dénotons par
P(t |= ♦G) la probabilité de fatalement atteindre G à partir de t.

• Étant donné un prédicat P et un état étendu t = (s, a) de [[M ]]′, nous écrivons P(t) pour
l’évaluation de P dans l’état s.

• Étant donné un état étendu t = (s, a) ∈ T , nous dénotons par Acts(t) le sous-ensemble
d’événements activables dans l’état s. De manière similaire, nous dénotons par Actsc(t)
l’ensemble des événements probabilistes convergents activables dans l’état s et par
Actsnc(t) l’ensemble des événements probabilistes non convergents activables dans l’état
s.

• Étant donné un ensemble d’événements E et un état t = (s, a) ∈ T , nous dénotons par
W t(E) la somme des poids des événements de E qui sont activables dans l’état s.

• Étant donné un état t = (s, a) ∈ T , nous dénotons par Succ(t) l’ensemble des états
étendus qui sont atteignables à partir de t :

Succ(t) = {t′ ∈ T |∃e ∈ Acts(t).P ′(t, e, t′) > 0}

• Étant donné une exécution finie σ = t0, e0, t1, . . . , tn−1, en−1, tn de [[M ]]′, la longueur de σ
est dénoté par L(σ), et elle est égale au nombre de transitions exécutées dans σ. Pour le
cas ci-dessus de σ, L(σ) = n.

Nous utilisons également toutes les notations introduites dans la section 3.5 du chapitre 3.

(b) Nous introduisons maintenant les ensembles suivants des états étendus T :

• T1 = {t = (s, a) ∈ T | ∃e ∈ Evtsc,∃θ ∈ T es , Ge(s, θ) ∧ ∀e′ ∈ Evtsnc,∀θ ∈ T e
′

s , ¬Ge′(s, θ)}
est l’ensemble des états étendus où seulement les événements convergents peuvent être
activables.

• T2 = {t = (s, a) ∈ T | ∃e ∈ Evtsc,∃θ ∈ T es , Ge(s, θ) ∧ ∃e′ ∈ Evtsnc,∃θ ∈ T e
′

s , Ge′(s, θ)} est
l’ensemble des états où des événements convergents et non convergents peuvent être
activables.

• T3 = {t = (s, a) ∈ T | ∀e ∈ Evtsc,∀θ ∈ T es ,¬Ge(s, θ)} est l’ensemble des états où aucun
événement convergent n’est activable.

• T4 = {t = (s, a) ∈ T | a ∈ Evtsnc} est l’ensemble des états atteignables après l’exécution
d’un événement non convergent.

Nous pouvons constater que T = T1 ∪ T2 ∪ T3 définit une partition de T . L’ensemble Evtsc
converge presque certainement si nous atteignons un état dans l’ensemble F = T3 ∪T4. Nous
définissons ainsi notre ensemble destination par F = T3∪T4. Comme en [74], nous dénotons
par F̃ le sous ensemble d’états de T à partir desquels il n’est pas possible d’atteindre F . Nous
montrons par la suite que F̃ est vide.

(c) Nous montrons maintenant que tous les états étendus des ensembles T1, T2 et T3 satisfont
la "global coarseness property" vis-à-vis de l’ensemble F , c’est-à-dire, il existe une borne mi-
nimale α > 0 telle que pour chaque état étendu t ∈ T , la probabilité d’atteindre fatalement
l’ensemble F est égale à 0 ou supérieure ou égale à α.
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• Nous commençons par les états dans T2. Soit t2 = (s2, a) ∈ T2. Soit F2 le sous ensemble
d’états qui sont atteignables à partir de l’état t2 par l’intermediaire d’un événement non
convergent. Trivialement, F2 ⊆ T4 ⊆ F . Formellement,

F2 = {t′ = (s′, a′) ∈ T | t′ ∈ Succ(t2) ∧ a′ ∈ Actsnc}

Par définition de T2, au moins un événement convergent est activable dans t2. Ainsi, nous
avons W t2(Actsc) > 0. De manière similaire, au moins un événement non convergent
peut être activable dans t2 et ainsiW t2(Actsnc) > 0. Ainsi,W t2(Acts) > 0. Nous rappelons
que la probabilité d’une transition (t2, e, t′) où e ∈ Actsnc(t2) et t′ = (s′, e) ∈ F2 est
donnée par :

P ′(t2, e, t′) = P (s2, e, s
′) = We(s2)

W s2(Acts) ×
∑
θ∈T es2

[
PT es2

(θ)×
∏

x∈V ar(e)
P e
s2,θ(x, s

′)
]

Par définition, tous les événements non convergents e mènent le système vers des états
dans F2 indépendamment du choix probabiliste effectué dans l’action de e. Ainsi :

∑
e∈Actsnc(s2),t′∈F2

P (t2, e, t′) =
∑

e∈Actsnc(s2)

We(s2)
W s2(Acts) × 1

Ainsi, la probabilité de fatalement atteindre le sous-ensemble F2 à partir de l’état t2
est supérieure à W s2 (Actsnc)

W s2 (Acts) . Nous montrons maintenant par contradiction qu’il existe
α2 > 0 elle que ∀t2 ∈ T2,P(t2 |= ♦F2) ≥ α2.
Supposons le contraire, c’est-à-dire. ∀α2 > 0,∃t2 ∈ T2 s.t P(t2 |= ♦F2) < α2.
Soit α2 telle que ( 1

α2
− 1) > BW × card(Actsc). Il doit exister un état t2 = (s2, a) ∈ T2

telle que P(t2 |= ♦F2) < α2. Par le résultat présenté ci-dessus, nous savons que P(t2 |=
♦F2) ≥ W s2 (Actsnc)

W s2 (Acts) . En conséquence, nous devons avoir :

W s2(Actsnc)
W s2(Acts) < α2

Rappelons que W s2(Acts) = W s2(Actsnc) +W s2(Actsc). Ainsi,

W s2(Acts)
W s2(Actsnc)

= 1 + W s2(Actsc)
W s2(Actsnc)

>
1
α2

En conséquence,

W s2(Actsc) > W s2(Actsnc) · (
1
α2
− 1)

Par définition de T2, nous avons W s2(Actsnc) ≥ 1, ainsi

W s2(Actsc) > ( 1
α2
− 1)

Finalement, par définition de α2, nous avons W s2(Actsc) > BW × card(Actsc), ce qui est
clairement en contradiction avec l’obligation de preuve event/wght/BOUND.
Nous pouvons ainsi conclure qu’il existe α2 > 0 telle que ∀t2 ∈ T2,P(t2 |= ♦F2) ≥ α2.

• Nous passons maintenant aux états qui sont dans T1 : nous montrons qu’il existe α1 tel
que pour tous les états étendus t1 ∈ T1,P(t1 |= ♦F ) ≥ α1.

Nous rappelons que la fonction de probabilité de [[M ]]′ est donnée comme suit : Pour
tout t1 = (s1, a) ∈ T1, e ∈ Acts, et t′ = (s′, a) ∈ T , nous avons
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P (t1, e, t′) = P (s1, e, s
′) = We(s1)

W s1(Acts) ×
∑
θ∈T es1

[
PT es1

(θ)×
∏

x∈V ar(e)
P e
s1,θ(x, s

′)
]

Puisque t1 ∈ T1, cette expression peut être supérieure à zéro si e est un événement
convergent. Dans ce cas, l’obligation de preuve event/wght/BOUND assure queW s1(Acts) ≤
BW · card(Actsc). Ainsi, pour tous les événements convergents activables dans t1, nous
avons We(s1)

W s1 (Acts) ≥
1

BW ·card(Actsc) .

De plus, l’obligation de preuve event/param/BOUND assure que le nombre des valeurs des
paramètres qui satisfont la garde de l’événement e dans l’état s1 est majoré par BP. En
conséquence,

∑
θ∈T es1

[
PT es1

(θ)×
∏

x∈V ar(e)
P e
s1,θ(x, s

′)
]
≥ 1
BP
×

∑
θ∈T es1

[ ∏
x∈V ar(e)

P e
s1,θ(x, s

′)
]

Finalement, puisque les valeurs de probabilité à l’intérieur des substitutions probabilistes
(P e

x (E)) sont constantes et finies, il existe une valeur minimale β > 0 telle que pour tout
t1 = (s1, a) ∈ T1, e ∈ Actsc, et t′ = (s′, e) ∈ T , telle que P (t1, e, t′) > 0, nous avons

∑
θ∈T es1

[ ∏
x∈V ar(e)

P e
s1,θ(x, s

′)
]
≥ β

En conséquence, il existe une valeur minimale γ > 0 telle que P ′(t1, e, t′) ≥ γ pour tout
t1 ∈ T1, e ∈ Actsc, et t′ ∈ T telle que P ′(t1, e, t′) > 0.
Soit t0 = (s0, aO) ∈ T1 un état étendu. Par définition de T1 et à cause des obligations
de preuve event/pBOUND, event/var/pNAT et machine/pVar, la valeur du variant dans t0
est comprise entre 0 et U et il doit exister une transition qui mène le système vers un
état étendu t1 = (s1, a1) telle que V (t1) < V (t0). Nécessairement, nous avons t1 ∈ T1 ou
t1 ∈ T2 ou t1 ∈ T3, ainsi, il doit exister une exécution finie σ = t0, e0, t1, . . . , tn−1, tn−1, tn
avec tn ∈ T2 ∪ T3 et ∀i < n, ti ∈ T1 et L(σ) ≤ U + 1.
Si tn ∈ T3 ⊆ F , alors P(t0 |= ♦F ) ≥ γU+1. Autrement, nous avons tn ∈ T2 et P(tn |=
♦F ) ≥ α2, ainsi, P(t0 |= ♦F ) ≥ α2 · γU+1.

En conséquence, étant donné α2 ≤ 1, nous avons γU+1 ≥ α2 · γU+1 et il existe α1 =
α2 · γU+1 > 0 tel que pour tous les états étendus t1 ∈ T1,P(t1 |= ♦F ) ≥ α1.

• Finalement, étant donné que T3 ⊆ F , nous avons P(t3 |= ♦F ) = 1 pour tous les états
étendus t3 ∈ T3.

Ainsi, nous concluons que [[M ]]′ est “globally coarse” vis-à-vis l’ensemble d’états F . En consé-
quence, ∀t ∈ T,P(t |= ♦F ∨ ♦F̃ ) = 1.

(d) Nous avons montré précédemment que pour tous les états étendus dans T1, T2 ou T3, nous
avons P(t |= ♦F ) > 0. Puisque T = T1 ∪ T2 ∪ T3, F̃ est donc nécessairement vide.

Puisque [[M ]]′ est “globally coarse” vis-à-vis de l’ensemble F et que l’ensemble F̃ est vide, nous
avons que pour tous les états étendus t ∈ T , la probabilité d’atteindre fatalement l’ensemble
destination F est 1. En conséquence, la probabilité d’atteindre fatalement un état de blocage
ou un état de la forme t = (s, e) où e est un événement non convergent est égale 1 à partir de
tous les états (étendus) où des événements convergent sont activables, ce qui conclut notre
preuve �.
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Cas particulier de bornes maximales variables Nous avons proposé un ensemble d’obligations
de preuve suffisant pour prouver qu’un ensemble d’événements probabilistes converge presque cer-
tainement. Dans cette proposition, nous avons considéré que les bornes maximales pour la valeur
du variant U, pour la valeur du poids d’un événement convergent BW et pour la valeur du nombre
de paramètres d’un événement convergent BP étaient toutes des constantes. Nous avons opté pour
ce choix principalement pour des raisons de simplicité. Cependant, tout le raisonnement présenté
précédemment peut être étendu au cas où ces bornes sont des fonctions dépendant des variables
de la machine comme dans [54], c’est à dire une fonction BW(v̄) pour les valeurs des poids, une
fonction U(v̄) pour la valeur du variant et une fonction BP(v̄) pour le nombre de valeurs de para-
mètres. Dans ce cas, il est cependant nécessaire, que chaque événement probabiliste convergent
ne fasse pas décroître la valeur de chacune de ces bornes.

5.3.3 Étude de cas : convergence presque certaine dans le protocole P2P

Revenons à notre étude de cas du protocole pair à pair. Dans la section 2.5, nous avons présenté
la machine P2P3 qui donne une description détaillée de ce protocole. Cette machine est obtenue
après l’ajout de l’événement FailureDL dans la machine P2P2. Comme expliqué dans la section 2.5,
l’événement FailureDL ajouté par raffinement dans P2P2 ne converge pas car son action ne décroit
pas le variant, et ainsi cette étape de raffinement n’est pas correcte. De plus, prouver la convergence
de l’événement FailureDL permet non seulement de prouver la correction du raffinement mais
aussi de prouver la terminaison du protocole. En effet, puisque l’événement Start1DL représente
le déclenchement du téléchargement d’un bloc par un client, l’événement Finish1DL représente la
finalisation de téléchargement d’un bloc par un client et l’événement FailureDL représente l’échec
de téléchargement d’un bloc par un client, nous concluons que la démonstration de la convergence
de ces événements permet de montrer la terminaison du protocole. Si l’un de ces événements ne
converge pas alors le protocole ne termine pas.

Nous présentons dans la figure 5.8 plusieurs processus de développement B événementiel qui
pourraient permettre la résolution de ce problème de convergence. La première possibilité consiste
à ajouter une version probabiliste de FailureDL dans la machine P2P2 obtenant ainsi la machine
P2Pm et d’étudier la convergence presque certaine de cet événement. Cependant, nous montrons
que cet événement ne converge pas presque certainement. La deuxième possibilité consiste à partir
de la machine P2P1, de la raffiner par une machine P2P1’ dans laquelle nous ajoutons la variable
DBin. Nous raffinons par la suite la machine P2P1’ par ajout simultané des événements Start1DL,
Finish1DL et FailureDL dans leur version probabiliste. La machine obtenue est P2P1’’, et nous mon-
trons dans ce cas que cet ensemble d’événements converge presque certainement et que le proto-
cole termine. Cependant, dans cette machine, le téléchargement progressif des blocs par les clients
peut s’arrêter à tout instant et l’événement AllDL finit le téléchargement en une seule opération.
Nous raffinons par la suite l’événement AllDl par l’événement DLFinished comme présenté dans la
section 2.5.3. La machine obtenue est alors P2PM .

Notons que nous aurions pu raffiner directement la machine P2P1 par la machine P2P1’’ sans
passer par la machine intermédiaire P2P1’, mais nous avons opté pour ce choix car notre propo-
sition de raffinement probabiliste dans le B événementiel probabiliste ne traite pas actuellement
l’ajout de nouveaux événements probabilistes et le raffinement de données en même temps. De
même, nous ne pouvons pas en même temps ajouter simultanément les événements Start1DL,
Finish1DL et FailureDL dans leur version probabiliste et raffiner AllDL par DLFinished car nous
avons seulement étudié l’ajout de nouveaux événements probabilistes sans raffinement d’autres
événements. L’ajout de nouveaux événements probabilistes avec le raffinement de données ou le
raffinement d’autres événements est une perspective de ce travail de raffinement.
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FIGURE 5.8 – Processus de développement du protocole P2P

Première possibilité de raffinement Nous ajoutons une version probabiliste de FailureDL dans la
machine P2P2. Nous obtenons la machine P2Pm présentée dans la figure 5.9. L’événement FailureDL
est annoté maintenant par le poids

N × K − card({c 7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})

Nous remplaçons aussi la substitution non-déterminisme énumérée DBin(c 7→b) :∈ {empty,
incoming} par une substitution probabiliste énumérée DBin(c7→b) := empty @4/10 ⊕ incoming @6/10.

Nous devons montrer que cet événement converge presque certainement. Pour cela, nous mon-
trons la satisfaction des obligations de preuve présentées dans la section précédente :

• L’obligation de preuve evt/var/pNAT est bien respectée, le variant est un entier strictement
positif ;

• L’obligation de preuve evt/pBOUND est bien respectée, nous considérons la constante
2 × N × K comme une borne maximale du variant ;

• L’obligation de preuve evt/wght/BOUND est bien respectée, le poids de FailureDL est majoré
par l’expression N × K + 1 ;

• L’obligation de preuve evt/param/pBOUND est bien respectée, le nombre de valeurs possibles
des paramètres de FailureDL est majoré par la constante N × K ;

• L’obligation de preuve machine/pVAR n’est pas respectée. En effet, le seul événement probabi-
liste dans cette machine est FailureDL et dans toutes les valuations des variables où au moins
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MACHINE
P2Pm
REFINES
P2P2
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧
DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K − 2 × card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = finished})
− card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
DLFinished =̂
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end
Start1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = empty ∧
card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c7→k) = incoming})=0
then
DBin(c 7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := finished
end
FailureDL =̂
weight
N × K − card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = finished})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c 7→b) := empty @ 4/10 ⊕ incoming @ 6/10
end
END

FIGURE 5.9 – Une machine B événementiel mixte du protocole P2P

un client c a commencé le téléchargement d’un bloc b, l’action de cet événement ne diminue
pas la valeur du variant.
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Nous concluons ainsi que ce raffinement n’est pas correct.

Deuxième possibilité de raffinement La deuxième possibilité de raffinement consiste en trois
étapes de raffinement. La première étape consiste à raffiner la machine P2P1 en ajoutant unique-
ment la variable DBin (cette variable est expliquée de la même manière que dans la section 2.5.3,
l’événement d’intialisation est raffiné pour prendre en compte l’initialisation de la variable DBin).
La machine résultante est P2P1’, elle est présentée dans la figure 5.10.

MACHINE
P2P1’
REFINES
P2P1
SEES
protocole2
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished}
DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N
⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming}) ≤ 1)

EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end

AllDL =̂
any magicDB where
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
magicDB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧
magicDB = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := magicDB
end

END

FIGURE 5.10 – Machine P2P1’

La deuxième étape consiste à ajouter simultanément les événements Start1DL, Finish1DL et
FailureDL dans leur version probabiliste. À ce stade de raffinement, nous supposons que le téléchar-
gement progressif des blocs par les clients peut s’arrêter à un certain moment et que l’événement
AllDL finit le téléchargement de tous les blocs en une seule opération. La machine résultante est
P2P1’’, elle est présentée dans la figure 5.11.

Le choix des poids des événements Start1DL, Finish1DL et FailureDL ainsi que les valeurs de
probabilité dans la substitution de FailureDL est expliqué de la même manière que dans la sec-
tion 5.2.3. Puisque nous introduisons de nouveaux événements probabilistes, nous devons prouver
leur convergence presque certaine. Cette machine possède le même variant que la machine P2P2.
Pour prouver que l’ensemble des événements {Start1DL, Finish1DL, FailureDL} converge presque



104 CHAPITRE 5. RAFFINEMENTS PROBABILISTES

MACHINE
P2P1’’
REFINES
P2P1’
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧ DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K − 2 × card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
AllDL =̂
any magicDB where
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧
magicDB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧
magicDB = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := magicDB
end
Start1DL =̂
weight
N × K − card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = empty ∧ card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→k) = incoming})=0
then
DBin(c7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
weight
card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c7→b) := finished
end
FailureDL =̂
weight
N × K − card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c7→b) := empty @ 4/10 ⊕ incoming @ 6/10
end

FIGURE 5.11 – Machine P2P1’’
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certainement (converge avec une probabilité 1), nous devons montrer que ces événements satis-
font les obligations de preuve présentées dans la section précédente :

• L’obligation de preuve evt/var/pNAT est bien respectée, le variant est un entier strictement
positif ;

• L’obligation de preuve evt/pBOUND est bien respectée, nous considérons la constante
2 × N × K comme une borne maximale du variant ;

• L’obligation de preuve evt/wght/BOUND est bien respectée, les poids des événements Start1DL,
Finish1DL, FailureDL sont majorés par l’expression N × K + 1 ;

• L’obligation de preuve evt/param/pBOUND est bien respectée, le nombre de valeurs possibles
des paramètres des événements Start1DL, Finish1DL, FailureDL est majoré par la constante
N × K ;

• L’obligation de preuve machine/pVAR est bien respectée : dans toutes les valuations des va-
riables où au moins un client c a commencé le téléchargement d’un bloc b, l’événement
Finish1DL décroit la valeur du variant avec une valeur de probabilité strictement positive.

Puisque l’ensemble des événements {Start1DL, Finish1DL, FailureDL} satisfait les obligations de
preuve nécessaires, le Thèorème 1 garantit que cet ensemble converge presque certainement. Cette
preuve de convergence garantit la correction du raffinement. De même, comme expliqué précé-
demment, elle garantit la terminaison du protocole, c’est-à-dire, on arrive avec une probabilité 1 à
un état où tous les clients ont réussi à télécharger tous les blocs.

La dernière étape de raffinement consiste à raffiner l’événement AllDL par l’événement DLFinished
comme présenté dans le premier raffinement décrit dans la machine P2P2 de la figure 2.9 (l’évé-
nement DLFinished est expliqué de la même manière que dans la section 2.5.3). À ce stade de
raffinement, le téléchargement de blocs par tous les clients se fait d’une manière progressive, et il
n’y a plus de possibilité de téléchargement total de tous les blocs par tous les clients en une seule
opération. La machine résultante est P2PM , elle est présentée dans la figure 5.12. Cette machine
garantit la terminaison du protocole puisqu’elle résulte d’un raffinement correct de la machine
P2P1’’ dans laquelle la terminaison du protocole est déjà garantie.

5.4 Généralisation de l’introduction d’événements par raffine-
ment

Nous traitons maintenant le cas général d’introduction d’événements de n’importe quel type (stan-
dard ou probabilistes) dans une machine B événementiel de n’importe quel type (standard, proba-
biliste ou mixte). Nous montrons que les résultats présentés précédemment peuvent être facilement
généralisés à un cas plus général lorsque nous combinons l’ajout de nouveaux événements proba-
bilistes et standard au sein d’une machine B événementiel. Dans cette section, nous traitons trois
cas d’ajout de nouveaux événements :

1. L’ajout de nouveaux événements probabilistes dans une machine B événementiel standard
ou mixte ;

2. L’ajout de nouveaux événements standard dans une machine B événementiel probabiliste ou
mixte ;

3. L’ajout simultané d’événements probabilistes et standard dans une machine de n’importe quel
type.

Nous détaillons ces trois cas dans ce qui suit.
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MACHINE
P2PM
REFINES
P2P1’’
VARIABLES
DB
DBin
INVARIANTS
DB ∈ 1..N × 1..K → {empty,finished} ∧ DBin ∈ 1..N × 1..K → {empty,incoming,finished} ∧
∀ c . (c ∈ 1..N ⇒ card({b | b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b)=incoming}) ≤ 1)
VARIANT
2 × N × K − 2 × card({c7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
− card({c 7→b |c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})
EVENTS
Init =̂
begin
DB := (1..N × 1..K) × {empty} ‖
DBin := (1..N × 1..K) × {empty}
end
DLFinished =̂
refines AllDL
when
DB = (1..N × 1..K) × {empty} ∧ DBin = (1..N × 1..K) × {finished}
then
DB := DBin
end
Start1DL =̂
weight
N × K − card({c 7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming})

any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = empty ∧ card({k | k ∈ 1..K ∧ DBin(c7→k) = incoming})=0
then
DBin(c7→b) := incoming
end
Finish1DL =̂
weight
card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished}) +1
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c7→b) := finished
end
FailureDL =̂
weight
N × K − card({c7→b | c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = finished})
any c, b where
c ∈ 1..N ∧ b ∈ 1..K ∧ DBin(c 7→b) = incoming
then
DBin(c7→b) := empty @ 4/10 ⊕ incoming @ 6/10
end
END

FIGURE 5.12 – Machine P2PM
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5.4.1 Ajout de nouveaux événements probabilistes au sein d’une machine B
événementiel standard ou mixte

Indépendamment du type de la machine initiale, le résultat de l’introduction de nouveaux évé-
nements probabilistes va être une machine B événementiel mixte. Les résultats présentés dans la
section 5.3.2 peuvent être adaptés facilement au cas des machines B événementiel standards ou
mixtes. En introduisant de nouveaux événements probabilistes, nous avons uniquement à prou-
ver la convergence presque certaine de ces nouveaux événements. Ainsi, les obligations de preuve
nécessaires sont identiques à celles présentées dans la section 5.3.1.

Proposition 2

Soit M=(v̄,I(v̄),V(v̄),MEvts,Init) une machine B événementiel mixte. MEvts= MEvtspc ∪ MEvtspnc
∪ MEvtsnd est la partition de l’ensemble des événements de M en l’ensemble des nouveaux évé-
nements probabilistes MEvtspc, l’ensemble des anciens événements probabilistes MEvtspnc et l’en-
semble des événements non-déterministes MEvtsnd. Si l’ensemble des événements MEvtspc satisfait
les obligations de preuve (machine/pVar), (evt/wght/BOUND), (evt/param/BOUND) et (evt/var/NAT)
présentées dans la section 5.3.1, alors MEvtspc converge presque certainement (avec probabilité 1,
indépendemment des choix non-déterministes).

Squelette de la preuve Puisque uniquement certains événements probabilistes doivent être conver-
gents, les choix non-déterministes n’ont pas d’impact sur la propriété de convergence presque
certaine. Nous pouvons ainsi adapter facilement la preuve du Théorème 1 à la sémantique sous
forme d’automate probabiliste en utilisant des “schedulers” [28]. Le rôle des schedulers est trivial :
indépendamment du scheduler choisi, la probabilité de fatalement exécuter un événement non
convergent est 1 �.

5.4.2 Ajout d’événements standard dans une machine B événementiel mixte
ou probabiliste

Dans la section précédente, nous avons expliqué comment introduire des événements probabilistes
dans une machine B événementiel standard ou mixte, nous considérons maintenant l’opération in-
verse, c’est-à-dire l’introduction de nouveaux événements standard dans une machine B événemen-
tiel probabiliste ou mixte. Comme précédemment, puisque uniquement les nouveaux événements
standard doivent converger, nous constatons évidemment que les obligations de preuve de conver-
gence standard présentées dans la section 2.4.3 sont suffisantes pour prouver la convergence de
nouvaux événements standard.

5.4.3 Ajout simultané d’événements standard et probabilistes

Nous traitons maintenant l’ajout simultané d’événements standards et probabilistes dans une seule
étape de raffinement. Indépendamment du type de la machine dans laquelle nous ajoutons ces
événements, la machine résultante va être une machine B événementiel mixte. Nous devons assurer
à la fois la convergence des événements probabilistes et des événements standards.

Rappelons que prouver la convergence d’un ensemble d’événements standards revient à prou-
ver que dans toutes les valuations des variables où au moins un événement convergent est ac-
tivable, chaque événement convergent activable décroit le variant. Dans notre proposition, nous
avons montré qu’un ensemble d’événements probabilistes converge lorsque dans toutes les valua-
tions des variables où des événements probabilistes sont activables, au moins l’un de ces événe-
ments décroit le variant.
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Lorsqu’il s’agit de la preuve simultanée de convergence d’événements probabilistes et standards,
nous proposons de mélanger les deux approches. Nous imposons que dans toutes les valuations
où des événements convergents (peu importe leur type) sont activables, au moins l’un des évé-
nements probabilistes convergents doit décroître le variant et que tous les événements standards
convergents doivent décroître le variant. Ainsi, il est nécessaire de prouver les obligations de preuve
de convergence standard pour les événements standard et les obligations de preuve de la conver-
gence presque certaine pour les événements probabilistes. La seule modification concerne la borne
maximale pour le variant : tous les événements convergents (standard ou probabilistes) doivent
respecter la condition sur la borne maximale pour le variant introduite dans la section 5.3.1. Ainsi,
nous avons une nouvelle obligation de preuve pour les événements standard, nous la présentons
dans ce qui suit.

Variant majoré pour les événements standards Cette obligation de preuve assure que les évé-
nements standard convergents ne sont activables que lorsque le variant est majoré par la borne
maximale U.

evt/ndpBOUND
−−−−−−−−−−−−−−−
I (v̄) ∧
Gi(t̄ , v̄) ∧
`
V(v̄) ≤ U

Théorème 2

Soit M=(v̄,I(v̄),V(v̄), Init ,MEvts) une machine B événementiel mixte (totale). Soit MEvts= MEvtspc
∪MEvtspnc ∪MEvtsndc ∪MEvtsndnc la partition de l’ensemble des événements MEvts vers l’ensemble
des nouveaux événements probabilistes MEvtspc, l’ensemble des autres événements probabilistes
MEvtspnc, l’ensemble des nouveaux événements standards MEvtsndc et l’ensemble des autres évé-
nements standards MEvtsndnc. Si tous les événements de MEvtspc ∪ MEvtsndc satisfont l’obligation
de preuve (evt/var/NAT) présentée dans la section 2.4.3, si tous les événements de MEvtsndc satis-
font les obligations de preuve (evt/var) (à partir de la section 2.4.3) et (evt/ndpBOUND) présentée
ci-dessus, si tous les événements de MEvtspc satisfont les obligations de preuve (evt/wght/BOUND),
(evt/pBOUND) et (evt/var/pNAT) présentées dans la section 5.3.1, alors l’ensemble des événements
MEvtspc ∪ MEvtsndc converge presque certainement dans M, c’est-à-dire converge avec une proba-
bilité 1 dans le pire des cas.

Squelette de la preuve Comme c’est le cas de la proposition 1, la preuve du Théorème 1 peut
être facilement adapté à ce cas là. Nous utilisons aussi ici des schedulers. L’idée d’abord est de fixer
un “scheduler” arbitraire. Ensuite, nous montrons qu’avec ce scheduler, la probabilité de fatalement
exécuter un événement non convergent est de 1. Puisque tous les choix non-détemernistes mènent
le système à

• soit un événement standard convergent (qui décroit le variant avec une valeur de probabilité
1),

• soit un événement non convergent (qui finit ainsi cette preuve),
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• soit vers une transition probabiliste combinée (qui décroit le variant avec une valeur de
probabilité strictement positive ou elle n’est pas convergente).

Alors, la conclusion est facilement obtenue. Tous les choix non-déterministes ménent le système
à :

(1) soit un événement non-détemerniste convergent qui décroit la valeur du variant ;

(2) soit la transition probabiliste combinée qui soit elle décroit le variant avec une probabilité
strictement positive, soit elle n’est pas convergente ;

(3) un événement non-convergent.

Dans les cas (1) et (2), le variant va décroitre, pour le cas (3), notre preuve se termine. Ainsi,
la conclusion est facilement obtenue. �.





6
Études de cas

Afin d’illustrer les éléments de notre extension à B événementiel présentés tout au long de ce ma-
nuscrit, nous présentons dans ce chapitre deux études de cas : un système de train d’atterrissage et
un système de freinage. La première étude de cas nous permet d’illustrer le processus de probabi-
lisation présenté dans la section 5.2. L’étude de cas du système de freinage nous permet d’illustrer
l’ajout de nouveaux événements probabilistes par raffinement présenté dans la section 5.3.

6.1 Système d’atterrissage d’un avion

Ce cas d’étude représente le système d’atterrissage d’un avion. Ce système s’occupe de la gestion
du train d’atterrissage, c’est-à-dire, du contrôle des trappes et des trains correspondants. Dans cette
section, nous traitons une version simplifiée de ce système dont une description détaillée est four-
nie dans [35]. Nous présentons cette étude de cas afin de montrer un exemple d’application réel
du processus de probabilisation présenté dans la section 5.2. La figure 6.1 représente le principe de
fonctionnement du train d’atterrissage. Le pilote peut commander le système de train d’atterrissage
par l’intermédiaire d’un levier. Le comportement du train d’atterrissage peut se diviser en deux sé-
quences : une séquence d’extension et une séquence de rétraction. En fonction de son besoin, le
pilote peut commander l’une de ces séquences.

Séquence d’extension :

1. Ouverture des trappes,

2. Extension des trains d’atterrissage,

3. Fermeture des trappes.

Séquence de rétraction :

1. Ouverture des trappes,

2. Rétraction des trains d’atterrissage,

3. Fermeture des trappes.

Lorsque l’avion est en état de vol, le pilote peut commander l’exécution de l’une des séquences.
Le système du train d’atterrissage doit satisfaire certaines exigences. En effet, le pilote ne peut pas
commander le levier plus qu’un certain nombre de fois sans que l’une des séquences d’extension ou
de rétraction soit exécutée. De plus, plus le pilote commande le levier, plus la chance de le comman-
der encore une fois diminue et la chance d’exécuter l’une des séquences augmente. Dans certains
cas, des pannes peuvent affecter le comportement des trappes et des trains d’atterrissage : il est

111



112 CHAPITRE 6. ÉTUDES DE CAS

trappe
train

d'atterrissage

up/down

Pilote

FIGURE 6.1 – Principe du fonctionnement du train d’atterrissage

possible que les trappes ne s’ouvrent pas ou que les trains ne s’étendent pas suite à la commande
du levier.

Nous donnons dans ce qui suit une description précise de ces exigences :

(E1) À partir d’un certain nombre de commandes du levier par le pilote, l’une des séquences doit
être obligatoirement exécutée ;

(E2) Plus le pilote commande le levier, plus la chance d’exécuter l’une des séquences d’extension
ou de rétraction augmente ;

(E3) Les trappes ou les trains peuvent tomber en panne avec un pourcentage de 10%.

6.2 Stratégie de développement du train d’atterrissage en B
événementiel

FIGURE 6.2 – Stratégie de développement du système du train d’atterrissage en B événementiel

Nous résumons dans la figure 6.2 la stratégie de développement adoptée pour la spécification
de cette étude de cas. La machine Landing présente une description du système en B événementiel.
La machine Proba−landing−gear est le résultat de l’application du processus de probabilisation sur
la machine Landing. Les deux machines utilisent le même contexte contexte0.
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6.2.1 La première machine

CONTEXT
contexte0
CONSTANTS
up
down
open
closed
extended
retracted
FCMD
SETS
HandleState
DoorState
GearState
AXIOMS
partition (HandleState,{up},{down})
partition (DoorState,{open},{closed})
partition (GearState,{extended},{ retracted}

END

FIGURE 6.3 – Contexte initial

Le système décrit le comportement du train d’atterrissage d’un avion. Le levier de commande
peut être en position haute ou basse. Pour la description de l’état de ce levier, nous créons deux
constantes up et down. La trappe du train d’atterrissage peut être ouverte ou fermée. Pour la des-
cription de son état, nous créons deux constantes open et closed . De même, pour la description de
l’état du train d’atterrissage, nous créons deux constantes extended et retracted .

Tous ces éléments sont définis dans le contexte contexte0 présenté dans la figure 6.3.
La machine présentée dans la figure 6.4 permet de spécifier les éléments de base du comporte-

ment du train d’atterrissage. Dans cette machine, l’état du système est décrit par quatre variables :
handle, door, gear et cmd.

• handle modélise l’état du levier du pilote,

• door modélise l’état de la trappe du train d’atterrissage,

• gear modélise l’état du train d’atterrissage lui même,

• cmd représente le nombre de fois où le levier a été commandé par le pilote avant que l’une
des séquences d’extension ou de rétraction soit exécutée.

Initialement, nous considérons l’avion en état de vol. Le pilote n’a pas encore manipulé le levier,
les trappes sont fermées et le train est rétracté. La machine contient cinq événements :

• L’événement PilotCmd modélise la commande du levier par le pilote. Nous remarquons que
l’action de cet événement augmente la valeur de cmd représentant le nombre de fois où le
levier a été commandé par le pilote sans exécution d’aucune séquence ;

• L’événement extend modélise l’extension du train d’atterrissage. Cet événement n’est acti-
vable qu’après que le pilote commande l’exécution de la séquence d’extension par son levier
(handle= down). Nous utilisons une substitution non-déterministe énumérée gear :∈ {extended,
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MACHINE
Landing
INVARIANTS
handle ∈ HandleState
door ∈ DoorState
gear ∈ GearState
cmd ∈ N
EVENTS
Init =̂
handle := up
door := closed
gear := retracted
cmd := 0
PilotCmd =̂
any
cc
where
cc ∈ {up,down} ∧ cmd ≤ FCMD
then
handle := cc
cmd := cmd+1
end
extend =̂
when
handle = down ∧ door = open ∧ gear = retracted
then
gear :∈ {extended, retracted }
cmd := 0
end
retract =̂
when
handle = up ∧ door = open ∧ gear = extended
then
gear :∈ {extended, retracted }
end
open =̂
when
door = closed ∧ ((handle = down ∧ gear = retracted)
∨ (handle = up ∧ gear = extended))
then
door :∈ {open,closed}
end
close =̂
when
door = open ∧ ((handle = down ∧ gear = extended)
∨ (handle = up ∧ gear = retracted))
then
door :∈ {closed ,open}
end
END

FIGURE 6.4 – Première machine
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retracted } pour exprimer le fait que la variable gear peut passer à extended, représentant ainsi
le comportement attendu, ou rester à retracted , représentant ainsi le cas de panne, c’est-à-
dire que le train ne réagit pas à la commande ;

• L’événement retract modélise la rétraction du train d’atterrissage. De la même manière que
précédemment, nous utilisons une substitution non-déterministe énumérée gear :∈ {extended,
retracted } pour exprimer le fait que la variable gear peut passer à retracted , représentant ainsi
le comportement attendu, ou rester à extended, représentant ainsi le cas de panne ;

• Les événements open et close représentent respectivement l’ouverture et la fermeture de
la trappe du train d’atterrissage. Nous remarquons que, de la même manière que dans les
événements extend et retract , nous utilisons les substitutions énumérées non-déterministes
pour exprimer les cas possibles de panne.

En regardant l’événement de commande du levier PilotCmd, nous remarquons la présence de
la clause cmd ≤ FCMD dans sa garde. Cette clause implique que cet événement ne peut pas être
exécuté plus que FCMD fois sans qu’une séquence ne soit exécutée (exigence E1). L’exigence E2
mentionne que plus le pilote commande le levier, plus la chance d’exécuter l’une des séquences
d’extension ou de rétraction augmente. Cette exigence n’est pas prise en compte. Nous avons uti-
lisé des substitutions non-déterministes énumérées pour les actions des événements extend, retract ,
open et close . Nous expliquons ici l’une de ces substitutions, les autres s’expliquent de la même ma-
nière. Dans l’événement close , nous traitons la substitution door :∈ {closed ,open}. Cette subtitution
modélise la panne (door reste à open) mais ne permet pas de préciser la probabilité d’occurence de
la panne. Ainsi, l’exigence (E3) n’est qu’en partie prise en compte dans cette machine.

6.2.2 La deuxième machine

Nous appliquons maintenant le processus de probabilisation sur la machine Landing présentée dans
la figure 6.4. Nous obtenons la machine Proba−landing−gear donnée dans la figure 6.5.

Cette machine possède les mêmes variables, les mêmes invariants ainsi que les mêmes événe-
ments que la machine Landing. Elle utilise les mêmes éléments du contexte contexte0. Dans cette
machine, tous les événements sont annotés par des poids.

• L’événement PilotCmd est annoté par le poids FCMD − cmd alors que tous les autres événe-
ments sont annotés par le poids FCMD + cmd. À chaque exécution de PilotCmd, la valeur
de cmd augmente. Ainsi, le poids de l’événement PilotCmd diminue et les poids des autres
événements augmentent. La probabilité d’exécuter l’événement PilotCmd diminue alors pro-
gressivement par rapport à la probabilité d’exécuter les autres événements. Nous déduisons
ainsi que l’exigence (E2) est bien exprimée dans cette machine contrairement à la machine
Landing−gear ;

• Dans les événements extend et retract , la substitution non-déterministe énumérée train :∈
{extended, retracted } est remplacée par la substitution train := extended @ 9/10 ⊕ retracted
@1/10. Ce qui signifie que la variable train prend la valeur extended avec une probabilité de
9
10 et la valeur retracted avec une probabilité de 1

10 , ce qui correspond au pourcentage de
panne. De la même manière, nous utilisons des substitutions probabilistes énumérées dans
tous les autres événements. L’exigence (E3) est bien spécifiée dans l’action des événements
correspondants par l’utilisation des substitutions énumérées probabilistes.

Clairement, les expressions des poids des événements de cette machine s’évaluent à des en-
tiers naturels. Ainsi, chacun des événements respecte l’obligation de preuve (evt/WGHT/NAT). À
l’exception de l’événement PilotCmd, tous les événements de cette machine possèdent une sub-
stitution énumérée probabiliste. À titre d’exemple, l’événement retract possède la substitution
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MACHINE
Proba−landing−gear
PROBABILISES
Landing
VARIABLES
handle
door
gear
cmd
INVARIANTS
handle ∈ HandleState
door ∈ DoorState
gear ∈ GearState
cmd ∈ N
EVENTS
PilotCmd =̂
weight
FCMD − cmd
any
cc
where
cc ∈ {up,down} ∧ cmd ≤ FCMD
then
handle := cc
cmd := cmd + 1
end
extend =̂
weight
FCMD + cmd
when
handle = down ∧ door = open ∧ gear = retracted
then
gear := extended @ 9/10 ⊕ retracted @1/10
cmd := 0
end
event retract
weight
FCMD + cmd
when
handle = up ∧ door = open ∧ gear = extended
then
gear := retracted @ 9/10 ⊕ extended @ 1/10
end
open =̂
weight
FCMD + cmd
when
door = closed ∧ ((handle = down ∧ gear = retracted)
∨ (handle = up ∧ gear = extended))
then
door := open @ 9/10 ⊕ closed @ 1/10
end
.
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close =̂
weight
FCMD + cmd
when
door = open ∧ ((handle = down ∧ gear = extended)
∨ (handle = up ∧ gear = retracted))
then
door := closed @ 9/10 ⊕ open @ 1/10
end
END

FIGURE 6.5 – Deuxième machine

train := retracted @ 9/10 ⊕ extended @ 1/10. Clairement, chacune des valeurs de probabilité dans
cette subtitution est entre 0 et 1 et leur somme est égale à 1. Nous concluons ainsi que les deux
obligations de preuve (evt/assign/pWD1) et (evt/assign/pWD2) sont bien remplies par cet événe-
ment. D’une manière similaire, ces obligations de preuve sont remplies par les événements extend,
close et open. L’invariant de cette machine est toujours respecté par tous les événements.

L’utilisation de notre extension probabiliste permet donc au modèle de satisfaire les exigences
(E1) et (E2), ce qui n’était pas le cas avec le modèle B événementiel standard.

6.3 Système de freinage

Ce cas d’études représente le système de freinage d’un véhicule. Ce système est en charge de la
manoeuvre des freins du véhicule. Dans cette section, nous traitons une version simplifiée de ce
système dérivée du projet Deploy [6]. La description du comportement du système est comme
suit : le système est géré par le conducteur du véhicule, le conducteur commande le frein par
l’intermédiaire d’une pédale. La relation entre la pédale et l’application du frein est la suivante :
lorsque le conducteur appuie sur la pédale, le frein doit s’appliquer. Lorsque le conducteur lâche
(libère) la pédale, le frein doit se libérer. Le système de freinage doit satisfaire certaines exigences.
Dans certains cas, la pédale peut se bloquer : lorsque le conducteur appuie sur la pédale, cette
dernière reste alors dans la même position. Cette exigence représente la panne de la pédale. Des
mesures externes spécifient que la pédale peut tomber en panne avec un pourcentage de 10%. De
la meme manière que la pédale, le frein peut tomber en panne et se bloquer. Dans ce cas, il ne peut
pas s’appliquer suite à la commande de la pédale par le conducteur. La panne du frein est liée à
son usure. En effet, plus de fois le frein est utilisé, plus la chance de tomber en panne est grande.
S’il est appliqué plus qu’un certain nombre de fois, il tombe en panne définitivement.

Nous donnons dans ce qui suit ces exigences d’une manière plus précise.

(E1) Panne de la pédale : la pédale peut rester bloquée en position relachée ou en position ap-
puyée ;

(E2) Risque de la panne de la pédale : la pédale peut tomber en panne avec un pourcentage de
10% ;

(E3) Panne du frein : le frein peut ne pas s’appliquer malgré la commande de la pédale ;

(E4) Usure du frein : plus le frein est appliqué, plus la probabilité de tomber en panne augmente ;

(E5) Le frein ne peut pas s’appliquer plus qu’un certain nombre de fois.
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6.3.1 Stratégie du développement du système de freinage en B événemen-
tiel

FIGURE 6.6 – Stratégie de développement du système de freinage en B événementiel

Nous présentons dans la figure 6.6 la stratégie de développement adoptée pour la spécification
de cette étude de cas. Nous créons un contexte Brake dans lequel nous spécifions les éléments
statiques de ce système. Ce contexte est présenté dans la figure 6.7. Nous créons ensuite une
machine StdEmergencyBrake1 (figure 6.8). Dans cette machine, nous spécifions le comportement
basique de la pédale : l’appui et le relâchement de la pédale par le conducteur. Nous notons que
cette machine utilise les éléments du contexte Brake.

Nous proposons un premier raffinement de cette machine, ce raffinement est décrit dans la
machine StdEmergencyBrake2 présentée dans la figure 6.9. Nous spécifions l’application du frein
ainsi que la panne possible du frein au travers de deux nouveaux événements. Prouver la correc-
tion de cette étape de raffinement consiste à prouver la convergence des nouveaux événements
introduits. Nous allons montrer que les deux nouveaux événements introduits ne convergent pas
car ils ne décroissent pas le variant. Nous proposons alors un nouveau raffinement probabiliste
correct de la machine StdEmergencyBrake1, décrit dans la machine MixedEmergencyBrake1 présen-
tée dans la figure 6.10 qui permet de résoudre ce problème. Dans ce nouveau raffinement, nous
allons introduire des versions probabilistes des événements précédents et nous allons montrer leur
convergence.

Nous raffinons encore une fois la machine MixedEmergencyBrake1 obtenant ainsi la machine
MixedEmergencyBrake2 (figure 6.11) dans laquelle nous spécifions le relâchement du frein ainsi
que la panne associée. Finalement, nous introduisons les valeurs quantitatives sur le pourcen-
tage de la panne de la pédale dans l’exigence (E2) par probabilisation partielle de la machine
MixedEmergencyBrake2. La machine obtenue est ProbEmergencyBrake (figure 6.12).

6.3.2 La première machine

Le système décrit la commande du frein d’un véhicule par l’intermédiaire d’une pédale. La pédale
peut avoir deux états : up et down. up représente l’état normal de la pédale lorsque le conduc-
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CONTEXT
Brake
CONSTANTS
up
down
applied
released
MAXWEAR
SETS
PedalState
BrakeState
AXIOMS
MAXWEAR ∈ NAT1
MAXWEAR > 1
partition (PedalState,{up},{down})
partition (BrakeState,{applied},{ released})

END

FIGURE 6.7 – Contexte initial

teur n’a pas encore appuyé alors que down représente l’état de la pédale après l’appui du conduc-
teur. De même, le frein possède deux états : applied lorsqu’il est appliqué et released lorsqu’il est
relâché. Nous créons ainsi deux ensembles : PedalState = {up,down} pour l’état de la pédale et
BrakeState = {applied, released } pour l’état du frein. Comme mentionné précédemment, le frein ne
peut pas être utilisé plus qu’un certain nombre de fois. Ainsi, nous avons une constante MAXWEAR
qui dénote ce nombre maximal d’utilisation du frein.

MACHINE
StdEmergencyBrake1
SEES
Brake
VARIABLES
pedal
INVARIANTS
pedal ∈ PedalState
EVENTS

Init =̂
then
pedal := up
end

PushPedal =̂
when
pedal = up
then
pedal :∈ {down, up}
end

ReleasePedal =̂
when
pedal = down
then
pedal :∈ {up,down}
end

END

FIGURE 6.8 – Première machine

La première machine StdEmergencyBrake1 présentée dans la figure 6.8 spécifie uniquement la
manipulation de la pédale par le conducteur. Dans cette machine, l’état du système est décrit par
une unique variable : pedal ∈ {up,down}. Initialement, le conducteur n’a pas encore appuyé sur
la pédale, ainsi la variable pedal prend la valeur up. Cette machine contient deux événements :
PushPedal et ReleasePedal.

• L’événement PushPedal modélise l’appui du conducteur sur la pédale, c’est-à-dire que la pé-
dale passe de up à down ;
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• L’événement ReleasePedal modélise le relâchement de la pédale par le conducteur, c’est-à-dire
que la pédale passe de down à up.

Afin de prendre en compte la possibilité d’occurence de pannes lors de l’appui du conducteur
sur la pédale exprimée dans l’exigence (E1), nous utilisons une substitution non-déterministe énu-
mérée pedal :∈ {up,down} pour exprimer le fait que la pédale peut passer à down représentant
ainsi le comportement attendu ou rester bloquée à up représentant ainsi le cas de panne. Une
panne est également possible durant le relâchement de la pédale, nous utilisons une substitution
non-déterministe énumérée pedal :∈ {up,down}, la panne est décrite lorsque la pédale reste blo-
quée à down. En B événementiel standard, nous ne pouvons pas spécifier les mesures quantitatives
concernant la panne de la pédale exprimée par l’exigence (E2).

6.3.3 La deuxième machine

MACHINE
StdEmergencyBrake2
SEES
Brake
VARIABLES
pedal
brake
wear
INVARIANTS
pedal ∈ PedalState
brake ∈ BrakeState
wear ∈ N
wear ≤ MAXWEAR
VARIANT
MAXWEAR − wear
EVENTS

Init =̂
then
pedal := up
brake := released
wear := 0
end

PushPedal =̂
when
pedal = up
then
pedal :∈ {down, up}
end

ReleasePedal =̂
when
pedal = down
then
pedal :∈ {up,down}
end

ApplyBrake =̂
when
pedal = down ∧
brake = released ∧
wear < MAXWEAR
then
brake := applied
wear := wear+1
end

ApplyBrakeFailure =̂
when
pedal = down ∧
brake = released ∧
wear < MAXWEAR
then
brake := released
end

END

FIGURE 6.9 – Deuxième machine

La deuxième machine StdEmergencyBrake2 décrite en figure 6.9 raffine StdEmergencyBrake1.
Cette machine utilise le même contexte Brake que StdEmergencyBrake1. Nous avons ajouté deux
nouvelles variables dans cette machine : brake et wear. brake décrit l’état du frein (brake ∈ {applied,
released }) et wear (wear ∈ NAT) représente le nombre de fois où le frein a été appliqué. Initiale-
ment, le conducteur n’a pas encore appuyé sur la pédale et le frein n’a jamais été appliqué. Ainsi,
la variable brake est initialisée à released et wear est initialisée à 0.
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Nous ajoutons deux nouveaux événements : ApplyBrake et ApplyBrakeFailure.

• L’événement ApplyBrake modélise l’application du frein : la variable brake prend la valeur
applied et la variable wear est incrémentée de 1. La garde de cet événement wear < MAXWEAR
impose une contrainte sur l’application du frein : le frein ne peut pas être appliqué plus qu’un
certain nombre de fois, ici MAXWEAR. Ainsi, l’exigence (E5) est bien respectée dans cette
machine.

• L’événement ApplyBrakeFailure modélise la panne possible durant l’application du frein : le
conducteur commande l’application du frein et ce dernier ne s’applique pas (la variable brake
reste à la valeur released ). Ainsi, l’exigence (E3) sur la panne du frein est bien modélisée.

Afin de montrer la correction de cette étape de raffinement, nous devons montrer que les deux
événements ApplyBrake et ApplyBrakeFailure convergent. Nous proposons un variant MAXWEAR −
wear de type entier. Il est bien minoré par 0, wear étant inférieur ou égale à MAXWEAR ((evt/-
var/NAT)). Nous devons également montrer que les événements ApplyBrake et ApplyBrakeFailure
décroîssent le variant.

• À chaque exécution de l’événement ApplyBrake, la valeur de wear augmente et ainsi, la valeur
du variant diminue.

• L’action de l’événement ApplyBrakeFailure ne modifie pas la valeur de la variable wear, et ainsi,
cet événement ne diminue pas la valeur du variant. L’obligation de preuve (evt/VAR) n’est pas
respectée par cet événement.

Cette étape de raffinement n’est pas correcte. Nous montrons dans ce qui suit l’utilité de notre
proposition de B événementiel probabiliste pour faciliter la preuve de convergence de nouveaux
événements probabilistes introduits par raffinement.

6.3.4 La troisième machine : version probabiliste

Dans la machine précédente, nous avons introduit deux nouveaux événements ApplyBrake et
ApplyBrakeFailure. Cependant, nous avons montré que l’ensemble de ces deux événements ne
converge pas puisque l’événement ApplyBrakeFailure ne décroît pas la valeur du variant.

Nous présentons dans la figure 6.10 une version mixte de la machine StdEmergencyBrake2. Nous
introduisons une version probabiliste des événements ApplyBrake et ApplyBrakeFailure.

L’événement ApplyBrake est maintenant annoté par le poids MAXWEAR − wear alors que l’évé-
nement
ApplyBrakeFailure est annoté par le poids wear. Nous constatons qu’à chaque exécution de l’évé-
nement ApplyBrake, la valeur de wear augmente. Ainsi, le poids de l’événement ApplyBrake dimi-
nue et le poids de ApplyBrakeFailure augmente. La probabilité d’exécuter l’événement ApplyBrake
diminue au fur et à mesure de son exécution alors que la probabilité d’exécuter l’événement
ApplyBrakeFailure augmente. Ce qui correspond à l’exigence (E4). Concernant la décroissance du
variant, puisque les événements ApplyBrake et ApplyBrakeFailure sont probabilistes et sont toujours
activables dans la même valuation des variables, il suffit que l’un de ces événements diminue la
valeur du variant (machine/pVAR), ce qui est le cas pour l’événement ApplyBrake. Ainsi, nous pou-
vons prouver la convergence presque certaine de ces deux événements lorsqu’ils sont probabilistes
contrairement au cas où ils sont non-déterministes.

Nous remarquons l’intérêt de notre extension probabiliste au B événementiel dans la preuve de
convergence de nouveaux événements introduits par raffinement.
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MACHINE
MixedEmergencyBrake1
SEES
Brake
VARIABLES
pedal
brake
wear
INVARIANTS
pedal ∈ PedalState
brake ∈ BrakeState
wear ∈ N
wear ≤ MAXWEAR
VARIANT
MAXWEAR − wear
EVENTS
Init =̂
pedal := up
brake := released
wear := 0
end

PushPedal =̂
when
pedal = up
then
pedal :∈ {down, up}
end

ReleasePedal =̂
when
pedal = down
then
pedal :∈ {up,down}
end

ApplyBrake =̂
weight
MAXWEAR − wear
when
pedal = down ∧ brake = released ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := applied
wear := wear+1
end

ApplyBrakeFailure =̂
weight
wear
when
pedal = down ∧ brake = released ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := released
end

END

FIGURE 6.10 – Troisième machine

6.3.5 La quatrième machine

La quatrième machine MixedEmergencyBrake2 présentée dans la figure 6.11 raffine la troisième
machine MixedEmergencyBrake1 présentée dans la figure 6.10. Cette machine contient les mêmes
variables, les mêmes invariants ainsi que le même variant que la machine MixedEmergencyBrake1.
Dans cette machine, nous introduisons deux nouveaux événements probabilistes modélisant le
relâchement du frein : ReleaseBrake et ReleaseBrakeFailure .

L’événement ReleaseBrake modélise le relâchement du frein, c’est-à-dire que la variable brake
prend la valeur released et la variable wear est incrémentée de 1. L’événement ReleaseBrakeFailure
modélise la panne qui peut avoir lieu durant le relâchement du frein, c’est-à-dire que la variable
brake reste à applied .

Ces deux événements sont deux nouveaux événements probabilistes introduits par raffinement.
Comme précédemment, nous devons prouver leur convergence. Ces deux événements sont acti-
vables dans la même valuation des variables et l’événement ReleaseBrake diminue la valeur du
variant (puisque son action augmente la valeur du wear). Ainsi, nous déduisons que l’obligation de
preuve ((machine/pVAR)) est toujours respesctée et ces deux nouveaux événements convergent.

6.3.6 La cinquième machine

Nous présentons dans la figure 6.12 la machine ProbEmergencyBrake. Cette machine possède les
mêmes variables, les mêmes invariants ainsi que les mêmes événements que la machine



6.3. SYSTÈME DE FREINAGE 123

MACHINE
MixedEmergencyBrake2
SEES
Brake
VARIABLES
pedal
brake
wear
INVARIANTS
pedal ∈ {up,down}
brake ∈ {applied, released }
wear ∈ N
wear ≤ MAXWEAR
VARIANT
MAXWEAR − wear
EVENTS

Init =̂
then
pedal := up
brake := released
wear := 0
end

PushPedal =̂
when
pedal = up
then
pedal :∈ {down, up}
end

ReleasePedal =̂
when
pedal = down
then
pedal :∈ {up,down}
end

ApplyBrake =̂

weight
MAXWEAR − wear
when
pedal = down ∧
brake = released ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := applied
wear := wear+1
end

ApplyBrakeFailure =̂
weight
wear
when
pedal = down ∧ brake = released ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := released
end

ReleaseBrake =̂
weight
MAXWEAR − wear
when
pedal = up ∧ brake = applied ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := released
wear := wear+1
end

ReleaseBrakeFailure =̂
weight
wear
when
pedal = up ∧ brake = applied ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := applied
end

END

FIGURE 6.11 – Quatrième machine

MixedEmergencyBrake2. Elle utilise le même contexte Brake. Dans cette machine, nous appliquons
la probabilisation partielle sur les événements PushPedal et ReleasePedal. Les substitutions non-
déterministes de ces deux événements sont remplacées par des substitutions probabilistes énumé-
rées. Par exemple, la substitution pedal :∈ {down,up} de l’événement PushPedal est remplacée par
la substitution pedal := down @9/10 ⊕ up @1/10. La variable pedal prend la valeur down avec une
probabilité de 9

10 et la valeur up avec une probabilité de 1
10 , qui est la probabilité de la panne. De la

même manière, nous utilisons le même type de substitutions dans l’événement ReleasePedal. Ainsi,
l’exigence (E2) est bien prise en compte.

À ce niveau de raffinement, toutes les exigences sont prises en compte.
Nous considérons la machine ProbaEmergencyBrake. Clairement, les expressions des poids des

événements de cette machine s’évaluent à des entiers naturels. Ainsi, chacun des événements
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MACHINE
ProbaEmergencyBrake
SEES
Brake
VARIABLES
pedal
brake
wear

INVARIANTS
pedal ∈ {up,down}
brake ∈ {applied, released }
wear ∈ N
wear ≤ MAXWEAR

EVENTS
Init =̂
then
pedal := up
brake := released
wear := 0
end

PushPedal =̂
weight
MAXWEAR
when
pedal = up
then
pedal := down @9/10 ⊕ up @1/10
end

ReleasePedal =̂
weight
MAXWEAR
when
pedal = down
then
pedal := up @9/10 ⊕ up @1/10
end

ApplyBrake =̂
weight
MAXWEAR − wear
when
pedal = down ∧
brake = released ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := applied
wear := wear+1
end

ReleaseBrake =̂
weight
MAXWEAR − wear
when
pedal = up ∧ brake = applied ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := released
end

ApplyBrakeFailure =̂
weight
wear
when
pedal = down ∧ brake = released ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := released
end

ReleaseBrakeFailure =̂
weight
wear
when
pedal = up ∧ brake = applied ∧ wear < MAXWEAR
then
brake := released
end

END

FIGURE 6.12 – Machine probabiliste

respecte l’obligation de preuve (evt/WGHT/NAT). L’événement PushPedal possède une substitu-
tion probabiliste énumérée pedal := down @ 9/10 ⊕ up @ 1/10. Les deux obligations de preuve
(evt/assign/pWD1) et (evt/assign/pWD2) sont donc bien remplies par cet événement. L’invariant
de cette machine est toujours respecté par tous les événements de cette machine, ce qui conclue la
preuve de cohérence.
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Extension de la plateforme Rodin

7.1 Introduction

La méthode B événementiel est équippée de la plateforme Rodin [14, 19, 36, 10], une plateforme
qui permet la spécification ainsi que la preuve de correction des machines B événementiel. Dans les
chapitres précédents de ce manuscrit, nous avons présenté la méthode B événementiel ainsi que
notre extension probabiliste à cette méthode afin de prendre en considération la modélisation des
comportements probabilistes. Afin d’outiller notre extension probabiliste au B événementiel, nous
avons commencé le développement d’une extension à Rodin afin de prendre en compte nos pro-
positions. Dans la section 7.2, nous présentons la plateforme Rodin, son architecture ainsi que son
principe de fonctionnement. Dans la section 7.3, nous présentons les éléments de notre extension.

7.2 La plateforme Rodin

Rodin [14, 19, 36, 10] est un outil libre qui permet la spécification de modèles B événementiel ainsi
que la preuve de leur correction. Cet outil a été développé dans le cadre des projets européens Ro-
din [11] puis Deploy [6]. C’est un outil à base de plugins qui s’exécutent dans l’environnement de
développement Eclipse [7]. La composition à base de plugins fait de Rodin un outil de modélisa-
tion et de preuve facilement extensible et configurable. De nombreux plugins peuvent être intégrés
à Rodin. Nous citons à titre d’exemple les plugins ProB, UML-B et B2Latex. ProB [73, 9] est un
plugin qui permet la vérification de la cohérence des machines B événementiel par model checking.
UML-B [88, 12] est un plugin permettant la transformation des modèles UML en modèles B événe-
mentiel. B2Latex [2] est un plugin permettant la génération de fichiers Latex correspondant à une
spécification B événementiel.

7.2.1 Architecture de Rodin

La figure 7.1 présente l’architecture générale de Rodin. Comme présenté dans cette figure, Rodin
est une extension de la plateforme Eclipse. L’architecture de Rodin est divisée en quatre grandes
parties, le noyau Rodin (Rodin Core), les librairies B événementiel (Event-B Library packages), le
noyau B événementiel (Event-B Core) et l’interface graphique (Event-B UI). Nous décrivons briève-
ment dans ce qui suit chacune de ces parties :

125
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FIGURE 7.1 – Architecture de Rodin

Le noyau Rodin (Rodin Core) Le noyau Rodin est constitué de deux composants de base : le dé-
pôt Rodin (RODIN Repository) et le constructeur Rodin (RODIN builder). Ces deux composants sont
intégrés à Eclipse et sont indépendants du B événementiel. Le dépôt Rodin assure la persistance
des éléments de base de Rodin (syntaxe, opérateurs, types, modèles, projets..). L’utilisation d’un
dépôt Rodin à la place d’une syntaxe fixe pour les notations de modélisation facilite l’extension du
B événementiel : il n’est plus nécessaire de changer la syntaxe. Le constructeur Rodin s’occupe de
l’ordonnancement des tâches en fonction des modifications qui sont faites sur les fichiers contenus
dans le dépôt Rodin.

Les librairies B événementiel (Event-B Library Packages) Dans Rodin, les modèles B événe-
mentiel n’ont pas de syntaxe précise, ils sont enregistrés dans des dépôts. Cependant, les notations
mathématiques utilisées (les invariants ou les gardes) ont une syntaxe précise et elles sont spé-
cifiées par une grammaire précise enregistrée dans ces librairies. De même, tous les éléments du
moteur de preuve, à savoir, les types de données, les règles d’inférences, les tactiques de support
de preuve sont stockés dans une librairie spécifique contenue dans cette partie.

Le noyau B événementiel (Event-B Core) Le noyau du B événementiel est formé de trois com-
posants : l’analyseur de syntaxe (Static checker (SC)), le générateur d’obligations de preuve (proof
obligation generator (POG)), et le gestionnaire des obligations de preuve (Proof obligation manager
(POM)). Nous les détaillons dans ce quit suit :

• L’analyseur de syntaxe analyse les contextes et les machines d’un modèle B événementiel
et dégage les éventuelles erreurs de syntaxe et de typage statique. Il rejette les éléments
de données qui ne satisfont pas la grammaire du B événementiel et produit des messages
d’erreurs. L’analyseur de syntaxe peut être étendu par l’ajout de nouveaux éléments ou par
la suppression d’autres éléments ;

• Le générateur d’obligations de preuve génère les obligations de preuve d’un modèle validé
par l’analyseur syntaxique ;
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• Le gestionnaire des obligations de preuve assure la démonstration des obligations de preuve
d’un modèle B événementiel. Pour les obligations de preuve nécessitant l’intervention de l’uti-
lisateur, il offre à ce dernier une interface interactive de preuve. Le gestionnaire d’obligations
de preuve offre principalement trois fonctionnalités :

– faire le lien entre les obligations de preuve standard et les obligations de preuves modi-
fiées par l’utilisateur,

– démontrer les obligations de preuve automatiquement lorsque c’est possible,

– fournir une interface pour la preuve interactive.

L’ordonnancement des tâches entre ces trois composants est assuré par le constructeur Rodin. La
connection entre ces trois composants est montrée dans la figure 7.2.

FIGURE 7.2 – Interaction entre les composants du noyau B événementiel

L’interface graphique (Graphical User Interface) L’interface graphique de Rodin est constituée
de deux parties : une interface pour la modélisation et une interface pour la preuve. La figure 7.3
montre l’interface de modélisation. La figure 7.4 donne un aperçu sur l’interface de preuve dans Ro-
din. La figure 7.5 montre l’interaction entre les composants du noyau B événementiel et l’interface
graphique de Rodin. Nous notons que l’interface graphique de preuve n’accède pas directement
aux obligations de preuve et aux preuves mais qu’elle utilise les services offerts par le gestion-
naire d’obligations de preuve. Nous constatons que les interfaces de modélisation et de preuve
sont connectées par les composants du noyau B événementiel de Rodin.

7.2.2 Processus de développement d’un modèle B événementiel dans Rodin

Nous présentons brièvement le processus de développement d’un modèle B événementiel dans
Rodin. Dans un premier temps, l’utilisateur écrit sa spécification. Une fois terminé, Rodin lance
l’analyseur de syntaxe pour vérifier les contextes et les machines du modèle. S’il détecte des er-
reurs, il les affiche à l’utilisateur. Dans le cas contraire, c’est le générateur d’obligations de preuve
qui prend le contrôle en générant automatiquement les obligations de preuve spécifiques au mo-
dèle. Ces obligations de preuve constituent, une fois démontrées, une preuve de correction du
modèle. La plupart des obligations de preuve sont déchargées automatiquement par les prouveurs
de Rodin. Cependant, dans certains cas, la démonstration de certaines obligations de preuve né-
cessite l’intervention de l’utilisateur. Cela peut être dû à une obligation de preuve dont la forme
n’est pas simple et qui nécessite donc une étude plus détaillée et guidée par l’utilisateur ou au cas
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FIGURE 7.3 – Interface de modélisation dans l’outil Rodin

FIGURE 7.4 – Interface de preuve dans l’outil Rodin

où la preuve ne peut être établie parce que le modèle comporte des erreurs. À la fin du proces-
sus, un modèle B événementiel est correct si et seulement si toutes les obligations de preuve sont
démontrées.
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FIGURE 7.5 – Interaction entre les interfaces de Rodin et le noyau B événementiel

7.3 Intégration de notre extension probabiliste dans Rodin

Dans cette thèse, nous avons proposé une extension probabiliste au B événementiel permettant la
prise en compte de la modélisation ainsi que de la preuve des comportements probabilistes en B
événementiel. Afin de pouvoir outiller notre extension, nous avons commencé le développement
d’une extension à Rodin permettant l’intégration des éléments ajoutés à B événementiel. Nous
notons qu’à l’heure actuelle, cette extension n’est pas finalisée et ne prend pas encore en compte
tous les éléments de notre proposition de B événementiel probabiliste.

7.3.1 Description de l’extension

Rodin est une plateforme à base de plugins, elle utilise le mécanisme d’extensibilité d’Eclipse. Ainsi,
nous pouvons ajouter de nouvelles fonctionnalités dans Rodin par ajout de nouveaux plugins. Dans
notre proposition de B événementiel probabiliste, nous avons introduit de nouveaux éléments de
syntaxe. De même, nous avons ajouté de nouvelles obligations de preuve et nous avons adapté
les obligations de preuve standard pour qu’elles puissent être utilisées dans notre proposition.
Nous avons également proposé deux nouveaux processus de développement en B événementiel, la
probabilisation et la probabilisation partielle. Dans notre extension, nous avons étendu les librairies
B événementiel, le noyau B événementiel ainsi que l’interface graphique de modélisation. Nous
présentons dans ce qui suit quelques éléments de notre extension.

Annotation d’un événement par un poids dans Rodin Nous présentons ici notre extension à la
plateforme Rodin permettant d’annoter un événement par un poids.

Nous avons étendu l’éditeur de Rodin afin d’offrir à l’utilisateur la possibilité d’ajouter un poids
à un événement. Pour cela, nous avons étendu le noyau Rodin, l’analyseur de syntaxe ainsi que
l’interface graphique de modélisation. La figure 7.6 montre cette extension à l’éditeur de Rodin.
Voulant ajouter un élément de modélisation à l’événement ALLDL, l’éditeur propose à l’utilisateur
en plus des éléments standards, la possibilité d’ajouter un poids.

La figure 7.7 montre l’annotation d’un événement par un poids. Nous remarquons la nouvelle
clause WEIGHT et l’annotation de l’événement ALLDL par le poids N × k. Nous notons que ini-
tialement, à l’ajout de la clause WEIGHT, le champ pour le poids est vide, c’est à l’utilisateur de
saisir la valeur du poids. Pour cette extension, nous avons étendu le noyau Rodin, les librairies B
événementiel, l’analyseur de syntaxe ainsi que l’interface graphique.

Ajout d’une substitution probabiliste La palateforme Rodin offre à l’utilisateur la possibilité
d’ajouter des substitutions non-déterministes et des substitutions déterministes. Afin de prendre
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FIGURE 7.6 – Ajout d’un poids à un événement

FIGURE 7.7 – Annotation d’un événement par un poids

en compte les substitutions énumérées probabilistes de notre extension, nous avons étendu l’édi-
teur de Rodin pour offrir à l’utilisateur la possibilité d’ajouter à un événement une substitution
probabiliste énumérée. La figure 7.8 montre cette extension à l’éditeur de Rodin.
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FIGURE 7.8 – Ajout d’une substitution probabiliste

Comme dans le cas de possibilité d’ajout d’un poids à un événement, pour réaliser cette exten-
sion, nous avons étendu le noyau Rodin, les librairies B événementiel, l’analyseur de syntaxe ainsi
que l’interface graphique.

Intégration du processus de probabilisation Notre extension à Rodin prend aussi en charge le
processus de probabilisation. Nous reprenons ici le cas de la machine LandingGear présentée dans
la section 6. La figure 7.9 montre cette machine décrite en B événementiel standard dans Rodin.

Nous avons ajouté dans l’éditeur de Rodin une nouvelle opération qui permet de probabiliser
une machine B événementiel non-déterministe. La figure 7.10 montre cette extension permettant
d’appliquer la probabilisation. Une nouvelle opération dénotée par PROBABILISE est offerte à l’uti-
lisateur. Lorsque l’utilisateur sélectionne PROBABILISE, une interface graphique s’affiche permet-
tant de préciser (mentionner) le nom de la machine résultante de la probabilisation, l’utilisateur
saisit le nom de la machine résultante et Rodin génére cette machine. La figure 7.11 montre l’in-
terface permettant la saisie du nom de la machine.
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FIGURE 7.9 – Machine non-déterministe du LandingGear

FIGURE 7.10 – Application du processus de probabilisation

La figure 7.12 montre la machine résultante de cette opération.
Dans cette machine, nous remarquons l’apparition de la clause PROBABILISE qui indique la ma-

chine probabilisé. De même, nous remarquons l’apparition de cette clause dans chaque événement,
elle permet de préciser le nom de l’événement probabilisé par l’événement correspondant. Nous re-
marquons que le type de tous les événements est probabiliste indiqué par le mot clé probabilistic .
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FIGURE 7.11 – Précision du nom de la machine

Nous remarquons aussi l’annotation de tous les événements par des poids ainsi que l’apparition des
substitutions probabilistes. À la génération de la machine, les champs pour les valeurs des poids
des événements ainsi que les valeurs de probabilité dans les substitutions probabilistes ne sont pas
précisées, c’est à l’utilisateur de saisir les valeurs correspondantes selon son besoin.

FIGURE 7.12 – Machine B événementiel probabiliste
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Écriture des substitutions probabilistes X
Annotation des événements par des poids X
Génération de la OP (evt/WGHT/NAT) ∼
Génération de la OP (evt/param/pWD) ∼
Génération de la OP (evt/assign/pWD1) ∼
Génération de la OP (evt/assign/pWD2) ∼
Génération de la OP (evt/assign/pWD3) ∼
Génération de la OP (mixedEB/csrt1) ∼
Génération de la OP (machine/pVar) ∼
Génération de la OP (evt/wght/BOUND) ∼
Génération de la OP (evt/param/BOUND) ∼
Génération de la OP (evt/ndpBOUND) ∼
Mise à jour de la OP (evt/assign/pFIS) ∼
Mise à jour de la OP (evt/pINV) ∼
Mise à jour de la OP (machine/pDLF) ∼
Mise à jour de la OP (machine/mDLF) ∼
Réutilisation de la OP (evt/pBOUND) ∼
Réutilisation de la OP (evt/var/pNAT) ∼
Réutilisation de la OP (evt/pVAR) ∼
Intégration du processus de probabilisation X
Vérification de la condition (event/param/proba) X
Vérification de la condition (evt/EnumSub/proba X
Vérification de la condition (evt/PredSub/proba) X
Génération d’une machine probabiliste X

TABLE 7.1 – Fonctionnalités de l’outil

Pour l’extension de Rodin permettant d’appliquer la probabilisation sur une machine standard,
nous avons étendu le noyau de Rodin, les librairies B événementiel principalement les librairies
B événementiel AST, tous les composants du noyau B événementiel (l’analyseur de syntaxe, gé-
nérateur d’obligations de preuve, gestionnaire d’obligations de preuve) ainsi que les interfaces de
modélisation et de preuve.

Avancement de l’implémentation. À l’heure actuelle, notre implémentation ne prend pas en
compte tous les éléments de l’extension. Nous présentons dans le tableau 7.1 un récapitulatif des
fonctionnalités assurées par l’implémentation. X dénote une fonctionnalité supportée alors que
∼ dénote une fonctionnalité en cours d’implémentation. La principale lacune concerne la gestion
ainsi que la génération des obligations de preuve. En effet, nous avons implémenté toutes les
obligations de preuve, mais nous n’arrivons pas à les faire générer dans l’outil. Le problème est
principalement technique, il concerne la connexion de notre implémentation avec les prouveurs de
Rodin.
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Conclusion

L’objectif principal des travaux de recherche présentés dans ce document est l’intégration du
raisonnement probabiliste dans la méthode B événementiel, ce qui permet la modélisation ainsi
que la vérification d’une large classe d’aspects probabilistes des systèmes.

La problématique d’intégration des probabilités au sein de la méthode B événementiel a été
étudiée initialement par Abrial et ses coauteurs dans [78]. Ils suggèrent d’introduire les probabilités
comme raffinement du non-déterminisme. En particulier, ils mentionnent que chaque extension au
B événementiel pour supporter des probabilités doit respecter certaines exigences :

(1) Le B événementiel doit rester simple et compréhensible,

(2) L’extension doit être générique permettant la description d’une large classe de systèmes.

Nous nous sommes basés sur les consignes énoncées dans ce travail et nous avons proposé une
extension probabiliste au B événementiel où nous avons autorisé le remplacement de toutes les
sources de non-déterminisme par des probabilités.

Dans un premier temps, nous avons étudié des modèles B événementiel purement probabilistes
contenant des probabilités aux différents lieux de non-déterminisme. Pour le non-déterminisme
entre événements activables simultanément, nous avons proposé d’annoter chaque événement par
un poids. Nous avons proposé de remplacer le choix non-déterministe pour les valeurs des para-
mètres d’un événement par un choix uniforme discret et nous avons également proposé de rempla-
cer les substitutions non-déterministes par des substitutions probabilistes. De nouveaux éléments
de syntaxe ont ainsi été proposés. Par la suite, nous avons étudié la cohérence de ces modèles et
nous avons proposé de nouvelles obligations de preuve dédiées aux nouveaux éléments introduits
ainsi que des adaptations des obligations de preuve standard pour qu’elles puissent être utilisées
dans notre extension purement probabiliste au B événementiel. Nous avons aussi étudié la sé-
mantique des modèles B événementiel purement probabilistes, exprimée en termes de chaînes de
Markov discrètes.

Dans un second temps, nous avons étudié des modèles B événementiel contenant à la fois du
non-déterminisme et des probabilités. Dans ce cas, on peut conserver du non-déterminisme à cer-
tains endroits et le remplacer par des probabilités à d’autres, ce qui permet la description d’une
large classe de systèmes. Nous avons ainsi étudié ce type de modèles et nous l’avons désigné par les

135
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modèles B événementiel mixtes. Nous avons étudié la cohérence de ces modèles et leur sémantique
en l’exprimant en termes d’automates probabilistes.

Le processus de développement en B événementiel étant basé sur le raffinement, nous avons pro-
posé des approches de développement formel qui permettent l’introduction progressive des proba-
bilités dans un modèle B événementiel par raffinement. Dans une première étape, nous avons pro-
posé une nouvelle approche, la probabilisation, qui permet de passer d’un modèle non-déterministe
vers un modèle purement probabiliste. Dans une deuxième étape, nous avons étudié une variante
spécifique du raffinement : l’ajout de nouveaux événements probabilistes. Nous avons étudié la
propriété de convergence presque certaine d’un ensemble d’événements probabilistes en B évé-
nementiel et formalisé les conditions nécessaires permettant de démontrer cette propriété par un
ensemble d’obligations de preuve.

Afin d’illustrer les éléments de notre extension, nous avons présenté trois études de cas. La pre-
mière concerne un protocole de communication pair à pair présenté comme un fil conducteur tout
au long de ce manuscrit. Les deux autres concernent le train d’atterrisage d’un avion et un système
de freinage. Nous avons aussi commencé le développement d’une extension à la plateforme Rodin
permettant de mettre en pratique les éléments de l’extension.

Nous notons que plusieurs autres travaux de recherche ont traité l’intégration de probabilités
dans B événementiel [54, 58, 98, 53, 91, 92, 93]. Ces travaux ont seulement remplacé les substitu-
tions non-déterministes par des substitutions probabilistes : ils gardent ainsi du non-déterminisme
qui apparaît dans le choix entre événements activables simultanément et dans le choix des va-
leurs des paramètres d’un événement. Ceci rend difficile la modélisation des systèmes purement
probabiliste. Il est en effet alors nécessaire d’effectuer des modifications et des réecritures fasti-
dieuses sur les modèles afin d’assurer qu’aucun aspect non-déterministe n’est encore présent, ce
qui complique la tâche de modélisation et donne des modèles B événementiel moins lisibles et
moins compréhensibles.

Notre extension, qui remplace tous les choix non-déterministes par des probabilités, facilite
donc la description des systèmes purement probabilistes et rend leur écriture plus simple et plus
intuitive. Nous déduisons ainsi que la première exigence d’Abrial par rapport à la proposition
d’extension probabiliste au B événementiel (1) est bien respectée par notre extension. Notre pro-
position de modèles mixtes contenant à la fois du non-déterminisme et des probabilités permet la
description d’une large classe de systèmes, ce qui respecte bien la deuxième exigence de [78] (2).

Perspectives

Comme perspectives à nos travaux de recherche, nous pensons que quatre principales idées peuvent
être réalisées :

• La première idée consiste à étudier l’expression ainsi que la vérification des prédicats probabi-
listes en B événementiel probabiliste. Dans la littérature, plusieurs travaux de recherche [42,
45, 45, 64, 69] ont étudié l’expression et la vérification des prédicats probabilistes. Ces prédi-
cats peuvent être classés en deux catégories : les prédicats probabilistes exprimant la proba-
bilité d’occurence d’un prédicat déterministe [45] ou les prédicats probabilistes qui donnent
des expressions réelles sur les variables du modèle [42]. L’intérêt est d’étendre l’ensemble
des propriétés exprimables en B événementiel et de raisonner sur de nouveaux types de pro-
priétés qui n’a pas, jusqu’ici, été pris en compte en B événementiel. Une idée pour cela est
de formaliser des obligations de preuve pour vérifier ces prédicats. La difficulté concerne
l’écriture des ces obligations de preuve ainsi que l’automatisation de leur preuve.
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• Le B événementiel dans sa version standard permet la vérification de propriétés exactes de
manière binaire, c’est-à-dire des propriétés qui expriment des certitudes et qui sont généra-
lement exprimées comme des invariants. Puisque nous introduisons des probabilités dans le
B événementiel, nous nous intéressons à la vérification de propriétés quantitatives exprimées
comme des invariants probabilistes. Ce type d’invariants a été étudié dans plusieurs travaux
de recherche [57, 79], il a été aussi étudié dans l’extension probabiliste à la méthode B pro-
posée par Hoang [59]. Ces invariants peuvent être considérés comme un cas particulier des
prédicats probabilistes. Ils sont généralement donnés par des expressions numériques expri-
mant des contraintes qui doivent être vérifiées par les variables du modèle. L’intérêt réside
dans l’introduction d’un raisonnement quantitatif qui n’a pas été traité auparavant en B évé-
nementiel et dans l’expression de contraintes quantitatives sur des modèles B événementiel.
Cependant, ce type d’invariants nécessite un raisonnement en termes de nombre réels et non
uniquement en termes de booléens. La difficulté concerne ainsi le passage en B événemen-
tiel du monde de raisonnement en booléen vers le monde de raisonnement en réels. Comme
mentionné déjà dans ce manuscrit, les réels ne sont pas nativement gérés en B événementiel.
Pour les rationnels, il est possible de les exprimer en termes d’entiers. Pour les réels, c’est tout
de même plus complexe et cela demande des prouveurs et des tactiques de preuves dédiés.

• Les propriétés gérées nativement en B événementiel sont l’invariance, l’absence de blocage
et la convergence. Des travaux de recherche ont traité l’expression et la vérification d’autres
propriétés probabilistes telles que la fiablité [91, 96], la réactivité [38, 94] ou la convergence
presque certaine [54]. Dans notre extension probabiliste, nous avons étudié la propriété de
convergence presque certaine d’un ensemble d’événements. La perspective est ici d’étudier
l’expression et la vérification de certaines propriétés probabilistes dans notre extension pro-
babiliste. Les travaux ayant traité l’expression et la vérification de la fiabilité et la réactivité
n’ont pas fourni de solutions complète pour gérer ces propriétés en B événementiel. En effet,
ils considèrent des modèles B événementiel contenant des probabilités (au niveau de substi-
tutions) et les basculent vers des model checkers (principalement Prism [70]) pour vérifier la
fiabilité ou la réactivité. Ainsi leur travail n’offre pas de moyen de vérifier ces propriétés en B
événementiel par des techniques de preuve ; L’intérêt ainsi est de proposer une solution com-
plète permettant à la fois l’expression et la vérification par des obligations de preuve dédiées
ces propriétés ou d’autres dans le B événementiel probabiliste.

• Le processus de développement en B événementiel est basé sur le raffinement. Dans notre
travail, nous avons proposé un processus de développement basé sur le raffinement pour in-
troduire des probabilités dans un modèle B événementiel, mais ce processus reste incomplet.
Nous n’avons en effet traité que l’ajout de nouveaux événements probabilistes dans une ma-
chine B événementiel ou la probabilisation d’un ensemble d’événements non-déterministes
vers un ensemble d’événements probabilistes. L’ajout de nouvelles variables ainsi que le raffi-
nement des données n’ont pas été traité dans notre travail. Ainsi, plusieurs voies de recherche
traitant le raffinement probabiliste dans le B événementiel probabiliste sont possibles : La pre-
mière voie consiste à étudier le raffinement des données dans le B événementiel probabiliste.
L’idée est d’étudier l’ajout ou la suppresion de variables d’une machine B événementiel proba-
biliste lors d’une étape de raffinement. Nous n’avons pas non plus traité le cas du raffinement
direct d’un événement probabiliste par un autre, ou les cas spécifiques de division d’un évé-
nement probabiliste ou de regroupement d’événements probabilistes. Une deuxième voie de
recherche consiste ainsi à étudier le raffinement d’un événement probabiliste par un autre.
La difficulté est de définir la relation entre les poids des deux événements abstrait et concret.
L’idée consiste aussi à étudier le raffinement d’une substitution probabiliste énumérée ou
qualitative. Pour cela, il s’agit d’étudier l’adaptation des obligations de preuve de raffinement
standards à ce contexte et de dégager les nouvelles obligations de preuve servant à assurer la
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validité de ce raffinement. Pour le raffinement des substitutions probabilistes, il est possible
de s’inspirer des travaux de Morgan sur les substitutions probabilistes présentées dans [76].

Une troisième voie de recherche consiste à étudier les cas spécifiques de décomposition (split)
ou de regroupement (merge) pour les événements probabilistes. Principalement, la difficulté
concerne aussi la relation entre les valeurs de probabilité des événements abstraits et des
événements concrets. L’intérêt global ici est de proposer un processus de raffinement proba-
biliste complet qui permet autant de flexibilité dans le cadre probabiliste que dans le cadre
standard.

Nous notons aussi que notre extension à la plateforme Rodin n’est pas complète. En particulier,
la partie sur la génération des obligations de preuve n’est pas finalisée. La difficulté concerne prin-
cipalement l’implémentation de certaines obligations de preuve ainsi que la connexion de certains
prouveurs avec Rodin pour gérer ces obligations. Une continuité de notre travail consiste à pour-
suivre le développement de l’extension probabiliste à Rodin, l’objectif étant de finir l’intégration de
la partie sur la génération des obligations de preuve.
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Introduction de raisonnement probabiliste dans la méthode B événementiel

Introducing probabilistic reasoning within Event-B

Résumé

Les méthodes de modélisation et de vérification formelles à base de
preuves, par exemple le B événementiel, ne permettent pas, à ce
jour, de bien prendre en compte l’ensemble des aspects quantita-
tifs des systèmes réels. En particulier, l’ajout d’aspects probabilistes
dans les systèmes B événementiel est une problématique qui n’a
pas été bien étudiée dans l’état de l’art. La difficulté réside princi-
palement dans l’expression des probabilités ainsi que la vérification
des aspects probabilistes dans ce formalisme.

Dans cette thèse, une extension probabiliste au B événemen-
tiel est proposée pour permettre la description ainsi que la véri-
fication des aspects probabilistes des systèmes. Nous désignons
cette extension par le B événementiel probabiliste. Dans cette ex-
tension, nous proposons de remplacer toutes les sources de non-
déterminisme en B événementiel par des probabilités, ce qui permet-
tra ainsi la description des comportements purement probabilistes.
Le processus de développement en B événementiel étant basé sur
le raffinement, nous proposons plusieurs approches de développe-
ment basées sur le raffinement qui permettront l’intégration progres-
sive des probabilités. En particulier, nous étudions la convergence
presque certaine d’un ensemble d’événements dans cette extension.
La méthode B événementiel est équipée de la plateforme Rodin que
nous étendons pour permettre la prise en compte des éléments de
l’extension.

Les différents aspects de ce travail sont illustrés par plusieurs
études de cas : un protocole de communication pair à pair, le sys-
tème de train d’atterrissage d’un avion et un système de freinage
d’urgence.

Abstract

From the best of our knowledge, proof based modeling and verifica-
tion methods, for example Event-B, are not capable of handling the
complete spectrum of quantitative aspects from real-life systems. In
particular, modeling probabilistic aspects of systems within Event-B
is a problem which has not been well studied in the state of the art.
The main difficulties lie in the expression of probabilities and the ver-
ification of probabilistic aspects within Event-B. This thesis presents
a probabilistic extension of Event-B to support modeling and veri-
fication of probabilistic aspects of systems. We denote this exten-
sion by probabilistic Event-B. We propose to replace all the non-
deterministic choices by probabilistic choices, which allows the de-
scription of fully probabilistic systems. The development process in
Event-B is based on refinement, we therefore propose some devel-
opment approaches based on refinement which permit the progres-
sive integration of probabilities in Event-B models. In particular, we
study the almost-certain convergence of a set of events within this
extension. The Event-B method is equipped with the Rodin platform
which we extend to take into consideration the new added elements
of our extension.

The different aspects of this work are illustrated by several case
studies: a peer-to-peer communication protocol, a landing gear sys-
tem and an emergency brake system.
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