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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Cette thèse est une thèse CIFRE 4. L’entreprise PIXIEL 5 qui la subventionne est
une entreprise spécialisée dans le spectacle de drones. Les drones étant de plus en
plus utilisés dans le civil, la sécurité de leur environnement devient un sujet très impor-
tant. Concernant la pratique actuelle, les spectacles avec des drones ne sont donnés
que par beau temps et l’espace en dessous de la zone de vol des drones est interdite
aux acteurs du spectacle et au public. Cependant, il n’y a aucune preuve ou garantie
que les drones suivent toujours les plans de vol prévus. Scott Andersen et George
Romanski [1] soulignent l’importance du logiciel et proposent d’adopter les outils de
développement pour la sûreté du logiciel. Le système de drone est le cœur du fonc-
tionnement du drone, sa sûreté est donc encore plus importante que celle de logiciels
ordinaires. Développer un modèle avec des méthodes formelles pour analyser avant
de développer le système est déjà proposé par plusieurs articles [2] [3] [4], mais au-
jourd’hui les travaux utilisant le model checking sont souvent consacrés aux flottes de
drones [5]. L’entreprise PIXIEL a décidé de faire cette étude pour rendre ses drones
plus fiables pour le public dans les spectacles de drones.

Le but principal de cette thèse est donc de trouver une méthode pour rendre les
vols de drones plus sûrs (sans danger) vis à vis de la présence du public. Alors que les
pannes physiques sont bien gérées avec les drones Hexarotors 6, une panne logicielle
peut être beaucoup plus problématique et complexe à étudier. En effet dans ce cas, le
comportement du drone peut devenir imprévisible.

Dans cette thèse, nous proposons un modèle formel du système de drone pour
analyser les différents problèmes qu’un drone peut rencontrer. Nous cherchons les
sources possibles des problèmes et essayons de les corriger. Nous avons ensuite
compris que pour PIXIEL la sécurité du public est encore plus importante que la sécu-
rité du drone. Pour cette raison nous étudions plus profondément la sécurité du public.
Dès que les drones ne volent pas au dessus du public, le public est en sécurité même

4. CIFRE : Conventions Industrielles de Formation par la Recherche.
5. PIXIEL : Nous donnons une présentation plus générale dans la suite.
6. Hexarotors : ils disposent de six moteurs.
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si le drone tombe.

L’un des problèmes critiques dans ce contexte est l’éventuelle inexactitude de l’es-
timation de la position dans les systèmes de drones, ce qui peut provenir soit des
mesures imprécises des capteurs, soit d’une interprétation erronée des données pro-
venant de ces capteurs. En dehors des défaillances des composants physiques du
drone, il y a aussi un aspect beaucoup plus critique à prendre en compte : les condi-
tions météorologiques. Par conséquent, une approche générale visant à améliorer la
sécurité des drones consiste à étudier l’impact des imprécisions des mesures des po-
sitions du drone sur sa trajectoire par rapport à un plan de vol fixé, tout en prenant en
compte les conditions météorologiques.

Pour cela nous nous basons sur une organisation en zones, où se trouve le public
et où évolue le drone ; les zones où il y a plus de public sont plus dangereuses lorsque
le drone y pénètre. Nous calculons donc la probabilité pour que le drone entre dans
chaque zone, en faisant le lien avec les composants du drone et ses paramètres de
vol. Dans ce but, nous avons construit une chaîne de Markov comme modèle formel
du drone. Ce modèle a été encodé en PRISM [6, 7] puis en Python (dédié aux ou-
tils de model checking). Il comporte un état initial, des transitions qui présentent les
comportements des composants du drone, et différents états finaux qui correspondent
aux différentes zones ; nous pouvons donc obtenir la probabilité qu’a le drone d’arriver
dans chaque zone.

Nous avons effectué des tests statistiques sur un composant (le filtre) du drone,
et avons construit plusieurs modèles pour étudier si nous pouvons améliorer la pré-
cision tout en ralentissant le moins possible le drone. Malheureusement, à cause de
l’environnement et de la taille des tests, le résultat des tests statistiques ne semble
pas refléter les données obtenues en situation de vol réel. Pour cette raison nous ne
pouvons pas utiliser les résultats des tests statistiques pour choisir un filtre qui corres-
pond au mieux aux besoins de PIXIEL. Nous avons alors décidé d’utiliser les capacités
des filtres comme paramètres du modèle formel du drone. Un modèle paramétré est
alors construit progressivement, puis vérifié à l’aide d’une nouvelle méthode : le model
checking statistique paramétré.

Cette méthode de vérification est plus libre et rapide que les méthodes standard
telles que le model checking. En revanche le résultat en sortie n’est plus un résultat
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exact mais un résultat estimé. La méthode prend un modèle formel en entrée et donne
un polynôme en sortie. Ce polynôme exprime la relation entre les paramètres d’entrée
(du modèle) pour produire une probabilité en fonction des entrées. La taille du modèle
augmente avec la gamme et le nombre des paramètres. Pour l’analyse des propriétés
de ce modèle paramétré, il s’avère que les techniques et outils classiques (PRISM, PA-
RAM) sont limités et ne parviennent pas à encoder le modèle ou achever son analyse.
Afin de mettre en œuvre notre méthode de model checking statistique paramétré, un
nouvel outil prototype (MCpMC) a été développé à l’occasion dans l’équipe, par exten-
sion d’un prototype existant. Notre modèle paramétré du drone a alors été vérifié par
ce prototype ; ses performances sont plutôt bonnes comme nous allons le présenter
dans la thèse.

Notre modèle du drone permet d’expérimenter différents paramètres de vol du
drone dans le but de traiter la question initiale de la sécurité du public (en évitant
les vols dans les zones réservées au public). Par exemple, en considérant différents
trajets de vols de drone dans notre modèle, nous avons finalement trouvé certaines
règles pour diminuer la probabilité que le drone vole au dessus du public ; ceci répond
aux préoccupations à la base de notre projet de recherche et à l’intérêt de l’entreprise
PIXIEL.

9





CHAPITRE 1

CONTEXTE DE LA THÈSE

Cette thèse est financée par le dispositif de Conventions Industrielles de Formation
par la Recherche (CIFRE) qui a subventionné l’entreprise PIXIEL pour une collabora-
tion de recherche avec le Laboratoire des Sciences du Numérique de Nantes (LS2N).

Présentation générale de PIXIEL

Depuis sa création en 2011, la société PIXIEL a fait le choix de positionner l’innova-
tion au cœur de son activité. La société a toujours conçu et créé ses propres drones,
hier pour la prestation audiovisuelle, aujourd’hui pour l’industrie dans le domaine du
spectacle (ATMOS), pour la sécurité avec des drones automatiques (NeoSafe) et pour
la formation en pilotage de drones (EMD).

PIXIEL maîtrise l’ensemble des étapes de conception et de développement de ses
solutions de drones autonomes. En l’absence de normes industrielles pour les drones,
la société respecte au plus près celles de l’aéronautique pour produire des dispositifs
sûrs et fiables. Nous nous sommes donc inspirés des règles de l’avionique pour notre
modélisation.

Pour relever les défis technologiques et concevoir ces véritables robots volants,
PIXIEL maîtrise à la fois les éléments physiques constitutifs du drone (châssis, cartes
électroniques, ...) mais également l’ensemble des logiciels. Afin de conserver sa ca-
pacité d’innovation, PIXIEL a décidé de développer toutes ses briques technologiques
en interne.

Pour résumer, l’entreprise a beaucoup d’expérience sur tous les aspects de la vie
du drone, que ce soit de la fabrication à leur usage professionnel, sans oublier les for-
mations pour les futurs pilotes.
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Chapitre 1 – Contexte de la thèse

PIXIEL a regroupé ses nombreuses activités en 3 parties : ATMOS pour les spec-
tacles, EMD pour la formation et NeoSafe pour la sécurité automatisée. ATMOS a été
le cadre de nos travaux de recherche.

ATMOS - Spectacle de drones

FIGURE 1.1 – Spectacle au Puy du
Fou en partenariat avec PIXIEL.

Dans la majorité des spectacles traditionnels,
l’espace que représente le ciel n’est que très peu
exploité. Intégrer des drones permet de remplir
cet espace et de proposer un spectacle en 3 di-
mensions.

Les spectacles organisés avec le Puy du
Fou 1 ne sont pas les seuls opérés par l’entre-
prise ; PIXIEL est en effet connu dans le monde

entier pour ses spectacles de drones.

Lors des spectacles nocturnes, les drones doivent voler devant du public, ce qui
rend critique le sujet de la sécurité. Par exemple en cas de panne, le dysfonctionne-
ment du drone peut entraîner sa chute. C’est principalement pour cette raison que
PIXIEL a décidé de proposer ce sujet de thèse.

Le but est d’améliorer la fiabilité (minimiser l’impact des défaillances du drone sur
le public) de leur système à l’aide des techniques informatiques et notamment les
méthodes formelles (modélisation et vérification).

Organisation pratique pour la thèse

Pour ma thèse, j’ai rejoint l’équipe qui s’occupe du système de drone en R&D (Re-
cherche et Développement) à Nantes. Cette équipe s’occupe à la fois de la conception
mais aussi de la fabrication du système. J’ai donc eu l’opportunité de collaborer avec
l’équipe qui a réalisé le système, ce qui inclut les techniciens et les électroniciens.

1. Puy du Fou : Un parc d’attraction en Vendée, France.
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Le laboratoire LS2N est impliqué dans ce projet à travers un partenariat de re-
cherche avec l’équipe AeLoS 2. La thèse s’est déroulée pendant les 3 années en étroite
collaboration avec mon équipe de recherche et l’équipe R&D de PIXIEL. Une partie de
la semaine est passée dans l’entreprise et l’autre au laboratoire.

La thèse est organisée de la manière suivante. Dans le chapitre 2, nous donnons
les bases essentielles pour comprendre le fonctionnement et le comportement des
drones, puis les règlementations et les problématiques du drone. Le chapitre 3 pré-
sente l’orientation de cette thèse et les travaux existants. Le chapitre 4 est une in-
troduction aux chaînes de Markov, chaînes de Markov paramétrées, model checking
statistique, model checking statistique paramétrique et aux outils ou prototypes de vé-
rification. La construction progressive du modèle formel est présentée dans le chapitre
5, puis nous présentons les implémentations et les résultats dans le chapitre 6. Enfin
le chapitre 7 présente les conclusions et les perspectives de cette thèse.

2. AeLoS : Architectures et Logiciels Sûrs.
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CHAPITRE 2

LES COMPOSANTS, LE

FONCTIONNEMENT ET LES

PROBLÉMATIQUES D’UN DRONE

Dans ce chapitre, nous présentons les connaissances fondamentales sur les drones
et qui sont nécessaires à la compréhension de la suite du document. Dans un premier
temps, nous présentons les composants matériels d’un drone. Ensuite, nous expli-
quons comment le logiciel de contrôle d’un drone peut être décomposé. Nous allons
aussi nous focaliser sur les composants logiciels les plus importants. Nous présentons
ensuite les réglementations en matière de drone, notamment en Europe mais aussi
dans le monde. Finalement nous introduisons une liste de problématiques relatives au
fonctionnement de drones.

2.1 L’attitude du drone

Le mouvement d’un drone dans l’espace est dicté par la position relative (orienta-
tion) de ses différents moteurs. Ainsi, pour commander efficacement le drone, il est
important de connaître avec précision l’angle de ses moteurs dans un repère relatif.
Ces mesures sont appelées l’attitude du drone.

FIGURE 2.1 – Les coordonnée de l’attitude.

Notons la différence entre posi-
tion et attitude : alors que la position
du drone est définie par les coor-
données tridimensionnelles x, y et
z, son attitude est définie par les co-
ordonnées géographiques ; ce sont
les mesures de lacet, tangage et

15



Chapitre 2 – Les composants, le fonctionnement et les problématiques d’un drone

roulis (en anglais yaw, pitch et roll) par rapport à l’axe vertical (voir la Figure 2.1).
L’orientation permet de contrôler le mouvement du drone ; en contrôlant la vitesse de
chaque moteur, il est possible de contrôler quel moteur sera le plus rapide, et donc de
contrôler la direction dans laquelle le drone volera.

2.2 Les composants d’un drone

FIGURE 2.2 – Composants d’un
drone.

Afin de modéliser fidèlement le système
de drone, il faut tout d’abord étudier le drone
lui-même. La Figure 2.2 montre un drone ty-
pique civil. Ce drone contient 4 moteurs et
des composants basiques que nous détaillons
dans la suite. Pour ses spectacles, l’entre-
prise PIXIEL utilise des drones plus avancés
équipés de 6 moteurs et davantage de cap-
teurs.

Nous décomposons maintenant un drone
en composants matériels et composants logi-
ciels. Dans la Figure 2.3, les composants en

bleu clair sont des matériels que nous présentons dans la section 2.2.1, les compo-
sants en bleu foncé font certains calculs basiques et échangent des valeurs avec le
Contrôleur de Vol. Nous présentons ces composants dans la section 2.2.2.

2.2.1 Les composants matériels

Nous présentons ici les composants matériels du drone, avec un focus sur les cap-
teurs de position. Certains drones sont aussi équipés de matériels qui ne sont pas
présentés ici, comme le capteur de courant électrique, l’équipement de stabilisation
de carte, etc. Ces composants apportent plus de possibilités au drone mais entraînent
aussi plus de consommation d’énergie et plus de poids pour le drone. Les bons ma-
tériels conditionnent souvent un vol plus long et permettent de porter des objets plus
lourds.

16



2.2. Les composants d’un drone

FIGURE 2.3 – Assemblage des composants d’un drone.

Le moteur. Le moteur transforme une énergie électrique en énergie mécanique. Les
drones Quadrotor disposent de quatre moteurs ; les Hexarotors disposent de six mo-
teurs. En fonction du moteur, le drone est plus puissant, il peut voler plus haut et
plus rapidement ; et dans certains types de perturbations il est plus stable. Les drones
Hexarotors peuvent voler avec quatre moteurs lors de défaillances matérielles ; Ils sont
plus puissants et peuvent porter les objets lourds en volant.

La batterie. La batterie est la source d’énergie du drone. Les drones sont toujours
équipés d’au moins une batterie. Dans les situations non désirées, par exemple quand
le drone tombe, c’est souvent la batterie qui endommage le drone et le rend irrécupé-
rable.

La télécommande. La télécommande est destinée au pilote, mais les drones au-
tomatiques peuvent aussi être équipés d’une ou plusieurs télécommandes afin qu’un
humain puisse prendre la main dans les situations d’urgence.

17



Chapitre 2 – Les composants, le fonctionnement et les problématiques d’un drone

Les LED. Les lumières sur un drone sont à base de LED. Tous les drones ne sont pas
équipés en LED mais c’est un composant pratique pour trouver la position du drone
visuellement dans la nuit.

La carte barométrique. La carte barométrique est aussi appelée altimètre. Elle agit
comme un capteur pour le drone. Son rôle est de mesurer l’altitude à l’aide de la pres-
sion atmosphérique. Ce composant est particulièrement critique car il génère beau-
coup de bruit, qui peut perturber les mesures de position.

Le compas. Le compas est un capteur du drone qui donne une référence de direc-
tion (le nord) sur le plan horizontal et permet ainsi la mesure d’angles horizontaux par
rapport à cette direction.

Le GPS. Le GPS (Global Positioning System) est un capteur du drone qui consomme
plus d’énergie que les autres. Il utilise un système de positionnement par satellites
appartenant au gouvernement des États-Unis. Les signaux transmis par les satellites
peuvent être librement reçus et exploités par quiconque. Il est un peu plus lent que
les autres capteurs, mais il est plus stable et a un bon fonctionnement sur une grande
trajectoire extérieure.

L’accéléromètre. L’accéléromètre est un capteur qui permet de mesurer l’accéléra-
tion linéaire du drone. Il s’agit en fait de 3 accéléromètres qui calculent les accéléra-
tions linéaires selon 3 axes orthogonaux. L’accéléromètre est sensible aux perturba-
tions, mais il est rapide, précis, et en l’absence de perturbations, ses performances
sont constantes dans le temps.

Le gyroscope. Le gyroscope est un capteur qui mesure la position angulaire et
l’orientation par rapport à un inférentiel inertiel. Il consomme moins d’énergie que les
autres capteurs, il est rapide et précis, mais il souffre des erreurs d’intégration, c’est-
à-dire qu’il a un bruit qui augmente avec le temps. Il est complémentaire à l’accéléro-
mètre.
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2.2.2 Les composants logiciels

La zone jaune de la Figure 2.3 représente le système de drone ; le cœur du système
de drone est celle qui est en violet, c’est le contrôleur de vol. C’est le composant
qui nous intéresse le plus car c’est celui qui a potentiellement le plus d’impact sur la
trajectoire du drone. Nous introduisons ici les composants logiciels du drone ; ils sont
pour certains fortement intégrés aux matériels (ESC, Radio, IMU ...).

FIGURE 2.4 – Capteur de
mesure inertielle (IMU).

Le contrôleur de moteur (Electronic Speed Controller
- ESC). Chaque moteur du drone est couplé avec un
contrôleur de moteur. Ces contrôleurs permettent de ré-
guler la vitesse des moteurs et ainsi de contrôler l’attitude
du drone.

Le récepteur radio. Le récepteur radio est un appareil
électronique destiné à capter, sélectionner et décoder les
ondes radioélectriques émises par les télécommandes.

Le capteur de mesure inertielle (Inertial measurement
unit - IMU). Le capteur de mesure inertielle (IMU) est
un composant qui intègre la plupart du temps un accéléromètre et un gyroscope. C’est
un instrument intégrant du logiciel, utilisé en navigation, capable d’intégrer les mou-
vements d’un mobile (accélération et vitesse angulaire) pour estimer son orientation
(angles de roulis, de tangage et de lacet), sa vitesse linéaire et sa position. L’estima-
tion de la position est relative au point de départ ou au dernier point de recalage. Les
IMUs des drones sont souvent très petits ; la Figure 2.4 en montre un exemple.

Certains drones sont équipés de capteurs supplémentaires, comme nous l’avons
présenté. Plus le contrôleur de vol a de capteurs et plus l’estimation de sa position
sera précise. Nous considérons cependant que l’IMU est un des composants les plus
importants dans l’estimation de la position du drone dans l’espace.

Le contrôleur de vol. Nous introduisons maintenant le plus important parmi les com-
posants logiciels : le contrôleur de vol. Le contrôleur de vol est responsable de la
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collecte des données venant des différents capteurs. Ces données permettent de cal-
culer la position et l’attitude précises du drone ainsi que d’ajuster l’attitude de manière
à suivre le plan de vol indiqué du mieux possible.

FIGURE 2.5 – Architecture d’un système de drone.

Nous allons modéliser le contrôleur de vol général représenté dans la Figure 2.5.
Les composants les plus importants du contrôleur de vol sont : le PID (Proportional
Integral Derivative), le modulateur et le filtre.

— Le PID. Le PID (Proportional-Integral-Derivative) est le composant qui calcule
l’attitude dont le drone a besoin pour atteindre le prochain point. Il existe une
diversité de PID [8] ; ils sont tous très bien documentés.

— Le modulateur. Le modulateur est le traducteur entre le PID et le ESC. La mo-
dulation peut être définie comme le processus par lequel le signal est transformé
de sa forme originale en une forme adaptée au canal de transmission.

— Le filtre. Les signaux issus des capteurs contiennent du bruit. Les filtres per-
mettent de les atténuer voire de les supprimer. Cependant, chaque type de filtre
a ses avantages et convient plus ou moins bien à la situation d’utilisation.
Aujourd’hui, le filtre le plus utilisé est le filtre EKF (Extended Kalman Filter ) [9]
car il est rapide et offre une précision correcte. C’est pour cela que nous le
prenons comme référence pour la comparaison avec les autres filtres.
D’autres filtres comme le Gradient Descent [10], le UKF (Unscented Kalman
Filter ) [11] et le CKF (Explicit Complement Filter ) [12] permettent d’obtenir de
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meilleurs résultats tout en sacrifiant la précision ou la rapidité. Certains articles
comparent les différents filtres [13,14].

Tous les filtres proposent des fréquences et des précisions différentes. La fré-
quence et la précision du filtre doivent donc être incluses dans notre modèle. Cela
permettra de voir si un filtre précis mais à basse fréquence est plus avantageux pour
la sécurité du drone qu’un filtre moins précis mais plus rapide.

2.3 La règlementation en matière de drones

L’utilisation des drones dans le domaine civil est une activité encore récente. Par
conséquent il n’existe que très peu de règlementations encadrant leur utilisation. Selon
les pays, on peut tout de même trouver des lois locales en attendant la mise en place
de lois internationales spécifiques. Une réglementation européenne a été publiée le
mardi 11 juin 2019 et mise en application le 1 juillet 2019 1.

Utilisation en France

Pour l’usage d’un drone de loisir, le Ministère de la Transition écologique et solidaire
a mis en ligne un document listant les "10 commandements" suivants, à respecter pour
l’usage des drones. Ils n’ont pas changé après la publication du règlement européen.

1 Je ne survole pas les personnes.
2 Je respecte les hauteurs maximales de vol.
3 Je ne perds jamais mon drone de vue et je ne l’utilise pas la nuit.
4 Je n’utilise pas mon drone au-dessus de l’espace public en agglomération.
5 Je n’utilise pas mon drone à proximité des aérodromes.
6 Je ne survole pas de sites sensibles ou protégés.
7 Je respecte la vie privée des autres.
8 Je ne diffuse pas mes prises de vues sans l’accord des personnes concernées

et je n’en fais pas une utilisation commerciale.
9 Je vérifie dans quelles conditions je suis assuré pour la pratique de cette activité.

1. Règlement : https ://www.ecologique-solidaire.gouv.fr/drones-usages-professionnels
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10 En cas de doute, je me renseigne...

Il existe aussi certaines lois plus spécifiques, mais aucune n’est assez précise et
n’atteint le niveau de la certification DO-178C [15] (Software considerations in airborne
systems and equipment certification), qui fixe les conditions de sécurité applicables
aux logiciels critiques de l’avionique pour l’aviation commerciale et générale. Sont pré-
cisées notamment les contraintes de développement liées à l’obtention de la certifica-
tion pour un logiciel d’avionique.

Malgré l’inexistence d’une telle certification internationale pour les logiciels de
drones, les entreprises essayent d’améliorer la sécurité de leurs systèmes au maxi-
mum. Il est donc important d’étudier les défaillances qui peuvent apparaître lors de
l’utilisation d’un drone, afin de réduire leurs impacts si elles se produisent.

2.4 Problématiques du drone

Afin d’améliorer le système de drone, la première étape est d’identifier les points
problématiques et critiques. Les défaillances les plus fréquentes sont matérielles et
se traduisent généralement par une perte du drone plus ou moins violente (chute,
incendie, . . .). Au niveau des logiciels, la présence d’un contrôleur de vol est très re-
commandée.

Nous étudions les défaillances des drones et notons qu’il existe deux types de
situations. Soit le drone peut s’arrêter de voler et tomber dans une zone sécurisée,
soit il entre dans une zone "interdite" où il met le public en danger. Certains drones
professionnels gèrent le risque de chute à l’aide de la redondance des composants
matériels.

La méthode Failure Mode Effects and Criticality Analysis (FMECA) est un proces-
sus pour déterminer les conséquences que des défaillances peuvent avoir sur le fonc-
tionnement d’un système complexe aéronautique [16]. JiaLin Wang et Wei Chen ont
utilisé cette méthode pour analyser les défaillances possibles dans ce contexte. Dans
leur analyse, nous pouvons voir, en dehors des problèmes de défaillance de compo-
sants physiques d’avion, que les problèmes de vol hors de la trajectoire prévue sont
parmi les plus critiques. C’est aussi vrai pour les drones. Cette analyse nous a permis
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de mettre en évidence les problématiques des drones et nous a guidé pour le choix
des propriétés à vérifier par la suite.Dans la suite, nous analysons les différents types
de défaillances.

2.4.1 Les défaillances matérielles et logicielles

Les composants matériels du drone peuvent être défectueux et entraîner un dys-
fonctionnement ou une défaillance du drone. De plus comme l’altitude des drones
est beaucoup plus basse que celle d’un avion, les drones volent à proximité du pu-
blic. Concernant les drones, les pannes physiques sont mieux gérées avec les drones
Hexarotors grâce à leur nombre de moteurs. Les pannes logicielles, elles, peuvent être
beaucoup plus problématiques et complexes à étudier.

Nous détaillons ci-après quelques sources de défaillances en liaison avec le logi-
ciel.

FIGURE 2.6 – Défaillances du drone.

La perte de signal. Un des problèmes les
plus critiques est celui qualifié du "drone
perdu" : lorsque les drones présentent un pro-
blème d’attitude, le sens ou la vitesse de vol ne
sont pas ceux commandés par le pilote ou le
programme en mode automatique. En consé-
quence, une fois que le drone est trop éloigné
de sa télécommande et de la station de sol,
tout signal envoyé sera perdu ; le drone risque alors d’être perdu de vue et devient
alors un "drone perdu".

FIGURE 2.7 – Spectacle avec des
drones.

La perte de trajectoire. Pendant les spec-
tacles utilisant des drones, par exemple celui
montré dans la Figure 2.7, nous nous intéres-
sons particulièrement à la distance entre le pu-
blic, les acteurs et les drones. Une trajectoire
de vol est alors définie de façon que le vol ne

23



Chapitre 2 – Les composants, le fonctionnement et les problématiques d’un drone

présente aucun danger pour le public. Pour savoir comment le drone peut voler sans
danger pour le public et les acteurs, il faut pouvoir détecter s’il perd sa trajectoire. Dif-
férentes situations peuvent en être la source, par exemple le vent, la perte de signal,
etc.

2.4.2 Les zones de sécurité

Afin de limiter les impacts des défaillances possibles, la notion de zone de sécurité
a été définie. Dans le cadre aéronautique, par exemple, la norme DO-178C (Software
considerations in airborne systems and equipment certification) recommande diffé-
rentes zones de sécurité.

FIGURE 2.8 – Zones de sécurité.

La taille de chaque zone de sécurité
n’est pas définitivement fixée ; elle peut
être définie pour un besoin spécifique ou
pour une application donnée. En pratique,
les zones de sécurité sont spécifiquement
définies pour un environnement de vol et
pour un plan de vol donné. Autour d’un
drone, les zones où peuvent se trouver du
public sont catégorisées. Le principe gé-

néral de cette définition est que personne ne doit se trouver dans les zones 1 à 3, alors
qu’il peut y avoir quelques personnes qui surveillent les drones (ou autres matériels
du spectacle) dans la zone 4 et que la plus grande partie des personnes se trouvent
dans la zone 5. Les zones 1 à 5 correspondent donc aux niveaux E à A de la norme
DO-178C.

Le but de cette thèse est d’étudier des méthodes pour améliorer la sécurité des
drones. Nous allons nous concentrer sur le calcul de la probabilité pour qu’un drone
reste dans les bonnes zones de sécurité. Pour cela, nous allons développer un modèle
formel du drone et de sa trajectoire et utiliser des méthodes statistiques paramétrées
pour l’analyser.
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CHAPITRE 3

PROBLÉMATIQUE DE LA DE THÈSE ET

ÉTAT DE L’ART SUR LA MODÉLISATION ET

LA VÉRIFICATION DES SYSTÈMES DE

DRONES

Dans ce chapitre, nous listons d’abord les problématiques que nous voulons ré-
soudre, puis nous présentons les travaux existants. En effet, nous avons besoin de
comprendre les problématiques dans le domaine des drones et les travaux existants
pour savoir sur quels aspects nous pouvons apporter des contributions et trouver les
solutions pour le faire.

3.1 Problématiques et orientations de la thèse

Nous précisons le périmètre de modélisation et vérification du bon fonctionnement
du drone. Nous allons nous concentrer sur la problématique de la perte de trajectoire.

La perte de signal. Dans la situation de perte de signal (drone perdu), le comporte-
ment du drone devient imprévisible. Il existe très peu de méthodes pour résoudre ce
problème. Pour assurer la sécurité, la solution actuelle de PIXIEL est de couper l’éner-
gie des moteurs lorsque le drone s’éloigne de la trajectoire pour aller vers le public.
Une fois que les moteurs sont coupés, le drone tombe. Il est risqué de réutiliser les
pièces après ces incidents. L’évitement de la situation est donc une meilleure solution.

La perte de trajectoire. Pour étudier le problème de la perte de trajectoire, nous
avons deux solutions. La première solution est de calculer la probabilité de perdre le
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contrôle du drone et chercher à la réduire au maximum. La seconde solution serait de
décider d’une distance minimale entre le drone et le public et calculer la probabilité
qu’il dépasse cette distance. Ensuite nous pourrons trouver un moyen de réduire la
probabilité pour que la limite de sécurité soit franchie.

La première solution n’est pas réalisable car nous ne pouvons pas contrôler le vent
qui peut engendrer des pertes de contrôle. De même si le problème vient du drone lui-
même, il est aussi impossible de contrôler toutes les interférences (par exemple avec
les réseaux téléphoniques). Nous avons donc choisi d’orienter nos recherches vers la
seconde solution.

L’évitement des zones de sécurité. La probabilité que le drone mette en danger
des humains est directement proportionnelle à la probabilité que le drone entre dans
les zones de sécurité 4 ou 5. Notre objectif sera donc de calculer cette probabilité, et
ensuite étudier comment la minimiser sur la base d’un modèle.

La configuration optimale des drones. L’entreprise PIXIEL utilise les drones dans
le domaine du spectacle. Cela signifie que le trajet des drones est déterminé à l’avance.
L’utilisation d’un filtre plus précis mais plus lent parait donc raisonnable puisque nous
pouvons effectuer à l’avance certains calculs avant de commencer le vol.

Jusqu’à présent, les drones développés par PIXIEL sont équipés d’un filtre EKF
(rapide mais peu précis) mais nous conjecturons qu’il existe une meilleure combinaison
pour notre cas, par exemple l’emploi d’un filtre UKF (puis lent mais plus précis). En
effet, le problème de lenteur peut être compensé par les calculs effectués à l’avance.

Notre problématique est de faire diminuer la probabilité pour que le drone prenne
la mauvaise direction. Nous devons donc vérifier si le filtre peut faire varier cette pro-
babilité. Pour cette raison, nous allons nous appuyer sur un modèle abstrait formel du
drone. Il doit être le plus proche possible du fonctionnement du drone. Dans la suite
nous exposons notre démarche de modélisation pour atteindre ces objectifs.

L’impact du vent. La plupart des travaux étudient le fonctionnement du drone dans
les conditions idéales ; or le vent par exemple est un facteur qui influence grandement
la trajectoire d’un drone. Nous allons donc, en plus des paramètre liés aux capteurs
et au filtre, prendre en compte le vent comme un paramètre de notre modélisation du
drone.
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3.2 État de l’art sur la modélisation et la vérification

des systèmes de drones

Aujourd’hui les drones sont de plus en plus utilisés autant pour des usages mili-
taires, civils professionnels que pour des usages personnels où leur pilotage devient
un vrai loisir. Le prix de ces appareils volants est relativement accessible pour des pe-
tits modèles. De plus, les applications qu’on peut leur prêter n’ont de limite que notre
imagination. Il est donc important d’en assurer un bon fonctionnement à priori. C’est
pourquoi beaucoup de chercheurs ont consacré des travaux de recherche autour de
l’univers des drones.

Nous organisons les travaux existants en trois catégories. Dans la première caté-
gorie, nous considérons les travaux relatifs au fonctionnement général des drones.

Les recherches de Koppány Máthé et Lucian Buşoniu [17] constituent une très
bonne base car ils donnent une vision générale des drones et de leur fonctionnement.
Dans ces travaux, les auteurs abordent l’inspection ferroviaire en utilisant la méthode
de vision et contrôle. La section consacrée au Flight Control and Planning est la plus
intéressante pour nous. Ils présentent en particulier certains composants du contrô-
leur de vol (en particulier le PID), le comportement du Quadrotor. Ils présentent aussi
la technique MPC (Model Predictive Control), une technique de commande avancée
de l’automatique. Cette technique utilise un modèle dynamique pour prévoir le futur
comportement, puis détecte et corrige les problèmes éventuels.

Certains des travaux sont consacrés aux drones équipés de reconnaissance de
mouvements [18]. Ils donnent une possibilité d’utiliser des gestes pour piloter le drone.
D’autres travaux sont consacrés à la vidéo ; par exemple l’atterrissage automatique sur
cible [19] ; cet article a beaucoup intéressé PIXIEL. Avec une grande taille de QR code,
le drone peut atterrir automatiquement sur son QR code. L’article [20], consacré à la
vidéo, traite la surveillance et la maintenance.

Andres Hernandez, Harold Murcia, Cosmin Copot et Robin De Keyser ont proposé
une méthode pour qu’un drone autonome surveille le volume de grains dans un cha-
riot [21]. Ils ont introduit le comportement du Quadrotor, l’IMU (Inertial Measurement
Unit) et le MPC. Sans l’aide de caméras, Ben G. Fitzpatrick utilise les modifications
idempotentes stochastiques, l’analyse bayésienne et les MDPs (Markov Decision Pro-
cesses) pour contrôler le drone sans pilote [22]. Il existe beaucoup d’articles sur ce
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sujet [23–26], qui proposent aussi des méthodes de planification de parcours. Dans
notre cas, la trajectoire est définie avant le vol donc nous ne nous focalisons pas sur
ces derniers travaux.

Dans la deuxième catégorie, nous rassemblons des sujets plus pragmatiques qui
vont chercher à détecter les pannes et les dysfonctionnements dont les drones peuvent
être victimes.

La méthode FMECA (Failure Mode Effects and Criticality Analysis) détecte toutes
les défaillances et les trie en fonction de la gravité de leur niveau prédéfini [16]. Dans
[27], les auteurs présentent l’élaboration d’un modèle qui sert de base de diagnostic
pour la résolution de problèmes du système global. Il existe aussi des travaux sur la
détection des erreurs dans un cadre multi-drones [28]. Les méthodes de détection et
d’isolation de fautes (FDI Fault Detection and Isolation) des capteurs ont attiré notre
attention ; mais puisque nous visons des drones sans caméra, nous ne pouvons pas
utiliser cette méthode dans notre travail. Elle nous a cependant apporté des infor-
mations sur les bruits des capteurs. Nous avons aussi exploré avec intérêt d’autres
travaux sur les FDI comme [29–31], qui nous ont permis d’appréhender les différentes
catégories de problème.

Nos travaux se rapprochent plus de cette seconde catégorie de sujets. Nous re-
cherchons en effet une méthode fiable pour analyser le système de drone, détecter
les principaux paramètres de son fonctionnement ou de sa défaillance, afin de pouvoir
ajuster ces paramètres pour réduire les probabilités de pannes.

Les travaux de la troisième catégorie sont des travaux plus spécifiques. Nous avons
découvert et approfondi le fonctionnement des drones avec les travaux de la première
catégorie ; nous avons mieux cerné la problématique de recherche avec les travaux de
la deuxième catégorie ; enfin les travaux de la troisième catégorie vont nous aider à
construire notre modèle formel.

Dans le domaine des systèmes embarqués [32], il est possible d’utiliser différentes
méthodes afin de construire un modèle du système. HUANG Zhi-Qiu, XU Bing-Feng,
KAN Shuang-Long, HU Jun et CHEN Zhe [2] font l’analyse des méthodes et des outils
dans le domaine de l’avionique. Stanislav Emel’yanov, Dmitry Makarov, Aleksandr I.
Panov et Konstantin Yakovlev proposent dans [33] l’analyse de l’architecture en multi-
couches du contrôleur de vol.
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Il existe aussi d’autres méthodes pour aboutir à la réalisation du modèle du sys-
tème : l’utilisation des chaînes de Markov pour le calcul des trajectoires [34] mais
aussi la classification et le diagnostic [4]. D’après nos recherches, il n’y a cependant
pas d’articles ou travaux de modélisation des systèmes de drone à l’aide de méthodes
probabilistes paramétrées.

Dans cette thèse, nous mettons l’accent sur un des composants du contrôleur de
vol : le filtre. Celui-ci doit nettoyer les bruits des capteurs. Les travaux autour de la FDI
nous montrent que ce bruit existe toujours. Nous avons donc étudié les travaux sur les
filtres [9–13], pour voir si nous pouvions en construire un modèle formel, mais il s’avère
que tous les filtres n’ont pas les mêmes bases, par conséquent nous ne pouvons pas
construire un modèle permettant de représenter toutes les sortes de filtres. Nous avons
alors choisi d’utiliser les caractéristiques des filtres (fréquence, précision) en tant que
paramètres (variables au constants) de notre modèle.
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CHAPITRE 4

MODÉLISATION FORMELLE ET

VÉRIFICATION

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et notations nécessaires afin de
développer un modèle probabiliste paramétrique pour représenter le comportement
de notre drone en fonction d’un plan de vol donné.

Nous commençons par introduire les chaînes de Markov en tant que modèle pro-
babiliste et nous introduisons ensuite le formalisme de modélisation que nous avons
utilisé : les chaînes de Markov paramétrées (parametric Markov Chains - pMCs). En-
suite nous présentons les bases d’une technique classique de vérification qui est le
model checking statistique (SMC), et finalement nous montrons comment SMC peut
être adapté pour les chaînes de Markov paramétrées.

4.1 Chaînes de Markov

Une chaîne de Markov (MC) est un modèle purement probabilisteM = (S, s0, P ),
où S est un ensemble d’états, s0 ∈ S est l’état initial, et P : S × S → [0, 1] est la
fonction de transition probabiliste qui, étant donné un couple d’états (s1, s2), donne la
probabilité d’aller de s1 à s2.

Étant donnée une chaîne de MarkovM, on peut définir une mesure de probabilité
sur les exécutions infinies deM en utilisant une construction standard basée sur une
σ-algèbre de cylindres [35].

Une exécution d’une MC est une séquence d’états s0s1 . . . telle que pour tout i,
P (si, si+1) > 0. Étant donnée une exécution finie ρ = s0s1 . . . sl, sa longueur notée
|ρ| représente le nombre de transitions qu’elle contient (en incluant les répétitions).
Ici |ρ| = l. Nous notons ΓM(l) (ou simplement Γ(l) lorsque M est sans ambigüité
dans le contexte) l’ensemble de toutes les exécutions de longueur l deM, et ΓM pour
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toutes ses exécutions finies, i.e. ΓM = ∪l∈NΓM(l). De façon habituelle, nous définis-
sons la mesure de probabilité, notée PM, sur les exécutions à l’aide d’une σ-algèbre
de cylindres (voir e.g. [35]). Cela donne, pour toute exécution finie ρ = s0s1 . . . sl,
PM(ρ) = ∏l

i=1 P (si−1, si). Dans le reste du chapitre, nous considérons uniquement
des exécutions finies. Étant donnée une fonction de récompense r : Γ(l) → R, nous
notons ElM(r) pour l’espérance de r sur les exécutions de longueur l d’une MC donnée
M.
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FIGURE 4.1 – Exemple de Chaîne de
Markov

Dans la chaîne de Markov M = (S, s0, P )
de la figure 4.1, nous avons un ensemble d’état
S = {0, 1, 2, 3, 4}, un état initial s0 = 0, la
fonction de transition probabiliste P telle que
P(s0,s1) = 0.5, P(s0,s2) = 0.5, P(s1,s3) = 0.6, etc, ...
Pour une exécution finie ρ = s0s1, s1s3 de lon-
gueur l = 2, la probabilité PM(ρ) = P(s0,s1) ∗
P(s1,s3) = 0.5 ∗ 0.6 = 0.3. l’ensemble de toutes
les exécutions de longueur l = 2 : ΓM(2) =

{ρ1, ρ2, ρ3, ρ4} où ρ1 = s0s1, s1s3, ρ2 = s0s1, s1s4, ρ3 = s0s2, s2s3, ρ4 = s0s2, s2s4. L’espé-
rance r d’arriver à l’état 3 avec une longueur l = 2, est E2

M(3) = PM(ρ1) + PM(ρ3).

4.2 Chaînes de Markov paramétrées (pMC)

Les chaînes de Markov ne sont pas appropriées à l’analyse de plans de vol de
drones car les modèles développés dans ce contexte sont sujets à des données in-
certaines que nous traitons à l’aide de paramètres, telles que la précision des estima-
tions de position et d’orientation et aussi la force du vent. Les modèles résultants ne
sont donc pas purement probabilistes puisqu’ils sont de nature paramétrée. En consé-
quence nous avons besoin de modèles plus expressifs qui prennent en compte les
paramètres de probabilité, tels que les chaînes de Markov paramétrées (Parametric
Markov Chains - pMC) (voir par exemple [36]).

Une pMC est un n-upletM = (S, s0, P,X) où S est un ensemble fini d’états, s0 ∈ S
est l’état initial, X est un ensemble fini de paramètres, et P : S × S → Poly(X) est
une fonction de transition probabiliste et paramétrique, exprimée comme un polynôme
sur les variables contenues dans X. Une valuation de paramètres est une fonction
v : X → [0, 1] qui affecte des valeurs aux paramètres. Une valuation v est valide par
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rapport à une pMC M lorsque, en y remplaçant les paramètres par leur valeur, on
obtient une chaîne de Markov (i.e. dans laquelle la somme des probabilités en sortie
de tout état est égale à 1). Lorsque v est une valuation de paramètre valide par rapport
àM, on noteMv la chaîne de Markov résultante.

Étant donnée une pMCM, une exécution ρ deM est une séquence d’états s0s1 . . .

telle que pour tout i ≥ 0, P (si, si+1) 6= 0 (i.e. la probabilité est soit une constante réelle
strictement positive, soit une fonction des paramètres). De la même façon que pour
les MCs, nous notons ΓM(l) l’ensemble de toutes les exécutions de longueur l et ΓM
l’ensemble de toutes les exécutions finies. Notons que pour toute valuation valide v,
ΓMv(l) ⊆ ΓM(l) puisque la valuation de certaines transitions peut être nulle (transition
avec la probabilité 0). La probabilité d’une exécution ρ = s0 . . . sl est définie de manière
similaire à celle d’une MC : PMa (ρ) = ∏l

i=1 P (si−1, si). Cette probabilité PMa (ρ) est une
fonction (polynomiale) des paramètres. Étant donnée une valuation v : X → [0, 1] et
une fonction f des paramètres, nous notons f(v) l’évaluation de f dans le contexte de
la valuation v. En particulier, PMa (ρ)(v) représente la probabilité valuée de l’exécution
ρ. Ainsi, il est évident que, pour toute valuation valide v et toute exécution ρ ∈ ΓM nous
avons PMv(ρ) = PMa (ρ)(v).

4.3 Model Checking Statistique

Le Model Checking statistique [37], est une technique d’approximation qui permet
de calculer une estimation de la probabilité pour qu’un système purement probabiliste
satisfasse une propriété donnée 1. En particulier, la technique de Monte Carlo utilise
des échantillons des exécutions de longueur l, Γ(l), d’une chaîne de Markov donnée
M pour estimer la probabilité pour que M satisfasse une propriété linéaire bornée
donnée. Elle peut aussi être utilisée pour approximer l’espérance d’une fonction de
récompense r sur les exécutions Γ(l) deM. Pour donner une intuition, nous rappelons
brièvement comment fonctionne la méthode standard d’analyse de Monte Carlo dans
le contexte du model checking statistique de chaînes de Markov. Dans ce contexte,
nous avons un ensemble de n échantillons des exécutions de la chaîne de Markov. Ces
exécutions sont générées de façon aléatoire en utilisant la distribution de probabilité
définie au travers de la chaîne de Markov. Chacune de ces exécutions est évaluée,

1. Des techniques spécifiques des SMC permettent aussi d’estimer la satisfaction de propriétés qua-
litatives [38].

33



Chapitre 4 – Modélisation formelle et vérification

fournissant une valeur en fonction de la fonction de récompense r.

Selon la loi des grands nombres [39], la valeur moyenne des échantillons fournit un
bon estimateur pour l’espérance de la fonction de récompense r sur les exécutions de
la chaîne donnée. De plus, le théorème central limite (ou théorème de la limite cen-
trale) fournit un intervalle de confiance qui dépend seulement du nombre d’échantillons
(pourvu que ce nombre soit suffisamment grand).

Le théorème central limite. Soit Ω = X1, X2, . . . un ensemble de variables aléa-
toires, contenant des variables aléatoires indépendantes distribuées identiquement ;
chaque variable a une moyenne γ et une variance σ2.

Alors la distribution de

X1 + · · ·+Xn − nγ
σ
√
n

tend vers la distribution standard normale lorsque n → ∞. Pour −∞ < a < ∞, nous
obtenons

lim
n→∞

P
(
X1 + · · ·+Xn − nγ

σ
√
n

≤ a

)
= 1√

2π

∫ a

−∞
e−x

2/2dx.

Ce résultat permet en particulier de borner la précision de l’estimation en fonction du
nombre d’échantillons n (si n est suffisamment grand).

4.4 Model Checking Statistique Paramétrique (pSMC)

Le model checking statistique (SMC) standard ne peut pas être utilisé tel quel pour
les pMC (chaînes de Markov paramétrées) du fait de la nature des paramètres. En effet
nous ne pouvons pas fournir des échantillons selon les transitions probabilistes para-
métrées. Néanmoins, la théorie sous-jacente au SMC peut être étendue pour prendre
en compte des paramètres. La méthode de model checking statistique paramétrique
que nous proposons dans la suite est similaire à la technique nommée importance
sampling—échantillonage préférentiel [39]. Le but de cette dernière technique est
d’échantillonner un système stochastique en utilisant une distribution de probabilité
choisie (différente de celle donnée dans le système) et de compenser les résultats
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en utilisant un coefficient de vraissemblance (likelihood ratio) afin d’estimer une me-
sure en fonction de la distribution initiale. Dans le contexte du SMC, l’échantillonnage
préférentiel a surtout été utilisé pour estimer la probabilité d’événements rares [40]
ou pour réduire le nombre d’échantillons nécessaires pour obtenir un certain niveau
de garantie [41]. Cette technique a aussi été utilisée dans le contexte de chaînes de
Markov à temps continu paramétrées pour estimer la valeur d’une fonction d’objectif
donnée, sur tout l’espace d’états des paramètres tout en utilisant un nombre réduit
d’échantillons [42]. Cependant, à notre connaissance, la technique d’échantillonnage
préférentiel n’avait jamais été utilisée pour obtenir des fonctions symboliques des pa-
ramètres, comme nous le proposons ici.

L’intuition de la méthode (SMC paramétrique) que nous proposons est de fixer les
probabilités de transition à une fonction arbitraire f que nous appelons fonction de
normalisation, et d’utiliser ces probabilités de transition pour produire des échantillons
de la chaîne de Markov probabilisteM.

Cependant, au lieu d’évaluer les exécutions obtenues en utilisant directement la
fonction de récompense r comme dans le SMC classique, nous définissons une nou-
velle fonction de récompense paramétrique r′ qui tient compte des probabilités de
transition paramétriques et des coefficients de vraisemblance. Nous montrons alors
que pour toute valuation valide des paramètres v, l’évaluation de la valeur moyenne
de r′ sur un ensemble d’échantillons est un bon estimateur de la valeur moyenne de
r sur Mv. Le théorème central limite [39] permet aussi de fournir des intervalles de
confiance paramétriques, nous détaillons cela à la fin de cette section.

Remarque. Le choix de la fonction de normalisation est crucial. En particulier, les
résultats présentés ci-dessous exigent que la structure de graphe de la chaîne de
Markov obtenue avec cette fonction soit identique à celle de la chaîne de Markov obte-
nue en utilisant la valuation de paramètres choisie. Le lecteur trouvera plus de détails
dans [43]. Dans la suite, nous considérons uniquement des valuations de paramètres
qui affectent des probabilités non nulles aux transitions paramétrées. Puisque nous
utilisons une fonction de normalisation uniforme, les graphes des MCs obtenues sont
identiques ; c’est la garantie que les résultats présentés ci après sont bien ceux atten-
dus.

SoitM une pMC. Nous avons montré précédemment que pour toute valuation va-
lide v et toute exécution ρ ∈ ΓM on a PMv(ρ) = Pa

M(ρ)(v). Pour toute fonction de
normalisation valide f et toute exécution ρ ∈ ΓM, considérons une fonction de récom-
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pense paramétrique r′ telle que r′(ρ) = Pa
M(ρ)

PMf (ρ)r(ρ).
Prouvons maintenant que les espérances (notées El) de r et r′ sont égales pour toute
valuation valide des paramètres. Soit ρ ∈ ΓMf (l) un échantillon aléatoire de Mf et
soit Y la variable aléatoire définie par Y = r′(ρ). Les calculs suivants démontrent
que, pour toute valuation valide v telle que Mf et Mv ont la même structure, on a
El(Y )(v) = ElMv(r).

El(Y )(v) =
( ∑
ρ∈ΓMf (l)

PMf (ρ)r′(ρ)
)

(v)

=
( ∑
ρ∈ΓMf (l)

PMf (ρ)Pa
M(ρ)

PMf (ρ)r(ρ)
)

(v)

=
∑

ρ∈ΓMf (l)
Pa
M(ρ)(v)r(ρ)

=
∑

ρ∈ΓMf (l)
PMv(ρ)r(ρ)

=
∑

ρ∈ΓMv (l)
PMv(ρ)r(ρ)

= ElMv(r)

Notre adaptation de la technique de Monte Carlo pour les pMC consiste ainsi à
estimer l’espérance de Y pour obtenir un bon estimateur de l’espérance de la fonction
r.

Soit {ρ1, . . . , ρn} un ensemble de n exécutions de longueur l deMf . Soit Yi la va-
riable aléatoire à valeurs dans Poly(X) telle que Yi = r′(ρi). Notons que les Yi sont des
copies indépendantes de la variable aléatoire Y . Les Yi sont par conséquent indépen-
dantes et distribuées de façon identique.

Soit γ la fonction paramétrique donnant leur valeur moyenne. A travers ces ré-
sultats, pour toute valuation valide v telle que Mv et Mf ont la même structure,
ElMv(r) = E(Y )(v) = E(∑n

i=1 Yi/n)(v) = γ(v). Notre approximation paramétrique de
la valeur attendue est par conséquent :

γ̂ = ∑n
i=1 Yi/n.

Nous utilisons maintenant le théorème central limite pour calculer l’intervalle de
confiance associé à cette estimation.
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L’intervalle de confiance. Comme notre estimation γ̂, l’intervalle de confiance ob-
tenu sera donné par des fonctions paramétriques. L’ensemble des variables aléa-
toires (Yi) sont indépendantes et suivent la même distribution. Chaque variable a une
moyenne γ et une variance σ2.

L’espérance et la variance de leur somme Y1+· · ·+Yn sont les suivantes : E(Y1+· · ·+
Yn) = nγ et V ar(Y1 + · · ·+ Yn) = nσ2. Rappelons que γ est une fonction paramétrique.
Soit Z une variable aléatoire paramétrique telle que

Z = (Y1 + · · ·+ Yn − nγ)√
nσ2

.

D’après le théorème central limite, Z(v) tend vers la distribution normale standard
N (0, 1), pour toutes les valuations valides des paramètres v telles queMv etMf ont
la même structure, lorsque n→∞. Par conséquent, pour toutes les valuations valides
des paramètres v telles queMv etMf ont la même structure, en supposant que n est
assez grand, nous obtenons

P(−z ≤ Z(v) ≤ z) ≈ ϕ(z)− ϕ(−z) = 2ϕ(z)− 1,

où ϕ(z) =
∫ z
−∞ e

−x2/2dx/(
√

2π) est la fonction de distribution cumulative de la distribu-
tion normale standard N (0, 1). Alors, par la définition de Z, nous obtenons que pour
toutes les valuations des paramètres valides v telles queMv etMf ont la même struc-
ture, et pour un n assez grand,

2ϕ(z)− 1 ≈ P
(
γ(v)− zσ(v)√

n
≤ γ̂(v) ≤ γ(v) + z

σ(v)√
n

)
.

L’intervalle aléatoire paramétrique I = (γ̂−zσ/
√
n, γ̂+zσ/

√
n) est donc un intervalle de

confiance pour γ avec une précision 2ϕ(z) − 1. Nous utilisons généralement z = 1.96
puisque 2ϕ(1.96)−1 = 0.95 (ou z = 2.56 pour la précision 0.99). Selon notre hypothèse,
cet intervalle de confiance paramétrique n’est valable que pour les valuations des pa-
ramètres valides v telles que Mv et Mf ont la même structure. Il est important de
rappeler que la taille de l’intervalle de confiance pour γ̂ est également paramétrique :
elle est égale à 2 · z σ√

n
. En effet, la valeur de σ dépend de la valuation des paramètres

et du choix de la fonction de normalisation. Nous expliquons maintenant comment cal-
culer l’estimation paramétrique de σ. De la théorie des probabilités classique, nous
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savons qu’un estimateur non biaisé pour la variance σ2 est :

σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

Y 2
i − γ̂2.

TABLE 4.1 – Exemple de pSMC avec 10 simulations

0.1Poly1 0.2Poly1 0.3Poly1 0.1Poly2 0.1Poly2 0.1Poly2 0.2Poly2 0.2Poly2 0 0

Ici nous montrons un exemple avec juste 10 simulations pour expliquer comment
pSMC calcule. Dans les 10 simulations présentées dans le tableau 4.1, nous avons
atteint 8 fois notre espérance r, avec les variables aléatoires définies par Yi = r′i(ρi) =
ciPoly1(i = 1 à 3), Yi = r′i(ρi) = ciPoly2(i = 4 à 8) et Yi = 0(i = 9 et 10) ; r′i est
la fonction de récompense de chaque exécution finie de chaque simulation ρi ; les ci
sont des coefficients et Polyj sont des paramètres. L’espérance de ce pMC M avec
valuation valide v est donc EMv(r) = E(∑n

i=1 Yi/n)(v) = γ(v) où γ(v) est la fonc-
tion paramétrique donnant leur valeur moyenne. Notre approximation paramétrique
de la valeur attendue avec une valuation valide v (Poly1 = 0.1, Poly2 = 0.9) est donc
γ̂ = ∑n

i=1 Yi/n = (c1+c2+c3)Poly1+(c4+c5+c6+c7+c8)Poly2
10 = 0.06Poly1 + 0.07Poly2 = 0.069.

L’espérance et la variance de somme Y1 + +̇Yn sont nγ et nσ2. D’après le théorème
central limite, notre intervalle aléatoire paramétrique I = (γ̂ − zσ/

√
n, γ̂ + zσ/

√
n) est

donc un intervalle de confiance pour γ avec une précision 2ϕ(z) − 1. Pour une préci-
sion de 0.95, z = 1.96 et la variance σ2 avec une valuation valide v l’estimateur est
σ̂2 =

∑n

i=1(Yi−γ̂)2

n
= 1
n

∑10
i=1 Y

2
i − γ̂2 = 0.14Poly2

1+0.11Poly2
2

10 − (0.069)2 = 0.004289. Notre inter-

valle avec une valuation valide v est I = γ̂ ± zσ/
√
n = 0.069± 1.96 ∗

√
0.004289/

√
10 =

(0.0284, 0.110).

Dans la suite nous utiliserons ce model checking statistique paramétrique (Parame-
tric Statistical Model Checking — pSMC) pour vérifier le modèle formel construit pour
le drone.

4.5 Les outils de model checking

Il existe de nombreux outils de model checking. Dans cette section, nous introdui-
sons les outils que nous avons utilisés.
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4.5.1 PRISM

PRISM [6, 7] est un outil de modélisation et d’analyse formelle de systèmes af-
fichant un comportement aléatoire ou probabiliste. Il a été utilisé pour analyser des
systèmes appartenant à de nombreux domaines d’application, notamment les proto-
coles de communication et multimédia [44], les algorithmes distribués aléatoires [45],
les protocoles de sécurité [46], les systèmes biologiques [47] et bien d’autres [48] [49].

1 dtmc
2
3 //p0n: probability of transition state 0 −> state 1n
4 const double p01 = 0.2;
5 const double p02 = 0.2;
6 const double p03 = 0.2;
7 const double p04 = 0.2;
8 const double p05 = 1−p01−p02−p03−p04;
9

10 //p1m: probability of transition state 1 −> state 2m
11 const double p11 = 0.2;
12 const double p12 = 0.2;
13 const double p13 = 0.2;
14 const double p14 = 0.2;
15 const double p15 = 1−p11−p12−p13−p14;
16
17 module main
18
19 // 0 state 0
20 // 1 state 1i (i is zone1)
21 // 2 state 2j (j is zone2)
22 s: [0..2] init 0;
23
24 // 0 null
25 // 1−5 zone 1−5
26 zone1: [0..5] init 0;
27 zone2: [0..5] init 0;
28
29 [ ] s=0 −> p01: (zone1’ = 1) & (s’ = 1)
30 + p02: (zone1’ = 2) & (s’ = 1)
31 + p03: (zone1’ = 3) & (s’ = 1)
32 + p04: (zone1’ = 4) & (s’ = 1)
33 + p05: (zone1’ = 5) & (s’ = 1);
34
35 [ ] s=1 −> p11: (zone2’ = 1) & (s’ = 2)
36 + p12: (zone2’ = 2) & (s’ = 2)
37 + p13: (zone2’ = 3) & (s’ = 2)
38 + p14: (zone2’ = 4) & (s’ = 2)
39 + p15: (zone2’ = 5) & (s’ = 2);
40
41 endmodule

Listing 4.1 – Code PRISM d’un modèle simplifié.
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Pour illustrer, le Listing 4.1 contient le code PRISM d’un automate représentant
une version simplifiée du fonctionnement du drone. Les constantes p01, p02, p03, p04 et
p05 correspondent aux transitions s1, s2, s3, s4 et s5 de l’automate (voir Figure 4.2).
Les constantes p11, p12, p13, p14 et p15 correspondent aux transitions a, b, c, d et e (voir
Figure 4.2).

FIGURE 4.2 – L’automate du code PRISM.

Ces transitions sont des transitions probabilistes. Comme nous l’avons présenté
plus haut, la somme des probabilités des transitions sortant d’un état est égale à 1.
Les principaux états sont 01, 1i et 2i. Sur les lignes 29 et 35, les [ ] montrent l’absence
de signal 2. Dans signal, cette notation permet d’exprimer la synchronisation entre plu-
sieurs modules ; elle sert aussi à ajouter des conditions dans le modèle. Nous l’avons
utilisée (lignes 29 et 35) pour synchroniser des calculs.

FIGURE 4.3 – Nombre
d’états et de transitions
dans PRISM.

Le modèle du Listing 4.1 décrit 31 états. Les états sont
de la forme : s, zone1, zone2, nous avons donc (0, 0, 0) l’état
initial, (1, [1, 5], 0) qui représente 5 états liés par 5 transitions
à l’état (0, 0, 0) et (2, [1, 5], [1, 5]) qui représente 25 états liés
par 50 transitions aux états (1, [1, 5], 0). PRISM nous informe
donc que nous avons 31 états, 1 état initial et 55 transitions
(voir Figure 4.3).

2. PRISM permet l’utilisation de transitions avec ou sans signal.
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PRISM est un outil adapté pour la technique de Model Checking probabiliste stan-
dard. Il permet de calculer la probabilité pour qu’un système purement probabiliste
satisfasse une propriété donnée.

4.5.2 PARAM

PARAM [50] est un vérificateur de modèles pour les chaînes de Markov paramé-
triques (pMC) à temps discret. PARAM peut évaluer les propriétés temporelles des
pMC et certaines extensions de cette classe. En raison de la prise en compte des pa-
ramètres, les résultats de l’évaluation sont des fonctions rationnelles dont les termes
sont exprimés à l’aide des paramètres présents dans le modèle d’entrée. Avec des
valeurs des paramètres, la fonction se réduit à une valeur de probabilité inférieure ou
égale à 1.

PARAM utilise le langage de PRISM en entrée, mais permet l’utilisation de para-
mètres à la place des constantes dans le modèle. Les paramètres sont définis de la
façon suivante param float <parameter>; ou param <parameter> : [<p1>..<p2>];.

Notre modèle en PARAM sera comme dans le Listing 4.1, en remplaçant les lignes 4
à 15 par celles du Listing 4.2.

1 dtmc
2
3 //p0n: probability of transition state 0 −> state 1n
4 param float p01;
5 param float p02;
6 param float p03;
7 param float p04;
8 param float p05;
9

10 //p1m: probability of transition state 1 −> state 2m
11 param float p11;
12 param float p12;
13 param float p13;
14 param float p14;
15 param float p15;

Listing 4.2 – Code PARAM d’un modèle simplifié.

PRISM ne peut pas vérifier un pMC, mais PARAM est fait pour cela. Il permet de
calculer la probabilité pour qu’un système probabiliste avec des paramètres satisfasse
une propriété donnée.

41



Chapitre 4 – Modélisation formelle et vérification

4.5.3 MCpMC

MCpMC [43] 3 est un prototype développé dans le but d’expérimenter le model che-
cking statistique paramétrique (pSMC) pour les chaînes de Markov paramétriques. Il
est basé sur une adaptation paramétrique de l’analyse de Monte Carlo standard (pré-
sentée en section 4.4). Comparé aux vérificateurs avec les techniques de vérification
exactes, il a les mêmes avantages que le model checking statistique pour les mo-
dèles non paramétriques : une meilleure évolutivité et une indépendance vis à vis de
la complexité du modèle. Contrairement aux techniques de vérification de modèles
statistiques existantes pour les systèmes non déterministes, pSMC permet de calculer
des intervalles de confiance paramétriques, ce qui offre une garantie de la précision
des estimations.

1 import model
2 from sympy import symbols
3 import random
4

5 ProbaFilter1, ProbaFilter2, ProbaFilter3, ProbaFilter4, ProbaFilter5 = \
6 symbols(’ProbaFilter1, ProbaFilter2, ProbaFilter3, ProbaFilter4,

ProbaFilter5’)
7
8 DistanceZoneSecurity0 = 60
9 DistanceZoneFilter = [20,40,60,80,100]

10 DistanceZoneFilter_ProbaFilter = [[20, ProbaFilter1], [40, ProbaFilter2],
11 [60, ProbaFilter3], [80, ProbaFilter4], [100, ProbaFilter5]]
12
13 period = 1
14 Time = 5
15
16 # States of drone are represented as:
17 # [lastCorrection , times]
18 class Drone(model.AbstractPMC):
19

20 def getDistance0(self):
21 return DistanceZoneSecurity0
22 def getFrequency(self):
23 return period
24 def getTime(self):
25 return Time
26

27 def initial(self):
28 return [0, 0]
29

3. Disponible à l’adresse : https ://github.com/paulinfournier/MCpMC
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30 def next(self, a_state):
31 startingPoint, times = a_state
32

33 y = random.choice(range(-100,100))
34

35 if (y <= DistanceZoneFilter[0])
36 and (y >= −DistanceZoneFilter[0]):
37 P = ProbaFilter1/(41/200)
38

39 elif (y <= DistanceZoneFilter[1])
40 and (y >= −DistanceZoneFilter[1]):
41 P = ProbaFilter2/(40/200)
42

43 elif (y <= DistanceZoneFilter[2])
44 and (y >= −DistanceZoneFilter[2]):
45 P = ProbaFilter3/(40/200)
46

47 elif (y <= DistanceZoneFilter[3])
48 and (y >= −DistanceZoneFilter[3]):
49 P = ProbaFilter4/(40/200)
50
51 else:
52 P = ProbaFilter5/(39/200)
53

54 proportion = period / (Time − period * a_state[1])
55 a = startingPoint+(0−(y+startingPoint))*proportion
56
57 return [P], [[ a, times + 1]]
58
59 # return [finish condition, reward condition]
60 def end(self, a_state):
61 position, times = a_state
62 return [(times >= Time/period) or
63 (position > DistanceZoneSecurity0) or
64 (position < −DistanceZoneSecurity0) ,
65 (position > DistanceZoneSecurity0) or
66 (position < −DistanceZoneSecurity0)]

Listing 4.3 – Code en Python (pour MCpMC) pour un modèle de drone.

Le Listing 4.3 présente un modèle en entrée de MCpMC. Le codage des modèles
d’entrée de MCpMC se fait avec le langage Python. Le langage Python est plus connu
des programmeurs que le langage PRISM, et il est plus libre et plus facile à utiliser pour
les programmeurs. Tout modèle d’entrée de MCpMC contient 3 fonctions principales :
initial, next et end.

La fonction initial permet l’initialisation du modèle, en donnant les valeurs de
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toutes les variables. La fonction next permet de boucler en changeant certaines des
valeurs de l’état, elle réalise le changement d’état dans une chaîne de Markov. La
fonction end permet de vérifier si le prochain état est un des états finaux, et renvoie la
valeur de la fonction de récompense de la trace obtenue si c’est le cas.Dans la fonc-
tion initial, nous donnons l’état initial du modèle, ici les variables startingPoint=0,
times=0 (voir les lignes 27 et 28). La fonction next permet de calculer le prochain
état de la trace courante, et renvoie la probabilité avec laquelle il est obtenu afin de
permettre à l’outil de calculer le coefficient de vraisemblance (voir section 4.4). Ce
prochain état sera de la forme (startingPoint, times) ; avant de rappeler next, la
fonction end est appelée pour tester si cet état est terminal (voir les lignes 30 à 57).
Si c’est le cas, la simulation se termine et end renvoie un booléen permettant de dé-
terminer si la trace obtenue satisfait la propriété souhaitée (vois les lignes 60 à 66). Si
la simulation est terminée, MCpMC utilise ce booléen et les informations fournies par
la fonction next pour calculer la valeur de r′ appliquée à la trace obtenue. Sinon, la
fonction next est appelée à nouveau.

1 import drone2
2 from sympy import symbols
3 import time
4

5 ProbaFilter1, ProbaFilter2, ProbaFilter3, ProbaFilter4, ProbaFilter5 = \
6 symbols(’ProbaFilter1,ProbaFilter2,ProbaFilter3,ProbaFilter4,ProbaFilter5’)
7

8 start = time.time()
9 p, icw_p, q, icw_q = drone2.Drone().simulate(10000)

10 print("polynomial p(reward): ", p)
11
12 d = {ProbaFilter1:0.5, ProbaFilter2:0.2, ProbaFilter3:0.15, ProbaFilter4:0.1,

ProbaFilter5:0.05}
13

14 pd = p.subs(d)
15 icw_pd = icw_p.subs(d)
16 print(" p: ",pd, " icw: ", icw_pd)
17

18 print("Computation duration (s): ", time.time()−start)

Listing 4.4 – Code en Python pour un modèle de drone.

L’importation et l’utilisation du modèle avec MCpMC est illustré dans le Listing 4.4,
où la ligne 9 permet de lancer 10 000 simulations du modèle drone2. La variable p

44



4.5. Les outils de model checking

contient le polynôme pour calculer la probabilité de satisfaire notre propriété (arriver
dans l’état zone de sécurité 4 ou 5) ; la variable icw_p contient l’intervalle de confiance
correspondant. De la même façon q et icw_q représentent le polynôme et l’intervalle de
confiance pour ne pas satisfaire la propriété. En effet, la probabilité de satisfaire une
propriété n’est pas calculée directement, mais exprimée en fonction des différentes
probabilités utilisées comme paramètres ; ce qui est exprimé par un polynôme ; nous
détaillerons cette construction dans la section 5.8.2.

Dans certains cas, nous donnons des valeurs à certains paramètres afin d’éva-
luer les polynômes générés. Nous codons cela comme un dictionnaire en Python (d
= paramètre1: valeur, ..., voir ligne 12 du Listing 4.4). La ligne 14 (Listing 4.4)
exprime l’évaluation du polynôme p avec les valeurs de paramètres contenues dans d.
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CHAPITRE 5

MÉTHODE DE MODÉLISATION FORMELLE

DE DRONES CIVILS

Dans ce chapitre, nous présentons notre méthode pour construire un modèle formel
d’un drone civil. Rappelons que nous sommes intéressés par l’étude de la sécurité des
drones, c’est-à-dire l’étude de la probabilité qu’un drone se trouve dans des situations
dangereuses pour son environnement, notamment humain. D’abord nous présentons
notre modèle global. Ensuite nous allons présenter pas à pas la construction de ce mo-
dèle en partant d’une version de base qui est améliorée successivement, par rapport
aux limitations identifiées à chaque étape de la construction.

5.1 Un aperçu du modèle de drone final

Le modèle global du système de contrôle de vol du drone est présenté dans la
Figure 5.1. Le but de ce modèle est de représenter les calculs qui ont lieu dans le
contrôleur de vol (FCS - Flight control system) afin d’adapter la trajectoire du drone
au plan de vol prévu, aussi bien en fonction des imprécisions des estimations des
mesures de position et d’orientation, que des perturbations par le vent. Nous utilisons
le modèle pour calculer les positions du drone et compter le nombre de simulations qui
entrent dans une zone de sécurité donnée, en fonction des paramètres.

Dans ce modèle, la position exacte du drone est encodée avec ses deux coordon-
nées dans le plan. En effet, le plan de vol est établi sans prendre en compte l’altitude
dans la plupart des cas. Ces coordonnées sont ensuite comparées avec celles décri-
vant le plan de vol pour décider à quelle zone de sécurité elles correspondent. Dès
que le drone a atteint une zone interdite (les zones 4 ou 5), le calcul s’arrête, sinon il
continue jusqu’à épuiser le temps de parcours correspondant au plan de vol.

Le modèle utilise plusieurs paramètres probabilistes : les paramètres FilterProba1,
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FilterProba2, FilterProba3, FilterProba4 et FilterProba5 (figure 5.1) représentent la pré-
cision de la position et de l’orientation estimées par le filtre et les capteurs.

FIGURE 5.1 – Modèle global du FCS.

Le choix probabiliste résultant, re-
présenté dans la boîte étiquetée Fil-
ter Computation (figure 5.1) donne
alors la distance entre la position
exacte du drone et celle estimée par
les capteurs et le filtre.

Ce choix est suivi par un calcul
dans la boîte étiquetée Safety Zone
Computation (voir Figure 5.1) qui
détermine les coordonnées exactes
de la prochaine position du drone,
et permet de décider à quelle zone
de sécurité appartient cette posi-
tion. Lorsque le vent n’est pas pris
en compte, le résultat de ce cal-
cul est suffisant pour décider si le
modèle doit poursuivre son dérou-
lement. Lorsque le vent est pris en
compte, une autre étape suit. Elle est
indiquée par la boîte étiquetée Wind
Computation ; d’autres paramètres
probabilistes y sont utilisés pour dé-
cider de la force du vent (nous sup-
posons une direction constante) et
une nouvelle position tenant compte
de ces perturbations est calculée. Fi-
nalement, la zone de sécurité à la-
quelle appartient cette dernière posi-
tion est calculée. Pour une durée de
temps (T) donnée, nous effectuons,
en fonction de la fréquence du filtre considéré, plusieurs itérations du calcul de la po-
sition du drone et la simulation s’arrête dès qu’il arrive dans un état des zones de
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sécurité interdites.
Notons que la fréquence du filtre (f ) ainsi que les positions et distances des points

de contrôle dans le plan de vol sont données comme entrées du modèle. La position
du point de contrôle dans le plan de vol permet de calculer la vitesse du drone, alors
que la fréquence du filtre permet de fixer le nombre d’estimations de positions qu’il y
aura dans un plan de vol donné (i.e. le nombre maximum d’itérations que le modèle
doit effectuer). Ce modèle permet ainsi de simuler l’évolution des drones pour un plan
de vol et pour des paramètres choisis. Les résultats des simulations sont exploités
pour analyser le comportement du drone et régler ainsi les valeurs des paramètres,
afin d’obtenir le minimum d’entrées dans les zones de sécurité interdites.

5.2 Méthode de construction du modèle

Une première approximation, systématique, pour abstraire le comportement du
drone consiste à construire un modèle à états où de l’état initial représentant la po-
sition exacte actuelle, nous passons à l’état après la lecture des capteurs du drone ;
de cet état il y a une famille de transitions vers un état correspondant à l’état après le
traitement effectué par le filtre. Ensuite une famille de transitions mènera à l’état après
les traitements du PID, puis une autre famille de transitions permettra d’atteindre l’état
final.

Les transitions suivent donc la structuration du contrôleur de vol. Ce cycle de tran-
sitions est continuellement répété pendant l’évolution du drone. Dans notre approche
de modélisation, les états les plus importants sont ceux issus du filtre et du PID. A
partir de cette première approximation, il s’agit de préciser avec divers focus de re-
cherche, les effets et états possibles avec un filtre ou un modèle de filtre, et de même
pour le PID. Dans la mesure où nous focalisons notre étude sur les problématiques
de perte de trajectoire, nous approfondissons l’étude du filtre. Il y a différents modèles
de filtre ; ils utilisent des algorithmes différents donc il n’est pas possible de construire
un modèle formel général unique pour les filtres. Par conséquent, au lieu de chercher
à modéliser le filtre, nous allons de façon plus pratique, juste utiliser les données du
filtre ; c’est-à-dire construire un modèle du contrôleur de vol d’un drone automatique
qui commence par estimer la position à l’aide des capteurs, puis corrige cette position
à l’aide des données du filtre, transmet cette information au PID puis à la modulation
et finalement aux ESC (moteurs).
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Les familles de transitions évoquées à chaque étape seront matérialisées avec des
probabilités. En conséquence, notre méthode de modélisation de drone consiste à :

— construire une chaîne de Markov (paramétrique) du contrôleur de vol général,
— compléter les transitions avec les probabilités,
— préciser certains états du modèle en utilisant les signaux sur les transitions,
— améliorer et compléter le modèle en fonction des limitations identifiées à chaque

étape.
Nous détaillons maintenant cette méthode générale.

5.3 Modèle du drone à l’aide d’une chaîne de Markov

Dans un environnement idéal, les composants qui influent le plus sur un change-
ment de trajectoire sont les capteurs et le filtre. Nous proposons à l’aide d’une chaîne
de Markov standard un premier modèle formel du drone avec ces deux composants.
Le modèle simule la position exacte avec l’état 01. Les états 1i représentent les posi-
tions estimées par les capteurs. Finalement les états 2j représentent les états pour les
positions après le filtrage des valeurs des capteurs par le filtre (voir Fig 5.2).

FIGURE 5.2 – Abstraction du modèle.

L’état initial 01 est donc la position exacte. Les états correspondant aux positions
mesurées à l’aide des capteurs sont 11, 12, 13, 14 et 15. Les états correspondant aux
positions après correction par le filtre sont 21, 22, 23, 24 et 25. Les probabilités des
transitions dépendent donc de la précision des capteurs et du filtre. Ces transitions
signifient que le drone estime sa position dans les zones : zone1, zone2, zone3,
zone4, zone5. Avec la probabilité d’erreur de mesure des capteurs et de correction du

50



5.3. Modèle du drone à l’aide d’une chaîne de Markov

filtre, nous pouvons donc calculer la probabilité pour le drone d’entrer dans les zones
interdites.

Nous notons (01, P0i, 1i) les transitions de l’état 01 à l’état 1i avec la transition éti-
quetée par P0i, pour les différentes valeurs de i.

FIGURE 5.3 – Aperçu du modèle formel du drone avec une chaîne de Markov standard.

Ce premier modèle avec une chaîne de Markov standard est schématisé dans la Fi-
gure 5.3. Nous intégrons dans le comportement du drone pour aller d’un état à l’autre
les transitions intermédiaires avec les probabilités relatives aux comportements des
capteurs et du filtre. Les transitions bleues sont celles des capteurs, leur probabilité
de donner une mauvaise ou une bonne position sont : P01, P02, P03, P04, P05. Ces
transitions signifient que le drone estime sa position dans les zones : zone1, zone2,
zone3, zone4, zone5, alors que sa position est en zone1 (l’état initial étant 01). Les
transitions vertes sont celles du filtre ; les probabilités de corriger ou ne pas corriger
le signal qu’il reçoit en entrée, sont : P11, P12, P13, P14, P15. Nous ne connaissons pas
les probabilités P01, P02, P03, P04, P05 des capteurs. Un test en conditions réelles est
donc nécessaire pour compléter ce modèle avec des valeurs expérimentales. Après
correction par le filtre, nous appelons la zone obtenue "la zone de précision". Ce sont
les états 21, 22, 23, 24, 25 dans la Figure 5.3.

Le contrôleur de vol que nous avons utilisé permet d’obtenir la position donnée par
le capteur et celle à la sortie du filtre EKF (Extended Kalman filter). La seule information
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manquante est la position réelle du drone.

(a) (b) (c)

FIGURE 5.4 – Position réelle du drone, position captée et position après filtre.

La Figure 5.4 présente la position réelle du drone, la position captée et la position
après correction par le filtre. Nous utilisons les trois valeurs pour connaître la capacité
du filtre. Les bruits des capteurs en Figure 5.4a correspondent aux probabilités P01,
P02, P03, P04, P05 dans le modèle de la Figure 5.3. La zone de précision dépend donc
du bruit restant calculé avec la méthode de la Figure 5.4b. Selon le bruit dans chaque
zone, la probabilité P1j que la position venant des capteurs soit bien corrigée en zonej
peut ne pas être identique. Notons que la correction par le filtre peut aussi empirer la
précision de l’estimation, comme illustré dans la Figure 5.4c.

5.4 Première version du modèle (en PRISM)

Nous avons premièrement développé un modèle sous forme d’une DTMC (discrete-
time Markov chain) en PRISM [6, 7] (voir section 4.5.1). Ce modèle prend en compte
les estimations des positions des capteurs, et les positions en sortie du filtre.

Dans la suite la notation M[E ,P ] indiquera que nous traitons du modèle M avec
les états E (que nous détaillerons) et les probabilités (réelles ou paramètres) P (que
nous détaillerons également). Cette liste d’états et de probabilités va s’allonger au fur
et à mesure de l’évolution des versions du modèle.

Dans le modèle de la version 1 Mv1[Ev1,Pv1], nous avons Ev1 = {01, 11, 12, 13, 14,

15, 21, 22, 23, 24, 25} avec 01 l’état initial. Les transitions probabilistes sont dans Pv1 =
{P01, P02, P03, P04, P05, P11, P12, P13, P14, P15} ; pour toutes les probabilités p ∈ Pv1,
p ∈ [0, 1]. Comme indiqué précédemment, nous aurons les transitions (01, P0i, 1i) puis
les transitions (1i, P1j, 2j). Remarquons que dans ce modèle, les probabilités d’at-
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teindre un état 2j donné sont les mêmes dans tous les états 1i. Ainsi, quelle que soit la
précision de l’estimation de la position par le capteur, la probabilité P2j d’arriver dans
un état 2j donné est identique :

P2j = ∑5
i=1(P0i ∗ P1j) = P1j

Ceci constitue une limitation importante de notre modèle (nommée limitation L0
dans la suite). En effet, dans la réalité, la zone obtenue après correction par le filtre
doit dépendre non seulement de la précision du filtre mais aussi de la précision du
capteur, et donc de la position estimée. Ainsi, les probabilités d’aller dans un état 2j
donné doivent dépendre de l’état 1i obtenu dans la première phase. Il n’est donc pas
réaliste d’utiliser la même probabilité P1j dans tous les états 1i. Dans la suite, nous
utiliserons donc des probabilités différentes P1ij.

La probabilité P2j sera alors :

P2j = ∑5
i=1(P0i ∗ P1ij)

De plus, une autre limitation de cette version (nommée limitation L1 dans la suite)
est que la zone obtenue après correction par le filtre (appelée zone de précision) ne
correspond pas directement à la zone de sécurité dans laquelle se trouvera le drone
après correction de sa trajectoire (que nous appellerons zone de sécurité par la suite).
Cette distinction est expliquée dans la section à venir.

5.5 Calcul de la position par rapport aux zones de sé-

curité

FIGURE 5.5 – Zones de sécurité.

Pour résoudre la limitation L1, nous
avons besoin de préciser la différence
entre les zones de sécurité et les zones de
précision. Il existe une différence entre la
probabilité de correction du filtre et la pro-
babilité d’être dans une zone. Les probabi-
lités de correction du filtre donnent les pro-
babilités d’arriver dans les zones de préci-
sion mais pas dans les zones de sécurité.
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Nous expliquons maintenant comment la prochaine position du drone est calculée en
fonction de l’estimation de sa position actuelle. En particulier, nous montrons que l’im-
précision dans l’estimation peut conduire le drone à pénétrer dans une zone interdite.

Nous nous inspirons de la norme DO-178C [15] définie pour l’avionique. Nous
avons donc découpé les zones comme dans la Figure 5.5 pour le trajet de A à C.
Nous considèrerons que la zone1 correspond au niveau E dans DO-178C, la zone2 au
niveau D, la zone3 au niveau C, la zone4 au niveau B et la zone5 au niveau A.

FIGURE 5.6 – Difficultés sur la localisation du drone et les positions erronées.

Dans un souci de simplicité, nous supposons que le drone se déplace seulement
dans le plan et que des imprécisions apparaissent uniquement sur un des axes (ici
l’axe y). Nous avons corrigé cette limitation dans la version 4. La Figure 5.6 illustre
la situation. Supposons que le plan de vol envisagé consiste à aller d’un point A à un
point B. Considérons aussi que la position actuelle du drone est exactement en A mais
que la position estimée (prenant en compte les imprécisions des capteurs et du filtre)
est en A′. Par conséquent, le PID essayera de corriger la déviation actuelle en chan-
geant l’angle du drone de façon à le ramener vers B. Cependant, puisque le drone est
effectivement en A, la correction va plutôt le conduire vers la position B′ donc dans
une zone interdite. Heureusement, l’estimation de la position se fait plusieurs fois entre
A et B en fonction de la fréquence f du filtre. Une nouvelle position sera donc estimée
avant d’atteindre B′, avec l’espoir d’une meilleure précision, qui permettra au PID de
corriger la trajectoire à nouveau. Nous devons aussi tenir compte du fait que la vitesse
du drone est aussi calculée par rapport au plan de vol, ce qui permet d’obtenir le temps
restant avant le point de contrôle suivant. Nous montrons maintenant comment nous
pouvons calculer la zone de sécurité qui sera atteinte par le drone avant que sa posi-
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tion ne soit de nouveau estimée. Dans la Figure 5.6 Sn représente la déviation avant
la nouvelle estimation de la position.

Soit Sreponse la distance que parcourt le drone avant l’estimation d’une nouvelle
position. Nous avons :

Sn = sinα ∗ Sreponse (5.1)

V est la vélocité du drone, qui est calculée par le PID afin d’atteindre B à temps et
Treponse est le temps passé avant la prochaine correction. Ainsi, nous avons :

Sreponse = V ∗ Treponse (5.2)

Soit Tchemin le temps restant pour arriver au point B. Nous pouvons écrire :

V = A′B

Tchemin
(5.3)

Le temps complet pour aller au point B est représenté par TB et Tmaintenant est le
temps utilisé jusqu’à maintenant. Donc nous avons :

Tchemin = TB − Tmaintenant (5.4)

Avec l’équation 5.2 et l’équation 5.3 nous obtenons :

Sreponse = A′B ∗ Treponse
Tchemin

(5.5)

Ici comme AA’ est orthogonal à AB, la zone de précision de A’ est égale à AA’. Nous
avons donc : sinα = AA′

A′B . Avec l’équation 5.5 et l’équation 5.1 nous obtenons finale-
ment :

Sn =A
′B ∗ Treponse
Tchemin

∗ AA
′

A′B

=AA
′ ∗ Treponse
Tchemin

(5.6)

Nous voyons ainsi que Sn dépend de la zone de précision, du temps de réponse et
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du temps de trajet. Nous pouvons dire que Sn est proportionnel à AA’. Dans la suite
du document, nous appelons "proportion α" le rapport Sn

AA′ = Treponse

Tchemin
.

5.6 Deuxième version : prise en compte des zones de

sécurité

En plus des éléments présents dans le modèleMv1, le modèleMv2[Ev2,Pv2] contient
des états 3k qui correspondent aux zones de sécurité obtenues après correction de la
trajectoire. L’ensemble d’états est Ev2 = {01, 1i, 2j, 3k}, avec 01 l’état initial. Les probabili-
tés des transitions sont Pv2 = {P0i, P1ij}. Le modèleMv2 contient aussi un ensemble de
variables {f, Tchemin, Ttotal, α}, qui sont utilisées sur certaines transitions et initialisées
au chargement du modèle. La signification des variables est donnée ci-dessous.

Le modèle est construit à partir de deux modules PRISM qui fonctionnent de la
manière suivante :

Le module 1 (voir extrait dans le Listing 5.1) représente la mise à jour des coordon-
nées et des zones de précision calculées. Nous utilisons le module 2 (voir Listing 5.2)
pour calculer dans quelle zone de sécurité le drone se trouvera après la correction
effectuée suite à l’estimation de sa position. Ce calcul correspond à celui présenté en
figure 5.6.

1 module Main
2
3 // 0 state 0
4 // 1 state 1i
5 // 2 state 2j
6 // 3 state proportion(alpha) (Tanswer/Tremain)
7 // 4 state final (safety zone)
8 s: [0..4] init 0;
9

10 // 0 null
11 // 1−5 zone 1−5
12 zone1: [0..5] init 0; // precision zone with sensors
13 zone2: [0..5] init 0; // precision zone after filter
14 zone3: [0..5] init 0; // safety zone
15
16
17 [ ] s=0 −> p01: (zone1’=1) & (s’=1)
18 + p02: (zone1’=2) & (s’=1) + p03: (zone1’=3) & (s’=1)
19 + p04: (zone1’=4) & (s’=1) + p05: (zone1’=5) & (s’=1);
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20
21 [ ] s=1 & zone1=1 −> p111: (zone2’=1) & (s’=2)
22 + p112: (zone2’=2) & (s’=2) + p113: (zone2’=3) & (s’=2)
23 + p114: (zone2’=4) & (s’=2) + p115: (zone2’=5) & (s’=2);
24
25 [ ] s=1 & zone1=2 −>
26
27 ...
28
29 [ zp1begin ] s=2 & zone2=1 −> (s’=3);
30 [ zp2begin ] s=2 & zone2=2 −> (s’=3);
31 [ zp3begin ] s=2 & zone2=3 −> (s’=3);
32 [ zp4begin ] s=2 & zone2=4 −> (s’=3);
33 [ zp5begin ] s=2 & zone2=5 −> (s’=3);
34
35 [ zpend ] s=3 −> (s’=4) & (zone3’=sz);
36
37 ...
38 endmodule

Listing 5.1 – Extrait du module 1

Une fois que le module 1 a terminé l’estimation de la position (zone de précision),
il appelle le module 2 avec les signaux zp1begin, zp2begin, zp3begin, zp4begin ou
zp5begin afin de calculer la zone de sécurité obtenue. Le module 2 fait le calcul comme
nous l’avons présenté dans la section 5.5. Le module 2 renvoie le résultat dans une
variable globale (sz) commune aux deux modules et envoie le signal zpend pour que
le module 1 reprenne la main. Comme nous pouvons le voir dans le Listing 5.2, la
nouvelle position n’est pas calculée à partir des coordonnées estimées mais à par-
tir de la limite supérieure de la zone de précision dans laquelle la position du drone
est estimée. Ceci ajoute donc un peu de dérivation, notre position obtenue est donc
supérieure ou égale à la position réelle du drone.

Les variables {f, Tchemin, Ttotal, α} que contient notre modèle sont un peu différentes
dans notre codage en PRISM. La fréquence du filtre f correspond à 1/Tanswer, la
variable Tanswer correspondant à Treponse dans notre équation 5.2. Le temps restant
pour arriver au prochain point Tchemin correspond à Tremain dans le Listing 5.2. Le
temps total Ttotal entre les deux points correspond à Tpath. Notons que la proportion α
n’apparait pas directement dans le code PRISM du Listing 5.2. En effet, comme cette
proportion doit être calculée à nouveau à chaque boucle, nous utilisons directement
l’expression Tanswer

Tremain .

57



Chapitre 5 – Méthode de modélisation formelle de drones civils

1 module CalculePrecision
2
3 // state calcule precision
4 // 0 begin
5 // 1 calcule
6 scp: [0..2] init 0;
7
8 // time remain for this path
9 Tremain: [0..Tpath] init Tpath;

10 distanceArrive: [0..100] init 0;
11
12 [zp1begin] scp=0 & (floor (zp1*Tanswer/Tremain) < 100)
13 −> (distanceArrive’ = floor(zp1*Tanswer/Tremain)) & (scp’=1);
14 [zp2begin] scp=0 & (floor (zp2*Tanswer/Tremain) < 100)
15 −> (distanceArrive’ = floor(zp2*Tanswer/Tremain)) & (scp’=1);
16 [zp3begin] scp=0 & (floor (zp3*Tanswer/Tremain) < 100)
17 −> (distanceArrive’ = floor(zp3*Tanswer/Tremain)) & (scp’=1);
18 [zp4begin] scp=0 & (floor (zp4*Tanswer/Tremain) < 100)
19 −> (distanceArrive’ = floor(zp4*Tanswer/Tremain)) & (scp’=1);
20 [zp5begin] scp=0 & (floor (zp5*Tanswer/Tremain) < 100)
21 −> (distanceArrive’ = floor(zp5*Tanswer/Tremain)) & (scp’=1);
22
23 [ ] scp=1 & distanceArrive <=zp1 −> (sz’=1) & (scp’=2);
24 [ ] scp=1 & distanceArrive >zp1 & distanceArrive <= zp2 −> (sz’=2) & (scp’=2);
25 [ ] scp=1 & distanceArrive >zp2 & distanceArrive <= zp3 −> (sz’=3) & (scp’=2);
26 [ ] scp=1 & distanceArrive >zp3 & distanceArrive <= zp4 −> (sz’=4) & (scp’=2);
27 [ ] scp=1 & distanceArrive >zp4 & distanceArrive <= zp5 −> (sz’=5) & (scp’=2);
28
29 [zpend] (scp=2) & (Tremain−Tanswer>0)
30 −> (scp’=0) & (Tremain’= Tremain−Tanswer);
31
32 endmodule

Listing 5.2 – Module 2

Ce module met alors à jour la position du drone et donne à nouveau la main au
module 1 pour le prochain pas de calculs. La communication entre ces modules est
assurée par les signaux zp1begin, zp2begin, zp3begin, zp4begin, zp5begin et zpend.

Notons que les variables Tchemin et f ne sont pas des paramètres au même sens
que ceux des pMC, mais plutôt des constantes que l’on doit fixer pour pouvoir exécuter
le modèle.

Le modèle ne change pas qu’en fonction de la proportion α, mais aussi en fonction
des distances choisies pour les zones de précision et de sécurité et de la longueur du
trajet. Nous avons construit un modèle avec 106 états et 130 transitions avec PRISM,
lorsque Tchemin = 1. Lorsque Tchemin = 2, nous obtenons 456 états et 680 transitions.
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Ce modèle (version 2) comporte encore plusieurs limitations. Limitation L2.1 : la
position précédente du drone n’est pas prise en compte dans les nouveaux calculs ;
limitation L2.2 : la distance maximale de la zone de précision est utilisée pour le calcul
à la place de la distance réelle.

Avant de continuer d’améliorer notre modèle, nous allons maintenant essayer d’ob-
tenir les probabilités pour les transitions (P0i et P1ij) correspondant aux capteurs et
filtre de la Figure 5.3. Pour cela nous avons fait des expérimentations sur une chaîne
de production pour compléter les probabilités sur les transitions des versions 1 et 2.

5.7 Expérimentations sur une chaîne de production

FIGURE 5.7 – Chaîne de production.

La principale méthode de recherche
pour connaître la position réelle du drone
utilise beaucoup de caméras. Sur un
grand parcours, cette méthode devient
complexe et coûteuse. Nous avons donc
essayé une autre méthode : utiliser
les possibilités de déplacement sur une
chaîne de production.

Nous avons utilisé une chaîne de
montage [51] (voir Figure 5.7) de l’IUT de Nantes. Cette chaîne n’est pas en l’exté-
rieur mais à l’intérieur d’une grande salle (atelier).

FIGURE 5.8 – Boîte
contenant le contrôleur
de vol et les capteurs.

Voyons ce que cette chaîne peut faire et comment elle
fonctionne. Dans les usines qui fabriquent des produits, par
exemple, les chaînes de production servent à guider le pro-
duit à travers plusieurs stations. Par exemple, dans une fa-
brique de beignets, un beignet est mis sur la chaîne pour
être conduit à chaque station. Une station peut être consa-
crée à la cuisine, une autre peut rassembler les beignets
dans une boîte et enfin la dernière station met un autocol-
lant sur la boîte. La chaîne de production que nous avons
utilisée compte 5 stations et la chaîne peut être déviée à
certains endroits.

Dans cette expérience, nous avons le contrôle sur la chaîne. Il est possible de
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choisir le chemin (éviter certaines stations) et d’arrêter la chaîne à un instant donné.

Plutôt que de mettre tout le drone sur la chaîne de production, nous avons unique-
ment mis les capteurs et le contrôleur de vol dans une boîte. Les capteurs sont fixés
à cette boîte comme sur la Figure 5.8. La chaîne de production déplace la boîte en
suivant le chemin programmé.

Nous n’avons pas utilisé tous les chemins de cette chaîne de production. Les chemins
que nous avons utilisés pour l’expérimentation sont représentés dans la Figure 5.9.

FIGURE 5.9 – Chaîne de production.

La boîte contenant le contrôleur de
vol et les capteurs part du point bleu
puis suit la ligne jaune. Au premier
point noir (wait 1), la boîte tourne à
gauche pour atteindre la ligne verte.
Les points noirs (wait 1 à wait 12)
représentent les endroits où plusieurs
chemins sont accessibles. À certains
endroits nous choisissons de faire
un arrêt comme stop1, stop2, stop3
et stop4. À d’autres endroits nous
choisissons de faire une ligne droite
comme en bas à gauche de la Fi-
gure 5.9. La chaîne fonctionne de la fa-
çon suivante. Le processus pour choi-
sir un chemin prend moins d’une se-
conde. Une fois à l’arrêt 1 (stop1), la
boîte est stoppée pendant 5 secondes
pour les tours impairs et 10 secondes
pour les tours pairs. Le but de ces ar-
rêts est d’étudier le comportement du
filtre lors de changements brutaux de
trajectoire. La boîte passe ensuite par
les arrêts stop2, stop3 et stop4 où le
temps d’attente est d’une seconde.

La longueur du trajet est de 44,5 m
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par tour ; nous faisons 3 tours soit 136,5 m pour les 3 tours. En ajoutant le chemin pour
sortir du point begin et revenir au point end, la longueur totale est de 144,25 m.

L’idée de notre expérimentation est d’enregistrer les positions détectées par les cap-
teurs pour obtenir les probabilités de bruit des capteurs correspondant aux transitions
bleues sur la Figure 5.3 et les passer dans différents types de filtres. En comparant
le résultat de chaque filtre à la position réelle, nous pourrons identifier le meilleur filtre
pour ce scénario. Pour connaître la position réelle de la boîte, nous mesurons la lon-
gueur de la ligne d’assemblage (figure 5.9).

L’environnement de l’expérimentation n’a pas permis d’ajouter le GPS dans la boîte.
En effet, le GPS n’est pas efficace en intérieur ni assez précis pour une chaîne aussi
réduite. Nous n’avons donc pas la position GPS (x, y, z) de la boîte.

Cependant, il est possible de calculer cette position avec les données de l’IMU.
Prenons par exemple l’accéléromètre ; soit Sx la longueur du déplacement par rapport
à l’axe des x. Soit V0x la vitesse initiale, ax l’accélération et t le temps du déplacement.
Nous avons Sx = V0xt+ (axt2)/2.

FIGURE 5.10 – Comportement théorique de l’ac-
céléromètre.

Le comportement théorique de
l’accéléromètre de l’axe x est pré-
senté sur la Figure 5.10. Lorsque la
courbe augmente fortement au des-
sus de zéro, la boîte se déplace jus-
qu’à atteindre une vitesse uniforme.
Nous devons pouvoir observer des
pics de valeurs positives au moment
du départ.

Un pic de valeur négative signi-
fie un arrêt sur la chaîne de produc-

tion. Nous pouvons constater un temps à zéro entre les pics de valeurs positives et
négatives, cela signifie que la boîte se déplace à une vitesse constante. Dans notre
test (figure 5.9) le plan horizontal est l’axe x et le plan vertical est l’axe y.
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FIGURE 5.11 – Comportement observé de l’accéléromètre.

Comme présenté plus haut, nous avons fait trois tours pour chaque test. Nous
étudions les tests en 4 parties :

1. un parcours de begin à stop1,
2. un tour complet de stop1 à stop1,
3. un deuxième tour complet de stop1 à stop1,
4. un parcours de stop1 à end.

La 3ème partie est représentée par un cadre rouge dans la Figure 5.11. Nous
pouvons voir une grande différence entre la fin de la 3ème partie (rouge) et la fin
de la 2ème partie (vert). Nous observons que la précision de l’IMU n’est pas aussi
bonne que celle utilisée réellement par PIXIEL pour les vols dans le parc du Puy du
Fou. Il nous est en effet difficile d’observer dans la Figure 5.11 les motifs que nous
avons identifiés dans la Figure 5.10. Cela peut également être dû aux conditions du
test qui s’est déroulé en intérieur. La salle de la chaîne de production est connectée
à d’autres salles, ce qui entraîne beaucoup d’ouvertures et fermetures de portes qui
peuvent perturber l’accéléromètre. Également, la longueur du parcours sur la chaîne
de production est plus petite que celle des parcours lors des spectacles de drones. Ces
perturbations ne sont pas celles que nous voulons détecter. Nous n’avons donc pas
pu utiliser nos mesures pour obtenir des informations plus précises sur les capteurs
et le filtre. Malgré tout, cette expérience nous a permis d’approfondir notre analyse du
fonctionnement du drone et d’écarter certaines hypothèses.

Pour corriger cette limitation notre solution est d’ajouter des paramètres dans notre
modèle. En effet les éléments non pris en compte dans l’expérience peuvent être traités
comme des paramètres du modèle.

Un autre limitation est que nous ne pouvons pas être sûrs que les probabilités du
filtre soient toujours constantes. Elles pourraient avoir un lien avec la précision des
capteurs. Pour cette raison, nous ne pouvons pas utiliser un paramètre constant sur la
transition correspondant au filtre. En revanche, la probabilité d’arriver dans les zone1 à
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zone5 est à peu près constante. Il s’agit du reste du bruit présenté dans la Figure 5.4c.
Nous ajouterons donc ce seul paramètre à la place des probabilités P0i et P1ij dans la
Figure 5.3.

5.8 Troisième version : prise en compte de la distance

exacte

La version 3 de notre modèle corrige les limitations L2.1 (non prise en compte de la
position précédente) et L2.2 (distance maximale utilisée) que nous avons présentées
à la fin de la version 2. Nous avons ajouté deux valeurs startPointX et startPointY
pour représenter les coordonnées du point de départ. Nous avons également ajouté
un module loop pour répéter plusieurs fois les estimations de la position.

5.8.1 Le modèle construit pour PRISM

Le modèleMv3Prism[Ev3Prism,Pv3Prism] de la version 3 est encodé dans le langage
d’entée de PRISM similairement au modèleMv2 présenté en section 5.6. L’ensemble
d’états est Ev3Prism = {01, 2j, 3k}, où 01 est l’état initial. L’ensemble des probabilités
change en Pv3Prism = {P0j} où P0j représente une abstraction unique des probabi-
lités P0i et P1ij présentes dans la version 2 (comme expliqué en fin de section 5.7).
C’est pour cela que ce modèle n’a plus les états 1i. Dans ce nouveau modèle, des
modules similaires sont utilisés mais deux variables supplémentaires sont ajoutées :
startPointX et startPointY. Ces variables permettent de définir les coordonnées du
point de départ, et de les mettre à jour pour boucler.

1 global startPointY:[0..100] init 0;
2 ...
3
4 [zp1begin] scp=0 & (floor((−zp1+startPointY)*Tanswer/Tremain)>−100)
5 & (floor((zp1+startPointY)*Tanswer/Tremain)<100)
6 −> (distanceArrive’ = floor((zp1+startPointY)*Tanswer/Tremain)) & (scp’=1);
7 ...
8
9 [ ] scp=1 & distanceArrive+startPointY <= zp1

10 −> (sz’=1) & (scp’=2) & (startPointY’= distanceArrive+startPointY);

Listing 5.3 – Changement de point.
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Par exemple, la ligne 12-13 du Listing 5.1 est modifiée par l’expression donnée
dans la ligne 4-5 du Listing 5.3 afin de prendre en compte la position réelle plutôt que
la position extrémale de la zone. Les lignes 10-11 présentent la prise en compte de la
position précédente.

1 [ ]s=4 & Tremain > Tanswer −> (s’=0) & (Tremain’=Tremain−Tanswer);

Listing 5.4 – Modification du modèle pour réaliser les boucles.

Comme présenté dans le Listing 5.4, nous relançons les calculs lorsque la durée
restante est positive.

Avec la version 2, dès que Time=2, l’analyse du modèle nécessite quatre fois plus
de calculs. En ajoutant les points de départ et d’arrivée, nous avons attendu 2h sans
obtenir de résultat, même en testant une propriété qui vérifie si le modèle quitte l’état
initial pour aller au deuxième état, ce qui doit arriver avec une probabilité de 100%.

PRISM ne prend pas en compte les paramètres. Nous avons alors expérimenté le
modèle avec PARAM (voir section 4.5.2). De manière générale, nous testons ici avec
Time=5 donc avec 5 estimations de position. Nous avons transformé les probabilités
des transitions en paramètres pour tester le modèle encodé en PARAM, mais cela n’a
pas abouti. L’outil PARAM n’est pas arrivé à analyser notre modèle car il est limité par
la taille du modèle ; une méthode plus rapide est donc nécessaire.

5.8.2 Le modèle construit en Python pour utiliser la méthode pSMC

Face à ces difficultés, nous avons décidé d’utiliser la méthode statistique pSMC
qui devrait moins souffrir de la taille de notre modèle. Nous avons ainsi développé la
version 3 de notre modèle en Python dans le but d’utiliser la méthode pSMC et notre
outil MCpMC. Le modèle Mv3Python[Ev3Python,Pv3Python] de la version 3 est encodé en
Python similairement au modèleMv3Prism présenté en section 5.8.1.

Dans ce nouveau modèle, l’ensemble d’états change en Ev3Python = {01, 3k}, l’état
initial est toujours 01. L’ensemble de probabilité Pv3Python contient les paramètres
ProbaFilter1 à ProbaFilter5 (qui correspondent à la combinaison des probabilités
P0i et P0ij des modèles précédents). Les variables sont α, period, T, startPoint,
DistanceZoneSecurity0, y(position estimée sur axe y). ProbaFilter1 à ProbaFilter5
sont utilisés comme paramètres du polynôme de sortie. Nous commençons avec un
single thread afin de bien contrôler l’évolution du modèle, puis nous ajoutons du multi-
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threading pour accélérer la vitesse de calcul.

Nous introduisons DistanceZoneSecurity0 comme la distance qui sépare la posi-
tion du drone de la zone de sécurité 4. Cela nous permettra de vérifier si le drone est
hors des zones de sécurité 1 à 3. Nous introduisons comme paramètres les proba-
bilités que le filtre estime la position du drone dans l’une des zone de sécurité, soit :
ProbaFilter1, ProbaFilter2, ProbaFilter3, ProbaFilter4 et ProbaFilter5. La va-
riable period représente la période entre deux exécutions des capteurs et du filtre
(1/fréquence). La variable Time représente le temps du trajet (Tchemin).

La construction du modèle se fait de la façon suivante. Nous prenons avec le code
Python une valeur aléatoire y = random.choice(range(-100, 100)), y est donc dans
l’intervalle [−99, 100] comme valeur estimée pour le capteur après corrections du filtre.
Nous pouvons aussi changer en y = random.choice(range(-101, 100)) pour l’inter-
valle [−100, 100]. Plus précisément nous paramétrons la façon de tirer les valeurs de
y :

— nous avons une probabilité ProbaFilter1 pour y ∈ [−20, 20],
— nous avons une probabilité ProbaFilter2 pour y ∈ (20, 40] ∪ [−40,−20),
— nous avons une probabilité ProbaFilter3 pour y ∈ (40, 60] ∪ [−60,−40),
— nous avons une probabilité ProbaFilter4 pour y ∈ (60, 80] ∪ [−80,−60),
— nous avons une probabilité ProbaFilter5 pour y ∈ (80, 100] ∪ [−99,−80).

Dans la simulation, nous compensons ProbaFilteri en le divisant par la probabilité
d’avoir un y au hasard (uniforme), ce qui permettra, à la fin de la simulation, d’évaluer
la fonction de récompense r′ présentée dans la section 4.4 ; cela donne :

— pour y ∈ [−20, 20] : ProbaFilter1/(41/200),
— pour y ∈ (20, 40] ∪ [−40,−20) : ProbaFilter2/(40/200),
— pour y ∈ (40, 60] ∪ [−60,−40) : ProbaFilter3/(40/200),
— pour y ∈ (60, 80] ∪ [−80,−60) : ProbaFilter4/(40/200),
— pour y ∈ (80, 100] ∪ [−99,−80) : ProbaFilter5/(39/200).

Une fois cette étape effectuée, nous ajoutons la position précédente (startPoint)
pour obtenir le position estimée. Nous calculons la nouvelle valeur de y en utilisant la
proportion α définie en section 5.5. Le nouveau y sera la nouvelle valeur de startPoint
pour la prochaine boucle. Ensuite, on boucle jusqu’à la fin du trajet ou jusqu’à ce que
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le drone pénètre dans la zone interdite.

Par exemple, nous effectuons 3 simulations avec T=2 et periode=1 (i.e. Treponse = 1)
pour tester la propriété suivante : "le drone a t-il dépassé la distance de sécurité
(DistanceZoneSecurity0) 100?"

(a) (b) (c)

FIGURE 5.12 – Simulations du modèleMv3Python.

La Figure 5.12 présente les 3 simulations, les points rouges sont les positions esti-
mées et les points bleus correspondent au trajet réellement obtenu.

TABLE 5.1 – Valeurs de la simulation 1.

T startPoint Tirage
Position

estimée

Nouvelle

position (y)
récompense

1 0 20 20 -10 ProbaFilter1/(41/200)

2 -10 50 40 -50 ProbaFilter3/(40/200)

Pour la 1ère simulation quand T=1 (voir Table 5.1 ligne T=1), startPoint=0, nous
tirons la valeur aléatoire 20. Après le calcul de la proportion α, nous obtenons la
nouvelle coordonnée y=-10. La récompense obtenue est exprimée par le monôme
ProbaFilter1/(41/200). Étant donné que le trajet n’est pas terminé et que |y| < Dista-
nceZoneSecurity0, nous continuons la simulation.

Ensuite, pour T=2 (voir Table 5.1 ligne T=2), nous prenons pour startPoint la
valeur précédente de y. Ensuite nous tirons la valeur aléatoire 50, la position esti-
mée est donc −10 + 50 = 40. Après le calcul de la proportion α, nous obtenons la
nouvelle coordonnée y=-50. La récompense est cette fois exprimée par le monôme
ProbaFilter3/(40/200).

66



5.8. Troisième version : prise en compte de la distance exacte

Le trajet est fini, mais |y| < DistanceZoneSecurity0, donc la simulation ne satisfait pas
la propriété définie plus haut. La récompense finale est donc ProbaFilter1/(41/200)
* ProbaFilter3/(40/200), mais elle ne sera pas prise en compte puisque la propriété
n’est pas satisfaite.

TABLE 5.2 – Valeurs de la simulation 2.

T startPoint Tirage
Position

estimée

Nouvelle

position (y)
récompense

1 0 60 60 -30 ProbaFilter3/(40/200)

2 -30 -10 -40 10 ProbaFilter1/(41/200)

La 2ème simulation (voir la Table 5.2) ne satisfait pas non plus la propriété donnée,
la récompense associée est ProbaFilter3/(40/200) * ProbaFilter1/(41/200).

TABLE 5.3 – Valeurs de la simulation 3.

T startPoint Tirage
Position

estimée

Nouvelle

position (y)
récompense

1 0 100 100 -50 ProbaFilter5/(39/200)

2 -50 100 50 -100 ProbaFilter5/(39/200)

Pour finir, la 3ème simulation (voir Table 5.3) satisfait la propriété et sa récompense
associée est ProbaFilter5/(39/200)*ProbaFilter5/(39/200).

À la fin des simulations, il n’y a que la troisième simulation qui satisfait notre pro-
priété (|y| ≥ DistanceZoneSecurity0). Grâce à pSMC, la probabilité de satisfaire la
propriété est estimée par le polynôme :

1
3 ∗

ProbaFilter5
39/200 ∗ ProbaFilter5

39/200 ≈ 8.77 ∗ ProbaFilter52.

Inversement, la probabilité de ne pas satisfaire la propriété est estimée à :

1
3 ∗

ProbaFilter3
40/200 ∗ ProbaFilter1

41/200 + 1
3 ∗

ProbaFilter3
40/200 ∗ ProbaFilter1

41/200

≈ 16.26 ∗ ProbaFilter3 ∗ ProbaFilter1.
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Remarque : A première vue, les valeurs présentées ci-dessus peuvent sembler aber-
rantes (par exemple leur somme pourrait être supérieure à 1). Ceci est du au fait que
le nombre d’échantillons utilisé ici, pour l’exemple, est très faible. En effet, les résultats
garantis par la loi des grands nombres et le théorème central limite ne sont valides que
pour n suffisamment grand (n→∞), ce qui n’est pas le cas dans notre exemple.

Étude de la correction de notre modèle. Nous voulons nous assurer que notre mo-
dèle et notre encodage comme entrée de MCpMC sont corrects. Les résultats ne sont
en effet pas toujours très faciles à vérifier. Pour les trajets de T=2 nous avons vérifié à la
main que les traces de notre modèle étaient correctes. Après plusieurs changements,
nous avons estimé nécessaire le développement d’une vérification plutôt visuelle que
manuelle.

Notre modèle est correct si les calculs effectués au cours des différentes transi-
tion (probabilisées) donnent des valeurs cohérentes et qui ont pour conséquence de
prendre une décision cohérente par rapport à la trajectoire. Pour s’assurer que le mo-
dèle est correct nous devons donc établir la cohérence des valeurs calculées en fonc-
tion des données reçues en entrée.

Nous avons choisi de vérifier cette cohérence en utilisant GeoGebra sur la base du
modèle abstrait mathématique.

GeoGebra [52] est un logiciel de géométrie dynamique en 2D/3D,
c’est-à-dire qu’il permet de manipuler des objets géométriques
(cercle, droite et angle, par exemple) et de voir immédiatement
le résultat. Il est de plus équipé d’un ensemble de fonctions algé-
briques.

GeoGebra

GeoGebra calcule les tracés exacts en fonction des équations fournies en entrée.
Nous avons alors cherché à comparer les résultats fournis par GeoGebra pour les
même équations que celles utilisées dans notre modèle. Si les résultats ne corres-
pondent pas, ils sont incorrects et nous devons revoir le modèle.

Une phase importante de cette étude de correction consiste alors à intégrer toutes
nos équations dans GeoGebra. Lorsque notre modèle est correct, nous poursuivons
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avec son encodage dans MCpMC (voir section 4.5.3) pour obtenir le polynôme corres-
pondant à l’estimation de la probabilité de satisfaire la propriété.

Nous avons pour i ∈ [1, 5] un paramètre ProbaFiltrei qui correspond à la probabi-
lité d’arriver dans chaque zone de précision [0dm, 20dm], (20dm, 40dm], (40dm, 60dm],
(60dm, 80dm] et (80dm, 100dm] où dm correspond au décimètre. En effet, il est plus
facile dans notre outil d’utiliser des décimètres entiers plutôt que des mètres qui nous
obligeraient à utiliser des réels.

Considérons un exemple avec la Figure 5.13. Le trajet va de PointBegin = (0, 0)
à PointEnd = (200, 0) et la zone de sécurité est entre (−60, 60). Soit LC (LCx, LCy),
la position réelle du drone. Au début, nous avons LC=PointBegin=(0,0). Notre temps
pour ce trajet est T=4 secondes, et la fréquence est f=1, soit un calcul une fois par
seconde. Le temps initial (Tmaintenant) est times=0.

Avant d’arriver au point PointEnd, le drone devrait estimer 4 fois sa position.

FIGURE 5.13 – Départ du vol.

PointDetecte correspond à la position estimée par les capteurs et corrigée par le
filtre, qui prend en compte le bruit restant que nous avons vu précédemment dans la
Figure 5.4c. Nous tirons au hasard un chiffre entre [-99, 100] pour la coordonnée (y)
de pointDetecte. Avec les coordonnés (0, PDy) de ce point, nous utilisons la méthode
vue précédemment (section 5.5) pour obtenir la position suivante du drone P = (Px, Py).
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Cela revient à faire comme suit :
Nous traçons une ligne entre PointDetecte et PointEnd (PD,PE): y = kPDPEx +

bPDPE kPDPE = PDy−PEy

PDx−PEx

bPDPE = PEy − kPDPE ∗ (PEx)

Nous traçons ensuite une ligne parallèle à la ligne (PD,PE) qui passe par le point LC.
Sa pente kLCP = kPDPE est donc identique à celle de (PD,PE), avec la position de LC =
(LCx, LCy) :

kLCP = kPDPE

bLCP = LCy − kLCP ∗ (LCx)

Comme nous ne prenons pas en compte le bruit pour l’axe x dans cette version,
nous avons Px = (times + 1) ∗ (f/T) ∗ (PEx − PBx) = 50 (voir Figure 5.13). Ainsi,

Py = kLCP ∗ Px + LCy − kLCP ∗ LCx

= PDy − PEy
PDx − PEx

∗ Px + LCy −
PDy − PEy
PDx − PEx

∗ LCx

Dans notre exemple P n’est pas hors de la zone de sécurité, le drone continue donc
son parcours. Si Py ∈ [60,+∞)∪ (−∞,−60], le trajet s’arrête immédiatement. Le calcul
des probabilités donne la probabilité pour que le drone soit en dehors de la zone de
sécurité.

FIGURE 5.14 – Première correction de la trajectoire.

Le trajet continue comme dans la Figure 5.14, le point LC est maintenant égal à
l’ancienne position P du drone. Avec un nouveau PointDetecte, nous avons la nou-
velle position estimée du drone.
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FIGURE 5.15 – Trajectoire complète.

À la fin, nous obtenons un trajet similaire à celui présenté dans la Figure 5.15.
Nous utilisons finalement la méthode présentée dans la section 4.4 pour obtenir un
polynôme final.

La version 3 de notre modèle a corrigé les limitations présentes dans la version 2
(L2.1 et L2.2) mais avec le modèle obtenu, nous ne considérons des perturbations que
sur un seul axe ; ce sera la limitation L3 que nous aborderons dans la suite.

En effet, pour un trajet de A à B comme dans la Figure 5.6, le problème de position
existe sur les deux axes x et y. Contrairement à l’axe y, qui correspond au problème des
zones que nous avons présenté dans la section 5.5. L’axe x reflète le problème d’un
drone en retard ou en avance sur le temps de son trajet. Normalement si un drone
est en avance, il va juste attendre le temps prévu avant d’aller au prochain objectif. En
revanche, si un drone est en retard, il peut ignorer un objectif intermédiaire pour aller
directement à l’objectif suivant. La probabilité que l’objectif change et que le drone
entre dans une zone de danger en coupant la trajectoire doit donc être ajoutée à la
probabilité d’atteindre la zone de danger à cause des perturbations sur l’axe y.

5.9 Versions 4 à 7 avec la méthode pSMC

Le modèle Mv4[Ev4,Pv4] de la version 4 est encodé en Python similairement au
modèle Mv3Python présenté en section 5.8.2. Dans ce nouveau modèle nous avons
ajouté deux variables supplémentaires : x et LengthX (distance entre le dernier point
de passage et le prochain).

Comme ce que nous avons fait pour la coordonnée (y), nous tirons au hasard
dans l’intervalle [-99, 100] un chiffre pour la coordonnée (x) de pointDetecte (voir Fi-
gure 5.13). Nous pouvons aussi changer en x = random.choice(range(-101, 100))
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pour l’intervalle [−100, 100]. Nous utilisons alors le calcul présenté dans la section 5.5.
Les cas d’un drone en avance ou en retard par rapport à son temps de trajet sont
également pris en compte mais sans changement d’objectif. Le modèle de la version
5Mv5[Ev5,Pv5] est similaire au modèleMv4 ci-dessus, auquel nous avons ajouté des
variables correspondant aux coordonnées permettant de calculer le changement d’ob-
jectif. Ce changement d’objectif a lieu lorsque le temps prévu pour une partie du trajet
(entre deux points intermédiaires) est écoulé, même si le drone n’a pas encore atteint
son objectif (intermédiaire).

En cas de retard, nous vérifions si le drone va sortir de la zone de sécurité en
changeant d’objectif. Pour ce faire, nous vérifions si la trajectoire effectuée en chan-
geant d’objectif passe hors de la zone de sécurité. Nous présentons notre méthode
de développement avec GeoGebra 1 : l’importance est de trouver le point P (intersec-
tion de deux lignes de la zone de sécurité 4) et le point T (intersection du chemin
raccourci pour rattraper le retard avec la nouvelle ligne de la zone de sécurité 4) (voir
Figure 5.16). Si la coordonnée y de T est plus grande que la coordonnée y de P, alors
le drone va traverser la zone de sécurité 4 ou 5 en coupant la trajectoire.

FIGURE 5.16 – Cas de changement de trajec-
toire à cause d’un retard.

Nous montrons ce cas avec l’ou-
til GeoGebra pour comprendre vi-
suellement ce problème. Considérons
un trajet A-B-C comme dans la Fi-
gure 5.16. Soit A = (Ax, Ay), B =
(Bx, By), C = (Cx, Cy), la ligne AB :
y = kABx + bAB et la ligne BC : y =
kBCx + bBC . Les lignes vertes repré-
sentent les limites de la zone de sé-
curité. Avec les points B et C, nous
avons la ligne AB : y = kABx + bAB

et la ligne BC : y = kBCx+ bBC avec

1. Nous présentons uniquement l’un des quatre cas de figure possibles (en fonction de l’angle β
représenté dans la Figure 5.16). Les autres s’obtiennent similairement.
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kAB = Ay−By

Ax−Bx

bAB = By − kAB ∗Bx

kBC = Cy−By

Cx−Bx

bBC = By − kBC ∗Bx

La valeur r (en rouge dans la Figure 5.16) permet de changer la taille de la zone de
sécurité avec r ≥ 0. Les lignes y = kABx + bAB ± r représentent les limites de la zone
de sécurité autour de la ligne AB. Les lignes y = kBCx+bBC±r/ cos β représentent les
limites de la zone de sécurité autour de la ligne BC, l’angle β représente l’angle entre
le point A, le point B et le point C. Le point R est le point de retard, obtenu à cause
des bruits des capteurs. En théorie, le point R pourrait ne pas se trouver sur la ligne
AB. Nous supposons ici qu’il s’y trouve, pour l’exemple, mais notre modèle reflète le
cas général. À cause du retard, le drone va oublier son objectif B, et voler directement
vers l’objectif C. Ainsi, le drone va suivre la ligne rouge RC : y = kRCx+ bRC . Avec les
points R et C, nous pouvons avoir :


kRC = Ry − Cy

Rx − Cx
bRC = Cy − kRC ∗ Cx

Nous avons besoin de savoir si le drone peut sortir de la zone de sécurité en suivant
le trajet RC. Cela dépend de la distance entre le point B et le point C, de l’angle β, de
la distance entre le point R et le point C et de la taille de la zone de sécurité r. Le point
T = (Tx, Ty) est l’intersection des lignes RC y = kRCx + bRC et de la limite supérieure
de la zone de sécurité entourant BC y = kBCx + bBC − r/ cos β car r ≥ 0 et cos β < 0
dans notre exemple. Le point P = (Px, Py) est l’intersection des limites supérieures des
zones de sécurité entourant AB et BC y = kABx+ bAB + r et y = kBCx+ bBC − r/ cos β.
En comparant les coordonnées du point T et du point P , nous pouvons conclure que
le drone sort de la zone de sécurité si Ty > Py, c’est-à-dire si :

Cy +
− r

cosβ ∗ kRC
kRC − kBC

> By + r, i.e.

Cy +
− r

cosβ (Cx −Bx)(Ry − Cy)
Ry(Cx −Bx) + Cy(Bx −Rx) +By(Rx − Cx)

> By + r.

Certains retards du drone peuvent aussi être rattrapés en augmentant sa vitesse
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de déplacement (lorsque le temps n’est pas écoulé), mais cette vitesse ne peut pas
dépasser une vitesse maximale.

Le drone est rarement en retard dans un environnement idéal mais cela devient
beaucoup plus fréquent s’il y a du vent. En testant la version 5 de notre modèle, nous
n’avons pas observé de changements importants dans les probabilités obtenues, car le
retard ne s’est pas produit suffisamment souvent étant donné que le vent n’est pas pris
en compte. Afin de vérifier que cette observation est réaliste, nous avons développé
une version 6 qui prend en compte les perturbations liées au vent.

Le modèleMv6[Ev6,Pv6] prend en compte la probabilité du vent comme constante, puis
cette probabilité est considérée comme un paramètre dans la version 7Mv7[Ev7,Pv7].
Le modèleMv6 ressemble au modèleMv5 présenté ci-dessus. Dans ce modèle, nous
avons ajouté des variables correspondant aux coordonnées des points A, B, C ainsi
que des variables ProbaWind1 à ProbaWind5 qui correspondent aux probabilités des
différentes forces du vent. Les perturbations liées au vent sont prises en compte dans
ce modèle comme expliqué ci-dessous. Ces perturbations sont ajoutées à la position
réelle du drone obtenue après le calcul de la déviation due au coefficient proportion α.

Calcul du l’effet du vent. La construction du modèle (version 6) se fait de la façon
suivante : Nous prenons une valeur aléatoire wind dans (0, 70] comme vitesse du vent
(km/h). Plus précisément nous probabilisons la façon de tirer les valeurs de wind :

— nous avons une probabilité ProbaWind1 pour wind ∈ (0, 20],
— nous avons une probabilité ProbaWind2 pour wind ∈ [20, 30),
— nous avons une probabilité ProbaWind3 pour wind ∈ [30, 50),
— nous avons une probabilité ProbaWind4 pour wind ∈ [50, 70).
Dans la simulation, nous compensons ProbaWindi en la divisant par la probabilité

d’avoir une valeur de wind au hasard (uniforme) afin de permettre à MCpMC de calculer
la récompense r′ en fin de simulation. Cela donne :

— pour wind ∈ (0, 20] : ProbaWind1/(20/70),
— pour wind ∈ [20, 30) : ProbaWind2/(10/70),
— pour wind ∈ [30, 50) : ProbaWind3/(20/70),
— pour wind ∈ [50, 70) : ProbaWind4/(20/70).

Nous avons également une variable windAngle, qui représente l’angle du vent par
rapport à la trajectoire. Nous considérons que l’angle du vent est constant mais il serait
facile d’autoriser sa modification en cours de simulation. Une fois l’angle fixé, nous
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calculons cos(windAngle) * wind pour les perturbations sur l’axe (x) et sin(windAngle) *
wind pour les perturbations sur l’axe (y).

Le modèle Mv7 est identique au modèle Mv6 mais les variables ProbaWind1 à
ProbaWind5 sont des paramètres du polynôme résultat.

Ces deux versions ont encore une limitation (limitation L3.1) : pour un trajet de trois
points, les versions 6 et 7 de notre modèle sont capables de calculer le polynôme, mais
les versions 6 et 7 ne peuvent pas s’appliquer aux trajets réels contenant souvent plus
de trois points.

5.10 Version 8 avec la méthode pSMC : prise en compte

de longs trajets

Dans les versions 5 à 7 de notre modèle, nous commençons toujours avec le point
(0, 0) et un trajet AB suivant la ligne horizontale comme dans la Figure 5.17a. Cepen-
dant, un parcours réel ressemble plus à celui de la Figure 5.17b, donc plus complexe
que celui de la Figure 5.17a. Il ne commence pas systématiquement à l’origine et avec
une première ligne horizontale. Nous résolvons ce problème en changeant de repère
à chaque point intermédiaire du trajet.

(a) (b)

FIGURE 5.17 – Trajet test (a) et trajet réel (b).

La version 8 de notre modèle Mv8[Ev8,Pv8] résout ainsi la limitation L3.1. Elle est
similaire au modèle Mv6 présenté à la fin de la section 5.9. Nous avons ajouté des
variables correspondant aux coordonnées des points A’, B’, C’, P’, O, O’, E, E’, ainsi
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que la liste des points du trajet et la liste des temps entre chaque point.

Notre point initial se trouve donc toujours à l’origine du repère, aux coordonnées
(0, 0). Le trajet suit initialement l’axe x. Nous calculons la distance D entre le premier
point et le deuxième point. La fin de la première partie du trajet est donc aux coordon-
nées (D, 0).

Quand le temps prévu du premier point au deuxième point est fini, nous calculons
la probabilité d’aller en zone de sécurité 4 ou 5 sans changer la fin du trajet, puis nous
changeons de repère pour que le deuxième point soit en coordonnées (0, 0) et que le
trajet du deuxième point au troisième point soit de nouveau sur l’axe x.

Dans ce modèle, nous incorporons aussi les perturbations sur l’axe x et la possi-
bilité pour le drone de couper la trajectoire. Le repère est mis à jour au moment où le
drone change d’objectif lorsque c’est le cas.

FIGURE 5.18 – Évolutions du drone selon différents axes.

Le trajet vert dans la Figure 5.18 est le trajet réel de A-B-C. Le trajet bleu A’-B’-C’
est le trajet simulé dans notre modèle.

Examinons d’abord les trajets A-B et A’-B’ : Soit A = (Ax, Ay) et B = (Bx, By).
La ligne AB a pour équation y = kABx+ bAB avec

kAB = Ay−By

Ax−Bx

bAB = Ay − kAB ∗ Ax
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La distance entre le point A et le point B est DistanceAB =
√

(Ax −Bx)2 + (Ay −By)2.
La distance entre le point A′ et le point B′ est donc DistanceA′B′ = DistanceAB =√

(Ax −Bx)2 + (Ay −By)2. Les coordonnées des points A′ et B′ sont donc les sui-
vantes : A′ = (0, 0), B′ = (DistanceAB, 0) avec la ligne A′B′ d’équation y = 0.

Supposons que, lors d’une simulation, le drone arrive au point P ′ au lieu du point
B′. Nous traçons une ligne verticale de P ′ à A′B′, qui intersecte l’axe x sur le point O′.
Ainsi, les coordonnées de P ′ sont P ′ = (P ′x, P ′y), avec P ′x la distance entre le point A′

et le point O′, et P ′y la distance entre P ′ et O′. Nous reportons ces informations sur le
trajet original afin de placer les points O et P de la façon suivante : la ligne A′P ′ a pour
équation y = kA′P ′x+ bA′P ′ :


kA′P ′ = A′

y−P ′
y

A′
x−P ′

x
=
P ′y
P ′x

bA′P ′ = A′y − kA′P ′ ∗ A′x = 0

La ligne AP a donc pour équation y = kAPx+ bAP , avec

kAP = kA′P ′ + kAB

bAP = Ay − kAP ∗ Ax

Ainsi, Py = kAPPx + bAP .

La ligne PO est la ligne orthogonale à AB passant par P , donc

PO = |kABPx − Py + bAB|√
k2
AB + 1

= P ′O′ = |P ′y|

Avec les deux fonctions, nous obtenons les coordonnées du point P :


Px = Ax − P ′x

√
Ay−By

Ax−Bx

2 + 1

Py = Ay −
(
P ′y + Ay−By

Ax−Bx
· P ′x

)√
Ay−By

Ax−Bx

2 + 1

En changeant de repère, le point B correspondra au point (0, 0) et BC aura pour
équation y = 0. Pour connaître les coordonnées du point P dans le nouveau repère,
nous traçons la perpendiculaire à BC passant par P . Cette ligne intersecte BC au
point E comme dans la Figure 5.19.
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FIGURE 5.19 – Cas de changement de repère pendant un trajet.

Avec les points B = (Bx, By) et C = (Cx, Cy), la ligne BC a pour équation y =
kBCx+ bBC . PE est la ligne orthogonale à BC, nous avons donc :

PE = |kBCPx − Py + bBC |√
k2
BC + 1

.

Nous avons aussi PB2 = PO2 +BO2 = PE2 +BE2 donc

BE =
√
PO2 +BO2 − PE2

=
√
P ′y

2 + (A′B′ − P ′x)2 − PE2

=

√√√√√P ′y2 + (B′x − P ′x)2 −

(
By−Cy

Bx−Cx
Px − Py +By − By−Cy

Bx−Cx
Bx

)2

(By−Cy

Bx−Cx
)2 + 1

Les valeurs de PE et BE sont les coordonnées de P dans le nouveau repère.
Nous avons ainsi défini tous les éléments pour calculer systématiquement les chan-
gements de repère pendant la trajectoire du drone. La version 8 de notre modèle peut
donc prendre comme paramètres une liste de points (une trajectoire) et une liste des
temps pour parcourir les diverses portions de cette trajectoire. En sortie, le modèle de
la version 8 nous permet d’obtenir un polynôme pour le calcul des probabilités d’aller
en zone critique, en fonction des paramètres d’entrée.
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A ce stade, nous avons pris en compte les paramètres principaux qui impactent
notre modèle du drone ; nous arrêtons donc ici la construction des différentes versions
du modèle du drone.

Les principales caractéristiques des modèles produits et les évolutions entre ces
modèles sont résumées dans les Tables 5.4 et 5.5.

Ce modèle dans différentes versions va maintenant être utilisé comme entrée des
outils d’analyse, afin d’étudier le comportement du drone par rapport aux zones de
sécurité.

TABLE 5.4 – Caractéristiques des versions du modèle.

Version

Modèle
Outil ciblé

Probabilités

du capteur

Probabilités

du filtre

Probabilités globales

de précision

Probabilités

liées au vent

trajectoire

# points

PRISM PARAM MCpMC Const. Param. Const. Param. Const. Param. Const. Param.

1 x x x 2

2 x x x 2

3.1 x x 2

3.2 x x 2

3.3 x x 2

4 x x 2

5 x x 3

6 x x x 3

7 x x x 3

8 x x x > 3

TABLE 5.5 – Incréments des versions successives.

Version Incréments

Version 1 Version de base.

Version 2 Prise en compte de la précision du filtre.

Version 3
Prise en compte de la position précédente du drone.

Prise en compte des coordonnées exactes.

Version 4 Perturbations sur l’axe x.

Version 5 Changement possible d’objectif.

Version 6 Perturbations liées au vent (constantes).

Version 7 Perturbations liées au vent (paramètres).

Version 8
Changement de repère.

Trajectoires longues (> 3 points).
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CHAPITRE 6

EXPÉRIMENTATIONS ET

INTERPRÉTATIONS

Nous avons présenté la méthode de construction ainsi que notre modèle formel
complet dans le chapitre 5. Il s’agit jusque là d’un modèle qui sera utilisé comme
entrée des outils d’analyse formelle. Ce chapitre porte sur la mise en œuvre de ce
modèle dans divers model checkers. Nous interprétons aussi les résultats issus des
expérimentations.

Tout d’abord, nous présentons les implémentations des différentes versions avec
les model checkers utilisés. Ensuite nous présentons les résultats que nous avons
obtenus et leur interprétation. Finalement, nous ferons des propositions pour établir un
plan de vol diminuant la probabilité pour que le drone passe par la zone de danger.

6.1 Implémentation

Dans cette section, nous présentons les résultats des différentes versions et la
manière dont nous utilisons les polynômes obtenus (à partir de la version 3). Dans la
mise en œuvre, nous allons voir la relation entre le temps du vol et le nombre d’états.
Nous présentons aussi l’analyse du polynôme avec la version 3 du modèle. Ensuite
nous comparons les versions 4,6 et 7 pour savoir sur laquelle d’entre elles nous allons
baser la version 8 de notre modèle. À la fin, nous présentons la simulation d’un trajet
réel obtenue avec la version 8 de notre modèle.

6.1.1 Mise en œuvre de la version 2 avec le model checker PRISM

Nous avons implémenté notre modèle pour les versions 1, 2 et 3 avec l’outil PRISM.
La première version est simple, elle engendre un automate qui ne comporte que 31
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TABLE 6.1 – Nombres d’états et de transitions de la version 2 du modèle (Treponse=1).

Nombre d’états Nombre de transitions

Tchemin = 1 106 130

Tchemin = 2 456 680

Tchemin = 5 1131 1955

Tchemin = 10 2006 3830

Tchemin = 100 15 506 35 330

Tchemin = 400 60 506 140 330

Tchemin = 2400 360 506 840 330

états et 55 transitions. La taille de la deuxième version dépend de Tchemin (le temps
total du trajet en s) et Treponse (le temps de réponse en s). Nous fixons Treponse = 1,
l’outil doit donc simuler Tchemin fois le filtre pour un trajet donné.

Les nombres d’états et de transitions pour différentes instances de la version 2 sont
présentés dans la Table 6.1. Notons que ces nombres sont multipliés par 4 lorsque
Tchemin = 2. En réalité, notre IMU envoie la position toutes les 0,025s (ce qui corres-
pond à une fréquence de f = 40Hz). Pour un trajet de 10s, il faut donc 400 boucles
d’estimation de la position du drone, ce qui correspond à Tchemin = 400 si nous conser-
vons Treponse = 1. Pour un trajet d’une minute, 2400 boucles sont alors nécessaires.

La version 3 du modèle prend aussi en compte la dernière position corrigée du
drone. La taille des zones et la position du drone ne sont donc plus des constantes
dans le modèle mais des variables. PRISM n’est alors plus capable de faire la simula-
tion car ces variables ne sont pas bornées.

Par exemple, supposons que zone1 ∈ [0, 20], zone2 ∈ (20, 40], zone3 ∈ (40, 60],
zone4 ∈ (60, 80], zone5 ∈ (80,+∞]. Nous ne pouvons pas définir les variables avec
PRISM car zone5 n’est pas bornée. Nous choisissons donc zone5 ∈ (80, 100].

L’unité pour la taille des zones est le décimètre, car le mètre nécessite des nombres
décimaux, ce qui ralentit le calcul. En centimètres les valeurs sont encore plus grandes,
ce qui augmente le nombre d’états. Nous supposons un trajet de 50m (500dm) en 5min
avec (Treponse = 1, Tchemin = 300s). Même en ne prenant pas en compte le temps de
réponse de l’IMU Treponse = 0.025s, le nombre d’états et de transitions est trop grand.

Ainsi, pour l’expérimentation avec un trajet de 50m, nous n’avons pas des nombres
d’états et de transitions exacts à donner car nous n’avons pas pu finir ce test avec
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TABLE 6.2 – Temps obtenus pour la version 3 (avec MCpMC).

Simulations Temps (seconde)

10k 32.81

20k 56.37

50k 153.50

100k 390.22

PRISM. En effet, après deux heures d’attente pour un test avec Tchemin = 5s et
Treponse = 1s, nous avons décidé de changer d’outil et donc de méthode.

6.1.2 Mise en œuvre de la version 3 avec l’outil MCpMC

La version 3 du modèle est présentée dans la section 5.8. Pour rappel, cette ver-
sion 3 améliore les versions 1 et 2 en prenant en compte la position précédente du
drone et en considérant les probabilités liées à la précision des estimations comme
des paramètres et non plus comme des constantes. Ici nous présentons les expéri-
mentations effectuées avec cette version 3 et commentons les résultats obtenus.

Nous développons notre modèle pour le prototype MCpMC depuis la version 3.
Contrairement à PRISM, MCpMC n’indique pas le nombre d’états car l’outil ne construit
jamais le modèle complet étant donné qu’il se contente de le simuler. Nous avons donc
fait un test identique à celui fait avec PRISM sur la même machine Intel(R) Core(TM)
i5-7200U, avec Tchemin = 5s et Treponse = 1s.

Avec les mêmes constantes zone1 ∈ [0, 20], zone2 ∈ (20, 40], zone3 ∈ (40, 60],
zone4 ∈ (60, 80] et zone5 ∈ (80,+∞], nous obtenons la Table 6.2 qui donne le temps
d’exécution en fonction du nombre de simulations.

Le polynôme obtenu est beaucoup plus long (un nombre très important de termes)
que prévu (nous l’avons mis dans l’annexe 8.2.1). Pour l’analyser, nous avons sélec-
tionné les plus grands coefficients et les plus petits coefficients pour voir quel para-
mètre impacte plus ou moins le résultat. Le résultat est présenté dans la Table 6.3, où
nous pouvons voir les degrés associés à chacun des paramètres pour chaque coeffi-
cient réel (PFi pour ProbaFilteri).

Par exemple, les deux premières lignes correspondent aux termes 49.21875 * Proba-
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Filter1 * ProbaFilter2 * ProbaFilter3 * ProbaFilter4 * ProbaFilter5 et 37.6875 *
ProbaFilter1 * ProbaFilter2 * ProbaFilter42 * ProbaFilter5.

Étant donné que Tchemin = 5s et Treponse = 1s, la position du drone est mise à jour
au plus cinq fois avant la fin de la simulation. Notons que les simulations s’arrêtent
dès lors que le drone se trouve dans les zones de sécurité 4 ou 5 puisque cela nous
permet de conclure sur la satisfaction de la propriété à vérifier.

TABLE 6.3 – Analyse du polynôme résultat de la version 3.

Occurrences des paramètres

Coefficients PF1 PF2 PF3 PF4 PF5

49.21875 1 1 1 1 1

37.6875 1 1 0 2 1

36.875 1 0 1 2 1

36.75 0 1 1 2 1

34.0625 1 0 1 1 2

33.71875 1 1 0 1 2

31.375 0 1 1 1 2

... ... ... ... ... ...

0.04375 0 2 1 0 1

0.03125 1 0 4 0 0

0.03125 1 3 1 0 0

0.03125 2 1 2 0 0

0.03125 2 2 1 0 0

0.025 0 0 0 4 0

0.00625 0 0 1 3 0

Dans la Table 6.3, les grands coefficients incluent souvent 2 fois ProbaFilter4 ou
ProbaFilter5. En effet ProbaFilter4 et ProbaFilter5 augmentent la probabilité pour
le drone d’atteindre les zones de sécurité 4 ou 5.

Le coefficient d’un certain terme peut être grand pour deux raisons : soit c’est
un terme qui apparait souvent dans les polynômes donnés par nos simulations (par
exemple ProbaFilter1 * ProbaFilter2 * ProbaFilter3 * ProbaFilter4 * Proba-
Filter5), soit l’apparition de ce terme est fortement liée à la satisfaction de la pro-
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priété (le terme ProbaFilter55 implique des erreurs importantes à toutes les étapes
du calcul). Malgré tout, la probabilité de ProbaFilter55 est une des probabilités les
plus rares ( 1

55 ), mais le coefficient est 0.5. Même si ce cas est rare, lorsqu’il se produit,
le drone a de très fortes probabilités d’atteindre les zones de sécurité 4 ou 5.

Certaines combinaisons des paramètres n’apparaissent pas dans le polynôme ob-
tenu, par exemple ProbaFilter15 ou ProbaFilter35. Il y a deux raisons possibles : soit
cette combinaison de paramètres ne permet pas (ou avec une très faible probabilité)
d’atteindre les zones 4 et 5, soit cette combinaison n’a jamais eu lieu lors de nos 100k
simulations.

Les versions 4 et 5 produisent des polynômes plus complexes, mais ils sont moins
intéressants que pour le modèle complet (versions 6,7 ou 8).

6.1.3 Comparaison des versions 4, 6 et 7 en MCpMC

Les versions 4 à 7 du modèle sont présentées dans la section 5.9. Pour rappel,
la version 4 améliore la version 3 en prenant en compte les erreurs d’estimation sur
l’axe x en plus de celles sur l’axe y. Dans la version 5, nous avons de plus intégré
les potentiels changements d’objectifs lorsque le drone est en retard sur sa trajectoire.
Finalement, les versions 6 et 7 intègrent les perturbations liées au vent en tant que
constantes dans la version 6 puis en tant que paramètres dans la version 7.

Comme vu précédemment, les polynômes obtenus en sortie sont trop longs pour
être comparés ou analysés manuellement. Nous ne présentons donc pas les poly-
nômes obtenus lors d’expérimentations réalistes, mais plutôt leur évaluation pour dif-
férentes valeurs des paramètres ProbaFilter1-ProbaFilter5 (PF1-PF5).

Une comparaison centre les versions 6 et 7 a été faite avant de développer la
version 8 du modèle. Le but était de savoir si la version 8 de notre modèle devait
se baser sur la version 7 ou la version 6. Les versions 6 et 7 sont deux versions
développées en parallèle. La version 6 est plus rapide, mais dans la version 7 le vent
est en paramètre dans le polynôme.

Nous définissons deux scénarios afin d’évaluer nos polynômes. Le scénario 1 est
un scénario proche de la réalité. Le scénario 2 est pour voir plus clairement l’impact
des paramètres. Pour le scénario 1 PF1 = 0.15, PF2 = 0.3, PF3 = 0.4, PF4 = 0.1 et PF5
= 0.05. Pour le scénario 2 PF1 = 0.1, PF2 = 0.25, PF3 = 0.35, PF4 = 0.2 et PF5 = 0.1 .

Dans ces deux scénarios, la zone de sécurité 4 est située à 8m et la zone de
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sécurité 5 est située à 50m de la zone de vol. PF1-PF5 correspond à la probabilité que
l’écart entre la position effective et la position estimée soit de [0, 2] mètre pour PF1, de
(2, 4] mètres pour PF2, de (4, 6] mètres pour PF3, de (6, 8] mètres pour PF4 et de (8, 10]
mètres pour PF5.

D’après l’expert de PIXIEL, le bruit des capteurs peut aller jusqu’à 10 mètres, mais
grâce au filtre, la vitesse et la distance de correction réduisent l’erreur. Les bruits dé-
pendent aussi de l’environnement de vol et de la qualité des composants du drone.
Les éléments de l’environnement peuvent aussi perturber les drones. Par exemple lors
d’un spectacle de drones, si des spectateurs oublient d’éteindre le WIFI ou le point
d’accès de leur smartphone, les signaux interférent avec les drones.

Le scénario 1 est plus réaliste que le scénario 2. Pour des drones ayant des com-
posants de qualité, la probabilité PF1 devrait être plus grande et PF3 plus petite, mais à
cause de mauvais résultats des expérimentations sur la chaîne de production utilisée,
nous ne pouvons pas fournir de valeurs exactes.

Dans les simulations des versions 6 et 7, les paramètres liés au vent correspondent
à la probabilité d’avoir une force de vent de [0, 20] km/h, (20, 30] km/h, (30, 50] km/h et
(50, 70] km/h respectivement ; nous les avons définis à 0.55, 0.43, 0.01 et 0.01 (ce qui
correspond aux conditions typiques de la ville de Nantes). La direction du vent est tou-
jours face au drone (direction identique dans tous les repères utilisés).

Dans la Table 6.4, nous avons synthétisé les résultats pour 10k, 20k et 50k simula-
tions des versions 4, 6 et 7 de notre modèle en fixant Tchemin = 5s et Treponse = 1s. V1
et V2 représentent deux expériences avec les mêmes données afin de comparer les
résultats obtenus. Dans chaque case, nous avons calculé la probabilité et l’intervalle
de confiance pour les valeurs des paramètres de chacun des scénarios identifiés ci-
dessus. Avec les valeurs des paramètres que nous avons choisies pour l’évaluation de
nos polynômes, nous observons que les probabilités obtenues pour le scénario 1 sont
plus faibles que celles obtenues pour le scénario 2. L’intervalle de confiance pour le
scénario 1 est aussi plus faible. Cet intervalle est aussi un polynôme qui change avec
les valeurs que nous avons données.

Nous observons aussi que les versions 4 et 6 ont un temps d’exécution beaucoup
plus rapide comparé à la version 7 dans laquelle la force du vent est paramétrique.
L’augmentation du nombre de paramètres ralenti en effet le temps de calcul de la ver-
sion 7 qui doit de plus faire plus de simulations pour obtenir un niveau de précision
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similaire. Pour cette raison, nous avons choisi de baser notre version 8 sur la version 6
(dans laquelle le vent est pris en compte de manière non paramétrique).

TABLE 6.4 – Analyse du polynôme résultat des versions 4, 6 et 7.

Modèle 10k 20k 50k

V1 V2 V1 V2 V1 V2

T. d’exécution version 4 28s 51-54s 142-143s

Scénario 1 version 4 4.99% 5.09% 4.74% 5.10% 4.91% 4.98%

Interv. de conf. ±0.85% ±0.82% ±0.55% ±0.56% ±0.36% ±0.37%

Scénario 2 version 4 10.38% 10.04% 9.82% 10.05% 9.95% 9.81%

Interv. de conf. ±1.15% ±1.12% ±0.79% ±0.80% ±0.51% ±0.51%

T. d’exécution version 6 28s 53-54s 149-155s

Scénario 1 version 6 5.44% 5.31% 5.61% 5.21% 5.59% 5.47%

Interv. de conf. ±0.98% ±0.86% ±0.69% ±0.64% ±0.42% ±0.43%

Scénario 2 version 6 10.8% 10.9% 10.8% 10.8% 10.9% 10.7%

Interv. de conf. ±1.35% ±1.32% ±0.91% ±0.92% ±0.57% ±0.57%

T. d’exécution version 7 185-190s 311-314s 612-621s

Scénario 1 version 7 4.95% 5.97% 5.28% 6.62% 4.16% 5.61%

Interv. de conf. ±5.22% ±5.71% ±4.71% ±6.25% ±1.86% ±4.38%

Scénario 2 version 7 9.55% 9.87% 10.3% 11.3% 9.57% 10.7%

Interv. de conf. ±8.40% ±7.86% ±7.04% ±7.89% ±5.29% ±3.99%

Pour les probabilités et les intervalles de confiance, la version 6 est meilleure que
la version 7. Cependant la version 7 est la seule à prendre en compte des paramètres
liés au vent dans son polynôme.

Les figures 6.1 et 6.2 présentent les polynômes obtenus avec la version 7 pour
Tchemin = 1 et Treponse = 1 en 10k simulations et en 100k simulations respectivement.
Nous pouvons voir que les coefficients sont très proches dans les deux cas. Pourtant,
avec la Table 6.4 nous observons une différence sur l’intervalle de confiance avec 10k
simulations et 50k simulations. Dans la Table 6.4, les paramètres sont Tchemin = 5 et
Treponse = 1 donc le modèle comporte plus que 5Tchemin états et transitions. La différence
est ainsi beaucoup plus marquée que pour Tchemin = 1 et Treponse = 1, car l’intervalle de
confiance est un polynôme qui dépend des valeurs des paramètres et de la longueur
des simulations.
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FIGURE 6.1 – Le polynôme obtenu pour 10k simulations (version 7).

FIGURE 6.2 – Le polynôme obtenu pour 100k simulations (version 7).

Le polynôme obtenu pour Tchemin = 5 et Treponse = 1 est plus long, donc difficile a
présenter et à analyser. Pour cette raison, nous présentons ici uniquement les poly-
nômes pour Tchemin = 1 et Treponse = 1 en figure 6.1 et figure 6.2. Les polynômes plus
"réalistes" pourraient être analysés avec la même méthode que celle utilisée dans la
section 6.1.2, ce qui permettrait de donner des informations sur les termes ayant le
plus d’effet sur la probabilité de pénétrer dans les zones interdites.

6.1.4 Mise en œuvre de la version finale (version 8) avec MCpMC

La version 8, présentée en section 5.10, est la version la plus complète de notre
modèle. Elle est basée sur la version 6 et y ajoute les changements de repère per-
mettant de considérer des trajets longs (plus de 3 points), tout en prenant en compte
les erreurs d’estimation sur les deux axes x et y, les perturbations liées au vent et les
changements d’objectifs causés par les retards. Rappelons que, dans cette version,
les probabilités des perturbations liées au vent sont des constantes et non des para-
mètres. Après avoir finalisé et testé toutes les versions de notre modèle, nous avons
récupéré un plan de vol réel d’un drone pour faire un test complet. Ce plan de vol est
un trajet de 139 secondes avec 18 points de passage. Toujours avec Treponse = 1, l’au-
tomate correspondant théoriquement à notre modèle d’entrée contient alors au moins
5139 états. Le temps d’analyse pour la version 8 est très bon : 92 secondes pour 10k
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simulations, 408 secondes pour 50k simulations et 899 secondes pour 100k simula-
tions. En revanche, le nombre d’états étant supérieur à 5139 = 1, 434929627 ∗ 1097, 100k
simulations reproduisent seulement une partie négligeable de tous les cas possibles.
Cela n’est pas très satisfaisant.

Les valeurs des paramètres permettent de savoir quel cas a le plus de probabilité
d’atteindre les zones de sécurités 4 ou 5. Nos polynômes nous aident à déterminer
comment reproduire chaque cas. Dans la prochaine section nous présentons les ma-
nières de diminuer les probabilités d’aller dans les zones de sécurité interdites.

6.2 Réduire la probabilité d’entrer en zone interdite

Après de nombreux tests du modèle avec des trajectoires différentes, nous cher-
chons à comprendre la raison des différences entre les probabilités observées. En
effet, le but du modèle est de trouver une trajectoire avec la plus faible probabilité d’ar-
river dans la zone danger tout en passant par les principaux points de la trajectoire ini-
tiale. Différentes raisons peuvent expliquer les différences de probabilité. Donc quand
il y a un changement, nous essayons de reproduire les conditions dans lesquelles cela
arrive pour en comprendre la raison. Lorsque nous observons 5 fois de suite le même
changement de probabilité alors, nous modifions d’autres valeurs du contexte pour voir
si cela impacte les changements de probabilité, nous faisons cela jusqu’à trouver les
conditions dans lesquelles la probabilité change.

Dans cette section nous proposons des méthodes pour réduire la probabilité d’at-
teindre la zone de danger. Nous avons utilisé GeoGebra pour proposer des illustra-
tions.

Nous avons étudié 2 pistes, la réduction du nombre de points sur un trajet et l’al-
longement du temps de trajet entre deux points du trajet.

6.2.1 Réduction du nombre de points sur une ligne droite

En effectuant plusieurs simulations, nous avons remarqué que la trajectoire entre
un point A(0,0) et un point B(200,0) avec Tchemin = 4 a moins de probabilité d’entrer
dans la zone interdite que la même trajectoire utilisant un point intermédiaire D(100,0)
avec Tchemin = 2 entre A et D et Tchemin = 2 entre D et B. Il semble donc qu’ajouter un
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point intermédiaire sans rien changer d’autre augmente la probabilité d’entrer dans la
zone interdite.

Nous avons étudié ce cas avec GeoGebra. Afin d’accentuer les différences, nous
avons diminué les distances parcourues.

FIGURE 6.3 – Trajet A-B.

Dans la Figure 6.3, le drone démarre à la position (0,0). Deux trajets, bleu et vio-
let, vont du point A(0,0) au point B(20,0). Dans le trajet violet, nous avons ajouté des
points intermédiaires C(5,0), D(10,0) et E(15,0). Nous supposons que Treponse est iden-
tique pour les deux trajets et que la somme des temps des trajets intermédiaires du
trajet violet est égale à Tchemin pour le trajet bleu. Pour simplifier la figure, nous avons
choisi Treponse = 1. Ainsi, les estimations des positions pour les deux trajets se font
exactement lors des passages aux points A, C, D, E et B.

Les deux trajets commencent au même point, et nous supposons que la position es-
timée est identique ( PointDetecte1 et L2PointDetecte1). Dans la suite, les erreurs de
mesure sont les mêmes sur les deux trajets (nous notons erreuri l’erreur à la ième me-
sure). Nous obtenons donc : PointDetectei+1 = erreuri + Pointi et L2PointDetectei+1

= erreuri + L2Pointi.
Nous observons que les deux trajets terminent au même point ; mais pendant le

parcours, le trajet violet est plus éloigné de son plan de vol que le trajet bleu. Cela
s’explique par le fait que les corrections sur le trajet violet sont plus "brutales" que
celles du trajet bleu. En effet, les distances restantes à parcourir avant le prochain ob-
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jectif sont plus petites sur le trajet violet, donc son coefficient de correction "proportion
α" est plus grand.

Cette étude rapide montre que lorsqu’un trajet en ligne droite comporte moins de
points intermédiaires, le modèle établit que la probabilité de franchir la zone de danger
diminue. La différence exacte dépend aussi du vent, des valeurs de ProbaFiltre et de
la longueur du trajet.

6.2.2 Allongement du temps des trajets

Nous partons du constat que des temps d’attente sont utilisés pour recaler le drone
sur ses temps de trajets. Ces temps d’attente qui sont "perdus" peuvent être récupérés
pour la sécurité.

Lorsque le drone est en retard sur son temps de trajet, ajouter un temps d’attente
dans le plan de vol pour qu’il rattrape son retard est une bonne idée. Cependant,
prolonger le temps de trajet entre deux points en incluant le temps de retard peut
néanmoins être une meilleure stratégie. Cette première situation est illustrée dans la
Figure 6.4. Dans cet exemple, le drone doit faire le trajet A-B en 4 secondes avec
une fréquence du filtre de 1Hz. La première stratégie en bleu consiste à donner au
drone 4 secondes pour faire le trajet. Pour rattraper un éventuel retard, il doit attendre
4 secondes supplémentaires une fois arrivé au point B. La seconde stratégie en violet
consiste à donner 8 secondes (4 secondes de trajet + 4 secondes d’attente) pour faire
le trajet. Dans ce cas, le drone va atteindre le point B deux fois moins vite mais le filtre
enverra plus de fois sa position. Ainsi, cela donnera au drone plus d’opportunités pour
corriger sa trajectoire.

FIGURE 6.4 – Allongement des temps de trajet (situation 1).
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Pour les deux trajets bleu et violet, au début avec n = 1, le bruit est très grand :
PointDetecte1 = L2PointDetecte1 = 15. Ensuite, le bruit vaut 2 pour tout n > 1.

Nous pouvons voir que L2Point2 est mieux positionné que Point1 car le bruit a été
corrigé plus tôt (dès L2Point1). À la suite, les deux trajets convergent car les bruits sont
constants. Cependant, nous remarquons que le trajet bleu entre dans la zone interdite
au point Point1 alors que le trajet violet n’y entre pas.

Normalement le drone ne revient pas sur une trajectoire quand il sait qu’il y a une
déviation. Il recalcule une nouvelle trajectoire pour arriver au but en temps demandé.
Avec cette nouvelle trajectoire, il corrige son erreur petit à petit. Pendant ce temps, il
peut encore obtenir des bruits d’estimation. Mais dans l’algorithme de certains filtres,
il y a de l’apprentissage sur les erreurs corrigées. Nous essayons de produire ce
cas dans la deuxième situation. La deuxième situation (Figure 6.5) inclut plusieurs
sortes de bruits. Au début, le premier bruit est identique à celui de la situation 1 :
PointDetecte1 = L2PointDetecte1 = 15. Ensuite les bruits sont erreur1=2, erreur2=0
et erreur3=-2.

Pour x ∈ {5, 10, 15}, les points PointDetecte et L2PointDetecte subissent les
mêmes bruits erreur1, erreur2 et erreur3, et pour i ∈ {2, 4, 6, 8},

L2PointDetectei = L2Pointi−1 +
L2PointDetectei−1 − L2Pointi−2

2 .
Nous observons que, dans cette situation, le trajet violet est presque toujours meilleur

que le trajet bleu.

FIGURE 6.5 – Allongement des temps de trajet (situation 2).

En conclusion de cette étude, nous confirmons dans le cadre de notre modèle que,
avec une précision identique, un filtre à haute fréquence est meilleur qu’un filtre à basse
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fréquence. Étant donné que la vitesse des capteurs est souvent plus importante que
celle des filtres, la fréquence des estimations dépend plus de la fréquence du filtre que
de celle des capteurs. Un filtre à haute fréquence permet de vérifier plus souvent, et
donc corrige plus souvent. Malheureusement, un filtre à haute fréquence est souvent
moins précis qu’un filtre basse fréquence comme expliqué dans le chapitre 2. Nous
n’avons pas obtenu la précision des filtres disponibles en conditions réelles, donc nous
ne pouvons pas les comparer. Cela aurait pu permettre de savoir quel filtre utiliser en
fonction de la longueur du trajet et de la force du vent, ce qui prouverait fermement
notre conjecture (section 3.1).

Nous ne pouvons pas conclure sans les valeurs exactes des paramètres. Cepen-
dant avec les polynômes obtenus, nous pouvons facilement calculer la probabilité pour
que le drone soit hors de la zone sécurité, une fois que les paramètres du filtre seront
fournis.

Nous tirons plusieurs conclusions de nos expérimentations. Dans un premier temps,
il est important de remarquer que les polynômes que nous obtenons ne sont pas faci-
lement exploitables à cause de leur taille. Néanmoins, l’utilisation de simples tableaux
permettant de repérer à quelles variables sont liés les plus grands coefficients (comme
présenté dans la section 6.1.2) peut être utile pour identifier les paramètres ayant le
plus d’impact sur la probabilité d’entrer dans la zone interdite. De plus, une fois le po-
lynôme obtenu, il est facile de le "tester" avec des valeurs différentes des paramètres.
Cela parait en effet beaucoup plus efficace que d’effectuer la vérification complète avec
des modèles différents pour chaque scénario.

Dans un deuxième temps, nous avons remarqué grâce aux nombreuses simula-
tions effectuées que l’ajout de points de passage intermédiaires lors d’un vol en ligne
droite avait tendance à empirer la probabilité d’entrer en zone interdite. De même, l’uti-
lisation de filtres à haute fréquence semble préférable à l’utilisation de filtres à basse
fréquence, pourvu que la précision soit identique.

Finalement, un point qui n’a pas été pris en compte est la détérioration de la préci-
sion de certains filtres lors des changements de trajectoire aux points intermédiaires.
Cette détérioration est due aux modifications "brutales" des mesures à cause des vi-
rages. Malheureusement, nous ne pouvons pas prendre en compte ce comportement
dans notre modèle à moins d’établir un modèle plus précis du filtre lui-même.

93





CHAPITRE 7

CONCLUSION

Dans le domaine du drone multirotors automatique, les défaillances critiques
peuvent provenir de défaillances des composants physiques, du système du drone
ou de l’environnement. Le but de cette thèse effectuée dans un cadre R&D avec l’en-
treprise PIXIEL, était de trouver une méthode pour rendre le drone plus fiable. En
considérant qu’il n’est pas possible de modifier l’environnement du vol, que l’étude des
composants physiques est pertinente mais ne relève pas du domaine de l’informatique
(logiciel) qui est notre champ de recherche, nous avons focalisé notre étude sur le
système du drone. Nous avons particulièrement étudié les trois modules les plus im-
portants dans le système du drone, que sont le filtre, le PID et la modulation. Nous
avons ainsi proposé une méthode pour modéliser le drone, et utiliser le modèle pour
détecter les erreurs de trajectoire lors du vol d’un drone.

Dans le cas idéal, le drone vole toujours normalement, ce sont les perturbations
de ses composants ou de l’environnement qui provoquent des erreurs de trajectoire.
Nous ne cherchons pas à détecter et corriger les inévitables perturbations, mais plutôt
une façon de s’y adapter. Nous avons donc présenté une méthode de construction d’un
modèle formel pour l’étude de la sûreté d’un drone en mode de vol automatique et avec
un plan de vol prédéfini. Ce modèle cible est construit à l’aide de chaînes de Markov
paramétrées. Il adapte le contrôleur de vol, prend en compte à l’aide de paramètres
probabilistes, la précision des estimations de la position et de l’orientation en utilisant
les capteurs, le filtre et aussi les perturbations liées au vent. Ainsi la construction du
modèle a fait l’objet de plusieurs versions construites de façon incrémentale selon les
caractéristiques ou les paramètres pris en compte. L’analyse du modèle nous donne
des probabilités de vérifier les propriétés voulues ou des probabilités paramétriques.
L’étude et l’optimisation de ces probabilités paramétriques permettront à l’entreprise
PIXIEL d’affiner le compromis entre la fréquence et la précision du filtre afin de choisir
judicieusement, en fonction des vols à effectuer, les bons composants à utiliser.

Ce choix de modélisation et d’analyse est justifié par le fait que le plan de vol est
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un élément très facile à changer, et il permet aussi de sécuriser le spectacle du drone.

Notre méthode permet de construire de façon incrémentale un modèle formel du
drone en prenant successivement en compte les différents composants du drone, et en
utilisant comme paramètres du modèle certaines caractéristiques de ces composants.
À l’issue de notre travail nous pouvons établir que le modèle minimal pour étudier
convenablement le fonctionnement du drone doit correspondre à notre version 4. Il
faut en effet y intégrer non seulement les comportements des capteurs et du filtre mais
aussi les paramètres de la trajectoire du vol. Ce modèle minimal du drone comprend
tous les principaux composants du contrôleur de vol, leur fonctionnement et leurs inter-
actions. Il est donc utilisé pour étudier un aspect de la sécurité : éviter le vol du drone
au dessus du public. Même avec des simplifications des paramètres le modèle est de
grande taille.

Nous tirons la leçon après nos différentes expériences avec les outils de Model
Checking que le Model Checking statistique paramétré est le plus adapté pour des
modèles de complexité comparable à celle du drone. Nous avons fait plusieurs expé-
riences avec différents outils tels que PRISM et PARAM, mais nous sommes allés au
delà des capacités de ces outils avec la complexité relative du système de drone mo-
délisé avec un modèle probabiliste paramétré.

Nous avons étudié la correction du modèle que nous construisons. Cette étude est
focalisée sur le raisonnement sur les mouvements dans le plan. Nous nous sommes
pour cela appuyés sur l’outil GeoGebra qui est une référence indiscutable pour la géo-
métrie dans l’espace. Les équations modélisant les mouvements du drone sont ainsi
vérifiées avant leur mise en œuvre dans notre modèle.

Grâce à la méthode model checking statistique paramétrique et au nouveau proto-
type MCpMC associé, nous pouvons analyser un très grand modèle paramétré, dans
un temps raisonnable. En effet cette méthode présente l’avantage d’exploiter les tran-
sitions probabilisées paramétrées, les échantillons des exécutions symboliques et ex-
prime le calcul de la probabilité d’une propriété par un polynôme en termes des para-
mètres probabilistes utilisés. Le prototype MCpMC a été mis à l’épreuve et a démontré
son efficacité sur des modèles probabilistes de taille conséquente comme celui du
drone.

Nous pouvons faire varier les valeurs des paramètres du modèle pour différentes
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trajectoires de vol, et comparer les probabilités ou les polynômes de sortie, pour que
le drone ne rentre pas dans les zones dangereuses pour le public. Lorsque les écarts
sont importants entre les résultats, une recherche des causes est systématiquement
effectuée pour expliquer les écarts et leur impact sur la sécurité : éviter certaines confi-
gurations des paramètres du drone ou bien confirmer certaines autres configurations
garantissant une meilleure sécurité.

De manière générale, nous simulons plusieurs trajets différents et recherchons les
très faibles probabilités d’entrer dans les zones interdites, et quelles configurations et
quels trajets de vol du drone sont les plus sûrs.

En cela, le modèle élaboré est très utile pour l’entreprise PIXIEL ; elle peut s’en
servir pour améliorer les trajets de vol des drones ainsi que leurs configurations de
façon à garantir la sécurité du public ; c’était l’objectif des travaux initiés.

Une limitation de notre travail est que nous ne pouvons pas analyser correctement
tous les polynômes obtenus. Nous avons analysé les polynômes courts comme ceux
obtenus dans la section 6.1.2, mais nous ne pouvons pas bien étudier les polynômes
plus longs comme ceux présentés en annexe. Ce sont des informations inexploitées
pour le moment.

Perspectives. Nous avons pris en compte les perturbations du vent dans notre mo-
dèle, mais la façon dont le vent est intégré est perfectible. Dans notre modèle, nous
considérons que le vent est toujours face au drone. Une première amélioration serait
de considérer une direction constante dans l’espace. Il suffirait pour cela de mettre à
jour la variable windAngle au cours des simulations. Dans un deuxième temps, nous
pourrions aussi considérer une direction de vent variable pendant le trajet. Pour cela,
nous pourrions utiliser les mesures prises par la station au sol (GCS : Ground Control
Station). Cependant, il faut faire attention à ces mesures car les saisons auxquelles les
tests sont effectués et celles auxquelles le spectacle a lieu sont différentes, et peuvent
avoir des directions de vent différentes. Utiliser des mesures non adaptées pourrait
avoir un effet inverse à celui attendu.

Une idée pour réduire le temps de calcul de notre modèle est de ne pas tenir compte
de la proportion α lorsqu’elle est négligeable. Si la fréquence du filtre est suffisamment
importante, et si le drone est initialement positionné dans la zone 1, il est impossible
que les corrections imposées par le filtre emmènent le drone dans les zones 4 et 5 dès
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Chapitre 7 – Conclusion

le début de la simulation. En effet dans ce cas, les déviations imposées seront limitées
par la proportion α présentée dans la section 5.5.

Il est ainsi possible de calculer au bout de combien d’itérations nous pouvons, au
plus vite, atteindre les zones 4 et 5. On pourrait alors "accélérer" nos simulations en
utilisant une abstraction pour remplacer les préfixes sûrs et se concentrer sur les itéra-
tions plus risquées ayant lieu en fin de parcours.

Nous avons utilisé actuellement la propriété pour détecter si le drone arrive dans les
zones interdites. C’est juste une manière de trouver la défaillance de drone ; nous pou-
vons aussi tester d’autres propriétés intéressantes. Par exemple : i) estimer le nombre
de fois où le drone entre dans une zone cible (indépendamment de notre structuration
en 5 zones) ; ii) estimer le temps pendant lequel le drone peut accumuler de faibles
défaillances sans possibilité de sortir de la zone de sécurité ; en effet ce temps serait
un seuil critique, car au delà, le drone pourrait sortir de la zone de sécurité avec les
défaillances accumulées.

Une autre piste pour améliorer notre modèle serait de mettre la fréquence du filtre
en tant que paramètre du modèle. Cela permettrait d’obtenir un polynôme dont l’une
des variables est la fréquence. Ainsi, PIXIEL pourrait étudier le meilleur compromis
entre fréquence et précision, et donc choisir le filtre le plus adapté au plan de vol
prévu. Cependant, ajouter la fréquence en paramètre est un processus difficile. En
effet, la fréquence n’est pas un paramètre probabiliste de même nature que la préci-
sion : elle ne pourrait pas être intégrée au modèle en tant que probabilité de transition,
et cela rendrait donc plus complexe l’étape de model checking statistique paramétré.
Nous pensons néanmoins que cette modification pourrait revenir à l’ajout dans notre
modèle d’une étape préalable aux calculs, et dans laquelle la valeur de la fréquence
serait fixée (lors de l’initialisation).

Le PID est aussi un composant qui peut avoir un effet sur la trajectoire. En effet, le
PID mesure aussi le bruit résiduel de la position corrigée par le filtre en fonction des va-
leurs précédentes reçues. Il utilise ensuite cette mesure pour corriger marginalement
l’estimation de la position. Afin d’obtenir un modèle plus complet et plus précis, une
autre possibilité serait d’intégrer dans notre modèle un modèle du PID et de ses effets
sur la trajectoire. Le PID dépend des paramètres d’équations différentielles ; compléter
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notre modèle de cette façon ajouterait donc des paramètres supplémentaires. Comme
pour la fréquence du filtre, ces paramètres ne pourront pas être directement ajoutés
comme des probabilités des transitions, mais demandent une adaptation plus com-
plexe du modèle pour les y intégrer. Une étude rigoureuse sur le plan théorique est
nécessaire ici avant la mise en œuvre.

Comme cela a été précisé dans le chapitre 5, nous avons choisi d’abstraire le filtre
et les capteurs dans notre modèle (par les paramètres de précision) car les différents
filtres existants ont des fonctionnements variés. Sur un plan plus technique, une piste
pour la suite serait de créer une base de modèles de filtres permettant de représenter
les différents filtres présents sur le marché. Ces modèles pourraient ensuite être inté-
grés, au choix, dans le modèle représentant le drone et sa trajectoire afin d’obtenir une
analyse plus fine une fois le filtre choisi. Vu les technologies que nous avons utilisées,
il suffirait alors de développer les différents modèles de filtres comme des classes Py-
thon héritant d’une classe abstraite commune, qui serait utilisée dans le modèle du
drone (encodé en Python pour MCpMC).

Finalement, nous nous sommes principalement intéressés à l’impact des erreurs de
positionnement sur la trajectoire du drone. Il serait néanmoins intéressant de coupler
cette analyse avec les analyses de défaillance des différents composants matériels du
drone afin d’obtenir une analyse plus complète de la sûreté des drones.

Notre travail ouvre ainsi des perspectives de R&D pour l’entreprise et certaines
d’entre elles demandent un travail conséquent en amont.
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CHAPITRE 8

ANNEXE

8.1 Correspondance entre versions du modèle et fi-

chiers sources

TABLE 8.1 – Présentation synthétique des différentes versions du modèle

Version Nom du fichier Incréments des version successives

Version 1 version1simple.pm Version de base.

Version 2
version2complet.pm

version2.props
Prise en compte de la précision du filtre.

Version 3

en PRISM

en MCpMC

modelAB6.pm

drone2.py

Prise en compte de la position précédente

du drone.

Prise en compte des coordonnées exactes.

Version 4 drone4.py Perturbations sur l’axe x.

Version 5 Changement possible d’objectif.

Version 6 drone4use.py Perturbations liées au vent (constantes).

Version 7 drone4vent.py Perturbations liées au vent (paramètres).

Version 8 drone8CompletX.py
Changement de repère.

Trajectoires longues (> 3 points).
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Chapitre 8 – Annexe

8.2 Polynômes résultant de l’analyse du modèle (ver-

sion 3) avec MCpMC

8.2.1 Polynôme résultat pour 100k simulations (pour Tchemin = 5 et
Trepondre = 1)

1.3125 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter4
+ 1.125 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter5
+ 4.5 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4
+ 3.75 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.0625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter32

+ 4.3125 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 3.875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 4.40625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter42

+ 7.9375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 4.09375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3
+ 6.34375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4
+ 6.21875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32

+ 13.09375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 12.4375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 13.625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42

+ 23.6875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 11.8125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter52

+ 6.625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 6.84375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.21875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42

+ 23.625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 5.5625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter43

+ 18.15625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 17.40625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.08125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5

108



8.2. Polynômes résultant de l’analyse du modèle (version 3) avec MCpMC

+ 5.8125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.2625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3
+ 4.15625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4
+ 4.125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.09375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32

+ 12.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 11.46875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.09375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42

+ 22.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.15625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter52

+ 12.34375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 12.875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 23.9375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42

+ 49.21875 ∗ProbaF ilter1 ∗ProbaF ilter2 ∗ProbaF ilter3 ∗ProbaF ilter4 ∗ProbaF ilter5
+ 23.375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.0 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43

+ 37.6875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 33.71875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.20625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 10.21875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.5875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter34

+ 4.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4
+ 4.34375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.34375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42

+ 24.5625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 11.53125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.10625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.25 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43

+ 36.875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 34.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.46875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5

109



Chapitre 8 – Annexe

+ 10.125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.78125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 4.5625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter44

+ 15.8125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 23.09375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.35625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 13.5 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.9375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 3.09375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.46875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.09375 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter4
+ 0.90625 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter5
+ 4.21875 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 4.15625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 4.84375 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter42

+ 7.625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 3.90625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter52

+ 5.53125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 5.375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 11.84375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42

+ 22.78125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 10.96875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.04375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 5.84375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter43

+ 16.46875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 17.4375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.14375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 5.5 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.31875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter52

+ 4.03125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4
+ 4.1875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42

+ 22.59375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 11.59375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52
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+ 0.09375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 11.75 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43

+ 36.75 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 31.375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.5375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 10.40625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.81875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 4.4375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter44

+ 16.40625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 21.375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.55625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 14.0625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.05 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 3.4375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.4875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.75 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4
+ 1.09375 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter5
+ 4.3125 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42

+ 6.9375 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 3.71875 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.06875 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 5.78125 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43

+ 18.0 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 15.53125 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.49375 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 5.21875 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.575 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 3.84375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44

+ 14.59375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.00625 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43

+ 20.5625 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.49375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 12.875 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.225 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52
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+ 2.875 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.69375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.03125 ∗ ProbaF ilter45

+ 5.28125 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.025 ∗ ProbaF ilter44

+ 10.46875 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.30625 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 7.1875 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.70625 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 4.21875 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.775 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.5 ∗ ProbaF ilter55

+ 0.225 ∗ ProbaF ilter54

8.2.2 Polynôme résultat pour 100k simulations (pour Tchemin = 7 et
Trepondre = 1)

8.59375 ∗ ProbaF ilter15 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4
+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter15 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter5
+ 9.375 ∗ ProbaF ilter15 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter15 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 9.375 ∗ ProbaF ilter15 ∗ ProbaF ilter42

+ 10.15625 ∗ ProbaF ilter15 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter15 ∗ ProbaF ilter52

+ 17.1875 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4
+ 14.84375 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter5
+ 31.25 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 22.65625 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 32.03125 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42

+ 71.875 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 31.25 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter52

+ 11.71875 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 18.75 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 37.5 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42
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+ 64.0625 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 19.53125 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 16.40625 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter43

+ 45.3125 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 38.28125 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 14.84375 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter14 ∗ ProbaF ilter52

+ 28.90625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4
+ 20.3125 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter5
+ 61.71875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 57.8125 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 54.6875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42

+ 114.84375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 73.4375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter52

+ 68.75 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 64.0625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 122.65625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42

+ 239.0625∗ProbaF ilter13 ∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter5
+ 135.9375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 62.5 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43

+ 202.34375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 165.625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.46875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 70.3125 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.46875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter52

+ 18.75 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4
+ 23.4375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 58.59375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42

+ 125.0 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 66.40625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 71.875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43

+ 205.46875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 196.09375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

113



Chapitre 8 – Annexe

+ 0.625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 52.34375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.5625 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 18.75 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter44

+ 80.46875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 125.78125 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.46875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 71.09375 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 17.1875 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter13 ∗ ProbaF ilter53

+ 16.40625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter4
+ 9.375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter5
+ 1.5625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter32

+ 59.375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 44.53125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 60.15625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter42

+ 121.875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 60.9375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter52

+ 84.375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 100.78125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 200.0 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42

+ 392.96875∗ProbaF ilter12∗ProbaF ilter22∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter5
+ 182.8125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 113.28125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter43

+ 285.9375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 258.59375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.71875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 82.8125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.78125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter34

+ 66.40625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4
+ 74.21875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 188.28125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42
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+ 370.3125∗ProbaF ilter12∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter32∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter5
+ 172.65625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.46875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 185.15625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43

+ 554.6875∗ProbaF ilter12∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter42∗ProbaF ilter5
+ 508.59375∗ProbaF ilter12∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter52

+ 2.34375 ∗ProbaF ilter12 ∗ProbaF ilter2 ∗ProbaF ilter3 ∗ProbaF ilter4 ∗ProbaF ilter5
+ 169.53125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 4.375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 56.25 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter44

+ 218.75 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 342.1875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.96875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 223.4375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 53.90625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter54

+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter53

+ 13.28125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4
+ 8.59375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter5
+ 59.375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42

+ 115.625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 45.3125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 100.78125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43

+ 285.15625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 255.46875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.03125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 100.78125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter53

+ 2.65625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 64.84375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44

+ 242.1875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 335.9375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.5 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 250.0 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53
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+ 9.375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 59.375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter54

+ 5.15625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 11.71875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter45

+ 74.21875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 153.90625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.09375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 139.0625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 4.53125 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 76.5625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 4.84375 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 11.71875 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter55

+ 2.65625 ∗ ProbaF ilter12 ∗ ProbaF ilter54

+ 9.375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter25 ∗ ProbaF ilter4
+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter25 ∗ ProbaF ilter5
+ 32.03125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 32.8125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 28.125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter42

+ 65.625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 36.71875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter52

+ 63.28125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 64.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 143.75 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42

+ 242.96875∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter23∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter5
+ 123.4375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 63.28125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter43

+ 174.21875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 157.03125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 52.34375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.09375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter52

+ 64.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4
+ 75.78125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
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+ 167.96875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42

+ 387.5 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 164.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.25 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 155.46875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43

+ 561.71875∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter22∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter42∗ProbaF ilter5
+ 546.09375∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter22∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter52

+ 2.65625 ∗ProbaF ilter1 ∗ProbaF ilter22 ∗ProbaF ilter3 ∗ProbaF ilter4 ∗ProbaF ilter5
+ 175.0 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 58.59375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter44

+ 237.5 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 341.40625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.03125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 225.0 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 5.9375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 52.34375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter54

+ 3.75 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter53

+ 31.25 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4
+ 37.5 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter5
+ 123.4375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42

+ 248.4375∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter33 ∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter5
+ 99.21875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 178.90625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43

+ 565.625∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter32 ∗ProbaF ilter42 ∗ProbaF ilter5
+ 518.75 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 4.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 154.6875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter53

+ 5.9375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 118.75 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44

+ 495.3125∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter43 ∗ProbaF ilter5
+ 650.78125∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter42∗ProbaF ilter52

+ 6.40625 ∗ProbaF ilter1 ∗ProbaF ilter2 ∗ProbaF ilter3 ∗ProbaF ilter42 ∗ProbaF ilter5
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+ 424.21875∗ProbaF ilter1∗ProbaF ilter2∗ProbaF ilter3∗ProbaF ilter4∗ProbaF ilter53

+ 15.0 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 97.65625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter54

+ 9.375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 26.5625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter45

+ 149.21875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 288.28125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.8125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 255.46875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 10.3125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 126.5625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 9.375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 25.0 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter55

+ 4.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter53

+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter4
+ 6.25 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter5
+ 33.59375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter42

+ 60.15625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 30.46875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter52

+ 70.3125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter43

+ 187.5 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 158.59375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.71875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 51.5625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter53

+ 2.5 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter52

+ 54.6875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter44

+ 243.75 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 351.5625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 4.21875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 220.3125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 8.4375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 50.0 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter54

+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter53
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+ 22.65625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter45

+ 148.4375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44

+ 273.4375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 3.59375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 270.3125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 12.03125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 121.09375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 10.78125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 18.75 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter55

+ 4.84375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter54

+ 2.34375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter46

+ 31.25 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter45 ∗ ProbaF ilter5
+ 89.84375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.09375 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 101.5625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter53

+ 5.78125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 69.53125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter54

+ 6.40625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 25.0 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter55

+ 3.75 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.25 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 3.125 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter56

+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter55

+ 0.0625 ∗ ProbaF ilter1 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.78125 ∗ ProbaF ilter26 ∗ ProbaF ilter4
+ 1.5625 ∗ ProbaF ilter26 ∗ ProbaF ilter5
+ 2.34375 ∗ ProbaF ilter25 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4
+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter25 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter5
+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter25 ∗ ProbaF ilter42

+ 17.1875 ∗ ProbaF ilter25 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 10.9375 ∗ ProbaF ilter25 ∗ ProbaF ilter52

+ 14.84375 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4
+ 12.5 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
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+ 32.8125 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42

+ 61.71875 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 32.03125 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 12.5 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter43

+ 42.1875 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 42.96875 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 8.59375 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.46875 ∗ ProbaF ilter24 ∗ ProbaF ilter52

+ 20.3125 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4
+ 18.75 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 67.1875 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42

+ 123.4375 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 50.78125 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter5
+ 69.53125 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43

+ 183.59375 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 170.3125 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.78125 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 66.40625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 2.8125 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter52

+ 14.84375 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter44

+ 79.6875 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter43

+ 125.0 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.9375 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 66.40625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.40625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 16.40625 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter54

+ 1.09375 ∗ ProbaF ilter23 ∗ ProbaF ilter53

+ 18.75 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4
+ 11.71875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter5
+ 53.90625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42

+ 116.40625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 57.8125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter52
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+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter5
+ 81.25 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43

+ 275.78125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 278.90625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.03125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 70.3125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter53

+ 2.65625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter52

+ 64.84375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44

+ 260.15625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 321.875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 3.90625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 225.0 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 7.96875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 53.125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter54

+ 2.8125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 13.28125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter45

+ 68.75 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 138.28125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.34375 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 128.90625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 68.75 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 5.15625 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 13.28125 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter55

+ 1.71875 ∗ ProbaF ilter22 ∗ ProbaF ilter54

+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter4
+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter5
+ 32.8125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter42

+ 67.1875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 29.6875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter5
+ 55.46875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter43

+ 173.4375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 195.3125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52
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+ 0.9375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 55.46875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter53

+ 3.125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter52

+ 60.15625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter44

+ 233.59375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43

+ 314.84375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 3.125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 205.46875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 7.8125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 50.78125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter54

+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter53

+ 18.75 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter45

+ 149.21875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 275.0 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 3.90625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 274.21875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 9.84375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 124.21875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 10.78125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.0625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 17.96875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter55

+ 3.59375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.0625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter53

+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter46

+ 39.84375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter45 ∗ ProbaF ilter5
+ 76.5625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.40625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 87.5 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter53

+ 4.84375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 57.03125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter54

+ 5.78125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.0625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 25.78125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter55
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+ 2.03125 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 3.90625 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter56

+ 1.25 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter55

+ 0.09375 ∗ ProbaF ilter2 ∗ ProbaF ilter54

+ 2.34375 ∗ ProbaF ilter36 ∗ ProbaF ilter4
+ 0.78125 ∗ ProbaF ilter36 ∗ ProbaF ilter5
+ 7.03125 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter42

+ 12.5 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 3.125 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter35 ∗ ProbaF ilter5
+ 11.71875 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter43

+ 56.25 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 43.75 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter5
+ 19.53125 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.625 ∗ ProbaF ilter34 ∗ ProbaF ilter52

+ 21.09375 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter44

+ 72.65625 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 120.3125 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.25 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter5
+ 72.65625 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 3.59375 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter52

+ 14.0625 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter54

+ 1.5625 ∗ ProbaF ilter33 ∗ ProbaF ilter53

+ 9.375 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter45

+ 55.46875 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter44

+ 132.8125 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 2.1875 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter5
+ 128.125 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 5.46875 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 60.9375 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 4.0625 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53
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+ 8.59375 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter55

+ 1.40625 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter32 ∗ ProbaF ilter53

+ 9.375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter46

+ 36.71875 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter45 ∗ ProbaF ilter5
+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter45

+ 72.65625 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter52

+ 1.25 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter5
+ 99.21875 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter53

+ 4.84375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 60.9375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter54

+ 7.03125 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter52

+ 29.6875 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter55

+ 2.96875 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.15625 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter53

+ 4.6875 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter56

+ 0.625 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter55

+ 0.09375 ∗ ProbaF ilter3 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.78125 ∗ ProbaF ilter47

+ 3.125 ∗ ProbaF ilter46 ∗ ProbaF ilter5
+ 20.3125 ∗ ProbaF ilter45 ∗ ProbaF ilter52

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter45 ∗ ProbaF ilter5
+ 26.5625 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.875 ∗ ProbaF ilter44 ∗ ProbaF ilter52

+ 26.5625 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter54

+ 2.96875 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter53

+ 0.09375 ∗ ProbaF ilter43 ∗ ProbaF ilter52

+ 10.9375 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter55

+ 1.875 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter54

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter42 ∗ ProbaF ilter53

+ 1.5625 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter56

+ 1.09375 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter55

+ 0.25 ∗ ProbaF ilter4 ∗ ProbaF ilter54
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8.2. Polynômes résultant de l’analyse du modèle (version 3) avec MCpMC

+ 1.5625 ∗ ProbaF ilter57

+ 0.3125 ∗ ProbaF ilter56

+ 0.03125 ∗ ProbaF ilter55
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Titre : Modélisation formelle de systèmes de drones civils à l’aide de méthodes probabilistes
paramétrées

Mot clés : Drone, Modèle formel, Chaîne de Markov, Model checking statistique paramétrique

Résumé : Les drones sont maintenant très ré-
pandus dans la société et sont souvent uti-
lisés dans des situations dangereuses pour
le public environnant. Il est alors nécessaire
d’étudier leur fiabilité, en particulier dans le
contexte de vols au-dessus d’un public. Dans
cette thèse, nous étudions la modélisation et
l’analyse de drones dans le contexte de leur
plan de vol. Pour cela, nous construisons plu-
sieurs modèles probabilistes du drone et les
utilisons ainsi que le plan de vol pour mo-
déliser la trajectoire du drone. Le modèle le
plus détaillé obtenu prend en compte des pa-
ramètres comme la précision de l’estimation
de la position par les différents capteurs, ainsi
que la force et la direction du vent. Le mo-

dèle est analysé afin de mesurer la probabi-
lité que le drone entre dans une zone dan-
gereuse. Du fait de la nature et de la com-
plexité des modèles successifs obtenus, leur
vérification avec les outils classiques, tels que
PRISM ou PARAM, est impossible. Nous uti-
lisons donc une nouvelle méthode d’approxi-
mation, appelée Model Checking Statistique
Paramétrique. Cette méthode a été implémen-
tée dans un prototype, que nous avons mis à
l’épreuve sur ce cas d’étude complexe. Nous
avons pour finir utilisé les résultats fournis par
ce prototype afin de proposer des pistes per-
mettant d’améliorer la sécurité du public dans
le contexte considéré.

Title: Parametric Statistical model checking of UAV flight plan

Keywords: UAV, Formal Model, Markov Chain, Parametric statistical model checking

Abstract: Unmanned Aerial Vehicles (UAV)
are now widespread in our society and are of-
ten used in a context where they can put peo-
ple at risk. Studying their reliability, in particu-
lar in the context of flight above a crowd, thus
becomes a necessity. In this thesis, we study
the modeling and analysis of UAV in the con-
text of their flight plan. To this purpose, we
build several parametrics probabilistic models
of the UAV and use them, as well as a given
flight plan, in order to model its trajectory. Our
most advanced model takes into account the
precision of position estimation by embedded

sensors, as well as wind force and direction.
The model is analyzed in order to measure
the probability that the drone enters an un-
safe zone. Because of the nature and com-
plexity of the obtained models, their exact veri-
fication using classical tools such as PRISM or
PARAM is impossible. We therefore develop a
new approximation method, called Parametric
Statistical Model Checking. This method has
been implemented in a prototype tool, which
we tested on this complex case study. Finally,
we use the result to propose some ways to im-
prove the safety of the public in our context.
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