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Avant-propos

Ce document, rédigé dans le but d’obtenir 'Habilitation a Diriger des Recherches de
I’Université de Nantes, décrit les activités de recherche que j’ai menées postérieurement a
ma these de doctorat.

Il est organisé en trois parties. La premiere est une présentation générale composée,
au Chapitre [T d’un curriculum vitae étendu retragant mon parcours et mes activités
d’enseignement et de recherche. Un bilan des différentes responsabilités scientifiques que
j’al exercées, de l'encadrement d’étudiants et de mes publications y est détaillé. Une
synthese de ’ensemble de mon activité de recherche.

J’ai choisi, dans la deuxieme partie, de présenter de maniere détaillée trois contribu-
tions dans des thématiques ayant particulierement structuré mes travaux de recherche.
L’ensemble de ces travaux releve de la méthodologie des problemes inverses, ou la notion
de parcimonie occupe une place centrale. Une introduction a ce cadre de travail est d’abord
proposée au Chapitre [3| Le Chapitre [4] est consacré a des méthodes de restauration de
données hyperspectrales pour 1’observation astrophysique. Si mes recherches dans ce do-
maine ont démarré lors de mon séjour post-doctoral a ’Observatoire de la Cote d’Azur,
I'imagerie hyperspectrale et le traitement de données astrophysiques occupent toujours
une place importante dans mes recherches actuelles. Le Chapitre [5| concerne la résolution
de problemes de déconvolution et de reconstruction d’images ultrasonores dans le contexte
du controle non destructif (CND), theme sur lequel j'ai commencé a travailler des mon
arrivée & U'Ecole Centrale de Nantes et sur lequel je compte poursuivre mes recherches,
dans un contexte régional ot le CND est trés présent. Enfin, je présente au Chapitre [0]
des travaux plus génériques sur 'optimisation exacte de criteres parcimonieux impliquant
la < norme > {y. Cette thématique, dont je suis l'initiateur au sein de mon équipe de
recherche, constitue désormais un élément central de mes recherches, concrétisée par le
démarrage du projet ANR <« Jeunes Chercheurs > MIMOSA que je porte. Elle témoigne
également d’une certaine prise d’autonomie dans mon parcours scientifique.

La derniere partie présente au Chapitre [7| quelques pistes de travaux de recherche que
je souhaite poursuivre dans les années a venir, ou chaque theme abordé pourrait donner
lieu a la définition d’un futur sujet de these.

Une annexe vient cloturer ce manuscrit, contenant la sélection de cinq publications
que j’estime représentatives de mon activité de recherche.
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Chapitre 1

Curriculum Vitae

1.1 Etat civil

Sébastien Bourguignon Né le 5 juillet 1977
LS2N, Ecole Centrale de Nantes Nationalité francaise
1 rue de la Noé¢, BP 92101 Vie maritale, 2 enfants

44321 Nantes Cedex 3

Tél : 02.40.37.69.15
Messagerie : Sebastien.Bourguignon@ec-nantes.fr
Web : http://pagesperso.ls2n.fr/ bourguignon-s/

1.2 Situation actuelle

e Maitre de Conférences & I'Ecole Centrale de Nantes, 619 section (Informatique
industrielle, Automatique et Traitement du Signal) depuis le 01/09/2011.

e 7°m¢ ¢échelon de la classe normale depuis le 16 juillet 2019.

e Enseignement au département Automatique et Robotique de ’Ecole Centrale de
Nantes.

e Recherche dans I'équipe Signal, Image et SonE| au Laboratoire des Sciences du
Numérique de NantesEL anciennement IRCCyN), UMR 6004 CNRS — Université
de Nantes — Ecole Centrale de Nantes — Ecole des Mines de Nantes.

1. |SIMS, https://sims.ls2n.fr
2. LS2N, http://ls2n.fr
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1.3 Parcours académique Chapitre 1. Curriculum Vitae

1.3 Parcours académique

2011-... :
2009-11 :

2007-08 :

2006-07 -

2005-06 :

2002-05 -

200205 -

Maitre de Conférences & I'Ecole Centrale de Nantes.

Post-doctorant au laboratoire Cassiopée (désormais Lagrange),
UMR 6202 CNRS — Université de Nice — Observatoire de la Cote
d’Azur.

Chercheur permanent a I'Institut Francgais de Recherche pour I’Exploi-
tation de la Mer (Ifremer), Centre de Brest, Laboratoire de Technologie
Halieutique.

Post-doctorant au Laboratoire d’Astrophysique de Toulouse et de Tarbes
(LATT, désormais Institut de Recherche en Astrophysique et Planétologie),
UMR 5572 — CNRS — Université Toulouse III Paul Sabatier.

Attaché Temporaire d’Enseignement et de Recherche a temps com-
plet, 61°™¢ section, Université Toulouse III Paul Sabatier. Recherche dans
I’équipe Signal, Image, Instrumentation du LATT.

Allocataire de recherche, Université Toulouse III Paul Sabatier. Re-
cherche dans I’équipe Signal, Image, Instrumentation du LATT.

Moniteur de I’enseignement supérieur, CIES de Midi-Pyrénées.

1.4 Diplomes universitaires

2005 :  Doctorat en Traitement du Signal, Université Toulouse III Paul Sabatier :
Analyse spectrale a haute résolution de signauz irrégulierement échantillonnés :
application a [’Astrophysique. Directeur de these Hervé Carfantan.

2002 : DEA Signal, Image et Acoustique, Université Toulouse III Paul Sabatier —
INP Toulouse.

2001 : Ingénieur Supélec (Ecole Supérieure d’Electricité, désormais Centrale-
Supélec).

Ingénieur en Télécommunications (ETSIT, Escuela Técnica Superior de
Ingenieros de Telecomunicacién), Université Polytechnique de Madrid, Es-

pagne.

1.5 Activité d’enseignement

Cette section résume mon activité d’enseignement depuis mon arrivée & I'Ecole Cen-
trale de Nantes (ECN) en septembre 2011. J’ai également enseigné auparavant, de mon
entrée en DEA en 2002 a 2011, pour un volume d’environ 500h équivalent TD, dans
des disciplines relevant essentiellement de la 61°™¢ section. De 2011 & 2018, mon service
d’enseignement a 'ECN a varié entre 194h et 370 h équivalent TD annuelles, avec une
moyenne de 280 h (décharges pédagogiques incluses). La figure montre la ventilation
de mon service dans les différentes formations de I'Ecole Centrale de Nantes, année par
année. Les intitulés des formations et des cours ont pu changer depuis 2011 ; j'utilise ici
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Chapitre 1. Curriculum Vitae 1.5 Activité d’enseignement

les dénominations actuelles et les abréviations d’usage : CM = cours magistral, TD =
travaux dirigés, TP = travaux pratiques.

400 T T T T

I Ingénieur tronc commun
350 - | Ingénieur option signal
[ ]Foundation Master
I Master CORO

[ Tutorat / responsabilités

w

o

o
T

N
(o]
o

Nombre d'heures éq. TD
=
o o

_
o
o

a
o

0
11-12 12-13 13-14 14-15 15-16 16-17 17-18 18-19
Année universitaire

FIGURE 1.1 — Evolution de mon service d’enseignement depuis mon recrutement a I’Ecole Cen-
trale de Nantes. La ligne horizontale marque la limite statutaire de 192h éq. TD.

1.5.1 Formation ingénieur de ’Ecole Centrale de Nantes

e Tronc commun de premiere année :
o Instrumentation et Capteurs. TD et TP.
e Signaux et Systémes. TD et TP.
Commande. TD et TP.
Mathématiques. TD et TP.

e Option disciplinaire de deuxieéme et troisieme années DATASIM (Données, Algo-
rithmes, Traitement et Applications en Signal et [IMage) :

e Analyse et Représentation des Signaux et des Images. Module complet (CM,
TD, TP).

e Imagerie et Méthodes Inverses. Module (CM, TD, TP) partagé avec Jérome
Idier.

e Outils Statistiques. Module (CM, TD, TP) partagé avec Eric Le Carpentier.

e Encadrement de Projets en Traitement du Signal et de 'Image.

1.5.2 Master CORO (Control and Robotics), parcours SIP (Signal and Image
Processing), cours en anglais

e M1 CORO-SIP : Spectral and Time-Frequency Analysis. Module complet (CM, TD,
TP).

e M2 CORO-SIP :
e Design of Signal and Image Representations. Module complet (CM, TD, TP).
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1.6 Activité de recherche Chapitre 1. Curriculum Vitae

e Signal and Image Restoration, Inversion Methods. Module (CM, TD, TP) par-
tagé avec Jérome Idier.

1.5.3 Formation Foundation Master

Cette formation dispensée a I'ECN depuis 2016 s’adresse a des étudiants étrangers
en derniere année de premier cycle (bachelor) et constitue une année préparatoire aux
formations de Master de 'Ecole Centrale de Nantes. J 'y al monté et j’y dispense les
enseignements suivants :

e Mathematics (cours complet sous forme de CM).

e Computer Programming and Data Analysis (cours complet sous forme de TD sur
ordinateur).

1.5.4 Responsabilités pédagogiques
e Responsable du parcours Signal and Image Processing du Master CORO (depuis
2019).

e Responsable de 'option professionnelle Recherche et Développement (filiere métier)
pour les éleves-ingénieurs de troisieme année a I'ECN (depuis 2016).

e Suivi et tutorat pédagogique d’éleves-ingénieurs en alternance (depuis 2013).

e Participation au jury de concours d’étudiants intégrant les Ecoles Centrales via la
filiere CAST’Ing (admission sur titres d’étudiants titulaires d’une Licence universi-
taire), 2018.

1.6 Activité de recherche

La description détaillée de mes travaux de recherche constitue la matiere premiere de
ce manuscrit et fait 'objet des Chapitres [2a[7] Sans rentrer dans le contenu scientifique,
cette section présente les différents marqueurs (responsabilités, expertise, collaborations)
qui ont jalonné mon activité de recherche.

1.6.1 Participation a la vie collective, animation

e Membre élu au Conseil Scientifique de I’'Ecole Centrale de Nantes (2014-2018), réélu
en 2018.

e Membre du Conseil Scientifique et correspondant au LS2N du Groupement d’Intérét
Scientifique (GIS) ECND-PAL, Evaluation et Contréle Non Destructifs en Pays de
la Loire, créé en 2()17E|.

e Organisation des séminaires de 1'équipe SIMS du LS2N (fréquence mensuelle).

1.6.2 Organisation de congres

e Membre du Comité d’Organisation de la conférence iTWIST 20 prévue a Nantes en
juin 2020.

3. lecnd-pdl.fr
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Chapitre 1. Curriculum Vitae 1.6 Activité de recherche

e Membre du Comité Scientifique du 2nd Franco-Chinese Acoustic Conference (FCAC),
Le Mans, 2018.

e Membre du Comité de Programme de la 3rd IEEE International Conference on
Image Processing, Applications and Systems (IPAS), 2018.

e Organisation de sessions spéciales Problémes Inverses au Congres Francais d’Acous-
tique (2014, 2016).

e Jury pour le Best Student Paper Award au 7th European Workshop on Structural
Health Monitoring (EWSHM), 2014.

e Organisation d’une session spéciale Astrophysics and Planetary science au 3rd Work-
shop on Hyperspectral Image and Signal Processing : Evolution in Remote Sensing

(IEEE WHISPERS), 2011.

1.6.3 Expertise scientifique
e Relecteur aupres des journaux :

Digital Signal Processing
ICES Journal of Marine Science
IEEE Journal of Selected Topics in Signal Processing
IEEE Transactions on Computational Imaging
IEEFE Transactions on Image Processing
IEEFE Transactions on Information Theory
IEEFE Transactions on Signal Processing
Machine Learning
Signal Processing
Transactions de la Société Canadienne de Génie Mécanique

e Relecteur pour le Congrés Francais d’Acoustique et les conférences EUSIPCO, EWSHM,
GRETSI, IEEE ICASSP, IEEE SSP, IEEE WHISPERS.

e Expertise de projet aupres de I’Agence Nationale de la Recherche (ANR).

1.6.4 Projets de recherche et activité contractuelle
Coordination de projets de recherche

e Projet JCJC (jeunes chercheurs) de ’ANR (appel a projets 2016), 2017-2020.
MIMOSA : Mized-Integer programming Methods for Optimization of Sparse Approzi-
mation criteria. Porteur, cinq chercheurs permanents impliqués (LS2N, Lab-STICC
Brest, IRAP Toulouse, ENAC Toulouse) + un post-doctorant + un doctorant (non
financé par le projet). Budget 191 k€.

e Projet < Recherche, Formation, Innovation > de la région Pays de la Loire
via 'Institut Le Mans Acoustique, 2014-2018. Collaboration avec le Laboratoire
d’Acoustique de I’Université du Maine (LAUM), DECIMAP : Modéles de propaga-

tion et déconvolution de signauz ultrasonores dans les matériaux biphasiques. Co-

15



1.7 Encadrement Chapitre 1. Curriculum Vitae

porteur, quatre chercheurs permanents impliqués + un post-doctorant + un doc-
torant. Budget 150 k€.

e Projet JCJC (jeunes chercheurs) du GdR ISIS et du GRETSI (appel a
projets 2013), 2014-2015. Optimisation globale pour la résolution de problémes par-
cimonieuxr en norme {y. Porteur, deux chercheurs impliqués. Budget 6 k€.

Activité contractuelle

e Contrat de collaboration associé a une these CIFRE, société DB-SAS,
2017-2020. Méthodes dtmagerie ultrasonore avancées et rapides pour le controle non
destructif de matériaux atténuants et diffusants. Budget : 36 k€.

e Prestation pour I’'Institut de Recherche Technologique Jules Verne, 2016-
2017. Traitement d’un signal issu d’un profilometre laser pour des applications de
soudage. Budget : 7 k€.

Implication dans d’autres projets de recherche collaboratifs

e Projet Exploratoire Premier Soutien (PEPS) CNRS 2018 Astro-
Informatique (renouvelé en 2019) OSIS : Outils statistiques pour l'imagerie hyper-
spectrale du milieu interstellaire. Porteur Maryvonne Gerin (laboratoire LERMA,
Observatoire de Paris). Budget : 4 k€ + 4 k€.

e Défi CNRS 2015 Imag’In (renouvelé en 2016) MultiPlanNet : Réseau pour ’ana-
lyse et la fusion de données multimodales des surfaces planétaires. Porteur Frédéric

Schmidt (laboratoire GEOPS, Université Paris Sud). Budget : 5 k€ + 5 k€.

1.7 Encadrement de stagiaires, doctorants et post-doctorants

1.7.1 Stages de Master 2

Avant ma prise de poste a I’Ecole Centrale de Nantes, j’ai co-encadré deux stagiaires
du Master Signal, Image, Acoustique et Optimisation de 1'Université Toulouse IIT Paul
Sabatier (un des la fin de ma these, puis un lors de mon séjour a I’Observatoire de la
Cote d’Azur). J'ai ensuite encadré trois stagiaires du Master Automatique, Robotique et
Informatique Appliquée (désormais Control and Robotics) de I’Ecole Centrale de Nantes.
J’al également encadré deux stagiaires de Master provenant de recrutements extérieurs,
a 1'Université de Monastir en Tunisie (Mastére de Recherche en Informatique) puis a
I"Université de Limoges (Master ACSYON de Mathématiques Appliquées).

e Jiayi Hou (2019) : Sparse unmixing methods for hyperspectral imaging.
Master Control and Robotics, parcours Signal and Image Processing, Ecole Centrale
de Nantes.

e Ghandy Ajib (2018) : Contributions to a branch-and-bound algorithm for
lp-norm sparse optimization. Master ACSYON, Université de Limoges. Co-
encadrement avec Ramzi Ben Mhenni (doctorant, Ecole Centrale de Nantes).

e Ramzi Ben Mhenni (2016) : Algorithme de type Branch-and-Bound pour
I’optimisation exacte de critéeres parcimonieux en norme /. Mastere de Re-
cherche en Informatique, spécialité Systéemes de Raisonnement Automatique, Uni-
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versité de Monastir, Tunisie. Co-encadrement avec Evgeny Gurevsky (maitre de
conférences, Université de Nantes).

e Yan Li (2013) : Algorithmes de déconvolution parcimonieuse par pénalisation
ly. Master Automatique, Robotique et Informatique appliquée, parcours Automa-
tique, Signal et Image, Ecole Centrale de Nantes. Co-encadrement avec E. Carcreff
(doctorant, Université du Maine).

e Julien Picaud (2012) : Restauration de cubes hyperspectraux en Astrophy-
sique. Master Automatique, Robotique et Informatique Appliquée, parcours Auto-
matique, Signal et Image, Fcole Centrale de Nantes.

e Benjamin Trémoulhéac (2010) : Représentations parcimonieuses de données
hyperspectrales en astrophysique : aspects informationnels et algorith-
miques. Master Signal, Image, Acoustique et Optimisation, Université Toulouse
IIT Paul Sabatier. Co-encadrement avec David Mary (maitre de conférences, Univer-
sité de Nice).

e Ali Khazaal (2006) : Algorithmes d’optimisation pour une représentation
parcimonieuse de signaux bruités. Master Signal, Image, Acoustique et Optimi-
sation, Université Toulouse I1I Paul Sabatier. Co-encadrement avec Hervé Carfantan
(maitre de conférences, Université Toulouse 3).

1.7.2 Encadrement de doctorants

Depuis mon arrivée a I'Ecole Centrale de Nantes, j’al participé a I'encadrement de six
theéses de doctorat : cinq de I’'Ecole Centrale de Nantes (dont une en cotutelle avec
I'Ecole Polytechnique de Montréal) et une de I'Université du Maine (Le Mans). Trois de
ces theses ont été soutenues (taux d’encadrement cumulé 110 %) et trois sont en cours
(taux d’encadrement cumulé 150 %). Si j’ai été ou suis co-encadrant de cinqg de ces theses,
j’ai bénéficié d'une décharge d’habilitation a diriger des recherches pour diriger la these
de Ramzi Ben Mhenni, dont le sujet émane de mon initiative et s’adosse au projet ANR
MIMOSA que je porte.

Theses en cours

e Nans Laroche, Méthodes d’imagerie ultrasonore avancées et rapides pour
le controle non destructif de matériaux atténuants et diffusants. Ecole
Centrale de Nantes. Encadrement a 40 %. Directeur de these Jérome Idier (30 %),
co-encadrant Aroune Duclos (30 %). Financement industriel (convention CIFRE).
These démarrée en novembre 2017.

e Marie-Antoinette AlHajj, Inversion conjointe de mesures non destructives
pour découpler des gradients multiples dans le béton d’enrobage de struc-
tures en béton armé. IFSTTAR, Ecole Centrale de Nantes. Encadrement a 30 %.
Directrice de these Géraldine Villain (40 %), co-encadrant Sérgio Palma Lopes (30 %).
Financement IFSTTAR. These démarrée en octobre 2017.

e Ramzi Ben Mhenni, Programmation mixte en nombres entiers pour 1’opti-
misation parcimonieuse en traitement du signal. Ecole Centrale de Nantes.
Directeur de these (80 %), co-encadrement Jordan Ninin (20 %). Financement via
une allocation ministérielle. These démarrée en octobre 2016.
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Theses soutenues

e Penghuan Liu, Statistical and numerical optimization for speckle blind

structured illumination microscopy. Ecole Centrale de Nantes. Encadrement
a 30 %. Directeur de these Jérome Idier (70 %). Financement du gouvernement chi-
nois via le China Scholarship Council (CSC). These soutenue en mai 2018.

Penghuan Liu est rentré en Chine aprés avoir soutenu sa thése.

Corentin Friedrich, Méthodes de reconstruction en tomographie de diffrac-
tion 3-D. Ecole Centrale de Nantes, these en co-tutelle avec Polytechnique Montréal.
Encadrement & 30 %. Directeur de these Jérome Idier (40 %), co-directeur Yves Gous-
sard (Polytechnique Montréal, 30 %). Financement Ecole Centrale de Nantes et Po-
lytechnique Montréal. These soutenue en septembre 2016.

Corentin Friedrich est ingénieur en CDI au sein de la société Brainchip holdings,
Toulouse.

Ewen Carcreff, Déconvolution adaptative de signaux ultrasonores pour le
controle non destructif par ultrasons. Université du Maine. Encadrement a
50%. Directeur de these Laurent Simon (20%), co-directeur Jérome Idier (30%).
Financement de la région Pays de la Loire. These soutenue en novembre 2014.

FEwen Carcreff est ingénieur RED en CDI au sein de la société DB-SAS, Nantes.

1.7.3 Post-doctorants

J’ai collaboré avec un post-doctorant recruté sur le projet DECIMAP ()Modéles de
propagation et déconvolution de signaux ultrasonores dans les matériauzr biphasiques),
recruté au LS2N pendant 17 mois. J’ai également travaillé avec un post-doctorant recruté
sur le projet ANR MIMOSA, de novembre 2018 & mai 2019[]

e Ngoc Nguyén Tran : Développement d’algorithmes d’optimisation exacte pour des

1.8

problemes de parcimonie en traitement du signal, novembre 2018 — mai 2019. Finan-
cement via le projet ANR MIMOSA.

Nizar Bouhlel : Evaluation non-destructive de matériauz biphasiques par des méthodes
ultrasonores, septembre 2015 — janvier 2017. Financement de la région Pays de la
Loire via I'Institut Le Mans Acoustique.

Quelques éléments de reconnaissance scientifique

Bénéficiaire de la Prime d’Encadrement Doctoral et de Recherche (PEDR)
depuis 2016.

Invitations pour des séminaires (depuis 2010) :

e Séminaire de 'équipe Optimisation Globale et Résolution Ensembliste, labo-
ratoire LS2N, Nantes : Optimisation globale pour des probléemes de moindres
carrés a faible cardinalité, mars 2019.

e Séminaire de I'équipe Modélisation, Optimisation, Dynamique, laboratoire XLIM,

Limoges : Global optimization for least squares problems with low cardinality,
février 2019.

4. Le contrat était initialement prévu pour deux ans, mais la personne recrutée I’a interrompu apres sept mois
pour raisons personnelles.
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Séminaires Optimisation exacte de critéres parcimonieur en norme Ly par pro-
grammation mixte en nombres entiers :

Laboratoire LISIC, Calais, juillet 2017.

Séminaire Signal Image, Laboratoire IMS, Bordeaux, janvier 2016.

Séminaire Mathématiques pour I’Analyse des Données, Laboratoire Lagrange,
Nice, juin 2015.

e Séminaire Traitement du Signal — Apprentissage Statistique, Laboratoires
[2M-LIF, Marseille, janvier 2015.

Journée scientifique Parcimonie, Fédération de recherche Charles Hermite, Nancy :
Restauration de données hyperspectrales astrophysiques par approximation par-
crmonteuse, juin 2014.

Journée Optimisation pour le traitement et l'analyse de données, Plan Pluri
Formation Pale Signal Image, Observatoire Midi-Pyrénées, Toulouse : Optimi-
sation parcimonieuse en l’absence de transformées rapides : application a la
restauration de spectres astrophysiques, novembre 2010.

Séminaire parcimonie, CEA-LETI, Grenoble : Restauration de spectres astro-
physiques avec contraintes de parcimonie : aspects informationnels et algorith-
miques, octobre 2010.

e Participation a des jurys de theése (examinateur hors encadrement)

Alina-Georgiana Merecescu, Inverse problems of deconvolution applied in the
fields of Geoscience and Planetology. Université Paris-Saclay, septembre 2018.

Antoine Criniere, Contribution au développement d’outils d’analyse de séquences
d’images infrarouges : Application au controle non destructif de structures de
génie civil. Ecole Centrale de Nantes, IFSTTAR, Bouguenais, octobre 2014.

e Participation a des comités de sélection (recrutement de maitre de conférences)

Poste de Maitre de Conférences en 652™ section & I'Ecole Centrale de Nantes
et au CHU de Nantes (laboratoire ITUN), 2016.

Poste de Maitre de Conférences en 619 section & 'ENSIM (Ecole Nationale
d’Ingénieurs du Mans) et au LAUM (Laboratoire d’Acoustique de 1'Université
du Maine), 2014.

e Participation a des comités de suivi de these

Mahdi Jammal, INSA Rouen, 2019 — ...

Bian Xiong, IFSTTAR, Nantes, 2019 — ...

Nathalie Freycenon, Université du Maine, LAUM, Le Mans, 2017 — ...
Thomas Paviet-Salomon, ENSTA Bretagne, Lab-STICC, Brest, 2017 — ...
Matti Niskanen, Université du Maine, LAUM, Le Mans, 2015 — ...

Borys Shchukin, Université du Maine, LAUM, Le Mans, 2014 — 2017
Nicolas Le Touz, Ecole Centrale de Nantes, IFSTTAR, Nantes, 2016
Maxime Legendre, Ecole Centrale de Nantes, Nantes, 2014

e Papier finaliste pour le FuCAP 2015 Propagation Best Paper Award : C. Friedrich,
S. Bourguignon, J. Idier and Y. Goussard, Faster resolution of the 3-D forward
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1.9 Collaborations LISTE DE PUBLICATIONS

problems in microwave imaging by a partial-block BiCGStab algorithm, in EuCAP,
The 9th European Conference on Antennas and Propagation, Lisbon, Portugal, April
2015

1.9 Principales collaborations en cours et récentes

e Marc Allain, Institut Fresnel, Marseille

e Mickaél Bazot, New York University at Abu Dhabi

e Nizar Bouhlel, Institut d’Electronique et de Télécommunications de Rennes (IETR)
e Ewen Carcreff, Société DB-SAS, Nantes

e Hervé Carfantan, Institut de Recherche en Astrophysique et Planétologie (IRAP),
Toulouse

e Aroune Duclos, Laboratoire d’Acoustique de I’'Université du Maine (LAUM), Lee Mans
e Yves Goussard, Polytechnique Montréal

e Jérome Idier, Laboratoire des Sciences du Numérique de Nantes (LS2N)

e David Mary, Laboratoire Lagrange, Nice

e Marcel Mongeau, Ecole Nationale de 1’Aviation Civile (ENAC), Toulouse

e Jordan Ninin, Laboratoire des Sciences et Techniques de I'Information, de la Com-
munication et de la Connaissance (Lab-STICC), Brest

e Sérgio Palma Lopes, Institut francgais des sciences et technologies des transports, de
I'aménagement et des résecaux (IFSTTAR), Nantes

e Jérome Pety, Institut de Radioastronomie Millimétrique (IRAM), Grenoble
e Frédéric Schmidt, Laboratoire Géosciences Paris Sud (GEOPS), Orsay

e Laurent Simon, LAUM, Le Mans

e Charles Soussen, Laboratoire des Signaux et des Systemes, Gif / Yvette

e Géraldine Villain, IFSTTAR, Nantes

1.10 Liste des publications

Les articles de journaux [S1,J5,J8,J11] et 'acte de conférence [ACIC3] sont joints en
annexe de ce document.
Soumissions en cours

[S1] R. Ben Mhenni, S. Bourguignon et J. Ninin, < Global optimization for sparse solution
of least squares problems >, Soumis a Optimization Methods and Software, 2019.

Articles de journaux

[J1] F. Schmidt et S. Bourguignon, <« Efficiency of BRDF sampling and bias on the
average photometric behavior >, Icarus, vol. 317, pp. 10-26, Jan 2019.
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[J2] J. Idier, S. Labouesse, M. Allain, P. Liu, S. Bourguignon et A. Sentenac, < On the
superresolution capacity of imagers using unknown speckle illuminations », [FEFE
Transactions on Computational Imaging, vol. 4, 1, pp.87-98, March 2018.

[J3] S. Labouesse, A. Negash, J. Idier, S. Bourguignon, T. Mangeat, P. Liu, A. Sentenac
et M. Allain, < Joint reconstruction strategy for structured illumination microscopy
with unknown illuminations », IEEFE Transactions on Image Processing, vol. 26, 5,
pp- 1-14, mai 2017.

[J4] D. Testa, H. Carfantan, M. Albergante, P. Blanchard, S. Bourguignon, A. Fasoli,
A. Goodyear, A. Klein, J. Lister et T. Panis, < Sparse representation of signals : from
astrophysics to real-time data analysis for fusion plasmas and system optimization
analysis for ITER and TCV », Plasma Physics and Controlled Fusion, vol. 58, 12,
2016.

[J5] S. Bourguignon, J. Ninin, H. Carfantan et M. Mongeau, < Exact sparse approxi-
mation problems via mixed-integer programming : Formulations and computational
performance >, [EEFE Transactions on Signal Processing, vol. 64, 6, pp. 1405-1419,
2016.

[J6] C. Friedrich, S. Bourguignon, J. Idier et Y. Goussard, < Reconstruction of 3-D
microwave images based on a Block-BiCGStab algorithm >, Journal of Physics :
Conference Series, vol. 657, pp. 012014, 2015.

[J7] E. Carcreff, S. Bourguignon, A. Duclos, L. Simon et J. Idier, <« Detection of flat
bottom holes using sparse deconvolution >, Physics Procedia, vol. 70, pp. 558-561,
2015.

[J8] E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et L. Simon., < A linear model approach for
ultrasonic inverse problems with attenuation and dispersion >, IFEE Transactions
on Ultrasonics, Ferroelectrics and Frequency Control, vol. 61, 7, pp. 1191-1203, 2014.

[J9] M. Bazot, S. Bourguignon et J. Christensen-Dalsgaard, <« A Bayesian approach to
the modelling of o Cen A >, Monthly Notices of the Royal Astronomical Society,
vol. 427, 3, pp. 18471866, 2012.

[J10] S. Bourguignon, D. Mary et E. Slezak, < Processing MUSE hyperspectral data :
Denoising, deconvolution and detection of astrophysical sources >, Statistical Metho-
dology, vol. 9, 1, pp. 32-43, 2012.

[J11] S. Bourguignon, D. Mary et E. Slezak, < Restoration of astrophysical spectra with
sparsity constraints : Models and algorithms. >, IEEE J. Sel. Topics Signal Proces-
sing, vol. 5, 5, pp. 1002-1013, 2011.

[J12] D. Serre, E. Villeneuve, H. Carfantan, L. Jolissaint, V. Mazet, S. Bourguignon et
A. Jarno, < Modeling the spatial PSF at the VLT focal plane for MUSE WFM data
analysis purpose >, Proc. SPIE 7736, p. 773649, 2010.

[J13] M. Vannier, D. Mary, F. Milour, R. G. Petrov, S. Bourguignon et C. Theys, <« Spec-
tral regularization and sparse representation bases for interferometric imaging >,
Proc. SPIE 7734, p. 77342J, 2010.

[J14] P. Gaulme, M. Vannier, T. Guillot, B. Mosser, D. Mary, W. W. Weiss, F.-X. Schmi-
der, S. Bourguignon, H. J. Deeg, C. Régulo, S. Aigrain, J. Schneider, H. Bruntt,
S. Deheuvels, J.-F. Donati, T. Appourchaux, M. Auvergne, A. Baglin, F. Baudin,
C. Catala, E. Michel et R. Samadi, < Possible detection of phase changes from the
non-transiting planet HD 46375b by CoRoT =, Astronomy and Astrophysics, vol. 518,
pp- L1 53, 2010.
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[J15] V. Trenkel, L. Berger, S. Bourguignon, M. Doray, R. Fablet, J. Masse, V. Mazauric,
C. Poncelet, G. Quemeneur, C. Scalabrin et H. Villalobos, <« Overview of recent pro-
gress in fisheries acoustics made by Ifremer with examples from the Bay of Biscay >,
Aquatic Living Resources, vol.22, 4, pp.433-446, 2009.

[J16] S. Bourguignon, L. Berger, C. Scalabrin, R. Fablet et V. Mazauric, « Methodological
developments for improved bottom detection with the ME70 multibeam echosoun-
der >, ICES Journal of Marine Science, vol. 66, 6, pp. 1015-1022, 2009.

[J17] S. Bourguignon et H. Carfantan, « New methods for fitting multiple sinusoids from
irregularly sampled data >, Statistical Methodology, vol. 5, 4, pp. 318-327, 2008.

[J18] S. Bourguignon, H. Carfantan et J. Idier, < A sparsity-based method for the esti-
mation of spectral lines from irregularly sampled data >, IEEE Journal of Selected
Topics in Signal Processing, vol. 1, 4, pp. 575-585, 2007.

[J19] S. Bourguignon, H. Carfantan et T. Boehm, « Sparspec : a new method for fitting
multiple sinusoids with irregularly sampled >, Astronomy and Astrophysics, vol. 462,
pp. 379-387, 2007.

Chapitres d’ouvrage

[O1] S. Bourguignon et H. Carfantan, < Estimation de spectres de raies pour des signaux
irrégulierement échantillonnés en astrophysique >, in Méthodes d’inversion appliquées
au traitement du signal et de ['tTmage, J.-F. Giovannelli et J. Idier, Eds., pp. 163-190.
Hermes - Lavoisier, 2013.

[O2] S. Bourguignon et H. Carfantan, < Line spectra estimation for irregularly sampled
signals in Astrophysics >, in Regularization and Bayesian Methods for Inverse Pro-
blems in Signal and Image Processing, J.-F. Giovannelli et J. Idier, Eds., pp. 141-168.
ISTE-Wiley, 2015.

Conférences internationales avec actes et comité

[ACIC1] N. Laroche, E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et A. Duclos, « Fast inverse
approach for the deconvolution of ultrasonic TFM images using a spatially varying

PSF in NDT », in IEEFE International Ultrasonics Symposium, Glasgow, Royaume
Uni, 2019.

[ACIC2| N. Laroche, E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et A. Duclos, < An inverse ap-
proach for ultrasonic imaging by total focusing point for close reflectors separation >,
in IEEE International Ultrasonics Symposium (IUS), Kobe, Japan, 2018.

[ACIC3| R. Ben Mhenni, S. Bourguignon, J. Ninin et F. Schmidt, < Spectral unmixing
with sparsity and structuring constraints >, in Workshop on Hyperspectral Image
and Signal Processing : FEvolution in Remote Sensing (WHISPERS), Amsterdam,
The Netherlands, 2018.

[ACIC4] M. Boudineau, H. Carfantan et S. Bourguignon, < An 10 solution to sparse
approximation problems with continuous dictionaries, >, in International Conference
on Acoustic, Speech and Signal Processing (ICASSP’2018), Calgary, Alberta, Canada,
2018.

[ACIC5] E. Carcreff, N. Laroche, D. Braconnier, A. Duclos et S. Bourguignon, < Impro-
vement of the total focusing method using an inverse problem approach >, in 2017
IEEE International Ultrasonics Symposium (IUS), Sept 2017, pp. 1-4.
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[ACIC6| S. Labouesse, M. Allain, J. Idier, S. Bourguignon, A. Negash, P. Liu et A. Sente-
nac, < Fluorescence blind structured illumination microscopy : a new reconstruction
strategy >, in IEEFE International Conference on Image Processing (ICIP), Phoenix,
USA, 2016.

[ACIC7] M. Boudineau, H. Carfantan, S. Bourguignon et M. Bazot, < Sampling schemes
and parameter estimation for nonlinear bernoulli-gaussian sparse models >, in I[EEFE
Statistical Signal Processing Workshop, Palma de Mallorca, Spain, june 2016.

[ACICS]| C. Friedrich, S. Bourguignon, J. Idier et Y. Goussard, < Faster resolution of the 3-
D forward problems in microwave imaging by a partial-block BiCGStab algorithm >,
in FuCAP, The 9th European Conference on Antennas and Propagation, Lisbon,
Portugal, 2015.

[ACICY] E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier, L. Simon et A. Duclos, <« Including
frequency-dependent attenuation for the deconvolution of ultrasonic signals >, in
19th International Congress on Acoustics, Montréal, Québec, Canada, 2013.

[ACIC10] E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et L. Simon, <« Resolution enhancement of
ultrasonic signals by up-sampled sparse deconvolution >, in Proceedings of the IEEE
International Conference on Acoustic, Speech and Signal Processing, Vancouver, Ca-
nada, 2013.

[ACIC11] E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et L. Simon, <« High-resolution deconvo-
lution applied to nondestructive testing >, in Acoustics 2012, Nantes, France, 2012.

[ACIC12] Y.-S. Shen, T.-H. Chan, S. Bourguignon et C.-Y. Chi, < Spatial-spectral un-
mixing of hyperspectral data for detection and analysis of astrophysical sources with
the MUSE instrument >, in Workshop on Hyperspectral Image and Signal Processing :
FEvolution in Remote Sensing (WHISPERS), Shanghai, China, 2012.

[ACIC13] S. Paris, D. Mary, A. Ferrari et S. Bourguignon, < Sparsity-based composite
detection tests. application to astrophysical hyperspectral data >, in EUSIPCO,
Barcelona, Spain, 2011.

[ACIC14] S. Bourguignon, C. Soussen, H. Carfantan et J. Idier, < Sparse deconvolution :
comparison of statistical and deterministic approaches », in IEEE Workshop on
Statistical Signal Processing, Nice, France, 2011, pp. 317-320.

[ACIC15] F. Schmidt, S. Bourguignon, S. Le Mouélic, N. Dobigeon, C. Theys et
E. Tréguier, < Accuracy and performance of lineat unmixing techniques for detec-
ting minerals on Omega / Mars Express >, in Workshop on Hyperspectral Image and
Signal Processing : Evolution in Remote Sensing (WHISPERS), Lisbon, Portugal,
2011.

[ACIC16] S. Bourguignon, H. Carfantan, E. Slezak et D. Mary, < Sparsity-based spatial-
spectral restoration of MUSE astrophysical hyperspectral data cubes >, in Workshop

on Hyperspectral Image and Signal Processing : Evolution in Remote Sensing (WHIS-
PERS), Lisbon, Portugal, 2011.

[ACIC17] S. Bourguignon, D. Mary et E. Slezak, < Sparsity-based denoising of hyperspec-
tral astrophysical data with colored noise. application to the MUSE instrument >,
in Workshop on Hyperspectral Image and Signal Processing : Evolution in Remote

Sensing (WHISPERS), Reykjavik, Iceland, 2010.

[ACIC18] R. Lefort, R. Fablet, J.-M. Boucher, L. Berger et S. Bourguignon, « Automatic
fish school classification for acoustic sensing of marine ecosystem >, 2008, pp. 1 — 5.
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[ACIC19] S. Bourguignon et V. Mazauric, < Methodological developments for impro-
ved bottom detection with the ME70 multibeam echosounder >, in 6th Ecosystem
Approach with Fisheries Acoustics and Complementary Technologies (SEAFACTS),
Bergen, Norway, 2008.

[ACIC20] M. Bazot, S. Bourguignon et J. Christensen-Dalsgaard, < Estimation of stellar
parameters using Monte-Carlo Markov Chains >, in XXI Century challenges for

stellar evolution (Memorie della Societa Astronomica Italiana, vol. 79), S. Cassisi et
M. Salaris, Eds., 2007.

[ACIC21] S. Bourguignon et H. Carfantan, « New methods for fitting multiple sinusoids
from irregularly sampled data >, in Astronomical Data Analysis IV, Marseille, France,
2006.

[ACIC22] S. Bourguignon et H. Carfantan, < Spectral analysis of irregularly sampled
data using a Bernoulli-Gaussian model with free frequencies >, in Proceedings of the
IEEE International Conference on Acoustic, Speech and Signal Processing, Toulouse,
France, 2006, pp. 516-519.

[ACIC23] S. Bourguignon et H. Carfantan, < Bernoulli-Gaussian spectral analysis of une-
venly spaced astrophysical data >, in IEEE Workshop on Statistical Signal Processing,
Bordeaux, France, 2005, pp. 811-816.

[ACIC24] S. Bourguignon, H. Carfantan et L. Jahan, < Regularized spectral analysis of
unevenly spaced data >, in Proceedings of the IEEE International Conference on
Acoustic, Speech and Signal Processing, Philadelphia, PA, USA, 2005, pp. 421-424.

[ACIC25] S. Bourguignon, H. Carfantan et L. Jahan, < Regularized estimation of line
spectra from irregularly sampled astrophysical data >, in PSIP : Physics in Signal
and Image Processing, Toulouse, France, 2005.

Conférences nationales avec actes et comité

[ACNCI1]| R. Ben Mhenni, S. Bourguignon, M. Mongeau, J. Ninin et H. Carfantan, < Al-
gorithme branch-and-bound pour 'optimisation exacte en norme £y >, in Actes du
27¢ colloque GRETSI, 2019.

[ACNC2] N. Laroche, S. Bourguignon, E. Carcreff, J. Idier et A. Duclos, <« Approche
inverse rapide pour la déconvolution d’images ultrasonores par une PSF variable >,
in Actes du 27° colloque GRETSI, 2019.

[ACNC3| R. Ben Mhenni, S. Bourguignon, J. Ninin et F. Schmidt, < Démélange parci-
monieux exact dans une approche supervisée en imagerie hyperspectrale >, in Actes
du 26°¢ colloque GRETSI, Juan-les-Pins, sep. 2017.

[ACNC4] P. Liu, J. Idier, S. Bourguignon, S. Labouesse, M. Allain et A. Sentenac, < Mi-
nimum contrast estimation for super-resolution fluorescence microscopy using speckle
patterns >, in Actes du 26° colloque GRETSI, Juan-les-Pins, sep. 2017.

[ACNCS5] S. Bourguignon, J. Ninin, H. Carfantan et M. Mongeau, < Optimisation exacte
de criteres parcimonieux en norme [y par programmation mixte en nombres entiers >,
in Actes du 25e colloque GRETSI, Lyon, France, 2015.

[ACNCE6| S. Labouesse, M. Allain, J. Idier, S. Bourguignon, P. Liu et A. Sentenac, < Blind
fluorescence structured illumination microscopy : A new reconstruction strategy >,
in Actes du 25e colloque GRETSI, Lyon, France, 2015.
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[ACNCT7| E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et L. Simon, < Algorithmes de
déconvolution impulsionnelle & résolution augmentée >, in Actes du 24e colloque
GRETSI, Brest, France, 2013.

[ACNCS]| J. Picaud et S. Bourguignon, < Restauration de données hyperspectrales astro-
physiques par approximation parcimonieuse >, in Actes du 24e colloque GRETSI,
Brest, France, 2013.

[ACNC9] S. Bourguignon, H. Carfantan, D. Mary, E. Slezak et A. Ferrari, < Restauration
des cubes hyperspectraux du spectro-imageur MUSE >, in Actes du 23e colloque
GRETSI, Bordeaux, France, 2011.

[ACNCI10] E. Villeneuve, H. Carfantan, A. Jarno, D. Serre, V. Mazet et S. Bourguignon,
< Modélisation et estimation de la psf d'un instrument hyperspectral au sol pour
Pastrophysique >, in Actes du 23e collogue GRETSI, Bordeaux, France, 2011.

[ACNC11] S. Bourguignon, H. Carfantan et J. Idier, <« Minimisation de criteres de
moindres carrés pénalisés par la norme 11 dans le cas complexe >, in Actes du 21e
colloque GRETSI, Troyes, France, 2007.

Conférences internationales avec actes

[ACT1] S. Labouesse, A. Negash, J. Idier, S. Bourguignon, T. Mangeat, P. Liu, A. Sente-
nac et M. Allain, < Fast reconstruction in blind fluorescence structured illumination
microscopy >, in OSA Conference : Imaging and Applied Optics, San Francisco, CA,
USA, juin 2017, p. MM3C.2.

[ACI2] S. Labouesse, J. Idier, P. Liu, M. Allain, S. Bourguignon et A. Sentenac, < Super-
resolution capacity of imagers using random illuminations >, in OSA Conference :
Imaging and Applied Optics, Heidelberg, Allemagne, juil. 2016, p. MTh1H.5.

[ACI3] P. Liu, S. Bourguignon, J. Idier, M. Allain, S. Labouesse et A. Sentenac, < A mar-
ginal image reconstruction approach in fluorescence microscopy with pseudo-random
illumination patterns >, in OSA Conference : Imaging and Applied Optics, Heidelberg,
Allemagne, juil. 2016, p. MTh1H.3.

Conférences nationales avec actes

[ACN1] E. Carcreff, N. Laroche, S. Bourguignon, J. Idier et A. Duclos, < Une approche
inverse pour I'imagerie ultrasonore par focalisation en tout point >, in Actes du 1je
Congres Francais d’Acoustique, Le Havre, France, 2018.

[ACN2] E. Carcreff, R. Lallement, G. Dao et S. Bourguignon, <« Imagerie rapide par
focalisation en tout point pour le controle non destructif par ultrasons >, in Actes du
13e Congres Francais d’Acoustique, Le Mans, France, 2016.

[ACN3] S. Bourguignon, E. Carcreff, N. Lurin et S. Moreau, < Déconvolution d’échos
ultrasonores régulierement espacés pour la mesure d’épaisseur de structures fines >, in
Actes du 13e Congres Frangais d’Acoustique, Le Mans, France, 2016.

[ACN4] N. Boubhlel, S. Bourguignon, A. Duclos et J.-P. Groby, <« Déconvolution des
signaux ultrasonores dans les matériaux poreux >, in Actes du 13e Congreés Francais
d’Acoustique, Le Mans, France, 2016.

[ACN5] E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et L. Simon, <« Contréle non destructif des
matériaux atténuants et dispersifs par déonvolution impulsionnelle >, in Actes du 12¢
Congres Francais d’Acoustique, Poitiers, France, 2014.

25



LISTE DE PUBLICATIONS LISTE DE PUBLICATIONS

Conférences sans actes / Journées scientifiques

[C1] R. Ben Mhenni, S. Bourguignon, J. Ninin et F. Schmidt, <« Méthodes exactes de
démélange spectral en norme ¢, et contraintes de parcimonie structurée a l’aide de
mip >, in 19e conférence ROADEF, Lorient, France, 2018, Société Francaise de
Recherche Opérationnelle et Aide a la Décision.

[C2] N. Bouhlel, S. Bourguignon, A. Duclos et J.-P. Groby, <« Characterization of po-
roelastic materials through interface scattering and propagation models >, in 5th
symposium on the Acoustics of Poro-Elasic Materials (SAPEM), Le Mans, France,
2017.

[C3] N. Bouhlel et S. Bourguignon, < Deconvolution of ultrasonic signals in porous mate-
rials : Estimation of acoustic propagation parameters and wave separation >, in Re-
view of Progress in Quantitaive Nondestructive Fvaluation (QNDE), Atlanta, USA,
2016.

[C4] S. Bourguignon, E. Carcreff, C. Lin et J. Peng, <« Blind sparse deconvolution of
regularly spaced ultrasonic echoes for thickness measurement >, in Review of Progress
in Quantitative Nondestructive Evaluation (QNDE), Atlanta, USA, 2016.

[C5] S. Bourguignon, J. Ninin, H. Carfantan et M. Mongeau, < Programmation mixte en
nombres entiers pour 'approximation parcimonieuse de signaux >, in 16e conférence
ROADEF, Marseille, France, 2015, Société Francaise de Recherche Opérationnelle et
Aide a la Décision.

[C6] E. Carcreff, S. Bourguignon, A. Duclos et J.-P. Groby, < An ultrasonic propagation
model suited to inversion methods (with some application to porous materials) >,
in 4th symposium on the Acoustics of Poro-Elasic Materials (SAPEM), Stockholm,
Sweden, 2014.

[C7] E. Carcreff, S. Bourguignon, J. Idier et L. Simon, < Déconvolution pour le controle
par ultrasons des matériaux atténuants et dispersifs) », in Actes des journées de la
Confédération Francaise des Essais Non Destructifs, Bordeaux, France, 2014, CO-
FREND.

[C8] S. Bourguignon, H. Carfantan et J. Idier, <« Analyse spectrale de signaux
a échantillonnage irrégulier en astrophysique », in Journée “Echantillonnage
irrégulier”; Paris, France, 2008, GdR ISIS.

[C9] S. Bourguignon, H. Carfantan et J. Idier, < Optimisation parcimonieuse en ’ab-
sence de transformées rapides >, in Journée “Optimisation de critéres convexes non
différentiables pour la résolution de problemes inverses”, Paris, France, 2010, GdR
ISIS.

[C10] S. Bourguignon, J. Ninin, H. Carfantan et M. Mongeau, < Optimisation globale
déterministe pour la résolution de probléemes parcimonieux en norme ¢; >, in Journée
“Optimisation non-convexe”, Paris, France, 2014, GdR ISIS.

Séminaires invités

[S1] S. Bourguignon, < Optimisation globale pour des problémes de moindres carrés a
faible cardinalité >, in Séminaire équipe Optimisation Globale et Résolution Ensem-
bliste, Nantes, France, 2019, Laboratoire LS2N.

[S2] S. Bourguignon, < Global optimization for least squares problems with low cardina-
lity >, in Séminaire équipe Modélisation, Optimisation, Dynamique, Limoges, France,
2019, Laboratoire XLIM.

26



LISTE DE PUBLICATIONS LISTE DE PUBLICATIONS

[S3] S. Bourguignon, < Optimisation exacte de criteres parcimonieux en norme £, par pro-
grammation mixte en nombres entiers >, in Séminaire Mathématiques pour l’analyse
des données, Calais, France, 2015, Laboratoire LISIC.

[S4] S. Bourguignon, < Optimisation exacte de critéres parcimonieux en norme ¢y par pro-
grammation mixte en nombres entiers >, in Séminaire Mathématiques pour l’analyse
des données, Bordeaux, France, 2015, Laboratoire IMS.

[S5] S. Bourguignon, < Optimisation exacte de critéres parcimonieux en norme £y par pro-
grammation mixte en nombres entiers >, in Séminaire Mathématiques pour l’analyse
des données, Nice, France, 2015, Observatoire de la Cote d’Azur.

[S6] S. Bourguignon, <« Exact minimisation of fy-based sparse approximation criteria
through mixed integer programming >, in Séminaire Signal et Apprentissage, Mar-
seille, France, 2015, Laboratoires LIF et IMM.

[S7] S. Bourguignon, < Restauration de données hyperspectrales astrophysiques par ap-
proximation parcimonieuse >, in Journée Parcimonie, Nancy, France, 2014, Fédération
de Recherche Charles Hermite.

[S8] S. Bourguignon, < Restauration de spectres astrophysiques avec contraintes de par-
cimonie : aspects informationnels et algorithmiques >, in Séminaire Parcimonie, Gre-
noble, France, 2010, CEA-LETL.

These de doctorat

[T1] S. Bourguignon, Analyse spectrale a haute résolution de signauzx irréguliérement
échantillonnés : application a ’Astrophysique, These de Doctorat, Université Paul
Sabatier - Toulouse 3, 2005.

Logiciel
[L1] S. Bourguignon, H. Carfantan, A. Khazaal et A. Lasfar, < Spars-
pec : Sparse modeling for the spectral analysis of unevenly spaced data,

http://www.ast.obs-mip.fr/sparspec >.

27



LISTE DE PUBLICATIONS LISTE DE PUBLICATIONS

28



Chapitre 2

Vue synthétique de mes travaux de
recherche

Ce chapitre restitue une vision synthétique de mes activités de recherche postérieures
a ma these de doctorat, dans 'ordre chronologique de leur démarrage. Les sujets que je
considere les plus centraux feront 1’'objet de la seconde partie de ce manuscrit.

L’essentiel de mon activité de recherche releve de la méthodologie des problemes in-
verses, développée dans différents contextes applicatifs. Une démarche commune a guidé
I’ensemble de mes travaux, consistant, d’'une part, en une réflexion autour du modele re-
liant le processus d’acquisition des données aux quantités d’intérét a estimer et du choix
d’un estimateur approprié, et d’autre part en le développement d’algorithmes de calcul
adaptés, voire spécifiquement construits pour le probleme considéré. J’ai donc souvent
travaillé au contact de chercheurs issus de différentes communautés scientifiques, avec un
vocabulaire, une vision des problemes et des habitudes de travail différents des miens. La
recherche d’'un langage commun et de pistes de recherche au croisement de compétences
complémentaires, si elle s’est parfois révélée difficile et chronophage, s’est toujours montrée
enrichissante scientifiquement et humainement, et je retire de cette ouverture un intéret
essentiel dans mon activité de chercheur. Les Sections [2.1] & [2.4] présentent ainsi les contri-
butions que j’ai pu apporter dans différents contextes applicatifs : acoustique sous-marine
, imagerie hyperspectrale en astrophysique , controle non destructif et pour
deux modalités d’imagerie (imagerie micro-ondes et imagerie de fluorescence, Section.

Je m’intéresse également au développement d’algorithmes pour le traitement du signal
dans un contexte plus générique. Je développe donc également une activité de recherche
< amont >, plus éloignée (mais non déconnectée !) des différentes applications sur lesquelles
j’ai pu travailler. C’est notamment le cas de mes travaux sur I'optimisation parcimonieuse
exacte en norme fy, via le projet ANR MIMOSA que je porte, qui seront décrits en
Section 2.5

2.1 Traitement de données acoustiques pour l’imagerie sous-
marine

J’ai occupé de mai 2007 a septembre 2008 un poste de chercheur permanent a I'Ifremer
(centre de Brest, Laboratoire de Technologie Halieutique), dans le domaine de I’acoustique
sous-marine. Mes recherches ont concerné essentiellement le traitement d’images acous-
tiques dites de la < colonne d’eau >, dans 'objectif d’estimation de parametres biologiques
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et écosystémiques [Simmonds et MacLennan, 2005]. C’est par exemple & partir de cam-
pagnes de mesures acoustiques que sont réalisées les estimations de biomasse de différentes
especes, servant de base a la fixation des quotas de péche par I’'Union Européenne. L’ac-
quisition de données est réalisée au moyen de sondeurs acoustiques disposés sous la coque
d’un navire océanographique. L’émission d’ondes acoustiques et la réception du signal
d’écho le long de la colonne d’eau, conjuguées a l'avancée du navire, permet alors de for-
mer des images. Ma prise de poste coincidait avec l'arrivée d’une nouvelle génération de
sondeurs multi-faisceaux, permettant d’acquérir simultanément des données acoustiques
selon différentes directions angulaires, formant ainsi des images tri-dimensionnelles, et
débouchant sur de nouveaux problemes méthodologiques.

Mes travaux ont surtout concerné le probleme de la détection du fond marin dans
de telles images. Dans la perspective de 1’évaluation de biomasse sous-marine, le pois-
son se trouvant souvent a proximité du fond, il est primordial de séparer, dans le signal
rétro-diffusé, la contribution du fond de celle des cibles biologiques d’intérét [MacLennan
et al., 2004]. Si, a la verticale, I’écho acoustique renvoyé par le fond est tres net (front de
montée rapide, rapport signal sur bruit élevé), ce n’est plus le cas pour les échos regus
dans les faisceaux obliques de I'instrument, ot I’écho peut < rouler > sur le sol et produire
une signature plus complexe dans les données. Une maniere de régulariser le probleme
consiste alors a introduire d’autres sources d’information, basées notamment sur la conti-
nuité spatiale du sol, aussi bien latéralement (les données acquises simultanément dans
des faisceaux angulaires adjacents) que longitudinalement (dans la direction de l'avancée
du navire). J’ai ainsi développé une méthode, basée sur un algorithme de filtrage particu-
laire [Arulampalam et al., 2001}, prenant en compte cette régularisation, permettant une
estimation en ligne et peu cotiteuse en calcul. Des résultats satisfaisants ont été obtenus
sur des jeux de données de test, la mise en ceuvre opérationnelle de cette méthode n’a,
a ma connaissance, pas été réalisée suite a ma démission de I'Ifremer a 1’été 2008. Ces
travaux ont néanmoins fait 'objet d’'une présentation en conférence et de la publication
d’un article dans un journal international.

Publications associées

e Articles de journaux : [Bourguignon et al., 2009, Trenkel et al., 2009].

e Conférences internationales : [Bourguignon et Mazauric, 2008, Lefort et al., 2008].

2.2 Imagerie hyperspectrale en Astrophysique et Planétologie

L’imagerie hyperspectrale ou spectro-imagerie concerne l'acquisition simultanée
d’images dans un grand nombre de bandes spectrales, produisant des cubes de données
a deux dimensions spatiales et une dimension spectrale. J’ai commencé a m’intéresser au
traitement de données hyperspectrales lors de mon arrivée en février 2009 a I’Observa-
toire de la Cote d’Azur, dans le cadre du projet ANR DAHLIA[] (Données Astronomiques
HyperspectraLes : algorlthmes Avancés), impliquant cing laboratoires : le Centre de Re-
cherche Astrophysique de Lyon (CRAL), le Laboratoire d’Astrophysique de Toulouse et
de Tarbes (LATT, désormais IRAP), le Laboratoire des Sciences de I'Image, de I'Informa-
tique et de la Télédétection (LSIIT, désormais ICUBE) a Strasbourg et les laboratoires
Fizeau et Cassiopée de I’Observatoire de la Cote d’Azur a Nice, désormais fusionnés
dans le laboratoire Lagrange. Il concernait le développement de méthodes d’exploitation

1. https://dahlia.oca.eu
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de données hyperspectrales en astrophysique, en perspective de I'arrivée d'une nouvelle
génération d’'instruments d’observation couplant imagerie et spectroscopie. L’instrument
MUSEEI (Multi Unit Spectroscopic Explorer), en construction a I’époque (projet piloté
par le CRAL [Bacon et al., 2006]) et en partie opérationnel depuis 2013, fait figure de
pionnier dans le domaine. Installé sur le Tres Grand Télescope (VLT) de I’Observatoire
Austral Européen, au Chili, MUSE permet d’acquérir des images d’environ 90 000 pixels,
sur pres de 4000 longueurs d’onde couvrant le domaine visible et proche infra-rouge, la
ou les instruments de génération antérieure délivraient des images dans quelques canaux
spectraux a large bande ou, a l'inverse, des mesures spectroscopiques focalisées en un
point de I'espace.

Le contexte de l'observation astronomique differe sensiblement du cas classique de
I'imagerie hyperspectrale de télédétection terrestre (dont les problématiques relevent es-
sentiellement de la classification et de la séparation de sources), requérant le développement
de méthodes spécifiques. Tout d’abord, la nature des sceénes observées est fondamentale-
ment différente : les mesures correspondent ici a la lumiere émise par des sources tres
lointaines, étendues d’au plus quelques pixels, aux propriétés méconnues, et dont les
spectres d’émission different d’une source a l'autre. Il y a donc tres peu de cohérence
dans les données au niveau spatial. Ensuite, comme toute observation astronomique de-
puis un instrument situé au sol, les mesures subissent 1'étalement spatial et spectral de
la lumiere émise, di aux turbulences atmosphériques et a la bande passante limitée du
dispositif d’acquisition [Villeneuve, 2012]. Enfin, en raison de leur éloignement, les sources
astrophysiques émettent tres peu de lumiere en direction de 1'observateur et sont polluées
par de nombreuses émissions parasites; les données présentent donc un tres fort niveau
de bruit.

J’ai abordé l'analyse de telles données hyperspectrales sous I'angle du débruitage et
de la déconvolution. Afin de prendre en compte le niveau de bruit tres élevé, nous avons
proposé des modeles imposant de fortes contraintes au niveau spectral, ou les spectres
recherchés admettent une décomposition parcimonieuse dans un dictionnaire de formes
élémentaires spécifiquement construit pour ces données, que nous avons défini en colla-
boration avec des astronomes. Contrairement aux modeles parcimonieux standard uti-
lisant des transformées (en ondelettes par exemple [Mallat, 2008]), un tel dictionnaire
s’avere plus judicieux, exploitant un maximum de connaissance physique sur les sources
recherchées. La sélection d’une composante dans le dictionnaire est alors associée a la
détection d’une composante ayant une interprétation physique (essentiellement, des raies
d’émission ou d’absorption lumineuse, signalant la présence d’'un élément chimique, ou
encore une discontinuité dans le spectre correspondant a la cassure de Lyman [Tennyson,
2005]). Une telle finesse de modélisation s’effectue cependant au détriment du cott de
calcul associé. Nous avons alors développé des algorithmes d’estimation parcimonieuse
dédiés, reposant sur 'optimisation de critéeres pénalisés par la norme ¢; et sur un algo-
rithme glouton. Dans un premier temps, nous avons considéré la restauration des spectres
pris séparément, pour des raisons évidentes de complexité calculatoire. Nous avons ensuite
abordé la restauration conjointe spatiale et spectrale de cubes d’étendue spatiale limitée,
afin de prendre en compte la réponse spatiale du systeme d’acquisition. L’ensemble de ces
travaux sera détaillé au Chapitre

Mes travaux sur I'imagerie hyperspectrale ont connu une pause, coincidant avec la fin
de mon post-doctorat a I’Observatoire de la Cote d’Azur et ma prise de poste a I'Ecole
Centrale de Nantes en septembre 2011. Ayant démarré d’autres thématiques de recherche

2. https ://www.eso.org/sci/facilities/develop/instruments/muse.html
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et ne disposant plus de financement dédi¢, j’ai arrété de travailler sur ce sujet en sep-
tembre 2012, avec l’encadrement d'un stage de Master encadré a I’Ecole Centrale de
Nantes. Plus récemment, je travaille cependant a nouveau sur le traitement de données
hyperspectrales et en particulier sur des questions de démélange spectral parcimonieux,
via le projet ANR MIMOSA. Le contexte est différent, puisqu’il vise des applications
en planétologie, notamment par une collaboration que je meéne avec Frédéric Schmidt
du laboratoire Géosciences Paris Sud (GEOPS). 1l y est également question de parcimo-
nie et de dictionnaires, représentant cette fois des spectres de minéraux potentiellement
présents dans la scéne observée. Les problemes étant de plus petite taille (la dimension
des spectres n’excede pas quelques centaines de longueurs d’onde et le nombre de compo-
sants recherchés est de quelques unités), nous les abordons sous 1’angle de 'optimisation
parcimonieuse exacte en norme ¢ ; ils seront donc abordés au Chapitre [6] dédié a cette
thématique (voir plus particulierement le § .

Enfin, depuis quelques mois, je m’intéresse de nouveau a des problemes de spectro-
imagerie astronomique, via une collaboration naissante avec I'Institut de Radio-Astronomie
Millimétrique (IRAM, Grenoble) et le Laboratoire d’Etudes du Rayonnement et de la
Matiere en Astrophysique et Atmospheres (LERMA, Observatoire de Paris). Il s’agit
cette fois d’ondes radio (longueurs d’onde millimétriques et centimétriques), permettant
d’inspecter les nuages de gaz entourant les zones de formation d’étoiles. Le projet Orion-
BF| porté par ces deux laboratoires et dont je suis désormais partenaire, envisage ainsi
d’acquérir des données contenant environ un million de pixels, avec plus de 200000 ca-
naux spectraux par pixel. Si les données sont d’une toute autre dimension par rapport
a celles d’un instrument comme MUSE, des points communs existent : ici aussi, 1'infor-
mation a exploiter est avant tout dans la dimension spectrale, ou ’on recherche des raies
de positions et largeurs variables. L’exploitation de grandes quantités de données pose
également des questions statistiques de détection en grande dimension, qui se posaient
déja a I’époque du projet ANR DAHLIA.

Supervision de stages de Master

e Jiayi Hou (2019) : Sparse unmixing methods for hyperspectral imaging.
Master Control and Robotics, parcours Signal and Image Processing, Ecole Centrale
de Nantes.

e Julien Picaud (2012) : Restauration de cubes hyperspectraux en Astrophy-
sique. Master Automatique, Robotique et Informatique appliquée, parcours Automa-
tique, Signal et Image, Ecole Centrale de Nantes.

e Benjamin Trémoulhéac (2010) : Représentations parcimonieuses de données
hyperspectrales en astrophysique : aspects informationnels et algorith-
miques. M2 Recherche Signal, Image, Acoustique et Optimisation, Université de
Toulouse. Co-encadrement avec David Mary (Maitre de Conférences, Université de

Nice).
Encadrement doctoral

e Ramzi Ben Mhenni, Programmation mixte en nombres entiers pour ’opti-
misation parcimonieuse en traitement du signal. Ecole Centrale de Nantes.

3. http://iram.fr/ “pety/ORION-B/
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Directeur de these (80 %), co-encadrement Jordan Ninin (20 %). Financement via
une allocation ministérielle. These démarrée en octobre 2016.

Publications associées

e Articles de journaux : [Schmidt et Bourguignon, 2019, Bourguignon et al., 2012,
Bourguignon et al., 2011¢, Serre et al., 2010].

e Conférences avec actes et comité de lecture : [Ben Mhenni et al., 2018, Ben Mhenni
et al., 2017, Picaud et Bourguignon, 2013, Shen et al., 2012, Paris et al., 2011,
Schmidt et al., 2011, Bourguignon et al., 2011b, Bourguignon et al., 2011a, Villeneuve
et al., 2011, Bourguignon et al., 2010].

2.3 Evaluation et controle non destructifs : déconvolution, ima-
gerie et tomographie

L’évaluation et le controle non destructifs (ECND) concernent I'ensemble des méthodes
permettant de caractériser 1’état d’une structure ou d’'un matériau sans les dégrader.
On parle de controle lorsqu’il s’agit de s’assurer du bon état de 'objet inspecté, ou au
contraire d’y détecter et caractériser des défauts. L’évaluation vise plutot a caractériser les
propriétés de matériaux de structures complexes, de plus en plus utilisés dans des contextes
industriels (matériaux composites, matériaux poreux, bétons, bio-matériaux, .. .)

De nombreuses modalités d’inspection mettent en ceuvre un phénomene physique (ul-
trasons, courants de Foucault, rayons X, RADAR, thermographie, ...) et requiérent une
analyse relevant de la méthodologie de I'inversion : ayant observé la réponse du matériau
a une sollicitation, il s’agit de remonter aux causes qui 'ont produite. Le CND suit ainsi
une évolution que l'on retrouve dans la plupart des disciplines scientifiques impliquant
un processus de mesure : les données disponibles étant de plus en plus nombreuses et
complexes, voire résultant de mesures conjointes via plusieurs modalités, I'information
disponible s’en retrouve profondément enrichie. L’exploitation de cette richesse requiert
alors le développement de méthodes avancées et adaptées a la complexité des données.

J’ai commencé a travailler sur des problemes de CND lors de ma prise de poste a I’'Ecole
Centrale de Nantes en 2011, poste pour lequel le renforcement de 'activité de recherche
en CND était affiché comme une priorité par mon laboratoire. Cet engagement s’inscrit
dans un environnement scientifique régional ou le CND est tres présent, tant au niveau
académique qu’industriel, la région Pays de la Loire comptant des acteurs en CND bien
identifiés & I'échelle nationale et internationale. J'ai ainsi pu bénéficier, dés mon arrivée a
I’'Ecole Centrale de Nantes, des moyens apportés par le programme de recherche ECND-
PdL (Evaluation et Contrdole Non Destructifs en Pays de la Loire), financé par la région
Pays de la Loire de 2010 a 2014, visant a fédérer les compétences d'une quinzaine de la-
boratoires régionaux. Ce programme a en particulier financé la these de doctorat d’Ewen
Carcreff, qui a démarré concomitamment a mon arrivée a I’Ecole Centrale de Nantes et
que j’ai co-encadrée. L’animation scientifique liée a cet environnement m’a permis de ren-
contrer un certain nombre d’acteurs en CND a I’échelle régionale, ayant donné naissance a
plusieurs collaborations pluri-disciplinaires, académiques et industrielles. Ce programme,
achevé en 2014, a débouché sur la création d'un Groupement d’Intérét Scientifique (GIS
ECND—PdLE[), dont je suis membre du comité de direction et du conseil scientifique et le
correspondant pour le Laboratoire des Sciences du Numérique de Nantes.

4. |http://ecnd-pdl.fr/
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2.3.1 ECND ultrasonore

Le CND ultrasonore et I'imagerie acoustique constituent la plus grande part de mon
activité de recherche autour du CND. Je collabore sur ce theme avec le Laboratoire
d’Acoustique de I’Université du Maine (LAUM) depuis 2011 et le lancement de la these
d’Ewen Carcreff. Le CND par ultrasons [Krautkramer et Krautkramer, 1990] repose sur
I’émission d'une onde acoustique a l'intérieur d’un matériau et I'analyse du signal recu :
lorsque l'onde rencontre un changement d’impédance acoustique, une partie se trans-
met a travers le milieu et 1'autre partie se réfléchit [Saniie et Nagle, 1989]. La détection
d’échos permet alors de localiser des changements d’impédance dus a la présence de
défauts ou d’hétérogénéités dans le milieu inspecté. Le signal ultrasonore regu peut étre
modélisé comme la convolution de la forme de I'onde ultrasonore émise avec la séquence de
réflectivité du milieu, traduisant les changements d’impédance acoustique. Si les défauts
rencontrés sont isolés et peu nombreux, cette séquence est de nature parcimonieuse. La
détection et la localisation des défauts peut alors étre formalisée comme un probleme de
déconvolution parcimonieuse [O’Brien et al., 1990, Zala, 1992].

Dans la these d’'Ewen Carcreff [Carcreff, 2014a], nous avons cherché a raffiner le modele
convolutif classique. Nous avons d’abord proposé un modele dit a haute résolution, ou la
séquence parcimonieuse recherchée est discrétisée a une période plus fine que la période
d’échantillonnage des données. La plupart des méthodes de déconvolution repose en ef-
fet sur un modele de convolution discrete, qui n’est en général qu'une approximation
résultant de la discrétisation d’un modele convolutif & temps continu a la période corres-
pondant a ’échantillonnage. Une discrétisation plus fine permet alors de réduire I'erreur
de modélisation, au prix de la perte de la structure convolutive du modele permettant
des calculs rapides dans les algorithmes d’estimation. Nous avons montré que ce modele
suréchantillonné pouvait s’interpréter comme un systeme MISO (Multiple Inputs, Single
Output), pour lequel les calculs peuvent s’effectuer a partir de convolutions multiples. Nous
avons alors étendu les algorithmes classiques d’optimisation parcimonieuse (approche en
norme ¢; et algorithmes gloutons) au cadre de la déconvolution MISO [Carcreff et al.,
2013a, Carcreff et al., 2013b].

Nous avons par ailleurs étudié la prise en compte de modeles physiques de propaga-
tion acoustique dans des algorithmes de déconvolution. Le modele convolutif suppose en
effet une invariance temporelle de la forme d’onde transmise dans le matériau inspecté.
Dans de nombreux types de matériaux cependant (plastiques, résines, matériaux poreux
ou composites, ...), la propagation acoustique est soumise a des effets d’atténuation et
de dispersion fréquentielle qui modifient cette forme d’onde, en général par la perte des
hautes fréquences. Si I’on perd alors le caractere convolutif du modele, la prise en compte
d’un modele plus précis (et toujours linéaire) dans des algorithmes de reconstruction par-
cimonieuse a permis d’améliorer la détection de défauts dans des matériaux atténuants
[Carcreff et al., 2014b]. Dans un autre volet de la these, nous nous sommes intéressés
a 'optimisation parcimonieuse en norme f{, pour la déconvolution, en proposant un al-
gorithme de type glouton permettant une exploration plus complete que les approches
standard, tout en limitant I’augmentation du cott calculatoire. La méthode exploite la
forme d’onde intervenant dans le modele pour identifier, préalablement a tout calcul,
les combinaisons d’atomes susceptibles d’interférer et de perturber la sélection a chaque
itération de l'algorithme [Carcreff, 2014b].

Les travaux précédents ont essentiellement concerné le traitement de signaux monodi-
mensionnels (A-scans). Cependant, 'avénement de nouvelles générations de dispositifs ul-
trasonores constitués de réseaux de capteurs permet désormais d’acquérir des données mul-
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tidimensionnelles, correspondant aux signaux de chaque paire émetteur-récepteur (FMC,
Full Matrix Capture), rendant possible la reconstruction de cartes spatiales de la réflectivité
par calcul numérique [Holmes et al., 2005]. Je poursuis donc des travaux abordant la
reconstruction d’images a partir de données FMC sous l'angle des problemes inverses,
portant a la fois sur les modeles de données (prise en compte de la forme d’onde et de
I'atténuation) et sur les algorithmes de reconstruction [Laroche et al., 2018, Laroche et al.,
2019]. Ces recherches sont toujours menées en collaboration avec le LAUM, notamment
par I'encadrement de la these en entreprise (CIFRE) de Nans Laroche démarrée a I’au-
tomne 2017, en partenariat avec la société nantaise DB-SAS.

De maniere plus marginale, je me suis intéressé a la mesure par ultrasons de ’épaisseur
de pieces ou de matériaux. Ce probleme est rencontré par exemple pour controler I’épaisseur
de conduits soumis a de fortes contraintes, comme les circuits d’alimentation en eau des
centrales électriques ou les conduites de pipelines, ou encore pour la mesure d’épaisseur de
revetements dans I'industrie automobile ou aéronautique. Nous avons montré que de telles
mesures ultrasonores pouvaient bénéficier d’'une modélisation beaucoup plus contrainte : la
séquence de réflectivité est alors composée d’impulsions régulierement espacées et d’am-
plitudes a décroissance géométrique. Une approche paramétrique a alors été proposée,
permettant de résoudre un probleme de déconvolution myope, ou les parametres de la
séquence de réflectivité et ceux de la forme d’onde ultrasonore sont estimés conjointe-
ment par 'optimisation d’un critere des moindres carrés non linéaires. Ces travaux ont
été développés via des projets d’étudiants de I’Ecole Centrale de Nantes depuis 2014 et
présentés dans des congres d’acoustique [Bourguignon et al., 2016b] et de controle non
destructif [Bourguignon et al., 2016a].

Un autre axe de recherche dans la poursuite de la these d’Ewen Carcreff a concerné la
caractérisation acoustique de matériaux poro-élastiques, fréquemment utilisés dans I'in-
dustrie (mousses pour l'isolation phonique ou thermique, mousses métalliques dans 'in-
dustrie automobile ou aéronautique, par exemple). D’un point de vue acoustique, de tels
matériaux se comportent comme des milieux biphasiques, composés d’une phase solide et
d’une phase fluide, dans lesquels deux types d’onde correspondant aux deux phases se pro-
pagent simultanément, chacune d’elles obéissant a des lois d’atténuation et de dispersion
différentes. Nous avons donc travaillé sur des méthodes d’identification des parametres de
propagation de ces ondes, pouvant fournir de nouveaux outils d’évaluation non destruc-
tive de I’état du matériau. Ces recherches, également en collaboration avec le LAUM, ont
essentiellement été financées par la région Pays de la Loire via le projet DECIMAP (DE-
Convolution Impulsionnelle pour les MAtériaux Poreux). Coté LS2N, ce projet a financé
le post-doctorat de Nizar Bouhlel pour une durée de 17 mois. Des résultats préliminaires
ont été présentés dans des congres d’acoustique et de CND [Bouhlel et al., 2016, Bouh-
lel et Bourguignon, 2016, Bouhlel et al., 2017] et un article de journal est en cours de
finalisation.

2.3.2 Tomographie électromagnétique pour ’auscultation d’ouvrages en béton
armé

Je collabore depuis 'automne 2017 avec le Laboratoire <« Auscultation, Modélisation,
Expérimentation des Infrastructures de Transport > (LAMES) de 'IFSTTAR, wvia le co-
encadrement de la these de Marie Antoinette Al Hajj portant sur le développement de
méthodes non destructives pour I'auscultation d’ouvrages de génie civil en béton armé. Si
le béton est un matériau réputé solide et stable dans le temps, les ouvrages en béton armé
sont souvent soumis a des agents agressifs pouvant endommager les armatures, comme la
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pénétration des ions chlorures en milieu marin ou des sels de déverglagage [Raharinaivo
et al., 1998]. Le développement de méthodes non destructives d’auscultation de ces ou-
vrages est alors primordial pour le suivi de leur état de dégradation [Breysse et Abraham,
2005]. Cependant, peu de modalités de mesure sont sensibles a la pénétration de tels
agents aux profondeurs des armatures et le développement de méthodes non destructives
est encore essentiellement dans une phase de recherche < amont >.

Nous nous intéressons, dans la these de Marie Antoinette Al Hajj, a des méthodes
exploitant des mesures de résistivité électrique et de permittivité di-électrique, toutes
deux sensibles a la teneur en eau et en ions chlorures du matériau inspecté. Il s’agit, a
partir de mesures électriques de surface, de remonter a un profil en profondeur de ces
quantités a l'intérieur du béton. Ce probleme inverse de type tomographique est parti-
culierement difficile car en pratique, le nombre de mesures est faible : quelques dizaines
de mesures en résistivité et quelques unités en permittivité. Des travaux préalables ont
cependant montré la possibilité d’estimer des gradients de teneur en eau a partir de me-
sures de résistivité d’une part, et de permittivité d’autre part [Fares, 2015, Fares et al.,
2016]. La these a donc pour objectif de coupler les deux modalités dans une procédure
d’inversion conjointe. Une difficulté majeure provient également du cott de calcul associé
a la procédure d’inversion : chaque évaluation du modele direct, prédisant les valeurs
des observables électriques pour un profil de teneur en eau donné, requiert la résolution
d’équations aux dérivées partielles a trois dimensions — réalisées a 1’aide d'un logiciel
dédié — pouvant prendre plus d’une minute sur une machine de calcul standard. Compte
tenu du faible nombre de données, nous avons opté pour une modélisation paramétrique
du profil de teneur en eau recherché, permettant de contraindre la solution. Nous avons
alors développé une procédure d’estimation par moindres carrés non linéaires, basée sur
un schéma numérique de type Levenberg-Marquardt. Cette méthode est en cours de va-
lidation sur des données simulées et fera I'objet, a 'automne 2019, d’'une campagne de
validation sur données réelles et de la rédaction d’un article de journal.

2.3.3 Profilométrie laser

J’ai réalisé, au cours de 'année 2016, une prestation pour I'Institut de Recherche Tech-
nologique (IRT) Jules Verne, portant sur le traitement de signaux issus d’un profilometre
laser pour des applications de soudage. L’application visée concerne le déploiement d’un
robot réalisant des opérations d’assemblage des plaques métalliques pour la construction
de navires. Ce robot est équipé d’un profilometre laser mesurant la forme du joint de sou-
dure en construction, a partir de laquelle il s’agit de positionner une torche de soudage,
en visant les angles du profil.

Je me suis pour cela orienté vers une modélisation parcimonieuse du signal de profi-
lométrie, ou le dictionnaire est constitué de fonctions rampe, dont le point initial peut étre
localisé en toute position du profil. Ce modele revient a approcher le profil par un modele
linéaire par morceaux, comportant un faible nombre de points de changement de pente.
Cette prestation a essentiellement consisté a transférer le savoir-faire sur les méthodes par-
cimonieuses aux ingénieurs en charge du projet a 'IRT, et d’adapter avec eux l'algorithme
d’estimation parcimonieuse SBR [Soussen et al., 2011] a cette problématique.

Supervision de stages de Master

e Yan Li (2013) : Algorithmes de déconvolution parcimonieuse par pénalisation (o,
Master Automatique, Robotique et Informatique appliquée, parcours Automatique,
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Signal et Image, Ecole Centrale de Nantes. Co-encadrement avec E. Carcreff (doc-
torant, Université du Maine).

Encadrement doctoral

e Nans Laroche, Méthodes d’imagerie ultrasonore avancées et rapides pour le controle
non destructif de matériaux atténuants et diffusants. Ecole Centrale de Nantes. En-
cadrement a 40 %. Directeur de these Jérome Idier (30 %), co-encadrant Aroune
Duclos (30 %). Financement industriel (convention CIFRE). These démarrée en no-
vembre 2017.

e Marie-Antoinette AlHajj, Inversion conjointe de mesures non destructives pour découpler
des gradients multiples dans le béton d’enrobage de structures en béton armé. IFST-
TAR, Ecole Centrale de Nantes. Encadrement a 30 %. Directrice de theése Géraldine
Villain (40 %), co-encadrant Sérgio Palma Lopes (30%). Financement IFSTTAR.
These démarrée en octobre 2017.

e Ewen Carcreff, Déconvolution adaptative de signaux ultrasonores pour le controle
non destructif par ultrasons, Université du Maine. Encadrement a 50%. Directeur
de these Laurent Simon (20%), co-directeur Jérome Idier (30%). Financement de la
région Pays de la Loire. These soutenue en novembre 2014.

Publications associées

e Articles de journaux : [Carcreff et al., 2015, Carcreff et al., 2014b].

e Conférences avec actes et comité de lecture : [Laroche et al., 2019, Laroche et al.,
2018, Carcreff et al., 2017, Carcreff et al., 2013c, Carcreff et al., 2013b, Bourguignon
et al., 2011d, Carcreff et al., 2013a).

e Conférences : [Bouhlel et al., 2016, Bouhlel et al., 2017, Bouhlel et Bourguignon,
2016, Carcreff et al., 2014a, Bourguignon et al., 2016b, Bourguignon et al., 2016a].

2.4 Reconstruction d’images via différentes modalités d’acquisi-
tion

Depuis mon arrivée a I’Ecole Centrale de Nantes, j'ai également travaillé sur deux
thématiques liées a la reconstruction d’images, initiées par Jérome Idier, par le co-encadrement
de deux theses soutenues en 2016 et 2018.

2.4.1 Imagerie micro-ondes / tomographie de diffraction

La premiere these concerne 1'imagerie micro-ondes et a été réalisée par Corentin Frie-
drich, de 2012 a 2016, en cotutelle entre I'Ecole Centrale de Nantes et Polytechnique
Montréal [Friedrich, 2016]. L’imagerie micro-ondes a fait I'objet d’un fort intérét au cours
des dix dernieres années, en particulier en raison du faible cotit des dispositifs d’acquisition
et de sa faible nocivité, avec en particulier des applications en imagerie biomédicale, en
géosciences et en controle non destructif. A partir d’illuminations, sous différents angles
de vue, d'un objet par un champ électromagnétique incident et des mesures du champ
diffusé par cet objet, il s’agit d’estimer la permittivité diélectrique (complexe) en tout
point de l'objet. Lorsque la taille de 'objet est de 'ordre de la longueur d’onde utilisée,
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des phénomenes de diffraction se produisent, rendant le modele d’observation non linéaire
en les quantités d’'intérét [Zhang et al., 2003, Abubakar et van den Berg, 2004, Pastorino,
2010]. La reconstruction des propriétés diélectriques a 'intérieur de 1'objet est un probleme
inverse difficile requérant des algorithmes itératifs tres cotiteux en temps. En particulier,
I'évaluation du modele direct (le calcul numérique des champs électriques diffractés pour
une distribution de permittivité connue dans 1'objet), requise a chaque itération, nécessite
la résolution d’un grand nombre de systemes linéaires de la taille du nombre d’inconnues,
qui devient vite tres grande pour des problemes d’imagerie 3D.

Dans la these de Corentin Friedrich, nous avons travaillé sur des algorithmes de
résolution par blocs de ces systemes linéaires, exploitant le fait qu’ils possedent tous
la méme matrice. Nous avons adapté un algorithme dit block-BiCGStab [El Guennouni
et al., 2003] au contexte de I'imagerie micro-ondes et inséré ces calculs dans un algorithme
itératif d’optimisation d’un critere des moindres carrés régularisé. Le gain en temps de
calcul s’est révélé d’autant plus significatif que le probleme était difficile, permettant en
particulier la reconstruction d’objets pour lesquels aucun résultat de qualité comparable
n’a été trouvé dans la littérature [Friedrich et al., 2015a, Friedrich et al., 2015b].

2.4.2 Super-résolution pour la microscopie a éclairements structurés

La seconde these est celle de Penghuan Liu, réalisée de 2014 a 2018, sur la recons-
truction d’images de microscopie de fluorescence & partir d’éclairements structurés [Liu,
2018]. Comme toute modalité d’imagerie requérant un microscope optique, la microscopie
de fluorescence est limitée par la diffraction de la lumiere, avec une limite de résolution de
l'ordre de A/2NA ~ 200 nm, ou A est la longueur d’onde de la lumiere et NA est I'ouver-
ture numérique du systéme optique. La microscopie a éclairements structurés (Structured
Hlumination Microscopy, SIM) est une technique permettant, idéalement, de réduire de
moitié cette limite. Elle consiste a éclairer I'objet avec des motifs structurés et non pas
uniformes qui, par un effet de modulation sur la scéne éclairée avant son passage dans
le systeme optique, rendent la mesure sensible a des hautes fréquences non observables
par un éclairement uniforme. L’illumination successive sous différents éclairements permet
alors, par un calcul postérieur, d’améliorer la résolution des images reconstruites jusqu’a
un facteur deux [Heintzmann et Gustafsson, 2009]. L'imagerie SIM standard repose ce-
pendant sur la génération parfaitement maitrisée de motifs d’illumination harmoniques,
ce qui est difficile et tres couteux en pratique. Une approche dite blind-SIM a alors été
proposée [Mudry et al., 2012], ou I'acquisition est effectuée via un grand nombre de d’illu-
minations successives de nature aléatoire, connues uniquement a travers leurs propriétés
statistiques.

Nous avons étudié les propriétés d'un estimateur dit marginalﬂ, reposant sur ’ajuste-
ment des statistiques du second ordre du modele aux statistiques empiriques des données.
Nous avons exploré, d'une part, la capacité théorique d’un tel dispositif a produire une
image a haute résolution via les propriétés asymptotiques de I’estimateur a nombre infini
de données. Nous avons montré que les statistiques d’ordre deux des données contiennent
I'information suffisante pour identifier les composantes fréquentielles de 'objet jusqu’au
double de la fréquence de coupure du dispositif optique, permettant d’obtenir les mémes
performances que 'approche SIM a éclairements harmoniques parfaitement controlés
[Idier et al., 2018]. D’un point de vue pratique, cependant, le calcul numérique de cet

5. Le terme marginal est utilisé par opposition a 'approche conjointe préalablement existante dans la littérature
[Mudry et al., 2012], laquelle cherche & estimer conjointement 1’objet éclairé et les motifs d’illumination, qui sont
en fait des parametres de nuisance.
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estimateur s’avere prohibitif pour des images de taille réaliste : la mise en ceuvre d’une
procédure d’inversion itérative requiert la résolution, a chaque itération, d’'un systeme de
taille N x N, ou N est le nombre de pixels dans 'image, dont le cotit de calcul est de 'ordre
de N3. Dans un second volet de la theése, nous avons alors construit une méthode d’estima-
tion approchée, reposant sur une troncature de la matrice de covariance du modele. Plus
précisément, nous avons considéré la restriction de la covariance spatiale a des patches
de faible étendue, négligeant ainsi les corrélations entre les pixels éloignés. La complexité
calculatoire a ainsi pu étre réduite & I'ordre de N?log N, sans que la qualité de la solution
en soit fortement affectée [Liu et al., 2017].

Encadrement doctoral

e Penghuan Liu, Statistical and numerical optimization for speckle blind
structured illumination microscopy. Ecole Centrale de Nantes. Encadrement
a 30 %. Directeur de these Jérome Idier (70 %). Financement du gouvernement chi-
nois wvia le China Scholarship Council (CSC). These soutenue en mai 2018.

e Corentin Friedrich, Méthodes de reconstruction en tomographie de diffrac-
tion 3-D. Ecole Centrale de Nantes, these en co-tutelle avec Polytechnique Montréal.
Encadrement & 30 %. Directeur de these Jérome Idier (40 %), co-directeur Yves Gous-
sard (Polytechnique Montréal, 30 %). Financement Ecole Centrale de Nantes et Po-
lytechnique Montréal. These soutenue en septembre 2016.

Publications associées

e Articles de journaux : [Idier et al., 2018, Labouesse et al., 2017, Friedrich et al.,
2015b].

e Conférences avec actes et comité de lecture : [Labouesse et al., 2016, Friedrich et al.,
2015a, Liu et al., 2017, Labouesse et al., 2015].

2.5 Optimisation exacte en norme /;

Si les activités précédemment décrites ont essentiellement concerné des applications
en traitement du signal et de I'image, ce dernier theme est résolument plus <« amont >. Il
concerne le développement d’algorithmes de résolution ezacte de problemes d’optimisation
faisant intervenir la < norme > ¢, pour I'approximation parcimonieuse. Le terme exact
signifie que le résultat est garanti de produire le minimum global du probleme fonction de
cout considérée. Ce sujet se situe en dernier dans I'exposé de mes recherches, traduisant
I’évolution d’une partie de mon activité vers des questions avant tout algorithmiques.
L’optimisation exacte de criteres parcimonieux constitue une thématique qui m’est propre
au sein de mon équipe de recherche et occupe désormais une place centrale de mon activité.

La notion de parcimonie a jalonné mon parcours de chercheur, et on la retrouve en
bonne place dans les chapitres antérieurs de ce manuscrit. Si j’y ai développé des algo-
rithmes spécifiques, la taille souvent grande des problémes abordés (ou des contraintes
de mise en ceuvre rapide voire en temps réel dans le cas du contréle non destructif),
m’a plutot orienté vers des algorithmes en norme ¢; et des approches gloutonnes, effi-
caces en temps de calcul. La < norme ¢, >E] représente pourtant la mesure la plus exacte

6. Le terme de norme est clairement un abus de langage, puisque cette fonction ne vérifie pas la propriété
d’homogénéité : on a Vc # 0, |lcx||, = [|x||,- Ce n’est pas non plus une quasi-norme ni une pseudo-norme.
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de la parcimonie, qui compte le nombre de composantes non nulles dans un vecteur :
|||, := Card {p|z, # 0} . L’approximation d'un vecteur y dans un dictionnaire A sous
contrainte de parcimonie peut alors se formuler par :

1
min 5 |y — Az|® sous la contrainte (s.c.) |z|, < K. (2.1)
zeR

De nombreux articles en traitement du signal introduisent cette formulation pour s’en
détourner au profit d’approches sous-optimales, pour des raisons évidentes de cott cal-
culatoire, le probleme étant NP-difficile [Natarajan, 1995, Bienstock, 1996]. En revanche,
un argument souvent rencontré considere que la seule fagon de résoudre le probleme
de maniere globale est de résoudre I'ensemble des C = #im! problemes possibles de
moindres carrés a K composantes pour en prendre la meilleureﬂ Ce n’est pas le cas, et les
problemes d’optimisation a cardinalité contrainte ont donné lieu a de nombreux travaux
en optimisation [Li et al., 2006, Shaw et al., 2008, Bertsimas et Shioda, 2009, Cui et al.,
2013, par exemple|. Un autre argument souvent avancé justifiant le recours, par exemple,
a une formulation en norme ¢, se réfere aux travaux autour de 1’échantillonnage com-
pressé [Eldar et Kutyniok, 2012] : sous certaines hypotheses imposant que les colonnes de
la matrice A soient suffisamment décorrélées entre elles, la résolution d’un probleme en
norme ¢; permet de résoudre (2.I). Cependant, dans la plupart des problémes inverses
difficiles — et c’est le cas de toutes les applications considérées dans ce manuscrit — ces
conditions ne sont pas valides et les résultats expérimentaux montrent clairement la nature
sous-optimale des approches en norme ¢; et des algorithmes gloutons.

J’ai commencé a m’intéresser a l’optimisation globale du probleme /¢, suite a des dis-
cussions menées avec Hervé Carfantan (IRAP, Toulouse) et des collegues spécialistes de
recherche opérationnelle, Jordan Ninin (Lab-STICC, Brest) et Marcel Mongeau (ENAC,
Toulouse). Un premier travail a alors vu le jour, notamment grace au soutien du GdR ISIS
via un projet jeunes chercheurs (2013), ou différents problemes d’approximation parcimo-
nieuse sont reformulés en programmes en nombres mixtes (MIPs, mixed integer programs).
Les MIPs sont des problemes d’optimisation intégrant des contraintes d’intégrité sur une
partie des variables [Wolsey, 1998], qui s’averent particulierement adaptés a I'optimisa-
tion ¢; : en introduisant des variables de décision binaires b, € {0, 1} encodant la nullité
des composantes de (b, = 1 & z, # 0), la norme ¢, s’écrit comme la simple somme

25:1 by, générant une contrainte linéaire dans le probleme (2.1)). Nous avons notamment
montré dans [Bourguignon et al., 2015, Bourguignon et al., 2016¢|, en utilisant le logiciel

commercial CPLEX pour la résolution de ces MIPs, que :

i) pour des problemes inverses parcimonieux de taille modérée mais difficiles (avec au
plus une dizaine de composantes non nulles dans un dictionnaire de 200 compo-
santes), 'optimum global du probleme peut étre calculé de maniere exacte et
garantie. Le temps de calcul certes bien plus élevé que les algorithmes gloutons ou
en norme ¢;, mais sans commune mesure avec I’évaluation explicite des C'5 solu-
tions réalisables. Celui-ci s’est également avéré fortement dépendent de la qualité
de I'approximation, les problemes a fort niveau de bruit étant bien plus difficiles a
résoudre.

7. Dans la littérature issue de la communauté du traitement du signal, on trouve cependant I'argument de
réduire le nombre de combinaisons dans l'article de Tropp et Wright [Tropp et Wright, 2010] : < Brute force.
Search through all possible support sets, possibly using cutting-plane methods to reduce the number of possibili-
lies. >
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Chapitre 2. Synthese des travaux 2.5 Optimisation {y exacte

ii) Lorsque son calcul est réalisable, la solution globale obtenue est meilleure que celle
des algorithmes classiques en termes de localisation du support (I'identification des
composantes non nulles).

Suite a ces premiers résultats encourageants, j’ai alors orienté mes recherches vers la
construction d’algorithmes de résolution dédiés, reposant sur le principe de séparation et
évaluation (branch-and-bound) a la base des solveurs MIP. L’argument principal ayant
motivé cette orientation réside en ce que les solveurs commerciaux sont développés pour
résoudre des classes de problemes les plus générales possibles, alors que le probleme ¢, est
au contraire un MIP tres particulier. Cette ligne de recherche est au coeur du projet ANR
jeunes chercheurs MIMOSA que je porte, démarré en janvier 2017, et de la these en cours
de Ramzi Ben Mhenni.

La méthode de branch-and-bound [Wolsey, 1998] repose sur la construction implicite
d'un arbre de décision binaire, o un probleme est divisé en sous-problemes disjoints
(étape de séparation). Dans notre cas, cette séparation consiste a prendre une décision
sur une variable : est-elle nulle (b, = 0) ou non-nulle (b, = 1) ? A chaque nceud de I'arbre
correspond ainsi un sous-probleme, pour lequel une partie des variables binaires est fixée et
I’autre partie reste indéterminée. L’ évaluation d’un sous-probléme consiste alors a calculer,
de fagon peu cotiteuse, une borne inférieure de I’ensemble des sous-problemes non encore
explicités qu’il contient. Une maniere classique de procéder est de calculer la relazation
continue de I'ensemble des variables binaires non encore déterminées : b, € {0,1} devient
b, € [0,1]. Le probleme d’optimisation associé releve alors de 'optimisation continue (et
convexe dans notre cas). Si cette borne inférieure est supérieure a la meilleure valeur
connue de la fonction objectif (qui est donc une borne supérieure sur la valeur optimale),
alors il est garanti que 'optimum ne peut étre obtenu dans un de ces sous-problemes,
qui peuvent alors étre éliminés des combinaisons possibles. L’algorithme explore ainsi
implicitement I’ensemble des solutions et fournit le minimum global en un nombre fini
d’itérations. Dans le pire des cas (si aucune élimination n’est réalisée), sa complexité est
celle d'une recherche combinatoire exhaustive.

Nous avons proposé des stratégies de branchement et d’exploration (étape de séparation)
spécifiquement construites pour ce probleme, en grande partie inspirées de la construc-
tion des algorithmes gloutons d’estimation parcimonieuse [Tropp et Wright, 2010]. Par
ailleurs, nous avons montré que les problemes de relaxation continue mis en jeu lors de
I’étape d’évaluation sont équivalents a des problemes d’optimisation convexe faisant in-
tervenir un terme en norme ¢; opérant sur une partie des variables et des contraintes
supplémentaires de borne. Nous avons alors proposé plusieurs algorithmes d’optimisation
dédiés a ce probleme, reposant sur le principe des méthodes homotopiques [Donoho, 2006]
ou sur celui des ensembles actifs [Osborne et al., 2000, Lee et al., 2007]. Nous avons montré
dans [Ben Mhenni et al., 2019a, Ben Mhenni et al., 2019b] que ces approches dépassent lar-
gement les performances obtenues par 'utilisation d’un solveur MIP générique (CPLEX),
pourtant réputé comme 1'un des plus puissants.

Ma motivation initiale pour investir ce domaine de recherche était essentiellement
méthodologique : dans quelle mesure peut-on résoudre des problemes ¢, de maniere exacte,
avec des algorithmes dédiés? Au fil du déroulement de ces travaux, je me suis également
rendu compte que, sur des problemes particuliers, I'utilisation de reformulations MIP
permettait de formuler de maniére exacte d’autres contraintes qui sont habituellement
difficiles a prendre en compte. C’est notamment le cas du démélange spectral, ou I'on
peut chercher & imposer, en plus de la parcimonie < au sens £y >, des contraintes de
nature discrete ou logique afin de lever des ambiguités de modele. L’application des
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développements méthodologiques au cas du démélange spectral occupe donc une place
prépondérante dans ces travaux [Ben Mhenni et al., 2017, Ben Mhenni et al., 2018].

Le Chapitre [0] sera consacré a la présentation détaillée de ces travaux, portant a la fois
sur les développements algorithmiques et sur 17exploitation de MIP pour le démélange
spectral.

Supervision de stages de Master

e Jiayi Hou (2019) : Sparse unmixing methods for hyperspectral imaging.
Master Control and Robotics, Ecole Centrale de Nantes.

e Ghandy Ajib (2018) : Contributions to a branch-and-bound algorithm for
lo-norm sparse optimization. Master ACSYON, Université de Limoges. Co-
encadrement avec Ramzi Ben Mhenni (doctorant, Ecole Centrale de Nantes).

e Ramzi Ben Mhenni (2016) : Algorithme de type Branch-and-Bound pour
I’optimisation exacte de criteres parcimonieux en norme /. Mastere de Re-
cherche en Informatique, spécialité Systemes de Raisonnement Automatique, Univer-
sité de Monastir. Co-encadrement avec Evgeny Gurevsky (Maitre de Conférences,
Université de Nantes).

Encadrement doctoral

e Ramzi Ben Mhenni, Programmation mixte en nombres entiers pour 1’opti-
misation parcimonieuse en traitement du signal. Ecole Centrale de Nantes.
Directeur de these (80 %), co-encadrement Jordan Ninin (20 %). Financement via
une allocation ministérielle. These démarrée en octobre 2016.

Publications associées

e Article de journal soumis : [Ben Mhenni et al., 2019].
e Article de journal : [Bourguignon et al., 2016¢].

e Conférences avec actes et comité de lecture : [Ben Mhenni et al., 2019a, Ben Mhenni
et al., 2018, Boudineau et al., 2018, Ben Mhenni et al., 2017, Bourguignon et al.,
2015].
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Chapitre 3

Introduction

Cette deuxieme partie de manuscrit est consacrée a la présentation de mes travaux sur
trois axes majeurs de mon activité de recherche. Les deux premiers abordent la résolution
de problemes inverses, sous des contraintes de modeles parcimonieux, respectivement pour
I'imagerie hyperspectrale en astronomie et pour le controle non destructif (CND) par
ultrasons. Le troisieme concerne le développement d’algorithmes d’optimisation exacte en
norme {y. Contrairement aux deux premiers sujets, I’essentiel de mes contributions sur ce
théme n’est pas guidé par une application spécifique ; nous y retrouverons cependant des
exemples d’application sur des probléemes de déconvolution pour le CND et de démélange
pour I'imagerie hyperspectrale.

Dans ces trois thématiques, j’ai, d'une part, mené une réflexion sur la définition de
modeles appropriés a la problématique abordée et présentant un caractere original, que
ce soit dans la description du processus reliant les données mesurées a des quantités
d’intérét a estimer, ou dans la formulation mathématique du probleme d’estimation as-
socié. D’autre part, j’ai travaillé sur la construction de solutions algorithmiques dédiées,
relevant essentiellement de I'optimisation numérique.

La notion de parcimonie occupe une place centrale dans I’ensemble de ces travaux. Ce
chapitre propose donc une introduction succincte aux principales questions méthodologiques
jalonnant les recherches autour de la parcimonie et en présente les méthodes de référence
que nous retrouverons aux chapitres ultérieurs. Le tableau en page clot ce chapitre
en présentant de maniere résumée les contributions que j’ai pu apporter, au niveau des
modeles et des algorithmes, dans chacun des trois axes de recherche qui seront détaillés
aux Chapitres [4] & [0}

3.1 Problemes inverses et parcimonie

Dans le cadre des problemes inverses, nous nous intéressons a l’estimation d’un objet
d’intérét (un signal, une image, un ensemble de données), représenté par le vecteur & € R”,
a partir d'un ensemble de mesures constituant le vecteur y € R, sous un modele de la
forme :

y=H(x) + e,
ou l'opérateur H(-) modélise 'acquisition des données et le terme € représente une quantité
aléatoire, décrivant les perturbations entachant le processus d’observation (le bruit de
mesure) et de possibles erreurs dans la modélisation.

Nous considérons ici des problemes inverses linéaires, ou le modele s’écrit :

y=Hx + €,
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ou H est une matrice a coefficients réels de taille N x P. Cette hypothese de linéarité, bien
que restrictive, est cependant légitime dans de nombreux contextes (voir par exemple [Idier,
2008]) ; ce sera le cas dans les travaux des chapitres suivants. Dans la plupart des problemes
mettant en jeu un dispositif de mesure, l'estimation de & a partir des données y est un
probleme dit mal posé, dans le sens ou le processus d’acquisition produit des données
déficientes, manquant d’information permettant de reconstruire correctement 1’objet ob-
servé. Un exemple classique est celui de la déconvolution, ot I’'objet x est observé a travers
un filtre (Ha représente alors la convolution du signal @ par la réponse impulsionnelle du
filtre), résultant en la perte d’information sur 'objet dans certaines gammes de fréquences.
La définition d’'une solution satisfaisante passe alors par une étape de régularisation, ou
des contraintes sont ajoutées, traduisant une connaissance a priori, i.e., non issue de la
mesure, sur I’'objet recherché.

Dans ce contexte, I'information de parcimonie consiste a supposer que 1’objet peut étre
représenté, de maniere exacte ou approchée, par un ensemble limité de coefficients. Le cas
le plus direct est celui ot le vecteur x lui méme, représentant par exemple les échantillons
de 'amplitude d’un signal temporel ou I'intensité des pixels dans une image numérique, est
essentiellement composé de valeurs nulles. Nous retrouverons ce modele dans nos travaux
sur la déconvolution parcimonieuse de signaux et d’images ultrasonores au Chapitre[5 Un
cas plus général est celui ou I'hypothese de parcimonie s’effectue au moyen d’un espace
de représentation spécifique : * = Dwu, ou la matrice D constitue le dictionnaire de
représentation et u est le vecteur de coefficients supposé parcimonieux. Un tel modele sera
construit pour la restauration de cubes hyperspectraux en astrophysique au Chapitre [4] et
pour le démélange spectral parcimonieux au Chapitre [6 Nous pouvons regrouper les deux
modeles précédents sous la forme générique (avec respectivement A = H ou A = HD) :

y = Ax + €, avec & parcimonieux. (3.1)

L’estimation des composantes non nulles de x revient alors a sélectionner des colonnes de
A (les atomes) et 'ensemble des indices correspondant aux composantes sélectionnés est
appelé le support. Remarquons ici que des problemes similaires existent dans le domaine
de la statistique : on parle alors de sélection de variables ou de sélection de sous-ensembles
(voir par exemple [Miller, 2002]). Nous supposerons dans la suite de ce chapitre que les
colonnes de A sont de norme unité.
Mathématiquement, I’estimation d’un vecteur parcimonieux @ peut étre formulée comme

la recherche d’'un ajustement au sens des moindres carrés sous la contrainte d’un faible
nombre (supposé connu) de composantes non nulles :

1
Pajo - min — ||y — Aa:||§ sous la contrainte (s. c.) |lz||, < K,
z€RP 2

ou la <« norme > f; compte le nombre de composantes non nulles dans un vecteur :

||, 2 Card {p|x, # 0}. Notons ici que le choix d'une norme ¢, pour 'ajustement
de modele, tres fréquemment adopté en traitement du signal, revient a une hypothese
statistique d’une distribution gaussienne, de moyenne nulle et de matrice de covariance
proportionnelle a l'identité, du terme d’erreur € = y — Az [Idier, 2008]. Inversement,
I’estimation peut également étre formulée via la minimisation du nombre de composantes
de x parmi les solutions satisfaisant un niveau d’approximation donné :

|
Poj: min [z, s c. 5 lly - Azll; < o.
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Cette formulation est particulierement intéressante en traitement du signal, ou 1’on possede
souvent une information supplémentaire sur la qualité des données et du modele, permet-
tant de régler le parametre a. C’est également la formulation appropriée pour aborder le
probleme de représentation parcimonieuse (la recherche de la solution au systeme y = Ax
possédant le moins de composantes non-nulles), correspondant alors au cas sans bruit
a = 0. Enfin, le probleme pénalisé :

1 9
Paro : min o lly — Az, + u

ol p > 0 regle le compromis entre ’erreur d’approximation et le niveau de parcimonie, est
souvent rencontré pour les problemes inverses, par exemple en géophysique [Mendel, 1983]
ou en contrdle non destructif ultrasonore [Zala, 1992, O’Brien et al., 1994]. Si le réglage
du parametre p est moins intuitif que celui des parametres des deux autres formulationsﬂ,
cette derniere formulation est souvent utilisée pour des raisons a la fois historiques (la
régularisation des problemes inverses a tres tot été abordée par l'ajout d’un terme de
pénalisation) et pratiques (permettant de formuler un probléme sans contrainte).

Remarquons ici que, en raison de leur non convexité, ces trois problemes d’optimi-
sation ne sont pas équivalents, i.e., les ensembles de solutions décrites en faisant varier
leur parametre respectif ne coincident pas. En particulier, les solutions atteintes dans la
partie non-convexe de la frontiere de Pareto ne peuvent pas étre atteintes par la version
pénalisée [Das et Dennis, 1997].

3.2 Meéthodes classiques d’estimation parcimonieuse

Les problemes d’optimisation en norme ¢, sont connus pour étre NP-difficiles, en
raison de la nature discrete de la fonction de comptage [Natarajan, 1995, Bienstock,
1996] rendant le probleme de nature essentiellement combinatoire. Par conséquent, le
développement de méthodes de résolution approchées, permettant d’aborder des problemes
de grande taille, a fait I'objet de trés nombreuses contributions depuis 1’émergence du
principe de parcimonie dans les années 2000. Notons cependant que des travaux bien
antérieurs peuvent en étre considérés comme les précurseurs. On retrouve ainsi le prin-
cipe des méthodes gloutonnes dans des algorithmes de déconvolution en radioastronomie
des les années 1970 [Hogbom, 1974] et des approches régularisées par la norme ¢; sont déja
proposées pour des problémes de déconvolution en géophysique [Taylor et al., 1979, Alliney
et Ruzinsky, 1994] ou en contrdle non destructif [O'Brien et al., 1990].

L’objectif de cette section n’est pas d’établir un panorama exhaustif des méthodes d’es-
timation parcimonieuse, mais de présenter deux classes d’algorithmes tres fréquemment
rencontrées en traitement du signal et pour la sélection de variables et sur lesquels s’ap-
puieront nos travaux : les méthodes dites gloutonnes et les algorithmes d’optimisation de
criteres en norme /£;.

3.2.1 Algorithmes gloutons

Les algorithmes de poursuite adaptative ou algorithmes gloutons, popularisés par les
travaux de Mallat et Zhang [Mallat et Zhang, 1993], construisent une solution parcimo-
nieuse de maniere itérative. De nombreuses variantes ont été proposées, dont les perfor-
mances s’évaluent sous ’angle du compromis entre qualité de la solution et complexité

1. Dans une interprétation probabiliste bayésienne, on peut par exemple montrer que u dépend a la fois du
niveau de bruit sur le modele et de la parcimonie de la solution [Soussen et al., 2011].
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calculatoire. Cette section rappelle le principe de deux algorithmes gloutons couramment
rencontrés : Orthogonal Matching Pursuit (OMP) et Orthogonal Least-Squares (OLS) et
de l'algorithme Single Best Replacement (SBR).

Les méthodes gloutonnes construisent une solution pour laquelle, a l'itération ¢, le
signal y est approché par la combinaison linéaire de ¢ atomes du dictionnaire, indexés par
le support noté Q) et de poids associés azg) :

y~ g, avec g) = Z 2ap = Agozl),
keQ®

o Agw est la matrice composée des vecteurs colonne ay, k € Q® et :cg) est le vecteur

colonne formé par les coefficients :c,(f), k € QW Partant d’une initialisation nulle g(®© = 0,

chaque itération consiste alors en :

i) la sélection d'un atome ay~ & partir de approximation de l'itération précédente,
définissant le nouveau support Q® = Q=D U {k*} ;

ii) la mise & jour des amplitudes azg) des atomes sélectionnés ;
iii) la mise & jour de 'approximation g® et de I’erreur résiduelle r®) =y — g®.
Notons que les trois formulations Py /g, Po/2 et Payo peuvent étre abordées par ce type
d’algorithme, en fonction du critere d’arrét utilisé : un nombre de composantes non nulles
égale a K pour la premiere, la norme du résidu inférieure a o pour la deuxiéme et un
critere pénalisé qui ne décroit plus pour la derniere.

Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

L’algorithme OMP [Pati et al., 1993] sélectionne, a chaque itération, 1’atome le plus
corrélé au résidu :

i) k* = argmax |al V],
k

puis estime ’ensemble des amplitudes non nulles en minimisant I'erreur d’approximation
sur le support courant :
ii) wg) = argmin ||y — Agwzal®.
xRt

Le qualificatif d’orthogonal provient du fait qu’a chaque itération, g® représente la
meilleure approximation, au sens de la distance euclidienne, de y par une combinaison
linéaire des atomes de Aqw) : Agu)wg) est la projection orthogonale des données y sur le
sous-espace engendré par les colonnes de Agw).

La sélection a 1’étape i) peut étre interprétée comme ’estimation, au sens des moindres
carrés, du meilleur couple (k, zy) tel que

’I"(t_l) >~ TAyg.

En effet :
(k*,z;) = argmin ||r(t_1) — xkakHQ & (K, z;) = arg mkin { min Hr(t_l) — xkakH2 }
k,zk Tk
T.(t—1)
C}k*: : 'I”(t_l)— *a 2 *:a’klr
arg;nm H x k” avec xj —afak
al 7t
o k= T, (t—1)2 x _
arg;nax (a,r"")" avec xj, —azak ,
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la derniere ligne étant obtenue en injectant la valeur de x dans le terme en norme ¢, et
exploitant 'hypothese que les colonnes du dictionnaire sont de norme unité. Statistique-
ment, ce choix revient donc & estimer le meilleur modeéle za;, approchant le résidu r—1),
sous ’hypothese d’erreurs € gaussiennes, de moyenne nulle et de matrice de covariance
proportionnelle a 1'identité.

L’estimation du premier atome (avec r© = y) suppose donc un tel modele sur y,
alors que l'itération suivante recherche une nouvelle composante dans le résidu, lequel
était supposé ne contenir que du bruit a l'itération précédente. Cette approche est donc
sensible aux interférences entre les différents atomes du dictionnaire.

0)

Orthogonal Least-Squares (OLS)

L’algorithme OLS [Chen et al., 1989] est une méthode gloutonne pour laquelle 1’étape
de sélection est plus complexe : le nouvel atome est celui qui, ajouté aux précédents,
minimise 'erreur d’approximation du nouveau modele. La sélection revient alors a calculer
les amplitudes optimales correspondant a tous les modeles intégrant chaque nouvel atome,
puis a choisir I’atome fournissant la plus faible erreur :

i) et ii) {k*, azg)} = arg min ly — Aqzql® avec QO = Q=D U {k*}.

k, zqcRt, Q=00=Du{k}
L’étape de sélection est plus efficace que celle d’OMP, assurant la plus forte décroissance du
critere des moindres carrés a chaque itération, méme si elle ne s’affranchit pas totalement
du probleme d’interférence entre les différents atomes évoqué plus haut. Elle est bien
entendu plus cotiteuse, requérant a chaque itération la résolution d’un nombre de systemes
linéaires de taille ¢t x ¢t égal au nombre d’inconnues non encore Sélectionnéesﬂ

Single Best Replacement (SBR)

L’algorithme SBR. [Soussen et al., 2011] est une approche itérative visant & minimiser
le critere pénalisé Py, g. Chaque itération propose l'ajout d’une nouvelle composante ou
bien le retrait d’'une composante précédemment sélectionnée, en choisissant 1'opération
réduisant le plus ce critere. Cet algorithme peut étre vu comme une amélioration de
I’algorithme OLS permettant de remettre en cause les détections réalisées aux itérations
précédentes. Il présente donc en général de meilleurs performances en pratique — au prix
bien entendu d’une augmentation du cott calculatoire [Soussen et al., 2011].

3.2.2 Relaxation /¢

La substitution de la norme ¢, par la norme /1, soit ||z, 2 >, |7p|, dans les problemes
Pss0, Poj2 et Pato, a donné lieu a de tres nombreux travaux de recherche, aussi bien sur
le plan informationnel qu’au niveau de I'optimisation mathématique. Nous notons Py /1,
P12 et Popy les problemes correspondants, avec des notations évidentes. Cet engouement
s’explique par au moins deux raisons :

i) les solutions de ces problemes d’optimisation sont parcimonieuses. On montre par
exemple que la minimisation du critere des moindres carrés pénalisé par une fonction
de la forme p ) ¢(|,]) avec ¢ croissante sur R, fournit une solution parcimonieuse
au sens strict (i.e., avec des composantes nulles) si et seulement si ¢'(0) # 0 [Moulin
et Liu, 1999], ce qui est le cas de la fonction p(u) = u;

2. Les mises a jour des quantités intermédiaires peuvent néanmoins étre réalisées récursivement, voir par
exemple [Soussen et al., 2011].
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ii) les problémes d’optimisation résultants relevent de I'optimisation convexe et peuvent
donc étre résolus de maniere garantie par des algorithmes d’optimisation locale.

Remarquons ici que, le terme des moindres carrés et la norme ¢; étant tous deux convexes,
les trois problemes deviennent équivalents : pour toute valeur de K € R*, il existe une
valeur de o € R™ (respectivement, une valeur de p € R*) telle que Py/q et Pyjo (respec-
tivement, Py/1 et Pay1) aient la méme solution.

S’il est illusoire de réaliser ici l'inventaire des différents algorithmes d’optimisation
en norme ¢; proposés depuis une vingtaine d’années, notons qu’'une grande majorité des
travaux récents est consacrée aux méthodes de descente itérative dites proximales [Com-
bettes et Pesquet, 2011], abordant généralement le probleme sous la forme pénalisée Pa ;.
Cependant, pour les problemes qui nous intéressent dans ce manuscrit, nous nous sommes
tournés vers d’autres structures d’algorithmes que nous mentionnons ici (ces choix seront
argumentés dans les sections dédiées) :

e les algorithmes de descente coordonnée par coordonnée (ou ICD pour [lterative Co-
ordinate Descent) fonctionnent sur le principe simple de 'optimisation successive et
répétée du critere en chacune de ses variables. Cette stratégie est généralement peu
valorisée en optimisation locale, réputée pour sa lenteur de convergence. Cependant,
son efficacité a été démontrée dans le cas de criteres de moindres carrés pénalisés
par la norme ¢; [Friedman et al., 2007, Bourguignon et al., 2007, Wu et Lange,
2008]. Celle-ci est due au tres faible cout de mise a jour des itérés successifs, ainsi
qu’a la possibilité de définir des regles de balayage de ’ensemble des variables et
des étapes d’accélération particulierement efficaces, sur lesquelles nous reviendrons
au Chapitre [4 Dans le cas de critéres en norme ¢y, la convergence asymptotique
(i.e., lorsque le nombre d’itérations tend vers I'infini) est garantie uniquement pour
la version pénalisée Pay; [Tseng, 2001].

e Les méthodes homotopiques ont été développées dans la communauté de la statis-
tique [Tibshirani, 1996, Osborne et al., 2000a, Efron et al., 2004, Donoho et Tsaig,
2008]. L’algorithme homotopique construit itérativement ’ensemble des solutions du
probleme Py, en fonction du parametre de pénalisation u, en le faisant varier de
maniere décroissante jusqu’a atteindre sa valeur cible, en un nombre fini d’itérations.
Il peut donc étre utilisé de la méme maniere pour la résolution des problemes Py /q
et Py/2, en adaptant le critere d’arret.

e Les méthodes dites d’ensembles actifs ou de contraintes actives [Osborne et al.,
2000a, Osborne et al., 2000b, Lee et al., 2007] exploitent les conditions d’optimalité
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) étendues au cas de criteres non différentiables [Ro-
ckafellar, 1970]. L’algorithme considére séparément les variables nulles ou inactives
(pour lesquelles les conditions KKT s’expriment par des inégalités) des variables non-
nulles (les conditions KKT étant alors des égalités), lesquelles forment ’ensemble
actif. A chaque itération, une direction de descente est construite, permettant de
ramener dans ’ensemble actif une variable nulle violant les conditions d’optimalité.
Une recherche scalaire est alors effectuée dans cette direction, suite a laquelle la
séparation entre variables actives et inactives est mise a jour. Par construction, cet
algorithme converge également en un nombre fini d’itérations. A ma connaissance,
seules des versions résolvant les problemes P51 [Osborne et al., 2000a, Osborne et al.,
2000b] et Poyq [Lee et al., 2007] ont été proposées avec des garanties d’optimalité.
Cela semble naturel car les conditions KKT de P, 5, a contraintes quadratiques, ne
sont pas aussi facilement exploitables que dans les deux autres cas.
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Rappelons encore que, ces problemes d’optimisation en norme ¢; étant convexes, tout
algorithme d’optimisation a convergence garantie fournira la méme valeur optimale de la
fonction de cout. La question de savoir si le minimiseur obtenu est également le méme est
relative a celle de son unicité. Cette question n’est pas triviale dans le cas (tres fréquent) ou
la matrice A € RY*? possede plus de colonnes que de lignes, pour lequel le probleme d’op-
timisation n’est pas strictement convexe. Une caractérisation assez générale de 'unicité
du minimiseur repose sur la propriété de représentation unique (URP, Unique Represen-
tation Property) de la matrice A, qui suppose que tout ensemble de N de ses colonnes
est linéairement indépendant [Gorodnitsky et Rao, 1997]. Si A satisfait cette propriété,
alors on peut montrer que le probleme en norme ¢; admet au plus une solution avec moins
de N/2 valeurs non nulles [Bourguignon et al., 2007], ce qui est suffisant pour garantir
I'unicité du minimiseur s’il est suffisamment parcimonieux.

3.2.3 Sous-optimalité par rapport au probleme en norme /,

De nombreux travaux en théorie de I'information ont cherché a dériver des conditions
(suffisantes), portant sur la matrice A, garantissant que les algorithmes gloutons et/ou
la relaxation en norme /¢; résolvent le probléeme initialement formulé en norme ¢y (par
exemple, une cohérence mutuelle faible [Fuchs, 2004, Soussen et al., 2013], une constante
d’isométrie restreinte faible [Candes et al., 2006], ou un Ezact Recovery Coefficient posi-
tif [Tropp, 2006]). Ces conditions traduisent, sous des formes différentes, que la matrice A
doit étre relativement proche d’une matrice orthogonale. Ainsi, dans des cas particuliers
comme celui de I'échantillonnage compressif [Eldar et Kutyniok, 2012], le dictionnaire est
choisi pour satisfaire ces propriétés, de maniere garantie ou avec une forte probabilité. En
revanche, dans la plupart des problemes inverses difficiles ot 'opérateur A est contraint
par un modele physique, ces conditions ne sont pas satisfaites. Ce sera le cas de tous les
problemes que nous rencontrerons dans la suite de ce manuscrit.

3.3 Positionnement de mes travaux de recherche

Le tableau de la page |58 récapitule les contributions que j’ai pu apporter, aussi bien
dans la construction de modeles originaux et adaptés a la problématique considérée que
dans le développement d’algorithmes d’optimisation associés, et qui seront développées
dans les trois chapitres suivants. Les caracteres gras soulignent les contributions les plus
importantes a mes yeux.
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Chapitre 4

Restauration de cubes
hyperspectraux en Astrophysique

L’imagerie hyperspectrale s’est considérablement développée depuis une quinzaine
d’années, aussi bien sur le plan méthodologique qu’au niveau de la diversité des domaines
d’application, ou 'arrivée de nouvelles technologies de mesure permet d’appréhender le
champ scientifique sous de nouvelles formes. L’observation astronomique n’échappe pas
a cette évolution, et de nombreux instruments récents et futurs acquierent désormais
des images dans un grand nombre de canaux spectraux [Léna et al., 2008]. L’instrument
MUSE, installé depuis 2013 sur le Tres Grand Télescope (VLT) au Chili, est ainsi un
précurseur de nouvelles générations de spectro-imageurs, produisant des cubes hyper-
spectraux d’environ 90 000 pixels sur 4 000 longueurs d’onde.

Par rapport a I'imagerie hyperspectrale classique de télédétection terrestre ou méme
planétaire, ou les traitements sont centrés sur des questions de classification et de démélange
spectral, le contexte de I'observation de I’'Univers revét un certain nombre de spécificités,
justifiant le développement de méthodes dédiées. Tout d’abord, contrairement au cas clas-
sique ou I'on mesure des spectres de réflectance (la portion de la lumiere solaire réfléchie
par la scéne), nous observons ici des spectres d’émission lumineuse, dont la nature differe
d’une source a ’autre. Les sources étant tres lointaines, le niveau de bruit dans les données
est alors tres élevé, la détection de la lumiere émise étant perturbée par de nombreuses
sources parasites, comme le fond de ciel. De plus, la taille de chaque source sur I'image est
généralement restreinte a quelques pixels et de nombreuses zones de I'image ne contiennent
que du bruit, ou bien des sources trop faibles pour étre détectées. Enfin, pour des ins-
truments d’observation situés au sol, comme c’est le cas de MUSE, les données subissent
un certain nombre de dégradations dues en particulier aux turbulences atmosphériques,
a optique du télescope et a 'instrument de mesure. L’exposé de ce contexte et des ca-
ractéristiques des données, menant a la formulation de problemes inverses, fait 'objet de
la Section [4.11

Afin de pallier le déficit informationnel des données, nous avons construit un cadre
méthodologique reposant sur la définition d’un dictionnaire de motifs élémentaires re-
cherchés dans chaque spectre. Les données étant tres bruitées, seules quelques composantes
peuvent étre détectées dans chaque spectre, traduisant une hypothese de parcimonie des
coefficients de décomposition dans le dictionnaire. Contrairement aux modeles parcimo-
nieux classiques basés sur 'utilisation des espaces de représentation génériques (trans-
formées en ondelettes par exemple), I'utilisation d’un dictionnaire de formes exploitant
une connaissance physique sur les spectres recherchés permet d’associer une information
de détection a chaque composante non nulle dans le modele. Nous justifions ce choix et

61



4.1 Contexte astrophysique Chapitre 4. Données hyperspectrales en Astrophysique

détaillons la construction du dictionnaire en Section [4.2]

Nous avons abordé un premier probleme de restauration de spectres, prenant en compte
les spécificités du modele observationnel (en particulier, la réponse instrumentale et le
niveau de bruit varient avec la longueur d’onde), ou chaque spectre d'un cube de données
est approché par la combinaison linéaire d’'un petit nombre d’éléments du dictionnaire.
Cette approche formule un probleme d’approximation parcimonieuse d’assez grande taille
(environ 4 000 données pour 30 000 inconnues) et ne bénéficie pas d’algorithmes de calcul
rapides, en raison de la construction ad hoc du dictionnaire. Nous avons alors proposé un
algorithme d’optimisation en norme ¢, basé sur un schéma de descente coordonnée par
coordonnée (ICD) avec plusieurs étapes d’accélération, dont nous avons montré Uefficacité
par rapport aux algorithmes concurrents [Bourguignon et al., 2011c|. La Section est
consacrée a ces développements.

Nous avons ensuite cherché a exploiter ce modele parcimonieux dans une approche
visant a restaurer un cube d’images hyperspectrales, prenant en compte la réponse spa-
tiale du dispositif d’acquisition. En effet, vu le tres faible rapport signal sur bruit des
données, la prise en compte d’'un modele d’étalement spatial vise a concentrer l'infor-
mation < étalée > par l'instrument et ainsi a améliorer les performances de détection de
sources faibles. Le verrou réside évidemment dans la complexité numérique due a la taille
du probleme. Nous avons proposé deux approches, décrites en Section § 4.4 basées sur
un modele parcimonieux en norme ¢; et sur un algorithme glouton, incluant une phase
préalable de réduction de dimension permettant d’alléger la complexité calculatoire.

Une conclusion et un certain nombre de poursuites possibles cloturent ce chapitre en

Section [4.5]

4.1 Contexte astrophysique : mesures de champs lointains de-
puis le sol

Un objectif majeur de la nouvelle génération de spectro-imageurs concerne l'inspec-
tion de champs profonds de I'Univers. Un exemple de champ profond est représenté en
figure , montrant une cartographie du champ ultra-profond de HubbleE], résultant de

Champ total, Champ MUSE, Agrandissement,

Jarcmin X 3 arcmin 1 arcmin x 1arcmin 3 arcsec X 3arcsec

FIGURE 4.1 — Champ ultra-profond de Hubble, représenté a trois échelles différentes (source
image NASA). L’image du centre (respectivement de droite) représente la zone matérialisée par
le carré blanc sur I'image de gauche (respectivement du centre). Le quadrillage sur 'image de
droite représente la taille des pixels des données MUSE.
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'acquisition d’un grand nombre d’images par le télescope spatial Hubble (Hubble Space
Telescope, HST), ot la couleur synthétique est obtenue a partir de trois images centrées
sur des longueurs d’onde de 450, 606 et 814nm. On peut y voir de nombreuses sources
lumineuses, dont la couleur reflete la différence du contenu spectral. La taille de I'image
du centre, de 1arcmin x 1arcmin, est représentative du champ de vue de MUSE.

Comparé a un instrument embarqué dans l’espace (comme le HST), un instrument tel
que MUSE permet d’acquérir des données a tres haute résolution spectrale, avec environ
4000 longueurs d’onde couvrant le domaine visible et le proche infra-rouge du spectre
électromagnétique, pour des longueurs d’onde de 365 a 930 nm. Les données produites
souffrent en revanche d’un certain nombre de limitations, parmi lesquelles :

e la résolution spatiale : la taille d'un pixel sur le détecteur de I'instrument corres-
pond a une surface d’environ 0.2 arcsec x 0.2 arcsec, bien plus grande que celle du
télescope Hubble, comme le montre 'image de droite de la figure [4.1];

e le niveau de bruit : les sources observées, tres lointaines, n’émettent que peu de
lumiere dans la direction de 'observateur. En résulte un rapport signal sur bruit tres
faible, en particulier en raison d’émissions parasites dues a ’atmospheére. La figure[d.2]
montre ainsi des données simulées par les astronomes du consortium MUSE, dans
une version non-bruitée (a gauche) et une version bruitée avec un niveau de bruit
réaliste (a droite) ;

j | i | | ;

500 600 700 800 900 500 600 700 800 900 500 600 700 800 900 500 700 800 900
A (nm) A (nm) A (nm) A (nm)

R (I R R

620 625 630 635 620 625 630 635 655 660 665 670 655 660 665 670
A (nm) A (nm) A (nm) A (nm)

r

|

FIGURE 4.2 — Exemple de données simulées de type MUSE, correspondant a deux sources
ponctuelles essentiellement constituées d’une raie d’émission. Pour chaque source, la colonne
de gauche représente les données non bruitées, la colonne de droite les données bruitées. En
haut, image a la longueur d’onde au centre de la raie d’émission (le carré rouge indique la
position de la source), en échelle logarithmique d’amplitude. Au milieu et en bas, spectre cor-
respondant a la position spatiale du centre de la source (le rectangle rouge indique la longueur
d’onde centrale de la source). Les flux sont en erg.s™!.cm™2 x 1072,

e l'étalement des données : en raison des effets conjugués de la turbulence at-
mosphérique, des limitations de I'optique du télescope et celles de 'instrument lui-
meme, ['observation d’une source ponctuelle et monochromatique va étre étalée, a
la fois spatialement et spectralement.

1. https://fr.wikipedia.org/wiki/Champ_ultra-profond_-de_Hubble
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L’ensemble de ces phénomenes a été étudié en profondeur (voir par exemple [Bacon et
al., 2006, Serre et al., 2010, Villeneuve, 2012]). Nous en restituons ici les principales
conclusions, dont la prise en compte s’avere primordiale pour les méthodes développées
par la suite.

4.1.1 Un niveau de bruit variable en longueur d’onde

L’observation de sources astrophysiques depuis la Terre est dominée par 1’émission pa-
rasite dite du fond du ciel, filtrée par 'atmosphere. Cette perturbation est particulierement
importante aux longueurs d’onde caractéristiques des composés chimiques présents dans
I’atmosphere, induisant une variabilité spectrale du niveau de bruit. L’efficacité quan-
tique de l'instrument (le rapport entre le nombre d’électrons collectés sur le capteur et le
nombre de photons incidents) dépend également de la longueur d’onde. Par conséquent,
le niveau de bruit entachant chaque donnée varie fortement selon ’axe spectral. La fi-
gure montre un modele de bruit fourni par les astrophysiciens du consortium MUSE.
On y voit notamment des paquets de raies au-dela de 700 nm caractéristiques de la vapeur
d’eau, leffet de la variabilité en longueur d’onde de efficacité quantique (I'instrument est
meilleur au centre), ainsi qu'un niveau de bruit < infini > autour de la longueur d’onde du
sodium An, = 589.2 nm, en raison de 1’émission parasite d’une étoile guide laser a cette
longueur d’onde, nécessaire a l'utilisation de I'optique adaptative. Les astronomes sont

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘
o~
= < 201 77
© < N
S 10
500 600 700 800 900
X (nm)

500 600 700 800 900 0 500 600 700 800 900

A (nm) A (nm)

FI1GURE 4.3 — Modele de bruit utilisé pour des données hyperspectrales de type MUSE. A gauche,
spectre d’émission du fond de ciel. Au centre, efficacité quantique du dispositif d’acquisition.
A droite, spectre du niveau de bruit résultant (écart-type).

coutumiers de ce genre de modele et, en pratique, une estimation de la variance du bruit
est associée a chaque mesure. Nous supposerons par la suite que les différents échantillons
de bruit sont indépendants, de variance différente, mais supposée connue, en tout point
du cube de données.

4.1.2 Une réponse spatiale et spectrale, variable en longueur d’onde

La fonction d’étalement du point (point spread function, PSF) représente la signature,
dans le cube de données, d'un modele de source correspondant a une impulsion spatiale
(source ponctuelle) et spectrale (source monochromatique) :

S(r — 1o, A — Ag) IO PR (1, ).

Dans le cas de I'instrument MUSE, sa modélisation a été étudiée dans la these d’Emma
Villeneuve [Villeneuve, 2012], dont nous reprenons certaines hypotheses. Nous la sup-
posons séparable en le produit d’une réponse spatiale (field spread function, FSF) par
une réponse spectrale (line spread function, LSF), lesquelles sont invariantes spatialement
mais variables spectralement, I’étalement augmentant avec la longueur d’onde :

PSFTO,)\O ('T', )\) = FSF)\O (’I") LSF)\O ()\)
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Selon [Villeneuve, 2012], la FSF peut étre modélisée avec précision par une fonction de
Moftat :

iz \
FSF), () (1 + Oé(>\0)2>

et la LSF peut étre modélisée par une gaussienne :

/\2
LSF)\O()\) X exp (-W) s

dont les parametres a(\g), 5(Ag) et a(Ag) peuvent étre calibrés a partir des données.

4.1.3 Formalisation d’un probleme inverse

A partir de la modélisation ci-dessus et sous I’hypothese de superposition des réponses
instrumentales a des signatures élémentaires (hypothese de linéarité), nous pouvons a
présent relier les données hyperspectrales y(r, ) a un cube hyperspectral < idéal > x(r, \),
sous la forme :

12

y(r, ) / (70, o) PSFyy (1, A) drg o
70,A0

= / (/ [E(To, )\0) FSF)\O(’T’ - ’r’()) d’r‘o) LSF)\O()\ - /\0) d)\()
Ao

To

Considérant des données échantillonnées spatialement et spectralement, et en discrétisant
de maniere similaire le second membre, nous obtenons finalement un modeéle :

y =LFz + €, (4.1)

ou les vecteurs colonne y et & représentent respectivement le cube de données et le cube
< idéal >, les produits par les matrices L et F représentent respectivement 1’action de la
LSF et de la FSF et € est un terme de perturbation modélisant le bruit et les erreurs de
modele.

4.2 Parcimonie spectrale dans un dictionnaire adapté

L’estimation de & a partir des données y dans le modele est un probleme inverse
particulierement mal posé, en raison de la prédominance du bruit dans les données. Nous
avons alors choisi d’introduire de fortes contraintes portant sur la dimension spectrale des
données. Plusieurs raisons motivent ce choix. Tout d’abord, pour des données en champ
profond, les sources ont une étendue spatiale limitée a quelques pixels (voire un seul pixel
pour les plus lointaines) ; il n’est donc pas pertinent d’introduire de fortes contraintes
structurant les données dans leur dimension spatiale. A Tlinverse, le spectre observé en
une position spatiale donnée correspond a I’émission lumineuse provenant d’un méme
objet. Les données présentent donc plus de cohérence selon I'axe spectral. C’est d’ailleurs
dans la dimension spectrale que réside I'intérét scientifique d’instruments comme MUSE :
c’est en caractérisant une source par son spectre que ’on peut remonter a ses propriétés
d’intérét (composition chimique, distance, age, ...).
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4.2.1 Quelques éléments sur la physique des galaxies

Nous décrivons ici quelques propriétés de base des spectres des galaxies, a partir des-
quelles nous construirons un modele permettant de régulariser le probleme. Le spectre de
la lumiere émise par une galaxie est avant tout composé de raies, en émission et en ab-
sorption, caractéristiques de sa composition chimique [Tennyson, 2005]. Ces raies peuvent
étre de largeur variable, notamment en raison de la cinématique interne de la galaxie,
produisant un étalement de la raie observée par effet Doppler Mais surtout, si les lon-
gueurs d’onde associées a la plupart des éléments chimiques sont bien caractérisées par des
mesures en laboratoire, ce n’est plus le cas lorsque I'on observe une source astrophysique
lointaine, dont la vitesse d’éloignement par rapport a l’observateur produit un décalage
vers le rouge, ¢’est-a-dire une augmentation de la longueur d’onde observée. C’est a partir
de mesures spectrales que les astrophysiciens peuvent remonter a la vitesse, et donc a la
distance, de 1'objet observé (plus I'objet est loin, plus il s’éloigne vite), par le parametre
de redshift z vérifiant 142z = Agps/A1ab, quelle que soit la longueur d’onde. Des instruments
comme MUSE visent ainsi la détection de galaxies atteignent des redshifts de plus de 6,
correspondant a des distances de 10 milliards d’années-lumiere.

Par ailleurs, un cas qui intéresse particulierement les astronomes concerne la détection
et la caractérisation de galaxies a cassure de Lyman [Tennyson, 2005]. La cassure de Ly-
man (Lyman break) correspond a une discontinuité dans le spectre d’émission lumineuse,
due au fait que le rayonnement émis a des énergies supérieures a la limite de Lyman
est presque completement absorbé par les nuages d’hydrogene entourant les régions de
formation d’étoiles des galaxies. Cette limite correspond aux longueurs d’onde inférieures
a 91.2 nm. En raison du phénomene de décalage vers le rouge, cette discontinuité peut
étre observée dans la partie visible et proche infra-rouge pour des galaxies suffisamment
lointaines.

Enfin, les spectres de galaxies présentent en général un continuum a variations lentes
(la ligne de base, que l'on retrouve dans de nombreuses données de spectroscopie). Si
sa compréhension et sa caractérisation présentent moins d’intérét au niveau physique, sa
prise en compte dans un modele de spectre est essentielle afin de ne pas perturber la
détection et 'estimation des autres composantes.

4.2.2 Construction d’un dictionnaire

Afin de construire un modele de spectre prenant en compte ces différentes caractéristiques,
je me suis orienté vers une approche parcimonieuse, ou chaque spectre est modélisé a par-
tir de motifs élémentaires pris dans un dictionnaire contenant des raies de centre et de
largeur variables, des discontinuités de positions variables, et une modélisation paramétrée
de la partie continue. Considérons I'axe {\, },=1.. n, de longueurs d’ondes échantillonnées
défini pour des données de type MUSE : A\, € [Ain, Amax] = [465 nm, 930 nm|, avec un
pas de discrétisation de d, = 0.13 nm. Nous construisons le dictionnaire de raies Dijpes
cOmpose :

e d’impulsions en tout \,, modélisant les raies non résolues (i.e., dont la largeur est

inférieure a 9,) ;

e de splinesﬂ centrées en A, et de largeur variable entre A, = 36, = 0.39 nm et
Anax = 18 nm, cette derniére valeur correspondant a une limite physique sur la
largeur attendue des raies. Afin de limiter la taille du dictionnaire et d’éviter de trop

2. Nous avons choisi des splines car leur construction est simple et leur support est fini.
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fortes corrélations entre ses différents éléments, nous avons défini 11 largeurs de raies
et imposé un écartement minimal de 0 = A/8 entre deux raies de largeur A.

Le tableau résume les parametres associés au dictionnaire de raies.

A (nm) || 0.13 | 0.39 | 0.65 | 1.17 | 1.43 | 2.21 | 3.25 | 4.55 | 6.37 | 8.97 | 12.61 | 17.94
(Xdy) 1 3 ) 9 11 17 25 35 49 69 97 138

1 1 1 1 1 2 3 4 6 9 12 17

J(nm) 0.13 1013 ]0.1310.130.13]1]0.26 | 0.39]| 052|078 | 1.17 1.56 2.21
(x0x)

TABLE 4.1 — Constitution du dictionnaire de raies spectrales : largeurs de raie (A) et écart entre

deux raies successives de méme largeur (o). Le pas d’échantillonnage en longueur d’onde est
O\ = 13 nm.

Pour modéliser la possible présence de discontinuités, nous avons considéré un diction-
naire Dgeps composé d’échelons localisés en tout point de I’axe de longueurs d’onde. Enfin,
afin d’inclure la partie continue dans la modélisation parcimonieuse, nous avons construit
un dictionnaire D.s composé de sinusoides de variations lentes : ¢ ¢(A) = sin(27 frA+ @),
avec fr, = k/(Amax — Amin), £ = 0,...,8 et, pour f, # 0, ¢y = ¢rw /8,0 =0,...,7. Cette par-
tie du modele peut sembler artificielle au niveau de I'interprétation physique, les spectres
de galaxie n’ayant aucune raison de présenter des composantes oscillantes! Rappelons ce-
pendant que notre objectif est ici de paramétrer la partie continue pour pouvoir ’estimer
conjointement aux autres composantes, sans accorder trop d’importance a sa forme.

Le modele pour un spectre s € RV s’écrit alors finalement :

s = Du, avec D = [Diies; Dstepss Deos| €t @ parcimonieux. (4.2)

Pour un spectre mesuré en 4 000 longueurs d’onde, la taille du dictionnaire est d’environ
30000 éléments. La figure représente un exemple de spectre synthétique en petite
dimension.

4.3 Restauration de spectres

Dans une premiere exploitation du modele spectral établi en Section [4.2] j’ai abordé
la restauration des spectres considérés indépendamment les uns des autres. On considere
alors le modele d’observation :

y = Ls + €,
ou le produit par L représente 'action de la LSF (la réponse spectrale du systeme d’ac-

quisition, voir le § 4.1.3]). Sous I'hypothese du modele (4.2)), le probléme revient & estimer

un vecteur u parcimonieux satisfaisant le modele :
y = LDu + €, (4.3)

puis a reconstruire le spectre sous la forme s = Du. J’ai pour cela envisagé une approche
basée sur 'optimisation d'un critere d’ajustement de modele de type moindres carrés
pénalisé en norme ¢;. Cependant, la prise en compte d’un modele de bruit non .i.d.
requiert des précautions spécifiques, qui sont décrites au § [£.3.1] Une interprétation du
parametre de régularisation est proposée au § [4.3.2] Le § décrit I'algorithme d’op-
timisation que j’ai proposé spécifiquement pour ce probleme et quelques résultats sont

présentés au § [4.3.4]
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FIGURE 4.4 — Un exemple de spectre synthétisé a partir du dictionnaire D = [Diipes, Dsteps; Deos)-
Sur la premiere ligne, I’axe vertical représente la longueur d’onde, et chaque colonne de la matrice
D représente un motif élémentaire. La seconde ligne représente le spectre synthétique (a gauche)
et les 5 atomes associés : d’une raie de largeur unité (atome 18 du dictionnaire), d’une raie
plus large affectée d'un coefficient négatif (atome 81), d’une discontinuité (atome 121), d’une
composante constante (atome 134) et d’un terme croissant (atome 142).
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4.3.1 Prise en compte du bruit et dictionnaire équivalent

Nous avons vu au § que le niveau de bruit variait fortement avec la longueur
d’onde. Nous supposons par la suite que les différents échantillons de bruit sont indépendants
et que la variance est connue en chaque point. Sous 'hypothese que I’échantillon €, suit
une loi normale, centrée et de variance o2, I'anti-log-vraisemblance du modele s’écrit,

en notant ¥ 2 diag(o?, ... ,0]2\&) la matrice de covariance du bruit :
1 2 1 Ty -1
Sly —IDul} = S(y-LDw)"S (y - LDu)

2
)

_ %Hzmy — 2 2L Dyl

— AN — — s . sz . .
avec Y2 = diag(oy !, ... ,aNi). La seconde écriture ré-écrit le terme d’ajustement de

modele comme un terme en norme /5 standard, opérant sur des données pré-blanchies
312y, avec un dictionnaire pré-blanchi X~/?LD. Cette forme met en évidence un point
important au moment d’envisager la régularisation parcimonieuse, et qui n’apparait pas
sous I'hypothese classique d’un bruit i.7.d. : les différents atomes du dictionnaire pré-
blanchi sont de norme différente, méme si le dictionnaire initial D est normalisé. Par
conséquent, il est impératif de normaliser les colonnes du dictionnaire équivalent, sans
quoi les différents coefficients du vecteur w ne sont pas < a la méme échelle > et les
statistiques de détection des différents atomes en sont faussées. Cette étape est cruciale
dans notre cas, olt la variabilité du niveau de bruit est tres forte (voir la figure [4.3).
Un argumentaire plus complet et des simulations détaillées sur cet aspect peuvent étre
trouvés dans [Bourguignon et al., 2010].
Nous considérons donc finalement le probleme d’optimisation équivalent :
~ . . Al 9
u = argmin J(u), ou J(u) = §Hz — Aul|” + p||ul|,, (4.4)
u

avec z = 312 y et le dictionnare équivalent A S 12 LDN,

ott N est la matrice diagonale contenant les normes des colonnes de X~'/2 LD.

4.3.2 Interprétation et réglage de ’hyperparametre p

Le réglage des hyperparametres)est toujours un point critique dans les approches
pénalisées des problemes inverses. Dans le cas d'une pénalisation en norme ¢;, nous avons
proposé une regle simple et fournissant des résultats satisfaisants dans nos simulations.
Elle consiste & exploiter les conditions d’optimalité de la solution @ au probleme (|4.4)).
En indexant par NZ (respectivement Z) les variables non-nulles (respectivement nulles)
de w, celles-ci s’écrivent [Alliney et Ruzinsky, 1994] :

u = argmin J(u) & (4.5)

u

Al (z — Anzting) = psgn(ting)
|AL(z — Axzting)| <

Supposons que les données ne contiennent que du bruit : z = £1/2 €. Alors, on souhaite
avoir u = 0, i.e., pas de fausses détections. Par construction, z suit une loi de moyenne
nulle et de matrice de covariance égale a l'identité. Sous I’hypotheése supplémentaire que

cette loi est gaussienne, les coefficients agz sont également gaussiens, de moyenne nulle
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et de variance unité (les colonnes a, du dictionnaire A sont de norme unité). D’apres la
seconde condition ci-dessus, p peut alors étre vu comme la valeur maximale prise parmi
p variables gaussiennes centrées réduites. Ainsi, sur ces données, ou le nombre d’éléments
dans le dictionnaire est de l'ordre de P ~ 30000, un réglage de u = 4 s’est avéré efficace.

4.3.3 Optimisation dédiée : un algorithme de type ICD avec accélérations

De nombreux algorithmes ont été proposés pour 'optimisation de criteres tels que ,
dans le cadre des représentations parcimonieuses [Tropp et Wright, 2010]. Si une vaste
majorité des travaux se concentre aujourd’hui sur les méthodes proximales (voir par
exemple [Combettes et Pesquet, 2011]), celles-ci requierent 1’évaluation répétée du gra-
dient de la partie quadratique, reposant sur I’évaluation de produits matrice-vecteur de
type A- et AT.. L’efficacité de ces calculs numériques dépend fortement de I'opérateur
A. Dans de nombreux travaux, 'opérateur A représente une décomposition dans des fa-
milles de fonctions pour laquelle des algorithmes de calcul rapides existent (Transformée
en Cosinus Discreéte, en ondelettes). Ici, nous avons fait le choix de la construction d’un
dictionnaire ad hoc, plus adapté en termes de modele de spectre, mais n’induisant pas de
telles propriétés de calcul rapide.

Je me suis donc tourné vers des stratégies de descente coordonnée par coordonnée
(ICD), sur lesquelles j’avais déja travaillé lors de ma these. Bien que généralement déconseillée
en optimisation, la stratégie ICD s’avere particulierement adaptée pour des criteres en
norme /. Il est intéressant de noter que ces algorithmes ont également été remis au gotit
du jour, a une époque proche de ces travaux, dans la communauté statistique [Friedman
et al., 2007, Wu et Lange, 2008|.

L’algorithme ICD repose sur l'optimisation successive et répétée de la fonction de
cout en chacune de ses variables scalaires. En notant J(u) = J(uy,...,up), 'itération t,
correspondant a un balayage de 1’ensemble des variables, s’écrit :

U= Loeoo Py ) = angmin Il )

Up

On montre alors facilement que, dans le cas du critere (4.4)), cette mise a jour s’écrit :

W) =5, (al(z o) avee o) = Yulfa, + Y ufVa, (49

q<p q>p

ou S, est I'opérateur de seuillage dour [Donoho et Johnstone, 1994] :

{sm =0si [ < p,

S,u(x) =z — psgn(z) sinon.

Chaque mise a jour est donc tres peu couteuse, bénéficiant de la mise a jour récursive de
(). Par ailleurs, les itérés ¢ imoni d

e’ . Par ailleurs, les 1itéres eétant souvent parcimonieux, on peut se contenter de ne mettre
a jour le plus souvent que les composantes non nulles, en ne balayant 1’ensemble des
composantes que périodiquement, sans altérer les garanties de convergence [Bourguignon
et al., 2011c].

J’ai également proposé différentes accélérations de cet algorithme, qui reposent sur les
deux remarques suivantes.

1. Les itérés u® deviennent rapidement parcimonieux au fil des itérations et le sup-
port signé de u®) | défini comme la partition des variables en composantes positives,
négatives et nulles, est rapidement proche de celui du minimiseur.
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2. Il est possible de tester analytiquement I'optimalité d’un support signé. En effet, les
conditions d’optimalité (4.5]) s’écrivent encore [Fuchs, 2004] :

u =argmin J(u) <
u

tng = (AL, Anz) AL, (2 — psgn(@ing)  (4)
|A7(z — Axziing)| < p (i)

Ainsi, si un itéré possede le bon support signé, la mise en ceuvre de () permet d’opti-
miser les amplitudes associées. La condition (i7) permet alors de vérifier 'optimalité.

Les accélérations proposées dans [Bourguignon et al., 2011c| consistent, d'une part, a
tester régulierement si le support signé de l'itéré courant est le bon, et d’autre part a
tester I'optimalité de supports proches du support courant, en cherchant par exemple a
annuler des composantes de faible amplitude.

4.3.4 Résultats

Nous présentons maintenant un exemple de résultat, repris de 'article [Bourguignon
et al., 2011c|. 1l s’agit de données issues de simulations réalisées par les astronomes du
Centre de Recherche en Astrophysique de Lyon — en particulier, elles n’ont pas été générées
avec le modele parcimonieux utilisé pour la reconstruction. La figure ) représente
le spectre simulé. On peut y voir un certain nombre de raies en émission, ainsi qu’un
continuum présentant une cassure vers Apeax = 670 nm. Le spectre de variance du bruit
est celui de la figure , et les données bruitées sont représentées en figure ) Hormis
les quelques raies les plus intenses, il est tres difficile de détecter d’autres composantes
par inspection visuelle. Le spectre reconstruit par 8§ = Du, ou @ est le minimiseur
du critere (4.4]), est représenté en figure ). On peut y détecter plusieurs raies moins
intenses, ainsi que la cassure.

Un éclairage sur ces détections est apporté par I'agrandissement du résultat autour de
la raie détectée vers 625 nm, représenté en figure ) S’il y a bien un < pic > dans les
données, celui-ci est d’amplitude faible, inférieure par exemple un autre pic produit vers
630 nm, di au bruit. En revanche, les données contiennent clairement plusieurs valeurs
positives consécutives autour de 625 nm et la probabilité que ces événements soient dus
au bruit est tres faible. C’est donc bien parce que 1'on a cherché des raies étendues via
le modele que l'on a pu détecter cette composante. Une analyse plus poussée en
figure ) montre enfin que cette raie, asymétrique, est en fait estimée par la combinaison
de deux atomes du dictionnaire. Cet exemple illustre a la fois 'intérét d’'une approche a
base de dictionnaire (permettant de rechercher des formes spécifiques dans les données) et
ses limites : il est illusoire de chercher a définir un dictionnaire représentant exactement
les motifs recherchés.

La figure [4.7] présente enfin le comportement de plusieurs algorithmes d’optimisation
du critere sur ces mémes données (deux premieres lignes). Plusieurs variantes de
I'approche ICD sont mises en ceuvre et comparées a la méthode homotopique [Efron
et al., 2004, Donoho et Tsaig, 2008], a 'algorithme FISTA [Beck et Teboulle, 2009] et a
deux méthodes proximales, GPSR [Figueiredo et al., 2007] et SparSA [Wright et al., 2009].
Ces trois dernieres approches se révelent tres peu efficaces, requérant plusieurs dizaines de
minutes pour atteindre 'optimum. Une analyse détaillée des itérations a pu montrer que,
le dictionnaire étant tres corrélé, les itérés < hésitent > entre les différentes composantes a
activer dans la décomposition. La figure 4.7] en haut a droite montre ainsi que le support
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a) Vrai spectre simulé

b) Données convoluées bruitées

¢) Spectre reconstruit
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FIGURE 4.5 — Résultat d’estimation obtenu sur des simulations astrophysiques. A gauche, spectre
non bruité. Au centre, données étalées par la LSF et bruitées. A droite, spectre estimé. Les ampli-
tudes de flux lumineux sont en erg.s~'.cm™2 x 10720 et les spectres sont en échelles d’amplitude
linéaire (en haut) et logarithmique (en bas). Figure reprise de [Bourguignon et al., 2011c].

a) Spectre simulé, données et spectre estimé b) Spectre simulé, données et atomes activés
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FIGURE 4.6 — Agrandissement des résultats de la figure[f.5|autour de la raie détectée vers 625 nm.
A gauche, spectre simulé, données bruitées et spectre estimé (le code couleur reprend celui de
la figure . A droite, détail des atomes ayant contribué a la modélisation (magenta et bleu).
Les amplitudes de flux lumineux sont en erg.s~!.cm™2 x 1072°. Figure reprise de [Bourguignon
et al., 2011c].
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correct n’est atteint que peu d’itérations avant la convergence. Notons qu’il ne s’agit pas
d’un probléme de mise en ceuvre : ces mémes algorithmes, évalués sur des données simulées
de méme taille mais avec un dictionnaire aléatoire, se sont révélés bien plus efficaces, le
temps de calcul se réduisant alors a quelques secondes [Bourguignon et al., 2011c]. Cest
bien la difficulté du probleme, et en particulier la forte corrélation entre les éléments du
dictionnaire, qui est a l’origine de leur mauvais fonctionnement.

La version brute de ’algorithme ICD, ou chaque itération balaie ’ensemble des va-
riables mises a jour par , n’est pas plus efficace. La restriction du balayage aux
composantes non nulles (I’ensemble des variables étant balayé toutes les 250 itérations)
permet de réduire tres fortement le temps de calcul, & une dizaine de secondes. La figure
en bas a droite montre enfin que le support correct avait été identifié apres environ 4
secondes. L’ajout d’une étape testant 'optimalité du support, décrite au § [£.3.3] permet
alors d’économiser plus de la moitié du temps de calcul (courbes rouge et verte). Enfin, la
derniere ligne de la figure représente le comportement des algorithmes les plus efficaces
sur un autre jeu de données ou, malgré la regle de balayage optimisée et 1’étape de test
du support, 'algorithme ICD s’avere assez lent, et en particulier moins efficace que la
méthode homotopique. Dans ce cas, 'ajout d’étapes d’exploration locale du support (voir
le § permet de réduire significativement le temps de calcul. Au final, le temps de
calcul requis pour la décomposition de spectres simulés dans des conditions observation-
nelles réalistes pour l'instrument MUSE était (en 2011) en général compris entre 5 et 10
secondes.
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FIGURE 4.7 — Comportement de différents algorithmes d’optimisation du critéere . Sur la
ligne du haut, FISTA, GPSR, ICD brut et SpaRSA. Sur les lignes du milieu et du bas : homotopie
(en noir), et plusieurs variantes d’ICD : avec balayage des composantes non nulles, auquel on
inclut le test du support, et des explorations locales. A gauche, évolution du critere en fonction du
temps. A droite, nombre d’erreurs sur le support. Les lignes verticales pleines marquent I'instant
de convergence de chaque algorithme. Les lignes verticales en pointillé marquent 'instant ou le
support a été identifié. Les deux premieres lignes correspondent au méme jeu de données, qui
est celui de la figure La ligne du bas correspond a un autre spectre, sur lequel 'apport des
accélérations proposées est mis en évidence. Figure reprise de [Bourguignon et al., 2011c].
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4.4 Restauration spatiale-spectrale

J’ai cherché a exploiter le modele parcimonieux de spectres pour la restauration d’un
cube d’images hyperspectrales, avec un modele d’observation intégrant la réponse spatiale
du dispositif d’acquisition (FSF, voir le §. Vu le fort niveau de bruit dans les données,
il est clair que la prise en compte de la FSF doit permettre d’améliorer les performances
de détection de sources faibles.

Reprenons le modele d’observation d’un cube hyperspectral : y = LFxz+¢€, ouy
contient I’ensemble des () spectres y,, ¢ = 1,...,Q du cube, concaténés dans un vecteur
colonne, et x représente similairement le cube a restaurer, sous la forme d’un vecteur
colonne concaténant les spectres x,. Sous I'hypothese que chaque spectre @, admet une
décomposition parcimonieuse sous la forme x, = Du,, le probleme revient alors a estimer
conjointement les vecteurs parcimonieux ui, ..., ug sous le modele

y = LFD"°y + ¢, (4.7)

ot la notation DP¢ représente la matrice bloc-diagonale composée de @ blocs contenant
D et u représente la concaténation en colonne des vecteurs u,. L’originalité de ce modele
est de formuler un probleme de déconvolution a la fois spatiale et spectrale, mais au moyen
d’information a prior: portant uniquement sur la dimension spectrale.

Le verrou est évidemment au niveau de la taille des problemes et du cout de calcul
associé : pour chaque spectre &, d’environ 4 000 points correspond un vecteur u, d’environ
30000 coefficients. Deux pistes ont été étudiées. La premiere considere une approche en
norme ¢; apres une étape préalable de réduction de la dimension du probleme via la
pré-sélection d’atomes dans le dictionnaire. La seconde privilégie un algorithme glouton,
limitant de fait le nombre de calculs par le fort degré de parcimonie attendu sur la solution.

4.4.1 Approche en norme /¢,

Nous avons proposé une approche en deux étapes, ou :

i) une décomposition parcimonieuse de chaque spectre est d’abord réalisée, comme
en Section . Le parametre de régularisation p dans le critere (4.4]) est ici choisi
suffisamment bas, afin de favoriser la présence de composantes de faible amplitude,
au prix de plus nombreuses fausses alarmes.

ii) Nous considérons alors un modele spatial-spectral de type , mais ou le diction-
naire D est restreint aux atomes sélectionnés dans au moins un spectre a l’étape 1).

Une représentation parcimonieuse u, de chaque spectre est alors recherchée dans D
en optimisant a nouveau un probleme en norme ¢;. Par une démarche analogue a

celle du § [£.3.1] celui-ci s’écrit :

1 _ _ -
mjné |z — Ba|> + a|al,, avec z = X"y et B =X V2LFDP°N"! (4.8)

ot la notation DP°¢ est immédiate, 3 représente la matrice de covariance du bruit
et N=! correspond & la normalisation des colonnes de 3~ 2LFDPle,
On peut voir I’étape i) comme une phase de screening [Xiang et al., 2011] permettant de

supprimer des variables avant d’effectuer ’optimisation du probleme en norme ¢;, méme
si nous ne disposons d’aucune garantie que les variables supprimées a I’étape i) soient

absentes du probléme complet (i.e., avec D¢ & la place de DV°c dans (14.8)).
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Si le nombre d’inconnues dans se trouve sensiblement réduit, le dictionnaire
équivalent B reste de taille tres importante en raison du nombre de données impliquées,
et ne peut méme pas étre construit explicitement. Nous avons a nouveau choisi une
stratégie d’optimisation basée sur un algorithme ICD. Chaque minimisation scalaire (voir
I'équation (4.6])) ne requiert alors que le calcul numérique d’une colonne du dictionnaire,
lequel est effectué < a la demande > au cours de I'algorithme.

Une < preuve de principe > a été réalisée, sur des problemes simulés de tres faible
dimension spatiale, faisant I'objet d’une publication a la conférence du Gretsi [Bourgui-
gnon et al., 2011a] et a la conférence IEEE WHISPERS [Bourguignon et al., 2011b]. Les
données, représentées en figure ), sont générées sous la forme de deux sources ponc-
tuelles, localisées aux pixels de coordonnées (2,2) et (3,3) (en initialisant le systeme de
coordonnées en bas a gauche). Les deux spectres associés sont issus de simulations astro-
physiques. Le spectre du pixel (3,3) est celui des résultats de la section précédente (voir
figure . Le spectre du pixel (2,2) présente essentiellement une raie d’émission et un
continuum décroissant. Ce cube est convolué spatialement par une FSF de 3 x 3 pixels,
et spectralement par une LSF de 11 points, produisant en chaque pixel un mélange des
deux sources (figure[1.8b)). Du bruit d’un niveau réaliste, variable en longueur d’onde, est
enfin ajouté, produisant les données de la figure [£.8c). La figure [£.8d) présente le résultat
de la restauration de chaque spectre considéré séparément, fournissant des signaux certes
débruités, mais qui restent mélangés. La restauration par une approche prenant en compte
la FSF reconstruit un cube de 6 x 6 pixels afin de prendre en compte les effets de bord
de la convolution, dont nous n’affichons que les 4 x 4 pixels centraux. Les résultats sont
présentés en figure ), ou les deux sources sont < séparées >, les spectres associés étant
assez proches de la vérité terrain, eu égard au fort niveau de bruit. On note également la
présence de deux artefacts de faible amplitude sur les pixels (1,2) et (4,3).

4.4.2 Approche gloutonne

Lors de mon arrivée a I'Ecole Centrale de Nantes, j'ai poursuivi la piste de la res-
tauration spatiale-spectrale, notamment par I’encadrement d’un stage de Master [Picaud,
2012]. Si les travaux précédents envisageaient I'optimisation de critéres en norme ¢, nous
avons cette fois opté pour I'algorithme glouton Orthogonal Matching Pursuit (OMP). Les
solutions recherchées étant tres parcimonieuses en raison du fort niveau de bruit (peu
de composantes sont détectables), cet algorithme fournit une alternative intéressante a
I’optimisation /1, sa complexité étant essentiellement fonction du nombre de composantes
non nulles dans la solution. Chaque itération consistant essentiellement en 1’évaluation
d’un produit par la matrice B et un produit par B”, nous avons cherché a exploiter la
structure des opérateurs impliqués dans ces opérations pour réduire le temps de calcul :

e la FSF étant supposée invariante spatialement (voir le § 4.1.2)), les produits F- et
FT. peuvent étre effectués par une série de convolutions spatiales de chaque image
par la FSF associée;

e les produits par L et L7, en revanche, ne sont pas des produits de convolution,
la LSF variant spectralement. Cependant, celle-ci étant trés peu étendue (au plus
une dizaine de points dans le cas de MUSE), ces produits peuvent étre réalisés
efficacement grace a un codage creux de I'opérateur de LSF;

e les produits Du, opérant sur des vecteurs parcimonieux, peuvent étre réalisés en
exploitant la parcimonie de w;

e pour les produits DT, nous exploitons la structure du dictionnaire (voir le para-
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FIGURE 4.8 — Exemple de reconstruction par une approche spatial-spectrale, en trés petite taille
spatiale. Figure reprise de [Bourguignon et al., 2011b).
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graphe . Chaque sous-dictionnaire associé a une raie d’une largeur donnée est
une matrice de Toeplitz (dont on a enlevé des colonnes pour les raies les plus larges,
voir le tableau . Les calculs associés peuvent donc étre réalisés par des algo-
rithmes FET [Golub et Van Loan, 1996]. Pour le sous-dictionnaire d’échelons Dygeps,
le produit DY, v n’est rien d’autre que la somme cumulée des éléments de v. Enfin,
le sous-dictionnaire D.,s composé de sinusoides étant de petite taille, les produits

D! v sont calculés directement.

Ce travail a donné lieu & une publication & la conférence du Gretsi en 2013 [Picaud et
Bourguignon, 2013]. Nous reproduisons en figure un exemple de résultat obtenu sur
un cube simulé par les astrophysiciens du projet MUSE, de 41 x41 pixels et 3 600 longueurs
d’onde. La FSF a un étalement spatial correspondant a 13 x 13 pixels, et la LSF occupe
11 canaux spectraux. L’algorithme OMP est arrété lorsque le résidu d’estimation est
statistiquement comparable au bruit. Au final, la solution possede seulement 309 atomes,
ce qui représentait (en 2012) un temps de calcul de trois heures.

Les données contiennent en particulier deux sources quasi-monochromatiques (aux
longueurs d’onde respectives de 721 nm et 866 nm), mais d’intensité faible : dans les
deux cas, 'observation seule de I'image a la longueur d’onde associée et du spectre au
pixel associé ne permet pas de détecter la source. Pour chacune des sources, en revanche,
la reconstruction spatiale-spectrale fournit un atome modélisant tres convenablement les
spectres, a la position spatiale correcte. Les deux sources sont bien détectables et c’est
bien la prise en compte de l’étalement spatial et spectral qui a permis de concentrer
I'information utile.

4.5 Conclusions

Dans ces travaux, l'analyse d’images hyperspectrales astrophysiques a été abordée
sous 'angle de la restauration d’un cube < idéal > ayant subi des dégradations dues au
dispositif de mesure (prise en compte d’une fonction d’étalement spatiale et spectrale) et
au bruit. Nous avons adopté ’hypothese d'une représentation parcimonieuse, approchée,
des spectres recherchés a l'aide d’un dictionnaire de formes synthétiques, construit a
partir de connaissances en spectroscopie astronomique. Cette hypothese représente une
contrainte tres forte, puisqu’< on ne trouve que ce que l'on cherche >, limitant de fait les
capacités de découverte de phénomenes inconnus, qui est aussi un objectif d’un instrument
comme MUSE (Multi-Unit Spectroscopic Explorer). Cependant, elle permet de pallier le
déficit d’information dans le cas d’observations tres bruitées, ou il s’avere déja difficile
de détecter des formes connues! Par opposition a des représentations parcimonieuses
génériques, souvent utilisées pour < débruiter > les données, ce modele permet également
d’associer a chaque atome présent dans la décomposition une information d’intérét pour
'astrophysicien (raie en émission ou en absorption, cassure de Lyman).

Cette approche permet d’envisager la détection de composantes dans des spectres a tres
faible rapport signal sur bruit, par la prise en compte de formes appropriées dans le dic-
tionnaire. L’exploitation d’'un modele d’observation spatial-spectral est évidemment plus
ambitieuse, permettant d’envisager la détection de sources encore plus faibles en prenant
en compte 1’étalement spatial subi lors de 'acquisition des données. Pour gérer la com-
plexité calculatoire, une approche gloutonne de type OMP me semble rétrospectivement
préférable a I'optimisation en norme /1, car plus simple a mettre en ceuvre. Afin de
réduire davantage le cotit calculatoire et / ou d’aborder des problémes plus gros, il serait
également possible de coupler les deux approches proposées au § [£.4] & savoir d’exécuter
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FIGURE 4.9 — Restauration spatiale-spectrale obtenue sur un cube simulé de 41 x 41 pixels x
3600 longueurs d’onde : données et résultats correspondant a deux sources d’intérét. A gauche,
données convoluées non bruitées. Au centre, données bruitées. A droite, reconstruction apres
estimation parcimonieuse par algorithme OMP. Pour chaque source, sont représentés 'image a
sa longueur d’onde centrale et le spectre a sa position spatiale (repérée par un cercle sur les
images). Les amplitudes dans les images sont en échelle logarithmique, les pixels négatifs étant
ramenés a 0. Pour chaque source, 'intégralité du spectre et un zoom autour de la longueur
d’onde d’intérét sont représentés. Figures reprises de [Picaud et Bourguignon, 2013].
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un algorithme glouton sur un modele dont on a préalablement réduit la dimension. Il me
semble cependant important de garder a l’esprit que pour des projets instrumentaux de
grande envergure, ou ’acquisition des données requiert la mise en commun de plusieurs
nuits d’observation [Bacon et al., 2006], il est 1égitime d’envisager des méthodes d’analyse
de complexité adaptée, quand bien méme le temps de calcul associé prendrait, lui aussi,
plusieurs jours.

Sur le plan algorithmique, nous avons construit un schéma d’optimisation de criteres
des moindres carrés pénalisés par la norme ¢, qui s’est révélé tres performant dans le cas
de dictionnaires corrélés, rendant possible le calcul de chaque décomposition en quelques
secondes. Partant d'un schéma de type Iterative Coordinate Descent, nous avons con¢u
des regles de balayage et des accélérations particulierement efficaces. L’exploitation de ces
accélérations dans d’autres structures d’algorithmes en norme ¢; mériterait de ce fait d’étre
étudiée. Enfin, au-dela du probleme applicatif ayant motivé ces travaux, cet algorithme
pourrait avantageusement étre utilisé dans d’autres problemes d’optimisation en norme
(1, dans le cas de dictionnaires corrélés et ne permettant pas ’exploitation de transformées
rapides. Des perspective de recherche pus générales concernant 1'imagerie hyperspectrale
en astronomie ainsi que le démélange spectral seront abordées au Chapitre [7]
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Chapitre 5

Déconvolution et reconstruction
d’images pour le controle non
destructif ultrasonore

Le controle non destructif (CND) ultrasonore repose sur I’émission d’une onde acous-
tique par un transducteur positionné a distance ou a la surface du matériau inspecté [Kraut-
kramer et Krautkramer, 1990]. La réception de 'onde apres propagation dans le matériau
permet alors d’obtenir des informations sur le milieu traversé. L’objectif le plus fréquent
est alors de détecter et caractériser des défauts ou des hétérogénéités dans des pieces
manufacturées au moment de leur fabrication, ou encore de controler I'usure de pieces
soumises a des conditions de fonctionnement agressives. Par rapport a d’autres moda-
lités de CND (rayons X, courants de Foucault, RADAR, ...), les mesures ultrasonores
présentent ’avantage d’un faible cotit et d'une grande simplicité et portabilité du dispo-
sitif de mesure, permettant son déploiement dans des environnements difficiles d’acces.
Souvent, en revanche, les données recueillies ne délivrent pas directement l'information
utile pour l'inspection et 'examen visuel des traces ultrasonores s’avere d’efficacité li-
mitée : les données sont a bande passante relativement étroite (typiquement de quelques
MHz dans les longueurs d’onde ultrasonores de 20 kHz a 1 GHz), limitant la résolution
des signaux et des images bruts. En particulier, les signatures ultrasonores générées par
d’éventuels défauts peuvent se mélanger dans les signaux regus. Par ailleurs, le bruit
entachant les mesures peut étre particulierement fort lors de l'inspection de matériaux
complexes ou requérant une longues distances de propagation, le signal acoustique utile
étant alors fortement atténué.

Les travaux que j’ai menés en CND ultrasonore se centrent avant tout sur la construc-
ion de modeles précis des signaux ultrasonores et le développement d’algorithmes d’es-
tion d del d a Itra; t le dével t d’algorith d’
imation associés, dans le cadre des problemes inverses régularisés. Nous détaillons tou
timat , d le cadre d bl 1 N détaillons tout
d’abord en Section le principe général d’'une mesure de CND acoustique, dans le cas
d’une acquisition réalisée en réflexion avec un seul capteur. Un probleme inverse est alors
formulé, s’apparentant a un probleme de déconvolution parcimonieuse. Les sections sui-
vantes présentent plusieurs travaux visant a raffiner le modele convolutif classique, en
proposant des solutions algorithmiques dédiées.

Une premiere contribution, présentée en Section [5.2] a porté sur la déconvolution dite
< & haute résolution ». La déconvolution est souvent abordée sous la forme d’un probleme
purement numérique, ou les données résultent de la convolution discrete d'une séquence
numérique par un filtre de réponse impulsionnelle finie. Or, dans la plupart des problemes
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inverses mettant en jeu une opération de filtrage (c’est le cas pour le CND ultrasonore),
le modele physique sous-jacent est défini par une équation intégrale, a temps continu.
Sa discrétisation a la période d’échantillonnage des données formule alors un modele de
convolution discrete, mais introduit des erreurs de modele. Nous avons étudié 'apport
d’une discrétisation plus précise de ’équation intégrale, en montrant notamment que le
modele résultant peut s’interpréter comme celui d'un systeme MISO (Multiple Inputs,
Single Output) ; nous avons alors généralisé des algorithmes classiques de déconvolution
parcimonieuse a ce cadre.

Nous présentons ensuite des travaux portant sur la modélisation de la propagation
acoustique. En raison de phénomenes d’absorption et de diffusion de 1'onde acoustique
se propageant dans le matériau, celle-ci va subir des déformations, se traduisant par un
filtrage passe-bas d’effet cumulatif avec la distance de propagation, correspondant aux
phénomenes d’atténuation et de dispersion fréquentielles. Leur prise en compte dans un
modele de données linéaire (qui n’est alors plus un modele convolutif au sens strict), la
validation de ce dernier pour différents types de matériaux et son exploitation dans des
algorithmes d’estimation parcimonieuse font I'objet de la Section [5.3]

Dans la Section [5.4] nous nous intéressons au cas particulier de la mesure ultrasonore
de I’épaisseur de pieces accessibles d'un seul coté. C’est une problématique rencontrée dans
différents domaines industriels, par exemple pour le controle de I’épaisseur de revétements
ou de couches de peinture, ou encore pour suivre I’état de dégradation de tuyaux soumis a
de fortes corrosions. Dans ce contexte, la séquence de réflectivité peut étre modélisée sous
une forme plus contrainte, correspondant a des échos régulierement espacés traduisant
les multiples trajets aller-retour de I'onde réfléchie a chaque interface entre le matériau
et le milieu extérieur. Lorsque l'épaisseur est fine devant la longueur d’onde, les échos
se chevauchent et rendent l'interprétation visuelle impossible. Nous avons proposé un
modele adapté pour la séquence de réflectivité recherchée, ainsi qu'une paramétrisation
de la forme des échos, dont les parametres sont estimés conjointement dans une démarche
de déconvolution myope.

Si ’ensemble des contributions précédentes concerne 1’exploitation de signaux monodi-
mensionnels, les modalités d’inspection ultrasonore évoluent désormais vers 1'utilisation de
sondes multi-éléments, mettant en ceuvre quelques dizaines a quelques centaines de trans-
ducteurs fonctionnant conjointement et permettant d’envisager 'imagerie des matériaux,
sur le principe de I’échographie médicale. Les modalités d’inspection sont cependant
différentes, reposant en général sur I'acquisition de ’ensemble des réponses de chaque
transducteur a l'onde émise successivement par chacun d’entre eux (données dites Full
Matriz Capture ou FMC). Je me suis donc naturellement orienté vers ces problématiques
ol, dans la continuité des travaux précédents, la reconstruction d’une carte spatiale de la
réflectivité ultrasonore en tout point du matériau est abordée sous I'angle des problemes
inverses. Ces travaux seront exposés en Section

La Section conclut ce chapitre en proposant plusieurs axes de travail pour des
recherches a venir.

5.1 Principe de mesure et formulation d’un probleme inverse

Expliquons tout d’abord le principe d’une mesure ultrasonore. Dans le cas de signaux
mono-dimensionnels, on distingue les mesures en réflexion (le méme transducteur jouant
le role d’émetteur et de récepteur) des mesures en transmission (ol deux capteurs sont
utilisés, généralement disposés de part et d’autre de la piece inspectée). Le schéma de la
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figure illustre ces deux modalités. Sans perte de généralité, nous considérons ici des

Piéce Piece
Emetteur Emetteur Récepteur
—
))) - ? ))) —> ? —»(((
Récepteur

FIGURE 5.1 — Principe de mesures ultrasonores pour le CND. A gauche, mesure en réflexion. A
droite, mesure en transmission. Figure reproduite de [Carcreff, 2014a].

mesures en réflexion, souvent préférées pour leur simplicité : un seul capteur est nécessaire,
et la mesure ne requiert pas d’acces a la face arriere de la piece inspectée. Lorsque 'onde
rencontre une discontinuité d’impédance acoustique, due par exemple a la présence d’'un
défaut dans le matériau ou a un changement de milieu de propagation, une partie de
I'onde est réfléchie et l'autre partie est transmise a travers Uinterface [Saniie et Nagle,
1989]. Dans le cas d'un réflecteur ponctuel situé a une distance z du capteur, le signal
recu peut se modéliser sous la forme :

yr(t) = b(z) hi(t — 7(2)), (5.1)

ou 'amplitude b(z) est fonction de la distance de propagation et du coefficient de réflexion
a Uinterface, h;(t) est la forme d’onde correspondant a I'impulsion acoustique générée et
reque par le transducteur et le retard 7(z) = 2z/c correspond au temps de trajet aller-
retour de 'onde, a la vitesse ¢, entre le capteur et I'interface. En considérant maintenant
un ensemble de K discontinuités situées a des distances 2z, £ = 1,..., K et sous I'hy-
pothese de linéarité de la réponse du matériau et d’invariance temporelle, le principe de
superposition permet alors de décrire le signal recu par :

y(t) = 3 b(z)hilt - 7(20)),

K
k=1

i.e., le produit de convolution de la réponse instrumentale h;(¢) par une fonction parci-
monieuse :

K
y(t) = (hi = hy)(t), olt hp(t) = b(z)d(t — 7(2x)) (5.2)
k=1
est la séquence de réflectivité, représentant la signature acoustique du matériau traversé.
Les données échantillonnées a la période T, s’écrivent alors :

Yn = y(nTe) = /

u€R

hi(u)h,(nT, — u)du = / hi(nT, — u)h,(u)du, (5.3)

u€R

ou h,(t) est modélisée par I’équation ([5.2)), dans laquelle le nombre K de discontinuités,
les amplitudes b(z) et les temps d’arrivée 7(z;) (i-e., les positions z; avec 7(zx) = 2z;/c)
sont inconnus. La figure [5.2] illustre le principe de formation des données.
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Piéce
Impulsion électrique
Transducteur "/W’
— @D -
-
B —— Propagation acoustique
T l : ‘
Signal recu Séquence de réflectivité

FIGURE 5.2 — Formulation d’un modele de convolution parcimonieuse : 'impulsion ultrasonore
transmise dans le matériau se réfléchit a chaque discontinuité d’impédance, représentée par la
séquence de réflectivité, produisant une superposition d’échos retardés.

Nous avons abordé ce probleme sous I’angle de la déconvolution parcimonieuse, probleme
ayant donné lieu a de nombreuses contributions, notamment pour le CND par ultra-
sons [Zala, 1992, O'Brien et al., 1994] et pour la sismique-réflexion en géophysique [Men-
del, 1983], mais aussi de maniére plus académique en traitement du signal (voir par
exemple [Kormylo et Mendel, 1982, Chi, 1987, Goussard et al., 1990, Lavielle, 1993, Kaare-
sen, 1997, Cheng et al., 1996, Soussen et al., 2011, Selesnick et Bayram, 2014]). La plupart
de ces travaux adopte le schéma classique de discrétisation de 1’équation intégrale ([5.3)),
ou le pas de discrétisation correspond a la période d’échantillonnage. L’intégrale est alors
approchée par la méthode des rectangles, permettant d’obtenir un modele de convolution
discrete :

Y, = T, Z hl((n — m)Te) h.(mT,) < y=Hx-+e, (5.4)

me Z

en notant y le vecteur colonne collectant les données, H; = [h;(n — m)],, ., la matrice de
convolution discrete par la séquence [h;(nT.)], et @ le vecteur colonne contenant, a un
facteur multiplicatif pres, la séquence de réflectivité discrétisée a la période T,. Enfin, €
modélise un terme d’erreur, prenant en compte le bruit sur les mesures et l'inexactitude
du modele.

La détection et la localisation des discontinuités est donc reportée sur ’estimation d’un
vecteur @ parcimonieux, ¢.e., comportant un grand nombre de valeurs nulles, a partir d'un
modele de convolution discrete : pour une discontinuité localisée en z, = 2p,Az avec py
entier et Az = T, on aura z,, = T.b(z;) et x, = 0 sinon.

5.2 Déconvolution a haute résolution

La discrétisation, a la période d’échantillonnage 7., du modele convolutif a temps
continu induit une approximation des positions des possibles défauts sur une grille
de période spatiale Az = ¢T,. Cette erreur de modélisation impacte non seulement la
précision dans l'estimation des positions (erreur de l'ordre de Az), mais peut s’avérer
plus grave : des artefacts peuvent en particulier apparaitre dans la séquence estimée afin
de compenser I'inadéquation entre le modele discrétisé et les données.
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Nous avons proposé, dans la these d’Ewen Carcreff, de considérer un modele discrétisé
plus finement, dit a haute résolution, en introduisant un facteur de sur-échantillonnage L
dans la discrétisation de 1’équation intégrale (5.3|), qui s’écrit alors :

T, T, T, ~ _
Yn = T ; h; (nTe — mf> h. (mf) & y=H;x+e, (5.5)

ou, similairement aux notations de 1’équation (5.4), H; est la matrice de terme général

T, ~ \ e e
hp o = hi | N T, — mf et @ le vecteur colonne contenant, a un facteur multiplicatif pres,

la séquence de réflectivité maintenant discrétisée a la période T, /L.

Si ce modele est plus précis que le précédent, il perd en revanche sa structure convo-
lutive, qui est importante sur le plan calculatoire : la plupart des algorithmes d’optimisa-
tion parcimonieuse requiert I’évaluation répétée de produits matrice-vecteur impliquant

I'opérateur du probleme H; et son adjoint HiT. Dans le cas d’une matrice de convolu-
tion discrete, ces produits peuvent étre réalisés de facon efficace a partir d’algorithmes
FFT [Golub et Van Loan, 1996, p. 193]. Cette structure peut donc étre exploitée pour
I'optimisation parcimonieuse basée sur le modele (5.4, mais ce n’est plus le cas pour le

modele ((5.5)).

Nous avons montré [Carcreff et al., 2013a, Carcreff et al., 2013b] que ce modele pouvait
étre réécrit sous la forme d’un modele MISO (Multiple Inputs, Single Output) :

S (it o) (nE) =% Y (a0 ()

-1
T. T.
(avec m = jL+ () = hi (nTe — 4T, — €f) h, (jT6 + £f>
iz

T,
en considérant L réponses impulsionnelles h,ge)(t) = h; (t — €f>, décalées d’un temps

(T,/L, { = 0,...,L — 1, discrétisées a la fréquence T, et, similairement, L séquences
T, . :
de réflectivité h') (1) 2 . (t + €f> En notant HZ@) les L matrices de convolution de

T
terme général hgz) (n —m) et £ le vecteur colonne formé par les coefficients fhg) (m),
le modele ([5.5)) s’écrit finalement :

y=> H"z0 +¢

ou chaque produit Hz@)az(‘)) correspond a une convolution discrete. C’est donc un systeme

MISO, représenté sur le schéma de la Figure [5.2
Nous avons alors étendu plusieurs algorithmes classiques de déconvolution parcimo-
nieuse au cas de systemes MISO, en exploitant la structure des matrices de convolution
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| : | : x(0) O €
T x(! h(D
2
[ 1 | : x(2) h(® + @® y
: | | | x(L=1) h(Z-1)

FIGURE 5.3 — Systeme MISO (Multiple Input, Single Output) : la sortie est la somme (bruitée)
de L entrées (parcimonieuses dans notre cas) filtrées par L filtres différents.

HZ(»K) dans les calculs numériques, réalisés a partir d’algorithmes FFT. Les mises en ceuvre
proposées s’appliquent donc a n’importe quel systeme MISO a entrées parcimonieuses,
méme si le probleme a l'origine de ces développements concernent un cas particulier, o
les L filtres proviennent de 1’échantillonnage d’une méme réponse impulsionnelle.

Ces algorithmes ont déja été présentés au Chapitre [3] Il s’agit des algorithmes gloutons
Orthogonal Matching Pursuit (OMP), Orthogonal Least Squares (OLS) et Single Best Re-
placement (SBR) et de 'optimisation convexe du critere des moindres carrés pénalisé par
la norme ¢y, réalisée ici par ’algorithme d’homotopie. Un exemple de résultat sur des
données simulées est présenté en figure [5.4] La forme d’onde utilisée est de forme gaus-
sienne modulée par une sinusoide de fréquence 5 MHz, et les données sont échantillonnées
a 25 MHz. Les amplitudes et les temps d’arrivée de chaque écho sont générés aléatoirement
de maniere continue, si bien qu’aucun instant 7, ne correspond exactement aux valeurs
discretes utilisées dans les modeles et . Les données sont entachées de bruit
blanc additif centré gaussien avec un rapport signal sur bruit de 10 dB et présentent
en particulier trois problemes de chevauchement, approximativement aux instants 1, 3.5
et 6.5 ps. Les algorithmes sont réglés de maniere a ce que 'erreur d’approximation soit
de norme similaire a celle du bruit. Pour chaque algorithme, la solution obtenue avec le
modele classique et la forme d’onde représentée en figure a) est comparée avec
la solution s’appuyant sur le modele sur-échantillonné , avec les L = 6 formes d’onde
représentées en figure b).

Tous les algorithmes utilisant la résolution standard échouent a résoudre correcte-
ment les trois problemes, le cas le plus fréquent étant celui ol la position et le signe de
'amplitude associée sont mal estimés. Lorsque la résolution augmente (L = 6), toutes
les méthodes produisent de meilleurs résultats. En particulier, OLS et SBR parviennent
a résoudre correctement deux des trois problemes sus-mentionnés. Notons qu’aucun al-
gorithme ne parvient a résoudre le chevauchement autour de 3.5 us, particulierement
difficile.

La Figure présente enfin des résultats moyennés sur 1000 réalisations aléatoires de
données similaires a celles de la Figure [5.4] montrant respectivement, pour chaque algo-
rithme, l'erreur sur la séquence estimée en fonction du facteur de sur-échantillonnage L
et le cotit de calcul associé. Afin de comparer les séquences estimées aux vraies séquences,
dont les instants d’arrivée ne peuvent jamais coincider exactement, nous utilisons une me-
sure de distance entre séquences impulsionnelles initialement proposée en neurosciences [Van Ros-
sum, 2001] : les amplitudes sont d’abord binarisées en +1 afin d’accorder le méme poids
a toutes les détections. Les séquences sont ensuite convoluées par un noyau exponentiel
e t/Te ot Te est la période d’échantillonnage, puis I'erreur quadratique entre les deux
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FIGURE 5.4 — Exemple de résultat de déconvolution a haute résolution sur un exemple simulé.

(a) :

Forme d’onde & temps continu (—) et forme discrete utilisée pour la déconvolution stan-

dard (o). (b) : Les L = 6 formes d’onde discréetes utilisées pour la déconvolution & haute résolution
(marqueurs de différentes formes et couleurs). (c) Données et vraie séquence. Ligne « L =1 > :

résultats de plusieurs algorithmes a résolution standard. Ligne « L =6 > :

algorithmes a haute résolution.
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5.2 Déconvolution haute résolution Chapitre 5. CND ultrasonore

séquences est calculée. Cette mesure permet d’associer une tolérance dans la précision de
I’estimation de l'ordre de T,. La comparaison entre les algorithmes confirme 'exemple de
la Figure et les résultats obtenus par exemple dans [Soussen et al., 2011, Bourguignon
et al., 2011], a savoir un classement des méthodes par performances croissantes : OMP
< optimisation ¢; < OLS < SBR. Les performances de tous les algorithmes s’améliorent
lorsque L augmente. A partir de L = 6, cependant, I’amélioration devient négligeable. Une
explication réside dans la variance intrinseque sur l’estimation de temps d’arrivée, due a la
présence de bruit [Quazi, 1981]. Les temps de calcul des différents algorithmes représentés
sur la figure [5.5] a droite sont aussi en accord avec leur complexité et n’augmentent que
linéairement avec L.

-0-OMP

—1—-0LS
06t —#=SBR | |
—0-L1 —~ 107
5 2
b wn
o =
K04+ g
=
0.2 Ot
2 4 6 8 2 4 6 8
L L

FIGURE 5.5 — Erreur moyenne sur les séquences estimées (gauche) et temps de calcul (droite)
pour différents algorithmes de déconvolution parcimonieuse & haute résolution, en fonction du
facteur de sur-échantillonnage L.

Nous présentons enfin un résultat expérimental, sur des données ultrasonores acquises
au Laboratoire d’Acoustique de I’Université du Maine. Il s’agit de mesures en réflexion
prises a partir d’une plaque d’aluminium d’épaisseur d = 2 mm, insonifiée en inci-
dence normale. La fréquence centrale du transducteur est de 2.25 MHz et les données
sont échantillonnées a 25 MHz. La séquence de réflectivité attendue dans ce cas corres-
pond a une série d’impulsions, la premiere positive et les autres négatives, d’amplitudes
décroissantes et régulierement espacées de AT = 2d/cay,, oU cap =~ 6380 m.s~! est la
vitesse du son dans I'aluminium. Nous reviendrons en détail sur ce modele en Section [5.4

Les données et la séquence attendue sont représentées sur la figure [5.6| a gauche,
montrant un fort recouvrement entre les différents échos du a la finesse de la plaque.
La réponse instrumentale h; a été estimée sur un autre jeu de données plus simple,
échantillonnée a F, = 25MHz puis interpolée avec un facteur de sur-échantillonnage
de L = 4. La déconvolution est réalisée par 'algorithme SBR, dans le cas standard et
dans le cas sur-échantillonné, correspondant alors a la reconstruction d’une séquence de
réflectivité a 100 MHz. Dans le premier cas, les erreurs de détection sont importantes avec
un dédoublement du pic principal, une erreur croissante pour les trois autres pics détectés
en fonction du temps de vol, et méme une erreur de signe sur le dernier pic. A l'inverse,
I’algorithme exploitant le modele sur-échantillonné parvient a détecter quatre pics en tres
bon accord avec la séquence théorique.
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FIGURE 5.6 — Exemple de résultat expérimental exploitant un modele de déconvolution a haute
résolution : inspection ultrasonore d’une plaque fine, dont les échos se chevauchent. A gauche,
données et séquence parcimonieuse recherchée (un train de pics régulierement espacés, dont
Pamplitude décroit géométriquement). Au centre, déconvolution par I'algorithme SBR avec un
modele standard discrétisé a la période d’échantillonnage T, = 0.04 us. A droite, déconvolution
par lalgorithme SBR avec un modele sur-échantillonné d’un facteur L = 4 (soit a la période
0.01 ps).

5.3 Modele linéaire avec atténuation et dispersion

Dans un autre volet de la these d’Ewen Carcreff, nous avons cherché a raffiner la
modélisation de signaux ultrasonores en prenant en compte des phénomenes de propaga-
tion acoustique. Le modele convolutif repose en effet sur ’hypothese d’invariance de
la forme d’onde h;(t) lors de sa propagation dans le milieu inspecté. Or, dans de nombreux
matériaux, la propagation acoustique est soumise a des effets d’atténuation fréquentielle
et de dispersion, qui modifient la forme d’onde au fil de la propagation. L’atténuation est
due a I'absorption d’une partie du signal par les particules insonifiées, qui convertissent
’énergie acoustique en chaleur (phénomene de dissipation thermique, et a la diffusion de
I'onde due a la présence d’hétérogénéités a petites échelles du matériau. Le phénomene
d’atténuation acoustique augmente avec la fréquence, ce qui se traduit par un effet de
filtrage passe-bas sur la forme d’onde transmise, dont 'effet augmente avec la distance de
propagation. La dispersion traduit la dépendance en fréquence de la vitesse de phase de
I'onde acoustique, laquelle va induire un déphasage, également cumulatif en fonction de la
distance de propagation et propre a chaque fréquence, du signal transmis. L’atténuation
et la dispersion sont deux phénomenes couplés, notamment par les relations de Kramers-
Kronig [O’Donnell et al., 1978], qui imposent la causalité du processus de propagation
acoustique.

De nombreux travaux ont étudié les phénomenes d’atténuation et de dispersion (voir
par exemple [Ophir et Jaeger, 1982, Narayana et Ophir, 1983]), ou atténuation fréquentielle
est souvent modélisée par une loi de puissance. Le modele dispersif en est alors déduit afin
de respecter la causalité du systeme physique [Gurumurthy et Arthur, 1982, Oppenheim
et Schafer, 1989, Kuc, 1983]. La contribution principale de nos travaux a consisté a inclure
les déformations prédites par des modeles d’atténuation et de dispersion dans un modele
linéaire de la forme (qui sort alors du cadre convolutif strict), puis d’exploiter ce
nouveau modele dans des algorithmes d’estimation de la séquence de réflectivité associée.

Sous des hypotheses assez générales [Fink et Cardoso, 1984, Carcreff et al., 2014], la
propagation acoustique peut étre décrite par 'application, sur la forme d’onde, dune
fonction de transfert de propagation qui s’écrit, pour une distance donnée z :

H,(f,2) = b(z)e *V2e 300, (5.6)
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oil b(z) représente la réflectivité, le terme de module e~*(Y)* représente I'atténuation et

e I8Nz caractérise la vitesse de phase. Nous détaillons maintenant la construction de ces
deux termes.

5.3.1 Modélisation de ’atténuation

La plupart des modeles d’atténuation rencontrés dans la littérature considere une loi
de puissance [Ophir et Jaeger, 1982, Narayana et Ophir, 1983] :

a(f) = aolfI", (5.7)

ol les parametres ap et ~y caractérisent le matériau, avec oy > 0 et en général v €
[1,2]. Le cas de latténuation linéaire (i.e., v = 1) a en particulier été validé pour de
nombreux matériaux [Kak et Dines, 1978, Kuc, 1983]. En CND, des matériaux complexes
peuvent présenter une atténuation non linéaire, comme certains polymeres (polyéthylene,
caoutchouc synthétique).

La propagation d’une onde ultrasonore sur une distance z est donc soumise a une
atténuation fréquentielle représentée par la fonction de transfert de module e=®0l/I"# cor-
respondant a un filtrage passe-bas. La figure montre I’évolution de la réponse en
fréquence en module de ce filtre, en fonction de la distance de propagation, dans le cas
d’une atténuation linéaire. Le phénomene d’atténuation, qui s’amplifie lorsque la fréquence
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FIGURE 5.7 — Fonction de transfert de propagation (module), en fonction de la fréquence
et de la distance de propagation Le modele d’atténuation est linéaire (y = 1) et ap =
50 Np.MHz~t.m~!. [Carcreff, 2014b]

augmente, est donc a I’origine d’un compromis entre profondeur d’inspection et résolution :
pour une méme distance de propagation, des signaux ultrasonores émis a plus haute
fréquence, permettant une meilleure résolution, seront plus fortement atténués. L’inspec-
tion de pieces de grande épaisseur impose donc d’utiliser des sondes a basse fréquence,
moins performantes en termes de résolution, ce qui renforce 'intérét pour la mise en ccuvre
de méthodes de déconvolution. Par ailleurs, I'atténuation déforme le signal émis dans le
matériau en atténuant plus fortement ses hautes fréquences. C’est cette déformation que
nous allons modéliser par la suite.
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5.3.2 Modele de phase dispersive associé

Plusieurs modeles ont été proposés dans la littérature, dans le cas d’'un modele d’atténuation
linéaire, permettant de déduire le terme de phase 5(f) dans I'expression (j5.6)). Ce terme
est tout d’abord décomposé en un terme de phase linéaire et un terme de phase dispersive :

2
7Tf+

(o.o]

B(f) = §(f), avec £(f) =0,

traduisant le fait que, pour une distance z, I'onde va subir un retard minimal correspon-
dant au temps de vol des plus hautes fréquences, qui se propagent plus rapidement (&
la vitesse ¢y ), S0it z/c. La partie dispersive £(f) va, elle, traduire la dépendance en
fréquence de la vitesse de propagation. Nous avons retenu l’approche proposée dans [Kuc,
1984], qui impose 'expression de £(f) par une contrainte de causalité sur la réponse
impulsionnelle a temps discret, donnée par :

F./2 -
) =7 P / R cot(Fe(f—g))dg,

ou F, est la fréquence d’échantillonnage et P correspond a la valeur principale de Cauchy
de l’intégraleﬂ (il faut en effet exclure la singularité en g = f). Dans le cas du modele en
loi de puissance (5.7)), la phase dispersive s’écrit :

F./2
(o) ==F P [ Aiatet (0 -0) do
e g=—F, e

qui est en pratique calculée par intégration numérique. Nous avons cependant montré
que, dans le cas fréquent de 'atténuation linéaire (y = 1), cette intégrale possédait une
expression analytique [Carcreff et al., 2014].

L’estimation des parametres des modeles de propagation pour un matériau donné («v,
7 et ) peut étre réalisée au moyen d’un montage expérimental assez simple, visant a
comparer les formes d’onde de la réponse impulsionnelle du dispositif et d’un écho isolé
ayant traversé le matériau (par exemple, écho de surface et écho de fond acquis avec un
échantillon suffisamment épais). Plus de détails peuvent étre trouvés dans [Carcreff et al.,
2014, Carcreff, 2014b).

5.3.3 Prise en compte dans le modele direct

La fonction de transfert de propagation, pour une distance z, s’écrit donc :
H.(f z2) = b(z)efja(f)zefj(27er/coo+§(f)) = b(z)eﬂ‘ZﬂfZ/cooHﬂ(f7 2), (5.8)

ou H,(f,z) regroupe les termes dus a 'atténuation et a la phase dispersive.
Revenons maintenant aux notations introduites en Section [5.1] ol h;(t) représente la
réponse impulsionnelle associée au couple émetteur-récepteur ultrasonores. Dans le cas

1. La valeur principale de Cauchy de 'intégrale d’une fonction f(x) singuliere en z = a s’écrit, lorsqu’elle

existe (c’est le cas ici) :
+oo a—u “+oo
73/ f(z)dz = lim / f(:r)d:r—|—/ f(x)dz.
— 0 u—0 —o0 atu

u >0
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d’un réflecteur ponctuel situé a une distance z du capteur, en présence d’atténuation et
de dispersion, le signal d’écho recu s’écrit maintenant y°°(t) = h;(t)*h,(t,2z), out h,(t, 2)
est la réponse impulsionnelle de propagation, associée a la fonction de transfert H,.(f, z),
et le facteur 2 traduit le trajet aller-retour de 'onde. On peut alors écrire d’apres :

YehO(t) = b(2) hy(t) * ha(t — 22/cs0, 22), (5.9)

ou hy(t, z) est la réponse impulsionnelle associée a la fonction de transfert H,(f, z). Cette
forme est a comparer a la forme dans le cadre d’'un modele sans atténuation, 7.e.,
pour lequel h,(t — 22/co0,22) = 6(t — 22/Cs0)-
Par une démarche similaire a celle de la Section 5.1}, nous construisons alors un modele
direct sous la forme
y=HH,z + e, (5.10)

ou, apres discrétisation de I’axe temporel a la période T, (la période d’échantillonnage des
données) et de 'axe spatial a la période A, = ¢, Ty :

e H; est la matrice de convolution discrete, de terme général [h; ((m — n)T,)]

m,n’

e H, est la matrice de terme général [h,(nTe, pA.)], ,

e x représente la séquence de réflectivité, a un facteur d’échelle pres : x, = T.A, b(pA.,).

5.3.4 Quelques exemples de résultats

Nous présentons ici quelques résultats mettant en évidence I’apport d’une modélisation
plus fine prenant en compte atténuation et dispersion fréquentielles.

Validation expérimentale du modele

Nous avons réalisé plusieurs campagnes de mesures au Laboratoire d’Acoustique de
I’Université du Maine, utilisant différents types de matériaux. A partir de la mesure d’une
forme de référence, identifiée & h;(t), nous avons cherché a prédire le meilleur modele
d’écho en optimisant les parametres de propagation associés. Le résultat a ensuite été
comparé i) au modele obtenu en injectant un simple retard dans la forme d’onde (cor-
respondant au modele convolutif standard (5.4)), ii) au modele prenant uniquement en
compte l'atténuation et la phase linéaire (i.e., sans phase dispersive), fréquemment uti-
lisé dans la littérature, et iii) au modele proposé par Olofsson et Stepinski [Olofsson et
Stepinski, 2001], que nous appellerons modele d’Olofsson. Dans cette derniere référence,
la déformation de 'onde entre deux échantillons successifs est modélisée par un filtrage
de réponse impulsionnelle [0, 1 — a, a], ou le parametre a > 0 est a déterminer. Le modele
convolutif correspond alors au cas a = 0, ou cette propagation comporte uniquement un
retard pur d’un échantillon. A notre connaissance, ce modele constitue I'unique < concur-
rent > a notre approche, permettant de former un modele linéaire reliant un signal ultra-
sonore a la séquence de réflectivité sous une forme non exactement convolutive.

La figure montre le modele obtenu pour une forme d’onde s’étant propagée dans
une plaque de polycarbonate de 10.2 mm d’épaisseur, matériau pour lequel I'atténuation
est supposée linéaire en fréquence, i.e., v = 1 [Selfridge, 1985]. Le modele invariant par
translation ne colle que grossierement aux données. La prise en compte de I'atténuation
fréquentielle permet d’améliorer sensiblement le modele. Mais surtout, la figure c)
met clairement en évidence ’apport du modele avec atténuation et phase dispersive, par
rapport au modele a phase linéaire mais aussi au modele d’Olofsson. Cette figure reproduit
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des résultats de la these d’'Ewen Carcreff [Carcreff, 2014a], dans laquelle figurent également
des exemples de validation sur d’autres matériaux.

Sans atténuation Modele phase linéaire

r = 0.46698

-0.05

t [us] t [ps]

Modele d’Olofsson Modele avec dispersion

r = 0.08895

-0.05 -0.05

8 9 10 11 8 9 10 11
t [us] t [us]

FIGURE 5.8 — Prédiction par différents modeles de I’écho de fond d’une onde ultrasonore ayant
traversé une plaque de polycarbonate de 10.2 mm d’épaisseur. Dans chaque cas, les parametres
ont été optimisés pour fournir le résidu r le plus faible.

Exploitation pour le CND

Nous présentons pour conclure cette section un exemple d’application en CND, via
une expérience menée au Laboratoire d’Acoustique de I’Université du Maine, consistant
en l'inspection d'une plaque de polyméthacrylate de méthyle (PMMA ou Plexiglas®),
dans laquelle a été usiné un trou & fond plat (Flat Bottom Hole, FBH) au fond de la piece
a une profondeur de 0.5 mm, simulant un manque de matériau. En raison de la faible
profondeur du trou, les deux échos associés se chevauchent dans le signal ultrasonore recu.
La figure montre les résultats obtenus par déconvolution parcimonieuseﬂ s’appuyant
sur le modele . Avec le modele convolutif standard, les deux composantes estimées
sont de signe positif, ce qui est contraire a l'interprétation physique de la séquence de
réflectivité. A l'inverse, le modele prenant en compte atténuation et dispersion produit
deux composantes négatives, conformes a la réalité physique, et améliorant la modélisation
du signal, le résidu d’estimation étant plus faible.

2. Nous avons utilisé ici un algorithme de type SBR, généralisé a la recherche itérative de mouvements im-
pliquant deux atomes. Cette variante, dont le colt calculatoire est plus élevé, est cependant préférable sur cet
exemple ou les deux échos interferent fortement.
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(a) Données
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FIGURE 5.9 — Résultats de déconvolution obtenus pour la séparation de deux échos dus a la
présence d’un trou proche du fond d’une piece de PMMA. En haut, les données séparées entre
I’écho de surface (a gauche) et le mélange des deux échos du trou et du fond de la piece (a droite),
agrandi en amplitude. Au milieu & gauche, résultat obtenu avec un modele convolutif classique
sans atténuation. En bas a gauche, résultat avec un modele prenant en compte atténuation et
dispersion. La trait plein bleu représente les données et les étoiles rouges les temps de vol et
amplitudes des échos estimés (séquence x parcimonieuse). Le trait plein rouge représente le
modele associé : H;x en (b) et H;H,x en (c). Les figures de droite représentent le résidu entre
les données et le modele et indiquent sa norme.
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5.4 Un cas particulier : mesures ultrasonores d’épaisseurs fines

Les travaux réalisés lors de la these d’Ewen Carcreff sur la déconvolution parcimonieuse
m’ont amené a envisager le cas particulier de la mesure, par une méthode ultrasonore, de
I’épaisseur de matériaux qui ne sont accessibles que d’un coté. Dans le cadre de projets
étudiants ingénieurs de I’Ecole Centrale de Nantes, nous avons abordé ce probleme sous
I’angle de la déconvolution, ou la séquence de réflectivité recherchée, certes parcimonieuse,
peut étre modélisée de maniere plus contrainte.

5.4.1 Contexte applicatif : mesures de pieces accessibles d’un seul c6té

La mesure d’épaisseur de pieces ou de milieux accessibles d'un seul coté est une
problématique rencontrée dans de nombreux domaines industriels. On peut citer le controle
de I'épaisseur de revétements dans le domaine de la fabrication industrielle (automobile,
aéronautique) ou de la peinture, ou encore celui de tuyauteries soumises a des fortes
contraintes de température et de pression, comme les circuits d’alimentation en eau des
centrales électriques [O’Brien et al., 1994] ou des conduites de pipelines [de Raad et Dijks-
tra, 1998]. L'utilisation de dispositifs ultrasonores est une modalité couramment utilisée
dans ce contexte [Krautkramer et Krautkramer, 1990], de par son faible cout, sa facilité de
déploiement dans des milieux difficiles d’acces, et son applicabilité a de nombreux types
de matériaux.

Le principe de la mesure, schématisé en figure [5.10| repose sur I’évaluation du temps
de vol entre les échos successifs d’une impulsion ultrasonore émise du coté accessible
du matériau, subissant plusieurs allers-retours dans le matériau. Une limitation claire
des méthodes ultrasonores réside alors dans le manque de résolution : si I’épaisseur du
matériau est trop fine par rapport a la longueur I'impulsion, les échos se chevauchent et
une simple inspection visuelle, ou une méthode basique d’estimation du temps de vol,
s’avere inefficace, comme sur ’exemple de la Figure a droite.

D d D d
V _——— Pla
d <}
e ) — D) £
- -
Transducteur | i Transducteur ]
dddbe I M
'," I | R l‘i]{vrw”“m
I ‘
Zy T Z Z3 Z1 4 Z; Z3

FIGURE 5.10 — Principe de mesure d’épaisseur par ultrasons : les aller-retours de ’onde dans
le milieu d’impédance acoustique Zs génerent des échos régulierement espacés et d’amplitude
décroissante. A gauche, I’épaisseur d est suffisamment grande devant la longueur d’onde pour
que les échos soient séparés. A droite, I’épaisseur est plus fine et les échos se chevauchent dans
les données.

5.4.2 Modeles de réflectivité et de réponse impulsionnelle

Considérons un dispositif ultrasonore selon le schéma de la Figure |5.10] : un matériau
homogene d’épaisseur d inconnue (milieu 2) est insonifié par un transducteur émettant
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et recevant les signaux ultrasonores, en incidence normale, éventuellement a une dis-
tance D du matériau et immergé dans un milieu 1. L’autre face du matériau est adossée
a un milieu 3, d’épaisseur suffisamment grande devant d pour ne pas générer d’autres
réflexions. Comme nous Pavons vu en § [5.1], lorsqu'une impulsion ultrasonore est émise
par le transducteur, une partie de I'onde est réfléchie vers le transducteur et I'autre partie
est transmise dans le matériau. Celle-ci va également se réfléchir partiellement a l'inter-
face entre le matériau et le milieu 3, puis une partie sera transmise vers le transducteur
et Pautre a nouveau réfléchie dans le matériau, etc. Par un modele similaire a celui de
I’équation ([5.1]), nous pouvons donc décrire le signal regu par le transducteur :

+oo
y(t) = Zyioho(t), ot Y5 () = by hi(t — to — 2kd/c) est la contribution du k™ écho et :
k=0

e h; représente la réponse impulsionnelle du transducteur ;

e ty est le temps de vol aller-retour de I'onde ultrasonore entre le transducteur et le
matériau, supposé connu (to = 2D /cy, ou ¢; est la vitesse du son dans le milieu 1);
e b est le coefficient de réflectivité associé au k™ écho.

Nous avons donce finalement un modele convolutif :
—+o00

y(t) = h; x z(t), avec x(t) = Z bd(t — to — kT), (5.11)
k=0

ou T = 2d/c est le temps de vol aller-retour dans le matériau, fonction de I’épaisseur
recherchée d et de la vitesse du son dans le matériau.

Modélisation des coefficients de réflectivité

Le modele est un produit de convolution par une séquence parcimonieuse, mais
ou les temps de vol sont régulierement espacés, d’'une durée T inconnue. AT fixé, ce
modele est linéaire en les amplitudes b ; cependant, il est possible de contraindre ces
amplitudes par un modele plus précis. L’amplitude b, traduit en effet deux phénomenes
distincts : les pertes dues aux multiples réflexions et I'atténuation due a la propagation,
que nous écrivons avec des notations évidentes :

Notons respectivement r;; et ¢;; les coefficients de réflexion et de transmission entre le
milieu ¢ et le milieu j, définis par [Krautkramer et Krautkramer, 1990] :

 Z— 2 27,

= D0 ey = 5.12
Zi+Zje T Zi+ Z; (5.12)

Tij

ou Z; est I'impédance acoustique du milieu 7. L’ensemble des transmissions et réflexions
subies par le k"¢ écho se décompose alors en :

Ry =19,
{ k—1 k (513)

Ry = tiorkri oy = (1 —rd) rkrbt pour k > 1,
la derniere égalité exploitant, par (5.12)), les relations rj; = —r;; et t;; =1+ ry;.
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L’atténuation due a la propagation se modélise classiquement sous une forme exponen-
tielle (voir le §[5.3.1)). Nous négligeons ici sa dépendance en fréquencef] Par des notations
analogues a celles du §[5.3.1], on a alors :

P, = e 201D 202(kd), (5.14)

ou les coefficients a; et ay dépendent du milieu traversé. En combinant les modeles ([5.11))

et ((5.14]), la séquence z(t) s’écrit :
400
z(t) = rige 2 P5(t — to) + Z(l — 7“%2)7"537“51*16*2“@6*2&2(“),
k=1

201D &
)

= (1 _ T%Q)T236—20¢1D—20¢2d

—2aid .

. N , A A
solt, apres reparametrage en a = riqe et ¢ = rogToi€

“+00
2% (1) = ad(t —to) + 0> F6(t — to — KT), on 8, = (a,b,¢,T). (5.15)

k=1

Modélisation de la réponse instrumentale

L’estimation des parametres de la séquence de réflectivité, reposant sur le modele
convolutif ([5.11)), requiert la connaissance de la réponse impulsionnelle h;(t). C'est un
point particulierement critique ici, puisque I'estimation directe de h;(t) a partir du signal
recu est intrinsequement liée a une nette séparation des échos dans le signal — cas pour
lequel aucune méthode avancée d’estimation de temps de vol n’est nécessaire ! Afin de s’af-
franchir d’une étape préalable de calibrage, nous avons abordé I’estimation de ’épaisseur
sous l'angle d'un probleme de déconvolution myope, en imposant également un modele
paramétrique de la réponse h;(t) sous la forme d’une gaussienne modulée en fréquence [De-
mirli et Saniie, 2001] :

KO (1) = cos(2mut + ¢)e P, ot 0), = (v, ¢, ), (5.16)

ol le choix d'une amplitude unité permet de lever I’ambiguité d’échelle, dans le modele ((5.11)),
entre la réponse impulsionnelle et la séquence de réflectivité. La figure [5.11| résume le
modele de données, conjuguant un modele gaussien pour la réponse impulsionnelle et
une séquence d’impulsions régulierement espacées et a décroissance géométrique pour la
réflectivité.

5.4.3 Deéconvolution myope

L’ensemble des parametres 8, de la séquence de réflectivité et 6, de la réponse impul-
sionnelle est alors estimé conjointement, au sens des moindres carrés :

~ o~ 2

(0.,6) = argmin J(6,,6,), o J(6,.0,) = (y(tn) —(h® « xf’w)(tn)) ,

99279h n=1

ou y(t,) représentent les données échantillonnées aux instants ¢,, = nT, et les modeles de
la séquence 2% et de la réponse impulsionnelle h?h sont respectivement donnés par (5.15))

3. Cette approximation est 1égitimée par le fait que nous considérons ici des faibles épaisseurs, donc des faibles
distances de propagation.
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i

FIGURE 5.11 — Modele de données pour 'estimation d’épaisseurs, résultant de la convolution
d’une séquence d’impulsions régulierement espacées par une forme d’onde gaussienne modulée
en amplitude.

et . C’est un probleme de moindres carrés non-linéaires, dont l'optimisation a été
réalisée avec un algorithme itératif de Levenberg-Marquardt [Nocedal et Wright, 2006].
Le critere J n’étant pas convexe, la solution obtenue sera donc sensible au point initial.
Une étude détaillée nous a amenés a envisager une initialisation des parametres basée sur
les éléments suivants.

Parameétres instrumentaux

e La fréquence v correspond a la fréquence centrale du transducteur et peut étre
initialisée a la fréquence maximisant la transformée de Fourier (en module) des
données.

e Le parametre [, réglant la largeur de 'impulsion émise, peut étre relié au facteur
de bande passante (BWR, band width ratio) du transducteur, sous la forme ap-
prochée [Carcreff, 2014a] :

, BWR

4ln/2

Par conséquent, 3 est initialisé en fixant BWR = 0.5, valeur raisonnable pour des
transducteurs courants.

b~m

V.

e La phase ¢ est initialisée a 0. Notons que le critere J est 2r—périodique en ¢, mais
il n’est pas souhaitable de contraindre la phase dans [0, 27| : une estimation de ¢
modulo 27 donne le méme modele, et borner la phase dans un intervalle augmente
le risque que 'optimisation vienne “buter” sur un bord de cet intervalle.

Parameétres de réflectivité

e Les parametres a, b, ¢ sont initialisés a 0.5.

e Le critere s’avere fortement multimodal en 7', le temps de vol aller-retour de ’onde
acoustique dans le matériau, notamment en raison de la nature oscillante de la forme
d’onde. Afin de limiter le risque de tomber dans un mode local, I'optimisation est
lancée successivement pour dix valeurs initiales de T régulierement espacées dans un
intervalle de valeurs admissibles [Tinin, Timax]- Nous supposons ainsi que 1’épaisseur
recherchée est connue de maniere grossiere, entre cTiin/2 et ¢Tnax/2, ol ¢ est la
vitesse du son dans le milieu inspecté.
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5.4.4 Résultats

Nous présentons ici une application sur des données expérimentales acquises au Labo-
ratoire d’Acoustique de I’Université du Maine. Des plaques d’aluminium sont immergées
dans ’eau et insonifiées, en incidence normale, par des mesures en réflexion avec un trans-
ducteur de fréquence centrale fy = 2.25 MHz (voir Figure . Notons que dans ce cas,

FIGURE 5.12 — Dispositif expérimental pour la mesure ultrasonore de plaques d’aluminium : la
plaque est immergée dans de I’eau et insonifiée en réflexion.

les milieux de part et d’autre de la plaque sont les mémes et, en négligeant 1’atténuation
de l'onde dans l'eau (a1 = a3 = 0), le modele (5.15)) est simplifié en

+oo
2% (t) = ad(t —to) — (1 —a®) Y a®™'6(t — tg — kT), ot 6, = (a,T).
k=1

Les données et les résultats associés pour des plaques d’épaisseur 4 mm, 2 mm et 1 mm
sont présentés en Figure La vitesse du son dans 'aluminium étant de cap, =
6380 m.s™!, la longueur d’onde équivalente vaut alors A\ = cap/fo = 2.8 mm et ces
épaisseurs correspondent respectivement a 1.4\, 0.7 A et 0.35 A\, générant des chevauche-
ments forts a tres forts dans les données. Malgré cela, dans les trois cas, la déconvolution
est rendue possible grace aux tres fortes contraintes imposées sur le modele, permettant
d’estimer tres précisément 1’épaisseur des plaques. Notons cependant que le cott de calcul
reste élevé (de l'ordre de la dizaine de secondes), notamment en raison de la nécessité de
lancer I'optimisation pour plusieurs initialisations du temps de vol recherché T

5.5 Vers de nouvelles méthodes d’imagerie des matériaux

Les travaux présentés dans les sections précédentes concernent le CND a partir de
signaux ultrasonores monodimensionnels (ou A-scans) qui, pour des raisons évidentes
de simplicité et de portabilité des appareils de mesure, sont tres fréquemment utilisés
dans un contexte industriel. Le développement de dispositifs d’acquisition multi-éléments
est cependant en plein essor et, s’il a d’abord concerné I'imagerie biomédicale, il touche
désormais le CND [Holmes et al., 2005], notamment grace a 1'usage de cartes graphiques
permettant des calculs de reconstruction en temps réel [Sutcliffe et al., 2012]. L’exploi-
tation de données multi-éléments permet en effet la formation d’images, fournissant un
degré d’information bien plus raffiné qu’avec une simple collection d’A-scans. Dans un
contexte de CND, cependant, les méthodes développées restent en général assez simples
afin de limiter le cott de calcul [Holmes et al., 2005, Quaegebeur et Masson, 2012].

Nous nous intéressons, dans la continuité des travaux initiés par la these d’Ewen Car-
creff, & des méthodes plus avancées exploitant des données multi-éléments, relevant de
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Données et impulsions estimées
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FIGURE 5.13 — Résultats de déconvolution myope de données acquises en réflexion pour I’estima-
tion d’épaisseur. En haut, données (trait plein) et séquence de réflectivité estimée (o). Au centre,
réponse impulsionnelle estimée. En bas, écart entre les données et le modele estimé. A gauche,
au centre et a droite : plaques de 4 mm, 2mm et 1 mm respectivement. Les valeurs d’épaisseur

estimées sont renseignées en bas.
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la méthodologie des problemes inverses. Si elles peuvent étre plus cotiteuses en temps de
calcul, nous visons des applications ou la reconstruction en temps réel n’est pas forcément
I’objectif prioritaire — tablant également sur I’évolution simultanée des machines de calcul,
notamment a base de programmation sur GPU. Ces réflexions sont a la base de la these
de Nans Laroche, démarrée a I'automne 2017, dans le cadre d’une convention CIFRE avec
la société DB-SAS. Cette section présente quelques travaux engagés depuis le démarrage
de cette these.

5.5.1 Données Full Matriz Capture et méthodes de refocalisation

Les données Full Matriz Capture (FMC), dites encore multi-statiques, consistent en
I’ensemble des N ? signaux produits par un réseau de N, transducteurs, chacun émettant
a tour de role et I'ensemble des transducteurs recevant la réponse. La figure illustre
ce principe. Considérons une barrette de transducteurs alignés le long d’un axe de co-

U; 1..ri- -

=V

FIGURE 5.14 — Acquisition de données FMC : 'onde acoustique émise par le transducteur i se
propage et se réfléchit dans le milieu, puis est regue par le transducteur j.

ordonnées x (correspondant a la majorité des configurations existantes), inspectant un
milieu dans une direction orthogonale représentée par un axe de coordonnées z. Nous
notons y;;(t) le signal provenant de I’émission par le transducteur 7, d’abscisse u; et recu
sur le transducteur j, d’abscisse v;.

La méthode d’imagerie standard a partir de ces données, dite TEM pour Total Focusing
Method [Holmes et al., 2005], consiste & focaliser en tout point (x,z) du milieu inspecté
en sommant 1 7ensemble des signaux y;; < remis au bon temps de vol >, soit :

V(i —w)?2+ 22+ /(x —v)? + 22

Otrm(z, 2) Z vii (1(x, 2,4, 7)), avec 7(z,2,i,j) = ,
,j=1

(5.17)
ou c est la vitesse de I'onde acoustique dans le milieu, supposée constante. Si un réflecteur
est localisé en (z, z), alors I'image TFM va superposer I’ensemble des contributions ap-
portées par chaque signal en cet endroit et donc présenter une valeur élevée. L’imagerie
TFM est un processus linéaire donc peu cotiteux en ressources, les calculs pouvant de plus
s’effectuer simultanément a ’acquisition. En revanche, I'image formée souffre en général
d’'un manque de résolution : de la méme maniere que les signaux monodimensionnels
contiennent la forme de I'onde a chaque réflexion (voir par exemple la figure , I'image
va contenir des formes oscillantes, limitant son interprétabilité. Ce manque de résolution
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limite alors la capacité a imager correctement des défauts, et en particulier a séparer des
défauts proches, qui est une problématique courante de CND.

Nos recherches visent donc a améliorer la résolution des images reconstruites ou, de
maniere analogue a nos travaux sur la déconvolution de signaux de type A-scan, nous
allons exploiter un modele de formation de données prenant en compte la réponse des
transducteurs.

5.5.2 Inversion de données FMC

Chacun des signaux y;;(t) peut étre modélisé comme nous 'avons fait pour les signaux
monodimensionnels dans les sections précédentes de ce chapitre. En notant y € RNer* Ne
le vecteur colonne obtenu en concaténant I’ensemble des signaux y;; échantillonnés sur IV,
points, nous pouvons alors écrire un modele :

y= Ho+e (5.18)

ot 0 € RM=N= correspond a la réflectivité (vectorisée en colonne) discrétisée sur une grille
de N, x N, points, € représente classiquement le bruit et les erreurs de modélisation et la
matrice H dépend de la forme d’onde due aux transducteurs et des temps de vol relatifs
aux différentes positions. Méme si la discrétisation en (z, z) peut étre arbitrairement fine,
un choix classique consiste a prendre un pas de discrétisation identique dans les deux
dimensions, correspondant a la période d’échantillonnage temporel A; des signaux y;;,
soit A, = A, = cA;. Le modele (5.18) est en général largement surdéterminé, puisque
I’on cherche & reconstruire une image a partir d'un ensemble de N,* signaux. Le probleme
reste cependant mal posé car, comme dans le cas monodimensionnel, I'action de H revient
a filtrer les composantes de I'image de réflectivité par une action de type passe-bande.
En particulier, les données contiennent peu d’information sur les hautes fréquences re-
cherchées, lesquelles impactent fortement la résolution de 'image reconstruite.

Nous avons donc proposé une approche régularisée, définissant 'image par la minimi-
sation d'un critere pénalisé :

2

6 = argmin J(0), avec J(0) = - |ly — Ho|* + w1 o], + pz | Do,

o

N | —

ou le premier terme de pénalisation favorise la parcimonie de I'image de réflectivité et le
second terme, opérant sur les différences Do entre pixels voisins, permet de lisser spatia-
lement la solution : pour des applications de CND, si le milieu traversé est essentiellement
homogene (correspondant a ’absence de réflecteurs), les réflecteurs ne sont pas forcément
toujours ponctuels. On montre alors que pour

0 =0 & i1 > [hmax, AVEC flmax i= HHTy”C>Q

En pratique, p; est donc réglé comme une fraction de pp.x. Dans l'ensemble de nos
expériences, nous avons réglé 1, a une petite valeur positive, e.g., 1072

Nous avons opté pour un algorithme standard d’optimisation en norme ¢; : l'algo-
rithme FISTA (Fast Iterative Shrinkage Algorithm) [Beck et Teboulle, 2009], qui s’étend
sans probleme au cas d'un second terme de pénalisation quadratique. S’agissant d'une
méthode itérative de type gradient projeté, elle requiert de nombreuses évaluations du

4. Nous avions alors considéré des mesures en réflexion, correspondant au cas ¢ = j. Dans le cas i # j, il s’agit
plutot de mesures en transmission.
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gradient de la partie quadratique, impliquant des calculs matriciels de type Ho et H u.
En raison de la géométrie d’inspection, cependant, l'opérateur H ne possede pas de struc-
ture facilement exploitable pour des calculs rapides et ne peut pas étre explicitement
stocké en mémoire. Nous avons donc proposé une mise en ceuvre parallélisée a 1'aide de
GPU (graphics processing unit), ou les différents éléments de chaque produit matrice-
vecteur sont envoyés sur les différentes unités de calcul.

Ces travaux ont fait 'objet d’une publication de conférence [Laroche et al., 2018]
et de la préparation d’un article de journal en cours de finalisation. Nous en reprodui-
sons ci-dessous quelques résultats, respectivement sur données simulées et données réelles,
montrant le fort potentiel d’amélioration de cette approche par rapport a 'imagerie TFM.

La ﬁgure montre un exemple sur des données simulées selon le modele — avec
une résolution spatiale quatre fois plus fine que celle utilisée pour la reconstruction — ou la
scene est composée de deux réflecteurs ponctuels successivement séparés de A\, A/2 et \/4,
A désignant la longueur d’onde du signal ultrasonore, fixée ici a 1 mm. La forme d’onde
utilisée pour simuler les données et pour la reconstruction est générée selon un modele
gaussien modulé en amplitude. Pour la méthode TFM, l'image brute (ligne du haut)
présente une nature oscillante due aux oscillations de la forme d’onde. Nous représentons
donc également (ligne du milieu) 'image obtenue en prenant 1’enveloppe de chaque colonne
de I'image brute. La méthode TFM parvient a séparer les deux défauts seulement dans
la premiere configuration. A I'inverse, la méthode de reconstruction proposée (avec ici
f1 = 0.6pmax et uo = 0, les réflecteurs recherchés étant ponctuels) sépare tres nettement
les deux réflecteurs, avec une distance proche de la réalité. Notons cependant que le temps
de calcul est ici de l'ordre de 500 s pour la reconstruction d’une image de 301 x 301 pixels,
en raison de la grande taille des données (composées ici de N3 = 64? signaux).

Enfin, la figure |5.16| présente un exemple sur des données réelles, ot une piece test en
aluminium (représentée a gauche) a été usinée avec deux trous proches percés latéralement,
de diametre 1 mm, séparés entre eux d’1 mm environ. La fréquence des transducteurs est
de 1.5 MHz, correspondant a une longueur d’onde de 4.2 mm et la piece est inspectée par
le coté supérieur. L’'image TFM ne contient qu’une tache non résolue centrée au niveau
des trous, alors que l'image obtenue par notre méthode produit deux traces séparées,
permettant de détecter les deux trous. Le temps de calcul est ici de 'ordre de 2 minutes,
pour la reconstruction d’une image 1001 x 1001 & partir de N3 = 322 signaux.
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FIGURE 5.15 — Inversion de données FMC simulées pour une scéne composée de deux réflecteurs
ponctuels séparés de A (gauche), A/2 (centre) et A\/4 (droite), avec A = 1 mm. Image brute TFM
(en haut), enveloppe (en colonne) de I'image TFM (milieu) et par méthode inverse (en bas, avec
p1 = 0.6ptmax €t p2 = O)
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FIGURE 5.16 — Application de l'inversion de données FMC a des données réelles. En haut,
photo de la piece de test contenant deux trous proches et inspectée par la face supérieure. En
bas, images reconstruites par TFM (enveloppe en colonne, a gauche) et par méthode inverse

(a droite, avec u; = 0.6 ||HTyH et s = 1072), représentées au niveau des deux trous proches.
L’amplitude des images est en échelle logarithmique. [Laroche et al., 2018]
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5.5.3 Inversion basée sur les données refocalisées

Si la méthode d’inversion prenant en entrée les données FMC est prometteuse, elle
s’avere cependant cotliteuse en temps de calcul, en raison de la tres grande taille des
données. Nous avons donc également envisagé des méthodes de reconstruction d’images
prenant en entrée les données refocalisées dans I'image TFM. Apres discrétisation de
Péquation (5.17), I'image TFM peut s’écrire :

orrv = By,

ol oty représente 'image TFM vectorisée et B est la matrice binaire de taille N, NV, X
N.?N, sélectionnant le bon temps de vol dans chaque signal élémentaire. En y injectant
le modele des signaux (5.18)), 'image TFM peut alors étre reliée a I'image de réflectivité
sous la forme : A

OTFM = HSO + €, avec HS = BH, (519)

laquelle définit un nouveau modele linéaire, avec cette fois un nombre de données réduit.
L’idée sous-jacente est de considérer que I'image TFM, qui correspond a une rétroprojection
des données brutes y sur la grille de reconstruction, en préserve 'essentiel de 'informa-
tion, mais concentrée en un nombre de points bien plus faible. L’estimation de I'image
de réflectivité s’apparente alors a un probléeme de type déconvolution, que nous abordons
avec la méme approche pénalisée qu’au §[5.5.2] en minimisant le critere :

1
Js(0) = 5 [lovrv — Hsol|" + pu [|o]l, + p2 [| Do,

toujours au moyen de 'algorithme FISTA. La matrice Hg est maintenant carrée et cha-
cune de ses colonnes définit une fonction d’étalement du point (PSF), correspondant a
I'image TFM associée a un réflecteur ponctuel au point correspondant de la grille de re-
construction. Cette PSF est variable selon la position spatiale considérée; la figure [5.17]
en montre quelques exemples sur un probleme simulé.

Afin de limiter le cout des calculs dans I'optimisation, nous avons alors proposé d’utili-
ser un modele d’interpolation de PSF [Gentile et al., 2013, Denis et al., 2015], permettant
d’approcher 'opérateur Hg par une combinaison linéaire de matrices de convolution :

Npsr

=1

ou H; représente la matrice de convolution spatiale par la PSF au pixel i et W; est une
matrice diagonale pondérant les différentes contributions. Nous avons utilisé le modele
Inverse Distance Weighting [Gentile et al., 2013], pondérant la contribution de la i®™®
PSF en un pixel donné j par 'inverse de la distance entre les pixels ¢ et j. Les produits
de type Hg- et HY - peuvent alors étre réalisés a partir de Npgp produits de convolution,
lesquels peuvent étre effectués a partir d’algorithmes FFT.

Les détails de cette approche peuvent étre trouvés dans la référence [Laroche et al.,
2019], qui présente également des résultats préliminaires sur des données simulées que
nous reproduisons ici. Une image de réflectivité synthétique est générée, comprenant 25
paires de réflecteurs ponctuels séparés de 0.5 mm selon I'axe x, réparties sur I’ensemble de
I'image (tous les 5mm selon les axes x et z). La sonde contient 64 éléments, la longueur
d’onde utilisée vaut A = 1mm et les données FMC sont perturbées par un bruit blanc
gaussien centré de rapport signal sur bruit 10 dB. Les pixels de I'image reconstruite sont
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FIGURE 5.17 — Variabilité de la PSF du processus d’imagerie TFM en fonction de la position
spatiale (données simulées). En haut a gauche, PSF obtenues en 25 positions de la grille de
reconstruction. Les trois autres figures représentent trois cas de PSF dans les zones encadrées
sur la figure (a). [Laroche et al., 2019]

109



5.6 Conclusion Chapitre 5. CND ultrasonore

carrés, de taille 0.05mm x 0.05mm (I'image est alors de taille 251 x251). L’image TFM
obtenue est représentée sur la figure a gauche et les profils correspondant a chaque
ligne contenant les défauts sont tracés sur la figure [5.18a droite. L'image TFM ne parvient
pas a séparer les deux défauts lorsque la profondeur augmente.

Les profils de réflectivité estimés par notre méthode sont présentés sur la figure [5.18| a
droite, en utilisant i) une seule PSF prise au centre de I'image et ii) un modele interpo-
lant avec quatre PSF prises aux positions (z, z) (en mm) : (10, 10), (10, 20), (20, 10)
et (20,20). Les deux profils estimés permettent de résoudre plus de défauts proches que
I'image TFM et le modele interpolant fournit logiquement de meilleurs résultats que le
modele a PSF unique, notamment dans les coins de 'image.

0

X (mm)

FIGURE 5.18 — Données simulées et résultats d’estimation. A gauche, image TFM d’une piece
synthétique composée de 25 paires de défauts proches. A droite, profils de réflectivité le long
des cinq lignes contenant les défauts, correspondant & 'image TFM (rouge), & I'inversion par un
modele & une PSF (bleu) et par un modele interpolant a quatre PSF (vert). Pour les approches
inverses, u; = 0.3 ||H£ OTFMHoo et pug = 0. Les croix noires représentent les vraies positions.
[Laroche et al., 2019]

Enfin, les temps de calcul associés, représentés sur la figure [5.19} sont bien inférieurs
a ceux de 'approche inversant directement les données FMC brutes du § avec un
surcout limité pour ’approche utilisant quatre PSF au lieu d’une PSF unique. En particu-
lier, le temps de calcul est invariant lorsque le nombre de transducteurs augmente, laissant
entrevoir 1'utilité de cette approche dans le cas de sondes a grand nombre d’éléments, dont
I'usage devient de plus en plus fréquent en CND.

5.6 Conclusion

Dans mon activité de recherche en CND ultrasonore, j'ai cherché a développer des
modeles précis de 'acquisition des données, puis a les exploiter dans des algorithmes d’in-
version afin de fournir a I'utilisateur une information de meilleure qualité que celle produite
par les données brutes ou les algorithmes classiquement utilisés. La prise en compte de la
réponse impulsionnelle des transducteurs ultrasonores, voire de phénomenes de propaga-
tion acoustique, conjuguée a des modeles de séquence de réflectivité (en particulier via des
contraintes de parcimonie), ont permis d’améliorer la résolution dans les échogrammes et
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FIGURE 5.19 — Temps de calcul pour 'inversion basée sur les données FMC brutes (o), sur les
données rétroprojetées TEM avec un modele & une PSF (o) et avec un modele & quatre PSF (1). A
gauche, en fonction du nombre de pixels de la grille de reconstruction (pour Ng = 64 transduc-
teurs). A droite, en fonction du nombre de transducteurs (pour une grille de reconstruction de
251 x 251 pixels). [Laroche et al., 2019]

les images ultrasonores et ainsi de mieux détecter la présence de réflecteurs causés par des
hétérogénéités d’'impédance acoustique dans le matériau.

Dans le cas de signaux monodimensionnels, ces travaux ont porté sur la discrétisation
de modeles convolutifs a haute résolution, la prise en compte de ’atténuation en fréquence
et de la dispersion associée, puis sur un cas particulier d’échos régulierement espacés.
Nous avons commencé a étendre ces modeles au cas d’acquisitions multi-éléments, en
prenant en compte la réponse impulsionnelle des transducteurs dans des approches de
reconstruction d’images, opérant sur I'ensemble des signaux acoustiques bruts ou sur
les données rétroprojetées sous la forme d’une image. Une intégration plus poussée des
travaux initialement développés sur des signaux monodimensionnels pour la reconstruction
d’images est un axe de recherche prioritaire ; nous y reviendrons dans les perspectives du
Chapitre [7]

Enfin, si 'ensemble de ces travaux va généralement dans le sens de méthodes de traite-
ment plus complexes que ’état de I'art (perte de structures convolutives dans les modeles,
mise en place de méthodes itératives d’inversion parcimonieuse a la place de méthodes
linéaires), ils s’accompagnent d’un accroissement significatif du temps de calcul. Afin de
permettre leur utilisation dans un contexte de CND industriel, un effort de réflexion
supplémentaire devrait étre mené sur la mise en ceuvre numérique. L’utilisation de GPU
me semble particulierement appropriée pour la reconstruction d’images, ou de nombreuses
opérations peuvent étre réalisées en parallele.
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Optimisation exacte en norme /
pour les problemes inverses
parcimonieux

Depuis une vingtaine d’années et I’article fondateur de Chen, Donoho et Saunders [Chen
et al., 1998], la thématique de l'approximation parcimonieuse a donné lieu & une tres
grande quantité de travaux en optimisation, ol les algorithmes reposent soit sur la formu-
lation d’un probleme d’optimisation convexe utilisant une norme ¢, soit sur une stratégie
gloutonne. Ces approches ont été décrites au Chapitre [, ot nous avons également évoqué
leurs limites a résoudre le probleme en norme ¢y. Plus récemment, cependant, ’optimisa-
tion de fonctions de cout impliquant directement la norme £, a connu un intérét croissant.
L’algorithme [Iterative Hard Thresholding ou THT [Herrity et al., 2006, Blumensath et Da-
vies, 2008], des algorithmes gloutons plus complexes objectivant une fonction ¢, [Miller,
2002, Soussen et al., 2011] ou couplés avec des stratégies de parcours d’arbre [Karaha-
noglu et al., 2013], en sont quelques témoins. D’autres travaux ont étudié 1'utilisation
de fonctions continues et non-convexes, < intermédiaires entre la norme ¢; et la norme
ly >, produisant des algorithmes de type Graduated Non-Convexity [Mohimani et al.,
2009], penalty decomposition [Lu et Zhang, 2013], DC (difference of convex functions)
programming [Le Thi et al., 2015] ou encore PALM (Proximal Alternating Linearized
Minimization, [Bolte et al., 2014]). Si ces approches montrent souvent de meilleures solu-
tions en pratique que les algorithmes en norme ¢; ou les algorithmes gloutons basiques, les
conditions de convergence vers le minimiseur ¢, sont, au mieux, localesﬂ. Dans [Soubies
et al., 2015], une relaxation ezacte de la norme ¢y (i.e., produisant le méme ensemble
de minimiseurs) a été construite, mais aucun algorithme d’optimisation garanti n’a été
Proposé.

A Tinverse, des méthodes d’optimisation globale ont été proposées en recherche opérationnelle
et en optimisation discrete pour le probleme de moindres carrés sous contraintes de car-
dinalité : )

Pajo : min o [ly — Az|® sc. ||z|, < K, (6.1)

notamment pour des problemes d’optimisation de portefeuille, ou la contrainte de car-
dinalité impose un nombre maximum de placements. Les premiers travaux remontent, a
ma connaissance, a un article de D. Bienstock en 1996 [Bienstock, 1996] suivi, une di-
zaine d’années plus tard, par un certain nombre de contributions [Li et al., 2006, Jokar et

1. Des garanties d’optimalité globale ont été établies pour IHT [Herrity et al., 2006, Blumensath et Davies,
2008], mais les conditions d’application sont extrémement restrictives.
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Pfetsch, 2008, Bertsimas et Shioda, 2009, Karahanoglu et al., 2013, Burdakov et al., 2016].
Ces travaux s’appuient sur une reformulation du probleme Py/9 en un probleme d’opti-
misation en nombres mixtes (MIP, mized-integer program), mélant variables continues et
variables discretes, pour lequel des algorithmes de résolution exacte ont été développés,
reposant sur le principe des méthodes branch-and-bound.

Je me suis donc intéressé a ces formulations et a ces algorithmes, motivé par le fait que
certains problemes inverses rencontrés en traitement du signal restent de taille modérée
mais suffisamment complexes pour légitimer la recherche de la vraie solution ¢y. C’est
par exemple le cas de problemes de déconvolution de signaux monodimensionnels ou du
démélange spectral, que nous retrouverons au long de ce chapitre, qui restent limités par
la taille du dictionnaire et le nombre d’inconnues non nulles recherchées.

Dans un premier temps, j’ai étudié la reformulation des trois problemes d’approxima-
tion parcimonieuse introduits au Chapitre 3| a savoir

1 2
Payo min o ly — Az|; s.c. |z, <K,
. 1 ,
Poyz+ min [lzfly s.c. oy - Az;<a

1 2
et Pavo : min o [ly — Az|; + |l ,

sous la forme de MIP, et la capacité d’un solveur commercial a les résoudre de maniere
exacte. Nous montrons en particulier que la solution en norme ¢y peut étre calculée pour
des problemes de complexité limitée, et que dans ce cas elle fournit de meilleurs estimateurs
de la séquence parcimonieuse recherchée. Ces travaux sont présentés en Section

Ces résultats prometteurs m’ont alors incité a étudier les méthodes de résolution afin,
d’'une part, de s’affranchir de l'utilisation d’un logiciel et, surtout, de tirer parti des
spécificités des problemes en norme /¢y par rapport a un MIP quelconque dans le but
de réduire le temps de calcul et d’aborder des problemes de plus grande dimension. C’est
ici le cceur du projet ANR MIMOSA en cours et de la these de Ramzi Ben Mhenni,
dont nous présentons les premiers résultats en Section : la construction d’algorithmes
branch-and-bound spécifiquement construits pour les trois problemes en norme ¢, per-
met de rivaliser avec, voire de largement surpasser, les performances d’un solveur MIP
commercial.

En parallele de ces développements algorithmiques, je suis également revenu vers I'ima-
gerie hyperspectrale, en abordant le probleme de démélange spectral parcimonieux [Ior-
dache et al., 2011, Greer, 2012, Drumetz et al., 2019] avec une approche ¢,. Ce probleme
s’y préte en effet particulierement bien, par sa complexité limitée (le nombre de com-
posantes non nulles excede rarement quelques unités) mais également pour des raisons
techniques, les contraintes de borne sur les inconnues facilitant la reformulation MIP.
Nous verrons également que cette approche permet de prendre en compte de maniere
exacte des contraintes logiques visant a structurer l'espace des solutions, la ou les ap-
proches classiques ne peuvent proposer que des relaxations inexactes. La Section est
consacrée a cette application.

Quelques éléments de conclusion seront enfin proposés en Section [6.4!
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6.1 Reformulations MIP et résolution par solveur générique

L’optimisation de problemes mélant des variables continues et des variables entieres est
un probleme récurrent en recherche opérationnelle, ot ces problemes sont connus sous le
nom de programmes en nombres mixtes (MIPs, mized-integer programs). La résolution de
MIP a fait 'objet d’une quantité considérable de travaux et il est communément reconnu
qu’en quinze ans, un gain d’un facteur 10? a été obtenu sur le temps de calcul, di aussi
bien a I'augmentation des capacités de calcul des processeurs, aux progres réalisés dans
I'optimisation de programmes linéaires et dans la mise en ceuvre efficace de techniques
mathématiques avancées et a la programmation informatique [Bixby, 2012]. Les méthodes
de résolution s’appuient généralement sur le principe des algorithmes de séparation et
évaluation branch-and-bound. Plusieurs solveurs existent maintenant, libres ou commer-
ciauXEL permettant 'optimisation globale de ce genre de problemes, en particulier dans le
cas de fonctions de cout linéaires ou quadratiques, sous des contraintes linéaires ou qua-
dratiques [Belotti et al., 2013]. Le principe de résolution sera abordé en Section [6.2] Dans
cette section, nous abordons la reformulation des trois problemes parcimonieux Py /g, Po/2
et Payo sous forme de MIP. Nous étudions ensuite les performances d'un solveur commer-
cial, CPLEX, pour la résolution de problemes de déconvolution et analysons la qualité
des solutions obtenues.

6.1.1 Introduction de variables binaires et reformulations MIP

La reformulation de problemes en norme ¢; sous forme de MIP s’appuie sur une
réécriture de la norme ¢y & partir de variables de décision binaires b, € {0,1},p=1,..., P,
encodant la nullité des composantes de @ :

b, =0 x,=0. (6.2)

La norme ¢, s’écrit alors comme une simple somme : ||z, = Zp b,, formulant une partie
linéaire dans la fonction de colit pour Py/p et Py et une contrainte linéaire pour Py q.

Afin de traduire cette condition en contraintes mathématiques, un choix classique [Jo-
kar et Pfetsch, 2008] consiste a rajouter une hypothese de borne sur la solution recherchée :
Vp, |x,| < M pour une valeur de M suffisamment grande. Dans ce cas, il est facile de voir
que la condition s’écrit :

—Mb, <z, < Mb,, (6.3)

qui représente un systeme d’inégalités linéaires. Cette reformulation, connue sous le nom
de bigM, s’étend sans difficulté au cas de bornes inférieures (négatives) et supérieures
(positives) différentes, et éventuellement spécifiques a chaque composante : —M;,“f <
x, < MJ"™, avec M;)nf, MZ" > 0. Sauf cas particuliers, nous utiliserons une seule borne
M dans la suite de ce chapitre par souci de simplicité. Si le probleme initial n’est pas
naturellement borné, la définition de ces bornes est un probleme qui reste ouvert, et qui
impacte l'efficacité de la résolution.

Nous avons ainsi reformulé les trois problemes Py /g, Py/2 et Pato sous forme de MIP,
récapitulés dans le tableau [6.1 Les détails menant & ces reformulations peuvent étre
trouvés dans [Bourguignon et al., 2016]. Notons que Py et Poyo formulent des MIPs

2. Parmi les solveurs commerciaux, on peut notamment citer BARON, CPLEX, GUROBI, MOSEK, Xpress-
MP, dont certains sont libres d’acces pour les usages académiques. Méme Matlab propose désormais un solveur
MIP, qui s’est révélé particulierement inefficace... COUENNE et GLPK sont eux proposés en acces libre.
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Probleme Reformulation MIP
1 x|, < K 1
Pajp : min = [y — Azx|? s.c. Illo < min —xTATAz — yTAx
xzcRP 2 x|l < M x€RP be{0,1}F 2
1Zb< K
s.c.
—Mb<x<Mb

1
3 ly — Az|* <«

. . . T
Poya Jnin, x|l s-c. wer B0 1y 15b

]l < M

S.C. 2

1 2
P : min — — Ax + || S.C. || <M min
240 we B 2 ||y || || ”0 || ”oo — ze P,be{O,l}P 2

s.c. —Mb<x<Mb

1 1
—2TATAx — y" Az < alpha — §yTy
—Mb<x<Mb

1
—xTATAx — yT Az + 150

TABLE 6.1 — Reformulations MIP de trois problemes d’approximation parcimonieuse. La notation
1p désigne un vecteur colonne de taille P composé de 1.

quadratiques (MIQP, Mized Integer Quadratic Program, a fonction de cout quadratique
et contraintes linéaires), quand Py, formule un MIP a contraintes quadratiques et a
fonction de cotut linéaire (QCMIP, Quadratically Constrained Mized Integer Program).
Cette différentiation prend du sens au niveau de la résolution : les méthodes mises en
ceuvre dans les solveurs ne sont pas les mémes, et nous verrons au paragraphe suivant que
la classe de probleme (MIQP ou QCMIP) impacte fortement 'efficacité de la résolution.

Nous avons également proposé des reformulations similaires pour des problemes ou
I’ajustement du modele est fait non plus au sens de la norme ¢, mais avec une norme
{1 ou une norme /., : ces normes étant linéaires par morceaux, les reformulations font
alors apparaitre des termes linéaires supplémentaires dans la fonction objectif ou les
contraintes. Bien que moins fréquentes dans la littérature, ces normes peuvent trouver
un intérét dans le cas d’'un modele d’erreur sortant du cas gaussien représenté par ’ajus-
tement /5 : la norme ¢; traduit un ajustement plus robuste aux données aberrantes [Marks
et al., 1978, O'Brien et al., 1994] et, a I'inverse, la norme /., traduit une hypothese de
bruit de distribution uniforme [Clason, 2012]. Les reformulations MIP correspondantes et
des simulations légitimant I'usage de tels ajustements peuvent également étre trouvées
dans [Bourguignon et al., 2016].

6.1.2 Résultats sur des problemes de déconvolution

Nous avons évalué la capacité d'un solveur MIP a résoudre les formulations précédentes,
puis analysé la qualité des solutions obtenues, en application a des problemes inverses de
déconvolution parcimonieuse. Un exemple est représenté en figure ) . des séquences
parcimonieuses de 100 points sont générées aléatoirement et convoluées, puis bruitées.
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6.1 Reformulations MIP

a) Données
r? = 0.80

b) OMP
r2 =4.30

¢) Solution en norme ¢,
r? =17.69

A.Anﬁ\ .A/\A.T/V AL

W\ng VT w

0 50 100 0 50 100 0 50 100

0 50 100 0 50 100 0 50 100

FIGURE 6.1 — Exemple de probleme test de déconvolution parcimonieuse et résultats de plusieurs
algorithmes. a) : vraie séquence parcimonieuse composée de K = 7 pics (x) et données (—).
Le trait fin rouge représente le bruit (RSB = 20 dB). b) a f) : estimation fournie par différents
algorithmes, réglés de maniere a fournir 7 composantes. Le trait fin représente le résidu d’esti-
mation et la valeur 72 correspond au carré de sa norme (de la norme du bruit pour les données

en a)).

L’ensemble des simulations a été généré dans les conditions suivantes :

e les K positions des variables non nulles sont tirées aléatoirement, K variant entre 5
et 11;

e les amplitudes associées ont été tirées aléatoirement sous la forme u + sgn(u), ou
u soit une loi normale centrée de variance unité. Rajouter +1 permet d’éviter de
générer des amplitudes arbitrairement faibles, qui seraient trop difficiles a détecter
en présence de bruit ;

e le bruit est additif, blanc, gaussien, centré et de variance o2 telle que le rapport

signal sur bruit RSByg = 1OlogM égale 30, 20, ou 10 dB. Des instances sans

No?
bruit sont également générées.

Pour chaque probleme, 50 instances aléatoires sont générées. L’ensemble des problemes
tests et les résultats d’estimation ont été publiés en matériel multimédia associé a I’ar-
ticle [Bourguignon et al., 2016], et sont également disponibles sur ma page personnelleﬂ.
Malgré leur faible taille, ces problemes sont difficiles en raison du fort chevauchement
entre les échos. Le parametre M est réglé & M = 1lal,., o zl, = ||ATyl|_ cor-

max)’ max

3. http://pagesperso.ls2n.fr/ bourguignon-s/download _MIP.html
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respond a 'amplitude maximale des solutions a une composante non-nulle estimées par
moindres carrésﬁ (sans perte de généralité, nous supposons ici que les colonnes du dic-
tionnaire A sont de norme unité). Si une composante p de 'optimum atteint la contrainte
de borne z,, = Mb,, alors I'optimisation est relancée avec une valeur de M plus grande
(M < 1.1M), et ce jusqu’a ce que ce ne soit plus le cas. Les temps de calcul donnés ici
incluent le surcotit éventuel.

Nous avons mis en ceuvre la résolution des problemes MIP de la table[6.1|avec le solveur
CPLEX (version 12.6), qui est unanimement reconnu comme un des meilleurs logiciels de
résolution de MIP existants. C’est un logiciel commercial, mais utilisable librement a des
fins académiquesﬂ Les fonctions d’interfagage Matlab/CPLEX sont également disponibles
sur ma page web. L’optimisation est exécutée sur un ordinateur de bureau composé de
huit processeurs cadencés a 3 GHz

La figure montre un exemple de solutions obtenues par la résolution de MIP (sur la
formulation Py) et par quelques algorithmes classiques d’estimation parcimonieuse : 1’al-
gorithme glouton Orthogonal Matching Pursuit (OMP), la solution du probléme en norme
¢y calculée ici par une méthode homotopique [Donoho et Tsaig, 2008], et deux algorithmes
plus < orientés ¢y > : Iterative Hard Thresholding ou IHT [Blumensath et Davies, 2008] et
Single Best Replacement ou SBR [Soussen et al., 2011]. Tous ces algorithmes sont réglés
pour fournir le bon nombre de composantes non nulles et le rapport signal sur bruit est
de 20 dB. Les algorithmes standard d’estimation parcimonieuse échouent tous a retrouver
la bonne solution et seule la solution exacte en norme ¢, fournit le bon support.

La ﬁgure a gauche représente le taux d’identification correcte du support (la propor-
tion de problemes pour lesquels I'algorithme a localisé parfaitement les K composantes),
sur les 50 instances de chaque probleme, en fonction de K, pour ces mémes algorithmes
et ol la résolution MIP est successivement limitée en temps de calcul a 1, 10, 100 et 1 000
secondes. Sans surprise, la recherche de I'optimum global du probleme ¢, fournit de loin
les meilleures solutions, méme si les performances se dégradent lorsque la complexité du
probléeme augmente : en présence de bruit, méme ’optimum global en norme ¢y ne garantit
pas de fournir la < vraie » séquence ayant généré les données. Il est également intéressant
de noter que les solutions intermédiaires, obtenues en limitant le temps de calcul, sont
aussi plus performantes que les solutions des algorithmes standard.

Au niveau du temps de calcul, nous avons montré dans [Bourguignon et al., 2016] que
la résolution exacte est possible, dans la mesure ou la parcimonie est suffisamment forte,
et est aussi d’autant plus efficace que le bruit est faible. Si la complexité combinatoire
du probleme dépend clairement du nombre de composantes non nulles recherchées, on
comprend aussi I'impact du niveau de bruit en analysant la structure des algorithmes de
résolution (la Section leur sera consacrée) : plus les données sont bruitées, moins les
différentes combinaisons parcimonieuses peuvent étre discriminées entre elles et moins de
branches pourront étre élaguées rapidement dans la procédure de branch-and-bound. La
figure [6.3| & gauche montre ainsi les temps de calcul de la résolution MIP sur I’ensemble
des problemes P/, pour un rapport signal sur bruit de 20dB. Sans surprise non plus,
ceux-ci sont bien plus élevés que pour les approches classiques, ou le temps de calcul
est de l'ordre de 1072 s sur ces < petits > problemes. Si I’ensemble des probléemes est
résolu en moins d’1s pour K = 5, les temps de calcul sont d’autant plus dispersés que la
complexité augmente. Ainsi, pour K =5 (respectivement K = 7), le temps varie de 0.2s
a 6s (respectivement de 0.5s a 491s). Pour K = 11, une dizaine d’instances n’ont pas

4. On pourra se référer a la description de 'algorithme OMP pour la justification de cette propriété, voir

page [54]

5. https://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio
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N =120, P =100, RSB =20dB N =120, P =200, RSB = o0
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FIGURE 6.2 — Comparaison d’algorithmes sur des problemes de déconvolution parcimonieuse
(résultats moyennés sur 50 instances), avec N = 120 données : taux d’identification correcte du
support en fonction de K. A gauche, P = 100 inconnues et rapport signal sur bruit de 20 dB.
A droite, P = 200 inconnues et rapport signal sur bruit infini. Le temps maximum pour la
résolution MIP (probleme P, /) est successivement limité a 1, 10, 100 et 1000 s (voir la légende
sur la figure).

abouti en moins de 1000 s, reflétant la nature NP-difficile du probleme. Enfin, si ces temps
de calcul semblent élevés, ils doivent aussi étre mis en rapport avec le cott de ’évaluation
exhaustive de toutes les solutions (i.e., la résolution de CX problemes de moindres carrés
en dimension K), que nous avons estimé a environ 1500s pour K = 5, 4 jours pour K =7
et plus d'un an pour K = 9.

N =120, P =100, RSB =20dB N =120, P =200, RSB = ¢
3 [|—K=5 ] 3[|—K=5
= 1070 7 /’//7 = 107
—= 1021 K=9 ] — 4n2.—K=9
§ 10 —a 10 K11
g 10’ g 10 |
= =
- - f/;_//‘iy’} ]
3 3
ﬁ 10'1 ﬁ 10'1 7/_/_’_’//7
1072 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1072 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Instances Instances

FIGURE 6.3 — Temps de calcul triés par ordre de croissant pour la résolution MIP des 50 instances
du probleme Py /g, pour K de 5 a 11. A gauche, P = 100 inconnues et rapport signal sur bruit

de 20 dB. A droite, P = 200 inconnues et rapport signal sur bruit infini.

Nous avons également évalué les performances de ’approche MIP sur des problemes
non bruités, dits de représentation parcimonieuse. Afin de résoudre des problemes non-
triviaux avec P > N (sinon, en 1’absence de bruit, la solution des moindres carrés fournit
I'optimum!), nous avons considéré un modele convolutif sur-échantillonné d’un facteur
deux par rapport aux données, comme proposé en Section [5.2] Le probléme revient alors
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a chercher la solution la plus parcimonieuse dans un systeme d’équations y = Ax sous-
déterminé (200 inconnues pour 120 données), qui est un cas particulier de la formula-
tion Py/p avec a = Olﬂ La figure a droite confirme un résultat attendu : sans bruit, la
vraie séquence est la solution du probleme £, ; I'optimisation de Py, permet donc d’identi-
fier parfaitement le support. C’est loin d’étre le cas des autres méthodes, qui n’identifient
quasiment jamais I’ensemble des composantes. La figure [6.3| a droite montre également
que ’ensemble des problemes est résolu de maniere garantie en un temps bien plus faible
que dans le cas bruité (au maximum 0.35s, 1.2s, 4.4s et 40s respectivement pour K = 5,
7,9 et 11).

Enfin, nous avons mis en évidence dans [Bourguignon et al., 2016] que le temps de
calcul dépendait fortement de la formulation abordée : si les formulations Py et Poyo,
comportant le terme de moindres carrés dans la fonction objectif, sont résolues en des
temps similaires, le solveur CPLEX est bien moins efficace sur la résolution du probleme
Pyj2. Ce tres fort écart de performance n’est cependant pas surprenant, le solveur gérant
plus difficilement des contraintes quadratiques que des contraintes linéaires.

6.2 Construction d’algorithmes branch-and-bound dédiés

Les résultats précédents ont montré que la solution exacte de problemes d’optimisation
en norme {y pouvait étre calculée, sur des problemes de complexité limitée (forte parci-
monie, fort rapport signal sur bruit), a I'aide de reformulations MIP et de 1'utilisation
d’un solveur MIP générique. Je me suis donc intéressé au développement d’algorithmes
de résolution dédiés aux problemes P9, Py/2 et Payo, pouvant remplacer I'utilisation
d'un solveur. D'une maniere générique, nous notons ici PM¥ la reformulation MIP d’une
des trois formulations dans la colonne de droite de la table [6.1]

6.2.1 Principe de ’algorithme branch-and-bound

Le schéma de résolution d'un MIP exploite le principe dit de séparation et évaluation,
ou branch-and-bound [Wolsey, 1998|. Nous pouvons en résumer le fonctionnement, sur nos
problemes, par les étapes suivantes :

0) Soit f* la valeur optimale du probleme MIP considéré. Supposons connue une confi-
guration réalisable (i.e., satisfaisant les contraintes) des variables d’optimisation
(b,x), possiblement non optimale, pour laquelle la fonction objectif vaut f, avec
donc f > f*.

i) Un arbre de décision binaire est créé, ou a chaque noeud une décision est prise sur
une variable : est-elle nulle ou non nulle 7 Deux branches sont créées, correspondant
aux cas by, = 1 et b,, = 0, pour un indice p; donné. Chaque branche génere ainsi un
sous-probleme, noté P®, ol cette variable binaire est fixée.

ii) Au sous-probleme P associé & un nceud donné i, correspond donc un ensemble de
variables binaires fixées (notons-les bg, = 1 et bg, = 0), les autres étant indéterminées
(notons-les bg). Une borne inférieure f% du minimum atteint sur I'ensemble des
configurations des variables bg va alors étre calculée, par exemple en relachant les
contraintes d’intégrité sur ces variables. On résout alors un probleme d’optimisation

6. En pratique, cependant, la mise en ceuvre est réalisée avec des contraintes égalité, évitant de recourir & des
contraintes quadratiques inutiles.
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continue, noté R® :

GQ) . £() _ : MIP _ _
RY: fY = be[o,{]npl,lalceRPP s.c. bg; =1 et bg, =0. (6.4)

Autrement dit, au lieu de calculer explicitement la fonction de cout pour chaque
configuration de ces variables, on va borner inférieurement I’ensemble des solutions
atteintes sur les sous-problemes issus de P® par la relaxation continue de ces va-
riables.

iii) Si f @ > f, alors le sous-probleme ne peut contenir la solution optimale et on peut
donc I’éliminer. Sinon, deux nouveaux sous-probleémes sont créés, en choisissant une
) )
nouvelle variable binaire dans S.

iv) Si le calcul de la relaxation continue donne une configuration réalisable du probleme
(i.e., si les variables relachées sont binaires a 'optimum), 1’ensemble des branches
contenues dans ce sous-probleme est résolu. On peut alors comparer cette solution a
la meilleure solution connue, et le cas échéant mettre & jour f. Des heuristiques de
calcul de solutions réalisables peuvent également étre mises en ceuvre pendant 1’al-

gorithme afin d’améliorer la meilleure configuration connue, et donc de diminuer f.

Par construction, le processus converge en un nombre fini d’étapes, et se termine lorsque
I’ensemble de I'arbre de décision a été exploré. On a alors f = min f® = f*. La ﬁgureh
L

illustre le parcours d’un tel arbre et la figure montre ’évolution des deux bornes
encadrant I'optimum.

FIGURE 6.4 — Exemple de parcours d’un arbre binaire de décision : chaque noeud, correspondant
& un probléme d’optimisation P, est divisé en deux nceuds fils obtenus en contraignant une
variable binaire a valoir 0 ou 1. Le parcours se fait en profondeur d’abord, en branchant en
priorité du coté b, = 1 (les sous-problemes sont numérotés dans leur ordre de visite). Les nceuds
5 et 7 ont été élagués.

123



6.2 Algorithmes branch-and-bound dédiés Chapitre 6. Optimisation exacte en norme £

~
*

Fonction objectif

Ttérations

FIGURE 6.5 — Evolution (simulée) de la borne supérieure (meilleure solution connue a une
itération donnée, f) et de la borne inférieure globale (valeur minimale sur lensemble des
problemes relachés, f = min; f@).

6.2.2 Motivations pour des algorithmes dédiés

Ma motivation principale, qui a généré le projet ANR MIMOSA, résidait dans 'idée
que ces problemes ¢, sont des MIP a la structure finalement assez simple, a laquelle un sol-
veur générique, développé pour résoudre des problemes plus complexes, est < indifférent >.
En particulier, quelle que soit la formulation envisagée Ps/g, Po/2 ot Payg :

e les variables binaires apparaissent sous la simple forme d’une somme;

e chaque variable binaire est liée a une seule variable continue, sous la forme de
contraintes linéaires (reformulation bigM) ;

e hormis cette reformulation, le probleme sépare les variables continues dans la fonc-
tion de cout des variables binaires en contrainte, ou inversement ;

e les seuls termes quadratiques concernent les variables continues (il n’y a pas de
produit de variables binaires, et pas de produit entre variables binaires et continues).

Eclairés par ces spécificités, nous détaillons dans les sections suivantes les différents choix
effectués pour la construction d’une procédure branch-and-bound. Notons que des idées
similaires apparaissent dans un article de 1996 [Bienstock, 1996], qui contient cependant
peu de détails de mise en ceuvre ni de résultats. Dans [Bertsimas et Shioda, 2009], les
auteurs construisent également un algorithme de branch-and-bound dédié, mais dans un
contexte inapplicable ici (probléemes de moindres carrés surdéterminés, a faible nombre de
composantes nulles).

6.2.3 Stratégies d’exploration

Différentes questions se posent a l'heure de définir une stratégie d’exploration de
I’arbre, sur le principe expliqué au § Sur quelle variable b,, choisit-on de brancher
(étapes 1) et iii)) ? Considere-t-on d’abord le coté b,, = 1 ou b,, = 0?7 Quel sous-probleme
explorer en priorité 7 Il n’est pas possible de répondre de maniere générale a ces questions
et de nombreuses possibilités coexistent dans la littérature et sont implantées dans les
logiciels existants.

Nos choix s’inspirent de la construction des méthodes gloutonnes : nous choisissons une
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stratégie de parcours de l'arbre en profondeur d’abord (deep first search) [Wolsey, 1998],
qui consiste a subdiviser et descendre le plus profondément dans I’arbre de recherche avant
de parcourir les noeuds en attente. Nous explorons alors en priorité la branche correspon-
dant a activer des composantes, i.e., a la décision b,, = 1. Puisque nous recherchons des
solutions parcimonieuses, nous allons de fait limiter la profondeur de I’arbre de recherche.
Une illustration est représentée en figure 6.4}

Afin de sélectionner 'indice p; de la variable sur laquelle brancher, nous exploitons la
solution fournie par la relaxation R en choisissant la variable binaire dans S dont la
valeur est la plus proche de 1 :

pi = argmaxby, ol b" est 'ensemble de variables continues minimisant (6.4)).
peS
Notons que ces choix ne sont pas configurables dans 1'utilisation standard d’un solveur
comme CPLEX, ou I'on peut par exemple choisir entre la variable relachée la plus proche

d’une valeur entiere (indifféremment 0 ou 1) et, a I'inverse, la variable la plus proche de
0.5.

6.2.4 Les relaxations continues sont des problemes /;

Ce paragraphe aborde une de nos contributions majeures sur la résolution, qui résulte
de I'observation que les problemes de relaxation continue de chaque sous-probleme sont en
fait des problémes en norme ¢;. Plus exactement, nous montrons qu’a 'optimum (b*, x*)
du probleme relaché R™ les contraintes de reformulation bigM sont saturées : ‘w%! =
Mb%. Par conséquent, le terme correspondant a la norme o s’écrit

b= Sl = - sl

peS peS

Les preuves peuvent étre trouvées dans un article soumis a la revue Optimisation Methods
and Software [Ben Mhenni et al., 2019], reproduit en Annexe [A]

Une interprétation géométrique connue de ce résultat [Chandrasekaran et al., 2012]
est donnée en figure [6.6] oli la contrainte ||z||, < K est relachée en [|z||, < MK, sous
I’hypotheése supplémentaire que la solution est bornée. On retrouve ici I’argument souvent
avancé que < la norme fy est la relaxation convexe de la norme fy >. Ceci n’est vrai,
cependant, que si 'on rajoute des contraintes de borne sur x. Cette limite est due au
non-respect de la propriété d’homogénéité par la < norme > ¢, : le domaine défini par
|||, < K ne définit pas un ensemble borné.

Le tableau donne la reformulation des sous-problemes rencontrés dans ’algorithme
branch-and-bound, pour les trois formulations étudiées.

Ce résultat a deux conséquences importantes :

e Les relaxations continues de tous les sous-problemes peuvent étre reformulées sans
variables binaires.

e Elles s’écrivent toutes comme des probléemes d’optimisation comprenant une terme
d’ajustement quadratique, une norme ¢; portant sur une partie des variables et
des contraintes de borne sur I’ensemble des variables. Une optimisation dédiée peut
donc étre mise en ceuvre, potentiellement plus efficace que la résolution du probleme
relaché initial — colonne de gauche dans la table — par un algorithme générique
de programmation quadratique. C’est 'objet du §[6.2.5]
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-M

FIGURE 6.6 — La norme #; est la relaxation convexe de la norme £y en présence de contraintes
de borne. A Dintérieur du carré vert, domaine admissible |||, < M. L’intérieur du carré bleu
correspond au domaine |lx||; < M, qui contient bien les deux axes rouges correspondant au
domaine ||z|, < 1.

6.2.5 Optimisation en norme /; avec contraintes de borne et variables libres

L’optimisation de criteres impliquant un terme de moindres carrés et la norme /¢; a
donné lieu a de nombreux travaux, déja évoqués dans ce manuscrit, notamment pour
la forme pénalisée. Les problemes qui nous intéressent ici sortent cependant de ce cadre
standard. D’une part, ils incluent des contraintes de borne et le terme en norme ¢; n’affecte
qu’une partie des variables. D’autre part, nous cherchons a résoudre les trois classes de
problemes définis dans la colonne de droite de la table [6.2] ou la norme ¢; apparait
en contrainte, en fonction objectif, ou sous forme pénalisée. Rappelons par ailleurs que la
résolution de ces problémes vise a obtenir une borne inférieure sur un ensemble de solutions
relatives a une branche de l'arbre de recherche (voir le § . Il est alors important
d’envisager des algorithmes ezacts, par opposition a des algorithmes de descente ou, si
I’on tronquait les itérations, la borne inférieure obtenue ne serait pas garantie.

Algorithme homotopique

Nous nous sommes orientés vers les méthodes homotopiques [Osborne et al., 2000,
Efron et al., 2004, Donoho et Tsaig, 2008]|, dont la structure permet naturellement de
prendre en compte ces contraintes, et qui permet de résoudre similairement les trois classes
de problemes. Notons qu’une version de I’algorithme homotopique pour des problemes ¢
avec contraintes de borne a été publiée concomitamment & nos travaux [Liang et Wang,
2017]. Nous l'avons généralisé au probleme contenant a la fois des contraintes de borne
et des variables « libres ». Les détails se trouvent dans la référence [Ben Mhenni et al.,
2019]; nous en résumons ici le principe.

Considérons la forme pénalisée 772(21 de la table , en notant A = /M :

{ |2zl <M

. 0.5
sl < M (6.5)

1
min = Hy - A51w51 - A§m§”2 + /\||£B§||1 5.C.
.'.Usl,il:§

Le principe de la méthode homotopique est de calculer séquentiellement I'ensemble des
solutions en fonction de A. L’algorithme repose sur les propriétés suivantes.

126



Chapitre 6. Optimisation exacte en norme £

6.2 Algorithmes branch-and-bound dédiés

Sous-probleme relaché

Probleme équivalent en norme #;

i 1 ) 1
R . min “ly — Az|? pl) . min L Ae g — Aeapal?
2/0 be[0,1]P @ eRP 2||y H 2/1 msléRnl,mgéRﬁ 9 Hy S1LS, S SH

P
D <K lesl, < M(K —n1)
s.c. p=1 s nguoo <M
< Mb
1= |25, < M
bSl = 17bS() =0
RO/Q : be[07$2€RP Zp:l bp 771/2 : min MHmS”l (+n1)

g, ER™,xzER™
1
Sy~ Azl <a

1 2
§Hy - A51w51 - A§m§H <o
|| < Mb

S.C. S.C. Hm*H <M
bS _ Slloo =
1
o o, < M
So —
P
Rg’lo : min 1Hy — Az|®+ MZ bp 732(21 : min 1Hy — Ag,xg, — Aga:gHQ
be[0,1)P,z€RP 2 = x5, €R"1 z<CR™ 2
1
gl ()
x| < Mb
= gl < M
s.c. bs, =1 s.c. H ||°° < M
T
bs, =0 Stlleo =

TABLE 6.2 — Problemes de relaxation continue mis en jeu pour chaque sous-probleme dans l’al-
gorithme branch-and-bound (colonne de gauche) et problemes équivalents en norme ¢; (colonne
de droite), pour les trois formulations Py /05 Poj2 €t Pato. Les indices 1,..., P sont partitionnés
en Sy (variables binaires fixées a 0, pour lesquelles g, = 0), S; (variables binaires fixées a 1,
pour lesquelles &g, # 0) et S (variables binaires non déterminées). Les dimensions de S; et S
sont notées respectivement nq et m.

e Soient

A o1
:quol) = argm1n§ |y — ASla:Sle s. c. ||xg ||, <M

s, eR™

A
et AV S |AL(y - Aszy)|

oo’

On montre que pour A > A les variables pénalisées g sont identiquement nulles

et xg, = a:fgol).

e On montre que la solution est continue et linéaire par morceaux en fonction de .
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On peut alors former la suite de solutions ) & chaque rupture de pente :

2® = -1 4 O g® (6.6)
et A = \(t=D (0 (6.7)

ot d¥) est le vecteur contenant les changements de pente et v > 0 est la longueur
de I'intervalle [A®) A(¢=D].

e A une itération ¢ donnée, on va rechercher le prochain point de rupture de pente en
recherchant un changement dans la configuration des variables : une variable nulle
devient non nulle (ou réciproquement), une variable non nulle atteint la borne £M
ou, inversement, une variable valant =M quitte cette borne. Chaque cas produit
une expression analytique de A, obtenue en exploitant les conditions d’optimalité du
probleme . L’itération suivante est alors définie en sélectionnant 1’événement
correspondant au plus petit décrément de A et en mettant a jour la configuration du
support.

La figure en haut représente un exemple de chemin de solutions obtenues en fonction
de A\, ou x* désigne la solution du probleme pour une valeur donnée de .

Pour la version pénalisée, ’algorithme s’arréte a l'itération ¢ telle que la valeur cible
du parametre de régularisation, notée \*, soit dans I'intervalle [\, \¢=1)]. La solution est
alors simplement calculée en remplacant 7" par v* = A=Y — \* dans (6.6). Lorsque A
I

*

décroit contintiment, I'erreur 3 Hy — Ag g — Agag||” décroit contintiment et la norme £,
des variables pénalisées croit contintiment car les deux fonctions sont convexes. La fi-

)

représentant I’ensemble des solutions optimales en fonction de A. L’algorithme peut donc,
de maniere similaire, résoudre les formulations contraintes de la table [6.2) en s’arrétant

a l'itération t telle que la contrainte égalité associée (Haz*g , = M(K —m) pour Pé% et

sy — As iz, — A§$*§||2 = « pour 771(;)2) soit atteinte dans l'intervalle [A(), \t=1]. La

2 *
||w§

gure en bas montre ainsi la courbe de Pareto (% ||y —Ag s — Agag

solution d’intérét est alors simplement calculée en remplacant v par v* = At=1) — )\*

dans . Dans les deux cas, la valeur v* correspondant aux contraintes égalité s’obtient
analytiquement (voir [Ben Mhenni et al., 2019]).

6.2.6 Evaluation des performances

L’efficacité des algorithmes branch-and-bound ainsi construits est évaluée sur les ins-
tances de problemes de déconvolution parcimonieuse définies dans [Bourguignon et al.,
2016] et présentées au §[6.1.2, ot y € R0, A € R190X120_ L6 rapport signal sur bruit est
ici de 10 dB (correspondant aux problemes les plus difficiles et les plus couteux en temps
de calcul) et M = 1.1 ||ATyHOO. La cardinalité des problemes varie de K =5 a K =9
et la vraie valeur de K est utilisée pour les problemes Py /. Les parametres respectifs des
problemes Py s et Payg sont réglés de maniere statistique en fonction du niveau de bruit

et du degré de parcimonie : « est fixé de sorte que la probabilité P(||e]* < o) = 95 %
et u = 20%log(1/p — 1), ot o2 est la variance du bruit et p = K/P (voir [Soussen et al.,
2011] pour ce réglage). La qualité des solutions ayant déja été étudiée en Section , nous
nous intéressons ici uniquement aux temps de calcul associés.

7. A ma connaissance, les notations récursives utilisées ici sont dues & Donoho et Tsaig [Donoho et Tsaig,
2008] pour le probléme pénalisé standard.
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FIGURE 6.7 — Fonctionnement (simulé) de l'algorithme homotopique pour le probleme .

A gauche, exemple de chemin de solutions en fonction du parametre de pénalisation A, avec 4

variables non nulles & Poptimum : S = {1,3,5} et S; = {4}. Les cercles montrent les événements

ayant changé la configuration des variables et les lignes verticales localisent les ruptures de pente.
* *

2
5 5,

9
en fonction de A (courbe de Pareto). Les cercles de couleur marquent les points de rupture
correspondant a la figure de gauche.

€T

A droite, ensemble des solutions optimales dans un repére <§ Hy —Agxy — Agw
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Afin de dissocier les performances de la stratégie d’exploration de celles du calcul
des relaxations a chaque noeud, les algorithmes développés (dénommés B&Bgr pom par la
suite) sont comparés a :

e notre stratégie d’exploration par branch-and-bound, ou les problemes de relaxation
continue (sous la forme de gauche dans la table sont résolus par le solveur de
programmation quadratique de CPLEX. Cette version est dénommée B&Br_cprex
par la suite;

e la résolution du probleme MIP initial par le solveur MIP de CPLEX (version 12.8),
nommeée MIPCPLEX-

Toutes les méthodes sont implémentées en C++ et exécutées sur une machine portable
UNIX équipée de 31,1 Go de RAM et de quatre processeurs centraux (CPU) Intel Core
i7-6600U cadencés a 2.6 GHz. Les calculs sont limités a un seul coeur afin de se concentrer
sur la performance des algorithmes en désactivant leurs capacités de parallélisation. Le
temps CPU maximum est fixé a 1000 secondes et le paramétrage par défaut de CPLEX
est utilisé.

Les temps de calcul obtenus, moyennés sur 50 instances de chaque probleme, sont
donnés en table [6.3] B&Bgr nom et B&Br.cpLex mettant en ceuvre la méme stratégie de
branchement, ils explorent le méme nombre de nceuds — a de tres légeres différences
pres, probablement dues a la précision numérique. Cependant, le temps de calcul pour
B&Br-nowm est plus faible d’'un facteur de 8 a 25 pour Py /g et Pato, et d'un facteur de 60
a 120 pour Py/z, mettant en évidence le gain apporté par I’approche homotopique pour
le calcul des relaxations. Il permet également de résoudre plus d’instances en 1000 s.

Pour les problemes Py et Pato, B&Br.nom est plus efficace que MIPcprex sur les
instances les plus faciles (K =5 et K = 7), allant jusqu’a réduire le temps de calcul d'un
facteur 4 sur les problemes les plus simples (P9, K = 5). Pour K = 9, en revanche,
MIPcprEx résout un plus grand nombre d’instances en 1000 s et est jusqu’a 30 % plus
rapide (pour Payg). Ce résultat n’est pas surprenant, la résolution de MIP quadratiques
de CPLEX bénéficiant de nombreux raffinements qui ne sont pas mis en ceuvre dans
notre procédure de branch-and-bound (heuristiques, méthodes de coupe, etc.). Nous y
reviendrons dans la conclusion de ce chapitre.

Les résultats sont tres différents pour le probleme Py /2, pour lequel B&Bg.gon est bien
plus efficace que MIPcprex sur 'ensemble des instances, a la fois au niveau du nombre de
nceuds explorés et du temps de calcul. En particulier, le temps de calcul par nceud est ici
réduit d’un facteur d’au moins 6 et le nombre de noeuds explorés d’un facteur au moins
20. Au ﬁnal, B&BR—HOM est 120 a 250 fois pIUS rapide que MIPCPLEX-

6.3 Démélange spectral < {;, > et contraintes structurantes

Nous nous sommes également intéressés, dans la these de Ramzi Ben Mhenni, a 'ex-
ploitation de modeles en norme ¢, pour le probleme de démélange spectral parcimonieux.
Le démélange est un probleme classique en imagerie hyperspectrale de télédétection, ot
I’on cherche a décomposer un spectre de réflectance mesuré en une combinaison de spectres
élémentaires < purs >, et a estimer les coefficients (abondances) associés [Singer et Mc-
Cord, 1979, Keshava et Mustard, 2002]. Le mélange est en particulier du a I’éloignement
de l'instrument de mesure — souvent embarqué a bord d’'un avion ou d’un satellite — de la
scéne observée : la surface d'un pixel du détecteur a alors une empreinte au sol de grande
taille, dans laquelle peuvent se superposer les contributions de différents éléments. Re-
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Probleme Propre branch-and-bound Solveur MIP CPLEX
B&BRr-nom B&Br.cpLEX CPLEX 12.8

Temps | Neeuds | E | Temps | Noeuds | E | Temps | Neeuds | E
(s) | (x10%) (s) | (x10%) (s) | (x10%)

K=5 0.7 1.28 0 7.7 1.28 0 3.0 1.71 0

P | K=7 11.6 17.89 0 141.9 17.89 2 16.6 21.51 0

K=9 43.5 97.37 9 448.1 57.46 30 53.8 72.04 6

K=5 1.8 2.01 0 32.6 2.02 0 3.2 1.98 0
Poyo | K=7 7.3 10.20 0 187.3 10.22 7 7.4 9.61 0

K=9 25.6 31.80 ) 470.7 31.87 28 17.3 23.74 2

K=5 0.1 0.21 0 6.0 0.21 0 25.7 6.71 0
Py | K=7 0.9 2.32 0 85.2 2.32 0 114.8 49.54 2
K=9 2.5 5.22 0 296.9 5.22 18 328.2 101.07 | 17

TABLE 6.3 — Performances comparatives de B&Bgr.-nom, B&Br.cprex et MIPcprLex pour la
résolution de problemes simulés de déconvolution parcimonieuse : temps de calcul moyen (s),
nombre moyen de noeuds explorés et nombre d’instances non résolues en 1000 s (colonne 'E'). Les
moyennes sont calculées sur les instances résolues en moins de 1000 s par les trois algorithmes.

marquons que nous avons la une situation tres différente de I'imagerie hyperspectrale en
astronomie qui a fait 'objet du Chapitre 4, ou dans un pixel on ne peut souvent détecter
qu’une source au maximuum.

Le démélange spectral me semble un probleme particulierement adapté pour des ap-
proches basées sur des formulations de MIP car la taille des problemes est souvent limitée.
Si I'on ne considere pas de contraintes spatiales reliant les différents spectres d’'un cube
d’images hyperspectrales, le probleme reste unidimensionnel, ott le nombre de données est
limité a quelques centaines de longueurs d’onde. De plus, si la taille du dictionnaire peut
étre arbitrairement grande, en général le nombre de composantes recherchées n’excede pas
quelques unités, limitant la combinatoire. Qui plus est, il est rarement nécessaire d’avoir
des résultats de décomposition en temps réel. Par ailleurs, I'introduction de variables
binaires encodant la présence ou l'absence de chaque composante fournit un cadre tres
flexible de modélisation dans ce contexte : outre la possibilité d’inclure des contraintes
exactes de parcimonie (qu’on ne peut pas prendre en compte avec une norme ¢; ou avec les
algorithmes gloutons classiques, comme nous le verrons plus bas), ce cadre permet aussi
la prise en compte de contraintes logiques permettant de structurer 1’espace des solutions,
afin de tenir compte des probléemes de variabilité spectrale [Zare et Ho, 2014].

6.3.1 Démélange spectral et parcimonie

Parmi les nombreuses approches abordant le démélange, nous nous focalisons sur des
méthodes ot I'on cherche a décomposer un spectre observé y en une combinaison linéaire
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de spectres de référence :
P
Y ~ Zapsp = Sa, (6.8)
p=1

olt y € RY est un vecteur colonne représentant le spectre mesuré, S = [sy,...,sp] est
un dictionnaire composé de P spectres élémentaires (avec en général P > N) et a =
lay, ..., ap]T contient les coefficients du mélange recherché ou abondances qui, représentant
des proportions, sont positives et de somme unitéﬁ. Le dictionnaire peut alors contenir
une collection de spectres < purs » mesurés en laboratoire, ou résulter de I’identification
préalable de spectres de référence (endmembers) a partir d'un jeu de données hyper-
spectrales. Dans les deux cas, I’hypothese de parcimonie prend tout sons sens car on ne
cherche en général qu’un faible nombre de composants présents a une position spatiale
donnée [lordache et al., 2011, Bioucas-Dias et al., 2012, Greer, 2012].

Une approche standard du probleme de démélange, dite FCLS pour Fully Constrained
Least Squares [Heinz et Chein-I-Chang, 2001], consiste a estimer le jeu d’abondances au
sens des moindres carrés, sous des contraintes de positivité et de somme a 1 :

P
o 2 _ _
FCLS : i ly —Sa|” s.c. Vp=1,...,P,a, >0 et Zlap = 1. (6.9)
-

Remarquons que ce modele introduit une certaine dose de parcimonie par les contraintes de
positivité (a I'optimum, certains coefficients vont atteindre leur borne inférieure a, = 0).
Celles-ci peuvent cependant s’avérer insuffisantes, en particulier en présence de bruit et/ou
d’erreurs dans le modele. La figure présente ainsi une simulation ou les données sont
générées selon le modele . Le dictionnaire est constitué de P = 481 spectres de
réflectance de minéraux issus de la base de données de 1’ United States Geological Survey
(USGS), mesurés sur N = 113 longueurs d’onde entre 1 et 2.5 um [Clark et al., 2003].
Deux jeux de données sont générés contenant K = 4 composantes, sans bruit : y = Sa
(en haut & gauche) et avec bruit : y = Sa + € (en bas a gauche), pour un rapport

signal sur bruit de RSB = 10log,, Sal® _ 40 dBJ’} En I’absence de bruit, ’approche

€ 2
FCLS permet de retrouver les vraies“(ll)mposantes puisque, dans ce cas, le vrai modele
est solution du probleme de I’équation . En revanche, sur des données bruitées, les
abondances estimées se retrouvent < étalées > en de nombreux coefficients non nuls de
faible amplitude. Si cet estimé produit des détections erronées (dont une partie pourrait
étre supprimée par seuillage), de maniére plus critique, il ne permet pas de retrouver
I’ensemble des composants ayant généré les données : le seuillage des composantes les
plus significatives dans cet exemple < loupe > ainsi la détection des spectres 1 et 4.
Cette dispersion des abondances aurait pu étre limitée si 'estimateur avait inclus
une contrainte de parcimonie plus forte. L’introduction d’une contrainte en norme ¢,
n’est pas appropriée pour ce probleme : en raison de la positivité et de la somme a 1,
la norme ¢; des abondances vaut 1 et ne peut donc constituer un levier pour imposer
plus de parcimonie dans la solution. Un argumentaire plus développé peut étre trouvé
dans notre contribution [Ben Mhenni et al., 2017], dont nous reproduisons l'illustration
de la figure : 300 réalisations aléatoires des données sont générées avec le dictionnaire

8. La légitimité de la contrainte de somme unité peut étre discutée en pratique. Cependant, a 'inverse de
nombreuses méthodes de démélange rejetant cette contrainte pour des raisons techniques, nous l’incluons dans les
méthodes développées ici, car elle ne pose aucune difficulté.

9. Cette valeur de rapport signal sur bruit, en apparence tres élevée, est due & la positivité des spectres (qui
sont donc de moyenne non-nulle). Elle correspond cependant & un niveau de bruit non négligeable.
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FIGURE 6.8 — Un exemple d’estimation par la méthode FCLS, sur un probleme simulé a K =
4 spectres, sans bruit (ligne du haut) et avec bruit (ligne du bas). A gauche : spectre simulé;
au centre : abondances vraies (x) et estimées (o) ; a droite : spectres estimés pondérés par leurs
abondances (vrai en trait plein rouge, estimation en tireté noir). En bleu, le bruit.

précédemment introduit, pour différents niveaux de bruit. Le nombre de composantes K
varie entre 1 et 10 et les abondances sont positives et de somme a 1. La contrainte de
somme a 1 dans est remplacée par la contrainte en norme /; : Zle a, = 7. La
figure représente, en fonction de 7, 'erreur moyenne sur le support, définie comme le
nombre moyen d’erreurs sur les détections correspondant aux K plus grandes abondances
estimées. L’introduction d’une contrainte en norme ¢; n’améliore pas significativement le
résultat de FCLS (7 = 1) : la valeur de 7 minimisant cette erreur passe ainsi de 0.998 pour
un rapport signal sur bruit de 60 dB a 0.989 pour un RSB de 40 dB. Par conséquent, les
solutions obtenues sont toujours tres proches de celles de FCLS et présentent les mémes
limites évoquées ci-dessus.

12 ‘ ‘ ‘
—RSB = 60
10 | —RSB = 55|
RSB = 50
8 — RSB = 45 |
& —RSB = 40
5 °
4
2

02 04 06 08 1 12 14 16
T

FIGURE 6.9 — Erreur moyenne sur le support (moyenne sur 300 réalisations aléatoires) pour une
approche en norme /; imposant ||a||; = 25:1 a, = 7, en fonction de 7, pour différents rapports
signal sur bruit [Ben Mhenni et al., 2017].
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Notons que les travaux [lordache et al., 2011, Bioucas-Dias et al., 2012, lordache et al.,
2014], qui exploitent la norme ¢; pour le démélange parcimonieux, relachent au final la
contrainte de somme a 1 dans leurs algorithmes, mais pour des raisons qui semblent moins
relever d'un choix de modélisation que de I'incompatibilité technique! D’autres travaux
ont proposé de modéliser la parcimonie avec une norme ¢,, p < 1 [Drumetz et al., 2019],
plus pertinente, mais générant des problemes d’optimisation non-convexe abordés par des
méthodes locales. Les approches gloutonnes classiques s’averent également inefficaces pour
gérer la contrainte de somme a un, notamment en raison de I'impossibilité de normaliser le
dictionnaire [Greer, 2012|. L’approche dite backward proposée dans [Greer, 2012] produit
une solution parcimonieuse en éliminant itérativement les composantes de faible amplitude
dans la solution FCLS. C’est en quelque sorte une approche gloutonne < inversée >, mais
qui ne possede aucune garantie d’optimalité.

6.3.2 Reformulation MIP du probleme de démélange parcimonieux

La formulation forte du probleme de démélange parcimonieux, faisant intervenir la
norme fg :
P
UNMIX® : ; min ||y — Sa|® s.c. a>0, Zap =1cet |al, <K, (6.10)
acRP ]
ne présente pas les inconvénients des approches parcimonieuses classiques évoqués au para-
graphe précédent. D’une part, elle n’est pas incompatible avec les contraintes de positivité
et de somme a 1. D’autre part, ce probleme se préte plutot bien a une reformulation MIP
introduisant des variables binaires. En particulier, celle-ci ne requiert pas 'introduction
de bornes bigM artificielles (voir le § : puisque les abondances sont naturellement
comprises entre 0 et 1, la condition b, = 0 < a, = 0 s’écrit ici 0 < a, < b,. De maniere
similaire aux reformulations introduites au §[6.1.1], on montre alors que :

(0<a<b

P
Zap: 1
p=1
P
> b <K

\ p=1

UNMIX® & min |y — Sal® s.c.

acRP be{0;1}F

, (6.11)

qui est un MIP quadratique a contraintes linéaires.

6.3.3 Introduction de contraintes structurantes

La prise en compte de la variabilité spectrale est une problématique récente en démélange
spectral [Zare et Ho, 2014, Thouvenin et al., 2018, Drumetz et al., 2019]. 1l s’agit de
considérer que les spectres de référence utilisés pour le démélange peuvent subir des mo-
difications par rapport a des spectres calibrés en laboratoire ou entre les différents pixels
d’une méme scene observée. Les raisons d’une telle variabilité sont multiples, comme la mo-
dification des conditions d’acquisition (notamment d’illumination), la présence d’aérosols
dans 'atmosphere ou des changements fins de la composition des matériaux composant
la scene [Zare et Ho, 2014].

Dans les approches de démélange a base de dictionnaire, une maniere de prendre en
compte cette variabilité consiste a inclure plusieurs spectres représentant le méme minéral
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recherché dans le dictionnaire, alors constitué de groupes de spectres de référence, et a
incorporer des contraintes supplémentaires lors de la phase d’estimation. Dans [Meyer
et al., 2016, Drumetz et al., 2019], par exemple, des contraintes de parcimonie struc-
turée sont introduites, de type group LASSO [Yuan et Yin, 2006] (favorisant un faible
nombre de groupes de spectres sélectionnés dans le mélange) ou, a l'inverse, de type eli-
tist LASSO [Kowalski et Torrésani, 2009] (imposant la parcimonie a l'intérieur de chaque
groupe de spectres du dictionnaire). Si, dans ces travaux, ces contraintes sont introduites
sous la forme de pénalisations continues avec des normes mixtes [Kowalski et Torrésani,
2009], elles peuvent étre prises en compte de maniere plus forte, a I’aide de reformula-
tions MIP, traduisant de maniére exacte des contraintes de structuration difficiles. Nous
présentons ci-dessous deux exemples.

Notons Gy, . . ., G5 la partition de I’ensemble des indices des P éléments du dictionnaire
en J groupes, et ag, le vecteur d’abondances associé.

Parcimonie dans dans chaque groupe

Lorsque le dictionnaire contient plusieurs représentants d’un méme minéral, il peut
étre souhaitable d’imposer qu'un seul (ou un faible nombre) d’entre eux soit présent dans
le mélange. Cette structuration est abordée dans [Meyer et al., 2016, Drumetz et al., 2019]
sous la forme d’une norme mixte ¢, o, visant a imposer une contrainte de parcimonie a
I'intérieur de chaque groupe :

1/2 J 4a, oy 1/2
lallgi. = (Z ”a’G || ) = Z Zank
=1 \ k=1

2 2
:\/(aG11+...+aG1#G1> +...+<aGJ1+...+aGJ#GJ) ,

ou #G; représente le nombre d’éléments dans le groupe j. Une formulation plus forte
consiste a imposer explicitement un nombre maximum K; d’abondances non nulles dans
le groupe j, qui s’écrit :

a >0
UNMIXS% . ;rel]%{r}) ly — Sa|® s.c. Zap =1 : (6.12)
fac, lp < K;

Comme nous ’avons fait au paragraphe précédent, ce probleme peut étre reformulé comme
le MIP :

e}
N
e
IN
S

[~
Q

bS]
I
—

UNMIX®* & min  |ly — Sa|’ s.c

acRP be{0;1}F

S
Il
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I
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Seuil minimal

Afin d’éviter la < dispersion » des abondances en de nombreuses composantes estimées
de faible amplitude, nous pouvons encore imposer une valeur minimale 7 aux amplitudes
non nulles, formulant un probléeme a contraintes logiques :

a >0
P
UNMIX®U! : mj — Sa?® s.c. a, =1
min [ly - Sal” s.c ;p
Vp=1,...,Pa, #0=a,> 7

Cette formulation peut étre intéressante sur le plan méthodologique, évitant une opération
de seuillage a posteriori des abondances faibles. A ma connaissance, elle n’est pas apparue
dans la littérature de démélange, probablement en raison de la difficulté a la prendre en
compte[?] L'utilisation de variables binaires permet cependant une reformulation exacte :

0<a<Ttb
UNMIXsu! o i ~Sa? sc { —
min ly al|” s.c Zap: 1
p=1

acRP be{0;1}7

Notons que cette contrainte induit également une structure parcimonieuse < au sens
ly > du vecteur d’abondances puisque, en raison de la positivité et de la contrainte de
somme & 1, le nombre d’abondances non-nulles ne peut excéder 1/7.

Notons pour terminer que les différents types de contraintes introduits ci-dessus a base
de variables binaires (parcimonie simple, parcimonie de groupe, seuil minimum) peuvent
tout a fait étre considérés conjointement, en accumulant les contraintes associées dans un
nouveau probleme, qui reste sous la forme d’un MIP quadratique a contraintes linéaires.

6.3.4 Quelques résultats de simulations

Nous présentons quelques résultats obtenus sur des probléemes simulés. Le dictionnaire
est composé de P = 481 spectres en réflectance de minéraux issus de la base de données de
I"'USGS [Clark et al., 2003], dans lequel nous avons formé des groupes de spectres corres-
pondant au méme minéral. Le dictionnaire ainsi structuré comprend 85 groupes contenant
entre 2 et 18 spectres et 146 spectres avec un seul représentant. Les spectres actifs sont
tirés aléatoirement dans le dictionnaire, avec au plus un représentant par groupe, et les
abondances associées sont tirées uniformément au-dessus d’une valeur minimale de 0.1.
Le nombre de composantes dans le mélange varie de 1 a 7 et un bruit gaussien est ajouté,
pour un rapport signal sur bruit variant de 60 dB (données peu bruitées) a 40 dB (niveau
de bruit moyen).

Les solutions de la méthode FCLS et de 'approche backward proposée dans [Greer,
2012] sont comparées aux solutions obtenues par les estimateurs suivants reposant sur la
résolution de MIP :

e UNMIX%%, ot seule la parcimonie & Iintérieur de chaque groupe est imposée avec
K; =1 (i.e., au plus un spectre est actif dans chaque groupe),

e UNMIX®, ot la norme ¢, est réglée & sa vraie valeur,

10. On trouve cependant une contrainte similaire pour des probléemes d’optimisation de portefeuille, imposant
un montant minimum de transactions [Bertsimas et Shioda, 2009, Cui et al., 2013].
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o UNMIX%*%0 cumule la contrainte de parcimonie dans chaque groupe avec une
contrainte en norme /g,

o UNMIX*u*+S% cyumule la contrainte de parcimonie dans chaque groupe avec un seuil
minimal sur les abondances non nulles (réglé a 7 = 0.1).

Les estimations par UNMIX® et UNMIX®T%0 et la méthode backward sont réglées de
maniere a fournir le bon nombre de composantes non nulles.

La figure montre les résultats obtenus pour un niveau de bruit (RSB) de 40 dB
et un mélange a K = 4 spectres. Les données ont déja été présentées sur la figure [6.8
La solution de FCLS, également présentée en figure ne détecte correctement que les

UNMIX%
UNMIX % Backward [Greer, 2012] — UNMIX%+Co
_ UNMIxseuil+G€0
04} @ 0.4 *2 | 04 ®2
0.3 0.3 1 03
@ @
02} 3 0.2 102
01} ﬁ) 0.1 | D I Tﬁj
= 0 . 0
1 100 200 300 400 1 100 200 300 400 1 100 200 300 400
n’ endmember n’ endmember n’ endmember

A (um) ' A (jim)

FIGURE 6.10 — Exemple de résultats obtenus par différentes méthodes de démélange, sur un
probleme simulé & K = 4 spectres, RSB = 40 dB. En haut, abondances estimées (cercles) et
vraie séquence (croix). En bas, spectres estimés pondérés par leurs abondances (vrai en trait
plein rouge, estimation en tireté). En bleu, le bruit.

spectres 2 et 3 avec des abondances élevées. Les abondances associées aux spectres 1 et 4
sont également non-nulles, mais avec des valeurs plus faibles que deux fausses détections.
L’ajout des contraintes de groupe par UNMIX%* améliore 1'estimation, puisque les 4
abondances les plus élevées correspondant bien aux 4 spectres de la simulation ; quelques
détections erronées subsistent cependant, et les abondances sont donc sous-estimées. La
méthode backward détecte correctement les spectres 2, 3 et 4, mais le spectre 1 est rem-
placé par un spectre de forme proche et les abondances sont mal estimées. Les trois estimés
UNMIX?, UNMIX‘+G% UNMIX*W+G% fournissent ici la méme solution, détectant par-
faitement les 4 composantes, les abondances étant alors correctement estimées.

La figure montre des résultats moyennés sur 30 instances de chaque problémelﬂ7
pour un niveau de bruit faible (55 dB) et moyen (40 dB), en représentant 'erreur qua-

11. Pour les instances ou 'optimisation n’a pas terminé en 1000s, nous gardons la derniere solution obtenue,
non garantie donc.
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dratique moyenne sur les abondances estimées (en haut) et le taux de détection correcte
du support du vecteur d’abondances (en bas). UNMIX®® améliore toujours FCLS et
la méthode backward est meilleure que UNMIX%® & fort rapport signal sur bruit ou
lorsque le nombre de composantes est faible. Les trois estimés UNMIX‘, UNMIX‘ G,
UNMIXEeu*+S% donnent toujours les meilleurs résultats. Sur les problemes a fort rap-
port signal sur bruit, leurs détections sont parfaites jusqu’a K = 7, alors que FCLS et
UNMIXS% échouent sur une partie des problemes dés que K > 2 (la méthode backward
se dégrade & partir de K = 4). Sur les données plus bruitées, les résultats se dégradent
évidemment : méme si le minimiseur des problemes MIP est calculé de maniere garantie,
il ne permet pas d’identifier correctement les abondances. De plus, comme nous le ver-
rons plus bas, certaines des solutions correspondant aux estimateurs < £y > ne sont pas
garanties, I'algorithme n’ayant pas convergé en la limite de temps impartie.

04
)
0.2
S
0
1 3 5 7 1 3 5
K K
100
£ 50
2
3
X 0
1 3 5 7 1 3 5
K K
RSB = 55 dB RSB = 50 dB RSB = 45 dB RSB = 40 dB

FIGURE 6.11 — Erreur quadratique moyenne entre les vraies abondances a et les abondances
estimées a (haut) et taux de détection correcte du support (bas) pour différentes méthodes de
démélange, en fonction du niveau de bruit et du nombre de composantes dans le mélange :
FCLS (o), UNMIX%% (A), backward (%), UNMIX®= UNMIX%+G0 (o) UNMIXseul+Gh (),

Le tableau montre enfin les temps de calcul moyennés sur ces mémes problemes.
Nous remarquons tout d’abord que, méme s’il requiert la résolution d’un MIP, UNMIX %
ne requiert jamais plus de quelques secondes. Les temps de calcul pour les trois approches
lo (UNMIX®, UNMIX®TG  UNMIX=UTG0) restent modérés tant que le bruit et le
nombre de composantes sont faibles. En particulier, la solution produite par UNMIX¢o+Gfo
(la moins couteuse des trois) est calculée en moins de 1000 s sur I’ensemble des problemes
jusqu'a K = 6 a fort RSB et jusqua K = 4 a RSB moyen. Dans nos simulations,
UNMIX“et UNMIX?t%0 ont toujours fourni la méme solution. Cependant, 'ajout des
contraintes d’exclusivité de groupe permet de réduire le temps de calcul sur les problemes
les plus difficiles, ce qui semble logique, I'espace de recherche combinatoire étant alors
plus contraint. Les problemes imposant une valeur minimale aux abondances non nulles
sont bien plus difficiles a résoudre, ce qui s’explique encore par le fait que 'espace de

12. UNMIX%0+Gto 4 toujours fourni la méme solution que UNMIX® ; les deux estimateurs sont donc associés
a une seule courbe sur la figure m
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RSB | Méthode K=3 | K=4 | K=5 | K=6 K=7
55 dB | UNMIX S 1.3 2.2 3.3 5.9 9.8
UNMIX 1.5 3 11.8 | 1248 | 468
UNMIXo+Glo 1.6 3.1 7.1 g2 | 320(7)
UNMIXseul+Glo | 95 | 115 29 76 264)
40 dB | UNMIX%% 1.3 2.2 2.1 3.2 2.9
UNMIX 0 9.2 | 107M | 57413) | 96327 | 1000(30)
UNMIXo+Gbo 8.1 75 | 515010 | 929(25) | 9g82(28)
UNMIXseul+Gl | 989(6) | 426(8) | 746(19) | 936(26) | 997(29)

TABLE 6.4 — Temps de calcul (en secondes) pour l'optimisation des problémes MIP, moyennés
sur 30 réalisations de chaque probléeme (moyennes réalisées sur les instances ayant abouti en
moins de 1000s). Entre parentheses, nombre d’instances pour lesquelles I'optimisation n’a pas
terminé en moins de 1000 s. Repris de [Ben Mhenni et al., 2018].

recherche est moins contraint que dans les formulations a contrainte ¢y explicite (le nombre
maximum de composantes imposé est ici de 1/7 = 10).

Notons pour terminer que la méthode backward, qui requiert la résolution successive
d’un grand nombre (jusqu’a P — K) de problemes de type FCLS, a un cott relativement
élevé (une trentaine de secondes) mais fixe pour I’ensemble des problemes.

6.4 Conclusions

Nous avons montré dans ce chapitre que 'optimisation de critéres parcimonieux en
norme £, pouvait étre réalisée de maniere exacte, dans des limites de complexité dépendant
du nombre de composantes recherchées et de la précision du modele. L’optimisation du
critere des moindres carrés contraint par la norme £;, la minimisation de la norme ¢, sous
contrainte d’une erreur quadratique limitée et celle de la version pénalisée minimisant la
somme des deux objectifs ont toutes trois ont été reformulés comme des problemes de
programmation en nombres mixtes, pouvant étre résolus par des méthodes d’optimisation
globale reposant sur le principe de branch-and-bound. L’évaluation des performances de
ces reformulations sur des problemes simulés de déconvolution et de démélange spectral
ont mis en évidence l'intérét de la recherche du minimum global de critéres en norme
gy, fournissant une solution de meilleure qualité que les approches classiques d’estimation
parcimonieuse, pour un cout de calcul certes bien plus élevé mais sans commune me-
sure avec celui d'une recherche combinatoire totale, rendant son utilisation possible pour
I’analyse de données de taille modérée et ne requérant pas un résultat < instantané .

L’essentiel de mes travaux sur I'optimisation en norme ¢, a concerné le développement
d’algorithmes de résolution dédiés de type branch-and-bound. Nous avons ainsi montré
que 'exploitation des structures mathématiques des problemes, non prises en compte par
les logiciels génériques, permettait de dépasser, parfois tres largement, les performances
d’'un solveur MIP reconnu comme I'un des plus puissants. Ainsi, notre stratégie d’ex-
ploration combinatoire exploite la parcimonie de la solution, privilégiant 1’activation de
variables non nulles dans le parcours de I'arbre de décision. Une telle stratégie n’est pas
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implémentable sous CPLEX. Par ailleurs, en interprétant la relaxation continue mise en
jeu a chaque nceud de 'arbre de recherche comme un probleme d’optimisation en norme
{1, nous avons pu proposer des méthodes de calcul dédiées. Nos algorithmes de branch-
and-bound abordent ainsi les trois formulations pour un cott similaire, et au final se
passent de l'utilisation de variables binaires et de la reformulation MIP !

En application au démélange spectral, la prise en compte de la parcimonie < au sens
ly > s’est révélée efficace pour des problemes de complexité limitée par le nombre de
composantes présentes et le niveau de bruit. Lorsqu’elle est calculable, la solution fournie
améliore les performances de détection par rapport a la solution classique FCLS, sur des
probléemes ou la parcimonie en norme ¢; et 'utilisation d’algorithmes gloutons sont peu
utiles. Dans nos simulations, la résolution exacte de problemes en norme ¢, a été possible
pour un dictionnaire d’environ 500 spectres de référence, impliquant jusqu’a 6 compo-
santes avec un fort rapport signal sur bruit, et jusqu’a 4 composantes pour un rapport
signal sur bruit moyen. Le développement d’algorithmes de résolution dédiés, potentielle-
ment plus efficaces que le solveur CPLEX utilisé ici, est une piste de recherche prioritaire
afin d’aborder des problemes plus gros. Nous y reviendrons dans les perspectives du Cha-
pitre [7] Enfin, la reformulation MIP permet également de traduire de maniére exacte des
contraintes réputées difficiles (parcimonie ¢, simple ou structurée, seuils minimaux) et
souvent prises en compte sous une forme relachée non exacte. Qui plus est, la conjonction
de ces contraintes est également un levier de réduction du temps de calcul, restreignant
I’espace de recherche combinatoire.
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Chapitre 7

Quelques perspectives de travaux a
venir

Ce dernier chapitre évoque quelques perspectives de travaux de recherche en lien avec
les themes développés aux Chapitres[d a6, Chacune de ses sections évoque ainsi des pistes
de recherches pouvant déboucher, a minima, sur un futur sujet de these de doctorat.

7.1 Imagerie hyperspectrale et radio-astronomie

Si mes travaux en imagerie hyperspectrale astronomique ont surtout été menés pen-
dant mon séjour post-doctoral a I’Observatoire de la Cote d’Azur, je m’intéresse a nou-
veau, depuis 1'été 2018, au traitement de données hyperspectrales, cette fois en
radio-astronomie, dans le cadre du projet Orion-B. Ce projet, porté par des astro-
nomes de 'Institut de Radioastronomie Millimétrique (IRAM, Grenoble) et du Labora-
toire d’Etudes du Rayonnement et de la Matiere en Astrophysique (LERMA, Observatoire
de Paris), vise a comprendre le processus de formation d’étoiles, via des mesures spec-
troscopiques (dans le domaine des ondes radio) de nuages de gaz entourant les zones de
formation d’étoiles situés dans le nuage moléculaire d’Orion. Cette collaboration, initiée
par un Projet Exploratoire Premier Soutien (PEPS) du CNRS < Astro-informatique >,
s’est concrétisée au printemps 2019 par mon appartenance officielle au consortium Orion-
B.

A la différence de spectro-imageurs comme MUSE, opérant essentiellement dans le do-
maine visible et proche infra-rouge du spectre électromagnétique , ’acquisition de spectres
d’émission dans le domaine radio (longueurs d’onde millimétriques et centimétriques) s’ef-
fectue ici séquentiellement, le radiotélescope pointant successivement des points voisins
de l'espace. Malgré ces différences dans le processus d’acquisition, un certain nombre de
points communs ont pu étre identifiés par rapport aux travaux présentés au Chapitre {4 :

e ici aussi, I'objectif scientifique principal réside dans la caractérisation spectrale des
sources, ou la position et la largeur des raies d’émission est inconnue mais peut étre
contrainte par des connaissances physiques ;

e les données, acquises a travers ’atmosphere, subissent des dégradations par 1’étalement
d’une réponse instrumentale spectrale et par un fort bruit de niveau variable en lon-
gueur d’onde. Par ailleurs, les spectres contenant jusqu’a 200 000 canaux spectraux,
la plupart des points de mesure ne contiennent que du bruit.

J’envisage donc d’y développer des méthodes dans la continuité de mes recherches, basées
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a nouveau sur une hypothese de parcimonie des spectres dans un dictionnaire adapté,
pour la détection de raies d’émission ou d’absorption.

Comme pour les données de type MUSE, les spectres mesurés sont contaminés par
I’émission parasite du fond du ciel. Pour les données d’Orion-B, ce probleme est actuel-
lement abordé wvia la soustraction préalable de cette émission, par un ajustement polyno-
mial ou polynomial par morceaux. Il est clair qu'une approche conjointe, visant a estimer
simultanément cette émission et les composantes d’intérét, s’avérerait plus robuste en
termes de détection de raies spectrales. Dans mes travaux précédents, par simplicité et
par homogénéité avec le reste du modele, cette composante continue était modélisée par
une représentation parcimonieuse, dans un dictionnaire composé d’oscillations de basse
fréquence. Il me semble souhaitable ici d’introduire un modele plus conforme aux pra-
tiques des astronomes pour ’estimation conjointe des sources et du fond du ciel.
En particulier, avec les notations du Chapitre {4 (voir le § , un modele polynomial
de degré faible pourrait étre introduit : s = Dwu + Pe, ou le dictionnaire D exclut la
partie continue et P représente les variations polynomiales; le vecteur parcimonieux w et
les coefficients polynomiaux ¢ (non parcimonieux) seraient alors estimés conjointement.
Afin de limiter la complexité calculatoire (les spectres comportant ici plusieurs dizaines
de milliers de longueurs d’onde), il serait aussi opportun d’envisager des méthodes de
screening [Xiang et al., 2011}, visant a réduire la dimension du probléme en enlevant des
atomes du dictionnaire pour lesquels on peut garantir, par un calcul a faible cout, qu’ils ne
seront pas activés dans la décomposition. L’exploitation de grandes quantités de données
pose également des questions statistiques de détection en grande dimension, qui
se posaient déja a I’époque du projet ANR DAHLIA [Paris, 2013].

N

A plus long terme, et toujours sous I’hypothese d’'un modele de décomposition parci-
monieuse des spectres, il me semble intéressant de développer des méthodes visant a la
détection et caractérisation de sources astrophysiques prenant en compte leur
étendue spatiale.

Une premiere approche releve de la classification / segmentation d’images, ou
une mesure de similarité entre pixels proches est définie dans 'espace des coefficients
de décomposition plutot que dans I'espace des spectres bruts, dominés par le bruit. Les
pixels voisins et pour lesquels les spectres admettent des décompositions proches sont
alors agrégés pour former un objet, sans imposer de contrainte spatiale sur sa forme.
Des travaux dans cette direction ont été initiés pendant mon post-doctorat [Bourguignon
et al., 2012] — avec un dictionnaire < générique » composé, suivant les travaux de Donoho
et Huo [Donoho et Huo, 2001], d’une matrice d’impulsions pour les raies et d’une matrice
de Transformée en Cosinus Discrete pour la partie continue. Des résultats intéressants ont
été obtenus, permettant d’améliorer les performances de détection de raies d’émission de
faible amplitude. Il serait utile a mon avis d’envisager une méthodologie similaire pour
les données Orion-B, reposant sur une décomposition des spectres dans un dictionnaire
plus approprié.

Une deuxieme approche pourrait considérer un modele plus contraint, séparable,
ou la contribution d’un objet astrophysique est représentée comme le produit d’une carte
de distribution spatiale par un spectre d’émission : o(r, \) = I(r) s(A). Les travaux de
these de Céline Meillier [Meillier, 2015], pour des données hyperspectrales de type MUSE,
visent & reconstruire de tels objets, en imposant surtout un profil spatial elliptique des
galaxies. A l'inverse, il me semblerait plus opportun ici de relacher les contraintes de forme
spatiale (les nuages de gaz pouvant étre assez diffus) et de travailler & nouveau sur des
modeles contraints selon la dimension spectrale.
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Un binéme d’étudiants de 'Ecole Centrale de Nantes a commencé 3 travailler sur des
données Orion-B lors d’un projet étudiant début 2019. Si les avancées en résultant sont
mineures, elles m’ont néanmoins permis d’avancer dans la compréhension des spécificités
des données et d’échanger avec le responsable principal du projet. La définition d'un
dictionnaire approprié et le développement de méthodes parcimonieuses associées, prenant
en compte un modele polynomial de la ligne de base, pourraient faire ’objet d’un stage
de Master co-encadré avec Jérome Pety de 'IRAM, pour un.e étudiant.e issu.e d’une
formation en traitement du signal ou en astrophysique. Selon les avancées de ce stage
et l'intérét du consortium Orion-B pour ces approches et pour des méthodes prenant
en compte une dimension spatiale des objets observés, le développement de méthodes
< spatiales-spectrales > pourrait donner matiere a une these de doctorat.

7.2 CND ultrasonore : modeles plus complexes et co-conception

Mes différents travaux relatifs au CND ultrasonore présentés au Chapitre [5| ont visé a
raffiner différents modeles de signaux et a exploiter ces modeles dans des procédures de
reconstruction de séquences monodimensionnelles, ou de cartographies bidimensionnelles,
de la réflectivité ultrasonore. Différents développements ont été proposés, de maniere
séparée, qui pourraient avantageusement étre mis en commun dans la construction de
nouvelles méthodes d’imagerie ultrasonore.

Une premiere piste concerne la prise en compte de modeles de propagation
acoustique (atténuation fréquentielle et dispersion associée), que nous avons étudiés dans
le cas monodimensionnel, dans les méthodes de reconstruction d’image actuelle-
ment développées dans la these de Nans Laroche, afin de pouvoir imager précisément
des milieux plus complexes comme les matériaux polymeres. La prise en compte de
latténuation et de la dispersion ne devrait pas poser de difficulté majeure sur le plan
méthodologique : les modeles directs introduits pour décrire les données multi-statiques
ou FMC Full Matriz Capture portent déja sur les signaux temporels correspondant a un
couple émetteur-récepteur. Elle risque cependant d’alourdir les algorithmes de calcul.

Toujours dans le cas de données multi-statiques, il me semble également intéressant
de raffiner le modele d’acquisition par la prise en compte d’une réponse spécifique
pour chaque couple émetteur-récepteur. Les travaux de Holmes et al. [Holmes et al.,
2005] considerent par exemple le diagramme de directivité de chaque transducteur pour
pondérer la contribution de chaque signal dans une procédure linéaire de reconstruction
d’'image de type TFM. Une telle pondération n’est pas prise en compte dans les méthodes
d’inversion actuellement développées, qui donnent probablement trop d’importance aux
données de moins bonne qualité acquises entre deux transducteurs tres éloignés. 11 serait
donc intéressant d’envisager de maniere similaire une pondération des différentes contri-
butions dans les données FMC. Pour aller plus loin, on pourrait chercher a introduire la
dépendance en fréquence du diagramme de directivité des capteurs, laquelle peut
étre estimée via une étape de calibrage ne dépendant que de la géométrie d’inspection.

Un volet complémentaire concerne l'estimation de la réponse des transducteurs.
Les performances des méthodes que nous construisons sont en effet fortement condi-
tionnées par la connaissance de cette forme d’onde et, en pratique, une opération de cali-
brage n’est pas toujours possible. Sur le plan méthodologique, il serait intéressant d’abor-
der conjointement les problemes de déconvolution d’échogrammes ou de reconstruction
d’images et de l'estimation de cette PSF. Dans le cas particulier de la déconvolution
d’échos régulierement espacés, une modélisation paramétrique de la forme d’onde s’est
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avérée efficace. On pourrait donc envisager le développement de méthodes aveugles ou
myopes, optimisant conjointement les séquences de réflectivité (mono ou bidimension-
nelles) et les parametres de la forme d’onde, pour des problemes de reconstruction plus
généraux.

Ces perspectives s’inscrivent naturellement dans le programme de la these en cours de
Nans Laroche (actuellement en fin de 2°™¢ année). La partie non abordée pourrait consti-
tuer le point de départ d’une nouvelle these, laquelle s’inscrirait dans un périmetre plus
large ou je souhaiterais aborder 'imagerie ultrasonore sous l’angle de la co-conception
acquisition-traitement. Tout comme dans le domaine biomédical, les appareils d’ac-
quisition ultrasonore pour le CND évoluent rapidement vers des dispositifs configurables
tres souplement, permettant par exemple de focaliser successivement en différents points
du matériau inspecté par la synthese de lois de retard appropriées entre les différents
éléments. Une réflexion portant conjointement sur ’optimisation des séquences d’acquisi-
tion (visant a diminuer leur nombre) et le développement de méthodes de reconstruction
avancées me semble un levier trés prometteur afin de réduire le temps d’acquisition et la
complexité des algorithmes de calcul associés.

Enfin, si les méthodes proposées jusqu’a présent ont été testées sur des problemes si-
mulés et, pour certaines, sur des données expérimentales, celles-ci restent encore a 1’échelle
d’expériences de laboratoire. Il me semble important de garder en téte ’objectif de leur
évaluation et leur utilisation dans un contexte industriel, méme si ce point ne fait pas
partie de mes perspectives directes en termes de recherche.

7.3 Démélange spectral et parcimonie

L’exploitation de reformulations en programmes mixtes en nombres entiers (MIP)
pour le démélange spectral parcimonieux, introduisant des variables binaires encodant la
présence de chaque spectre de référence dans le mélange, a permis de traduire de maniere
exacte la parcimonie du vecteur d’abondances, la ou les approches basées sur une relaxa-
tion continue de la norme ¢, s’averent délicates. Jusqu’a présent, la résolution numérique
des différentes formes de MIP pour le démélange spectral a été réalisée avec le solveur com-
mercial CPLEX. Le développement d’algorithmes branch-and-bound spécifiques
au probleme de démélange est bien entendu une priorité dans mes recherches a venir,
devant permettre de réduire le cott calculatoire et d’aborder des problemes plus difficiles.
Les algorithmes proposés dans ce manuscrit ne s’appliquent pas directement a ce cadre, ou
les contraintes supplémentaires de positivité et de somme a 1 des abondances rendent in-
utile la relaxation continue de la norme /3 en norme ¢; : avec les notations de la Section|6.3],
la relaxation de la contrainte |la||, < K s'écrit ||al|, < K, laquelle est sans effet sur le

probleme de relaxation puisque ||al|, = Z§=1 a, = 1. Qui plus est, la prise en compte
de contraintes structurantes, se manifestant typiquement par des contraintes linéaires
d’égalité ou d’inégalité sur les variables binaires, produit des problemes de relaxation
continue impliquant des normes mixtes, des contraintes de borne et éventuellement des
contraintes linéaires, pour lesquels il sera possible de développer des algorithmes adaptés.

Par ailleurs, le cadre de modélisation sous forme de MIP se révele particulierement pro-
pice a I'intégration d’autres types de contraintes réputées difficiles. Récemment,
divers travaux ont cherché a prendre le phénomene de variabilité spectrale (signifiant
que les spectres de référence peuvent varier entre les différents pixels d’'une méme scene
observée) a base d’approches sous-optimales. Ainsi, dans [Drumetz et al., 2019], une re-
laxation de type group-LASSO basée sur une formulation en norme mixte fy; cherche
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a imposer un faible nombre de groupes contenant les spectres actifs, tout en laissant la
possibilité d’'un mélange dense a l'intérieur de chaque groupe. Ce probleme se préte tout
a fait a une formulation exacte a partir de variables binaires. Au-dela de cet exemple,
je suis convaincu que des reformulations MIP pourront permettre de traduire de maniere
exacte différents types de contraintes complexes sur I'espace des solutions, qui restent a
formaliser a ce stade. J'envisage ainsi de développer un réseau de collaboration a ’échelle
régionale entre Pays de la Loire et Bretagne autour du traitement de données hyper-
spectrales exploitant la parcimonie, incluant en particulier Lucas Drumetz, spécialiste du
traitement de données d’imagerie hyperspectrale au Lab-STICC a Brest, Jordan Ninin,
du méme laboratoire et avec qui je travaille déja sur les aspects algorithmiques de la
résolution de MIP et Jérémy Cohen de 'IRISA a Rennes, dont les recherches concernent
également la factorisation en matrices non-négatives, le démélange spectral et les algo-
rithmes d’optimisation combinatoire.

La construction d’algorithmes d’optimisation exacte dans ce contexte et leur appli-
cation a des données réelles d’imagerie hyperspectrale pourrait étre a la base d’un nou-
veau sujet de these dans le cadre collaboratif mentionné ci-dessus, ou d’un sujet de post-
doctorat consécutif a la these de Ramzi Ben Mhenni, dont la fin est prévue début 2020.

7.4 Optimisation globale pour la résolution de problemes en
norme /,

Au moment de I’écriture de ce manuscrit, le développement d’algorithmes d’optimisa-
tion de criteres impliquant la norme ¢, est le theme de recherche sur lequel je m’investis
le plus au niveau méthodologique; il est donc particulierement fourni en perspectives.

7.4.1 Pistes d’amélioration des algorithmes branch-and-bound.

J’envisage d’aborder plusieurs pistes dans l'objectif de réduire davantage le temps
de calcul de la résolution exacte de problemes en norme £, et de pouvoir aborder des
problemes de plus grande taille. Un premier axe concerne le développement d’autres algo-
rithmes de calcul des relaxations a chaque nocud d’une procédure branch-and-bound
(voir la Section pour le fonctionnement des algorithmes branch-and-bound). Nous
avons montré que la relaxation continue des variables binaires s’apparentait a un probleme
impliquant la norme ¢; sur une partie des variables et des contraintes de borne. Le choix
d’un algorithme homotopique a permis d’aborder avec la méme efficacité les relaxations
mises en jeu dans les trois formulations (Payo, Poj2 et Pato), et s'est 1évélé d’autant plus
efficace que la solution est parcimonieuse. En revanche, cet algorithme requiert une initiali-
sation mettant a zéro toutes les composantes impliquées dans la norme ¢;, potentiellement
loin de la solution. Nous avons commencé a construire des algorithmes basés sur le
principe des contraintes actives ou des ensembles actifs (active sets) [Osborne et al.,
2000, Lee et al., 2007], qui convergent également en un nombre fini d’itérations, ce qui est
important pour garantir la validité et la qualité de la relaxation. A l'inverse des méthodes
homotopiques, ces algorithmes peuvent étre initialisés en tout point et peuvent donc
bénéficier du démarrage a chaud. En particulier, la relaxation calculée a un noeud donné
de I'arbre de recherche ne differe que d’une variable par rapport a celle évaluée au noeud
parent. L’exploitation des calculs réalisés au nceud parent doit alors permettre d’initialiser
efficacement la relaxation courante et donc de réduire le nombre d’itérations nécessaires
a son évaluation. Des premiers résultats ont été obtenus sur la forme pénalisée Py, qui
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ont été récemment publiés & la conférence du Gretsi 2019 [Ben Mhenni et al., 2019] et
un post-doctorant travaille actuellement a leur utilisation pour les relaxations impliquées
dans la résolution du probleme P,/y. Par ailleurs, une alternative a la résolution exacte
des problemes en norme ¢; pourrait consister en l'utilisation d’algorithmes primaux-
duaux [Chambolle et Pock, 2011]. Ces algorithmes alternent entre des étapes de minimisa-
tion du probleme initial, dit primal, et de maximisation du probleme dual, fournissant un
encadrement de la valeur optimale, vers laquelle les itérés convergent asymptotiquement.
Les itérés calculés sur le probleme dual fournissent donc également des bornes inférieures
valides du probleme de relaxation continue qui s’améliorent au fil des itérations, permet-
tant de tronquer les itérations sous l'angle d’un compromis entre la qualité de la borne
inférieure obtenue et son cott calculatoire. L’extension d’algorithmes primaux-duaux en
norme ¢; existants a notre contexte (incluant des variables libres en dehors de la norme
{1 et des contraintes de borne) ne devrait pas poser de tres fort verrou méthodologique,
et pourrait s’avérer plus efficace que les approches exactes (homotopie, ensembles actifs)
développées jusqu’ici.

Par ailleurs, sur des problemes particuliers de type Py, il a été montré que la re-
laxation lagrangienne est meilleure que la relaxation continue du probleme MIP [Shaw
et al., 2008], dans le sens ou elle fournit une borne inférieure plus élevée. C’est donc un
levier supplémentaire pour réduire le nombre de noeuds explorés dans 1’algorithme branch-
and-bound. Son cott calculatoire par des algorithmes génériques s’est cependant montré
prohibitif lors d’une premiere étude menée dans le stage de Master de Ghandy Ajib que
j’al encadré en 2018. Le développement d’algorithmes spécifiques pour ce calcul est donc
également une perspective d’intérét.

Enfin, si les algorithmes développés s’averent compétitifs par rapport a un solveur
générique de problemes MIP, c¢’est parce que nous avons proposé des interprétations et
des choix dédiés au probleme ¢, (relaxations continues, stratégies de choix de variable et
de branchement). Les logiciels commerciaux incorporent également de nombreux éléments
supplémentaires que nous n’avons pas exploités, sur lesquels il serait également intéressant
de travailler, en recherchant ici aussi des formes spécifiques aux problémes en norme £y. Je
pense en particulier aux méthodes de coupe [Wolsey, 1998] qui raffinent les relaxations
a chaque nceud par la résolution de problemes plus contraints facilement calculables. La
mise en ceuvre d’heuristiques d’exploration combinatoire locale plus complexes,
reprenant par exemple le principe des algorithmes gloutons, doit également permettre
de trouver plus rapidement des solutions réalisables < candidates > a I'optimum global,
afin de trouver plus rapidement 'optimum global et de diminuer le nombre de nceuds
explorés. Enfin, la parallélisation de l'algorithme sur une architecture multi-coeurs est
aussi probablement un vecteur d’amélioration significative des temps de calcul.

7.4.2 Résolution d’autres problemes impliquant la norme ¢,

S’appuyant sur le savoir-faire développé pour la résolution de probleémes de type Py,
Pos2 et Payo, je compte également construire des algorithmes abordant d’autres problemes
d’optimisation faisant intervenir la norme /.

L’exploitation de reformulations MIP et le développement d’algorithmes dédiés pour-
raient étre étudiés dans un contexte de représentation parcimonieuse, i.e., la mi-
nimisation de la norme /; sous des contraintes égalité y = Ax. Si le contexte
est différent de celui des problémes inverses faisant 1’objet de ce manuscrit, dans les-
quels la présence d'un terme de perturbation dans le modele est fondamentale (bruit de
mesure, erreur de modele), ces problémes sont rencontrés dans de nombreuses applica-
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tions : échantillonnage compressif, inpainting, désécrétage de signaux audio, ... (voir par
exemple [Elad, 2010]). Les analyses de temps de calcul présentées au Chapitre [f] laissent
penser que, pour un modele exact, des problemes de plus grande taille pourraient étre
abordés efficacement.

Par ailleurs, nous avons montré que les solutions intermédiaires obtenues en limitant
le temps de résolution des MIP pouvaient s’avérer plus satisfaisantes que les solutions
parcimonieuses standard (voir par exemple le § et la figure . Je pense qu’il y a
donc également des recherches intéressantes a mener dans la construction d’algorithmes
sur le principe branch-and-bound, réalisant une exploration partielle de ’arbre de
recherche combinatoire, obtenant alors un compromis intéressant entre la qualité de
solution obtenue et le cout de calcul, a I'instar de ’approche de type A*-OMP proposée
dans [Karahanoglu et Erdogan, 2012].

D’un point de vue pratique, pour de nombreux problemes d’approximation parcimo-
nieuse, la formulation Py, contrainte par l'erreur, nous semble la plus appropriée, le
réglage d’une tolérance sur I'erreur d’approximation étant souvent plus facile que celui du
nombre de composantes non nulles ou du parametre de pénalisation. Cette formulation
est cependant moins bien posée en ceci que le minimum, discret, peut étre atteint sur
différentes configurations du support, en particulier lorsque I'erreur d’approximation est
élevée [Bourguignon et al., 2016]. Un algorithme branch-and-bound dédié pourrait alors
permettre d’obtenir I’ensemble des solutions les plus parcimonieuses satisfaisant
la contrainte d’erreur, la ou la version actuelle ne permet que d’obtenir une des solu-
tions minimisant Py/. Notons encore que, parmi les formulations reposant sur le réglage
de l'erreur d’approximation, le calcul de la <« meilleure > solution parmi les plus
parcimonieuses, définie par le probleme d’optimisation :

min ! ly — Az||}, ol Dyjs() := Arg min, ||z||, s. c. ! ly — Az|; < e
xEDy /5 () 2 2
pourrait également étre réalisé par un algorithme branch-and-bound spécifique.

Enfin, aborder le probleme d’estimation parcimonieuse sous I’angle de 'optimisation
multi-objectif permettrait de contourner la problématique du réglage du parametre
de chaque formulation. Il s’agit alors de fournir I’ensemble des solutions définissant la
frontiere de Pareto du probleme bi-objectif :

. 1 9
min{ 3y - Acl?. fal, .

i.e., telles que, pour chaque valeur possible d’'un des deux objectifs, I'autre objectif soit
minimal. Ce probleme s’y préte bien puisque la norme ¢, est discrete; il est alors possible
d’énumérer I'ensemble (fini) des valeurs prises par cette derniere. Partant de la structure
de I'arbre de recherche parcouru lors de la résolution du probleme P,y pour une valeur de
la contrainte : |||, < Kmax, les problemes Py avec |x||, < K pour K < K.y doivent
alors pouvoir étre résolus en exploitant un sous-arbre extrait du précédent. L’ensemble
des problemes Py /g pour K < Kyax devrait alors étre résolu pour un cott de calcul de
I'ordre de la résolution du plus difficile, i.e., K = K .x.
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Finding solutions to least-squares problems with low cardinality has found many applica-
tions, including cardinality-constrained portfolio optimization, subset selection in statistics,
and many sparsity-enhancing inverse problems in signal processing. This problem is NP-hard,
and most works from a global optimization perspective consider a mixed integer program-
ming (MIP) reformulation with binary variables, whose resolution is performed via branch-
and-bound methods. We propose dedicated branch-and-bound algorithms for three possible
formulations: cardinality-constrained and cardinality-penalized least-squares, and cardinality
minimization under quadratic constraints. We show that the continuous relaxation problems
involved in each node of the search tree are £1-norm-based optimization problems. A dedicated
algorithm is built, based on the homotopy continuation principle, which efficiently computes
the relaxed solutions for the three kinds of problems. The performance of the resulting global
optimization procedure is then shown to compete with or improve over the CPLEX MIP
solver, especially for problems involving quadratic constraints. The proposed strategies are
able to solve problems involving 500 to 1000 unknowns in less than 1000 seconds, for which
CPLEX generally fails.

Keywords: Sparse approximation; Subset selection; Cardinality constraint;
Branch-and-bound; Continuous relaxation; Homotopy continuation.

Introduction

We are interested in solving optimization problems mixing a quadratic data adjustment
term and a sparsity measure. Such problems arise in many application fields, among which
portfolio optimization [2, 7, 17, 25], sparse regularization for inverse problems [6, 12, 19,
26, 29] or compressed sensing [5, 13], and variable or subset selection in statistics [10,
20, 23, 27]. In operations research, many works addressed the cardinality-constrained
problem [2; 3, 7, 17, 25]:

.1 2 .
Pajo - Inin §||y — Ax||; subject to (s.t.) |z, < K,

where y € R™ and A € R™*" with usually n > m,||z|, = Card{i|z; # 0} (which will
be called the £p-“norm” in this paper) and K € N is a given cardinality that is fixed
a priori. In some applications, however, one may prefer solving the error-constrained

*CONTACT R. BEN MHENNI. Author. Email: ramzi.benmhenni@ls2n.fr
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problem [20, 21, 28]:
: min ||z t ! [ ||2 <
P0/2.£$L$OS..2y Az, <e.

Such a formulation may be more relevant in signal processing and statistics, where pa-
rameter € > 0 controls the approximation level and can be tuned according to prior
knowledge about the data. One is then interested in finding the sparsest approxima-
tion compatible with some given noise level (or some prediction accuracy). Finally, the
penalized problem:

1 2
Pa4o : min 5”9 — Azll; + pllxl,

where > 0 trades off between approximation error and sparsity, is also encountered
in the field of inverse problems, e.g., for Geophysics [19] or ultrasonic non-destructive
testing [22, 29]. In the Bayesian statistical framework, the {yp-norm penalization term
corresponds to a Bernoulli-Gaussian prior assumption about the unknown components
in «, and parameter p then depends on both the noise level and the expected rate of
non-zero values in x [26].

Optimization of the three problems Py g, Py 2 and Pz, which are NP-hard due to the
discrete nature of the cardinality term [3, 21], is therefore of interest. Let us remark that,
due to their non-convexity, the three formulations are not equivalent. Global optimiza-
tion algorithms have been proposed for solving Py /9, which is a cardinality-constrained
quadratic program, in the context of sparse portfolio selections and subset selection
problems. To our knowledge, Bienstock was the first to propose a specific branch-and-
cut algorithm for such problems, with additional non-negativity constraints [3]. Con-
tinuous relaxation problems involved in each iteration were solved wvia a specific convex
quadratic programming algorithm. In [2], Bertsimas and Shioda extended this work using
Lemke’s pivoting method to solve the continuous relaxation. When the matrix involved
in the quadratic term is the sum of a diagonal positive matrix and a positive definite
one, branch-and-bound techniques using perspective reformulation [14], Lagrangian re-
laxation [7, 17, 25] or geometric approaches [15], were shown to give tighter lower bounds
than the continuous relaxation. In many problems of the form Py, however, variables
involved in the columns of the matrix A (explaining variables in statistics, dictionary
atoms in sparse approximation) are often highly correlated; then, the matrix AT A is
ill-conditioned and such decomposition is not possible.

Up to our knowledge, problems P/, and Paio were never addressed with dedicated
methods from a global optimization perspective. Many works in signal processing and
statistics proposed local strategies, either based on greedy local search algorithms or
on the substitution of the ¢y norm by the ¢; norm, which can be applied to the three
problem formulations (see for example [28] and references therein). In very particular
cases as those addressed within the compressed sensing theory, such approaches may
solve the ¢y-norm-based problems [13], but optimality conditions are very restrictive.

In [4], the three problems were reformulated as mixed-integer programs (MIPs), and
their resolution was performed with the CPLEX solver. It was experimentally shown
that the exact resolution of difficult sparse approximation problems was possible in prac-
tice for moderate-size problems. In this paper, we propose dedicated branch-and-bound
resolution strategies for such problems. Following the works in [2, 3], our motivation lies
in the fact that sparsity-enhancing least-squares problems are very specific MIPs, that
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could be advantageously solved by dedicated implementation. In particular, we show
that all continuous relaxation problems involved in the resolution are particular forms of
problems involving the ¢; norm, for which we build a dedicated continuous optimization
based on the homotopy principle [9, 10, 23]. Our algorithm is able to solve the relax-
ation problems involved in any of the three problems Py )y, Py/2 and Paig. Therefore,
these three problems can be solved exactly by our procedure, with similar computational
burden.

The paper is organized as follows. In Section 2, we study the structure of continu-
ous relaxation problems involved in each node of a branch-and-bound algorithm solving
P30, Poj2 and Paio, which are reformulated as ¢1-norm-based problems. A dedicated
optimization strategy is then built in Section 3. In Section 4, the performance of our
method is evaluated through numerical experiments on sparse deconvolution and subset
selection problems. The discussion in Section 5 closes the paper.

2. Continuous relaxations within a branch-and-bound algorithm

In this section, we consider the MIP reformulations of problems Py /5, Py/2 and Pao,
and we reformulate the continuous relaxation problems involved in each node of the
branch-and-bound strategy.

We introduce binary decision variables b;, such that b; = 0 < x; = 0. We use the
classical bigM formulation: assuming that solutions of interest satisfy Vi, |z;| < M for
some known value M, the former logical constraint reads —Mb; < x; < Mb;. Trivial
extensions of such assumption write —MZ-inf < @ < M, with Mii“f, M;:"? > 0, but in
the following we keep |z;| < M simplifying notations. The three problems can then be
reformulated as the standard MIPs given in Table 1 (see for example [4]).

Table 1. Initial problems (left) and their MIP reformulations (right).

Sparsity-enhancing problem MIP Reformulation
. 1 2 . 1 2
min  slly — Az min slly — Ax
min 3y - Aal} i dlly = Aal
st lzfly < K st Y b <K
@l < M @l < Mb
min ||z min n b
zER™ lzllo , be{0,1}",zeR" i1 bi )
st. iy — Az|; <e st. iy — Az|; <e
2] <M x| < Mb
. 1 _A 2 : 1 — A 2 b
min - 5lly — Azl + befo i slly — Axllz +p )i b
st |zl <M s.t. |x| < Mb

We consider a resolution strategy based on a branch-and-bound procedure, as adopted
by most MIP solvers. The initial problem defines the root node. At each iteration of
the algorithm, one node is selected from the list of subproblems that have not been
processed yet, and a lower bound for the node is computed via the continuous relaxation
of the binary variables. If this bound is greater than the current upper bound (defined as
the value of the cost function at the best feasible solution found), then the subproblem
is discarded. Otherwise, two children of this node are built through the addition of
constraints fixing one of the relaxed variables b; to 0 and 1. The two new nodes are then
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added to the list. In the following, we focus on the node evaluation step by continuous
relaxation.

2.1 Continuous relaxation at the root node

At the root node, no decision has been made concerning any binary variable. The con-
tinuous relaxation of binary variables in P,y then reads:

Yimbi < K

. : 1 2
PZ/O min slly — Az s.t. {:c| < Mb

be[0,1]" xR
Proposition 1 Let Py/; be the following problem:

[l < KM

Py : mm Axl; s.t.
2/1 2||y ||2 {||:B||OO <M

Then, P 270 and Py/; have the same minimum value.

Proof. Let (bf, ™) be a minimizer of 77 2/0 and let ! be a minimizer of Pajr- Let b!

27 |®!|. Then, (b',®') is clearly feasible for PQ/O, therefore ||y — A:cRHg <y — Az? ||2
Conversely, ® is feasible for P31 because 2%, < M|bT||, = MZ:ZAL1 b < KM and
|2 < M|bf|| < M. Consequently, ||y — Aw1||§ <y - AwRH; and the proposition
follows. ]

We note that this result was given by [2, 3] for problems with non-negativity constraints,
and by [1] in our case.

A similar result holds for 730 72

R . 2||y A:IZ||2 < €
730/2 : Orlr]ly}%eRan { | < Mb

Proposition 2 Let P/, be the following problem:

the continuous relaxation of Py /5 :

slly — Az|; < e

1
P min —|x[[; s.t.
1/2 ZER || Hl {”:B”OO SM

Then, Pé%/Z and Py, have the same minimum value.

Proof. Let (bf, ™) be a minimizer of P0/2 We show that |x®| = MbT, from which

the proof is straightforward. Suppose that |zf| < MbF for some component i. Let b’
+|2®|, such that b; < bf. Then, (b, xf) is feasible for 770/2, with S0, b < S°F bE,

which contradicts the definition of (b%, z'). [ |

Finally, consider the continuous relaxation of binary variables in the penalized problem
Pato as follows:
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n
Plo:,  min Glly— Azl +p ) bist. |z < Mb.

: bel0,1]™,xeR™ —
Proposition 3 Let Pay be the following problem:

Pasr : min by — Awl + frllel, st ]l < M.
Then, PQRJFO and P41 have the same minimum value.

Proof. The proof is similar to that of Proposition 2. |

2.2 Continuous relaxation in the branch-and-bound algorithm

We now consider a given node of the branch-and-bound algorithm and the corresponding
continuous relaxation sub-problem. Let S° (respectively, Sl) denote the index set of
binary variables that are set to 0 (respectively, to 1), and let S index the remaining
(undetermined) variables:

Vi e S% b; =0 and z; =0,
Vie St b =1and |z;] < M, (1)
Vi € g,bz S [0, 1] and ‘IZ| < Mb;.
Let Ag denote the sub-matrix formed by all columns of the matrix A indexed by S.
Similarly, zg denotes the corresponding sub-vector of z.

For problem P, g, the continuous relaxation of variables bg in the corresponding sub-
problem reduces to:

Yieshi <K —m

. 1
Q?/o : min “lly - Aqzg — Agxs||3 st lxg| < Mbg ,
P SH e R™ 2
bg € [0,1]" ||f’3sl||oo <M
g € R™

where n; and 7 denote the size of S! and S, respectively, and where the variables Tqo
which are fixed to zeros have been removed. Then, similarly to the developments in
Section 2.1, one can show that QQR/O and 9, /1 have the same minimum value, with:

sl < MK —ni)

. 1

Qo1 min —|ly — Agizg — Ag:cg||§ st ¢ legll, S M
xg € R™ 2

x5 € R" ”wSl”oo <M

Applying a similar reasoning to the two other formulations, we finally obtain the equiv-
alent problems summarized in Table 2. These properties are of major interest for our
work, with two main consequences:

e Whatever the formulation (constrained or penalized), all continuously relaxed
subproblems involved in the evaluation of each node in the branch-and-bound
algorithm can be reformulated without binary variables.

e They all reduce to optimization problems mixing a least-squares function, ¢;-
norm terms involving only a part of the variables, and box constraints.
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Table 2.

Continuous relaxation problems at any node in the branch-and-bound procedure (left), and equivalent

problems without binary variables involving the 1 norm (right), for the three considered formulations.

Continuous relaxation problem

Equivalent problem without binary variables

R . : 1 2 . : 1 o2
QQ/O ' bE[Oa%I"},nmER" §||y B A:I:||2 Q2/1 ' msle]lg?}ngRﬁ §||y B Aslwsl B ASmSHQ
st Y b <K st gl < M(K —nq)
x| < Mb el < M
bsl =1 HwSIHOO <M
bSO = 0
R . i nop. . i A ps
Q0/2 ’ bG[O,IlI]lnl}’lmER" Zz:] ‘ ) Q1/2 Tg1 6]1%?1171}056]]{11 M”wS”l Tm )
st. 3lly— Az|; <e st. 3lly — Agimg — Agagll; <€
lz| < Mb sl < M
bg =1 &gl < M
bgo = 0
Qo be[oﬁf?wew —2|—|/|Ly2" b“Q Qot1 i tly — Agizg: — Agxs|2
=17 S flxsly e
st. |x| < Mb
‘bs|1 ) st |xgll, <M
bgo =0 lzs:lloo < M

In Section 3, we build a dedicated algorithm which solves the three problems Qj /1, Q; /2

and Qot1.

3.

A dedicated homotopy continuation algorithm for relaxed problems

Optimization involving a quadratic misfit and the £; norm has been a very active field
of research in the past ten years. Many dedicated convex, non-smooth, optimization
algorithms have been developed (see for example [13, 28] and references therein), for

solving problems:

2
sly — Azlly st |z, <7

lzll, st 3lly — Az|l; <

Pl : min
xeR™
P;: min
meRn
A 1 2
Py min Hly — Az]} + Nz,

Most works addressed the penalized form P7,

which resorts to unconstrained optimiza-

tion. Since the two objectives are convex, the three problems are equivalent, that is, for

any 7 > 0, there exists ) > 0 such that P] and Pg\w
reciprocally. Similarly, for any ¢ > 0, there exists A(€

©
and P}

have the same solution, and
> 0 such that solutions of Pj

are identical. However, in general, there is no explicit mapping between the

three parameters. We propose to solve the three problems Qy/1, Q;/5 and Qa1 by an
homotopy continuation algorithm [9, 10, 23]. This choice is motivated by the following

reasons:
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e First and foremost, the same algorithm can solve the three problems with the
same computational efficiency.

e It can naturally incorporate specificities such as box constraints and #;-norm
terms involving only one part of the variables.

e It is an exact algorithm, for which the solution is obtained in a finite number of
iterations.

The homotopy method considers the penalized form 731)‘, and exploits the fact that the
solution path is piecewise linear as a function of A [9, 10, 23]. Starting from A(®) =
|ATy|| ., (such that the solution is identically zero YA > A(?) it iteratively computes
all solutions by continuously decreasing the parameter A until the target value, say \*,
is reached. Therefore, it can similarly solve problems P or P, by stopping when the
corresponding value 7% or €* is reached, respectively. Figure 1 shows a typical solution
path (left part) and the corresponding evolution on the Pareto front (right part).

S

4
S
?

\(2)

A(4) A63) A1) \00)

A

AV o slly — {133*”2

Solution path for 771)‘ Corresponding Pareto curve

Figure 1. Homotopy method: an example of a solution path *(\) = arg ming %Hy — Az||2+ ||z, as a function

of X (left), and corresponding set (%Hy — Az*|3, Hw*Hl) as a function of A (right).

In the following, we generalize the homotopy method to the class of problems Qy /1,
Q1/2 and Qa1, where free variables (that is, variables that are not involved in the /;-
norm term) and box constraints are included. Note that the homotopy method with box
constraints was recently proposed in [18], which also established convergence proofs. In-
cluding free variables impacts initialization and requires additional tests to be performed
at each iteration.

3.1 Optimality conditions

We first focus on problem Qs in Table 2, that is, the relaxed problem involved in the
cardinality-penalized form. We consider equivalently the optimization problem of the
form:

IEiRI}L F(z):= J(x) + Ah(x) st. gi(x) <0 Vi=1,...,n, (2)

. 1 2
with J(x) := §||y - Agizg — Agzglls,

h(z) = [lzg]l;,
gi(x) = |z;| — M,
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where index sets St and S are defined in equation (1). The function .J is differentiable
with V.J(x) = —AT(y — Ax). The subdifferentials of h(x) and of g;(x) are respectively:

7 =0 ifi e S'
Oh(xz) = 2z € R"| z; =sgn(x;) ifi€Sandaz; #0 (3)
zi€[-1,1 ifieSandz; =0
and
zj =0 for j #1
dgi(x) =< z e R™| z; =sgn(z;) ifx; #£0 3. (4)

zZi € [—1, ].] ifz; =0

The vector «* is a minimizer of (2) if and only if there exists @ € R™ such that («*, )
satisfies the Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions applied to continuous, convex,
non-differentiable functions (see for example [24]):

0e —AT(y — Ax*) + \oh(x*) + 82 migi (") (5a)
i=1

gi(x*) <0 Vi=1,...,n (5b)

m>0Vi=1,...,n (5¢)

migi(x*) =0 Vi=1,... n. (5d)

Particular points are those which activate the bound constraints (z; = £M for i € Sush)
or non-differentiability points (z] = 0 for ¢ € S). Therefore, we split the variable indices
into the five possible cases.

- Case 1. Let Sg := {i € S| |2}| = 0}. From equation (5d), w5, = 0 and using

equations (3) and (5a), optimality conditions of g become:
|Ag0 (y — Agizy — Agxl)| < A (6a)

- Case 2. Let Sy == {i € S| 0 < |2| < M}. From equation (5d), w5, = 0 and
using equations (3) and (5a), optimality conditions of f become:

- Agm (y — Agzd — Agzg) + Asgn(zg ) = 0. (6b)

- Case 3. Let Sp := {i € S | |«}| = M}. From equation (5c), wg_ > 0 and using
equations (4) and (5a), optimality conditions of wgu become:

_ASTD (y—Agizl —Agwg)—&—/\sgn(xgm) +mg, © sgn(m’ém) =0, mg, >0, (6¢)
where ® denotes the Hadamard (entrywise) product.

- Case 4. Let S}, = {i € S' | 0 < |&}| < M}. From equation (5d), mg =0 and
using equations (3) and (5a), optimality conditions of zg, become:

in

- Aé@n (y — Agzl — Agzl) = 0. (6d)
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- Case 5. Let S} := {i € S' | |z}| = M}. From equation (5c), msy, = 0 and using
equations (4) and (5a), optimality conditions of g - become:

- A%}] (y — Agzgy — Agxg) + 75, © sgn(wglm) =0, mg >0. (6e)

Let us remark that equations (6b), (6¢) and (6e) concern non-zero variables, therefore
the corresponding sign function is well-defined.

3.2 Homotopy continuation algorithm

We now build the homotopy algorithm that solves the problem (2). Let
ri= y-— Agmmgm — Asllja:glm, where each component in x5  and xs equals £M.

*

Equations (6b) and (6d) are linear systems in 3

and xg, , whose solution is:

in

2y, = (AL (1-PohAg) o (AL (- PSyr —xsn(as ). (7a)

ah = (Ag Ag ) H(Ag r— Ay Ag ag ), (7b)

where PSin = Agt (Aén Asin)_lAé@n and I is the identity matrix of appropriate size.
These equations show that, in a given configuration of the index sets {S;,, S}n, S, Slm, So},
which we call the support configuration, the solution of the problem (2) is linear in A
(recall that variables in Sp and Sf; are fixed to £M, and variables in Sy are zero).
The homotopy method then constructs the solution path (the set of all solutions as a
function of \) by identifying iteratively the different breakpoints that lead to changes in
the support configuration. These breakpoints will occur at specific values of A, for which
(at least) one of the conditions in equations (6a)—(6e) is violated. The algorithm works
as follows:

(1) First, it is clear that as A — 400, £;-norm-penalized variables xg are zero. In
that case, other variables g are found by solving the least-squares problem:

: 1 2 W (0)
min Aqx . e note the vector defined by
—M<z <M 2lly stz

0 .

mél) =  argmin %Hy*Aslazslng, (8a)
) —M<z1 <M

zg =0. (8b)

Equation (6a) shows that (%) is the solution of the problem (2) as long as A >
MO with:

A0 = | AL(y — AgeD)|__. (8¢)

(2) As A decreases below A indices j € S such that |a?(y — Al mgp)\ =\ Jeave
So to form the new subset S;,. This new support configuration remains valid for
any A € A1, X)), where A(!) defines the next breakpoint, etc. A monotonically
decreasing sequence {)\(k) }i is built iteratively, by testing all possible changes that
can occur to the support configuration, and selecting the one(s) corresponding
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to the smallest decrease in A. Then, the support configuration is updated, and a
new breakpoint in A is searched. Since the solution path is piecewise linear as a
function of A, the solution &®) at the k-th breakpoint reads:

zF) = gk=1) 4 (k) g(k) (9a)
and A\F) = \(k=1) _ (k) (9b)
where d*) represents the vector of slope changes and 4¥) > 0 represents the

length of interval [A*), \(:~D]. From equations (7a) and (7b), the direction d*
is obtained by:

dék)L = (Ag (I - PSin)Agm)flsgn(m(glib—l)) (10a)
k - k

dg) = —(Af, Ag )71 AG A d) (10b)

d¥ = 0vi ¢ {Si USL}, (10c)

where the last equality concerns variables that are fixed to zero or to £M. The
step size 7(¥) is obtained as the smallest positive value v > 0 such that x*~1 +
'yd(k) reaches a new breakpoint. Five different cases can occur, which are detailed
hereafter. We introduce the following notations:

D =y — Al — AgalY, w® = Ag dY + Agdy,
’U(k_l) — ATt(k_l), fw(k) = AT’U,(k). (11)

(a) A component with index ¢ € Sy becomes nonzero when equality in equa-
tion (6a) is reached. Inserting equations (7a) and (7b) into equation (6a),
one can show that it may become positive (respectively, negative) when:

N (k=1) . A1) 4 L *=D)
v = 1—(5) (respectlvely, when v = 1—(5)) (12a)
—w, —1—w,

(b) A component with index ¢ € S;, becomes zero. From equation (9a), this
may occur when:
(k1)
T
k

(12b)
P

")/:

(¢) A component with index £ € S;,, or S} yields the bound M or —M, depend-
ing on its current sign. From (9a), this may occur when:
B Msgn(xékil)) - xékil)
= o) '
L

(12¢)

(d) The bound constraint for some component with index ¢ € S becomes
inactive. This may occur when the corresponding Lagrange multiplier 7, = 0

10
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in equation (6¢), which yields:

k—1 _ k—1
_sgnay AR — oY (12d)
B S n(x(kfl)) —w®
EN(Ty ¢

(e) The bound constraint for some component with index ¢ € S} becomes
inactive. This may occur when the corresponding Lagrange multiplier 7, = 0
in equation (6e), which yields:

—Uék_l)

V=
o

(12e)

The shortest step size 7(¥) is then defined as the shortest positive step among all
possible ones, defined by equations (12a)-(12e). In theory, 4*) may be obtained
by several conditions above simultaneously; should this happen, the support con-
figuration is updated correspondingly.

(3) The algorithm stops when the target A, say A*, is reached, that is, after iteration
k such that \* € [)\(k), )\(k_l)]. Then, the optimal solution x* for A\ = \* is found
by:

a* = 2D gk, (13)
with 7* = A — A(R),

The homotopy algorithm is summarized in Algorithm 1. Figure 2 shows a typical solution
path for a toy example with 5 variables: S = {1,2,3} and S' = {4, 5}.

Algorithm 1 Homotopy algorithm for solving the problem Q5,1 in Table 2, reformulated
as the problem (2) with A = A*.
Set k = 0. Initialize A©), (0 by equations (8a)—(8c).
while A(¥) > X* do
k< k+1
Update d®) by equations (10a)—(10b).
Determine the step size v%) as the smallest positive value among all cases in
equations (12a)—(12e).
Compute accordingly (), \(*)) by equations (9a)—(9b).
7: Update index sets {S;,, S}, S, SL,So}-
8: Compute * by equation (13).

A

@

3.3 Solutions to constrained problems Qs/; and Q3

As A is continuously decreased, the ¢, norm of the penalized variables |||,

uously increased and the least-squares function ||y — Agzl — Agizg, Hg is continuously
decreased. Therefore, the homotopy method can also solve the constrained problems Q
and Qy/, in Table 2. More precisely:

is contin-

11
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A 2

FOL B 4@ 4B 4@ A1) 40

Figure 2. Example of solution path &* giving the solutions of the problem (2) as a function of A, with 5 variables:
S = {1,2,3} and S! = {4,5}. Circles represent the events that cause a change in the support configuration.
Vertical dotted lines represent the breakpoints.

e For Qy/, iterations stop at the first breakpoint such that the ¢; norm of the

penalized variables ||wék) |, exceeds the threshold value 7 := M (K —n1). Then, in
the corresponding interval [A(®), \(*~1D]  the solution is given by equation (13). By
construction, there is no sign change between (*~1) and the optimal solution x*

such that ||z*||; = 7. One can then easily show that the value of v such that
|||, = T is:

. T ||w(k71)||1
T Sgn(gv(k—l))Td(k)'

Similarly, for Qy/, iterations stop at the first breakpoint such that
2

Ly - Agar:(gk) — Aslmgf)HQ < €. Substituting equation (13) in the least-squares

expression, the value of y such that 3|y — Agz} — Aslm§1||§ = ¢ can be found

by solving a scalar quadratic equation, whose solution is:

DTy 0Ty 0T (g0 _ 9¢)

u® Ty

7y

)

where t*~1 and u*) are defined in equation (11).

3.4 Implementation and practical issues

Some practical remarks concerning the numerical implementation of the homotopy algo-
rithm 1 are detailed in this section.

First, each iteration mostly consists of solving linear systems of equations (10a)—(10b),
whose size respectively corresponds to the current number of variables in S;, and Sl-ln.

12

169



April 5, 2019 Optimization Methods & Software main

Chapitre A. R. Ben Mhenni et al., soumis a Optimization Methods and Software, 2019

Since the support configuration only slightly changes between two breakpoints', the
matrix inverses of equations (10a)-(10b) can be computed recursively by performing
rank-one updates. In our simulations, using the block matriz inversion formulas appeared
to be the most efficient strategy.

We also note that, for each non-zero component with index ¢ € S;,, only one of the
two computations defined by equations (12b) and (12c¢) is necessary. In particular, if
xék_l) > 0 and dék) > 0 (respectively, dgg) < 0), then the only possible change in
the support configuration is when x; hits the upper bound M (respectively, z, = 0),
corresponding to case (2)(c in Section 3.2 (respectively, to case (2)(b). A similar reasoning
applies to negative components.

We conclude this section with an important remark concerning the resolution of the
error-constrained problem Py/,. At each node, the continuous relaxation brought by the
solution to problems such as Q; /5 in Table 2 provides a lower bound on the global op-
timum value of Py/3. This lower bound is compared to the global upper bound, say z“,
provided by the best known feasible solution. Since z" is discrete, it is clear that the
node can be pruned if the corresponding lower bound exceeds z* — 1. With the homo-
topy method, the objective function in Q;/, monotonically increases at each iteration.
Therefore, the homotopy algorithm is stopped and the node is pruned as soon as the /1
norm of the current iterate exceeds z* — 1, as shown in Figure 3.

rllzgl, +m

2
2V o) 3y — Azl

Figure 3. Set of optimal solutions (% |y — Az* Hé, ﬁ ng”l + n1) as a function of X, and illustration of a stopping
criterion of the homotopy algorithm for Q5. The algorithm can be stopped (and the corresponding node is
pruned) as soon as ﬁ Hm%”l +n1 > z% —1, where 2 is the cardinality of the best known feasible solution to Py /o
at a given iteration of the branch-and-bound procedure.

4. Experimental results

We now insert the continuous relaxation algorithms built in Section 3 into dedicated
branch-and-bound procedures for the resolution of the three problems Py /g, Py 2, and
Poro. We use depth-first search, and our branching strategy is based on selecting the
continuous variable, say x;, with the maximum absolute value in the solution of the
relaxed problem. In the standard MIP resolution, this corresponds to choosing the binary
variable b; whose value in the continuous relaxation problems is the closest to 1. We
branch up first, that is, we first explore the branch corresponding to the decision x; # 0
(i.e., . by = 1). This strategy is well adapted for problem P; g, in which the depth limit is
imposed by the cardinality constraint. It also allows one to quickly find feasible solutions

L Although several support configuration changes may happen simultaneously, in practice, S;,, and S}n are usually
modified by at most one element at each breakpoint, corresponding to the activation of one condition among
equations (12a)—(12e).

13
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for problems Py and Py, with limited depth search, since we know in advance that their
solutions are sparse. For problem Psig, we also exploit the fact that the initialization
step in the homotopy algorithm at each node evaluation (see Section 3.2) produces a
feasible solution, which is used to improve the best solution found.

In this section, we compare our homotopy-based branch-and-bound implementation,
named B&Br.gowm, to:

e the same branch-and-bound exploration strategy, where the continuous relax-
ation problems QQR/O, Qol% and Q§+o in Table 2 are solved with the CPLEX 12.8

quadratic programming solver (named B&Bgr.cpLEx);
e the resolution of the MIP problems in Table 1 with the CPLEX 12.8 MIP solver
(named MIPCPLEX)~

All methods are implemented in C++ and executed on a UNIX machine equipped with
31.1 Go RAM and four Intel Core i7-6600U central processing units (CPUs) clocked at
2.60 GHz. Computations are restricted to one core in order to focus on the algorithm
performance, disabling parallelization capacities. The maximum time allowed is set to
1000 s and all computations with CPLEX are run with its default settings.

In Section 4.1, we study the performance of our algorithm on simulated sparse de-
convolution problems typically encountered in signal processing. Then, simulated subset
selection problems with random entries are considered in Section 4.2.

4.1 Sparse deconvolution problems

Sparse deconvolution is a classical signal processing problem [16, Chapter 5], which aims
to estimate a sparse sequence x from filtered and noisy observations. Collecting sampled
data in vector y and the unknown sparse sequence in vector x, we obtain a model
of the form y = Ax + &, where A is a convolution matrix and € is a random term
representing noise and model errors. Deconvolution is an ill-posed inverse problem, whose
resolution with sparsity-enhancing regularization is often addressed through suboptimal
¢1-norm-based or greedy methods. It was shown in [4] that exact resolution of ¢p-norm
problems (with the CPLEX MIP solver) achieves better solutions, obviously with higher
computation times. We consider the problem instances? proposed by [4], where y € R'%0,
A € RI00x120 "pnise samples in € are independent, identically and normally distributed
with signal-to-noise ratio SNR = 10 dB and M = 1.1||ATy||__. Columns of A have
unit norm. The cardinality varies from K =5 to K = 9 for Py/y. For problems Py /o
and Payg, the respective parameters € and A are tuned from statistical rules accounting
for the noise level and the sparsity degree (see [4] for details): € is tuned such that the
probability P(H{H% <€) =95 %, and A = 202log(1/p—1), where o is the noise variance
and p = K/n.

Computational results are reported in Table 3. For all problems, B&Br.gyom and
B&BRr.cprex explore the same number of nodes, since they use the same branch-and-
bound strategy (slight differences are observed, though, that may be due to numerical
issues). However, B&Br_rionm requires significantly less execution time, which is reduced
by a factor between 8 and 25 for Py/y and P24, and by a factor between 60 and 120 for
Pos2- It also successfully solves more instances in 1000 s.

For problems Py /0 and Payg, B&Br.nowm performs better than MIPcprgx on instances
with lower complexity (K = 5 and K = 7), with a reduction of the computation time
by a factor of up to 4 on the simplest problems (732/0, K =5). For K =9, MIPcpLEx

2Data are available online at pagesperso.ls2n.fr/~bourguignon-s/download MIP.html
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Table 3. Computational results for simulated sparse deconvolution problems. For each algorithm, columns “Time”,
“Nodes”, and “F” respectively give the average computing time in seconds, the average number of explored nodes,
and the number of problems that could not be solved in 1000 s. Fifty instances of each problem were considered.
Averages are performed only over the instances which could be solved in less than 1000 s by the three algorithms.

Problem Branch-and-bound MIP solver CPLEX
B&Br.-nom B&Br.cpLEX CPLEX 12.8
Time NodesiiF Time | Nodes 1 F Time | Nodes 1 F |
5 | a0 () | (109 ) | (0?)
K=5 0.7 1.28 0 7.7 1.28 0 3.0 1.71 0
Pop | K=7 11.6 17.89 | 0 | 1419 | 17.89 2 16.6 21.51 0
K=9| 43.5 57.37 | 9 | 448.1 | 57.46 | 30 53.8 72.04 6
K=5 1.8 2.01 0 | 326 2.02 0 3.2 1.98 0
Payo | K=7 7.3 10.20 | O | 187.3 | 10.22 7 7.4 9.61 0
K=9 25.6 31.80 | 5 | 470.7 | 31.87 | 28 17.3 23.74 2
K=5 0.1 0.21 0 6.0 0.21 0 25.7 6.71 0
Poje | K=T7 0.9 2.32 0 | 85.2 2.32 0 114.8 49.54 2
K=9 2.5 5.22 0 | 296.9 5.22 18 | 328.2 | 101.07 | 17

solves more instances in less than 1000 s, and is up to 30% faster (for Paio) on the
solved instances. This is not surprising, since the CPLEX quadratic MIP solver benefits
from many additional developments that are not implemented in our branch-and-bound
algorithm, such as cutting planes, heuristics, etc.

Results are much more contrasted with problem P, /2 where B&Bgr.powm strongly out-
performs MIPcprex on all instances, both in terms of number of explored nodes and
of computation time. In particular, the computation time per node is reduced by more
than 8 with the homotopy algorithm. As a result, B&Bgr.gom runs 120 to 250 times
faster than MIPcprrx on these instances, even with a rather simple branch-and-bound
exploration strategy.

The performance profile, defined by Dolan and Moré in [8], is a visual tool to benchmark
algorithms. The fraction of solved problems is represented as a function of the perfor-
mance ratio: for each instance, the ratio between the computing time of each algorithm
and the smaller one is computed. Then, the performance profile draws the cumulative
distribution functions for such ratios. The performance profile obtained over the 450 con-
sidered instances (50 instances for each of the 9 problems defined in Table 3) is shown in
Figure 4 left, which confirms the results in Table 3. In particular, due the strong supe-
riority of B&Br.gom over MIPcprex in all instances of problems P, /25 the performance
of B&Br.gowm is far above that of MIPcprgx in all parts of the profile. For example, in
twice the best algorithm time, B&Bgr.gom solves 90% of problems, whereas MIPcprEx
only solves 40% of them (see the vertical line in Figure 4).
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Figure 4. Performance profiles obtained on 450 sparse deconvolution problems (left, see Section 4.1) and on
900 random subset selection problems (right, see Section 4.2), for the three algorithms: B&Bgr.gom (full line),
MIPcprLEX (dotted line) and B&Bgr_cpLEx (dashed line).

4.2 Simulated Subset selection problems

We now study algorithmic performance on artificial subset selection problems with ran-
dom entries (see [2, 30] for similar simulations). We consider a dictionary A € R™*"
with n = 2 X m, composed of independent and identically distributed random entries,
which are drawn from a centered, unit-variance, normal distribution (columns have been
normalized). Sparse vectors are generated with randomly chosen non-zero coordinates,
and corresponding amplitudes are drawn as u + sgn(u), where u follows a centered, unit
variance, Gaussian distribution. Gaussian noise is added such that SNR = 10 dB. The
parameter M and formulation-specific parameters K, € and p are tuned as in Section 4.1.
Note that the random nature of the dictionary makes problems easier to solve, which
allows us to increase the problem dimension: we consider here n = 500 and n = 1000,
and the cardinality varies from K = 5 to K = 15. Indeed, the compressed sensing theory
(see for example [13]) shows that, if the correlation between columns in A is sufficiently
low, then the ¢1-norm relaxation may solve the original {3-norm problem with high prob-
ability. Consequently, fewer nodes are expected to be explored in the branch-and-bound
algorithm than with deconvolution problems of the same size.

Computational results are reported in Table 4. As in Section 4.1, B&Bgr_gom explores
the same number of nodes as B&Br.cprex, but B&Bgr.nom requires significantly less
execution time: about a factor of 50 to 500 for Py 5 and P24, and about a factor of 200
to 500 for Pyp. It also successfully solves more instances in less than 1000 s.

B&BRr.nowm performs dramatically better than MIPcprex on all problems in terms of
execution time: it generally runs more than 20 times faster (up to 1800 times faster
on problems Py, with K =5 and n =1 000). For all problems, the average number of
explored nodes is lower with B&BRr.nom, with a factor up to 5 for Py /5 and Pa.0; for Py,
MIPcprEx could only solve a few instances, for which the number of nodes was 30 to 40
times greater than for B&BRr.pon, which successfully solved most instances in less than
1000 s. Surprisingly, for this problem, MIPcpr,gx also performs worse than B&Bgr_cpLEX,
probably due to inefficient exploration strategies in the CPLEX quadratically constrained
MIP solver. Most of all, we observe that the most important improvement achieved by
B&Bgr.nowm is due to the efficiency of the continuous relaxation algorithm: the computing
time per node with the proposed homotopy method is 5 times smaller (problem Payyg,
n =500, K = 15) to almost 100 times smaller (problem P/, n = 1000, K = 10) than
that of MIPcprex. The performance profile obtained over the 900 considered instances
(50 instances for each of the 18 problems defined in Table 3), shown in Figure 4 right,
confirms such superiority.
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Table 4. Computational results for simulated subset selection problems. For each algorithm, columns “Time”,
“Nodes”, and “F” respectively give the average computing time in seconds, the average number of explored nodes,
and the number of problems that could not be solved in 1000 s. Fifty instances of each problem were considered.
Averages are performed only over the instances which could be solved in less than 1000 s by the three algorithms,
except on the last row, where only B&Bgr.gowm could solve the 50 instances

Problem Branch-and-bound MIP solver CPLEX
B&Br.-nom B&Br.cpLEX CPLEX 12.8
Time Nodesii F | Time | Nodes i F | Time | Nodes 1 F |
(s) (10%) (s) | (10%) (s) | (10%)
K=5 0.4 0.03 0 23.5 0.03 0 16.8 0.04 0
Pyo | K =10 3.8 0.26 0 | 2494 0.26 12 | 107.0 0.51 5
K=15 7.6 0.59 24 | 538.7 0.59 48 | 1614 1.09 45
= K=5 0.4 0.13 | 0 | 205.0 0.13 i 1 18.8 0.12 1 0 |
T Poyo | K=10 1.5 0.29 0 | 442.0 0.29 21 | 53.7 0.76 3
= K=15 7.3 0.63 26 | 626.9 0.63 49 | 1794 3.28 47
K=5 0.03 0.01 | 0 85.8 0.01 i 2 | 191.1 4.28 1 177
Pose | K =10 0.5 0.07 0 | 552.6 0.07 20 - - 50
K=15 1.5 0.17 7 | 809.1 0.17 49 - - 50
K=5 1.1 0.02 0 | 109.2 0.02 0 70.7 0.03 0
Papo | K =10 6.2 0.06 0 | 437.7 0.06 13 | 371.7 0.31 5
K=15 33.9 0.38 7 - - 50 | 665.3 0.72 42
% K=5 0.6 0.06 | 0 | 275.5 0.06 i 10 | 118.1 0.11 1 0 |
; Payo | K =10 2.5 0.13 0 | 508.2 0.13 32 | 1894 0.42 3
= K=15 19.5 0.52 11 - - 50 | 665.3 2.15 40
K=5 0.2 0.01 | 0 99.3 0.01 i 0 | 360.9 0.28 1 287
Poj2 | K =10 2.6 0.04 0 | 462.9 0.04 6 - - 50
K=15 113 1.02 0 - - 50 - - 50

5. Conclusion

We have investigated exact optimization algorithms for least squares problems with low
cardinality. A dedicated branch-and-bound procedure was proposed, which removes the
binary variables that are usually introduced for the MIP reformulation. An algorithm was
built for solving the continuous relaxation problems involved in any node of the search
tree, which were recast as convex non-smooth optimization problems, involving the ¢
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norm. Inspired by the homotopy principle, this algorithm can be applied with similar
efficiency for the three addressed formulations: cardinality-constrained and cardinality-
penalized least-squares, and cardinality minimization under quadratic constraints. On
all conducted experiments, the resulting algorithms at least equal and often outperform
the state-of-the art MIP solver CPLEX. Our algorithms were able to tackle problems
of higher dimension (number of variables, cardinality), which become intractable with
CPLEX. In particular, the proposed strategy was shown to solve much more efficiently the
quadratically constrained formulation, which is of major interest in many applications.

Such improvements were achieved by exploiting mathematical properties of the prob-
lem, which are not considered by a generic solver. Further works may be developed
following the same guideline. Building tighter relaxations, e.g. based on Lagrangian re-
laxation, developing more refined exploration strategies, for example based on ad-hoc
greedy algorithms [26] or building dedicated cutting plane methods are some possibilities.
The three formulations could also be tackled jointly from a multi-objective optimization
perspective, involving dedicated branch-and-bound techniques [11].
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Abstract—Sparse approximation addresses the problem of
approximately fitting a linear model with a solution having as few
non-zero components as possible. While most sparse estimation
algorithms rely on suboptimal formulations, this work studies the
performance of exact optimization of /s-norm-based problems
through Mixed-Integer Programs (MIPs). Nine different sparse
optimization problems are formulated based on /1, {2 or £, data
misfit measures, and involving whether constrained or penalized
formulations. For each problem, MIP reformulations allow exact
optimization, with optimality proof, for moderate-size yet difficult
sparse estimation problems. Algorithmic efficiency of all formula-
tions is evaluated on sparse deconvolution problems. This study
promotes error-constrained minimization of the £; norm as the
most efficient choice when associated with /1 and £, misfits, while
the ¢> misfit is more efficiently optimized with sparsity-constrained
and sparsity-penalized problems. Exact ¢;-norm optimization
is shown to outperform classical methods in terms of solution
quality, both for over- and underdetermined problems. Numerical
simulations emphasize the relevance of the different ¢, fitting
possibilities as a function of the noise statistical distribution. Such
exact approaches are shown to be an efficient alternative, in mod-
erate dimension, to classical (suboptimal) sparse approximation
algorithms with /; data misfit. They also provide an algorithmic
solution to less common sparse optimization problems based on ¢;
and /., misfits. For each formulation, simulated test problems are
proposed where optima have been successfully computed. Data
and optimal solutions are made available as potential benchmarks
for evaluating other sparse approximation methods.
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I. INTRODUCTION

A. Sparse Estimation for Inverse Problems

HE problem of sparse representation of datay € R in

a dictionary H € RN x R consists in finding a solution
x € R? to the system y = Hz with the fewest non-zero compo-
nents, i.e., with the lowest sparsity level. In sparse approxima-
tion, in order to account for noise and model errors, the equality
constraint is relaxed through the minimization of the data misfit
measure ||y — Hz||, where ||| generally stands for the standard
Euclidean norm in R¥. Such sparsest representation and ap-
proximation problems are essentially combinatorial. Finding the
best K -sparse solution (the solution with X non-zero compo-
nents) is usually considered too difficult in practical large-scale
instances. Indeed, the brute-force approach that amounts to ex-

ploring all the (Q) possible combinations, is computation-

K
ally prohibitive. In the abundant literature on sparse approx-

imation, much work has been dedicated to the relaxation ap-
proach that replaces the £y-“norm” sparsity measure, ||z|[o
Card{i|x; # 0}, with the £; norm ||z]|; := >, |2;|. Many
specific convex optimization algorithms have been proposed in
the past decade, see for example [1], [2]. In addition, conditions
were established for which both the £y and the relaxed ¢, prob-
lems yield the same solution support (the set of non-zero com-
ponents). These mostly rely on a low sparsity level assumption
and on structural hypotheses on the matrix H, such as low cor-
relation of its columns (see [1] and references therein). Alterna-
tively, greedy algorithms build a sparse solution by iteratively
adding non-zero components to an initially empty-support solu-
tion [3]-[5]. More complex forward-backward methods [6], [7]
may show better performance in practice but with higher com-
putation time. Tree-search-based methods also try to improve
the classical greedy algorithms using heuristics to reduce the
complexity of exhaustive combinatorial exploration (see e.g.,
[8] and references therein). Other support exploration strategies
maintain the desired sparsity level at each iteration, and perform
local combinatorial exploration steps [9]. Optimality proofs for
all such strategies also rely on very restrictive hypotheses [10],
[11]. More “fy-oriented” approaches were proposed, e.g., by
successive continuous approximations of the £, norm [12], by
descent-based Iterative Hard Thresholding (IHT) [13], [14] and
by penalty decomposition methods [15]. However, without ad-
ditional assumptions on H, one can only prove that the solution

1053-587X © 2015 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.
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found is a local minimum of the optimization problem. More-
over, for IHT, optimality conditions suffer from the same re-
strictions as the aforementioned greedy methods [13], [14].

In many inverse problems, the model y ~ Hz results from
the discretization of an intrinsically continuous physical model.
A typical example is sparse deconvolution, where Hx models
the convolution of a spike train (in one-dimensional signals) or
of point sources (in imaging problems) by the impulse response
of the acquisition device [7], [16], [17]. A similar problem con-
cerns nonlinear parameter identification, where parameters are
discretized on arbitrarily thin grids [7], [18], [19] and estimation
amounts to finding a sparse solution to a linear problem of high
dimension. In such cases, the columns of H can be highly corre-
lated, so no optimality guaranty can be obtained for greedy and
¢1-norm-based methods. Similar problems also arise for vari-
able selection in machine learning and statistics [6], where the
set of features (the columns of H) is not designed to satisfy any
recovery property.

The aforementioned problems essentially focus on the cor-
rect estimation of the support of #. In deconvolution, for ex-
ample, support identification corresponds to detection and lo-
calization of the sources. Since the true sparsity measure is in-
deed the {3 norm, a global optimum of {y-based formulations
is more likely to yield exact support identification than approxi-
mate solutions. Consequently, our interest focuses on optimiza-
tion methods for {y-norm-based criteria providing global opti-
mality guarantees. Such exact approaches are usually discarded,
based on the argument that sparse optimization problems are
NP hard [20]. It is also commonly considered that exact opti-
mization amounts to combinatorial exploration of all possible
supports, which is nothing but a worst-case-scenario argument.
Note however that, in order to reduce the number of explored
supports, Tropp and Wright [1] mentioned the possible use of
cutting-plane methods, which are one of the basic elements of
resolution of the mixed-integer programs explored in the present
paper.

Here, we focus on sparse optimization occurring in certain
inverse problems with moderate size yet with a complexity
sufficient to make the usual methods fail in estimating the
sparsest solutions. Examples include spike train deconvolution
in ultrasonic nondestructive testing (NDT) [16] or Geophysics
[17], sparse hyperspectral unmixing [21], and spectral analysis
with short data sets [22]. A first objective of this contribution
is to show the viability of exact resolution approaches for such
problems.

B. Global Optimization via Mixed-Integer Programming

We focus on Mixed-Integer Programs (MIP), that is, opti-
mization problems involving both continuous and integer vari-
ables. Such problems are well suited to £y3-norm-based opti-
mization, since the {3 norm naturally introduces a binary de-
cision variable for each component (zero or non-zero?). In this
paper, MIP refers to the minimization of linear or quadratic cri-
teria subject to linear or quadratic inequality constraints. It is
commonly claimed that, in the past fifteen years, a factor 10°
was gained in the required computing time for solving such
problems. This gain is due in (roughly) equal parts to (i) hard-
ware improvement, (ii) progress in the resolution of linear pro-
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grams, and (iii) implementation efficiency of advanced mathe-
matical techniques [23]. Therefore, as it will be shown in this
paper, some exact approaches can now be advantageously used
to address the moderate-size, yet difficult, applications enumer-
ated at the end of Section L.A.

To our knowledge, the first MIP reformulation of a sparse
optimization problem is proposed in [24]. However, the authors
argue that the assumption that |z| is upper bounded, which is
required for the MIP reformulation, leads to computational in-
efficiency. Therefore, they choose to consider only a related
problem: the maximum feasible subsystem problem, for which
exact solutions could be found only for very small instances
(N = 16, @ = 32) and no result is given concerning the
MIP approach. A similar formulation with binary variables ap-
pears in [25], but binary variables are replaced by continuous
variables in [0,1] in order to yield a convex problem, which
is obviously not equivalent to the original one. In [26], some
exact and approximate reformulations of £y-based problems are
surveyed. The authors deplore the inherent combinatorial diffi-
culty of such MIP problems but no practical result is provided.
Finally, in [27], noise-free sparse representation problems are
formulated as MIP. Here, we address the noisy case, which
opens perspectives to different possible formulations of the op-
timization problem. Establishing MIP reformulations for such
problems, studying their computational efficiency, investigating
properties of optimal solutions and comparing them with the re-
sults of standard methods are the core of this paper.

C. Objectives of the Paper

This paper shows that different possible reformulations of
sparse approximation problems can be tackled by MIP solvers.
Sparse approximation is intrinsically a bi-objective optimiza-
tion problem, where both the sparsity measure and the data
misfit measure are optimized. In inverse problems, it is usually
formulated through the optimization of a weighted sum of the
two terms. However, constrained formulations (involving one
criterion to be minimized and the other subject to a constraint)
may also be well suited to MIP reformulations, which are con-
strained programs by nature. Therefore, we study the efficiency
of MIP solving techniques applied to the following three formu-
lations:

¢ minimize the £y norm under a bounded-data-misfit con-

straint,

e minimize the data misfit under an £3-boundedness con-

straint,

* minimize a weighted sum of the two criteria.
Additionally, we consider non-quadratic data misfit mea-
sures, which may be appropriate if the error term y — Hz
is non-Gaussian. Moreover, piecewise-linear alternatives to
the £, norm |||z := 4/, |;]?, may also prove to be more
attractive computationally, because MIP solvers essentially
rely on the resolution of /inear subproblems. In particular, the
£, and £, (||z|lec := max;|z;|) norms are easily linearized,
formulations based on those norms naturally boil down to
optimization problems involving linear inequality constraints
or linear objective functions. Therefore, we also consider for-
mulations involving £; and £, misfits, for which much fewer
algorithms have been proposed.
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Our work establishes MIP reformulations of nine different
sparse approximation problems, which are all evaluated in terms
of computational efficiency, depending on the sparsity level and
on the noise level. Then, these formulations are compared in
their ability to identify the exact support in the presence of
noise, depending on the noise statistical distribution. Our ex-
perimental results additionally show that the classical methods
are far from reaching acceptable results in such cases, whereas
solving the £y-norm formulations do yield more satisfactory so-
lutions—but with much higher computing time. Note that ex-
periments in both [24] and [27] involve random matrices, which
are more likely to satisfy the conditions ensuring the optimality
of £;-norm-based and greedy approaches. In most ill-posed in-
verse problems, the columns of H are highly correlated, so that
such conditions certainly do not hold.

The remainder of the paper is organized as follows.
Section II introduces nine optimization formulations of the
sparse approximation problem, and discusses their statistical
interpretation and the structure of the solution sets. MIP
reformulations are established in Section III. Then, basic el-
ements concerning the resolution of MIP problems are given
in Section IV. Experimental results in Section V are dedicated
to the evaluation of computational costs. Section VI compares
the solutions obtained through MIP optimization with those of
classical sparse approximation algorithms, on both overdeter-
mined and underdetermined sparse deconvolution problems.
Simulations in Section VII evaluate the support identification
performance of £,-misfit-constrained formulations as a func-
tion of p and of the noise statistical distribution. Finally, a
discussion is given in Section VIII.

II. SPARSE OPTIMIZATION PROBLEMS

In sparse approximation, both the sparsity of the solution and
the fidelity of its corresponding data approximation are opti-
mized. Therefore, the generic sparse approximation problem,
which we are interested in, is the following unconstrained bi-ob-
jective optimization problem:

min(|z(lo, ||y — Hall,),

(M

where p is either 1, 2 or oc. This section presents nine formula-
tions of this problem and discusses their statistical interpretation
and the structure of the sets of solutions.

A. Taxonomy

Various mono-objective optimization problems can be
formulated to address the bi-criterion problem (1). For
p € {1,2, >0}, the bounded-error problems read

Poyp : min [|z[lo s.t. [ly — Hall, < oy,
and the sparsity-constrained problems read
Ppyo : min|ly — Hall, s.t. [|lz]o < Ky,

where oy, and K, are user-defined threshold parameters. Finally,
the penalized problems read

Pusy  min gzl + ly — He|?, forp € {1,2},
and P et min i 2] + |y — Helo,

where ji,, and po are user-defined penalty parameters.
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In this paper, we propose a reformulation of each of these
problems as MIPs. To the best of our knowledge, Py, is the
only sparse approximation problem for which a MIP reformu-
lation is mentioned [24]. Remark that the sparse representation
case (noise-free data), which was recently tackled via MIPs in
[27] with equality constraint y = H, is the special case of
Pysp with oy, set to 0, for which Py 1, Po 2, and Py, are ob-
viously equivalent. Recall that the sparsity-based inverse prob-
lems considered here are sparse approximation problems: data
are always contaminated by measurement noise and the model
may be inexact, so that a,, # 0.

Choosing one of the nine formulations and the value of the
parameter (o, K or p1,) amounts to selecting some particular
solution among the wide variety of Pareto-optimal solutions of
problem (1). Note that, for a given £, misfit, no equivalence be-
tween the three problems Py, Py /g and Pq, can be obtained
because the £y norm is not convex. In particular, solutions in
the non-convex part of the Pareto frontier cannot be reached by
solving the penalized formulation [28].

B. Statistical Interpretations and Parameter Tuning

In practice, one has to choose one among the nine optimiza-
tion problems and must set a value for the corresponding pa-
rameter. Such choices can be based on statistical arguments.

The ¢, data-misfit measures, with p € {1, 2, 00}, can be in-
terpreted in terms of likelihood functions. Let p. be the statis-
tical distribution of the additive noise term € = y — Hz. The
likelihood function is defined as: L(y;z) := p(y — Hz). If
noise samples ¢,, n = 1,..., N are independent and identi-
cally distributed (i.i.d.) according to a centered Gaussian distri-
bution, then — log L(y; &) is proportional to ||y — Hz||3 up to
an additive constant. Similarly, — log £(y; z) is proportional to
lly — Hz||; (up to an additive constant) if ¢,, are i.i.d. according
to a centered Laplace distribution. Such a heavy-tailed distribu-
tion assumption may be appropriate in the presence of impulsive
noise [16], [29]. The £, misfit is connected to an i.i.d. uniform
noise distribution assumption. Suppose that € is uniformly dis-
tributed on [—a, a]V, for some given @ > 0. Then, the likelihood
function is constant for any z such that ||y — Hz||o < a, oth-
erwise it is zero. Consequently, & = arg min, ||y — Hz|| is a
maximum-likelihood estimator if noise samples are uniformly
distributed on [—a, a], forany a > ||y — HZ||», [30, Ch. 7.1].In
this case, which arises for example when accounting for quanti-
zation noise, ¢, data fitting may be a relevant choice—see [31]
for both theoretical and numerical arguments.

Consequently, P,y is a sparsity-constrained maximum
likelihood estimation problem with the aforementioned corre-
sponding noise distribution assumption. In a Bayesian setting,
Po4p defines a Maximum A4 Posteriori (MAP) estimate, where
the ¢y term results from a Bernoulli-Gaussian prior model
with infinite variance Gaussian distribution [7]. Note that,
within such a MAP interpretation, solving Pyt reduces
to solving Py,s.. Indeed, since —log L(y;x) is constant if
ly —Hzl.o < a and equals +oo otherwise, minimizing
oo ||2|lo — log L(y; ) amounts to minimizing ||z||o subject to
lly — Hz|lo, < . Finally, Py, considers a maximal tolerance
on the approximation error and cannot be interpreted as a
maximum likelihood or MAP estimation problem.
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The choice of the formulation also depends on available prior
information about the considered practical problem. If reason-
able bounds on the acceptable approximation error can be in-
ferred, e.g., from the knowledge of the signal-to-noise ratio or
from a desired approximation quality, then P,, may be pre-
ferred. In particular, the parameter «;, can be fixed according to
the statistics of ||€||,, which can be obtained for any noise distri-
bution (analytically or numerically). If the sparsity level is fixed
or can be upper bounded, e.g., in a compression context, then
P, /o may be appropriate. In Py, the parameter 12, trades off
between the noise level and the sparsity level. With the previous
MAP interpretation, for p € {1,2}, it is an explicit function
of the noise variance and of the rate of non-zero values in the
Bernoulli process. Therefore, tuning 1, requires more informa-
tion than tuning the parameters of the two other formulations.
When too little prior information is available, a practical solu-
tion consists in computing optimal solutions corresponding to
different parameter tunings—whatever the considered formula-
tion—and then selecting a posteriori the most appropriate one,
according to some expert supervision or to model order selec-
tion criteria [32].

C. Structure of the Solution Sets

We investigate hereafter the structure of the solution sets of
the different problems, for fixed values of the corresponding
parameters a,,, K, and g,,. In the following, an optimal support
refers to a set of indices which supports at least one optimal
solution. The ¢y norm is a piecewise constant function, where
each value is attained on a finite number of supports. Hence, for
any problem P defined in Section II.A, the set of minimizers
can be defined as the finite union of sets of minimizers on each
optimal support: if S denotes the set of optimal supports, then:

Arg P = | ] ArgPe,

s€S

where P? denotes the restriction of problem 7 to the support s.

Let us characterize the solution set of P¢. We assume that
the sparsity level of all solutions is lower than N and that the
matrix H satisfies the Unique Representation Property (URP)
[33], that is, any N columns of H are linearly independent.
For any & supported by s, |||l is constant, hence P>, and
P§,, are solved by minimizing ||y — H.z;||,, where z, (re-
spectively, H,) collects the non-zero components in & (respec-
tively, the corresponding columns of H). Thanks to the URP,
H, has full column rank and, for p = 2, P¢ admits a unique
solution (the least-squares solution). Consequently, the solution
sets of P39 and Pg,2 are both (finite) unions of singletons.
The £, norms for p = 1 and p = oo are not strictly convex,
therefore one can only claim that min,_ |ly — Hx,||, is at-
tained on a convex set, such that H,z, lies in an £,-sphere in
dimension K, — 1, centered at . Consequently, for p = 1 and
p = oo, the solution sets of P,y and Py, are (finite) unions
of convex sets of the form {||y — H,z,||, = constant}. Now,
consider the solution set of Py, , which is formed by all vec-
tors zs such that ||y — Hzs||, < . In the particular case
where min,_ ||y — Hxs||, = ¢, it comes from the previous
arguments that the solution set is a singleton for p = 2, and
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a convex set for p 1 and p . But, in the most fre-
quent case where ming, ||y — H,z,||, < «,, the solution set
{z, | |ly — Hszq|l, < ap} is such that H,z, lies in an £,-ball
of dimension K, centered at g, and the solution set of Py /p is
a finite union of such sets. Consequently, for a given p, the so-
lution set of Py, is generally “larger” than the solution sets of
Pys0 and Poyp. In particular, the minimizers of these last two
problems may be unique. For example, with some additional
assumptions on the data g and on the matrix H, the solution of
Po2 is unique [34]. On the contrary, the minimizer of Py ), is
certainly not unique, except in very specific cases.

III. MIXED-INTEGER REFORMULATIONS

In this section, we establish the reformulations of opti-
mization problems Py, Ppo and Pyyp for p € {1,2, 00},
as Mixed-Integer Linear Programs (MILPs), Mixed-Integer
Quadratic Programs (MIQPs) or Mixed-Integer Quadratically
Constrained (linear) Programs (MIQCPs).

A. Definitions of MILP, MIQP and MIQCP

The general form of an MILP is

A—inv S bin~
Aeqv - beq)
Iy <v <y,
v; € Z,Vj e,

min ¢Tw, subject to (s.t.)
v

where v € R7 is the vector of optimization variables; ¢ € R’
defines the linear objective function; b;,, € HP‘“, beq € RP e,
Ay € RP» x R7 and A, € RP x R7 define the inequality
and equality constraints; I and u» € R’ are respectively the
vectors of lower and upper bounds of the optimization variables;
7 is the index set corresponding to the components of v that are
constrained to be integer-valued.
An MIQP has the general form:

Ain'U S bin:
Aeq"-’ = beq»
lb <v< Uy,
v; € Z,vj €L,

1
min —v'Fv + ¢Tv, s.t.
v 2

where F is a J x J matrix.
Finally, the form of an MIQCP that is of interest in this paper
is:

%'UTB'U +dTy <e,
Ainv S biny

Aeq") = beq‘,

Iy <v <,

v; € L,Vj €L,

mine'v, s.t.
k4

where B isa J x J matrix, d € R’ and e € R.

B. Equivalent Reformulation Techniques

We now present standard reformulation techniques that en-
ables to express each of the nine optimization problems intro-
duced in Section II.LA as an MILP, an MIQP or an MIQCP,
without any approximation.
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1) Boundedness Assumption and “Big-M ~ Reformulation of
the £y Norm: For each ¢ = 1,2,...,Q, let us introduce an
additional binary optimization variable b,, such that

by =0& 2, =0. )
Then, the non-linear sparsity measure ||z is equal to the linear
term 15b (= 37, by), where 14 is the Q-dimensional all-ones
column vector. The logical constraint (2) must however be
translated into (in)equality constraints compatible with MIP,
ideally through /inear constraints. One standard way to achieve
this (see e.g. [24], [27]) is to assume that a solution x of the
problem under consideration satisfies the following constraints
for some sufficiently large pre-defined value M > 0:

~M1g <& < Mlg. 3)

This assumption supposes that the problem admits bounded op-
timal solutions, which is not restrictive in our practical applica-
tions. The parameter M has to be large enough so that ||Z|| o <
M at any desirable optimal solution &. On the other hand, the
bound M must be as tight as possible in order to improve com-
putational efficiency; therefore tuning the value of parameter M
may be a critical issue [24]. In the problems addressed in this
paper, satisfactory results are obtained with a rather simple em-
pirical rule discussed in Section V.B. Note that specific lower
and upper bounds for each component z, could also be advan-
tageously considered [27] if corresponding prior information is
available.

The reformulations of £;-norm-based constraints and objec-
tive functions are obtained through the two following respective
lemmas.

Lemma 1: Considering the boundedness assumption (3),

Hb € {0;1}% such that

Zb <K, (i)

—Ub<:c< Mb.

lallo S K &
(i)

Proof: The = implication is straightforward by consid-
ering b defined by (2). Now, let b € {0; 13 satisfy (i) and (i4),
and suppose ||z|lo > K. From (#i), one has (b, = 0) = (2, =
0), that is, (x, # 0) = (b, = 1). Hence b, = 1 for at least
K + 1 indices ¢, which contradicts (i}. Consequently, ||z||¢ <
K. ]

Lemma 2: Considering the boundedness assumption (3),

Q
byst. —Mb<z<Mb
mmH.tHO@ 1’1’11;’__1 Z ] <z < Mb,

be{o1}@ =1

where F represents the feasible domain of the problem under
consideration.
Proof: Similar to that of Lemma 1. ]
Such a reformulation technique is commonly referred to as
“big-M” reformulation. Remark finally that another reformula-
tion of the cumbersome logical constraint (2) consists in intro-
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ducing the equality constraint z:,(b, — 1) = 0. However, the
latter is a bi-linear constraint, typically less interesting in terms
of computation time for off-the-self MIP solvers than linear con-
straints [35].

2) Reformulation of the {1 Data Misfit Measure: The {1
misfit term can be written linearly as ||y — Hz|l; = >°, w,,
with additional constraints w, = |y, — h,z|,n = 1,..., N,
where h;, denotes the nth row of H. Then, these constraints can
be relaxed (exactly) by the linear inequalities: —w < y—Hz <
w, with column vector w = [wy, ..., wy]|T, thanks to the two
following lemmas.

Lemma 3: min ||y — Hz||,

zcF

= min wy, 8.6, —w<y—Hz <w.
rCF WCRY ; n =¥ -

Proof: Let f,,(x) = y, — h,z. The following optimization

problems are equivalent:

: ggf,__lz |fn(x)
kel
P, :  min an s.t.|fo(z
zEF WERN

min an s.t. | fn(®)] < wn, V0.
TEF WERN "

Pa
)| = wy, Vn

P, :

Indeed, P, < P, is trivial. In order to show that P, & P,
one can simply remark that if an optimal solution {z*,w*) of
P. is such that | f,,, (£*)] < w}, for some index ng, then one
can straightforwardly construct a better feasible solution for P,.,
which yields a contradiction. |

Lemma 3 will be used to obtain a MIP reformulation of P /o
and Pyy1, which involve the £;-misfit term in the objective
function. For Py,1, which involves the £ -misfit term as a con-
straint, we use the following lemma:

Lemma 4: Let (x*,w*) solve the optimization problem:

wy, <o
l2]lo 5.t {Z n=t

—w<y-—Hz<w.

Pa: min
2ERQ WeRN

Then, z* is a solution of Py ;.
Proof: Suppose that (z*,w*) solves (Pg) and let
wy, := |y — k2|, Yn. Then, > w, <Y w) < ap and
(z*,w') is a solution of:

min

Pe:
2ER?, WERN

E wy < ay
n

hl x| = w,, Vn.

ll]o s..
‘yn -

Indeed, since P, is a relaxation of P.—the feasible set of P, is a
subset of that of P;—, its optimal value, ||*|g, is a lower bound
for the optimal value of P.. The solution (z*,w’) is clearly
feasible for P. and it attains the lower bound [|z*||. Hence,
it is optimal for P,. Finally, P is clearly equivalent to Py,;. B

Let us remark finally that problems P4 and P, are not strictly
equivalent because they are not minimized by the same couple
of vectors (z, w), but they share the same solution set for z.
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TABLE I
MIXED-INTEGER PROGRAMMING REFORMULATIONS OF NINE SPARSE APPROXIMATION PROBLEMS
Problem I Equivalent MIP reformulation | MIP class
Bounded-misfit formulations (parameters: a2, 1 and Q)
wTHTH:I; —2yTHe < a3 —
Pose min 10b st Y Y'Y | vioce
z€RQ,be{0,1}@ —Mb<x<Mb
11]-\,117 <o
Poj1 min —w<y—Hzx<w MILP
2ERP,be{0,1}Q , weRN
—Mb<zx<Mbdb
oln <y —Hzx <oyl
Po/oo min N=Y = TootN MILP
z€R?,bc{0,1}Q —Mb<x<Mb
Sparsity-constrained formulations (parameters: Ko, K7 and K,)
) 15(3 < K,
Pa0 min z"H Hx — 2y"He MIQP
x€RQ,be{0,1}? —Mb<x<Mb
1T b<K;
P min 1L w —w < Hzx < MILP
1/0 ©ERQ,be{0,1}Q,weRN 1V W=y—He v
—Mb<x<Mb
léb <Ky
P, i s.t. —zly <y—Hx <21 MILP
°0/0 zERQ,bg{l%)I,ll}Q,zER v =y = 2N
—Mb<ax<Mb
Penalized formulations (parameters: po, p1 and fiso)
P min 1lb+x™H'Hx — 2y™Hx st {—-Mb<xz < Mb MIQP
0F2 1 perebe{0,1}@ H2tQ y { == Q
P i 106+ 157 WSy Hesw MILP
min w S.t.
ot er2 bel01)Qwery Q0 TN ~Mb<z<Mb
72:1]\[ S Yy — Hx S Z].N
P min 1b+2 st MILP
0oo z€RQ,be{0,1}Q,z€R Hoolq —Mb<x<Mb

3) Reformulation of the £ Data Misfit Measure: Py nat-
urally brings linear inequality constraints as

Hyf HIHOQ S O, & 7050011\7 S y— Hz S aoo]-N~

For both P, /0 and Py oo, involving the ¢, norm in the ob-
jective function, one can simply introduce an additional scalar
variable z such that minimizing ||y — Hz||., amounts to mini-
mizing z under the constraints

—z1y <y—Hz < 21y.

Here again, one can easily show that an optimal solution of the

original problem will necessarily satisfy ||y — Hz||lo, = z

C. Mixed-Integer Programming Reformulations

Given the reformulation techniques of Section II.B, the nine
problem reformulations proposed in Table I are straightforward.

IV. MIP RESOLUTION: BASIC ELEMENTS

Mixed-integer programming problems are not easy problems.
MILP problems are already NP-hard [36]. As a consequence,
reducing sparse approximation problems to MILP, MIQP or
MIQCP problems does not per se reduce the complexity.
Nevertheless, such MIP reformulations not only open up possi-
bilities to prove the optimality (or quantify the sub-optimality)
of solutions, but also allows one to benefit from decades of
exponential progress in terms of required computing time to
solve a given MIP problem. This progress does not simply
reflect the doubling of computing power every 18 months,
it is also a consequence of fast progress in both the theory
and practice of linear programming and discrete optimization
(duality, numerical linear algebra, interior-point methods,
semi-definite positive relaxations, branch and bound/cut/price
methods, decomposition approaches, global optimization,
etc.) Once the sparse approximation problem is recast as a
MIP problem, then state-of-the-art off-the-shelf software can
be used, such as BARON, COUENNE, CPLEX, GloMIQO,
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GUROBI, MOSEK or Xpress-MP—see for example [35] and
references therein. We chose to use CPLEX [23] because it is
unanimously considered among the best MIP solvers. CPLEX
has been developed over the last thirty years and includes the
best strategies developed by the MIP community. Moreover, it
is freely available for research and teaching purposes.

The main method behind the CPLEX MIP solver is a branch-
and-cut algorithm. Globally, it implements a branch-and-bound
strategy (i.e., a tree-structured implicit enumeration algorithm)
based on successive continuous relaxations of the integer vari-
ables [37]. Each branch generates a subproblem by fixing some
integer (in our case, binary) variables, and a set of branches is
constructed corresponding to the different possible configura-
tions of such variables. Then, the aim is to discard (huge) parts
of the remaining combinatorial tree by lower bounding the ob-
jective function on the corresponding subproblems. To obtain
such lower bounds, a continuous relaxation of each subproblem
is formed by relaxing the integer variables. Linear constraints,
such as Gomory cutting planes [38], are added to each gener-
ated (continuous relaxation) subproblem, so that the continuous
solution converges to an integer solution. Such cutting planes
remove parts of the feasible domain of the subproblem that does
not contain any integer solution. This approach amounts to at-
tempting to construct the convex hull of the set of integer fea-
sible solutions of each subproblem. CPLEX incorporates sev-
eral techniques in order to improve performance, such as con-
straint propagation techniques [39], linear algebra techniques
[23] and heuristic techniques to find rapidly a good integer so-
lution. Doing so, parts of the research space are eliminated only
if it is proved that they do not contain the global minimum.

The best current integer solution provides an upper bound of
the global minimum of the entire problem. The solution of the
current relaxed (continuous) subproblem gives a lower bound
of the global minimum of the current subproblem with integer
constraints under consideration. The worst solution of all
relaxed subproblems—the one that achieves the lowest lower
bound—gives a certified lower bound of the global minimum of
the entire problem. If such a lower bound is attained by the best
current integer solution, then a global minimizer is found and
optimality is proved. Otherwise, the entire process is iterated by
creating new branches. The algorithm converges towards such
a certified optimum in a finite number of steps. If the solver
reaches the time limit, the duality gap (the difference between
the best solution found and the certified lower bound of the
global minimum) provides a measure of sub-optimality of the
solution found. Note that tree-search based greedy algorithms
such as in [8] also rely on tree-based (local) exploration and
on lower-bounding the objective function on sets of solutions,
which is used inside a greedy procedure. Therefore, they do not
come with any optimality guarantee.

Remark that in most sparsity-inspired signal processing prob-
lems, the matrix H satisfies specific properties that are exploited
for efficient computations. In particular, if H represents a re-
dundant set of transforms based on multi-scale representations
such as wavelets [40], matrix-vector products Hv and HT#
(where v is some given vector of an appropriate dimension) can
be computed by fast algorithms using Fast Fourier Transforms
(FFT). In 1D (respectively, 2D) deconvolution problems, H is a
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Fig. 1. Example of sparse deconvolution data. Left: impulse response. Right:
7-sparse sequence & (circles) and noisy convolved data y, with SNR = 20 dB.

Toeplitz (respectively, Toeplitz-block-Toeplitz) matrix, so that
matrix-vector products can also be computed by FFT. No such
matrix structure is exploited within the standard mixed-integer
optimization algorithms, as they are implemented through
general-purpose MIP solvers. The only matrix property that
is exploited here is the possible sparsity of the matrix H to
compute fast vector products. This is particularly the case for
the finite impulse response (FIR) deconvolution problems that
are considered hereafter.

V. EXPERIMENTAL RESULTS: OPTIMIZATION PERFORMANCE

This section presents the test problems and the computational
framework. Then, the computational efficiency of the nine MIP
reformulations is studied.

A. Definition of Test Problems

The different MIP reformulations are evaluated on one-di-
mensional sparse deconvolution problems. Such problems are
typically encountered for example in ultrasonic NDT [16] and
in seismic reflection in Geophysics [17]. In the following, # is a
K -sparse sequence in R (i.e., @ = 100), with uniformly dis-
tributed spike locations, where the sparsity level, K, is varying.
In order to avoid arbitrary small spike values, each non-zero am-
plitude is drawn as sign(u) + u, where w is a centered Gaussian
sample with unit variance. The matrix H is the discrete convo-
lution matrix corresponding to the 21-sample impulse response
shown in Fig. 1 (left). With the boundary assumption that &
is zero outside its domain, g is a 120-sample signal (i.e., N
= 120). White noise is added with variable signal-to-noise
ratio (SNR). In this section, noise samples are generated ac-
cording to a centered normal distribution A/(0, o2), with & such
that SNRyp = 101og,,(|[Hz||2/(No?)). We name such prob-
lems SASNR. Note that they are slightly overdetermined (Q <
N, whereas typical sparse approximation problems deal with
largely under-determined systems. However, trivial inversion is
not satisfactory here, because of the presence of noise and of the
ill-conditioned nature of H (cond(H) ~ 10?).

We consider problems SASN® with K varying between 5 and
11, and SNR varying from +oc (noise-free data) downto 10 dB.
One example of data is given in Fig. 1 (right) for X = 7 and
SNR = 20 dB. It illustrates the difficulty of sparse deconvolu-
tion problems arising for example in ultrasonic NDT [16]. The
oscillating impulse response and the proximity of the spikes pro-
duce overlapping echoes in the available data. As the echoes
cannot be distinguished visually, numerical techniques are re-
quired. All data and optimization results of this section are avail-
able online as supplementary multimedia material.
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TABLE II
CPU TIMES (IN SECONDS) OBTAINED BY THE NINE MIP REFORMULATIONS, AS A FUNCTION OF THE SIGNAL-TO-NOISE RATIO (SNR) AND OF THE SPARSITY
LEVEL (K), AVERAGED OVER 50 INSTANCES OF EACH PROBLEM. THE FIRST NUMBER INDICATES THE CPU TIME FOR ESTABLISHING OPTIMALITY OF THE
SOLUTION. THE SECOND NUMBER GIVES THE CPU TIME AT WHICH THE CORRESPONDING OPTIMUM WAS FOUND. NUMBERS IN PARENTHESES COUNT THE
INSTANCES FOR WHICH OPTIMALITY WAS NOT PROVED IN LESS THAN 1000 SECONDS. FOR REFERENCE, THE COMPUTATION TIME OF CLASSICAL SPARSE
APPROXIMATION ALGORITHMS ON OUR HARDWARE CAN BE FOUND IN FIG. 2

Error-constrained problems Sparsity-constrained problems Penalized problems
730/2 PO/I PO/oo Pz/o Pl/o 7300/0 P0+2 P0+1 P0+oo
SNR = co
K=5 53150 0.07/0.03  0.06/0.03
K=7 ||38[3.6 009003  0.080.03
K=9 ||44[42  0.12/0.03  0.10[0.03
K=11 |[[52[50  0.14/0.03  0.13/0.03
SNR = 30 dB
K=5 13]7.2 03102 0.1]0.1 ||03]02 0504  05]04 0.210.1 0402 0402
K=7 17 6.7 1404 03]0.1 | 05]0.3 1.4]0.8 1.4]1.0 0.4]0.2 1.0/0.6  0.8]0.4
K=9 |/132]|37 3110 17105 |[3.0]1.0  93]3.0 25175 1.910.8® 1927 17 2.7
K=11 /3999618 18 4.1 19 | 2.1 291400 72(11®  78]17@ || 11270 60|13 48]14 @
SNR = 20 dB
K=5 13 8.6 03102 0.1]0.1 ||03]02 06[03  05]04 0302  06/03  04]02
K=7 48111 10104 0.5]0.1 13|06  4.0[1.8 42|35 6.6(0.9 14150 2914
K=9 |28582® 66|27 37|04 18341 30640 72164 @ || 28[13@  11[28® 8718 @
K=11 -] -6G9 67116 65 | 11 @) 166/21© 244|220 355/2602%|104/16 179|583 299| 38 17
SNR = 10 dB
K=5 20 (4.9 0.5]0.2 0201 ||0.4]02 1.3]0.6 1.7]1.4 19/1.7  2.0/05® 15|08
K=7 19527 23106 14102 ||3.5]07 11]3.0 40139 4224 73 4.0 66|15 ©
K=9 |48563G% 2439 26|12 54124 18928 2202181V || 96 |25 230/ 11 215| 32 (16)
K=11 - - B9 287] 44 U2 211]9.0 @]358/26 % 670/75“2 600|598 || 340]34 2 30013 “) 508]101“*

B. Machine Configuration and Implementation Details

Optimization is run with IBM ILOG CPLEX V12.6.0 from
a Matlab interface on a computer with eight Intel Xeon X5472
processors with Central Processing Units (CPU) clocked at
3 GHz. The maximum time allowed for each resolution is set
to Tmax = 1000s. The other CPLEX parameters are set to
their default value. For each problem, the “big-M” constant
is set to M = Ll.lz},.., where 1. = |[HTy|/|Bl3
corresponds to the maximum amplitude of 1-sparse solutions
estimated by least-squares. If the boundedness assumption (3)
is saturated—i.e., one component in the solution # reaches the
value —M or M—then the optimization is successively run
again with M replaced with 1.1M, until the obtained solution
satisfies ||#||.c < M. The CPU times given below include
such restarts. With this heuristic strategy, in our simulations,
only few cases led to such saturation: no restart was necessary
in 90% of the cases, and the average number of restarts in the
other cases was approximately 1.6.

C. Evaluation of Computational Costs

Each of the nine MIP reformulations of Table I is run for fifty
random instances (for both spike distributions and noise realiza-
tions) of each SA%N R problem. In this section, in order to ensure
a fair comparison (in terms of computational efficiency), the pa-
rameters K, are set to the true sparsity level K, and parameters
o, and p, are set by trial and error, until the sparsity level of
each solution equals X . Note that in our case, the matrix H has
full column rank, hence £ inequality constraints in P, /o will
yield the same results as if they were equality constraints. That
is, when imposing ||z||¢ < K, all the K columns of matrix H
contribute to the reduction of the data misfit. However, formula-

tions with inequality constraints yielded lower computing times.
Sparse representation problems (noise-free data, SNR = o)
are addressed through Py, for p € {1,2, 00}, with threshold
op = 10~%. Remark that in the noise-free case, no sparsity-en-
hancing algorithm is indeed necessary, since the solution can
simply be computed by least squares.

Average CPU times obtained for MIP reformulations are
given in Table II. The figures on the left-hand side of each
column is the time required to prove the global optimality of the
solution found. The figures on the right-hand side indicate the
time after which the support of the solution was found, which
is generally much lower. The figures in parentheses indicate
the number of instances for which optimality was not proved
within 1000s.

All CPU times increase with the sparsity level K, but also
with the noise level. In particular, for SNR = 10 dB and K
= 11, for each formulation, optimality of the solutions was ob-
tained in less than 1000s only on a fraction of the fifty instances.
In order to explain such behavior, let us remark that the sparsity
level (respectively, the noise level) increases the size of the fea-
sible domain of P, q (respectively, of Py,,). More generally,
for all problems, if either the sparsity level or the noise level
increases, then the branch-and-bound strategy becomes less ef-
ficient in discriminating between concurrent candidates and in
eliminating some of them.

With SNR = 30 dB, the lowest CPU times are achieved by
solving Py 2. When the noise level increases, solving Pp /1
and Py, problems becomes more efficient computationally,
and their superiority over other problems increases with both
the sparsity level and the noise level. In particular, Py,; prob-
lems were always solved exactly in less than 1000s, except
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for (SNR = 10 dB, K = 11). Results are slightly not as
good for Py, where optimization did not terminate within
1000s for three instances with SNR, = 20 dB and K = 11.
Note that even a small amount of noise severely degrades
the resolution performance of problems P;,. Optimization
of Py2, the only problem with a quadratic constraint, is
the most time-consuming among all proposed formulations.
Non-linear constraints are known to make the MIP really
difficult to solve [35]. An element of explanation can be found
by comparing the Lagrangians of formulations involving £,
misfits. Indeed, the Lagrangian of Py, contains trilinear terms.
On the contrary, the Lagrangians of P,/ and of Pg.2 are
quadratic functions. Therefore, optimizing a linear function
under quadratic constraints is more complex than optimizing a
quadratic function under linear constraints.

For any p € {1,2, 00}, solving problems Py, generally
performs better than solving problems P/, at high SNR. On
the contrary, as the noise level increases, sparsity-constrained
formulations outperform penalized versions. For both formula-
tions, which involve the data misfit in the objective function,
using an £, misfit measure is the most efficient choice, and both
¢1- and /., -misfit optimizations behave similarly.

We also note a high dispersion of the required CPU times
among the fifty realizations of each problem. For example, the
average time for the resolution of Py 1 on SAZ” problems was
approximately 11s on forty-eight instances, whereas optimiza-
tion did not terminate after 1000s on the two other instances.
We also remark that, for Py, optimality was not proved within
1000s for two instances of the simplest test problem SA;‘X.
Two other instances of SA;roo also required a much higher CPU
time than the others, which leads to an atypically high average
time of 53s, reflecting once again the difficulty of the quadrati-
cally-constrained problem Py /5.

Finally, let us evaluate the CPU time of exhaustive com-
binatorial exploration for P,,y. Using notations introduced
in Section II.C, for a given support s with K components,
the minimizer of P; /0 has the closed-form expression
#, = (H,TH,) "'H,Ty. Then, the least-squares misfit value is
computed by: |ly — H.,||* = ||y||* — ||H.,]|?. In practice,
&, can be computed by performing Cholesky decomposition
of H,TH,, so that one computation of the objective function
mainly amounts to two K x K triangular inversions. The
CPU time, denoted cg, of one such computation is estimated
by averaging over 10° inversions. Then, neglecting the cost
of Cholesky factorizations, the cost for testing all K-sparse

solutions is extrapolated as < g.)cK. It yields approximately

1500s for K = 5, 4 days for K = 7, and more than one
year for K = 9. Problems based on both ¢; and /., misfits
require the resolution of a linear program for each support,
therefore the corresponding exhaustive search yields still
higher computational costs than in the #; case. Consequently,
exhaustive search cannot be considered as a practical solution,
even for such moderate-size problems. In order to emphasize
the ability of the MIP solver to remove important parts of the
full combinatorial tree search, we give a last indicator. For P, /0
with SNR = 30 dB and K = 9, for which all instances were
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successfully solved, the average number of combinations that
were explicitly considered in the branch-and-bound procedure
is about 4.510%, to be compared with the total number of

(180> ~ 1.9 102 combinations.

VI. EXPERIMENTAL RESULTS: EVALUATION OF SOLUTIONS

We now compare the solutions obtained via MIP optimiza-
tion with those of classical sparse approximation methods: Or-
thogonal Matching Pursuit (OMP) [5], Single Best Replacement
(SBR) [7], Iterative Hard Thresholding (IHT)! [13], [14] and the
minimization of the #;-norm-penalized least-squares criterion
(¢ -relax) using homotopy continuation [41]. All algorithms are
tuned so that all solutions have the correct number of spikes.
Therefore, all methods are put in a favorable setting for evalu-
ating their ability to retrieve the correct support of the solution.

Recall that for sparse deconvolution, none of the classical
methods are theoretically guaranteed to solve the fy-norm
problem. As seen in the previous section, the MIP approach can
compute an exact solution, but requires a larger computation
time. In order to evaluate intermediate solutions found by
the MIP solver, we consider several values of the maximum
time allowed for each MIP resolution: Ty, = 1s,10s,100s
and 1000s. If the maximum time is reached, then the current
solution is considered—which is the best solution found,
without any optimality guarantee. The parameter M is tuned
as explained in Section V.B when running optimization with
Tmax = 1000s. Then, this value is also used for lower values
of ﬂnax .

In this section, we consider two types of sparse deconvo-
lution problems. The first problems are similar to those of
Section V.A, with N = 120 and @ = 100, and are therefore
slightly overdetermined. The second ones are underdetermined
problems, the most frequent case in sparse approximation. Such
problems may arise in high resolution sparse deconvolution.
Indeed, the true spike locations are generally continuous-valued
(e.g., representing times of flight of reflected waves), and
the model Hz is a discrete approximation of a continuous
integral equation. The discretization step is usually chosen
equal to the sampling period of the data, thus H is a discrete
convolution matrix. Such a choice may be too rough and can
lead to erroneous spike locations [42]. In order to improve the
model, one may consider an upsampled convolution model,
where both the impulse response and the sparse sequence are
upsampled by an integer factor, UF. Then, H can be viewed as
the concatenation of UF discrete convolution matrices. Detail
about the corresponding matrix structure can be found in [42].
In the following, we consider UF = 2, so that N = 120 and
@ = 200. Recall however that the intrinsic difficulty of sparse
deconvolution is mostly due to the ill-conditioned nature of
matrix H and to the presence of noise, even in the overdeter-
mined case.

Fifty random instances are run with UF = 1 and UF =
2, SNR = oo and SNR = 20 dB, and sparsity levels K
varying between 5 and 11. In the noise-free case, for the MIP

'We used T. Blumensath’s implementation of IHT (program ATHT.m) avail-
able at: http://www.personal.soton.ac.uk/tb1m08/sparsify/sparsify.html
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Fig. 2. Performance of classical sparse approximation algorithms and MIP optimization on sparse deconvolution problems, as a function of the signal-to-noise
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cases correspond to an upsampling factor UF = 2 such that N = 120 and ¢ = 200. Top row: exact recovery rate as a function of the sparsity level K. Bottom
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the log-scale and the different scalings of the time axes. The notation MIP 1, corresponds to the MIP optimization strategy running in a maximum of Tiyax
seconds. All results are averaged over 50 random realizations. Note that the four marks of MIP algorithms superimpose on the two first panels of the top row.

approach, only Py,, problems are relevant. Therefore, solu-
tions are computed via the optimization of Py o, (with threshold
Qoo = 107%), which was the most efficient computationally
(see Section V.C). All data and MIP optimization results of
this section are available online as supplementary multimedia
material.

In the noisy case, we consider Py, since the classical
methods rely on £ data misfit measures. Two quality indices
are computed for each simulated data set:

» the exact recovery rate, which is the average number of
simulations for which a given algorithm correctly locates
the support of the true sequence;

» the average spike distance between the estimated and
the true sequences. To this aim, a distance similar to that
used in neuroscience [43] is defined: both estimated and
true spike trains are convolved with a continuous-domain
Gaussian kernel (with standard deviation chosen equal to
the discretization step of the spikes). Then, the £;-norm
error between both signals is computed. Such a criterion
is less severe than the exact recovery rate if the esti-
mated spikes are slightly shifted with respect to the true
ones, and also gives more importance to spikes with high
amplitudes.

Note that with SNR = oo, the true sequence is a minimizer
of Py,p, with p = 1,2, 00. Hence the expected exact recovery
rate for the MIP approach is 100%. On the other hand, in the
noisy case, the minimizer of P,y may not be obtained on the
true support. Therefore, successful global optimization does not
always produce exact recovery.

Results are summarized in Fig. 2. The top row shows the av-
erage exact recovery rate as a function of the number of spikes,
and the bottom row plots the average spike distance to the true
sequence as a function of the CPU time.

Let us first focus on the noise-free case (left columns). Re-
call that, in the overdetermined noise-free case, the solution can
simply be computed by least squares. Simulations are still of in-
terest, however, in order to compare the algorithms in an ideal
and simple context. For all classical algorithms, the exact re-
covery rate is lower than 40% in the overdetermined case, and
decreases as the sparsity level increases (top row). Their per-
formance is still worse in the underdetermined case, where the
exact recovery rate is close to zero, except for the simplest prob-
lems (K = 5). Their average spike distance to the true sequence
(bottom row) is logically lower for algorithms requiring more
computation time. We note in particular the bad results obtained
by IHT in the underdetermined case. Such bad performance of
IHT was already attested when theoretical optimality conditions
do not hold [14]. This is particularly true in the underdeter-
mined case, where the columns of H are strongly correlated.
On the contrary, the MIP strategy correctly retrieves the sup-
port in nearly 100% of the noise-free instances, even with the
computation time limited to 1s. Actually, only one instance led
to erroneous support identification (for UF = 2 and K = 5),
meaning that the solution was not found, even within 1000s.
The MIP approach also gives an average spike distance close
to zero, which means that both the supports and the amplitudes
of the solutions have been correctly recovered, even in the un-
derdetermined case, but with a larger computation time (from
0.03s to 0.2s for UF = 1, and from 0.1s to 20s for UF = 2).
Note however that all classical algorithms are still much faster
on such relatively small problems (between 10~ 3s and 10~ 2s).

In the more realistic noisy case (SNR = 20 dB), the results
of the classical algorithms are very similar to those obtained
in the noise-free case, both in terms of exact recovery rate, av-
erage spike distance and CPU time. In contrast, the MIP per-
formance deteriorates, and the exact recovery rate quickly de-
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Fig. 3. Data (top-left) and deconvolution results obtained by different sparse
approximation algorithms in the overdetermined case (N = 120, Q = 100),
with SNR = 20 dB and K = 9 spikes. Circles locate the true spikes. On
the top-left panel, the dashed (respectively, solid) line represents the data y =
Hzx + e (respectively, the noise €). On the other panels, crosses show the ob-
tained minimizer & and the solid line represents the residual » = y — H&. For
each algorithm, the residual norm and the average spike distance to the true se-
quence (ASD) are given.

creases as the number of spikes increases. Recall however that,
in the presence of noise, the minimizer of P, /4 may not retrieve
the correct support: in the overdetermined case, for example,
the MIP solver returns the optimal solution in less than 1000s in
94% of the instances, whereas the average exact recovery rate is
much lower. However, it is still better than that of the classical
methods with 71y,,, = 1s, and even much better if 7}, is in-
creased to 100s or 1000s. The MIP approach also outperforms
classical methods in terms of average spike distance, in partic-
ular if 71y, 1S high enough. In the overdetermined case, the av-
erage computing time ranges from 0.25s (for K = 5) to 350s
(for K = 11) and, as mentioned earlier, global optimality was
obtained in less than 1000s for most simulations. In the underde-
termined case, however, an optimum was not proved to be found
within 1000s in 51 % of the instances, that mostly correspond
to the cases where K = 9 and iK' = 11. This analysis corrobo-
rates the results in Section V.C: the presence of noise strongly
impacts the computing time of the MIP solver, and therefore it
impacts the quality of the solutions obtained by early stopping.

A typical data set and estimated sparse sequences are shown
in Fig. 3. It corresponds to the overdetermined case, the true
sequence is 9-sparse and SNR = 20 dB. In this example, the
MIP approach is the only algorithm that correctly identifies the

1415

support. Note that the resulting £5 misfit at the MIP solution is
lower than the £5 norm of the noise.

VII. EXPERIMENTAL RESULTS: RELEVANCE OF £1—, £5— AND
?..-NORM DATA MISFITS

In this section, the impact of the data misfit measure (through
{1, £2 and (. norms) on the quality of the solution is studied,
as a function of the noise distribution—as motivated by the dis-
cussion in Section II.B. To this aim, data are simulated in a
manner similar to Section V.A and Fig. 1. The 7-sparse spike
sequence z*"° is fixed, and 200 noise realizations are drawn,
where noise samples are i.i.d. according to Gaussian, Laplacian
and uniform distributions, successively. The SNR here is set to
15 dB. The three error-constrained problems Py, are consid-
ered here. We focus on these formulations because, in practical
cases, tuning the parameter o, requires less prior information
than tuning the parameter K, for Py /o or the parameter p, for
Po4p- Indeed, for any given noise distribution p,, the parameters
ap, p € {1,2, 00}, can be naturally estimated from a common
statistical rule. More precisely, setting o, to a value satisfying
Pr(|lel, < aple~pe) = 95% amounts to considering that the
approximation error cannot be distinguished from noise with
probability 95%. Doing so, fair comparisons can be performed
between the solutions of the three problems Py /.

These three problems share the same objective function,
hence they can be compared through their minimum value,
that is, the estimated number of spikes. In order to evaluate
the quality of the solutions, we also consider the support error
eSUPP (G, £t1¢) = ||b — T - Where Bq (respectively, b5™)
equals 1 if &, # 0 (respectively, ;rf]r“e # 0), and 0 otherwise.
Optimization terminated in less than 1000s for all simulations.
Fig. 4 shows the distribution of the £; norms (left column)
and of the support errors (right column) for the three noise
distributions, and for the three £, data misfits.

We first note that the correct value of the £y norm is the most
frequently reached in all cases, except if an £, misfit is used
with Laplacian noise. When the estimated £y, norm is wrong,
it is generally lower than the true value. Indeed, in most cases
(statistically, in 95% of the cases from the definition of &), the
noise realization satisfies ||e||, < a,. That is, the true sequence
x* satisfies the misfit-bound constraint. Thus, the threshold o,
allows a higher approximation error than the noise in the data,
which enables the possibility of solutions with fewer spikes.
Consequently, in such cases, ||#||o < ||z*||o. This is particularly
true if the noise distribution is heavy-tailed, where the £,-norm
of the noise samples may be much below the threshold a,, as
show the #; norm estimation statistics in the case of Laplacian
noise. On the other hand, if [|e||, > «,, then the true sequence
does not correspond to a solution of the optimization problem,
and ||y — Hz||, < ||y — Ha*||,. In such cases, one may have
ll£]lo > ||&*||¢. In our simulations, only very few instances led
to such an overestimation of the £q norm.

As it could be expected, the lowest support errors are
achieved by using the £ (respectively, £; and .. ) misfit in the
case of Gaussian (respectively, Laplacian and uniform) noise.
For each noise distribution, the corresponding misfit yields the
smallest average support error, and more frequently achieves
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Fig. 4. Estimation results obtained for the deconvolution of a 7-sparse se-
quence with SNR. = 15 dB, averaged over 200 noise realizations, in the case
of Gaussian (top), Laplacian (center), and uniform (bottom) noise distributions.
Error-constrained problems 7%, are considered, with p = 2 (white), p = 1
(gray) and p = oo (black). Left: distributions of the £ norm of the solutions
for the three £, misfits. For each problem, K indicates the average estimated
£y norm value. Right: distributions of the support errors. For each problem,
€ indicates the average support error between the estimated and the true
sequences.

correct support identification—even if, for Gaussian or Lapla-
cian noise, it is only obtained in a few cases (respectively,
15% and 11%). We also remark that switching from £5 to #;
misfits with Gaussian noise only slightly degrades the support
identification performance, whereas optimization is computa-
tionally more efficient in the ¢; case—see Section V.C. Much
better support identification is achieved with uniform noise
combined with the £/, misfit, which yields exact identification
in 90 % of the cases, whereas ¢; and ¢» data fitting achieve
much worse results. Note that with both 7., and £» misfits, the
£y norm is correctly estimated in 98% of the cases. However,
support recovery performance is much worse in the ¢, case, as
some spikes are misplaced. Such superiority of ¢, data fitting
for uniform noise was already attested in [31] in a non-sparse
context.

Fig. 5 displays typical results obtained for one particular
realization of the noise process. For Gaussian (respectively,
Laplacian and uniform) noise distributions, one example is
shown such that £, (respectively, £; and £,) data fitting yields
a solution with the most frequent support error obtained among
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the 200 realizations. Note that, in each case, the solution shown
corresponds to one solution of the considered optimization
problem, that is, with the lowest £; norm that satisfies the
bounded-¢,-misfit constraint. Recall indeed that, for most
values of threshold parameters «,, problems Py, feature an
infinite number of solutions—see Section II.C. Consequently,
the presented solution is almost certainly not the solution with
minimal £, misfit. With Gaussian noise, the minimizer of Py,
has the correct £y norm, but with two misplaced spikes, that
leads to a support error equal to 4. With the minimizer of Py,
two spikes are slightly misplaced, and a third one is not de-
tected. The minimizer of Py, also has the correct £y norm, but
its spikes are very badly located. For Laplacian noise, the most
frequent support error for the minimizer of P,y is 3, which
corresponds to one misplaced spike and the non-detection of
one spike. Note that on the presented example, both minimizers
of Pysy and of Py,y identify the same support, whereas the
solution of Py /. features only four spikes (among which one is
erroneous). In the case of uniform noise, the solution of Py,
correctly locates all spikes. The solution of Py, misplaces one
spike and misses another one, and the solution of P, /2 1s still
worse, with three misplaced spikes—although with the correct
sparsity level.

VIII. DISCUSSION

In this paper, nine sparse approximation problems involving
the £5 norm were considered and reformulated as mixed-in-
teger programs (MIP). Bounded-error, sparsity-constrained and
penalized formulations were studied, involving £,-norm data
misfit measures, for p € {1,2,00}. Thanks to efficient dedi-
cated MIP solvers, we demonstrated that moderate-size sparse
approximation problems can be solved exactly, whereas exhaus-
tive search remains computationally prohibitive for such in-
stances. In particular, the use of a branch-and-bound strategy,
coupled with efficient cutting planes methods, allows most com-
binations to be discarded without being evaluated.

Computational costs were evaluated on simulated difficult
sparse deconvolution problems. Simulated data and corre-
sponding optimal solutions are made available as potential
benchmarks for evaluating other (potentially suboptimal)
sparse approximation algorithms?. Our experiments show that
misfit-constrained minimization of the £y norm is the most
efficient optimization formulation when associated with #; and
# ., misfit measure. Conversely, the £5 misfit measure is advan-
tageously used as an objective function, not as a constraint. All
CPU times increase with the number of non-zero components in
the true solution, and also with the amount of noise in the data.
Our encouraging numerical results tend to indicate however
that such optimization formulations may be appropriate for
tackling sparse approximation problems with several hundreds
of unknowns, as long as the solution is highly sparse and/or the
noise level is low. In particular, they do represent an alternative
to ¢;-norm-based and greedy methods for difficult estimation
problems with highly correlated dictionaries, both of which
are likely to fail. Simulations revealed, in particular, that exact

2Matlab implementations of the nine formulations are available at
http://www.irccyn.ec-nantes.fr/~bourguignon
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solutions of £, problems almost always achieve perfect support
recovery for underdetermined noise-free problems, whereas
classical methods perform relatively badly. In the presence
of noise, the MIP solutions still outperform that of classical
methods (in both over- and underdetermined cases), although
the required computing time for obtaining exact solutions
dramatically increases.

The ¢y sparse approximation problem with £, data misfit
measure has been used in a huge quantity of works in signal
processing, statistics, machine learning, efc. To the best of our
knowledge, the methods presented in this paper are the only
guaranteed-optimality alternatives to exhaustive search that do
not rely on any strong assumption on the dictionary structure.
With the introduced MIP reformulations, we also proposed to
solve exactly less common sparse optimization problems based
on ¢; and {., misfits. Such problems may be of interest from
an informational point of view. Simulations illustrated this
point: choosing an £, misfit with p = 2 (respectively, p = 1
and p = oo) is relevant if the noise distribution is Gaussian
(respectively, Laplacian and uniform) as far as support identi-
fication is concerned. In particular, with uniformly distributed
noise, introducing an /., misfit constraint frequently achieves
correct support identification, which is not the case for any
other combination of data misfit and noise distribution.

Several points in the MIP reformulations could be consid-
ered in order to improve computational efficiency. First, as
acknowledged in previous works on MIP reformulations of
sparsity-based problems [24], [27], tuning the value, M, in
the “big-M” reformulation impacts algorithmic performance.
For a given problem, statistical rules may be used in order
to infer reasonable M values. Then, new constraints in the
optimization formulations may be added in order to reduce the
feasible domain. For example, in [27], an upper bound on the ¢
norm of the solution sought is considered. Furthermore, many
signal processing problems naturally involve linear constraints
such as positivity or sum-to-one requirements. The proposed
MIP-based approaches can easily be adapted to such cases, for
which exact solutions can still be obtained. Adding such extra
constraints may also contribute to reducing the computational
time, whereas it generally penalizes the efficiency of classical
(convex or greedy) sparse approximation algorithms. One may
also consider directly the bi-objective optimization problem
with multi-criterion optimization methods [44] in order to
propose a whole range of trade-off (sparsity vs. data fitting)
solutions.

Global optimization of criteria involving structured sparsity
would also be worth being studied, where (possibly over-
lapping) subsets of coefficients are jointly zero or non-zero.

190



Chapjtre B. s. Bourguignon et al., IEEE Transactions on Signal Processing, 2016

1418

Such problems are generally tackled by convex optimization
approaches involving mixed norms [45] or by extensions of
greedy algorithms [46]. Both suffer from similar limitations
than their scalar #;-norm relaxation and greedy counterparts,
as far as optimality with respect to the £q-based problem is
concerned. We believe that exact optimization of such problems
through MIP should also be possible for moderate-size prob-
lems. For example, MIP-like formulations of some structured
sparsity problems are shown in [25]—although the authors
finally resort to (inexact) continuous relaxation of the binary
variables—and in [47], where specific structured sparsity prob-
lems defined through totally unimodular systems allow exact
optimization in polynomial time.
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A Linear Model Approach for Ultrasonic
Inverse Problems With Attenuation

and Dispersion
Ewen Carcreff, Sébastien Bourguignon, Jérome Idier, Member, IEEE, and Laurent Simon, Member, IEEE

Abstract—Ultrasonic inverse problems such as spike train
deconvolution, synthetic aperture focusing, or tomography at-
tempt to reconstruct spatial properties of an object (disconti-
nuities, delaminations, flaws, etc.) from noisy and incomplete
measurements. They require an accurate description of the
data acquisition process. Dealing with frequency-dependent
attenuation and dispersion is therefore crucial because both
phenomena modify the wave shape as the travel distance in-
creases. In an inversion context, this paper proposes to exploit
a linear model of ultrasonic data taking into account attenua-
tion and dispersion. The propagation distance is discretized to
build a finite set of radiation impulse responses. Attenuation
is modeled with a frequency power law and then dispersion
is computed to yield physically consistent responses. Using
experimental data acquired from attenuative materials, this
model outperforms the standard attenuation-free model and
other models of the literature. Because of model linearity, ro-
bust estimation methods can be implemented. When matched
filtering is employed for single echo detection, the model that
we propose yields precise estimation of the attenuation coef-
ficient and of the sound velocity. A thickness estimation prob-
lem is also addressed through spike deconvolution, for which
the proposed model also achieves accurate results.

I. INTRODUCTION

ULTRASONIC waves are widely used for nondestructive
testing (NDT) of materials [1], [2], tissue character-
ization [3] and biomedical imaging [4], [5]. Many applica-
tions in these fields can be formulated as inverse problems
such as spike train deconvolution [6]-[8], biomedical image
restoration [4], [9], time-of-flight tomography [10]-[12] and
synthetic aperture focusing techniques (SAFT) [13]-[15].
Such problems rely on both an accurate direct model de-
scribing the acquisition process and appropriate prior in-
formation constraining the solution [8].

Attenuation and dispersion can arise in the afore-
mentioned applications. Attenuation is due to two basic
causes; namely, scattering and absorption. Scattering re-
sults from the fact that the material is not strictly ho-
mogeneous, implying multiple direction propagation.
Absorption is caused by the excitation of the particles
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that converts sound energy into heat. Consequently, at-
tenuation increases with frequency. Most models in the
literature consider a frequency power law [3], [16]. This
frequency-dependent loss has a low-pass filtering effect
on the transmitted waves and grows as propagation dis-
tance increases. It generates a shape broadening of the
echoes that degrades the resolution [17]. Dispersion—a
by-product of attenuation—means that the phase velocity
depends on frequency, producing a frequency-dependent
phase variation of the echoes [5], [17], [18].

Attenuation and dispersion are often overlooked in ul-
trasonic direct models for inversion purposes. Most for-
mulations consider a linear model that is invariant with
respect to the propagation distance. However, if the ul-
trasonic propagation characteristics are not considered,
the performance of the algorithms can be degraded be-
cause the model accuracy is too weak. Several approaches
have been developed to include attenuation in acoustical
inverse problems, mostly in geophysics [19]-[21]. Indeed,
similar effects impact the propagation of seismic waves
that is modeled as the Q-filter [19], [22]. In the field of
ultrasonic NDT, some methods overcome the issue of wave
distortion by proposing a greater flexibility in the direct
model. On the one hand, parametric methods associate
a specific shape to each echo, which is usually modeled
as a modulated Gaussian pulse. The parameters of each
echo are then estimated by nonlinear least-squares fitting
[23] or by greedy procedures such as matching pursuit
[24]-[26]. On the other hand, nonparametric approaches
employ a blind strategy in which weaker constraints are
imposed on the echo shape—as, for example, slow varia-
tions between neighboring intervals of the propagation
distance [27]. Even if such models allow for some shape
variation of the echoes with respect to the propagation
distance, they do not introduce any physical knowledge
about the propagation properties.

The goal of the present paper is to contribute to the
solving of ultrasonic inverse problems by including attenu-
ation and dispersion in the direct model. In particular, we
propose to account for physical attenuation profiles de-
fined in the frequency domain like power law attenuation
models. Our objective is threefold. First, we improve the
ultrasound model accuracy compared with the standard
attenuation-free model. Second, in contrast with the afore-
mentioned methods [23]-[27], we yield a more constrained
description of the data. Consequently, better performance
of the inversion procedure is expected. In particular, a
more accurate model aims at improving echo detection for

0885-3010 © 2014 IEEE
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long propagation distances where the signal-to-noise ratio
is low. Last, our framework yields a linear direct model
which enables the use of many acknowledged inversion
methods [8]. Related works [7], [28] proposed similar ap-
proaches but with an empirical description of attenuation
within a time-domain signal model. The model that we
propose is derived from the physics of wave propagation
and is described in the frequency domain [3], [16].

In this paper, the signal model is formulated as a set of
transfer functions in the Fourier domain [29]. The propa-
gation in the medium is modeled by a so-called radia-
tion transfer function [30] depending on the wavenumber
K f) = B(f) — ja(f). The term () is related to the phase
velocity and «(f) is the attenuation. To ensure the con-
sistency of the corresponding radiation impulse response,
a(f) and B(f) are analytically linked by conditions de-
rived from the Kramers—Kronig relations [31]. Several
models have been developed, both for continuous-time and
discrete-time signals, and validated for materials having
linear and nonlinear attenuation [31]-[34]. In this paper,
we will use the formulation proposed by Kuc [35], [36].
Because attenuation depends on propagation distance, we
build a set of radiation impulse responses by an appropri-
ate discretization of the space domain. We then obtain
a discrete linear model of data y = H.H,x. The matrix
H, represents the instrumental response, which is invari-
ant with respect to the propagation distance. The matrix
H, stands for the set of radiation impulse responses. The
vector x represents the unknown spatial distribution of
targets. Note that standard direct models consider an in-
variant model with respect to the propagation distance;
that is, y = H.x.

A major advantage of the obtained model is in its gen-
erality for a large variety of ultrasonic inverse problems.
The purpose of inversion is then to estimate the object x
based on the knowledge of y, H,, and H,, and on some
prior information on x. In NDT for example, x is expected
to have a few nonzero elements, corresponding to the posi-
tions of impedance discontinuities, including flaws [6]. The
description and the validation of sophisticated inversion
algorithms are out of the scope of this paper. Consequent-
ly, experiments are dedicated to rather simple estimation
problems in homogeneous plates. We use two basic inverse
methods, namely, a matched filtering procedure and an ¢;-
norm-based spike train deconvolution method [6] applied
to non-overlapping echoes.

The paper is organized as follows. Section II describes
the model of ultrasonic signals, defined in the frequency
domain. The relation proposed by Kuc [35] between the
phase and the magnitude of the radiation transfer function
is detailed. The model is validated on experimental data
acquired in a polymethyl methacrylate (PMMA) plate.
Then, in Section III, a linear direct model is built, based
on the discretization of the unknown spatial source dis-
tribution. Such a frequency-based approach is compared
with Olofsson’s time-domain model [7]. In Section IV, ex-
perimental results are shown through the nondestructive
evaluation of a polycarbonate plate to estimate the at-
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tenuation coefficient and the velocity. Section V considers
a typical plate thickness estimation problem in which a
spike train deconvolution method is considered using our
model. The paper ends with a discussion in Section VI.

II. PROPAGATION MODEL OF ULTRASONIC SIGNALS
A. Model for a Single Target

Here, the ultrasonic measurement is made in a homoge-
neous and isotropic medium containing a single point-like
target placed at spatial location rr. The configuration can
either use two transducers, a transmitter and a receiver
(T/R), or a single transducer in pulse—echo (P/E) mode—
see Fig. 1 for the description of both configurations. The
received signal can be defined in the Fourier domain by a
set of transfer functions [29], [37]:

Y(f’ rT) = U(f)Hea(f)Hr(f7 rT)Hae(f)7 (1)

as illustrated in Fig. 2. U(f) is the electrical excitation
pulse sent to the emitting transducer. The functions
H,.(f) and H,(f) are the electro-acoustical and acous-
to-electrical frequency responses of the transducers, re-
spectively. The global instrumental function H.(f) =
U(f)Hea(f) Hyo f) can be defined by collecting the func-
tions that do not depend on the propagation in the mate-
rial. The received spectrum is therefore

Y(f,rr) = HNH,(fr7). (2)

The radiation transfer function H,(f,rr) represents the
transfer function related to the propagation path [29],
[30]. As an example, let us consider the one-way path
from the emitting transducer with surface S to the target.
The radiation transfer function! in ry is the sum over el-
ementary contributions of sources over the surface S [30]:

e KNz —r, |

oY) = (3)

——dS.
res 27THI‘T —TIp H

In T/R mode, as represented in Fig. 1, the overall ra-
diation transfer function is the product of two different
radiation functions (transmitter to target and target to
receiver), whereas in P/E mode, the two transfer functions
are equal [38]. Note that one could consider specific target
surfaces, leading to different reflector signatures [37]. For
example, Lhémery has developed a model with small ori-
ented targets, including the diffraction of the transducers
[38]. In the current paper, we consider targets with identi-
cal signatures.

The complex-valued frequency-dependent wavenumber
k(f) can be written

1By convention, for a frequency f, we consider a plane wave
e/2nfi=k()2) propagating in the positive = direction, where k(f) is the
wavenumber.
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Target
= H? Receiver Target
Transmitter < e TrW "
Receiver
(2) (b)

Fig. 1. Two possible configurations for ultrasonic data aquisition: (a)
transmit-receive mode and (b) pulse-echo mode.

KF) = B(f) = jelf). (4)

The term [( f) describes the propagation of the wave such
that B(f) = 2nf/c(f), where ¢(f) is the phase velocity.
The term «f f) represents the attenuation in the material.
By neglecting the diffraction of the transducers, we as-
sume that the distance of propagation is roughly constant
for all points of the radiating and receiving surfaces [29].
Let z represent the distance of the travel path from the
center of the emitter to the center of the receiver through
the target. From (3) and (4), one can write the radiation
transfer function:

H(f,2) = b(z)efa(f)zefj@(f)z s
= b(z)e )z a2l ), ®)
The frequency-independent term b(z) depends on the
propagation distance and on several factors such as the
transducer and target surfaces and their relative positions.
For each z, the radiation impulse response h.(t,2) is given
by the inverse Fourier transform of H,( f,z). Similarly, h.(t)
is the impulse response corresponding to H,( f). From (2),
the time-domain signal received by the transducer for a
single target is

Y(t,2) = he(t) * h(t,2), (6)

which is the convolution between the instrumental im-
pulse response he(t) and the radiation impulse response
h.(t, 2z) depending on the propagation distance z.

Most ultrasound propagation models in tissue charac-
terization and NDT consider a frequency power law at-
tenuation model [16]:

off) = alfI", (7)

where oy and 7y are real positive parameters characterizing
a given material. Generally, the frequency power param-
eter satisfies 1 < < 2 [16], [34]. For tissues, one typically
has 1 < v < 1.5 [39]. Many materials have linear attenu-
ation, that is, v = 1 [3], [32]. Numerous methods have
been proposed to measure the parameter « in such a case
[3], [35], [36], [40]. In NDT, v > 1 corresponds to nonlin-
ear attenuation and is related to more complex material
structures, for instance, polyethylene (y ~ 1.13), synthetic
rubber (y & 1.38), or castor oil (y &~ 1.67) [34], [40].

Note that the attenuation model (7) is similar to the
constant-@ model employed in geophysics for seismic
waves [22]. @ is a quality factor and can be defined as

1193
transducer
H,.(f,rp) Target
<€---_-""T"D2)e
z rr

Fig. 2. Pulse-echo measurement for a target located at rr using a radiat-
ing surface S. The received signal Y{(f,ry) is modeled through a set of
transfer functions: Y(f,ry) = U(f)Hea( /) Hy(f,r1) Hoo( f)- 2 is the overall
propagation distance.

Q = /ey, if ¢ is the constant wave velocity [21]. The
parameter () is also inversely proportional to ¢, meaning
that infinite @ corresponds to a lossless medium (oy = 0).
Similarly, it has been shown that propagation in soils is
adequately modeled with € [1,2] [21].

From (5) and (7), attenuation has a low-pass effect,
causing a downshift of the center frequency of the echoes
as the propagation distance increases [16], [17], [41] and
limiting the resolution. Such an effect is represented in
Fig. 3(a), which shows a typical radiation transfer func-
tion |H,(f,2)| as a function of both frequency fand propa-
gation distance z. This implies the use of relatively low-
frequency transducers and a strong amplitude loss for
long distances. In the time domain, this effect causes a
broadening of the echoes that lessens the resolution as the
distance increases.

B. Causality of the Radiation Impulse Response

For physical reality purpose, constraints are applied on
the radiation impulse response h.(t,z). First, the response
is real-valued and therefore implies the Hermitian sym-
metry property H,(—f,z)* = H(f z), where the asterisk
stands for complex conjugation. As a consequence, accord-
ing to (4) and (5), the wavenumber has the anti-Hermitian
symmetry property, leading to a(f) even and S(f) odd.
Second, in acoustics, the phase velocity ¢( f) increases as a
function of frequency, which is called the anomalous dis-
persion [34]. Therefore, there exists a maximum velocity
for f= oo [42], say, ¢y. For a given distance z, this maxi-
mum velocity is directly linked to a minimum time of
flight ¢ = z/¢y such that h(t,z) = 0 for t < #;. In other
words, an ultrasonic wave emitted at ¢ = 0 should not ap-
pear before #; for a target located at distance z. Note that
¢p is larger than the group velocity, which is the velocity
of the envelope of the waveform. Such causality principle
implies specific relations between the phase and the mag-
nitude in (5) [34], [43].

Kak and Dines [3] proposed a linear phase model, un-
der a linear attenuation assumption a(f) = oyl f|, by con-
sidering a constant phase velocity c(f) = ¢

H(f,2) = bz)e e —i2rfel 0, -

In this case, ¢ also corresponds to the group velocity. The
inverse Fourier transform of e /™% is a delta function
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Fig. 3. Examples of attenuation as a function of frequency fand of propagation distance z. The larger the distance, the more important is the low-
pass filtering effect of attenuation. (a) Linear attenuation model: | Hy(f, 2)] = e with ay = 50 Np/MHz/m. (b) Olofsson’s model [7] with o = 0.2

(see Section III-C).

0(t — z/¢p) corresponding to a pure delay of t, = z/cp.
However, under this linear phase assumption, the impulse
response h(t, z) is symmetric with respect to ¢ and hence
is not causal [3].

Indeed, the Paley-Wiener condition states that h.(t, 2)
is causal if and only if [44]
[y, o
—o 1+ f

In such a case, the corresponding phase term is derived
from the Kramers—Kronig relations [31], [44]. For the pow-
er law attenuation model (7), equation (9) is verified only
for v < 1 [40], [42], [43]; that is, h.(t,2) is not causal for
y= 1

Gurumurthy and Arthur [32] considered a minimum-
phase model [44], [45] accounting for dispersion in the
case v = 1. They considered that attenuation grows only
sub-linearly at high frequencies to compute the dispersion
from the Kramers-Kronig relations [32]. Nevertheless,
this model is not strictly causal because the Paley—Wiener
condition is not respected. A dispersion term £( f) is added
to the linear phase term in (8), which yields

H(f,2) = b(z)e Wze=32mfzl cop=iell)z, (10)

H,(f,z) can then be separated into the linear-phase func-
tion b(z)e 7*™#/% and the attenuation function:

Ha(f7 Z) = e—a(f)ze —js(f)z7 (1 1)

that is, in the time domain:

h(t,z) = b(z)h,(t,2) = 6(t — 2/ cq)

= Wh(t — /ey ), 12

with h,(t,2) the attenuation impulse response correspond-
ing to Hy(f, 2).

Analogously, Kuc derived a minimum-phase model for
discrete-time signals for v = 1 [35], [36], that can be easily
extended to nonlinear attenuation. In this paper, we will
use this formulation to describe H,( f, z), which is detailed
hereafter.

C. Causality Constraint on the Discrete-Time
Impulse Response

For continuous-time signals, the causality of the sys-
tem defined by the transfer function H(f) = Hg(f) +
JH;(f) imposes that Hy is the Hilbert transform of Hy [44].
The equivalent characterization for discrete-time signals
reads [45]

1 fs/2 T
1) = P e £ - 9)as. 1)

where fg is the sampling frequency and P denotes the
Cauchy principal value of the integral. Taking the loga-
rithm of H,(f,2) in (11), In H,(f,2) = —a(f)z — je(f)z and
assuming that the corresponding impulse response is caus-
al [45] leads to

(14)
where H(«(f)) is defined by

T

- 9)as (13)

Half) =~ 4 P [ alg)cot

Note that this expression is well-defined for a large class
of attenuation models a( f). Moreover, H(a(f)) has an ana-
lytic expression for linear attenuation as established in the
appendix, which is useful for fast and precise computa-
tions. For power-law attenuation models with v # 1, (15)
can be computed by numerical integration.
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The dispersion term (15) has been used in the case of
linear attenuation to model attenuated signals in PMMA
plates [35], [36]. Several studies precisely compared phase
velocities from measured signals with the model in (14)
[40], [43]. They concluded to a satisfactory agreement
from materials having linear and nonlinear attenuation
(PMMA, rubber, castor oil).

A synthetic example of impulse responses h,(t, z) is pre-
sented in Fig. 4. A single target is located at distance z
= 1 mm in a homogeneous and isotropic material with
propagation parameters ¢y = 2000 m/s, v = 1, oy =
50 Np/MHz/m, and b(z) = 1. Three propagation models
are used: without attenuation, with linear phase (8), and
with dispersive phase (14). The response without attenua-
tion is a delta function with a shift of ¢, = z/c¢y = 0.5 ps.
The impulse response of the linear phase model has a
symmetric shape on both sides of f;, which violates the
causality condition. As expected, the impulse response of
the dispersive model appears to be causal because the
values are very close to zero—less than 10~1%—before .

D. Validation With Experimental Data

We now assess the accuracy of the dispersive model
and compare it with other available models. The measure-
ments are performed using a flat circular transducer of
diameter 12.7 mm and center frequency 2.25 MHz. The
object under test is a 25-mm-thick PMMA plate, im-
mersed in a water tank as illustrated in Fig. 5. The plate
is in the far field of the transducer and with normal in-
cidence. Data are acquired at sampling frequency fg =
100 MHz and averaged over 100 realizations to reduce the
noise level. We extract the two significant echoes from the
data: the front wall echo yi(¢) [Fig. 6(a)] and the back wall
echo y,(¢) [Fig. 6(b)]. Their respective Fourier transforms,
Yi(f) and Yy,(f), are plotted in moduli in Fig. 6(c), show-
ing a strong amplitude loss and a frequency downshift
between the front wall and the back wall echoes.

From (2) and (5), one has

Yi(f) = N2D)H (e Dm0 (1)

1F —— Without attenuation
— — — Linear phase
-~ Dispersive phase

0.4 0.5 0.6 0.7
t[us]
Fig. 4. Simulated impulse responses h,(t, z) using three propagation mod-
els: without attenuation, with linear phase, and with dispersive phase.
Parameters: ¢y = 2000 m/s, v = 1, ag = 50 Np/MHz/m, z = 1 mm, and
b(z) = 1. The minimum time of flight is then ¢ = 2z/¢y = 0.5 ps. This
value corresponds to: 1) the position of the delta function §(t — ty), 2)
the center of the linear-phase impulse response, and 3) the starting time
of the dispersive-phase impulse response.

1195

plate
transducer >
T o
€ - ————— >
water D <d>

Fig. 5. Simplified data measurement setup. The plate of thickness d is
placed normally in the far field of the transducer.

where b(2D) is the reflection coefficient at the front face
of the plate [46]. The terms o (f) and B, (f) stand for the
propagation parameters in water [see (4)]. The back wall
echo is modeled as

Yi(f) = b(2D + 2d)H (f)e @) +iBlN2D=(alN+iH)2
(17)

with (2D + 2d) the resulting amplitude for the whole
wave travel. Dividing Y},(f)/Y:(f) enables the cancella-
tion of H,(f) and of the terms related to the propagation
in water:

() i

%0 = off) + ﬁln w2D) (18)
Fig. 6(d) shows that such a function is approximately lin-
ear with respect to frequency, say a(f) =~ ag|f|. A linear
regression leads to oy =~ 11.55 Np/MHz/m, which is in

05 01
0 0
-05 o1
-1
55 6 65 7 75 8 85 225 23 235 24 245 25 255
t(us] t(us]
b)

0 2 4 6 8 10 2 22 24 26 28 3 32
f[MHz] f[MHz]
(©) (d)

r=0.25697 r=0.12720 r=0.07865

225 23 235 24 245 25 255 225 23 235 24 245 25 255 225 23 235 24 245 25 255
tlus] tlus] tlus]
(e) ®) (9)
Fig. 6. Attenuation and dispersion models for data acquired from a
PMMA plate with thickness d = 25 mm using a 2.25 MHz probe. (a)
front wall and (b) back wall echoes. (c) Magnitude spectra | Yy(f)| (solid
line) and |V},(f)| (dashed line). (d) Attenuation measurement: spectral
magnitude ratio 1/(2d)In (| Y;,(f)|/| Yi(f)]) (circles) and linear regression
(solid line). (e)-(g) Measured back wall echo (solid line) and three dif-
ferent models (dashed line), with 7 the quadratic error between data
and model; (e) without attenuation, (f) linear phase, and (g) dispersive
phase. Parameters: ¢y = 2802 m/s, ag = 11.55 Np/MHz/m, v = 1 (linear
attenuation assumption).
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agreement with the values proposed in the literature
[40], [47].

By neglecting attenuation and dispersion in water,
which is usually assumed in the literature [40], one has
aw(f) = 0 and B, = 27f/cy, where ¢ is the constant
speed of sound in water. Therefore, the front wall echo is

Yi(f) = W2D)H (fle 1200 ew (19)
in the frequency domain, that is, in the time domain:
ye(t) = b(2D)ho(t — 2D/ ¢y). According to (17), we then fit
the back wall echo y,(¢) with

Ip(t) = 02D + 2d)h(t — 2D/ cy,) * h,(t,2d),  (20)
where h,(t — 2D/ ¢, is obtained from y(¢) and h.(¢,2d) is
set from the three models introduced in Section II-B:
without attenuation, with linear phase as in (8), and with
dispersive phase as in (14). In the two last cases, attenua-
tion is supposed linear, with g at the previously esti-
mated value. The velocity ¢y is calculated from
2d/(t, — tr) where & and #, stand for the front wall and
back wall times of flight, respectively, yielding ¢y =~
2802 m/s. For each model, the amplitudes and the times
of flight of the echoes are optimized to achieve the best
least-squares fit. The results are plotted in Figs. 6(e)-6(g).
The quadratic error between the data y,(t) and the model
7p(t) is also computed and displayed on the corresponding
subfigures. As expected, the dispersive model gives the
best results, followed by the linear phase model.

III. A DISCRETE-TIME LINEAR MODEL
FOR INVERSE PROBLEMS

A. Inversion Framework
Let us consider a propagation medium composed of an
unknown distribution of point-like targets. From (6) and

(12), the received signal is then the sum over all the target
contributions:

y(t) = f ho(t) * hylt, 2)d 2
= f W)ho(t) * hy(t — 2/ cy, 2)dz
= fzb(z)(j;he(u)ha(t —u — z/cy,z)du | dz,

(21)

where b(z) describes the material spatial content indepen-
dently of the ultrasonic wave propagation effects. In this
context, inversion aims at reconstructing such a function
from a finite number of noisy samples of y(t). The recon-
struction procedure might incorporate some prior knowl-
edge on b(z). For example, from an acquired A-scan in
NDT, b(z) may be a spike train containing the spatial
positions of the acoustical impedance changes [7]:
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K
bz) = Zb,ﬁ(z —2p), (22)
k=1

where unknown parameters z; and b, represent the posi-
tion of the kth impedance discontinuity and the associated
amplitude, respectively. In the case in which no attenu-
ation is taken into account, that is, h,(t,2) = 0(¢), (21)
and (22) formulate the classical spike train deconvolution
problem that has been widely addressed in the literature
(6]-(8].

Note that such a formulation can be extended to bi-
dimensional data such as B-scan images. It can also be
adapted to two-dimensional data in ultrasonic image res-
toration [4], [9] and SAFT [13]-[15].

B. A Linear Model Including Attenuation and Dispersion
Let us consider the discrete-time signal y, = y(nA,),

n=0,...,N,— 1, where A, = 1/fs is the sampling period.
From (21), one has

Yp = fb(z)fhe(u)ha(nAt —u—z/cy,z)dudz. (23)
Discretizing the time integral at rate A; yields:
Y, =~ fb(z)A Zh (mAHh [(n —m)A, — z z]dz
n B t — e t)'%a t ¢y ’ (24)

= Atzm:hc(mAt) f b(z)h,d[(n —m)A, — %,z]dz.

Note that using the data sampling period for the discreti-
zation rate is a practical choice that is commonly made in
inverse problems. In particular, it yields a Toeplitz matrix
structure that can be exploited for fast computations [48].
In [49], we have recently proposed a model with high-
er discretization rate, showing better estimation perfor-
mance in some spike train deconvolution problems—but
under the usual framework h,(¢,z) = 6(¢). In this paper,
we restrict the description to the discretization at rate A;
for the sake of clarity.

Similarly, the spatial integral is discretized at a given
step size A

. A,

o2 DA Tl b 0 — ), — 220
(2

" (25)

A natural choice is to consider A, corresponding to the
data time sampling A, = ¢yA,. We then obtain

Yn = AtAthe(mAt)Zb(lAz)ha((n -m— Z)AﬁZAz)
" Z (26)

Let us now denote z; = AAb(iA ) and let us consider the
column vectors y = [yU,...,qu/_l]T and x = [mo,...,x,\,q‘_ﬂT,
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Fig. 7. Example of matrices H

NN
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G=HH,

H,, and G, where each column is normalized for representation clarity. H, is the instrumental convolution matrix

obtained from the front wall (‘ChO in Fig. 6. In H,, each line corresponds to an instant ¢, = nA; and each column corresponds to a spatial distance
z; = iA,. H, depends on both the attenuation and dispersion models. In this example, «(f) = | f] with ap = 50 Np/MHz/m. The dispersion is set
using the model in (14). The matrix G combines both instrumental and attenuative effects.

where the superscript T denotes matrix transposition.
Note that N, and N, are not necessarily equal, depending
on the boundary aqqumpmons of the convolution [8]. We
finally obtain the matrix-vector model:

y=HHx+e=Gx+e, (27)

where

e H, is the convolution matrix corresponding to the in-
strumental response with elements
{l(p — DA} ymo. n, 1,40, . 1 Where p and g, v
spectively, are the line and column indices. This ma-
trix has a Toeplitz structure.

eH, is the attenuation matrix with elements
{ha((n — i)AbiAz)}n:U,.‘.#N_,vfl.z'=04...,N,‘71' That is, the
ith column of H, corresponds to the radiation impulse
response at distance z; = ¢A,. In our approach, it is
computed from H,(f,7A,) in (11), with the power-law
attenuation model in (7) and the corresponding dis-
persive phase model defined by (14). In practice,
H,(f.iAz) is evaluated on a frequency grid in
[—f5/2,fs/2] with thin spacing such that temporal
aliasing can be neglected. Then, the impulse response
ha((n — )AL iAz),n = 0,...,N, — 1 is obtained by
inverse discrete Fourier transform. Causality is im-
posed by setting h,((n — i)AtiAz) = 0 for n < i.
Consequently, H, is lower triangular.

eG = H_H, combines the effects of the instrumental
impulse responses and of the radiation impulse re-
sponses.

ex is the unknown sequence describing the target dis-
tribution.

ee is a perturbation term accounting for noise and
model errors.

An example of matrices H,, H,, and G is given in
Fig. 7. The matrix H, is built from the front wall echo in
Fig. 6(a). The matrix H, is generated from the linear at-
tenuation model a(f) = «ag|f| and the dispersive relation
defined in (14), with oy = 50 Np/MHz/m. An example

of data generated from the columns 200 and 1000 of the
previous matrix G is also plotted in Fig. 8. Note that at-
tenuation provokes the widening of the second echo. Dis-
persion causes a phase distortion that creates a time shift
of the echo envelope. Indeed, in H,, the maximum of each
column is down-shifted away from the diagonal.

The model (27) states that data y are a noisy linear
combination of columns of G, and x collects the associ-
ated weights. Estimating x from y is an inverse problem
that cannot be satisfactorily inverted in a least-squares
sense: the matrix G is ill-conditioned and the generalized
inverse (GTG)~1GTy therefore suffers from uncontrolled
noise amplification [8]. In the preceding example, the con-
dition number of matrix G (which is a 1500 x 1500 ma-
trix) is approximately 9 - 1019,

C. Comparison With Olofsson’s Model

From (5),

1A, reads

the radiation transfer function at z =

H (f,2) = We e o030,
:b( )[ —(alf)+3B(f )Az}i (28)
= Wz)P(f)"
It corresponds, up to a multiplicative constant,

to the ith power of the frequency kernel P(f) =
e~ (a(N+BN)AZ Let p,, n = 0,...,N — 1 represent the
discrete-time sequence with Fourier transform P(f) for f €
[—fs/2,fs/2]. It represents the radiation impulse response

-1 L L
0 5 10 15

tus]

Fig. 8. Example of signal generated from the matrix G in Fig. 7. The
data y are computed from the columns 200 and 1000 of matrix G such
that: y = go00 + 81000 Where g; is the ith column of G. Both echoes are
normalized in amplitude for visualization clarity.
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between two elementary spatial layers, separated by A..
Eq. (28) states that the radiation impulse response at z; is
equal to ¢ — 1 self-convolutions of the time kernel p.

In a time-domain setting, Olofsson and Stepinski [7]
proposed an empirical choice for the kernel p, defined by

po=0, py=1—a, py=a,and p, =0 Vn >3,
(29)

with @ > 0 and close to zero. Such a kernel implies a
small distortion between two elementary layers spaced by
A, and is hence close to a delayed Kronecker delta func-
tion. Because of its first zero, this kernel generates causal
impulse responses in H,. The transfer function between
two elementary layers consequently behaves as a low-pass
filter:

|P(f)]” =1 — 4a(1 — a)sin’(xA,f). (30)

The corresponding attenuation function can be found by

off) = ~ 2D

z

(31)

Such a model has shown satisfactory results in a deconvo-
lution context [7]. However, it seems less accurate in terms
of physical reality, because a( f) is more adequately mod-
eled by a frequency power law. In addition, the tuning of
parameter a looks somehow arbitrary, whereas frequency-
based models can be tuned according to physical models,
or even set from a material catalog [47]. An example of
radiation transfer functions |H( f, z)| for Olofsson’s model
is plotted in Fig. 3(b) for a = 0.2. As will be shown in
Section IV-C, this value yields a model which can be com-
pared with the linear attenuation model with ag = 50 Np/
MHz/m at propagation distance z = 10 mm. However,
the two attenuation models yield quite different radiation
transfer functions for other distances, as the comparison
between Figs. 3(a) and 3(b) shows. The performances of
frequency-based models and of Olofsson’s model are com-
pared for basic experimental data in the following section.

IV. MODEL EXPLOITATION IN THE CASE OF A SINGLE
ECcHO: ESTIMATION OF MATERIAL PARAMETERS

A. Single Echo Detection by Matched Filtering

We consider data made up of two well-separated echoes
in a configuration similar to the one of Figs. 5 and 6. The
instrumental response h, is identified from the front wall
echo, from which the matrix H, in (27) is built. The ma-
trix H, depends on the considered attenuation model.
Identifying the back wall echo then amounts to selecting
the column of matrix G, say g; that best fits the data.2

2In practice, the contribution of the front wall echo is previously re-
moved from the data.
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That is, x should have only one nonzero coefficient at in-
dex ¢ that corresponds to the spatial position z; = iA , of
the back surface. Consider the minimization of the least-
squares misfit criterion between the data and the model:
2
ly — gl (32)

@, %;) =  argmin

i=0,...N,—Lz,€R

which statistically corresponds to the maximum likelihood
estimation of the one-column model y = g;z; + e under
the assumption that the noise samples in e are zero-mean,
independently, identically, and normally distributed [8].
Because this problem is linear in z;, the best Z; can be
found for a given g; by

. gly

i = PR
lg:l

(33)

By inserting (33) into (32), after simple manipulations,
the optimal position 7 is

T
arg max I3 y2‘.
i=0,...N, 1] g;]

i =

(34)

Finally, the estimated echo is obtained by y = g;;. Such
a procedure follows a matched filtering approach in that it
selects the column in G that yields the maximum correla-
tion with data y—up to a normalization term. However, it
is not strictly speaking a matched filter; G is not a convo-
lution matrix because of the spatially variant nature of the
attenuation matrix H,.

B. Joint Estimation of the Attenuation Parameter
and Sound Velocity

For a frequency power-law attenuation model «a(f) =
ol f|7 with given ~, the previous echo detection procedure
enables the joint estimation of the attenuation parameter
g and the reference velocity ¢y, which are physical quan-
tities of interest for a given material. Indeed, the attenua-
tion transfer function in (11) at distance z; = iA, is

H, 3 — ol +iH (o)A,
.L(f? Zz) (& ) (35)
— U +IHIFMoeqids,

Hence, for a given 7, the model (11) only depends on the
single parameter xo = aq¢y. For each g, the velocity ¢,
can be deduced from the optimal position f, found by the
matched filter as in (34), and from the thickness of the
plate d by

2d
= . 36

1A, (36)
The associated attenuation parameter is then given by
oy = Xxo/¢- As mentioned in Section II-B, ¢ is not the
group velocity but the phase velocity for f= co. Note that
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standard nondestructive evaluation (NDE) methods gen-
erally rely on the estimation of the group velocity because
dispersion is not considered.

In practice, we can apply the matched filtering proce-
dure for different values of x( in an arbitrarily thin grid,
and select the best value y, that minimizes the residue
between the data and the model r = |y — y[/lyl. This
value consequently leads to ¢, and &, that are the best
estimations in a least-squares sense of those material
quantities for a given propagation model. This procedure
can be used for NDE which attempts to estimate the ma-
terial properties. However, it can only be applied if the
front wall and the back wall echoes are well separated.

Note that if the mechanical properties of the material
are known, ¢y can be obtained from the analytic formula
of the sound speed of longitudinal waves [1]:

. E(1-v)
TN pTF ) -y

where FE is the Young’s modulus, v is the Poisson’s ratio,
and p is the density.

(37)

C. Application to Polycarbonate

We apply this method to estimate the attenuation
and velocity parameters of a homogeneous material. The
same measurement configuration as in Section II-D is de-
signed with a 2.25-MHz center frequency transducer used
in pulse-echo mode. We use a clear polycarbonate plate
of thickness e = 10.2 mm, known to have linear attenu-
ation (v = 1) and to be highly attenuative [5], [47]. The
thickness is measured with a digital caliper, with precision
40.1 mm, accounting for both instrument imprecision and
irregularities of the plate.

We compare the estimations obtained with the follow-
ing propagation models:

1) without attenuation,

2) with linear attenuation and linear phase,

3) with linear attenuation and dispersive phase, and
4) Olofsson’s model.

For Olofsson’s model, we select parameter a in (29) that
best fits the echo. The corresponding matched filtering
procedure also yields an estimation of cy—see (36)—but it
does not provide any estimation of «y. The residue values
of the estimated back wall echoes are displayed in Figs.
9(a) and 9(b), as a function of y for linear attenuation
models and of a for Olofsson’s model, respectively.

One can clearly see that the dispersive model produces
the lowest residue (r ~ 0.08). The linear phase model and
Olofsson’s model lead to approximately the same residue,
r~ 0.27 and r ~ 0.25, respectively. The estimated wave-
form without attenuation shows the greatest discrepancy
with the data (r~ 0.45). Because of the poor adequacy of
the model, the matched filter returns a positive amplitude
T; whereas a negative value is expected. Indeed the reflec-

1199

tion coefficient between polycarbonate and water is nega-
tive [46]. As a consequence, a better estimated waveform
should be left-shifted by half the wave cycle. The corre-
sponding values of ¢, and @&, are listed in Table I. The
attenuation parameter given by the dispersive model is
54.1 Np/MHz/m, and that obtained from the linear phase
model is 52.1 Np/MHz/m. Both are in the range of the
values reported in the literature (for example, 50 to
57 Np/MHz/m in [47]). We consider the value given by
the dispersive model as more likely as this model yields
the lowest estimation residual. The optimal attenuation
parameter of Olofsson’s model is 0.210, but it cannot be
linked to any reference value.

As expected, the linear phase model that considers a
constant phase velocity c(f) leads to ¢, = 2274 m/s, very
close to the reference group velocity given in [47]: 2270 m/s.
The value returned by the dispersive model, 2380 m/s, is
logically larger than the group velocity, because it corre-
sponds to the phase velocity at infinite frequency (see Sec-
tion II-B). Olofsson’s model leads to 2749 m/s, which is
difficult to interpret. The inaccurate modeling obtained
with the nonattenuated waveform leads to an estimated
velocity of 2329 m/s, whereas it should return the same
value as the linear phase model because both models con-
sider constant phase velocity.

In this study, the dispersive model gives accurate re-
sults for polycarbonate, for which frequency-dependent
attenuation can be well represented by a linear model.
Such an approach could also be applied to nonlinear at-
tenuation models with given v, e.g., for synthetic rubber
and castor oil [40].

Residue

Residue

without attenuation
Olofsson

0 005 01 015 02 025 03 035
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005 r=0.0820
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Fig. 9. Matched-filtering-based back wall echo estimation from a polycar-
bonate plate of thickness d = 10.2 mm using a 2.25-MHz transducer. (a)
Residue of estimation as a function of the parameter x, for several mod-
els of linear attenuation (without attenuation, linear phase, dispersive
phase). (b) Residue of estimation as a function of the parameter a for
Olofsson’s model. (c)—(f) Data y (solid line) and estimation y (dashed
line) with the optimal attenuation parameters, (c¢) without attenuation,
(d) with linear phase, (e) with dispersive phase, and (f) with Olofsson’s
model (r is the residue).
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TABLE I. ESTIMATED X, TIMES OF FLIGHT, REFERENCE VELOCITIES, AND ATTENUATION COEFFICIENTS FOR
A 10.2-MM-THICK PLATE OF POLYCARBONATE USING A 2.25-MHZz PROBE.

Xo iA (ns) ¢o (m/s) dy (Np/MHz/m)
1 Without attenuation 8.76 2329
2 Linear phase 0.118 8.97 2274 52.1
3 Dispersive phase 0.129 8.57 2380 54.1
4 Olofsson’s model 7.42 2749

For models 2 and 3, v = 1.

V. APPLICATION TO THE DECONVOLUTION OF NDT
DATA: ESTIMATION OF THE THICKNESS OF A PLATE

In this section, an inverse problem of spike train decon-
volution is considered. From a pulse—echo measurement,
our goal is to estimate the thickness of the polycarbon-
ate plate that was already used in Section IV-C. More
precisely, we consider the problem of estimating a spike
train x from data y = Gx + e, where the locations of the
spikes—the nonzero elements in vector x—correspond to
the positions of the echoes. The distance between consecu-
tive spikes then corresponds to twice the plate thickness.

Such a framework can be applied to a large variety
of practical NDT problems [1] to measure the thickness
of a layer or a wall. Applications occur for the manufac-
ture of pipes, plates, strips, etc., and for the control of
walls in severe environments (power plants, chemical in-
dustry), when the back area is out of reach. In such cases,
a pulse—echo acquisition may be an appropriate solution.
Note that, in the presented example, the echoes are well
separated; hence the deconvolution problem is not com-
plex from an informational point of view. In the case of
thinner layers, the reflected echoes overlap and advanced
processing methods such as deconvolution are appropriate
tools to estimate the positions of the echoes.

Here, we use a transducer with 5 MHz center-frequency.
Compared with the 2.25-MHz transducer used in the pre-
vious experiment, better resolution is expected but the at-
tenuation effect is stronger. The back wall echo is strongly
distorted and highly attenuated in amplitude, with a very
low signal-to-noise ratio [see Figs. 10(a) and 10(b)]. A di-
rect time-of-flight identification by visual inspection might
lead to inaccurate thickness estimation because of the low
signal-to-noise ratio and of the phase shift.

Deconvolution is performed through the minimization
of the least-squares data misfit function, penalized by the
f-norm [[x]|y = 37 |z |:

X = argminHnyXH2+/\HxH1. (38)
X

Such a sparsity-inducing penalization produces few non-
zero elements in the solution for appropriate A. Criterion
(38) is a convex function and admits a unique minimum
for a given \. The regularization parameter A introduces
a trade-off between the least-squares fit and the penaliza-
tion. The value A = 0 corresponds to the least-squares so-
lution, which is not acceptable because of the ill-posedness
of the problem [8]. Then, as A increases, the number of

spikes in x tends to decrease. This kind of formulation
has attracted a great interest in inverse problems in the
past decades [50], and particularly in ultrasonic deconvo-
lution problems [6], [8]. Optimization is performed using
the homotopy continuation method described in [51]. In
this part, A is set manually to retrieve one spike in the
area of 10 mm.

We consider deconvolution using the attenuation-free
model and the model with attenuation and dispersion.
The first model is the approach commonly adopted in de-
convolution problems. The matrix G is equal to H,, which
is built from the front wall echo shown in Fig. 10(a). The
second model includes G = H.H, where H, is built from
the dispersive model (11). Its parameters are set from the
experimental results in Table I. We have seen in Section
IV-C that the estimation of ¢y for the model without at-
tenuation was erroneous. Hence, for this model, we set ¢,
to the most plausible estimated group velocity; that is,
2274 m/s. Note that the sampling frequency is 100 MHz,
leading to the spatial precision A, = ¢gA; = 0.0274 mm
and 0.0238 mm for the two models, respectively. Accord-

o 2 4 o s 10 2 10 11 102
z[mm] 2z [mm]

(c) (d)

o o
001 l + -001 l‘

o 2 n 0 s 10 2 0 101 0z
2 [mm] 2z [mm]

(e) ®

Fig. 10. Deconvolution of data acquired from a polycarbonate plate
of thickness d = 10.2 mm with a 5-MHz transducer. (a) Data for ¢t €
[0,2] ps corresponding to the front wall echo, (b) data for ¢t € [2,10] ps
where a zoom in amplitude is performed. (c), (d) Deconvolution without
attenuation model (¢g = 2274 m/s). (e), (f) Deconvolution with linear
attenuation and dispersive model (¢y = 2380 m/s, v = 1, oy = 54.1 Np/
MHz/m).
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ing to [46], the true sequence is composed of a positive
spike at 0 mm and of a negative spike at 10.2 mm.

Results are shown in Figs. 10(c)-10(f). Deconvolution
with the attenuation-free model estimates four spikes.
They correspond to the front wall position, two false de-
tections and the back wall position. The last spike has a
positive amplitude, which is inconsistent with the truth
(as in Section IV-C). The corresponding thickness esti-
mation is 10.5 mm. As shown in Figs. 10(e) and 10(f),
the result using attenuation and dispersion in the model
shows two spikes that correspond to the front wall and the
back wall positions. They have a positive and a negative
sign respectively, which is coherent with the expected ob-
ject. The estimated distance is 10.23 mm, which is closer
to the measured value. Using the model with attenuation
and dispersion in criterion (38) achieves more accurate
spike detection than the standard convolution model with
G = H,, and hence leads to more satisfactory thickness
estimation.

VI. DISCUSSION AND FUTURE WORKS

We have presented a discrete model of ultrasonic sig-
nals that considers attenuation and dispersion. The model
is built in the frequency domain, where specific radiation
transfer functions are computed for a finite set of dis-
tances. We obtain a linear model between the data and
the unknown spatial distribution of targets. Compared
with the usual formulation, it amounts to introducing an
attenuation matrix depending on acoustic propagation pa-
rameters. Experimental results from attenuative materials
reveal the accuracy of such a formulation for the modeling
of the backscattered echoes. Better results are obtained
compared with the non-causal model that considers con-
stant phase velocity [3] and to the causal empirical model
proposed in [7]. The proposed model also yields the best
results on the problem of detecting and locating the back
wall echo in a polycarbonate plate. Finally, we consider a
spike train deconvolution problem based on ¢{-norm regu-
larization to estimate the thickness of a plate. With the
proposed model, the back wall echo blurred into noise is
successfully located, whereas the solution based on the
standard model shows false detections and an imprecise
echo location.

Future works could concern the application of the de-
veloped model to more complex data, in particular to the
deconvolution of A-scans with overlapping echoes. In such
cases, the better adequacy of the proposed model should
improve the spike detection performance compared with
standard deconvolution approaches using the generic,
stationary, convolution model. We also expect that algo-
rithms based on such a model can yield better perfor-
mance than parametric models [23], [24], which also allow
some flexibility in the echo shapes but do not integrate
any constraint resulting from the ultrasound propagation
properties.
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Similar models for ultrasonic data could also be de-
veloped for two- and three-dimensional acquisitions. In
particular, our approach could be extended for modeling
SAFT [13], [14] and full matrix capture [15] data in ultra-
sonic imaging.

We have seen that our model depends on a reference ve-
locity, which corresponds to the phase velocity at infinite
frequency. The reference velocity can be obtained from
the mechanical properties of the material. We have also
shown that it can be estimated from a material evalua-
tion process. In addition, complementary works could link
such reference velocity to the group velocity, inspired by
Gurumurthy and Arthur [32] who proposed an empirical
relation between the two quantities.

Finally, our model considers a single geometrical sig-
nature of the acoustical targets, which is particularly ap-
propriate if the targets have the same shape, as for plane
surfaces in the presented experiments. Future works could
include the diffraction of typical reflectors (flat-bottom
holes for instance) by considering different possible signa-
tures. In such an approach, the attenuation matrix would
be replaced by a set of matrices, each one characterizing
a specific diffraction signature. We believe that such dic-
tionary-based model, coupled with efficient sparsity-aware
algorithms [50], may be appropriate to address complex
NDT problems for the detection and the characterization
of flaws. A similar approach could be used to detect cracks
or delaminations in multilayered materials. Indeed, a set
of several attenuation matrices can also describe the dif-
ferent paths produced by multiple reflections.

APPENDIX
EXPRESSION OF THE DISPERSIVE PHASE
WITH LINEAR ATTENUATION

With linear attenuation «(f) = «y|f|, the phase term
(15) reads H(a(f)) = ~(aofs)/ (47*)T (27 )/ f5), with

J(w) = Pf:;\v\cot[wTiv}dv, w e [-mm. (39)

Function J(w) is odd with J(7) = 0. Consider w € |0,7].
With v = w — v, one has

Jw) = ’Pf:_ﬂ(w - u)cotgdu - j:)+ﬂ(w - u)cotgdu7
(40)

where the Cauchy principal value of the first integral ex-
cludes 0 from its domain. Let F(u) be an antideriva-
tive of (w — w)cot (u/2). An antiderivative of cot (u/2) is
2In|sin (u/2)|. Hence, integration by parts yields for any
ue]-2m27|[, u#0:

F(u) = 2(w —u)ln

u v P
s1n§‘+2j; In smi‘dcp. (41)
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The last integral also reads

fouln

where Cly(u) = — f[ )u In|2sin(p/2)|dep is the Clausen func-

tion of order 2, i.e., the imaginary part of the dilogarithm
of e [52]. From (40)—(42), one can show that

(42)

sin%‘dg& = —Cly(u) — uln(2),

J(w) = 2Clyw + ) + 2Cly(w — 7) — 4Cly(w)

= 4(Cly(w + 7) — Cly(w)). (43)

Finally, it can be shown that (43) also holds for w €
[—m,0].
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ABSTRACT

This paper deals with the estimation of the arrival times of
overlapping ultrasonic echoes. We focus on approaches based
on discrete sparse deconvolution. Such methods are limited
by the time resolution imposed by the model discretization,
which is usually considered at the data sampling rate. In or-
der to get closer to the continuous-time model, we propose
to increase the time precision by introducing an up-sampling
factor in the discrete model. The problem is then recast as a
Multiple Input Single Output (MISO) deconvolution problem.
Then, we propose to revisit standard sparse deconvolution al-
gorithms for MISO systems. Specific and efficient algorith-
mic implementation is derived in such setting. Algorithms
are evaluated on synthetic data, showing improvements in ro-
bustness toward discretization errors and competitive compu-
tational time compared to the standard approaches.

Index Terms— deconvolution, sparse approximation,
MISO systems, ultrasonic data.

1. INTRODUCTION

Estimation of arrival times and amplitudes of superimposed
echoes from noisy observations arises in many applications
such as RADAR, seismic exploration, ultrasonic nondestruc-
tive testing (NDT) or medical imaging. In NDT for exam-
ple, a known waveform is sent through a material, and reflec-
tion occurs at each impedance change. The precise estima-
tion of the echo parameters then leads to the localization and
the characterization of the geometrical properties (including
flaws) of the inspected object. Consider the signal model:

y(t) = Zaih(tfti) +e(t), )

where h(t) is the a priori known waveform and e(¢) stands for
additive noise. The purpose is then to estimate the parameters
t; and a; from sampled data y = [y(nTs)]n=1,..., N, Where
T is the sampling period. This can be a hard task when the
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echoes overlap, creating constructive or destructive interfer-
ences. It is particularly critical for ultrasonic data, where the
waveform h(t) has generally a strongly oscillating shape.

Many approaches aim to identify a; and ¢; in Eq. (1) as
continuous parameters. Cross-correlation methods [1] are
computationally simple but show poor performance when
echoes overlap. The finite rate of innovation theory [2] of-
fers exact reconstruction provided that the sampling rate
is high enough, although in a rather different context than
ours — in particular, specific sampling kernels h(t) are con-
sidered. Related subspace-based methods have also been
widely used in this context, even though they are better suited
to multiple snapshot data in order to yield robust covari-
ance estimates [3]. For ultrasonic NDT, parametric methods
were proposed where (a;,t;) are jointly estimated together
with shape parameters for each echo, by minimizing a least-
squares distance [4]. This is hence a nonlinear approach that
can be very sensitive to model errors and local minima.

On the other hand, extensive research has been carried
out on deconvolution methods. Indeed, Eq. (1) formulates a
continuous convolution :

ult) = (hwa)(0)e(t) = [

—00

+oo
h(7) x(t—7)dT+e(t), (2)

where x(t) is a spike train with time positions ¢; and ampli-
tudes a;. Many deconvolution methods then consider a dis-
cretized version of the right-hand term in Eq. (2), which yields
a discrete and linear inverse problem y = Hx + e. Regular-
ization is then addressed by introducing a sparsity constraint
on the sequence . By exploiting linearity with appropriate
regularization techniques, such approaches have shown sat-
isfactory results in the presence of strong overlapping and
noise [5]. However, the time resolution is obviously limited
by the discretization precision, that usually corresponds to the
data sampling frequency.

In this paper, we show that it is practically possible to in-
crease the time resolution in sparse deconvolution algorithms
by an up-sampling approach. This is relevant to estimate
times of flight, which are continuous values. We propose to
revisit well-known sparse approximation algorithms in this
context, based on greedy strategies [6, 7, 8], and on ¢y [9]
and /;-norm penalization [10, 11]. Section 2 establishes the
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discrete up-sampled convolution model, which is recast as a
MISO system. Based on the resulting structure of matrix H,
Section 3 studies implementation issues of sparse approxima-
tion for up-sampled deconvolution and, more generally, for
the estimation of sparse inputs in MISO systems. From syn-
thetic data, a comparison between standard and up-sampled
deconvolution is conducted in Section 4. Algorithms are also
compared in terms of computational efficiency and perfor-
mance through Monte-Carlo simulations. Conclusions are fi-
nally given in Section 5.

2. UP-SAMPLED CONVOLUTION AS A MISO
SYSTEM

Consider the continuous-time convolution model (2), where
available data is sampled at period Ts: we note y,, = y(nTs).
Up to our knowledge, all the works in the field of deconvolu-

tion consider a discrete convolution model, that reads:
M-1

Yn = Z hm Tpn—m + en. 3
m=0

That is, the right-hand term in Eq. (2) is sampled at the data
sampling rate : h,, = h(nTs) and z,, = 2(nTs). Note that
the error term e,, should now also include model errors due
to inexact discretization. Let column vectors y, h,  and
e collect the samples of y,, h,, x, and e,, respectively.
Eq. (3) then reads y = Hz + e where H is a convolu-
tion matrix, whose n-th line is a delayed version of the re-
versed sequence [Apr—1,...,ho] with n — 1 zeros inserted
at the beginning. The Toeplitz structure of H can be ex-
ploited to perform efficient computations with Fast Fourier
Transform (FFT) algorithms [12]. Note that such definition
of H corresponds to the post-windowing boundary assump-
tion, for which © = [v_p749,...,%0,71,...,7x]|T, where
superscript © denotes the transposition.

However, in many applications, the data sampling rate
is limited and such discretization may not be appropriate.
This is particularly true for sparse deconvolution, since the
searched sequence is not band-limited. Hence, it may be of
interest to consider that h and x in Eq. (2) are discretized at
rate T/ K with K integer. The discrete model becomes:

P-1
Yn = Z hpi'anp +eén (€]

p=0
with hy, = h(pTs/K), Z, = 2(pTs/K) and P = KM. Let
column vectors h and Z collect the samples h,, and Z,,. In
matrix form, model (4) reads y = H T + e where each line
of H is formed by the reversed sequence Wp,l .. .EO} , with
(n — 1)K zeros inserted at the beginning of line n. H is now
an N x KN matrix and is no more Toeplitz. One can show,
however, that model (4) also reads as the sum of K discrete

convolutions: K /M-1
(Z hy, mﬁ,_m> +en, ®)

Yn = E
m=0

k=1

where h*, k = 1... K are K sub-waveforms with sampling
period T, such that h¥, = h((k — 1)Ts/K + mTs). Simi-
larly, 2 are the corresponding sparse sub—se%uences with N
points. The matrix form hence reads y = >, _; HF zF + e,
where HF are Toeplitz sub-matrices obtained by taking every
K columns of H. In other words, it can be seen as a spe-
cific MISO system, as illustrated in Figure 1, where the K
filters are obtained by sampling the continuous-time impulse
response h(t) at period T, with K subsample time shifts
(k —1)Ts/K, k = 1...K. In the following section, we
describe the algorithmic implementations of sparse deconvo-
lution for generic MISO systems.

Fig. 1. Diagram of a MISO system.

3. MISO DECONVOLUTION WITH SPARSE
APPROXIMATION METHODS

Sparse approximation has become an important field of re-
search in the past fifteen years [11]. It aims at approximating
the data y with HZ where T is a sparse sequence', that is,
@ has only few non-zero components. We focus on imple-
mentation issues for five acknowledged sparse approximation
methods applied to MISO deconvolution:

e Three greedy algorithms are implemented, namely, by
increasing complexity: Matching Pursuit (MP) [6], Or-
thogonal Matching Pursuit (OMP) [7] and Orthogonal
Least Squares (OLS) [8]. Each iteration of such pro-
cedures comprises the selection of one component im-
proving the data approximation, and the update of the
solution as a combination of the selected components.

e The Single Best Replacement algorithm was recently
introduced in [9] and performs local minimization of
the penalized least-squares criterion:

|y — Haz| + pllz], ©)

~where || Z||, is the number of non-zero components in
x. This is a combinatorial problem, and local explo-

ration is performed by moves affecting only one com-
ponent. Each iteration either adds or removes one el-
ement in the current support, and the replacement is
selected which most decreases criterion (6).

Notation H is used here for homogeneity, although most works on
sparse approximation do not consider convolution-based operators.
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e Last, /1-norm penalization is considered by minimizing

|y —Haz||” + 1 [7il. )
?

Optimization is performed with the homotopy continu-
ation principle described in [10, 13], which shows for-
mal similarities with greedy methods and even more
with SBR since it performs removal moves as well.
This algorithm will be referred to as ¢1-HC.

The reader is referred to the corresponding references for de-
tailed descriptions of the algorithms. Note that such algo-
rithms were compared for deconvolution purposes in [14], but
only within the standard convolution setting of Eq. (3).

The selection steps for MP and OMP mostly amount to
computing matrix products H”-. For MISO systems, using
notations of Section 2, such a product is decomposed into
K products Hf with Toeplitz matrices Hy. These are ac-
tually cross-correlations, which can be implemented in the
frequency domain using two FFTs and one inverse FFT (in
dimension ) [12]. In practice, the Discrete Fourier Trans-
forms of all hy, are computed before the algorithm starts. One
selection step is then executed by K +1 FFTs. Hence, the cor-
responding cost increases linearly with K. For MP and OMP,
the update of the residue is identical to the standard versions.
For OMP, it requires the inversion of matrix HIH*, where
subscript , indexes the active columns of H. In the proposed
implementation, the Cholesky factorization of HY H, is up-
dated at each iteration at low cost, since one iteration only
performs rank-one modifications to such matrix. Doing so,
system inversions amount to two triangular system inversions
of complexity O(i2?) where i is the number of active elements.

Efficient implementations of OLS and SBR require ex-
tensive access to elements of the Gram matrix H” H — more
precisely, to HT H,,, where subscript , indexes the non-active
columns of H at a given iteration, see for example implemen-
tation details given in [9]. For MISO systems, H' H is com-
posed of blocks HY Hy, that are Toeplitz matrices with ele-
ments corresponding to the cross-correlation between h* and
h’. Hence, the pre-computation of the K (K + 1)/2 distinct
cross-correlation sequences — also in the Fourier domain — be-
tween the K impulse responses gives all useful information
about the Gram matrix.

¢1-HC minimizes criterion (7) by gradually decreasing the
value of parameter p [10, 13]. At iteration j, all possible val-
ues of 1 producing a change in the sign of the current solution
are computed, among which the next value 1(7) is selected as
the maximal one that satisfies u¢) < pU~1. Such com-
putations are indeed similar to those of previously described
greedy methods (see for example [13] for explicit equations).
More precisely, addition tests require the computation of two
matrix products HT -, that is, 2(K + 1) FFTs. Removal tests
amount to two system inversions with matrix H'H,, per-
formed by Cholesky factorization as previously explained.

All algorithms require the pre-computation of the prod-
ucts HT y, which are performed using FFT. To sum up, the
complexity of each iteration of MP, OMP and ¢;-HC is pro-
portional to K. On the contrary, OLS and SBR require the
pre-computation of (K + 1)2 FFTs, but their core computa-
tions remain roughly constant as K increases.

4. SIMULATION RESULTS

4.1. Deconvolution of a complex signal

We consider the data shown in Figure 2, generated from
Eq. (1) with 8 echoes, randomly distributed on the continuous
time axis. Consequently, none of them falls exactly on any
restoration grid. The waveform is a 5 MHz sine wave with a
Gaussian envelope [4]. The data is sampled at 25 MHz and
corrupted by 10dB SNR Gaussian noise. Three overlapping
problems occur at approximately 1, 4.5 and 8.5 us.

Deconvolution is performed with standard algorithms
(i.e, K = 1) and using up-sampling with K = 6. Greedy
methods are stogped when the norm of the approximation
error ||y — He||” becomes lower than a given threshold, de-
pending on the noise power (see for example [14]). Similarly,
the regularization parameter for SBR and ¢;-HC is tuned” in
order to get solutions with similar approximation errors. All
the standard methods fail to correctly locate the echoes on
any of the three problems and many spike locations and signs
are badly estimated. The up-sampled deconvolution leads to
more satisfactory results. In particular, the erroneous behav-
ior of all algorithms at 8.5 us has been corrected for K = 6.
OLS and SBR with K = 6 also solve the overlapping prob-
lem at 1 us. However, they still fail to correctly locate the
two close echoes at 4.5 s, where estimation results are even
slightly worse than with K = 1. This is due to the subop-
timal nature of the greedy algorithms, that reached a local
minimum of the data misfit criterion. The ¢;-norm decon-
volution achieves correct location of the two close echoes at
4.5 us and at 8.5 ps. On the other hand, it produces spurious
small spikes and double spikes, which are typical artifacts of
{1-norm-based sparse approximation.

4.2. Monte-Carlo simulations

We now compare algorithmic performances with Monte-
Carlo simulations. The deconvolution algorithms are run
for 2000 synthetic data sets, containing 15 echoes, with the
same waveform, SNR and total duration as the data used in
Figure 2. The signals therefore contain strongly overlapping
echoes. Algorithms are tuned as explained in § 4.1.

Since true spikes do not belong to any of the discrete
reconstruction grids, estimation errors are computed using
a distance between two spike trains inspired by the work

2Note that the ¢ -norm introduces bias on amplitude estimation. Thus, for
£1-HC, amplitudes are corrected before computing the approximation error.
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Fig. 2. Deconvolution example from synthetic data. Top left: waveforms used for deconvolution with K = 6. Top right: data
(-) and true spikes (o). Middle: results with & = 1. Bottom: results with K = 6. True spikes (o) and estimated spikes (¢).

in [15]: amplitudes are first binarized to +1 in order to give
the same importance to all detections. Then, the spike trains
are convolved with a double-side exponential kernel e~I*/7,
with 7 = Tg, producing slight spike spreading. Finally,
the ¢o-norm between the two convolved spike trains is com-
puted. Figure 3 (top) shows such estimation errors obtained
by the implemented algorithms for different values of the
up-sampling factor K. As can be expected, errors decrease
with K. For example, using K = 4 yields an error reduc-
tion of about 25% with respect to K = 1, except for ¢;-HC.
The relative performances of the different algorithms are
also in accordance with their complexity, that is, MP has the
greater error, followed by OMP, OLS and SBR. The results
for ¢1-HC appear to be less sensitive to up-sampling, and
show the worst performance among all methods for K > 2.
Most of this behavior can be explained by the nature of the
spike distance, which strongly penalizes the false detections
of small amplitude spikes, inherent to ¢;-norm penalization.
On the contrary, other simulation showed that ¢;-HC yields
the smallest errors using a distance without amplitude bina-
rization. Note also that for K > 6, error reduction becomes
negligible. This can be explained by the intrinsic variance on
the time delay estimation due to the presence of noise [1].

Central Processing Unit (CPU) times are evaluated with
Matlab running on a personal laptop computer with 4 Go
RAM and double-Core CPUs clocked at 2.5 GHz. Results
are plotted in Figure 3 (bottom). MP and OMP are the fastest
and their cost increase linearly with K, which is coherent
with the analysis in Section 3. OLS, followed by SBR, are
more costly, which is in accordance with their increased
complexity. We note that most CPU time required by these
algorithms is due to pre-computations, whose cost increase
roughly quadratically with K (see Section 3). Note that the
cost of ¢/1-norm deconvolution is the highest one, which is
also in accordance with the results in Figures 2 and 3 (top):

£1-HC estimates show more spikes than other algorithms,
hence their computations require more iterations.

Spike errors

CPU time [ms]

.
1 2 3 4 5 6 7 8

Fig. 3. Estimation errors (top) and computational costs (bot-
tom) for different algorithms versus the up-sampling fac-
tor K. Results are averaged on 2000 random realizations.

5. CONCLUSION

An up-sampling approach for sparse deconvolution has been
proposed for the estimation of time delays in typical ultra-
sonic NDT data. A model was introduced based on a finer
time discretization of the convolution model than usual ap-
proaches. The model was recast has a MISO system, for
which well-known sparse approximation methods were stud-
ied and computationally optimized for deconvolution. Syn-
thetic simulations revealed the efficiency of up-sampled de-
convolution to estimate times of arrival in presence of noise,
even for strong overlapping. Computation costs were evalu-
ated that confirmed the implementation efficiency. In particu-
lar, increasing the up-sampling factor only produces a reason-
able increase of the CPU time.
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Restoration of Astrophysical Spectra With Sparsity
Constraints: Models and Algorithms

Sébastien Bourguignon, David Mary, and Eric Slezak

Abstract—We address the problem of joint signal restoration and
parameter estimation in the context of the forthcoming MUSE in-
strument, which will provide spectroscopic measurements of light
emitted by very distant galaxies. Restoration of spectra is formu-
lated as a linear inverse problem, accounting for the instrument
response and the noise spectral variability. Estimation is consid-
ered in the setting of sparse approximation, where restoration is
performed jointly with the detection of relevant patterns in the
spectra. To this aim, a dictionary of elementary spectral features
is designed according to astrophysical spectroscopy. Sparse esti-
mation is considered through the minimization of a quadratic data
misfit criterion with an £' -norm penalization, where nonzero com-
ponents are associated to the detected features. An efficient opti-
mization strategy is proposed, based on the Iterative Coordinate
Descent (ICD) principle, with accelerations that dramatically re-
duce the computational cost. The algorithm does not rely on fast
transforms and can be applied to a wide variety of criteria if the
sparsity constraint is separable. Results on simulated MUSE-like
data reveal satisfactory performance in terms of denoising and de-
tection of physically relevant spectral features. On such data, the
proposed algorithm is shown to outperform both state-of-the-art
gradient-based and homotopy continuation methods. Simulations
with a compressed sensing-like random matrix also reveal better
performance compared with usual algorithms, showing that ICD
can be a powerful strategy for sparse optimization.

Index Terms—/£* -norm penalization, deconvolution, denoising,
iterative coordinate descent, sparse approximation, sparse opti-
mization.

1. INTRODUCTION

USE (Multi-Unit Spectroscopic Explorer) is a second-
M generation instrument under construction for the Euro-
pean Southern Observatory, which will be installed at the Very
Large Telescope in Chile in 2012. It is a very powerful integral
field spectrograph [1], which will provide massive hyperspectral
data cubes with images of 300 x 300 pixels, with 0.2 arcsec an-
gular resolution, at up to 4000 wavelengths, covering the visible
and the near infrared parts of the electromagnetic spectrum. One
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of the main science cases of MUSE, which is of interest here,
concerns the detection of very distant galaxies and their charac-
terization by their spectra.

Because of their large distance to the observer and of other
disturbances, data will be collected in a very noisy environment,
with spectrally variable characteristics. In particular, noise is not
expected to be identically distributed along the wavelength axis.
The Line Spread Function (LSF) of MUSE—the instrument im-
pulse response in the spectral domain—is also spectrally vari-
able, producing more degradations as wavelength increases. In
this paper, we consider the restoration of MUSE-like spectra
within the setting of inverse problems regularization [2], which
provides a robust framework for taking into account the latter
observational specificities. Regularization is also an efficient ap-
proach for adding prior information on the solution. This is ab-
solutely necessary in our case where, given the very high level of
noise contaminating the data, estimation has to be constrained
with prior assumptions.

Spectra of galaxies have been studied for a long time [3].
Several spectral components can be identified in the wavelength
range covered by MUSE, which depend mainly on the star for-
mation history of each object, on its chemical composition and
dust content. In particular, such spectra contain emission and
absorption lines and a continuum, which can exhibit a blueward
break due to the absorption of photons by intergalactic hydrogen
clouds along the line of sight. Hence, we consider that a galaxy
spectrum can be modeled as the superposition of these three
basic components. Since the characteristics of the features of
each component are unknown, we build a catalog containing a
high number of possible ones with discretized parameters, some
of which will be selected in order to fit the spectrum. In the
works that we present next, restoration is consequently com-
bined with the detection of physically relevant parameters.

Such an approach can be viewed as a sparse approximation
problem, where only a few components are selected in the cat-
alog. Sparsity-based methods have been widely used for signal
and image denoising problems in the past 20 years [4]. They
rely on the assumption that, for a given class of signals, most
information concentrates into a small number of significant co-
efficients, expressed in some appropriate space. Many contribu-
tions initiated by the work of Donoho and Johnstone [5] con-
sidered transforms based on multi-scale representations such as
wavelets, curvelets, or other XX-let transforms that have been
introduced for specific problems [4]. Additionally to the fact
that most information in natural signals (and especially, images)
can be efficiently represented by a few number of decomposi-
tion coefficients—wavelets are good generic sparsifying trans-
forms—two “technical” reasons also drove the design of such
transforms.

1932-4553/$26.00 © 2011 IEEE
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Orthogonality: 1f the transform is orthogonal, then sparse
estimation amounts to thresholding the transform coefficients,
under the assumption of white independent and identically dis-
tributed (i.i.d.) noise contaminating the data [5]. This provides
a simple framework for both computation and analysis of es-
timator properties [6], [7]. In contrast, numerous recent works
explored the use of redundant transforms, such as overcomplete
families of homogeneous functions [8], [9], or unions of struc-
turally different bases [8], [10]—a concept sometimes called
morphological diversity [11]. In these cases, near-orthogonality
is also a crucial property in the transform choice, in order to
guarantee the ability of algorithms to retrieve the sparsest solu-
tion [10], [12]. This property is also a cornerstone of the pow-
erful emergent theory of compressed sensing (CS) [13].

Fast Transforms: if fast algorithms are available, then large
data sets can be processed efficiently. In the redundant case es-
pecially, where simple thresholding generally does not provide
the best sparse estimates, efficient optimization is needed. Many
recent convex optimization algorithms in this field rely on inten-
sive computations of gradient-like functionals which exploit fast
transforms [14]-[18].

Although the methodology considered in this paper is based
on a sparse decomposition of data, fundamental differences exist
with such usual setting. Considered data are one-dimensional
and with “reasonable” size, so that we can afford the construction
of a specific dictionary (with no associated fast operator), which
better models sparse prior information than generic transforms.
We suppose that galaxy spectra can be synthesized as the super-
position of astrophysically meaningful features [3]. Doing so, a
physical interpretation can be associated to the active coefficients
in the decomposition, indicating for example the detection of
spectral lines or breaks. In other words, we are interested in both
restoring the spectrum and estimating associated parameters by
means of the synthesis coefficients, whereas usual denoising
mainly focuses on reconstruction in data space. Moreover, spar-
sity should be better expressed in such an adapted dictionary than
in generic ones; hence better denoising performance is expected.
This approach has a double price to pay, however. First, dictio-
nary atoms are highly correlated. Hence, theoretical properties
about the resulting sparse approximation cannot be obtained.
Nevertheless, as shown below, satisfactory results are achieved
in practice. A second disadvantage concerns optimization, since
no fast transform can be used to compute matrix-vector products.
Note that such sparse representation problem with “constrained”
dictionary arises in many applications, e.g., sparse linear regres-
sion in statistics, source separation, or when the dictionary is
learned from the data. Hence, the optimization context of this
paper is a rather generic one.

The methodological objectives of this paper are mainly
twofold. First, attention is given to precisely modeling both
data formation — in particular, noise variability and instru-
mental characteristics — and prior information. A dictionary
of elementary spectral features is built based on prior physical
knowledge, so that sparse estimation is combined with the
detection of relevant spectral information in the data. Estima-
tion is set under the usual sparsity-promoting ¢!-penalization
framework [8], [19]. Observational specificities are shown to
modify the equivalent dictionary, whose properties are studied.
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The second part of our paper concerns sparse optimization
when no fast transform can be used. Alternatives to gra-
dient-based methods are considered which exploit sparsity,
namely Homotopy Continuation (HC) and Iterative Coordinate
Descent (ICD). HC or Least Angle Regression [20]-[23] is
specifically designed for sparse solutions, where most compu-
tations are concentrated towards identifying the support of the
solution. ICD [24], [25] performs successive componentwise
optimization steps and can be interpreted similarly. Whereas
HC is often considered as the most efficient strategy in this
context [21], [23], [26], the efficiency of ICD for sparse esti-
mation was recently exhibited, e.g., in [27]-[29]. In particular,
Friedman er al. [27] showed that ICD can outperform HC
in large size problems, and conclude their work by stating
that “coordinate-wise descent algorithms deserve more at-
tention in convex optimization.” In this paper, we build an
ICD-based strategy, with accelerations specifically designed for
sparse problems. It can be efficiently applied to any penalized
least-squares criterion with separable penalization, provided
that coordinatewise optimizations can be performed at low
cost and that the solution is sparse. Hence, we also consider
a “compressed sensing like” scenario with high-dimensional
random matrix, similarly to an example proposed in [17].

The paper is organized as follows. Section II introduces a
model for data observation, with variable LSF and non identi-
cally distributed noise. In Section III, a prior model is proposed,
based on a sparse representation of the data, and a specific
dictionary is built. Estimation is formulated in Section IV as
an ¢'-norm penalized optimization problem. Hyperparameter
tuning is addressed and the resulting equivalent dictionary
is studied. Section IV ends with the description of a poste-
rior amplitude re-estimation step. Optimization is studied in
Section V. The use of HC and ICD strategies is motivated, and
improvements on standard ICD are introduced by exploiting
the sparsity of the solution. Simulation results are given in
Section VI. An application to deconvolution and noise reduc-
tion for a MUSE-like simulated spectrum is presented. Then,
the behavior and performance of several optimization strate-
gies are compared, revealing the efficiency of the proposed
algorithm, both on MUSE-like data and on a CS-like example
with random and noisy measurements of a sparse process.
Conclusions and directions for further work are finally given in
Section VIIL.

II. DATA FORMATION MODEL

Lety = [y1,...,y~]" € RN denote a spectrum as observed
by MUSE, discretized at equispaced wavelengths Aq, ..., An.
The spectral sampling step here is AA = 0.13 nm, ranging from
A1 = 450 nm to Ay = 900 nm. This yields N = 3463. We
consider the following linear observational model:

y=Hs+e (D)

where s € RY is the spectrum to be restored, H is the N x N
matrix form of the LSF, and € = [e1, ..., en]7 is an additive per-
turbation term. Model (1) supposes that s is reconstructed at the
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Fig. 1. Anexample of MUSE-like spectrum and corresponding estimation results. (a) Standard deviation of the noise affecting each wavelength. (c)—(h) Noise-free
(red), noisy (green), and restored (blue) spectra at two amplitude scales (bottom panels (d)-(h) are in log scale). (b) Reconstruction error (blue) and original noise

(green). Amplitudes are light fluxes, in erg - s~ - cm™2 (x1072°).

resolution of the data y. Actually, the true spectrum is a contin-
uous function of wavelength, which may have much higher fre-
quencies! than the Nyquist limit 1/2A\, hence model (1) can be
viewed as a band-limited approximation of the true reconstruc-
tion problem. Restoration at a higher resolution could be ad-
dressed by considering a smaller sampling step for s. However,
this would increase the numerical complexity and the ill-posed-
ness of problem (1)[2, Ch. 2].

A. Variable Line Spread Function

The LSF represents the instrumental spreading af-
fecting every point in the spectrum: each column h, =
[h1p, ..., hnp]T of H is the instrument’s impulse response at

wavelength A, such that

N
Yn = E hn,psp + €n.
p=1

The LSF of MUSE is variable: as wavelength increases, it be-
comes more spiky and the spectral blurring effect decreases.
Consequently, h,, ;, cannot be written under the typical form
hn—p, H is not a Toeplitz matrix and product Hs cannot be
written as a convolution. Note that, at the instrument’s spectral
resolution, each h,, has a support of 11 points (that is, a spectral
extension of 1.43 nm), which is small compared with the size of
the spectra, so that matrix H is very sparse.

B. Non-Identically Distributed Noise

Noise affecting MUSE-like observations is also expected to
strongly vary with wavelength, as shown in Fig. 1(a). Three
main factors contribute to such variability. First, as in all
ground-based astronomical observations, data will suffer from
a parasite atmospheric emission. Indeed, some chemical com-
ponents in the atmosphere emit light at specific wavelengths.
In practice, such emission can be supposed spatially constant
across the 1 arcmin X 1 arcmin field of view of the instrument.
Hence, it can be estimated from the related 300 x 300 pixels at
each wavelength, and then subtracted from the data. Note that
current MUSE simulations suppose perfect estimation of such
background emission, whereas estimation residuals will for
sure affect observational data. Even so, however, fluctuations
remain in the background-subtracted spectrum, which are

! Frequency here denotes the inverse (dual) dimension of wavelength.

proportional to the emission level because light emission is a
Poisson process: the higher the emission, the higher the asso-
ciated noise variance. Consequently, in model (1), € contains
a noise source whose power varies with wavelength. In partic-
ular, one can see in Fig. 1(a) the signature of powerful parasite
emission lines at 528 nm and around 600 nm, which correspond
to [OI] emission, and of line packets at higher wavelengths,
caused by the presence of water in the atmosphere [3]. MUSE
quantum efficiency—the number of produced electrons over the
number of photons hitting the detector—is also variable with
wavelength, with decreasing performance at each extremity
of the spectral range, where consequently the noise influence
is stronger. Least, a laser reference star system will be imple-
mented for adaptive optics, generating a very powerful parasite
emission in a 20-nm-wide spectral band around the sodium line
ANa = 589.2 nm, where no signal can be detected. These three
effects are visible in Fig. 1(a), which shows a typical model
for the variation of the noise level, jointly to the noise-free
and noisy simulated spectra of a moderately bright galaxy in
MUSE-like data (panels c)-d) and e)-f), respectively). MUSE
data for a deep extragalactic exposure will contain thousands of
such spectra, and for the vast majority of them the noise level
is expected to be as high, or even higher, as that of Fig. 1.

Note that MUSE is still under construction. Hence, only sim-
ulated data generated by the MUSE consortium are available
at this time: astronomical scenes are first computed from high-
complexity astrophysical simulations, and a mock observation
is then generated by applying the MUSE Instrument Numerical
Model [30]. In the following, we will suppose that both LSF and
noise variance are known at each wavelength.

III. PRIOR MODEL WITH SPARSE REPRESENTATIONS

A. Motivation for Sparsity Priors

Estimating spectrum s from data y in (1) can be viewed as
a denoising and deconvolution inverse problem. Given the high
level of noise contamination in the data, only poor results can
be reached without any additional assumption on the spectrum.
To improve the restoration quality, a typical approach incorpo-
rates prior information on the searched solution [2]. Widespread
sparsity-based methods can be viewed within this setting. The
unknown spectrum s is supposed to have a sparse representation
in an appropriate dictionary, say s = Wz with = sparse, that
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is, only a few coefficients in z are significant. Since the signal
energy is concentrated in a few points, nonzero coefficients in x
take higher values than coefficients in s, so that coefficients are
relatively less affected by noise in the first case. Denoising then
consists in estimating such sparse vector, say Z, and restoring
the signal by s = WZ.

As far as astrophysical spectra are concerned, we consider
sparsity in a twofold objective. Denoising and deconvolution is
a first one, but we also aim at associating a physical interpre-
tation to the detected atoms. The latter aspect relies on a dic-
tionary design specially adapted to such spectra, which is ad-
dressed hereafter.

B. Modeling Galaxies’ Spectra: The Dictionary

In most signal and image denoising applications with sparsity
assumptions, the dictionary is generally chosen according to the
following guidelines:

¢ the considered data must, of course, contain information
that is sparse in some transform domain(s);

* fast transforms must be available to compute products W -
(synthesis operator) and W7 - (analysis operator), enabling
algorithms to handle efficiently large-size data;

 orthogonality (or near-orthogonality for redundant dictio-
naries) is another property of interest, which is crucial for
theoretical analysis such as uniqueness of the sparse solu-
tion and £°-¢' equivalence.

In this paper, we adopt a rather different approach, where we
prefer using a specific, highly redundant and correlated dictio-
nary, which is more adapted to the morphological features of the
considered spectra than generic transforms. We consider that a
spectrum is made of three components, each of which is sup-
posed to have a sparse decomposition in an appropriate dictio-
nary: a line spectrum, a step-like spectrum and a continuous
spectrum.

1) Complex Line Spectrum: Most relevant information
in astrophysical spectroscopy is contained in emission and
absorption lines. Each line is characterized by its central wave-
length, amplitude and width—we do not consider here the line
spreading produced by the LSF, already included in the model
(1). Lines can be either resolved if their profile spans several
points in the wavelength axis, or unresolved if the linewidth
is smaller than the spectral sampling step. Hence, a dictionary
W/, is built, composed of spectral lines with variable widths
and central wavelengths. Positive and negative coefficients in
the decomposition then characterize, respectively, emission
and absorption lines. Unresolved lines are modeled by N delta
functions? at wavelengths A, ,—1..n. The shapes of resolved
lines are modeled with spline functions of variable size, cor-
responding to different linewidths. Because resolved lines
cannot have arbitrarily large widths, we consider spline widths
ranging from 0.39 nm to 18 nm, corresponding to supports
varying from 3 to 138 points. In order to limit the dictionary
size and to avoid too high correlation between spline atoms,
the spacing between adjacent splines with same support size
S was set to S/8 (up to rounding error). Empirical studies led

2Note that locating unresolved lines with higher precision than that imposed
by the instrument would require a high-resolution formulation of problem (1).
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us to the following selection of parameters, written under the
form (support size, translation step) and given in number of
points: (3, 1), (5, 1), (9, 1), (11, 1), (17, 2), (25, 3), (35, 4),
(49, 6), (69,9), (97, 12), (138, 17). By doing so, the number of
spline atoms is approximately reduced by half compared with
the “full” version with unitary translation steps, while the loss
in precision is small.

Note that although the rest-frame spectrum of almost all
chemical components are well characterized by laboratory
measurements, the locations in frequency of these lines in
the observed spectrum are unknown, due to the cosmological
redshift [3] of the data: for an object measured at a redshift
z > 0 (the larger z, the farther the object), the observed
wavelengths A,,s are shifted with respect to the known
rest-frame wavelengths \j,;, according to the famous equation
1+ 2z = Aobs/Alab. MUSE should be sensitive to galaxies with
redshifts as high as 6 or more, that is to objects as far away as
10 billion light-years.

2) Step Spectrum: One major science case of MUSE is the
detection of distant galaxies exhibiting a strong discontinuity in
their observed spectra [1], [3]. This discontinuity can be mod-
eled by a break in the spectrum. We consider for this purpose
the dictionary W made of step functions, which we initially
centered at wavelengths A, ,—1..n. Since the step functions
centered at the very first wavelengths possess very high correla-
tions with the “continuous component” (the mean value, which
is always nonzero), they may be selected by approximation al-
gorithms although no significant break is present in the data.
In order to avoid this effect, only steps centered at wavelengths
An,n=50...n Were considered.

3) Continuous Spectrum: Several works in the field of sparse
representations [8], [10] (see also [31] for a previous work of the
authors on astrophysical spectra) have considered a sparse de-
composition in the discrete cosine transform (DCT) basis (or,
similarly, in the discrete Fourier transform basis) for smoothly
varying signals. An N-point signal is implicitly modeled as the
sum of a few sinusoids, taken in a dictionary of N atoms with
distinct frequencies between 0 and the Nyquist limit. In our case,
the continuous spectrum is supposed to show very smooth vari-
ations, so that high frequencies are unnecessary. On the other
hand, more accuracy on the low frequency model is desired.
Hence, dictionary W.. is built by considering all sinusoids with:

* reduced frequencies f = k/N withk =0...8;

o for f # 0, 8 equispaced phases ¢, = ¢ /8,{=0...7.

The whole dictionary W = [W, W, W, has
N = 3463 lines (number of data) and M = 26015 columns
(number of atoms). Note that W shows obvious redundancies:
a delta function in W, is the difference of two adjacent step
functions in W, and three sine functions with same frequency
and different phases are linearly dependent. In both cases,
however, the sparsity constraint should remove the ambiguity
by favoring a combination with the fewest atoms. Estimation
accounting for MUSE LSF and noise statistics is discussed in
Section IV. This is shown to lead to an equivalent dictionary,
whose structure is studied in Section I'V-D.

Note that alternatives exist for designing dictionaries adapted
to specific data. In particular, approaches based on dictionary
learning (e.g., [32], [33]) build a dictionary which sparsifies a
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given set of training data. The objective of this paper is different,
where attention is given in priority to the physical meaning of
the dictionary elements. An interesting and more related re-
cent work [34] considers parametric dictionary design, where
parameters of elementary components are discretized in order
to satisfy a minimal coherence criterion. In our case, we prefer
building specific sets of atoms according to precise prior infor-
mation, even if the resulting dictionary is very coherent.

Of course, our dictionary design only performs an approx-
imation of galaxies spectra with simple atoms, and true data
do not exactly correspond to a superposition a such atoms. In
particular, emission and absorption line profiles are rarely sym-
metric. Neither does the parametrization of the continuous spec-
trum with sine functions correspond to physical reality—except
for the imposed low-frequency trend. Indeed, such dictionary
results from a compromise between sufficiently rich and physi-
cally meaningful modeling and limited complexity.

IV. ESTIMATION SETTING

A. (*-Norm Penalization

Let W denote the dictionary built in Section I1I-B. One wants
to find a sparse approximation of spectrum s using dictionary W
under the observation model (1), that is, a sparse vector x € RM
to problem

y=HWzx +e. 2)

In the literature of sparse representations, two well-known
approaches coexist. The greedy approach was formalized as
Matching Pursuit (MP) by Mallat and Zhang [35]—even if the
principle can be traced back to much earlier works such as [36].
MP is an iterative procedure, which removes the most correlated
component between the data and the dictionary, and repeats the
process on the residual until some stopping condition is met.
Although it benefits from a low computational cost, it is known
to propagate erroneous atom selections in cases where atoms
of W are too much correlated ([37], see also examples in [8]).
Improvements such as Orthogonal Matching Pursuit [38] and
Orthogonal Least Squares [39] try to overcome this problem
by performing more complex iterations, at the price of a higher
computational cost. They remain, however, sensitive to error
propagation and are discarded in the rest of this paper, where
the dictionary is highly correlated—see Section IV-D.

We consider the usual alternative to greedy approaches,
which turns the problem into convex optimization, by defining
estimate Z as the minimizer of the following criterion [19]:

1
T = argmin 3 ly — HWz||” + v |||, with v >0
z

which is a compromise between data fidelity and the sparsity
measure ||||; = > || Such an approach, named Basis
Pursuit De-Noising after the work of Chen et al. [8], is known
to yield a sparse solution for well chosen values of vy [10], [12].
Compared with greedy methods, convexity of the optimization
problem brings less sensitivity of the estimate toward high cor-
relations between atoms of W [8], [23], [40].

Note that other penalizations can be used to enforce sparsity.
Strictly convex approximations of the /!-norm (e.g., [41]) yield
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a strictly convex criterion, for which uniqueness of the mini-
mizer is ensured and optimization can be tackled by a wide
range of algorithms. However, corresponding estimates are not
strictly sparse, which is not in accordance with our detection
purpose. On the other hand, other sparsity-promoting functions
than the #'-norm are non-convex, so that optimization can be
trapped in local minima. Hence, we select the £!-norm as the
limiting case of a convex (but not strictly) penalization function
that yields strict sparsity, which is also a key point for the effi-
ciency of the optimization procedure proposed in Section V.

The former generic £!-based criterion has to be adapted,
however, in order to integrate noise statistics and the nec-
essary dictionary normalization. These topics are addressed
in Sections IV-B and IV-C, respectively, that yield the final
optimization criterion given in (5).

B. Adjustment for Non-i.i.d. Noise: Equivalent Dictionary

Data-misfit term (1/2) |y — HWz||> can be viewed as the
neg-log-likelihood of model (2) under the assumption that
perturbations ¢,, are i.i.d. centered Gaussian [2]. The specific
structure of the noise affecting MUSE spectra was described
in Section II-B. We suppose in the following that data are
contaminated by zero-mean Gaussian noise € ~ N(0,X),
where ¥ = diag(o?,...,0%) and o2 is the variance of the
noise contaminating the spectrum at wavelength A,,. Hence,
the neg-log-likelihood of model (2) reads (up to an additive
constant):

1 1
5y~ HWz||5 2 2 (y - HWz)" 57 (y - HWa)

_ % =% - 2*1/2sz”2

with B 1/% = diag(o; ', ..., 05"). This expresses the correct
data-misfit measurement to be considered in order to account for
MUSE noise statistics. Note that non-diagonal noise covariance
could also be taken into account similarly. The optimization cri-
terion then reads

1 2
5 llz = Azl]” + 7 |l=]l, )

where
e« 2=y are weighted data;
« A = 27V2HW is the weighted and convolved dictio-
nary.

C. Hyperparameter Tuning and Dictionary Normalization

Tuning the weight v of the /! -norm penalization term in (3) is
a crucial issue. For v > HATzHOO, the minimizer is identically
zero [12]. Conversely, for too small v, the solution may not be
sparse. In this section, a statistical interpretation of « is given
and the need for dictionary normalization is evidenced, which
yields a practical rule for hyperparameter tuning.

Consider a slightly more general penalization function of the
form Y, Ym|Zm|. Karush—-Kuhn-Tucker (KKT) conditions
stipulate [19] that £ minimizes ||z — Az||* /2 + Y Ym | Tm]
if and only if

{fori?m:O: [Em| < Ym @)
for Ty, #0: €y = Ym sign(Zy,)
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where €,, is the mth component of projected residual
€ = AT(z — AZT) and the sign function equals 1, —1 and
0 for positive, negative and zero arguments, respectively. Thus,
Ym can be viewed as a threshold on ¢€,,, under which the mth
component is not detected.

Suppose that data contain only noise. One then wants £ = 0
so that residual z — AZ = £ % ~ N(0,Iy) and &, ~
N (0, ||@..||), where a,, is the mth column of A.. From (4), a de-
tection test with false alarm rate 7g, is achieved by choosing the
threshold on €,,, at v, = ¢ ||an, ||, so that 7ps = Pr(Z,, # 0) =
1 —erf(g/+/2), where erf is the Gaussian error function. That is,
the weight ~y,,, on |z, | should be proportional to ||a,,||. Equiv-
alently, A should have normalized columns so that a unique hy-
perparameter y,, = <y yields a uniform false detection rate on
each component. A practical illustration of such a dependence
between hyperparameter values, dictionary normalization and
false alarms can be found in [31].

Let N4 denote the diagonal matrix with elements
{|l@m ||} m=1...0m, so that the columns of B 2 AN(}1 have unit
norm. The problem we want to solve reads finally

_ 1
& = argmin Sl = Az|+ ¢ el |zm]
m

< U= argmin J(u), where

u
1

) = 3l Bul® + 43 fun| )

with u = N4z, that is u,, = ||am|| zm. Typical values of ¢

are 3 or 4 for which one has, respectively, Tpa ~ 2.7 1073 and
Tra =~ 6.3 1072, The latter formulation (5) is used in the rest of
the paper.

D. Equivalent Dictionary Analysis and Solution Uniqueness

Equation (5) defines a classical Basis Pursuit De-Noising
problem, where relevant atoms are searched in the equivalent
dictionary B = vl 2HWN;I. Such a dictionary is imposed
by observational constraints, prior information on the spectra of
galaxies, and a desired uniform false alarm rate. It is certainly
not designed in order to satisfy usual recovery conditions such
as low mutual coherence [10], [12], positive Exact Recovery
Coefficient [42] or the Restricted Isometry Property [43],
that can be used to prove uniqueness of the minimizer of (5).
The Unique Representation Property (URP, [44]) is another
sufficient condition for uniqueness, and supposes that any N
columns of the dictionary are independent, where N is the
number of data. In our case, even small sets of columns in W
are obviously linearly dependent—see Section III-B. Thus, the
same columns in B are also linearly dependent. Hence, B does
not satisfy the URP. Addressing uniqueness in our case thus
seems intractable. Consequently, we can only claim that the
minimizer is a convex set of solutions, possibly not reduced
to a single element, but where all members are equivalent
solutions: in the Bayesian maximum a posteriori estimation
framework [2], all of them maximize the posterior distribu-
tion under a Laplacian prior assumption on each coefficient:
P(tm) x exp(—q|um|). Let us remark that, in our experiments,
all tested optimization algorithms always converged to the
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same solution, suggesting that uniqueness may be obtained in
practice.

Let us note here that in the literature of compressed sensing,
the first theoretical results regarding dictionaries with high cor-
relations were, to the best of our knowledge, established only
very recently in [45]. These results cannot be used in the present
case, however, because they concern a sparse analysis approach
(for which W7's is sparse) rather than the synthesis approach
considered here (for which s = Wz with x sparse).

E. Amplitude Re-Estimation

The ¢!-norm penalization is known to introduce bias on the
amplitudes of the nonzero components in 7 [12]. In practice,
once such components have been identified by solving (5), their
best fit to the data can be obtained in the least-squares sense. Let
u, collect only the nonzero components in #, and B, collect
the corresponding columns of B. Amplitude re-estimation is
performed by computing

ﬁiOCSt = argmin ||z — B*u*|]2 = (BZ"B*)_1 sz (6)
where the matrix inversion in the latter equation is properly de-
fined if B, is full-rank, that s, if optimal atoms are linearly inde-
pendent. Despite the high number of linear dependencies in our
dictionary and its high coherence, we expect the sparsity con-
straint to be strong enough in order to select linearly indepen-
dent atoms. In practice, given the very low signal-to-noise ratio,
no more than a few tens of active atoms are selected, so that
in all our experiments, we never had to face non-invertible or
ill-conditioned matrices BT B,,. Equation (6) can be efficiently
computed by conjugate gradients [16], [17], or by direct matrix
inversion if the number of nonzero components is small enough.
Note that such re-estimation is applied to the output of the nor-
malized problem (5). Spectral components are then finally re-
trieved by multiplying the coefficients of @.** by the corre-
sponding atoms of WN;l.

V. OPTIMIZATION WITHOUT FAST TRANSFORMS

The growing interest for £!-based regularization in signal and
image processing gave birth to an abundant literature about op-
timization of criteria such as (5). In many applications, priority
is given to the ability of processing large-size data—in partic-
ular, images—and thus to the computational efficiency of the
transforms. In practice, dictionaries based on DCT or wavelets
are not built explicitly, and optimization efficiency relies on
fast transforms to compute products B- and B”- (or BTB.).
In this category fall all gradient-based methods such as Iterative
Thresholding [14], [15], Fast Iterative Shrinkage-Thresholding
(FISTA, [18]), Gradient Projection for Sparse Reconstruction
(GPSR, [16]) or Sparse Reconstruction by Separable Approxi-
mation (SpaRSA, [17]).

The problem tackled in this paper is different, where priority
is given to the design of an adapted dictionary. The price to pay
is the impossibility to compute high-dimensional operations at
low cost, causing the inefficiency of gradient-based methods.
Algorithmic solutions exist, though, that are suited to this
problem. In particular, homotopy continuation (HC) methods
[20], [21], introduced for sparse regression in statistics, do not
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rely on the use of fast transforms. HC is known to perform
very efficiently, in particular it outperforms usual quadratic
programming methods, especially when the solution is highly
sparse [21], [22]. Iterative Coordinate Descent (ICD) is an-
other alternative, whose efficiency was recently exhibited for
large-scale sparse regression problems [27], [29] and for sparse
spectral analysis [28].

A. Support Exploration Algorithms

Both HC and ICD can be viewed as support exploration algo-
rithms, because they are particularly efficient at quickly finding
the correct support of the solution if it is sparse enough. Iden-
tifying the signed support of the solution, that is, the location
of the nonzero components and their corresponding signs, is the
hardest task in ! minimization. Indeed, once the signed support
is found, amplitude estimation is straightforward. Let u denote a
minimizer of (5), let , collect its nonzero components and B
collect the corresponding columns of B. One has V ||u,||, =
sign(#, ) and minimization of (5) in %,—other components of
u are zero—can be written as the gradient cancellation

—-BT(z - B,a,) + ¢sign(a,) =0
&, = (BTB,) ™" (BYz - gsign(@,)) (7)

where the matrix inversion in the latter equation is prop-
erly defined if B, is full-rank—see the former discussion in
Section IV-E.

The efficiency of HC and ICD depends on their ability to
quickly identify the correct signed support. Basically, each loop
of HC tends to add nonzero components to the iterates starting
from the zero vector. Although the principle of ICD is essen-
tially different, it was found that most of the changes in the iter-
ates operated similarly, where only a few changes in the support
are performed at each iteration. Consequently, algorithmic effi-
ciency is directly related to the degree of sparsity: the sparser
the solution, the faster the support is identified. In that sense,
such algorithms can be linked with greedy support exploration
techniques, but operate on the convex formulation of the sparse
representation problem (see [23] for a detailed study of the par-
allelism between HC and Orthogonal Matching Pursuit). Hence,
HC and ICD fundamentally differ from gradient-based strate-
gies, which do also produce sparse solutions, but do little ex-
ploit sparsity for computational efficiency. On the other hand,
support exploration algorithms would probably not be appro-
priate for very large size problems or less sparse solutions.

B. Homotopy Continuation in Practice

We recall the principle of HC, first proposed in [22] for the
specific formulation of (5). Let u(q) denote the minimizer of (5)
for a given value of ¢, and let § denote the desired value of q.
HC is based on the observation that the signed support of % is
a piecewise constant function of ¢. Starting at ¢y = ||BTuHOO,
for which u(qy) = 0, HC works by decreasing ¢ until a change
appears in the signed support of u. Indeed, for a given support,
the value (") at which a change would appear on the sign of
the mth component by decreasing ¢ can be computed analyt-
ically (see [22] for details). The largest value among all q(m)
is selected as ¢; and the signed support is updated, that is, one
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component switches from zero to 1 or from £1 to zero. The
procedure is repeated and a non-increasing sequence of values
{qt}+=1... is built at which the support of %(q) changes—then,
the support is updated. Algorithm stops when § € [gr, gr—1]-
The signed support of %(g) is then identified and amplitudes are
obtained by (7).

The most time-consuming part of this procedure is the com-
putation, at each iteration ¢, of all q(m), which involve M system
inversions whose size generally increase with ¢. Since every
change in the support only operates on one component, inver-
sions can be performed by recursively building inverse matrices.
Note that HC provides all supports for ¢ varying from ¢q to g:
this could help selecting a posteriori the regularization param-
eter, for example by choosing a fixed number of nonzero com-
ponents. On the contrary, in our case, g is tuned according to
the simple statistical rule given in Section IV-C, and fixing a
certain number of components in the solution is to be avoided
here. Indeed, depending on their position in the field of view,
the spectra may be rich in spectral features (bright galaxies), or
present only one or a few emission lines (faintest galaxies)—or
even, for regions of the sky with no detectable source, contain
only noise.

C. Iterative Coordinate Descent and Accelerations

1) Basic Version: ICD consists in performing component-
wise minimizations of (5), which have the analytical solution

argmin J(u) = ¢ br |z — Z upb, (8)

m p#m

where d)zt is the soft-thresholding function [5]:

qﬁzt(u) =0, if ju| < g
$t(u) = u — sign(u)g, ifful > .

Basic ICD works by starting at any point in R* and then repeat-
edly updating all coordinates successively, until some stopping
rule is met. KKT conditions in (4) provides an explicit charac-
terization of the minimizer that can be used as a strong conver-
gence test, which reads for criterion (5):

b, (z = Ba)| < q

foru,, =0 : )
bl (z — Bu) = ¢sign(i,,).

for @,, # 0 :

In the following, we will denote by Mykr (%) the number of
coordinates in u that satisfy (9). Convergence is then declared
when MKKT (’U.) = M.

Standard ICD is ensured to converge toward the minimum of
(5) [25]. Its efficiency for minimizing /'-penalized functionals
was shown in particular in [27]-[29], and has two main reasons:

* residuals z — 37 upb, can be updated recursively and

each update (8) can be performed at low cost;

 ifuis sparse, then most updates concern zero values, which

do not require any computation.
We propose the following improvements to this standard
algorithm.

2) Selective Cycling [28], [46]: The most straightforward
improvement consists in cycling only through the components
that need updating. Indeed, each update (8) has a nonzero cost
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due to the inner product ba-, even if no update is performed. If
the solution is sparse, however, then most zero components are
quickly identified by ICD and do not need to be updated. Con-
sequently, we consider a cycling rule (which we refer to as NZ
cycling) where updates (8) are only applied to the nonzero com-
ponents of the current iterate. Cycling is also periodically per-
formed through all components, which ensures convergence: in-
cluding cycling steps on nonzero components only, all of which
decrease the value of .J, can be viewed as the addition of spacer
steps [47, Ch. 7] in the standard ICD, and yields a convergent
procedure.

3) Support Testing: Recall that, if the signed support of
the solution is known, then corresponding amplitudes can be
found analytically by (7). Consequently, any signed support
can be tested as the optimal one: corresponding amplitudes
are computed according to (7), then optimality condition (9)
is checked. Implementing support testing in ICD aims at per-
forming a shortcut in last iterations, which generally only work
at estimating amplitudes while the correct support has already
been identified.

4) Local Tricks: When implementing ICD, two efficiency-
limiting factors were identified: 1) some zero components are
sometimes reached slowly; and 2) many successive iterates may
contain two highly correlated atoms, whereas only one is active
at the optimum. We propose to test the optimality of the sup-
port obtained by setting to zero each nonzero coefficient [for
1)], or each coefficient in pairs of active atoms whose corre-
lation exceeds some threshold [for 2)]: we call this step atom
disambiguation. In both cases, the component is set to zero in
the current iterate if the number of optimal coordinates MkkT
is increased.

Support testing requires the computation of both (7) and (9).
Hence, in practice, it is only performed periodically, and only
if the current support has not been already tested before. Simi-
larly, local accelerations are only performed when the iterate is
close to convergence. Table I details the implementation of the
accelerated ICD algorithm, where:

* S collects all signed supports for which optimality has al-

ready been tested;

e T,n controls the period at which all coordinates are swept
in one ICD iteration;

* Tiest controls the period at which support testing and local
exploration are performed;

o M8, defines the minimum number of components sat-
isfying KKT conditions (9) required for performing opti-
mality testing. In the following, it is set to M — 10;

e ™% defines the correlation value between two active
atoms above which zeros are tested in the corresponding
support. In the following, it is set to 1 — 10™%;

¢ tol is a numerical tolerance parameter, used in checking
KKT equalities. In the following, it is set to 1074,

VI. SIMULATION RESULTS

A. Restoration of MUSE-Like Spectra

Estimation results are given for the data in Fig. 1. We recall
that such data are the result of complex simulations. In partic-
ular, they are not built in accordance with model (2), which is
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TABLE 1
ACCELERATED ICD ALGORITHM FOR (' -NORM-CONSTRAINED OPTIMIZATION

Initialize t = 0, w(® € RM and S = (. Then: i)
1) Selection of sweep indexes.
o Ift =0 (mod Tu), thenset M = [1,..., M];
o else, set M = M, = {m|u£ﬁ) # 0}.
2) ICD sweep. For m € M, update successively ol
with soft-thresholding:

uld) = &y (b% (z - Z u,(,t)bp
PEM, p<m
.- Z ug_l)bp)).
PEM,p>m
3) If t = 0 (mod Tieq) and sign(u(®) ¢ S, then test
optimality of sign(u(®):
« with x indexing elements in M,, compute

a® = (BTB,) " (sz —q sign(u<t>))

and form a® by ﬁff) = z’fo) and 2 = 0 for
m ¢ M.y

o check optimality of a® by computing the
number MKKT(E“)) of components satisfying:

fora® =0: |bl(z—Ba®) <q
for aY) #£0: bL(z—Ba®) = qsign(ﬁi,t,))

where the equality condition is tested up to
numerical tolerance given by tol;

o if Mggr(@®) = M, then stop. Otherwise, add
sign(u®) to S.

4) Ift =0 (mod Tiest) and Myxr > MBS, then try
local tricks: Vm € M, (alternately Vm,p € M,
such that |b£bp\ > fhmax)s

o set the m™ (p™) component to 0: form «'* by
u'®t = u® except ulst = 0 (except uls™ = 0);

« perform optimality test 3) with u'* instead of
u® and add sign(u'™) to S;

o if MKKT(utCSl) > MKKT(u(”), then keep
ul) =0 @ =0).

5) If MKKT(ﬁ(t)) = M, then stop. Otherwise, set ¢t =
t+ 1 and go back to i).

used for reconstruction. Criterion (5) is minimized for ¢ = 4
(see Section IV-C) and amplitudes are re-estimated according to
(6). For spectrum s and corresponding noisy or reconstructed 3,
we define the signal-to-noise ratio (SNR) and the spectral angle
(SA), respectively, by

2
IIsll
~2
lls — sl
~T

S S
131l Il

SNR4g =10log;q
and SAgc, =acos

where the latter is a common measurement of spectral simi-
larity in hyperspectral imaging [48]. Restoration yields3 SNR =
12.1 dB and SA = 3.5 deg, whereas for noisy data we have re-
spectively SNR = 3.1 dB and SA = 26.7 deg. Note that before
amplitude re-estimation with (6), we have SNR = 9.2 dB and

3Current MUSE simulations only provide noiseless but already convolved
spectra: s is thus unknown. The SNRs that would be obtained with respect to s
instead of its convolved version, are thus expected to be slightly higher than the
SNRs presented here.
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Fig. 2. Decomposition results on the MUSE-like spectrum of Fig. 1. (a)—(c)
Estimated spectral components: (a) line spectrum; (b) step spectrum; and (c)
continuous spectrum. (d) Zoom on the spectral line at 625 nm, with noise-free
(red), noisy (green), and restored (blue) data. (¢) Noise-free (red) and noisy
(green) data, together with the two selected atoms (magenta dashed and blue
solid curves). The noise-free data serve here as ground truth, but are already con-
volved by the LSF. Amplitudes are light fluxes, in erg - s~ - cm=2 (x102°).

SA = 4.8deg. Right panels in Fig. 1 show the restored spec-
trum, and associated spectral components are plotted in Fig. 2.
The estimated line spectrum correctly locates the main lines. In
particular, a faint emission line is detected at 625 nm in a very
noisy environment, as shown on the zooms in Fig. 2(d) and (e),
where the asymmetric line profile is estimated by two spline
atoms with different widths and slightly shifted centers. A break
at 673 nm is detected by two close step atoms, and the con-
tinuous spectrum is estimated with two components (the mean
value and one low frequency oscillation). The estimated contin-
uous spectrum fits the noiseless spectrum quite well, except at
the highest wavelengths, where the oscillation produced by the
sine atom generates a more important difference with the ref-
erence spectrum. However, given the low SNR (see the noisy
data in green), this is still a rather satisfactory result. The noise
reduction is clearly visible in Fig. 1(b), which also shows un-
detected faint lines around 700 nm and side effects caused by
line profile approximation errors. Such errors, however, remain
relatively small compared with the signal amplitude. In the case
shown here, the number of synthesis coefficients is 23. This is a
favorable case in the sense that for most spectra, the SNR will
be lower than shown here—as will also be the number of de-
tectable spectral features.

We note that all selected columns in B are linearly inde-
pendent, so that inversion of BT B, in (6) is possible. In this
example, the Exact Recovery Coefficient (ERC, [42]) equals
—2.81; hence, it cannot be used to claim uniqueness of the so-
lution. However, all algorithms that have been tested (see next
Section VI-B) converged to the same solution.

B. Optimization Efficiency

In this section, the behavior and performance of several al-
gorithms are compared. Minimization of (5) is performed on
the example of Section VI-A by previously described HC and
ICD methods and by recent gradient-based techniques: GPSR,
SpaRSA, and FISTA. Many algorithms recently appeared in the
literature; hence, this comparison is far from exhaustive. How-
ever, the former gradient methods were shown to outperform

4A positive ERC value is actually a sufficient condition for uniqueness.
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several other algorithms in their corresponding papers, and HC
was shown to be much more efficient than standard quadratic
programming solvers on several problems of similar (or smaller)
sizes than the problem considered here [26], [27].

1) Implementation Details: All algorithms are implemented
in Matlab and run on an AMD Opteron 2356 Dual Quad-Core
processor under Linux with Central Processing Units (CPUs)
clocked at 2.30 GHz. Matrix-vector products are computed only
on nonzero components and Matlab’s sparse data structure for
matrices® was used if the computational cost was reduced. Pa-
rameter g was set to 4. HC provides in addition the solution paths
for higher values of ¢, but this gain is not considered here.

GPSR and SpaRSA were implemented from the codes avail-
able at M. Figueiredo’s web page,® and only the most favorable
results are presented among four tested options (with/without
“warm start” and with/without enforcing monotonicity). For
FISTA, the gradient step size depends on the spectral norm
of matrix B [15], [18], whose computation is extremely cost
consuming in our case. In the following, the maximum step size
that yields convergence was determined empirically for each
simulation. For HC, both recursive and direct matrix inversions
were implemented and only the most favorable results are
presented. In general, since the solution is very sparse, direct
computations were more efficient.

All algorithms are initialized at 0, and are stopped when KKT
conditions (4) are satisfied with a numerical tolerance of 10~*
for equalities. In all tests that were performed, all algorithms
yielded the same support and similar amplitudes up to numerical
tolerance.

2) CPU Costs for Astrophysical Data: Fig. 3 plots the
number of components with correct sign in the current iterate
versus CPU time for all tested algorithms, jointly with the
corresponding criterion. For HC, at each change in the support,
amplitudes were computed with (7) and criterion (5) was eval-
uated. The ICD version described in Table I was implemented
with Toy = 250, Tiest = 500.

ICD with full cycling is not efficient, because most time is lost
by unnecessary cycling along zero components. Gradient-based
strategies also perform very poorly. One can see in particular
that they are very slow at finding a support close to the true
one. On the contrary, HC and ICD with selective cycling are
much more efficient. Their performance is shown for two re-
alizations of noise affecting the noise-free data in Fig. 1. In the
first one (center row), all versions of ICD with NZ cycling (here-
after, ICD-NZ, that is, with step 1) in Table 1) outperform HC.
One can see in particular that mostly the half of the compu-
tational time of ICD-NZ is dedicated to the estimation of am-
plitudes—this can be evaluated by comparing solid and dotted
vertical blue lines in Fig. 3, center left, respectively indicating
convergence and correct support identification (the three dotted
lines for the three ICD versions are almost superimposed). Per-
forming support testing (step 3) in Table I) then reduces the cost
almost by half. In this example, local tricks [step 4)] do not bring
any significant improvement. In the second simulation (Fig. 3

SIndeed, for MUSE-like data, H is sparse and most atoms in the dictionary
are support-limited; hence, B also has a sparse structure.

Ohttp://www.Ix.it.pt/~mtf
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Fig. 3. Number of correctly identified components (left) and criterion value
(right) versus CPU time. Top: FISTA (orange), GPSR (cyan), basic ICD (gray),
and SpaRSA (magenta). Center and bottom: HC (black), ICD with NZ cycling
(blue), ICD with NZ cycling and support testing (green), ICD with NZ cy-
cling, support testing and local tricks (red). Top and center panels correspond
to the same data set. Bottom panels correspond to a critical data set for ICD
with slow atom disambiguation (see text). Vertical full (resp., dotted) lines on
left panels indicate CPU time for convergence (resp., for correct signed support
identification).

TABLE II
OPTIMIZATION COSTS FOR DIFFERENT ALGORITHMS ON ASTROPHYSICAL
SPECTRA AND CS-LIKE SCENARIOS (IN SECONDS). VALUES IN PARENTHESES
INDICATE TIMES FOR CORRECT SUPPORT IDENTIFICATION

MUSE-like data CS scenario
NZ ~ 23 CS-30 CS-300

ICD

full cycling 1992 (1955) 323 (1.71) | 558 (3.54)
NZ cycling 250 (11.6) 120  (1.15) | 253 (2.40)
NZ cyeling 1437 (105) | 135 (1.30) | 253 (2.40)
support testing

NZ cycling +

support testin,

* F]’('jca] mcksg 72 (6.6) 131 (1.26) | 251  (2.39)
HC 155  (15.0) 1798 (17.52) | 459 (457)
FISTA 4090  (4090) 3.69 (3.69) | 731 (731
GPSR 3340 (3337) 1.78  (1.19) | 3.92 (3.08)
SpaRSA 850.9 (849.4) 1.78  (1.15) | 298 (2.20)

bottom), critical configurations are yielded by ICD-NZ itera-
tions caused by slow disambiguation between correlated atoms
(see Section V-C4), so that 28 s are needed for ICD-NZ con-
vergence, whereas HC takes 18 s. Adding a support testing step
reduces the cost by 4 s, and local tricks yield an additional gain
of 11 s.

Table II (left column) shows the computational costs for all
algorithms, averaged on 15 realizations of the noise process.
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Costs are given for both convergence and correct support iden-
tification. Confirming the example in Fig. 3, gradient methods
and ICD with full cycling yield excessive costs. Cycling only
nonzero components reduces the cost of ICD, but the average
cost still exceeds the one of HC. Note in particular that the cor-
rect support is obtained, in average, at less that half the total
duration of the algorithm. Performing support testing then di-
vides the cost by more than half, and adding local exploration
steps still saves approximately 40% of the CPU time. The final
version of our ICD algorithm then reduces by most by half the
cost of HC.

3) CPU Costs for an Artificial Compressed Sensing Example:
Such poor performance of gradient methods are partly due to
the absence of fast operators, but this is not the only reason. Al-
gorithms were also run on an artificial example with the same
operator size than before (B is 3463 x 26 015), but whose coef-
ficients were randomly drawn from a Gaussian distribution with
unit variance, in a “compressed-sensing” (CS) philosophy—see
[17] for a similar example. Contrary to the astrophysical spectra
case, the dictionary is almost incoherent. Data were generated
by applying B to a sparse vector with randomly chosen lo-
cations and amplitudes of nonzero components, drawn from
uniform and unit variance Gaussian distributions, respectively.
Then, 5-dB white Gaussian noise was added, to reach a similar
SNR to that of former MUSE-like data. Two different sparsity
levels with 30 and 300 nonzero components were generated, that
we denote CS-30 and CS-300. Here again, all algorithms always
converged to the same solution. ICD versions were implemented
with T, = 100 and Ties; = 20 for CS-30, and T,;; = 10,
Tiest = 5 for CS-300.

CPU times averaged on 15 random realizations are given in
Table II, center and right columns. All algorithms except HC
run much more quickly on CS problems, especially ICD with
full cycling and gradient methods, among which SpaRSA yields
the lowest CPU times. We explain such differences between the
two problems by the very different structures of the two dictio-
naries. Whereas atoms in the astrophysical dictionary are highly
correlated, randomly drawn atoms are almost orthogonal. Con-
sequently, descent directions in the CS case are much better sep-
arated, and much deeper descent steps are performed by both
gradient methods and ICD. Indeed, the spectral norm of the dic-
tionary (the square root of the maximum eigenvalue of B'B,
which equals 1 for orthonormal matrices) equals 2411 for the
normalized astrophysical dictionary and 14 in the CS case. Re-
call that the maximum step size ensuring convergence of gra-
dient methods like FISTA is inversely proportional to the spec-
tral norm of the dictionary [15], [18].

By construction, the cost of HC is globally proportional to
the number of nonzero components in the solution, and does
not strongly depend on the dictionary. In both CS examples,
HC is not competitive with ICD and gradient strategies, and its
cost becomes prohibitive for CS-300. We note that the cost of
all algorithms increases when switching from CS-30 to CS-300
data. This is a logical result for ICD because a larger support is
searched (in particular, NZ cycling is performed on more com-
ponents) and also for gradient-based algorithms, because prod-
ucts Bu operate in higher dimension.
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ICD with NZ cycling is still the most efficient algorithm
among all tested methods, but additional support testing and
local exploration steps do not improve efficiency. This is an
expected result because such tests are designed for coherent
dictionaries, and their contribution in this case does not com-
pensate for their additional cost. We also note that, on both CS
examples, SpaRSA is the most efficient strategy for support
identification. This suggests that gradient-based methods could
also benefit from support testing steps.

VII. CONCLUSION AND FURTHER WORK

Restoration of astrophysical spectra was addressed as a
sparse approximation problem. A data formation model was
constructed, which accounts for observational constraints.
A specific dictionary was designed in accordance with as-
trophysical spectroscopy, where each atom corresponds to
an elementary spectral feature. This allowed us to combine
denoising and deconvolution with the detection of physically
relevant features, such as emission or absorption lines and
discontinuities. Sparse estimation was considered through the
minimization of an #!-norm based criterion, where specificities
were shown to require normalization of the equivalent dictio-
nary. Results on an artificial spectrum extracted from MUSE
simulations were presented, where detections of lines and of
a discontinuity were achieved; however, restoration quality of
the continuous spectrum was limited by the too constraining
oscillating atoms present in the dictionary. Optimization was
studied, and an algorithm based on the ICD scheme was
proposed, with accelerations that exploit the sparsity of the
solution, substantially reducing the computational cost. The
procedure was shown to outperform other recent algorithms
for /'-penalized optimization with our designed dictionary,
and also on simulations with random matrices. Consequently,
ICD-based methods can be considered as a powerful alternative
to gradient-based optimization techniques, especially in cases
where no fast transform algorithm can be implemented.

In terms of data modeling, refinements in the design of the
dictionary should be investigated. In particular, the parametriza-
tion of the continuous spectrum is not fully satisfactory. In
continuity with our sparsity-based approach, using a dictionary
with low-frequency splines is currently under study. Other
parametric models such as polynomials, or non-parametric
models based on a Markovian smoothness-promoting penal-
ization such as in [49] are other possibilities. Both require,
however, the tuning of additional parameters compared with the
“full-sparse” approach. Smoother breaks could also be added
in the dictionary, e.g., with several values of a discretized slope
parameter.

A crucial extension of this work for MUSE data concerns
the three-dimensional restoration of hyperspectral cubes. For-
mulating a three-dimensional problem, accounting for the in-
strument spatial point spread function, would perform joint spa-
tial and spectral deconvolution and would certainly improve the
restoration quality. Specific problems include the characteriza-
tion of spatially extended sources (where several pixels have
proportional spectra) and spectral unmixing [48]. Indeed, in the
case of overlapping objects, the spectrum in a given pixel is a
mixture of the corresponding spectra. By processing all pixels
independently, the method presented in this paper does not allow
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to separate such spectral components. The main issue for ad-
dressing such problems obviously concerns the related com-
putational complexity. The implicit dimension reduction oper-
ated by a sparse decomposition in the spectral domain is con-
sequently a key point that should be exploited in order to effi-
ciently tackle three-dimensional problems.

From the algorithmic point of view, automatic rules for fixing
the parameters of the accelerated ICD procedure should be
studied, based for example on the size of the problem and the
expected degree of sparsity of solutions. We have shown that
the structure of the dictionary deeply impacts the behavior of
algorithms, especially for gradient methods. Precise characteri-
zations of such a dependence deserve more attention. Including
acceleration steps as performed with ICD could also be studied
for other optimization methods. More generally, the merging of
different algorithmic structures with complementary properties
should be investigated for high-dimensional and complex
sparse optimization problems.
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