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Avant-propos

Ce mémoire présente certains travaux réalisés durant mes années de post-doctorat (2003-
2005) au département de physique de la matière condensée de Ames Laboratory dans l’Iowa,
et au laboratoire de physique théorique de Toulouse, ainsi que certains travaux réalisés dans
le groupe de physique théorique de l’Institut UTINAM à l’Université de Franche-Comté où je
suis en poste depuis 2005.

Au travers de ces travaux, plusieurs thèmes de recherche, qui à première vue peuvent
apparaître éloignés, vont être abordés : la décohérence des états d’un ordinateur quantique, le
chaos dans le Système solaire et la Galaxie, et les réseaux complexes analysés via la matrice de
Google. Néanmoins, les premier et le deuxième thèmes partagent la notion de chaos, quantique
dans le cas des ordinateurs quantiques, et classique dans le cas de l’astronomie. Les trois thèmes
font appel à des processus stochastiques que l’on peut décrire, pour les premier et troisième
thèmes, en terme d’opérateurs matriciels. Même si ces thèmes de recherche sont éloignés, ils
peuvent être reliés deux à deux via certaines méthodes et certains concepts mathématiques
employés pour l’étude des systèmes complexes classiques et quantiques.

J’ai effectué ma thèse de doctorat (1998-2001) au laboratoire de physique théorique de
Toulouse (UMR CNRS 5152) sous la direction de Klaus Frahm et de Dima Shepelyansky.
Durant ces trois années, j’ai étudié les effets de l’interaction et du désordre sur la localisa-
tion/délocalisation de particules à deux et trois dimensions. J’ai en particulier étudié le rôle du
désordre dans la localisation de paires de Cooper et mis en évidence une phase où les particules
en interaction attractive sont localisées par paires. Après ces années de doctorat, j’ai intégré le
groupe de Pedro Sacramento au centre de physique des interactions fondamentales de l’Institut
Supérieur Technique de Lisbonne. J’y ai étudié les effets conjugués du désordre et du champ
magnétique sur les propriétés des quasi-particules véhiculant la supraconductivité. J’ai ensuite
effectué un post-doctorat dans le groupe de Bruce Harmon et Slava Dobrovitski à Ames La-
boratory, l’un des dix laboratoires nationaux du département à l’énergie des États-Unis. J’y ai
étudié la décohérence d’un système quantique induit par un bain de spins-1/2. Nous avons,
en particulier, mis en évidence la différence existant entre la décohérence induite par un bain
quantique régulier et celle induite par un bain quantique chaotique. Je suis ensuite revenu
au laboratoire de physique théorique de Toulouse pour étudier la fusion des registres, induite
par le chaos quantique, dans le hardware d’un ordinateur quantique composé d’un réseau de
noyaux de spins-1/2 individuellement adressables par un champ magnétique. En parallèle de
ces travaux de post-doctorat, j’ai également développé avec des collaborateurs messins, Alain
Bérard, Yves Grandati, et Hervé Mohrbach, des travaux généralisant la dérivation des équa-
tions de Maxwell par Feynman et permettant de restaurer les symétries d’algèbre angulaire,
telles que les algèbres sO(3) et de Lorentz, habituellement brisées en présence d’un champ
magnétique. Le prix à payer de cette restauration est l’apparition d’un dipôle magnétique de

xi



AVANT-PROPOS

Dirac. Nous avons appliqué nos résultats au gravitoélectromagnétisme et donné une condition
sur la masse des dyons.

En 2005, j’ai été recruté à Besançon en tant que maître de conférences de l’Université
de Franche-Comté. J’ai alors participé aux discussions concernant l’organisation de ce qui
est actuellement l’Institut UTINAM 1 (UMR CNRS 6213), créé en 2007, en fusionnant deux
UMR CNRS de physique et d’astrophysique, et une unité d’accueil de chimie. J’ai alors siégé
en tant que membre élu au conseil scientifique de l’Institut UTINAM. Parallèlement, je me
suis pleinement investi dans l’organisation de l’enseignement de la physique à Besançon, en
étant élu dès 2008 au bureau du département de physique, puis en prenant la direction du
département de physique de 2011 à 2016. J’ai également été responsable pédagogique de la
troisième année de licence de physique et de physique-chimie de 2010 à 2015.

Peu après mon recrutement à Besançon, avec Remo Giust de l’Institut Femto-st (UMR
CNRS 6174) et Jean-Marie Vigoureux de l’Institut UTINAM, nous avons étudié la loi de com-
position de plusieurs polariseurs, qu’il soient basés sur l’absorption anisotrope de la lumière
ou bien sur la réflexion totale de celle-ci à l’interface d’un milieu biréfringent. Contrairement
à ce qui était admis, nous avons montré que, pendant le processus de polarisation de l’onde
lumineuse, la polarisation de l’onde ne suit pas forcément une géodésique sur la sphère de Poin-
caré. Également, en utilisant une analogie entre la polarisation de la lumière et la relativité
restreinte, nous avons montré que l’action successive de plusieurs polariseurs sur la polarisa-
tion d’une onde lumineuse est équivalente à l’action d’un unique polariseur suivi d’une rotation
pouvant être accomplie par un matériau optiquement actif. En fait, la loi de composition des
polariseurs se trouve être similaire à la loi de composition des vitesses non colinéaires en rela-
tivité restreinte. L’équivalent de l’angle de Wigner en relativité, lié ici à la phase géométrique
de Pancharatnam, peut alors être utilisé pour quantifier la qualité de la loi de composition de
plusieurs polariseurs. J’ai également participé aux travaux de David Viennot de l’Institut UTI-
NAM concernant la définition d’une phase géométrique pour les systèmes quantiques ouverts
basée sur les C*-algèbres.

En 2012, j’ai été élu membre du conseil d’administration et membre du conseil scientifique
du nouvellement créé OSU THETA 2 (UMS CNRS 3245) étendant le périmètre de l’Obser-
vatoire de Besançon aux sciences de la Terre et fédérant plusieurs laboratoires de la région
Bourgogne Franche-Comté dont l’Institut UTINAM. J’ai, à cette époque, initié des travaux
de recherche sur le chaos dynamique dans le Système solaire et la Galaxie. Notamment, avec
Dima Shepelyansky, nous avons mis en évidence un processus de capture chaotique de la ma-
tière noire par les systèmes binaires. Nous avons pu alors calculer la masse de matière noire
capturée par le Système solaire depuis sa création. L’utilisation de l’application symplectique
de Kepler permet, à la fois d’estimer analytiquement le bord du chaos, via une linéarisation
donnant l’application standard de Chirikov, et de simuler un très grand nombre de particules
diffusées par un système binaire. Ce nombre est supérieur, de plusieurs ordres de grandeur,
au nombre de particules pouvant, pour le même problème, être simulées en intégrant direc-
tement les équations de Newton. Ces travaux ont donné lieu à une thèse de doctorat Chaos
dynamique dans le problème à trois corps restreint défendue en novembre 2015 par Guillaume

1. UTINAM : Univers, Temps-fréquence, Interfaces, Nanostructures, Atmosphère et environnement, Molé-
cules

2. OSU THETA : Observatoire des Sciences de l’Univers Terre–Homme–Environnement–Temps–
Astrophysique.
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Rollin. Dans ce travail de thèse, avec Guillaume, nous avons également étudié, de manière pré-
cise, la dynamique chaotique de la comète de Halley, et nous avons mis en évidence l’existence
d’un répulseur étrange formé par les particules ne s’échappant pas des abords d’un système
binaire. Ce répulseur étrange possède une forme et une dimension fractale similaires à celles
des galaxies spirales.

Avec Ivan Shevchenko de l’Observatoire de Saint-Pétersbourg de l’académie des sciences
de Russie, nous avons étudié l’environnement orbital des petits corps irréguliers du Système
solaire. Ces très nombreux petits corps, noyaux cométaires, astéroïdes, objets transneptuniens,
objets de la ceinture de Kuiper, etc, ont des formes irrégulières et bon nombre d’entre eux
sont assimilables à des systèmes binaires de contact. La généralisation de l’application de
Kepler permet de prendre en compte la vitesse de rotation non képlérienne de ces petits
objets et permet d’estimer analytiquement les zones orbitales chaotiques (non stables) aux
alentours de ceux-ci. Nous avons mis en évidence un processus d’auto-nettoyage de la zone
chaotique circumbinaire qui est d’autant plus efficace que l’objet irrégulier, par exemple, un
noyau cométaire ou un astéroïde, opère une rotation lente autour de son axe. Les différents
travaux ayant trait à l’astronomie et l’astrophysique ont été financés par le Soutien à la
Recherche de l’OSU THETA (4 projets financés en 2012, 2014, 2016 et 2018). En 2016,
nous avons organisé, avec Ivan Shevchenko et Dima Shepelyansky, un workshop Dynamics and
chaos in astronomy and physics réunissant des physiciens théoriciens et des spécialistes des
petits corps du Système solaire.

Parallèlement, aux recherches menées en astronomie et astrophysique, j’ai contribué à dé-
velopper l’analyse des réseaux complexes à l’aide de la matrice de Google et de la matrice de
Google réduite. En 2015, j’ai proposé avec Dima Shepelyansky, le Wikipedia Ranking of World
Universities (WRWU). Ce classement mondial des universités selon Wikipédia est obtenu en
sondant, à l’aide de l’algorithme PageRank, la structure du réseau que forme les articles de
Wikipédia reliés entre eux par les hyperliens intra-Wikipédia. Ce classement a été effectué
pour 24 éditions représentant environ 60% des articles contenus dans Wikipédia, toutes édi-
tions confondues, et représentant en terme de langues parlées environ 60% de la population
mondiale. Un interclassement de ces 24 palmarès donne un classement mondial prenant en
compte, sur un même pied d’égalité, les différentes cultures encodées dans les différentes édi-
tions linguistiques de Wikipédia. Ce classement global WRWU est similaire au classement dit
de Shanghai, le Academic Ranking of World Universities (ARWU), puisque 9 (60) sur 10 (100)
des universités des tops 10 (100) des deux classements, WRWU et ARWU, sont identiques.
Notre classement, bien que ne faisant appel à aucun critère comptable, comme par exemple le
nombre de prix Nobel dans une université, ou le nombre de publications dans Nature, mesure
effectivement l’excellence académique des universités comme le fait le classement de Shan-
ghai. Ce nouveau classement complémentaire de ceux déjà existants, incorporant une mesure
de l’influence mondiale à long terme de chacune des universités, a suscité un certain intérêt
médiatique. Nous avons été lauréats du défi MASTODONS 2016 de la mission interdiscipli-
narité du CNRS avec le projet ApliGoogle : Application of Google matrix to directed networks
and Big Data porté par le laboratoire de physique théorique de Toulouse, l’Institut UTINAM,
l’Institut de Recherche en Informatique de Toulouse, et l’Institut Curie. Ce projet a, entre
autres, permis d’initier une collaboration avec Andrei Zinovyev du groupe de biologie com-
putationnelle de l’Institut Curie visant à étudier les réseaux d’interactions causales entre les
dizaines de milliers de protéines du corps humain. Nous avons développé une méthode bap-
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tisée, Googlomics, permettant notamment de quantifier le recâblage du réseau de protéines
survenant lors de la cancérogenèse. En 2017, j’ai été lauréat de l’appel à projet recherche
de la région Bourgogne Franche-Comté avec le projet APEX : Analyse Physique des résEaux
compleXes (2017-2020). Ce projet, regroupant les physiciens du groupe PhAs 3 de l’Institut
UTINAM, m’a permis, entre autres, de financer la thèse de Célestin Coquidé, Analyse physique
des matrices de Google associées aux réseaux complexes réels, de recruter Guillaume Rollin en
tant qu’ingénieur de recherche, et de financer un projet artistique (en cours de finalisation)
avec les artistes de disnovation.org. L’année suivante en 2018, j’ai été lauréat de l’appel à
projet I-SITE (ANR-15-IDEX-0003) de l’Université Bourgogne Franche-Comté avec le projet
GNETWORKS : Google matrix analysis of real complex networks (2018-2021). À cette même
période, j’ai été accueilli en délégation par le CNRS (1 an à mi-temps). Ces deux projets, APEX
et GNETWORKS, m’ont permis de former localement un petit groupe de recherche autour
de l’analyse des réseaux complexes. L’analyse des réseaux d’articles Wikipédia permet d’ex-
traire une information pertinente concernant divers domaines des activités humaines comme
par exemple l’influence mondiale des universités, des compagnies pharmaceutiques, ou même
des maladies infectieuses. La construction de la matrice de Google réduite permet en plus
d’appréhender les interactions cachées entre plusieurs nœuds du réseau, comme par exemple
entre deux pays, deux maladies infectieuses, ou même entre une maladie infectieuse et un
pays. Les mêmes méthodes on été utilisées, pour l’analyse des réseaux d’interactions causales
entre les protéines afin de déceler des voies de signalisation cachées associées à des fonctions
biologiques bien connues, pour l’analyse des réseaux du commerce international permettant de
mettre en exergue les dépendances économiques directes et indirectes entre les différents pays
du globe, et pour l’analyse des réseaux des transactions bitcoin pour lesquels nous avons étudié
un modèle de propagation de crise. J’ai été invité à présenter ces différents travaux à l’Institut
des Hautes Études Scientifiques (IHES) lors de la conférence Google matrix : fundamentals,
applications and beyond organisée dans le cadre des 60 ans de l’IHES.

Ce mémoire d’Habilitation à Diriger des Recherche est organisé de la façon suivante. Trois
parties sont consacrées à la «Décohérence et ordinateur quantique», à la «Dynamique chaotique
de matière (noire) autour des systèmes binaires», et à l’«Analyse de réseaux complexes». Ces
trois parties sont totalement indépendantes et j’invite donc le lecteur intéressé par l’une de
ces parties en particulier à s’y diriger directement.

Pour les membres du jury, une annexe, présentant un rapport d’activité synthétique, est
jointe à ce mémoire. Je remercie très sincèrement les rapporteurs Pierre Borgnat, Bertrand
Georgeot, et Philippe Jacquod, et les examinateurs Klaus Frahm, Dima Shepelyansky, et Ivan
Shevchenko, qui m’ont fait l’honneur et l’amitié d’avoir accepté de participer au jury de
mon Habilitation à Diriger des Recherches. Je remercie également mes proches collabora-
teurs Guillaume Rollin et Célestin Coquidé qui m’ont aidé à développer certains axes de mes
recherches.

Pour finir, je remercie ici ma famille pour son inestimable soutien et sa patience durant la
rédaction de ce mémoire.

José Lages, été 2019, Labarthe-Inard,
Bidart,

Besançon

3. PhAs : Physique théorique et Astrophysique.
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Présentation

La compréhension du phénomène de décohérence est primordiale pour tous les domaines
de la physique basés sur les lois quantiques, et en particulier pour le domaine de l’information
quantique. Un système quantique sur lequel on aimerait pouvoir mesurer une observable est
inévitablement plongé dans un environnement (ou bain). Un système réel n’est jamais tota-
lement isolé, il y a toujours une interaction résiduelle entre les degrés de liberté du système
central à étudier et les innombrables degrés de liberté de l’environnement. C’est cette interac-
tion résiduelle qui engendre la décohérence et qui sélectionne les états quantiques accessibles
à la mesure.

L’ordinateur quantique surpasse son alter ego classique en utilisant les propriétés quantiques
de ses constituants fondamentaux : les qubits. Un grand nombre de propositions expérimentales
permettent de penser qu’un tel ordinateur accroîtra considérablement la puissance de calcul
par rapport à nos machines actuelles et de communiquer sans risque sur de longues distances
grâce à la cryptographie quantique.

La décohérence induite par l’environnement de l’ordinateur quantique est une première
source d’inopérabilité de celui-ci. En effet, pour fonctionner correctement, les états d’un ordi-
nateur quantique doivent conserver leur cohérence tout au long du calcul. Cependant, même
en le supposant isolé de son environnement, une autre source d’inopérabilité de l’ordinateur
quantique provient du désordre inhérent au système, à savoir les imperfections du couplage
entre les qubits internes ou les imperfections dans l’adressage des qubits. Ces imperfections
peuvent engendrer l’établissement d’un régime de chaos quantique au niveau des registres
quantiques et mener à la fusion de ceux-ci.

Nous allons, ci-après, présenter deux travaux étudiant ces deux sources d’inopérabilités
d’un ordinateur quantique.

Le premier de ces travaux (Lages et al., 2005), présenté au Chapitre 1, étudie numéri-
quement la décohérence d’un système central, composé de deux spins, induite par un bain
composé d’un grand nombre de spins-1/2. En ajustant finement les paramètres du système, le
régime dynamique du bain peut opérer une transition entre un régime de chaos quantique et
un régime régulier, tout en conservant toutes les autres caractéristiques dynamiques intactes.
Nous montrons explicitement que pour un bain à plusieurs corps, l’émergence du chaos quan-
tique mène à une décohérence manifestement plus rapide et plus forte en comparaison avec
un bain équivalent non chaotique. De plus, les éléments non-diagonaux de la matrice densité,
l’entropie linéaire, et la fidélité du système central s’atténuent de façon différente suivant que
le bain est chaotique ou non chaotique. Ainsi, la connaissance seule des paramètres basiques
du bain, à savoir l’intensité de l’interaction système-bain, et la densité spectrale des états du
bain n’est pas toujours suffisante, et une connaissance plus détaillée de la dynamique du bain
est nécessaire afin d’appréhender correctement le processus de décohérence.
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Le second travail (Lages et Shepelyansky, 2006), présenté au Chapitre 2, présente une
étude numérique et analytique d’un ordinateur quantique proposé par le groupe de Yamamoto
(Ladd et al., 2002). Nous déterminons les régimes stables et chaotiques du hardware de cet
ordinateur quantique en fonction du gradient de champ magnétique nécessaire à l’adressage
des qubits et en fonction des interactions dipôle-dipôle entre les qubits formant un réseau à
maille carrée. Nous montrons qu’un fort gradient de champ magnétique permet de supprimer
le chaos quantique et d’éviter la fusion des registres quantiques.
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Chapitre 1

Décohérence quantique induite par un
bain de spins

1.1 Introduction
Les systèmes physiques réels ne sont jamais isolés. L’interaction d’un système quantique

avec son environnement mène au phénomène de décohérence : un état pur initial devient
rapidement une mixture de plusieurs états (Joos et al., 2003 ; von Neumann, 1955). Les
expériences modernes fournissent beaucoup d’informations concernant la dynamique de la
décohérence d’un ou plusieurs ions (Myatt et al., 2000), de paires de Cooper (Pashkin et al.,
2003), ou de spins (Mamin et al., 2003), et nécessite une théorie globale permettant une
meilleure compréhension. La décohérence est aussi un obstacle majeur à la conception d’un
ordinateur quantique (Nielsen et Chuang, 2000). L’interaction d’un ordinateur quantique avec
un environnement mène à la génération d’erreurs de calculs et une théorie adéquate permettant
de contrôler ce processus est nécessaire.

La décohérence est un phénomène quantique à N -corps, et sa description détaillée est un
problème ouvert actuel. De nombreuses approches théoriques ne considèrent pas l’environne-
ment, approximant tout au plus son influence par des opérateurs, déterministes ou stochas-
tiques, choisis de manière ad hoc, et ne retenant que des informations basiques : l’intensité
de l’interaction système - bain, les énergies ou temps caractéristiques du bain, . . . (Gardiner
et Zoller, 2004) De telles méthodes fonctionnent bien pour certains problèmes, cependant
de nombreuses situations requièrent un traitement détaillé de la dynamique interne du bain.
Récemment, le rôle joué par le chaos quantique (Haake, 2001) dans la processus de décohé-
rence est devenu un sujet de débat (Alicki, 2002 ; Cerruti et Tomsovic, 2002 ; Cucchietti et al.,
2002 ; Jacquod, 2004 ; Jacquod, Adagideli et Beenakker, 2002 ; Jacquod, Silvestrov et Beenak-
ker, 2001 ; Jalabert et Pastawski, 2001 ; Jordan et Srednicki, 2001 ; Karkuszewski, Jarzynski
et Zurek, 2002 ; Poulin et al., 2004 ; Prosen et Znidaric, 2002 ; Wang et Li, 2002 ; Wisnia-
cki, 2003 ; Znidaric et Prosen, 2003 ; Zurek, 2001). Une des hypothèses suggère que le bain
chaotique, i.e., un bain ne possédant que quelques intégrales du mouvement triviales, induit
une plus forte décohérence (Zurek, 2001) qu’un bain possédant un jeu complet d’intégrales
du mouvement. Dans cette hypothèse, le système central est remplacé par une perturbation
statique agissant sur le bain. En général, les trajectoires semi-classiques du bain chaotique
divergent de manière exponentielle sous une telle perturbation, et cela avec une vitesse gou-
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vernée par les exposants de Lyapunov du bain, tandis que pour un bain régulier la divergence
est plus lente. Cependant, d’autres régimes de la dynamique du bain sont aussi possibles, et
le taux de décohérence dépend spécifiquement du régime dynamique. Par exemple, lorsque
l’interaction entre le système et le bain devient extrêmement faible, de telle sorte que la théo-
rie des perturbations est utilisable, il apparaît que le bain régulier conduit à une décohérence
plus rapide que celle induite par un bain chaotique (Alicki, 2002 ; Prosen et Znidaric, 2002).
Jusqu’à présent, de nombreux régimes dynamiques permettant de confronter un bain chao-
tique à un bain régulier ont été étudiés (Cerruti et Tomsovic, 2002 ; Cucchietti et al., 2002 ;
Jacquod, 2004 ; Jacquod, Adagideli et Beenakker, 2002 ; Jacquod, Silvestrov et Beenakker,
2001 ; Jalabert et Pastawski, 2001 ; Jordan et Srednicki, 2001 ; Karkuszewski, Jarzynski et
Zurek, 2002 ; Poulin et al., 2004 ; Wang et Li, 2002 ; Wisniacki, 2003 ; Znidaric et Prosen,
2003), et de nombreux résultats intéressants sur le phénomène de décohérence ont été obte-
nus. Cependant, l’approche basique, i.e., le remplacement d’un système central réaliste par une
perturbation statique agissant sur le bain, n’est valide que dans les cas les plus simples. Même
dans des situations légèrement plus complexes, il apparaît que le résultat dépend fortement
du choix particulier de l’opérateur de perturbation (Emerson et al., 2002). De plus, la majeure
partie des travaux cités (Cerruti et Tomsovic, 2002 ; Cucchietti et al., 2002 ; Jacquod, 2004 ;
Jacquod, Adagideli et Beenakker, 2002 ; Jacquod, Silvestrov et Beenakker, 2001 ; Jalabert et
Pastawski, 2001 ; Jordan et Srednicki, 2001 ; Karkuszewski, Jarzynski et Zurek, 2002 ; Poulin
et al., 2004 ; Wang et Li, 2002 ; Wisniacki, 2003 ; Znidaric et Prosen, 2003) traitent le bain de
manière semi-classique comme une particule ou un unique grand spin régi par un hamiltonien
intégrable ou chaotique.

Ainsi, une importante question reste en suspend : est-ce que l’établissement du chaos
quantique est important pour les situations réalistes pour lesquelles le système central et le
bain sont fondamentalement tout deux des objets quantiques à N -corps avec des dynamiques
non triviales ? Dans les travaux présentés ici, nous répondons par l’affirmative à cette question.
Contrairement aux travaux précédents, nous ne remplaçons pas le système central ou le bain
par une perturbation statique. 1 Nous allons au-delà de la description semi-classique à 1-corps,
en considérant de manière réaliste un environnement composé de nombreux spins-1/2 en
interactions, qui n’ont par essence pas de limite classique bien définie. Il est assez surprenant
et intéressant que même en l’absence d’analogue classique pour notre bain, les résultats que
nous obtenons sont en accord avec les conclusions basées sur des considérations qualitatives
semi-classiques. Pour le cas d’interactions système - bain non extrêmement faibles, i.e., dans
le régime non-perturbatif, nous montrons que le bain chaotique induit une décohérence plus
forte et plus rapide du système central qu’un bain équivalent non-chaotique. De surcroît, la
manière dont décroît les éléments non-diagonaux de la matrice densité réduite du système
central est différente pour les deux bains.

Le bain de spins-1/2 (spins nucléaires ou électroniques, impuretés magnétiques) constitue
une source majeure de décohérence pour les expériences de résonance magnétique nucléaire
(RMN), de décohérence du spin d’un atome de phosphore donneur dans du Silicium (de Sousa
et Das Sarma, 2003a,b), de spins dans les molécules magnétiques (Garg, 1995 ; Prokofev et
Stamp, 2000), et dans les points quantiques (Vrijen et al., 2000). Les défauts à deux niveaux
d’énergie, régissant la décohérence dans les jonctions Josephson (Simmonds et al., 2004),
peuvent être modélisés par des spins-1/2. Même un faible couplage entre les spins du bain

1. En fait, comme nous allons voir après, pour notre modèle un tel remplacement n’est pas possible.

8



1.2. MODÈLE D’INTERACTION SYSTÈME CENTRAL - BAIN

peut rendre le bain chaotique, et il est important de comprendre comment cela affecte le
processus de décohérence.

Ce chapitre est organisé comme suit : la section 1.2 décrit le modèle utilisé et présente
comment, en ajustant les paramètres, la dynamique du bain peut continûment varier de chao-
tique à régulière. Nous présentons aussi une discussion qualitative concernant l’influence du
chaos quantique sur le processus de décohérence. La section 1.3 présente les propriétés géné-
rales de l’évolution du système central ainsi que les deux stades de décohérence. À la section
1.4, nous considérons le premier stade de décohérence, la décroissance des oscillations à court
terme, et nous démontrons comment l’évolution temporelle du système central est affectée
par l’établissement du chaos dans le bain. La section 1.5 est consacrée à l’étude de l’impact
du chaos sur l’évolution à long terme du système et sur les états pointeurs 2 du système. La
section 1.6 sert à conclure ce chapitre.

1.2 Modèle d’interaction système central - bain
La dynamique d’un système soumis au processus de décohérence induit par un bain de

spins est affectée par plusieurs facteurs. Afin d’isoler l’impact essentiellement dû au chaos, et
de fournir une base de compréhension pour des études ultérieures plus complexes, nous avons
besoin d’un simple, bien caractérisé, mais réaliste modèle. Ici, nous considérons un système
central composé de deux spins-1/2, −→S1 et −→S2, couplés de manière isotrope, où seul le spin −→S 1

interagit avec l’environnement composé d’un grand nombre de spins-1/2,
{−→
Ik
}
k=1,...,N

. Ainsi,
le hamiltonien décrivant ce système composite, les deux spins centraux et le bain de spins, est

H = HS +HS−B +HB = J
−→
S1 ·
−→
S2 +−→S1 ·

N∑
k=1

Ak
−→
Ik +HB (1.1)

où {Ak}k=1,...,N sont les constantes de couplage système - bain, et où HB est le hamilto-
nien régissant la dynamique interne du bain. Un tel modèle (1.1) est souvent utilisé dans la
description de la relaxation croisée et de la double résonance en RMN (Abragam, 1961). Il a
été utilisé pour étudier la destruction de l’effet Kondo par la décohérence (Katsnelson et al.,
2003).

Il est important de noter que le hamiltonien du système central, HS, et celui de l’interaction
système - bain, HS−B, sont tout deux invariants par rotation. Ainsi, le système central ne peut
pas être, en principe, remplacé par une perturbation, qu’elle soit statique ou dynamique. Une
telle perturbation, si elle était possible, serait linéaire en un ou plusieurs opérateurs de spin −→Ik ,
i.e, la perturbation serait composée de termes −→Hk ·

−→
Ik , ce qui briserait l’invariance par symétrie

de l’interaction système - bain.
Également, nous avons besoin d’un simple, bien caractérisé, mais réaliste modèle à N spins

pour le bain, permettant de passer d’un régime chaotique à régulier sans toutefois affecter
fortement les autres propriétés du bain. Un bon candidat satisfaisant ces conditions est le
modèle de verre de spins brisé 3 (Georgeot et Shepelyansky, 1998) dont le hamiltonien est

HB =
∑
〈k,l〉

ΓklIxk Ixl +
N∑
k=1

hzkI
z
k +

N∑
k=1

hxkI
x
k (1.2)

2. Pointer states en anglais.
3. Spin glass shard en anglais.
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Figure 1.1 – Densité spectrale N(ε) en fonc-
tion de l’énergie ε pour un bain régulier (�)
avec Γ0 = 0.008, et pour un bain chaotique
( ) avec Γ0 = 0.04. Tous les autres para-
mètres sont identiques pour les deux bains,
h0 = 0.014. Les encarts (a) et (b) montrent
la distribution P (s) des écarts de niveaux pour
un bain chaotique (a) et pour un bain régulier
(b). Les courbes épaisses décrivent la distribu-
tion de Wigner-Dyson (a) et la distribution de
Poisson (b). Adaptée de Lages et al., 2005.

où les coefficients aléatoires {Γkl}k,l=1,...,N sont distribués dans l’intervalle [−Γ0,Γ0] et où les
coefficients aléatoires {hzk}k=1,...,N et {hxk}k=1,...,N sont distribués dans l’intervalle [0, h0]. Les
spins

{−→
Ik
}
k=1,...,N

sont placés sur un réseau bidimensionnel carré, et deux spins −→Ik et −→Il sont
couplés avec l’intensité Γkl si et seulement si ils sont plus proches voisins. Ce modèle décrit
la transition entre un bain régulier et un bain chaotique de manière simple et claire, tout en
permettant de contrôler la dynamique du bain (Georgeot et Shepelyansky, 1998). Pour Γ0
faible, le bain est intégrable, et devient chaotique pour Γ0 > Γcr ∝ h0/ (zN) où z est le
nombre de voisins couplés par le terme ΓklIxk Ixl . Pour des bains réels avec un nombre N ∼ 106

ou plus de spins, l’établissement du chaos se fait à partir de couplages extrêmement faibles par
rapport à h0. Cependant, l’établissement du chaos n’affecte que très faiblement les propriétés
spectrales à grande échelle du bain, par exemple, la densité spectrale d’états, qui est régie
presque complètement par les champs {hxk}k=1,...,N et {hzk}k=1,...,N . Par exemple, la largeur W
du spectre peut être estimée parW 2 = (1/16)∑ (Γkl)2 +(1/4)∑(

(hzk)
2 + (hxk)

2
)
, si bien que

les contributions provenant des couplages ΓklIxk Ixl sont négligeables pour les bain réalistes avec
un très grand nombre N de spins. Du fait de petits pré-facteurs, les contributions provenant
des termes Γkl sont faibles dès N = 12–16. Nous avons vérifié les propriétés spectrales du bain
en diagonalisant le hamiltonien (1.1), en gardant constante la valeur de h0 et en variant Γ0.
Le calcul de P (s), la distribution des écarts de niveaux (Haake, 2001), montre clairement une
transition d’une distribution de Wigner-Dyson pour un bain chaotique vers une distribution de
Poisson pour un bain régulier (voir encarts (a) et (b) sur la Figure 1.1). Concomitamment, la
densité spectrale n’est que faiblement sensible à cette transition pour N = 12 : la largeur du
spectre varie de W = 0.048 pour un bain régulier à W = 0.060 pour un bain chaotique.

1.2.1 Système central statique – traitement semi-classique
Notre but est de comprendre comment l’établissement du chaos au sein du bain influence le

processus de décohérence. Rappelons des notions basiques sur le processus de la décohérence et
sur la compréhension qualitative du rôle joué par la dynamique interne du bain d’après Zurek,
2001. Par simplicité, considérons un système central statique couplé à un bain, de telle sorte
que le hamiltonien du système composite, système central-bain, soit H = gQ⊗ P + 1⊗HB.
Ici, Q et P sont des opérateurs agissant le premier sur le système, le deuxième sur le bain, g
est l’intensité du couplage système central-bain, et HB est le hamiltonien du bain déterminant
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1.2. MODÈLE D’INTERACTION SYSTÈME CENTRAL - BAIN

si ce dernier est chaotique ou régulier. Initialement, l’état quantique du système central est une
superposition d’états ∑n

i=1 αi |qi〉, où les {|qi〉}i=1,...,n sont les vecteurs propres de l’opérateur
Q, i.e., {Q |qi〉 = qi |qi〉}i=1,...,n, et l’état du bain est |χ0〉. L’état initial du système composite

|Ψ (0)〉 =
(

n∑
i=1

αi |qi〉
)
⊗ |χ0〉 (1.3)

devient après évolution temporelle

|Ψ (t)〉 =
n∑
i=1

αi |qi〉 ⊗ |χi (t)〉 (1.4)

où {|χi(t)〉 = exp (−iHBt− igqiPt) |χ0〉}i=1,...,n. L’état du système est caractérisé par la ma-
trice de densité réduite ρ (t) = TrB |Ψ (t)〉 〈Ψ (t)|, et, en particulier, par les éléments non-
diagonaux de la matrice de densité réduite {ρij (t) = 〈qi| ρ (t) |qj〉}i 6=j. Compte tenu du cou-
plage système - bain, des corrélations sont établies entre les états du système et du bain,
et les éléments non-diagonaux {ρij(t) = αiαj 〈χi (t) |χj (t)〉}i 6=j sont déterminés par la dyna-
mique du bain. Initialement, le bain se trouve dans un état bien déterminé, {|χi (0)〉 = |χ0〉 ,
∀i = 1, . . . , n}, mais au cours de l’évolution temporelle, ces états {|χi〉}i=1,...,n se différencient
et le recouvrement entre ces états devient de plus en plus petit, de telle sorte que les valeurs
des éléments {ρij}i 6=j décroissent. Aux temps longs, lorsque ces éléments approchent zéro, la
superposition initiale d’états du système central est devenue un mélange incohérent d’états
{|qi〉}i=1,...,n.

Les taux de décroissance des recouvrements {〈χi (t) |χj (t)〉}i=1,...,n, liés par conséquent
au temps de décohérence du système, est fortement affecté par la dynamique interne du bain.
L’évolution temporelle du carré de la valeur absolue des recouvrements{

Oij = |〈χi (t) |χj (t)〉|2 = |〈χ0| exp (iHijt) exp (−iHijt+ iVijt) |χ0〉|2
}
i 6=j

(1.5)

où {Vij = g (qi − qj)P}i 6=j, est un problème très connu en théorie du chaos quantique. La
quantité Oij (t), appelée l’écho de Loschmidt (EdeL), décrit la réaction du système à une
petite perturbation du hamiltonien au travers de l’évolution du recouvrement de deux paquets
d’ondes χi (t) et χj (t) soumis à des hamiltonien légèrement différents. Si ces paquets d’ondes
peuvent être considérés de manière quasi-classique alors leurs positions sont déterminées par
les équations classiques du mouvement, et la distance entre les deux trajectoires classiques et
chaotiques diverge de manière exponentielle avec un taux déterminé par l’exposant maximal
de Lyapunov. Ainsi, on peut supposer que les recouvrements Oij (t) décroissent de manière
exponentielle avec le temps pour un système chaotique, et de manière sous-exponentielle pour
un système dont la dynamique est régulière. En conséquence, le processus de décohérence
devrait être plus rapide pour un bain chaotique que pour un bain équivalent régulier.

1.2.2 Validité du traitement semi-classique
L’argumentaire semi-classique qui vient d’être exposé souffre de nombreuses faiblesses. Par

exemple, la critique s’est focalisée sur le traitement simplifié de l’EdeL : la décroissance expo-
nentielle déterminée par l’exposant de Lyapunov (le régime de Lyapunov) n’est qu’un régime
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parmi d’autres de régimes de décroissance de l’EdeL (Cerruti et Tomsovic, 2002 ; Cucchietti
et al., 2002 ; Jacquod, 2004 ; Jacquod, Adagideli et Beenakker, 2002 ; Jacquod, Silvestrov
et Beenakker, 2001 ; Jalabert et Pastawski, 2001 ; Jordan et Srednicki, 2001 ; Karkuszewski,
Jarzynski et Zurek, 2002 ; Poulin et al., 2004 ; Prosen et Znidaric, 2002 ; Wang et Li, 2002 ;
Wisniacki, 2003 ; Znidaric et Prosen, 2003). Pour de très faibles couplages, i.e., pour de très
faibles perturbations V = V12, la décroissance de l’EdeL peut être étudiée en utilisant la
théorie des perturbations, et les résultats peuvent être généralisés pour inclure de nombreux
cas de décohérence d’un système par un bain chaotique versus régulier. Une telle approche
perturbative donne exactement le résultat opposé : le processus de décohérence est moins effi-
cace lorsqu’il est induit par un bain chaotique que lorsqu’il est induit par un bain régulier. Les
arguments perturbatifs sont faciles à comprendre d’un point de vue qualitatif : la décohérence
est principalement déterminée par les excitations de basse énergie du bain, et pour les bains
chaotiques, du fait de la répulsion des niveaux, la densité des excitations de basse énergie est
bien plus faible que celles des bains réguliers (ceci car la distribution de Wigner-Dyson PWD (s)
des écarts de niveaux s tend vers zéro lorsque s tend vers zéro, i.e., le nombre d’excitations
de basse énergie dans un bain chaotique tend vers zéro, tandis que la distribution de Pois-
son PP (s) décrivant les bains réguliers donne un nombre fini d’excitations de basse énergie,
PP (0) = 1).

Le traitement simplifié de la décroissance de l’EdeL n’est pas le seul inconvénient de
l’argumentaire semi-classique. Tout d’abord, la décohérence n’est pas uniquement quantifiée
par la vitesse du processus mais aussi par la force de celui-ci, i.e., à quel point l’état final
du système ayant subi le processus de décohérence 4 diffère fortement des états propres du
hamiltonien du système central. L’influence du chaos n’avait pas été étudiée dans ce contexte.
Ensuite, un plus minutieux examen de l’argumentaire semi-classique révèle des problèmes plus
sérieux :

1. les systèmes centraux réalistes sont rarement statiques (e.g., dans l’équation (1.1), le
système central possède un hamiltonien interne non-nul, J−→S1 ·

−→
S2) ; si bien que la per-

turbation Vij dépend usuellement du temps,
2. la décroissance de l’EdeL est, en général, non universelle, et dépend de la forme spéci-

fique de la perturbation Vij, si bien qu’en choisissant différents opérateurs P et Q, il
est possible d’obtenir différentes conclusions s’excluant mutuellement (Emerson et al.,
2002),

3. le traitement semi-classique ne peut pas s’appliquer à une large classe de bains constitués
par des spins-1/2, qui n’ont pas de limite semi-classique bien définie, et dont l’interpré-
tation du mouvement en terme de paquet d’ondes n’est pas possible,

4. plus important, pour la majorité des systèmes réalistes, le problème de la décohérence ne
peut pas être réduit au problème de la décroissance de l’EdeL : e.g., le couplage système
central-bain décrit par (1.1) ne peut pas être mis sous la forme Q⊗ P . 5

Ainsi, afin de comprendre la décohérence dans des systèmes réalistes, nous devons aller
au-delà du traitement semi-classique de la décroissance de l’EdeL 6, et au-delà du traitement
perturbatif, valide uniquement pour des couplages système - bain extrêmement faibles. Des

4. L’état final est appelé un état pointeur, voir une discussion plus détaillée à la section 1.3.
5. Voir aussi la discussion à la suite de (1.1).
6. Tout en gardant à l’esprit leur grande valeur heuristique.
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études détaillées satisfaisant ces conditions et considérant des bains à N -corps n’avaient pas
encore été menées et notre travail fournit une telle étude. Nous montrons qu’en dépit de sa
formelle inapplicabilité aux bains de spins-1/2, le traitement semi-classique saisit de nombreux
détails physiques du processus de décohérence.

1.3 Évolution temporelle du système central : cadre gé-
néral

Nous supposons qu’initialement, à t = 0, le système central est dans un état singulet

|ψ0〉 = 1√
2

(|↑↓〉 − |↓↑〉) (1.6)

et que celui-ci est non corrélé avec le bain. Dans cet état singulet, les deux spins-1/2 sont maxi-
malement intriqués, la connaissance de l’état d’un des deux spins nous renseigne directement
sur l’état de l’autre spin. Nous supposons aussi que l’état initial du bain, |χ0〉, est une superpo-
sition de tous les états propres du bain avec des coefficients aléatoires. Cette configuration est
valide en général pour un bain de spins nucléaires pour des températures de plus de quelques
dizaines de Kelvin, ce qui est le cas de la majorité des situations réalistes intéressantes du point
de vue expérimental. Nous étudions la décohérence en résolvant numériquement l’équation de
Schrödinger dépendante du temps afin d’obtenir la fonction d’onde |Ψ (t)〉 du système com-
posite, les deux spins centraux plus le bain, en utilisant les hamiltoniens (1.1) et (1.2). Nous
utilisons le développement polynomial de Chebyshev de l’opérateur d’évolution afin de pouvoir
travailler avec des espaces de Hilbert de grande dimension et afin d’étudier la dynamique du
système à long terme (De Raedt et Dobrovitski, 2004 ; Dobrovitski et De Raedt, 2003). La
validité des simulations sur les temps très longs est garantie par une méthode basée sur le
développement polynomial de Chebyshev, pourvu qu’un nombre suffisamment important de
termes du développement soient retenus pour décrire l’opérateur d’évolution. De plus, nous
avons vérifié la validité des simulations directement en utilisant des méthodes standards (com-
paraison avec des modèles solubles exactement, et comparaison avec différentes simulations
avec des paramètres de tolérance différents). Nous avons étudié des bains contenant jusqu’à
N = 16 spins. Nos études montrent que l’évolution de la matrice de densité réduite ne change
pas beaucoup au-delà de N = 10 spins. La plupart des résultats présentés ci-après sont ob-
tenus pour N = 12 spins et les simulations avec N = 16, plus intensives du point de vue
numérique, ont été utilisées pour vérifier les résultats les plus importants. Une large gamme de
paramètres J , h0, Γ0, N , et différents jeux de paramètres {Ak}k=1,...,N ont été explorés, nous
présentons ici les résultats les plus représentatifs. Dans la suite, l’énergie et le temps sont des
quantités adimensionnées.

À t = 0, la matrice densité réduite du système central ρ (t) décrit un état pur, et les
seuls éléments non nuls sont les éléments diagonaux 〈↑↓| ρ (0) |↑↓〉 = 〈↓↑| ρ (0) |↓↑〉 = 1/2 et
les éléments non-diagonaux 〈↓↑| ρ (0) |↑↓〉 = 〈↑↓| ρ (0) |↓↑〉 = −1/2. Du fait des interactions
système - bain, les éléments de la matrice densité réduite ρ (t) évolue avec le temps t. Leurs
évolutions typiques sont montrées à la Figure 1.2. Deux étapes sont clairement observées.
À la première étape, le bain induit une décohérence rapide du système central, et l’état du
système central devient mixte. La parfaite corrélation initiale entre les états |↓↑〉 et |↑↓〉
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Figure 1.2 – Évolution temporelle des élé-
ments de la matrice densité réduite ρ (t)
du système central pour un bain avec
Γ0 = 0.04 et h0 = 0.014. Les dyna-
miques des éléments diagonaux 〈↑↑| ρ (t) |↑↑〉,
〈↓↓| ρ (t) |↓↓〉, 〈↑↓| ρ (t) |↑↓〉, 〈↓↑| ρ (t) |↓↑〉,
( ), et des éléments non-diagonaux
Re 〈↓↑| ρ (t) |↑↓〉, ( ), Re 〈↓↓| ρ (t) |↑↓〉,
( ), sont illustrées. L’énergie de couplage
entre les deux spins centraux est J = 0.1 et
le couplage entre le bain et le système central
est caractérisé par b = 1.37. L’énergie et le
temps sont ici des quantités adimensionnées.
Adaptée de Lages et al., 2005.

est progressivement détruite, si bien que les éléments non-diagonaux 〈↓↑| ρ (t) |↑↓〉 oscillent
rapidement et déclinent vers zéro. Le processus de décohérence est accompagné de l’excitation
des états triplet du système, incluant les états |↑↑〉 et |↓↓〉 initialement absents. Tous les
éléments de ρ (t) oscillent reflétant les oscillations quantiques entre état singulet et état triplet
du système central. À la seconde étape, arrivant bien plus tard dans l’échelle de temps 7, la
thermalisation du système s’effectue avec une vitesse plus lente. Dans l’exemple montré à
la Figure 1.2, le couplage système - bain est assez fort pour presque complètement détruire
l’intrication entre les spins centraux (l’élément non-diagonal 〈↓↑| ρ (t) |↑↓〉 est presque nul
à t → ∞), et pour peupler de manière presque équivalente tous les niveaux du système
central (〈↑↑| ρ (t) |↑↑〉 ' 〈↑↓| ρ (t) |↑↓〉 ' 〈↓↑| ρ (t) |↓↑〉 ' 〈↓↓| ρ (t) |↓↓〉 ' 1/4 à t → ∞).
Tout au long de l’évolution temporelle du système les autres éléments non-diagonaux de la
matrice densité réduite restent proches de zéro (voir par exemple l’élément 〈↓↓| ρ (t) |↑↓〉 à la
Figure 1.2).

La perte de pureté de l’état du système peut être caractérisée par la déclin de l’entropie
linéaire du système central, Ω (t) = Trρ2 (t). Si le système central est dans un état pur, la

7. On notera l’emploi de l’échelle logarithmique de temps à la Figure 1.2.

Figure 1.3 – Évolution temporelle de l’entro-
pie linéaire Ω du système central pour diffé-
rentes valeurs du couplage système central-
bain b = 1.37, 0.137 et 0.0683. Les para-
mètres du hamiltonien du bain sont les mêmes
que ceux adoptés à la Figure 1.2 : Γ0 = 0.04,
h0 = 0.014, et l’intensité du couplage entre
les deux spins centraux est J = 0.1. D’après
Lages et al., 2005.
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matrice densité réduite ρ est idempotente, ρ2 = ρ, et par conséquent Ω = 1, tandis que
pour un état mixte Ω < 1. L’évolution temporelle, Ω (t), est montrée sur la Figure 1.3. Nous
retrouvons les deux étapes précédentes : une décroissance avec oscillations pour 0 < t < 300,
suivie, après t ≈ 300, d’une évolution très lente vers la saturation. L’évolution temporelle de
Ω est montrée pour trois bains avec différentes intensités du couplage système central-bain.
Comme montré plus loin, ce couplage peut être caractérisé par la quantité

b =

√√√√ N∑
k=1

A2
k. (1.7)

La vitesse de la décohérence s’accroît avec b, et l’entropie linéaire, Ω, sature à des temps plus
courts pour des grands b. Aussi, la valeur de saturation de Ω pour t→∞ est plus petite pour
les grands b, le système central est alors plus mélangé pour les forts couplages système - bain.
La valeur minimale de Ω pour un système composé de deux spins-1/2 est 0.25 ; cette valeur
est atteinte à t→∞ pour b = 1.37.

Différents états initiaux du système sont différemment affectés par la décohérence, et les
états qui sont affectés le moins survivent à l’interaction avec le bain plus longtemps que les
autres. Ainsi, à t→∞, n’importe quel état initial du système se transformera en un mélange
de ces états les moins affectés, qui sont appelés états pointeurs. Pour le système central
composé ici de deux spins, les états pointeurs sont facilement repérés en considérant la valeur
de l’élément non-diagonal 〈↓↑| ρ (t) |↑↓〉 de la matrice densité dont la valeur initiale est −1/2.
Cet élément de matrice va être important dans le reste de cet exposé, ainsi nous introduisons
une notation spéciale pour sa partie réelle, ρ12 = Re 〈↓↑| ρ (t) |↑↓〉. 8 Le terme d’interaction
entre le système et le bain, −→S1 ·

∑
Ak
−→
Ik dans (1.1), intrique le spin −→S1 avec le bain, détruisant

ainsi les corrélations quantiques entre −→S1 et −→S2. Si le couplage système - bain est fort, ces
corrélations sont détruites complètement, si bien que les états pointeurs du système central
sont les états produit |↑↓〉 et |↓↑〉, avec ρ12 = 0. Cependant, le hamiltonien interne du système
central J−→S1 ·

−→
S2 préserve la corrélation initiale singulet entre −→S1 et −→S2, poussant ainsi la valeur

de ρ12 vers −1/2. Pour de faibles interactions entre le système central et le bain, les états
pointeurs sont les états propres du hamiltonien interne au système central (Paz et Zurek,
1999), i.e., l’état initial singulet sera l’état pointeur. La compétition entre ces deux tendances
détermine alors la valeur état pointeur de ρ12 lorsque t→∞.

Afin d’être un peu plus quantitatif, nous notons que l’intensité du couplage interne du
système est déterminé par J . Comment pouvons-nous quantifier l’interaction système - bain ?
Nous montrons ici que la quantité pertinente est b =

√∑N
k=1A

2
k. La Figure 1.4 montre les

valeurs état pointeur, ρpt
12, de ρ12 obtenues à partir de simulations effectuées avec des tailles

différentes pour le bain et des valeurs différentes de b (tout en gardant les autres paramètres
du bain inchangés). Nous observons que tous les résultats dessinent la même courbe maîtresse,
i.e., pour des paramètres internes du bain, Γ0 et h0, fixés, la valeur de ρpt

12 n’est déterminée que
par le seul rapport J/b. La Figure 1.4 confirme les arguments qualitatifs exposés au paragraphe
précédent : pour J/b� 1, i.e., pour un couplage système - bain fort, ρpt

12 = 0, et pour J/b� 1,

8. Nous gardons cette notation pour rester fidèle à l’article original (Lages et al., 2005) même si elle peut
prêter à confusion, en effet plus avant nous avons défini ρij comme l’élément de matrice entre deux états i
et j, ρ12 n’exprime ici que la partie réelle de l’élément de matrice densité correspondant à deux états "1" et
"2", en l’occurrence |↓↑〉 et |↑↓〉.
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Figure 1.4 – Valeur état pointeur, ρpt
12, de

l’élément non-diagonal, ρ12, de la matrice den-
sité réduite en fonction du rapport J/b pour
h0 = 1/

√
2 et Γ0 = 0.008. Les résultats sont

présentés pour différentes tailles N du bain et
différentes intensités b du couplage système
- bain : N = 8, b = 0.518 (�), N = 10,
b = 0.562 (◦), N = 12, b = 0.683 (4),
N = 12, b = 0.608 (�), N = 12, b = 0.965
(•), N = 12, b = 1.365 (N). Tous les points
sont distribués autour de la même courbe.
D’après Lages et al., 2005.

i.e., pour les faibles couplages, ρpt
12 = −1/2. Ainsi, la courbe ρpt

12 (J/b) fournit une information
directe sur la force du processus de décohérence.

1.4 Décohérence induite par un bain chaotique versus
régulier : atténuation des oscillations à court terme

1.4.1 Dépendance du processus de décohérence vis-à-vis de la chao-
ticité du bain

La différence évidente entre un bain chaotique et un bain régulier apparaît dès les temps
courts. Pour J � b, la quantité ρ12 (t) présente des oscillations s’atténuant lentement avec
une fréquence de l’ordre de J , reflétant les oscillations quantiques du système central entre
les états singulet et triplet. L’atténuation des oscillations de ρ12 (t) est causée par la décohé-
rence du système, et, par conséquent, elle permet de monitorer la dynamique du processus
de décohérence. Nous comparons l’atténuation des oscillations pour des bains chaotiques et
des bains réguliers en faisant varier le couplage interne du bain, Γ0, voir (1.2). L’apparition
du chaos dans le bain, qui apparaît pour Γ0 > Γcr, est vérifiée en calculant la distribution de
l’espacement des niveaux, P (s) (Haake, 2001). La distribution P (s) se confond avec la distri-
bution de Wigner-Dyson pour un bain chaotique et avec la distribution de Poisson pour un bain
régulier. Nous avons également vérifié que les propriétés spectrales à grande échelle du bain
restent sensiblement inchangées lorsque la dynamique du bain passe de régulière (Γ0 < Γcr) à
chaotique (Γ0 > Γcr).

La Figure 1.5 montre clairement que, pour un couplage b modéré (voir plus loin pour
les détails), l’atténuation de ces oscillations dépend fortement de la chaoticité du bain. Elle
montre l’atténuation des oscillations pour deux bains : l’un, avec Γ0 = 0.04 > Γcr ' 0.013,
est chaotique ( ), et l’autre, avec Γ0 = 0.008 < Γcr ' 0.013, est régulier ( ). La
différence tant en forme que vitesse de l’atténuation est clairement visible. L’enveloppe des
oscillations ρenv

12 pour le bain régulier semble suivre une décroissance gaussienne de la forme

ρenv
12 = α + β exp

(
−
(
t

Ts

)2)
(1.8)
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1.4. DÉCOHÉRENCE INDUITE PAR UN BAIN CHAOTIQUE VERSUS RÉGULIER : ATTÉNUATION DES
OSCILLATIONS À COURT TERME

Figure 1.5 – Évolution à court terme de l’élément non-diagonal ρ12 (t) pour un bain chaotique
Γ0 = 0.04 ( ) et pour un bain régulier Γ0 = 0.008 ( ). Tous les autres paramètres
des hamiltoniens (1.1) et (1.2) sont gardés constants, y compris les valeurs individuelles des
paramètres {Ak}k=1,...,N et {hxk, hzk}k=1,...,N . Encart : Enveloppe ρenv

12 (t) de la fonction ρ12 (t)
pour les bains réguliers avec Γ0 = 0, 0.004, 0.008, 0.01 ( , les quatre courbes externes se
confondent) et pour les bains chaotiques avec Γ0 = 0.02 ( ), 0.03 ( ), et 0.04 ( ).
Pour l’ensemble de la figure, h0 = 0.014, J = 0.4 et b = 0.0683. Adaptée de Lages et al.,
2005.

où Ts est le temps d’atténuation, α et β sont constants. Pour le bain chaotique, l’atténuation
des oscillations semble suivre une loi exponentielle de la forme

ρenv
12 = α′ + β′ exp

(
− t

Ts

)
(1.9)

où Ts est le temps d’atténuation, α′ et β′ sont constants. La transition entre l’atténuation
gaussienne et l’atténuation exponentielle est graduelle. Cette transition est fortement corré-
lée avec la transition vers le chaos qui s’opère dans le bain (voir encart de la Figure 1.5).
Afin d’étudier plus précisément la forme de l’atténuation, seules les enveloppes ρenv

12 (t) sont
montrées dans l’encart de la Figure 1.5, en éliminant les oscillations de hautes fréquences.
Plusieurs enveloppes sont présentées, qui correspondent à Γ0 variant graduellement de 0 à
0.04. On observe que pour Γ0 < Γcr ' 0.013, les enveloppes sont quasiment identiques ; les
quatre courbes ( ) pour Γ0 = 0, 0.004, 0.008, 0.01 coïncident pratiquement. Ainsi, tant
que le bain est régulier, l’atténuation n’est pas affectés par la variation de Γ0. Cependant,
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Figure 1.6 – Temps de demi-vie de l’atté-
nuation de l’élément non-diagonal ρ12 (t) de
la matrice densité réduite (�), de l’entro-
pie linéaire Ω (t) (O), et de la fidélité F (t)
du système central (◦), en fonction de Γ0.
Le paramètre du champ magnétique local est
h0 = 0.014 et le couplage système central-
bain est b = 0.0683. Adaptée de Lages et al.,
2005.

dès lors que Γ0 dépasse la valeur Γcr, le bain devenant de plus en plus chaotique, le chan-
gement devient apparent : les courbes pour Γ0 = 0.02 ( ), 0.03 ( ), et 0.04 ( )
sont vraiment distinctes, et leurs formes varient de gaussienne à exponentielle. Nous rappelons
qu’exceptée la variation de Γ0, tous les autres paramètres des hamiltoniens (1.1) et (1.2) sont
gardés constants.

Le même comportement peut être observé au travers du taux d’atténuation. La Figure 1.6
montre le temps de demi-vie T1/2 des oscillations en fonction de Γ0. Le temps T1/2 est le
temps pour lequel l’amplitude des oscillations de ρ12 (t) a été réduite de moitié par rapport
à sa valeur initiale. La valeur de T1/2 est déterminée sans aucune hypothèse concernant la
forme de l’atténuation ρenv

12 (t) et sert par conséquent de mesure directe du taux d’atténuation.
Pour 0 < Γ0 < Γcr ' 0.013, i.e., pour des bains réguliers, le temps de demi-vie T1/2 n’est pas
sensible à l’accroissement du couplage interne Γ0 du bain. : la variation totale de T1/2 n’est que
de 8% lorsque Γ0 varie de 0 à 0.013. Un changement drastique apparaît lorsque la dynamique
du bain devient chaotique. Pour Γ0 > Γcr, le temps de demi-vie décroît rapidement avec
l’augmentation de Γ0. Dans l’intervalle 0.013 < Γ0 < 0.04, la valeur de T1/2 diminue de plus
de la moitié. La Figure 1.6 montre clairement que l’apparition du chaos dans le bain modifie
abruptement la dépendance de T1/2 vis-à-vis Γ0. Le bain chaotique mène à un processus de
décohérence significativement plus rapide.

À noter que cette conclusion ne dépend pas des quantités monitorées. Par exemple, à court
terme, l’entropie linéaire du système central Ω (t) oscille en s’atténuant, de manière analogue
à ρ12. L’enveloppe des oscillations de Ω (t) décroît de façon gaussienne pour les bains réguliers
et de façon exponentielle pour les bains chaotiques. L’atténuation des oscillations de Ω (t)
peut être quantifiée par son temps de demi-vie T1/2. La Figure 1.6, montre que les oscillations
de Ω (t) et ρ12 (t) possèdent un temps de demi-vie T1/2 presque identique. De même, nous
pouvons observer la décohérence du système central via sa fidélité F (t). La fidélité mesure la
sensibilité aux perturbations du système central (la perturbation étant ici l’impact du bain),
et est alors analogue à l’EdeL O (t) (1.5) qui mesure la sensibilité du bain aux perturbations.
La fidélité F (t) est définie en comparant l’évolution du système central, décrit par la matrice
densité ρ (t), avec l’évolution idéale du système central n’interagissant pas avec le bain et
décrite par la matrice densité ρ′ (t),

F (t) = TrS (ρ′(t)ρ(t)) . (1.10)

Ici, TrS (· · ·) désigne la trace sur les états du système central. La matrice densité du sys-
tème central est ρ (t) = TrB (exp (−iHt) |Ψ (0)〉 〈Ψ (0)| exp (iHt)) où |Ψ (0)〉 est l’état
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initial du système composite et H est le hamiltonien donné par (1.1). La matrice densité
du système central correspondant à une évolution idéale sans couplage avec le bain est
ρ′ (t) = TrB (exp (−iH ′t) |Ψ (0)〉 〈Ψ (0)| exp (iH ′t)) où H ′ = J

−→
S1 ·
−→
S2 + HB. L’évolution

à court terme de F (t) est similaire à celle de ρ12 (t) et à celle de Ω (t). Le temps de demi-vie
T1/2 des oscillations de la fidélité F (t), présenté ausi à la Figure 1.6, est très proche des temps
de demi-vie pour l’atténuation de ρ12 (t) et de Ω (t).

1.4.2 Dépendance du processus de décohérence vis-à-vis du couplage
système - bain et comparaison avec l’atténuation de l’écho de
Loschmidt

Comme mentionné ci-avant, dans le cadre de notre modèle, le système central ne peut
pas être traité comme une perturbation : le spin −→S1 ne peut pas être remplacé par un champ
magnétique fictif puisque le couplage interne au système central et le couplage système -
bain sont isotropes. De même, le bain que nous considérons ne possède pas de limite semi-
classique. Néanmoins, il apparaît qu’il y a une analogie frappante entre nos résultats et ceux
obtenus pour l’atténuation de l’EdeL dans les systèmes semi-classiques (Cerruti et Tomso-
vic, 2002 ; Cucchietti et al., 2002 ; Jacquod, 2004 ; Jacquod, Adagideli et Beenakker, 2002 ;
Jacquod, Silvestrov et Beenakker, 2001 ; Jalabert et Pastawski, 2001 ; Jordan et Srednicki,
2001 ; Karkuszewski, Jarzynski et Zurek, 2002 ; Poulin et al., 2004 ; Prosen et Znidaric, 2002 ;
Wang et Li, 2002 ; Wisniacki, 2003 ; Znidaric et Prosen, 2003). Cette analogie suggère que
nos résultats sont l’expression des propriétés génériques des systèmes chaotiques. Pour mettre
en évidence cette analogie, nous étudions comment le processus de décohérence dépend du
couplage système - bain b.

Pour b modérément petit, la différence entre la décohérence induite par le bain chaotique
et celle induite par le bain régulier est significative (voir développements ci-avant). Cependant,
lorsque b devient comparable à la largeur spectrale du bain, W ' 0.05, la différence devient
moins prononcée, et, pour b > W , les oscillations de ρ12 (t) deviennent identiques, que le
bain soit chaotique ou régulier. Pour illustrer cet effet, nous présentons ici l’atténuation des
oscillations de ρ12 (t) pour deux bains, l’un régulier avec Γ0 = 0.008, et l’autre chaotique avec
Γ0 = 0.04. Les enveloppes ρenv

12 (t) obtenues à partir des simulations ont été soumises à des
ajustements de courbe gaussienne (1.8) et exponentielle (1.9). Les valeurs de Ts obtenues pour
les deux types d’ajustements sont très proches. Les temps de décohérence Ts sont présentés
à la Figure 1.7 en fonction de 1/b en échelle log-log. La différence entre le bain chaotique et
régulier est clairement visible pour b < W , les temps de décohérence correspondant diffèrent
d’un facteur 2–2.5, en accord avec l’assertion énoncée précédemment, à savoir que le bain
chaotique induit une décohérence plus rapide. Pour b > W , la différence devient plus petite,
et disparaît rapidement avec l’augmentation de b (i.e., la diminution de 1/b) ; pour b� W , le
temps de décohérence Ts est inversement proportionnel à b pour les deux bains. Pour b < W ,
le comportement de Ts (1/b) est différent pour les bains chaotiques et réguliers comme illustré
dans l’encart de la Figure 1.7 qui représente les temps de cohérence en échelle linéaire. Dans
la région 0.005 < b < 0.05, pour le cas d’un bain régulier, le temps de décohérence varie à peu
près d’un facteur deux. 9 Par contraste, pour le bain chaotique, les temps de décohérence Ts

9. Il est intéressant de constater que, dans l’intervalle 0.01 < b < 0.1, pour un bain régulier, le temps de
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Figure 1.7 – Temps de décohérence Ts en
fonction de 1/b pour un bain chaotique avec
Γ0 = 0.04, h0 = 0.014 (◦, •), et pour
un bain régulier Γ0 = 0.008, h0 = 0, 014
(�,�). Les valeurs de Ts ont été obtenues
après ajustements de courbe des enveloppes
ρenv

12 (t) pour une forme gaussienne (◦,�) et
exponentielle (•,�). L’encart représente la
même information que la figure globale, mais
avec une échelle semi-logarithmique restreinte
à l’intervalle 0.005 < b < 0.1. Adaptée de
Lages et al., 2005.

restent constants : la variation totale de Ts est inférieure à 15% dans cette région du paramètre
b. Notons que les régimes observés à la Figure 1.7 sont indépendants de la quantité monitorée,
et que l’étude approfondie de l’entropie linéaire Ω (t), et de la fidélité F (t) donnerait les
mêmes résultats que ceux obtenus avec ρ12 (t).

D’un point de vue heuristique, nous pouvons établir une analogie avec l’atténuation de
l’EdeL, en identifiant les états du système central |↑↓〉 et |↓↑〉 avec les états |q1〉 et |q2〉 de
la section 1.2.1, et l’intensité b de l’interaction système central-bain avec l’intensité de la
perturbation V = V12. Le comportement de Ts en fonction de b montre clairement certaines
similarités avec l’atténuation de l’EdeL. Pour des perturbations fortes, l’atténuation de l’EdeL
est gaussienne, et la vitesse d’atténuation est la même pour les bains chaotiques et réguliers.
Ceci est similaire à nos résultats pour Ts lorsque b � W . En diminuant l’intensité de la
perturbation, le bain chaotique entre dans le régime de Lyapunov, où l’atténuation de l’EdeL
est exponentielle avec une vitesse d’atténuation indépendante de la perturbation, tandis que
l’atténuation de l’EdeL pour le bain régulier reste gaussienne avec un temps d’atténuation qui
est plus petit que celui du système chaotique. Ceci est très similaire au comportement de Ts
dans la région b < W . Lorsque b décroît davantage, nous nous attendons à entrer dans un
régime de perturbation pour le processus de décohérence, mais, pour b < 0.005, les amplitudes
des oscillations de ρ12 (t) sont trop petites pour pouvoir tirer des conclusions définitives.

La forme de l’atténuation des oscillations de ρ12 (t) est aussi similaire à ce qui est prédit
pour l’atténuation de l’EdeL, bien que cet accord ne soit pas aussi bon que pour le temps
d’atténuation Ts. Cela est dû au fait que l’atténuation initiale est toujours gaussienne, et que
l’atténuation exponentielle, si elle existe, n’apparaît que plus tard. Pour quantifier la forme
de l’atténuation des oscillations de ρ12 (t), on effectue des ajustements de courbe gaussiens
et exponentiels de ρenv

12 (t) pour des bains chaotiques et réguliers. Pour chaque ajustement,
la déviation χ2 est calculée. Les exemples d’oscillations de ρ12 (t) et d’ajustements de courbe
sont montrés à la Figure 1.8abc, et la dépendance de χ2 vis-à-vis de 1/b pour un bain chao-
tique et pour un bain régulier est présentée à la Figure 1.8d. La valeur de χ2

E (χ2
G) mesure la

distance moyenne entre l’enveloppe ρenv
12 (t) obtenue et l’ajustement de courbe exponentielle

décohérence Ts décroît d’un facteur ∼ 2 lorsque b décroît, i.e., la décohérence du système est plus rapide pour
les petits couplages système - bain, tandis que pour le bain chaotique, le temps de décohérence TS est resté
presque constant (le changement est d’à peu près 13%). Cet effet reste à être expliquer.
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Figure 1.8 – Évolution à court terme de l’élément non-diagonal ρ12 (t) dans le cas d’un
bain chaotique Γ0 = 0.04, h0 = 0.014 ( ) et dans le cas d’un bain régulier Γ0 = 0.008,
h0 = 0, 014 ( ). Le couplage entre les deux spins centraux est J = 0.4. Les valeurs de
l’interaction entre le système central et le bain est b = 0.2 (a), b = 0.0683 (b), et b = 0.02
(c). La largeur de bande W ' 0.05 du spectre des deux bains est maintenue inchangée. Le
panneau (d) présente le rapport χ2

G/χ
2
E en fonction de 1/b dans le cas d’un bain chaotique

(N) et dans le cas d’un bain régulier (N). Adaptée de Lages et al., 2005.

(gaussienne) le plus proche. Pour le cas de la décohérence induite par un bain régulier, l’atté-
nuation de ρenv

12 est gaussienne presque partout : dans l’intervalle de l’ensemble des couplages
considérés 0.005 < b < 1.37, on a χ2

G � χ2
E excepté pour quelques valeurs de b près de

b ∼ W où χ2
G ' χ2

E. Pour le cas de la décohérence induite par un bain chaotique, dans la
région b < W , lorsque l’atténuation de l’EdeL est exponentielle (régime de Lyapunov), l’atté-
nuation des oscillations de ρ12 (t) est aussi exponentielle (avec χ2

E notablement plus petit que
χ2

G), ou, au moins, montre une tendance exponentielle avec χ2
G ' χ2

E.
Un question intéressante survient : est-ce qu’un bain chaotique pour b < W est effective-

ment dans le régime de Lyapunov ? Nos résultats indiquent que oui (le temps de décohérence
Ts est très peu dépendant de la valeur de b, et l’atténuation des oscillations de ρ12 (t) est
proche d’être exponentielle). Cependant, des études plus détaillées sont nécessaires afin de
prouver cette conjecture. Puisque la notion de paquet d’ondes et de sa trajectoire n’est pas
applicable à un bain de spins, il serait très intéressant de comprendre le sens physique du
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Figure 1.9 – Évolution globale (a) de l’élément non-diagonal ρ12 (t) et (b) de l’entropie
linéaire Ω (t) du système central dans le cas d’un bain chaotique Γ0 = 0.04, h0 = 0.014
(courbes marquées d’un c) et dans le cas d’un bain régulier Γ0 = 0.008, h0 = 0, 014 (courbes
marquées d’un r). Le couplage entre les spins centraux est J = 0.1. Les valeurs du couplage
entre le système central et son bain sont b = 0.0683, b = 0.137, and b = 1.37. Adaptée de
Lages et al., 2005.

régime de Lyapunov et des exposants de Lyapunov (Flambaum et Izrailev, 2001a,b). Il peut
être également intéressant d’établir la connexion entre nos résultats numériques et les résultats
expérimentaux de Pastawski et al., 2000.

1.5 Évolution à long terme du système central / états
pointeurs

1.5.1 Décohérence à long terme du système central
L’évolution à long terme du système central présente également des différences prononcées

entre les processus de décohérence induits par des bains chaotiques et par des bains réguliers.
La Figure 1.9 montre l’évolution à long terme de l’élément non-diagonal ρ12 (t) (Figure 1.9a) et
de l’entropie linéaire du système central Ω (t) (Figure 1.9b) pour différents couplages système
- bain b. Pour chaque valeur de b, deux courbes sont montrées, correspondant à un bain
chaotique Γ0 = 0.04 > Γcr et à un bain régulier Γ0 = 0.008 < Γcr. À la Figure 1.9a, nous
observons que, pour une valeur fixe de b, le bain chaotique est plus efficace pour abaisser la
valeur ρpt

12 = limt→∞ ρ12 (t) vers zéro, i.e., pour briser l’intrication entre les deux spins. La
Figure 1.9b confirme cette observation : l’entropie linéaire du système central Ω (t) est plus
efficacement amené vers la valeur limite 1/4 10 en présence d’un bain chaotique.

Il est important de remarquer que dans le cas de la décohérence induite par un bain
chaotique, même pour les très faibles couplages b, les deux étapes du processus de décohérence
sont toujours présentes. Le système exhibe initialement des oscillations qui s’atténuent puis
à long terme une relaxation de ρ12 (t) et Ω (t) vers leurs valeurs états pointeurs. Par contre,

10. Cette valeur correspond à un système central maximalement mixte.
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Figure 1.10 – Évolution à long terme de l’élé-
ment non-diagonal ρ12 (t) pour un couplage
système - bain b = 0.114, dans le cas de bains
réguliers (•) Γ0 = 0, (◦) Γ0 = 0.008, (N)
Γ0 = 0.013, et dans le cas de bains chao-
tiques (4) Γ0 = 0.02, (�) Γ0 = 0.025, (�)
Γ0 = 0.03, (�) Γ0 = 0.032, (♦) Γ0 = 0.04.
Pour tous les bains, le paramètre du champ
magnétique local est h0 = 0.014. Le couplage
entre les deux spins centraux est J = 0.1.
D’après Lages et al., 2005.

Figure 1.11 – Axe vertical gauche : para-
mètre η (•), mesurant la chaoticité du bain,
en fonction de Γ0 pour h0 = 0.014. Axe
droit vertical : variation ∆ρ12 (◦) de l’élément
non-diagonal ρ12 dans l’intervalle de temps
5 × 103 < t < 3.2 × 105, pour b = 0.114
et J = 0.1, en fonction de Γ0.

pour le cas de la décohérence induite par un bain régulier, la seconde étape est généralement
absente ; après l’initial atténuation des oscillations, les valeurs de ρ12 (t) et Ω (t)) restent
constantes (voir les courbes marquées r pour b = 0.0683 et 0.137 à la Figure 1.9). C’est
uniquement pour les très forts couplages système - bain, b > J > W , que le bain régulier
induit une décohérence à long terme du système central (voir courbe marquée r pour b = 1.37
à la Figure 1.9). Afin de démontrer que l’apparition du chaos est responsable de la seconde
étape du processus de décohérence, nous avons calculé l’évolution à long terme de ρ12 (t) pour
une valeur fixe de b = 0.114 et pour différent bains chaotiques et réguliers. La Figure 1.10
montre clairement qu’il n’y a pas de processus de décohérence à long terme supplémentaire
tant que Γ0 < Γcr, i.e., tant que le bain n’est pas chaotique. Cependant, dès que Γ0 > Γcr,
un processus à long terme de décohérence apparaît, et la valeur état pointeur ρpt

12 s’approche
davantage de zéro à mesure que Γ0 augmente.

Ce comportement est exactement le même que celui observé pour la décohérence à court
terme : il n’y a pas de changement de forme ou de vitesse de l’atténuation pour Γ0 < Γcr,
mais, dès que Γ0 dépasse Γcr, la forme et la vitesse d’atténuation sont rapidement modifiées.

Afin d’être plus précis, nous quantifions la chaoticité du bain par la distribution de l’écart
des niveaux du bain P (s), en utilisant le paramètre

η =

∫ s0

0
ds (P (s)− PWD (s))∫ s0

0
ds (PP (s)− PWD (s))

(1.11)
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Figure 1.12 – Valeur état pointeur, ρpt
12 =

limt→∞ ρ12 (t), de l’élément non-diagonal
ρ12 (t), en fonction du rapport J/b pour diffé-
rents paramètres Γ0 et h0 du bain : Γ0 = 0.1,
h0 = 0.1 (N), Γ0 = 0.1, h0 = 0.01 (4), Γ0 =
0.01, h0 = 0.1 (•), Γ0 = 0.01, h0 = 0.01
(◦), Γ0 = 0.001, h0 = 0.01 (�). Les courbes
correspondant à Γ0 = 0.1 h0 = 0.1 (N), et à
Γ0 = 0.1, h0 = 0.01 (4) coïncident presque.
Les valeurs de Γ0 et h0 peuvent également
être lues dans l’encart. D’après Lages et al.,
2005.

où PP (s) = exp (−s) est la distribution de Poisson caractéristique des bains réguliers, et
PWD (s) = (πs/2) exp (−πs2/4) la distribution de Wigner-Dyson caractéristique des bains
chaotiques. La quantité η est une mesure standard du dégré de chaos dans le système (Geor-
geot et Shepelyansky, 1998, 2000a). L’abscisse s0 ' 0.4729 . . . détermine l’une des deux
intersections 11 entre les deux distributions, PP (s0) = PWD (s0). La valeur η = 0 signifie que
le bain est chaotique, P (s) = PWD (s), alors que la valeur η = 1 signifie que le bain est
régulier, P (s) = PP (s). À la Figure 1.11, nous présentons le paramètre η en fonction de Γ0.
Sur le même graphe, nous présentons la variation ∆ρ12 à long terme de ρ12 (t) dans l’intervalle
de temps 5 × 103 < t < 3.2 × 105. La corrélation entre les deux paramètre η et ∆ρ12 est
claire. La transition vers le chaos apparaît autour de Γcr ∼ 0.013, et pour Γ0 < Γcr la valeur
de ∆ρ12 reste petite, inférieure à 0.003, tandis que, entre Γ0 = Γcr et Γ0 ' 3Γcr, la valeur
de ∆ρ12 change d’un facteur 30. Cela montre clairement que l’établissement du chaos dans
le bain induit un changement drastique dans le processus de décohérence à long terme du
système central.

1.5.2 Impact de la chaoticité du bain sur les états pointeurs du sys-
tème central

Nous étudions finalement l’impact du chaos du bain sur l’état pointeur du système central,
en considérant comment la courbe ρpt

12(J/b) change avec la variation des paramètres du bain.
La Figure 1.12 présente les courbes ρpt

12(J/b) pour différents bains avec différentes valeurs de
Γ0 et de h0. 12 Pour une valeur fixe du rapport J/b, l’augmentation du champ magnétique
local h0 mène à la diminution de |ρpt

12|. La même chose se produit lors que le couplage interne
au bain Γ0 augmente. Augmenter Γ0 ou h0 rend la dynamique du bain plus rapide, si bien que
la tendance principale donnée par la Figure 1.12 est que plus la dynamique interne du bain est
rapide, plus le processus de décohérence est fort. Cependant, l’apparition du chaos influence
aussi les états pointeurs, bien que pas de façon drastique. Par exemple, la comparaison des
courbes Γ0 = 0.01, h0 = 0.1 (•), et Γ0 = 0.1, h0 = 0.01 (4) montre que l’augmentation
de Γ0, qui rend le bain plus chaotique, mène à des changements plus importants de la courbe

11. Celle la plus proche de zéro.
12. À noter que Γ0 et h0 varie d’un ordre de grandeur d’une courbe à une autre.
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ρpt
12(J/b) que l’augmentation de h0, qui rend la dynamique du bain plus rapide mais moins

chaotique. Pour une même valeur de J/b, un bain chaotique est plus efficace pour faire tendre
la valeur de ρpt

12 vers zéro, i.e., pour détruire les corrélations entre les spins centraux −→S1 et −→S2.

1.6 Conclusion
Nous avons étudié la décohérence d’un système de deux spins induite par des bains réguliers

et chaotiques. Nous sommes allés au-delà de la description à un corps semi-classique, en
considérant des environnements composés de nombreux spins-1/2. Nous ne remplaçons pas le
système ou le bain par une perturbation, comme cela a été fait dans les études de l’écho de
Loschmidt. À mesure que t→∞, le bain chaotique, par rapport au bain régulier, produit des
valeurs plus petites de l’élément 〈↑↓| ρ |↓↑〉 de la matrice densité du système central, ainsi que
des valeurs plus petites de l’entropie du système central. En d’autres termes, à long terme,
le bain chaotique produit une décohérence plus efficace. À court terme, le bain chaotique
engendre une rapide atténuation des oscillations quantiques dans le système, et modifie la
forme de l’atténuation, de gaussienne pour les bains réguliers à exponentielle pour les bains
chaotiques. Ainsi, l’émergence du chaos dans le bain modifie drastiquement la dynamique de la
décohérence, tout en n’affectant que de façon marginale les propriétés globales du spectre du
bain (telles que par exemple la largeur spectrale). Il est intéressant de noter que les conclusions
antérieures basées sur des arguments qualitatifs semi-classiques sont en accord avec nos calculs
numériques, alors que le bain composé des spins 1/2 n’a pas d’analogue semi-classique. En
se basant sur l’analogie établie avec l’atténuation de l’écho de Loschmidt, nous avons produit
des arguments montrant que le bain chaotique se situe bien dans le régime dynamique de
Lyapunov.
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Chapitre 2

Supression du chaos quantique dans un
hardware quantique

2.1 Introduction
L’idée fascinante du calcul quantique a stimulé de nombreux efforts expérimentaux destinés

à réaliser des qubits basés sur différentes implémentations physiques de systèmes quantiques
à deux niveaux couplés (voir par exemple Nielsen et Chuang, 2000). Les implémentations
de calculs quantiques utilisant la RMN liquide ont permis de réaliser plusieurs algorithmes
quantiques avec quelques qubits, comme par exemple, l’algorithme de factorisation de Shor
(Vandersypen et al., 2001) et des simulations de dynamique complexe (Weinstein et al., 2002).
Cependant, le contexte de la RMN liquide ne permet pas d’adresser individuellement les qubits
et ne peut aboutir à construire un ordinateur quantique (OQ) à grande échelle (Braunstein
et al., 1999). La situation est bien plus optimiste pour le cas de l’implémentation de calcul
quantiques utilisant la RMN dite solide (Nielsen et Chuang, 2000). Certaines propriétés de
cette dernière sont aussi partagées par l’OQ tout-silicone proposé par le groupe de Yamamoto
(Fu et al., 2004 ; Goldman et al., 2000 ; Ladd et al., 2002 ; Yamaguchi et al., 2004). Dans
cette proposition, les qubits sont des noyaux de spin-1/2 (e.g., des isotopes 29Si) agencés
en un réseau bidimensionnel, lui-même enchâssé dans une matrice cristalline solide (e.g., des
noyaux de 28Si de spin-0). Un gradient de champ magnétique est appliqué dans le plan du
réseau pour permettre l’adressage individuel des qubits. À présent, de très puissants gradients
peuvent être réalisés expérimentalement (Mamin et al., 2003 ; Rugar et al., 2004) et, d’après
Goldman et al., 2000 ; Ladd et al., 2002, des milliers de qubits peuvent alors être adressés. En
plus de cela, l’interaction entre qubits nécessaire pour construire un OQ est le couplage dipôle-
dipôle existant entre deux qubits (Slichter, 1990 ; Vandersypen et Chuang, 2005). Ces deux
ingrédients, à savoir le gradient de fréquences et le couplage dipôle-dipôle entre qubits, sont
également présents dans de nombreuse autres propositions de réalisation d’un OQ comme celle
basée, par exemple, sur des molécules polaires piégées avec un gradient électrique (DeMille,
2002), ou sur des ions piégés avec un gradient magnétique (Mc Hugh et Twamley, 2005).
Ainsi, il apparaît important d’étudier les propriétés génériques de tels systèmes pour les futures
implémentations expérimentales.

En effet, les couplages résiduels entre les qubits sont, tout particulièrement, connus pour
mener à l’apparition du chaos quantique et à la fusion du hardware de l’OQ (Flambaum, 2000 ;
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Georgeot et Shepelyansky, 2000a,b ; Shepelyansky, 2001). Il a été montré (Benenti et al., 2001 ;
Frahm, Fleckinger et Shepelyansky, 2004) que ces imperfections statiques occasionnent une
décroissance rapide de la fidélité des calculs quantiques et par conséquent l’étude de celles-ci
est importante pour essayer de préserver la précision des calculs quantiques. Pour une chaîne
unidimensionnelle de qubits, il a été montré que l’introduction d’un gradient de fréquences
renforce généralement la stabilité du hardware de l’OQ vis-à-vis des couplages statiques inter-
qubits. Ce résultat a d’importantes implications pour les propositions expérimentales similaires
telles que celle de DeMille, 2002 et de Mc Hugh et Twamley, 2005. Cependant, le cas géné-
rique bidimensionnel proposé par Ladd et al., 2002 requière une attention toute particulière.
C’est cette étude qui est présentée dans ce chapitre. Afin d’analyser les propriétés génériques
du hardware de l’OQ proposé par Ladd et al., 2002, nous avons effectué des simulations nu-
mériques intensives prenant en compte jusqu’à 18 qubits. Nos études montrent qu’un gradient
de champ magnétique suffisamment intense mène à la suppression du chaos quantique et à
l’émergence d’un régime intégrable où les états propres réels sont proches de ceux de l’OQ
idéal sans imperfections (Lages et Shepelyansky, 2006). Nous avons déterminé la frontière
entre le régime intégrable et le régime de chaos quantique.

2.2 Description du modèle d’ordinateur quantique
En suivant la proposition du groupe de Yamamoto (Ladd et al., 2002), nous présentons un

modèle mathématique (OQY) 1 d’un OQ réaliste avec un gradient de champ magnétique et un
couplage dipôle-dipôle entre les qubits. Nous considérons ainsi un réseau bidimensionnel de nq
spins-1/2 nucléaires enchâsser dans un solide cristallin, e.g., des noyaux de 31P de spins-1/2
dans un puits quantique de GaAs/AlGaAs, ou bien, des noyaux de 29Si de spins-1/2 dans une
matrice de noyaux 28Si de spins-0 (Ladd et al., 2002). Afin de manipuler les spins nucléaires en
utilisant les champs radio-fréquence, chaque qubit doit être individuellement adressable, i.e.,
une fréquence de Larmor spécifique doit être assignée à chacun d’entre eux. Le hamiltonien
de ce réseau de spins nucléaires est le suivant

H =
nq∑
i=1

(ω0 + δωi) Izi +
∑
i<j

dij
(
2Izi Izj − Ixi Ixj − I

y
i I

y
j

)
. (2.1)

Cet hamiltonien est très couramment utilisé en RMN (Slichter, 1990). Les opérateurs Ix,y,zi =∏i−1
j=1 12 ⊗ 1

2σ
x,y,z ⊗ ∏nq

j=i+1 12 sont les opérateurs agissant sur le ième spin où les matrices
σx,y,z sont les usuelles matrices de Pauli. La fréquence ω0 + δωi est la fréquence de Larmor
associée au ième spin. En considérant les noyaux de spins-1/2 comme un ensemble de qubits,
ω0 + δωi est l’énergie entre les deux états |↑〉 et |↓〉 d’un seul qubit. La double somme permet
d’effectuer une somme sur toutes les paires de qubits disposés dans un plan (xOy), et le
terme dij = d/q3

ij est le couplage dipolaire entre les spins i et j. Ici, qij = rij/b est la distance
entre deux spins i et j en unités du pas b du réseau carré de spins ; d est le couplage entre
deux spins voisins sur un réseau (qij = 1). Dans la géométrie de Faraday, i.e., telle que le
champ magnétique est orthogonal au plan contenant les noyaux de spins-1/2 (−→B = Bz −→ez ),
le couplage est d = µ0γ

2~2/8πb3 où γ est le rapport gyromagnétique des noyaux considérés.

1. OQY pour ordinateur quantique de Yamamoto.
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Figure 2.1 – Réseau désordonné de spins :
la déviation locale du spin i par rapport à
sa position idéale de coordonnées (nxi

b, nyi
b)

est donnée par δxi = δxi
b et δyi = δyi

b
(voir explications dans le texte). Les indexes
i = 1, . . . , nq = nxny permettent de repérer
les spins sur le réseau. La direction du gra-
dient de champ magnétique fait un angle θ
avec l’axe (Ox). Adaptée de Lages et Shepe-
lyansky, 2006.

δxi

δyi

∆

b

b B

θ

z

B

O

ex

ey

ez

Un schéma de la structure du modèle est montré à la Figure 2.1. Nous allons concentrer notre
étude sur le régime ω0 � δωi, d pour lequel l’énergie d’un seul qubit ω0 est plus grande que
les décalages de fréquences de Larmor δωi et plus grande que le couplage dipolaire dij entre
deux qubits. Ce régime correspond aux conditions expérimentales typiques discutées dans Ladd
et al., 2002 et dans Goldman et al., 2000.

Dans (2.1), un décalage de fréquence de Larmor δωi est assigné à chaque spin nucléaire.
Ces décalages de fréquence de Larmor permettent de discerner un spin nucléaire d’un autre,
et jouent le même rôle que les décalages chimiques en RMN liquide (Slichter, 1990). Ici, ces
décalages de fréquence de Larmor sont dus au gradient de champ magnétique ~g = ~∇Bz = g−→ez
disposé sur le plan (xOy). Pour le ième spin nucléaire situé à la position −→ri = nxi

b−→ex+nyi
b−→ey ,

le décalage de la fréquence de Larmor est

δωi = γ

2π
−→ri ·
−→∇Bz = nxi

ωg cos θ + nyi
ωg sin θ (2.2)

où nous définissons ωg = γ
2πbg le décalage caractéristique de fréquence de Larmor. L’espace-

ment des fréquences de Larmor entre deux spins nucléaires adjacents le long de l’axe −→ex (−→ey )
est ωgx = ωg cos θ (ωgy = ωg sin θ). Dans la Table 2.1, les paramètres physiques typiques sont
donnés pour le cas des noyaux 31P et 29Si. Par exemple, si nous considérons un réseau cubique
à face centrée de noyaux de 31P avec une distance de b = 3.9974 Å entre noyaux plus proches
voisins alors d = 154 Hz. Le régime ωg/d = 10 choisi pour nos simulations correspond alors à
ωg = 1540 Hz qui est équivalent à un gradient de champ magnétique g = 0.224 T/µm. Si nous
considérons un réseau de noyaux de 29Si avec une distance de b = 1 Å entre noyaux voisins
alors d = 2.4 kHz. Le régime ωg/d = 10 de nos simulations correspond alors à ωg = 24 kHz
qui est équivalent à un gradient de champ magnétique g = 28 T/µm.

Sur un réseau carré, nous considérons l’index i = {1, . . . , nq = nxny} repérant les noyaux
lignes par lignes. Ainsi, le noyau situé à la position (nxi

b, nyi
b), avec nxi

∈ {1, . . . , nx} et
nyi
∈ {1, . . . , ny}, est associé à l’index i = (nxi

− 1)ny + nyi
. L’angle entre la direction du

gradient de champ magnétique et, par exemple, l’axe −→ex est, par symétrie, compris entre 0
et π/4. D’un point de vue expérimental, il est pratique d’associer des fréquences de Larmor
croissantes aux noyaux le long du chemin indexé par i. Ceci assure la possibilité de discerner
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|γ/2π| b d ωg = 10d g ∼ 10d/b
(MHz/T) (Å) (Hz) (kHz) (T/µm)

31P 17.20 4.0 154 1.54 0.224
29Si 8.47 1.9 346 3.46 2.150
29Si 8.47 1.0 2374 23.74 28.000

Table 2.1 – Paramètres physiques pour différents noyaux correspondant à ωg/d = 10 dans
nos simulations. Les paramètres sont γ le rapport gyromagnétique, b le pas du réseau cristallin
à maille carrée, d la constante de couplage dipolaire, ωg l’espacement caractéristique des
fréquences de Larmor, et g l’intensité du gradient de champ magnétique. Adaptée de Lages et
Shepelyansky, 2006.

chaque noyau. Cette condition est réalisée si nyωg sin θ < ωg cos θ. Comme le nombre de
noyaux recensés dans un point quantique peut être aussi grand que nq = nxny ∼ 104, cette
condition est alors θ < n−1

y . Le long de la direction −→ex , les noyaux sont hautement discernables
puisque l’espacement des fréquences de Larmor entre deux noyaux voisins est ωgx ' ωg � d.
Le couplage dipolaire dans (2.1) est alors négligeable. Le long de la direction −→ey , l’espacement
des fréquences de Larmor entre deux noyaux voisins est ωgy ' ωg/ny � ωg, par conséquent, les
noyaux le long de cette direction sont faiblement discernables. Avec ny ∼ 102 et en considérant
les paramètres physiques de la Table 2.1, nous remarquons aisément que, le long de la direction
−→ey , le couplage dipolaire dij ne peut pas être négligé puisque d ∼ ωgy.

Afin d’être plus réaliste, nous considérons le fait que les spins ne peuvent pas former
un réseau régulier idéal, i.e., il n’est pas possible, expérimentalement, de placer exactement
chaque noyau sur un nœud du réseau rectangulaire. Considérons le spin i au voisinage du nœud
(nxi

, nyi
). Nous définissons les déviations δxi

et δyi
qui caractérisent les déviations du placement

du spin i par rapport à la position idéale du nœud (nxi
, nyi

). La position du spin i est alors
−→ri = (nxi

+ δxi
) b−→ex + (nyi

+ δyi
) b−→ey (voir Figure 2.1). Nous supposons que les déviations

δxi
et δyi

sont aléatoires et distribuées dans l’intervalle [−δ/2, δ/2] où δ est l’inévitable erreur
expérimentale dans le positionnement des noyaux. Ces déviations spatiales modifient faiblement
les couplages dipolaires dij entre les spins nucléaires puisque ceux-ci dépendent de l’inverse du
cube de la distance rij entre les spins. L’effet principal est la modification des décalages de la
fréquence de Larmor, et par conséquent des différences de fréquences de Larmor entre deux
spins nucléaires. Pour le ième spin, le décalage de fréquence de Larmor est donc

δωi = (nxi
+ δxi

)ωgx + (nyi
+ δyi

)ωgy. (2.3)

Ainsi, l’espacement minimal de la fréquence de Larmor entre deux spins nucléaires adjacents
est

ω′gx = min
{
δωi+ny − δωi

}
i=1,nq−ny

= (1− δ)ωgx − ωgyδ (2.4)

le long de la direction −→ex et

ω′gy = min {δωi+1 − δωi}i=1,nq−1 = (1− δ)ωgy − ωgxδ (2.5)

le long de la direction −→ey . Pour θ ∈ [0, π/4] et δ < 0.5, nous avons ω′gx > 0, ce qui assure
que, le long du chemin indexé par i, d’une ligne à l’autre, la fréquence de Larmor augmente.
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Comme cela a été dit précédemment, il est pratique, d’un point de vue expérimental, que
δωi+1 − δωi > 0 pour chaque couple de fréquence de Larmor adjacente le long d’une ligne,
i.e., le long de la direction −→ey . En utilisant (2.5), cette condition mène à l’inégalité suivante
tan θ > δ/ (1− δ). Ainsi, pour un grand nombre ny de noyaux le long de la direction −→ey , et
pour de petites fluctuations spatiales δ � 1, la discernabilité totale des noyaux dans le plans
(xOy) est assurée si la condition suivante est remplie

δ < θ < n−1
y . (2.6)

Notons que le désordre introduit par (2.3) peut aussi modéliser l’inhomogénéité spatiale du
gradient de champ magnétique −→g . Puisque l’inégalité δ < n−1

y doit être réalisée, la condition
de discernabilité totale (2.6) impose une très bonne précision expérimentale sur la position des
noyaux et sur le gradient bidimensionnel de champ magnétique.

Nous allons considérer une situation expérimentale typique pour laquelle les couplages
dipolaires et les décalages de fréquence de Larmor sont comparables, d ∼ ωg mais avec
ω0 � ωg, d. Dans ce régime, les états propres du hamiltonien (2.1) peuvent être ordonnés par
les secteurs de spins 〈Iz〉 =

〈∑nq

i=1 I
z
i

〉
. Les états propres partageant la même valeur de 〈Iz〉

forment une bande spectrale de largeur δω ' ωg
√
nq. A l’intérieur d’une bande spectrale, il

y a n〈Iz〉 = nq!/(nq/2 + 〈Iz〉)!(nq/2 − 〈Iz〉)! états propres. Des bandes spectrales proches,
i.e., des bandes dont la valeur 〈Iz〉 diffère de ±1, sont bien séparées en énergie puisque leur
espacement est ω0 � δω. Dans ce cas, en utilisant les opérateurs de retournement de spin
I±j = Ixj ± iI

y
j , le hamiltonien (2.1) peut être réécrit comme

H = Hdiag +Hnon−diag (2.7)
où

Hdiag =
nq∑
i=1

(ω0 + δωi) Izi + 2
∑
i<j

dijI
z
i I

z
j (2.8)

est la partie diagonale et

Hnon−diag = −1
2
∑
i<j

dij
(
I+
i I
−
j + I−i I

+
j

)
(2.9)

la partie non-diagonale du hamiltonien. À partir de (2.8), nous remarquons que la partie non-
diagonale du hamiltonien (2.7) est bloc diagonale, i.e. chaque bloc correspond à un secteur
de spin 〈Iz〉. Ainsi, seuls les états propres sans interaction avec la même valeur de 〈Iz〉 sont
directement couplés par l’interaction dipolaire. La diagonalisation de n’importe lequel des
secteurs 〈Iz〉 peut être effectué indépendamment des autres.

Le hamiltonien (2.7) régit le modèle mathématique de l’OQY. Puisque le chaos quantique
apparaît préférentiellement au centre du spectre (Georgeot et Shepelyansky, 2000a), nous
étudions les propriétés du hamiltonien (2.1) dans la bande centrale associée au secteur de spin
〈Iz〉 = 0 (〈Iz〉 = ±1/2) pour un nombre pair (impair) de spins. Cette partie du spectre est la
plus sensible aux imperfections du réseau et la plus prompte à l’émergence du chaos quantique.

2.3 Résultats numériques
Afin de caractériser l’émergence du chaos quantique dans le modèle de l’OQY (2.7), nous

utilisons la distribution P (s) des n − 1 espacements {si = (εi+1 − εi) /∆}i=1,...,n−1 des n

31



CHAPITRE 2. SUPRESSION DU CHAOS QUANTIQUE DANS UN HARDWARE QUANTIQUE

0 1 2 3s
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P(
s)

Figure 2.2 – Distribution P (s) des espace-
ments de niveaux du spectre du hamiltonien
(2.1) pour le cas d’une amplitude δ = 0.1 du
désordre spatial, pour un angle θ = 0.3, et
pour ωg/d = 1 ( ), 4 ( ), 7 ( ), et 10 ( ).
Les distribution poissonienne PP (s) ( ) et
de Wigner-Dyson PWD (s) ( ) sont mon-
trées. Le nombre de réalisations du désordre
est Nd = 10. Le calcul a été effectué avec
nq = 16 qubits placés sur un réseau de taille
4×4. Adaptée de Lages et Shepelyansky, 2006.

niveaux quantiques ordonnés par énergie croissante (εi < εi+1). Ici, ∆ = (εn − ε1) / (n− 1)
est l’écart moyen entre deux niveaux adjacents en énergie. Cette distribution P (s) des espa-
cements de niveaux permet de suivre la transition entre les états propres intégrables et les
états propres ergodiques (voir par exemple Haake, 2001, et aussi la section 1.2 page 10 du
présent mémoire). Les n niveaux d’énergie pour lesquels P (s) est calculée correspondent aux
états propres du voisinage immédiat du centre de la bande centrale du spectre (nous utilisons
10% de la bande spectrale δω) ; ∆ est alors l’espacement moyen de ces états. Nous rappelons
que si la distribution P (s) suit une loi poissonnienne, P (s) = PP (s) = exp (−s), alors le
système est intégrable. À l’inverse, si la distribution P (s) suit la distribution de Wigner-Dyson,
P (s) = PWD (s) = πs/2 exp (−πs2/4), alors le système est chaotique. La Figure 2.2 montre
des exemples typiques de distributions P (s) des espacements de niveaux pour une amplitude
du désordre δ = 0.1 et pour un angle θ = 0.3 du gradient du champ magnétique avec l’axe
−→ex . Chaque distribution P (s), présentée à la Figure 2.2, a été calculée en utilisant 128700
niveaux d’énergie et Nd = 10 réalisations du désordre. Lorsque la valeur de ωg/d augmente
de 0 à 10, la distribution P (s) est modifiée passant d’une distribution de Wigner-Dyson à
une distribution poissonienne. Il existe donc une fréquence critique ωcg telle que pour ωg < ωcg,
le hardware de l’OQY est dans un régime de chaos quantique, et pour ωg > ωcg, ce même
hardware est dans un régime intégrable. D’après la Figure 2.2, la valeur de ωcg se situe dans
l’intervalle 4 < ωcg/d < 7.

Afin de déceler plus finement le bord du chaos quantique ωcg, il est pratique d’introduire
le paramètre (Jacquod et Shepelyansky, 1997, voir aussi la section 1.5.1 page 23 du présent
mémoire)

η =

∫ s0

0
(P (s)− PWD (s)) ds∫ s0

0
(PP (s)− PWD (s)) ds

(2.10)

où s0 ' 0.4729 . . . est une des deux intersections, s0 < s1, entre les deux distributions
PP (s) et PWD (s). Ainsi, η → 0 (η → 1) si le système étudié est chaotique (intégrable). Ce
paramètre, utile pour appréhender la transition entre intégrabilité et chaos quantique, a été
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Figure 2.3 – Paramètre η en fonction de ωg/d (a) et en fonction de ωg/ωcg (b) pour différentes
tailles de réseaux 5× 2 ( ), 6× 2 (4), 7× 2 ( ), 4× 3 ( ), 5× 3 ( ), 6× 3 (∗), et 4× 4
( ). Le déplacement de fréquence critique ωcg est défini tel que η(ωcg/d) = 0.3. Par soucis
de clarté, seules quelques courbes de la figure (a) ont été reportées sur la figure (b). Figure
(b), encart du haut : déplacement de fréquence critique ωcg en fonction de ny. La ligne droite
est issue d’une régression linéaire (voir explications dans le texte). Figure (b), encart du bas :
déplacement de fréquence critique ωcg en fonction du nombre total de qubits nq = nxny pour
ny = 2 ( ), ny = 3 ( ), et ny = 4 ( ). Pour tous les calculs présentés δ = 0.1 et θ = 0.3.
Le nombre de réalisations du désordre est Nd = 10 (Nd = 4 pour le cas 6 × 3). Adaptée de
Lages et Shepelyansky, 2006.

utilisé dans de nombreuses recherches concernant les systèmes quantiques à N corps (Benenti,
G., Casati, G. et Shepelyansky, D. L., 2001 ; Georgeot et Shepelyansky, 1998, 2000a,b ; Jacquod
et Shepelyansky, 1997 ; Lages, 2001).

À la Figure 2.3, nous montrons la dépendance du paramètre η vis-à-vis du déplacement
de fréquence ωg pour différentes tailles du réseau pour un angle θ = 0.3 et pour une intensité
du désordre δ = 0.1. La transition du régime régulier (ωg > ωcg) vers le régime chaotique
(ωg < ωcg) est clairement visible pour chaque taille de réseau considérée. Afin de suivre cette
transition de manière plus quantitative, définissons le bord du chaos ωcg tel que η

(
ωcg/d

)
= 0.3.

La Figure 2.3b montre η en fonction de décalage de fréquence renormalisé ωg/ωcg. L’encart du
bas de cette même figure montre clairement que ωcg est une fonction multivaluée de nq. Ceci
peut également être vu sur la Figure 2.3a, par exemple, pour les configurations 6× 2 et 4× 3
correspondant au même nombre de qubits nq = 12, mais donnant deux courbes η différentes,
et, par conséquent, deux valeurs différentes pour ωcg. L’encart du haut de la Figure 2.3b montre
que ωcg semble être décrite par une loi linéaire ωcg = 1.26nyd. Nous observons également que
d’après la Figure 2.3b, la transition vers le chaos devient de plus en plus abrupte à mesure
que ny augmente. Ainsi, pour un réseau de taille 100 × 100 de spins nucléaires de 31P avec
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une distance b = 4Å entre plus proche voisins 31P-31P, un gradient de champ magnétique
d’au moins gc = 2.8T/µm est nécessaire afin d’éviter l’émergence du chaos quantique dans le
hardware statique de l’OQ.

La loi linéaire qui vient d’être trouvée de manière numérique

ωcg = Cdny, (2.11)

où C ≈ 1.3 est une constante, peut être comprise sur la base du critère de Åberg (Åberg,
1990). Ce critère a été proposé pour comprendre les conditions de l’émergence du chaos
quantique et de l’ergodicité dans les systèmes quantiques à N -corps. Également, des tests nu-
mériques intensifs combinés avec des estimations analytiques ont été effectuées par Benenti,
G., Casati, G. et Shepelyansky, D. L., 2001 ; Berman et al., 2001 ; Georgeot et Shepelyansky,
1998, 2000a,b ; Jacquod et Shepelyansky, 1997 ; Shepelyansky, 2001 ; Shepelyansky et Su-
shkov, 1997 permettant d’établir les conditions de l’émergence du chaos quantique et de la
thermalisation dynamique dans une large variété de systèmes quantique à N -corps. D’après
les résultats de ces études, le chaos quantique émerge lorsque l’intensité du couplage U de-
vient comparable à l’espacement ∆c entre les états propres du hamiltonien sans interaction, 2

i.e. quand U ∼ ∆c. Il est important de noter que ∆c est exponentiellement plus grand que
l’espacement entre les états du système quantique à N -corps. Pour l’OQY, cet espacement
est de l’ordre de ∆nq ∼ ωgnq2−nq .

Dans notre modèle, en l’absence d’interaction, les registres quantiques sont les états propres
|φi〉 de la partie diagonale Hdiag (2.8) du hamiltonien (2.7). La partie non-diagonale Hnon−diag
(2.9) contient des opérateurs de renversement de spin, et, par conséquent, couple les états non-
interactifs, permettant alors l’émergence du chaos quantique dans le système. L’ensemble des
états non-interactifs {|i〉 = |i2〉}i=0,NH−1 forme la base des NH = 2nq registres quantiques.
Il est pratique d’écrire i = i10 = ∑nq

k=1 ak2k−1 en base binaire, i2 = anqanq−1 . . . a2a1 où
{ak ∈ {0, 1}}k=1,...,nq

. On associe alors |0〉 à l’état de spin |↓〉 et |1〉 à l’état de spin |↑〉. Par
exemple, pour nq = 3, le registre quantique i = 5 est l’état |5〉 = |101〉 = |↑↓↑〉. La base
des registres quantiques est une base particulièrement intéressante pour effectué les calculs
quantiques (Nielsen et Chuang, 2000). Chaque état multi-qubits est alors une combinaison
linéaire des registres quantiques {|i〉}i=0,NH−1.

Afin d’appliquer le critère de Åberg à l’OQY, nous notons que les interactions dipolaires
{dij = d/qij}i 6=j s’évanouissent rapidement lorsque la distance inter-qubit augmente. Ainsi,
nous pouvons considérer que seuls les qubits premiers voisins (voire les qubits seconds voisins)
sont couplés, et donc U ∼ d. Pour θ � 1, les états couplés par les transitions encodés
dans Hnon−diag (2.9) subissent un changement d’énergie typique ωg (cela en supposant que
seules quelques lignes 3 contribuent) et le nombre de ces transitions est de l’ordre de ny. Ainsi,
∆c ∼ ωg/ny, ce qui n’est autre que le résultat (2.11). Pour θ ∼ 1, les transitions dans une
direction perpendiculaire au gradient de champ magnétique dominent, si bien que la relation
(2.11) s’écrit maintenant

ωcg = Cd
√
nq, (θ ∼ 1) (2.12)

avec C ∼ 1.

2. Appelés ci-après états non-interactifs.
3. Les lignes sont parallèles à −→ey , ce sont les lignes horizontales de spins de la Figure 2.1.
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Figure 2.4 – Entropie Sn en fonction de ωg/d. Les couleurs sont fonction des valeurs de
l’entropie. La couleur rouge (bleu) correspond à Sn ≈ 13 (Sn = 0). L’axe horizontal représente
les valeurs de ωg/d avec ωg/d = 0 (à gauche) et ωg/d = 20 (à droite). L’axe vertical représente
les énergies (en unité arbitraire) des états propres de la bande centrale. La taille du réseau est
nq = 4 × 4 = 16. L’intensité du désordre spatial est δ = 0.1. L’angle associé au gradient de
champ magnétique est θ = 0.3. Tous les points de cette figure ont été calculés pour la même
réalisation du désordre. Encart : Entropie Sn pour ωg/d = 4 en fonction de l’angle θ associé
au gradient de champ magnétique. L’axe horizontal représente les valeurs de θ avec θ = 0
(à gauche) et θ = π/4 (à droite). L’axe vertical représente les énergies (en unité arbitraire)
des états propres de la bande centrale. Tous les points de cette figure ont été calculés pour la
même réalisation du désordre, pour la même intensité du désordre, et pour la même taille de
réseau. Adaptée de Lages et Shepelyansky, 2006.
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Figure 2.5 – (a) Paramètre η en fonction de l’angle θ associé au gradient de champ magné-
tique pour ωg/d = 3 ( ), 4 ( ), et 7 ( ). L’intensité du désordre spatial est δ = 0.1. La taille
du réseau est nq = 5× 3. Le nombre de réalisation du désordre est Nd = 10. (b) Paramètre η
en fonction de, δ, l’intensité du désordre pour ωg/d = 2 ( ), 4 ( ), et 6 ( ). L’angle associé
au gradient de champ magnétique est θ = 0.3. Les autres paramètres sont identiques à ceux
de la figure (a). Adaptée de Lages et Shepelyansky, 2006.

L’émergence du chaos quantique ne se manifeste pas seulement au travers de la distri-
bution des espacements de niveaux, mais aussi au travers de la complexité des états propres
quantiques en présence des interactions. Pour illustrer ce fait de manière quantitative, nous
définissons la complexité d’un vecteur propre |ψn〉 du hamiltonien (2.7) par son entropie
Sn = −∑NH

i=1wni log2wni où wni = |〈i|ψn〉|2. L’entropie Sn quantifie la déviation du vec-
teur propre |ψn〉 par rapport à un état de registre quantique pur. Si Sn = 0, alors |ψn〉 ∝ |n〉
est un état de registre quantique. Si Sn = nq, alors |ψn〉 = N

−1/2
H

∑NH−1
k=0 eiαk |k〉 tous les

états de registre quantique sont présents dans le vecteur propre |ψn〉. 4 Comme nous nous
intéressons plus particulièrement aux états propres de la bande centrale, l’entropie maximale
atteignable est Sn = log2

(
nq

[nq/2]

)
< nq pour un état propre |ψn〉 qui est une superposition

équiprobable de tous les registres quantiques |i〉 tels que 〈Iz〉 = 0 (〈Iz〉 = ±1) pour le cas
d’un nombre nq pair (impair) de qubits. 5

La Figure 2.4 montre l’entropie Sn en fonction de ωg/d pour une intensité du désordre
spatial δ = 0.1 et pour un angle θ = 0.3 associé au gradient de champ magnétique. On observe
que l’entropie des états propres diminue de manière significative lorsque l’intensité du gradient
du champ magnétique augmente. Ainsi, un gradient intense de champ magnétique mène à la
suppression du chaos quantique dans le modèle de l’OQY. L’encart de la Figure 2.4 montrer

4. Les phases {αk}k=O,...,NH −1 sont, en toute généralité, quelconques.
5. En effet, la symétrie du hamiltonien (2.1) et la condition ω0 � ωg > d garantissent une bande centrale

d’états |ψn〉 composés d’une superposition d’états appartenant au secteur de spin 〈Iz〉 = nq mod 2.
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l’entropie en fonction de l’angle θ associé au gradient de champ magnétique. En accord avec
les estimations théoriques (2.11) et (2.12), l’entropie ne dépend que très marginalement de
l’angle θ. Cette constatation est également vraie pour la distribution des écarts de niveaux
comme cela est illustré à la Figure 2.5a : le paramètre η ne dépend clairement pas de l’angle
θ.

La dépendance du paramètre η vis-à-vis de l’intensité du désordre spatial δ est présentée à
la Figure 2.5b. Pour des valeurs de ωg/d, de faibles à modérées, une augmentation de δ rend
le système plus intégrable, i.e. η augmente avec δ. Cette tendance est similaire à celle obtenue
par Georgeot et Shepelyansky, 2000a,b pour laquelle le désordre stabilise la phase intégrable.
Cependant, dans le modèle de l’OQY, cet effet est plus faible. En effet, l’augmentation de
δ occasionne une augmentation de ∆c de tout au plus un facteur deux. À la Figure 2.5b, il
est intéressant de noter que même en l’absence de désordre, le système peut complètement
être dans un régime de chaos quantique (η ≈ 0) lorsque l’intensité du gradient de champ
magnétique est faible (ωg/d ≤ 2). Ceci signifie que pour ωg/d ≤ 2, les interactions dipôle-
dipôle entre les qubits conduisent à la fusion du hardware de l’OQ et à la destruction de la
base computationnelle idéale.

Afin d’estimer la vitesse de fusion du hardware de l’OQ, nous calculons numériquement la
densité d’états locale (voir e.g. Georgeot et Shepelyansky, 2000a,b)

ρW (ε− εi) =
∑
n

wniδ(ε− εn) (2.13)

où εi est l’énergie d’un état computationnel idéal |i〉, état propre du hamiltonien Hdiag (2.8).
La largeur Γ de cette distribution d’énergie donne la vitesse de l’émergence du chaos quan-
tique (Flambaum, 2000 ; Georgeot et Shepelyansky, 2000a,b). Ainsi, dans le régime du chaos
quantique, ωg < ωcg, un nombre exponentiel d’états sont mélangés sur une échelle de temps
1/Γ (ici ~ = 1). Le nombre d’états mélangés est de l’ordre de Γ/∆n où ∆n est l’espacement
typique entre les niveaux d’énergie à N -corps. Pour des couplages faibles entre qubits, la den-
sité ρW (ε) est analogue à une distribution de Breit-Wigner avec une largeur Γ ∼ U2/∆c (voir
e.g. Flambaum, 2000 ; Georgeot et Shepelyansky, 2000a,b). Pour le cas de l’OQY, on a

Γ ∼ d2
√
nq
ωg

. (2.14)

Pour des couplages d forts entre qubits (produisant Γ > ∆c), la largeur de la distribution est
linéaire en d, Γ ∼ dnq

1/4, de manière analogue aux cas considérés dans Flambaum, 2000 ;
Georgeot et Shepelyansky, 2000a,b. Dans ce cas, ρW (ε) est une distribution gaussienne. Nos
données numériques pour nq = 18 qubits, montrées à la Figure 2.6, confirment ces formules
théoriques. En effet, pour des valeurs de ωg/d petites, la largeur Γ est indépendante de ωg et
ρW (ε) est une distribution gaussienne ; tandis que pour des valeurs de ωg/d plus grandes, la
densité d’états locale ρW (ε) est une distribution de Breit-Wigner avec Γ ∝ 1/ωg en accord avec
(2.14). Pour des valeurs de ωg/d plus élevées, le système entre dans un régime intégrable ωg >
ωcg où la relation (2.14) n’est plus valide. Le bord du chaos quantique obtenu analytiquement
(2.11) donne ωcg = 3.9d, ce qui concorde qualitativement avec le bord approximatif ωcg ≈ 5d
obtenu à partir des données de la Figure 2.6.
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Figure 2.6 – Largeur Γ de la densité d’états locale, ρW , en fonction du décalage de fréquence
ωg pour une intensité du désordre δ = 0.1, un angle θ = 0.3, et un nombre de qubits
nq = nxny = 6 × 3 = 18. Le régime gaussien, Γ ∝ d, est indiqué par la ligne ( ), et le
régime de Breit-Wigner, Γ ∝ d2/ωg, est indiqué par la ligne ( ). Encart du bas : exemple
de densité d’états locale ρW pour ωg/d = 3 ; la courbe ( ) est le meilleur ajustement
d’une courbe de Breit-Wigner de largeur Γ = 2.1d. Encart du haut : exemple de densité
d’états locale ρW pour ωg/d = 1 ; la courbe ( ) est le meilleur ajustement gaussien de
largeur Γ = 2.52d. La transition vers l’intégrabilité s’effectue autour de log10 (ωg/d) ≈ 0.7 qui
correspond au bord du chaos quantique (2.11). Le dégradé de couleur de rouge à bleu illustre
qualitativement cette transition. Adaptée de Lages et Shepelyansky, 2006.
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2.4 Conclusion
Les résultats numériques et analytiques, que nous venons de présenter, permettent d’établir

les paramètres du régime dans lequel la base computationnelle idéale de l’ordinateur quantique
proposé par Ladd et al., 2002 est robuste vis-à-vis des imperfections existantes des couplages
dipôle-dipôle entre les qubits. Nous montrons clairement que la présence d’un gradient de
champ magnétique permet de supprimer le chaos quantique au sein du hardware de l’ordinateur
quantique si le gradient g est plus grand que le bord du chaos quantique donné par les équations
(2.11) et (2.12). Pour les paramètres typiques donnés à la Table 2.1 (e.g., 29Si, b = 1.9Å),
l’OQY est dans un régime stable pour g ≈ 2 T/µm avec nq = 100 qubits et pour g ≈ 20
T/µm avec nq = 104 qubits. Ces intensités de gradient peuvent être réalisées avec les moyens
expérimentaux actuels. Nous avons consacré cette étude aux propriétés du seul hardware
quantique et nous avons montré l’existence d’une transition entre des états propres idéaux
et chaotiques en présence d’un gradient de champ magnétique et d’imperfections statiques.
Au dessus du bord (2.12), le chaos quantique émerge avec une vitesse donnée par Γ (2.14).

Nous devons cependant noté qu’un OQ avec un hardware stable est une condition nécessaire
mais pas suffisante pour permettre un calcul quantique de haute précision. En effet, nous
n’avons ici analysé que les propriétés statiques de l’OQY. Afin d’envisager une implémentation
réaliste de l’OQY, il est nécessaire au préalable de considérer la précision des portes et les
effets des imperfections statiques sur la précision d’un algorithme quantique concret (voir e.g.
Frahm, Fleckinger et Shepelyansky, 2004). Dans certains cas, une randomisation des séquences
de portes quantiques permet de réduire de manière significative le taux d’erreur induit par les
imperfections statiques (Kern, Alber et Shepelyansky, 2005 ; Prosen et Znidaric, 2001 ; Viola
et Santos, 2006). Cependant, des études plus avancées sont nécessaires afin d’analyser la
précision opérationnelle de l’ordinateur quantique de Yamamoto (Ladd et al., 2002) avec des
portes quantiques réalistes.
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Présentation

Dans cette partie sont présentés des travaux consacrés à certains aspects du chaos dy-
namique en astronomie et en astrophysique. Le lecteur trouvera ci-dessous une présentation
des différents thèmes développés dans les chapitres suivants, ainsi que les principaux résultats
obtenus.

Capture chaotique de matière noire par les systèmes binaires La compréhension des
propriétés fondamentales de la matière noire reste un des plus grands défis scientifiques ac-
tuels. En faisant l’inventaire de toute la matière baryonique dans l’Univers, il est impossible
d’expliquer le ballet cosmique qu’exécutent entre elles les galaxies. Ainsi, il manque près de
quatre vingt dix pour cent de matière pour comprendre les mouvements des amas de galaxies,
le mouvement des étoiles au sein des galaxies, ... Pour sonder efficacement l’Univers à la re-
cherche de matière noire, il est nécessaire de comprendre le mécanisme dynamique de capture
des particules de matière noire. Cette capture s’opère principalement autour d’objets massifs
tels que, par exemple, notre Système solaire, ou tels que les trous noirs supermassifs existant
au sein des galaxies.

Nos travaux (Lages et Shepelyansky, 2013), généralisant l’application symplectique dite de
Kepler (voir l’article de revue Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2018), assoient l’importance
du chaos dynamique dans la capture de matière noire par le Système solaire : cette capture
se fait par l’interaction à trois corps (paradigme du chaos) entre la particule de matière noire,
le Soleil (corps primaire) et les planètes du Système solaire (corps secondaires). De toutes les
planètes, Jupiter est celle qui permet la capture la plus importante. En effet, c’est la rotation
de Jupiter autour du Soleil qui permet la capture de particules provenant du flot de matière
noire galactique. Nous avons calculé la masse totale de matière noire ainsi capturée par le
Système solaire depuis sa formation. Cette masse, 1012kg à l’intérieur de l’orbite de Neptune,
s’avère être faible en comparaison avec la masse typique des objets du Système solaire. La
densité de matière capturée à l’intérieur de l’orbite de Jupiter est ρJ ≈ 5 × 10−29g.cm−3, ce
qui est négligeable devant la densité galactique de matière noire, ρG ≈ 4 × 10−25g.cm−3. La
relative lenteur du mouvement orbital de Jupiter 6 est la cause de cette relativement faible
capture de matière. Cependant, si on compare la densité de matière capturée ρJ à la densité
de matière ρ′J pouvant effectivement être capturée par Jupiter, on constate une accumulation
relativement importante de cette matière dans le Système solaire puisque ρJ/ρ

′
J ≈ 4× 103.

La vitesse orbitale étant le facteur limitant, dans le cas où le second corps possède une
vitesse orbitale grande par rapport à la vitesse typique des particules du flot galactique, nous
avons montré (Rollin, Lages et Shepelyansky, 2015) l’existence d’un accroissement important

6. La vitesse orbitale de Jupiter ∼ 13km/s est bien inférieure à la vitesse moyenne des particules venant
du flot galactique ∼ 220km/s.
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de la densité de matière noire capturée ρ. Ainsi pour des vitesses orbitales typiques d’étoiles
gravitant autour de trous noirs supermassifs, on obtient des rapports de densités de matière
noire capturée de l’ordre de ρ/ρG ≈ 104. Dans ce cas, toutes les particules quelles que soient
leurs énergies peuvent être capturées. Un équilibre entre les flots de particules capturées et
éjectées s’établit après ∼ 107 périodes orbitales du système binaire. Nous avons également
mis en évidence le fait qu’une particule ou même un petit corps happé par un système binaire
rapide (trou noir supermassif + étoile compagnon) pouvait être considérablement accéléré
une fois éjecté par le système ; ce mécanisme pouvant être à l’origine des planètes errantes ou
même d’étoiles hypervéloces (Rollin, Lages et Shepelyansky, 2015).

Ces travaux (Lages et Shepelyansky, 2013 ; Rollin, Lages et Shepelyansky, 2015) montrent
également que la densité de matière noire capturée autour d’un système binaire est similaire
à la densité de matière noire déduite des profils de vitesses mesurés pour les étoiles dans les
galaxies (Rubin, Ford et Thonnard, 1980).

Zones chaotiques autour de petits corps en rotation Les petits corps irréguliers comme
les astéroïdes et les noyaux cométaires, avec par conséquent des champs de gravité com-
plexes (Scheeres, 2012b), ont très souvent une forme bilobée qui peut être modélisée, soit par
un haltère en rotation (c’est-à-dire, une tige sans masse reliant deux masses ponctuelles m1
et m2), soit, de manière équivalente, par un système binaire de contact.

Le cas d’une particule gravitant de manière passive autour d’un petit corps est alors l’ana-
logue du cas, présenté précédemment, d’une particule en orbite autour d’un système binaire.
L’application de Kepler peut être ici adaptée (Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017) en
prenant en compte le fait que la fréquence de rotation ω du petit corps est en général diffé-
rente de la fréquence de Kepler ω0. 7 Pour ces petits corps, constitués le plus souvent d’un
amoncellement de débris, la fréquence de rotation ω devrait être plus petite que le seuil de
désagrégation centrifuge ω0. La rotation du petit corps modifie ainsi l’énergie de la particule
en orbite autour de celui-ci.

Nous avons analytiquement déterminé l’étendue de la zone chaotique 8 existant autour d’un
petit corps irrégulier en rotation (Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017). La largeur de la
composante chaotique autour de la séparatrice (orbite parabolique) permet de déduire le bord
du chaos. En calculant l’exposant caractéristique de Lyapunov pour un nombre important de
conditions initiales différentes, nous avons corroboré ce résultat analytique. Nous avons entre
autre montré que cette zone chaotique autour d’un petit corps (par exemple un astéroïde ou
un noyau cométaire) est d’autant plus grande que la fréquence de rotation du petit corps est
petite. Ainsi, la zone chaotique est plus de deux fois plus grande pour ω/ω0 ' 0.1 que pour
le cas d’une fréquence de rotation képlérienne ω = ω0. Par conséquent, la taille relative de la
zone chaotique est plus importante autour d’un petit corps en rotation qu’autour de n’importe
quel système binaire.

Nous avons déterminé la zone chaotique autour de l’astéroïde 243 Ida, dont la lune Dactyl
est située non loin du bord chaotique, et de l’astéroïde 25143 Itokawa.

L’article (Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017) a fait l’objet d’un highlight dans la

7. Fréquence de rotation que l’on obtiendrait dans le cadre du problème à deux corps en considérant les
deux lobes m1 et m2 comme non matériellement liés l’un à l’autre.

8. Zone dans laquelle une particule initialement sur une trajectoire circulaire adopte rapidement une tra-
jectoire totalement irrégulière.
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revue Nature Astronomy (Maltagliati, 2017).
En utilisant les données observationnelles de cinq comètes, 67P/Churyumov-Gerasimenko,

8P/Tuttle, 19P/Borrelly, 103P/Hartley, 1P/Halley, nous avons déterminé la zone chaotique
autour de leurs noyaux cométaires, connus pour avoir une forme de système binaire de contact
(Lages, Shevchenko et Rollin, 2018). Les temps de Lyapunov associés à ces zones chaotiques
ont été estimés. Dans le cas de la comète 1P/Halley, la zone chaotique circumnucléaire englobe
l’essentiel de sa sphère de Hill.

Dynamique chaotique de 1P/Halley Nous avons déterminé de manière semi-analytique
l’énergie échangée individuellement par les 8 planètes du Système solaire avec la comète de
Halley (Rollin, Haag et Lages, 2015). Nous avons retrouvé les résultats semi-empiriques obtenus
pour Jupiter et Saturne par Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989. Notre approche analytique a
permis de mettre en évidence l’importance du mouvement du Soleil autour du centre de masse
du Système solaire dans la détermination de l’échange d’énergie entre la comète de Halley et
le Système solaire. L’échange d’énergie entre une planète et la comète de Halley peut être
décomposé en deux termes : un échange purement képlérien entre la planète et la comète en
supposant le Soleil fixe, et un échange dipolaire dû au seul mouvement du Soleil autour du
centre de masse du Système solaire. L’application de Halley (Rollin, Haag et Lages, 2015),
dérivée de l’application de Kepler, donne une description correcte et robuste de la dynamique
de 1P/Halley sur une échelle de temps de 104 années.

Structure de la partie Le Chapitre 3, intitulé L’application de Kepler, est un chapitre
introductif rappelant les principales notions des problèmes à 2 et à 3 corps et présentant
l’important concept d’application de Kepler que nous utiliserons tout au long de cette partie.
Nous illustrons ce concept au Chapitre 4, intitulé L’application de Halley, dans lequel nous
déterminons la frappe de la comète de Halley par le Système solaire. Dans le Chapitre 5, intitulé
L’application noire, après avoir introduit l’idée de matière noire, nous mettons en évidence le
processus de capture chaotique, qui est le processus de capture principal de matière noire par
le Système solaire et, en toute généralité, par n’importe quel système binaire. Nous calculons,
entre autres, la masse de matière noire capturée par le Système solaire depuis sa naissance,
et nous montrons que le processus de capture chaotique est extrêmement efficace pour des
systèmes binaires à grande fréquence orbitale. Enfin, au Chapitre 6, intitulé Environnement
dynamique des petits corps du Système solaire, nous mettons en évidence une zone chaotique
enveloppant ces petits corps dans laquelle un éventuel satellite ne peut trouver d’orbites stables.
En généralisant l’application de Kepler à des systèmes binaires dont la fréquence orbitale est
non képlérienne, nous montrons que cette zone chaotique circum-binaire est plus étendue pour
les petits corps en rotation lente.
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Chapitre 3

L’application de Kepler

3.1 Problème à 2 corps / Problème de Kepler
Le problème de Kepler met en jeu deux objets de masses m1 et m2, dont les centres

de masse respectifs sont situés en −→r1 et −→r2 dans un référentiel galiléen, et dont l’énergie
d’interaction gravitationnelle est

V (r) = −Gm1m2

r
= m1Φm2(r) = m2Φm1(r). (3.1)

Ici, G est la constante universelle de la gravitation et r = ‖−→r2 −−→r1‖ est la distance séparant
les centres de masse des deux particules. En adoptant les coordonnées du centre de masse du
système composite de masse M = m1 +m2, ainsi que les coordonnées relatives,

−→
R = m1

−→r1 +m2
−→r2

m1 +m2
et −→r = −→r2 −−→r1 , (3.2)

le lagrangien du système à deux corps

L
(
r,
∥∥∥−̇→r ∥∥∥ , ∥∥∥∥−̇→R∥∥∥∥) = MLCM

(∥∥∥∥−̇→R∥∥∥∥)+µLrel
(
r,
∥∥∥−̇→r ∥∥∥) = M

2

∥∥∥∥−̇→R∥∥∥∥2
+ µ

2
∥∥∥−̇→r ∥∥∥2

+ GMµ

r
(3.3)

décrit le mouvement libre du centre de masse du système global ainsi que le mouvement d’une
particule effective de masse réduite µ =

(
m−1

1 +m−1
2

)−1
soumise à l’attraction gravitationnelle

d’une masseM . Le problème de Kepler étant un problème à force radiale, on montre sans peine
que le vecteur moment cinétique par unité de masse −→̀ = −→r ∧ −̇→r est un vecteur conservé
dans le temps, le mouvement relatif des deux particules est donc plan. Par conséquent, en
utilisant des coordonnées polaires (r, θ), le lagrangien par unité de masse s’écrit

Lrel
(
r, ṙ, θ̇

)
= 1

2
(
ṙ2 + r2θ̇2

)
+ GM

r
. (3.4)

L’angle θ apparaît être une coordonnée cyclique, ainsi la quantité ∂Lrel

∂θ̇
= r2θ̇ = `, pro-

portionnelle à la vitesse aréolaire, est une quantité conservée dans le temps (deuxième loi
de Kepler) ; c’est la norme du moment cinétique −→̀. L’équation de Lagrange associée à la
coordonnée radiale

r̈ − rθ̇2 + GM
r2 = r̈ − `2

r3 + GM
r2 = 0 (3.5)
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redonne ici la projection radiale de la deuxième loi de Newton

−̈→r = −∇ΦM(r). (3.6)

En formant les quantités 1

d

dt

(−̇→r ∧ −→̀) = −̈→r ∧ −→̀ = −dΦM

dr
−→er ∧

−→̀ = GM
r2 `−→eθ (3.7)

et
d−→er
dt

= θ−→eθ = `

r2
−→eθ , (3.8)

on s’aperçoit que le vecteur
GM−→e = −̇→r ∧ −→̀ − GM −→er (3.9)

est une quantité conservée dans le temps. Dans la littérature, ce vecteur s’appelle le vecteur
de Laplace-Runge-Lenz, et le vecteur −→e est le vecteur excentricité. Par construction, on a
−→e · −→̀ = 0, le vecteur −→e est donc parallèle au plan du mouvement, i.e., au plan défini par
les vecteurs position −→r et vitesse −̇→r . Le produit scalaire de la position −→r avec le vecteur
excentricité −→e donne alors −→r · −→e = re cos θ = −r + `2/GM , ce qui permet d’écrire la
première loi de Kepler

r (θ) = `2

GM
1

1 + e cos θ . (3.10)

Le mouvement relatif plan est donc une conique : un cercle pour e = 0, une ellipse pour
0 < e < 1, une parabole pour e = 1, et une hyperbole pour e > 1. Au passage, on a fixé
la définition de l’angle polaire comme étant θ = ̂(−→r ,−→e ), ainsi la valeur θ = 0 (θ = π)
correspond à la direction du péricentre (de l’apocentre). En définissant le demi-grand axe
comme a = `2/ (GM (1− e2)), 2 la première loi de Kepler peut être réécrite comme

r (θ) = a (1− e2)
1 + e cos θ . (3.11)

Ainsi, deux quantités scalaires indépendantes, e.g., e et a, suffisent à décrire le mouvement
relatif. On définit q = a(1 − e) la distance au péricentre et Q = a(1 + e) la distance à
l’apocentre. La force gravitationnelle dérivant d’une énergie potentielle, l’énergie

H (−→p ,−→r ) = ‖
−→p ‖2

2 − GM
r
, avec −→p = −̇→r , (3.12)

est conservée dans le temps. Il est aisé de la déterminer, e.g., au péricentre, r(0) = a (1− e),
où la vitesse est uniquement orthoradiale, rθ̇

∣∣∣
θ=0

= `/ (a (1− e)), on obtient alors

H = −GM2a . (3.13)

1. On a défini le vecteur radial −→er = −→r /r et le vecteur orthoradial −→eθ tel que d−→eθ = dθ−→er . Avec ces
définitions, le trièdre suivant

(
−→er , −→eθ ,

−→̀
/`
)
est direct.

2. Cette expression peut être aisément obtenue pour une ellipse en calculant 2a = r(0) + r(π).
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Suivant le signe de l’énergie H l’orbite est une ellipse (H < 0, état lié, a > 0) ou une hyperbole
(H > 0, état de diffusion, a < 0).

En prenant le cas d’une orbite elliptique, l’intégration de la vitesse aréolaire durant une
période nous donne ∫ t+T

t
dt

1
2r

2θ̇ = `T

2 =
∫ 1

2
∥∥∥−→r ∧ −→dr∥∥∥ = πab (3.14)

où l’expression du demi-petit axe b s’obtient avec un peu de géométrie élémentaire, b2 =
a2 (1− e2). La troisième loi de Kepler est alors

T 2

a3 = 4π2

GM
. (3.15)

3.2 Le problème à trois corps circulaire restreint
Considérons un système dynamique constitué de trois corps dont les masses sont telles

que m1 ≥ m2 � m3. Nous considérons que les deux masses primaires m1 et m2 gravitent
l’une autour de l’autre sur des trajectoires circulaires obéissant au problème de Kepler (et
donc non influencées par le troisième corps de masse m3 négligeable). Avant d’aller plus loin,
nous adopterons les dimensions suivantes GM = G (m1 +m2) = 1 et d = ‖−→r2 −−→r1‖ = 1,
autrement dit la distance entre les masses primaires est égale à 1. Ainsi, la période de rotation
(3.15) du système binaire “1+2” est T = 2π, et son énergie (3.12) est H = −1/2a. Le
troisième corps, de masse m3 négligeable devant les masses m1 et m2 des deux autres corps,
est soumis à l’attraction gravitationnelle de ces dernières.

Supposons le corps de masse m3 sur une orbite circumbinaire très excentrique. Loin du
système binaire, ce corps ressent l’attraction gravitationnelle d’une masse ponctuelle M =
m1 + m2 située au barycentre des deux corps primaires. Loin de ce barycentre la dynamique
du troisième corps est donnée par le problème de Kepler. Ainsi, par exemple, en considérant
à un temps t, le troisième corps à son apocentre, il sera à un temps ultérieur ' t + πa3/2 =

Figure 3.1 – Exemple d’évolution de l’énergie
du troisième corps sur une orbite circumbinaire
plane. Ici m2/m1 = 0.01 � m3. Adaptée de
Rollin, 2015.

E

t/2π
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q

w

a

1

2

3

d

(m1)

(m2)

t=2πx

w

(m3)

Figure 3.2 – Schéma du problème à trois corps restreint et circulaire. Les trois corps ont des
masses m1 > m2 � m3. Les corps primaires 1 et 2, séparés par une distance d, forment un
système binaire. Ces deux corps évoluent sur des orbites circulaires différentes centrées sur leur
barycentre commun. Le troisième corps évolue sur une orbite circumbinaire dont le péricentre
est q et le demi-grand axe a. Les flèches ainsi que les annotation w et w indiquent le sens du
mouvement, ici le troisième corps évolue de manière prograde par rapport au système binaire.

t+ π(−2E)−3/2 au voisinage du système binaire. Ici E est l’énergie (3.12) du troisième corps
dans le cadre du problème de Kepler à 2 corps. À proximité du système binaire, l’énergie
E = −1/2a de la troisième particule et donc son demi-grand axe a sont modifiés. Dans la
limite des orbites circumbinaires très excentriques, le temps passé par le troisième corps au
voisinage du système binaire est négligeable devant le temps passé loin de celui-ci. Ainsi, il est
possible de résumer la dynamique du troisième corps à ces deux équations couplées

w = w + F (x)
x = x+ w−3/2 (3.16)

où l’énergie est redéfinie comme w = −2E, ainsi w est comptée positive pour les états liés,
et x = t/T = t/2π est la phase du système binaire lorsque le troisième corps passe à son
“péricentre”. La première des équations (3.16) s’apparente à une frappe en énergie subie par
la troisième particule lors de son passage au voisinage de son péricentre (w devient w après
la frappe). Le caractère frappé de l’énergie du troisième corps est illustré à la Figure 3.1
montrant le résultat d’une simulation numérique complète du problème à trois corps restreint,
circulaire, et plan. La deuxième des équations (3.16) n’est autre que la troisième loi de Kepler,
où x est la nouvelle phase calculée à partir de la précédente frappe réalisée pour une phase
x du système binaire. La Figure 3.2 illustre la dynamique décrite par les équations (3.16). En
toute première approximation, la frappe en énergie F (x) dépend de la position relative des
deux corps de masse m1 et m2, par conséquent de la coordonnée x. Plus loin, nous verrons
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quelles sont les quantités physiques supplémentaires dont dépend la fonction frappe. L’appli-
cation bidimensionnelle (3.16) est une application symplectique préservant les volumes dans
l’espace des phases (w, x). Cette application a été d’abord dérivée dans le cadre de l’étude
de la dynamique des comètes à longues périodes (Petrosky, 1986), puis de l’étude plus spé-
cifique de la dynamique de la comète de Halley (Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989). De
manière indépendante, cette application a été obtenue dans le cadre de l’étude des évolutions
classiques (Casati, Guarneri et Shepelyansky, 1987 ; Gontis et Kaulakys, 1987) et quantiques
(Casati, Guarneri et Shepelyansky, 1987) des excitations électroniques microondes des états
de Rydberg (pour un article de revue voir Shepelyansky, 2012). En toute généralité, nous
nommerons application de Kepler l’ensemble des deux équations (3.16), même si à l’origine
cette appellation, apparue la première fois dans Casati, Guarneri et Shepelyansky, 1987, ne
concernait que le cas où la fonction frappe est sinusoïdale, F (x) ∝ sin (2πx). Suivant les do-
maines d’applications des équations (3.16), la fonction frappe prendra des formes spécifiques.
Outre l’étude de la dynamique des comètes à longues périodes (voir aussi Emelyanenko, 1990 ;
Zhou et al., 2000, pour la description de la diffusion chaotique des comètes et des pluies de
météores), de la comète de Halley (voir Chapitre 4), et des processus classiques et quantiques
d’ionisations microondes des atomes de Rydberg et des atomes de hydrogènes excités (Shepe-
lyansky, 2012), l’application de Kepler a été utilisée dans le cadre de l’étude du problème de
Sitnikov (Heggie et Urminsky, 2009), des probabilités de survie dans un état lié (Borgonovi,
Guarneri et Sempio, 1988), de la capture chaotique de matière noire par des systèmes binaires
(voir les sections 5.1 et 5.2), de la dynamique chaotique de particules autour de petits corps
du Système solaire (voir Chapitre 6). Une description historique de l’application de Kepler est
donnée dans Shevchenko, 2011 et Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2018.
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Chapitre 4

L’application de Halley

L’exemple de la dynamique chaotique de la comète de Halley va nous permettre d’illustrer
les différentes façons de construire la fonction frappe F (x) de l’application symplectique de
Kepler (3.16), que nous nommerons ici l’application de Halley.

4.1 Frappe du Système solaire
La comète 1P/Halley gravite autour du centre de masse du Système solaire, ce dernier

étant quasiment confondu avec le centre de masse du Soleil (voir par exemple l’illustration
dans Meeus, 1952). Le dernier passage au périhélie de la comète 1P/Halley remonte au 9 février
1986. À cette occasion, Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989 ont construit la fonction frappe
F (x) exercée par le Système solaire sur la comète de Halley en utilisant les dates de passage
au périhélie de la comète entre -1403 et 1986 numériquement calculées par Yeomans et Kiang,
1981 et Kolyuka, Tarasov et Tikhonov, 1985. Parmi ces dates, seules les 28 dates les plus ré-
centes peuvent être corroborées par des observations recensées dans la littérature. Ainsi, d’après
(3.16), trois dates successives, 1 tn−1 = xn−1T , tn = xnT , et tn+1 = xn+1T , permettent de
reconstruire la fonction frappe pour xn, à savoir F (xn) = (xn+1 − xn)−2/3− (xn − xn−1)−2/3.
En formant tous les triplets de dates successives, il est possible d’échantillonner la fonction
frappe F (x). L’argument de la fonction frappe s’entend modulo 1 puisque la fonction frappe
est une fonction périodique. En première approximation, le Système solaire peut être considéré
comme un système binaire constitué du Soleil de masse M� et de la planète Jupiter de masse
MX � M�. Ainsi, la période du système binaire est la période de Jupiter, T = TX. La
fonction frappe construite par Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989 est montrée par les points
rouges dans le panneau associé à Jupiter de la Figure 4.1. En modélisant par une série de
Fourier FX(x) la fonction frappe obtenue, et en traçant la fonction F −FX en fonction de la
phase de Saturne, y = t/TY, on obtient une fonction frappe dont la principale composante est
la contribution de Saturne, FY(y). Cette contribution de Saturne est montrée par les points
rouges dans le panneau associé à Saturne de la Figure 4.1.

Nous avons calculé de manière semi-analytique la frappe du Système solaire F (x) subie
par la comète de Halley (Rollin, Haag et Lages, 2015). Considérons le soleil de masse 1 − µ
et les huit planètes du Système solaire dont la masse totale est µ = ∑8

i=1 µi � 1. Nous

1. Ces deux dates doivent être ici données dans les unités choisies précédemment.
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Figure 4.1 – Contributions des huit planètes à la fonction frappe du Système solaire F (x)
subie par 1P/Halley. Sur chaque panneau, la contribution Fi(xi) est obtenue par le calcul
de l’intégrale de Melnikov (ligne noire), la ligne rouge (la ligne bleue) en pontillés montre la
contribution képlérienne (la contribution dipolaire) à l’intégrale de Melnikov. Sur les panneaux
de Jupiter et Saturne, les fonctions frappe extraites par analyse de Fourier des dates issues
de l’observation et du calcul numérique sont montrées (•, voir Figure 2 dans Chirikov et
Vecheslavov, 1986). D’après Rollin, Haag et Lages, 2015.
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e ' 0.9671, q ' 0.586 au,
i ' 162.3◦, Ω ' 58.42◦,
ω ' 111.3◦, T0 ' 2446467.4 JD

Table 4.1 – Éléments orbitaux de l’orbite osculatrice de 1P/Halley calculés lors de son passage
au périhélie le 9 février 1986. Ces données ont été obtenues auprès de NASA JPL HORIZONS
Solar System dynamics, http://ssd.jpl.nasa.gov.

considérons les huit planètes sur des trajectoires circulaires de rayons a1 < a2 < . . . < a8
et dont le centre est le barycentre du Système solaire. Nous fixons à 1 le rayon de l’orbite
circulaire de Jupiter, a5 = aX = 1. Les vitesses orbitales des planètes {vi}i=1,...,8 sont telles
que v2

i =
(
1−∑8

j=i µj
)
a−1
i ' a−1

i . Nous poserons égale à 1 la vitesse orbitale de Jupiter,
v5 = 1. Dans le repère barycentrique, le mouvement du Soleil −→r� est tel que (1− µ)−→r� =
−∑8

i=1 µi
−→ri , et le potentiel gravitationnel subi par la comète est

Φ(−→r ) = − 1− µ
‖−→r −−→r �‖

−
8∑
i=1

µi
‖−→r −−→r i‖

= Φ0(r)
[
1 +

8∑
i=1

µi

(
−1−

−→r · −→r i
r2 + r

‖−→r −−→r i‖

)
+ o

(
µ2
)]

(4.1)

où Φ0(r) = −1/r est le potentiel gravitationnel créé par la totalité de la masse du Système
solaire localisée au barycentre.

Les éléments orbitaux de l’orbite osculatrice C0 calculés lors du dernier passage de la
comète 1P/Halley au périhélie sont donnés à la Table 4.1. La fonction frappe, autrement dit,
la variation de l’énergie de la comète lors de son prochain passage au périhélie est donnée par

F (x) = F (x1, x2, . . . , x8) = −2
∮
C0
∇ (Φ0 (r)− Φ (−→r )) · −→dr. (4.2)

Ici on choisit comme référence temporelle x = x5 = xX, les autres phases xi associées aux
autre planètes découlant de la troisième loi de Kepler. Afin d’obtenir la fonction frappe pour
toutes les phases x, l’intégration est réalisée sur l’orbite C0 en changeant les configurations
initiales des planètes évoluant sur des orbites circulaires. Nous avons vérifié que nos résultats
ne changent pas pour des orbites planétaires plus réalistes prenant en compte les éléments
orbitaux actuels. L’expression (4.2) donne le travail 2 qu’il est nécessaire de fournir à la comète
pour la contraindre à suivre l’orbite osculatrice C0. À l’ordre µ, la fonction frappe devient

F (x) = F (x1, . . . , x8)

' −2
8∑
i=1

µi

∮
C0

−→∇
(−→r · −→r i

r3 − 1
‖−→r −−→r i‖

)
· d−→r

'
8∑
i=1

Fi (xi) .

(4.3)

Il apparaît que la fonction frappe du Système solaire se décompose en huit contributions
distinctes {Fi(xi)}i=1,...,8 associées aux huit planètes. Ces différentes frappes planétaires sont

2. Au facteur −2 près.
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Figure 4.2 – Panneau a : amplitude maximale de la forme de la fonction de frappe fi(xi)
(ligne noire épaisse) en fonction de la distance au péricentre q/ai. La ligne rouge (la ligne
bleue) donne l’amplitude maximale de la contribution képlérienne (dipolaire). La courbe grise
en pointillés est proportionnelle à (q/ai)−1/4 exp

(
−23/2 (q/ai)3/2 /3

)
. Les lignes verticales en

pointillés indiquent les positions relatives des planètes. À cette échelle, les positions relatives
de Uranus et Neptune ne sont pas représentées. Panneau b : domaine de variation de la
fonction frappe du Système solaire F (x) (zone bleutée) en fonction de la phase de Jupiter
x = x5. La largeur de la variation est ∆F ' 0.00227. Les données provenant d’observations
et de calculs numériques extraites de la Figure 1 de l’article Chirikov et Vecheslavov, 1986,
1989 sont reportées (•). Les lignes donnent les limites de la fonction frappe du Système solaire
F (x) calculées pour des orbites réalistes des planètes en utilisant les éléments orbitaux récents.
D’après Rollin, Haag et Lages, 2015.

tracées à la Figure 4.1. Nos calculs numériques directs corroborent les résultats obtenus pour
les frappes de Jupiter et de Saturne par la méthode de Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989
employant la succession des dates de passages au périhélie observées/calculées de la comète
de Halley. La méthode de Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989 montrant une certaine limite
à l’obtention de la fonction frappe pour Saturne (voir la dispersion des points rouges dans le
panneau correspondant de la Figure 4.1), notre méthode permet d’obtenir cette frappe pour
n’importe quelle planète. On remarquera que la description en dent de scie de la fonction frappe
n’est qu’une particularité partagée par Jupiter et Saturne, et que la description sinusoïdale
(Petrosky, 1986 ; Petrosky et Broucke, 1988) est une approximation relativement crue pour
la comète de Halley. L’équation (4.3) fait apparaître que la fonction frappe associée à chaque
planète est constituée d’un potentiel képlérien inversement proportionnel à la distance entre la
comète et la planète (terme en rouge) et d’un potentiel issu d’un dipole gravitationnel tournant
(terme en bleu). Le potentiel képlérien résulte de l’interaction gravitationnelle directe entre
la planète et la comète en oubliant le mouvement du Soleil dans le repère barycentrique. Le
potentiel dipolaire provient du mouvement du Soleil autour du barycentre du Système solaire
effectif composé du Soleil et de la planète considérée. Cette contribution dipolaire, sinusoïdale,
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4.1. FRAPPE DU SYSTÈME SOLAIRE

est une composante non négligeable de la fonction frappe pour les quatre planètes externes qui
agissent ainsi indirectement sur la comète de Halley en influençant le mouvement du Soleil ; le
cas extrême étant Neptune qui agit principalement sur 1P/Halley au travers de ce processus.
À l’exception de Neptune, la contribution directe du potentiel képlérien est la composante
principale de la fonction frappe, notamment pour Venus, la Terre, et Mars pour lesquelles
la contribution dipolaire est quasiment négligeable. Le cas de Mercure est particulier car la
comète de Halley possède une trajectoire circumbinaire vis-à-vis du système binaire Soleil–
Mercure. 3 4 La comète 1P/Halley ressent alors l’interaction gravitationnelle de deux dipoles
gravitationnels tournant en opposition de phase ; ceci est clairement visible sur la Figure 4.1.

La fonction frappe du Système solaire F (x), avec x ∈ [0, 1[ la phase de Jupiter, est
une fonction multivaluée. Pour une phase de Jupiter donnée, même si les planètes ont des
fréquences orbitales proches de résonances entières, il existe une infinité de configurations
{x1, . . . , x4, x6, . . . , x8} possibles pour les autres planètes. La fonction frappe du Système
solaire F (x) est néanmoins représentée à la Figure 4.2b au travers de son domaine de va-
riation. Celui-ci comprend effectivement les données brutes obtenues traitées par Chirikov et
Vecheslavov, 1986, 1989.

Pour une planète, la fonction frappe Fi(xi) doit dépendre de la masse µi de la planète
et de sa vitesse orbitale vi, ainsi Fi(xi) = µiv

2
i fi(xi). La forme de la fonction frappe fi(xi)

est alors indépendante de la planète ou de n’importe quel autre corps pour lesquels la fonc-
tion frappe est calculée. L’amplitude maximale fimax de la forme de la fonction frappe fi(xi)
ne peut alors dépendre que d’un paramètre adimensionné, ici, q/ai, le rapport entre la dis-
tance au péricentre q et la taille ai du système binaire Soleil–planète. L’amplitude fimax est
tracée à la Figure 4.2a pour les éléments orbitaux de 1P/Halley (Table 4.1) et pour toutes
planètes virtuelles situées à une distance entre 0 et 4q du barycentre Soleil–planète, où q est
la distance au périhélie de 1P/Halley. 5 Pour 0.2 . q/ai . 1, l’amplitude fimax est essen-
tiellement dominée par le potentiel képlérien ; avec des divergences dues à des rencontres
proches pour q ' 0.3ai et q ' 0.7ai. Pour q/ai & 1, l’amplitude fimax est construite
à partir des deux contributions képlérienne et dipolaire, s’atténuant l’une l’autre comme
dans le cas de la fonction frappe de Neptune. Une régression non linéaire sur le domaine
1.5 . q/ai . 4 donne une dépendance fimax ∼ exp(−2.7q/ai) consistante avec le résultat
analytique ∼ (q/ai)−1/4 exp

(
−23/2 (q/ai)3/2 /3

)
obtenu pour le cas bidimensionnel 6 (Heggie,

1975 ; Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017 ; Lages, Shevchenko et Rollin, 2018 ; Pe-
trosky, 1986 ; Petrosky et Broucke, 1988 ; Roy et Haddow, 2003 ; Shevchenko, 2011, 2015). 7

Ce comportement analytique est reporté sur la Figure 4.2 (courbe grise en pointillés).

3. L’archétype d’une trajectoire circumbinaire est illustré à la Figure 3.2.
4. Le distance au périhélie de 1P/Halley est q ' 0.586au alors que la distance à l’aphélie de Mercure est

Q ' 0.467au et que la distance au périhélie de Vénus est q ' 0.728au.
5. Voir également l’animation à l’adresse http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/publications/sm/

sm21.html.
6. I.e, pour le cas où les orbites des trois corps sont coplanaires.
7. Ce résultat analytique a été obtenu par Petrosky, 1986 ; Petrosky et Broucke, 1988 pour le cas de

comètes à trajectoires quasi-paraboliques, était déjà contenu dans Heggie, 1975, a été retrouvé par Roy et
Haddow, 2003 dans le cadre général du problème à trois corps non restreint, a été retrouvé par Shevchenko,
2011 et généralisé au cas m1 ∼ m2 (Shevchenko, 2015), et a été généralisé par Lages, Shepelyansky et
Shevchenko, 2017 ; Lages, Shevchenko et Rollin, 2018 au cas de systèmes binaires dont la vitesse de rotation
est non képlérienne.
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Figure 4.3 – Section de Poincaré de l’appli-
cation de Halley générée à partir de la fonc-
tion frappe de Jupiter, F5(x) (zone rouge).
La croix (5) donne l’état de 1P/Halley (x =
0, w ' 0.2921) lors de son dernier passage en
1986. Les résonances entières p : n associées
aux îlots de stabilités sont notées. Adaptée de
Rollin, Haag et Lages, 2015.

4.2 Portrait de phase de la dynamique de 1P/Halley
La dynamique de la comète 1P/Halley peut être décrite par l’application de Halley, i.e.,

l’application de Kepler (3.16) pour laquelle la fonction frappe F (x) est celle du Système
solaire. Cette fonction frappe étant multivaluée, nous choisissons d’illustrer le portrait de phase
de l’application de Halley (Figure 4.3) pour la fonction frappe de Jupiter, F5(x), qui est la
composante principale (comparer Figure 4.1 et Figure 4.2b) de la fonction frappe du Système
solaire (4.3). Cette figure est obtenue en itérant un très grand nombre de fois l’application
symplectique (3.16).

Le portrait de phase est ici centré sur l’énergie de la comète de 1P/Halley calculée lors de
son passage au périhélie en 1986. On peut observer que la comète de Halley se trouve dans la
composante chaotique et que sa dynamique est freinée actuellement par les résonances entières
avec Jupiter. Le couple 1P/Halley – Jupiter est notamment proche de la résonance 1:6. Cette
division nette entre composante chaotique et îlots de stabilité est rapidement perturbée (sur
une échelle de ∼ 500 périodes de Jupiter) si on additionne à la fonction frappe jovienne,
F5(x), les autres fonctions frappe Fi(x) produites par les autres planètes. Les îlots de stabilité
associés à la fonction frappe de Jupiter sont alors “poreux”, la comète de Halley peut alors
être temporairement emprisonnée dans l’un d’eux, ralentissant ainsi sa diffusion dans l’espace
des phases (Rollin, Haag et Lages, 2015).

L’application de Halley, dont la fonction frappe a été construite à l’aide de l’orbite os-
culatrice de 1P/Halley en 1986, ne permet pas de simuler fidèlement sa dynamique au-delà
∼ 500 périodes joviennes. En effet, parallèlement à la diffusion en énergie ou en demi-grand
axe w = a−1, il s’opère également une diffusion des autres éléments orbitaux, tels que par
exemple la distance au périhélie q ou l’inclinaison i. 8 Néanmoins il est possible d’estimer nu-
mériquement que le séjour de la comète de Halley dans le Système solaire durera ∼ 107∼8

années (Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989 ; Rollin, Haag et Lages, 2015).

8. Sans compter le processus d’évaporation non pris en compte ici mais discuté birèvement dans Chirikov
et Vecheslavov, 1986, 1989.
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Chapitre 5

L’application noire

Le concept de matière noire fut introduit par Zwicky, 1933, 1937 pour expliquer la stabilité
de l’amas de la Chevelure de Bérénice. 1 Au sein de cet amas, la distribution de vitesse des
galaxies, calculée d’après les observations, n’est pas conforme à celle prédite par le théorème du
viriel. Les galaxies ont des vitesses trop élevées qui aurait dû mener à la dissipation de cet amas
(Zwicky, 1933, 1937). À défaut de remettre en cause les lois de la gravitation universelle, une
masse importante de matière – la matière noire – manque pour assurer la stabilité de l’amas.

Figure 5.1 – Courbes de vitesse de rotation
de la matière dans les galaxies UGC 2885 et
NGC 2403 en fonction de la distance au centre
des galaxies normalisée à R25, rayon limite où
la brillance de surface d’une galaxie atteint
25 magnitude par seconde d’arc au carré. Les
points noirs représentent la courbe de vitesse
de rotation pour UGC 2885 (Rubin, Ford et
Thonnard, 1980) pour des distances au centre
galactique inférieures à la limite visible R25,
les points rouges représentent la courbe de vi-
tesse de rotation pour NGC 2403 (Begeman,
1987). Adaptée de Rollin, 2015.
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Fin des années 1970, Rubin, Ford et Thonnard, 1980 montrèrent que les distributions de
vitesse des étoiles à l’intérieur de vingt et une galaxies de type spirale ne sont pas képlériennes 2,
celles-ci, au-delà d’une certaine distance au centre de la galaxie, restent à peu près constantes
jusqu’à la limite visible des galaxies. Les observations au-delà de la limite visible des galaxies,
basées sur la raie spectrale à 21cm de l’hydrogène, ont permis (Begeman, 1987) de confirmer le
caractère plat des distributions de vitesses de rotation de la matière galactique (voir Figure 5.1).

Tout en gardant les lois actuelles de la gravitation universelle, l’apparente stabilité des
galaxies et des amas de galaxies peut être expliquée par l’enchâssement de ses structures dans
des halos de matière noire (Ostriker et Peebles, 1973). Cette matière noire est non baryonique

1. Egalement appelé amas de Coma faisant allusion à la constellation Coma Berenices.
2. Loin du centre galactique, la vitesse de rotation des étoiles devrait suivre une loi du type v ∼

√
M(r)/r ∼

1/
√
r.
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et n’est sensible qu’à l’interaction gravitationnelle. Cette simple définition de la matière noire
suffit pour la compréhension des travaux présentés ci-après. Nous orientons le lecteur intéressé
par le sujet vers l’ouvrage de Sanders, 2010 présentant un historique complet et vers l’article de
revue de Bertone, Hooper et Silk, 2005 présentant les développements récents et notamment
les particules pouvant potentiellement jouer le rôle de particules de matière noire.

Nous remarquerons que le concept de halo de "masse noire" (dark mass dans le texte)
a été largement accepté par l’ensemble de la communauté lors du 100ème symposium de
l’Union Astronomique Internationale, intitulé "Internal Kinematics and Dynamics of Galaxies"
et organisé à l’Observatoire de Besançon. On peut lire dans le compte rendu de ce symposium,
"If the symposium were to have voted, I suspect a majority would have resolved that [...] flat
rotation curves imply dark mass [... which] resides in the halo" (Burton, 1983).

5.1 Capture de matière noire par le Système solaire
Si la matière noire existe, celle-ci constitue la majeure partie de la masse de l’Univers (voir

par exemple Bertone, Hooper et Silk, 2005). Le Système solaire est alors balayé par un flot de
matière noire galactique et il apparaît intéressant de comprendre le mécanisme de capture de
celle-ci par le Système solaire. On suppose que le flot de matière noire arrivant aux abords du
Système solaire possède une distribution des vitesses maxwellienne

f(v)dv =
√

54/πv2/u3 exp
(
−3v2/2u2

)
dv (5.1)

où u ' 220km.s−1 est la vitesse moyenne des particules de matière noire (Bertone, Hooper
et Silk, 2005 ; Peter, 2009). La densité de masse de matière noire galactique est estimée à
ρg ∼ 4× 10−25g.cm−3 (Bertone, Hooper et Silk, 2005).

Nous modélisons le Système solaire par un système binaire “Soleil+Jupiter”. 3 Dans le
référentiel associé au barycentre du système binaire, nous considérons que les trajectoires du
Soleil et de Jupiter sont circulaires. Avec les unités adimensionnées adoptées à la section 3.2,
nous avons G(m�+mX) = 1, la distance Soleil–Jupiter est

∥∥∥−→rX −−→r�∥∥∥ = 1, et la période de
rotation du système binaire est T = 2π. La vitesse orbitale de Jupiter 4 est alors vX = 1 et la
vitesse moyenne des particules de matière noire galactique devient u ' 17. Nous redéfinissons
l’énergie E d’une particule de matière noire de masse m• comme w = −2E/m•v2

X. Ainsi,
loin du Système solaire dans le cadre du problème à 2 corps, “particule+Système solaire”, les
particules liées (non liées) au Système solaire, i.e., avec une énergie E < 0 (E > 0), donc
w > 0 (w < 0), ont des orbites elliptiques (hyperboliques) dont le foyer est le barycentre du
Système solaire. Les particules de matière noire provenant du flot galactique ont initialement
des trajectoires hyperboliques avec w < 0.

Une rapide estimation de l’intensité de la fonction frappe du Système solaire sur une
particule de matière noire donne (Khriplovich et Shepelyansky, 2009 ; Lages et Shepelyansky,
2013)

F ∼
mX
m�

v2
X ' 10−3. (5.2)

3. Une capture ne peut se faire dans le cadre du problème à 2 corps, au moins 3 corps sont nécessaires, ici
le Soleil, Jupiter et la particule de matière noire.

4. Dans les unités du système international, vX ' 13km.s−1.
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Les particules pouvant être capturées par le Système solaire ont des énergies |w| < |wcap| '
10−3 bien plus faibles que l’énergie cinétique moyenne des particules de matière noire provenant
du flot galactique, |wu| = u2 ' 289 � |wcap|. Les particules candidates à la capture ont par
conséquent des trajectoires quasi-paraboliques puisque avec une distance au péricentre q ∼ 1,
l’excentricité est ici e = 1 − q/a = 1 − qw ' 1. La simulation numérique exacte d’un
flot important de particules dont les trajectoires sont quasi-paraboliques est une tâche ardue
requérant un temps de calcul conséquent. Dans l’étude de Peter, 2009, la dynamique de ∼ 104

particules a pu être simulée. Pour ce type de trajectoires quasi-paraboliques, la particule de
matière noire passe le plus clair de son temps loin du Système solaire qui est alors vu, par elle,
comme un point matériel. Les équations du problème à 2 corps, plus précisément les lois de
Kepler, suffisent à décrire le mouvement. Il n’y a qu’aux abords immédiats du Système solaire
que la particule ressent effectivement une frappe décrite par les équations du problème à 3
corps et induite par les effets gravitationnels du système binaire “Soleil+Jupiter”. La description
de la dynamique des particules de matière noire pouvant être capturées par le Système solaire
peut alors être convenablement faite via une application symplectique, l’application noire.
Pour chaque particule diffusée par le Système solaire, il est possible de déterminer la fonction
frappe Fq,i,ω(x) qui dépend de la phase x du système binaire lors du passage de la particule
au péricentre et qui dépend des éléments orbitaux q, i, ω de l’orbite osculatrice d’approche
de la particule. 5 Ainsi, en déterminant les fonctions frappe pour une distribution isotrope de
particules arrivant sur le Système solaire, il est possible de simuler un nombre important de
particules, Ntot ∼ 1014 (Lages et Shepelyansky, 2013), chacune étant régie par l’application
noire, i.e., l’application symplectique (3.16) pour laquelle la fonction frappe, Fq,i,ω(x), a été
au préalable calculée.

5.1.1 Section efficace de capture
Le moment cinétique, par unité de masse, d’une particule arrivant de l’infini par rapport

au Système solaire est ` = bv où b désigne le paramètre d’impact et v la vitesse de la particule
à l’infini. La section efficace de diffusion σ est alors définie par dσ = 2πb db = πd (`2/|w|)
où w = −v2 est l’énergie de la particule à l’infini. Sachant que le paramètre d’impact peut
également s’écrire b = −a

√
e2 − 1, on a

dσ(q, w) = πd

(
q2 + 2q

|w|

)
. (5.3)

La section efficace de diffusion pour des particules initialement sur des trajectoires dont la
distance au périhélie s’étend jusque qlim est

σ(w) = πq2
lim + 2π

|w|
qlim. (5.4)

Pour qlim ∼ 1 et |w| � 1, la section efficace de diffusion des particules d’énergie w se comporte
comme σ(w) ∼ |w|−1. La section efficace de capture d’une particule d’énergie initiale w est

σcap(w) =
〈∫ q→∞

q=0
dσ(q, w)p(w, q, i, ω)

〉
i,ω

(5.5)

5. Ici q est la distance au péricentre, i l’inclinaison, et ω l’argument du péricentre. Le demi-grand axe
a = w−1 est déterminé après chaque frappe du Système solaire et la longitude de nœud ascendant Ω est un
élément orbital non pertinent vu que le système binaire est circulaire.
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Figure 5.2 – À gauche : section efficace de capture de matière noire σ(w) (due à la rotation
de Jupiter) en fonction de l’énergie w des particules de matière noire incidentes. Les lignes
pointillées représentent les comportements σ(w) ∝ w−1 et σ(w) ∝ w−2. À droite : nombre de
particules capturées par élément infinitésimal dw et par unité de temps en prenant en compte la
capture par Jupiter ( ), Saturne ( ), et une planète fictive de masse mp/m� = 0.004
( ). Adaptée de Lages et Shepelyansky, 2013.

où les crochets désignent la moyenne sur toutes les trajectoires de demi-grand axe w−1 et de
distance au péricentre q. La probabilité qu’une particule d’énergie w et d’éléments orbitaux
{w−1, q, i, ω} soit capturée après la frappe du Système solaire est,

pcap(w, q, i, ω) =
∫ 1

0
dx Θ(w + Fq,i,ω(x)), (5.6)

où Θ(y) = (|y| + y)/2 |y| est la fonction de Heaviside égale à 1 (nulle) si son argument est
positif (négatif).

À l’aide de l’expression (5.6), la section efficace de capture (5.5) a été calculée numéri-
quement en utilisant une méthode de Monte Carlo simulant de manière isotrope et homogène
toutes les trajectoires d’approches (q, i, ω). Définissons σX = πr2

X, l’aire associée à l’orbite
de Jupiter considérée comme circulaire de rayon rX et dont le centre est le barycentre du Sys-
tème solaire. Définissons également wcap = mX/m�v

2
X ≈ 10−3 l’énergie typique de capture

par Jupiter. La Figure 5.2 (à gauche) montre clairement que la section efficace de capture se
comporte comme

σ(w)/σX ≈ π
m�
mX

(
wcap

|w|

)α
(5.7)

et que celle-ci exhibe deux comportements en fonction de l’énergie des particules incidentes :
— pour |w| < wcap, la décroissance est linéaire α = 1 en accord avec l’estimation analy-

tique donnée par Khriplovich et Shepelyansky, 2009,
— pour |w| > wcap, la décroissance est quadratique α = 2.
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Les rencontres proches 6 produisent des frappes dont l’intensité dépasse wcap de plusieurs
ordres de grandeur. 7 Ces rencontres proches sont susceptibles de capturer des particules dont
l’énergie est |w| � wcap. Or pour ce domaine en énergie, la section efficace de capture est
plus petite que l’aire σX et de plus décroît rapidement comme ∼ w−2. Les rencontres proches
semblent jouer un rôle négligeable dans la capture de matière noire par le Système solaire
invalidant les résultats de Gould et Alam, 2001 ; Lundberg et Edsjö, 2004 qui supposent que
la capture s’effectue uniquement lors de rencontres proches. A contrario, la capture est ici un
mécanisme à très longue portée puisque la section efficace de capture dépasse de plusieurs
ordres de grandeur la surface enclose par la trajectoire de Jupiter, cette section efficace de
capture croît linéairement comme |w|−1 à mesure que |w| décroît.

La Figure 5.2 (à droite) montre, dN = ngσ(w)f(w)dw/2, le nombre de particules captu-
rées par élément infinitésimal dw et par unité de temps. On a ici défini la densité de particules
noires galactiques ng telle que ρg = ngm• ∼ 4×10−25g.cm−3 (Bertone, Hooper et Silk, 2005),
et la distribution de vitesse à l’infini f(w) (5.1) réécrite en fonction de w = v2. On s’aperçoit
que le nombre de particules noires capturées chute de manière quadratique pour des énergies
|w| > wcap confirmant la faible participation des rencontres proches dans le processus global
de capture. On remarque que quelle que soit la planète ravisseuse considérée (Jupiter, Sa-
turne. . .), N−1

X dN/dw 8 n’est fonction que de w/wcap où wcap est l’énergie typique de capture
par la planète.

5.1.2 Injection, évolution, et éjection des particules capturées
Nous simulons un flot continu de matière noire provenant de l’infini et diffusant au travers

du Système solaire modélisé par le système binaire Soleil+Jupiter. La distribution par unité de
temps des particules incidentes est dN ∝ vf(v)dvdq ∝ f(w)dwdq. L’injection, l’évolution et
l’éjection des particules sont gouvernées par l’application noire associée. Les particules arrivant
de façon isotrope sur le Système solaire,

— l’injection d’une particule se fait sur une trajectoire hyperbolique initiale dont les élé-
ments orbitaux sont (a = w−1 < 0, q, i, ω). La particule a une probabilité pcap(w, q, i, ω)
d’être éventuellement capturée si |w| < maxx∈[0,1]

{
Fq,i,ω (x)

}
,

— l’évolution dynamique d’une particule capturée est simulée par l’application noire, c’est-
à-dire l’application symplectique (3.16) où la fonction frappe est F (x) = Fq,i,ω (x),
l’évolution autour du système binaire perdure tant que w > 0,

— l’éjection d’une particule préalablement capturée se produit quand, après un nombre
donné de frappe, l’énergie w devient à nouveau négative.

Sur un laps de temps, tS = 4.5 × 109 années, correspondant à l’âge du Système solaire,
nous avons injecté NH = N0Ni = 4 × 109 particules de matière noire ayant des énergies
comprises dans l’intervalle 0 < |w| ≤ wH ≈ 0.005, ce qui correspond à l’injection virtuelle
de Ntot = 1.5 × 1014 particules sur l’intervalle en énergie 0 < |w| < ∞. Ici wH est l’énergie
typique de capture de la comète 1P/Halley par Jupiter (voir Figure 4.1). La différence entre

6. C’est-à-dire lorsque une particule de matière noire pénètre l’immédiat voisinage du Soleil ou de Jupiter.
7. Voir l’intensité de la frappe autour de q/ai ≈ 0.3 et q/ai ≈ 0.7 dans le cas de la comète 1P/Halley sur

l’animation http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/publications/sm/sm21.html.
8. Où NX =

∫ 1
0 ngσXf(w)dw/2 est le nombre de particules de matière noire traversant l’orbite de Jupiter

par unité de temps.
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Figure 5.3 – À gauche : évolution du nombre de particules de matière noire capturées par
le Système solaire en fonction du temps t (compté en années). Les différentes courbes cor-
respondent aux particules capturées avec des énergies w > 0 (particules sur des trajectoires
avec demi-grand axes non bornés, ), w > 4 × 10−5 (particules sur des trajectoires avec
demi-grand axes inférieurs à la moitié de la distance entre les Systèmes solaire et Alpha du
Centaure, ), et w > 1/20 (particules sur des trajectoires avec demi-grand axes inférieurs
à 100 ua, ). À droite : (a) Densité moyenne de particules capturées ρ(w) ∝ dN/dw au
temps t = tS = 4.5× 109 années. (b) Densité moyenne de particules capturées ρ(w) (courbe
noire) et densité de particules capturées ayant été initialement injectées avec les éléments orbi-
taux w < 0, q = 1.5, i = 0.7, ω = 0 (courbe grise). La ligne droite en pointillés rouges indique
une décroissance ∝ w−3/2. (c) Fonction frappe associée aux éléments de orbitaux précités. (d)
Section de Poincaré obtenue par l’application noire (3.16) avec la fonction frappe montrée en
(c). Adaptée de Lages et Shepelyansky, 2013.

Ntot et NH correspond au nombre de particules qui ne peuvent pas être capturées. Nous choi-
sissons de manière isotrope N0 = 4×105 trajectoires hyperboliques, dont les éléments orbitaux
sont tels que q ∈ [0, 4], 9 i ∈ [0, π], et ω ∈ [0, 2π], et sur lesquelles nous injectons Ni parti-
cules d’énergies w ∈ [−wH , 0] arrivant au péricentre lorsque le système binaire Soleil+Jupiter
possède une phase x.

La Figure 5.3 (gauche) montre l’évolution du nombre de particules capturées, Ncap, par
le système binaire Soleil+Jupiter. Sans donner de limite spatiale, ce nombre ne sature pas,
les particules d’énergie w ' 0 s’accumulent dans le Système solaire non borné. Par exemple
une particule d’énergie w . 2× 10−6 capturée à la naissance du Système solaire n’a toujours
pas eu le temps de revenir aux abords de celui-ci. 10 En bornant le Système solaire, le nombre

9. Au-delà de q = 4 l’intensité de la fonction frappe devient négligeable. En prenant l’exemple de l’orbite
osculatrice de 1P/Halley, on observe Figure 4.2 que pour q = 4, l’intensité maximale de la fonction frappe est
de l’ordre de ∼ 10−7.
10. En d’autres termes, la pseudo-période de la trajectoire de ces particules est plus grande que l’âge du

Système solaire.
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de particules capturées, Ncap, sature à partir d’un temps t ∼ 107 années (Figure 5.3 courbes
pleines noire et rouge). Ce temps, indépendant de la taille considérée pour le Système solaire,
est du même ordre que le temps de vie de la comète de Halley dans le Système solaire estimé
numériquement par Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989 et Rollin, Haag et Lages, 2015. Après
ce temps de saturation, le système est à l’équilibre avec un nombre de particules capturées
constant, i.e., le flot de particules injectées est compensé par le flot de particules éjectées par le
Système solaire. La densité moyenne de particules capturées, ρ(w), est montrée à la Figure 5.3
(droite). On voit que la densité moyenne de particules capturées est lisse jusqu’aux abords de
w ≈ 0.1, au-delà la densité est fortement non lisse, cela est dû aux îlots de stabilités (interdits
aux particules capturées) associés avec les résonances entre la période de l’orbite osculatrice
des particules d’énergie w et la période orbitale de Jupiter. Un exemple de densité de particules
capturées et initialement injectées suivant une orbite osculatrice donnée est montrée également
à la Figure 5.3 (droite, panneau b). La fonction frappe F (x) associée à cette orbite osculatrice
est montrée au panneau c de cette même figure. Pour cet exemple, on observe que les particules
capturées n’ayant pas eu le temps d’être frappées un grand nombre de fois, i.e., les particules
avec énergies w . maxx∈[0,1] F (x) ' 0.002, constituent un réservoir de particules avec une
forte densité. Les particules capturées, dont les énergies sont w & maxx∈[0,1] F (x) ' 0.002, ont
subit un grand nombre de frappes en énergie. Pour ces dernières, le mouvement est pleinement
stochastique. Leur densité décroît comme ρ(w) ∼ w−3/2, et croît donc proportionnellement
à la période orbitale d’une particule d’énergie w. La dynamique des particules capturées est
alors totalement ergodique. La diffusion chaotique des particules est stoppée par une courbe
invariante de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) aux alentours de wCh ≈ 0.2. Cette limite
supérieure à la diffusion en énergie peut être estimée analytiquement en utilisant le critère de
recouvrement des résonances de Chirikov, 1979. L’application noire (3.16) peut être linéarisée
autour d’une résonance α:β 11 associée à l’énergie w0 = (α/ (2πβ))2/3. Prenons w = w0 + v,
où v � 1, l’application noire s’écrit alors

v̄ = v + F (θ)
θ̄ = θ + 2πw−3/2

0 − 3πw−5/2
0 v̄︸ ︷︷ ︸

Ī

(5.8)

où θ = 2πx et I sont de nouvelles variables angle-action. La fonction frappe F (x) est
une fonction périodique s’apparentant en première approximation à une fonction sinusoïdale
F (θ) ' A sin (θ) où A ∼ mX/M� (voir par exemple la fonction frappe sur la Figure 5.3
droite, panneau c). L’application précédente peut s’écrire alors sous la forme de l’application
standard de Chirikov, 1979 (voir aussi l’article de revue Chirikov et Shepelyansky, 2008)

Ī = I − K sin (θ)
θ̄ = θ + Ī

(5.9)

où K = 3πw−5/2
0 A. Selon le critère de recouvrement des résonances (Chirikov, 1960 ; Shepe-

lyansky, 2009), le chaos généralisé est réalisé pour K ∼ 1 (Greene, 1979). Ainsi, la diffusion
chaotique est stoppée aux alentours de wCh = (3πA)2/5. Pour la fonction frappe utilisée à la
Figure 5.3 droite, on a A ' 0.002, ce qui donne un bord du chaos à wCh ' 0.2 conforme à
ce que nous pouvons observer sur la section de Poincaré présentée à la Figure 5.3 (droite).

11. Ici, la particule effectue α passages au péricentre pendant que Jupiter effectue β révolutions (α, β ∈ N).
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Figure 5.4 – À gauche : densité radiale ρ(r) = dN/dr de matière noire capturée au temps
tS (on fixe arbitrairement ici

∫ 6rX
0 drρ(r) = 1). À droite : densité de volume ρv(r) = r−2ρ(r).

La droite horizontale en pointillés donne la moyenne de la densité de volume sur l’intervalle
rX/5 ≤ r ≤ rX. La droite oblique en pointillés indique une décroissance en r−2. D’après
Lages et Shepelyansky, 2013.

Les particules de matière noire capturées par le Système solaire sont donc injectées dans la
composante chaotique centrée sur la séparatrice (w = 0), et ont par conséquent une dynamique
essentiellement chaotique.

5.1.3 Masse et distribution spatiale de la matière noire capturée par
le Système solaire

L’évolution des particules capturées est gouvernée par l’application noire (3.16) avec pour
chaque particule une fonction frappe associée à des éléments orbitaux donnés q, i, ω. Parmi
les Ntot particules injectées durant l’existence du Système solaire, considérons les δNAC '
6.2×106 particules dont l’énergie est w > 4×10−5 durant l’intervalle de temps (1− 10−3) tS <
t < (1 + 10−3) tS. 12 Pour chaque particule d’énergie w appartenant à cet ensemble de δNAC

particules, nous générons 103 particules réparties de manière ergodique sur l’orbite osculatrice
dont les éléments orbitaux sont (a = w−1, q, i, ω). À partir des 103δNAC particules ainsi
générées, nous calculons la densité radiale de particules capturées dans le Système solaire.
Cette densité radiale est obtenue aux alentours d’un temps proche de tS bien ultérieur à la
saturation, il témoigne de l’état d’équilibre lorsque le flux de matière injecté est compensé par le
flux de matière éjecté. Sur la Figure 5.4 (gauche), on observe que la densité radiale ρ(r) obtenue
pour l’état d’équilibre du système est constante (croît même légèrement) au-delà de r = rX.
Ceci implique que la masse de matière capturée par le Système solaire croît linéairement avec la
distance radiale r. D’après le théorème du viriel, une telle distribution de matière implique une

12. Longtemps après la saturation, aux abords de t = tS , le nombre instantané de particules capturées est
NAC ' 3.3× 105.
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vitesse des particules capturées constante après r = rX, v2
• ∼ r−1 (

∫ r
0 dr

′ρ (r′)) ∼ ρ(r) ≈ cte.
Nous constatons que ce modèle simple de Système solaire (Soleil+Jupiter) suffit à reproduire
l’une des caractéristiques principales de la distribution de matière noire dans les galaxies,
à savoir ici l’aplatissement des courbes de vitesse de rotation des étoiles ou des galaxies
(Begeman, 1987 ; Rubin, Ford et Thonnard, 1980 ; Zwicky, 1933, 1937, voir aussi la Figure 5.1).
En fait le profil de ρ(r) croît légèrement avec r > rX, ce qui se traduit par une décroissance
pas tout à fait quadratique de la densité moyenne de volume ρv(r) = r−2ρ(r) (Figure 5.4
droite). Une régression non linéaire donne pour le domaine 2 < r/rX < 20, rv(r) ∼ r−β

avec β ' 1.53. Cet exposant β peut être compris, en supposant que le système est ergodique,
ρ(r)dr ∼ dt, et que l’orbite des particule est allongée (w � 1) de façon à considérer une
dynamique unidimensionnelle alors ρ(r)dr ∼ dt ∼ dr/v ∼ dr ∼ dr/

√
r−1 − w ∼ r1/2dr, ce

qui donne une densité de volume ρv(r) ∼ r−3/2. Si les particules de matière noire dominaient
la constitution du Système solaire, la matière visible aurait une vitesse v• ∼

√
ρ ∼ r1/4. Nous

notons que Rubin, Ford et Thonnard, 1980 observent pour les étoiles dans les galaxies une
vitesse v• ∼ r0.35.

En complément, la Figure 5.5 montre la distribution de la densité de matière noire capturée
dans le Système solaire. On retrouve le résultat de la Figure 5.4 à savoir que la densité de
matière noire est maximale aux abords de Jupiter et décroît rapidement en s’éloignant de
celle-ci. La densité maximale est ici 10 fois plus élevée que la densité moyenne dans un rayon
r < rX autour du Soleil.

Aux abords du Système solaire, la loi de la gravitation universelle est extrêmement bien
vérifiée, on s’attend à ce que la masse de matière noire capturée soit très faible par rapport
à la masse baryonique totale. Cependant aussi faible soit-elle, nous pouvons tout de même
calculer la masse de matière noire galactique actuellement présente dans le Système solaire.
En utilisant (5.7), la masse totale de matière noire diffusée par le Système solaire depuis tS
années est

Mtot =
∫ ∞

0
dvf(v)vσ(v)ρgtS ≈ 69ρgtSGrXm�/u ≈ 0.9× 10−6m�. (5.10)

Pour fixer les idées, cette masse correspond à celle de la planète Vénus. Pour obtenir cette
estimation, nous n’avons considéré que les particules sur des orbites avec distance au péricentre
q < 4rX. Pour des distances au péricentre q > rX, l’intensité de la fonction frappe est
exponentiellement atténuée (voir Figure 4.2), par conséquent la probabilité de capture après
une frappe (5.6) l’est aussi.

Des données présentées à la Figure 5.3, nous tirons que la proportion de particules capturées
au temps tS avec des énergies w > 4×10−5 (w > 1/20) 13 est ηAC = NAC/Ntot ≈ 2.2×10−9

(η20 ≈ 1.5×10−11). Ainsi, la masse de matière noire capturée dont l’énergie est w > 4×10−5

(w > 1/20) est MAC ≈ ηACMtot ≈ 2× 10−15m� (M20 ≈ η20Mtot ≈ 1.3× 10−17m�).
Des données brutes utilisées pour obtenir la Figure 5.4, nous tirons que la fraction des NAC

particules présentes dans un rayon r ≤ 6rX (r ≤ rX) autour du centre de masse du Système
solaire est ηr<6rX

≈ 4.3 × 10−4 (ηr<rX ≈ 2.4 × 10−5). Ainsi la masse de matière noire cap-
turée au temps tS à l’intérieur de l’orbite de Neptune (Jupiter) est Mr<6rX

= ηr<6rX
MAC ≈

0.9 × 10−18m� ≈ 1.7 × 1015g (Mr<rX
= ηr<rX

MAC ≈ 4.6 × 10−20m� ≈ 1014 g). À titre

13. Les particules ayant une énergie w > 1/20 possèdent un demi-grand axe a < 20. Ces particules se
situent dans une région de rayon ∼ 20rX ' 100au autour du centre de masse du Système solaire.
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Figure 5.5 – Densité de matière noire capturée dans le Système solaire au temps tS. Vignettes
du haut : densité surfacique ρs(z, %) ∝ dN/dzd% dans le plan (O, y, z) perpendiculaire au
plan contenant l’orbite de Jupiter (à gauche), avec % =

√
x2 + y2, et dans le plan (O, x, y)

contenant le plan de l’orbite de Jupiter (à droite) ; seules sont montrées les régions r < 6rX
autour du Soleil, placé au centre O de chaque vignette. Vignettes du bas : densité volumique
ρv(x, y, z) ∝ dN/dxdydz dans le plan (O, y, z) (à gauche) et dans le plan (O, x, y) (à droite) ;
seules sont montrées les régions r < 2rX autour du Soleil. Le code couleur va du noir pour
une densité nulle au jaune vif pour le maximum de densité. Adaptée de Lages et Shepelyansky,
2013.

de comparaison, ces masses sont sensiblement de l’ordre de celle de la comète 103P/Hartley.
La densité moyenne de masse de matière noire à l’intérieur de l’orbite de Jupiter est ρr<rX =
3Mr<rX

/4πr3
X ≈ 1.2× 10−4ρg ≈ 5× 10−29g.cm−3. Cette densité de masse est 104 fois infé-
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rieure à la densité de masse ρg du flot de matière noire provenant de la Galaxie (Bertone, Hoo-
per et Silk, 2005). Cependant si nous considérons les particules qui peuvent être effectivement
capturées par le Système solaire, à savoir les particules non liées, d’énergie −wcap . w < 0,
leur densité galactique est 14 ρg cap ≈

√
57/9π(wcap/u

2)3/2ρg ≈ 1.4 × 10−32g.cm−3. Ainsi, la
densité de masse de matière noire capturée, ρr<rX , est 4000 plus importante que la densité de
masse de matière noire galactique capturable par le Système solaire. Le processus de capture
semble ici être efficace dans la gamme d’énergie des particules capturables. La vitesse orbitale
de Jupiter ne permet pas de capturer la très grande majorité du flot de matière galactique
traversant le Système solaire.

5.2 Capture de matière noire par les systèmes binaires
Comme nous venons de le voir à la section précédente, la vitesse orbitale du système

binaire Soleil+Jupiter n’est pas assez élevée pour capturer une masse importante de matière
noire galactique. Qu’en est-il d’autres systèmes binaires tels que les étoiles binaires, les trous
noirs et leurs étoiles satellites, les trous noirs binaires hyper massifs. . . pour lesquels les vitesses
orbitales peuvent être très différentes ?

À l’instar de ce que nous avons présenté à la section précédente pour le Système solaire,
nous avons étudié (Rollin, Lages et Shepelyansky, 2015) la diffusion d’un flot isotrope de
particules de matière noire diffusant au travers d’un système binaire tel que m1 � m2 et de
période de rotation quelconque. En utilisant les unités adimensionnées adoptées à la section 3.2,
nous avons G(m1+m2) = 1 ' Gm1, la taille du système binaire est r12 = ‖−→r1 −−→r2‖ = 1 ' r2,
et la période de rotation du système binaire est T = 2π. Dans cette même limite m2 � m1,
la vitesse de rotation de la masse m2 par rapport à son centre de masse est v2 ' 1. Les indices
1 et 2 sont associés aux deux éléments du système binaire. Nous utilisons l’application de
Kepler (3.16) pour simuler la capture, la dynamique, et l’éjection de 1016 particules de matière
noire pendant un laps de temps tS correspondant à 109 périodes orbitales du système binaire.
Nous supposerons que la distribution des vitesses des particules de matière noire incidentes
est maxwellienne (5.1) avec une vitesse moyenne u. Ainsi, comme v2 ' 1, la vitesse moyenne
des particules incidentes est 15, par exemple, u ' 17 pour le cas du Système solaire (système
binaire Soleil+Jupiter), et u ' 0.035 pour le cas d’un trou noir supermassif accompagné d’une
étoile dont la vitesse orbitale est 2% de la vitesse de la lumière. 16 Différemment du cas du
Système solaire et de l’application noire associée, nous considérons ici une fonction frappe
générique de la forme

Fq(x) = J(q) sin (2πx) (5.11)

où J(q) = J0 pour q < qb et J(q) = J0 exp (−α (q − qb)) pour q > qb. Bien que le flot de
particules soit isotrope, nous ne caractériserons la fonction frappe qu’au travers de la distance
au péricentre q. En effet, on suppose que les dépendances en les angles i et ω, celles-ci n’étant
éventuellement importantes que pour q . 1, se compensent statistiquement. Adopter une

14. Pour cette estimation, en guise d’énergie typique de capture wcap, nous utilisons, wH, l’intensité maxi-
male de la fonction frappe pour 1P/Halley.
15. En prenant, u ' 220km.s−1.
16. C’est la vitesse mesurée pour l’étoile S2 orbitant autour du trou noir supermassif occupant le centre de

la Galaxie (GRAVITY Collaboration, 2018).
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fonction frappe du type (5.11) revient à ne pas tenir compte des rencontres proches qui, comme
nous l’avons vu précédemment, ne contribuent que très faiblement au mécanisme de capture.
En se référant aux résultats montrés pour la comète de Halley à la Figure 4.2, nous fixerons
qb = 1.5 et α = 2.5. Pour 1P/Halley, l’intensité de la fonction frappe est J0 ' 5mX/m�. De
plus, l’animation associée à la publication (Rollin, Haag et Lages, 2015) 17 montre qu’après
q ' 1.5 la forme de la fonction frappe est essentiellement sinusoïdale.

Les résultats rapportés dans Rollin, Lages et Shepelyansky, 2015, pour u ' 17, avec
l’application de Kepler (3.16) et la fonction frappe Fq(x) sont les mêmes que ceux obte-
nus précédemment avec l’application noire pour le Système solaire (Lages et Shepelyansky,
2013). Sans prendre en compte les éléments orbitaux i et ω des différentes orbites osculatrices
d’approche et en adoptant une fonction frappe sinusoïdale, nous retrouvons (Rollin, Lages et
Shepelyansky, 2015) : – le comportement σ(w) ∝ w−1 de la section efficace de capture pour
w . wcap (Figure 5.2), – le même temps de saturation ∼ 107 années pour l’équilibre de la
distribution de matière noire capturées autour du Système solaire et sensiblement le même
profil de densité en énergie ρ(ω) (Figure 5.3), – après reconstruction spatiale des orbites, sen-
siblement les mêmes comportements pour la densité radiale ρ(r) et la densité volumique ρv(r)
avec notamment un profil plat pour ρ(r) après r = 1 suggérant une distribution de masse
M(r) ∝ r et une même vitesse pour toutes les particules de matière noire piégées au-delà
de r ' 1 (Figure 5.4). Outre le fait que les deux approches donnent des résultats similaires
pour u ' 17 (cas du Système solaire), les densités spatiales ρ(r), ρv(r), ρs(z, %), et ρv(x, y, z)
obtenues pour u ' 0.035 sont similaires à celles obtenues pour u ' 17 (Figs. 5.4 et 5.5). Le
lecteur intéressé par ces résultats pourra se référer à l’article (Rollin, Lages et Shepelyansky,
2015) et à la thèse de doctorat (Rollin, 2015, Chapitre 3) dans laquelle la reconstruction
semi-analytique des trajectoires est expliquée en détails.

5.2.1 Densité de matière noire capturée par un système binaire

La masse totale de matière noire ayant diffusée au travers du système binaire pendant le
temps tS est

Mtot =
∫ ∞

0
dvf(v)vσ(v)ρgtS ≈ 69ρgtSr2Gm1/u. (5.12)

Nous n’avons ici compté que les particules incidentes dont la distance au péricentre est q ≤
4r12. Au-delà, l’intensité de la fonction frappe devient négligeable. Nous rappelons ici que
r2 ' r12 est la distance entre les composantes du système binaire, que le temps tS correspond
pour nos résultats numériques à 109 rotations du système binaire, et que ρg est la densité de
la matière noire à l’équilibre loin du système binaire. Ainsi le facteur d’accroissement global
de matière noire capturée dans un volume sphérique de rayon r autour du centre de masse du
système binaire est

ζg(r) = ρ(r)
ρg
≈ 16πη(r)ηeq

(
r2

r

)3
τS
v2

u
, (5.13)

17. Cette animation est également disponible à l’adresse http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/
publications/sm/sm21.html.
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2

Figure 5.6 – Facteur d’accroissement de la densité de matière noire. (a) Facteur d’accrois-
sement ζ(r) = ρv(r)/ρJ0 en fonction de J0 et pour u/v2 ' 17� J0 (cas typique du système
Soleil+Jupiter) et pour les rayons r/r2 = 0.2 (objets bleus), 1 (objets noirs), 6 (objets rouges).
La dynamique des particules a été simulée en utilisant l’application de Kepler (3.16) avec la
fonction frappe sinus (5.11) pour un nombre total de particules injectées 4×109 (•) et 4×1011

(�). Les croix (×) sont le résultat de la dynamique des particules simulée en utilisant la forme
de la fonction frappe produite par Jupiter et subie par 1P/Halley (voir Figure 4.1). (b) Fac-
teur d’accroissement global ζg(r) = ρv(r)/ρg en fonction de u/v2 pour un nombre 4 × 109

de particules initialement injectées, pour r/r2 = 1, et pour J = 5m2/m1 = 5 × 10−3 (•).
Les croix indiquent les résultats similaires obtenus avec la fonction frappe de 1P/Halley. Les
droites en pointillés montrent les comportements ζg ∝ u−1 ( ) et ζg ∝ u−3 ( ). (c,d)
Facteur d’accroissement global ζg(r) = ρv(r)/ρg en fonction de J0 pour u/v2 = 17 (c) et pour
u/v2 = 0.035 (d). Les symboles (•) et (×) sont définis ci-avant en (a) et (b). Les courbes
vertes en pointillés ( ) sont tracées à l’aide de la formule (5.17). Adaptée de Rollin, Lages
et Shepelyansky, 2015.
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où ηeq = Neq/Ntot est, à l’équilibre, 18 la proportion de particules capturées ayant une énergie
w > 4 × 10−5, 19 η(r) est la proportion de ces particules se trouvant instantanément à une
distance inférieure à r et τS = tS/T est le nombre de révolutions du système binaire autour de
son centre de masse, avec T = 2πr2/v2. Dans la limite J0 � u2, il est intéressant de définir
le facteur d’accroissement

ζ(r) = ρ(r)
ρJ0

, (5.14)

qui est le rapport entre la densité de matière noire capturée dans un volume de rayon r
autour du système binaire et la densité de matière noire capturable, typiquement ici la densité
galactique de particules dont l’énergie initiale est w > −J0,

ρJ0 = ρg

∫ √J0v2

0
f(v)dv ' ρg

1
3

√
54
π
J

3/2
0

(
v2

u

)3
. (5.15)

Le facteur d’accroissement ζ(r) est alors

ζ(r) ' ζg(r)3
√
π

54J
−3/2
0

(
u

v2

)3
. (5.16)

Les résultats de la détermination numérique des facteurs d’accroissement ζg(r) et ζ(r) sont
montrés à la Figure 5.6. Pour (u/v2) � J0, le facteur d’accroissement relatif aux particules
capturables est de l’ordre de ζ ≈ 103 à 104 pour des intensités de la fonction frappe de
J0 = 10−3 à 10−2 alors que le facteur d’accroissement global est ζg ≈ 10−4 � 1. Pour
u/v2 = 17, la dépendance des facteurs d’accroissement par rapport à l’intensité de la fonction
frappe J0 est ζ ∝ J−1 (la régression non linéaire donne un exposant −1.04±0.01) et ζg ∝ J1/2

(la régression non linéaire donne un exposant 0.46 ± 0.1) en accord avec les relations (5.13)
et (5.16). Pour le facteur d’accroissement global, nous avons ζg ∝ u−1 pour u/v2 �

√
J0, et

ζg ∝ u−3 pour u/v2 �
√
J0. Celui-ci varie peu, ζg ≈ 103− 104 pour u/v2 �

√
J0. On notera

également que les facteurs d’accroissement ζg et ζ ont chacun des valeurs similaires qu’ils
soient produits par l’application (3.16) en tenant compte fidèlement des éléments orbitaux
d’injection ou par l’application de Kepler avec une fonction frappe générique (5.11).

Les résultats numériques obtenus pour, ζg, le facteur d’accroissement global de la densité
de matière noire autour d’un système binaire peuvent être résumés par la formule

ζg = A
(
v2

u

)3 J
1/2
0

1 +BJ0

(
v2

u

)2 (5.17)

où J0 = 5mp/M . Pour r = r2, on a A ≈ 15.5 et B ≈ 0.7. Cette formule décrit fidèlement les
données présentées à la Figure 5.6 (voir courbes ). Pour (u/v2)2 � J , le facteur d’accrois-
sement global est ζg � 1, alors que le facteur d’accroissement de particules capturables est
ζ = 3

√
π

54ζg(u/v2)3J−3/2 ≈ 0.72AJ−1 � 1. Pour (u/v2)2 � J , le facteur d’accroissement
global est ζg ≈ 22(v2/u)J−1/2 � 1. La formule (5.17) donnant le facteur d’accroissement
global ζg est représentée à la Figure 5.7.
18. C’est-à-dire loin de la saturation, lorsque le nombre de particules capturées reste constant. Cette satu-

ration intervient par exemple après ∼ 106 révolutions de Jupiter autour du Soleil (voir Figure 5.3).
19. Ces particules ont par conséquent des demi-grand axes 25000 fois plus grands que la taille r2 du système

binaire.
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2

Figure 5.7 – Facteur d’accroissement global de la densité de matière noire ζg en fonction
de u/v2 et J0. Les couleurs représentent les valeurs du logarithme décimal log10 ζg. Les deux
points particuliers placés sur la ligne J = 0.005, indiquent, pour u/v2 = 17 le cas du Système
solaire (SS), à savoir le système Soleil+Jupiter, et pour u/v2 = 0.035 un hypothétique trou
noir super massif (SMBH) accompagné d’un astre hypervéloce puisque v2 ≈ c/50. Adaptée
de Rollin, Lages et Shepelyansky, 2015.

81



CHAPITRE 5. L’APPLICATION NOIRE

82



Chapitre 6

Environnement dynamique des petits
corps du Système solaire

La dynamique orbitale d’objets gravitant autour de petits corps célestes est un problème
complexe du fait du potentiel gravitationnel produit par ces corps irréguliers en rotation (voir
par exemple Scheeres, 1994, 2012a). Ce problème revêt un intérêt particulièrement important
pour les futures missions spatiales ayant pour but l’exploration de petits corps du Système
solaire, tels que par exemple les noyaux cométaires, les astéroïdes, les objets transneptuniens,
et les objets de la ceinture de Kuiper. Parmi ces objets, ceux dont le diamètre n’excède
pas 1000 km possèdent des formes fortement irrégulières (Jorda et al., 2016 ; Melnikov et
Shevchenko, 2010) ; le plus souvent, ils ressemblent à un système binaire de contact (SBC).
Le cas le plus frappant est celui de l’objet (486958) 2014 MU69 de la ceinture de Kuiper,
appelée également Ultima Thulé, considéré comme étant l’objet le plus primitif approché par
une sonde spatiale, et qui effectivement possède la forme d’un bonhomme de neige, à savoir
deux sphères en contact (Figure 6.1). Nous notons également que bon nombre des noyaux
cométaires sont également bilobés (Figure 6.2).

Plusieurs modèles ont été utilisés pour décrire le champs gravitationnel de ces objets
irréguliers : un ellipsoïde tri-axial de densité uniforme (Chauvineau, Farinella et Mignard, 1993 ;
Mysen et Aksnes, 2007 ; Mysen, Olsen et Aksnes, 2006 ; Olsen, 2006), une tige (Bartczak et

Figure 6.1 – Image la plus détaillée de Ul-
tima Thulé, prise à 5:26 UT le 1er janvier 2019
par la sonde New Horizons. Cette image a été
prise lorsque la sonde était à 6628 km de Ul-
tima Thulé et à 6.6 milliards de kilomètres de
la Terre. Source : NASA/Johns Hopkins Ap-
plied Physics Laboratory/Southwest Research
Institute, National Optical Astronomy Obser-
vatory. Publiée le 22 février 2019.
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Figure 6.2 – Images et dimensions approximatives des noyaux cométaires de 1P/Halley,
19P/Borrelly, 67P/Churyumov-Gerasimenko, et 103P/Hartley. Sources : Halley : Acadé-
mie Russe des Sciences. Borrelly : NASA/JPL. Hartley 2 : NASA/JPL/UMD. Churyumov-
Gerasimenko : ESA/Rosetta.

Breiter, 2003), un haltère ou un bi-lobe (Feng et al., 2016 ; Marchis et al., 2014), une molécule
de points gravitant (Petit et al., 1997), un polyèdre (Werner, 1994 ; Werner et Scheeres,
1996), un champ gravitationnel tronqué dérivant d’une forme type (Feng et al., 2017). Les
orbites autour de petits corps réels comme les astéroïdes Castalia, Eros, et Hektor ont été
extensivement modélisées (Marchis et al., 2014 ; Scheeres, Williams et Miller, 2000 ; Scheeres
et al., 1996 ; Yu et Baoyin, 2012).

La plupart des études précédentes ont été consacrées aux phénomènes de résonances et à
la détermination de régions orbitales stables (voir en particulier Hu et Scheeres, 2004 ; Mysen,
Olsen et Aksnes, 2006 ; Olsen, 2006 ; Scheeres, 1994, 2012a, et références ibid.). L’existence
de zones gravitationnelles chaotiques (sic) autour des corps allongés a été montrée par Mysen,
Olsen et Aksnes, 2006. Le rôle déstabilisateur des résonances entre le mouvement orbital
d’une particule test et le mouvement de rotation du corps allongé a été mis en évidence
par Mysen et Aksnes, 2007 ; Mysen, Olsen et Aksnes, 2006 ; Olsen, 2006. Récemment, des
simulations numériques du mouvement orbital d’une particule autour d’un SBC ont montré
le rôle stabilisateur de la vitesse de rotation du SBC : plus la rotation du système binaire est
rapide, plus le mouvement orbital de la particule peut être régulier (Feng et al., 2016).

Nous allons considérer ici une particule gravitant autour d’un SBC. En l’absence de rota-
tion de ce dernier, la particule ne peut gagner ou perdre d’énergie ou de moment cinétique.
Cependant la rotation du SBC peut faire varier fortement l’énergie ou le moment cinétique de
la particule de telle sorte que celle-ci puisse éventuellement s’échapper à l’infini ou s’écraser
sur le SBC. Le destin orbital de la particule est déterminé par les conditions initiales.

Nous savons par ailleurs qu’un système binaire, tel qu’une étoile binaire, un astéroïde bi-
naire. . . possède une zone chaotique circumbinaire dans laquelle toutes les orbites sont chao-
tiques quelle que soit l’excentricité initiale (Shevchenko, 2015). La question à laquelle nous
avons répondu est : que se passe-t-il pour un SBC dont la fréquence de rotation ω est a priori
quelconque et en tout cas différente de la fréquence de rotation képlérienne ω0 donnée par
la troisième loi de Kepler ? Comme dans le cas de la dynamique chaotique de 1P/Halley, de
la capture, l’évolution, et l’éjection de particules par le Système solaire ou par un système
binaire quelconque, nous allons modéliser le problème à trois corps circulaire restreint, "lobe
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Figure 6.3 – Modélisation d’un petit corps, e.g., ici 25143 Itokawa (Gaskell et al., 2008), par
un système binaire de contact m1 ≥ m2 (M = m1 + m2). La taille du système binaire de
contact est d, le centre de masse du petit corps est repéré par une croix. L’axe de rotation du
petit corps est perpendiculaire au plan de la figure et passe par le centre de masse. D’après
Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017.

1"+"lobe 2"+"particule", par une généralisation de l’application de Kepler (3.16). En effet,
loin du SBC la particule est régie par le problème à 2 corps, i.e., "(lobes 1 et 2)"+"particule",
le retour de la particule est alors prédit par la troisième loi de Kepler. Par contre, à proximité
du SBC, la particule reçoit une frappe occasionnant une variation d’énergie qui peut être ana-
lytiquement déterminée. 1 Cette variation d’énergie dépend de la phase de rotation du SBC lors
de l’approche de la particule. Nous modélisons par conséquent les petits corps irréguliers du
Système solaire par deux masses ponctuelles m1 et m2 séparées d’une distance d. De manière
équivalente, le champ gravitationnel de cet objet est le même que celui de deux sphères de
densités uniformes et de masses m1 et m2, en contact, et dont les centres de masse sont
séparés d’une distance d. La Figure 6.3 illustre notre modélisation en prenant l’exemple de
l’astéroïde 25143 Itokawa (Gaskell et al., 2008). Le SBC tourne autour de son centre de masse

1. Cette même frappe occasionne également une variation de moment cinétique qui peut être également
déterminée analytiquement (Shevchenko, 2011 ; Zhou et al., 2000).
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avec une fréquence de rotation ω a priori différente de la fréquence de révolution képlérienne
ω0 = (G (m1 +m2) /d3)1/2 associée à deux points auto-gravitants de massesm1 etm2 séparés
d’une distance d. Nous considérerons dans la suite la dynamique orbitale de particules dans le
plan contenant les centres de masse des deux lobes et perpendiculaire à l’axe de rotation du
SBC. La description de la dynamique orbitale des particules autour du SBC va être faite en
généralisant l’application de Kepler originale par l’introduction de la fréquence de rotation ω.

6.1 Généralisation de l’application de Kepler
Nous considérons donc la dynamique d’une particule de massem dans le cadre du problème

à trois corps restreint circulaire "m1"+"m2"+"m" où les deux masses m1 et m2 sont celles
de deux lobes connectés par une tige sans masse, ou de manière équivalente, celles de deux
sphères tangentes formant un SBC (voir Figure 6.3). La fréquence de rotation képlérienne d’un
SBC est

ω0 =
√
πGρ/3 (6.1)

où ρ est la densité de masse moyenne du corps irrégulier (Scheeres, 2007). Pour une densité
de masse typique de ρ = 1g.cm−3, 2 nous obtenons ω0 ' 2.5 × 10−4s−1 correspondant à
T0 = 2π/ω0 ' 7h. Il existe bon nombre de petits corps irréguliers dont la période de rotation
est bien plus grande (voir par exemple Pravec et al., 2008). Pour les petits corps du Système
solaire, une large gamme de fréquence de rotation a été observée allant pour les astéroïdes
de ω/2π ∼ 10−3h−1 à ω/2π ∼ 102h−1 (Hergenrother et Whiteley, 2011 ; Warner, Harris et
Pravec, 2009 ; Whiteley, Hergenrother et Tholen, 2002).

Dans la suite nous exprimerons les différentes quantités physiques en utilisant les unités
suivantes : nous posons G (m1 +m2) = 1, nous choisissons m1 ≥ m2, et définissons µ =
m2/ (m1 +m2) ≤ 0.5, nous posons d = 1, la taille typique du SBC (voir Figure 6.3), et par
conséquent ω0 = (G (m1 +m2) /d3)1/2 = 1. Avec ces unités, l’énergie par unité de masse
d’une particule en orbite autour du SBC sera comptée en unités de d2ω2

0. Nous ne considérons
que le cas d’orbites progrades, le raisonnement concernant les orbites rétrogrades est le même.
L’application de Kepler généralisée permettant de simuler la dynamique frappée d’une particule
en orbite autour d’un SBC en rotation est alors

E = E + ∆E (φ)
φ = φ+ 2πω|2E|−3/2.

(6.2)

Cette application symplectique est analogue à l’application de Kepler (3.16) à cela près qu’elle
est exprimée avec les coordonnées énergie par unité de masse E = −w/2 et phase du SBC
φ = 2πx = 2πt/T , et qu’elle prend en compte la fréquence de rotation arbitraire ω = 2π/T
du SBC. Il est à noter que cette application a été dérivée pour les pseudo-périodes orbitales
de la particule plus grande que la période du système binaire, ω/ |2E|3/2 ≥ 1, dans le cadre
de l’explication du phénomène de forte ionisation micro-onde des atomes d’hydrogène excités
(Casati, Guarneri et Shepeliansky, 1988) et de l’auto-ionisation des états moléculaires de
Rydberg (Benvenuto, Casati et Shepelyansky, 1994).

La difficulté analytique consiste à exprimer la fonction frappe en énergie ∆E(φ) (6.2) en
fonction de la fréquence de rotation ω. Pour ce faire, nous allons généraliser, par l’introduction

2. Correspondant ici à peu près à la densité de masse de l’eau.
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d’une fréquence de rotation non képlérienne (a priori ω 6= ω0) du système binaire, les travaux
de Heggie, 1975 et de Roy et Haddow, 2003 initialement consacrés à la détermination de la
variation en énergie d’un système binaire due à la rencontre distante avec un corps tiers. En
adoptant les notations de Roy et Haddow, 2003, définissons, −→r = cos (ωt)−→a + sin (ωt)−→b ,
le vecteur position relative du centre de masse du lobe 2 par rapport au centre de masse du
lobe 1. Les vecteurs −→a et −→b sont deux vecteurs indiquant deux directions orthogonales fixes
du plan perpendiculaire à l’axe de rotation du système binaire. Définissons également, −→R , le
vecteur position de la particule dans le repère barycentrique associé au système binaire. Les
équations du mouvement pour la particule sont données par

−̈→
R = −−→∇−→RΦ

(−→
R,−→r , µ, ω

)
, (6.3)

où le potentiel gravitationnel est

Φ
(−→
R,−→r , µ, ω

)
= − 1− µ∥∥∥−→R + µ−→r

∥∥∥ − µ∥∥∥−→R − (1− µ)−→r
∥∥∥ . (6.4)

L’expansion multipolaire du potentiel gravitationnel donne

Φ
(−→
R,−→r , µ, ω

)
= − 1

R

−µ (1− µ) r2

2R3

3
−→r · −→R

rR

2

− 1


−µ (1− µ) (2µ− 1) r3

2R4

5
−→r · −→R

rR

3

− 3
−→r · −→R
rR


+O

(
r4

R5

)
(6.5)

où l’on a défini r = ‖−→r ‖ et R =
∥∥∥−→R∥∥∥. Nous retenons les deux termes du développement

multipolaire les plus importants après le terme en −1/R. Nous avons vérifié que les termes
suivants dans le développement n’apportaient rien de plus à nos conclusions. La fonction frappe

∆E (µ, q, ω, φ) = −
∫

d
−→
R · −→∇

(
Φ + 1

R

)
(6.6)

correspondant à l’augmentation/diminution d’énergie reçue par une particule forcée de suivre
une trajectoire parabolique, dont le foyer est le barycentre du SBC, est fonction de la distance
au péricentre q, de la phase φ du SBC lors du passage de la particule au péricentre, de la
masse réduite µ, et de la fréquence de rotation du SBC ω. En reprenant les calculs de Roy
et Haddow, 2003 pour le cas particulier d’un système binaire circulaire 3 dont la fréquence de
rotation ω est quelconque, nous obtenons la fonction frappe

∆E (µ, q, ω, φ) ' W1 (µ, q, ω) sin (φ) +W2 (µ, q, ω) sin (2φ) . (6.7)

3. Puisque les centres de masse des deux lobes se déplacent sur des cercles de rayons µd et (1− µ) d
centrés sur le barycentre du SBC.
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Figure 6.4 – Contours de la fonction W1 (ω, q) /W2 (ω, q) en fonction de ω et q pour µ→ 0
(à gauche), µ = 0.4 (au centre), et µ = 0.49 (à droite). D’après Lages, Shepelyansky et
Shevchenko, 2017.

Le transfert d’énergie entre le SBC et la particule se décompose donc en deux termes : un
terme proportionnel à sin (φ) (première harmonique) correspondant à la contribution octupo-
laire, (∝ r3/R4), du développement multipolaire du potentiel gravitationnel (6.5), et un terme
proportionnel à sin (2φ) (deuxième harmonique) correspondant à la contribution quadrupolaire,
(∝ r2/R3), du développement multipolaire. L’amplitude du terme de première harmonique est

W1 (µ, q, ω) ' µ(1− µ)(1− 2µ)21/4π1/2ω5/2q−1/4 exp
(
−23/2

3 ωq3/2
)
, (6.8)

et celle de deuxième harmonique est

W2 (µ, q, ω) ' −µ(1− µ)215/4π1/2ω5/2q3/4 exp
(
−25/2

3 ωq3/2
)

(6.9)

(Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017).
L’application de Kepler originale (Petrosky, 1986) a été déterminée pour ω = ω0 = 1, µ�

1 et surtout q � 1. En tenant compte uniquement du terme dominant dans le développement
de Fourrier, la fonction frappe correspondante est alors proportionnelle à sinφ (voir aussi
Shevchenko, 2011 ; Zhou et al., 2000). L’application de Kepler permet, par exemple, d’étudier
la dynamique chaotique des comètes à forte excentricité en modélisant le Système solaire par
le système binaire "Soleil+Jupiter" (Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989 ; Petrosky, 1986 ;
Petrosky et Broucke, 1988). Cette même application de Kepler nous a permis d’estimer la
masse de matière noire capturée par un système binaire (Rollin, Lages et Shepelyansky, 2015,
voir aussi la section précédente). On remarquera que le terme W1 disparaît lorsque µ = 1/2,
i.e., pour un système binaire symétrique. En effet, la fréquence de frappe est alors doublée,
∆E ∝ sin (2φ).

Dans le cas d’un SBC dont la fréquence de rotation ω n’est a priori pas képlérienne, il est
nécessaire de déterminer dans quelles conditions l’un ou l’autre des termes W1 et W2 domine.
Pour le régime q/d � (ω0/ω)2/3, la contribution W1 est dominante dans la fonction frappe
(6.7). Ce régime correspond soit à une région de l’espace très éloignée du SBC surtout si
ω � ω0, soit, pour une distance au péricentre fixe q ∼ d, à une fréquence de rotation très
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élevée par rapport à ω0. Le régime q/d� (ω0/ω)2/3 correspond, quant à lui, soit à une région
autour du SBC d’autant plus étendue que ω est petit devant ω0, soit, pour une distance au
péricentre fixe q ∼ d, à une fréquence de rotation ω très faible par rapport à ω0. La Figure 6.4
montre la relative importance des deux contributions W1 et W2 en fonction de ω, q et µ.
On observe sur cette figure que suivant la région des paramètres (q, ω) considérée, soit W1
domine, soit W2 domine. Les deux contributions ne sont équivalentes, W1 ∼ W2, que sur une
mince bande de l’espace des paramètres (q, ω). Cette bande est d’autant plus ténue que µ
s’approche de la valeur 1/2.

En intégrant numériquement le mouvement de la particule sur une trajectoire parabolique
autour du SBC, nous avons vérifié que la fonction frappe est bien donnée par les fonctions
(6.7), (6.8) et (6.9) obtenues de manière analytique (voir Lages, Shepelyansky et Shevchenko,
2017).

6.2 Zone chaotique cricum-binaire

6.2.1 Détermination analytique du bord du chaos
D’après la Figure 6.4, suivant la région (q, ω) l’une des deux contributions, W1 et W2, est

suffisante pour rendre compte de la dynamique d’une particule autour du SBC. L’application
symplectique (6.2) s’écrit donc

E = E +Wn sin (nφ)
nφ = nφ+ 2πnω

∣∣∣2E∣∣∣−3/2 n = 1, 2 (6.10)

où

Wn (µ, q, ω)
µ (1− µ) ' (−1)n−1 2

14n−13
4 π1/2 (1 + 2µ (n− 2))ω5/2qn−

5
4 exp

(
−23/2

3 nωq3/2
)
. (6.11)

La linéarisation de l’application (6.10) autour de la résonance α : β 4 associée à l’énergie
En,α,β = 0.5 (nωα/β)2/3, en posant E = En,α,β + ε, nous donne

ε = ε+Wn sin (nφ)
nφ = nφ+ 2πnω2−3/2

(
|En,α,β| −

3
2 |En,α,β|

−5/2 ε
)

︸ ︷︷ ︸
Ī

. (6.12)

En définissant θ = nφ, nous retrouvons l’application de Chirikov, 1979 (voir aussi Chirikov et
Shepelyansky, 2008),

Ī = I +Kn sin θ
θ̄ = θ + Ī

(6.13)

avec
Kn = −3πnω2−3/2 |En,α,β|−5/2Wn. (6.14)

4. Ici, la particule passe α fois par le péricentre alors que le SBC effectue β rotations (α, β ∈ N).

89



CHAPITRE 6. ENVIRONNEMENT DYNAMIQUE DES PETITS CORPS DU SYSTÈME SOLAIRE

-0.1

-0.09

-0.08

-0.07

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0 π/4 π/2 3π/4 π

E

-0.1

-0.09

-0.08

-0.07

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0 π/4 π/2 3π/4 π

Dactyl’s locus

∆
E
C
h

0 π/4 π/2 3π/4 π

-0.096

-0.095

-0.094

E
0 π/4 π/2 3π/4 π

-0.096

-0.095

-0.094

0 π/4 π/2 3π/4 π
-0.06

-0.055

-0.05

-0.045

-0.04

-0.035

E

0 π/4 π/2 3π/4 π
-0.06

-0.055

-0.05

-0.045

-0.04

-0.035Dactyl’s locus

Figure 6.5 – Section de Poincaré (E, φ) de la dynamique orbitale de Dactyl, satellite de Ida,
calculée à partir de l’application (6.10) pour n = 2 et µ = 1/2. À gauche : la composante
chaotique (couleur bleue) autour de la séparatrice E = 0. Les paramètres dynamiques de
Ida (d ' 24.9km, ω ' 0.953ω0) ont été déduits des paramètres physiques donnés par Petit
et al., 1997 ; Vokrouhlický, Nesvorný et Bottke, 2003. Un état dynamique possible pour Dactyl
(a ' 14.3d, q ' 3.20d), déduit de (Petit et al., 1997, voir point noir sur Figure 19), est montré
par la ligne ( ). La ligne ( ) montre l’estimation analytique du bord de la composante
chaotique donnée par le critère de recouvrement des résonances de Chirikov pour K2 = KG.
En haut à droite : agrandissement de la zone autour de la localisation dynamique de Dactyl. En
bas à droite : agrandissement de la zone où est situé le bord de la composante chaotique. La
dernière courbe invariante de KAM séparant la composante chaotique du domaine intégrable
est montrée en rouge. Adaptée de Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017.
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En inversant cette dernière relation, nous avons

|En,α,β(Kn, µ, ω, q)| = An (µ)K−2/5
n ω7/5q2n/5−1/2 exp

(
−25/2

15 nωq3/2
)

(6.15)

où An (µ) =
(
3π3/2nµ (1− µ) (1 + 2µ (n− 2)) 2(14n−19)/4

)2/5
. Le paramètre Kn de l’applica-

tion standard de Chirikov contrôle le chaos (Chirikov et Shepelyansky, 2008 ; Chirikov, 1979).
La valeur Kn = KG = 0.9716 . . . (Greene, 1979) correspond à la valeur à partir de la-
quelle le chaos est global, i.e., la diffusion chaotique peut s’effectuer de résonance à réso-
nance pour Kn > KG (Chirikov, 1979 ; Lichtenberg et Lieberman, 1992). Via (6.15), l’énergie
∆ECh = |E(KG)| associée à cette valeur de Kn = KG donne la position en énergie du bord
du chaos (critère de recouvrement des résonances de Chirikov, 1960 ; Chirikov, 1979). C’est
également la demi-largeur de la composante chaotique développée autour de la séparatrice de
l’application symplectique (6.10). Cette composante chaotique ainsi que son bord sont illustrés
à la Figure 6.5 montrant la dynamique chaotique de Dactyl, satellite de l’astéroïde Ida. PourKn

modérément plus grand que KG, des îlots de stabilité subsistent. Pour Kn ' 2, la bifurcation
des résonances demi-entières commence ; on notera ce bord secondaire ∆E1/2 = |E(Kn = 2)|.

6.2.2 Diagrammes de stabilité et zone chaotique centrale
Afin de rendre compte de l’environnement dynamique d’un SBC, nous pouvons construire

un diagramme de stabilité. Celui-ci associe un exposant de Lyapunov à chacun des points de
l’espace des phases, ceux-ci représentant chacun une condition initiale/particulière pour les
orbites étudiées. Par exposant de Lyapunov, nous entendons l’exposant de Lyapunov maximal
(voir par exemple Lichtenberg et Lieberman, 1992). Pour le problème qui nous intéresse ici,
à savoir le destin d’une particule au voisinage d’un SBC, nous choisirons de construire les
diagrammes de stabilité dans les plans (e, q) et (e, a). Pour une condition initiale dans l’un de
ces plans, nous itérons simultanément l’application (6.10) ainsi que son application tangente.
Une orbite est considérée comme chaotique si l’exposant de Lyapunov donne, après un nombre
fini d’itérations, un nombre positif non-nul. Une orbite sera considérée comme intégrable si son
exposant de Lyapunov tend linéairement vers 0 à mesure que le nombre d’itérations augmente.

La Figure 6.6 présente des exemples de diagrammes de stabilité pour µ = 1/2 et pour
des valeurs différentes de la fréquence de rotation ω/ω0 = 0.068, 0.4, et 1. On observe très
clairement le profil dentelé du bord du chaos. Chacune des dents les plus proéminentes est
associée soit à une résonance entière α:1 soit à une résonance demi-entière α + 1

2 :1 entre la
fréquence orbitale de la particule et celle du SBC. Comme µ = 1/2, i.e., les deux lobes du
SBC sont identiques, deux dents voisines, associées à une résonance entière et une résonance
demi-entière, sont sensiblement de même dimension, puisque par symétrie une rotation ou
demi-rotation du SBC donne la même configuration. Ces diagrammes de stabilité montrent
graphiquement comment les résonances entières et demi-entières se recouvrent en les suivants
de la pointe à la base.

À partir de l’équation (6.15), il est possible de déterminer, pour une distance au péricentre
q donnée, l’excentricité ecr(q) au dessus de laquelle la dynamique est chaotique. Par définition,
nous avons

∆ECh = −E(KG) = 1/2acr(q) = (1− ecr(q)) /2q, (6.16)
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Figure 6.6 – Diagramme de stabilité pour µ = 1/2 et pour ω/ω0 = 0.068 (à gauche), 0.4 (au
milieu), et 1 (à droite). Les domaines chaotiques (réguliers) sont représentés par une couleur
rouge foncée (bleue foncée). Pour chaque trajectoire dont les éléments orbitaux initiaux sont
(e, q), l’exposant de Lyapunov Λ est calculé. Ici, 106 itérations de l’application de Kepler (6.10)
pour n = 2 ont été réalisées pour chaque couple d’éléments orbitaux (e, q). La courbe solide
( ) indique le bord du chaos donné par la formule analytique (6.15) pour K = KG. La
courbe ( ) donne le bord du domaine de bifurcation des résonances demi-entières données
par la formule analytique (6.15) pour K = 2. Les symboles l, t, et s marquent la limite
de la zone chaotique centrale (voir Figure 6.7). D’après Lages, Shepelyansky et Shevchenko,
2017.

ce qui donne l’excentricité critique

ecr (q, ω, µ) = 1− 2q∆ECh (q, ω, µ) . (6.17)

Ainsi les orbites pour lesquelles e > ecr (q, ω, µ) sont chaotiques. La courbe définie par (6.17)
est superposée aux diagrammes de stabilité de la Figure 6.6. Cette courbe suit effectivement
les dentelures du bord du chaos. Il est possible de définir également l’excentricité critique ecr2 ,
au-delà de laquelle les résonances entières et demi-entières se recouvrent, en remplaçant dans
l’équation (6.17), ∆ECh par ∆E1/2. De même la courbe ainsi définie par ecr2 (q, ω, µ) suit les
lieux du plan (e, q) où la distinction entre les résonances entières et demi-entières disparaît
(Figure 6.6).

Définissons à présent la zone chaotique centrale comme l’intervalle [q1, q2] pour lequel
la particule développe une dynamique chaotique pour n’importe quelle excentricité initiale.
Autrement dit, la zone chaotique centrale est la région pour laquelle même une particule sur
une orbite circulaire, i.e., avec e = 0, développe une dynamique chaotique. On observe à partir
de la Figure 6.6 que cette zone s’accroît de manière significative à mesure que la fréquence de
rotation du SBC décroît. Ici le bord externe de cette zone varie de q2 = 2.8d pour ω = ω0 à
q2 ' 7d pour ω ' 0.068ω0.

En utilisant l’expression (6.17), pour un SBC donné, i.e. µ fixé, il est possible de déterminer
analytiquement les limites q1(ω) et q2(ω) de la zone chaotique centrale. À fréquence ω du SBC
fixée, q1 < q2 sont les zéros de la fonction ecr(q, ω, µ). Les trajectoires telles que q1 < q < q2
sont chaotiques et ce, quelle que soit l’excentricité initiale. La Figure 6.7 (panneau en haut à
gauche) illustre l’étendue de cette zone chaotique circum-binaire en fonction de la fréquence
de rotation d’un SBC symétrique (µ = 1/2, n = 2). Sur cette représentation globale, on
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Figure 6.7 – Étendue de la zone chaotique centrale autour d’un petit corps en rotation en fonction de
sa fréquence de rotation ω. En haut à gauche, cas du SBC symétrique (µ = 1/2) : la zone chaotique
centrale obtenue analytiquement est représentée par le domaine rouge. Le domaine beu représente la
zone complémentaire des orbites stables. Les symboles l, t, et s indiquent la limite de la zone
chaotique centrale pour ω ' 0.068, 0.4, et 1 (voir les symboles correspondants à la Figure 6.6). En
haut à droite, cas du SBC non symétrique (ici µ = 1/2−

√
1/12 ' 0.211) : la zone chaotique centrale

en rouge (en rouge foncé) est obtenue analytiquement en prenant en compte dans (6.10) le cas n = 2
(n = 1). La courbe blanche en tirets représente les lieux du plan (q, ω) sur lesquelsW1(q, ω) = W2(q, ω).
En bas : diagrammes de stabilité dans le plan (q, ω) pour e = 0. La masse réduite est µ = 0.5 (à
gauche) et µ = 1/2−

√
1/12 ' 0.211 (à droite). Le caractère chaotique est déterminé par le calcul de

l’exposant de Lyapunov Λ. Ici, 106 itérations de l’application de Kepler (6.2) ont été effectuées pour
chaque couple de paramètres initiaux (q, ω) avec e = 0. La courbe blanche continue délimite la zone
chaotique centrale obtenue analytiquement (voir panneaux du haut). Sur tous les panneaux, les lignes
en pointillés blancs représentent les résonances α:1 et 1:β. La résonance α:β est représentée par la
courbe q/d = (ωβ/ω0α)−2/3. D’après Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017.
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observe que cette zone s’étend notablement à mesure que la fréquence de rotation ω diminue.
Dans le cas symétrique (µ = 1/2), cette zone s’étend jusque q2 ' 7.8d pour ω ' 0.08ω0
alors que pour la fréquence képlérienne ω = ω0 l’étendue de cette zone est 2.8 fois plus
petite, q2(ω0) ' 2.8d. Inversement, une fréquence de rotation ω plus élevée que ω0 mène à un
rétrécissement de cette zone chaotique centrale en accord avec l’effet de stabilisation observé
numériquement autour de petits corps en rotation rapide (Feng et al., 2016).

L’extension de la zone chaotique centrale peut être expliquée en analysant la dépendance
en ω de l’amplitude W2 de la fonction frappe (6.9) et de la demi-largeur ∆ECh de la com-
posante chaotique autour de la séparatrice (6.15). Pour un SBC symétrique (µ = 1/2), pour
q = 5d et pour une fréquence de rotation képlérienne, ω = ω0, l’amplitude de la fonction
frappe, W2 ≈ 10−8 (dω0)2, est, quelle que soit l’excentricité initiale, incapable de produire
des orbites chaotiques au voisinage du SBC puisque le plus petit demi-axe atteignable est
acr = 1/(2∆ECh) ≈ 500d et la plus faible excentricité atteignable est ecr ≈ 0.99. Pour
q = 5d, mais avec une fréquence de rotation bien plus faible que la fréquence képlérienne,
e.g., ω = 0.3ω0, l’amplitude de la frappe est activée, W2 ≈ 2 · 10−3 (dω0)2, en comparaison
avec le cas képlérien ω = ω0, donnant alors acr ≈ q, et, créant ainsi une zone chaotique où,
quelle que soit l’excentricité, les orbites sont instables. Nous remarquons que l’extension de
cette zone chaotique centrale pour ω < ω0 a un prix : l’exposant de Lyapunov décroît puisqu’il
est proportionnel à ω pour ω/ω0 � 1.

Pour ω . 0.24ω0, une zone régulière centrale apparaît dans l’immédiat voisinage du
petit corps irrégulier (le SBC). Cette zone régulière centrale, ceinte par la zone chaotique,
grandit à mesure que la fréquence de rotation ω diminue de ω ' 0.24ω0 à ω ' 0.068ω0. Cette
zone régulière centrale apparaît pour des orbites ayant initialement une période plus petite que
la période de rotation du petit corps (voir la courbe en pointillés associée à la résonance 1:1 sur
le panneau en haut à gauche de la Figure 6.7). Pour des fréquences de rotation ω < 0.068ω0,
la fonction (6.17) n’admet pas de zéro et par conséquent il n’y a pas de zone chaotique centrale
autour du petit corps irrégulier en rotation.

La zone chaotique la plus étendue est obtenue pour le cas d’un SBC symétrique (µ = 1/2,
Figure 6.7, panneau en haut à gauche). Dans le cas opposé, µ→ 0, la zone chaotique disparaît
quelle que soit ω, ceci est dû au fait que la perturbation due au plus petit lobe s’évanouit. 5

Dans les cas intermédiaires avec µ < 1/2, la zone chaotique est moins étendue que pour
le cas µ = 1/2, et la contribution octupolaire W1 (6.8), bien que faible pour les fréquences
de rotation ω faibles, n’est plus négligeable autour et au-delà de la fréquence képlérienne
ω0. La Figure 6.7, en haut à droite, donne un exemple de zone chaotique centrale pour un
SBC non-symétrique avec µ = 1/2 −

√
1/12 ' 0.211. Nous avons calculé la frontière de

la zone chaotique centrale en utilisant (6.15) avec soit n = 2, la contribution de deuxième
harmonique W2 (6.9) est la seule retenue (domaine en rouge sur le panneau en haut à gauche
de la Figure 6.7), soit n = 1, la contribution de première harmonique W1 (6.8) est la seule
retenue (domaine en rouge sombre sur le panneau en haut à gauche de la Figure 6.7). Ces deux
zones chaotiques produites par les deux contributions W1 et W2 donnent ensemble une image
qualitative globale de la zone chaotique centrale autour d’un petit objet irrégulier en rotation.
La courbe blanche en pointillées donne les jeux de paramètres (q, ω) pour lesquels W1 = W2.
La dépendance de W2 en µ indique que le domaine chaotique induit par W2 est de moins en
moins étendu en fréquence ω et en distance q à mesure que µ décroît de µ = 1/2 à µ = 0. Le

5. On retrouve trivialement le cas du problème à deux corps.
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Figure 6.8 – Diagramme de stabilité orbitale autour de Ida (gauche et milieu, d ' 24.9km,
ω ' 0.953ω0, µ ' 1/2) et autour de Itokawa (droite, d ' 280m, ω ' 0.37ω0, µ ' 0.26).
Les zones en rouge représentent les domaines chaotiques. Le caractère chaotique d’une orbite
dont les coordonnées orbitales initiales sont (q, e) ou (a, e) est déterminé par le calcul de son
exposant de Lyapunov Λ. Le symbole (•), sur les panneaux de gauche et du milieu, donne la
position dynamique actuelle de Dactyl (voir Figure 19 dans Petit et al., 1997). Les courbes
critiques ecr(q) (6.17) indiquant le recouvrement des résonances pour K = KG ( ) et
la bifurcation des résonances demi-entières pour K = 2 ( ) sont tracées. Ces courbes
sont obtenues en utilisant (6.17) avec (6.15) pour n = 2. D’après Lages, Shepelyansky et
Shevchenko, 2017.

domaine chaotique induit par W1 est le plus large pour µ = 1/2−
√

1/12 ' 0.211, et est de
moins en moins étendu à mesure que µ croît (décroît) de µ ' 0.211 à µ = 1/2 (µ = 0). Les
panneaux du bas de la Figure 6.7 représentent les diagrammes de stabilité pour une particule
initialement sur une orbite circulaire (e = 0) pour le cas symétrique µ = 1/2 (panneau de
gauche) et pour un cas non-symétrique µ = 1/2 −

√
1/12 ' 0.211 (panneau de droite). Le

contour fractal de la zone chaotique centrale autour du petit corps est approximativement bien
décrit par les contours obtenus analytiquement (6.17).

6.3 Ida et Dactyl
Appliquons à présent notre approche, basée sur l’application de Kepler, à de réels objets

célestes. Parmi les objets recensés dans le Système solaire, il existe, en terme de taille, une
démarcation assez nette entre les grands corps quasi-sphériques et les petits corps 6 essen-
tiellement patatoïdes. Cette démarcation se fait aux alentours de R = 300–500 km, où R
est le rayon caractéristique de ces objets (voir par exemple Figures 1 et 2 dans Melnikov et
Shevchenko, 2010). De plus, bon nombre des astéroïdes et des noyaux cométaires observés
ressemblent à des bonhommes de neige, autrement dit à des SBC (voir Figs.6.1,6.2, et 6.3).

Parmi ceux-ci, l’astéroïde 243–Ida est particulièrement connu pour avoir un satellite, nommé
Dactyl, qui évolue sur une orbite prograde par rapport à la rotation de Ida, et avec une faible

6. Le terme petit corps désigne un corps en orbite autour du Soleil qui n’est ni une planète, ni une planète
naine.
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inclinaison (i < 8◦ d’après Petit et al., 1997) par rapport au plan équatorial de celle-ci. L’asté-
roïde 243–Ida peut être approximativement décrit par un SBC symétrique (µ = 1/2). D’après
les données présentées par Belton et al., 1995 ; Belton et al., 1996 ; Petit et al., 1997, Ida est
formée principalement de deux corps en contact et de caractéristiques semblables. Nous avons
fixé sa densité de masse à ρ ' 2.24 g.cm−3 (Petit et al., 1997) et sa période de rotation à
2π/ω ' 4.63 h (Vokrouhlický, Nesvorný et Bottke, 2003). Ainsi, en utilisant (6.1), la fréquence
de rotation pour Ida est fixée à ω ' 0.953ω0. De plus, pour un SBC symétrique constitué de
deux sphères tangentes de masses m, la densité de masse s’écrit ρπd3/3 = 2m où d est la
distance séparant le centre des deux sphères. Ainsi, pour Ida, nous obtenons d ' 24.9 km.

La Figure 6.5 montre le portrait de phase (E, φ) de la dynamique de Dactyl autour de
Ida. Ce portrait de phase a été obtenu en itérant l’application (6.10) pour n = 2. En étudiant
le comportement de (6.17) avec les paramètres physiques de Ida, la zone chaotique centrale
s’étend jusque q ' 2.85d ' 71 km autour de l’astéroïde. Cette estimation concorde avec les
résultats observationnels et numériques concernant l’étude de la stabilité de l’orbite de Dactyl
(Petit et al., 1997). Les courbes critiques (6.17) obtenues pour K = KG et K = 2 sont
superposées aux diagrammes de stabilité dans le plan (q, e) (Figure 6.8, gauche) et dans le
plan (a, e) (Figure 6.8, centre). Sur ces figures, la position de Dactyl est donnée par le point
noir (•). Celui-ci est enchâssé entre les résonances 51:1 et 52:1. 7 Il apparaît clairement sur ces
figures que la dynamique de Dactyl est chaotique et par conséquent instable, en accord avec
les observations et expérimentations numériques (voir Figure 19 dans Petit et al., 1997). 8

6.4 Itokawa et Hayabusa
Pour Ida, la fréquence de rotation ω ' 0.953ω0 est sensiblement la même que la fréquence

képlérienne ω0, la zone chaotique centrale est sensiblement la même que celle qu’on aurait
obtenu pour un système binaire képlérien usuel. Pour l’astéroïde 25143 Itokawa, la fréquence
de rotation ω est bien plus petite que ω0, on s’attend à ce que, toutes proportions gardées, la
zone chaotique soit bien plus étendue.

Itokawa, objet d’exploration de la mission Hayabusa (Fujiwara et al., 2006), possède une
forme bilobée (Figure 6.3) pouvant être assimilée à un SBC formé par deux ellipsoïdes de
dimensions 490 × 310 × 260 m (“le corps”) et 230 × 200 × 180 m (“la tête”), et de den-
sités massiques 1750 kg/m3 et 2850 kg/m3. Les centres des deux ellipsoïdes sont séparés
d’une distance d ' 280 m (Lowry et al., 2014). La période de rotation de Itokawa est de
12.132 h (Kaasalainen et al., 2003), et sa masse totale est estimée à 3.58× 1010 kg (Fujiwara
et al., 2006). De ces données observationnelles, on obtient 2π/ω0 = 4.54 h, ω = 0.37ω0,
m1/m2 ' 2.9, et µ ' 0.26.

Ces paramètres physiques permettent de calculer le diagramme de stabilité (Figure 6.8, à
droite) obtenu en itérant l’application de Kepler pour le cas d’un SBC non-symétrique, i.e.,
en utilisant (6.2) et (6.7). Le rayon de la zone chaotique centrale q ' 4.6 est à peu près deux
fois plus grande que si la fréquence de rotation de Itokawa était képlérienne. Sur la Figure 6.8
à droite, nous observons que le bord du chaos peut ici être estimé avec la seule composante
W2 de la fonction frappe (6.7).

7. Plus précisément, Dactyl semble être situé au sein de la résonance 103:2.
8. Notons que, dans la littérature, les estimations sur la dynamique de Dactyl sont uniquement déduites

des courtes, et par conséquent potentiellement imprécises, observations de la sonde Galileo.
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Comète d (km) M (kg) m1/m2 P (h) Références

1P/Halley 7.7 2.2× 1014 2.6 176.4 Merényi et al., 1990
Stooke et Abergel, 1991
Schleicher et al., 2015

8P/Tuttle 5.0 4× 1014 a 2.14 11.4 Harmon et al., 2010

19P/Borrelly 4.0 2× 1013 3.5 25 Lamy, Toth et Weaver, 1998
Soderblom et al., 2004
Oberst et al., 2004
Buratti et al., 2004
Britt et al., 2004

67P/C–G 2.62 9.982× 1012 3.4 12.404 Jorda et al., 2016

103P/Hartley 1.2 2.2× 1011 3.3 18.2 Harmon et al., 2011
Thomas et al., 2013
Belton et al., 2013

a En l’absence de données observationnelles, la densité de masse moyenne de 8P/Tuttle a
été fixée à 0.5 g·cm−3 qui est celle de 67P/Churyumov-Gerasimenko.

Table 6.1 – Données observationnelles pour cinq noyaux cométaires bilobés. Les données
représentées sont d la taille du noyau (distance entre les centres de masses des deux lobes),M
la masse du noyau cométaire, m1 > m2 les masses des deux lobes, P la période de rotation
du noyau cométaire. Adaptée de Lages, Shevchenko et Rollin, 2018.

Les résultats numériques de Zimmer et al., 2014 montrent que les orbites autour de Itokawa
dont le demi-axe est inférieur à 1 km sont les plus susceptibles d’être influencées par le champ
de gravité complexe d’un corps non homogène en rotation. Une sonde sur une telle orbite, soit
est éjectée après quelques révolutions, soit s’écrase sur l’astéroïde. La sonde Hayabusa évoluait
sur une orbite autour du Soleil, proche de Itokawa mais en dehors de sa zone d’influence
gravitationnelle, mesurée par le rayon de Hill RHill ' 25 km (Fuse et al., 2008). Nos résultats
corroborent ceux de Zimmer et al., 2014 puisqu’en effet d’après le diagramme de stabilité
(Figure 6.8, droite) aucune orbite stable circulaire n’existe en deçà de q ' 4.6d ' 1.3 km.

6.5 Noyaux cométaires
Nous étudions la dynamique chaotique d’une particule dans le champ de gravité d’un noyau

cométaire bilobé, en se basant sur les caractéristiques physiques de cinq comètes pouvant être
assimilées à un SBC. En fait, la majorité des comètes dont la morphologie a pu être bien étudiée
sont en fait des SBC (Jorda et al., 2016). Un des plus célèbres exemples est le noyau cométaire
de 67P/Churyumov-Gerasimenko, visité par la mission spatiale Rosetta. Le noyau de la comète
1P/Halley est également connu pour être bilobé (Merényi et al., 1990 ; Stooke et Abergel,
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Figure 6.9 – Diagrammes de stabilité orbitale autour de quatre noyaux cométaires ordonnés,
de gauche à droite, par rapports de fréquences ω/ω0 croissants : 8P/Tuttle (ω ' 0.33ω0),
19P/Borrelly (ω ' 0.48ω0), 67P/Churyumov-Gerasimenko (ω ' 0.73ω0), 103P/Hartley (ω '
1.04ω0). Le domaine chaotique est représenté par une zone rougeâtre. Le chaos est déterminé
par le calcul de l’exposant maximal de Lyapunov Λ pour une trajectoire dont les éléments
orbitaux initiaux sont (q, e). Le nombre d’itérations de l’application de Kepler (6.2) est 106.
La courbe délimitant le bord du chaos (6.17) est montrée en tenant compte dans la fonction
frappe ∆E (6.7) uniquement du terme W1 (6.8) ( ) et tenant compte uniquement du
termeW2 (6.9) ( ). La ligne verticale en pointillés donne la distance au péricentre q0 pour
laquelle W2 = W1. Pour q < q0 (q > q0), W2 > W1 (W2 < W1). Le rapport W2/W1 varie
de 10.2 pour q = 4d à 0.211 pour q = 8d dans le cas de 8P/Tuttle, de 5.72 pour q = 3d à
0.0305 pour q = 7d dans le cas de 19P/Borrelly, de 3.4 pour q = 2.5d à 0.0155 pour q = 5.5d
dans le cas de 67P/Churyumov-Gerasimenko, et de 2.64 pour q = 2d à 0.00801 pour q = 4.5d
dans le cas de 103P/Hartley. Adaptée de Lages, Shevchenko et Rollin, 2018.
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1991), ainsi que ceux des comètes 8P/Tuttle (Harmon et al., 2010), 19P/Borrelly (Oberst
et al., 2004), et 103P/Hartley (Thomas et al., 2013). À part 8P/Tuttle, les photographies
de ces comètes sont montrées sur la Figure 6.2. Cette forme particulière bilobée semble être
due à l’érosion non uniforme de la surface des comètes lorsque celles-ci passent au périhélie
(Jewitt, Sheppard et Fernández, 2003), et/ou à des collisions à faibles vitesses entre plusieurs
corps (Rickman et al., 2015). La Table 6.1 résume les propriétés observationnelles basiques de
ces cinq noyaux cométaires.

La fréquence de rotation képlérienne ω0 pour un SBC de masses m1 et m2 séparées par
une distance d est calculée directement en utilisant la troisième loi de Kepler (3.15). Ainsi, le
rapport ω/ω0 pour les cinq comètes considérées peut être aisément calculé, on trouve ω/ω0 '
0.055, 0.33, 0.48, 0.73 et 1.04 pour 1P/Halley, 8P/Tuttle, 19P/Borrelly, 67P/Churyumov-
Gerasimenko et 103P/Hartley. L’étendue des fréquences de rotation ω considérées ici va de
0.055ω0 à 1.04ω0. Au-delà de ω > ω0, nous nous attendons à ce qu’il y ait peu d’objets
candidats, puisque de nombreux noyaux cométaires et astéroïdes sont suspectés d’être des
agglomérats lâches (piles de débris) qui se désassembleraient, la force de gravité ne compensant
plus la force centrifuge.

La Figure 6.9 montre les diagrammes de stabilité orbitale autour de quatre des comètes
considérées ici. Sur ces diagrammes, nous superposons le bord du chaos (6.17) calculé pour
le régime dynamique ω/ω0 � (d/q)3/2 en utilisant l’amplitude W1 (6.8) de la fonction frappe
∆E (6.7) et pour le régime dynamique ω/ω0 � (d/q)3/2 en utilisant l’amplitude W2 (6.9)
de la fonction frappe ∆E (6.7). Comme prévu le bord du chaos est qualitativement bien
reproduit en considérant l’amplitude W1 (W2) pour les fortes (faibles) excentricités e et les
grandes (petites) distances au péricentre q.

Les masses réduites µ des comètes considérées étant sensiblement les mêmes, nous retrou-
vons, à partir de la Figure 6.9, que la zone chaotique centrale s’étend notablement à mesure
que ω décroît (Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017). On observe que cette zone s’étend
jusque q ' 3d autour de 103P/Hartley (ω ' 1.04ω0) et jusque q ' 5d autour de 8P/Tuttle
(ω ' 0.33ω0). La Figure 6.10 montre l’étendue de la zone chaotique centrale en fonction de
la fréquence de rotation ω des noyaux cométaires.

Pour la région 0.3 . ω/ω0 . 1, comprenant les fréquences de rotation de 8P/Tuttle,
19P/Borrelly, 67P/Churyumov-Gerasimenko, et 103P/Hartley, nous observons clairement que,
pour µ allant de ≈ 0.22 à ≈ 0.32, les limites de la zone chaotique sont sensiblement les mêmes
(voir les courbes blanches en pointillés sur la Figure 6.10 dans la zone 0.3 . ω/ω0 . 1). Ces
limites sont même très proches de la limite de la zone chaotique pour le cas symétrique
(µ = 1/2). Pour ces quatre noyaux cométaires, une illustration générique de la zone chaotique
centrale est donnée à la Figure 6.10 (panneau du bas à droite).

Pour la région 0.1 . ω/ω0 . 0.3, une zone régulière centrale existe tout autour du noyau
cométaire, isolant ainsi ce dernier de la zone chaotique qui forme alors une zone annulaire de
rayon interne q1 et de rayon externe q2. Ces zones sont représentées à la Figure 6.10, en bas
au centre, pour le cas d’un noyau cométaire modèle qui est symétrique µ = 1/2 et dont la
fréquence de rotation est ω = 0.1ω0.

Pour la région ω/ω0 . 0.1, d’après la Figure 6.10, il n’existe plus de zone chaotique
centrale entourant le noyau cométaire. 9 Ce résultat est en accord avec le diagramme de stabilité

9. Nous rappelons que cette zone est définie pour des orbites initiales circulaires (e = 0). Pour des ex-
centricités plus élevées, les orbites peuvent être chaotiques, comme illustré à la Figure 6.11 dans le cas de
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Figure 6.10 – Étendue de la zone chaotique centrale autour des noyaux cométaires en fonction de la
fréquence de rotation ω. Panneau du haut : le domaine rouge correspond à la zone chaotique centrale
pour un SBC symétrique µ = 1/2 ; le domaine bleu correspond à la zone orbitale stable. Les pourtours
de la zone chaotique centrale calculés pour µ ' 0.22 (la masse réduite pour 19P/Borrelly) ( ) et
pour µ ' 0.32 (la masse réduite de 8P/Tuttle) ( ) sont tracés. Les fréquences de rotation ω des
cinq noyaux cométaires (Table 6.1) sont représentées par les lignes verticales blanches. Les positions des
résonances 1:1, 1:2 et 2:1 sont représentées par des courbes rouges. Panneaux du bas : représentations
schématiques des résonances et des zones chaotiques (pour e = 0) autour du noyau de 1P/Halley
(à gauche), du noyau d’une comète modèle symétrique µ = 1/2 dont la fréquence de rotation est
ω = 0.1ω0 (au centre), et du noyau de 67P/Churyumov-Gerasimenko (à droite). Les centres de masse
des noyaux cométaires sont placés au centre des différents panneaux. D’après Lages, Shevchenko et
Rollin, 2018.
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Figure 6.11 – Diagramme de stabilité orbitale autour du noyau cométaire de 1P/Halley
(ω ' 0.055, µ ' 0.28) obtenu (à gauche) par l’itération de l’application de Kepler (6.2)
et (à droite) en intégrant les équations du mouvement d’une particule autour du SBC avec
les caractéristiques physiques de 1P/Halley. Le domaine chaotique est représenté par zone
rougeâtre. Le chaos est déterminé par le calcul de l’exposant maximal de Lyapunov Λ pour
une trajectoire dont les éléments orbitaux initiaux sont (q, e). La courbe délimitant le bord
du chaos (6.17) est montrée en tenant compte dans la fonction frappe ∆E (6.7) uniquement
du terme W1 (6.8) ( ) et en tenant compte uniquement du terme W2 (6.9) ( ).
Panneau de gauche : le nombre d’itération de l’application de Kepler (6.2) est 106. L’exposant
de Lyapunov Λ a les dimensions physiques de l’inverse d’un nombre d’itération de l’application.
Panneau de droite : l’intégration numérique des équations du mouvement a été réalisé sur un
laps de temps de 104T0 où T0 = 2π/ω0. L’exposant de Lyapunov Λ a les dimensions physiques
de l’inverse d’un temps, et la quantité (ΛP )−1 exprime le temps de Lyapunov en nombre de
rotation (de période P ) du noyau. D’après Lages, Shevchenko et Rollin, 2018.

orbitale (Figure 6.11) autour du noyau cométaire de 1P/Halley (ω ' 0.055ω0, µ ' 0.28). Sur
la Figure 6.11, à gauche, nous voyons clairement qu’une particule initialement sur une orbite
circulaire possède une dynamique régulière tant que la distance au périhélie ne correspond
pas à une résonance entière ou demi-entière (voir les dents résonnantes coupant l’axe e = 0
sur la Figure 6.11 gauche). Ainsi, la zone chaotique centrale, définie comme le domaine en
[q1, q2] pour lequel n’importe quelle excentricité initiale conduit à une dynamique chaotique,
est absent pour le cas de la comète de Halley. Cependant pour des excentricités initiales e plus
élevées, le domaine chaotique est très étendu avec, e.g., une largeur de ∼ 10d pour e ' 0.5
(q1 ' 4d, q2 ' 14d) et ∼ 20d pour e ' 0.8 (q1 ' d, q2 ∼ 20d).

Habituellement, l’application de Kepler est utilisée pour décrire des orbites fortement ex-

1P/Halley.

101



CHAPITRE 6. ENVIRONNEMENT DYNAMIQUE DES PETITS CORPS DU SYSTÈME SOLAIRE

centriques autour d’un système binaire composé d’un corps primaire accompagné d’un corps se-
condaire jouant le rôle de perturbateur. C’est le cas par exemple de la dynamique de 1P/Halley
autour du Soleil et de Jupiter (voir section 4, Chirikov et Vecheslavov, 1986, 1989 ; Rollin, Haag
et Lages, 2015). L’application de Kepler fut dérivée pour ωa3/2 > ω0d

3/2, où a = −1/2E,
afin de décrire les états de Rydberg moléculaires en présence d’un dipôle tournant (Benve-
nuto, Casati et Shepelyansky, 1994 ; Casati, Guarneri et Shepeliansky, 1988). Dans ces deux
cas d’étude, la période orbitale du troisième corps est plus grande que la période de rotation
du système binaire. Ainsi, les mouvements orbitaux décrits par l’application de Kepler sont
situés au-dessus de la ligne de résonance 1:1 sur la Figure 6.10. D’après cette même figure, la
dynamique d’un corps à proximité du noyau de 1P/Halley se situe en dessous de cette ligne de
résonance. Par conséquent, afin de tester la validité de l’approche via l’application de Kepler
(6.2) sous la ligne de résonance 1:1, i.e., pour ωa3/2 > ω0d

3/2, nous avons intégré numérique-
ment les équations du mouvement décrivant la dynamique d’une particule autour d’un SBC
ayant les caractéristiques physiques du noyau de 1P/Halley. Le diagramme de stabilité obtenu
alors est montré à la Figure 6.11, à droite. Cette figure montre des caractéristiques similaires
à celles obtenues avec l’application de Kepler, en particulier les bords chaotiques fractals des
deux figures sont similaires.

Sur la Table 6.2 sont reportés, pour les noyaux cométaires étudiés, les rayons RCh des zones
centrales chaotiques déduits des diagrammes de stabilité (Figures 6.9 et 6.11). Nous pouvons
observer que les rayons obtenus à e ' 0 et e ' 0.5 sont similaires pour chaque noyau,
à part pour la comète 1P/Halley. Pour un même noyau cométaire, il peut être intéressant
de comparer la taille de la zone chaotique à la taille de la zone d’influence gravitationnelle
du noyau. Ainsi, nous comparons les rayons RCh aux rayons de Hill des noyaux cométaires.
Nous utilisons la formule donnée par Hamilton et Burns, 1992 pour les orbites excentriques,
RHill ≈ q�

(
M/3M�

)1/3
où q� est la distance au périhélie du noyau cométaire, M sa masse,

et M� la masse du Soleil. Les rayons de Hill RHill pour chaque noyau sont reportés sur la
Table 6.2. On observe que la taille typique RCh de la zone chaotique autour de 1P/Halley est
la plus grande parmi les comètes étudiées, cette zone chaotique occupe, pour des excentricités
modérées à élevées, une partie conséquente de la sphère de Hill, près de 38% pour e ' 0.5.
Ceci est un effet de la faible vitesse de rotation du noyau de 1P/Halley.

L’inverse de l’exposant de Lyapunov Λ obtenu pour des conditions initiales (q, e) en itérant
l’application de Kepler (6.2) donne le nombre d’itérations nécessaires à l’établissement du
chaos. Les travaux de Shevchenko, 2007 donnent une forme semi-empirique pour l’exposant
de Lyapunov

Λ(λ) ' CK − 3/λ (6.18)

où CK ' 2.2. est la constante de Chirikov (Shevchenko, 2007) et λ le paramètre d’adiabaticité
de l’application de Kepler (6.10) qui pour n = 2 est λ = 21/2πω |W2|−3/2 (Lages, Shepelyansky
et Shevchenko, 2017). Même dans le cas de 1P/Halley, qui est parmi les objets que nous avons
considéré celui qui a la fréquence de rotation la plus lente, le chaos est non-adiabatique car
le paramètre d’adiabaticité est très élevé, λ ∼ ω |W2|−3/2 ∼ 100 � 1. 10 Par conséquent,
l’exposant maximal de Lyapunov devrait être Λ ' CK ' 2.2 pour toutes les zones chaotiques
révélées par les diagrammes de stabilité orbitale. Nous avons effectivement vérifié que la couleur

10. En effet, d’après Lages, Shepelyansky et Shevchenko, 2017, W2 ' 10−2 (dω0)2 pour ω ' 0.05ω0 et
q > d.
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Comète ω/ω0 Rch (km) RHill (km) RCh/RHill (%) TL (h) TL/P
e ' 0 e ' 0.5 e ' 0 e ' 0.5

1P/Halley 0.055 — 31-108 a 200 — 16-54% 230 1.3
8P/Tuttle 0.33 25 32.5 620 4% 5.2% 28 2.5
19P/Borrelly 0.48 16 21 300 5% 7% 66 2.6
67P/C–G 0.73 9 11 320 3% 3.3% 35 2.9
103P/Hartley 1.04 3.4 4.2 52 7% 8.1% 56 3.1
a Pour le noyau de 1P/Halley, nous donnons les rayons intérieur et extérieur de la zone
chaotique annulaire pour e ' 0.5.

Table 6.2 – Caractéristiques des zones chaotiques entourant les noyaux cométaires : les
paramètres sont ω la fréquence de rotation du noyau, ω0 la fréquence képlérienne en assimilant
le noyau à un système binaire képlérien, RCh le rayon de la zone chaotique centrale pour e ' 0
et e ' 0.5, RHill le rayon de Hill du noyau cométaire, TL le temps de Lyapunov calculé pour
une q = RCh et e ' 0.5, et P la période de rotation du noyau cométaire. Adaptée de Lages,
Shevchenko et Rollin, 2018.

rouge vive dominante des différents diagrammes de stabilité Figures 6.6, 6.7 (en bas), 6.8, 6.9,
et 6.11 (à gauche) correspond bien à un exposant de Lyapunov Λ ' CK ' 2.2 (voir Fig. 4
dans Lages, Shevchenko et Rollin, 2018).

L’exposant de Lyapunov Λ calculé à partir de l’application de Kepler (6.2) donne l’inverse
d’un nombre d’itération. Il est nécessaire de connecter ce nombre d’itérations à un temps
physique. Ainsi, le temps de Lyapunov local TL pour un satellite en mouvement dans la zone
chaotique d’un noyau peut être approximativement estimé par le rapport entre la période
orbitale du satellite et l’exposant de Lyapunov de l’application de Kepler (Shevchenko, 2007,
section 5). Comme précisé au paragraphe précédent, l’exposant de Lyapunov est supposé être le
même sur toute la composante chaotique lorsque le paramètre d’adiabaticité est suffisamment
élevé. Nous estimons alors TL à l’aide de la période orbitale du satellite au bord de la zone
chaotique, i.e., pour a = RCh et e = 0.5, ceci donne la période orbitale maximale dans la zone
chaotique, et par conséquent le temps local de Lyapunov maximal. Les estimations du temps
de Lyapunov local pour chaque noyau cométaire sont reportées à la Table 6.2. On observe que
ces temps de Lyapunov sont du même ordre de grandeur pour les différents noyaux, allant de
∼ 1 à ∼ 10 jours, et allant de ∼ 1 à ∼ 3 périodes de rotation du noyau. Ainsi, le mouvement
d’une particule ou d’un satellite en orbite chaotique autour d’un de ces noyaux cométaires est
rapidement, au bout de quelques rotations du noyau, imprévisible. Ceci est accentué pour des
satellites sur des orbites plus basses (a < Rch), avec un temps local de Lyapunov plus court.

Parmi les cinq objets considérés listés dans les Tables 6.1 et 6.2, quatre d’entre eux ont vu
leur direct voisinage visité par des sondes spatiales : 1P/Halley par Vega-1, Vega-2, Giotto en
1986, 19P/Borrelly par Deep Space 1 en 2001, 67P/Churyumov-Gerasimenko par Rosetta 1
en 2014–16, et 103P/Hartley par Deep Impact EPOXI en 2010. Lors de ces rencontres, aucun
satellite n’a été observé autour de ces noyaux cométaires, 11 même si pour certains noyaux

11. À part des nuages de grains et de poussières constituant des réservoirs constamment vidés et remplis.
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des recherches de satellites ont été méticuleusement menées (voir Bertini et al., 2015, et les
références à l’intérieur). L’absence observée de satellite autour des noyaux cométaires est en
accord avec les résultats théoriques présentés montrant une zone chaotique circum-nucléaire.

Parmi ces quatre noyaux, deux objets ont été observés précisément afin d’observer le
transfert de masse entre le noyau et son environnement proche ainsi que la dynamique d’éjectas
comme par exemple des morceaux d’eau glacée d’une taille de l’ordre du décimètre (A’Hearn
et al., 2011 ; Keller et al., 2017). Ainsi, il existe une source pouvant introduire de la matière
dans l’environnement proche du noyau comme cela est décrit par Fulle, 1997 et Scheeres et
Marzari, 2000. Cependant, nos résultats théoriques impliquent que, même sans invoquer les
autres forces non-gravitationnelles, aucune orbite stable à long terme ne peut être trouvée par
ces éjectas qui leur permettraient de rester à l’intérieur de la zone chaotique circum-nucléaire.

6.6 Capture de matière par les petits corps du Système
solaire

Les particules gravitationnellement diffusées par un corps irrégulier peuvent être capturées
par ce dernier. En suivant les résultats exposés précédemment à la section 5.1, la section
efficace de capture σ caractérise la probabilité qu’un système binaire képlérien (ω = ω0)
capture une particule lors de son passage au péricentre. Le fait que la zone chaotique autour
d’un SBC s’agrandit considérablement lorsque ω � ω0 doit conduire à un accroissement de la
section efficace de capture σ. En effet, d’après Lages et Shepelyansky, 2013, l’expression de
la section efficace de capture est σ ∼ πb2 ∼ qd (dω0/v)2 où ici b est le paramètre d’impact et
v la vitesse initiale à l’infini de la particule diffusée. Puisque d’après les équations (6.8), (6.9),
l’énergie échangée (6.7) est non négligeable pour les distances au péricentre inférieures à q ∼
d(ω0/ω)2/3, la section efficace de capture d’un corps irrégulier en rotation lente (ω/ω0 � 1)
devrait être augmentée de manière significative par rapport à la section efficace géométrique
∼ πd2. Un tel effet pourrait être important pour l’étude de la capture de poussière par un
satellite en rotation.
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Nous avons vu que la capture et la dynamique des particules de matière noire peuvent
être décrites en généralisant l’application symplectique de Kepler (3.16). Les simulations nu-
mériques et les résultats analytiques montrent que la densité volumique de matière noire
capturée aux alentours d’un système binaire est jusqu’à ζg ∼ 104 fois plus importante que la
densité galactique de matière noire. La valeur du facteur d’accroissement ζg est maximale pour
les grandes fréquences orbitales du système binaire. Notre approche basée sur la description
du problème restreint à trois corps par une application symplectique est tout à fait générique.
Elle peut également être utilisée pour l’analyse de la dynamique de comètes, d’astéroïdes, de
poussière cosmique ou même de constituants libres flottants galactiques.

Il est possible de considérer le processus inverse d’ionisation. En observant l’application
noire, une particule de matière noire sera éjectée d’un système binaire avec la vitesse ve ∼
((m2/M) v2)1/2 (5.2). Supposons un trou noir binaire dont la vitesse de rotation est v2 ∼ c/10.
Pour un rapport de masse m2/M ∼ 1/2, la vitesse d’éjection est alors ve ∼ 104km.s−1. Cette
vitesse est ∼ 100 fois plus élevée que la vitesse orbitale du Système solaire autour de la Galaxie.
N’importe quel objet de masse négligeable devant m2 est éjecté avec une vitesse de l’ordre
de ve. Ce mécanisme peut alors être à l’origine de trous noirs vagabonds ou d’étoiles errantes
traversants l’Univers à très grandes vitesses.

Nous avons généralisé l’application de Kepler afin qu’elle puisse décrire le mouvement d’une
particule dans le champ gravitationnel d’un petit corps irrégulier en rotation. Ce dernier pouvant
être le plus souvent modélisé par un système binaire de contact (SBC), cette généralisation
peut être accomplie en prenant en compte comme paramètre additionnel la fréquence de
rotation du petit corps. Nous avons montré que la zone chaotique autour du SBC s’étend
considérablement au fur et à mesure que la fréquence de rotation diminue. La taille de cette
zone chaotique fait plus que doubler lorsque sa fréquence de rotation est diminuée 10 fois
par rapport à la fréquence de rotation képlérienne permettant une désagrégation centrifuge du
petit corps.

À partir de données observationnelles, nous avons déterminé analytiquement les proprié-
tés des zones chaotiques autour des astéroïdes 243-Ida et 25143-Itokawa. En particulier, la
construction de diagrammes de stabilité a permis de confirmer que la dynamique de Dactyl,
satellite de Ida, est vraisemblablement chaotique. Notre approche décrit de manière qualitative
la dynamique de Ida et Dactyl en accord avec les expériences numériques antérieures.

Nous avons aussi expliqué pourquoi il n’est pas possible de mettre de satellite en orbite
autour de Itokawa et par la même occasion pourquoi Itokawa ne possède pas de satellite
naturel.

Nous avons estimé les dimensions des zones chaotiques autour de cinq noyaux cométaires,
connus pour être des SBC, et nous avons calculé les temps de Lyapunov des orbites instables à
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l’intérieur de ces zones. Dans le cas de la comète 1P/Halley, la zone chaotique semble occuper
une partie essentielle de la sphère de Hill de la comète (pour les orbites ayant une excentricité
de modérée à grande).

Il est possible d’affirmer que les petits corps irréguliers du Système solaire, tels que les asté-
roïdes et les noyaux cométaires, auto-nettoient leur proche banlieue. Ce nettoyage est similaire
au mécanisme engendrant les “lacunes de Wisdom” en présence d’une planète suffisamment
massive (voir par exemple Murray et Dermott, 1999), la différence étant que les lacunes de
Wisdom sont formées par le recouvrement de résonances coorbitales du premier ordre, alors que
la zone orbitale chaotique circum-binaire est issue du recouvrement des résonances spin-orbite
entières et demi-entières.

Nos résultats théoriques nous permettent d’affirmer qu’aucun satellite ou même halo de
particules, non régénérable, ne peut être observé aux abords directs d’un astéroïde ou d’un
noyau cométaire bilobé.
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Présentation

Dans cette partie sont présentés des travaux consacrés à la matrice de Google et à l’analyse
de réseaux complexes. Le lecteur trouvera ci-dessous une présentation des différents thèmes
développés dans les chapitres suivants, ainsi que les principaux résultats obtenus.

La valorisation des gigantesques quantités de données est l’un des objectifs majeurs de
l’économie actuelle. Celles-ci sont produites à un rythme effréné par notre société et leur sto-
ckage pose d’importants problèmes économiques et environnementaux. À défaut de pouvoir
résoudre ces problèmes dans l’immédiat, il est plus que judicieux d’essayer de transformer
ces mégadonnées en une manne économique. Cette valorisation ne peut se faire qu’en clas-
sant/triant ces énormes quantités d’information afin d’en extraire des informations pertinentes
à destination de la recherche publique ou privée.

Les sources de données de plus en plus variées et de plus en plus volumineuses peuvent
dans grand nombre de cas être modélisées par de grands réseaux (ou graphes) orientés. Le
succès commercial du moteur de recherche Google est principalement dû à un algorithme,
l’algorithme PageRank (voir l’article des co-fondateurs, Brin et Page, 1998, de Google), traitant
le WWW comme un réseau sur lequel un surfeur aléatoire saute d’une page à une autre en
fonction des hyperliens existants ; mimant ainsi une marche aléatoire markovienne sur réseau. 12

Prolongeant les travaux de Brin et Page, 1998, un réseau orienté peut être encodé dans une
matrice stochastique – la matrice de Google (Langville et Meyer, 2012), qui appartient à la
classe des opérateurs de Perron-Frobenius.

Classement international des universités selon Wikipédia Nous avons considéré les
réseaux orientés d’articles 13 de 24 éditions de Wikipédia pour produire le palmarès mondial des
universités selon Wikipédia (Lages, Patt et Shepelyansky, 2016). En utilisant les algorithmes
PageRank, 2DRank et CheiRank (voir Ermann, Frahm et Shepelyansky, 2015, pour une revue),
nous traitons de façon statistique le savoir encodé dans ces 24 éditions représentant plus de 60%
de la population mondiale et plus de 60% des pages de Wikipédia toutes éditions linguistiques
confondues. Contrairement aux classements internationaux disponibles, 14 posant au préalable
des critères de classement, tels que le nombre de publications dans certains journaux comme
Nature, le nombre de récipiendaires du prix Nobel ou de la médaille Fields parmi les chercheurs
de l’université..., notre méthode mathématique, indépendante de tous critères liés à une vision

12. Même si aucune mention n’est faite au travaux de Markov dans l’article de Brin et Page, 1998.
13. Ici, les nœuds du réseau sont les articles Wikipédia d’une édition donnée et les liens orientés sont les

renvois existants entre les différents articles.
14. Un recensement de ces classements est disponible à l’adresse https://en.wikipedia.org/wiki/

College_and_university_rankings
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donnée du monde académique, permet d’inclure sur un même pied d’égalité de multiples
points de vue culturels encodés dans le savoir humain accumulé dans les différentes éditions
linguistiques de Wikipédia (Lages, Patt et Shepelyansky, 2016).

Le top 10 (top 100) de ce classement Wikipédia des universités recouvre à 90% (60%)
le top 10 (top 100) du classement académique des universités mondiales de l’université Jiao
Tong de Shanghai. Outre le fait que notre classement constitue une mesure complémentaire
de l’excellence académique des établissements supérieurs d’enseignement et de recherche, il
mesure également l’importance historique, sociétale, et/ou régionale des universités. Une ana-
lyse du développement historique des universités est donnée sur les 10 derniers siècles (Lages,
Patt et Shepelyansky, 2016). 15

Notre article a notamment été remarqué par le magazine MIT Technology Review, comme
l’un des meilleurs articles de l’année 2015. Notre article a été l’objet d’une centaine d’articles
dans les médias de 22 pays différents. 16

En septembre 2018, nous avons publié le palmarès mondial des universités 2017 d’après
l’extraction des réseaux d’articles Wikipédia en mai 2017 (Coquidé, Lages et Shepelyansky,
2019b). 17 Nous avons appliqué aux réseaux d’articles Wikipédia une nouvelle méthode 18 uti-
lisant la matrice de Google réduite qui a permis de déterminer les interactions effectives entre
les universités les plus influentes, sur une échelle de 10 siècles, et pour différentes cultures au
travers de différentes éditions linguistiques (Coquidé, Lages et Shepelyansky, 2019b).

Googlomics : application de la matrice de Google (réduite) aux réseaux de protéines
pour l’étude du cancer La matrice de Google réduite permet d’associer à un petit sous-
réseau, de quelques nœuds, faisant partie d’un réseau orienté global de très grande taille, une
matrice de Google effective. Cette matrice de Google, bien que réduite, encode toute l’in-
formation du réseau global ; elle se décompose naturellement en une matrice de liens directs
entre les nœuds du sous-réseau et en une matrice donnant les liens indirects entre ces mêmes
nœuds. Même en l’absence de liens directs entre deux nœuds, ces derniers peuvent être forte-
ment liés par le truchement de liens successifs entre d’autres nœuds du réseau global (Frahm
et Shepelyansky, 2016 ; Frahm, Jaffrès-Runser et Shepelyansky, 2016 ; Lages, Shepelyansky et
Zinovyev, 2018).

Généralement les chemins de signalisation biologiques, signatures d’une machinerie molé-
culaire complexe, sont supposés constituer un sous-réseau enchâssé dans un réseau moléculaire
global. Ainsi, toutes les propriétés de fonctionnement de ces chemins dépendent de l’environ-
nement auquel est connecté le sous-réseau considéré. Usuellement seules sont prises en compte
les relations causales directes entre les protéines associées à ces chemins de signalisation ; les
relations causales indirectes qui dépendent de l’environnement sont le plus souvent ignorées.

Les réseaux orientés étudiés sont ici constitués de protéines en interaction enchâssées dans
un environnement sain ou cancéreux (Lages, Shepelyansky et Zinovyev, 2018). Nous caracté-

15. Le classement mondial des universités selon Wikipédia, ainsi que d’autres classements complémen-
taires issus de nos travaux, sont disponibles à l’adresse http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/datasets/
WRWU/.
16. La liste, arrêtée au 5 septembre 2016, se trouve à l’adresse http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/

datasets/WRWU/press/Press.html.
17. L’article de référence ainsi que les données associées se trouve à l’adresse http://perso.utinam.

cnrs.fr/~lages/datasets/WRWU17/.
18. Voir description au paragraphe suivant.
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risons la propagation du signal le long des chemins en considérant un processus stochastique
markovien sur le réseau global biologique. La quantification des liens causals cachés entre les
protéines participant aux chemins de signalisation est donnée par la matrice de Google réduite.
Nous avons montré que l’analyse globale d’un réseau orienté biologique utilisant la matrice
de Google permet de donner des indications sur l’évolution de la topologie du réseau suivant
le contexte biologique (cancéreux ou pas) de celui-ci. Également, nous avons montré qu’une
grande probabilité PageRank correspond à une protéine ayant un rôle particulier dans le réseau
de régulation, comme par exemple, une protéine étant le point d’arrivée de multiples et longues
cascades d’interactions moléculaires. Ce type de rôle est en général difficilement détectable
par les autres approches standard d’analyse de graphes.

Nous avons appliqué la méthode de la matrice de Google réduite à des sous groupes de
protéines correspondant à des fonctions biologiques bien définies (signal de survie de cellule,
prolifération de cellules, ...). L’approche de la matrice de Google réduite permet d’inférer un
ensemble d’interactions cachées traduisant l’existence de programmes biologiques non reflé-
tés dans la structure des liens directs entre protéines. Nous montrons que la structure de
telles relations cachées peut être modifiée d’un contexte à l’autre, ce qui est la signature
d’un changement, par exemple, dans le câblage du réseau global transcriptionnel pendant la
cancérogenèse ou la différenciation cellulaire.

Influence globale des maladies infectieuses à travers le prisme de Wikipédia Nous
avons considéré l’édition de langue anglaise de Wikipédia datant de mai 2017 afin de construire
le réseau réduit des articles consacrés à 230 maladies infectieuses et à 195 pays du globe. Ce
réseau réduit a été obtenu en construisant d’abord la matrice de Google associée à ces 425
nœuds, tout en prenant en compte tous les chemins directs et indirects reliant ces articles
dans Wikipédia. Les algorithmes PageRank et CheiRank ont été utilisé pour déterminer les
maladies infectieuses les plus influentes au sein de l’encyclopédie Wikipédia, le top 3 étant
la tuberculose, le sida, et la malaria. À partir de la matrice de Google réduite, nous avons
déterminé la sensibilité des pays du globe à certaines maladies infectieuses, cette sensibilité
intégrant l’influence de ces maladies à travers les âges. La comparaison de nos résultats avec
les données issues de l’Organisation Mondiale de la Santé montre la pertinence de l’analyse
via Wikipédia de l’influence globale des maladies infectieuses.

Influence du commerce des hydrocarbures sur les économies des pays de l’Union
européenne Nous avons utilisé la base de donnée UN COMTRADE 19 de l’Organisation
des Nations Unies afin d’étudier le réseau du commerce international. Plus particulièrement,
en utilisant la matrice de Google réduite, nous avons déterminé la sensibilité de la balance
commerciale des pays de l’UE à l’augmentation du prix ou du volume d’un produit donné
exporté par un pays donné, ceci sous l’influence du commerce global de 61 types de produits
principaux entre tous les pays du globe. Outre la présentation de la méthode, nous l’appliquons
à l’analyse de l’influence des exportations de pétrole et de gaz provenant de la Russie, des USA,
de l’Arabie Saoudite, et de la Norvège sur la balance économique des pays de l’UE. Notre
approche donne une description plus détaillée de la propagation de l’influence commerciale
d’un pays en comparaison avec les approches habituellement utilisées basées sur les seuls flux
directs d’exportation et d’importation.
19. UN COMTRADE : United Nations Commodity Trade Statistics Database.
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PRESENTATION

Structure de la partie Dans le Chapitre 7, intitulé Matrice de Google (réduite), nous ex-
pliquons comment, à partir d’un réseau complexe, nous construisons la matrice de Google
associée. Nous présentons également les algorithmes PageRank et CheiRank qui sont des
mesures de centralité permettant de classer les nœuds d’un réseau complexe selon leur impor-
tance. Nous expliquons ensuite comment construire, à partir d’un grand réseau complexe, la
matrice de Google réduite à un sous ensemble de nœuds d’intérêt. À la fin du Chapitre 7, nous
donnerons la formule analytique de la dérivée du vecteur PageRank, ou, plus généralement la
dérivée du vecteur de Perron, à savoir la variation infinitésimale du vecteur de Perron lorsque
l’un des éléments de l’opérateur de Perron varie de façon infinitésimale. À notre connaissance,
l’expression de cette dérivée ne se trouve pas dans la littérature. Le Chapitre 8, intitulé Réseaux
Wikipédia, présente, à la section 8.1, le classement mondial des universités selon Wikipédia,
et à la section 8.2, l’influence des maladies infectieuses dans le monde. Le Chapitre 9, inti-
tulé Réseaux de protéines en interaction : application à l’oncologie, présente un résumé de
l’application de la matrice de Google réduite aux réseaux de protéines en interaction. Le Cha-
pitre 10, présente d’abord la construction du Réseau du commerce international, puis présente
une étude de la sensibilité des économies des pays de l’UE aux importations d’hydrocarbures
provenant des pays hors UE. Le chapitre 10.3 vient conclure cette partie.
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Chapitre 7

Matrice de Google (réduite)

Définissons un réseau (ou graphe) R constitué d’un ensemble de nœuds N reliés entre eux
par un ensemble de liens L. On note le nombre de nœuds N = card (N ) et le nombre de liens
Nl = card (L). Nous considérerons des réseaux orientés, les liens sont alors munis d’un sens,
chacun allant d’un nœud source vers un nœud cible, L =

{
s`

P`−→ c`
∣∣∣ {s`, c`} ∈ N 2

}
`=1,...,Nl

.
Dans le cas où les liens sont pondérés, le réseau est également caractérisé par une liste de
poids P = {P`} =`=1,...,Nl

.

7.1 Matrice de Google, algorithmes PageRank et Chei-
Rank

Dans cette section nous présentons la matrice de Google associée à l’algorithme PageRank
initialement conçu par Brin et Page, 1998 pour classer les pages du WWW. 1 Nous présentons
les principales notions et propriétés utiles à nos travaux. Le lecteur intéressé pourra se référer
à Langville et Meyer, 2012 pour une présentation détaillée de la matrice de Google et de
l’algorithme PageRank, et à Ermann, Frahm et Shepelyansky, 2015, 2016 pour une présentation
exhaustive des applications de la matrice de Google.

7.1.1 Construction de la matrice de Google et du vecteur PageRank
Considérons un réseau R défini ci-avant, sa matrice d’adjacence A permet d’encoder la

structure de celui-ci

Aij =
{

1 si j → i
0 si j 6→ i

, (7.1)

puisqu’un élément non nul Aij signifie l’existence d’un lien pointant le nœud i à partir du
nœud j. Dans le cas d’un réseau avec liens pondérés, la définition de la matrice d’adjacence
peut être généralisée, Aij = Pj→i s’il existe un lien j → i, et Aij = 0 s’il n’existe pas de lien

1. WWW : World Wide Web, réseau des pages et documents du web référencés et hébergés par le réseau
global internet.
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CHAPITRE 7. MATRICE DE GOOGLE (RÉDUITE)

3

6

74

2

9
8

1

5 10 Figure 7.1 – Exemple d’un réseau complexe
orienté avec N = 10 nœuds et Nl = 14 liens.

j → i. Nous pouvons définir les degrés entrant et sortant d’un nœud i

kin (i) =
N∑
k=1

Aik kout (i) =
N∑
k=1

Aki, (7.2)

qui sont les nombres de liens arrivant et sortant du nœud i. 2 À partir de la matrice d’adjacence,
nous définissons une matrice stochastique ou matrice de Markov S (Markov, 1906, 2007)
dont les éléments sont

Sij =


Aij

kout (j) si kout (j) 6= 0

1
N

sinon
. (7.3)

Si nous considérons un surfeur aléatoire errant dans le réseau, la matrice stochastique S est la
matrice donnant les probabilités de transition entre les différents nœuds du réseau. Ainsi Sij
est la probabilité de transition du nœud j vers le nœud i, elle est inversement proportionnelle
au nombre de liens sortant du nœud j si le nœud source n’est pas un nœud ballant. 3 Pour
le réseau présenté à la Figure 7.1, on a par exemple S14 = S34 = S54 = 1/3. Si le nœud
source est ballant (voir le nœud 3 sur la Figure 7.1), afin que le surfeur ne reste pas bloqué sur
celui-ci, on l’autorise à se téléporter sur n’importe lequel des nœuds du réseau. Pour le nœud
3 du réseau présenté à la Figure 7.1, on a {Si3 = 1/10}i=1,...,10. Le surfeur aléatoire, dont le
périple est régi par la matrice stochastique S, peut être piégé dans un sous-réseau ballant. Sur
la Figure 7.1, le surfeur aléatoire, une fois entré dans le sous-réseau {5, . . . , 10}, ne peut plus
en sortir. Afin de permettre au surfeur aléatoire de sortir de ce type de sous-réseau ballant,
on définit une nouvelle matrice stochastique, la matrice de Google G (voir par exemple
Langville et Meyer, 2012), dont les éléments sont

Gij = αSij + (1− α) vi (7.4)

où α ∈ ]0, 1[ est le paramètre d’amortissement, et où vT = (v1, . . . , vN)T est un vecteur
préférentiel. Le surfeur aléatoire dont le périple est maintenant régi par la matrice de Google
G, peut à chaque nouveau saut, soit, avec une probabilité α, effectuer une transition dictée
par la matrice stochastique S, et donc par la structure du réseau, soit, avec une probabilité
(1− α), être téléporté aléatoirement vers un nœud du réseau suivant la loi de probabilité
donnée par le vecteur préférentiel v. La matrice de Google, correspondant à l’algorithme du

2. Dans le cas d’un réseau pondéré, kin(i) et kout(i) sont les sommes des poids entrant vers et sortant du
nœud i.

3. Nœud ballant : nœud sans issue.
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7.1. MATRICE DE GOOGLE, ALGORITHMES PAGERANK ET CHEIRANK

PageRank initialement présenté par Brin et Page, 1998, 4 comprend un vecteur préférentiel
uniforme {vi = 1/N}i=1,...,N ; un surfeur aléatoire piégé dans un sous réseau du WWW peut
alors être téléporté de manière équiprobable vers n’importe quelle autre page du WWW. La
matrice de Google ainsi définie appartient à la classe des opérateurs de Perron-Frobenius
(Langville et Meyer, 2012).

Théorème de Perron-Frobenius pour les matrices à éléments strictement positifs.
Une matrice A de taille N × N dont tous les éléments sont strictement positifs, {Aij >

0}i,j=1,...,N , possède les propriétés suivantes : 5

1. il existe un nombre réel positif λ1, appelé racine de Perron, qui est une valeur propre
non dégénérée de A et qui est, en module, la valeur propre, strictement, la plus grande
de A. Si {λi}i=1,...,N sont les valeurs propres de A, alors λ1 > |λ2| ≥ . . . ≥ |λN |. La
valeur propre λ1 est alors le rayon spectral de A.

2. le vecteur propre à droite de A associé à la valeur propre λ1 est le vecteur v1 tel que
Av1 = λ1v1 et dont les composantes sont réelles strictement positives, {v1i > 0}i=1,...,N .
Le vecteur v1 est appelé le vecteur de Perron à droite.

3. le vecteur propre à gauche de A associé à la valeur propre λ1 est le vecteur w1 tel
que wT

1A = λ1wT
1 et dont les composantes sont réelles strictement positives, {w1i >

0}i=1,...,N . Le vecteur w1 est appelé le vecteur de Perron à gauche.
4. il existe un et un seul vecteur propre positif à droite et à gauche, les autres vecteurs

comportent des éléments négatifs ou complexes.

La matrice de Google G étant stochastique, son vecteur de Perron gauche est eT = (1, 1, . . .
, 1), puisque eTG = eT. La racine de Perron est alors λ1 = 1. Le vecteur de Perron à droite
P obéit alors à l’équation

GP = P. (7.5)
Dans le cas de la matrice de Google, le vecteur de Perron P normé, ‖P‖1 = ∑N

k=1 Pk = 1,
est appelé vecteur PageRank associé à l’algorithme du même nom. Le vecteur PageRank est
composé d’éléments strictement positifs inférieurs à un, ces éléments peuvent être interprétés
comme des probabilités associées au processus stochastique décrit par la matrice de Google G.
De l’équation (7.5), nous déduisons que P est le vecteur stationnaire du processus stochastique.
Partant d’une distribution initiale de probabilité p0, le vecteur pk = Gkp0 donne la distribution
de probabilité après k itérations de la chaîne de Markov. Si par exemple, p0i = δii0 , i.e. le
surfeur aléatoire commence son périple sur le nœud i0, alors la composante pki donne la
probabilité que le surfeur aléatoire arrive sur le nœud i après k itérations. Puisque n’importe
quel vecteur p0 de dimension N peut être décomposé sur la base des vecteurs propres à droite
de G et que λ1 = 1 > |λ2| ≥ . . . ≥ |λN |, les applications successives de G sur p0 doivent
converger vers le vecteur PageRank

lim
k→∞

Gkp0 ∝ P, ∀p0 6⊥ P. (7.6)

4. Dans l’article original de Brin et Page, 1998, l’algorithme PageRank est présenté sans avoir recours
au formalisme matriciel. Ce dernier permet, via la définition de la matrice stochastique, baptisée G comme
Google, d’avoir une vision compacte et claire de cet algorithme en terme de probabilités de transition entre
les différents nœuds du réseau.

5. Nous n’énumérons ici que les propriétés intéressantes qui nous serviront par la suite.
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CHAPITRE 7. MATRICE DE GOOGLE (RÉDUITE)

La composante Pi du vecteur PageRank P donne alors la probabilité de trouver le surfeur
aléatoire sur le nœud i après un périple suffisamment long pour que le processus stochas-
tique ait atteint un régime stationnaire. Autrement formulé, la composante Pi est propor-
tionnelle au nombre de visites du nœud i par le surfeur aléatoire durant son périple infini,
Pi = limk→∞ (ni(k)/k) où ni(k) est le nombre de fois que le nœud i est visité par le surfeur
aléatoire durant son périple de k itérations. Ainsi, le vecteur PageRank fournit une mesure
de la centralité d’un nœud dans le réseau global. Cette mesure dépend intrinsèquement de
la structure du réseau orienté considéré. On assigne un index PageRank K ∈ {1, . . . , N} à
chacun des nœuds du réseau. Ainsi, l’index assigné au nœud i est K(i) tel que K(i) < K(j)
si Pi > Pj. On assigne l’index K = 1 (K = N) au nœud le plus (moins) central du réseau, i.e.
le nœud ayant la probabilité PageRank la plus élevée (basse). 6 Ce classement n’est pas dras-
tiquement modifié tant que α reste dans l’intervalle [0.5, 1[ (Ermann, Frahm et Shepelyansky,
2015). On peut donner une définition par récurrence du classement PageRank : un nœud est
d’autant plus central qu’il est pointé par des nœuds centraux.

Considérons maintenant le réseau R∗ obtenu en inversant le sens des liens du réseau
précédent R. La matrice d’adjacence A∗ = AT du réseau R∗ est alors défini par les éléments
de matrice

{
A∗ij = Aji

}
i,j=1,...,N

. Les éléments de la matrice stochastique S∗ associés à R∗

sont alors

S∗ij =


Aji
kin (j) si kin (j) 6= 0

1
N

sinon
(7.7)

où kin(j) est le degré entrant du nœud j dans le réseau R défini par (7.2). Les éléments de la
matrice de Google G∗ associés au réseau R∗ sont alors

G∗ij = αS∗ij + (1− α) vi. (7.8)

De même que G, la matrice G∗ appartient à la classe des opérateurs de Perron-Frobenius.
Le vecteur PageRank associé à la matrice de Google G∗ est appelé le vecteur CheiRank
P∗ (Chepelianskii, 2010), on a G∗P∗ = P∗. Le vecteur CheiRank donne la distribution de
probabilité stationnaire du processus stochastique défini par la matrice de Google G∗. À l’instar
des éléments du vecteur PageRank P, ceux du vecteur CheiRank P∗ sont proportionnels aux
nombres de visite du surfeur aléatoire sur les différents nœuds du réseau R∗. Pour le réseau R,
la probabilité P ∗i donne la probabilité que le surfeur aléatoire ait commencé sont périple infini
sur le nœud i. Le vecteur CheiRank fournit une mesure de diffusivité des nœuds du réseau. On
définit de même un index CheiRank K∗ ∈ {1, . . . , N}. L’index K∗ = 1 (K∗ = N) est alors
assigné au nœud le plus (moins) diffusif, i.e. au nœud ayant la plus grande (faible) probabilité
CheiRank. On peut donner une définition par récurrence du classement CheiRank : un nœud
est d’autant plus diffusif qu’il pointe vers des nœuds diffusifs.

6. Pour les réseaux complexes étudiés ici, il n’y a pas de nœuds ex-æquo dans le haut des classements
PageRank. Des nœuds ex-æquo sont présents dans l’extrême bas des classements PageRank, ceux-ci, non
importants car non centraux, sont discriminés en utilisant des paramètres additionnels plus ou moins arbitraires.
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7.1. MATRICE DE GOOGLE, ALGORITHMES PAGERANK ET CHEIRANK

7.1.2 Algorithme PageRank
Nous allons ici décrire de manière succincte une méthode permettant d’obtenir numéri-

quement le vecteur PageRank. Choisissons des vecteurs propres de G normés, {vi | ‖vi‖1 =
1}i=2,...,N associés aux valeurs propres

{
λi = |λi| ei arg{λi}

}
i=2,...,N

. Un vecteur quelconque p0

peut être décomposé sur l’ensemble des vecteurs propres de la matrice G, p0 = a1P +∑N
i=2 aivi. 7 Définissons le vecteur pk = Gpk−1/ ‖Gpk−1‖1. Puisque {|λi| < 1}i=2,...,N , le

vecteur PageRank est obtenu via une méthode itérative

lim
k→∞

pk = lim
k→∞

∥∥∥∥∥a1P +
N∑
i=2

a2 |λi|k eik arg λivi
∥∥∥∥∥
−1

1

(
a1P +

N∑
i=2

a2 |λi|k eik arg λivi
) = P.

(7.9)
Le pseudo-code ci-dessous permet de calculer le vecteur PageRank pour un réseau com-

plexe. Les problèmes manipulant des matrices nécessitent en général O (N2) opérations où N
est la taille des matrices considérées. Dans le cas des réseaux complexes comme le WWW, la
matrice de Google est extrêmement creuse. Une page web pointe en moyenne vers dix autres
pages (Langville et Meyer, 2012). Le nombre de liens est alors de l’ordre ∼ 10N . En pra-
tique, un algorithme PageRank efficace ne nécessite que la manipulation de listes, le nombre
d’opérations est alors ∼ O (N). Cette propriété a permis au moteur de recherche Google de
classer de manière efficace l’ensemble des pages web indexées, au nombre de ∼ 1010 en 2004
(Langville et Meyer, 2012), et de supplanter au début des années 2000 les autres moteurs de
recherche.

Algorithme : PageRank
Données : • paramètres : N , α, ε ;

• liste des liens (j → i) avec les poids associés Aij ;
• liste des nœuds ballants ;

Résultat : calcul des composantes du vecteur PageRank

Initialisation : • renormalisation des poids Ãij ← Aij/
∑N

k=1 Akj ;
• choisir un vecteur initial v quelconque tel que

∑N

i=1 vi = 1 avec
{0 < vi < 1}i=1,...,N ;

Répéter
mettre à zéro le vecteur résultat {v̄i ← 0}i=1,...,N ;
pour chaque lien (i→ j) faire

v̄i ← v̄i + Ãijvj ;
fin
k′ ← 0;
pour chaque nœud ballant i faire

k′ ← k′ + vi;
fin
pour chaque nœud i faire

v̄i → αv̄i + k′α/N + (1− α) /N ;
fin
np ← ‖v̄ − v‖p;
n1 ← ‖v̄‖1;
pour chaque nœud i faire

vi ← v̄i/n1
fin

jusqu’à np < ε;

7. On suppose que p0 6⊥ P, i.e. a1 6= 0.
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CHAPITRE 7. MATRICE DE GOOGLE (RÉDUITE)

7.2 Construction de la matrice de Google réduite
Le concept de matrice de Google réduite (MGR) a été introduit par Frahm et She-

pelyansky, 2016 et mis en œuvre pour la première fois dans l’étude des réseaux d’articles
Wikipédia (Frahm, Jaffrès-Runser et Shepelyansky, 2016 ; Frahm et al., 2017) et dans l’étude
de réseaux de protéines en interaction (Lages, Shepelyansky et Zinovyev, 2018 8, voir aussi le
Chapitre 9). Le but de la construction de la MGR est de concentrer l’analyse sur un nombre
réduit de nœuds (des nœuds revêtant un intérêt particulier) qui usuellement sont noyés dans
un réseau global contenant un très grand nombre de nœuds. Cette MGR, possédant les mêmes
propriétés mathématiques que n’importe quelle matrice de Google, incorpore toute l’informa-
tion initialement présente dans la matrice de Google associée au réseau global. Elle encode
à la fois les liens directs entre les nœuds que nous avons choisis d’analyser et les liens indi-
rects entre ces mêmes nœuds générés par les innombrables chemins empruntant l’ensemble
des autres liens constituant la majeure partie du réseau global. Ce concept s’inspire du calcul
de la matrice de diffusion quantique en physique nucléaire (Mahaux et Weidenmüller, 1968 ;
Sokolov et Zelevinsky, 1989), physique mésoscopique (Beenakker, 1997) et chaos quantique
(Guhr, Müller–Groeling et Weidenmüller, 1998).

Considérons un réseau R contenant N nœuds reliés par Nl liens orientés. Considérons un
petit ensemble Sr de nr nœuds et l’ensemble complémentaire Ss contenant les ns = N−r ' N
autres nœuds. Ces deux sous ensemble de nœuds constituent chacun un sous réseau orienté
connexe ou non connexe. Appelons Rr et Rs ces deux sous réseaux complémentaires. Par
commodité, écrivons la matrice de Google G associée au réseau global R sous la forme 9

G =
(
Grr Grs
Gsr Gss

)
. (7.10)

La matrice Grr est la sous matrice nr×nr de G exprimant les liens directs entre les nœuds du
sous réseau Rr. En mettant à zéro (à un) les éléments de cette matrice inférieurs (supérieurs)
à ∼ (1− α) /N , la matrice Grr est similaire à la matrice d’adjacence du sous réseau Rr. 10 La
matrice Gss est la sous matrice ns×ns exprimant les transitions stochastiques entre les nœuds
du sous réseau Rs. La matrice Grs est la sous matrice nr × ns de G donnant les transitions
des nœuds de l’ensemble Ss vers ceux de l’ensemble Sr. Inversement, la matrice Gsr est la
sous matrice ns × nr de G donnant les transitions des nœuds de l’ensemble Sr vers ceux de
l’ensemble Ss. Avec la mise en forme (7.10), le vecteur PageRank s’écrit

P =
(

Pr
Ps

)
(7.11)

où Pr (Ps) contient les probabilités PageRank des nœuds du sous ensemble Sr (Ss). La MGR
GR associée au nœuds d’intérêts, formant le sous ensemble Sr, est implicitement définie par
l’équation

GRPr = Pr. (7.12)

8. Article disponible dans sa version quasi définitive en décembre 2016 sur bioRxiv https://www.biorxiv.
org/content/10.1101/096362v1?versioned=true.

9. Nous adoptons dans la suite la plupart des notations de Frahm et Shepelyansky, 2016.
10. Cette assertion est strictement vraie pour des réseaux dont les liens ne sont pas pondérés et pour une

matrice de Google globale dont le vecteur préférentiel est uniforme.
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7.2. CONSTRUCTION DE LA MATRICE DE GOOGLE RÉDUITE

À l’instar de la matrice G et du vecteur PageRank P, tous deux associés au réseau global
R, on requiert ainsi que le vecteur Pr soit le vecteur PageRank d’une matrice de Google GR
encodant les transitions stochastiques entre les nœuds Sr formant un nouveau réseau réduit
effectif RR 6= Rr. La matrice GR satisfaisant (7.12) s’écrit

GR = Grr +Gind où Gind = Grs (1s −Gss)−1Grs. (7.13)

Ici 1s est la matrice identité ns×ns. La MGR GR est ainsi la somme de la matrice Grr associée
aux liens directs entre les nœuds du sous ensemble Sr et d’une matrice Gind associée aux liens
indirects. La matrice Gind peut être réécrite comme Gind = Grs

(∑∞
k=0G

k
ss

)
Gsr. Le kième

terme de cette somme correspond aux chemins indirects passant par k + 1 nœuds successifs
du sous réseau Rs. La construction de la MGR GR incorpore toute l’information contenue dans
la matrice de Google G du réseau global. Les processus stochastiques réalisés entre les nœuds
du sous réseau d’intérêt Sr s’effectuent soit directement en accord avec la matrice Grr soit
indirectement par diffusion au travers de tout le réseau global. Par exemple, si le nœud j ∈ Sr
ne pointe pas vers le nœud i ∈ Sr, i.e. Aij = 0, alors l’élément correspondant dans Grr est
minimal (Grrij ∼ 1/N � 1 pour un très grand réseau). Inversement, l’élément correspondant
dans Gind peut éventuellement être très grand soulignant le fait que deux nœuds peuvent être
très fortement liés de manière indirecte par le truchement de liens directs successifs parmi
les nœuds du sous ensemble Ss. Par exemple, la chaîne de m liens j ∈ Sr → k1 ∈ Ss →
k2 ∈ Ss → . . . → km−1 ∈ Ss → i ∈ Sr lie indirectement les nœuds i et j appartenant à Sr.
Pour que Pr soit un vecteur de distribution de probabilités, il faut qu’au passage de (7.11)
à (7.12), il subisse une normalisation Pr → ‖Pr‖−1 Pr. Les composantes de ce vecteur Pr
préservent le classement PageRank relatif entre les différents nœuds nr de Sr. Le calcul de la
matrice indirecte Gind (7.13) est la partie non triviale du calcul de la MGR GR. En effet, le
calcul numérique direct de (1s −Gss)−1 = ∑∞

k=0G
k
ss converge très lentement car la matrice

1 − Gss est presque singulière. En effet, pour nr � ns ' N , la valeur propre dominante de
Gss ∼ G est λc ' 1. Associons à la valeur propre λc de la matrice Gss les vecteurs propres
à droite ΨD et à gauche ΨG tels que GRΨD = λcΨD, ΨT

GGR = λcΨT
G, et ΨT

GΨD = 1.
Afin d’accélérer les calculs numériques (Frahm et Shepelyansky, 2016), nous introduisons les
projecteurs Pc = ΨDΨT

G et Qc = 1s − Pc, pour décomposer le calcul de (1−Gss)−1 en deux
parties complémentaires

(1−Gss)−1 = (Pc +Qc) (1−Gss)−1 (Pc +Qc)

= 1
(1− λc)

Pc +Qc

( ∞∑
k=0

Gk
ss

)
Qc

= 1
(1− λc)

Pc +Qc

∞∑
k=0

G̃k
ss où G̃ss = QcGssQc.

(7.14)

Le premier terme proportionnel au projecteur Pc = ΨDΨT
G de rang 1 est aisément calculable.

En effet, il est possible d’obtenir ΨD, ΨG et λc par une méthode itérative similaire à celle
utilisée pour obtenir le vecteur PageRank P pour G. Le second terme converge bien plus
rapidement que ∑∞k=0G

k
ss, puisque, pour ns � N , la valeur propre dominante de G̃ss est à

peu près égale à α < 1 (Frahm et Shepelyansky, 2016 ; Langville et Meyer, 2012).
La MGR GR peut se décomposer en trois matrices

GR = Grr +Gpr +Gqr. (7.15)
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La matrice Grr rend compte des liens directs entre les nœuds du sous réseau Rr. La matrice
Gpr = (1− λc)−1 Ψ̃DΨ̃T

G où Ψ̃D = GrsΨD et Ψ̃T
G = ΨT

GGsr est celle des trois qui possède le
poids le plus élevée. Cette matrice ne nous donne guère plus d’information que celle obtenue
par l’analyse directe du réseau global R à l’aide de la matrice de Google globale G. En effet,
l’ingrédient principal de cette matrice est ΨD qui, pour ns � N , est similaire au vecteur

PageRank P, ΨD ∼ P. La matrice Gqr = Grs

(
Qc

∞∑
k=0

G̃k
ss

)
Gsr nous renseigne sur les liens

indirects entre les nr nœuds d’intérêt en oubliant la composante triviale Gpr, on qualifiera ainsi
ces liens de liens cachés. On découpe la matriceGqr = Gqrd+Gqrnd en sa partie diagonale,Gqrd,
et non diagonale, Gqrnd. Les interactions cachées d’un lien sur lui même étant difficilement
interprétables, nous utiliserons par la suite la partie non diagonale Gqrnd. On définit également
les poids des différentes matrices, WR ≡ 1, Wrr, Wpr, Wqr, et Wqrnd comme la somme de
tous les éléments divisée par nr. 11

L’analyse à l’aide de la matrice de Google réduite d’un réseauRr, sous réseau de petite taille
d’un vaste réseau R, consiste à mettre en regard les éléments de la matrice Grr, correspondant
aux liens directs entre les nœuds de Rr, avec les éléments de la matrice Gqr, correspondant
aux liens dits cachés entre ces mêmes nœuds.

7.3 Sensibilité du vecteur de Perron ou Sensibilité du
PageRank

Considérons une matrice de Google G, ou plus généralement tout opérateur matriciel de
Perron-Frobenius obéissant aux propriétés énoncées à la page 123. Le vecteur PageRank ou
vecteur de Perron associé à la matrice G est P = GP. Nous pouvons poser la question
suivante : comment se comportent les probabilités PageRank lorsque l’un des éléments de G
change de manière infinitésimale ? Plus précisément, nous voulons définir un moyen de mesurer
la sensibilité de la probabilité PageRank Pi du nœud i à un changement infinitésimal de la
probabilité de transition du nœud j0 vers le nœud i0. Pour ce faire, cherchons à changer
l’élément de matrice Gi0j0 d’une certaine quantité. Comme la somme des probabilités de
transition à partir d’un nœud j0 doit être égale à 1, la modification d’une des transitions
sur la j0ème colonne entraîne une renormalisation de tous les éléments de la colonne. Nous
choisissons de faire varier l’élément de matrice Gi0j0 de deux manières différentes : soit Gi0j0 →
Gi0j0 + εi0j0 , soit Gi0j0 → Gi0j0 (1 + εi0j0). Le première type de variation est le plus usuel,
il est conforme à la notation de Leibniz. Le second type de variation permet de pondérer la
sensibilité PageRank d’un nœud vis-à-vis d’une transition de probabilité par la valeur de cette
dernière. Nous allons voir que ces deux types de variations mènent à un calcul de sensibilité
semblable à un coefficient près, l’élément de matrice Gi0j0 . Nous développons les calculs ci-
après en notant en rouge l’élément Gi0j0 à ajouter dans le cadre du second type de variation.

11. Par exemple, Wrr = n−1
r

∑nR

i,j=1 Grrij .
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Ainsi, après variation, les éléments de la matrice de Google deviennent

Gij(εi0j0) =



Gij si j 6= j0,

Gij

1 + εi0j0Gi0j0

si j = j0 et i 6= i0,

Gi0j0 + εi0j0Gi0j0

1 + εi0j0Gi0j0

si j = j0 et i = i0.

(7.16)

En considérant une variation infinitésimale εi0j0 , nous obtenons

Gij(εi0j0) =


Gij si j 6= j0,

Gij0 −Gij0Gi0j0εi0j0 si j = j0 et i 6= i0,
Gi0j0 + (1−Gi0j0)Gi0j0εi0j0 si j = j0 et i = i0,

(7.17)

ou autrement formulé, 12

Gij(εi0j0) = Gij + εi0j0 (δii0 −Gij0)Gi0j0δjj0 . (7.18)

Nous notons que, comme exigé, la somme des éléments d’une colonne reste égale à 1,∑N
i=1Gij(εi0j0) = 1. Définissons la dérivée de la matrice de Google vis-à-vis de l’élément

de matrice Gi0j0 comme

dG

dGi0j0

≡ lim
εi0j0→0

ε−1
i0j0 (Gij(εi0j0)−Gij(0)) = Gi0j0 (ei0 −Gej0) eTj0 (7.19)

où ek est un vecteur dont les composantes sont toutes nulles sauf la kème composante qui
est égale à 1. Nous définissons maintenant la dérivée du vecteur PageRank comme

dP
dGi0j0

= d

dGi0j0

lim
m→+∞

(Gmv) (7.20)

où v est un vecteur normalisé quelconque non orthogonal à P. En développant l’équation
précédente, nous obtenons

dP
dGi0j0

= lim
m→+∞

{
m−1∑
k=0

Gk dG

dGi0j0

Gm−1−kv
}

=
+∞∑
k=0

Gk dG

dGi0j0

P

= Pj0Gi0j0

+∞∑
k=0

Gk (ei0 −Gej0) .

(7.21)

Cette dernière équation peut être réécrite comme

dP
dGi0j0

= Pj0Gi0j0

(
ei0 −P +

+∞∑
k=1

Gk (ei0 − ej0)
)

(7.22)

12. Ici, δij est le symbole de Kronecker.

129



CHAPITRE 7. MATRICE DE GOOGLE (RÉDUITE)

Comme cela est attendu, nous notons que ∑N
i=1 dPi/dGi0j0 = 0. La somme apparaissant

à l’équation (7.22) converge rapidement puisque pour k suffisamment grand, on obtient
Gk (ei0 − ej0) ∼ P − P = 0. Nous observons que la dérivée du PageRank est proportion-
nelle à la probabilité PageRank Pj0 du nœud source j0 d’où émane la variation. Également, la
dérivée de la i0ième composante du vecteur PageRank, correspondant à la cible de la variation,
est la plus grande des composantes du vecteur dérivée PageRank, dP/dGi0j0 . Les deux types
de variations envisagées mènent au même résultat au coefficient Gi0j0 près.

On définit la sensibilité d’un nœud i vis-à-vis de la transition j0 → i0 par la dérivée
logarithmique de la probabilité PageRank

D (j0 → i0, i) ≡
1
Pi

dPi
dGi0j0

. (7.23)

Dans la suite des travaux présentés, nous utiliserons la sensibilité utilisant le second type de
variation Gi0j0 → Gi0j0 (1 + εi0j0) prenant en compte le coefficient Gi0j0 .
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Chapitre 8

Réseaux Wikipédia

L’Encyclopédie, initialement conçue par Diderot et d’Alembert, 1751-1766, a pour ambi-
tion d’agréger le savoir humain afin de le rendre disponible au plus grand nombre de citoyens.
Ainsi, L’Encyclopédie, via ses descendants, a été l’un des catalyseurs du développement mo-
derne des sciences et de la société. Le transfert de connaissances s’est considérablement ac-
céléré avec l’avènement de Wikipédia, 1 l’encyclopédie en ligne collaborative, qui maintenant
surclasse l’Encyclopedia Britannica tant en volume total écrit qu’en qualité des articles consa-
crés aux différents domaines scientifiques (Giles, 2005). En 2018, Wikipédia contenait plus de
280 éditions de différentes langues représentant autant de points de vue culturels différents et
complémentaires sur le savoir humain. Le classement de cette importante quantité d’informa-
tion, et par extension, de toutes les mégadonnées, est un des enjeux majeurs actuels. Ainsi,
sonder Wikipédia afin d’extraire une information classée pertinente sur les différents aspects
des activités humaines s’avère être une entreprise pertinente. L’analyse académique des infor-
mations contenues dans Wikipédia trouvent de plus en plus d’applications, comme cela a été
recensé par Nielsen, 2012.

Pour les études présentées ci-après, nous avons disposé de deux jeux de 24 éditions Wiki-
pédia collectées en février 2013 et mai 2017. Les 24 langues considérées, arabe (AR), danois
(DA), allemand (DE), grecque (EL), anglais (EN), espagnol (ES), persan (FA), français (FR),
hébreux (HE), hindi (HI), hongrois (HU), italien (IT), japonais (JA), coréen (KO), malais
(MS), néerlandais (NL), polonais (PL), portugais (PT), russe (RU), suédois (SV), thaï (TH),
turque (TR), vietnamien (VI), mandarin (ZH) représentaient 59% de la population mondiale et
68% du nombre total d’articles Wikipédia en 2013. Les Tables 8.1 et 8.2 donnent les nombres
d’articles des différentes éditions.

L’article de revue par Ermann, Frahm et Shepelyansky, 2015 recense toutes les analyses
des réseaux d’articles Wikipédia menées avant 2015 et utilisant la matrice de Google. 2

8.1 Classement mondial des universités selon Wikipédia
Comme cela est mentionné dans les rapports de l’UNESCO (voir par exemple Altbach, Reis-

berg et Rumbley, 2009), l’enseignement supérieur est au cœur du développement des sociétés
modernes. Ainsi, la préoccupation de savoir comment mesurer l’efficacité de l’enseignement

1. https://www.wikipedia.org.
2. Voir Ermann, Frahm et Shepelyansky, 2016 pour une revue mise à jour.
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Edition Language N Edition Language N

EN English 4212493 VI Vietnamese 594089
DE German 1532978 FA Persian 295696
FR French 1352825 HU Hungarian 235212
NL Dutch 1144615 KO Korean 231959
IT Italian 1017953 TR Turkish 206311
ES Spanish 974025 AR Arabic 203328
RU Russian 966284 MS Malaysian 180886
PL Polish 949153 DA Danish 175228
JA Japanese 852087 HE Hebrew 144959
SV Swedish 780872 HI Hindi 96869
PT Portuguese 758227 EL Greek 82563
ZH Chinese 663485 TH Thai 78953

Table 8.1 – Nombre N d’articles dans les
24 éditions Wikipédia extraites en février 2013
(Eom et al., 2015).

Edition Language N Edition Language N

EN English 5416537 ZH Chinese 939625
SV Swedish 3786455 FA Persian 539926
DE German 2057898 AR Arabic 519714
NL Dutch 1900222 HU Hungarian 409297
FR French 1866546 KO Korean 380086
RU Russian 1391225 TR Turkish 291873
IT Italian 1353276 MS Malaysian 289234
ES Spanish 1287834 DA Danish 225523
PL Polish 1219733 HE Hebrew 205411
VI Vietnamese 1155932 EL Greek 130429
JP Japanese 1058950 HI Hindi 121503
PT Portuguese 967162 TH Thai 116495

Table 8.2 – Nombre N d’articles dans les 24
éditions Wikipédia extraites en mai 2017.

académique dans chaque pays est devenue une question importante au point de vue poli-
tique, économique et sociétal. Les différents palmarès universitaires, dont la revue exhaustive
est faite dans Hazelkorn, 2015, sont parmi les outils les plus utilisés pour mesurer l’efficacité
académique. Il est de notoriété publique que le plus célèbre d’entre eux, le classement dit de
Shanghai (ARWU) 3 compilé chaque année depuis 2003 par l’université Jiao Tong de Shanghai,
a eu une influence significative sur les politiques d’enseignement supérieur et par conséquent
sur les évaluations nationales périodiques des établissements d’enseignement supérieur et de
recherche (ESR) (Altbach, Reisberg et Rumbley, 2009 ; Hazelkorn, 2015). L’analyse des atouts
et faiblesses des différentes méthodes de classement des universités a été effectuée par diffé-
rents groupes de recherche (Bornmann, Mutz et Daniel, 2013 ; Docampo, 2011 ; Docampo et
Cram, 2014 ; Jöns et Hoyler, 2013). Une analyse comparative de ces méthodes est faite dans
Rauhvargers, 2013 et Hazelkorn, 2015. Même s’il est possible de critiquer l’aspect comptable
de ces méthode, il est indéniable que ces classements participent à l’évolution des systèmes na-
tionaux d’ESR. Les méthodes de classement actuellement disponibles sont basées sur des règles
de sélection de facto humaines qui ne peuvent pas être exhaustives et qui peuvent favoriser
telle ou telle préférence culturelle en terme d’organisation de l’enseignement supérieur et de la
recherche. Par exemple, en fonction des critères choisis au préalable, certains classement sont
très défavorables aux universités possédant une grande composante de recherche en sciences
humaines 4, et d’autres seront par exemple plus favorables à une certaine organisation natio-
nale de la politique d’ESR. Ainsi, il serait hautement intéressant de construire une méthode
statistique permettant de classer les universités indépendamment de tous critères préalables.
Afin de répondre à cet intérêt, nous avons élaboré le classement Wikipédia des universités
(WRWU) 5 en sondant le savoir accumulé dans les 24 éditions de Wikipédia présentées dans
les Tables 8.1 et 8.2.

3. Pour Academic Ranking of World Universities, www.shanghairanking.com.
4. C’est l’une des critiques ayant été formulée à l’encontre du classement ARWU.
5. Pour Wikipedia Ranking of World Universities, http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/datasets/

WRWU/
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8.1.1 Classements PageRank et CheiRank
Chaque édition linguistique est vue comme un réseau complexe de N articles reliés par Nl

hyperliens. Nous classons à l’aide des algorithmes PageRank, CheiRank, et 2DRank 6 les articles
de chacune des 24 éditions Wikipédia. Dans chacun de ces classements, nous extrayons les
articles consacrés aux établissements d’ESR. Plus précisément, nous sélectionnons les articles
qui ont des titres contenant le mot clé “université” dans la langue correspondant à l’édition
considérée. Des extractions automatiques complémentaires sont aussi opérées avec des mots
clés additionnels tels que par exemple “institut”, “école”, “college”. . . Nous extrayons aussi
les établissements d’ESR désignés par des acronymes comme par exemple“ETH Zürich”. Une
vérification manuelle de l’extraction automatique est également faite a posteriori pour, par
exemple, ôter du classement les universités fictives, les collèges et écoles de l’enseignement
secondaire et primaire. . . On obtient ainsi 24 listes ordonnées de 100 universités, une par
édition. Par exemple, en utilisant l’algorithme PageRank pour l’édition française de Wikipédia
contenant N = 1 352 825 articles, le top 3 des universités est 1. Université Harvard (K = 904),
2. École polytechnique (K = 1 549), et 3. Université d’Oxford (K = 1 558). Nous élaborons
le top 100 pour chacune des 24 éditions. 7 Pour une université U , nous définissons un score
global

ΘU,A =
∑
E

(101−RU,E,A) (8.1)

où la somme est effectuée sur les 24 éditions Wikipédia, et où 1 ≤ RU,E,A ≤ 100 est le rang
de l’université U dans l’édition E d’après l’algorithme A. Pour une université U absente du
top 100 de l’édition E d’après l’algorithme A, nous attribuons le score RU,E,A = 0 ; ainsi
cette université n’acquiert aucun score pour l’édition E d’après l’algorithme A. Ce score Θ
permet d’agréger d’une manière simple tous les classements des 24 éditions Wikipédia. Pour
l’algorithme A, le score ΘU,A le plus élevé détermine l’université au sommet du classement, le
deuxième score le plus élevé détermine l’université occupant la deuxième place du classement,
et ainsi de suite. Au total, nous avons classé Nu = 1025, 1379, et 1560 différentes universités à
l’aide des algorithmes PageRank, CheiRank, et 2DRank. Ces différents classements sont notés
par la suite WPRWU, WCRWU, et W2RWU.

8.1.2 Comparaison WRWU vs ARWU
Sauf indication contraire, nous résumons ci-après les résultats obtenus avec les éditions

Wikipédia collectées en février 2013 et publiés dans Lages, Patt et Shepelyansky, 2016.
Les Tables 8.3 et 8.4 montrent que 9 des 10 (5 des 10) universités présentes dans le top 10

WPRWU (WCRWU) sont aussi présentes dans le top 10 ARWU présenté à la Table 8.5. Bien
que l’ordre ne soit pas le même entre le top 10 WPRWU et le top 10 ARWU, le top 10 WPRWU
donne tout de même un classement fiable des toutes premières universités en terme d’excellence
académique. Nous notons que WPRWU installe aux deux premières places Oxbridge, 8 alors
que celles-ci ne sont classées que cinquième et dixième dans ARWU. L’algorithme PageRank

6. Les résultats obtenus avec l’algorithme 2DRank étant ici marginalement commentés, nous renvoyons le
lecteur intéressé à la description qui en est faite dans Zhirov, Zhirov et Shepelyansky, 2010.

7. Ces classements sont disponibles aux adresses http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/datasets/
WRWU13/ et http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/datasets/WRWU17/.

8. Oxbridge est un mot valise désignant conjointement les universités d’Oxford et de Cambridge.
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Rank WPRWU13 ΘPR Na

1st University of Cambridge 2272 24
2nd University of Oxford 2247 24
3rd Harvard University 2112 22
4th Columbia University 2025 23
5th Princeton University 1887 23
6th Massachusetts Institute of Technology 1869 21
7th University of Chicago 1783 22
8th Stanford University 1765 21
9th Yale University 1716 20
10th University of California, Berkeley 1557 19

Table 8.3 – Les dix premières universités
du classement Wikipédia élaboré avec l’algo-
rithme PageRank. Le score Θ est défini par
(8.1) ;Na est le nombre d’occurrences de l’uni-
versité considérée dans les 24 top 100 associés
aux différents éditions Wikipédia collectées en
février 2013. D’après Lages, Patt et Shepe-
lyansky, 2016.

Rank WCRWU13 ΘCR Na

1st University of Oxford 1191 18
2nd Harvard University 1025 17
3rd Yale University 1021 16
4th Massachusetts Institute of Technology 816 16
5th University of Cambridge 803 11
6th Columbia University 779 14
7th Uppsala University 751 11
8th University of Göttingen 735 13
9th Humboldt University of Berlin 703 12
10th Moscow State University 699 14

Table 8.4 – Les dix premières universités
du classement Wikipédia élaboré avec l’algo-
rithme CheiRank. Le score Θ est défini par
(8.1) ;Na est le nombre d’occurrences de l’uni-
versité considérée dans les 24 top 100 associés
aux différents éditions Wikipédia collectées en
février 2013. D’après Lages, Patt et Shepe-
lyansky, 2016.

Rank ARWU13 WPRWU13 WCRWU13
1st Harvard University -2 H -1 H
2nd Stanford University -6 H -9 H
3rd University of California, Berkeley -7 H -17 H
4th Massachusetts Institute of Technology -2 H 0 −
5th University of Cambridge +4 N 0 −
6th California Institute of Technology -22 H -71 H
7th Princeton University +2 N -15 H
8th Columbia University +4 N +2 N
9th University of Chicago +2 N -45 H
10th University of Oxford +8 N +9 N

Table 8.5 – Les dix premières universités
du classement ARWU en 2013. Les deux
dernières colonnes montrent les différences
entre ARWU et WPRWU, et entre ARWU
et WCRWU. D’après Lages, Patt et Shepe-
lyansky, 2016.

mesurant l’influence d’un article, les universités du top 10 WPRWU sont les plus influentes
dans Wikipédia.

Le recouvrement des top 10 WCRWU et ARWU est plus faible. Cela est dû au fait que
WCRWU incorpore les propriétés de diffusion des articles consacrés aux universités puisque
l’algorithme CheiRank mesure les effets des liens sortants des nœuds d’un réseau. Nous obser-
vons que les articles consacrés à certaines universités ne sont pas très diffusifs (un relativement
faible nombre de liens sortants, par exemple pour les pages des universités de Chicago et Ber-
keley). Par conséquent, ces universités présentes dans le top 10 WPRWU ne sont pas présentes
dans le top 10 WCRWU. Ainsi, contrairement au classement WPRWU qui ne comporte que
des universités anglo-saxonnes, certaines universités non anglophones, dont les articles sont
plus diffusifs sur Wikipédia, occupent une position dans le top 10 WCRWU.

Pour les cent premières universités (Figure 8.1), WPRWU et ARWU partagent 62 universi-
tés en commun. Parmi les éditions représentées sur la figure, il est intéressant de constater que
le classement de l’édition anglaise possède le meilleur recouvrement avec ARWU (65/100),
suivi de l’édition française (41/100) et de l’édition allemande (35/100). ARWU favorise si-
gnificativement les universités anglo-saxonnes, tandis que les éditions françaises et allemandes
favorisent fortement les universités de leurs propres langues ; 32/100 universités francophones
dans le classement français, et 63/100 universités germanophones dans le classement allemand.
Ces différences culturelles sont développées dans toutes les éditions.

Les 1025 et 1379 universités provenant des top 100 des 24 éditions sont ordonnées par
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Figure 8.1 – Recouvrement η (j) = jc/j des classements WRWU et ARWU en fonction
de l’index de rang j. Ici jc est le nombre d’universités communes dans le top j des deux
classements. La courbe noire donne le recouvrement entre les top 100 WPRWU et ARWU,
les courbes de couleur donnent les recouvrements du top 100 ARWU et du top 100 WPRWU
de l’édition anglaise ( ), française ( ), et allemande ( ). D’après Lages, Patt et
Shepelyansky, 2016.

leurs rangs respectifs WPRWU KU et WCRWU K∗U . La distribution de ces universités sur
le plan PageRank–CheiRank (KU , K

∗
U) est montrée à la Figure 8.2 pour les 1000 premières

universités. Contrairement à la distribution dispersée de l’ensemble des articles Wikipédia sur
le plan (K,K∗) (voir par exemple Ermann, Frahm et Shepelyansky, 2015), la distribution des
universités est relativement bien localisée autour de la diagonale KU = K∗U . L’information
entrante et sortante des articles consacrés aux universités est approximativement équilibrée
comme cela est le cas pour les flux commerciaux d’import–export du réseau du commerce
international pour lequel les pays essaient de garder une balance économique proche de zéro
à défaut d’être positive (voir par exemple Ermann, Frahm et Shepelyansky, 2015). Ainsi,
les universités de Oxford, Yale, et Uppsala sont plus diffusives qu’influentes (situées sous la
diagonale KU = K∗U) tandis que les universités de Cambridge, Princeton, et Chicago sont plus
influentes que diffusives (situées au dessus de la diagonale KU = K∗U). La Figure 8.2 montre
que certaines universités peuvent améliorer l’influence de leurs articles dans Wikipédia.

La distribution des 100 premières universités du classement ARWU est aussi présentée sur la
Figure 8.2. Les 100 premières universités du classement ARWU sont principalement localisées
sur les 100 premières positions KU et K∗U . Il existe cependant un certain nombre d’université
présentes dans les premières positions KU et K∗U mais absentes du top 100 ARWU. Ces uni-
versités sont par exemple les universités de Humboldt et de Göttingen. Ces deux cas illustrent
la principale différence entre les classements ARWU et WRWU. Le classement WRWU favo-
rise les universités qui sont importantes sur le plan historique, e.g. les deux universités citées
ci-avant ont une place importante dans l’histoire allemande et, plus généralement, européenne.

135



CHAPITRE 8. RÉSEAUX WIKIPÉDIA

1

10

100

1000

1 10 100 1000
KU

K U
*

U
ni

ve
rs

ity
 o

f C
am

br
id

ge

U
ni

ve
rs

ity
 o

f O
xf

or
d

H
ar

va
rd

 U
ni

ve
rs

ity

C
ol

um
bi

a 
U

ni
ve

rs
ity

Pr
in

ce
to

n 
U

ni
ve

rs
ity

M
as

sa
ch

us
et

ts
 In

st
itu

te
 o

f T
ec

hn
ol

og
y

U
ni

ve
rs

ity
 o

f C
hi

ca
go

St
an

fo
rd

 U
ni

ve
rs

ity
Ya

le
 U

ni
ve

rs
ity

U
ni

ve
rs

ity
 o

f C
al

ifo
rn

ia
, B

er
ke

le
y

Humboldt University of Berlin

Uppsala University
University of Gottingen

Moscow State University

Figure 8.2 – Distribution des universités sur
le plan PageRank–CheiRank (KU , K

∗
U) ( ),

où KU et K∗U sont les rangs d’une université
U dans les classements WPRWU et WCRWU.
Les universités apparaissant dans le top 100
ARWU sont représentées par des disques colo-
rés allant de la couleur rouge ( ) pour le rang
1 dans ARWU à la couleur bleue ( ) pour le
rang 100 dans ARWU. Les noms de certaines
universités sont donnés. D’après Lages, Patt
et Shepelyansky, 2016.

Le classement ARWU a contrario privilégie les universités aux accomplissements récents.

8.1.3 Distribution géographique
À partir des universités des top 100 de WPRWU et ARWU, nous obtenons leur distribution

par pays. Les trois pays les plus représentés sont les USA, l’Allemagne, et le Royaume-Uni
pour WPRWU, et les USA, le Royaume-Uni, et l’Australie pour ARWU. Le poids des USA
est significativement plus faible pour WPRWU (38%) par rapport à ARWU (52%). Si nous
faisons la moyenne directement à partir des top 100 des 24 éditions nous obtenons que les
trois pays les plus représentés sont les USA, le Royaume-Uni, et l’Allemagne avec un poids
plus faible des USA (32%).

Ainsi, le classement Wikipédia fournit un point de vue plus équilibré, moins américanocen-
tré, voire moins anglo-saxon centré, sur les universités les plus influentes. En effet, chaque édi-
tion considère comme influentes un nombre non négligeable d’universités de sa propre langue,
ce qui accroît les contributions des différentes langues/cultures considérées, même si elles ne
s’accordent pas forcément sur les universités les plus influentes.

La distribution géographique des universités présentes dans les top 100 PageRank des 24
éditions est montrée à la Figure 8.3. La distribution des universités relative aux classements
CheiRank est quant à elle montrée à la Figure 8.4. En comparant les deux mappemondes,
nous observons que les classements CheiRank font apparaître bon nombre de pays d’Afrique
et d’Asie centrale n’apparaissant pas dans les classements PageRank. Les articles associés aux
universités de ces pays sont donc diffusifs. Ils comportent souvent de plus ou moins longues
listes de liens sortants. Contrairement aux tops 100 globaux WPRWU et WCRWU, les tops
100 des 24 éditions classent un nombre important d’universités japonaises et indiennes. Ceci
est dû au fait que les classements des éditions hindi et japonaise comportent chacun une très
large portion d’universités de leur propre langue (respectivement 81% et 85%). Cependant,
cet effet d’auto-citations est grandement estompé dans les tops 100 WPRWU et WCRWU
pour lesquels les points de vue des autres éditions sont pris en compte. Ainsi, aucune université
indienne n’apparaît dans le top 100 WPRWU.
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Figure 8.3 – Distribution géographique des
universités présentes dans les top 100 Page-
Rank des 24 éditions Wikipédia. Le nombre to-
tal d’universités est 1025. D’après Lages, Patt
et Shepelyansky, 2016.

Figure 8.4 – Distribution géographique des
universités présentes dans les top 100 Chei-
Rank des 24 éditions Wikipédia. Le nombre to-
tal d’universités est 1379. D’après Lages, Patt
et Shepelyansky, 2016.

Figure 8.5 – Distribution géographique des
universités présentes dans le top 100 du clas-
sement WPRWU. D’après Lages, Patt et She-
pelyansky, 2016.

Figure 8.6 – Distribution géographique des
universités présentes dans le top 100 du clas-
sement ARWU. D’après Lages, Patt et Shepe-
lyansky, 2016.

À partir des distributions géographiques des classements WPRWU et ARWU montrés à la
Figure 8.5 et à la Figure 8.6, nous notons que les universités australiennes, bien classées dans
ARWU, ne sont pas présentes dans le top 100 WPRWU, tandis qu’inversement la Chine est
présente dans le top 100 WPRWU mais absente dans le top 100 ARWU. Aussi, par rapport
à ARWU, la proportion d’universités américaines est moindre pour WPRWU, l’Allemagne
prenant la deuxième place des pays les plus présents dans le top 100 WPRWU au lieu de la
6ème position dans ARWU.

Un critère intéressant de comparaison de l’efficacité des universités nationales est le nombre
d’universités présentes dans le top 100 des classements WPRWU et ARWU ramené au nombre
d’habitants du pays. Les distributions des pays ayant le plus d’universités par habitants dans les
tops 100 WPRWU et ARWU sont présentées à la Figure 8.7. Aux trois premières positions, nous
trouvons l’Estonie, la Suède, et la Suisse pour WPRWU, et la Suisse, Israël, et le Danemark
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Figure 8.7 – Distributions par pays et par
nombre d’habitants des universités des top
100 WPRWU et ARWU. Les codes des pays
sont ceux de la norme ISO 3166-1 alpha-2.
D’après Lages, Patt et Shepelyansky, 2016.

pour ARWU. L’Estonie, grâce à l’Université de Tartu, apparaît à la première place du fait de son
faible nombre d’habitants. L’Université de Tartu est une ancienne université, fondée en 1632,
située historiquement au carrefour des cultures balte, suédoise, russe, polonaise, et allemande.
En faisant le raccourci «langue↔ culture», l’Université de Tartu doit être importante pour les
éditions correspondantes. Cet exemple souligne que le classement WPRWU prend en compte
l’histoire des universités et l’évolution du contexte géopolitique alors que le classement ARWU
ignore a priori cette caractéristique. La Suisse, ∼ 8 million d’habitants, est bien classée dans
ces classements par habitants puisque les universités suisses sont au nombre de 4 et de 9 dans
les top 100 ARWU et WPRWU. Ces universités sont actuellement parmi les meilleures du
monde sur le plan académique (e.g., ETH Zürich a eu 32 prix Nobel affiliés) et ont également
un passé historique important (e.g., l’Université de Genève a été fondée en 1559 par Jean
Calvin).

8.1.4 Évolution à travers les siècles
Si nous regardons la distribution géographique des universités présentes dans WPRWU et

dont l’année de fondation est antérieure à un certain siècle, on a : 9

— avant le XIIème siècle, l’émergence d’universités en Italie 10 et au Royaume-Uni,
— avant le XVIIème siècle, l’établissement des universités dans la majorité des pays euro-

péens, avec un nombre d’universités plus important en Italie et en Allemagne, création
également des premières universités au Japon et en Corée,

— avant le XIXème siècle, forte émergence des universités américaines et début de création
d’universités dans toute l’Asie,

— avant le XXème siècle, domination en nombre des universités américaines,
— et au XXIème siècle, forte émergence des universités asiatiques, avec dans l’ordre l’Inde,

le Japon, et la Chine.
Si nous considérons le top 100 du classement global WPRWU, nous observons que la

majeure partie des premières universités ont été fondées au XIXème siècle (environ 50). Seules
dix à vingt universités fondées au XXème siècle réussissent à entrer dans le top 100. Ainsi, nous
observons que le club des 100 premières universités est relativement réticent à l’acceptation
de membres plus nouvellement créés. Les premières 43 (5) universités ont été fondées avant le
XXème (XIXème) siècle, et sont restées de facto à leur position jusqu’à maintenant. Au total,

9. Distributions non reproduites ici, quelques exemples sont montrés aux Figs. 9 et 10 de Lages, Patt et
Shepelyansky, 2016.
10. Nous gardons les noms actuels des pays lorsque ceux-ci correspondent géographiquement au lieu de

fondation des universités.
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Figure 8.8 – À gauche : Réseau des cultures construit à partir des tops 100 des classements
PageRank des universités dans les 24 éditions Wikipédia. La largeur du lien orienté est pro-
portionnelle au nombre d’universités de la culture cible citées dans le top 100 de la culture
source ; les liens intra-culture ne sont pas considérés. La taille d’un nœud est proportionnelle
à sa probabilité PageRank dans le réseau des cultures. À droite : Distribution des cultures
dans le plan PageRank–CheiRank (K,K∗) associé au réseau des culture à gauche. Adaptée
de Lages, Patt et Shepelyansky, 2016.

dans le top 100 du classement WPRWU, il y a 9, 45, 14, et 6 universités fondées au XXème,
XIXème, XVIIIème, et XVIIème siècles. Cela confirme la nature hautement rigide du top 100
WPRWU plaçant les universités fondées avant le XXème siècle aux toutes premières places.

Pour le lecteur intéressé, nous mentionnons les noms des universités fondées les premières
et présentes dans notre classement : U Oxford, U Bologna (XIème siècle) ; U Salamanca, U
Modena and Teggio Emilia, U Parma (XIIème siècle) ; U Cambridge, U Padua, U Coimbra, U
Naples Federico II, Complutense U Madrid, U Siena, U Lleida (XIIIème siècle).

8.1.5 Intrication des cultures
Les classements PageRank établis pour les différentes éditions peuvent être utilisés pour

analyser l’intrication des points de vue culturels. Nous assimilons, en première approximation,
une langue à une culture et vice versa. Nous comptons alors combien d’universités Nij, de
culture (langue) i apparaît dans le top 100 PageRank des universités de culture (langue) j.
Nous avons ainsi un réseau pondéré de cultures, le lien de la culture j vers la culture i est
alors pondéré par Nij. Il est alors possible de définir une matrice de Google pour ce réseau des
cultures avec un facteur d’amortissement α = 0.85. Nous considérons 24+1 cultures puisque
certaines universités ne peuvent pas être associées à l’une des éditions/langues considérées.
Ces universités sont associées à la culture reste du monde dénommée WR. Nous ne considérons
pas les auto-citations à l’intérieur d’une même culture, ainsi Nii = 0, ∀i = {1, . . . , 25}.
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Le réseau des cultures, construit à partir des top 100 des classements PageRank des 24
éditions, est montré à la Figure 8.8 (gauche). On observe la nette influence des universités
américaines, suivie de celle des universités allemandes. Avec une influence moindre, viennent
ensuite dans l’ordre les universités suédoises, néerlandaises, russes, japonaises, israéliennes,
françaises. . . l’influence du nœud WR est quelque peu arbitraire car toutes les éditions peuvent
pointer vers une université dont la langue n’est pas l’une des 24 considérées, a contrario nous
n’avons pas accès aux autres éditions, la culture WR ne pointe alors vers aucune autre culture.
La Figure 8.8 (droite) montre les cultures sur le plan PageRank–CheiRank (K,K∗) relatif au
réseau des cultures montré à gauche. Ce diagramme permet de voir que les cultures anglaises,
allemandes et suédoises, sont aussi influentes que diffusives. Les autres cultures suivant leurs
places sur le diagramme sont soit plus influentes que diffusives, comme par exemple les cultures
néerlandaise, russe, japonaise, et indienne, soit plus diffusives qu’influentes, comme par exemple
les cultures italienne et vietnamienne. L’édition hindi comporte 81 universités de langue hindi
ce qui explique que cette culture est la moins diffusive, i.e. ici autocentrée et moins apte à
citer les universités des autres cultures.

8.1.6 Écho médiatique
Ce classement Wikipédia des universités (Lages, Patt et Shepelyansky, 2016) a attiré l’in-

térêt des médias comme l’indique la centaine d’articles de presse nationaux et internationaux
consacrés dans 22 pays différents : Le Monde, MIT Technology Review, Times Higher Educa-
tion, MarketWatch, ... 11

8.1.7 Réseaux réduits des universités
Bien que les réseaux Wikipédia aient changés entre février 2013 (Table 8.1) et mai 2017

(Table 8.2), le classement des universités WPRWU obtenu pour 2017 est similaire à celui de
2013 avec 100% (90%) de recouvrement pour le top 10 (top 100). Les deux tops 10 contiennent
les mêmes universités avec le même classement du top 4 mais une inversion des universités
Oxbridge. Le classement des universités basé sur l’architecture des réseaux d’articles Wikipédia
semble être robuste au temps. À titre de comparaison, les classements ARWU 2013 et 2017
se recouvrent à 100% (84%) pour les universités du top 10 (top 100). Avec des différences
anecdotiques, ce que nous avons dit auparavant pour l’étude que nous venons d’exposer pour
les éditions 2013 reste valable pour les éditions 2017.

Il est davantage intéressant d’utiliser ici la matrice de Google réduite afin de capturer les
interactions éventuelles entre les différentes universités. Ainsi, en se concentrant sur les nr = 20
premières universités classées par l’algorithme PageRank à l’intérieur de l’édition anglaise de
mai 2017 (ENWRWU) 12, la Figure 8.9 montre l’intensité des éléments des matrices Grr et
Gqrnd qui composent la MGR GR associée aux nr = 20 articles Wikipédia. Les éléments de la
matrice Grr reflètent les éléments de la matrice d’adjacence relatifs à ces nr = 20 universités,

11. Voir la page web http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/datasets/WRWU/press/Press.html
pour la liste complète des articles de presse.
12. On notera XXWRWU le classement PageRank des universités dans l’édition Wikipédia XX où XX est

l’un des codes de langue donnés à la page 131. Ces 24 classements (et d’autres) sont disponibles à l’adresse
http://perso.utinam.cnrs.fr/~lages/datasets/WRWU17/.
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Figure 8.9 – Matrices Grr (à gauche) et Gqrnd (à droite) associées au top 20 du classement
ENWRWU. Les universités sont ordonnées suivant leurs rangs dans le classement PageRank de
l’édition anglaise de Wikipédia. Le poids des matrices est Wrr = 0.00877 et Wqrnd = 0.01381.
D’après Coquidé, Lages et Shepelyansky, 2019b.

par contre Gqrnd donne une information sur les liens indirects entre les universités. On voit par
exemple que les liens Oxford� Cambridge sont bien plus forts dans Gqrnd, à savoir la matrice
de liens dits cachés, que dans ;Grr, la matrice des liens directs. Ceci témoigne de la multitude de
chemins indirects permettant de relier ces deux universités dans l’édition anglaise de Wikipédia.
D’autres intensités de liens sont également augmentées par la contribution indirecte de Gqrnd.
On peut également voir apparaître des liens absents de la matrice d’adjacence comme le lien
NYU→ Columbia qui possède un poids non négligeable dans Gqrnd. C’est un lien apparemment
caché n’apparaissant pas dans l’analyse isolée des nr = 20 universités, mais qui apparaît lorsque
l’on considère, au travers de la MGR, l’ensemble du réseau Wikipédia global. Dans l’exemple
montré à la Figure 8.9 pour le top 20 de ENWRWU, le poids, Wqrnd, de la matrice, Gqrnd, de
liens cachés est ici à peu près 50% plus important que le poids, Wrr, de la matrice, Grr, de
liens directs. Ceci suggère l’importance des liens indirects entre les différentes universités.

Afin de caractériser les interactions entre universités au travers du réseau Wikipédia, nous
cherchons à construire un réseau réduit d’universités obtenu à partir de la matrice composite
Grr + Gqrnd encodant à la fois les liens directs et indirects. Le réseau réduit des universités
issu du classement ENWRWU est montré à la Figure 8.10 (en haut). On a ici choisi quatre
zones géographiques dans lesquelles se situent les nr = 20 premières universités de ENWRWU,
à savoir ici les côtes est et ouest des USA, la région centrale et le Royaume-Uni. En effet,
le top 20 ENWRWU n’est composé que d’universités américaines et britanniques. Un code
couleur indique dans quelles zones géographiques se situent les universités. On choisit pour
chacune de ces quatre zones géographiques, l’université la mieux classée. Ces quatre univer-
sités leaders, repérées par un nœud plein, sont placées sur le plus grand cercle gris et vont
constituer les graines de la construction du réseau réduit. Ensuite, on recherche au travers de
la matrice composite Grr + Gqrnd, quelles sont les quatre universités vers lesquelles chacune
des universités–graines pointent préférentiellement. En d’autres termes, nous sélectionnons les
quatre probabilités de transition les plus élevées dans la matrice Grr + Gqrnd, permettant le
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Figure 8.10 – Réseau réduit des universités construit à partir du top 20 des classements
ENWRWU (en haut) et FRWRWU (en bas). L’algorithme de construction de ces réseaux
réduits est donné dans le texte. Adaptée de Coquidé, Lages et Shepelyansky, 2019b, p. 11,12.
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Figure 8.11 – Réseau réduit du top 20 des universités des classements DEWRWU (en haut)
et RUWRWU (en bas). L’algorithme de construction de ces réseaux réduits est donné dans le
texte. Adaptée de Coquidé, Lages et Shepelyansky, 2019b, p. 12,14.
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saut depuis une des universités–graines vers une autre université. Ces universités vers lesquelles
pointent préférentiellement les universités–graines sont soit d’autres universités–graines soit de
nouvelles universités non encore présentes sur le réseau. Chacune de ces universités nouvel-
lement sélectionnées est placée sur un cercle centré sur l’université–graine qui l’a engendrée.
Si plusieurs universités–graines pointent vers une même nouvelle université, cette dernière est
placée, si possible, sur le cercle centré autour de l’université graine appartenant à la même
zone géographique. Toutes les probabilités de transitions sélectionnées ainsi sont matérialisées
par une lien pointant de l’université–graine vers les autres universités. Ces liens sont soit de
couleur noire, soit de couleur rouge lorsque le lien est purement caché, à savoir qu’il n’existe
pas de lien direct entre les deux universités répertorié dans la matrice d’adjacence. À la suite
de cette première itération de la construction du réseau réduit, les universités nouvellement
apparues dans le réseau deviennent à leur tour les universités–graines pour la seconde ité-
ration. On cherche alors pour chacune de ces universités quelles sont les quatre universités
vers lesquelles elles pointent préférentiellement. Les nouvelles universités sont placées sur des
cercles centrés sur les universités qui les ont engendrées, et ainsi de suite. Pour ENWRWU,
après 3 itérations de cette construction, plus aucune université n’apparaît, on obtient 3 niveaux
d’accointance entre les universités du top 20 ENWRWU. Ces niveaux d’accointance sont re-
pérés par différents motifs de liens. Ce processus de construction ne garantit pas forcément
la présence de l’ensemble des universités du top 20 ENWRWU. À la Figure 8.10 (en haut),
seules 16 universités sur les 20 sont représentées. Les universités de la région centre, Michigan
et Wisconsin-Madison, et les universités de la côte est, Floride, et UPenn, sont, par manque de
connectivité aux universités leaders, absentes du réseau réduit. Ce réseau montre que certaines
universités sont relativement bien groupées par zone géographiques, ainsi, MIT, Harvard et Yale
forment un groupe d’universités de la côte est, et, Oxford, Cambridge, Édimbourg, forment un
groupe d’universités britanniques. On note également un bon nombre de liens interrégionaux
et une bipolarité marquée est-ouest, les universités du centre des États-Unis étant en minorité
et n’étant quasiment pas pointées par les autres universités. On observe également un nombre
non négligeable de liens cachés entre les universités.

Afin d’effectuer une comparaison culturelle des classements anglais, français, allemand, et
russe, nous montrons également les réseaux réduits issus des top 20 FRWRWU (Figure 8.10
en bas), DEWRWU (Figure 8.11 en haut), et RUWRWU (Figure 8.11 en bas).

Pour le top 20 FRWRWU (Figure 8.10 en bas), les cinq zones géographiques choisies sont
les pays représentés dans ce top 20, à savoir les États-Unis, le Royaume-Uni, la France, le Ca-
nada et la Belgique. On obtient une répartition claire par pays, à savoir, principalement, une
grappe fortement connectée d’universités françaises, et une autre grappe fortement connec-
tée d’universités anglo-saxonnes. Les universités françaises forment une grappe assez isolée
puisque, à part l’Université de Montréal et l’ULB, aucune université ne pointe vers une univer-
sité française. Aussi, les universités francophones pointent majoritairement vers les universités
anglo-saxonnes. Ceci montre un certain isolement des universités françaises au travers de cette
analyse Wikipédia. Notons également que dans ce réseau réduit FRWIKI, les universités anglo-
phones forment un sous-espace invariant duquel un surfeur aléatoire ne peut s’échapper, même
si des universités françaises sont présentes dans le top 20 FRWIKI, les universités anglophones
constituent ici l’attracteur principal.

Pour le top 20 DEWRWU (Figure 8.11 en haut), l’image est très différente des deux derniers
réseaux réduits, puisqu’on observe une préférence nette dans le top 20 DEWRWU pour les
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universités allemandes, seules 3 universités du top 20 ne sont pas germanophones (Harvard,
Oxford et Cambridge). Une conséquence de cette nette préférence est le faible recouvrement
observé en DEWRWU et ARWU (∼35% entre les deux top 100, voir Figure 8.1). Seuls quatre
pays sont représentés, l’Autriche, l’Allemagne, le Royaume-Uni, et les États-Unis. La grappe
principale a été générée par LMU Munich 13 et l’Université de Vienne.

Pour le top 20 RUWRWU (Figure 8.11 en bas), le nombre de pays représentés, à savoir
6, est plus important ce qui témoigne d’influences culturelle plus variées dans le domaine
universitaire. Sur 20, on dénombre 8 universités américaines, 5 russes, 2 ukrainiennes, 2 al-
lemandes (appartenant à l’ex-RDA), 2 anglaises, et 1 autrichienne. On remarque une grappe
fortement connectées d’universités russes et ukrainiennes, une autre grappe entre universités
anglo-saxonnes, et une grappe plus modeste d’universités germanophones. Les liens directs
sont principalement des liens à l’intérieur des grappes citées, témoignant certainement de
l’ex-séparation Est/Ouest du monde. Les liens entre les différentes zones d’influences sont
essentiellement des liens purement cachés rappelant qu’avant et après la séparation Est/Ouest
toutes ces universités participaient conjointement à la diffusion mondiale du savoir académique.
Il est intéressant de noter que les liens entre les universités de l’ancienne RDA et les universités
russes sont encore bien présents même si Wikipédia a été créé bien après la chute du mur de
Berlin.

Pour le lecteur intéressé, d’autres réseaux réduits d’universités sont présentés dans Coquidé,
Lages et Shepelyansky, 2019b permettant d’appréhender les interactions entre les différentes
universités du globe.

8.2 Maladies infectieuses dans Wikipédia

Les maladies infectieuses sont responsables du quart des décès dans le monde, et en parti-
culier des deux tiers des décès des enfants de moins de cinq ans. 14 Il va sans dire que l’étude de
l’impact global de ces maladies dans le monde est un sujet de première importance. Nous son-
dons ici Wikipédia afin de déterminer, au travers du prisme de cette encyclopédie, l’influence
des maladies infectieuses sur les différents pays du globe. Nous appliquons les méthodes issues
de la matrice de Google (réduite), et décrites au Chapitre 7, au réseau d’articles de l’édition
anglaise de Wikipédia. Comme cela a été dit précédemment les articles consacrés aux sciences
sont de bonne qualité, similaire à celle attendue pour une encyclopédie (Giles, 2005). Par
exemple, les articles Wikipédia consacrés aux biomolécules sont continuellement mis à jour par
des spécialistes du domaine (Butler, 2008 ; Callaway, 2010).

Nous considérons nr = 425 articles Wikipédia dont np = 195 consacrés aux pays du globe
et nm = 230 consacrés aux maladies infectieuses. 15 Ces maladies infectieuses sont classées en
plusieurs catégories suivant leurs origines, à savoir, bactérienne, virale, parasitaire, fongique, à
prions, multiple, ou incertaine.

13. LMU Munich : Université Ludwig Maximilian de Munich.
14. D’après le National Institutes of Health https://www.nih.gov.
15. La liste de ces pays et maladies, ainsi que tous les résultats obtenus, sont présentés à l’adresse http:

//perso.utinam.cnrs.fr/~lages/datasets/Wiki4InfectiousDiseases/.
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8.2.1 Classement PageRank et CheiRank des maladies infectieuses
Une fois le classement des articles via l’algorithme PageRank fait, l’extraction du classement

des maladies infectieuses donne le top 4 : sida, malaria, pneumonie, et variole. Les articles
associés, dans l’ordre, à ces maladies infectieuses sont, parmi les articles consacrés aux maladies
infectieuses, les plus influents dans Wikipédia. Le classement global des nm = 230 maladies
est présenté dans Rollin, Lages et Shepelyansky, 2019 et Rollin, Lages et Shepelyansky, 2018.

8.2.2 Interactions mutuelles entre maladies infectieuses, et interac-
tions entre maladies infectieuses et pays du globe

Afin de quantifier d’une part l’interaction entre les maladies infectieuses (au travers des
articles qui leur sont consacrés), et d’autre part l’impact qu’ont ces maladies sur les pays du
globe, nous construisons la MGR des nr = np + nm = 425 articles concernés. Une partie
de cette MGR concernant les secteurs pays africain et maladies virales est représentée pour
illustration à la Figure 8.12. Sur cette figure, les blocs diagonaux rendent compte des liens
orientés directs et/ou indirects entre pays africains (bloc AF→AF), et entre maladies virales
(bloc VI→VI), alors que les blocs hors-diagonaux rendent compte des liens orientés directs
et/ou indirects entre pays africains et maladies virales (bloc hors-diagonal AF→VI en bas
à gauche) et entre maladies virales et pays africains (bloc hors-diagonal VI→AF en haut à
droite).

Nous construisons le réseau réduit des maladies infectieuses sur le même modèle que celui
construit pour les universités. Nous prenons comme maladies–graines, les maladies infectieuses
les mieux classées dans leur catégorie, les maladies leaders, à savoir la tuberculose pour les
maladies bactériennes, le sida pour les maladies virales, la malaria pour les maladies parasitaires,
la candidose pour les mycoses, la pneumonie pour les maladies à causes multiples, Creutzfeldt–
Jakob pour les maladies à prions, et desmodesmus pour les maladies à causes incertaines. Sur
la Figure 8.13, seules 16 des 230 maladies infectieuses sont représentées, ces maladies sont
celles préférentiellement connectées au maladies leaders. Quatre des maladies leaders sont bien
connectées : les nœuds correspondant à la tuberculose, le sida, la malaria, et la pneumonie ont
un dégré supérieur ou égal à six. Les nœuds correspondant à la maladie de Creutzfeldt–Jakob et
à desmodesmus sont, quant à eux, plus isolés. En ne considérant que les maladies obtenues lors
de la première itération de construction du réseau réduit, nous retrouvons plusieurs interactions
connues entre les maladies infectieuses, à savoir :
• la syndémie 16 tuberculose–sida (voir par exemple, Kwan et Ernst, 2011 ; Pawlowski

et al., 2012) qui est ici représentée par une boucle fermée entre les deux maladies,
• l’interaction entre le sida et la syphilis (voir par exemple Karp et al., 2009) qui est un

exemple typique de syndémie impliquant le sida et une MST, 17

• l’interaction de la candidose avec le sida, puisque la première est une maladie oppor-
tuniste très commune pour les malades du VIH (voir par exemple Armstrong-James,
Meintjes et Brown, 2014), et l’interaction de la candidose avec la sepsis 18 puisque, e.g.,

16. Pour une définition de syndémie, https://fr.wikipedia.org/wiki/Synd%C3%A9mie.
17. MST : maladie sexuellement transmissible.
18. Bien que la plupart des sepsis ont une origine bactérienne, il y a des cas où la sepsis peut être due à un

champignon ou à un virus.
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Figure 8.12 – Matrice de Google réduite GR (en haut à gauche), et trois autres composantes
matricielles Gqrnd (en haut à droite), Grr (en bas à gauche), et Grr +Gqrnd (en bas à droite),
toutes associées au sous réseau d’articles consacrés aux pays et aux maladies infectieuses
dans l’édition Wikipédia de mai 2017. Pour plus de visibilité, nous montrons ici uniquement
les éléments de matrice qui correspondent au sous ensemble des articles consacrés aux pays
africains et au sous ensemble des articles consacrés aux maladies virales (voir Rollin, Lages et
Shepelyansky, 2018 pour la MGR globale de dimension 425 × 425 représentant tous les pays
et toutes les maladies virales). D’après Rollin, Lages et Shepelyansky, 2019.

la candidose invasive peut dans des rares cas mener à des chocs septiques entraînant
la mort dans 70% des cas (voir par exemple Pappas et al., 2018),
• l’interaction pneumonie vers sepsis ou l’interaction malaria vers sepsis. La première

interaction reflète le fait que la sepsis est une des complications possibles de la pneu-
monie, la seconde interaction reflète le fait que les symptômes de la malaria ressemblent
à ceux de la sepsis (Auma et al., 2013),
• la boucle fermée entre la tuberculose et la lèpre reflète le fait que ces deux maladies
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Figure 8.13 – Réseau réduit des maladies infectieuses. Nous considérons, pour chacune des sept
catégories de maladies infectieuses, la maladie dont l’article a le meilleur classement PageRank, à savoir,
la tuberculose pour les maladies bactériennes ( ), le sida pour les maladies virales ( ), la malaria pour
les maladies causées par des parasites ( ), la candidose pour les mycoses ( ), la pneumonie pour les
maladies à causes multiples ( ), Creutzfeldt–Jakob pour les maladies à prions ( ), et desmodesmus pour
les maladies dont l’origine est inconnue ( ) ; voir Rollin, Lages et Shepelyansky, 2019. Pour chacune
de ces maladies leaders (placées le long du grand cercle gris), nous déterminons les deux maladies pour
lesquelles les probabilités de transition à partir de la maladie leader, lues dans Grr +Gqrnd, sont les plus
importantes. Si les deux maladies ne sont pas déjà présentes dans le réseau réduit, alors nous les plaçons
sur le cercle gris centré sur la maladie leader les ayant générées. Alors, à partir de chacune des maladies
nouvellement ajoutées, nous déterminons de même les deux maladies vers lesquelles les probabilités de
transitions sont les plus importantes dans Grr + Gqrnd, et ainsi de suite. Après la quatrième itération
de ce processus, aucune nouvelle maladie ne peut être ajoutée. Les flèches représentent les liens entre
les maladies ( pour la 1ère itération, pour la 2ème itération, pour la 3ème itération, et
pour la 4ème itération). Le flèches noires (rouges) correspondent à des liens (n’) existants (pas) dans
la matrice d’adjacence. Nous indiquons les deux pays vers lesquels chaque maladie infectieuse pointe
préférentiellement d’après la matrice Grr + Gqrnd. Les pays sont représentés par des anneaux dont la
couleur est associée au continent : ( ) pour l’Europe, ( ) pour le continent américain, ( ) pour
l’Afrique, ( ) pour l’Asie, ( ) pour l’Océanie. Adaptée de Rollin, Lages et Shepelyansky, 2019.
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sont causées par deux espèces de mycobactéries différentes (voir par exemple Wikipedia,
2018b),
• la relation entre la pneumonie et la tuberculose, deux maladies pulmonaires sévères

(voir par exemple WHO, 2018),
• la maladie de Creutzfeldt–Jakob pointant vers la pneumonie puisque les patients infectés

par ce prion développent une pneumonie fatale due à des réflexes altérés de la toux
(voir par exemple Al Balushi et al., 2016),
• la boucle fermée entre les maladies kuru et Creutzfeldt–Jakob puisque ces deux maladies

sont représentatives des encéphalopathies spongiformes transmissibles (voir par exemple
Sikorska et Liberski, 2012).

En considérant maintenant aussi les maladies générées à partir de la seconde itération, des
sous structures particulières apparaissent comme :
• la grappe des maladies bactériennes tuberculose–lèpre–syphilis, puisqu’il y a eu jusqu’à

la fin du XIXème siècle une confusion de diagnostic entre la lèpre et la syphilis (voir par
exemple Inconnu, 1890, 1899), et des faux positifs à la tuberculose peuvent se produire
pour des patients atteints de la syphilis (voir par exemple Shane, 2006),
• la grappe des maladies du moustique regroupant la malaria, la fièvre jaune, la dengue,

et la fièvre du Nil occidental,
• la boucle fermée méningite–sepsis puisque la sepsis est habituellement développée aux

tout premiers stades chez les patients atteint de méningite (voir par exemple CDC,
2018).

Les flèches rouges sur la Figure 8.13, indiquent les liens purement indirects : desmodesmus et
malaria sont des maladies hydriques (voir par exemple Wikipedia, 2018c), les articles desmo-
desmus et HIV/AIDS sont reliés par un article Wikipédia consacré à l’immunocompétence (voir
par exemple Wikipedia, 2018a), et le mot kuru dans le langage Fore de Papouasie-Nouvelle-
Guinée veut dire trembler de froid comme lorsque l’on s’enrhume 19 (voir par exemple Liberski
et Ironside, 2015).

De la précédente analyse, nous observons que le câblage entre les articles consacrés aux
maladies infectieuses dans Wikipédia donne une information censée suggérant que l’information
encodée dans la matrice de google réduite GR, et plus précisément dans Gqr +Gqrnd, est fiable,
et peut être utilisée pour inférer des relations potentielles entre les maladies infectieuses et
n’importe quels autres sujets traités dans Wikipédia, tels que les pays, les médicaments, les
protéines. . . À titre d’exemple, sur la Figure 8.13 sont reportés les pays dont les articles sont
pointés préférentiellement par les articles consacrés aux maladies infectieuses. L’Égypte et le
Swaziland sont pointés par la tuberculose, le Cameroun et la Côte d’Ivoire par le sida, le Pérou
et la Thaïlande par la malaria, le Liberia et l’Ouganda par la pneumonie, et le Royaume-Uni
et la Papouasie-Nouvelle-Guinée par la maladie de Creutzfeldt–Jakob. Ces liens forts entre les
articles des maladies infectieuses et ceux des pays correspondent à des faits connus, comme, par
exemple, le fait qu’une proportion non négligeable de la population britannique soit porteuse
du prion responsable de la maladie de Creutzfeldt–Jakob (Gill et al., 2013). Nous allons ci-
après utiliser la sensibilité du PageRank pour analyser plus spécifiquement l’impact mondial
des maladies.

19. voir le lien Kuru → Common cold sur la Figure 8.13.
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Figure 8.14 – Sensibilité PageRank des articles consacrés aux pays vis-à-vis de l’article consa-
cré à la tuberculose (en haut) et de l’article consacré au sida (en bas). Adaptée de Rollin, Lages
et Shepelyansky, 2019.
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8.2.3 Sensibilités des pays du globe aux maladies infectieuses
Nous pouvons utiliser la sensibilité du PageRankD (m→ p, p), définie à la section 7.3, pour

mesurer l’influence d’une maladie m sur un pays p. En d’autres termes, D (m→ p, p) mesure
la variation de probabilité PageRank de l’article consacré au pays p, lorsque le lien m→ p de
la MGR varie de façon infinitésimale. Les sensibilités du PageRank D (tuberculose→ p, p) et
D (sida→ p, p) pour tous les pays p du globe sont illustrées à la Figure 8.14. Les pays les plus
sensibles à la tuberculose sont dans l’ordre le Swaziland (SZ), l’Égypte (EG), et la Nouvelle-
Zélande (NZ). En effet, en 2017, le Swaziland détenait le record du taux d’incidence 20 de
tuberculose comme cela est mentionné dans l’article consacré à la tuberculose 21. Ce même
article relate la découverte de lésions tuberculeuses sur les colonnes vertébrales de momies de
l’ancienne Égypte. La Nouvelle-Zélande est citée dans cet article car ce pays a presque réussi
à éradiquer la tuberculose bovine. Ainsi l’article sur la tuberculose contient des liens directs
vers les articles de ces trois pays (en accord d’ailleurs avec le réseau réduit Figure 8.13), ce qui
les rend très sensibles à cette maladie. Assurément, l’origine de cette sensibilité est différente
pour chacun des trois pays, Swaziland, Égypte, et Nouvelle-Zélande. Le réseau des articles
Wikipédia intègre tous les évènements historiques associés à la tuberculose, qu’ils datent de
l’ancienne Égypte ou qu’ils soient récents comme le taux d’incidence élevé au Swaziland.

Les pays, via leurs articles Wikipédia, les plus sensibles au sida sont le Botswana (BW),
le Sénégal (SN), et la Côte d’Ivoire (CI) (voir Figure 8.14 en bas). En effet, l’article sur le
syndrome d’immunodéficience acquise 22 explique que l’espérance de vie estimée au Botswana
a chuté de 65 en 1990 à 35 ans en 2005, cette chute étant due en grande partie à l’épidémie
de sida. Les articles Sénégal et Côte d’Ivoire sont cités car la souche VIH-2 est endémique de
l’Afrique de l’Ouest. Le réseau réduit (Figure 8.13) montre que les pays pointés par HIV/AIDS
sont en effet des pays de l’Afrique de l’Ouest, à savoir la Côte d’Ivoire et le Cameroun.

Les articles d’autres pays, comme par exemple Djibouti (DJ), l’Afrique du Sud (ZA), et le
Gabon (GA) pour la tuberculose, et la Moldavie (MD), la Biélorussie (BY), la Lettonie (LV), et
Cuba (CU) pour le sida sont également significativement sensibles aux articles de ces maladies,
bien qu’ils ne soient pas directement cités par ces articles. Il est plus difficile de justifier les
sensibilités de ces articles car elles sont dues aux liens indirects. L’étude de ces sensibilités, a
priori non évidentes, peut être potentiellement intéressant.

Les sensibilités à ces deux maladies (Figure 8.14) illustrent la capacité de la matrice de
Google réduite à quantifier les interactions entre les maladies infectieuses et les pays du globe.
Nous pouvons également analyser la sensibilité croisée D (m→ p′, p) d’un pays p à la variation
du lien allant de la maladie m au pays p′ (voir Rollin, Lages et Shepelyansky, 2019).

20. Incidence d’une maladie : nombre de nouveaux cas sur une période donnée.
21. https://en.wikipedia.org/wiki/Tuberculosis
22. https://en.wikipedia.org/wiki/HIV
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Chapitre 9

Réseaux de protéines en interaction :
application à l’oncologie

Nous avons également étudié un réseau de protéines en interaction. La construction de la
matrice de Google réduite associée à un ensemble de protéines responsables d’une fonction
biologique bien précise permet une visualisation compacte de ces protéines tout en préservant
les interactions indirectes entre ces protéines au travers du réseau constitué de la dizaine de
milliers de protéines répertoriées. N’ayant pas les compétences pour finement exprimer en
français les termes techniques de biologie des systèmes 1, nous donnons ci-dessous un résumé
de l’article Lages, Shepelyansky et Zinovyev, 2018 et nous proposons au lecteur interéssé sa
lecture.

Les différents chemins de signalisation constituent des parties du réseau biologique molé-
culaire global. Ces chemins de signalisation sont connectés entre eux au travers d’interactions
complexes directes et indirectes dont la structure peut changer lors du développement ou dans
le cas de pathologies. Nous avons suggéré une méthodologie nouvelle, appelée Googlomics,
pour l’analyse structurelle de réseaux biologiques orientés. Cette méthode utilise l’analyse spec-
trale des matrices de Google associées aux réseaux biologiques en utilisant des parallèles avec
la théorie de la diffusion quantique, développée initialement pour la physique nucléaire et mé-
soscopique et le chaos quantique. Nous avons introduit la méthode analytique de la matrice
de Google réduite pour l’analyse de la structure de réseaux biologiques. Cette méthode permet
d’inférer des relations causales cachées entre les membres d’un chemin de signalisation ou d’un
groupe de gènes fonctionnellement reliés. Nous avons étudié comment la structure des relations
causales cachées peut être reprogrammée, signe d’un changement du réseau transcriptionnel
lors de la cancérogenèse. L’approche Googlomics permet de caractériser rigoureusement les
changements systémiques complexes du câblage de très grands réseaux biologiques causaux,
et cela d’une manière efficace en coût computationnel.

1. https://fr.wikipedia.org/wiki/Biologie_des_syst%C3%A8mes
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Figure 9.1 – Chemin de signalisation AKT-mTOR reconstruit en utilisant la base de donnée
SIGNOR a et en inférant des connections indirectes grâce à l’approche Googlomics. A) Les
connections directes représentant les régulations d’activation et d’inhibition sont illustrées
par des flèches rouges et vertes. Les flèches de couleur magenta illustrent les interactions
indirectes inférées, communes au réseau issu d’un patient “normal” et au réseau issu d’un
patient atteint d’un cancer. Les flèches de couleur cyan représentent les interactions indirectes
inférées uniquement dans le réseau issu d’un patient atteint d’un cancer. La largeur des flèches
représentant les interactions indirectes, est proportionnelle à leur score Gqr. Ici, seules les
dix premières connections indirectes, présentes à la fois dans le réseau “normal” et dans le
réseau “cancer”, et les dix premières connections “émergentes dans le cancer” sont montrées.
La couleur des protéines reflète le changement relatif de leur classement PageRank entre le
réseau “cancer” et le réseau “normal”. La couleur rouge (verte) indique une protéine mieux
placée dans le classement PageRank du réseau “cancer” (“normal”). La taille d’un nœud est
proportionnelle à la valeur de la probabilité PageRank dans le réseau SIGNOR. B) Cascade
cachée de régulations indirectes connectant les protéines BCL2 et BCL2L1 à la protéine CASP3.
Les protéines, dont les noms sont en gris, ne font pas partie de la définition du chemin
de signalisation AKT-mTOR. C) Cascade d’interactions cachées émergentes dans le réseau
“cancer” et non présentes dans le réseau “normal”. D’après Lages, Shepelyansky et Zinovyev,
2018.

a. https://signor.uniroma2.it
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Chapitre 10

Réseau du commerce international

Nous nous intéressons ici aux transactions du commerce international. Actuellement, la
base de donnée de l’Organisation des Nations Unies, UN COMTRADE, 1 recense les échanges
commerciaux de plus de 104 produits entre les différents pays du globe. La matrice des flux
d’importation–exportation atteint ainsi une taille de ∼ 106. Par année, les échanges commer-
ciaux entre les pays peuvent être vus comme un réseau orienté où les nœuds sont les couples
(pays,produit) et les liens orientés sont pondérés par les montants échangés exprimés en dollars
américains.

De manière générale, les récents développements dans le domaine des réseaux complexes
(voir Dorogovtsev, 2010 pour une revue) devraient pouvoir être appliqués au réseau du com-
merce international (RCI). Ermann et Shepelyansky, 2015 ont proposé d’utiliser la matrice de
Google G, et les algorithmes associés, PageRank et CheiRank, pour analyser le RCI. Contrai-
rement à l’approche traditionnelle en économie basée sur les flux bilatéraux d’importation et
d’exportation, l’analyse via la matrice de Google permet de considérer chaque pays en fonction
de leur capacité à importer et exporter, et permet aussi, au travers des algorithmes PageRank
et CheiRank, de prendre en compte les différentes chaînes de transactions entre les différents
pays, et par conséquent de mesurer l’importance spécifique de certains pays du réseau. Cette
approche est drastiquement différente de la simple étude comptable bilatérale import–export.

Habituellement pour les réseaux orientés, tels que le WWW ou Wikipédia, les composantes
du vecteur PageRank sont, en moyenne, proportionnelles au degré entrant des nœuds du
réseau. Pour le RCI, les composantes du vecteur PageRank seront ainsi proportionnelles au flux
commercial entrant vers les nœuds, et donc le vecteur PageRank caractérisera l’importation.
Quant aux composantes du vecteur CheiRank, elles seront proportionnelles au flux commercial
sortant des nœuds, et caractériseront donc l’exportation.

Le RCI comportant plus de 106 nœuds, il est important de pouvoir connaître les interac-
tions effectives entre un nombre spécifique d’acteurs économiques appartenant par exemple
à une zone économique spécifique tout en prenant en compte l’information encodée dans le
réseaux global du commerce international. Cela requiert de connaître les transactions écono-
miques bilatérales directes entre les pays et les produits sélectionnés, mais aussi les transactions
indirectes via le reste du RCI. Ainsi, en utilisant les données UN COMTRADE, nous allons
construire la matrice de Google réduite nous permettant d’analyser l’influence des échanges
d’hydrocarbures russes, américains, et saoudiens sur les économies des pays de l’Union euro-

1. https://comtrade.un.org
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péenne (UE). Avec cette approche nous pouvons mesurer la sensibilité des économies des pays
de l’UE à l’augmentation du coût de l’approvisionnement en pétrole et gaz provenant de ces
trois pays. Tout cela, en prenant en compte les transactions globales concernant la soixantaine
d’autres produits majeurs dans le monde.

Il existe un nombre important d’études (voir par exemple Barigozzi, Fagiolo et Garlaschelli,
2010 ; Chakraborty et al., 2018 ; Fagiolo, Reyes et Schiavo, 2009, 2010 ; He et Deem, 2010 ;
Serrano, Boguñá et Vespignani, 2007) analysant les flux financiers et commerciaux comme des
réseaux complexes. Cependant, l’algorithme PageRank a rarement été utilisé pour analyser le
RCI (voir l’une des première utilisation dans De Benedictis et Tajoli, 2011). L’étude conjuguée
des flux économiques entrants et sortants n’a jamais été considérée, à part par Ermann et
Shepelyansky, 2015 en utilisant l’algorithme CheiRank en plus de l’algorithme PageRank. De
manière générale, les méthodes matricielles sont rarement utilisées dans l’étude des transactions
économiques, même si il a été montré que l’analyse des risques financiers et de crédits peut être
effectuée à l’aide de la théorie des matrices aléatoires (Bouchaud et Potters, 2003 ; Münnix,
Schäfer et Guhr, 2014). Les méthodes issues de la mécanique statistique ont également montré
leur efficacité pour l’analyse des marchés économiques (Bardoscia, Livan et Marsili, 2017).
Cependant, les flux considérés par Bouchaud et Potters, 2003 ; Münnix, Schäfer et Guhr,
2014 sont non orientés alors que la RCI décrit typiquement des flux de transactions orientés.
Pour cette raison, nous considérons que l’analyse du RCI à l’aide de la matrice de Google
réduite devrait trouver des applications futures intéressantes dans le domaine des transactions
financières et commerciales.

10.1 Matrice de Google pour le réseau du commerce in-
ternational

À partir de la base de données UN COMTRADE, nous avons collecté les échanges de
Np = 61 produits 2 entre Nc = 227 pays 3 pour les années 2004, 2008, 2012, et 2016. Cette
répartition en Np = 61 type de produits regroupe en fait un ensemble de ∼ 104 produits
différents. Afin de procéder à une comparaison entre les différentes années du RCI, nous
considérons les Nc = 227 pays présents dans la base de donnée UN COMTRADE pour 2008.
Pour une année donnée, nous construisons ainsi les matrices de transfert d’argent dont les
éléments sontMp

cc′ caractérisant le transfert d’une quantité de produit p, comptée en USD, du
pays c′ vers le pays c. Nous définissons aussi le volume d’importation du produit p par le pays
c, V p

c = ∑Nc
c′=1M

p
cc′ , et le volume d’exportation du produit p par le pays c, V ∗pc = ∑Nc

c′=1M
p
c′c.

Les volumes totaux d’importations et d’exportations d’un pays c sont alors Vc = ∑Np

p=1 V
p
c et

V ∗c = ∑Np

p=1 V
∗p
c . Le volume total échangé dans tout le RCI est alors V = ∑Nc

c=1 Vc = ∑Nc
c=1 V

∗
c .

Il est possible de définir des vecteurs de probabilités ImportRank P̂ et ExportRank P̂∗ dont
les composantes sont P̂cp = V p

c /V et P̂ ∗cp = V ∗pc /V . Les éléments des matrices stochastiques

2. Ces produits, listés sur la page https://comtrade.un.org/db/mr/rfCommoditiesList.aspx, sont
identifiés par un code de la Standard International Trade Classification (Rev. 1) à 2 chiffres de 01 à 61.

3. L’indice c rappelle le terme anglais country.
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S et S∗ sont alors

Scp,c′p′ =


Mp

cc′/V
∗p
c′ si p = p′ et V ∗pc′ 6= 0

0 si p 6= p′ et V ∗pc′ 6= 0
1/N si V ∗pc′ = 0

(10.1)

et

S∗cp,c′p′ =


Mp

c′c/V
p
c′ si p = p′ et V p

c′ 6= 0
0 si p 6= p′ et V p

c′ 6= 0
1/N si V p

c′ = 0.
(10.2)

Nous définissons aussi (Coquidé et al., 2019 ; Ermann et Shepelyansky, 2015) deux vecteurs
préférentiels (7.4), v et v∗, dont les composantes sont{

vcp = V p
c

NcVc

}Np,Nc

p=1,c=1
et

{
v∗cp = V ∗pc

NcV ∗c

}Np,Nc

p=1,c=1
. (10.3)

À partir de ces matrices stochastiques et vecteurs préférentiels, nous construisons les matrices
de Google G et G∗ dont les éléments sont

Gcp,c′p′ = αScp,c′p′ + (1− α) vcp et G∗cp,c′p′ = αS∗cp,c′p′ + (1− α) v∗cp, (10.4)

avec α = 0.5. Les vecteurs probabilité PageRank et CheiRank, P et P∗, associés à ces deux
matrices de Google, nous permettent de définir deux nouveaux vecteurs préférentiels, v′ et
v∗′, dont les composantes sont

v′cp =

Nc∑
c′=1

Pc′p

Nc



Np,Nc

p=1,c=1

et


v∗
′

cp =

Nc∑
c′=1

P ∗c′p

Nc



Np,Nc

p=1,c=1

. (10.5)

Ces deux vecteurs préférentiels, v′ → v et v∗′ → v∗, permettent de redéfinir deux nouvelles
matrices de Google G et G∗ (10.4).

10.2 Réseau réduit des échanges d’hydrocarbures dans
l’UE

La matrice de Google G du RCI est de taille N = Nc×Np = 227× 61 = 13847, alors que
la matrice de Google réduite GR, qui nous intéresse ici, est de taille nr = 27 + 1. Cette MGR
nous renseigne sur les échanges directs et indirects de pétrole entre les 27 pays de l’UE 4 et
par exemple l’un des plus grands fournisseurs d’hydrocarbures de l’Europe, la Russie, l’Arabie
Saoudite, ou les USA.

À partir des matrices GR et G∗R, 5 6 nous pouvons extraire la structure du réseau du com-
merce du pétrole entre les pays de l’UE et la Russie. La Figure 10.1 (en haut à gauche) montre

4. Nous nous référons aux 27 états membres de l’UE en 2008.
5. La matrice G∗

R est la MGR obtenue à partir de la matrice G∗ construite en inversant l’orientation des
échanges du RCI.

6. Ces matrices sont illustrées dans Coquidé et al., 2019 Figure 1.
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Figure 10.1 – Réseau réduit des importations (à gauche) et des exportations (à droite) de
pétrole entre les pays de l’UE et la Russie (en haut) et l’Arabie Saoudite (en bas) en 2016.
Les réseaux réduits sont construits à partir de GR pour l’importation de pétrole (à gauche)
et à partir de GR∗ pour l’exportation de pétrole (à droite). L’algorithme de construction d’un
réseau réduit est le suivant : pour chaque pays c, nous déterminons les 4 meilleurs importateurs
(exportateurs) de pétrole provenant du (vers le) pays c selon GR (G∗R). L’orientation des liens
donne le sens de l’échange de pétrole. Adapté de Coquidé et al., 2019.

le réseau d’importation de pétrole entre l’EU et la Russie. Les 6 premières économies de l’UE
en terme de produit intérieur brut (i.e. l’Allemagne, la Grande Bretagne, la France, l’Italie,
l’Espagne, les Pays-Bas en 2016) 7 sont les principaux importateurs de pétrole, les Pays-Bas
et la France étant les plus centraux. Les performances de ces économies sont par conséquent

7. https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_sovereign_states_in_Europe_by_GDP_(nominal)
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corrélées à leur capacité à importer de manière efficace du pétrole. Les quatre portes d’en-
trée européennes, directes ou indirectes, pour le pétrole russe sont l’Allemagne, la France, les
Pays-Bas, et l’Italie. Nous remarquons des boucles fermées d’échange de pétrole entre presque
tous les couples d’états voisins, e.g. DE-AT, CZ-SK, DE-PL, AT-HU, AT-SK, PT-ES, ES-IT,
SE-FI. 8 La Figure 10.1 (en haut à droite) montre le réseau d’exportation de pétrole entre
l’UE et la Russie. Nous retrouvons le fait que la Russie est le premier fournisseur de pétrole
de l’UE et que les Pays-Bas sont les premiers exportateurs européens de pétrole (voir Tab. 1
dans Coquidé et al., 2019). À partir des deux réseaux présentés en haut de la Figure 10.1,
nous observons que les Pays-Bas sont le principal hub européen d’échange de pétrole. Les
exportateurs secondaires de pétrole sont la Grèce, l’Italie, la Belgique, la Grande-Bretagne, la
Suède, et l’Allemagne.

Nous construisons aussi les MGRs GR et G∗R associées à l’importation et l’exportation de
pétrole entre les pays de l’UE et l’Arabie Saoudite (SA). Le réseau d’importation EU+SA est
montré à la Figure 10.1 (en bas à gauche), on observe que celui-ci est très similaire au réseau
d’importation de pétrole EU+RU (Figure 10.1 en haut à gauche). Ceci illustre la robustesse
du marché intérieur de l’UE vis-à-vis de l’importation de pétrole extra-UE. Les portes d’entrée
du pétrole saoudien sont principalement la France, l’Italie, l’Espagne, et, les Pays-Bas. La
Figure 10.1 (en bas à droite) montre qu’à part l’Arabie Saoudite les principaux exportateurs
de pétrole à l’intérieur de l’UE sont les Pays-Bas, la Belgique, l’Allemagne, et la Grèce.

10.3 Sensibilité de la balance commerciale
Le vecteur PageRank caractérisant l’importation, le vecteur CheiRank caractérisant l’ex-

portation, il est naturel de définir la balance commerciale d’un pays c comme

Bc = P ∗c − Pc
P ∗c + Pc

où Pc =
Np∑
p=1

Pcp et P ∗c =
Np∑
p=1

P ∗cp. (10.6)

Par ailleurs, on peut définir, pour un pays c, une balance plus traditionnelle à partir des vecteurs
ImportRank, P̂, et ExportRank, P̂∗,

B̂c = P̂ ∗c − P̂c
P̂ ∗c + P̂c

où P̂c =
Np∑
p=1

P̂cp et P̂ ∗c =
Np∑
p=1

P̂ ∗cp. (10.7)

Cette dernière équation est la définition usuelle de la balance commerciale d’un pays consistant
à soustraire le volume total importé du volume total exporté.

Les réseaux réduits précédents (Figure 10.1) permettent d’analyser les importations et
exportations de pétrole parmi les 27 pays de l’UE et d’analyser quelle est l’influence des
principaux exportateurs russes et saoudiens. La MGR à analyser est alors de taille nr = 27+1.
Afin, de pouvoir étudier l’influence du pétrole, par exemple russe ou saoudien, sur les économies
de chacun des pays de l’UE, nous considérons des MGRs GR et G∗R de taille nr = 61×27+1 =
1648 associées aux échanges des 61 catégories de produits UN COMTRADE entre les 27 pays
de l’UE et à l’exportation du pétrole russe, saoudien, ou américain. Cette approche permet de
capturer l’influence du commerce du pétrole sur la balance commerciale globale d’un pays de

8. Les codes des pays sont ceux de la norme ISO 3166-1 alpha-2.
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Figure 10.2 – Sensibilité, au sens du Page-
Rank et CheiRank, de la balance commerciale
des pays de l’UE à l’augmentation du prix
du pétrole russe (en haut à gauche), saou-
dien (en bas à gauche), et américain (en bas
à droite). La sensibilité de la balance com-
merciale calculée à partir de l’ImportRank et
de l’ExportRank est montrée en haut à droite.
Les données utilisées sont celles du RCI de
2016. Adaptée de Coquidé et al., 2019.

l’UE. Nous définissons ainsi, dBc/dεc′p, la sensibilité de la balance commerciale d’un pays c à
l’augmentation infinitésimale du volume ou du prix du produit p provenant du pays c′. Pour
calculer cette sensibilité, nous calculons les MGRs GR (εcp,c′p) et G∗R (εc′p,cp) sur le modèle
(7.18). Nous calculons alors Pc (εcp,c′p) et P ∗c (εc′p,cp), nous permettant de calculer la différence
finie dBc/dεc′p ' (Bc (εc′p)−Bc (0)) /εc′p. Nous réitérons le calcul pour des valeurs de εc′p 9

de plus en plus petites jusqu’à obtenir convergence. De même, nous pouvons définir une
sensibilité de la balance commerciale, dB̂c/dεc′p, au sens de l’ImportRank et de l’ExportRank.

Nous présentons à la Figure 10.2 la sensibilité de la balance commerciale des pays de l’UE
à l’importation de pétrole russe, américain, et saoudien en 2016. Le pays le plus sensible au
pétrole russe (Figure 10.2 en haut à gauche) est les Pays-Bas qui sont également le premier
pays européen dans les classements PageRank, CheiRank, ImportRank, et ExportRank rela-
tifs au pétrole et produits pétroliers (voir Table 1 dans Coquidé et al., 2019). La capacité
portuaire des Pays-Bas, ainsi que leur place privilégiée en mer du Nord, font de ce pays le
principal hub pétrolier de l’UE, recevant le pétrole de l’extérieur de l’UE et le redistribuant
aux états membres. Dans l’ordre, les autres pays les plus sensibles au pétrole russe sont l’Ita-
lie, la Grèce, la Bulgarie, la Pologne, la Lituanie, et la Lettonie. Notons que les sensibilités
calculées ici, à partir des probabilités PageRank et CheiRank, prennent en compte les chaînes
de liens multiples entre les différents pays de l’UE. Les résultats sont complètement différents
(Figure 10.2 en haut à droite) si la sensibilité est définie pour la balance calculée à partir
des probabilités ImportRank et de ExportRank qui sont usuellement utilisée en économie pour
l’analyse du commerce international. Cette description crue, en terme d’Import-Export, indique

9. Tout au long du processus numérique εc′p = εcp,c′p = εc′p,cp.
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que la Lettonie suivie de la Lituanie, deux républiques de l’ex-URSS ayant gardé des relations
économiques étroites avec la Russie, sont les plus sensibles au pétrole russe. De plus, l’analyse
en terme d’Import–Export donne un bloc de pays de l’UE de l’ouest presque insensibles au
pétrole russe. Les différences drastiques entre l’analyse via la matrice de Google réduite et
l’analyse standard Import–Export sont que la première considère les cascades multilatérales
des échanges économiques directs et indirects entre deux pays et que la seconde ne considère
que l’échange bilatéral direct entre deux pays. L’avantage de l’analyse utilisant la matrice de
Google réduite et les algorithmes PageRank et CheiRank est qu’elle permet de capturer les
liens économiques complexes et indirects existant forcément entre les acteurs économiques.

La sensibilité des économies des pays de l’UE vis-à-vis du prix du pétrole saoudien et
américain est également montrée à la Figure 10.2. Pour le pétrole saoudien et le pétrole
américain, les pays dont les économies sont les plus sensibles sont l’Espagne et les Pays–Bas.
Cependant, la sensibilité des pays de l’UE au pétrole saoudien est près de 7 fois plus faible
que la sensibilité au pétrole américain, et près de 4 fois plus faible que la sensibilité au pétrole
russe. Ainsi, par exemple, l’économie allemande est 5 fois plus sensible au pétrole russe qu’au
pétrole saoudien. Par contraste, la sensibilité maximale (en valeur absolue) au pétrole américain
est près de 2 fois plus forte que la sensibilité maximale au pétrole russe. Les sensibilités de
l’économie allemande au pétrole russe et au pétrole américain sont comparables. Notons que
la Grèce n’est pas affectée par, et même bénéficie de, l’augmentation du prix du pétrole
saoudien. Le même phénomène se produit pour la Finlande bénéficiant de l’augmentation du
prix du pétrole russe. Nous observons également un bloc rigide de pays à l’est de l’UE, de la
Suède à la Grèce, et des pays baltiques à l’Allemagne, qui sont presque insensibles au pétrole
US.

161



CHAPITRE 10. RÉSEAU DU COMMERCE INTERNATIONAL

162



Conclusion

Les méthodes basées sur la matrice de Google constituent des moyens d’analyse génériques
des réseaux complexes orientés. Le succès du moteur de recherche Google est en bonne partie
dû à la redoutable praticité de l’algorithme PageRank pour classer les pages du WWW. Nous
avons utilisé cet algorithme pour classer les articles contenus dans différentes éditions de Wi-
kipédia. Ceci nous a permis d’élaborer le classement mondial des universités selon Wikipédia
(WRWU) à partir de 24 éditions linguistiques différentes (∼ 17 million d’articles) permettant
ainsi de prendre en compte des points de vue culturels variés. Le classement WRWU est simi-
laire à 62% avec le classement ARWU, dit de Shanghai, montrant ainsi sa capacité à comparer
l’excellence académique relative des universités. Cependant, le classement WRWU accorde un
peu plus d’importance aux universités européennes que le classement ARWU, atténuant, par
conséquent, légèrement l’hégémonie des universités anglo-saxonnes qui usuellement transparaît
dans les classements académiques mondiaux. L’analyse en fonction de l’année de fondation de
chaque université montre que WRWU prend en compte l’importance historique des différentes
universités, alors que ARWU semble mesurer les performances académiques immédiates de
celles-ci. Il nous a semblé judicieux d’agréger nos résultats sur plusieurs éditions linguistiques
afin d’atténuer les spécificités régionales. Par exemple, certaines éditions, comme l’édition en
langue hindou ou dans une moindre mesure l’édition en langue allemande, ne citent préféren-
tiellement que les articles des universités enseignant dans la langue de l’édition. Par contraste,
l’édition en langue française est l’une des moins chauvines. Il n’est pas aisé de trouvé une
autre base de données ouverte que Wikipédia permettant de faire cette analyse de réseau afin
d’en extraire un classement académique. Une possible extension pourrait être de considérer le
réseau Wikipédia global en considérant les liens existants entre éditions.

Nous pensons que le classement Wikipédia des universités fournit une évaluation mathé-
matique de l’importance globale des universités, et que celui-ci peut être considéré comme un
classement académique complémentaire à ceux déjà existants.

Nous notons que les articles de Wikipédia consacrés aux universités apparaissent usuelle-
ment dans les premières lignes de résultats du moteur de recherche Google. Ainsi, la visibilité
d’une université peut être publiquement et gratuitement véhiculée. Nous estimons que l’amé-
lioration des articles Wikipédia consacrés à certaines universités peut permettre d’améliorer
leur visibilité globale. En particulier, nous avons noté que la visibilité au travers de Wikipédia
des universités françaises est particulièrement faible.

Nous avons également mis en lumière les interactions entre les universités vues au travers
des éditions Wikipédia en langues anglaises, française, allemande et russe. Les réseaux réduits
d’universités permettent de résumer les principales interactions directes et indirectes entre les
universités, et entre les universités et les pays du globe.

Les mêmes méthodes ont été mises en œuvre pour étudier l’influence globale des mala-
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dies infectieuses. D’après la Global Burden of Disease organisation, 2012, les données brutes
extraites tout autour du monde à partir des registres civils, des recensements, des registres
d’hopitaux, de police, etc, sont généralement incomplètes, et seules des estimations et ten-
dances, concernant par exemple le nombre de malade ou de morts dus à une maladie, peuvent
être obtenues en employant des modèles statistiques. Wikipédia, quant à elle, constitue une
base de données cohérente de connaissances à partir de laquelle il est possible d’inférer l’in-
fluence globale d’une maladie infectieuse. La méthode basée sur la matrice de Google réduite
pourrait être utilisée pour prendre périodiquement des clichés instantanés des réseaux Wikipé-
dia afin de déterminer sur des fenêtre temporelle l’évolution des sensibilités globales des pays
aux différentes maladies infectieuses. Bien que probablement intéressants, il n’est pas clair que
les résultats d’une telle étude temporelle puisse permettre d’estimer la prévalence en temps
réel d’une maladie comme c’est le cas de méthode basées sur l’usage de Wikipédia (McIver et
Brownstein, 2014). En effet, la latence dans l’édition d’article peut être beaucoup trop lente
pour considérer l’activité des éditeurs comme moyen de mesure d’un pic infectieux.

En biologie moléculaire, les résultat issus des technologies modernes de criblage à haut
débit sont de plus en plus présentés sous la forme de réseaux complexes, représentant les rela-
tions causales mesurées entre les molécules biologiques. Nous avons montré que les approches
globales issues de la matrice de Google, et de la matrice de Google réduite, constituent des
outils utiles à l’analyse des réseaux biologiques orientés. Nous montrons que le calcul des pro-
babilités PageRank et CheiRank, et leurs variations dans le cas du cancer, permet d’obtenir
des informations sur l’évolution du câblage du réseau biologique soumis à différent contexte
biologique. Les algorithmes PageRank et CheiRank permettent de mesurer la centralité d’un
élément biologique en prenant en compte les caractéristiques complexes non locales en com-
paraison avec les indices locaux topologiques tels que le degré de connectivité des nœuds ou le
coefficient d’agglomération. Une probabilité PageRank élevée peut correspondre au rôle parti-
culier d’une protéine dans le réseau. L’approche basée sur la matrice de Google réduite n’avait
jamais été utilisée pour l’analyse des réseaux biologiques. Nous l’avons appliqué à l’analyse du
réseau global orienté des interactions protéine-protéine, en nous concentrant particulièrement
sur quelques groupes de protéines correspondant à des fonctions biologiques bien définies (sur-
vie cellulaire, prolifération cellulaire). Nous montrons que l’application de l’approche basée sur
la matrice de Google réduite permet d’inférer un ensemble d’interactions indirectes permettant
de déceler des programmes biologiques spécifiques non reflétés dans la structure des relations
directes entre les protéines. Nous montrons aussi que la structure de ces relations cachées peut
être modifiée d’un état de santé à l’autre, suggérant l’existence de changements globaux dans
le câblage du réseau de protéine durant, par exemple, la cancérogenèse.

Nous avons également analysé le réseau multi-produit du commerce international en met-
tant particulièrement l’accent sur l’étude de la sensibilité des balances économiques des pays
de l’UE vis-à-vis des importations extra-européennes de pétrole et de gaz. Contrairement à
l’usuelle analyse bilatérale en terme de balance import-export, l’approche utilisée prend en
compte toutes les relations économiques indirectes et non triviales entre les différents pays.
En mesurant la balance commerciale PageRank-CheiRank, nous montrons qu’il est possible de
mesurer la sensibilité de l’économie d’un pays à l’augmentation, par exemple, du prix du pétrole
ou du gaz provenant d’un pays comme, par exemple, la Russie, les USA, ou l’Arabie Saoudite.
Nous étudions actuellement comment la description de la balance économique d’un pays en
terme de probabilités PageRank-CheiRank permet d’appréhender le phénomène de contagion

164



CONCLUSION

lors d’une crise économique. Récemment, une première étude concernant la contagion de crise
dans le réseau financier des transactions bitcoin a été menée (Coquidé, Lages et Shepelyansky,
2019a).
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