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INTRODUCTION

De nombreux phénomènes physiques ont une évolution décrite

par un système d'équations différentielles :

~x = f Cx, t ) ; ~x~ e (1)

les conditions de régularité de ces systèmes sont classiques.

Il est souvent très important de savoir si telle solution

(J)(t) de (1) est ou non "stable".

Il y a de nombreuses définitions de la stabilité et nous

utiliserons la suivante qui est la plus courante :

La solution cj)(t) du système (1) sera dite stable si à tout

G > 0, on peut associer un nombre positif 6 (G ) tel que pour

les autres solutions x(t) :

|x(t^) - (t)(t^)| < ô ( G ) => |jf(t) - cj) ( t ) | < G pour tout t > t^ (2)
Dans le cas opposé la solution cj)( t ) sera dite instable.

La plupart du temps, il est très difficile, sinon impos

sible, de trouver la solution générale du système (1) et pour étudier

sa stabilité, on se ramène à l'étude de la stabilité d'un mouvement

caractéristique au voisinage de la solution étudiée.

L'étude faite à ce sujet, par différentes méthodes,

consiste en général à déterminer la stabilité du système linéaire

associé au système (1) :

(3)

au voisinage de la solution (|)(t) étudiée.
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Les cas les plus courants sont l'étude de la stabilité

des positions d'équilibre jjJ)(t) = (J) (t et des solutions pério

diques. Cette étude a conduit à une première conclusion générale suivante :

La stabilité du système (1) est la meme que celle du sys

tème (3) sauf, peut-être, dans les cas "critiques" où la matrice

QA(t)3 conduit à des exposants caractéristiques de Liapounov

OC, OC, . .., Cl tels que :
12 n

j=n

sup (a.) = 0 (4)

j-1 3

Dans ce cas critique, l'étude linéarisée ne permet pas de conclure

et les termes d'ordre supérieur dans le système (1) doivent être

pris en considération car ils influent sur la stabilité du système

au voisinage de la solution <j)(t). Cette situation serait somme

toute assez rare et peu grave s'il n'y avait pas le cas particulier,

mais répandu, des systèmes hamiltoniens pour lesquels la somme des

exposants caractéristiques de Liapounov est nulle et le cas critique

très fréquent.

Le présent travail consiste à étudier l'influence des

termes d'ordre élevé sur la stabilité du système (1) au voisinage

d'une solution périodique dans le cas critique le plus simple, celui

des systèmes hamiltoniens autonomes a deux degrés de liberté.

Un grand nombre de problèmes se ramènent à ce cas par

divers procédés, par exemple,

premières.

par l'utilisation des intégrales
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Jusqu'à présent l'étude analytique de l'influence des

termes d'ordre élevé sur la stabilité n'a été faite que dans des

cas très particuliers comme par exemple la stabilité des mouvements

de Lagrange dans le problème restreint circulaire plan des trois

corps^|Lj.; 153’Il Y a aussi un grand nombre d'études numériques précises

{15 - 21] qui montrent la complexité extrême du phénomène.

La méthode de la surface de section nous sera très utile

d'une part par la simplification qu'elle entraîne et d'autre part

par les résultats déjà connus à son sujet Il y a un grand

nombre de cas d'instabilité liés aux diverses résonances et l'étude

en sera complète.



RESUME

Il arrive très souvent que l'évolution d'un phénomène

soit modélisée par un système d'équations différentielles. Les solu

tions essentielles de ces systèmes sont les solutions d'équilibre

et les solutions périodiques dont on recherche ordinairement la

stabilité par une étude linéarisée du voisinage.

Pour les sytèmes hamiltoniens, l'étude linéarisée conduit

soit à l'instabilité exponentielle soit à un cas "critique" dans

lequel les termes d'ordre élevé peuvent modifier la stabilité.

Pour étudier l'influence des termes d'ordre élevé sur

la stabilité des solutions périodiques des systèmes hamiltoniens

autonomes à deux degrés de liberté :

h = h(p ,p ,q ,q ) (1)

et :

dpVdt = - 9h/9q_. , dq^/dt = 9h/9p_. {j = 1,2}
nous présentons dans le chapitre I l'équivalence, tout à fait clas

sique, entre ce système et une transformation conservant les aires

jdans an espace f^, ) appelée transformation de surface de section. Par

conséquent, on se ramène à l'étude de la stabilité d'une telle trans

formation au voisinage d'un point fixe correspondant à une solution

périodique du système (1). Ce point fixe sera choisi pour origine.

Au 1er ordre, cette transformation d'écrit :

J X \ fa b' fx \
1 0

U ,c d; ^•yo>

et la conservation des aires implique ad - bc = 1. L'étude de cette
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transformation conduit à l'instabilité du point invariant dans le

cas hyperbolique ( | a + d | >2). Par contre, les cas elliptique

(|a + d| < 2) et parabolique (|a + d| =2) sont critiques.

Le chapitre II examine les différentes possibilités du

cas parabolique.

Au chapitre III est présentée l'étude générale de la stabi

lité d'une solution périodique du système (1) dans le cas elliptique.

La transformation de surface de section correspondante s'écrit avec

z = x + iy :

z
n+1

T{ z )
n

co n

+ Z Z

N=2 K=0
NK

K -(N-K)
z z

n n

(3)

Si a/2tt est irrationnel, nous appliquons les résultats d'Arnold

si l'un des invariants de Birkhoff n'est pas nul, il y a stabilité.

Nous avons également un résultat de Helmut Russmann concernant le

cas où tous les invariants de Birkhoff sont nuis.

Si 0t/2ïï est rationnel, soit a/27T = p/q irréductible. Nous considérons

i0n
la partie principale de Im{ z /z ) avec z = r e , soit :

n+q n n n

Im ( • n+q} =
z

n

r(M-i)f(0 .
n

(M-i)T r
r im

M

Z

k=0

A e
MK

i0o (2K-M-1)
2n

(4)

les A ne peuvent être non nuis que si 2K-M-1 est multiple de q

et les règles de la stabilité sont données par le théorème (III.4.15.)

à (III.4.17.).

1°) Si ,-inf f(0 ) < 0 , sup f(0 ) > 0 , le point fixe étudié
{e e n >

n n

et la solution périodique correspondante sont instables.



3°) le cas est difficile et conduitrsup f(0 )
0

n

inf f(0 ) = 0-,
e n }

n

souvent à l'instabilité (III.4.17)

Pour mieux pouvoir appliquer cette étude, le

IV présente en détail tous les résultats possibles jusqu'au

Le chapitre V présente quelques extensions de

chapitre

5e ordre.

1'étude,

la liaison des transformations (3) avec les systèmes hamiltoniens

autonomes et une application à un problème astronomique classique.



CHAPITRE I

ÉQUIVALENCE ENTRE UN SYSTÈME HAMILTONIEN AUTONOME

À DEUX DEGRÉS DE LIBERTÉ

ET

UNE TRANSFORMATION PLANE CONSERVANT LES AIRES.

ÉTUDE AU PREMIER ORDRE.
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I.I.- EQUIVALENCE ENTRE UN SYSTEME HAMILTONIEN AUTONOME A DEUX

DEGRES DE LIBERTE ET UNE TRANSFORMATION PLANE CONSERVANT

LES AIRES.

Soit une phénomène physique régit par un système différen

tiel autonome :

pour étudier les propriétés qualitatives globales de ce système,

on peut procéder de bien des façons ; la méthode de la surface

de section est l'une des plus commodes et des plus populaires.

Dans cette méthode, on choisit, d'une façon convenable,

une surface (I) de dimension (n - 1) appelée "surface de section"

et on considère les intersections successives M M . M .
-TV' ^ O*

de la trajectoire étudiée du système (1.1.1) avec

(Z) [figure ( 1 )^ .

On remplace, ainsi, l'étude de la trajectoire du système

(1.1.1) par celle d'une suite de points tels que les points

considéré comme une transformation T unique dans la surface de

section (£).

f (x)
n

(1.1.1)
dt

x £ m

Le passage d'une intersection à la suivante peut être

T : M
n

(1.1.2)
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Figure 1

La surface de section £ à (n-1) dimensions

et les intersections successives M , M , M .
0 1' 2



Dans cette transformation, on distingue les points définis

par

T(M) = M ou T(n)(M)=M (1.1.3)

et appelés points fixes ou plus généralement points périodiques.

Ces points correspondent aux orbites périodiques du système diffé

rentiel (1.1.1) et s'obtiennent par résolution du système

d'équations :

x=T(n)(x) (1.1.4)

L'intérêt de cette méthode est de réduire l'étude du système diffé

rentiel (1.1.1) d'ordre n à celle d'une transformation ponctuelle

à (n-1) paramètres. D'autre part toutes les propriétés importantes

des trajectoires du système (1.1.1) se traduisent en propriétés

correspondantes de la transformation T et par conséquent l'étude

qualitative de la transformation T donnera le comportement qualita

tif du système différentiel (1.1.1).

Si le système (1.1.1) est un système hamiltonien

autonome à deux degrés de liberté (donc un système du 4e ordre),

ses équations s'écrivent :

avec

dcjl 3H dpl 3H

dt 3pl ' dt 3qi

3q2 9H <3p2 8H

>

dt 3p2 ' dt dq2 )

H = H(P1'P2 'VV

(1.1.5)
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Dans ce cas, on peut utiliser l'intégrale première H = constante

sur toutes les trajectoires pour réduire d'une unité le nombre

de dimensions de la surface de section utile : c'est, par exemple,

la surface à deux dimensions déterminée par :

P2 = 0 H = 0

et la transformation T obtenue se projettera sur le plan p^,q^

en une transformation T' dont on peut montrer qu'elle conserve

les aires.

T' : <Pl'Vn > <Pl'Vn+l = T'<Pl'Vn (ia-6)

On pourra encore se ramener à ce cas pour des systèmes hamiltoniens

d'ordre plus élevés mais pourvus d'un nombre suffisant d'intégrales

premières.

I.2.- ETUDE DE LA STABILITE AU VOISINAGE D'UNE SOLUTION PERIODIQUE.

Comme nous avons vu plus haut, l'étude d'un système diffé

rentiel peut être ramenée à l'étude d'une transformation de surface

de section. Le cas le plus étudié est celui où, compte tenu des

intégrales premières, on peut se ramener à une surface de section

à deux dimensions. C'est ce cas que nous étudierons au voisinage

d'un point fixe de la transformation ou de l'une de ses itérées,

point correspondant à une solution périodique.

Dans le cas hamiltonien, la transformation plane étudiée

peut être choisie équivalente, c'est-à-dire conservant les aires.
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1.3. - ETUDE AU 1er ORDRE D'UNE TRANSFORMATION PLANE CONSERVANT

LES AIRES.

Considérons la transformation plane T :

'T fa b- fx)

-y,. _c dy .y.

dont l'origine (x = y = 0) est un point fixe.

Posons :

D =

f a b'

d'

Pour la conservation des aires, nous avons la condition :

det D = 1 <—---> ad - bc = 1 (1.3.2)

L'équation caractéristique des valeurs propres de la matrice T>

est donc :

À2 - tra(D)A + det(D) = 0

ou

A2 - (a + d)À +1=0 (1.3.3)

L'examen des différents cas est classique.

i0) [a + d| >2 :

C’est le cas dit "hyperbolique".

Les valeurs propres A et A ^ sont réelles, différentes

et inverses l'une de l'autre ; elles correspondent chacune à une

direction propre et si l'on prend les axes obliques correspondants,

la transformation (1.3.1) devient :

(A. 0>
1

=

1

yl ^0 1/xJ yj



Soit :
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yn+l = Yn J
et les points x , successifs sont tous sur la même hyperbole

x.y = constante :

soit sur une seule branche si À > 0 (figure 2)

soit sur les deux branches si À < 0 (figure 3).

2°) [a + d| =2 :

Ce cas limite est dit "parabolique". Il a peu d'intérêt

et nous l'étudierons au chapitre II.

3°) |a + d1 <2 :

Ce cas est bien sûr appelé "elliptique". Les points M
n

successifs se répartissent sur une ellipse de centre à l'origine

(figure 4 ).

Une modification linéaire des coordonnées transforme

cette ellipse en cercle (figure S ) et la transformation (1.3.1)

devient alors une rotation d'angle a avec :

a + d
cosa = —-—

et les valeurs propres X X^, solution de (1.3.3.) sont donc :

X
1

ia
= e

-ia
= e



figure 2

Transformation plane "hyperbolique

x

n 0

y
n 0

: Cas À > 0
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Figure 3

Transformation plane "hyperbolique" : Cas < 0

c
-<IIX

n 1 0

y - A
n 1 yo
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I.4.- STABILITE DU POINT ORIGINE.

Tant que l'on ne considère que l'étude du premier ordre

le cas hyperbolique est évidemment instable et le cas elliptique

stable.

Lorsque l'on étudiera l'influence des termes d'ordre supé

rieur, le cas hyperbolique restera instable, mais il n'est pas

a priori évident que le cas elliptique restera stable.

Plusieurs systèmes non linéaires ont été étudiés numéri

quement avec un grand nombre d'itérations, ils conduisent à des

résultats complexes et, dans certains cas, les effets

d'ordre supérieur détruisent effectivement la stabilité des cas

elliptiques.
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Figure 4

Transformation plane "elliptique".



lObis

Figure £5

Transformation plane "rotation d'angle a".



CHAPITRE II

La forme normale.

Le cas "parabolique".
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II.1.- LA FORME NORMALE.

D'une façon générale, considérons la transformation

suivante dont l'origine est un point fixe.

n+1

V ç M
^ W xn y

M^O,P= 0

M P

U

”* ' «.Lo ’’ /

(II.1.1)

avec :

foo 0

goo = 0

donc :

xo = o-ï rxi= 0

y, = o

>t V

yo = oJ

x = 0
n

.y = o
n

Au 1er ordre cette transformation s'écrit :

x „ = f x + f v
n+1 10 n 01yn

yn+l = Wn + g01Yn /

(II.1.2)

En comparant avec (1.2.1), on trouve :

f10 = a foi = b

gio = c goi = d

la condition de conservation des aires est donc

detD = 1 <=> f g - g f = 1
10y01 y10 01

D'autre part :

(II.1.3)

T = trace D = f + g^
10 y01



Si |Tj > 2, on obtient le cas hyperbolique qui est toujours instable

Si | T | < 2, le cas obtenu est elliptique, il n'est pas toujours

stable.

Si | T | = 2, nous avons le cas parabolique que nous nous proposons

d'étudier dans ce chapitre.

Moyennant un changement de variables donné par :

x = UZ + UZ 'A

\ <—> Z = v* (II. 1.4)
Uv - VU v . . /

y = VZ + VZ j

on peut passer aux variables complexes Z, Z, qui nous permettent

de simplifier l'étude.

D'après (II.1.1) et (II.1.4) , nous avons :

zn+l = £ (fMPV - t,PU)(UZ" + ÛZJ <VZ„ - VZ
M,P

- - . M, s P
) (VZ + *“

n n n n
(II.1.5)

Dans le cas elliptique, si l'on prend

ia

10 3- 10

01
ia

e - g
01

avec

o < a < tr

(II.1.6!

2cosa = f + g^^ = trace D

(II.1.5) peut être ramené à la transformation dite "forme normale

qui sera étudiée dans le chapitre III :



II.2.- CAS PARABOLIQUE.
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Dans ce cas, nous avons :

f10 + 901 = * 2

f10901 ~ f0lgl0

et

/f f
/ 10 01

D =

\gl0 901j
Il y a trois cas essentiels.

Premier cas :

1

D = ± X avec X

fl °)

'o V

Ce cas est très voisin du cas elliptique.

Par le développement simple de (II.1.1) jusqu'au 2e ordre

et le changement des variables (II.1.4) avec ici :

U = 1/2 V = l/2i

nous obtenons la forme normale :

Z
n+1

où :

eia Tz + a Z2 + a Z^Z + a^Z2 1 + 0(Z3 +
L n 20 0 21 0 0 22 0 J 0

s n o
n

si D = î

a = tt, si D = - I

. . . ) (II.2.1)

et :

a20 t(f20 f02 gil} + l(fll + 920 g02)^
311 “ ^f 2 0 + f02} + l(g20 + g02}^

a22 = tf20 " f02 + gil} + i(g20 " g02 ' f 11



Au 1er ordre, nous avons :
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Z = Z (cas a = 0) (II.2.2)
n 0

Z = ( -1 ) nz (cas a = TT) (II.2.3)
n 0

L'étude et les résultats, pour les termes de second ordre et au-

delà, sont analogues au cas elliptique étudié en détail dans le

chapitre IV. On examine les termes de plus bas degré de (Z^ - Z^)

si a = 0 et de (Z^ ~ ZQ) si a = ïï.

Deuxieme cas :

T = + 2 et D / I

Si on prend dans le changement des variables (II.1.4) :

U = f _ _ - 1 + 2i
10

V = g
10

ou encore

U = - f
01

v = fio - 1 - 2i

Nous avons, au premier ordre :

Z = Z + i(Z - Z )
n+1 n n n

Zn = Z0 + ni(Z0 - V

(II.2.4)

(II.2.5)

et les points se répartissent sur une droite parallèle

réel (figure ô).

(11.2.6)

(11.2.7)

à 1'axe

Troisième cas :

T = - 2 et D f*-I

Si, pour (II.4.4), on prend :

U = -

10

V = gio

(II.2.8)
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ou bien :

U = f
01

V = - f10 - 1 - 2i

Nous obtenons au 1er ordre :

z ~ fz + i(Z - Z ) 1
n+1 L n n n J

dont les itérations sont :

. n

Zn - (-l)'' |Z„ + ni(Zn - ZA)]0 0 0

(II.2.9)

(II.2.10)

(II.2.11)

Pour cette transformation, les points Z , Z , Z , z sont
0 1 2 * * ' n

portés sur deux droites parallèles à l'axe réel, symétrique l'une

de l'autre par rapport à l'origine (figure 7).
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2r

Figure 6

Transformation plane "parabolique".

Z
n

Zrt + in(Zrt - Z )
0 0 0

D * î , T = 2
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Figure 7

Transformation plane "parabolique"

Z = (-l)n + ni(Z - Z )
n 0 0 0

D * - I, T = - 2
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II.3.- STABILITE DU POINT ORIGINE DANS LES DEUX DERNIERS CAS (T=t2;D*±I)

L'étude du premier ordre peut sembler conduire à l'insta

bilité du point origine. Cependant l'influence des termes d'ordre

supérieur peut aussi bien amener les points successifs soit à

s'échapper, c'est donc le cas de l'instabilité (figures 8 et 9)

soit à former, par exemple, des boucles et le point origine sera

stable (figure lû).

La règle de la stabilité sera démontrée dans le chapitre

IV, lorsque nous étudierons les deux cas a = 0, a = TT. Cette règle

est la suivante :

Cas T = + 2 ; Z .. = Z + i(Z - Z ) + D(Z ) avec Z = x + iv
n+1 n n n n

Considérons, au voisinage de l'origine , les points

pour lesquels x^ = x , ils forment un lieu B tangent en O à l'axe

réel ^figure llj.
Considérons alors le rapport (y^ - Yq)/xq aussi bien pour

la partie droite (B ) de B que pour sa partie gauche (B_).

Si, dans un voisinage suffisamment petit de 0 :

v ‘ y0
i°)

2°)
yi ’ yo

> 0 sur B_ et sur B+, le point origine est stable (pourvu

que le hamiltonien H soit analytique) ;

= 0 sur B_ et/ou B+, le point origine est instable.

Si dans tout voisinage de O le rapport (y^ - y^)/x

possède les deux signes aussi bien sur B_ que sur B , on ne peut

conclure ni à la stabilité ni à l'instabilité mais assurément alors

le hamiltonien H n'est pas analytique.

Cas T = - 2 :

Nous considérerons la différence (Z^ - Z ) au lieu de

(Z - Z ) et il suffit alors d'appliquer la règle ci-dessus car

T = - 2 entraîne T^ = + 2.
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Figure 8

"D ^ T, T = + 2, Exemple d'un cas instable.

Les points successifs s'échappent.
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Figure 9

D x - I, T = - 2, Exemple d'un cas instable.

Les points successifs s'échappent.
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*

Figure 10

D # I, T = 2, Exemple d'un cas stable.

Certains points successifs remplissent une boucle.
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Figure 11

Les points pour lesquels = xQ forment

un lieu B tangent en O à l'axe réel.

Si dans un voisinage de O :

1°) > ^ SUr B analytique : cas stable

2°) ® sur B+ et/ou B_ : cas instable.

&o



CHAPITRE III

ÉTUDE GÉNÉRALE DE LA STABILITÉ D'UNE SOLUTION PÉRIODIQUE

DANS LE CAS ELLIPTIQUE.

CAS a/2TT IRRATIONNEL : RÉSULTATS DE BIRKHOFF.

RÉSULTATS DE HELMUT RÜSSMANN.

CAS a/27r RATIONNEL.



III.1.- ETUDE GENERALE DE LA STABILITE D'UNE SOLUTION PERIODIQUE.

Nous venons de voir que l'étude de la stabilité d'une solu

tion périodique se ramène à celle du voisinage d'un point fixe d'une

transformation plane.

Nous choisirons ce point fixe pour origine et nous savons
\

déjà que si la transformation voisine est hyperbolique, le point

fixe étudié est instable.

Dans le cas elliptique, un changement linéaire des coor

données nous ramènera au cas où la transformation linéaire voisine

est une rotation d'angle Oi , ce qui dans un cas analytique conduit

à :

x^ = xcosOt - ysina + ex2 + dxy + ey2 + fx3 + . .

(III.1.1. )

y^ = xsina + ycosa + c'x2 + d'xy + e'y2 + f'x3 + ...

Il est commode d'utiliser la variable complexe z.

Soit :

z = x + iy

ce qui conduit à la forme suivante que nous qualifierons de "normale"

z

n+l
= 'tx z )

n

00 N

+ Z Z

N=2 K=0

K -(N-K

aNKZn Zn 0 (III.1.2)

ou bien :

lût — . — ,
z = e F(z ,z ), avec : F(z,z )
n+l n n n n

z

n

+ Z

N=2

N

Z

K=0

K -(N-K)
a z

NK n
z

n

En utilisant la dérivation formelle, par rapport à z indé

pendamment de z :

et e^ posant :

G(Z,Z) = conjuguée

3 r K -(N-K)
3z Lz 2

K-
z

-(N-K)
z

- - °° N _
de F(Z,Z) = Z + Z Z a Z N K ZK

NK
N=2 K=0
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la condition de conservation des surfaces s'écrit

3f 9G\ 3f 3G

3z 3z 3z 3z

d'où, en développant :

= 1 (III.1.3.)

/ 3f
a = 1 + 2a z + a z + 3a z2 + 2a zz + a__z2 + 0(z3) +
dz 22 21 33 32 31

= 1 + 2a z + a z + 3a z2 + 2a zz + a z2 + 0(z3) + ...
d Z 22 21 33 32 31

(III.1.3bis)

V.

3f _
3^ = a z + 2a z + 3a z2 + 2a zz + a z2 + 0(z3) +
dz 21 20 30 31 32

= a z + 2a z + 3a z2 + 2a zz + a z2 + 0(z3) +
dz 21 20 30 31 32

(III. 1.3.) impose donc :

a21 + 2a22 °

et pour les termes de troisième degré

3a + a = 4a
33 31 22

4a„ a_
22 20

a32 + a32 2a20a20 2a22322

et ainsi de suite .. .

Si les termes a^ non nuis de plus bas degré sont de degré

M, ils ont M/2 ou (M+l)/2 relations indépendantes :

a , + Ma = 0
Ml MM

2a + (M-l)a = 0
M2 (M-l)

(III.1.4. )

Ka + (M+l-K)a , , = 0
MK M(M+l-K) J

K = {l à M}
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îèrne îéme
les K et (M+l-K) relations sont identiques. Bien entendu l'ex

pression (III.1.2.) n'a d'intérêt que si la série utilisée est conver

gente au moins dans un voisinage de l'origine, c'est-à-dire si le

rayon de convergence R :

R lim inf

N-*00
NK

-1/N

n'est pas nul.

C'est l'hypothèse de l'analycité.

Pour l'étude de la transformation

distinguer deux cas.

(III.1.5.)

(III.1.2.) nous allons

III.2.- CAS OU g/27T EST IRRATIONNEL.*

Dans ce cas nous avons les résultats d/ Arnold. :

Si ^/2tt est irrationnel, on peut ramener l'étude de la transformation

(III.1.2.) à la "forme normale de Birkhoff" par une transformation

équivalente appropriée.

Quel que soit le nombre entier positif L, on peut trouver

une transformation équivalente :
co n

„ -, „ „ , K -(N-K)
Z = f(z,z) = z + Z Z b zz (III.2.1.)

N=2 K=0 NK

telle que la transformation (III.1.2.) devienne une transformation

de Birkhoff :

Z
n+1

- L-L
_ î(a+a, z z +.. .+a z z
V 1 n n L n n

Ie

OO N

+ Z Z

N=2L+2 K=0

c
NK

K “(N-K)]
n n

(III.2.2.)

les coefficients Oi , a , ..., Ot sont les invariants de Birkhoff,
J. A Ju

ils sont réels et indépendants de L[l3]^ils sont caractéristiques de

la transformation étudiée.

* voir pcscj£ 2-5 b<S .



Oi2 sont données en (IV. 5).

25bis

Les expressions de a , asont données en (IV.5).

Avec exp(ia) = À, Arnold [îo] , Siegel [l] et Moser [lî]

écrivent la condition a/27T irrationnel sour la forme :

V K £(N* : ÀK x i

Nous verrons en (III-4) que si Oi/27T est rationnel

(À racine qième de 1) on peut encore obtenir la transformation

(III.2.2.) de Birkhoff et les invariants correspondants tant que

L < (q - 2)/2.
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Si l'un de ces invariants^, au moins, n'est pas nul, la trans

formation (III.1.2.) s'appelle "application elliptique générique"

et le point fixe de cette transformation est stable, tous ses voisi

nages contiennent une infinité des courbes fermées autotransformées

qui l'entourent (figure 12).

III.3.- UN RESULTAT DE HELMUT RÜSSMANN Ç3].

Si tous les invariants de Birkhoff sont nuis, le point

fixe étudié est encore très souvent stable, il suffit, par exemple,

que le rapport <*/2tt soit "suffisamment loin" des rationnels.

Posons :

d>(k) inf

{ l^K j
p,q entiersJ

a p

27T q
(III.3.1.)

Si :

kf1 hLog < + (III.3.2.)

le point fixe étudié est stable, ce qui est le cas si, par exemple,

existent A > 0 et n > 0 tels que pour p £ et q £ [J\J * :

Ifïï - fl > Aq"n (III.3.3.)
Cette propriété est très générale et tous les nombres algébriques

non rationnels la vérifient.

Si, enfin, tous les invariants de Birkhoff sont nuis et

si la série (1/k2) Log (| l/(J)(k}) diverge les résultats actuels ne

permettent pas de dire si le point fixe étudié est stable. Il est

cependant bien probable qu'il y ait stabilité même dans ce dernier

cas, pourvu que la transformation étudiée soit bien analytique comme

cela est supposé pour l'écriture de (III.l.l.).
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Figure 12

t

Le cas d ' A r i\o l d .

c//2tt est irrationnel et l’un au moins des invariants de Birkhoff

y\' esl' as )u.d .

Le point fixe de la transformation est stable et ses voisinages

contiennent une infinité des courbes autotransformées qui l’entourent.
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Divers exemples de transformations instables ont été trouvés
I

avec, effectivement, tous les invariants de Birkhoff nuis, mais ces

transformations ne sont pas analytiques.

III.4.- CAS OU g/2TT EST RATIONNEL.

Nous supposons CL/2ïï = p/q, avec p/q irréductible.

Dans ce cas on peut encore rechercher une forme normale

de Birkhoff (III.2.2.) mais cela n'est possible que si L < (q - 2)/2.

Là encore, nous trouverons que si l'un des invariants de Birkhoff

n'est pas nul, il y a stabilité.

Examinons la transformation (III.1.2.) au premier ordre

ia i2TT ( p/q )
z „ = e z = e z
n+1 n n

i£a

Zn+£ " 6 2n

z = z

n+q n

-(q)
Il y a donc intérêt à étudier la transformation T H qui est voisine

d'une identité.

( n )

(III.4.1. )
n+q

= 7“^) (z ) = z + 0(z2 )
n n n

En supposant que les termes a non nuis de plus bas degré

*

sont de degré M, on obtient en itérant (III.1.2.) pour £ quelconque

M

i£ar ~ K -(M-K),_ A ^ ^ (£-1)
z „ = e \z + L a z z (1+m +m2 +...+m

n+£ 1 n ¥, . MK n n KK K
K—U

1 + 0(zM+1) (
J n

III.4.2. )

ia(2K-M-1)
avec : m = e

K

Voyons donc le cas £ = q.

voir page 28bis.
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L'expression (III.4.2.) s'obtient aisément par récurrence
»

car :

A) elle est valable pour tout n, par définition si £ = 1 ;

B) si elle est valable jusqu'à £ - 1 :

i+£ ~ 1
= e

ia(£-l)
M
- K -(M-K),,Z + Z a Z Zv (1 + rn

n ^ MK n n K
L K=0

+ m.
(£-2)

K

, M+ls
+ °(Zn >

Z n
n+£

ia
e ^(n+£-l)

M

Z a

=0
Z(n+£-l)

-(M-K) 1
(n+M) J + 0(z

M+l

n

)

d'où immédiatement (III.4.2.) en éliminant Z, n „ ,.
( n+H )

La même expression simple (III.4.2.) est valable pour

tous les termes de degré inférieur à 2M-1.
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Il nous faut étudier la somme :
»

S = 1 + mK + m2K + ... + m^q 1} (III.4.3.)
Cette somme est toujours égale à O ou q.

En effet :

iOt ( 2K-M-1 ) (i27T(p/q)l (2K-M-1)
m = e = e '

K

donc :

5-*

m = 1 entraîne S = q
K n *4

1 - nv

m * 1 entraîne S = = 0
K 1 - m

K

Le cas S = q, donc m = 1, s'obtient pour (2K-M-1) multiple
K

de q soit : (2K-M-1) = Àq, ce qui donne :

K -(M-K)
z , = z + q Z
n+q n /l ^

r O^K^M ,

12K-M-l=Àq*

aMK Zn Zn
M+l

+ 0(z ) (III.4.4.)

D'une manière plus générale, même si les termes a subsis-
MK

tant en (III.4.4.) sont tous nuis, nous allons démontrer que la trans

formation (III.4.1.) sera, pour les termes non nuis de plus bas degré,

toujours de cette même forme.

Examinons en effet la différence (z - z ) :
n+q n

1°) si (z - z ) est identiquement nulle, la transformation est
n+q n

très simple et respecte bien la forme (III.4.4.) ;

2°) sinon, cette différence est d'ordre (z )N soit :
n

”n+q
- z

N

= Z

K=0

K -(N-K)

NK n
+ 0( z )

n

N+l
( III.4.5.)

et nous allons montrer que les b , non nuis sont nécessairement tels
NK

que 2K - N -

recherchons.

1 soit multiple de q ce qui est exactement ce que nous
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Considérons donc une transformation analytique équivalente

Z = z + Z Z c zL z(Q L)
Q=2 L=0

QL
(III.4.6.)

(Z , - Z ) aura la même partie principale que (z - z ) :
n+q q n+q q

Z - Z = z - z + Z Z c ( zL z(? L) - ZL zie U)
n+q q n+q q ^ L=Q QL n+q n+q q q

(III.4.7.)

,, , (N+l) N.
d'ordre z car z - z = 0(z )

q n+q q q

Utilisons (III.4.6.) pour simplifier la transformation (III.1.2.)

que nous récrivons ci-dessous :

iOir ^ r r K -(J-K) -,
i = e \z + L la z z
n+1 L n J=2 K=0 JK " n J

(III.4.8.)

donc :

Z = z + Z Z c zL . z(Q L)
n+! n+l g=2 L=Q QL n+l n+l

(III.4.9.)

ia r
00 J

K -(J-K)
= e |z + Z Za„zz

L " J=2 K=0 JK n n 'J+1 Z Z c zL (III.4.9bis)
Q=2 L=0 QL n+1 n+1 J

Soit :

J
k -(j-k;Z = e Jz + Z Z f Z" Z

n+1 L n J=2 K=0 JK n n ] (III.4.10)

L'expression des f en fonction des a et c n'est pas simple.
JK JK QL

Cependant, si les termes en c de plus bas degré sont de degré r

fJK = ajK P°Ur J < r

(III.4.11. )

. , r io^(2K-J-l) . -i
fJK = 3JK + CJK Ie “ U si J = r



Il est donc possible, en choisissant :
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c
JK

1
-ia(2K-J-l)

e

de faire disparaître tous les a pour J = r pourvu que e^a^2K J 1 ^
JK

* 1, c'est-à-dire pourvu que 2K - J - 1 * Àq.

Cette simplification peut être faite successivement pour

tous les degrés de 2 a N en commençant par les plus bas.

Si avant le degré N, il subsistait des a non annulables
JK

ces a^„ subsisteraient dans Z - Z comme l'indique l'étude de
JK n+q n

(III.4.2.) à (III.4.4.). Ceci est impossible car Z - Z et z - z
n+q n n+q n

ont même partie principale d'ordre (z )N.
n

Ce procédé va donc annuler tous les a avec J < N et ne
JK

laisser subsister que des a„T, égaux à b /q et non annulables c'est-
NK NK

à-dire vérifiant la condition recherchée : 2K - N - 1 multiple de q.

Nous pourrons donc écrire dans tous les cas, pour un entier

M approprié :

z

n+q

z

n

1 + Z

r O^K^M ,

12K-M-l=Xq'

A (K-l)
A z

MK n

- M-K) , M.
z + 0(z )

n n
(III.4.12.)

Posons :

i0
n

z = r e

n n

(III.4.12.) s'écrit :

J2±2 = x
z

n

M-l
+ r

n

M

Z

K=0

A
MK

i0
n

e

(2K-M-1)
M

+ 0(r )
n

(III.4.13.)

Posons encore :

i0 (2K-M-1)

f(0) = Im Z
JC=0

MK
(III.4.14. )

f ( 0 + —) = f ( 0 )
q

(III.4.14 bis)

III.4.14. implique :



et d'autre part :
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6
n+q

Démontrons maintenant le

THEOREME :

a ) si :

inf f(0) < 0

0

sup f(0) > 0
0

le point périodique étudié

b) si :

= 0 + rM"1 f(0 )+ 0(rM)
n n n n

théorème suivant :

est instable ;

(III.4.14.ter)

(III.4.15.)

sup f ( 0 ) . inf f(0) > 0 (III.4.16.)
0 0

il y a stabilité ;

c) enfin si :

sup f(0) . inf f(0) = 0 (III.4.17.)
0 0

ce cas est difficile mais peut parfois conduire à l'instabilité.

Etudions donc un secteur circulaire S (figure 13 ) suffisam

ment petit pour que les effets d'ordre supérieur soient négligeables

et limités aux angles 0 , 0. tels que :
a b

f(0 ) > 0 , f(0 ) < 0 (III.4.18.)
a b

Le transformé S
q

que les aires

(III.4.15.) et

de S par 7^^ (figure IU- ) aura la même surface (puis-

sont conservées) et, à cause de (III.4.14. ter)

(III.4.18.), ne pourra dépasser de S que du côté de

l'arc de cercle.
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Considérons maintenant dans la figure 15 le petit triangle

curviligne ouvert hachuré et de sommets OAB.

TV appartient à (S - S ), son transformé T appartient
0 q q

donc à (S - S,) et lui est disjoint,
q 2q

Les transformés successifs T vont tous être disjoints
Kq

les uns des autres aussi longtemps qu'aucun d'entre eux ne retombe

sur le premier car si T retombe sur T , le trianqle T, „ „ serait
Kq nq y (K-l)q

retombe sur T
(n-1)q*

Aussi longtemps que les transformés successifs T appar-
Kq

tiennent à S ils ne rencontrent pas IL et sont donc disjoints. Comme
q 0

ils sont tous de même surface, ils ne peuvent être qu'en nombre fini

et soit T le dernier d'entre eux
mq

T r S

| mq ^ q
T, » <£ S

(m+1)q q

(III.4.19.)

(III.4.20.)

donc T S en conséquence T rencontre S - S. Ainsi, si petit
mq mq q ^

que soit OAB, l'un de ses itérés ira jusqu'à - S et le point O

ne peut être stable.

Nous avons ainsi démontré que si inf f( 0) < 0 et

sup f(0) > 0, le point étudié est instable.

Il nous reste à voir les cas où :

sup f(0) . inf f(0) ^.0
0 0

Notons tout d'abord que f(0 ) n'est identiquement nul que si

z , = z , cas évidemment stable,
n+q n

Sinon, considérons d'abord le cas :

sup f(0) . inf f(0) = 0 (III.4.17.)
0 0

Ce cas est difficile mais peut parfois conduire à l'instabilité en

examinant les rayons pour lesquel f ( 0 ) = 0 et en essayant de refaire
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la même démonstration que ci-dessus . Si pour l'un au moins de ces

rayons (dont le nombre, à cause de III.4.14 bis, est multiple de

q) l'étude des ordres supérieurs montre que la partie principale

de la variation de 0 est dans le sens favorable ou même identiquement

nulle, il y aura encore instabilité et la démonstration des figures

13-15 s'applique encore.

Examinons enfin le cas où :

sup f(0) . inf f(0) > 0 (III.4.16.)
0 0

Dans ce dernier cas, le point étudié est stable et cela s'obtient

par une démonstration semblable à celle d'Arnold^A0/^3^pour les appli-

cations elliptiques génériques. Les courbes invariantes de la trans

formation, au lieu d'être des quasi-cercles comme dans le cas

d'Arnold, sont des courbes d'équation :

Im( z . z ) + 0(z )
n+q n n

M+2
= constante (III.4.21.)

mais

t , - , M+l _/Q , , M+2,
Im ( z . z ) = r f(0)+O(r )

n+q n n n
(III.4.22.)

On peut donc écrire que l'équation des courbes invariantes est :

(III.4.23.)
M+l M+2,

r f(0) + 0(r ) = constante

ce qui, puisque f(0) est de signe constant, conduit bien à des cour-

bes fermées enveloppant l'origine.

Pendant la rédaction de cette thèse, Carlos Simo a démontré

ce même résultat d'une autre façon (NI mais il convient de rappeler

que, si la démonstration des figures 13, 14, 15 peut très bien s'ap

pliquer à des transformations non analytiques, par contre les

démonstrations de la stabilité exigent l'analycité de la

transformation.

'k

** } voir page 34bis.
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(v yci —> (v yf

La démonstration de la stabilité .par la méthode de C. Simo [33] s'écrit

Soit la transformation dans le plan cartésien ordinaire :

(III.4.24. )
x

Si cette transformation est :

1°) analytique ;

2°) conservant les aires ;

3°) "parabolique" (c'est-à-dire telle que (xrV et 'h-yo'

= 0(x„- + y 2))
0 Jo

il existe alors une fonction analytique G(XQ,y^) telle que :

Y0 = Y1 + (9g/9x0)

(III.4.25.)

xl = xq + (^G/ôy^

Simo démontre que si G est extrêmale en (0,0) le point (0,0)

de la transformation (III.4.24.) est stable et l'on obtient sans

i.0
difficulté en posant Z = x + iy = re :

(M+l)

G ( x, y ) = - f(6) + o(r<M+2))
M+l

on vérifie bien que sup f(0) x inf f(0) > 0 entraîne bien G extrêmale
0 0

en (0,0).

* On peut aussi appliquer le "Moser twist theorem" [_17^.

co N 2M-1 N b
„ lü , K -(N-K) “ ï NK J-(N-

** Avec Z = Z + I £ b Z Z et P - X X , , , Z Z
n+a n ^ NK n n „ (N+l)

4 N=M K=0 N=M K=0

une bien meilleure approximation des courbes invariantes

est :

r ( 2M+1 ) 1
P + 0{Z ) = constante.

s ( 3M )
De Z a Z la variation de P n'est que d'ordre Z et

n n+q n

l'on peut, en principe, trouver une approximation à n'importe

K+l )

quel ordre.
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Figure /3

Secteur circulaire S limité aux angles 0 , 0
a b

f(© ) > 0 , f ( 0 ) < 0.
a b



-&0
-^<3

*3

g- cfe
&c)3~ ^r<?;
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Figure 15

Le petit triangle curviligne OAB de S

et son transformé OA B de S .
q q q
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Revenons aux relations (III.4.14.) et (III.4.14 bis) :

M

f ( 0 ) = Im Z A e

" K=0 MK

i0 (2K-M-1)

J (III.A.1.)

f (0 ) = f (0 + —)
n n a

Posons :

M i0 (2K-M-1)
Z A e n

K=0 MK
G(0 ) = " 2° + OU)

n M-l n
r . z

n n

(III.A.2.)

d’où :

f ( 0 ) = h?zG(0 )
n n

et

df ( 0 )

--n---- = (- 1 - M) Ke G(0 )
d0 n

(III.A.3.)

Donc sup et inf de f(0^) s’obtiennent pour :

df(0 )/d0 =0
n n

c'est-à-dire pour^eG(0^) = 0 et donc pour :

r = r + O(r(M+-0) (II.A.4.)
n+q n n '

D'autre part, le test de stabilité développé dans le cha

pitre III présente malgré tout encore un cas indécis : celui où

sup f(0 ) . inf f(0 ) = 0 et où le long de K.q rayons pour lesquels
0 n 0 n

n n

f(0 ) = 0 l'étude des ordres supérieurs conduit partout à des varia

tions 0 - 0 de 0 toujours de signe défavorable à l'instabilité,
n+q n

Fort heureusement, il est possible de compléter ce dernier

point en examinant dans un petit voisinage de l'origine, les points

z pour lesquels r = r
n n+q n

ainsi que nous y incite (III.A.4.).
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Si pour ces points, si petit que soit le voisinage étudié,
»

la quantité sin(0^+^ - 0^) n'est pas de signe constant, on peut
recommencer aisément la démonstration des figures 13 à IB et démon

trer ainsi l'instabilité pourvu que la transformation étudiée soit

analytique.

Si au contraire, pour ces mêmes points vérifiant

r . =r , la quantité sin(0 , - 0 ) est de signe constant dans
n+q n n+q n

un voisinage de l'origine, il y a stabilité.

Si sin(0^+^ - ©n) est nul pour tous les points pour les
quels r = r on montre sans difficulté, grâce à la conservation

n+q n ^

des aires, que la seule solution possible est z = z ce qui rend
n+q “ n

la stabilité évidente.

Si sin(0 , - 0 ) est de signe constant non nul pour les
n+q n

points pour lesquels r = r , il faut appliquer la démonstration
n+q n

de Carlos Simo [33] et il y a effectivement stabilité.

On notera que cette annexe n'est valable que pour les

transformations analytiques et qu'elle conduit à un test tout à fait

équivalent à celui de la figure 11 dans le cas parabolique.



CHAPITRE IV

ÉTUDE ANALYTIQUE JUSQU'AU 5e ORDRE.

UN CHANGEMENT DE VARIABLES;

LES CAS a = o ET (a = ± 2tt/3 ; a2Q = 0}

EXPRESSION DES INVARIANTS DE BIRKHOFF.

LES CAS PARTICULIERS (a = ± tt/3, ± 2tt/5, ± 4tt/5,

± tt/2, ± 2tt/3, tt).

RÉCAPITULATION.
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IV.O.-

normale" présentée en (III.1.2.) :

z

n+1

OP N

S

K=0

a
NK

K -(N-K)l
z z

n n J

"forme

(IV.0.1.)

Le chapitre III nous a permis de savoir dans quel cas

cette transformation conduit à la stabilité ou à l'instabilité du

point invariant étudié. Cependant, cette connaissance reste très

théorique étant donné la complexité des relations en jeu et il serait

commode de pouvoir déduire directement la stabilité ou l'instabilité

des paramètres figurant dans (IV.0.1.), c'est-à-dire a et les a
NK

Nous ferons cette étude jusqu'au cinquième ordre inclus.

IV.l.- UN CHANGEMENT DE VARIABLES.

Faisons le changement de variables donné par la trans

formation :

Z = z + b2Qz2 + b21zz + b^z2 (IV.1.1.)

ceci conduit à :

Z1 = zi + b20Z! + b21ZlZl + b22Zl (IV.l.2.)

et

z0 = z0 + b20Z0 + b21Z0Z0 + b22Zë (IV.l.2bis)
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En remplaçant, dans (IV.1.2.), le paramètre par sa valeur issue

de (IV.0.1.) :

zi = e
ia

o° N 1
v v K -(N-K)

+ L La z^ z„
0 „ _ NK 0 0 -1

N=2 K=0

il vient :

iaf
00 n

1 Z

N=2 K=0

Zn = e z„ + Z Z B . z_ z
1 LO „ ^ „

K -(N-K)

NK "0 Z0 (IV.1.4.)

avec

= a +
. -3ia
b e

20 20 20

= a +
k 'ia
b e

21 21 21

= a „ +
, +ia
b e

22 22 22

(IV.1.5.)

(IV.1.6.)

(IV.1.7.)

-ia

B30 = a30 + a20b216 + 2a22b206
-3ia

(IV.1.8.)

ia -ia
B_, = a.,, + 2a„^b„,e - a^^b^^e + 2a_ b „e

31 31 20 22 22 21 21 20

-3ia
(IV.1.9.)

ia -ia
B_. = + 2ab_ _e - a^^b^^e + 2a^^b^^e

32 32 21 22 22 21 20 20

-3ia
(IV.1.10.)

ia -ia

B33 = a33 + 2a22b22e + a20b21S (IV.1.11.)

2, i<* •i«

B40 = a40 + a20 b22S + <a30 + a22a20,b2ie +

+ <2â33 + a222)b20e
-3i«

(IV.1.12.



42

lC(

B41 = a41 + <2a30 + 2a2ia20,b22e + <a33 + a3l + a2la22 +

(IV.1.13.)

-ia

+ a20a21)b2ie + (2a32 + 2a22a21)b20e
-3ia

2 ia

B42 = a42 + <2a31 + 2a22a20 + a2l >b22e + <â32 + S32 + a22a22 +

-ia
+ a^a,,., + a a )b_._s + (2a„„ + 2a^a„„ +

21 21 20 20 21 31 22 20

2, -3ia

+ a2l )b20e (IV.1.14.)

ict

B43 = a43 + (2a32 + 2a22a21,b22e + (a31 + a33 + a22a21 +

—ia — 3ia

+ a2ia20)b2ie + <2a30 + 2a2ia20,b20e

B44 = a44 + (2a33 + a222)b22eia + (a30 + a22a20>b2ie"ia +

(IV.1.15.)

(IV.1.16.)

+ a__2b__e
20 20

-3ia

B50 = a50 + 2a20a30b22elCi + (a40 + a30a22 + a20a33):b2ie"1“ +
(IV.1.17.)

+ (2a44 + 2a22a33,b20e’3l“

ify

S51 = a51 + <2a40 + 2a2ia30 + 2a20a31)b22e + <a41 + a44 +

-ia

+ a21a33 + a20a32 + a3ia22 + a30a21)b21e +

+ <2a43 + 2a22a32 + 2a2ia33)b20S
-3ia

(IV.1.18.)
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, iOt
B = a +(2a +2aa +2aa + 2a a )be +

52 52 41 22 30 21 31 20 32 22

+ ( a + a + a a + a a +aa +aa +
42 43 22 33 21 32 20 31 32 22

+ a3ia21 + a30a20,b2ie~ia + (2a42 + 2a22331 +

+ 2a„ a_^ + 2a^^a^^)b^^e
21 32 20 33 20

-3iot
(IV.1.19.)

B53 = a53 + (2a42 + 2a22a31 + 2a21332 + 2a20a33)b22el“ +

+ ( a + a + a a +aa +aa +aa +
43 42 22 32 21 31 20 30 33 22

+ a a + a a )b e 101 + (2a + 2a a_n +
32 21 31 20 bl 41 22 30

_ _— -3i0t
+ 2a^,a^, + 2a^^a^^)b^^e

21 31 20 32 20
(IV.1.20.)

j_(X

B54 = a54 + (2a43 + 2a22a32 + 2a2ia33,b22e + (a44 + a41 +

+ a22a31 + a21S33 + a2ia30 + a32a20)b2ie +

— 3 "i Ct
+ 2a + 2a„ a + 2a„ a_ )b__e

40 21 30 20 31 20
(IV.1.21.)

lot

B55 = a55 + (2a44 + 2a22a33)b22e + (a40 + a22a30 +

.. -iOt -3iOt

+ a33a20)b21S + 2a20a30S (IV.1.22)
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, la transformation (IV.1.4.) en fonction

de z

Nous choisirons les b„. de façon à faire disparaître
2j

les termes du deuxième degré ; il nous faut donc :

z -h B z^ + B z z + B z + 0(Z3)
0 20 0 21 0 0 22 0 0 0

c'est-à-dire, compte-tenu de ( IV. 1.2-bs) :

IV.1.23.)

B20 b20 ; B21 b21 ; B22 b22

d'ou, avec (IV.1.5.) à (IV.1.7.)

20

20 , -3ia
1 - e

21

21
1 - e

-ia

22

22
1 - e

+ ia

S (IV.1.24.)

J

Notons que :

a21 + = 0 entraîne b2i + 2b22 = 0 (IV.1.25.)

Ces relations (IV.1.24.) conviennent très bien si :

a * { 0 , + —1 } ou { a = ± Y ; a20 = 0 }

Enfin, si soit (a = 0) soit (a = ± 2 ïï/3 ; a * 0), le choix

(IV.1.24.) n'est plus valable et l'étude de ces deux cas sera faite

à part en (IV.3.).

Dans les cas favorables : a * { 0 , ± 2 tt/3 } ou bien

{ a = ± 2ïï/3 ; a = 0 }, nous obtenons :

Z
1

ia
e + Z

N=3

N

Z

K=0
NK

ZK ^(N-K)
0 0

] (IV.1.26.)
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avec :

A30 B30 ' A31 B31 ' A32 B32 ' A33 B33 (IV.1.27.)

A40 B40 3b22B30 b20B31 (IV.1.28.)

A41 B41 3b21B30 2b20B32 (IV.1.29.)

A42 = B42 - 3b20B30 + 3b22B31 + 3b22B32 ~ 3b20B33 UV.1.30.)

A43 B43 2b20B31 3b21B33 (IV.1.31.)

A44 B44 b20B32 3b22B33 (IV.1.32,

A50 B50 4b22B40 b20B41 + (9b222 6b22b20)B30 +

+ (2b22b20)B31 + b2Q2B32 (IV.1.33.)

A51 = B51 - 4b21B40 - b22B41 " 2b2QB42 + (5b20b20

- 18b22b22)B30 + (3b22Z- 10b22b20)B31 ‘ 2b22b20B32 +

+ 3b20 B33 (IV.1.34.)

A52 = B52 - 4b20B40 + 5b22B41 + 2b22B42 " 3b2QB43 + U8b22 )B30 +

+ {8b20b20)B31 + (-8b22b20 " 6b2l)B32

- 12b b B
20 22 33

(IV.1.35.)
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A53 B53 3b20B41 + 2b22B42 + 5b22B43 4b2QB44

12b20b22B30 + ( 8b22b20 + 6b22 )B31 + (8b2Qb20)B32 +

+ 18b B_ _
22 33

(IV.1.36.)

A54 B54 2b20B42 °22B43 4b21B44 + 3b2Q2B30 (b2Qb22)B31 +

+ ( 3b„„ 2 - 10b b )B,,0 + (6b__b__
22 22 20 32 20 20

- 18b b )B^
22 22 33

(IV.1.37.)

A55 B55 b20B43 4b22B44 + b2Q2B31 + 2b22b2QB32 +

+ (9b_ 2 - 6b b )B^
22 22 20 33

(IV.1.38.)

Bien entendu, la transformation (IV.1.26.)

oo n
„ iar r r , K -r(N-K)

• 6 * i, ,lo *“z»z» ']

ne conserve plus les aires comme la transformation correspondante

(IV.0.1.) en z, mais elle reste conservative, elle conserve le

produit de l'aire dans le plan Z par la fonction réelle :

3Z 3z _ 9Z 9z
0 9z 9z 9z 9z

soit :

(J) = 1 + 4z2(b__b__ - b _2) + 4zz(b„„b„„ - b_rtb_) +
22 20 22 22 22 20 20

+ 4z2(b„.b_ - b__2)
22 20 22

(IV.1.39.)
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Définissons les coefficients A, ,NK en itérant n fois
(n)

la transformation (IV.1.26.).

niaz - e““fzn + Z E A z« i'N-K)
n L 0 _ ^ (n)NK 0 0 .

N=3 K=0 J

(IV.2.1.)

il va de soi que :

[°° NZ + Z Z A NK Z(N
1 N=3 K=0 (n~1} 1

( N-K )J (IV.2.2.)

Portons dans (IV.2.2.) la valeur de donnée en (IV.1.26.). On

obtient les expressions de récurrence des A
(n)NK ’

Pour N = 3 ou 4, nous avons :

A
(2K-N-1)ia

(n)NK NK 6 * A(n-1)NK (IV.2.3.)

Pour N = 5, les A. . sont :
(n ) NK

A = A + A e + 3A ~ e +(n)50 50 (n)50 JA(n-l)3QA33

+ A(n-1)31A306
-2ia

(IV.2.4.)

-4ia — -4ia
A - A + A . e + 3A . A e + 2A 31A +

(n)51 51 (n-l)51 (n-l)30 32 (n-1) 33

+ 2A( mAn + A, , x-,,A ee
(n-l)32 30 (n-l)31 31

-2ia
(IV.2.5.)

=' Ac;o + At iuoe 2±0< + 3At e21* + 3A/ mnAiie +
(n)52 52 (n-l)52 (n-l)33 30 (n-l)30 31

— 2 i0( •—
+ (2A + A )A e ^ + (2A + A )A (IV.2.6.)

32 32 (n-l)31 31 33 (n-l)32
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A 53 = A + A. + 3A. _A. e2l0t + 3A, 1xonA_ne 4l(* +
(n) 53 (n-l)53 (n-l)33 31 (n-l)30 30

-2ia

+ (2A31 + A3^(n-l)3ie "" + (2A32 + A32)A(n-l)32 (IV.2.7.)

A(n)54 A54 + A(n-l)54S + 3A(n-1)33A32S + 2A(n-1)31A30e +

+ ( 2A + A )A vA .
33 31 (n-1) (n-l)32

(IV.2.8.)

A = A + A + 3A A e24<^ + A A
(n)55 55 (n-l)55 3A(n~l)33A33 A(n~l)32A30

(IV.2.9.)

d'où, à partir de ces expressions intermédiaires (IV.2.3.) à

(IV.2.9.), les A. . en fonction des A :
(n)NK NK

Pour N = 3, 4, nous aurons :

& 2K-N-l)ia , 2(2K-N-1)ia
' ( n ) NK VU + 6 + S +

+ e
(n-1)(2K-N-l)iaiaj (IV.2.10.)

soit :

A(n)32 = nA32 ! (N = 3< K = 2)

et si le dénominateur n'est pas nul :

(IV.2.11.)

1 - e
n(2K-N-l)ia

( n ) NK , (2K-N-l)iot
1 - e

(IV.2.12.)

On remarque que si le dénominateur est nul, on peut quand même

obtenir l'expression (IV.2.10.) en passant à la limite avec les

valeurs voisines de a : A, , = nA
(n)NK NK



Avec la remarque précédente, nous aurons alors pour N = 5 :

A(n)50

+

+

A(n)51

+

+

A ( n ) 5 2

+

+
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= A
1 - e

-6ni0t

50 -6ia
1 - e

-6nia -2nia
e - e

1 - e
-4i0t

;

A30 A31 ]-e~2ia -(n+2)ia
e

, -2ia (
1 - e 1 -

-6ia
e

3Ï73A30 le~4ia - -(6n+4)ia
e

, -4ia
1 - e L 1 -6ia

- e

-6nia -4nia
e- - e

1 - e
-2ia

(IV.2.13.)

-4ni0t 2A A p _ -4nia
1 - e + 30 32 I _ 1 - e

51 _ -4ia . -4ia | ° . —4i0i
1 - e 1 - e 1 - e

-2nia.. -2ia -2nia.

( A + 2A~ ) A ^ -1 +
33 31 (1 - e 2 )(1 - e 4ia)

3A32A30

1 - e
-4ia

-4ia - ( 4n+4 ) îOt „ . -i
e - e -4ma

— - ne

_ -4ia
1 - e

(IV.2.14.)

„ >/v __ _ . 2ia 2niawn -2nia.
-2ma 3A A (e - e )(1 - e

1 - e + 30 33
52 _ -2ia 2iax,. -4ia.

1 - e

(2A31 + A33)A32

1 - e
-2ia

n -

1 - e

(1 - e )(1 - e )

-2nia

1 - e
-2ia

+

(A32 + 2A32)A31

1 - e
2ia

“2ia -(2n+2)ia „ .
e — e -2ma

- - ne

1 - e
-2ia

3— A Ü
2 31 30

-2nia,. -4ia
e Me

(1 - e~2ia)(l

-(2n+2)ia.
e )

-4ia.
e )

+ (IV.2.15.)
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A(n)53 = nA53 + n<n2 ^ A32<2A32 + A32’ +

3A31A33e
2ia

1 - e
2ia

n -

1 - e
2ni0t

n 2itt j
1 - e

2ia

+ ( A_ _ + 2A_)A_.
33 31 31 -2ia

n -

1 - e
-2nia

L-
i 2ia i
1 - e -J

-4ia

+ 3A30A30
1 - e

2nia 3A„„A

-4ia

1 - e
-4nia

A = A

( n)54 54

32 33

1 - e
2ia

1 - e
2ia

-4ia
L 1 - e

2ia (2n+2)ia

(IV.2.16.)

(2A_ _ + A_ . )A_ _
33 31 32

1 - e
2ia

n -

, 2ia
1 - e

, 2nia
1 - e

-- - ne

2nia

1 - e
2ia

2nia (2-2n)ia

+ 2Ta ^ 3)(1 ~ e : >
30 31 (1 - e2ia)(l - e4l“)

(IV.2.17.)

A. . — A
(n)55 55

_ 4ni0t . 2ia 2nia._ 2nia,
.1..: e + 3A 2 is m_z_Ê i

4ia JA33
1 - e

2ia 4ia
( 1 - e ) ( 1 - e )

A30A32

1 - e
4ia

n -

1 - e

1 - e

4nia

4ia
(IV.2.18.)

Ces coefficients A„T, et A, . vont permettre d'exprimer
NK (n)NK ^

les règles de stabilité et d'instabilité dans les sections (IV-5)

à (IV.10). Reconnaissons néanmoins que leur calcul est compliqué

puisqu'il commence avec les expressions de b^Q, ^21* ^22

puis celles des B (IV.1.5.) à (IV.1.22.) et enfin les A et
NK NK

A, ,
( n ) NK

(IV.1.27.) à (IV.2.18.)
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= 0 ou (a = ± 27T/3
-20

Nous avons vu en (IV.l.-) que si 0t = 0 ou bien

(a = ± 2tt/3 ; a x 0) on ne peut utiliser la simplification donnée

par (IV.1.26.). Pour l'étude de ces deux cas nous considérons la

transformation (IV.1.0.) directement :

z

1

OO N

Z Z

N=2 K=0

a
NK

K -(N-K)7

zo zo J

IV.4.a." CAS g = ± 27T/3 ; a2Q * 0.

Ce cas est toujours instable

z„ = + 3a„^z2
3 0 20 0

et en appliquant le théorème général

vement :

, car il conduit à :

+ 0(z3q)

(III.4.15.) on obtient

(IV.4.1.)

effecti-

sup f(0) = 3|a2Q| > 0

inf f(0) = - 31 a | < 0.
0

IV.4.b.- CAS a = 0.

Si dans la transformation (IV. 0.1.), les termes a non
NK

nuis de plus bas degré sont de degré pair, la fonction f( 0) est

anti-symétrique, ce qui conduit bien sûr à l'instabilité selon le

théorème (III.4.15.).
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En effet, considérons dans la transformation (IV.0.1.),

les termes non nuis, de plus bas degré :

d 1 où

r N
[ I a

K*0

K -(N-K

NK Z0 Z0 J
termes de degré N pair

( IV. $.2. )

[Nv K —(N+l-K)
. n Z0 ,
K~° v. ^ Z.

termes de degré N+l

et la fonction f(0) s'écrit :

0{z<N+2)} (IV.4.3)

r N
f(0) = Im \ £ a e

Lk=o nk
i6(2K-N-1) J (IV.4.4.)

f(0) est une fonction périodique réelle, elle vérifie f(0+7T) = - f(0)

et, compte tenu de la relation Ka , + (N+l-K)â , , , = 0, elle
NK N(N+l-K)

n'est identiquement nulle que si tous les coefficients a sont
NK

nuis ce qui n'est pas par hypothèse.

Cette fonction anti-symétrique change donc de signe :

sup f(0) > 0
0

inf f(0) = - su.p <0

d'où l'instabilité du point invariant étudié.

Enfin, si dans la transformation (IV.0.1.), les termes

non nuis de plus bas degré sont de degré impair ces termes donnent

directement la fonction f(0 ) mais l'analyse est plus complexe et

analogue à celle que nous verrons dans le cas Ot = TT en (IV. 10).
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IV. 5.- EXPRESSION DES INVARIANTS DE BIRKHOFF Oi , Oi .
2

Il s'agit d'étudier la stabilité de la transformation

(IV.1.26.). Commençons tout d'abord par l'étude du 3e ordre :

„ ia f
zi= e lZ + A Z3 + A Z2 Z + A Z Z2 + A Z3 1 + 0(Z4 )

0 30 0 31 0 0 32 0 0 33 0J 0

Si :

a * {o, ± tt/2, tt}

d'après les relations (IV.2.10.) à (IV.2.12.) :

(IV.5.1.)

(IV.5.2.)

, q(2K-3-l)ia
A = A 1 ~ e

; (q)3K 3K n ( 2K-3-1 ) iot
1 1 - e

A = qA
(q)32 ^ 32

K = 0, 1, 3

(q)3K sont nuls sauf, peut-être, A(q)32*

Si a/2TT = p/q :

tous les coefficients A
I

L'itération de la transformation (IV.5.1.) s'écrit :

Zq = [Z0 + qA32Z20Zo’1 + 0(Z*0) (IV.5.3.)
cette transformation peut être déduite de la forme normale de

Birkhoff où u est la variable de Birkhoff équivalente à z et donc

à Z :

-[•
L-L

i(a+a uu+..,+a u u

e L Mu + E
N

1 S,
N=2L+2 K=0

(IV.5.4.)

avec 2L g q-3

soit :

0uq = [1 + ia,(uu) + (ia2 J“)(u2 u2) + -]

N
v „ K -(N-K)

U + Z Z C U U
NK

N=2L+2 K=0

X (IV.5.5. )



54

ou encore :

u = [u + ialü2ûj+ OUJ4) (IV.5.6.)
En comparant (IV.5.3.) avec (IV.5.6.) on trouve que le 1er invariant

de Birkhoff est :

«1 = - iA32 (IV.5.7.)

invariant qui n'a de sens que si q ^ 2L + 3, soit ici q è 5.

La condition de conservation des mesures dans le plan Z conduit

A_„ + A_„ = 0 <==> R (A ) = 0
32 32 e 32

donc A^2 est, effectivement, imaginaire pur et a réel.

D'après (IV.1.10.) et (IV.1.27.), Oi^ s'écrit aussi :

°i = i"!(a32> ' 3a22a22COt 2 a20a20 (IV.5.8.)

D'où ce résultat très général*

si

V

QL * 0

a * 0, ± tt/2, ± 2tt/3, tt

le point périodique étudié est stable.

Il en est de même si :

J

(IV.5.9.)

f 0L = ± 2tt/3 ; a2Q = 0

a * 0 •

avec ici :

(IV.5.10.)

“l = lK<a32)' 3a22a22 COt
a

2
(IV.5.11.)
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Si a ^ = 0, on ne peut pas conclure et l'étude des termes d'ordre

supérieur s'impose.

Recherchons maintenant le deuxième invariant de Birkhoff.

Ceci nous amène à étudier la transformation (IV.1.26.) jusqu'au

cinquième ordre, soit :

zi =
ia

A Z3
30 0

A,Z2 Z
31 0 0

A Z Z3
32 0 0

A Z3
33 0

A Z
40

A Z3 Z
41 0 0

A Z2 Z2
42 0 0 A43Z0Z30 A Z

44 0 A50Z 0

+ A Z ** Z + A Z3 Z2
51 0 0 52 0 0

+ A Z2 Z3
53 0 0

A Z Z +
54 0 0

A Z
55 i>] + 0(2 o1 (IV.5.12.)

si = 0 et

a = 2tt -

{ q j
a * {o, ± tt/2, ± 2tt/3, tt}

ou bien

{ a = ± 2ïï/3 avec a =0 }

(IV.5.13.)

nous avons constaté, dans l'étude précédente, que tous les coeffi

cients A , pour N = 3, sont nuis.
( q ) NK

Pour N = 4, les coefficients A, , s'annulent si :
( q ) NK

a x {0, ± 27T/5, ± 47T/5, ± 27T/3 }

Puisque dans la relation (IV.2.12.) :

A, ,
( n ) NK

1

1

n(2K-N-1)ia
e

(2K-N-1)ia
e

(IV.5.14.)
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nous avons :

q(2K-N-l)ia
= 1

; N = 4 ; K = 0, 1, 2, 3, 4,

(2K-N-l)ia
e * 1

Ces deux dernières relations sont encore vraies pour N = 5, si

K * 3 et a * { 0, ± ïï/2, ± 2tt/3, ± ïï/3 } (IV.5.15.)

En fin de compte, soit une valeur de a = 2tr ^ avec q ^ 7, si
q

0^ = 0 le coefficient est nul et les expressions (IV.2.12.)

à (IV.2.18.) montrent qu'alors tous les A, . „ sont nuis pour
( q ) NK

N è 5 à l'exception, peut-être, de A. .qui vaut :
(q) 53

A(q)53 = q
r 3A3iA33 A31<A33 + 2A31) 3A30A30

A + — + — +
_ 53 -2i0i

e - 1
2ia

e - 1
4ia

e - 1

(IV.5.16.)

L'itération de la transformation (IV.1.26.) devient

Z = Z^ + A. . ^ Z3 Z2 + 0(Zb )
q 0 (q)53 00 0

(IV.5.17.)

en comparant ceci avec la transformation (IV.5.5.) le deuxième inva

riant de Birkhoff s'écrit :

r. • h(Q) 53
a = - i

2 q
(IV.5.18.)

soit encore :

a
2

Im
3A31A33
-2ia

e - 1

(A33 + 2A31)A31
2ia

e - 1

+

3A 30A30
4ia

e - 1

(IV.5.19.)
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Soit :

Ot = Im + A_AE

-[

53 31 33
-2 + icota)j -

(IV.5.19bis)

A_.A_.cota + — A_^A_^cot2a
31 31 2 30 30 ‘J

où A , A , A sont, respectivement, donnés par les relations
55 Ji

(IV.1.36.), (IV.1.27.).

On remarque que les expressions de a^, a^ données par (IV.5.8)

et (IV.5.19bis) sont indépendantes de q, elles peuvent donc servir

pour toutes les valeurs de a y compris par continuité si a/2ïï est irrationnel

Donc en appliquant les résultats de PTnotcL :

si :

r OL * { 0, ± TT/3, ± 27T/5, ± TT/2, ± 27T/3, ± 4TT/5, TT }

( (IV.5.20.)

a * 0 et/ou a * 0
-L 2.

le point périodique étudié est stable.

Si maintenant :

a * { 0, ± ïï/3, ± 2tt/5, ± tt/2, ± 2tt/3, ± 4tt/5, ± 7T }

(1.5.21.

a1 = o , a2 = o

l'étude jusqu'au cinquième ordre est insuffisante,

voir a 3, a a , ... qui sont, respectivement,

neuvième, onzième,

J

il nous faudrait

liés aux termes

jusqu'aux septième, . .., ordre. Par exemple,
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si ( a/2 ïï - p/q ; q 5 9) et si Ot * 0 cela entraîne la stabilité,
l

par contre l'étude jusqu'au neuvième ordre s'impose lorsque

= 0 et ainsi de suite.

Jusqu'à présent nous avons étudié les cas suivants :

1°) a * 0, a * {0, ± ïï/2, ± 2tt/3, TT} : cas stable

2°) a * 0, a * {0, ± -, ± -, ± ^ ; ± —-, ± TT} : cas stable
2 3 5 2 3 5

3°) ot = 0 : étude des termes non nuis de ( de plus bas

degré (il y a toujours instabilité si ce degré est pair) ;

4°) a = ± 2TT/3 ; a x 0 : cas instable ;

5°) a = ± 2TT/3 ; a = 0, 0i^ * 0 : cas stable

et nous venons de voir ce qu'il advient si = 0 et = 0.

Il nous reste donc à étudier quelques cas très particuliers

que nous allons examiner en détail dans les paragraphes suivants.

!V. 6. - CAS a = ± TT/3 ; a = 0.

Nous considérons la transformation :

Z
6

Z

N=3

N

Z

K=0

A, _ ,
( 6 ) NK

zK z(N~K
0 0

(IV.6.1.)

d'après les relations (IV.2.10.) à (IV.2.18.), tous les coefficients

A.,., sont nuis, sauf, peut-être, A._.^^ etA, et donc la trans-
(6)NK (6)50 (6)53

formation (IV.6.1.) s'écrit :

(6)
= (Z. A(6)50Z A(6)53Z30ZV + 0(ZbQ) (IV.6.2.)
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avec :

(5)50 6C'A50 + A30A31 + 3A33A30 (IV.6.3.)

f 3A31A33 (A33 + 2A31)A31 3A3QA30 1
A(6)53 5 ! A53 -2ia . 2ia „ 4i0i ' (IV.5.4.)

- 1 - 1 1

Appliquons donc le théorème (III.4.15.), (III.4.16.) et étudions

le signe de :

Im{Z . Z ) = Xm(A
6 0

+ A Z3 Z3 )
(5)50 0 (6)53 0 0

(IV.6.5.)

donc, A^^53 étant imaginaire pur à cause de la conservation des mesures :

si A
(6)53 > IA(£)5qI P°int périodique étudié est stable ;

si A(6)53 < A(6)50 il y a instabilité ;

si = A,_._^ # l'étude doit être poursuivie aux termes
(6)53 (6)50

d'ordre supérieur.

D'où la discussion générale pour a = ± "iï/3 :

1°) ai * 0 : cas stable ;r

2°) “i = 0 ; | A( 6)53 > 'A(6)501 : cas stable ;

3°) “i = 0 ; |’A(6)531 < 'A(6)50‘ : cas instable ;

4°) “i ••b.o1!

'A(6)53' A 1
(6)50

: l'étude jusqu'au

ne permet pas de

cinquième ordre

conclure.

IV.7.- CAS a = ± 2ïï/5 OU ± 4tt/5 ; a = 0.

Dans la transformation

5 N

Z = Z + Z I A Z- z^N K)
5 0 N=3 K=0 (5)NK ° °

(IV.7.1.)
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donc :

et :

avec :

Z5 " [Z0 + A(5)4o'Z'o> °(ZV

//72(Z(5)Z0) //7Z(A(5)40Z50}

Nous considérons
(5)40

(IV.7.2.)

(IV.7.3.)

A(5)40 5A40

d'où une condition suffisante de l'instabilité du point étudié

est :

A40 * °

puisqu'alors Im(Z.c. . Z ) change de signe.
( 5 ) 0

Si A = O, nous poursuivons l'étude jusqu'au cinquième ordre et

nous obtenons la transformation :

" [Z0 + A(5)53ZVV>+ 0(ZV (IV.7.4.)

puisque tous les autres coefficients s'annulent.

Un cas analogue a déjà été étudié dans le paragraphe

(IV.5.) et nous avons donc :

et

A( 5 ) 53 5lû2

4 •— 2 TT

a2 = ImA53 “ 3 A31A31COtg F

(IV.7.5.)

3 —— 4tï

2 A30A30COt9 F

D'où, en définitive, la discussion générale pour

a = ± 271/5 ou a = ± 47t/5

1°) ai * 0 ; cas stable ;

2°) = 0 ; A x 0 : cas instable ;

3°) = 0 ; A = 0 ; ql * 0 : cas stable ;

4°) = A^q = = 0 : l'étude jusqu'au 5e ordre ne permet pas de

conclure.
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*

IV.8.~ g = ± TT/2.

Nous avons à étudier la transformation :

Z
4

r 5

+ Z

N=3

N

Z

K=0

A, ,
( 4 ) NK

K —(N-K)

0 0
] (IV.8.1.)

Les relations (IV.2.10.) à (IV.2.18.) donnent ici :

T A(4)31 = A(4)33 = °

„ A(4)30 = 4A30 ' A(4)32 = 4A32

^ A(4)40 “ A(4)41 “ A(4)42 “ A(4)43 ~ A(4)44

f' A(4)50 A(4)52 A(4)54 °

A(4) 51 = 4A51 + 6A31A33 “ ^31

A(4)53 = 4A53 " 6A31A33 ” 2(A33 + 2A31)A31

^ A(4)55 = 4A55 " 9A233

considérons d'abord les termes du troisième degré :

Z4 " [Z0 + A(4)30Z30 + A(4)32V2o]+ °(ZV
d'où :

ou :

3-fil ( Z . Z ) = Im ([a^Z^ + A_Z2 „Z 2
30 0 32 0 0

]

f(6, - Im (A30e-4i6 + A^

(IV.8.2.)

(IV.8.3.

(IV.8.4.)

TT 2 TT s r n
Pour a-±-eta-± , C. Simo [_33j a étudié a fond les cas2 3

où la transformation initiale (IV.0.1.) est de la forme

Z , = e
n+1

îa

oo -,

\Z + Z e (Z + Z )N .
L n n=2 n " n J



62

avec :

32 a32 + i(2a21b21 + a22b21 + 2a20b20)

30 = a30 ' i(a20b21 + 2a22b20)

donc, A étant imaginaire pur :

si | A^l > I A30® ' ^ est sÎ9ne constant et la stabilité du

point étudié est assurée ;

si | A^l < I a2qI ' est de signe variable et le point étudié

est instable ;

si | A32| = | A3q| = 0, les termes d'ordre 3 et 4 sont tous nuis et

l'on passe à l'étude du cinquième ordre où nous aurons :

-c A(4)51Z ozo A,„(r,Z273n
(4)53 0 0 A(4)55Z"o1 + 0(ZbQ) (IV.8.5.)

avec :

A(4)51 4A51 ; A(4)53 4A53 ; A(4)55 4A55

Ira(Z4-Z0) ’ 4l“[A51i50Z0) + A53ZV30 + A55Z50Zo1+
Comme les conditions de conservation des mesures donnent ici

A51 + 5AT5 = °

A53 + A53 = 0 <==> Re(A53) = °

"VV " 4/”<6A55V50 + A53ZVV (IV.8.6.)

soit :

f(0) = 4lm(6A ,e410 + A )
55 53

(IV.8.7.)
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avec :

A55 B55 b20B43 4b22B44

53
= B

53 - 3b20B41 + 2b22B42 + 5b22B43 - 4b20B44

donc si :

|A | > 6|A |, nous avons la stabilité du point étudié puisque f(0)

ne change pas de signe ;

si i A I < ô|a I, le point étudié est instable ;
53 55

si | A^ | = ^IA551^ il faut étudier les termes d'ordre supérieur.

D'où, en définitive, la discussion générale pour a = ± tt/2 :

| A3 2 | > | A | => cas stable ?

[ A 3 21 < |A | ===> cas instable ;

|A321 = |A | * 0 ; on ne peut pas conclure.

| A 3 21 = | A | = 0, l'étude au cinquième ordre donne les résultats

suivants :

A > 6 A__ => cas stable ;
53 55

| A | < 61A I => cas instable ;
53 55

IA I = 61A I * 0, on ne peut pas conclure.
53 55

IV.9.- g = ± 2tt/3 y a2Q = 0, g = 0.*

Dans ce cas on se ramène à l'étude de la transformation :

Z3 Üo + A(3)41ZVo + A(3)44Zl,0 + A(3)50Z5Q +

+ A(3)53ZV3ol+ °(ZV (IV.9.1.)

* voir note au bas de la page 61



puisque tous

64

les autres coefficients, selon les relations (IV.2.10.)

à (IV.2.18.) sont nuis.

Commençons par l'étude du quatrième ordre. Nous avons

Z3 = [Z0 + A(3>41ZVo + A(3>44Z\)> 0(Z50) ÜV.9.2.)
et :

ou :

et :

Im{W = ^(A(3)41i40Z0 + A(3)44Z40Z0) + 0(Z6Q)

A(3)41 3A41 ' A(3)44 + 3A44

A41 B41 3b21B30

A = B - 3b.„B__
44 44 22 33

avec la condition de conservation de la mesure :

A._ + 4A. . = 0
41 44

Ira(W = 15/“(A44ZVo) (IV.9.3.)

donc :

si |a | x 0 (IV.9.3.) change de signe et le point étudié est instable

si | A I =0, nous étudierons la transformation :
1 44'

Z3 z0 + A(3)50z50 + A(3)53ZV3J+ (IV.9.4. )

avec

A ( 3)50 3Ta
L 50

+ A30A31

A( 3)53 3[A53
3A31A:
-2ia

e

3A30A 30

3A33A3D 1

- 1

(A33 + 2A31)A31
4- 4-

21
e - 1

4ia
e - 1
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1/72 (Z V = Im(A
(3)50 0 A(3)53Z30Z30} (IV.9.5.)

donc :

si *A(3)53^ > ^(3)50^ , le point étudié est stable ;

si 'A(3)53^ < 1A(3)50^ , le point étudié est instable ;

si ^A(3)531 = 1A(3)5qI = o, il faut voir les termes d'ordre supérieur

D'où la discussion générale pour a = ± 2tt/3 :

a * 0 —> cas instable ;

a^Q = 0, * 0 ===> cas stable ;

a20 = 0< a1 = o, A44 H O ! cas instable.

a20 = °' p
m

h o A44 = 0, l'étude au cinquième ordre donne

^A(3)53 | > 1A(3)50^ —> cas stable ;

|A(3)53 | < ^A(3)50^ => cas instable ;

^A(3)53 1 = ^A(3)5qI' on ne peut conclure.

IV.10.- CAS a = ïï.

Dans ce cas on se ramène à l'étude de la transformation

Z2 CZ0 + A(2)30Z30 + A(2)31Z20Z0 + A(2)32ZQZ0 + A(2)33Z3Q +

+ A(2)50Z5Q + A(2)51ZVo + A(2)52Z30Z20 + A(2)53Z2QZ30 +

+ A(2)54Z0Z40 + A(2)55Z50]+ °(Z60} (IV.10.1.)

car, d'après les relations de (IV.2.10.) et (IV.2.11.), tous les

coefficients des termes d'ordre 4 s'annulent et les expressions
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A(2)NK = 2ANK P°Ur N = 3' 5

Considérons tout d'abord, dans (IV.10.1.), les termes

du troisième ordre :

= |Z + 2 GA30Z30 A31Z20Z0 A_ _Z_Z2
32 0 0

A Z3
33 0

~]]+ 0(Z5 ) (IV.10.2. )

d'où :

Ia(VV 2Im A Z + A Z3 Z + A Z2 Z2 + A Z Z3
30 0 31 0 0 32 0 0 33 0 0

3+ 0(Z5 )

avec les deux conditions de conservation des mesures :

A
31

+ 3A
33

0

A + A
32 32

= 0 <=> R (A) = 0
e 32

la fonction f(0) s'écrit :

f(0) = 2Z«[4A33e2ie + A32 + A30e"4l6J (IV.10.3.)

Puisque R (A ) = 0,
e 32

1°> Si >A32! > 4 ^ A33 + |A

périodique est stable

2°) Si 4IA33> > lA32l + |A

30

30

on peut déjà écrire :

f(0) est de signe constant et le point

(IV.10.4.)

ou

3°> Si Ko1 > lA32l + 4IA33[ (IV.10.5.)

dans ces deux cas, il y a instabilité ; le terme principal étant

2i0 -4i0
4A_^e dans le cas (IV.10.4.) et A e dans le cas

(IV.10.5.) ; termes de signe variable.
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L'étude des cas restants est plus délicate mais reste

simple, le seul cas indécis étant celui où :

sup f(0) x inf f(0) = 0
0 0

On peut noter que :

entraîne l'instabilité.

4°) si | A ^ 31 = | A | = I A3cJ = °n Passe a l'étude au cinquième

ordre et l'on obtient :

Iœ(VV “ 2I“[A50Z60

Les conditions de conservation des mesures donnent ici :

et la fonction f(0) peut s'écrire :

f(0) = 2lm(A e
dU

-6i0 4i0 2i0
(IV.10.6.)

f ( 0 ) est une fonction périodique réelle de période rr et les signes

du maximum et du minimum dépendent des coefficients A , A , A
50 54 55

A
53*
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1°) si A > A + 6 A__ + 3 |a_ I, f(0) conserve un signe cons-
53 50' ' 55 54 '

tant et le point périodique est stable ;

2°) si

ou :

ou

A > A ! + 6 Al + 3 A
50' ' 53' 1 55' 1 54

6IA55I > |A53I + [A| + 3|A

3|A54I > |A | + |A | + 6|A55

(IV.10.7.)

(IV.10.8.)

(IV.10.9.)

, . . . , , “6i0 4i0 2i0
le terme principal est respectivement A__e , 6A,_ e , 3A e ;

50 55 54

la fonction f(0) change de signe, d'où l'instabilité du point étudié.

Pour les cas restants, la détermination des signes de

sup f(0) et inf f(0) est plus délicate mais reste simple.

3°) si :

sup f(0) . inf f(0) = 0

on ne peut pas conclure.

On peut noter que | A | > |a | entraîne toujours l'instabilité
50 53

ce qui est aussi le cas si ô|a I > |a |.
55 53

REMARQUE :

Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont semblables

à ceux du cas Ct = 0 lorsque les termes non nuis de plus bas degré

sont de degré impair, la seule différence est que les coefficients

non nuis de la transformation (IV.0.1.) sont des coefficients a

au lieu des A
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IV.11.- RECAPITULATION

Dans l'étude de la stabilité de la transformation conservant

les aires :

z
n+1

ia
e

oo n

Z Z

N=2 K=0

a
NK

K -(N-K)
z z

n n

nous distinguons trois cas :

1er cas : Oi = 2Kïï.

La fonction périodique f ( 0 ) du théorème (III.4.15) est
n

liée à la partie imaginaire des termes a non nuis de plus bas
NK

degré N.

N i0 (2K-N-1)

f(0 ) = Im | Z a e n
n I ^ NK

lK=0
]

cette fonction n'est pas identiquement nulle et la règle générale

est :

sup f(0 ) . inf f(0 ) = R
n n

0 0
n n

R > 0, la transformation est stable ;

R < 0, la transformation est instable,

R = 0, on peut encore conclure dans certains cas (cf.

III.4.17).

On notera que si N est pair alors f ( 0 + ïï) = - f ( 0 )
n n

et il y a donc instabilité.
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On se ramènerait au cas précédent en étudiant la q

itérée de la transformation. Ce qui conduit aux règles suivantes :

(2 - 1 ) ~ q = 3 ; a^ * 0 ==> instabilité

(2 - 2 ) - q * 3 et/ou q = 3 ; a = 0.

L'élément essentiel est -alors le premier invariant de

Birkhoff :

(si q = 3 ; a = ® Ie dernier terme disparaît).

Si :

* 0

'y la transformation étudiée est stable.

V. Q * 2 ; 4 J

Si q = 2 ou 4/ les résultats sont indiqués en (IV. 10) et (IV.8).

Si = 0, l'étude doit être poussée au 4e ou au 5e ordre par l'in

termédiaire de la transformation équivalente (sans terme du second

degré) définie en (IV.1) :

n+1

iar

= e 0Z +
n

oo N

Z Z

N=3 K=0

K -(N-K)
A Z Z

NK n n

Le second invariant de Birkhoff est :

“2 = Im [A53 + (A31A33)('2 + icot<3a)]

r - 3 -
- |_ A31A31cotga + - A30A30cotg2a
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et si :

“2 * M

r la transformation étudiée est stable.

Si q ^ 6, il y a divers cas tant stables qu'instables étudiés de

(IV.6) à (IV.10).

Si a = 0, l'étude devrait être poussée au 6e ou au 7e ordre.

3e cas : a/2n irrationnel.

Il suffit que l'un des invariants de Birkhoff 0^ ou aci-dessus

soit non nul pour que la tansformation étudiée soit stable.



CHAPITRE V

- APPLICATIONS -

STABILITÉ DE QUELQUES ÉQUILIBRES

(V.l) Systèmes hamiltoniens périodiques non-autonomes à un degré de liberté.

(V.2) Systèmes hamiltoniens autonomes à deux degrés de liberté.

(V.3) Cas des solutions de Lagrange dans le problème restreint circulaire plan

des trois corps.
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Comme applications à l'étude précédente, nous nous

proposons, dans ce chapitre, de commencer par l'étude d'un système

hamiltonien périodique non-autonome en montrant son équivalence

à une transformation de surface de section telle que celles décrites

précédemment. Ensuite, nous traiterons le cas des systèmes hamilto

niens autonomes à deux degrés de liberté dont les résultats seront

utilisés pour étudier, en fin de ce chapitre, la stabilité des solu

tions de Lagrange dans le problème restreint circulaire plan des

trois corps.

V. 1. - STABILITE D'UN POINT D'EQUILIBRE D'UN SYSTEME HAMILTONIEN

PERIODIQUE NON-AUTONOME A UN DEGRE DE LIBERTE.

Un système hamiltonien non-autonome

libre examiné est à l'origine s'écrit :

dx/dt = - 3H/3y , dy/dt = + 3h/3x

avec :

dont le point d'équi-

H = H(x,y,t) = H2 + H3 + H4 + •••
(V.l.1.)

H : termes de degré n en (x,y)
n

La périodicité s'écrira :

H ( x, y, t ) F H(x,y,t+27T)

L'étude de est l'étude du

la théorie de Floquet, conduit soit à

système linéarisé qui, selon

l'instabilité exponentielle

soit au "cas critique" qui est le sujet de cette étude.
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Dans ce dernier cas, si les deux multiplicateurs de Floquet

sont distincts, la transformation linéaire de Floquet permet

d'écrire :

H = - (x2 + y 2) + h3 + H4 + ... ; a * 0 (V.1.2.)

Posons :

z=x+iy , z = x - îy

d'où le système équivalent à (V.l.l.) :

dz _ . 9h
dt 1 dz

avec :

H(z,z,t) = H(x,y,t) = h2 + H3 + H4 + •••

où :

(V.1.3.)

(V.1.4.)

H _ = f0(t)z' f^(t)Z2Z f (t)z2z f0(t)z3 (V.1.5.)

H4 = gQ(t)z4 + g^(t)z3z + g2(t)z2z2 + g^(t)z3z + gQ(t)z4 (V.1.6.)
les fonctions f_.(t) et g_.(t) sont périodiques de période 2tt et de

plus g2^t) est réelle.

Pour surface de sections nous prendrons les instants

t = 2ïïn et nous rechercherons la transformation de surface de
n

section :

(x + (x
n+1'yn+l ) = T ( x

ou bien

(z ) + (z ) = T(z )
n n+1 n

que nous écrirons sous la forme déjà utilisée dans les trois derniers

chapitres :
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00 N
1Û , v v K -(n-k)

z =e z + L L a z z
n+1 n o ^ n NK n n

L n=2 K=0

(V.1.7.)

ainsi l'étude de la stabilité du système (V.l.l.) ou bien (V.1.3.

est équivalente à celle de la transformation (V.1.7.).

V.l.A. Transformation de surface de section au 1er ordre.

Au premier ordre nous considérons :

H = H2 = - zz

avec :

9h.
dz 2
— = 2i = îaz
dt dz

ce qui donne

z( t) = S e
iat

S est constant

Pour t = 2Tln, nous avons
n

z ( t n N n in
0 0

z ( t il N II N

1 0
1

1—1

ce qui conduit à :

z

27ïina
= z e

n 0

ou :

z

27Tia
= z e

n+1 n

2"iïia

donc : compte tenu de (V.1.7.) :

a
a = — + entier

(V.1.8.

(V.1.9.)

(V.1.10.)

(V.l.ll.)

(V.1.12.)
g

27r



V. 1. B. - Transformation de surface de section au 2e ordre.
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Nous prendrons :

H = + H3 = — zz + fQ(t)z3 + f^(t)z2z + f^(t)z2z + fQ(t)z3
avec : V" (V.l.

9(H +H ) _ _ _
— = 2i = iaz + 2i{f_(t)z + 2fzz + 3f_z } )
dt dz 110

Reprenons l'expression (V.1.9.) z = Seiat et considérons que

S dépend du temps t, donc

dz . iat iat dS

dt = iaSe + e à£

d ' où

dS r dz ”1 -iat

dt “Ut iaZJ S (V.1.14.)

Soit encore :

-= 2i [s2f (t)eiat + 2SSf (t)e 13t + 3S2f (t)e 3iat] (V.1.15.)
dt L 1 1 0

donc S varie beaucoup moins que z. L'intégration de (V.1.15.) de

0 à 2tt donne :

2il8n2fs - S
n+1 n

27T _ c2tt

f,(t)e dt + 2S S
1 n n;

0

f (t)e iatdt +

+ i 2
n

r 2 TT

f (t)e 3iatdtl + 0(S 3
0 J n

(V.1.16.)

Nous poserons :

L (t) = f1(t)elat , L (t) = f (t)e3lat

F1 =

2TT

Li(t,dt ' Fo = j
27T

L (t)dt

(V.1.17.)

donc quelque soit n, nous obtiendrons

tz = e27Tia fz + 2i ( F z 2 + 2F z z + 3F z 2)l + f7(z '') (V.1.18.)
n+1 |n ln lnn OnJ n)j + 0(

13. )
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comparant (V.1.18.) avec (V.1.17.), nous obtenons

d20 = 6l?o

a21 = 4iF
>

(V.l.19

a22 = 2iFl
J

a = 27Ta

V.I.C.- Transformation de surface de section au 4e ordre près :

Considérons :

H = = - zz + fQ(t)z3 + f^(t)z2z + f^(t)z2z +

+ fQ(t)z3 + gQ(t)z4 + g^(t)z3z + g2(t)z2z2 +

- -3 - -4
+ g ( t ) z z + g ( t ) z

avec :

, Ô(H +H+H)
dz „. 2 3 4

= 2i —
dt 5z = jlaz + 2i(f^(t)z2 + 2f^(t)zz + 3fQ(t)z2)

rv-

+ 2i(g^(t)zJ + 2g2(t)z2z + 3g^(t)zzZ +-2

+ 4gQ(t)z3)
d'après (V.1.14.), nous avons :

— = 2iQ2f1(t)eiat 2SSf1(t)iiat + 3S2fQ(t)ëiat:J +

J

t+ 2i)S3gi(t)e2iat + 2S2Sg2(t) + 3S2Sg1(t)e2ia+ > (V.1.21

“\
—3— —4iat

+ 4S g (t)e
y

. 20. )
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mais pour les termes quadratiques en S nous avons selon (V.1.15.) :

— = 2i[s2f1(t)eiat + 2SSf1(t)e ldU + 3SZfQ(fc)e- iat . 3iatl , 03.
J + Q(s )

en intégrant de 2TTn à t nous obtenons :

MlS = S + 2i S L(u)du + 2S S
n '• n '2ïïn 1 n

+ 3S 2
n

r „ C t

S = S - 2 i | S
n L n J

t

2TTn

/t _

27Tn

ft

L^(u)du +

L (u)du + 0(S (V.1.22.)
0 J n

2TTn

L,(u)du + 2S S
1 n n

27Tn

(u)du +

avec :

3S

L (u) = f (u)e

27Tn

îa u

L (u)dul + 0(S 3) (V.1.23.)
0 J n

d'où, au 4e ordre près :

L (u) = fq(u)e
3iau

S2 - S 2 + 4ifs 3
n L n

27rn

2—
L (u)du + 2S S

1 n n

r t

2ïïn

L (u)du +

+3s S 2
n n

r t

2ïïn

L ( u)du^j (V.1.24.)

SS = SS - 2i
n n

r- 2 rfc
S S

n n
i

2—
t

L (u)du + 2S S L,(u)du +
1 n n 1

27ïn J 2Trn

11

+ 3S

+ 2i S 2s
n nJ

27Tn

L (u)du + 2S 2S
1 n n

2TTn

r t

LQ(u)duJ +

27Tn

(u)du +

(V.1.25.)

+ 3S

r t

2TTn
LQ(u)duJ
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s2 u)du + 2S S
n n

t

2TTn

(u)du +

— 2
3S S

n n

r t

27Tn

(u)du] (V.l.26.)

2 — —2
portons ces valeurs de S , SS et S dans (V.I.22.) et intégrons

de 0 à 2ïï, nous obtiendrons la transformation :

2Tria r j - 2 - 2 -3 -2
z — e I z + a„^z + a„„z z + a„ z + a z + a z z +

n+1 L n 20 n 21 n n 22 n 30 n 31 n n

+ a z2z +a z3l+0(z4)
32 n n 33 n J n

(V.1.27. )

avec

a20 = 6iF0 ' a21='flFl ' a22 = 2iFl (V.1.28.)

a = 8iG + 24/ jj, (t)L (u) - L (t)L (u)Jdtdu (V.1.29.
0<u<t<27f u 1 10

31 - 6iG^ - 4F^ + 24/ ( u ) 1,^ ( t ) - LQ ( u ) ( t )J dtdu (V.l
0<u<t<2TT

a = 4iG + 8/ [l (u)L (t) - 2L (u)L (t) +
0<U<t<27T L 11

+ 9L0(u)L0(t)j dtdu (V.l.31.)

- 2iG - 4F + 24/ L (u)L (t)dtdu
1 0<u<t<27T U

(V.l.32.)

avec

G0 =

G2 =

r 2tt

0

/2tt

0

2tt

0

... 4iat
gQ(t)e . dt

... 2iat

g1(t)e . dt

g2(t) . dt

1

J

(V.l.33.)

30. )



Ces résultats permettent, bien sur
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, l'application des

règles de stabilité décrites dans les chapitres III et IV aux

problèmes hamiltoniens périodiques non autonomes à un degré de

liberté.

Ainsi si OL = ± 27T/3, c'est-à-dire si a = K ± 1/3 (K entier)

il y aura instabilité dès que a n'est pas nul, c'est-à-dire dès

r2tt . . . 3iat
que / f (t)e dt * 0.

o 0

V. 2 . - STABILITE D'UN POINT D'EQUILIBRE D'UN SYSTEME HAMILTONIEN

AUTONOME A DEUX DEGRES DE LIBERTE.

En un point d'équilibre à l'origine, un système hamiltonien

autonome à deux degrés de liberté peut s'écrire :

h = (Pl- P2. qr q2>

dpi 3h dp2 9h (
dt 3qi dt 3q2

dqi 3h dq2 3h

dt 3pi ' dt 3p2
avec :

h = h +
2

h_ + h
3 4 + ••• j

où h
n

regroupe les termes de degré n en (p1, p , q , q ).

L'étude linéarisée est celle du hamiltonien h

li et
2

ses résultats sont classiques.

Pour h = h^ seul, le système (V.2.1.) s écrit

(V.2.1.)

matrice constante M appropriée :

d_
dt

(

pi pi'
P2

= M
P2

qi ql

q2, q2

(V.2.2.)
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les valeurs propres de M sont deux à deux opposées et si au moins

l'une d'entre elles a sa partie réelle non nulle le système (V.2.1.)

est exponentiellement instable.

Si toutes les valeurs propres ont leur partie réelle nulle

le problème est dit "critique". Le Système (V.2.1.) est assurément

stable si est défini positif ou défini négatif (règle de Lejeune-

Dirichlet), sinon la stabilité dépendra de h^, h^, etc...

Dans ce dernier cas, nous appellerons ia, - ia, ib, - ib les

quatre valeurs propres de m avec :

a ^ 0 è b (V.2.3.)

V.2.A.- Diagonalisation du système (V.2.1.) :

Si * 0 on peut, généralement, par une transformation

linéaire canonique, diagonaliser le système (V.2.1.) de telle sorte

qu'il se ramène à la forme suivante :

dpl 3h dei Bh

dt 3ei dt ' 9t

dp2 3h dS2 9h

dt 9Q2 f dt “ 9t

avec :

H = H( P1 » P2. Qr e2 ) = h2 + h3 + H4

'• H2 " ^ (P 2
2 1 + q2» + - (P 2 + Q 2)

2 2 y2

Pn , P„, Ç) , Ç> sont les nouvelles variables.
1 2 12

(V.2.4.)

(V.2.5.)
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V.2.B.- Simplification de IL, H^ :

Pour faciliter l'étude du système (V.2.4.) nous commençons

par simplifier H^, en utilisant des transformations canoniques

appropriées.

Considérons tout d'abord la transformation définie par

la fonction génératrice :

S “ P1Ç1 + P2Ç2 + £(VP2'W

avec

C est un polynôme homogène du 3e degré en (P^P^/Ç^Ç^)

d'où la transformation canonique :

(V.2.6.)

y

_ _ 3s . r 3e ,
®1 ~ 3p ~ ^1 + 3p

1 1

_ 3s ,r de.
Q2 3p ^2 + 3p

2 2

„ 3s' . 3e
ni ~ 3Ç. " (P1 + 3£ }

1 1

3s' , 3e

n2 = 3^ " (P2 +

(V.2.7.)

V n2 sont les variables

dçl 3h* dT1i 3h*

dt -3Mi ' dt 3çi

dS2 3h* dn2 3h*

dt -an2 • dt «2

conjuguées de ce qui donne le système :

J

(V.2.8.)
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avec :

H*=-(n2 + Ç2)+-(r|2 + Ç2)
2 2 v 1 S1 2 '2 ^2 (V.2.9.)

H*(^l/^2,ni/112) = H2* + H3* + H4* + *** = H2 + H3 + H4 + *** =

= «‘WW (V.2.10.)

H^f H^* regroupent les termes de degré n.

Posons :

Z1 “ P1 + «1 • Z2 " P2 + %

21 = P1 + iÇl ' Z2 = P2 + U2

V " ni + iÇl ’ V = n2 + iÇ2 J

(V.2.11.)

z et z2 sont les variables complexes intermédiaires.

D'après (V.2.7.), les relations entre les variables

complexes ci-dessus s'écrivent :

e = etVVVV

.,3e 3e .,3e 3e
Zl zl + i(3z_ + 32.} # Z2 z2 + i(3z„ + 3z

1 1 2 2

„ , .,3e 3e x „ A .,3e 3e 4

1 Z1 1 3z^ 3zx} ' Z2 " Z2 + l(3z2 3z"2

. . 3e

V " Z1 - 21 35
3e

V - z2 - 21 w. J

(V.2.12.)

Trouvons maintenant H* = H * + H * + H * + ... en fonction des
2 3 4

variables complexes (z^, z^, z^, z ) .

1°) Les termes du second ordre H2* :

D'après (V.2.11.) et (V.2.12.), nous avons

v § %2 + ^i2>+ ! <t-2 + s2) § vv+ î vv
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soit encore :

H2* = H2** + °(Z }

avec : (V.2.13.)

u**-a ~
H ** — — z z + — Z Z

2 2 1 1 2 2 2 J

2°) Les termes du 3e degré H^* :

Nous avons :

H3* = [H3 + (H2 " H2*}] + °{Z‘ (V.2.14.)

Comme est une fonction du 3e degré en (P_^,P2,Q^,Q2) selon

(V.2.11.), (V.2.12.), H peut s'écrire sous la forme

kl -^1 -k2 ^2
H3 " ÎCk * k 4 Z1 Z1 Z2 Z2

OU

h3 = h3 + 0(z )

avec

A3 = ^ z 1 z 1 z 2 z 2
WW3

“\

J

(V.2.15.)

V.2.16.)

En calculant les termes du 3e degré dans ^2~^2*' nous obtenons

H -H * =
2 2 0

. - 3e
iaz„ k-— - îaz

"l 3z. 1 3

3e . - 3e .. 3e
+ ibz„ - îbz.

2 3z. 42 3: ]+ 0(z4) (V.2.17.)

d'après (V.2.13.), au second ordre près :

dz1 3h **
„ • 2 dz2 3h2** ->

dt
2i -

3zi iazi - dt = 2i

3z2 = ibz2

(V.2.18.)

dz 3h ** dz~ 3h **
1 „ 2 — 2 2 -

dt
2i ~

oz
= ~ iaz

dt
= - 2i dz =-lbZ2

1 2 J

donc :

4 de 4

H2 " H2* = H3* " H3 + 0(2 } = " dt + °(Z } (V.2.19.)
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£ est une fonction du 3e degré en (z^,z^) à notre disposition et

nous la choisirons de façon à rendre H^* le plus simple possible.

Portons (V.2.16.), (V.2.19.) dans (V.2.14.), il vient

V " H3 + «2 - V + °(z4) - fl3 - f + 0<z4)
c'est-à-dire :

* T kl -A1 k2 -^2 d£ 4
H3 V^Z/l Z1 Z2 2 2 -^ + 0(z) (V.2.20.)

En prenant

d£ ~ Zc ^ ^ ^ ft
dïï ' <Vlk2*2 2 2 Z Z = H3 (V.2.21.)

on obtiendrait H^* = 0, ceci exigerait :

kl A k2 J-2

£ = I -

, 0 i Ci Z Z Z Z

i(a(k1 - ^1)+b(k2 - &2)]
(V.2.21bis)

avec : + + k2 + ^2 = 3 ' a = 0 = b*

Les dénominateurs i£a(k^ - £^) + b(k2 ~ £ 2 s'annulent dans quatre
cas :

1er cas :

^1 3

2e cas

k]_ = 2 , k2 = 1 , £ = £2 •= 0 ^

V
£ = 2 , £ = 1 , k = k = 0

avec b + 2a = 0

1 2 J

(V.2.22.)

(V.2.22bis)
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3e cas :

k2 £2 1 ' ki + £]_ " 1

avec a = 0

k2 = *2 ° ' kl + b “ 3

(V.

4e cas :

kl £1 1 ' k2 + £2 1

avec b = 0 (V.2.

kl " *1 - 0 ' k2 + *2 = 3

et l’on peut écrire selon les cas, compte tenu de

H3* = V* + 0(Z14'Z24) 7 :
f 0 ; si a + 2b * 0, b + 2a * 0, a * 0, b * 0

C1020Z1Z22 + C0102Z1Z22 ; 81 3 + 2b = 0

C2010Z1Z2 + C0201Z1 22 ? S1 b + 2a °

U * *

3 \ C 1011Z1Z2Z2 + C0111Z1Z2Z2 + C3000Z1

; si a = 0

+ C2100Z1 Z1 + C1200Z1Z1 + C0300Z1 J

C1110Z1Z1Z2 + C1101Z1Z1Z2 + C0030Z2 +

C0021Z2 22 + C0012Z2Z2 + CQ003Z2 J

; si b = 0

(V.

2.23.)

23bis)

2.24.)
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pour a + 2b - 0 , H * - C QZ *Z*2' + C0102Z1*Z2*2

pour b + 2a - 0 . H * - C Z^^* + C Z^V

pour a = 0 ; H3* = C Z^*^* + C^^Z^Z^ + C^zp

+ C2100Z1* Zl* + C1200Z1* Z1 + C0300Z1* (v.;

pour b = 0 ; H * - C QZ *2S *Z2* + C0030Z2

2- - 2 - 3
+C Z*Z*+C Z *Z * + C Z*

0021 2 2 0012 2 2 0003 2

pour (a + 2b * 0, b + 2a * 0, a * 0, b * 0) ; H3* = 0

30) Les termes du 4e degré H^* :

Dans le cas où :

(a * 0, b * 0, a + 2b * 0, b + 2a * 0)

nous avons :

*3!

J

V = 0

H4* = [H4 + (H3 " H3*} + (H2 " H2*î]+ °(Z15,Z2^) (V-2*25-}
Comme est une fonction du 4e degré en ( ) selon

(V.2.11.), (V.2.12.) :

k _£ k _£

H4 = *V k2*2Zl Zl "2 22 '' VVk2+*2 " 4

. 24b)
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ou

H4 = fl4 + ou )

avec

fl. = £c
kl-*l k2-l2

klllk2l2 Zl Zl '2 22

(V.2.26.)

J

les termes du 4e degré dans ( - H^*), (H^ ~ H^*) s'obtiennent

par :

- H^* = termes du 3e degré en (z^,z^,z^, z^) +

, , . 3*L_^ ,
ozn o z„ ozn oz„
îiii

(V.2.27. )

.,3fU
+ 1(ar:

36^.,9e 9e . , 5S
3r>(dT+ âi:) + 0(2 ’

2 2 2

H^ - H^* = termes du 3e degré en ('z2'Z2^ +

+ a
r9e 2 .3e 21 , f,9e 2 .9e .2 (
LW + (9r> J+ bLfe) + <3ir) J

(V.2.28.)

en portant (V.2.26.), (V.2.27.), (V.2.28.) dans (V.2.25.), il vient

H^* = H^** + termes d'ordre supérieur

avec :

ki k9 J'9
H4** = {( l Ck l k l Z1 Z1 Z2 Z2 ’ +

k +£ +k +£ =4 1 1 2*2 1122

p) A
. . ,3fts 3,,3e ,3e,. . ,3flj 3ftSw3e . 3e

+ — + 5-=-) + - K=~) (t— +
3zl ®Z1 3zi 3zl 3z2 3z2 3z2 3z2

r,3e n2 . ,3e ,2g . , b3e ,2 . ,9e N2-p
+ n'sr» + (3r) J+ bL(3r) + <3fr) J*

— ) > (V.2.29.)

(a * 0, b * 0, a + 2b * 0, b + 2a * 0) J
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fa *

Dans le calcul de H^** nous démontrons que si

0, b * 0, a + b * 0, a + 2b * 0

(V.2.30.)

b + 2a * 0, a + 3b * 0, b + 3a * 0

on peut annuler, par une seconde transformation canonique analogue

à celle de (V.2.7.), tous les termes du 4e degré sauf les termes

2—2 2—2

de vitesse angulaire nulle c'est-a-dire les termes en (z^ z^ ,z z^ ,

W2*2K

De même dans les conditions (V.2.30.) on obtiendra la

simplification :

V 0

H^* n'a que 3 termes en Z2*2zi*2/Z2*2z2*2'Zl*Zi*Z2*Z2*'
Donc, en considérant le système hamiltonien (V.2.4.) et en moyennant

la transformation canonique (V.2.7.) avec les variables complexes

(V.2.11.), nous obtenons le système hamiltonien correspondant :

dZ *
1_

dt
= 2i

9h*

3z *

dZ *
1

dt
2i

. 9h*

9zi*

avec :

dZ * ~ ,
2 _ 9h*

ir = 21 **9z *
2

*

2i
9h*

9z *
2

(V.2.31.)

H* = H*(Z1*,Zl*,Z2*,Z2*) = - Z1*Z1*
b , — ,

+ — Z *Z * +
2 2 2

H* + H* +
3 4

où :

(V.2.32)
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Co, si (a * 0, b * 0, a + 2b * 0, b + 2a * 0)

2 — - 2
C _Z *Z * + C ^ Z , *Z * ; si a + 2b = 0

= 1020 1 2 0102 1 2

2 - 2—
-C^,^Z* Z * + C Z * Z * ; si b + 2a = 0
~ 2010 1 2 0201 12

H *- / SC Z *Z *Z * + C Z *Z *Z * + C Z '
3 - \ 1011 12 2 OUI 1 2 2 3000 1

C2100Z1* Zl* + C1200Z1*Z1* + C0300Z1*

c z*z *z * + C Z *Z *Z * + C Z*
1110I 1 2 1101 112 0030 2

l
• st a = 0

V.

; si b = 0

(V.2.33.)

C0021Z2* Z2* + C0012Z2*Z2* + C0003Z2*

r 2—2 — — 2—2
D Z * Z * + D Z *Z *Z *Z * + D Z * Z *

11 1 1 12 1 1 2 2 22 1 2

V = \
; si

a * 0, b * 0, a + b * 0, a + 2b * 0

b + 2a * 0, a + 3b * 0, b + 3b * 0

(V.2.34.)

°ù D , D , °22 sont calcul®s a partir de (V.2.29.).
, , A

Pour déterminer ces coefficients, nous écrivons donne

par (V.2.16.) sous la forme :

3 2- 2 2- - “\
_ = C,z, + C_z, z + C_z z_ + C.z., z„ + C_zzz„ + \
3 11 211 312 412 5112

+ VlZ22 + C7ZlV2 + VlZ22 + SZ23 + C10Z22z2 +

+ C1Z13 + C2Z12z1 + C3Z12z2 + Vi2z2 + +

— 2 — — — — — 2 — — 3 — — 2
+ C z,zn + C zz z + C_z,z_ + C z + C.^z,, z^

612 7122 812 92 10 22

(V.2.35.)



réel :

90

~\

avec, pour simplifier, compte tenu de H.

C1 C3000 ' C1 C0300 ' C2 C2100 ' C2 C1200

r = r c = c c = c c = c
3 2010 ' 3 0201 ' 4 2001 ' 4 0210

C = C , C = C , C = C , c = C f (V.2.36.)
5 1110 ' 5 1101 ' 6 1020 6 0102

r = c c = c c = c c=c
7 1011 ' 7 OUI ' 8 1002 ' 8 0120

C9 C0030 ' C9 C0003 ' C10 CQ021/ C10 CQ012 J

£ =

D'après (V.2.21.) l'expression de £ s'écrit :
PC C C C

1 3 2 2~ 3 2 4 2—
(~)z„ + ( — )z„ z„ + (——z/z. + (t---tt)z. z. +
3ia 1 ia 1 1 i(2a+b) 1 2 i(2a-b) 1 2

+ (lf)2lZlZ2 + (I(if2bY)ZlZ22 + (ïl)Z1Z2Z2 + (i(a-2b))Z!Z22 +

C c

V 9 . 3 10. 2-+ (-rTT-)z + (t—)z Z +
3ib 2 îb 2 2

(V.2.37.)

C C C c
, 1 ,- 3 . , 2 ,- 2 . , 3 ,- 2- , 4 ,- 2

+ )z + (—— )z z + t ) z z + ( r )z z_ +
-3ia 1 -ia 1 1 -i(b+2a) 1 2 i(b-2a) 1 2

C C „ C C
, / 5 . , 6 , 2.7 — ~ . , 8 ,~ 2 ,
+ (—r—)z z z + (~~7~~'07T)z z + (—r—)z z z + r)z z +

-ib 112 -i(a+2b) 1 2 -ia 122 i(2b-a) 1

C C
. , 9,-3., 10,- 2
+ (' Y:'vJ zo +

-3ib 2 -ib 2 2
]

2—2 — — 2—2

En calculant les termes en z^ z^ , z^z^z^z^, z^ z^ dans

(V.2.29.), nous obtiendrons
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11

12

'2200

'1111

22 '0022

V.2.C.- Etude de la stabilité du système hamiltonien (V.2.31.)

Considérons le système hamiltonien simplifié (V.2.31.) :

dZ^*
= 2i

3h*
dZ *

1
- 2i

3h*

dt 3z * ' dt 9zi*

dZ2*
= 2i

9h* dV
- 2i

3h*

dt 9z *
2

' dt 9z *
2

Dans le cas de non résonance, c'est-à-dire :

(a * 0, b * 0, a+b * 0, a+2b * 0, b+2a * 0, a+3b * 0, b+3a * 0)

H* s'écrit :

H* - - Z *Z * + ! VV + D11Z1*\*2 + D12Z1*VW + D22Z2*2Z2*2
(V.2.39.)

où °11/ °12/ °22 sont donnés par (V.2.38.) et l'on en déduit à

l'ordre conservé :

(Z^*.Z^*)' = 0 —> Z^*.Z^* = este (intégrale première)

(Z^*.Z2*)' = 0 —> Z2*.Z2* = este (intégrale première)

(V.2.39.)
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Z * 6t Z2*

complexes respectifs

se déplacent sur des cercles dans leurs plans

et leurs vitesses angulaires 0) , et ü) „ sont
^ 12

0)

U)

1

2

(y)'

izi*

(y)1
iZ *

a + 4DllVV + 2D12Z2*Z2*

b + 2D12Z1*Z1* + 4D22Z2*Z2*

(V.2.41

Donc, à l'ordre conservé, les mouvements de Z^* et Z^*

sont circulaires et uniformes mais les vitesses angulaires co et

CO^ dépendent des rayons (rotations différentielles).

Pour étudier la stabilité de ce mouvement ramenons-nous

aux chapitres précédents en utilisant l'intégrale première H*=0

et en prenant une surface de section appropriée, par exemple Z^*

réel positif.

Au 4e ordre Z^* revient toujours à la même valeur tandis
27TiU) /U)

qu'à chaque pas Z^* est multiplié par e , ce qui peut s'écrire

sous forme d'itération :

7 *
2(n+1) 2 ( n

2ïïiu) /üj
2 1

e (V.2.42.)

Soit, avec H* = 0 :

CO [_a
4b2

Z* ,z* »(D
2(n) 2(n) 11

- D
12 °22 S> (V.2.43. )

27Ti

Z* = 7 *
(2)n+1 2(n)

4b2 - b
Z* Z* .(D__ ~ -

a 2(n) 2(n) lia 12 B22 -J
( V. 2. 44. )

ce qui est une rotation différentielle du type (III.2.2.).



Le premier invariant de Birkhoff s'écrit ici
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8TTb r 2

a„ = - —— |_b D - abD_ + a D1 a2

2

12 “ L22 (V.2.45.)

Il y a donc stabilité si :

a * 0, b * 0, a + b * 0, a + 2b * 0,

(V.2.46.)

b + 2a * 0, a + 3b * 0, b + 3a * 0

2 2
b D, - abD,„ + a D„„ * 0

y. 11 12 22
(V.2.47.)

Rappelons qu'il y avait aussi stabilité, grâce au théorème

de Lejeune-Dirichlet, si ab > 0.

De même, dans les cas de résonance (V.2.46.), on peut

étendre les résultats des chapitres précédents, ainsi :

dans le cas a + 2b = 0 ; a * 0 (V.2.48.)

H* f VV + I W + ceW2 + ceW2 + 0(zi4'224)

Si C. ^ 0 il y a instabilité
6

si C = 0 et b2D - abD + a2D * 0
6 11 12 22

il y a stabilité (les termes en C C_/(a+2b)
6 6

dans (V.2.38.).

(V.2.49.)

(V.2.50.)

disparaissent alors

Si enfin :

C = 0 et b2D - abD + a2D„„ = 0 (V.2.51.)
6 11 12 22

l'étude doit être poursuivie aux termes d'ordre supérieur.



De même, lorsque :
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a = 0 b < 0 (V.2.52.)

(V.2.53.)

+ c2zl*2zi* + c zf2z * + c^*3 + 0(zl*4/Z2*4)

Si et/ou C2 ^ 0, il y a instabilité

Si c^ = C2 = 0 (v.2.54.), on peut parfois appliquer le théorème

de Lejeune-Dirichlet et obtenir la stabilité.

Il semble que, dans ce cas a = 0, b < 0, dans le hamilto-

seuls déterminent la stabilité.

Si la somme de ces termes a les deux signes au voisinage

de l'origine il y aurait instabilité (c'est assurément le cas si

cette somme est de degré impair).

y a sûrement stabilité grâce au théorème de Lejeune-Dirichlet.

Si, enfin, elle est positive en dehors de l'origine, il y aurait

à nouveau stabilité.

Une symétrie évidente fournit les cas b = 0 et

b + 2a = 0 (hormis a = b = 0).

nien simplifié H* les termes non nuis de plus bas degré en Z^*,Z^*

Si cette somme est négative en dehors de l'origine il
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V.3.- ETUDE DE LA STABILITE DES SOLUTIONS DE LAGRANGE DANS LE PROBLEME

RESTREINT CIRCULAIRE PLAN DES TROIS CORPS

Dans le problème restreint des trois corps, on considère

le cas particulier et intéressant où la masse de l'un des trois

corps, soit m , est extrêmement petite de sorte que son mouvement

n'influe pas sur celui des deux corps M^, qui est supposé connu

comme solution du problème des deux corps. Lorsque est contraint

à rester dans le plan du mouvement de M^, M^, et que ceux-ci ont

des orbites circulaires, le problème se réduit à deux degrés de

liberté et possède cinq positions classiques d'équilibre appelées

points de Lagrange dont trois sont colinéaires et deux forment chacune

un triangle équilatéral avec les deux corps M^, (figure 19).

L'étude de la stabilité au voisinage des points colinéaires

conduit toujours à l'instabilité exponentielle.

Au voisinage du point équilatéral L^ (p1=P2=p=l), le mouve

ment de (figure 20) est décrit par :

q. = 9h/9p. , p. = - 9H/9q. ; j = 1,2 (V.3.1.)
J JJ J

avec :

(V.3.2.)

(V.3.3.)

13
(q + ~)2 + (q + —)2
M1 2 42 2

23 “T - + (q. +•
/3 2

2

h = ~[(Pl + q2)2 + (P2 - gi)2J - U1<~i2" + F-’ -
13

- + * b + b 1 » b s b
J
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En développant 1/r^, 1/r^ en fonction de q^ q2 jusqu'au
4e ordre, nous obtenons :

h =

2 A 2
P1 + P2

+ (q2pi - ‘W + s (qi2 - 5q22) +

3/3 .3,2. 1 4 4 22
16 q2 qi q2 + \22 (37qi ~ 3q2 " 246 qi q2 } +

1 r(3v^ , 1 3 2 . 3 5 v/3 3
+ Gl~T" qiq2 + Î6 (?qi “ 33q2 V " "39 qi_ q +

32. 1 q2

45/J 3
32 2q0 qJ J

y (v.3.4.

G = (U2 - U > (V.3.5.)

et les équations du mouvement sont donc :

. _ 3h _ 3h
qi - âp ~ pi + 3, - qT = — = - q2 ' m2 3p2 P2 ql

. 3h

pi = ‘àî P2 = "
3h

3q.

(V.3.6.)
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Figure 19

Positions d'équilibre de Lagrange

dans le problème restreint des trois corps.
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Figure 20

Problème restreint des trois corps.

Mouvement au voisinage de la position d'équilibre L

q^ et q^ sont les coordonnées de M .

P

P

1

2

- q

+ q
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V.3.A.- Etude linéarisée :

Au premier ordre, les équations aux variations du système

(V.3.6.) s'écrivent sous la forme matricielle :

•

9 ( \

ql 0 1 1 0

^2 - 1 0 0 1 9*

•
—

1 3/3
*

pi 4 - 4 G 0 1 b
• 3/3 5

lp2J 1“ 4 G 4
-1 0

^ J

et l'équation caractéristique donnant les valeurs propres est :

,4 997 9

A + A + — (1 - G ) = 0 (V.3.8.)
16

2
Il y a instabilité exponentielle si G < 23/27, soit

^1^2 Sinon :

,2 _ - 1 ± /l - 27/4(1 - G2) _ 1 ± 27yiy2
2 2

2
À est négative et les quatre valeurs propres sont imaginaires pures

conjuguées :

A^ = ia , A^ = - ia , A^ = ib , A = - ib

avec :

a

J1 + 71 - 27vl
> 0 b =

~ A - 27U1U2
^ 0 (V.3.9.)

0 £ 1 - 27M1d2 ^ 1

et la solution générale du système linéarisé est :
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q

q

p

p

1

2

î

2

iat — — iat ibt — _ jUI-
A e + A e + B e + B e
1111

iat — — ~ia.t ibt — — _îbb
K A e + K A e + K Be + K Be 1
Al Al B B

qi - q2

q2 + qj

avec :

K = (a2 + |)/(~ G - 2ia)
A 44

k = (k)2 + 7)/(^ G ” 2ib)
B 4 4

y (V.3.10.)

J

Cette solution est donc stable au premier ordre, mais la stabilité

stricte n'est pas assurée puisque la partie quadratique du hamilto

nien h n'est ni définie positive ni définie négative, par conséquent

ce cas est non décidé et les termes linéaires ne sont pas suffisants

pour étudier la stabilité du mouvement de Cela nous amène à

considérer les termes d'ordre supérieur dans le hamiltonien h

(V.3.4.) et à appliquer directement l'étude générale, concernant

la stabilité du système hamiltonien, du paragraphe précédent (V.2)

sur le système (V.3.6.).



V.3.B.- Diagonalisation des termes quadratiques dans h :

Considérons la transformation linéaire
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avec

qi= ‘

q2 = <

P1 = '

g, + k„P„
V1 7 2

Ql + V2

) cosy - (

) siny + (

q2 + Vi

Q2 + k7Pl

) siny

) cosy

k°l + k6P2
) siny - (

kQ2 + k6Pl

> (V.3.11.)

) cosy

kQi + kP kQ2 + k P
P2 = -( ) cosy - ( ) Siny

k =
/l - 27U1U2 + 3/1 - 301|J2

J

k = /2k2 - 1 I ~ 1/4
1 * 4k2 - 2k J

k = /2k2 - 1 1 11/4
4 v l4k2 + 2k J

klk4
k6 = ' k7 " 2kk6

tg2y = g/3 , 60° S S 120°

G = (U2 - V

'A

(V.3.12. )

y

Pour les cas limites U ^ = 0 et U^M2 = 1/27, la quantité

k^ est nulle et la transformation (V.3.11.) ci-dessus est singulière

nous laissons de coté ces deux cas limites.
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En effectuant ce changement de variables SOV le système

(V.3.6.), il vient :

dP
1 3h dQi 3h

dt 3Qx ' dt ' 8P!

dP2 3h dQ2 3h

dt 3Q2 ' dt - 3p2

avec : H = H + H + H J2 3 4

(V.3.13.)

ou :

„ _ a r 2 ,2 g b/" 2 2-1
H2 = 2 LP1 + 21 J + l(?l + P2 ] (V.3.14.)

a et b sont définis en (V.3.9.)

ô 6

H3 -~3 <21 + k7P2> +7T <22 + Vl>3 +
kl k«-

+ 7 2~~ (Q1 + k7P2,(22 + k7Pl)2 +
k4 kl

+ ~TT<e2 + k7Pl)(Sl + k7P2>2
kl k4

Ô ô

H4 = ~4 <S1 + k7P2> + 77 <S2 + k7Pl)4 +
kl 7

+ ri7 (s2+ k7pi)(7 + v2>3 +
kl k4

+ -TT <Q1 + k7P2,(S2 + k7Pl)3 +
7 kl

+ 717I<21 + k7p2)2(e2+ k7Pl)2
K1 k4

(V.3.15. )

J

(V.3.16.)
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ôl = — ^J}/3 siny + 7Gcos^Y - 33Gsin2ycosy'j
"N

6 =7— [3/3 cosY - 7Gsin^Y + 33Gcos2ysiny']
2 16 u '

ô = — £3/3 siny + 87Gsin2ycosy - 33Gcos^y^j

ô = —
4 16

£3/3^ cosy - 87Gcos^ysiny + 33Gsin^yJ

ô = -pj—jj 70cos22Y+20cos2y-53 ) + G/3sin2Y( 20-70cos2y )J ( V. 3

6 = —— )(70cos^2y-20cos2y-53) - G/3sin2Y(20+70cos2y) (
6 128 L -*

Ô = —
7 128

[\sin2Y)(-280cos2y-40) + g/3 (280sin22y+40cos2y-140)1

Ô = —7- [(sin2Y)(280cos2y-40) + g/J(-280sin22Y+40cos2y-140)l
H 1À H l— J

6 = —— £ ( 420sin22y-246) + g/5"( sin2y ) ( 420cos2y )~j

V.3.C.- Simplification du système (V.3.13.) :

En considérant le système (V.3.13.) et en procédant de

la manière exposée en (V.2.B.) pour simplifier et H^, nous obtenons

le système :

.17. )
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dZi* _ 9h*
dT" = 21 9̂z.

r)7 *
2 3h*

5F- = 21 *3V

dZ.

dt

dV
dt

= - 2i

= - 2i

9h*

9z. *
1

9h*

9z

(V.3.18.)

avec :

H* = H * + H* + H *
2 3 4

(V.3.19. )

ou :

H * = - Z *z * + - Z *z *
2 2 1 1 2 2 2

(V.3.20.

a et b sont définis par (V.3.9.)

rCZ*Z*2 + C Z *Z *2 si a + 2b = 0
6 12 6 12

H * = <

si a + 2b * 0

(V.3.21.)

avec :

_ r Vk7 - 2V 3k762
C6 = l<

8kl2k4 8k

ô (1 - 2k ) 3k ô

) + i(~ ~)J
a\\ 8k.

(V.3.22.

2—2 - - 2-2
D Z * Z * + D Z *Z *Z *Z * + D Z * Z*

11 1 1 12 1 1 2 2 22,.2 2

H *
4

si : b * 0, a + b * 0, a + 2b * 0, a + 3b * 0

(V.3.23. )

avec :

11

_ f6(C2C2 + C1C1 , 2C4C4 , 2C3C3 , 2C5C5 3
2200 a b —2a b + 2a b

1

12

4(C C + C C ) 4(C C + C C ) 8CC
(21 27 10 5 10 5 .66,

C - + + +
1111 ^ a b a + 2b

(v.:

8C8C8 . 8C3C3 , 8C4V
+ + + I

2b - a b + 2a 2b - aJ

22 '0022

,6<C10C10 + SS» . 2C6C6 . 2C8C8 . 2C7C7 ,
I -f -f 1
^ ^ U. OK -, _ Tl-, -, >a + 2b a - 2b

J

.24. )
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(V.3.25. )



V.3.D.- Etude de la stabilité du système (V.3.18.) :
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En appliquant l'étude faite en (V.2.C.) sur le système

(V.3.18.), nous obtenons :

1°) dans le cas (a + 2b = 0 ; fl = 0,024293) (V.3.26.)

H* s'écrit :

H* = ~ Z *Z * + ^ Z *Z * + C Z *Z *2 + CrZ *Z_*2 (V.3.27.)
211 222 612 612

C6 = [o, \6\19I5- i. 4., 2 %kl 2. )

le coefficient C. n'est pas nul et il y a instabilité.
6

2°) Si (a + 2b * 0, a + 3b * 0) (V.3.28.)

— Z Z * + — Z *Z * + D Z *2Z *2 + D Z *Z *Z *Z * +
2 1 1 2 2 2 11 1 1 12 1 1 2 2

((V.3.29.)

2- 2
+ D Z * Z*

22 2 2

il y a stabilité quand b ^ - abD^ + a °22 n'est Pas nul» ce <3ui

conduit à :

644a4b4 - 541a2b2 + 36 * 0 (V.3.30.)

Il resterait à étudier le cas où ce polynôme est nul

(soit fl^ = 0/0 409 ) et le cas où a + 3b = 0 (soit fl = 0,013516).

Les études à l'ordre approprié montrent que le premier est stable

et le second instable.

Il reste les deux cas limites y = 0 et fi^fi^ = •

Si U2 = 0, le mouvement de se réduit à un mouvement "deux corps"

et il y a instabilité.

Si fi^fi^ = 1/27, il y a encore instabilité, mais l'étude est beaucoup

plus difficile



CONCLUSION



CONCLUSION

L'étude de la stabilité des systèmes hamiltoniens conduit

à des résultats bien plus variés et complexes que ne le laissait

soupçonner l'étude du premier ordre.

Certes les systèmes linéairement instables restent encore

instables lorsque l'on ajoute des effets non linéaires, par contre

ceux-ci détruisent la stabilité dans un grand nombre de cas de

"résonance".

On a même pu rencontrer des destructions de stabilité

dans des cas non résonnants, mais il s'agissait toujours de cas

non-analytiques et il semble bien que pour les problèmes analytiques

la stabilité linéaire et la non-résonance suffisent à assurer la

stabilité.

L'étude des cas de résonance est complète, elle montre

des destructions de stabilité par des termes d'ordre aussi élevé

que l'on voudra et conduit en fin de compte à des règles assez

simples.

Il serait intéressant d'essayer de généraliser ces

résultats à des sytèmes hamiltoniens à un plus grand nombre de

degrés de liberté.



RÉFÉRENCES



1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

REFERENCES

SIEGEL, C

SIEGEL, C

SIEGEL, C

MARCHAL,

LOSCO, L.

LOSCO, L.

BARTLETT,

Mc MILLAN,

RÜSSMAN, i

ARNOLD, V.

ARNOLD, V.

ARNOLD, V

ARNOLD, V.

108

Z.L., MOSER, J.K'. : (1971), Lectures on Celestial

Mechanics. Springer Verlag, Berlin, Heidelberg,

New York.

.L. : (1941), On the intégral of canonical Systems.

Ann. Math., 42, p. 806-822.

.L. : (1941), Some remarks concerning the stability

of analytic mappings. Univ. Nac. Tucumàn Rev., A2,

p. 151-157.

C. : (1986), Le problème des trois corps. Elsevier.

(à paraître).

: (1978), Les exposants caractéristiques des systèmes

hamiltoniens. Journal de Mécanique, Vol. 17, n° 2.

: (1981-1982), Cours de Mécanique Spatiale. Univer

sité de Besançon.

J.H. : (1976), Stability of area preserving mapping.

Colloque International du C.N.R.S., n° 229.

, E.M. : (1970), A problem in the stability of periodic

Systems. Topics in physics.

K : Communication privée.

I., AVEZ, A. : (1967), Problèmes ergodiques de la

mécanique classique. Gauthier-Villars Ed., Paris.

L : (1976), Méthodes mathématiques de la mécanique

classique. Mir, Moscou.

.1. : (1963), Proof of A. N. Kolmogorov's theorem

on the préservation of quasi-periodic motions under

small perturbation of the hamiltonian. USP, Mat.

Nauk., 18, n° 5, 113, p. 13-40.

.I. : (1961), The stability of the equilibrium position

of a hamiltonian System of ordinary differential

équations in the general elliptic case. Dokl. Akad.

Nauk., U3SR, 137, p. 255-257.



14

15

15

17

18

19

20

21

22

23

24

25

109

LEONTOVITCH, A.M. : (1962), On the stability of Lagrange's

periodic solutions of the restricted three-body

problem. Dokl. Akad. Nauk., USSR, 143, p. 525-528.

DEPRIT, A., DEPRIT-BARTOLOME, A. : (1967), Stability of the

triangular Lagrangian points. Astron. J., 72,

n° 2, p. 173-179.

MOSER, J. : (1968), Lectures on Hamiltonian Systems. Memoirs

of A.M.S., Providence, Rhode Island.

MOSER, J. : (1973), Stable and random motions in dynamical

Systems. Annals of Mathematics Studies, Princeton

Univ. Press.

BIRKHOFF, G. D. : (1927), Dynamical Systems. A.M.S., New York.

BIRKHOFF, G. D. : (1920), Surface transformations and their

dynamical applications. Acta Mathematica, 43,

p. 1-119.

BROUCKE, R. : (1980), Hyperbolic fixed points and homoclinic,

heteroclinic orbits. University of Texas at Austin.

SIMÔ, C. : (1982), Stability of periodic orbits near a homo

clinic orbit for analytical Hamiltonians with two

degrees of freedom. Revue mathématique "Astérisque",

Vol. 99.

JEFFERYS, W.H. : (1966), Some dynamical Systems of two degrees

of freedom in Celestial Mechanics. Astron. J.,

vol. 71, p. 306.

POINCARE, H. : (1899), Les méthodes nouvelles de la mécanique

céléeste. Vol. 3, Gauthier-Villars Ed., Paris.

KARABALLI, A. : (1986), La recherchedes formes normales <du

voisinage de l'équilibre dans les systèmes hamilto

niens. Thèse de Doctorat d'Etat présentée à l'Obser

vatoire de Paris, le 20.02.86.

HENON, M. : (1965), Exploration numérique du problème restreint.

(I, II) : Ann. Astrophys., 28, (III, IV) : Bull.

Astron, (série 3), 1.



110

26 HENON, M. : (1969), Numerical study of quadratic area preser-

ving mappings. Quarterly of Appl. Math., vol. 27,

n° 3, p. 291-312.

27 HENON, M., ROELS, J. : (1967), Recherche des courbes invariantes

d'une transformation ponctuelle plane conservant

les aires. Bull. Astron., (série 3), 2, p. 267-285.

28 BRAHIC, A. : (1971), Numerical study of a simple dynamical

System. Astron. and Astrophys., 12, p. 98-112.

29 MEIROVITCH, L. : (1970), Methods of Analytical Dynamics.

Mc Graw Hill Book Company, New York.

30 ABRAHAM, R., MARSDEN, J. : (1967), Foundations of M.echanics.

Bejamin, New York.

31 CHAZY, J. : (1953), Mécanique céleste. Presse Université de

France.

32 THIRY, Y. : (1970), Les fondements de la mécanique céleste.

Gordon & Breach, Paris.

33 SIMO, C. : (1982), Stability of Degenerae Fixed Points of

Analytic Area Preserving Mappings. Astérisque

(98-99). Société Mathématique de France (184-194).



TABLE DES MATIERES

111

Page

AVANT-PROPOS

INTRODUCTION I

RESUME IV

CHAPITRE I : Equivalence entre un système hamiltonien autonome

à deux degrés de liberté et une transformation

plane conservant les aires . 1

Etude au 1er ordre 5

CHAPITRE II : La forme normale 11

Cas parabolique 13

CHAPITRE III : Etude générale de la stabilité d'une solution pé
riodique dans le cas elliptique 23

Cas a/2ïï irrationnel : Résultats de Birkhoff ... 25

Résultats de Helmut Russmann 26

Cas a/27T rationnel 28

Annexe 38

CHAPITRE IV (ttude analytique- jusqu'au 5e o/idjie) :

Un changement de variables 40

Le cas a = 0 et { (a = ± 27T/3 ; a * 0)} 51

Expression des invariants de Birkhoff 53

Les cas particuliers (a = ± ïï/3, ± 27T/5, ± 4tt/5,

± tt/2, ± 27T/3, TT) 58

Récapitulation 69

CHAPITRE V (Appticatiori : StaAiiité de queiqueA équitiÂsieA) :

Systèmes hamiltoniens périodiques non-autonomes à
un seul degré de liberté 72

Systèmes hamiltoniens autonomes à deux degrés de
liberté 79



Cas des solutions de Lagrange dans le problème

restreint circulaire plan des trois corps 95

CONCLUSION 107

REFERENCES 108

TABLE DES MATIERES 111


