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INTRODUCTION

De nombreux phénoménes physiques ont une évolution décrite
par un systéme d'équations différentielles :
. n

= £f(Xt) ; XeR (1)

les conditions de régularité de ces systémes sont classiques.

Il est souvent trés important de savoir si telle solution

—>
¢(t) de (1) est ou non "stable".
Il y a de nombreuses définitions de la stabilité et nous
utiliserons la suivante qui est la plus courante
—§ ~
La solution ¢(t) du systéme (1) sera dite stable si a tout
g 2 0, on peut associer un nombre positif § (€ ) tel que pour

—>
les autres solutions x(t) :

-> - - geo

,x(to) - ¢<to)| < §(e) = |X(t) - ¢(t)] < € pour tout t > ty (2)
' ——

Dans le cas opposé la solution ¢(t) sera dite instable.

La plupart du temps, il est tres difficile, sinon impos-
sible, de trouver la solution générale du systéme (1) et pour étudier
sa stabilité, on se raméne & 1'étude de la stabilité d'un mouvement
caractéristique au voisinage de la solution étudiée.

L'étude faite & ce sujet, par différentes méthodes,
consiste en général a déterminer la stabilité du systéme lindéaire
associé au systeme (1) :

s¥ = [a(t)] .6% (3)
—_—

au voisinage de la solution ¢(t) étudiée.



EX

Les cas les plus courants sont 1'étude de la stabiliteée

_ - —
des positions d'équilibre |¢(t) = ¢ (t_) et des solutions pério-
0

diques. Cette étude a conduit & une premiére conclusion générale suivante
La stabilité du systéme (1) est la méme que celle du Sys-—

teme (3) sauf, peut-8tre, dans les cas "critiques" ou la matrice

tA(t)] conduit a des exposants caractéristiques de Liapounov

0 a2, SO an tels que :

1’
j=n
sup (@.) =0 (4)
j=1
Dans ce cas critique, 1l'étude linéarisée ne permet pas de conclure
et les termes d'ordre supérieur dans le systéme (1) doivent B&tre
pris en considération car ils influent sur la stabilité du systéme
au voisinage de la solution ¢ (t). Cette situation serait somme
toute assez rare et peu grave s'il n'y avait pas le cas particulier,
mais répandu, des systémes hamiltoniens pour lesquels la somme des
exposants caractéristiques de Liapounov est nulle et le cas critique
tres fréquent.

Le présent travail consiste & étudier 1'influence des
termes d'ordre élevé sur la stabilité du systéme (1) au voisinage
d'une solution périodique dans le cas critique le plus simple, celui
des systémes hamiltoniens autonomes & deux deqrés de liberté.

Un grand nombre de problémes se raménent & ce cas par

divers procédés, par exemple, par 1l'utilisation des intégrales

premieres.
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Jusqu'a présent 1'étude analytique de 1'influence des
termes d'ordre élevé sur la stabilité n'a été faite que dans des
cas trés particuliers comme par exemple la stabilité des mouvements
de Lagrange dans le probléme restreint circulaire plan des trois
corpquIE].Il y a aussi un grand nombre d'études numériques précises
{25 = 2%+) qui montrent 1a complexité extréme du phénoméne.

La méthode de la surface de section nous sera trés utile
d'une part par la simplification qu'elle entralne et d'autre part
par les résultats déja connus & son sujet [40:]. I1 y a un grand

nombre de cas d'instabilité liés aux diverses résonances et 1'étude

en sera compléte.
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RESUME

I1 arrive treés souvent que 1'évolution d'un phénoméne
soit modélisée par un systéme d'équations différentielles. Les solu-
tions essentielles de ces systémes sont les solutions d'équilibre
et les solutions périodiques dont on recherche ordinairement la
stabilité par une étude linéarisée du voisinage.

Pour les sytemes hamiltoniens, 1l'étude linéarisée conduit
soit a 1'instabilité exponentielle soit & un cas "critique" dans
lequel les termes d'ordre élevé peuvent modifier la stabilité.

Pour étudier 1'influence des termes d'ordre élevé sur
la stabilité des solutions périodiques des systémes hamiltoniens
autonomes a deux degrés de liberté :

h = h(pl,pz,ql,q2) (1)
SiEaN:

dpj/dt = - ah/aqj , dqj/dt = 3h/apj {3 = 1,28
nous présentons dans le chapitre I 1'équivalence, tout a fait clas-
sique, entre ce systeme et une transformation conservant les aires
GmnStnzespace R?)appelée transformation de surface de section. Par
conséquent, on se raméne & l'étude de la stabilité d'une telle trans-
formation au voisinage d'un point fixe correspondant a une solution
périodique du systéme (1). Ce point fixe sera choisi pour origine.

Au ler ordre, cette transformation d'écrit :

X a b %

o}

Y, d Yo

et la conservation des aires implique ad - bc = 1. L'étude de cette



transformation conduit a 1l'instabilité du point invariant dans le
cas hyperbolique (I a + d | >2). Par contre, les cas elliptique
(la + dl < 2) et parabolique (Ia + d| = 2) sont critiques.

Le chapitre TIT examine les différentes possibilités du
cas parabolique.

Au chapitre III est présentée 1'étude générale de la stabi-
lité d'une solution périodique du systéme (1) dans le cas elliptique.

La transformation de surface de section correspondante s'écrit avec

z = x + iy 3

. S N
2o = Tz) = e+ T 1 oa2f Z;N’K)] (3)
N=2 K=0
Si @ /2m est irrationnel, nous appliquons les résultats d'Arnold
si 1l'un des invariants de Birkhoff n'est pas nul, il y a stabilité.
Nous avons également un résultat de Helmut RUssmann concernant le
cas ou tous les invariants de Birkhoff sont nuls.

Si Q/2m est rationnel, soit /2T = p/q irréductible. Nous considérons

if
: o _ n )
la partie principale de Im(zn+q/zn) avec z = r e ’ soit
2, ~ M i0, (2k-M-1)
Im(—gig) = r(M 1)f(e ) = o 1)[m[ P Aow B J (4)
zn n k=0 MK

les AMK ne peuvent &tre non nuls que si 2K-M-1 est multiple de g
et les reégles de la stabilité sont données par le théoréme (III.4.15.)
a (II1.4.17.).
1°) 8i inf f(8 ) <0 , sup f(6 ) > 0 ,le point fixe étudié
{g n 6 n }
n

n

et la solution périodique correspondante sont instables.



2°) Si inf £(6 ) . sup £f(8 ) > 0, il y a stabilité.
{ 5 n & n }

n n

3°) le cas [sup £(6 ) . inf £(8 )
{e n 6 n

n n

= O} est difficile

souvent a l'instabilité (IIT.4.17)
Pour mieux pouvoir appliquer cette étude, le
IV présente en détail tous les résultats possibles jusqu'au

Le chapitre V présente quelques extensions de

V1

et conduit

chapitre
5e ordre.

1'étude,

la liaison des transformations (3) avec les systémes hamiltoniens

autonomes et une application a un probléme astronomique classique.



CHAPITRE |

EQUIVALENCE ENTRE UN SYSTEME HAMILTONIEN AUTONOME
A DEUX DEGRES DE LIBERTE

ET

UNE TRANSFORMATION PLANE CONSERVANT LES AIRES.

ETUDE AU PREMIER ORDRE.



I.1.- EQUIVALENCE ENTRE UN SYSTEME HAMILTONIEN AUTONOME A DEUX

DEGRES DE LIBERTE ET UNE TRANSFORMATION PLANE CONSERVANT

LES AIRES.

Soit une phénoméne physique régit par un systéme différen-
tiel autonome :

B @ s TR (I.1.1)

dt ! € T
pour étudier les propriétés qualitatives globales de ce systéme,
on peut procéder de bien des facons ; la méthode de la surface
de section est l'une des plus commodes et des plus populaires.

Dans cette méthode, on choisit, d'une fagon convenable,
une surface (Z) de dimension (n - 1) appelée "surface de section"
et on considére les intersections successives Mnl"' < P1l )b%ﬂ
M,, ..., M de la trajectoire étudiée du systéme (I.1.1) avec

1 n
(2) [figure (L).

On remplace, ainsi, 1'étude de la trajectoire du systéme

(I.1.1) par celle d'une suite de points tels que les points

Le passage d'une intersection a la suivante peut &tre
considéré comme une transformation T unique dans la surface de

section ().

T : M —> =T N I
" Mn+1 (Mn) (I.1.2)



Figure 1

La surface de section 2 & (n-1) dimensions

et les intersections successives MO, Ml' M2,



Dans cette transformation, on distingue les points définis

’

par :

™M) =M ou TG =n (I.1.3)

et appelés points fixes ou plus généralement points périodiques.
Ces points correspondent aux orbites périodiques du systéme diffé-
rentiel (Felod) et s'obtiennent par résolution du systéme
d'équations :

(A e (1.1.4)

%1
Il
-3

L'intérét de cette méthode est de réduire 1'étude du systéme diffé-
rentiel (I.1l.1) d'ordre n & celle d'une transformation ponctuelle
a (n-1) paramétres. D'autre part toutes les propriétés importantes
des trajectoires du systéme (I.1.1) se traduisent en propriétés
correspondantes de la transformation T et par conséquent 1'étude
qualifative de la transformation T donnera le comportement qualita-
tif du systéme différentiel (I.1.1).

Si le systéme (I.1.1) est un systéme hamiltonien
autonome a deux degrés de liberté (donc un systéme du 4e ordre),

ses équations s'écrivent

G _am P m
dt 9p, ' at 9q,
(I.1.5)
éfg _ oH dp, _ _oH
dt = 9p, ' dt 9q,

avec i

B = H(p),pyrqyq,)



Dans ce cas, on peut utiliser l'intégrale premiére H = constante
sur toutes les trajectoires pour réduire d'une unité le nombre
de dimensions de la surface de section utile : c'est, par exemple,
la surface a deux dimensions déterminée par :

p, =0 H=0
et la transformation T obtenue se projettera sur le plan pl,ql
en une transformation T' dont on peut montrer qu'elle conserve

les aires.
' . —_— = ! i
On pourra encore se ramener a ce cas pour des systémes hamiltoniens

d'ordre plus élevés mais pourvus d'un nombre suffisant d'intégrales

premieéres.

I.2.- ETUDE DE LA STABILITE AU VOISINAGE D'UNE SOLUTION PERIODIQUE.

Comme nous avons vu plus haut, 1'étude d'un systéme diffé-
rentiel peut Etre ramenée A& 1'étude d'une transformation de surface
de section. Le cas le plus étudié est celui ou, compte tenu des
intégrales premiéres, on peut se ramener & une surface de section
a deux dimensions. C'est ce cas que nous étudierons au voisinage
d'un point fixe de la transformation ou de 1'une de ses itérées,
point correspondant & une solution périodique.

Dans le cas hamiltonien, la transformation plane étudiée

peut étre choisie équivalente, c'est-a-dire conservant les aires.



I.3.- ETUDE AU ler ORDRE D'UNE TRANSFORMATION PLANE CONSERVANT

LES AIRES.

Considérons la transformation plane T :

x1 a by (x
T : = (I.3.1)
Yy c d)ly
dont l'origine (x = y = 0) est un point fixe.

Posons :

Pour la conservation des aires, nous avons la condition :
det D =1 <> ad - bc =1 (1.3.2)
L'équation caractéristique des valeurs propres de la matrice D

est donc

A2 - tra(D)X + det(D) = 0
ou
A2 - (a+d)A+1=0 (T.3.3)
L'examen des différents cas est classique.
1°) Ja + d] > 2 =
C'est le cas dit "hyperbolique".
Les valeurs propres A1~ et Az sont réelles, différentes
et inverses l'une de l'autre ; elles correspondent chacune & une

direction propre et si l'on prend les axes obliques correspondants,

la transformation (I.3.1) devient :

o030



Soit :
Xn+l - Al Xn
(I.3.5)
- L
Yn+1 Al Yn

et les points X ¢+ Y successifs sont tous sur la méme hyperbole
X.y = constante
soit sur une seule branche si Al >0 (figure 2)
soit sur les deux branches si Al < 0 (figure 3).
2°) Ja +4d| =2

Ce cas limite est dit "parabolique". Il a peu d'intérét
et nous 1'étudierons au chapitre II.
3°) la + dl < 2 :

Ce cas est bien slr appelé "elliptique". Les points M
successifs se répartissent sur une ellipse de centre & l'origine

(figure 4 ).

Une modification 1linéaire des coordonnées transforme

cette.ellipse en cercle (figure 5 ) et la transformation (I.3.1)

devient alors une rotation d'angle @ avec :

et les valeurs propres Al' AZ' solution de (I.3.3.) sont donc :

iQ
A = e

=70
AL = e



i

n,
Ha
vz
Hy
Hs
Hg
4}
o
figure 2
Transformation plane "hyperbolique" : Cas Al >0
n
Xn =& il XO
- \n
yn 1 yO



My

M3

M3

W6

wu

"2

Figure 3

Transformation plane "hyperbolique"

<
Cas Al 0



I.4.- STABILITE DU POINT ORIGINE.

Tant que 1l'on ne considére que 1'étude du premier ordre
le cas hyperbolique est évidemment instable et le cas elliptique
stable.

Lorsque l'on étudiera 1'influence des termes d'ordre supé-
rieur, le cas hyperbolique restera instable, mais il n'est pas
a priori évident que le cas elliptique restera stable.

Plusieurs systémes non linéaires ont été étudiés numéri-
quement avec un grand nombre d'itérations, ils conduisent & des
résultats complexes [25-—’)_3], et, dans certains cas, les effets
d'ordre supérieur détruisent effectivement la stabilité des cas

elliptiques.
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Figure 4

Transformation plane "elliptique".



10bis

“a

Ho

Figure &/

Transformation plane "rotation d'angle a".



CHAPITRE I1

LA FORME NORMALE.

LE CAS "PARABOLIQUE".
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IT.1.- LA FORME NORMALE.

’

D'une fagon générale, considérons la transformation

suivante dont 1l'origine est un point fixe.

M P
X = z XY
20, P20 e ¥ Y
(II.L.1)
y .= I g %y
+ MP
"l w20, P20 i
avec
f =0
00
=0
900
donc
XO =0 x1 =0 xn =0
= et -Vn
yO =0 yl =0 yn =0
Au ler ordre cette transformation s'écrit
= +
*at1 = f10%n ¥ Tor¥n
(I1.1.2)
= +
Yn+1 = 910" 7 Y01¥n
En comparant avec (I.2.1), on trouve
fip=2a fgp = B
990~ € 9o1 = @
la condition de conservation des aires est donc
detD = 1 <> f - g f =1 (LT .1.3)

10901 1001

D'autre part

T = D = +
trace flo g01
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Si |T| > 2, on obtient le cas hyperbolique qui est toujours instable
Si IT] < 2, le cas obtenu est elliptique, il n'est pas toujours
stable.

Si IT I = 2, nous avons le cas parabolique gue nous nous proposons

d'étudier dans ce chapitre.

Moyennant un changement de variables donné par :

x = UZ + UZ
e - -{J:
<==> 7 = —:r—~—ﬁ¥ [
Ue = VG (II.1.4)

y = VZ + VZ

on peut passer aux variables complexes Z, El quli nous permettent

de simplifier 1'étude.

D'aprés (II.1.1) et (II.1.4) , nous avons :

Z = m— - of + .
i1 = B - W sz (£,p7 = 9,00 (Uz + 02 )(va_ + vz ) (IZ.%.5]
’

Dans le cas elliptique, si 1l'on prend :

i0
v ¢ f10 F10
= = = — (IT.1.6)
U fo1 ela _
901
avec :
0 <a <
{
= + -
2cosQ flO g01 trace D

(IT.1.5) peut étre ramené & la transformation dite "forme normale"

qui sera étudiée dans le chapitre IIT :

i K—(N-K)
= +
Z 4 =€ [én ¥ a2 Zn (T1.1.%)
N,K
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IT.2.~ CAS PARABOLIQUE.

Dans ce cas, nous avons

+ =+
f10 " 901 2
F10%1 7 01910 T 1
et
1
flO 01
D =
910 901
Il y a trois cas essentiels.
Premier cas
1 0
D=1+ T7Tavec I = [ ]
0 il

Ce cas est trés voisin du cas elliptique.
Par le développement simple de (IT.1.1) jusqu'au 2e ordre
et le changement des variables (II.1.4) avec igd
U=1/2 vV =1/2i

nous obtenons la forme normale -

dotg = et Ezn " a26520 N azlgbzo * azzzzo] t oz, + ... (I5.2.1)
ou
@ =0, si D=T%
{ & =m, si D=-T
et

Q
|
[\S)
=
Hh
N
[a)
4
Hh
(@)
N
+
o
«Q
N
(®)
+
[Ve}
o
N
L

Tade
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Au ler orxdre, nous avons

0) (IT.2.2)

2 =2 cas Q.
n 0] (

(-1)"z (cas o = T) (II.2.3)
n 0]

Z
L'étude et les résultats, pour les termes de second ordre et au-
dela, sont analogues au cas elliptique étudié en détail dans le
chapitre IV. On examine les termes de plus bas degré de (Z1 = Zo)

sia =0 et de (Z2 = ZO) sia = T.

Deuxiéme cas

T=+2¢etD# I

Sion prend dans le changement des variables (II.1.4) :

= - + 1
U flO il 24,
(IT.2.4)
V=9
Oou encore
U= - fo1
(IT..2.05)
= - - 1
v 10 1 21
Nous avons, au premier ordre
== + 7 - 7
Zn+1 Zrl 1(Zn Zn) (I1.2.6)
= + 1 — o
z Zg m(zo ZO) (IT.2.7)

et les points se répartissent sur une droite paralldle & 1‘'axe

réel (figure 6).

Troisiéme cas

T =-2et D#-I
Si, pour (II.4.4), on prend :

Uu=-+¢ -1 + 23
= (11.2.8)

\%

~ 910
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ou bien :
= f
Y 01
(1I1.2.9)
= - - - 2]
\% flO 1 il
Nous obtenons au ler ordre :
o — + 3 - 5 . .
Z [zn i(z_ zn):] (I1.2.10)
dont les itérations sont -
n . =
= - + = L. *
Zg = D" [z) + nicz, z) ] (I1.2.11)

Pour cette transformation, les points 2, Z Z

0 17 OO Zn sont

2’
portés sur deux droites paralléles & 1'axe réel, symétrique 1'une

de l'autre par rapport a l'origine (figure 7).
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&
A
%3 T Zh o
fEe # % H——k pt—x
Figure 6

Transformation plane "parabolique".

= + 1 - 7
Zn ZO ln(ZO ZO)

D#L, T =2
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A%
Zy Zy Zo Z-2
>
Z-\ Zy Z3 15

Figure 7

Transformation plane "parabolique"

A ‘ _
Zn = (-1) 40 + nl(ZO ZO)

D #-1
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IT.3.- STABILITE DU POINT ORIGINE DANS LES DEUX DERNIERS CAS (T=+2;D#+*1)

L'étude du premier ordre peut sembler conduire & 1'insta-
bilité du point origine. Cependant 1l'influence des termes d'ordre
supérieur peut aussi bien amener les points successifs soit a
s'échapper, c'est donc le cas de l'instabilité (figures 8 et 9)
soit a former, par exemple, des boucles et le point origine sera
stable (figure 10).

La regle de la stabilité sera démontrée dans le chapitre
IV, lorsque nous étudierons les deux cas & = 0, @ = T. Cette régle

est la suivante :

. = 2
Cas T =+ 2 ; 2 =7 + - + - o
- n 1(Zn Zn) O(Zn ) avec Z X iy
Considérons, au voisinage de l'origine , les points ZO
pour lesquels X; T X ils forment un lieu B tangent en 0O & l'axe

réel (figure 11).
Considérons alors le rapport (y1 - yo)/xO aussi bien pour
la partie droite (B+) de B que pour sa partie gauche (B_).

Si, dans un voisinage suffisamment petit de 0 :

Y. 7Y
1.%) —l—;——g >0 sur B_ et sur B+, le point origine est stable (pourvu
0
que le hamiltonien H soit analytique) ;
Y1 7 ¥
2°) " £ 0 sur B_ et/ou B,, le point origine est instable.
0
Si dans tout voisinage de O le rapport (yl . yo)/xO

posséde les deux signes aussi bien sur B que sur B+, on ne peut
conclure ni a la stabilité ni & 1'instabilité mais assurément alors

le hamiltonien H n'est pas analytique.

Cas T = - 2 :
Nous considérerons la différence (22 - ZO) au lieu de
(Z1 - ZO) et il suffit alors d'appliquer la régle ci-dessus car

T = - 2 entraine T2 =+ 2,
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\ /Lo

Figure 8
D+#I, T =+ 2, Exemple d'un cas instable.

Les points successifs s'échappent.
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Figure 9

D*-1I, T=- 2, Exemple d'un cas instable.

Les points successifs s'échappent.
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Figure 10
D#1, T = 2, Exemple d'un cas stable.

Certains points successifs remplissent une boucle.

21



Z\
T\ £3_+
Zo o
>
7.

Figure 11
Les points pour lesquels

un lieu B tangent en O

Si dans un voisinage de O :

2 = >
1°) (Yl yo)/xO 0 sur B+ et B_ et

2°) (yl-yo)/xo £ 0 sur B+ et/ou B_

Z = + Ly_

z,= z, +if(z -2 )+ O(zi)

x1 = XO forment

a l'axe réel.

H analytique : cas stable

cas instable.
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CHAPITRE I11I

ETUDE GENERALE DE LA STABILITE D'UNE SOLUTION PERIODIQUE

DANS LE CAS ELLIPTIQUE.
CAS ®/2m [RRATIONNEL : RESULTATS DE BIRKHOFF.
RESULTATS DE HELMUT RUSSMANN.

CAS a/2m RATIONNEL.
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IIT.1.- ETUDE GENERALE DE LA STABILITE D'UNE SOLUTION PERIODIQUE.

Nous venons de voir que 1'étude de la stabilité d'une solu-
tion périodique se raméne & celle du voisinage d'un point fixe d'une
transformation plane.

Nous choisirons ce point fixg pour origine et nous savons
déja que si la transformation voisine est hyperbolique, le point
fixe étudié est instable.

Dans le cas elliptique, un changement linéaire des coor-
données nous raménera au cas ou la transformation linéaire voisine

{
est une rotation d'angle &, ce qui dans un cas analytique conduit
a :

X, = Xcos® - ysin® + cx? + dxy + ey2? + fx3 + ...

(ITTslads)

Yy = xXsin0 + ycos® + c'x2 + d'xy + e'y2 + f'x3 + ...

Il est commode d'utiliser la variable complexe z.

Soit
z =x + iy
ce qui conduit a la forme suivante que nous qualifierons de "normale"
. o N (N-K)
L0 g K =(N=
Z 4 = Zizn) = et [? + I 2 avk?n Zn (BIT.1.2)
N=2 K=0
ou bien :
' = K —(N-K
a — — — -
Z 4 = et F(z ,z ), avec : F(zﬁzn) =z + X % auk?n %n )
neon N=2 K=0

En utilisant la dérivation formelle, par rapport a z indé-

pendamment de z :
K =(EN=K K-1 —(N-K
%; Ez z( )] = Kz 1 z(N )
et en posant : 0 N
G(Z,2) = conjuguée de F(Z,Z) = Z + L L
N=2 K=0

(N-K) ZK
Z Z
NK
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la condition de conservation des surfaces s'écrit

oF &  9F ae:

9z " 9z 0z ° oz

d'ou, en développant

1 (ITI.1.3.)

oF = - _
— =1 + + + 2 4 + 2 4 3) + ...
e 1 2a222 ay,2 3a332 2a3zzz aBIZ 0(z3)
§é§== 1+2a_.z+Aa__z + 33_.22 + 2322 +3_ 22 + 0o(z3) + ...
97 22 21 33 32 31
(ITITI.1.3bis)
ag =a,.z+ 2.,z + 3a, 22+ 2a_.2z + a__z2 + 0(z3) + ...
9z 21, 20 30 31 32
a(—;=a z+ 2z + 3a, z2 + 23a_.2z + .22 + 0(z3) + ...
oz 21 20 30 31 32

(ITI.1.3.) impose donc

+ 2 =0

o1 452

et pour les termes de troisiéme degré :

— a —
+ = -
3a33 t a3y =425, - 4Ea
+3a_. = a.. - a__
33y F A35 T 2350355 T 28553,
et ainsi de suite ...
Si les termes a non nuls de plus bas degré sont de degré

NK

M, ils ont M/2 ou (M+1)/2 relations indépendantes

+ ——
aM1 MaMM 0]
+ - o
2a 5 (M 1)a(M_1) 0
..................... (I11.1.4.)
+ +1- =
KaMK (M+1 K)aM(M+1—K) 0

K ={1a M}
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iéme iéme . ' . .
les K et (M+1—K)l relations sont identiques. Bien entendu 1'ex-

pression (III.1.2.) n'a d'intérét que si la série utilisée est conver-
gente au moins dans un voisinage de l'origine, c'est-a-dire si le

rayon de convergence R :

R = lim inf|a_ | 1/N (ITT.1.5.)

N0

NK

n'est pas nul.
C'est l'hypothése de 1l'analycité.
Pour 1'étude de la transformation (III.1.2.) nous allons

distinguer deux cas.

IIT.2.- CAS OU o/2m EST IRRATIONNEL.*

Dans ce cas nous avons les résultats 47 Arnold . Eui] :

Si «/27T est irrationnel, on peut ramener 1l'étude de la transformation

A

(ITI.1.2.) a la "forme normale de Birkhoff" par une transformation
équivalente appropriée.
Quel que soit le nombre entier positif L, on peut trouver
une transformation équivalente :
00 N

Z=f(z,z) =z+ £ I b
N=2 K=0

K —(N-K)
z z

NK (I1IT.2.1.)

telle que la transformation (III.1.2.) devienne une transformation

de Birkhoff :

, - L-L
i(Q+Q.Z Z +...+0, 22 0 N
K— -—
z . = [é 1-niig Lin ”:}[én + I L c?n zéN K{} (ITI.2.2.)
N=2L+2 K=0

les coefficients « 1’ o QIJ sont les invariants de Birkhoff,

oiF s

ils sont réels et indépendants de L{19)ils sont caractéristiques de

la transformation étudiée.

¥ Voir Page 25 bis |
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Les expressions de al, az sont données en (IV.5).

Avec exp(i0t) = A, Arnold EO], Siegel [1] et Moser [Iﬂ
écrivent la condition /2T irrationnel sour la forme s
* K
¥ KEN : A =1
Nous verrons en (III-4) que si /2T est rationnel

(A racine giéme de 1) on peut encore obtenir la transformation

(ITI.2.2.) de Birkhoff et les invariants correspondants tant que

L < {g - 2}/2.
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Si 1'un de ces invariant&xj?u moins, n'est pas nul, la trans-
formation (III.1l.2.) s'appelle "application elliptique générique"
et le point fixe de cette transformation est sfable, tous ses voisi-
nages contiennent une infinité des courbes fermées autotransformées

qui l'entourent [figure 12).

ITI.3.- UN RESULTAT DE HELMUT RUSSMANN (9].

Si tous les invariants de Birkhoff sont nuls, le point
fixe étudié est encore trés souvent stable, il suffit, par exemple,
que le rapport o/2T soit "suffisamment loin" des rationnels.

Posons :

b(k) = inf l— - J9[} (III.3.1.)

1sgsK
p,q entiers

1
i b [¢(k)] (ITI.3.2.)

I ™ 8

le point fixe étudié est stable, ce qui est le cas si, par exemple,
existent A > 0 et n > O tels que pour p€ —Z et g€ [N * :

l—— = El > ag | (III.3.3.)
Cette propriété est trés générale et tous les nombres algébriques
non rationnels la vérifient.

Si, enfin, tous les invariants de Birkhoff sont nuls et
si la série (1/k2) Log (| 1/¢ (k)) diverge les résultats actuels ne
permettent pas de dire si le point fixe étudié est stable. Il est
cependant bien probable qu'il y ait stabilité méme dans ce dernier

cas, pourvu que la transformation étudiée soit bien analytique comme

cela est supposé pour 1'écriture de (III.1.1.).
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Figure 12

Le cas d’ Arnold .

/2T est irrationnel et 1l'un au moins des invariants de Birkhoff

n esl pas nul.

Le point fixe de la transformation est stable et ses voisinages

. . . . ’ . ’ .
contiennent une infinité des courbes autotransformées qui 1'entourent.
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Divers exemples de transformations instables ont été trouvés
Ll

avec, effectivement, tous les invariants de Birkhoff nuls, mais ces

transformations ne sont pas analytiques.

ITT.4.- CAS OU o/2m EST RATIONNEL.

Nous supposons /2T = p/q, avec p/q irréductible.

Dans ce cas on peut encore rechercher une forme normale
de Birkhoff (III.2.2.) mais cela n'est possible que si L < (g - 2)/2.
La encore, nous trouverons que si 1l'un des invariants de Birkhoff
n'est pas nul, il y a stabilité.

Examinons la transformation (III.1.2.) au premier ordre

" _ elaz _ e12Tr(p/q)z
n+1 n n
z = eizaz

n+% n

zn+q - Zn

a

Il y a donc intérét a étudier la transformation T(q) qui est voisine
d'une identité.
, =79 5 =2 & ote® 3 (III.4.1.)
n+q n n n

En supposant que les termes a non nuls de plus bas degré

NK
*

sont de degré M, on obtient en itérant (IIT.1.2.) pour £ quelconque . :

ilo 1
Zont < B [y
K

g gt oK)
K
0 M n n

i X

i0(2K-M-1)
avec =

m
K

Voyons donc le cas { = q.

(2-1) M+
(Ltmtm2 4ot J +0(z "7)  (ITI.4.2.)

* voir page 28bis.
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L'expression (III.4.2.) s'obtient aisément par récurrence
car

A) elle est valable pour tout n, par définition si & = 1 ;

B) si elle est valable jusqu'a 2 - 1

M
K —=(M-K) (2—2{] M+1
E mk Zn Zn (1 +m ..o+ m + o(zn )

_ia(®-1)
Z g1 =€ [zn + = a . % 2 +
1iQ M K —(M-K) M+1
Zn+2 - e {?(n+2—l) KEO MK z(n+9,—l) Z(n+2—l)] * O(Zn )

d'ou immédiatement (III.4.2.) en éliminant Z(n+2—1)'

La méme expression simple (III.4.2.) est valable pour

tous les termes de degré inférieur a 2M-1.
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Il nous faut étudier la somme :

S=1+m +m2 + ...+

K K (I1I.4.3.)

Cette somme est toujours égale a O ou q.

En effet :
ia(2K-M-1) (i2m(p/q)) (2K-M-1)
m = e = e
K
donc :
mq = il
K
me = 1 entraine S = g o
1 = mk
m_ Z 1 entraine S = —— =0
K 1= mK
Le cas S = g, donc me = 1, s'obtient pour (2K-M-1) multiple
de g soit : (2K-M-1) = Ag, ce qui donne :
— (M- +
2 . =7+ q Z 2 z: (MK) | o™y (11r.4.4.)
& ( OsksM
2K-M-1=Aqg

D'une maniére plus générale, méme si les termes T subsis-—
tant en (III.4.4.) sont tous nuls, nous allons démontrer que latrans-
formation (III.4.1.) sera, pour les termes non nuls de plus bas degré,

toujours de cette méme forme.

Examinons en effet la différence (z — 2 ) @
n+q n

1°) si (z P zn) est identiquement nulle, la transformation est
n+q
trés simple et respecte bien la forme (III.4.4.) ;
. N .
2°) sinon, cette différence est d'ordre (zn) soit :
N K —(N-K) N+1
z -z = X b z Z + 0(z ) (ITT.4.5.)
_ NK n n n
et nous allons montrer que les bNK non nuls sont nécessairement tels

que 2K - N - 1 soit multiple de g ce qgui est exactement ce gue nous

recherchons.
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Considérons donc une transformation analytique équivalente

> 9 L _(Q-L)
2=z + X L c z  z o (I1T1.4.6.)
QL
0=2 L=0
(Zn+q = Zq) aura la meme partie principale que (zm_q = zq)
© 0
7z i 7z =gz o 2 + X r ¢ L(zL+ :% L _ zL Z(Q L')) (ITT.4.7)
ntq g ntq a5 QL “n*g Tn¥q qa g
d'ordre z(N+l) car z -z = O(zN)
q ntq q g9

Utilisons (III.4.6.) pour simplifier 1la transformation (III.1.2.)

que nous récrivons ci-dessous

[ee)

Z g = ela[z + X z a e zi ZéJ‘K) ] (II1.4.8.)
n J=2 K=0
donc :
2 L -@-L)
7 =z + X I c z z = (I11.4.9.)
+ + L +1 +
n+1 n 1 0=2 L=0 Q n n+l
. © g X _ )
= elai? + ¥ I ax 2, z;J K{] +l 5 X cQL z§+l ziglL (III.4.%is)
J=2 K=0 Q=2 L=0
Soit :
y 20 J
7 4 = ela[z + LT £ zX z;J K)_] (II1.4.10)
J=2 K=0 "

i . £ . . . .
L'expression des fJK en fonction des aJK et CQL n'est pas simple
Cependant, si les termes en cQL de plus bas degré sont de degré r

fJK = aJK pour J < r
(ITI.4.11.)
i (2K-J-1) :
= + - =
fJK aJK cJK [e 1] si J r
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Il est donc possible, en choisissant :

a

c - JK
JK -i0 (2K-J-1)
1 - e
de faire disparaftre tous les aJK pour J = r pourvu que ela(2K—J_1)

# 1, c'est-a-dire pourvu que 2K - J - 1 z )q.
Cette simplification peut &tre faite successivement pour
tous les degrés de 2 & N en commengant par les plus bas.
Si avant le degré N, il subsistait des aJK non annulables
ces a subsisteraient dans Z - Z_ comme l'indique 1'étude de
JK n+ n
(ITI.4.2.) a (III.4.4.). Ceci est impossible car Z -2 et z -z
n+q n n+qg n
a . o N
ont meme partie principale d'ordre (zn) .
Ce procédé va donc annuler tous les aje avec J < N et ne
laisser subsister que des Ay égaux a bNK/q et non annulables c'est-
a-dire vérifiant la condition recherchée : 2K - N - 1 multiple de g.

Nous pourrons donc écrire dans tous les cas, pour un entier

M appraoprié :

+ - — -
—2—9 =1 + ) Ay z;K U z;M K} 4 0(zf) (III.4.12.)
n { 0SK=M
2K-M-1=\g
Posons :
i0
n
V4 =Y e
n I
(ITI.4.12.) s'écrit :
z M if (2k-M-1)
+ .
i G I + o(rh (IIT.4.13.)
Zz n MK n
n K=0
Posons encore :
M if (2K—M—1{]
f(g) = [m[;zo AMK e (ITI.4.14.)

ITI.4.14. implique :

(6 + éﬂ) = £(8 ) (I1I1.4.14 bis)
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et d'autre part

§) < § + gt £(0 )+ O(rM) (II1.4.14. ter)
n n n

Démontrons maintenant le théoréme suivant
THEOREME :
a) si
inf £(0) <0
0
(ITI.4.15.)

sup £(0) >0
S]

le point périodique étudié est instable ;
b) si

sup £(0) . inf £(0) > 0 (III.4.16.)
6 6

il y a stabilité ;
c) enfin si

sup £(0) . inf £(6) =0 (I11.4.17.)
8 8

ce cas est difficile mais peut parfois conduire & 1'instabilité.
Etudions donc un secteur circulaire S (figure\3 ) suffisam-
ment petit pour que les effets d'ordre supérieur soient négligeables

et limités aux angles Oa, eb tels que
£(6) >0 , £(6) <o (II1.4.18.)
a b

Le transformé Sq de S par Tiq) (figure Ik ) aura la méme surface (puis-
que les aires sont conservées) et, a cause de (III.4.14.¢ter)
(ITI.4.15.) et (III.4.18.), ne pourra dépasser de S que du cbté de

l'arc de cercle.
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Considérons maintenant dans la figure |5 1le petit triangle

curviligne ouvert T. hachuré et de sommets OAB.

0
TO appartient a (S - Sq)' son transformé Tq appartient
donc a (S_ - S_ ) et lui est disjoint.
q 2q

Les transformés successifs TKq vont tous @&tre disjoints
les uns des autres aussi longtemps qu'aucun d'entre eux ne retombe

sur le premier car si T

retombe sur an, le triangle T(K—l)q serait

Kq

retombe sur T(n—l)q'

Aussi longtemps que les transformés successifs TKq appar-

tiennent a Sq ils ne rencontrent pas T et sont donc disjoints. Comme

0

ils sont tous de méme surface, ils ne peuvent &étre qu'en nombre fini

et soit qu le dernier d'entre eux :

T S (IT11.4.19.)
{ mg C q
T S ITI.4.20.
(meldy a i ( )
donc T & S en conséquence T rencontre S - S. Ainsi, si petit
mg mg q
que soit OAB, 1l'un de ses itérés ira jusqu'a Sq - S et le point O

ne peut étre stable.
Nous avons ainsi démontré que si inf f( B) < 0 et
sup £(6) > 0, le point étudié est instable.
Il nous reste a voir les cas ou :
sup £(0) . inf £(0) > 0
6 6
Notons tout d'abord que f(6 ) n'est identiquement nul que si
z = z , cas évidemment stable.
n+qg n
Sinon, considérons d'abord le cas -
sup £f(0) . inf £(8) = 0 (IT11.4.17.)
G 6

Ce cas est difficile mais peut parfois conduire & 1'instabilité en

examinant les rayons pour lesquel f(6) = 0 et en essayant de refaire
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la méme démonstration que ci-dessus . Si pour l'un au moins de ces
rayons (dont le nombre, a cause de IIT.4.14 bis, est multiple de
q) 1'étude des ordres supérieurs montre que la partie principale
de la variation de O est dans le sens favorable ou méme identiquement
nulle, il y aura encore instabilité et la démonstration des figures
I13-/5 s'applique encore.

Examinons enfin le cas ou :

sup £(8) . inf £(0) > 0 (ITI.4.16.)
6 G

Dans ce dernier cas, le point étudié est stable et cela s'obtient
par une démonstration semblable & celle d'ArnoldBO,ﬁ]pour les appli-
. . . ’ ’ . * . .
cations elliptiques génériques. Les courbes invariantes de la trans-
formation, au lieu d'étre des quasi-cercles comme dans le cas
d'Arnold, sont des courbes d'équation :
= M+2
Im(z .z ) +0(z ) = constante (ITI.4.21.)
n+q n n
mais :
M+1 2

Imtz_, .29 =17 g0 ) + oz 2 (I1I.4.22.)
n+q n n n

On peut donc écrire que 1l'équation des courbes invariantes est :

g £(0) + O(rM+2) = constante (IT1.4.23.)
ce qui, puisque f(0) est de signe constant, conduit bien & des cour-
KK

bes fermées enveloppant 1l'origine.

Pendant la rédaction de cette thése, Carlos Simo a démontré
ce méme résultat d'une autre facon @éh mais il convient de rappeler
que, si la démonstration des figures 13, 14, 15 peut tres bien s'ap-
pliquer a des transformations non analytiques, par contre les

démonstrations de la stabilité exigent 1'analycité de la

transformation.

*

- } voir page 34bis.
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La démonstration de la stabilité ,par la méthode de C. Simo [33] s'écrit :

Soit la transformation dans le plan cartésien ordinaire -

_
(xo, yO) (xl, yl) (III1.4.24.)

Si cette transformation est :

1°) analytique ;

2°) conservant les aires ;

7

3°) *"parabolique" (c'est—é—dire telle que : (xl—xo) et (yl—yo)

2 2
= 0(x," + vy, ))

il existe alors une fonction analytique G(xo,yl) telle que :

Il

y + (8G/8xo)

o Y1

(LT 520 25m)

X

1= %t (BG/ayl)

Simo démontre que si G est extrémale en (0,0) le point (0,0)

de la transformation (III.4.24.) est stable et 1'on obtient sans

ib

difficulté en posant Z = x + iy = re :
(M+1)
_ _x (M+2)
G(x,y) = - 5= £(8) + ofr )

on vérifie bien que sup £(6) X inf f(0) > 0 entratne bien G extr@male
6
en (0,0).

i On peut aussi appliquer le "Moser twist theorem" [17].

= b
>0 K =(N-K) M-1 N By ke(n-k+1)
**  Avec Z =7 + L LK bk 2n 24 et P = I z N+1) 2 2
ntq M N=M k=0 N=M K=0
une bien meilleure approximation des courbes invariantes
est :
+
P + O{Z(2M 1)} = constante.
< o ; (3M)
De 2 a 2 la variation de P n'est que d'ordre 7% et
n n+q n

l'on peut, en principe, trouver une approximation a n'importe

quel ordre.
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Oa

Figure (3
Secteur circulaire S limité aux angles Ga

£(6.) >0 , £(6.) < 0.
a b

’

0

b
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Figure /4

Le transformé Sq de S par F(q).
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Figure |5

Le petit triangle curviligne OAB de S

et son transformé OA B de S .
qa g gq

37
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IIT.A.- ANNEXE

Revenons aux relations (III.4.14.) et (III.4.14 bis) :

M i6n(2K-M—1)
£(6 ) = Im[z A e J (EILT.A1,)
n K=0 MK
£(0 ) = £(8 + 2Ty
n n 9
Posons
M i6 (2Kk-M-1) z "z A
S a_e ° =6 )=—9 0, o) (III.A.2.)
MK n M-1 n
K=0 « Z
n n
d'ou
£(6 ) = ImG(B )
n n
et
df(en)
56 " (= 1 = M)ReG(Gn) (ITI.A.3.)
n
Donc sup et inf de f(@n) s'obtiennent pour :
af(® )/aé = o0
n n
c'est-a-dire pour}kG(en) = 0 et donc pour :
r = r + o(c(M+1) (II.A.4.)
n+q n n

D'autre part, le test de stabilité développé dans le cha-
pitre IITI présente malgré tout encore un cas indécis : celui ou

sup f(en) s 1ff f(en) = 0 et ou le long de K.q rayons pour lesquels

0 6

n n
f(@n) = 0 1'étude des ordres supérieurs conduit partout & des varia-
tions en+q = Gn de 6 toujours de signe défavorable a 1l'instabilité.

Fort heureusement, il est possible de compléter ce dernier
point en examinant dans un petit voisinage de l'origine, les points

zn pour lesquels rn+q = r‘n ainsi que nous y 1incite (III.A.4.).
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Si pour ces points, si petit que soit le voisinage étudié,

la quantité sin(en+q = Gn) n'est pas de signe constant, on peut
recommencer aisément la démonstration des figures 13 a 15 et démon-

trer ainsi l'instabilité pourvu que la transformation étudiée soit

analytique.

Si au contraire, pour ces mémes points vérifiant

i =r , la quantité sin(0 - 6 ) est de signe constant dans
n+q n n+q n

un voisinage de l'origine, il y a stabilité.

Si sin(erl - en) est nul pour tous les points pour les-

+gq
quels rn+q = rn, on montre sans difficulté, grlce & la conservation
des aires, que la seule solution possible est z = z ce qui rend
q p n+q = “n q

la stabilité évidente.
Si sin(en+q ~ en) est de signe constant non nul pour les

points pour lesquels rn+q = rn' il faut appliquer la démonstration
de Carlos Simd [33] et il y a effectivement stabilité.
On notera que cette annexe n'est valable que pour les

transformations analytiques et gqu'elle conduit & un test tout a fait

équivalent a celui de la figure 11 dans le cas parabolique.



CHAPITRE IV

ETUDE ANALYTIQUE JUSQU'AU 5E ORDRE.

UN CHANGEMENT DE VARIABLES:

LES CAS @ = 0 ET {a = + 21/3 ; a = 0},

20

EXPRESSION DES INVARIANTS DE BIRKHOFF.

LES CAS PARTICULIERS (a = % w/3, + 2m/5, + an/s,

+ /2, + 2u/3, w).

RECAPITULATION.
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IV Q.

Considérons la transformation étudiée sous sa '"forme

normale" présentée en (III.1.2.)

. ® N e
z = ela[z + $ % a zK z(N K)] (IV.0:1.5
n+1 n

Le chapitre III nous a permis de savoir dans quel «cas
cette transformation conduit & la stabilité ou a 1l'instabilité du
point invariant étudié. Cependant, cette connaissance reste treés
théorique étant donné la complexité des relations en jeu et il serait
commode de pouvoir déduire directement la stabilité ou 1'instabilité
des paramétres figurant dans (IV.0.l.), c'est-a-dire o et les a _ .

NK

Nous ferons cette étude jusqu'au cinquiéme ordre inclus.

IV.1.- UN CHANGEMENT DE VARIABLES.

Faisons le changement de variables donné par la trans-

formation :
= 22 1 S 2 el =
Z z bZOZ b2lzz b222 TV e 5 )
ceci conduit a :
= + —2+ = + 2
Z1 2, bZOzi b2lzlzl b22z1 (IV:1.2.)
et
= + _2+ p + 2 ]
ZO z, b2ozO b2lezO b2220 (IV.1.2bis)
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En remplacant, dans (IV.1.2.), le paramétre z, par sa valeur issue

de (IV.0.1.)

. o N
z, = ela[z + X L a zK E(N_K)J
1 0" iy koo MK %0 %0
il vient
. ©o N
Zl = ela[zo + Xz z BNK zg zéN K)J (IV.1.4.)
N=2 K=0
avec :
~310
= + el eIde
BZO 20 bZOe (IV.1.5.)
-1
= B e le .
B21 ay, b21e (IvV.1.6.)
+iQ
= + eleloe
322 a22 b22e (IV.1.7.)
-iQ . =330,
= +
B30 a3o a20b21e + 2a22b20e (Iv.1.8.)
| io —— -io — -31i0
= + - + .1.9.
831 a31 2a20b22e a22b21e 2a21b20e (IvV.1.9.)
iQ =3 — -31Q
= + - +
B32 as, 2a21b22e a22b21e 2a20b20e (Iv.1.10.)
10 —_— -1iQ
= + + . ®
B33 a33 2a22b22e a20b21e (Iv.1.11.)
B = +a, b e & (a b e 4
40 ~ %40 T %20 P22° %30 7 %22%20’°21°
(Iv.1.12.)
— — - 'u
+ (2a + a2 2)b_ e e
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io = S

+
(2a55 + 235085000 007 + (agy +a 4 82132 T
(IV.1.13.)
_— —io m— -3in
+ +
350221 P51 (2a3, + 2a,,a,,)b, e
2 ia — -
+ + + + + +
(2a3) * 233,50 + a7 )b, e (ajy *agy +ay5a,,
a_.a + a )b e—ia + (2a_. + 23__a__ +
e | 20720721 31 22920
—2 -3ia
a21 )b2oe (IvVv.1.14.)
(2a + 2a_._.a__)b eia + (a3 + a + a__a +
25 22%21" 795 31 33 22721
(IV.1.15.)
—ia — — — _3i(1
o + +
a21a2o)b21e (2a30 2a21a20)b20e
2 i - -ia
+ + + +
(2233 + 2y, )bye (330 * 255850)b5 @
{ TV 1.4 16 )
-3ia
2
3207050
io — — -ia
+ + +
28503300228 (840 * 330235 + 35933300y T #
(IVed 173
_ - -3iq
+
(2a44 2a22a33)b20e
ia —
+ + + +
(23,9 * 2851835 + 23,535, )b e b8y * Ty *
a +a.a._. +a__a + a_. a..)b e—ia +
21933 20732 31729 30591 " O
—_— ~3iaq
+ +
(2a43 2a22a32 2a21a33)b20e (Iv.1.18.)
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i
+ + + + +
(2a,) + 2,533 + 2a,,a,, 2a,03,P,,8
+ +3 _ + a . + a. o+ 1.+ a__ +
(agp * 343 *ayyay5 +a,80 820%31 T 93295,
+a..a_. +a_..a )b e_ia + (2a + 2a_.a__. +
31721 307207 "1 42 22931
+2a_.a_. +25.a )b e_3ia (IvV.1.19.)
21932 20%33’°20 sinitalie
+ (2a + 2a__a + 2a__a + 2a_. _a__)b eia +
42 22731 21932 2033722
+ + a3 + a__ + a__ + I+ a._ +
(343 2y, * ayay, * a8 920%30 T %3393
+a..a_ +a.3a )b e + (2a + 2a__.a__ +
32%21 31%20""p1® 41 22930
— — -3ia
+ + .1.20.
2a21a31 2a20a32)b20e (IV.1.20.)
+ (2a + 2a__a + 2a_.a__.)b eiu + (a + a +
43 22732 2193322 44 41
+a._a- +3a_-a + a_.a + a._.a_ )b e -
23°3] 21933 21930 329207 °21°
+2a__ +23a_.a. - +23a_a )b e—3ia (IV.1.21.)
40 21%30 20931720 shelt.
+ (2a. . + 2a B &% b (5= 4 g B
44 22%337922¢ %40 22930 +
— -iq — —_ -3ia
T's
a33a20)b21e + 2a2oa3oe (Iv.1.22)
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Exprimons, maintenant, 1la transformation (IV.1.4.) en fonction

Z .
de 0

Nous choisirons les b2j de facon a faire disparafitre

les termes du deuxiéme degré ; il nous faut donc

2 + z = + 3 olkiaZ 35
z, +-Bzozo B2lezO + B Z O(ZO) (IV.1.23.)

2
22%0 ~ o
c'est-a-dire, compte-tenu de (IV.1.2bs)

Byo T Po0 7 By TPy 7 Byy = b

N

d'oh, avec (IV.1.5.) a (Iv.1.7.) :

b .20
20 -3ia
1 -e
a
21
b21 = o (IV.1.24.)
1 -e
%55
Pyy = xia
1 -e
Notons que
+ —-—= ks + =
ayq 2a22 0 entralne b21 2b22 0 (V. 1.25%)

Ces relations (IV.1.24.) conviennent trés bien si

2T 2T
z h e = 4+ — . =
az{o0, * . } ou { a=+ 3 ¢ ¥ 0 }
Enfin, si soit (& = 0) soit (& = * 273 ; a Z 0), le choix

- 20

(IV.1.24.) n'est plus valable et 1'étude de ces deux cas sera faite
a part en (IV.3.).

Dans les cas favorables : o % {0 , * 273} ou bien

{ a=+2m/3 ; Bl 0 }, nous obtenons
ig 2N K —(N-K)
Z. = Zi *F - T
1 e [o X )X ANK zO Zo (IV.14s26s )

N=3 K=0
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avec
A3O = B3O , A31 = 831 , A32 = 332 , A33 = B33 (IV.1.27.)
Ay = Byp ” 355;330 - b, By, (IV.1.28.)
A =By - 36;1830 = 2b,.B.. (IV.1.29.)
Ay, =B, - 33;5830 +3b,,By + 3b B - 35,085 (IV.1.30.)
By = B, = 2556831 - 3b, B (Iv.1.31.)
Ay, =By, - 556832 - 3b,,B., (IV.1.32.)
Bso T Bso ~ 4525840 T PooPar t (9E;;2 T 6PyPy0 B30 *

+ (55;2b20)331 + b, 7B, (Iv.1.33.)
Bs1 T Bsp 45;i84o - 325341 T 2bygByy * (6bzdg;5 B

= 18b,.b),)By + (3B, - 10b, 5050 31 ~ 2by5bo 0By *

+ 3b. B (IV.1.34.)

20 "33

Aoy = B, - 4556340 + 5b B, + 25;;842 - 3b, B, + (18b222)830 +

* (8b20555)831 * (78D, b T 655%)B32 -

- 12b_ b_.B (IV.1.35.)

2022 33
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A _=B__ - 3b_

+ = -—_
5.3 53 20841 o oF L

+ -
2b22842 22 43 20B44

- 12b_b. B, + (-8b..b_ + 6b._°)B.. + (8b b. )B._ +

2022 30 22720 22 P31 20°20°"32
+ 185~ 2B (IV.1.36.)
22 733 T
= . T —_ — + ~2 = P +
Bsq = Bgy ~ 2by0B,, byoBa3 ~ 40518, 3b,50*B30 (bzobzz)B31

2 — ——
+ -— -
(3b22 1Ob22b20)B32 + (6b20b20

= 18b22b22)B33 (Iv,.21.37.)

55 = Bss T PyoBys

+ b__ + 2b__b_

- 2
8 20 P31 22°20832 *

22844

—

2% T .
(9b22 6b22b20)B33 (Iv.1.38.)

+

Bien entendu, la transformation (IvV.1.26.)

. ® N Nk
z, = ela[zo + I L oA zg ZON )
N=3 K=0

ne conserve plus les aires comme la transformation correspondante
(IV.0.1.) en 2z, mais elle reste conservative, elle conserve le

produit de l'aire dans le plan Z par la fonction réelle

soit

b__ b. b_) +

= 2tb_ b - 2 + = -
[0) 1 + 4z2(b__b b22 ) 4zz(b22 29 20220

22720

+ 452 - b 2 .
4z (b22b20 b22 ) (IV.1.39.)
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IV.2.- LES ITERATIONS DE LA TRANSFORMATION (IV.1.26.).

Définissons 1les coefficients A NK en itérant n fois

(n)
la transformation (IV.1.26.).
. o N
z_ = enla[%o + LD A zg zéN K%J (IV.2.1.)
N=3 K=0
il va de soi que
. co N
z_ = S 1)1a{%1 + I I oA NK zi ziN K{] (IV.2.2.)
N=3 K=0

Portons dans (IV.2.2.) la valeur de 2Z. donnée en (IV.1.26.). On

!
obtient les expressions de récurrence des A(n)NK
Pour N = 3 ou 4, nous avons
(2K-N-1)ia
= +
Bonk T Pk t© " Bln-1)nK (-2
Pour Nw= 5, les A(n)NK sont
-6iq —  -4iq
= + +
Anyso = Pso * R(n)so® 38 (h-1)30733¢
-2iq
+
A(n_1)31 3Oe (IV.2.4.)
-4iq - -4iq
Bnys1 = Bs1 T A(p-1)s1° B n-1)30232° T
+ 2A A. + A B 20O (IV.2.5.)
(n-1)32"30 (n-1)31"31 b
-2ix 2ix — -4ix
A =A__ +A + 3A + +
(n)52 52 (n-1)52°¢ 8 1333050 A h-1)30"31°
+ (2A._ + A T2 oA+ (1V.2.6.)

32 3272 (n-1)31° 3 3372(n-1)32
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210 o=
= + +
By > = B ¥ Raayss ¥ Be-nyeaten® 3 (n-1)30"30°

— “2ia —
+ -
+ (2ag, + A3§A(n—1)31e (285, + B3)B 1 1)32  (1v.2.7.)

2iq 2ia —  -2iq
= + + + +
Binysa = Psa T Bip-1354° 3B n-1)33532° 2B (n-1y31230°
+(2ag, + B DA Ao (IV.2.8.)
4ia 2iq e
= + +
Anyss = P55 T Bp-1y85° I 1733338 An-1)32%30
(IV.2.9.)

.

d'ou, a partir de ces expressions intermédiaires (IV.2.3.) a

(IV.2.9.), les A en fonction des AN

(n)NK K

Il

Pour N 3, 4, nous aurons

(2K-N-1)iq 2(2K-N-1)iq
= + =+ S eeie s T
A (n)nk ANK[l € €

e(n—l)(zx—w—l)ig]

+ (IV.2.1059

soit

= nA (N =3, K= 2) (IV.2.11.)

A )32 32 ¢

et si le dénominateur n'est pas nul

n(2K-N-1)iq
1 - e

B (2K-N-1)iq (IvV.2.12.)
1 - e

A n)Nk

On remarque que si le dénominateur est nul, on peut quand méme
obtenir 1l'expression (IV.2.10.) en passant a la limite avec les

= nA .

valeurs voisines de « A
(n)NK NK
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Avec la remarque précédente, nous aurons alors pour N = 5

1 - e-6n1a A30 A3l [e-Zla _ e-(n+2)1a
A = A - % +
(n)50 50 -610Q =2 310y

1 - e 1 - e 1 = e_6la

o . - . - — . = + .
Joonia 2n1§J . 3A5385, [e 4ioa - -(6n+d)ia
1

* -4iQ -4iq -61iQ *
1 -e 2 1 - e * - e .
ej6nia B e—4niaJ
+
= (Iv.2.13.)
1 - e
. . 1 - e—4n1a . 2A30A32 '; e e-4n1a .
(n)51 51 -41i0 -4iQ -4iQ
1 - e 1 - e 1 - e
-2niQ -2iq -2niq
T Ry F 2R 0By = —2iée e =
(1 - e Y(1 - e )
- - . - + .
3A32A3O o 4iq N (4n+4)1iq —4nia
+ ; 2 - ne (IV.2.14.)
-4iQ -4iq
1 -e 1 -e
—2nia 3a. A (e21a B e2n10L)(1 _ e—2n1a)
A - & 1 - e 30 33 "
(n)52- 52 1 - e~21a (1 - e210L)(l _ e—41a)
+ i | — .
(2A31 A33)A32 i — @ 2nio
* ia = i | T
1 - e 1 - e
+ 2A_. ~ -2i -(2n+2)1
. (Ag, + 22, )A t% 2ia _ -(2n+2)ia ) ne"2ni%J.+
1 - e~2la 1 - e—2la
. (1 - e—2nia)(e—4ia _ e—(2n+2)ia)
+
3A31A30 o o (IV.2.15.)

(1 - e )(1 - e )
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Aln)ss = MRg3 v T 5 BagldRq, * Bgp) .
210 ,
3A31A33e 1 e2n1a
* 2ia " 7ia )
1 e = l -e
. 2w [ -2nia
+ —_— -— | &
(By3 ¥ 285024, ~250 " 2ia
1l -e 1 - e
e~4ia W 1 - e—4nia
- ——— |n - — .2.16.
3230730 a1 l“ “aia G2y Din
1 e 1 - e

2nio 3A__A 210 2n+2)iq .
1 - e 32 33 e = e( 2nia
A = A : + - 2 - ne +
(n)54 54 2iq 2ia 2i0
1 - e 1 - e

+ e — " e .
(2A33 A31)A32 t i = eana:}
+ n = +

1 - eZIQ 1 - e21a
2nia (2-2n)ia
— (e - 1)(1 - e )
+ 2A_ A - : (IV<2:27:)
a
30 31 (1 - e210L)(l _ e41 )
- 8 : .
. . 1 - e4n1a A (e21 L e2n106)(1__ e2n1a)
(n)55 551 1 - e410L 33 (1 - eZla)(l _ e41a)
A A 4niq
30 32 1 - e
o T 3
110G [} T ‘] (Iv.2.18.)
1 e 1 -e
. . -
Ces coefficients ANK et A(n)NK vont permettre d'exprimer

les régles de stabilité et d'instabilité dans les sections (IV-5)

N

a (IV.10). Reconnaissons néanmoins que leur calcul est compliqué

puisqu'il commence avec les expressions de b20' b21, b22 (IV.1.24.)

puis celles des BNK (IV.1.5.) a (IV.1.22.) et enfin les ANK et

A(n)NK (Iv.1.27.) a (1v.2.18.).



IV.3.- CAS & = 0O ou (00 = + 21/3 ; a Z0).

Nous avons wvu en (IV.l.-) que si ® = 0 ou bien

(a =

I+

21 /3

~

a0 * 0) on ne peut utiliser la simplification donnée
par (IV.1.26.). Pour 1'édtude de ces deux cas nous considérons la

transformation (IV.1.0.) directement

0 N

i(x[ K —(N—K)}
z, = e z  + z I a z. z
1 0 Ne2 K=0 NK O O

IV.4.,a.- CAS 0 = + 2m/3 : a Z 0.

Ce cas est toujours instable, car il conduit a :
= + Z2 o+ 3 Iv.4.1.
zq 2, 3a202 o O(z O) ( )

et en appliquant le théoreme général (III.4.15.) on obtient effecti-

vement :
sup £(8) = 3]la_ | >0
20
6
. - <
inf £(0) 3|a20l 0
0
IV.4.b.- CAS « = 0.
Si dans la transformation (IV.0.1.), les termes a non

NK

nuls de plus bas degré sont de deqgré pair, la fonction f(0) est
anti-symétrique, ce qui conduit bien slir & 1'instabilité selon le

théoréme (IIT.4.15.).

»

e —
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En effet, considérons dans la transformation (IV.0.1.);

)

les termes non nuls, de plus bas degré :

N
_ K —(N-K)
[ KEO avk 2o %o J (IV.%4.2.)
0

termes de degré N pPair

N
- K =(N+1-K) (N+2)
Im(ziza) = Im [KEO 4 g N ] + O{z1 } (IV.4.3)
(- — _

termes de degré N+1

et la fonction f(0) s'écrit :

N .
K-N-
£(0) = Im[ Loag, T 1)] (IV.4.4.)
K=0
£(0) est une fonction périodique réelle, elle vérifie £(O+m) = - £(0)
i + +1-K)a =

et, compte tenu de la relation KaNK (N+1 K)aN(N+1—K) 0, elle
n'est identiquement nulle que si tous les coefficients a sont

NK

nuls ce qui n'est pas par hypothése.

Cette fonction anti-symétrique change donc de signe

sup £(6) > 0

)
inf £(8) = - sup £(8) <0
6 0

d'ol l'instabilité du point invariant étudié.

Enfin, 'si dans la transformation (IV.0.1.), les termes
non nuls de plus bas degré sont de degré impair ces termes donnent
directement la fonction f(0 ) mais l'analyse est plus complexe et

analogue a celle que nous verrons dans le cas O = T en (IV.10).
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IV.5.- EXPRESSION DES INVARIANTS DE BIRKHOFF al, az.
)

I1 s'agit d'étudier la stabilité de 1la transformation

(IV.1.26.). Commengons tout d'abord par 1'étude du 3e ordre :

ial = = - 4
= + 3 + 2 + 2 + A 3 -+
47 ¢ izo A30%°0 * B3B8 * A3BgPly * Byy2g] + 002" )
(IV.5.1.)
Si
a #z {0, + m/2, m (IV.5.2.)
d'aprés les relations (IV.2.10.) a (IV.2.12.)
. . 1 - eq(2K—3—l)1a ' C o 1 3
K K K-3-1)ia d Bl
{ (q)3 3 1 - e(2 3-1)i
Blgz2 T B3,
Si a/2m = p/q :
tous les coefficients A(q)BK sont nuls sauf, peut-étre, A(q)32'
L'itération de la transformation (IV.5.1.) s'écrit :
{.o + qA z z t[+ o(z* 0 (IV.5.3.)

cette transformation peut é&tre déduite de la forme normale de

Birkhoff ou u est la variable de Birkhoff équivalente & z et donc

az :
I=L
i(at+a UU+...+a Uuu 0 N
g, = [é ! b ] Uu+ X z Cow ok U(N K?] (Iv.5.4.)
N=2L+2 K=0
avec 2L = g-3
soit :
a21
= + i 3 5 - —=)(U2z U2) + ] ox
U1 E. ia(UU) (1&2 > ) (U2 U2) - ]
N
x\:u + X cNK UK U(N Ki] (IVi5.5:)

N=2L+2 K=0
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ou encore

u, = [U + ia1UZE]+ o(u*) (IV.5.6.)

En comparant (IV.5.3.) avec (IV.5.6.) on trouve que le ler invariant
de Birkhoff est

a, = - 1A32 (IV.5.7.)

invariant qui n'a de sens que si q 2 2L + 3, soit ici q 2 5.

La condition de conservation des mesures dans le plan 2 conduit

a
+-= <> =
A32 A32 0 Re(A32) 0
donc A32 est, effectivement, imaginaire pur et al réel.
D'aprés (IV.1.10.) et (IV.1.27.), al s'écrit aussi
o, = Im(a,.) - 3a..a_.cot L a 3—"cot-3—g (IvV.5.8.)
1 32 22 22 2 2020 2
D'ou ce résultat trés général’
-4
al 0
si (IV.5.9.)
a %0, +tn/2, +2/3, ™
le point périodigue étudié est stable.
Il en est de méme si :
=+ 2 H =
a m/3 a20 0
(IV.5.10.)
=z
al 0
avec ici :
a = Im(a,,)- 3a,.,a,. cot = (Iv.5.11.)
al 32 22 22 2 U .
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Si a]> = 0, on ne peut pas conclure et 1'étude des termes d'ordre
supérieur s'impose.
Recherchons maintenant le deuxiéme invariant de Birkhoff,

Ceci nous améne & étudier la transformation (IV.1.26.) jusqu'au

cinquiéme ordre, soit

iQ - — == )
E + J 2 g 4 272 + A 73 + +
Ay = ® [Zo A30%%0 + B31%%0%0 T B3,%0%%, 33270 ¥ 240% 0
+A 232 +A 72322 +A 723 +a 2% +a 7° 4
4177 0% 42°70% 0 43°0%7 0 44 0 507 0
-4 = = - L
+ + 3 72 4 2 73 4 +
B51Z 0%0 t Bga27p%% * Ag4Z 0270 * B54%0%
+ 2 57 4 3 .5.12.
A Z o] 0(z°) (IV.5.12.)
si al = 0 et
a = om B
{ 4 }
a = {0, £+ m/2, + 2m/3, m}
ou bien (IV.5.13.)
{ a =+ 2m/3 avec &5 = 0 }

nous avons constaté, dans 1'étude précédente, que tous les coeffi-

cients A(q)NK' pour N = 3, sont nuls.
Pour N = 4, les coefficients A s'annulent si
(g)NK
o % {0, + 2m/5, + 4m/5, + 2m/3 } (IV.5.14.)

Puisque dans la relation (IV.2.12.)

n(2K-N-1)iq
- e

ANk T (2K-N-1)i0.
1 - e
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nous avons

eq(2K—N—1)1a _

=1
; N=4;K=0,1, 2, 3, 4,
e(2K—N—1)ia i
Ces deux derniéres relations sont encore vraies pour N = 5, si
K z3etoaz{o0, +m/2, £21/3, + /3 } (IV.5.15.)
En fin de compte, soit une valeur de o = 27 g avec q 2 7, si
al = 0 le coefficient A32 est nul et les expressions (IV.2.12.)
a (Iv.2.18.) montrent qu'alors tous les A(q)NK sont nuls pour
N £ 5 a l'exception, peut-&tre, de A(q)53 qui vaut :
Mare = @ [hey ¢ s Dalas ) Padfig )
(q)53 53 e—21a -1 e21a - e410L - )

L'itération de la transformation (IV.1.26.) devient

- " 3 F2 o4 o IV.5.17.
zq zo A(q)53 7z 0 Z o 0o(z O) ( 5 )

en comparant ceci avec la transformation (IV.5.5.) le deuxiéme inva-

riant de Birkhoff s'écrit :

o = - j-A@)53 (1v.5.18.)
2 q
soit encore
. ==
N i i T ¥ Wi E A PR T e ] (1v.5.19.)
2 53 -2i0 2ia 4i0 T
1 e S| e 1
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Soit
= + - + 1 ta] =
o, Im [A53 Ay B44(-2 + icota)
(IV.5.19bis)
- [X A, cota +>a_ A cotzq]
31 31 2 30 30
ou A53, A3l' A33 sont, respectivement, donnés par les relations

(IV.1.36.), (IV.1.27.).

1’ a2 données par (IV.5.8)

On remarque que les expressions de Q
et (IV.5.19bis) sont indépendantes de g, elles peuvent donc servir
pour toutes les valeurs de O y compris par continuité si /2T est irrationnel

Donc en appliquant les résultats de Arnold -

oz {0, w3, +o2n/5, + /2, + 2m/3, * 4m/5, T }
(IV.5.20.)
z Z
al 0 et/ou a2 0
le point périodique étudié est stable.
Si maintenant :

a={ o0, +m/3, +2m/5, ¢+ m/2, * 2mw/3, + 4n/5, + 7 }

(F o5 20.)

1'étude jusqu'au cinquiéme ordre est insuffisante, il nous faudrait

voir o ., O Q

3 4’ qui sont, respectivement, 1iés aux termes

5r e

jusqu'aux septiéme, neuviéme, onziéme, ..., ordre. Par exemple,
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si (o/27m= p/q ; g 2 9) et si a3 # 0 cela entralne la stabilité,

par contre 1'étude jusqu'au neuviéme ordre s'impose lorsque
a3 = 0 et ainsi de suite.

Jusqu'a présent nous avons étudié les cas suivants

1,54 a, * 0, « # {0, + m/2, + 2m/3, T} : cas stable

il 2M Ll 2m am
o z z + -+ — 4+ = .+ e 4 -
2°) a, % 0, @ {o, + 3 P tg i g, T} : cas stable
3°) @ = 0 : étude des termes non nuls de (z - = ) de plus bas

ik 0

degré (il y a toujours instabilité si ce deqré est pair) ;

4°) a = £ 2m/3 ; a Z 0 : cas instable ;

20
° = =+ . = - 2 H
5°) o 21m/3 ; a20 0; al 0 cas stable
et nous venons de voir ce qu'il advient si a. = 0 et o_ = 0.

1 2

Il nous reste donc a étudier quelques cas trés particuliers

que nous allons examiner en détail dans les paragraphes suivants.

IV.6.- CAS & = + /3 ; al = 0.

Nous considérons la transformation

© N
B K —(N—K)]
7. = [%o + X z A(6)NK zO zO (IV.6.1.)

A

d'apres les relations (IV.2.10.) & (IV.2.18.), tous les coefficients

et et donc la trans-

sont nuls, sauf, peut-étre, A(6)50 (6)53

A(6)NK

formation (IV.6.1.) s'écrit

= 5 3 _2 6
2(6) (ZO + A(6)SOZ 0 + A(6)532 Oz o) + 0(2Z O) (IV.6.2.)
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avec
- + A -+ N IV. - -
A6)50 6[%50 30731 3A33A3o] (L9603 )
. S P i MO ¥ I » R+ S o e Y ] s
(6)53 [ 53 ¥ 2ia 210 aiq s
e = ] e = 1 e -1

Appliquons donc le théoréme (III.4.15.), (III.4.16.) et étudions

le signe de

Im(Z6 . 2.) = Im(A

78 & 73 73 V.6.5.
0 (6502 0 * P(6)53%27°0%0’ ELLE

donc, A(6)53 étant imaginaire pur A cause de la conservation des mesures

si |

> : SR ) o e
A(6)53I 'A(6)5ol le point périodique étudié est stable
i |A < . . T
. l (6)53| IA(6)50|: il y a instabilité ;
. = " 1 a . .
si IA(6)53, lA(6)50|' l'étude doit e&tre poursuivie aux termes

d'ordre supérieur.
D'ou la discussion générale pour 0 = * T/3

1°) al Z 0 : cas stable ;

2°) a, =0 cas stable ;

|26)s53! > 12650
3°) o, =0 ; |a

(=
~e

(6)53| = ,A(6)50| : cas instable :

1'étude juscu'eu cinquieéme ordre

12 6y53] = 126y 50/

ne permet pas de conclure.

IV.7.- CAS Q + 2n/5 OU #* 4m/5 ; o, = O.

Dans la transformation

K =(N-K)
. 0 A(S)NK ZO ZO (IV.7.1.)
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le ler coefficient qui peut &tre non nul est A(5)40' Nous considérons
donc
z. =\z_ +a z* |+ o(z® Iv.7.2.
5= [0+ 25y008"0 1+ 0% (1v.7.2.)
et :
= L
. = IV.7. -
Im(z(5)zo) [m(A(5)4OZ o’ ( 3.0
avec :
A(sya0 T *Pao

d'od une condition suffisante de 1'instabilité du point étudié

est :
a =z
40 0
puisqu'alors Im(Z(S) . EO) change de signe.
Si a = 0, nous poursuivons l'étude jusqu'au cinquiéme ordre et

40

nous obtenons la transformation
g = [z + A 73 72 |+ 0(z® IV.7.4.
5 0 (5)53° 0 O] e O) ( )
puisque tous les autres coefficients s'annulent.
Un cas analogue a déja été étudié dans le paragraphe

(IV.5.) et nous avons donc

A = 51
(5)53 = 1%
et (Iv.7.5.)
- -4 o 2n 3 5 4m
@, = Imhgy = 3 B3y BqyC0tg 3= - 5 BjphAjcotg ¢
D'ou, en définitive, la discussion générale pour
@ ==*2m/5 ou o = % 47/5
1°) al z 0 ; cas stable ;
o — pe ~ o -
22 o, 0 ; A4O z 0 : cas instable ;
° = - 3 - - -
3°) a, 0 ; A4O 0 ; a, # O : cas stable ;
4°) o, = A =@, = 0 : 1'étude jusqu'au Se ordre ne permet pas de

conclure.
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*
IVv.8.- a4 = * m/2.
Nous avons a étudier la transformation

5 N
K —(N-K)
b =[z_ + I X A Z_ Z (Iv.8.1.)
4 0 N=3 K=0 (4)NK "0 0

.

Les relations (IV.2.10.) a (IV.2.18.) donnent ici :

Blaysy T Pay33 = O
Blayzo T~ P30 1 Bra)sz T B3
= = :A — —
{ Blayao T Payar T P(ayaz T P(aya3 T Payas = O
Blayso = Pays2 T Payse T O
= + ———— 2
Blaysy = 4Bgy t BRg A5y - 3AZ,)
= - - +
Braysy T 4Rg3 T BRgpRg5 = 2(Ag, + 235 )R,
A = - 2
\_ "(4)55 4Bgg ~ 9B 44
considérons d'abord les termes du troisiéme degré :
= - Z3 o+ Z .72 |+ 8 8.2,
2, [?o A4)30%°0 * P(4)32%07 otl R V550 2le )
d'ou :
A - ZU Z2 2
Im(z4 . zo) Im [A3OZ & + A322 Oz o J (Iv.8.3.)
ou 2
£(0) = Inm ( a e 48 L, \ (IV.8.4.)
30 v, s
" m 2m A P ..
Pour @ = +* 5 et a0 = 5—, C. Simo L33] a etudie a fond les cas

ou la transformation initiale (IV.0.1.) est de la forme
(o)

i = N
z = o2 [z + L e (Z2 +2) ].
n+l n N=2 n n n
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avec :

A = a + i(2a_..b

+ + 2a_
32 32 21P21 820001t 23,540,4)

20

+ 2 b, )

Bip = 339 ~ 1 95720

30 30 25021

donc, A32 étant imaginaire pur :

si |A32| > IA3O" f(0) est de signe constant et la stabilité du
point étudié est assurée ;

si ]A32I < |A30|, f(0) est de signe variable et le point étudié
est instable ;

si |A32] = 'A30| = 0, les termes d'ordre 3 et 4 sont tous nuls et

l'on passe a l'étude du cinquieéme ordre ol nous aurons :

2 = + 4 ¥ 72 73  +
4 [Zo Bays1%2 0%0 T P(a)s53%°0%0

5 6
A4)ss? O] +0(2° ) (1v.8.5.)

avec :

= 4A = 4A = 4A

Aays1 51 % B4953 53 ¥ Brayss 55

7 - =5 + 73 73 4 5 5 + 7
In(2,.2,) 4Im(?51z 0Z0) * A5y B3, + B2 7 o(z’ )

Comme les conditions de conservation des mesures donnent ici

B ‘:
ASl SASS 0

+ A = <= =
S RaiBegy = ©

7 .7 = 7 75 + 73 73 .8.6.
Im( 4 O) 4Im(6ASSZOZ & A53Z Oz o) (IV.8.6.)
soit :

418 . 2 (1IV.8.7.)

£(0) = 4]m(6A55.e -
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55 B55

53 53

donc si
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20843 7 4P55Byy

- T + T -
3b20841 " 2b22B42 5b22343 4b2OB44

IA53| > 6|A55|, nous avons la stabilité du point étudié puisque £(6)

ne change pas de signe ;

si |A53| < 6IA55l,

le point étudié est instable ;

si |A53| = 6|A55|, il faut étudier les termes d'ordre supérieur.

D'ou, en définitive, la discussion générale pour O = * T/2 :

23,1 > ag,l

255 < lagel =
25,1 = Iagpl = 0
25,1 = [l = o,
suivants :

|2l > ela | =
la ;| <sla | —

|25l = slagg| = o,

IV.9.- o t 2n/3 ;

==> cas stable ;

cas instable ;
on ne peut pas conclure.

1l'étude au cinquiéme ordre donne les résultats

cas stable ;
cas instable ;

on ne peut pas conclure.

Dans ce cas on se rameéne & l1'étude de la transformation

z_ =2 +a 23 Z + A h 75
3 [() (3)41° 0% (31442 g Y BA(3y50%2 9 T

—

* B aniss

zzozso] +0(2° ) (IvV.9.1.)

voir note au bas de la page 61.
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puisque tous les autres coefficients, selon les relations (IV.2.10.)
a (Iv.2.18.) sont nuls.

Commengons par 1'étude du quatriéme ordre. Nous avons

- = 4 + 5
Z [%o * A 3141%%0%0 * B(3)44% ot] o(z>) (IV.9.2.)
et

' Z) = z" 4 + 5

lm(z3 zo) [m(A(3)4lz ozo (3)44 Oz ) 0(z )
ou

= +

A(3)41 3A41 ! A(3)44 3A44
et

Bap T By 7 3058y,

Bag T Byy 7 305,84

avec la condition de conservation de la mesure

+ 47 =
A41 4A44 0
7 ) =151 b 7 IV.9.3.)
Im(z zO 15Im(A 442 OZO) (
donc :
si |A44[ #z 0 (IV.9.3.) change de signe et le point étudié est instable
S |A44[ = 0, nous étudierons la transformation

- —-S 6 -
Zq [Zo * B 3)502%0 * Ar3)538702% ] * 0(2°) LA Diefer

avec

= s + 3A_
A(3)50 3[Aso B30Pan 3A33A3o-]

+
\ 3[ Ba1® s (Ayg + 285))A5, N
(3)53 53 © _~2ia 21
= 7 e =

a6

4iqa
e
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—

6

In(z .2,) = [m(A(3)50% . A(3)53§3Oz30) (1v.9.5.)
donc
si IA(3)53I ,A(3)50l, le point étudié est stable ;
si IA(3)53, < !A(B)SOI' le point étudié est instable ;
si IA(3)53I = IA(3)5OI = 0, il faut voir les termes d'ordre supérieur.
D'ou la discussion générale pour O = * 2m/3 :
a20 Z 0 ==> cas instable ;
a20 = 0, al # 0 ==> cas stable ;
aZO = 0, al =0, A44 Z 0 ==> cas instable.
a2o = 0, al = 0, A44 = 0, 1l'étude au cinquiéme ordre donne :
IA(3)53| lA(B)SOl ==> cas stable ;
,A(3)53 IA(3)50, ==> cas instable ;
]A(3)53] |A(3)5O,' on ne peut conclure.

IV.10.- CAS o = .

Dans ce cas on se raméene a l'étude de la transformation

Z. = + Z3_ +a 72 + + T
2 [éO A(2)3OZ 0 (2)3lz OZO A(2)32ZOZO A(2)332 0

sl b
+ + 3 72
A(2)50% 0 z

+ 7 +
B2)51% 0%0 * 2(2)52%70

o 72 73
0] A(2)53Z OZ 0

n

" — s 7, 6
A(2)54%0% 0 * P(ays5sZ o]+ 002 (IV.10.1.)

car, d'aprés les relations de (IV.2.10.) et (IvVv.2.11.), tous les

coefficients des termes d'ordre 4 s'annulent et les expressions
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.

de (IV.2.4.) a (IV.2.11.) donnent

A(Z)NK = 2ANK pour N =3, 5

Considérons tout d'abord, dans (IV.10.1.), les termes

du troisiéme ordre

= iz 4 73 72 + 7 72+ z3 |+ o(z5 Iv.10.2.
Z {z, 2[A3OZO A3122080 + By, 2% + Ayuz3 TR+ o o) (Iv.10.2.)

d'ou :

+ A7

Z) = o U 3 + 72 g2 4 Z 73 i 5
Im(22 ZO) 2Im(A3on - ozo A32Z oZ &.. 7 7 ] 0(Z O)

0 330 0

avec les deux conditions de conservation des mesures

+ 38 =
A31 3A33 0

+ A = <= =
A32 A32 0 Re(A3 ) 0

la fonction f(0) s'écrit :

0

~ 2i -4i0
£(0) = 2ImE1A33e * A ¥ Agee J (IvV.10.3.)

Puisque Re(A32) = 0, on peut déja écrire

1% =g [A32| > 4|A33| + ,A3OI' £(8) est de signe constant et le point

périodique est stable ;

2°) si 4|A33| > IA32] + |A30| (Iv.10.4.)
ou
3°) si IABOI |A32l + 4|A33I (I1V.10.5.)

dans ces deux cas, il y a instabilité ; le terme principal étant
.e o 'e
4A33e21 dans le cas (IV.10.4.) et A3Oe L dans le cas

(IV.10.5.) ; termes de signe variable.
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L'étude des cas restants est plus délicate mais reste
simple, le seul cas indécis étant celui ou

sup f(8) X inf £(0) =0
0 S

On peut noter que

2501 > [a3,]
entralne 1l'instabilité.

4°) si = |a = 0, on passe a l'étude au cinguiéme

|2 5l = 15,) 300

ordre et 1l'on obtient :

B J = Z® +A_Z° 2 +A_3Z% 22 +A__Z3 323 +
In(z,.24) 2Im{}502 0 5127 0% * B52% 0270 T 25327027

+ Z2 z% 4+ Z 2% 1+ 7
A54Z OZ 0 A5SZOZ Ot] Qi O)

Les conditions de conservation des mesures donnent ici :

+ 25 +
A52 2A54 0
+_—= > =
A53 A53 0 Re(A53) 0
et la fonction f(0) peut s'écrire :
~ -6i6 43 2i6
£(6) = ZIm(ASOe + 6B e * Ayt 3B e ) (Iv.10.6.)

f(0) est une fonction périodique réelle de période T et les signes

du maximum et du minimum dépendent des coefficients A__, A A

50 54" "'55'

A53.
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Donc, comme précédemment

1°) si |A53| + 6'A55| + 3|A54|, f(0) conserve un signe cons-

2|

tant et le point périodique est stable ;

2°) si
IASO' > ’A53| b 6IA55| + 3|A54| (1v.10.7.)
ou :
olaccl > [ag ] + |a | + 3]a,| (IV.10.8.)
ou :
3lag,l > Iagl + lag | + 6la] (1v.10.9.)
le terme principal est respectivement A50e_6ie, 6A55e4i8, 3A54e2ie :

la fonction £(8) change de signe, d'ou l'instabilité du point étudié.
Pour les cas restants, la détermination des signes de
sup £(0) et inf £(6) est plus délicate mais reste simple.
3°) si :
sup £(8) . inf £(0) =0
on ne peut pas conclure.

On peut noter que entrafne toujours 1'instabilité

ce qui est aussi le cas si 6|A55| > IA53|.

REMARQUE :

Les résultats obtenus dans ce paragraphe sont semblables
a ceux du cas @ = 0 lorsque les termes non nuls de plus bas degré
sont de degré impair, la seule différence est que les coefficients
non nuls de la transformation (IV.0.l.) sont des coefficients Aok

lieu des A .
au lieu de i
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IV.11.- RECAPITULATION

Dans 1'étude de la stabilité de la transformation conservant
les aires :

. o N

10 K —(N-K)

Z 41 = © z + 2z z Ak Zn Zn
N=2 K=0

nous distinguons trois cas :

ler cas : O = 2KT.
La fonction périodique f(elj) du théoréme (III.4.15) est

liée a la partie imaginaire des termes a non nuls de plus bas

NK

degré N.

e

i@ (2K-N-1) ]
n

N
£(0 ) = Im [-Z a
n K=0 NK

cette fonction n'est pas identiquement nulle et la régle générale
est &
sup f(8 ) . inf £(6 ) =R
n n
0 S
n n
R > 0, la transformation est stable ;
R < 0, la transformation est instable,
R = 0, on peut encore conclure dans certains cas (cf.
I1T.4.17).

On notera que si N est pair alors f(en + W) = - f(@n)

et il y a donc instabilité.
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2e cas : O = 2T (p premier avec q ; q 2 2)

Q o

. . b . . ieme
On se ramenerait au cas préecédent en étudiant la g

itérée de la transformation. Ce qui conduit aux régles suivantes :

(2 -1)- g= 3 ; 20 Z 0 => instabilité

= o= z = - =
(2 2)) q 3 et/ou g 3 ; a5 0.

L'élément essentiel est -alors le premier invariant de

Birkhoff al :

- Q - 30Q

@, = Im(a32) 3a22a22cotg 2 aZOaZOCOtg >
(sig=3; 3,0~ 0 le dernier terme disparait).
Sa =

o =

1 0
la transformation étudiée est stable.
qZ2; 4

Si g = 2 ou 4, les résultats sont indiqués en (IV.10) et (IV.8).
Si @, = 0, 1l'étude doit &tre poussée au 4e ou au 5e ordre par 1l'in-

termédiaire de la transformation équivalente (sans terme du second

degré) définie en (IV.1) :

n+l

Le second invariant de Birkhoff est :

= - + 1 -
o, Im [A53 + (A31A33)( 2 1cotga)}

— 3 p—
— +-_
['A31A3lcotga 5 A3OA3Ocotg2a]
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la transformation étudiée est stable.

Q
(W%
~J

Si g £ 6, 11 y a divers cas tant stables qu'instables étudiés de

N

(IV.6) a (Iv.10).

Si a, = 0, 1l'étude devrait étre poussée au 6e ou au 7e ordre.

3e cas : /27 irrationnel.

Il suffit que 1'un des invariants de Birkhoff al ou a2 ci-dessus

soit non nul pour que la tansformation étudiée soit stable.



CHAPITRE V

- APPLICATIONS -

STABILITE DE QUELQUES EQUILIBRES

(V.1) Systémes hamiltoniens périodiques non-autonomes & un degré de liberté.
(V.2) Systémes hamiltoniens autonomes a deux degrés de liberté.
(V.3) Cas des solutions de Lagrange dans le probléme restreint circulaire plan

des trois corps.



72

Comme applications & 1'étude précédente, nous nous
proposons, dans ce chapitre, de commencer par 1'étude d'un systéme
hamiltonien périodigque non-autonome en montrant son équivalence
a une transformation de surface de section telle que celles décrites
précédemment. Ensuite, nous traiterons le cas des systémes hamilto-
niens autonomes a deux degrés de liberté dont les résultats seront
utilisés pour étudier, en fin de ce chapitre, la stabilité des solu-
tions de Lagrange dans le probléme restreint circulaire plan des

trois corps.

V.1l.- STABILITE D'UN POINT D'EQUILIBRE D'UN SYSTEME HAMILTONIEN

PERIODIQUE NON-AUTONOME A UN DEGRE DE LIBERTE.

Un systéme hamiltonien non-autonome dont le point d'équi-

libre examiné est a l'origine s'écrit :

dx/dt = - 9H/dy , dy/dt = + 9H/9x
avec :
H = H(x,y,t) = H_, + H, + H, + ...
° ’ . (Vo125
H : termes de degré n en (x,y)

La périodicité s'écrira :
H(x,y,t) = H(x,y,t+2m)
L'étude de H2 est 1'étude du systéme linéarisé qui, selon

la théorie de Floquet, conduit soit & 1l'instabilité exponentielle

soit au "cas critique" qui est le sujet de cette étude.
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Dans ce dernier cas, si les deux multiplicateurs de Floquet
sont distincts, la transformation linéaire de Flogquet permet
d'écrire :

H=%(x2+y2)+H +H, + ... ; az=o0 (v.1.2.)
Posons :

A S i T S z = x - iy

d'ou le systéme équivalent a (V.1.1.)

dz _ . 3n
dt dz
avec : (Veoll 3w
H(z,z,t) = H(x,y,t) = Hy, + 8y + Hy # oas |
A
ou :
s =
H2 = 3 2z (Viel.4.)
3 2= .= =2, = . .=3
= + + + « D
H3 fo(t)z fl(t)z z fl(t)z z fo(t)z (V.1.5.)
4 3= 2—2 - —3 — =4
H4 = go(t)z + gl(t)z z + gz(t)z z- + gl(t)z z + go(t)z (Vieli6is)

les fonctions fj(t) et gj(t) sont périodiques de période 2T et de
plus gz(t) est réelle.

Pour surface de sections nous prendrons les instants

tn = 2Tn et nous rechercherons la transformation de surface de
section
L (Xn'yn) ” (Xn+1'yn+1) - T(Xn'yn)
ou bien :
(zn) -> (Zn+1) = T(zn)

que nous écrirons sous la forme déja utilisée dans les trois derniers

chapitres :
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. o N
z = elu [z + X z zK z(N_K) (V.l.7.)
n+1 n

a
NK
n=2 K=0 non

ainsi 1'étude de la stabilité du systéme (V.1.1.) ou bien (V.l.3.)

est équivalente 3 celle de la transformation (V.1.7.).

V.1l.A. Transformation de surface de section au ler ordre.

Au premier ordre nous considérons :

-
H: = —
H2 > ZZ
avec : (Va8
)
- B |
dt 0z 4
ce qui donne :
z(t) = s ™%, 5 est constant (v.1.9.)
Pour tn = 2Tn, nous avons :
z(to) = ZO =S
2Mia
Z(tl) z1 zoe
ce qui conduit a :
-
z = gz e2 e (v.1.10.)
n 0]
ou :
2Tia
sz1 = zne (Ve Lo 12, )
donc : compte tenu de (V.1.7.) :
Q .
a = — + entier (v.1.12.)

2m
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V.1.B.- Transformation de surface de section au 2e ordre.

Nous prendrons

a - -3 2= = =2 = -3
= + = = + + f + f + .
H H2 H3 5 22 fo(t)z 1(t)z z 1(t)z z fo(t)z
avec : (Ved o335 )
O(H_+H_)
dz 2 3 2 = = — —2
- = I ————— = i + £ + f it
at 21 3% iaz 2i{ l(t)z 2 lzz 3foz }
Reprenons l'expression (V.1.9.) z = Selat et considérons que

S dépend du temps t, donc :

dz _ iaSeiat 2 eiat ds

dt dt
d'onu :

ds _rdz _ . ] -iat :

ETe T iaz| e (v.l.14.)
Soit encore
g% = 2i [Szfl(t)elat + 288F (£)e F 4 3§2Eo(t)e—3lat] (V.1.15.)

donc S varie beaucoup moins que z. L'intégration de (V.1.15.) de

0 a 2m donne :

5 (2T it _orem it
g -5 = 2i(§ £ (t)e'®at + 25 s £ (t)e %at +
n+1 n n 1 n n 1
. 0 0
(Va1 oA'65 1)
2T .
=2 = -3iat 3
+s J fy(t)e dtjl+()(sn )
0
Nous poserons
B iat _ 3iat
Ll(t) = fl(t)e ; Lo(t) = fo(t)e
(Vila17.)

donc quelque soit n, nous obtiendrons

z =M, 4 2Pz 2+ 22T + 3F3 ZJ‘+(D(Z 4 (v.1.18.)
n+1 n 1 n 1 nn O n n
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En comparant (V.1.18.) avec (V.1.17.), nous obtenons

dzo = 61FO
a = 4i§
21 ! (V.1.19.)
a22 - 21F1
Q = 2Ta

V.1l.C.- Transformation de surface de section au 4e ordre preés

Considérons -\
H=H +H, +H =2 22 + £ (£)z° + £.(t)z2z + E. (£)z2z +
2 3 4 2 0 1 A

= —3 4 3— 2=2
+ + + + +
fo(t)z go(t)z gl(t)z z g2(t)z z

= = - =4
+ gl(t)z3z + go(t)z

avec : $ (Vis 1. 200 %
S(H, +H_+H )

dz _ . 2 3 4 _ I . 2 = = = =2

at =21 — 5. - &éz + 21(fl(t)z i 2f1(t)zz + 3fo(t)z )

% 2i(gl(t)z3 + 2g2<t)z22 + 33, (D)zz” +

+ 450(t)23)] J

d'aprés (V.1.14.), nous avons

ds . 1.2 iat -~ —iat =D —iat

== = + ~ > +

3t 21[% fl(t)e ZSSfl(t)e 3S fo(t)e J
" 2i[S3g1(t)e21at + zs2§g2<t> 3 352551(t)521at + (V.1.21.)
+ 4§3§O(t)54lat]



7

mais pour les termes quadratiques en S nous avons selon (V.1.15.)

ds

dt

. 2 iat —— - -1
= 2is £,(B)e’®" + 255F (b3

iat

en intégrant de 2Tn a t nous obtenons

0|

S

S

t
a5
n n

2Tn

t
+ 2i[§ 2J
n n

avec :

2Tn

Ll(u)

d'ol, au 4e ordre prés

S - + 4i[S 3]
n n

ST - 2{5
nn

+ 2i[S
n

t
2 J
n n

t

2mn

2Tn

t
2§ J
n

2Tn

t
L (u)du + 2S S J
i n

o t
L. (u)du + 258 °S [
1 n n

+
W
9]

N

e ]

+

2Tn

— fl(u)ela u

2

t
=D

+

35,5, ]

2m

_2__ t —
+ 38 fO( e

L (u)du] + O(Srl

0

r

El(u)du +
2Tn
t
+ 35 2[ Lo(u)dg] + O(Sn3
2Tn
_ .t
L. (u)du + 2S5 S { L (u)du +
1 n n 1

3

Lo(u) = fo(

mn

3

n

Ll(u)du +

O(u)dd]

t
T.(u)du + 25 8 [ L. (u)du +
1 n nj 1
2Tn

+ 38 3[
n

L_(u)du + 28 “s
1 n

+ 38 3J
n

2 €
n

2Tn

t

2Tn

t

21Tn

Lo(u)du] +

fl(u)du +

Lo(u}duj

)

)

u)e

3iat] N 0(53)

(V.1.22.)

(v.1.23.)

3iau

(v.1.24.)

(V.1.25%)
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t t
5 =5 % - 41{% 3J L. (u)du + 25 S 2f L. (u)du +
n 1 n n 1
2Tn 2Tn

+ 38 S J L (u)du] (V.1l.26.)
n n
2Tn

portons ces valeurs de 82, 55 et._g2 dans (V.I.22.) et intégrons

de 0 & 2T, nous obtiendrons la transformation

Z = e2TTia z + a 2 + a..z ;_ + a_..z & + a ; 2 + a -; 2z +
n+1 [ n  “20%n 21%n%n 7 %22%n 30°n 31%n “n
>— 3 4
+ 83,2, 2, + ay32, ] + O(zn ) (Vieda 272 )
avec 3
a0 = 61FO roay =l+lF1 roa,, = 21E‘1 (v.1.28.)
a3y = 8160 + 24f [Eomfl(u) - El(t)zo(u)]dtdu (V.1.29.)
O<u<t<2m
8, = 6161 - 4?12 + 24 ELl(u)EO(t) - Eom)Ll(t)]dtdu (v.1.30.)
O<u<t<2m
a,. = 4iG_ + 8f L (wL, (t) - 2L (u)L_(t) +
32 2 RPN 1 1 1
+ T .1.31.
9Lo(u)Lo(tﬂ dtdu (v.1.31.)
ay, = 2i6, - 4F12 + 24f Ly(WI, (t)dtdy (V.1.32.)
o<u<t<2m
avec ¢
21 . —)
G, = g (t)e?et | a4t
0 0
0
2m ;
G. = J g. (t)e?*3t | gt } (V.1.33.)
1 1
0
i
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Ces résultats permettent, bien siir, 1l'application des
régles de stabilité décrites dans les chapitres III et IV aux
problémes hamiltoniens périodiques non autonomes a un degré de
liberté.

Ainsi si @& = * 2mW/3, c'est-a-dire si a = K + 1/3 (K entier)

il y aura instabilité dés que a n'est pas nul, c'est-a-dire dés

20

que IZW fo(t)GBlatdt z 0.
0

V.2.- STABILITE D'UN POINT D'EQUILIBRE D'UN SYSTEME HAMILTONIEN

AUTONOME A DEUX DEGRES DE LIBERTE.

En un point d'équilibre a l'origine, un systéme hamiltonien
autonome a deux degrés de liberté peut s'écrire :

h = (pys Pyr qyr qy)

dp1=__3h _dp?-:_—ah (V.2.1.)
dt Bql dt 3q2
“_ . M o
dt apl dt 3p2
avec :
h = h2 + h3 + h4 + e -

0 h i t d 2 7 .
ou h_regroupe les termes de degré n en (pl, Pyr 4y q2)
L'étude linéarisée est celle du hamiltonien h réduit a

h2 et ses résultats sont classiques.

Pour h = h2 seul, le systéme (V.2.1.) s'écrit avec une

matrice constante M appropriée :

l

(v.2.2.)
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les valeurs propres de M sont deux a deux opposées et si au moins
l'une d'entre elles a sa partie réelle non nulle le systéme (V.2.1.)
est exponentiellement instable.

Si toutes les valeurs propres ont leur partie réelle nulle
le probleme est dit "critique". Le Systéme (V.2.1.) est assurément
stable si h2 est défini positif ou défini négatif (régle de Lejeune-
Dirichlet), sinon la stabilité dépendra de h3, h4, etCuinw

Dans ce dernier cas, nous appellerons ia, - ia, ib, - ib les

quatre valeurs propres de m avec :

V)

v
(@]
v
o

(M.2.3)

V.2.A.- Diagonalisation du systéme (V.2.1.) -

Si h2 Z 0 on peut, généralement, par une transformation

linéaire canonique, diagonaliser le systéme (V.2.1.) de telle sorte

qu'il se raméne a la forme suivante :

P w9 g
dt an 'odt ot
(V.2.4.)
Py w9 g
dt 8Q2 " at ot
avec :
H = H(Pl, P2, Ql’ Q2) H2 + H. + H4 et Vo5
a 2 2 b 2 e
; =i == (P + + = +
H2 2 ( 1 Q1 ) 2 (P2 Q2 )
Pl' P2, Ql' Q. sont les nouvelles variables.

2
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V.2.B.- Simplification de H_, H
<

4

Pour faciliter 1'étude du systéme (V.2.4.) nous commengons
par simplifier H3, H4 en utilisant des transformations canoniques
appropriées.

Considérons tout d'abord 1la transformation définie par

la fonction génératrice

S = pl€1 + P2£2 + s(Pl,Pz.El.Ez)
avec : (Ve2.6.)

€ est un polyndme homogéne du 3e degré en (Pl,Pz,El,Ez)

d'ou ia transformation canonique :

9S o€
Q. =5— = (& + 37—
1 apl 1 apl
2S o€
Q. =75— = (& + =—
2 8p2 2 8p2
(V.2.7.)
39S o€
N, =x5g = (P, + 7%
1 agl 1 agl
9s! o€
N, =357 = (P, + 3=
2 agz 2 352

n,. n2 sont les variables conjuguées de 51, 52, ce qui donne le systéme
e, _ oH* oy _ _ OH*
dt anl dt agl

(V.2.8.)
4,  an dn, _ oH*

dt- 8n2 *oar 8&2



avec
v=2 2,2,k 2,02
H2 > (nl El ) (n2 £2 )
i = & oft * 4 Re ol L ae = + +
H (El,éz.nl,nz) H, H, By Hy, + Hy + H

]

H(Pl,PZ,Ql,QZ)

Hn, Hn* regroupent les termes de degré n.

Posons
Z1 P1 lQl ' Z2 P2 1Q2
— + _ + 3
z1 Pl 1&1 " 22 P2 1&2
* = e 8 = 4 3
g7 My vk, Zr=n, 4 g

zl et z2 sont les variables complexes intermédiaires.
D'aprés (V.2.7.), les relations entre

complexes ci-dessus s'écrivent -

€ = E(zl,zl,zz,zz)
. 0€ o€ . O€ o€
= + — + — = + — + =
SIS P T B SR N (. Tl
1 il 2
1 1 2 2
o€ o€
% = = e * = —
S Tl dg® = dy = Al 5
1 2
Trouvons maintenant H* = H * + H * + g * + alivira

variables complexes (zl, Z

1°) Les termes du second ordre H2i 3

D'aprés (V.2.11.) et (V.2.12.), nous avons

2 b 2 2 a = b
+ = — * *+_
g2 ) 2 Zl Zl 2 Z2

82

(V.2.9.)

(v.2.10.)

(Ve 2 12.0)

les wvariables

(Viei2ia 125 )

en fonction des

*E*

2



soit encore

83

2
avec (Vie2.135)
a . b =
*k = — + —
) 7 A% T 2 %9
2°) Les termes du 3e degré H.* s
Nous avons :
Hot o= (B, + (1) - § *)] + ozt (V.2.14.)
3 3 2 2
Comme H3 est une fonction du 3e degré en (Pl'PZ'Ql'QZ) selon
(v.2.11.), (V.2.12.), H_, peut s'écrire sous la forme :
T k. & kB
H, = ZIC 217177232 (V.2.15.)
3 klﬂlk222 i 1 2 2
ou :
4
= +
H, ﬁ3 o(z")
avec Vie. 2.6.165.)
6 - S PR
3 1 2 2

En calculant les termes du 3e degré dans H2~H2*,

H -H_* = [}a; ggr
1 321

d'aprés (V.2.13.), au second ordre prés

¥k * %
ffl = 21 aHz = laz fiz = 21 aHZ = 1b
at oz 1 ' at 3z 2y
1 2
* % b * %
i 2i " = - iaz Tl 2i o =—ibz
at 3z 1 ' at dz )
1 2
donc
4 de 4
H - * = g _* - + = - — 4
5 H2 H3 H3 O(z") at O(z ")

: o€ ., — O0€ , o€ 4
- iaz, 3=+ le2 53; = lb22 5;;j]+ O(z")

nous obtenons

(Ve2.17%)

(v.2.18.)

(Ve2.19.)



84

€ est une fonction du 3e degré en (21'22) a notre disposition et
nous la choisirons de facon & rendre HB* le plus simple possible.

Portons (V.2.16.), (V.2.19.) dans (V.2.14.), il vient

4 ~ de 4
* = - *+ = —_— —
H, Hy + H) - H, o(z") A, - S5+ oz
c'est-a-dire
k. L. k. &
4 == 20 =2 de 4
*=Z _ de
"3 k2 k8 %1 %1 % % gt 1 0(z) (Vs 2200 )
1122
En prenant
k. % k. 2
de 1 "1 S22 T2 .
-l z z z z =H (V.2.21.)
2 2 o2
u Kbkt 3

on obtiendrait H3* = 0, ceci exigerait

€ zkl ;21 zk2 ;22
k121k222 1 1 2 2
gl = - (V.2.21bis)
ifak, - 2 )+b(k, )
: + = Z 2 b.
avec k1 21 + k2 + 22 3 5 a 0 b

Les dénominateurs i[é(kl - Rl) & b(k2 = 22)] s'annulent dans quatre
cas :

ler cas

1 2 il 2
avec a + 2b = 0 (v.2.22.)
21 =1 , 22 =2 , kl = k2 =0
2e cas
k1 =2 , k2 =1 , 21 = Q2'= 0
avec b + 2a =0 (V.2.22bis)



2 2 il 1
avec a = 0
= = + =
k2 22 o , kl 21 3
4e cas
-—§ = + -
kl 21 1, k2 22 1
avec b = 0
— H—4 + =
kl 21 Q. k2 22 3

et 1'on peut écrire selon les cas, compte tenu de

4 4
* = * % 4 .
H H O(z1 12, ) ;

(’o ; sia+2b%0, b+2a %0, aZ0, bZo0

i =3
+ -
€1020%1%2 C0102%1%2 7

Il
o

si a + 2b

) = o
+
€2010%1%2 C0201%1 22

Il
o

; si b + 2a

' - 3
+
3 €1011%1%2%2 ¥ Co111

+ +
12222 * C3000%1

A

e = 3 =3
+ + +
€2100%1 %1 * C1200%1%1 €0300%1

= - — 3
+ +
“1110%1%1%2 T ©1101%1%1%2 T C0030%2

;7 81 b

9= — 3 — 3
+ +
C0021%2 %2 * Co012%2%2 €0003%2

1l

85

(v.2.23.)

(V.2.23bis)

(v.2.24.)
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Donc, avec la méme écriture
2 = = 2
+ = . * = *r* *7 %
pour a + 2b =0 ; Hy* = C,5,0%%%, €0102%17%2
pour b + 2a = 0 H* =C Z *ZZ L Z *25 x
"3 201071 2 020171 2
= . * = *x7 kg7 ok 4 7 oky kg7 x4 *
pour a = 0 Hy® = Cy0920%2,%2,% + Ch111217%,7%, ©3000%1
+C 7.%%7 % + ¢ 7 *2z C 7 3 (V.2.24b)
2100 1 1 1200 1 1 0300 1
= > * = *7 k7 ok 4 x7 kg Kk 4 *
pour b =0 7 Hy* = C.,002.%2.%2,% + C1511%1%%1%2,% + Cho30%2
v oz *lgxsc g xg x4 c 7«
0021 2 2 0012 2 2 0003 2
pour (a + 2b # 0, b+ 2a # 0, a # 0, b # 0) ; H3* =0
3°) Les termes du 4e degré H4: :
Dans le cas ou :
(a#0, bz0, a+2b 0, b+ 2a % 0)
nous avons :
H * =
3 0
H*=[H + (H, - H.*) + (H —H*)_]+O(2525) (V.2.25.)
4 4 3 3 2 2 1 "72
Comme H4 est une fonction du 4e degré en (Pl'PZ'Ql'QZ) selon
(VeZ2:31.), (V.2.12.)
k. £ k. R
] ="1 2 = 2
z Z Z 7 ; +2 +k_+ =
H4 Ck 2.k 2 zl 1 2 2 kl 1 k2 22 &
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(010 (-
H, = A +0(z”)
avec (V.2.26.)
k L 2
A, =Ic k2 ' Eil Z22 ;éz
11 2 2
les termes du 4e degré dans (H3 - H3*), (H2 - H2*) s'obtiennent
par :
= * = 2 X = +
H3 H3 termes du 3e degré en (21,21,22,22)
393 d0fAa o€ o€
+ = = o 2'as 2% sl
8 az )(az + o ) + (V.2.27.)
3H3 3ﬁ3 38
’ ‘a az”az +3->+0(z>
- * = {4 - = = A
H2 H2 termes du 3e degré en (zl,zl,zz,zz)

(v.2.28.)

+ E + (a_ ) ] + b[( 2 + (3' ) ]

en portant (v.2.26.), (V.2.27.), (v.2.28.) dans (v.2.25.), il vient :

H * = H4** + termes d'ordre supérieur

4
avec 'Ql /Ql
k k
T {(k +,_+k_+_=4 klglkZQZ l zll 222 222) i
117%™
. Of3 %8 3e e ofl;  9fa 3¢
+ l(azl Y )(azl + a_ ) + 1(822 a_ )(az + 3_ ) (V.2.29.)

+aB§%-2+(&L0{]+bB 2+(——)]}

(a 20, bz0, a+2b=z0, b+ 2a z0)
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Dans le calcul de H4** nous démontrons que si
a®*0, b0, a+b#z0, a+2b =0
(vV.2.30.)
b+2a %0, a+3b=0, b+ 32 %20
on peut annuler, par une seconde transformation canonique analogue

a celle de (vVv.2.7.), tous les termes du d4e degré sauf les termes
2= 2 2— 2
Z z

de vitesse angulaire nulle c'est-a-dire les termes en (z1 1 5 25

2

21212222).
De méme dans les conditions (V.2.30.) on obtiendra la
simplification :
2 2 2

H4* n'a que 3 termes en Zl* El* ,22* 52*

2 pan— —
Z_ *Z_* *7 _*,
171 Zz 2

Donc, en considérant le systéme hamiltonien (V.2.4.) et en moyennant

la transformation canonique (V.2.7.) avec les variables complexes

(V.2.11.), nous obtenons le systéme hamiltonien correspondant :

* > *
4z, = o oH* i S OH*
=2 = , = - 21 g
at ) at z,
(V.2.31.)
* *
az,* ,, dH* - N ,, 3H*
dt 9z _* ' dt 07 _*
2 2
avec
H* = H*(zl*,Zl*,zz*,Ez*) = % zl*El* h % 22*52* +H & B . (V2.3

\

@ i



b = 0,

+ 7 %
COlllzl

*
CIZOOZl 1

*Z * *E
2

+

i
ClllOlel CllOlzl

20— —
* * 4 *
Z2 COOIZZZ 2

121

a0, bzo,

b+ 2a # 0, a

D

\
ou

11’ D12' D22

7 . . P )
Pour deéeterminer ces coefficients, nous écrivons H

par (V.2.16.) sous la forme

Z*

Z*

.
’

si a + 2b

r

si b + 2a

Z_%7_* + C

2, 2 3000

2

*_Z-*"'C

1 2 0030Z

+ D._Z. *Z_*Z_*7_* + 7 *
L g ey D

2

a+b=zzo0, at+

+3b #0, b+

a+ 2b*0, b+ 2a#0)

3

A
il

.st a
)

*
2

2_
*
Z2

2

201

2b 2 0

3b 2 0

sont calculés a partir de (vV.2.29.).

0

89

(V.2.33.)

,

(v.2.34.)

3 donné

? (V.2.35.)

23 - C1213 " C2212;1 i C321222 * S5 ;2 " CSZlglzZ )
" C621222 C7212222 * C821222 * C9223 " c10222§2 *
+ 51213 + 5221221 + 5321222 + 6421222 + 55212122
+ T2z, + I Cy2,2,° *+ Cgz,> +C 27
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avec, pour simplifier, compte tenu de H3 réel :
€1 = 3000 * El = C0300 * €2 T E2100 » €5 = 200 R
€3 = Ch010 * C3 = 0201 * €4 = Ca001 ¢ C4 = 0210
€5 = Ci110 * 65 = “1101 * % = 1020 ¢ E6 = o102 f EHis2ia 36 )
€7 = %011 ¢ E7 = o111 * %8 = 1002 —8 = C0120
€9 = 0030 * _9 = C0003 * ©10 = 0021 E1o = Co012 ‘]

D'aprés (V.2.21.) l'expression de

€ s'écrit :

s='(i) 3+((—:2)z = +<—S3 o (—i-—)’z e
3ia’ %1 ia’“1 %1 7 'I(zat1 %2 T Tz % %
C e c c
+ ()z.z.z + (———§~——)z z . (—)z. z. 2z ( g )z z 2 +
ib’“1%1%2 i(a+2b)’“1%2 =22 i(a=-2b)’“1%2° *
C C
~ 3 10, 2—
+ t— —
(3ip72y + (502,72, +
_ _ _ _ (V.2.37.)
C g € C
L G PRI S SN P M e D g g S vl S
-3ia’ "1 -ia’"1 71 -i(b+2a)’ "1 “2 i(b-2a)’71 72
c c c c .
O TIPS - - S
-ib’ %1712 -i(a+2b)’“1%2 22 i(2b-a)’“1
c C
ro(—=2z.3 + (297 2, _]
-3ib’“2 -ib’ %2 “2
2— - - 2—
En calculant les termes en z “z v Z2.2.2.2 A dans

11

(V.2.29.), nous obtiendrons

1717272 %2 %2



11 2200

D1y = 1?1111 -

22 =\ 0022

= i — _
6(C2C2 clcl) 2C4C4 2C3C3 2C5C5
£ + + )
a b-2a b+2a b
_ ) — = e =
4(C2C7 C2C7) . 4(C10C5 ClOCS) 8C6C6
a b a+2b
8C8C8 8C3C3 8C4C4
+ + )
2b-a b+2a 2b-a
- 2 - = - -
6(C10C10 C9C9) N 2C6C6 . 2C8C8 2C7C7]
b a+2b a-2b a
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(V.2.38.)

V.2.C.- Etude de la stabilité du systéme hamiltonien (V.2.31.).

Considérons le systéme hamiltonien simplifié (V.2.31.) :

* _*
4z, _ oy OH* iy - - 94 oH*
dt 3?1* 8 dt 97 _*

* 7 %
" _ . amx 1, amx
dt oz _* ' dt 97 *

2 2

Dans le cas de non résonance, c'est-a-dire

(a 20, b=zo0,

H* s'écrit

H* =

NS )]

1

ou Dll' D

!

12"

atb # 0, a+2b # 0, b+2a # 0, a+3b % 0,

1'ordre conservé

* 7 k)1
(Zl .Zl )

* 7 %)
(22 .52 )

0

.

b+3a # 0)

z *E b % 22*52* " Dl].zl*zzl*2 * DlZEl*El*EZ*EZ* * D22Z2*222*
(v.2.39.)
D22 sont donnés par (V.2.38.) et 1l'on en déduit a

=> Zl*.El* = cste (intégrale premiére)
(vV.2.39.)

= Z2*.§2* = cste (intégrale premiére)

2
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Zl* et Z2* se déplacent sur des cercles dans leurs plans

complexes respectifs et leurs vitesses angulaires U)l et 0)2 sont

@ _ _
+ Z*Z*+ D * *
Wy T Bz % T2 h 40,508 2D,,2,72,

(vV.2.41.)

>
1]
]

+ Z*_*+ Z*—*
2 1Z_.* 2 2D12 1 Zl 4D22 2 ZZ

Donc, a l'ordre conservé, les mouvements de Zl* et ZZ*

sont circulaires et uniformes mais les vitesses angulaires u)l et
w2 dépendent des rayons (rotations différentielles).

Pour étudier la stabilité de ce mouvement ramenons-nous
aux chapitres précédents en utilisant 1'intégrale premiére H*=0
et en prenant une surface de section appropriée, par exemple Zl*

réel positif.

Au 4e ordre Zl* revient toujours a la méme valeur tandis

2ﬂiw2/w1
gu'a chaque pas Z2* est multiplié par e , ce qui peut s'écrire
sous forme d'itération :
2'rriwz/w1
* = *
ZZ(n+1) Z2(n) . e (v.2.42.)
Soit, avec H* = (0 :
w
2 b 4b?2 = b a
== ={=- % * == * o . .2.43.
W, [a a Z22mZ%2m)P11a " P12 * Py i ] (2800
| b 4b?2 = b a
Mil= = —— 2* Z% Do == + =) * sie
- e l{a a “2(m%2(m)P113 " P12t Py p) N 2.44.)
(2)n+1 2(n) Tt

ce qui est une rotation différentielle du type (III1.2.2.).
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Le premier invariant de Birkhoff s'écrit ici

8Tb [ 2 2
= e = + o 2l .
o, e b D, abD12 a D22] (v.2.45.)
I1 y a donc stabilité si
a#®0, b0, a+b=z#0, a+ 2b %0,
(V.2.46.)
b+ 2a 20, a+3b#%0, b+ 32 %0
b2D - abD +a2D Z 0 (v.2.47.)
11 12 22 tere
Rappelons qu'il y avait aussi stabilité, grlce au théoréme
de Lejeune-Dirichlet, si ab > O.
De méme, dans les cas de résonance (V.2.46.), on peut

étendre les résultats des chapitres précédents, ainsi :

dans le cas a + 2b =0 ; a 20 (V.2.48.)
*x = 2 5 %7 % 4 b x7 % 4 %y %2 + C 7 %p %2 4 4 4
H > zl z1 > 2,%Z, c6z1 22 c6z1 22 o(zl .22 )
Si C6 Z 0 il y a instabilité (v.2.49.)
si C_ =0 et b2D - abD__ + a2D 0 (V.2.50.)
6 11 12 22 Tt
il y a stabilité (les termes en C6E6/(a+2b) disparaissent alors
dans (v.2.38.).
Si enfin :
C. =0 et b2D - abD + a2D =0 (Ve2:51:)
6 1.1 12 22 Terme

1'étude doit étre poursuivie aux termes d'ordre supérieur.
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De méme, lorsque :

a=0 , b<o (V.2.52.)
H* = 2 5 %7 % + C_ 2 %7 %Z_* + C.Z *Z_*Z_ % + C.2_*> +
2 72 72 771 T2 72 771 T2 72 i
(V.2.53.)
2— - =2 - = .3 4 4
+ * * 4+ * * 4 *+ * Z*
C22 Z c2z1 z1 clz1 o(zl ’ )

Si C1 et/ou C2 Z 0, il y a instabilité
Si c, = C2 = 0 (v.2.54.), on peﬁt parfois appliquer le théoréme
de Lejeune-Dirichlet et obtenir la stabilité.

Il semble que, dans ce cas a = 0, b < 0, dans le hamilto-
nien simplifié H* les termes non nuls de plus bas degré en Zl*,El*
seuls déterminent la stabilité.

Si la somme de ces termes a les deux signes au voisinage
de 1l'origine il y aurait instabilité (c'est assurément le cas si
cette somme est de degré impair).

| Si cette somme est négative en dehors de 1l'origine il
y a slrement stabilité grdce au théoréme de Lejeune-Dirichlet.
Si, enfin, elle est positive en dehors de 1l'origine, il y aurait
a nouveau stabilité.

Une symétrie évidente fournit les cas b = 0 et

b + 2a = 0 (hormis a = b = 0).
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V.3.- ETUDE DE LA STABILITE DES SOLUTIONS DE LAGRANGE DANS LE PROBLEME

RESTREINT CIRCULAIRE PLAN DES TROIS CORPS

Dans le probléme restreint des trois corps, on considére
le cas particulier et intéressant ou la masse de 1'un des trois
corps, soit m3, est extrémement petite de sorte que son mouvement
n'influe pas sur celui des deux corps Ml' M2 qui est supposé connu
comme solution du probléme des deux corps. Lorsque M3 est contraint

a rester dans le plan du mouvement de M , M

1 X et que ceux-ci ont

des orbites circulaires, le probléme se réduit a deux degrés de
liberté et posséde cing positions classiques d'équilibre appelées
points de Lagrange dont trois sont colinéaires et deux forment chacune

un triangle équilatéral avec les deux corps M_, M

1 5 (figure 19).

L'étude de la stabilité au voisinage des points colinéaires
conduit toujours a l'instabilité exponentielle.
Au voisinage du point équilatéral L4 (Qi=02=p=l), le mouve-

ment de M, (figure 20) est décrit par :

3
q. = dh/dp. , Pp. = - dH/dq. ;3 =1,2 (V.3.1.)
aj P, P, a7 3
avec r2 .
_1 2 _ 27 _ A3 1
h = 2[}p1 tay) +(py - aqp) ] H )
i3
5 (V.3.2.)
F23 1
_ L = e = . >
My v ) s oup tuy =1 Wy Zu,
23
2 1.2 /3.2
T13 = (qp + )7 + (q, +57)
(V.3.3.)
2 1.2 /3.2

roy =gy -7+ (q2 =)
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En développant 1/r13, 1/r23 en fonction de qyr q2 jusqu'?u

4e ordre, nous obtenons

p, 2+ p2
1 2 1 2 2
= = 4 = + = - +
h 2 (@yp, = qppy)) + g (q >q, )
33 3 2 i 4 4 2 2
+ == + R T - - +
6 (q2 q; q2) VE (37ql 3q2 246 q, g, )
(v.3.4.)
3/3 1 3 2 25V3 3
+ G|=—= o - - +
0y 99 * 16 79y~ 3B9y79) - o7 9,
. 45/3 3 ]
32 999
G = (M, - W) (V.3.5.)
et les équations du mouvement sont donc :
% = ——ah = + 3 — ah = -
9 9p, P9,  q 9p, Py ™4
(V.3.6.)
b, = - oh b, = - dh
1 3q1 2 3q2



L
Ly L2 L.a
{ g n\ 7 Hl .
L5
Figure 19

Positions d'équilibre de Lagrange

dans le probleme restreint des trois corps.
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M3(C‘l vq?.\

L4

4 {\ / r23

M LA — M2 (flz)
-

|-

i

Figure 20
Probléme restreint des trois corps.
Mouvement au voisinage de la position d'équilibre L

q, et q, sont les coordonnées de M3.
pl =q

p

]
Q
N
+
Q
=

2

v

A

98



99

V.3.A.- Etude linéarisée

Au premier ordre, les équations aux variations du systéme

(V.3.6.) s'écrivent sous la forme matricielle

. ()
aQ 0 i} 1 0] q4¢
&2 - 1 0 o 1 qq
. = 1 . 3/5 . . . * (V.3.7.)
Py 4 4 Pa
. 3/3 5
P L = -1 o0 Py
2 4 4 ")

et 1l'équation caractéristique donnant les valeurs propres est :

27

2 —_—
16 (1 -G7) =0 (v.3.8.)

Sl g
Il y a instabilité exponentielle si G2 < 23/27, soit

Uluz >1/27. Sinon :

= /1 - 27
2 _-1/1-27/400 -6 _ D EVE T 2T
- 2 - 2

2 , . . L
A% est negative et les quatre valeurs propres sont imaginaires pures

conjuguées
Al = ia , K2 = - ia , A3 = ib K4 = - ib
avec :
1 +vV1 - 27U U 1 -VvV1 - 27U_U
a = —2>0 , b=- —=2 50 (v.3.9.)

<1 - 27 <
0 £1-2%u, s1

et la solution générale du systéme linéarisé est
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iat — <fabt ibt = —ibt —W

= + + +

ql Ale Ale B1 Ble '
iat , = = -iab ibt | = = _ibt

- + + + K_B

q2 KAAle KAAle K_Be B e
(V:3:10.)

Pp 79 79

= 4 +
Py T 97 q

avec :
_ 2 3 3V 3 o

KA = (a  + 4)/(—Z— G 2ia)
_ 2 S| 33 = o

KB = (b” + 4)/(—2— G 2ib)

Cette solution est donc stable au premier ordre, mais la stabilité
stricte n'est pas assurée puisque la partie quadratique du hamilto-
nien h n'est ni définie positive ni définie négative, par conséquent
ce cas est non décidé et les termes linéaires ne sont pas suffisants
pour étudier la stabilité du mouvement de M3. Cela nous améne a
considérer les termes d'ordre supérieur dans le hamiltonien h
(V.3.4.) et a appliquer directement 1'étude générale, concernant

la stabilité du systeme hamiltonien, du paragraphe précédent (V.2)

sur le systéme (V.3.6.).
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V.3.B.- Diagonalisation des termes quadratigues dans h

Considérons la transformation linéaire

Ql * k7P2 Q2 * k7P1 . -\
q, = (———;T—‘——) cosy - ( ” ) siny
1 4
Ql + k_P . Q2 + k Pl
g, = ( ) siny + ( ) cosY
2 k k
1 4
(Voe3:1 4 )
le S k6P2 ' sz + k6Pl
p, = (_——_E—___—) siny - ( o ) cosY
1 4
le + k6P sz + k6P1 .
p, = =(—=—————) cosY - (———————) siny
2 k k y
1 4
avec : .
- + -
. V1 27U1u2 V1 3U1U2
4
—— | 1 + k 11/4
= NMNe2 -
Ky = = 1 l4k2 - 2k
1 =k J1/4
= 2=
k4 2k ! \.4k2 + Zk]
(Va3al2.)
k. k
_ 14 _
ke = 3%z = 1 ¢ Ky = 2k
tg2y = &/3 , 60° £y s 120°
G = (u2 = ul)
Pour les cas limitesUlU2 = 0 et U1U2 = 1/27, la quantité

k4 est nulle et la transformation (V.3.11.) ci-dessus est singuliere ;

nous laissons de cbté ces deux cas limites.

Ay

/ UBSE}};’AThm
UE Pagss
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En effectuant ce changement de variables SUY le systéme

(V.3.6.), il vient :

P % _m
dat 8Q1 dt apl
Py m %% om
dt 3Q2 dt 8P2

avec : H=H_ + H, + H

[y
)
]
N
ae]
=

N
+
0
=

)
sl
+
N O
hel
=

N
+
2]
N

N
—

b sont définis en (V.3.9.)

$ $
1 3 2 3

3 (Ql + k7pz) + 3 (Q2 + k7P1) +
k kg

(Ql + k7P2)(Q2 + k7P1)2 +

“+

(9, + kP (0, + k7P2)2

$ S
4 6 4
7 (9 t kP =1 (Q, + kP )T+
Ky Ky

(Q2 + k7P1)(Q1 + k7P2)3 o

(Ql ! k7P2)(Q2 " k7P1)3 *

9 2 2
T 29 P kP Q) kP

(v.3.13.)

(v.3.14.)

? (V.3.15.)

(V.3.16.)
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avec :

61 = %g [3/5 siny + 7Gcos3Y - 3BGsin2YCOSY] T
1 .3 2, .

8 = 1 b/@hcosY - 7Gsin’ Y + 33Gcos Y51nY]

§ = %€[§/§ sinY + 87Gsin2YcosY - 33Gcos3Y]

§ = %g[?/g cosY - 87GcoszYsinY + 33Gsin3Y]

4

65 = I%g[ﬂ7Ocosz2Y+2Ocos2Y-53) + G/EsinZY(20—70cosZYﬂ \7 (V.3.17.)
S 2 _ _ ,
66 = 128{(7Ocos 2Y-20cos2Y-53) GV351n2Y(2o+70cosgy)]
. i oo 2

67 = 1—2—8- [(Sln2Y)("280COSZY—40) + G\/g( 280sin 2Y+4OCOSZ'Y"140)—J
§_ = —l—¢351n2Y)(280cos2Y—40) + G/E(‘28051n22Y+40cos2Y-14oﬂ

8 128
S, = “l*'[(42Osin22Y—246) + G/E(SinzY)(42OCOSZY£]

9 128

V.3.C.- Simplification du systéme (V.3.13.)

En considérant le systéme (V.3.13.) et en procédant de

la maniere exposée en (V.2.B.) pour simplifier H3 et H nous obtenons

4’

le systéme :



*
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(V.3.24.)

*
dz,* . du* dz,* ,, Bu*
- Z % -7 *
at | azl dt az1
B (v.3.18.)
* *
g ,; oH* dzs ,y oH*
- v % ! - *
dt 822 dat 822
avec :
* = * 4+ * + H * vV.3.19.
H H2 H3 4 ( )
ou :
Ho* =2 g 47 % + 2 g %7« (V.3.20.)
2 2 1 1 2 2 2
a et b sont définis par (V.3.9.)
2, =7 .o .
*7 *° 4 *7 x + =
C6Z1 Z C6Zl 22 si a 2b 0
* = V.3.21-
H3 ( )
0 sia+ 2b =0
avec :
§ (k.3 - 2k.)  3k.6 §.(1 - 2k.%)  3k.6
4 7 7 7 2 . 3 7 71
C6 = ( > - 3) + i 5 = 3) (v.3.22.)
. 8k1 k4 8k4 8k4 kl 8kl
2= .2 = = 2= .2
* *< 4 *7 %y k7 k4 * *
D115 % D) 2217217272, ¥ Dyy2,y" 2,
* =
H4 (Vi.3.23:)
si : b0, a+b#0, a+2b %0, a+ 3b %0
avec : _ _ _ _ _
= +
5 e i 6(C2C2 C1C1 2C4C4 2C3C3 N 2C5 5 ]
11 2200 a b —2a b + 2a b
= - = .= —
S s i 4(C2C7 C2C7) . 4(C10C5 ClOCS) 8C6C6
12 1111 a b a+ 2b
. 8C8C 8C3C3 8C4C4)
2b - a b + 2a 2b - a
6(C10C10 + C9C9) 2C6C6 2C8C8 2C7C7
D.. =|cC - + + )
22, 0022 b a + 2b a - 2b a

J
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ou
66, 66 k4 2k %8 ‘\
- ~ [ 5,67 7 "9 ]
2200 4 4 2. 2
16k 16k, 16k, “k
2 2 2
) i [241(7 65 . 24k7 66 X 69(4 + 4k, ) ]
1111 4 4 7 2
16k 16k, 16k, “k
2 2
. =I:6k7 65 . 666 . 2k7 69 }
0022 4 4 2. 2
16k, 16k 16k, “k,
et
3 3
k)78, K, 64 S K, 63
€ = ( 3 4 ) + il 3" 2 )
8k, 8k, “k, 8k, 8k, k,
- 3% 95 k_& 36 T 48
7 "2 7°4 . 1 7 °3
el t=—5) il—=+—=]
- 8k, 8k, “k 8k 8k, k,
3 2
- 63(k7 - 2k;)  3k.8, . 6,(1 - 2k ") 3k,6, (V.3.25.)
€3 = L( 2 ) 3+ 2 3
8k , k., 8k, 8k, “k 8k,
r 8_(k - 2k_) 3k_8 § (1 + 2k 2) 3k 25
379 7 7°1 o4 7 7 02
€4 = [( 5 - 3) - i > B 3 )
8k, “k, 8k 8k, “k, 8k,
< ek.S.  2k.°6 28 ek 28
7°1 7 73 . 4 7 2
g =| (—=+ 51 - i 2 " 3
8k, 8k k, 8k k| 8k,
C6 est donné par (V.3.22.)
3 2
6k762 2k7 64 263 6k7 61
€ = ( 3 2 ) -l 2 " 3 )
8k, 8k, “k 8k, k. 8k
3 2 2
64(2k7 + k7 ) 3k762 63(1 + k7 ) 3k7 61
cg = | 2 )+ 2 - 3 )
8k, “k, 8k, 8k, “k, 8k,
- 3 2
6lk7 63k7 ' 62 k7 64
Cq = ( 3 > ) + i 3 " 2 )
8k 8k, 'k, 8k , 8k, “k,
e 3 2
Sk k
c - (3 17 " k7(53 ) i( 362 - 7 64 ]
10 3 2 2
8k
" 8k, k. 8k, 8k, “k,
les relations (V.3.17.) donnent les valeurs des 61 a 69.
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V.3.D.- Etude de la stabilité du systeme (V.3.18.)

En appliquant 1'étude faite en (V.2.C.) sur le systéme
(V.3.18.), nous obtenons :

1°) dans le cas (a + 2b = 0 ; u2 = 0,024293) (V1a:31..26:44)

H* s'écrit

2 2

*x = 2 5 %7 % 4 b *x7 % 4 xy x° 4 C 7 xy *
H 5 2,%2, 5 2,%%, c6z1 z, c6zl z, (v.3.27.)
Ce= (0/46AF919- L4, 28422} .
le coefficient C6 n'est pas nul et il y a instabilité.
2°) Si (a + 2b # 0, a + 3b #Z Q) (v.3.28.)
*x =2 557 % 4 b *7 x4 %25 %2 4 x7 ok k7 x4
HE ST Bydyt T g By T Bopfy Ay Dyg?y %y 23 2y
((V.3.29.)
2z .2
I * *
D2222 ZZ

= abDl + a2D n'est pas nul, ce qui

. 2 2
il vy é stabilite quand b D 5 29

11

conduit a :

644a4b4 — 541a2b2 + 36 # 0 (v.3.30.)

Il resterait a étudier le cas ol ce polynéme est nul
(soit u, =0,04093 ) et le cas ou a + 3b = 0 (soit W, = 0,013516).
Les études a l'ordre approprié montrent que le premier est stable
et le second instable.

Il reste les deux cas limites Y = 0 et uluz = 1/27.
Si U2 = 0, le mouvement de M3 se réduit a un mouvement "deux corps"
et il y a instabilité.
Si u1u2 = 1/27, il y a encore instabilité, mais 1'étude est beaucoup

plus difficile ['Lr, '51
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CONCLUSION

L'étude de la stabilité des systémes hamiltoniens conduit
a des résultats bien plus variés et complexes que ne le laissait
soupconner l'étude du premier ordre.

Certes les systémes linéairement instables restent encore
instables lorsque 1l'on ajoute des effets non linéaires, par contre
ceux-ci détruisent la stabilité dans un grand nombre de cas de
"résonance".

On a méme pu rencontrer des destructions de stabilité
dans des cas non résonnants, mais il s'agissait toujours de cas
non-analytiques et il semble bien gue pour les problémes analytiques
la stabilité linéaire et la non-résonance suffisent & assurer la
stabilité.

‘- L'étude des cas de résonance est compléte, elle montre
des destructions de stabilité par des termes d'ordre aussi élevé
que 1l'on voudra et conduit en fin de compte a des régles assez
simples.

I1 serait intéressant d'essayer de généraliser ces
résultats a des sytémes hamiltoniens & un plus grand nombre de

degrés de liberté.
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