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Résumé

Dans les systemes dynamiques I’étude du voisinage et de la stabilité d’une solution
périodique commence habituellement par ’étude “du premier ordre ” | c’est a dire 1’étude
du systéme variationnel linéarisé ;

Ce premier pas conduit souvent soit a la stabilité exponentielle soit a l'instabilité ex-
ponentielle mais il peut aussi , assez fréquement , conduire a des cas “critiques ” ou le plus
grand exposant caractéristique de Liapounov est nul .Il est alors nécessaire de considérer
les termes d’ordre élevé .

Ce sont surtout les problemes hamiltoniens qui conduisent a des cas critiques et ’étude
des termes d’ordre élevé y commence par une série de simplifications présentées dans les
chapitres I et II . Ces simplifications conduisent au théoréme de quasi-résonance et aux
notions commodes qui y sont associées : quasi-intégrales , résonances positives etc ... qui
permettent une classification générale des types de stabilité et d’instabilité .

Les chapitres III et IV appliquent ces résultats théoriques aux mouvements de Lagrange
du probleme des 3 corps .

Les résultats different beaucoup selon les cas étudiés : le cas du probléme restreint
circulaire est entierement traité (cas plan) ou presque entiérement (cas tri-dimensionnel).
Dans les cas non restreint ( 3 masses quelconques ) et / ou non circulaire ( 3 masses en
mouvement elliptiques) , I’étude fournit seulement les résultats principaux : zones critiques,
résonances d’ordre 3 . Le cas elliptique tri-dimensionnel posséde une résonance générale
d’ordre 4 qui menace de détruire la stabilité dans une grande part des zones critiques .

Abstract

In the dynamical systems the study of the vicinity and the stability of a periodic
solution begins usually by the “first-order study ” of the variational system .

This first step leads either to the exponential stability or to the exponential instability
or to the “critical case ” in which the largest Liapounov characteristic exponent is zero .
In this third case it becomes necessary to consider the higher order terms .

Most critical cases appear in Hamiltonian problems and the study of large order terms
begins by several simplifications that are presented in chapters I and II . These simplifi-
cations lead to the near -resonance theorem and to the adjacent useful notions : quasi-
integrals , positive resonances etc... that allow a general classification of the types of
stability and instability .

The chapters III and IV apply these theoretical results to the Lagrangian motions of
3-body problem .

The results are very different according the case of interest .

The restricted circular problem is entirely solved ( planar case ) or almost entirely
solved ( three-dimensional case ) .
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In the non-restricted case ( three positive masses ) and / or non-circular case ( elliptic
motions ) only the main results are obtained : critical zones , third-order resonances . The
elliptical and three-dimensional case has a general fourth-order resonance that threat to
destroy the stability in a large part of the critical zones .



INTRODUCTION

Les modéles mathématiques de nombreux phénomenes scientifiques sont régis par des
équations différentielles. Une partie trés importante de ’étude des systemes d’équations
différentielles est la théorie de la stabilité des positions d’équilibre et des solutions périodi-
ques.

Ce probleme est fondamental et peut étre formulé ainsi: Supposons que le systéme
dynamique modélisé soit décrit a chaque instant par des parametres d’état zx(t) (k =

1,...,n) variant avec le temps selon le systeme d’équations différentielles suivant:
dz - =
T flEg,ty ; @ ={my,®5;-Tn) (1)

DEFINITION : La position d’équilibre & = & est dite stable au sens de Liapounov
apres l'instant tp, si a tout € > 0 aussi petit que 'on veut , on peut faire correspondre
n(e,to) tel que:

|Z(t0) — To|| < n = ||2(t) — To|| L€ pour tout t 2>t (2)

Une définition analogue existe pour les solutions périodiques et une solution qui n’est
pas stable est dite instable .

Il y a bien d’autres définitions de la stabilité comme par exemple celles ci-aprés que
nous n’utiliserons pas :

a-La stabilité au sens de Poisson :

On dit que la solution Z(t) est stable au sens de Poisson si elle revient une infinité de
fois dans tout voisinage des états antérieurs .

Les solutions périodiques , quasi-périodiques, presque-périodiques sont stables au sens
de Poisson ainsi que la plupart des solutions chaotiques.

b-La stabilité au sens de Lagrange :

Une solution #(t) est stable au sens de Lagrange si son évolution future reste bornée
dans ’espace des phases.

c-La stabilité au sens de Hill , la stabilité au sens de Poincaré , la stabilité au
premier ordre , au deuxieme ordre ,au n-ieme ordre , la stabilité asymptotique etc....

Certains de ces stabilités ne concernent que la solution étudiée , les autres dépendent
des solutions voisines .

1-Analyse classique du premier ordre :
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Cette théorie est dlie essentiellement a Liapounov pour les solutions d’équilibre et a
Floquet pour le cas plus général des solutions périodiques.

a-Analyse de Liapounov :

Nous supposons que 1’équilibre étudié soit a 'origine et que le systéme d’équations
différentielles soit de la forme suivante :

dz
= = f(Z.t
Avec
dzy = .
it ; akjz; + gk(Z, 1)
Ou
g3, ty=olliF]]) ; *k=112..n
Ou encore =
T s -
E{ —A.’D+g(l‘,t) (4)

Ceci est possible en supposant par exemple que f(Z,t) est définie , continue et continu-
ment différentiable dans un voisinage de 1’équilibre étudié et que ses dérivées premieres
partielles ar; y sont indépendantes du temps t . Liapounov a étudié complétement les
systemes “ du premier ordre ” :

dz

— = A7 5
Il a montré que leur stabilité dépend essentiellement des valeurs propres de A et de

leur partie réelle les “exposants caractéristiques de Liapounov”.

a-1) Si I'une des valeurs propres a une partie réelle positive , il y a “instabilité expo-
nentielle” .

a-2) Si toutes les valeurs propres ont leur partie réelle négative , il y a “stabilité expo-
nentielle” .

a-3) Enfin si la plus grande des parties réelles de valeur propre est nulle on est dans le

“ CAS CRITIQUE .
a-3-1) Il y a stabilité critique si les valeurs propres critiques sont toutes différentes .

a-3-2) Il y a généralement instabilité critique si deux ou plusieurs valeurs propres cri-
tiques sont égales .



Malheureuseument ces conclusions ne s’étendent que partiellement aux systémes non
linéaires . Dans les cas critiques la stabilité dépend des ordres supérieurs et les conclusions
a-3-1 et a-3-2 ci-dessus peuvent étre renversées , ainsi que I’a montré Liapounov lui méme
dans quelques exemples simples .

Liapounov a utilis¢é deux méthodes pour résoudre ces systémes non linéaires . La
premiere est basée sur la détermination de la solution générale ou d’une solution instable
particuliere du systeme des équations différentielles . La seconde semble étre inspirée par
le théoréme de Lagrange-Dirichlet dans lequel la stabilité d’une position d’équilibre est
décidée par une propriété de la fonction de force . Liapounov batit des fonctions analogues
lui permettant d’étudier les évolutions au voisinage du point d’équilibre .

b-Analyse de Floquet :

Considérons le systeme général (1) et étudions le voisinage d’une solution périodique
Z(t) . Posons

j=7- ()
et supposons f(&,t) continuement différentiable , nous obtenons :

W awi +o®) ©)

L’analyse de Floquet généralise celle de Liapounov et s’applique si A(t) est périodique
avec une période T . L’approximation du premier ordre donne I’équation de Floquet :
dy

S =AMT 5 AR+T) = A®) (7)

L’intégration de ce systéme donne

g(t) = C(t)g(0)

telle que
C0)=1I

et

dC

= = A (8)

On pose M = C(T') appelée “matrice de Floquet” ,ou “ matrice monodrome” ou encore
“ matrice de transition ” . Les valeurs propres de M sont les “multiplicateurs de Floquet”
. La matrice A(t) est périodique donc on a :

VE:C(t+T)=Ct)M ; VYm , meZ : C(mT)=M™ (9)

detC(t) = exp{/o traceA(u)du} # 0
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Soit I_/'J un vecteur propre de M . L’analyse du premier ordre conduit donc a :

MV; = u;V;
go0)=eV; = F(mT)=eu™V; (10)

D’ou les résultats de Floquet :

i-) Sil’une des valeurs propres p; a un module plus grand que un , la solution périodique

3

X(t) étudiée est instable et méme “ exponentiellement instable ” .

ii-) Si tous les multiplicateurs de Floquet ont un module inférieur & un , la solution
X(t) est asymptotiquement stable et méme exponentiellement stable .

iii-) Enfin si le plus grand module des valeurs propres est égal a un , ce cas est dit “

CAS CRITIQUE ” ; la stabilité dépend alors des termes d’ordre supérieur .

Dans le cas ot A est une matrice constante on retrouve les résultats de Liapounov avec
M = eAT et les valeurs A; de A sont liés aux multiplicateurs de Floquet u; par puj =N 7T

c-Cas critiques :

L’importance de ces cas vient de I’étude des systémes conservatifs comme par exemple
les systemes hamiltoniens . En effet pour ces cas conservatifs le produit pjps....un vaut
un , la stabilité exponentielle est alors impossible et les cas critiques sont tres fréquents .
Pour ces cas critiques la stabilité dépend des termes d’ordre élevé . Un certain nombre de
transformations et de simplifications de ces termes ont été étudiées .



CHAPITRE I

SYSTEMES DIFFERENTIELS :
TRANSFORMATIONS ET SIMPLIFICATIONS .
LE THEOREME DE QUASI-RESONANCE .

I-1—Simplification des termes du premier ordre :

Floquet a montré qu’une transformation linéaire et périodique appropriée §¥ — 2’
permet de simplifier I’équation (7) et d’obtenir une équation du premier ordre indépendante
du temps :

dz
— =N7 13

Si on choisit (0) = Z(0) on peut définir la matrice N par e¥T = A . Les valeurs

propres A\j de N vérifient la relation u; = eT» . En diagonalisant ou tout au moins en
“jordanisant” la matrice N et en tenant compte des termes d’ordre supérieur ’équation
(11) devient :

%’i = Mg 2k + 0rze1 + gk(21, 22, -, 2nyt) 5 k= {1,2,...,,n}
avec les regles de Jordan: (12)
on =0 § ApFEdpga =0 =20 ;A =Appr =26 =0 ou 1

I-2—Périodicité des termes d’ordre supérieur .

A partir d’ici l'analyse supposera que les termes d’ordre supérieur gx de (12) sont
périodiques par rapport au temps , avec une méme période T ,cela se produit surtout dans
les deux cas courants suivants :

A ) Le systéme initial (1) , c¢’ést a dire % = f(Z,t) est indépendant du temps t (systéme
autonome ) , le voisinage de la solution périodique étudiée Z(t) se reproduit avec la période
T de Z(t) , période qui est donc celle des gi(z1, ..., zn,t) de (12) .

B ) Le systeme initial (1) n’est pas autonome mais a au moins une période P sous-
multiple de T , comme par exemple le probléme restreint-elliptique des 3 corps .

I-3—Théoreme de Siegel .

La transformation linéaire périodique de Floquet permet la simplification des termes
du premier ordre , est-il possible de faire de méme avec les termes d’ordre supérieur ? .
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Le théoreme de Siegel que nous rappelons ici apporte dans certains cas une réponse
positive. En effet , il indique qu’une transformation analytique appropriée 2’ — % permet
de supprimer tous les termes d’ordre supérieur si les conditions suivantes sont satisfaites :

i-) Les fonctions gx(Z,t) sont analytiques par rapport a z et indépendantes du temps t

ii-) Il existe deux nombres positifs € et u tels que :

Vk=1,2, ..,n 3 Val,ag,...,anEN:
ay+--+ap 22 :»(Ak—Z?:lajAj]>e(a1+---+an)‘“

(13)

Les équations du mouvement sont alors réduites a leur partie principale , avec les \x

et 6x de (12):

’

duy
dt

dont les solutions sont de type :

= A\pur + 5kuk+1 :r k= 1,2.....,n (14)

up = Pr(t)ezp(Mt) ; k=1,2,..

ou Py(t) sont des polynémes appropriés .

Remarquons que le théoréme de Siegel n’est applicable que rarement , et pas dans les
cas critiques car alors I'un au moins des exposants caractéristiques de Liapounov est nul ,
par exemple R(Ax) = 0, dans ce cas Ai est aussi une valeur propre et l’on a :

A — (2/\k + ’\_k) = U (15)
ce qui contredit (13) .

I-4—THEOREME DE QUASI-RESONANCE [25-27] :

Le théoreme de quasi-résonance est trés récent et est d’une application beaucoup plus
large que le théoreme de Siegel . Il suffit que les fonctions gi(Z,t) soient analytiques
par rapport a Z et t , ou méme décomposables en séries entieres de Fourier absolument
convergentes pour 2’ suffisament petit :

gr(Z,1) = g Gr(@,m)z1" 257 25 exp(muwgit)
. (ay,ag,...,an) ; ap,az,.,a, € (16)
Y2 2 5 Gi(dm) € C ; w0=27’*r' ; meZ

Si les conditions ci-dessus sont réalisées le théoreme de quasi-résonance s’énonce comme
suit :

Pour tout scalaire positif € , méme tres petit , existe une transformation 2 — @ définie
au voisinage de l'origine et telle que :



i-) Z et 4 sont équivalents :

@ - £ = 02 = O0®u?) (17)

ii-) La transformation zZ — # peut dépendre du temps et est périodique en fonction
det .

u(zZ,t) = u(Zt+7T) (18)
Les équations du mouvement de @ ont beaucoup moins de termes :

du .
d_tk = Akug + Okukt1 + Jk(ur, ug, - un,t) 5 {k=1,2,..,n} (19)

JR(@t) =Y Je(@ m)uftug?.. ul exp(mwoit)

(a,m)

Les Ay et 6x sont ceux de (12) . Les séries de Fourier j; sont sans termes d’ordre 0 ou
1, sont périodiques en fonction de t , sont absolument convergentes pour ||’ || suffisament
petit et vérifient les conditions suivantes :

Les 7, n’ont que des termes “quasi-résonants” . c’est a dire des termes
k q q )
Jr(a, m)ud uy?.. . ui" exp(mwyit)

pour lesquels :

| Ax — mwot — Z ac || Lelar+ -+ an) (20)

c=1



CHAPITRE II

APPLICATION DU THEOREME DE QUASI-RESONANCE
AUX SYSTEMES HAMILTONIENS

Nous avons vu dans l'introduction que les systémes critiques sont ceux pour lesquels
I'analyse du premier ordre ne permet de conclure ni a la stabilité ni & 'instabilité et que
la plupart des systémes critiques sont hamiltoniens . D’ou la nécessité de les étudier et de
leur appliquer le théoréme de quasi-résonance .

Les équations classiques des systémes hamiltoniens sont données par :

dF  0H  df OH

&= @ o (21)

ou H = H(p,q,t) est 'hamiltonien du systéme étudié p'= (p1,p2,...,pr) est le vecteur
conjugué , ¢ = (41,92, ---,qr) est le vecteur état et r est le nombre de degré de liberté .

Les suppositions faites au début du chapitre conduisent & un hamiltonien soit autonome
(H = H(p, q)) soit périodique de période P (H(p, q,t) = H(p,§,t+ P)) . Nous étudions le
voisinage d’une solution périodique p", ¢ de période T(multiple de P dans le second cas)
et la premiére simplification consiste & ramener cette solution & l'origine ce qui introduit
la période T .

II-1—REDUCTION A L’ORIGINE

Cette premicre simplification consiste en une translation de la solution périodique p{t)
, q(t) a lorigine a I’aide de la fonction génératrice suivante :

S = 5(P,qa,t, Ha) = tH, + palt) + pga — p(t)qa + F(2) (22)

T = .. -an el (2)

8



La transformation canonique correspondante est :

_‘azaa%'zﬁ_ﬁ(t) )
-~ 08 =
= :qa+q-(t)
« = JH, =
H=85 —H, 4 o2 _ 90 | e a0,

Pa , ga sont les écarts a la solution étudiée et la premiére simplification est la translation
suivante :

N\
ty =1t
le méme parametre temps .
Pa =P — p(t)
STOR 25
H, = Hy(Pa,qa,t) = le nouvel hamiltonien
dq(t . dp(t
Hy= B0 - 708 1 o PO _ g, g,
et les équations du mouvement restent des équations hamiltoniennes classiques :
dda 0H,  dp.  OH,
dt  0p, ' dt 94, o

Le nouvel hamiltonien H, ne contient ni les termes d’ordre zéro , ni les termes d’ordre
un de I'ancien , il commence par des termes d’ordre deux au moins , de plus il vérifie la
périodicité et on peut donc écrire que l’on a :

Ha(ﬁa)q_:lat) = Ha(ﬁa’q_'a’t + T) }

ol = 26
Ha(Paaqa,t)22?=2Han(13a’qaat} ( )

avec H,, = termes d’ordre n en p, , q, .

II-2—SIMPLIFICATION DES TERMES DU SECOND ORDRE

9



Cette seconde simplification est une transformation linéaire et périodique analogue &
celle de Floquet entre (7) et (12) . Elle consiste & transformer les variables canoniques
(Pa,qa) en nouvelles variables canoniques (p,5) et H, en H} pour obtenir des termes
du second ordre les plus simples possibles . Cependant dans le cas critique qui nous
intéresse les valeurs propres Ax de (12) sont des nombres imaginaires purs et les termes
correspondants de I’hamiltonien (termes qui seraient en (Axprgr) ) conduiraient a des
expressions complexes .

Si nous voulons obtenir une expression des termes du second degré a la fois réelle et la
plus simple possible nous sommes conduit & distinguer deux cas :

1-) Le cas critique singulier : certains des é; de (12) sont égaux a 1 . Ce cas trop
complexe ne sera pas étudié ici .

2-) Le cas des hamiltoniens critiques “réguliers” : tous les §; de (12) sont nuls
(par exemple les valeurs propres Ax sont toutes différentes) .

La plus simple expression réelle possible des termes du second degré est alors :

1 ¢ 2 2
Hy =3 Y wi(py; +435) (27)
=1
Ou les w; sont les pulsations (ou “pulsations propres” ; les quantités ;—7]; sont les

fréquences propres) . Les r paires de valeurs propres £\, valent tiwy et les multiplicateurs
de Floquet vérifient les relations ux = e**T et iy = e7**T . La fonction génératrice
correspondante s’écrit (avec T en indice supérieur droit pour symbole de la transposition )

1 . " . 1 .
S =t.Hy+ EﬁfMlPa + P Moy + Eq'z',,‘rMaqb (28)

ou M; , M et M3 sont des matrices réelles d’ordre r xr , fonctions du temps t et périodiques
de période T . M; et M3 sont de plus symétriques . La transformation canonique est donc

tb = Ba]g; = ta =1 ‘
= 5 = M ()5 + Ma()dh .
,
. = 3?’;%? M (t)P. +T Ma(t)g .
Ha = G- = Ha+ 35, M{()fa + P M3 (1) 3 + 50, M5 (83 |

La différence H, — H} ne contient que des termes du second ordre d’ou la décomposition
des termes d’ordre n :

(o ]
Hy(Bb, G, t) = Y Hon(Pb, G, 1) (30)
n=2
ce qui entraine pour n > 3 :
an(ﬁb, q-zlyt) = Han(ﬁa, q_;’t)

10



II-3—APPLICATION DU THEOREME DE QUASI-RESONANCE

Considérons ’hamiltonien Hy(ps, Gb,t) ou pp et gp sont liés aux p'et ¢ par une transfor-
mation linéaire , soit :

1 v
Hy = 5 Z“’k(pik + qfk) + ordres superieurs (31)
k=1

Les équations correspondantes du premier ordre sont :

dt 3pbk kPbk i aqbk k49bk
Posons :
Zpk = Pok + 1k 3 Zbk = Dbk — tQbk (33)

Donc au premier ordre nous avons :

d dz
;:k = iwkzbk ’ sz = —iwkébk (34)

Et les 2r parametres zy; et Zp; jouent le role des parameétres z en (12) .

Dans ces conditions, le théoréme de quasi-résonnance conduit aux vecteurs réels py ,
gn équivalents a pjy , g et a 'hamiltonien Hy(pn,qn,t) tel que :

ZNk = PNk + 4Nk ;ZNk = PNk — 9Nk (35)

wk(Pik + k)
1

.. 1
Hn(PN, N, t) = 3
k=

+ Z Kn(a, 8, m)z ...zf\'[rff,‘k...Efzfrexp(mwoit) (36)
(&8,m)

Avec la condition de réalité sur les coefficients Ky :

- — -

Kn(&,f3,-m) = Rn(B,& m) (37)

Et les conditions de quasi-résonances avec € constante positive que ’on peut choisir .

&‘:(al,ag,...,ar) ) E=(,31,:B2>"'1:B7‘)

11



al,a2a"'7an7,81a"'7:8n EN ) Z(ak+ﬂk)=D23 (38)
k=1

wo + Z(ak — Br)wi| < eD

k=1

OﬁmEZetwg :2771‘:

La transformation utilisée dans le théoréeme de quasi-résonance conduit donc a des
hamiltoniens ne comportant plus que des termes quasi-résonants . La plupart des termes
initiaux ont disparu .

Remarquons que :

15 s %&(P%/k + q&) peut s’écrire Y p_, “—JEkszENk et I’hamiltonien Hy peut étre
considéré comme étant H N(EN,ERJ,t) ce qui conduit aux “dérivées formelles” :
dznk 2.6HN ) dZNk _ OH N

— i 11 Y
dt zaka ’ dt zasz

(39)

2-) Les termes dont le degré D est inférieur ou égal & N sont en nombre fini et pour ¢
suffisament petit ne subsistent que les termes “strictement résonants” qui vérifient :

mwo + » (g — BiJwk =0 (40)

k=1
On peut donc , pour un ¢ donné , définir 'entier N et I’HamiltonienHn(pn, n,t) de
telle facon que le premier terme non strictement résonant soit de degré (N +1) .

3-) Notons que l'inégalité D < N , implique non seulement la relation de résonance
(40) mais aussi I'indépendance du ceefficient K n(a, ﬁ,m) vis a vis de N . Ces ceefficients
Ky avec D < N sont la généralisation des ccefficients invariants de Birkhoff des systeémes
hamiltoniens a un ou deux degrés de liberté .

II-4—ETUDE DE LA STABILITE ET DE L’INFLUENCE DES TERMES
D’ORDRE ELEVE . LES QUASI-INTEGRALES
I1-4-1) Généralisation de la rotation différentielle de Birkhoff :

Siles (r 4+ 1) pulsations wi (k= 0,1,...,7) ne sont pas liés par une relation rationnelle
, alors (40) implique les résultats suivants :

m=10 e ap=0 ; kE=12..,r (41)

et pour D < N l'’hamiltonien Hy(pn, dn,t) n’a que des termes strictement résonants qui
ne dépendent que des r produits zyiZnk c’est a dire des r sommes p%;, + ¢%, . Nous
définissons la quantité réelle non négative Wy par I'expression :

WNE = ZNEZNE =p?\1k + q?\,k T 1,2 ...pm (42)

12



Les dérivées formelles (39) deviennent avec Hy = HNN(WN)+tcrmes d'ordre (N+

d . H

d_dllk._zt = 2izNk #&aaHNN + (ordreN)

_(jlls.zt = —AZNk -a-u}ﬂlNk + (ordreN) (43)
jﬂdw't = ordre(N +1)

1)

Ainsi les Wy varient tres lentement et 'on est conduit a la notion de “quasi-intégrale”

DEFINITION : On appelle “quasi-intégrale” une suite analogue & W3y , Wy ...,
Wik , telle que l'on ait :

VN d_V‘,}’{u: = ordre(N + 1) } (44)
et W(ntik — Wnik = ordre(N + 1)

La “vitesse angulaire” de zyj est 2%%% + ordre(N+1) et c’est aussi une quasi-
intégrale dont le terme principal est wy .

Cette situation conduit a la généralisation de la rotation différentielle de Birkhoff .
Les r vecteurs (p, Nk:“ka) ont des modules constants et tournent dans leur plan avec des
vitesses de rotation constantes et fonctions seulement des r modules . Cette image est
vrale a n'importe quel ordre et conduit a la “stabilité a tous les ordres” .

II-4-2) Résonances et quasi-intégrales

Les (r + 1) pulsations wg,ws, ...,w, peuvent étre liées par une ou plusieurs relations
rationnelles, soit par exemple s relations rationnelles indépendantes :

&Ga@ = 0 (45)
avec
W = (Wo, W1, .y Wr)
] =(1,2,...,3) ) (46)
¢; = (¢jo,Cj1,-,Cjr) : 8 vecteurs independants

tous les cjr € &Z

Dans ces conditions les Wy (42) ; (43) ; (44) ne sont généralement plus des quasi-
intégrales , mais (7 — s) fonctions linéaires indépendantes de ces Wi sont encore quasi-
intégrales . Ce sont les fonctions Sy égales a ZZ=1 exWnk et données par :

e€=(0,e1,€1,...,€r)
Vi=1,2.ns : &&=0 (47)
Sy =) exWnk =) exznkZng

13



en effet :
dSN ~~.. .. OHy OH
—_— _ 4
g7 kE=1 2tex[Znk FE ZNk 521\/1:] (48)

Considérons un terme de Hy , soit Q(&, g, m) = K(a, 8, m)zf{’,‘l...z?{,’riﬁl ...Ef,'rezp(mwoit)

; le terme correspondant de la somme (48) est :
2iQ(&, B,m) ) ex(Br — ) (49)
k=1

Jusqu’a 'ordre N ce terme est nul , en effet :

Posons

b=[m, (a1 = B1), s (@r = Br)] )

donc avec(40) :
mwg + Z(ak — ﬂk)wk =bw0=0
et,avec(46) : X (50)
be espace défini par ¢i,...,Cs

d'ou avec (47):

D=1 ek(Br —ax)=—eb=0 )

Si l'une des fonctions Sy peut étre construite avec des ccefficients ex(k = 1,2,...,7) ,

tous positifs alors les quantitées positives et réelles Wy vont étre “quasi-bornées” et le
systéme aura un autre type de “stabilité & tous les ordres” .

Cette analyse souligne l'importance des signes des pulsations propres wj,ws,...,wr
définies en (27) et permet de définir les “résonances positives ” :

CW = cgwy + ciwy + ...c;w, =0
avec: (51)
c#0 ; el ; Cl,Cz,---,CrEN

Les résonances positives sont les seules qui soient dangereuses pour la stabilité et un
systeme dépourvu de résonance positive possede au moins une quasi-intégrale du type
S exWni = 3, ex(Phr + %) avec des coefficients ej tous positifs et avec la stabilité
tous les ordres .

Une autre quasi-intégrale simple et intéressante est la suivante en posant :

—twgt

ZNk = PNk +1QnNk = znie
ZNk = Pnk — iQnk = Zngetr! (52)

La transformation (pv, qn) & (ﬁN, Q N) est canonique et conduit a 1’ hamiltonien Hy :

r

-—d o =5 — w
HN(PN,Qn,t) = HN(BN, N, 1) = ) 7"(1’?\/1: + i) (53)
k=1
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Le nouvel hamiltonien HN(ﬁN, Q N,t) n’a plus de termes du second ordre mais il con-
serve les termes d’ordre supérieur de Hy(pn,qn,t) . Il n’est plus périodique en fonction
de t , mais a cause de (40) et (52) , il est indépendant du temps t jusqu’a ’ordre N . D’ou
la suite des quasi-intégrales intéressantes Hy car on a :

dHnN OHN

7 = at = ordre(N + 1)

Nous remarquons que la partie principale des H N(ﬁN, C} N,t) est un polynéme h M(ﬁN, Q N, 1)
réel , homogéne de degré M et indépendant de t et de N dés que N > M . On appellera
probleme principal du mouvement , le probléme donné par I’hamiltonien hp(Py, Q) -

Dans la plupart des problemes , 'entier M est égal & 4 , car les termes en 2%, 7%, ou
en zNkZNkzZN;jZN;j satisfont toujours a la relation de résonance (40) .

II-4-3—Les principaux types de stabilité et d’instabilité .

Nous pouvons donc dire en conclusion qu'il y a six types principaux de mouvements
dans I’étude du voisinage de la solution étudiée :

A- L’instabilité exponentielle comme dans le cas : %at—: ~ Az ; R(A) >0.

)

B- L’instabilité “puissance n ” comme dans le cas %ati =z" avecn > 2.

C- La diffusion d’Arnold .

D- La stabilité simple ou non asymptotique .
dz n

E- La stabilité “puissance n” comme dans le cas : F="<";n impair n > 3.

F- La stabilité exponentielle : %f— = Az avec R(A) <0.

Les types E et F sont impossibles pour les systémes hamiltoniens et pour tous les
systemes conservatifs . Les types A B C sont instables tandis que les types D E F sont
stables mais ils ont des différences importantes .

L’analyse des systemes au premier ordre conduit ou bien au type A ou bien aux types
B C D E (cas critiques ) , ou bien au type F .

Les types C et D correspondent a la “stabilité a tous les ordres ” .

L’instabilité “‘puissance n” apparait souvent avec I’étude du probléme principal et de
son hamiltonien hps(Pn,@Qn) . Si ce probleme a des solutions asymtotiques il en est de
meéme du probléme étudié ce qui provoque une instabilité puissance n avec n = M — 1 .
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CHAPITRE III

LES SOLUTIONS D’EULER ET DE LAGRANGE
LES RESULTATS CLASSIQUES

III-1—Les solutions d’Euler et de Lagrange .

Soient trois points matériels A , B et C de masses respectives m4 , mp et mc (fig :

II-1) . 2 1\ A

1

59\

C

fig III-1 : Le probléme des trois corps.

Pour ce probleme Lagrange a recherché les solutions en mouvement circulaire uniforme
autour du centre de masse . Il a trouvé les solutions des deux types suivants :

A -) Les solutions ot les trois corps sont aux sommets d’un triangle équilatéral qui
tourne dans son plan .

B -) Les solutions ou les trois corps tournent en restant constament alignés & des
distances fixes les uns des autres .

Euler a étendu ces solutions & des mouvements képlériens elliptiques , paraboliques ou
hyporboliques . La figure des trois corps reste constante au cours du mouvement des trois

corps (fig III-2 et fig III-3) .

Ces configurations particulieres s’appellent les configurations centrales.  Les accéléra-
tions y sont proportionelles aux rayons et dirigées vers le centre de masse ; curieusement les
configurations des solutions en triangle équilatéral s’appellent configurations de Lagrange
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et celles alignées configurations d’Euler .

AV

Sl

fig III-2 : Mouvement d’Euler fig II1-8 : Mouvement de Lagrange

Si on consideére le mouvement de chaque point séparément , on montre que tout se passe
comme si ce point était soumis a une attraction Newtonienne venant du centre de masse
I . Les trajectoires sont des coniques semblables de foyer commun I . Ces trajectoires sont
décrites selon la loi des aires

Dans le cas des corps alignés avec le point B entre les points A et C , on pose :

IBC 2 (54)
TAB

et 'on obtient la relation classique dite “d’équilibre relatif” :
(mA+m3):z:5+(3mA+2m3)x4+(3mA+m3)x3—(m3+3mc):1:2—(2m3+3mc)z—(m3+mc) =0

(53)

Cette équation porte le nom d’équation de Lagrange et permet d’obtenir le rapport x
. La regle de Descartes montre qu’elle n’admet qu’une seule racine réelle positive quelles
que solent les masses my4 , mp , mc .

III-2—Stabilité des solutions de Lagrange du probléme restreint.
Etude du premier ordre
III-2-1-Probléme restreint circulaire

III-2-1-1-Les équations du mouvement :
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Les hypotheses habituelles de ce probléme sont : On considére deux corps A et B de
masses respectives my4 et mpg , s’attirent mutuellement suivant la loi de Newton . Ils

décrivent autour de leur centre de masse fixe des mouvements képlériens circulaires . On
choisit en général :

ma+mp=1 ; G=1 ; rap=1; ma=1l—-p ; mp=yu (56)

On étudie alors le mouvement du point C dont la masse est supposée suffisament petite
pour qu’elle ne perturbe pas le mouvement des corps primaires A et B .

A (P

fig III-4 : Les azes tournants du probléme restreint circulaire .
Les équations du mouvement du point C sont :

d’z dz o0N*

@~ Tdt T oz
d*y de_aﬂ*

ZE T oy

d*z o
dt? 0z
ou 2. &
. l—p p x84y
Q = —
(@y,2) = ——=+ —+—5 (57)
Ces équations donne l'intégrale classique de Jacobi
:I':Z 4 y2 + é? .
= ( 5 ) — Q*(z,y,2) (58)
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Ceci entraine que Q*(z,y,z) > —h . Le point C' de masse m. se déplace nécessairement
dans la région de ’espace ol Q*(z,y,z) > —h . Cette région est limitée par la "surface de
Hill” donnée par Q* = —h .

II1-2-1-2—Stabilité au premier ordre

Les solutions de Lagrange et Euler correspondants aux positions d’équilibre relatif du
point C sont représentées dans la figure ci-dessous :

Ly

Ls
fig III-3 : Les positions d’équilibre relatif.

Pour écrire les équations aux variations , correspondant aux mouvements perturbés au
voisinage des points d’équilibre ; on pose :

rT=z9+¢
y=1yo+7 (59)
z=20+(

Les équations aux variations s’écrivent immédiatement :

&t od o VN VN
dt t 323;7 agax 020z ¢
2 * * 20)*
) ¢
d_zg *Q*  9*r 520
dt 0z0z ayaz 822 0

7 20" 20* . . - .
On vérifie que (gz% -)o = (‘gygl )o = 0 et le systéme ci-dessus se sépare en deux parties :

(€,n) d’un coté et ¢ de autre . pour ¢ 'intégration est immédiate et on obtient (872?5: 0<0
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ce qui donne un mouvement sinusoidal stable . Quand aux mouvements en £, 7 le polynome
caractéristique est :

NN (4 -9, - Q)+ 95,95, — Q22 =0 (61)

Pour les points L, , Ly et L3 ’équation (61) admet toujours une racine réelle positive
et ces points sont exponentiellement instables . Pour les points L4 et Ls la discussion est
la suivante , ’équation (61) devient au voisinage du point Ly :

27
N X4 (1 - ) =0 (62)

Si27u(l — p) > 1, I'équation (62) a deux racines a partie réelle positive et 1’équilibre
est instable .

Si27p(1—p) <1, Téquation (62) admet quatre racines a partie réelle nulle , I’équilibre

est dit “critique ” ou “stable au premier ordre ” .

III-2-2—Probléme restreint elliptique
Equations du probléme :

Pour ce probléme nous reprenons les mémes hypothéses (56) que pour le probléme
restreint circulaire , mais avec les mouvements des corps primaires A et B elliptiques .

Dans les axes “tournants-pulsants” classiques les équations du mouvement sont données
en fonction de ’anomalie vraie v des 2 primaires par :

d’z 2dy _ 1 N
dv? dv 1+ ecosv Oz
d*y dr 1 oN
bl N o R B
dv’? + dv 1+ ecosv Oy’ 68}
d*z g _ 1 o0
&2 C 1 + ecosv Oz
e 2 2 2
Ty +2"  l-p op
Q = ksl
(z,y,2) 5 + - - - (64)
. .. . 1-2 e
Etudions les mouvements au voisinage du point L4(—2—H; 3§, 0) :
1-2u4
z = 5 + ¢
V3
y = 5+t (65)
g = ¢
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Puis , avec la transformation de Deprit [9-12] .
£\ _ [ cosB —sinf X
(n ~ \sinf cosf Y (68)

tan28 = V3(1-2p) (67)

Ou

Les équations deviennent au premier ordre :

d*X ,dY _ 31-N)

T dv 2(1 + ecosv)
Y _dX 3(1+ N)

dv? * QE - 2(1 + ecosv)
d*Z
dv?

(68)

=—Z

N = T=30u =) € ;5] (69)

Ce systeme a été étudié par plusieurs auteurs . Grebenikov (1964) a proposé une
méthode par récurrence en développant la solution suivant les puissances de e et en prenant
des valeurs moyennes des ccefficients par rapport a I’anomalie vraie . Danby (1964) a intégré
ce systeme numériquement et a obtenu des courbes de transition qui délimitent les zones
de stabilité dans le plan (u,e) [fig(III —6)] . Ces études numériques ont été reprises et
confirmées par Bennett (1965) .

Ae
4

tastabilite exponentie\le

0,5
e=0,31447
stabilite
au premier ordre)
0 0,01 0,02 p* Iy 0,05 006

fig III-6—Les zones de stabilité de Danby et Bennett .
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1, 2V2
=5 %—) = 0,02859548...

= %(1 = @) = 0, 038520896...

III-2-3—Probléme elliptique tri-dimensionel général
Equations du probléme .

Les équations classiques du probléme des trois corps peuvent s’écrire avec les notations

de Lagrange (ftg.III — 7) ci-dessous :

/MZ
-
7 r,
Y3 ¢
m's
m, 7

fig III-7 : Les notations de Lagrange .

d*r, M7, s
dt? 7‘,31 {70}
ou
n_1’2v3 ’ M:ml+m2+m3
et

3 o 3
W:Z:—;‘ ;Y =0 ()



Considérons une solution d’Euler-Lagrange avec 3 corps ahgnes en mouvement ellip-
tique 71(t) ; 72(t) et rs(t) Pour étudier les solutions voisines r; + 61 : To + 62 ; T3 + 63

nous décomposons les 5 en leurs composantes r;a; ; r;3; ; rjv; radiale , circonférentielles
—

3
et normales (r;ja; = I,-,le,etc...)

En introduisant les composantes de 5; dans ((70);(71)) et en prenant comme variable
indépendante du mouvement I’anomalie vraie v de la solution d’Euler-Lagrange au lieu du
temps ¢ , les équations peuvent se ramener (en modifiant un peu au besoin le mouvement

d’Euler-Lagrange de base et en négligeant le deuxiéme ordre ) a :

o _ B _ mar(ry —r3)
ay B Y2 maray(rs — i)
-E«—l — él— — ﬁ = mlrl(r% _ rg) (72)

ag B3 73 m3r3(ri°‘ - 7'%)

my est supposée entre m, et ms ;

— —
. i . i .
m,, ., s
fig . III-8 : Une configuration d’Euler .
Et ’on obtient [23]
d’an o dBn _ 3+2K
dt? dt e ecosv ™
B dan K
dt? R 2 dt ~ 1+ ecosv fn (¥3)
d*~n P K
dt2 == + ecosv In

Avec 3 3 3 3
_ mgrs(ry, —ry) +myry(r; — r3)

(my + ma)rir: 4 mari(r? + 1)

Les masses n’interviennent plus que par le rapport K qui varie de 0(m; = m3 = 0 < m3)
a 7(m; = m3 > 0 = my) aussi bien dans le cas restreint que dans le cas général . Les
conclusions du cas restreint peuvent donc s’étendre au cas général . Le cas elliptique
restreint a été étudié numériquement par Bennett [4] et conduit toujours & ’instabilité .
Les solutions d’Euler-Lagrange avec 3 masses alignées sont donc toujours exponentiellement
instables .
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Considérons maintenant une solution d’Euler-Lagrange avec 3 corps aux sommets d’un
triangle équilatéral . La méme décomposition du vecteur é; conduit alors au premier ordre
, avec un mouvement d’Euler-Lagrange de base au besoin un peu modifié , a :

a + P _ ay + 1P _ az + 103 (74)
j2m3m1 — Jmamy mims —j2m3m2 Jmamg — mymg
avec \/_
) . V3 —1
i=vm1 ==
et )
d* i
+v%=0 ; k=123
T

Les équations du 1" ordre du mouvement du probléme elliptique général s’écrivent :

dz _dy  3(1+N)

dv? Tdv 21+ ecosv)x
d*y 2d;z:_ 3(1-N)

& 2% T 3 + ecosn)” (75)
avec  + 1y proportionnel aux ay + ¢B; avec un rapport approprié [23] , et :
N = (m} + m} + m} — mymy — myms — mym;)'/? . N e[0;1]
(m1 + mg + m3)
Les équations en v, sont simples et donnent les solutions sinusoidales stable :
Yk = arsinv + bycosv (76)
Les équations en z et y sont celles de (68) avec z = —Y et y = X |, mais N appartient a

[0;1] au lieu de [0;1/2] . Quand N < % les résultats du probleme restreint (fig.III — 6)
peuvent s’étendre au probleme général . On peut montrer que si N > 1/2 il y a toujours
instabilité exponentielle .

Le systeme (75) est décomposable (voir Chapitre IV ) et nous utiliserons cette propriété
pour ’étudier numériquement .
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III-3—STABILITE - ETUDES DES TERMES D’ORDRE SUPERIEUR

III-3-1-Probléme restreint circulaire plan - Les équations sous forme hamil-
tonienne .

Nous avons vu dans la section (II]—2—1) les équations du probléme restreint circulaire
linéarisées au voisinage de la position d’équilibre triangulaire Ly .Si 27(p — p?) < 1,
I’équilibre est dit “critique” ou “stable au premier ordre” d’ou la nécessité d’écrire ces
équations aux variations a l'ordre supérieur . Ces équations sont :

¢(/d

fig III-9 : Le probléme restreint circulaire plan.Les azes ,n et les azes T, .

d*¢ dn o0
a e T
d*n d¢ oN
' ) i, _—
T an (77)

< 1-—

Pour écrire les équations (77) a l'ordre supérieur , il suffit de développer la fonction

&, n) . Le développement de cette fonction au voisinage de la position de Lagrange
Ly(1/2 — p;4/3/2) est donnée a 'ordre 4 :

On pose (fig. III-9 ):

a8
I
8
+
| =

I

<

+
&

n (78)

7‘?=(:I:+1/2)2-+-(y+\/§/2)2:1+a:+y\/§+:c"’-i-y2
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=(z-1/2 +(y+V3/2)’ =1 -z +yV3+2’ + ¢ (79)

Solent :
1 i 1 2 2 3 i . ) ) \
— =1->(z+yV3) — z(a® - 5y )+ =VBzy + — (72> — 3322y — 33zy% — 3v/3y )
T 2 8 1 G
+ %8( 37z — 100\/§z3y i 246:E2y2 + 180\/§:ry3 s 3y4) + 0(.’1:5;3/5) (80)

i:1+l(az:—{-y\/§)—l(z2—— )——\/_:z:y+—( 723 — 3v/3z%y + 332y —-3\/_y)

En introduisant ces expressions dans celle de 2 on obtient :
Qz,y) = Qo + Q1 + Q2 + Qs + U + O(2°,y°) (82)

avec {1, un polynome homogene de degré n en (z,y) .

Les équations (77) deviennent :

Lo _dy

dt‘: —2d X, + Xy 4+ X3 + ...

&y _do

dt2+2d =2V + Y%+ %+ (83)

Ou X; et Y; sont des fonctions homogeénes de degré j en (z,y) :

3 (992"
—Z[$+\/§(1—2u)y]—l‘+g
3 (5492}
= 2 [V3(1 = 2u)z +3y] =y + ¥ (84)
L0, 09,
X2 = ?m—,y'z = ay ,etc...

L’etude complete de la stabilité du probléme restreint plan a été faite sous forme hamil-
tonienne par Leontovitch (1961) ; Deprit (1966) ; Markeev (1970) et d’autres . Le mouve-
ment du probléme restreint circulaire au voisinage du point équilatéral L4 est décrit par les
équations canoniques associées aux équations aux variations (83) données par I’hamiltonien
suivant ; avec n et p moments conjugués de x et y :

n2 2

H(n,p,z,y) = + ny — pz — Q(z,y) (85)
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d’aprés la forme de Q(z,y) donnée en (82) on peut écrire :

H:H2+H3+H4+

avec
1 5, 2 1 o 2
= 5" +p7) +ny —pz + (2" ~ 5y") - Ray
R\/_ 3V8 2
H3 36 7113 +33 )+?y(:c +y)
1 2.2 4 Razy 2 2
H; = 128(37:1: 246z"y” — 3y*) + —24—(2533 45y°)
ou /3
R— 3V3(1 —2u)
4
Et les équations hamiltoniennes s’écrivent :
de O0H 1 . dn  OH
i on TV @ T T
dy O0H _ . dp  OH

dt 6p —PTT S T 8—y-

(86)

(87)

(88)

Deprit (1966) a obtenu une transformation linéaire canonique normalisante avec la méthode
de normalisation de Birkhoff : n,p,q,z,y — n4,ps, z4,y4 (voir section IV — 2) on pose :

ng +izg = 1 \/2I, D4 + 1yy = €'92,/21,
Soit : o1
H, :?(pl'*'ql)"' (P2+42)

Les coordonnées (I;, ;) sont appelées “coordonnées canoniques polaires”

changement de coordonnées , la forme quadratique de H s’écrit :

Hy; =wih +wal

1+4 1-A4
:‘/+T P wr=—y 5= <0 5 A=/1-2T(u—4?)

Alors que ’hamiltonien H s’écrit :

avec

H =wiI; +woly + D11 I + D111 I + Doy I? + H*(I1, I, ¢1,¢2)

avec

H* = O(I, + L,)*/?
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ITI-3-2—Discussion de la stabilité .

Les équations canoniques du systéme linéarisé ont la forme :

dp,' _ 6H2
dt B 8q,~
do; _ OH,
dt Opi

L’équation caractéristique admet des racines imaginaires pures +iw,; ; +iw, . La trans-
formation (88)-(92) de Deprit ne peut étre faite qu’en cas de non-résonance , c’est & dire
st :

k1w1 + k‘z&)z # 0 (93)

avec

0<|ki|+ |k |<4 (94)
ou ki et ko sont des entiers .

Deprit a étudié la stabilité de ce probléme y compris dans les cas résonants ; il a obtenu
les conditions de stabilité et les résultats suivants confirmés par les études de Leontovitch
et de Markeev :

1-) Il y a pour les rapports u critiques (u(1 — ) < 1/27) , deux cas de résonances
conduisant a l'instabilité du mouvement :

I) wi+2w,=0

soit = 29 —=V1833 _ () 242939

II) wy+3w; =0

soit p = 19=¥213 _ ( 0135160

2-) Dans le cas limite 4 = 0 le probleme se décompose (deux mouvements de deux
corps ) et est linéairement instable .

3-) L’autre cas limite u(1—u) = 1/27 soit u = 0,03852... n’est pas étudié (voir ci-apres
section IV-5).

4-) Le cas ott D} w? — Dyww, + Dopw? =0, c’est & dire g = %— \/3265 _11'73“’8%99780 =

0,01091367 nécessite une étude au cinquieme ordre (étude du deuxiéme invariant de
Birkhoff ) . Le deuxiéme invariant de Birkhoff n’étant pas nul ce cas est stable .

5-) Les autres valeurs critiques de p conduisent & la stabilité .

ITI-3-3—Probléme restreint circulaire tri-dimensionnel - “La stabilité effec-
tive” .
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Dans le cas tri-dimensionnel le nombre de paramétres est trop élevé pour que les “tores
d’Arnold” puissent assurer la stabilité : il y a toujours possibilité de “diffusion d’Arnold”.

Cette diffusion a été étudié en [14] dans le cas des points Ly et Ls du systéme Soleil-
Jupiter . Une zone significative de ’espace des phases y conduit & des mouvements et des
écarts tres faibles pendant des milliards d’années .

Ce phénomeéne n’est pas la stabilité stricte de Liapounov , il a recu le nom de “stabilité
effective” et est lié a la “stabilité & tous les ordres” développée dans le chapitre IV .
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CHAPITRE IV
STABILITE DES SOLUTIONS DE LAGRANGE
LES NOUVEAUX RESULTATS

IV-1—Probléme restreint circulaire tridimensionnel . Les équations du
mouvement .

Nous étudierons le mouvement jusqu’au 3¢ ordre avec ’hamiltonien autonome développé
jusqu’a 'ordre 4 .

On considere le cas de figure ci-dessous (fig .IV-1) ou l'origine du repére (z,y, z) est
translatée au point L4 afin de simplifier la forme de I’hamiltonien du systéme .

fig .IV-1

Les variables z,y,z sont les coordonnées de la masse infinitésimale m3 et n,p,q sont
les parametres conjugués correspondants . Ils conduisent & ’hamiltonien suivant :
1 1 r2 1 r2
H=3lp-2) +(n+y)" + & + 2% =mi(— + ) —ma(— + -2 (95)
2 T13 2 T23 2

ou

ris=1+z+yV3+22 4y + 22
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ras=1—z+yV/3+z2+y? +2° (96)

m;+mg =1
Nous avons , d’aprés (22) — (26) le nouvel hamiltonien H, tel que :

Ha:H+1,5=Ha2+Ha3+Ha4 +OT‘d7‘6(5) (97)

Ou les H,p, sont des polynémes homogeénes de degré n en (n,p,q,x,y,z) .

Le developpement de H a l'ordre 4 au voisinage de l'origine nous donne en posant
R _ 3\/_ ml my)
= 4

}-(:c2 - 5y2) — Rzy (98)

1
Haz=§(n2+p2+q2+z2)+ny—px+8

Rz+\/3 y\/_

Has = 36 (=72% +33y? — 122%) + =——— (2% + y? — 42?) (99)
Hu =3 8(373: — 2462%y? — 3y* + 242722 + 264y2 22 — 482%) + Q—f‘j’(zsﬁ — 45y 4 6022)
(100)

La forme quadratique H,; permet de faire I’étude du probléme au premier ordre , en
effet ; les équations du mouvement sont alors :

d_.’L‘__n+ _aHaz d_n_ .’II+R __aHaz
dt v on a P71 Y= "o
dy . OHGQ dp _ ) _ 3Ha2
ﬁ_ _aHa‘Z @__ __aHaZ
it 17 7oz dt EE
Ces équations s’écrivent sous forme matricielle :
dw 3
avec
n
p
w=|1?
%
Y
z
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et la matrice N donnée par :

0 10 -1/4 R O

-1 0 0 R 5/4 0

0 0 O 0 0 -1
=11 00 0o 1 o (308)

0 1.0 -1 0 0

0 0 1 0 0 0

Les valeurs propres de N sont données par 1’équation caractéristique :
det(N —AI)=0 (104)
soit o7

(A4+A2+1—6 - R)(A\*+1)=0 (105)
La discussion de cette équation est classique . Si nous avons R? < %—g , I’équation

admet deux valeurs propres a partie réelle positive et le mouvement est donc exponen-

tiellement instable . Si R? > %—% , nous sommes dans le cas critique ; Le développement
de 'hamiltonien a ’ordre supérieur est nécessaire .

IV-2—LES SIMPLIFICATIONS .

Dans cette premiere simplification nous cherchons a rendre les termes du second ordre
les plus simples possibles en utilisant la transformation linéaire conduisant des variables
(n,p,q,,y,2,H,) aux nouvelles variables (n, ps, gb, Ts, Ys, 25, Hp) et telle que

Han(napv q,T,Y, Z) = an(nb’pb’ db,Tb,Yb, Zb) (106)

Nous remarquons que , d’apres les équations (101) — (103) , le mouvement du premier
ordre peut étre décomposé en deux , I'un dans l’espace (n,p,z,y) et autre dans le plan

(¢,2) -

Considérons donc la transformation linéaire et canonique :

b =q ; 2p =2 (107)
et
n ny np n
R — pif P ; soit Pol —p-1| P (108)
T Ty Tp T
Y Yo Yo Y

La matrice B est symplectique , c’est a dire qu’elle vérifie la propriété suivante :
BTJB=J ou bien B™'=—JBTJ (109)
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ot BT est la transposée de B et la matrice

00 -1 0
0 -I 00 0 -1
J_(I 0)‘ 10 0 0 (110)
01 0 0

Dans ces conditions , si toutes les valeurs propres sont distinctes , les vecteurs propres
correspondants sont aussi distincts et forment une base .

La matrice symplectique B [27] est :

(4]6% — 3)61 (3 == 4]6%)62 4Rk161 4Rk262
B = —4:RCl 4RC2 (5k1 = 4:k':13)C1 (5](72 - 4k%)02 111)
- —4RCI 4R62 8k1C1 8k2€2 (
(4k? +3)c1  —(3 + 4k2)c, 0 0
et
8k‘1 C1 0 —4Rk101 (4](2:13 = 5k‘1 )Cl
B_1 _ 8k262 0 —4Rk262 (4]6:2; = 5k2)02 (112)
- 4RC] —(4]6% + 3)61 (4k% - 3)01 —'4RC1
—4R62 (3 + 4k%)62 (3 = 4k%)62 4R62
avec
¢ = [aky (252 — 1)(4k2 + 3)]71/?
et
co = [dk2(1 — 2k2)(3 + 4k3))1/2 (113)
ou +uky ; ek, sont les valeurs propres de ’équation A* + A2 + %é — R? =0 soit
kl _ {1+\/1 —27m1m2}1/2
2
by = {1 —V1—=2Tm;m, }1/2
2
et
mi+me=1 ; k4+ki=1 (114)
la forme réelle la plus simple possible pour Hj, est :
1
Hyz = 5lwi(nh +23) +w2(p} + ) +ws (] +27)] (115)

avec nécessairement : |wy |[=k; ; |w2|=k2 ; |wil=1

En écrivant les identités provenant de la transformation canonique indépendante du
temps t :(n,p,q,,y,2, Hy) — (ns, s, 9, Tb, Ys, 25, Hp) c’est & dire :

Ha(n7p7 q,%,Y, Z) = Hb(nbapba db, Th, Yo, Zb)
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Haz(n,P, q9,%,Y, Z) = Hb2(nb,Pb, db,Tb,Yb, Zb) (116)

on en déduit que
wi=k ; wy=—ky ; w3=+1 (117)

d’ou

1
Hyz = 5[ky(n} +23) — ka(p} + 3) + (45 + 2})] (118)

Comme cette étude nécessite aussi les termes des 3¢ et 4¢ ordre , nous utiliserons en
plus de (116) les identités suivantes .

Hb3(nb7pba (Ib, Ty, yb') Zb) = HaS(‘ra y? Z)
Hb4(nb7pbsz,xbayb,zb) EH04($,y,Z) (119)
D’apres (107) — (114) la transformation canonique linéaire est

x = —4Rciny + 4Rcapy + 8kicrxp + 8kacoys
y = (4k2 + 3)cinp — (4k3 + 3)caps (120)

zZ=2

Il est dificile d’exprimer ’hamiltonien Hjy en fonction de (ny, ps, s, s, ys, 25) - Nous
cherchons donc & simplifier le plus possible les formes de Hp, (n = 3,4) . Pour cela nous
prendrons une nouvelle transformation de maniére a éliminer si possible les termes d’ordre
3 et avoir un hamiltonien Hj3 de la forme :

H; = H3y + H3y + ordre(5) (121)

Considérons la transformation de Von Zeipel suivante qui fait passer de Hy a Hj avec
la fonction génératrice S :

S =nyz3 + peys + qv23 + €(np, Pb, ¢T3, Y3, 23) (122)

ou &(ny, Py, 4b, T3, Y3, 23) est un polynome homogene de degré 3 . On obtient :

Hy=H, ]
. o 4 5 M Oe N Oe
= _ — -_— =12 —_
b 3 Bnb Yb Y3 apb b 3 3qb
ot 2 a P
€ E (4
n3 =np + o2, P3 =ps + 3%, q3 = qp + 57 (123)

Les nouvelles variables (ns3...z3) ont donc méme partie principale que les anciennes
(nb...zb) et
Hyy + Hyz + Hyy = H3y + Hizz + H3y + ordre(5) (124)
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Hys et H3o ont eux aussi méme partie principale et donc méme expression ce qui donne :

Hjy = 3 (”3 +z3) = (Pa +v3) . (43 +23) (125)

Nous voulons simplifier le plus possible le terme H3z3 qui vaut donc :
H33 = Hyy + Hpz — H3y + ordre(4)
soit , & |“ordre 4 prés :

0 0 0 Oe 0 0
Hj3 = Hys +w1(x38—7; —nba;3)+w2(ysa—; PG ) +wa(z 3‘qi —Qbai) (126)

Cette forme ne se préte pas bien a l’étude , et nous sommes amenés a considérer un
changement de variable ; en utilisant les variables complexes uy,uy, u3 définies par :

Uy =np+1xr3 ; U =np—1iT3
uz =py+1ys ; Uz =pp— Y3
uz =qp+1z3 ; Uz =gqp—1tz3 (127)

C’est a dire :

1
T3 = %(ﬁl —uy) ; np= §(u1 + uy)

) 1
Ys = %(ﬁz —uz) ; pp= §(U2+ﬁ2) (128)
s _ 1 ~
Za—a(us—ua) ; Qb—§(u3+u3)
86_85+65.6£_35+35_§5__-6_6+ﬁ
Ony Ouy, Ou; ' Opy Oup @ Ouy 0qy Ous Ous
P 0 200 0 0 0 o
aiL‘g B aul 8121 ' 6y Buz 8122 ' 323 - (6u3 6173 J

On peut ensuite exprimer z,y, z en fonction des u; et @; (: = 1,2,3) .En remplacant
dans (120) on obtient :

~

0 0
z = Auy + Atiy + Buy + Big + i(A — A)(—6 + —) +i(B - B)(z— + 675)
2 2
Yy = C’(u1 - Ul) + D(’u-z +'U,2)
Oe O¢
z = 2(u3 —uz) + — us - % 129)
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ou

A= —-2c¢;(R+ 2k;3) g
B = 262(R - 2k22)
C= 51-(4k2 +3) (130)
D= ——(4k2 +3)
Nous avons d’apres (126) :
H33 = Hb3 +(Hb2 —H32)+07‘d7‘6(4) (131)

On en déduit les termes du 3¢ degré prevenant de Hy, — H3, soit :

j=3

. _ Ot Oc .
HbQ'—H32 :J—Ellw](uja—ﬁ]—uja—u]) (131b23)
On peut voir que 'on a au deuxiéme ordre preés :

dul . dﬂl . =

— = WU ;] —— = —iw U

dt 1U1 ) dt wiUy

d ) du .

—;Tz = Wwoly ; % = —lwoly (132)

dus . dug A

—_— = WU . _— = —lW3Uu

dt 3u3 ) dt 3u3

En remplagant ces expressions dans (131) , nous obtenons au 4¢ ordre pres :

de
Hy; — H3y = H33 — Hyz = ~ 7 (133)
Soit : d
€
Hji3 = Hyy — T (134)

Pour éliminer les termes de Hjj; , il suffit d’exprimer Hp; sous la forme suivante grace

& Hys = Hyz et & (99) et (129) — (130) :

Hy; = Z K(a ui"uf‘u{,’?ug’ugauf"’ + ordre(4)
(&,B)

avec

artazt+az+pi+ P2+ P =3 (135)
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Et nous choisirons la fonction € homogeéne de degré 3 de maniére a avoir Hyz — de
ordre(4) . Soit donc H33 =0 :

= A\, a1-P1, az-_P2 az-fB
K(a,p)ul'u] ug?us’ug®as®

e(ui, o;) = (EZ’;) {(wi(ar — B1) +wa(az — B2) + ws(az — B3)]

art+pPrtazrBrtaz+fz=3

La différence a3 — 3 étant toujours paire le seul cas de dénominateur nul est obtenu
pour wy + 2wy = 0, cas de résonance déja reconnu comme instable en section (I1I — 3 —2)

IV-2-1—Détermination des expressions (134) et (136) de Hy; et ¢ .

Hy3 est identique a H,3 lequel est donné en (99) soit :

H,; = Rzg/g(—"zx? + 33y% — 122%)

+ %(zz +y? —42%) (137)

Pour exprimer (134) c’est a dire les termes du 3° degré de Hps en (u;,u;) on peut utiliser
la transformation (129) — (130) soit :

t = Au; + A4y + Buy + Biiy + (2ordre)
y = C(u1 + u1) + D(uz + d) (138)

z= -;-(1.23 —u3) + (2°ordre) |

avec pour les constantes A, B, C, D déja rencontrées en (130) :
A= —261(R + 2](711)
B = 262(R — 2k‘2Z)
C =c(2k% +1,5)
D = —cy(2k3 +1,5)
avec
c1 = [4k; (2K2 — 1)(4k? + 3)]71/2
co = [4ko(1 — 2k2)(4K2 + 3)]71/2 (139)

’C]Z[

1 + \/1 - 27m1m2 1/2
5 )

1—-+v1-2Tmm
ka = | 5 — /2

R = 3V/3(my —m,)/4
mi+ma=1 ; k4+ki=1
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D’ou finalement ’expression de Hy3 :

Hb3 = Au‘;’ + /il_t? + Buzﬁl + Bulﬁf +Cu2u2 +éﬂ2ﬁ2 + ’Dulﬁlug + ﬁulﬂlﬂg ‘+“

+ Ealuy + Eulag + Fuyul + Fayal +
+JU2 + juz + ’CU2U2 + ’CU2U2

RA 3C
+\/_(——+—1€

[“1“3

Gulug + Guyak +

2uiusiiz + u ) +

RA 3C
+ \/_( )[u1u3 — 2u ustis + u1u3] +

3D
+ \/§(~—1? + E)[UQU% = 2“2”363 + ’u‘zagl +
RB 3D
+V3(5 + Tg)lzud — 2hauats + za})

avec

+ Huyuptiz + Hidyugti +

(140)

A= R\/_[ TA® +33AC? + ?’f [A*C + C?) -
B= R3‘f[ 21A%A + 33AC? + 66AC?) + 3‘/_[,420 +24AC +3C?)
C'= R‘f[ 214°B + 66ACD + 33BC?| + 3\/_[A2D + 24BC + 3C*D]
= 5‘[—[ 42AAB + 66(ACD + ACD + BC?)] + M[2AAD +2ABC + 2ABC + 6C*D]
£ = Rf[ 214°B + 66ACD + 33BC?| + %_%[2ABC + A’D + 3C*D]
F= R‘/_[ 21AB? + 334AD* + 66 BCD] + 3‘/—[32 C +2A4BD + 3CD?
G = Rg\g_[ 21AB? + 33AD? + 66 BCD] + 3‘/_[320 + 2ABD + 3CD?
H o= R‘[[ 42ABB + 66(AD* + BCD + BCD] + M[21319(: +2ABD + 6CD?
J = R\/_[ 7B* + 33BD? + 3‘[[3 ’D + D3
B R\/_ f

= —21B?B + 66BD? + 33BD?| + —

5-[B*D +2BBD +3D°]

Dot finalement e(u,, @y, ug, Uy, u3, t3) d’aprés expression de Hyz et (136) :
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.A’U,:l3 - .Azi“;' + Bufﬁl - Bulﬂf CU?IQ —Cﬁ%ﬁg Dulﬂlug - Dulﬂ1ﬂ2

1€ =

3wy wi 2&)1 + wa w2
c‘fuf&z — Sﬂ%uz .7-'ulu2 .’Fulu2 Qu1u2 Qu1u2 Hujustip — Hiayugtia
2wy — we w1 + 2w, 2wy — wy wi
+ Jug . jﬂg + K’U;%ﬁz = llC'U.zﬁ,% +
3wa w2
RA 30 ulug 2’U,1U3ﬂ3 ulﬂg
P vl rm ~ "o Toront
(RA 3C.  ayul 2u,uzlia ayas |
— = —~ -
+\/_ 12 + 16[2w3—w1 . wi w1+2w3]
2 . =9
UgU3 2uqugz s ugUj
— = +
i \/_( + )[w = 2&)3 wo i W9 — 2&)3]
RB dous 2Ugu3tu3 T
+V3 + - 142
(7 )[2013 —wp wo wy + 2w3 (142)
Avec w? +w? =1 et= 2 <wy <0< 2 < w; < 1 = w3 on constate qu’il n’y a de

difficultées dues aux dénominateurs nuls que si w; + 2wy = 0 (résonance d’ordre 3) .

IV-2-2—Détermination des termes intéressants de Hj4 .

Hormis le cas de résonance w; + 2w, = 0 on obtient H33 = 0 et donc :

Huo+ Ho3 + Hoy = Hyo + Hys + Hpy = H3o + H3q + (5eord7‘e)}

143
Hep=Hy ; Hes=Hp ; Hou= Hy (148)

Donc :
H34 = (termes d'ordre 5 et plus )+ Huq+

+(termes du 4°ordre issus de Hg3)+ (144)
+(termes du 4°ordre issus de Hpy; — Hjo)

H34 est un polynome homogene de degré 4 en n3,ps,qs3, s, ys, 23 mais on peut aussi
bien 1’écrire en fonction des variables complexes Ui, U; avec up = np +1Tr3 ; Uy = Pp +
W3 uz = qp + 123 et ny = n3z + 2%ordre etc..

La simplification suivante H3 — H, est analogue a celle (134) , elle portera sur
les termes du 4¢ ordre et permettra d’éliminer tous ceux qui ne sont pas résonants sans
modifier les autres .

Nous nous intéresserons donc seulement aux termes résonants de H34 et nous écrirons

Hsy = Dyua? + Digujuptiy iz + Doguia?
+Disuytyuzts + Dagugtiqustis + Dyzulad
+Euyul + Ed a3
+termes non résonants + (5%rdre)

(145)
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Les termes Fujuj et E4, 43 ne subsistent que lors de la résonance d’ordre 4 suivante:

w1+3w2=0

Nous poserons :
Termes du 4° ordre issus de Hyy — H3p = hoy

Termes du 4° ordre issus de H,3 = ¢ .

Cependant :
1
Hy, = 5[‘*’1("% +2}) +wa(ph + vp) +wa(gf + 22)]
1
Hjp = 5[“’1(”3 +23) + wa(p} + v3) +walgs +23)]
. Oe Oe Oe Oe
up =np +1x3 ns—nb-l-l(m-l-—aﬁl) . xb_x3+_87¢:+6ﬁ1
. Oe Oe Oc
Uz = pp + 1Yz Ps—Pb+Z( ™ 552‘) 5 Y=Y 3-*“6—2“!‘6—122
L +(86 66) z+66+06
Uz = 2 : = 1 —_— g Zp = — e
Donc hg4 est donnée par :
h24—zw1 —)2 aﬂ') ]
J

De méme pour ¢

(146)

, c’est a dire pour les termes du 4¢ ordre issus de H,3 , il nous faut

considérer (137) et (138) avec les termes du 2° ordre négligés dans (138) soit avec (129) :

r = Au; + Aty + Buy + B, + 6z

o _
5(’(1.3 =— U3) ‘+' 62‘

Oe Oe : =
ox = 1(A - A)(a—u-+a—l)+Z(B—B)(
Sz = O¢ 4 ﬁ
= 5u3 3713
et donc ¢ =1+ @2
avec :
Y1 = 61‘{R123[—7.'L‘2 + 11y — 422 +
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et

Y2 = —zéz{
IV-2-2-1 détermination de hyy :
On en déduit donc d’apres I'expression de ¢ (142) la forme de hy4 :

2-2 2 2=2 2-2
h2s = ajjujuy + az2ujd; + azzuzi;

+ QraU U U2U + Q13U U UZUZ + Qa3 ULURU3 U3

+ Buyuj + B, i (148)
avec .
o ) 2 P2 N
Q= 3[(AB + AB) — 2(B* + B?)] - Ll
w1 w2
g _
+ r(cs+ce)
H? + H? 2 S _
qr = =TT L 207k 4 TK) - 2K? + B2
wi wo

15w1 3 ,RA 3C, ,RA 3C

_ R e W Y%
_ Zi_ R V- “’_
a1 = wl{ (BH + BH) + o T %00 (FH+ FH) + o )(Hg +HG)}+  |(149)
4 o _ _
—{—(DK + DK CD+CD — (D€ + DE
+ 5 A=(PK 4+ DK) + (€D + CD) 4 5 (DE + DE))
4 RA 3C RA
a3 = i[B + )+ B+ —>1
f RB 3D
e =7 (T ) (T ——)]
2v3 RA 3C RA 30 4\/‘ RB 3D - RB 3D
gy = ——[H(—=+ )+ H(— [ (5 +5) + D+ %)
1 6 6 8 6 8 b
4‘*‘)1 2(.01 4 2
= — CF+ ————DG— ——JF — —HK (150
ﬂ (wl + ‘ng)(wg + Zwl) + wg(wl = 2&)2) g (U)l + 2&)2)‘7 w1 ( )
IV-2-2-2—Détermination de ¢; :
Lpl = lllufﬁf + lgglt%ﬂ% + l;;;u%ﬁ% + 112u1ﬁ1u2122
+113u1ﬂ1u3ﬂ3 +1231L27.—LQU.3123 +mu1u§ +7’7’l’&1’L—Lg (151)
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avec :

lll =

122 =

l33 =

hp =

113 =

123 =

m =

8]0101

{9011(A+3)+29911(3 B) — 11 (A + B)}

8k262 C & D - ﬁ c

1

1 {en(= L w— ) + 1l )*9911(“,2+?w1

8]6161 f g = .7_:

{9922(2“ R y— )+9°2§( )*9922(
8k2€2

{<P22(J+’C)+28022(’C K) — 22(T + K)}
8k101f RA 3C P33 ¢33 29933)

] {( 12 +ﬁ (2603 +w1 2(.03 — w1 w1
RA 3C P33 P33 233
(T s —e; "t T o
" 8k202\/_{(RB 2 _32)( P33 P33 2%33)
1 12 16 2&)3 +w2 2&03 — W2 wo
RB 3D P33 _pss 233 )
2(4) — W2 2¢d3 +L¢J2 wao
29022 2C D 2
B — = =~ =
- o =——1 3)+9912( 2 + %, + ) 9912( >t %, )
D 28 25 H - H
+801é(—2)+—*-)—9912(“+"2;—2w)+¢11( )}

8kyc 2F 2?
: 2{9922(9 D)“"‘Pl?(m g w—l) —<P12(§2:71

2G
+onlg—0 - w_l)

+

H
+-)
Wi

iLUQ 6
8k c
—! {9933(H H)

{9922 R\/—(S -5 + 2p33(K — K)}

8k1C1 {9022( 2C D f g

8k2€2 H 2F J +K
{9922(_ + _Q_C(T

R\/_(A ,4)}

+ 8](3202

o 2wy —wz)}

+
2wy + w1 2"‘-’2_‘-‘-’1)}

; (152)

(153)



Ou on a posé :

11 = R‘/_( TA? +11C%) + iA(J
P1i = R\/_( TAA +11C%) + M(AC + AC)
3
P22 = R‘/—( 7B% +11D?) + I—BD
Doz = R‘/_( 7TBB +11D?) + i(BD + BD)
Q12 = Rg/_ —~TAB +11CD) + M(AD + BC)
Piz = Rg/g( TAB +11CD) + 3TJ§( AD + BC)
I AVE]
Y33 = P33 = T
RV3
P33 = T

IV-2-2-3—Détermination de ¢, :

Nous avons :

o~ .

W = 5("13

On trouve d’apres les expressions de ¢ , x et y données dans (142) et (129) :

15) 2 3vV3
— ) aui " auz)[ ‘3[ ;fy]

48uw; RA+3C)(RA+3C)uuu N
— S — u
P2 —4w2( g _8 1UU3U3
48w3 3D RB 3D _ _
+ 2( 3 — — 3 +?)u2u2u3u3

soit

Y2 = dizujtuzty + dogUusUouz iy

IV-2-3-Détermination des termes venant de H,, :

L’expression de H,4 s’écrit :

2.2 2-2 - - 2_2 . _
Hus = gniujuy + gaousys + groug g ugs + g33u3zuz + g13U U U3U3+

+ ga3ugUguzus

avec :

R
911 = 2—58-A4C(A

+glu1u% +§lﬁlag
45R
+A) - TCB(A A)
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6

- -12—8[(—37A2/12 +3C*) +41C%(A% + A% +4AA)) (157)
ga2 = %BBD(B + B) - %ﬁp-”(B + B) — (158)

_ 1_28 (—37B2B? + 3D*) + 41D%(B? + B? + 4BB))
gi2 = @BBC(A + 4) - ?[CD%A + A)+ C?*D(B + B)] -

- 12748[(—37AABB +3C?D?) + 41(AAD? + BBC?) +

+41BCD(A + A) + 41ACD(B + B)] (159)
933 = _6—9; (160)
g5 = %C(A+A)+%(AA+11CZ) (161)
g3 = %f—%D(B+B)+ f—G(BBHlD"’) (162)

g = Q%R(B%r +3AB’D) - gRuz(AD +3BC)-
_ 3_12{—37AB3 +3CD® +123BD(AD + BC)} (163)

D’ou finalement ’expression des termes résonants de Hsy :

22 2.2 _ _ . 2.-2
Hjzy = Dyyuyuy + Dagujyti; + Diguitiyugiiy + Dysugtiyustis + Dogugtiaustis + Dazula? +
+ Euyujy + Euy a3 (164)

Avec :

Diu=an+hi+gin ;5 Da=a+la+g2

D3ys =az3+l3s3+g3s ; Dizg=a+la+a12

Diz=ai3+lhs+gi3+dis ; Dz =ass+ a3+ goz +dos
E=8+m+g ; E=F+m+g (165)

Tous développements faits on obtient :

w3 (81 — 696w? + 124w?)

576(2w? — 1)%(1 — 5w?)
wiwy (43 + 64w?w?

P = it 1)(12:§ T ey (167)

wi(81 — 696w3 + 124w?)

576(2w3 — 1)%(1 — 5w?)

Dy, =

(166)

(168)
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2
2wiwy

1 = S el - ) )
Dy = 2t ()
3(4 - “3 )gzwz -1)
D33 = ﬁ%&)—g (171)
enfin pour la résonance w; + 3w, =0 :
E = 0,41323 — 0, 37806 (172)

On notera la symétrie des indices 1 et 2 .
IV-3—La résonance w; + 3w, =0 .

Apres la simplification de Hs a Hy les termes non résonants de Hj,4 ont disparu et ’on
obtient :

1 )- Les parametres :

(Tl4 y Pa 94 4 , Ya 24) (173)

Ces parametres sont équivalents a ny, py, qp, Tp, ¥p, 25 (différences du 2¢ ordre )et a
P q yPbs by Tby Yb,
n3,p3,q3,T3,Ys, 23 (différences du 3¢ ordre) .

2 )-Les variables auxiliaires .

Zyn=ng+1ixs 5 Zsg=patiys ; Z4z3 =qq+iz4 (174)

3 )- L’expression de H4 en fonction des variables auxiliaires .

1 ) _ _
H, = §[w1241Z41 + w2 242247 +w3Zy3 Zy3]+

+ D123 22% + D12 20120240740 + D22 22,22, + Dy3Z41 Z41 243 Zus+
+ D2324QZ42Z43Z_43 + D33ZZ3Z_423 + EZ4IZE152 + EZ—41 Z_:Z2 + 5607'd7"6 (175)

Le cas de résonance w; 4 3wy = 0 soit w; = /0,9 ; wy, = —\/0,T ; mlm?mz =
15 — 64213

II-4):

= 0,013516 n’a que trois intégrales et quasi-intégrales indépendantes (Section

-L’intégrale premiere de I'Hamiltonien soit H, = Hy = Hy = .... = Hy
-La somme q?v - 212\, égale a ZNn3Zns

-La somme wl(nﬁ\, 4 x?\,) +w2(p%, + y,zv) égale a wi1ZN1ZN1 +ws Zns By
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Bien entendu la différence Hy = Hy — %[wl ZN1ZN1 + w2 ZN2ZNa +w3ZN3ZN3] est
elle méme une quasi-intégrale (non indépendante ) . Sa partie principale est :

Haa = D1123,23) + D12241 241 Z42 Zas + D22 22, Z2,+

+ D13241241Z43243 + D3 249243243243 + D33 7% 2423+
+ EZ4IZ:;32 + EZ41 222 -+ 5€ordre (176)

Si ces intégrales et quasi-intégrales permettaient d’empécher toute évasion du voisinage
de 'origine il y aurait “stabilité & tous les ordres” .

Ceci se reconnait en cherchant si 'on peut avoir Z43Z43 = 0 ; w1 Z41 Z41 + w2242 240 = 0
et H4s = 0 en dehors de 'origine .

On est ainsi conduit a la condition suffisante suivante de stabilité :

|D11 + 3D15 4+ 9D43| > 63| E)| (177)

Dans le cas étudié w; + 3wz = 0 on obtient :

4671

Di1 +3D12 + 9D, = ~ 1430 =

—1,04263

|E| = 0,56008 ; 6+v3|E|=5,82054 (178)

La condition (177) n’est pas satisfaite et il y a lieu de présumer 'instabilité ce que l'on
vérifie en remarquant que pourZyn3Zy3 = 0 et w1 Zn1ZN1 +w2ZN2ZN2 = 0 on obtient :

d? - = - o
W(Z“ Zy) = 8Z41241[(D11 +3D12+9D22)HN+[108 EE—(D11+3D12+9D2,)?| Z2, Zfl] |-
(179)

+ ordre supérieur

Compte tenu de la non vérification de (177) le ccefficient de Z?l 2431 dans la dérivée
seconde de Zy4; Zy; est positif et il y a “instabilité puissance 3” | c’est A dire vitesse d’évasion
en général de l'ordre du cube de la distance ce qui permet d’affiner un peu le résultat
présenté en ( III-3-2 ) .

IV-4—Les résonances d’ordre cinq et plus .

Nous avons jusqu’ici rencontré deux résonances entrainant 1’instabilité :

A ') Une résonance d’ordre 3 obtenue pour w; 4+ 2wy = 0 soit w; = /0,8 et wy =
Y

B ) une résonance d’ordre 4 obtenue pour w; + 3w, = 0 soit w; = /0,9 et wy =
_ 01
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Hormis ces cas et les deux cas limites ( le cas ot wy = 0 ; w; = 1 et le cas ou

w1 = —w2 = /0,5) la quasi-intégrale Hy a pour expression :
Hy =Hys + Hys + Hne + ...
avec

Hye=0(2);) ; j=1,2,3

Hna = partie principale de Hpn
= D112}, Z% + D12Zn1ZNn1Zn2ZNg + D;22n, 'ZNZ #
+ D13ZN1ZN1ZN3ZNs + DosZnoZne ZNs Z s + D33212\/3212v3

(180)

(181)

Les six ccefficients Dy, a D33 sont les fractions rationelles ci-apres des pulsations w; et
wy , ils ont déja été donnés en (166)-(171) . On notera la symétrie des indices 1 et 2 .

_ w3(81 — 696w + 124w])

D
T B76(2w2 — 1)2(1 — 5w?)
Do = wiwy (43 + 64w?w?)
#2427 — 1) (2w — 1)(1 - 5w?)(1 - 5u2)
B wi(81 — 696w3 + 124w})
27 B76(2w2 — 1)2(1 — 5w?)
Qe
Dl3 = 2 L 2
3(4 —wi)(2wy — 1)
%W 2
D23 = 2 = 2
3(4 —wy)(2w; — 1)
—w2w2
1)33 _ 1*-2

T 12(4 — w?)(4 —wd)

avec en fonction des masses m; et m, des deux corps primaires :

1 \/mf — 25mymy + m2
— 1/2
2 2(my1 + ma)

UJ]Z{

1 \/mf — 25mimo + m% 12
Wo = —{'— —
2 2(my + my)

w3=1

2
mf—25mlm2+m§>0 - —2—-<w1<1 ; —— <w2 <0 ;
wf—i—wg:l
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Soit , en admettant m; > moy :

ma 1 1 2 2
— = _ R 184
my + mo 2 18 E 8w1w2 ( )

S’il n’y a pas résonance entre les trois pulsations wy,ws,ws les trois quasi-intégrales
ZN1ZN1 , ZN2ZNg et Zn3Zns suffisent & empécher les évasions et a établir la “stabilité a
tous les ordres”

Les résonances sont des relations de la forme :

ajw; + agwz + azwz =0

aj,az,az :des entiers non tous nuls (185)

Rappelons qu’a cause de la symétrie z/ — z du probléme initial , I’ordre de la résonance
(le degré des plus simples termes correspondants de Hy ) est | a; | + | az | + | a3 | si a3
est pair mais deux fois plus si a3 est impair .

S’il n’y a qu’une seule résonance (185) il reste deux quasi-intégrales indépendantes du
type a; ZNkZNE — ak ZN; ZN] S’1l y a deux résonances 1ndependantes les trois pulsations
w1,w2,ws sont des nombres rationnels par exemple w; = 0,8 ; wy = —0,6 ; w3 = 1
, et une seule quasi- 1ntegrale du type ZkaNkZNk sub51ste : la quasi-intégrale Iy =
wW1ZN1ZN1 +w2ZN2ZNna +w3ZnsZNs -

Cette derniére quasi-intégrale est une combinaison des précédentes et existe dans tous
les cas ; associée avec la quasi-intégrale Hy elle permet souvent d’assurer la stabilité 3
tous les ordres : il suffit pour cela qu’il soit impossible de s’échapper de 1'origine avec H 4
nul et Iy nul .

Posons :

Ay =Zn1Zn1; A2 =ZN2Zn2 3 Az = Zns3Zns
donc: A1 >0;4,,>0;43 >0
Hns = D11 A} + D12 A1 Ay + Dyg A2 + D3 Ay Az + Dyz Ay Ay + D33 A}
In = wiA; +wady + w3 Ag (186)

Si 0,2 <w?<0,5et donc 0,5 < w? < 0,8 on obtient :

D11, Dy2, Dy, D13, Da3 > 0
In =0 entraine wpA; +w3zAsz <0
et donc (187)

2 2 2
143 8 ws
Das Ao s + D3 Ag 2 12(4 w2)[1 — 2%l 4-—u?

]>0
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Pour Iy = 0 la quntité H 4 est positive en dehors de l'origine et il y a stabilité a tous
les ordres ;

Des raisonnements analogues conduisent encore a la stabilité & tous les ordres dans les
deux cas suivants :

A-) Si 0 < w? < 0,0791238 on obtient de méme qu’Iy = 0 entraine H 4 > 0 en dehors
de l’origine (par D13 >0 ’ DnA%-{-DlelAg +D22A% Z 0 3 D23A2A3+D33A§ 2 0)

B-) Si 0,1241447 < w? < 0,2 on obtient au contraire qu’Iy = 0 entraine Hy4 < 0 en
dehors de l'origine .

Le nombre 0,1241447... est racine de :
972 — 7119z — 7017z% + 10084z + 2564z* + 960z° = 0

et correspond a

Hns =0 pour Ay =0 ; Ay =1 ; A3=—w,
Il n’y a donc que le petit segment :
0,0791238 < w2 < 0,1241447 (188)

ou l'analyse par les quasi-intégrales Hy et Iy est insuffisante pour conclure a la stabilité
a tous les ordres et ol donc les résonances risquent de provoquer des instabilités de type
“puissance -m” .

On peut noter que :
1) La limite inférieure w3 = 0,0791238 correspond au dernier cas développé en III-3-2 .

2) S’il n’y a qu’une seule résonance de type (185) les quasi-intégrales a;ZnkZng —
axrZnjZnj avee {j,k} = {1,2,3} , quasi-intégrales dont Iy est une combinaison , permet-
tent d’affiner 'analyse : I’évasion se fait pour A; = Aa; ; j = {1,2,3} ce qui exige:

ajaz 20 5 aja3 20 ; azaz >0

(on se ramene a aj,az,a3 > 0 et la résonance est dite positive )

Hna(ar,az,a3) = Dyyaf + Dizaraz + Dazaj + Dizaias + Dagagas + Dazal =0 | (189)

-

Cependant aucun cas de ce type n’a été trouvé . Ainsi pour la résonance 3w, + w3 = 0
(soit wy = A@ $w2 = "11; ;ws = 1) on obtient Hn4(a1,az,a3) = Hn4(0,3,1) = 23512-010907 #0

Les développements de la théorie de la stabilité montrent que les cas résiduels n’ont
que fort peu de risques de ne pas étre eux aussi “stables & tous les ordres ” ainsi que le
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montre 'étude des deux cas limites wj = 0,0791238 soit 7—12—— = 0,0109136 ( section
I11-3-2 ) et w2 = 0,1241447... soit Wn}Fzm_g = 0,0163767 tous deux sans résonance .

IV-5—Etude du cas limite w, = —w, = 3@

mo _9—\/@

[ml + mo 18

= 0,03852...]

A cause des facteurs 1 — 2w? ou 1 — 2w? dans les dénominateurs la méthode générale
ne convient plus , mais ’expression (97)-(100) de I’hamiltonien H, reste utilisable avec

R=YZ

Les simplifications H, — Hy ; Hy, — H3 ; H3 — H; — ...Hy , doivent étre
quelques peu modifiées .

Avec la transformation linéaire H, — H} la plus simple expression possible des termes
du second degré est :

2., .2, 2, .2
ny+py +qy +2
e L 5 T % + w(psTs — npYs)

Hy, =

Ww=w) = —wy =

(190)

| S

/

Cette expression est obtenue grace a la transformation linéaire symplectique suivante
(liée de maniere simple a la limite des trasformations générales H, — Hy ) :

n np ny n

Y2 Pb . Po | _ag-1]| P . _ _

ol M 2 : o | = M i r g=qp € s=2z (191)
Y Yo Yo Y

49v/10 V115 5v230 105
A= L | 9v230 -37V5 15V/10 10V1i5 153
T 100 | 9v230 85 40V10 10V115 (192)
—5v10 0 0 —50v5

40/10 0 -5v230 —151/10
-t — L[ 10v15 -50v5 —10v/5 —10V1i5 103
=100 | —9v230 510 49vI0  9v230 (193)
-85 0 V115 —37/5
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On obtient directement les termes des troisiémes et quatriemes degrés avec :

100 [an\/23 0 + 8psv/5 + 40z,1/10 + 10y, /115
y= *2—0[%\/164- 10y5 /5]
zZ2 =2
et :
69
Hp3 = Hy3 = {;( 7z + 33zy® —12xz2)+i(x y+y3 4yz2)
Hyy = Hoy = ; 2 2 —[37z* — 2462%y? — 3y* + 242227 + 264y% 2% — 482*]
+ 9—\/?(253:33/ — 45zy> + 60zy2?) (194)
Au premier ordre les dérivées des parametres ny, py, qp, Tp, Ys, 25 sont :
dnb _ 6Hb2 _ dIL‘b _ aHbz o h
dt Oz Py ony A
dpy _ Oy _ o 4w _OHn
dt e b Tdat T Top,  PE T
dqb _ 8H,,2 _ dz,, _ 6H1,2 _
H T om T m o (195)
J

Les parametres principaux , ceux qui correspondent aux z; de 1’équation (12) , sont
donc : (np +1ps) 5 (n6 —2ps) 5 (s +1ys) 5 (o — tys) ; (gb + 225) ; (g — 22p) avec leurs
dérivées au premier ordre reliées trés simplement :

d . >
w = w(np + 1py) + (2°0ordre)
dlne — i
——(nbdt ps) = w(np — ipy) + (2°0ordre)
d(zpy +1 ) : .
(—bdt-ib) = (np +2pp) + 1w (zs + 2ys) + (2°0rdre)
d(zy —1 . : .
% = (np —ipp) — w(zp — 1yp) + (2°0rdre) (196)
d(gy + 1z
—(qb T £2h) i(qp + 22p) + (2%0rdre)
d(gy —1 . :
d(gs —220) i 128) = —1(qp —12p) + (2°0rdre)
o
En conséquence ’application du théoréme de quasi-résonance décrit dans le chapitre
I montre que les simplifications H, — Hz — H4y — ... — Hp conduisent & des
51
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parametres nn,pN,qN,TN,YN,zN dont ng, psy, gs, Ts, ys, 25 sont les parties principales , et
qui correspondent a I’hamiltonien suivant Hy développable en série entiére convergente
dans un voisinage de 'origine :

o _ PN tPh i t2h
o= 2

+ Y J(@)(nn +ipn)* (v — ipn)*2(zn + iyn)°e.

+ w(pNTN — nNYN)+

(zn —iyn)*(qn + i2N) (g — 12N)°C (197)
avege ;

a = (01,012,013,04,05,016)
Qay,Qp,03,04,05,06 € N
ay +ay+az+ag+as+as >3

J@e C

J(az,a1, a4, a3, a6,a5) = J(a1, s, a3, a4, as, ag) (198)
(condition de reéalite)
7/
Et avec la condition de quasi-résonance :
(631 +a2+a3+a4+a5 -i-as S N=> {O.’l +a3 = Q9 +a4;a5 =as} (199)

Dans ces conditions on retrouve aisément la quasi-intégrale ¢% + z% et on en découvre
une autre : nNyYNy —PNIN .

Puisque Hy est une intégrale premiere la discussion de la stabilité est aisée : si la quasi-
intégrale Hy +w(nyyn — pnTN) est minimale a Porigine il y a “stabilité & tous les ordres
7 (et méme stabilité stricte pour le probléme plan pour lequel la diffusion d’Arnold est
impossible ) sinon il aura instabilité d’un type analogue & celui du cas ou — Tf:_ — 0

1 2
w1 = 1; w2 = 0, instabilité en quelque sorte “linéaire ” et que I'on peut appeler “instabilité

puissance-un ” .

)

Pour N > 4 le caractere minimal a l'origine de Hy +w(nyyn —pnzN) dépend essen-
tiellement du ceefficient J(0,0,2,2,0,0) qui est réel :

ny + PN + 4k + 28

5 + J(0,0,2,2,0,0)(z% + y%)?* + etc...

(200)

Hy +w(nyyn —pneN) =

Si J(0,0,2,2,0,0) est positif la quasi-intégrale Hy +w(nyyn —pyxN) est minimale &
Porigine et il y a stabilité & tous les ordres .
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51J(0,0,2,2,0,0) est négatif I’évasion de r = \/sz + yEN est gouvernée par :

dr Q?
(E)Q =2HnN + g’\{i - g% ——z& -2r*J(0,0,2,2,0,0) — e + (ordresup.)(201)

quast — intégrale

Q = nNYn — PNIN = quasi — intégrale (202)

Ce qui , pour J(0,0,2,2,0,0) < 0, donne des “évasions puissance-un ” intermédiaires
entre ’évasion exponentielle et ’évasion puissance-deux . Si J(0,0,2,2,0,0) = 0 il faut
examiner les J(a) d’ordre 4 et 6 .

Il nous reste donc a déterminer J(0,0,2,2,0,0) et pour cela a étudier les simplifications
Hy, — H3 et H3 — H, dans le cadre du probléme plan ( gy et zy négligés ) .

La simplification H, — Hj3 est une transformation canonique destinée & faire dis-
paraitre les termes du 3° degré tout en conservant ceux du 2¢ degré .

Cette simplification peut s’exprimer par la méthode de Von Zeipel : (ol S est la fonction
génératrice ) .
S =n3zp + p3ys + €(n3,P3, Th, Ys) (203)

¢ est un polnome homogene approprié du 3¢ degré et la transformation est :

o5 _ e e
nb_axb~ . oy ' E= B3 Ay

aS Oe Oe
ma—%—xb-l--aTs ; ys—yb-i-a—m (204)

Cette transformation conduit a :
Hy(n, po, 25, y6) = H3(n3,p3, z3,Y3) (205)
avec une expression identique pour les termes du second degré :

2 2
ny +
Hjy = _32—173 +w(p31:3 — ngyg) (206)

le polynome homogene du 3¢ degré ¢ est déterminé par la condition de disparition des
termes Hsz du 3¢ degré :

H32(Tl3,p3,1‘3,y3) = H[,z -I- Hb3 + (07‘d7‘64) (207)
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Pour déterminer simplement ¢ il est commode d’utiliser les variables complexes suivants

up et ug :

Uy =ng +1p3

Uy = Tp + 1Yp

soit : _
2 r, _
n3=§(u1+u1) 5 D3 =§(ul‘—ul)
Ty = §(u2 +iz) ; W= %(ﬁz — uz)

Donc , avec ¢ = €(uy, ug, %1, %z) polynéme homogene du 3¢ degré :

Oe Oe Oe
nb:n3+8_xb= (U1+U1)+—+6u2
Oe ? O¢ Oe
Pb:P3+a—yb=2( u1)+l(au (9—112)
Oe Oe
7y = 5l ) + 5t
L . Oe O¢
1/3=§(uz—u2)+l(a—ul‘a—a1

En conséquence la différence H3z, — Hy, est :

n 4+ pZ _n? _p? 7
H3y — Hyp = =2 Ps 5 b b +w(p3r3 — n3ys — ppTs + NpYs)
o Oe . Oe e Oc . Oe )
= Wwillu ] m—

! 617,1 ! 8u1 2 8&2 2 6'112
Oe Oe

— Y — — @ dre4d
au2 u16u2 + (ordred4)

-

(208)

(209)

(210)

Cette différence doit , au 4¢ ordre prés , étre égale Hys qui est donné en (194) c’est a

dire :

V69 3v3 i

g1 = = —~72* + 33zy )-l—-ﬁ(:v y+y°)
avec
= 755 [u1(9\/‘)3 —8iV/5) + @1 (9v/230 + 8iv/5) + uz(40v/10 — 10iv/115)+

+ @2(40v/10 + 10:V/115)] + 2¢ordre

Yy = —%0[(11,1 — 'L_I,l)\/m + ('L—LQ = Uzlol\/g] + 2eordr6

o4

(211)



Nous recherchons le ccefficient J(0,0,2,2,0,0) du terme en (2% + y2)? de Hy , nous

sommes donc particulierement intéressés par les termes en z; , y, de Hy et € c’est & dire

par les termes en uj , uduy , ugul , a3 .

Pour Hy3 ces termes sont :

Aud + Buliy + Buyal + Aad

avec :
4 — —148V/690 + 3571iv/15
- 28800
—4/690 — 11i/15
B= % = V15 (212)

Avec H3z — Hyy = Hpz + 4° ordre et avec (210) les termes correspondants de ¢ sont :

Ar B Bi Ai _
—ud + ;—uguz - ngug - Eug (213)

3w

Examinons maintenant la simplification H; — H; . Cette simplification élimine
les termes non résonants du 4° degré de (197) mais conserve les termes résonants et en
particulier le terme recherché J(0,0,2,2,0,0)(z% + y2)? avec N = 3 ou 4 , il nous suffit
donc d’obtenir ce terme dans Hs4 sans faire la transformation H; — Hy .

Or
T3 + Y3 = uqily + 3%ordre (214)
et , puisque H; = Hy et H33 =0 on a :

Hj3y = Hyy — H3gp + Hyz + Hyy + 5%0rdre (215)

Il nous suffit donc de travailler avec les variables (u;,, ug,uy) , d’étudier les termes
du 4°¢ degré de Hyy — H3o + Hyz + Hps et d’obtenir le ceefficient du terme en ulii? .

Les termes du 4¢ degré de Hys — H3, sont 2-5;8136_i ils donnent un terme de (4AA +

u

20BB) dans le coefficient J(0,0,2,2,0,0) soit 151451 /55296 .

Les termes du 4° degré de Hj; exigent la connaissance des quantités du 2¢ ordre
négligées dans (211) soient :

+8i\/5£—§)

100 [9 =20 ( 8' ) 011,2 6’&2
\/— Oe Oe
6y N 20 Buz 7 OUQ) (216)

soient , pour les termes en u}, upiy, 43 :
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2, —2593v69 — 11032iv6,  131v/69  , —2593+/69 + 11032iv/6
6z = U 28800 I+ —ggp uatie + %l 28300 ]
2 1373V3 +224iv/138.  11v3  , 1373/3 — 224i1/138
6y = u| 28800 | = Fgg uatia + G 28800 ] (237)

ce qui conduit pour le ceefficient J(0,0,2,2,0,0) & un second terme valant °30955/I8432

Il reste & calculer les termes en u3uj5 venus de Hpy grace & (194) et & (211) ce qui fournit
un dernier terme égal a — |Ol5/|09_4- .

D’ou en définitive :

151451 30955 1015 _ 59
55296 18432 1024 864

J(0,0,2,2,0,0) = (218)

Le ceefficient J(0,0,2,2,0,0) étant positif la quasi-intégrale Hy + w(nyyn — pnzN)
est minimale a l'origine et donc le cas limite étudié :

ma . (9— \/6_9)
(my +mq) 18

W) = —w2 = ;

|

=0,03852... (219)

est stable pour le probléme plan et “stable & tous les ordres ’

dimensionnel .

" pour le probléme tri-

3 . m e 7
Cette conclusion entraine sans doute que lorsque o est légerement supérieur
1 2

a la valeur limite (9__I8@ il existe une petite zone invariante autour de l'origine , zone
dont la taille se réduit et tend vers zéro quand (Tn—-%-zm_) tend vers la valeur limite : les
1 2

solutions initialement extrémement proche de 'origine peuvent certes s’évader mais pas
tres loin .

Une telle conséquence n’aurait pas lieu d’étre si le cas limite avait été instable (fig :
q P g
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IV-2) .

\ N\

cas stable cas limite stable s instable

[N/

cas stable cas limite instable cas instable

fig.IV-2 : Mouvements dans un potentiel simple .
Différence entre un cas limite stable et un cas limite 1nstable .

IV-6— Mouvements de Lagrange -Les cas de trois masses quelconques .
Les cas de mouvements elliptiques .

L’étude a essentiellement porté jusqu'ici sur les mouvements de Lagrange du cas
restreint (mj infinitésimale ) avec orbites circulaires (e = 0) .

Dans ces premiers cas , qu'ils soient plan ou tri-dimensionnel , I’expression de la quasi-

intégrale Hy et celle des quasi-intégrales du type 3 ex(Pyr + g%) liées aux pulsations
wy suffit presque toujours a la détermination de la stabilité ou de l'instabilité .

Dans les cas plus généraux envisagés dans cette section la quasi-intégrale Hy devient
tres difficile & obtenir , mais les pulsations wj restent accessibles et des conclusions partielles
déja trés détaillées peuvent étre obtenues .

Il convient tout de méme de distinguer le cas restreint (mj3 infinitésimale ) du cas
général(my,my, m3 positif ) .
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Dans le premier cas avec les axes “tournants-pulsants ” habituels et I’anomalie vraie v
du mouvement des deux corps primaires pour parameétre de description , I’hamiltonien du
probleme est une généralisation simple de celui de (95) :

f

o ;’Yn5

Ll‘_ _>.x—

M, /Mz_

frg. IV-8 :Probléme elliptique
L’hamiltonien est :

_(n+y)+p-2)?+g+22 1
- 2 1 + ecosv

| 1 &3
[a(§+—2-)+ﬂ((g+5)] (220)

H

avec

z,y,z : coordonnées de my dans les axes issus de Ly et avec I'unité “pulsante ” égale
a la distance ry, .

n,p,q : parametres conjugués de x,y,z .
e = exentricité du mouvement des deux corps primaires

v = anomalie vraie du mouvement des deux corps primaires et parameétre de

description :

d 0H  dn  OH
dv  On ' dv Oz
dy OH dp OH
W= oy (221)
(my +mg)

~ (mu +my)

a+pf=1
_rs 2 _ 232 ﬁz 2
s= = ) 4
1 3

n=2 s§=(w—§)"'+(y+§)2+z2 (222)

T12
.




L'Hamiltonien H a donc la période 27 (pulsation correspondante : wo = 1 ) et il a
deux degrés de liberté si le probleme est plan (¢ = z = 0) , trois degrés si le probléeme est
tri-dimensionnel .

Les pulsations propres correspondant a ces degrés de liberté sont w;,w, dans le cas
plan et w;,ws2,ws dans le cas tri-dimensionnel .

Ces pulsations propresw;,ws,ws proviennent de ’analyse du premier ordre liée a la
partie quadratique de I’'Hamiltonien :

(n+y)’+ -2+ +2° 3

He 2 ~ 8(1 + ecosv)

[z? + 3y® + 2V3zy(a — B)]  (223)

Nous savons déja que pour e = 0 (cas circulaire ) :
1
wi = +{5[1+ V1-27af]}'/2
1
wy = —{5[1 - V1 —27ap]}!/?

-
et I'on voit que dans I’analyse du premier ordre ,q et z sont découplés de n,p,x,y et w3 est

égal a +1 quel que soit e .

Dans le cas général (m;, ma, m3 positifs ) ’Hamiltonien est nettement plus complexe :

fig. IV-4 : Probléme général . Azes tournants pulsants .

(n+my)? + (p — mz)? + ¢* + m?22? i (N+MY)? +(P-MX)*+ Q? +M2Z2_

i 2m | oM
1 M]Mz S§2 1 M1M3 S¥3 1
_1+ecosv[ M (2 +312)+ M (7+;)+
M2M3 833 1
+ M 5 + oo )] (225)
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Avec , dans des axes “tournants pulsants ” identiques a ceux ci-dessus :

14z
y (226)
z

composantes du vecteur 712 = 7 (premier vecteur de Jacobi ) .

X+3-8
Y+ )ég (227)
Z

composantes du deuxiéme vecteur de Jacobi , le vecteur R depuis O;5 , centre de masse
de m; et my jusqu’a ms . (x,y,2,X,Y,Z sont identiquement nuls pour le mouvement de
Lagrange étudié ) .

et avec :

ma2

(mq + m2)
my
o= o T 1-3 (228)
. Mmimy

—(my + my)
M =my; +my+mg3
m3(my + my)

M

= fm; = am,

M =

n,p,q,N,P,Q : parameétres conjugués de x,y,z,X,Y,Z .
e= exentricité du mouvement étudié .

v= anomalie vraie du mouvement de Lagrange et parametre de description : voir (221).

stz =(1+2)" +y* +2° )
sts =(X+%+ﬂr)2+(Y+—?+ﬂy)2+(Z‘+ﬂz)2
523 =(X—%—a:z:)2 +(Y—1—§ —ay)? +(Z — az)? (229)

Comme pour le probleme restreint I’Hamiltonien est autonome si e = 0 et périodique

(période 27 ) si e # 0 mais il a ici 4 degrés de liberté dans le cas plan et 6 dans le cas
tri-dimensionnel .

Plusieurs de ces degrés de liberté sont liés a I’existence des intégrales premieres , mo-
ment cinétique , énergie , et correspondent & des instabilités du type “instabilité orbitale”.
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Considérons par exemple deux mouvements de Lagrange tres voisins mais avec des périodes
légerement différentes : les 3 corps du premier vont peu a peu s’écarter des corps cor-
respondants du second .

On pourrait aussi obtenir une lente dérive des directions de périapse , mais si 'on
met de coté de telles instabilités et si I’on n’étudie que la stabilité des distances mutuelles
et celle du plan des trois corps on peut profiter des intégrales premiéres pour réduire le
nombre des degrés de liberté du probleme étudié [27] .

On peut réduire le nombre de degrés de liberté a 3 (probleme plan ) ou 4 (probléme
tri-dimensionnel ) . On peut méme gagner encore un degré de liberté si le mouvement de
référence est elliptique (e # 0) et si ’on admet un hamiltonien non autonome , comme ’est
déja alors celui de (225) . En effet dans ce dernier cas il est aisé de choisir un mouvement
lagrangien de référence ayant méme moment cinétique et méme énergie que le mouvement
voisin étudié alors que ce n’est pas toujours possible si e =0 .

L’identité des moments cinétiques se traduit par les trois conditions :

2mz +p+pr—yn+PX —YN)+ (MY — N)V3+ (a—B)(MX +P)=0 (230)
¢+ gz —nz+ QX -NZ)+ MZV3+(a-B)Q=0 (231)
Amz+zp—yq+ZP-YQ)—QV3+ (a—B)MZ =0 (232)

Les pulsations propres sont fournies par la partie quadratique de ’hamiltonien :

1
2m
+ ﬁ[(N + MY)? +(P-MX)*+Q* + M?2%)—
B 3

8M(1 + ecosv)
+ mamz(az — X + YV3 — ayV3)?] (233)

7

Hy = —[(n+my)’ + (p — mz)* + ¢* + m*2*|+

[4mymaz? + mima(X + Bz + YV3+ ﬂy\/§)2+

Les parametres ¢,z,Q,Z sont découplés des autres et , compte-tenu des termes du
premier ordre de (231) et (232) ,conduisent a :

Q = Qocos(v — vg)

Z = %sin(v — o)
q= %[(ﬁ — a)cos(v —vg) — \/§sin(v — vg)] (234)

z= QQ—ni[\/gcos(v —vg) + (B — a)sin(v — v)]

s

avec les deux constantes d’intégration Qg et vq , la période 27 et la la pulsation correspon-
dante w3 toujours égale a 1 et déja rencontrée en (224) dans le cas restreint .
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Pour les huit autres parametres n,p,z,y, N, P, X,Y on peut distinguer le cas e = 0 et
le cas e #0 .

Le cas e = 0 est simple a étudier . L’hamiltonien quadratique H, est autonome |,
de signature (4, +,+,+,0,—, —, —) et conduit aux pulsations propres 0, 1,w;,ws ,dont les
signes s’accordent avec la signature , avec des expressions généralisant (224) :

Wy = +{%[1 +VI=275|}¥% >0
Wy = _{%[1 -V1-275]}¥/2 <0

_ (mama + mym3z + mams)

(my +mo + m3)2

S

(235)

-~

C’est la pulsation propre 0 qui est éliminée par la réduction due a I'utilisation des
intégrales premieres et donc dans le probléme circulaire général les pulsations propres
importantes sont , avec (235) et avec Weirculairegénéral = Weg =1 ¢

wi,w2,weg =1 dans le cas plan

wi,w2,weg =1, w3z =1 dans le cas tri— dimensionnel (236)

Si au contraire e # 0 il est commode d’écrire :

I, =2p— NV3 + (a — B)P
I, =2mz + MY/3 + (o — B)MX
I =2my — MX 3+ (a — B)MY (237)

Les équations hamiltoniennes conduisent alors 4 :

dl, dI §
F7 el TR e
dI3 3
— =L+ L(— -1
dv 1 2(1-{—ecosv )
dly
== _r -
75 = 41 I (238)
-
A cause de (230) la somme I; + I, est nulle au second ordre pres et :
d*I, 3
— = Lh(—— -4
dv? 2( 1 + ecosv ) (239)
Cette équation linéaire a deux solutions indépendantes :
I, = sinv(1 + ecosv)
I = (1 4 ecosv)[cosv + 3Me?(1 — e?) ™3/ 2sinv] — 2e (240)
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avec I’anomalie moyenne du mouvement lagrangien de référence .
Y

Les quantités I; et I, peuvent étre choisies identiquement nulles si , sans changer le
moment cinétique , on modifie un peu ’énergie et I'instant de passage au périapse du mou-
vement lagrangien de référence (lequel acquiers alors la méme énergie que le mouvement
voisin étudié) . Une petite rotation de ce mouvement lagrangien permet alors d’annuler

.[3 et I4 .

Ces modifications correspondent précisément a la réduction due aux intégrales premiéres
, elles permettent d’éliminer n,p, z,y et conduisent & ’hamiltonien quadratique suivant :

N P
N = ﬁ ’ P = H
2 V)2
mxvN,p) = XD P
3 2 3ﬂ my — mao oMy + mg
8(1+ecosv)[x = )+2XY\/?_>——M haiE
dX OH dN OH
d’U BN N Y ; E‘U— = —5? ’ etc... (241)

On notera que si m3 — 0 on retrouve la part en n,p,z,y de H, donné en (223) et ces
deux hamiltoniens sont en fait équivalents si ’on fait la transformation canonique suivante
avec un angle u approprié :

X =zjcosu —yysinu ; N = njcosu — pysinu

Y = zystnu+yicosu ;P = nysinu + pjcosu (242)
d’ou :

(n1 4 v1)? + (p1 — 71)? _ 3
2 4(1 + ecosv)

[z3(1 + N1) + (v3(1 — Vo))
(243)

Hy(z1,y1,n1,p1) =

avec

\/mf + m3 + m% — mymy — mym3 — mams

(my +mq + m3)

Ny = (244)

soit , avec S défini en (235) :

Ny =V1-35 (245)

Ce N est valable aussi bien dans le cas restreint que dans le cas général , c’est le N des
équations (69) et (75) , il conduit immédiatement aux équations différentielles (75) c’est &
dire en otant les indices un :

21+ ecosv)[— - 2 ] =3(1+ N)z

21 + ecosv)[dz2 + 2——] =3(1-N)y (246)
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Les pulsations propres w; et w, associées a ’hamiltonien (241) , ne dépendent donc que
de e et de S, leurs valeurs étant données en (235) pour e = 0 . Ainsi , pour le premier
ordre | le probleme général est ramené au probléme restreint .

Le systeme (246) est décomposable , en effet considérons le systéme linéaire suivant :

d
4N(1+ ecosv)d—i = (e?sin2v — 2Nesinv)z + [e?cos2v + 4N (1 + ecosv) — 3N? — Qly

d
4N(1+ ecosv)d—y = (e?cos2v — 4N (1 + ecosv) — 3N? + Q|z — [e?sin2v + 2Nesinv]y
v

(247)
Le systeme linéaire (247) n’est que d’ordre 2 et ses solutions sont des solutions
particulieres du systéme (246) pourvu que :
Q = *[e* + 2N2e? + 9N* — 8N?]V/2 (248)
c’est a dire , avec N = /1 — 35 :
Q = £[e* + €%(2 - 65) + 1 — 30S + 8152)!/2 (249)

Avec QQ < 0 on obtient la pulsation propre positive w;(0,5 < w; < 1) et avec Q > O on
obtient la pulsation wo( 34 <wy L0).
Les approximations suivantes au voisinage de S = 0 ou de e = 0 peuvent étre obtenues:

1) Au voisinage de S =0 :

95(3 + €?)
414 €® + /1= e2](1 + e2)1/2(1 — e2)1/4
3\/.33(1 +62)1/2
N 21 — 62)5/4

+ 0(S?%) (250)

w1=1—

+ 0(53/%) (251)

w2

2) Au voisinage de e = 0 :

1—p € 3e%(2+4279)

5 7 52— 1) + 0(e*) (252)

avec
4
p=% =+{1-215+2e2 + 5551
pour w; : <0 ; w; >0 (253)
pour wy; : >0 ; wy <0
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Dans le cas général les pulsations propres ont été obtenues numériquement par Madame
Francoise Rannou-Montigny avec un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 et des calculs
sur CDC-CYBER 170/855 et sur CRAY-XMP416 avec une précision de 14 décimales et

des mots de 64 caracteéres .

On en déduit les discutions suivantes .

IV-6-1-Cas circulaire général . Trois masses quelconques -Orbites circu-
laires.

Dans ce cas ’hamiltonien est autonome , sa période et la pulsation wy correspondante
) 0
ne jouent donc aucun role . Le parametre esentiel est le rapport S :

_ (mima + mym3z + mamg)

S 254
(my + ma + m3)? (254)
avec :
S > 217 : instabilité exponentielle
1 " (255)
S < 77 cas critique

Dans le cas critique les pulsations importantes sont les trois ou quatre pulsations propres

définies en (234) (235) (236) :

wr = {0,5[1 + V1 —275]}/% ¢ [%—3; 1]

wy = —{0,5[1 — V1 —-275]|}'/? ¢ [—‘/75;0] (256)

2 2 _
wi tw, =1

weg =1 (cg @ circulaire général )
w3 = 1 : dans le cas tridimensionnel

Il y a bien sir la résonance w., = w3 mais par chance ces deux pulsations propres ayant
le méme signe elles n’induisent pas de résonance positive dangereuse pour la stabilité (voir
(51) en section II-4-2) .

D’ou I’analyse suivante :

1¢" cas - Le rapport S est tel que les pulsations propres wy,ws,1 n’ont pas de relation
rationnelle (cas général) .

Il y a alors trois quasi-intégrales indépendantes du type " ex(ph, + ¢k i)

(PR + 251)
(Ph2 + di2) (257)
(PNeg + qRieq + Phs + aX3)
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Ces trois quasi-intégrales suffisent & assurer la stabilité & tous les ordres . Il y a méme
“rotation différentielle généralisée de Birkhoff ” dans le cas du probléme plan (pn3s =gn3 =

0) .

2¢ cas - Les pulsations propres wy,w,,1 ont une seule relation rationnelle :

+a3 =0
ajw + aswa + as } (258)
(a1,a2,a3) #0 ; a1, az,as eZ

Iy a alors deux quasi-intégrales indépendantes du type - ex(p%x +9% ) , par exemple

) az (g%\ll + ‘ﬁ\ll )2_ al(Psz + ‘ﬁv’zz) ) } (259)
a3(Pv1 T 4n1) — @1(PNeg + INeg T Ph3 + aKi3)

Ces quasi-intégrales peuvent entrainer “la stabilité & tous les ordres ” . Il faut et il
suffit pour cela que la résonance ne soit pas une “résonance positive ” (voir (51) section
II-4-2) , c’est a dire que 'un au moins des trois produits a;a; soit négatif (ce qui nécessite
ayaz < 0 puisque w; > 0> wy) .

S’il y a résonance positive (ajaz > 0) il peut v avoir une “instabilité puissance m ”
Y P 143 =2

avec toutefois :

m > |ay +az +az| — 1
ai,as,as : premiers  entre eux dans leur ensemble

(260)

3¢ cas - Les pulsations propres wy,ws,1 ont deux relations rationnelles , ce qui revient
a dire que w; et wy sont toutes deux rationnelles (par exemple w; = 0,8 ; wy = —0,6
pour S = 64/1875 .

Il y a alors toujours résonance positive et il n’y a plus qu’une seule quasi-intégrale du

type Y ex(phi + ahk)

wi(Ph1 + aR1) w2 (Pha + aN2) + (Phey + e, + Phs + d%i3) (261)

Cette quasi-intégrale est évidemment insuffisante pour assurer la stabilité & tous les
ordres , car wy < 0, et il devient nécessaire d’étudier les ordres supérieurs et de rechercher
la quasi-intégrale Hy (comme cela ’est aussi dans le cas (260) d’une résonance positive |

On peut conjecturer que :

Les résonances positives d’ordre 3 :

wi+2w =0 ; (S=16/675) } (262)

1+2w, =0 ; (S=1/36)
conduisent toujours ou presque toujours a des instabilités puissance 2 .
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Les résonances positives d’ordre 4 :

w1+ 3wy =0 ; (8 = 1/75) } (263)

1+3w, =0 ; (S=32/2187)

. = . m 2 3 % A S1enee
conduisent tres souvent (en fonction du rapport m%) ou méme toujours a des instabilités
puissance 3 .

Les autres résonances , méme positives , conduisent & la stabilité & tous les ordres .

IV-6-2—Cas elliptique plan .

Dans ce cas , qu'il soit restreint (mj3 infinitésimal) ou général (m;,ms, m3 positifs )
il y a d’abord la discussion de la figure III-6 ( section III-2-2 ) reproduite ci-apres (fig.
IV-6) en fonction de I'exentricité e et du rapport S . La majeure partie du domaine |,
en particulier toute celle pour laquelle S > 0,04478 , correspond a des cas d’instabilité
exponentielle mais il y a tout de méme deux petits triangles curvilignes correspondant &
des cas critiques .

Dans ces cas critiques il y a trois pulsations importantes :
wo = 1 di a la période 27 de ’hamiltonien .

w) et wy fonctions de e et S, tirés de (250)-(253) et de ’analyse numérique du systéme
(247)-(249) .

Comme dans le cas précédent ’essentiel est de voir s’il y a ou non une résonance positive
mais celles -ci sont un peu différentes car wg ne joue pas le méme réle que les pulsations
propres w; et ws . Il nous faut :

—

a0w0+a1w1 +a2w2:0 }
avec i (ag,a1,a2)#0 ; ag GZ; a,as EN

(264)

Les deux domaines du point w;,w; sont dessinés ci-dessous en (fig.IV-5) , ils correspon-
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dent aux domaines avec les mémes lettres de la fig.IV-6 .

-2

g
wn

-085 F-——- —_—

fig. IV-5 : Les deuz domaines du point wy,ws .

LIJ: wi4+wli=1 ; e=0

LM: wi=1 ; wa=0 ; S=0

MN: w=1 ; S§=0 ; e=1
NIK: wy=-0,5

KJ: wy4+wy=0 ; Q=0 (voir(Q 49))’

On en déduit les résonances positives correspondantes :

1)- Résonances positives d’ordre 1 ou 2 (*) sur les bords des deux domaines .

w; =1 (LM e MN ; S=0)

wy =0 (LM ;  S=0)

2wy =1 (point  K) (265)
wytwe =0 (KJ ; Q@=0)

%y =-1 (KIN)

Ces résonances conduisent souvent & “I’instabilité puissance un ” comme dans le cas

S=0,w; =1,ws; =0 oules mouvements de my et my sont des mouvements képlériens

(*) L’ordre d’une résonance est ici la somme a; + a; des coefficients des pulsations w; et
w2 .
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indépendants (qui peuvent avoir des périodes légérement différentes ) . cependant il n’en
est pas toujours ainsi comme le montre le cas limite de la section IV-5 .

2)- Résonances positives d’ordre 3 .

3w; =2 courbe FG

2w; +wy =1 courbe CFE

wy +2wy; =0 courbe BN } figure:IV —6 (266)
3wy, = —1 courbe AN
3wy = —2 courbe DF

Ces résonances positives d’ordre 3 sont trés dangereuses pour la stabilité et entrainent
presque toujours ’apparition d’une “instabilité puissance 2 ” .

3)- résonances positives d’ordre 4 .

4w, =
3wy +wy =
2wy + 2wp =
wy + 3wy =0
wi + 3wy = —1

4oy = —1 (267)
.

Ces résonances positives d’ordre 4 sont nettement moins dangereuses que les précédentes
pour la stabilité (une certaine inégalité doit étre satisfaite ) , elles entrainent néanmoins
assez souvent l'apparition d’une “instabilité puissance 3 ” ; c’est le cas en particulier pour
la résonance w; + 3w, = 0 déja déstabilisante dans le probléme restreint circulaire .

4)- Résonances positives d’ordre 5 et plus .

Ces résonances sont bien sir “partout denses ” mais heureusement elles ne sont pas

en général dangereuses pour la stabilité . Pour qu’elles le deviennent il faut que soient
satisfaites un certain nombre d’égalités , nombre d’autant plus élevé que l'ordre de la
résonance est plus élevé car il faut considérer les termes de I’hamiltonien jusqu’au degré
égal a l'ordre de la résonance .

C’est ainsi que , par exemple , dans le cas circulaire restreint plan exposé en sections
III-3 et III-5 , seules les résonances positives d’ordre 1 , 3, 4 entrainent I’instabilité .

5)- Cas sans résonance positive .

Dans ce dernier cas , qui est le cas général , il y a bien siir stabilité & tous les ordres.
Rappelons toutefois que la stabilité a tous les ordres n’entraine pas nécessairement la
stabilité stricte , elle peut aussi conduire a une trés lente instabilité par diffusion d’Arnold.

La section III-3-3 , montre la “stabilité effective ” c¢’est & dire la trés faible différence
qu’il y en a en pratique entre stabilité stricte et “stabilité a tous les ordres ” .
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IV-6-3- Résultats numériques pour la figure IV-6 .

S(e) pour les courbes AN , BN | IN ,IK , CE, DF et FG .

e
"
0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
0,3
0,35
0,4
0,45
0,5
0,55
0,6
0,65
0,7
0,75
0,8
0,85
0,9
0,95
1

San
32/2187
0,01463
0,01443
0,01384
0,01295
0,01187
0,01065
0,00938
0,00811
0,00688
0,00572
0,00464
0,00366
0,00280
0,00205
0,00142
0,00002
0,00054
0,00027
0,00010
0,00002
0

Les points limites :

PointE
PointF
PointG
PointK

La courbe limite JFK est simple , son équation est Q = 0 soit :

_ [5+¢€* — /16 —8e? — 8e']
27

€

0,19285
0,19116
0,26443
0,31447

SBN Sin
16/675  1/36
0,02370 0,02778
0,02307 0,02515
0,02150 0,02259
0,01953  0,02011
0,01742  0,01774
0,01531  0,01549
0,01326  0,01336
0,01132  0,01137
0,00950  0,00953
0,00783 0,00784
0,00631  0,00632
0,00495 0,00495
0,00377  0,00377
0,00276 0,00276
0,00101  0,00191
0,00123 0,00123
0,00072 0,00072
0,00035 0,00035
0,00013 0,00013
0,00002 0,00002
0 0

S

0,038274

0,039800

0,042258

0,044781

S

avec donc pour e =0 :

Srx

1/36

0,02778
0,03046
0,03318
0,03592
0,03866
0,04137
0,04403
PointK

Sce
64/1875
0,03413
0,03437
0,03512
0,03645
PointE

I
S=5,=— =0
7 = 5= =0,037037

Spr

80/2187

0,03658
0,03683
0,03755
0,03866
PointF

Src

PointF
0,04006
0,04166
PointG

(268)
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IV-6-4—Cas elliptique tri-dimensionnel .

L’analyse de ce cas est tres semblable a celle du cas précédent avec l'instabilité expo-
nentielle hors des triangles curvilignes IJK et ILM de la figure IV-6 et I'instabilité puissance
2 sur les courbes tracées dans ces deux triangles , mais il y a aussi la différence essentielle
suivante .

En plus de la pulsation wy = 1 et des deux pulsations propres w;(e, S) et wy(e,S) du
cas précédent il y a aussi la pulsation propre ws = 1 due aux petits mouvements normaux
au plan d’orbite .

L’égalité des pulsations wg et w; entraine une situation particuliére : il y a toujours
résonance positive .

A cause de la symétrie +2z/—2 I'ordre de cette résonance , c’est a dire le degré du premier
terme correspondant de I’hamiltonien , est 4 et non pas 3 . C’est un facteur favorable : la
résonance est souvent dangereuse sans I’étre presque toujours ; Il y a cependant peut é&tre
de larges zones des triangles IJK et ILM de la figure IV-6 ol le mouvement est instable
dans le cas elliptique tri-dimensionnel (“instabilité puissance 3 7 ) .

Ce probleme difficile mériterait d’étre étudié .
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CONCLUSIONS

Le théoréme de quasi-résonance et les notions qui y sont associées permettent une étude
approfondie des solutions critiques des systémes hamiltoniens .

L’ application de ces notions aux mouvements lagrangiens du probléme des trois corps
fournit un grand nombre de résultats nouveaux qui élargissent considérablement ce qui
avait été obtenu de maniére classique .

Il reste toutefois deux domaines ou des progrés importants sont encore 4 faire .
1) La question de la diffusion d’Arnold .

Cette trés lente instabilité est encore mal comprise et menace en théorie la plupart
des systemes “stables a tous les ordres ” | méme si en pratique ses effets peuvent étre
généralement négligés .

2) Dans le probleme lagrangien elliptique tri-dimensionnel existe une résonance
générale d’ordre 4 qui menace de détruire la stabilité dans une grande proportion des
“cas critiques ” ou cas “stable au premier ordre ” .
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