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Introduction

1. Présentation et historique des résultats sur l’instabilité

L’objet de ce mémoire est 1'étude des propriétés d’instabilité des systémes hamiltoniens
voisins de systémes intégrables, de la forme :

H(I,¢) = h(I) + f(1, )

oul € R™* ¢ € T" et € > 0 est un petit parametre.

Lorsque € = 0 l'espace des phases de ces systemes est feuilleté en tores lagrang-
iens invariants. Lorsque € # 0, le théoréeme KAM assure sous une hypothése de non
dégénérescence de h (| 72k |# 0) la persistence d’une large famille de tores lagrangiens
invariants appelés tores de KAM, qui sont de petites déformations des tores initiaux I = Ij.

D’autre part, le théoreme de Nekhorochev assure la stabilité des variables d’action sur
un temps exponentiellement grand.

On se pose alors le probleme suivant : est-il possible de trouver une orbite qui dérive
suivant les variables d’action, de quelle quantité et en combien de temps.

Deux situations se présentent :

Lorque n < 2, les tores de KAM disconnectent l'espace des phases et les variables
d’action varient trés peu sur un temps infini.

Lorsque n > 3 le complémentaire des tores de KAM est connexe et rien n’interdit une
dérive dans les variables d’actions.

En 1964, Arnold donne un exemple pour lequel il peut mettre en évidence une dérive
d’ordre 1 dans l'espace des actions. Il formule alors la conjecture suivante : pour f
générique, il existe €, € < €g, tel que pour tous points I’ et I” appartenant & la projection
dans l'espace des actions du niveau d’énergie H = H~!(h), il existe des orbites reliant
un voisinage arbitrairement petit du tore I = I’ et un voisinage arbitrairement petit de
I=1".

L’exemple d’Arnold est basé sur la donnée d’'une famille finie de tores partiellement
hyperboliques (tores de dimension n—1 munis de variétés stable et instable de dimension n)
11, ..., Ty, dont les variétés stable et instable se coupent transversalement dans une sous-
variété d’énergie fixée de H appelée chaine. L hyperbolicité partielle des tores rend difficile
la construction des orbites le long de la chaine. Une hypothese sur la dynamique autour
de ces tores appelée propriété d’obstruction assure ’existence de ces orbites. Une chaine
dont tous les tores vérifient la propriété d’obstruction s’appelle une chaine de transition.

Les tores hyperboliques proviennent de la destruction de tores résonnants le long d’une
surface résonnante de multiplicité 1. Le passage d'un tore & l'autre provoque donc une
dérive dans l'espace des actions.

Il semble difficile de démontrer la conjecture d’Arnold & 'aide de ce mécanisme. En
effet, les tores hyperboliques s’obtiennent au moyen d’un théoreme KAM et leur vecteur
fréquence doit donc vérifier une condition diophantienne. Il se crée donc des lacunes
dans la famille de tores de largeur \/e. Mais la connexion hétérocline entre deux tores
hyperboliques ne peut s’effectuer que dans un voisinage exponentiellement petit en €. La
construction initiale d’Arnold n’est donc pas générique.

Do



Néanmoins, la comparaison du temps de transition des variables d’actions au temps
de stabilité de Nekhorochev peut s’aborder a l'aide de cette construction. De plus, il
intervient dans des problemes de la physique.

Nous appelons domaine d’Arnold ’ensemble des perturbations de systémes intégrables
pour lequelles le mécanisme des chaines de transition est valable.

L’exemple d’Arnold a donné lieu & une abondante littérature. Nous donnons une revue
des résultats obtenus jusqu’a présent, en nous inspirant d’un article de revue de P. Lochak
[Lo].

En 1979, Chirikov [Ch] donne un panorama de ses idées sur l'instabilité. Ses raison-
nements sont heuristiques et largement influencés par les probléemes de résonance en
physique. On y trouve, notamment, 'idée que le temps d’instabilité est lié & la taille
du splitting.

Il faut attendre Easton ([Eal] et [Ea2]) pour trouver des résultats nouveaux sur le
mécanisme d’Arnold. Dans une série d’articles, Easton développe des méthodes et des
outils pour aborder le difficile probleme de 'hyperbolicité partielle des tores. La méthode
des fenétres (qui découle des premiers travaux d’Easton sur les blocs isolants) permet
ma mise en évidence d’orbites le long d’une chaine de tores partiellement hyperboliques.
Malheureusement, ce travail passe en partie inapercu.

En 1982, Holmes et Marsden [HM]| développent, dans un cas particulier, une méthode
permettant de détecter l'intersection transverse des variétés stable et instable d’un tore
partiellement hyperbolique dans un systéme hamiltonien a n degrés de liberté. Ce papier
contient de nombreuses assertions non démontrées mais touche un public plus large que
les travaux d’Easton.

La premiere synthese des connaissances sur le mécanisme d’Arnold est effectuée par
A. Delshams [De] dans sa these. Il discute notamment la généricité de ce mécanisme
dans un cadre analytique. Il faut attendre R. Douady! [Do] pour obtenir un résultat
général de construction de chaine de transition pour une perturbation C'*° d’un hamil-
tonien complétement intégrable. Néanmoins, les méthodes utilisées? semblent difficiles &
généraliser dans un cadre analytique®.

En 1990, Lochak [Lo] reprend en partie les idées de Chirikov [Ch] en explicitant
complétement le lien supposé entre le splitting des variétés stable et instable des tores
et le temps d’instabilité. Il propose aussi, en utilisant la construction d’une chaine de
transition dans un exemple d’Arnold généralisé, de montrer 'optimalité des exposants
de stabilité qu’il a obtenus (voir aussi le travail de Poschel [Po]) pour le théoréme de
Nekhoroshev.

En 1993, L. Chierchia et G. Gallavotti [CG] étudient la construction de chaines de
transition dans un systéme initialement hyperbolique. Le résultat principal de cet article

1Ce travail fait suite & un premier exemple de difféomorphisme instable décrit par R. Douady et P.
LeCalvez [DLeC].

“Essentiellement, il utilise des fonctions de classe C™ & support compact pour obtenir des tores homo-
clines transverses et ensuite des chaines de transition.

3Je signale les travaux de Takens [Ta] sur les fonctions plateaux analytique et les théorémes de passage
du différentiable & I’analytique de Broer et Tangerman [BT]. Il convient de noter que méme si nous pouvions
appliquer ces méthodes, nous n’aurions pas plus d’informations sur la dynamique le long des chaines dans
un cadre analytique.



est la mise au point d’'une méthode directe d’estimation du splitting. Cette méthode leur
permet notamment de mettre en évience le phénomene des “grands angles homoclines”

dans certaines régions de l’espace des phases et pour certains systémes hamiltoniens
dégénérés le splitting est polynomial®. Ils appliquent ce résultat dans le probleme de
d’Alembert et fournissent ainsi le premier exemple “concret” de systéme hamiltonien pour
lequel il existe une chaine de transition®. La méme année, Z. Xia ([Xil] et [Xi2]) annonce un
résultat analogue pour le probleme des trois corps restreint elliptique plan et le probleme
plan des trois corps.

J. Laskar [La] donne, a 'aide de I’analyse en fréquence, un certain nombre d’indications
concernant le comportement des orbites dans les zones d’instabilité. Son travail donnera
lieu & une recherche active dans le secteur des accélérateurs de particules et aussi en
mathématique par le biais de G. Haller [Ha] et S. Wiggins [HW].

Malgré ces travaux, de nombreuses questions demeurent sans réponse. Lochak [Lo]
dresse alors un état des lieux et donne une liste des probléemes a résoudre et des résultats
acquis. On entrevoit alors deux voies distinctes pour aborder ces problemes : 1'une
géométrique, basée sur I’existence d’objets invariants (ou quasi-invariants) et ’autre vari-
ationnelle et donc purement fonctionnelle.

L’une des questions fondamentales est : un tore partiellement hyperbolique, obtenu par
perturbation d’un tore résonant le long d’une résonance simple d’un systéme hamiltonien
complétement intégrable, est-il un tore de transition ? La démonstration de cette assertion,
absente de ’article original d’Arnold, est effectuée par Marco [Ma] en 1995. Il aborde du
méme coup l’estimation du temps de dérive le long d’une chaine de tores dans un systéme
initialement hyperbolique en adaptant la méthode des fenétres développée par Easton.
Il montre notamment que le temps de dérive dans ces systémes est polynomial, rendant
caduques les estimations superexponentielles obtenues par Chierchia et Gallavotti.

Du point de vue variationnel, les premiers résultats concernent l’existence d’orbites
homoclines & un tore partiellement hyperbolique dans lesquels s’inscrivent les articles de
Bolotin [Bo] et J. Mather [Mat].

En 1995, U. Bessi [Be] développe une méthode variationnelle permettant de prouver
I’existence d’orbites d’instabilité dans le systéeme d’Arnold. Il donne aussi une estimation
du temps de dérive le long de la chaine et obtient un temps proche du temps de stabilité
de Nekhorochev.

Signalons enfin le récent résultat de Chierchia [Ch2] qui donne le premier exemple
d’existence d’une chaine de transition dans un systéme hamiltonien proche intégrable non
dégénéré.

2. Résultats obtenus

Notre travail se situe dans le cadre des méthodes géométriques. Nous avons orienté
nos efforts dans trois grandes directions.

La premiere est de nature qualitative. Nous décrivons l'espace des phases au voisinage

4L’exemple proposé par Chierchia-Gallavotti ne vérifie pas cette propriété de grands angles homoclines.
Néanmoins, il se peut qu’il existe des classes de systemes pour lesquels ce résultat soit vrai.
5Ce résultat est en cours de correction par G. Gallavotti.



d’un tore partiellement hyperbolique et le long d’une chaine de tore. Nous démontrons
que les tores hyperboliques provenant de la destruction d’un tore résonnant le long d’une
surface de résonance quelconque vérifie la propriété d’obstruction (Théoréme A). Afin
d’obtenir une description plus précise de la dynamique, nous montrons qu’il existe une
dynamique symbolique au voisinage d’un tore homocline transverse (Théoréme B). Ces
résultats nous permettent de déduire 'existence d’orbites le long d’une chaine (corollaire
A) et l'existence d’une chaine d’orbites périodiques hyperboliques (Proposition A). On
en déduit l'existence d’orbites périodiques de période arbitrairement longue le long de la
chaine (corollaire B), résolvant ainsi une conjecture de Holmes-Marsden [HM].

La deuxieme est de nature quantitative. Nous estimons le temps de dérive d’une orbite
le long d’une chaine. Nous éclaircissons le lien entre les différentes données du probléeme (
angle d’intersection, propriété d’ergodisation sur le tore ) et le temps calculé. On démontre
ainsi que le temps de dérive dans un systeme hamiltonien initialement hyperbolique est
polynomial (théoreme C). La méthode mise au point est général et valable pour une chaine
abstraite, ce qui n’est pas le cas des méthodes variationnelles de U. Bessi [Be]. Nous retrou-
vons d’ailleurs le résultat obtenu par P. Bernard [B] pour ’exemple d’Arnold en adaptant
le méthode de Bessi. Notre démarche doit s’adapter au cas presque-intégrable et nous
montrons que cette généralisation doit permettre de dépasser les méthodes variationnelles
existantes et d’obtenir I'optimalité des exposants de stabilité du théoréme de Nekhoroshev.

Nous démontrons aussi que la méthode des fenétres d’Easton s’applique au systéme
d’Arnold. L’idée est que cette méthode fournit un bon moyen de calcul de temps de
transport (c’est a dire déplacement d’un volume donné) et pas seulement une estimation
du temps de dérive (associé a une orbite particuliére).

La derniere se propose d’appliquer ’ensemble de nos résultats a des systémes issus de
la physique. Nous décrivons dans un premier temps une classe de systémes pour lesquels il
existe toujours des chaines de transition (Théoréeme D). Notre but est ensuite de montrer
qu’'une grande classe de ces systeémes contient des problemes physiques classique (probléeme
restreint elliptique plan des 3 corps, dynamique d’une galaxie elliptique, atome de Rydberg
soumis a des champs electrique et magnétique transverses ...).

Ces trois orientations constituent les trois chapitres de cette these.



Rappels et théorémes principaux

1. Topologie et convergence des variétés

1. Topologie faible ou topologie compacte-couverte sur C™ (M, N) : Soient M et N deux
variétés C", on note C"(M, N) 'ensemble des applications de M dans N de classe C".

La topologie faible ou C" compacte-ouverte sur C"(M, N) est engendrée par les en-
sembles définis comme suit. Soit f € C"(M,N). Soit (¢,U), (¥, V) des cartes sur M et
N; soit K € U un ensemble compacte tel que f(K) C V; soit 0 < € < co. On définit les
voisinages faibles par

N (£ (8,0), (%, V), K¢
comme l’ensemble des applications de classe C”, g : M — N, telle que g(K) C V et

I D*(wfo~") (@) — D (vge™")(2) lI< e
pour tout z € ¢(K), k=0,...,r

2. Soient M une variété de classe C”, et S et S deux sous-variétés de classe C” de M
avecr > 1. On note m: S — M et # : S — M les inclusions canoniques. On dit que S et
S sont € proche en topologie C7, si il existe un difféomorphisme A : § — S de classe CT
tel que

|foh—m|<e

3. Soit M une variété de classe C" et f un difféomorphisme de classe C™ de M avec
r > 1. Soient S et S deux sous-variétés de classe C™ de M , invariante par f. On dit que
f"(g) converge vers S en topologie C” si et seulement si pour tout € > 0, il existe N € N
tel que Vn > N, f"(§) est € proche en topologie C” de S.

2. Hyperbolicité normale et conséquences

1. Ensemble normalement hyperbolique : Soit f : M — M un difféomorphisme de
classe C! sur une variété riemanienne M laissant invariant une sous-variété compacte
Cl, fV = f, alors f est normalement hyperbolique sur V si I’application tangente T'f :
Ty M — Ty M laisse invariante une décomposition continue Ty M = N* + TV + N¥ et

(&) m(N*f) >[| V|
() | N°f [I< m(Vf)
ou N“f =Tf |nu, Vf=Tf |rv, N°f =Tf |ns et

m(N*f) = infpev | Ny fHI70 0 IV lI=suppey || Vo f |l
| N°f ||= suppev || Np £ |l m(V f) = infpev || Vpf 71 |7
En terme de flot de champs de vecteurs, on a: le flot ¢; de classe C! sur M est nor-

malement hyperbolique en V, si ¢;V = V pour tout ¢, et f! est normalement hyperbolique
en V.



2. Une des propriétés importantes de ces ensembles est la suivante (voir [Sh], p.99) :

Soit A un ensemble normalement hyperbolique invariant pour un difféomorphisme de
classe C", r > 1, d'une variété M, il existe un voisinage U de A dans M et un voisinage V
de f pour la topologie C!, tels que, si g appartient & V et si K est un ensemble invariant
pour g, c’est un ensemble normalement hyperbolique pour g.

3. Le théoreme de Kolmogorov-Arnold et Moser

1. L’étude des hamiltoniens proches de systemes intégrables nous amene a nous poser
la question naturelle suivante: de quelles propriétés des systémes complétement intégrables
les systémes hamiltoniens voisins héritent-ils 7 Par exemple, qu’advient-il des tores invari-
ants par le flot d’'un hamiltonien Hy complétement intégrable sur 7™ x R™ lorsque H est
perturbé en un hamiltonien proche dans la C'*° topologie mais quelconque par ailleurs 7

Ce type de question trouve une réponse dans le théoréeme des tores invariants de Kol-
mogorov, Arnold et Moser; ce théoreme affirme que, si pour une valeur Iy des variables
d’action, les fréquences wj(lp),...,wn(lp)) satisfont & une condition diophantienne, et si
la matrice hessienne de Hy = Hy(I) en Iy est inversible, alors le flot hamiltonien associé
a une “petite perturbation” de Hy est quasi-périodique de mémes fréquences, sur un tore
de dimension n plongé dnas T™ x R", invariant par le flot et “proche” du tore 7™ x {Io}.
Précisément,

Théoréme des tores invariants (K.A.M): Soient Hy un hamiltonien complétement
intégrable sur T™ x R™ et Iy un point de R™. Supposons que Hy et Iy vérifient les hypothéses
suivantes :

i) Le vecteur w =

<%(Io),...,a—HQ(IO)> satisfait une condition diophantienne
o6 oI,

faible; c’est a dire, il existe deux constantes ¢ > 0 et 7 > n — 1 telles que V k € Z™\ {0}

n n =T
| Zkiwi |Z C(Z | ki |>
i=1

i=1

g : 9% Hy : :
it) La matrice (1o) est inversible.
0I;01; s

Alors Hy posséde un voisinage W dans C®°(T™ x R") tel que, pour tout hamiltonien
H dans W on puisse trouver un tore Ty de dimension n invariant par le flot hamiltonien
de H, en sorte que :

i) Ty soit le graphe d’une application uy dans C*°(Tn x R™);
it) Ty soit une sous-variété lagrangienne de T™ x R™;

i11) le flot de H restreint a Ty soit conjugué au flot hamiltonien de Hy restreint d
T" x {Ip}, i.e. au flot du champ constant w sur T"; plus précisément, il existe un
difféomorphisme gy € Diff*°(T",0) tel que, en notant fi le flot hamiltonien de H et
ft =gy o Ry, 0 gﬁl, on ait Vo € T,



Fe@,up(8)) = (fo(8), ur o fu(8)) .

4. Le théoréme de Nekhoroschev

Le probléeme de la stabilité des variables d’action peut étre envisagée sur un temps fini.
Précisément, N.N. Nekhoroshev [Ne| a montré le théoréme suivant:

Théoréme de Nekhoroshev: Supposons que le hamiltonien Hy satisfait certaines
conditions de “raideur”. Alors il existe deuz constantes a, b et €y telles que pour tout
0 < € < €, toute solution I(t), ¢(t) du systéme Ho(I) + eH1(I, d) satisfait

| I(t) - I(0) |< €
pour tout t € [0,T] ot

T = L exp(=)

€ €a

Plus tard, Lochak [Lo| (puis Poschel [Po]) ont démontré que dans le cas ou Hy est
convexe (ou quasi-convexe) les exposants a et b peuvent étre pris égaux a 1/2n, ou n est
le nombre de degrés de liberté du hamiltonien. La preuve de Lochak semble indiquer que
ce résultat est optimal.

La démonstration originale de Lochak [Lo] permet, grace a I’argument d’approximation
diophantienne simultanée utilisée dans la démonstration, d’établir un théoréeme de sta-
bilité en temps exponentiellement long au voisinage d’'une résonance de multiplicité
d=1,...,n— 1 avec les exposants améliorés a = b = 1/2(n — d).

5. Tores hyperboliques, chaine de transition et propriété
d’obstruction

1. Les variétés symplectiques considérées seront de dimension 2m + 2k, les tores in-
variants seront de dimension m, et leurs variétés stables et instables seront de dimension
m + k. On parlera alors de tores partiellement hyperboliquesS.

Plus précisément, ces tores proviennent de la destruction de tores résonnants d’un
systéme hamiltonien complétement intégrable. Le résultat de Treshchev [Tr] (ou Graff
[Gr] dans un cas non dégénéré) formule cette assertion de facon rigoureuse.

Soit H(I,¢,¢) = Ho(I)+eHy(I,¢), w = (0Ho/0I)(lp) tel que (w, k) =0 avec k € g ou
g est un sousgroupe nontrivial de Z™ de rang [, K une matrice de vecteurs 7 engendrant g
(c’est a dire K'w = 0) et K, une matrice formée de vecteurs 7, unimodulaires complétant
la base engendrée par les vecteurs 7 dans Z", et IT = (8% Hy/0I?)(Ip), alors :

511 faut noter que ces objets ne subsistent pas forcemment sous faible perturbation, en opposition avec
les objets normalement hyperboliques.



Théoréme K.A.M. hyperbolique : Supposons les conditions suivantes vérifiées :
i) La matrice II est non-dégénérée ;

ii) Les valeurs propres de VK'IIK sont positives ou nulles ;

i) Le vecteur w* = Klw est tel que pour tout 0 # v € Z" on a | (w*,v) |>c|v|™,

n
|V|=Z|uk[,c,m>0;
k=1
Alors pour tout € > 0 il existe une famille de tores invariants de dimension m 17" ()
du systéme initial de fréquence w*.
De plus, il existe un changement de variables canonique et analytique tel que le hamil-
tonien s’écrive :

Ve

5 (0, T(Ve)p) + Vels, 0, Velu) + Ved (0, p, 5,4, Ve) +€g(0, p, 5,0, Ve)

(w*, p) +

ou g = Og(S,U) et g = 03(/0,3, 'LL)
Les tores T7(€) sont alors définis par {(p,0,s,u) | p=s=u=0 }.
Les variétés stable et instable possedent une paramétrisation de la forme:

ps:(a,s) — (z=a+ Ns(a,s,¢€),y = Ms(a,s,¢€),s,u=Z(a,s,¢))
Py (byu) — (z=>0+4+ Ny(bu,e),y = My(b,u,e€),s =W(bu,ce),u)

ou Ng, M, Z (resp. Ny, M,, W) sont des fonctions analytiques en a et s (resp. b, u)
s’annullant en s = 0 (resp. u = 0).

De plus, le flot sur les variétés est donné par :

a w
s = eP(a,s,€)s
et Re(y,®%) > u |~ |% p > 0 pour tout v € C.

Nous citons pour étre complet, les travaux de Chierchia-Gallavotti [CG], Rudnev-
Wiggins [RW] et Niederman [Ni], qui donnent des améliorations du théoréme précédent.

2. Soient M une variété symplectique et H un hamiltonien sur M. On suppose que le
systeme Xy défini par H possede un tore invariant partiellement hyperbolique T, contenu
dans un niveau régulier H = H~1(h), on dira que T possede la propriété d’obstruction
lorsque toute sous-variété V de H invariante pour Xy et intersectant transversalement
dans H la sous-variété stable W*(T') vérifie W*(T) C V.

3. On appellera chaine de transition pour le systeme (M, H) une famille finie (T3)1<i<n
de tores invariants partiellement hyperboliques, contenus dans une méme sous-variété
H = H~!(h), telle que chaque tore posséde la propriété d’obstruction, et telle que W*(T5)



coupe transversalement dans H la variétée W?¥(Ti41), pour 1 <4 < n —1. Compte tenu
des dimensions, W"(T;) N W3 (T;+1) est alors une union d’orbites hétéroclines isolées.

4. Si (T};)1<i<n est une chaine de transition, et si U; et U, sont des voisinages arbitraires
(dans 'H) des tores extrémes 17 et T, l'ensemble des orbites intersectant les deux voisinages
Uy et Uy, est un ouvert de l'espace des orbites du systeme Xg restreint & H. En effet, la
sous variété W*(T;) est invariante par le flot, et coupe transversalement W*(T;; ), donc

W(T;+1) C W¥(T;) pour tout i. Une récurrence immédiate montre alors que W*(Tj4+1) C
Wu(Ty), et l'orbite de tout point p de W*(T7) N U; coupe a la fois Uy et U,. L’ensemble
de ces orbites de transition est donc non vide, et il est ouvert par les théorémes classiques

de dépendance des solutions par rapport aux conditions initiales.

< ")
v T

I

6. Temps d’ergodisation ‘

Soit w un vecteur unitaire (noté w & S"‘l), le flot linéaire sur le tore T™ noté w; :
T™ — T™ est donné par wi(f) = 0 + tw.

Soit Bgr(f) une boule de rayon R centrée en 6, on dit que w ergodise 7" a
I’approximation R aprés un temps 7 si

U wi(Br(6) =T"
o 0<i<T
pour tout 6 € T™.
Soit w un vecteur satisfaisant une condition diophantienne, précisément, pour 7 > n/2
et C > 0, on considére ’ensemble :

D(r,v) = {wesn—l | |w.k > “ ]:”T, VkezZ*\ {0} }

ou || . || est la norme euclidienne. Nous avons alors le théoréeme suivant di a S. Dumas
[Du]:

Temps d’ergodisation: Soit 0 < R < 1, et w € D(7,7), le flot linéaire sur T™ de
vecteur fréquence w ergodise T™ a l’approzimation R aprés un temps T, o

2C
o= v R2
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avec a =T +n/2 et C une constante.

L’exposant optimal a = 7 a recemment été obtenu par J. Bourgain, F. Golse et B.
Weinberg [BGW]. Le temps d’ergodisation peut encore se calculer dans le cas d'une con-
dition diophantienne tronquée [Du].
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1. Dynamique autour d’un tore hyperbolique

L’article initial d’Arnold [Ar] présente des idées permettant de montrer ’existence
d’orbites d’instabilité. Certains points de sa démonstration sont énoncés sans preuve.
Notamment, il ne démontre pas que les tores partiellement hyperboliques qu’il construit
possedent la propriété d’obstruction. Il donne simplement une idée de la démonstration
sur un tore “simple”.

En 1996, Marco [Ma] montre que les tores partiellement hyperboliques au voisinage
d’une résonance simple possédent la propriété d’obstruction. Sa démonstration est basée
sur un A-lemme adapté. Un travail moins général est effectué par Perfetti [Pe] pour les

tores partiellement hyperboliques du systéeme d’Arnold en utilisant une idée de Chierchia-
Gallavotti [CG].

Les études précédentes ne s’appliquent pas au probléeme de la transition entre surfaces
de résonance simple. Le but de cette section est de combler cette lacune : nous avons
étendu le A-lemme de Marco au cas des tores hyperboliques le long de surfaces de résonance
quelconque. On en déduit sans peine que ces tores vérifient aussi la propriété d’obstruction.

Dans le §.1 nous énoncons la propriété d’obstruction pour des difféomorphismes. Le
§.2 donne une démonstration d’un A-lemme pour un difféomorphisme possédant un tore
invariant normalement hyperbolique, nous corrigeons a cette occasion un précédent travail
de Wiggins [Wi]. Nous démontrons au §.3 un A-lemme pour un difféomorphisme possédant
un tore invariant partiellement hyperbolique. Le §.4 étend ce lemme aux champs de
vecteurs hamiltoniens. Nous démontrons enfin la propriété d’obstruction pour un tore
partiellement hyperbolique provenant de la destruction d’un tore résonnant le long d’une
surface de résonance multiple.

1.1. La propriété d’obstruction

La preuve de 'existence d’orbites de transition le long d’une chaine utilise habituelle-
ment la propriété d’obstruction introduite par Arnold [Ar].

1. Soit M une variété symplectique et H un hamiltonien sur M. On suppose que le
systeme X défini par H posséde un tore invariant partiellement hyperbolique T', contenu
dans un niveau régulier H = H~1(h).

Un tore T satisfait cette propriété si pour toute sous variété A de H, transverse &
W*(T) et invariante par X, on a I'inclusion

W*(T)cCA.

2. Soit S une variété et f un difféomorphisme de classe C” (r > 2) admettant © comme
tore invariant partiellement hyperbolique. On note W#(©) (resp. W*(0)) la variété stable
(resp. instable) du tore ©.

Pour toute sous-variété A de O intersectant W?*(©) transversalement dans S, tout
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point b € W¥(O) et tout voisinage ouvert B de b dans S, il existe un entier n tel que
f™(A) intersecte B.

Remarque: Il convient de noter que les diffémorphismes considérés ne sont pas forcem-
ment symplectiques. De méme, il est possible de donner une définition de la propriété
d’obstruction pour des champs de vecteurs généraux (voir par exemple Arnold-Avez [AV],
§.23.3, p:93).

1.2. Le M\-lemme pour un tore normalement hyperbolique

S. Wiggins [Wi] a démontré un A-lemme pour des tores normalement hyperboliques.
La démonstration suit dans les grandes lignes celle de J. Palis [Pa] pour un point fixe
-hyperbolique. Néanmoins, il faut prendre en compte le comportement des variables an-
gulaires (appellées variables neutres dans [Wi]). Il impose alors une condition d’inclinaison
(cond. 3.4.8. p.325) sur les variétés relevantes de ce A-lemme.

Ce A-lemme est ensuite utilisé pour démontrer un analogue du théoréme de Smale-
Birkhoff pour des tores hyperboliques. La démonstration utilise le fait que toute variété
transverse & la variété stable du tore converge en topologie C' compacte ouverte vers
la variété instable du tore. Or, la condition d’inclinaison introduite par [Wi] dans les
hypotheses du A-lemme rend cette démonstration incomplete.

Nous démontrons ici le A-lemme sans cette condition de cone, comblant ainsi une lacune
de la démonstration initiale de Wiggins [Wi].

Soient z € T™ et M (z) une matrice m x m. On note | . | une norme quelconque sur
I'espace des matrices carrées m x m et

| M(z) ||= sup | M(z) |
zeT!

Soit M une variété C* de dimension N et f un difféomorphisme de classe C" (r > 2)
de M.

Soit T un tore normalement hyperbolique de dimension [ invariant par f. On suppose
que 7 possede des variétés stable et instable de dimension [ + n et [ + m respectivement,
avecl+m+n=N.

1l existe un systéme de coordonnées’ dans lequel f prend la forme suivante dans un
voisinage B de 7 :

f(s,u,0) = (A(9)s, B(8)u,0) + g(s,u, )

ott (s,u,0) € R"xR™x T, g(s,u,0) = (gs(s,u,0), gu(s,u,0),gs(0)), A(8) est une matrice
n X n, B(#) est une matrice m x m, et

i) on a ¢4(0,0,0) = ¢,(0,0,6) =0
11) gs(oau>9) = 0

"Ce résultat n’est pas évident. Il est démontré par Wiggins en utilisant les travaux de A.M. Salmoilenko
[Sa] et Sell [Se].
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iii) gu(s,0,0) =0
i) [A@) IS A<L, 1 BTHO) IS A< L, et || A©) [I<]l 9(8) I<]| B(8) |l
Nous avons alors le résultat suivant, annoncé par Wiggins [Wi] :

Lemme 1 Soit f un difféomorphisme de classe C? d’une variété et T un tore normale-
ment hyperbolique de f. Si A est une variété de méme dimension que W¥(T), transverse
a WS(T), alors les itérées f'(A) tendent, lorsque | tend vers +co, vers la variété instable
WU(T) dans la topologie C' compacte ouverte.

Démonstration :
a) Quelques inégalités : Soit k € [0,1[. Comme ¢(0,0,8) = 0 pour tout § € T™, on a
par continuité, en choisissant le voisinage B assez petit
| Dg <k . (h1)

On peut de plus choisir k assez petit pour que

A+ k

et

A1+2k)<1.

Nous pouvons aussi supposer B assez petit pour que pour tout point p = (s, u,0) € B,
on ait :

| 9s(p) < k1| P’ | (h3)

oup’ = (s,u) et ky > 0 vérifie

Ei+A<pu.

De plus, comme la dérivée partielle 0,95 est d’ordre au moins un en (s,u), il existe
une constante K > 0 tel que pour tout p = (s,u, ) € B, on ait

| Ougs(p) IS K | p, I - (h4)

b) Comportement des vecteurs tangents & A par itération le long de W*(7)

Notons p le point d’intersection de A et W$(7). Soit vp un vecteur tangent & A en p.
On note g suivant la décomposition du fibré tangent & M le long de 7 comme (v§, v¥, v§),
et les itérés de vy par I’application linéaire tangente D f par D f"(vg, v, vg) = (vS,v%,v9),

ou Df s’écrit

A(e) + as‘gs augs 3993 + OpAs
Dgf = | Gstis B(8) + Ougy 089y + 09Bu | (q) .
0 0 Op g6
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Comme p appartient & W*(7), nous avons

asgu(s’ 0, 6) = (%gu('s: 0, 9) =0,

ce qui nous donne la matrice Jacobienne suivante

A(e) Ea 3595 3ugs 3995 + OgAs
Dpf=10 B(0) + Ougu O (p) -
0 0 Oa 9o

Nous obtenons les relations de récurrence suivantes sur les vy,:

vi1 = (A(0) + 0s9s)v5 + Ougsv¥ + (Oggs + OpAs)v?
Ux+l = (B(@) + 8ugu)v71i )
W,y = Opgorlh

ce qui nous donne, en utilisant les inégalités (hl) et iv) :

lvaer | < ANHE) [ g | + | Ougs || vir | +K | 0} |
| vl < (T —k) ||
IUZ+1| = k|”ﬁ|
Nous avons donc,
| vngs | A vl 1 | v |
hal o A_l_klvglm_l_k(laugs(pnm—klv%l)
|'Ufl+1| k|8
v | = A=k ug|

La seconde inégalité nous donne par une récurrence immédiate

|v2+1|<< k )”IvSI

o2 | — ANk ||

L’inégalité (h2) implique

On en déduit

| 1

[vrsz+1| vrSL]
< -
=He] T3

|(9g(10)|+u"[vgl

e )
| vmgn | = | vg |
Soit p, = (sp,0,6,) un point de W*(7). On a

Sn+l = A(Q)Sn i gs(pn) .
On en déduit, d’apres 'hypothese (h3)

Igs(pn) [< k1 | Sn l )
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sOit | Spy1 |[< ] sn |, €t

| sn+1 < u™[so] -

L’inégalité (h4) nous permet alors d’écrire

| Ougs(pn) |[< Kp™ .

Par conséquent, nous avons

vhal ol ot (o |98
T e | vg |
On en déduit
| V41 | | v5 | /
Ivz | < "(|vu|+(n+1)K> :
n+1 0
ou
0
K+ 1%l Uﬁl
K/ |UO |
Al —k
S
Comme p < 1, on conclut que lim [ vn | =),

n—too [ v |

c) Extension a un voisinage de p: Soit € > 0 fixé. On note que si ¢ € W*(7),
alors

Ougs(q) =0, Dgs(q) =0 .

Pour § €]0, €[, on peut trouver par continuité un voisinage W,,, v > 0, de la variété instable
dans B, de la forme

W, ={peB |dp,WT) <v},
tel que

| Ougs(p) II< 6, || Bogs(p) I< 6 - (1)

9 vP v%, v¥) un vecteur, la quantité Z(v)

On appellera inclinaison d’un vecteur v = (v
sup(| vg |,| v
| vy |
Le vecteur unitaire vy peut étre choisi comme ayant la plus grande inclinaison des
vecteurs unitaires de (T'A),. Le point précédent nous assure 'existence d’un N, tel que
pour n > N, tout vecteur non nul de (T'A,),,, a une inclinaison Z(v) < €/4 lorsque
pn € W. Par continuité du plan tangent a A,, il existe une sous-variété plongée dans
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An, notée A, telle que AN WY (T) = py et l'inclinaison de tout vecteur unité v de (T&)p,
p €W, vérifie
I(v) <e/2. (2)
On choisi v assez petit afin d’assurer

1 -A2k+ )
f=————— ‘¢ 3
A1 +€/2) (3)
Soit v = (v¥,v%,v?) un vecteur de Tqﬁ, q € A. La Jacobienne de f le long de A est
donnée par

A(Q) + asgs 8ugs aBA(H)S + 8993
Df(‘]) = OsGu B(@) + Ougu 863(9)“' + 0o gu (q) .
0 0 oy

Nous obtenons donc les relations de récurrence suivantes,

vne1 = (A(8) + 0595)v5, + Ougsvi + (ogs + BpAs)uy,
Upr1 = Osguvl + (B(6) + Ougu)vy + (09 B(0)u + ngu)vfl
W, = 0Opgovd

A T'aide des inégalités iv) et (hl), on a

|vper | S (A+E) v [+6] vl | +6] 0] |
|v§+1| > —klevfl|+(k‘1—k)Ivitl—klvfil
Ivn—f—l‘ S klvnl

On en déduit

el a4 L
| v | < k4 # .
| v | Z 'Ursz )
‘U u
n Tl
D’ou, en utilisant (2),
(/\+k)' n | +6(1+5)
| vag1 | | vy | 2
v |~ (AL —k) — ke ’
soit,
Sl (kYL S0+d
v ] T \A L =k(l+€)/ |v2] A 1—k(l+e)
o(1
Posons 8 = Atk tt o) On a donc par récurrence,

M —k(l+e) T AT A(1+e)'
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| va | %6 | 1
<pg" + :
EIRTI e
Comme § < 1 d’apres (h2) et 1 X 3 = % d’aprés (3 ), on a, pour n assez grand
S
vl
| v |

d) Dilatation le long de W*(7) : On étudie le rapport des vecteurs tangents & A,
dans la direction normale a 7. Nous avons

| gy 12+ | vhy |2:|U5+1| 14 €2
| vg |2+ | vg |2 |vd | V1+e2

Comme € > 0 peut étre choisi aussi petit que ’on veut, et
,U’U.
% > A7 — k(1 +2€)
| i |

on voit que la norme des itérés des vecteurs tangents a f”(&) dans la direction normale &
T se dilate d’un facteur A~} — k > 1.

Cecl achéve la démonstration du A-lemme. O
Remarque :

Comme signalé dans lintroduction, ce lemme nous permet de compléter la
démonstration du théoreme de Smale-Birkhoff pour les tores normalement hyperboliques
proposée par S. Wiggins [Wi].

On suppose que les variétés stable et instable du tore 7 précédent se coupent transver-
salement suivant un tore 7 de dimension [. Nous avons alors le résultat suivant :

o0
Soit A= {1,...,N}, N >2,onnote & = H A Soits€Z,s=(...,5-1,50,51,--)s
1=—00
on note [s]; = s;. On définit le shift & N symboles comme ’application o : ¥ — X telle
que

[o(s))i = si+1
Théoreme : Il existe un voisinage de T tel que f™ posséde un ensemble invariant

hyperbolique A topologiquement équivalent a un produit d’un Cantor par un tore, pour un
n > 1. De plus, il existe un homéomorphisme ¢, tel que le diagramme suivant commute

A oA
¢l Lo
E 2 =
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Nous démontrerons dans la partie 2 un résultat analogue pour les tores partiellement
hyperboliques.
1.3. Le M-lemme pour des tores partiellement hyperboliques

On note V =T™ x R™ x R% x R%. On notera (8, p, 5,u) les coordonnées sur V.

Difféomorphisme d-hyperbolique modeéle : Soit f un difféomorphisme analytique de
V et © un tore partiellement hyperbolique invariant par f.

On suppose que f a la forme suivante dans un voisinage O de © :

f(0,p,5,u) = (0 +v(p), p, ks, lu) + (0, p, 5, u) (4)

ou ko = kisi,...,kgsq, lu = Liuy,...lgug et v et r = (ry,7,,7s,7y,) sont définies et
analytiques dans O, et vérifient les conditions suivantes:

Dki<letly=ki'>1pouri=1...d

(ii) r est d’ordre au moins 2 en (p, s,u)

(iii) r,=0et rs =0dans {p=0,s=0}NO

(iv) r, =0, 7, =0dans {p=0,u=0}NO

(v) 79 = 0 dans W3(©) U W*(0©)

(vi) | Opv |< 1, 0u | . | est la norme uniforme dans O

(vii) si & > 0 est fixé, sup{|| 82,7w(p) ||, p € O} < a ot v € {p,s} et w € {6, p, s}

Le tore © a pour équation (p = 0,s = u = 0). On note E° (resp. E") le sous-espace
(p=0,u=0) (resp. (p=10,s=0)).

On note d la distance produit usuelle sur V2m+24 ), = {p € V2m+2k | d(p ©) < v}.
On appelle paramétrisation normale d’'une variété de dimension k£ une paramétrisation ¢
telle que :

C]—a,ﬂ[XX]—@,a(\j[—’ Vlly u_}(co,gp,cs’u)'

0

Soit v = (v%, v?, v*,v*) un vecteur, on note Z(v) la quantité

I(’U) — Sup([ 'Ue [l’JuUi’) |7 | 'US I) .

Soit A une variété de dimension d qui intersecte transversalement W#(©) dans O. On
appelle inclinaison de A le nombre réel :

D(A) =Sup{ Z(v); ve To(A), pEA }.
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On dit que la variété V de dimension d est adaptée & V, si on peut trouver une
paramétrisation normale ¢ définie sur | — v, v[%. Dans ce cas, on dit que A est § redressée
si D(A) < 6.

On appelle C(v) I'ensemble des variétés de dimension d A telles que, A N W$(Q) = p,
p € V,,, A intersecte transversalement le sous-espace {(6, p, s,u) | v = 0} dans O et chaque
vecteur tangent v = (v, Vg, Us, vy) de TpA satisfait la condition de redressement :

<1. (R)

Lemme 2 (A-lemme faible) Soit f le diffeomorphisme analytique modéle, définit dans
un voisinage V, de © et u > 0 donné, il existe vy €]0,v[ et un entier positif ng tel que
pour tout v €]0,1p] et A € C(v), si n > ng, alors A" = fM(A) NV, est adaptée a V, et
u-redressée dans V,.

Démonstration :

a) Hypothéses : Soient § = sup | k; |, ko €]6,1[, lo €]1,67 [, k1 = ko—6 > 0
i=1,....d

et i =61 —1p > 0. Comme 7 est du second ordre en (p,s,u), on peut trouver vy €
10, Inf(v, (1 — ko)/4] tel que pour v €]0, v}, la norme uniforme M de la dérivée Dr dans
V, vérifie

AM < Inf(ky, ;) (h1)
et
1+ 2M
R I
Yy h2)

En particulier, on a v < (1 — kp)/4 < 1. On peut aussi supposer que si v < vy,

| rs(p) [< k1 | P | (h3)
pour tout p = (6, p, s,u) € V,, avec p' = (p, s, u).

De plus, comme les dérivées 0,7y, 0,7, and 0,75 sont d’order un en (p, s, u), il existe
une constante K > 0 telle que pour tout v < vy et p € V,,

| Quro() IS K |2 |, || Qurp(p) IS K| D" |, || Qurs(p) IS K || . (h4)

b) Inclinaison des vecteurs tangents & V par itération le long de W3(0©) :
Supposons V' € C(v) pour v €]0, vp[. Soit vp un vecteur tangent dans le fibré tangent a V
en p = W*(©) NV noté Tp(V). On note vo = (v§, v8, v§, v¥) et

Dfn(vgvvg’vts)?v(l)‘) = (Uzvv'gvvavz) .

La composante v§ est non nulle, puisque V est transverse a W*(©) en p. Soient
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p1 = f(p) v1 = D fy(vo)
f*(p) vo = D fp, (v1)

pn=f"(P) va=Dfp (v

b.1) Quelques inégalités sur les composantes de p, : On note p, =
(On, pny Snyun). On a spt1 = k.sp + rs(pn). Comme p, € W3(0), on obtient & l'aide
de (h3), | rs(pn) |< k1 | sn |- Alors, | spt1 |< ko | sn |, d'ou

| snt1 [< ko |snl - (5)

b.2) Comportement des itérés de v : On calcule tout d’abord la matrice Jacobi-
enne de f en p. Comme p € W#(0), on a

807”6(10) = Oa aerp(p) — 07 Bgru(p) =0 857"9(10) = 07 asrp(p) = 0) asru(p) =0 ’

dod
I 0,(v(p) +ro) 0 OuTo
B 0 I+ 8pr, 0 OuTp
Dof=1 gre  Oprs k40e Ours | P
0 Byt 0 I+ 0ur

Par conséquent, en utilisant (vi), nous obtenons les inégalités suivantes

| vrel+1 | 1 | ’UZ. | | l -
i, ] = er—an (Mo ]+(1+M)] oyt | Guro(en) |
n+1
| vpi1 | 1 | v |
| ”;;4-1 ] < 6—1 —2M ((1 + )| u | + | Ourp(pn) |>
| o741 | 1 | 08 | ] | | o2 |
= 5+ M)=n
\ |v#+1| - 6—1_21\/[ Ml ’u,‘ |’U—,1t|+( o )|v%|+18u7's(pn)[

Comme p, € W*(0), on a, en utilisant (h4) et 5,

| Ouro(pn) |< Kk | Ourp(pn) |< Kkg | Ours(pn) IS Kkg -
On obtient donc,

T (14 3M)Z(vn) + K] < koZ(vn) + Kk .

1
-6 l-2M

Une récurrence simple nous donne

I(vn) < kg(Z(vo) + K(n+1)) .

Comme ko < 1, on en déduit que lim Z(v,) = 0.
n—-+o0o
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c) Validité des inégalités : Afin de justifier nos calculs, nous devons nous assurer que
—M | v | +(671 = M) |v¥|>0
pour tout n.

c.1) Céne de redressement : Une condition suffisante pour avoir —M | v | +(I — M) |
v |> 0 est

[ve| 6 1—M
< :
| v | M
-1 _ [
Comme > 1, on considere le sous-ensemble C(v) de T,V tel que
p
’ UTL [ < 1
| v |

Le cone C(v) choisi n’est pas optimal, mais ceci sera sans importance pour la suite.

c.2) Stabilité de C(v) par itération : Nous allons montrer que C(v) est stable sous
itération par f le long de W?%(©). On a

”Z+1 = (I + 0prp(pn))vh + Ourp(pn)vy

Uper = (Opru(pn))vh + (L + Ouru(pn))vy

On voit facilement que

| vh |
P (1+ M) + M
| Un+1 | | U% | (6)
[T SR | vA |
§l—M-M
| i |
|U,€| o aed R e Ifo-l] 5
Comme —> < 1, on en déduit a l'aide de (h2) ——— < 1. Par conséquent, on a
| Un | | Un+1 |

v, € C(v) pour tout n.

d) Extension des résultats précédents & un voisinage de p : Soit p > 0 un réel
fixé. Le point ¢ appartenant & W*(©), nous avons

3u7”9(10) =0 aur,o(p) =0 (9u7's(P) =0.
Soit 61 €]0, p[, On peut trouver par continuité un voisinage ¥V de la variété instable dans

Vy, de la forme W, » = {p € V, | d(p, W*(©)) < v/}, tel que

I Gura(p) IS 61 |1 Ourp(P) IS 61 || Burs(p) [I< 61 -

On peut aussi supposer que

(1 —ko)u '

o = 5
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Comme wvg peut étre choisi de facon a avoir l'inclinaison Z(vg) maximum des vecteurs
unités tangents de (T'V),, il existe ng tel que, pour n > ng, tout vecteur non nul de
(I'Vp)p,, a un inclinaison Z(v,) < 6/4 en p, € W. Par conséquent, par continuité du plan
tangent V,,,, il existe une sous-variété V plongée dans Vo avec VN W3(©) = pn, telle
que l'inclinaison Z(v) de chacun des vecteurs unité v dans (T'V),, p € D satisfait

Zlv) < w2 .
Soit v = (v, vP, v, v*) € TPV pourpe V. On a
I + Oty 8;,(7)(/)) + 7‘0) OsTg OuTo
Ogrp I+ 3, BTy Butp

OpTs BT k+ Osrs OuTs
OgTu OpTu OgTai [+ OyTy

‘Dpf = (p) 3

d’ol les inégalités

| w8 ] < A+ M) |8 |+(1+M)|vh|+M|v5|+61 | v¥|
|vhir | < M|vS|+(1+M)| vl |+M | v |+6 | v} |

| v | < M|E|+M | w8 | +(k+M)|v|+61|v¥|
|vdy | = (=M)|vE | =Ml |+ |v5|+]v3])

Nous obtenons donc I'inégalité suivante sur l'inclinaison

1+M
I(vp41) < 1 —aM

Une récurrence facile nous donne

I(’Un) + 51 < koI(Un) + 51 .

01

Z(vnt1) < kP T(vo) + 61(1 + ko + ... + kD) gk3+lz(vo)+1 .l
— O

Comme Z(vp) < /2 et 61/(1 — ko) = /2, on en déduit que

I(UTH-I) < W

e) Dilatation le long de W*(©) : Nous allons montrer que f™(V) est dilatée dans la
direction de W% (©). Pour cela, nous allons comparer la norme des vecteurs tangents &
f™(V) a celle de leur image par Df. On a

IV P+ 100 P+ 05y P+ 10 B ot || (15 322(0me0)

JIaE+ Tk + o p gl Tl 14370

L’expression de vy, ; et vy nous donne

Wonen s -1 pr - przun) .

o |

Comme les inclinaisons Z(v,+1) et Z(vy,) sont arbitrairement petites, on voit que la norme
d'un vecteur tangent & (V) se dilate d’'un facteur 6= — M > 1 par (h1).
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f) Conclusion : Comme f™(V) s’étend le long de W™(©), et les vecteurs tangents a
f”(‘//\) ayant une inclinaison uniformément petite, il existe 7 tel que, pour tout n > 7,
f™(D) est p-proche & W*(©) en topologie C' compacte ouverte. Ceci termine la preuve
du A-lemme. O

Une démonstration analogue nous permet d’étendre ce résultat aux variétés de dimen-
sion n transverses a la variété stable du tore.

On note C l'’ensemble des variétés A de dimension n qui coupent transversalement la
variété stable W*(©) du tore © dans O et telles que pour tout p € A N W?*(O), chaque
vecteur tangent v € T,A vérifie la condition de redressement (R).

Alors, on a :

Lemme 3 (M-lemme) Soit A € C alors les itérées f™(A) convergent vers la variété
instable W*(©) du tore © en topologie C* compacte ouverte.

Remarques :

1. Les tores normalement hyperboliques possedent la propriété de transitivité des in-
tersections : soient 71, 7> et 73 des tores normalement hyperboliques. Si W*(7;) (resp.
W?*(73)) coupe transversalement W*(73) (resp. W?*(73)) alors W*(7;) coupe transver-
salement W¥(73). La preuve de cette propriété se déduit simplement du A-lemme (voir
Palis-de Melo [PM]). La condition de redressement (R) nous empéche de démontrer un
résultat analogue pour les tores partiellement hyperboliques.

2. Wiggins [Wi] deduit de son A-lemme pour des tores normalement hyperboliques une
généralisation du théoreme de Smale-Birkhoff ([Wi], p. 322). La condition de redressement
fait que cette démonstration ne s’adapte pas de fagon évidente pour les tores partiellement
hyperboliques.

3. Le A-lemme est encore valable pour des sous-variétés A transverses au sous-espace
{u =0} dans V¥ et satisfaisant (R).

1.4. Un Alemme pour les champs de vecteurs

Nous allons maintenant établir un analogue du A-lemme pour des tores d-hyperboliques
des champs de vecteurs hamiltoniens. La démonstration repose sur la mise en évidence
d’une section du tore pour laquelle l'application de premier retour est le difféfomorphisme
d-hyperbolique modele étudié au §.1.3.

Tore d-hyperbolique modeéle : Soit 7 un tore d-hyperbolique. On suppose que
le Hamiltonien dans un voisinage de 7 possede la forme suivante : soit (z,y,s,u) €
T « R™ % Rd % Rd = J/2m+2d

(y,Ty) + (5, Qz)u) + 9(2, y, 5,u) (7)

N =

G($7 y?S’u) = (w’ y> +
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ol (.,.) est le produit scalaire usuel, g est d’ordre 3 en (y, s, u), I et Q sont symétriques,
et w satisfait la condition diophantienne

P

| {w, k) <
|k

pour tout k € Z3\ {0}, oty >0et 7>m —1.
Le tore 7 est alors donné par {(z,y,s,u) | y=s=u=0 }.

On suppose aussi que les variétés stable et instable posseéde une paramétrisation de la
forme :

Ds T % Rd — V2m+2k
(a, s) — (¢ =a+ Ng(a,s),y = Ms(a,s),s,u= Z(a,s))
; (8)

Dy : T™ % Rd S V2m+2k
(bu) = (2=b+ Nu(byu),y = My(b,u),s = W(b,u),u)

ou Ns, My, Z (resp. Ny, M,, W) sont des fonctions analytiques en a et s (resp. b, u) qui
s’annullent en s = 0 (resp. u = 0).

De plus, le flot sur la variété stable est donné par :

= Ww

a
5 = ®(a,s)s )

et Re(y,®¥) > u | v |% p > 0 pour tout v € C'. Un résultat analogue est vrai pour la
variété instable.

Treshchev [Tr] (voir aussi Graff [Gr]) a montré que les tores k résonnant des systémes
hamiltoniens proches de systémes intégrables donnaient naissance a des tores k hyper-
bolique vérifiant les hypotheses précédentes.

1.4.1. Normalisation préliminaire

Comme () est symétrique, il existe une base dans laquelle elle est diagonale. Notons
A(z) la matrice diagonale associée & Q(z) et \;(xz) > 0 ses valeurs propres. Nous avons
alors le lemme suivant:

Lemme 4 Il eziste une transformation analytique canonique S qui conjugue G au hamil-
tonien

H(X,Y,S,U) = (w|Y) + %(Y | MY) + (S | AU) + (X, Y, S,U) ,
ou A = A(0).

Démonstration :

a) Diagonalisation : On cherche tout d’abord une transformation canonique
réduisant H sous la forme
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- _ 1 - _ _ - o
HX,Y,S\U)=(w|Y)+ §(Y | MY) + (S | A(z)U) +§(X,Y,S,U) .
L’idée est de regarder la transformation de fonction génératrice

Si1(z,Y,5,0)=(z|Y) + (s | P(2)0),

ot P(z) est telle que P(z)~1Q(z)P(z) = A(z). Nous obtenons le changement de coor-
données suivant

= Y +0.(s| P(z)U)
= P(x)U
= Pla)‘s

Ly & =
Il

que l'on inverse directement. Dans ces coordonnées, le hamiltonien s’écrit

}AI()_(,}—’,S, 0’) = (w| }_’) + %(}_i | M'?) + (w_| 8-((}3(:1:_)t)j1§_' | P(:c)U))
+((P(2)t)~1S | Q(z)P(z)U) +9(X,Y,S,U)
Comme
8z ((P(z))™'S | P(2)0) = 8%(5|0) =0,
et

(P(@))718 | Q2)P(2)0) = (8 | (P(2)")"'Uz)P(2)0) = (§ | A(z)D) ,
on en déduit que H ala forme désirée.

b) La seconde étape consiste & supprimer la dépendance en z du terme hyperbolique
(S | A(z)U). On cherche alors une trasnformation canonique associée & une fonction
génératrice de la forme

5:(X,Y,5,U)=(X,Y)+(S|U)+ (S| fF(X)V),

ot f(X) = (fi(X)) est une matrice diagonale. Nous obtenons le changement de variables
suivant

= Y +09x(5| fF(X)U)

FXRWU+U

X ) |
fA(X)S+S

U ¢ S
i

que 'on peut inverser directement. Développons A(X) = (M(X)) en série de Fourier
suivant X, on obtient

NX)=X0)+ > Mt =M +N(X).
kezZm™\ {0}
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On note que ,\{) > 0 car M(z) > 0 Vz. Le hamiltonien H s’écrit dans les nouvelles
coordonnées

H(X,Y,S,U) = (w|Y)+%Y|Y w|Zl+f, ))"Lox £(X)U;S;)

olt Ag = (M) et A(X) = (M (X)).
On résout maintenant ’équation

1 ~
(w ] ;maij(X)Uij) +(S|AX)U)=0,
que l'on peut écrire

> U;S;(w | Oxlog(1+ f1(X))) + > U;S;N(X) =0.
] J

Pour chaque j nous avons une équation de la forme

(w | Bx log(1 + F(X))) + A(X) =0. (10)

C’est une équation homologique classique. Développons log(1+ f(X)) en série de Fourier,
on a

log(l+ f(X)) = Z vee™

kezm

Par conséquent, I’équation (10) nous donne

(w]Oxlog(1+ (X)) = Y ilw|kbme* = 3 AeX

keZm\ {0} keZm\ {0}

On obtient donc
Ak Ak Ak =
TR T T T e iR

La condition diophantienne et ’analyticité de A(x) assurent la convergence de cette série
(voir [BGGS], Appendice). On écrit

h(X)=log(l+ f(X)= > i(w)\Tk)eikX'
keZzm\{0}

qui est une fonction a valeur réelle. Par conséquent, f(X) = "X _1 satisfait 1+ f(X)>0
pour tout x € T™, et le changement de variables est bien défini. O

1.4.2. Application de premier retour et forme normale
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Nous allons maintenant faire une section globale du flot et expliciter une forme normale
pour 'application de premier retour dans un voisinage du tore.

Le vecteur w étant non résonnant, nous avons wy, # 0 et la sous-variété £ définie par
ZTm = 0 est transverse au champ Xy dans un voisinage V' de 7. On se restreint au niveau
H = H~1(0) qui contient 7 et ses variétés invariantes. Le théoréme des fonctions implicites
entraine l’existence d’un voisinage V" de 7 dans lequel H N V" est une sous-variété. On
prend comme surface de section

S=HNLNVouV=VnV

Elle est réguliere par transversalité de H et £ dans V), et il est possible de choisir sur S
des coordonnées (z,7, U, S) avec T = (z1,...,Zm-1), § = (Y1, --,Ym—1) qui l'identifient &
un voisinage du tore © = {§ =0, S = U = 0} dans V?m+2d-2 = pm-1 pm-1y Rd x Re,
Dans cette identification © =7 N S.

La forme normale de ’application de retour est donnée par le lemme suivant :

Lemme 5 Il existe sur S un systéme de coordonnées (6,p,s,u), § € T™ L pe R™ 1
(s,u) € R* dans lesquelles © = {p = 0,5 = u = 0}, telles que Uapplication de retour
s’écrive

f(0,p,s,u) = (0 +v(p),p, ks, lu) +7(6, p, s,u)

ot ks = kys1...kgsq, lu = Liuy ... lgug et v et r = (rg,7p,7s,Ty) sont définies et analy-
tiques dans un voisinage O de ©, et vérifient les conditions suivantes:

()ki<letli=k'>1pouri=1...d

(11) v est d’ordre au moins 2 en (p, s, u)

(i) vy =0 et ry =0 dans {p=0,u=0}NO

() 7, =0, 75 =0 dans {p=0,s=0}NO

(v) g =0 dans W*(0©) U W*(O)

(vi) | Opv |< 1, ot | . | estla norme uniforme dans O

(vii) si a > 0 est fizé, sup{|| O2,mw(p) ||, P € O < a ot v € {p,s} et w € {0, p, s}

Le point essentiel de la démonstration est le redressement des variétés invariantes ((iii)
et (iv)) et la factorisation de la rotation (v) qui permet d’obtenir une rotation constante
dans la réunion des variétés invariantes.

Démonstration : La démonstration s’effectue en 4 étapes.

a) Evaluation de l’application de premier retour : On commence par calculer
'application de premier retour associée au systéme hamiltonien tronqué dans V2m+2d .
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H(X,Y,S.U) = (w|Y) + %(Y | MY) + (S | AU)

qui définit les équations suivantes :

)"( w+ MY
Y =0
S = -AS
U AU
d’ott
X(t) = (w+MY)t+ Xo
Y(t) = Y
S(t) = Spe~M
Ui) = Upelt

Letore 7 = {(X,Y,S,U) | Y =0;S = U = 0} est encore invariant pour H;. La surface
de section S est encore transverse a Xy, au voisinage de 7. La surface S est d’équation
Xm =0, 0r Xpm(t) = (wm+ (MY)m)t+ X2 Le temps de premier retour T dans la section
S est alors donné par

Xm(T) =27 (mod2r)
d’ou
_ 2
= om+ (MY)m
On pose n(Y) = (MY)m, z = (X1,...,Xm-1), alors le temps de retour associé & un
point (z,Y,S,U) € S est donné par
27
Wm + U(Y)
défini dans un voisinage U’ de 7 NS tel que wy, +n(Y) # 0.

7z, Y5, U ) =

b) Redressement des variétés invariantes : On utilise maintenant I’existence d’une
paramétrisation locale des variétés invariantes pour effectuer un redressement des variétés
stable et instable du tore.

b.1) Paramétrisation des variétés stable et instable en section : On déduit des
paramétrisations (8) une représentation paramétrique des variétés stable et instable du
tore © en section. On effectue seulement la construction pour la variété stable, celle-ci
étant analogue pour la variété instable.

On a dans S, X; = am + NS (a,S) =0 et Yy, = M35 (a,S). Le théoréme d’inversion
locale dans un voisinage de 7 nous donne

am=f(a,5), (11)
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oua= (al, 5o 0 ,am_l).
On a donc dans S la paramétrisation suivante de W*3(©) :

Ps:(a,S) — (zx=a+ Ns(a,S),y = My(a,S),S,U = Z(a,S)) (12)
ol %= Xy o s Ym—1))

On écrit maintenant cette paramétrisation dans le systéme de coordoonnées associé a
la section (z,y,S,U). La relation z = @ + Ns(a, S), nous donne par inversion locale dans
un voisinage convenable de O,

a= Az, S).

_ Notons Ny(z,5) = Ns(A(z,S),S), Mi(z,S) = Ms(A(z,S),S) et Zy(z,S) =
Z(A(z,S),S). On déduit alors de (12) la paramétrisation suivante de la variété stable

ps: (a,8) — (x=a+ Ni(g,S),y = M{@,S),S,U=2(a,S))

De méme, on obtient pour W*(0©) :

pu: (b,U) = (x =b+ N}(b,U),y = MP(b,U), S = Wi (b,U),U)
b.2) Redressement : Le redressement s’effectue en deux étapes. La premiére redresse
les directions hyperboliques S et U. La seconde redresse les variétés dans les directions
neutres y. Effectuons le changement de coordonnées suivant :

(z,9,5,U) = (z,y,s =5 = Wi(z,U),u =U — Zi(, 5))

Les variétés W9 (©) et W*(0©) sont maintenant contenue dans les espaces d’équation
u =0 et s = 0. Les représentations paramétriques s'écrivent maintenant :

Ps: (@s) — (z=a+ Nja,s),y=M3ia,s),s,0)
Py (byu) — (:c=5+N}‘(l—7,u),y=1W{‘(E,u),0,u)

Nous effectuons maintenant le changement de variables suivant : on pose

Y(z,s,u) = Mj(z,s) + M} (z,u)

et on définit le difféfomorphisme analytique

(z,y,8,u) = (z,p =y —Y(z,5,u),s,u)

Les variétés stable et instable sont maintenant données par les équations
We(©) = {(z,p,s,u) | p = 0,u =0} et W¥%©O) = {(z,0,5,u) | p=0,s = 0}, et leurs
paramétrisations par

Il

Il
SRS

(@, s),0,s,0)

ps @ (a,8) +— (x T ~1S‘__z
Dii (E,U) —  (z + Ni(b,u),0,0,u)



c) Feuilletage des variétés stable et instable : Comme z = @ + Nf(d,s) on a
par le théoreme d’inversion local @ = A;(z, s). On définit alors le changement de variables
analytique suivant :

(%Z/:Sau) e (5: = As($75)>y-,«97u) %

Comme a = @, on a sur la variété stable # = @. De la méme facon, en utilisant le fait
que b = A,(%,u) et b= @, on obtient le changement de coordonnées

(Z,y,5,u) = (60 = Au(Z,u),y,5,u),
pour lequel # = @ sur la variété stable et instable.
d) Normalisation : De simples changements d’echelle permettent d’obtenir les pro-
priétés vi) et vii). O
Remarques :

1. La propriété (v) signifie qu’il existe un feuilletage invariant® des variétés stable et
instable. Les feuilles sont les droites § = const de dimension d.

2. Dans le cas d = 1, l'utilisation de la forme normale de L.Niederman [Ni] permet
d’obtenir une application de premier retour dont les variétés stable et instable sont di-
rectement redressées.

1.5. Démonstration de la propriété d’obstruction
Théoréme A : Les tores d-hyperboliques modéles vérifient la propriété d’obstruction.

Démonstration : On se place dans la section S définie au § précédent.

On note qu’il suffit de démontrer cette propriété dans le cas de sous-variété de dimen-
sion m + d transverse a W?#(0). En effet, étant donnée une sous-variété U de dimension !
(I > m+ d), transverse & W*(©), on peut toujours trouver une sous-variété de dimension
m + d pour laquelle la proprosition est vérifiée.

Soit A une sous variété de dimension m + d, transverse & W*(©) au point a = A N
W?3(©), a € V, et soit b un point donné de W*(0©) et B(b,6), 6 > 0 une boule dans V,.

Comme A coupe W?*(0) transversalement en a, son intersection avec le plan

P={(0,spu eV, |p=0}

est aussi transverse. On note Ag = P M A la sous-variété ainsi obtenue. La transversalité
de 'intersection implique Ag est de dimension d, en effet

dim(Ag) = dim(ANP) = dim(A) + dim(P) — dim(S)
= (m+d)+ (m+2d) — (2m+2d) =d

La démonstration repose sur deux points : Soit 0 < € < 6,

8L’invariance est ici & comprendre comme ceci: soit V' une variété invariante par le flot @, feuilletée en
sous-variétés V;, alors ®(V;) = V;.
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i) Pour n > ny, la sous-variété Ag est adaptée a V,, et € redressée dans V,,.

ii) Il existe n tel que la composante angulaire de a, = f™(a) est ¢ proche de la com-
posante angulaire de b.

La condition i) est une application directe du A-lemme faible’. En effet, pour tout
vecteur tangent v = (vg,vp, Us, Uy) € Tplp, on a v, = 0 car Ag C P. La condition de
redressement du A-lemme faible est donc satisfaite.

La condition ii) est une conséquence de I’hypothése (v) du lemme 5. Celle ci nous assure
que la composante angulaire de a, est une rotation constante d’angle v(0) = 27&/wp,.
Comme w est non résonant, on peut approcher la composante angulaire de b dans un
voisinage de taille arbitraire. O

?La vérification de ce premier point est considérablement simplifiée dans le cas C* (voir [Do]), car il est
possible d’écrire le difféomorphisme de section comme un produit direct d’un difféomorphisme hyperbolique

par une distorsion monotone de ’anneau. Ce premier point découle alors du A-lemme classique de J. Palis
[Pa].
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2. Dynamique symbolique pour un tore homocline

Nous savons, depuis les travaux de Birkhoff, Smale, Shil'nikov et Alekseev, que l'inter-
section transverse des variétés stable et instable d’'une orbite périodique hyperbolique
donne naissance a une dynamique compliquée'?, décrite au moyen d’une dynamique sym-
bolique.

De méme, Wiggins [Wi] a démontré qu’un tore homocline normalement hyperbolique
possede un ensemble invariant sur lequel la dynamique est conjuguée & un décalage de
Bernouilli.

Plusieurs auteurs, notamment Treshchev [Tr2], Holmes-Marsden [HM] et Xia [Xi],
ont conjecturé un résultat analogue pour un tore homocline partiellement hyperbolique.
L’hyperbolicité partielle des tores rend difficile une eventuelle démonstration.

Easton [Ea] (voir aussi Wiggins [Wi]) a mis au point les outils pour aborder ce
probleme. En utilisant son formalisme, nous démontrons dans cette partie (sous cer-
taines hypotheses) 'existence d'une dynamique symbolique. Un résultat analogue a déja
été démontré par Easton [Ea]. Néanmoins, son résultat concerne des perturbation C! de
systemes ayant une dynamique symbolique et non des difféomorphismes analytiques. Ceci
lui permet de considérablement simplifier la preuve.

On en déduit ensuite 'existence, dans un voisinage du tore, d’une infinité d’orbites
périodiques hyperboliques dont les variétés stable et instable se coupent transversalement
dans H.

2.1. Résultats principaux

Soit M une variété symplectique et H un hamiltonien analytique sur M. Soit 7 un tore
d-hyperbolique modele tel que sa variété stable W*(7') coupe transversalement sa variété
instable W*(7) le long d’une orbite O(p) homocline & 7, dans une surface d’énergie fixée
H = H~!(h). L’existence d’au moins une orbite homocline & un tore hyperbolique dans
les perturbations de systémes hamiltoniens intégrables est une propriété générique (voir
(El] et [Bo]).

2.1.1. Hypotheéses
Nous effectuons les hypotheses suivantes :

(H1) : Soient S et f la surface de section et son application de premier retour définies
dans le lemme 5 (partie I), dans toute la suite, nous nous limiterons au cas ou

v(p) =vo +u1p,

ou vy satisfait une condition diophantienne de la forme

5
Fhin

36>0,In2(m-1) | Vj€Z™\{0}, | (v |J) > (13)

"%Poincaré [Po] avait déja remarqué ce fait dans ses travaux sur le probleme des trois corps restreint.
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Nous supposerons aussi que le reste possede la forme particuliere suivante

(8,5, p,u) = psury (8, su) + (su)?ra (0, su) + p>r3(6, su) + p°ra(6, p, s, u) (14)

et

[rll<Ci i=1,2,3 (15)

La forme du reste est analogue a celle obtenue par Niederman [Ni] pour une perturba-
tion d’un hamiltonien complétement intégrable au voisinage d’une résonance simple. Bien
que nous ne 'ayons pas démontré explicitement, les techniques de [Ni] appliquées au cas
des difféomorphismes doivent permettre de montrer que cette forme du reste est générale.

(H2) : L'orbite O(p) coupe la section S en des points p™ € W$(0O) et p~ € W¥*(O).
Nous noterons p* = (87, s%,0,0) et p~ = (,0,0,u~). Nous définissons deux voisinages
de p™ et p~ de la maniére suivante : Soit 7 > 0,

Bt = {|0-0"|<y|s=sTI<s|pl< u|< )
B~ {|9=0" |2 g sy el [n—a" |7} -

Soit 7 : X — [0,00[, 7(p) =sup{ ¢t >0 | ®(t,p) e H\Spour0<s<t} oud
représente le flot associé au systéeme Xpgy. On définit I’ensemble

E={peS | rp) <o},
On suppose 7 assez petit pour avoir BY C Z et B~ C f(£). On note
Dn={q€B*:f"(q) € B~}

On choisit 7 assez petit tel que STNZE = 0. On a alors D" N D™ = ) pour n # m. On
note D = U D, et Q={qe Bt :Ao f*(q) € BT}
n>1
On définit v: D — B~ par

(g)=f"q), Vg€ Dn.
Soit A ’application de B~ dans B™ définie par

A(q) = ®(q,0(q)),

ot o(q) =inf{t >0 | ®(t,q) € S*}. Elle est définie sur un voisinage de p~ que nous
supposons inclus dans B~.
On définit I’ensemble Q par

Q={qeb" | T(q)e B*}
et l'application Y : @ — Bt par

Y(q) =Ao~(q) .
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(H3) : L’application de transition A : B™ — BT est de la forme
Alz) =p~ +IIh + A2k
ot h=1x—p~, Il = D,-(A) et ol Ay est le terme d’ordre > 2.

On se limitera au cas ou la matrice I, rapportée aux bases (eg, es, ey, e,) est de la
forme suivante

On verifie que la forme de la matrice est compatible avec la transversalité des sous
variétés invariantes le long des orbites homoclines.
On suppose de plus

| DA IS C (16)
2.1.2. Résultats
~ On définit T'ensemble
A={N>n>n" ||6" -0 +nuw|<c},
ot n* et N seront déterminés plus tard. On définit S C R* comme

S={(zy) eR* xR ||z 1< 1, [y [h< 1}

Soit (6, 3, p,4) le systéme de coordonnées dans la fenétre S. On définit ’application
F,:S — BY par

Fy(0,8,p,0) = (30 +0%,25 + sT, 2, 70)

Pour n € A, on note
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|4 —k"(u™/g) [< k"

) §l<1
H™ = (6,5,p,9) € [-1,1]* ok
BaBENE [SLIF | 18 sl o
| p|< k"
et
DH:UHn
neA

Notons EH = F,(Dpy). Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme B (Dynamique Symbolique pour un tore standard): L’application
T posséde un ensemble invariant I{q € Q | Y"(q) € Dy, VYn € N} hyperbolique tel que
T |1 soit topologiquement conjuguée au shift sur l’alphabet A.

La démonstration est donnée dans le §.2.3. Ce théoreme généralise le théoreme
de Moser [Mo| pour une orbite périodique hyperbolique. La démonstration repose
sur l'introduction d’une application transverse, c’est a dire une application & nombre
d’itération non constant (voir [Mo], Th. 3.7., p.101).

La propriété d’hyperbolicité de ’ensemble invariant est importante car cet ensemble
est stable sous une faible perturbation alors que le tore dont il est issu ne subsiste pas
obligatoirement (condition diophantienne).

Cet ensemble est un Cantor de points et non pas un Cantor de surfaces comme dans
le cas d’un tore normalement hyperbolique.

On en déduit le corollaire suivant :

Notons O, l'orbite périodique de période n associée au symbole {...nnn...} par le
biais de ¢ et p, le point fixe hyperbolique de Y associé dans S.

Corollaire 1 Pour n > n, n suffisamment grand, l'orbite périodique hyperbolique O,
associée au point p, € T est telle que sa variété stable (resp. instable) W3(Oy) (resp.
W¥(Opr)) est € proche en topologie C! de la variété stable du tore W*(T) (resp. instable
W¥(T)) au point p*.

2.2. Dynamique symbolique

Nous allons reprendre la démarche de S. Wiggins ([Wi], p. 108-150) en donnant un
critere de conjugaison & un décalage de Bernouilli pour des perturbation de systémes
possédant une dynamique symbolique.

Soit f: D — R™xR™ une application, ott D est un ensemble fermé borné de dimension
n +m contenu dans R™ x R™. Nous supposerons f analytique et définie sur un ensemble
connexe ou une union de plusieurs composantes connexes. Notre propos est de donner des
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conditions sous lesquelles f sera conjuguée, dans une certaine partie de D, & un shift de
Bernouilli.

2.2.1. Définitions et notations

On note Dy (resp. Dy l'ensemble des z € R™ (resp. y € R™) tel qu’il existe y € R™
(resp. = € R") tel que (z,y) € D. Soit I, (resp. I,) un ensemble fermé, simplement
connexe, de dimension n (resp. m) contenu dans D, (resp. D).

Définition 1 Un chemin j, horizontal (resp. 3, vertical), H (resp. V), est défini comme
le graphe d’une fonction h : I — R™ (resp. v : I, — R_”), Jn (resp. v) lipschitzienne,
0 < gn < o0 (resp. 0 < gy < 0), telle que HC D (resp. V.C D).

Soit 7, 0 < 75 < o0, H un chemin 7, horizontal, J™ C D un disque de dimension m
qui coupe H en un unique point. Soit H¥, « € I, 'ensemble des chemins 7, horizontaux
qui coupent le bord de J™ de méme domaine que H, ou I est un ensemble d’indexation.
Soit

Sy = {(z,y) € R* x R™ | z € I;, y tel que, Vz € I, et une ligne L passant par (z,y)
parallele a z =0, L }

La bande j5, horizontal est définie comme la fermeture de Sg.

Définition 2 Le bord vertical de la bande j;, horizontale H, notée 0, H est définie comme
OH = {(z,y) € H| z € 3, }. De méme, le bord horizontal, noté O, H est défini comme
OnH = 0H — 9,H.

Définition 3 Sotent H et H deuz bandes jn horizontales.  On dit que H coupe
complétement H si H C H et O,H C O,H.

2.2.2. Critéres de conjugaison & un shift
Soit S = {1,2,...,N}, N > 2, et soient H;, : = 1,..., N un ensemble de bandes
N
jn-horizontale disjointes avec Dy = U H;. On suppose que f est un homéomorphisme

i=1
sur Dy et on défini

f(H;))NH; =V, Vi,jeS

et
H,nf~Y(Hj) = fY(Vy) = Hij, Yi,j€8
On note
SN = . . x8x8%x8x%..=T°_8
Soit s € &V, s = {...8-n,---,5-1,50,51,.--5n ...}, on définit le shift o : &V — TN
commme
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[o(s)]; = si+1

Soit A une matrice N x N la matrice de transition. On note

S ={s={...5-15081...} €2V | (A)s;.5,,, = 1Vi e N}
Effectuons maintenant les hypothéses suivantes :

(A1) Pour tout 7,5 € S tels que (A);; = 1, V;; est une bande j, verticale contenant 5
avec 0y Vj; C Of(H;) et 0 < 79, < 1. De plus f applique H;; homeomorphiquement sur
V]z avec f_1(8UV71) - 81)H‘L

(A2) Soit H une bande 75 horizontale qui coupe H; complétement. Alors f~}(H)NH; =
H; est un chemin 7, horizontal qui coupe H; complétement pour tout i € S tel que
(A)i; = 1. De plus,

d(H;) < vpd(H) pourun 0<uvp<1

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme : Si f vérifie les hypothéses (A1) et (A2) alors elle posséde un ensemble
wnwvariant de points A C Dy sur lequel elle est topologiquement conjuguée & un sous-shift de
type fini avec une matrice de transition A. Il existe donc un homéomorphisme ¢ : A — z%
tel que le diagramme suivant commute :

A L
¢l ¢

o Zs BN

2.2.3. Conditions sectorielles

La condition (A2) est difficile & vérifier en pratique. On peut la remplacer par une
condition portant sur le comportement de f dans certains secteurs.

Onmote H = |J HjetV= |J Vj Onadonc f(H)=V. Soit
1,J€S,(A)ij=1 i,7€S,(A)i;=1
20 = (0,y0) € V UH, on définit le secteur stable en zg, noté S3, comme

Sjo = {(ﬁzoﬂ]zo) € R" x R™ l [ Nzo |§ Jh | &2 |}

De méme, le secteur instable en zg, noté Sy, est défini par

S;LO = {(€20,M20) ER" x R™ || &2 |S 30 | 02 | }
Onnote 83, = | J 85, 85=|J S5, S8 = | St et Sp= ) St.

z20€H z0€V Z0€EH z0€V

Nous formulons alors I’hypothese suivante :
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(A3) Df(S%) C S} et Df_l(Sf)) C S3;. De plus, si (é5,72,) € 0% o Dl 20l s) =
(ff(zo),nf(zo)) € S}L(zo)v alors on a | Nf(zo) |> ]_1 | Mz |- De méme, si (20:Mz0) € Sgo
et Df_l(zO)(fx:ovnzo) = (gf—l(zo)vnf—l(zo)) € S;—I(ZO) et | §5-1(z0) 1> 571 | & | avec
0<9<1=7u0n-

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoreme : Si les hypothéses (A1) et (A3) sont vérifiées, alors l’hypothése (A2) est
J

aussi satisfaite avec vy = v, =

1—gu0n
2.2.4. Une alternative aux conditions (A1), (A2) et (A3)

Le but de ce paragraphe est de donner des conditions directement vérifiables sur des
exemples. Un premier travail en ce sens a été fait par Conley et Moser [Mo], puis par
Easton [Ea]. Wiggins [Wi] a ensuite mis en forme ces conditions en suivant le travail de
Afraimovich, Bykov et Silnikov [ABS].

On note, pour (z,y) € D,

f(xa y) = (fl(l'vy)a fQ(I, y))

On effectue alors les hypotheses suivantes :

(A1)
| Ozf1ll< 1 (al)
I (Byf)~t 1< 1 (a2)
1= || @y f2) ™ Ml B fu 11> 24/ By fu Il B f 11| By )72 (a3)

L= efull + 11 @y f2) ™" N+ 1l Bzfr Il (Byf2) ™" >Nl Oz fo Nl Oy fr Il (Byf)~H I (a4)

oull.|l= sup |.]|, avec| . | une norme sur les matrices.

On note :

10y fullll By f2) ™" Il i = (1= 1 B fu Il By f2) ™ Dt Il Gafa Il (Byf) ™ 1< O ()

1- || Gy f2) " I
10y f1 Il (Byf2) =4I

pp <

102 f2 Ml (Byf2) ™ Il g = (L= Dafu Il (Byf2) ™" pot 1 Oy fr Il By fo) ™ 1< O (%)
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1— || 8z f1 |l

Moy < *ok

VS Tafl ey
0 < pppn <1 (s * %)

(A, ) On suppose que les H;, i = 1,..., N sont des bandes j, horizontales, avec 7

vérifiant (*) et (**). Pour tout ¢,j € S tel que (A);; = 1, Vj; est une bande 7, verticale
avec J, satisfaisant (*), et (*x), et (x * *). De plus, on demande 8,V}; C 9f(H;) et
f_l(av%i) C avI_Ii-

Nous avons alors le théoréme suivant :
Théoréme : Les hypothéses Ay et Ay impliquent A et As.
2.2.5. Hyperbolicité normale de ’ensemble invariant

En utilisant la caractérisation des ensembles invariants hyperbolique donnée par New-
house et Palis [NP], nous avons le théoréme suivant :

Théoréme : Sous les hypothéses Ay et Az, ’ensemble invariant caractérisé par dy-
namique symbolique est hyperbolique.

Ce résultat est d'une grande importance car il donne de ce fait la stabilité de cet
ensemble sous faible perturbation C!. Il nous renseigne surtout sur la nature des orbites
périodiques contruites a l'aide de la conjugaison au décalage de Bernouilli : elles sont
normalement hyperboliques.

2.3. Démonstration du théoreme B
2.3.1. Forme de P’application de retour

Supposons F,(q) € Dy,. Il nous faut calculer I'application %, : S — R définie par

Yn=(F))"toAo fPo F.

Nous avons

fn(eﬂsvp’u) = f;l-*-rn(e’p’s’u)’

ou

2= fP + nvoeg = (8 + nurp, ks, p, I™u) + nugeq
et

T4l = frorn +ro f*, (17)

ce qui nous donne
n _
P Zfll—l orT o0 fn—‘H—l .
i=1
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De méme, nous avons

A=pt+T(z—p )+ Alz—p7).

On obtient alors 'application de retour 1 sous la forme

v=p,+¥+9,
oll
p, = g7HO(AP ) + nvoes —p7)]
U = Iofp,
¥ = 57 IO +p%) + R (FF*) +nvoes — b~ +2£7(a) +alsg + 1)) -

Un rapide calcul nous donne

0 0 1 0
_| 0k 0 O o et e e )
V= 1 0 nvy O etpy =17 (0?k3>9 6 +7'L'Uo,’u,),
o 0o o0 [

Nous allons tout d’abord vérifier les hypotheses A;, Ay et Az pour 1, représentant
la partie affine de . Un contréle du reste 12 nous permettra alors de montrer, via un
lemme de perturbation de systémes possedant une dynamique symbolique, que ¥ est aussi
conjuguée a un sous systeme de Bernouilli.

On conserve les définitions et notations du §.2.1 a savoir A pour 'alphabet et H™ la
partition de S. On voit que H, est un sous ensemble conveze de S.

2.3.3. Cas affine
Notons (é, 3, p, ) le systeme de coordonnées dans la fenétre S. On définit I’application
F,:S — B™ par
Fy(8,3,p,8) = (50 + 6%,3 + 5%, 35, 70) (18)
On a alors
FR(Ey(q)) = (20 + 07 + nvo + nv13p, JA"5 + A's™, 35, A" 70)

Nous allons maintenant construire une famille disjointe d’ensemble Hy, dans S tels que
pour tout ¢ dans Hy, on a ¢ € Dy, c'est a dire f7(F)(q)) € B™.

On peut donc choisir comme sous-ensemble disjoints de S ceux définis par :

|20+ 60t =0~ +nuygp+nu| < 3
| A\"s +j/\”s| < )
| 35 | < AT
[ A7 — u™ | <)



On note qu’il suffit de choisir n assez grand, n > n; pour que la seconde contrainte
soit vérifiée pour tout § dans S. Nous avons donc les contraintes suivantes :

INA

Ié+TLU1/3| (6]
n

ATL

|4 —u”—|

IA

avec ¢1 € R* et n vérifiant la contrainte

|07 — 6™ + nvg |< ¢y
ou ¢y € R* vérifie ¢; +¢co = 1.

Notons Dy = U H;
€A

1. Vérification de la condition 4;
Notons z = (4,3) € R?, y = (p,4) € R et

Ui(z,y) = (V1(z,y), Y2(2,y))

+
Ti(z,y) = (5 A"+ Anl)

A +_g- :
Us(z,y) = (0+nv1ﬁ+9—+—n—v—q,)\_”ﬂ+u—)

Nous avons donc :

0 O nv 0
0, ¥ = ( 0 A" ) ) ay\IIQ(xay) = ( 01 A~ )

2
Soit M = (m;;) une matrice 2 x 2 sur R, on note | M |= sup <Z | my; |> la norme

1 sur les matrices et

|- ll= sup |M(z,y)]|
(z,y)€Dy
On a alors :
1
Ty = A" SR A"
| 32: 1 | ) | (ay\I’2) | Sup(n l vy la )

On a donc pour n > ng,

| @y %2) | < 1
qui sont des conditions d’hyperbolicité.
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Nous avons aussi :

. 1 01, 1
= (3 0) a2

d’oit U'on déduit | 8, |= 1 et | 8, ¥ |=1.

o O
o oA

Nous avons donc :

i

n* | v |

I 8201 [|= A" I (0y%2)~" 1=
I0y®1 [|=1 | 022 ||=1

Nous devons vérifier que :

1= || (By%2) ™" ||| 8%y [|> 2\/II By [ 82%2 | | (8, %2)~" |
ce qui nous donne :

*

2 A"
-
n* | vy | n* | vy |

soit
n* v |>2+ A"
ce qui est vrai pour n* assez grand, a savoir

*

n >

| v1 |

Nous devons aussi vérifier

1= (Il 8221 | + 1| (0yT2)t N+ 1l 0x 1 || (8y%2) ™" 1> 8% (1] 8y Pa |l (8y%2)~" ||
or, on a

1

n* | vy |

8% ||l s |l (8y%2)~" ||=

et

_ . " 1 1
(1 %1 [+ I (3, %2)~1 )+ 1| 821 11| (8, T2)"" [I= A (1+ )+

n* v |/ n* o
L’inégalité précédente est donc vérifiée si :
2— X" < (1 — X )n* | |
Nous avons 2 — A" < 2 et (1 — A\)n* | vy |< (1 — A" )n* | v1 |. L’inégalité est donc

vérifiée si
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2<(1=Xn"|v |
soit
2
T=NTul

et toutes les conditions de A; sont vérifiées. O

*

no >

2. Vérification des conditions sectorielles (A43)

On note
Sgo = {(PovUPo ER2 Rillvpo|<.7h|hpol}
S;?Lo = { p07UP0 ER2XR thol<.7v|vpo|}
On a
0 0 1 0
0 N 0 0
D 1 0 nvyy O
0 O 0 ="

n
DY, h\ Ahg
v hg + nvivp
A—nug
soit
hywo) = (v, A"hs)
Vu(pe) = (hg+nvivs, A7)

a) Supposons que (hpy,vp,) € Sy, et vérifions la condition DW(S¥) C S :

Nous avons :

| v (po) | AT g | nvy [ vp | = | By |

AT s | AT R | AT =AY, (v | = | By |
ATHL = o) | vp [ A7 [ hs | +(A7" = 1) [ g |
by
-

M=) [vp +)\_7; | hs |
(1= g0)(| vp | Sy | hs ])
v

IV IV IV IV IV

—

soit, pour 7, tel que = > 1,on a

| v (po) 12 AT (1 = 20) | hw(po) |
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A" b

<
—Jv L=
choix de l'alphabet A.

Pour vérifier la condition sectorielle précédente, nous devons avoir

Nous avons

, ou n* est la plus petite valeur de n autorisée par notre

n
<
IL— Jv =
soit

1-v1-—-4\

2 < gu<< 1

b) Nous allons maintenant vérifier que DU ~1(S5) C S5, :
Nous avons

—nv 0 1 0
0 AT 00
=i
= 1 0 0 0
0 0 0 A"
ce qui nous donne
—nvihg + v
Dyl hpo _ A" h;
Upo hé
A"vﬂ
soit
h‘I’_l(Po) = (—nvlhé-f—vf,,)\_"hg)
Vu-i(po) = (hg A"va)

A 3 S <
Supposons désormais que (hyp,, Upy) € S5 Nous avons alors

nlvy || hg|—=1vs | +A7" | hs |
nlv|lhg | =gn(lhg | +1hs )+ A" | hs | + | vg |
(v =) | hg |+ va | +(AT" = n) | hs |

Comme j, < 1 nous avons A™"™ — 3, > 0, soit

| Py=1(po) |

IV IV IV

| hg-1poy 2 (0 |01 | =30) [ B | + | va |

Supposons n assez grand pour avoir

nlvr| =g > A"

alors, nous avons

| ha=1(pg) 12 (n [ 01 | =38)(| Ry | + | va [) 2 (n ] v | =98)(| by | +A™ | va |)

n v | =
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soit

| hg-1(po) 12 (0 | v1 | =31) | vg-1(pg) |

Comme (n | vy | —21)71 |> (n* | vy | —g1) 7%, oft n* est le plus petit élément autorisé
par I'alphabet A.
Nous devons alors vérifier

(" Jvt | =20)"" < on

Nous obtenons donc

il
e S 0 <1
n I’Ull

c) Nous allons maintenant vérifier les conditions de cone avec les contraintes obtenues
aux points a) et b).

Supposons (hp,, vp,) € Spy, alors
| vapo) [Z 7 [or [l op [ +A7" [va | = [ hg |2 (o1 | =20) [ 05 | +(A7" = 20) | va |

Notons a, = min(n | v1 | =gy, A™" — 2,,), alors

| VW (po) IZ Qy I Upg |

Supposons maintenant (hp,,vp,) € S, alors

Po’

| ho-1(pp) | = mlvi|hy|—1]vs|+A7" | hs|
> (nlvi|=m) | hsl +(AT" =) | hs |
> an(lhy |+ 1|hs])

ou ap, = min(n | vy | —=gp, A™™ — 7). Nous avons donc

I h\IJ—l(po) |> an | hapo |

1

Notons 7 = max(ay ,a;l). La condition que nous devons maintenant vérifier est

J<1—=1un (A3)
Nous avons
o
JvIh ~ m

Dans ce cas, la condition (A3) est trivialement vérifiée. O
1. Vérification de la condition A,

Il convient tout d’abord d’exprimer \Ill_l. Nous avons
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‘Pfl(q) =(p Y (up+0" -0 —nyy — nvl,w’;). 27136, A+ u”))
Il est alors facile de représenter les ensembles Hy, et Vi, = U(H,) N H,, et de vérifier
la condition As. En effet, nous avons

A )
W

w2

A
w

) | m an | 177
Tk Ik YR

Hie ' '
Yk

o>

On peut représenter V,,,, comme

>

%
|

v i)

x>

N
Oy

| \/MM

On en déduit que 9, Vum et 0¥ (Hp) sont donnés par

A A A
S | s

C @ _ EJAV////Z%AK
e./%////c

L

2 ome | RN

On a donc bien Oy Vo C OW(Hy)-

o>

De méme, on a \I/l'l(&,Vnm) et Oy Hp qui se représente comme
A

'S5 1,

] 4
2] j 1 W
F & ’

>
£>

A
1S

x>
0>

&

Y 0.V, D?.r Hy
On en déuit alors que \p;l(au Vam) C Oy Hp, ce qui termine la vérification de la condition
AQ. O
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Les conditions A; et Ay nous assure I’existence d’une dynamique symbolique & une
infinité de symbole. La condition A3 nous dit que I’ensemble invariant ainsi caractérisé
est hyperbolique.

Remarque : On note que nous n’avons fait aucune hypothése sur la valeur de N.
Toute notre construction d’étend au cas N = oo, en remarquant que les bandes hori-
zontales H, tendent lorsque n — oo vers la variété stable du tore. L’ensemble invariant
ainsi caractérisé, noté I, & une structure hyperbolique (cf. Az). On note O, l'orbite
périodique associée au symbole (...nnn...) et W*(O,) (resp. W*(0,,)) sa variété stable
(resp. instable). On se donne € > 0, alors pour n suffisamment grand, on a W*(0O,,) (resp.
W*(Or)) qui est € proche en topologie C* de W*(T') (resp. W¥*(T)).

2.3.4. Controle des restes

Le lemme suivant nous donne les conditions sur la perturbation " de W sous lesquelles
persiste la conjugaison au décalage de Bernouilli.

Lemme perturbatif : Soit ¥ = ¥, + U" une application de S dans S. Supposons que
Uapplication ¥, soit conjuguée a un décalage de Bernouilli sur [’alphabet A. Alors ¥ est
ausst cpnjuguée a un décalage de Bernouwilli si les conditions suivantes sont vérifiées :

(c1) | 0:¥7 [|< 1= || =¥y ||
(c2) 1| 8y 5 [I< 1/ || (8y%2)~" ||

(c3) a=1— | (9yW2)~" | (Il %P1 || + Il 8277 1)
b=21| (3y2) Il \/(Il 8,1 | + 1| 8,97 1) (| B2 || + || 8295 )

a>b

. _ ¥y || — || 611 |
cd)ec=1- Oy U~ L || + || %1 || + || 997 ||) + |

d=|l (0yT2)~" || (Il =2 I + [| %25 IN(Il 0y %1 || + 11 0,27 )

c >d

La démonstration est donnée en appendice.
1. Les contraintes sur la perturbation dans notre exemple

Nous reprenons les conditions (cl) & (c4) précédentes. Elles nous donnent les con-
traintes suivantes :

897 i< 1 — A (c1)

110y ®3 [|<n® [or | (c2)
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AV + || 8,97 || 2
1- > 1 L, U7 () (1 T
( N | v | ~n* | ‘\/( + ” 8J 1 1(1+ | a"c\pz ”) (c3)
A= 9T 14 9.9 |
N v n* | vy |

1_< ! +An*+uaz’;n)+ (L4 18,27 ) (c4)

n* | vy |

2. Calcul des différentes matrices perturbées

a) Préliminaire : Nous avons

T1(q) = 57 (rp (%), AR (R)) + 571 (A2 (1), h3(2))

et
5@) = 57 (rg(R) + nurrp (R), AR (R)) + 57 (R2(2), B (2))
ou

R = j3+p*
= fMR)—p”
Nous noterons pour w = (6,s,p,u) et f une fonction de R* dans R*, (f(w)) la
composante en k de f(w). '

Nous devons tout d’abord exprimer les quantités suivantes :

Bi(rp () = D Owriy(R) B: (W)
k=(0,s,p,u)

pour z € {9,§,ﬁ,ﬂ} et w € {0,s,p,u}.

Notons z la composante non chapautée de 2. Comme 9;(R)x = 6,7, olt 6,5 = 0 si
z # k et 6,1 = 1 sinon, nous obtenons :

0:(rp(R)) = 70:13,(R) (f1)
pour Z = (9,5,;3, a) et w=(0,s,p,u).

Nous avons aussi, en conservant les mémes notations, a exprimer les quantités suivantes

B:(h¥ (1)) = D Okh (1) B: (W)
k
Or, nous avons

) —p~ = fo(R) +r"(R) —p~

d’ou 'on déduit
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05 (1)k = 0:(fo' (N))k + Bz(r (W)

Le second terme est obtenu a l'aide de (f1). Pour le premier terme, nous avons, en
utilisant ’expression de f7'(X) :

Oz (fa (R))k = 0zx7
pour 2 € {0, 5,1} et

nvyy) pour k=46

- 0 E=s
o200 = ‘-
0 k=u
On obtient donc finalement :
) =7 > Okh¥()(G:rR(R) + 62x(1 + nv16,,60k)) (£2)

k=(6,p,5,u)

b) Expression des différentes matrices : Nous obtenons donc

5 ( ) ( ) Z&khf(z ang +66k Zakh 3T‘k )+5sk)

(= k
1((]) < )\nagT?(N) /\nasT‘;L(N) )+ Zakhi(z agrk + 50k Z@kh (9 T‘k )+5sk)

k

o Opr(N) Ourp (R)
o,vi(7) = ()\/T)Lapprn(}l) )\”3[;7‘ (M)

Zakh prlc ) + 6Pk(1 + nvlégk Z 8kh uT'k ) + 6uk)

4
Z 8kh$ (N) + (Spk(l + nv1dpk)) Z(’)kh (0, Tk: (R) + Ouk)

. Opry (R) + nv10pTy () Bsre (R) + nv10sm5 (R)
8x\IJ2(Q) - <)\—n6¢97‘3(N) na,r ( )

Zakhf(l)(aem ) + ox) Zakhp (OsTie () + 85
+
Zakh ) (Oori (R) + 6px) Zakh ) (OsTie ((R) + bsk.)
k
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R Oprg(R) + nu1dpry(R)  Ourg (R) + nv Oty (R)
&J\I}Q(q) - (}\—n prn(N) /\_n&ﬂ‘ﬁ(N)

Z OhL (1) (Bt (R) + Spk(1 + nv1bpk)) Zakh (DurB(R) + ui)
+
Z Okh(2) (Oprit(R) + 6,k (1 + nv1dpr)) Z Oh(2) (B (R) + byk)

c) Estimations des normes :

Nous avons les majorations suivantes :

| Oerl(R) | < A3t
|0h5() | < My

On a

| 8207 (@) |< (N3 4 4M (A3 4 1) + XA 4 AM (e 4 1))
On en déduit

0> 82T%(3) |I< 2(eA®™ ! + 4M (X3 L + 1)) (m1)

De méme, nous avons

| 8,07(q) |< A3+ AMp(eA®™ ! + 1 + nvp) + A"eA*™ 4 AM (A3 + 1+ nwp))
d’ou

| 35 (@) IS 2(eX3™ L 4 4M (N3 1 + 1+ Nuyp)) (m2)

On a aussi

| 8295(@) |< A3 4 nureA3 L 4 AM (A3 £ 1) + A3 4 AM (X3 4 1)

d’ou
| zT5(@) [|< 2(eN*™ T+ n o eX™ T+ AM (A + 1) + AP+ 4M(eX® T 4 1))
soit

| :T5(3) |< 2(cA®™ +1 + 4M g + n*vreX3 ) (m3)
On a

| 9y5(@) |< A3 by A3 LA M (A 4 14001 +A e A L AM 9 (X3 4 140w )
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donc
0 > 8,¥5(q) II< eA®™ L + n*ureA® 1 4 8M (X3 1 4 1 4+ Nu)) (m4)

d) Vérification de la condition (c1) :

On doit montrer que || 8; %] ||< 1 — A", On choisit n* tel que 7 < (1 — \"")/2. La
condition (cl) est alors vérifiée en utilisant (m1).

e) Vérification de la condition (c2) :
On voit qu'il suffit de choisir IV tel que 3N < n*, soit
N
J
f) Vérification de la condition (c3) :

La condition (c3) s’écrit comme

n*vp — (A 4+ 2(cA3 L+ AM (A3 4+ 1)) >
2\/(1 + A3 L AM (A3 + 14 Nup)(1 4 2(cA? "+ + 4M ) + n*vpcA3n”+1))

On voit qu'il suffit de choisir N tel que y)N | v; |< n* | vy | /16, soit

n*

167

N <

g) Vérification de la condition (c4) :

La condition (c4) sécrit comme

)‘n*_ ” a:::\pq ” s 1+ ” 8&6\1’5 ”

~ — AV — || 89T || + 1+ || 8,%7
n*lvll ” 1” N|U1| n*lvll ( “ Y 1”)
On a
n* | vy | n*

avec la condition précédente sur N. Il suffit donc de choisir 7 assez petit et n* assez grand
(ce qui est une conséquence) pour avoir la condition (c4) vérifiée. O

2.4. Conclusion et perspectives
2.4.1. Généralisation 7

L’hypotheése (H3), concernant la forme de 'application de section, est la plus restrictive
de notre travail. Easton [Ea] suggére que cette hypothese peut étre affaiblie ou méme
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supprimée. Néanmoins, les éléments suivants nous permettent de mettre en doute cette
opinion :

S. Wiggins ([Wi], Th. p. 324) a démontré ’existence d’une dynamique symbolique au
voisinage d'un tore homocline normalement hyperbolique. La méthode consiste & mettre
en évidence une famille de bandes horizontales et verticales ayant un comportement par-
ticulier. La démonstration utilise le fait que toute variété transverse & la variété stable du
tore converge en topologie C! vers la variété instable ([Wi], Toral A\-lemma, lemme , p.
325).

Dans la partie 1.1, nous avons montré un analogue du A-lemme pour un tore par-
tiellement hyperbolique. Néanmoins, notre résultat n’est valable que pour des variétés
appartenant & un coéne donné (la condition d’inclinaison).

En suivant I'approche de Wiggins, il est alors possible de mettre en évidence une dy-
namique symbolique si I’on peut assurer que I'image de la variété redressée par I’application
de section soit encore dans ce cone. Ceci dépend de la forme de la matrice II.

La classe des applications de section (et par conséquent de la matrice II) est donc
liée au respect d’une condition d’inclinaison. Celle-ci traduit le caractére partiellement
hyperbolique des tores et donc le fait qu’ils sont non-isolés dans la surface d’énergie &
laquelle ils appartiennent. Il est néanmoins difficile (voir impossible) de préciser plus
avant la classe des applications pour laquelle notre résultat reste valable.

2.4.2. Non-intégrabilité analytique

Il est bien connu que l'intersection transverse des variétés stable et instable d’un point
fixe hyperbolique d’un difféomorphisme du plan implique la non existence d’intégrales
premiéres analytiques (non triviales).

En dimension supérieur, S. Dovbysh [Do| montre un résultat analogue sous certaines
conditions génériques qui peuvent étre vérifiées pour un exemple précis.

Holmes-Marsden [HM] et Xia [Xi] ont annoncé un résultat analogue pour les tores
partiellement hyperboliques. Aucune démonstration n’existe a ce jour. Nous proposons
deux approches pour résoudre ce probléme : la premiére consiste & écrire I’analogue du
travail de S. Dovbysh [Do] pour un tore partiellement hyperbolique; la seconde, consiste
a utiliser les orbites périodiques hyperboliques obtenues via la dynamique symbolique et
a vérifier les conditions énoncées par S. Dovbysh [Do].
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A. Démonstration du lemme perturbatif
Dans tout ce qui suit, nous allons utiliser le lemme suivant ([PM] , p. 60) :

Lemme : Soit E un espace de Banach et L € L(E,E) satisfait || L ||< a < 1 alors
I + L est un isomorphisme et

IT+L)7 IS 1/(1~a)

a) Les deux premiere conditions s’écrivent facilement. En effet, nous avons

1 9x¥1 + 0: 07 ||| 8201 || + [ 0297 ||

et une condition suffisante nous assurant de vérifier les inégalités A; pour I’application
perturbée est

| 6297 [|< 1= || 8% ||

b) Pour la seconde condition, on remarque que

I (0y %2+ 8,5) ™" [I<Il (ByT2) ™" Il (£ + (9y¥2) (8, ¥5) 1 ||

Le lemme technique nous donne alors :

ry— | (8y%2)~" | =
” (ay\II? +8y\1’2) ! ”S 1= ” (8y\;2>—1(ay\1,5) ” S” (ay\IIZ) ! ”< 1 (m)
en supposant
I (9yT2)~(9y¥5) lI< 1 (c)

La condition (c) suffit donc pour assurer 'inégalité pour ’application perturbée. En
notant que

| (8, %2)~ (8, W5) Il (ByT2)~" |IIl 8, %5 |
une condition suffisante est alors

1

vl < — 08— —
192 1< e

c)On a

| 0=¥1 + 07 [|<|| 820y || + || 8207 ||

et I'inégalité (m) nous donne

0y Wy)~ ! Oz W1 || + || 0297
1= 1 (0% +0,95) 7 | %01 + 2,05 || 2 1—(”“’ Py e 1'“)
> 1= 10,22 (1021 I+ 1 8. )



On a aussi

2/ 8,01 + 0, W7 ||| 05 + 8p W5 | || (8% +8,95) 7" |

<20 (%)™ | /Ul 0y || + 1| 027 1) (1] 2 || + || 05 |

Une condition suffisante pour vérifier la condition 3) est donc :

1= (0yT2)~ 1| (Il 0xT1 || + || 097 [I) 2

211 (0,%2) ™ | /(U By [l + 1l 2T 1) (| B || + 1| 8275 )
d) On a

1 8201+ 0x 97 || + | (By T2 + 0y T5)™H [Nl 0Py || + [l 2T || + || (8, 2)~" ||
en utilisant I'inégalité (m).
De plus

1 0=% || — |l 82917 ||

8201 + 8 VT || || (8,2 + 0,W5) ™" ||>
| 1 1 (0y T + 0, %5) ™" | 8,92 || + || 8,%% ||

d’ot 'on déduit

1= (| 0:%1 + 0] || + || (0y %2 + 0y %)~ D+ | 0x¥1 + 827 ||| (8y¥2 + 0, WE)~ ||

[ 0=¥1 || — || 9297 |l
I yta || + 1 0y 5 |

21— (1 (0yT2) [ + 1| 0 Tu || + 11 8227 [I) +

De plus, on a

| 822 + 0x W5 ||| 0,1 + 8,1 |I1] (9yP2 + 8, ¥5) ™" ||<
(Il 8% || + 11 8295 1) (Il 8y r || + 1| 3T 1) Il (8yT2)~" |l
Une condition suffisante pour vérifier la condition 4) est donc :

1629 || = Il 8297 ||
I Oyt2 || + 11 8y %5 |l

L= (I (@yT2)~" | + [ 0221 || + |1 0227 1) +

> (Il 0:%2 [ + 1| 825 ) (Il 0y [l + | 0% 1) 11 (8y%2)" ||

ce qui termine la démonstration du lemme perturbatif. O

B. Démonstration du lemme de controle

Nous avons
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19 +p* = (61,s1,p1,u1), gq€S",

avec
I S1 I .<_ 7] + 11
[p1| < gk™,
lu| < k(" +1).
On note
fn—i_H(]q & p+) = (gn-i+l; Pn—i+1; Sn—i+1, un—i+l) =
et

r=(T9,Tp,Ts,Tu) -

On déduit sans peine de 33 les inégalités

|sjur| < k"Ch,
| P1 I < knC?a
| Tw(*l) | S anNl w = (67/)7'3’114) 3

ou Cq, Csy, Ni sont des constantes.

On a alors
|s2| < k(3+1)+ k"M,
lug | < E"NE"+ 1) + k> M3,
|pa| < K™ +k®My,
soit

| SoU9 | < k"Cs,
lp2| < k"Cy.

On en déduit

| Tw(*2) |< k2" Ny, w=(6,p,s,u).

Une simple récurrence permet de montrer

I Silg | < KOy,
| pi | < k"Ciyr,
Irw(*i) I S anNiv W= (evpysvu)‘
Comme
n . .
ra(*1) = Z(T@(*i) + (2 = 1)rp(%i), kl_lrs(*,-),rp(*i),l’_lru(*i)) ,
i=1

on a a l'aide de 20
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| ra(*1) [S K"T1Q,

ol (Q est une constante.
En effet, nous avons

| ro(xi) + (1 = Drp(xs) | < k2PN + (i — 1)k N?
l k?i_l'f's(*i) | < k2n+i—1‘]\[is7

| mp(%i) | < kNP,

-1 I T'u(*i) | < an—i+1Niu’

soit

k— k™

Z k,2’n,—i+1N_u < kn+1Nu
v -1

1

On en déduit donc

| Z(fli—l oro fn—i+1(*1))u |S kn+1L,

)

ou L est une constante.
Nous obtenons alors

n+1
| (1) [ E"T°Q,
ol () est une constante, et la premiére inégalité du lemme de contréle est démontrée.

Pour obtenir I'inégalité du lemme de contréle sur Dr(7g+p™), on commence par noter
que

Dry(q) = Z D(gn,i)
ou
gni = fi or o Rt

On en déduit

Dgni(q) = f;(ro f*7**1(q)) o Dr(f"*~**1(q)) o Df*~**1(q).

En reprenant les notations précédentes, on a

| f74r o 241 0g 4 p%)) I< KNG

Notons

DT == (R97 .Rp, Rs, Ru) )

ou
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Ox
Comme
Ry (psu%+(su)2%+92%§+%§)v
R, = (surf +20r} + %),
Ry, = (purl + psu%r;lv— + 2su?r¥ + (su)Z%g- =+ pQQ% + %;T-) )
R, = (psr}¥ + psu%r—,;li + 2us’ry + (SU)Q%?‘ 3 92%%‘ + %‘4"_) ’

w=20,p,s,u.

En utilisant les inégalités 20, on obtient

IRUJ(*‘L) IS klan’wa wzeapwsyuy

| Drifs;) < &S,

ou S est une constante.
On a f* = f2 +ry, d'ou

Df" = f*+ Dr,.
Les inégalités 20 nous donnent

| D) ISLT ) |+ | Drneia () S 67D,

ou D est une constante. On a alors

| Dl <} U RS RAD,

1

d’ou

| Dra(9q + p¥) |< E*T1Q,

ou @ est une constante. On a donc démontré la seconde inégalité du lemme de controle.
Ceci termine la démonstration du lemme. O
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3. Dynamique le long d’une chaine

Nous allons maintenant aborder les problemes suivants : étant donnée une chaine de
tores partiellement hyperboliques, existe-il

i) une orbite le long de la chaine,
ii) des orbites périodiques de période arbitrairement longue le long de la chaine.

En 1968, Arnold et Avez [AV] donnent une démonstration de ’existence d’orbites le
long d’une chaine dans le cas ou la perturbation s’annule dans un voisinage du tore. Easton
[Ea] démontre aussi ce résultat pour des perturbations C! du systéme précédent. Marco
[Ma] donne le premier résultat général, en analytique, par le biais du A-lemme dans le cas
des tores 1-hyperboliques. Bessi démontre aussi ce résultat dans ’exemple d’Arnold au
moyen de méthodes variationnelles. Il faut noter que la premiére méthode est de nature
dynamique (car basée sur la propriété d’obstruction).

Le probléme ii) est conjecturé par Holmes et Marsden [HM] et Xia [Xi]. Les méthodes
variationnelles de type Bessi [Be] ou celles développées par Séré [S] ne permettent pas, pour
I'instant de résoudre ce probléeme. La méthode des fenétres d’Easton [Ea] et le lemme de
pistage associé ne permet pas non plus de 1'aborder!!.

Soit T = (T3)i=1,..~ une famille finie de tores d-hyperboliques modeles tels que la
variété instable W*(T;) coupe transversalement W*(T;41) dans H. En utilisant le théoréme
de la partie 1, il est facile de montrer ’existence d’un ouvert d’orbites de transition le long
d’une chaine de tels tores en suivant une construction analogue & ([AA] ou [Ma], §6).
Précisément, nous avons

Corollaire A: Pour tout voisinage ouvert d’un point q1 de W*(11) et tout voisinage V
d’un point g, de W¥(Ty), il existe une orbite y telle que v(0) € U et v(T) € V.

A l'aide des résultats de la partie 2, on montre ’existence d’une chaine d’orbites
périodiques hyperboliques le long de toute chaine de tore. L’existence d’orbites
d’instabilité pour ces chaines se déduit facilement du A-lemme (lemme d’inclinaison) de
Palis (voir [Sh] p.140 ou [PM] p.60). Ce méme lemme nous permet de montrer 'existence
d’orbites périodiques de période arbitrairement longue le long d’une chaine de tores.

On suppose que pour tout i € {1,..., N}, W¥*(T;) coupe transversalement W*(T;)
dans H. Cette seconde hypothése n’est pas restrictive, étant donné qu’elle est vérifiée
dans tous les exemples construits jusqu’a présent!2.

Proposition A : Il existe une chaine d’orbites périodiques hyperboliques O = (O;)i=1,.. N
le long de T.

Démonstration : On a W*(T}) qui coupe transversalement W¥(T;;+1) dans H au point

'D’un point de vue technique, ceci est dit & la non transitivité de la relation d’alignement des fenétres,
discutée par Mc-Gehee et R. Easton [McGE]| (voir aussi le chapitre 2 de cette thése).
2Cette hypothese a de plus 'avantage d’étre générique.
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pT. Soit S;+1 une section autour de Ty dans laquelle les hypotheéses de la partie 2 sont
vérifiées. On note O, l'orbite périodique hyperbolique associée au symbole {...nnn...}
par ¢ dans S;41 (en conservant les notations de la partie précédente). Il est possible d

choisir j suffisament petit pour avoir la variété stable de I'orbite périodique Op~ (ol n* est
le plus petit symbole possible) qui coupe transversalement W*(T;) dans H. De méme, on
peut choisir dans chacune des sections une taille 7; de fenétre pour avoir W*(T;) qui soit
7i proche de la variété instable de l'orbite périodique O%.. On peut donc construire par
récurrence une chaine d’orbites périodiques hyperbolique le long de 7. O

Nous obtenons alors comme corollaire I'existence d’orbites d’instabilité le long de la
chaine & 'aide du A-lemme de Palis (voir [Sh] p. 140).

Remarques :

1. Nous obtenons une précision importante : la période minimale des orbites périodiques
constituant la chaine est directement relié a la taille du “splitting” des variétés invariantes.
Cette remarque sera a la base d’'une méthode d’estimation du temps d’instabilité le long
de la chaine.

2. Contrairement & la chaine de tores partiellement hyperboliques, la chaine d’orbites
périodiques hyperboliques constitue un ensemble hyperbolique. Elle est donc stable sous-
faible perturbation du systéme. L’idée sous-jacente est que ces orbites périodiques forment
le véritable squelette du mécanisme d’Arnold.

3. Pierre Lochak [Lo] avait déja suggéré 1'utilisation des orbites périodiques hyperboliques
comme briques élémentaires dans la construction de chaine de transition. Néanmoins,
I'idée est différente. Les orbites périodiques hyperboliques qu’il considere sont obtenues
comme des perturbations d’orbites périodiques du systeme hamiltonien intégrable initial,
de période arbitraire, qui sous perturbation deviennent hyperboliques. Contrairement aux
tores partiellement hyperboliques, dont ’existence est liée a des conditions arithmétiques,
ces orbites subsistent pour une perturbation suffisamment petite, indépendante de la
période. Il se peut donc que dans certaines régions de ’espace des phases tous les tores
hyperboliques aient disparu alors que ces orbites périodiques hyperboliques subsistent.

L’hyperbolicité normale des orbites périodiques (opposée a I’hyperbolicité partielle des
tores) permet de montrer 'existence d’orbites périodiques de période arbitrairement longue
le long de la chaine. Soit P une période donnée, alors il existe une orbite périodique de
période P avec P > P.

Corollaire B: I existe des orbites périodiques de période arbitrairement longue le long
de T.

Habituellement, on montre I’existence d’orbites périodiques de période arbitrairement
longue au moyen du théoréme de Poincaré-Birkhoff (voir par exemple [Che]). Le corollaire
précédent donne une nouvelle construction de ce type d’orbites.
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0. Introduction

Etant donnée une chaine de tores invariants partiellement hyperboliques, les résultats
de la partie précédente assurent 'existence d’orbites de transition le long de la chaine. Ces
orbites présentent une dérive dans les variables d’actions.

Le probleme est d’estimer le temps de dérive de ces variables. Deux situations se
présentent : le cas initialement hyperbolique ou le hamiltonien initial posséde déja une
famille a 1 parametre de tores hyperboliques et le cas initialement elliptique.

Dans le cas initialement elliptique, le temps de dérive est minoré par le temps de
stabilité obtenu par Nekhoroschev [Ne]. Ce temps de stabilité est exponentiellement long
et les estimations les plus fines de ce temps ont été obtenues par P. Lochak [Lo] puis
J. Poschel [Po]. Dans son article, Lochak suggere & la vue de sa démonstration que le
temps de stabilité ainsi obtenu est optimal. Il propose une démonstration possible de
cette assertion a l'aide d’un modeéle d’Arnold généralisé. Les arguments présentés sont
heuristiques et suivent un premier raisonnement de Chirikov [Ch].

En 1995, U. Bessi [Be] obtient une trés bonne estimation du temps d’instabilité pour
le modele d’Arnold au moyen de méthodes variationnelles. Néanmoins, il n’arrive pas
a démontrer 'optimalité du résultat de Lochak. De plus, la relation entre les divers
parametres d’une chaine de transition (splitting, condition diophantienne sur les tores) et
le temps obtenu n’est pas claire.

En 1993, L. Chierchia et G. Gallavotti [CG] ont estimé le temps de dérive dans un cas
initialement hyperbolique. Cette estimation est super-exponentielle. En 1995, J.P. Marco
[Ma] en utilisant la méthode des fenétres d’Easton [Ea] améliore notablement ce résultat
et montre que ce temps est en fait polynémial. Néanmoins les hypothéses qui sous-tendent
ce travail sont difficilement vérifiables dans un exemple concret. L'utilisation des travaux
de Bessi par P. Bernard [B] a permis d’optimiser (a priori) ce résultat pour le systéme
d’Arnold initialement hyperbolique.

Dans ce chapitre, nous avons mis au point une méthode constructive permettant de
calculer le temps d’instabilité le long d’une chaine de tores partiellement hyperboliques.
Celle-ci nous permet d’obtenir un résultat analogue au méthodes variationnelles dans un
cadre initialement hyperbolique. De plus, nous avons une interpretation géométrique claire
des différentes constantes intervenant dans le résultat. Les idées présentées se généralisent
sans peine au cas initialement elliptique.

L’idée est de définir un temps d’obstruction. Celui ci a comme parametre principal
I’angle entre deux variétés invariantes. Le probléme peut se formuler comme suit : étant
donné un tore partiellement hyperbolique T et une variété A coupant transversalement
la variété stable de 7" avec un angle A, quel est le temps ¢ nécessaire & A pour couper
transversalement une variété A’ coupant transversalement la variété instable du tore T
avec un angle A ?

Ce temps étant déterminé en fonction de A, le temps de dérive le long d’une chaine de
N tores partiellement hyperboliques est alors donné par Nt (si les angles sont uniformes
le long de la chaine).
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Tout notre probleme revient donc & estimer ’angle d’intersection entre les variétés
stable et instable des tores le long d’une chaine et a calculer le temps d’obstruction associé.

Dans le cas initialement hyperbolique nous avons mené a bien ce programme. En effet,
I'angle d’intersection est égal & c.u ol c est une contante et 4 le paramétre de perturbation.
Dans ce cas, le temps ¢ est de 'ordre de £~ (17%) oll k > 0 est une constante arbitraire.

Les résultats de la partie [.2. nous permettent de développer une autre approche de
ce calcul. En effet, il existe le long d’une chaine de tores partiellement hyperboliques,
une chaine d’orbites périodiques hyperboliques. L’hyperbolicité normale de ces objets
facilite 'estimation du temps de dérive le long de ces chaines. Celui-ci est conditionné par
I'angle d’intersection des variétés stable et instable des orbites périodiques hyperboliques
et leurs exposants de Lyapounov. L’angle d’intersection est relié & la proximité des orbites
périodiques au tore et a I’angle homocline du tore. Cette proximité est elle-méme liée & la
période de I'orbite périodique qui se traduit par une estimation de temps d’ergodisation.

Cette méthode apporte une interprétation géométrique claire des constantes inter-
venant dans le temps de dérive. Néanmoins, elle parait difficile & mettre en oeuvre sur des
exemples.

Les estimations précédentes concernent seulement le temps de dérive d’une orbite du
systeme hamiltonien. Il peut étre intéressant (phénomeéne de transport) de calculer le
temps de dérive associé au déplacement de tout un voisinage, ainsi que le volume de ce
voisinage. _

Ce probleme s’aborde naturellement & l'aide de la méthode des fenétres d’Easton
développée par Marco [Ma]. En améliorant son approche, nous calculons dans 1’exemple
d’Arnold le temps de transport, polynémial, associé & un voisinage le long d’une chaine.
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1. Temps de transition le long d’une chaine abstraite

1.1. Le probleme
1.1.1. Forme normale

Tore hyperbolique normal : Le tore T' partiellement hyperbolique sera dit hyper-
boliqgue normal si dans son voisinage le hamiltonien est de la forme

H(I,¢,s,u) = (w|I)+ X su+b(s,u,¢)Isu+ (su)c(s,u,¢) + I*d(s,u, ¢) + Ie(I, d, s, u)
ou (I,¢,s,u) ER" x T" x R x R et

= bo(su) + pbi(s,u, §)

= co(su) + pci(s, u, @)

= do(SU) -+ /—"dl(sv u, ¢)
(I,su) + pei (I, p,s,u)

O Q6 o

= 60

Le tore T' d’équation { I = s = u =0 }, de dimension m, est invariant et partiellement
hyperbolique: ses variétés stable et instable W*(T) = { I =u=0} et W¥T)={1 =
s =0 } sont de dimension m + 1.

L. Niederman [Ni] montre que si T est un tore partiellement hyperbolique provenant
de la destruction d'un tore résonnant d’ordre 1 dans une perturbation analytique d’un
systeme intégrable, il existe un voisinage de T' dans lequel le systéme est conjugué au
systeme défini par H.

1.1.2. La notion d’angle

Dans le systeme de coordonnées précédent, il est facile de transcrire la transversalité
d’une variété lagrangienne A a la variété stable du tore en terme d’angle (une construction
analogue est valable pour la variété instable).

1. Soit S C T™ x R™ x R? un voisinage du tore dans laquelle est définie la forme normale.
Soit 7 : R®™ — T™ la projection canonique. On travaille maintenant dans M = R2"*2,

2. La variété de tous les sous-espaces lagrangiens (non orientés) de R?"*2 est appelée la
Grassmanienne Lagrangienne et se note A(n + 1).

3. Soit (eg = (eg,,---,¢€q,),es,er = (er,,..-,er,),es) une base de R®*2 pour tout
z € W¥T), le (n + 1)-plan T, W" engendré par e, et ey est lagrangien (comme sous-
espace vectoriel lagrangien de T, M. Il correspond & la variété instable du tore. Soit =,
le (n 4+ 1)-plan lagrangien supplémentaire & T, W engendré par les vecteurs es et e;. On
vérifie que pour tout z € W*(T), =, = E.

On note Az I'ensemble des sous-espaces lagrangiens supplémentaires de Z.

Il existe une bijection ® de A= dans R(**D(+2)/2 représentant 1'ensemble des matrices

carrés (n + 1) x (n + 1) symétriques.
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On associe ainsi une matrice symétrique canonique & chacune des variétés lagrangiennes
supplementaires de Z. Pour tout x € W*(T'), le plan tangent T, W"(T') est représentée
par la matrice nulle.

4. Soit M une variété symplectique, on note G(p) la Grassmanienne Lagrangienne de
T,M. Soit ®; le difféomorphisme induit par le flot, pour tout p € M, I'application linéaire
tangente induit un difféomorphisme de G(p) dans G(¢:(p)). L'ensemble G = Upe /G (p)
possede une structure naturelle de variété.

5. Soit ¢ € W*(T) et V un voisinage donné de g contenu dans une carte locale de M,
U une variété lagrangienne de M telle que 5NV # 0§, soit m, : U — W* la projection
canonique de U sur WU,

Nous dirons que U est € proche en topologie C* de W* si pour tout z € U, on a :

i) | mu(z) —z <€
ii) la matrice symétrique ®(T,U) = A, est telle que | Az |[< €, ol | . | est une norme
qulconque sur les matrices.

6. La définition précédente implique qu’il nous suffit de montrer qu’il existe un point g de
U et un voisinage U de ¢ tel que son image par ¢, soit dans V, et tels que les composantes
suivant es et ey du point et des vecteurs tangents soient proches de e.

7. Soit S22 la sphere unité dans R***2. Soit A une variété lagrangienne transverse a la
variété stable du tore au point p = W*(T") N A et telle que T, A soit supplémentaire a =.
Soit v un vecteur unitaire de Tp,A, on a v = (vs, Uy, Uy, V) avec | vy |# 0 et | vy |# 0 par
transversalité de l'intersection. On note

A(v) = inf(| v |,| vy [)

I'angle effectué par le vecteur v avec le plan définit par les vecteurs es et ey (c’est & dire
la variété stable).
On appelera angle de A et W3(T') au point p, la quantité

A(v)

Bien entendu, lorsque l'intersection n’est pas transverse cet angle est nul.

AN, W3(T),p) =

inf
vET, ANS21+2

1.2. Temps de transfert entre variétés invariantes d’un tore
hyperbolique

Nous introduisons maintenant la notion fondamentale de propriété d’obstruction
quantitative. L’idée est de construire 'orbite dont le temps de transfert (temps nécessaire
a son passage dans une seconde section) est le plus court. On obtient ainsi une orbite
“optimale” dans le sens ou c’est celle qui parcourt la chaine le plus rapidement possible.
Nous relions alors le temps de transfert aux données du probléme, & savoir le splitting des
variétés invariantes. Précisément,

Propriété d’obstruction quantitative en py(p): Pour tout 0 < p < g et toute sous-
variété lagrangienne A, invariante par le flot de X, coupant tranversalement la variété
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stable du tore W*(T), avec un angle d’ordre p aw point q,. alors pour tout p € W'*(T),

etV B(p,r) avec v < py(u) ou v : R — R avec lirrb"/(p,) = 0. il existe une constante
priss

c € R**, telle que, il existe p, € Ay, 6, > 0 et Ty, tels que
i) 61, (B(pyu. 6u)) C Blp. 7).
i) o1, (Au N B(p,6,)) est uy(u) proche de W*(T) en topologie o,

Le temps T), sera appelé temps de transfert

Dans toute la suite nous fixerons v(u) = u”*, ot £ > 0 est quelconque. La recherche
du meilleur choix de v(u) est un probléme ouvert. Nous verrons d’ailleurs que ce choix
intervient dans la démonstration de la propriété d’obstruction. Notamment, il conditionne
le fait que le temps hyperbolique soit comparable (ou non) au temps d’ergodisation.

1.3. Calcul du temps

Soit 7 une chaine de N tores hyperboliques normaux satisfaisant les hypotheses suiv-
antes :

(H1) : On suppose de plus que ces tores forment une chaine, c’est a dire
WYT) MW (Tie1) ,i=1,...,N—1
(H2) : On suppose que l'angle vd’intersection A; entre W*(T;) et W*(Ti+1) est égal a
o Ai.Z"C'iler - |
ou ¢; est une constante indépendante de p.

(H3) Les tores Tj, i = 1,..., N vérifient la propriété P(y(u)) avec un temps de transfert
ti(,Uz, A‘ia Tis 71.)

(H4) L’angle d’intersection de la variété W*(T;—1) avec W¥(T;4+1) est égale a

Ai1i+1 = cp(l = p)
ol p = O(e™*/) avec ¢ une constante indépendante de p.

Remarques :
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1. La condition (H4) permet d’appliquer la propriété d’obstruction quantitative de maniere
récursive. En effet, il est nécessaire de controler angle que fait la variété considérée avec
les variétés stable des tores successifs. Si ce controle est exponentielle, alors la propriété
d’obstruction est encore valable et le temps passé dans la section est sensiblement le méme
que dans les sections précédentes.

2. Sans hypotheses sur le comportement de I’angle par itération, nous obtenons un temps
exponentiel, ce qui est le cas des estimations obtenues par Chierchia et Gallavotti [CG].

Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme : Le temps de transition le long de la chaine T est donné par

£ < N Hlp, =, Ab)
out= sup t.
i=1,..,N
Le calcul du temps de transition le long d’une chaine se ramene donc & la vérification
de la propriété d’obstruction quantitative et & 'optimisation du temps de transfert.

Le prochain paragraphe montre que les tores hyperboliques normaux vérifient la pro-
priété P(u!**), ou k > 0 est quelconque, avec un temps de transfert ¢ donné par
t =~ p~"1+%) ol v et 7 sont les constantes diophantiennes associées au vecteur fréquence.

Le théoreme que nous allons démontrer est donc :

Théoréme C: Soit H, = Ho + pHy une perturbation d’'un systéme hamiltonien initiale-
ment hyperbolique Hy possédant une chaine de N tores hyperboliques normaux vérifiant

les hypothéses (H;), i = 1,...,4, alors le temps de dérive le long de la chaine est donnée
par
=]
Y
TNz
ou 7y = max %, 7= min 7; et K > 0 est une constante quelconque.
i=1...., i=1,...,

Nous vérifions dans un premier temps la propriété P pour les tores simples. Cela
nous permet de donner le plan de la démonstration et d’introduire un certain nombre de
notations. On montre ensuite qu'un tore hyperbolique normal vérifie cette propriété.
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2. Formes normales et vérification de la propriété p(y)

2.1. Le cas des tores simples

Ce paragraphe vérifie la propriété d’obstruction quantitative dans le cas des tores
simples.

2.1.1. Les tores simples

On considere le systéme défini sur V™2 = T™ x R™ x R x R munie des coordonnées
(¢,1,s,u) et de la forme Qp = dI; Adéy + ...dIL, A dém + ds A du, par le hamiltonien

K(I,¢,s,u)=(w]|I)+su (21)

ou w est un vecteur de R™ que l'on supposera diophantien, c’est a dire

~
l(wlk)IZIkIT (22)
ouy>0,7>m—1let keZ™\ {0}
Les équations du mouvement s’écrivent
§ = —s
U = u
= 8 (23)
= o

Le tore T d’équation { I = s = u = 0 }, de dimension m, est donc invariant et
partiellement hyperbolique: ses variétés stable et instable W*(7T) = { I = u =0 } et
W*(T)={1=s=0} sont de dimension m + 1.

2.1.2. Le lemme de transfert
Avec les notations précédentes, on a :

Lemme de transfert : Un tore simple vérifie la propriété P(u*), & > 0 quelconque, avec
-7
T=x (u”") etby=¢eT, 65=1, 6; = bp = plt".

La démonstration suit une approche analogue & celle de Jones et Koppels [KP] pour
la construction d’orbites multi-bosses dans un cadre normalement hyperbolique.

Ce lemme nous permet de préciser le diametre § de la boule de départ et le temps T de
transfert. Cet exemple nous donne 'occasion de localiser les différentes contraintes liées
au résultat C°, puis C1. On note que la contrainte C° fixe le choix de T et §, notamment
T est obligatoirement égal au temps d’ergodisation. La contrainte C! est en fait nulle, car
le redressement des variétés invariantes s’effectue de maniere exponentiel, donc largement
mieux que le redressement polynémial demandé.

Démonstration : On se donne un tore intégrable 7 dans V?™*2 = T xR™ x Rx R.
On suppose que la dynamique autour du tore est donnée par 21 dans un voisinage Ve de
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taille £ > 0. On notera indifféramment | . | la métrique plate sur 7" (voir appendice A)
et la métrique euclidienne usuelle sur R*, k quelconque.

Soit A; (resp. Ag) une sous-variété de dimension m+1 da H, qui, dans H, coupe tran-
versalement W*(7') (resp. W*(T)) le long d’une sous-variété ©; (resp. ©,) de dimension
i,

Lemme A (contrdle C’O) : Soit py = (¢2,0,0,us) un point de ©o dans Ve, et Vg un
voisinage de py de taille 3> 0. Il existe un point p; = (41, 1, 51,u1) de Ay, un voisinage
Vs ={(¢,1,5,u) € V¢ telles que | | ¢ =1 |< by, | I—I1|<br, | s—s1]< 85, |u—1u1|<
by }, et un temps T tel que ®(T,Vs) € Vg.

On prend

T=8""
et

6(15:67 61=C[,8, 6‘9:655) 5u=Cu(IB+C‘E)e—T1 e<l1, cx < 1, *=(I,S,’LL)

Le point p; est choisi tel que

| L < B —cp), |s1|<é, |u|< (B+cE)(1—cu)e™T
Démonstration : Soit p € Vs, p = (¢, [, s,u), on a

(T, p) = (¢ +wT, I,5e™ T, ue”)

a. Choix de T et comportement des variables angulaires: Nous avons fixé
B > 0, et notre probleme revient a recouvrir le tore T™ par un voisinage de taille §; sous
I'action d’un flot linéaire. On choisit 65 = F. On est alors ramené au calcul (classique)
du temps d’ergodisation (voir [Du]). Le résultat (optimal) a recemment été obtenu par J.
Bourgain, F. Golse, B. Wennberg [BGW].

Tergo = IB—T

ou T est la constante diophantienne associée a w.

b. Choix de ég, 6, et 6; en fonction de [ et T"
b.1. Cas des variables neutres I: On a ®;(T,p) = I. 1l suffit donc de prendre §; = c;3,
avec ¢; < 1. On doit alors choisir | I; |< (1 — ¢)g.

b.2. La variable stable s : On a ®4(T,p) = se”T. Par hypothese, nous avons
| s | eT < B, ce qui nous donne | s |< & (le domaine sur lequel nous travaillons étant de
taille £). On choisit 65 = ¢&, avec ¢s < 1. On a alors | s1 |< €.

b.3. La variable instable u : On a ®,(7,p) = uel. Par hypothése, nous avons
| ug —uel |< B, soit |u | el < B+&. On en déduit donce | w |< (8 + €)e~T. On prend
bu = cu(B+€)e T, avec ¢, < 1. On a alors | u; |< (1 — ¢u)(B+ €)e~T. Ceci termine la
démonstration du lemme. O
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On fixe désormais

,8 = ’ul+n

ou kK > 0 est quelconque (les raisons de ce choix apparaitront clairement dans la démons-
tration du lemme suivant). On a alors le résultat suivant.

Lemme B (Contréle C1) : Soit A une sous variété transverse a W(T) dans H,
ayant un angle de taille O(u). Alors, au bout d’un temps Tprgo = pT+R) ®(Tergo, ANVs)
est Ct-p*® proche de W*(T), ou Vs est donné par le lemme A.

Comme pour le A-lemme (voir [Ma] ou [Cr]) seule la transversalité de A au plan S
définit par S = { (s,u,I,¢) | u =0 } est essentielle. Dans [Cr], ce type d’intersection
est appellée transversalité faible.

Démonstration : Nous voulons étudier le comportement du plan tangent & la variété
invariante A en p; sous 'action du flot ¢; induit par le champ de vecteur Xg. C’est & dire,
étant donné T, A, comment est situé T4,(p)A par rapport au plan tangent & la variété
instable W*(7") du tore 7.

Evolution du plan tangent & A : On note G,,(r) la variété Grassmanienne des
sous-espaces affines (plans) de dimension m dans l’espace tangent au point r € M. Soit
¢¢ le difféomorphisme de M induit par le flot. Pour tout r € M, on a th |» qui induit un
difféomorphisme de G,(r) dans Gy, (4:(r)). L’ensemble G, = UrepsrGm(r) posséde une
structure naturelle de variété dont la classe de régularité est une de moins que celle de M.
C’est le fibré de base M et de fibre G,,.

On note les points z € G, comme z = (r,0.), ot g, € Gp(r). On considere
'application produit S de l'application ¢; et ¢, |- qui agit sur G,, définie par

S(T7 07‘) = (¢t(r)7¢§t ]7' (GT)) )

c’est & dire ’application fibré associée a I’application sur la base.
Si le plan tangent & la variété invariante A au point ¢r(p) est 8 proche, en topologie C'!
compacte ouverte, du plan tangent a la variété instable du tore au point ps, nous aurons

| #7.(ds) | | ¢7(d]) |
| @7 (du) | | @7(dw) |
Tout notre probléme revient donc a estimer la norme des formes différentielles ¢4 (dw)
pour w = s, 1.
Nous savons que celles ci vérifient 1'équation différentielle ordinaire suivante

<p et <p

d * *
ag(lstw = L(Xk)(ptw)
ou w est une forme différentielle quelconque, et £(X ) la dérivée de Lie suivant le champ
de vecteur hamiltonien X associé a K.
Notons

bu(t) = ¢rdu 8s(t) = ¢ids 6Ii(t) = ¢idl; 6 = ¢fde (24)
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Nous avons alors

6z = L(X )bz (25)
ot 6x = (bu, bs,061,6¢).

L’équation 25 n’est autre que I’équation auz variations associée aux équations du mou-
vement 23. On obtient

§s = —6s
bu = 6u
5 = 0
s = 0

Nous avons donc les équations différentielles suivantes:

5. _ P
2l = —25
81 _ &I
) = -5
20 _ 69
Tl = —

B = O™
é A

o) = e
20 = 2Ooe

D’autre part, nous avons
su(t) = su(0)e*

Les conditions initiales pour chacune des équations sont données par ’angle entre les
plans tangents a la variété invariante A et la variété stable W*(7") du tore.

Dans toute la suite, nous regarderons le plan tangent & A en p; comme le produit du
vecteur tangent v définit par 1'équation 23 et d’un m-plan P orthogonal & v dans R?™+2,
engendré par m vecteurs orthogonaux v, k = 1,...,m. Le choix de ces vecteurs n’est pas
unique. On se donne une normalisation en supposant chacun des vecteurs unitaires, c’est
a dire

log|=1 k=1,...,m (26)

ou | . | est la norme euclidienne usuelle.

Les seules contraintes sur les vecteurs vy proviennent de I’hypothése sur le splitting
(écart), supposé de taille O(u), entre le plan tangent a A et W*(7'). Celle-ci nous impose
les inégalités suivantes :

| ok [> ku (27)
| vf |> K (28)



ou k et k' sont deux constantes positives, indépendantes de .

L’hypothese 26 entraine

Ivic <1 *==su.I¢,

ce qui, avec 27 nous donne le lemme suivant :

Lemme 6 Il existe une constante k > 0 telle que en T, A, nous avons

|6u(0) | > kp
| 2(0)] < 1/ku
|§§<O>r < 1/kp
15800)| < 1/kp

Fin de la démonstration : En p;, nous avons v = (cﬁ,c’e“T,O,w), ou c et ¢’ sont
deux constantes positives, indépendantes de p. Nous avons alors, en t = T

bl

8s/6u(T) = %F}e‘T
§I/6u(T) = 0
66/5u(T) =
Pour tout vecteur vg, k = 1,...,m, nous avons
| 6s/6u(T) | -

< ée
| 81/6w(T)| < gpe™”

On en déduit, en choisissant p assez petit,

| 6s/6u(T) | <
|6I/5u(T) | < pi+s
Or le plan tangent en p, et engendré par le vecteur tangent associé & ’équation 23, de
la forme vy = (0, u2,0,w) et m vecteurs orthogonaux & v, de la forme v§ = (0,v5,0, ®2).
Les inégalités précédentes nous permettent d’affirmer que les deux plans sont p'™* proche
en topologie C! compacte ouverte. Ceci termine la démonstration du lemme d’échange.
a

Remarque : La plus grande contrainte sur le lemme de transfert ne provient pas de
'approximation C!, car en effectuant une translation (dans les variables d’angles) de A
en p2, on note que les deux plans sont exponentiellement proches.
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2.2. Les tores hyperboliques normaux
2.2.1. Tore hyperboliques normaux et forme normale

Nous reprenons les notations du paragraphe 2.1. On considére le systéme défini sur
V?m+2 munie de la forme Qo par le hamiltonien

H(I,¢,s,u) = (w]| )+ X su+b(s,u,é)lsu+ (su)gc(s, u, @) + IQd(s, u, @) + IBe(I, @, 5, u)
ou

= bO(Su) + /.l,b].(S, U, ¢)
co(su) + pei(s, u, ¢)
do(S’lL) + /U’dl(s’ u, ¢)
eo(I, su) + pei (I, d,s,u)

o Q0 o
!

Les équations du mouvement ont alors la forme

I = —uly
(Z) = w+ F¢> + ,uI‘¢ R
5§ = —(A+A)s—pls
2 = (A+Au+pd,
avec
F[(I,S,U(f)) = OQ(I) SU)
A(Z, su) = 01(1,su)
Ly(1, su) = 01(I,su)
Ly(I,s,u,¢) = O1(I,su)
AS(I,S,U,¢) = s« —IBS
Au(Ivs;uv d’) = 'U,Ot-l-ﬂu
ou
a(l,s,u,¢) = O01(1,su)

ﬂu(I,S,U,¢) = 02('[7 SU)
;BS(Iys,u7 ¢) = OQ(I)SU)

Le tore 7 d’équation { I = s = u = 0 }, de dimension m, est donc invariant et
partiellement hyperbolique: ses variétés stable et instable W*(7T) = { I = u =0 } et
W*(T)={I=s=0} sont de dimension m + 1.

2.2.2. Lemme de transfert pour un tore hyperbolique normal
On reprend les hypotheéses du paragraphe 2.1. Nous avons alors le résultat suivant.

Lemme de transfert : Un tore hyperbolique normal vérifie la propriété P(u<), x > 0

quelconque, avec T = v (u“"‘)—r et 6y = e~ T, 6, =1, 6; = 69 = plts.
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La démonstration s’effectue comme précedemment en deux étapes résumées par les
lemmes A et B suivants.

Lemme A (Contréle C°) : Soit py = (62,0,0,us) un point de Oy dans Vi, et Vg
un voisinage de py de taille B = p'**, ot k > 0 quelconque. Il existe un point p1 de Aq,
un voisinage Vs de p1 de taille § tel que pour

T = O(/J,—T(H-'{))

on ait ®(T,Vs) € V3.
Le point p1 est choisi tel que

| L] < exp(—pTHR)

| siur| < exp(—p~T1FR)

Démonstration : On pose

po = exp(—p~T1H+H))

Dans toute la suite les M, seront des constantes indépendantes de p. On a

| 1(0) | < po
| s(0)u(0) | < po

On suppose (hypothese (¥)) :

1) < epo ‘
[sOu) | < cpo PO IS ey = Talw)

a) Cas des variables neutres I: On a

I=—ul'((1,s,u, )
avec
't = 05(1,su)
D’apres (*), on a donc

| I|< pc®piMy pour |t |< Ty()

d’ou avec le théoreme des accroissements finis (TAF)

uczp%JVhd

I I(t) - I(O) |< /~LT(1+K)

pour | ¢|< Ta(u)
b) Cas du produit su: Nous avons

su = ph(l,s,u,qp)

ou
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h = O(1, su)

On a donc avec (*) 'inégalité

| su|< pc®pgMy pour |t |< Ty(u)

En utilisant une nouvelle fois le (TAF), nous obtenons

uc?p3Mod

| s(tpu(t) — s(Ou(0) |< ZR0

pour | ¢|< Ta(u)

c) Cas de la variable stable s: Notons s,(t) la solution de '’équation différentielle
ordinaire

§=—(A+A)s + phs

et so(t) la solution du systéme non perturbé
§=—(A+A)s

On a alors,

b
su(t) = s0(t) = 8u(0) = 50(0) + 1t | Rulz)dz

Supposons s,(0) = so(0), on a
to
[ 5u(®) = s0(8) 1< s | 1 Rs(i) | ¢

c.1) Comportement de sg(t) : Comme

A= Ol(I, su)

on a, d’apres (*)

| A |< M3cpo

Pour p assez petit, nous avons donc
| s0(t) [< Maso(0) exp(—At) pour |t |< Ty(p)
c.2) Comportement de s,(t) : Nous avons, d’aprés c.1,

| 5u(t) 1< M | 50(0) | exp(=30) +1s [ | Ral2) | dz

Or, on a



ce qui nous donne, en utilisant (*),

| Ro(2) |< Mscpo  pour | ¢|< Ty(u)

soit

| su(t) |< My | s0(0) | exp(—=At) + uMscpo | t]|  pour |t |< Ty(w)
On a alors en t = Ty(u)

, uMscpod
| su(t) |[< My | 50(0) | exp(—ATa(n)) + T
Or
uMscpod — _ "
i = SR < e

pour pu < pg, po assez petit.

d) Cas des variables angulaires ¢: On a

¢=w+Ty+uly

Notons (755 la solution du systeme “intégrable”

p=w
et ¢o la solution du systéme non perturbé

¢=w+1“¢

| 90(t) = Bo(8) <1 60(0) = Bo(0) | + [ ITo(c) | d

On choisit ¢p(0) = 50(0). Comme Ty(u) est le temps d’ergodisation, nous avons

| bo(Tu(w)) — b2 |< pu'*t™ (29)
De plus,

Ty = 011, su)

soit, avec I'hypothese (*), nous obtenons

| Ty(z) |< Mgcpo pour |t |< Ty(w)

On obtient donc

| do(Tu(p)) — b2 |< pt™F + Ty(p)poMs
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Comme

Ty(p)po < p'** (30)
on en déduit, en utilisant 29 et 30,
| ¢o(Ta(p)) — ¢2 |< 2ut*" (31)
On a aussi
Ta(p)
| (Talw)) = b2 1<| $0(Ta(u) = ¢2 | 44 [ Ts(2) [ d2
Comme

Ty = Oo(I, su)

on a, en utilisant (*),

| Ts(2) |< Mapt

Ce qui nous donne, en utilisant 31

3
| $(Tu(w) = b2 1< 2u1*" + MrpgTa(p) < Sp' ™

e) Validité des inégalités : Nous devons nous assurer que 'hypothese (*) est bien
vérifiée. Pour cela, il nous faut trouver des constantes c et d, indépendantes de p et
satisfaisant 'inégalité suivante

poMdp

i) +1<ec

ou M = max(]\/[l, Mg)
Posons ¢ = 2, nous devons alors trouver d tel que
AMdy TR L=pTTO g (32)

En choisissant d = 1/4M et p suffisamment petit, I'inégalité 32 est vérifiée. Ceci
termine la démonstration du lemme d’échange C°. O

Nous allons montrer le lemme suivant.

Lemme B (Controle Cl) : Soit A une sous variété invariante par Xpg, coupant
transversalement la variété stable W*(7T) du tore T avec un angle de taille O(u). Alors
au bout d’un temps T = p~ "I+ 00k > 0, ®(T, ANVs) est C* p'+* proche de la variété
instable W*(T) du tore, avec Vs donné par le lemme A.

Démonstration : On conserve les notations du §.2.1.

a) Equations aux variations pour les formes de base : On note
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o of of  of of . of,
ou’ 0s’ 0" 0Ly, 01’ O

On a alors les équations aux variations suivantes pour les 1-formes :

V”cf:(

§s = —(A+A)bs — Yz Abxs — Uy Asbz
6_u = (A+A)du+ YrAbzu + p 7, Aydz
61 = Uz Lréz

§¢ = Vaollg+ uly)éz

Nous avons donc les équations différentielles suivantes :

b)) = —20+A)E+R,
g0 = -0 +MNE+R
2t) = —(A+A0)2+R,
ou les restes ont pour forme
Ry = A*é—* + B,
ou
avec
As = —(s0sA +udu + “(85‘7{3 + auKU) +(UuVe A+ p Vs Ku)g_z#L)
Bs = —(s0uA+ ubuls + (sOrA + pdrAs) L) '
Ar = —pdiTr — (udA + pdyhy) — (uALA + pA R,)E™
By = —pd,T1— pATpE™™
Ay = 0T+ uly) — (A + pudyhy) — (uhzA + uAmf\u)g—f“
B¢’ = 8u(l_‘¢ + /Lf¢) + AZ(P¢, i uf‘¢)‘g—z¢¢’u

Nous avons T = p~"(14%) ot k > 0, et p = exp(=T).
b) Quelques inégalités: Soit B, le sous-ensemble de B suivant:

By={z=(s,u,y,z) €B ||sul<p, |yl<p}

Nous avons alors le lemme :

Lemme 7 Dans By, nous avons les inégalités suivantes:

- & ¢ t t
520 1< | 20) [expl [ (| Au(a)-pa)de) e[| Bua) L expl [ (| Aulr) | =N}

(33)

0U s = 2N, 1 = f1y = A, et ¢x,C}, sont des constantes.
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Démonstration : C’est une conséquence du lemme de Gronwall. On commence par
noter qu'il existe des constantes c et ¢’ telles que:

bs Os

SISO d [N B + () 4,(2) | d: (34)

On rappelle que 'inégalité de Gronwall généralisée (voir [CL], p.37) s’énonce comme
suit: solent u, v, ¢ trois fonctions, avec ¢ différentiable, si

o(t) < oft) + /0 *u(s)(s)ds (35)

alors

v(t) < ¢(0) exp(/ot u(s)ds) + /Ot c'(s) exp(/stu(r)dr)ds (36)

Multiplions 'équation 34 par e***. On a alors une inéquation du type 35:

bs 2X¢ s i [E one o [ 22z
| 5o 1 <l m(0) | +¢ [ | By(@) |date [ 1 A2) 2% | ()2
u bu 0 0

On pose c(t) = c | g—Z(O) | +¢ [5 %% | Bs(z) | dz et u(z) =| As(2) |. On obtient donc

6s

220 Is el 220) Lexn( [ (1 Aule) | ~20d2) + e [ By(a) | 140y,

Pour 61/6u, nous avons

oI

Hioe<el Loyive [0 1B a4 e [ | anz) 1) 2
§u - bu 0 0

5u( z)dz

On pose c(t) = c | ££(0) | +¢ [5€** | Bi(z) | dz et u(z) =| A(2) |. On obtient donc

61 oI

E(t) |<c] %(0) | exp(/ot(| Ar(z) | =N)dz) + ¢ /Ot | Br(2) | ef:(]Al(Z)"\)dez

On obtient de méme l'inégalité pour §¢/éu(t). Ceci termine la démonstration du
lemme. O

Nous avons le lemme suivant:

Lemme 8 Il existe une constante k > 0 telle que

| du(0)| > kp

| ds/du(0)| < 1/(kp)
| dI/du(0)| < 1/(kp)
| dé/du(0) | < 1/(kn)
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Démonstration: On reprend la démonstration du lemme 6. La remarque suivant ce
lemme est encore valable dans le cas standard. O

Fin de la démonstration : Nous allons terminer la démonstration du lemme
d’échange en trois étapes. Pour cela, introduisons les sous-espaces suivants de B),:

B! = {z=(s,u,pzm)eB,|lu|<p}
B = {z=(s,u,y.0) €By||ul<p, [s]<p}
BT = {z=(s,u,y,z)€B,||s|<p}

Les trois étapes du lemme d’échange coincident avec les trois ensembles B*, ol * =
I, 11,111

Remarque: On retrouve les 3 étapes de la démonstration du A-lemme pour des difféo-
morphismes au voisinage d’un tore partiellement hyperbolique. On commence par suivre
I’évolution du plan tangent le long de W*(7), puis, ayant obtenu un redressement sat-
isfaisant du plan tangent dans un petit voisinage du tore, on montre la dilatation des
vecteurs tangents suivant W4*(7).

Etape I:

Lemme I: Soit 0 < Ty < T, avec Ty = O(u~"1+%)), k > 0, tel que z € B! pour t < T1,
alors ent =Ty, on a

0s p oI P 0 1
Z2 £ - L (T =
SmI<L 1mmI<E 1Em <]

Démonstration : Supposons que | §s/6u(t) |< 1/u, | 61/6u(t) |< 1/p, | 6¢/6u(t) |< 1/u
dans By (hypothese (*I)). Nous avons alors les inégalités suivantes dans By:

|As| < P//»L
|BS| < 1/#
|Ar| < p/u
| Br| < up
|Ap| < p/p
| Bp| < 1/p

On en déduit alors, en utilisant les inégalités 33,

6s Cs c' e—/\t
22 () |< Ze(=22+(p/m))t + s 1 — elp/m) =2t
IACES 7 (p/u)—%( ) Iz

De méme, nous avons
| 61 (t) |< Lel-A+le/m)t 4 Lcl(l _ ello/m=2ty
bu - I

(/1) — A
et
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6¢ Cd; (_/\_’_( C, _ 1
2(t) |< 2e plaNt 4 L (1 — e((p/m)=N)ty
g = i (p/u)—/\( )u

On vérifie alors sans peine I’hypothese (*I), et nos inégalités sont donc ainsi justifiées.
En t = T7, nous obtenons donc les ordres de grandeurs désirés. O

Etape II:

Lemme II: Soit T} < Ty < T, avec Ty = O(/,L_T(HQ")), k> 0, tel que z € B pour
T, <t <Ty, alors ent =Ty, on a
bs p* §¢ p

oI p
E(Tl) |< 5 | %(Tl) |< = E(Tl) |< "

Démonstration : Supposons | §s/6u(t) |< O(p/u), | 6I6u(t) |< O(p/w), et | 6¢/bu(t) |<
O(1/p) dans By (hypotheése (*II)). Nous obtenons alors les inégalités suivantes dans Byy:

|As| < p/p
|Bs| < ,02//J
[Ar| < wp
| Br| < up
|Ag| < p/u
| Bs| < p/u

On en déduit alors, en utilisant les inégalités 33,

bs P (—oa( c. —ann P a
2 1< e Eue plaNt 4 =s (1 _ ep/m) =20ty =Xt
) IS ot (p/u)~2f\( )u

De méme, nous avons

6_I(t) |< CIBB(_’\+“p)t I —E&(l — elbr=Nty
et
o 1 (_» cyp )
—(t < C ‘—'e( +(p/l‘))t + —_— iy _e((p/u') )\)t)
)1 o5 MO

On vérifie alors sans peine 'hypothése (*II), et nos inégalités sont donc ainsi justifiées.
En t = T3, nous obtenons donc les ordres de grandeurs désirés. O

Etape III:

Lemme III: Ent=T, on a

bs 0° 61 p? )
E(TI) |< ; —;(Tl) |< ; 5u(T1) |<
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Démonstration : Supposons | &s/6u(t) |< O(p*/p), | 6I/6u(t) |< O(p/u), et
| 6¢/6u(t) |< O(p/p) dans Byyp (hypothese (*III)). Nous obtenons alors les inégalités
suivantes dans Bjrr:

|As| < p/u

| Bs| < p*/u

lAr|] < p/p

|Br| < p?

| Ag| < p/u

|Bs| < »p

On en déduit alors, en utilisant les inégalités 33,

Ss p2 3 C' p2 B B
—(t) [Ses =Pt . st (] _ ole/)=2A)ty o~
gl IS 007, a((o78) =2

De méme, nous avons

2
8L ) I< erLpel->+ole 4 (1 _ (ol-ar)

¥ f p((p/1) = A)
et
6 £ ek CoP -
—2(t) |< cglel-2+p/m)t 4 (1 — ellp/m)=2)ty
A (o8) =
On vérifie alors sans peine 'hypothese (*III), et nos inégalités sont donc ainsi justifiées.
a
Conclusion: Le lemme III montre que les deux plans tangents sont, au point ¢r(p),
p!** proches en topologie C'! compacte ouverte. Ceci termine la démonstration du lemme

de transfert. O
2.3. Controle de ’angle
Un corollaire immédiat du lemme de transfert est le

Lemme de transitivité: Soient Ty, Ty et T3, trois tores partiellement hyperboliques, tels
que W*(T1) (resp. W*(T»)) coupe transversalement W*(T5) (resp. W*(T3)) dans H avec
un splitting d’ordre . Alors W*(11) coupe transversalement W3(T3) dans H.

Démonstration: Le lemme d’échange C! permet d’affirmer que W¥(T}) est O(ul™*)
proche en topologie C' de W¥(Ty). Comme W?*(T3) coupe transversalement W¥(T3)
avec un splitting de taille O(u), nous avons, en utilisant un théoréme de stabilité des
intersections transverses sous faible perturbation C', W*(T}) qui coupe transversalement
W#(T3) dans H, pour u assez petit. O

On conserve les notations de la section précédente.

Lemme (contréle de ’angle): L’angle entre A et Ag est de 'ordre de O(u — p/ ).
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Démonstration: Soit p un point appartenant & l'intersection de A et Ay. Soit 7 la
translation dans les variables d’angle de p en py. Le lemme III nous assure alors que 7, (A)
est p/p proche en topologie C! de W*(7') au point py. Comme Ay coupe transversalement
W"(T) en ps avec un splitting de taille O(u), on a 7,(A) qui coupe Ay transversalement
avec un angle de l'ordre de O(p — p/u). En effet, I'angle entre ces deux variétés se lit
sur les composantes des vecteurs tangents suivants e; et ey et il est donc invariant sous
I’action de la transformation précédente. Ceci acheéve la démonstration du lemme. O

On peut maintenant appliquer le lemme de transitivité de maniére récursive. On
obtient alors sans peine ’existence des orbites de transition le long d’une chaine de tores.
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3. Temps de transition dans le modele d’Arnold

Le modele d’Arnold est défini par le hamiltonien suivant :

H(pq, 11 I, 01,02) = 59 + (I3 + 18) + (cos(a) — 1) (1 + u(cos(6) + cos(62)))

ott (6,¢,1,p) € T? x T x R? x R.
3.1. Construction de la chaine

Nous avons le lemme suivant:

Lemme 9 Les variétés stable et instable des tores de la famille T se coupent transver-
salement dans H dans un voisinage de 0; = 0 pour p suffisamment petit.

Démonstration : L’intégrale de Menikov (voir appendice) est définie par
o0
M; = sin(6?) / f(y(2)) cos(w;t)dt
—o0

On a M; = 0 pour 6; = 0, et 'hypothese ii) du théoreme 4.1.19 de ([Wi], p.393) est
satisfaite puisque

oM OM: —o0
000 Zr 0| | [ fot) cosentyas 0

- - £0
39{ (0,0) ;fo (0,0) 0 | 1@ costuntyat

ce qui termine la preuve du lemme. O

Nous avons prouvé que les tores partiellement hyperboliques ont des variétés stables
et instables qui se coupent transversalement pour p suffisamment petit. La perturbation
étant nulle sur la famille de tore, nous en déduisons le théoréme suivant:

Théoreme: Le systéme modéle posséde une chaine de transition.

Démonstration : Il suffit de noter que les variétés stable et instable de tous les tores
subsistent apres perturbation et ceci independamment de la fréquence du mouvement sur
le tore!®. Un simple théoréme des fonctions implicites nous donne alors I’existence de
connexions hétéroclines entre deux tores suffisamment voisins, & savoir de I’ordre de p 4

3Cette situation est non générique. Elle tient au fait que la perturbation s’annule sur la famille de
tore. Losque 'on écrit les séries formelles afin de montrer I'existence des variétés stable et instable d’un
tore donné, on s’appercoit que les termes posant un probléme pour la convergence de la série sont au-
tomatiquement nulle. On utilise implicitement le fait que le tore existe et cela independamment de la
frequence.

148i on note w = (w1, w2) la fréquence du mouvement sur le tore non perturbé, on doit avoir | w' —w |< p,
avec | . | la norme euclidienne sur R?



Il existe donc une suite w; = (w},w?) € R% i = 1,..., N, de fréquences telles que
| wir1 —w; |< p et telles que les variétés stable et instable des tores T, associés vérifient
: W*(T.,,) coupe transversalement W*(T,,,,) dans la surface d’énergie considérée.

La fréquence sur ces tores n’est pas obligatoirement diophantienne (sauf dans certaines
régions de l'espace des phases). Néanmoins, le A-lemme nous permet de montrer que ces
tores sont des tores de transition. La chaine ainsi formée est bien une chaine de transition.
O

3.2. Calcul du temps

Tout notre travail revient maintenant a chercher une région de l'espace des phases
dans laquelle il existe une densité suffisante de fréquences diophantiennes et & estimer les
constantes 7y et 7 associées & ces données.

On remarque tout d’abord que

T>1

Nous prenons 7 = 1 + &/, avec x' > 0 une constante quelconque. En effet, dans le cas
ou k = 1 ’ensemble des vecteurs fréquence diophantiens associé est de mesure nulle!®.

Le temps de dérive le long de la chaine est donc

T = O(N’)’_IMH-K)

Pour effectuer une dérive de longueur 1, nous devons considérer des chalnes constituées
g )
d’au moins E(p~1) tores, ott E(z), z € R, est la partie entiere de z. On obtient donc

T = O(y~'p**™)

Ona~vy= mg‘(l ) v;. Supposons vy > 7o indépendant de p. Dans ce cas, le temps
i=1,... . B(u—

de dérive est donné par
T = O(u**™)
ou k > 0 est une constante quelconque.
3.3. Comparaison aux méthodes variationnelles

Dans [Be|, Bernard obtient, en adaptant une méthode variationnelle développée par
U. Bessi [Be], le temps d’instabilité

Tinst ~ O(I/NQ)

L’expression du temps d’instabilité obtenue au §.3.2. nous donne alors

5Dans un systeme d’Arnold & n degrés de liberté, on doit imposer 7 > n— 1. En effet, losque 7 < n — 1
I’ensemble des vecteurs diophantiens est vide et losque 7 = n—1 il est de mesure nulle. On pourra consulter
les travaux de Russman [Ru] sur ce sujet.
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Tinst e 0(1/N2+K)
avec £ > 0 quelconque.

Les deux résultats sont donc comparables.

Lochak [Lo] suggere que le temps optimal de transition doit étre de l'ordre de y |
log(w) |-
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4. Chaines d’orbites périodiques hyperboliques

4.1. Evaluation du temps le long d’une chaine abstraite

On se donne un famille de IV orbites périodiques normalement hyperboliques, notée O;,
i=1,...,N, telles que la variété stable W#(0O;) de O; coupe transversalement la variété
instable W¥(0O;+1) dans une surface d’énergie donnée.

Soit f; l'application de premier retour associée a l'orbite périodique O;. Nous tra-
vaillerons désormais avec ces diffeomorphismes de section. Nous supposons que la période
de chaque orbite peut étre fixée & n*. Dans ce cas, 'application f® posséde un point fixe
hyperbolique.

On peut toujours choisir un systéme de coordonnées tel que 'application est la forme
suivante :
¥ (s,u) = (As, A" M) + r(su)
ous€RF ueRF 0< )< 1etrestdordre 2 en su.
C’est le théoréme de Moser [Mo2].

On suppose aussi que 'hyperbolicité A est uniforme le long de la chaine.

Nous effectuons maintenant I’hypothese que l'angle d’intersection entre les variétés
stable et instable est tel que

Ai > cp
ou u est un parameétre.
Dans ce cas, le temps de parcours le long de la chaine est :

Théoréme : Sous les hypothéses précédentes, le temps de dérive le long de la chaine
d’orbites périodiques est
1 1+K
T< Nn 08B
log A

ou k > 0 est un réel quelconque.

Le temps passé au voisinage d’'une orbite périodique est bien entendu donné par le
produit de la période et du temps hyperbolique passé dans chaque section. Celui ci est
conditionné par l’angle d’intersection. Nous devons étre p!*® proche en topologie C*
compacte ouverte de W*(0;). Le temps hyperbolique associé est donc

B log Ml-{-lﬂ
b= log A

88



On vérifie que la variété W*(O;_1) est exponentiellement redressée au bout du temps
Ty. Par conséquent, 'angle d’intersection se conserve & une quantité exponentiellement
petite pres. Cette derniére remarque permet d’itérer ce raisonnement.

4.2. Realisation des chaines par dynamique symbolique

La réalisation d'une chaine d’orbites périodiques étant donnée une chaine de tores
possédant une dynamique symbolique est donnée au §.3 du chapitre précédent. En vue
d’une estimation du temps de transition, nous devons préciser les caractéristiques de cha-
cunes de ces orbites : emplacement, période. Nous avons alors le

Théoreme 1 Soit T = (T})i=1,..m une famille de tores hyperboliques provenant de la
perturbation d’un systéme hamiltonien initialement hyperbolique. Il existe une chaine
d’orbites périodiques hyperboliques O = (O;)i=1,..m telle que le temps mis par une or-
bite pour longer cette chaine est de [’ordre de

—7(1+K) log(u’H-K)

log\ ()
on T est la constante diophantienne associée au vecteur fréquence des tores, kK > 0 est une
constante quelconque, et \(p) est l’exposant de Lyapounov (supposé uniforme le long de la
chaine) des orbites périodiques considérées.

Démonstration : L’idée est de choisir le plus petit n assurant la tranversalité des
variétés stable et instable des orbites périodiques. Ce choix peut étre vu comme une
version quantitative du corollaire 1 (on précise la valeur de n*) dans le cas ot la valeur de
I’angle est connue.

Nous savons que, dans le cas d’une perturbation de taille u d’un systéme hamiltonien
initialement hyperbolique, ’angle entre les variétés stable et instable des tores hyper-
boliques est de I'ordre de p. Il suffit donc d’assurer une proximité de l'orbite périodique &
la variété stable du tore de l'ordre de u!™*, olt kK > 0 est une constante quelconque, pour
obtenir une proximité du méme ordre (en topologie C'!) des variétés stable et instable de
I'orbite périodique & celles du tore.

Cela revient & choisir la taille 7 de la fenétre de 'ordre de 7 = p!**, oll K > 0 est une
constante quelconque. Le choix de j nous donne directement, & partir de ’alphabet A, la
valeur minimale de la période des orbites périodiques constituant la chaine. En effet, nous
devons avoir

|0 -0~ +nug |< ¢y = eplt®

On est donc ramené & un probleme classique de calcul de temps d’ergodisation qui
dans ce cas est donné par (voir [BGW])

n= ’Y—I,U,_T(H_K) (38)

ou T et v sont les constantes diophantiennes associées a vg.
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Le théoreme du §.3.1. nous donne le résultat attendu. O
Remarques :

1. La difficulté d’implementation du résultat précédent tient au fait que I’hyperbolicité
des orbites périodiques est difficile & déterminer.

2. On note que si 1 > A > Ag, avec Ag indépendant de u, alors nous obtenons un temps
d’instabilité de I'ordre de

T=0( """ |logul)

qui est le résultat optimal conjecturé par Lochak [Lo].
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5. La méthode des fenétres

Nous allons étudier le systeme hamiltonien défini par:

H(p’q7[11I2791702) = HO(pi q, II)IQ) - /J“Hl<p7Q7I17I2;91792)

ou

1 1
Ho(p, q, I11]2) — §p2 f (COS(q) il 1) T '2“(112 + 122)

et

Hi(p,q, 11, I5,01,05) = f(q)(cos(f1) + cos(h2))

On suppose que g(t) = f(v(¢)), ou y(t) est la solution représentant la séparatrice du
pendule simple, est une fonction impaire.

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2 I eziste une chaine de transition le long de laquelle la dérive s’effectue en
un temps

1
TZTLSt = O(:LL3+U)

ou o > 0 est quelconque.

Démonstration : Elle s’effectue en trois étapes. On commence par calculer la forme de
I’application entre les différentes sections des tores de la chaine. On construit ensuite une
famille de fenétres correctement alignées en suivant le travail de J.P. Marco [Ma]. Nous
calculons enfin le temps de transition le long de la chaine.

a. Application entre les sections
L’existence des chaines de transition a été établie au §.3.

Dans un cas initialement hyperbolique, nous savons que le splitting est de 'ordre de
u. Par conséquent, la distance maximale pour laquelle nous sommes en mesure d’assurer
une intersection transverse des variétés stable et instable est de l'ordre de p (qui est donné
par un théoreme des fonctions implicites). On définit alors un pas de chaine, noté c(u),
ou c(u) = O(n).

On note T, un tore de la chaine de transition. On peut lui associer deux tores, notés
Tite(p) € To—c(u)- Lorsque p tend vers zéro, c(u) tend vers zéro, et Tp,4 _(,) tend vers

we

On définit maintenant l'application de section entre le tore T}, et le suivant dans la
chaine de transition, T¢, o(,)-
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Soit 0, une obite hétérocline entre ces deux tores, i.e. une orbite qui appartient a
W(TL) " W(Toype(u))-

Remarque: Pour p = 0, nous avons une orbite homocline au tore 7T,,.

On note p (resp. q) le premier point d’intersection de cette orbite, notée o,, avec la
surface de section S,,4.(, (resp. S, associée au tore T, ) (resp. T,). Evidemment, on
ap€ W (T 1) et ¢ € W*(1,). On peut de choisir le systéme de coordonnées locales
de maniére a ce que ces deux points soit les méme.

Soit D,(q) (resp. Dytc(uy(p)) un voisinage ouvert de g (resp. p) dans S, (resp.

Suwrte())-
On appelle application de transition, 'application de Poincaré définie entre Dy, (. (p)
et Dy, (q), notée A,. On a

Au(z) = q+TI,h 4+ Ax(R)

ou h =z —p, II, = Dy(A,) et Ay est d’ordre au moins deux. On effectue ensuite un
développement de A en . On obtient

Mam=Awm+u%3am+mﬁ>

Nous pouvons calculer explicitement les applications Ag(z) et ‘g—ﬁ(x, 0). Dans toute la
suite, on note I'(z) = g—’/}(x, 0).

On précise maintenant la forme de la dérivée de A par rapport a z au point p. On
obtient

I, = DyAu(p) = Dzho(p) + uDoT (p) + O(4?)
Donc, lorsque p tend vers zéro, la matrice IT tend vers D;Ag(p). Nous avons alors le

lemme suivant:

Lemme 10 (application de transition) : L’application de transition Ay(x) définie de
Dy ye(uy(p) sur Dy(q), s’écrie

Au(z) = q+ Tk + Ao(h)
ou h=x —p, II, = Dy(A,). La matrice I, est de la forme

1+pa 0 T O

_ w8 a 0 b

M = uy 0 1 0
wo c 0 d

ou vy est directement relié au splitting de Tj,; ¢y €t Lo .

+0(u?)

La démonstration de ce lemme est donnée en appendice.

b. Fenétres
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En suivant la méthode développée par Marco [Ma], nous construisons des fenétres
(Bj)i<j<s de la forme

ot le centre ¢V € Dg(p) est proche de g; tel que pour un ensemble d’entiers n; donnés,
la fenétre

fnjo\I!ij

s’aligne correctement sur la fenétre B, ;. Le lemme de ['ombre dii & Easton [Eal, nous
donne l'existence d’au moins une orbite connectant les tores extrémes de la chaine de
transition.

On commence par regarder les fenétre affines (P;), de la forme

Pj(z) = pY) + PU)g

ott le centre p\7) est proche de p.
On peut alors choisir la fenétre B; définie par

Bj=AoPjy

Nous allons tout d’abord montrer que les fenétres affines sont alignées. Puis, en
utilisant un critére d’alignement du & Marco [Ma], nous en déduirons, moyennant un
bon contrdle des restes donné par le lemme d’échange, l'alignement des fenétres B;.
Précisément, nous avons le lemme suivant, démontré en appendice.

Lemme 11 Les fenétres (Bj)i1<j<J sont correctement alignées pour nj = n = pu~(2+9) o
o >0 et p est suffisamment petit.

c. Démonstration du théoréme

On démontre maintenant le théoreme. Nous avons E(1/u) tores (ot E(z) représente la
partie entiere de z), et n; =n = ,u‘(2+"), o > 0. On en déduit que le temps de transition
est donné par

Tinst = O(E(l/#)#_(2+”)) = O(IU,*(3+G))

ou o > 0, ce qui termine la preuve du théoréme. O
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6. Conclusion et perspectives

6.1. Optimalité des exposants de stabilité du théoréme de Nekhoroshev-
Lochak

Nous allons maintenant discuter (de maniére informelle) la possibilité d’étendre les
résultats précédents au cas initialement elliptique.

La premiere étape est de démontrer un résultat de forme normale comme celui utilisé
dans le §. 2.2. Ce travail a d’hors et déja été réalisé par L. Niederman [Ni.

La seconde étape est d’estimer 'angle d’intersection des variétés stable et instable d’un
tore donné. Nous effectuons '’hypothese suivante :

A= M(e)p
ot M(€) est donné par le calcul de Melnikov!®.

Cette hypothese est déja vérifiée dans ’exemple d’Arnold. En effet, M. Rudnev et S.
Wiggins [RW2] ont montré que pour = €™, on a

E—l/2(n—l)

M(e) > ce
ol ¢ est une constante indépendante de e.

Nous pouvons maintenant reprendre le raisonnement du §.1. Nous allons travailler & €
fixé et p indépendant de e.

Nous devons calculer le temps de transfert associé & une variété faisant un angle A =
M (e)u. Nous allons supposer que le résultat en initialement hyperbolique se transpose
directement'”. Nous avons donc un temps de transfert égal &

C
IT=——
| v(M(e)pt*)T
Placons maintenant dans ’exemple d’Arnold généralisé proposé par Lochak [Lo2] et
étudié par Rudnev et Wiggins [RW]. On défini

I y2
oL & + e(cosx — 1) + pF(z, ¢)

[\Dlww

n—1
H(z,y,I,¢) =
i=1

avec (y,z) € Rx T, (I,¢) € R* 1 xT"! T = R/Z. On suppose que F est un polyndme
trigonométrique dans la variable z de degré fini v et que la moyenne de F' en ¢ est nulle
pour tout z.

19Si on note §(¢) = I'*(¢) — I~ (¢) I'écart entre les variétés stable et instable, on a 6(¢) = Z 156, On

keN
note alors M (e) le déterminant de Jac(61(¢)) |4, au point homocline ¢o.
'"La vérification du lemme de transfert est lié & un contréle & M(e)u pres du reste de la forme normale.
Ceci est possible grace au théoréme 4.1 du §.4 de [Ni].
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La construction d’une chaine de transition s’effectue de la méme facon qu’au §.3. On
supposera pour simplifier que la perturbation s’annulle sur la famille de tores.

Le temps d’instabilité le long d’une chaine de E(M (¢)™!) tores partiellement hyper-
boliques, o E(x) est la partie entiere de z, est alors donné par

L
r=o0 (]\/[(G)TMT(1+K)+1>

Dans ’exemple d’Arnold, il est possible de choisir u = €™, avec m suffisamment grand
et M(e) = Me=1/e?" ™D ¢ temps est alors donné par

T'=0 (’7_1e_T(1+K)—lel/€1/2(n—1))

Nous avons 7 > n — 1, alors

La contribution des termes en puissance de € sont négligeables devant le terme expo-
nentiel, et le temps est donc égal a

7= 0 ()

Nous avons donc exactement les exposants de stabilité obtenus par Lochak [Lo2] pour
le théoreme de Nekhorochev.

Remarques:

1. La constante v doit dépendre de e. Néanmoins, sa contribution au temps
d’instabilité est polynomiale en € et n’influe donc pas sur le résultat final.

2. Contrairement a la méthode de U. Bessi [Be] il ne semble pas nécessaire de choisir
1 exponentiellement petit en e.

3. Dans le cas ol le hamiltonien est & n degrés de libertés, la méthode précédente n’est
pas applicable. En effet, personne n’a encore démontré que le terme de Melnikov donné la
bonne contribution au splitting. La difficulté est essentiellement d’ordre technique. Elle
est liée au fait qu’il n’existe pas de fractions continues en dimension supérieure ou égale a
trois.

La méthode de Bessi connait les mémes difficultés. Néanmoins, il semble plus facile de
les surmonter dans ce cas.

4. De méme que pour Bessi [Be], nous n’avons pas obtenu les exposants de stabilité
optimaux, a savoir 1/2n. Ceci est di a la méthode. En effet, nous nous placons au
voisinage des résonances simples ol ces exposants ne sont plus valables. Néanmoins, nous
optimisons le résultat de stabilité obtenu par P. Lochak [Lo] au voisinage d’une résonance
simple.

6.2. Le probleme des grands angles homoclines

95



1. Dans un article récent, Chierchia [Ch2] construit une chaine de transition dans
un systeme hamiltonien proche intégrable a 4 degrés de liberté. C’est I’existence, dans
certaines régions de l’espace des phases, de grands angles homoclines qui rend possible
cette construction.

La question est alors de savoir si ce dernier résultat ne contredit pas le théoreme de
Nekhorochev.

Nous remarquons tout d’abord que ce phénomene a lieu au voisinage des résonances
multiple (ici double). C’est la présence de plusieurs facteurs d’échelle qui conduit & ce
résultat (voir les idées de Chierchia- Gallavotti [CG]).

Vis a vis de notre méthode, il est clair que la quantité calculé par Chierchia n’est pas
I’angle intervenant dans le calcul du temps d’instabilité. En effet, nous utilisons un systeme
de coordonnées redressées, et I’angle que nous définissons se rapproche de la définition du
splitting tel qu’il est introduit par Lazutkin [La).

Dans ce cas, I’angle d’intersection doit étre exponentiellement petit, méme au voisinage
d’une résonance double!8. Le calcul du temps nous redonne donc dans ce cas un temps
exponentiel et leve la contradiction.

2. Nous pouvons ramener les remarques précédentes au constat suivant :

Pour calculer le temps d’instabilité, nous utilisons un systeme de coordonnées adapté
aux tores de la chaine dans lequel les variétés invariantes sont redressées. Néanmoins, il
est difficile de démontrer l'existence de connexion hétéroclines dans ce systeme.

Afin de mettre en évidence l'existence de chaines de transition, il est préférable
d’utiliser le systeme de coordonnées initial. Par contre, il semble délicat de calculer le
temps de dérive directement dans ce cas.

181 ’idée sous-jacente est que dans ces coordonnées, 'angle que nous calculons est associé & une forme
normale dont le reste est exponentiellement petit.
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Appendice A. Démonstration du lemme 10
e Calcul de D,Ay(p)

Le calcul de DyAo(p) s’effectue en trois étapes. On commence par linéariser les
équations du pendule simple le long de la séparatrice. On en déduit alors la résolvante de
notre systeme modele. On se restreint enfin a la surface de section.

a) Linéarisation du pendule simple : Soit H(p,q) = %pQ + (cos(q) — 1) le hamil-
tonien du pendule simple. Le mouvement sur la séparatrice est défini par les équations

y(t) = { q(t) = £2 arcotg(—sh(t))

de conditions initiales ¢(0) = £7 and p(0) = 2.
Nous calculons maintenant la dérivé de cette solution par rapport aux conditions ini-
tiales. Pour cela, nous écrivons I’équation auz variations, ce qui nous donne

(39)

R(t) = L(t) o R(¢)

avec R(0) =id, et L(t) = ( ? (sh*(2) _01)/Ch2(t) >

On obtient aprés calcul,

Fsh(t) sh(t)
R(t) = (1- 4chF2( t)) ch(t) —ckf(t)
1 ch(t)
R 2t + sh(2t
ou F(t) = —W)()-

Dans la suite, on note r;(t), i = 1,2,3,4 les composantes de la matrice R(t).

b) Systéme modéle : De la méme facon, on peut associer a notre systéme modele,
une équation différentielle ordinaire nous donnant la dérivée des solutions par rapport aux
conditions initiales dans un voisinage de ’orbite homocline au tore donnée par

([ p(t) =£2/ch(t)

q(t) = £2arcotg(— sh(t))
Lt)=17
Lt)=13

01 =69 + 1%
0y = 98 + Igt

Le résultat précédent pour le pendule simple nous permet de calculer facilement la
résolvante de notre systéme. On a

(40)
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r®) 0 0 ra(t) 0 0
0010 0 00
0 01 0 00
RE=1 1ty 0 0 ra) 0 0
0t o0 0 10
0 0t 0 01

c) Section : L’étape suivante est de se restreindre & la surface de section afin d’obtenir
la matrice DzAo(p).
Soit S la surface de section définie par

f2=0

Le temps de section de S est tel qur ¢r(p) € S. Par conséquent, nous obtenons la
matrice suivante

ro(T)
0

o = O

r4(T)
0 T 0

|l == R = I o

d) Coordonnées normales : Le calcul se termine maintenant en deux étapes. On ef-
fectue tout d’abord le changement de coordonnées (s, u,y,z) = ((1/v2)(p—q), (1/v2)(p+
q),I,6), défini par la matrice de passage

1 0 0 0
p_| 0 1V2 0 -1/V2
| o0 0 1 0
0 1/vV2 0 1/V2
Nous obtenons donc
1 0T 0
— 0a 0 b
M=19010
0 ¢ 0 d
ou
a 3(ch®(t) + G(2))
b = %(Chz(t)—W(t))
c = 5(ch’(t) = G(t))
d 2(ch?(t) + W (1))
avec
Gt) = ﬁ;W(Al—Qt—sh(%))
W(t) = o4+ 2t+sh(2t)

4ch*(t
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e Calcul de al“(p) =5 (g%(:r,())) (p)

a) Calcul de I'(x) : Soit ¢(t,zo, 1) une solution de notre systéme modele. Une
généralisation de I’équation aux variations nous dit que la dérivée de cette solution par

rapport a u , MEM =0 est solution I’équation différentielle ordinaire suivante:
ik p=

Z = Do f($(1),£;0)Z + Duf (4(1),£;0),  Z(to) =0

ol Z est vecteur a n composantes.
Dans notre cas, on a

f(p>q7]797t’/j') = ‘]DQ(HO(I) +P(pa q)) +HJDqu(paQ)Iue)

ce qui nous donne 1’équation aux variations suivantes:

0 cos(g) 0 O — %L (cos(61) + cos(62))
|1 0 00| 5L (cos(61) + cos(62))

6 & 09 —sin(6) f(p, q)

0 0 10 0

ou les composantes de la matrice sont évaluées sur la trajectoire homocline non perturbée.
On a donc, en utilisant 40

0 (sh®() —=1)/ch(t) 0 O — 5L (4(£))(cos(69 + wit) + cos (69 + wat))
Zo L 0 00|, SL(7(1)) (cos(69 + wit) + cos(63 + wat))

0 0 00 —sin(8) f(v(t))

0 0 10 0

ou v est I’équation de la séparatrice du pendule simple donnée en 39.
On a donc

i—ié‘—f(cos(@? + wit) + cos(69 + wat))
0

B(t) = 2sin(62+w;t)
ch*t
0

On notera les composantes de B, b;.

b) Dérivation : On commence par résoudre le systéme homogene associé

Z(t) = A(t,u)Z(t)

Supposons que nous ayons calculé la résolvante de ce systéme, notée R(¢,u). La solution
du systeme complet est alors donné par

t
2(t) = R(t,w)Z(0) + [ R(t,7)B(r)dr
0
Comme Z(0) = 0 par hypotheése, on obtient
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Z{t) = /Ot R(t,7)B(r)dr

On en déduit

Tl(t)bl(t, u)
T3(t)b1(tv ’LL)
bg(t, u)
ba(t,u)
ths(t, u)
tb4(t, u)

B¢, =) Bl7,u) =

Les by, bo, b3 et by dépendent seulement de 9?, pour ¢ = 1,2. Par conséquent la
dérivation par rapport & u nous donne une matrice de la forme

0 0 0 O 8171(t, u) Slvg(t, u)

R 0 0 0 0 s21(t,u) s22(t,u)
8F(u) _ 00 0O 83’1(t, u) 83,2(75, u)
5 D=l 0 0 00 sailta) sasltn)
00 0O 35,1(?5, u) 8572(1‘,‘, u)

00 0 O 8671(t, ’LL) Se’g(t, u)

c) Section : Par restriction & la surface de section S, nous obtenons une matrice de
la forme

000081
(), . [ 00 0 0 s
7e D=1 000 0 s
000 0 s

d) Coordonnées normales : On a dans le systéme de coordonnées (z, s,y, u)

a 0 0 0

| B0 00
B 7= v 0 0 O
6 0 0 0

ol a = sq, = (1/V2)(s51 — 82), v = s3 et § = (1/v/2)(s1 + s2). On note que le terme v
est directement associé au spitting par l'intermédiaire de 'intégrale de Melnikov.

Ceci termine la preuve du lemme 10. O
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Appendice B. Démonstration du lemme 11

e Construction des fenétres affines

a) Calcul de la matrice P : La fenétre affine P; : z — pU) + Pz est définie par
pl¥) = (8U), s) 0,u)) et

P11 P12 2 0

_ P21 P22 0 =
£ 1 0 00
0 e 0 0

ott Py, et %) sont & préciser. Le petits paramétres 2 et 1, sont utilisés pour controler les
fenétres. En particulier, on suppose 1, < 1 dans tout la suite.

On choisit les deux premiéres colonnes, correspondant aux horizontales, pour que ces
derniéres soient paralléles & I’espace tangent en p & U(W,,).

Lemme 12 La fenétre affine P est définie par la matrice P de la forme

1a(l4%)—+2) *1y, (@ —b) 0
p(Bx—va) p(B*—va)
UBA+*)—v%)  tu(*8—7b)

= ay—Bx ay—pPx 0 e
? 0 0
0 Tai 0 0

Démonstration : La forme de A nous donne les.contraintes suivantes:

P1]_ * P12 *I

Py | _ |0 Pyo | _ |0

4l [=lal € & @ [ o
0 ° T o/

Par conséquent, on a

1y P11 + *Po1 + Z(l + *) =0
18Py + aPy; +1x =0

ce qui nous donne

18P1s + aPyy + b1y, =0
2’)’P12 + % Poo + %1, = 0

soit

_ a(l+x)—%?)
Pu= p(Bx—va)
P e= *1, (@ —b)
12 = L(Bx—va)

Py — B0 ")
nS

PRI 73 S o
Py = 255

Ceci termine la preuve du lemme. O
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b) Calcul de la matrice B: La fenétre B; : z — g9 + Bz + BY(z) est définie par
Bj = Ao Pji1. On obtient donc g = (9’(7),0,O,u’(j)), et

—(1+10) 55 + T 0 (I4+:a)r 0O

_ 0 0 s a
B= 0 0 LY 0
—1(6-2) —w (% —d) s

c) Calcul de Ag): On note Ag) la fenétre définie par f™ o P;, ou f est ’application
de premier retour, et n doit étre choisi. On a

AY) =59 + Az + AP (2)

avec
ﬁfi]) = (0(]) + nUO> kns(])) 07 lnu)
et
1(% — nvy) 0 v 0
ke e) _KEBw gy
Ay = b ¥
3 0 0 0
0 My 0 0

e Alignement des fenétres affines
On commence par rappeler un critére d’alignement di & Easton [Ea].

Soit A% et B® deux (dp,, d,) fenétres affines dans RY, données par

A%(z)=a+ Az , BPz)=b+ Bz

[ A As
A= < Ay Ay )
ou A; € ]\/[(dh,dh)(R)’ Ay € A/I(dh,du)(R): Az € ]VI(dv,dh)(R) et Ay € ]\/[(du,dv)(R)7 la

décomposition étant analogue pour B.
On définit deux matrices intermédiaires

_( A1 —Bs _ [ B1 —A4s3
]\/[_(A‘Z —B4> N—<32 —Ay

Une condition d’alignement est donnée par le lemme suivant :

avec a € R% b e R% et
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Lemme 13 Soient M et N les deuz matrices intermédiaires associées auz fenétres affines

A% et Bb. Si

i) M est inversible
i) || M~Y(b—a)+ M~ Ny |lco< 1 pour tout y € L%

alors A® est alignée sur BP.

Nous renvoyons a ([Ma], p. 241) pour une démonstration..

a) Calcul de M,, N, et ]V[n‘an: Par définition des matrices M, et N,, on a

z(—u—l,y-%m)l) 0 —(14+pa)y 0
k™3 k™ By
v | B2 -Em s
1 0 —1uy 0
0 AL —ud —1c

On note que

det(My) = Prow

ot v = ck"B + I"a? et w = 2 + pa — nuyvy. On en déduit que M, est inversible pour p
suffisamment petit. De plus,

— 8 0 1+pa 0
waw aw
U e B "t
n __1 0 —l4+pynvy 0
3 zagl) . i wapy .
ou
o = —L_((=1+ pynvi)a(cB — ab) — ck™B(1 + pa))
= awﬁuw((aln + 6k™) (=1 + pynv) — (1 + per))
et
a7 Ty = (1 + ) 0 - 0
0 0 0 —k™
N, = o : . :
2 ) b
=26 = <) (£ —-d) 0 0
ce qui nous donne
_Tuy —a(ul)+ua) 0 ﬁ‘ 0
MIIN, = : -t AP — cB(-k" +a)] B2
L L _ pyT—(1+4pa) 0 1 5
aw iy aw
3 —EPu(da—ch) —ZZ[-1+1"a+6k"] L

avec
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LUy aw

# = B (1T ~ (1+ pa) ~ 22 (cf ~ ab)

avwry

{ o= 1 ((a%6=cB(=k"+a))(Tuy~(1+ua)) +c5—a5)

b) Estimations : Nous allons maintenant majorer la norme

x = sup | M7YGD - 89) + M7 Npy lloo<Il M (@9 = BY) lloo + || M7IN, |1y
ye

b.1) Majoration de || M;Ny, ||1: On a

T 1 T—(1
N1=|W|+|-1+|‘”—W:—'“’|+|*!

_I da— Cb[+[k:2€Lu(da_Cb)l
Ny =| & |+lzauw[azé—cﬂ( K +a) |+ | o5 |+ 251+ "a+ 8k |

Ne=|E2 |+ |
On note que pour n suffisamment grand, on a

{ V ~p—oo G217

W ~Mn—oo —HNULY

On obtient donc les estimations suivantes pour N, 1 =1,...4.

Ny ~| Tpy—(1+pa)) | +| (B~ aé)(l + Tm—(lﬂwt)) | + | TuyT—(1+pc) |+ | B(pyT—(1+pa) | + | k"ﬁ(gﬂ—aé)

apynuy wylna? nuy ay 'Cyi2nv1 a?py2inuy
k2 b
Ny ~| dgzlsb -
(a8 —cB(—k™+a)) B
N | amwl ’ + l zua3l" vy I + l ua'ynvl | + | a2ynu, |

Na~| 28 | + | i |

Le plus grand terme est de 'ordre de

C
= (41)
uen
On peut donc trouver une constante C telle que
C
-1
| My Np 1< —
Posons
n = #—(2+0)

ou o > 0 est une constante arbitraire. On peut trouver une constante C; telle que

| My ' Np (1< Cru”
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b.2) Majoration de || M;1(q) — ’;(j)) loo: On a

gl — ) = (gD — gl) — nwo[27], k"9, 0,4 (5) — [muP)

Les fenétres étant construites de maniére récurrente, on peut choisir ﬁ(j) tel que la

composante suivant e, de g\ — 13£Lj) soit nulle. En effet, il suffit de prendre
j+1
49 — w
ln

On obtient alors

ny b
1w Ay VW WV arw awvw

. , 25 _ — N _ n .
NI{l(é{J)—ﬁZ(])):(—ﬂH (a6 — cB(—k +a))9n_cs_n _5’*71,#/3( 1+ ["a + 6k )t‘/’n

ot B, = ') — 9U) — nyy [2n].
Comme v est supposé diophantien, on montre facilement ’existence d’une constante 7 > 0
telle que, pour un choix convenable de n, on a

| 0, |< Con™ 7
ce qui nous donne

] 9n |S CQ/«"(2+0)/T

On en déduit

1A (i C
| MG - 59 1< T4ul+o+(2+a)/f

La seule restriction sur 2 est donnée par la taille de Dy(u) et Dg(p). On pose 1 = Csp.
On a alors

| M7H(ED - 529) |I< CopuotEHol/
d’ou
k< Cru’

Le choix de n nous assure que la limite de x est nulle lorsque p tend vers zéro. La
fenétre B; est donc alignée sur AP

e Alignement des fenétres perturbées

On rappelle tout d’abord le résultat de Marco ([Ma], p.242) concernant l’alignement
de fenétres perturbées.
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Lemme 14 Soient A et B deux fenétres (dn,d,) de la forme

Alz)=a+ Az + A(z), , B(z)=b+ Bz + B(z)

oua,b € RY, A, B sont dans Gly(R) et A, B des applications de classe C . Supposons
que les fenétres affines A : x — a + Az et B’ : x — b+ Bz soient alignées. Soient
M et N les deuz matrices intermédiaires associées, 1 =|| M~! ||} et k = Supyera ||
M=Yb—a)+m Ny |l (< 1) tels que

) wll Al + 1B lley) = 1 < 1/3
(@) w(ll DAll@2) + || DB ||(2)) = K2, where k2 <1 and 52 <1/4
(131) k+r1 <1

alors les fenétres A et B sont alignées.

Nous renvoyons & Marco [Ma] pour la démonstration.

a) Reste des fenétres B; : On a

Bj(z) = Ao Pjyi(z) = ¥ + Bz + B(x)
De plus A(Pjy1) = AP + Pz) = A(F*) + Dgyri A(Pz) + R(z) avec

R = [ T Dt 4 1oy (Payiar
0= [ LS Do + ipa)(Po
Par conséquent, §V) = A(p7*1) et

B(z) = R(z) + (Dg1 A(P) — B)z

Or, il existe une constante C' telle que

sup || D?A I<C

Dp(ﬂ)

d’ou

I R |l»)< 4Cp?
De plus, comme B = D,AP on obtient

| D11 AP = B |l =|| (Dgissh — DpA)P |h< Cp | P+ =B 1< Cuk™
On en déduit

I B ll2)< Colu+ k™)

et, de facon analogue

| DB ||(5< Cio(p + k™)

b) Reste des fenétres AY: Ona
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A9 (z) = Y + Anz + AP (z)
avec
Y =f6Y) An=f1P

Soit f™* = f + r,, on obtient

AY = ro(p9) + Pa) (42)
On choisit
jE
oy = o5

Par conséquent, | s |< 1 et | u(y) |< k™/2, soit

| su(y) |< 367/2, Vye P
En utilisant le lemme de contréle (Cf. Chap. I) et 42, on obtient

lim || AP ||= lim || DAY f}z=0

La fenétre A$Z ) est donc correctement alignée avec B; pour u suffisamment petit, et
n = p~ (%9 Ceci termine la preuve du lemme. O
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0. Introduction

La recherche d’exemples concrets pour lesquels le mécanisme d’Arnold existe est restée
longtemps ouverte. Pourtant des 1964, Arnold et Avez [AV] suggérent que ce mécanisme
doit se retrouver dans des problemes “génériques” comme le probléme des trois corps.

En 1993, Z. Xia [Xi] montre 'existence d’une chaine de transition dans le probleme
restreint elliptique plan des trois corps. La méme année, L. Chierchia et G. Gallavotti
[CG] montrent I'existence d’une chaine de transition dans le probléme de d’Alembert

mouvement d’une planete aplatie autour du soleil. Plus récemment, R. Moeckel [M]
obtient un résultat analogue pour le probléme des 5 corps.

Chacun de ces articles suit une démarche qui semble spécifique. Le but de notre travail
est d’unifier dans une méme construction chacun de ces exemples.

Nous allons donc décrire une classe de systémes hamiltoniens pour lesquels il existe une
famille de tores partiellement hyperboliques dont les variétés stable et instable se coupent
dans une surface d’énergie donnée. Il convient de noter que nous n’aborderons pas le
probléme de l’existence de connexions hétéroclines. Ce probléme est lié & des estimations
fines du splitting des variétés invariantes et au choix dans 'espace des phases de domaines
suffisamment non résonnant pour avoir une densité de tores hyperboliques compatible avec
ces estimations. Il est résolu dans Chierchia-Gallavotti [CG] par 'existence de grands
angles homoclines. Ces estimations de splitting sont dans la plupart des cas difficiles &
réaliser. On se propose plus modestement de montrer ’existence de tores de transition
dans certains systemes.

Cette partie s’organise de la maniére suivante : Dans le §.1 nous donnons des condi-
tions suffisantes d’existences d’une chaine de transition dans un systéme donné. Les §.2
et 3 vérifient ces conditions pour le probléme restreint elliptique plan des 3 corps et le
systéme hamiltonien représentant la dynamique d’une galaxie elliptique. Le §.4 discute
des extensions possible de ce travail a divers exemples de physique.
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1. Construction de tores de transition dans des exemples

Ce paragraphe décrit une classe de systémes possedant des tores de transition sucepti-
bles de former une chaine. Elle suit la premiere construction d’Arnold, ainsi que les travaux
de Holmes-Marsden et Z. Xia. Bien que de faible portée d’un point de vue théorique, nous
verrons que les hypotheses effectuées dans cette partie sont souvent vérifiées par les hamil-
toniens a trois degrés de libertés décrivant des phénomenes physiques.

Soit H un systéme hamiltonien défini sur (T3)* = T2 x R? de la forme!®
Heu(¢,I) = Ho(I) + € Hi(I,¢) + p Ha(I, ¢)

Lorsque € = 1 = 0 le systeme est complétement intégrable, et son espace des phases
est feuilleté en tores invariants de dimension 3.

Lorsque € # 0, nous effectuons I’hypothése suivante :

(H1) Il existe une intégrale premiére, notée C, du systéme d’équations différentielles donné
par He.

Pour simplifier 'exposé, nous allons prendre I3 (sinon, il faut effectuer un change-
ment de coordonnées afin de mettre en évidence cette intégrale premiere?®). Dans les
exemples que nous aborderons, on verra que le Hamiltonien ne dépend pas de toutes les
variables d’angles (c’est a dire qu’une des variables angulaires est ignorable), ce qui conduit
a I’hypothese précédente.

On est donc conduit & I'étude de la famille & un parametre

He (¢, 1) = Ho(I,I3) + eH1(9, I; I3)

défini pour (¢, ) € (T?)* = T? x R?, I'intégrale premiére I3 étant fixée.
C’est un Hamiltonien & deux degrés de liberté et, par conséquent, sa dynamique peut
s’analyser au moyen d’une surface de section.

On se fixe d’abord une surface d’énergie hy, = h—a(Il3), ou a(.) est un difféomorphisme
défini sur un intervalle J contenant une valeur I convenable. On effectue ensuite une
section ¥ convenable du flot (en fixant une des deux premiére variable d’angle égale & zéro
par exemple). Notons fyx 'application de section (ou de premier retour).

Nous effectuons maintenant I’hypotheése d’hyperbolicité :

(Ho) Il eziste pour chaque valeur de C un point fize hyperbolique pour I’application de
section fx, dont les variétés stable et instable se coupent transversalement dans $2!.

“Nous avons ici donné Iidée sur un hamiltonien & trois degrés de liberté autonome. Il est bien évident
que la méme construction est possible pour une perturbation périodique d’un hamiltonien & deux degrés
de liberté.

20Le changement de coordonnées en question n’est pas obligatoirement canonique. Le nouveau systéme
d’équations n’a donc aucune raison d’étre hamiltonien. Ceci est sans importance pour la suite.

21Cette derniére hypothese est vérifiée par tous les exemples que nous allons considérer.
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Remarque : Le point fixe hyperbolique de 'application de section n’est pas forcem-
ment directement observable dans le hamiltonien initial. Dans Chierchia-Gallavotti [CG]
c’est apres un travail de forme normale au voisinage d'une résonance simple que cette
hyperbolicité apparait.

Il est alors facile de construire une famille & un parametre (I3) de tores partiellement
hyperboliques, donnée par

Ch={I3€J, ¢3€T, (¢;,;) €0, i=12 }
On a la proposition suivante :

Proposition : L'ensemble C, est un ensemble invariant normalement hyperbolique de
dimension 4, muni de variétés stable et instable de dimension 3, notées W*(Cp) et W*(Cp,)
respectivement.

La démonstration est analogue a celle de ([Wi], prop. 4.1.15, p. 382). On peut
visualiser ’ensemble précédent sous la forme : i
Tore \7M'hﬁw 3]

W)
W)

Remarque : Nous n’avons pas imposé de petitesse pour le parametre e. Dans la plupart
des exemples, I’hyperbolicité existe méme pour de grandes valeur de €. Dans ce cas, il
faut prendre garde au fait que le phénomeéne que nous étudions n’est aucunement relié au
mécanisme d’Arnold, mais lié & des propriétés des systemes initialement hyperboliques,
avec toutes les conséquences qui s’en suivent, notamment sur les estimations du temps
d’instabilité (voir chapitre 2).

La théorie des ensembles normalement hyperboliques, développée par Hirsh, Pugh et
Shub [HPS] nous assure que cet ensemble subsiste sous faible perturbation. Les résultats
de Fenichel ([Fel], [Fe2]) nous donnent la persistence du feuilletage en variété stable et
instable des points de I’ensemble invariant normalement hyperbolique perturbé.

Néanmoins, aucun résultat ne permet de préciser plus avant la structure de I’ensemble
invariant normalement hyperbolique perturbé. Notamment, deux questions se posent dans
notre cas :

i) Les tores invariants feuilletant 1'ensemble C; subsistent-t-ils ?

ii) Le feuilletage des variétés stable et instable de I’ensemble invariant normalement hy-
perbolique en variété lagrangienne invariantes associées aux tores subsiste-t-il ?

Pour répondre au point i), il convient de mieux décrire la dynamique restreinte a Cj.
On définit
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Ch={IeJ, ¢3€T, () €Z, (6,]) €0y }
et I'application
A TE T
A (63,13) (63 +(19), I9)

On reconnait la forme usuelle d'une distortion monotone de 'anneau définie sur T x R..

La dynamique (la structure) de ’ensemble invariant perturbé est donc décrite par une
perturbation d’une distortion monotone de I’anneau.

On utilise maintenant le fait que nos systémes sont en fait des systemes hamiltoniens.
Il existe donc une 2-forme différentielle w associé au systeme. Celle-ci est non dégénérée en
restriction & C, et invariante par A. On en déduit donc que par perturbation A* préserve
les aires.

Nous effectuons maintenant ’hypothése de non-dégénérescence suivante :
(H3) Nous avons v'(I3) #0 I3 € J.

Le théoreme KAM s’applique maintenant & notre situation. On en déduit que C*
contient un grand nombre de tores invariants partiellement hyperboliques?2.

Remarques :

1. La conservation des tores invariants partiellement hyperbohques ne dépend pas de
la perturbation (on utilise ici des résultats de stabilité, c’est & dire des résultats valables
indépendamment de la perturbation, pourvu que celle ci soit suffisamment petlte)

2. On note que l'utilisation du théoréme KAM pour assurer l'existence des tores
partiellement hyperboliques pour H , impose un choix du parameétre x de la forme p << ¢
sans hypothéses supplémentaires sur la forme de la perturbation.

On note désormais, T}; les tores partiellement hyperboliques qui persistent sous la
perturbation.

Lorsque € # 0 et u # 0, nous avons

Heu(I,¢) = Ho(I) + eHi(I,¢) + pH2(I, ¢)

22Cette question est directement résolue dans I’exemple d’Arnold car la perturbation s’annule sur la
famille de tores.
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L’essentiel du travail a effectuer en vue de montrer 'existence d’une chaine de transi-
tion, est de montrer que les variétés stable et instable des tores TI‘; se coupent transver-
salement dans H.

C’est dans cette partie que la forme de la perturbation va jouer un réle.

On commence par noter®® que lorsque p = 0, la variété stable (resp. instable) d’un
tore Ty, coupe transversalement la variété instable (resp. stable) de I’ensemble Cj, en un
cercle Cs (resp. C).

Un simple argument de stabilité des intersection transverse sous faible perturbation
C! suffit pour montrer que lorsque p # 0, la variété stable (resp. instable) de T 1‘; coupe
transversalement la variété instable (rep. stable) de C}'.

On note C¥ et C¥ les courbes ainsi obtenues. On introduit les ensembles asymptotiques
(sur 'ensemble invariant normalement hyperbolique)

CF = @l
Cr = wlC)

munis de leurs variétés stables et instables notées W*(C}) et W¥*(C}), pour i = (s,u). La
partie technique du travail consiste & montrer que

WH(C) e W*(C5)

On note que lorsque p = 0, la variété stable de C; coupe la variété instable de C} en
un cercle d’équation I3 = I9, ou I3 est une constante. .

Cette intersection est dégénérée** seulement dans les directions (I3, ¢3). En effet, par
projection sur les variables (I3, ¢2) l'intersection est transverse.

On utilise maintenant la méthode de Liapunoff-Schmidt?®> pour réduire la
démonstration de l'existence d’une intersection transverse des variétés stable et insta-
ble de C} et C; lorsque p # 0, & la recherche des zéros d’'une certaine fonction dans les
variables (I3, ¢3).

I suffit de montrer que les courbes I3 = cs(¢3) et I3 = ¢, (¢p3) obtenues par projection
de la variété stable W*(C5) et instable W*(C}) se coupent transversalement. Pour ce
faire, on écrit un développement au premier ordre en u de ces courbes, & savoir :

cs(¢3) = I9 + pck(ds) + O(p?)
cu(ds) = I§ + peh(ds) + O(u?)

On note d(¢3) = cs(#3) — cu(¢s) = udi(¢s) + O(u?), ol di(¢s) = c;(¢3) — cy(¢3)- 1L
suffit donc de trouver un ¢g tel que di(¢o) = 0 et dj(¢o) # 0. Alors un simple théoréme
des fonctions implicites nous donnera une solution de d(¢3) = 0.

On effectue donc I’hypothese suivante :

(H4) 11 existe ¢9 tel que d1(¢3) = 0 et dj(43) # 0.

#C’est ici qu'intervient I’hypothése un peu forte de (Hz) sur la transversalité des variétés stable et
instable du oint fixe hyperbolique de fs.

24non-transverse

250n consultera & ce sujet, les quelques pages du livre de S-N. Chow et J.K. Hale, Methods of bifurcation
theory, Springer, 251, (1982), 30-34.
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On peut se représenter ce probleme par le dessin suivant :

C5: (.. A

“¥

S Ato

Remarque : L’hypotheése (Hy) peut aussi jouer un role dans la vérification de (Hy).
En effet, d’aprés (Hs) et le théoreme de Smale-Birkhoff, il existe un ensemble de Cantor
invariant pour fg, hyperbolique. On note O, les orbites périodiques hyperboliques de
période n € N appartenant a ce Cantor. Le point fixe de f& vérfie (Hy). On peut donc
construire une infinité de famille & un parametre de tores hyperboliques paramétés par I3
et n. L’idée est de profiter de ce double paramétrage pour montrer que la condition (H4)
est vrai pour un certain ensemble de n € N.

Il est possible d’écrire pour un ensemble normalement hyperbolique un analogue du
A-lemme (méme quand le point fixe de l'application de section est dégénéré), qui peut
s’énoncer comme suit:

Un Mlemme: Soit N un ensemble normalement hyperbolique de dimension 2 et c une
courbe réguliére dans N'. On note W3(c) (resp. W*(c)) sa variété stable (resp. instable).
Soit P une surface réguliére qui coupe W*(N) (de dimension 3) en une courbe | telle que

i) (transversalité) Vg € [, on a P (W3 (N) dans X.
it) (asymptotique) w(l) = c

Alors, pour tout p € W¥(c) et un petit voisinage V' de p dans W"(c), € > 0, il existe
un petit disque D € P, tel que il existe un n € N tel que f*(D) soit ¢ C! proche de V au
- point.p. - : _— : . ,

On applique maintenant le A-lemme aux courbes C}, i = (s,u), précédentes. On
montre alors que W*(Th,1;,) est C'-¢ proche de W*(Cy) et W¥(Th, 1, ) est C'-e proche
de W¥*(C). Comme W¥*(C}) coupe transversalement W?*(C5), on en déduit par un simple
argument de stabilité des intersections transverses sous faible perturbation C! que

Ws(Th,1;) N Wu(Th,15)

Un simple théoréme des fonctions implicites permet de montrer 1’existence d’intersec-
tions hétéroclines entre les variétés stable et instable des tores. Néanmoins, il convient de
discuter plus longuement la construction effective de la chaine de transition.

La construction de la chaine de transition est maintenant liée & un probléme de rapport
entre la densité des tores hyperboliques le long de la chaine et la taille du splitting. Nous
effectuons donc ’hypothése suivante :
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(Hs) Il existe des connexions hétéroclines le long de la chaine.

On a alors le :

Théoréme D : Sous les hypothéses (H;), i =1,...,5, le systéme H, , posséde une chaine
de transition. L’instabilité se traduit par une dérive de la variable I5.

La portée de ce théoréme peut sembler faible. Néanmoins, nous allons montrer qu’un
grand nombre de systéme hamiltoniens classiques provenant de probléemes physiques en-
trent dans le domaine d’application de ce résultat.



2. Le probleme restreint elliptique plan des 3 corps

Nous présentons ici les travaux de Z. Xia [Xia] en suivant I'approche du §.1. L’existence
d’instabilité dans le probleme restreint elliptique plan des 3 corps avait déja été abordé
par R. Easton et R. Mc-Gehee [EaMc| et R. Martinez-C.Simo [MaSi.

2.1. Définitions et équations

Le probléme restreint elliptique plan des 3 corps est l'étude du mouvement d’une
particule A de masse nulle, en intéraction Newtonienne avec deux points J et S, de masses

respectives p €]0,1[ et 1 — p, tels que le vecteur SJ décrive une ellipse d’excentricité e
dont le foyer est situé a leur centre de masse O. Décrivons brievement la mise en équation
(classique) du systeme.

On commence par donner une parametrisation de la trajectoire suivie par les deux
corps S et J. On obtient :

Pour t € R,

S = ((1-p)rcos(u), (1 — p)rsin(u)) € R?
J; = (—wrcos(u),ursin(u)) € R?

avec 7 = (1 —e2)/(1 + ecos(u)) et u = esin(u) + (t/V1 — e?).

Le hamiltonien du probléme restreint elliptique plan des trois corps, défini sur M C
R x T*R? muni de sa structure symplectique usuelle, est donné par

_lel? g L=
Heu(t,q,p) = —5— — (5(t,q, e) = a(t,q,e)>

ou || || est la norme euclidienne, §(¢,q,e) =|| ¢ — J: || et o(t,q,e) =|| ¢ — St ||. Le systeme
d’équations différentielles ordinaires associé est :

4
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q = D
{p = q(u/6®+ (1 —p)/o®) +p( - p)z(1/8* - 1/0°)
ol z = (Ts.,YsJ)-

2.1.1. Résumé des travaux de Z. Xia sur ’instabilité d’Arnold dans le
probleme restreint elliptique plan des trois corps

Le résultat de Z. Xia sur le probleme restreint elliptique plan des 3 corps (PREP) peut
se résumer de la maniére suivante :

Théoréeme 3 (Z. Xia [Xil]) Il existe une chaine de transition dans le (PREP).

La démonstration est astucieuse. Nous en résumons ici les grandes lignes.
Schéma de démonstration

La construction des chaines est basée sur les orbites paraboliques du probléme re-
streint circulaire plan des 3 corps (PRCP). Celles-ci sont obtenues comme trajectoires
homoclines a une orbite périodique & l'infini. Les variétés stable et instable de cette or-
bite s’intersectent transversalement, donnant lieu a la création d’une infinité d’orbites
périodiques hyperboliques. Le (PREP) peut étre vu comme une petite perturbation
périodique du (PRCP). Les orbites périodiques précédentes donnent naissance, par
I'intermédiaire du théoreme KAM, & une famille de tores invariant hyperboliques. On
montre alors que les variétés stables et instables de ces tores s’intersectent transversale-
ment.

Le théoreme de Z. Xia précise la variable dans laquelle l'instabilité se manifeste. Le
(PRCP) possede une intégrale premiere appelée intégrale de Jacobi. Les tores de la chaine
sont parametrés par cette intégrale. L’instabilité se traduit ici par une lente dérive de
I'intégrale de Jacobi.

Remarque : La démonstration du théoreme de Xia est en fait incomplete. En effet,
I'existence des connexions hétéroclines est difficile a établir. Ce probléme n’est pas men-
tionné dans l'article et éludé par un argument de stabilité des intersections transverses
sous faible perturbation C!. Les lacunes dans la famille de tores hyperboliques rend cet
argument insuffisant.

Dans son article [Xil], Z. Xia énonce le théoréme suivant :

Théoreme 4 [l n’eziste pas d’intégrale premiére analytique réelle dans le probléme re-
streint elliptique plan des trois corps.

Il en donne une démonstration heuristique, dont nous pourrions nous contenter si
les arguments avancés étaient trivialement vrais. Nous allons voir qu’il n’en ait rien.
Examinons tout d’abord la démarche de Z. Xia.

L’idée est que l'intersection tranverse des variétés stable et instable des tores de la
chaine de transition va créer un ensemble d’unicité (key-set) pour les fonctions analytiques.
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Pour appuyer cette idée, Z. Xia nous assure que les variétés stable et instable des tores vont
s’accumuler (dans un sens non précisé) 'une sur l’autre, et donner lieu & un phénomeéne de
type fer a cheval de Smale comme celui existant pour les tores normalement hyperboliques.

Nous avons essentiellement deux remarques sur les idées précédentes :

o L’existence d'un ensemble d’unicité (non trivial) pour les fonctions analytiques en
dimension supérieur & deux est un point délicat encore non résolu.

e La généralisation du théoreme de Birkhoff-Smale est effectuée dans le chapitre 1
de cette these (voir la partie 2). Néanmoins, les hypothéses sous-tendant ne sont pas
génériques et rendent difficile une quelconque utilisation dans des exemples.

2.1.2. Orbites paraboliques

On s’intéresse aux orbites paraboliques, c’est & dire celles qui arrivent & I'infini avec
une vitesse nulle, ou en termes mathématiques

Définition 4 On appelle orbite parabolique une orbite (q(t),p(t)) telle que || q ||— oo et
| pll— 0 lorsque t — %co.

L’étude des trajectoires paraboliques nous conduit introduire un nouveau systéme de
coordonnées qui raméne l'infini en zéro. Précisément, effectuons le changement de variables
suivant :

g = eie /x2
{ p = (y+ipz?)e?

Dans ce nouveau systeme de coordonnées, l'infini correspondant & ¢ = co est envoyé
sur z = 0 et les vitesses nulles correspondant a p = 0 en y = 0. Une trajectoire parabolique
correspond maintenant & une orbite asymptotique a O = (0, 0).

Bien entendu, ce changement de coordonnées n’a aucune raison d’étre symplectique.
Par conséquent, le nouveau systéme d’équations ne s’écrit pas sous forme Hamiltonienne.

2.2. Le cas initial intégrable: =0, e = 0; le probleme des deux
corps

Pour p = 0, e = 0, nous nous ramenons au probléme des deux corps. Le corps de
masse 1 — o = 1 est a l'origine. Les équations du mouvement du troisieme corps sont
données par

i = —x3y/2

y = —zt+25°
f = a:4p

g =9

On remarque que p est une intégrale premiere du systéme. L’équation de 1’énergie
s’écrit

y? + p?a* — 222 = 2h
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Plagons nous dans le plan (z,y). Nous sommes conduit a l'"étude du systéme & 1
parametre (5,) donné par

T = —x%y/2
y — -—ZL‘4+CL‘6[)2

Lemme 15 L'origine O=(z,y)=(0,0) est un point fire dégénéré du systeme (S,),
possédant des variétés stable et instable confondues, dont [’équation est donnée par

z(t) = V2/ ((3t + V92 + p8)2/3 4 (3t — /Ot + pb)%/3 — p2> 1/2
y(t) = signe(z) £ /2z%(t) — z(t)p?

Ko

Démonstration : Une facon de le voir est d’effectuer le changement de paramétrage v

du temps suivant :

dr =3 dt
Nous obtenons alors le systéme
r = —y/2 ‘

ot (*) représente la différentiation par rapport & la variable . On note alors que lorigine
est un point fixe hyperbolique de type selle. De plus, il est facile de voir que le systeme
est invariant sous les transformations
S S
(x,y) = (—SL', —y) et (xyy7t) = (CL‘, =Y _t)

On en déduit que les variétés stable et instable de O sont confondues. O

2.3. Création de ’hyperbolicité: 0 < x << 1, e = 0; le probleme
restreint circulaire plan des trois corps

Dans ce cas, nous nous trouvons dans le probléme restreint circulaire plan des trois
corps (PRCP). Contrairement & l'exemple de V.I. Arnold [Arl] ol le hamiltonien médian
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créant I’hyperbolicité est choisi completement intégrable, le (PRCP) est un systéme hamil-
tonien non intégrable. Il est de plus fortement couplé, alors que ’exemple d’Arnold est
une situation produit. Le systeme d’équations s’écrit alors

—x3y/2

—zt + 2807 + pgi(z,t — 6) + O(u?)
zp

p = nga(z,t—0)+0(u?

Ce systeme posséde une intégrale premiére, appelée intégrale de Jacobi, donnée par

SETH
Il

Il

Y+ 2t —2U —2p=2C

ou C est appellée constante de Jacobi. Cette intégrale correspond au hamiltonien du
probleme & deux corps écrit dans un repére tournant.

Cette intégrale nous permet de réduire le systéme en supprimant l’équation en p. De
plus, les fonctions g; et go ne faisant intervenir le temps que sous la forme ¢ — 6, nous
introduisons une nouvelle variable s définie par

s=t—10

nous permettant de supprimer 'équation en ¢. Notre systeme d’équations se réduit donc
a I’étude du systeme suivant

g = —xz%y/2(1-zp) .
y = (=z'+2%% + pgi(z, 5))/(1 - z%p) + O(k?)
ou ' représente la différentiation par rapport a s, et p est déduit de I'intégrale de Jacobi.
2.3.1. Section de Poincaré

Les équations précédentes sont périodiques en s, de période 27r. On définit alors pour
tout sp € [0, 2n[, la section Z, correspondant & s = so. Soit ¢ l'application de premier
retour associée a Xy,. Il est facile de voir que 'origine O est un point fixe dégénéré de ¢.
Néanmoins, il est possible de démontrer le résultat suivant:

Lemme 16 Il existe une variété stable W3(O) (resp. instable W*(O)) analytique pour
2 30 1

Idée de la preuve: La démonstration repose sur un théoréme de la variété stable
convenablement modifié, dii & Mc-Gehee [MG]. On écrit 'application de retour f de R?
dans R? associée a la section S. Celle ci a la forme suivante

f=Id+p+r

ou Id est 'identité, p = (p1,p2) est un polynéme homogéne de degré 4, et r est constitué
de terme d’ordre 5. On montre de plus que pour z > 0, on a
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p1(z,0) < 0
p2($7 0) =0
Op2/dy (0,0) > 0

La démonstration du lemme s’effectue alors en deux étapes.

La premiere, géométrique, consiste a construire un secteur angulaire B d’angle 3 (con-
venablement choisi) autour de la droite y = 0, dans lequel 'application de retour f possede
des propriétés de contraction et de dilatation suffisantes. On montre alors que I'image d’un
arc I', contenu dans un céne de base p = (a,0) et d’angle « intersectant B tout entier,
reste par itération dans un coéne d’angle « et intersecte B tout entier. Il est alors facile de
montrer que I'ensemble asymptotique a O n’intersecte un arc de ce type qu’en un point.
On en conclu que I’ensemble asymptotique s’obtient commme le graphe d’une fonction
Lipschitzienne ¢, de constante de Lipschitz plus petite ou égale & 3.

La seconde étape, analytique, consiste & montrer que la fonction ¢ s’écrit comme la
restriction a un intervalle I de I’axe réel d’une fonction holomorphe g sur un voisinage Q2
ouvert de C, contenant I, telle que g, soit réelle.

Dans chacune de ces parties, nous avons besoin de majorer les dérivées partielles de f.
On utilise pour cela les propriétés des polynémes homogénes. O

Remarque: Le probleme de la perte d’analyticité de la fonction ¢ & 'origine n’a pas
été étudié par R. Mc-Gehee [MG]. En effet, le caractere C* a l'origine de la variété stable
n’a que peut d'importance dans les notre cas. Une étude de ce type de probléme a été
effectuée par D.L. Slotnik [Sl]. Il montre que si f est symplectique alors la fonction ¢
est C° a l'origine, et présente un exemple ol ¢ n’est pas analytique & 'origine. Il serait
intéressant de voir ce qui provoque cette perte d’analyticité.

L’application de la méthode de Melnikov permet alors de montrer

Lemme 17 Pour toutes les valeurs de C, sauf un ensemble discret et 0 < p << 1, les
variétés stable W*°(O) et instable W*(O) s’intersectent tranversalement dans X, .

Nous renvoyons & Z.Xia [Xil] pour la démonstration.

Cette intersection transverse donne naissance a une dynamique compliquée décrite par
une dynamique symbolique. Il faut prendre garde au fait que le point fixe de I’application
de section est dégénérée, par conséquent ce théoréme ne rentre pas dans le domaine
d’application du théoréme de Smale-Birkhoff. L’existence d’une conjugaison & un shift
a une infinité de symbole est démontrée par Moser [Mo].

L’ensemble de Cantor ainsi obtenu contient des orbites périodiques hyperbolique v, (C)
de période n € N, avec n arbitraire. C’est sur ces orbites que nous allons appliquer les
raisonnement du §.1.

2.3.2. Existence de tores partiellement hyperboliques

Afin de mettre en évidence l'existence de 'intégrale premiere de Jacobi, nous allons
écrire notre systeme dans les variables (z,y, C,t). Dans ce cas, il prend la forme suivante
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z’ —z%y/2(1 - z*p)

Yy = (—z*+ 250+ pgi(z, 5))/(1 - z*p) + O(u?)
' =0
t = (1-zp)?

La famille a un parametre de tores partiellement hyperboliques est définie par

Tc ={C€R, (z,y,5) € w(C), t€ S}

Le tore Tc est de dimension 2, muni d’une variété stable (resp. instable) W$(Tg) =
W*(ym) x St (resp. W%(T¢) = W¥(v,) x S') de dimension 3. Ils sont donc partiellement
hyperboliques.

Nous avons donc une famille & un parameétre de tores hyperboliques dont les variétés
stable et instable ne s’intersectent pas transversalement dans H. Ceci est di a la présence
de l'intégrale premieére de Jacobi. Elle interdit de plus toute intersection hétérocline
entre les variétés stable et instable de deux tores distincts. Nous allons voir comment
I'introduction de I’exentricité e, brise 'intégrale premiére et permet 'instabilité.

2.4. Instabilité: 0 <y << 1, 0 < e << pu; le probléeme restreint ellip-
tique plan des trois corps

Dans ce cas, la variable C n’est plus une intégrale premiere et 'intersection des variétés
stables et instables de deux tores distinctes est possible.

2.4.1. Conservation de tores partiellement hyperboliques

Soit 2, 'ensemble défini par

Qo ={(z,y,C,t,5) | (z,9) =pn(C),s =m;t € S',C € J C R}

On vérifie que Q,, est normalement hyperbolique.

Lemme 18 Soit n > N suffisamment grand, il existe 1 > 63 > 0 et po tels que pour
tout C € J =|v/2+ 61,2+ 6], 62 > 61 et 0 < p < po, Vapplication ¢, sur Q, est une
application de torsion analytique, i.e

~

on(C,t) = (C,t + fa(C))
avec f},(C) # 0 pour C € J.

Nous renvoyons & [Xil] pour la démonstration. Le probléme est ici de vérifier la
condition de torsion. On utilise pour ce faire le fait que toutes les intégrales que 1’on
peut calculer divergent lorsque la constante de Jacobi tend vers /2. Cette valeur est
liée a la possibilité de collision entre le petit corps et les corps primaires sur les orbites
paraboliques. On se place donc dans un voisinage suffisamment petit de /2 pour assurer
le fait que f,,(C) # 0.

Cet argument de proximité & une collision double est a la base de toutes les
démonstrations de Xia.
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La seconde étape, en vue d’appliquer le théoréme KAM, est de montrer que I’ensemble
2, persiste sous la perturbation et que ¢, donne une application conservant les aires.

Lemme 19 Pour e > 0 suffisamment petit, I’ensemble invariant Q, persiste sous la per-
turbation en un ensemble invariant Q5 proche. De plus, l'application transverse ¢ re-
streinte a Q¢ est un difféomorphisme préservant les aires.

Nous avons donc:

Lemme 20 Pour e > 0, e << pu, un grand nombre de tores invariant partiellement
hyperboliques persistent.

2.4.2. Existence de tores de transition

Nous sommes maintenant en mesure de construire des tores de transition suivant la
définition d’Arnold. On commence par montrer que les tores partiellement hyperboliques
conservés sous la perturbation ont des variétés stables et instables qui se coupent transver-
salement dans H = H, e“#l(h) (ce qui constitue le résultat fondamental de Z. Xia)

Lemme 21 Soit n > N et 61, 62 et puo donnés par le lemme 18. Il existe eg > 0 tel que
pour tout 0 < e <eget0 < pu<pgona:

Soit C € J =]v2+ 61,2+ 8o tel que le tore invariant partiellement hyperbolique T¢
se conserve sous la perturbation en T§. Alors

i) We(T&) NWH(TE) dans H.
i) Il existe € > 0 tel que pour | Cy — Cy |< € alors W*(T¢, ) NW*(T§,) dans H.

Preuve : Placons nous dans la surface de section s = w. Dans ce cas, nous allons
étudier ’application de Poincaré associée ¢.

Toute la démonstration repose sur les propriétés du flot au voisinage de ’ensemble
invariant

Ke={z=y=0,CeR, teS'}c X,

On commence par noter que K possede des variétés invariantes analytiques. C’est une
généralisation du lemme 15 de Mc-Gehee en dimension supérieur diie & C. Robinson [Ro].

a) Préliminaires: Nous allons maintenant construire deux ensembles dans K associés
aux variétés stable et instable d’un tore T. Pour cela, on note que lorsque e = 0, la variété
instable (resp. stable) W¥%(T§&) (resp. W*(T§)) intersecte transversalement dans I, la
variété stable de K en un cercle. Sous une faible perturbation, cette intersection transverse
est conservée. On obtient encore un cercle ¢,. Par itération négative de ’application de
Poincaré, nous obtenons une courbe (asymptotique) ¢}, dans K. De méme, il est possible
d’associer a W*(T,) W W™(K) une courbe ¢ dans K. On montre alors le résultat suivant.
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Lemme 22 [l existe deur constantes 61, 82, positives, telles que pour p < Lo et e < eg,
sicy, € K avec C € J, alors W¥(ct) WW*3(ct) dans Z;.

b) Un A-lemme : Nous allons maintenant utiliser un résultat de type A\-lemme dans
le cas d’un ensemble invariant dégénéré. Celui ci découle de ’étude locale de C. Robinson
[Ro] dans sa généralisation du théoréme de la variété stable di & Mc-Cehee [MG].

On conclut alors d’aprés le lemme 22 que W*(Tg&) M W*%(T&) dans H par un simple
argument de stabilité des intersections transverse sous faible perturbation C!'. O

Remarque: Le point ii) du lemme 21 n’est pas démontré par Z. Xia. Il semble que
ii) découle d’un simple argument de stabilité des intersections transverses par faible per-
turbation C!. C’est d’ailleurs ce qu'il écrit dans sa présentation heuristique de l'instabilité
d’Arnold (86, p. 233).

Un résultat similaire est valable pour le probléme des trois corps plan (voir Z.Xia [Xi2]).
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3. Instabilité en dynamique galactique

Le tiers des galaxies “brillantes” de 'Univers sont de la classe des Galazies elliptiques.
En comparaison aux galaxies spirales, qui ont des composantes facilement identifiables
(bulbe, bras, halo), les galaxies elliptiques ont un aspect régulier (aucune structure par-
ticuliere n’apparait). La seule caractéristique évidente permettant de distinguer deux
galaxies, en dehors de sa taille, de sa luminosité et de sa distance, est la grandeur de ces
demi-grand axes apparents.

Comme on ne voit que la projection sur un plan dans I’axe de visée, il est impossible
de savoir directement si les galaxies elliptiques sont azi-symétrigues (aplaties ou allongées)
ou triaziales (c’est a dire des ellipsoides dont tous les axes sont différents).

Jusqu’en 1975, il était communément admis (en analogie avec le comportement dy-
namique des fluides en rotation) que les galaxies elliptiques étaient axi-symétriques.
Néanmoins, des contraintes observationnelles (mesure de la vitesse de rotation) ont conduit
& une révision de ce jugement.

Une des grandes question (ouverte) est donc de savoir si les galaxies elliptiques sont
triaxiales. Une seconde est de découvrir le mécanisme d’applatissement observé.

Ces questions ont d’hors et déja donné lieu & une abondante littérature (voir [Me]).
Les études dynamiques visent a résoudre ces questions en donnant une description fine
de I'espace des phases de ces systémes, et donc des effets dynamiques suceptibles de ce
produire.

Le but de ce travail est d’apporter quelques éléments nouveaux sur la dynamique de
ces systemes.

3.1. Présentation des résultats

En adaptant les méthodes de construction des chaines de transition donnée au §1, nous
montrons l'existence de deux chaines distinctes dans un modele de galaxie triaxiale. Ces
deux chaines se coupent au niveau d’une orbite périodique hyperbolique appelée z-axiale
dans les travaux de [LP2].

Cette particularité du systéme nous permet de mettre en évidence un phénomeéne
qualitatif nouveau: I’échange entre surfaces de résonance, décrit succinctement par Arnold
[Ar2] et encore peu étudié (voir [Lo]). L’ exemple le plus simple de ce phénomene est donné
dans 'appendice A au moyen de méthodes constructives et dans [Be] & ’aide de méthodes
variationnelles.

L’étude que nous présentons est semi-analytique. On utilise en effet des résultats de
[LP1] et [LP2] sur la stabilité des orbites et des évidences numériques pour la transversalité
des variétés invariantes.

3.2. Notations et définitions

Les contraintes observationnelles pour la dynamique des galaxies elliptiques sont
données par la courbe de rotation qui est plate (vitesse tangentielle constante) lorsque
I'étoile est loin du centre galactique (voir [Ri] et [BT]). Un potentiel vérifiant cette pro-
priété est donné par
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y? . 22)
g2 = b

Les parametres a et b, représentant les rapports axials de I’ellipsoide, sont aussi imposés
par les observations. En effet, il semble que certaines propriétés des galaxies elliptiques
soient non-axisymétrique [BT], mais cela est sujet & controverse [Me].

Le parametre ¢ est ici introduit pour éviter un difficile probléme de distribution de
densité infinie au centre galactique (ou, ce qui revient au méme, la singularité du potentiel
a l'origine). Cette difficulté provient de la méconnaissance du contenu et du comportement
dynamique du centre galactique.

®(z,y,2) = In(c2 + 22 +

Nous reprenons ici les travaux de divers astronomes sur les modeles de Galaxie ellip-
tiques. L’étude de ces galaxies remonte & M. Schwarzschild [Sc], qui a étudié un modele
numérique pour un systéme triaxial non tournant en équilibre dynamique. Une étude
analytique a ensuite été effectuée par J. Binney [Bi]. Pour plus de détails, on se referera
a l'article de P. Magnenat [Ma). Le hamiltonien que nous allons étudier est le suivant :

1 2 2
Hay(z,y,2,X,Y, Z) = §(X2 +Y2+ 2% +1n(2? + % + % +c?)

défini sur R? x R3.

Le systeme différentiel associé est

z = X

= ¥

g = Z

X = —2z/x
Y = —2y/a®x
Z —22/b%*

ot x = 2% + (y*/a?) + (/%) + .
Les régions de Hill de ce systéme sont simples. Nous avons trois configurations possibles

e Lorsque h < 2Inc¢, le mouvement ne peut pas avoir lieu et la région de Hill est vide.
e Lorsque h = 21Inc, la région de Hill est un point.

e Lorsque h > 2Inc, la région de Hill est un ellipsoide, dont le bord correspond & la
courbe de vitesse nulle. Precisément, pour X =Y = Z = 0, nous avons

2 2

VA
%+b—2+c2=exph

Les parametres a et b représentant les axes de l'ellipsoide sont reliés & la densité de
distribution du potentiel logarithmique. Celle ci doit rester positive pour que le systeme
étudié ait un sens physique.

On calcul la densité de distribution via I’équation de Poisson

:c2+
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A%V = 4nGp

ou V est le potentiel considéré, p la densité de distribution associée.
Pour le potentiel logarithmique, nous obtenons ’expression suivante pour la distribu-
tion de densité

__ax?+ B(y*/a®) +y(22/6%) + 6
Ao 2) = G + 52/ + (2/50) + &)

ou

= —1+(1/a®) + (1/6%)
1—(1/a®) + (1/b%)
1+ (1/a®) = (1/b°)
= 14 (1/a?) + (1/b%)

Nous voulons avoir p(z,y, z) > 0, ce qui se traduit par

> @R
Il

az? + B(y%/a®) + v(22/b*) + 6 > 0

Cette simple contrainte se traduit par les intervalles suivants:

SEpURI— 262[ nous avons a €| d b
exp(h) " SO TR T-W =2 exph)

exph b2 exp h
b EJ exp h—2c ’OO[ NOILS ‘AVRALS, O E]\/1+172’ (1—-1/b2%) exp h—2c? [

Pour plus de détails, on consultera le travail de [LP2].

Pour b €]0, [, et pour

3.3. Le cas intégrable: a =b =1, ou une Galaxie sphérique

Nous allons maintenant regarder le cas le plus simple, a savoir a = b = 1. Nous savons
alors que le systéme est complétement intégrable. En effet, nous pouvons facilement
mettre en évidence deux intégrales premieres , notées = et ©, en plus de la conservation
de I'énergie correspondant au moment angulaire d’une particule dans les plans (z,y) et
(z,z). Precisément

==zY¥ —yX
O=z7—-2X
L’idée est d’introduire un systéme de coordonnée polaire dans le plan (z,z) afin de
mettre en évidence une des symétries du probleme. Nous posons donc

T = rcosb
y =Y
z = rsinf

On compléte ce changement de variable par les variables conjuguées suivante :



R cos0X +sinb”Z
Y = ¥
© = —rsinfX +rcosbZ

Dans ce systeme de coordonnées, le hamiltonien prend la forme suivante

1 62
Hy(r,y,0,R,Y,0) = 5(R2 +Y?2+ T—Q) +In(r? + 4% + )

défini pour (r,y,0) € R? x T' et (R,Y,0) € R3. Le systeme différentiel associé est

r = R

9 = Y

6 = 0/r?

R = —2r/x+0%/r8
Y = —2y/+

© =0

ot x =72 4+y2 + 2
La variable © est bien entendu une intégrale premiére et nous sommes conduit & I’étude
du systéeme a deux degrés de liberté
TN 1 0o 2, ©? 2 g 2
H@(T7R7y)y) = §(R +Y°+ T_2) +1n(T +y +c )
ol © est un parameétre.

Le hamiltonien Hg défini sur R* donne le systéme différentiel

¥ = R

¥y = ¥

R = —2r/x4+0%/r®
Y = —2y/*

Pour une énergie fixée ho, les régions de Hill du systéme sont des ellipses pleines.

(43)

Le plan y = Y = 0 est invariant sous Hg. La dynamique sur ce plan est gouvernée
par le hamiltonien & un degré de liberté

1 0?2
Héo’o)(r, R)y= §(R2 + 7‘_2) + 111(7"2 + c2)

Il est bien evidemment complétement intégrable (c’est I'analogue du hamiltonien Hy
a deux degrés de liberté écrit en coordonnées polaires [LP1])) et donne naissance & une
famille & un parametre § d’orbites périodiques. Ce parametre § est donné par § = h— %@2.
Pour h et © fixés nous avons donc une orbite périodique notée 0. C’est précisément sur
cette orbite périodique (un tore de dimension deux pour le systéme complet) que nous
allons effectuer notre étude.

Le systeme H(@O’O) posséde un point fixe elliptiques, qui est donné par
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ro = (0/4)(0+ (1+16¢%)'?)
Ry = 0

Les valeurs propres du systéme linéarisé en ce point se calcule facilement. On obtient
N =1422/(r¢ + ?)
Supposons
©#0
L’orbite périodique
Os = (1,9,0,R,Y,0) = (r,0,0/rdt + 69,0,0,0)
est dégénérée.

Le voisinage du point fixe elliptique (r, R) = (79, 0) est feuilleté en cercles concentriques.
Nous avons donc une famille & un parametre d’orbites périodiques résonnantes ou non. Le
parametre est donné

6§=h—-02%/2r2 —In(2r5/0%) + u

pour 4 variant dans un intervalle Z. Chacune de ces orbites périodiques donnent naissance
a un tore non maximal de dimension deux pour le Hamiltonien complet qui sont résonnants
ou non.

Nous allons ici introduire une surface de section convenable pour le flot de Hi; qui
nous sera utile par la suite pour mieux visualiser les objets.

Soit S la surface de section définie par

S=((reV,,,yeR, e T, R=0,Y € R,0 € R"))
ou V;, est un voisinage annulaire de ry.

On a
Lemme 23 Le point firze O = (y,Y) = (0,0) de Uapplication de retour fs est dégénéré.

Ceci découle des études de la stabilité des points fixes effectuée par J. Laskar et Y.
Papaphilippou [LP2] numériquement.
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Figure 1: Surface de Section: a =b=1

Nous allons voir comment l'introduction du petit parameétre a va créer ’hyperbolicité
et détruire l'intégrabilité du systeme.

3.4. Creation d’hyperbolicité: a > 1,6=1
Dans le systéme de coordonnées décrit au §.3.1, le hamiltonien H,; s’écrit

1 2 2
Hoi(r,0,y,R,©,Y) = 5(32 + =z + YQ) + ln(r2 + Z—z + c2)

Le systeme différentiel associé est donné par

r = R

§ = O/r

Yy .= ¥

R = —2r/%+20%/r3
© =0

Y = —2y/a’x

La variable © est encore une intégrale premiére du systéme. Supposons désormais que
ap >a>1
oll @y est une constante & déterminer: -
Nous sommes conduit & étudier une famille & un parameétre © de Hamiltonien

2 @_2 2 2 3/_2 2
(R + 3 +Y*) +1In(r +a2+c)

1
Ha,l,@(rr Y, R’ Y) = 5

On observe que y = Y = 0 est invariant par le flot. Le hamiltonien restreint & ce plan
est donné par

0,0), - 1, 5, ©? 2, 2
H; ;7 (r,R)=z(R +T—2)+1n(r +c%)

: 2
On reconnait le hamiltonien complétement intégrable du potentiel logarithmique &
deux degrés de libertés.
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Figure 2: Surface de section: a # 1, b =1

Placons nous une nouvelle fois au voisinage du point fixe elliptique. Nous obtenons
alors des orbites périodiques. Par passage au systeme complet, nous avons des tores non
maximaux de dimension deux définis par

To=0cT,y=Y=0,0€R*(r,R) € Op)

ou Oy, est une orbite périodique autour du point fixe elliptique ro.

La nature de ces tores (hyperbolique ou non) dépend de la nature des orbites
périodiques ’

Opo ={ (v Y,r, R) = (0,0,r(2), R(¢)) }

Une étude numérique, analogue & celle effectuée au paragraphe précédent, permet de
conclure.
Lemme 24 Le point O = (y,Y) = (0,0) est un point fize hyperbolique dans S.

Un travail analogue & ([LP1], p.429, fig.1.a.) permet de plus de montrer
Lemme 25 Les variétés stables W3(O) et instable W*(O) de O se coupent transversale-
~ment dans S. e A s : : v : A 3 Ly

ce qui se traduit dans la surface de section S par la figure ci-dessus.

Bien entendu, nous n’avons pas d’instabilité, la présence d’une intégrale premiere inter-
disant toute intersection entre les variétés stable et instable de deux tores distincts (pour
des raisons évidentes de conservation d’énergie).

11 est bon de noter que le résultat précédent est & priori valable pour toutes les valeurs
de a # 1.

Contrairement & l’exemple d’Arnold [Arl] ou le hamiltonien intermédiaire créant
I’hyperbolicité est choisi complétement intégrable, nous avons ici (comme dans le cas de
Z. Xia [Xil] pour le probléme restreint elliptique plan des trois corps) un systéme médian
non intégrable (c’est une simple conséquence du théoréeme de Birkhoff-Smale).

3.4. Instabilité: lecasa>1et b#1
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Il suffit de montrer la persistence d’une famille de tores partiellement hyperboliques
dont les variétés stable et instable se coupent de maniére & former une chaine de transition.

3.4.1. Conservation des tores partiellement hyperboliques

Commencons par définir ’ensemble de tores partiellement hyperboliques

Q= ((5Y)=pa(0), R=0,r € ROERIET)

L’ensemble €2, est un ensemble invariant normalement hyperbolique. On montre alors
le résultat fondamental suivant :

Lemme 26 Soit n > N suffisamment grand, pour tout © # 0, application de section
restreinte a 0y, est conjuguée a une distortion monotone, donnée par

(©,0) — (6,0 + an(©))
avec o, (©) # 0.

Démonstration : Nous avons © qui est une intégrale premiére du sytéme. Par
conséquent, l'application fq, (©,.) = (©,%). Pour la seconde composante, il nous faut
regarder le comportement de #. Or, par construction nous avons 8 = ©/r%?. Comme ©
est une intégrale premiére, on obtient 8(t) = © [; 1/7%(u)du + 6p. Soit Ty, la période du

T ) T,
point py, alors ma(fq, (©,0)) = @/ 1/r*(u)du + 6 et a,(©) = / 1/r*(u)du > 0, ce
0 0
qui termine la démonstration du lemme. O
La seconde étape consiste a utiliser le théoréme KAM pour les distortions monotones

afin d’assurer la persistence d’un ensemble de mesure pleine de tores invariants. Il nous
faut pour cela montrer le résultat suivant :

Lemme 27 Pour b suffisamment proche de 1, l’ensemble invariant Q, persiste sous la
perturbation en un ensemble invariant Q% proche. De plus, 'application ff{ restreinte a
Q0 est un difféomorphisme préservant les aires.

Démonstration : Comme (), est un ensemble normallement hyperbolique, nous
savons qu'il est stable sous faible perturbation (cf. [Sh], p.99-100). Le second point se
démontre en trois étapes :

e On note que le probléeme est hamiltonien. Par conséquent, I’application f est sym-
plectique. Il existe donc une 2-forme différentielle fermée w associée au systéme.

e Soit w? la forme différentielle restreinte & la sous variété invariante Q8. Soit w, = wiQ,
la 2-forme différentielle invariante sous la restriction f, = fio,. On remarque que wy est
non dégénérée.

e On déduit du point précédent que la 2-forme différentielle w? est non dégénérée. Par
conséquent, I’application f% préserve les aires sur Q2. O

Nous avons donc :
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Lemme 28 Poura # 1 et b suffisamment proche de 1, un grand nombre de tores invari-
ants partiellement hyperboliques subsistent.

3.4.2. Existence de tores de transition

Le lemme précédent permet de montrer I’existence d’'une chaine de transition.

Lemme 29 Pour a # 1 et b suffisamment proche de 1, a # b et © # 0, soit To un tore
partiellement hyperbolique qui se conserve sous perturbation, alors

i) W$(To) NW*(To) dans H.

i) Il existe € > 0 tel que pour tout ©' tel que | ©' — O |< € alors W3 (Te) NW*(To) dans
H.

3.5. Echange entre surfaces de résonance
3.5.1. Le probléme

Le probleme d’échange entre surface de résonance consiste a transiter le long d’une
premieére famille de tores partiellement hyperboliques issus d’une surface de résonance,
puis & changer de surface de résonance pour transiter le long d’une seconde chaine de
tores. Ce type de probleme intervient naturellement lors de I’étude de Iinstabilité globale
[Ar2].

Peu de travaux existent & ce jour. On pourra consulter [Lo] pour une rapide introduc-
tion au sujet. Un exemple simple est donné dans l'appendice A (voir aussi [Be]).

La principale difficulté du probléme est la mise en évidence d’orbites reliant deux tores
de deux familles distinctes au voisinage de la résonance double. Celle ci se traduit dans
I’appendice A par la construction d’intersection hétérocline transverse entre les variétés
stable et instable des deux tores. C’est un probleme difficile, qui est considérablement
simplifié dans ’appendice, par 'utilisation d’un systéme médian intégrable produit. Dans
ce cas, il est facile de montrer la dépendance C' des variétés invariantes. Cet exemple
possede la particularité supplémentaire de n’avoir qu’une seule orbite périodique hyper-
bolique transverse a la résonance double. On utilise alors un argument de stabilité des
intersection transverses sous faible perturbation C! sur lintersection transverse homo-
cline de l'orbite périodique pour en déduire I'intersection transverse hétérocline des tores
voisins. En général, il existe plusieurs orbites périodiques a la résonance double, ce qui
nécessite un choix convenable de l'orbite périodique pour effectuer les constructions.

Aucun exemple (méme modele) d’échange entre surfaces de résonances dans le cas d'un
systeme médian couplé n’existe. Nous allons voir comment, dans le modele de galaxie
triaxiale, ce phénomene intervient.

3.5.2. Construction d’une seconde chaine de transition

La particularité du hamiltonien que nous avons étudié est qu’il fait jouer des réles
symétriques aux parametres a et b. Par conséquent, les résultats précédents sont aussi
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valables en remplacant simplement a par b et vice versa. On obtient ainsi une seconde
chalne de transition, associée & la variable =.

On commence par introduire un systéeme de coordonnées polaires sur le plan (z,y).
Nous obtenons alors le nouvel hamiltonien suivant lorsque a = b =1

1 2
Hyi(r,2,6,R,Z,0) = §(R2 By r_2) -l-ln(r2 + 22+ c2)

défini pour (r,2,0) € R? x T' et (R, Z,0) € R®.
En suivant des étapes analogues a la construction de la chaine 7g, on montre que le
hamiltonien

@2

2
) + Z%) +In(r? + = +c?)

b2
admet une famille & un parametre = de tores partiellement hyperboliques de la forme

1
Hy4(r,0,2z,R,0,Z) = 5(R2 +

TE—_—_(HET,Z:.Z:O’@ER*’(T,R)EO)

ou O est une orbite périodique autour du point fixe elliptique ro.

Par perturbation lorsque a # 1, on a le lemme suivant.
Lemme 30 I existe une chaine de transition (71z) pour le modéle de galazie triaziale.

La coexistence des deux chaines suppose le choix des parameétres a et b suivant :

@w>a>1 bp>b>1

ou ag et 5[) sont donnés par les seuils de validité du théoreme KAM utilisé dans les
démonstrations.

Supposons de plus,
a#b
ce qui assure la non-intégrabilité analytique du systeme.

Une connexion entre les deux chaines de tores est possible si 1’équation

Q==
possede une solution.
Celle ci va étre donnée par
=¥ =z2=2 =1 (44)
qui correspond &
O =E=0
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Sur 44, nous avons une orbite périodique hyperbolique. En effet, d’apres ’étude de
J. Laskar et Y. Papaphilippou [LP2], lorsque a et b sont plus grand que 1, I'orbite qu'ils
appellent z-aziale est hyperbolique. On peut donc montrer le lemme suivant :

Lemme 31 Soit O l'orbite périodique hyperbolique de 44. Sa variété stable W$(O) coupe
transversalement sa variété instable W*(O) dans H.

De plus, dans un voisinage aussi petit que ’on veut de cette orbite périodique, nous
avons des tores partiellement hyperboliques des familles 7g et 7=. Plus précisément, nous
avons le lemme suivant :

Lemme 32 Soit Vi3 (resp. V¢5) un voisinage de la variété stable (resp. instable) de O. Il
existe des tores T' de chacune des familles tels que W3(T') € V* et W¥(T') € V.

On a alors, en utilisant un simple argument de stabilité des intersections transverses
sous faible perturbation.

Lemme 33 Il existe des tores Tg et Tz tels que W*(Tp) coupe transversalement W¥(T=)
dans H.

Cela nous permet de “passer” d’une chaine & 'autre. Une des difficultés, dans un
cadre générique, pour montrer ’existence d’orbites d’échange entre surfaces de résonance
de multiplicité 1 distinctes, est de montrer un équivalent du lemme 33. Contrairement &
notre cas, il n’existe pas de tores partiellement hyperboliques dans un voisinage aussi petit
que l'on veut de la résonance double. Le lemme 32, sur lequel est basé notre résultat n’est
alors pas possible.

L’existence des orbites d’instabilité se déduit alors du A-lemme de J. Palis [PdM] et
de son extension donnée par Marco [Ma]. On a le donc le théoréme suivant :

Théoréme 5 Pour a et b suffisamment proche de 1, a # b, ag > a > 1, bAo >b>1, soit
T= un tore de la premiére famille et Tg un tore de la seconde famille. Il existe une orbite
reliant un voisinage du tore T= a un voisinage du tore To.
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4. Conclusion et perspectives

Deux nouveaux exemples sont a notre porté en utilisant la méthode du §.1. Le premier,
en mécanique céleste, concerne le mouvement d’un satellite autour d'une planéte aplatie,
non axi-symétrique. Le second étudie le mouvement d'un atome de Rydberg soumis & des
champs magnétique et électrique orthogonaux.

4.1. Satellite autour d’une planéete triaxiale

Nous allons considérer le hamiltonien

2

1 I a’
Hp,e(p,q) = 5192 = =+ Bou—5Po(z/r) + €Fe(p, )

défini pour (p, q) € R3 x R3, oll a, est le rayon équatorial de la planéte, P, le polynéme
de Legendre du second degré, J; le coefficeint de I'harmonique zonal d’ordre 2 (représentant
I'applatissement de la planéte), et € mesure la non axi-symétrie.

Cas intégrable : Lorsque ¢ = 0, Jo = 0, nous avons un probleme de Kepler,
complétement intégrable.

Hyperbolicité : Lorsque ¢ = 0, Jo # 0, l'intégrabilité du systeme est détruite, mais
il conserve une intégrale premiére. En effet, par passage en coordonnées cylindrique, le
hamiltonien s’écrit

- Jz .3 1
Hupo = 503 +9}) = +2p79+ (/) = 3)

ou JQ = Jgagu.

La variable 6 est ignorable, et pg est donc une intégrale premiere. C’est la projection
du moment angulaire sur l'axe de symétrie (z).
On fixe la valeur de cette intégrale, et on regarde le hamiltonien & 2 degrés de liberté
~ ainsi obntenu. On peut effectuer une surface de section en z = 0. Dans le plan (p, pp), on
‘obtient Iespace des phases suivant (voir [Si]). imis
" Nous avons deux points fixes elliptiques, ainsi que deux pomts ﬁxes hyperbohques as-
sociés a la résonance 1-1 qui correspond a 1’1nchna.150n critique. On peut de plus montrer

Figure 3: Hyperbohc1te Jo#0,e=0
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que les variétés stable et instable de ces points ne coincident pas et se coupent transver-
salement (voir [Si] pour une revue de ce probleme).

Nous avons donc deux familles a 1 parametre (pg) de tores partiellement hyperboliques,
notées 77 et 7s.

Instabilité : € #£ 0, Jo #0

Lorsque € # 0, l'intégrale premiére se “brise”. Nous obtenons alors deux chaines
de transition (il faut montrer l'existence des intersections transverses hétéroclines). La
structure de ’espace des phases médian (obtenu pour Jp # 0, € = 0) permet de montrer
I'existence d’orbites “passant” d’une chaine & I’autre. Ce phénomeéne n’a rien & voir avec
le probleme d’échange entre surfaces de résonance exposé au §.3, la dérive s’effectuant
toujours suivant la méme variable py.

4.2. Atome de Rydberg dans des champs magnétiques et
électriques orthogonaux

Nous allons ici discuter la dynamique d’un systéeme atomique a trois degrés de liberté.
Un atome de Rydberg placé dans deux champs perpendiculaires, un champ electrique et un
champ magnétique posseéde une dynamique compliquée qui n’a été etudiée jusqu’a présent
que sous l'angle numérique [MDU], au moyen de l'analyse en fréquence développée par
J. Laskar [La]. Cette méthode trés puissante permet d’analyser finement la dynamique,
notamment les processus de type “diffusion” (pour employer un terme de physique) et de
transition le long des résonances.

Ce systeme est d'un point de vue théorique et expérimental trés intéressant. Reprenant
ici les commentaires de [MDU] & ce sujet, on note que ce systéme est dans le champ
d’application du Principe de Correspondance ot un accord convenable entre la mécanique
quantique et la mécanique classique peut étre attendu (voir [Gu]).

Nous nous proposons dans cette partie, de donner quelques indices sur l’existence
d’instabilité asymptotique pour ce probleme. L’instabilité se traduit par une lente dérive
d’une des composante du moment angulaire. Les étapes de la construction des chalnes de
transition présentées dans le chapitre II ont ici une signification physique particuliére.

Le cas intégrable correspond & un atome d’hydrogéne soumis & aucune force. La
création d’hyperbolicité correspond & l'application d’un champ magnétique. Le probléeme
dans ce cas, possede une symétrie, qui se traduit par l’existence d’une intégrale premiére
(une composante du moment angulaire suivant ’axe de la symétrie). Cet hamiltonien a
deux degrés de liberté a un espace des phases qui a été complétement étudié par différents
auteurs [Gu], [HRW], [UFMRS]. En écrivant une forme normale convenable pour cet hamil-
tonien [FURSM], on montre ’existence de deux orbites périodiques hyperboliques dont les
variétés stables et instables se coupent transversalement dans une section convenable du
flot. L’idée est alors de casser la symétrie du probléme en introduisant un faible champ
électrique transverse au champ magnétique (le cas ou il est parallele ne conduisant pas
a cette “brisure” de symétrie). On en déduit 'existence de chaines de transition pour ce
probleme.
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Figure 4: hyperbolicité: B # 0,F =0

Le hamiltonien du probléme, appelé hamiltonien de Coulomb, s'écrit (voir [MDU])

1 1 B B?
HB,F($7yyz;nypy;pz) = §p2 - ; -+ .2-L2 + ?(22 + 22) + Fz
ou B est un champ magnétique suivant z, F' un champ électrique suivant z, et L, la

composante en z du moment angulaire L =r A p, L; = zp, — yps.
Cas intégrable : B=0, F =0

Comme dans le probléme du satellite, nous sommes ramenés & un probléme de Kepler,
complétement intégrable.

Hyperbolicité: B#0, F =0
Nous avons un hamiltonien de la forme

1 1 B B2
Hpo(2,y,2,P2,Py,Pz) = 5P = — + 5L + (a7 + 2%)

Par passage en coodonnées cylindriques, on obtient le hamiltonien

1 D3 B?

H — 2 - - re - )

. _ .B,_O. , 2(pp+_'pz) \/m+p2+2pe+8ﬂ

" La variable 0 est ignbr‘able, et pg est donc une intégrale premiére du systéme. Fixons -

Do, la quantité constante %pg s’appelle énergie de Zeeman (voir [HRW]). Le hamiltonien

a deux degrés de liberté ainsi obtenu peut s’étudier au moyen d’une surface de section en
z = 0. On obtient ’espace des phases (dans de “bonnes” coordonnées (voir [HRW]))

(voir la figure I11.3, p.235 de [HRW]).

Une étude analytique détaillée de ce systeéme a été effectuée par divers auteurs. L’article
de [HRW] en donne un revue. Nous avons deux points fixes hyperboliques dont les variétés
stable et instable se coupent transversalement (dans la section), donnant naissance au
comportement “chaotique” du systéme (voir [HRW]).

Instabilité: B #0, F # 0
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L’intégrale premiére py se brise et donne naissance & une chaine de transition. La
signification physique de cette chaine ne semble pas évidente, et un travail doit donc étre
effectué dans cette voie. Cet exemple fera 'objet d’une étude ultérieure.

4.3. Sur I’abondance des systémes instables en physique

L’existence d’orbites d’instabilité dans les systémes hamiltoniens issus de problemes
physique ne doit pas surprendre. Nous pensons méme que c’est un phénomeéne relativement
général et ceci pour les raisons suivantes.

Lorsque nous modélisons 1’évolution d’un systéme physique quelconque, on introduit,
pour les besoins de la description, un certain nombre de parameétres. Les systémes hamil-
toniens ainsi dérivés possedent, naturellement, une multi-parameétrisation.

Certains de ces parameétres ont un réle particulier. On se demande notamment 'effet
d’un petit changement de sa valeur sur la dynamique du systéme. Habituellement,
on étudie des systémes qui pour une valeur critique du paramétre ont une dynamique
indépendante de celui ci (c’est le cas du probléme restreint elliptique plan des trois corps,
qui lorsque I'excentricité vaut e = 1 correspond & un mouvement circulaire des deux corps
principaux). L’étude de la dynamique s’effectue alors pour des valeurs du paramétre
proches de la valeur critique (14 ol on s’attend & avoir un changement qualitatif impor-
tant de la dynamique). On se raméne alors (dans les bons cas) & un probleme fondamental
de la dynamique tel que I’a écrit Poincaré. La multi-paramétrisation fait que ’on se raméne
a des systemes hamiltoniens de la classe de Poincaré. :

Le fait que les systemes hamiltoniens initiaux soient (le plus souvent) intégrables semble
di a la nature méme du travail du physicien. On commence par décrire les phénoménes
les plus réguliers, qui peuvent étre assimilés & un systéme intégrable. On introduit alors
une série de perturbations et de paramétres afin de prendre en compte les irrégularités du
mouvement.

Bien qu’informelle, la discussion précédente indique le chemin qui conduit & l’existence
d’instabilité dans les systémes physiques.
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Appendice A. Exemple d’échange entre surfaces de résonance

1 Introduction

Nous construisons un exemple de systéme hamiltonien & trois degrés de libertés de la forme

H($,1) = 5 | TI? +eHa(9,T, )

défini sur T*(T), ot Hj est choisi de facon & créer deux familles de tores partiellement
hyperboliques le long des surfaces de résonance I; = 0 et Is = 0, et tel qu'il existe une
orbite qui transite le long de la premiére famille, puis change de surface de résonance pour
transiter le long de la seconde famille de tores.

Ce type de probléeme intervient naturellement lorsque lors de I’étude de l’instabilité
globale [Ma] pour le cas C* et [Do] pour le cas C).

La particularité de cet exemple est que le systéme médian (obtenue pour p = 0) est
choisi intégrable (comme dans [Ar]).

U.Bessi [Be] obtient un résultat similaire au moyen de méthodes variationnelles. Notre
travail peut étre considéré comme son pendant constructif.

2 Modele

Le hamiltonien modele que nous allons considérer est directement inspiré de la construction
d’Arnold [A1]. Soit H, le hamiltonien défini sur T*(7T3) = T3 x R® (muni de sa structure
symplectique usuelle) par

Houl1,8) = 5 | TIP +e(cos(1) + cos(s) — 2) + e H (6)

ol le terme perturbatif est donné par H; = sin?(¢;/2) sin?(¢2/2) cos(¢3), et ol € et y sont
de petits parameétres. On supposera partout que I'énergie h > 0 est fixée.

Cas intégrable initial Hgg: Lorsque € = 0 le systéme est complétement intégrable.
L’espace des phases est feuilleté en tores de dimension 3, et la sous variété d’energie
H = Hyy' (h) est le produit direct du tore 73 et de la sphere S2. La projection de H sur
I’espace des actions est la sphere S? d’équation I7 + I3+ I3 = 2h. Ce sont les deux surfaces
résonnantes I;1 = 0 et I = 0 qui vont jouer un réle particulier dans la suite.

Creation de I’hyperbolicité: Pour u = 0, € # 0, le systéme est encore intégrable.
C’est le produit non couplé de deux pendules simples par le systéme défini par H (I3, ¢3) =
(1/2)IF sur T* x R. La sous variété d’énergie H = H_(h) est difféomorphe au produit
direct S? x T3, et sa projection sur I'espace des actions est la couche sphérique 2h <
IZ + I3 + I3 < 2(h + 4e).

La destruction des tores sur les surfaces résonnantes précédentes donne naissance &
deux familles & un parametre de tores invariants de dimension 2, partiellement hyper-
boliques, possedant des variétés stable et instable de dimension 3.
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Décrivons la famille de tores invariants partiellement hyperboliques obtenue sur la sur-
face 1-résonnante I1 = 0. Pour cela, il est commode d’introduire des variables action-angle
Ja,02 pour le second pendule. Ces variables existent en dehors des séparatrices, i.e. pour
les mouvements de libration et de circulation. Les tores précédents sont alors le produit du
tore T? (variables 63, ¢3) par la sous variété d’équation I} = 0,¢; =0, ‘113? + Hp(J2) =h
dans T! x R3, ot H,(Js) représente le hamiltonien du pendule sous forme action-angle.
Les variable Jy et I3 sont des intégrales premiéres. C’est donc bien une famille & un
parametre (variant dans la sous variété précédente) de tores invariants (variables 0y, ¢3).
Leurs variétés stables et instables s’obtiennent comme le produit de celles du point fixe du
pendule par le tore T2. Ce sont donc des cylindres (difféomorphe & 72 x R) de dimension
3.

A la surface 2-résonnante I} = I = 0 se crée une orbite périodique hyperbolique. On
I'obtient comme le produit du tore T! (variable ¢3) par le point %I:f =h I1=1,=0
et ¢1 = @2 = 0. Ses variétés stable et instable de dimension 3 (difféomorphe & R? x T'1)
s’obtiennent comme le produit de celles des deux points fixes de chaque pendule par le
tore T'1.

Instabilité: Pour g # 0 les tores précédents subsistent car la perturbation a été
choisie nulle sur les deux familles de tores. L’idée est alors que les variétés stables et
instables de ces tores vont s’intersecter transversalement et nous permettre de construire
ce qu’il est habituel de nommer une chaine de transition. Notons H = H_, l}(h) la sous
variété d’énergie.

La méthode de Poincaré-Melnikov (voir [Wi]) permet de démontrer les résultats suiv-
ant:

Lemme a: Les variétés stables et instables des tores appartenant auz familles P, i =
(1,2) s’intersectent transversalement dans H.

et

Lemme b: Soit O l'orbite périodique hyperbolique. Les variétés stable et instable de
lorbite périodique hyperbolique O s’intersectent transversalement dans H.

Les démonstrations de ces lemmes sont données en appendice.

3 Construction des chaines de transition

Le lemme a permet de construire les deux chaines de transition le long des surfaces de
résonance I[1 =0 et Iy = 0.

Lemme 34 Il existe une famille finie de tores T;, j=1,...,n; de la famille P; formant
une chaine de transition, i.e. W“(T}) intersecte transversalement WS(T;'H) dans H.

Preuve: Le lemme a nous assure que pour tout tore 7% € P', ¢ = (1,2), nous avons

W*(T") qui intersecte transversalement W*(T%) dans H. Par continuité, il est alors possible
d’extraire une famille finie P* de tores partiellement hyperboliques T}, toujours contenus
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dans H, tels que les sous variétés VV“(Tl) et WS(T ; '.1) s’ intersectent transversalement
suivant (au moins) une orbite heterochne )

Les deux chalnes de transition étant maintenant construites, il nous reste & passer de
I'une & l'autre. C’est precisément ce que nous permet de montrer le lemme b.

Lemme 35 Soit T; des tores de la famille i = (1,2) contenus dans un petit voisinage de
lorbite périodique hyperbolique O. Alors, nous avons W*(T;) NW*(O) et W*(T;) N#W*(O)
dans H.

Preuve: Nous avons deux familles de variétés lagrangiennes W¥(T7) et Ws(T?) aussi
proches que l'on veut de W*(Q) et W#¥(O). Comme W¥(O) intersecte transversalement
W?(O) dans H d’aprés le lemme b, nous en déduisons, par un argument de stabilité des
intersection transverses par petites perturbations CY, l'intersection transverse dans H de
WH(T7) avec W*(O) et de W*(T}) avec W*(©) dans un voisinage convenable de 1'orbite
périodique, ce qui termine la démonstration du lemme. O

Le lemme 35 nous permet donc de construire une chaine de transition suivant deux
résonances distinctes. La jonction des deux chaines de transition ”"simple” s’effectue a la
résonance double.

Il n’est pas nécessaire de calculer des splittings de séparatrices entre deux tores ap-
partenant a chacune des familles. En effet, 'intersection transverse des variétés stables et
instables de 'orbite périodique contraint les variétés stables et 1nstab1es des tores voisins
a s’intersecter transversalement.

Lemme 36 Les tores T; j, j € N; de la famille i = (1,2) dans un petit voisinage U de
Vorbite périodique O sont tels que W*(T; ;) M W*(Ty 5) dans H, avec (i,7') € {1,2} et
(4,3") € {]Ni, N}, notamment W¥(T1;) NW*(Ty,) dans H.

Nous avons donc deux chaines de transition entre surfaces résonnantes:

La premiere, déduite des lemmes 34 et 35, suit une premiére chaine de transition,
passe par la résonance double, et repart suivant une seconde chaine de transition. Elle
sera appelée chaine de passage.

La seconde, déduite des lemmes 34 et 36, suit une premiere chaine de transition, passe
au voisinage de la résonance double, puis repart suivant une seconde chaine de transition.
Elle sera appelée chaine de virage.

4 Existence des orbites de transition

Nous utilisons maintenant le résultat de J.P.Marco [Ma] nous assurant I’existence d’orbites
de transition le long d’une chaine de tores standards. Les chaines de virage et de passage
donnent alors naissance & deux types d’orbites de transition entre surfaces résonnantes,
donnés par les théorémes suivant:

Théoréme 6 (Orbites de virage) Notons py; L2 la projection de H_ (h) sur le plan
(I1,I5). Soient I9 et IY deuz réels dans lmtervalle 10,2h[ et O (resp O3) un voisi-
nage de I{ (resp. I9) dans ]0,2h[. Pour tout € vérifiant 0 < € << 1, il existe uo(e) tel

142



que pour tout pu vérifiant 0 < p < po(e), il existe une orbite o, du systéme défini par H,
contenu dans le niveau He_ul(h) dont la projection par pii intersecte les voisinages Oy et
O,.

La chaine de passage, contrairement a l'idée intuitive du probleme, ne conduit pas au
meéme énoncé. Ceci est dii au passage obligé par l'orbite périodique. La construction des
orbites de transition repose sur la propriété d’obstruction (voir [Ma]). Celle ci demande une
dynamique minimale sur le tore et un énoncé de type A-lemme. Pour 'orbite périodique
normallement hyperbolique, le A\-lemme ([PM]) est valable. La condition de minimalité
n’est vérifiée que pour un ensemble dense de valeurs de l'énergie pour laquelle la fréquence
w = V/2h est irrationnelle.

Théoréme 7 (Orbites de passage) Pour un ensemble dense de valeurs de l’énergie h,
les conclusions du théoréme 6 sont valables.

5 Démontration du lemme a

Les calculs qui suivent sont techniques et donnent un appergu des problémes posés par
I’application de la méthode de Melnikov dans un cas pratique.

Il nous faut écrire la perturbation sous forme action-angle, passage obligé pour ap-
pliquer la méthode de Melnikov [Wi]. On utilise pour cela les variables action-angle du
pendule simple exprimées a 'aide des fonctions elliptiques de Jacobi. Nous obtenons donc

H; = sin?(¢1/2) en?(D(k)ba, k) cos(¢3)
2¢
2e¢ + ho

ott Dy = 2B)

pendule.

, avec k? = , la constante hy représentant 1’énergie du second

La fréquence du mouvement sur chacun des tores est donnée par

e
k.K (k)

wo =

La premiere étape consiste a calculer divers dérivées partielles, a savoir 9H;/005 et

OH,/8¢s.

Nous obtenons

88_1521 = —2D(k) sin?(¢,/2) sn(D(k)82, k) dn(D(k)b2, k) cn(D(k)b2, k) cos(¢s3)
% = —sin®($1/2) sin(¢s) cn®(D(k)2, k)
¢3

ceci, a partir de la formule (731.02) de [BF],
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0
5, (en(w)) = —sn(u) dn(u)

Sur la trajectoire homocline non perturbée notée ~v(t), nous avons

sin?(¢1/2) = —£ I} = ch™*(+/&t)

Oy = 98 + wot
¢3 = ¢3 + wat
avec wy = m\/e/k. K (k) et wy = I3.
Notons a(t, 69, #3) = Zgl( (t)) et b(t, 89, ¢9) = Z{Zl( (t)). Les intégrales de Melnikov
3
s’écrivent alors
(o o]
M(63,69) = | a(t)dt
— 00
(o)
m(@, 89 = [ byt
—0oQ

avec

a(t) = —2D(k) ch™2(Vet) sn(D(k)(63+wst)) dn(D(k) (83-+ewat)) en(D(k) (93-+wpt)) cos(-+wst)

et

b(t) = —ch™2(\/et) sin($3 + wst) cn?(D (k) (63 + wat))

Remarque : Les intégrales m et M n’ont aucun sens pour & = 1, car les variables
action-angle sont dégénérées. Autrement dit, a la résonance double, nos calculs ne sont
plus valables.

Pour avoir une intersection des variétés stable et instable d’un tore donné, il suffit de
trouver un zéro de M et m. Une solution provient alors de la simple remarque suivante:

Pour 09 = ¢ = 0, les fonctions a et b sont impaires.

En effet, nous savons (cf. formule (122.00) de [BF]) que

sn(—u) = —sn(u)
cn(—u) = cn(u)
dn(—u) = dn(u)

D’ou, lorsque 02 = ¢3 = 0, on vérifie a(—t) = —a(t) et b(—t) = —b(t).

Afin de montrer que l'intersection est transverse, nous devons étudier le déterminant
suivant:

81? 5(0,0) 290(0 0) B
B oM 8m 0
560 ==(0,0) 8¢>3(0 ,0)
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Notons

oM om
6—98(0,0) =a et 3_920_(0’0) B
et
oM (9
—(0,0) =~ et 5(0,0 =6
Nous avons alors
D= ab— [y

La condition de transversalité de 'intersection correspond a

ab # By (1)
Introduisons les fonctions suivantes:

fi(u) = 2sn(u) cn(u) dn(u)
fa(u) = cn?(u)

ouwu= K(k)f/m.
Les fonction f;, 1 = 1,2 sont 47 périodiques. Nous pouvons donc les écrire sous forme
de série de Fourier, & savoir

> sje
J

ou les coefficients sont donnés par

12 —ij6/2
8= 1= fl( ) db
soit, avec nos notations
1 2K .
S; = _4K f[(u)e_”u”/QKdu

ouu=60K/r.
On note que f; est impaire et fo paire. Par conséquent leur développement en série de
Fourier a la forme suivante

i sin(j6)

i=0
Zc] cos(70)



Le calcul de s; est effectué par H.R.Dullin ([Du], appendice) au moyen de la méthode
des résidus et renvoyons & son article pour les détails techniques. Nous pouvons de méme
effectuer le calcul de c;.

En posant 6 = 6y + wt, nous obtenons

fi(6o + wt) = Z s;(sin(j0o) cos(jwt) + cos(jho) sin(jwt))
7=0

fa(6p + wt) = Z cj(cos(jfo) cos(jwt) — sin(j6p) sin(jwt))
j=0

Seul les termes paires de f1(fp + wt) cos(¢o + at) et fo(6y + wt)sin(dp + at) vont
intervenir dans le calcul des intégrales de Melnikov. Ils sont donnés par

Puire( ficos) = d;(cos jwt cos at sin j6p cos ¢pg — sin jwt sin at cos j6g sin ¢g
il
J

et

Paire( f; sin) Z cj(cos jwt cos at cos j6p sin po — sin jwt sin at sin Oy cos Po)
J

Nous savons d’autre part que

® cos(wt) ,
/_ gy 4=l shiwm/2) (45)

Les intégrales de Melnikov m et M ont donc les expressions suivantes:
M (8o, ¢o) = e Z d;(A; sin 8o cos po — B; cos jbg sin @)
J
m(Go, ¢0) = —~% Z Cj(Aj COSj@O sin ¢0 = Bj sinj90 COoS (]50)

. cos Jwt cos at sin j@t sin at - -
ou 4; = / JchQ dt et B; / ]ch2 dt, avec @ = w/+\/e et @ = a/\/e.

On a alors, en utilisant I’équation 45

A; = m(a; + b;)
Bj = ’n'(b]‘ o aj)

ol a; = j + a/sh(n(j&o + @)/2) et b; = j& — a/sh(nr(jo — &)/2).
On a alors

M = —7nD/\/€( Zd (a;sin jo + ¢o + bj sin 768p — o))

= —ﬂ/\/_(z cj(ajsin j6o + ¢o — b;sin jOo — ¢o))

J
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Nous voyons que pour 6y = ¢g = 0 les fonctions m et M s’annullent. On en déduit
alors l'existence d'un point d’intersection entre les variétés stable et instable d’un tore
partiellement hyperbolique de la chaine. La condition de transversalité s’écrit alors

oM om
069 (0,0) 800(0 0}

T00 Zoo| "

Or, nous avons

8 (0,0) = —mD/V/e( Zid (2 +5;))
BA(O 0) = —7D//¢( Zdj(aj —b5))
am (0,0 —W/\/_(Z]Cg( i — b))
am (0,0) = VA a5 + )

J

Nous devons donc comparer les produits suivant: (Z jdj(a; + b5)) Z cj(a; + b;)
] J
(D_djlaj = b)) (D_jcja; —
) ]
Nous savons (voir les travaux de H.Dullin [Du]) que
= (m/K)’k*j*/ sh2j¢

avec { =wK'/2K, K' = K(k') ou k' = V1 — k2.

Comme 9(cn?(DH))09 = 2D sncndn, on en déduit

.= D]dJ

par une simple identification des termes des deux séries de Fourier. En particulier, les deux

produits précédent s’écrivent maintenant (Z jd;(aj+b;))?* et (Z dj(a; —bj))(Zdej(aj -

J
bj))-
La condition de transversalité s’écrit alors

({2 32 (jw/ /€ sinh(1jw/2,/€) cosh(ra/2\/€) — a/\/€ cosh(mjw/2+/€) smh(7ra/2\/_)))
a sinh(2&7) ((cosh(wa/2\/2)) — (cosh(mjw/2:/€)) )

5 Z] (jw/+/€ cosh(mjw/2+/€) sinh(ra/2+/€) — a/ /e sinh(mjw/2+/€) cosh(wa/Q\/_)
=1 blnh(2§])< (cosh(ma/2v/€))? + (cosh(mjw/2:/€)) )

ol w = m/e/k.K(k) et a =+/2(hk% —2¢(1 — k?))/k.
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On obtient donc

(Z 7° (jBsinh(7j3/2) cosh(ma/2+/€) — a/\/Ecosh(ﬂ']BP) s1nh(7ra/f)))

7=1 sinh(2¢7) ((cosh (ra/2/e))? — (cosh(7j3/2)) )

+2 Z 3% (jB cosh(m;jB/2) sinh(me/2+/€) — o/ /e sinh(m5B/2) cosh(ma/2+/€))
sinh(2¢7) (— (cosh(ma/2v/€))? + (cosh(rjB3/2)) )

£0

(46)
ot B = n/k.K(k).

Supposons maintenant que k2 < 1 — v(e) avec v(e) aussi petit que I'on veut. Nous
allons maintenant restreindre notre attention aux valeurs de ’énergie telles que

h < 2ev(e)/(1 —v(e))

Nous pouvons alors montrer que 8 > «a/+/e. On termine alors la démonstration en
remarquant que la fonction f(z) = z/th(z) est strictement croissante pour z > 0. Ceci
implique que le numérateur du second terme de 1'équation 46 est toujours positif. La
somme des deux termes est alors strictement positive ce qui achéve la démonstration du
lemme. O

6 Démonstration du lemme b

On utilise les formules dérivées par S.Wiggins [Wi]. Afin de simplifier I’exposé et la
comprehension des calculs, nous allons utiliser les mémes notation que [Wi]. Pour cela,
nous écrivons notre hamiltonien modele sous la forme

1
H(z,I,0) = Hi(z1,z2) + Ha(x3,74) + 512 + pHi (3,14, 6)
défini sur (z1,z3,22,74) € R?2 x T? et (4,8) € R x T, ot H;(z) = %xf + e(cosziy1 — 1)
pour i = 1,3, et Hy(z3,74,0) = e(sin®(z2/2) sin?(z4/2) cosh).

Le systéme (SH) associé au hamiltonien H, = Hj + H, possede un point fixe hyper-
bolique en z = 0, dont les variétés stable et instable de dimension 2 coincident.
Le systeme associé & H,—o posséde deux intégrales premiere en involution données par

K,=H,+ HyKy = H; (47)
On vérifie sans peine les hypothéses III3.1 et I113.2 p.381 de [Wi], c’est a dire:
IT13.1. Les vecteurs D, K;, pour i = 1,2 sont linéairement indépendants VI € R et

z € R* n’étant pas un point fixe du systéme (SH).
[I13.2. < JD;K;,K; >=0V4,5, I € R, ou < .,. > est le produit scalaire usuel.

A T'orbite périodique O, nous avons deux intégrales de Melnikov & calculer.
La premiére intégrale My s’écrit de la maniere suivante (cf. [Wi], p.413, formule
(4.1.169) a et b).
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o0
M, = / (< DyKy, JDHy > — < DKy, DoHy >] (v(I), = 0)dt
+ < DiKy(y(I),I), [ DoH,(y(I))dt >

ou v(I) représente la trajecton”e homocline non perturbée.
La seconde intégrale notée M3 s’écrit (cf. [Wi|, p.413-414, formule (4.1.172)).

My = - [ DoHi(r(D))dt

Nous allons maintenant introduire un parametre u nous permettant de parametriser
la variété homocline non perturbée. Cette variété est donnée par les équations suivantes

sin 2(z9/2) = ch™2(V/et) sin?(z4/2) = ch™2(Ve(t + u))0 = Oy + wt

Calcul de M>

On remarque tout d’abord que D; K5 = 0, ce qui nous permet de simplifier ’expression
de l'intégrale My. Nous obtenons

(o]
My = / < DyKs, JDoHy > (v(I))dt
-0

Soit, en utilisant les expressions de K» et Hj, nous avons

[e.o]
M, = (1/2)/ (z1sin(2z3) sin?(z4/2) cos(8))(y(I))dt
—00
Un simple calcul nous conduit alors a I’expression suivante pour Ms:

cos wt

o ch?(y/et) sh(\/_t) ch2(\/—(t+u))dt

sin wt
dt

+ sin90/_oo ch?(\/et) sh(+/et) ch?(/e(t + w))

Ma(u,80) = 32¢4(cos b /

Calcul de M3

Un simple calcul nous conduit & I’expression suivante pour M3.

c9 coswt

o ch?(y/et) ch? \/_(t+u))dt

4 cosf / smwt
s
ot ch?(/et) ch?( \/_(t+u))

1\([3(11;,00) = Sil’l@o/

Intersection et transversalité

Les calculs précédents montrent que pour u = 6y = 0 les intégrales My et Ms;
s’annulent. Nous savons donc qu’il y a intersection des variétés stable et instable de
I’orbite périodique.

Nous allons maintenant montrer que cette intersection est transverse. Pour cela, nous
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allons vérifier les hypotheses du théoréme 4.1.20, p.393 de [Wi]. Cela revient 4 montrer
que le déterminant

+co i t +00
—3264/ b —64\/&4/ SOSe

D —o ch?\/etsh /et ~co ch® /et
o _/+°° C(stt dt Y- +oo sinwgsh \/adt
-0 ch® /et -0 ch’ /et

Nous avons donc D # 0, ce qui termine la démonstration du lemme. O
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Appendice B. La méthode de Poincaré-Melnikov

Nous exposons ici la méthode de Melnikov que nous avons utilisée dans I’appendice A.
Elle repose sur I'existence d'un systéme de coordonnées canonique pour un systéme hamil-
tonien initialement hyperbolique. Cette idée remonte au premiers travaux de Gruendler
[Gru] et Wiggins [Wi]. Nous signalons la méthode de calcul direct de Chierchia-Gallavotti
[CG] et celle de Lazutkin [La] qui consiste & trouver un systéme de coordonnées symplec-
tique dans lesquelles les variétées sont redressées.

1. Notations et définitions

On considére un hamiltonien du type H(z,I), défini pour z € R® et I € R™ et
vérifiant les hypotheéses suivantes:

h;) (Condition d’intégrabilité) On suppose qu’il existe un ouvert U € R™ tel que
pour tout [ € U le systeme

&= Hola, I) (SH)
soit complétement intégrable. Il existe donc n fonctions de (z, I), & valeurs réelles, notées
Hy = K3, Ko, ..., K, qui satisfont les deux propriétés suivantes

i) (indépendances) les vecteurs Dy K1, DKo, ..., DK, sont linéairements indépen-

dants pour tout I € U, en tout point de R?"® qui n’est pas un point fixe de (SH).

ii) (involution) On a < JD K;, D;K; >=0, Vi,j, I € U, ou < .,. > est le produit
scalaire usuel.

hy) (Condition d’hyperbolicité) Pour tout I € U, le systéeme (SH) possede un point
fixe hyperbolique, qui varie continument avec I, et une variété homocline de dimension n
qui connecte ce point fixe a lui méme.

On suppose que les trajectoires le long de la variété homoclines sont représentées par
une équation du type z/(t,a), ot € Ret € R*™1.

La base de notre étude est la donnée d’une famille & m paramétres de tores partielle-
ment hyperboliques. Ils sont définis pour I = Ij fixé par

7(Io) = {(2,1,6) € R x U x T™ |z = (lo), ] = Io }

ou y(I) est la solution de I’équation de Dy Ho(v([),I) = 0 avec det(D 2 Ho(v(I),I)) # 0
pour I € U avec U un ouvert de R™.

Ceux sont des tores de dimension m, possédant des variétés stable t instable de dimen-
sion n + m, notés W*(7(I)) et W¥(r([)) respectivement, qui s’intersectent le long d’une
variété homocline de dimension n + m donnée par

F(I) - {(xl(—t’a)"[’ 0) € R2n x R™ x T™ I (t,O!,Q) € R x Rn—l X Tﬂn}

Pour plus de détails sur la structure de l'espace des phases nous renvoyons a [Wil,
p-381-384.
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Tous les objets considérés ici sont analytiques, ce qui évite les discussions sur la classe
de régularité a choisir pour que les constructions proposées aient un sens et nous permet
de mettre en lumiere les difficultées du probléeme.

On se donne un systéme hamiltonien de la forme

H(z,1,0,¢) = Hy(z,I) + eHy(z,1,6,¢) (48)

défini pour z € R*™, (I,0) e R™ x T™ et 0 < € << 1, ott Hy est un systéme initiallement
hyperbolique.

Le probleme est de savoir, & partir de la donnée du hamiltonien initiallement hyper-
bolique Hy et de sa perturbation, si les variétés stables et instables des tores qui subsistent
apres perturbation, se coupent transversalement. Nous savons que c’est génériquement le
cas, par la théorie des intersections lagrangiennes diie & A.Weinstein [We] et V.I.Arnold
[Ar3]. La vérification de la transversalité dans un cas pratique est délicate, et demande
I'utilisation de ce qu’il est commun d’appeler la méthode de Melnikov, ou de Poincaré-
Melnikowv.

Nous n’allons pas aborder le probleme de la persistence des tores partiellement hyper-
boliques. Essentiellement, on utilise un théoréme KAM sur ’ensemble des tores hyper-
boliques et un résultat de S.Graff [Gr| pour assurer la conservation des variétés invariantes.
Pour plus de détails, on se référera a [Wi], p.386-387.

2. Le fibré de Melnikov

Nous allons maintenant choisir un tore 7(I) de la famille & m parameétres précédente.
Nous supposons de plus, que ce tore subsiste aprés perturbation. Il est alors possible de
construire en chaque point p de la variété homocline I', un plan 7, de dimension n + m,
tel que les sous variétés W*(7.(I)) et W"(7¢(I)) I'intersectent suivant des points p? et p¥.
Nous avons donc construit un espace fibré de base I', et de fibre 7, en chaque point p € T

Il est d’autre part possible de définir une notion de distance entre les variétés stables
et instables. Il suffit pour cela de considérer la métrique usuelle sur R™*™ est de calculer

de(W?(7e(1)), WH(7e(1))) =| pe — ¢ |

Nous établissons alors un critére d’intersection des variétés stable et instable, ainsi
q’'une condition de transversalité de I'intersection, portant sut le jet d’ordre 1 de d,.

L’utilisation de la notion de fibré pour présenter ce paragraphe m’a été suggérée par
J.P.Marco.

2.1. Préliminaire: construction d’une famille de m + n plan

Nous allons utiliser le fait que le systéme Hp est un systéme complétement intégrable
pour construire un systeme de coordonnées intrinséques pour notre probléme.

Le long de la variété homocline I', nous pouvons définir n + m vecteurs indépendants
dans R*™ x R™ x R™.



Lemme 37 Les n + m vecteurs

i) v1 = (DgHo = D.K1,0),...,vp = (DzKp,0) ot 0 représente le vecteur a 2m com-
posantes nulles,

i) i1, ...0n 0U ik (K =1,...n) est un vecteur unité, paralléle a l'aze de coordonnées Iy,
sont linéairement indépendants en tout point p de I' \ S, ou S représente les points fizes
du systéeme (SH).

Démonstration : Ce lemme découle de I’hypotheése hq, propriété ii). O

On est alors en mesure de définir un n + m plan de la maniere suivante :

Définition 5 Soit p un point de I'. Le n +m plan 7, est le plan engendré par les n +m
vecteurs v; (1 =1,...,n), ix (k=1,...m), donnés au point p.

Cette famille de plan va nous permettre de visualiser d’une maniére commode
I'intersection des variétés Wt (I) et Wt (I). En effet, nous avons le lemme suivant:

Lemme 38 Pour tout point p de I'(I), la sous variété WSt (I) = Whr(I) intersecte
transversalement le plan I, en p.

Démonstration : Par construction méme du plan II,, W7 (I) intersecte II, au point
p. Il nous suffit donc de vérifier la condition de transversalité suivante

dim(W*r(I)) + dim(Ilp) — dim(W?r(I) N1Ip,) = dim(M)
ce qui est immédiat. >
L’importance de ce lemme tient dans le fait qu’il est stable par petite perturbation,
c’est a dire

Lemme 39 Pour € > 0 assez petit, I € U, et p € I'(I), la sous variété W3t (I) (resp.
Whre(I)) intersecte transversalement le plan 1L, en un point p? (resp. pY).

Démonstration : C’est un simple argument de stabilité des intersections transverses
par petite perturbation. O

L’ensemble des résultat précédents peut se visualiser sous la forme d’un espace fibré
muni de différentes applications de section. Cette approche de la méthode de Melnikov est
destinée & en simplifier la compréhension par le biais d’objets classiques, mais ne prétend
pas simplifier le probléme.

On définit le fibré de Melnikov comme suit,

Définition 6 Le fibré de base I'(I) et de fibre II, en tout point p € I'(I) est appelé fibré
de Melnikov, et sera noté Fe.

153



Le lemme 39 nous permet de définir deux sections de ce fibré.

Notations .- Nous noterons S° (resp. S*) la section de Fine qui a tout point p € T'(I)
associe p¢ (resp. p).

2.2. Une notion de distance entre sous variétés stable et instable d’un tore

Le paragraphe précédent nous permet de définir une distance entre la variété stable
W3t (I) et la variété instable W (I).

Définition 7 L’application dr . de I'(I) dans Fpe, définie par

d1,53 F([) == mel
p > pi—p¢

est une section de Fp,e; appellée distance.

On interpréte alors les points d’intersection de W7, (I) et de W¥7(I), comme les zéros
de dr, i.e. les points d’intersection entre I'image de la section distance dans la fibre et
I'image de la section nulle du fibré.

Il nous reste a trouver un moyen de déterminer ces points d’intersection de maniere
explicite. Cette derniere étape se fait via ce qu'il est classique d’appeler 'intégrale de
Melnikowv.

2.3. L’intégrale de Melnikov

Le paragraphe précédent nous a permis d’introduire une notion de distance entre les
variétés stable et instable de maniére précise. Il convient maintenant de donner une
expression calculable de cette distance. Pour cela, nous commengons par décomposer d en
ses m + m composantes, notées d;. Nous avons

<Dz K;(p),z¥—xi>

dl(p,€) = D K: ()]
A {(Ieu)i—n—(fes)i-n, i=n+1,....m+n

s =T

Bien entendu, si d!(p,e) = 0 pour i = 1,...,n+m alors nous avons une intersection des
variétés stable et instable de 7.(I). La conservation de l’énergie nous permet de réduire
cette condition. En effet,

Lemme 40 (réduction) On a p¥ = p¢ si et seulement si d! (p,e) =0 pouri =2,...,n+
m.

Nous allons maintenant effectuer un développement de Taylor de d au voisinage de
€e=0. On a
I
[

Bl = Al L e B 0L O] §=1, ..ok

Oe

Comme d! (p,0) = 0 par construction, nous avons




M/ (p)

0.k T

df(p,e) =€
ou
ozt ox? .
MiI(P) =< D Ki(p), -gf le=0 —73} le=o> pouri=1,...,n
]V[i[(p)=a—;§ [e=0 —% le=o pouri=n+1,...,n+m

La fonction M/ est appelée intégrale de Melnikov. Elle s’interpréte donc simplement
comme la distance entre W (I) et W¥r.(I), & 'ordre € au point p.

On définit le vecteur de Melnikov, noté M', comme le vecteur de composantes
M'=(Mj,...,M}.,)
en tenant compte du lemme de réduction.
3. Un critére d’intersection et de transversalité.

A Tlaide du vecteur de Melnikov précédemment introduit, nous pouvons énoncer un
résultat concernant l'intersection des variétés stable et instable d'un tore 7([).

Théoréme 8 Soit (8, ) = (0g, ) dans T™ x R, un point tel que

i) M (6, c0) =0
i) DM* (89, ) est de rang m +n — 1

alors, W(r.(I)) et W¥(7(I)) s’intersectent transversalement au voisinage de (8o, crg) pour
€ assez petit.

Démonstration : C’est une simple utilisation du théoréme des fonctions implicites.
Nous avons

dj(to, 0,a;¢€) = e.Mi(G, @) + O(e?)
On pose

d' = M1 (0,a) + O(e)
Pour € =0, et (0, a) = (©p, ap), on a dl =0. De plus, I'hypothese ii) implique

det(d') = det(MT) # 0

Le théoreme des fonctions implicites nous permet alors d’écrire ’équivalence suivante

d'(p,e)=0 = 3 p=ple)
avec po = p(0), tel que

cﬁ(p(e),e):() pour € proche de 0.
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4. Expression explicite des intégrales de Melnikov dans le cas d’une
résonance simple

Nous allons nous limiter au cas d’une résonance simple, les développements ultérieurs
ne faisant intervenir que ce cas. Nous avons alors , en conservant les notations des para-

graphes précédents, n = 1 et m quelconque. D’apres le §3 le vecteur de Melnikov est défini
par M = (1\/[]»1), j=1,...m, avec

91 o)

M= I [ ——o8dd | _
7 e |e—0 Je fe 0

L’hamiltonien (48) conduit au systéme d’équations différentielles ordinaires suivant:

t = JDyHy(z,I)+ eJDHy(z,1,0)
I =—eDyH (z,1,0)
8 = DrHo(z,I)+ eDrH(z,1,6)

otz € R? (I,§) e R™ xT™.

Fixons nous un I tel que le tore partiellement hyperbolique associé se conserve par
petite perturbation.

Prenons comme conditions initiales les points d’intersections des variétés stable et
instable avec le 1 4+ m plan associé & I au point p défini par 8 (voir lemme 39).

2(0) = 23
1(0) = Is
6(0) = g5

Afin de simplifier les notations, introduisons les variables suivantes.

(s3]

i

&

Te

) =
I5u(t) = le=0
es,u(t) - 95£t |€=O

On utilise alors le théoréme suivant, classique en théorie des perturbations.

’e:O

3

Ie

[ —.

t

i

(o5}

| —
—

Théoreme 9 Considérons I’équation différentielle
z = f(z,t,e), (x,t,e) e R" X RXR

ot f: U~ R™, avec U un ouvert de R™ x R x R.
Supposons f(z,t,€) de classe CT, 1 > 1 dans U et soit ¢(t,to,To,€), (zo,to,€) € U, une

solution de l’équation. Alors le vecteur a n composantes D¢ vérifie [’équation différentielle
ordinaire suivante

Z = Dy f($(t),t;€)Z + Def(6(2), t5¢),  Z(to) =0

ou Z est un vecteur a n composantes.
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Les variables (%, I®%* %) sont donc solutions de 'équation différentielle:

g JD2Ho(z,I) D;JD Hi(z,I1,6) 0 s JD.Hi(z,I,0)
Isw 0 0 0 % | + | —DyHy(,I,6)
gs.u DyD;Hy(z,I) DpHi(z,I,0) 0 ps:u D;H(z,I,0)

ol les matrices sont évaluées sur 'orbite homocline non perturbée, donnée par

z(t) = ~(t)
I =&
(t) =0 + [5 DrHo(~(s), I)ds
En vue d’intégrer ces équations, il convient de déterminer les domaines de définitions
des solutions (z(t), Ic(t), 0.(t)). Nous avons

Lemme 41 Pour e suffisamment petit, (z3(t), I3(t), 02(t)) (resp. (z¥(t), IX(t),0%(t))) ez-
iste, et est défini sur lintervalle [0,00[ (resp. | — o0,0]) pour toute condition initiale
(x£(0),12(0),6:(0)) (resp. (z¥(0),I%(0),0%(0))) contenue dans la variété stable (Tesp. in-
stable) du tore invariant.

A Taide du résultat du lemme 41 nous obtenons les expressions suivantes.

‘ I5(0) — I(Ty) = JT* DpH1 (7 (¢),0)dt
I*(0) — I*(To) = Jo ™ Do Hi (7' (t), 0)dt

Nous en déduisons

M (@) = 1*(0) — I°(0) = — - DoHy (v (t),0)dt + I*(Ts) — I*(Ty,)

La forme finale de 'intégrale de Melnikov découle du lemme suivant.

Lemme 42 lim | I*(7}) - I*(T}) |=0

j—+oo
On en déduit alors la forme désormais classique de l'intégrale de Melnikov.

Théoréme 10 Le vecteur de Melnikov M = (M;)i=1...n est donné par

MlO) =~ [ DoHi(' (), 0t

Dans le cas d’une résonance quelconque, le procédé est le méme, mais conduit a des
calculs plus techniques. Nous renvoyons a [Wi] pour un calcul des composantes du vecteur
de Melnikov dans un cas quelconque, ainsi qu’une version de la méthode de Poincaré-
Melnikov & paramétres.

5. Exemple: Instabilité d’Arnold

On considére le hamiltonien & 3 degrés de libertés défini par
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tal

1 ’
He s, I, 0% = 5(:5% + I + I3) + €(cos(z2) — 1) + pe(cos B; + cos B3)(cos z5 — 1)

avec (z,1,6) € R? x R? x T?. 1l correspond a l’exemple construit par Arnold [Ar] pour
mettre en évidence un phénomeéne d’instabilité. Avec les notations du §.3 , nous avons
n =1, m = 2. Le hamiltonien non perturbé initiallement hyperbolique est H.y. C’est le
produit non couplé d'un pendule simple par le systéeme défini par H, = %(I 2+ I2). Nous
avons une famille & 1 paramétre de tores partiellement hyperboliques, relévement du point
fixe du pendule & une sous variété d’énergie H'(h). La variété homocline & un tore donné
est définie par

r1(t) = +2/ech™!r
oy _ | z2(t) = Farctg(—sh™7)
YWO=1re) = 19 i=1,2
0:(t) = 67 +wi(t—to), i=1,2

ou 7 = Vet —tg).

Pour p # 0, la famille de tores précédente est conservée. Nous allons maintenant
montrer, via la méthode de Poincaré-Melnikov, que les variétés stable et instable des tores
s'intersectent transversalement.

Les résultats du §.4 nous permettent de calculer les intégrales de Melnikov pour ce
probléme. Nous obtenons (par la méthode des résidus):

00
sin 6}
—2sh

M} (89, 69) = - enmf2/B) i=12

On note que M7 (0,0) = 0 et det[DgpoM?¥(0,0)] = sh™ (wim/2/€)"Hwar/2\/€)/4 #
0. Le théoreme 8 nous permet alors d’affirmer que les variétés invariantes des tores
s'intersectent transversalement. On en déduit I’existence d’une chaine de transition pour
ce probléeme.

Notons que le splitting est de 'ordre de

b omolve

ol ¢ est une constante, et € est suffisamment petit.
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