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Chapitre |

Introduction

a place extraordinairement importante qu’a prise 'informatique aujourd’hui a entrainé une
production intensive de programmes. On les trouve présents dans notre vie a tous les niveaux,
dans les ordinateurs personnels bien sur mais aussi des ascenseurs aux catrtes de crédit en
passant par les avions et les centrales nucléaires. Or parmi ces programmes qui nous entourent,
beaucoup sont erronés et les plus répandus ne sont pas épargnés. Une telle situation est déja
inquiétante, il vaudrait mieux éviter qu’elle ne devienne catastrophique.

I’idéal serait d’avoir les moyens de garantir, pour chaque programme, qu’il est stable, qu’il respecte
bien les spécifications dont il est issu, que celles-ci sont cohérentes et correctes, etc.

Une certaine discipline de programmation donne déja quelques résultats. Une encapsulation ri-
goureuse et un souci de découpage d’un code important en différents zodules permettent par exemple
de séparer les problemes d’implantation et de clarifier les relations entre les différentes structures
opérationnelles. Ce n’est cependant pas suffisant.

St on remarque que les programmes (et les ordinateurs) accomplissent des opérations symboliques,
les propriétés désirées deviennent en fait des caractéristiques mathématiques de ces calculs. On aimerait
donc en toute rigueur pouvoir se fier a leur comportement et leurs résultats comme a des preuves.
I’application de méthodes formelles a la preuve de propriétés de programme est conséquemment en
plein essor.

Parmi toutes ces propriétés, c’est la terminaison qui va nous intéresser.

Une propriété : la terminaison

La terminaison, c’est-a-dire la propriété caractéristique d’un programme dont toute exécution
s’arrete au bout d’'un temps fini, mérite son statut de propriété fondamentale dans la mesure ou elle
conditionne Iexistence méme du calcul défini par un programme : sans terminaison, pas de résultat,
en tout cas pas dans un temps fini.

Elle intervient dans de nombreux domaines, on la trouve indispensable dans la définition de
certains modeles de calculs, elle regle les oscillations de stabilisation des processus de controles, sa
preuve donne aussi quelques indications sur la complexité d’algorithmes. Elle reste enfin un préliminaire
incontournable a la preuve d’autres propriétés.

Sa célébrité en informatique vient aussi de ce qu’elle est, sous le nom de probleme de I'arrét, exemple
paradigmatique du probleme zndécidable. T n’existe en effet aucun algorithme capable de dire lorsqu’on
I'applique sur un code de programme si toutes ses exécutions sont finies ou pas. Pour I'idée de la
preuve en quelques lignes : si un tel algorithme existait, il est facile de voir qu’on pourrait écrire un
programme prenant un code en argument, déterminant si ce code n’a que des exécutions finies et, dans

9



10 Chapitre I. Introduction

ce cas, entrant dans une boucle infinie, ou alors, dans le cas contraire, stoppant son exécution. Or si on
lui passait son propre code, ce programme s’arréterait si et seulement s’il ne s’arrétait pas, ce qui pout
le moins est absurde.

L’application de méthodes formelles nécessite ensuite qu’on s’intéresse a un formalisme particulier.

Un formalisme : la récriture

Un programme manipulant des expressions symboliques, on pourrait penser décrire ces opérations
a laide du raisonnement équationnel classique dont le principe est le remplacement au sein des
expressions de termes par des termes égaux. Si sa puissance et sa lisibilité en font le mode de
raisonnement le plus répandu, le raisonnement équationnel fait en revanche énormément appel a
I'intuition : « ou remplacer ? » et « par quoi remplacer ? » sont deux questions difficiles a résoudre. Il est
donc peu adapté a la modélisation de programmes.

Permettre une décision automatique du chemin a suivre est 'un des buts de la #riture. Le principe
est simple : orienter les équations en ne considérant les égalités valables que « dans un seul sens». Le
résultat, lui, est redoutablement puissant. On dispose a présent d'un modele de calcul lisible (en fait
aussi lisible que le cas équationnel) et a la sémantique claite (a comparer avec le A-calcul), programmable
et simple a programmer. Il en existe des implantations tres efficaces comme le systeme C/ME au L.R.I,
BLAN développé au L.O.R.ILA. ou encore le langage MAUDE du S.R.I.

A titre d’exemple comparons I'addition d’entiers de Chutch en A-calcul :

Az Ay p g ((2p) ((yp)g))

A Paddition d’entiers de Peano définie par un systeme de récriture :

{.’L‘+0 — T
r+sy) — s(zr+y)

Ou 0 est une constante et $ 'opération « successeur ».
Par ailleurs, la récriture étant en relation étroite avec la logique équationnelle, elle est non seulement
un outil de calcul mais aussi un outil de preuve dans cette logique. A titre d’exemple, sur la structure

de groupe définie par :

r.e = x,
vl = e,

(zy).z = x.(y.2),

La récriture permet de prouver automatiquement des propriétés comme e.x = z,e ' =e, (v ') ! =
T, etc.

Les systemes de récriture jouant ainsi un role important dans 'implantation et 'analyse des spéci-
fications de types abstraits algébriques (consistance, preuve de propriétés, exécutabilité), c’est dans ce
cadre que nous étudierons la terminaison des programmes.

Nous consacrerons le prochain chapitre a la définition formelle des objets clefs, fondamentaux
pour la suite de notre étude : les relations, les algebres de termes et, en particulier, les relations d’ordre
et de récriture sur les termes. Nous passerons alors en revue certaines de leurs caractéristiques avant
de nous concentrer sur la notion qui nous intéresse : la terminaison (chapitre III).
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Cette propriété est indécidable (section IIL.1) : les méthodes de preuves existantes sont donc
incompletes. La plupart des méthodes utilisées couramment ont toutefois en commun un fil conducteur
et nous verrons alors qu’ordres et récriture sont intimement liés dans la preuve de terminaison.

Cette liaison est exploitée de différentes facons. Apres une présentation des approches classiques
destinées a montrer la terminaison, nous détaillerons la méthode dite des paires de dépendance |3, 4].
Elle autorise la définition dans la section I11.4 de criteres puissants, affaiblissant en la rendant moins
exclusive la relation entre ordres et récritute.

Prouver la terminaison d’un systeme revient pour toutes ces approches a savoir lui associer un ordre
convenable. Nous exposerons en conclusion de ces prolégomenes les principales techniques dont on
dispose pour tenter d’exhiber cet ordre adéquat.

Nous aborderons alors la premiere partie de ce mémoire, consacrée a I'étude de la structure
hiérarchique des systemes de récriture.

Modularité

Sila modularité est devenue incontournable en programmation, c’est que chaque programme devrait
en fait étre développé de fagon modulaire et incrémentale. Les efforts en ce sens sont perceptibles dans
de nombreuses formes de langages, des Zemplates de C++ au systeme de modules ’0caml en passant par
I'encapsulation des langages a objets. Ils sont aussi sensibles au cceur des langages de plus haut niveau
comme ceux des assistants de preuves [14].

Une telle discipline porte ses fruits tant au niveau de la propreté du code que de la clarté des spéci-
fications et permet d’adjoindre a la sémantique d’un algorithme une méthodologie de développement.

Les entiers, par exemple, sont en pratique définis une fois pour toute, il suffit alors de préciser pour
chaque nouvelle fonction (sur les entiers) qu’elle travaille sur eux. Prenons P'addition sur les entiers
en binaire : la structure des entiers est précisée (disons dans un module Mes_entiers), on introduit
ensuite le calcul d’addition proprement dit. Si on veut introduire une fonction f plus complexe utilisant
les entiers et 'addition, il suffit de rendre évidente la dépendance de f vis-a-vis de Pensemble entiers +
addition. En C++ on utilise alors une directive de précompilation #include, dans le langage Ocaml, on
peut préciser open Mes_entiers'.

I’avantage d’un découpage hiérarchique est encore plus sensible des qu’on s’intéresse aux preuves
de propriétés. Une preuve de terminaison, en particulier, est toujours difficile a faire. Flle est d’autant
plus délicate a effectuer (et a automatiser) que le programme est gros. Accumuler des informations
sur des « briques » de base et les assembler pour obtenir de I'information sur un sous-ensemble plus
important permet alors d’adopter pour la preuve une stratégie Divide and Conguer.

On imagine mal aujourd’hui avoir a redéfinir et recoder une structure d’entiers, par exemple, a
chaque fois qu’on introduit une nouvelle opération les manipulant. Qui voudrait prouver a nouveau les
propriétés d’une structure a chaque ajout d’une partie de code dont oz sait qu’elle n’y interviendra pas ?

La vague de la révolution modulaire a déferlé sur toute I'informatique. Toute ? Non [35]. Si on peut
affirmer que la programmation « monolithique » a vécu, approche incrémentale n’a pas bouleversé le
regard porté sur les systemes de récriture et encore moins, malgré de nombreux travaux, la pratigue des
preuves de terminaison.

Nous tenterons pour commencer (chapitre I) d’analyser I'échec relatif des méthodes existantes a
manipuler de facon satisfaisante des unions de systemes.

1T.a sémantique de cette opération est en fait plus complexe car elle dispense d’avoir a préciser a chacun de ses appels
le module original d’une fonction.
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I’extréme difficulté qu’il y a a garantir qu'une union posséde le méme comportement que ses
constituants vis-a-vis de la terminaison a en effet trop souvent été contournée en posant des restrictions
fortes sur les relations entre les composants, en ne traitant pas ce qui dans la terminaison méme pose
probleme.

Cette propriété n’est en effet méme pas modulaire pour les systemes qui ne partagent pas de
symboles.

Exemple 1.
Considérons cet ensemble de systemes dii a Toyama [83].

P R

Les deux systémes R et 70 terminent. Si on étudie maintenant leur union

G(r,y) — =«

Glz,y) =y
f(0,1,2) — f(x,x,x),
1] exciste une réduction infinie du terme f(G(0,1),G(0,1),G(0,1)) :

F(G(0,1),G(0,1),G(0, 1)) — f(0,G(0,1),G(0, 1))
— f(0,1,G(0,1))
— f(G(0,1),G(0,1),G(0,1)) —

Nous verrons dans la suite que I'existence d’une telle réduction dans cet exemple est due a la
projection effectuée par le systeme 7.

La plupart des approches ont tenté de lutter malgré tout contre la non-modularité de la terminaison
et les résultats sur les unions plus complexes de systemes ont été obtenus en contraignant lourdement
les relations entre constituants, écartant de ce fait la plupart des extensions naturelles et communes en
programmation.

Nous adopterons la démarche inverse et préférerons permettre des unions peu contraintes (qu’on
appellera hiérarchigues), mais par contre limiter la terminaison a une notion plus controlable dans les
compositions de systémes sans étre trop restrictive, la terminaison Cg. Cette notion de terminaison
a en particulier la propriété de supporter I'ajout de regles de projection ; 'exemple 1 ne pose alors
pas de probléme : le systéme R ne termine pas Cg, on ne chetchera pas a prouver automatiquement
sa terminaison. Un tel systeme possede une forme qu’on peut qualifier de « pathologique », nous
estimons en effet qu’en pratique, se limiter a la terminaison Cg n’est pas une restriction. Certaines des
caractéristiques fondamentales de la terminaison Cs seront exposées au paragraphe 1.2.6.

Structure hiérarchique

Dans toute la littérature c’est 'union ensembliste des regles qui définit un systeme et celle-ci n’est
pas adaptée a 'expression de la hiérarchie intrinseque des systemes :

— FElle entraine une redondance de définition au niveau des sous-ensembles communs dans les cas
d’unions non disjointes ;
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— Elle ne conserve pas d’'information de séquentialité de construction et se préte donc mal a une
démarche incrémentale.

Elle contribue ainsi a éloigner la récriture des réalités de la programmation.

Afin de fournir un cadre destiné a ’étude de la structure des systemes de récriture nous introduirons
au chapitre II 1a notion de modules de récriture. Nous verrons que, grace a ces modules, la structure des
systemes de récriture prend une forme hiérarchique naturelle. Les unions classiques sont aisément
représentées par des extensions de modules, ceux-ci définissent ainsi un cadre général susceptible
d’etre utilisé dans la preuve de terminaison.

Nous construirons alors au chapitre 111 des paires de dépendance relatives, c’est-a-dire des paires de
dépendance de modules qui permettront de définir dans le chapitre IV des criteres de terminaison
puissants et automatisables, en particulier les théoremes 18 et 19. Ces derniers pourront étre mis en
ceuvre a 'aide d’ordres m-extensibles, des ordres qui permettent une expression de la terminaison Cg.
La section IV.3 détaillera ensuite un exemple complet de preuve de terminaison faisant appel a ces
nouvelles techniques. Les optimisations par graphes de dépendance sont tout a fait adaptables au cadre
de I'analyse par modules, nous conclurons cette partie sur cette amélioration des criteres.

Forts de ces résultats généraux, nous passerons a ’étude de la récriture modulo la théorie équation-
nelle décrivant ’associativité et la commutativité.

Associativité et commutativité

Il est tres courant d’avoir a manipuler des opération naturellement associatives et commutatives.
Imaginons un instant qu’on choisisse comme regles d’addition des entiers de Peano :

{0+:1: —
z+s(y) = slz+y).

Le terme $(0) 4 0 n’est pas réductible par ces régles ! 11 est clair que sur un tel exemple on désire avoir
une addition commutative et 'équation © + y = y + x devrait étre ajoutée. Remarquons qu’elle doit
effectivement étre ajoutée car elle n’est pas une conséquence logique de 0+x = wets(x)+y = s(x+y)
(il existe des modeles de ces équations ou + n’est pas commutatif).

Il est malheureusement impossible d’exprimer directement la commutativité comme regle de
récriture sans perdre d’importantes propriétés : & + y — ¥ + & ne termine pas. I’approche classique
consiste a considérer comme équivalents des termes obtenus 'un a partir de 'autre par commutativité
et a appliquer la récriture sur les classes d’équivalence. On parle de récriture 7odulo commutativité.

Qu’en est-il de I'associativité ? Une opération associative, comme le produit dans les groupes vu
précédemment, se traite par une régle (2.y).2 — x.(y.2) qui termine, mais pour une opération a la
fois associative et commutative cette regle ne termine pas modulo commutativité :

(a+b)+c—=a+(b+c)=(c+b)+a—c+(b+a)=(a+b)+ec, etc

On peut appliquer les regles de cette fagon indéfiniment, le systeme ne termine plus.

Les opérations associatives-commutatives sont donc usuellement traitées par la récriture modulo
associativité et commutativité (AC).

Remarquons que I'ajout d’AC modifie la logique du probléme mais peut aussi étre un facteur
d’accélération d’un calcul : par exemple, en supposant le symbole « +» associatif et commutatif dans
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I'addition des entiers de Peano, il suffit d'une étape de récriture’ pour obtenir le résultat du calcul de

1000
0 + 5ss...5(0)

Alors qu’il en faut 1001 avec le systeme donné page 10 et la récriture non AC.

Nous définirons donc en premier lieu les relations de récriture modulo AC ; notre attention sera tout
particulierement portée sur la récriture éfendue AC sur termes aplatis. Nous verrons ensuite a quel point
la preuve de terminaison est compliquée par I'introduction des équations AC. Elles requicrent en effet
de la part de 'ordre impliqué dans la preuve une compatibilité vis-a-vis des classes d’équivalence. Nous
présenterons certaines des solutions trouvées pour satisfaire ces nouvelles contraintes : les polynomes
AC, pour I'approche sémantique, et, pour les ordres syntaxiques, des systemes de normalisation ou
encore 'ordre AC-RPO.

Deux nouvelles approches avec paires de dépendance seront alors proposées. Sila méthode originale
de Arts & Giesl peut étre affinée par I'introduction de nouveaux symboles (en fait des copies avec
marques) pour distinguer les instances de paires, les pazres étendues AC définies dans un premier temps
(section III.1) ne comporteront pas de symboles marqués. Une introduction directe des marques aboutit
en fait a un échec si on cherche a affiner ainsi les critéres de terminaison.

Nous prendrons alors le recul nécessaire par rapport a la relation (forte) liant paires de dépendance
et structure des termes afin de définir des conditions plus générales et abstraites qui feront d’un
ensemble de paires marquées les vérifiant un véritable ensemzble de paires de dépendance marquées, utilisable
pour la preuve de terminaison. Ce sont les conditions de dépendance (définition 85) de la section IIL.2.

LLa définition des ensembles de paires devenue intentionnelle, 1l nous faudra développer des moyens
d’exhiber des ensembles idoines. Nous donnerons en fait dans le paragraphe I11.2.4 deux méthodes de
calcul de tels ensembles. Nous aurons alors totalement étendu a la terminaison modulo AC la puissance
des paires de dépendance, leur souplesse d’utilisation mais aussi leur adéquation a 'automatisation.

La généralité du cadre d’¢tude défini par les modules est telle qu’elle autorise son application a la
récriture AC. Le chapitre IV conclura cette deuxieme partie, consactée a la récriture AC, en I'unissant
a la premiere pour aboutit aux pazres de dépendance relatives AC.

Un outil de preuve

Tous ces résultats, toutes ces méthodes ont été développés avec le souci constant d’obtenir des
criteres automatisables. Il était donc normal d’en faire profiter un outil de preuve de terminaison. C’est
a la présentation de 'implantation réalisée que sera dédiée la troisieme partie.

Nous nous livrerons au cours du chapitre IT a une description du systeme CZME2 avec une attention
particuliere aux traitement des problemes de terminaison. Les troisieme et quatrieme chapitres seront
alors consactés a 'extension du systeme par, respectivement, I'approche modulaire et la récriture AC.
Pour ces deux cas nous exposerons la problématique d’une telle extension puis justifierons les choix
faits, tant du coté des spécifications que de 'implantation. Nous terminerons cette derniere partie par
quelques exemples d’exécution.

’Tors d’une réduction automatique, a 'aide d’un outil de récriture comme C/ME2 ou ELAN, une étape de récriture AC
est plus coliteuse en temps qu’une étape de réctiture classique, cependant ce ptix peut étre largement compensé par un
nombre bien plus petit de pas a effectuer.



Chapitre Il

Relations, récriture

Nous allons définir les notions fondamentales qui nous serviront dans toute la suite. Nous pré-
ciserons dans un premier temps des considérations sur les relations binaires générales avant de nous
concentrer sur les relations d’ordre, puis, apres avoir défini les fermes sur une signature (section 11.2), sur
la relation de 7ériture. Nous décrirons alors au cours du paragraphe 11.2.4 certaines des caractéristiques
recherchées sur de telles relations avec un intéreét tout particulier pour la ferminaison.

Une relation binaire sur un ensemble £ est un ensemble de couples d’éléments de F. On dit de
deux éléments formant un couple qu’ils sont ez relation.

Définition 1. — Une relation binaire R sur un ensemble E est une partie de E' X E. Les éléments (s, t)
de cette relation sont en général notés sRt.

On utilise la notation o pout la composition des telations : pour deux trelations R et S sut un
ensemble E, R o § désigne la relation {(s,t) | il existe s' € E tel que sRs' et §'St}.

Enfin, pour deux relations R et S sur un ensemble F, on note R — & la différence ensembliste

R\ (RNS).
Définition 2. — Une relation binaire R sur F est:
— Symiétrigue si pour tous s et t de I/, Rt entraine tRs;
— Antisymétrigue si pour tous s et t de E, (SRt et tRs) entraine s = t;
— Réflexcive si pout tout élément s de E, sRs;
— Abuntiréflexive si pout tout s de F/, on n’a pas sRs ;
— Transitive si pour tous s, t et u de E, (sRt et tRu) entraine sRu.

Nous nous intéresserons dans la suite a la finitude éventuelle des séquences d’éléments en relation
et en particulier aux relations noethériennes.

Définition 3. — Une relation sur un ensemble E' est noethérienne s’il n’existe pas de chaine infinie
d’éléments de E en relation.

I1.1 Ordres

Définition 4. — Soit R une relation binaire sur un ensemble F. R définit

— Une relation déquivalence si elle est symétrique, réflexive et transitive ;

15
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— Un préordre st elle est réflexive et transitive ;
— Un ordre st elle est réflexive, transitive et antisymétrique ;
— Un ordre strict si elle est antiréflexive, transitive et antisymétrique.

Dans une relation donnée par un préordre > on distingue la partie stricte associée > comme la différence
> — <ou<={(s,t) | (t,s) €>};lepréordre > peut étre désigné comme partie large de la relation.

Définition 5. — Un préordre est dit bien fondé si sa partie stricte associée définit une relation noethé-
rienne.

Les ordres bien fondés vérifient cette propriété fondamentale :

Proposition 1.
Toute relation incluse dans un ordre bien fondé est bien fondée.

I1.2 Relations sur les termes

II.2.1 Signatures et termes

Définition 6. — Une signature F est un ensemble de symboles muni d’une application ARy : F — N.
On appelle arité du symbole f € F Pentier ARz (f).
On distingue parmi les symboles de F ceux d’arité nulle qu’on désigne comme constantes.

On décrira une signature par ensemble de ses symboles accompagnés éventuellement de leur arité
si elle est nécessaire. La signature F donnée par {f ; a} et ARz : f > 1, a > 0 sera par exemple
notée {f :1; a:0} ouencore {f : 1; a: constante}.

Définition 7. — Soient F une signature et X un ensemble dénombrable de symboles disjoint de F.
Ialgebre des Zermes sur F et X, notée T'(F, X) est le plus petit ensemble tel que :

1. X CT(F,X) etondit de X qu’il est 'ensemble des variables
2. Sity,... ,tn € T(F,X)"etsi f € F avec AR(f) = n alors f(ty,...,t,) € T(F,X).

Un élément de T'(F, X) est un zerme. Sit est un terme, on note Var(t) I'ensemble des variables
qu’il contient. Un terme sans variable est dit ¢/os.

Les termes peuvent étre représentés de facon naturelle sous forme d’arbres. On désigne alors les
symboles les constituant avec des positions.

Définition 8. — Une position dans un terme est un mot sur I'alphabet N—{0}. Le mot vide (représentant
une position a la racine) est noté A. La concaténation de p et ¢ est notée p.q ou pq. Pos(t) désigne
I'ensemble des positions du terme ¢.

Le symbole de téte est le nom de fonction (ou de variable) positionné a la racine. On désigne par A(t)
le symbole de téte du terme ¢, voir figure I1.1.

On définit le sous-terme de s a la position p (noté s|,) par :

- S|A = S>
- f(tla "'Jtn)|ip = ti|P'
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Un sous-terme a la position p est dit propre si p 7# A.
Le remplacement de s par t a la position p (noté s[t],,) est défini par :

- S[t]A = t,
— [ty s t)[t]ip = f(t1, s tilt]py s tn)-

Le terme t = f(f(a, ), g(h(z,b,y))) est représenté sous forme d’arbre a la figure II.1. On peut
y lire en particulier que A(¢) = f et que le sous-terme de ¢ a la position 21 est h(zx, b, y).

f A
RN /N
f g 1 2
/\ |
a/ \33 }‘L 11 12 21
/
N af o i
FIG. IL.1. Terme et positions dans le terme représenté sous forme d’arbre.

Définition 9. — Un contexte C' est un terme contenant une ou plusieurs occurrences d’une constante
spéciale O ¢ F appelée trou'.

Dans le cas ou C. . .] est un contexte avec n occurrences de [ (a des positions éventuellement
précisées) et outy, ... ,t, sontn termes, C[t1, ... ,t,] désigne le remplacement des occurrences de O
par les ; aux positions précisées le cas échéant et, sinon, respectivement dans 'ordre lexicographique
sur les positions.

Définition 10. — Frant donnée une algébre de termes T(F, X), une substitution est une application
o de ensemble X des variables vers les termes. On appellera {z € X | o(z) # z} le support de la
substitution.

Nous décrirons éventuellement une substitution a I'aide de son support : {x > t1 ; y > o}, par
exemple, désignera o de support {z ; y} telle que () = t1 et o(y) = to.

I’application d’une substitution est usuellement écrite en notation postfixée et associative a gauche,
xo désignant o(z).

Une substitution peut facilement étre étendue comme endomorphisme de T'(F, X) en posant
simplement :

[ty .. tp)o = f(tio,...  t,0).
On dit alors d’un terme to qu’il est une zustance de t.
Une substitution est dite ¢/ose si 'image de son support ne contient que des termes clos.

On représente parfois les termes sous la forme de triangles (dont le sommet supérieur correspond
a la position du symbole de téte) et les instanciations comme des ajouts a la base du triangle.

Définition 11. — On dit qu’un terme s fi/fre un terme ¢ s’il existe une substitution o telle que so = 1.

1Cest donc un élément de T'(F U {0}, X') mais pas un terme de T'(F, X).



18 Chapitre II. Relations, récriture

On dit que deux termes $ et ¢ sont unifiables $’1l existe une substitution o (alors appelée wnificatenr)
telle que so = to.

Le filtrage et 'unification sont décidables ; deux termes unifiables possedent en outre un unificateur
le plus général (mgu), unique a renommage des variables pres.

Exemple 2.

Pour définir laddition sur les entiers naturels écrits en base 2, on peut utiliser la signature Fiy = {# : Oy ; 0 :
Ing 1 n; + 26} 0d les symboles O et 1 sont postfixes et ot + est infixe.

# dénote en fait Oy, ()0 dénote 2 X x, (2)1,2 X x + 1 et +, laddition.

Lentier 5 sera ainsi représenté par (((#)1)0)1 ef laddition de 5 et de 3 par le terme t =
((#)1)0)1+(((#)1)1). En particulier A(t) = +.

En posant to = tlo= (((#)1)1), on peut écrire t = Cta]o 02 C = (((#)1)0)1+0.

Tout cect est excprimeé graphiquenment par :

Arbre t détaillé Arbre t peu détarllé Contexte C' peu détaillé

A N

+

1 O
\ /\

0 1

]

H#

I1.2.2 Otrdres sur les termes

La notion d’« ordering pairs » a été introduite par Kusakari, Nakamura et Toyama en 1999. Elle
permet une distinction claire des propriétés requises pour un ordre devant a terme servir aux preuves
de terminaison. Plutot que la traduction littérale « paires d’ordres » nous utiliserons dans la suite la
désignation un peu abusive d’ordres sur les termes, plus proche de I'intuition de la relation proprement
dite.

Définition 12. — Un ordre sur les termes (aussi connu comme ordering pair [54]) est une paire de relations
sur les termes (>, ) telle que :

1. > estun préordre ;

2. > est un ordre strict;

3. =0rC>cetrmo>=Chr.

On dit d’'un ordre sur les termes (>, >) qu’il est :

— Bien fondé si > est bien fondé;

— Stable si s = 1 entraine so = 1o etsi s > { entraine S0 > o pour toute substitution o ;
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— (Faiblement) monotone si s = t implique C[s] = Ct] pour tout contexte C';

— Strictement monotone s’ est monotone et que s > t implique C'[s] > C/[t] pour tout contexte C.

I1 est important de remarquer ici que I'intuition de la comparaison stricte de deux termes vis-a-vis
d’un préordre > ne correspond pas dans le cas général a Pordre strict associé >. Cette partie stricte
n’est en effet pas stable par instanciation des termes. I’exemple suivant da a Enno Ohlebusch illustre
cette particularité.

Exemple 3.

Considérons la signature F = {f : wunaire ; a : constante} et le systeme R(F) réduit a une seule régle
f(x) = f(a). Nous pouvons définir le préordre > sur T (F, X) par >=—%. Pour cette relation f(x) > f(a)
et f(a) F [f(x), donc par définition de la partie stricte, f(x) > f(a). Pourtant, en appliquant la substitution
o = {x v a}, nous obtenons f(x)o = f(a) > f(a) = f(x)o, perdant ainsi le caractére strict de Lorientation.

Afin d’obtenir une relation stable sous I'application de substitutions, on définit la notion de partie
stricte stable.

Définition 13. — Soit > un préordre sur T'(F, X)) de partie stricte >. La partie stricte stable > de >
est définie par : s > 1 si et seulement si S0 > 0 pour toute substitution close o sur n’importe quelle
extension de F.

Deux classes d’ordres sur les termes nous intéresseront tout particulierement du fait de leurs
propriétés caractéristiques.
Définition 14. — Un ordre sur les termes (>, >) est un ordre de

— Réduction $1l est bien fondé, monotone et stable; on dira d’un tel ordre qu’il est de réduction
stricte $1l est strictement monotone, de réduction fazble s’1l est (faiblement) monotone;;

— Simplification 1] est stable, strictement monotone et posséde la propriété de sous-terme : C'[t] > .

Dans toute la suite, lorsque nous aurons a comparer des éléments d’une algebre T'(F, X), nous
considérerons des ordres sur les termes (au sens de la définition 12) que nous désignerons par leur premier
¢lément > et dont le second élément, noté >, sera la partie stricte stable de >.

Extensions d’ordres sut les termes

De nouveaux ordres sur les termes peuvent étre obtenus par composition lexicographique de deux
ordres (>1, >1) et (>2,>?).
Définition 15. — On définit la composition lexicographique ((>',>1), (>2,>?))iex = (>, >) de deux
ordres sur les termes (>', >1) et (>2, >?) de la maniére suivante :

o s>tsis>'tousis > tets>?t;

e s>tsis>"tousis > tets >?t.
La paire (>, >) ainsi définie est bien un ordre sur les termes.
Proposition 2.

Si(>', >1) est strictement monotone et si (>, >?) est faiblement monotone, alors la composition
(=", >"),(>2,>?))iex est faiblement monotone.
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Si (>, >1) et (>2, >?2) sont tous deux strictement monotones, alors ((>!, >1), (>2, >?))ex est
strictement monotone.

PREUVE. Pour la premiere implication et pour le cas de deux termes s et ¢ tels que s > ¢ ou
(>,>) = ((>1>1),(>2,>2))lex- Soit C' un contexte a un trou.

— Soit s > t, par stricte monotonie de (>', >') : C[s] >' C[t] et donc C[s] > C[t];

— Soit s >! t et s >2 t, par monotonie de (>!, >1) et (>2,>2) : C[s] >! C[t], C[s] >? C[t] et
donc C[s] > C[t];

— Soit s >' t et s >% ¢, par monotonie de (>', >") et (>2,>?): C[s] >' O[t], C[s] >2 C[t] et
donc C[s] > C[t].

O

Il est enfin possible d’étendre une relation d’ordre sur les termes a une relation d’ordre sur les
multiensembles de termes.

Définition 16. — Soit (>, >) un ordre sur les termes. On définit inductivement Uexteznsion lexicographique
de (>, >) sur les suites de termes comme suit :

(€1, €n] >lec ] sin >y 0;
[e1,. .., €] Sl Jet el sie; > € ;
le1,€0,. .. en] > [eleh, ... el]  sie; =€) etlen, ... eq] > [eh, ... el ];
(€1, €n] Slec 1] sin >y 0;
[e1, €0, .. yen] > [eh,eh, ... el ] siep >el;
le1, €0, .. yen] > [eh,eh,... el ] siep >eletlen, ... en] > [eh, ... €l ]

Définition 17. — Un multiensemble est une application My d’un ensemble E vers N telle que {e € E |
Mpg(e) # 0} est fini. On appelle Mg(e) la multiplicité de e dans M.

Les multiensembles sont souvent notés en extension entre accolades, chaque € apparaissant en
Mg (e) occurrences. En 'absence d’ambiguité on pourra omettre la précision de ensemble E.

On dit qu’un élément e appartient 2 un multiensemble M (ce quon notealors e € M) si M (e) > 1.

Soient M et N deux multiensembles; M est inclus dans N (notation M C N) si pour tout e,
M(e) < N(e).

Enfin M" = M \ N est défini par M'(e) = Max(0, M(e) — N(e)).

Définition 18. — Soient M et N deux multiensembles de termes. 1. extension multiensenble d'un ordre
sut les termes (2, >) est un couple (me, >mu|) défini inductivement par :

- M Z>pu M;

— SiM > Netsie > e alors M U{e} >nu NU{€'};

— SiM >pu Netsie >eq,..., e>egpourk > 0alors MU {e} >nu NU{er;...; ex}s

— SiM >pu Netsie > € alors MU {e} >ny NU{e'}.
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I1.2.3 Récriture de termes

Définition 19. — Une relation de récriture est une relation — sur les termes, monotone et stable par
instanciation. On note — 7 sa cldture transitive et —* sa cloture réflexive/ transitive.

Puisqu’il est impossible de représenter en extension une relation de récriture éventuellement infinie,
on se ramene a un représentant canonique de cette relation : le systéme de récriture, souvent abrégé en
TRS (de I'anglais « Term Rewriting System »).

Définition 20. — Soit T'(F, X ) une algebre de termes. Une régle de récriture sur F est un couple [ —
de termes de T'(F, X) tel que [ n’est pas une variable et tel que Var(r) C Var(l). Un systeme de récriture
R(F) est un ensemble R de regles sur F. Si aucune confusion n’est possible quant a la signature de
référence, on notera abusivement R pour R(F). Le systeme R définit la relation de récriture —p
comme suit :

5 —+p t ’ll existe une regle | — r € R, une position p et une substitution o telles que
S|y =1lo et t = s[ro],.

On dit alors que s|, est un radical et que s se réduit en't par la rigle | — 1 a la position p, ce qui est
note :

sﬂﬂf.

l—r

Si de telles précisions ne sont pas nécessaires, on peut omettre la substitution, la position ou encore
remplacer la désignation de la regle utilisée par celle du systeme :

s Dt
R

Permettant ainsi la confusion volontaire avec la désignation de la relation.
Une regle ne s’applique ainsi qu’a un sous-terme filtré par son membre gauche.

Remarque 1. — La représentation d’une relation de récriture par un systeme ne permet pas, dans le
cas général, de décider de appartenance d’un couple de termes donné a la relation?.

Suivant la terminologie utilisée par Thomas Arts & Jirgen Giesl [3,4] nous distinguerons dans la
signature d’un systeme les symboles définzs des symboles constructeurs.

Définition 21. — Soit 12 un systéme de récriture sur une signature F. On définit la partiion F = DUC
telle que :

— f € D siet seulement s’il existe une régle | — 7 € R telle que A(l) = f;
- C=F\D.

Les éléments de D sont les symboles définis, les éléments de C' les symboles constructenrs.

Exemple 4.

Sur la signature de 'excemple 2 (en omettant le parenthésage par associativité a gauche de 1 et 0) nous pouvons

2C’est un probleme d’accessibilité [15,44]. Voir le paragraphe IT1.1.1 pour plus de détails.
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proposer un systeme Ry de caleul de Iaddition, en introduisant une régle de simplification #0 — # puis celles de
Laddition.

( #0 — # (1)
T+# = )

#+rx — «x 3)

R, z0+y0 — (z+y)0 4)
z0+yl — (z+y)1 (5)

z1+y0 — (z+y)1 (6)

| z1+yl — ((z+y)+#1)0 (7)

R admet deuxc symboles définis O et +, les constructenrs sont done # et 1.
Le terme H#101+H11 peut donner lien a la réduction suivante (le symbole de téte du radical est cerclé de gris, nous
précisons le numiéro de la régle appliquée) :

#101(+ ) #11 % (#10 [+ ) #1)+#1)0
L (#D)1 () #1)0 (—;>

—
=

—_
—_

2)
1
— H#10+ ) #1)0)0 —
o (( )0) -
% (#(+) #1)0)0)0 s

=~

—_

Le terme #1000 ne peut étre rédutt et représente bien 8 = 5 + 3.

I1.2.4 Caractéristiques des systemes de récriture

Une réduction consistant essentiellement en des remplacements d’expressions syntaxiques par
d’autres, les caratéristiques syntaxiques des systemes donnent tout naturellement certaines informations
quant aux diverses propriétés — directement syntaxiques mais aussi sémantiques — qu’ils peuvent
avoi.

Définition 22. — Un systeme est dit @ branchement fini si tout radical n’est filtré que par un nombre fini
de membres gauches de regles.

Définition 23. — On dit d’un terme qu’il est Znéaire si chacune de ses variables n’apparait qu’une seule
fois.

Une regle est /inéaire a gauche st son membre gauche est linéaire. Symétriquement une regle est dite
linéaire a drotfe si son membre droit est linéaire. Enfin, une regle /Znéaire est une regle a la fois linéaire a
gauche et a droite.

La non-préservation du nombre d’occurrences des variables peut-ctre due, entre autres, a une
caractéristique projective ou dupliquante du systeme.

Définition 24. — Une regle dont une variable apparait strictement plus souvent dans le membre droit
que dans le membre gauche est une regle dupliguante.
Un systeme dupliguant est un systeme comportant des regles dupliquantes.
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Définition 25. — Siun membre droit de regle est réduit a une variable, on dit de cette regle qu’elle est
projective.

Si en outre le membre gauche peut étre réduit en plusieurs variables distinctes (par différentes
regles) on dit du systeme constitué de ces regles qu’il effectue une projection non déterministe (projection
ND). Un tel systeme est projectif ND.

Exemple 5.

Considérons le systeme constitué de cing régles :

flx,y,2) — g(y,v) 1
f@y,y) — g(@,y) ®)
g(m, ) -y 3
h(zx) — 4)
f(z,y,2) — h(z) 5)

La regle (1) est linéaire a gauche sans étre linéaire a droite ; (2) est quant a elle linéaire a droite mais pas a ganche ;
Les regles (3), (4) et (5) sont linéaires car linéaires a gauche et a droite.

On peut remarquer que (1) est dupliquante ez gue (3) et (4) sont projectives.

Le terme f(x,y, 2) est réductible a la fois

— Enx en appliguant (5) puis (4) ;

— Eny al'aide d’une réduction par (1) suivie d’un pas de (3).

Ce systeme a donc un comportement projectif ND.

Un systeme définit un calcul ; un résultat de ce calcul est un terme sur lequel ce calcul ne se poursuit
pas.

Définition 26. — Un terme qui ne peut étre réduit par un systeme R est ez forme normale (pour I). On
dira d’un terme qu’il est normalisable (par R) s’il admet une forme normale pour I? c’est-a-dire s’il existe
une réduction qui aboutit a une forme normale. Ce terme seta dit fortement normalisable (par R) si toute
réduction mene a une forme normale.

Un systeme IR est normalisant si tout terme est normalisable. 11 est fortement normalisant (on dit
aussi qu’il zermine) lorsque la relation — g est noethérienne, c’est-a-dire que tout terme est fortement
normalisable.

Exemple 6.
Sur la signature F = {f = 1;a : 0}, le systeme

_ f(z) = a
B { f(z) = f(x)

Donne a tout terme une forme normale : a. Il ne termine cependant pas puisque f(x) peut étre réduit indéfiniment.
Le systeme restreint a la seule régle f(x) — a est lui, en revanche, fortement normalisant.

I’application non-déterministe des regles ne laisse rien supposer sur Punicité du résultat éventuel
ni sur celle du calcul menant a un résultat. La propriété de confluence dune relation peut alors 6tet toute
importance aux choix faits lors du calcul en garantissant que chacun d’eux peut étre compensé par la
suite.
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Définition 27. — Soient [; — 11 et Iy — 79 deux régles d’un systeme I? telles que [; est unifiable
avec un sous-terme (non réduit a une variable) de Iy (mais pas a la racine si [} — 71 = lp — 73). La
paire de termes (C[r]o, r20) ot o est un unificateur le plus général tel que Iy = Clu| et uo = l10 est
appelée une paire critigue de R.

On dit d’un systeme qui admet des paires critiques qu’il est overlapping.

Les paires critiques sont en fait définies modulo renommage des variables. Autrement dit, avant de
superposer des regles, on renomme leurs variables pour en obtenir des ensembles disjoints.

Définition 28. — Si pour un systeme R, 1 <= 5 — {5 implique Pexistence d’un s’ tel quet; —* s et
to —* ', on dit que R est localement confluent. 1| est confluent en un pas sit; — s' et ta — s'. Un systéme
est enfin confluent si sa cloture réflexive/transitive est localement confluente.

LLa confluence en un pas est décidable ; elle implique la confluence locale pour les systemes fortement
normalisants.

La confluence est une propriété indécidable en général ; elle est toutefois entrainée par la confluence
locale dans le cas des systémes fortement normalisants®.

Si un systeme P est fortement normalisant et tel que tout terme ¢ a une unique forme normale
pour P, nous désignerons celle-ci pat | p.

Définition 29. — Un systeme orthogonal est un systeme linéaire a gauche sans paire critique.
Un systeme est faiblement orthogonal $’11 n’admet que des paires critiques triviales, c’est-a-dire que
pour toute paire critique (S, 1), s est identique a .

I’intérét porté aux systemes orthogonaux est di au fait remarquable qu’ils sont tous confluents [76]
et qu’on peut connaitre certaines de leurs propriétés en étudiant seulement la relation qu’ils induisent
en suivant une szratégie d’application particuliere (cf. théoreme 1, page 25).

I1.2.5 Stratégies de réduction

On peut restreindre la relation de récriture en affaiblissant le non-déterminisme, c’est-a-dire en
favorisant voire en imposant la ou les regles a utiliser parmi toutes celles qui sont applicables a un
terme. On définit alors une stratégie de réduction.

Dans le cas de la récriture normalisée, par exemple, la réduction par un ensemble de regles R
d’un terme n’est autorisée que si celui-ci est en forme normale pour un (autre) ensemble de regles
P. Nous nous intéresserons plus particulietement a une stratégie proche de I'évaluation de langages
fonctionnels : la stratégie innermost.

y .. ;. , . Y4 .
Définition 30. — La stratégie de réduction telle que s — ¢ seulement si tout sous-terme propre de S|,

est en forme normale est appelée stratégie znnermost.

Cette stratégie pose la normalisation des arguments (I'anglais « innermost » peut en fait étre
traduit littéralement par « le plus interne ») comme préalable obligatoire a I'évaluation d’une fonction
et correspond donc en ce sens a Uévaluation stricte de langages comme OCAML [67] ou SML [64] en
opposition a Iévaluation paressense a la HASKELL [41].

3C’est le fameux lemme de Newman.
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En restreignant le choix des radicaux utilisables, le choix de cette stratégie peut accorder aux
systemes concernés des propriétés qu’ils n’auraient pas dans le cas général. Pour certains systemes, il est
possible d’obtenir grace a elle des résulats qu’on peut étendre a ces systémes considérés sans stratégie.

On a en particulier pour les systemes orthogonaux le résultat sutvant d’O’Donnell [68] :

Théoréme 1. (O’Donnell 77)
Un systeme orthogonal est fortement normalisant si et seulement s’il est fortement normalisant
pour la stratégie de réduction innermost.

Exemple 7.

Considérons le systeme :

f(g(x))

%
— .
Puisqu’il admet en particulier une paire critigne (f (g(x)), a), R n'est pas orthogonal.

S autorise dans le cas standard la réduction infinie f(g(x)) — f(g(x)) — ..., un tel systéme termine
toutefois sur tout terme pour la stratégie innermost. Celle-ci va en effet faire disparaitre fous les symboles g nécessaires an
radical f(g(x)) et a lintérienr de celui-.
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Chapitre 1

Terminaison

III.1 Probléme de Parrét et indécidabilité

LLa terminaison, garantie de existence d’un résultat du calcul sur tout terme et donc en particulier de
la totalité des fonctions définies par des systemes de récriture, préalable incontournable a la recherche
d’autre propriétés, n’admet hélas pas d’algorithme de décision. Le probleme de 'arrét des machines de
Turing s’y réduit en effet.

III.1.1 Récriture et machines de Turing

Nous allons voir comment coder n’importe quelle machine de Turing sous forme d’un systeme de
regles. Dershowitz a proposé a ce sujet un codage en deux regles seulement [21], nombre encore réduit
par Dauchet : 1l est en fait possible de se limiter a une seule regle linéaire a gauche [15].

Nous donnons ici une traduction simple, inspirée des travaux de Huet & Lankford [44] en quelques
regles de récriture de mots', un choix naturel puisque les machines de Turing travaillent sur des rubans.

Considérons une machine de Turing (@, g0, A = {0,1},b,6) ou @ est I'ensemble des états, o
Pétat initial, 0 et 1 les deux lettres de Palphabet de travail A, b le caractére de blanc et § la fonction de
transition de () X A vers () X A X {4, >} quia un état et a un caractére lu associe un nouvel état, un
caractere écrit et un déplacement vers la droite B ou la gauche «€ sur le ruban borné a gauche.

Afin d’exprimer les configurations successives d’une machine de Turing dans le formalisme de la
récriture sur les mots, nous considérons les mots sur la signature F = QQ U A U {b}.

Dans un mot ¢, g; représente I’état actuel de la machine et v le caractere sur lequel pointe la tete.
Les transitions peuvent donc étre codées de la maniete suivante :

G — Bgj st 0(qi, @) = (g5, 6,»),

0g;oc — q;08 , o
]-Qia - q]]_ﬂ s1 6(%,7 Oé) - (qja 57 <)

Il reste a ajouter les cas dégénérés, c’est-a-dire faisant intervenir le caractere blanc, pour obtenir la
simulation désirée.

On obtient ainsi une correspondance entre les configurations successives de la machine et les mots
obtenus par réduction a 'aide du systeme.

T.a récriture de mots se réduit en fait 2 une classe particuliére de la récriture de termes restreinte aux termes monadiques.
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Probleme de Parrét.  S’il existait un moyen de décider de la terminaison d’un systeme de récriture,
on aurait un algorithme de décision de I'arrét d’une machine de Turing simplement en composant la
traduction des machines vers les systemes et la procédure de décision sur iceux. Puisqu’on lut ramene
ainsi le probleme de I'arrét des machines de Turing, le probleme de la terminaison des systemes de
récritutre est indécidable.

Accessibilité. Le probleme de l'accessibilité consiste en la question suivante : étant donnés deux
termes $ et ¢, existe-t-il une séquence de réductions qui, a partir de s, aboutita ¢ ? Il se résume en fait au
probléeme de I'arrét : il suffit de réduire toute configuration d’une machine arrétée a un mot bien précis,
un nouvel état caractétistique g5 par exemple, en ajoutant cet état a () et les regles de simplification :

7,0 = q5, q51 — g5,
0gs — qs, lgs — g5,

Ainsi que, pour tout ¢ € () et & € {0, 1} les régles de réduction :

qa — qsa  sio(g, ) n’est pas défini,
bgor — basa sid(q, ) = (¢, 5, ).

L’accessibilité d’une configuration quelconque a bgsb est alots une expression de arrét.

II1.2 Preuve de terminaison

La terminaison se révélant étre une propriété indécidable, on s’intéresse au développement de
méthodes correctes mais forcément incompletes permettant de prouver la normalisation forte dans la
plupart des cas de systemes rencontrés dans la pratique.

D’une maniere générale on montre la terminaison d’un programme en prouvant qu’au cours d’une
exécution, un variant de celui-ci décroit strictement vis-a-vis d’un ordre bien fondé. De par la nature
de P'ordre, ce vatiant ne peut décroitre indéfiniment, 'exécution ne s’éternise donc pas : le programme
s’arréte sur un résultat.

Exemple 8.
Pour le programmee décrit par la seule régle : f (f (x)) — x, &l suffit de prendre pour variant le nombre de symboles
f du terme a réduire a chaque pas.

Dans un formalisme de programme quelconque, la recherche de ce variant peut reposer tres
lourdement sur 'expérience et 'intuition de qui cherche a montrer la terminaison. En ce qui concerne
les systemes de récriture, la preuve peut toutefois étre conceptuellement simplifiée par le fait que le
systeme [? déctit lui-méme une relation entre les termes. Si cette relation — g peut étre plongée dans
une relation d’ordre bien fondée, la propriété 1 entraine alors que — i est bien fondée.

On peut remarquer en particulier qu'un systeme R, s’il termine, décrit une relation — g bien fondée
par définition : c’est Lordre de récriture. Cet ordre est a rapprocher du variant associé au programme qui
peut, puisque le programme termine par hypothese, étre la différence entre le nombre de pas maximal
possible sur Pexécution considérée et le nombre de pas déja effectués.

Dans le cadre de cette approche plus générale, la recherche ne porte donc plus sur une mesure de
complexité qui décroit au fur et 2 mesure des applications de I mais directement sur un ordre bien
fondé contenant — .
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Exemple 9.

En reprenant dans ce contexte excemple 8, on peut montrer que le systeme { f(f(x)) — x} termine dans la
mesure ol, en considérant le nombre de f dans le terme avec Pordre naturel sur les entiers, pour toute instanciation o,
F(f(x))o est supérienr a xo.

Savoit si un couple de termes fait partie de —% demeure toutefois indécidable (cf. remarque 1). On
peut cependant restreindre 'ensemble des ordres candidats a ceux qui, étant bien fondés, contiennent
déja les regles de R et sont en outre stables par instanciation et monotones : les ordres de réduction

] e p

(déf. 14).

Théoreme 2.
Un systeme R termine si et seulement s’il existe un ordre de réduction > tel que —rC .

PREUVE. Immédiat puisqu’en particulier pour un systeme I? fortement normalisant, ordre de
récriture est un ordre de réduction. O

Un ordre apte a prouver la terminaison dun systeme de récriture doit donc se plier a certaines
contraintes. La recherche d’une preuve de terminaison revient alors dans la plupart des cas a déterminer
ces contraintes d’ordre et a les résoudre.

LLa génération de ces contraintes s’est historiquement d’abord limitée a 'otientation stricte des regles
du systeme étudié. On cherchait alors a trouver directement un ordre convenable pour le théoreme 2
a 'aide de ce que nous désignerons dans la suite comme les « Méthodes classiques ».

Une analyse plus fine de la structure des termes non fortement normalisables par un systeme I a
donné le jour en 1997 aux criteres de terminaison a aide de pazres de dépendance. Les contraintes requises,
pout plus nombreuses qu’elles puissent étre, deviennent moins draconiennes : il suffit d’orientet Jargement
les regles de I?, la décroissance stricte n’étant nécessaire que sur lesdites paires de dépendance.

IT1.3 Meéthodes classiques

III.3.1 Terminaison a ’aide d’ordres de simplification

I’importance des travaux consacrés aux ordres de simplification, qu’ils concernent la définition
de nouveaux ordres ou I'étude de leurs propriétés, vient en particulier du fait que parmi les ordres
susceptibles d’etre utilisés dans les preuves de terminaison ils étaient jusqu’a peu les seuls qu’on pouvait
déterminer automatiquement.

Théoréme 3. (Dershowitz 82) [20]
Sur une signature finie, tout ordre de simplification est bien fondé.

En patticulier s’il existe un otrdre de simplification > tel que pour toute régle [ — 7 d’un systeme
R onait [ > r alors R termine.

Définition 31. — Iordre dit de plongement 1 est défini par :
t=f(tr,...  tn) Qg(th,t ...t ) =1si
1. Mexiste i, 1 < i < m tel que t <., ou bien

2. f=getpourtoutj, 1 <j<n,t; It
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Remarque 2. — Le plongement, bien fondé par le théoreme de Kruskal, est un ordre de simplification
et tout ordre de simplification le contient.

Deux termes sont en fait en relation par 'ordre de plongement s’il est possible d’obtenir 'un a partir
de l'autre simplement a 'aide de projections. On peut donc considérer les systemes qui préservent la
terminaison quand on autorise le passage au sous-terme.

Définition 32. — On dit d’un systeme R qu’il zermzine simplement si

R U {f(z1,...,2p) = x; | 1 <i < n} est fortement normalisant.
flar(f)>1

Cette définition est bien équivalente a une preuve de terminaison par le théoreme 2 et a 'aide d’'un
ordre de simplification :

Lemme 1. (Kurihara & Ohuchi) [51]
Un systeme sur une signature finie termine simplement si et seulement s’il existe un ordre de
simplification > tel que pour toute régle [ — r € R onait[ > r.

II1.4 Critéres des paires de dépendance

La démarche qui consiste a destiner les ordres que nous venons de voir a Papplication directe du
théoreme 2 est trop restrictive. Arts & Giesl proposent en 1997 une analyse plus fine de la structure
des termes non fortement normalisables qui permet de dégager de nouvelles contraintes d’ordres, plus
nombreuses mais plus souples [2].

Ils constatent en effet qu’a partir de tout terme donnant lieu a une réduction infinie on peut obtenir
une dérivation d’une forme bien particuliere. Prouver qu’il n’existe pas de dérivation de la sorte, quel
que soit le terme considéré, suffit alors — en montrant par la que tous les termes ne donnent lieu qu’a
des réductions finies — a mettre en évidence la terminaison du systeme.

Remarquons que grace a la plus grande souplesse de ces contraintes, on peut davantage en espétrer
une résolution automatique.

III.4.1 Paires de dépendance

Principe de base. Un argument de minimalité suffit pour montrer que si un terme ¢ donne lieu a
une réduction infinie, alors il admet un sous-terme non fortement normalisable f (w1, ... , u,) tel que
tous les u; sont pourtant fortement normalisables.

On obtient ainsi 'existence d’'une réduction particulicre comme celle de la figure III.1.

Pour garantir la terminaison il reste a prouver qu’une telle dérivation ne peut se produire. Cette
dérivation reposant essentiellement sur 'existence de sous-termes pouvant déclencher une réduction,
C’est cette propriété que nous allons chercher a contenir dans de nouvelles contraintes.

Définition 33. — Considérons un systéeme de récriture R(F). Une paire (I, s) telle qu’il existe une
régle | — r € R ou s est un sous-terme de 1 dont le symbole de téte A(s) est défini est une paire de
dépendance de | — 7.
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f\\*//\\*/@_m

F1G. TII.1. Structure de la réduction particuliere.

L’union des paites de dépendance de toutes les régles de IR forme 'ensemble des paires de dépendance
de R, noté DP(R).

Il est en fait possible d’affiner cette définition en distinguant les symboles de téte des membres
de paires. Cette différenciation est justifiée en particulier car la position marquée délimite le terme
minimal non fortement normalisant dans la réduction particuliere, figure ITI.1. Nous utilisons ici et
sauf mention contraire ces paires « marquées » et préciserons le cas échéant leurs avantages et les
difficultés techniques pouvant en résulter?.

Définition 34. — Soit R(F) un systéme de récriture. Pour chaque symbole f € F défini dans R on
considere sa copie marquée f telle que f & F.
On note :

Fe=Fu J {7},
ferF
f défini dans R

La mention du systeme de récriture de référence étant omise en I'absence d’ambiguité.
Siun terme s de T'(F, X) a en téte un symbole défini, S représente le terme de T'(F, X') obtenu
en remplacant A(s) par sa copie marquée. Nous appellerons marguage cette opération.

Définition 35. — Pour un systéeme de récriture R(F), une paire ([,5) telle qu’il existe une regle
[ = r € R ou s est un sous-terme de 7 dont le symbole de téte A(s) est défini est une paire de
dépendance marguée de | — 7.

Puisque nous ne considérons dans la suite quasiment que des paires marquées, nous les désignerons
abusivement sous le nom de « paires de dépendance » respectant ainsi la nomenclature de Arts & Giesl.

Définition 36. — Une chaine de dépendance d'un systéme R est une séquence . . . , <Sj, tj>, ... munie
d’une substitution ¢ telle que pour deux paires (S;, t;), (Si+1, ti+1) consécutives quelconques :

£
tiO'? Si410.

ZUne attention toute particuliére sera portée aux marques lors de notre étude de la terminaison des systemes AC,
cf. section II1.2 de la deuxieme partie.
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Les paires de dépendance sont définies modulo renommage des variables. Nous considérerons
toujours que, dans une chaine de dépendance, les vatiables sont distinctes d’une paire a I'autre.

Les chaines de dépendance permettent en particulier de décrire la réduction de forme particuliere
qui nous intéresse. En effet, dans une telle dérivation les pas de DP relient le terme minimal non
fortement normalisant 2 un sous-terme de son réduit en téte, lui-méme minimal et non fortement
normalisant, comme illustré par la figure I11.2.

A;/

FIG. TT1.2. Réduction avec paires de dépendance.

Les chaines de dépendance que nous rencontrerons dans la suite seront dites « minimales » dans le
sens ou elles correspondront toujours a la réduction particuliere du principe de base (figure II1.1).

Définition 37. — Une chaine de dépendance est zznimale si les sous-termes proptes de toute instance
d’un membre gauche de paire sont fortement normalisables.

Puisqu’elle est capable de décrire la réduction minimale particuliere dont le caractere fini ou infini
est celui de la relation — , nous allons désormais nous intéresser a la nouvelle relation

A
—U—.
R DP(R)

I11.4.2 Critéres de terminaison

Ainsi passés des dérivations aux chaines, il nous reste a trouver un ordre bien fondé dans lequel
plonger notre chaine de dépendance minimale. Les contraintes sur les pas de récriture (et donc les
regles) sont considérablement allégées : si regles et paires doivent encore décroitre, il suffit désormais
que seule la décroissance des pas de DP soit stricte, la terminaison étant alors assurée par le caractere
fini des réductions entre instances de paires.

Les paires de dépendance permettent de définir un ¢ri#ére de terminaison, c’est-a-dire une condition
a la fois nécessaire et suffisante pour garantir qu’un systeme est fortement normalisant.

Théoréme 4. Complétude.
Siun systéme [? est fortement normalisant, alors il n’existe aucune chaine de dépendance infinie.

PREUVE. On peut en effet directement traduire en réduction infinie tout chaine infinie :

e </S\2,%\l>, </S\i+17/t\i+1>a ... munie de &

/ N

. C’[sia]p%)C’[tia]p T)* Cl[Si+1U]q%)C,[ti+10']q T)* .
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Théoréme 5. Correction.
Soit R un systeme de récriture. S'il n’existe aucune chaine de dépendance de I? infinie, alors R est
fortement normalisant.

PREUVE. Nous commencons par donner formellement la clef du principe de base sous la forme
d’un lemme. Afin d’alléger les notations nous utiliserons les caractéres gras : f(u) représentera ainsi

de facon condensée le terme f(u1, ... , uy,) et une propriété énoncée sur u s’appliquera en fait a tous
lesu;, 1 <12 <n.

Lemme 2.
Siun terme s est non fortement normalisable, alors on peut écrire s comme C[f(u)] ou f(u) est
non fortement normalisable mais u est fortement normalisable.

PREUVE. Par minimalité. O

Preuve du théoréme de correction

Supposons qu’il existe une suite infinie de réductions a partir d’un terme 7, nous allons construire
a partir de celle-ci une chaine de dépendance infinie.

D’apres le lemme 2, ¢ contient un sous-terme non fortement normalisable f; (uy) tel que u; est
fortement normalisable. On ne peut donc réduire indéfiniment uy. Il existe ainsi vy tel que

A*

filu) 25 fi(vy)

Et fi(vy) est réductible a la racine.

Il y a donc une substitution o telle que fi(vy) = fi(W1)o avec une régle fi(wy) — r € R.
Nous avons fi(Wy)o — 70 avec, par le lemme, 70 contenant un sous-terme f2(u2) non fortement
normalisable.

Or pour toute variable = apparaissant dans (Wy), 0 est fortement normalisable, ce qui signifie
que f> ne peut apparaitre par o et donc r = C[f2(Ta)] tel que f2(Tiz)o = fo(uz) non fortement
normalisable avec uy fortement norrnali/s\able. R

Nous pouvons ainsi écrire la paire (f1(W1), f2(i2)) et la munir de la substitution o.

Définissons maintenant la construction inductive des paires de dépendance.

Supposons que nous disposions d’une séquence : . .. <ﬁl_1(wn_1), ﬁl(ﬁn)>, 0. Nous avons ainsi
la réduction f, 1(w, 1)o0 — C[f.(T,)]o avec f,(T,)0 = fn(u,) ou f,(u,) est non fortement
normalisable mais avec @i, fortement normalisable. Donc f,(u,,) —FAx £ (vy,) et il faut réduire a A.

Nous savons qu’il existe 7 telle que f,,(W,)T = fn(Vn) et fu(W,) — ¢ € R. Mais f,(W,,)T se
récrit en g7 qui est source d’une réduction infinie ; en appliquant le lemme 2, g7 s%écrit C'[h(u)]. Or
pour tout x variable de (W), T est fortement normalisable donc g7 = C[h(@)]7.

En posant h = f41 et U = 0,41 nous obtenons ainsi une nouvelle paite de dépendance.

Il reste a vérifier que

~

R <ﬁ1,1(wn71); ﬁz(ﬁn»? <fn(wn)a ﬁz+1(ﬁn+1)>

Munie de 0 o T est bien une chaine de dépendance, ce qui est vrai car pour récrire, on peut toujours
renommer les variables (les variables de deux paires différentes sont distinctes). O
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Ce théoreme de correction admet un corollaire définissant de nouvelles contraintes d’ordre.

Corollaire 5-1.
Soit I? un systéme de réctiture, s’il existe un ordre de réduction faible (au sens de la définition 14)
sur les termes (>, >) tel que :

1. [ > r pout toute regle | = 17 € R et
2. s > t pour toute paire (s,t) € DP(R),
Alors R est fortement normalisant.

PREUVE. On a en effet —pC>. §l existait une chaine de dépendance infinie, on aurait par
définition une substitution o telle que

A K
tia% Siy10

Pour tout ¢ et donc une suite infinie
$;0 = ;0 = 8;410 > tip10 = ...

Ce qui serait en contradiction avec ’hypothese : > bien fondé. O

III.4.3 Graphes de dépendance

Ia condition de stricte décroissance sur foufes les paires de dépendance est parfois encore trop
forte. En effet, certaines paires ne peuvent apparaitre qu’un nombre fini de fois dans une chaine infinie.
Les détecter, c’est se donner les moyens d’affaiblir les contraintes sur Pordre et ainsi permettre un
traitement plus efficace.

Exemple 10.
Considérons le systeme réduit a la seule régle f(f(z)) — f(s(f(x))).
Ses deux: paires de dépendance sont :

~ ~

(@), £ (), (ITL1)

-~

(FFW), f(s(fF () (I1.2)

Omn ne tronvera toutefors jamais plusienrs occurrences de la seconde paire dans une chaine puisque qu’il n'existe ancune

substitution o telle gue f(s (f(y))o —=* f( f(x))o. 1] n'est done pas nécessaire den réclamer une orientation.
Afin de détecter, pour prouver la terminaison d’un systéme R, les paires cruciales de DP(R),
on construit un graphe dont les nceuds sont des paites et tel que les paires qui peuvent apparaitre
consécutivement dans une chaine soient reliées. Toute chaine infinie correspond donc a un chemin
infini dans le graphe qui est fini si le systeme lui-méme lest et qui par conséquent doit dans ce cas
contenir des cycles.
Dans la suite de cette section, les systémes considérés sont tous finis.

Définition 38. — Soit I un systeme de réctiture. On appelle graphe de dépendance de R le graphe G dont
les nceuds sont les paires de dépendance de R et tel que ({s,t), (s',%')) € G si et seulement s’il existe
une substitution o vérifiant

A *
to 2N 0.
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Prouver la terminaison du systeme, revient en fait a vérifier la décroissance des paires qui inter-
viennent dans les cycles pourvu qu’au moins P'une d’elles décroisse strictenzent.

Exemple 11. (Arts & Giesl 97)
Considérons un systeme de division des entiers de Peano :

rz—0 —

s(r) —s(y) — x—vy

0+ s(y) — 0

s(x) +s(y) — s((z—y)+s(y)).

1/ n'exciste pas d’ordre de simplification pour ce systeme’. On extrait trois paires de dépendance :

{

Vo)

(2)=5(y), z=y), (IIL1)
x)+s(y), (z — y)+s(y)), (TT1.2)

-~

x)%S(y),:r—y>, (HI'S)

C—un- )

Puisque (3) n'est pas sur un cycle du graphe, son orientation n'est pas a considérer.

>

~
w O
—~

Qu'on peut agencer en :

Le raffinement des graphes préserve la correction des criteres par paires de dépendance. Il suffit
en fait de limiter I'analyse aux cycles élémentaires du graphe considéré.

Théoreme 6. Criteére de correction avec graphes.
Soient R un systeme de récriture fini et g son graphe de dépendance. §’1l existe un préordre >~ de
réduction faible tel que :

1. [ = r pour toute regle | = r € R,
2. s = t pour tout cycle élémentaire C de G et pour toute paire (s, t) € C,
3. Pour tout cycle élémentaire C de G il existe une paire (s,t) € C telle que s > t,

Alors R est fortement normalisant.

PREUVE. Un graphe de dépendance est fini car les paires sont en nombre fini. e chemin associé a
une chaine infinie passe donc un nombre infini de fois par un cycle élémentaire. Les cycles élémentaires
sont de longueur finie donc a chaque fois une décroissance stricte est effectuée, ce qui contredit le
caractere bien fondé de Pordre. On conclut par le théoreme 5. O

Il n’est pas possible de déterminer automatiquement le graphe de dépendance : 'existence de o
telle que so —* to pout s et t donnés est indécidable en général. On introduit donc une notion de

En effet : en instanciant y par s(z) — y on plonge le membre gauche de la derniére régle dans le membre droit, le
plongement n’est donc pas contenu dans un ordre qui oriente correctement cette regle.
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graphe de dépendance approché dont on sait qu’il contient le graphe de dépendance. Le théoreme de
correction avec graphes reste bien sur valable sur ce graphe approché.

Approximation du graphe

Plusieurs méthodes d’approximation des graphes de dépendance ont été proposées. I.’approxima-
tion originale de Arts & Giesl repose sur P'unifiabilité des membres gauches avec une transformation
syntaxique des membres droits et admet une amélioration par #arrowing [4]. Toyama et Kusakari [53,55]
utilisent des concepts de réduction w et (2. Middeldotp [61] quant a lui met en jeu des automates d’atbre.
Nous décrivons ici la méthode de Arts & Giesl souvent suffisamment puissante et peu cotteuse.

On veut déterminer un ensemble d’arcs qui contient le graphe de dépendance. Les seuls symboles
de racine stables par réduction sont les constructeurs : le critere de sélection retenu quant aux paires a
considérer est la possible unification des membres dont les sous-termes ayant des symboles définis a
la racine ont été remplacés par des variables distinctes guelles que sozent les occurrences.

Définition 39. — Soit R(F) un systéme de récriture. Pour tout terme Z,

— CAP(t) désigne le terme obtenu en remplacant par des variables les sous-termes de ¢ dont le
symbole 2 la racine est défini dans I?;

— REN() est le terme obtenu en remplacant les variables de ¢ par de nouvelles variables distinctes

(pour toutes occurrences).

Le terme t est connectable 3 un terme t' si REN(CAP()) et t' sont unifiables.

Par unification syntaxique sur les termes modifiés par REN et CAP on détermine des atrcs entre les
paires de dépendance du systeme. Le graphe obtenu contient bien le graphe de dépendance.

Proposition 3.
Soit R(F) un systéme de récriture. S’il existe une substitution o telle que

Alors t est connectable a t'.

PREUVE. Par induction sur la structure de ¢, supposons que to se téctive en un terme t” par le
systeme R.

— Si t est une variable ou si son symbole de téte est défini alors REN(CAP(%)) est une variable et
donc unifiable a ¢".

— Sit a pour symbole de téte un constructeur ¢, on peut alors poser t = (... ,t;,...). Ainsi
REN(CAP(t)) s’écrit ¢(. .. ,REN(CAP(Z;)), . .. ). Comme un terme dont la racine est un construc-
teur ne peut se réduire qu’en un (autre) terme dont la racine est le méme constructeut, ¢ s’écrit
c(...,t";,...) avec les 1;0 se récrivant en t”;. Par hypothése et par distinction des variables
aprés application de REN, REN(CAP(t)) est unifiable a ¢”.

On a le résultat pour to —* t”, donc en particulier pour to —* o, il vient ainsi que REN(CAP(%)) est
unifiable a t'0 et finalement, comme il ne contient que de nouvelles variables, a ¢'. O

Remarque 3. — 11 s’agit bien d’unification et pas de filtrage : prenons s = f(z, s(y)) ett = f(s(u),v)
ou f estle seul symbole défini, s et ¢ sont unifiables mais s ne filtre pas t. Pourtant avec R : { f(z,y) —
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s(x)}eto ={x — f(u,u), v — s(y)} on peut avoir la réduction

#A*

50 = 1(f(mw),5(0) 25 F(s(u), 5()) = to.

Enfin, puisque plusieurs régles peuvent s’appliquer a2 un méme terme, il est important de renommer
chacune des occurrences des variables pour ne pas obtenir de conclusions erronées.

Exemple 12.
Constdérons le systeme de Toyama [83] :
G(0,1) — 0
G0,1) — 1
f(0,1,z) — f(z,z,x).

Ce systéme ne termine pas :

f(G(0,1),6G(0,1), G(0, 1)) = f(0,G(0,1),G(0,1
— f(0,1,G(0,1)) = f(G(0,1),G(0,1), G(0,1)) — ...

On n'exctrait de cet ensemble de régles qu’une seule paire de dépendance : (f (0, 1, x), f(x,x, x)) et 5i on ne renommait
pas toutes les occurrences, on ne trouverait pas d’aréte et done pas de cycle sur le graphe. On pourrait alors conclure a tort
qute le systéme termine.

ITI.5 Des ordres pour la terminaison

Les ordres utilisés dans la pratique pour prouver la terminaison des systemes de récriture peuvent
etre distingués en deux catégoties : les ordres syntaxigues, ou ne rentre en considération que la forme
des termes a comparer, et les ordres sémantiques, pour lesquels on définit une interprétation des termes
dans un domaine D muni d’un ordre =p.

II1.5.1 Meéthodes syntaxiques

Le principe fondamental des méthodes syntaxiques est la comparaison des termes ne prenant en
considération que leur structure, éventuellement en se référant a un ordre sur 'alphabet.

On définit habituellement dans ce cadre des ordres sur les chemins, construits a partir d™une précédence,
C’est-a-dire a partir d’un ordre arbitraire sur les symboles d’une signature.

Introduits indépendamment par Nachum Dershowitz [19,24] et David Plaisted [73], ces ordres
reposent sur I'idée qu’un terme S est plus petit qu'un terme ¢ s’il est construit a partir de sous-termes
inférieurs (pour ordre) aux sous-termes de ¢ dans une structure de symboles de fonctions inférieurs
(cette fois pour la précédence) a ceux de Z.

St la comparaison des sous-termes est une extension multiensemble dans le cas des articles pré-
cédents, elle peut aussi étre menée lexicographiquement comme dans le LPO de Kamin & Levy [47].
Ces deux approches sont toutefois subsumées par une définition plus générale proposée en 1982 par
Dershowitz [20] et que nous donnons ici.
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Définition 40. — Soit F une signature. On appelle précédence un préordre sur F.
Une fonction de statut admissible pour une précédence > est une application S de F vers {mul ; lex}
telle que f ~ g entraine S(f) = S(g) et sien outre S(f) = S(g) = lex, alors f et g ont méme arité.

Définition 41. — Soient F une signature et X un ensemble dénombtable de variables, soient >~ une
ptécédence et S une fonction de statut admissible pour >.

Lordre récursif sur les chemins (RPO) est la relation »=rpo sur T'(F, X) définie par s =gpo t si et
seulement si :

-~ s=x€Xett=2xo0u
— 5= f(s1,...,8n) avec f € F et
® 5; mrpo tpouruni, 1 < i < nou
e t=g(ty,... ,ty)avecg € F et
o f>=getpourtoutj, 1 <j<m,s >rpot;ou

o f~get
S(f) =mulet{s1,..., 5} (=rp0)mui{t1,- - ,tm} ou
S(f) lex doncn = meet (s1,...,5,)(Zrpo)iex(t15 - - -, ) avec pour tout j,

]_Sj <m S>-RPOt et S >rpo tsis mppo tett %Rpos

RPO peut étre utilisé pour montrer la terminaison de systemes de récriture.

Proposition 4. (Dershowitz 82) [20,21]
RPO est un ordre de simplification sur T'(F, X).

Exemple 13.

La terminaison du systeme décrivant la fonction d’Ackermann

A(0, ) —  s(x)
A(s(x),0) — Az, s(0))
A(s(n),s(m)) — A(n, A(s(n),m)),

Est prouvée par le RPO avec la précédence A > s ot S(A) = lex. Pour la derniére régle, par exemple, s(n) est plus
grand que n. par sous-terme et il reste a vérifier que A(s(n), s(m)) est plus grand que A(s(n), m), ce qui est vrai
car s(M) est supérieur a M, par la propriété de sous-terme de l'orde.

II1.5.2 Méthodes sémantiques

Les méthodes sémantiques reposent sur une interprétation des termes dans un domaine muni d’'un
ordre bien fondé.

Définition 42. — Soient T'(F, X ) une algebre de termes et D un domaine muni d’un ordre >p. On
définit une znterprétation homomorphique @ par association a chaque f € F d’arité n d’une fonction
[f], : D™ — D étendue a tous les termes pat :

plr) =
QO(f(SI:--- asn)) = [[f]]tp((p(sl)a"' 790(571))'
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On peut alots compatet les termes intetprétés pat Vordre d'évaluation sut les fonctions sur D.
Définition 43. — Soit D un domaine muni d’un ordre >p. L'ordre d’évaluation =p est défini pat :

[ ¥ g si et seulement si pour tout (21, ... ,2,) € D", f(x1,...,2,) >p g(x1,... , %) ;
[ >=p g si et seulement si pour tout (21, ... ,2,) € D", f(x1,... ,2n) >p g(z1,... ,2p).

Remarque 4. — L’ordre >p de la définition 43 correspond bien a la partie stricte-stable de > p mais
n'est pas sa partie stricte associée.

On compare les termes en se ramenant a leur interprétation :

Définition 44. — I’ordre (>, >,,) induit par linterprétation homomorphique ¢ vers les fonctions
sur D est défini par :

s>, st @(s) =p ¢(t);
s>yt st @(s) >=p @(t).
11 définit bien une relation convenable.

Lemme 3.
L’otdre (>, >,) est stable par instanciation.

PREUVE. Soient s et ¢ deux termes tels que s >, ¢ et 0 une substitution. Par définition de >,
pour tous Ty, ... ,Tn, P()(T1, ... ,Ts) =p @(t)(x1,... ,2,). En particulier :

o(so)(x1, ..., xn) = @(s) (10, ... ,2,0) =p p(t)(T10,... ,0,0) = @(to)(z1, ..., xy),

Clest-a-dire so >, to.
Le méme raisonnement s’applique a >,. O

Lemme 4.
Si pour chaque symbole f la fonction [f], est croissante (resp. strictement) selon chacun de ses
arguments, alors >, (resp. >,,) est monotone.

PREUVE. En effet si o(u) =p ¢(v) etsi[f], est croissante en chacun de ses arguments on a

(510 s Uy 8n)) =
[flo(e(s1), -y o(u), ... ,0(sn) = [flo(e(s1)s.-- 0(v),. ., 0(sn))
:CP(f(Sh... U, . ,sn))

Etdonc f(S1,... ,Uy...,Sn)) =0 f(S1,-0. 5,0, ..., 8)). O

Lemme 5.
Si = p est bien fondé alors >, est bien fondé.

PREUVE. Immédiat. O

Trouver une interprétation sémantique faisant (par définition) appel a I'intuition et a P'expérience,
une automatisation des preuves est inconcevable avec un choix infini de domaines. Afin de décharger
autant que faire se peut cette recherche sur une machine, on se restreint souvent a une portion minorée
de I'ensemble des entiers, c’est-a-dire 2 D), = {n € Z tels que n > 1} ot > est Pordre naturel sur Z.
On dit de telles interprétations qu’elles sont arithmiétiques.
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Interprétations polynomiales

Introduite par Lankford [56] en 1979, I'interprétation des termes par des fonctions polynomiales
sur les entiers est toujours 'une des méthodes les plus utilisées.

Définition 45. — Une snterprétation polynomiale de termes de T'(F, X) est une interprétation arithmé-
tique sut un domaine D, telle que pour tout f € F, [ f] est une fonction polynomiale.

Il est possible, dans le cas des interprétations polynomiales, de se ramener au domaine Dy en
effectuant la translation fo(z1,... ,2,) = fu(@x1 + 1, ..., Ty + i) — p1 et de définir ainsi un ordre
(thov >tp0) a partir de (ztpu’ >tpu)-

Lemme 6.
Soit (>4, >,) obtenu par translation a partir de (>,,, >, )-

§ 2y, t sietseulementsi s>,
§ >y, U sietseulementsi s>, 1.

PREUVE. En effet, pour un terme t : @ (t) = ¢, (t) — p. O

Remarque 5. — Il existe un moyen simple de s’assurer de la monotonie d’un ordre sémantique a base
d’interprétations polynomiales : si tous les coefficients de la fonction polynomiale sont positifs, celle-ci
est croissante.

Exemple 14.

Prouvons la terminaison du systéme :

Linterprétation polynomiale (v = 1) :

Induit une application ¢ telle gue :

p(z) =, o(z+0) =1z +2,
o(r +s(y)) =z + 2y + 2, o(s(z+y))=o+2y+1.

Les regles sont alors correctement orientées en comparant les images grice a 'ordre d’évaluation : pour toute valeur entiére
de T supérieure ou égale a 1, la fonction qui a x associe T + 2 prend une valeur supérienre a celle prise par la fonction
gui a T associe T et de ménme pour les fonctions qui associent a T respectivement * + 2y + 2 et x + 2y + 1. On
dispose bien d’un ordre permettant de montrer la terminaison du systéme.

Remarque 6. — Une translation de I'interprétation utilisée dans I'exemple 14 permet de se ramener
du domaine Dy = {x € Z | x > 1} 2 Dy = N avec l'interprétation polynomiale :

[0] = 0,

[s](z) = = +1,

[+](z,y) =z + 2y + 2.
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Exemple 15.
Pour pronver la terninaison du systeme de différenciation décrit par les régles suivantes [22] :
Dt — 1,
D (constante) — 0,
D(z+y) — Dx+ Dy,
D(x xy) — (yx Dz)+ (z x Dy),
D(x —y) — Dz — Dy,
D(neg(r)) — neg(Dx),
D(z/y) — (Dz/y)—(z x Dy/y?),
D(Log(z)) — Du/z,
D(2¥) — (yxa¥"' x Dx) + (2¥ x (Log(z)) x Dy),

17 suffit de prendre l'interprétation polynomiale :

[[+]](!L’,y):$+y, [[—]](:L‘,y):x-i-y, [[xy]](x,y):x+y,
[neg](z) =z + 1, [constante] = [x](z,y) =z + v,
%/]l(fr,Qy) =z +y, [D](z) = 22, [Log](z) = x + 1,

La mise en ceuvre des interprétations polynomiales entraine la nécessité de comparer deux fonctions
polynomiales sur N a coefficients entiers et, ce faisant, se heurte au dixieme probleme de Hilbert [42].
Ce probleme fut montré indécidable par Matijasevic (a partir de travaux de Robinson) [16,59]. Comme
souvent en pareil cas, on s’est efforcé de trouver des méthodes correctes, incompletes mais satisfaisantes
pour le plus grand nombre de cas possible afin de comparer des fonctions polynomiales ou, ce qui
revient au méme, de vérifier leur positivité sur toutes valeurs naturelles de leurs arguments. Nous
reviendrons plus en détails sur ces méthodes dans le courant de la troisieme partie, paragraphe 11.2.2.

Exponentielles

Il existe également des méthodes sémantiques autorisant I'interprétation des termes comme des
fonctions exponentielles.

Exemple 16. (Dershowitz 95) [22]

On soubaite utiliser une approche sémantique pour prouver la terninaison du systéme de mise en forme normale

disjonctive :
- —
(zVy) = (hr) A ()
“(zAy) = (hr) V()
zA(yVz) — (xAy)V(xAz)
(yVz2)ANx — (zAy)V(xAz).
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17 est possible d'utiliser linterprétation exponentielle suivante :

[VI(z,y) =2 +y+1, [N(z,y) == xy,
[-](z) = 27, [constante] = 2.

II1.6 Méthodes transformationnelles

Il s’agit de transformations du systéme R, dont on doit prouver la terminaison, en un systeme I/,
plus facile a étudier, telles que si R’ est fortement normalisant alors R est fortement normalisant.

Une des plus célebres instances de méthodes transformationnelles est sans doute I'étiguetage sé-
mantigue proposé par Hans Zantema [85] ou a chaque symbole de fonction on appose une étiquette
dépendant de la sémantique de ses arguments, les tégles du systeme original R étant étendues en
conséquence. On obtient ainsi un nouveau systéme R’ avec la proptiété que R termine si et seulement
si R' termine. Le probléme est alors d’obtenir un R’ dont la terminaison est plus aisée a prouver que
celle de R. Le choix de I'étiquetage reste a la charge de I'intuition de qui veut prouver la terminaison ;
cette méthode reste donc tres difficile a automatiser.

On peut également mentionner la dummy elimination de Ferreira et Zantema [27] et son extension par
Kusakari, Nakamura et Toyama (Argument Filtering Transformation) [54] ou les arguments non pertinents
sont « retirés » du systeme. Ces méthodes sont toutefois subsumées par une approche couplée paires
de dépendance/transformation de contraintes d’otdre [33].

IT1.7 Transformation des contraintes d’ordre

Plutot que prouver la terminaison d’un nouveau systeme de réctiture, il est possible de transformer
directement les contraintes d’ordre issues du systeme original. Ces approches permettent, par exemple
par ¢limination des arguments inopportuns, de construire un ordre de réduction faible a partir d’'un
ordre de réduction donné. Elles sont en particulier tout a fait adaptées aux criteres par paires de
dépendance ou les ordres requis ne sont pas strictement monotones.

Définition 46. — On appelle schéma de programme récursif (RPS) un systeme de récriture tel que :
— Chaque symbole défini n’est a la racine que d’une seule regle ;

— Toute régle est de la forme f(xy, ... ,x,) — 7 oules x; sont des variables deux-a-deux disjointes
et T est un terme arbitraire.

La terminaison des RPS est un probleme décidable : il suffit qu’il n’y ait pas de regles récursives ou
mutuellement récursives.

Définition 47. — Un gysténze filtre d'arguments (abrégé en AFS, de I'anglais Argument Filteting System)
est un RPS tel que pour chaque régle f(x1,... , ;) — 7, le membre droit 7 est ou bien
— Une variable (un des ;) ou bien

— Un terme N¢(Y1, ... ,Ym) oit Ny est un nouveau symbole n’apparaissant que dans cette régle
et ou ensemble des y; est inclus dans celui des x;.
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Tout AFS est fortement normalisant et confluent (car orthogonal).

Théoréme 7. (Arts 97) [3]
Soient P un RPS et > un préordre de réduction faible. La relation > définie par s = ? si et
seulement si s, p > t]p est un préordre de réduction faible.

On a ainsi gagné un moyen de construire des préordres de réduction faibles.

Exemple 17. (Ferreira & Zantema) [28]
Considérons le systeme :

Omn en extrait deux paires de dépendance :

g(r) > g(z),
0z
flg(z)) > f(=).

Omn pent alors aisément conclure grace a RPO avec tous les symboles éganx: dans la précédence.
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Introduction

fin de proposer un cadre plus adapté a I'étude des comportements modulaires des systemes de
récriture et pour profiter davantage des informations sur la structure hiérarchique des systemes,
nous allons dans un premier temps et le chapitre I étudier les unions ensemblistes de systemes
et certains des travaux sur la terminaison qu’elles ont suscités, notamment ceux de Gramlich,
Krishna Rao, Dershowitz et Ohlebusch. Nous introduirons au cours du chapitre II la notion
de muodules de récriture (définition 58) et verrons comment exprimer grace a elle différentes
sortes d’extensions. Nous proposerons alors (chapitre ITT) une classe d’ordres au bon comportement et
construirons sur les modules des paires de dépendance relatives (définition 60). Ces ordres et ces paires nous
permettront d’exposer au chapitre IV de nouvelles méthodes de preuve de terminaison concernant
les unions hiérarchiques, méthodes autorisant un déroulement incrémental de la preuve et donc une

application de techniques automatiques a de gros systemes.
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Chapitre |

Unions de systemes

Les systemes, comme les signatures, sont des ensembles : on peut étudier leur composition en se
penchant sur les propriétés caractéristiques de leurs unions respectives.

I.1 Unions et modularité

I’union de deux systémes de récriture Ry (F) et Ry(F2) est différemment considérée suivant I’état
de l'intersection F; M Fy pat rapport a 'union des régles.

Définition 48. — Deux systemes Ry (F) et Ro(F2) sont :
— Disjoints st Fy N Fy = 0

— A wonstructenrs partagés si les signatures F et Fy ne partagent que des symboles constructeurs
(FiNJFy = E etpour tout f € E, f n’est jamais en téte d'un membre gauche de regle) ;

— Composables si Ry testreint aux tégles dont le symbole de téte est dans Fy est égal a [?y restreint
aux regles dont le symbole de téte est dans F;.

Une union 12} U Ry sera par suite elle-méme qualifiée d’union :
— Digjointe, si F\ et F sont disjointes ;
— A constructenrs partagés, si Ry et Ry ne partagent que des constructeurs ;
— De (systemes) composables, st Ry et Ry sont composables.

On appelle union hicrarchigue une union Ry (F;)U Ry (F) telle qu’en notant Dy et Ds les ensembles
des symboles définis de R et Ry, et C} et Cy leurs constructeurs respectifs :

— (DQ\Dl)ﬂfl :(Z) et
— {l—)T | A(l) EDlmDQ}:leRQ.
Une union hiérarchique est donc une union ou des symboles d’'un systeme peuvent apparaitre

comme constructeurs dans 'autre et ou les symboles définis dans les deux systemes sont en tete des
meémes regles pour chacun d’eux.

Exemple 18.
En prenant :
— Ry {f(x) = x} et Ry : {g(x) — x}, Ry U Ry est une union disjointe;
— Ry : {f(h(z)) = z} et Ry : {g(x) = h(x)}, Ry U Ry est une union a constructenrs partagés (oi le

seul constructenr est h) ;

49
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— Ry : {f(h(z)) = z, h(a) = b} ez Ry : {g(x) — h(z), h(a) — b}, Ry U Ry constitue une union

de systémes composables ;

— Ry : {f(g(x)) = x} et Ry : {g(x) — x}, Ry U Ry est enfin une union hiérarchique, g étant défini
dans Ro mais servant comme constructeur dans R .

On a clairement les inclusions suivantes :

— Les unions a constructeurs partagés contiennent les unions disjointes ;

— Les unions de systemes composables subsument les unions a constructeurs partagés ;

— Les unions hiérarchiques englobent les unions de systemes composables.

Ces relations sont récapitulées a la figure I.1.

Hiérarchiques

De composables

A constructeutrs

partagés

FIG. I.1. Relation entre les différents types d’union de systemes.

Définition 49. — Une proptiété P est modulaire pour un certain type d’union (disjointe, a constructeurs partagés,
de systémes composables, ete.) si I'union de ce type de deux systemes vérifiant P possede également la

propriété P.

Nous nous intéressons au comportement de ces différentes unions vis-a-vis de propriétés que
peuvent avoir les systemes, la terminaison en particulier.

I.2 Unions et terminaison

I’importance tant théorique que pratique des propriétés modulaires a généré une importante
quantité de travaux, notamment sur la terminaison de systemes de récriture. Plutot qu’un inventaire de
tous les résultats obtenus a ce jour nous proposons une description des approches utilisées, d’abord
dans le cas des unions disjointes — avec une mise en évidence de I'influence des projections — et
leurs extensions aux constructeurs partagés et concernant les unions hiérarchiques, ensuite dans le
cadre d’'une preuve a l'aide des criteres par paires de dépendance. Nous présentons enfin certaines
caractéristiques d’une notion de terminaison controlant I’'ajout de regles projectives.
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I.2.1 Unions disjointes

La terminaison n’est pas une propriété qui se transmet facilement aux unions de systemes. Méme
une union de systemes fortement normalisants disjoints est susceptible de ne pas terminer. Ce com-
portement est illustré par un fameux exemple de Toyama [83].

Exemple 19.
Reprenons exemple de Toyama constitué des deux: systemes R et T suivants :
G(z,y) — =
R: 0,1,2) — T, T, T T ’
0L = flae) R

Le systeme projectif T termine puisque la taille des termes diminue strictement lors dune réduction ; R est également
Jortement normalisant'. Pourtant I'nnion de ces denx: systémes disjoints permet une réduction infinie :

Supposet que la non préservation de la propriété de terminaison est due au fait que 2 U 7 n’est
pas confluent” peut étre réfuté a I'aide d’un exemple du méme acabit, d a Drosten [25] puis simplifié
par Middeldorp [60].

Exemple 20.

Considérons les deux: systémes Ry et Ry suivants :

f(07 ]‘7:1:) —> f(x7x7x)
R flx,y,z) — 2 R ] MEay) =y
! 0 — 2 2\ h(z,y,y) — 2
1 — 2

Ry et Ry sont clairement confluents et fortement normalisants®, il est pourtant possible de réduire indéfiniment

f(h(0,1,1),h(0,1,1),h(0,1,1)) par Ry U Ry :

f(h(0,1,1),h(0,1,1),A(0,1,1))

'Ta preuve est effectuée a I'aide d’un argument de minimalité et en constatant qu'une réduction par R d’un terme ¢
produit un terme avec au moins autant de symboles.

2C’était en particulier une conjecture de Hsiang.

3Ta terminaison de Ry est montrée de facon semblable a la preuve de normalisation forte du systéme R de 'exemple 19.
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I.2.2 Analyse structurelle des contre-exemples

S1 P'union de deux systemes disjoints fortement normalisants ne termine pas forcément, c’est qu’il
existe un moyen de créer des radicaux pour 'un des systemes tout en récrivant par 'autre.

En analysant la structure de contre-exemples a la modularité de la terminaison pour les unions
disjointes et en particulier 'importance de 'évolution de 'entrelacement des signatures au cours d’'une
réduction, Michaél Rusinowitch [79] propose, comme responsable de cette création, la projection.

En effet, si les deux systemes Ry (F1) et Ra(F3) sont disjoints, le seul moyen pour, disons, R; de
produite un (sous) terme réductible par Ry a partit d’un terme ¢ (irréductible pour [y) est de combiner
(et non pas créer) des symboles de Fy, c’est-a-dire de supprimer les symboles de | qui masquent le
radical dans ¢ (voir figure 1.2). Dans le cadre de la récriture du premier ordre, seule une projection peut
faire cela.

/‘ Radical pout I?;

Symboles de F»

masquant le radical i *
\\ \ Ry
° °
e Oe O

FIG. I.2. Mise en évidence de radical par projection.

Une maniere d’assurer un comportement modulaire de la terminaison serait alors de controler les
effets de la projection.

Bernhard Gramlich considere alors les contre-exemples minimaux pour 'entrelacement des signa-
tures, c’est-a-dire les termes non fortement normalisables et dont le nombre maximal d’alternances
de signatures lors d’un parcours en profondeur est le plus petit possible. Il introduit la notion de
systemes préservant la terminaison sous projection non déterministe. Ce sont des systemes qui terminent et
restent fortement normalisants lorsqu’on leut ajoute un nouveau symbole binaite G et les regles du
systeme T :

{ G(r,y) — =
T

G(z,y) — v.

La propriété de terminaison préservée sous projection non déterministe est aussi appelée zerwzinaison
Ce, une terminologie introduite par Enno Ohlebusch [69], Cs désignant une terminaison « Collapse
Extended », Cest-a-dire étendue a 'union du systéme et de 7.

Gramlich tire de cette notion un résultat fondamental [36,37]

Théoreme 8. (Gramlich 91)

Soient Ry (F1) et Ry(F2) deux systemes de récriture disjoints fortement normalisants et tels que
leur union disjointe 121 U Ry ne termine pas.

Il existe alors un j, j € {1,2}, tel que R; ne préserve pas la terminaison sous projection non
déterministe et tel que 'autre systeme R3_; est projectif.
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Rematque 7. — La terminaison Cg est une proptiété beaucoup moins restrictive que la terminaison
simple, nous le verrons au cours du paragraphe 1.2.6. En particulier st 'ajout des projections pour
tous les symboles permet I'élimination de constructeurs qui pouvaient « masquer un radical », cette
opération n’est pas possible a 'aide des regles de .

La plupart des conditions générales* requises pour obtenir un comportement modulaire de la
terminaison sont issues de cette approche.

Une derniere tentative mérite d’étre mentionnée, celle des ordres d'extension d’Albert Rubio [77].
Dans ce cadre, on s’occupe directement des compositions des relations d’ordre dans lesquelles sont
plongés les systemes. Il en ressort éventuellement un ordre dit d’extension possédant les propriétés
qui le rendent utilisable pour la preuve de terminaison de 'union des systemes. Les conditions sur les
termes et sur les ordres sont cependant assez fortes, en particulier des restrictions syntaxiques (linéarité
par exemple) sont nécessaires pour que I'ordre d’extension contiennent effectivement tous les ordres
a partir desquels il est formé lorsqu’on cherche a comparer des termes non clos.

I.2.3 Constructeurs partagés et unions de systémes composables

On aborde avec le partage de constructeurs des cas bien plus courants dans la pratique que la
séparation complete des symboles. I utilisation des mémes constructeurs par exemple est naturelle
pour des fonctions completement différentes : on peut faire de 'arithmétique ou construire des listes
avec les mémes entiers.

On distingue encore deux approches dans le cadre de la récriture standard : Middeldorp et Toyama
posent des restrictions syntaxiques et se limitent ainsi a des systemes dont tous les sous-termes propres
des membres gauches ne comportent que des constructeurs [63]; Kurthara, Ohuchi et Gramlich se
concentrent sur la terminaison simple [37,50].

Théoreme 9. (Middeldotp & Toyama) [63]

La terminaison est une propriété modulaire des unions a constructeurs partagés de systemes tels
que pout toute regle [ — 7, tout sous-terme propre de [ ne contient que des constructeurs (et des
variables).

I’inclusion d’une relation de récriture dans une ordre de simplification a été montrée modulaire
par Kurihara et Ohuchi pour les unions a constructeurs partagés [50].
On a en particulier pour les systemes terminant simplement :

Théoréme 10. (Gramlich 94) [37]
La terminaison simple est une propriété modulaire des unions a constructeurs partagés de systemes
a branchement fini.

On peut enfin utiliser une stratégie particuliecre d’application des regles.

Théoréme 11. (Gramlich 95) [38]
La terminaison suivant la stratégie innermost est modulaire pour les unions de systemes a construc-
teurs partagés.

11 existe bien stir des critéres importants sans rapport avec la terminaison Cg. Ceux-ci concernent en fait des systémes
sans paite critique, ou encore sans regle dupliquante et cet aspect un peu ad hoc ne nous autorise pas a les inscrire dans le
cadre d’une approche globale de la terminaison.
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Remarque 8. — En conjuguant les théoremes 1 et 11 un systeme orthogonal peut donc facilement
bénéficier d’'un traitement modulaire.

I1 est remarquable dans la littérature qu’a ce jour les propriétés (relatives a la terminaison) connues
comme modulaires pour les systemes a constructeurs partagés le soient également pour les systemes
composables. Les extensions a ce type de systemes de la propriété d’inclusion dans un ordre de
simplification ci-dessus ainsi que du théoreme 11 sont dues a Enno Ohlebusch [70]; la modularité de
la terminaison simple pour les unions de systemes composables a branchement fini a été obtenue par

Bernhard Gramlich [39].

I.2.4 Unions hiérarchiques

Le cas des unions hiérarchiques est plus délicat a traiter si on persévere dans lutilisation des
techniques dédiées aux unions précédentes. En particulier, la relative stabilité du niveau d’entrelacement
des signatures dispatait avec utilisation dans, disons, I, de symboles définis dans I?;.

On peut alors penser restreindre I’étude a certaines classes d’'unions hiérarchiques présentant des
propriétés de stabilité exploitables. C’est la démarche de Krishna Rao lorsqu’il introduit les extensions
propres et propres restreintes [74,75] baties sur une relation de dépendance entre les symboles définis.

Définition 50. — Soit =4 un plus petit préordre sur un ensemble de symboles définis d’un systeme
R tel que f =4 g 'l existe une régle | — r € R telle que A(l) = f et g apparait dans 7. On dit alors
que f dépend de g.

Soient Ry (F), de symboles définis Dy et de constructeurs C, et Ro(F2), de symboles définis Do
et de constructeurs C, deux systémes de récriture.

Ry(F,) est une extension propre de Ry (Fy) si
1. DiNDy=CiNDy=0;
2. Pour chaque régle | — r € Ry, tout sous-terme ' de 7 tel que :
— A(r') €{f €Dy | f =agpourung € Di}
— A(r') =a A(D),
Ne contient aucun symbole dépendant d’un élément de D, ailleurs qu’a la racine.

Ry(F,) est une extension propre restreinte de R1(JF1) si Cest une extension propre telle qu’aucun
membre gauche des régles de Ry ne contient, ailleurs qu’a A, de symbole de Dy U {f € Dy | f =4
gpourun g € Dy}

Les extensions propres sont des cas particuliers d’extensions hiérarchiques. Leur caractéristique est
que les symboles dépendant de Dy n’apparaissent jamais sous un symbole de fonction en récursion
mutuelle avec A(1).

Exemple 21.
Considérons ces deuxc systemes d’arithmiétique sur les entiers de Peano :
x+0 — T x %0 — 0
R+ : RX :
r+s(y) — s(z+y) rxs(y) = x4+ (zxy),

R, constitue une exctension propre de R .
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Définition 51. — Soient R (F) ), de symboles définis D U D et de constructeurs C', et Ro(F3), de
symboles définis Dy U D et de constructeurs Cy, deux systémes de récriture (D1 N D = () = Dy N D).
Ry (F2) estune extension propre généralisée de Ry(F) si

1. DyNDy=CiNDy=0,

2. Pour chaque régle | — r € Ry on a que pour tout sous-terme 7’ de 7,
— SiA(r) e{f €Dy | f=4gpourung € D} \ D,
— Etsi A(r') =4 A1),

Alots 1’ ne contient aucun symbole dépendant d’un élément de D; ailleurs qu’a la racine.

Les extensions propres généralisées sont également des cas particuliers d’extensions hiérarchiques.
Krishna Rao peut alors généraliser a cette classe particuliere d’extensions hiérarchiques la modularité
de la terminaison simple [74].

Théoréme 12. (Krishna Rao 94)

La terminaison simple est une propriété modulaire des extensions propres généralisées.

Dershowitz, quant a lui, se limite aux extensions sur constructeurs et essaye deux approches : 1) Controler
I'évolution de entrelacement des signatures et 2) Se ramener a une réduction par un seul des systemes

impliqués [23].

Définition 52. — Une extension hiérarchique d’un systéme R;(F;) par un systéme Ry (F>) est une
extension sur constructenrs si les membres gauches des regles de Ry ne contiennent pas de symboles

définis dans R;.
Le controle de I'entrelacement est obtenu par une sévere contrainte de platitude.

Définition 53. — Un terme est dit p/ar pour une signature F si dans tous les chemins partant de A on
ne trouve au plus qu’une seule occutrence d’un symbole de F.

On qualifiera par extension de systeme plat un systeme dont les membres de toutes les regles sont
plats.

De ses deux approches Dershowitz obtient des criteres treés pointus (voire trop vis-a-vis des
systemes rencontrés dans la pratique) mais avec des contraintes restrictives (linéarité, platitude) et
meéme parfois sémantiques (confluence requise dans certains cas).

Citons enfin les unions alien decreasing de Fernandez & Jouannaud [26]. Cette restriction, qui peut étre
appliquée a des cas d’extensions encore plus généraux que le cas hiérarchique est toutefois inadaptée a
une automatisation des preuves.

I.2.5 Approche modulaire par paires de dépendance

Le raffinement par graphe des paires de dépendance limite les contraintes aux cycles dudit graphe.
On dispose alors d’'un premier moyen de découpage de la preuve de terminaison : les cycles disjoints
donnent des informations de terminaison orthogonales et peuvent étre exploités, au moins dans
un premier temps, séparément. Cette considération amene Arts & Giesl a proposer de nouveaux
résultats [5] issus d’une étude approfondie des graphes de dépendance.

Remarque 9. — Dans la mesure ou ils utilisent une recherche de cycles dans les graphes de dépendance,
ces résultats ne peuvent s’appliquer qu’a des systemes fis.
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Précisons tout d’abord ce qu’est une partie fortement connexe.

Définition 54. — Soit G un graphe. On appelle partie fortement connexe de G tout ensemble C de sommets
tel que pour tous a et b éléments de C il existe un chemin dans G de a vets b.
Un telle partie sera strictement fortement connexe si ces chemins sont tous non vides.

Remarque 10. — Se concentrer sur les parties strictement fortement connexes permet de s’affranchir
du traitement des singletons {s} tels quil n’y a pas d’arc de s vers lui-méme dans G.

St larticle original de Arts & Giesl [5] utilise des cycles du graphe, nous préférons ici pour des
raisons de clarté la notion de partie strictement fortement connexe. Dans un graphe fini on ne trouve en
effet quun nombre fini de parties connexes, ce qui n’est pas le cas des cycles ; 1l est de plus incorrect ici
(puisqu’on va en fait utiliser des ordres différents selon les cycles) de se limiter aux cycles élémentaires.

Théoréme 13. (Arts & Giesl 98)
Un systeme R est fortement normalisant si pout chaque pattie strictement fortement connexe C
du graphe de dépendance de R, il n’existe aucune chaine de dépendance infinie constituée de paitres de

C.

PREUVE. Par I'absurde. Si R posséde une chaine infinie, considérons 'ensemble C des paires qui y
apparaissent une infinité de fois. C est une pattie strictement fortement connexe cat pout toutes paites
Py et P» de C, P appartait aptes Py et réciproquement. Ainsi, a partit d’un certain rang, la chaine est
une chaine de paires de C. O

Ce théoreme permet de prouver la terminaison d’un systeme de fagon modulaire. Il suffit en effet de
prouver 'absence de chaine infinie pour chaque partie strictement fortement connexe indépendamment
des autres.

Théoreme 14. (Arts & Giesl 98)
Soit R un systéme de récriture. Si pour chaque partie strictement fortement connexe C de son
graphe de dépendance il existe un préordre bien fondé, stable et faitblement monotone >¢ tel que :

1. [ >¢ 7 pout toute regle | = 1 € R,

2. s >¢ t pour toute paire (s,t) € C,

3. § >¢ t pour au moins une paire (s,t) € C,
Alots R est fortement normalisant.

Remarquons toutefois que la premiere condition impose des contraintes sur Zfoutes les regles du
systeme.

En combinant une approche par RPS et cette analyse du graphe, Giesl & Ohlebusch définissent les
notions de terminaison DP-simple et DP-quast simple [29]. Puisqu’elles utilisent les paires de dépendance,
ces notions tendent a faciliter 'automatisation des preuves en affaiblissant les contraintes.

Définition 55. — Un systéme fini R termine DP-simplement si pour chaque partie strictement fortement
connexe C du graphe de dépendance de R il existe un AFS P et un otrdre de simplification >¢ tel que :

1. llp >¢ rlp pour toute regle | = r € R,
2. slp >c tlp pour toute paire (s,t) € C,

3. slp >c tlp pour au moins une paire (s,t) € C.
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Définition 56. — Un systeme fini ? termine DP-guasi simplement si pour chaque partie strictement
fortement connexe C du graphe de dépendance de R il existe un AFS P et un préordre de simplification
>c tel que :

1. s >¢ t entraine Var(s) D Var(t) pour tous termes s et t,
2. l{p >¢ rlp pout toute regle | — r € R,
3. slp >¢ tlp pour toute paire (s,t) € C,

4. slp >c tlp pour au moins une paire (s, t) € C.

Remarque 11. — Les ordres pertinents appartiennent maintenant a une classe particuliere (et donc
réduite) d’ordres faiblement monotones. Le principe de terminaison DP-quasi simple ne constitue
donc pas un cadre d’étude général des comportements modulaires de la terminaison.

La terminaison DP-quasi simple montre un bon comportement dans le cas des unions disjointes
de systemes respectant certaines restrictions vis-a-vis de ’AFS.

Théoréme 15. (Giesl & Ohlebusch 98)
La terminaison DP-quasi simple est une propriété modulaire pour les unions disjointes de systemes
finis tels que pour PAFS P utilisé :

— Pour toute regle | — 7, ILp € X oualors [|p =1 p,
— Pour toute paire (S, t) sur une partie strictement fortement connexe, sl.p ¢ X ou alors slp =

tp.

Iexemple sutvant de Giesl & Ohlebusch [29] met par contre en évidence son comportement non
modulaire pour les unions a constructeurs partageés.

Exemple 22.

(@) = @ . Joglde) —
o {f(c(a:)) - f(z) e {9(6(«%’)) = ¢(g(b(c(2))))-

Ry et Ry terminent DP-quasi simplement dans la mesure o Ry ternune simplement et o il suffit de '’AFS
{b(z) — V'} et d’un RPO pour montrer la terminaison de Ry. 1] n'existe pourtant pas de préordre de simplification
> tel que :

fle(z)) > f(x) (issu de la seule paite sur un cycle), (L1)
fle(@)) = f(z), (12)
fo(z) = =, (I.3)
gld(z)) = g(x), (L.4)
g(c(z)) > c(g(blc()))). (I.5)

En effet, supposons qu’il existe un préordre de simplification respectant toutes ces contraintes et regardons le terme

~

f(c(g (c(x)))). On apar la premiere contrainte f(c(g (c(x)))) > f(g(c(x))) mais alors par (1.5) puis sous-terme

~ ~ ~ ~ ~

on déduit que [(g(c(x))) = f(e(g(b(c(2))))) = f(e(g(c(2)))) et done f(c(g(c(2)))) > fle(g(e(x))))
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ce qui est impossible. T/ faut done gu’il y ait une application d'un AFS® (disons P) avant la comparaison par le préordre
de simplification. Remarquons que le contre-exenmple précédent est toujours valable si les régles de cet AFS ne concernent
gue | ond.

L inégalité stricte (1.1) interdit a ¢ d'étre un symbole défini (utilement) dans P. On ne peut pas non plus élinziner le
seul argument de b sans perdre la condition d’inclusions d’ensembles de variables de la définition 56 pour la contrainte (1.3).
Largument de g doit aussi rester car (1.5) deviendrait g' > ¢(g') et linégalité stricte (1.1) serait compromise. Avec la

~

projection b(x) — x, on anrait par (1.5) g(c(x)) > c(g(c(x))) et par suite f(c(g(c(x)))) >j(c(g(c(x)))) ;

avec §(x) — x, (1.5) domnerait c(z) > c(b(c(x))) et done Fc(c(x))) > fle(z)) > Fle(b(c(z))) >
fc(e(x))). 17 nexiste pas non plus d’AFS convenable, ce systéme ne termine donc pas DP-guasi simplement.

Le cas innermost.

Il est possible de spécialiser ces résultats a la terminaison innermost afin d’en affaiblir les hypotheses
— la stratégie innermost étant un terrain tres favorable a Papproche par paires de dépendance — et
de les utiliser dans les cas ou la terminaison innermost des systemes entraine leur normalisation forte.

Afin de limiter les contraintes a un sous-ensemble seulement des regles, Arts & Giesl définissent la
notion de régle utilisable.

Définition 57. — Soit R un systéeme de récriture. Posons Ra(f) ={l = r € R|A(l) = f}.
I’ensemble Ug (t) des régles utilisables pour un terme ¢ est défini par :

Ur(z) = 0 pour z € X,
Ur(f(tr, .- 1)) = Ba(f) YU rer, () Urira (0 (1) U Ujz Urvry () (45)-

On définit en outre pour tout ensemble C de paires de dépendance de R:

Ur(C) = | Ur().

(s,t)ec

LLa contrainte de décroissance large des regles est maintenant limitée aux seules regles utilisables de
chaque partie strictement fortement connexe.

Théoréme 16. (Arts & Giesl 98)
Soit R un systéme de récriture. Si poutr chaque partie strictement fortement connexe C de son
graphe de dépendance il existe un préordre bien fondé, stable et faiblement monotone >¢ tel que :

1. [ >¢ r pour toute regle | — 1 € Ug(C),
2. s >¢ t pour toute paire (s,t) € C,
3. § >¢ t pour au moins une paire (s,t) € C,

Alors R termine pour la stratégie innermost.

SEt cet AFS ne doit pas se résumer a un renommage des symboles.
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1.2.6 Propriétés de la terminaison Cg¢

La terminaison Cg posséde de bonnes proptiétés quant aux unions de systemes. Elle est en
particulier modulaire pour les unions de systemes :

— Disjoints (Gramlich, Ohlebusch) [37,69],

— A branchement fini et constructeurs partagés (Gramlich) [37],

— A branchement fini et composables (Kurthara & Ohuchi) [52].

La restriction aux systemes a branchement fini est nécessaire dans le cas de systemes partageant
des constructeurs comme Iillustre 'exemple suivant da a Ohlebusch [69].

Exemple 23.
Constdérons les denx systémes :
filej,x) —  fim(z, o) G(r,y) — =
R, : filz,y) — = JEN et Ry : G(z,y) — vy |jEN
filz,y) — vy a — ¢

Ces deux systemes sont Cg fortement normalisants® mais leur union permet la réduction infinie :

filer,a) ?fz(a, a) ?;fQ(CQ, a) ?fg(a, a)—...

Dans la mesure ou le cas des unions de composables englobe celui des constructeurs partagés, cette
restriction est également impérative pour les systemes composables ainsi que dans toute extension plus
générale.

Nous nous restreindrons donc a ’étude des systémes a branchement fini.

Proposition 5. (Gramlich 94) [37]
Un systeme R fortement normalisant qui ne duplique pas ses vatiables termine Cg.

PREUVE. Soit #¢(t) le nombre d’occurrences du symbole G dans le terme ¢ et >4 un ordre tel
que s >4 tsi #a(s) >n #a(t) ou >y est lordre naturel sur N.
Toute téduction par [ U 7 fait décroitre strictement (Z#, —>;)|ex. O

Proposition 6. (Gramlich 94) [37]
Un systeme R projectif ND et fortement normalisant termine Cg.

PREUVE. Par contradiction. Supposons qu’il existe une réduction infinie par R U 7. Par hypothese
sur I? nous savons qu’il existe un terme o contenant au moins deux vatiables qui peut se réduire par R
en l'une et aussi en lautre. En remplacant chaque occurrence de G(, ) instanciée par une substitution
0 par a0 on obtient une réduction infinie ne faisant intervenir que des pas de R (pat simulation des
pas de ) ce qui est en contradiction avec la normalisation forte de R. u

Proposition 7. (Gramlich 94) [37]
Un systeme non dupliquant qui termine est Cg fortement normalisant.

*Nous verrons pourquoi a la proposition 8.
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Proposition 8. (Gramlich 94) [37]
Un systéeme R qui termine simplement est C¢ fortement normalisant.

De cette dernicre proposition, également vérifiée dans le cas des systemes a branchement mnfini,
on peut déduire que puisque les deux systemes de 'exemple 23 terminent simplement, ils sont en fait
C¢ fortement normalisants.

La terminaison DP-quasi simple est en fait déja plus forte que la terminaison Cg.

Proposition 9. (Ohlebusch 01)
Un systeme R fini termine DP-quasi simplement si et seulement si 2 U 7 termine DP-quasi
simplement.

On a donc implication de la terminaison Cg pat la terminaison DP-quasi simple. La réciproque
n’est pas vraie.

Exemple 24.
Oblebusch montre que le systeme R fortement normalisant suivant ne termine pas DP-quasi simgplement.

(9(x) — =
(¢) — ¢
fld,e,x) — f(g(d),z,d).

Putsqu’il est non dupliquant, il ternine pourtant Cg par la proposition 7.

Plus générale que les terminaisons simple et DP-quasi simple, la terminaison Cg n’est pas trop
restrictive en pratique. On peut remarquer a ce sujet que tous les systemes proposés par Arts &
Giesl comme illustration de la puissance des paires de dépendance sont C¢ fortement normalisants.
C’est pourquoi, plutot que nous limiter — comme au cours des travaux antérieurs — a I’étude de
classes particulieres d’extensions, nous choisissons d’étudier cette version plus forte de la notion de
terminaison qui, sans vraiment nous pénaliser, autorise de nouvelles approches des preuves.

La figure 1.3 résume les relations d’implication des différentes notions de terminaison.
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Terminaison

DP-quasi simple

DP-simple

FIG. 1.3. Relation entre les différentes notions de terminaison.
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Chapitre

Modules de récriture

Nous allons maintenant définir les modules de récriture et voir de quelle maniere ils permettent une
mise en évidence de la structure hiérarchique des systemes de récriture.

I1.1 Modules et extensions

D’un point de vue opérationnel, les modules sont des ensembles de nouveaux symboles accompa-
gnés des regles qui les définissent.

Définition 58. — Soit [?; un systeme de récriture sut une signature Fi. Un module étendant R, est un
couple [Fy | Ry tel que :

1. Fi N Fy = B (signatures disjointes) ;

2. Ry est un systeme de récriture sur Fy U Fo ;

3. Pour toute régle [ — 7 de Ry, A(l) € F.

11 est facile de voit que 1?1 U Ry est bien un systeme de técriture sur F; U Fy. On dit alors que
le systéme Ry U Ry sur Fy U Fy est une extension hiérarchique du systeme Ry(Fy) par le module [Fy | Ry,
extension notée :

Rl(j:l) — [.7:2 | RQ]

Remarque 12. — En considérant que la fleche associe vers la base de la hiérarchie, nous écrirons
parfois simplement [Fy | Ry| <— [Fi | R1] pour désigner (abusivement) Pextension de la hiérarchie
que [Fo | Ry] domine par le module [F; | Ry].

Les habituelles notions d’'unions peuvent se retrouver exprimées de facon directe en tant qu’ex-
tensions de modules. A cet effet on poseta quun module [Fy | Ry] étend [Fo | Ro)| indépendamment de
[F> | Ry si:

- ANF =0,

— [Fo | Ro] «— [Fi | Ri] et

= [Fo | Ro] «— [F2 | Ro]-

Une telle extension n’est autre qu’une #uion de systémes composables [52,62,63,70]. Nous parlerons ainsi
de Vunion disjointe Ry U Ry si [Fy | Ry] et [Fo | Ry] étendent [() | ()] indépendamment. Enfin, Punion
sera a constructenrs partagés si [Fy | Ry] et [Fy | Ry étendent indépendamment [Fy | 0].
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Les modules permettant de visualiser la structure hiérarchique des systémes, il peut étre plus oppor-
tun de les présenter sous forme graphique. Une extension Ry (F;) — [F2 | Rq] sera alors décrite par :

Fi
R,

!

F
Ry

Quant a une extension de Ry (Fy) par [Fi | Ri] indépendamment de [F; | Ra), elle sera représentée :

Fo
Ry

/N
Fi Fs
R, Ry

Remarque 13. — La symétrie de la représentation ne nous fait pas perdre d’information au niveau
hiérarchique puisque par définition les modules sont indépendants.

Exemple 25.

Constdérons un systeme calculant I'addition et la multiplication dans Iarithmétique de Peano.

F = {50+, x}

z+0 — T
R r+s(y) — s(x+y)
x %X 0 — 0

rxs(y) — z+(rxy).

Une fagon naturelle (en tout cas pour un programmenr) de comprendre ce systéme est de considérer 'addition batie sur
les constructenrs s et O et la multiplication définie a partir de l'addition et des constructenrs. Cette vision du systéme,
replacée dans le formalisme des modules, consiste a introduire le symbole + et les régles qui le définissent puis X et les

régles de multiplication. On peut ainsi obtentr le découpage de la figure 11.1.

Différentes expressions de la hiérarchie sont cependant possibles. Remarquons en particulier que
tout systtme R(JF) peut étre considéré comme une extension du systéme vide sur les constructeurs
pat le module constitué des symboles définis avec Zoutes les regles de R.

II.2 Décomposition en modules

Un systeme de récriture peut toujours étre soumis a I'étude comme une certaine hiérarchie de
modules qui sera utilisée telle quelle. Il existe toutefois une représentation canonique : les systemes
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j:O = {870} ;;0

Ry 0 ’0

.7:1 = {+} .7:1
x40 —

: R

Ry { r+s(y) — s(x+y) !

F, = {x} ‘
{ii(s)(y) :>> ?S-i-(ny) g

Ry

FIG. I1.1. Découpage en modules d’un systeme d’addition & multiplication.

peuvent en effet étre automatiquement présentés en tant qu’extensions de modules wzznimanx, c’est-a-
dire qui ne peuvent étre vus eux-mémes comme extensions de systémes non vides.
Y
Ce découpage d’un systeme R(F), basé sur une représentation en graphe de relations de « dépen-
1 , ,
dance » entre les symboles’, est effectué en deux étapes.

1. On construit un graphe G dont les sommets sont les symboles de F et tel qu’il existe un arc
d’un sommet 2 a un sommet ¥ si et seulement s’il y a une regle | — r € R telle que

— y apparait dans [ ou dans r;

2. On assemble en « paquets » les symboles des patties fortement connexes de G (voir déf. 54),
C’est-a-dire tous les symboles f et g tels que

—*getg—"f.
fggeggf

Il reste a construire les modules a partir de ces paquets de symboles, ce qui est facilement réalisé
en joignant pour chacun d’entre eux les reégles dans lesquelles il est en téte du membre gauche. La
hiérarchie des modules est alots lisible sut le graphe G.

Remarquons qu’il n’y a pas de cycle dans la hiérarchie obtenue puisque les symboles définis de
maniére mutuellement récursive apparaissent dans les meémes paquets et donc, a terme, dans les mémes
modules. Cette décomposition est clairement unique.

Remarque 14. — 11 est toujours possible de rassembler a des fins de clarté les symboles non définis
pouvant étre joints a partir des mémes paquets.

La décomposition présentée figure II.1 est en particulier minimale en tenant compte de la re-
marque 14.

1 s’agit formellement d’une dépendance syntaxique entre les symboles de fonctions (définis) et les symboles présents
dans la définition des premiers.
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Chapitre 1

Terminaison et modules

Nous disposons a présent d’un cadre d’étude des systemes permettant de tirer profit de leur
structure hiérarchique. Afin de nous concentrer sur la terminaison tout respectant notre politique
affichée : restriction sur la notion de terminaison plutot que sut les extensions, il nous faut disposer
d’ordres permettant de cerner au mieux la terminaison Cg. Nous introduisons donc la notion d’ordres
-extensibles.

Il reste a développer une approche de preuve de terminaison. Les paires de dépendance relatives que
nous proposons section III.2 vont en fait concentrer les avantages respectifs de la représentation
hiérarchique en modules et de C¢ grace a I'utilisation des otrdres T-extensibles. Nous serons alots préts
a aborder les preuves de facon incrémentale.

Rappelons que pour toute signatute F on a foujours dans la suite G & F.

IT1.1 Otrdres m-extensibles

IT1.1.1 Des ordres pour C¢

Définition 59. — Nous dirons d’un ordre sur les termes (>, >) sur T'(F, X) quil est m-extensible s’il
existe un ordre de réduction (>', >') sur T'(F U {G : 2}, X) tel que :

1. La restriction de (>',>") a T(F, X) est exactement (>, >);

2. G(s,t) = setG(s,t) = tpourtous settdeT(FU{G : 2}, X).
Un (', >') idoine sera désigné comme ordre associé a (=, > ).

Un ordre m-extensible est fortement T-extensible si lui-méme et un ordre associé sont tous deux
strictement monotones. Dans le cas contraire nous parlerons d’ordre fazblenent T -extensible.

Ainsi définis, les ordres m-extensibles remplissent bien la tache pour laquelle ils sont congus.

Théoreme 17.
Si (=, >) est un ordre m-extensible strictement monotone et si, pour toute régle [ — r dun
systeme de réctitute R, [ > 7, alots R est C¢ fortement normalisant.

II1.1.2 Construction des ordres m-extensibles

Les ordres m-extensibles existent! En effet tout ordre de simplification est m-extensible, en parti-
culier RPO et les ordres induits par interprétations polynomiales conviennent. Nous proposons dans
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la suite quelques combinaisons d’ordres m-extensibles permettant d’en obtenir de nouveaux.

Proposition 10.

Si (>1, >1) est un ordre fortement T-extensible et si (=2, ) est m-extensible, alors leur compo-
sition lexicographique ((=1,>1), (>2, >=2))iex est T-extensible.

En outre, si (=9, >2) est lui-méme fortement T-extensible, alors ((>1,>1), (=2, >2))es est
également fortement T-extensible.

PREUVE. Il nous faut trouver un ordre (', >") qui satisfait les deux conditions de la définition 59.
Supposons que (=, =), strictement monotone, et (=5, >=5) sont des ordres associés respectivement
a (=1,>1) et (=2, >2). On peut alors vérifier que (=',>") = ((=1,>"), (=5, >5))iex convient, la
monotonie stricte de (=, =) entrainant la (faible) monotonie de la composition.

11 faut vérifier trois choses :

1. ’orientation correcte de G/(s,t) et s pour tous s et

2. L’orientation correcte de G(s, ) et t pour tous S et t;

3. 1 égalité de la restriction a T'(F, X) de (*',>") et de ((=1,>1), (>2, >2))1ez-

e G(s,t) =’ s. En effet, de trois choses 'une, ou bien G(s,t) >/ s, ou bien G(s,t) =} s et
G(s,t) >4 s, oubien G(s,t) =} s et G(s,t) =, s. Dans tous ces cas, par définition de la
composition lexicographique, on a G(s,t) =’ s.

e ((s,t) = t. Similaire au cas précédent.

o (~, >‘,)|T(]-"X) C ((=1,>1), (>=2,>2))1ez- Détaillons le cas s =’ ¢ pour s et ¢ termes de
T(F,X) :soit s > t et par hypothése s =1 ¢; soit s =] ¢ et il reste deux cas 1) § >4 ¢ mais
alors par hypothese s =3 t et 2) s > t mais alors par hypothese s = t, c.q.f.d.

o (X', ="rEx) 2 (=1, 1), (=2, >2))1es- Immédiat.

Un raisonnement similaire permet de traiter le cas >. O

A D'star des compositions lexicographiques, les RPS permettent aussi de construire des ordres
m-extensibles.

Proposition 11.
Si (=1, >1) est un ordre m-extensible et si P est un RPS sur F tel que G ¢ F, alors (=, =) défini
pat s = t (resp. >) si et seulement si S|p =1 tlp (tesp. 1) est T-extensible.

PREUVE. Il nous faut de nouveau trouver un ordre (=, =) satisfaisant les deux conditions de la
définition 59. Supposons que (=, =) est un ordre associé a (=1, >1), alors (>', >') définipar s =’ ¢
(tesp. >') si et seulement si s|p = tlp (tesp. >}) convient.
Vérifions dans un premier temps 'orientation correcte des régles de 7. Puisque G(slp,tlp) =
sl p par m-extensibilité de > nous avons bien par définition G(s,1) >’ s. Le méme raisonnement
tient pour la comparaison a t.
1 reste 2 montrer que (=, >=')|px x) = (=, >).
o (X', >")|rFx) € (=,>).Sis ="t nous avons slp =} tlp. Or G & F donc s et t sont des
termes de T'(F, X). Par m-extensibilité de > nous déduisons alors s|p > tlp c’est-a-dire
s >t

o (X', >")rrx) 2 (=,>).Sis = talors puisque G € F, s et t sont des termes de T'(F, X).
Ainsi slp =1 tlp dou s|p = tlp ce qui par définition signifie s =’ t.

Un raisonnement similaire permet de traiter le cas >. O
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III1.2 Paires de dépendance de modules

Maintenant que sont posées les bases de notre approche modulaire, nous voila préts a l'utiliser
pour prouver la terminaison des systemes.

La plupart des méthodes utilisent implicitement une notion de rang de termes, c’est-a-dire un
indice sur la facon dont les différentes signatures en jeu sont entrelacées au sein du terme. Dans notre
formalisme, ces signatures figurent déja chacune dans différents modules de la hiérarchie. On aimerait
donc retrouver I'information d’entrelacement des 'examen de la structure hiérarchique du systeme
considéré.

Nous allons définir dans cette section les paires de dépendance relatives, concernant les modules, avec
deux motivations : tout d’abord inclure 'information d’entrelacement dans une sélection de sous-
termes pertinents, ensuite, au cours d’une conduite incrémentale de la preuve, écarter de celle-ci les
symboles qui n’interviennent pas au niveau considéré.

Définition 60. — Considérons Pextension hiérarchique Ri(F;) <— [Fa | Ra]. Pour toute régle
[ = 1 € Ry, une paire ([, ") our’ est un sous-terme de 7 tel que A(1') € Fy est une paire de dépendance
du module [Fy | Rs).

Nous noterons DP(M) P'ensemble de toutes les paires de dépendance du module M

Exemple 26.
Lensemble des paires de dépendance du module définissant la multiplication de I'excemple 25 est réduit a une seule

paire :
DP([F [ Ru]) : { (z % s(y),z xy) }.

On peut remarguer qgue, contrairement a ce qui serait fait dans l'approche non modulaire d’Arts & Giesl,
(x x s(y), (x X y) + x) n'est pas considérée comme une paire de dépendance.

LLa définition de paires de dépendance avec symboles marqués est tout a fait similaire.

Définition 61. — Considérons Iextension hiérarchique Ri(F;) <— [F2 | Rz]. Pour toute régle

[ = r € Ry, une paire (l\, ') ot r’ est un sous-terme de 7 tel que A(r') = f avec f € F, est une paire
de dépendance (marquée) du module [ Fy | Ra).

Sauf mention du contraire, nous ne considérerons dans la suite que des paires avec symboles
marqués. En Pabsence d’ambiguité, nous utiliserons en particulier la notation DP(M) pour désigner
Pensemble de toutes les paires de dépendance marquées du module M.

IVexemple 26 devient :

Exemple 27.
Lensemble des paires de dépendance marquées du module définissant la multiplication de I'excenple 25 est réduit a
une seule paire :

DP([F, | R.]) : { (xXxs(y),zxy) }.

Remarque 15. — Dans le cas d’un systeme R vu comme une extension des constructeurs par le
module des regles et symboles définis, les paires de dépendance relatives sont exactement les paires de
dépendance au sens d’Arts & Giesl.
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Définition 62. — Une chaine de dépendance d’un module [F | R sur un systtme R' (avec R C R') est une
séquence de paires . .. (s;,t;) ... ((sj,t;) € DP([F | R])) munie d’une substitution ¢ telle que pour
tout couple (siyti), (Sit1,tiv1) de paires successives, on a :

#A*
tio— Si110.
RI

Nous considérerons dans toute la suite des chailnes de dépendance mznimales, au sens ou tout
sous-terme propre d’une o-instance des membres gauches est fortement normalisable par R’
On peut tout 2 fait exprimer la Cg terminaison en termes de chaines de dépendance de modules.

Proposition 12.
Un systeme de récriture R(F) est Cg fortement normalisant si et seulement s’il nexiste aucune
chaine infinie de [F | R] sur R U .

PREUVE. Puisque G n’appattient pas a F et que les membres droits de 7 sont des vatiables,
DP(RU ) = DP(R) et on peut alors prouver la terminaison Cg¢ de R en utilisant la remarque 15. O

On peut tirer de cette remarque un moyen de tester la terminaison.

Corollaire.
Si (=, >) est un ordre (faiblement) T-extensible tel que :

1. [ = r pour toute regle | = r € R,
2. s > t pour toute paire (s,t) € DP(R),

Alors R est Cg fortement normalisable.



Chapitre IV

Preuves incrémentales

Disposant désormais d’un schéma hiérarchique, les modules, et d'un moyen syntaxique de preuve
de terminaison dans ce formalisme, les paires de dépendance relatives, nous pouvons nous consacrer
a la conduite incrémentale des preuves de terminaison des systemes de récriture généraux.

Nous ¢étudions d’abord les extensions d’un systeme par un seul module, puis le cas ou un module
étend un systeme indépendamment d’un autre. Le cas général n’est en effet qu'une combinaison de ces
deux schémas.

IV.1 Un module pour un systéme

I’extension d’un systeme par un seul module est, si 'on peut dire, le cas de base ; une extension
hiérarchique entre typiquement dans ce cadre.

Théoréme 18.
Soit [Fy | Ry] <— [F2 | R2] une extension hiérarchique de Ry (Fy).

1. Si Ry est Cg¢ fortement normalisant,
2. S’il wexiste pas de chaine infinie de [Fy | Rp] sur Ry U Ra,

Alors R U Ry est fortement normalisant.

PREUVE. Par contradiction. Nous allons supposer qu’il existe une chaine de dépendance infinie de
Ry U Ry et montrer que nous pouvons alots conclure :

— Soit a lexistence d’une chaine infinie de [Fy | Ry] sur Ry U Ry, contredisant la deuxiéme
hypothese ;

— Soit a la non-terminaison C¢ de Iy qui contredit cette fois la premicre prémisse du théoreme 18.

Supposons que R1 U Ry ne termine pas. Il existe alors une chaine infinie de [F; U F | Ry U Ry sur
R, UR; (les symboles marqués n’apparaissent qu’en téte). Parmi les paires de DP([F; U Fo | Ry U Ry))
on trouve :

@ Les paires de [F; | Ry];
@ Les paires de [F, | Ry ;

® Enfin les paires « hybrides » c’est-a-dire les paires (l\, r ) telles que | — 7 € Ry et 1’ est un
sous-terme de 7 dont le symbole de téte A(r’) appartient a Fj.
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En ce qui concerne les deux premiers cas nous disposons d’informations dues en particulier aux
hypotheses. Afin d’éviter le dernier cas, nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 7.

Soient R1 un TRS sur .7:1 et [.7:2 | RQ] un module tel que [.7:1 | Rl] — [.7:2 | RQ]

Alors pour toute paire (u1,v1) € DP(R;) et toute paire (ug, v9) de [Fy | Ry] il nexiste pas de
substitution o telle que :

#A*
V10 — U9O0.

PREUVE. Puisque A(up0) = A(ug) € Ty et A(vio) = A(vy) € F1, on a forcément A(ug) #
A(’Ul). O

Ce lemme nous apprend que les paires 2) et 3 ne peuvent suivre que des Q) et que les paires @ ne
peuvent succéder qu’a celles des genres @ et 3. Nous nous trouvons donc face a trois possibilités : la
chaine de dépendance ne contient

1. Que des paires @), c’est-a-dire du module [F; | R2] ou
2. Que des paires @, cest-a-dire du module [F; | R;] ou encore

3. Qu’un nombre fini (éventuellement nul) de paires @ suivies d’uzne seule paire 3 puzs d’'une infinité

de paires @.

e Premier cas : Pexistence d’une chaine infinie de [Fy | Ry] sur Ry U Ry contredit directement la
deuxieme hypothese du théoreme 18.

e Cas 2 & 3 : dans ces deux cas il y a une chaine infinie de [F; | Ry] sur Ry U Rs. Nous allons
montrer dans la suite que cette chaine peut étre transformée en une chaine de [F; | R] sur
Ry U 7. Ce faisant, nous obtiendrons une chaine infinie de [F; | Ry] sur Ry U 7, c’est-a-dire
une chaine infinie de [F; U {G'} | Ry U 7] sur Ry U T qui contredit la premiére hypothése du
théoreme, a savoir que R est C¢ fortement normalisant.

Nous nous servons dans cette preuve, ainsi que dans celle du théoreme 19 (section IV.2), d’un
résultat plus général présenté comme un lemme technique clef, le lemme 8. Sa démonstration
fournit un moyen d’obtenir la transformation désirée.

Lemme 8.
Soient S et Sy deux systémes de récriture sur une signature F. Soit S un TRS sur F; U Fy
tel que :

— .7: 1 N .7:2 = (Z);

— Pour toute régle | — r € S3, A(l) € Fo.

Alors d’une chaine infinie minimale de [F; | Sa] sur S; U Sp U Ss, il est possible d’obtenir une
chaine infinie de [F; | Sa] sur S1 U Se UT comportant la méme séquence de paires mais munie
d’une nouvelle substitution ainsi que de nouveaux pas de récriture.

Ce qui reste de la preuve du théoreme 18 consiste essentiellement a appliquer le lemme 8 en prenant
R, = S; = Sy et Ry = S3. Nous pouvons ainsi construire pour toute chaine de dépendance infinie de
[F1 | R1] sur Ry U Ry une chaine correspondante de [F; | R;] sur Ry U 7, Cest-a-dire une chaine de
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dépendance infinie de 21 U 7. Dans la mesute ou nous avons supposé R Cs fortement normalisant,
ce résultat contredit les hypotheses. Le théoreme 18 est prouvé. O

Preuve du lemme 8

Nous sommes amenés pour cette preuve a interpréter les termes de facon similaire a ce qui fut
proposé par B. Gramlich en 1991 et 1994 [36,37] (cf. remarque 17, page 76).
L’ensemble des termes infinis sur une signature F et un ensemble de variable X est désigné par

To(F, X).
Définition 63. — Posons S = S| U Sy U S3; soit > un ordre arbitraire mais Zofal sur T, (5:\1 U
{G:2}u{L:0},X).

Linterprétation I(z) : T(F; U Fo, X) = Too(Fr U{G : 2} U{L : 0}, X) est définie par :

I(z) = zsiz€e X, N
_ fUI(ty) ... I(ty)) si f € F,
It ta)) = { Comb(Red(f(t1...t,))) si f € Fo,

Ou

Red(t) = {I(t)/tmt},
Comb()) = L1,
Comb({a}UFE) = G(a,Comb(E)) oupourtoute € F,a < e).

Red(t) représente ensemble F des interprétations des réduits en un pas de ¢. Afin de lever toute
ambiguité sur la construction de 'arbre Comb(E) a partir de 'ensemble F qui, par définition, n’est pas
ordonné, il est nécessaire d’imposer un ordre > total sur /' déterminant une stratégie de construction.

G
\G\
Uy T~
Uz
Uk

F1G. TV.1. Structure des termes interprétés.

Remarque 16. — L’arbre de combinaison des termes prend Papparence d’'un « peigne a gauche ».
Comme illustré par la figure TV.1, Vinterprétation d’un terme t = f(t1,... ,t,) avec f € Fy est en
fait une séquence d’'interprétations (les « dents » du peigne) de ses réduits en un pas, les u; étant les
éléments de Red(t).

Puisque les dents sont elles-mémes des interprétations, il est possible d’atteindre chacune d’entre

elles a ’aide d’une réduction —* — idoine.
T T
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I1 nous faut encore quelques lemmes pour nous assurer du bon comportement de notre interpré-
tation.

Pour une substitution 0 nous désignerons par /(o) la substitution 0’ telle que xo' = I(x0) pour
toute variable .

Lemme 9. e
Pour tout t € T'(F;, X) et toute substitution o,

I(to) =tI(o).

PREUVE. Par induction sur la structure de . O
Lemme 10. e
Pour tous t1, ... , t, de T(F; U Fa, X) et pour tout contexte C' sur Fy a n trous,

I(Clth,... ,t]) = ClI(t1), ... . I(t,)].

PREUVE. Par induction sur la structure de C. O

Lemme 11.
Pour tout terme ¢ fortement normalisable par S1 U Sy U S3, I(t) est un terme fini.

PREUVE. Immédiat puisque nous nous sommes trestreints aux systemes a branchement fini. [

Lemme 12, A
Pour tous s et t de T'(F; U Fy, X) et toute régle [ — r € S; U Sy,

Si s 2+t alors I(s) — I(t).
l—r S1USUT

—_——~ +
En outre, si p # A et A(s) € Fj alors I(s) % I(t).
1 2UT
PREUVE. On distingue deux cas suivant appartenance des symboles susceptibles d’apparaitre sur

le chemin reliant A a p.

1. Sl y a seulement des symboles de Fj alors s = C[sy,... ,l0,...,sy], |, = 0 et C estun
contexte a N trous sur F;. On a:

I(s) I(C[s1,...,loy...,s,])
Cl(s1),...,I(lo),... ,I(sp)] (lemme 10)
= COl(s1),.- ,U(9),. ., I(sy)] (emme 9)
51352 C[I(s1),...,rI(0),... ,1(sn)] (ypothese)
Cl(s1),...,I(ro),... ,I(s,)] lemme 9)
= I(C[s1,...,70,...,5])
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2. Sides symboles de F; interviennent, alors il existe un plus petit p’ < p (pour Pordre préfixe) tel
que A(s|,) appartienne a Fy. Nous pouvons derechef supposer (sans perte de généralité) que
s = C[s1,...,5,...,8,] ou C est un contexte a n trous (ou bien vide) sur Fi, p = p'q et
S|y = s avec s’ = C'[lo] mo'[ra] =t.Ona:

I(s) = I(C[s1,...,8 ..., 84])
= ClI(s1),...,1(s"),...,I(s,)] lemme 10).

D’apreés la définition 63, I(s") = Comb(Red(s')). Or

', =lo ——ro.
S1US>

Par définition de Red, on déduit alors que I(ro) € Red(lo). I(t') est donc un sous-terme de
I(s") et

Finalement,

Lemme 13. e
Pour tous s et t de T'(Fy U Fy, X), Si s Siﬂf alors I(s) —t I(t).
3

™

) o~ AT
De plus, si A(s) € F alors I(s) — I(t).

™

PREUVE. Tout a fait similaire a la preuve du lemme 12, cas 2. O

Nous pouvons a présent passer a la preuve du lemme 8.

PREUVE. Soit (u1, v1), (U2, v2), .. . une chaine de dépendance de [F; | Sa] sur .Sy USs U S5 munie
d’une substitution ¢. Soit ¢’ la substitution telle que pour tout x, xo' = I(z0).

Dans la mesure ou la chaine considérée est minimale, la substitution o est fortement normalisable,
le lemme 11 garantit alots que 0’ ne substitue que des termes finis.

Nous allons montrer que (u1, V1), (Ug, V), ... munie de o’ est une chalne de [F; | Sy] sur
51 U SQ Um.

Pour ce faire, il nous faut prouver que pour tout 7,

# *

A
UiOJ —_— UZ'+1OJ.
S1USUT

Nous savons que

#A
V;0 ——— U;j410.
S1US2USs
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1 p L. .
Considérons un pas s mt de cette dérivation. Puisque
1US2US53

A(s) = A(t) = Alv;) = Auis) €

Alors du lemme 13 ou, le cas échéant, du lemme 12 nous déduisons

Nous pouvons reconstituer la séquence en juxtaposant les pas afin d’obtenir

T(ws0) =22 T(usar0).
! S1USUT vt

Dans la mesure ou I (v;0) = v;0" et I(u;110) = ;110" le lemme 9 nous permet de conclure. O

Corollaires

En considérant Pextension du systéme Ry par le module [Fo U {G : 2} | Ry U 7] et en appliquant
le théoreme 18 on obtient comme corollaire une condition suffisante pour garantir la composabilité
de la terminaison Cs.

Corollaire 18-1.
Soit [Fi | Ry] «— [F2 | Ra] une extension hiérarchique de Ry (Fy).

1. Si Ry est Cg¢ fortement normalisant,
2. S’il wexiste pas de chaine infinie de [Fy | Rp] sur Ry U Ry U T,
Alors R; U Ry est Ce fortement normalisant.
Enfin ces résultats sont rendus effectifs grace a I'utilisation d’ordres idoines.
Corollaire 18-2.
Soit [Fi | Ry] <— [F2 | Ra] une extension hiérarchique de Ry (Fy).
1. Si Ry est Cg fortement normalisant ;
2. S’il existe un ordre de réduction faible (resp. faiblement m-extensible) (>, ) tel que :
— RiURy C > et
— DP([72 | Ra]) € -,
Alots Ry U Ry est fortement normalisant (tesp. Cg fortement normalisant).
PREUVE. Par contradiction. Supposons qu’il existe une chalne infinie, puisque la mesure de
complexité décroit largement pour chaque pas de récriture et strictement a chaque paire de dépendance,

il existe une séquence d’éléments strictement décroissante pour (>, ) ce qui est en contradiction avec
I’hypothese précisant que cet ordre est bien fondé. O

Remarque 17. — Comparaison avec Pinterprétation de B. Gramlich.

Notre interprétation des termes est assez proche de 'abstraction @ utilisée pat B. Gramlich en 1991
et 1994 [36,37]. Elle s’en distingue cependant principalement par la définition de I'ensemble Red(?).
Nous considérons en effet Zous les réduits en un pas de t alors que la fonction SUCC7! (t) apparaissant
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dans ® sélectionne parmi les réduits par — (on consideére alors la cloture transitive et non la réduction
en un pas) ceux dont /& symbole a la racine est dans F .

Les conséquences de ces différences portent sur la taille des termes interprétés (plus importante
dans notre cas) mais ont aussi une influence sur la preuve : je conjecture en effet qu’il est possible de
montret (plus difficilement) grace a ¢ des lemmes proches des lemmes 12 et 13, a ceci ptes que les
interprétations des deux termes s et ¢ peuvent, en raison de la prise en compte de réductions en plus
d’un pas, étre identiques ; on aurait alors en conclusion

*
20 s 2

Plutot que

P(s) ———1 B(t).

S1USsUm

Remarquons toutefois que méme apres ce changement ces lemmes permettent toujours de prouver les
théoremes 18 et 19.

IV.2 Deux modules indépendants pour un systéme

Avec une extension d’un méme systéme par deux modules, nous arrivons au cceur de la nature
modulaire de la preuve. Tout d’abord parce qu’extensions hiérarchiques et unions de composables
permettent ensemble de décrire le cas hiérarchique général, mais aussi parce qu’il faut éviter de
compliquer les preuves avec des contraintes venues de regles inopportunes.

Théoreme 19.
Soit [Fy | R1] +— [F2 | R2] une extension hiérarchique de Ry (F7), soit [F3 | R3] un module
étendant Iy indépendamment de Rs.
1. Si Ry U Ry est Cg fortement normalisant,
2. S’il wexiste pas de chaine infinie de [F3 | R3] sur Ry U Ry U T,
Alors Ry U Ry U R3 est Cg fortement normalisant.

PREUVE. Supposons qu’il existe une chaine de dépendance infinie de Ry U Ry U R3 U 7. Nous
allons montrer que dans ce cas, nous pouvons conclure soit a la non-terminaison C¢ de Ry U Ry
qui contredit la premiére hypothése, soit a Iexistence d’une chaine infinie du module [F3 | R3] sur
R, U R3 U 7 contredisant cette fois la deuxieme hypothese.

Par définition des extensions hiérarchiques et a I'aide du lemme 7, nous savons que les chaines de

R1UR2UR3U7TSOIlt
— Soit des chaines de [F3 | Rs];
— Soit des chaines de [F; UF, | Ry U Ry] sur Ry U Ry, UR3UT =R,

— Soit des chaines constituées d’un nombre fizi de paires de [F3 | R3], puis d’une seule paire hybride
(3\,?) telle que A(s) € Fj et A(t) € Fy U Fy, enfin d’une chaine de [F; U Fy | Ry U Ry sur
R1UR2UR3U7T:R.

Il suffit donc de montrer la finitude des chaines de [F3 | R3] sur R et des chaines de
[.7:1U.7:2|R1UR2]SUIR.
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— Il n’existe pas de chaine infinie de [F3 | R3] sur R. En effet, dans le cas contraire, en appliquant
le lemme 8 avec

_Slles
—52:R3U7T,
- S?)ZRQ;

- Fi=F U.'/_"g, et Fo = .'/_"2,
Nous pourrions construire a partir d’une chaine infinie de [F3 | R3] sur R une chaine infinie de

[F3 | R3] sur Ry U R3 U T, or ces chaines sont toutes finies par hypothése.

— Tl wexiste pas de chaine infinie de [Fy U F» | Ry U Ry sur R. En effet, dans le cas contraire, en
appliquant le lemme 8 avec

_51:®3
—52:R1UR26t
—53:R3U7T,

Nous poutrions construire a partir d’'une chaine infinie de [F; U Fy | Ry U Ry] sur R une chaine
infinie de [F; U Fy | Ry U Ry| sur Ry UR,UT, or ces chaines ne peuvent étre que finies puisque,
pat hypotheése, Ry U Ry est C¢ fortement normalisant.

R, U Ry U Ry est donc Cg fortement normalisant. O

Remarque 18. — Parmi les hypotheses du théoreme 19, aucune ne lie 1?5 et [73. C’est 1a un point
crucial : ne pas avoir de conditions sut Ry et R3 garantit en effet une conduite de preuve réellement
incrémentale.

Remarquons en outre que Phypothese de terminaison Ce de Ry U Ry ne peut étre allégée : nous
pourtions alors retrouver le contre-exemple de Toyama en choisissant

- Ry =0,
= Ry = {f(0,1,2) = f(r,2,2)} et
— R3:7T.

Corollaires

La proposition 12 permet d’obtenir en corollaire du théoreme 19 un précédent résultat de Kurihara
& Ohuchi [52] : 1a terminaison C¢ est une proptiété modulaite pour les unions de systémes composables.
Nous disposons enfin d’'un moyen simple d’utiliser le théoreme 19 a 'aide des ordres m-extensibles.

Corollaire 19-1.
Soit [Fy | R1| <— [F2 | R2] une extension hiérarchique de Ry (F}), soit [F3 | R3] un module
étendant Iy indépendamment de Ro.
1. Si Ry U Ry est Cg fortement normalisant ;
2. S’il existe un ordre faiblement 7-extensible (>, >) tel que :
- RiUR3 Cr,
~ DP(F | By)) C

Alors Ry U Ry U R3 est Cg fortement normalisant.
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IV.3 Exemple complet

Nous proposons maintenant un exemple complet de preuve incrémentale en utilisant nos résultats.
Afin de ne pas surcharger les interprétations, nous utilisons exceptionnellement ici des paires de
dépendance non marquées.

Considérons un systeme R sur une signature Fry = {# : comstante ; 0, 1 : suffixes unaires} décrivant
les entiers codés en binaire.

Fn A# : constante ;1,0 : unaires}

Nous pouvons vouloir effectuer des opérations arithmétiques sur ces entiers. Définissons par

exemple I'addition grace au module [Fy | Ry]:

Fo A+ : infixe binaire}

(z+# — =
#4+rxr — x
R 20490 — (z+y)0
+ 204+yl = (z+y)l
zl14+y0 — (z+y)l
| z14+yl — ((z+y)+#1)0.

La terminaison de iy U Ry est prouvée a I'aide de paires de dépendance et d’une interprétation
polynomiale.

(x0 + 90,z +y) ; [#] =

(0 +yl,z +y); [[O]](:v):,x+1
DP([j:Jr | R+]): (x1+y0,x+y>, [[1]](37) ZSE+1,

(1 +yl,x+y); [[+]]:1:,y):x—;—y

(1 +yl, (z +y) + #1))

Pour 'ordre induit par cette interprétation, les paires de DP([Fy | Ry]) décroissent strictement et les
regles de Ry U Ry U m décroissent largement. Le corollaite 18-2, nous permet alots de conclure sur
la terminaison C¢ de Ry U R,

Nous pouvons aussi désirer soustraire.

F_ A= : infixe binaire}

(s —# — =
#-—r - #
R 20—y0 — (x—y)0
N zl—yl — (x—1y)0
zl—y0 — (x—y)l
[ 20—yl — ((z —y) —#1)1.

Les paires de dépendance relatives ainsi qu’une interprétation polynomiale permettent ici aussi de
montrer que [y U R_ termine Cg. En effet, pout

[#] =0,
[0](z) =z +1,
[[]](x)—x+1
1, 9) =
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Les paires de dépendance de [F_ | R_] décroissent strictement tandis que les régles de Ry U R_
décroissent largement. Nous pouvons déduite du corollaire 19-1 que Ry U R_ U R est C¢ fortement
normalisant.

Fn
Ry

F_
R_

FIG. IV.2. Indépendance de [F | Ry] et [F_ | R_].
La preuve de terminaison de I'union utilise la terminaison
Ce de [F4 | Ry] sans que ce module intervienne dans les
contraintes d’ordre.

Pour maintenant comparer ces entlers entre eux, il nous faut des opérateurs booléens. Ajoutons
donc un module [Fgool | RBool]-

Frool {true, false : constantes ; = : unaire ; N\ : infixce binaire ; if - ternaire}

( —(true) —  false
—(false) —  true

R x A true —
Bool x N false —  false

if (true, x,y) — =«

| if (false,z,y) — y.

Ce systeme n’a pas de paires de dépendance et donc termine Cg.
Nous pouvons alors définir une comparaison dans le module [fge | Rge] qui étend Ry et Rpool.

Foe Age: binaire}
(

ge(z0,y0) — ge(x,y)
ge(r0,y1) — —ge(y,z)
ge(r1,y0) — ge(z,y)

Ry § ge(zl,yl) — ge(w,y)
ge(z,#) — true
ge(#,20) — ge(#,2)
L ge(#,21) —  false.

La terminaison de 2y U Rpool U R, est directement montrée en utilisant RPO avec pour précédence :
{ge > — > (true, false) }. Puisque RPO est un ordre de simplification, il est m-extensible. I.’union est
donc C¢ fortement normalisante par le théoreme 17. Nous pouvons alors appliquer le théoréme 19 et
ainsi obtenir que Ry U Rpool U Ry U Ry U R_ est Ce fortement normalisant.
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j:BooI fN
RBooI RN

L

.’F'

ge

R

gc

FIG. IV.3. Indépendance des opérations arithmétiques et des comparaisons.

Ajoutons une nouvelle fonction sur les entiers : le logarithme de base 2, arrondi par défaut. Il est
techniquement plus facile de définir tout d’abord un Log’ tel que Log'(x) = Log(z) + 1 avec pour
convention Log'(0) = 0.

Frog {Log" : unaire}
Log'(#) — #
Riog Log'(z1) — Log'(z) + #1
Log'(z0) — if(ge(x,#1), Log'(x) + #1,#).

On utilise de nouveau les paires de dépendance et une interprétation polynomiale.

| (Log'(x1), Log'(x)) ;
DP([Frog | Riog]) : { <Lo§’(:c0),L0§'($)> }

En considérant Pordre induit par Pinterprétation déja utilisée pour Ry U R a laquelle on ajoute

[false] = 0, [true] = 0, [-](z) =0,
[gel(z) =0, [if)(z,y,2) =y + 2, [Nz, y) = =,
[Log](z) = =,

Les paires de dépendance relatives décroissent strictement alots que les régles de Ry U Ry U Rpool U
R, UR;,y décroissent largement. Nous pouvons alors prouver, grace au corollaire 19-1, la terminaison

Ce de Ry U Ry U Rpool U Rge U RLOg/ UR_.
Il reste a corriger le calcul du logarithme :

Frog {Log : unaire}
Ryoq {Log(:]:) —  Log'(x) — #1.

Puisque Va Tog | R;{Og] n’a pas de paire de dépendance, en appliquant le théoreme 19 nous obtenons la
terminaison Ce de Ry U Ry U R_ U Rpool U Rye U Ryopr U Ry

Si nous souhaitons maintenant travailler sur des arbres binaires d’entiers, il nous suffit de définir
un module [Frree | Rree] adéquat étendant Ry :

Friee {L,Val : unaires; N : ternaire}

Val(L(x)) — T
Ttrvee {Va/(./\/(x,l,r) — T

Ce systeme n’a pas de paires de dépendance.



82 Chapitre IV. Preuves incrémentales

Tester si un arbre est un arbre binaire de recherche (BS pour Binary Search) peut étre réalisé a 'aide
d’un module [Fys | Rps| étendant R et Ryee tel que

Frs  {BS, Min, Max : unaires}
(

Min(L(x)) —
Min(N (x,1,7))  — Min(l)
Max(L(x)) -
Rps & Max(N (z,l,7)) — Max(r)
BS(L(x)) —  true
BS(N (z,l,7)) —  (ge(z, Max(1)) A ge(Min(r), z))A
L (BS(I) A BS(r)).

Les six paires de dépendance de ce module

( (Min(N (z,1,7)), Min(l)) ; )
S
BS x,l, 1)), Max ;
DP(Fns [ Busl) =\ (Bs(A (.1, 7)). Min(r)) -
(BS(N (z,1,7)),BS(])) ;
| (BS(N (w,1,7)), BS(r)) )

Décroissent strictement tandis que décroissent largement les regles de Ry U Rpool U Rge U Ryee U s
pour l'ordre induit par I'interprétation polynomiale :

[#] =0, [0](z) = = +1, [1](z) =z +1,
[false] =0, [true] = 0, [=](z) =0,
[gel () =0, [if](,y,2) =y + 2, [N (z,y) = =,
[£)(z) =2+ 1, IN[(z,l,r) =2+ 1+7r+1, [Min](x) = =,
[Max](z) = =, [BS](x) = =.

Ry U Rpool U Ry U Rpee U Rigg termine donce Cg par le corollaire 18-1.
Enfin, pour décider siun arbre est bien équilibré (WB pour Wel/ Balanced), c’est-a-dire sila différence

de taille entre le sous-arbre droit et le sous-arbre gauche est au plus de 1, il nous faut aussi savoir calculer

la taille d’un arbre.

Fws {WB, Size : unaires}
)

Size(L(x)) —  #1
Size(N (z,1,7)) — (Size(l) 4+ Size(r)) + #1
WB(L(z)) —  true

Rys & WB(N(z,l,7)) — if (ge(Size(l), Size(r)),

ge(#1, Size(l) — Size(r)),
ge(#1, Size(r) — Size(l)))
( A (WB(I) A WB(r)).
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j: Tree

RTree

Fs
R

F1G. TV.4. Hiérarchie des modules.

I’ensemble de paires de dépendance

(
(
DP([fo | RB‘Y]) . g
(
(

Et I'interprétation polynomiale

[#] =0,

[+](z,y) = 2+,

[true] = 0,

Lif](z,y,2) =y + 2,

M@, lr)=a+1+r+1,

Size(N (z,1,7)), Size(l))
Size(N (z,1,1)), Size(r))
WB(N (x,1,1)), Size(l))
WB(N (x,1,71)), Size(r))
WB(N (z,1,7)), WB(1)) ;
WB(N (x,1,7)), WB(r))
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Permettent alots de prouvet (par application du corollaire 19-1) la terminaison Cg de Punion de toutes

les regles.

IV.4 Modules et graphes

On peut sensiblement affiner les précédents criteres de terminaison en utilisant une notion de

graphes de dépendance. En effet, c’est 'existence d’une chaine de dépendance infinie qui forme la clef
de votte des corollaires 18—1, 18-2 et 19-1.
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S1 I'ajout des regles de 7 a un systeme ne change rien a 'ensemble de ses paires de dépendance,
il modifie en revanche son graphe en ajoutant éventuellement des arétes. Pour le systeme de Toyama
(exemple 19) par exemple, le graphe de R : {f(0,1,2) — f(x,x,x)} ne comporte pas d’aréte, ce
qui permet de conclure immédiatement sur la terminaison. FEn ajoutant 7, la substitution o : {x
G(0,1)} autorise la réduction :

-~ ~

*
flz,z,x)0 % f(0,1,z)0.

Le graphe a désormais un cycle.

Définition 64. — L.e graphe de dépendance d’un module |F | R) sur un systéme R' est un graphe dont les
nceuds sont les paires de dépendance de [F | R] et dont un nceud (s, ¢1) est relié par un arc a un
nceud (S, ta) si et seulement s°il existe une substitution o telle que 10 ?* 590.

Les graphes de dépendance fournissent un moyen efficace pour s’assurer que toutes les chaines
sont finies.

Théoreme 20.
Soit [Fi | Ri] <— [Fa | Ry] une extension hiérarchique de Ry (Fi).

1. Si Ry est Cg¢ fortement normalisant,
2. S’il nexiste pas de chemin infini dans le graphe de [F | R sur Ry U Ry U T,
Alors R; U Ry est Ce fortement normalisant.

Les corollaires des théoremes 18 et 19 ainst améliorés deviennent :

Corollaire 18-3.
Soit [Fy | Ry] <— [F2 | Ry une extension hiérarchique de Ry (Fy).

1. Si R; est Cg¢ fortement normalisant ;

2. S’il existe un ordre de réduction faible (>, >) tel que :
- RiURy C -,
- DP([F | Re]) C =,

— Dans toute partie strictement fortement connexe du graphe de dépendance de [F, | Ry]
sut 1 U Ry au moins une paire de dépendance décroit pour >,

Alors Ry U Ry est fortement normalisant.

Corollaire 18—4.
Soit [Fi | Ri1] <— [Fa | Ry] une extension hiérarchique de Ry (Fi).

1. Si Ry est Cg¢ fortement normalisant ;

2. S’il existe un ordre de réduction faiblement T-extensible (=, >) tel que :
- RiUR, C 7,
- DP([F2 | R]) € =,

— Dans toute partie strictement fortement connexe du graphe de dépendance de [F, | Ry]
sut 1 U Ry U au moins une paite de dépendance décroit pour >,
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Alors R; U Ry est Ce fortement normalisant.

Corollaire 19-2.
Soit [Fy | Ry] <— [F2 | R] une extension hiérarchique de Ry (F), soit [F3 | R3] un module
étendant I?; indépendamment de R.

1. Si Ry U Ry est C¢ fortement normalisant;

2. S’il existe un ordre faiblement 7-extensible (>, >) tel que :
- Ry UR; Cr,
— DP([73 | Rs]) C=,

— Dans toute partie strictement fortement connexe du graphe de dépendance de [F3 | R3]
sur [?; U R3 U T au moins une paire de dépendance décroit pour >,

Alors R; U Ry U R5 est Cs fortement normalisant.
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Deuxiéme partie

Terminaison des systémes associatifs et
commutatifs
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Chapitre |

Introduction

our définir un calcul, ou encore dans le cadre de la démonstration automatique, il est tres cou-
rant d’avoir a manipuler des symboles associatifs et commutatifs (AC). Exprimer directement
la commutativité et 'associativité comme des regles d’un systeme sans perdre la propriété de
terminaison est toutefois impossible. On travaille donc avec une relation de récriture sur les
classes d’équivalence modulo AC.

I’introduction de ce nouveau type de relation complique singuliecrement les preuves de
terminaison. Les relations d’ordre utilisées pour montrer la terminaison du systeme modulo AC
doivent en effet etre compatibles C’est-a-dire respecter dans les comparaisons les appartenances aux
classes d’équivalence. Cette propriété se traduit par de fortes contraintes sur les ordres employés.
I’importance de la récriture AC a donc suscité des travaux nombreux concernant, en particulier, la
définition d’ordres compatibles sémantiques [8] mais aussi et surtout syntaxiques [7,18,78]. Ces ordres
sont cependant des ordres de simplification.

On mesure alors 'ampleur du probleme pour 'automatisation des preuves : les ordres disponibles
sont des ordres de simplification et leurs conditions d’applications sont tres contraignantes (voir par
exemple la condition APO [déf. 74] de Bachmair et Plaisted). De nombreuses tentatives de preuve
a l'aide de ceux-ci sont donc vouées a I’échec, soit parce que le systeme concerné ne termine pas
simplement, soit parce que la signature ou le systeme ne vérifient pas les contraintes de définition
requises.

Une utilisation d’un critere a 'aide de paires de dépendance permettrait de réduire ces deux obstacles
a une automatisation efficace des preuves de terminaison de systemes AC, en élargissant la recherche
d’ordre au-dela de la classe des ordres de simplification, d’une part, en affaiblissant les contraintes de
définition d’autre part.

Nous allons tenter de définir une extension des criteres par paires de dépendance a la terminaison de
la récriture modulo AC tout d’abord en nous concentrant sur la récriture dite ézendue sur des représentants
canoniques des classes d’équivalence : les termes plats. Nous passerons ensuite (paragraphes 11.2.1
et I1.2.2) en revue les différentes contraintes sur les ordres (sémantiques puis syntaxiques) induites par
la condition de compatibilité et certaines des solutions proposées jusqu’a présent.

Nous présenterons alors au cours du chapitre IIT de nouvelles méthodes étendant la technique des
paires de dépendance. Les criteres développés seront dans un premier temps définis sur des paires
sans marques. Les propriétés d’associativité et de commutativité des symboles compliquent en effet
singuliecrement la manipulation des symboles distingués. Afin d’affaiblir ces criteres grace a 'utilisation
de marques nous aurons besoin dans la section II1.2 d’une abstraction de la définition d’un ensemble
de paires de dépendance en introduisant des conditions de dépendance (définition 85). Enfin, puisque
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ces conditions définissent les ensembles de paires adéquats de facon intentionnelle et afin d’obtenir
une automatisation aussi complete que possible nous donnerons, paragraphe I11.2.4, deux moyens de
contruire, a partir d’un systeme, des ensembles de paires de dépendance convenables.

11 existe une approche, par Giesl & Kapur, de paires de dépendance modulo une théorie équation-
nelle arbitraire [30]. I’emploi d’une théotie arbitraire peut introduire de nouvelles relations entre les
modules de récriture (ce qui n’est pas le cas de AC) et bouleverser ainsi la notion méme de hiérarchie,
nous nous limitons donc au cas associatif et commutatif.

Nous présenterons enfin au chapitre IV une méthode de preuve incrémentale de terminaison
modulo AC regroupant les avantages des modules de récriture et des conditions de dépendance.



Chapitre Il

Récriture avec symboles associatifs et
commutatifs

Une signature AC est une signature F divisée en trois sous-ensembles Fyc, Fe et Fr qui
contiennent respectivement les symboles associatifs-commutatifs, les symboles commutatifs et les
symboles qui ne sont ni commutatifs ni associatifs qu’on désignera dans la suite comme symboles
libres'.

Exemple 28.

Une signature AC décrivant une structure de calcul sur des entiers de Peano pent étre donnée par :

Fr 1 A0, true, false : constantes ; S : unaire; > : binaire}
Fac A+, X : binaires}
Fo A= binaire}.

Définition 65. — Si F est une signature AC, on considére la congruence sur T'(F, X) générée par
les axiomes de commutativité : pour tout f € Fo U Fy¢

flz,y) = fy,z)

Et les axiomes d’associativité : pout tout f € Fac

f(f(xay)a Z) = f(SL’, f(y: Z))

Cette congruence est appelée égalité modulo AC et notée = »¢.

Les symboles AC présentent la propriété de pouvoir s’écrite avec un nombre quelconque d’argu-
ments. En effet le symbole +, par exemple, pour 'addition des entiers est binaire au premier abord.
On a néanmoins a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ = a + b + ¢ qu’on peut noter +(a, b, ¢). L’arité 2 de +

est alors remise en question. On définit donc les notions de termes variadiques et &’ aplatissement.

Définition 66. — I.ensemble des termes sariadigues sur une signature F, noté Ty,.(F, X) est défini
de la facon suivante :

_ Si$€Xa10rS$ETXTM(f7X);

T indice F vient de I'anglais « free » traduisant Abre.
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— Sif & Facavec AR(f) =netsity,..., t, € Ty (F,X)alors f(ty,...,t,) € Ty (F, X);
— Sienfin f € Facetsity,... t, € Ty (F,X) (avecn > 2) alors f(t1,... ,t,) € Tyu(F, X).

La congruence = est alors adaptée a Ty, (F, X).

Définition 67. — Soit F une signature AC. On considére la congruence sur Ty, (F, X) générée par
les axiomes de commutativité : pour tout f € Fo U Fy

flz,y) = fly,z),

Les axiomes de permutation : pour tout f € Fac avecn > 2 et ou p est une permutation de [1,. .. , 7]

f@y, . omn) = flzpay, - Tpm))

Et les axiomes d’associativité : pour tout f € Fycavecn > 2,1 > i > netk > 2

f(fEl, PPN 17 T I f(yl, A ;yk:);xi—i—l; Ce ,Q?n) = f(ﬂ?l, e L1 Yty e e YRy L1y - - ,xn).
Cette congruence est appelée égalité modulo AC, on la note = c.

Remarque 19. — En restreignant 'application de cette définition aux termes a arité fixe (c’est-a-dire
non variadiques) on retrouve bien la congruence de la définition 65.

Définition 68. — Soit F une signature. [ aplatissement est une application, notée flat, de Tv,(F, X)
dans Ty, (F, X) telle que :

— Pour f € (F\ Fac) darité n, flad( f(t1,... ,t,)) = f(Hat(t1), ..., fat(t,));
— Pour g € Fac, flat{g(s1,. .. ,50) = g(t10s- o iy stnty--- s tng,) OU:
— SiA(s;) # galors k; = 1, ti1 = Si,
— SiA(s;) = g alors g(ti,l, . ,ti,ki) = flat(s;).
Un terme est dit aplati si s = flat(s) ; on notera par la suite 5 la forme aplatie d’'un terme s.

Iassociativité-commutativité correspond en fait a la congruence de permutation sur les termes aplatis.
On dispose donc ainsi d'un moyen simple d’exhiber un représentant de classe.

II.1 Récriture AC

Puisqu’il est impossible d’exprimer directement la commutativité et 'associativité par des regles de
récriture sans perdre la terminaison, la récriture modulo AC est définie comme une relation de récriture
sur les classes d’AC-équivalence.

On considere qu’un systeme de récriture associatif-commutatif est composé de deux parties : d’une
patt ensemble R des regles de réctiture et, d’autre part, ensemble AC des équations d’associativité
et de commutativité.

Définition 69. — Soit R un systeme de régles sur F. On dit qu'un terme s € T'(F, X) se réerit modulo
AC en t ¢l existe un contexte C, une position p, une tegle [ — r € R et une substitution o tels que :

S =AC C[la]p et C[’/’O']p =ac t.
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Ce pas de récriture est noté :

s ——1t.
R/AC

Dans les cas ou aucune confusion n’est possible, nous omettrons éventuellement le systeme utilisé.

La taille des classes d’équivalence peut étre trés importante, ce qui rend leur calcul couteux sinon
irréalisable. On contourne ce probléme grace a une relation plus faible : la récriture AC étendue. Cette
relation, due a Peterson et Stickel [72] interdit les étapes équationnelles « au-dessus » (c’est-a-dire a une
position préfixe) des pas de récriture.

Définition 70. — On appelle relation de récriture AC éfendue pout un systeme de regles R la relation
—rac/R telle que pour deux termes S et £ on ait :

s ——t sietseulementsi S|, =xc lo et t = s[ro],
AC/R

Pour une position p, une régle | — 7 € R et une substitution 0. L.a mention du systéme ou du type de
récriture étant éventuellement omise en I'absence d’ambiguité.

Un terme n’est maintenant susceptible d’étre réduit par une systeme 2 que s’il a un sous-terme AC
équivalent a une instance de membre gauche d’une regle de R.

Telle quelle, cette nouvelle relation n’est pas capable de simuler une réduction par la récriture
modulo AC. En effet si la récriture étendue, incluse dans la récriture par classes, conserve certaines de
ses propriétés (les notions de formes normales ou de confluence sont définies de maniere analogue)
elle n’hérite pas de la cobérence [46] en général.

Définition 71. — Soient S un ensemble d’équations, — ps une telation atbitraite comprise entre —p
et = pg/s. On dit que — gs est cobérente modulo — s st :

* . . 5 . ! * * /AR
5«1t — u implique Pexistence de v, v tels que s — v <— v <— u.
S R RS S RS

t
Ay \
S S R U
. * * .
RS RS
| y
* !
UV —sU
S

FIG. I1.1. Diagramme de cohérence modulo une relation.

Exemple 29.
S7 on considere le systeme composé de la seule régle o +b — ¢ et de l'ensemble d’équations décrivant AC (+ étant
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un symbole AC) alors (0. + ¢) + b —/ac € + ¢, mais (@ + ¢) + b ne se réerit pas par —\ac et on ne peut pas
refermer le diagramme.

AC possede cependant quelques propriétés qui permettent une gestion de ces difficultés.

Nous avons vu dans 'exemple précédent que la récriture étendue ne permettait pas toujours de
réduire suffisamment un terme. Pour remédier a ce probleme et rétablir la cohérence, on définit des
regles complémentaires qui permettent d’appliquer artificiellement des étapes équationnelles un niveau
au-dessus de la position de réduction. Dans le cas de cet exemple (qu’on généralise aisément) nous
devrions ajouter la regle dite éfendue sutvante :

((a+z)+b) = (c+2)

Ou x est une variable fraiche.

Il reste a déterminer un représentant de chaque classe d’équivalence ; nous choisirons de travailler
sur des termes en forme aplatie.

En combinant aplatissement et récriture étendue on définit une nouvelle notion de récriture.

Définition 72. — Soit I un systéme de récriture. Un terme S se téctit en un terme ¢ par réeriture AC sur
termes aplatis [57] $’1l existe une position p telle que I'une des deux propositions suivantes est vérifiée :

1. 8|, =xc loett = s[ral,;

2. 1= f(lh,...,ln) avec f € Fuc, slp =ac f(li,... ,ln,x)0 ett = s[f(r,z)o],, pour une régle
[ — r € R, 0 une substitution et = une variable sans occutrence dans [ (cas de filtrage étendn).

Dans la suite et dans tous les cas ou la confusion avec la récriture par classe sera impossible nous
noterons un tel pas § —>g/ac 1.

Les problemes de cohérence disparaissent car les regles étendues sont déja dans la définition et tout
pas s — ¢ pour la récriture modulo entraine 'existence d’une réduction étendue sur termes aplatis entre
S et t. En reprenant ainsi exemple 29 avec cette nouvelle notion, ((a 4 ¢) + b) se récrit directement
en (c+c).

Il n’est pas toujours nécessaire d’avoir recours au filtrage étendu pour des regles d’une certaine
forme. En fait une régle [ — 7 a besoin du filtrage étendu si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

1. Le symbole de téte f de [ est associatif-commutatif;
2. Il n’y a pas de vatiable x dans [ telle que :
(a) Tl n’y ait qu’une seule occurrence de = dans [ et uniquement a profondeut 1;

(b) Soit r = x, soit r = f(x,r’) sans que = n’apparaisse dans 7.

Proposition 13.

. , . p,o g 4 N .
Soit un pas de récriture s ——— t utilisant le filtrage étendu et tel que la régle [ — 7 ne remplisse
.. l—r/AC
pas les conditions. /

. . . p,o’ , . ,
Alors il existe une substitution o' telle que § —/>t ne nécessite pas de filtrage étendu.
[—r/AC

PREUVE. Si le filtrage étendu est utilisé pour le pas de réduction AC sur termes aplatis

AN

l—r/AC
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Cest que le symbole A(l), disons +, est AC et que de plus s|, = (I + 2)o et t = s[(r + 2)o], ou 2
est une variable fraiche.

Pourtant, puisque [ — 7 ne remplit pas les conditions précitées, nous savons qu’il existe une
vatiable ¥ telle que [ = I' + et soit 7 = x soit r = 1’ + x o & n’apparait ni dans !’ ni dans 7.
Considérons alors la substitution ¢’ définie par x0' = w0 + 20 et yo' = yo pour une variable y
distincte de et z. Nous pouvons en déduire :

sy = (I +2)0=("+z+2)0=(+z)0" =lo".

Et soit
t = s[(r + 2)o], = s[(z + 2)0], = s[zc'], = s[ro’], sir =z,
Soit
t =s[(r+2)o], = s[(r' + x + 2)0], = s[(r' + 2)0'], = s[ra’], sir =71 +=z.
Cette réduction n’a donc pas besoin de filtrage étendu. O
Exemple 30.

Les regles © + 0 — & ou encore © + (—x) + y — Y n'ont pas besoin de filtrage élendu et pouriant le symbole
de téte + de leurs menbres ganches est assoctatif-commutatif.
En revanche, toutes les régles sutvantes doivent étre étendues :

— &+ (—x) = 0 car x apparait deux fois dans le membre gauche

— R = {x %0 — O} puisque x est sans occurrence dans le membre droit : par exemple, a X b X 0 = a x 0
utilise le filtrage étendu ;

— R={x+s(y) = s(x+y)}, dans ce cas x n'apparait pas a profondenr 1 dans le membre droit : le pas
0+ 5(0)+0—r s(0+0)+ 0 a besoin de filtrage étendn.

Dans toute la suite et sauf mention du contraire nous n’utiliserons que la récriture AC sur
termes aplatis. Cette relation (pour un systéme ) sera donc simplement désignée pat — r.

I1.2 Terminaison de la récriture AC

A I'mstar du calcul, il suffit de vérifier la terminaison de la récriture étendue sur termes aplatis pour
garantir le résultat concernant la récriture par classes.

Théoréme 20.
Un systeme termine modulo AC si et seulement s’il termine pour la récriture AC sur termes aplatis.

PREUVE. Supposons qu’il existe une réduction infinie pour la récriture modulo AC issue d’un
terme S et débutant par

s—2 1.

l—r/AC
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Cela signifie s =x¢ s' ou 8'|p = lo pour une substitution o. Il est alots facile de voir que 5 contient
une instance (éventuellement étendue) de [ et qu’il est donc susceptible d’étre réduit par récriture AC
sur termes aplatis en un terme plat égal modulo AC a . On peut donc, en répétant cette construction,
batir une réduction infinie pour la récriture AC sur termes aplatis.

La réciproque est triviale. O

Il reste toutefois a prouver la terminaison des systemes pour la récriture sur les termes aplatis.

Un ordre susceptible de prouver la terminaison d’une relation modulo AC doit respecter I'équiva-
lence des termes pour la théorie équationnelle. Cette prise en compte du statut associatif-commutatif
de certains symboles restreint 'ensemble des ordres utilisables auparavant a celui des ordres compatibles
AC, C’est-a-dire vérifiant :

s =t s =
Si 5 =x 8§ alors s =t etsi s =\ & alors s > t.
t —AC t, t —AC tl

I1.2.1 Compatibilité et interprétations polynomiales

Forcer la compatibilité pour les interprétations polynomiales est réalisé en limitant le choix des
polynomes aux polynoémes associatifs-commutatifs.

Définition 73. — Le polynome P est un polynime associatif-commutatif si :
L. P(P(X,Y),Z) = P(X, P(Y, 7));
2. P(X,Y)=P(Y,Z).

On obtient un ordre compatible AC si toutes les interprétations des symboles AC sont des fonctions
polynomiales AC.

Sl est difficile de trouver une interprétation convenable pour un systeme AC, il est en revanche
aisé de vérifier qu’un polynome est associatif-commutatif, comme le montre le lemme suivant :

Lemme 14. (Ben Cherifa et Lescanne)
Le polynéme P(X,Y") est AC si et seulement si c’est un polyndéme symétrique du premier degré
en chacune des indéterminées : aXY + b(X 4+ Y) + ¢ tel que b* = b+ ac.

La démonstration de ce lemme [8] est aisée : la commutativité impose un polyndéme symétrique,
'associativité intervient dans le degré en chacune des indéterminées et dans les relations entre coeffi-
cients.

Exemple 31.
Reprenons lexcenmple de ['arithmeétique de Peano mais oi cette fois + et X sont, comme on peut l'attendre, associatifs
et commutatifs.

Fr A0 constante; s : unaire}
Fac : {+, X : binaires}

r+0 — T
R. r+s(y) — s(zx+y)
) %0 — 0
rxs(y) — =+ (zxy).
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Considérons alors les interprétations :

[x]1(x,y) =2y + 2(z + y) + 2, [x]2(, y) = inutile,

[+1i(z,y) =2 +y+1, [+]2(2,y) = 22y + 2(z + y) + 1,
[s]i(z) =2 +1, [s]2(x) =2 + 1,

[0], =1, [0] =1

La composition lexcicographique de ces deux: interprétations polynomiales permet de conclure sur la terminaison du systémze.

Exemple 32.
La terminaison de lexemple d'arithmetique sur des entiers en binaire (exemple 4, page 21) avec + et X AC peut,
elle aussi, étre prouvée an moyen de compositions d’interprétations polynomiales. Pour cela on considére :

[x]i(2,y) =2y — (z +y) + 2, [x]e(z,y) = zy + 2(x + y) + 2,
[li@,y) =2 +y -2, [+]2(z,9) =+,

[0]i(z) =2 +1, [0]2(x) = 2 + 1,

[M)i(x) =2+ 2, [M]2(z) = =,

[#1: = 2, [#]2 = 2.

I1.2.2 Compatibilité et ordres sur les chemins

Le RPO n’est pas compatible AC. En fait il n’est plus monotone des que des pas associatifs-
commutatifs peuvent étre impliqués.

Exemple 33. (Delor & Puel) [18]

Sur la signature {  ; g}, onr f est AC et avec la précédence [ > g nous obtenons linégalité f(,y) >rpo
9(x,y). Plongeons ces denx: termes dans le contexcte (O, 2) : f(x,y,2) et f(g(x,y),2) sont orientés dans le
« MAUVALS » SeNs.

On doit donc définir un nouvel ordre susceptible d’orienter les symboles AC.

Proposé par Bachmair et Plaisted [7] puis amélioré par Bachmair et Dershowitz [6], '« Associative
Path Ordering» ou APO permet, avec certaines conditions sur la précédence et grace a un systeme de
normalisation, de traiter le cas des symboles AC tout en conservant d’intéressantes proptiétés (sous-
terme, etc.). Delor et Puel [18] en ont tiré des ordres plus puissants en affaiblissant les contraintes : les
ordres de la famille de MAPO décrits plus loin.

Définition 74. — On dit qu’une précédence > vétifie /a condition APO sur les chemins (Associative Path
Condition) si pout tout symbole f € Fyc Pune des deux conditions suivantes est vérifiée :

— [ est minimal dans F ;

— Il existe g dans Fc tel que f est minimal dans F \ {g}.
On définit alors un systeme de récriture pout cette précédence sur F, D, avec 'ensemble des regles

flo(z,y),2) = g(f(x, 2), f(y, 2))

Ou f et gsont AC et f > g¢. Ce systeme est un systeme de distribution des symboles AC non minimaux
sur les autres.
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La propriété fondamentale est que D termine et est confluent [7]. Une raison d’étre de la condition
sut la précédence est qu’elle impose la confluence du systeme. Celui-ci peut alors étre utilisé a des fins
de normalisation.

La procédure de normalisation est une transformation des termes vers les termes qui a ¢ associe sa
D-forme normale aplatie, soit tln.

Définition 75. — L’ordre APO est défini par :

S >apo tsietseulementsis |p >rpo t dp.

Les contraintes sur la précédence permettent a cet ordre d’avoir certaines propriétés, la principale
étant :

Théoréme 21. (Bachmair & Plaisted) [7]

APO est monotone et vérifie sous-terme.

Ordre modifié sur les chemins

Le principal probleme d’APO est d’étre tres restrictif en ce qui concerne la précédence : on cherche
alots I’affaiblissement de la condition.

Deux des tentatives proposées par Delor et Puel [18] sont a base de modifications du systeme de
normalisation en rapport avec deux types de précédence rencontrés en pratique. Ces modifications sont
nécessaires car des qu’on assouplit '« associative path condition» la confluence, voire la terminaison,
du systeme de normalisation d’APO n’est plus assurée (cf. exemple 34, page 98).

La premiere proposition, EAPO (« Extended Associative Path Ordering»), utilise un systeme
non-convergent mais profite de I'existence d’une stratégie qui en fait un systeme de normalisation.
La seconde, MAPO (« Modified Associative Path Ordering»), traite un autre cas de précédence avec
directement un systeme de normalisation.

Extended Associative Path Ordering. Dans le cas traité ici on dispose de 1 symboles [}, tels que
lp < lg41 pout la précédence avec £ < n. L’extension d’APO va étre en fait définie a partir d’'une
précédence < sur une signature F telle que pour tout symbole f de F¢ il existe une chaine [ de
symboles AC [; pour 1 < ¢ < ny et un index ig tels que f = l;y, i < liy1 et l; 1 est minimal dans
F\A{li,... ,l;} pourtouti,1 <i<ny.

I’idée consiste a obtenir une extension d’APO de la forme :

S <EAPO t si et seulement si § \I/D <RPO t \LD'

11 parait naturel pour la normalisation de choisir a nouveau comme systeme les regles de distribution
des symboles selon la précédence mais on perd alors la confluence.

Exemple 34.
Pour trois symboles f < g < k, le systéme :

R : ¢ hg(z,y),2)
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Nest pas confluent.

On peut en outre montrer [18] qu’aucune interprétation polynomiale ne prouve sa terminaison.
Il existe néanmoins une stratégie qui en fait un systeme de normalisation : les deux premieres regles
terminent, en effectuant d’abord les distributions sur les symboles les plus petits pour la précédence on
atteint une forme normale unique. Il reste a normaliser par la derniere regle, confluente et qui termine.
Plus de trois symboles AC interviennent souvent dans la pratique : il convient de définir for-

mellement le systeme général D qui nous intéresse. Pour une chaine [ de n; symboles compatrables,
2<k<njona:

- 1 <35 <k < ny,laregle de distribution

Rk,j(l) = lk(lj(xay)a Z) — lj(lk(xa Z)alk(yaz))a

Pour chaque k£
Dy(l) = {Rp () |1 < j <k},
— Pour chaque [

Dy = |J D),

2<k<my

Enfin pour toutes les chaines [ on a le systéme général

D ={JD().

Chacun des ensembles D(I) ne porte que sur les symboles de [. On peut normaliser séparément
et commutativement par les systemes en rapport avec des chaines différentes (et non projectifs). Dans
la suite on ne considere donc que le cas d’une seule chaine de longueur n. Les démonstrations des
propriétés énoncées n’ont pas été publiées mais sont néanmoins disponibles [17].

— Les Dy, terminent mais ne sont pas confluents. La stratégie suivante mene a une forme not-

male unique : normalisation pat [2j 1 puis par [ 2 jusqu’a [ 1 et on recommence jusqu’a
lirréductibilité pout Dj. On peut donc patler de normalisation par Dj,.

— La stratégie suivante fait de D un systeme de normalisation :

def

Ip =Ip. 4D, - D> -

Puisqu’on bénéficie d’un systeme de normalisation, on peut définir '« Extended Path Ordering»
comme désiré, a savoir :

S <papo tsietseulementsis |p <gpo t |p.

Théoréeme 22. (Delor et Puel)
EAPO est un ordre de simplification sur les termes clos.

11 suffit de vérifier la stabilit¢ ’EAPO sur un certain ensemble de substitutions pour avoir la
stabilité par substitution [18].
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Modified Associative Path Ordering. Ia précédence sur la signature est cette fois du type :
g<u <..<u,< f,oug et f sont deux symboles AC comparables et ou les u; sont des symboles
unaires. I.’idée reste la méme : on cherche une relation <yapo et un systeme de normalisation D tels
que :

5 <nyapo T sietseulementsi s |p <gpo t dp.

La condition définie est un peu plus générale que la condition APO sur les chemins pour assurer
la terminaison de D.

Définition 76. — On dit qu'une précédence vérifie /a condition MAPO sur les chemins si, pout tout
symbole f associatif-commutatif, I'une des deux propositions suivantes est vétifiée :
— f est minimal dans F ;

— Tl existe un symbole AC ¢ et une chaine de symboles unaires U = {u; pour 1 < i < n} tels que
f est minimal dans F \ (U |J{g}) etg <uy < ... <u, < f.

On peut légerement étendre cette condition en ajoutant une constante inférieure au symbole minimal
Le systeme D comportte les regles de distribution des symboles AC non minimaux sur les autres

et des régles nécessaires pour obtenir la confluence du systeme. Pour tous symboles AC f et g et tous

symboles unaites u;, u; et uy tels que ¢ < u; < fetg < u; < up < f on définit D comme :

( flg(z,y),2) — g(f(z,2), f(y,2))
flo,9(y,2)) — g(f(x,y), f(z,2))
f(:):,ul(y)) — ul(f(a:,y))
ui(g(x,y)  — glui(@),ui(y))

L uk(uj(z) = wj(ug(z)).

Sous les hypothéses de la condition MAPO on peut montrer [18] que le systeme D /AC' termine et est
confluent. On peut donc le prendre comme systeme de normalisation.
On peut définir le « Modified Path Ordering» de maniere similaire a TEAPO c’est-a-dire :

s <maro t si et seulement si § \I/D <gpo T \LD'

Théoréme 23. (Delor et Puel) [17]
MAPO est un ordre de simplification.

Exemple 35.
La prenve de terminaison du systéme des anneanx: commutatifs :

(2+0 — T
z+(—z) — 0
=0 — 0
—(—x) —

¢ “@+y) = (o) +(-y)
T x1 — T
rx(y+z2) — (rxy)+(xxz2)
x %0 — 0

(2 x(-y) — —(zxy)
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Se fait grace a MAPO avec la précédence X > — > + > 0 qui vérifie bien la condition MAPO.

Si MAPO peut étre utilisé dans les cas de précédence avec un seul symbole AC et des symboles
unaires qui lui sont inférieurs pour la précédence, D n’est plus confluent des que des symboles unaires
sont inférieurs (toujours pour la précédence) a deux symboles AC comparables.

Exemple 36.
Considérons le cas f > g > w oar f et g sont AC et u unaire.

flg(z,y),h(2))

— T

h(f(g(z,y),2)) g(f(z, h(2)), f(y, h(2)))

hg(f(x, 2), f(y,2))) h(h(g(f(x,2), f(y,2))))

Et on ne peut pas refermer le diagramme car les termes sont irréductibles.

Dans ce cas on définit (et pour ce cas seulement ou un seul symbole unaire est inférieur aux
symboles AC) un nouvel ensemble de régles de normalisation D' comme :

g(u(z),y)  — ulg(z,y))
flu(z),y) = u(f(z,y))
flo(x,y),2) — g(f(x,2), fly,2))

Ce systeme est bien de normalisation. De plus si # est minimal on a stabilité de I'ordre par sous-terme
et par contexte.

I1.2.3 Un RPO compatible AC sans systéme de normalisation

Pour se passer des systemes de normalisations qui, en plus de contraindre les précédences, peuvent
perturber lorientation correcte des regles, Albert Rubio définit [78] un ordre qui utilise directement le
principe du RPO sans interprétation préliminaire.

Nous donnons ici la version de cet ordre pouvant utiliser des précédences partielles sur les symboles
de la signature. I’importance de cette possibilité devient claire des qu’on veut ajouter des symboles a
la signature.

Afin de permettre de tels ajouts il faut redéfinir la notion d’extension multiensemble dun ordre
compatible AC en particulier en la rendant dépendante de certains symboles.

Définition 77. — Soient > un ordre compatible AC sur T'(F, X) et > une précédence partielle (sur
F). Soit f un symbole de Fc.
Lexctension multiensemble de > par rapport a f, notée >1

mul> €st définie comme la plus petite relation

transitive contenant :

M et N sont équivalents modulo AC,
Pour tout i, 1 <1< n,

®s >t et

e Si A(s) o falors A(s) = A(t;).

MU{s}>L NU{t;;...; t,}si

mul
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I’application sans interprétation d’un ordre a base de RPO implique de savoir traiter les ensembles
de sous-termes de s dont les symboles de téte sont éventuellement comparables pour la précédence a

A(s).
Définition 78. — Soient s = f(s1,... , S,) un terme avec [ € Fyc et = une précédence sur F. On

définit les ensembles :

BigHead(s) = {s;, 1 <i <n|A(s;) = f};

NoSmall(s) = {si, 1 <i<n| f# As)}

Afin de permettre le plongement dans un terme S de termes a travers des symboles qui ne sont pas
plus grands pour la précédence > que A(s) on définit 'ensemble EmbNoBig(s).
Définition 79. — Soit $ un terme de la forme f(s1,... , S,) avec f € Fac, > une précédence sur F.

On désigne par ' le terme ¢ aptes aplatissement du symbole f a la racine uniquement.

EmbNoBig(s) =
{f(Sl, R ,Si_l,v_jf,8i+1, R ,Sn) | S; — h(Ul,. .. ,Uk) avec h ?A f etpourl S] < k}

Enfin pour comparer des termes contenant des variables on introduit une interprétation # des
termes vers des expressions diophantiennes par #(f(t1,...,t,)) = #(t1) + ... + #'(tn) ou
#'(x) =z pourx € X et #'(t) = 1 sinon.

On peut alors définir 'ordre AC-RPO.

Définition 80. — Soient s et ¢ deux termes de T'(F, X ), > une précédence sur F et >y, Pordre
d’évaluation sur les fonctions sur N. L’ordre AC-RPO est défini par s = f (S1y+-+ 3y 8n) >rcwro
g(t1,... ,ty) = tsiet seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. 8§ Zacwo tpouruni, 1 << n;

2. f=gets > cmotjpourtoutj, 1 <j<m;

3. f=9& Facy [S15--+ 5 80] >0 [ty -+, tn] €t 8 >0 tj pour tout j, 1 < j < m;

4. f =g € Fycetilexisteun s’ € EmbNoB1g(S) tel que " > w0 T3

5. f =g € Fac, 5 > U pour tout t' € EmbNoBig(t), NoSmall(s)(> . o)’ NoSmall(t)

et ou bien :
(2) BigHead(s)(> \c wo)muiBigHead(t) ou
(b) #(5) > fVAL. #(t) ou
(C) #(S) > VAL #(t) et {31 Jee e Sn}(>Ac_Rpo)mu|{t1 Tees tm}_

Théoreme 24. (Rubio 99) [78]
AC-RPO est un ordre de simplification compatible avec AC.



Chapitre I

Criteres de terminaison et paires de
dépendance

Nous débuterons ce chapitre par la prerniérel approche par paires de dépendance de la terminaison
AC. Cette méthode [58] n’utilise que des paites sans marques.

I’introduction de marques est fortement compliquée par le caractere associatif et commutatif de
certains symboles. Le marquage empéche en effet la commutation (lots des pas AC) des symboles sans
marque et de leurs copies marquées.

Une définition intentionnelle des ensembles de paires de dépendance marquées nous permettra
ensuite de définir une nouvelle approche par paires de dépendance marquées des preuves de terminaison
modulo AC.

Le gain de puissance da aux paires de dépendance est toutefois obtenu au prix d’une augmentation
tres sensible de leur nombre. Le passage aux criteres avec marques ajoute encore une dimension
combinatoire a ce cout.

ITI.1 Un premier critére a ’aide de paires de dépendance

Nous nous attachons dans un premier temps a définir un critere de terminaison AC a l'aide de
paires de dépendance non marquées.

I’idée principale reste la méme : montrer que si un systéme ne termine pas, il existe des réductions
infinies faisant intervenir des paires de dépendance. Il nous faut donc définir ces paires dans le cadre
de la récriture associative-commutative.

Définition 81. — A Pensemble des paires de dépendance d’une régle f(t1, ... ,t,) — 7 on ajoute, si

f est un symbole associatif-commutatif, les paires de f(t1, ... ,tn, ) = f(r, ) o & est une nouvelle
variable n’apparaissant pas dans la regle. I'union de ces paires forme alors 'ensemble des paires de
dépendance étendues AC.

Afin d’obtenir un représentant canonique de la classe d’équivalence AC de f(r, ) aplatissement
est requis si A(r) = f.

Remarque 20. — Si la regle ne demande pas de filtrage étendu (proposition 13) alors il n’est pas
nécessaire de considérer ses paires étendues AC.

Une autre approche a été proposée indépendamment a la méme époque par Kusakari et Toyama [55].
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Exemple 37.
Reprenons exemple 25 de caleul dans Uarithmétique de Peano. A partir du systime constitué des quatre rigles :
x+0 — T (1) zx0 — 0 3)
r+s(y) = s(z+y) Q2 rxsy) = (xxy)+z @

Omn pent extraire de la régle (2) les paires de dépendance étendues AC :

(x +s(y), z +y),
(x 4+ s(y)+z,x+y),
(x+s(y) +2,8(x +y) + 2);

De la regle (3) :
(x x0x2z,0x 2);

Enfin de la quatriéme régle :

Afin d’obtenir un critere de terminaison il nous faut tout d’abord garantir (comme dans le cas de
la récriture standard) 'existence d’une réduction particulicre.

Lemme 15.
Soient R(F) un systéme AC non fortement normalisant et ¢ un terme non fortement normalisable
par R, alors ¢ contient un sous-terme u = f(uy,... ,u,) tel que:

1. u est non fortement normalisable;

2. Tous les u;, 1 < i < n, sont fortement normalisables ;
3. f estun symbole défini;
4

. Si f € Fac, alors il existe un k, 2 < k < n, tel que f(uy,...,u;) est non fortement
normalisable cependant que f(uy,... ,ux_1) est fortement normalisable.

PREUVE. A Tlaide d’'un argument de minimalité, on peut trouver un sous-terme u satisfaisant (1)
et (2). Toute réduction infinie partant de u doit comporter un pas de réduction en téte du terme, f est

donc défini. Si f est AC, on trouve également k par minimalité. O
Dans toute la suite nous utiliserons la notation f(u) pour le terme f(u1,... ,u,) et f(u',u”)
pour f(Uy, ..., Uk, U1, --. ,Up). On peut remarquer que u” est vide lorsque k = n.

Nous dirons qu’un vecteur U est fortement normalisable si chacune de ses composantes ’est.

Lemme 16.
Soient I? un TRS non fortement normalisant et ¢ un terme non fortement normalisable par I.
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Alors il existe des positions p et p', des contextes C' et C’, une paire de dépendance (s1, S2) et une
substitution o tels que :

t% Clsi0], % ClC"[s20]p]p

Ou l'instance Sy0 est non fortement normalisable.

\

PREUVE. Sit est non fortement normalisable alors par le lemme 15, il peut étre écrit C[f (u)], ou
f(u) n’est pas fortement normalisable alors que u lest.
1. Si f n’est pas un symbole associatif-commutatif.
On peut déduire du fait que u est fortement normalisable qu’il doit y avoir un pas de récriture
en téte du terme (C’est-a-dire a la position A) dans toute réduction infinie de f(u). On sait donc
qu’il existe une dérivation infinie a partir de ¥ commencant comme

Clf (W], =5 CLf ()] C ],

Oul — r est une regle de R et ou t' est non fortement normalisable.

Cect signifie qu’il existe une substitution o telle que :
f(v)=loett =70.

Puisque t' est lui-méme non fortement normalisable, le lemme 15 nous donne que t' =
C'[f'(u')],y ou f'(u') n’est pas fortement normalisable.
En outte, pout toute vatiable 7 de [, yo est un sous-terme de V et pat suite est fortement
normalisable. Le symbole f’ 4 la position p’ dans ' ne provient donc pas de la substitution o :
le terme 7 peut s’éctire C'[f'(w)],y oo wo = u’ et la paire (I, f'(W)) est bien une paire de
dépendance de [ — 7.

2. Si f est associatif-commutatif.
Du lemme 15, nous savons quil existe un k tel que f(u) = f(uy, ..., Uk, U1, ..., Up) =
f(u',u”) ot f(u') n’est pas fortement normalisable alors que f(u1, ... ,ug_1) Pest. Comme
dans le cas précédent, u’ fortement normalisable entraine que dans toute réduction infinie de
f(u'), on peut trouver un pas de récriture a A.

11 existe donc une réduction infinie a partir de f commengant comme
*
CLFl )], 25 Clf (v )], o,
—T

Oul — 7 € Rett' n’est pas fortement normalisable.
Il y a ainsi une substitution o telle que soit :

f(v,u")y =1

Soit (en utilisant le filtrage étendu) :

f(v,u") = f(l,z)o
Avec une nouvelle variable x.

Nous allons distinguer deux cas sutvant I'utilisation ou non du filtrage étendu par le pas considéré.
Remarquons toutefois que dans la mesure o nous étudions une réduction infinie de f(u'), si
u” n’est pas vide alors le filtrage est nécessairement étendu.



106

Chapitre I1I. Critéres de terminaison et paires de dépendance

(a) Le filtrage n’est pas étendu.

Comme nous venons de le faire remarquer, v" est vide, nous avons donc

Fv)=lo St

Puisque t' est non fortement normalisable, nous pouvons grace au lemme 15 écrire
t' = (W)

Ou f'(w') n’est pas fortement normalisable. Comme dans le premier cas, la position p’ ne
peut étre a lintérieur de la substitution o, ainsi W' = wo et ([, f'(W)) est une paire de
dépendance de R.

(b) Le filtrage est étendu.

Nous avons

fv,u") = f(l,z)o
Ou Iétape de récriture est en fait une récriture de f(v) : u” fait donc partie de xo. f(v)
peut ainsi s’écrire f(v', v") (v éventuellement vide) ou f(v') = lo et f(v",u") = 20
(u” ou v" est non vide).

Notre réduction infinie de t commence donc comme :
*
CLF )], 25 CLF (v )], 2l (v ),
—Tr

Our =7 si A(r) est différent de f et r = f(r) sinon.

Puisque f(ro, v") est non fortement normalisable, nous savons grace au lemme 15 que :
" ! / !
fra,v") = Cf (W)
Ou f'(w') est non fortement normalisable. Ainsi p’ n’appartient pas a la partie instanciée

pat o et W = wo.

— Si f' # f ousi C" n’est pas le contexte vide, le symbole f' ne peut provenir de o
car v" est fortement normalisable. f” apparait donc dans 7 et (f ([, ), f'(W)) est une
paire de dépendance de [ — 7.

—Si f' = foetsi C" est vide, (f(l,x), f(r,x)) est immédiatement une paire de
dépendance de [ — 7.

O

Théoréme 25.

La relation E) induite par un systeéme de réctiture associatif-commutatif i termine si et seulement

s’il n’existe pas de chaines de dépendance de R infinies.

PREUVE. Soient R un TRS AC non fortement normalisant et £ un terme non fortement nor-

malisable par [?. On peut enchainer les applications du lemme 16 a ¢ afin d’obtenit une réduction

infinie

Oy fo(a) ], 2 ol (vl G5 fy(us)]p, -

11~>T‘1
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N’oublions pas qu’au cours de cette réduction, a chaque étape entre deux paires, on a :

fi (ui)>—};\>*fi(vi)-

Réciproquement, s’il existe une chaine de dépendance infinie . . . (Siyti){(Si+1,tis1) - .., on obtient
directement de la définition des chaines (définition 36) une réduction infinie pat I? avec

>A*
. L0 Si410
R

Suivi d’un pas a P'intérieur de ¢;410, sous-terme de $;110. O

Corollaire et application
Le précédent théoreme peut étre appliqué a la preuve de terminaison grace au corollaire 25-1.

Corollaire 25-1.
S’il existe un ordre de réduction faible AC-compatible (=, >) tel que

— Pour chaque regle l — 7 € R, [ = ret
— Pour chaque paire de dépendance (s,t) de R, s > t,

Alors R est fortement normalisant.

PREUVE. Par contradiction : posons (>, >) un tel ordre et supposons que R ne termine pas.
Nous disposons alors d’'une chaine infinie . . . (s, ;){S;11, t;+1) - . . munie d’une substitution o. De la
stabilité de (=, >) et puisque s; > #; nous savons que

$;0 = t;o;

SA* . . .

De t;,0— $;+10, | = 7 pour toute régle [ — r et puisque (>, >) est faiblement monotone nous
R

avons en outre

tiO' E Si410.
Nous pouvons donc conclure sur existence d’une séquence décroissante infinie
e 80 = 1,0 7 Sip10 = Ti0 ...
Une telle séquence contredit la nature bien fondée de (=, >). O

Exemple 38.
Considérons le systeme suivant, on' U et O\ sont AC et eq commutatif, qui calcule lintersection multiensembliste.
Les multiensembles d’entiers de Peano sont représentés par la constante ), le symbole {_} qui construit un singleton et
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Lunton.

F { 0, true, false, 0 : constantes ; {_}, s : unaire;

U, N, eq : binaires, if : ternaire

( if (true,z,y) — =
if (false,z,y) — y
eq(0,0) —  true
eq (0, s(x)) —  false

R { eqls(e)s(y) — eqloy)

DUz —
N — 0
xN(yUz2) — (zNy)U(znz)

( {=hn{yy = if(eq(x,y), {2},0).

|

Pour prouver sa terminaison en applignant le lemme 25—1 il nous faut trouver un ordre convenable, faisant décroitre

largement les régles de R et strictement les paires étendues AC de R, a savoir :

q(s(z),s(y)), eq(x,y)),

} 0 {y}, if (eq(z,y), {x},0)),
z} N {y}, eq(z,y)),
zN(yU2),(zNy)U(rNz)),
zN(yUz2),zNy),
zN(yUz),zNz),

{z
{

(

(

(

(

(

(

(ynznO,yn),

(20 {z} N {y}, if (eq(z,y), {x}. 0)),
(zn{z} N {y}, eq(z,v)),

( z},0)),
(
(
(
(

,Y),
tNzN(yUz),(xNy)U(xNz)),
tNxN(yUz),zNy),
tNxN(yuUz), :rﬂz)
tNzN(yUz),t

zNA{z}Nn{y}, zNif(eq(

N((zNy) U (zN2))).

Lordre induit par l'interprétation polynomiale :

)
=)
2

Il

2
_I_
8
S)
+
[\

Suffit a pronver la terninaison AC du systemse.
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III.2 Critéres avec symboles marqués

Nous allons maintenant définir des criteres de terminaison tirant profit d'un marquage de certains
symboles et généralisant ainsi les criteres avec symboles marqués utilisés pour la récriture standard.

I’introduction des marques dans les preuves de terminaison est rendue techniquement délicate
des qu’on aborde le cas de la récriture AC. Les pas d’associativité et de commutativité ne permettent
plus de se limiter a la traduction d’une paire non marquée vers une paire marquée. Nous verrons en
particulier qu’a une paire sans marques peuvent correspondre plusieurs paires marquées.

I’extension aux criteres avec marques se fera en deux temps. Nous définirons tout d’abord des
conditions abstraites dites conditions de dépendance consistant en un ensemble de contraintes devant étre
satisfaites par un ensemble de paires marquées préservant la correction du critere ; nous donnerons
ensuite deux méthodes permettant de construire effectivement des ensembles de paires adéquats.

III.2.1 Symboles marqués et termes marqués

Supposons donné comme précédemment un systeme de réctiture /2 dont nous voulons prouver la
terminaison a I'aide de criteres avec marques. A cette fin nous définissons tout d’abord ensemble des
symboles marqués ainsi que 'opération de marquage en téte d’un terme.

Si le critere standard des paires de dépendance ne considere que des termes dont le symbole de
tete est le seul marqué, nous allons quant a nous étre confrontés a des symboles AC et donc amenés a

considérer des termes partiellement marqués. Ces termes sont ceux dont le symbole de téte f est marqué

mais qui en outre peuvent comporter des occurrences non marquées f sous f, y comptis si celui-ci est

AC.

Définition 82. — Soit t un terme dont le symbole de téte est f. Un terme t' est dit partiellement marqué
de ? (ou 1ssu d’'un marquage partiel de t) si :

— A() = f
— Le seul symbole marqué de #' est f;

— Si f n’est pas AC, la seule occurrence de f esta A;

Une occurtence de f n’appartait jamais dans ¢’ en dessous d’un symbole non marqué;

Le terme obtenu en remplacant dans ' chaque symbole marqué fpar sa copie non marquée f
est AC équivalent a .

Nous désignerons par Par(t) lensemble des termes partiellement marqués de .

Mlustrons cette définition de facon plus graphique : en posant que + est associatif-commutatif
nous pouvons décrire Par(tq + - - - + t,,) comme I'ensemble des termes de la forme

T
+// \+
t /|\t t /|\t

2 4

Pour toute permutation des ¢;. Remarquons en particulier que te Par(t) (voir définition 34, page 31).
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Exemple 39.
Reprenons le cas du systeme de multiplication dentiers de Peano. 1es seuls symboles définis de F étant + et X,

F= {0;s; +; x; -T-; Q} Nous avons done par exemple :
0+ 3(0
Par(O s(0

)
0+ s(0 ) s(s(0)
Par(0 + s(0) 4 s(s(0))

= 0%s(0),

)
)
) = 0%Fs(0)Fs(s(0)),
)

Définition 83. — Soit R un TRS, R désigne le systeme d’« effacement des marques » :
{F(u) = f(u) | f symbole défini dans R}.

Nous noterons — la relation de réctiture modulo AC induite par R restreinte aux paires de

. .1 N m.e.
termes partiellement marqués d’'un meme ¢ telle que des pas de —— ne peuvent en aucun cas effacer
la marque située a A.

Par | (t) représente Pensemble des u € Par(t) en % forme normale.

Exemple 40.
Si + est un symbole AC défini, il est possible de récrire 0+s(0)+s(s(0)) par s en chacun des trois termes

(04 5(0))Fs(s(0)), 0F(5(0) + 5(5(0))), 0 5(0)F(0 + 5(5(0))), lesquels sont tous en forme normate.

Proposition 14.
Pour tout terme t et tout t' € Par(t),

PREUVE. Trivial. O

Remarquons qu’en particulier, Par| () est 'ensemble des formes normales de tApour s,

Définition 84. — Si < est 'ordre préfixe, la #éze d’un terme ¢ est définie comme :
Head (t) = {p € Pos(t) tels que Vg < p, A(t,) = A(t) ou A(t,) = /@ } .

Réciproquement, nous définirons le corps de t comme Pos(t) \ Head (t).
Les pas de récriture seront internes ou externes suivant leur position, c’est-a-dire s’ils sont respec-

. i . )
tivement dans le corps ou non. Nous noterons s — ¢ les pas internes et s — ¢ les externes.
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Exemple 41.
Considérons le systeme R ne comportant qu'une seule régle g(x) — x sur la signature F : {a : constante
g : unaire ; + : binaire}. Pour le terme s = a + g(a + a) :

Head(s) = {a}.
Puisque s -t =a+ (a+a),ona:

Head(t) = {a; 2}.

III.2.2 Conditions de dépendance

Nous pouvons a présent définir les conditions de dépendance.

Définition 85. — Soit (u,v) une paire (non marquée) de R. On appellera un ensemble de paires
{..; (ujyvi) ...} ensemble de paires de dépendance marquées pour (u,v) si chacune des conditions de

dépendance suivantes est vérifiée :

. . . . . —_~ €. *
1. Pour tout ¢, il existe une substitution o; telle que v0; 2 s

2. Pour toute substitution o, pour tout ¢ € Par(uc), il existe un 7 et une substitution 0’ tels que

_ !/
o —AC o-io- ’
m.e, * /!

t— u;o0.

Un ensenble de paires de dépendance marguées pour IR est une union des ensembles de paires de dépendance
marquées pout toutes les paites non marquées de R.

Supposons donné un ensemble de paires de dépendance marquées de IR. Les chaines de dépendance
marguées AC sont définies comme suit.

Définition 86. — Une chaine marquée de paires de dépendance est une séquence (51, t1), (So2,%2), - ..
de paires marquées de IR telle que, pour une substitution o et pour tout 4,

tiO'(—;))* . M* S§;410.

Théoréme 26.
Soient R un TRS et D P un ensemble de paires marquées. Supposons que D P vétifie les conditions
de dépendance. 8’1l existe une chaine infinie non marquée, alors il existe une chaine infinie marquée.

PREUVE. Nous allons construire la chaine marquée a partir de la chalne non marquée. Pour ce
faire, nous montrons deux lemmes intermédiaires.

Lemme 17. ,
Si t(-%)*s alots pour tout ' € Par(t) il existe un s' € Par(s) tel que #'(->)*s’.

PREUVE. Hypothese : ¢ 1N s = V#3s tel que ¢’ A

Par induction sur n :
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(u,v) € DP(R)

-->S5 uo vo=t-—--—>
AC
uo t
* \
m.e.
’ m.e. ' ’
-—=>s V;0 <A—C>t -——
~7\'
m.e. -,
Y
!
u;o

<uz',1)¢> S 5}\:’

FIG. III.1. Chaine sans marques et chaine marquée correspondante.

— Cas de base : t =, § nous pouvons alors choisit comme s’ n’importe quel membre de la classe
d’équivalence AC de t'.
. . i n+-1, A , , ) ] . .
— Cas général : t " 5 peut étre décomposé en t —5 u — 5. Puisque les pas sont internes, on
eut supposer sans perte de généralité que Head (s) = A.
p pp p g q
Posonsdoncu = f(uy, ... ,ux)ets = f(s1,...,8k);ilexistes € {1,...,k}tel queu; — s;.

Ainsi pour tout ', il existe un 5" € Par(s) tel que u’ = s,
Par hypothése V&' € Par(t), 3u' € Par(u) tel que t' “5 ', nous obtenons ainsi '~ u' -~ s’

N 7 *
c’est-a-dire t' — s'.

Lemme 18.

. DpP . . . -5
St s ﬁt alors pour tout s' € Par(s), il existe une paire (u;,v;) € DP et deux termes
U,

s" € Par(s) ett’ € Par(t) tels que

En outre, si s = uo alors t' = 0.

PREUVE. Nous allons exhiber s et ' convenables pout s et t donnés, la construction étant illustrée

par la figure III.1.

. DP . . S S 1. R
Sis ﬁ) t alors il existe une substitution o telle que § =a¢ u0 et t = vo. Considérons (uo) :
u,v

— (uo) %*ﬂa, car Head (u) C Head(uo);

(A m.e. * , . - TN ~ K
— (uo)—= ¢, puisque s =sc uoc = (uo) =4cs— 5.
R

Donc s" € Par(uo) et par la condition 2 de la définition 85 nous obtenons un i et une substitution ¢’
tels que

/! m.e. * /!
O =A¢c 0;0 et S—— U0 .
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Ainsi, en choisissant s” = u;0”’, nous avons
|} m.e. * " E\P !
s — " ——w;0’;
(ui i
En posant t' = v;0, il nous reste a prouver que t' € Par(t). La condition 1 de la définition 85 nous

. —~ m.e. * < 4. . ~m.e. *
dit alors que v0; — v;, Cest-a-dire, puisque t = v0 et 0 =4¢ 0;0', quet —> v;o' =1 O

Preuve du théoréme 26

Soit (s1,t1), (S2,2), ... une chaine de dépendance non marquée, infinie et munie d’une substitu-
tion o telle que pour tout 7,

A
t,o i) Si10.

Nous allons construire inductivement une chaine infinie marquée a partir de cette chaine en « traduisant »
chacun de ses pas.
A partir d'un quelconque s} € Par(s10), nous pouvons appliquer le lemme 18 afin d’obtenir une
paire marquée (s1,,ty,) telle que, pour un t| € Par(t,0),
/ m.e.\* " E\P !

S1—> S > 1.
(s1;,t1;)

.
1l nous suffit alors d’appliquer le lemme 17 a t] pour avoir un s}, tel que t'l—l> sh avec sh € Par(sy0).

En procédant de la sorte pout chaque pas on obtient par induction la chaine désirée. O

III.2.3 Criteres de terminaisons avec marques

Les corollaires suivants nous munissent de criteres de terminaison avec marques. Dans la mesure
ou certains pas effacent les marques, nous demanderons que ceux-ci décroissent largement pour 'ordre
utilisé dans la preuve de terminaison.

Corollaire 26—1.
S’1l existe un ordre de réduction faible AC-compatible = telque ! > r pout chaque reglede I?, s = t

pour toute paire de dépendance (s, t) de R et, pour chaque symbole défini AC f, f(x,y) = f(z,y)
alors R est AC fortement normalisant.

PREUVE. La démonstration de ce corollaire est tout a fait similaire a celle du corollaire 25-1. I.a
derniere condition nous assure de la décroissance (large) des pas d’effacement. O

IPoptimisation par graphes de dépendance s’adapte directement au critére avec marques.

Corollaire 26-2. -

Soit R un systéme de récriture fini. Soient D P(R) un ensemble de paires de dépendance marquées
et@le graphe de dépendance (approché) associé. S’il existe un ordre de réduction faible AC compatible
> tel que :

— [ = rpourtoutereglel = r € R;
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-~

— f(z,y) = f(z,y) pour tout symbole AC défini f ;
— u = v pour chaque paire (u, v) € DP (R) de toute partie fortement connexe de G ;
— u > v pour au moins une paire (%, v) de chaque partie fortement connexe de G ;

Alors R est AC fortement normalisant.

II1.2.4 Calcul des paires marquées

Ce qu’il nous faut apres le théoreme 26 est un moyen de calculer un ensemble DP idoine pour un
systeme quelconque.

On peut remarquer a ce propos que poset des marques sur la téte des membres aplatis des paires
de dépendance non marquées #e suffit pas comme le montre exemple 42.

Exemple 42.
Soit R le systeme suivant :

{f(x) — T+a
c+a — f(b+ec).

Ce systeme n'est pas fortement normalisant car f (b + ¢) peut étre réduit indéfiniment :
flb+c¢)—=b+c+a—b+ f(b+e)—---

17 a six paires de dépendance

(f(x), 2 +a) (c+a+x, f(b+c)+x)
(c+a, f(b+c)) (c+a+z, f(b+c))
(¢4 a,b+c) (c+a+z,b+c)

Et la chaine infinie correspondant a la réduction de f (b + c) est :
(f(b+c),b+c+a),(cta+b f(b+c)),{f(b+c),b+c+a),...

En se limitant a marguer la téte des membres gauches, on obtient un ensemble de six paires

(f(z), zFa) (cta*t, fb+ )+ )
(cFa, f(b+c)) (cFa¥Fz, f(b+c))
(cFa,b¥c) (cTaFa,b¥c)

Pour lequel la chaine correspondante est :
(F(b+¢c), (b+c)Fa)
Forcément finie puisqu ancun membre gauche n’est filtré par (b + c) Ta.
Définition 87. — Soit t = uy + ... + u, un terme aplati et non marqué ou + est AC. Nous noterons

I, = {i€l,..,n | u;estunevariable},
Xt = {UZ | 1€ It} et
mi(z) = #{iel | u;, =x}.
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my(x) est appelé la muliiplicité de & dans t.

Exemple 43.
Pourle termet = x +x+ f(y) + 2+ f(2) : I; = {1,2,4}, X; = {x, 2}, my(x) = 2 etmy(2) = 1.

Le point important d’une chaine de dépendance non marquée est le fait quun terme ¢ soit une
instance modulo AC d’un membre gauche d’une paire de dépendance (u, v), Cest-a-dire t = ¢ u0, les
pas AC pouvant intervenir a n’importe quelle position.

De facon similaire, pout pouvoir traduite une chalne non marquée en une chaine marquée, il
nous faut pouvoir récrire par % un terme partiellement marqué (disons t' € Par(t)) en une instance
modulo AC d’un membre gauche de paire. I’introduction des marques a cependant fortement contraint
les opérations AC puisque la distribution d’un symbole marqué, par exemple —T—, sur une copie non
marquée + est impossible.

Nous allons donc au devant de complications si, comme dans 'exemple qui suit, ce qui devrait étre
reconnu comme une instance d’une variable apparaissant dans une paire marquée se retrouve partagé
de part et d’autre d’un symbole marqué (partage qui, notons-le, serait aisément résolu par AC dans le
cadre des paires sans marques).

Exemple 44.

Considérons la regle {x + x© + g(y) — h(x,y)} dun systeme R oir g est un symbole défini et + est AC et
regardons le ferme t = (ay + ay + as + a4)—/|:(a2 +as +az +as+ g(y)). Sit n'est clairement pas une instance
d’une version marquée de T + x + g(y), il donne néanmoins lien a une dérivation infinie et donc a une chaine infinie.
Nous devons done en tenir compte.

Pour régler cette difficulté technique, nous allons introduire une fonction Split. Cette fonction
pour un terme ¢ associe a une variable tous ses partages possibles en tenant compte de sa multiplicité
dans t. La correction de cette fonction sera démontrée en méme temps que la proposition 15.

Définition 88. — La fonction Split est définie des variables vers 'ensemble des ensembles de substi-
tutions comme suit :

me(x)
Spliey(z) = | J {o | o(2) =20 + ... +2;}
i=1

Ou + est le symbole a A de ¢ et ou les x; sont des variables fraiches.
Nous noterons ¥; 'ensemble de toutes les compositions possibles de toutes les o de Split;(x)
pour toutes les vatiables x de X}, c’est-a-dire :

Et: U 01 0---00%

o1 € Split¢(z1)

[ S Sp]i['t(irk)
ou{z1,...,zr} =Xt

Exemple 45.
Pour le terme t = x + x + f(y) + z + f(2), on obtient

Split,(x) = {x — xo, 2 — 2 + 1, — To+ T + Xo}



116 Chapitre I1I. Critéres de terminaison et paires de dépendance

Er
v - s T Xo+ T | T Xy + 21+ T |
b 2= 2 Z = 2 B B ’
T — X ) T Xy + T | T To+ 21+ 2o
Z = zZy+ 2 Zr 2o+ 2 220+ 2

Construire un ensemble de paires de dépendance marquées consiste maintenant essentiellement :

— Tout d’abord, en un calcul de X, ce qui est facile puisque les domaines des substitutions sont
disjoints.
— Ensuite, en un marquage en téte de tous les membres de la classe d’équivalence AC des instancia-

tions par chaque 0 € X des membres gauches des paites non marquées ; les membres gauches
des paires marquées sont alors obtenus en choisissant un élément dans chaque classe.

— Enfin, en une construction des membres droits correspondants. Nous exposerons deux va-
riantes : dans la premiere nous marquerons toute la téte des instanciations des membres droits
des paires non marquées alors que la seconde ou le symbole a A est le seul marqué verra distingués
tous les partages de sous-termes de part et d’autre de la position marquée.

Premiére méthode

Définition 89. — Soit 2 un systeme de técriture. La fonction Pairs est définie comme :
Pairs(R) = U {{u, (;\O'» telle que u' € Par|(uo)}.
(u,v) € DP(R),
oE T,

Proposition 15.
Pairs(R) est un ensemble de paires de dépendance de R.

PREUVE. Il nous faut vérifier que pour chaque paire de dépendance de R non marquée (u, v),
I'ensemble

U {(, (;\O')> telle que u' € Par|(uo)}

Remplit les deux conditions de dépendance.
Pour une paire marquée (u;, v;) de cet ensemble obtenue a partir d’'une substitution 0 € %,
donnée, la premiere condition

—~ m.e. *
VO, — VU;

—

Est trivialement vérifiée avec 0; = o puisqu’en fait v; = (vo).
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Quant a la seconde condition, en supposant donnés une substitution o et un terme t € Par(uo),
nous devons trouver deux substitutions o; et o’ vérifiant

0 =40 0;0
m.e, * '
t— u;o'.

Puisque par la proposition 14 on peut toujours réduire ¢ avec % en un terme de Par 1(uo), il est
possible de considérer directement et sans perte de généralité que t € Par|(uo). Il reste alors a prouver
que

0 =ac 0;0
t= AC U;O "
Afin de favoriser une meilleure lisibilité de la preuve nous allons poser que le symbole AC en téte
de ¢ est +, c’est-a-dire que ¢t = ¢1+%5 ou ¢y et {3 ne comportent aucune marque.

Une substitution 0; convenable va étre construite par composition de substitutions o € Split, ()
bien choisies, pout chaque vatiable = de u, afin que 0; soit dans X, :

1. Siz n’apparait pas a profondeur 1 dans u il suffit de choisir 0;(z) = z;
2. Siz est présent a profondeur 1 dans u avec la multiplicité m,, (z) = m alors
(a) Sile symbole a la racine de x0 n’est pas +, nous n’avons qu’a prendre 07 : T —> Ty qui est
toujours dans Split,,(z).
(b) Sile symbole a A de x0 est +, disons 0 = $1 + ...+ S, dans la mesure ou la multiplicité
de x dans u est m, nous pouvons écrire :

w=2x+ - +x+u,
—_——

m fois
D’ou

U =81+ -+ 814+ 8+ 4 s, Huo
S——— S———
m fois m fois
Ainsi

UG = s1+---+s+ -+ St Fs, +u”
———— | S

m fois m fois

Ou u” = w0 si a sa racine on trouve + et 1" = u'o sinon. Nous obtenons donc

—~ m.e.

uo —>* tl'T-tQ

Et toutle travail consiste a regarder combien d’occurrences des s; restent apres 'effacement
des marques au sein de la partie gauche ¢; et de la partie droite ¢3. Nous définissons a cet
effet pour chaque k, 0 < k < m, S} comme I'ensemble des u; apparaissant exactement
k fois dans t; (et donc m — k fois dans t5). Cettains de ces ensembles peuvent étre vides
et on obtient finalement m’ + 1 ensembles non vides avec 0 < m’ < m. Soient m' + 1
nouvelles variables g, . .. , T, et une application ¢ : [0, m'] — [0, m] associant a chaque
Z; 'un des ensembles non vides Sg(j). Il reste alors a choisit 07 1 T +— Tg + -+ - + Ty
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Prenons maintenant pour ¢’ la substitution qui, pour chaque variable z, associe a2 une nouvelle
variable ; la somme des éléments de Sz(j): :L’jU' =wy + -+ wg si Sg(]‘) = {wy, -, wi} (ou
encore simplement 20" = w; si cet ensemble ne contenait qu'un seul élément).

Il reste finalement a chotsir le u; € Par (uai) adéquat tel que t; -T-tg = 4c ;0 en sélectionnant les
u; ayant, pour chaque 7, exactement (j) occurrences de la vatiable fraiche ; 2 gauche du symbole
de téte T et m' — (j) a droite. C’est-a-dire que pour chaque vatiable  on peut écrire

up = (o4 +To+ A T+ T Fuq)
——— N ~— v
np(O) fois (p(m’) fois

F(wot 4 To++ T+ + Ty +Us)
N s A ~~ o~

m—(0) fois m—(m!) fois
Ou encore, de facon plus graphique,
/ + +
o SRR o xm,x?n\ /‘
o~ Uy .. ce
©(0) fois o(m’) fois Lo+ - Zo Tm! = T/ 0y
m—(0) fois m—(m') fois

Et comme maintenant, dans un u;0’, un terme donné w dun Sg( i) apparait exactement ¢(j) fois

(autant que dans t1) on a u;0’ = tl—T—tg =1. O

Exemple 46. (Suite de 'exemple 44)

Les ST sont
Sg = {a?’}a
Sf = {a2; a4}7
S5 = A{ai}.

Puisquemy(x) = 2, peut étre découpé en T, Ty et To. On a alorsu; = (1422 —|—$2)—/i:($g +xo+x1+9(y))
et t = u;o’ avec

Tog H— as;
o' T o~ aytayg;
Ty = ap

Deuxiéme méthode

Nous présentons a présent une version modifiée de la fonction Pairs proposant un ensemble de
paires plus faciles a orienter (ce qui est toujours important des qu’on cherche un ordre adéquat) mais au
ptix d’un surcout combinatoire sensible. La principale différence est en fait que les membres gauches
sont a présent en forme normale pour ——5,
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LLa facilité d’orientation est obtenue grace a la conjonction de la précédence des symboles marqués
sur leurs copies non marquées (corollaire 26—1) et de 'unicité du symbole avec marque dans les termes :
le membre droit ainsi modifié devient « plus petit ».

Le revers de la médaille de cette décroissance est le nombre important des paires modifices : le
calcul de ensemble de ces paires requiert le parcours de tous les partages de part et d’autre du symbole
marqué des membres droits.

Définition 90. — Soit [? un systeme de récriture, la fonction ModifiedPairs est définie comme :

. . _ ! / U,l e Par\l{(l/ta.),
ModifiedPairs(R) = U {(u ,v') telle que o' € Par,(75) .

Proposition 16.
ModifiedPairs(R) est un ensemble de paires de dépendance de R.

PREUVE. Immeédiate puisque les membres droits des paires modifiées sont obtenus en effacant les
marques des membres droits des paires issues de la premiere méthode. 0
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Chapitre IV

Approche modulaire de la terminaison AC

Nous allons a présent combiner la puissance des paires de dépendance étendues AC et I'analyse
modulaire pour former les paires de dépendance relatives AC, illustrant ainsila généralité de 'approche
par modules.

Les étapes AC interagissant peu avec la structure modulaire des systemes, les preuves et définitions
sont proches de celles du cas standard. Nous détaillerons donc principalement les différences introduites
par les équations AC.

Afin de consetver les propriétés cruciales, notamment sur la terminaison Cg (dont la définition ne
change pas modulo AC) nous restreignons de nouveau (cf. paragraphe 1.2.6) notre étude aux systemes
a branchement fini.

IV.1 Modules AC

Nous étendons la notion de modules a la récriture étendue AC sur termes aplatis. Les signatures
des modules AC peuvent contenir des symboles associatifs et commutatifs ; la relation définie par les
regles est étendue.

Définition 91. — Soit [?; un systeme de réctiture AC sur une signature Fy. Un module étendant R, est
un couple [F | Ry tel que :

1. F1 N Fy = B (signatures disjointes) ;
2. Ry est un systeme de récriture AC sur F; U Fy;
3. Pour toute regle [ — 7 de Ry, A(l) € F.

Remarque 21. — Les permutations induites par le caractere AC de certains symboles ne concernent
en fait qu’un seul symbole a la fois. Les étapes AC ne peuvent en aucun cas permuter des signatures au
sein d’un terme, elles n’introduisent aucune dépendance entre les modules.

IV.1.1 Paires de dépendance relatives AC

Les paires de dépendance non marquées sont en fait les paires étendues relatives a la signature du
module concerné.

Définition 92. — Considérons P'extension hiérarchique Ry (Fy) <— [Fa | Ra].

121
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Lensemble des paires de dépendance relatives AC de [Fa | Rg) est le sous-ensemble des paires étendues
AC de R} U Ry dont les symboles définis sont limités a ceux de Fo.

La similarité de ces définitions avec le cas standard autorise la confusion des dénominations : la
présence de symboles associatifs et commutatifs suffit en effet a lever "ambiguité.

IV.2 Preuves inctémentales pour la récriture AC

La remarque 21 va nous permettre d’énoncer et de démontrer des criteres tout a fait comparables
a ceux du chapitre IV de la premiere partie.

En particulier puisque les étapes AC n’autorisent pas la permutation de symboles de signatures
différentes, les symboles marqués ne peuvent en aucun cas intervenir dans la partie instanciée des
paires.

Nous pouvons ainsi proposer une version AC du lemme 8.

Lemme 19.
Solent S7 et S deux systemes de récriture AC sur une signature F;. Soit S3 un TRS AC sur
Fi1UF;y tel que:

— .7:1 N .7:2 = (Z);
— Pour toute régle | — r € S5, A(l) € Fo.

Alors d’une chaine infinie minimale de [F; | Sa] sur S; U Sy U Ss, il est possible d’obtenir une
chaine infinie de [F; | So] sur Sy U Sy U comportant la méme séquence de paires mais munie d’une
nouvelle substitution ainsi que de nouveaux pas de récriture.

PREUVE. Nous utilisons de nouveau une interprétation, cette fois concernant les termes AC aplatis.

Définition 93. — Posons S = S| U Sy U S3; soit > un ordre arbitraire mais Zofal sur T, (.7:\1 U
{G:2}u{L:0},X).
L’interprétation I*C(z) : T(Fy U Fa, X) = Too(F1 U {G : 2} U {L : 0}, X) est définie par :

I"“(z) = xzsize X,

AC _ FUA(ty) .. T (t,)) si f € j‘—\h
(ft. t) = { Comb(Red(f(ty...t,))) si f € Fo,

Ou

Red(t) = {I"“(t))/t————1
© () { ( )/ S1US2USs/AC },
Comb()) = L,

Comb({a}UE) = G(a,Comb(E))oupourtoute € E,a < e).

Remarque 22. — I’ensemble Red(t) des t' tels que ¢ se réduit par un pas de S} U Sy U S3 modulo
AC en t' est bien fini; nous prendrons pout chaque classe AC un seul représentant.
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L’interprétation d’un terme ¢ commencant par un symbole de F, est un peigne constitué des
interprétations de représentants canoniques (car aplatis) des classes d’équivalence modulo AC des
réduits de ¢ en un pas par la récriture étendue AC sur termes aplatis.

1l est donc possible d’atteindre chacune de ces interprétations a l'aide d’'une réduction —* —»
adéquate. o

Les preuves des lemmes sutvants sont semblables a celles de leurs versions standard (cf. chapitre IV,

premiere partie).

Lemme 20. e
Pour tout t € T(F;, X) et toute substitution o,

I"“(to) = tI"“(o).

Lemme 21. .
Pour tous t1, ... , t, de T'(F; U Fa, X) et pour tout contexte C' sur Fy a n trous,
I"“(Clty,... 1)) = C[I"“(t1), ..., I"“(t,)].
Lemme 22,

Pour tout terme ¢ fortement normalisable par S1 U Sy U S3, I“(#) est un terme fini.
Il reste a vérifier que l'interprétation permet de simuler les pas du systeme « abstrait ».
Lemme 23.

Pour tous s et ¢ de T(j-—\l U Fa, X) et toute régle | — 7 € Sy U Sy,

Si s —2— t alors I"C(s) ————— T I"C(¢).

l—)T‘/AC SlUSQUﬂ/AC
. —_~ A +
En outre, si p # A et A(s) € F alors I'(s) 7, IYC(1).
SlUSQUﬂ/AC

PREUVE. Nous savons pat la remarque 21 que les étapes AC ne feront jamais permuter de symbole
de F; avec un symbole de Fs. La preuve du lemme 12 peut donc étte teptise ici.

— S’1l 1’y a que des symboles de F; sut le chemin reliant A 2 p on a pat application des lemmes 21

is 20 et des hypotheses : I'¢(s) —— [2¢(t) ;
puis 20 et des hypotheses (s) oSG (t)

— Sl existe un plus petit p' < p (pour Pordre préfixe) tel que A(s|y) € Fo, en supposant que
s = Clsy,...,5,...,8,] ot C est un contexte sur Fy, p = p'q et s|y = &', on a par le
lemme 21 T2°(s) = C[I"%(s1),... , I"°(s'), ..., I"“(sy,)].

On déduit alors de la définition de I'interprétation que

CU(s2)s o T (o)) =2 1O

Le cas échéant un aplatissement du terme finalement obtenu doit étre effectué.
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O

De la méme facon (deuxiéme cas) on peut monttet la cotrection de la simulation des pas de Ss.
Lemme 24. e
Pour tous 5 et t de T(F, U Fy, X), si s —— t alors I(s) ——F I(t).
S3/AC 7/AC
. — AN T
De plus, si A(s) € F alors I(s) ﬁ I(t).
Preuve du lemme 19

Soit (uy,v1), (U2, V2), ... une chalne de dépendance de [F; | S| sur Sy U Sy U S3 munie d’une

substitution 0. Soit ¢’ la substitution telle que pour tout z, xo' = I(x0).
Dans la mesure ou la chalne considérée est minimale, la substitution ¢ est fortement normalisable,
le lemme 22 garantit alors que ¢’ ne substitue que des termes finis.

Nous allons montrer que (u1,v1), (Ug, va),... munie de o’ est une chaine de [F; | So] sur
51 U SQ Um.
Pour ce faire, il nous faut prouver que pour tout ¢,
' #A * '
V;0 ————— U0 .
SlUSQUﬂ/AC
Nous savons que
#A * mee. *
V0 > > U;j410.
51U52U53/AC
1 P L .
Considérons un pas s ————— t de cette dérivation. Puisque

51U52U53/AC

A(s) = A(t) = A(vi) = Auipq) € F,
Alots du lemme 24 ou, le cas échéant, du lemme 23 nous déduisons

*
TAC (s) #FA TAC (t)
SlUSQUﬂ'//\C

Nous pouvons reconstituer la séquence en juxtaposant les pas afin d’obtenir

AN
"(vi0) — 22" 1 (uy410).
S1USUT
Dans la mesure ou [ AC(UZ'U) = ;o et ] AC(UZ'+1O.) = ;110" le lemme 20 nous permet de conclure.

O

A laide du lemme 19 nous pouvons démontrer les résultats suivants concernant respectivement
les cas d’extensions par un module puis plusieurs modules indépendants. I.a remarque 21 permet en
effet de se ramener aux trois cas de chaines évoqués au cours des preuves des théoremes 18 et 19.

Théoréme 27.

Soit [Fy | Ry] «— [F2 | R2] une extension hiérarchique de R (F;) ou F; U F, est une signature
AC.
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1. Si Ry est Cg¢ fortement normalisant modulo AC,
2. Sl n’existe pas de chaine infinie de [Fy | Ry sur Ry U Ry /AC,
Alors Ry U Ry est fortement normalisant modulo AC.

Théoreme 28.
Soit [Fy | R1] +— [F2 | R2] une extension hiérarchique de Ry (F7), soit [F3 | R3] un module
étendant Iy indépendamment de Rs.

1. Si Ry U Ry est Cg fortement normalisant modulo AC,
2. S’il nexiste pas de chaine infinie de [F3 | Ry] sur Ry U Ry U m/AC,
Alors Ry U Ry U R3 est Cg fortement normalisant modulo AC.

En particulier nous pouvons a présent étendre le résultat de Kurthara & Ohuchi [52] a la récriture
modulo associativité et commutativité.

Corollaire 28-1.
La terminaison C¢ AC est modulaire pour les unions de systemes AC composables.

Corollaires

Ces théoremes entrainent des criteres de terminaison susceptibles d’étre mis en application grace
a l'utilisation d’ordres m-extensibles pourvu que ceux-ci soient compatibles AC.

Corollaire 27-1.
Soit [Fy | Ry] <— [F2 | R2] une extension hiérarchique de Ry (Fy).
1. Si Ry est Cg¢ fortement normalisant modulo AC,
2. Sl n’existe pas de chaine infinie de [Fy | Ry] sur Ry U Ry U /AC,
Alors R; U Ry est Cg fortement normalisant modulo AC.

Corollaire 27-2.
Soit [Fy | Ry] <— [F2 | R2] une extension hiérarchique de Ry (Fy).
1. Si Ry est Cg¢ fortement normalisant modulo AC
2. Sl existe un ordre de réduction faible (resp. faiblement 7-extensible) compatible AC (>, >) tel
que:
— R1 U RQ C >et
— DP([F, | Ry]) C =, pour un ensemble de paires relatives AC,

Alors Ry U Ry est fortement normalisant (resp. Cs fortement normalisant) modulo AC.

Corollaire 28-2.
Soit [Fy | Ri| <— [F2 | R2] une extension hiérarchique de Ry (F)), soit [F3 | R3] un module
étendant I?; indépendamment de R.
1. Si Ry U Ry est C¢ fortement normalisant modulo AC ;
2. S’il existe un ordre faiblement 7-extensible compatible AC (>, ) tel que :
- RiUR3 C-,
— DP([F; | R3]) €, pour un ensemble de paires relatives AC marquées,
Alors Ry U Ry U R3 est Cg fortement normalisant modulo AC.
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Chapitre |

Introduction

' 1 est illusoire, puisqu’elle est présente dans de nombreux domaines, d’espérer de chacun des
utilisateurs de la récriture qu’il soit un spécialiste de la preuve de terminaison des systemes. La
normalisation forte est pourtant une propriété fondamentale, que ce soit comme garantie de
totalité d’une fonction ou encore comme caractéristique préliminaire et sa mise en évidence,
tache toujours ardue, doit donc pouvoir étre effectuée par toute personne ayant a spécifiet,
programmer, prouver, au sens large : manipuler des systemes de récriture.

On peut trouver de nombreuses implantations de méthodes de preuve de terminaison. REVE [10],
ORME [11], COMTES [45], POLO [32], REVEAL [1], REDUX [9], RRL [48], TERMINATIONLAB [66],
et CZME2 [13] accompagné de son résolveur de contraintes efficace figurent parmi les principales.
Cependant, si une certaine forme d’incrémentalité existait au sein des preuves basées uniquement sur
des précédences, aucun n’autorisait jusqu’a présent de preuves réellement modulaires.

C’est avec le double souct : d’une part, de rendre la preuve de terminaison accessible aux non-
spécialistes et, d’autre part, de permettre a une machine d’effectuer ce travail sur des systemes importants
que nous considérons le développement d’'un outil automatique d’aide a la preuve de terminaison.
I’évolution du systeme C/ME vers le systeme C/ZME2 s’est déroulée dans cet état d’esprit : fournir un
outil permettant de prouver la terminaison du plus grand nombre de systemes zssus de la pratigue plutot
que certains cas pathologiques.

Nous allons dans un premier temps décrire le systeme C/ME2 et plus particulierement sa boite a
outils de terminaison. Nous présenterons alors 'implantation au sein de ce programme des criteres
développés au cours de cette these, c’est-a-dire permettant une approche incrémentale de la preuve
et ainsi une application a la preuve sur de gros systemes, et autorisant un traitement performant des
systemes dont certains symboles sont associatifs et commutatifs.
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Chapitre Il

Un outil de preuves : C:ME2

A lorigine destiné a la complétion modulo une théorie équau'onnellel, C:ME, développé par
I'équipe DEMONS du L.R.I. a Orsay [12,13], a maintenant évolué en un outil généraliste de traitement
de la récriture. Son implantation est réalisée en OCAML, un langage de la famille ML développé et
distribué par PLN.R.I.A. [67].

II.1 Présentation générale

La seconde version du systeme C/ME, C/ME2, fournit un langage fortement typé et un envi-
ronnement de programmation équipé d’un puissant résolveur de contraintes diophantiennes sur des
domaines finis et spécialisé dans la manipulation de systemes de récriture de termes, mais aussi de
mots. Dans « manipulation », nous incluons le calcul et la normalisation a I'aide de regles, mais ausst la
complétion (Knuth-Bendix) des systemes, ainsi que des outils de preuve de terminaison.

Sans vouloir reprendre la description complete qu’en ont fait les auteurs [13], nous présentons
brievement les caractéristiques de CZME2 utiles a notre propos. L'utilisateur définit dans un fichier ou
directement dans un interpréteur des fonctions, des signatures, des termes, des systemes ou encore
des ordres. Il est possible d’abstraire des valeurs (construction let), de définir des fonctions d’ordre
supérieur et de manipuler des applications partielles (syntaxe curryfiée).

Exemple 47.
17 est possible d’abstraire des valeurs :
CiME> let x = 4x%5;
x . int = 20
Omn pent également définir des fonctions récursivenment :
CiME> let fun fact n = if n <= 1 then 1 else n * (fact (n-1));
fact : int -> int = <fun>
CiME> fact 7;

- : int = 5040
CiME> fact 100;
- : int =

9332621544394415268169923885626670049071596826438162146859296389
5217599993229915608941463976156518286253697920827223758251185210

1C/MFE est en fait Pacronyme de Complétion Modulo E.
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916864000000000000000000000000

Le solveur intégré traite les contraintes d’égalité ou d’inégalité entre fonctions polynomiales a un
nombre arbitraire de variables. Les fonctions prédéfinies permettent, sur l'entrée d’une borne B de
tenter une résolution d’un ensemble de contraintes pour des valeurs enticres des variables comprises
entre 0 et B.

Exemple 48.

La premiere phase consiste a définir les contraintes :

CiME> let constr = dioph_constraint
"x72 + y"2 =272; x> 0; y>0; z>0";
constr : dioph_constraint = { -1*z"2 + 1%xy~2 + 1xx~2 = 0;
1*x + -1 >= 0;
1xy + -1 >= 0;
1z + -1 >= 0;
}

(4 inequalitie(s) over 3 variable(s).)
17 suffit ensuite de demander au systéme de les résondre en précisant une borne (ici 100).

CiME> dioph_solve 100 constr;

Solution :
x =4
y =3
z =25
- unit = QO

Une boite a outils de terminaison comportant différents criteres, dont ceux par paires de dépen-
dance, autorise enfin la recherche automatique de preuves de terminaison, essentiellement par recherche
d’une interprétation polynomiale convenable. Cette derniere fonctionnalité de CZME2 est en particulier
utilisée par le systeme TALP [71] pour I'analyse de la terminaison de programmes logiques.

I[1.2 La terminaison dans C/ME2

II.2.1 Principes généraux

Un systeme de récriture est défini dans C/ME2 a l'aide de la signature et de 'ensemble de variables
sur lesquels 1l est construit et de 'ensemble de regles qui le composent.

Exemple 49.
Omn commence par définir une signature :

CiME> let F_peano = signature "
0 : constant;

S ! unary;

+,% : infix binary;

.
b

F_peano : signature = <signature>
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Puis un ensemble de variables :

CiME> let X = vars "x y z";

X

variable_set = <variable set>

Omn peut alors construzre un systéme de récriture.

CiME> let R_peano = TRS F_peano X "

x+0 -> x;
x+s(y) -> s(x+y);
xx0 -> 0;

x¥s(y) -> (x*y)+x;

.
b

R_peano : (F_peano,X) TRS = { x + 0 -> x,
x + s(y) -> s(x +y),
x *x 0 ->0,
x * s(y) > (x * y) + x } (4 rules)

Une preuve de terminaison peut alors étre recherchée sur ce systeme en évaluant 'expression.

termination wom;

C/ME2 détermine alors des contraintes d’ordre en fonction des criteres que 'utilisateur souhaite voir

utilisés et cherche un ordre les satisfaisant. Les criteres disponibles sont :

1.

A R

standard, la décroissance stricte de toutes les regles est alors exigée ;

dp, le critere des paires de dépendance est employé ;

marks, les paires de dépendance utilisent les symboles marqués ;

nomarks, les paires de dépendance sont sans marques ;

graph, les contraintes sont affinées par une analyse du graphe de dépendance ;

nograph, le graphe de dépendance n’est pas pris en compte.

Les ordres recherchés sont pour 'instant a base d’interprétations polynomiales. Celles-ci étant dans

la plupart des cas d’autant plus simples que le critere choisi est puissant et la recherche aboutissant a

une énumeération de valeurs possibles pour les coefficients, il peut s’avérer utile de limiter la recherche

a certaines catégories de fonctions polynomiales. CZME2 offre trois sortes d’interprétations reprenant
la terminologie de Steinbach :

1.
2.
3.

linear, tous les monomes sont de degré au plus 1;
simple, le degré de chaque indéterminée est au plus 1 dans chaque monéme;

simple-mixed, comme dans le cas simple, le degré de chaque indéterminée est au plus 1 dans
chaque monome, sauf dans les cas d’interprétations de symboles unaires qui prennent la forme
de fonctions polynomiales du second degré.

I1.2.2 Comparaisons de polynémes

LLa comparaison de deux fonctions polynomiales sur les entiers est un probleme indécidable [59]. T1

existe toutefois plusieurs méthodes incompletes [8,31,43,81] pour vérifier qu’une fonction polynomiale
P, est a valeurs positives sur un domaine [/1, +00].
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La méthode proposée par Ben Cherifa et Lescanne [8] consiste a choisir ;1 = 2 et transformer la
fonction P en une fonction polynomiale P’ telle que P > P’ est imposé pat la transformation ; P’ (et
pat transitivité P) est positive si tous ses coefficients sont positifs.

Giesl [31] analyse quant a lui les dérivées partielles de P :si P(u, ..., ) >n 0 et si soit tous ses
coefficients sont nuls, soit toutes ses dérivées partielles W, 1< <
positives alors P est positive. l

L’approche de Hong et Jakus [43] est d’effectuer une translation de D, vers Dy (cf. para-
graphe I11.5.2 des ptéliminaires), on vérifie alors que tous les coefficients de I sont positifs.

n sont, récursivement,

Hong et Jakus ont en fait montré que leur approche et celle de Giesl permettent de prouver la
positivité des mémes fonctions, la complexité de ces tests étant, en outte, équivalente.

Le test de positivité utilisé dans CZME2 est comparable a celui de Hong et Jakus. Toutefois, plutot
queffectuer une translation de D, vers Dy a chaque comparaison, le systéme calcule directement et
une fois pout toutes les interprétations de chaque symbole dans D).

I1.2.3 Recherche de preuve

Les deux principales étapes de la recherche de preuve sont, premicrement, la génération de
contraintes d’ordres en fonction des critéres choisis et ensuite la tentative de résolution de ces
contraintes.

I’approche décidée par I'utilisateur, par paires de dépendance ou encore simplement standard,
induit un certain nombre de contraintes que l'ordre doit respecter. Dans le cas d’'une recherche
d’interprétation polynomiale, le systeme traduit ces contraintes d’ordre en inégalités sur des polynomes
de la forme désirée (cf. paragraphe 11.2.1). Les conditions de positivité sont alors calculées de facon
purement algébrique. Il en résulte des contraintes polynomiales sur les coefficients. Celles-ci sont donc
pseudo-linéarisées® a I'aide de techniques de chaines d’additions avant que C:ME2 ne tente de les
résoudre sur un domaine fini (dont les bornes ont été auparavant précisées).

Exemple 50.

Pour le systeme darithmétique de Peano gu’on vient de définir, si on soubaite par exemple une preuve a l'aide du
critere standard (sans paires de dépendance) avec une interprétation simple (an sens de Steinbach) et en fixant la borne
des coeffictents a G (valeur par défaut), le systeme répondra en fournissant une interprétation convenable :

CiME> termination R_peano;

Entering the termination expert. Verbose level = 0
[0] = 1;

[s](X0) = 1xX0 + 1;

[+]1(X0,X1) = 2xX1 + 1xXO0;

[*] (X0,X1) = 2*X0xX1 + 2xX1 + 1xXO;

- : unit = (O

e degré maximal est alors 2.
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F1G. 11.1. Architecture modulaire de C/MFE2.
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Chapitre I

Modules

I’adjonction de capacités de preuve incrémentale a un outil permet d’envisager un passage a
I’échelle sur des systemes importants résultant par exemple d’autres applications, ou encore faisant
partie d’un vaste projet.

ITI1.1 Problématique

L’extension d’un langage de programmation spécialisé, comme C/ME2, a la manipulation de
systemes définis hiérarchiquement ne va pas sans poser plusieurs problemes, tant au niveau de la
spécification qu’en ce qui concerne I'implantation proprement dite.

En premier lieu il faut étre capable de fournir a utilisateur une structure de donnée adaptée au
nouveau coté incrémental des définitions et des preuves, c’est-a-dire qui reste évolutive en conservant
toutes les informations nécessaires. C’est le cas des systemes hiérarchiques.

Remarque 23. — Les signatures sur lesquelles nous allons travailler vont étre également amenées a
évoluer. En effet : une extension d’un systeme par un module donne un nouveau systeme sur une
signature augmentée. Le type abstrait des signatures a donc a prendre en compte cette situation sans
que cette modification soit spécifiée par I'utilisateur. C’est donc un probleme d’implantation du systeme
et non de définition de 'extension du langage.

L'utilisateur, enfin, doit pouvoir mener sa preuve de terminaison de trois facons différentes :

PN

1. Au fur et a mesure de I'ajout de regles, le systeme doit alors pouvoir se reposer sur ce qui a déja
été prouvé Cg fortement normalisant ;

2. Sur un systeme entier, mais en respectant une hiérarchie décidée et fournie par ses soins ;

3. Enfin sur un systeme entier mais en suivant la hiérarchie issue du découpage en modules
minimaux du systeme.

De nouvelles directives doivent alors Iui permettre de faire ses choix a ce niveau.
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II1.2 Extension du langage et implantation

III.2.1 Structures de données du langage

Hiérarchies

Définissons les modules simplement : ils contiennent de nouveaux symboles, de nouvelles regles et
caractérisent la hiérarchie de la structure dont ils font partie par 'ensemble des modules qu’ils étendent.

Nous choisissons de regrouper toute cette information dans la définition d’une hiérarchie de
modules (formant un systeme) et introduisons a cet effet le type HTRS. Cette hiérarchie définissant un
systeme on doit pouvoir préciser pour chaque module :

I’ensemble de variables sur lequel il est formé;

I’ensemble des nouveaux symboles qui le caractérisent ;
— I’ensemble des nouvelles regles introduites ;
— Enfin Pensemble des hiérarchies dont il dépend.

Une instance du type abstrait des hiérarchies de modules doit donc pouvoir étre définie par une
opération de construction de la forme :

let nom = HTRS Adépendancesty  noumveaux:_symboles  variables — régles;

Fonctions et directives de modularité

Il reste a lancer sur de telles hiérarchies la recherche de preuve selon la stratégie désirée.
Lancer une preuve respectant une hiérarchie donnée devrait étre immédiat puisque le HTRS soumis
décrit déja une hiérarchie. On peut ainsi mener une preuve incrémentalement par

1. Définition d’une extension du HTRS puis,
2. Preuve de la hié¢rarchie décrite par icelui.

Les résultats connus des preuves précédentes — dans le temps et la hiérarchie — permettant alors de
limiter la nouvelle recherche au module fourni et a son insertion dans le schéma hiérarchique ce qui
est bien le déroulement caractéristique d’une preuve incrémentale.

LLa décomposition d’un HTRS en une hiérarchie de modules 7znimanx ne change rien d’autre quant
a la stratégie de preuve que la hiérarchie sur laquelle elle est menée. C’est une preuve incrémentale sur
le systeme proposé mais cette fois selon une hiérarchie de module minimaux. Ce choix par I'utilisateur
n’est donc pas justifié au niveau de la fonction de recherche de preuve, il est davantage une précision
globale de la hiérarchie a suivre lors des preuves.

Les deux premiers cas de stratégie de preuve peuvent ainsi étre résumés en une seule fonction. Il
suffit alors de lancer la recherche par une commande du type :

m_termination o,

Qui lance la recherche de preuve de terminaison du systeme #o7 selon la hiérarchie qu’il propose. Le
choix de la décomposition minimale est alors précisé comme un critere :

termcrit ‘‘minimal’’;

Des lors que cette expression a été interprétée, m_termination nom; provoque une recherche
selon la hiérarchie non plus décrite par 7oz mais celle issue de sa décomposition en modules minimaux.
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II1.2.2 Choix d’implantation

Signatures et hiérarchies

Une hiérarchie est en fait déterminée des qu’on sait dire de quelles hiérarchies dépend un module
donné. Les opérations de construction, de ce type récursif (désigné ci-apres htrs) sont donc réduites
a Popération d’extension qui, sur la donnée de hiérarchies Hy, ... , H), (vides le cas échéant) pout les
dépendances et d’une signature, d'un ensemble de variables et d’'un ensemble de nouvelles regles pour
le module extenseur M, retourne la hiérarchie formée de I'extension hiérarchique des H; par M.

Déroulement de la preuve

La détermination des contraintes de terminaison ne pose pas de probleme particulier quant a
sa réalisation. Deux fonctions retournent une conjonction de contraintes sur 'entrée d’un htrs,
respectivement pour les criteres sans et avec symboles marqués.

Il reste a mener la preuve en suivant la hiérarchie proposée. On va ainsi chercher pour chaque
module une preuve de terminaison du sous-systeme qu’il définit par extension. Siune preuve est trouvée
alors la hiérarchie correspondante est marquée comme terminant Ce. Si enfin le module concerné étend
une hiérarchie qui n’a pas encore été montrée fortement normalisante, on commence par chercher une
preuve de terminaison de celle-ci.

La terminaison est prouvée quand tous les modules définissent des systemes hiérarchiques forte-
ment normalisants.

Décomposition en modules minimaux

Comme nous I'avons précisé lors de la section I1.2 de la premiere partie, il est toujours possible de
présenter un systeme de récriture comme une hiérarchie de modules minimaux, ou zzuimanx signifie
qu’ils ne peuvent eux-mémes étre décomposés. Si ces modules ne peuvent étre décomposés, c’est en
particulier que chaque symbole introduit a besoin de toutes les regles et de tous les autres symboles
définissant le module.

Pour un systeme R(F), on définit un graphe G (cf. section I1.2, premiére partie) ayant pour nceuds
les symboles et comportant un arc de f vers ¢ s’il existe une régle [ — r € R telle que f = A(l) etil
existe une occuttrence de ¢ dans [ ou 7. Si on déctit les dépendances entte les symboles a 'aide d’un
tel graphe g, les signatures des modules minimaux correspondent alors aux composantes fortement
connexes de § (aux parties fortement connexes de taille maximale).

La construction automatique d’un tel graphe sur les symboles est aisée. Il reste a déterminer
efficacement’ les composantes fortement connexes donnant les signatures de modules.

St on adjoint alors a chaque symbole de ces composantes toutes les regles dont il est le symbole de
tete du membre gauche, on définit de fait les modules. Leur hiérarchie est alors déterminée en fonction
de celle des symboles. II suffit enfin de composer les fonctions :

— De construction du graphe a partir d’'une signature et d’un htrs (sur cette signature) puis,
— De construction de htrs a partir de modules.

On obtient alors la liste des systemes hiérarchiques constituant le systeme de départ.

Nous utilisons pour cette tiche P'algorithme de Tarjan [82].
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I11.3 Exemple d’exécution

Une preuve incrémentale

Reprenons Pexemple complet de la section TV.3 en ajoutant une regle d’associativité pour I'addition.
Ce systeme de calcul du logarithme est maintenant overlapping, les criteres utilisant la terminaison
innermost ne s’appliquent donc pas.

Définissons la hiérarchie. Tout d’abord les variables puis la signature des entiers avec la regle de
simplification.
CiME> let my_vars = vars '"x y z";
CiME> let sig_nat = signature

"# : constant ; 0,1 : postfix unary ;";

CiME> let module_nat = HTRS {} sig_nat my_vars "(#)0 -> #;";

La preuve de terminaison Cg¢ de ce systéme sans paites et donc au graphe de dépendance vide est
aisée. Sur la commande :

CiME> m_termination module_nat;
Le systeme renvoie :

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

- : unit = ()

Nous pouvons maintenant introduire Parithmétique.

CiME> let sig_plus = signature "+ : infix binary;";

CiME> let module_plus =
HTRS {module_nat} sig_plus my_vars
"x 4+ # ->x;
#+ x -> x;
(x)0 + (y)0 -> (x + y)O0;
(x)0 + (1 > (x + Y1,
(X1 + (PO -> (x + Y1,
x)1 + (1 > ((x +y) + (11O,
x+ (y+z) > &x+y) +z;"
Ta hiérarchie ainsi définie termine Cg.
CiME> m_termination module_plus;
Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
CE-termination of
{ (0 -> # } (1 rules)
is already proven.

checking each of the 1 strongly connected components
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
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[#1 = 0;

[+] (X0,X1) = X1 + X0 + 1;
[0](X0) = X0 + 1;

[1] (X0) = X0 + 2;
[>+¢1(X0,X1) = 2%X1 + XO;

Termination proof found.
- : unit = O

Le systeme s’est effectivement setvi de la terminaison C¢ de module_nat.

CiME> let sig_minus = signature "- : infix binary;";

CiME> let module_minus = HTRS {module_nat} sig_minus my_vars
"x - # -> x;

# - x -> #;

(x)0 - (y)0 > (x - y)O;

(x)0 - (y)1 > ((x -y) - (HD1L;
x)1 - (10 > (x - y1;

x)1 - (P1 > (x - y)0;";

Lors de la preuve de terminaison de la hiérarchie induite par module_minus les regles d’addition
n’interviennent pas.

CiME> m_termination module_minus;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
CE-termination of

{ ()0 -> # } (1 rules)

is already proven.

checking each of the 1 strongly connected components
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[#] = 0;

[-1(X0,X1) = X0;

[0] (X0) = X0 + 1;

[1](X0) = X0 + 1;

[’-¢1(X0,X1) = X1%XO0;

+ +

Termination proof found.
- : unit = O
Introduisons les booléens.

CiME> let sig_bool = signature
"true, false : constant; not : unary; if : 3;";

CiME> let module_bool = HTRS {} sig_bool my_vars
" not(false) -> true ;
not (true) -> false ;
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if (true,x,y) -> x ;
if (false,x,y) -> y;";

Ici ausst le graphe est vide.

CiME> m_termination module_bool;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

checking each of the 0 strongly connected components

Termination proof found.

- : unit = ()

Le tésultat de cette preuve sera utilisé pour monttret la terminaison Cg des tégles de comparaison.

CiME> let sig_ge = signature 'ge: binary;";

CiME> let module_ge
HTRS {module_bool;module_nat} sig_ge my_vars
" ge((x)0,(y)0) -> ge(x,y);
ge((x)0,(y)1) -> not(ge(y,x));
ge((x)1,(y)0) -> ge(x,y);
ge((x)1,(y)1) -> ge(x,y);
ge (x,#) -> true;
ge(#,(x)1) -> false;
ge(#,(x)0) -> ge(#,x);";

Remarquons que le systeme ne prend pas en compte les regles d’arithmétique dans cette preuve.

CiME> m_termination module_ge;
Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
CE-termination of
{ not(false) -> true,
not (true) -> false,
if (true,V_0,V_1) -> V_O,
if (false,V_0,V_1) -> V_1 } (4 rules)
is already proven.

CE-termination of
{ #)0 -> # } (1 rules)
is already proven.

checking each of the 2 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[#] = 0;

[true] = 0;

[gel (X0,X1) = 0;

[0] (X0) 0+ 1;

[falsel
[1](X0) =
[not] (X0)

I
>

N o O

2
3

0;
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[if] (X0,X1,X2) = X2 + X1;
[’ge‘](X0,X1) = X1,

checking component 2 (disjunction of 1 constraints)

#] = 0;

[true] = 0;

[gel (X0,X1) = 0;
[0](X0) = X0 + 1;
[false] = 0;
[1](X0) = X0 + 1;

[not] (X0) = 0;
[if] (X0,X1,X2) = X2 + X1;
[’ge‘] (X0,X1) = X1*XO0;

Termination proof found.
- : unit = (O

I1y a bien une interprétation satisfaisante pour chaque partie strictement fortement connexe du graphe
de dépendance.

CiME> let sig_log’ = signature "log’ : unary;";

CiME> let module_log’ = HTRS {module_ge; module_plus} sig_log’ my_vars
" log’ (#) -> #;
log’ ((x)0) -> if(ge(x,(#)1),log’(x) + (#)1,#);
log’ ((x)1) -> log’(x) + (#)1;";

CiME> let sig_log = signature '"log : unary;";

CiME> let module_log =
HTRS {module_log’;module_minus} sig_log my_vars
" log(x) -> log’(x) - (#H)1;";

Pour Log’ nous obtenons :

CiME> m_termination module_log’;
Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
CE-termination of
{ (o > #,
not (false) -> true,
not (true) -> false,
if (true,V_0,V_1) -> V_O,
if(false,V_0,V_1) -> V_1,
ge ((V_0)0, (V_1)0) -> ge(V_0,V_1),
ge((V_0)0,(V_1)1) -> not(ge(V_1,V_0)),
ge((V_0)1,(v_1)0) -> ge(V_0,V_1),
ge((V_0)1,(V_1)1) -> ge(V_0,V_1),

\4
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ge(V_0,#) -> true,

ge(#,(V_0)1) -> false,

ge(#,(V_0)0) -> ge(#,V_0) } (12 rules)
is already proven.

CE-termination of
{ ()0 —> #,

V_0O + # -> V_O0,

#t +V_0 ->V_0,

(V_0)0 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)0,

(V_0)0 + (V_1)1 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)1 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)1 + (v_1)1 -> ((V_O + V_1) + (#)1)0,

V.o + (V_1 +V_2) > (V_O + V_1) + V_2 } (8 rules)
is already proven.

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)

[#] =

[+] (X0, x1) X1 + X0;
[true]l = 0;

[ge] (X0,X1) =
[log’](X0) =

[0] (X0) = XO + 1;
[false] = 1;

[1](X0) = X0 + 1;

[not] (X0) = 1;
[if] (X0,X1,X2) = X2%X0 + X1;
[’log’‘]1(X0) =

Termination proof found.
- : unit = (O

Quant au module du logarithme proprement dit, la preuve est immédiate puisque le graphe est vide.

CiME> m_termination module_log;
Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
CE-termination of
{Vv.o+# —>V_0,
# + V_0 ->V_O0,
(V_0)0 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)0,
(V_000 + (V_1)1 -> (V_0 + V_1)1,
(V_0)1 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)1,
(V_0)1 + (V_1)1 -> ((V_0 + V_1) + ()10,
V.o + (V.1 +V.2) > (V.0 +V_1) +V_2,
(#)0 > #,
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not(false) -> true,

not (true) -> false,

if (true,V_0,V_1) -> V_O,

if(false,V_0,V_1) -> V_1,

ge ((V_0)0,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),

ge((V_0)0,(V_1)1) -> not(ge(V_1,V_0)),

ge ((V_0)1,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),

ge ((V_0)1, (V_1)1) -> ge(V_0,V_1),

ge(V_0,#) -> true,

ge(#,(V_0)1) -> false,

ge(#,(V_0)0) -> ge(#,V_0),

log’ (#) -> #,

log’ ((V_0)0) -> if(ge(V_0,(#)1),1l0og’(V_0) + (#)1,#),

log’((V_O)l) -> log’(V_O) + (#)1 } (22 rules)
is already proven.

CE-termination of

{ ()0 —> #,
V_0O - # ->V_O0,
# - V_0 -> #,

(V_0)0 - (V_1)0 -> (V_0 - V_1)0,
(V_0)0 - (Vo)1 > ((V_0 - V_1) - ()11,
(V_001 - (V_1)0 -> (V_0 - V_1)1,
(V_0)1 - (v_1)1 -> (V_0 - V_1)0 } (7 rules)
is already proven.
checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.
- ¢ unit = O

Une preuve modulaire

S1 maintenant nous souhaitons une preuve modulaire d’'un « gros » systeme calculant le logarithme,
nous définissons comme auparavant un ensemble de variables pertinent,

CiME> let my_vars = vars '"x y z";
La signature complete du systeme est :

CiME> let sig_whole = signature
" log : unary;
log’ : unary;
ge: binary;
true, false : constant; not : unary; if : 3;
- : infix binary;
+ : infix binary;
# : constant ; 0,1 : postfix unary ;";

Il reste a définir le systeme.
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CiME> let whole = HTRS {} sig_whole my_vars "
#o > #;
x +# ->x
#+x ->x;
(x)0 + (y)0 -> (x + y)O;
x )0+ (1 > (x + 1,
X1+ (Y0 > (x + y)1;
X1+ (P1 > (x+y) + @B1O;
x+ (y+2) > (x+y)+z;
X - # -> x;
# - x -> #;
(x)0 - (y)0 -> (x - y)O;
x)0 - (P1 > (x -y) - DL,
x)1 - (o > (x - y)1;
)1 - (P1 > (x - y)0;
not (false) -> true ;
not (true) -> false ;
if (true,x,y) -> x ;
if (false,x,y) ->vy;
ge((x)0,(y)0) -> ge(x,y);
ge((x)0,(y)1) -> not(ge(y,x));
ge((x)1,(y)0) -> ge(x,y);
ge((x)1,(M1) > gelx,y);
ge(x,#) -> true;
ge(#,(x)1) -> false;
ge(#,(x)0) -> ge(#,x);
log’ (#) -> #;
log’ ((x)0) -> if(ge(x,(#)1),log’(x) + (#)1,#);
log’ ((x)1) -> log’(x) + (#)1;
log(x) -> log’(x) - (#H)1;";
Si nous choisissons une décomposition en modules minimaux et une preuve utilisant les graphes
de dépendance :
CiME> termcrit "minimal";
CiME> termcrit "graph";
La terminaison est rapidement prouvée (les symboles entre doubles cotes sont les symboles marqués).

CiME> m_termination whole;

Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
Checking module:

{3

(Ce module est un module ne comportant que des constructeurs et aucune regle donc aucune paire.)

checking each of the 0 strongly connected components :
Termination proof found.
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Checking module:
{}

checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

Checking module:
{ 0 -> # } (1 rules)

checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

(La seule regle de ce module n’avait pas de paire de dépendance, le graphe de dépendance ne comportait
donc pas de partie strictement fortement connexe.)

Checking module:

{V.0o+ (V.1 +V_2) -> (V.0 +V_1) +V_2,
(V_0)1 + (V_1)1 > ((V_0 + V_1) + (#H1)oO,
(V_o)1 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)1,

(V_0)0 + (V_1)1 -> (V_0 + V_1)1,
(V_0)0 + (V_1)0 -> (V_0 + V_1)0,
#+ V_0 -> V_O0,

V.O+# ->V_0 2} (7 rules)

checking each of the 1 strongly connected components
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)

[(#] = 0;

[0] (X0) = X0 + 1;

[11(X0) = X0 + 2;

[+] (X0,X1) = X1 + X0 + 1;
[>+¢1(X0,X1) = 2%X1 + XO0;

Termination proof found.

Checking module:
{Vv.o-# ->V_0,
# - V.0 > #,
(V_0)0 - (V_1)0 -> (V_0o - V_1)O,
(V_0)0 - (V_1)1 -> ((V_0 - V_1) - (vhH 1)1,
(V_001 - (V_1)0 -> (V_0 - V_1)1,
(V_0)1 - (v_1)1 -> (V_0 - V_1)0 } (6 rules)

checking each of the 1 strongly connected components
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[#] = 0;

[0](X0) = X0 + 1;
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[11(X0) = X0 + 1;
[-]1(X0,X1) = XO0;
[’-¢7(X0,X1) = X1xX0;

Termination proof found.

Checking module:
{}

checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

Checking module:
{ if(false,V_0,V_1) -> V_1,
if (true,V_0,V_1) -> V_0 } (2 rules)

checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

Checking module:
{ not(false) -> true,
not (true) -> false } (2 rules)

checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

Checking module:
{ ge(#,(V_0)0) -> ge(#,V_0),
ge(#,(V_0)1) -> false,
ge(V_0,#) -> true,
ge((V_0)1,(V_1)1) -> ge(V_0,V_1),
ge ((V_0)1,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1),
ge ((V_0)0,(V_1)1) -> not(ge(V_1,V_0)),
ge((V_0)0,(V_1)0) -> ge(V_0,V_1) } (7 rules)

checking each of the 2 strongly connected components
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[true] = 0;

Chapitre III. Modules



II1.3. Exemple d’exécution 149

[false] = 0

[not] (X0) =

[(#] = 0;

[0] (X0) = xo +1;
[1](X0) =

[ge](xo,x1) = o
[’ge‘](X0,X1) =

checking component 2 (disjunction of 1 constraints)
[true] =
[false] =
[not] (X0)
[#1 = 0;
[0] (X0) = X0 + 1;
[1](X0) = X0 + 1;
[ge] (X0,X1) = 0;
[’ge‘](X0,X1) =

IIO\-

X1%X0;
Termination proof found.

Checking module:

{ log’> (#) -> #,
log’ ((V_0)0) -> if(ge(V_0,(#)1),1l0og’(V_0) + (#)1,#),
log’ ((V_0)1) -> log’(V_0) + (#)1 } (3 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)

[true] = 0;
[false] = 1;
[not] (X0) = 1;
[#] =

[0] (X0) = X0 + 1;
[11(X0) = X0 + 1;

[ge] (X0,X1) =

[if] (X0,X1,X2) = X2*X0 + X1;
[+]1(X0,X1) = X1 + XO;
[log’]1(X0) = X
[’log’‘]1(X0) =

Termination proof found.

Checking module:
{ log(V_0) -> log’(V_0) - (#)1 } (1 rules)
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checking each of the 0 strongly connected components
Termination proof found.

- ¢ unit = O

CiME>

Pour chaque hiérarchie une interprétation polynomiale est proposée qui ne dépend que des regles
opportunes.

Le tableau IIL.1 résume les temps passés par le systeme a trouver une preuve de terminaison de ce
systéme a P'aide d’inteprétations polynomiales simples”.

‘ Recherche ‘ Sans modules | Avec modules ‘
Sans graphe 156600s 35s |
Avec graphes 500s 9s ‘

TAB. II1.1 Comparaison des temps nécessaires a la preuve de terminaison.

2Simples est a prendre ici au sens de Steinbach (cf. paragraphe T1.2.1). Les temps sont en secondes sur un ordinateur
biprocesseur (P. III 933MHz) disposant de 2Go de mémoire vive et exploité par un systeme UNIX (LINUX Debian).



Chapitre IV

Critéres AC

C/ME2 doit permettre de travailler sur des termes contenant des symboles associatifs et commutatifs
aussi bien dans la définition et 'utilisation des systemes de récriture que dans leur preuve de terminaison.

IV.1 Problématique

Le langage est en fait déja capable de manipuler des symboles et des termes AC en représentation
aplatie. Il reste donc a appliquer de facon adéquate les criteres de terminaison étendus aux systemes
sur une signature AC. Il faut :

1. Choisir un critere étendu si la sighature comporte des symboles AC;
2. Calculer, si on ne désire pas de marques, les paires étendues non marquées ;

3. Calculer le cas échéant un ensemble convenable de paires étendues AC, c’est-a-dire vérifiant les

conditions de dépendance (déf. 85);

4. Restreindre la recherche des interprétations a celles qui sont compatibles avec AC.

IV.2 Implantation

Le premier point se réduit en fait a un test ais¢, le deuxieme ne requiert qu’un test et calcul simple
pour chaque regle : si la regle doit étre étendue, on lui associe son extension. 11 suffit alors de générer
les paires de dépendance.

Plus délicat est le calcul d’un ensemble de paires vérifiant les conditions de dépendance. Il nous faut
évaluer les fonctions Split et Pairs (définitions 88 et 89), c’est-a-dire dans un premier temps produire
toutes les substitutions intéressantes (par Split) et dans un deuxieme temps pouvoir construire un
ensemble des formes normales partiellement marquées d’un terme donné (permettant alors de définir
un ensemble de paires idoine). Ces opérations sont réalisées a 'aide de manipulations combinatoires
et de calcul de bipartition d’ensembles.

Le déroulement de la preuve est alors le suivant : sila sighature ne comporte pas de symbole AC on
génere un ensemble de contraintes dépendant du critere retenu, si un symbole associatif-commutatif est
détecté, on produit un ensemble de contraintes modulé le cas échéant par I'application de criteres par
paires (paires étendues AC, etc.). Le systeme tente alors de trouver un ordre convenable en respectant
le caractere éventuellement AC des interprétations pour les symboles qui le requicrent.
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Exemple 51.

Prenons le cas de larithmétique de Peano. A notre connaissance, prouver la terminaison de ce systome a l'aide
d'interprétations polynomiales simples demandart jusqu’a présent une composition lexicographigue de deux: interprétations,
rendant ainsi la preuve trés ardue sinon hors de portée des ontils de prenve de terminaison.

En affaiblissant et réduisant les contraintes grice a une approche modulaire et en utilisant la puissance des paires
de dépendance relatives AC, CIME2 montre la terminaison Cs modulo AC de ce systéme en une fraction de seconde.

let X = vars "x y z";

let F1

signature "
0 : constant;
S @ unary;

+ : AC";

let R1

HTRS {} F1 X "
x+0 -> x;
xts(y) -> s(x+y);

n.
bl

La terminaison de ce systeme est aisément prouvée, meéne sans paires marquées :
CiME> termcrit ‘‘dp’’;
Termination now uses dependency pair criterion
- : unit = ()

CiME> termcrit ¢ ‘nomarks’’;
Dependency pair criterion now do not use marks
- ¢ unit = O

CiME> m_termination R1;
Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0

[0] = 0;

[s]1(X0) = X0 + 1;
[+] (X0,X1) = X1*X0 + 2*X1 + 2xX0 + 2;
- : unit = ()

Nouts pouvons alors passer a la preuve de terminaison de I'extension complete.

let F2

signature "x : AC";

let R2

HTRS {R1} F2 X "
x¥0 -> 0;
x¥s(y) -> (x*xy) + x;

n.
bl

Choisissons une preuve respectant cette hicrarchie, des paires de dépendance relatives AC marqguées et plagons la
borne supérieure des coefficients de polynomes a 2.
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CiME> termcrit "dp";
Termination now uses dependency pair criterion
- : unit = O

CiME> termcrit "marks";
Dependency pair criterion now uses marks
- : unit = O

CiME> termpolybound 2;
Search bound of polynomial coefficients is now 2
- : unit = (O

CiME> m_termination R2;
Entering the termination expert for modules. Verbose level = 0
CE-termination of
{VvV.0o+0 ->V_0,
V_0 + s(V_1) -> s(V_0 + V_1) } (2 rules)
is already proven.

[0] = 0;
[*] (X0,X1) = 2*%X1xX0 + 2xX1 + 2xX0 + 1;
[s]1(X0) = X0 + 1;
[+] (X0,X1) = X1 + XO0;
[’*¢] (X0,X1) = X1xX0 + X1 + XO;
- unit = QO
Nous obtenons ainsi la premiere preuve antomatique de terminaison de ce systeme a l'aide d’interprétations
polynomiales.
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Chapitre V

Exemple

Nous proposons ici un exemple issu d’'une spécification (fournie par Thomas Arts) de processus
communicants développée a I'aide du langage £1-CRL [40)].

Ce systeme est composé de 377 regles présentées modulairement comme suit :

let my_vars = vars "B B1 B2 CS1 CS2 S1 S2 E1 E2 E3 N1 N2 H1 H2 T1 T2 Terml FO
F1 F2 NewF Record Name Field Fields Pending Pendings Lock Locks Resource Resources
Client List Head Tail E Pid Clientl Client2 MCRLFree0O MCRLFreel";

let sig_bool = signature
" T,F:constant;
or,and,imp: binary;
not: unary;
eq: binary;
if: 3;";

let trs_bool = HTRS {} sig_bool my_vars

" or(T,T) -> T; imp(F,B) -> T;
or(F,T) -> T; not(T) -> F;
or(T,F) -> T; not(F) -> T;
or(F,F) -> F; if(T,B1,B2) -> Bi;
and(T,B) -> B; if (F,B1,B2) -> B2;
and(B,T) -> B; eq(T,T) -> T;
and(F,B) -> F; eq(F,F) -> T;
and(B,F) -> F; eq(T,F) -> F;
imp(T,B) -> B; eq(F,T) -> F ";

let sig_nat = signature " O: constant ; s: unary ; eqn,le,less:binary";

let trs_nat = HTRS {} sig_nat my_vars "";

let sig_term = signature "
pid: 1;
a,excl,excllock,false,lock,locker,mcrlrecord,ok,pending,
release,request,resource,tag,true,undefined: constant;
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int: 1;

constant;

cons: 2;

tuple: 2;

tuplenil: 1;

eqt:2;

element:2;

record_new: 1;

record_extract:3;

record_update: 4;

record_updates: 3;

case0:3;

locker2_promote_pending:2;

locker2_map_add_pending:3;

locker2_remove_pending:2;

locker2_add_pending:3;

locker2_map_promote_pending: 2;

casel:4;

case2: 3;

locker2_claim_lock: 3;

locker2_release_lock: 2;

locker2_map_claim_lock: 3;

case3: 4;

nil:

let trs_term
eqt(nil,undefined) -> F;
eqt (nil,pid(N2)) -> F;
eqt(nil,int(N2)) -> F;

eqt (nil,cons(H2,T2)) -> F;
eqt (nil,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt(nil,tuplenil (H2)) -> F;
eqt(a,nil) -> F;

eqt(a,a) -> T;

eqt(a,excl) -> F;
eqt(a,false) -> F;
eqt(a,lock) -> F;
eqt(a,locker) -> F;

eqt(a,mcrlrecord) -> F;
eqt(a,ok) -> F;
eqt(a,pending) -> F;
eqt(a,release) -> F;
eqt(a,request) -> F;

eqt(a,resource) -> F;
eqt(a,tag) -> F;
eqt(a,true) -> F;
eqt(a,undefined) -> F;
eqt(a,pid(N2)) -> F;

locker2_obtainable: 2;

case4: 3;
locker2_obtainables: 2;
caseb: 4;
locker2_check_available: 2;
caseb6: 4;

locker2_check_availables: 2;
locker2_adduniq: 2;
case7: 4;

equal: 2;

andt: 2;

ort: 2;

hd: 1;

tl: 1;

append: 2;
subtract: 2;
delete: 2;

case8: 4;

gen_tag: 1;
gen_modtageq: 2;
member: 2;

case9: 4;

n.
I’

HTRS {trs_bool;trs_nat} sig_term my_vars "

eqt (a,int(N2)) -> F;
eqt(a,cons(H2,T2)) -> F;
eqt (a,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt(a,tuplenil (H2)) -> F;
eqt (excl,nil) -> F;

eqt (excl,a) -> F;

eqt (excl,excl) -> T;

eqt (excl,false) -> F;

eqt (excl,lock) -> F;

eqt (excl,locker) -> F;
eqt (excl,mcrlrecord) -> F;
eqt (excl,ok) -> F;

eqt (excl,pending) -> F;
eqt (excl,release) -> F;
eqt (excl,request) -> F;
eqt (excl,resource) -> F;
eqt(excl,tag) -> F;

eqt (excl,true) -> F;

eqt (excl,undefined) -> F;
eqt (excl,pid(N2)) -> F;

eqt (excl, eqt(false,int(N2))) ->

eqt (false,cons(H2,T2)) -> F;
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eqt(false,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt (false,tuplenil (H2)) -> F;
eqt(lock,nil) -> F;
eqt(lock,a) -> F;

eqt (lock,excl) -> F;

eqt (lock,false) -> F;

eqt (lock,lock) -> T;
eqt(lock,locker) -> F;

eqt (lock,mcrlrecord) -> F;
eqt(lock,ok) -> F;
eqt(lock,pending) -> F;

eqt (lock,release) -> F;

eqt (lock,request) -> F;

eqt (lock,resource) -> F;
eqt(lock,tag) -> F;

eqt (lock,true) -> F;

eqt (lock,undefined) -> F;

eqt (lock,pid(N2)) -> F;

eqt (lock,int (N2)) -> F;

eqt (lock,cons(H2,T2)) -> F;
eqt (lock,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt (lock,tuplenil(H2)) -> F;
eqt (locker,nil) -> F;

eqt (locker,a) -> F;

eqt (locker,excl) -> F;

eqt (locker,false) -> F;

eqt (locker,lock) -> F;

eqt (locker,locker) -> T;

eqt (locker,mcrlrecord) -> F;
eqt (locker,ok) -> F;

eqt (locker,pending) -> F;

eqt (locker,release) -> F;

eqt (locker,request) -> F;

eqt (locker,resource) -> F;
eqt(locker,tag) -> F;

eqt (locker,true) -> F;

eqt (locker,undefined) -> F;
eqt (locker,pid(N2)) -> F;

eqt (locker,int(N2)) -> F;

eqt (locker,cons(H2,T2)) -> F;
eqt (locker,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt (locker,tuplenil (H2)) -> F;
eqt (mcrlrecord,nil) -> F;

eqt (mcrlrecord,a) -> F;

eqt (mcrlrecord,excl) -> F;
eqt (mcrlrecord,false) -> F;

eqt (mcrlrecord,lock) -> F;

eqt (mcrlrecord,locker) -> F;
eqt (mcrlrecord,mcrlrecord) -> T;
eqt (mcrlrecord,ok) -> F;

eqt (mcrlrecord,pending) -> F;
eqt (mcrlrecord,release) -> F;
eqt (mcrlrecord,request) -> F;
eqt (mcrlrecord,resource) -> F;
eqt (ok,resource) -> F;

eqt (ok,tag) -> F;

eqt (ok,true) -> F;

eqt (ok,undefined) -> F;

eqt (ok,pid(N2)) -> F;

eqt (ok,int(N2)) -> F;

eqt (ok,cons(H2,T2)) -> F;

eqt (ok,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt (ok,tuplenil (H2)) -> F;

eqt (pending,nil) -> F;

eqt (pending,a) -> F;

eqt (pending,excl) -> F;

eqt (pending,false) -> F;

eqt (pending,lock) -> F;

eqt (pending,locker) -> F;

eqt (pending,mcrlrecord) -> F;
eqt (pending,ok) -> F;

eqt (pending,pending) -> T;

eqt (pending,release) -> F;

eqt (pending,request) -> F;

eqt (pending,resource) -> F;
eqt (pending,tag) -> F;

eqt (pending,true) -> F;

eqt (pending,undefined) -> F;
eqt (pending,pid(N2)) -> F;

eqt (pending,int (N2)) -> F;

eqt (pending,cons(H2,T2)) -> F;
eqt (pending,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt (pending,tuplenil (H2)) -> F;
eqt (release,nil) -> F;

eqt (release,a) -> F;

eqt (release,excl) -> F;

eqt (release,false) -> F;

eqt (release,lock) -> F;

eqt (release,locker) -> F;

eqt (release,mcrlrecord) -> F;
eqt (release,ok) -> F;

eqt (request,mcrlrecord) -> F;
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eqt (request,ok) -> F; eqt(tag,cons(H2,T2)) -> F;
eqt (request,pending) -> F; eqt(tag,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt (request,release) -> F; eqt(tag,tuplenil(H2)) -> F;
eqt (request,request) -> T; eqt (true,nil) -> F;

eqt (request,resource) -> F; eqt(true,a) -> F;

eqt (request,tag) -> F; eqt (true,excl) -> F;

eqt (request,true) -> F; eqt (true,false) -> F;

eqt (request,undefined) -> F; eqt (true,lock) -> F;

eqt (request,pid(N2)) -> F; eqt (true,locker) -> F;

eqt (request,int(N2)) -> F; eqt (true,mcrlrecord) -> F;
eqt (request,cons(H2,T2)) -> F; eqt (true,ok) -> F;

eqt (request,tuple(H2,T2)) -> F; eqt (true,pending) -> F;

eqt (request,tuplenil (H2)) -> F; eqt (true,release) -> F;
eqt(resource,nil) -> F; eqt(true,request) -> F;

eqt (resource,a) -> F; eqt (true,resource) -> F;
eqt (resource,excl) -> F; eqt(true,tag) -> F;

eqt (resource,false) -> F; eqt (true,true) -> T;

eqt (resource,lock) -> F; eqt (true,undefined) -> F;
eqt (resource,locker) -> F; eqt (true,pid(N2)) -> F;

eqt (resource,mcrlrecord) -> F; eqt (true,int (N2)) -> F;

eqt (resource,ok) -> F; eqt (true,cons(H2,T2)) -> F;
eqt (resource,pending) -> F; eqt (true,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt (resource,release) -> F; eqt (true,tuplenil(H2)) -> F;
eqt (resource,request) -> F; eqt (undefined,nil) -> F;
eqt (resource,resource) -> T; eqt (undefined,a) -> F;

eqt (resource,tag) -> F; eqt (undefined,tuplenil (H2)) -> F;
eqt (resource,true) -> F; eqt(pid(N1) ,nil) -> F;

eqt (resource,undefined) -> F; eqt (pid(N1),a) -> F;

eqt (resource,pid(N2)) -> F; eqt (pid(N1),excl) -> F;

eqt (resource,int (N2)) -> F; eqt (pid(N1),false) -> F;
eqt (resource,cons(H2,T2)) -> F; eqt (pid(N1),lock) -> F;

eqt (resource,tuple(H2,T2)) -> F; eqt (pid(N1),locker) -> F;
eqt (resource,tuplenil (H2)) -> F; eqt (pid(N1) ,mcrlrecord) -> F;

eqt(tag,nil) -> F; eqt (pid(N1),0k) -> F;
eqt(tag,a) -> F; eqt (pid(N1) ,pending) -> F;
eqt(tag,excl) -> F; eqt (pid(N1) ,release) -> F;
eqt(tag,false) -> F; eqt (pid(N1) ,request) -> F;
eqt(tag,lock) -> F; eqt (pid(N1) ,resource) -> F;
eqt(tag,locker) -> F; eqt (pid(N1),tag) -> F;
eqt(tag,mcrlrecord) -> F; eqt (pid(N1) ,true) -> F;
eqt(tag,ok) -> F; eqt (pid(N1) ,undefined) -> F;
eqt (tag,pending) -> F; eqt (pid(N1) ,pid(N2)) -> eqt(N1,N2);
eqt(tag,release) -> F; eqt (pid(N1),int(N2)) -> F;
eqt(tag,request) -> F; eqt (pid(N1),cons(H2,T2)) -> F;
eqt(tag,resource) -> F; eqt (pid(N1) ,tuple(H2,T2)) -> F;
eqt(tag,tag) -> T; eqt (pid(N1) ,tuplenil(H2)) -> F;
eqt(tag,true) -> F; eqt (int (N1) ,nil) -> F;
eqt(tag,undefined) -> F; eqt (int (N1),a) -> F;
eqt(tag,pid(N2)) -> F; eqt (int (N1) ,excl) -> F;

eqt (tag,int(N2)) -> F; eqt (int (N1) ,false) -> F;
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eqt (int (N1),lock) -> F; eqt (tuple(H1,T1) ,request) -> F;

eqt (int (N1) ,locker) -> F; eqt (tuple(H1,T1) ,resource) -> F;
eqt (int (N1) ,mcrlrecord) -> F; eqt (tuple(H1,T1) ,,tag) -> F;

eqt (int (N1) ,0k) -> F; eqt (tuple(H1,T1) ,true) -> F;

eqt (int(N1) ,pending) -> F; eqt (tuple(H1,T1) ,undefined) -> F;
eqt (int (N1) ,release) -> F; eqt (tuple(H1,T1),pid(N2)) -> F;

eqt (int (N1) ,request) -> F; eqt (tuple(H1,T1),int(N2)) -> F;

eqt (int (N1) ,resource) -> F; eqt (tuple(H1,T1),cons(H2,T2)) -> F;
eqt (int (N1) ,tag) -> F; eqt (tuple(H1,T1) ,tuplenil(H2)) -> F;
eqt (int (N1) ,true) -> F; eqt (tuplenil(H1) ,nil) -> F;

eqt (int (N1) ,undefined) -> F; eqt (tuplenil(H1),a) -> F;
eqt(cons(H1,T1) ,resource) -> F; eqt (tuplenil(H1),excl) -> F;

eqt (cons(H1,T1) ,tag) -> F; eqt (tuplenil (H1) ,false) -> F;
eqt(cons(H1,T1) ,true) -> F; eqt (tuplenil(H1),lock) -> F;

eqt (cons (H1,T1) ,undefined) -> F; eqt (tuplenil (H1),locker) -> F;
eqt(cons(H1,T1),pid(N2)) -> F; eqt (tuplenil (H1) ,mcrlrecord) -> F;
eqt (cons(H1,T1),int(N2)) -> F; eqt (tuplenil (H1) ,0k) -> F;
eqt(cons(H1,T1) ,tuple(H2,T2)) -> F; eqt (tuplenil(H1) ,pending) -> F;
eqt(cons(H1,T1) ,tuplenil (H2)) -> F; eqt (tuplenil(H1) ,release) -> F;

eqt (tuple(H1,T1),nil) -> F; eqt (tuplenil(H1) ,request) -> F;

eqt (tuple(H1,T1),a) -> F; eqt (tuplenil (H1) ,resource) -> F;
eqt (tuple(H1,T1),excl) -> F; eqt (tuplenil(H1) ,tag) -> F;

eqt (tuple(H1,T1) ,false) -> F; eqt (tuplenil(H1),true) -> F;

eqt (tuple(H1,T1),lock) -> F; eqt (tuplenil (H1) ,undefined) -> F;
eqt (tuple(H1,T1),locker) -> F; eqt (tuplenil (H1),pid(N2)) -> F;

eqt (tuple(H1,T1) ,mcrlrecord) -> F; eqt (tuplenil (H1),int (N2)) -> F;

eqt (tuple(H1,T1),0k) -> F; eqt (tuplenil (H1),cons(H2,T2)) -> F;
eqt (tuple(H1,T1),pending) -> F; eqt (tuplenil(H1) ,tuple(H2,T2)) -> F;

eqt (tuple(H1,T1) ,release) -> F;
element (int(s(0)) ,tuplenil(T1)) -> Ti;
element (int(s(0)) ,tuple(T1,T2)) -> Ti;
eqt (tuplenil (H1) ,tuplenil (H2)) -> eqt(H1,H2);
element (int(s(s(N1))),tuple(T1,T2)) -> element(int(s(N1)),T2);
eqt (cons (H1,T1),cons(H2,T2)) -> and(eqt(H1,H2),eqt(T1,T2));
eqt (tuple(H1,T1) ,tuple(H2,T2)) -> and(eqt(H1,H2),eqt(T1,T2));

record_new(lock) ->
tuple(mcrlrecord,
tuple(lock, tuple(undefined, tuple(nil, tuplenil(nil)))));

record_extract (tuple(mcrlrecord,
tuple(lock,
tuple(FO, tuple(F1l, tuplenil(F2))))),lock,resource) ->
tuple(mcrlrecord, tuple(lock, tuple(FO, tuple(NewF, tuplenil(F2)))));

record_update (tuple(mcrlrecord,
tuple(lock,
tuple(FO, tuple(F1, tuplenil(F2))))),lock,pending,NewF) ->
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tuple(mcrlrecord, tuple(lock, tuple(FO, tuple(F1l, tuplenil(NewF)))));
record_updates(Record,Name,nil) -> Record;

record_updates(Record,Name,
cons(tuple(Field, tuplenil(NewF)),Fields)) ->
record_updates(record_update (Record,Name,Field,NewF) ,Name,Fields);

locker2_map_promote_pending(nil,Pending) ->
nil;

locker2_map_promote_pending(cons(Lock,Locks) ,Pending) ->
cons (
locker2_promote_pending(Lock,Pending),
locker2_map_promote_pending(Locks,Pending));

locker2_map_claim_lock(nil,Resources,Client) ->
nil;

locker2_map_claim_lock(cons(Lock,Locks),Resources,Client) ->
cons(locker2_claim_lock(Lock,Resources,Client),
locker2_map_claim_lock(Locks,Resources,Client));

locker2_map_add_pending(nil,Resources,Client) ->
nil;

locker2_promote_pending(Lock,Client) ->
case0(Client,Lock,record_extract(Lock,lock,pending));

caseO(Client,Lock,cons(Client,Pendings)) ->
record_updates(Lock,lock,cons(tuple(excl, tuplenil(Client)),
cons(tuple(pending, tuplenil(Pendings)),nil)));

case0(Client,Lock,MCRLFree0) ->
Lock;

locker2_remove_pending(Lock,Client) ->
record_updates(Lock,lock,cons(tuple(pending,
tuplenil (subtract(record_extract(Lock,lock,pending),
cons(Client,nil)))),nil));

locker2_add_pending(Lock,Resources,Client) ->
casel(Client,Resources,Lock,member (

record_extract(Lock,lock,resource) ,Resources));

casel(Client,Resources,Lock,true) ->



record_updates(Lock,lock,cons(tuple(pending,
tuplenil (append(record_extract (Lock,lock,pending),
cons(Client,nil)))),nil));

casel(Client,Resources,Lock,false) ->
Lock;

locker2_release_lock(Lock,Client) ->

case2(Client,Lock,gen_modtageq(Client,record_extract(Lock,lock,excl)));

case2(Client,Lock,true) ->
record_updates(Lock,lock,cons(tuple(excllock,excl),nil));

case4(Client,Lock,MCRLFreel) ->
false;

locker2_obtainables(nil,Client) ->
true;

locker2_obtainables(cons(Lock,Locks),Client) ->

case5(Client,Locks,Lock,member(Client,record_extract (Lock,lock,pending)));

case5(Client,Locks,Lock,true) ->

andt (locker2_obtainable(Lock,Client) ,locker2_obtainables(Locks,Client));

caseb(Client,Locks,Lock,false) ->
locker2_obtainables(Locks,Client);

locker2_check_available(Resource,nil) ->
false;
locker2_check_available (Resource,cons(Lock,Locks)) ->
case6(Locks,Lock,Resource,
equal (Resource,record_extract(Lock,lock,resource)));

case6(Locks,Lock,Resource,true) ->
andt (equal (record_extract(Lock,lock,excl),nil),
equal (record_extract (Lock,lock,pending) ,nil));

case6(Locks,Lock,Resource,false) ->
locker2_check_available(Resource,Locks);

locker2_check_availables(nil,Locks) ->
true;
locker2_check_availables(cons (Resource,Resources),Locks) ->
andt (locker2_check_available(Resource,Locks),
locker2_check_availables(Resources,Locks));
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locker2_adduniq(nil,List) ->
List;

append(cons(Head,Tail),List) ->
cons (Head,append(Tail,List));

subtract (List,nil) ->
List;

subtract (List,cons(Head,Tail)) ->

subtract (delete(Head,List) ,Tail);

delete(E,nil) ->
nil;

delete(E,cons(Head,Tail)) ->

case8(Tail,Head,E,equal(E,Head));

case8(Tail,Head,E,true) ->
Tail;

case8(Tail,Head,E,false) ->
cons(Head,delete(E,Tail));

gen_tag(Pid) ->
tuple(Pid, tuplenil(tag));

gen_modtageq(Clientl,Client2) ->
equal(Client1,Client2);

member (E,nil) ->
false;

member (E,cons(Head,Tail)) ->

case9(Tail,Head,E,equal(E,Head));

case9(Tail,Head,E,true) ->
true;

case9(Tail,Head,E,false) ->
member (E,Tail) ;";
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let sig_stack = signature "
pushls: 2;
pops: 1;
tops: 1;
istops: 2;
eqs:2;
empty:constant;
stack:2;
pushs:2;

n.
b

let trs_stack = HTRS {trs_bool; trs_term} sig_stack my_vars "
eqs(empty,empty) -> T;
eqs (empty,stack(E2,52)) -> F;
eqs (stack(E1,S1) ,empty) -> F;
eqs (stack(E1,S1),stack(E2,S2)) -> and(eqt(E1,E2),eqs(S1,S2));
pushs(E1,51) -> stack(E1,S1);
pops(stack(E1,81)) -> Si;
tops(stack(E1,S1)) -> Ei;
istops(El,empty) -> F;
istops(E1l,stack(E2,S1)) -> eqt(E1,E2);";

let sig_call = signature "
nocalls: constant ;
calls: 3 ;
eqc: binary;
push: 3;
pushl: 6;
pop: 2;
popl: 5;
stacked: 3;
stackedl: 5";

let call_trs = HTRS {trs_bool;trs_stack;trs_term} sig_call my_vars "
eqc(nocalls,nocalls) -> T;
eqc(nocalls,calls(E2,52,CS2)) -> F;
eqc(calls(E1,S1,CS1),nocalls) -> F;
eqc(calls(E1,S1,CS1),calls(E2,S2,CS2)) ->

and (eqt(E1,E2), and(eqs(S81,52), eqc(CS1,CS2)));

push(E1,E2,nocalls) -> calls(E1l,stack(E2,empty),nocalls);
push(E1,E2,calls(E3,S1,C81)) -> pushil(E1,E2,E3,S1,CS1,eqt(EL1,E3));
push1(E1,E2,E3,S81,CS1,T) -> calls(E3,pushs(E2,S1),CS1);

Prouvons la terminaison de ce systeme grace a CZME2. Les modules simplifiant considérable-
ment les interprétations, nous pouvons commencer par chercher des interprétations linéaires sur la
décomposition en modules minimaux :
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polyinterpkind ¢‘linear’’;
termcrit ¢ ‘minimal’’;

Le systeme fournit alors une preuve en un peu moins de trois secondes!.
Pour des raisons de clarté de nombreuses preuves de terminaison des modules sans regles ont été
omises. Cette omission est signalée par C...].

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

[...]

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ and(T,V_0) -> V_O,
and(V_0,T) -> V_O,
and(F,V_0) -> F,
and(V_0,F) -> F } (4 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ eqt(tuplenil(V_12),tuplenil(V_13)) -> eqt(V_12,V_13),
eqt (tuplenil(V_12),tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),int(V_11)) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),pid(V_11)) -> F,
eqt (tuplenil(V_12) ,undefined) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),true) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),tag) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),resource) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),request) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),release) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),pending) -> F,
eqt (tuplenil(V_12),0k) -> F,
eqt (tuplenil(V_12) ,mcrlrecord) -> F,

T ordinateur est un biprocesseur (P. TIT 933MHz) disposant de 2Go de mémoire vive et exploité par un systéme UNIX
(LINUX Debian).



eqt (tuplenil(V_12),locker) -> F,

eqt (tuplenil(V_12),lock) -> F,

eqt (tuplenil(V_12),false) -> F,

eqt (tuplenil(V_12),excl) -> F,

eqt (tuplenil(V_12),a) -> F,

eqt (tuplenil(V_12),nil) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,tuple(V_13,V_15)) ->

and (eqt (V_12,V_13) ,eqt (V_14,V_15)),

eqt (tuple(V_12,V_14),cons(V_13,V_15)) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),int(V_11)) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),pid(V_11)) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,undefined) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,true) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),tag) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,resource) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,request) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,release) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,pending) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),0k) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,mcrlrecord) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),locker) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),lock) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),false) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),excl) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14),a) -> F,

eqt (tuple(V_12,V_14) ,nil) -> F,

eqt (cons(V_12,V_14) ,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt(cons(V_12,V_14) ,tuple(V_13,V_15)) -> F,

eqt (cons(V_12,V_14),cons(V_13,V_15)) ->
and (eqt (V_12,V_13) ,eqt (V_14,V_15)),

eqt (cons(V_12,V_14),int(V_11)) -> F,

eqt(cons(V_12,V_14),pid(V_11)) -> F,

eqt (cons(V_12,V_14) ,undefined) -> F,

eqt(cons(V_12,V_14) ,true) -> F,

eqt(cons(V_12,V_14),tag) -> F,

eqt(cons(V_12,V_14) ,resource) -> F,

eqt (int(V_10) ,undefined) -> F,

eqt (int (V_10) ,true) -> F,

eqt(int(V_10),tag) -> F,

eqt (int (V_10) ,resource) -> F,

eqt (int(V_10) ,request) -> F,

eqt (int (V_10) ,release) -> F,

eqt (int(V_10) ,pending) -> F,

eqt (int(V_10),0k) -> F,

eqt (int (V_10) ,mcrlrecord) -> F,

eqt (int(V_10) ,locker) -> F,
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eqt (int(V_10),lock) -> F,

eqt (int(V_10) ,false) -> F,

eqt (int(V_10) ,excl) -> F,

eqt (int(V_10),a) -> F,

eqt (int(V_10),nil) -> F,

eqt (pid(V_10),tuplenil(V_13)) -> F,
eqt (pid(V_10) ,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (pid(V_10),cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt (pid(V_10),int(V_11)) -> F,

eqt (pid (V_10),pid(V_11)) -> eqt(V_10,V_11),
eqt (pid(V_10) ,undefined) -> F,

eqt (pid(V_10) ,true) -> F,

eqt (pid(V_10),tag) -> F,

eqt (pid(V_10) ,resource) -> F,

eqt (pid(V_10),request) -> F,

eqt (pid(V_10) ,release) -> F,

eqt (pid(V_10) ,pending) -> F,

eqt (pid(V_10),0k) -> F,

eqt (pid(V_10) ,mcrlrecord) -> F,

eqt (pid(V_10) ,locker) -> F,

eqt (pid(V_10),lock) -> F,

eqt (pid(V_10) ,false) -> F,

eqt (pid(V_10),excl) -> F,
eqt(pid(V_10),a) -> F,

eqt (pid(V_10),nil) -> F,

eqt (undefined,tuplenil (V_13)) -> F,
eqt (undefined,a) -> F,

eqt (undefined,nil) -> F,

eqt (true,tuplenil(V_13)) -> F,

eqt (true,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (true,cons(V_13,V_15)) -> F,

eqt (true,int (V_11)) -> F,

eqt (true,pid(V_11)) -> F,

eqt (true,undefined) -> F,

eqt (true,true) -> T,

eqt(true,tag) -> F,

eqt (true,resource) -> F,

eqt (true,request) -> F,

eqt (true,release) -> F,

eqt (true,pending) -> F,

eqt (true,ok) -> F,

eqt (true,mcrlrecord) -> F,

eqt (true,locker) -> F,

eqt (true,lock) -> F,

eqt (true,false) -> F,

eqt (true,excl) -> F,

eqt(true,a) -> F,
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eqt (true,nil) -> F,

eqt (tag,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt(tag,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (tag,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt(tag,int(V_11)) -> F,
eqt(tag,pid(V_11)) -> F,
eqt(tag,undefined) -> F,
eqt(tag,true) -> F,

eqt(tag,tag) -> T,
eqt(tag,resource) -> F,
eqt(tag,request) -> F,
eqt(tag,release) -> F,
eqt(tag,pending) -> F,

eqt(tag,ok) -> F,

eqt (tag,mcrlrecord) -> F,
eqt(tag,locker) -> F,
eqt(tag,lock) -> F,

eqt(tag,false) -> F,

eqt(tag,excl) -> F,

eqt(tag,a) -> F,

eqt(tag,nil) -> F,

eqt (resource,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt (resource,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (resource,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt (resource,int(V_11)) -> F,

eqt (resource,pid(V_11)) -> F,

eqt (resource,undefined) -> F,

eqt (resource,true) -> F,

eqt (resource,tag) -> F,

eqt (resource,resource) -> T,

eqt (resource,request) -> F,

eqt (resource,release) -> F,

eqt (resource,pending) -> F,

eqt (resource,ok) -> F,

eqt (resource,mcrlrecord) -> F,

eqt (resource,locker) -> F,

eqt (resource,lock) -> F,

eqt (resource,false) -> F,

eqt (resource,excl) -> F,
eqt(resource,a) -> F,

eqt (resource,nil) -> F,

eqt (request,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt (request,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (request,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt (request,int(V_11)) -> F,

eqt (request,pid(V_11)) -> F,

eqt (request,undefined) -> F,
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eqt (request,true) -> F,
eqt(request,tag) -> F,

eqt (request,resource) -> F,
eqt (request,request) -> T,

eqt (request,release) -> F,

eqt (request,pending) -> F,

eqt (request,ok) -> F,

eqt (request,mcrlrecord) -> F,
eqt(release,ok) -> F,

eqt (release,mcrlrecord) -> F,
eqt(release,locker) -> F,

eqt (release,lock) -> F,
eqt(release,false) -> F,
eqt(release,excl) -> F,
eqt(release,a) -> F,
eqt(release,nil) -> F,

eqt (pending,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt (pending,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (pending,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt (pending,int(V_11)) -> F,
eqt (pending,pid(V_11)) -> F,
eqt (pending,undefined) -> F,
eqt (pending,true) -> F,

eqt (pending,tag) -> F,

eqt (pending,resource) -> F,
eqt (pending,request) -> F,

eqt (pending,release) -> F,

eqt (pending,pending) -> T,

eqt (pending,ok) -> F,

eqt (pending,mcrlrecord) -> F,
eqt (pending,locker) -> F,

eqt (pending,lock) -> F,

eqt (pending,false) -> F,

eqt (pending,excl) -> F,
eqt(pending,a) -> F,
eqt(pending,nil) -> F,

eqt (ok,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt (ok,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (ok,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt (ok,int(V_11)) -> F,

eqt (ok,pid(V_11)) -> F,

eqt (ok,undefined) -> F,

eqt (ok,true) -> F,

eqt(ok,tag) -> F,

eqt (ok,resource) -> F,

eqt (mcrlrecord,resource) -> F,
eqt (mcrlrecord,request) -> F,



eqt (mcrlrecord,release) -> F,
eqt (mcrlrecord,pending) -> F,
eqt (mcrlrecord,ok) -> F,

eqt (mcrlrecord,mcrlrecord) -> T,
eqt (mcrlrecord,locker) -> F,

eqt (mcrlrecord,lock) -> F,

eqt (mcrlrecord,false) -> F,

eqt (mcrlrecord,excl) -> F,

eqt (mcrlrecord,a) -> F,

eqt (mcrlrecord,nil) -> F,

eqt (locker,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt (locker,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (locker,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt(locker,int(V_11)) -> F,

eqt (locker,pid(V_11)) -> F,

eqt (locker,undefined) -> F,

eqt (locker,true) -> F,
eqt(locker,tag) -> F,

eqt (locker,resource) -> F,

eqt (locker,request) -> F,

eqt (locker,release) -> F,

eqt (locker,pending) -> F,

eqt (locker,ok) -> F,

eqt (locker,mcrlrecord) -> F,

eqt (locker,locker) -> T,

eqt (locker,lock) -> F,

eqt (locker,false) -> F,

eqt (locker,excl) -> F,

eqt (locker,a) -> F,

eqt (locker,nil) -> F,

eqt (lock,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt (lock,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (lock,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt(lock,int(V_11)) -> F,

eqt (lock,pid(V_11)) -> F,
eqt(lock,undefined) -> F,

eqt (lock,true) -> F,
eqt(lock,tag) -> F,
eqt(lock,resource) -> F,

eqt (lock,request) -> F,
eqt(lock,release) -> F,
eqt(lock,pending) -> F,

eqt (lock,ok) -> F,

eqt (lock,mcrlrecord) -> F,

eqt (lock,locker) -> F,
eqt(lock,lock) -> T,
eqt(lock,false) -> F,
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eqt (lock,excl) -> F,
eqt(lock,a) -> F,

eqt(lock,nil) -> F,

eqt (false,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt(false,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt (false,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt (excl,eqt(false,int(V_11))) -> F,
eqt (excl,pid(V_11)) -> F,

eqt (excl,undefined) -> F,

eqt (excl,true) -> F,
eqt(excl,tag) -> F,

eqt (excl,resource) -> F,

eqt (excl,request) -> F,

eqt (excl,release) -> F,

eqt (excl,pending) -> F,
eqt(excl,ok) -> F,

eqt (excl,mcrlrecord) -> F,
eqt(excl,locker) -> F,

eqt (excl,lock) -> F,

eqt (excl,false) -> F,

eqt (excl,excl) -> T,
eqt(excl,a) -> F,

eqt (excl,nil) -> F,
eqt(a,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt(a,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt(a,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt(a,int(V_11)) -> F,
eqt(a,pid(V_11)) -> F,
eqt(a,undefined) -> F,
eqt(a,true) -> F,

eqt(a,tag) -> F,
eqt(a,resource) -> F,
eqt(a,request) -> F,
eqt(a,release) -> F,
eqt(a,pending) -> F,

eqt(a,ok) -> F,
eqt(a,mcrlrecord) -> F,
eqt(a,locker) -> F,

eqt(a,lock) -> F,

eqt(a,false) -> F,

eqt(a,excl) -> F,

eqt(a,a) -> T,

eqt(a,nil) -> F,
eqt(nil,tuplenil(V_13)) -> F,
eqt(nil,tuple(V_13,V_15)) -> F,
eqt(nil,cons(V_13,V_15)) -> F,
eqt(nil,int(V_11)) -> F,



eqt (nil,pid(V_11)) -> F,
eqt(nil,undefined) -> F } (296 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :

checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[T] = 0;

[F]1 = 0;

[int] (X0) = 0;
[tuple] (X0,X1)
[tuplenil] (X0)
[lock] = 0;
[mcrlrecord] = 0;
[undefined] = 0;

[nil] = O;

[pending] = 0;

[cons] (X0,X1) = X1 + X0 + 1;
[resource] = 0;

X1 + X0 + 13
X0 + 1;

[false] = 0;
[true] = 0;
[excl] = 0;
[tag] = 0;

[and] (X0,X1) = X1 + XO;
[pid] (X0) = X0 + 1;

(a] = 0;

[locker] = 0;

[ok] = 0;

[release] = 0;
[request] = 0;

[eqt] (X0,X1) = 0;
[’eqt‘]1(X0,X1) = XO;

Termination proof found.

Checking module:

{ push(vV_7,V_8,nocalls) -> calls(V_7,stack(V_8,empty),nocalls),
puSh(V_?,V_S,CallS(V_Q,V_5,V_3)) -> pushl(V_7,V_8,V_9,V_5,V_3,

eqt(V_7,V_9)) }
(2 rules)

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:

{ eqs(stack(V_7,V_5),stack(V_8,V_6)) -> and(eqt(V_7,V_8),eqs(V_5,V_6)),

eqs(stack(V_7,V_5) ,empty) -> F,
eqs(empty,stack(V_8,V_6)) -> F,
eqs(empty,empty) -> T } (4 rules)
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checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[T] = 0;

(F] = 0;

[int] (X0) = 0;
[tuple] (X0,X1)
[tuplenil] (X0)
[lock] = 0;
[mcrlrecord] = 0;
[undefined] = 0;
[nil] = 0;
[pending] = 0;
[cons] (X0,X1) = 0;
[resource] = 0;

non
o O

[false] = 0;
[true] = 0;
[excl] = 0;
[tag] = 0;

[stack] (X0,X1) = X1 + 1;
[and] (X0,X1) = X1 + XO;
[pid] (X0) = 0;

[al = 0;
[locker] = 0;
[ok] = 0;
[release] = 0;

[request] = 0

N e

Leqt] (X0,X1) 0;
[empty] = 0;
Leqs] (X0,X1)

=0;
[’eqs‘](X0,X1) = XO;
Termination proof found.

Checking module:

{ eqc(nocalls,nocalls) -> T,
eqc(nocalls,calls(V_8,V_6,V_4)) -> F,
eqc(calls(V_7,V_5,V_3),nocalls) -> F,
eqc(calls(V_7,V_5,V_3),calls(V_8,V_6,V_4)) ->
and(eqt(V_7,V_8) ,and(eqs(V_5,V_6),eqc(V_3,V_4))) } (4 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[T]1 = 0;

[F] = 0;

[int] (X0) = 0;

[tuple] (X0,X1) = 0;



[tuplenil] (X0) = 0;
[lock] = 0;
[mcrlrecord] = 0;
[undefined] = 0;
[nil] = O;
[pending] = 0;
[cons] (X0,X1) = 0;
[resource] = 0;

[false] = 0;
[true] = 0;
[excl] = 0;
[tag] = 0;

[stack] (X0,X1) = 0;
[and] (X0,X1) = X1 + XO;
[pid] (X0) = 0;

[a] = 0;
[locker] = 0;
[ok] = 0;
[release] = 0;

[request] = 0;

Leqt] (X0,X1) = O;

[empty] = 0;

[egs] (X0,X1) = 0;

[nocalls] = 0;

[calls] (X0,X1,X2) = X2 + 1;
feqc] (X0,X1) = 0;
[’eqc‘](X0,X1) = XO;

Termination proof found.
Checking module:

{ istops(V_7,stack(V_8,V_5)) -> eqt(V_7,V_8),
istops(V_7,empty) -> F } (2 rules)

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:
{ tops(stack(V_7,V_5)) -> V_7 } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:
{ pops(stack(V_7,V_5)) -> V_5 } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
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Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ case9(V_34,V_33,V_35,false) -> member(V_35,V_34),
case9(V_34,V_33,V_35,true) -> true,
member (V_35,nil) -> false,
member (V_35,cons(V_33,V_34)) -> case9(V_34,V_33,V_35,equal(V_35,V_33)) }
(4 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ gen_modtageq(V_37,V_38) -> equal(V_37,V_38) } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ gen_tag(V_36) -> tuple(V_36,tuplenil(tag)) } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ case8(V_34,V_33,V_35,false) -> cons(V_33,delete(V_35,V_34)),
case8(V_34,V_33,V_35,true) -> V_34,
delete(V_35,nil) -> nil,
delete(V_35,cons(V_33,V_34)) -> case8(V_34,V_33,V_35,equal(V_35,V_33)) }
(4 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ subtract(V_32,cons(V_33,V_34)) -> subtract(delete(V_33,V_32),V_34),
subtract (V_32,nil) -> V_32 } (2 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[nil] = O;
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[cons] (X0,X1) = X1 + 1;
[false] = 0;

[true] = 0;

[equall (X0,X1) = 0;

[delete] (X0,X1) = X1;
[subtract] (X0,X1) = X0;
[case8] (X0,X1,X2,X3) = X0 + 1;
[’subtract‘] (X0,X1) = X1;

Termination proof found.

Checking module:
{ append(cons(V_33,V_34),V_32) -> cons(V_33,append(V_34,V_32)) } (1 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[cons] (X0,X1) = X1 + 1;

[append] (X0,X1) = XO0;

[’append‘] (X0,X1) = XO0;

Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ locker2_adduniq(nil,V_32) -> V_32 } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ record_extract (tuple (mcrlrecord,tuple(lock,tuple(V_17,
tuple(V_18,tuplenil(V_19))))),lock,resource)
-> tuple(mcrlrecord,tuple(lock,tuple(V_17,tuple(V_20,tuplenil(V_19))))) }
(1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ locker2_check_available(V_29,nil) -> false,
locker2_check_available(V_29,cons(V_27,V_28)) ->
case6(V_28,V_27,V_29,equal (V_29,record_extract (V_27,lock,resource))),
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case6(V_28,V_27,V_29,false) -> locker2_check_available(V_29,V_28),

case6(V_28,V_27,V_29,true) ->
andt (equal (record_extract(V_27,lock,excl),nil),

equal (record_extract(V_27,lock,pending) ,nil)) }

(4 rules)

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:
{ locker2_check_availables(nil,V_28) -> true,
locker2_check_availables(cons(V_29,V_30),V_28) ->

andt (locker2_check_available(V_29,V_28),locker2_check_availables(V_30,V_28)) }

(2 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :

checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[tuple] (X0,X1) = 0;

[tuplenil] (X0) = 0;

[lock] = 0;

[mcrlrecord] = 0;

[nil] = O;

[pending] = 0;

[cons] (X0,X1) = X1 + 1;

[resource] = 0;

[record_extract] (X0,X1,X2) = 0;

[false] = 0;
[true] = 0;
[equal] (X0,X1) = 0;
[excl] = 0;

[andt] (X0,X1) = 0;

[caseb] (X0,X1,X2,X3) = 0;
[locker2_check_availables] (X0,X1) = 0;
[locker2_check_available] (X0,X1) = 0;
[’locker2_check_availables‘] (X0,X1) = XO;

Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:
{ caseb(V_31,V_28,V_27,true) ->

andt (locker2_obtainable(V_27,V_31),locker2_obtainables(V_28,V_31)),
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caseb(V_31,V_28,V_27,false) -> locker2_obtainables(V_28,V_31),
locker2_obtainables(cons(V_27,V_28),V_31) ->
caseb(V_31,V_28,V_27,member(V_31,record_extract(V_27,lock,pending))),
locker2_obtainables(nil,V_31) -> true } (4 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 2 constraints)
[tuple] (X0,X1) = 0;

[tuplenil] (X0) = 0;

[lock] = 0;

[mcrlrecord] = 0;

[nil] = 0;

[pending] = 0;

[cons] (X0,X1) = X1 + 1;

[resource] = 0;

[record_extract] (X0,X1,X2) = 0;
[false] = 0;

[true] = 0;

[equall (X0,X1) = 0;

[member] (X0,X1) = 0;
[locker2_obtainable] (X0,X1) = 0;
[andt] (X0,X1) = 0;
[locker2_obtainables] (X0,X1) = 0;
[case9] (X0,X1,X2,X3) 0;

[caseb] (X0,X1,X2,X3) 0;
[’locker2_obtainables‘] (X0,X1) = XO;
[’caseb5¢] (X0,X1,X2,X3) = X1;

Termination proof found.

Checking module:
{ case4(V_31,V_27,V_40) -> false } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ locker2_map_claim_lock(nil,V_30,V_31) -> nil,
locker2_map_claim_lock(cons(V_27,V_28),V_30,V_31) ->
cons(locker2_claim_lock(V_27,V_30,V_31),
locker2_map_claim_lock(V_28,V_30,V_31)) }
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(2 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[nil] = O;

[cons] (X0,X1) = X1 + 1;

[locker2_claim_lock] (X0,X1,X2) = 0;
[locker2_map_claim_lock] (X0,X1,X2) = XO;
[’locker2_map_claim_lock‘] (X0,X1,X2) = X0;

Termination proof found.

Checking module:
{ record_update(tuple(mcrlrecord,tuple(lock,tuple(V_17,tuple(V_18,
tuplenil(V_19))))) ,lock,pending,V_20)
-> tuple(mcrlrecord,tuple(lock,tuple(V_17,tuple(V_18,tuplenil(V_20))))) }
(1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ record_updates(V_21,V_22,nil) -> V_21,
record_updates(V_21,V_22,cons(tuple(V_23,tuplenil(V_20)),V_24)) ->
record_updates(record_update(V_21,V_22,V_23,V_20),V_22,V_24) } (2 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[tuple] (X0,X1) = 0;

[tuplenil] (X0) = 0;

[lock] = 0;
[mcrlrecord] = 0;
[nil] = O;

[pending] = 0;

[cons] (X0,X1) = X1 + 1;
[record_update] (X0,X1,X2,X3) = 0;
[record_updates] (X0,X1,X2) = XO0;
[’record_updates‘] (X0,X1,X2) = X2;

Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.
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Checking module:
{ case2(V_31,V_27,true) ->
record_updates(V_27,lock,cons(tuple(excllock,excl),nil)) } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ locker2_release_lock(V_27,V_31) ->
case2(V_31,V_27,gen_modtageq(V_31,record_extract(V_27,lock,excl))) }
(1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ case1(V_31,V_30,V_27,true) ->
record_updates(V_27,lock,cons(tuple(pending,tuplenil (append(
record_extract(V_27, lock, pending), cons(V_31,nil)))),nil)),
casel(V_31,V_30,V_27,false) -> V_27 } (2 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ case0(V_31,V_27,V_39) -> V_27,
case0(V_31,V_27,cons(V_31,V_26)) ->
record_updates(V_27,lock,cons(tuple(excl,tuplenil(V_31)),
cons(tuple(pending, tuplenil(V_26)),nil))) }
(2 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ locker2_promote_pending(V_27,V_31) ->
case0(V_31,V_27,record_extract(V_27,lock,pending)) } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ locker2_map_promote_pending(cons(V_27,V_28),V_25) ->
cons(locker2_promote_pending(V_27,V_25),
locker2_map_promote_pending(V_28,V_25)),
locker2_map_promote_pending(nil,V_25) -> nil } (2 rules)
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checking each of the 1 strongly connected components :
checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[tuple] (X0,X1) 0;

[tuplenil] (X0) = 0;

[lock] = 0;

[mcrlrecord] = 0;

[nil] = O;

[pending] = 0;

[cons] (X0,X1) = X1 + 1;

[resource] = 0;

[record_extract] (X0,X1,X2) = 0;
[record_update] (X0,X1,X2,X3) = 0;
[record_updates] (X0,X1,X2) = XO0;

[excl] = 0;

[case0] (X0,X1,X2) = X1;
[locker2_promote_pending] (X0,X1) = XO;
[locker2_map_promote_pending] (X0,X1) = XO;
[’locker2_map_promote_pending‘] (X0,X1) = XO0;

Termination proof found.

Checking module:

{ locker2_add_pending(V_27,V_30,V_31) ->
casel1(V_31,V_30,V_27,member(record_extract(V_27,lock,resource),V_30)) }
(1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:

{ locker2_remove_pending(V_27,V_31) ->
record_updates(V_27,lock, cons(tuple(pending, tuplenil(subtract(
record_extract(V_27, lock, pending), cons(V_31,nil)))),nil)) }
(1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ locker2_map_add_pending(nil,V_30,V_31) -> nil } (1 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ record_new(lock) ->
tuple(mcrlrecord,



tuple(lock,tuple(undefined,tuple(nil,tuplenil(nil))))) }

(1 rules)

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:
{3

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:

{ element(int(s(0)),tuplenil(V_14)) -> V_14,
element (int (s(0)),tuple(V_14,V_15)) -> V_14,
element (int(s(s(V_10))),tuple(V_14,V_15)) ->
element (int(s(V_10)),V_15) %}

(3 rules)

checking each of the 1 strongly connected components :

checking component 1 (disjunction of 1 constraints)
[0] = 0;

[s]1(X0) = 0;

[int] (X0) = 0;

[tuple] (X0,X1) X1 + X0 + 1;

[tuplenil] (X0) = XO;

[element] (X0,X1) = X1;

[’element‘] (X0,X1) = X1;

Termination proof found.

Checking module:
{ if(F,v_1,V_2) -> V_2,
if(T,v_1,v_2) -> V_1 } (2 rules)

checking each of the O strongly connected components :

Termination proof found.

Checking module:
{ eq(T,T) -> T;
eq(F,F) -> T,
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eq(T,F) -> F’
eq(F,T) -> F } (4 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ not(F) -> T,
not(T) -> F } (2 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ imp(T,V_0) -> V_O,
imp(F,V_0) -> T } (2 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Checking module:
{ or(F,F) -> F,
or(T,F) -> T,
or(F,T) -> T,
or(T,T) -> T } (4 rules)

checking each of the O strongly connected components :
Termination proof found.

Execution time: 2.870000 sec

- ¢ unit = ()
CiME>
Remarque 24. — Avec I'approche globale, aucune solution n’a été trouvée en ne cherchant que des

interpétations linéaires. Le gain des modules est donc significatif quant a la nature des interprétations.

Nous présentons dans le tableau V.1 la comparaison en matieres de temps et de place mémoire
avec une tentative de preuve par approche globale utilisant paires et graphes de dépendance.

Recherche H Temps ‘ Mémoire ‘
Globale > 10 jours > 92 4Mo
Modulaire 2.8s 2,6Mo

TAB. V.1 Comparaison en temps et place nécessaires a la preuve de terminaison.



Chapitre VI

Conclusion

ous avons défini, en introduisant la notion de modules de récriture (déf. 58), un cadre général
particulierement adapté a 'étude de la structure intrinsequement hiérarchique des systemes de
récriture.

Les applications a la preuve de terminaison sont nombreuses. I.’étude modulaire permet
en effet une approche incrémentale de la preuve. Nous obtenons en outte grace aux pazres
de dépendance relatives construites a partir des modules des criteres puissants tant dans le cas

standard (théoremes 18 et 19 et corollaires) que dans le cas de la récriture modulo associativité et
commutativité (théoremes 27 et 28).

I’approche par modules combine en fait plusieurs avantages. Tout d’abord notre politique consistant
a affaiblir la notion de terminaison jusqu’a la terminaison Cg, pour mieux alléger les contraintes sur
les constituants des hiérarchies, et la généralité du concept de modules nous permettent d’exprimer
directement des résultats antérieurs (Kurthara & Ohuchi [52]) comme de subsumer des méthodes dont
les prémisses sont plus contraignantes au niveau de la nature des extensions ou encotre sur une stratégie
particuliere a appliquer. Pour ne citer que deux exemples : les extensions propres sont en fait des
extensions de modules tres contraintes ; la restriction de la méthode des paires de dépendance relatives
au cas de la récriture innermost permet quant a elle de retrouver des résultats de Arts & Giesl [5] qui
en deviennent donc un cas particulier.

Les contraintes sur les ordres obtenues a partir d’'une analyse modulaire sont moins nombreuses
a chaque étape que dans le cas d’une analyse globale puisque seules les regles pertinentes entrent
en jeu. Elles sont également moins séveres, pour la méme raison mais aussi grace a I'utilisation de
paires relatives ou, la encore, la généralité du cadre d’é¢tude permet 'application d’optimisations, en
particulier par graphes de dépendance. A la fois plus faibles et moins nombreuses ces contraintes de
terminaison sont donc plus faciles a résoudre. Cette aisance est sensible au niveau de la simplicité des
interprétations (ou des précédences) recherchées. La preuve de terminaison du systeme d’arithmétique
de Peano associatif et commutatif a I'aide d’interprétations polynomiales (exemple 51) en est une
lustration. Enfin, le découpage en modules ainsi que les criteres par paires relatives sont implantables
et favorisent donc une recherche automatique des preuves, la simplicité des ordres convenables pour
ces méthodes ajoutant alors 'efficacité a 'automatisation. Ces résultats ont été implantés au sein du
systeme C/ME2. Des preuves de terminaison sont susceptibles d’étre trouvées de facon totalement
automatique en utilisant 'approche modulaire : la réduction du temps passé par le systeme a résoudre
les contraintes est spectaculaire.

C/ME2 permet ainsi de traiter des systemes volumineux, issus par exemple d’outils de spécifications
de processus communicants comme /4-CRL et dontla terminaison peut servir a garantir des propriétés de
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progression. Un systeme de ce type comporte aisément un millier de regles, son éventuelle terminaison
peut dorénavant étre prouvée automatiquement en quelques secondes.
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