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Horloge ! dieu sinistre, effrayant, impassible,

Dont le doigt nous menace, et nous dis : «Souviens-toi !
De vibrantes Douleurs dans ton ceur plein d’effroi

Se planteront bientdt comme dans une cibley

Charles Baudelaire
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Sujet Etude mathématique et numérique de quelques modéles multi-échelles issus de la
mécanique des matériaux

Résumé Le travail de cette thése a porté sur I’étude mathématique et numérique de
quelques modéles multi-échelles issus de la physique des matériaux.

La premiére partie de ce travail est consacrée & I’homogénéisation mathématique d’'un
probléme elliptique avec une petite échelle. Nous étudions le cas particulier d’'un matériau
présentant une structure périodique avec un défaut. En adaptant la théorie classique d’Avel-
laneda et Lin pour les milieux périodiques, on démontre qu’on peut approximer finement la
solution d’un tel probléme, notamment & 1’échelle microscopique. Nous obtenons des taux de
convergence dépendant de I’étalement du défaut. On démontre aussi quelques propriétés des
fonctions de Green d’un probléme elliptique périodique avec conditions de bord périodiques.

Les dislocations sont des lignes de défaut de la matiére responsables du phénoméne
de plasticité. Les deuxiéme et troisiéme parties de ce mémoire portent sur la simulation
de dislocations, d’abord en régime stationnaire puis en régime dynamique. Nous utilisons
le modéle de Peierls, qui couple échelle atomique et échelle mésoscopique. Dans le cadre
stationnaire, on obtient une équation intégrodifférentielle non-linéaire avec un laplacien
fractionnaire : I’équation de Weertman. Nous en étudions les propriétés mathématiques et
proposons un schéma numérique pour en approximer la solution. Dans le cadre dynamique,
on obtient une équation intégrodifférentielle a la fois en temps et en espace. Nous en faisons
une bréve étude mathématique, et comparons différents algorithmes pour la simuler.

Enfin, dans la quatriéme partie, nous étudions la limite macroscopique d’une chaine
d’atomes soumis & la loi de Newton. Des arguments formels suggérent que celle-ci devrait
étre décrite par une équation des ondes non-linéaires. Or, nous démontrons —sous certaines
hypothéses— qu’il n’en est rien lorsque des chocs apparaissent.

Mots-clefs multi-échelle, homogénéisation, équation elliptique, fonction de Green, dislo-
cations, équation de Peierls-Nabarro, équation de réaction-diffusion, équation intégrodiffé-
rentielle, laplacien fractionnaire

Title Mathematical and numerical study of some multi-scale models from materials science

Abstract In this thesis we study mathematically and numerically some multi-scale models
from materials science.

First, we investigate an homogenization problem for an oscillating elliptic equation.
The material under consideration is described by a periodic structure with a defect at the
microscopic scale. By adapting Avellaneda and Lin’s theory for periodic structures, we prove
that the solution of the oscillating equation can be approximated at a fine scale. The rates
of convergence depend upon the integrability of the defect. We also study some properties
of the Green function of periodic materials with periodic boundary conditions.

Dislocations are lines of defects inside materials, which induce plasticity. The second
part and the third part of this manuscript are concerned with simulation of dislocations,
first in the stationnary regime then in the dynamical regime. We use the Peierls model,



which couples atomistic and mesoscopic scales and involves integrodifferential equations. In
the stationary regime, dislocations are described by the so-called Weertman equation, which
is nonlinear and involves a fractional Laplacian. We study some mathematical properties
of this equation and propose a numerical scheme for approximating its solution. In the
dynamical regime, dislocations are described by an equation which is integrodifferential in
time and space. We compare some numerical methods for recovering its solution.

In the last chapter, we investigate the macroscopic limit of a simple chain of atoms
governed by the Newton equation. Surprisingly enough, under technical assumptions, we
show that it is not described by a nonlinear wave equation when shocks occur.

Keywords multi-scale, homogenization, elliptic equation, Green function, dislocations,
Peierls-Nabarro equation, reaction-diffusion equation, integrodifferential equation, fractional
laplacian

Mathematical subject classification (2010) 26A33, 35B27, 35J15, 35K57, 35R11,
45E05, 65R20, 65T50
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Introduction générale

L’approche multi-échelle consiste & modéliser, étudier théoriquement et simuler numé-
riquement des systémes macroscopiques en gardant & I’esprit que ceux-ci sont issus de mo-
deles d’abord microscopiques. Un enjeu majeur (en particulier pour ’homogénéisation) est
d’extraire les ingrédients pertinents des mécanismes microscopiques afin de décrire le com-
portement macroscopique du systéme étudié.

Cette thése porte sur quelques problémes, issus de la physique des matériaux, faisant
intervenir différentes échelles spatiales, et parfois temporelles :

— un probléme théorique d’homogénéisation déterministe non-périodique,

— la simulation de dislocations en régime stationnaire et en régime dynamique,

— l’étude théorique d’un systéme linéique d’atomes soumis a la loi de Newton.

L’homogénéisation est un champ des mathématiques qui vise & extraire la limite d’une
équation aux dérivées partielles lorsqu’une échelle du probléme est trés petite. En pratique,
elle sert a approximer le comportement macroscopique (par exemple thermique ou méca-
nique) d’un matériau complexe présentant une microstructure. Pour ce faire, on se rameéne
artificiellement & un matériau simple équivalent. Pour réaliser cette approximation et en
controler la pertinence, il est nécessaire d’avoir des informations sur la structure micro-
scopique du matériau étudié. Dans le cadre déterministe, on suppose habituellement que
cette structure est périodique; on peut alors controdler finement ’approximation, notam-
ment grice aux travaux d’Avellaneda et Lin. L’objet de la premiére partie de cette thése
est d’étudier dans quelle mesure on peut se passer de 'hypothése de périodicité tout en
conservant des résultats d’approximation. Le but est d’accéder & des structures plus riches,
comme les défauts microscopiques. Cette recherche s’inscrit dans la continuité des travaux
de X. Blanc, C. Le Bris et P.-L. Lions.

Un large pan de la science des matériaux consiste a caractériser et a simuler numéri-
quement les phénoménes de plasticité. Ces derniers peuvent s’expliquer par la présence de
dislocations dans les cristaux. Les dislocations sont des lignes de défauts qui se meuvent,
se multiplient et s’annihilent dans le matériau au gré des contraintes mécaniques. Dans une
deuxiéme partie, nous étudions I’équation de Weertman, une équation intégro-différentielle
non-linéaire modélisant une dislocation isolée en régime stationnaire. Cette équation est
issue du couplage entre un modéle mésoscopique continu et un modéle microscopique dis-
cret. On peut Uinterpréter comme décrivant les fronts de propagation d’'une équation de
réaction-diffusion non-locale, ce qui se révéle utile pour la simuler numériquement.

Récemment, Y.-P. Pellegrini a généralisé I’équation de Weertman grace & une nouvelle
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équation —dite de Peierls-Nabarro Dynamique— décrivant I’évolution d’une dislocation en
régime dynamique. Cette équation semi-linéaire est intégrodifférentielle & la fois en temps
et en espace. La troisiéme partie de cette thése étudie la simulation numérique d’une telle
équation, en mettant 'accent sur une difficulté particuliére : gérer efficacement la mémoire
de la dislocation.

Le sujet concernant les dislocations a été fait en étroite collaboration avec des membres
du Département de Physique Théorique et Appliquée de la Direction des Applications Mili-
taires (DAM) du CEA o je me suis rendu réguliérement. Leurs objectifs propres en physique
des matériaux ont motivé la construction de schémas, et I'implémentation de deux codes en
MATLAB : pour étudier les dislocations en régime stationnaire, puis en régime dynamique.

Il est des cas ot le passage d’une échelle a une autre peut étre particuliérement complexe.
La quatriéme partie de cette thése est consacrée a I’étude d’un systéme linéique d’atomes
soumis a la loi de Newton et interagissant non-linéairement avec leur plus proche voisin.
Grace aux travaux de X. Blanc, C. Le Bris et P.-L. Lions, il est possible décrire le com-
portement macroscopique du systéme dans certains régimes grace & une équation des ondes
non-linéaires. Mais l'irruption de chocs change radicalement ce comportement macrosco-
pique, qui n’est plus décrit par cette équation.

Les contributions originales de cette thése sont :

— la généralisation de preuves d’estimations fines en homogénéisation dans le cas de
certaines structures déterministes non périodiques (voir le Chapitre 2),

— 1’étude de propriétés la fonction de Green avec conditions de bord périodiques dans
des problémes d’homogénéisation périodique (voir le Chapitre 3),

— une étude mathématique de 1’équation de Weertman (voir le Chapitre 4),

— la construction d’'un schéma pour approximer numériquement les solutions de I’équa-
tion de Weertman (voir le Chapitre 5),

— l'implémentation et la comparaison de divers schémas numériques pour la simulation
de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique (voir les Chapitres 6, 7 et 8),

— la démonstration de la non-convergence en cas de chocs d’un systéme linéique d’atomes
vers I’équation des ondes non-linéaire associée (voir le Chapitre 9).
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous introduisons et remettons en perspective le travail effec-
tué durant cette thése. Nous avons travaillé sur trois grandes thématiques :

— l’homogénéisation mathématique de problémes elliptiques multi-échelles détermi-

nistes, en collaboration avec Xavier Blanc, Claude Le Bris et Frédéric Legoll ;

— la simulation de dislocations dans le cadre du modéle de Peierls, dans un régime
stationnaire et dynamique, en collaboration avec Claude Le Bris, Frédéric Legoll et
Yves-Patrick Pellegrini ;

— la limite macroscopique d’une chaine d’atomes soumis a la loi de Newton, en colla-
boration avec Xavier Blanc .

Nous présentons successivement ces trois thémes dans les Sections 1.1, 1.2 et 1.3. En Sec-
tion 1.4, nous indiquons quelques questions ouvertes intéressantes.

Le lecteur trouvera en Annexe A.2 quelques précisions sur le sens physique de I’équation
de Weertman. Par ailleurs, ’Annexe B propose un point de vue sur I’homogénéisation de
problémes elliptique sur des matériaux périodiques avec défauts trés semblable & celui qui
est développé dans ce chapitre.

1. ce sujet a été exploré pendant le stage de Master 2 de ’année 2015, mais nous avons rédigé l’article
correspondant au Chapitre 9 pendant les premiers mois de la thése

15
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1.1 Etude de deux problémes d’homogénéisation

Les équations aux dérivées partielles qui régissent la physique et la mécanique, bien que
souvent étudiées dans des milieux homogénes, sont en réalité généralement issues de mo-
déles faisant intervenir plusieurs échelles spatiales. Imaginons par exemple un fluide s’écou-
lant dans un matériau poreux : le milieu traversé est constitué d’une multitude de surfaces
infranchissables et d’interstices dans lequel le fluide peut pénétrer. D’un point de vue nu-
mérique, il est trés coliteux de mailler chaque pore du matériau, car ils sont de trés petite
taille. Par ailleurs, quand les quantités qui intéressent l'ingénieur sont macroscopiques, il
est inutile de vouloir simuler précisément ces quantités a 1’échelle microscopique. Il faut
donc changer de méthode et proposer une formulation macroscopique du probléme. Cette
approche multi-échelles des problémes d’équations aux dérivées partielles s’est développée
a partir des années 1970, avec les contributions de J.-L. Lions 18], Murat et Tartar [145],
Babuska, Papanicolaou et Varadhan [128|, Jikov et Koslov [85]. L’homogénéisation d’une
équation différentielle est I'opération qui consiste & transformer une équation posée sur un
domaine présentant des hétérogénéités microscopiques en une équation macroscopique sur
un milieu homogéne équivalent.

Ce processus a été en particulier théorisé pour ’équation elliptique :
—div(4: - Vu©) = f, (1.1)

ou A.(z) = A(z/e) est une matrice elliptique, £ est une petite échelle et f est un forgage
donné. Pour pouvoir expliciter le calcul des coefficients modélisant le milieu homogéne,
il faut que le milieu hétérogéne posséde des propriétés particuliéres comme par exemple
la périodicité. Or, d'un point de vue mécanique, les matériaux possédent certes plusieurs
échelles, mais leur structure microscopique est rarement parfaitement périodique (excepté
pour les mono-cristaux, qui sont en général de petite taille).

Pour se libérer de ’hypothése de périodicité, un premier axe d’exploration est de se
placer dans un cadre aléatoire, ou la loi du matériau vérifie des hypotheéses de stationnarité
(voir par exemple [128]). L’analyse théorique de ’homogénéisation stochastique a connu
une recrudescence d’activité ces derniéres années, avec notamment les travaux de Gloria,
Neukamm et Otto [68], Armstrong et Smart [9], Mourrat... La simulation numérique de
tels problémes demeure trés cotiteuse et constitue aussi un champ de recherche actif (voir
la revue [4]). L’hypothése de stationnarité, bien que séduisante, est cependant 1’analogue
probabiliste de I’hypothése de périodicité : aussi est-elle relativement rigide.

Aussi, certains auteurs [27,28,138] ont étudié d’autres cadres. En particulier, Blanc, Le
Bris et Lions (voir [27,28]) se sont posé la question fondamentale suivante : quelles sont les
hypotheéses de structure nécessaires pour pouvoir faire de I’homogénéisation utilisable? La
notion d’utilisabilité est ici d’une grande importance. En effet, on sait depuis les travaux de
Tartar (voir [145, Th. 6.5 p. 82]) qu’il est possible d’homogénéiser 'équation (1.1) sous des
hypotheéses trés faibles sur A. Malheureusement, ce résultat abstrait n’indique pas quel est le
probléme limite et ne quantifie par la qualité de 'approximation du probléme originel (1.1)
par la solution du probléme limite. En particulier, on ne sait pas construire de stratégie
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numérique & partir d’un tel résultat. Au contraire, dans le cas ou A est périodique, cas que
nous détaillons brievement dans la Section 1.1.1 ci-dessous, on peut construire le probléme
limite et exprimer de maniére quantifiée dans quelle mesure il approxime le probléme originel.

A notre connaissance, il existait deux grands cas déterministes ot une telle construction
était possible en pratique : le cas ou A est périodique, et le cas o A est quasi-périodique.
Dans le cadre stochastique, on fait une hypothése d’invariance par translation de la loi
des coeflicients : la matrice homogénéisée et les correcteurs sont alors construits de maniére
approchée. Pour ce faire, on résout des problémes elliptiques sur un grand domaine, pour un
grand nombre d’échantillons de la loi du coefficient originel (cette construction est donc trés
cotiteuse). Les auteurs de [27,28] ont entrepris I’étude de deux nouveaux cas déterministes :
le cas d’'un coefficient périodique, mais perturbé a ’échelle locale par un défaut, et le cas
d’une interface entre deux milieux périodiques.

L’objet des articles [27,28] était de construire des fonctions appelées correcteurs. Dans le
cas d’un coefficient périodique, ces correcteurs servent & approximer finement le gradient Vu®
de la solution du probléme oscillant (1.1). Dans le cas d’un coefficient périodique avec défaut,
un exemple numérique de [27] suggére que ces correcteurs permettent effectivement d’obtenir
une bonne approximation du Vu®. Notre objectif est la démonstration mathématique de
cette observation empirique. Nous formalisons un cadre abstrait qui permet de généraliser
les résultats d’Avellaneda et Lin [11] et de Kenig, Lin et Shen [94], qui ont été démontrés sous
des hypothéses de périodicité. L’ étalement du défaut, encodé dans son intégrabilité L7 (R9),
apparait alors comme déterminant.

Ce cadre théorique répond & notre but initial puisqu’il englobe le cas des coefficients
périodiques perturbés par un défaut tel qu'il est formalisé dans [28]. Mais il permet aussi
de retrouver des résultats pour les coeflicients quasi-périodiques. Nous avons constaté a
posteriori que ce cadre est proche de celui proposé récemment par Gloria, Neukamm et Otto
dans [67] et raffiné par Bella, Giunti et Otto dans [17]. Nos travaux différent essentiellement
de ceux de Otto et ses coauteurs par 'approche employée, qui reprend la démonstration
historique de [11] puis Particle [94], et nos objectifs, qui visent a établir de la régularité
lipschitzienne afin de ’employer dans le cadre des défauts —tandis que Otto et ses coauteurs
ont a l'esprit un cadre stochastique et démontrent des estimations a plus grande échelle. Par
ailleurs, cette étude fait écho a des travaux récents d’Armstrong, Smart, Kuusi et Mourrat

(voir [6]).

Nous avons aussi considéré les fonctions de Green associées a ’opérateur —div (A (g) . V)
avec conditions de bord périodiques dans le cas ol la matrice A est elle-méme périodique.
Nous exhibons une décomposition de ces fonctions de Green analogue a celle de la fonction
de Green du laplacien sur un domaine périodique (voir [42]), et nous démontrons que les
estimations classiques point par point d’Avellaneda et Lin demeurent satisfaites pour ces
fonctions de Green.

Voici notre plan pour les sections suivantes : D’abord, nous rappelons briévement des
résultats classiques d’homogénéisation périodique. Puis nous énoncons les résultats obtenus
pour le cas d'un coefficient périodique perturbé par un défaut (voir aussi ’Annexe B).
Ensuite, nous motivons un cadre plus abstrait dans lequel on peut obtenir des résultats
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similaires. Enfin, nous introduisons notre étude sur les fonctions de Green associées & des
coefficients et des conditions de bord périodiques. Cette derniére étude est indépendante de
celle qui précéde mais repose sur les mémes techniques mathématiques.

1.1.1 Homogénéisation périodique

On se place désormais sur R%, pour d > 3 (le cas d = 2 peut aussi étre étudié, mais
présente des difficultés techniques liées au fait que la solution fondamentale du Laplacien
en dimension 2 ne tend pas vers 0 & linfini). Soit 2 C R% un ouvert borné régulier et A un
champ de matrices elliptiques donné. On s’intéresse au probléme

—div (A <§) -Vue(:c)) = f(x) dans €2,
u(x) =0 sur 09,

(1.2)

ot f € L%(9) est un second membre donné, éventuellement régulier. Ici, & est un petit
parameétre. La problématique est la suivante : on souhaite approximer précisément u® et Vu®.

Dans le cas ou la matrice A est périodique, il existe un cadre théorique bien établi, dont
nous décrivons ici les traits principaux.

Si A est périodique (par abus de langage, on dit “périodique” pour Z%périodique),
elliptique et bornée, il est bien connu (voir, e.g., [2, Chap. 1, p. 1-15]) que, dans la limite
ot € — 0, le probléme (1.2) s’homogénéise en le probléme suivant :

(1.3)

—div (4" - Vu*(z)) = f(x) dans €,
u =0 sur 01,

ou A* est une matrice constante. La matrice A* est appelée matrice homogénéisée associée
a A. L’homogénéisation se traduit par le fait que u® converge faiblement vers u* dans H(€2).
Mais cette convergence n’est pas forte, sauf dans des cas triviaux. En effet, le gradient Vu®
de la solution oscille fortement avec une longueur d’onde de l'ordre de . Pour approximer
le gradient Vu®, on doit introduire les correcteurs w; € H%OC(Rd), pour j € [1,d], relatifs a
la matrice A. Ils sont définis comme étant les solutions, uniques & ’ajout d’une constante

prés, de ’équation

—div (A(z) - (¢j + Vw;(x))) =0  dans R?,
|

|wj(x)

1+ |z| jelo+oo

(1.4)

)

ol les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique de R?. Comme A est périodique,
les correcteurs sont eux-mémes périodiques. Cela facilite la résolution numérique de (1.4),
qui peut étre reformulé comme un probléme avec des conditions au bord périodiques. Grace
A ces correcteurs, on construit une approximation u! de ¢ dans H!(£2) définie par

d
utl(z) = u*(z) + ¢ Z wj (g) Oju* (), (1.5)
j=1
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ot u* est la solution de (1.3). On peut alors démontrer par des arguments classiques que le
reste

d
Ré(x) := uf(z) — u®t(z) = uf(z) — u*(x) — Sij (g) oju*(z), (1.6)
j=1

satisfait R — 0 dans H'(£2). On peut méme majorer la vitesse de convergence (voir [85,
(1.51) p. 28]) :

IVR 20y < Ce'/2. (1.7)

Le contrdle sur 'approximation de Vu® ci-dessus peut étre encore raffiné, et les articles
[11,94] permettent d’approximer u® dans W1*°(Q), avec une estimation quantitative en e
de 'erreur. Pour arriver & un tel résultat, deux grandes étapes théoriques sont nécessaires :
une étape d’estimation (voir [11]) et une étape d’approzimation (voir [94]).

En effet, dés lors que A est elliptique, périodique et holderienne, Avellaneda et Lin ont
démontré dans [11] que 'on peut obtenir des estimations fines sur u® solution de

—div (A(z/e) - Vi () = div(H(z)), (1.8)

ol H est une fonction vectorielle quelconque, d’une certaine régularité ou d’une certaine
intégrabilité. Ces estimations uniformes en € sont d’abord hélderiennes, puis lipschitziennes
(pour peu que H soit suffisamment régulier). Pour ce faire, ils développent une méthode
originale de compacité faisant usage de la propriété d’homogénéisation de A(-/e) (ou H-
convergence, voir |2, Def. 1.2.15 p. 25|). Grace a ces estimations lipschitziennes, ils par-
viennent a borner les gradients V,G®, V,G* et le gradient crois¢ V,V,G* de la fonction
de Green G¢ de (1.2) sur R? comme si G¢ était la solution fondamentale de 'équation de
Laplace sur R? (voir [64, Chap. II, p. 13-30]). C’est & dire qu’il existe une constante C' telle
que, pour tous x # vy,

VaGE(2,y)] < Clo =y~ |VyGo(z,y)] < Cla -y, (1.9)
VaVy G (2,y)| < Clo -y~ (1.10)

Dans un second temps, les auteurs de [94] ont utilisé les résultats d’estimation précédents
pour controler R® dans des normes fines, avec un taux optimal en € (& des facteurs en log(e)
prés). Pour ce faire, ils doivent introduire des correcteurs adaptés au domaine € étudié —ces
nouveaux correcteurs satisfont des conditions de bord de Dirichlet au bord du domaine {2
(voir la Section 2.2.5). En effet, la fonction u®! définie par (1.5) n’est pas nulle sur le
bord du domaine €2, alors que la fonction u® est nulle sur le bord du domaine €2 : pour
cette raison, le gradient Vu®! n’approxime par correctement le gradient Vu® jusqu’au bord.
Mais, en remplagant les correcteurs dans (1.5) par ces nouveaux correcteurs, la fonction v
ainsi obtenue satisfait des conditions de Dirichlet au bord de €. Ainsi, ils démontrent que,
modulo le fait de prendre les correcteurs adaptés décrits ci-dessus, si f est suffisamment
réguliere, on obtient I'estimation suivante : [[VR®([|« ) < Celne.
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Ils utilisent ensuite cette estimation pour approximer les gradients et le gradient croisé
de la fonction de Green G° associée au probléme (1.2) grace a la fonction de Green G*
associée au probléme (1.3), convenablement combinée avec les correcteurs w; (voir [94, Th.
3.6 et Th. 3.11]). Outre les résultats de [11], 'ingrédient essentiel des démonstrations de [94]
est le fait que les correcteurs w; et un potentiel B sont bornés. Un potentiel B;Cj est une
solution antisymétrique en ¢ et j de I’équation suivante :

d d
Z 8232] = Mlg (.CI}) = A;k — Z Aji (JL’) ((Slk + 8iwk (x)) .
=1

=1

En réalité, le caractére périodique de la matrice A n’est pas nécessaire pour montrer des
estimations lipschitziennes uniformes en ¢ sur la solution u® de (1.8). Par exemple, il est
souligné dans [11] que de telles estimations sont aussi vraies si A est quasi-périodique. Notre
objectif est de formaliser un cadre dans lequel de telles estimations sont encore vraies.

1.1.2 Homogénéisation d’un matériau périodique avec défaut

A Tinstar de [27,28], nous considérons tout d’abord un matériau qui présente a 1’échelle
microscopique une structure périodique perturbée localement par un “défaut” (voir par
exemple la Figure 1.1). On se convainc aisément que le comportement macroscopique d’un
tel matériau est dicté par sa structure périodique sous-jacente. Toutefois, si on cherche a
recouvrer des informations uniformes, notamment au voisinage du défaut, ce dernier ne peut
plus étre négligé.

_ 90 00
so 000000
400000000
O_4 0000 0000/
o000 00000000
)0 ©© 000 0eeoeoeo¢
/9 00000000000
feo~0000000~
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FiGURE 1.1 — Exemple stylisé de matériau présentant une structure microscopique pério-
dique perturbée par un défaut

Les auteurs de [27| ont démontré dans un cadre hilbertien (c’est & dire pour un défaut
d’intégrabilité L2 (Rd)) qu’il est en effet nécessaire de construire un correcteur prenant en
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compte le défaut pour approximer correctement le comportement des solutions uniformé-
ment sur le domaine. Dans [28], ces mémes auteurs ont généralisé cette construction au cas
d’un défaut d’intégrabilité L" (]Rd), pour 7 € [1, +00[. Toutefois, il demeurait la question de
I'utilité dudit correcteur pour approximer la solution de I’équation. C’est 'objet de cette
étude : démontrer que “le correcteur corrige”, en exhibant les taux de convergence.

Les auteurs de [25,27,28| ont étudié le cas d'un coefficient
A= Aper + A, (1.11)

somme dun coefficient périodique Ape, € L™ (Rd,RdXd) et d'un défaut A borné et d’inté-
grabilité donnée

AeLr (Rd,RdXd> : (1.12)

pour r € [1,+00]. Les coefficients sont supposés bornés et elliptiques : il existe une constante
w > 0 telle que

pER < (A+ Aper) (0)-€- €< ple? et pTER < Apala) - €€ S plgl, (113)

pour tous z, ¢ € R On fait ensuite ’hypothése de régularité suivante : il existe o > 0 tel
que

unif

Aper, A € C22 (Rd,RdXd) . (1.14)

L’espace Cgﬁf (Rd,RdXd) englobe 'ensemble des champs de matrices A continus sur R? &

valeur dans R%*? tels que

sup |z —y|"* [A(z) — Ay)| + sup [A(z)] < +oo.
r#£yEeRA r€ER

Dans ce cadre, Blanc, Le Bris et Lions ont démontré I'existence de correcteurs w; associés
a A (voir [25,28]).

Comme le défaut A est petit a I’échelle macroscopique, il n’affecte pas ’homogénéisation
qui a lieu pour les matrices périodiques Aper(-/€) quand € — 0. Par conséquent, si u® est
la solution de (1.2), alors u® — u* dans H(Q), pour u* satisfaisant (1.3) et A* étant la
matrice homogénéisée relative & Ape,. Cependant, comme le défaut est grand a I’échelle
microscopique, il joue un réle non négligeable lorsqu’on s’intéresse a la quantité Vu® a
proximité du défaut. Cet argument, développé dans [27], démontre que 'on ne peut se
contenter de correcteurs w}® correspondant seulement au champ périodique Aper, mais
qu’il faut utiliser les correcteurs w; associés a A.

En adaptant la démarche de [11,94|, on peut quantifier dans quelle mesure le gra-
dient Vu®!, pour u®! défini par (1.5), approxime Vu® :

Théoréme 1.1.1. Soient r € [1,+00|, avec r # d, et v, défini par

vy = min (1, f) €]0,1]. (1.15)
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Supposons que A, Aper et A satisfont (1.11), (1.12), (1.13) et (1.14), et que Aper est pério-
dique. Soient Q un domaine borné régulier de classe CH1 et O CC Q. Soient f € L2(Q)
et u®,u*, R° respectivement définies par (1.2), (1.3), et (1.6).

(i) Alors R € HL(Q) et

1R 120y < C” || flli2 ) »
ot C ne dépend que de d, A, r, et Q. De plus
IVElr20p) < C” [ fllr2q) -

ot C' ne dépend que de d, A, r, , et Q.
(ii) Si f € LP(Q), pour p > 2, alors R® € WYP(Q) et

HVREHLP(Ql) < Ce™ Hf“LP(Q) 5

ot C ne dépend que de d, A, r, p, Q, et Q.
(i4i) Enfin, pour tout B €]0,1[, si f € CO8 (Q), on a R € WI’OO(Q) et

loc
IVE 100,y < Ce n (2471 [ fllcosqy -
ot C' ne dépend que de d, A, r, 5, 2, et Q.

Un point mis en lumiére par le Théoréme 1.1.1 est I'existence de deux régimes suivant
I’étalement du défaut, c’est a dire 'exposant r dans (1.12). Dans le premier cas, si le défaut
est “peu étalé”, c’est a dire que r < d, alors tout se passe comme dans le cas périodique, en
ce sens que les taux en € des estimations du Théoréme 1.1.1 demeurent les mémes. Ceci est
dt au fait que les correcteurs sont bornés (comme dans le cas périodique). En revanche, si
le défaut est “tres étalé”, c’est a dire que r > d, alors les approximations obtenues grice aux
correcteurs sont moins précises que dans le cas périodique, et ce, d’autant moins que 7 est
grand. C’est di au fait que les correcteurs ne sont plus bornés, mais seulement fortement
sous-linéaire & 'infini, c’est & dire qu’ils vérifient

max sup lwj(2) — w;(y)| < 4oo.

jelLd] sty T — Yyl

Dans le cas r = d, on ne sait pas si les correcteurs w; sont bornés (voir [28]), d’ou I'impos-
sibilité de faire la démonstration comme dans les autres cas. Mais on peut se ramener (de
fagon sous-optimale) aux résultats prouvés pour r > d.

Le théoréme ci-dessus permet de quantifier 'approximation Vu® & proximité du défaut
grace a une application immédiate de l'inégalité de Holder (la notation B(z, R) désigne la
boule de centre z et de rayon R) :

Corollaire 1.1.2. Soient 2 < q¢ < p < 4o00. Sous les hypothéses du Théoréeme 1.1.1,
st f € LP(Q), alors, pour tout € tel que B(0,2e) C Q; CC £, on a

1/q
1 Y
<|B(0,€)| /B(o 6) IVRE‘q> <SCe" v [ flliegy (1.16)

ot C' est une constante ne dépendant que de d, A, r, p, Q, et Q1.



1.1. HOMOGENEISATION 23

Cette approximation se dégrade quand l'intégrabilité du second membre f diminue, ce
qui précise le résultat [27, Lem. 2].

La preuve du Théoréme 1.1.1 fait naturellement intervenir la fonction de Green de
Dirichlet G*(z,y) associée a l'opérateur —div (A () - V) sur un domaine borné régulier.
Cette fonction est nulle au bord de ce domaine et satisfait au sens des distributions ’équation
aux dérivées partielles suivante :

—div (A (g) - VoG (z, y)) = 0y(z).

On peut démontrer des résultats analogues aux inégalités (1.20) de [94] :

Théoréme 1.1.3. Soient r € [1,400], avec r # d, et v, défini par (1.15). Supposons
que A, Aper et A satisfont (1.11), (1.12), (1.13) et (1.14), et que Aper est périodique. Soit Q
un domaine borné régulier de classe C% pour B > 0. Soient G° la fonction de Green de
Dirichlet sur Q) de —div (A (g) . V). Alors il existe une constante C' ne dépendant que de d,
A, r, et Q, telle que, pour tout € €]0,1[, on a les estimations suivantes :

VoG (z,y)| < Clz —y|' Vo #yeQ,
VG (z,y)| < Clz —y|' Vo #y € Q,
VoV, GE(2,y)] < Cla —y| ™ Vo £y e Q.

En outre, par une adaptation directe de [94, Th. 3.3, Th. 3.6, et Th. 3.11], il est possible
d’approximer G* ainsi que ses gradients et gradients croisés :

Théoréme 1.1.4. Sous les hypothéses du Théoréme 1.1.3, si Q) est de classe CU1, il existe
une constante C' ne dépendant que de d, A, r, et ), telle que

gvr

€ (Y < _
G*(z,y) — G"(z,y)| < C‘x = [

Ve £y €,
et il existe une constante C' ne dépendant que de d, A, r, Q et 3 CC €, telle que les
estimations suivantes sont satisfaites : pour tout i € [1,d],

0, G (2,y) — jzi:l <5ij + w; (g)) 02,G*(,y)

1
< Cevr ln(2+6 )

= W Ve e, Vy e Q,z #y,

et, pour tout i € [1,d],

0y, G%(z,y) — zd: {5@' + Ow] <g) } 0y, G*(z,y)
j=1

—1
- In(2+e71)

~ W VweQ,Vyte,x#y,
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et enfin, pour tous i,j € [1,d],

89518ij Z y i ( ik +8wk( )) 8xk8ylG (:9) (5lj +8jwlT <%)> ‘

k=1
ln(2+€’1)

<Ce'r——+= Va,y € Q, .

< = g v,y €,z #y

Dans les estimations ci-dessus, la notation wiT désigne les correcteurs associés a la matrice
transposée AT

1.1.3 Un cadre abstrait pour l’estimation et ’approximation des solu-
tions d’un probléme oscillant

Les démonstrations des articles [11,94] peuvent en fait étre adaptées dans un cadre théo-
rique dépassant largement le cas de coefficients périodiques, ou de coefficients périodiques
perturbés par un défaut. Ainsi, nous avons construit un ensemble d’hypothéses abstraites
permettant la démonstration d’estimations lipschitziennes sur un probléme elliptique & co-
efficients oscillants (& la maniére de [11]). Ces hypothéses portent sur le champ de matrices
a homogénéiser ainsi que sur les correcteurs associés et sur le potentiel B (défini plus bas
dans cette Section). Elles englobent naturellement les cas des coefficients périodiques, des
coefficients périodiques avec un défaut et des coefficients quasi-périodiques (sous des hy-
pothéses adéquates). Le cadre que nous proposons est proche de celui d’Otto et coauteurs
(voir [17,67]). Nous commenterons plus précisément les similitudes et les différences dans le
Chapitre 2.

Rappelons la raison pour laquelle u! défini par (1.5) approxime efficacement u® défini
par (1.2) : cela repose sur un argument algébrique. En effet, supposons que A(-/e) admet
une matrice A* constante pour matrice homogénéisée (si A* n’est pas constante, il faut
modifier la définition des correcteurs pour que la conclusion du calcul ci-dessous demeure
valide, voir |28]). Posons

M (x ZAZ] (6jk + Ojwy () - (1.17)

Par définition des correcteurs w;, M ,z défini par (1.17) est un champ de vecteurs a divergence
nulle, c’est & dire que

div (My) = 0, Vk € [1,d].

A partir de M?, on peut construire un potentiel B,ij antisymétrique par rapport a ses indices ¢
et j satisfaisant

d
Ml =3 0B Vi ke [1,d]. (1.19)

=1
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En dimension d = 3, M Ig prend ainsi la forme d’un rotationnel.
En suivant [85, p. 26], on observe que si u®, u*, R® sont respectivement définies par (1.2),
(1.3) et (1.6), alors,

~div (A (g) : VRE(a;)> = div (H*(x)), (1.20)
i) = 3 (A (2) e (2) = <Y (2)) e ) (121)
jk=1

A Dinstar de [94], Iidentité (1.20) joue un role central dans notre approche. En effet, une
fois que I'on a démontré des estimations sur le probléme oscillant (1.8), on déduit de (1.20)
que |[VR?|| < ||H?|| dans des normes appropriées.

La forme particuliére de H® défini par (1.21) suggére qu’il faut exercer un controle sur
les quantités ew;(-/e) et eB(-/e) pour obtenir un taux de convergence sur ||VR?|| quantifié
en €. On introduit donc naturellement les hypothéses suivantes :

wi(y)| < Cle—y/'™ pour tous j € [1,d] et x,y€RY (1.22)
B(y)| < Clz —y|'™ pour tous z,y € RY. (1.23)

|w;(z) —
|B(x) —
ou v €]0,1] et C > 0 sont fixés. Dans ce cas, on a par exemple l’estimation suivante :

”HEHLP(Q) < Ce” HVQU*HLP(Q) ’
Les estimations (1.22) et (1.23) sont contraignantes pour |z — y| grand; ainsi, elles sont
des versions “renforcées” de la notion de sous-linéarité stricte a 'infini. Si la matrice A est
périodique, on a v = 1 dans (1.22) et (1.23) : les correcteurs et le potentiel sont bornés. Dans
le cas d’une matrice de la forme A = Aper + A satisfaisant les hypothéses du Théoréme 1.1.1,
on a v = v, dans (1.22) et (1.23) (pour v, défini par (1.15)).

Les estimations sur le probléme oscillant (1.8) reposent elles-mémes sur des estimations
lipschitziennes & la maniére de [11]. Celles-ci concernent les fonctions u® “harmoniques” pour
A(-/e), c’est a dire qui satisfont

—div (A(z/e) - Vu(z)) =0 dans B(0,1). (1.24)
Elles affirment alors que

HVUEHLW(B(O,I/2)) <C ||U€||L2(B(o,1)) ; (1.25)

ot la constante C' > 0 est indépendante de £ (c’est un point crucial). Nous généralisons la
preuve des estimations lipschitziennes de [11] en utilisant deux ingrédients fondamentaux :
(i) le fait que les correcteurs w; soient uniformément strictement sous-linéaires ;
(ii) le fait que, lorsque ¢ tend vers 0, le champ de matrices A(-/¢) s’homogénéise unifor-
mément sur tout I’espace en une matrice A* constante.
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(Nous donnerons un sens précis a ces notions dans le Chapitre 2.) La démonstration repose
sur un argument de compacité. Grace au processus d’homogénéisation, la solution u® du
probléme multi-échelle (1.24) hérite des estimations & ’échelle mésoscopique que 1'on obtient
sur la solution du probléme homogénéisé (a coefficient constant).

Il se trouve que les deux points (i) et (ii) ci-dessus sont satisfaits si les correcteurs et le
potentiel satisfont les estimations (1.22) et (1.23). Ainsi, ces deux estimations fournissent
un cadre théorique dans lequel on peut démontrer des résultats d’approximation fins.

Muni de (1.22) et (1.23), on démontre par exemple le Théoréme suivant, dont découle
une partie du Théoréme 1.1.1 :

Théoréme 1.1.5 (Analogue du Théoréme 3.7 de [94]). Soit A € C%% (R%, R un chamyp
de matrices uniformément elliptiques sur R? tel que
(1) il existe des correcteurs wj associés a A définis par (1.4) et satisfaisant (1.22) ;
(i3) il existe une matrice constante A* € R4 et un potentiel B (c’est & dire que B,ij
est antisymétrique par rapport a ses indices i et j, et c’est une solution de (1.18)
et (1.19), pour M défini par (1.17)) qui satisfait (1.23).
Soient Q un ouvert borné régulier de classe C1t, de R?, Q1 cC Q, f € L2(Q), et e €]0,1].
Soient u®, u*, et R® respectivement définies par (1.2), (1.3), et (1.6).
(i) Si f € LP(2), pour p > d, alors R® € W'P(Q) et

||VRE||LP(Q1) < Ce” ”f”LP(Q) ) (1.26)

ot C me dépend que de d, A, v, p, Q1 et €.
(ii) Si f € C% (Q), pour B €]0,1[ alors on a R € Wllo’go(ﬂ) et

||VR€”LO<>(91) < Ce”In (2 + 5_1) ||f||00,ﬁ(Q) ) (1.27)
ot C ne dépend que de d, A, v, 3, Q1 et .

De méme, on généralise le Corollaire 1.1.2 et les Théorémes 1.1.3 et 1.1.4 au cadre
d’un coefficient elliptique, uniformément holderien, admettant une matrice homogénéisée
constante, dont les correcteurs et le potentiel satisfont (1.22) et (1.23).

1.1.4 Estimations sur des fonctions de Green en homogénéisation pério-
dique

Depuis les travaux d’Avellaneda et Lin [11,12], il est connu que si A est une matrice ellip-
tique, périodique et holderienne alors la fonction de Green de 'opérateur —div (A(-/e) - V)
satisfait les estimations (1.9), (1.10), lorsque le probléme est posé sur tout R%, ou sur un
ouvert borné suffisamment régulier, avec conditions de Dirichlet. Plus récemment dans [93],
des estimations similaires ont été démontrées pour la fonction de Green des mémes opéra-
teurs, avec conditions de Neumann. Toutefois, de telles estimations, bien que trés vraisem-
blables, n’ont jamais été démontrées pour le cas de conditions de bord périodiques (& notre
connaissance). C’est 'objet de cette étude, qui a aussi été motivée par des considérations
numériques issues des travaux de F. Legoll et P.-L. Rothé [100].
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Plus précisément, on considére la fonction de Green Gy, (z,y) associée au probléme os-
cillant suivant :

—div (A(nz) - Vuy(x)) = f(x) — / f  pour zeRY

Q (1.28)

/ u, =0 et wu, est Q-périodique,
Q

ot n € N est un nombre arbitrairement grand (la petite échelle est ¢ = n™!), Q =
[~1/2,1/2]% est le cube unité, et f est une fonction Q-périodique.. La matrice A satisfait
les hypothéses habituelles d’ellipticité et de périodicité (voir [11])

plEP < A(x)-€-€<pt g Vz, & € RY, (1.29)
Az + z) = A(z) Ve RY, 2 e 22 (1.30)

En utilisant la méthode de [94, Th. 3.3], on peut établir le théoréme suivant, qui est une
extension du résultat classique [72, Th. 1.1] :
Proposition 1.1.6. Soit d > 2. Supposons que A € Lig, (Q,RdXd) satisfait (1.29). Soit G,
la fonction de Green associée a léquation (1.28). Alors, il existe une constante C' > 0
dépendant seulement de d et p telle que, pour tous x € R% ety € v+ Q, avec x # y :

sid >3, |G (z,y)| < Clz —y|~02, (1.31)
sid=2, Gn(2,y)| < Clog(2 + [z — y]). (1.32)

Grace a ce résultat, en utilisant les estimations lipschitziennes de [11], on retrouve les
estimations (1.9) et (1.10) :

Proposition 1.1.7. Soit d > 2. Supposons que A € Lgg, (Q,]RdXd) est un champ de ma-
trices périodique et hélderien qui satisfait (1.29). Soit G, la fonction de Green associée a
Uéquation (1.28). Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de n telle que, pour

touszr €ER ety c x4+ Q, avecx #y :

VaGn(z,y)| < Clz —y|~™, (1.33)
IVyGn(z,y)| < Clz —y|~*, (1.34)
IVVyGr(z,y)| < Clz — Z/|7d- (1.35)

En utilisant une autre approche, inspirée de [42, p. 130-131], nous démontrons que 1'on
peut décomposer la fonction de Green G, grace a la fonction de Green G, de l'opéra-
teur —div (A(n-) - V) sur R? :

Proposition 1.1.8. Soit d > 3. Supposons que A € L33, (Q,RdXd) est un champ de ma-

trices périodique et holderien qui satisfait (1.29). Soit Gy, la fonction de Green associée a
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Uéquation (1.28), et G, la fonction de Green de l’opérateur —div (A(n-) - V) sur R, Alors,
on peut décomposer G,, comme

+oo
Gn(x7y) - z:o kzl; Hﬁ(%y) ) (1'36)

ot les fonctions HF sont définies par
HE(0) i=Galry — 1) = [ Galrcy+of =1y = [ Gular 'y~ Ry
Q Q
+ / / Gn(x+ 2,y +y — k)dy'da’. (1.37)
QJQ
et les ensembles 'y, par
rm:{kezd,2m—1gk-(A;)—l-k<2m+1—1},

ot A} est la partie symétrique de la matrice homogénéisée A* associée a la matrice A.

Les Propositions 1.1.7 et 1.1.8 se généralisent a des systémes.

1.2 Dislocations

Dans cette section, nous introduisons notre étude théorique et numérique sur certaines
équations intégrodifférentielles décrivant des dislocations.

Nous décrivons succinctement les dislocations, qui sous-tendent le comportement plas-
tique des matériaux cristallins. Une fagon de modéliser celles-ci a été proposée par Peierls
dans [129], dans un modéle hybride qui couple échelle atomique et échelle mésoscopique de
la matiére. Ce modéle induit plusieurs équations, selon les régimes considérés :

— 1’équation classique de Peierls-Nabarro, qui décrit des dislocations statiques,

— Déquation de Weertman (voir [135,154]), qui décrit des dislocations en mouvement

en régime stationnaire,

— Déquation de Peierls-Nabarro Dynamique proposée dans [130], qui décrit des dislo-

cations en régime dynamique.
Nous étudions séparément les deux derniéres équations, en nous attachant tout particulié-
rement & une de leur spécificités mathématiques : leur caractére non-local ou intégrodiffé-
rentiel. Le but est de proposer un algorithme permettant d’approximer numériquement leur
solution.

1.2.1 Les dislocations en physique des matériaux

Cette étude est motivée par des applications en physique des matériaux, dont nous
introduisons ici quelques concepts fondamentaux. Les explications qui suivent sont inspirées
de [148]. Le lecteur pourra aussi consulter [81].
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FI1GURE 1.2 — Lignes de dislocation en mouvement dans un échantillon de Zircaloy-4 aux
temps t = —11.5s, t = Os et t = 8.1s. Nous remercions L. Dupuy pour avoir fourni les
photographies, publiées originellement dans [56].

Bréve description des dislocations

Une éprouvette métallique soumise & un essai de traction passe successivement par deux
régimes de déformation. Tout d’abord, elle se déforme de maniére élastique. Lors de cette
premiére phase, l'allongement de la barre évolue linéairement avec la contrainte mécanique
imposée. Cette déformation est réversible : une fois la contrainte relachée, I’éprouvette re-
vient & son état initial. Puis, si la contrainte mécanique dépasse le seuil de dureté, I’éprou-
vette se déforme alors de maniére plastique jusqu’a la rupture. Dans cette seconde phase,
la déformation n’évolue plus linéairement avec la contrainte. Si cette derniére est relachée,
I’éprouvette demeure déformée : c’est une transformation irréversible.

Pour comprendre le phénoméne de plasticité, il faut se placer a une échelle intermédiaire
entre celle de ’éprouvette, et celle de la liaison inter-atomique : I’échelle du réseau cristallin.
En effet, les cristaux qui constituent I’éprouvette ne sont pas parfaits; au contraire, ils sont
traversés par des lignes de défauts : les dislocations (voir Figure 1.2). Lors de la phase
de déformation plastique, ces dislocations se meuvent, se tordent, nucléent et s’annihilent ;
ainsi, le matériau est durablement déformé.

Considérons de plus prés 'exemple idéalisé de ligne de dislocation représenté sur la Fi-
gure 1.3(a). C’est une dislocation coin. Elle correspond a ajouter virtuellement un demi-plan
atomique supplémentaire (les atomes en bleu) au réseau cristallin initial, supposé parfait
(représenté en pointillé sur la Figure 1.3(b)). La zone représentée en rouge est appelée ceur
de la dislocation : c’est I’endroit ou le cristal est le plus fortement déformé. Cette zone ma-
térialise la ligne de dislocation. La ligne de dislocation peut se déplacer dans le plan (Oxz),
qui est appelé plan de glissement.

La présence de cette zone de défaut a des répercussions & longue portée dans le réseau
cristallin. En effet, chaque atome du cristal tend & minimiser son énergie. Ainsi, les atomes
du ceeur de la dislocation sont décalés par rapport au cristal parfait. Mais leur décalage
induit encore un décalage des atomes voisins, et ainsi de suite, le décalage d’un atome étant
d’autant plus petit que celui-ci est loin du cceur de la dislocation (en I'absence de contrainte
extérieure). Par conséquent, les dislocations sont des objets non-locaux. Leur forme est
représentée grace a la fonction de glissement m(x) (appelée slip function en anglais), qui
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FIGURE 1.3 — (a) Représentation cristallographique d’un dislocation coin (en foncé, les
atomes du plan (z,y,z = 0), en bleu le demi-plan atomique surnuméraire), (b) illustration
de la définition de la fonction de glissement 7 sur le méme cristal, dans un plan orthogonal
a la ligne de dislocation.

mesure le déplacement de chaque atome juste au-dessus du plan de glissement par rapport
al’atome qui lui est associé, juste en-dessous du plan de glissement 2. Le vecteur de Burgers b
mesure le glissement total

b = n(-00) — n(+00),

et constitue une caractéristique importante de la dislocation. Si le vecteur de Burgers est un
vecteur du réseau cristallin, les dislocations sont dites parfaites (comme sur la Figure 1.3);
dans le cas contraire, on parle de dislocations partielles.

Nous représentons sur la Figure 1.4 un point de vue issu de la mécanique des milieux
continus. Une dislocation coin y est induite par un cisaillement qui contraint la partie
supérieure du matériau a se déplacer par rapport a la partie inférieure (le déplacement
est noté u(z,y)). Le profil de la dislocation est alors représenté par la discontinuité de
déplacement n(z) = u(z,07) — u(z,07) le long de l'interface (z,y = 0, z). Soulignons que
les Figures 1.3 et 1.4 représentent le méme objet.

Les lignes de dislocations étudiées ici sont rectilignes et de longueur infinie, mais les
dislocations réelles se présentent souvent sous la forme de boucles (comme sur la Figure 1.2),
le long desquelles la direction du vecteur de Burgers varie. Ainsi, le glissement 1 peut avoir
lieu selon plusieurs directions :

— selon 'axe des x, on parle alors de dislocation coin ;

— selon ’axe des y, on parle alors de dislocation coin de montée ;

— selon 'axe des z, on parle alors de dislocation wvis.

Par analogie avec la théorie de la rupture, on parlera aussi de mode II, I et III respecti-
vement (voir par exemple [89, Chap. 3 p. 138]). Les dislocations réelles sont généralement

2. stricto sensu, 1) n’est pas une fonction, mais est seulement définie en les positions x; des atomes. Par
la suite, on la considérera cependant comme un fonction dont ’argument est = € R.
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FIGURE 1.4 — (a) Représentation d'une dislocation du point de vue des milieux continus,
(b) exemple de fonction 7.

des combinaisons des trois types de dislocations, c’est a dire que la fonction n(¢,z) est a
valeur dans R3. Toutefois, sauf mention contraire, on se raméne toujours par la suite & un
cas scalaire ol  est a valeur dans R. Et ce, pour deux raisons essentielles :

— une part importante de 'analyse mathématique que nous sommes en mesure de
faire requiert I'utilisation d’outils spécifiques aux équations scalaires (notamment le
principe du maximum) ;

— d’'un point de vue purement numérique, les équations scalaires ainsi construites
concentrent une grande partie des difficultés des équations vectorielles associées.

Meéthodes actuelles de simulation

Par ses nombreuses applications en science de matériaux (notamment en métallurgie)
et & cause de la complexité des mécanismes impliqués, la compréhension des phénoménes
de plasticité est un enjeu scientifique important. C’est pourquoi de nombreux laboratoires
étudient actuellement des modéles multi-échelles de plasticité [38,159], afin de calibrer des
lois de comportement élasto-plastique sur les petites échelles de la matiére. La finalité de
ces modéles est de fournir & l'ingénieur des codes de calcul par éléments finis pour étudier
des structures macroscopiques (dont I’échelle est supérieure au cm?).

A chaque échelle de la matiére correspond un certain nombre de méthodes de simulation.

Simulation a I’échelle microscopique A 1’échelle atomique, les dislocations se mani-
festent comme des objets non-locaux. On distingue deux classes principales de méthodes
— les méthodes ab initio, qui tendent a résoudre les équations de la physique quantique,
— les méthodes de dynamique moléculaire, ot les atomes sont soumis aux lois de la
mécanique classique, mais avec des potentiels d’interaction calibrés sur des modéles
ab initio.
Gréace a ces simulations, on construit le potentiel de y-surface (voir [47]), qui traduit les
interactions inter-atomiques au niveau du plan de glissement de la dislocation. En outre,
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on peut en tirer de la dynamique moléculaire des données essentielles sur la mobilité d’une
dislocation individuelle comme la viscosité effective, ou les relations contrainte-vitesse (ou
lois de mobilité). Les lois de mobilité sont cruciales, car elles viennent nourrir les codes de
simulation & ’échelle mésoscopique décrits ci-dessous. Nos travaux sur les dislocations en
mouvement & vitesse constante ont pour objectif principal la prédiction des lois de mobilité
a partir du modéle de Peierls.

Simulation a ’échelle mésoscopique A I’échelle du pm?, les dislocations sont repré-
sentées comme un réseau de lignes enchevétrées. Les simulations de Dynamique des Disloca-
tions Discrétes (DDD) font le lien entre I’échelle microscopique et ’échelle macroscopiques
(voir [38,53]). Elles requiérent d’une part des régles spécifiques d’interaction entre dislo-
cations et des relations contrainte-vitesse. Celles-ci sont généralement issues de modéles
simples, dont les paramétres sont calibrés & ’aide de simulations et d’expériences physiques.

Simulation a une échelle mixte On peut décrire les dislocations comme des objets non-
locaux dans un milieu continu élastique (voir par exemple [51]). L’ingrédient atomistique
est fourni par la y-surface, et la dislocation se manifeste par des champs qu’elle engendre
dans le matériau. Le modéle de Peierls et ses multiples dérivés s’inscrivent dans ce cadre.
En général, on simule quelques dislocations dans un petit volume grace a des éléments finis.
Mais il est aussi possible se ramener & la résolution d’équations intégrodifférentielles sur le
plan de glissement.

Afin de pouvoir étudier des processus rapides, avec des chocs (c’est a dire des ondes de
contrainte se déplagant rapidement dans le matériau), il est nécessaire de caractériser des
aspects élastodynamiques des dislocations. Ceci motive notre travail sur les dislocations en
régime dynamique. L’objectif & long terme est d’intégrer dans les simulations DDD des lois
de vitesse prenant en compte l'inertie des dislocations (ceci dépasse le cadre de cette thése).

Le modéle de Peierls

Les équations étudiées dans cette thése sont issues d’une catégorie de modéles introduite
dans l'article historique de Peierls [129]. Il s’agit de modéles hybrides, qui couplent une
description mésoscopique de mécanique des milieux continus (en l'occurrence, I’équation
d’élasticité linéaire) et une description microscopique de la matiére (ou les interactions ont
lieu au niveau atomique).

Pour fixer les idées, considérons un matériau homogéne isotrope scindé en deux par-
ties (en fait des demi-espaces), qui sont au contact le long d’une interface y = 0 (voir
Figure 1.5). Cette interface constitue le plan de glissement de la dislocation. Le matériau
présente un déplacement u(t, z,y) € R? indépendant de z, avec une discontinuité corres-
pondant au glissement n(t, ) := u(z,0") — u(z,07) au niveau de l'interface. Dans chacun
des demi-espaces environnants, le matériau est soumis & 1’équation d’élasticité linéaire ho-
mogene pdyu = div (o), ou p est la masse volumique (uniforme) du matériau considéré,
et o est le tenseur des contraintes. Ce dernier satisfait la loi de Hooke dans les demi-
espaces environnants et dépend donc linéairement de Vu. Par la loi de Cauchy, on a la
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relation o9;(t,z,0%) = f;(t,z) sur linterface y = 0, ot f est le chargement du matériau,
issu a la fois des forces d’interactions atomiques (via la y-surface) et du chargement imposé.
Intuitivement, les seuls degrés de liberté du modéle se réduisent a la discontinuité de
déplacement n(t, z), qui est suffisante pour donner & w des conditions aux limites. De fagon
imagée, n(t,x) est sous influence de n(t',2’) pour ¢ < ¢ via les ondes qui se propagent
dans les demi-plans inférieurs et supérieurs (dans un cadre statique, ce sont simplement des
interactions a longue portée). Ainsi, I’équation construite sur i est naturellement intégro-
différentielle (nous renvoyons au Chapitre 6 pour plus de détails sur la modélisation).

Cette approche, originellement congue pour modéliser une dislocation dans un matériau
au repos (en découle alors 1'équation classique de Peierls-Nabarro, voir [129]), a ensuite
été généralisée par Weertman dans [154] au cas d’une dislocation se propageant a vitesse
constante dans un matériau soumis & un chargement uniforme (voir aussi [135]). Récem-
ment, Pellegrini a construit sur ce modéle une équation décrivant le comportement d’une
dislocation en régime dynamique : I'équation de Peierls-Nabarro Dynamique (voir [130]).

UQj(t7x,O+) = fj(tvx)

0’2j(f,(1)70_) = fj(t, ac)

FI1GURE 1.5 — Représentation du modéle de Peierls.

1.2.2 Dislocations en régime stationnaire
L’équation de Weertman

Supposons que la dislocation considérée ne se déforme pas, mais se meut & vitesse
constante sous l'effet d’un chargement uniforme o. C’est & dire que la fonction 7, supposée
a valeur scalaire, est un front progressif

n(t,z) = ¢(xz — vt), pour (t,z) € Ry xR,

ol v € R est une certaine vitesse. Dans ce cas, le modéle de Peierls améne & écrire I’équation
de Weertman (voir [135]) sur ¢. Convenablement adimensionnée (voir Annexe A.2), cette
équation s’écrit sous la forme

— 10| () + ¢’ (z) = F'(p(x)) pour z € R, (1.38)
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ot F' est un potentiel non-linéaire, et ol intervient un opérateur intégrodifférentiel |0,|. Cet
opérateur, dont le symbole en Fourier est |k|, est aussi appelé laplacien fractionnaire et
noté (—A)Y/2. 1l peut s’exprimer comme

+o0 ! ~ (-
|ax|¢>(x>=—}r/0 ¢ +y>y¢< )

dy. (1.39)

La formule ci-dessus illustre le caractére non-local de |0;|, qui constitue une difficulté im-
portante de (1.38).

A linfini & droite et & gauche, les atomes sont décalés de maniére parfaite et sont dans une
position stable. Cela se traduit par le fait que la solution ¢ de (1.38) satisfait les conditions
a linfini

lim ¢(z)=¢1 et lim ¢(z) = ¢, (1.40)

T—r—00 T—r+00

ol les positions ¢, et ¢ sont des minimiseurs locaux de F

Fl(¢r) = F'(dn) = 0, (1.41)
F'(¢) >0 et F'(¢)>0. (1.42)

On parle alors de potentiel bistable. Dans le cas particulier ou ¢ = 0, on montre que v = 0
et on retrouve alors la célébre équation de Peierls-Nabarro [129].

Soulignons que, dans 'équation (1.38), a la fois la fonction ¢ et le scalaire ¢ sont des
inconnues. Ce fait important a des conséquences a la fois théoriques et numériques. L’ap-
plication qui & v associe ¢ (voir (A.2) dans ’Annexe A.2) est surjective sur R, mais pas
injective en général. Par conséquent, & une unique solution (¢, c) de (1.38) correspondent
plusieurs vitesses v de dislocation possibles.

Quelques propriétés mathématiques de 1’équation de Weertman

Des questions naturelles se posent vis-a-vis de ’équation de Weertman : existe-t-il des
solutions (¢, c) a (1.38) et (1.40) ? Sont-elles uniques ? Comment les caractériser 7 Comment
les approximer numériquement 7

L’opérateur |0,|, tout comme l'opérateur —A, est un opérateur symétrique positif, dia-
gonalisé par la transformation de Fourier. Par conséquent, I’équation (1.38) est conceptuel-
lement proche du probléme classique

Ad(x) + cOpd(x) = F'(¢(x)) pour z € R, (1.43)

couplé avec (1.40), dans le cas ot F' est un potentiel bistable. En se ramenant a ’étude
du portrait de phase d’un systéme autonome en dimension d = 2, il est facile d’établir
Pexistence d’une solution (¢, ¢) a '’équation (1.43) (voir par exemple [151, Th. 1.5 p. 208]).
Une telle manipulation est impossible dans le cas de I’équation (1.38) : il est nécessaire de
recourir & des propriétés plus subtiles de 'opérateur |0y|.
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Au cours des cinq derniéres années, la compréhension des équations & laplacien fraction-
naire du type de (1.38) a beaucoup progressé (voir notamment [40,41]). Dans |73] (voir aussi
larticle de Chmaj [46]), Gui et Zhao ont étudié une large classe d’équations de réaction-
diffusion du type de (1.38), ou l'opérateur différentiel n’est plus |05 mais un laplacien
fractionnaire général |0,|* (de symbole |k|%), avec a €]0, 2. Leurs résultats impliquent le :

Théoréme 1.2.1 (Cas particulier du Théoréme 1.1 de [73]). Soit ¢1 < ¢r. Soit un poten-
tiel F € C3(R) satisfaisant (1.41) et (1.42). Supposons que F est tel que :

F(¢) < F(u), pour tout u €|y, ¢1f, (1.44)
F'(u) <0, pour tout u tel que F(u) < F(¢y). (1.45)

Alors, il existe une fonction ¢ monotone et unique a translation prés, et un unique Sca-
laire ¢ € R satisfaisant (1.38) et (1.40).

Les conditions (1.41), (1.42), (1.44) et (1.45) induisent que le potentiel F' est bistable
et admet en ¢ et ¢, des minima locaux. En outre, tous les points critiques de F' entre ¢,
et ¢ sont situés au-dessus de ces derniers. Ces hypothéses sont physiquement réalistes. Les
Figures 1.6 (a) et (b) illustrent un exemple de potentiel bistable F' et une approximation
numérique de la solution ¢ de (1.38) associée.

1.5
0.081 F(¢)
.06 1 [
004 1

X 4 / 0.5 |

02 04 06 08\ 1.0 /1.2
| o
-0.02 é

-0.041

o L L L
-20 -10 0 z 10 20

(a) (b)

FIGURE 1.6 — (a) Un potentiel bistable F' “en bosse de chameau” (voir (5.54) plus bas), (b)
reconstruction numeérique de la solution ¢(z) de (1.38) associée.

Dans le cas classique du laplacien, il est bien connu que I’équation (1.43) décrit les fronts
progressifs u(t,x) = ¢(x — ct) de 'équation de réaction-diffusion suivante :

Owu(t,z) = Au(t,xz) — F'(u(t,z)) pour z € R. (1.46)

L’article historique [60] démontre la stabilité globale de ces fronts progressifs pour (1.46)
si F' est bistable et ne présente pas de minimum intermédiaire entre ¢, et ¢. C’est a dire que
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toute solution de (1.46) avec une donnée initiale u(0,-) “raisonnable” et satisfaisant (1.40)
converge en temps long vers un front progressif. En réutilisant des ingrédients de [60], Chen
a démontré dans [45] qu’une telle convergence avait lieu pour des opérateurs diffusifs trés
généraux, a la condition qu’ils satisfassent un principe de comparaison (c’est le cas de
lopérateur 0y — A) ainsi que des hypothéses techniques.

Comme l'opérateur 9y + |0,| satisfait aussi un principe de comparaison, il est donc
légitime de se demander dans quelle mesure I’équation (1.38) décrit les fronts progressifs de
I’équation suivante :

{atu(t,:c) +0z|u(t,x) = —F'(u(t,z))  powr z€R, (1.47)

u(0,x) = up(x) pour z € R.
Nous avons établi le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.2. Soit ¢y > ¢r, et F' € C3(R) satisfaisant (1.41) et (1.42). Supposons que
w € C ((0,+00), C2(R) N WE=(R)) 1 C' (0, +00), C(R)) (1.15)

est une solution de (1.47) dont la donnée initiale uy est a valeur dans [y, ¢r] et satis-
fait (1.40).

Si (¢, c) est une solution de (1.38) et (1.40), ot ¢ € C(R) est une fonction décroissante
satisfaisant ¢’ < 0 et

lim ¢'(z) =0, (1.49)

alors, il existe des constantes k > 0, K >0 et £ € R telles que
[u(t, ) = o(- = ct + &) || poory < Ke™™, (1.50)
pour tout t € R.

Le Théoréme 1.2.2 est une conséquence des résultats de [45]. La preuve repose sur la
méthode de squeezing de [45], qui consiste & construire des sur-solutions et des sous-solutions
de (1.47) qui convergent vers le front progressif solution de (1.38) et qui encadrent la solu-
tion u de (1.47). En utilisant le principe de comparaison, on coince cette derniére contre le
front progressif. Un argument itératif induit la convergence exponentielle (1.50).

Des travaux récents [1| ont établi une convergence similaire a celle du Théoréme 1.2.2,
dans le cas ot Vopérateur diffusif n’est pas |0,|, mais |0,|" avec a €]1,2[. Leurs auteurs
soulignaient que le cas ou « €]0, 1] était alors un probléme encore ouvert.

Grace au Théoréme 1.2.2, la simulation en temps long de (1.47) permet de retrouver le
couple (¢, c) solution de (1.38) pour une trés large gamme de données initiales. Nous insistons
sur le fait que l'équation (1.47) est artificielle dans le sens ou elle ne peut pas s’interpréter
en termes de dynamique des dislocations. Dans la section suivante, nous utilisons cet outil
pour approximer numériquement les solutions de (1.38).
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Résolution numérique de I’équation de Weertman

Sauf pour certains potentiels F' particuliers, I’équation (1.38) ne posséde pas de solution
analytique connue. Nous proposons au Chapitre 5 une méthode numérique possible pour
approximer numériquement sa solution. Nous en détaillons ici les aspects les plus importants.

Le probléme non-linéaire (1.38) présente plusieurs spécificités :

— a la fois ¢ et ¢ sont des inconnues,

— lopérateur |0,| est un opérateur intégrodifférentiel de convolution qui est raide (ses

valeur propres sont grandes, voir [79] pour la notion de raideur),

— le domaine sur lequel est posé I’équation est la droite réelle R (et n’est donc pas

borné),

— la solution ¢ n’est unique qu’a translation prés.

Notre approche a été la suivante : tout d’abord poser un probléme discrétisé

—|Dy| @+ cDyp = F'(¢h), (1.51)

ol ¢ et F'(¢) sont des vecteurs constitués des valeurs ¢; ~ ¢(z;), respectivement F’(¢(x;))
pour des points x; équirépartis dans un segment [—L, L], et ou |D,|, respectivement D,, sont
des discrétisations des opérateurs |0;| et 0,. Puis, nous batissons un systéme dynamique sur
le modeéle de (1.47), de telle sorte qu’il converge vers un point fixe (¢, ¢) qui satisfasse (1.51).

Construction d’un probléme discrétisé Il existe plusieurs maniéres de discrétiser un
opérateur tel que |0,|. Certaines approches reposent sur la formulation trés simple de I'opéra-
teur |0, | en variables de Fourier : par exemple, la technique «approzimate approzimation» de
Maz’ya et al. (voir [91]), ou I'utilisation de polyndémes de Hermite [113]. D’autres auteurs au
contraire utilisent des méthodes de quadratures de la formulation intégrodifférentielle (1.39)
(par exemple [96]).

Nous avons opté pour la premiére maniére : on scinde ¢ = @ret + Pdyn, OU Prer st une
fonction analytique de référence compatible avec les conditions & I'infini (1.40), et ot ¢qyn est
donc une fonction tendant vers 0 a I'infini. On évalue analytiquement |0;| ¢ref, €t |0z] ddyn
est calculée en périodisant ¢qyn, puis en appliquant une discrétisation spectrale de |0
Ainsi, si quyn(k:p) sont les composantes de la transformée de Fourier quyn en les variables de
Fourier k), (issues de la grille duale & celle des z;), on définit :

F {10 bayn} (p) = 1kp|Gayn (kp),

ou F désigne la transformation de Fourier. L’approximation de ggdyn(kp) repose sur la trans-
formation de Fourier discréte. Outre sa simplicité, une telle discrétisation présente I'avantage
de s’effectuer rapidement, car elle s’effectue a I’aide de la Fast Fourier Transform (FFT).

Méthode de résolution Une fois I’équation discréte (1.51) fixée, il faut encore choisir une
méthode de résolution. Nous proposons une méthode basée sur la convergence du systéme
dynamique (1.47) vers (1.38) et inspirée de [91]. L’enjeu est de simuler (1.47) en atteignant
rapidement les temps longs, de telle sorte que le point fixe de ’algorithme de simulation
satisfasse (1.51).
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L’opérateur — |J;| est raide. Aussi est-il nécessaire d’utiliser un schéma A-stable (voir |79,
Chap. IV.3 p. 40]), c’est a dire qui converge vers 0 lorsqu’il approxime ’équation différentielle
ordinaire y' = Ay, pour Re (\) < 0. Dans le cas contraire (comme pour Euler explicite), il
faut prendre un pas de temps At petit devant le pas spatial h : atteindre les temps longs
devient alors cotiteux.

Nous proposons le schéma suivant :

{ " = ¢" — AtM™ (|Dy| ¢ — " Dogp + F'(9))

cn+1 —c [¢n+l] 7 (152)

ou M"™ est un opérateur de préconditionnement. Un point fixe (¢, c) de (1.52) satisfait
naturellement (1.51). Pour certains préconditionneurs M™ bien choisis, le schéma (1.52) est
stable inconditionnellement en le pas de discrétisation spatiale. La relation liant ¢ a ¢ est
construite de telle sorte que le front ¢ soit correctement centré dans la boite de simulation,
en imposant que

1 [k 1
57 | dla)da = 5 (oo,

Cette relation supplémentaire supprime l'invariance par translation et permet de rétablir
l'unicité de la solution (monotone) de (1.38).

Nous avons constaté le bon fonctionnement de l'algorithme en le testant sur des cas
de potentiels F' ou la solution analytique est connue. En comparant solutions analytiques
et solutions numériques, on a inféré des taux de convergences empiriques en fonction des
paramétres de discrétisation.

Nous avons aussi testé un schéma de splitting de Strang entre les opérateurs linéaires |0, |
et J, et I'opérateur non-linéaire F’(-). Lorsque 1’on utilise une méthode adéquate pour éva-
luer 2491 yne tel schéma est stable. Il est méme d’ordre supérieur en temps par rapport au
schéma (1.52), et d’une rapidité d’exécution comparable. Or, & cause de la non-commutation
des opérateurs considérés, le point fixe d’'un schéma de splitting dépend du pas de temps At
choisi. Il ne satisfait donc pas (1.51) : il y a une erreur résiduelle qui tend vers 0 avec At.
Par conséquent, on aura tendance & prendre At petit, non pas pour des raisons de stabilité,
mais pour des raisons de précision. Cela rend les simulations d’autant plus cotiteuses! Ainsi,
dans la reconstruction de I'état asymptotique (1.51), le schéma (1.52) est bien plus efficace
qu’'un splitting de Strang, toutes propriétés de stabilité et de convergence étant similaires
par ailleurs. Dans cette méthode numeérique, la dynamique artificielle (1.47) est seulement
un moyen, et non une fin.

Application Grace a notre méthode, on peut obtenir des lois de vitesse pour des potentiels
physiquement réalistes quelconques. A notre connaissance, cela n’avait jamais été fait pour
des dislocations en mouvement satisfaisant ’équation de Weertman.

A titre d’illustration, nous montrons un exemple de résultat d’intérét physique qu’il
est possible de produire avec la méthode numérique décrite ci-dessus, & savoir des lois de
vitesse des dislocations en fonction de la contrainte appliquée. On regarde le cas d’une
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g Olim,1 Olim,2

FI1GURE 1.7 — Loi de vitesse v en fonction du chargement o pour une dislocation coin soumise
a un potentiel “en bosse de chameau” (o = 0.1, v = ¢1/cs = v/6). En noir, les lois de vitesse
des dislocations partielles (en tirets, la partielle gauche, et en points, la partielle droite). En
rouge, les différentes vitesses limites cs, cr et ¢ (voir ’Annexe A.2). Les chargements ojim 1
et olim,2 délimitent les régimes ot il existe des dislocations partielles, respectivement totales,
en mouvement stationnaire. Par convention, les conditions aux limites de ¢ satisfont ¢; > ¢..

dislocation coin soumise a potentiel en “bosse de chameau” (voir Figure 1.6). On obtient
alors les courbes de la Figure 1.7, qui décrit les vitesses possibles pour des dislocations
parfaites et partielles. Les branches de vitesse vy et v3 correspondent aux vitesses stables
(subsoniques, respectivement transsoniques) et la branche de vitesse vy est la branche des
vitesses transsoniques instables.

La résolution numérique de I’équation de Weertman est un prérequis pour la simulation
de I'équation de Peierls-Nabarro Dynamique. En effet, cette derniére requiert une donnée
initiale (dans un sens qui sera précisé dans le Chapitre 6). Une dislocation en mouvement a
vitesse constante (éventuellement nulle), c’est a dire une solution de ’équation de Weertman,
constitue une donnée initiale raisonnable.
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1.2.3 Dislocations en régime dynamique
L’équation de Peierls-Nabarro Dynamique

Si on ne fait aucune hypothése sur le comportement de la dislocation, on déduit du
modéle de Peierls une équation intégrodifférentielle en temps et en espace, appelée équation
de Peierls-Nabarro Dynamique (voir [130]). C’est une équation récente dans le domaine des
dislocations, dont la phénoménologie et les implications physiques ont été peu explorées.
Dans [131] avait été entreprise une résolution approchée de cette équation, en utilisant des
Ansatz particuliers. Ce travail avait des limitations sévéres : par exemple, on ne pouvait
étudier qu'une seule dislocation & la fois. Or, I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique est
bien plus riche. Le but de cette étude est de construire un outil de simulation numérique
permettant d’étudier cette équation dans les régimes d’intérét que sont la nucléation (ap-
parition de nouvelles dislocations), ’annihilation, la mise en mouvement d’une dislocation,
I’étude des chocs...

La construction de ’équation de Peierls-Nabarro Dynamique repose sur un pilier fon-
damental : ’évaluation d’un opérateur au bord Neumann vers Dirichlet pour une équation
d’élasticité (voir Section 1.2.1). Cela se manifeste naturellement par I’apparition d’un opéra-
teur intégrodifférentiel en temps et en espace, que 'on peut exprimer a I’aide d’une fonction
de Green (voir [130]). Ce terme constitue une difficulté majeure de I’équation (difficulté théo-
rique et numérique). Des termes du méme type se retrouvent dans de nombreux champs
scientifiques.

En particulier, la communauté géophysique s’est confrontée & un probléme similaire
depuis les années 1990, avec notamment les travaux initiés par Geubelle, Rice et coauteurs
[48,49,62,97,125,126]. Dans leur cas, un tel opérateur intervient dans la propagation de
fissures dans les roches. Plus généralement, de telles équations apparaissent dans les modéles
de zone cohésive (voir par exemple [117]) qui s’intéressent & des interfaces (notamment les
dislocations et les fissures). Ce type de modéle permet de coupler la mécanique des milieux
continus loin de l'interface, avec des phénoménes de plus petite échelle (ici atomistiques),
souvent non-linéaires au niveau de 'interface.

Le méme probléme apparait lorsqu’il s’agit de construire des conditions de bord transpa-
rentes (voir [66] et la revue [75]). On considére un probléme posé dans un certain domaine
d’intérét (ici, réduit & une interface) inclus dans un milieu infini. Ces conditions de bord
permettent de ramener la résolution d’une équation aux dérivées partielles linéaire dans un
milieu environnant & la résolution d’une équation intégrodifférentielle posée sur le bord du
domaine considéré. Les conditions de bord transparentes ont beaucoup d’applications en
physique des ondes : accoustique, électromagnéstisme (voir [75], ot la dérivation de telles
conditions est faite dans de nombreuses situations)... Un des enjeux majeur est la simu-
lation numérique de telles équations, qui est rendue ardue précisément & cause du terme
intégro-différentiel.
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FIGURE 1.8 — Tracé de Ci(T), Cri(T) et Cii(T), pour v = ¢/cs = V3 =~ 1.7 (voir le
Chapitre 6).

Quelques propriétés élémentaires de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique

Avant de discuter plus en détail des enjeux et des difficultés de la simulation de I’équation
de Peierls-Nabarro Dynamique, nous formalisons cette derniére, et décrivons briévement
quelques unes de ses propriétés mathématiques.

L’équation de Peierls-Nabarro Dynamique peut s’écrire sous la forme adimensionnée
suivante :

kOt k) = —k2/0 C(|k|(t —t')a(t’ k)t + G(t, k), (1.53a)

u(t,-) =0,

ot k € R est la variable de Fourier spatiale, t > 0 la variable temporelle et u désigne la
transformée de Fourier de u par rapport a la variable z. L’inconnue de ’équation (1.53a)
est la fonction w(t,x), pour t > 0 et z € R. Dans (1.53a), k > 0 est une constante, C
est un noyau donné (égal a une des fonctions C; tracées sur la Figure 1.8), et G(¢,x) est
une fonction dépendant non-linéairement de u(t, ) et d’'un chargement o?(¢, z) imposé de
maniére dynamique.

L’équation (1.53a) peut se lire comme une famille d’équations intégrodifférentielles li-
néaires de Volterra du second type & noyau convolutif (voir [105]) indicées par le mode
de Fourier k. Autrement dit, la transformation de Fourier a diagonalisé la partie linéaire
de (1.53a). Un simple changement de variable 7 = |k|¢ rameéne (1.53a) & une seule et méme
équation, avec un second membre dépendant du mode de Fourier |k|.

La structure de convolution en temps et la linéarité de (1.53a) traduisent une invariance
en temps de I’équation. Cette propriété apparait sur la formule de Duhamel que satisfait u

ult, k) = /Ot R(|k|(t — )G, k)at’, (1.53b)
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ot la fonction R, appelée résolvante, est solution de ’équation homogéne

d T / / /
ﬂgm(ﬂ = —/0 C(r — )R(r")dr,
R(0) =1.

(1.54)

La résolvante R est essentielle pour la compréhension de I’équation de Peierls-Nabarro Dy-
namique. Elle joue un réle analogue a celui du noyau gaussien vis-a-vis de ’équation de la
chaleur : elle traduit un effet régularisant et dissipatif de I’équation (1.53a). En pratique,
I'ampleur de cette dissipation est pilotée par un paramétre visco-plastique a qui est petit
(’équation est faiblement dissipative). Sous des hypothéses adéquates, on démontre un ré-
sultat d’existence et d’unicité de la solution de I’équation (1.53a) en appliquant un théoréme
de point-fixe de Banach a la formulation (1.53b).

Enjeux de la simulation numérique

La simulation numérique efficace et précise de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique
est complexe, principalement & cause du terme intégrodifférentiel présent dans 1’équation.

La premiére difficulté provient du fait que I’équation (1.53a) est posée sur un domaine
infini et fait intervenir une convolution spatiale. Cette derniére opération est potentielle-
ment cotiiteuse et délicate. Forts de notre expérience sur 1’équation de Weertman, nous
avons naturellement opté pour I'utilisation de la transformation de Fourier discréte (voir la
Section 1.2.2). A l'instar de la transformation de Fourier continue, cette approche permet de
traiter les différents modes de Fourier de maniére quasiment indépendante : la seule commu-
nication entre les différents modes de Fourier discrétisés k, a lieu via le terme non-linéaire G.
Ainsi, on se rameéne a simuler & une famille finie d’équations du type de (1.53), indicées par
un nombre fini de modes de Fourier .

D’ou la seconde difficulté, qui est un réel obstacle numérique : le caractére intégrodiffé-
rentiel en temps de I'équation de Peierls-Nabarro Dynamique. Cela pose deux problémes :
le stockage et 'utilisation optimaux de la mémoire de I’équation, mémoire qui est nécessaire
pour faire avancer la dynamique. Nous avons envisagé ces problémes d’un point de vue pu-
rement algorithmique, mais ils sont aussi des problémes informatiques : il est notable que la
saturation de la mémoire machine apparait rapidement en pratique.

Comme fR et C sont des fonctions réguliéres (analytiques), les équations (1.53a) et (1.53b)
sont bien posées, a second membre G(t, z) régulier donné. La difficulté n’est pas tant leur
résolution numérique que leur résolution numérique efficace, c’est a dire précise, stable et
rapide. Pour cela, il faut surmonter trois obstacles :

1. la valeur de G(t,z) dépend de u(t,z) de fagon non-linéaire ;

2. les noyaux de convolution C(T) et R(T") tendent lentement vers 0 & U'infini (en loi
de puissance en T') et oscillent (voir Figure 1.8);

3. chaque mode de Fourier de u(-, k) évolue avec un temps dilaté par |k|.



1.2. DISLOCATIONS 43

Le premier point est davantage une difficulté pratique qu’un verrou conceptuel. Il induit
qu’il est nécessaire de calculer conjointement et successivement les valeurs de u et de G jus-
qu’au temps ¢, afin d’obtenir une approximation de u(t,-). Ainsi, calculer u(¢,-) via (1.53b)
n’est pas plus rapide qu’utiliser (1.53a) et ne peut se faire en une seule étape —ce qui serait
le cas si G(t' < t,-) était connue a priori.

Le second point est crucial. II implique qu’il faut conserver une mémoire précise du
passé pour avancer d’un pas de temps. Or, la dépendance en le passé est non-triviale car les
intégrales de (1.53a) et (1.53b) encodent des annulations (dues aux oscillations des noyaux)
qu’il est délicat de reproduire avec une discrétisation grossiére.

Le troisiéme point traduit une propriété de raideur de (1.53a) (voir [79]), qui se mani-
feste par le préfacteur |k|? devant l'intégrale englobant la mémoire. Cette raideur induit la
nécessité d’utiliser des schémas qui soient stables, afin d’éviter que le pas de temps At ne
soit contraint par des conditions de stabilité de type Courant—Friedrichs—Lewy (CFL). En
outre, dans les régimes physiquement intéressants, I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique
est relativement peu dissipative.

Schémas et méthodes de calcul

Nous insistons sur une trait singulier des équations intégrodifférentielles : le schéma
numérique de I’équation n’est pas le seul élément dimensionnant de 1’ algorithme utilisé ; la
méthode de calcul est aussi déterminante. Nous désignons par le mot de schéma les équations
algébriques satisfaites par la discrétisation w, d’une fonction w(¢,) a approximer, et par
I'expression méthode de calcul I'ensemble des opérations algorithmiques grace auxquelles on
résout un schéma numérique donné. Suivant la méthode de calcul, le temps d’exécution est
plus ou moins long.

En ce qui concerne les équation différentielles ordinaires, ces deux notions sont généra-
lement indépendantes. Au contraire, pour les équations intégrales de Volterra, la méthode
de calcul influe de maniére non-linéaire sur la complexité temporelle de ’algorithme et sur
la quantité de mémoire nécessaire. En tirant parti de certaines structures algébriques, il est
possible d’accélérer le calcul d’un schéma fixé ou d’utiliser moins de mémoire. Nous avons
étudié les deux structures suivantes :

1. la structure de convolution, qui permet de réorganiser plus efficacement les calculs
de quadrature;;

2. la structure de noyau dégénéré, grace a laquelle on peut transformer une équation
intégrodifférentielle en équation différentielle ordinaire.

Des schémas L’équation (1.53a) appartient & la grande classe des équations intégrodif-
férentielles

%u(t) _ /0 Kt #)u(®)dt + £(b), (1.55)

ol K est un noyau prenant deux arguments et n’ayant pas nécessairement la structure
convolutive K (t,t') = C(t — t'). Par souci de simplicité, on suppose ici que u est a valeur
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scalaire (et ne dépend pas d’une seconde variable z). Il existe de nombreux schémas d’inté-
gration de (1.55), parmi lesquel on peut citer les méthodes de Galerkine ou de collocation
(voir [10, Chap. 3 p. 49]). Nous nous concentrons sur des schémas itératifs, lesquels reposent
en général sur une méthode de quadrature pour calculer I'une ou l'autre intégrale présente
dans (1.55). Notre point de départ bibliographique se situe dans la littérature géophysique ;
ainsi, nous avons considéré des schémas issus de [62]. Puis, nous avons choisi d’étudier des
schémas “bloc-par-bloc” d’ordre 4 (voir [105]). A titre de comparaison, nous proposons aussi
une méthode de splitting de Strang.

Des méthodes de calcul On peut tout d’abord tirer parti de la structure de convolution
grace a la méthode d’accélération de [76]. Cette méthode de calcul permet de calculer
rapidement un schéma donné, & condition que celui-ci présente une structure de convolution
discréte. On passe ainsi d'une complexité O(N?) pour une implémentation naive & une
complexité de O (N (log N)?) (N est le nombre de pas de temps). Cette méthode de calcul
est remarquable car elle est exacte.

Toute équation différentielle peut se mettre sous la forme d’une équation intégrale. L’in-
verse n’est pas vraie en général. En ce qui concerne (1.55), il faut que le noyau K présente
une structure de noyau dégénéré pour pouvoir la transformer en une famille d’équations
différentielles indicée par k, c’est & dire que K se décompose sous la forme suivante :

ISH

K(t.t) =3 a;(0)bs(t).

Jj=0

(Nous renvoyons a [10, Chap. 2 p. 23| pour cette notion; le terme de noyau séparable
est aussi utilisé dans la littérature [74, p. 56]). Or, ce n’est pas le cas pour les noyaux
K(t,t") = C(t—t') étudiés. Comme on souhaite préserver la structure convolutive (1.53), on
doit donc approximer le noyau originel par un noyau & la fois dégénéré et convolutif. Nous
étudions les décompositions suivantes :

1. en somme de polynoémes de Laguerre pondérés (voir [44,104]);

2. en somme d’exponentielles. Celles-ci ont été notamment proposées dans les articles
[3, 75] de Hagstrom, mais nous utilisons cependant les articles plus récents de la
mouvance de Lubich et al., e.g., [15,16,111,112,137], qui reposent sur 'utilisation
d’une transformation de Laplace inverse efficace datant des travaux de Talbot [143].

Ces derniéres méthodes, au prix d’une erreur d’approximation sur le noyau, permettent de
réduire la mémoire nécessaire, tout en demeurant relativement rapides.

Nous avons implémenté dans un code MATLAB différents algorithmes mélant des sché-
mas et des méthodes de calcul évoqués ci-dessus. Nous les avons comparés sur plusieurs
exemples, et avons étudié la dépendance de 'erreur en les différents paramétres de dis-
crétisation que sont la taille de la boite de simulation, le pas de discrétisation spatiale, le
pas de discrétisation temporelle. Ces tests permettent d’assurer la validité d’expériences
numériques en cours, en particulier sur la nucléation de dislocations, sur le croisement de
dislocations, ou 'imposition de chocs localisés.
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1.3 Limite macroscopique d’un systéme de particules

Dans cette section, nous étudions la limite macroscopique d’un systéme de particules
soumises & la deuxiéme loi de Newton.

1.3.1 Modéle microscopique

Le systeme discret que nous étudions est constitué d’une chaine de particules interagis-
sant chacune avec ses plus proches voisins. Chaque particule est soumise a la deuxiéme loi
de Newton. Il n’y a pas de dissipation. Ce modéle trés simple peut se voir comme une chaine
de masselottes reliées entre elles par des ressorts (voir Figure 1.9).

o ellleille e

X

J

FIGURE 1.9 — Une chaine de particules

Plus précisément, on se donne 2N + 1 particules indexées par j € [N, N] dont le
mouvement est régi par I’équation suivante :

d2

725 (0) = W (X () = X;(8) = W (X;(t) = Xj-1(8)) (1.56)

ot X;(t) est la position de la j*™¢ particule au temps ¢, et W est un potentiel d’interaction
(pair, mais pas nécessairement quadratique). Les conditions initiales et les conditions au
bord sont imposées de maniére macroscopique par

X;(0) = N@1 (G/N) et 4X;(0) = @ /), (157
X,N(t) = N(I)l(—l) et XN(t) = N@l(l), (1.58)

ot ®; et @ sont des fonctions données satisfaisant ®o(—1) = $o(1) = 0.

La question que I’on se pose est la suivante : peut-on construire une limite macroscopique
a ce systéme lorsque le nombre de particules devient infiniment grand ? L’article |26] avait
répondu a cette question dans certains cas. Notre étude vise & compléter quelques-un de leurs
résultats. Ce type de question a par ailleurs été abordé dans différents cadres par [20,34,57].

1.3.2 De ’équation de Newton a I’équation des ondes

L’équation des ondes est une limite macroscopique vraisemblable pour 1’équation de
Newton (1.56). En effet, fixons les scalings suivants :

— X;(t) = No(xj,7).
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Si on suppose que ¢ est réguliére, alors, formellement, un développement limité en 1/N sur
(1.56) donne I'équation suivante :

2(t,x) = 8, [W'(9p(7,2))] (1.59)

c’est & dire ’équation des ondes, avec des conditions initiales et des conditions au bord
correspondant & (1.57) et (1.58).

Les auteurs de [26] justifient ces manipulations formelles : sous des hypothéses adéquates,
ils démontrent que I’équation (1.59) est bien la limite macroscopique en temps long de (1.56),
tant que la fonction ¢ demeure suffisamment réguliére (voir [26, Prop. 2]).

1.3.3 Chocs dans I’équation des ondes

L’équation des ondes (1.59) est une équation hyperbolique qui est potentiellement sujette
a des ondes de choc dés lors que le potentiel W n’est pas quadratique. Dans ce cas, la
solution ¢ de (1.59) n’est plus réguliére, mais seulement continue par morceaux (voir [139]).
Or, le résultat 26, Prop. 2| se limite aux cas ou la fonction ¢ est suffisamment réguliére (de
classe C* en espace). Par conséquent, il ne recouvre pas toute la phénoménologie du modéle
considéré.

Dans le cas ot W est un potentiel quadratique, nous démontrons que ’hypothése de
régularité sur ¢ n’est pas nécessaire; pour que les conclusions de [26] demeurent valides,
il suffit que les données initiales ®y et 1 soient continues par morceaux, respectivement
continues et contintiment dérivables par morceaux .

En revanche, si le potentiel W est non-quadratique, on constate qu’en cas de choc, le
comportement macroscopique du systéme de particules est différent de celui de I’équation
des ondes non-linéaires. En réalité, sous certaines hypothéses techniques, et sous réserve
que ’écart inter-particulaire est uniformément borné, nous démontrons qu’en cas d’ondes de
choc, la solution entropique de I’équation des ondes (1.59) n’est plus la limite macroscopique
de (1.56). De maniére surprenante, pour une donnée initiale réguliére, on observe donc la
chose suivante :

— pendant un premier laps de temps, le systéme discret (1.56) est trés semblable au

systéme continu (1.59) (grace aux résultats de [26]),

— au bout d'un certain temps, lorsque qu’un choc survient dans le systéme continu (sauf
cas particuliers, un choc apparait au bout d’un laps de temps fini), le comportement
macroscopique du systéme discret s’éloigne peu & peu de la solution entropique de
I’équation des ondes.

Notre démonstration repose sur deux ingrédients fondamentaux :

(i) en cas de choc, le systéme continu est dissipatif irréversible, tandis que le systéme
discret demeure convervatif et réversible ;

(ii) pour que le systéme discret converge vers le systéme continu, il est formellement
nécessaire que l'opération de moyennisation (-) spatiale sur des intervalles mésosco-
piques et 'opérateur non-linéaire W'[-] commutent comme suit :

Vi (V0 (0) = i W (026" 720).
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(ici, "V représente une fonction correspondant & ¢ reconstruite & partir du systéme
discret de 2N + 1 particules).

Du premier point, on déduit qu’il est impossible que le systéme discret converge for-
tement vers le systéme continu : 'éventuelle convergence de d,¢" (1, ) vers 0,¢(7,x) ne
peut étre qu’une convergence faible (ou convergence en moyenne sur des intervalles méso-
scopiques) mais pas une convergence forte. Or, comme la fonction W’ est non-linéaire (on la
suppose méme strictement convexe), on déduit du second point que, si le systéme continu est
limite du systéme discret, alors 9,¢" (7, ) converge fortement vers sa moyenne 9,¢(7, x).
Ainsi, il est impossible que le systéme discret converge —méme faiblement— vers le systéme
continu, lorsque le nombre de particules 2N + 1 devient infini.

Il est notable que, dans le cas ot le potentiel W est quadratique, alors le systéme continu
est toujours conservatif. En outre, la fonction W’ est linéaire : par conséquent, l'opérateur
de moyennisation et 'opérateur W’[-] commutent.

La démonstration utilise une propriété importante du systéme discret : & savoir une
version affaiblie du céne de causalité. En effet, modulo une perturbation exponentiellement
petite en le nombre de particules NV, la position X;(t) et la vitesse %Xi(t) d’une particule 7
a un temps t donné ne dépendent que des positions et des vitesses des particules j au temps
t' présentes dans le cone spatio-temporel |j —i| < c|t — t/|. Le scalaire ¢ > 0 est une vitesse
qui dépend du potentiel W, et de I’écart maximal entre deux particules voisines. Paradoxa-
lement, la propriété de cone de causalité est caractéristique des systémes d’équations aux
dérivées partielles hyperboliques.

Le résultat ci-dessus présente cependant une limitation importante : il nous est néces-
saire de supposer a priori que ’écart entre deux particules voisines demeure uniformément
borné, indépendamment du nombre de particules. Nous avons observé sur des simulations
numériques que c’est effectivement le cas, dés lors que la donnée initiale est suffisamment
réguliére. Mais nous n’avons pas réussi a le démontrer.

1.4 Perspectives

Cette thése explore plusieurs axes de recherche ; toutefois, de nombreuses questions in-
téressantes demeurent ouvertes. Nous en citons quelques unes dans cette section.

En ce qui concerne I’homogénéisation, nous avons construit un cadre abstrait pour ob-
tenir des résultats d’approximation fine et appliqué ces résultats aux cas de coefficients
périodiques avec défaut.

Cela souléve deux types de questions :

1. peut-on construire explicitement une plus grande classe d’application ?
2. ce cadre d’hypothéses est-il le plus général possible 7

Il semble que le cadre d’hypothéses que nous posons dépasse les cas d’application proposés.
Vis-a-vis du programme de recherche de Blanc, Le Bris et Lions, nous sommes donc face a
un paradoxe : on sait maintenant que I’hypothése de périodicité n’est pas nécessaire pour
obtenir des résultats d’approximation fine, mais on ne sait appliquer ces résultats que dans
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des cas trés liés au cadre périodique. Il serait trés intéressant du point de vue des applications
numériques de pouvoir construire des classes explicites plus générales de problémes. Le terme
explicite signifie ici qu’il serait possible de construire numériquement des représentants de
telles classes, ainsi que les correcteurs associés.

Cela rejoint la seconde question. En effet, Blanc, Le Bris et Lions avaient proposé dans
[28] I'étude d’une interface entre deux milieux périodiques. Ils avaient notamment construit
des correcteurs bornés dans certains cas. Le cas d’une interface sort du cadre de la théorie
classique et n’entre pas non plus dans le cadre théorique proposé dans ce manuscrit (ni dans
le cadre de [67]). En effet, le coefficient considéré est généralement discontinu au travers
de l'interface et sa matrice homogénéisée est seulement constante par morceaux (mais pas
constante globalement).

Le fait que la matrice homogénéisée ne soit pas constante souléve des difficultés tech-
niques que nous décrivons formellement. Le principal obstacle est que la solution u* du
probléme homogénéisé n’est plus infiniment réguliére. En effet, son gradient Vu* est géné-
ralement discontinu au travers de l'interface de discontinuité du coefficient A*, & cause de
la condition de transmission de flux. Ainsi, I'identité (1.20) a comme membre de droite un
terme qui se raméne (formellement, car le sens mathématique d’une telle expression n’est
pas clair) a la divergence d’une mesure portée par Uinterface. Or, cette identité joue un
role central dans le raisonnement ci-dessus lorsqu’il s’agit de controler I'erreur de ’homo-
généisation R® et son gradient VRF. Aussi semble-t-il difficile de controler cette derniére a
proximité de l'interface. En réalité, il ne semble méme pas certain que le gradient Vu® soit
approximé localement au voisinage de l'interface par la quantité Vu* — Z;lzl w; (g) oju*.

Cependant, méme si ©v* n’est pas aussi régulier que dans le cas ou le coefficient A* est
constant, il demeure “relativement” régulier, comme le montrent notamment les travaux de
Li et Vogelius [103]. Nous pensons que cette régularité moindre est cependant suffisante
pour adapter la preuve des estimations lipschitziennes a la Avellaneda et Lin dans certains
cas d’interfaces entre des milieux périodiques. L’étude mathématique de ces problémes est
actuellement en cours.

Nous avons proposé des algorithmes pour simuler des dislocations en régime stationnaire
et en régime dynamique. L’aboutissement de cette recherche est I'utilisation de tels algo-
rithmes pour faire des expériences numériques afin d’explorer des phénoménes physiques
de maniére quantitative. En ce qui concerne 1’équation de Weertman, on peut désormais
étudier la propagation de dislocations en régime stationnaire avec des potentiels issus de
~v-surfaces obtenues expérimentalement (au moins dans le cas scalaire). En ce qui concerne
I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique, nous avons construit un outil de simulation nu-
mérique. Celui-ci permettra de valider ou d’infirmer les résultats du modéle réduit construit
dans [131], mais aussi d’explorer de nouveaux phénoménes tels que la nucléation, 'annihi-
lation ou le croisement de dislocations en régime dynamique. De telles expériences sont en
cours au CEA-DAM en collaboration avec Yves-Patrick Pellegrini.

Nous n’avons traité dans ce document que des équations scalaires. Or, il est plus réaliste
d’étudier des équations vectorielles. A I’heure actuelle, nous n’avons fait ce passage numé-
rique du scalaire vers le vectoriel que dans certains cas de ’équation de Weertman en milieu
anisotrope. Des résultats encourageants ont été obtenus en vue d’applications physiques.
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Le fait d’étudier des fonctions & valeur vectorielle impose une plus grande technicité
numérique, mais ouvre aussi des questions théoriques intéressantes :

1. sous quelles hypotheéses existe-t-il une solution a I’équation de Weertman ?
2. cette solution éventuelle est-elle unique ?

3. peut-elle encore s’interpréter comme la limite en temps long d’une équation de
réaction-diffusion avec laplacien fractionnaire ?

Certains indices numériques semblent suggérer que 1’on peut répondre positivement aux deux
derniéres questions dans des cas simples. Mais il n’existe pas de principe de comparaison
pour les systémes d’équations (sauf cas trés particuliers). Aussi ne semble-t-il pas possible
d’aborder les questions 2 et 3 ci-dessus par les outils du Chapitre 4.

Une approche raisonnable serait déja de comprendre dans quelle mesure de tels résultats
ont été obtenus pour les équations classiques de réaction-diffusion (c’est & dire, avec un
laplacien au lieu d’un laplacien fractionnaire). Je compte m’investir dans cette recherche
dans les années qui viennent.

Le résultat que nous avons démontré dans le Chapitre 9 est négatif : la limite macro-
scopique du systéme atomique étudié n’est pas I’équation des ondes non-linéaires, dans le
cas d’un choc. Or, des arguments théoriques et numériques suggérent que cette limite ma-
croscopique existe et est unique (au moins dans un sens faible). Il serait trés intéressant
d’identifier cette limite.






Chapitre 2

Homogénéisation d’un probléme
périodique avec défaut

Ce chapitre expose les résultats de I’étude d’un probléme multi-échelle elliptique de la
forme

—div (A (g) -Vue(x)) = f(x) dans €,

u®(z) =0 sur 09,

ou A est une matrice elliptique non-périodique. On construit un cadre général dans lequel
on peut estimer et approximer précisément les quantités u® et Vu®. Ce cadre s’applique au
cas d’un matériau présentant une structure périodique perturbée par un défaut.

Cette étude a été réalisée en collaboration avec Xavier Blanc et Claude Le Bris. Elle fera
I'objet de publications [23,24] dont la rédaction est en cours.

Le lecteur trouvera en Annexe A.3 des matériaux théoriques additionnels, et en Annexe B
une reproduction du document de travail [23].
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2.1 Introduction

Cette étude a pour objet 'homogénéisation de certains opérateurs elliptiques multi-
échelles —div (A (g) . V), ou la matrice A est déterministe mais pas nécessairement pério-
dique. Nous nous basons pour cela sur les travaux d’Avellaneda et Lin [11] et leurs déve-
loppements, notamment 'article [94]|. Notre but est de construire un cadre théorique dans
lequel on puisse démontrer des estimations sur la solution du probléme oscillant, et approxi-
mer celle-ci dans des espaces de Sobolev W pour p € [2, +00]. Nous proposons ainsi un
ensemble d’hypothéses pour des opérateurs elliptiques rescalés afin de remplacer 'hypothése
classique de périodicité. Dans ce cadre, nous démontrons des estimations point par point sur
la fonction de Green de Dirichlet de tels opérateurs, ainsi que sur ses dérivées premiéres et
croisées. Aussi, nous quantifions la qualité de I'approximation sur le gradient des solutions
de —div (A (g) Vus) = f par le gradient corrigé de la solution du probléme homogénéisé.

Un des cas possibles d’application est le cas d’un matériau périodique multi-échelle
perturbé par un défaut (voir [28]). Le coefficient A prend alors la forme A = Aper + A,
ot Aper est périodique et Aelr (Rd). L’intégrabilité du défaut A apparait alors comme
déterminante. On peut aussi appliquer nos résultats une certaine classe de coefficients quasi-
périodiques.

L’approche est la suivante : nous formalisons d’abord un cadre général abstrait dans
lequel sont démontrés les résultats souhaités, puis nous appliquons ces résultats au cas
particulier de coefficients périodiques perturbés par des défauts. Nous avons constaté a
posteriori que ce cadre est proche de celui proposé récemment par Gloria, Neukamm et Otto
dans [67] et raffiné par Bella, Giunti et Otto dans [17]. Par ailleurs, la démarche employée
fait aussi écho a d’autre travaux d’Armstrong, Smart, Kuusi et Mourrat (voir [5,9]). Nous
donnerons quelques éléments de comparaison dans la Section 2.2.4.

Nous avons voulu faire une rédaction aussi auto-consistante que possible. Pour cette
raison, une grande partie des démonstrations et des résultats de ce chapitre sont des adap-
tations plus ou moins techniques des preuves de [11,94].

2.1.1 Théorie de ’homogénéisation périodique

Nous rappelons tout d’abord des résultats classiques déja évoqués en introduction de la
these.

On se place sur R?, pour d > 3, jusqu’a la fin du chapitre. Soit Q € R? un ouvert borné
régulier et A un champ de matrices elliptiques donné. On s’intéresse au probléme

— div (A <§) -Vus(x)) = f(x) dans ,
u(z) =0 sur 09,

(2.1)

ot f € L%(Q) est un second membre donné, éventuellement régulier. Ici, € est un petit
parameétre. La problématique est la suivante : on souhaite approximer précisément u® et Vu®.

Dans le cas oul la matrice A est périodique, il existe un cadre théorique bien établi, dont
nous décrivons ici les traits principaux. En effet, si A est périodique, elliptique et bornée, il
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est bien connu (voir, e.g., [2, Chap. 1, p. 1-15]) que, dans la limite ot ¢ — 0, le probléme (2.1)
s’homogénéise en le probléme suivant :

(2.2)
u =0 sur  Of),

{ —div (4* - Vu*(2)) = f(z)  dans Q,
ot A* est une matrice constante. C’est & dire que u® — u* dans H{(Q2). Mais cette conver-
gence n’est pas forte, sauf dans des cas triviaux. Pour approximer le gradient Vu®, on doit
introduire les correcteurs w; € H%OC(Rd), pour j € [1,d], relatifs & la matrice A. Ils sont
définis comme étant les solutions, uniques a ’ajout d’une constante prés, de

—div (A(z) - (¢j + Vw;(x))) =0  dans R<,
|

|w; ()
1+ |z| jelo+oo

(2.3)

ot les vecteurs e; sont les vecteurs de la base canonique de R?. Gréce a ces correcteurs, on
construit une approximation de u¢ dans H'(£2). En effet, en posant

d
u (z) == u*(z) + ¢ Z wj (g) oju*(z), (2.4)
et le reste
Ré(x) := u®(z) — u®t(z) = uf(z) — u*(z) — €ij (g) oju*(z), (2.5)

on peut alors démontrer par des arguments classiques que R® — 0 dans H(£2). On peut
méme majorer la vitesse de convergence (voir [85, (1.51) p. 28]) :

HVR€HL2(Q) < Ce', (2.6)

Quand A est périodique, les correcteurs sont eux-mémes périodiques. Cela facilite la réso-
lution numérique de (2.3), qui peut étre reformulé comme un probléme avec des conditions
au bord périodiques.

Le controle sur I'approximation de Vu® ci-dessus peut étre encore raffiné, et les articles
[11,94] permettent d’approximer u® dans WH°°(Q), avec une estimation quantitative en e
de 'erreur. Pour arriver a un tel résultat, deux grandes étapes théoriques sont nécessaires :
une étape d’estimation (voir [11]) et une étape d’approzimation (voir [94]).

En effet, dés lors que A est elliptique, périodique et holderienne, Avellaneda et Lin ont
démontré dans [11] que I'on peut obtenir des estimations fines sur u° solution de

—div (A(x/¢e) - Vu(x)) = div(H (z)). (2.7)

Ces estimations uniformes en € sont d’abord hélderiennes, puis lipschitziennes (pour peu
que H soit suffisamment régulier). Pour ce faire, ils développent une méthode originale de
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compacité faisant usage de la propriété de H-convergence de A(-/¢). Gréace a ces estimations
lipschitziennes, ils démontrent des estimations point par point sur la fonction de Green G¢
de (2.1), ses gradients V,G®, V,G® et son gradient croisé V,V,G*.

Dans un second temps, les auteurs de [94] ont utilisé les résultats d’estimation précédents
pour prouver que l'on pouvait controler R® dans des normes fines, avec un taux optimal
en ¢ (a des facteurs en log(e) prés). Plus précisément, ils démontrent que, modulo le fait
de prendre des correcteurs adaptés au domaine Q étudié (c’est a dire avec une définition
légerement différente de (2.3), voir la Section 2.2.5) et si f est suffisamment réguliére, on
obtient I'estimation suivante : |[VR®(|[ ) < Celne. Ils utilisent ensuite cette estimation
pour approximer les gradients et le gradient croisé de la fonction de Green G¢ associée au
probléme (2.1) grace a la fonction de Green G* associée au probléme (2.2), convenablement
modifiée par les correcteurs w; (voir [94, Th. 3.6 et Th. 3.11]). Outre les résultats de [11],
les ingrédients essentiels des démonstrations de [94] sont le fait que les correcteurs w; sont
bornés, de méme que le potentiel (& savoir B défini plus bas).

2.1.2 Un cadre abstrait pour l’estimation et ’approximation des solu-
tions d’un probléme oscillant

En réalité, le caractére périodique de la matrice A n’est pas nécessaire pour montrer
des estimations lipschitziennes uniformes en e sur u® solution de (2.7). Par exemple, il est
souligné dans [11] que de telles estimations sont aussi vraies si A est quasi-périodique. De
méme, les résultats d’approximation de [94] peuvent encore s’appliquer dans un cadre plus
général que celui des coefficients périodiques. Notre objectif est de formaliser un cadre qui
permettent ces généralisations. Nous avons scindé la construction en deux parties : d’une
part, les ingrédients nécessaires a la démonstration d’estimations, puis les ingrédients pour
quantifier la qualité de 1'approzimation de u® par u®'. Dans les sections ci-dessous, nous
introduisons peu a peu les différentes hypothéses et expliquons formellement les grandes
étapes menant a la démonstration d’un théoréme d’approximation quantifiée en € de Vu®
dans L, pour p € [2, x0].

Hypothéses abstraites pour ’estimation

Nous proposons un cadre théorique qui permet d’obtenir des estimations régularisantes
dans les espaces de Sobolev WP pour p € [2,+0oc] sur des solutions de (2.1). Ce cadre
doit étre suffisamment souple pour pouvoir traiter une grande variété de problémes faisant
intervenir un coefficient rescalé, tout en permettant d’adapter les preuves de [11] et [94].
Pour ce faire, on troque 'hypothése de périodicité contre des hypothéses traduisant une H-
convergence uniforme vers une matrice constante (voir |2, Def. 1.2.15 p. 25|). Les hypothéses
de H-convergence uniforme permettent de traduire le fait que les solutions de (2.1) tendent
vers une solution de (2.2) lorsque € tend vers 0; cette convergence doit étre uniforme en le
domaine spatial {2 considéré. Ces hypothéses peuvent étre facilement vérifiées en pratique
pour une matrice A donnée deés lors qu’il existe des correcteurs w; associés.

Nous nous plagons tout d’abord dans le cadre classique des équations elliptiques :
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Hypotheése 1 (Ellipticité). Il existe g > 0 tel que, pour tous z, £ € R?, la matrice A(x) € R?*¢
est inversible et

E-Ax)-E>plef et & AT (2)-€> plef.

Puis, nous faisons une hypothése technique de régularité afin de pouvoir utiliser la théorie
classique de Schauder :
Hypothese 2 (Régularité). Il existe o €]0, 1] tel que A € C?frﬁf (Rd, RdXd).

Ensuite, nous développons une série de quatre hypothéses permettant d’établir 'uni-
forme H-convergence de A(-/¢) vers une matrice constante A*.

Hypothése 3 (Existence d’un correcteur). Pour tout j € [1,d], il existe w; € H] (Rd) un
correcteur associé a A, c’est a dire satisfaisant (2.3).

Si la matrice A vérifie 'Hypothése 3, on lui associe ses correcteurs w; (de méme, on
note ij, les correcteurs associés & AT). Elle peut alors satisfaire les Hypothéses 4, 5 et 6
suivantes :

Hypothese 4 (Caractére L121nif du gradient du correcteur). Pour tout j € [1,d],

unif

Vuw; € L2 (Rd, ]Rd) . (2.8)

L’espace Lﬁmf(Rd,Rd) ci-dessus est l'espace des fonctions v de R? & valeur dans R¢
satisfaisant

sup / lv(z)|?dz < +o0.
yeRd J B(y,1)

Hypothése 5 (Moyenne macroscopique uniforme). Pour toutes suites y,, € R?, ¢, — 0, et
pour tout j € [1,d],

x
/vaj <€n + yn> dz e 0. (2.9)

Hypothese 6 (Convergence macroscopique uniforme vers la matrice homogénéisée). Il existe
une matrice constante A* telle que, pour toutes suites &, — 0 et y, € R%, pour tous i,j €

[1,d],
x x .
Qei.A ;jtyn | ej + Vw; ;+yn dz o AT (2.10)

On appelle A* la matrice homogénéisée de A.

Dans les Hypothéses 4, 5 et 6, l'ingrédient qui remplace la périodicité de la théorie
classique est le caractére uniforme sur RY de l'estimation (2.8) et des convergences macro-
scopiques (2.9) et (2.10).
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Il est notable que les Hypothéses 4 et 5 sont équivalentes & la sous-linéarité stricte
uniforme des correcteurs (voir Section 2.2.1) :

sup wi (@ +y) —wi)l (2.11)

yERd 1+ ’.’II‘ || —+o0

En outre, si les correcteurs w; sont uniformément strictement sous-linéaires, I'Hypothése 6
est impliquée par la sous-linéarité stricte uniforme du potentiel B introduit plus bas (voir
Section 2.2.1) :

|B(z +y) — By)|

su — 0. 2.12
yeﬂgi 1+ ]az\ |z| =400 ( )

Remarque 1. Les Hypothéses 4, 5 et 6 sont apparentées aux hypothéses de sous-linéarité
de [67], qui reviennent & supposer une forme non-local de sous-linéarité correspondant
a (2.11) et (2.34). Nous discuterons cela plus en détail dans la Section 2.2.4.

Estimations a la Avellaneda-Lin sur la solution du probléme oscillant

Les Hypothéses 1, 2, 3, 4, 5 et 6 fournissent un cadre dans lequel on peut démontrer des
estimations lipschitziennes. Pour ce faire, on adapte les preuves de [11].

Nous établissons tout d’abord 'uniforme H-convergence (voir [2, Def. 1.2.15 p. 25])
de A ( )VersA*:

:
Proposition 2.1.1. Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 3, 4, 5 et 6. Soient ensuite y,, € R?
et en, — 0. Alors, la suite Ap(x) == A <£ + yn> H-converge vers A* sur tout ouvert borné

régulier de RY.

Rappelons que la fonction u* est trés réguliére, car elle solution d’un probléme elliptique
a coefficients constants. Or, I'uniforme H-convergence implique que u® est proche de u*
lorsque € est petit. D’ou I'idée fondamentale des résultats d’Avellaneda et Lin [11] : la solution
du probléme multi-échelle hérite de la régularité de la solution du probléeme homogénéisé.

Ainsi, on démontre & la maniére de [11] un résultat de régularité holderienne, le Théo-
réme 2.1.2 ci-dessous, ol on note

Qz,R) = QN B(x, R), Fa(z, R) = 0Q N B(x, R). (2.13)
Théoréme 2.1.2 (Analogue du Théoréme 1 de [11]). Soit y € R? fizé. Supposons que A
satisfait les Hypothéses 1, 2, 3, 4, 5 et 6. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'7,
pour~y > 0. Soient 3 €]0,1] et g € COP (B(O, 1)), pour B > 0. Supposons que u® est solution
de -
—div (A (— + y) : Vug(:n)) =0 dans Q(0,1),
€
ut =g sur T'q(0,1).

Alors, il existe une constante C ne dépendant que de d, A, B et Q telle que

(2.14)

Hueﬂcoyﬁ(g(og/z)) <C ||g||00,ﬁ(Fg(0,1)) +C HUEHLQ(Q(OJ)) : (2.15)
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On a vu que le couple d’Hypothéses 4 et 5 est équivalent au fait que les correcteurs
sont uniformément strictement sous-linéaires (voir (2.11) et le Lemme 2.2.1 plus bas). Ce
fait, avec la Proposition 2.1.1, constitue un ingrédient fondamental pour la preuve des es-
timations lipschitziennes, dont la démonstration est I’adaptation directe de la méthode de
compacité de [11]. Le théoréme suivant constitue la pierre angulaire dans la démonstration
d’estimations lipschitziennes :

Théoréme 2.1.3 (Analogue du Lemme 16 de [11]). Supposons que A satisfait les Hypo-
theses 1, 2, 3, 4, 5 et 6. Soit y € R, R > 0 et B := B(0, R). Supposons que u¢ € H'(2B)

est une solution de
) T o e _
—div (A (E —l—y) Vu (m)) =0 dans 2B.

Alors, il existe une constante C' ne dépendant que de d et A telle que

sup |Vu®(x)| < ¢ (]éB ]u5]2> 1/2. (2.16)

zeB R

Ces estimations lipschitziennes peuvent s’étendre jusqu’au bord ; toutefois, pour des rai-
sons techniques, cela requiert une hypothése de sous-linéarité renforcée sur les correcteurs w;.
On se donne donc v €]0, 1], et on suppose que :

Hypothese 7 (Sous-linéarité renforcée des correcteurs). Il existe C' > 0 telle que pour
tous z,y € R, |z — y| > 1, et pour tout j € [1,d], on a

jwj(a) —wi(y)| < Clo—y|'™". (2.17)

Nous insistons sur le fait que dans cette section, ’'Hypothése 7 est une hypothése tech-
nique : dans cette section, seule 'existence d’un exposant v, quel qu’il soit, est nécessaire.
En anticipant sur la suite, soulignons que, au contraire, la valeur du paramétre v sera d’une
importance capitale pour quantifier la qualité de ’approximation sur u®.

Théoréme 2.1.4 (Analogue du Théoréme 2 de [11]). Soit y € R? fizé. Supposons que A
satisfait les Hypothéses 1, 2, 3 4, 5, 6 et 7, pour un certain v €]0,1]. Soit Q un ouvert borné

de R% dont le bord est de régularité C1P, et g € CLP (B(O, 2)), pour B > 0. Supposons
que uf € HY(9(0,2)) est une solution de
—div (A (g + y) . Vua(:n)) =0 dans €(0,2),

(2.18)
ut =g sur T'q(0,2).

Alors, il existe une constante C ne dépendant que de d, A, 3, v, et du degré de régularité C18
du bord T'q(0,2) telle que

1/2
sup W(wﬂsc(/ w) + C lgllers ooz - (2.19)
z€Q(0,1) €(0,2)
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Il est bien connu qu’une matrice A(x) satisfaisant I'Hypothése 1 posséde une fonction
de Green G¢ de Dirichlet associée a I'opérateur —div (A (g) . V) sur un domaine €2 régulier
borné (voir [72, Th. 1.1]). Cette fonction de Green satisfait 1’estimation suivante :

|GE (2, )| < Cla —y[*¢ Vo #y e . (2.20)

En revanche, si on ne dispose pas d’hypothéses supplémentaires sur A, la fonction G¢ est
potentiellement trés oscillante, et ce, d’autant plus que € est petit. Toutefois, grace au
Théoréme 2.1.3, on démontre & partir de (2.20) des estimations point par point sur les
gradients et gradients croisés de G¢ (voir [11,94]) :

Théoréme 2.1.5. Supposons que A satisfait les Hypotheses 1, 2, 3, 4, 5 et 6. Soit Q un
ouvert borné régulier de classe CYP, pour B > 0, et G° la fonction de Green de Dirichlet
associée a l’opérateur —div (A (g) . V) sur €.

(i) Alors, pour tout Q3 CC Q, G¢ satisfait ’estimation suivante :

|VIG6(‘/L‘ay)| < C|IL’ - y|1_d Vo € ley € Q?'T 7é Y, (221)

ot C' est une constante ne dépendant que de d, A, Q et €.

(i’) S’il existe v > 0 tel que A satisfait aussi I’Hypothése 7, alors l'estimation (2.21) est
vraie pour tous x,y € §2.

(ii) Si AT satisfait les Hypothéses 3, 4, 5 et 6, alors

IV, G (x,y)| < Clz —y|' @ Ve e Q,y € Qy,x #vy, (2.22)
V.V, G (z,y)| < Clz —y| ™ Vo #y ey, (2.23)
ot C' est une constante ne dépendant que de d, A, Q et €.

(ii’) Si en outre A et AT satisfont I’Hypothése 7 pour un certain v €)0,1], alors les
estimations (2.22) et (2.23) sont vraies pour tous x,y € .

Grace au Théoréme 2.1.3 et & un lemme de mesure a la Calderon-Zygmund [140, Th.
2.4], on peut alors démontrer la Proposition suivante, qui permet d’estimer Vu® dans le cas
d’un probléme non homogéne :

Proposition 2.1.6. Supposons que A satisfait les Hypothéses 1, 2, 3, 4, 5 et 6. Soient p €

12,400, y e RY, R >0, B:=B(0,R) et H € LP (2B,Rd). Supposons que u¢ € HY(2B) est
une solution de

—div (A (% + y) . Vue(m)> =div(H(z)) dans 2B. (2.24)

Alors, il existe une constante C > 0 ne dépendant que de d, A et p telle que

(o) <e{(fm) " (o)} e
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Notons que la Proposition 2.1.6 ne couvre pas le cas p = +00. Mais, muni de la fonction
de Green G¢, et plus précisément grace a estimation (2.23), on peut aussi démontrer des
estimations lipschitziennes sur u%, dans le cas d’une équation inhomogéne :

Proposition 2.1.7. Supposons que A satisfait les Hypothéses 1, 2, 3, 4, 5 et 6. Soient 5 > 0,
y€RY, R>e>0,etB:=DB(0,R). Soit H € COP (2B, Rd). Alors, il existe une constante C
ne dépendant que de d, A et 8 telle que, si u® satisfait (2.24), alors :

1/2
9 g <O (f 196F) "+ €2 Wtllnnn
+CIn (14 Re ™) [ H|[ oo (2p) - (2.26)
Dans (2.26), on désigne par ||-|\C07ﬁ(m la norme de Hélder homogéne
|f(z) = f(y)|
Tl o, = sup .
H HCOB(Q) ey €O |$—y|ﬂ

La preuve de la Proposition 2.1.7 est basée sur la preuve de [94, Lem. 3.5].

Hypothéses abstraites pour approximation

La raison pour laquelle u*! défini par (2.4) approxime efficacement u¢ défini par (2.1)
repose sur un argument algébrique. En effet, supposons que A(-/¢) H-converge vers une
matrice A* constante (si A* n’est pas constante, il faut modifier la définition des correcteurs
pour que la conclusion du calcul ci-dessous demeure valide, voir [28]) et définissons

d
Mj(x) = Al = Ayj (x) (051 + Ojwy, (x)) (2.27)
j=1
Par définition des correcteurs w; et par I'Hypotheése 4, M ,i défini par (2.27) est un champ de
vecteurs de classe L?mif (Rd) a divergence nulle, indicé par k € [1,d], c’est a dire satisfaisant

div (Mj,) = 0, Vk € [1,d].

En dimension d = 3, M prend la forme d’un rotationnel (voir (2.29) ci-dessous). Plus
généralement, & partir de M}, on construit un potentiel B dont la définition est la suivante :

Définition 2.1.1 (Potentiel). Un potentiel B associé a A satisfait les identités suivantes :

B = B Vi, j,k € [1.d], (2.28)
d

M) =" oY Vi, k € [1,d], (2.29)
=1

ABY = g;M] — 9;M} Vi, j,k € [1,d], (2.30)

ou M est défini par (2.27).



60 CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION PERIODIQUE AVEC DEFAUT

Le potentiel B joue un réle important dans l'identité suivante :

Proposition 2.1.8 (p. 26 de [85]). Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 3 et 4. Soit Q un
domaine borné régulier. Soient u® € H(Q), u* € H%(Q) satisfaisant

—div (A (g) . Vus(x)> = —div (A* - Vu*(x)) dans €. (2.31)
Alors, pour R® défini par (2.5), on a
— div (A (g) : VRE(:E)) — div (H%(z)), (2.32)
H; (z) == zd: (5Az-j (g) wy, (g) — €B,ij (g)) Ojru*(x). (2.33)
jk=1

A Tinstar de [94], 'identité (2.32) joue un role central dans notre approche. En effet,
une fois que l'on a démontré des estimations sur le probléme oscillant, on déduit de (2.32)
que ||VR?|| < ||[H?| dans des normes appropriées. La définition (2.33) de H® suggére qu’il
faut exercer a priori un controle sur les quantités ew;(-/¢) et eB(-/e) pour obtenir un taux
de convergence sur ||V R?|| quantifié en e.

En conséquence de quoi, nous requerrons des estimations supplémentaires sur les correc-
teurs w; et sur le potentiel B associés a A. On fait alors des hypothéses de « sous-linéarité
renforcée » par rapport & (2.11) et (2.12). On se donne ainsi v €]0, 1] et on suppose que
I’Hypothése 7 et 'hypothése suivante suivante sont satisfaites :

Hypothese 8 (Sous-linéarité renforcée du potentiel). Il existe B un potentiel satisfaisant (2.28),
(2.29), (2.30) et il existe C' ne dépendant que de d et A tel que, pour tous z,y € RY,
|x —y| > 1, 0n a

|B(z) — B(y)| < Clz —y['™". (2.34)

Les Hypothéses 7 et 8 sont couplées : c’est a dire qu’elle partagent le méme exposant v.
Elles contraignent le comportement a longue portée des correcteurs et du potentiel. Cette
contrainte est d’autant plus grande que v est proche de 1 : lorsque v = 1, elles induisent
alors que les correcteurs et le potentiel sont bornés. On verra par la suite que ’exposant v
mesure la qualité de ’approximation sur la solution du probléme oscillant u°.

L’Hypothése 7 est équivalente a I'inégalité suivante :

sup sup ¢ ‘wj <§ + y) - wj(y)‘ < Ce¥, (2.35)
yeR? |z|€le 1] €

vraie pour tout € €]0,1[. On peut obtenir une estimation similaire sur le potentiel. D’ou
le contréle souhaité sur H¢, & savoir : [|H®([ ) < Ce” HVQU*HLP(Q)’ ou ) est un ouvert
borné.

Remarque 2. Les Hypothéses 7 et 8 impliquent les Hypothéses 4, 5 et 6 (voir Section 2.2.1).

Remarque 3. Les Hypotheéses 7 et 8 sont apparentées aux hypotheéses de [17]. Nous discute-
rons cela plus en détail dans la Section 2.2.4.
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Approximation de la solution du probléme oscillant

Nous expliquons maintenant comment quantifier la qualité de 'approximation u®! de
la solution du probléme oscillant u¢. Cela revient & estimer R® et VR®, pour R®, uf et u*
respectivement définies par (2.5), (2.1), et (2.2). Les arguments développés ci-dessous sont
essentiellement adaptés de [94]. Ils reposent fondamentalement sur les Hypothéses 7 et 8
énoncées ci-dessus, qui sont plus fortes que les Hypothéses 4, 5 et 6 (voir Section 2.2.1).

On déduit de (2.33) et des Hypothéses 7 et 8 que, pour tout p € [1, +o0],
1H || < Ce” || V20|, < Ce¥ [ flln -

Par ricochet, via (2.32) et la Proposition 2.1.6, cela permet d’établir |VR®||;, < C||H®||{, <
Ce” || f|l»- Par un argument de dualité, on peut alors estimer I’écart entre les fonctions de
Green G° et G* (G* étant la fonction de Green de (2.2)) :

Théoréme 2.1.9 (Analogue du Théoréme 3.3 de [94]). Soit A satisfaisant les Hypothéses 1,
2,8, 7et8. Soit Q un domaine borné régulier de classe Cb'. Soient GF et G* les fonctions
de Green de Dirichlet sur 2 de —div (A (g) : V) et —div (A* - V), respectivement.

(i) Soit p < d/(d—1). Alors il existe une constante C' ne dépendant que de d, 2, A, v
et p telle que, pour tous e >0, x € §Q,

</Q G (2,y) — G (=, y)|p> N dy < Ce”. (2.36)

(ii) Si on suppose en outre que AT satisfait les Hypothéses 3, 7 et 8, alors il existe une
constante C ne dépendant que de d, 2, A et v telle que, pour tous e >0, x, y € §2,

(G5 (,y) = G*(2,y)| < Ce’|lz -y~ (2.37)

Le Théoréme 2.1.9 a un corollaire immédiat (le point étant qu’il n’y a pas de restriction
sur 'intégrabilité p € [1,00] de f € L¥ (RY) pour (ii)) :

Corollaire 2.1.10. Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 2, 3, 7 et 8. Soit Q) un domaine
borné régulier de classe CHL.

(i) Sip > d, il existe une constante C ne dépendant que de d, A, v, , et p, telle que
pour tout f € LP(QY), si u® et u* sont respectivement solutions de (2.1) et (2.2)

" — ¥l < C¥ [ Fllogey - (2.38)

(ii) Si AT satisfait aussi les Hypothéses 3, 7 et 8, alors il existe une constante C ne
dépendant que de d, A, v, Q, p et q € [1,+00], telle que pour tout f € LI(Q), si u®
et u* sont respectivement solutions de (2.1) et (2.2)

[0 = u*llLo (o) < Ce” [ fllLaq) - (2.39)
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des lors que

<+ t 1< +1 (2.40)
p oo et —< -, .
q d D
ou que
1 2—v
= t - < 2.41
p=too et < (2:41)

Le Corollaire 2.1.10 permet de généraliser le résultat [94, Th. 3.4], et permet notamment
de majorer || R°[|;2(q). Puis, en utilisant successivement I'inégalité de Cacciopoli et la théorie
hilbertienne, la Proposition 2.1.6 et la Proposition 2.1.7, on estime VR® dans des normes
de plus en plus fines & Uintérieur de 2. Ainsi, on démontre le Théoréme 2.1.11, dont le
Théoréme 1.1.1 est un cas particulier :

Théoréme 2.1.11 (Analogue du Théoréme 3.7 de [94]). Supposons que A satisfait les
Hypotheses 1, 2, 3, 7 et 8. Soient Q un ouvert borné régulier de classe C1', de R¢, Oy CcC Q,
f €L2(), ete €]0,1]. Soient u, u*, et R® respectivement définies par (2.1), (2.2), et (2.5).

(i) Si f € LP(Q), pour p > d, alors R® € WhP(Q) et
HVREHLP(QI) < Ce” ”f”Lp(Q) ) (2.42)

ot C ne dépend que de d, A, v, p, Q1 et .

(i’) Dans le cas ou AT satisfait aussi les Hypothéses 3, 7 et 8, si f € LP(Q), pour p > 2,
alors R € WYP(Q) et (2.42) est satisfaite, pour une constante C' ne dépendant que
ded, A, v, p, Q1 et Q.

(ii) Si f € COP (Q), pour B €]0,1[ alors on a R® € WI’OO(Q) et

loc
[VE ||,y < C”In 2+ 1fllcos(q (2.43)
ot C ne dépend que de d, A, v, B, Q1 et Q.

Comme conséquence du Théoréme 2.1.11, on obtient une approximation des gradients
et du gradient croisé de G°. En appliquant la démonstration de [94], on démontre a partir
du Théoréme 2.1.9 et de la Proposition 2.1.7 le :

Théoréme 2.1.12 (Analogue des Théorémes 3.6 et 3.11 de [94]). Soit Q un domaine borné
régulier de classe C11 et Q1 CC Q. Supposons que A et AT satisfont les Hypothéses 1, 2,
3, 7 et 8. Soient G° et G* les fonctions de Green de Dirichlet sur Q de —div (A (g) 'V),
respectivement —div (A* - V).

Alors il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de d, A, v, Q) et Qy et telle que,
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pour tout £ €]0,1[, et tout i € [1,d], on a

By, G (2, ) — zd: (@j + Byw; (g)) 0,,G*(,y)

7j=1
,1n (2 + 5’1)

8ina(m,y)—zd:{5w+8w ( )}ayj(;*(x Y)

j=1
,In (2 + 5_1)

et pour tous i,j € [1,d],

02,0, G (,y) Xd: © zk+8’wk( )) 02,0, G* () (8 + Oy (%)) ‘

=1

k
< ln(2+€’)

< = ’d+y Vr,y € Qi,x # . (2.46)

2.1.3 Applications

Les hypothéses proposées sont satisfaites pour des coefficients périodiques, des coeffi-
cients périodiques avec un défaut, et des coefficients quasi-périodiques (sous des hypothéses
adéquates détaillées plus bas).

Cas d’un coefficient périodique avec défaut

On se place dans le cadre établi par [28]. La Proposition suivante permet d’insérer le
cas A = Aper + A dans le cadre théorique développé plus haut :

Proposition 2.1.13. Soient a €]0,1[, o > 0 et r > 1, avec r # d. Supposons que Aper €t A
satisfont

AeLr (Rd, RdXd) : (2.47)
Pl < A4 Ay < et pt < Aper < pay (2.48)
Aper, A € OO (R, RPY). (2.49)

Supposons que Aper est périodique, et posons A = Aper + A. Alors A satisfait les Hypo-
theses 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, et 8, pour v = v, défini par

Uy i= min (1, f) €0, 1]. (2.50)

Sa matrice homogénéisée A* est égale a celle de Aper.
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La Proposition 2.1.13 est la conséquence directe de deux faits : Aper vérifie elle-méme
les Hypotheéses 3, 4, 5, 6, 7, et 8, et A ne fait que perturber légérement Ape,. La Propo-
sition 2.1.13 permet d’appliquer au cas d'un coefficient A = Ape + A tous les résultats
énoncés plus haut. Les Théorémes 1.1.1, 1.1.3 et 1.1.4 de l'introduction de la thése sont
ainsi les conséquences des Théorémes 2.1.11, 2.1.5 et 2.1.12.

Cas d’un coefficient quasi-périodique

On se donne une matrice Ape,r satisfaisant
Aper € C (Rd X Rd,RdXd) est Q2 — périodique (2.51)

ot Q :=[~1/2,1/2]¢ est le cube unité. On s’intéresse au coefficient suivant :
Alz) = Aper (RO 2,5 © ),

ou le symbole ® désigne la multiplication composante par composante (ou produit de Ha-
damard).

Nous avons besoin de la notion suivante d’incommensurabilité :

Définition 2.1.2 (Nombre de Louville-Roth, voir Définition 5.4 de [28]). Un nombre x € R
est un nombre de Liouville-Roth si, pour tout n € N, il existe k, € Z et j, € Z* tels que
kr,

1
Jn | |gnl™

Un nombre de Liouville-Roth est un irrationnel trés proche des nombres rationnels. On
s'intéresse & des quasi-périodes fortement irrationnelles, c’est & dire satisfaisant ’hypothése
suivante :

Hypothése 9 (Quasi-périodes “fortement” irrationnelles). Les vecteurs R € (Ri)d et S €

(R’j_)d sont tels que leurs rapports R;/.S; ne sont ni rationnels ni des nombres de Liouville-
Roth, pour tout ¢ € [1,d].

Cette hypothése est motivée par la nécessité technique d’avoir une estimation régulari-
sante, en I'occurrence, I'inégalité de Garding (voir Section 2.7.2), qui remplace I'inégalité de
Poincaré. Elle permet d’établir la

Proposition 2.1.14. Soient Aper satisfaisant (2.51) et I’Hypothése 1, et R et S satisfaisant
UHypothese 9. Alors A(x) = Aper(R © x, S ® x) satisfait les Hypotheses 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

et 8, pour v = 1. Sa matrice homogénéisée A* est la matrice homogénéisée relative a Aper.

Ainsi, tous les résultats de la Section 2.1.2 sont valides pour une telle matrice A. Le fait
que les estimations d’Avellaneda et Lin s’appliquent au cas de coefficients quasi-périodiques
était annoncé dans [11]. Mais la Proposition 2.1.14 montre cependant que le cadre théorique
proposé est souple.
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2.1.4 Plan

Notre plan s’articule en 6 sections. Dans la Section 2.2, nous mettons en lumiére cer-
tains aspects des résultats proposés. Les autres Sections sont dévolues aux démonstrations
des résultats annoncés dans l'introduction ; parfois, elles contiendront des remarques sur la
portée de ceux-ci ou la technique de preuve. Dans la Section 2.3, nous rappelons et démon-
trons quelques faits élémentaires; ensuite, dans les Sections 2.4 et 2.5, nous démontrons
des estimations sur la solution du probléme oscillant dans le cas homogéne, puis dans le
cas inhomogeéne. Dans la Section 2.6, nous quantifions la qualité de 'approximation de la
solution du probléme oscillant ; dans la Section 2.7, ces résultats sont appliqués au cas pé-
riodique avec défaut, et au cas quasi-périodique. Nous avons relégué en Annexe A.3 un
certain nombre de résultats de la littérature et des lemmes techniques. On y trouvera aussi
un graphique illustrant les liens logiques entre les différents résultats d’estimation.

Dans la Section 2.2, nous énongons quelques considérations générales sur le cadre
théorique proposé dans ce chapitre. En particulier, nous relions les Hypothéses 4, 5 et 6 & des
notions de convergence faible, et nous démontrons dans la Section 2.2.1 que les Hypothéses 7
et 8 sont plus fortes que les Hypothéses 4, 5, et 6. Dans la Section 2.2.2, nous discutons du
role joué par le rescaling dans le cadre proposé. Puis, dans la Section 2.2.3, nous insistons
sur la notion d’uniformité de la H-convergence, qui est cruciale. Dans la Section 2.2.4, nous
comparons le cadre ainsi formulé avec la littérature, et notamment avec le cadre proposé par
Otto et ses collaborateurs dans [17,67]. Nous discutons dans la Section 2.2.5 de 'importance
du bord dans les différents résultats énoncés, et introduisons les correcteurs adaptés au
bord. Nous justifions dans la Section 2.2.6 en quoi le paramétre v des Hypothéses 7 et 8 est
représentatif de la qualité de ’homogénéisation. Dans la Section 2.2.7, nous commentons un
aspect technique du cadre proposé, a savoir le fait qu’il est parfois nécessaire de faire des
hypothéses non seulement sur A, mais aussi sur A7 pour pouvoir conclure a des propriétés
d’estimation ou d’approximation. Enfin, dans la Section 2.2.8, nous proposons des extensions
possibles & cette étude.

Dans la Section 2.3, nous énongons un certain nombre de résultats élémentaires
issus de la théorie classique des équations elliptiques. Nous indiquons notamment comment
construire le potentiel B et démontrons des résultats de régularité sur les correcteurs et le
potentiel. Nous démontrons ensuite la Proposition 2.1.8, et expliquons comment tirer parti
des Hypotheéses 7 et 8 pour majorer H¢ définie par (2.33).

Dans la Section 2.4, nous adaptons la théorie de [11]. Dans le cadre des hypothéses
abstraites énoncées plus haut, nous démontrons des estimations holderiennes et lipschit-
ziennes, a la fois internes et au bord, sur u® solution de

—div (A(z/¢e) - Vu(x)) = 0.

La méthode de compacité, originellement développée dans [11], est d’abord expliquée
dans la Section 2.4.1. Dans la Section 2.4.3, nous en démontrons le prérequis fondamental, la
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Proposition 2.1.1 d’uniforme H-convergence de A(-/¢). Nous appliquons ensuite la méthode
de compacité pour obtenir des estimations holderiennes dans la Section 2.4.4, & la fois
internes et au bord (Sections 2.4.4 et 2.4.4).

Puis, nous démontrons des estimations lipschitziennes internes sur u® dans la Sec-
tion 2.4.5 (c’est & dire le Théoréme 2.1.3). Prouver des estimations lipschitziennes au bord se
révéle plus délicat. Grace aux résultats de la Section 2.4.4, nous montrons tout d’abord des
propriétés de sous-linéarité stricte uniforme des correcteurs adaptés dans la Section 2.4.6.
Munis de ces correcteurs, nous pouvons finalement démontrer les estimations lipschitziennes
voulues (& savoir le Théoréme 2.1.4) dans la Section 2.4.7.

Dans la Section 2.5, nous nous intéressons au cas ol
—div (A(z/¢) - V' (z)) = f(x),

ou f est un second membre non nul; en particulier f = 4§, et f = div(H).

Pour f = 4,, on peut étudier le comportement de la fonction de Green G° et démontrer
des estimations point par point sur celle-ci, ses gradients et son gradient croisé (c’est a dire
le Théoréme 2.1.5, prouvé dans la Section 2.5.1). Ces estimations reposent sur 1’observation
que, hormis sur la singularité z = y on a f(z) = 0. Ainsi, on peut utiliser les résultats établis
dans le cas homogeéne dans des boules évitant la singularité (c’est a dire les Théorémes 2.1.3
et 2.1.4).

Grace aux résultats de la Section 2.4, si f = div(H) avec H € LP, on peut aussi montrer
des estimations intérieures dans LP sur Vu® (c’est a dire la Proposition 2.1.6, démontrée
dans la Section 2.5.2), pour p € [2, +oo]. Enfin, on se sert des estimations sur V,G¢, V,G¢,
et V,V,G*, pour prouver dans la Section 2.5.3 des estimations lipschitziennes intérieures
sur Vu® (c’est & dire la Proposition 2.1.7), dés lors que H est de classe C%¥.

Dans la Section 2.6, nous utilisons les estimations précédemment démontrées pour
approximer Vuf et la fonction de Green G¢, ainsi que ses gradients et gradients croisés.
Le principe de I’approximation repose sur un calcul qui permet d’estimer la différence R
définie par (2.5) a partir des correcteurs w; et du potentiel B (voir la Proposition 2.1.8).
Les résultats et démonstrations de cette section sont des adaptations de [94].

Dans la Section 2.6.1, nous démontrons le Théoréme 2.1.9 qui permet d’approximer la
fonction de Green G*. La preuve repose sur le Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser et un
argument de dualité. Muni de cet outil, on en déduit une estimation sur ||R®||;, dans la
Section 2.6.2 (c’est & dire le Corollaire 2.1.10). Puis on estime [|[VR?||;,, pour p € [2,00],
dans la Section 2.6.3; ceci démontre le Théoréme 2.1.11. Enfin, on approxime V,G¢, V,G*
et V,V,G* dans la Section 2.6.4.

Dans la Section 2.7, nous appliquons les résultats précédents au cas d’'un champ de
matrices périodique perturbé par un défaut A(z) = Aper(z) + A(z), puis au cas d’un champ
de matrices quasi-périodique. Pour ce faire, il suffit de démontrer que les correcteurs w; et
le potentiel B relatifs & de tels champs satisfont les Hypothéses 7 et 8.
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2.2 Discussion sur le cadre théorique proposé

2.2.1 Formulation alternative des Hypothéses

Si A satisfait les Hypothéses 1 et 3, alors les Hypothéses 4 et 5, respectivement 4 et 6,
sont équivalentes aux convergences faibles suivantes (2.52), respectivement (2.53) :

Vw ( ~+ yn> o0 dans L7(€),  (2.52)
A X xr A* 2 0
e; - - +yn | - €5 + Vw, - + Yn o i dans L(Q), (2.53)

vraies pour tout ouvert borné § et toutes suites e, — 0 et y,, € R? (dans (2.53), A* € R4*d
est constant).

En effet, il est immédiat que (2.52) implique I'Hypothése 5. Si ’'Hypothése 4 n’est pas
satisfaite, on peut construire une suite ¢, — 0, et y, € R? telle que Vw; (-/e,) nest
pas bornée dans L2 (B(y, 1)), ce qui est en contradiction avec la convergence faible (2.52)
par [36, Prop. 3.5(iii) p. 58|. Ainsi, par contraposée, (2.52) implique ’'Hypothése 4. Le fait
que les Hypothéses 4 et 5 impliquent (2.52) est une application directe du Lemme A.3.10.
De méme, on démontre que les Hypothéses 4 et 6, sont équivalentes a (2.53).

Les Hypothéses 4 et 5 sont liées & une propriété de stricte sous-linéarité uniforme du
correcteur, grace au Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser.

Lemme 2.2.1. Soit A satisfaisant les Hypothéses 1 et 3. Alors A satisfait les Hypothéses J
et 5 si et seulement si, pour tout j € [1,d],

w; (T + 1Y) — wj
sup [w; (@ +y) 5()] - 0. (2.54)
yeRd 1+ [z| [ —+00
Remarque 4 (Architecture logique). Cette propriété de sous-linéarité des correcteurs est
fondamentale pour la démonstration d’estimations sur le probléme oscillant et sera utilisée
ultérieurement pour démontrer les Théorémes 2.1.3 et 2.1.4.

De méme, on peut démontrer que si A satisfait les Hypothéses 1 et 3, et si le potentiel B
est strictement sous-linéaire, c’est a dire si
|B(z +y) — B(y)|

su =0, 9.55
ST e (2:55)

alors A satisfait I’Hypothése 6. En revanche, nous ne savons pas si I'implication réciproque
est vraie.

Ainsi, il suffit d’établir I'uniforme stricte sous-linéarité des correcteurs w; et du poten-
tiel B pour déduire que A satisfait les Hypotheéses 4, 5 et 6, d’ou le résultat suivant :

Corollaire 2.2.2. Supposons que A satisfait les Hypothéses 1 et 8. Alors :
(i) Si A satisfait aussi I’Hypothése 7, alors A satisfait les Hypothéses 4 et 5.
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(ii) Si A satisfait I’Hypothése 8 pour A* constant, alors A satisfait I’Hypothése 6.

Nous démontrons maintenant le résultat annoncé ci-dessus :

Démonstration du Lemme 2.2.1. Supposons tout d’abord que A satisfait les Hypothéses 4
et 5. On se donne y € R%, i € [1,d]. Posons

ug (2) = z; + ew; (g + y) — 5]{3(02) w; (j + y) dz.
Alors
div (4 (g +y) V() =0.

Par définition, u; est & moyenne nulle sur B(0, 2). Ainsi, en utilisant l'inégalité de Poincaré-
Wirtinger, puis I’'Hypothése 4, il existe une constante C' indépendante de € et de y telle
que

][ [ ()] dz < C][ |Vus(2)|*dz < C. (2.56)
B(0,2) B(0,2)

Grace au Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser [64, Th. 8.2 p. 202], on déduit de (2.56) qu’il
existe B > 0 ne dépendant que de p telle que

[l cosan < CF, ,, 5 o= <. 257)

On se fixe maintenant y, € R? | et &, — 0. Comme les Hypothéses 4 et 5 impliquent (2.52),
on en déduit que

Vuy: = e; + Vuw; (g + yn> —¢; dans L2*(B(0,1)).

Donc, par injection compacte de H!(B(0, 1)) dans L2(B(0, 1)),
ug" (z) — 2z dans L2(B(0,1)).

Or, par (2.57), cette convergence a lieu dans C° (B(0,1)). Par définition de ug, on en déduit
que

!/
on (200) ef (200 7
€ B(0,2) €

En posant € = (1 + |z|)~!, on obtient alors (2.54).
Réciproquement, supposons que (2.54) est satisfaite. Par I'inégalité de Cacciopoli,

sup sup ’uZ(z) — zi‘ = sup sup
y€R z€B(0,1) y€R z€B(0,1)

— 0.
e—0

/ \Vwi<y>+eﬂdysc/ jwiy) + i — (wia) + 25) 2 dy < C.
B(z,1) B(z,2)
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Donc, par inégalité triangulaire, 'Hypothese 4 est satisfaite. Soient a présent €, — 0 et y,, €

R?. Par le théoréme de la divergence
€T —
/ En <wi ( + yn> — wl(yn)> dS(z)
oQ En

‘/ Vw; ( —|—yn) dx
T
< en sup ‘wi ( + yn> — w;i(Yn) / dS(z).
En oQ

z€eQ
D’ou, grace a (2.54), on en déduit (2.9). Ainsi, I'Hypothése 5 est satisfaite. O

Démonstration du Corollaire 2.2.2. La démonstration du Corollaire 2.2.2(i) est une consé-
quence directe du Lemme 2.2.1.

On démontre ensuite le point (ii) du Corollaire 2.2.2. Par définition de B puis par le
théoréme de la divergence

/ ZA,J,( +yn><6]k+6wk< —|—yn>>_ = L s
= Z/ <BJ’< +yn>—B£<yn))ej-d§.

Alors, en invoquant I’'Hypotheése 8, il existe une constante C' > 0 indépendante de n telle
que

d
>/ - <Bgi (z n y> _ B @n)) e;-d8| < el 5 0.
Ainsi, A satisfait I’'Hypotheése 6. O

2.2.2 Quelques remarques sur le rescaling

Le fait d’imposer que les matrices A, considérées aient la structure de rescaling suivante
Ac(x) = A(z/¢) induit que A*(z), définie comme la limite faible de Ag; (£) (055 + d5wy (£)),
ne dépend que de z/|z| (si = # 0). Si on suppose en outre que A*(z) est continue en 0, alors
elle est constante.

Malheureusement, notre compréhension actuelle ne nous permet pas d’englober le cas
intéressant d’une interface entre deux milieux périodiques (voir [28]), sauf dans le cas extré-
mement particulier ot la matrice homogénéisée A* est constante (voir Section 2.7). Mais,
en général, cette derniére est discontinue.

Notons cependant que 1'utilisation d’un rescaling n’est nécessaire ni a la preuve d’estima-
tions, ni & la construction d’une approximation fine pour la solution du probléme oscillant.
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On pourrait imaginer un probléme faisant intervenir des matrices A., avec des correcteurs
associés w§ qui ne seraient pas nécessairement des rescalings les uns des autres. Si les cor-
recteurs wj et les potentiels B* satisfont une propriété du type suivant :

sup & [wS (@ + ) — w(y)| < C[al?,
y€ER4
sup € |B*(z +y) — B*(y)| < Ce'[x|”,
y€ER4

c’est a dire des estimations analogues aux Hypothéses 7 et 8, alors il semble envisageable
de démontrer des résultats analogues aux Théorémes 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5, 2.1.9, 2.1.11
et 2.1.12. Des cas concrets qui pourraient rentrer dans ce cadre seraient par exemple une
microstructure périodique sur laquelle viennent se rajouter deux (ou plusieurs) défauts mi-
croscopiques séparés d’'une distance macroscopique, c’est a dire

M) = g (2) 4+ T (E22) 4 A (2220,

ol Aj et Ay satisfont chacune (2.47).

2.2.3 Uniformité sur ’espace

Dans les Hypothéses 4, 5 et 6, l'ingrédient qui remplace la périodicité de la théorie
classique est le caractére uniforme dans R? de I'Estimation (2.8) et des convergences ma-
croscopiques (2.9) et (2.10). On retrouve cette uniformité sur R? dans les Hypothéses 7
et 8.

Cette uniformité des estimations et convergences est un élément fondamental. Elle per-
met de traduire mathématiquement le fait que la H-convergence a lieu en tout point de
I’espace, et & toute échelle de fagon uniformément controlée. Elle empéche par exemple le
cas o A aurait un comportement a I'infini qui la conduirait & H-converger vers plusieurs
matrices différentes suivant la suite de points et d’échelles considérés (voir le contre-exemple
ci-dessous). Ce genre de comportement est pathologique en ce qu’il ne permet pas d’appli-
quer la preuve de [11], car on ne dispose plus alors d’un unique probléme homogénéisé de
référence. En quelque sorte, cette uniformité évite que 0 ne joue le réle particulier qui lui
échoit naturellement & cause du rescaling.

Remarque 5. Les dimensions d = 1 et d = 2 constituent des cas trés particuliers de la théorie
elliptique (notamment a cause de la forme de la fonction de Green du laplacien sur R et
sur R?). Pour cette raison, nous n’avons pas traité ces cas plus techniques. Toutefois, par
abus, nous utilisons & ’occasion le cas monodimensionnel pour éclairer certains aspects des
résultats présentés dans ce chapitre.

Contre-ezemple. On se place dans le cadre monodimensionnel et on pose

(2.58)

2 si xel2",2"42"/log(n)] pour n € Z,
1 sinon.
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Clairement, pour tous xy < 1, on a

— 1.

1 1
][ I
v a(z/e) &m0

Donc le coefficient homogénéisé relatif & a est a* = 1. Ainsi, le correcteur associé & a satisfait
a(z)(1+w'(z)) = L.

Dong, si on se donne la suite y, = 2", et &, = log(n)2™", alors, par définition de a,

1 T 242" /log(n)
][ w' <yn + > dz :][ w'(2)dz
0 En n
2" 42" /log(n) 1
:][ ( — 1> dz
n a(z)

1
5
Donc, a ne vérifie pas 'Hypothése 5.
Toutefois, la solution de

(a(z/e)(u?) ()" = f(z) et wu(0)=u(1)=0

est lipschitzienne si f est bornée. Donc, ce contre-exemple n’éclaire pas sur la possible
irrégularité que pourrait avoir u® si A ne satisfaisait par les Hypothéses 4, 5 et 6, & cause
du caractére trés spécifique de la dimension 1. O

2.2.4 Elements de comparaison avec la littérature

Le cadre théorique développé dans ce chapitre est proche de celui proposé récemment
par Gloria, Neukamm et Otto dans [67] et raffiné par Bella, Giunti et Otto dans [17]. Par
ailleurs, la démarche adoptée fait écho aux travaux d’Armstrong, Smart, Kuusi et Mourrat

(voir [5,9]).

On observe une similitude avec les travaux d’Otto et de ses coauteurs du point de
vue des hypothéses formulées et des résultats obtenus. La démarche globale est proche;
en effet, larticle [67] effectue une analogue de 'étape d’estimation et 'article [17] effectue
une analogue de ’étape d’approximation. Les résultats et les hypothéses sont apparentés
(nous effectuons ci-dessous une comparaison plus précise), mais les démonstrations sont
différentes. Nos travaux différent de ceux de Otto et ses coauteurs par :

— la technique de preuve employée, qui reprend la démonstration historique de [11] puis

larticle [94],

— nos objectifs, qui visent & établir des résultats d’approximation point par point sur

des problémes posés en domaine borné, afin de les employer dans le cadre des défauts.
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Notons que les travaux de Otto et coauteurs visent & démontrer des estimations en
moyenne a ’échelle locale, car ils souhaitent appliquer leur résultats dans le cadre de 1'ho-
mogénéisation stochastique. C’est pourquoi ils ne font pas d’hypothése de régularité sur la
matrice A considérée dans [17,67]. Au contraire, nous souhaitons obtenir des estimations
point par point (et non en moyenne locale), ce qui requiert une certaine régularité de la
matrice A (ce qui motive notre Hypothése 2).

Une autre différence importante entre nos travaux et les articles [17,67] est le traitement
des bords. En effet, nous avons choisi de nous placer dans le cas de problémes avec des
conditions au bord de Dirichlet, car c’est un probléme qui se pose souvent en pratique
(mais qui est un peu plus difficile techniquement que le cas sans bord). Au contraire, les
articles [17,67] s’'intéressent a des problémes posés sur tout l’espace R,

Pour plus de précision, nous reproduisons ici un résultat central de [67] :

Lemme 2.2.3 (Conséquence du Lemme 2 de [67]). Soit ¢g > 0 une longueur caractéris-
tique. Il existe une constante C(d, 1) avec les propriétés suivantes : Supposons que la ma-
trice A € L™ (Rd,RdXd) satisfait I’Hypothése 1, s’homogénéise en une matrice A* constante,
et possede des correcteurs w; et un potentiel B satisfaisant

2 2
1
swp [ Slu@)—f  wldy| +|Be) - f  Bldy| pdrs
R>e0JB(0,R) B(0,R) B(0,R) C(d, )
Alors, pour tous rayons Ry > R > €q, pour toute solution u de
—div(A-Vu) =0 dans B(0,R;),
on a l’estimation suivante :
foowarsc@mf vaf. (2.59)
B(0,R) B(0,R1)

Ce Lemme est semblable au Théoréme 2.1.3. On remarque que, si une matrice A satisfai-
sant ’'Hypothése 1 admet des correcteurs w; et un potentiel B strictement sous-linéaires au
sens de (2.54) et (2.55), alors, pour un paramétre A > 0 adéquat, la matrice A(\-) satisfait
les Hypothéses du Lemme 2.2.3. Par ailleurs, si cette méme matrice A est uniformément
holderienne (i.e., elle satisfait 'Hypothése 2), alors on peut remplacer I’Estimation (2.59)
dans le Lemme 2.2.3 par I'estimation suivante :

IVu(0)| < C |Vul?,
B(O,Rl)

pour une constante C' dépendant de d, u, a, et ||A|| o (RE)- Ainsi, on arrive & une conclusion

similaire au Théoréme 2.1.3 avec des hypothéses apparentées a celles que I'on a posées dans
ce document (les Hypotheses 3, 4, 5 et 6, dont on indique dans la Section 2.2.1 le lien avec
la sous-linéarité forte des correcteurs et du potentiel).
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Les auteurs de [67] démontrent le Lemme 2.2.3 par une preuve directe reposant sur
l’équation (2.32), et non la preuve par compacité de [11].

Le lien entre une sous-linéarité “renforcée” et une bonne approximation de la solution du
probléme multi-échelle (2.1) par le développement & deux échelles (2.4) avait été remarqué
dans I'article [17], dont voici un résultat important ! :

Théoréme 2.2.4 (Corollaire 3 de [17]). Soit A € L*® (R, R¥™?) un champ de matrices
symétriques satisfaisant [’Hypothése 1, s’homogénéisant vers une matrice A* constante, et
admettant des correcteurs w; et un potentiel B. Supposons qu’il existe un exposant v €]0,1]
et une longueur caractéristique eg > 0 tels que pour tout x € {xo,yo} et tout R > e, on a

2
o ew-f  w+|Bw)-f B
B(z,R) B(z,R) B(z,R)

Alors, on peut approzimer la fonction de Green G sur R% de lopérateur —div (A - V) grice
a la fonction de Green G* sur R de 'opérateur —div (A* - V) de la maniére suivante :

1/2

dy| < <R)1_V. (2.60)

€0

d 2
][ ][ P00 = 3 (G O () 2,006 o0) s+ 01 ()|
an 2 y07 2 k=1
T
< C(do o) “("”0 vol o) (261)

|0 — yol ¥+

Ce résultat est proche du Théoréme 2.1.12. En effet, 'hypothése (2.60) est trés proche
des Hypotheéses 7 et 8; elles sont méme équivalentes dans le sens suivant : Si on suppose
que (2.60) est satisfaite en tout point (avec une longueur ¢y indépendante du point consi-
déré), et si on suppose en outre que le champ A satisfait I'Hypothése 2, alors, par la caracté-
risation de Campanato, on en déduit que A satisfait les Hypothéses 7 et 8. Réciproquement,
les Hypothéses 7 et 8 impliquent que (2.60) est satisfaite. Par ailleurs, la formule (2.61) est
une analogue de (2.46) (I’homogénéité de 'estimation est la méme), a la nuance prés qu’elle
porte sur des moyennes locales, et non sur des majorations point par point.

La technique de preuve de [17] fait appel a des notions de moments, tandis que nous
utilisons les démonstrations de [94].

D’autre part, les estimations lipschitziennes & la Avellaneda et Lin (ici, le Théoréme
2.1.3) ont fait I'objet d’adaptations récentes au cadre stochastique (stationnaire ergodique)
par Armstrong et ses coauteurs [5,7,9] (voir les notes de cours [6]). Si la philosophie générale
(qui est d’utiliser la régularité du probléme homogénéisé pour obtenir des estimations sur
le probléme multi-échelle) ainsi que les objectifs globaux demeurent les mémes, ces travaux
sont techniquement plus éloignés de notre cadre. Ces auteurs soulignent cependant que des
hypotheéses similaires aux Hypothéses 4, 5 et 6 sont essentielles pour obtenir des résultats
de convergence en homogénéisation (voir [6, (1.37) p. 16]).

1. il y a une coquille dans article [17], corrigée dans la formule (2.61)
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Leur technique de preuve est d’une nature variationnelle. Elle repose sur I'introduction
d’une énergie qui sert a quantifier I’écart entre le probléme homogénéisé et le probléme
multi-échelle (voir [6, (2.9) p. 38]) :

1
J(Q,p,q) = sup / (—2VU-A(-/5)-Vu—p-A(-/5)-Vu+q-Vu> ,
—div(A(-/e) - Vu) =0 JQ

dans

pour (p,q) € R% x R%. Grace a un processus de bootstrap (qui est le pendant de 1’étape
d’itération pour la preuve d’Avellaneda et Lin), ils contrdlent cette énergie, qui est sous-
additive (voir [6, Lem. 2.2 p. 39]) et proche d’une énergie homogénéisée [6, Th. 2.4|. Ainsi,
ils obtiennent des taux de convergence sur la différence u® — u* [6, Th. 2.16 p. 63].

2.2.5 Correction au bord : correcteurs adaptés et régularité

Les estimations du Théoréme 2.1.3 ou du Théoréme 2.1.5 sont valides non seulement &
Iintérieur du domaine €2 considéré, mais aussi jusqu’au bord. Les preuves des estimations
au bord sont plus délicates, et nécessitent l'introduction de correcteurs adaptés wj’ , définis

comme solutions de

~ div (4 (%) (V@) + ) =0 dans @, (2.62)

= _ sur Of).

Wj

En revanche, les Estimations (2.42) et (2.43) ne sont pas vraies en général jusqu’au
bord, car les correcteurs ew;(-/€) sont a priori non nuls sur le bord 9. Pour obtenir une
approximation de Vu® sur tout le domaine €2, il faut donc remplacer les correcteurs w;
dans (2.4) par les correcteurs adaptés définis ci-dessus. Dans le cas périodique, les auteurs
de [94] obtiennent alors des estimations du type de (2.42) et (2.43), qui sont vraies sur tout
le domaine (c’est a dire pour 7 = ). Bien que nous ayons rassemblé un certain nombre
d’éléments, nous n’avons pas adapté leur démonstration.

Soulignons que la construction de correcteurs w; est numériquement peu chére dans le
cadre d’un champ périodique présentant un défaut a = Aper + A (voir [27]). En revanche la
construction de correcteurs adaptés est a priori beaucoup plus chére, car faisant intervenir
un probléme de couche limite.

En premiére lecture, on pourra omettre les détails concernant la régularité du bord (sauf
pour le Théoréme 2.1.4, ou elle joue un rdle de premier plan). Nos hypothéses sur la régularité
du bord se scindent en deux groupes, selon que ’on énonce un résultat d’estimation ou un
résultat d’approximation.

Les résultats d’estimations, a savoir les Théorémes 2.1.2, 2.1.4 et 2.1.5, nécessitent que
le domaine © considéré soit de classe C12, pour 5 > 0 (comme c’est le cas pour les résultats
de [11]). C’est di & l'utilisation d’estimations de Schauder (voir [64, Cor. 8.36 p. 212|).

Les résultats d’approximation, a savoir le Théoréme 2.1.9, le Corollaire 2.1.10, et les
Théorémes 2.1.11 et 2.1.12, nécessitent que le domaine € considéré soit de classe CL1. Cette
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régularité est requise pour obtenir des estimations W2® proches du bord (voir [64, Th. 9.13 p.
239]). Ces estimations sont notamment utilisées pour estimer V2G* (voir Théoréme A.3.7),
ce dont nous avons besoin pour démontrer le Lemme 2.6.2. L’article [94] fait les mémes
hypothéses de régularité du domaine (voir par exemple [94, Th. 1.1 & Th. 1.2]).

2.2.6 Optimalité de v,

Les estimations du Théoréme 1.1.1 semblent optimales en ¢, a des facteurs en log(e) preés.
Nous justifions cette assertion d’une part en remarquant que ces résultats coincident avec
ceux de [94] dans le cas périodique (alors v = 1), et d’autre part en étudiant un exemple
monodimensionnel.

Ezemple en dimension 1. Soit r €]1,4o00[. On pose Ae LT(Rd) positive, paire et bornée
par 1. On résout

({1 + E(-/e)}(uff)’)' =1 dans [-1,1], et wS(—1)=wu(1) =0,
dont le probléme homogénéisé correspondant est
()" (z) =1 dans [-1,1], et wuw*(—1)=wu*(1)=0.
Clairement, on a

e D g et (w)(w) = S ECe
W) =G U2 e ) =

Comme A est paire et que u® (1)—uf(—=1) = 0, alors C. = 0. De plus, le correcteur w associé
a 14 A est défini par

v A
w(r) =— / &dz.
0o 1+ A(z)
Donc, le reste R® du probléme étudié a pour gradient

(R (2) = (u)" (2) = ()" (2) — ew (a/e) (u*)" () — w'(x/e) (u)' (@)

:f—x—f—e/m/sg(i)dz+:pg(:f/€)
1+ A(x/e) o 14+ A(2) 1+ A(x/e)

=¢ /x/a Li)dz.
0o 14+ A(z)

D’oti, comme A <1,
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Prenons alors par exemple
~ —1/r
A(z) = [(1+[2l) (1 +1og(1 + |2+

avec d > 0. Alors, A€ L"(R). En outre,
z/e _ —1/r z/e 1
A(z)dz > (log(1 + e~ 1H)Ho / ——dz
;A (o) T
ZC&I/T_I log(s—l)—(l—l-&)/r

Ainsi, on obtient dans ce cas
‘(RE)/ (.ZE)‘ > 051/7" 10g(€_1)_(1+6)/r,

alors que, si les conclusions du Théoréme 1.1.1 sont vraies en dimension d = 1, on a ’esti-
mation suivante :

(%) ()| < CeYr, (2.63)

qui est donc quasi-optimale. O

2.2.7 Aet AT

Le cadre théorique développé dans ce chapitre s’applique a des matrices qui ne sont pas
nécessairement symétriques. Mais il sera parfois nécessaire de supposer que non seulement A,
mais aussi AT satisfait des hypothéses sur ses correcteurs associés . En pratique, comme
on considére souvent des classes de matrices invariantes par transposition (par exemple les
matrices périodiques), la nuance entre les hypothéses sur A et AT ne joue aucun role.

Insistons cependant sur le fait suivant : si A satisfait les Hypothéses 1, 3, 4, 5 et 6,
on en déduit par la Proposition 2.1.1 que A shomogénéise en A*. Alors il est classique A7
s’homogénéise en (AT)* = (A*)" (voir [145, Lem. 10.2 p. 118]). Toutefois, rien n’indique que
I'existence de correcteurs w’ strictement sous-linéaires associés a la matrice A implique que
I’on puisse construire des correcteurs wiT strictement sous-linéaires associés a la matrice AT,
ce que nous illustrons dans le contre-exemple ci-dessous.

Contre-exemple. Considérons la matrice

A1, 2) = ( : f(tf2> )

Calculons
div (A(z1, z2) - Vu(x1,x9)) =0110(21, 22) 4+ O220(21, 22) + f(22)0120 (21, 2),
et

div (AT(iL'l, x2) - Vo(z1,22))
= Onv(x1, x2) + Oaov(w1, 22) + f(22)O120(21, 22) + f'(22)O10(21, T2).



2.3. RESULTATS ELEMENTAIRES 77

Ainsi, pour tout i € {1,2},
div (A(x1,z2) - €;) =0,
d’ott w; = 0. En revanche,
div (AT (z1,22) - e1) = f/(22),
T

donc wyi n’est pas nul. Comme A ne dépend que de x5, on peut démontrer que tout correcteur
strictement sous-linéaire wlT de AT ne dépend que de x5 (pour cela, on dérive I'’équation
par rapport & 1 et on utilise le théoréme de Liouville). Donc, par définition de w?

()" (2) + f'(x2) = 0.

D’ou
M@g:@—%?ﬂa+am&

I1 est alors possible de construire une fonction f telle que w{ ne soit pas strictement sous-

linéaire, typiquement
f(2) 0 si ilexiste neN tel que |zo € [22n’22n+1] :
2 pr—
1/2 si ilexiste neN tel que |zo] €[22 220H2]

2.2.8 Extensions possibles

Les auteurs de [11] et [94] étudient des systémes, et non des équations, comme nous le
faisons ici. Cette restriction a permis de simplifier un certain nombre de preuves (en utilisant
notamment le principe du maximum). Nous ne pouvons pas affirmer avec certitude que
I’ensemble des théorémes que nous énongons tient encore dans le cas de systémes, quoique
cela semble vraisemblable. En particulier, des résultats récents 25| démontrent 'existence
de correcteurs dans le cas de coefficients périodiques perturbés par un défaut.

Les interfaces (voir [28]) constituent un autre probléme qui n’est pas inclus dans le
cadre théorique présenté dans ce chapitre. La principale difficulté de ce cas est le fait que le
coefficient homogénéisé A* n’est pas constant a priori (voir Section 2.2.2). Par conséquent,
on ne peut pas effectuer telle quelle la preuve du Théoréme 2.1.3, qui repose intimement
sur le fait que les solutions de —div (A* - Vu*) = 0 sont de classe C? (en effet, si A* est
constant par morceaux, alors u* est seulement de classe W1>°). Des recherches ultérieures
seront entreprises afin d’établir quels résultats tiennent encore dans ce cas.

2.3 Reésultats élémentaires

Dans cette section, nous construisons un potentiel B. Puis nous démontrons des résultats
de régularité CH* sur les correcteurs w; et le potentiel B grace a la théorie elliptique clas-
sique. Ensuite, nous prouvons la Proposition 2.1.8. Enfin, nous démontrons des estimations
sur la quantité H¢ définie par (2.33).
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2.3.1 Construction d’un potentiel

Nous revenons maintenant sur la construction d’'un potentiel B, que nous formalisons
ainsi :

Proposition 2.3.1 (Potentiel associé & un champ a divergence nulle). Soit M}, un champ de
vecteurs de classe BMO(RY) a divergence nulle, indicé par k € [1,d], c¢’est a dire satisfaisant

div (Mj,) = 0, Vk € [1, d].
A M}, on peut associer un potentiel B,ij satisfaisant (2.28), (2.29) et (2.30) et tel que
VB € BMO (]Rd,Rd4).

1

loc (Rd) induit par la norme

u(x) —]{Qu

ou le supremum ci-dessus est pris sur tous les cubes Q de R%. La preuve ci-dessous suit la
référence [114].

L’espace BMO est le sous-espace de L

dz,

HUHBMO(Rd) = SUP][
Q JQ

Démonstration. Tout d’abord, on réécrit (2.30) (de maniére formelle) comme

& By (x) = lim (8szA(x —y)Mii(y) — FuGa(x — y)Mi(y)) dy,  (2.64)
R—0t+ RNB(z,R)

ot Ga est la fonction de Green sur R? du Laplacien. Rappelons (voir [64, (2.12) p. 17]) que
cette fonction s’exprime comme

Si M est régulier & support compact, I’expression (2.64) ci-dessus a un sens. Nous justifions
que cette expression a un sens plus général.
Pour ce faire, on introduit I'opérateur Tj’ défini par
CX[RY) — L*RY),
T!:

T f = lim 9ij9a(z —y) f(y)dy.
R—0t+ RANB(z,R)

L’opérateur TJZ est un opérateur de Calderon-Zygmund (voir [114, Deéf. 1 p. 224|). Par
définition, on a
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pour tout k € [1,d]. La derniére équation signifie simplement que 7" s’écrit sous la forme
d’un gradient. L’opérateur TJZ se prolonge contintiment sur L?(RY) grace au théoréme de
Lax-Milgram.

Notons ensuite Fr := TJZ (a; — exp (—R2x2)). Alors, par un simple changement d’échelle,
on a Fr(x) = Fi(Rx). Ainsi :

T) (z —R*2*)) — F1(0) — 0 des distributions.
(x> exp (—R%2%)) — F1(0) v au sens des distributions

Autrement dit, opérateur TJZ satisfait la condition T;(l) = 0 (voir [114, p. 222|). Par
conséquent, grace a [114, Cor. p. 239], on peut prolonger Tjz de BMO (Rd) dans lui-méme
(aux constantes preés).

Ainsi, 'expression a droite (2.64) est définie & une constante prés pour un champ M. ,2 de
vecteurs de classe BMO(R?). En outre, elle est a rotationnel nul : c¢’est donc un gradient.
Ainsi, on donne le sens suivant & (2.64) pour un second membre M; de classe BMO(RY) :

ABy () = T{ M} — T) M}, + b},

ol b% sont des constantes que l'on va fixer. Afin que B satisfasse (2.28), on impose que

b% soit antisymétrique en i et j. Comme M}, est a divergence nulle, en dérivant (2.29), on
obtient

d
A (Z aiB;'j> = AMj.
i=1
Par le théoréme de Liouville, cela signifie qu’il existe une constante C’i telle que
d .. . .
> aiBY = M +Cy.
i=1

On fixe alors b% de telle sorte que C’i = 0 pour tous j, k € [1,d]. Finalement B ainsi construit
satisfait (2.29). Notons cependant que B}’ n’est pas unique. On peut lui ajouter les fonctions
affines suivantes z — ¢}/ + S bjj.x, pour toutes constantes ¢, antisymétriques en ¢ et j,
et by}, antisymétriques en i et j satisfaisant 4 b = 0. O

Dans le cas ol le champ de vecteur M posséde des propriétés d’intégrabilité, on peut
démontrer des estimations plus fines sur le potentiel B associé :

Proposition 2.3.2. Supposons que M € 1P (Rd,Rd2> pour p €|1,+o0[ est un champ de

vecteur a divergence nulle. On peut alors construire un potentiel B (satisfaisant (2.28),
(2.29) et (2.30)) ayant les propriétés suivantes : Il existe une constante C > 0 tel que

||VB||LP<]Rd) <C HMHLP(Rd) : (2~65)
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Si M € L7 (Rd,Rdz) N LP2 (Rd,Rd2> pour p1 < d < p2, alors, pour tout p >0 :

HBHLOO(]RCI) < Cpﬂpl ||M||LP1 (]Rd) + Cpﬂpz ||M||Lp2 (]Rd) ) (2'66)
ot 3, est définie par
d
Bypi=1——. 2.67
p ’ (2.67)

Démonstration de la Proposition 2.5.2. On reprend la construction de la Proposition 2.3.1.
L’estimation (2.65) est une conséquence de [114, p. 233|.

Démontrons l'estimation (2.66). L’intégrabilité de M permet la représentation suivante
(issue de l'intégration de (2.64)) :

B (a) = /R (0:9a( = 9) M) — 094 — v)M{(y) ) d, (2.68)

dont nous justifions la convergence. La fonction VGa (x) se décompose comme une somme
de fonctions de classe LP1 (Rd) et LP (Rd)

VGa(2) = Ljp o0 (|2]) VG () + Lo g (|2]) VG (2).
En effet, comme [VGa(z)| < C|z|~%™!, on obtient

p1—d

, 1/py pi—d
([, 1¥0s@ oD ) < o (2.60)

et

/ l/pl2 po2—d
([, [90a@t e ar) < 0o (2.10)

L’estimation (2.66) découle alors de I'inégalité de Holder appliquée a (2.68), grace a (2.69)
et (2.70). O

2.3.2 Reégularité des correcteurs et du potentiel

Les Hypothéses 7 et 8 n’informent en rien, a priori, sur la régularité des correcteurs w;
et du potentiel B. En réalité, ceux-ci sont réguliers, ce qui permettra ultérieurement de
démontrer des estimations fines sur V R°.

Proposition 2.3.3. Soit A satisfaisant les Hypotheses 1, 2, 8 et 4. Alors les correcteurs w;
satisfont, pour tout j € [1,d],

Vuw; € %% (Rd,Rd>. (2.71)

unif

Supposons que A satisfait en outre I’Hypothése 8. Alors

unif

VB ek (Rd,Rd4> . (2.72)
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Remarque 6 (Architecture logique). La Proposition 2.3.3 est utilisée pour démontrer I’Esti-
mation (2.79), le Théoréme 2.1.11 et la Proposition 2.7.4.

Remarque 7. Les Estimations (2.71) et (2.72) impliquent que les inégalités (2.17) et (2.34)
demeurent valables pour |z —y| < 1.

Démonstration de la Proposition 2.3.3. Soit x € R%. Posons, pour j € [1,d],
X;(y) =y —x; + (w;(y) — w;(@)).
La fonction x; vérifie :
div (A (y) - Vx;(y)) =0 dans B(z,2).

Gréace a I'Hypothése 1, on peut appliquer [64, Th. 8.2 p. 202], donc il existe 8 > 0 tel
que x; € CO%(B(x,3/2)), avec :

”Xj||CO,B(B(m,3/2)) <C ||XjHL2(B(Qj72)) : (2.73)
Puis, grace a |64, Cor. 8.36 p. 212] (A satisfait les Hypothéses 1 et 2), on obtient
||VXjH('10,a(B(x,1)) <C HXJ’HLoo(B(x,g/Q)) <C ||Xj||L2(B(x,2)) . (2-74)

En utilisant (2.73), une inégalité triangulaire, puis I'inégalité de Poincaré, il découle de
Iinégalité précédente que

L’Hypothése 4 permet alors d’établir (2.71).
Démontrons maintenant (2.72). Considérons le potentiel B sur B(z,2). Il satisfait

—~AB} = 9;M}, — 8; M},
ot M est défini par (2.27). Donc, grace a [64, Cor. 8.32 p. 210], B € Ch* (B(ZC, 1),Rd3> et

HVBHCOa(B(xJ)) <C EPQ) |B(z) — B(z)| + C ||M||Co,a(]3(x,2)) ’
zeb(x,

Grace (2.71) et a 'Hypothése 2, il existe une constante C' indépendante de x telle que

IM | 0.0 (B(z,2)) < C- (2.76)
Par conséquent, en utilisant I’Hypothése 8, on obtient que

IV Blgon o)) <C-

ou C est indépendant de x. D’ou le résultat. O
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2.3.3 Calcul algébrique justifiant la forme de R°

Dans cette section, nous démontrons la Proposition 2.1.8, grace & des manipulations
algébriques élémentaires (voir [85, p. 26| ou [27]).
Remarque 8 (Architecture logique). La Proposition 2.1.8 est utilisée pour borner R¢ et son
gradient VR®. En particulier, elle sert & démontrer les Lemmes 2.6.1 et 2.6.2, le Théo-
réme 2.1.11 et le Lemme 2.6.3.

Démonstration de la Proposition 2.1.8. Comme la matrice A satisfait I’'Hypothése 4, alors
on a w; (f) € H(Q), et comme le potentiel B est dans L2 (Rd,Rd3), les manipulations
qui suivent sont donc bien justifiées.

Par définition, et en utilisant (2.31),

—div (A (g) . VRE(x)) = —div (A (g) : Vus(x)>

+ div (A (5)-v (u*(:v) +e Zdj wi () 8ku*(l‘)>>
k

3o (3 (S0 (2) (ko (2)) - i)
=1 k=1 \j=1
+ ediv (A (7) .zd:wk (g) V@;m*(x)) (2.77)
k=1

Constatons que

sz;c’% jzd;Aij (g) (5jk: + Ojwy (g)) — A% | =div (A (g) , (vwk (g) 4 6k>) —0

On injecte alors le potentiel B associé a (2.27) dans 1’équation précédente (2.77). Ainsi, en
utilisant (2.29) et (2.28), on obtient

d d d

20| 3 oA (2) (e v (2)) — A | o)
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D’ou finalement (2.32). O

2.3.4 Bornes sur H¢

Les Hypothéses 7 et 8 permettent de controler la quantité H® définie par (2.33) dans
différentes normes. En effet, supposons que A satisfait les Hypothéses 1, 2, 3, 7 et 8. Quitte
a enlever une constante, on suppose aussi que w(0) = 0 et que B(0) = 0. Alors H® satisfait
les estimations suivantes pour tous R > ¢ > 0, et p € [1,4+00] :

IH o 0,m)) < Ce"R'™Y HVQU* (2.78)

HLP(Q(O,R)) :

En outre, si 0 < 8 < «,

HH ([ 0.5 (020, ) <Ce"R"™"||V2u* + Ce" PRV HVQU*HLOO(Q(O,R)) . (2.79)

HCOﬂ(Q(o,R))
Dans (2.78) et (2.79), les constantes C' ne dépendent pas de €.

Remarque 9 (Architecture logique). Les estimations (2.78) et (2.79), combinées avec la Pro-
position 2.1.8, seront utilisées pour démontrer des résultats d’approximation sur la solution
du probléme oscillant. Elle servent a démontrer les Lemmes 2.6.1 et 2.6.2, le Théoréme 2.1.11,
et le Lemme 2.6.3.

Démonstration des estimations (2.78) et (2.79). Par définition (2.33),

<[ ()] ()

Les Hypothéses 7 et 8 impliquent alors (2.78).
On démontre (2.79) par un calcul direct (pour ne pas surcharger les notations, on omet
lespace (0, R) sur lequel sont pris toutes les normes ci-dessous) :

|H s <C||[ew (2)] + |eB (2)

HLp(Q(o,R)) :

| v
L (Q(0,R))

o 197 o

+C[A(2) o e ) 1920 e
0.8 e/ llLee
2 2
+C Haw ( >’ 0. HV U*HLOO + HEB ( )’ o HV u*HLoo . (2.80)
Or, par les Hypothéses 7 et 8,
llew G+ 2 Q. < 02”7, 281)
g/ HlpLeo
puis, par I'Hypothése 2,
HA ( )‘ < b, (2.82)
0.6
En invoquant la Proposition 2.3.3, on a, pour tout x # y € Q(0, R),
ew(x/e) —ew(y/e _ _
=l =) < Yl oy o~ P < Clo gl (289)
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puis, grace a I'Hypothése 7,

lew(z/e) — ew(y/e)|

P < Ce|x —y|tv b, (2.84)

On utilise 'Inégalité (2.83) pour |z — y| € [0,¢], et 'Inégalité (2.84) pour |z — y| € [¢, R],

e )

Comme € < R, on a donc

o < max (slfﬁ, 5”R17”75) .

N < v—Bpl-v
st ({)‘ cop = Ce" PRV, (2.85)
On montre de la méme maniére que
N < v—p3 1—V. )
o (O, =00 o5
Alors, (2.79) découle de (2.80), (2.81), (2.82), (2.85), et (2.86). O

2.4 Estimations dans le cas homogéne

2.4.1 Présentation de la méthode compacité a la Avellaneda et Lin

Dans toute la Section 2.4, on fera usage de la méthode de compacité de [11]. Le but de
cette méthode est de démontrer que si une fonction u® satisfait

~div (A (g + y> : vuf(m)) —0, (2.87)

alors u® est réguliére (holderienne ou lipschitzienne), et ce, indépendamment de €. Cette
régularité est a priori surprenante, car on s’attend formellement a ce que u®(x) = u(z/e),
ce qui induirait alors que son gradient Vu®(x) = ¢ ~1Vu(z/e) exploserait quand e — 0. Or,
dans les cas considérés (par exemple, le cas périodique pour [11]), il n’en est rien.

Cette propriété est due au fait que, quand € — 0, u® est de plus en plus proche de la
solution d’un probléme homogénéisé u* qui satisfait

—div (A*- Vu*) = 0. (2.88)

Or, comme A* est constante, une solution u* d’un tel probléme est naturellement trés
réguliére, et notamment lipschitzienne. L’essence de 'approche de [11] est de faire en sorte
que u® hérite de la régularité du probléme homogénéisé (2.88). Nous démontrons donc tout
d’abord un résultat d’uniforme H-convergence (la Proposition 2.1.1), afin de pouvoir adapter
la preuve de [11].

Puis, trois étapes sont nécessaires pour démontrer un résultat de régularité sur u° : une
initialisation, une itération et un blow-up (voir Figure 2.1). Nous illustrons ce déroulement
sur le schéma de preuve du Théoréme 2.1.3 ci-dessous. Par souci de simplicité, nous pre-
nons y = 0 dans le schéma de preuve. La généralisation au cas ot y # 0 ne présente pas de
difficulté, et utilise simplement ["uniformité en y des Hypothéses 4, 5 et 6 (voir Remarque 10
ci-dessous).
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[Régularité de Schauder]

B(0,1)

’
! /

\

NNV B0

FIGURE 2.1 — Principe de la méthode de compacité de [11]

Initialisation : (voir [11, Lem. 14|, avec un second membre nul) on démontre tout d’abord
I’estimation

sup

<6 HUEHLQ(B(O,l)) ,  (2.89)
z€B(0,0)

u®(z) —u(0) — Z {mz + cw; <§> }]{3(0 , O;u®

=1 ’

uniforme en e suffisamment petit, & une échelle fixée 6 €]0,1[ suffisamment petite, et
pour 7y > 0 fixé.

Pour ce faire, on suppose par 'absurde que (2.89) n’est pas satisfaite pour une suite de
fonctions u® avec € — 0. L’uniforme H-convergence et le Lemme A.3.5 impliquent alors que
la solution u* du probléme limite (2.88) ne satisfait pas

sup

<O 20,1 (2.90)
z€B(0,0)

d
w(x) — u*(0) — CUZ][ ou”
v -

ce qui est contradictoire avec le fait que u* est régulier (notons que (2.89) et (2.90) peuvent
étre vus comme des développements de Taylor). Une propriété essentielle a cette étape
est que les correcteurs w; sont strictement sous-linéaires (voir Lemme 2.2.1). Ainsi, leur
contribution & (2.89) disparait dans la limite e — 0.

Itération : (voir [11, Lem. 15]) on répéte I'étape précédente sur les boules B(0,6?),
B(0,63), etc., jusqu’a I'échelle # d’ordre €. Le point clef de cette étape est que la fonc-
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tion

d
v(z) == u(x) —u(0) — Z {xz + ew; <E> }][ O;u’
i=1 < B(0,0)
est elle-méme une solution de I’équation (2.87), par définition des correcteurs.

Blow-up : (voir [11, Lem. 16]) on déduit de I’étape d’itération précédente et de la sous-
linéarité des correcteurs que « u® est sous-linéaire jusqu’a ’échelle 6™ o ¢ ». c’est & dire
que

£ €
— 0
sup |uf(x) — us(0)]
|| >6m |‘T|

< C. (2.91)

Pour conclure, il faut pouvoir majorer le taux d’accroissement de u®, c’est & dire s’auto-
riser |x| — 0 dans la formule précédente. Pour ce faire, on utilise la théorie classique de
Schauder a I’échelle 6™ pour estimer

[Vur(0)] < CO™ [|u” () — u ()| o0 (B(0,6m)) -

On obtient alors la majoration souhaitée grace a (2.91). Toutefois, lors du blow-up, il faut
assurer un controle en norme L sur les correcteurs rescalés ew; (-/¢). Ce controdle se fait
via la propriété de stricte sous-linéarité sur les correcteurs w; indiquée par le Lemme 2.2.1.
Rappelons que, dans le cas périodique, les correcteurs w; sont bornés dans L (Rd), ce qui
n’est pas satisfait en général dans les cas que l'on étudie (voir Section 2.7.1).

Remarque 10. 11 est bon d’insister sur un point technique de la preuve des Lemmes d’initiali-
sations 2.4.1, 2.4.3, 2.4.5 et 2.4.8 : les estimations énoncées sont indépendantes de y, lorsque
l'on considére 'opérateur —div (A(-/e +y) - V). Ce point est fondamental pour conclure.
Il motive la nécessité d’avoir une H-convergence des matrices A (E + y) uniforme sur tout
I’espace. Il induit ainsi I'uniformité en y dans la formulation des Hypothéses 4, 5 et 6.

Les démonstrations de chacun des trois Théorémes 2.1.2, 2.1.3, et 2.1.4, reprennent ces
trois étapes avec des degrés de technicité divers, et des estimations adaptées a la régularité
souhaitée. A une exception prés, ces adaptations sont directes, dans le sens ot on remplace
le caractére périodique des correcteurs des preuves originelles par leur caractére strictement
sous-linéaire ici (cela implique généralement de se donner un point de repére xy pour fixer la
constante des correcteurs ; en pratique, on considére la fonction w;(-) —w;(xo) plutot que la
fonction w; elle-méme). L’exception notable concerne la démonstration du Théoréme 2.1.4,
qui nécessite de faire appel a des correcteurs wjg adaptés au domaine (voir la Section 2.4.6).
Nous devons alors quantifier la stricte sous-linéarité des correcteurs afin d’obtenir des pro-
priétés satisfaisantes sur les correcteurs adaptés w]Q.

2.4.2 Notations

Nous présentons ici quelques notations concernant certains ouverts particuliers au bord
d’un domaine. Soit € un ouvert régulier borné de R?. Nous rappelons les notations (2.13) :

Qz,R) =QNB(x,R), et Iq(z,R)=0902nNB(z,R).
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Puis nous définissons la notion de bord d’ouvert délimité par un graphe. Soit ¢ € C18 (Rd_l)
satisfaisant

6(0) =0, Vo(0) =0 et [dlons(ms ) < Ko (2.92)

pour § €]0,1[, Ky > 0. On pose
Dy(R) := {x e R zg < & (a1, ,a:d_l))} N B(0, R), (2.93)
Ag(R) =T, ()(0, R) = {a: e R zg=¢ (21, ,md,l))} N B(0, R). (2.94)

Enfin, nous introduisons le cone tronqué
CKO(R) = {ﬂ? € B(O,R),ﬂfd <0, |:’C - xded’ < K0|‘Td|} :

Notons que, grace a (2.92), Ck,(R) C Dg(R).

FIGURE 2.2 — Ouverts utiles au bord d’un domain 2

2.4.3 Uniforme H-convergence

Dans cette section, nous discutons et démontrons la Proposition 2.1.1.
Remarque 11. Grace aux propriétés de la H-convergence (voir [145, Th. 6.5 p. 82]), A*
satisfait I’'Hypotheése 1.
Remarque 12. Comme on peut le remarquer dans la démonstration, il suffit que l'un des

deuz champs de matrices A ou AT satisfasse les Hypothéses 1, 3, 4, 5 et 6 pour que les
conclusions de la Proposition 2.1.1 soient valides.
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Remarque 13 (Architecture logique). La Proposition 2.1.1 est la pierre angulaire de la mé-
thode de compacité de Avellaneda et Lin. C’est lui qui a motivé la construction des Hypo-
théses 4, 5 et 6, qui le démontrent, via le Lemme div-rot (Lemme A.3.1 en Annexe). Grace
a lui, on démontre les étapes d’initialisation des Théorémes 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4.

Démonstration de la Proposition 2.1.1. On se donne y, € R?, ¢, — 0, et on note Ap(z) =
A(yn + x/ey,). Par [145, Lem. 10.2 p. 118], A,, H-converge vers A* si et seulement si AL
H-converge vers (A*)”. Nous allons donc montrer que AT H-converge vers (A4*)7

Soit Q C R? un ouvert borné régulier et f € H~1(£2). Supposons que u™ € H!(1) satisfait

—div (A] (z) - Vu'(z)) = f(z) dans Q,
et que la convergence faible suivante a lieu :
u" —u* dans HY(Q).
Montrons qu’alors on a
AT gy —~ (AnT . v dans 7 (Q,Rd) . (2.95)
Quitte & extraire, il existe g € L? (Q,]Rd) tel que
AT .y —~ g dans L*(Q,RY).
Soit ¢ € C} (), c’est a dire que ¢ € CH(Q) est nulle sur 9. Considérons

Qi(n) := /Qd)(x)AZ(x) V" (z) -V (xz + eqw; (: + yn)> dx.

n

Cette derniére quantité est bien définie car la fonction

Pr(z) =V <$z + enw (: + yn>> (2.96)

n

est dans L?(2) grace a ’'Hypothése 4. Par ailleurs, on a
—div (Ag(x) -Vu'(z)) = f(=) et —div (Ap(z) - Y"(z)) =0,
et, grace a (2.52) et (2.53) (corollaire des Hypothéses 5 et 6 respectivement),
Ap - — A*-¢; dans L2 <Q,Rd> et Yp" —e; dans L2 (Q,Rd> )

En utilisant deux fois le Lemme A.3.1 -avec A,, - 1" et Vu™ puis avec AL - Vu™ et 1)"- on
obtient que :

Q) =1 [ 0@ e Vi@

Qi(n) ol /QQS(aj)g(m) - e;dx.
Ceci étant vrai pour tout ¢ € C} (Q), alors
g(x) = (A" Vu* (2).
Dot (2.95). Par conséquent, AL H-converge vers (A*)7. O
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2.4.4 Estimations holderiennes

L’objet de cette section est de discuter et démontrer le Théoréme 2.1.2, par la méthode
de compacité de [11].
Remarque 14. Notons que dans le cas d'une équation, le Théoréme 2.1.2 est une version
plus puissante du Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser en ce sens qu’il affirme que u® est
holderienne pour un exposant égal a celui des éventuelles conditions de bord. Au contraire,
le Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser affirme seulement ’existence d’un exposant 5 €]0, 1]
tel que u® est B-holderienne.

Remarque 15 (Architecture logique). Le Théoréme 2.1.2 repose essentiellement sur le Théo-
réme de De Giorgi-Nash-Moser (voir Lemme A.3.5) et sur la Proposition 2.1.1. Il est ensuite
utilisé pour démontrer des estimations lipschitziennes jusqu’au bord : la Proposition 2.4.7
et le Théoréeme 2.1.4.

La preuve du Théoréme 2.1.2, correspond a [11, Th. 1] et suit exactement la preuve
de cette référence. Vis-a-vis du schéma de démonstration exposé dans la Section 2.4.1,
elle est plus simple, et ne fait pas intervenir de correcteurs (mais requiert cependant la
Proposition 2.1.1).

Remarque 16. Dans le Théoréme 2.1.2, on peut avoir éventuellement I'o(0,1) = (.

La démonstration se fait en deux temps : tout d’abord, on démontre que le théoréme est
valide si I'q(0,1) = 0 (c’est & dire un cas ou il n’y a pas de frontiére). Puis, on démontre
qu'il est aussi vrai si 'q(0,1) # 0.

Estimations holderiennes intérieures
Nous commencons par 1'étape d’initialisation :

Lemme 2.4.1 (Analogue du Lem. 7 de [11]). Supposons que A satisfait les Hypothéses 1,
3, 4, 5, et 6. Soit B €]0,1]. 1l existe une constante 0 €]0,1/4] ne dépendant que de p et 3,
et une constante €y dépendant de A, B et 0 telle que, si u® est solution de

—div (A (g + y) : Vus(x)) =0 dans B(0,1), (2.97)

2
][ u®(x) — ][ u®
B(0,0) B(0,0)

Démonstration. Si u* est solution de

alors

dz < 9%][ I () da. (2.98)
B(0,1)

—div(A*-Vu*) =0  dans B(0,1/2), (2.99)

alors, comme u* est A*-harmonique sur B(0, 1) (avec A* une matrice constante),

dz <CO ||V || oo (m(0.2/3)) < 002][ ju* (2)]* da,
B(0,1/2)
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D’ou l'existence d’une constante 6 > 0 suffisamment petite telle que

2
][ u*(z) — ][ u*
B(0,0) B(0,0)

Par ailleurs, I’ensemble de fonctions u® satisfaisant (2.97), ot y € R?, et

d 925][ ()2 d (2.100)
Tz <—— u(x z. .
2441 J50,1/2)

][ luf(z))? dz < 1, (2.101)
B(0,1)

est borné dans H' (B(0,1/2)) grace a l'inégalité de Cacciopoli (voir Lemme A.3.2). Grace
a la Proposition 2.1.1, on sait en outre qu’il admet dans son adhérence, sur B(0,1/2) pour
la topologie H!-faible, quand ¢ — 0, des solutions u* de (2.99). Par conséquent, il découle
de (2.100) qu’il existe gg tel que, pour tout € < €, si u° est solution de (2.97), alors u®

satisfait
2
ut(x) — ][ u®
B(0,0)

]{3(0,9)

dz < 2—d92ﬂ][

uf(2))? da < 925][ [uf (2)]? d.
B(0,1/2)

B(0,1)

On peut alors itérer le Lemme précédent :

Lemme 2.4.2 (Analogue du Lem. 8 de [11]). Sous les hypothéses du Lemme 2.4.1, en se
donnant 0 et g issus du Lemme 2.4.1, sie < 0%, toute solution u® de (2.97) satisfait alors

2
][ ut(x) — ][ u®
B(0,0%) B(0,0%)

Démonstration. En appliquant le Lemme 2.4.1, on obtient (2.102) pour £ = 1. On procéde
ensuite par récurrence et on suppose le Lemme 2.4.2 vrai jusqu’au rang k. On considére
ensuite

dz < 92k5][ uf (z)[? daz. (2.102)
B(0,1)

(z) = u¥ (6F2) —][ @,

B(0,0%)
qui est solution de

—div (A (%%) . Vv(z)) =0 dans B(0,1).

En appliquant alors le Lemme 2.4.1 & v, on obtient

][ v(z) — ][ v
B(0,0) B(0,0)

2
dz < 925][ lv(2)|* dz,
B(0,1)
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c’est a dire

2 2
][ u®(x) —][ ut(x)| do < 025][ u®(x) —][ u®
B(0,0%+1) B(0,0%+1) B(0,0%) B(0,6%)

En utilisant ’hypothése de récurrence, on en déduit alors que le Lemme 2.4.2 est vrai
jusqu’au rang k + 1. D’ou le résultat par récurrence. O

dz.

Démonstration du Théoréeme 2.1.2 dans le cas ot T'q(0,1) = (). La démonstration ci-dessous
suit la preuve de [11, Lem. 9].
On utilise pour ce faire la caractérisation de Campanato (voir Lemme A.3.6). Ainsi, on

souhaite borner la quantité
sup r_d_25/~ u® —][~ u®
z€B(0,1/4),r>0 B(z,r) B(z,r)
ot B(z,7) := B(z,7) N B(0,1/4) et C > 0.

On se donne n tel que 0" leg < e < 0. Si tout d’abord %! < 2r < 6% pour k < n,
alors, par le Lemme 2.4.2, pour tout = € B(0,1/4),

2
9—2kﬁ][ ua(y) _][ ut
B(z,0k) B(z,0k)

D’ou
2
e SN O
B(z,r) B(z,r)

Si au contraire 2r < #"*1 alors il découle de la régularité elliptique classique (en appli-
quant successivement [64, Cor. 8.36 p. 212| puis le Lemme A.3.4) que, comme v : z — u®(0"z)
satisfait

9\ 1/2

z>C! [l cos(B(0,1/ay) > (2.103)

dy<0][ |u€(y)!2dy<c][ () dy.
B(m,1/2) B(O,l)

dy < C uf (y) | dy.
B(0,1)

—div (A ( : ) : Vv(z)) =0,

0—"e
alors

2
dy.

2

dy < Cr?Pg—2n8 ][
B(z,0m)

oo
B(z,r) B(z,r)

Or, vu ce qui précéde,

]][3(z,0")

W (y) ]{3 o

2

dy < cew][ ()| dy.
B(0,1)

W (y) — ]{3 o
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Ainsi, dans tous les cas
o\ 1/2

< Clu [l 2mo,1)) »

u® — ][N u®
B(z,r)

sup pd=28 /~
z€B(0,1/4),r>0 B(z,r)

et enfin, grace a (2.103),

||U5H00,5(B(0,1/4)) <C ||U€HL2(B(0,1)) )

dont découle le résultat. O

Estimations holderiennes au bord

Dans cette section, nous discutons et démontrons le Théoréme 2.1.2 dans le cas général,
c’est a dire ou ©(0,1) n’est pas nécessairement une boule. Pour cela, nous suivons la dé-
monstration de [11, Lem. 24|. Les Lemmes 2.4.3 et 2.4.4, d’initialisation et d’itération, sont
trés semblables aux Lemmes 2.4.1 et 2.4.2; le rdle joué par la moyenne de u® est cependant
remplacé par la condition de bord. Dans le déroulement de la preuve, nous supposons tout
d’abord que uf satisfait des conditions de bord nulles.

Remarque 17. En toute rigueur, il faudrait prendre un domaine €2 variable dans la preuve par
I’absurde du Lemme 2.4.3. Nous ne le faisons pas ici, mais renvoyons le lecteur & la preuve
du Lemme 2.4.8, ot cette subtilité est traitée dans la preuve d’une estimation lipschitzienne.

Lemme 2.4.3 (Analogue du Lem. 22 de [11]). Supposons que A satisfait les Hypothéses 1, 3,
4, 5, et 6. Soit B > 0 et Q un ouvert borné régulier, avec 0 € 0N). Il existe une constante 6 €
10,1/4] ne dépendant que de p, Q et 3, et une constante ey dépendant de A, Q, 3 et 0 telle
que, si u® est solution de

—div (A (g + y) . Vug(a:)) =0 dans §(0,1),

(2.104)
u® =0 sur Tq(0,1),
alors
][ [uf (2))? dz < 9%][ |uf () da. (2.105)
Q(0,0) Q(0,1)
Démonstration. Si u* est solution de
—div(A*-Vu*) =0 dans Q(1/2),
v ) (1/2) 2106
u =0 sur I'g(1/2),

alors, grace a [64, Cor. 8.36 p. 212|, on en déduit que, si § < 1/4,

]{2 o @02 SO IV i) < OO o Do
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Donc, grace au Lemme A.3.4,

][ ()2 da gce2]l ()2 da.

Q(0,6) Q(0,1/2)
D’ou 'existence d’une constante 6 > 0 suffisamment petite telle que
2 0% 2
][ |u*(x)|" de < Co—— |u*(x)|” d, (2.107)

0(0,6) 2 Jawa/2)

ol, pour la régularité du bord considérée, on a

1€2(0,1/2)|
1200, 1)] -

Ch <
Par ailleurs, I’ensemble de fonctions u® satisfaisant (2.104), ot y € R?, et

][ luf(2))? de < 1, (2.108)
€(0,1)

est borné dans H' (€2(0,1/2)) grace a I'inégalité de Cacciopoli (voir Lemme A.3.2). Grace
a la Proposition 2.1.1, on sait en outre qu’il admet dans son adhérence, sur £2(0,1/2) pour
la topologie H'-faible, quand £ — 0, des solutions u* de (2.106). Par conséquent, il découle
de (2.107) qu'il existe gg tel que, pour tout € < &g, si u® est solution de (2.104), alors u®
satisfait

][ (@) dz < 00925][ f () dz < .92/3][ (@) da.
Q(0,0) Q(0,1/2) Q(0,1)

On peut alors itérer le Lemme précédent :

Lemme 2.4.4 (Analogue du Lemme 23 de [11]). Supposons que A satisfait les Hypothéses 1,
8, 4, 5, et 6. Soit Q un ouvert borné régulier, avec 0 € 0). Si on se donne 0 et &g issus du
Lemme 2.4.3, si ¢ < 0y, pour toute solution uf de (2.104), on a

][ [uf ()] da < e%ﬂ][ uf (z)]? daz. (2.109)
Q(0,0%) ©(0,1)

Démonstration. En appliquant le Lemme 2.4.3, on obtient (2.109) pour £ = 1. On procéde
ensuite par récurrence et on suppose le Lemme 2.4.4 vrai jusqu'au rang k. On considére
ensuite v(z) = u(6%2), qui est solution de

~div (A (55 +y) V) =0 dans 6700 (0,6,

(2.110)
v(z) =0 sur 07 *T'q(0,0%).
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En appliquant alors le Lemme 2.4.3 & v, on obtient

][ ]v(z)\QdZSHZB][ lu(z)* dz.
Q(0,0) Q(0,1)

Puis, en remettant a ’échelle et en utilisant ’hypothése de récurrence, on en déduit alors
que le Lemme 2.4.4 est vrai jusqu’au rang k + 1. D’out le résultat par récurrence. O

Nous pouvons maintenant effectuer I’étape de blow-up, dans le cas ou g = 0. Le cas
ou g # 0 sera traité juste apres.

Démonstration du Théoréme 2.1.2 dans le cas ot g = 0. On utilise pour ce faire la caracté-
risation de Campanato (voir Lemme A.3.6). Ainsi, on souhaite borner la quantité

sup r_d_25/~ u® —][~ u®
z€9(0,1/32),r>0 Q(z,r) Q(z,r)

ou Q(x,7) := Q(z,7) NQ(0,1/32) et C > 0.

On se donne n tel que §" ey < e < 6. Supposons tout d’abord que z € T'q(0,1/4),
et r €]0,1/4[. Si tout d’abord 0+t < 2r < %, pour k < n, alors, par le Lemme 2.4.4, pour
tout = € Q(0,1/4),

9\ 1/2

2 C_l Hu€||C0,B(Q(071/32)) 5 (2111)

92’“6][ us(y)|? dy S][ uf(y))? dy < C][ uf(y)|* dy. (2.112)
Q(z,0%) Q(z,1/2) Q(0,1)
D’ou

2
e SN R
Q(z,r) Q(z,r)

Si au contraire 2r < §™F! alors il découle de la régularité elliptique classique (en appliquant
successivement [64, Cor. 8.36 p. 212] puis le Lemme A.3.4) et du fait que u®(x) = 0 que

e pelysof el @)
Q(z,r) Q(0,1)

][ ru€<y>|2dyscr2ﬁew][ [ (4)[2 dy.
Q(z,r) Q(x,0m)

Par conséquent, vu (2.112),

2
) - f
Q(z,r) Q(z,r)

Ainsi, dans tous les cas, si z € I'q(0, 1/4),

2
1"_26][ ’LLE(y) _][ ut
Q(z,r) Q(z,r)

dy < C][ uf(y)|” dy.
Q(0,1)

dy < C][ [uf ()| dy. (2.114)
0(0,1)
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On prend ensuite z € ©(0,1/32)\I'q(0,1). Clairement, si I'g(0,1/16) = 0, on peut se
ramener au cas sans frontiére traité ci-dessus. Ainsi, on suppose que I'g(0,1/16) # (). On
peut alors choisir 2’ € T'(0,1/16) tel que 1o := d(x,T'q(0,1/16)) = |[x—2'| < 1/8,oud(y, F)
désigne la distance du point y a Uensemble F. Ainsi, si r > 7o, on a Q(z,r) C Q(z/,2r),

d’ou
2 2
][ u®(y) —][ u®| dy < C][ u®(y) —][ u®| dy.
Q(z,r) Q(z,r) Q(z’,2r) Q(z’,2r)
Vu (2.114), on obtient alors
2
][ u®(y) —][ uf| dy < Crw][ [u® (y)|* dy. (2.115)
Q(z,r) Q(z,r) Q(0,1)

Traitons maintenant le cas r < r9. Comme B(z, r) C ©(0, 1), en utilisant le Théoréme 2.1.2
dans le cas sans frontiére, on obtient

2
][ W (y) ][ e
B(x,r) B(z,r)

D’ou, grace a (2.115),

bl
B(z,r) B(z,r)

Par conséquent, on a démontré que, dans tous les cas,

uf(y)—ﬁ( w

dy.

2
W (y) ]{3 G
Z,T0o

dy < Clr/ro)'f
B(z,ro)

2
dy < cﬂﬁ][ e () 2 dy.
Q(0,1)

2

dy<C uf (y)[* dy.
Q(0,1)

sup T_QB_d/
r € Q(0,1/32) Q(z,r)
0<r<1/32

D’ow, grace a (2.111),

1/2
[u (y)|” dy) :

Quitte & faire un autre recouvrement par des boules plus petites, on a établi le Théo-
réme 2.1.2 dans le cas ot g = 0. Ul

[0l co.8(0,1/32)) < C (J[

Q(0,1)

La démonstration dans le cas ol g est non nul est faite ci-dessous :

Démonstration du Théoréme 2.1.2 dans le cas ot g # 0. Quitte & prolonger g, on peut faire
en sorte que g soit défini sur B(0, 1), avec

19llco.sm0,1)) < C llgllcosrg,1)) -
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On utilise encore la caractérisation de Campanato (voir Lemme A.3.6), et on va montrer

récursivement sur r que
2
<C ][ u® — ][ u®
Q(0,1) Q(0,1)

T,QBd/ Ue_][ uf
ﬁ(x,r) ﬁ(x,r)

ou Qxz,7) := Q(z,7) NQ(0,1/4). Si tel est le cas, alors le Lemme A.3.6 permet de conclure
la démonstration. La démonstration de (2.116) se fait par récurrence et réutilise le Théo-
réme 2.1.2 dans le cas ot g = 0.

2
+C HQH%O,B(B(OJ)) y (2.116)

Etape 1 : Initialisation Soit 6 = (1—/)/2. Nous prétendons qu’il existe des constantes C'
et 6 €]0, 1] indépendantes de ¢ telles que, pour tout x € 2(0,1/4) et r < 1/4,

2 2
925][ u® —][ u® §95][ u® —][ u®
Q(z,0r) Q(z,0r) Q(z,r) Q(z,r)

Pour démontrer (2.117), on décompose u® = uj + u§ sur Q(z, 2r), ou
—div (A (g + y) . Vui(a;)) =0 dans Qzx,r),

ui =0 sur Dg(z,7),

+ CT2B ||g||%0,B(B(071)) . (2117)

et
—div (A (g + y) . Vug(m)) =0 dans Q(zx,r),

uz =9 sur 9 (Q(z,r)).
Grace au cas ot g = 0 du Théoréme 2.1.2 (démontré ci-dessus) remis a I’échelle r, on sait
que
2
“E‘][ uf| <O ufg
]{Mﬁr) ' Q(z,0r) ! HICO-B+23(Q(x,0r))
2
30926+26][ uj — ][ uf
Q(Z‘,T) Q(x,’f’)

Ainsi, quitte a prendre 6 suffisamment petit, on obtient

2
o f i ) <otf
Q(z,0r) Q(z,0r) Q(z,r)

Alors, par inégalité triangulaire,
2
ge‘;][
Q(z,r)

«9_25][ uf —][ uf
Q(z,0r) Q(z,0r)
+6° ][
Q(z,r)

2

uj — ][ ug
Qz,r)

2
u® —][ u®
Q(z,r)
ug —][ us
Q(z,r)

2
(2.118)
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Par ailleurs, grace au principe du maximum appliqué a u§ — g(xo), pour xzg € I(Q(z, 7)),

2
Q(z,r) Q(z,r)

L’Estimation (2.117) découle de (2.118) et (2.119).

<Cr? HQH%O,B(B(OJ)) : (2.119)

Etape 2 : Itération En itérant l'estimation (2.117), on obtient alors, pour tout k£ € N*

que
k—1
9_%5][ u® —][ ww| <009 g2,
Q(z,0% /4) Q(z,0% /4) J;O I HCO A(B(0,1))
2
+ C][ u’ —][ uf (2.120)
Q(z,1/4) Q(z,1/4)
D’ou
2 2
92k5d/ u _][ us <C][ ut _][ ue
Q(z,0k+1 /4) Q(x,05+1 /4) ~ Jaon 2(0.1)
+C HgHQCO,B(B(OJ)) . (2121)

Etape 3 : Conclusion De (2.121), on déduit que, pour tout = € 2(0,1/4), et tout r <
1/4, on a (2.116). D’ou le résultat, grace a la caractérisation de Campanato. O

2.4.5 Estimations lipschitziennes intérieures

Dans cette section, nous discutons et démontrons le Théoréme 2.1.3, en suivant la preuve
du Lemme 16 de [11].

Remarque 18. Dans (2.16), la constante C' dépend de maniére subtile des Hypothéses 5
et 6, qui ne sont pas quantitatives, mais qualitatives. Ainsi, on ne peut pas expliciter la
dépendance de C' en les paramétres, avec une preuve par I’absurde. Toutefois, il est possible
de le faire si on ne considére plus une seule matrice, mais une classe de matrices, satisfaisant
uniformément, dans un certain sens, les Hypothéses 1, 2, 3, 4, 5 et 6 (voir par exemple [94],
ot on considére des matrices périodiques uniformément réguliéres, elliptiques et bornées).
Par souci de simplicité, nous n’utilisons pas cette approche.

Remarque 19 (Architecture logique). Le Théoréme 2.1.3 est central; en découlent toutes
les estimations sur le gradient de la solution du probléme oscillant (2.1). Il repose sur la
méthode de compacité d’Avellanedda et Lin, et emploie donc la Proposition 2.1.1, ainsi
que le Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser (remplagable par le Théoréme 2.1.2). II sert a
démontrer :

1. sa propre extension jusqu’au bord (le Théoréme 2.1.4),
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2. des estimations sur les gradients et gradient croisé de la fonction de Green G* (le
Théoréme 2.1.5),

3. des estimations L” (la Proposition 2.1.6).

Pour démontrer le Théoréme 2.1.3, nous rappelons tout d’abord des bornes uniformes
et holderiennes en faisant appel au Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser (on peut aussi
invoquer le Théoréme 2.1.2, mais qui est superflu dans le cas des équations). En effet, grace
au Lemme A.3.5 et & une remise a I’échelle, il existe 5 €]0, 1], C' > 0 ne dépendant que de
telles que

1/2
sup |uf(z)| < C ][ |uf|? , (2.122)
2€B(0,R) B(0,2R)

et

N U O R T G0 | ( /

1/2
|uf|? : (2.123)
careB(O,R) T — 2P B(0,2R)

Puis, nous utilisons le schéma de preuve explicité dans la Section 2.4.1.
L’initialisation consiste en le lemme suivant :

Lemme 2.4.5 (Analogue du Lemme 14 de [11]). Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 3,
4, 5 et 6. Soit v €]0,1[. Alors il existe 6 €]0,1/4] ne dépendant que de p et vy, et g9 ne
dépendant que de A, v et 0 tels que, si u® € HY(B(0,1)) satisfait
—div <A (f + y) : vwf(x)) =0 dans B(0,1), (2.124)
€

pour € < gq ety € R, alors

u®(x) —u®(0) — Z {xz +e (w,; (g + y) - wi(y)> }][ Oiut(z)dz

=1 B(079)

sup
z€B(0,0)

1/2
< 9t <][ |u5(z)\2dz> . (2.125)
B(0,1)

Remarque 20. Comme on le voit dans la preuve ci-dessous, on peut supprimer le correcteur w
de 'Estimation (2.125). Toutefois, lorsqu’on voudra itérer le Lemme 2.4.5, comme fait plus
bas dans le Lemme 2.4.6, sa présence va se révéler cruciale. En effet, le terme & l'intérieur
de la valeur absolue a gauche de (2.125) est dans le noyau de —div (A (g + y) . V).

La preuve se fait par 'absurde. Une inégalité plus forte que (2.125) est en effet satisfaite
par les solutions d’'une équation elliptique & coefficient constant. On se sert alors de la H-
convergence de A (g + y) vers A* et d’'une compacité dans les fonctions holderiennes due &
Pestimation (2.123) pour démontrer qu’il est impossible que u ne vérifie pas (2.126) pour &
suffisamment petit.
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Démonstration du Lemme 2.4.5. On commence par établir qu’il existe € €]0,1/4] ne dépen-
dant que de p et de v, et €1 ne dépendant que de A et 0 tel que pour tout € < €1

d g+ 1/2
u(z) —u(0) — ;xz]é < 5 (]{3(071) Juf (z)|? d$> . (2.126)

Puis, on montre qu’il existe un g¢ < &1 ne dépendant que de A tel que pour tout € < gg

sup

Oiut(z)dz
z€B(0,0) )

(0,0

d
x
sup elw | —+y) —wi(y ][ out(z)dz
z€B(0,0) ; ( (5 ) ( )) B(0,6) (2)
o1+ 9 1/2
< ][ |u®(x)|” dz . (2.127)
2 B(0,1)

Ensemble, (2.126) et (2.127) concluent la preuve.

Pour établir (2.126), on utilise le probléme homogénéisé et la compacité induite par la
Proposition 2.1.1. Parallélement, on établit (2.127) en utilisant la propriété de sous-linéarité
stricte des correcteurs.

Etude du probléme homogénéisé Soit u* € H' (B(0,1/2)) satisfaisant
—div (A* - Vu* (z)) =0 dans B(0,1/2). (2.128)

Par développement de Taylor, on a

< Cr? sup ‘V2u*(x)‘. (2.129)
z€B(0,r)

sup
z€B(0,r)

u*(z) —u*(0) — ][ Vu*(z)dz

B(0,r)

Or, comme A* est constante et satisfait 'Hypothése 1 (voir [64, Th. 2.10 p. 23]), il existe
une constante C' ne dépendant que de p telle que

sup | V2u*(z)| <C / lu* (z)|? dz. (2.130)
z€B(0,1/4) B(0,1/2)

Donc il existe une constante Cp ne dépendant que de p telle que, pour tout 6 €]0, 1/4],

1/2
() —u*(0) —x - u*(z2)dz 2 u*(2)|? da . .
u(z) — u*(0) ][ Vur(2)dz| < Cof (éwg () d) (2.131)

sup
z€B(0,0) B(0,6)
On se fixe alors 0 tel que
9421147 _ 9002 s f = (— = (2.132)
-0 — \ 0y2d/2+2 ' :

et qui ne dépend donc que de v et de p.
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Compacité Par I'absurde, supposons qu'il existe une suite y, € R%, &, — 0 et u” €
H(B(0,1)) satisfaisant

—div (A <; + yn> . Vu”(:n)) =0 dans B(0,1), (2.133)
avec
o1+ 9 1/2
sup |u"(x) —u"(0) — =z ][ Vu"(z)dz| > —— ][ |u"(z)|” dz . (2.134)
2€B(0,9) B(0,0) 2 B(0,1)

Quitte & renormaliser ", on suppose que

][ lu"(z)* de = 1.
B(0,1)

Par l'inégalité de Cacciopoli (Lemme A.3.2), les fonctions u™ sont uniformément bornées
dans H'(B(0,1/2)). Donc, quitte & extraire,

u" —u* dans H'(B(0,1/2)).

Grace a (2.133), la Proposition 2.1.1 implique que u* est solution de (2.128). Ainsi, u*
satisfait (2.131).

Par ailleurs, grace a 'Estimation (2.123), il existe 5 > 0 tel que u™ est uniformément
bornée dans C%?(B(0,1/2)). Ainsi u™ converge uniformément vers u* au sens des fonctions
continues de B(0,1/2). Or, par le théoréme de la divergence, on a

1 B
Vu"(2)dz = ——— u™dS,
]{3«),9) = 5001 Js0n

ou S(x, ) désigne la sphére de centre = et de rayon 6. Ainsi, on a la convergence suivante :
][ Vu"(z)dz — Vu*(z)dz. (2.135)
B(0,0) B(0,0)

Donc, par passage a la limite dans (2.134) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
déduit que u* satisfait 'inégalité suivante :

sup
z€B(0,0)

1/2
> 2 gty (][ \u*(x)|2dx>
B(0,1)

1/2
> 9-d/2-1gl+y <][ lu* ()| d:z:) . (2.136)
B(0,1/2)

Les Inégalités (2.131) et (2.136) sont incompatibles avec (2.132). D’ou l'existence de ¢;
indépendant de y tel que (2.126) soit satisfaite pour tout ¢ < e7.

u*(z) —u*(0) —x -]{3(079) Vu*(z)dz
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Ajout du correcteur Montrons maintenant (2.127). Soit y > 0, et u® satisfaisant (2.124).
Gréace a Pestimation (2.123), il existe C, f > 0 ne dépendant que de p tels que

HUEHCQ@(B(OJ/Q)) <C ||U6||L2(B(0,1)) .

Ainsi :

1 -
Vuf(z)dz / utdS
]{3(079) =) B(0,0) Js(0,0)

En invoquant le Lemme 2.2.1,

<

1/2
<ch (]{3(01) \ua(m)]2dx) . (2137)

x
sup  sup ’z-:wi (— —|—y> —ew;(y)| — 0.
yeR4 zeB(0,1) € e—0
Donc il existe €9 < €1 indépendant de y tel que (2.127) est vérifiée. O

On peut alors itérer le Lemme 2.4.5 précédent pour obtenir le Lemme suivant :

Lemme 2.4.6 (Analogue du Lemme 15 de [11]). Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 3,
4, 5, et 6, et v €]0,1]. Soient 0 et eg donnés par le Lemme 2.4.5. Il eziste alors C > 0 ne
dépendant que de 0 telle que pour touty € R, si0 < ¢ < g9f™, n € N*, et siu® € H(B(0,1))
est solution de

—div <A (g + y) : Vus(a:)) —0 dans B(0,1), (2.138)

alors il existe kj(n), j € [1,d] telle que

d
T
€ —uf(0) — S = 4+ s .
L f(e) = (o) Z_}{ (w5 (£ +9) = witw)) } i)
< g+n)(1+7) 14 | e m0.1)) » (2.139)
sup |rj(n)| < C ZGM HUSHLC’O(B(O,l))' (2.140)

jelL.d] §=0

La preuve se fait par récurrence. A chaque itération, on utilise le Lemme 2.4.5 sur une
échelle qui décroit géométriquement.

Démonstration. Sin =0, on pose :
;(0) :][ O0ju°(z)dz.
B(0,0)

Le Lemme 2.4.5 donne alors (2.139). Par le théoréme de la divergence (de maniére analogue
a (2.137)), on en déduit que x;(0) satisfait (2.140).
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On suppose ensuite que le Lemme 2.4.6 est vrai pour n > 0. Soit 0 < ¢ < §"Flgg et u®
satisfaisant (2.138). On se donne r;(n) associé & u®. On pose alors & := e et

o(2) = uf (9n+1z) —uf(0) — zd: {9"+1zj + 9"+1§<wj (g + y) - wj(y)) } Kj(n).

J=1

Par (2.3) et (2.138), alors v est une solution de
_ z
—div (A (? + y) : Vv(z)) =0 dans B(0,1).

De plus, par hypothése, € < gg. Donc, grace au Lemme 2.4.5,

d z
_ — g itelwi (= — W Oi
zesﬁll(lge) v(z) —v(0) i=1 {Z te (w (E + y> v (y)>}]{3(079) ’
91“ ||UHL0o B(0,1)) .

Or, par hypothése de récurrence, on a
d
. _ . £(x) — uf(0) — . , _ .
ooy = _sup | fu(@) = u(0) Z {wi+e (w5 (2 +y) —wi) s ()
< +n)(1+7) 45| oo (80,1 (2.142)
Posons alors

ki(n+1) :=kj(n) + 9_"_1][ ojv,
(0,0)

d’ou
d ~ z
) =o(0) -3 Lz (o (Ery) —wt)) ]{3 2

— wF (0" 2) — uE(0) — zd: g+ {zj + g(wj (g n y) - wj(y)) } Ki(n+1).  (2.143)

Remettons cela a 'échelle de z. Ensemble, (2.141), (2.142), (2.143) démontrent alors (2.139)
pour I'étape n + 1. Par ailleurs, grace au théoréme de la divergence et a (2.142),

—

vdS

ki(n+1)| <|ki(n)|+6 "1
|55 ( )| < lkj(n)| B0,0)] Js00)

<|rj ()| + COT" 2 ||vl oo po.1))
< Jrj(n)] + CO)0 7 | (0,1

ou C(0) est une constante dépendant seulement de #, mais pas de n. Cela démontre donc
(2.140) et conclut la preuve. O
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Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve du Théoréme 2.1.3, en faisant
I’étape de blow-up.

Démonstration du Théoréme 2.1.3. On ne montre 'estimation (2.16) que pour R = 2. A

partir du moment ot elle est vraie pour R = 2, on l'obtient alors pour R quelconque par

simple remise & ’échelle. On pose v := 1/2 on se donne les gq et 6 associés par le Lemme 2.4.5.
Supposons que £ > gg. Comme A satisfait 'Hypothése 2, grace au Corollaire A.3.3,

I’Estimation (2.16) est satisfaite avec une constante ne dépendant que de A et .
Supposons donc maintenant qu’il existe n > 0 tel que :

0" ey < e < 0. (2.144)

Gréce au Lemme 2.4.6 appliqué pour v = 1/2, on déduit de (2.139) et (2.140) que

€ € setl) o
sup |u®(x) —u*(0)] <072 [[u||poo(m0,1)
|| <ont1
+C s {e"“ + max Ju; (£ +) —w;-(y)(} [ ooy (2145)
|z|<on+1 je1,d] ) ’

Grace au Lemme 2.2.1, il existe une constante C' ne dépendant que de A telle que, pour
tout j € [1,d], y € RY,

sup € ‘wj <§ + y) — wj(y)‘ <Co"ti. (2.146)

|| <fn+1
De (2.144), (2.145) et (2.146), on obtient l'existence de C' dépendant de A, 6 et gq telle que

sup |uf(z) —uf(0)| < CO™! [l Lee (B(0,1)) - (2.147)

|x|§9n+1

On pose ensuite
v(z) = (0"12) — u(0). (2.148)

Alors, on obtient

n+1
—div (A (6 — + y> : VU(z)) =0 dans B(0, 9_”_1) .

Par (2.144), 6"t /e < 1/gq. Par conséquent, comme A satisfait 'Hypothése 2, on peut
appliquer le Corollaire A.3.3 & v. Ainsi, il existe une constante C' dépendant seulement de &g

et A telle que
1/2
|Vo(0)] < C <][ v[2> . (2.149)
B(0,1)

Or, par définition (2.148) de v, on déduit de (2.147) et de (2.149) que

[V (0)] < C e < 50,1y - (2.150)
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ot C ne dépend que de A, 6 et g9. Puis, en appliquant (2.122) a u®, on déduit
VU (O)] < C o lzqsio) (2151)

Clairement le point 0 ne joue pas de rdle particulier dans (2.151) et peut étre remplacé par
un point quelconque = € B(0,1). Ainsi, on obtient le résultat voulu (2.16). O

2.4.6 Sous-linéarité des correcteurs adaptés

La démonstration d’estimations lipschitziennes jusqu’au bord requiert l'introduction de
correcteurs adaptés (voir Section 2.2.5), dont nous établissons des propriétés de sous-linéarité
renforcée.

e,

En remarquant que la fonction u®(x) := w;

(@) — wj (%) satisfait

—div (A (g) : Vu‘f(x)> =0 dans Q, et u(x)=—wj;(z/e) sur 09,

on déduit du principe du maximum que

H e,
w -

5 ey < 105 /2oy

Ainsi, grace au Lemme 2.2.1 (quitte & retirer une constante, on suppose que w;(-/¢) s’annule
sur ), cela implique l'existence d’une fonction = ne dépendant que de A, qui tend vers 0
en 0, et telle que

HM?QHLW(Q) = DiaT(Q)E (Diaxi(Q)) ' (2.152)

Puis, on démontre que si les correcteurs w; eux-méme sont fortement sous-linéaires alors
les correcteurs adaptés le sont aussi :

Proposition 2.4.7. Supposons que A satisfait les Hypothéses 1, 2, 3, 4, 5, 6 et 7, pour
un certain v donné. Soit  un ouvert régulier borné. Alors, les correcteurs adaptés wj’Q(O’Q)

satisfont l'inégalité suivante :
(0,2 (0,2 v 1—
wj ( )(:U) - wj ( )(y) <Ce¥|z—y| ™", Vao,y € Q(0,1), (2.153)

ot C' ne dépend pas de €.

Remarque 21 (Architecture logique). Cette proposition repose sur le Théoréme 2.1.2. Elle
est ensuite employée pour démontrer le Théoréme 2.1.4. Celui-ci nécessite de disposer de
correcteurs qui soient sous-linéaires au bord, c’est & dire satisfaisant
€,92(0,2)
€ ’wj (m)‘ < Cd(z,Tq(0,2)), (2.154)
sid(z,T'q(0,2)) > e. L’inégalité ci-dessus est effectivement impliquée par (2.153). Toutefois,
nous ne savons pas si I'Hypothése 7 est nécessaire pour obtenir (2.154).
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Démonstration de la Proposition 2.4.7. Soit j € [1,d]. On pose u® = WSO (x)—wj (x/e).

j
Par définition (voir (2.3) et (2.62)),

—div (A (g) . Vue(x)) =0 dans ©(0,2),
u(x) = —wj (z/¢) sur 0 (9(0,2)).

On distingue deux cas : lecas v =1 et le cas v < 1.
Dans tous les cas, le principe du maximum implique que

HUEHLoo(Q(o,z)) < lw; ('/E)”LOO(Q((]Q)) < Cer .

Si v =1, on en déduit (2.153) par inégalité triangulaire.
Siv < 1, grace au Théoréme 2.1.2, on a

lullcoa-vaoy) SO Ilws (/&) leoa-ragoay + € eIz < Ce7

De méme, on en déduit (2.153) par inégalité triangulaire. O

2.4.7 Estimations lipschitziennes jusqu’au bord

Nous démontrons maintenant le Théoréme 2.1.4 qui généralise le Théoréme 2.1.3.

Remarque 22. Comme elle est requise pour démontrer la Proposition 2.4.7, 'Hypothése 7
est nécessaire a la démonstration du Théoréme 2.1.4. Toutefois, nous ne savons pas si elle
est nécessaire pour que la conclusion du Théoréme soit valide (voir Remarque 21).

Remarque 23 (Architecture logique). La démonstration du Théoréme 2.1.4 emploie notam-
ment les Théorémes 2.1.2 et 2.1.3, et les Propositions 2.1.1 et 2.4.7. Ce Théoréme sert
ensuite a établir les points (i") et (ii’) du Théoréme 2.1.5.

La démonstration du Théoréme 2.1.4 suit la preuve classique de [11]. Elle est donc trés
semblable & la preuve du Théoréme 2.1.3 ci-dessus; toutefois la présence du bord requiert
un certain nombre de subtilités techniques. Dans tout ce qui suit, quitte a prolonger g, on
va supposer que g € CH%(B(0,1)) satisfait

”9”01713(13(0,1)) <C HQHCLﬁ(I‘Q(O,l)) :

Lemme 2.4.8 (Analogue du Lemme 18 de [11]). Supposons que A satisfait les Hypo-
theses 1, 3, 4, 5 et 6. Soit Ko > 0 et B €]0, 1[. Pour toute constante vy €)0, [, il existe une
constante 0 €]0,1/4[ ne dépendant que de u, 3, v et Ko, et une constante g > 0 ne dépen-
dant que de A, B, v, Ky et 8 telles que, si on a les conditions suivantes : soit ¢p € CLP (}Rd_l)
satisfaisant (2.92), g € CHP(B(0,1)), € < g et u € H (Dy(1)) satisfaisant

—div (A (g) : Vu€($)> =0 dans Dy(1),

ut =g sur  Ag(l),

(2.155)
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pour Dy et Ay définis par (2.93), avec

9(0) =0, Vg(0) € Rey (2.156)
I9llcra@on) <1 (2.157)
1l (pyy) < 1 (2.158)
alors, on a
sup |u(x) — {xd + swfl’D¢(1) (;1:)}][ Oquf (z)dz| < 917, (2.159)
z€Dy(0) Cry (0)

Remarque 24 (Orientation). Il est notable que, dans I'estimation (2.159), la seule orientation
dont on a besoin pour approximer le gradient est celle correspondant & la normale de la
surface du domaine considéré. Sur cet aspect, 'estimation (2.159) peut étre comparée avec
Pestimation (2.125), ot aucune orientation préférentielle n’est déterminée. Ceci est da a
I'utilisation de conditions de Dirichlet au bord dans le premier cas, tandis qu’il n’y a pas
de bord dans le second. Ce fait est trés important d’un point de vue technique, car, lors de
I'itération qui va suivre (voir Lemme 2.4.9), on va faire face a des conditions de Dirichlet
non homogénes dues au terme en z4f 94u°. Mais on constate que la contribution de la
fonction x — x4 est petite au bord car celui-ci est orthogonal a eg en 0 (ce n’est pas le cas
des fonctions = +— x;, pour i # d); ainsi, le reste induit par la correction au bord demeure

controlé.

Remarque 25. En toute rigueur, il faudrait considérer A(y+ z/¢) en lieu et place de A(x/e)
dans (2.155) et démontrer que les constantes du Lemme 2.4.8 sont bien indépendantes du y
ainsi introduit (voir Remarque 10), mais aussi de la normale au bord du domaine 92 en 0
(qui se trouve étre ici fixée et égale a eg). Ces ajouts sont aisés mais alourdiraient les
notations.

Démonstration du Lemme 2.4.8. La démonstration se fait par I’absurde, et s’articule en
quatre étapes. Dans I’Etape 1, on démontre que la solution du probléme homogénéisé cor-
respondant & (2.155) satisfait une estimations plus forte que (2.159). Puis, dans I’'Etape 2, on
suppose par I'absurde que u® ne satisfait pas (2.159). En utilisant la compacité induite par la
Proposition 2.1.1, on en déduit dans I’Etape 3 une contradiction sur la solution du probléme
homogénéisé. Enfin, dans ’Etape 4, on démontre que 'on peut rajouter la contribution du
terme avec le correcteur dans (2.159), celle-ci étant négligeable.

Etape 1 Supposons que u* satisfait

—div(A*-Vu*(z)) =0 dans Dy«(1/2),
. (* ) #(1/2) (2.160)
ut=g" sur Ag(1/2),
ol ¢*, g*, respectivement u*, satisfont (2.92), (2.156) et (2.157), et
HU*HL2(D¢*(1/2)> <1 (2.161)
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Par conséquent, on peut appliquer & u* — g* le résultat [64, Cor. 8.36 p. 212|, d’ou

lu” — Q*HCLB(DW(U@) <C ”g*HCLB(DW(l/:;)) + Clu” — Q*HLoo(D(b*a/g)) ;

puis le Lemme A.3.5 & u*. Ainsi, il existe une constante C ne dépendant que de Ky, 3 et i
telle que

|lu* — g*HC1,,B(D¢*(1/4)) <C Hg*HC1,,e<D¢*(1/2)) +C ||U*||L2(D¢*(1/2)) .
Par inégalité triangulaire, et en prenant en compte (2.157) et(2.161), on obtient
1 s (e 1)) < C- (2.162)

Par développement limité, on en déduit donc 'existence d’une constante C' ne dépendant
que de p et Ky telle que

sup < CO'P.

:EGDd)* (9)

d
u*(z) — u*(0) = > x:0;u*(0)
=1

En outre, par (2.92), (2.160) et (2.156) on sait que u*(0) = 0 et que Vu*(0) est colinéaire
a eq. En approximant alors Vu*(0) par une intégrale moyennée, on obtient

sup |u(x) — xd][ dqu*(z)dz| < COMP.
Z‘ED¢* (9) CKO(Q)
Comme v < 3, on peut fixer 6 €]0,1/4[ tel que
1
sup |u(x) — :Bd][ Oqu*(z)dz| < =617, (2.163)
2EDx (0) Crey (0) 3

Etape 2 Supposons par I'absurde qu’il existe e, — 0, et ¢™ € C1# (Rd_l), g" € CH8(B(0,1)),
et u” satisfaisant respectivement (2.92), (2.156) et (2.157), (2.155) et (2.158), telles que pour
tout n, on a

014—7
>—. (2.164)

sup 5

xED¢n (9)

u"(x) — :vd][ Oqu"(z)dz
Cr,y(0)

On souhaite borner uniformément u” dans H!(B(0,1/2)). On ne peut appliquer direc-
tement le Lemme A.3.2 & u", car il satisfait une condition de bord inhomogéne. On scinde
donc u" = uf 4 uy, ou

{ —div (Ap(z/en) - Vul(z)) = —div (Ap(x/en) - Vuy(x)) =0 dans Dgn(1),
up =0 sur Agn(l) et uy=g" sur 0 (Dgn(1)).
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Par [64, Cor. 8.7 p. 183], puis grace a (2.157), on a
|ug ||H1(D¢n(1)) c HgHHl (B(0,1)) <C HQHCLB(B(O,I)) <C.

Par ailleurs, le Lemme A.3.2 implique, grace a (2.158), qu’il existe une constante C' ne
dépendant que de pu telle que

Hvu?”LQ(Dd)n(l/Q)) <C HU?HL2(D¢H(1)) <C |’U§L||L2(D¢n(1)) +C HunHL‘z(Dd)nu)) :
Ainsi, on en déduit par inégalité triangulaire que
||Vu”HL2(D¢n(1/2)) <C, (2.165)

ou C est indépendante de n. Vu les conditions au bord de (2.155), il est possible de pro-
longer u™ par g" sur B(0,1) (par abus de notation, ce prolongement sera aussi noté u'),
ce prolongement étant dans H'(B(0,1/2)). On déduit donc naturellement de (2.165) et
de (2.157) que

VU™ 2B0,1/2)) < C-

On obtient alors par compacité 'existence de u*, g* et ¢* telles que les convergences
suivantes soient satisfaites a extraction prés :

2.166
2.167

2.168
2.169

g" — ¢* dans C%(B(0,1)), par équicontinuité de (g"),
¢ — ¢* dans C° (Rd ! par équicontinuité de (¢"),
u" — v* dans L2(Q(0, 1)),

)
)
)
Vu" — Vu*  dans L2(Q(0,1/2)). )

(
(
(
(

Par le Théoréme 2.1.2, on obtient de (2.92), (2.155), (2.157), et (2.158) que (u™) est équi-
continue sur B(0,1/2) (elle est méme équi-holderienne pour tout exposant). Ainsi, quitte a
extraire, on a la convergence suivante :

n

u" — u* dans C°(B(0,1/2)). (2.170)
Or, par le théoréme de la divergence, on a l'identité suivante :

][ Oqu" (z)dz = ! u(2)eq - dS (2.171)
Cry (0) [Cro (0)] C1c, (0)

Ainsi, on déduit de (2.164) et (2.170) que u* satisfait

(2.172)
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Etape 3 Grace a la Proposition 2.1.1, u* satisfait I’équation (2.160). En outre, par les
propriétés de la convergence faible, u* satisfait aussi (2.161). Naturellement, ¢* et g* sa-
tisfont (2.92), respectivement (2.156) et (2.157). Par conséquent, l'inégalité (2.172) est en
contradiction avec l'estimation (2.163). D’ou notre hypothése de 'Etape 2 était absurde.
Ainsi, sous les hypothéses du Lemme 2.4.8, il existe €1 > 0 tel que, pour tout € < €1, on a

1
sup < 59“7. (2.173)

$€D¢(9)

ut(z) — CL‘d][ Oqu(z)dz
Ckq (0)

Etape 4 En appliquant le théoréme de la divergence, on obtient

][ Oqu®(z)dz / u®(2)dS
Ciy (0) 0CK, (6)

Alors, grace au Lemme A.3.4, & (2.157) et & (2.158),

][ Oqu®(z)dz
CKO (9)

L’inégalité (2.152) implique alors Pexistence d'un ¢ < £; tel que

=C

1/2
<C (/ |U€(Z)\2d2) + C gl B0,1)) < C-
Dy(1)

1
sup sw;D"’(l) (x)][ Oquf (2)dz| < =017, (2.174)
z€Dy(0) Crey (0) 2
Conclusion L’estimation (2.159) découle de (2.173) et (2.174). O

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme d’itération :

Lemme 2.4.9 (Analogue du Lemme 19 de [11]). Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 3, 4,
5 et 6. Soient 8 €]0,1[, v €]0,8/2] et Ky > 0. Soient 0 et 9 donnés par le Lemme 2.4.8.
Il existe alors une constante C' > 0 ne dépendant que de A, 0 et Ky (quitte a prendre K
plus petit) telle que : si 0 < e < g0, si ¢, g, et u® satisfont respectivement (2.92), (2.156),
et (2.155), il existe une suite & telle que

ut(x) — Z ek {a:d + EwZﬁkE’D(b(ek) (esy + 6”%) } &k

sup
$€D¢(9n+l) k=0
< 00 (1 e, ) + I, ) (2.175)
€kl < Cllu oy ay) - (2.176)

Comme pour le Lemme 2.4.6, la preuve se fait par récurrence, de la méme fagon que la
preuve originale de [11]. Notons qu’un point important de la démonstration, par rapport a
celle du Lemme 2.4.6, est la présence d’une donnée au bord ¢ issue des problémes rencontrés
en itérant les remises a l'échelle (car = +— x4 n’est pas nul au bord, en général). Il est
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crucial que ¢ soit aussi petite que possible pour la mise & I’échelle se fasse correctement.
Ceci motive d’imposer (2.156), de prendre des correcteurs adaptés, et de n’utiliser que
la direction orthogonale au bord e; dans le calcul de 'approximation du gradient, dans
Pestimation (2.159) du Lemme 2.4.8 (voir la Remarque 24).

Démonstration. Quitte a renormaliser, on suppose que
||9||cO,B(B(0,1)) <eo/2 et HUSHLoo(Dd)(l)) <L (2.177)

Grace au Lemme 2.4.8, (2.175) est satisfaite pour n = 0 avec

= ow(a
Cky(9)

qui, par le théoréme de la divergence, satisfait (2.176).
Supposons & présent que le Lemme 2.4.9 est vrai pour n > 0, et soit 0 < ¢ < g9f™F1.
On pose alors € :=ef "1 2z =01z et

n —k k
v(z) =9 HI+Y) <u5(9”+1z) - Z g* {0"+1zd + sz =Ds () (9”+1_kz) } §k> )

k=0

Par hypothése de récurrence

[0l oo (g-n-1D, (gnt1y) < 1- (2.178)
( 5(67F1))
En outre,
1 x —n— n
—div (A (?) : Vv(z)) =0 dans 67" 'Dy(0"11),
v(z) = g(2) sur 07" TTA, (071
avec

g(z) — a(fnfl)(lJr’y)g(enJrlz) . H(fnfl)(lJr’y) Z 97k+n+lzd€k —. §1 + §2'
k=0

Gréce a (2.156) et (2.177), on déduit par remise a I’échelle et en utilisant le fait que v <
B/2 que
Hgl‘|Cl,ﬁ(9—n—1D¢(9n+1)) < 0(6—7)(n+1)50/2 < 50/2, (2179)

Par définition,

gy 1 sup za —yal

g: —n— n < .
192l (91 Dy < L= 07 o yep-n-ray0m [z = yl'+o
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De plus, e4 est le vecteur normal a la surface Ay (0”“) en 0. Donc, si on note & :=
(1, ...,x4—1), on obtient

0 1o (07417) — 6 (0719)

sup |za — yal _ sup
zyeo—n1A, () |2 = Y T L yeB(0.0) |z —y|1+F
o (@ - g)|
<oV olgrs sup |
 ayeBo) T —y[tP
< Kogﬁ(nﬂ)‘
Ainsi, comme 5 > 2+,
g Ko +1
||92||Cl,ﬁ(97n71D¢(9n+1)) Sl — mm(” ).

Quitte a faire une dilatation des variables initiales, on peut supposer que K| est suffisamment
petit pour que Kopf7/(1 —07) < g9/2. Par conséquent

||§||Clﬁﬁ(9—”—1[)¢(9n+1)) S €0,

ce qui permet d’appliquer le Lemme 2.4.8, d’ot

sup
2€0-1—1 Dy (07 +2)

777,715 —n—1 n+1
v(z) — {zd + 97"715102 o707 (2)}

][ Ogv
anfchO (9n+2)

La formule précédente, réécrite avec u® et x, donne
& 0~ %*e, Dy (0%
ut(x) — Z ks {LL“d +ew, ©:Do(6%) (H*ka:) } &k
k=0

- Q'y(n+1) {fl’d + €w2*n*157D¢(6n+1) (Q*nflx)}

][ 8dv
anfchO (9n+2)

< 014—’7'

sup
€Dy (9”+2)

< g (n+2),

On pose alors

Ent1 ::][ Oqu,
anfchO (9n+2)

qui, par le théoréme de la divergence, puis grace a (2.178), satisfait
|fn+1| <C ||v||Loo(0,n,1D¢(6n+1)) <C.

Ceci conclut la démonstration de (2.175) et (2.176) pour n+ 1, d’ot la preuve par récurrence
du Lemme 2.4.9. O
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Nous pouvons a présent effectuer la :

Démonstration du Théoréeme 2.1.4. La démonstration du Théoréme 2.1.4 se fait en deux
étapes. Tout d’abord, dans I’Etape 1, on démontre une propriété de sous-linéarité au bord.
C’est a dire que, si I <n, on a

sup  |us(z) —uf(0)| < CO. (2.180)
z€Q(0,0)

Puis, dans 'Etape 2, on cherche & majorer le gradient Vu®(z) en distinguant deux cas :

1. soit x est loin du bord (situation z; sur la Figure 2.3), a I'échelle €/¢p. A ce moment
la, on utilise le Lemme 2.4.9, qui implique que |u®(z)| < d(z,09). En utilisant
le Théoréme 2.1.3, on obtient alors la majoration souhaitée sur Vu® (car on peut
dessiner autour du point x un boule suffisamment grande).

2. soit  est proche du bord (situation xs sur la Figure 2.3), a I’échelle €/¢y. Alors, on
fait un blow-up au niveau de x, et on utilise la régularité classique, qui permet de
majorer Vu®.

Q

A %4

e"""=a
-~ “~~
© -~

“‘—‘\— Borne L™ en d (z1,1'q))
' .

A}
1

1
+— Borne intérieure du gradient

Bx

To [

X Blow-up

FIGURE 2.3 — La stratégie de démonstration du Théoréme 2.1.4

Pour simplifier la démonstration, on suppose que 0 € I'g(0,1) et y = 0. On suppose en
outre que

[ 20,2y <1 et llgllersoz)) < 1 (2.181)
Tout d’abord, grace au Lemme A.3.4, on peut estimer u® sur ©(0,1)

145 ]lLoo 0,1)) < C U llLzo,2)) + C 19l B0,2)) < C- (2.182)
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Puis, on se donne 6, ~, g9 tels que dans le Lemme 2.4.9. On peut donc encadrer

0"t ey < e < 0"sy.

Etape 1 Démontrons (2.180). Pour cela, on définit

d
o(@) = u(x) — g(0) — 3 9;9(0) (zj + eSO (a:)) . (2.183)
j=1
Ainsi,
) x
—div (A (g) : Vv(aj)) =0 dans €(0,2), (2.184)
v(z) = g(x) sur I'g(0,2),
ou
9(z) == g(x) — g(0) = Vg(0) - z.
On déduit de (2.152), (2.181), et (2.182), que
[vllLe0 000,1y) <C- (2.185)
Par ailleurs,
||§||01,5(B(0,1)) <C Hg”CLB(B(O,l)) <C. (2.186)

Remarquons aussi que g(0) = 0 et Vg(0) = 0. Si I < n, on applique le Lemme 2.4.9 & v,
d’ou
-1

v(z) =Y oF {a:d + 611)37%’9(0’%) (9”“&:) } 13

sup
IEQ(O,el) k=0
< 00 (ollosqagony + 18lcrsmay) (2.187)

ol [§k| < C||vllp50(00,1))- De plus, grace a la Proposition 2.4.7 et a (2.185),
-1

> G {xd + et "0 (9*%) } £

sup
z€Q(0,0%)

-1
<O 0 (0 + e+ 0" ol o)

k=0
<. (2.188)
Ainsi, il découle de (2.185), (2.186), (2.187) et (2.188), que
sup |v(z)| < OO (2.189)
rEQ(O,Gl)

Puis, comme u(0) = ¢(0) et que g € CH?(Q(0,2)), ceci établit donc (2.180), grace a la
Proposition 2.4.7.
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Etape 2 Soit maintenant x € (0, 1/2) ; quitte & re-paramétrer, on peut prendre x = z4e4,
avec rq > 0 et 0 € 0. Alors, on a l'alternative suivante : soit x est loin du bord a
léchelle € /e, c’est a dire qu'il existe [ € [0,n — 1] tel que

Ol <zy <6, (2.190)
soit x est proche du bord a I'échelle € /e, c’est a dire que
0<zg<O™. (2.191)

On se place tout d’abord dans le cas (2.190). On applique alors le Théoréme 2.1.3 & u®
sur B := B (z,d (z,T'q(0,1/2))) et on déduit de (2.180) que

|Vl (z)| < CO~ L sup [uf (y) — uf(0)] < C, (2.192)
zeB

Au contraire, dans le cas (2.191), on considére
v(z) :=uf(0"z) — u(0),

qui satisfait —div (A (z/(¢6~™)) Vu(z)) = 0 dans 67"Q(0,0™). Par un résultat classique |64,
Cor. 8.36 p. 212|, on obtient que

IVl o0 9-nao,omt1y) < C lvllpee 9-nao,omy) + C 9 (0" )l crsm0,1) -

En remettant alors a I’échelle 1, et grace a (2.189),

IV | e 0, 6n1y) SCO"H [ = % (0) |00 (ag0,6m)) + C N9l im0
<C. (2.193)

Les estimations (2.192) et (2.193) permettent alors de conclure que, dans tous les cas,
V(| oo (0,1 /2)) < C- (2.194)

En recouvrant ensuite (0, 1) de boules plus petites, on arrive au résultat désiré. O

2.5 Estimations dans le cas inhomogéne

Les preuves de cette Section sont des adaptations des arguments de [94]. La différence
majeure vis-a-vis de cette référence concerne le cas ol on ne fait des hypothéses que relati-
vement & la matrice A et non a la matrice A”. En effet, les correcteurs de la matrice A et AT
ont des propriétés potentiellement différentes (voir le contre-exemple de la Section 2.2.7).
C’est pourquoi nous avons tenu a utiliser le moins possible les correcteurs de la matrice AT
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2.5.1 Estimations sur la fonction de Green G°¢

Dans cette section, nous discutons et démontrons le Théoréme 2.1.5.
Soit un domaine régulier borné Q C R?. Rappelons tout d’abord (voir [72, Th. 1.1 et
Th. 1.3]) que, si A satisfait 'Hypothése 1, alors I’équation suivante :

) x
—div (A <E> V,GE(x, y)) = 5,(x) (2.195)
posséde une unique solution G¢ telle que, pour tout R > 0,
G°(y) € H (\B(y, B)) N Wy (). (2.196)

La fonction G¢ est appelée fonction de Green de Dirichlet sur € associée & 'opérateur
—div (A (£) - V). Elle satisfait (2.20) et

€
V.G (-,y)HLdgl,oo(Q) <C Yy € Q, (2.197)

VG (z, ") Va € Q, (2.198)

[

()
ou C dépend seulement de p. Ici LP*°(Q) désigne 'espace de Marcinkiewicz équipé de la
semi-norme (voir [21])

[fllLpee = sup' { € Q| f(2)] > 3",

pour p > 1.

Remarque 26. Dans le cadre de notre démonstration, il devient nécessaire de supposer
que AT vérifie les Hypothéses 3, 4, 5 et 6 pour démontrer les inégalités (2.22) et (2.23).
En effet, le gradient V,G est la solution d'une équation elliptique qui fait intervenir AT et
non A.

Remarque 27 (Architecture logique). La démonstration du Théoréme 2.1.5 repose sur les
Théorémes 2.1.3 et 2.1.4. Les estimations sur les fonctions de Green et leurs dérivées du
Théoréme 2.1.5 seront utiles par la suite, et serviront a démontrer la Proposition 2.1.7, les
Lemmes 2.6.1, et les Théorémes 2.1.9, 2.1.12, 1.1.3, et 1.1.4.

La démonstration du Théoréme 2.1.5 repose sur le constat suivant : les fonctions z +—
G®(x,y), et x — V,G*(x,y) sont toutes deux solutions d’'une équation elliptique du type

—div (A (g) : Vus(x)> =0

sur tout ouvert ne contenant pas y. En appliquant le Théoréme 2.1.3 sur des boules bien
choisies, on peut alors majorer V,G¢(x,y) grace a 'estimation établie sur G°(z,y), et on
estime de méme V,V,G*(z,y).

Démonstration du Théoréme 2.1.5. Nous supposons tout d’abord que A ne satisfait que les
Hypotheses 1, 2, 3, 4, 5, et 6.
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Preuve de (i) Nous démontrons tout d’abord que G¢ vérifie bien (2.21). Soit z¢ € Qy,

Yo € 2, g # yo. On pose

min (d(zo, 92), |zo — yo|)
5 .

Comme d(zg,09) > d(21,09) et que |xg — yo| < Diam(£2), alors il existe C' ne dépendant
que de € et ) telle que

R:= (2.199)

|20 — yo| < CR. (2.200)
Par définition

—div, (A (g) - V.G (x,yo)) =0 dans B (zg,R). (2.201)

On peut alors appliquer le Théoréme 2.1.3 & = — G¢(x,yp), d’ou

1/2
C
|VmGE (,f[jo,yo)‘ S E <][ |G5(x7y0)‘2d$> .
B(zo,R)

Par (2.20) puis (2.200), on obtient alors

1/2 1/2
][ oy )|2d$ / e ][ <1 >2(d2) " / < c
» Yo ~ — < ’
B(zo,R) B(zo,R) R |20 — yol9—2

ce qui donne
IV2G* (z0,30)] < Clao — yol' ™7,

c’est a dire (2.21).

Preuve de (i’) Supposons que A satisfait aussi I’'Hypothése 7 pour un certain v €]0, 1].
La fonction G®(-,yo) satisfait (2.201) et la condition au bord G¢(z,yo) = 0 si z € 9. Par
conséquent, grace au Théoréme 2.1.4, et plus précisément, en remettant (2.19) a I’échelle
sur des domaines Q(zg, R), avec R = |xg — yo|/2, on démontre que I'Estimation (2.21) est
valide pour tous x,y € Q.

Preuve de (ii) Supposons maintenant que A7 satisfait aussi les Hypothéses 3, 4, 5 et 6.
Par [72, Th. 1.3|, G*(z,y) = G%(y,z), o G5 est la fonction de Green de Dirichlet de
Popérateur —div (AT (2) - V) sur . Donc en utilisant (2.21) sur G3.(y, x), on obtient (2.22).

Soient xp # yo € 1, et R défini par (2.199) (on a encore (2.200)). En dérivant (2.201)
par rapport & yg, on obtient

—div, (A (g) -V, V,G* (x,yg)) =0 dans B(zg,R).

Ainsi, par le Théoréme 2.1.3,

1/2
V.V, G (z0,90)| < CR™? <][ |VyGE(:c,y0)]2dx> .

B(zo,R)

En utilisant (2.22), on en déduit alors (2.23).
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Preuve de (ii’) Supposons enfin qu’il existe v > 0 tel que A et AT satisfont aussi 'Hypo-
thése 7 pour un certain v €]0, 1]. Alors on peut utiliser le Théoréme 2.1.4 sur G° et V,G*,
car G*(z,y) =0siy € 0Q, et V,G*(z,y) = 0 si z € 09Q. Par conséquent, on peut remplacer
dans la preuve ci-dessus les boules par des ensembles Q(zg, R) (touchant le bord 92 mais
évitant cependant les singularités x = yp). On établit ainsi les estimations voulues (2.22)
et (2.23) pour tous x,y € Q. O]

2.5.2 Estimation sur u°¢ dans W?

Dans cette section, nous discutons et démontrons la Proposition 2.1.6.

Remarque 28 (Architecture logique). La Proposition 2.1.6 repose sur le Théoréme 2.1.3 et
un lemme de mesure (le Lemme A.3.9 en Annexe). Soulignons que la démonstration de la
Proposition 2.1.6 ne fait pas usage des estimations obtenues sur la fonction de Green G*
et ses dérivées (c’est a dire le Théoréme 2.1.5). Elle est ensuite utilisée pour démontrer le
Théoréme 2.1.11.

Démonstration de la Proposition 2.1.6. On se donne By une boule incluse dans 2B telle
que 8By C 2B. On veut appliquer le Lemme A.3.9 & Vu® dans By. Pour simplifier les
notations, on suppose que y = 0.

Soit B := B(yg, R) C 2Bg. Posons

uf =+,
ol uj satisfait

_div (A (g) .vui(x)) = div(H(z)) dans B (yo,4172) :

~ (2.202)
uj(x) =0 sur S <y0,4R> .

En testant simplement (2.202) contre uj, on obtient

<]{11§ |Wi2>1/2 <¢C (J{;g |H|2>1/2- (2.203)

Par ailleurs, on a
—div (A (g) : Vug(m)) =0 dans B (yo,4}~3) .

Donc, en appliquant le Théoréme 2.1.3 a u§ puis 'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on déduit

C 1/2 1/2
Vel <5 ([ 15— waR) <o (fvar)
R \J4B 4B 4B



118 CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION PERIODIQUE AVEC DEFAUT

Or, par inégalité triangulaire et en utilisant (2.203),

1/2 1/2 1/2
(o) ()" (o)
4B 4B 4B
1/2 1/2
() ()
4B 1B

1/2 1/2
963y <€ (L 190) e (fme) (2201)
4B 4B

Grace a (2.203) et (2.204), on peut appliquer le Lemme A.3.9, d’ou lexistence d’une
constante C ne dépendant pas de By telle que

<]{30 |Vu€|p> " <C { (ﬁBO |H|p> v + <]£BO |w€y2>1/2} : (2.205)

On se raméne & B gréace a un recouvrement fini par des boules By, ce qui conclut la démons-
tration. 0

D’ou

2.5.3 Estimations lipschitziennes intérieures

Dans cette section, nous discutons et démontrons la Proposition 2.1.7, qui permet d’ob-
tenir des estimations lipschitziennes.

Remarque 29 (Architecture logique). La Proposition 2.1.7 repose sur le Théoréme 2.1.5. Elle
est ensuite utilisée pour démontrer les Théorémes 2.1.12 et 2.1.11.

Remarque 30. Un point technique de la preuve ci-dessous est qu’on ne fait pas d’hypothése
sur AT dans I’énoncé de la Proposition 2.1.7; par conséquent, on s’interdit d’utiliser les
estimations (2.22) et (2.23).

La démonstration de la Proposition 2.1.7 reprend des ingrédients de la démonstration
du Lemme 3.5 de [94].

Démonstration de la Proposition 2.1.7. La démonstration se fait en deux étapes : dans 'Etape
1, on cherche & exprimer u® grace a la fonction de Green G¢. On régle la question des don-
nées au bord grace & un cut-off. Puis, dans ’Etape 2, on tire parti des estimations sur la
fonction de Green démontrées dans le Théoréme 2.1.5 pour borner uniformément Vu©.

Pour simplifier la preuve, on suppose que y = 0 et que u® est & moyenne nulle (quitte a ra-
jouter une constante). Ainsi, par l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, il existe une constante C'
ne dépendant que de la dimension telle que

][ \UEPSCRQ][ |Vus|?. (2.206)
2B 2B
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Etape 1 On note Ac(z) := A(%). On choisit une fonction de cut-off ¢ € C(3/2B) a
valeur dans [0, 1] satisfaisant

$=1 dans B, IVl iomy < CRT et ||v2¢}|Loo(2B) <CR™%  (2.207)
Remarquons que ||V (¢u®) |0 gy = [[Vu[| 0 (p)- Par ailleurs, grace a (2.24),
_div (As - V(o)) = — div (1A, - V) — A. - Vil - Vi — ddiv(H).

On utilise la représentation par fonction de Green de Dirichlet de —div (A; - V) sur 2B, que
I’on note G¢, et une intégration par parties pour obtenir

_:éng%yp%@»-Vu%w-V¢@xw
+1/ V, G (2,9). (0 () A-(y) - Voly)) dy

/’v )6()) - H(y)dy
) + 1 (z) + 5 (@), (2.208)

Nous allons montrer séparément que uj, u5 et u3 sont lipschitziennes sur B.

Etape 2 Soit x € B. Comme A, - Vu® - V¢ est nulle sur B, on peut dériver uj. Grace
a (2.21) et (2.207), on obtient alors

Vi ()] < VoG (2,y) (Ae(y) - Vu© (y) - Vo(y)) dy

2B\B

C
/ |Vue|
2B\B

<
1/2
gC( way?) : (2.209)
2B

~ Rl

De méme comme A, - Vu® - V¢ est nulle sur B et hors de 3/2B, on peut dériver u5 et

[Vuz(2)] <

/' VoV, G (2,y) (1 (1) Ac(y) - Vo (y)) dy
3/2B\B

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1/2 1/2
|Vus(x)| <CR™! (/S/QB\BIVxVng(w,y)zdy> (/3/2Blu€(y)l2dy> . (2.210)
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Alors, I'inégalité (2.23) permettrait de conclure immédiatement. Mais elle n’est pas néces-
saire. En effet, grace a I'inégalité de Cacciopoli, puis grace a (2.21),

1/2 1/2
(/ \VxVyGa(x,y)IZdy> <CR™! (/ \VxGE(w,y)\Qdy> <CR™
3/2B\B 7/4B\1/4B

Ainsi, on déduit de (2.210) et (2.206) que

[Vus(z)| <C <]£B |VU€|2>1/2. (2.211)

Montrer que uj est lipschitzienne se révele plus délicat. Mais u5 est aussi le terme le
plus significatif de (2.208) (on peut s’en convaincre en prenant ¢ = 1, ce qui supprime
les termes uj et u5 dus au bord). Remarquons tout d’abord que, par le théoréme de la
divergence, comme ¢ = 0 sur S(0,2R),

/23 Vy (G5 (z,y)o(y)) dy = 0, Vz € B. (2.212)

Ainsi, on a
u§(z) = /2 (6 @ )olu) - () ~ H(a))dy, (2.213)

En dérivant (2.213), et grace a I'égalité (2.212) précédente, on obtient alors

Viio) = [ 9, (V.6 @)ow) - () ~ H@)dy = |V, (G a)o() - VH )y
= [ Vi (VaGE e pota)) - (Hl) ~ Hla)dy

D’ou
Vis)] < [ [60)9, 6% w,0) + Vo) VaG(o.0)| [H ()  H()| dy.

Gréce 4 (2.21),

1
[ 190 VoG ) 1) = H @)l dy <CR [ o | dy

3/2B\B |z —yld-t
<C[H||y 00 (2p) -

En outre, comme H est bornée et S-holderienne, alors
| 16w, Va6 el ) ~ ) dy

< 1l am) | (

2 H e o) /3 sy TG @y (2.214)

) IVy VoG (2, y)| |z — y|’dy
15

Z,



2.5. ESTIMATIONS DANS LE CAS INHOMOGENE 121

Si on supposait que A7 satisfaisait aussi les Hypothéses 3, 4, 5 et 6, alors il suffirait d’utili-
ser (2.23) pour obtenir 'estimation voulue sur Vu§(z), & savoir :

IVt e ey < Cln (1+ Re™") | H g (om) + Ce” [ Hl| 0.5 (am) - (2.215)
De (2.209), (2.211) et (2.215), on obtient le résultat désiré (2.26). O

Toutefois, une estimation telle que (2.23) n’est pas nécessaire pour conclure. Comme
expliqué ci-dessous, on peut malgré tout démontrer (2.215) sans rien supposer sur AT, On
emploie pour cela I'inégalité de Cacciopoli sur une décomposition annulaire (cette preuve
est largement inspirée de [28]).

Démonstration alternative de (2.215). On note la couronne
C(Rl,Rg) = B(SU,RQ)\B(JJ,Rl). (2.216)

On a alors, par les inégalités de Cauchy-Schwarz puis de Cacciopoli, et enfin grace a (2.21),

1/2
€ —j\4/2 €
[ vGEl @) </ NG <x,y>|2dy>
C(2-78,2-i+15) C(2-i6,2-9+16)
1/2
< (295 ( / VoG () dy)
C(2-i—16,2-7+26)

1/2
<C (2_j5)d/2_1 / |z — y|_2(d_1)dy
- C(2-i-15,2-7+26)

<C.

Ainsi

~/13(x

IV, VoG (2, 9)] |z — ylPdy = Z / IV, VoG (2, 9)| |2 — ylPdy

C(2-3§,2—3+1§)

< 88 Z 2718 < 0 (B)6°
j=1
et

log(2R/$)

log(2)
1+1og(2R/9)

V,VaGE (2, )| dy < §j / Y, VoG (2, y)| dy < C——28240)
/3/213\13@5 | | 2:5,2j+15)| Y (= 9)l log(2)

Par conséquent, on déduit (2.215) de (2.214). O
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2.6 Approximations

Le but principal de la section est démontrer que u® et son gradient Vu® peuvent étre
approximés finement dans différentes normes I?, ou, de maniére équivalente, que R° et VR®
peuvent étre bornés (c’est a dire le Théoréme 2.1.11). Au passage, nous approximons la
fonction de Green G*, ses gradients V,G* et V,G*, et son gradient croisé V,V,G® (c’est a
dire les Théorémes 2.1.9 et 2.1.12).

Remarque 31 (Architecture logique). Les arguments essentiels sur lesquels reposent ces ré-
sultats sont les suivants :

1. R® satisfait (2.32), avec H® définie par (2.33) (c’est & dire la Proposition 2.1.8),

2. de ce fait, les différentes estimations démontrées dans les Sections 2.4 et 2.5 per-
mettent d’estimer R® & partir de H¢, soit directement via les Propositions 2.1.6
et 2.1.7, soit grace aux estimations sur la fonction de Green et ses dérivées données
par le Théoréme 2.1.5,

3. grace aux Hypotheéses 7 et 8, on peut controler H® (voir (2.78) et (2.79)).

2.6.1 Approximation de G*

En utilisant la stratégie de la Section 3.1 de [94], nous démontrons maintenant une
estimation point par point sur G° — G* sur tout le domaine (y compris prés du bord), a
savoir le Théoréme 2.1.9. Ici, G* est la fonction de Green de l'opérateur —div(A* - V) avec
conditions de Dirichlet sur un ouvert borné régulier €.

Remarque 32. L’estimation (2.37) est homogene : le gain de précision en € est compensé par
une perte d’intégrabilité en z = y. Elle correspond a 'estimation du Théoréme 3.3 de [94]
dans le cas particulier ou A est périodique (alors v = 1).

Remarque 33 (Architecture logique). La démonstration du Théoréme 2.1.9 repose sur les
éléments donnés dans la Remarque 31. Le Théoréme 2.1.9 sert a la démonstration du Co-
rollaire 2.1.10, du Théoréme 2.1.12 et du Théoréme 1.1.4.

Pour démontrer le Théoréme 2.1.9, on utilise un Lemme de De Giorgi-Nash-Moser
(Lemme A.3.4) jusqu’au bord du domaine. Puis, on majore ||u® — u*||; « en fonction de u*
(voir le Lemme 2.6.1 ci-dessous). Par un argument de dualité (voir le Lemme 2.6.2 ci-dessous,
qui estime ||u® — u*||; - en fonction de f € L?), on majore ||G*(x,-) — G*(x, )|, Puis, en
remarquant que G* joue le méme réle vis & vis de G¢ que uv* vis-a-vis de uf, on en déduit
une majoration point par point de la différence G°* — G* par la méme technique que celle
qui aura conduit & estimer ||u® — u*||} .

Lemme 2.6.1 (Extension du Lemme 3.2 de [94]). Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 2,
3, 7 et 8. Soit Q un domaine borné régulier de classe CYP, pour > 0. Soit zg € Q, R > 0,
p>d et q€]l,00[. Supposons que u € H' (Q(xg,4R)) et u* € WP (Q(x0,4R)) satisfont

~div (A (f) : Vus(x)) = —div(A* - Vu*(z))  dans Q(zg,4R),

£
ut =u” sur To(zo,4R).
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Alors il existe C' ne dépendant que de A, Q, q et p telle que
1= = 0¥ || oo ag ) SCR™9 N0 = | Lo(aqag ary) + CE“ R IVU* Lo (o )

_d_, N
+Ce"R* IV | oo ) (2.217)

La preuve du Lemme 2.6.1 repose sur le Théoréme de De Giorgi-Nash-Moser, sur le

Théoréme 2.1.5, et sur la Proposition 2.1.8 couplée a 'estimation (2.78).

Démonstration. Pour simplifier la démonstration, on suppose que zg = 0, que les correc-
teurs w; satisfont tous w;(0) = 0 et que le potentiel B donné par I'Hypothése 8 satis-
fait B(0) = 0. Soit tout d’abord € un domaine régulier de classe C1 tel que Q(0,2R) C
Q C Q(0,4R).

On se donne R¢ défini par (2.5). Alors, par la Proposition 2.1.8,

—div (A (g) ~VR€(.I)) = div (H%(z)) dans Q(0,4R), (2.218)

ot H¢ est défini par (2.33). On scinde alors R® = Rj + Rj, ou R satisfait

_div (A (g) : VRi(a;)) — div(H%(z)) dans 2,
R =0 sur 09,

ce qui implique que R5 est solution de

— div (A (g) : VRg(a:)) =0 dans €,
R5(z) = —5jéwj (g) oju*(z) sur O N o).

Par le Lemme A.3.4,

d
: C
1R Loe (0(0,m)) <C 52“’3‘ (g) dju” + il 182 La g3y »
=1 L= (@)
puis grace a 'Hypothése 7 et a une inégalité triangulaire,
v it 4 C
1RSI0 (20.)) <Ce"R' ||Vu*||Loo(§) + 2il ||RE||Lq(§) +C IIRille@) . (2.219)

Or, par définition de R® (2.5) et grace a 'Hypothése 7,

d
1B o) < Nl = wllpa() + CRYT|Y e (g) ju*(-)
=1 L>(Q)

=

<l = @y + Ce” RV | V|| (@) (2.220)
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On déduit de (2.219) et de (2.220) que
(| 5| <Ce"R"™V ||V o (g +£II = gm) T C IR gy - (2:221)
2llLe((o,r)) =% Willpeo (@) ™ Razg 1"~ % llLe() Ulpee(@) - %

En posant G° la fonction de Green de Dirichlet de —div (A (g) -V) sur ﬁ, on exprime
explicitement Rj

Rile) = [ Ge(ay)div () dy = = [ V,6%(w.n) - H(0)dy.
Ainsi, par I'inégalité de Holder,
RS @] < IVyG (2, Ml @) 1 )
puis, grace a ’Estimation (2.78), on obtient

[Ri(2)] <Ce” RV IVyG ()l () V20" o @) -

Comme p > d, alors p’ < d%lr Donc, grace au Lemme A.3.8 et au Théoréme 2.1.5,

1 _d-1
’ d

~ _d
19,65 (@, Ml @) <C|2)" T IV,65 (@, ) <CR' 7.

I} gty o @
Finalement on obtient
15 v 2—d_,y *
”Rl”Loo(ﬁ) <Ce"R™» HV2U HLP(ﬁ) . (2222)

De (2.221) et (2.222), on déduit que

C * —V _V *
B M| Loe 00, )) <R/ v = u*[lLa(.ary) + CR Ve IV 1o (0.4m))

+Ce R V2| poamy - (2.223)

En utilisant I'Hypothése 7 pour controler le terme € Z;l:l wj (£) 0ju*(x), Estimation (2.223)
implique & son tour (2.217). O

Muni du Lemme 2.6.1, on peut alors majorer en fonction du second membre la différence
entre u° et u* solutions de

— div (A (f) -Vua(x)) = —div(A*- Vu*(z)) = f(z)  dans Q,

€
uwt=u"=0 sur  Of).

(2.224)
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Lemme 2.6.2. Soit A satisfaisant les Hypotheses 1, 2, 8, 7 et 8, et Q un domaine borné régu-
lier de classe CLt. Soient p > d, xo # yo € Q, R := |xog—1o|/16. Fizons f € CZ(Q(yo, 4R)),
et u® et u* solutions de (2.224). Alors

9_4d_
[0 = [l oo (o r)) < CR 277 [ fllnw(q) - (2.225)
En outre, on a Uestimation globale suivante :
4" = ¥l o0y < C” [ fllLaqy - (2.226)

Remarque 34. Le Lemme 2.6.2 fait écho a [94, Th. 3.4].

La démonstration du Lemme 2.6.2 repose d’une part sur le Lemme 2.6.1 et d’autre part
sur I'utilisation de la théorie hilbertienne pour majorer |u® — u*||; 4. La subtilité technique de
la preuve ci-dessous est qu’il faut s’assurer de I’homogénéité en R de chacune des estimations
effectuées. Cela implique notamment de faire des injections de Sobolev homogénes et de
démontrer des estimations fines sur Vu* et V2u*.

Démonstration de l'estimation (2.225) du Lemme 2.6.2. On invoque le Lemme 2.6.1, lequel
implique que u® — u* satisfait (2.217) pour ¢ < 2, dont nous allons controler précisément
chaque terme a droite afin d’établir (2.225).

Le raisonnement se fait en 3 étapes. Dans 'Etape 1, nous commengons par démontrer
des estimations fines sur Vu*(x) et V2u*(x), selon que x est proche ou loin de yg. Puis, dans
I'Etape 2, nous employons la Proposition 2.1.8 pour estimer ||[u® — u*||; 4. Pour ce faire, nous
allons invoquer la Proposition 2.1.8 pour estimer R® définie par (2.5). Malheureusement,
comme R° ne satisfait pas des conditions de Dirichlet homogeénes, il faut scinder R® en deux
parties, chacune résolvant un probléme elliptique ayant respectivement une condition au
bord de Dirichlet homogéne, et un second membre nul. Enfin, par la sous-linéarité renforcée
des correcteurs, on parvient a transformer le controle sur R en un controle sur u® — u*.
Enfin, dans '’Etape 3, on utilise les estimations des Etapes 1 et 2 et le Lemme 2.6.1 pour
démontrer I'estimation voulue.

Etape 1 : Majorons tout d’abord |V2u*| et |Vu*|.
On majore difféeremment Vu*(x) selon que x est proche ou loin de yg. Tout d’abord,

[Vu*(z)] <

/ V.G (2, 9)f (y)dy
Q(yo,4R)

<C|V2G*(z, ')HLP'(Q(yoAR)) HfHLP(Q) :

Donc, par le Théoréme A.3.7, grace a (A.9),

1 /
. <C 1 | /p
[Vu*(z)] < BlyodR) W Y HfHLP(Q) :



126 CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION PERIODIQUE AVEC DEFAUT

Comme p > d, alors p’ < d%dl. Ainsi,

1/p d—p'(d—1) .
1 CR ¥ si |z —yo| <8R,
mogpan ¥ =y .
B(yo,4R) |T — Y| CRY |z —yo| ™! si |z — yo| > 8R.

D’ou
Vu* <C Rd_% 2.227
’ u (.CE)| = HfHLP(Q) max(Rdfl,]x—yOW*l)' ( : )
Notamment, on a I’estimation suivante :
* 1-¢
[Vu ”Loo(Q) <CR 7 HfHLP(Q)‘ (2.228)

De méme, on majore difféeremment V2u*(z) selon que x est proche ou loin de yy. Grace
a [64, Th. 9.15 p. 241] et |64, Lem. 9.17 p. 232],

HVQU*HLP(Q) < O fllwi - (2.229)

Pour z € Q\B(yo,8R), en utilisant I’Estimation (A.10) du Théoréme A.3.7,

V2 ()| = /Q o Vi @)y
Yo,

2 vk
<[V o ooy 1 e

Rd—d/p
<Ci—3 2.230
— |£L‘ _ y0|d ||f||LP(Q) ( )

Etape 2 : Bornons maintenant [[u® — w*{|;4(q(z,,4r))- Quitte a enlever une constante, on
suppose que

w(yo) =0, et B(yo) =0. (2.231)

On pose alors R® définie par (2.5) et H® est défini par (2.33). Pour majorer R®, on scinde R® =
R7 + R5, ou
— div (A (g) : VRi(a;)) — div(H%(z))  dans €,

R =0 sur 09,

(2.232)

“ —div(A(Z)-VR@) =0  dans ©

d z (2.233)
2(x) = —Ezwj <*> Oju*(xz)  sur 0.
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Estimation sur Rj : En testant (2.232) contre Rj, on obtient
VRl 2 ) SCIH 120 - (2.234)
Nous prétendons que
€ vpi-diiv
|1 H ||L2(Q) < Ce"Rz 7 Hf“LP(Q)' (2.235)
En effet, si v = 1, (2.235) est une conséquence de I'Estimation (2.78), de [64, Th. 9.15 p.
241] et [64, Lem. 9.17 p. 232| et de I'inégalité de Holder. Si maintenant v # 1, il va falloir

utiliser les majorations plus fines précédemment montrées sur V2u*. Grace a (2.230) et aux
Hypothéses 7 et 8 (et grace a (2.231)), on a

1—v\ 2
HeE SCEVRd_d/p f / <’1’—y0’) dz
I 208 o sm) 110 Q\B(yo.sR) \ |7 — ol

Diam(Q2) 1/2
ORI | flypqy ([ 22

<Ce"RY“P|f| () RV
<CeRYZPHIV || £l o) - (2.236)

1/2

De plus, grace a (2.78), a I'inégalité de Holder et a (2.229),

I 12 yo,smy) SC“RT (V0| o g0 8))

<C=v RY/2-d/pH1-v HVQu*HLp(Q(yO,SR))

<O RV | g - (2.237)

De (2.236) et (2.237), on déduit (2.235).
De (2.234) et (2.235) découle 'estimation suivante :

v d_d 1-v
HVRiHL%Q) <Ce"R2™ " Hf”LP(Q) : (2.238)
Par I'inégalité de Holder, puis par injection de Sobolev de H}(€2) dans L%(Q),

d_(d_4q
| R o emoamy CRe VRS

_2d_
472 (Q(z0,4R))

d d
<CR™72 || VRS |10 »
d’ot, grace a (2.238),

d_y

a_
1R | a(aeoary) <CE“RZT172 7" [1f liaga) (2.239)
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Estimation sur R5 : Appliquons le principe du maximum sur R§ (voir [64, Th. 8.1
p. 179])

d
€z *
1RSIy < |[E Y ) <E> oju*(z) : (2.240)
=1 Lo (9Q)

Ainsi, par I'Hypotheése 7, on déduit de (2.240) et (2.227)

_ 1-v
1R [ Lo () <Ce"R* 1f1lLe () sup { ’3;_1%’ a1 }
reoq | max (R4, [z — yo|97)
Or

|z — ol A

ER Y WSRQ T osilz—yl <R
R (o —uald1) — Y |z —qolt—? _

max ( = wol4h) Lr—-ngl < R¥™V iz —yo| > R

Par conséquent,

_y_d
RS [l o0 () SCE"R*™ 7% || fll oy - (2.241)

Bornons u® — u* Enfin, par inégalité triangulaire,
d .
[uf — u*HLq(Q(onR)) < ngj <g> du*
=1 La((z0,4R))
+ 1R llLa@aoar)) T M lLa(oaoar)) - (2.242)

Or, par 'Hypothése 7 et par (2.228) (rappelons que |xg — yo| = 16R) :

d
€ Z wj (;) oju”
J=1 L4(Q(z0,4R))

<cne| ()

) *
€ HLoo(Q(IOAR)) VU™l oo (ag )

< CR¥ 7777 | fllpoiey - (2.243)

Donc, on déduit de (2.242), (2.241), (2.239), et (2.243) que

d_d_,
[[u® = U*”Lq(ﬂ(onR)) < Ce"R*ay HfHLP(Q) : (2.244)
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Etape 3 : Nous rassemblons maintenant les estimations démontrées dans les Etapes 1
et 2. De (2.217), (2.228), (2.229) et (2.244) découle (2.225), ce qui conclut la preuve. O

La démonstration de (2.226) est beaucoup plus simple :

Démonstration de l’estimation (2.226) du Lemme 2.6.2. Soit p > d. On reprend la démons-
tration ci-dessus, qui nous ameéne donc aux estimations (2.238) et (2.241). Cependant, on
utilise ensuite 'injection de Sobolev sur tout €2, ce qui induit 'inégalité suivante a la place
de (2.239) :

||Ri||L¢1(Q) <C¢” ||f”Lp(Q) . (2.245)

On en déduit donc
[0 = w[La) < C” I fllLe(q) - (2.246)
ala place de (2.244). Alors, I'Estimation (2.226) découle de (2.217), (2.228), (2.229) et (2.246).
OJ

Nous sommes a présent en mesure de démontrer le Théoréme 2.1.9, qui repose sur un
argument de dualité.

Démonstration du Théoréme 2.1.9. Comme la démonstration du point (i) est une version
simplifiée de la preuve du point (ii), on commence par démontrer le point (ii).

Démonstration du point (ii) Soient p > d, xo,y0 € Q et R := |xg — yo|/16. Soit f €
C°(yo,4R)) et u® et u* satisfaisant (2.224). Par définition :

wmzéﬁmwmm/ et wwzéwwwmmﬁ

Ainsi le Lemme 2.6.2 implique que

[ (6% G0) = 6" (o) £(000| < CRE Uy
D’ou, par dualité,
1G= (20, ) — G* (20, Ml (agoary < OB 77" (2.247)
Supposons maintenant que AT satisfait les Hypothéses 4, 5 et 6. Comme

— div, (AT (g) . VyGE(aso,y)) =0 dans  Q(yo,4R),
— div, ((A*)T - VyG* (o, y)) =0 dans  Q(yo,4R),
G*(xg,-) = G*(xp,+) =0 sur I'o(yo,4R),
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on peut appliquer le Lemme 2.6.1 & G(zg, ) — G*(xg, ) avec ¢ = p’. D’on
|G= (20, 90) — G* (0, y0)| SCR™ P || G* (o, ) — G* (o, N’ @o.ar))
+Ce"R'™" ||V, G* (o, oo (yo.4))

+ R (V)2 6*(x0, )

LP(Q(yo,4R))

Or, grace aux Estimations (A.9) et (A.10) (on peut intervertir les roles de z et y car AT
satisfait les Hypotheéses 3, 7 et 8), et en invoquant (2.247), on obtient

|G (0, y0) — G* (20, y0)| <Ce”R?*~¥7.

Comme 16R = |xg — yol, cela conclut la démonstration du point (ii) du Théoréme 2.1.9.

Démonstration du point (i) Le point (i) se démontre par dualité & la maniére de (2.247),
en utilisant 'estimation (2.226) a la place de 'estimation (2.225). O
2.6.2 Approximation de u° dans L

Nous justifions dans cette section le Corollaire 2.1.10.

Remarque 35 (Architecture logique). Le Corollaire 2.1.10 repose entiérement sur le Théo-
réme 2.1.9 et sur un théoréme de convolution dans des espaces de Marcinkiewicz. Il permet
ensuite d’établir le Théoréme 2.1.11.

L’Estimation (2.226) du Lemme 2.6.2 établit le point (i) du Corollaire 2.1.10. Le second
point découle du Théoréme 2.1.9.

Démonstration du Corollaire 2.1.10(ii). L’Estimation (2.39) une conséquence de 'inégalité
de convolution [157, Th. 3.4] (voir aussi [127]). En effet, grace au Théoréme 2.1.9,

‘Ga(x7y) - G*(l‘,y)’ < EV’:E - y|2_d_ya
et g: x> |2|?>~97 satisfait
d
g € Li27(Q).

Supposons que p < +00 et que (2.40) est satisfaite. Ainsi, par I'inégalité de convolution
[157, Th. 3.4], si f € LY(f2), la fonction suivante

U= T / |G*(z,y) — G*(z,y)| f(y)dy
Q

est dans LP9(Q2) C LPP(Q) = LP(Q) car ¢ < p (voir |21, p. §]), d’onr (2.39).
Le cas (2.41) se traite en utilisant le théoréme de Young classique. O
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2.6.3 Approximation u* dans W'»

Dans cette Section, on majore VR®, pour R®, u® et u* respectivement définis par (2.5),
(2.1) et (2.2). Selon l'intégrabilité et la régularité de f présente dans (2.1) et (2.2), on
estime V R® dans une topologie plus ou moins fine.

Remarque 36. Dans le cas (iii) du Théoréme 2.1.11, si  est de classe C?7 pour v > 0, on
a en outre que R° € W1°(Q). C’est une conséquence du Théoréme [64, Th. 6.14 p. 107]
appliqué a u*.

Remarque 37 (Architecture logique). Le Théoréme 2.1.11 permet de démontrer le Théo-

réme 1.1.1 et le Corollaire 1.1.2. Il repose sur le Corollaire 2.1.10 et sur les Propositions 2.1.6
et 2.1.7.

Procédons maintenant & la preuve du Théoréme 2.1.11. Le Corollaire 2.1.10 fournit un
point de départ, en ce quil permet d’estimer [[u® — u*[|;2(q). Puis, on utilise la Proposi-
tion 2.1.8 qui fournit une équation elliptique sur R°. Alors, les différentes Propositions d’es-
timations 2.1.6, et 2.1.7, permettent d’estimer VR® dans les normes L” pour p € [2,400],
respectivement dans la norme L*°. La preuve est compliquée par le fait que R® n’est pas
nul sur 0). Pour gérer cette difficulté, le principe est de scinder R® en deux fonctions Rj
et RS, ou chacune satisfait un probléme elliptique, avec respectivement un second membre
nul ou des conditions au bord de Dirichlet homogeénes.

Démonstration du Théoréme 2.1.11. On pose €21 CC Qo CC 2. Montrons tout d’abord les
régularités annoncées sur R°.

Si f € LP(Q), pour p € [2,+0o0[, par [64, Th. 9.15 p. 241| et [64, Lem. 9.17 p. 232],
alors u* € WP(Q), avec

HVQU*HLp(Q) <C ||f||Lp(Q) ) (2.248)

En outre, une application directe de (2.197) et des estimations de Marcinkiewicz implique
que u¢ € W'P(Q) Par ailleurs, par la Proposition 2.3.3, w;(-/¢) € C1 (2), pour tout j €
[1,d]. Donc R¢ € WHP(Q).

Si maintenant f € COF (Q), quitte & prendre § < «, par [64, Cor. 8.36 p. 212|, on
au* e CLP (Q). En outre, grace a [64, Cor. 6.3 p. 93],

[ullc2(0,) < C Ifllcos ) - (2.249)

Donc R € WH(Q).

Preuve de (i) : Soit f € LP(Q2), pour p > d. Par la Proposition 2.1.8, R satisfait (2.32),
pour H¢ définie par (2.33). Pour pouvoir estimer VRE, il faut traiter a part la donnée au
bord. On scinde donc R® = R] + R5 ou

—div (A (g) : VR?(:U)) =0 dans €,

d
Ri(z) =Y w (g)@ku*(a:) sur Q.
k=1
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—di AR Ve — e .
div (A (5) VR2(x)) div (H¢(z)) dans €,
R5=0 sur  0f).

En testant I’équation précédente contre R5, on obtient
IVES 2y <CI1HE 2y
Alors, grace a (2.78) et a (2.248),
IVRllL2() < Ce” [[V2U || 2y < C” I f 2oy - (2.250)

L’estimation ci-dessus n’est pas totalement suffisante ; il faut encore raboter les termes de
bord se manifestant par Rj. En invoquant l'inégalité de Cacciopoli (Lemme A.3.2), on a

IVEill2(,) < CllRillz) < CllRlz@) + C IR L2
Grace au Corollaire 2.1.10(i), on a
1R® [l 20y < Ce” | fllpay - (2.251)

Par conséquent, grace a l'inégalité de Poincaré appliquée a RS, a (2.250) et a (2.251), on
démontre que

IVEillp20,) <CIVR3[lL2(q) + O [ fllo@) < C” 1 fllLr() - (2.252)
Alors, (2.250) et (2.252) impliquent que

IVE L2 () < Ce” 1 Flleq) - (2.253)

Soit f € LP(€2). On recouvre € avec un nombre fini de boules B; telles que 2B; C Qo
et on applique la Proposition 2.1.6 a4 R®. Ainsi,

1980y ) <C IV E Iy + C 1 ooy
De (2.253) et (2.78), puis (2.248), découle alors I'inégalité suivante :

HVREHLP (Q1) <Ce” HfHL2 + Ce” HVQU*
<Ce” HfHLP(Q)

ey

d’ou (2.42).

Preuve de (i’) : C’est une adaptation immédiate de la démonstration du Théoréme 2.1.11(3)
ci-dessus. Il suffit de remplacer 'estimation (2.251) par l’estimation suivante :

IR 20y < Ce” [l fllrz o) -

qui est une conséquence du point (ii) du Corollaire 2.1.10.
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Preuve de (ii) : Soit enfin f € C%?(Q). Quitte & changer 3, on suppose que 0 < § < a.
En recouvrant €2; d’un nombre fini de boules B; telles que 2B; C Qs (pour Qg tel que 2y CC
Qy CC Q) et en appliquant la Proposition 2.1.7 & R® on obtient
IVE [ oo () SCIVR |2, + Cce’ 1| ¢0.6 (62
+Cln(1+¢71) [1H |00 (02 -

En invoquant alors (2.253), (2.78) et (2.79), on déduit que

IV RE [l 00 02y <CE” 1 fllL2(qy + C” ™ HVQU*HCM(Q)

+Ce’In (2+&71) [V || oo g - (2.254)

De (2.249) et (2.254) découle (2.43). O

2.6.4 Approximation de V,G*, V,G* et V,V,G".

Dans cette Section, nous discutons et démontrons le Théoréme 2.1.12, qui permet d’ap-
proximer V,G*, V,G* et V,V,G® & l'aide des correcteurs et de la fonction de Green ho-
mogénéisée G*. Le Théoréme 2.1.12 est en fait une version du Théoréme 2.1.11 qui serait
fait pour un membre singulier (en 'occurrence un Dirac).

Remarque 38 (Architecture logique). Le Théoréme 2.1.12 est démontré grace aux éléments
évoqués dans la Remarque 31, et sur la Proposition 2.3.3. Il est ensuite utilisé pour établir
le Théoréme 1.1.4.

La démonstration du Théoréme 2.1.12 repose sur la Proposition 2.1.7, qui permet de
construire 'approximation sur V,G* a partir de celle sur G°, puis pour V,V,G*. Le Théo-
réeme 2.1.9 permet d’initialiser ce processus, en approximant G¢. La preuve ci-dessous re-
prend celle de [94].

La Proposition 2.1.7 et les Estimations (2.78) et (2.79) permettent de démontrer le :

Lemme 2.6.3 ( Analogue du Lemme 3.5 de [94]). Soit A satisfaisant les Hypothéses 1, 2,
3, 7 et 8. Soit xg € R? et R €]0,1[. Soit € €]0,1[. Supposons que, sur B := B(zq, R),

_div (A (%) . vus(x)> = —div (A" - Vu*(z)),

ot u* € C>(B). Alors, il existe une constante C' ne dépendant que de A et de « telle que

9

d
Vs (20) = V(o) = Y Yy (22) O (o)
k=1

< OR™ [ = oo () + CR™E" [ VU oo )

+Ce"R"™"In(2+¢71) HV2U*HL00(B) + CRY Vet HVZU*HCO,Q(B) . (2.255)
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Démonstration. Sans perdre en généralité, on suppose que xg = 0. Soit B le potentiel associé
a (2.27) (quitte a retirer une constante, on suppose que B(0) = 0), et on pose H® défini
par (2.33). Soit R® définie par (2.5). Alors, par la Proposition 2.1.8, R® vérifie :
—div (A (f) : VRE(J;)) = div (H(2)).
€

Donc, par la Proposition 2.1.7, avec 8 = « :

_d o
||VR€||L00<%B) <CR™2 ||VR8||L2(%B> + Ce HHEHCo,a(%B)
+Cln(1+ Re™ 1) HHEHLOO(%B) (2.256)
Grace aux Estimations (2.78) et (2.79), on déduit que
vpl-v 2
||H€HLO<>(B) S OE R Hv U*HLOO(B)’ (2257)

1 0.0 (m) < OB {| V20 || o,y + O RV | ) - (2.258)
Ainsi, on déduit de (2.256) que
IVE o (1) <CR™% IVEl2(15) + O R V20 | e
+Ce"R" (1+In(1+e71)) HVQU*HLoo(B) : (2.259)

Majorons ||[VR®||;» (1B)- De méme que précédemment, on scinde R® en deux parties, &
2
savoir R® = R} + Rj5, ou

—div (A (f) : VR?(Q@)) = div (H®(x)) dans B,

- (2.260)
Ri(z)=0 sur 0B,
et : .
—div(A(=) -VR5(x)) =0 dans B,
( (5) 2( )) (2.261)
R5(z) = R*(x) sur OB.
En testant (2.260) contre RS et grace a (2.257),
vpd4l—v
IVR |2y < CI1H ||y 2(m) < Ce"R2 ! HV2“*HL00(B)- (2.262)

En utilisant 'inégalité de Cacciopoli (voir le Lemme A.3.2), on déduit de (2.261) que

IVRS N2 (1) SCR™ [ BSllp2m) < CR™ RSl Leo sy -

1
2

Puis, grace au principe du maximum [64, Th. 8.1 p. 179], on déduit

d_
IV RS2 3y SORF IR ey - (2.263)

1
2
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Les estimations (2.262) et (2.263) impliquent a leur tour

d

HVREHLQ(%B) < R>~ 1|yR€|yLoo L ORIV, VHV%*HLOO(B). (2.264)

Grace a 'Hypotheése 7,

£Zwk< >6ku (x)

< CR'Ve" ||V |00 (g

L>(B)
D’ou
IRl 00 () < CRV” [V [0 ) + C [J0° = u* || oo ) - (2.265)
L’estimation (2.255) découle alors de (2.259), (2.264) et (2.265). O

La démonstration de (2.44) et (2.45) découle du Lemme 2.6.3 du Théoréme 2.1.9.

Démonstration des estimations (2.44) et (2.45). On se contente de ne montrer que (2.44),
comme (2.45) se montre exactement de la méme maniére. Soit xg # o, avec xg € 1,
Yo € Q. Si |xg — yo| < €, alors par le Théoréme 2.1.5, (2.44) est vérifice. On se concentre
donc sur le cas ou |zg — yo| > &.

On pose :

min (d(zo, 0%2), |zo — yol)

3 .
Remarquons que, comme d(xg,9Q) > d(21,09) > 0 et que |z — yo| < Diam(f2), alors il
existe une constante C' > 0 ne dépendant que de 2 et )y telle que

R:= (2.266)

R > Clzp — yol- (2.267)
Par définition, sur B(xo, R) :
. €T .
—div, <A (E) . VIGE(az,yO)) = —div (A* - V,G*(z,y0)) = 0.

Gréce au Lemme 2.6.3,

d
a $07y0 Z {513 + 8'11)] ( )}61]G (530,2/0)
7j=1
< CR™H|G* (-, y0) = G* (. 90) lpoe(m) + CR™" [ VaG* (-, y0) o0 (m)
+CR"e¥In(24¢71) H V2 G (-, yo H

+ CR e | (V2)? G ()|

Coa(B)
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Grace au Théoréme A.3.7,
VoG (20, )l ) < CR™,
2oy <

5270 <0

En outre, grace au Théoréme 2.1.9, 'estimation suivante est satisfaite :
IG= (-, y0) = G* (-, y0) [l oo ) < CE"R*F.

Par conséquent,

d
a xOvyO Z 5@]"‘8’(1)3 ( )}8xJG (330,340)
7j=1
<Ce’RV""In(2+e7Y),
dott (2.44). O

Nous sommes donc en mesure de montrer la derniére inégalité (2.46), qui repose sur le
Lemme 2.6.3 et sur (2.45).

Démonstration de l’estimation (2.46). Soit xo # yo € Q1. Si |zo—yo| < &, le Théoréme 2.1.5
donne le résultat souhaité. On se restreint donc a |xg — yo| > €. Nous avons précédemment
démontré que (2.45) est vérifiée. De méme que précédemment, on pose

min (d(zg, ), |zo — yo|)

R =
8

(2.268)

Remarquons qu’alors (2.267) est satisfaite.
Définissons

u®(z) == 0y, G*(x,y0),

u(x) = Zd:(?ylG*(a:, Yo) ((5lj + djw] (%)) :

=1
Alors,sur B := B(zg, R),

—div (A (g) . Vua(:n)) = —div (A* - Vu*(z)) = 0.

On peut donc appliquer le Lemme 2.6.3, grace auquel

Vuf(xo) — Vu( ZVwk< )8ku (x0)

< CR™|Juf — U |0 (py + Ce"R'"™"In (2471 ||V
+ CR Ve |Vt || poo(m) + CR V" || V20| 0.0 ()

HLoo(B)
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Or, grace a (2.45), on a,
[u® — o (m) < Ce’R'7"=41n (2+e71).

En outre, grace au Théoréme A.3.7 et comme d;; + 0jw; (y?o) est majorée indépendamment
de € et yp (voir la Proposition 2.3.3), u* satisfait

IV ey < CR, (2.260)
V26| ooy < CR™OH, (2.270)
V20| 0.0y < CR™TH (2.271)
Ainsi
d x
Vus(z) — Vu*(zo) — Z Vwy, (;0) Oxu™ (o)
k=1
<Ce’ln(2+e )R,
c’est a dire (2.46). O

2.7 Deux cas d’application

Dans cette section, nous appliquons les résultats précédents & deux cas particuliers : le
cas oll le champ de matrices A est périodique perturbé par un défaut, et le cas ou il est
quasi-périodique (avec une certaine restriction diophantienne).

Remarque 39 (Cas trés restreint d’interfaces). On peut aussi appliquer nos résultats au cas
d’une interface A entre deux milieux périodiques A(z-e; > 0) = A4 (z) et A(z-e1 <0) = A_
le long de l'interface {0} x R4~1 si :

(i) A est uniformément elliptique et bornée,

(ii) A4 et A_ sont uniformément a-holderiennes,

(iii) A4 et A_ sont périodiques de périodes commensurables dans Q (voir |28, Th. 5.1]),

(iv) les deux matrices homogénéisées relatives & A, et A_ sont identiques,

(v) la matrice A est uniformément holderienne au travers de l'interface {0} x R4,
En effet, dans ce cas, grace a [28, Th. 5.1|, il existe des correcteurs w; bornés (on montre
de méme qu'’il existe un potentiel B borné) : on obtient donc les conclusions des Théo-
rémes 1.1.1, 1.1.3 et 1.1.4 (ou en remplace v, par 1). Autant les hypothéses (i), (ii) et
(iii) (voire éventuellement I’hypothése (v)) sont raisonnables, autant I’hypothése (iv) est
extrémement restrictive : elle n’est pas satisfaite pour une interface générique (hors cas trés
particuliers). C’est pourquoi nous ne nous détaillerons pas ce cas.

2.7.1 Cas d’un coefficient périodique avec défaut

Le but de cette section est de démontrer que le cas périodique avec défaut rentre dans
le cadre théorique établi plus haut.
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La question de la construction de correcteurs associés a A est traitée dans |28, Th. 3.1
& Th. 4.1] et [25, Th. A.2] :

Théoréme 2.7.1 (Voir [28] et [25]). Soit r € [1,400[. Supposons que Aper et A satis-
font (2.47), (2.48) et (2.49). Supposons que Aper est périodique, et posons A = Aper + A.
Alors, il existe une solution w; au probleme
—div(A-(ej + Vw;)) =0 dans R,
. 2.272
lw @) (2.272)
1+ |z| |2+
qui s’écrit wj = w;-)er + wj, ot w?er est lunique -a l'ajout d’une constante prés- solution
périodique de

—div (Aper <ej + waer)) ~0. (2.273)
Sir > 1, il existe C' > 0 tel que
vaj”Lr(Rd) <C, Vi e [1,d]. (2.274)
En outre, si 1 <1 < d, alors il existe C' > 0 tel que
ijHLoo(Rd) <C, Vi e [1,d]. (2.275)

Remarque 40. Les résultats de l'article [28] étaient initialement énoncés dans le cas de
champs scalaires Aper et A. Toutefois, ils ont été généralisés & des champs de matrices dans
Particle [25].

Définition 2.7.1 (Correcteurs). A toute matrice A = Aper+ﬁ satisfaisant les hypothéses du
Théoreme 2.7.1, on associe des correcteurs w; = w;-)er +w; définis grace au Théoréme 2.7.1.
Quitte a rajouter une constante & wP, on impose que w;(0) = 0.

Ce théoréme a un corollaire évident en dimension d > 2 :

Corollaire 2.7.2. Soit d > 2. Sous les hypothéses du Théoréme 2.7.1, il existe une constante C >
0 telle que pour tout ¥ € [r,+o0] :

Remarque 41. Ce corollaire est issu du fait que Vw € L*(R) (voir |25, Th. A.2|).
Les correcteurs vérifient la propriété de sous-linéarité forte suivante :

Proposition 2.7.3. Soit A = Aper + A satisfaisant les hypothéses du Théoréeme 2.7.1.
Sir #d, alors il exviste C > 0 telle que pour tout j € [1,d] tel que pour tout z, y € R, on
a

w (2) = w (y)| < Cla —y'™, (2.277)

pour v, est défini par (2.50).
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Démonstration. Notons tout d’abord que wPe" satisfait naturellement ces estimations. En
effet, par [64, Cor. 8.36 p. 212|, pour tout j € [1,d], w?er € Ch*(Q). 11 suffit donc de
montrer (2.277) pour w.

Sir < d, v, = 1, estimation (2.277) provient directement du Théoréme 2.7.1. Supposons
donc que r > d. Par le Théoréme de Morrey [59, Th. 4.10 p. 167],

1252' xr —UA}/Z' y ~
@ ( >y|1yg |9l

|z —
D’ou (2.277) dans le cas ot r > d. O
On peut a présent construire un potentiel pour A (voir la Définition 2.1.1).

Proposition 2.7.4. Soient A = Aper—l—g satisfaisant les hypothéses du Théoréeme 2.7.1, A*

la matrice homogénéisée et w; les correcteurs associés a A. Il existe un potentiel B,ij associé
a (2.27). En outre, si r # d, il satisfait, pour tout x,y € R?,

|B(x) = B(y)| < Clz —y|'™, (2.278)

ou C ne dépend que de Aper, Aetr, et ou v, est défini par (2.50).

Remarque 42. Grace au principe du maximum et & une estimation lipschitzienne, le potentiel
exhibé est I'unique potentiel sous-linéaire a I'infini associé a (2.27) (a4 I’ajout d’une constante
pres).

Remarque 43. Les estimations (2.277) et (2.278) sont optimales pour r < d (car le potentiel
du cas périodique sature ces estimations). On observe que dés que le défaut est étalé (c’est
a dire que r est grand), le controle sur w et sur B se dégrade. Le cas r = d n’est pas traité
de fagon optimale, puisqu’on est forcé de se ramener au cas r > d.

Pour démontrer la Proposition 2.7.4, on va séparer d’abord la partie périodique de (2.27),
puis traiter le reste w grace aux estimations (2.65) et (2.66).

Démonstration. D’aprés le Lemme A.3.11, il existe un potentiel périodique Bjer, associé a

d

Mli(”’f’) = A, — Z (Aper)ij (z) (05 + Ojwy, ()) . (2.279)
j=1

Ce potentiel est de classe C1'® (voir la Proposition 2.3.3). Donc, il est immédiat que, pour
tous z,y € R?,
| Bper (2) — Bper(y)| < Clz — y|17w- (2.280)

Il reste donc & trouver B un potentiel associé a
M,@(az) = /T(J:) (0ik, + Ojwy, () + Aper () Ojwy, () . (2.281)

Quand on 'aura construit, B := Bper + B sera le potentiel recherché.
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Quitte a le prendre plus grand, supposons que r > 1. Soit p €]1, +00|. Alors

]
Or, si p € [r,+00], alors, grace au Théoréme 2.7.1, on a, pour tout j € [1,d], Vw; €
Lr (Rd,Rd) et A € LP (Rd). Donc, grace a l'inégalité (2.65), il existe un potentiel B €
WP (Rd,Rdza) associé a (2.281), et il existe une constante C' > 0 telle que

loc
|v2]

Si r > d, on choisit p = r dans (2.283). Alors, par le Théoréme de Morrey, on a, pour
tous =,y € R4

wo(aey SC NV o) + 4], oy 190l - (2:282)

<C. (2.283)

Lr(R?)

|B(x) - Bly)| < Cla—yl”, (2.284)

ce qui, joint a (2.280), implique (2.278) pour r > d.
Dans le cas ou r < d, on prend p; = r et p2 = 2d dans (2.282). Alors, en prenant p = 1
dans (2.66), on obtient

HEHLN(W) ¢

D’ou (2.278) pour v, = 1, pour r < d. O
On peut maintenant démontrer la Proposition 2.1.13.

Démonstration de la Proposition 2.1.13. Par hypothése, A et Ape, vérifient les Hypothéses 1
et 2. Il existe des correcteurs wfcr relatifs & Aper satisfaisant I’'Hypotheése 3. De méme, par
le Théoréme 2.7.1, il existe des correcteurs w; relatifs & A satisfaisant ’'Hypothése 3.

Par les Propositions 2.7.3 et 2.7.4, A satisfait les Hypothéses 7 et 8 pour v = v,.. Alors,
grace au Corollaire 2.2.2, on en déduit que A satisfait aussi les Hypothéses 4, 5, et 6. O

2.7.2 Cas d’un coefficient quasi-périodique

Dans cette section, nous démontrons que le cas d’'un coefficient quasi-périodique ellip-
tique et régulier rentre dans le cadre théorique bati plus haut, sous des conditions d’in-
commensurabilité entre les quasi-périodes. Notons que les résultats ne sont pas nouveaux,
et étaient déja annoncés dans [11] (nous renvoyons aussi & [8] pour le cas de coefficients
presque-périodiques).

On peut énoncer 'inégalité de de Garding :

Lemme 2.7.5 (Lemme 5.5 de [28]). Soient R et S satisfaisant I’Hypothése 9. Alors il
existe s € [1,+o00] et C > 0 tels que, pour toute fonction Q-périodique [P,

(/.

dxdy) SCIROVe+SOVy) [P geqey - (2:285)

)~ f
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Proposition 2.7.6. Soient Ape, satisfaisant (2.51) et I’Hypothese 1, et R et S satisfaisant
I’Hypothése 9. On pose A(z) = Aper(RO 2, S @ x). Soit fP € C2, (Q?) de moyenne nulle.
Alors l’équation suivante :

—div (A(z) - Vu(z)) = fP"(ROz,S ©z) dans RY, (2.286)
posséde une solution u quasi-périodique. Celle-ci s’écrit
u(z) =uP" (RO z,S 0 x),

ot uP® € C®(Q?) est Q%-périodique de moyenne nulle. Cette solution est, a l'ajout d’une
constante pres, l'unique solution de (2.286) parmi les fonctions quasi-périodiques bornées.

La preuve de cette Proposition est une généralisation immédiate de la preuve de [28, Th.
5.8, dont I’énoncé est ci-dessous :

Théoréme 2.7.7 (Théoréme 5.8 de [28]). Soient Aper satisfaisant (2.51) et I’Hypothése 1,
et R et S satisfaisant I’Hypothése 9. On pose A(x) = Ape(R © 2,5 © x). Alors, pour
tout j € [1,d], il existe une solution w; € C* (Rd) a Uéquation suivante :

—div (A(z) - (Vw;(z) +¢€5)) =0 dans RY,
|w(z)] R (2.287)

qut S’exprime comme
wj(zr) = w]" (RO z,5 O x), (2.288)
o Wb € O, (@),

Désormais, on appelle de tels w; des correcteurs quasi-périodiques associés & A. Re-
marquons que ces correcteurs permettent de donner une formule explicite a la matrice
homogénéisée A* relative a A :

d
= /2 Z (Aper)ij (z,y) (5jk + @-w}?er (x, y)) dzdy. (2.289)
=1

Remarque 44. Si on ne fait pas d’autre hypothése sur R et S que l'irrationalité des tous les
rapports R;/S; (ils peuvent éventuellement étre des nombres de Liouville-Roth), le résultat
[28, Th. 5.8] permet de construire des correcteurs w; dont les gradients Vw; sont quasi-
périodiques et & moyenne nulle -en revanche, on ne sait pas si les correcteurs eux-mémes
sont quasi-périodiques bornés. Dans ce cas, on peut malgré tout définir A*, et appliquer les
résultats des Sections 2.4 et 2.5.

On peut ensuite construire un potentiel associé a A :



142 CHAPITRE 2. HOMOGENEISATION PERIODIQUE AVEC DEFAUT

Proposition 2.7.8. Soient Ape, satisfaisant (2.51) et I’Hypothese 1, et R et S satisfaisant
UHypothése 9. On pose A(z) = Aper(ROx, SOx), et w; des correcteurs quasi-périodiques bor-
nés associés. Soient ensuite A* la matrice homogénéisée relative a A et M,i défini par (2.27).
Alors le potentiel B défini par

B (z) = /R (9:9a@ = »)Mi(y) - 0Ga(@ - y)Mi(y) ) dy

est quasi-périodique et s’exprime comme

B(z) = bper(RO 2,5 © z),

0l by € C2 (QQ,Rd3).

per

Remarque 45. La fonction bpe, dans le Théoréme 2.7.8 ci-dessus n’est pas le potentiel relatif
a Aper (d’ott notre choix typographique).

Nous procédons a la démonstration du Théoréme 2.7.8.

Démonstration du Théoréeme 2.7.8. Cherchons a résoudre

—AN} = M;j. (2.290)
Par (2.289), et comme Aper et wP® sont de classe ngr((f), on peut appliquer la Proposi-
tion 2.7.6, d’ou 'existence de Nper € CEZY(QQ) tel que

N(z) = Nper(RO 7,5 © )
est solution de (2.290). On pose alors
(bper)g (z,y) = (Riari + S5;0 z) (Nper)i (z,y) — (Rjamj + Sjayj) (Nper)ﬁC (z,y).

Ainsi, il apparait que B(x) = bper(R ® 2,5 ® x) est le potentiel recherché, car régulier,
borné, de moyenne nulle et satisfaisant

—~AB} = 9;Mj(x) — 8;M](x).

La Proposition 2.1.14 découle du Théoréme 2.7.7 et de la Proposition 2.7.8.



Chapitre 3

Fonctions de Green d’un probléme
d’homogénéisation périodique

Ce chapitre reproduit une prépublication en anglais [86].

Nous y étudions les fonctions de Green périodiques G, d’opérateurs elliptiques multi-
échelles Lu = —div (A(n-) - Vu), oit A est un champ Z?-périodique de matrices coercives et
holderiennes, et n est un entier arbitrairement grand. Nous y démontrons des estimations
locales sur ces fonctions G, (z,y), ainsi que leur gradients V.G (z,y) et V,Gy(z,y) et leur
gradient croisé V,V,Gy(z,y). Ces résultats sont valides en dimension d > 2, et s’appliquent
aussi & des systémes. En outre, nous construisons une décomposition de telles fonctions
Green & partir de la solution fondamentale, dans le cas ou la matrice homogénéisée est
symétrique.

Cette étude a été réalisée a partir de suggestions de Frédéric Legoll et Claude Le Bris.
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Decomposition and pointwise estimates of periodic
Green functions of some elliptic equations with
periodic oscillatory coefficients

Marc Josien

Abstract This article is about the Z9-periodic Green function Gy, (z,y) of the multiscale
elliptic operator Lu = —div (A(n-) - Vu), where A(x) is a Z%-periodic, coercive, and Holder
continuous matrix, and n is a large integer. We prove here pointwise estimates on Gy, (z,y),
VoGn(z,y), VyGy(z,y) and V,V,Gy(z,y) in dimensions d > 2. Moreover, we derive an
explicit decomposition of this Green function, which is of independent interest. These results
also apply for systems.

Keywords : Green function, periodic homogenization, multiscale problems.

3.1 Introduction

In this article, we consider the periodic Green function G, (x,y) associated with the
multiscale problem

— div (A(nz) - Vun(z)) —f(:r)—/ f for zeRY
Q
(3.1)
/ u, =0 and wu, is Q-periodic,
Q

where n € N is expected to be very large and Q = [—1/2,1/2]¢ is the unit cube in dimen-
sions d > 2. Hereafter, we write “periodic” for “Q-periodic”. Here A satisfies the classical
assumptions of ellipticity, periodicity and Holder continuity (see [11]). Our purpose is to
derive pointwise estimates for G, and its derivatives V,G,,, V,G,, and V,V,G,,. In specific
cases, we also express the periodic Green function GGy, in terms of the Green function of the
operator —div (A(n-) - V) in R%. We motivate this study by the fact that, although some
results that we show here are believed to be true and the theoretical material we use is now
classical, these results have not been, to the best of our knowledge, clearly established. In
particular, we refer the reader to [29], which collects several similar results, but concerning
the Green function of elliptic problems with periodic coefficients in R¢ (and not the periodic
Green function).

Estimating the behavior of the Green function of elliptic problems has attracted much
attention, as the Green functions are a useful tool for getting estimates. Indeed, the solu-
tion wu, to (3.1) can be written as an integral of the forcing term (e.g., f in (3.1), which can
be in the form f = div(H)), multiplied by the Green function. Thus, if the Green function
(or its derivatives) is controlled, then one can estimate the solution w,, (or its derivatives)
directly from the forcing term, using the Young inequality (see, e.g., [21, Chap. I p. 7-12],
and see |94] for such manipulations). However, let us remark that, by duality, such estimates
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can also be used to get back to the properties of the Green function. We refer the reader
to [94], which goes back and forth from properties of the Green function to estimates on the
solution to the oscillating problem.

The behavior of the Green function G of the following Dirichlet problem :

—div (A(z) - Vu(x)) = f(x) in Q,
u=0 on 0f2,

with elliptic and bounded matrix A has been explored in the seminal article [72] (here € is a
sufficiently regular bounded domain). Without any regularity assumption on A (and without
any hypothesis about the structure of A), the authors derive optimal pointwise estimates
on (. But they need to assume that the matrix A is continuous and sufficiently regular
in order to obtain pointwise estimates on the gradients V,G, V,G, and on the second
derivatives V,V,G. Loosely speaking, they show under suitable assumptions that these
quantities behave as if G was the fundamental solution to the Laplace equation (see |64,
Chap. II, p. 13-30]), namely (in dimension d > 3) :

IG(z,y)| < Clz —y| "2, (3.2)
IV.G(z,y)| < Clz -y, |V,G(z,y)| < Clz —y| "4, (3.3)
|V$VyG(a:, y)‘ < C\x - y\*d-

Since the domain of interest (2 is bounded, the above quantity |z — y| is bounded ; hence,
the difficulty in the above estimates is obviously when x is close to y. Their results have
been generalized to systems of elliptic equations. In particular, the same type of results is
proved in [55], provided that the matrix A is sufficiently regular.

On the opposite side, problems like (3.1) have the specificity that the coefficients A(n-)
are more and more oscillating when n increases, since the caracteristic scale 1/n of the
microstructure goes smaller and smaller. Therefore, the results that rely on the regularity
of the coefficient do not apply uniformly : the constants C' of the estimates (3.3) and (3.4)
blows up when n goes to infinity. With a totally different approach than above, Avellaneda
and Lin have proved that the solutions to oscillatory elliptic problems enjoy Hoélder and
Lipschitz regularity properties, if the matrix A is elliptic, periodic, and Hélder continuous
(see [11]). For that purpose, they introduced a so-called compactness method, showing that
the oscillatory problems inherit regularity from the homogenized problem. Applying their
results to the Green function in R? itself, they derived the same type of estimates as (3.2),
(3.3), and (3.4). We refer the reader to [29] for a review on the pointwise estimates on
multiscale Green functions in R¢, for matrices A that are elliptic, bounded, periodic and
sufficiently regular.

In [12], Avellaneda and Lin described the asymptotic behavior, in the limit where the
small scale vanishes, of the Green function in R¢ of periodic elliptic equations by using
the Green function of the homogenized problem. Using the same techniques, the authors
of [93,94] established the same kind of asymptotics for the Green function of the multiscale
problem set in a bounded domain, for Dirichlet and Neumann boundary conditions.
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Periodic Green functions can sometimes be expressed thanks to the associated Green
functions in the whole space R?. For example, such a decomposition can be found in [42]
for the case of the Laplacian. This consists in a series involving the Green function in R%,
translated on the grid Z¢. The main difficulty of this decomposition is to ensure that the
series actually converges ; in the case of the Laplacian, this is shown by resorting to the local
symmetries of the Green function of the Laplacian. We address the question of building a
similar decomposition for the case (3.1).

Most of the theoretical material and ideas used in the present article are borrowed
from [11,12,29,94| for the homogenization aspect, and from [42] for the decomposition of
the periodic Green function.

3.1.1 Main results

Before getting to the oscillatory problem, we first establish the existence and the unique-
ness of the periodic Green function for general periodic, elliptic and bounded coefficients.
Henceforth, we denote by a subscript “per” the functional spaces of periodic functions : for
example, Lger(Q) is the set of functions defined on R? that are periodic and square integrable
on the cube Q. We consider the operator

T: f+—u,
where f € L%er(Q) and v is the unique periodic solution with zero mean to
_div (A(2) - Vau(z)) = f(z) — / f ofor zeR: (3.5)
Q
where A is periodic, elliptic and bounded. Namely, there exists u > 0 such that A satisfies
plgP < A(w) €€ <" g vz, € € RY, (3.6)
Az + z) = A(z) Ve RY, 2 e 22 (3.7)

The operator T admits the following integral formulation, involving the so-called periodic
Green function G associated with the operator —div (4 -V) :

Tf(z) = /Q G, y) f(y)dy. (3.8)

By classical arguments (see, e.g., [72]), we first justify the existence and the uniqueness of
the Green function G. It satisfies the following equation :

—div, (A(z) - Vo.G(z,y)) = dy(x) —1 in Q, (3.9)
with periodic boundary conditions and lies in the functional space E containing all the
functions G(z, y) satisfying, for all p € [1, ﬁ) (by convention, if d = 2, then d/(d — 2) =

+o0) and ¢ € [1, d%ﬂ),
sup |G- y)llLp(q) < +00 sup [[VaG (-, y)lle(q) < +o0, (3.10)
yeQ yeQ

S‘ég 1G (=, ‘)HLP(Q) < +00, 51618 IVyG(z, ')”Lq(Q) < too. (3.11)
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Proposition 3.1.1. Let the dimension be d > 2. Assume that A € L (Q,Rdz) satis-

per
fies (3.6) and (3.7). Then there exists a unique periodic Green function G(z,y) associated
with the operator —div (A - V) -namely, G satisfies (3.8)- that is in the space E, defined
by (3.10) and (3.11). Moreover, the function G (x,y) := G(y, z) is the periodic Green func-
tion associated with the operator —div (AT - V). Last, G is the unique pertodic solution in E
to (3.9) with periodic boundary conditions satisfying

/QG(:L',y)dy =0 Vo € Q, (3.12)
and / G(z,y)de =0 Yy € Q. (3.13)
Q

The proof of Proposition 3.1.1 is postponed until Section 3.2.
Actually, if d > 3, the Green function is expected to satisfy :

sup |G(-, y d < 400, sup |V G(+,y d < 400, 3.14
e H ( >||Ld—2’°°(Q) P || T ( )HLd—l’oo(Q) ( )
sup ||G(x, - d < +00, sup ||V,G(x, - d < 400, 3.15
e 1G( )HLdiz,oo(Q) e [ Y ( )HLdil,oo(Q) ( )

when homogeneous Dirichlet boundary conditions are considered (see [72, Th. 1.1]). Here LP»*>°
denote the Marcinkiewicz spaces (see |21, Chap. I p. 7-11] for a reference on such functio-
nal spaces). Thus, the proposed space E is not optimal. However, for the purpose of the
present article, it not useful to find the optimal function space, since (3.14) and (3.15) are
a straightforward corollary of Propositions 3.1.2 and 3.1.3 below.

Using a method that can be found in [11, Th. 13| (see also the proof of [94, Th. 3.3|),
we show a pointwise estimate on the periodic Green function G associated with the ope-
rator —div (A -V). In dimension d = 2, this estimate on G(z,y) is logarithmic, which
introduces some technicalities.

per
tisfies (3.6) and (3.7). Let G be the periodic Green function associated with the opera-
tor —div (A - V). Then there exists a constant C' > 0 that only depends on d and p such
that the following estimates are satisfied, for all x € R® and y € x + Q, with x # y :

Proposition 3.1.2. Let the dimension be d > 2. Assume that A € L (Q,Rd2> sa-

ifd >3, |G(z,y)| < Clz —y|~ "+, (3.16)
ifd=2, Gl )] < Clog(2+ |z — ). (3.17)

The proof of Proposition 3.1.2 is postponed until Section 3.3.

One can apply the above result to the multiscale problem (3.1). Thus, if A € L3¢, (Q, Rdz)
satisfies (3.6) and (3.7), then the periodic Green function G,, associated with the opera-
tor —div (A(n-) - V) satisfies

if d >3, |Gl y)| < Cla =y~ (3.18)
if d =2, |Gz, y)| < Clog(2+ |z —y)), (3.19)
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In (3.18) and (3.19), the constant C only depends on d and .
Now, we consider a matrix A that is elliptic, periodic, and also Holder continuous :

AeCoe (Q,]R{d2> : (3.20)

for @ € (0,1). Using the results of [11], we derive pointwise estimates on the gradients VG,
and V,G,, and on the second derivatives V,;V,G,, of the periodic Green function G, asso-
ciated with the operator —div (A(n-) - V).

Proposition 3.1.3. Let the dimension be d > 2. Assume that A € L (Q,Rd2> sa-

per
tisfies (3.6), (3.7) and (3.20). Let G,, be the periodic Green function associated with the
operator —div (A(n-) - V). Then, there exists a constant C > 0 such that, for alln € N\{0},
r€RY and y € x + Q, with x # v,

VeGr(z,y)| < Clz -y, (3.21)
IVyGn(z,y)| < Clz — y| (3.22)
Vo VyGa(@,y)| < Clz —y| ™7 (3.23)

The proof of Proposition 3.1.3 is postponed until Section 3.4.

Let us underline that the salient point of Proposition 3.1.3 is that the constant C' does
not depend on the characteristic scale 1/n of the microstructure. The latter estimates are
not unexpected ; see, e.g., |29, Prop. 8| for similar estimates on the Green function in the
whole space R,

On the first hand, as is shown in [72, Th. 1.1], in the case of Dirichlet boundary condi-
tions, Estimate (3.18) does not require any regularity assumption on A. As expected, it is
also the case for periodic boundary conditions. On the other hand, Estimates (3.21), (3.22)
and (3.23) critically rely on the fact that A is periodic and sufficiently regular.

Using another approach, reminiscent of [42, p. 130-131], we show a decomposition for the
periodic Green function G. This formula extensively uses the corresponding Green function
G in R? of the operator —div (A - V), which satisfies

—div (A(z) - V2 G(z,y)) = dy(z) in R% (3.24)

Proposition 3.1.4. Let the dimension be d > 3. Assume that A € L, (Q,Rd2> sa-

tisfies (3.6), (3.7) and (3.20). Let G be the periodic Green function associated with the
operator —div (A(+) - V). Then, the function G can be decomposed as

+oo
G(x,y) = Z_:O kzp: H*z,9) |, (3.25)

where the functions H* are defined by

H*(x,y) == Gy — ) - / Glay+y — k)dy — / Glo + ',y — k)de!
Q Q

+ / / Glx+2',y+vy — k)dy'da, (3.26)
QJQ
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and the function G by (3.24), and the sets 'y, by
rmz{kezd,zm—lgk.(Ag)—l.k<2m+1—1},, (3.27)

where A% is the symmetric part of the homogenized matriz A* associated with the matriz A.

The proof of Proposition 3.1.4 is postponed until Section 3.5.

The above decomposition (3.25) naturally appears as a reasonable candidate, being close
(but not equivalent) to the decomposition [42, p. 130-131]. But the difficulty is to ensure
that the series actually converges, in the sense that

+o0o
Z Z H*(z,y)| < +o0 for z#uy. (3.28)
m=0 [keTy,

In [42, p. 130-131], where the Laplacian with periodic boundary conditions is studied, the
convergence is obtained by appealing to the local symmetries of the Green function of the
Laplacian. This cannot be applied to our case. Here, the convergence is a consequence of the
long-range behavior of the Green function G. Thanks to the periodicity of A, the function G
can be efficiently approximated at large scale by the Green function of the homogenized
problem (see [12,94]). Hence, taking advantage of the long-range symmetries of the Green
function of the homogenized problem, one can as well prove the convergence of the series
in (3.25). In this regard, we underline that, in general, the series (3.25) does not converge
absolutely with respect to k :

Z ‘Hk(m,y)‘ =400 for x#uy.
kezd

This fact appears as a byproduct of the proof.

Last but not least, it should be underlined that (3.18) is an obvious corollary of the proof
of (3.25), when considering the Green function G,, of the operator —div (A(n-) - V). Also,
it can be seen in the proof (in Section 3.5) that the constant C' in (3.25) does not depend
on n. Hence, the above decomposition provides an alternative way for showing pointwise
estimates on the periodic Green function G,,.

3.1.2 Extension to systems

Our proof of Proposition 3.1.1 concerning existence and uniqueness of the Green function
uses the De Giorgi-Nash-Moser theorem. In dimension d > 3, this ingredient can be replaced
by the WP and L estimates in [55, Lem. 2 & Lem. 3]. Therefore, the conclusions of Pro-
position 3.1.1 also hold for the periodic Green function of the operator Lu := (L%u)
defined by

a€ll,m]

m d m
Lou:=—div [ Y A% . v | == >0, | Y Ao |,
p=1 hj=1  \p=1
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where A = <A%ﬁ), for i,j € [1,d] and «, 5 € [1,m], m € N, is continuous, periodic, and
elliptic in the following sense :

d m
pel <3 N AP erel <t el vz € RY € = (68) € R™™, (3.29)

i,j=1a,8=1

In this case, the periodic Green function G' (which is a matrix) satisfies, for all a, v € [1,m],
—div, | Y AP (x)  V,GP(2,y) | =67 (5,(z) —1) in Q, (3.30)
p=1

with periodic boundary conditions, where %7 is the Kronecker symbol.

As can be seen in Sections 3.3 and 3.4, the proofs of Propositions 3.1.2 and 3.1.3 involve
arguments that are also valid if we study periodic oscillatory systems instead of equations
(note that the seminal article [11] dealt with systems). More precisely, if d > 3, the periodic
Green function G,, associated with the operator —div (A(n-)- V) satisfies (3.18), (3.19),

(3.21), (3.22), and (3.23), provided that A = (A?‘j’3> is periodic, satisfies (3.29), and is
Hoélder continuous. Notably, the Holder estimate [11, Lem. 9] can be used instead of the De

Giorgi-Nash-Moser theorem in the proof of Proposition 3.1.2. Besides, the Lipschitz estimate
borrowed from [11, Lem. 16] that we use in the proof of Proposition 3.1.3 also applies.

Finally, the decomposition (3.25) can also be generalized to the case of systems, using
appropriate sets I' ?‘n’ﬁ while decomposing G¢? (see Section 3.5.3).

3.1.3 Outline

Our article is articulated as follows. In Section 3.2, we prove by classical arguments
that there exists a unique periodic Green function, and that it is the solution to (3.9).
We thus establish Proposition 3.1.1. Next, in Section 3.3, we proceed with the proof of
Proposition 3.1.2. In dimension d > 3, the proof is based on a duality argument involving
the De Giorgi-Nash-Moser theorem. In dimension d = 2, using a trick from [11], it reduces
to expressing the 2-dimensional periodic Green function as the integral of a 3-dimensional
periodic Green function. In Section 3.4, combining Estimate (3.18) of Proposition 3.1.2
and the Lipschitz estimates of [11], we show (3.21) (and similarly (3.22)), from which we
deduce (3.23). Finally, in Section 3.5, we prove Proposition 3.1.4, which, under suitable
hypotheses, yields a decomposition for the periodic Green function. For the sake of simplicity,
we first study the case where the homogenized matrix is the identity in Section 3.5.1, and
then the general case in Section 3.5.2. Additional materials about such a decomposition in
the case of systems can be found in the Section 3.5.3.
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3.2 Existence, uniqueness and basic properties of the Green
function

We prove Proposition 3.1.1 by standard arguments (see [72]). First, we establish existence
and uniqueness by using the regularizing properties of (3.5). Then, we show that (z,y) —
G(y, x) is the Green function of the transposed problem by considering the adjoint operator
of T In a third step, we use the variational formulation of (3.5) and establish that the Green
function G satisfies (3.9), (3.12) and (3.13). Finally, we show the uniqueness of the solution
to (3.9), (3.12) and (3.13), using a variational argument.

Proof. The proof falls in four steps.

Step 1 : Existence and uniqueness Since A is elliptic, the Lax-Milgram theorem yields
that T is continuous from L2,.(Q) to L2..(Q). Moreover, if f € Lbe:(Q) for p > d/2, then,

per per

by the De Giorgi-Nash-Moser theorem (see [64, Th. 8.24 p. 202]) there holds

[ullioeq) = Cllfllie(q) -

Therefore, by duality, there exists a unique G(z,-) such that, for all x € Q, u(x) = T f(z)
can be represented as

)= | Gl sy (3.31)
and, for any p’ € [1,d/(d — 2)), there holds
sup |G, ) < C).

Clearly, G can be defined as a periodic function of = and y. Hence, (3.31) can be generalized
as

Tﬂ@—/}@ﬂ%wﬂmw, (3.32)

the latter formula being true for all z, yg € R%.

Let us now consider a regular function ¢ € C3Z, (Q,Rd), and u = Tdiv(¢). Once more,

by [64, Th. 8.24 p. 202], for all ¢ > d, there holds
HU”Loo(Q) <C Hu||L2(Q) +C Hd)”LfI(Q) <C H@bHLq(Q) : (3.33)

Yet, u can also be represented as

mmzécmwmwwm%
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and, by the theory of distributions, as

u(@) = = {VyG(@,), O o ()] 320

By (3.33), we deduce that V,G(z,) € LY (Q,Rd), and finally that

51618 IV, G(z, ')HLq’(Q) < 0(d),

for any ¢’ € [1,d/(d — 1)).
So far, we have established that there exists a unique Green function GG, and that this
function satisfies (3.11).

Step 2 : Transposition The proof given here relies on an argument involving the kernels
of adjoint operators. We define the operator

TV : f = u, (3.34)

where f € L2 (Q) and u is the periodic solution to

per
~div (AT -Vu)=f— [ f,
(A7 Vu) = f /Qf

with zero mean. We denote by GT the Green function of T'f.
We claim that T : L2, (Q) — L2.,(Q) and Th: L2..(Q) — L2 (Q) are adjoint of each
other. Indeed, for all f,g € L2..(Q), if u = T'f and v = T7g, we have

/ g(x)u(z)dx :/ Al (z) - Vo(z) - Vu(z)d
Q Q
:/ A(z) - Vu(z) - Vou(x)dz
Q
:/ f(x)v(x)de.
Q

In other words, for any f,g € Lger(Q),

| TH@g@s = [ Ty
Q Q
which is equivalent to
/2 F()G(z,y)g(z)dzdy = /Q2 f(@)GY (2, y)g(y)dzdy.

Therefore, GT(z,y) = G(y,z). As a consequence, G also satisfies (3.10). Hence, G € E.



3.2. EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE GREEN FUNCTION 153

Step 3 : Partial differential equation satisfied by G Let ¢ and % be two periodic
smooth functions. By definition of G,

/C2 Ax) -V, ( /Q G(x,yw(y)dy) Vo(a)da
- /Q ()6 (y)dy — /Q (y)dy /Q 6(x)da

The above identity can also be written in the sense of distributions as (the inversion of
integrals is justified since G satisfies (3.10))

<{ /Q Alz) -V, (G(z,)) - Vd;(x)dx} ,¢>[%(Q)1/7C%r@)

= ¢7 ¢7¢> .
< /Q (022, (Q)],C5(Q)

per

Therefore, there holds

/QA«c)-vm( ) Vo) /<z>

which implies that, in the sense of distributions,
—div (A(z) - VG(z,y)) = 0y(x) —
Thus, the function G satisfies (3.9). Since T'1 = 0, where 1 is the function which is identically

equal to 1, the function G satisfies (3.12). Moreover, this latter property, written for the
Green function associated with —div (AT . V), implies that G also satisfies (3.13).

Step 4 : Equivalence of formulations Assume that G € E satisfies (3.9), (3.12)
and (3.13). Let ¢,9 € C3e,.(Q). Then, by definition of G, there holds

/A VG(x y) - Vo(x) /¢

Testing the above equation against 1, we obtain

/ / V.G, 1) - V(@) (y)dady = /Q b(y) <¢<y>— /Q ¢> ay,

or, equivalently,

[0 Gmsins) otoa = [ w00 (s - )
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Now, since G satisfies (3.12), one can replace ¥ by 1 — le/} in the above equation and
obtain

/Q Ax) -V, ( /Q é(x,y>w<y>dy) V()

(oo f5) - [

which yields, by expanding the right-hand side term of the above equation,

JRER2 ( | Gle.)vl)dy) - Viola)ds = / (CE / v) oo

Therefore, the function
wiaes [ Glay)ody
Q
is periodic, and obviously satisfies the variational formulation associated with the equation

~div (A(x) - Vu(x)) = p(z) - /Q "

Finally, as G satisfies (3.13), then u has zero mean. Hence, u = T. As a consequence, Gis
the Green function of T'. This concludes the proof. O

3.3 Pointwise estimates on the periodic Green function

This section is devoted to the proof of Proposition 3.1.2. For technical reasons, we
proceed first with the case of dimension d > 3, and then with the case of dimension d = 2.

3.3.1 The case of d > 3

Pointwise estimates on the Green functions of elliptic problems with Dirichlet boundary
conditions have been established in the seminal article [72] of Griiter and Widman. Their
proof makes use of the comparison principle. The latter is an appropriate tool for an elliptic
equation with homogeneous Dirichlet boundary conditions : in this case, the Green function
is positive. But, such an argument fails when considering the periodic Green functions,
the sign of which varies (they have zero mean). As a consequence, here, we resort to a
duality argument and to the De Giorgi-Nash-Moser theorem (see [11, Th. 13]). Also, when
considering multiscale periodic elliptic systems, the latter theorem does not hold and the
Holder estimates of [11] are necessary for concluding the proof (see Section 3.1.2).

The proof below is a straightforward adaptation of the proof of [11, Th. 13|. The fact
that we study periodic boundary conditions do not raise substantial difficulties, since the
strategy involves local estimates.
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Support of f

—div (A(z) - Vu(z)) = — [o f

F1GURE 3.1 — Illustration of Step 1 of proof of Proposition 3.1.2.

Let us first explain in a few words the ingredients of the proof of Proposition 3.1.2
in the case d > 3. The first step of the proof consists in combining the De Giorgi-Nash-
Moser theorem, the classical Hilbert theory and the Sobolev injections in order to obtain an
optimal L estimate on the periodic solution u to (3.5) for localized right-hand terms f. By
a duality argument used in [11, Th. 13], this provides a local L? bound on the Green function
G(z,y). Using once more the De Giorgi-Nash-Moser theorem, this proves Estimate (3.16).

Proof of Proposition 3.1.2 in dimension d > 3. The proof falls in two steps.
Let zg € R yo € x9 + Q, xg # yo, and 2r := |zg — yo| (by periodicity, it is the only
relevant case).

2d

Step 1 : We recall first that the space Hl . (Q) is continuously embedded in L2 (Q) by

2d
Sobolev embedding (see [36, Th. 9.9 p. 278]). By a duality argument, L& (Q) is continuously
embedded in the dual of H._ ().

per
2d

Let us now consider f € L (Q) that has a support contained in B(yg, r/4) + Z% (see

2d
Figure 3.1). Define u as the periodic solution with zero mean to (3.5). Since Lié? (Q) is in

the dual of HIl)er(Q), then, by the Lax-Milgram theorem, u € Hrl)er(Q) and there obviously
holds

IVullzq) < CI\fHLd%(Q)- (3.35)

As the support of f is contained in B(yo,r/4) 4+ Z%, then u satisfies in B(zg, ) the following
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equation :

—div (A(z) - Vu(z)) = — /Q f=- {/B(WM) f} div <”” _dxo> .

Therefore, as a consequence of the De Giorgi-Nash-Moser theorem (see [64, Th. 8.24 p.
202|), there exists § € (0,1) and C' > 0 depending only on d and p such that

1/2
o MO o (P a
z,y€B(zo,r/2) T |‘T - y| B(zo,r)
1/(2d)
/ f <][ (r]:v—xo\)mda:>
B(yo,r/4) B(zo,r)
1/2
<C (][ |u(:6)|2d:1:> + Or? / fl.
B(zo,r) B(yo,r/4)

][ u(x)dz| + cr? sup 7|u(:n) — uéy)|
B(zo,r/2) z,y€B(z0,r/2) |$ - y‘

1/2
<Cr—d/? < / lu(z)|* dx) +Cr? / f‘ . (3.36)
B(zo,r) B(yo,r/4)

We now bound the two terms on the right-hand side. For the second term, by the Holder
inequality, we obtain
d+2

2d
/ fl < o' (/ f(2)| 7 da:) . (3.37)
B(yo,r/4) B(yo,r/4)

For the first term, again using the Holder inequality, we have

</B(m0,r) IU(ﬂf)Ide) " <Cr </Q ()| d:c> kS (3.38)

By Sobolev injection of H!(Q) in Ld%(Q) (and since u has zero mean),

+C

Therefore,

u(zo)| <

d—2

(/Q fu(x)| 2 dx>2d <C </Q yvu(x)ﬁdx) 1/2, (3.39)

whence, we deduce from (3.38), (3.39) and (3.35) that

a+2

1/2 o o
( / |u(x)|2d$) <Cr < / 1 (2)| 7 dx) . (3.40)
B(zo,r) B(yo,r/4)
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Finally, since 2r < V/d, (3.36), (3.37), and (3.40) yield

d+2

2d

u(zo)| < Cr@=2)/2 / F@) T de] (3.41)
B(yo,r/4)

Step 2 : The function u can be expressed thanks to the Green function as
) = | Gl sy

As a consequence, by duality, (3.41) implies that there exists a constant C' > 0 such that

a—2

2d
</( /)!G(xo,y)\f—d?dy> < Cr~ 22, (3.42)
B(yo,r/4

As G(zo, -) satisfies
—div, (AT (y) - V,G(z0,y)) = —1, (3.43)

in B(yo,7/4), then, using once more [64, Th. 8.24 p. 202|, we obtain (in the same manner
as (3.36))

1/2
1G (@0, oo (Byo.r/gyy < 74 / G(zo,y)dy | +Cr.
B(yo,r/4)

By the Hélder inequality, we deduce from the above estimate that

d—2
3d
2-d _2d_
1G (0, ML (Biyo,r/s)) <72 / |G(20,y)[ 42 dy +Cr?,
B(yo.r/4)

Finally, since 2r = |zg — yo| < v/d and thanks to (3.42), we deduce (3.18). This concludes
the proof of Proposition 3.1.2 in dimension d > 3. O

3.3.2 The case d =2

We now turn to the dimension d = 2. Thanks to a trick that can be found in [11, Th.
13| (see also [29, Prop. 4]), we show that the 2-dimensional periodic Green function G can
be expressed as

1 ~
Glay) = | G((w.0). (0 (349
where z,y € R? and ¢t € R in the equation above, and G is the 3-dimensional periodic Green
function of the following operator :
Lu := —div, (A - V,u) — yu. (3.45)

Next, applying Proposition 3.1.2 —which we have already proved in dimension d > 3 to the
Green function G, we deduce Estimate (3.19).
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Proof of Proposition 3.1.2 in dimension d = 2. The Green function G of (3.45) satisfies

= div, (A() - VaGl((2.1). (1,9))) = 9uC((@,1), (4. 5))
= 6,(x)ds(t) —1 in [0,1]* x [0,1], (3.46)

and, for all z € R?, ¢t € R,
1 ~
| Gt sy =o. (3.47)
(0,112 Jo

The coefficients of the operator L defined by (3.45) do not depend on (¢, s). Therefore, by
uniqueness of the Green function, the following identity holds :

G((z,1), (y,5)) = G((z,t = 5), (y,0)). (3.48)
By periodicity of G, integrating (3.46) along the t variable gives
1 ~
— div, <A(a:) Va {/ G((z,1), (y,O))dt}) =6,(r) =1 in [0,1]%
0

Moreover, (3.47) and (3.48) imply that, for all z € R

/[071]2 </01 G((,t), (y,O))dt> dy = 0,

and, for all y € R?,

/[0,1]2 </01 G((x,1), (y. 0))dt> dz =0,

Thus, by uniqueness of the Green function (see Proposition 3.1.1), we have established that
G satisfies (3.44).
Let z € R? and y € = + Q, x # y. Invoking (3.18), G satisfies

~ 1
‘G((vat)a (yao))’ < Cma
for all £ € R\{0}. Thus,

1
1
G(z,y g(]/ ———dt < Clog(2+ |z —y|),
G <C | ey 2+z—y)

which is (3.19). This concludes the proof of Proposition 3.1.2 in the case d = 2. O
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3.4 Pointwise estimates on the derivatives V,G,, V,G, and
V.V,G, of the multiscale periodic Green function

Proposition 3.1.3 relies on the Lipschitz theory of [11]. Indeed, if u,, satisfies
—div (A(nz) - Vup(z)) =a in B(zog,r), (3.49)
for some a € R, then [11, Lem. 16| shows that

1/2
(Vun (o) < Cr—1=4/2 (/B( | \un]2> + Clalr, (3.50)
0,

where C' > 0 is a constant independent of n. As is detailed below, we treat separately the
2-dimensional case, in the same manner as in the proof of Proposition 3.1.2.

Proof of Proposition 3.1.3. Assume first that the dimension satisfies d > 3. Let g € R?, yg €
xo + Q, To # Yo, and 2r := |xg — yo| (once more, by periodicity, this is the only relevant
case).

Since Gy (x,yo) satisfies

—div, (A(nx) : szn(x7yO)) =-1 in B($07T)a
and thanks to |11, Lem. 16], id est (3.50), there holds
|van(x07y0)’ < crt HGn('7y0)”L°°(B(:Jc0,r)) +Cr. (3'51)

As a consequence, Estimate (3.18) and (3.51) yield (3.21) (for z = zp and y = yo). By
transposition, (3.22) is also established.
By differentiating (3.9) with respect to y, we obtain

—divy (A(nx) - VoVyGr(z,y0)) =0 in  B(xzg,r/2).
Therefore, thanks to (3.50),
Ve Vy G0, 0)] <Cr! HvyG('7yO)HLoo(B(zo,r/z)) :
By using (3.22) and since 2r = |zg — yo|, we conclude that
Vo VG (o, y0)| < Clao — 30| ™%,

and establish (3.23).
Now, let the dimension d = 2. As shown in the proof of Proposition 3.1.2, the 2-
dimensional periodic Green function G, can be expressed as

]' ~
Gol(,y) = /D Gin((21). (3, 0))dt (3.52)

where 2,y € R? and t € R in the equation above, and G, is the 3-dimensional periodic
Green function of the following operator :

Lu := —div, (A(n) - Veu) — dyu. (3.53)

Hence, we deduce the 2-dimensional versions of (3.21), (3.22) and (3.23) by integrating their
3-dimensional versions applied to G,. OJ
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3.5 A decomposition of the periodic Green function

In this section, we prove Proposition 3.1.4. For the sake of simplicity, we first assume
that the homogenized matrix A* is the identity. We postpone the proof in the general case
until Section 3.5.2.

3.5.1 Case where the homogenized matrix is the identity

For convenience, we have split the proof of Proposition 3.1.4 in two parts : first, we show
that the series in (3.25) actually converges; second, we check that its limit is the periodic
Green function G.

The two main steps of the proof of convergence are the following : first a Taylor expansion
allows for expressing the terms H* in (3.25) as functions of V.V,G. Then, we approximate
the Green function of the multiscale problem with the Green function of the homogenized
problem (see [12]). Second, we take advantage of the long-range symmetries of the Green
function of the homogenized problem and establish the convergence of the series in (3.25).
There, the sets I', are crucial, since the convergence in (3.25) is not uniform in k.

Proof of convergence of the series in (3.25). We denote by G,(z,y) the fundamental solu-
tion in R to the homogenized problem. The homogenized matrix is the identity ; therefore G,
is explicitly expressed as

Gu(2,y) = Calz — y[*, (3.54)

where Cy is a constant (see [64, (2.12) p. 17]). Since G,(z,y) only depends on |z — y|, we
henceforth redefine

Gi(x) := Gy(2,0).

Step 1: Assume that z € Q,y —x € Q and k ¢ 4Q. We reformulate H* using the Taylor
formula :

1
Hk(x,y):—/Qx’./o (Vzg(x+tx’,y—k)

- / VoG(z+ta y+y — k)dy’) dtda’
Q

S

1
. / VyVaG(z+ta’,y+ 1y — k:)dey’dt) dz’. (3.55)
0
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We approximate V,V,G by V,V,G,. More precisely, thanks to [12, Corollary p. 905|, there
exists constants C' > 0 and § € (0,1) such that, for all 2’ # ¢/ € RY,

V.V, 0, 1/) Z 020,940 — o) (€1 + Vi (2')) @ (e + Vol () ) ‘
i,j=1
< Clz' — /|74 P, (3.56)

In (3.56), w; and w;r» denote the correctors associated to the matrix A, respectively AT That
is, w; is the periodic function of zero mean satisfying

—div (A(z) - (Vw;(z) +€;)) =0, for ze€Q.
Identity (3.55) and Estimate (3.56) imply
H"(x,y) =H"* (2,y) + H**(z,y), (3.57)
where
‘Hl”“(a:, y)) < C|k|74-7, (3.58)
and

HYk(x,y) 2/2/01 - (ei + Vw;(z + ta')))

1,7=1
(y’ - <€j + ij(y + 7y — k:)))
02,0y, Gy (x4 t2' — (y + 7y’ — k)) drdedy'da’.

All the correctors w; and w]T- are bounded ; furthermore, Formula (3.54) implies that the
third-order derivatives of G, evaluated at x — y are bounded by C|z — y|~%~1, where C is
a constant independent of x and y. Therefore, a Taylor expansion yields a constant C' such

that

H>*(z,y) Z B2, 0y, G (k) Qi (2, y)| < Clk| =471, (3.59)

3,j=1

where

Qij(%,y) 32/ / (¢ - (& + Vwi(z + ta')))
QZ [071]2
(y’ . (ej + Vw;(y + Tg/))) drdtdy/da’.
Then, a straightforward integration yields

Q) = [ (et a) —wi@) [ (o wlw+4) —wlw) @
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which can be simplified as
Qij(@,y) =wi(x)wl(y),

since the correctors w; and w;f are of zero mean. Note that @;; defined above does not depend

on k € Z¢ because the correctors w; and w;r- are periodic. As a consequence, collecting (3.57),
(3.58), and (3.59) yields

d
Y H ()| <C27 4 1Qu(wy)| D | Y 95,0y,G.(K)|- (3.60)

k€lm 1,7=1 |k€l'm

Step 2 : Remark that Q;;(z,y) # 0 in general and that |0,,0,,G.(k)| scales like |k|~¢.
Therefore, by (3.59), in general, the series in (3.25) does not converge absolutely with respect
to k.

Invoking once more (3.54), we obtain

Cdd(d_2)|k’di2 it @ #j,
0r, 04, G (F) = dk? — |k[?

Thanks to the symmetry of I'),, with respect to the hyperplane x; = 0, in the case i # j,
and thanks to the invariance of I';,;, under the relabeling of the components of the vector k,
in the case ¢+ = j, we deduce that

> 00,0,,G.(k) =0, Vi je[1,d]. (3.61)
kel

As a consequence, recalling (3.60),
> H¥(zy)| < Cc27m, (3.62)
kel

Moreover, by [29, Prop. 4], there exists a constant C such that for any 2’ # 3/, there
holds

|G| < Cla’ =y, (3.63)
Hence, for any k € Z¢,

’Hk(x,y)’ <Cl|x —y|~42. (3.64)
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As a consequence of (3.62) and (3.64), the series (3.25) converges absolutely in m as follows :

+00
D1 HEwy)| < Cla =y,
m=0 |kel'y,

for all z # y, y — x € Q. Thus, we have recovered (3.16) by an approach different from
Proposition 3.1.2. O

Now that we have justified that the series in (3.25) converges, we prove that its limit,
that we denote by G for the moment, id est,

“+oo
G(z,y) = z_:o kzl; Hk(z,y) , (3.65)

is actually equal to G. It can easily be checked that G is periodic in z and y and sa-
tisfies (3.9). The technical point is (3.12), the proof of which relies on the former Taylor
expansion and on the classical result [29, Prop. 8|. According to the latter, there exists a
constant C' > 0 such that, for all 2’ # ¢/,

V.V, G(2',y)| < Cla’ — /|4 (3.66)
Proof of Identity (3.25). Obviously, G is periodic in y. Since A is periodic, there even holds
G(z,y—k)=G(z+k,y),
for any k € Z®. Therefore G is also periodic in z. Moreover, we check that
—div (A(x) VH(z, y)) —bo(z —y + k)

—2xq(z —y + k) +/QXQ(95—?J—?//+k)d?/,

where xq is the characteristic function of the set Q. Whence

+oo
—div | A(x) - Z Z V. HE(z,y) = Z So(x —y+k)—1 in R
m=0 \ kel kezd

To summarize, G(x,y) defined by (3.65) is a-periodic and y-periodic, and satisfies (3.9).
Next, we justify that G satisfies (3.12). By integrating (3.55) along the y variable, there
holds

/QH’“(a:,y)dy :/01 /Ol/Q/yeaQ

x - (/ ViG(z+tay+7y —k)® y’dy’) -dS(y)da'drdt.
Q
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Hence, due to cancellations on the boundaries of the translated cubes k + @),

/Q Z Hk(:c,y)dy:/ol/ol/Q/yEme’.(/vag(ert:v’,erTy’_k)

|k|<2m
® y'dy’) -dS(y)dz'drdt,

where =, is the boundary of the following set :

(k+Q).

|Ic|<L2Jm‘H
Now, by Taylor expansion, and thanks to (3.66), for all T € [0,1], z,2/,y' € Q, and y € Z,,,
VoG(z +ta',y +7y) — VaG(z + tal,y)| < 027
Therefore

+ 2 md,

/ VoG(z+ta' y +1y) @ y'dy’
Q

< ‘/ VoG(z +ta',y) @ y'dy’
Q

The integral in the right-hand term of the above estimate vanishes since, by symmetry,
fQ y'dy’ = 0. As a consequence,

<2 ™,

‘/ VoG(z+ta',y+1y) @ y'dy’
Q

(d-1)

Whence, since the surface area of =, is bounded by C2™ , we have

/ Z Hy(z,y)dy| <C27™.
Q

|k|<2m+1

As a consequence, letting m — 400, we deduce that G satisfies (3.12). By the same ar-
guments transposed from G(x,y) to G(y,x), it can be shown that G also satisfies (3.13).
Therefore, by Proposition 3.1.1, we have

G(.ZU, y) = Gn(.%', y)v
which concludes the proof. O

3.5.2 General case

As is easily seen, in Proposition 3.1.4, the fact that the homogenized matrix A* is the
identity is only used for establishing (3.61). One also realizes that, would (3.61) be replaced
by the following estimates :

400
> 02,0,,G.(k)| < Cpy for all m € [1,400), and Y Cpy < +00, (3.67)
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for well-chosen sets I'y,, then the conclusions of Proposition 3.1.4 would also apply.

We show that the sets I', defined by (3.27) are such that Estimates (3.67) are satis-
fied. Hence, the conclusions of Proposition 3.1.4 are true without any assumption on the
homogenized matrix A* of A, when using the sets I';, defined above.

The homogenized matrix A* is (constant) coercive. Then the Green function in RY
associated with the operator —div (4* - V) is

C (A7)
(¢ ()" e
where C (A}) is a constant and A} is the symmetric part of the matrix A*. Whence
(" w) @ (4" )~ (v (a7t e) (4!
(x -(An7h m) e .

Besides, there exists an orthogonal matrix O and positive scalars A;, i € [1,d] such that

Gu(z) = > (d—2)/2°

V3G, (z) = C(d—2)

A =071 -diag (\{%, -, A7) - O.

Therefore, denoting by f; the orthonormal base related to O, and decomposing

d
— -1z r
T = g )‘j Z;fj,
i=1

one obtains

dZ?,j:l Ai)‘jiiijfi ® fj - (Zgﬂ 512) (Z?:l A?fz’ & fi)

VG, (x) = C(d - 2) (Zd g2)<d+2>/z
=11

For r € R4, we define the following set :
d
O =<z eRLY |77 =r"). (3.68)
j=1

Remark that there obviously holds
Q, = {x € R%, (x (AT x) = r2} .

On the one hand, if ¢ # j, f; ® f; : V2G,(x) changes sign with respect to the transforma-
tion ; — —x;. Therefore, if 7 # j, there holds

/Q fi ® fj: V2Gi(x)dS(z) = 0. (3.69)
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On the other hand,
(s (51, 9)
(Zd %2) (dt2)/2
k=1%"k

By invariance of €2, under the relabeling of the coordinates 2,

!, @ 2
/r ( d )(d+2)/2d5(x) :d/m ( 2)(d+2)/2d5(x)-

k=1Tk > k1T,

fi® fi: V2Gu(z) = C(d — 2)

As a consequence,
fi ® fi : V2Gu(x)dS(z) = 0. (3.70)
Qr

Hence, we define

Am = U Qr‘v
7’6[2"”71,2’”*1 -1)

and I',, := A,, N Z%. By convergence of Riemann integrals, we deduce that

> 0,0,G.(k)| <C|0Am| sup |0:0;G. ()]
kel TEA,
+ C|Ap| sup |0;0;VG. ()|

€A,

+C ‘/ 818Jg*(a:)dx
Am

By (3.69) and (3.70), we deduce that the last integral in the above estimate vanishes.
Furthermore, straightforward estimates on the derivatives of G, yield

D 9:0;G.(k)| <C27™.
kel

This implies the convergence of the series in (3.25) in the general case.

3.5.3 Case of systems

In the case of systems, the Green function G, of —div (A*-V) in R reads :

a—2

G2A(w) = C ((42)°) S (4 o, - (3.71)

ij=1 “
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where
g_ 1 8 8
(40 = 5 (e + (4n37).
Whence, by the above arguments of Sections 3.5.1 and 3.5.2, we have the following decom-
position :

—+o00 a
ey =3 [ X (1) @ |, (372)

m=0 k‘EF»,O;LB

where the meaning of each term will be made precise below.
The functions H* are defined by

af
(Hk) (,y) =G (x,y — k) — /Q G (z,y + 3 — k)dy’
- / GP(x + ',y — k)da'
Q

+ / / Gz + o' y+ o — k)dy'da’, (3.73)
QJQ

where the function G is the Green function in R? of the operator —div (A - V). Last, we
define the sets T by :

1
rof — {k ezl om 1<k ((A;)“5> k< omtl - 1},

where (A9)* is considered as a matrix in R4,

Acknowledgement

The author would like to thank both Frédéric Legoll and Pierre-Loic Rothé, who have
brought his attention to this question. Frédéric Legoll has also helped for the proof in the
2-dimensional case. Moreover, the author acknowledges Claude Le Bris for his suggestions
concerning the decomposition of the Green functions. Finally, the author gratefully thanks
Xavier Blanc for reading the first version of this article, and the anonymous reviewer for his
or her accurate suggestions.






Chapitre 4

Quelques propriétés mathématiques
de I’équation de Weertman

Ce chapitre reprend la prépublication [87] en anglais.

Nous y étudions quelques propriétés mathématiques de 1’équation de Weertman. Nous
démontrons en particulier qu’elle est la limite en temps long d'une équation de réaction-
diffusion avec laplacien fractionnaire. Outre I'intérét théorique de ces résultats, ils fournissent
une assise sur laquelle nous construirons un algorithme de résolution numérique dans le
Chapitre 5.

Le lecteur trouvera en Annexe A.4 des matériaux théoriques additionnels.
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170 CHAPITRE 4. PROPRIETES DE L’EQUATION DE WEERTMAN

Some mathematical properties of the Weertman
equation

Marc Josien

Abstract We derive here some mathematical properties of the Weertman equation and
show that it is the limit of an evolution equation. The Weertman equation is a semilinear
integrodifferential equation involving a fractional Laplacian. In addition to this purely theo-
retical interest, the results proven here give a solid ground to a numerical approach that we
have implemented in [88|.

Keywords Reaction-advection-diffusion equation, traveling waves, integrodifferential equa-
tion, the Weertman equation, fractional Laplacian

4.1 Introduction

Motivation We derive here some mathematical properties of the Weertman equation
and show that it is the limit of an evolution equation. Our motivation comes from our
interest in materials science. The problem we consider, however classical, enjoys the following
specificity that it involves the dissipative integrodifferential operator — |0,| (also denoted
as —(—A)Y?), which has —|k| as Fourier symbol. In addition to this purely theoretical
interest, the results proven here give a solid ground to a numerical approach that we have
implemented in [88].
Our starting point is the so-called Weertman equation (see [135]) :

— 0z n(x) + en(z) = F'(n(x)) for =z eR, (4.1)
with boundary conditions

Jim p(@)=m and - lim n(z) =, (4.2)
where both the scalar ¢ € R (called velocity) and the function n € C%(R) are the unknowns,
and where 1 < 1;. The function F € C3(R) is a bistable potential ; namely, it satisfies

F'(m)=F(p)=0, F'(m)>0, and F"(n;) > 0. (4.3)

From a physical point of view, Equation (4.1) can be seen as a nondimensionalized form
of the Weertman equation for steadily-moving dislocations in materials science (see [135]).
The latter equation is a generalization of the classical Peierls-Nabarro equation [129]. Dislo-
cations are linear defects in crystals, the motion of which is responsible for the plasticity of
metals. From a physical standpoint, the function 7 represents a discontinuity between the
local relative material displacement u(x,y) in the upper and in the lower half-spaces sur-
rounding the glide plane on which moves the dislocation line (see Figure 4.1); see, e.g., [81]
for a classical reference on dislocations. In (4.1), the term |0, accounts for the long-range
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elastic self-interactions that tend to spread the core. This repulsive interaction is counter-
balanced by the nonlinear pull-back force F’(n), which binds together the upper and lower
half-spaces. Moreover, the moving dislocation is subjected to various drag mechanisms en-
coded into the term cn'.

Ya
| u(z,07")
| _ xX
e M U -
| — T — M
1 u(x,07) —

core width

FIGURE 4.1 — Typical shape of n(z), solution to (4.1) ; here, u(x,y) is the material displa-
cement.

From a broader perspective, the function n can be understood as a moving phase-
transformation front between the states n and 7, (see Figure 4.1), which are local mini-
mizers of the potential F. In this regard, Equation (4.1) can also be found in other fields
of physics. For example, it can be used to model complex media such as living cells, in
which the operator |9, accounts for an anomalous diffusion. See, e.g., [121], where the more
general operator |0, is considered (the latter operator has |k|* as Fourier symbol).

Traveling wave of reaction-diffusion equation Equation (4.1) is a special case of the
general equation

{ Anl(z) +en(x) =0 for z €R, (4.4)

n(—o0) =m and n(+o0) =,
where A[n] = Ln — F'(n) is a nonlinear operator, in which L is a diffusive operator and F

is a bistable potential. As is easily seen, Equation (4.4) describes the traveling waves of the
following reaction-diffusion equation :

{ dru(t,z) = Afu(t,)](z) for z€R, (4.5)

u(0,x) = ug(x) for x €R,

in the sense that, if u(t,z) = n(z — ct) is a traveling wave satisfying (4.5), then (n,c)
solves (4.4). Ipso facto, finding a solution to (4.4) amounts to finding traveling wave solutions
to (4.5). Natural questions thus arise :

(i) Does Equation (4.4) have one and only one solution (n,¢)?

(ii) Which properties does the solution to Equation (4.4) enjoy 7
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(iii) Is the traveling wave n(x—ct), for (1, ¢) solution to (4.4), an attractor of the dynamical
system (4.5) 7

These questions have been addressed by many authors for various operators L and for
bistable potential F satisfying -most of the times- the extra condition that F does not
admit any local minimum between 7 and 7. Other types of nonlinearities, not considered
here, have attracted much attention. See [150] for the classification of traveling waves and
an overview of reaction-diffusion equations.

In the seminal article [136], Sattinger remarked that if (1,c¢) is a solution to (4.4),
then (n(-+£), ) is also a solution to (4.4), for arbitrary £ € R. Therefore, solutions to (4.4)
can at most be unique up to a translation. In this regard, he introduced the notion of
asymptotic stability of traveling waves and proved that the solution (n,c) to (4.4), if it
exists, is asymptotically stable under general assumptions about the spectrum of A.

In the celebrated article [60], Fife and McLeod answered the Questions (i) and (iii) for
the case where L is the Laplacian. They proved indeed that if F' satisfies (4.3) and has no
local minimum between 7; and 7,, then there exists a solution (7, ¢) to (4.4), which is unique
up to a translation, and that this solution is globally asymptotically stable. Namely, for all
initial conditions ug taking values in [n, 7;] such that ug(—o0) = n and ug(+00) = n;, there
exist £ € R, K > 0 and x > 0 such that the solution u of (4.5) satisfies

lut, ) =n(- = & = ct)llpoe(m) < Ke ™, (4.6)

for all ¢ € Ry. Among other important concepts, all amenable to a wide class of dissi-
pative operators, it is observed in [60] that A satisfies a comparison principle. Thus, any
solution u(t,z) of (4.5) can be squeezed between a super-solution wyi(¢,x) and a sub-
solution w_1 (¢, x), both at a controlled distance from n(z — & — ct).

In a more recent article [45], Chen combined this squeezing approach with an itera-
tive technique. Under technical assumptions about the operator A, he proved the global
asymptotic stability of the traveling waves of (4.5), provided that there exists a monotonic
solution 7 to (4.4). In this context, a positive answer to Question (i) and technical assump-
tions imply, using Chen’s squeezing technique, a positive answer to Question (iii). We use
Chen’s approach in the present article.

The article [45] also provides tools for establishing the existence and the uniqueness
of a solution to (4.4). They have been used in [46] to positively answer to Question (i)
in the case where L is the fractional Laplacian — |0,|%, for a € (0,2). Also, in [1], the
authors have adapted Chen’s squeezing technique to prove that the solution (7, c) to (4.4)
is globally asymptotically stable in the sense of (4.6), in a general framework including the
case L = —|0,|%, for a € (1,2). However, they underlined the fact that the case a < 1 (and
in particular o = 1), is still an open question. This motivates our study.

With an approach different from [45], the existence and the uniqueness of a solution
o (4.4), for L = —]0,|* and a € (0,2), has been proved in [40,41] in the special case
where ¢ = 0 (the so-called balanced case). These results have been generalized by [73].
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Assuming that F' € C3(R) satisfies (4.3) and the following extra conditions :

{F(u) >F(n),  Yu€ (mm),

F'(u)>0 or F(u)> F(n), Yu € (1, me), (47)

it is shown in [73, Th. 1.1] that there exist a unique ¢ € R and an increasing function n €
C?(R), which is unique up to a translation, that solve (4.1). Conditions (4.3) and (4.7) mean
that the potential F'(u) has two major wells in w = 7 and u = n, (the states n and n, are
therefore stable), and that its behavior is controlled between these wells; for example, the
potential can have minor wells (see Figure 4.2). The proof of [73] relies on special solutions
to (4.4) built in [40,41], which, by homotopy techniques, are used to find the solutions to the
general case. The result of |73] will be our starting point for proving the global asymptotic
stability of the traveling waves of (4.5) for L = — |0;|.

Additionally, the authors of [40,41,73] have also studied some properties of the solutions
o (4.4). In particular, when L = —|9,|, they have shown that 7’ > 0 and that there exist
constants B > A > 0 such that, for all |z| > 1,

Ale|™ < /(@) < Ble| . (4.8)

See [41, Th. 2.7] for the special case where ¢ = 0 and [73, Prop. 3.2] for the general case.
Moreover, the following identity is proved (see |73, Prop. 4.1]) :

= 1r() - Fon) | W\Q)_l. (19)

Formula (4.9) is useful because it provides the sign of ¢ just by considering the values F'(1)
and F'(n;).

0.16
F
No (n)
0.06
|
711 0.02 i
-15 -1 -05 0 05 1 15

FIGURE 4.2 — A double-well “camel-hump” potential F, n = —1, n, = 1.

As remarked in [40], if ¢ = 0, then (4.1) can be interpreted as the restriction to the
boundary of an elliptic problem with Neumann boundary condition. If indeed u solves the
following problem :

(4.10)

Au(z,y) + coyu(z,y) =0 in R xRy,
Oyu(z,0) = F'(u(z,0)) on R x {0},



174 CHAPITRE 4. PROPRIETES DE L’EQUATION DE WEERTMAN

for ¢ = 0, then n(x) := u(z,0) is a solution to (4.1). However, we stress that, when ¢ # 0,
Equation (4.10) describes a diffusive traveling wave in the half-space. In this case, (4.1) is
not the restriction to the boundary of the problem (4.10), which instead reads

(—A = cd,)' P n(e) = —F'(n(x)). (4.11)

We refer to [39] for a mathematical study of (4.11).
But, we mention for completeness that (4.1) is in fact the restriction to the boundary of
the following elliptic equation

(4.12)

{Au(fn,y) =0 in R xRy,
dyu(z,0) + cdyu(z,0) = F'(u(z,0)) on R x {0}.

In a physical context, the latter is envisioned as an elastic equation in the half-plane with a
nonlinear boundary condition. We briefly justify it. If indeed we take the Fourier transform
with respect to x, denoted as F, of the first equation of (4.12), and if we restrict on bounded
solutions, we obtain

Foluly)} (k) = e MW F, {u(-,0)} (k).

Injecting the above information in the second equation of (4.12) then yields (4.1) if we
denote n(z) = u(x,0) (recall that |0,| is an operator which has |k| as Fourier symbol).

Main results Our first result concerns the asymptotic expansion of the solution 7 to (4.1).
The following proposition is a refinement of results of [40,41,73] :

Proposition 4.1.1. Let m < 1, and F € C3(R) satisfy (4.3). Assume that (n,c) is a
solution to (4.1) and (4.2) such that n € C%(R) is an increasing function satisfying n’ > 0
and (4.8). Then n has the following asymptotes :

m—" 1 m—"Tr 1
x) — ~ — and x) — ~ x . 4.13
U 7 L @) =m > (4.13)
In addition to their theoretical interest, these asymptotes also allow for getting more
accurate numerical approximations of 7, as shown in [88].
Our second result is :

Proposition 4.1.2. Under the hypotheses of Proposition 4.1.1, (¢,n) satisfies the following
identity :
1 R

lim F'(n). 4.14
L (n) (4.14)

CcC =

The above identity is formally obtained by integrating Equation (4.1) over R; we rigo-
rously prove it. Notice that, by Proposition 4.1.1 and using a Taylor expansion, F'(n) ¢
LY(R).
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As mentioned above in the concise form (4.5), we consider the following dynamical
system :

{atu(t,x) + 0] u(t,x) = —F'(u(t,z))  for z€R, (4.15)

u(0,x) = up(x) for zeR,

for an initial condition ug € L*° (Rd). We say that u € L%, (R+, L (]Rd)) is a weak solution
to (4.15) if, for all T > 0, for all ¢ € CL ([0,T),C(R)), there holds

T
/ / u(t, z) (=0, + |05]) (¢, @)dz dt
0 R
T
:/RUQ(QJ)QZ)(O,x)dx—/O /RF(u(t,:c))(;S(t,a:)dxdt. (4.16)

Our third and final result is that (4.1) is the long-time limit of (4.15), for general initial
conditions ug with suitable behavior at infinity (see Figure 4.3 for an example). We prove
the following :

Theorem 4.1.1. Let m < 1., F € C3(R) satisfy (4.3) and Ag > 0 be such that
F'">0 on [m — Ao, m 4+ Aol U [ — Ao, e + Do) (4.17)

Assume that ug € L>°(R) takes values in [ — Ao, e + No] and satisfies

limsupug(z) <m+Ap and liminfug(z) > n — Ao. (4.18)
T——00 T—+00
Then :
(i) Equation (4.15) has a unique weak solution u € LS (Ry,L*(R)). Moreover, for
all Ty > 0,
u € C ((Ty, +00), C3(R)) N C* ((Tp, +00), C(R)). (4.19)

(i1) In addition, for allt >0 and x € R, u(t,x) € [m — Do, ne + Ao).

(iii) Assume that (n,c) is a solution to (4.1) and (4.2) such thatn € C%(R) is an increasing
function satisfying n’ > 0 and

lim 7'(z) =0. (4.20)

|z| =400
Then, there exist constants k > 0, K > 0 and £ such that
leult, ) = (- = ct + )| e gy < K™, (4.21)

for all t € Ry. In the above estimate, k only depends on F, n and Ay, whereas K
and & depend also on uyg.
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Theorem 4.1.1 suggests that simulating (4.15) is sufficient to obtain in the long time
a numerical approximation of the solution (n,c) to (4.1). In this regard, it is significant
that ¢, which is an unknown of (4.1), does not appear in (4.15). This in particular allows for
constructing an approximation of the traveling wave velocity, which is unknown before the
end of the simulation. We refer the reader to our study [88], where we explain the details of
the numerical strategy, and to a forthcoming article [132] for the multi-dimensional case. In
this regard, we shall stress that Theorem 4.1.1 stated above unfortunately only holds in the
case where 7 is scalar-valued, because its proof relies on a comparison principle. However,
it empirically appears that such a convergence is also achieved in many cases where 7 is
vector-valued.

1240

FIGURE 4.3 — A possible initial condition ug in Theorem 4.1.1.

Outline Our contribution is organized as follows. In Section 4.2, we introduce notations
and give essential properties of the operator |0,|. In Section 4.3, we prove Propositions 4.1.1
and 4.1.2. In Section 4.4, we justify the existence and the uniqueness of a weak solution to
Equation (4.15), which satisfies (4.19), thus establishing (i) of Theorem 4.1.1. In Section 4.5,
we use Chen’s approach for proving (ii) and (iii) of Theorem 4.1.1. The key ingredients are
a comparison principle and specific sub-solutions and super-solutions. Although we could
check the technical assumptions and apply Chen’s theorem, we prefer to restrict Chen’s
proof to our special case for self-consistency and simplicity.

4.2 Notations and definitions

Notations We denote by C2° (R) the space of smooth functions with compact supports
in R and by D’ the space of distributions over R. For u € C° (R), we denote the Fourier
transform by F{u} (k) := [pe *u(z)dz. For two functions u and v, we denote by *
the convolution. Henceforth, the Fourier transform and the convolution are only taken with
respect to the space variable x (and never with respect to the time variable t). We make
use of the principal value of %, denoted by p.v. (1), which is the distribution defined by

xT

(o (1) ) = i {00y [0,

for u € C° (R).



4.3. ASYMPTOTES AND AN IDENTITY ABOUT VELOCITY 177

Definition and properties of the operator |0,| For convenience, we recall some ele-
mentary properties of the operator |0,|. The Hilbert transform #H of u € L2(R) is defined
by

H{u} := F 1 {—isign(k)F {u} (k)}. (4.22)

It is immediate that, if u € L2(R), then H? {u} = —u. Next, the operator |9, is defined as
0x| u(z) = H {u'} (2) = FH{[K|IF {u} (k)} (), (4.23)

for u € C° (R). As F{p.v.(1/x)} (k) = —imsign(k), the operator |0;| can be rewritten as

oo/ (z —u/(x —
|8x‘u(sc):—7lr/0 ( +y)y @=9)4, (4.24)
1 [T u(z —2u(x) + u(x —
™ .

the last expression being obtained from the previous one by integrating by parts. We see
from (4.23) that the operator |0,| is symmetric and positive, like the Laplacian. But, un-
like the Laplacian, it is clear from (4.25) that |0;| u(x) does not only depend on u in the
neighborhood of = but also on each value u(y), for y € R; put differently, |0,| is non-local.
A straightforward computation yields that |0,| ¢ € L!(R) whenever ¢ € C° (R). Hence,
one can extend |9, | over L°°(R) by duality, defining |0,| u as the following distribution :

Ol w: ¢ € CF (R) o /R u(y) 0] () dy. (4.26)

When u is sufficiently regular, explicit expressions for |0,|u are available. Namely, if
u € L®(R) N C?(R), then Expression (4.25) is valid. In particular, |0,|u € C(R) N L>®(R).
The proof can be done by density of C° (R) in CZ (R), using the fact that (4.25) is true
for smooth functions. If we assume furthermore that v’ € L!(R), then Expression (4.24) is
also valid ; this is deduced from (4.25) by integration by parts.

4.3 Asymptotes and an identity about velocity

The proof of Proposition 4.1.1 relies on the asymptotic behavior of Cauchy integrals
(see [119, p. 267]) and involves the following technical lemma :

Lemma 4.3.1. Under the hypotheses of Proposition 4.1.1, there holds
7" € L™(R). (4.27)

Remark 1. Note that it is also possible to establish by technical arguments that there exists
a constant C' > 0 such that, for all |z| > 1,

|17”(x)} < C|CE|_2 (1 + In(|z|)) . (4.28)
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(We refer the reader to Annex A.4 for the proof of (4.28)). However, (4.27) is sufficient to
prove Proposition 4.1.1. Yet, if F' is sinusoidal, one can derive analytical solutions 7 to (4.1),
as is shown in [135], which are of the form

n(z) =mn + T~ (2 + arctan (ax))
for @ > 0. Whence
() = 20°x 2 —m)
7T (a2$2 + 1)2 T—>400 raxd

Thus (4.28) is probably not optimal.

We postpone the proof of Lemma 4.3.1 until the end of the proof of Proposition 4.1.1
and temporarily admit Lemma 4.3.1.

Proof of Proposition 4.1.1. We focus on the case x — +00. Provided that

+00
slosln(e) >+ [ )y = =), (129)

r—+00 T o0

then, using (4.1), (4.2), (4.3) and (4.8), we get by Taylor expansion

F'n) (@) =)~ ——a (e —m)

T——400 s

which is (4.13).
Let us now prove (4.29). By assumption, / € C*(R), and by (4.8), we have 1’ € L*(R).
As a consequence, there holds

clonate) = ([ [T) 1y,

Let R > 0 and x > 2R. We split the integral into three parts

T Y ECT
+x51_i>%1+ <[E—R —i—/x:R> a:/— ydy. (4.30)

The first right-hand term in (4.30) is dealt with by using the dominated convergence theo-

rem, the second one avoids the singularity of |z — y|~! and is bounded thanks to (4.8), and

the third one is on the singularity of |z — y|~! and is controlled thanks to (4.27) and (4.8).
As 7 € LY(R) and since (recall that > 2R)

' n'(y)
1—y/z

W, ' (y),

<2\ if d
o L
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then, by the dominated convergence theorem

R / R
/ Mdy — / ' (y)dy. (4.31)

e y/l‘ TF0 J_oo

Next, we split the second integral of (4.30) into three parts. Invoking (4.8), we deduce that,

as |z| > 2R,
O L)
+00

< Ca;l/ 7' (y)|dy + CR™ / / 7' (y)| dy
R /2
z/2 — 400

§C:1:1/ dg+CR1</ +/ )dg
R ¥ /2 z=+R | Y

<CR z71. (4.32)

Last, we split the last integral of (4.30) into two parts, namely :

‘(/::Jr/xiR)Z,_ ‘ ‘(/ /) x—zzn(a:+z)dz

The first part of the right-hand side of the above equation is dealt with by using (4.27), and
the second one by using (4.8). Whence, as > 2R and for 172 > ¢,

r—e z+R / R x =2
'(/ +/ )n(y)dy‘SCxQ/ zldz+0/
z—R T+e r—=y =2 €

< Cz7? (In(Rz?) +1).

xr—e z+R n/(y)
z lim ( / + / > dy‘ < Cz! (In(Rz?) +1). (4.33)
e—0t z—R x+e r—y

Convergence (4.31) and Estimates (4.32) and (4.33) finally yield

Therefore

lim sup
T—r+00

7 |0 n(z) — /+(>o n’(y)dy‘ <

—00

+0o0o
/ n’(y)dy‘ L CRY,
R

which, thanks to (4.8), implies (4.29) upon letting R — +o0. O
We then proceed with the :

Proof of Lemma 4.3.1. We first remark that if g € L?(R) and if

— 0| h(x) + ek (x) = g(x), (4.34)
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then h’ € L2(R). Indeed, the Fourier transform turns (4.34) into
(—|k[ + cik) F{h}(k) = F{g} (k).

Therefore, kF{h}(k) € L%(R), whence h’ € L?(R). We use this result to prove that n” €
L*®(R).
Upon differentiating (4.1), we obtain

— 10| ' () + en” () = F"(n(x))n' (z). (4.35)

As € L®(R), F € C3(R) and o/ € L2(R) (thanks to (4.8)), then the right-hand side
of (4.35) is in L2(R). Therefore " € L2(R). Differentiating (4.35) yields

— 0] 1" () + en™(x) = F"(n(x))i" (z) + F" () (n'(x))?.

As n e L®(R), F € C}3(R), " € L2(R), and, thanks to (4.8), (7')> € L2(R), then the right-
hand side of (4.36) is in L2(R). Therefore " € L2(R). As a consequence, since " € L2(R),
we deduce by Sobolev injection that n” € L°(R), whence (4.27).

(4.36)

O

We now focus on Proposition 4.1.2. Both the Identities (4.9) and (4.14) are formally
obtained by testing (4.1) against a certain function g, namely g = 7 for (4.9), and g = 1
for (4.14). We justify below this formal integration.

Proof of Proposition 4.1.2. Let R > 2. We integrate (4.1) over [—R, R] :

R R
- / 0| n(x)dz + ¢ (n(R) — n(—R)) = / F(n(x))de. (4.37)
R —R

Thus, Identity (4.14) stems from (4.37), provided that
R

li | n(x)dz = 0. 4,
plm _RIB [n(z)dz =0 (4.38)

We prove (4.38) using (4.8) and (4.27). As ¥ € L}(R) N C}(R), there holds

1 100 (e — —n'(z +
O

T 0 Yy
/ . 2/ / —

:1/ (' (z —y) n(m))dy+1/ Mdy_ (4.39)

T Jlyl<R Yy T Jly>R y

Remark that

'z —y)

/yI>R

=0y < 2R



4.3. ASYMPTOTES AND AN IDENTITY ABOUT VELOCITY 181
and that, using (4.27),

/|y<R

Therefore, integrating (4.39) thanks to Fubini’s theorem yields

/R @m$:1/‘ (n(R—y) = n(R)) = (n(~R —y) = n(=R)) |

< CR.

(' (z —y) —n'(x)) ’ dy <2R ||n"[| o gy

021 n y
-R T Jly|l<R Y
1 R—y)—n(—R -
+/ n(R—y) —n( y)dy
T Jly|>R Yy
=Ty 4+ T5. (440)
First, we bound T7. If |y| < R/2, thanks to (4.8), we obtain
(R —y) —n(R)| < Cly|R™* and |n(—R—y) —n(~R)| < Cly|R™>.
As a consequence,
/ (R —y) —n(R)) — (n(=R —y) —n(=R)) dy < CR1, (4.41)
lyl<R/2 Yy
Note that, as underlined in |73, a consequence of (4.8) is that
Alz| ' <n —n(z) < Blz|™', if x>1,
el < —afe) < Bl .
Az~ <n(z) —m < Blz| ™, if @< -1
Therefore, if |y| < R
(R~ y) = n(B)| < g and [a(-R—y) —n(-R) €z
R L Y
Whence
/ (R =y) =n(R)) = (=R =y) =n(=R))| ;.
R/2<|y|<R Yy
c (" dy 1
<2 Y <CR'In(R). 4.43
LE () (1.43)
We deduce from (4.41) and (4.43) that
ITy(R)| < CR™(1 4 In(R)). (4.44)

Thanks to (4.8) and since n € L*°(R), if |y| > R, we have

n(R—y) —n(~R—y) < Cmin {R(ly| - B .1].
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Whence, splitting 75 into two parts,

R+\/Rd +oo R

Y

T5(R)| <C / —I—/ ———dy
IT2(B) <R R+VR y(y—R)2 )

Y
+oo
gcﬁ +C d—j <CR™'2 (4.45)
R N
Bearing (4.40) in mind, we observe that (4.44) and (4.45) imply (4.38). O

4.4 Existence, uniqueness and regularity of the solution to the
evolution equation (4.15)

We now justify the existence, the uniqueness and the regularity of a weak solution w
to (4.15). We proceed in the classical way ; as the methods as well as the type of results are
well-known, we only give a few hints of proofs. We refer the interested reader to Annex A.4
for some technical details and extra materials about the proofs, and to [43] for a reference
on evolution equations involving m-dissipative operators.

Using the Fourier transform, the solution to the homogeneous linear equation

Owu(t,x) + |0z u(t,z) =0 for =z €R, and  u(0,z) = up(x) (4.46)

is given by u(t,x) = {K; * up} (x), where the kernel K is defined by

t
Kt(x) = - if ¢t>0 and Ky= do, (4.47)

(12 + 22)
the Fourier transform of which is e~I¥It. Before getting to the inhomogeneous linear equation,
we underline some interesting properties of the kernel K. First, for all ¢ > 0, K; is a
probability measure. Moreover, for all £ > 0, K; is a smooth function. In particular, the
space derivative of K, satisfies

where C' is a universal constant. In all these aspects, K; is similar to the Gaussian ker-

nel K(x) = 67;722/(75\/%).

The semi-group generated by K; allows for solving the inhomogeneous equation

d

—K
de

<Ot h, (4.48)
L1(R)

{ Opu(t,x) + |0z u(t,x) = g(t,x)  for x€R, (4.49)

u(0,x) = up(x) for xe€R.

Indeed, let T' > 0, up € L>°(R) and g € L*°([0,7] x R). Then there exists a unique weak
solution u € L*°([0,T] x R) to (4.49) in the sense that, for all ¢ € CL ([0, T), CX(R)), the
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following identity holds :
T
/ /u(t,x) (=0 + |0z]) ¢(t, x)dadt — / uo(x)¢(0, x)dz
0 R R
T
= / /g(t, x)o(t, z)dadt. (4.50)
0 R

This solution can be written thanks to the Duhamel formula as

u(t,z) = Ky % uo(z) + {/Ot Koy *g(s, .)ds} (), (4.51)

with the convention that Ky*ug = ug, even if ug is not regular. The existence of a solution u
to (4.49) is a consequence of the fact that (4.51) is well-defined ; its uniqueness is shown by
using the adjoint problem of (4.49).

We now turn to the semi-linear equation (4.15). Let F' € W*>(R) and uy € L>®(R).
Then there exists a unique weak solution u € LS (Ry,L*°(R)) to (4.15). Moreover, u can
be expressed as

w(t,z) = (K + o} (x) — {/Ot Ky % F'(uls, -))ds} (2). (4.52)

The proof is done by a classical fixed-point argument on (4.52) (see for example [43, Sec.
4.3 p. 56)).

Finally, we justify that the evolution equation (4.15) has a regularizing effect ; in other
words, the weak solution to (4.15) becomes instantly a classical solution. Assume indeed
that F € C3(R) N W3*(R) and ug € L®(R), and let u € LS, (R4, L™ (R?)) be the weak
solution to (4.15). Then, for all Ty > 0, we have (4.19). Therefore, for all ¢ > 0, there holds

Opu(t,z) + |0z | u(t, ©) = —F'(u(t, z)), (4.53)
in the strong sense. Finally
u € C([0, 400, weak-+-L>°(R)) . (4.54)

The proof of (4.19) relies on an iterative argument based on (4.52), using the fact that, for
all t > 0, K; is a smooth probability measure that satisfies (4.48). Last, a straightforward
adaptation of the proof of [36, Ex. 4.24 p. 126] yields (4.54).

Note that, similarly to |1, Th. 2.9.], t — wu(¢,-) may not be continuous at 0 in L*°(R).
If indeed ug is discontinuous, then u(t, -) cannot tend to ugp in L°°(R) when ¢t — 0 because,
invoking (4.19), wu(t,-) is a continuous function for all £ > 0.

4.5 Convergence of the evolution equation (4.15) to the Weert-
man equation (4.1)

In this section, we prove (ii) and (iii) of Theorem 4.1.1. The proof can be summarized
in two steps : first, we show that (4.15) satisfies a comparison principle, then we use Chen’s
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method of squeezing, establishing respectively (ii) and (iii) of Theorem 4.1.1. For the sake
of self-consistency, simplicity and conciseness (Chen’s theory being quite general), we prefer
to restrict the whole proof of [45, Th. 3.1] to our specific case rather than to check that
the hypotheses of Chen’s theory are satisfied (precisely Hypotheses (A1), (A2), (A3), (B1),
(B2) and (B3) of [45], which are indeed satisfied in our case).

We henceforth assume that F' € C3(R) N W3°(R) satisfies (4.3) and (4.17). We intro-
duce the non-linear operator Afu| := — |0;|u — F'(u), of which we now discuss some im-
mediate properties. By the results of Section 4.4, A generates a semi-group on the Banach
space L™ (Rd). A is translation invariant ; namely, for all A € R, and for any function u(z),
there holds

Alu(h + ))(z) = Alu](z + h),  VzeR. (4.55)
Moreover, A maps constant functions to constant functions; namely
Ala -1 = —F'(a) - 1,

for all @ € R, where 1 above denotes the function identically equal to 1.
The operator A satisfies the following comparison principle :

Proposition 4.5.1. Let F € W2*°(R). Let u and u € L, (R4, L> (R?)) be such that

loc
{ Opu(t, ) — Alu(t,)|(x) = g(t, z)
Opu(t, x) — Afu(t,-)|(x) = g(t, )

where g and g € LS, (Ry,L>® (RY)), and u(0,-) < u(0,-) with u(0,-) # u(0,-) on a non-

loc

negligible set. Then, for almost every t > 0, x € R, there holds

0 (4.56)
0, '

Ql I
IV IA

u(t,z) <u(t,x). (4.57)

Remark 2. Proposition 4.5.1 has an immediate corollary : Assume that ug € L (]Rd) takes
values in [ — Ao, + Ao] and let u € L® (R4, L™ (R?)) be the unique solution to (4.15)

loc

with the initial condition wg. By (4.3), w := = — n, + Ag and u : © — n — Ap are
respectively supersolutions and subsolutions to (4.15). Therefore, Proposition 4.5.1 implies
that u(t,x) € [m — Ao, nr + Do), for almost every ¢t € Ry and x € R, thus establishing (ii)
of Theorem 4.1.1.

Proposition 4.5.1 is shown thanks to the Duhamel Formula (4.51) and Gronwall’s Lemma.

Proof. Let M > [[F"||},00 ). We set
o(t, z) = M (u(t, z) — ult,z)), (4.58)
and prove that v > 0. In view of (4.56), we have

p(t, ) + |0z v(t, ) = Mu(t,z) — eM? (F'(u(t, z)) — F'(u(t,2)) + g(t, z)
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where g(t,z) := e (g(t,z) — g(t,x)) > 0. Since the right-hand side of the latter equation
is in L%, (R+, Lee (Rd)), then, using (4.51), one can express v(t, x) as

vu(t, @) ={K¢*v(0,)} () + { /Ot Ky * [Mv(é‘, )

Mo (s, ) F(uls, ) + g(s.) }ds}m (4.50)

We introduce v_(t) := —ess inf {min(0,v(¢,z)),z € R}. By Taylor expansion, for almost
every (s,y) € [0,t] x R, there holds

MU(Say) - eMs (F,(ﬂ) - F,(Q)) (Say) ZMU(S,Z/) - HF”HLOO(RCI) eMS ’ﬂ(say) - Q(Say”
ZMU(‘S?y) - M‘U(Sa y)‘
> —2Muv_(s). (4.60)

Therefore, using (4.59), since K3, g and v(0, ) are nonnegative, and since K is a probability
measure for all ¢ > 0, we obtain, for almost every ¢t € Ry and = € R,

—vu(t,z)) <2M /Ot v_(s)ds,

whence
v_(t) < 2M/0 v_(s)ds. (4.61)

Since u, u € Ly, (R+,L°° (Rd)), then, v_ € L (Ry). Hence, by Gronwall’s Lemma, we

loc

deduce from (4.61) that v_(t) = 0, for almost every ¢ > 0. Injecting this information
in (4.60), and next in (4.59), yields v(t,x) > {K; *v(0,-)} (). As a consequence, as K; is
positive if ¢ > 0 and as v(0, -) = w(0, -)—u(0, -) is nonnegative and positive on a non-negligible
set, we deduce that v(t,z) > 0, for almost every ¢ > 0 and x € R. This implies (4.57). [

Then, we establish a stronger version of the comparison principle, the proof of which
mimicks that of Proposition 4.5.1 :

Corollary 4.5.2. Under the assumptions of Proposition 4.5.1, there exists a positive de-
creasing function p such that, for all R > 1,

1
ess infyey (0(1.0) ~u(1,2) > p(R) [ (@0) —u0)) i (462)
Proof. Introducing v defined by (4.58), and using (4.59) and (4.60), we obtain
o(t, z) = {K¢ +0(0,-)} (2),

since v is nonnegative. By definition of K; and of v, it implies (4.62). O
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The proof of (iii) of Theorem 4.1.1 follows [45, Th. 3.1|, the proof of which we restrict
here to our particular case. By the previous steps, we already know that there exists a
unique weak solution u(t,z) to (4.15) (see Remark 2), and we aim at establishing (4.21).

Namely, we build special sub-solutions and super-solutions to (4.15) that are based on
the existing solution to (4.1) (see Lemma 4.5.3 below). Then, we prove that both the vertical
and the horizontal distances between these solutions are controlled (respectively 20; and 21,
on Figure 4.5, see also Lemma 4.5.4 below). Using the fact that (4.15) is an autonomous

system, we use the established control to iteratively build successive sub-solutions w’ ; and

super-solutions wil surrounding the actual solution u(t;,z) to (4.15). At each step j, the
distance between these sub-solutions and super-solutions is lowered. Thus, the solution u is
squeezed between these sub-solutions and super-solutions. As a consequence, when t goes to
infinity, the solution wu(¢,-) tends, up to a translation, to the solution to (4.1). Because of
the iterative nature of the squeezing, this convergence is achieved with exponential speed.

’LUj ti,- i1
—l—l( 7 ) wi_—ii (tj—l—la')

u(tj-I—lv )

j+1(tj+17 )

w—_q

FIGURE 4.4 — Squeezing of u(t,z) solution to (4.5).

Lemma 4.5.3 (Lemma 2.2 of [45]). Under the hypotheses of Theorem 4.1.1, let Ay < Ag.
Then, there exist positive constants o and 3 such that, for all § € (0,A1) and | € R, the
functions w_1(t,x) and w41 (t,x) defined by

wi(t, ) =1 (¢(t, x)) 4 ide Pt for ie{-1,+1}, (4.63)
where

Gt x) =z — et + il +i0d [1 ~ e*ﬁt] for i€ {-1,+1}, (4.64)

are respectively a sub-solution and a super-solution to (4.15).

Proof of Lemma 4.5.53. As A is invariant by translation, the variable [ in the definition of
plays no role. Hence, we take [ = 0 in the proof below. We also impose for the moment o < 1.
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A straightforward computation yields
(0 + 102 wilt,2) = (108522 — ) of (Gilt, ) — i08e™ P + |01 (Gt 7)),
and, as 7 satisfies (4.1),
(0 +10: ) wilt, ) = iofoe™ ) (Gi(t,2) — 56 — F' (5 (Gi(t.2))).
Thus
(00 — Aywi(t, z) =B [of (Gi(t,)) — 1] + F' (wilt, @) = F (1 (G: (¢, ))).

By Taylor-Lagrange expansion, there exists a convex combination §(t,x) of 1 (¢(t,z))
and w;(t, z) such that

(O — A) w;(t, x) —ide Pt [Ban’ (Gt z)) — B+ F" (Qi(t, w))] ) (4.65)

Recall that Ay > Ajp. Then, by (4.2), there exists Ry > 0 such that

n(y) —m| < (Ao —A1)/2 if y < —Ry,
n(y) —me] < (Ao —A1)/2 if y > Ry.

Therefore, as 06 < Ay, we also have

|U}i(t,$) — 771| < (Ao + Al)/Q < Ap if Q(t,x) < — Ry,
i, ) —m < (Do + A1) /2< Ao it G(t,x) > R,

Let
Bi=inf {F"(v),lv—m| <Ao or [v—m|< Ao} (4.66)

Thus, if |¢;(t,2)| > Ro, by definition of 8 and of #(t,x), F” (Gi(t,az)) — f > 0. Moreover,
n’ > 0. Therefore

Bon' (¢i(t,x)) + F” (Hi(t,x)) —B>0. (4.67)
Now, we set
-1
0 := min {ﬁ_l <|yi220 n’(y)) (HF”HLOO(RUZ) + 5) , 1} . (4.68)

Therefore, if |(;(¢t,z)| < Rp, we also have (4.67). As a conclusion, in any case, (4.65)
and (4.67) yield

i (0 — A)w;(t,z) >0,

which implies that wy; and w_; are respectively a super-solution and a sub-solution to (4.15).
O
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Using Lemma 4.5.3, it is eventually possible to squeeze a solution u(t,z) of (4.15) bet-
ween a sub-solution and a super-solution. The following Lemma explains how this squeezing
is tightened :

Lemma 4.5.4 (Lemma 3.3 of [45]). Under the hypotheses of Theorem 4.1.1, let Ay < Ay.
Assume that there exist £ € R, 6 € (0,A1) and l € [0, L] for fized L such that, for all x € R,

n(x—1)—86 <u(0,z) <nlx+1)+4. (4.69)

Then, taking 8 and o as in Lemma 4.5.5, there exist a positive constant €, depending only
onn, F', and L, and parameters &, 6, | satisfying

~ ~ . min(1,
‘ﬂ <1, d=6+e,min(l,)e®, and 0<I<I+0d— ”‘Sm;n(l)
such that, for allt > 1 and x € R,
n(z — {N— - ct) — se Pt < u(t,x) < nlx — §+ I — ct) + se P, (4.70)

Proof. Thanks to Lemma 4.5.3, the functions w41 and w_; defined by (4.63), for ¢; defined
by (4.64), are respectively a super-solution and a sub-solution to (4.15). Using (4.69), it
follows from Proposition 4.5.1 that, for all ¢t > 0 and z € R,

w_1(t,x) <u(t,x) < wiq(t,x). (4.71)

Let [ := min(1,1) and &1 := infye[_1 91 7'(x). Since 7 is increasing, a Taylor expansion

/Ol(n(x—i—l)—n(a:—l))da:z/ol (n(x—i—l)—n(a:—f))deQaJ.

Therefore, at least one of the following estimates is true

yields

1 . 1 X
/ (u(0,2) = n(xz —1))dx > el or / (m(z+1) —u(0,z))dzx > e1l.
0 0

Hereafter, we only consider the first case, as the second one is similar. First, using (4.20),
there exists Ry such that

20m () <1 if |z|> Ry (4.72)

Let Ry := R1+L+|c|+14+0A¢. On the one hand, invoking Proposition 4.5.1, we compare u
and w_; on [—Ra, Ry

1
Lt ) = (€ (1) +667} = p(Ra) [ [u(0) =ty =)+ 81 dy

> p(Ra)erl. (4.73)
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We define

. 5 L p(Ra)er ) -1
£, := min <A1 (1 —e ﬁ) g B Hn/HLOO(]Rd)> . (4.74)
As a consequence, if |z| < R, (4.73) yields

u(l,z) —n (C,l(l,:v) + 25*ai> + 0P > p(Ry)eil — QE*Ui“n/‘}Lm(Rd) > 0. (4.75)

On the other hand, if || > Ry, then |(_1(1,z)| > R; + 1 whence, by definition of &*,
C1(1,z) + 26*05‘ > R;. Inequality (4.71) and Definition (4.72) then imply that

u(l,z) —n (C_l(l,x) + 2€*ai> +0e P >u(l,z) —w_1(1,z) —ed > —eld.  (4.76)
Therefore, from (4.75) and from (4.76), it appears that, for all x € R, there holds
uw(l,z) >n <C_1(1,:C) + 25*05) — (€*Z+ (56_’8) .
We set
5= ((567’6 + 5*5) eﬁ,

which, thanks to (4.74), satisfies se=# < Ay. Applying once more Lemma 4.5.3 yields, for
all ¢t > 1,

u(t,z) >n <§_1(1, z) — c(t — 1) + 2e,0l — obe ™" [1 — e_ﬁ(t_l)D — de P, (4.77)
By definition of § and (_1, the argument of 7 in the above estimate is

r—ct—1—0d [1 - e_ﬁ] + QE*JZ — e P [1 — e_ﬁ(t_l)]

>x—ct— [l + 00 — U€*Z] . (4.78)
Defining now
~ W ~ A
{::—JE2 , and l::l+05—02 ,

and bearing in mind that 7 is increasing, we deduce from (4.77) and (4.78) that
u(t,z) >n (:c —ct — E—T) — de P, (4.79)
Moreover, recalling (4.71), we have
u(t,z) <n(z—ct+1+08) +de Pt <p (x —ct 41— 5) + e, (4.80)

As a consequence, we obtain the desired result (4.70) from (4.79) and (4.80). O
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We are now in a position to finish the proof of Theorem 4.1.1. The proof is done while
iterating Lemma 4.5.4, which gradually tightens the squeezing around (¢, x).

Proof of (iii) of Theorem 4.1.1 (restriction of the proof of Theorem 3.1 of [45]). We proceed
in four steps, lowering iteratively in time the values § and [ such that, for all z € R, there
holds

nx—ct—&=10)—0<u(t,r) <n(z—ct—&+1)+9. (4.81)

Step 1 By assumption (4.18) and since 7 is increasing from 7 to 7, there exist A; < Ay,
and L > 1 sufficiently large such that (4.81) holds with

t:t1::0, 5:512:A1, 5251::0, and l:l1::L—O'A0.

Step 2 We define
0 ;= min (Aq,e./4) and ks = 0e,/2 — 00, > 0, /4 > 0. (4.82)
Also, we set t, > 2 such that
e Bt (1+e4/ds) P <1 — k.. (4.83)

Using Lemma 4.5.3, we deduce from the previous step that there exists to sufficiently high
such that (4.81) holds with ¢ = t2, § = d2 = 0. and for a certain £ € Rand | = ls < L (as &,
implicitly depends on L, we further ensure that I; < L, for all j).

If I < 1, one directly goes to Step 3. Otherwise, as long as [; > 1, one applies
Lemma 4.5.4 at time t; = ta 4 (j — 2)t, (recall that (4.15) is an autonomous evolution equa-
tion), 6; = d, and get, by (4.82) and (4.83), that (4.81) holds for t = t;1 with [ <[; — ks
and 0 < (1—k,)d,. Therefore, one can take 041 := 6x, [j41 := [ — k4 and iterate until I; < 1.

Step 3 By Step 2, we have an index jy such that (4.81) holds for t = t;,, 6 = 0;, = 0«, &j, €
R and = [j, = 1. Using Lemma 4.5.4 and Definitions (4.82) and (4.83), a straightforward
computation inductively shows that, for all j > 0, Inequalities (4.81) hold for t = t;4},,
0 = 0j4j,, and | = [, being defined by

tj+j0 = tjo —i—jt*, (5j0+j = (1 — H*)J(S* and lj+j0 = (1 — H*)j, (4.84)

and for £ = §; such that [§jo4j41 — ol < (1 — k).

Step 4 We have shown that (4.81) holds for (t,4,1) = (t;,0;,1;), forall j > 0. For t > 0, we
associate j implicitly defined by ¢ € [t;,¢;41). Thus, we deduce from Lemma 4.5.3 that (4.81)
also holds for ¢, 6 = ¢;, £ = ¢, and | = I; + 06;. Taking Step 3 into account yields, for
all 7 > jo,

6§ <0,(1—ky)70 and 1< (14 06,)(1— k)70,
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Moreover, {; converges to £ and, for all j > jo,
€5 — ool < mIH(L—Ru)T.
Yet, a simple calculation shows
(1= Ky )90 = (1 — g, ) 9040/t exp (tIn(1 — Ky ) /L) -
Setting k := —In(1 — k) /ts« > 0 and
K = {5* + (1 + 00y + Ii;l) Hn'HLOO(Rd)} (1- li*)fjoftjo/t* ,
we obtain, for all t > ¢, t € [t;,tj+1),

Sup @ = et = &oo) = ult, )| <05+ (1] + 1€ = &ool) [ || oo () < K™

This concludes the proof of Theorem 4.1.1. O
Acknowledgements We would like to thank Claude Le Bris for his advice, and Yves-

Patrick Pellegrini for his kindness and for providing a physical insight into the Weertman
equation.






Chapitre 5

Résolution numérique de I’équation
de Weertman

Ce chapitre reprend la publication en anglais [88]. Il propose un algorithme pour ap-
proximer numériquement les solutions de I’équation de Weertman.

Ce travail a été fait en collaboration avec Claude Le Bris, Frédéric Legoll et Yves-Patrick
Pellegrini.
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Fourier-based numerical approximation of the
Weertman equation for moving dislocations

Marc Josien !, Yves-Patrick Pellegrini?, Frédéric Legoll !, Claude Le Bris!

Abstract This work addresses the numerical approximation of solutions to a dimension-
less form of the Weertman equation, which models a steadily-moving dislocation and is
an important extension (with advection term) of the celebrated Peierls-Nabarro equation
for a static dislocation. It belongs to the class of nonlinear reaction-advection-diffusion
integro-differential equations with Cauchy-type kernel, thus involving an integration over
an unbounded domain. In the Weertman problem, the unknowns are the shape of the core
of the dislocation and the dislocation velocity. The proposed numerical method rests on
a time-dependent formulation that admits the Weertman equation as its long-time limit.
Key features are : (i) time iterations are carried out by means of a new, robust, and inex-
pensive Preconditioned Collocation Scheme in the Fourier domain, which allows for explicit
time evolution but amounts to implicit time integration, thus allowing for large time steps;
(ii) as the integration over the unbounded domain induces a solution with slowly-decaying
tails of important influence on the overall dislocation shape, the action of the operators
at play is evaluated with ezact asymptotic estimates of the tails, combined with Discrete
Fourier-Transform operations on a finite computational box of size L (iii) a specific device
is developed to compute the moving solution in a co-moving frame, to minimize the effects
of the finite-box approximation. Applications illustrate the efficiency of the approach for
different types of nonlinearities, with systematic assessment of numerical errors. Converged
numerical results are found insensitive to the time step, and scaling laws for the combined
dependence of the numerical error with respect to L and to the spatial step size are obtained.
The method proves fast and accurate, and could be applied to a wide variety of equations
with moving fronts as solutions; notably, Weertman-type equations with the Cauchy-type
kernel replaced by a fractional Laplacian.

Keywords Weertman equation, Peierls-Nabarro equation, dislocations, Cauchy-type non-
linear integrodifferential equation, reaction-advection-diffusion equation, fractional Lapla-
cian, preconditioned scheme, discrete Fourier transform

5.1 Introduction

This article addresses the numerical approximation of the following nonlinear integro-
differential equation, with Cauchy-type singular kernel :

{ — 0z n(x) + ¢ Opn(z) = FL(n(z)) for z€R, (5.1)

n(—oo) =m and n(+00) =,

1. Ecole des Ponts and INRIA, 6 et 8 avenue Blaise Pascal, 77455 Marne-La-Vallée Cedex 2, France.
2. CEA, DAM, DIF, F-91297 Arpajon, France.
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where both the real-valued function 7 and the scalar constant ¢, are the unknowns. The
potential F, is a nonlinear bistable function of 7 with (at least) two local minima at values
17 = m and 1 = 7,. The meaning of the subscript ¢ is explained below. The operator |9, is
linear, and defined in terms of the Hilbert transform H [95] as

1 T omy, , . 1 den(z’) .
Oz|n(x) = H(On)(x) := —p.v. dz’ = lim — dz’, 5.2
0.ln(x) = #(Em)x) = v | / 5:2)

x—a 0T Jjpgrse T — X

—00

where p.v. denotes the principal value [90] at z. In the context of singular integral equations,
the above kernel of the Hilbert transform is known as the Cauchy kernel. The operator
—|9,], also denoted —(—A)Y? by some authors, is diffusive [36, p. 181]. Another useful
representation of (5.2) is (by integration by parts)

1 [T (@ +y) + 0z —y) - 2n(z)
/0 dy.

Oz =—— 5.3
Ouln(r) = - (53)
Let the Fourier transform in the continuum (FT) of a function f be defined at wavemode k

as

U0 = Tk = [ @) o (5.4)
—0oQ

One has F[p.v. 2z~ (k) = —imsgn(k) [70, p. 1118], whence F[|0;| n](k) = |k|7(k). Thus, the

non-local operator |0;| is symmetric and positive.

Equation (5.1) is a dimensionless form of the Weertman equation [135,154,155] (simply
referred to as ‘the Weertman equation’ in the following), which models straight dislocations
traveling with steady velocity, thus generalizing the Peierls-Nabarro (PN) equation for static
dislocations [120] :

{—yaMx):F;(n(w)) for zeR, (5.5)

n(—o0) =m and n(+o0) =n,.

The obtention of Equation (5.1) from the original Weertman equation is discussed in Ap-
pendix 5.7. Dislocations are linear defects in crystals, the motion of which is responsible
for the plasticity of metals [81]. Dislocation lines have a non-vanishing sectional area, i.e.,
they possess a ‘core’ of finite width. The derivative d;n(z) (the so-called dislocation den-
sity) of the unknown function 7 in (5.1) describes the shape function of a flat finite-width
dislocation on its glide plane, along the z-direction. The core is the region of space where
0.1 (x) develops peaks. From a physical standpoint, the function 7 represents a local relative
material displacement discontinuity between the upper and lower half-spaces surrounding
the glide plane on which moves the dislocation line; see, e.g., [81] for details. From a broa-
der perspective, the function 1 can be understood as a moving phase-transformation front
between the states 7, and n (Fig. 5.1).

In (5.1) the term |0z|n accounts for the long-range elastic self-interactions that tend
to spread the core. This repulsive interaction is counterbalanced by the nonlinear pull-back
force F.(n), which binds together the upper and lower half-spaces, thus giving the dislocation
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core width

FIGURE 5.1 — Typical shape of n(z) in Equation (5.1) when F' is a sinusoidal function.

core its finite width. Throughout this article, we consider that F.(n) includes a constant
externally applied loading o (that is, Fi(n) = F(n) — on where F(n) is an energy potential
intrinsic to the material, tilted by the adjunction of a linear term —on). Moreover, the
moving dislocation is subjected to various drag mechanisms encoded into the term ¢, 0,7.
As recalled below, the Weertman equation admits an analytical solution [135] if F(n) is
assumed sinusoidal. For more realistic potentials, a numerical approach is required.

Since its inception, the original PN model has been enriched in various directions. For
instance, it most often requires being generalized to vector-valued n to be quantitatively
predictive [51, 52,108,109, 152]. Also, the model has been extended to two dimensions of
space, to study planar dislocation loops [51,52,156,161]. Quite generally, methods to com-
pute the shape of static or moving cores encompass variational approaches and involve the
finite-element and/or phase-field-type implementations [51,52,69,84,115,160|. Yet, in spite
of such a wealth of enrichments of the PN model and its associated numerical methods of so-
lution, the one-dimensional Weertman equation —a comparatively simpler extension— has
not been investigated as thoroughly, while the specific problem of determining the allowed
velocities of steadily-moving dislocations for general force laws F. remains an open ques-
tion of major practical interest [135]. For this reason, the present work focuses on solving
the simplest, scalar, and one-dimensional case. A generalization to the vector case of the
Weertman equation is the subject of ongoing work, and will be presented elsewhere [132].

It must be emphasized that, in the dimensionless form (5.1) of the equation, ¢, is not
the physical velocity of the dislocation. The latter is deduced from ¢, in a post-processing
step, which in the present scalar case is independent from the numerical task of solving the
equation. Therefore the physical velocity is not further considered hereafter. Moreover, we
stress that (5.1) applies only to non-supersonic motion, for which the coefficient of |0,| does
not vanish in the original Weertman equation (Appendix 5.7).

Numerical methods for solving integrodifferential equations such as (5.1) have been
proposed by many authors. The method employed in [101| uses properties of the Hilbert
transform to recast Equation (5.5) into a form amenable to fixed-point approaches. In [96]
the authors consider a simpler version of (5.1) on a bounded domain, in which the nonlinear
term F(n(z)) is replaced by some given n-independent function g(z), and where ¢, is
also given. The solution is then obtained by means of a collocation method with quadratic
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interpolation. Those works make use of the expression of the operator |0,| in the direct
space. More recently, Karlin et al. presented [91] a general iterative method for solving
(5.5), based on the expression of |0;|n in the Fourier space. Our work borrows from the
latter reference. The interested reader can also refer to [30,37| and references therein for
Fourier-based numerical schemes applied to the fractional Laplacian operator |d,|* with
a > 0 (see also [113] for Hermite spectral methods, and [83] for finite-difference methods,
applied to this operator). Fourier-based methods become increasingly popular nowadays to
address dislocation problems in engineering [54] but most often address static problems.

The present article proposes a numerical method to approximate solutions to (5.1) in
the case where F is bistable. As in [91], we build a dynamical system that admits (5.1) as
its long-time limit, namely,

(5.6)

Opu(t,z) — c(t) Opu(t, x) + |0z |u(t, z) = —F. (u(t, z)),
u(t =0,2) = ug(x),

where z € R, and vy is a regular initial data taking values in the interval [, m] such that
ug(—o0) =m and  wug(+00) = 1y, (5.7)

where 7, are zeros of F(n).

The iterative numerical approach introduced below uses (5.6) to approximate the solu-
tion of (5.1). It is immediate that if (7, ¢;) solves (5.1) and if we impose ¢(t) := ¢,, then
u(t, ) := n(x) satisfies (5.6) for the initial data ug = n. It is proved in [87| that if F, is
bistable, then for any initial data up with values in [, n] that satisfies (5.7) and for any
continuous function c(t), the solution u of (5.6) converges to the solution of (5.1) in a sense
explained in Sec. 5.8.1 below. This leads to the following procedure :

1. consider an initial condition ug(z) such that (5.7) holds;
2. approximate the solution u(¢,z) to (5.6);

3. while evaluating u(t, x), choose ¢(t) such that the core of u(¢,z) remains within the
computational box and that ¢(t) converges to ¢, (see Equation (5.17) below) ;

4. for t = t¢ sufficiently large so that u (¢, x) has numerically converged, return u (¢, x)
as a numerical approximation to 7, and deduce the velocity ¢, again using (5.17).

As will be shown, this strategy proves efficient in cases of physical interest. However there
might exist alternative strategies for solving (5.1). In particular, recent attempts aim at
solving nonlinear partial-differential equations with fractional Laplacian on an infinite do-
main, by projecting the equation onto a basis of Hermite polynomials and using a Galerkin
scheme [113]. Instead, the present work uses asymptotic information on the boundary condi-
tions to handle the issue of the infinite domain of integration.

Numerical approximation of (5.1) paves the way to investigating numerically the Dy-
namic PN equation [130], which generalizes the Weertman equation to transient regimes.
Indeed, the initial conditions and long-time steady-state regimes of the Dynamic PN equa-
tion are solutions to the latter equation [131|. However, we emphasize that (5.6) is only an
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algorithmic tool that has no relationship whatsoever with the actual dynamics of disloca-
tions.

The article is organized as follows. In Sec. 5.2, we briefly study the dimensionless Weert-
man equation, and discuss both the uniqueness of its solution and its interpretation as the
long-time limit of the dynamical system (5.6). We formally derive asymptotes of solutions
to (5.1) and state identities about the velocity ¢, in general cases. Also, we explain how to
choose ¢(t) in (5.6) to solve this equation in a comoving frame, namely, one which follows the
translational motion of the core. Technical elements of mathematical proofs are gathered in
Appendix 5.8. An analytical solution to (5.1) that exists in a particular case is recalled. In
Sec. 5.3, we introduce our numerical representation for 7 and discuss corresponding imple-
mentations of the diffusive operator —|0,| and the advective operator d,, as well as methods
to evaluate c(t). Also, we make use of the asymptotic behavior when |z| — 400 of the solu-
tion to (5.1) to circumvent the issue of the unbounded domain of integration in (5.2). Once
these fundamental elements have been introduced, we build in Sec. 5.4 a Preconditioned
Collocation Scheme (PCS) that applies to our problem, and justify this denomination. In
Sec. 5.5, we use this numerical approach on two test cases : one with a simple potential
F,, for which the exact solution is known, and one with a more physically relevant poten-
tial F,. We also illustrate the robustness of our approach, concluding that the algorithm
presented is unconditionally stable with respect to the time step At. We empirically derive
error scalings with respect to the parameters involved in the discretization. A concluding
discussion closes the article, underlining some limitations of our approach, and proposing a
few possible extensions. Appendix 5.9 is devoted to examining further one such extension.

5.2 Some properties of the Weertman equation

This section is devoted to an overview of some important properties of the Weertman
Equation (5.1) and of the companion dynamical Equation (5.6).

5.2.1 Invariances

As the PN equation, Equation (5.1) is obviously invariant by translation. When invoking
uniqueness of the solutions, we shall henceforth implicitly refer to ‘uniqueness up to arbitrary
translations’. This invariance has consequences on the numerical solution, which usually
undergoes an undesirable drift during calculations if no corrective action is undertaken. A
special procedure is developed in Section 5.2.4 below to eliminate this difficulty.

Moreover, Equation (5.1) is invariant by reflection in the sense that if (n(x),¢,) is a
solution for boundary conditions n(£o00) = ni, then (n(—x), —c,) is another solution for
boundary conditions 7(+00) = 7, 1. Therefore, without loss of generality, we always assume
throughout this article that n > n;.

5.2.2 Existence and uniqueness of solutions to the Weertman equation.

There exists a unique solution to (5.1) when F; has a bistable nonlinearity. More precisely
it can be shown rigorously (the proof relies on a recent result |[73|) that for F, sufficiently
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regular, if m > 7, are such that : (i) F,(m,) = 0 and F(m,) > 0; (ii) any local minimizer
u of F, between n, and 7 satisfies F,,(u) > Fy(n,) and Fy(u) > F,(n), then there exists
a unique velocity ¢, and a decreasing function 7 satisfying (5.1), which is unique up to
translation. Condition (i) means that F, is a ‘bistable potential’. A typical example of such
F,, to be used in Sec. 5.5.5, is drawn in Fig 5.2. Possible non-decreasing solutions to (5.1)

0.08
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.04 1

02 0 m 02 0.4 0.6 08 1.0 12
-0.021 n

-0.04

FIGURE 5.2 — Camel-hump potential F, defined by Equation (5.54), with parameters o =
0.05 and r = 5.

that might exist as in the PN equation [120, Equation (16)], e.g., for i = n,, are disregarded
in the present work. Hereafter, we always assume that 7, obey the above conditions, and
we term such values of 7(x) at infinity consistent boundary conditions (CBCs).

5.2.3 Asymptotic behavior and characteristic lengths

By letting |z| — oo, we formally deduce the leading-order asymptotic expansions

m—"Th .’L'_l
TrFé/(nr,l)
where subscript t’ (right) goes along with the limit x — 400, and ‘I’ (left) goes along with

—00. They are proved rigorously in [87]. The key ingredient of the proof is the following
asymptotic behavior of integrals with Cauchy kernel (see [119, p. 267]) :

n(@) ~ m+ (5.8)

xr—r*+00

1 [t Ny 1
Oelnt@) oy o | Den@)dal = (o = m)- (5.9)
It can be formally retrieved from the leading term of a ‘series expansion’ of (5.2) at z large
(note however that the integral involved in the next-to-leading term of such a formal expan-
sion may not exist). Substituting expression (5.9) into (5.1), using the Taylor expansions at
boundary values

Fo(n) = Fy(my) 4+ F7(me)(n—mye) + .. > FY () (0 — my), (5.10)
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and noting that d,7(z) vanishes like O (|z|~2) [73], we obtain (5.8).
Introducing the characteristic lengths

2m
Ay = s 5.11
T R o4
Equation (5.8) can be rewritten as
(@)~ met (- ) o (5.12)
z—too " on2

It will be argued in Sec. 5.2.5 that a;, represent typical scales of variation of the dislocation
density on both sides of the solution. For further purposes, it is useful to introduce a mean
characteristic length as

1 1
T +
Fll(m)  Fl(n)

a:= %(al +a,) = (5.13)

Finally, depending on the potential F,;(n) at hand, the solution can be either symmetric,
in the sense that d;n(x) is an even function (an example will be given in Sec. 5.2.5), or non-
symmetric if the latter property does not hold.

5.2.4 Convergence, velocity determination, centering and choice of ¢(t)

Under our working hypotheses, all the solutions to (5.6) converge towards the unique
solution 7 of (5.1) at exponential rate. Elements of the proof are briefly sketched in Appendix
5.8.1. A simple way to determine the velocity ¢, associated with this solution is to multiply
(5.1) by 9;n(x) and to integrate over x [73]. The contribution of the diffusion operator
vanishes by symmetry, and one obtains

o = Foln) = Fo(m)
T 0 ()2da

(5.14)

The rest of the section essentially relies on formal arguments. To prescribe ¢(t) in Equa-
tion (5.6), we need first to center at = = 0 the core of the solution n(z) of (5.1) by imposing
the supplementary condition

1 L

L — 5 1
5T _Ln(fv)dx 7, (5.15)

where we have introduced the quantity

7= (m+n)/2 (5.16)

and where the constant L > 0 represents the half-size of the computational box in the
numerical calculations. Imposing condition (5.15) makes the solution of (5.1) unique (and
not only unique up to translations), which is crucial for numerical purposes.
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Next, on the basis of expression (5.14) for ¢, , we prescribe the function ¢(t) as

Fo () = Fo(m) n I(t), where I(t):= /L

S 0u(t, )] dz " (m — ) )

c(t) == [u(t,z) —n)dz, (5.17)

and k£ > 0 is a fixed parameter (the reciprocal of some characteristic time), that will ul-
timately be taken inversely proportional to the algorithmic time step (see Appendix 5.8.2
and Section 5.3.6). Since by (5.63) u(t,z) in (5.6) converges to n(x) up to a translation, we
formally have by comparing the following expression to (5.14) :

Fy(ne) — Fo(m)
fj;o[ax“(tvw)]Q dx t—+oo

Cy- (5.18)

Substituting this limit into definition (5.17) one deduces that at large times

c(t) ~ ey + —I(t). (5.19)

We justify in Appendix 5.8.2 that I(¢) — 0 when ¢ — oo, which is equivalent to

1 L

— . 2
5T _Lu(t,:):)dx—>17 (5.20)

Thus, in the same limit, c(t) — ¢, by (5.19). The limit (5.20) indicates that the choice (5.17)
forces the dynamical solution u (¢, z) to obey asymptotically the same centering as n(x). Put
differently, this amounts to computing (¢, x) in a comoving frame. The rightmost term in
(5.17)1 can thus be called a centering correction to the velocity.

5.2.5 An analytical solution

For |o| < 1 and
F!(n) = sin (27n) — o, (5.21)

with CBCs n, = arcsin(o)/(27), and 7 = 1 4 1, the dimensionless Equation (5.1) admits
the following analytical solution, easily deduced from the well-known solution [135] to the
original Weertman equation :

- )
n(x) =n + n - o [;r — arctan (T)] , (5.22a)

with  ¢,(0) =tan (27n,) =0/V/1—02 and a=1/cos(2mn) =1/v/1—0% (5.22b)

This solution is symmetric in the sense of Section 5.2.3. We will use this test case in Sec. 5.5 as
a benchmark. So, when |o| — 1 the velocity ¢, and the core width a blow up as (1 — |o|)~1/2.
Since ¢, and a are not the physical velocity and core width, this behavior is not the hallmark
of a physical pathology of the model. It however implies that the computational box should
be taken wider and wider to contain the core of 7, and that the latter moves with nearly
infinite velocity, which has numerical consequences to be examined in Sec. 5.5.1.
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In the form (5.12), the asymptotic behaviors deduced from a direct expansion of (5.22a);
read

a
om2x’

n(x) ~ mea+(m—n) (5.23)

z—+o00
where the length scales (5.11) are @y = a, = a. Thus, in this particular example where
the solution is symmetric the asymptotic behaviors provide a connection between the core
width and the next-to-leading terms in the expansion. This supports the interpretation put
forward in Sec. 5.2.3 that in generic asymmetric situations a;, represent characteristic scales
of variation of the dislocation density.

5.3 Building blocks

Our numerical scheme to solve the dynamical system (5.6) crucially rests on evaluating
the action of the operator |0;| in the Fourier domain, by means of the Discrete Fourier
Transform (DFT). This section explains the underlying spatial discretization procedure,
and outlines the key features of the implementation.

5.3.1 Temporal and spatial discretization

At discrete times t,, = nAt with step At > 0, we need a suitable representation U™(x)
of u(ty,x) over the whole z-axis. To this aim, we define a computational box [—L, L],
discretized into 2m elementary intervals of width h = L/m. Starting from a decomposition
similar to equation (18) in Karlin et al. [91], we write the function U"(x) as

U™(z) = g™ (z) + U (), (5.24)

where 1" (z) is a fixed reference function that complies with the asymptotic behaviors (5.8),
and 0U"(x) is a time-evolving correction, the support of which is contained within the box
[~L,L]. The function n™(z) is prescribed once for all, and plays the role of boundary
conditions for the operators |0;| and 0. Decomposition (5.24) is motivated by the fact
that the operator |0,| is non-local, and that the solution 7 of (5.1) does not vanish at
infinity. Thus, the tail contributions of u(t, z) at infinity should be taken into account when
computing |0, | u. They are represented in (5.24) by those of 7**f(z). The need to properly
account for tail contributions will be illustrated by means of numerical examples in Section
5.5.4.

In this article, we take 7™ as the linear combination
4
7 (z) = Agfp(a/a™), (5.25a)
B=1

where the basis functions fg(z) are chosen empirically such that [0, fz(x) can be computed
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analytically, as

Aile) =1, with  [9y] fi(z) = 0, (5.25b)

folw) = — L arctan (2mz),  with [0,] fal) = — gt (5.25¢)

2(2) == ——arctan (2rz),  wi 2| fa(x) = e .25¢

T . - 2z

ow) = with [0k] f(e) = g gy (5.25d)
1 , _2xln[(x2+1)1/2—x]+\/x2+1
fa(@) = NEERE with [0, fa(z) = p (@2 1 1)72 )

(5.25e)

and where a"®f

is an extra arbitrary scaling parameter. The four coefficients Ag are deter-
mined so as to satisfy the four constraints expressed by (5.8). We have designed the fz to
make this possible : f; accounts for the constant offset (see Fig. 5.1), while f allows for a
transition between left and right states, and f34 implement corrections to f» to match ar-
bitrary coefficients of the 1/z terms in the asymptotic expansions (5.8) (f2 already has 1/x
next-to-leading asymptotic behavior, but does not give enough freedom). Comparing the
asymptotic expansions of 7™ (z) for x — o0 directly deduced from (5.25) to the generic

expressions (5.8) leads to

(5.26)

A a Ay a F! — F'(n,
Ar=7, Ay=m—n, A3 2<a 1>, Ay 2 o (m) — Fo (1)

= on2 et ~2n2 ™ F () + F(n:)

where @ and 77 have been defined, respectively, in Equations (5.13) and (5.16). Thus, choosing
a**! = @ makes A3 vanish. In the exact case of Sec. 5.2.5, where furthermore F” (1) = F” (1),
only A; and Ay are nonzero and the solution is already completely retrieved at the level
of n™*f(z). Therefore we shall need to take a™! different from @ to be able to use the exact
solution of Sec. 5.2.5 as a non-trivial benchmark of the algorithm in Sec. 5.5. We observe
that the asymptotic expansion of 7*f(x) in (5.25) involves only odd inverse powers of |z|.
It must be emphasized that, however convenient, representation (5.25) is largely arbitrary.
Indeed, any other smooth function 7"°f(z) obeying the asymptotic conditions (5.8), mostly
varying inside the computational box, and such that |9, 7™ () can be accurately computed
once for all (either analytically, or even numerically), would equally well fit our purpose.
Finally, our discretization involves the following restricted sets of 2m integers (m > 2) :

Keomy ={-m,...,m—1}. (5.27)

Introducing discrete positions x; = j h, the function U™ (x) is represented inside the box by
the 2m-vector u" of components uj = U"(x;). It is decomposed according to (5.24) as

uy = nref(xj) +ouj,  J € Kam), (5.28)

where the 2m-vector du™ of components du; is now the unknown of the problem. We shall
also need to consider Equation (5.28) on an extended grid of coordinates z; with indices
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l € Km)- Accordingly, we introduce the injection 7 that maps R?™ into R*", and the
projector P that maps R*™ onto R?™. These operators are defined by

Iv =(0,...,0,v—my...,Um-1,0,...,0), (5.29a)
Pw = (Wopy ooy Win—1) (5.29b)
where m zeros have been added on each side of the 2m-vector v = (v_p,...,0p—1) in
(5.29a), and w = (w_2pm,...,Wam—1) in (5.29b) is a 4m-vector. The operator PZ leaves

R?™ invariant. On the extended grid where U"(z;) is represented by the constant values

n™f(z;) outside the computational box, equation (5.28) takes the form
U™ar) = i + (Zou™)i, 1 € K, (5.30)
where we have introduced 1", the 4m-vector of components nlref = nref(xl) with [ € K.

5.3.2 Discrete Fourier transforms and zero-padding

Our algorithm makes systematic use of Fourier transforms in DFT form, which allows
one to benefit from Fast-Fourier-Transform (FFT) numerical packages. We denote by v =
Fom) V] (or F(am)[vs] to emphasize the vector components) the 2m-point DFT that operates
on a 2m-vector v. We define it componentwise as

m—1

~ —ix; 2

Vp = (‘F(Qm) [V])p = Z v;e Jkp, kp = %P, pe ’C(Qm) (531)
j=—m

We shall also use (5.31) with m replaced by 2m (keeping fixed the step size h that defines
the spatial resolution). As is well-known, carrying out by means of DFTs the convolution
of a translation-invariant discretized kernel O with a vector v requires using the injection
and projection operators (5.29). This approach, called zero-padding, prevents DFT-induced
periodization artifacts (sometimes called aliasing artifacts [153]) from showing up near both
extremities of the interval of interest in the direct space [33|. For details on zero-padding,
the reader is referred to the classical reference [134, p. 643|. Thus, in terms of DFTs,

m—1
(OV)Z = Z Oz;j’Uj = (’P]:(jhln) |:Op (.7:(4m) [IV])p:Di, pE ’C(4m), 1€ ’C(Qm), (5.32)

j=-m

where the second equality follows from definitions (5.29) and (5.31). In the direct space the
kernel O is naturally discretized into 4m —1 components Oy with —(2m—1) < k < (2m—1),
and must be turned into a 4m-vector O by introducing an extra component O_o,, := 0
before computing in (5.32) the DFT O = F(am)|O] according to definition (5.31). It should
be noted that, for ease of exposition, definition (5.31) differs from the one employed by
DFT routines in FFT packages (however, the conversion is easy). For this reason, the zero-
padding procedure described in textbooks such as [134] uses component indexings different
from ours.
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5.3.3 Discretization of the advection operator

Using Equation (5.30), we discretize the advection operator on the extended grid by
means of an upwind scheme [61] suitably adapted to the extended grid. Introduce first the
operators DT defined for w € R*™ by the following expressions with O(h3) error (see [61, p.
297 with ¢ =1/2) :

(D [w]), := (—wig2 + 6wy — 3wy — 2w;—y) /6h, I € Kiamy, (5.33a)
(D_[W])l = (2wyy1 + 3wy — 6w;_1 + wy_9) /Gh, l e ]C(4m). (5.33b)

Then, ¢9,U"(x;) is discretized spatially as ¢ (D(c)u");, for j € K, with
D(c)u™ := PD[n™ 4+ Téu"], (5.34)

where D¢ := DT if ¢ > 0 and D¢ := D~ if ¢ < 0. Note that D(c) only depends on ¢ via
its sign. The choice of third-order finite differences in (5.33) is motivated in Sec. 5.5.4 by
numerical considerations (see Ref. [61] for schemes of orders 1 and 2 and Ref. [80, p. 111]
for order 4). In (5.34) operator D(c) operates in R so that 5™ plays the role of boundary
conditions when approximating 0,U at the extremities of the computational box of size
2L. Complementing Equations (5.33) with the periodic conventions wa, 1% := W_gm4x for
k=0,1and w_g;_k := wom_k for k = 1,2 at the boundaries of the extended domain of size
4L turns D* into diagonal operators in the Fourier space, which allows for straightforward
DFT inversions, such as in Equation (5.47b) below (note, however, that D(c) is a non-
diagonal operator due to the occurrence of Z and P in its definition (5.34)). Since D¢ is local,
and the result in (5.34) has been projected back onto R?™, this convenient periodization has
no impact on the final result. To carry out DFTs we envisage D* as convolution kernels,
which we represent as the 4m-vectors :

D" =(0,...,0,-1,6,-3,-2,0,...,0)/6h, (5.35a)
D =(0,...,0,2,3,-6,1,0,...,0)/6h, (5.35b)

with 2m — 2 zeros on the left and 2m — 2 zeros on the right in (5.35a), and 2m — 1 zeros on
the left and 2m — 3 zeros on the right in (5.35b). The vector representation D¢ of D¢ follows,
and we recast definition (5.34) of operator D(c) in terms of the DFT D° = Fam)[D°] of
components Dy, as

D(ep" = PFL, [ﬁ; (Feam ™" + z(suﬂ)J © € Kiamy (5.36)

5.3.4 Discretization of the diffusion operator

We turn next to the discretization of the linear integro-differential operator |0.|. In
view of (5.2), the latter involves a convolution by a pseudofunction 90|, which can be done
in the Fourier representation. Crucially, the present approach uses the continuous Fourier
form of the operator because this representation is straightforwardly diagonal, and versatile
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in the sense that it could as well be employed to address the fractional Laplacian |0,|*.
Its discretization, hereafter denoted by |D|%, is implemented as follows. We define for any
2m-vector v the operator |D|§ such that

(1D18v); = (Fomy [Iol* (Feam¥),]) - 2 € Ko, (5.37)

Then, from (5.24) and (5.37) with o = 1, we compute the discretized form of |0,| U™ (z;) =
|0a| 17 (25) + 0| SU™ () as

(IDJa"); == [0 0" (z;) + (IDlodu™);  j € Kam), (5.38)

ref

in which |0, 7™ is evaluated analytically at x; by means of Equations (5.25).

5.3.5 Alternative formulations

Equations (5.36) and (5.37) define our reference formulations, in which the advection
and diffusion operators are treated differently. On the one hand, (5.36) can be considered
as a zero-padded (ZP) implementation of the advection. Alternatively, one might consider
removing m zeros on each side of DT and D~ in (5.35), defining thus new 2m-vectors D,
and associated 2m-vectors D¢ and D¢ = Fom)[D°]. Equation (5.36) would then transform
into the following non zero-padded (NZP) implementation, which is a diagonal operator in
the Fourier representation :

Q(C)un _ F(_271n) I:ﬁ; (J:(Zm) [Pnref —+ (5un]>p:| , pE€ IC(Qm) (539)

On the other hand, the diffusion operator has been implemented in (5.37) and (5.38) in
NZP form, using 2m-point DFTs. The ZP counterpart to (5.37) would read instead, with
now ky, = 2wp/(4mh),

(118v); = (PFiamy [l Famy [Z¥1),]) - € Kty € Koy (540)

which is non-diagonal in the Fourier representation, while (5.38) would become
(IDJu"™); := [0:] 77 () + (|1Dlodu™);, € Kam)- (5.41)
As recalled in Section 5.3.2, the application of the (long-range) diffusion operator by means of
the NZP expression (5.37) could involve undesired periodization effects on side regions of the
computational box. However, such artifacts turn out insignificant because by construction,

as a direct consequence of decomposition (5.24), Ju” is small in those regions. Use of the
above alternative formulations is further investigated in section 5.5.1 below.
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5.3.6 Velocity computation

As seen above, Equation (5.6) can be solved in the comoving frame by using the velocity
c¢(t) given by (5.17). In this way, the dislocation core lies as remote as possible from the
box boundaries to minimize the influence of the approximations made in handling the tails.
To proceed, we substitute in (5.36), at each time ¢,, the quantity ¢ by ¢, = c(t,) (with
the convention that c_; = 0) computed from a discretized version over 2m — 1 points of
expression (5.17), in which L has been replaced by L — h (since 2_(,—1) = —L + h and
Tm—1 = L — h); namely,

-1

= [Fo(ne) — Fo(m)] | 1 mz_:l ’(D( )n)2+7712,1+77r2,1 n K 7
R ! j=f(m71)wj % 3(L — h)3 e
(5.42a)
m—1
Loi=h 3wy (uf=7). (5.42b)
=—(m-1)

In these expressions 7,1 = (m — nr)a,/(272) for p = 1,1, and the w; are the weights 1/3,
4/3,2/3,...,2/3,4/3, 1/3 of the Simpson integration rule. Remark that ¢, depends only
on c¢,_1 via its sign, which is of little consequence except in calculations at o small where
¢y is close to 0 and may oscillate during iterations. The term within brackets results from a
straightforward discretization of the integral in (5.17)1, in which the tail contributions have
been evaluated analytically from the asymptotic expansions of n*f (for simplicity, we have
not evaluated the full tail contributions of n"f).

Moreover, a suitable value of k stems from the empirical consideration that if we dis-
cretize in explicit Euler form Equation (5.65) of Appendix 5.8.2 as I,41 = (1 — kAt)1,,
monotone convergence towards 0 of I,, is ensured by taking x < 1/At. Correspondingly, the
value of k used henceforth in (5.42a) is k = 1/(2At¢).

5.4 Algorithm

This section describes the iterative numerical scheme used to compute 1 and ¢;. This
algorithm is explicit in time, is consistent with the dynamical system (5.6), combines the
above-discretized operators, and remains stable even with a large time step At.

5.4.1 Procedure

Computations go as follows. First, for given local minimizers n and 7, of F,, the al-
gorithm is typically initialized by choosing arbitrarily the values u? inside the box, prefe-
rentially not too far from the expected solution. This can be done in a number of ways;
notably, by using as an initial condition the function 7"f ref chosen large enough
to encompass the expected overall width of the dislocation density (typically, a few times
the characteristic scale @), whence u? = 0. A few low-resolution runs may help adjusting

with a
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a**f. Obviously, to get a reasonable representation of the solution, the discretization step h

must necessarily be less than any characteristic size of the core (i.e., < min (ay, a,)). Also,
when carrying out incremental parametric studies, the solution computed from the previous
value of the parameter under consideration can be used as an initial condition, to save CPU
time. However, for studying stability issues, we shall purposely take initial data far from
the expected shape of a dislocation.

Denoting by ® the scheme presented below, we iterate

u"t =@ (u") (5.43)

until the difference between the results of two successive iterations is small, in the sense
that

|Au"||:=  max

u? — uy“( < AoAt, (5.44)

where Ag is a user-defined stopping criterion. Upon completion at some n, the algorithm
returns 1 := u, and the associated ¢, = ¢, evaluated thanks to (5.42a). Unless otherwise
stated, Ag = 107! in the numerical calculations of Sec. 5.5 below.

5.4.2 The Preconditioned Collocation Scheme

The scheme ® described hereafter, which we call the Preconditioned Collocation Scheme
(PCS), is based on the requirement that the long-time limit 7 of u™ should solve the following
static equation :

—(IDIn); + c(D(e)n); = Fy(n),  J € Kam), (5.45)

which is the discretized form of (5.1). This is a collocation method. A first naive way to
proceed would be to attempt solving (5.6) by writing

u'tl =y 4 At[ _ ’D‘u” + enD(cp)u™ — Fé (u") ], (5.46)

where At should be adjusted in order to achieve convergence. At convergence, the solution
1 obeys (5.45) and depends on At only through the evaluation of the numerical velocity ¢,
defined by (5.42a). As will be justified in Section 5.5.3 this dependence is of little relevance,
which is an advantage.

However, system (5.46) is ill-conditioned, because it involves the stiff operators |D| and
D(cy,). As a consequence, (5.46) does not converge if At is not small enough. This issue is
dealt with by preconditioning (5.46) in the following way :

u't = (U == u" + At M™(AL) [~ D|u” + ¢, D(c,)u” — Fl (u™)] (5.47a)

where M™(At) := M (At)My(At) is defined in terms of the operator M{*(At), which de-
pends on u” via ¢,, and acts on a 2m-vector v as

f4m [IV]
M (At = PFL f(Azﬁ)cZ

(4m) , pE K(4m), (5.47b)
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and of the n-independent operator Ms(At) defined on a 2m-vector v as

(f(Qm) [V])
Mo(At)yv = F b |— 2P
2BV = F 1+ Atlk,|

(2m) pE /C(Qm). (5.47¢)

By von Neumann analysis, one checks that the operator 1 — At cD(c) is invertible, which
ensures that M{" (and thereby M) is well-defined. A preconditionner similar to (5.47¢c) is
used in [37]. With the PCS (5.47) the long-time limit of u™ also satisfies (5.45). Therefore,
the preconditioning achieved by introducing M™(At) is just a procedure to enable and speed
up convergence.

Following Section 5.3.5, we see that the M{" operator that correbpondb to NZP advection
simply derives from removing Z and P, replacing DC by D , and using F (g, instead of
F(am), With p € K(ap, in definition (5.47b). Likewise, the Mg operator that corresponds to
ZP diffusion stems from replacing F(2m,) by F(4m), replacing v by Zv, and applying P to the
result in (5.47c), with p € KC(4y,). One advantage of the multiplicative splitting M" = M{* Mo
is that it allows such variants to be examined separately to assess their individual influence.

The working of the preconditioning is understood as follows. If we ignore the differences
between ZP and NZP versions of the operators and assume At small enough, the operator
M™(At) is close to the effective inverse of 1 — At[—|D|+ ¢, D(cy,)]. Hence, (5.47a) precondi-
tioned by M™(At) is tantamount to the following semi-implicit scheme (see |79, p. 102] for
a reference on semi-implicit schemes) :

u"tt ~u" + At [~ |D[u"™ + ¢, D(cp)u™ ! — FL (u")] . (5.48)

As is well-known, treating stiff operators in an implicit way yields a stable scheme. Hence,
this preconditioning naturally leads to stability (this assertion will be exemplified in Section
5.5). We note that (5.48) is a consistent discretization of (5.6) —just as (5.46).

We now justify the preconditioned character of ® by analogy with the task of solving
iteratively a linear system. Indeed, ignoring nonlinearities by replacing F. (u™) by a constant
b and by setting ¢, = 0, (5.45) can be put in the form Au = b, so that (5.46) reduces to a
scheme of the type

u"t = u" — At (Au" — b), (5.49)

where A is a positive symmetric matrix. The latter scheme converges for general b if and
only if all eigenvalues of (1 — At A) belong to the interval (—1,1); this can require At to be
very small. In a similar way, the scheme (5.47a) can be abstracted as

u" =u" — AtM (Au” — b), (5.50)

with M close to (1 4+ AtA)™'. Then, the eigenvalues of the latter scheme are close to that of
(1+ At A)~!, which unconditionally belong to (0,1) if At > 0. Equation (5.50) amounts to
solving MAu = Mb. This is the classical preconditioning method (in the spirit of a modified
Richardson iteration, see [92, p. 6]).
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5.5 Numerical results

The above algorithm has been implemented as a MATLAB® code, and our results have
been obtained on a 2.3GHz standard laptop computer, with typical computation times of
order one second to a few minutes per run, depending on the case at hand. Except in Sec.
5.5.5, the calculations concern benchmark comparisons with the exact solution of Sec. 5.2.5,
and have been carried out with F as defined by (5.21), for o € [0,1). Moreover, in Sections
5.5.1 to 5.5.4, a parameter value a*f = @/2 (see Section 5.3.1) is employed in 7' (x).

5.5.1 Convergence

1.5 1.5 0.05
I 0
u 0
1 1 n
-0.05
0.5 0.5 -1
-0.1
(a) (b)
0 0 -0.15
-100 0 100 -100 0 100 -100 0 100
xr X xr

FIGURE 5.3 — (a) Initial data u’; (b) output n; (c) discrete derivative of 5. Blue : solution
7 ; red : parts of 77 outside the box. Discretization parameters 2m = 4096, step h = L/m ~
0.039, and At =0.1.

As stated in Sec. 5.2.5, the core width a(o) and the velocity ¢,(o) blow up when o — 1.
The first problem is easily solved by running one preliminary low-resolution run to provide a
rough numerical estimate for the core width a(c). The half computational box size L is then
adjusted to a value L > a(o). Figure 5.3 displays the initial data u®, the converged result n
and its discrete derivative. The figure illustrates the robustness of the PCS with respect to
initial conditions in the sense that the initial data u® can be non-monotone, irregular, and far
from the solution 7 to (5.1). In this calculation, the applied loading is ¢ = 1 —1.973 x 1073,
which induces large values close to one another for the converged velocity and core width,
cy(0) ~ a(o) ~ 15.9; see (5.22b). The half box size is L = 5a(o) ~ 80. As seen in Fig.
5.3(c) the discretized derivative of n is regular inside the box [—L, L], but the inset shows
that some artifacts take place near the matching points between the solution inside the box
and the tails of nref(x) outside it. Quite generally, it is observed that these artifacts diminish
when either L or ¢ are increased (results not shown). As they are related to the artificial
discontinuity between the numerical solution (constantly moving and brought back to the
center of the box by the velocity correction term) and the reference function (fixed), their
presence could not be avoided.

Under the same initial conditions, Figure 5.4 illustrates the convergence properties with
time, via ||Au”| defined in (5.44). The semi-logarithmic plot of Fig. 5.4(a) shows that,
up to high-frequency oscillations, convergence is exponential with time, in agreement with
the arguments of Section 5.8.1. Moreover, the convergence rate (the slopes in Fig. 5.4(a))
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FIGURE 5.4 — (a) Convergence indicator ||Au”|| defined by (5.44) vs. time t,, and (b)
number of iterations N¢ until [[Au”|| /At < Ag vs. velocity ¢, (o). Parameters L = 10a(0),
2m = 1024, and At = 0.1.

depends on the applied loading o, convergence being impeded when ¢ approaches 1. Not
unexpectedly, this loss of performance coincides with F, being ‘less and less bistable’ in the
sense that the minima of F;, at n = 7, and = n; become less and less deep. Bistability is a
crucial requirement for the existence of a solution to (5.1), and for proving convergence as
expressed by (5.62). In this connection, it should be remarked that the tail expressions (5.8)
involve the second derivatives F(n), which presumably leads to pathologies when the latter
are small. However, Fig. 5.4(b), which displays the data in parametric form of parameter
o, shows that the PCS copes well with high velocities, which is important from a physical
standpoint. Thus, our preconditioning does a nice job of avoiding stability issues when ¢, is
large. In this respect, recourse to ZP advection proves crucial. Indeed, Fig. 5.5 exemplifies
what happens upon using the NZP advection (5.39) and associated M{" preconditionner
built as described in section 5.4.2. For o close to its theoretical limit 1, waves coming from
the right boundary of the box cause u(t,x) to oscillate badly. Although convergence might
eventually take place at larger times, no sign of entering a regime of convergence have shown
up in this particular calculation up to 106 iterations, at which point execution was stopped.
Strikingly, the same calculation with ZP advection converged in 1420 iterations. In the rest
of the paper, all calculations are carried out with our reference formulation (namely, ZP
advection and NZP diffusion). However, extra tests were performed, leading us to conclude
that using ZP diffusion with the present algorithm does not improve the accuracy of the
results in any way worth reporting in detail, nor provides any advantage over using NZP
diffusion, which we attribute to the circumstance already mentioned in section 5.3.5.
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u(t, x)

-200 -100 O 100 200

FIGURE 5.5 — Oscillations of u(¢, x) when using both NZP diffusion and advection operators
for o = 0.9998, which induces ¢, ~ 53.0. Discretization parameters : 2m = 1024, 2L = 531,
At =0.1.

1073
B +|Acn/c,,|
1074 — || An||
IA [0,1] ||
X
107
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(o)
FIGURE 5.6 — Parametric plot with o as the variable parameter, of the error indicators

(5.51) vs. ¢y(o). Parameters L = 20a(o), 2m = 2048 and At = 0.1.

5.5.2 Error indicators and overall accuracy

Figure 5.6 compares the output of the PCS with the exact solution of Sec. 5.2.5 in terms
of the following indicators :

Al :=fnf _ max o fn; =z + Ol (5.51a)

A0 _ e e Pen) = Qe + O (5.51b)
”8:577” EeRje{fmv""mfl} Hal'nHLOO(R)

|Acy/cy| == |en/cn — 1. (5.51c)

The absolute error (5.51a) can as well be understood as a relative error since in the cases
considered ||7]|,o gy is of order 1. In (5.51a) and (5.51b) the inf¢ operation, motivated by
the translation invariance of (5.1), takes care of the approximate character of the centering
of the numerical solution, due to discretization errors. Formulated in this way, the error
indicators are insensitive to small shifts in the position of the computed solution. The figure
indicates that the outputs of the PCS accurately approximate the exact results, with errors
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of a similar order of magnitude for the three quantities represented. In addition, the small
errors observed on Figure 5.6 depend only weakly on ¢;.

5.5.3 Discretization parameters and error scaling

This section closely investigates the scalings of the error at convergence with respect to
the time step At, the half box size L and the space discretization step h. The same case
as above is considered, with a variety of applied loadings. Addressing first the influence of

TABLE 5.1 — Errors as a function of At (2L = 638, 2m = 4096, h = 0.156, o1 = 0.9921).
At 0.25 0.1 0.01 0.001

|An| | 5.400822 x 10~ | 5.400780 x 10~° | 5.400754 x 1075 | 5.400752 x 1075

“ﬁgﬁ;@” 1.223510 x 104 | 1.223571 x 10~4 | 1.223607 x 10~* | 1.223611 x 104

|Ac/c|| | 2.022173 x 107° | 2.021742 x 107° | 2.021482 x 107° | 2.021456 x 10~°

At, we observe that the PCS solution depends on At only through the centering correction
term in expression (5.42a) of ¢,. However, as explained in Section 5.3.6, this term vanishes
in the limit of infinite times, and is therefore expected to be small at convergence. This is
confirmed by the errors reported in Table 5.1 for applied loading 0 = o1 (see caption) so
that ¢,(01) ~ 7.91, and decreasing values of At. Errors are quasi-constant, which shows
that the dependence on At of the converged result is negligible. For definiteness, the rest of
the calculations in the present paragraph is made with At = 0.1.

Figure 5.7 illustrates how ||An|| depends on L and h = L/m, for the two very different
velocities obtained with loadings o2 = 0.951 so that ¢, (02) ~ 3.08, and o3 = 1—1.97x 1075
so that ¢,(03) ~ 159. Raw results are displayed in Figs. 5.7(a) and (b). Computations for
o = o3 did not converge with hA/a = 0.31, which is why this value is not considered in plots
(b) and (d). It turns out that for L large, ||An|| scales as h® for both loadings. Besides,
it is approximately proportional to L™ for L small. This is demonstrated in the data-
collapse plots (c) and (d) where the individual datasets of Figs. 5.7(a) and (b), respectively,
are merged into one single master curve by means of appropriate rescalings of abscissas
and ordinates. The data collapse of Fig. 5.7(b) for ¢ = o3 is only partially successful, as
noticeable corrections to scaling arise for Lh < a(03)?.

The scalings can be understood as follows. On the one hand, the scaling in h is consistent
with our choice of a third-order advection scheme in (5.33). On the other hand, since the
error at any point is spread over the whole domain by the integro-differential operator |9/,
the error n(L) —n™ (L) at the boundary point 2 = L (for instance) can be used to estimate
the overall error. It behaves as L ™3 in the present case where n(x) and 7" () are symmetric,
and where the next nonzero term in expansion (5.12) is oc 3. This is consistent with the
error scaling observed in the plots. Still, these elementary arguments do not explain the
downwards bending of the high-velocity plots in Fig. 5.7(b), which indicates either that the



214 CHAPITRE 5. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQUATION DE WEERTMAN
0
10 | --h/a=0.31 --h/a=0.16
107 ° "'Eja=g-é‘758 --h/a=0.078
29 -e-h/a=0. e
107, —h/a=0.039 +:;a‘°'°29
1078 ~h/a=0.020 a=0.020
10 ——h/a=0.0098 —-h/a=0.0098
5 ——h/a=0.0049 » |-—h/a=0.0049
10° ——h/a=0.0024 ——h/a=0.0024
10°®
7 [l Anl| . | Al
10 1
-8 -8
10 10
10" 102 10%  10* 10" 102 10%®  10*
2L/a(0) 2L/a(o)
10 10
10 [T h/a=0.31 10 e ha=0.16
--h/a=0.16 » --h/a=0.078
~-h/a=0.078 | Slope=1.00 ~-h/a=0.039 | Slope=1.00
--h/a=0.039 ' ~+-h/a=0.020
102 |-+-h/a=0.020 105 |~Ma=0.0098
~—h/a=0.0098 ——h/a=0.0049
—~h/a=0.0049 ~h/a=0.0024
—~—h/a=0.0024
10° 5 0 3
(c) lAn(2L/a(0)) 1071 (@) lAn|l(2L/a(o))
10 10° 105 1010 107° 10° 10° 1010
(2L/a(0))*(h/a(0))? (2L/a(0))3(h/a(0))?

FIGURE 5.7 — Raw data and corresponding data-collapse plots for error ||An||. Loading
o = oy in (a) and (c) (moderate velocity), and ¢ = o3 in (b) and (d) (high velocity) ; see

text. In the legends, a stands for a(o).

L3 scaling regime has not been reached, or that it may not hold exactly. This bending

causes deviations from ideal scaling, made conspicuous in Fig. 5.7(d).
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FIGURE 5.8 — Raw data for the error (5.51b) on 0,n(z). (a) 0 = o2, (b) 0 = o3 (see text).

Likewise, Figures 5.8 and 5.9 display the errors (5.51b) and (5.51c¢), respectively, for the
loadings o9 and o3. Whereas Fig. 5.8(a) resembles Fig. 5.7(a), the dependence of the error
with respect to h is more involved. In particular for o = o9 (Fig. 5.8(a)), there exists at
fixed L an optimal value of h = L/m that minimizes the error. The reason for this behavior
is unclear. However it should be realized that approximating 0,7 in the sense of the L*°
norm is quite demanding. Figs. 5.8(b) and 5.9(b) display bendings similar as in Fig. 5.7(b).
No data collapse is presented, as notable deviations from scaling take place in all figures.
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FIGURE 5.9 — Raw data for the error (5.51c) on ¢,. (a) 0 = 02, (b) 0 = 03 (see text).

TABLE 5.2 — Error on 7 minimized over L for ¢ = o9, as a function of m.

2m 32 128 512 2048 8192
min. value of ||An| [2.1x1072 | 6.1x107* | 6.2x 107> | 7.2x 1076 | 8.8 x 107
optimum hL/a(o9)? 0.781 0.195 0.195 0.195 0.195

For practical matters one needs, e.g., to determine the optimal value of L at fixed number
2m of discretization points, which somehow corresponds to a fixed cost to go from u” to u™*?
in (5.47a). Table 5.2 shows the minimal error ||An|| deduced from the datasets of Fig. 5.7,
together with the corresponding optimal value of L via the ratio (hL)/a? = (L/a)?/m. One
observes that the optimal value of the latter quantity does not depend on m for m sufficiently
large. This can be understood from the above scaling arguments. Indeed, the data collapse
in Fig. 5.7(c) indicates that for Lh < C, where C' is some constant, |An| o< L™3, and that
for Lh > C, ||An|| « h3 = L3/m?. Thus the optimum takes place at the crossover between
these regimes in which the error first decreases, then increases with L. Balancing the two
regimes, it follows that Lh = L?/m ~ C at the optimum. The analysis still qualitatively
holds for higher o values. The optimum just discussed is not the one evoked above in
connection with Fig. 5.8. However, in both cases, one sees that increasing the number of
discretization points at fixed L does not necessarily improve the accuracy : one also needs
to increase L.

The same arguments as above suggest that, in the general case of a nonsymmetric
solution where the next nonzero term in expansion (5.12) can be an O(x~2) (see Sec. 5.2.3),
the error on 1 would behave as L2 instead of L3, and if the error scales as h® for h small
the optimum would take place for Lh*/2 ~ C.

5.5.4 Influence of the tails and of the order of the advection scheme

At given L the quality of the numerical solution also depends on how tail contributions
are accounted for while handling the operator |0;|. As the quantity |0 n(z) enters the
equation for 7, errors on the former affect the latter via the nonlinear term. To illustrate
this point, we focus on the point z = 0 where 7(0) = 7**!(0) = 7. Since both the function
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n*f and the solution 1 to (5.1) satisfy the same asymptotic behavior (5.8), their difference
behaves as 7(x) — n*f(x) = O (Jz|7"), where 7 = 2 in the general case, and 7 = 3 in the
present, symmetric, benchmark case. Hence by (5.3), the long-range contribution to the error

in |0, 1(0) due to the replacement of n by 1™ outside the computational box is bounded
by
+o00 o _ [sref ref/ +oo d
L/ n(y) +n(=y) [Z (y) + 0" ( yﬂdﬁis/" Y o[-+ (5.52)
L Y y7'+2

Thus, in the results of the previous Section 5.5.3 for which 7 = 3 the observed scaling
stems from local errors at boundary points, which scale as L™3, and not from the present
long-range contributions of errors in tails, which scale at most as L™*. In the general non-
symmetric case where 7 = 2, the scalings of these errors are presumably changed into L2
(see end remark in the previous section) and L3, respectively. Therefore, using a function
n*f () with faithful tails (in the sense of Section 5.3.1) should make local errors dominant
over tail errors in all cases. In contrast, upon not using such a reference function, the error
on |05|n(0) would instead scale as

+00 _ +oo d
/ 7MWTKy545/‘g:L4‘ (5.53)
L Y L Yy

We indeed obtained such a scaling while carrying out some preliminary studies (results
not shown). To summarize, disregarding tails deteriorates the accuracy of the calculations.
On the contrary, using a reference function n"f with faithful tails to handle properly the
operator |0,| strongly improves it.

The overall error also depends on the order in h of the discrete advection operator D4
of Sec. 5.3.3. Along with the calculations of the previous Section with an advection scheme
of order 3, we also carried out similar calculations with schemes of order 2 and 4. In both
latter cases, the power of the scaling in h was found identical to the order of the scheme
for h small enough (results not shown). Thus, at least for orders 2 to 4, the scaling in h
is closely related to the order or the discretization scheme of the advection operator, the
discretization errors involved by the DFT in the computation of the operator |0, | presumably
being subdominant.

Figures 5.10 further illustrate these points by means of the indicators (5.51a) and (5.51c).
The plots have been made with advection upwind schemes of order 1, 2, 3 and 4, and two
different types of asymptotes; namely, ‘refined tails’ (r.t.) (5.8), and ‘constant tails’ (c.t.)
in which the inverse power-law correction in (5.8) is dropped. Both figures show that using
refined tails provides in most cases orders-of-magnitude gains of accuracy over using constant
tails. The dependence of the error on the order of the upwind scheme is more difficult to
interpret, although orders 3 and 4 lead to better accuracy. As the second-order scheme
behaves irregularly in Fig. 5.10 (b), the third-order scheme is used in the rest of the article.
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FIGURE 5.10 — Parametric plots with o as the variable parameter. (a) [|Anl|, (b) |Ac,/cyl
vs. ¢;(0). Legends : o. : order of the advection scheme; r.t. ‘refined tails’; c.t. ’constant
tails’ (see text). Discretization parameters L = 10a(c), 2m = 1024. The plots for o. = 2, 3,
and 4 cannot be distinguished for constant tails.

5.5.5 A generalized example : the camel-hump potential

We now evaluate our method with the ‘camel-hump’ type potential F,, of Fig. 5.2, defined
by
1
Fy(n) := o [1 — 0% - (9 1 — 62 + arcsin(f) — qb) cot qb} —on, (5.54)
T
0 = sin(¢) cos(27n), ¢ = arctanr.

We have derived it by means of Lejéek’s method [102] so as to provide the following ezact
dissociated dislocation solution to the PN equation when o =0 :

n(z) = % [r — arctan (2rx — r) — arctan (27x + r)], (5.55)
where the parameter r > 0 sets the dissociation width between the partial dislocations.
Depending on ¢ and r, F, can feature between its two main minima at 7 and 7., and its
humps, an intermediate local minimum of depth controlled by r, leading thus to a more or
less dissociated solution 1 to (5.1). For r = 0, the derivative of (5.54) reduces to (5.21) and
the dislocation is non-dissociated.

In this section, calculations have been carried out with a™f = 5@, because the overall
width of the dislocation is much larger than that of the individual peaks in the density.
Figure 5.11 shows that the algorithm correctly recovers solution (5.55). Due to the presence
of a secondary hollow in the potential, the method takes longer to converge.

We finally present an application to a more physically relevant case, for which the exact
solution is unknown. Indeed, when ¢ > 0 and r > 0 no analytical solution to (5.1) is
available. However, as discussed in Sec. 5.2.2, there exists a solution to (5.1) that can be
computed with our algorithm for any o € (0, 0} ), where oy, = max, F,(n). Figure 5.12
displays in (a) the solution 7, and in (b) its derivative (the dislocation density). In this
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FIGURE 5.11 — (a) [|An]|| vs. 2L; (b) |Ac,| vs. 2L, for F, as in (5.54). Parameters r = 5,
and o = 0.
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FIGURE 5.12 — (a) Numerical solution 1 and (b) discrete derivative of n for F,, defined by
(5.54) with parameters 7 = 5 and o = 0.5274. Blue : solution n; red : parts of ™ outside
the box. Discretization parameters : 2L = 49 and 2m = 4096.

example, the latter features two peaks that represent partial dislocations. The midpoint
between the two partial dislocations corresponds to the local minimum of F, in ny, € (1, 11).
The asymmetry of the dislocation density can be interpreted as a consequence of the nonzero
driving force o coupled to the dissociation process induced by the camel-hump character of
the potential. Figure 5.13 displays two quantities of physical interest, namely, the velocity
¢y(0o) and the effective core width a(o), for o varying between 0 and oy, = max (F) =
0.5902. Here, the quantity a(c) has been computed by minimizing the L? norm of the
difference between the numerical solution 77 and the function, parametrized by a and xg :

Jazo(z) == mr + g [7; — arctan (Mﬂ . (5.56)

a

As expected from an analogy with the simpler case of Section 5.2.5, both a(c) and ¢, (o)
increase with o and blow up when o — oy.
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FIGURE 5.13 — (a) Velocity ¢,(c), (b) core width a(c) for F, defined by (5.54) with r = 5.
Discretization parameters : 2m = 2048 and L ~ 20a(0).

5.6 Concluding discussion

To summarize, we have proposed the Preconditioned Collocation Scheme (PCS), which
is a numerical procedure to approximate solutions to (5.1), based on the dynamical system
(5.6). The PCS uses the continuous FT of the operator |0,| and takes advantage of the
FFT in its implementation, in spite of the strong constraint that the desired solution is not
periodic, but has boundary conditions at infinity. We have taken advantage from the exact
asymptotic expansion of the solution to improve the accuracy of the numerical approxima-
tion. Also, we have shown that an overall O(h?®) error in the space discretization could be
achieved by means of a third-order advection scheme. We should add that no appreciable
Gibbs oscillations were observed in our numerical solutions, probably owing to the intrin-
sically continuous character of the expected solution, and in spite of the small artifacts at
box boundaries.

The method employed remains stable when the (a priori unknown) advection part scaled
by the velocity ¢, dominates over the diffusion part in (5.1), which allows to investigate the
asymptotic behavior of (5.1) when ¢, is large. The PCS solves a discretized version of
(5.1). Being preconditioned, it can be used with a large time step At, nonetheless delivering
outputs that depend very weakly on At. Although this was not illustrated, we add that
if ;) and 7, are not exactly computed as exact local minimizers of F, (e.g., if they suffer
from slight numerical errors), the algorithm converges as well. As Fig. 5.4(b) indicates,
our method has some limitations, however : the more advection dominates diffusion, the
more iterations the method requires to converge. Zero-padding proves crucial in handling
advection at high velocities.

Still, the time and space complexities of the algorithm give satisfactory accuracy at
reasonable computational cost. Indeed, the PCS requires O(m) memory space. Moreover
DFTs have been speeded up by means of Fast Fourier Transform routines. Therefore, each
iteration step takes O(mlogm) CPU time. Given that the number of iterations to conver-
gence obviously scales as 1/At, the PCS therefore has an overall time complexity of order
O(mlogm/At). Then, achieving 10~* accuracy on n and ¢, with 2048 discretization points
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takes about one second on a standard laptop with CPU running at 2.3GHz, except in de-
manding cases when ¢, — +o00, where it is slower. This study involved runs with up to 10°
discretization points.

We point out that alternative schemes could be used to simulate the dynamical sys-
tem (5.6). First, other time integrators can be appealed to. For instance, classical splitting
schemes such as Strang or Lie splittings [77] aim at simulating a dynamical system that
involves a sum of operators, and turn the latter into a composition of evolution operators.
Although these investigations were not reported for conciseness, we have checked that such
methods do indeed apply to our problem, and prove stable and robust. However, the so-
lution they produce is inherently At¢-dependent. Hence, achieving high accuracy requires
small At values, which makes them expensive. Also, as mentioned in Section 5.4.2, an expli-
cit Euler scheme could as well be employed. However, the latter approach proves unstable
if At/h is not small. In contrast, the alternative semi-implicit scheme sketched in (5.48)
is stable. However, it is costly as it requires the inversion of the (non-diagonal) operator
1+ At(|D]| — ¢ D(¢y)). To summarize, among all the schemes we have investigated, we
deem the PCS the most robust and least expensive one. Second, we have deliberately cho-
sen to implement the operator |0,| in continuous Fourier form. It would be equally possible
to discretize the integral representation of the operator, e.g., in the convenient form (5.3).
However, this may require adapted integration rules [91]. In this respect, a method taking
advantage of F'Ts proves more straightforward. It also proves more versatile because the
analytical form of the kernel under consideration might be unavailable in cases involving a
different integrodifferential operator. The main constraint for diagonalization by the FT is
that the operator be translation-invariant.

As a perspective, although definitive conclusions about the validity of the approach for
more general equations are yet to be obtained, we have all reasons to believe that this
method applies as well to equations of the type [73]

{ — [0a]*n(x) + cydun(@) = F'(n(z)) for z € R,

n(—o0) =m and n(+o0) =, (5.57)

where F' is a bistable nonlinearity, o > 0, and [0,|® is the operator of Fourier symbol |k|*.
Adapting the method to values @ # 1 would require examining the asymptotic behavior
of the solution, finding new suitable basis functions f, to reproduce it, and computing the
associated function |9,|*n*f(x). This, we did not do, except for the case a = 2 below.
However, if one does not insist on accuracy, merely checking algorithmic convergence does
not require endowing 1™ () with its correct asymptotic behavior. Indeed, if one reformulates
(5.47a) as an evolution equation for §u™, the contributions of 7™ only redefine the force. As
the velocity equation (5.14) holds as well for (5.57), the only modifications therefore consist
in replacing |D| by |D|* in (5.38) and (5.47a), and |k, | by |kp|“ in (5.47c). In a series of tests
carried out for 40 equispaced values of v € (0,4), with sinusoidal force and applied loading
o = 0.99999, we actually found that the PCS converged well (not shown). We explored in
more detail (see Appendix 5.9) the classical advection-reaction-diffusion case o« = 2, where
|0:|> = —A, for a force function of parameter 7 (no applied stress)

F'(n)=—(r+2n) (1-7%), (Ir] < 2). (5.58)
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In this case, (5.57) admits the analytical solution 7(x) = —tanh(x) and ¢, = r |71, p. 291].
Employing a variant of the above-described method with an adapted 7™ function, we have
recovered a numerical approximation of this analytical solution. Our method presumably
applies as well to the modified Weertman equation with gradient term [135], in which the
operator |0y| in (5.1) is replaced by |0, — AA, where A > 0.

Yet, as already mentioned in Section 5.1, other approaches exist for solving partial diffe-
rential equations with fractional Laplacian of type related to (5.1) that could as well apply
to our problem. Most notably, Mao and Shen [113| recently used a decomposition of the
unknown solution on a basis of Hermite functions to alleviate the problem of the infinite
domain. They applied it to various examples including nonlinear equations of the Schrodin-
ger type. However, they do not specifically address the 1-dimensional Weertman equation.
An interesting perspective would thus consist in conducting in-depth numerical comparisons
between Mao and Shen’s method and ours for 1-dimensional fractional equations of the type
(5.57).

Acknowledgements M. Josien thanks for its hospitality the CEA-DAM Ile-de-France
where part of this work was carried out. Thanks are also due to anonymous reviewers for
stimulating questions and useful suggestions.

5.7 Appendix : The Weertman equation and its dimensionless
form

With definition (5.2), the Weertman equation reads in dimensional form [135]

—pA(V)|0a|n(x) + pB(v)0an(z) = f'(n(z)) — o, (5.59)

where f is bounded, and the physical parameters are as follows : u (the shear modulus),
the applied stress o, and f’ have the same dimension (force by unit surface) ; and A(v) and
B(v) are dimensionless functions of the physical velocity v originally deduced from elasticity
theory. Equation (5.59) requires that |o| < max, |f’(n)| [135]. Well-behaved models need the
adjunction of an additional drag mechanism that makes B(v) non-zero (of same sign as v)
except at v = 0 where it vanishes [135]. Introducing the characteristic stress oy, = pb/(27d),
where d (the interplane distance) and b (the Burgers vector modulus) are both lengths, the
dimensionless Equation (5.1) immediately follows from the substitutions z — 27dA(v)z,
n — by, 0 — oo, and f — o F’ in (5.59), and from letting ¢, = B(v)/A(v) thereafter.
This requires that v lie in the range where A(v) > 0 (note that A(v) = 0 for supersonic
velocities, i.e., velocities larger than the upper wave speed of the medium). Given o, once
cp has been determined by the method described in the main text, the physical velocity
follows from solving for v the equation ¢, = B(v)/A(v). Several branches may exist, as the
model allows one to consider intersonic regimes [131,135]. Physical results on v lie outside
the scope of the article, and will be reported elsewhere [132].
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5.8 Appendix : Mathematical details

5.8.1 Convergence towards solutions to the Weertman equation

The first author (M.J.) proves in [87] that, under our working hypotheses, all the solu-
tions to (5.6) converge towards the unique solution 7 of (5.1) at exponential rate. The proof
is based on the following arguments. Consider the equation :

duplt, ) + |0, o (t,2) = —Fl(p(t,a) with @(t = 0,2) =upx),  (5.60)

where ug(z) is the initial condition of (5.6). The connection between (5.60) and (5.6) resides
in that (¢, x) solves (5.60) if and only if

u(t,z) = o <t,x + /0 tc(s)ds) (5.61)

solves (5.6). Now, under mild requirements similar to those of Sec. 5.2.2, Equation (5.60)
can be shown [87] to have a unique solution with the following property : if (1, ¢c,) is the
solution to (5.1) with same boundary conditions at infinity as g, then there exist constants
k>0, K >0 and £ € R such that
sup [p(t, z) — n(z — cpt + £)| < Ke ™. (5.62)
r€R
The proof relies on a comparison principle, which is a generic property of operators d, —
D + F |-] where D is a dissipative operator (see the classical references [45,60]).
Combining Equations (5.61) and (5.62), one deduces that at large times and uniformly
in x,

u(t,x) ~n(x+((t)), where ((t) = /0 c(s)ds — eyt + €. (5.63)

Thus, given CBCs at infinity, the long-time limit of the solution to (5.6) is the solution to
(5.1) with the same CBCs, up to a time-dependent drift. In the next section, we show how
a suitable choice of ¢(t) eliminates this undesirable effect.

5.8.2 Limit I(t) — 0

To show that I(t) — 0, we differentiate the large-time expression (5.63); of u(t, z) with
respect to time. Further invoking (5.19), we obtain at large times (the dot denotes a total
time derivative)

: K

Opu(t, ) =~ Oan(x + C(1))C(t) = an(x + ((t))[c(t) — cy] =~ Oan(z + C(t))mf(t)~
(5.64)

Integrating (5.64) over x € [—L, L] then yields the approximate first-order differential equa-
tion

=L+ (1) — (L + (1)

I(t) ~ —
() m—"nr

I(t) ~ —k I(t), (5.65)



5.9. APPENDIX : LAPLACIAN CASE 223

where the rightmost expression follows from having neglected the 1/x term in the asymptotic
expansions (5.12) of n(z). From (5.12) this is legitimate if L > max(ay, a,)/(272)+[((t)]. The
latter condition is compatible with L being fixed in numerical computations if () tends
to a finite value at large times. The latter property follows from a simple self-consistent
argument. Indeed, Equation (5.65) implies that I(t) ~ I(T)e *¢=T) for t > T where T is
some time above which (5.63) holds, so that effectively I(¢) — 0. Substituting this expression
of I(t) into (5.19), one deduces an approximate analytical expression for c¢(t) that tends
to ¢,;. Writing (5.63)2 in the form ((t) = ((T) + ¢,(T — t) + f;c(s) ds, and substituting
the obtained expression of ¢(t) finally entails the desired saturation property in the form
C(t = o00) ~ {(T)+ I(T)/(m — n). No quantitative estimate of the latter quantity is
available.

As already mentioned, k is taken inversely proportional to the algorithmic time step.
Thus, in practice kK — oo in the limit of continuous times. Because of the exp(—~t) depen-
dence of I(t), we observe that the centering correction in (5.17); remains well-behaved in
this limit.

5.9 Appendix : Laplacian case

In this section we compare the exact solution n(x) = — tanh(z), ¢,, = r of the Laplacian
case (Equation (5.57) with o = 2, and potential (5.58)), with its numerical approximation.
The function n*f can be easily dealt with : since the next-to-leading terms in the asymptotic
behaviors of the exact solution are now exponentially small, we impose the coefficients in
the definition of n™f(x) to cancel out the 1/z term in the asymptotic expansion of 7™ (),
namely, A; = 7, Ay = m — n, A3 = —As/(2n?), and Ay = 0. Moreover, |0,|n*f(x) is
replaced by —92, 7" (x) in (5.38). Fig. 5.14 illustrates the good accuracy of our numerical
solution.
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FIGURE 5.14 — (a) Raw data for the error ||An|| and (b) for error (5.51c) on ¢,. Force
parameter in (5.58) : r = 0.6.






Chapitre 6

Construction de I’équation de
Peierls-Nabarro Dynamique

Dans ce court chapitre, nous expliquons comment 1’équation de Peierls-Nabarro Dyna-
mique a été construite, et nous en définissons précisément chacun des termes.

Ce travail a été fait en collaboration avec Yves-Patrick Pellegrini.

Le lecteur trouvera un récapitulatif des formules utiles en Annexe A.5.
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6.1 Introduction

Récemment, 'équation de Peierls-Nabarro Dynamique a été proposée dans [130] pour
généraliser I’équation de Peierls-Nabarro a des dislocations en régime dynamique. Cette
nouvelle équation s’obtient & partir du modeéle de Peierls [129] décrit en introduction. C’est
un modéle hybride, qui couple mécanique des milieux continus —ici, I’équation d’élasticité
linéaire— et description au niveau microscopique de la matiére —otu les interactions ont lieu au
niveau atomique. En tirant parti de la géométrie particuliére du modéle, on déduit une équa-
tion sur la forme de la dislocation sur le plan de glissement : I’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique. Cette équation non-linéaire présente la particularité d’étre une équation inté-
grodifférentielle, a la fois en temps et en espace. Le but de ce chapitre est d’en expliciter
la construction et d’en définir précisément chacun des termes, afin de pouvoir formaliser un
probléme mathématique.

La construction de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique est faite dans [130] (hors
le terme visco-plastique, tiré de [131]). Nous y renvoyons le lecteur pour plus de précisions.
Pour notre part, nous en décrivons les ingrédients mathématiques essentiels en nous ra-
menant & une équation scalaire. Pour plus de clarté, nous avons séparé la construction du
terme intégrodifférentiel de celle des termes non-linéaires de I’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique. En ce qui concerne la partie intégrodifférentielle de 1’équation, les explications
qui suivent sont largement inspirées d’une approche détaillée dans [62] (voir aussi |3, 75]).
Le contexte physique de [62] est cependant différent du nétre, puisqu’il s’agit de décrire des
phénomeénes de rupture.

Il serait plus réaliste d'un point de vue physique d’envisager un modéle couplé tridi-
mensionnel (au sens de la Section 6.6 plus bas). Toutefois, I’équation scalaire de Peierls-
Nabarro Dynamique permet déja d’étudier des phénomeénes physiques intéressants au moins
qualitativement, sinon quantitativement (voir [131]). Par ailleurs, nous ne voyons pas d’obs-
tacle & ce que les considérations —tant théoriques que numériques— des Chapitres 6, 7 et 8
s’adaptent, mutatis mutandis, & ’analogue tridimensionnel de I’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique *.

L’objectif sous-jacent & la construction de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique
dans [130] est de permettre la simulation de phénoménes dynamiques complexes a 1’échelle de
la dislocation. Par exemple : la mise en mouvement d’une dislocation en prenant en compte
les effets d’inertie, la nucléation (la création de nouvelles dislocations), le comportement de
deux dislocations qui se croisent, les effets d’un choc (c’est a dire ici une contrainte forte,
localisée en espace, et se déplagant rapidement) sur une dislocation. Dans le Chapitre 8, nous
proposerons des stratégies numériques permettant de résoudre ’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique et de simuler de tels phénoménes.

Le plan de ce chapitre est le suivant : tout d’abord nous détaillons le modéle de Peierls
dans la Section 6.2, puis nous construisons ’équation de Peierls-Nabarro Dynamique dans
la Section 6.3. Cette construction se fait en trois temps : d’abord, nous déduisons du modéle
le terme intégrodifférentiel (pour le mode III et ensuite pour les modes I et II); puis, nous

1. Ce qui n’est pas le cas de ’équation de Weertman, ou le cas pluridimensionnel pose de sérieux pro-
blémes théoriques, a cause de la perte du principe de comparaison.
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définissons précisément la réponse non-linéaire au niveau du plan de glissement ; enfin, nous
rajoutons un terme phénoménologique de visco-plasticité. La donnée initiale est décrite dans
la Section 6.4. On aboutit ainsi dans la Section 6.5 & un probléme mathématique dont chaque
terme est bien défini. Dans la Section 6.6, on décrit briévement ’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique dans un cadre vectoriel.

6.2 Modéle

6.2.1 Le modéle de Peierls

Nous détaillons le modéle de Peierls [129] présenté briévement dans l'introduction de la
these.

Considérons un matériau homogéne élastiquement isotrope scindé en deux parties (en
fait des demi-espaces), qui sont au contact le long d’une interface y = 0 (voir Figure 6.1).
Dans chacun des demi-espaces environnants, le matériau est soumis a 1’équation d’élas-
ticité linéaire homogéne. On suppose que le modéle est planaire, c’est & dire que le dé-
placement est indépendant de la troisiéme composante z (désormais, on omettra d’écrire
cette composante), néanmoins, le déplacement dans la direction (Oz) peut étre non nul.
L’interface constitue le plan de glissement de la dislocation. Le matériau présente un dépla-
cement u(t, z,y) € R3, avec une discontinuité

n(t,z) := lim u(t,z,y) — u(t,x, —y)
y—0t
au niveau de l'interface.

La liaison entre les demi-plans est assurée au niveau de l'interface plan y = 0 par une
force f. Cette force est issue de deux contributions : d’une part un potentiel inter-atomique,
qui fait intervenir la discontinuité n, et d’autre part un chargement imposé, que I’on note o.
Nous précisons dans la Section 6.3.3 son expression.

O'Qj(t, x, 0+) = fj(t, iL')

O'Qj(t, x, 0_) = f]-(t,x)

FIGURE 6.1 — Modéle de Peierls

Remarque 46. De maniére plus réaliste, on modéliserait le matériau tout entier comme un
ensemble d’atomes reliés par des potentiels (c’est & dire par un modéle de dynamique molé-
culaire). Aussi, le fait de supposer que le matériau est homogeéne élastique hors de l'interface
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constitue une sorte de limite mésoscopique. Néanmoins, cette hypothése simplificatrice sera
d’une grande utilité pour se ramener & un probléme posé seulement sur le plan de glissement.

6.2.2 Equations fondamentales

Mathématisons maintenant ces considérations physiques. Dans cette section seulement,
on note 0y, Oy et O3 les dérivées partielles par rapport a z, y et z, respectivement 2.

On note o(t,r,y) € R3*3 le tenseur des contraintes. Par la loi de Cauchy, on a, sur
Iinterface y = 0,

O'Qj(t,ZE,Oi) = fj(t,l‘), (61)

ou f est un chargement que 'on précisera plus tard. Puis, par la loi fondamentale de la
dynamique,

pOpu = div (o), (6.2)

ou p est la masse volumique (uniforme) du matériau considéreé.

Le matériau est isotrope et présente un comportement élastique & 'intérieur des deux
demi-plans inférieur et supérieur. Par la loi de Hooke, on peut donc fermer le systéme
d’équations (6.1) et (6.2) par :

3
Oij = K (8zu] + 8]1%) + A Z 8kuk5ij, (63)
k=1

ol A et p sont les coefficients de Lamé, et § est le symbole de Kronecker. Introduisons aussi,
pour la suite de I'exposé, la vitesse des ondes de cisaillement ¢ = /u/p et la vitesse des
ondes longitudinales ¢ = /(2 + \)/p, et leur rapport adimensionnel * :
Cl

7= (6.4)

Cs

6.3 L’équation intégrodifférentielle

Intuitivement, les seuls degrés de liberté du modéle se réduisent a la discontinuité de
déplacement n(t,xz) (pour x € R), qui est suffisante pour donner a u des conditions aux
limites : I'information sur w loin du plan de glissement est redondante. Grace a la géométrie
trés simple du modéle de Peierls, il est possible de construire explicitement une équation
intégrodifférentielle sur 7.

2. Comme les fonctions considérées sont indépendantes de z, 'opérateur 0; est trivial. Cependant, on a
voulu utiliser cette notation pour conserver une certaine simplicité des formules de mécanique.

3. Ce choix est différent de celui de [48, p. 1416], ou est défini v := ¢s/c1. Comme ¢s < ¢, on aura
ici y > 1.
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6.3.1 Partie linéaire dans le cas du mode II1

On suppose ici que seule la composante us est non nulle, ce qui correspond & une dislo-
cation vis, aussi appelée mode III. Par abus de notation, on identifie n et f & 13, respecti-
vement f3 (sachant que les autres composantes sont nulles).

D’une part, d’aprés (6.2), dans chacun des demi-espaces, on a l’équation des ondes
induite par 1’élasticité linéaire

attU:),(t, €, y) - CgAUS(ta z, y) = 0? (65)
pour t,x € R, y €] — 00, 0[U]0, +00[. D’autre part, grace a (6.1), on a
udyus (1,2,0%) = f(t,2), (6.6)

pour t € R,z € R, c’est a dire une condition de Neumann. On fait 'hypothése que 'on part
d’un matériau au repos, avec uz(t <0,-,-) =0 et dus(t <0,-,-) =0.

Pour résoudre (6.5), on emploie naturellement la transformation de Laplace £ par rap-
port au temps t, et la transformation de Fourier F par rapport a la premiére variable
spatiale . Ainsi, on réécrit (6.5) comme

Dyy LFu3(p, kv y) = (c52p* + k%) LFus(p, k. ).
En ne considérant que les solutions qui tendent vers 0 en lorsque |y| — +o0, on obtient

LFus(p, k, 0+)e_‘y| Ve *pk? si y>0,

LFuz(p,k,y) = (6.7)

LFus(p, k,07 )e WV o PRk si y<O.

Par définition de 7, on déduit de (6.6) et (6.7) que

7! . R ~
SV p? + k2Li(p, k) = Lf(p, k), pour (p,k) € Ry xR,

ou on emploie la notation Ff = f

En adimensionnant ce qui précéde via t — cgt et f — —2u7 1 f, et en utilisant la transfor-
mation de Laplace inverse, on vérifie que 7(t, k) satisfait alors I’équation intégrodifférentielle
suivante :

-~

ot R+ [ Gk~ )R, Bar = ), (6.

pour (t,k) € R x R. Dans (6.8), on a i = III; la constante xyy et la fonction Cpyp sont
définies par :

kiir = 1, (6.9)
J1(T)

Cmi(T) = £ {\/p2 T1- p} (T) = == (6.10)

Dans l'expression ci-dessus, J; désigne une fonction de Bessel du premier type. La fonc-
tion Cfyp est tracée sur la Figure 6.2. D’autres expressions de Ctyr, et des formulations
équivalentes & (6.8) peuvent étre employées (voir I’Annexe A.5.1).
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FIGURE 6.2 — Tracé de C1(T), Cri(T) et Cpri(T), pour v = v/3 ~ 1.7.

6.3.2 Partie linéaire pour les modes I et II

Dans la Section 6.3.1, nous avons construit une équation (6.8) dans le cas des dislocations-
vis, en supposant que seule la composante ug du déplacement u du matériau était non-nulle.
Pareille construction est possible en supposant successivement que seule la composante u1,
puis ug, est non-nulle. On retrouve alors I’équation (6.8), respectivement avec

1. i+ =1, pour le mode I ou coin de montée,

2. ¢ =11, pour le mode II ou coin de glissement.

Nous donnons maintenant I’expression des coeflicients xy et ki1 et des fonctions Cy et Cyy
obtenus (voir [48,62,130]). Comme on peut le constater, ces derniéres ont des expressions
plus complexes que Ciyp, et font intervenir le rapport adimensionnel « défini par (6.4).

On a les formules suivantes en ce qui concerne le mode I :

K1 =7,

( )
31j1 ’71
fy

Ci(T) +AT (W(T) = W(T)) + (4y =7°) Jo(7T) — 4Jo(T),

(
(2+p”)°

W(T) := /OT Jlgl)dT’.

LOY(p) = —4p 21+ p2 —yp+p 2

ou W(T) est la fonction
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Pour le mode II, on a les formules suivantes :

ki =1,
Ji(T)

Cu(T) = 4 4 31(T) = 2 IO T) 4T (WD)~ WD)

2

2
p 2 p
LC = +4 L+p?2—4/1+ <> —p.
ulp) = —=— R AR 5 p

Les fonctions Ct et Cp sont représentées sur la Figure 6.2.
En Annexe A.5, le lecteur trouvera d’autres formules utiles pour les modes I et II.

Remarque 47. Du point de vue des applications, les modes II et III sont trés intéressants.
Notons que le mode I a une phénoménologie plus riche que le mode III. Le mode I sera trés
peu abordé dans cette étude.

Remarque 48 (Comparaison avec la littérature). Les fonctions Cr, Crr sont en accord avec
[62, (26)]. En revanche, la formule |62, (26)] donnant Ci; présentait un faute de frappe,
corrigée par [48, (A.1)].

6.3.3 Partie non-linéaire

Une spécificité de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique par rapport aux équations
de la rupture (comme dans [62]|) réside dans le terme de forcage f de (6.6). Celui-ci syn-
thétise deux contributions : d’une part, la force de rappel inter-atomique, et d’autre part
un chargement o?, imposé de maniére exogéne (en pratique, ce chargement o® est fixé par
lexpérimentateur).

La force de rappel inter-atomique est issue d’un potentiel F'. En général, on reconstruit F,
aussi appelé v-surface, de fagon empirique ou par calcul ab initio (voir par exemple [108]).
Le potentiel F' est périodique : cette périodicité est héritée de la structure cristalline sous-
jacente du matériau étudié.

Il faut prendre garde a une subtilité lorsque I'on cherche & évaluer la force inter-atomique.
En effet, 7 mesure un défaut d’élasticité ; par conséquent, il ne représente pas exactement le
glissement inter-atomique mais la partie plastique de ce dernier (voir [131, (5)], ot 7 corres-
pond & ce que l'on note ici n). Ainsi, selon [131, (8)] le terme de forcage f (adimensionné)
s’exprime comme

ft,z) = —2u" (F/(n(tja:) +ne(t,z)) — O'a(t,fb)) , (6.11)

ou 7(t, x) est la réponse élastique non-linéaire & o®. Si |o®(t,x)| n’est pas trop grand, cette
réponse élastique est définie implicitement par F'(ne(t,x)) = o®(t,z) (voir [131, (4)]). En
pratique, F” est une fonction bornée Par conséquent 1'équation F'(u) = o®(t,x) n’a pas
de solution si |o?(t,x)| est trop grand : & ce moment-la, ne(t,z) sature & une valeur en
laquelle F admet un extremum. On formalise cela par la définition suivante :

ne(t,z) = argmin {|n|, ‘F’(n) - O’a(t,l‘)‘ = inf{‘F’(u) —o?(t, x)| ,u €R}}, (6.12)
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qui a une unique solution si le potentiel F' est pair (ce qui est physiquement réaliste).

Dans le cas de I’équation de Weertman, une telle distinction entre 7, et 7 n’a pas d’in-
térét. En effet, on a la partie élastique 7, constante et égale a n(+00), dans le formalisme
de I'équation de Weertman adopté dans I'introduction.

Remarque 49. Dans ce modéle, on considére une relation d’élasticité non-linéaire au niveau
du plan de glissement. Toutefois, celle-ci se raméne a de 1’élasticité linéaire pour des petites
déformations.

6.3.4 Visco-plasticité

De la méme maniére que [135, Model 1|, la référence [131, (9)] ajoute a l’équation
un terme phénoménologique de viscosité plastique, lequel traduit une dissipation due aux
phonons (voir par exemple [65]). Ainsi, nous remplagons f(¢,z) dans (6.6) par

Jt.2) = F'(n(t,2) + ne(t,@)) = 0*(t,2) + =520t ),

otl la constante adimensionnelle o €]0, 1] est en général petite, de I'ordre de 1072 & 10!
(voir [131,135]). Comme le terme visco-plastique est linéaire en 7, on ’englobe dans la partie
linéaire, et on transforme ainsi (6.8) en

o~

KOO A(r k) + K2 / "Gkl — Y k)dr = Flr k), (6.13)
ol

ki =K + (6.14)

et f est définie par (6.11). Désormais, nous désignons I’équation (6.13), couplée avec (6.11)
et (6.12), par le nom d’équation de Peierls-Nabarro Dynamique (voir [130]).

L’ajout du terme visco-plastique se traduit par un amortissement (voir Section 7.3.2).
Le phénomeéne de visco-plasticité est & distinguer de la visco-élasticité, qui se manifeste par
Pajout & (6.5) d’'un nouveau terme :

8ttu3(t7 €, y) + Oéeatug(t, z, y) - CSA’U{;(t, z, y) = 07 (615)

Par un calcul similaire & celui entrepris dans la Section 6.3.1, il est possible (voir [110, p.
372]) de calculer la noyau associé la partie linéaire, et de I'insérer a la place de Cryp dans (6.8).
Ce phénoméne, qui posséde aussi des propriétés stabilisatrices, ne sera pas étudié dans ce
document.

6.4 Donnée initiale

L’équation (6.13) est insuffisante & elle seule pour déterminer n(t, z). Il faut lui adjoindre
une “donnée initiale”, c’est a dire prescrire la fonction 7(t, z) pour tous les temps passés. En
un certain sens, il s’agit d’avoir déja & disposition une solution de référence de 1’équation
de Peierls-Nabarro Dynamique. Les fronts progressifs solutions de ’équation de Weertman
sont pour cela de bons candidats (et ils présentent en outre un intérét physique [131]).
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Remarque 50. Il peut sembler paradoxal de vouloir imposer une donnée initiale a (6.13),
dans la mesure ol la construction de cette équation dans la Section 6.3.1 présuppose que
I'on part d’un matériau au repos (ce qui implique en particulier que n(t < 0,-) = 0). Dans
ce premier cas, l'intégrale de (6.13) porte sur 7/ € [0, 7], et non 7" € [—o0, 7], ce qui suffit
pour construire une unique solution 7. Cependant, dans le cas oul la donnée initiale est un
front progressif ny(t, ), le raisonnement de la Section 6.3.1 s’applique en fait de maniére
perturbative par rapport a cette “donnée initiale” (la perturbation étant nulle pour les temps
négatifs).

6.4.1 Dislocations a vitesse constante et équation de Weertman

I1 est montré dans [130] que les fronts progressifs pour 1’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique satisfont I’équation de Weertman. Rappelons que cette derniére décrit une dis-

location en mouvement & vitesse constante 1. + n(t, z) = ¢(x — vt), et s’écrit
av
iAW) |84] b(z) + (B<v> ¥ 2) #(z)=F($(z) o pow zeR,  (6.16)

ot |0,| est Popérateur (—A)'/2 (dont le symbole en Fourier est |k|), et A(v) et B(v) sont
des scalaires donnés par les formules [130, (46), (47) et (48)]. La fonction ¢ satisfait les
conditions & l'infini

Jm o(z)=dp et lim ¢(z) = ¢ (6.17)
qui sont telles que
F'(¢y) —0o=F'($)—0c=0. (6.18)

Pour plus de détails, nous renvoyons & I'introduction, aux Chapitres 4 et 5, et & ’Annexe A.2.

L’application v — ¢(v) n’est pas injective. Par conséquent, pour un chargement donné o
constant et sous-critique (c’est a dire que F’(u) = o posséde au moins une solution), il existe
en général plusieurs vitesses possibles v. En particulier, méme si on suppose que o®(t, x) est
constant et uniforme pour ¢t < 0, il n’existe pas de donnée initiale “naturelle” associée pour
I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique.

Une étude numérique de [131] établit que les solutions de I’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique tendent vers des fronts progressifs ¢(x —tv), pour ¢ et v satisfaisant (6.16), pour
une classe particuliére d’Ansatz, dans certains cas ou le chargement o est stationnaire égal
& o a partir d’un certain temps. Cette méme étude montre que la vitesse v du front progressif
limite ne dépend pas seulement de la valeur de o, mais bien de I'historique de la dislocation.
Elle suggére au passage qu’il existe des branches de vitesses stables, et d’autres branches
qui sont instables, au sens de ’équation de Peierls-Nabarro Dynamique.

L’équation (6.16) ne posséde en général pas de solution analytique connue, sauf dans
certains cas particuliers de potentiel F'. Aussi, la résolution numérique de 1’équation (6.16)

4. On note que 'on somme ici la partie élastique 7ne satisfaisant (6.12) et la partie plastique 7.
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est un prérequis pour la simulation de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique dans un
cadre général. Le role de I'équation de Weertman dans la résolution et I’étude de ’équation
de Peiers-Nabarro Dynamique a constitué une motivation importante pour le développe-
ment d’une méthode numérique capable d’approximer ses solutions, pour des potentiels F'
bistables généraux (voir Chapitre 5).

6.4.2 Définition de la donnée initiale

Une maniére simple de construire une donnée initiale a partir d’une solution de I’équation
de Weertman est de se donner trois constantes of et 19 e = ¢, et ¢, telles que

F'(noe) = F'(¢) = of. (6.19)

On en déduit une fonction ¢g(x—uvt) satisfaisant (6.16) et (6.17). Ainsi, la fonction no(t, z) :=
¢o(x — vt) — no e satisfait

t
KEOu(ER) + K [ Culhe ~ €)(e. k)a

=~ F {F(m(t.) +me) =3} (b) (6.20)

pour tout temps ¢ € R, et mode de Fourier k € R.
On utilise 1y comme donnée initiale en prescrivant la solution pour tous les temps passés,
c’est & dire en imposant la condition suivante :

n(t,-) = no(t,), Vt < 0. (6.21)
On pose alors®
U(t, .%') = 77(t7 I‘) - 770(t7 .Z'),

et on déduit de (6.13) et de (6.20) I’équation suivante sur w :

t
ki Opu(t, k) + k‘2/0 Ci(lk[(t = t))u(t, k)dt" = F {foa[ul(t, )} (K),

(6.22)
u(0,-) = 0.
pour tout t > 0, k € R, ou
Joalul(t, z) = i (F'(U(tv ) +mo(t, z) + ne(t,2)) — F'(no(t, ) + no,e)
—o%(t,x) + 08) . (6.23)

5. w défini ci-dessus n’a pas de rapport avec le déplacement u de la Section 6.2
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Remarque 51 (Donnée initiale générale). Il n’est pas nécessaire que la donnée initiale soit
une dislocation en régime stationnaire. En fait, on peut prendre n’importe quelle solution
de (6.13) (avec le chargement o®(¢, x)) comme donnée initiale du probléme. En Annexe A.5.2,
on construit par exemple une donnée initiale approchée correspondant au croisement de deux
dislocations.

6.5 Formalisation du probléme

Nous avons a présent tous les ingrédients pour énoncer le probléme mathématique que
nous nous proposons de résoudre. Rappelons que nous avons besoin de trois types d’infor-
mations :

1. des données sur la physique du probléme étudié;
2. une donnée initiale;
3. un chargement.

La physique du probléme est liée & des caractéristiques mécaniques du matériau et a la
géométrie de la dislocation. L’équation (6.22) est une forme adimensionnelle de I’équation
de Peierls-Nabarro Dynamique, et fait donc intervenir un petit nombre de constantes et de
fonctions sans dimension. Cela se résume ici & un type de dislocation i € {I,II,III}, une
constante de phonons a > 0, un rapport de vitesses v > 0, et un potentiel u~1F € Cll)er(R).
Alors, on peut construire le coefficient k& > 0 et la fonction C; grace aux formules de la
Section 6.3.

L’état initial correspond au passé de la dislocation. Il est encapsulé dans les fonc-
tions no(t, x) et p~lod(t, ), et la partie élastique associée noe(t, 7).

Enfin, un chargement p~'o?®(t,z), est imposé pour ¢t € Ry et € R, d'ott on dé-
duit 7e(t, x) satisfaisant (6.12).

Gréce a (6.23), on construit alors une fonction fya[u](t, z). Finalement, résoudre I’équa-
tion de Peierls-Nabarro Dynamique, c’est trouver u satisfaisant (6.22) pour tous t > 0
et ke R.

L’équation (6.22) n’est qu'une reformulation compacte du probléme originel (6.5) et (6.6).
Son intérét réside en la réduction du probléme initial, posé sur (¢, (x,y)) € Ry x R?, & un
probléme de dimension plus petite, posé sur (t,z) € Ry x R. Le gain dimensionnel est
contrebalancé par ’apparition du terme de mémoire, qui devient une nouvelle dimension du
probléme. C’est un choix délibéré de notre part que de chercher a résoudre le probléme sous
sa forme (6.22), et non sous la forme du systéme (6.5) avec les conditions de bord (6.6).
D’autres angles d’approche (numeériques, car les problémes sont équivalents) sont possibles,
par exemple en utilisant des conditions au bord artificielles pour résoudre (6.5) et (6.6) (voir
par exemple [66]). Nous ne les avons toutefois pas étudiés.

6.6 Equation de Peierls-Nabarro Dynamique vectorielle

Dans la Section 6.3, on suppose qu’une seule des trois composantes du déplacement u
est non nulle. A l'instar ce que se fait en statique (voir par exemple [57]), un modéle plus
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complet couplerait les trois modes d’une dislocation. Une telle équation prendrait la forme
suivante :

K © Ot k) + k2 /t C(k|(t — ) @ Gt k)dt' = F(t, k), (6.24)
0

ou le symbole ® est utilisé pour le produit de Hadamard

bil g1 fig
fo O 92 | = f9
I3 g3 f393

Les fonctions a valeur dans R? n,, Noe, 0%, o, satisfont des analogues tridimensionnels
de (6.12), (620) et (6.19), ou C = (C’I,CILCHI): KY = (Iif‘, Kﬁ, H?H) et

ft,x) = —z (VF(u(t, x)+no(t,z) +ne(t,x)) — VF (no(t,x) + no,e)

—o®(t,x) + aS) ,

Le modéle pourrait en outre étre enrichi en prenant en compte le caractére anisotrope d’un
matériau.

Nous ne mentionnons cependant (6.24) que comme un objectif a long terme; nous ne
I’étudierons pas dans ce document. Soulignons au passage que la construction de 'équa-
tion (6.24) requiert a priori d’utiliser de 1’élasticité anisotrope pour étre compléte, et que
la construction d’une telle équation n’a jamais été entreprise dans la littérature physique,
A notre connaissance. Néanmoins, nous pensons que, méme si cette hypothétique équa-
tion (6.24) est indéniablement plus complexe que (6.22), elle n’introduit pas de difficulté
conceptuelle supplémentaire du point de vue numérique.



Chapitre 7

Quelques propriétés mathématiques
de I’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique

Dans ce court chapitre, nous indiquons quelques propriétés mathématiques utiles de
I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique.

Ce travail a été effectué en collaboration avec Claude Le Bris, Frédéric Legoll et Yves-
Patrick Pellegrini.

Le lecteur trouvera en Annexe 7 des matériaux théoriques additionnels.

237
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7.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations du type

oi(t, k) = —k? /lt C(|k|(t — ) at', k)At’ + F(t, k),
0
u(0, k) = 1o (k),

(7.1)

écrites en la variable de Fourier k € R et le temps t > 0, ou la fonction u(¢, ) est 'inconnue,
et ou la fonction réguliécre C' est un noyau, et la fonction f(¢,x) un forcage régulier. On
cherche & en caractériser quelques propriétés mathématiques utiles. On garde évidemment
en téte les cas C' = C;/k{* (voir (6.13)), mais les considérations développées ci-dessous sont
plus générales. En outre, dans le cas de 1’équation de Peierls-Nabarro Dynamique (6.22),
la fonction f(t,z) dépend non-linéairement de u(t,z) (voir (6.23)) et on a uy = 0. In fine,
lobjectif est de préparer la résolution numeérique de (7.1) qui sera faite dans le Chapitre 8
suivant.

On peut reformuler en espace-temps 1’équation (7.1), écrite en variable de Fourier. Nous
commentons quelques aspects de cette reformulation dans la Section 7.2, qui semble cepen-
dant moins facile & manier que (7.1).

En effet, I’équation (7.1) peut se lire comme une famille d’équations intégrodifférentielles
linéaires de Volterra du second type a noyau convolutif (voir [10,105]) indicées par le mode
de Fourier k. Autrement dit, la transformation de Fourier a diagonalisé la partie linéaire
de (7.1). Un simple changement de variable

= |klt (7.2)

raméne (7.1) & une seule et méme équation, avec un second membre dépendant de |k|. En
posant ug(7) := u(t, k) et fi(7) := f(t, k), on obtient en effet

L) = - /0 " Ol — () + (K (). (7.3)

dr
Ainsi, chaque mode de Fourier u(-, k) évolue de la méme maniére, mais avec un temps dilaté
par un facteur |k|. Le probléme & résoudre (7.3) demeure non-trivial si C' = Cj, car les
noyaux C;(T") sont oscillants et tendent lentement vers 0 & l'infini (voir Figure 6.2), c’est a
dire comme T3/2 pour le mode III, et comme T~'/2 pour le mode II.
La linéarité et la structure de convolution de (7.1) permettent de représenter sa solution
grice & une formule de Duhamel

at, k) = Rk (k) + /0 R(E|(t — ) F (¥, k)dt. (7.4)

La formule (7.4) fait intervenir une fonction particuliére : la résolvante 2R (définie plus bas
par (7.7)), qui traduit des propriétés d’amortissement de (7.1). Dans la Section 7.3, nous
étudions en détail cette fonction pour le mode III de dislocation, et plus briévement pour
les modes I et II.
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Comme les équations (7.1) et (7.4) partagent la méme solution, elles ne sont que deux
expressions d’'un méme probléme. On parle de forme directe pour désigner (7.1) et de forme
résolue pour désigner (7.4). Néanmoins, 'expression (7.4) est trés utile, et permet notam-
ment de démontrer (sous des hypothéses simples) lexistence et 1'unicité d’une solution
de (7.1), dans le cas ot le second membre f(t,z) dépend nonlinéairement de u(t,x). C'est
I'objet de la Section 7.4.

Nous concluons ce chapitre par une remarque sur les dérivées fractionnaires temporelles
(voir Section 7.5).

7.2 Reformulation espace-temps

Pour fixer les idées, nous rappelons ici la forme originelle (voir [130]) de I’expression
du noyau intégrodifférentiel dans ’équation de Peierls-Nabarro Dynamique (en mode III).
Cette formulation spatio-temporelle est malcommode numériquement, et ne sera pas utilisée
par la suite.

La transformation de Fourier diagonalise 'opérateur linéaire

Oi:urv: (tx)— F 1 {_kz /Ot Ci(|k[(t —¢"))a(d, k)dt/} (2).

C’est donc un opérateur de convolution en espace-temps. C’est ainsi qu’il a été initialement
deéfini dans [130].
Si ¢ = III, cet opérateur s’écrit (voir [130, (30) et (35)])

O {u} (t,2) = —% /0 t /R K(t— 12— 2)0un(t', 2 )dz/dt’ (75)
K(t,z) = o g, (07 J2]) (7.6)

92 12 _ 2

Des formules similaires existent pour les modes I et IT dans [130, (38), (39) et (43)]. Toutes
ces formules ont en commun une propriété de localité en espace : la valeur O; {u} (¢,z) ne
dépend que de u(t',2’) & Uintérieur du cone t' < t et |z — /| < ¢|t — |, ou ¢ = 1 pour le
mode IIT et ¢ = v pour les modes I et II. Cette propriété, peu visible sur la transformée
de Fourier de I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique, se manifeste sur (7.6) par le fait
que K (t,-) est a support dans [—t, t].

7.3 Reésolvantes de I’équation de Peiers-Nabarro Dynamique

La structure de convolution en temps et la linéarité de (7.1) traduisent une invariance
en temps de 1’équation, propriété qui apparait sur la formule de Duhamel (7.4) satisfaite
par u. Nous en explicitons la construction dans la Section 7.3.1. Cette formule est trés utile
car elle permet de lire des propriétés de stabilité de (7.1) sur le comportement asymptotique
de la résolvante R associée (définie par I’équation (7.7) ci-dessous).
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7.3.1 Reésolvante et formule de Duhamel

Nous suivons a présent la démarche de [105, Sec. 3.2 pp. 35-37| (la différence ici est que
nous considérons une équation intégrodifférentielle et non intégrale), afin de construire une
formule de Duhamel.

On définit la résolvante PR associée a (7.3), comme étant la solution du probléme homo-
géne suivant :

= _/0 C(r — TR()dr, .7
R(0) =1

Grace a la transformation de Laplace (qui transforme une convolution en une multiplication),
on obtient l'identité suivante :

1
p+LC(p)

Dans les cas particuliers ou C' = C;/k% (voir (6.13)), on note la résolvante RR$. Cette fonction
est trés utile pour caractériser les propriétés de stabilité de I'équation (7.3).

Munis de la résolvante, nous pouvons & présent exprimer de facon explicite u a partir
de f et u(0,-) :

LA(p) = (7.8)

Proposition 7.3.1. Supposons que le noyau C est régulier, et que f(t,k‘) est donnée et
réquliere en temps. Alors, la solution de l’équation (7.1) satisfait (7.4).

Démonstration de la Proposition 7.53.1. Comme le noyau C' est régulier, grace au [105, Th.
3.1 p. 30|, il existe une unique solution u a (7.1), laquelle est continue en t. Par conséquent,
il suffit de vérifier que u définie par (7.4) satisfait bien (7.1). De plus, il suffit de considérer
le mode de Fourier k = 1, les autres cas s’y ramenant par simple dilatation.

On suppose donc que u est définie par (7.4). On déduit de (7.7) que

ou(t,1) = </“Ct—t kW)ﬁMU
- /0 ( /O " t>C(t—t’—t”)9%(t”)dt”> F(#, 1)t + ROV, 1).

Puis, comme R(0) = 1 et par le changement de variables ' = t’ +¢" et s = ' dans la
seconde intégrale ci-dessus, on obtient

ou(t,1) = /1Ct—t (t")uo(1)dt

- / Clt— ) < / R(s' — 5" (s", 1)ds”> ds' + f(t,1)

/ Ot —t)a,1)dt + f(t,1).
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Ainsi, u(t, k) définie par (7.4) est solution de I’équation (7.1), ce qui conclut la démonstra-
tion, par unicité de la solution de (7.1). O]

7.3.2 Reésolvante et amortissement

La reformulation (7.4) de I’équation (7.1) traduit des propriétés de stabilité éventuelles
de 'opérateur intégrodifférentiel considéré.

Considérons en effet la solution u de (7.1) ot C' est une noyau régulier quelconque. Grace
a (7.4), on déduit que la fonction w satisfait 1’estimation suivante :

kit -
[t k)| < |R(|K10)] [@(0, k)| + k|~ (/0 %t dt’) Hf(.,k)HLoo(R+). (7.9)

Ainsi, si

~

et si f(t, k) et u(0, k) sont bornées uniformément, alors, pour tout ¢t € R, fixé,

lu(t,k)] — O.
|k|—4o00

C’est a dire que I'équation (7.1) est régularisante (elle amortit les hauts modes de Fourier).

La condition (7.10) a une interprétation naturelle en accord avec l'intuition physique : la
contribution d’un temps passé au temps présent est d’autant moindre que ce temps passé est
lointain. Cela retranscrit une propriété d’oubli. Dans le cas de I’équation de Peierls-Nabarro
Dynamique, la lenteur de la convergence vers 0 des résolvantes (voir Proposition 7.3.2 ci-
dessous) fait que cette propriété d’oubli est trés atténuée par rapport au cas d’une résolvante
a convergence exponentielle.

Cette propriété d’amortissement est fondamentale d’un point de vue théorique, mais
aussi trés importante du point de vue de la simulation numérique. Ainsi, si la résolvante
tend vers 0 en 400, on pourra éventuellement utiliser des méthodes de quadrature en temps
sur (7.4) et conserver certaines propriétés de stabilité. A contrario, si I'on opte pour une
discrétisation explicite en temps sur (7.1), cette stabilité est vraisemblablement condition-
nelle en le pas de temps At (dépendant du mode de Fourier k£ maximal considéré). Des tests
numériques ultérieurs vont étayer cette affirmation.

Pour comprendre le phénomeéne, faisons une petite digression sur I’exemple simple d’une
équation de diffusion ou intervient le laplacien fractionnaire (—A)'/2. Pour cela, on fixe C' =
dp dans (7.1), qui s’écrit alors

{ Oyi(t, k) = —|k[a(t, k) + f(t, k),

20, = (7.11)

et dont la résolvante est

R(r):=e .
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Dans ce cas, la formule de Duhamel (7.4) s’écrit

ut, k) = e *5(0, k) + /te“tt’)f(t’,k)dt'. (7.12)

0

La formule (7.12) encode de fagon visible l'effet d’amortissement de (7.11), puisque la résol-
vante R(T') tend vers 0 exponentiellement vite lorsque T' — +o00. On se convainc aisément
que la plupart des méthodes numériques appliquées & (7.12), méme si elles sont explicites,
respecteront les propriétés de stabilité du noyau diffusif. Au contraire, il est bien connu
qu’une discrétisation explicite en temps de (7.11) nécessite des conditions de type CFL sur
le pas de temps At pour étre stable.

7.3.3 Etude de Afy;

Dans cette section technique, on étudie quelques propriétés qualitatives de la résol-
vante Pifj;, en utilisant notamment la transformation de Laplace. Cette fonction R (et ses
analogues R{' et MRf}) sera utilisée dans certaines méthodes numériques du Chapitre 8. C’est
pourquoi nous insistons aussi sur les formules et les représentations que 'on peut en avoir
et notamment sa transformée de Laplace, dont les méthodes numériques des Sections 8.5.6
et 8.5.7 font usage.

Gréace aux formules (6.9), (6.10), (6.14) et (7.8), on déduit I’expression de la transformée
de Laplace de la résolvante relative au mode III que

1+a

ap + \/1+p2.

Nous ne savons pas exprimer Rfj;(7") & partir de fonctions analytiques, sauf dans deux cas
particuliers : @ = 0 et @ = 1. En effet, griace a des tables de transformées de Laplace
usuelles [70, Id. 103 et Id. 105 p. 1116], on obtient

LA (p) = (7.13)

R (T) = Jo(T), (7.14)

(1) =271, (7.15)

En général, il est possible d’approximer Rf}; pour des valeurs de oo > 0 quelconques via la
simulation numérique de (7.7) (ou par inversion numeérique de la transformation de Laplace).
Comme on peut 'observer sur la Figure 7.1, la fonction %fj;(T") tend vers 0 en oscillant, la
période caractéristique de ces oscillations étant d’ordre 1 (voir Proposition 7.3.2 ci-dessous).
On constate aussi que plus a est grand, plus Jify; tend vite vers 0.

L’expression (7.13) permet de recouvrer la fonction Rfj; grace a la transformation de
Laplace inverse

HI / ﬁfRIH (716)
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FIGURE 7.1 — Tracé de R{};(T") pour o € {0,0.1,0.2,0.5}.

ou I' est un contour du plan complexe qui passe a droite des coupures et des singularités
de LA}, Encore faut-il définir un prolongement analytique de LR{;(p), initialement définie
pour p € Ry a tout le plan complexe C hormis certaines lignes de coupure.

Pour ce faire, nous définissons un relévement de la fonction z — v/1 + 22 en prolongeant
analytiquement cette fonction définie sur R sur le plan complexe C privé des demi-droites i+
R* et —i + R*, ce qui donne un sens a ’expression (7.13) sur ce domaine. Les demi-
droites i + R* et —i + R* sont appelées lignes de coupure. En utilisant ce relévement,
si a > 0, la fonction Afy;(z) ne posséde pas de singularité, mais est seulement discontinue
le long des deux lignes de coupure (voir Figure 7.2). Dans le cas particulier ot o = 0, les
extrémités des lignes de coupure, a savoir +i, coincident avec des singularités d’ordre 1/2
de la fonction f)fi?ﬂ.

Les lignes de coupure peuvent étre déformées continiiment, induisant ainsi d’autres re-
levements possibles pour V1 + z2; cependant les points de branchement =i sont néces-
sairement a ’extrémité d’une ligne de coupure. Par exemple, on peut proposer un autre
relevement de 2fj; qui n’a qu’une seule ligne de coupure, a savoir [—i, i (voir la Figure 7.3).
En pratique, le choix des lignes de coupure dépend souvent des contours I' que 1’on peut alors
tracer lorsqu’on utilise la transformation de Laplace inverse (7.16). D’un point de vue nu-
meérique, ce choix est lié a la vitesse de convergence d’une discrétisation de I'intégrale (7.16).

Nous justifions rigoureusement que Rfj; tend bien vers 0 a 'infini par la :

Proposition 7.3.2. Dans le cas ot o« = 0, la fonction DQ?H est dominée de la fagon suivante :

A1) =, 0 (177). (7.17)
et, si a €]0,1],
RE(T)= O (7737 (7.18)
11 T—4o00 ’ '
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Partie réelle Partie imaginaire

FIGURE 7.2 — Partie réelle et partie imaginaire de LRf};(z), ot z est la variable du plan
complexe, et a = 0.2. En bleu, le plan Re (z) = 0, et en rouge, les plans correspondant aux
lignes de coupure +i + R* .

Remarque 52. La Proposition 7.3.2 semble suggérer que le paramétre visco-plastique a joue
effectivement un role d’amortissement. En effet, plus o est proche de 0, plus 93f}; décroit
lentement en +oo (car, a t fixé, JRifj;(¢) est continu en o > 0).

Dans les deux cas a = 1 et @ = 0, par les formules (7.14) et (7.15), les ordres de
domination dans la Proposition 7.3.2 sont optimaux. En ce qui concerne le cas a > 0, la
preuve repose sur 1’étude de la transformée de Laplace de Rfj; (immédiatement déduite de
celle de Cfyp via (7.8)). C’est un argument de géométrie harmonique tiré de [107,137].

Démonstration de la Proposition 7.3.2 dans le cas o > 0. Le relévement 9fy; défini plus haut
ne présente pas de singularités et a pour coupures les demi-droites +i + R* .

Gréace a [137, (1.4)—(1.6)] (voir aussi [107]), on sait que si une fonction h est a transformée
de Laplace sectorielle, c’est a dire qu’elle est telle que Lh est analytique dans un domaine z €
{c+re r>0,0¢€] -0 0} pour c € R et Oy > m/2 fixés, et satisfait sur ce domaine

Lh(z)| = O (1), (7.19)
alors h vérifie

_ cT -1
D)=, O (T,

La fonction Rf}; est a transformée de Laplace sectorielle, mais il faut pour cela prendre ¢ >
0 dans la définition ci-dessus, ce qui ne permet méme pas de démontrer qu’elle tend vers 0
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Partie réelle Partie imaginaire
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FIGURE 7.3 — Partie réelle et partie imaginaire de LRf};(z), ot z est la variable du plan
complexe, et a = 0.2. Le plan délimité par la ligne bleue est déterminé par Re (z) = 0, et la
ligne rouge correspond a la ligne de coupure [—i, i].

en 4o00. Toutefois, a I'extrémité droite des lignes de coupure qui frappent I’axe des imagi-
naires purs en z = =i, on observe que, par développement limité,

o /) 1+«
Ry (i +2) = +O(|z|1/2). (7.20)

ai
En intégrant la transformation inverse de Laplace sur les contours I'y définis sur la Fi-

gure 7.4, on obtient

1

Rip(T) = o

( Eiﬁﬁl(z)eZsz—F/ Ei)‘{ﬁl(z)eZsz>.
Iy r_

On sépare les intégrales ci-dessus en une zone proche des extrémités z = +i et une zone plus
¢éloignée. Ainsi

1
R (T) == / + / LR (2)e*Tdz
2im \ Jrin{zRe(z2)>—¢}  JT_N{zRe(2)>—e}

1
+ 5= / + / LR (2)e*Tdz.
2im \ Jryn{zRe(2)<—c}  JT_N{zRe(z)<—e}

Sur la partie proche des extrémités, on utilise le développement limité (7.20), tandis qu’on
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FIGURE 7.4 — En noir, le contour d’intégration pour calculer Rfj; par transformation de
Laplace inverse. En rouge, les lignes de coupure +i + R_.

utilise le fait que LA, est bornée ailleurs. Ainsi,
+o00
IR (7)) SC/ min (|z|1/2, 1) e Tdy + Ceel/2e5T
4 +o0o
<C (T_?)/?/ y1/2e—ydy+63/2€aT> )
0

En imposant ¢T" = 1, on déduit alors (7.18) de I'estimation précédente. O

7.3.4 Description de R et Rf

Dans cette section technique, on décrit briévement les résolvantes JR{* et fj (nous
n’avons pas fait d’étude aussi systématique que pour 2Rfy;).

Grace a la formule (7.8), on peut exprimer leur transformée de Laplace

LR (p) = (v + )p? /1 + 7~ 2p?
I apP 1+ + (1 +2)2 =4/ T+ 92/ 1T+ 72

et

(1+a)p®y/1+p?
ap® /1492 + (17 +2)° = 4/ T+ 21+ 772p?

LA (p) =

Sur le méme principe que dans la section précédente, on peut définir des coupures sur la
partie du plan complexe (voir Figure 7.5) :

C\((+R)UG+R)U(—yi+R)U(vi+R_)).

On constate numériquement que, si a > 0, les poles de L9} sont & partie réelle négative.
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Partie réelle Partie imaginaire

FIGURE 7.5 — Partie réelle et partie imaginaire de L£Rfj(2), ot z est la variable du plan
complexe, pour o« = 0.2 et v = /6. Le plan délimité par la ligne bleue est déterminé
par Re (z) = 0, et les plans rouges correspondent aux lignes de coupure +i+R_ et +iy+R_.

Par exemple, pour « = 0.2 et 7 = V6 ~ 2.4495, on trouve les quatre poles suivants
zljE ~ —(0.4193 £+ 1.84951 et 22i ~ —0.0043 £ 0.9425i.

Nous ne connaissons pas de valeur « telle qu'’il soit possible d’exprimer R{* et R{} & partir
de fonctions usuelles. Toutefois, il est possible de recourir & une approximation numérique
(voir Figures 7.6) pour les évaluer. De méme que pour le mode III, on constate que les
résolvantes AT et MRy} oscillent sur une période caractéristique d’ordre 1, tout en tendant
vers 0 (sauf, semble-t-il, si @ = 0). En outre, plus le paramétre « est grand, plus elles tendent
vite vers 0 a U'infini (voir Figure 7.6).

MM =L,
05 V V V V V W V W ’ AVAWAVAVAVAVAVAVA¥

0 10 20 30 0 10 20 30
T T

FIGURE 7.6 — Tracés de R(T) et de RE(T), pour v = v/3 ~ 1.73 et a € {0,0.1,0.2,0.5}.



248 CHAPITRE 7. PROPRIETES DE L’EQ. DE PEIERLS-NABARRO DYNAMIQUE

7.4 Un théoréme d’existence et d’unicité dans un cas non-
linéaire
Afin de justifier le fait que ’équation non-linéaire (6.22) que nous nous proposons de

résoudre est bien posée, nous démontrons le résultat trés simple suivant :

Théoréme 7.4.1. Soient R(t) une fonction mesurable bornée et f(t,z,u) une fonction
satisfaisant les estimations suivantes :

sup || f(t,-,0)|[ 2@ = M1 < +0o0, (7.21)
teR

sup O f(t,z,u)| = My < 400. (7.22)
teRyz,ueR

Soit ug € L*(R). Alors, il existe une unique fonction u € L2, (Ry,L*(R)) solution du
probléme suivant :

u(t, k) = R(|k[t)uo (k) —1—/0 Rkt —t")F{ (- ult',)} (k)dt'. (7.23)

Si la fonction R est continue, alors u € C (R+, L2(R)).

La preuve de ce théoréme repose sur le principe de la preuve du Théoréme de Cauchy-
Lipschitz [36, Th. 7.3 p. 184], c’est a dire sur le classique Théoréme du point-fixe de Banach
[36, Th. 5.7 p. 138|.

Démonstration du Théoréme 7.4.1. La preuve se déroule en quatre parties. La premiére
partie consiste & démontrer une estimation de contraction, dont découle les deux parties
suivantes, qui concernent l’existence, puis l'unicité de u. La preuve d’existence se scinde
elle-méme en deux étapes. On démontre tout d’abord un résultat d’existence locale, puis on
en déduit un résultat d’existence globale. Enfin, on démontre le résultat de continuité.

Propriétés de contraction de Iintégrale Soit 7' > 0. Pour u € L> ([0, 7], L*(R))
et t < T, on définit 'application ®[u](t,x) de transformée de Fourier :

Blu)(t, k) = /O R(K|(t — 1) F { £t ult, )} (k).
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Alors, par le théoréme de Plancherel, puis 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2

@[22 ) =2 /R ' /0 R(K|(t — ) F {F(Eult', )} (k)| dk

§27T/R (/Ot]%(|k](t—t’))|2dt’>

(/Ot | F{F(E - ul', )} (k)fdt/) "

gzmumuiw(m/o /R\f{f(t',.,u(t’,.))}(k)|2dkdt’

<Ct|[f(t, 2z, ult, @)l 1 o.11,12(R)) -
On remarque que, par inégalité triangulaire, grace a (7.21) et (7.22), pour tout ¢t > 0
(- ult, )Lz @y <M+ M [lult,-)llp2 g, - (7.24)

Par conséquent, il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de My, Ms et [|[R| g,
telle que, pour tout ¢t < T,

P[], 2@y < ovT (1 + ||u||L1([o,T],L2(R))) : (7.25)

En outre, si uy,uy € L™ ([0,T],L*(R)), il existe une constante C' > 0 ne dépendant que
de My, M> et \|D%HLOO(R+) telle que, pour tout ¢t < T,

1@fua] (t, ) — @lua](t, )2y < CVT llur = uallpo,my,12r)) (7.26)

Existence Pour u € L™ ([0,7],L?(R)), on pose alors W[u](t,z) définie par
W (t, k) = Rkl (K) + Bl (t, ).

Résoudre (7.23), c’est trouver un point fixe & ¥ dans L, (R4, L%*(R)).

Par (7.26), 'application ¥ est contractante sur I’ensemble L>° ([0, T], L2 (R)) —qui est un
espace de Banach— & condition que T soit suffisamment petit, et admet donc sur cet ensemble
un unique point fixe par [36, Th. 5.7 p. 138] : on a ainsi établi un résultat d’existence local.

On prolonge ensuite la solution locale u construite sur I'espace L™ ([0,7],L?(R)). Pour

ce faire, on définit pour v € L{® (R+, LQ(R)) application ¥ par

loc

~

= T
Ulo](t, ) ZW(Ik\(Tth))ﬂo(kH/o ROENT +t = O))F{F(, - ult', )} (k)dt’

+ / R(K|(t — 1) F {F(t,-o(t', )} (R)ar
0

De méme que précédemment, on démontre que l'application U est une contraction sur
I’espace de Banach L*° ([O, T], LQ(R)), et y admet donc un unique point fixe. En prolongeant
alors u sur [0,27] x R par u(t + T,-) := v(t,-), on a construit une solution de (7.23)
sur [0,27] x R. En procédant itérativement, on construit ainsi une solution globale u €
L (R4, L2(R)).

loc
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Unicité Supposons que u; et ug € LS, (R4, L*(R)) soient deux solutions de (7.23). Alors,
par (7.26), on a, pour tout ¢ € R,

lur — sl oo, 12y < CVEIur = uallpqoq.2my) -

Introduisons 7' le supremum des points ¢ tels que, en presque en tout t' € [0,t], ui(t',-) =
ug(t',-). Si T < 400, alors,

llur = uzlpee 0,74, L2)) SCVT + € llur — w2llpyrrie L2 m))
<CeVT + ¢ |lur — walpoo o1 e L2 (R)) -

Pour € > 0 suffisamment petit, on obtient une contradiction, donc T' = +o00. Ainsi, u1 et us
coincident dans L2, (R4, L*(R)).

Continuité La preuve de continuité se fait grace au théoréme de convergence dominée. [J

Par la Proposition 7.3.2, si a > 0, la fonction fRfj; est bornée ; par ailleurs elle est conti-
nue. En outre, si F € CZ,(R), et si la différence de chargements o®(t, x) — 0§ et la différence
des parties élastiques associées 7(t,z) — 1o sont dans C (R4, Cc(R)), alors f(t,z,u) =
foalu](t,z) (définie par (6.23)) satisfait (7.21) et (7.22). Dans ce cas on peut appliquer le
Théoréme 7.4.1 & la forme résolue associée a (6.22).

Le théoréme que nous énoncons est minimaliste. Toutefois, avec des hypothéses adé-
quates sur les dérivées partielles de f, et sur la régularité de ug, on peut vraisemblablement
remplacer l'espace L?(R) par un espace H*(R) en ce qui concerne la variable spatiale x.
Cependant, la démonstration ci-dessus utilise le fait que la transformée de Fourier est une
isométrie a un facteur multiplicatif prés de L2(R) sur L2(R). Obtenir des résultats dans
d’autres espaces fonctionnels que les espaces H*(R) (comme par exemple L>°(R) ou C(R))
semble donc complexe. Par ailleurs, on peut légitimement se poser la question de la régu-
larité en temps des solutions. A cet égard, observons que I'on n’a utilisé que le fait que la
résolvante est bornée. Si on suppose en outre qu’elle tend vers 0 & une certaine vitesse, on
peut en outre s’attendre a ce que la solution v deviennent de plus en plus réguliére.

Les hypothéses du Théoréme 7.4.1 sont parfois trop restrictives. Nous réalisons notam-
ment des expériences numériques qui sortent du cadre de I'Hypothése (7.21). Ainsi, on peut
imposer un chargement brusque sur une dislocation statique, c’est a dire o?(t > 0,z) = o,
pour f(t,z,u) = fyalu](t,x) définie par (6.23) : cela implique que f(t,-,0) ¢ L?(R). Dans
ce cas, on ne peut pas appliquer le Théoréme 7.4.1 & (6.22).

Etant davantage motivés par la simulation numérique et les résultats que ’on peut en
tirer, nous laissons de cété ces questions intéressantes.

7.5 Une remarque sur les dérivées fractionnaires

Certains auteurs |44, 124] se sont intéressés a des équations a dérivées fractionnaires a
la fois temporelles et spatiales, c’est a dire

O/ u(t,x) = Lu(t,x), (7.27)
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ou L est un opérateur de dérivée fractionnaire spatiale, par exemple L = (fA)fB/ 2 pour B €
10, 2] qui est un opérateur de symbole |k|® en Fourier. La dérivée fractionnaire temporelle 67
est la “dérivée de Caputo & gauche” (voir [124]), définie par

1 b
o u(t,z) := Oyu(t', z)dt’ 7.28
t (7) F(l_y)/o(t_t,)l,t(v ) ’ ( )
pour v €]0, 1[. Grace aux transformation de Laplace et de Fourier, comme les opérateurs 9}
et L possédent des structures de convolution respectivement temporelle et spatiale, on dia-
gonalise I’équation (7.27), qui s’écrit alors

P’ (pLiap, k) — (0, k) = k|7 La(p, k),

L{tT"} (p) =T -v)p"".

En prenant d’autre définitions de L et 0}, de telles manipulations aménent a réécrire (7.27)
comme

a(p)Li(p, k —i—Za] (0, k) = b(k)La(p, k), (7.29)

ou a, b et ¢ sont des fonctions correspondant aux opérateurs.

Or, la solution homogéne de (7.1) ne peut satisfaire (7.29). Par conséquent, ’équation
de Peierls-Nabarro Dynamique ne peut s’écrire simplement & ’aide d’un nombre fini d’opé-
rateurs fractionnaires. Dans le cas contraire, cela aurait permis d’utiliser des techniques de
simulation s’appliquant & de telles équations. Par ailleurs, cela souligne le fait que ’équa-
tion de Peierls-Nabarro Dynamique est d’une nature trés différente de I’équation dynamique
construite au Chapitre 4. Ces deux équations n’ont en commun que leurs états stationnaires.






Chapitre 8

Résolution numérique de I’équation
de Peierls-Nabarro Dynamique

Dans ce chapitre, nous comparons différentes approches numériques pour simuler I’équa-
tion de Peierls-Nabarro Dynamique. Ces comparaisons sont a la fois théoriques et fondées
sur des tests numériques.

Ce travail a été effectué en collaboration avec Claude Le Bris, Frédéric Legoll et Yves-
Patrick Pellegrini.

Le lecteur trouvera en Annexe 8 des précisions techniques sur les algorithmes implémen-
tés.
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8.1 Introduction

Le but de ce Chapitre est de proposer des algorithmes pour simuler 1’équation de Peierls-
Nabarro Dynamique (6.22) dont nous rappelons ici I’expression :

R Opu(t, k) + k2/0 Ci([k|(t = t)u(t', k)dt" = F {foa[ul(t,)} (),
u(0,-) = 0.

(8.1)

Pour ce faire, nous étudions divers schémas et diverses méthodes numériques, issues de la
littérature, que nous testons ensuite sur plusieurs cas particuliers. Nous rappelons dans cette
section plusieurs points déja abordés dans 'introduction de la thése.

8.1.1 Cadre du probléme

Notre parti pris a été d’interpréter la transformation de Fourier continue comme une
transformation de Fourier discréte, en réutilisant ’approche développée dans le Chapitre 5.
Ainsi, la discrétisation spatiale de (8.1) fait intervenir des équations intégrodifférentielles du
type (8.2) ci-dessous

d t

—u(t)=— [ C@t—t)u(t)dt t

0 == [ c—tyueiar + ), o

u(0) =0

dont la solution est donnée par la formule de Duhamel
¢
u(t) = / Rt —t')f(t)at', (8.2b)

0

ot R est la résolvante associée a (8.2a).

Dans notre cadre d’application, la fonction C de (8.2a) est la fonctions (k¢)71C; et
la fonction PR de (8.2b) est la fonctions R (on se raméne au cas ot k = 1), pour i €
{I,II,III} et o« > O (voir I’Annexe A.5.1 rassemblant des formules sur ¢, C; et R¢'). Comme
les fonctions R et C sont régulicres, les équations (8.2a) et (8.2b) sont bien posées.
La difficulté n’est pas tant la résolution numérique de ces équations que leur résolution

numérique efficace, c’est a dire précise, stable et rapide.

8.1.2 Enjeux et difficultés

Nous choisissons de présenter les différents algorithmes de ce chapitre sur le modéle (8.2).
En réalité, il faut résoudre un systéme d’équations du type de (8.2), couplées non-linéairement.
Gardons donc a lesprit que I’équation originale (8.1) présente les traits particuliers suivants :

1. la valeur de f(t,z) dépend non-linéairement de u(t,z) (voir Section 8.2),

2. les noyaux de convolution C;(T') et R;(T") tendent lentement vers 0 (en loi de puis-
sance de T'), et oscillent,
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3. chaque mode de Fourier de u(-, k) évolue avec une échelle de temps dilatée par un
facteur |k|.

Le premier point induit qu’il est nécessaire de calculer conjointement et successive-
ment les valeurs de u et de f jusqu’au temps ¢, afin d’obtenir une approximation de w(t)
dans (8.2a). Ainsi, calculer u(t) via (8.2b) n’est pas plus rapide qu’utiliser (8.2a) et ne peut
se faire en une seule étape —ce qui serait le cas si f(t' < t) était connue a priori.

Le second point est crucial. Il signifie qu’il faut conserver une mémoire précise du passé
pour avancer d'un pas de temps. En outre, la dépendance en le passé est non-triviale; en
particulier, les intégrales de (8.2a) et (8.2b) encodent des annulations (dues aux oscillations
du noyau) qu’il est délicat de reproduire avec une discrétisation grossiére.

Le troisiéme point traduit une propriété de raideur de (8.1) (voir [79]), qui se manifeste
par le préfacteur |k|? devant l'intégrale englobant la mémoire. Cette raideur induit la néces-
sité d’utiliser des schémas qui soient inconditionnellement stables, c’est a dire que le pas de
temps At n’est pas contraint par des conditions de stabilité de type CFL.

8.1.3 Schémas et méthodes de calcul

Nous insistons sur une trait singulier des équations intégrodifférentielles : le schéma nu-
mérique de I’équation n’est pas le seul élément dimensionnant d’une méthode d’intégration ;
la méthode de calcul est aussi déterminante. Nous précisons ces deux notions : Un schéma
numérique est une série d’équations algébriques satisfaites par la discrétisation u, d’une
fonction u(t,) a approximer. Une méthode de calcul est 'ensemble des opérations algorith-
miques grace auxquelles on résout un schéma numérique donné. Cette résolution peut étre
éventuellement approchée. On désigne par le nom d’algorithme l'ensemble constitué d’un
schéma numérique implémenté par une méthode de calcul fixée.

En ce qui concerne les équation différentielles ordinaires, ces deux notions sont généra-
lement indépendantes. Par exemple, les méthodes d’intégration de Runge-Kutta reposent
sur la simulation de systémes dynamiques en temps discret qui s’écrivent formellement
comme u"t = f(At,t,,u"). Alors la méthode de calcul se résume & résoudre a chaque
itération une équation éventuellement non-linéaire, laquelle se déduit du schéma. Par consé-
quent, la complexité de l'algorithme est de la forme O(JN), ou N est le nombre total
d’itérations, J est le cott d’une itération élémentaire (ou intervient donc la méthode de
calcul, et la taille m du vecteur u™ considéré).

Au contraire, pour les équations intégrales de Volterra, la méthode de calcul influe de
fagon non-linéaire sur la complexité temporelle de la méthode de ’algorithme, et aussi sur
la quantité de mémoire nécessaire. En effet, il est possible d’accélérer le calcul d’un schéma
fixé, ou d’utiliser moins de mémoire, en tirant parti de certaines structures algébriques.

Durant les 40 derniéres années, la simulation numeérique des équations du type de (8.2) a
suscité un grand intérét a cause de la diversité des phénoménes qu’elles peuvent modéliser,
des conditions de bord transparentes aux fissures. Un effort particulier a été porté sur la
rapidité des méthodes de calcul (voir [76,112]). Par conséquent, au vu de la richesse de la
littérature, nous n’avons pas pour objectif de proposer une nouvelle méthode de calcul plus
efficace que celles déja existantes. En revanche, nous avons comparé quelques algorithmes de
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la littérature, et d’autres algorithmes, issus du couplage de différents schémas & différentes
méthodes de calcul.

Nous présentons d’abord des schémas s’appliquant a des équations intégrodifférentielles
sous des formes générales, et ensuite des méthodes qui permettent de les évaluer plus ou
moins rapidement, de maniére exacte ou approchée.

8.1.4 Schémas étudiés

Les équations (8.2a) et (8.2b), appartiennent & la grande classe des équations intégro-
différentielles de Volterra

%u(t) = /0 K(t,u)dt + f(t), (8.3a)

et respectivement

u(t) = /0 Kt ) f(#)dt, (8.3b)

ol K est un noyau prenant deux arguments, et n’ayant pas nécessairement la structure
convolutive K (t,t') = C(t — t'). 1l existe de nombreux schémas d’intégration de (8.3a),
parmi lesquels on peut citer les méthodes de Galerkine ou de collocation (voir [10, Chap.
3 p- 49]). Nous nous concentrons sur des schémas itératifs qui reposent en général sur une
méthode quadrature pour calculer l'intégrale présente dans (8.3a) ou (8.3b).

Notre point de départ bibliographique se situe dans la littérature géophysique ; ainsi, nous
avons considéré des schémas issus de [62]. Puis, nous avons choisi d’étudier en particulier des
schémas “bloc-par-bloc” (recommandés par [134, p. 994]). Nous en détaillons deux versions :
la premiére discrétise directement la forme (8.3a), tandis que la seconde discrétise (8.3b).
Enfin, I’étude de méthodes dites oublieuses, introduites dans la section suivante, nous a
amené & proposer un schéma de splitting entre la partie linéaire, et la partie non-linéaire de
léquation (8.1).

Un des critéres déterminants dans le choix d’un schéma, outre sa précision, est sa sta-
bibilité en temps long (cela correspond, dans notre cas, a sa capacité a gérer la raideur de
léquation (8.1)). Dans le cas d’équations différentielles ordinaires raides, le caractére im-
plicite ou explicite d'un schéma donné est déterminant pour établir sa stabilité (voir [79]).
En ce qui concerne les équations intégrodifférentielles, ce caractére implicite ou explicite du
schéma est moins important (car le caractére implicite ou explicite du schéma n’a un impact
que sur une petite portion de l'intégrale & approximer). En revanche, de maniére heuristique,
le choix de la forme a intégrer, (8.2a) ou (8.2b), semble crucial lorsqu’il s’agit de stabilité. En
effet, la premiére forme est mal conditionnée & cause du facteur en |k|?, alors que la seconde
encode naturellement la stabilité de I’équation via la résolvante. Ainsi, un schéma reposant
sur une méthode de quadrature de l'intégrale de (8.2b) est naturellement plus stable qu'un
schéma discrétisant directement (8.2a). Cela semble lié au fait que la résolvante SR encode
directement les propriétés de stabilité de (8.2a), lesquelles semblent difficiles & caractériser
seulement & partir d’évaluations du noyau C. On étaye cet argument sur un exemple simple
dans la Section 7.3.2 et par des tests numériques dans la Section 8.6.
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8.1.5 Méthodes de calcul étudiées

En tirant parti de certaines structures des schémas, on peut accélérer '’exécution d’un
schéma donné. Les structures que nous avons étudiées sont les suivantes :

1. la structure de convolution, qui permet de réorganiser plus efficacement les calculs
de quadrature;

2. la structure de noyau dégénéré (voir la Section 8.5.1), grace a laquelle on peut trans-
former une équation intégrodifférentielle en équation différentielle ordinaire.

Nous montrons d’abord comment tirer parti de la structure de convolution gréace a la
méthode d’accélération de [76]. Dés lors que le schéma numérique voulu présente lui-méme
une structure de convolution discréte, cette méthode de calcul permet de 'implémenter de
maniére plus rapide, en passant d’une complexité O(N?) pour une implémentation naive
a une complexité de O (N (log N )2) Cette méthode de calcul est remarquable car elle est
exacte.

Nous présentons ensuite la structure de noyau dégénéré, qui permet de transformer
en équation différentielle ordinaire ’équation intégrale étudiée. Cette structure n’est pas
naturellement présente dans (8.2a) et (8.2b), aussi faut-il se restreindre & la classe des
noyaux qui sont a la fois convolutifs et dégénérés. Ensuite, il faut approximer le noyau
convolutif originel par de tels noyaux. Nous étudions les décompositions suivantes :

1. en somme de polyndémes de Laguerre pondérés (voir [44,104]) ;

2. en somme d’exponentielles, qui ont été étudiées dans les articles [3,75] de Hagstrom
et dans les articles de la mouvance de Lubich et al., e.g., [15,16,111,112,137].

Ces méthodes, au prix d’une erreur d’approximation sur le noyau, permettent de réduire la
mémoire nécessaire, tout en demeurant relativement rapides.

8.1.6 Tests numériques

Nous avons implémenté 6 algorithmes différents, en utilisant les schémas et les méthodes
numériques citées ci-dessus. Nous les avons alors soumis a différents tests, en évaluant :

— tout d’abord, leur capacité a résoudre une seule équation (8.2) scalaire, pour les

noyaux intervenant dans I’équation de Peierls-Nabarro Dynamique ;

— puis, leur capacité a résoudre I’équation compléte (8.1) dans certains cas.
Nous avons été particuliérement sensibles aux critéres suivants : la stabilité, la précision,
la rapidité d’exécution. En revanche, nous n’avons pas menés de tests systématiques sur
la quantité de mémoire machine requise par chacun des algorithme. En testant les algo-
rithmes sur ’équation compléte, nous avons aussi évalué la dépendance en les parameétres
de discrétisation spatiale du schéma proposé.

8.1.7 Plan

Ce chapitre s’articule en 6 Sections. La Section 8.2 détaille la discrétisation spatiale
employée. La Section 8.3 introduit les trois schémas issus de la littérature que sont le schéma
de [97], et deux schémas bloc-par-bloc. La Section 8.4 expose la méthode d’accélération de
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[76]. La Section 8.5 étudie la structure de noyau dégénéré. Elle décrit ensuite deux méthodes
oublieuses basées sur des noyaux dégénérés. La premiére, est issue de [44,104], et utilise une
décomposition en polynémes de Laguerre pondérés. La seconde est tirée de [112|. Dans
la Section 8.6, on propose des combinaisons d’algorithmes et de méthodes, et on effectue
des tests numériques afin d’évaluer les différents algorithmes. Enfin, dans la Section 8.7, on
conclut cette étude en proposant deux meilleures méthodes parmi les méthodes proposées. La
premiére, nommée ici BBD-A, combine un schéma bloc-par-bloc appliqué a I’équation (8.2a)
(voir Section 8.3.2) avec une méthode de calcul accélérée (voir Section 8.4). La seconde,
nommeée ici BBR-O, combine un schéma bloc-par-bloc appliqué a 1’équation (8.2b) (voir
Section 8.3.3) avec une méthode de calcul oublieuse (voir Section 8.5.7).

8.2 Détails de la discrétisation spatiale

Nous avons calqué la discrétisation spatiale de (8.1) sur celle que nous avons proposée
pour I'équation de Weertman, au Chapitre 5.

On se fixe un nombre 2m = 2F de points de discrétisation dont les indices sont dans
lensemble Koy, = {—m, -+ ,m — 1}. On introduit alors les abscisses des points de discréti-
sation, qui sont équiréparties dans [—L, L] :

x; = jh, pour j € Kap,
ou h = L/m. A cette grille spatiale correspond la grille duale de Fourier

2

k= omh?

pour p € Kop,.
On associe la discrétisation spatiale suivante & une fonction w définie sur R :

uj = u(z;) pour j € Kop.

A sa transformée de Fourier @, on associe la transformée de Fourier discréte Fy du vec-

— . ? N 1
teur w = (u;) i, , C'est a dire

m—1
u(kp) ~ (Fafu}), == Z uje ik pour p € Ko

j=—m

Ainsi, on transforme (8.1) en I’équation semi-discrétisée suivante :

g Fale@D), + 1 [ Gl = 1) (Fatu(®)), o = (Fa{F0), (50
0
pour tout p € Koy, ol

fi(t) = foelu](t, z;).
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On emploie les différentes méthodes d’intégration temporelle développées dans les Sections
ultérieures sur I’équation (8.4).

Cette discrétisation préserve la structure de ’équation, car elle transforme une opération
de convolution (continue) en espace, par exemple

Om{u}(t, ) / F! {k‘2 ([k[(t =)} (w1 — 2" )u(t’, 2")da’

en une opération de convolution discréte, qui s’écrit ici comme

hz (Fo k2 Cillksl (t = ))}) , wi—s (1)

j=—m

Au noyau de convolution spatio-temporel F {k:2 (|k|t) } ) correspond naturellement un
noyau de convolution discrétisé en espace F; {sz (|kp|(t —1") )}J Par ailleurs, la simula-
tion de cette équation semi-discrétisée est facilitée par le fait que le terme de mémoire est
découplé selon de modes de Fourier discret.

Mais une telle discrétisation périodise artificiellement 1’équation (8.1), laquelle est ori-
ginellement posée sur toute la droite réelle R. On observe un phénoméne de “réplications”
qui se manifeste par des artefacts numériques au bord du domaine de simulation —lequel
n’est pas de taille infinie (voir Chapitre 5). Il semble possible de recourir a des techniques de
zero-padding pour atténuer cet effet (voir [134, Chap. 12 p. 624]). On pourrait aussi utiliser
la technique de [48|. Nous n’explorons pas ces possibilités dans ce document.

Remarque 53 (Parallélisation). Une telle discrétisation spatiale est naturellement parallé-
lisable, en distribuant la mémoire relative & chaque mode de Fourier k£ & des processeurs
différents.

Remarque 54 (Symétrie de la transformation de Fourier). La transformée de Fourier discréte
d’un vecteur & coordonnées réelles est symétrique. En pratique, on tire parti de cette symétrie
en n’effectuant les calculs numériques que sur les modes de Fourier &, pour p € {—m, --- ,0}.
Cela permet de diviser par 2 la mémoire utilisée et le temps de calcul.

8.3 Trois schémas

Dans cette section, nous décrivons trois schémas possibles pour simuler (8.2) :

— un schéma issu de [97];

— un schéma bloc-par-bloc issu de [105] appliqué a (8.2a) ;

— un schéma bloc-par-bloc issu de [105] appliqué a (8.2b).
Une méthode de calcul aménera par ailleurs un schéma de splitting, décrit dans la Sec-
tion 8.5.5.

Discrétisation temporelle Nous fixons maintenant les notations utilisées dans toute
la section. On souhaite résoudre (8.2a), ou son équivalent (8.2b), sur l'intervalle [0, T]. Par
simplicité, on travaille avec une discrétisation temporelle & pas constant At (méme si chacun
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des schémas présentés ci-dessous a été congu pour un pas de temps variable). On définit
ainsi

T=NAt et t,:=nAt.

Pour une fonction g, on désignera alors par g, une approximation de g(t,).

8.3.1 Un schéma d’ordre 2 de Lapusta et coauteurs

La premiére méthode que nous avons utilisée est 1’algorithme de [62]. Nous décrivons
ici les ingrédients d’une de ses variantes (c’est & dire le coeur de schéma de [97]), dont les
versions les plus récentes sont, semble-t-il, toujours utilisées (voir la publication [126]). Le
but originel de ce schéma était résoudre des problémes proches du mode III de I’équation
de Peierls-Nabarro Dynamique, en ce sens que seul le terme de forcage f est différent.

Le schéma proposé dans |97, Sec. 5] utilise la forme directe (8.2a). Pour ce faire, les
auteurs recourent a une formulation en position u(t) et vitesse v(t) = «/(¢). On introduit
une autre variable

2(t) = —/0 C(t —tHu(t)dt'.

Ainsi, (8.2a) se réécrit

v(t) = 2(t) + f(1),

avec, par intégration par parties,
t
z(t) = =W (t)u(0) + W(0)u(t) + / W (t —tu(t)dt',
0

ou
“+o00

Wi(t) = C(t)dt'.

On calcule alors itérativement wu,, v, et z, comme suit.
On fait tout d’abord une prédiction sur u,41 :
Up i =2n + fn, (8.5a)
“Elq =uy, + Atoy,. (8.5b)

Puis on évalue une premiére prédiction de z,41 grace a une formule de points-milieux

n—1
2y = = Wty u(0) + W(O)ull ) + AW jgvn + ALY Woyijojvj41y0,  (8.50)

j=0



8.3. TROIS SCHEMAS 261

avec
At
1
Uj+1/2 125 (Uj —+ Uj+1) s (856)
On en déduit une premiére prédiction de vy 41 :
1 1
v,[l_]H = z,[l_]H + fra1. (8.5f)

Puis, on calcule toutes les autres quantités a partir de ces prédictions, par une sorte de
point-milieu :

Un+1/2 ——"<Un +'UEL1) ) (8.5g)
Up41 =Up + Atvn+1/25 (8.5h)
Znt1 == W(tns1)u(0) + W (0 uns1 + ALY W12 j0j41/2, (8.51)

=0

Le schéma ci-dessus est d’ordre 2 en At. Il semble qu’on puisse l'interpréter comme une
premiére itération pour évaluer la solution du schéma implicite suivant :

1
Unt1/2 =5 (Un + Vpt1) (8.6a)
Up41 =Up + Atvn+1/2a (8.6Db)
U1 =W (0)tng1 — W (tng1)w(0) + At > Wity /o Vi1 + fri1. (8.6¢)

=0

Remarque 55 (Troncature des intégrales). Dans le cadre trés général de (8.3a), I'absence
d’information sur K nécessite a priori de garder en mémoire tout le passé pour calculer les
variations de u. Or, si ’on observe que

K(tt) — 0, (8.7)

t—t’'—4o00

on peut éventuellement tronquer 'intégrale de (8.3a) par

t t
/ K(t,t)u(t')dt :/ K(t, thu(t)dt
0 max(t—tmax,0)

ol tmax €st un temps de troncature. L’erreur de troncature est alors d’autant plus grande
que la convergence (8.7) est lente. Cette maniére de faire est proposée dans [97| pour le
noyau C(t) = Ch(t) qui décroit comme t=3/2. Elle est avantageuse lors de la simulation
de (8.1), car, si 'on emploie le méme temps de référence ty,x pour tous les modes k de
Fourier, on a besoin d’autant moins de mémoire que la longueur d’onde 1/|k| est petite.

Remarque 56. A la lecture de [97,125,126], il semble que les méthodes de calcul décrites dans

les Sections 8.4 et 8.5.7 ne soient pas encore utilisées dans la communauté des chercheurs
en géophysique.
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8.3.2 Le schéma bloc-par-bloc appliquée a la forme directe

Les schémas bloc-par-bloc sont des schémas multi-pas s’appliquant & des équations in-
tégrales; elles peuvent étre vues comme une généralisation des schémas de Runge-Kutta
implicites. Nous suivons ici la présentation [105, p. 186|, pour une méthode bloc-par-bloc
utilisant la régle de quadrature de Simpson qui est précise a ’ordre 4 en temps.

On réécrit (8.3a) sous une forme intégrale, comme

Wltnsp) = ultn) + / ")+ F) dt,
K (8.8)

2(t) = —/0 C(t —tHu(t')dt'.

Alors, en employant la régle de quadrature de Simpson sur (8.8) pour p € {1, 2}, on obtient

At At
Uzn+1 =Uzn + o (z2n + 42211 /2 + Z2n41) + a (fon + 4fons1/2 + fons1) s (8.9a)
At At
U242 =U2n + ? (Zgn + 422n+1 + 22n+2) + ? ( on + 4f2n—|—1 + f2n+2) ) (89b)
et :
2n
At " .
24l = = wJQ- C(2n+1—j)At)u;
j=0
At
-5 (C (At) ugy +4C (At/2) ugy 12 + C (0) ugny1) (8.9¢)
At 2n-+2
Zamia == w2 C((2n + 2 — j)At) uj. (8.9d)
j=0

Ici, les wjz” sont les 2n + 1 poids donnés par (1,4,2,4,2,...,2,4,1). Cependant, on se rend
compte qu’il est nécessaire de définir des valeurs intermédiaires ug, /2 €t 2zg,41/2 (notons
quon a fon 1172 = f(tant1/2)). Pour ce faire, on recourt a I'interpolation quadratique sui-
vante :

3 3

Uant1/2 = gU2n + 7lentl — gUanta, (8.9¢)
3 3

Zant1/2 = gAon + 772t T gPne (8.9f)

Les valeurs

U, = (U2n+1/2; U2n+15 U2n+2;5 Z2n41/25 #2n+1; 22n+2)
constituent le “bloc”. Le systéme (8.9) se réécrit comme

(1= AtMay) - Up = Vi + AtW,, (8.10)
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(voir I’Annexe A.7.1). Dans le schéma ci-dessus, Ma; est une matrice carrée 6 x 6 construite
a partir de I’évaluation de C' pour les premiers temps 0, At/2, et At, le vecteur V,, dépend
linéairement de u,,<2, et de z2,, et le vecteur W), est un forgage construit a partir de f. En
pratique, f dépend de u ; par conséquent W, dépend de U, et on fait des itérations de point
fixe pour résoudre ’équation (non-linéaire) implicite (8.10) (voir (A.49) en Annexe A.7.1).
Comme on peut le constater, le schéma (8.9) joue sur les pas de temps pairs et impairs qui
ont des roles différents. Mais il ne nécessite pas de calculer des valeurs initiales, comme cela
peut étre le cas pour d’autres méthodes multi-pas.

8.3.3 La méthode bloc-par-bloc appliquée a la forme résolue

Nous avons présenté dans la Section 8.3.2 la méthode bloc-par-bloc pour résoudre ’équa-
tion intégrodifférentielle (8.2a). Il existe aussi une méthode bloc-par-bloc pour résoudre
I'équation intégrale (8.2b) (voir [105, p. 114]). Celle-ci repose sur une quadrature de I'inté-
grale dans (8.2b) par la méthode de Simpson.

Plus précisément, on résout :

At 2n .
Uznt1 =5 Z wi"R((2n + 1 = j)Ab) f;
=0

+ A6t (ﬁ(At)f% + 4R <A2t> Jony12 + %(0)f2n+1> , (8.11a)

2n+-2
At .
Uzn+2 =5 g w?””%((?n +2—j)At) fj, (8.11b)
=0

ol interviennent les poids de Simpson wjz-", c’est a dire (1,4,2,4,2,---,2,4,1). Comme f(t)
dépend en réalité de u(t), il est nécessaire de définir ug,11/2, ce qui est fait grace a une
interpolation quadratique :

3 3
Uant1/2 = gU2n T glent1 g Yan+2- (8.11c)

Comme le schéma (8.9), le schéma bloc-par-bloc défini par (8.11) est d’ordre 4 en At (voir
105, p. 116]).

Le Schéma (8.11) présuppose que 'on peut représenter la résolvante 2R(¢). Mais, dans
les cas qui nous intéressent, on ne sait pas en général exprimer cette fonction a l'aide
de fonctions usuelles : il n’est pas simple d’évaluer la fonction 9R(¢). A priori, il faut donc
Papproximer numériquement. Néanmoins, en pratique, on va utiliser le schéma (8.11) dans le
cadre des méthodes reposant sur la transformation de I’équation intégrodifférentielle (8.2b)
en une équation différentielle (voir les Sections 8.5.6 et 8.5.7). Dans ce cas, il n’est pas
nécessaire d’évaluer la résolvante R (mais on utilise 'expression analytique de sa tranformée
de Laplace).



264 CHAPITRE 8. RESOLUTION NUMERIQUE DE L’EQ. DE PND

8.3.4 Complexité

Les schémas présentés ci-dessus sont de complexité comparable. En effet, lorsque le
nombre N de pas de temps est grand, la majeure partie du cotit de calcul réside dans 1’éva-
luation des sommes (& savoir (8.5¢) et (8.51), (8.9¢) et (8.9d), (8.11a) et (8.11b)), et non dans
la résolution d’éventuelles équations implicites non-linéaires. Selon [105, p. 124], cette consi-
dération est générique pour les schémas d’intégration des équations intégrodifférentielles
reposant sur une méthode de quadrature. Par conséquent, il d’autant plus recommandé
d’utiliser des schémas implicites —dés que ceux-ci sont plus stables.

Une implémentation naive du calcul de des sommes ci-dessus consisterait a les évaluer
indépendamment & chaque pas de temps (d’oil une complexité O(N?)). Une telle implémen-
tation stockerait aussi toutes les valeurs w,, (c’est & dire O(NN) valeurs). L’utilisation d’une
méthode de calcul efficace permet de réduire ces cotits en temps et/ou en mémoire. Toutes
les méthodes de calcul que nous présentons ci-aprés sont applicables aux schémas de cette
Section (si ceux-ci discrétisent (8.2)).

8.4 Une méthode de calcul accélérée

Nous présentons ici le principe de la méthode de calcul proposée dans [76]. Celle-ci
s’applique a des équations intégrodifférentielles avec une structure de convolution, c’est a
dire (8.2). Nous désignons cette méthode, originellement qualifiée de fast, par le nom de
méthode accélérée. En effet, elle est purement algorithmique, en ce sens qu’elle permet de
calculer plus rapidement un schéma donné, dés lors que celui-ci nécessite d’évaluer une
convolution discréte —typiquement issue d’'une méthode de quadrature et dont le pas de
temps est constant (cette restriction sur le pas de temps peut étre limitante). Contrairement
a d’autres méthodes de calcul “rapides” (telles que celles présentées dans [31,74], par exemple
les méthodes multipolaires), aucune approximation n’est faite vis-a-vis du schéma initial : les
résultats donnés par un schéma accéléré et par un schéma non accéléré sont rigoureusement
les mémes (aux erreurs machine prés).

L’accélération de [76] est obtenue en exploitant la structure de convolution de (8.2a)
grice & des techniques de sommation rapide reposant sur 1'utilisation de la Transformation
de Fourier Rapide (ou Fast Fourier Transform, FFT). Elle permet de réduire le nombre d’opé-
rations d'un schéma choisi a priori, de O(N?) pour une implémentation naive & O (N log V)
ou a O (N (log N )2) suivant les cas. En revanche, ne changeant pas le schéma auquel elle
s’applique, elle nécessite de conserver la méme quantité de mémoire : c’est sa principale
faiblesse. Sa force est d’utiliser & bon escient cette mémoire.

8.4.1 Principe de la méthode

Plus précisément, supposons que 'on cherche & évaluer les sommes suivantes :

n—1
Zp = ch_juj, (8.12)
§=0
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pour n € [0, N], et (¢j) et (u;) des suites données. Une telle somme apparait par exemple
dans (8.9¢) (ou, par souci de simplicité, on a remplacé 2n + 1 par n, w]z”C (2n+1—j) par
Cn—j, et ot on ne prend pas en compte le second terme a droite de (8.9¢)); rappelons que
c’est précisément son évaluation qui concentre la majeure partie du cotit numérique d’une
méthode de résolution par quadrature.

Une procédure naive consisterait a évaluer indépendamment, pour tout n € [0, N], la
somme z, via (8.12). Elle aurait une complexité de O(N?). Or, (8.12) n’est rien d’autre que
le produit matrice-vecteur suivant :

20 0 0 Uup
21 ca 0 Uq

| & 0 - o | ] (8.13)
ZN cN ¢N—1 - ¢ 0 UN

La matrice ci-dessus est de Toeplitz, c’est & dire qu’elle satisfait la propriété
Mtk jik = M

pour tous entiers les i, j, k tels que la formule ci-dessus ait un sens. Donc, le calcul (8.13)
étre effectué en O(N log N) opérations, grace a la FFT (voir [134, Sec. 13]). On calcule ainsi
simultanément tous les zy, ..., zy en une étape peu coiiteuse.

8.4.2 Description de la méthode pour un second membre variable

Il n’est pas possible d’utiliser directement la technique ci-dessus pour un schéma dis-
crétisant (8.1). En effet, dans ce cas, on ne connait pas u,4x, pour k > 0, avant d’avoir
calculé z,, mais aprés. En revanche, remarquons que le calcul de z,1;, pour j € [1,n]
nécessite d’évaluer la somme partielle

n

ZJM = ch_,_j_kuk, (8.14)
k=0

dans le sens ou :

n+j—1

[n]
Zntj =25+ E Crtj—kUk-
k=n+1

La somme (8.14) est elle-méme une convolution discréte ne faisant appel qu’aux termes ug

qui appartiennent déja au passé au moment ol on souhaite calculer z,;. Ainsi, on peut
[n]

calculer les z;, pour j € [1,n], a partir de la n-éme itération. Ce dernier calcul peut étre

effectué en O(nlogn) opérations élémentaires grace a la FFT. En construisant un pavage
dyadique des temps comme illustré sur la Figure 8.1, on peut ainsi accélérer le calcul des z,

de facon systématique, et ainsi réduire le temps de calcul de O(N?) a O (N (log N )2)
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De facon plus imagée, on utilise le passé sur un laps de temps de longueur variable pour
préparer I'avenir sur un laps de temps de méme longueur.

| | | | | |
1 n|:2 nI:3 n|:4 n|:5 nI:6 n|:7

FiGURE 8.1 — Utilisation des termes u; pour calculer les valeurs z; via un pavage dyadique.
Les pois noirs désignent les calculs de convolution par FFT.

Remarque 57 (Explication graphique). Sur la Figure 8.1 (& mettre en regard avec le descriptif
des étapes ci-dessous), on remarque qu’on a fait appel 3 fois au terme uy pour calculer les
valeurs z; jusqu’a z7. Sil’on avait utilisé une méthode naive, il aurait été utilisé 7 fois. On
se figure qu'il sera utilisé [log, (N + 1)] fois pour calculer toutes les valeurs z1, ..., zy.

Pour ce faire, a chaque pas de temps n € [[QM 1 oM _ 1], on suppose que 'on dispose
des valeurs de stockage z; ., qui doivent satisfaire :

zj st j<m, (8.15)
Zjn = :
T lo osioj > oM.

Les termes zj,, pour j € [n + 1,2M] sont des sommes partielles de (8.12) de la forme

ilg,n]

Zim = § Ci—kfrs
k=0
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ou la suite i[j, n] est issue du fonctionnement de 'algorithme.

On raisonne itérativement en n. Pour n = 0, on fixe z;¢ = 0, pour tout j € N, et on
vérifie que (8.15) est satisfaite. Puis, & chaque temps n > 1, on considére la décomposition
dyadique

+o00
n = Z bl2l.
=0

On choisit le plus petit indice 1, tel que b; # 0 (b; ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1).
Puis, pour tout j € [0,2' — 1], on alloue

n—1

Zntjn i= Zntjin—1 1 E Cn+j—kUk,
k=n—2!

calcul qui, comme on I’a précisé plus haut, s’effectue avec O(ZNQI") opérations grace a 1'uti-
lisation de la FFT. Pour tous les autres z, ;, on pose z,; = z,-1,j. On observe au passage
qu’il est inutile de stocker les valeurs z;, pour j > oM,

Montrons ce qui se passe sur les quatre premiéres itérations. Au départ, on a zj9 = 0.
Puis :

— A l’étape n =1, on a l; = 0. On remplit donc la case 1 par

211 =0+ c1fo = 1 fo,
ce qui donne donc 21,1 = 21. Aucune autre valeur z;-11 n’est affectée.
— A l’étape n =2, on a ls = 1. On remplit donc les cases 2 et 3

1

2
Zz20 =0+ Z co—pup et 232 =0+ Z C3_kUL.
k=0 k=1

Aucune autre valeur z;~22 n’est affectée. On a donc 222 = 22, et on a stocké une
somme partielle sur la case 3.
— A l’étape n = 3, on a ls = 0. On remplit donc la case 3

0 2
Z33 = 232+ Z C3— kUK = E C3—kUk-
k=0 k=0

Aucune autre valeur z;-33 n’est affectée. On a donc 233 = z3.
— A l'étape n =4, on a ls = 2. On remplit donc les cases 4,5,6,7

3 3
Zaa =0+ capur, 254=0+ ) c5 pup,
k=0 k=0
3 3
264 = 0+ Z co—kUur et 274=0+ Z C7_LUL-
k=0 k=0

Aucune autre valeur zj~44 n’est affectée. On a donc 244 = 24, et des sommes par-
tielles ont été stockées dans les cases de 5 & 7.
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8.5 Dégénérescence et méthodes oublieuses

Nous étudions maintenant des méthodes de calcul qui, au contraire de la section pré-
cédente, approximent un schéma donné. Elles font usage de structures particuliéres afin de
transformer les équations intégrodifférentielles (8.2) en équations différentielles ordinaires.
Lubich et coauteurs ont qualifié de telles méthodes d’oublieuses (voir [137]) car elles ne
font appel qu’a un nombre restreint de valeurs au temps présent ¢ pour calculer I’évolution
de u(t) ; elles sont donc moins gourmandes en mémoire. Nous présentons dans cette section
les principaux ingrédients de cette approche.

8.5.1 Les noyaux dégénérés

Toute équation différentielle peut s’écrire sous une forme intégrale. L’inverse n’est pas
vraie en général, sauf si le noyau K (¢,t') de (8.3a) se développe de la fagon suivante :

U

K(t,t) =Y a;j(t)b;(t), pour 0<t <teR,. (8.16)
=0

On parle alors de noyau “dégénéré” de rang d + 1 (voir [10, Chap. 2 p. 23|, ou [105, p. 9]
pour des équations intégrales de Volterra du 2°m¢ type) ; le terme “séparable” est aussi utilisé
dans la littérature (voir |74, p. 56]).

On suppose dans tout ce qui suit que les fonctions a; et b; sont réguliéres. Dans ce cas,
on obtient un systéme de d+ 1 équations différentielles couplées. En effet, en injectant (8.16)
dans (8.3a), et en posant

Ii(t) = /Ot bi(tu(t')dt, (8.17)

on trouve le systéme suivant :

d
%u(t) = =S a0 + f(8),
pr (8.18)
% L(t) = b (t)u(t), vj € [1,d],

avec les données initiales adéquates
I;(0) =0, Vi e [1,d].

Le gain numérique lorsque l'on traite des équations intégrodifférentielles & noyau dégénéré
de rang faible est évident : on troque en effet une équation avec mémoire contre un systéme
d’équations différentielles ordinaires de faible dimension.

Cette décomposition peut sembler a priori inadaptée en ce qui concerne (8.1) pour deux
raisons :
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1. la structure de dégénérescence est trés différente de la structure de convolution, qui
semble étre une propriété a préserver ;

2. les noyaux K (t,t') := C;(t — t’) ne sont pas dégénérés.

Dans la section suivante, nous étudions donc les noyaux qui sont simultanément dégéné-
rés et convolutifs. Ensuite, nous décrivons deux approches possibles pour construire une
approximation dégénérée d’un noyau qui ne l'est pas au départ.

8.5.2 Deégénerescence et structure convolutive

Les noyaux convolutifs dégénérés présentent la double propriété d’engendrer des équa-
tions intégrodifférentielles réductibles & des équations différentielles ordinaires et de respec-
ter la propriété d’invariance en temps des noyaux de convolution. Ils ont une 