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Introduction

Cette these est consacrée a 1’étude du caractere essentiellement auto-adjoint du Laplacien qui
est défini en termes de la structure combinatoire d’un 2-complexe simplicial, voir [7]. Plus
précisément, nous introduisons la notion de face triangle orientée dans un graphe connexe,
orienté et localement fini. En fait, nous distinguons trois types d’opérateurs Laplaciens: le
premier est défini sur 1’espace des fonctions sur les sommets, le deuxieme est défini sur I’espace
des fonctions sur les arétes et le troisieme est défini sur I’espace des fonctions sur les faces.
Dans ce contexte, il s’agit d’étudier le caractere essentiellement auto-adjoint pour 1’opérateur
de GauB3-Bonnet, comme suite du travail de Colette Anné et Nabila Torki-Hamza [1].

L’impact de la géométrie sur le caractere essentiellement auto-adjoint du Laplacien est
étudié dans divers domaines des mathématiques sur les variétés Riemanniennes, voir ([9], [16],
[19] et [31]) et aussi sur les complexes simpliciaux de dimension 1, voir ([1], [13], [18], [24],
[32] et [40]). Les Laplaciens sur les variétés Riemanniennes et les complexes simpliciaux parta-
gent beaucoup d’éléments communs. Malgré cela, les notions géométriques comme la distance
et la complétude dans le cadre Riemannien n’ont pas d’analogies immédiates dans le cas dis-
cret. L’étude du Laplacien discret sur les graphes commence par Kirchhoff sur les réseaux
électriques [27]. Ce travail présente un cadre plus général pour les Laplaciens définis en ter-
mes de structure combinatoire d’un complexe simplicial. Les complexes simpliciaux peuvent
étre considérés comme une généralisation des graphes. Plus précisément, a partir de n’importe
quel graphe, on peut former un 2-complexe simplicial ou les faces correspondent aux cycles
simples du graphe. Dans cette thése, nous considérons un graphe orienté localement fini et
nous introduisons les faces orientées de telle sorte que toutes les faces soient des triangles pour
atteindre la structure d’un 2-complexe simplicial. Cette structure particuliere s’appelle triangu-
lation. Cela permet de définir notre Laplacien discret £ agissant sur les triplets de fonctions,
1-formes et 2-formes. Notre but est de trouver une condition géométrique pour assurer le carac-
tere essentiellement auto-adjoint du Laplacien discret. Pour cela, nous développons I’hypothese
de x-complétude défini dans [1], pour les triangulations. Cette hypothese sur les graphes lo-
calement finis couvre de nombreuses situations qui ont déja été étudiées dans [1]. Les auteurs
prouvent que I’hypothese de y-complétude est satisfaite par des graphes qui sont complets pour

7



Introduction Yassin CHEBBI

la métrique intrinseque, comme défini dans [18] et [24].

D’autres résultats principaux de cette these concernent les propriétés spectrales de nos dif-
férents Laplaciens considérés dans une triangulation finie, voir [8]. Il y a plusieurs travaux
récents concernant le bas du spectre d’un opérateur de Laplace sur un graphe ont appelées ainsi
des estimations isopérimétriques, voir ([20] et [26]). En outre, Cheeger a prouvé une inégalité
en fonction d’une constante métrique géométrique h(X, g) attachée a une variété Riemanni-
enne compacte connexe (X, g). Cette inégalité concerne la premiére valeur propre non nulle
de I’opérateur de Laplace-Beltrami auto-adjoint, voir [5]. Ceci a inspiré une théorie analogue
sur les graphes pour le Laplacien L, voir ([10], [11] et [12]). De plus, en utilisant le critere de
Weyl, connu de [38], pour montrer que tous les spectres de nos différents Laplaciens obtenus ont
les mémes caractérisations dans les cas d’une triangulation finie connexe, voir ([3] et [8]). Dans
une tiangulation finie, nous définissons le trou spectral comme étant la valeur propre minimale
du Laplacien E; rer(s0) SUT les 1-formes. Cette définition permet alors que notre trou spectral
peut atteindre la valeur 0. En général, le trou spectral est I’écart entre O et la premicre valeur
propre non nulle, voir ([10], [11] et [12]). Cette définition coincide avec la notre dans les cas
ot Im(d') = ker(0°). Cette derniére condition assure la nulluté de notre trou spectral.

L’objectif dans la deuxieme partie est de trouver une estimation pour le trou spectral du
Laplacien ﬁ; er(a0) dans une triangulation d’un graphe complet. Une majoration explicite est
donnée par la généralisation de la constante de Cheeger. Une minoration est obtenue par la

premiere valeur propre non nulle du Laplacien discret agissant sur les fonctions L.

Cette these est structurée comme suit: le deuxieéme chapitre présente les concepts de base
utilisés dans ce travail. Nous présentons d’abord les diverses notations et définitions sur les
graphes ou plutdt les 1-complexes simpliciaux. Ensuite, nous introduisons la notion de face
triangle orientée. Dans ce contexte, nous définissons 1’opérateur de GauB3-Bonnet 7' = d + ¢
agissant sur le triplet de fonctions, 1-formes et 2-formes. Cet opérateur de type Dirac permet de
définir le Laplacien discret £ := T qui admet une décomposition selon le degré

ﬁizﬁo@ﬁl@ﬁg.

Dans le troisieme chapitre, nous développons 1’hypothese de y-complétude pour assurer
le caractere essentiellement auto-adjoint de I’opérateur de Gaul3-Bonnet 7" sur les triangula-
tions. Cette hypothese géométrique est basée sur les fonctions de coupure. Il a été introduite
sur les graphes par Colette Anné et Nabila Torki-Hamza dans [1]. Dans le cas d’une variété
Riemannienne complete, il y a un résultat trés important de Chernoff dans [9], qui a conclu
que I’opérateur de Laplace-Beltrami est essentiellement auto-adjoint a partir de 1’opérateur de
Dirac. En conséquence, nous utilisons cette relation pour prouver le caractere essentiellement
auto-adjoint de notre Laplacien discret. Ce résultat s’inspire du travail de [1] dans le cas des
graphes. De plus, nous donnons I’exemple "Arbre tiangulaire” qui produit un moyen concret de
trouver une triangulation qui n’est pas y-complete inspiré de [4]. Et nous finissons ce chapitre
avec I’étude de la condition de y-complétude et d’en étudier le caractere essentiellement auto-
adjoint sur des exemples particuliers de triangulations.

Dans le quatrieme chapitre, nous donnons quelques résultats concernant la théorie spectrale
des triangulations. Le résultat essentiel ici est de trouver une estimation concrete pour le trou
spectral du Laplacien supérieur £ agissant sur les 1-formes, voir [8]. En outre, une majoration
attachée a la généralisation de la constante de Cheeger pour les complexes simpliciaux d’un
graphe complet /C,,, voir [35]. Dans notre cas, on désigne par 7, = (K,,, F) la triangulation

8 mai 2018
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d’un graphe complet et on définit la constante de Cheeger h(7,) comme suit:

. n|F(Ag, A1, As)|
hﬁl = 9
(7o) = i~ A AL A

ot Ay, A;, Ay sont des ensembles non vides formant une partition de V et F(A, A1, As)
désigne I’ensemble des faces orientées avec un sommet dans chaque A;.

De plus, nous donnons une minoration de notre trou spectral a partir des premieres valeurs
propres non nulles des Laplacien discret £ sur les graphes connexes associés a une triangula-
tion d’un graphe complet.

Nous cloturons ce travail avec le chapitre Annexe qui contient les résultats principaux con-
cernant la notion de complétude sur les graphes et portant sur les opérateurs symétriques, utilisés
au cours de cette these qui sont extraits de [24], [37] et [38].

9 mai 2018






Sur la géométrie et I’analyse des

triangulations

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments d’analyse et de géométrie sur les com-
plexes simpliciaux de dimension 2, qui couvrent les prérequis nécessaires a la compréhension
de nos travaux. Outre les concepts généraux, nous traitons principalement de la notion de trian-
gulation pondérée.

2.1 Généralités sur les graphes

Soit V un ensemble au plus dénombrable de sommets et £ un sous-ensemble de V<), I’ensemble
des arétes, nous appelons K = (V,£) un graphe. Soit x,y € V, on dit que x et y sont voisins
ou adjacents s’ils sont connectés par une aréte e, notée par e = (z, y) ou bien x ~ y. Un graphe
IC orienté consiste a définir une partition de £ :

E=EUET
(z,y) €ET & (y,2) € E™
On suppose que I’ensemble d’arétes £ est sans boucles et symétrique, i.e
reV=(v,2) ¢ €&, (v,y) € €= (y,x) €f.

Dans ce cas, on choisit une orientation sur les arétes. Soit e = (z,y) € £*, on définit
I’origine e~ = x, la terminaison e™ = y et ’aréte opposée —e = (y, z). Un chemin de taille
n est une suite finie d’arétes {e;}1<i<, telle que si n > 2 alors e = e;,,, pour tout i €

i

11
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{1,...,n—1}. Un cycle est un chemin dont I’origine et I’extrémité sont identiques, i.e ] = €.
Un chemin simple est un chemin qui ne passe qu’au plus une fois par chaque aréte. Pour e € £,
I’ensemble {—e, e} n’est pas un chemin simple.

* L’ensemble des voisins d’un sommet x est donné par:

Ve)={yeV, y~uz}.

La valence ou le degré d’un sommet x est le nombre de ses voisins et noté par deg(z),
qui peut étre fini ou infini.

Le graphe K est dit localement fini, si pour tout = € )V, I’ensemble V(z) est fini.

Le graphe K est connexe si deux sommets quelconques x et y peuvent étre connectés par
un chemin d’aréte, i.e.

Vz,y €V, In, {e;hi<i<ntelquee; =z, € =y.

n

La distance combinatoire d.,,; sur K est donnée par:
deomp(,y) = min{n, {e; }1<;<n C € un chemin entre les deux sommets = et y },

pour tout x,y € V tels que = # y. Par convention, on pose deomp(x, ) = 0.

Par analogie a la géométrie Riemannienne, une métrique sur K est une fonction paire a :
E — (0,00). Elle définit une distance sur le graphe . On définit d’abord la longueur d’un
chemin v = (eq, ..., €,) comme suit:

La distance métrique entre deux sommets distincts x et y est donnée par:

do(z,y) = inf [,(7).

Y€ zy
ou I';, est I’ensemble des chemins allant du sommet x au sommet y. Par convention, on pose

dy(z,x) = 0.
Dans la suite, nous ne considérons que des graphes:

connexes, orientés, localement finis et sans boucles.

Exemple 2.1.1 Nous citons des exemples de graphes trés connus dans la théorie des graphes:
* Un arbre: est un graphe connexe sans cycle.

* Graphe complet K,,: est un graphe fini de n sommets dont les sommets sont adjacents

deux a deux, c’est-a-dire que tout couple de sommets disjoints est relié par une aréte.

12 mai 2018
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* Graphe biparti: On dit qu’un graphe est biparti, s’il existe une partition de son ensemble
de sommets V en deux sous ensembles V; et Vs telle que chaque aréte ait une extrémité

dans V; et I’autre dans V5.

* Graphe régulier: est un graphe ou tous les sommets ont le méme degré. Un graphe
régulier dont tous les sommets ont le méme degré k est appelé un graphe k-régulier ou

graphe régulier de degré k.

* Graphe cyclique C,,: est un graphe constitué d’un unique cycle élémentaire de longueur
n (pour n > 3). Il est 2-régulier. De plus, nous avons C,, est un graphe biparti si et

seuleument si n est paire.

2.2 Notion de triangulation

Nous développons d’abord un cadre général pour introduire les opérateurs de Laplace définis
en termes de la structure combinatoire d’un complexe simplicial.

2.2.1 Structure d’une triangulation

Une triangulation T est la donnée d’un triplet (V, €, F), ou V est I’ensemble de sommets, & est
I’ensemble des arétes et F est I’ensemble des faces triangulaires qui est un sous-ensemble de
I’ensemble des cycles simples de taille 3 quotienté par les permutations directes (e.g. (x,y, z) =
(y,z,7) # (y,x, z)). Cette structure d’un 2-complexe simplicial (voir [17]) est notée aussi par
le couple 7 = (K, F), ou K = (V, E) est un graphe connexe et localement fini.

Remarque 2.2.1 Une triangulation est un 2-complexe simplicial dont toutes les faces sont des
triangles. Dans cette structure, on peut avoir des cycles simples de taille 3 qui ne sont pas
des faces triangulaires. Les coins des faces triangulaires forment un sous-ensemble de V et

I’ensemble des arétes des faces triangulaires forment un sous-ensemble de £ du graphe.

Remarque 2.2.2 Une triangulation d’un graphe localement fini implique qu’il y a un nombre

fini de triangles qui sont voisins d’un triangle donné.

Dans la suite, nous pouvons représenter les faces orientées par leurs sommets de la maniere
suivante:
_ (o= — ot ot o ot —
w = (e1,ez,e3) = (e] =e5,e] =e5,e5 =e5) € F.

Pour une face w = (z,y, z) € F, nous avons
w=(x,y,2) = (y,2,2) = (z,x,y) E F & —w = (y,z,2) = (x,2,y) = (2,y,z) € F.

13 mai 2018
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Figure 2.1: Triangulation

Figure 2.2: L’orientation d’une face

Pour un sommet = € V, nous désignons également la face orientée (y, z, ) par (e, ), avec
e = (y, z). Lensemble des sommets qui construisent les faces triangulaires avec I’aréte ¢ € £
est donné par
Fo={xz eV, (e,x) € F} C V(e )NV(eh).

Soit B un sous-ensemble fini de V, nous définissons le bord de sommet, le bord d’aréte et
le bord de face de B, notés respectivement 0y, B, 0¢ B et O B, par:

OyB:={x ¢ B; Iy € B, x ~ y},

OeB:={ec&; {e,e"}NB#Det{e et} N B+ D}

et
OB := {0 = (e1,eq,e3) € F; Ji € {1,2,3}, e; € 0 B}.

Exemple 2.2.1 Considérons la triangulation infinie 2-complexe d’arbre régulier T2, voir [36].

Ce complexe n’est pas localement fini. Sa construction se continue a l’infini.
Remarque 2.2.3 Dans Figure 2.3, le cercle n’est pas une partie des arétes.

Exemple 2.2.2 (Triangulation de Delaunay)

Une triangulation DT d’un ensemble de sommets V est dite triangulation de Delaunay si

14 mai 2018
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Uintérieur du cercle circonscrit de chacun des triangles de DT ne contient aucun sommet de

V.

Remarque 2.2.4 La triangulation de Delaunay est une triangulation planaire.

Figure 2.3: Triangulation 2-complexe d’arbre régulier 7,2

Figure 2.4: Triangulation de Delaunay

2.2.2 Triangulations pondérées

Pour définir les triangulations pondérées, nous introduisons des poids:

1 5 mai 2018
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* c:V — (0,00), c’est le poids sur les sommets.
o r: & — (0,00), c’est le poids sur les I’arétes, ot Ve € &, r(—e) = r(e).
e s: F — (0,00), c’est le poids sur les faces, oit Vo € F, s(—w) = s(w).

D’abord, on définit les graphes pondérés normalisés ou le poids sur les sommets est défini a
partir du poids sur les arétes:

Définition 2.2.1 * Un graphe pondéré (K, c,r) est la donnée d’un graphe K = (V,E), un

poids c sur les sommets et un poids r sur les arétes.

 Un graphe normalisé est un graphe pondéré (K, c,r) tel que le poids c est donné par:

Dans ce cas, on le note aussi par (IC,r).

On introduit une premiere définition telle que le poids sur les sommets, celui sur les arétes
et celui sur les faces sont indépendants:

Définition 2.2.2 Une triangulation pondérée (7, ¢, r, s) est donnée par la triangulation T =(V,E,F)
munie des poids c, r et s respectivement sur les sommets, les arétes et les faces. Nous disons

que T est simple si les poids des sommets, des I’arétes et des faces sont tous constants égaux a

1.

Une deuxieme définition telle que son graphe est normalisé et le poids sur les arétes est
défini a partir du poids sur les faces.

Définition 2.2.3 Une triangulation pondérée T = (K, F) est dite normalisée si:
o K est un graphe normalisé.

* Le poids s sur F fait apparaitre le poids r sur £, donné par:

2.3 Espaces fonctionnels d’une triangulation
Dans cette partie, nous donnons les différents espaces fonctionnels qui sont bien connus sur les
graphes. Nous introduisons également d’autres espaces fonctionnels associés a la triangulation

T.

Notons I’ensemble des fonctions complexes sur V par:
CV)={f:Vv—-C}

16 mai 2018
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et son sous-ensemble des fonctions a support fini par C.()).

De méme, nous avons I’ensemble des 1-formes anti-symétriques sur & :

C)={p:E—C, p(—e)=—p(e)}

et son sous-ensemble des 1-formes a support fini par C.(E).

De plus, nous notons 1’ensemble des 2-formes anti-symétriques sur F par:

C(F)={¢:F =C, ¢(-w) = —¢(w)}

et son sous-ensemble des 2-formes a support fini par C.(F).

Nous considérons maintenant les espaces de Hilbert associés a la triangulation pondérée T :

* Nous associons a V I’espace de Hilbert:

PY):={feCV); Y cl@)|f@)] < oo},

eV

muni du produit scalaire donné par:

(f,9)e) =) cl@)f(x)g(x)

eV

et de la norme induite

I fllzwy == A/F> o

* Nous désignons aussi par [%(£) I’espace de Hilbert des 1-formes

PE)={peC&); Y rle)lp(e) < oo},

ecf
muni du produit scalaire donné par:

(o hee) = 5 3 rle)ele)oe)

ec&

et de la norme induite

”80Hl2(8) =/ <907<P>12(5)-

* De méme, nous avons I’espace de Hilbert des 2-formes

P(F):={s €C(F); Y_ s(@)|g(w)|* < oo},

weF
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muni du produit scalaire donné par:

(¢1, P2) 12(F) = s(z,y,2)p1(z,y, 2 )@(1’7%2)

1
6,

PN
Z 6a().

1
2

et de la norme induite

||¢||12(.7:) = <¢7¢>l2(]:)

La somme directe des espaces [%(V), [?(€) et [*(F) est considérée comme un nouvel espace
de Hilbert désigné par H, c’est-a-dire

H="PV)®PE) o P(F),
muni du produit scalaire

Vi=1,2, VI, = (fi, i, 0:) € H, (F1, F2)w = (f1, f2)rv) + (01, 02)2(e) + (D1, $2)i2 ()

et de la norme associée

1F e = \ 1y + el e + 19113 -

2.4 Opérateurs

Nous présentons dans cette partie les différentes expressions et propriétés des opérateurs bien
connus sur les graphes [30] et nous introduisons également d’autres opérateurs définis sur les
triangulations [7].

2.4.1 Opérateurs sur les graphes

* L’opérateur de différence: C’est I’opérateur

d°: C.(V) — C.(8),
donné par
d’f(e) = f(e*) = f(e7).
pour tout f € C.(V) ete € £.

» L’opérateur divergence: C’est I’adjoint formel de d°, noté §° et satisfait I’égalité

(d°f, o)y = (f,8°0)ew) (2.1)
pour tout (f,p) € C.(V) x C(E).
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Ainsi, nous avons la formule suivante qui caractérise §°, voir [1].

Lemme 2.4.1 L’opérateur divergence 5° est donné par:

V€ CE) ) = o5 T rielvle
Preuve:
Soit (f,¢) € Co(V) x C.(E), nous avons
(@ plewe = 5 S r(O TR
= 5 20 () = 1) 310
= %m;ﬂx) > reRe) = 3 ()

L’antisymétrie de ¢ entraine:

e,et=x e,e”=x

Par conséquent, en utilisant (2.1), nous obtenons

(df,0)eeE) = Zf ZT(€)<P(€) = (f,0%0)rw)

eV e,et=x

8() () = % S r(e)p(e).

e,et=x

O

Remarque 2.4.1 Les opérateurs d° et §° s’étendent naturellement sur C(V), resperctivement

C(E). Nous les notons O et 30
VS EC(V), df(e) = fe’) ~ f(e).

Yy € C(E), p(x) = "Bl > r(e)ple).

Nous donnons maintenant un résultat important, c¢’est la formule de dérivation, voir [2] et
[32]. Au début, pour f € C(V), on définit la fonction

e,et=x
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oy o= LI

pour tout e € £.

Proposition 2.4.1 Soient f,g € C(V) et p € C(E), alors

d(fg)(e) = f(e*)d(g)(e) + dO(f)(e)g(e™)
= f(e)dg(e) + gle)d f(e).

et

Preuve:

Soient f, g € C(V), nous avons

(f9)(e") = (fg)(e7)
= 1) (9(e") = 9(e) + 9le) (F(e7) = £e)
F(e)Pg(e) + (e )P (e).
De plus, nous avons
®(f9)(e) = F(e")dg(e) + gle)d  (e)
F)Pg(e) + 5 F(e)Bgle) — 5 (e )Pgle) + gle ) (e)
(€)Pg(e) + 5 (e)Pg(e) + gle ) (e)
@@gte) + () (5ate) + gle))
= J(e)Pg(c) + §le)f (o).
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D’autre part, pour ¢ € C(€) et x € V nous avons

2.4.2 Opérateurs sur les triangulations

* L’opérateur dérivée extérieure: C’est

d' : C.(&) — C.(F),

donné par

d' () (x,y,2) = Y(2,y) + ¢y, 2) + (2, 2).
pour tout ¢ € C.(€) et (z,y,2) € F.

 L’opérateur co-dérivée extérieur: C’est I’adjoint formel de d', noté §' qui satisfait

V(1h, ) € Ce(E) x Co(F), (d'0, dYr) = (10, 6')i2(e). (2.2)

Ainsi, nous avons la formule suivante qui caractérise 0°, voir [7].

Lemme 2.4.2 L’opérateur 6* est donné par la formule suivante
Vo € C(F), 6'(d)(e) = —

Preuve:

Soit (1, ¢) € C.(E) x C.(F). Comme le poids s est paire. D’apres le théoréme de
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Fubini, I’équation (2.2) donne

(@0, 0 = 5 30 00,2 00,0, 2)(0 0, 2)

(z,y,2)EF

=23 S sy 0y )W) + () + ()

Y 2, ($,y,z)€]"

=2 Y sy 2 n)dle v, )

(z,y,2)EF

= (¥, 6" @) i2(e)

Pour justifier la derniere égalité, notons que I’expression de d' contribuant 2 la
premiere somme est divisée en trois parties similaires. Il reste a montrer que

> sy 2@ y)ee,y,2) = > wle) Y sle,x)dle, x)

(z,y,2)EF ecf rEF,
= Z (% Z s(e,x)p(e, x >
ecf zEFe

Remarque 2.4.2 De méme, on étend d* et 6 sur C(E) et C(F) par les mémes formules et on

note d! et 6! ces extensions.

Pour f € C(V), on définit la fonction

?(:L’,y,z) - f(x,y) +f(fé, 2) + f(z,x) _ f(x) +f;y) +f(z)7

pour tout (z,y,2) € F.
Nous donnons aussi une formule du produit extérieur dans le cas discret entre deux 1-
formes, défini comme suit:

Naise - 1 C(E) x C(E) — C(F),
par

(¢ Ndisc QO) (ZL’,y, ) —[@D(Z {L‘) +77Z)(Zay)]so( y)
+ [W(z,y) +o(z, 2)] 0(y, 2)
+ [0y, 2) + ¥y, 2)] (2, 2).

11 satisfait w Ndisc Y= (90 Ndisc ¢) = -9 Ndisc ¢ = Ndisc _¢7 pour tout 2 ¢ S C(g)
Nous désignons par s : C.(E) x C.(F) — C.(£), le produit intérieur défini pour

<¢ w Ndisc §0>12 (F) — WUCb 90>l2(5 (23)
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ol p, 9 € Cc(E) et ¢ € C.(F).

Lemme 2.4.3 Le produit intérieur _ est donné par la formule suivante

Wad)(e) = — 3 (B e7) + Dz, €")) dle, x)

T(e) rzeFe

pour tout 1) € C.(E) et ¢ € Co(F).

Preuve:

Soit p, 9 € C.(E) et ¢ € C.(F). En utilisant I’équation 2.3, nous avons

(&, Naise ©)i2(r) = %Z Z P(e, ) (E(% e”) +(x, e*)) P(e)

ecf xeFe

LS 0 S @)+ ) o)

ecf zEFe

Nous donnons maintenant un autre résultat trés important, c’est une autre formule de déri-
vation, voir [7].

Proposition 2.4.2 Soit (f,,¢) € C(V) x C(E) x C(F) alors

o~

B(Fo)w9.2) = Tw,9, )8 (2)w,9,2) + 5 () N #) (2,9, 2).

Do) = FOR 0)(e) + 5o 3 slevs) [R(f)(e™2) + R(f) (e )] ole.).

Preuve:
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(1) Soient (f,¢) € C(V) x C(E), nous avons

(o) (x,y,2) = Fla,y)ela,y) + [y, 2)e(y, 2) + [(z,2)p(z,2)
= [f(z,y) + fy, 2) + f(z. )] [p(z,y) + @y, 2) + p(z,2)]
(Fw.2) + Fem) wlay) = (Feo) + Flay) oly.2)

T(e,y) + Jy,2)) ¢lz,2)

= Fa.y. 2@ (). 2
+ (3w - 3 [fo.2) + Feo)] ) ooy
v (gf(y, 2) - % Flza)+ f(x,y):) Py %)
+ (37— 5 [ + Foa)] ) oten)

D’autre part, nous avons

(37— 3 [flo)+ Fen)]) -

De la méme fagon, nous obtenons

| =

(3705~ 3 [Fleuo) + o] ) =
et

(3760 - 5 [T + )] ) = § (@002 + B w.).

Par conséquent, nous avons

!

(2,9, 2)d () (x.y, 2)
() (z,2) + d(f)(=,9)

M~ ~

() w,y) + P, 2)] ely.2)

A (fo)(z.y,2) =

+

o(,y)

+

M-~ ~

D, 2) + P, 2)] oz 0).

DD P~

_|_
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(2) Soient (f,¢) € C(V) x C(F). En utilisant le lemme 2.4.2, nous avons

(o)) = — 37 sle,a) (e, )ole, 2)

7“( ) rEFe

1 —_
300 mefes(e,az) <f(e) + flet,z) + f(z,e )) (e, )

~ L efi@0)e) +

(]

Y sle.a)flet,)d(e,)

rEFe

1 ry —
3 2 S(e)f(@e)de ).

3r(e)

* Opérateur de GauB-Bonnet: Par analogie a la géométrie Riemannienne, nous utilisons
la décomposition des opérateurs dans [16]. D’abord, nous commencons par définir I’opérateur

d:Co(V) ® C(E) ® C(F) O

par
Y(f0,0) € Cc(V) @ Co(€) ® C(F), d(f,p,0) = (0,d°f,d"p),

L’adjoint formel de d, noté par ¢ satisfait

(d(f1,01,01), (fos 02, 02))n = ((f1, 01, 01), 0 (f2, P2, P2)) (2.4)

pour tout (fb P15 ¢1)a (f27 P2, ¢2) € CC(V) D CC<8) S CC(F)

Lemme 2.4.4 Soit T = (K, F) une triangulation. Alors, I’opérateur

§:C.(V)@BC(E) BCAF) O
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est donné par

5(f,0,0) = (0%, 0'9,0), Y(f,¢,0) € Cc(V) ® Ce(E) ® Ce(F).
Preuve:

Soient (f1, 1, ¢1), (f2, P2, p2) € Co(V) B Co(E) & Co(F). En utilisant 1’équation
(2.4)

((0,d° fr,d"p1), (fo, 2, P2))m

<d f1,902>z2(5 + <d ©1, P2)12(F)
= (f1,0%2)2w) + (p1,6" d2)r2(e)
:<(f1,801>¢1)a( 80275 $2,0)) 3.

<d(f17 P15 ¢1), (f2, P2, ¢2)>H =

Définition 2.4.1 L’opérateur de Gauf3-Bonnet est défini comme suit
T:=d+6:C(V)BCAE)BCAF) O

est donné par

T(f,,0) = (0°p.d"f +8'¢,d'p)
pour tout (f, ¢, ¢) € Cc(V) @ C(E) @ Co(F).
La représentation matricielle de 7" est donnée par

0 & 0
T=1|d 0 &
0 d* 0
Lemme 2.4.5 Si T = (K, F) est une triangulation alors d'd° = 6°5' = 0

Preuve:

Soit f € C.(V), nous avons que

d'(d"f)(@,y,2) = d"f(,y) + ' f(y,2) + d"f(z,2)
= (f(y) = f(@) + (F(z) = [(y) + (J(2) = f()) = 0.

Comme d'd® = 0 et I’opérator §°5! est I’adjoint formel de d'd°. Alors 6°5! = 0.

O

« Laplacien discret: A travers I’opérateur de GauB-Bonnet 7', on peut définir le Laplacien
discret sur 7. Donc le lemme 2.4.5 induit la définition suivante

26 mai 2018



Sur la géométrie et I’analyse des triangulations Yassin CHEBBI

Définition 2.4.2 Soit T = (K, F) une triangulation, le Laplacian sur T est défini comme suit:
L:=T%:C(V)DCAE) B C(F) O

est donné par

L(f,0,0) = (0°d°f, (d°0" + 6'd" ), d'5"¢).

pour tout (f, 0, d) € Co(V) ® Co(E) ® C(F).

On peut aussi I’écrire
Elzﬁo@ﬁl@ﬁg,

* L, est le Laplacien discret agissant sur les fonctions. Il est donné par

Lo(f)(x) = 0°d°(f)(z) = — Y r(e) (f(x) = f(e7)).

* L, est le Laplacien discret agissant sur les 1-formes. Il est donné par

L(0) () = (@8 + 8'd") () (. )
NS r<e>¢<e>—$ S r(e)le)

C(y) e,e+:y €,€+:1‘
1
+ R Z s(z,y, 2) (p(x,y) + oy, 2) + p(z,2)) .
7 2 F (m )

* [, est le Laplacien discret agissant sur les 2-formes. Il est donné par

£2<¢>(‘T7 Y, Z) = d151<¢>(‘r7 Y, Z)

1
= s(x,y,u)¢(r,y,u)
r(z,y) u;}y)
1
+ > sy, 2 u)d(y, 2, u)
r<y’ Z) uE}—(y )
1
+ s(z,x,u)p(z, z,u).
2

Remarque 2.4.3 L’opérateur L, est appelé le Laplacien total, il est défini comme suit L1 =
L7+ LT ou L7 =d°° (resp. LT = §'d') est appelé le Laplacian inférieur (resp. le Laplacian

supérieur).
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2.5 Fermabilité des opérateurs

Nous rappelons d’abord que les opérateurs d° et 5° sont fermables sur un graphe connexe lo-
calement fini, voir [1].

Lemme 2.5.1 Soit K un graphe connexe localement fini. Alors, les opérateurs d° et 6° sont

fermables.

Preuve:

- Supposons qu’il existe une suite convergente ( f,,),en dans C.()). On note ¢
sa limite. Nous devons montrer que ¢ = 0. Si

Tim [ fulli) + 11d°fa = @llee =0,

Alors pour chaque sommet z, la suite (f,,(z)) converge vers 0 et pour chaque
aréte e, la suite (d°f,(e)) converge vers ¢(e). Comme K est localement fini
et d’aprés I’expression de d°, pour toute aréte e, d°f,(e) converge vers 0.

- La méme chose peut étre faite pour 0° : La convergence en norme vers 0
de la suite (,),en implique la convergence simple vers 0 ce qui implique
la convergence simple de §°(ip,,) vers 0, car le graphe K est localement fini.
Alors, la convergence en norme de la suite §°(¢p,,) doit étre vers 0.

U
De la méme maniére, nous montrons que les opérateurs d' et ' sont fermables sur une
triangulation.

Lemme 2.5.2 Soit T = (K, F) une triangulation. Alors, les opérateurs d* et §* sont fermables.

Preuve:

- Soient (¢, )nen une suite de C.(£) et ¢ € 12(F) tel que
Tim [[nlige) + ld'on = dllier) = 0,

alors pour chaque aréte e, la suite (p,(e)), converge vers 0 et pour chaque
face @, (d'(¢n)(w)),, converge vers ¢(w). Comme K est localement fini et
d’apres I’expression de d!, pour chaque face w, d'(,)(w) converge vers 0.
Alors, nous avons que ¢ = 0.

- La méme chose peut étre faite pour 4' : Soient (¢, ),en une suite de C.(F) et
© € 1*(€) tel que

T [6nller) + 11660 = @lce = 0.

alors pour chaque face o, ¢,(0) converge vers 0 et pour chaque aréte e,
51 (¢,)(e) converge vers ¢(e). Comme K est localement fini et d’apres 1’expression
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de &', pour chaque aréte e, ' (¢,,)(e) converge vers 0. Alors, nous avons que

@ =0.
U
La plus petlte extension de d° s’appelle la fermeture, voir ([38] et [39]) et notée par 4 =
d° . (resp. 80 =60, d' =d. .., 6" =0, T = Thin, L = Lyi,) de domaine
D0m<d21m) :{f S ZZ(V)’ EI(fn)nGN7 fn € CC(V)7 nlg{olo ||fn - f”lQ(V) =0
lim d°(f,) existe dans I>(£)}.
n—oo
Pour chaque fonction f € Dom(d?,,, ), nous avons
i (f) = lim d°(fy,).
n—oo
On remarque que d° . (f) est indépendant de la suite (f,)nen, car d° est fermable.
On note d°, . = (6°)* ’opérateur adjoint de &, , (resp. 62, = (d°)*, Popérateur adjoint
de ¥,
On note d! = (6')* opérateur adjoint de &}, , (resp 0} = (d')*, I’opérateur adjoint
ded! ...

Proposition 2.5.1 Soit T = (K,F) une triangulation pondérée. Alors

min min min min

Dom(Tynin) € Dom(d),;,,) ® (Dom(8y,;,,) N Dom(d,,,;,.)) ® Dom(6,,;,,)-

Preuve:

Soit F' = ( 0, 0) € Dom(T ), donc il existe une suite (F,), = ((fn; @n, 0n)),, €
Cc(V) & C.(E) & C.(F) telle que lim F,, = F dans H et (T'F,),en converge dans
n—oo

H. On note Iy = (fo, ¥o, ¢o) sa limite. Par conséquent, nous avons

1T, — o]l =110°0n — follawy + (d” 4+ 6") (fas dn) — @olliege)
+[ld"pn — ¢o||z2(f)

Alors 6%, — fo et d*p,, — ¢y respectivement dans [?()) et dans [*(F). Par
définition, » € Dom(8°,,,) N Dom(d....), fo = 0%:.¢ et g = d’ . . De plus,

nous combinons I’identité du parallélogramme avec le lemme 2.4.5 pour obtenir le
résultat suivant

(48" (F, 8) e = 18 ey 18 (D)l ¥ € N, V(. 6) € C(V)XCol F).

Comme ((d° + 6*)(fn, ¢n)), converge dans [*(€). D’apres la complétude de
[?(€) nous avons que (d°(f,,)),, et (6'(¢,)), sont convergentes dans [*(£). Alors,
nous concluons que f € Dom(dO )et ¢ € Dom(d}, ).

min min

O
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Proposition 2.5.2 Soit T = (K, F) une triangulation pondérée. Alors

Dom(Lomin) € Dom (0 dmin) & (Dom(dy,i,0mi) N Dom(8,,;,dnin)) & Dom(dy, i, 6min)-

mzn mzn mzn mzn TI’LZTZ mzn mzn mzn
Preuve:

i) Nous montrons que (Lg)min C 02,:.d°.. . D’abord, nous notons que

min-min*

Dom(82,,,d%.) = {f € Dom(d>,,), d

min-~min min

Soit f € Dom((Lo)min), alors il existe une suite (f,,), C C.(V) telle que
fu — fdans *(V), 8°d°f,, — (6°d°)minf dans I*(V).
Donc (L f,,)» est une suite de Cauchy. De plus, nous avons

‘v’n,mE N? ||d0fn_d0fm||122( < ( _fm)ado(fn_fm»lQ(g)
<60d0(fn fm)afn - fm>l2(V)
<£0(fn - fm)v fn - fm>l2(V)

<N Lo(fo = f)llzonll fr = fmllizce)

Alors (d°f,), est une suite de Cauchy. D’o, elle est convergente dans *(&).

Par fermabilité, nous concluons que f € Dom/(62, d2.. ).

ii) D’abord, pour tout ¢, 9 € C.(€) nous avons
(Lo, ¥)iz(e) = (6%, %Yy + (d o, d" ) r). (2.5)

En utilisant la méme méthode que dans i) avec (2.5), nous obtenons (£ )min C
d® 60 et (L) min C 6L, db . 1l reste 2 montrer que

En effet, soit ¢ € Dom((L1)min), alors il existe une suite (p,), C C.(E)

tel que ¢ = lim ¢, inI*(E) et (L1¢n)nen converge dans [2(€). D apres
n—oo

I’identité du parallélogramme et le lemme 2.4.5 nous obtenons

(LT + L) (@a)lley = I1L7 (0n)llEge) + 1L (@u)lloe), ¥r € N

Alors (L7 (¢n)),, et (L] (¢n)), sont convergentes dans (*(£). En utilisant la
fermabilité de £, et L, nous concluons que o € Dom (L] )min)NDom((LT ) min)-

iii) Pour ¢, © € C.(F), nous avons

(Lo, O)2(r) = (d'6' ), O)p2 () = (60, 6'O)2(g). (2.6)
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En utilisant la méme méthode que dans i) avec (2.6), nous obtenons (L) min <
dt 5t

min-min®

2.6 La bornitude des Laplaciens

Nous discutons dans cette partie la question de la bornitude pour les Laplaciens discrets. On
commence par définir:

* Le degré pondéré des sommets est donné par:

degy(x) := % Z r(e).

* Le degré pondéré d’arétes est donné par:

degg :LZ
rle) ZF

Soit K un graphe pondéré, nous avons une équivalence bien connue. Dans [26], les auteurs
prouvent que L, est borné si et seulement si degy, est borné.

Lemme 2.6.1 Soit K un graphe pondéré. Alors, I’équivalence suivante est satisfaite:

Ly est borné < deg, est borné.

Preuve:

Soit f € C.(V) et on suppose que degy est borné. En utilisant 1’inégalité de
Cauchy-Schwarz, nous avons

1Lof Iy = D e(@)|Lof (x)]?

eV
<L Y redse)
eV C(ZL’) e,et=x
< degy(x) | Y r(e)|d f(e)]?
z€V e,et=x
= degy(x) (Z?“(af,y)(lf(xﬂ2 + !f(y)|2)>
ey y~x
= |l degy () Flloy + > degy(@) Y r(@ v)l f(y)]*
eV Y~z
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Posons C' := sup degy(x). Alors, nous obtenons
z€eV

1€of W) < lldegy () f Ny +C D> r(@y)lf )

reV y~x

= | degy () fllz) + C Y e(z)degy ()| f(2)]?

ey

< ||d€9v(-)f||122(V) + 02||f||122(\/)
=20 £l -

D’autre part, si £, est borné. Soit x € V fixé, considérons la fonction carac-
téristique 1,y : V — {0, 1} définie par

1 pourtout y € V(z)
Ly (y) = { 0 sinon .

Alors, nous avons
(Liay, Lolgey)izv) = degv().

OJ

Proposition 2.6.1 Soit T une triangulation pondérée. Alors, nous avons 1’équivalence suiv-
ante:

) L est borné < degy(.) < 0o
L est borné <

L est borné < Lo est borné < dege(.) < oo

Preuve:
En utilisant d’abord le fait que

Vi € Ce(E), (¥, Lah)ip(ey = (¥, LT)ee) + (U, LT V) (e,

et que les operateurs £] et £] sont positifs, on en déduit que £; est borné si et
seulement si les deux opérateurs £, et £ sont bornés. De plus, nous référons a
[4] qui montre que £ est borné si et seulement si £ est borné. D’apres le lemme
2.6.1, il est alors équivalent que degy(.) est borné. D autre part, prenons ¢ € C.(E).
Si dege(.) < oo, nous avons

1
(W LYo = dCllag = ¢ D sty 2)ld" by, 2)f

[z,y,2]€F

<5309 Y s(ew)

ec& xefe

= 3(Y, dege () i2(e)-
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Alors Ef est borné. De 1’autre c6té, nous avons
(X, LX) 128y = dege(eo)

ou X = o} — Li—eo)-
Nous tournons a L. On désigne par £ I’extension de Friedrichs de Lo, voir
[37]. Alors, nous avons

L7 estborné < ' est borné.
Cette équivalence vient du fait de la construction de I’extension de Friedrich et
1
de || (£5)* dllicr) = 19" lle), pour tout ¢ € C.(F).

Par conséquent, nous obtenons

L, estborné < ' estborné < d' borné < L] est borné.
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Le caractere essentiellement auto-adjoint

Ce chapitre a fait I’objet de ’article [7] et étudie le caractere essentiellement auto-adjoint
du Laplacien discret sur une triangulation pondérée. Ce caractere est assuré par I’hypothese
géométrique de y-complétude sur la triangulation qui s’inspire de [1] pour les graphes.

3.1 Meétrique intrinseque

Définition 3.1.1 Soit I = (V, E) un graphe pondéré connexe et localement fini, un poids c sur

les sommets et un poids r sur les arétes. Une pseudo-métrique sur V est une application
d:VxV—]0,+0)

qui vérifie les trois conditions suivantes:
e Vz eV, d(z,xz) =0.
e Va,y €V, d(z,y) = d(y, ).
e Va,y,z €V, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Une pseudo-métrique d = d,, est dite une pseudo-métrique de chemin, s’il existe une fonc-

tion symmetrique o =V X V — [0, +00) telle que o(x,y) > 0 si et seulement si x ~ y et

do(z,y) = inf{l,(z0, ..., x,) tel que n > 1 et (xy, ..., x,,) est un chemin entre et y}
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ou l, la longueur d’un chemin (xy, ..., x,,), est donnée par

n—1

ly (20, ..., ) = Za(xo, X)),

=0

Nous disons qu’une pseudo-métrique d admet une taille de saut s > 0 si, pour tout x,y €
V, r(z,y) = 0 quand d(z,y) > s.

On présente maintenant une définition de la pseudo-métrique intrinséque qui s’est révélée
tres utile dans plusieurs autres problemes sur les graphes, voir [18] et [24].

Définition 3.1.2 » Une pseudo-métrique d est dite intrinseque si, pour tout x € V),

Tlx) Zr(z,y)dQ(x,y) <1

y~z

* Une pseudo-métrique de chemin d,, est dite fortement intrinseque si, pour tout x € V),

@) Zr(:p,y)a2(m,y) <1

y~z

Exemple 3.1.1 1) Soit K = (V, E) un graphe pondéré connexe. Pour (x,y) € &, soit

_1 _1
oo(x,y) = min{deg,,” (), deg,,* (y), 1}.

1
ou degy(x) = — Z r(e), pour tout x € V. Il est clair que d,, est fortement

C(ZL‘) ecEet=x

intrinseque de taille de saut 1.

2) Pour les graphes pondeéré et localement finis, soit

1
1 f clx)  cly) \?
V(z,y) €&, onlz,y)=r 2(x,y)mm{ : :
deg(z)” deg(y)
Il est clair que d,, est fortement intrinseque. De plus, si le graphe de valence bornée,
alors d,, équivalent aux métriques utilisées dans [13], [14], [33] et [34] dans le cas

d’un champ magnétique et sans potentiel.

3) Supposons que o = 1 sur €. Alors, d, donne la distance combinatoire d ., = d, pour

les graphes. Evidemment, d,omy est fortement intrinséque si et seulement si degy < 1.
dcomb

VK

Dans le cas général, si degy < K, pour un certain K > 0, alors est aussi une

métrique fortement intrinséque.
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Remarque 3.1.1 Le premier exemple montre qu’il existe toujours des pseudo-métriques de

chemin fortement intrinseques avec une taille de saut 1 sur un graphe pondéré connexe.

3.2 L’hypothese de y-complétude

3.2.1 Triangulation y-complete

D’abord, nous commencons par un rappel de la notion de y-complétude sur les graphes dans

[1].

Définition 3.2.1 (Graphe y-complet) Un graphe KK = (V, &) est dit x-complet s’il existe une
suite croissante d’ensembles finis (B,,)nen tel que V = U,enB,, et il existe une suite de fonctions

de coupure Y, satisfaisant les trois conditions suivantes:
i) Xn € Cc(V), 0 < xn < 1.
ii) v € B, = xn(z) = 1.

iii) AC' > 0 tel que ¥n € N, x € V, nous avons

— > r(e)dxale))’ < C.

C(ZL‘) e€fet=x

Exemple 3.2.1 Considérons un arbre infini d’une valence croissante. Prenons des poids con-
stants sur les sommets et les arétes. Fixons un sommet O, c’est [’origine du graphe de généra-
tion 0 et de valence 2. Il est lié a deux sommets qui sont de génération 1 et de valence 3.
Plus géléralement, il y a 2n! sommets de valence (n + 2) dans la génération n. Ce graphe est
x-complet, voir [1].

En effet, on définit la boule B,,, pour tout n € N. Comme [’ensemble de sommets de généra-

tion moins que n* et la fonction de coupure x,, constante sur chaque génération de sommets:

(n+1)>—p

A1) V0.
2n+1 >

x de génération p = x,(x) = (

Alors, p < n? = xp(x) = letp > (n+1)> = x,(x) = 0. Prenons n® < p < (n+ 1),
1

2n+1

nous avons |d®x,(e)| < . Pour vérifier la condition iii) de la définition 3.2.1, il s’agit de
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Figure 3.1: Arbre régulier

calculer pour ces générations. Soit x € V de génération p, on a
p+2
Py, < —T—
ee;:x\ Xn(e)]” < GnE 1)
(n+1)2+2
(2n+1)%2 "’

qui est borné indépendamment de n.

Remarque 3.2.1 La condition de x-complétude couvre de nombreuses situations qui ont déja
été étudiées dans ([18] et [24]). En particulier, elle est satisfaite par des graphes localement

finis qui sont complets pour une pseudo-métrique intrinseque, comme définie dans ([18] et

[24]).
Proposition 3.2.1 Si le graphe admet une distance métrique intrinséque d, tel que (V,d,) est
complet alors le graphe est x-complet.
Preuve:
Soit I un graphe connexe localement fini admet une métrique a tel que

Vo €V, %x) > r(e)ale) < 1.

e,et=x
On suppose que la distance métrique d,, définit (V, d,) comme un espace métrique

complet. On définit alors les fonctions de coupure y,, comme suit. On fixe O un
sommet de ) et donc nous avons

VneN, B, :={zxeV; d,(0,z) <n}, xn(z) :=sup{l — du(x,B,),0}.
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Comme indiqué dans [24], la complétude (V,d,) donne que la boule B, est

finie, voir le théoréme de type Hopf-Rinow dans le chapitre 5 Annexe. Alors, nous
avons

1) Le support de y,, est fini a cause de:
{:E € V; da(xalgn) S 1} g Bn—H-

i) x € B, = dy(z,B,) =0= x,(x) = 1.

iii) D’apres la dé’inition de la d,(z,y) < a(z,y), pour tout e € £, nous avons
d%(e) < a*(e). Alors la condition de métrique intrinseque donne:

Vi eV, ﬁ S r(e)de) < 1.

e,et=x

O

Remarque 3.2.2 Considérons un graphe de valence bornée par C, i.e Vx € V, deg(x) < C,

admet la métrique introduite dans [13]:

Alors, si le graphe est complet pour cette métrique, la x-complétude est satisfaite. En effet,

. a L TN
le quotient E est une metrique intrinseque, car:

1
VeeV, — r(e)a(e) <C.
w,2
Définition 3.2.2 (Triangulation y-complete) Une triangulation T est dite x-complete, si:
(C1) K est un graphe x-complet.

(Cy) AM > 0 tel que ¥n € N, e € £, nous avons

Fle) S sle.a)ldxale, 1)+ dxalet, @) < M.

ZEG.F@

Pour ce type de 2-complexes simpliciaux, nous avons

VpeN, In,, n>n,=Veec&, telquee oue € B, d’x.(e) = 0. 3.1
E=J&si& ={cc€ e €B,oue €B,}. (3.2)
neN
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Vg €N, 3n, n>n, = VY(e,z) € F, telquee, e ouz € By, d®xn(e,2) =0. (3.3)

F = U FosiF, ={(x,y,2) € F, r € B,ouy € B,ouz € B,}. (3.4)
neN
Vfe (V) ||f||122(V) = 7}2{.10<an, ey (3.5)
1
Yo € P(E), @l = lim 5> r(e)xalen)lp(e) (3.6)
ecf

vmﬂ@MW@wﬂg%Z%@(ZAwwwmﬂ. (3.7)

ecf reFe
. 2
lim Y r(e)le(e)f =0, (3.8)
ec€*(n)
ou
E*(n) :={e € & 3r € F, tel que (=, ) € supp(d’xn)}
lim )~ Z (e,2)|o(e, z)> = 0, (3.9)
VT EE veFrn
ou

Ve €&, Fi(n) ={z € F., (5,z) € supp(d’x»)}.

Proposition 3.2.2 Soit T = (K,F) une triangulation x-compléte. Alors, Ly est essentiellement

auto-adjoint.

Preuve:
En fait, nous montrons que L, est essentiellement auto-adjoint sur C.()). Soit

f € Dom((Ly)maz), par la x-complétude de T, nous considérons maintenant la
suite (xnf)n C Cc(V). Il reste 2 montrer que:

hm If— anHP + [1(L0)maz (f — an)H12 = 0. (3.10)

Pour le premier terme de (3.10), puisque f € [*(V) nous avons

||f—an||122( Z > -0, quand n — oo.

reBg

Pour le deuxiéme terme de (3.10), nous avons d’abord

(L0 maz (f = xn )y = D (@) 1(Lo)maa(f = xuf) (@)

eV
=Y S @1 - x))e)
c(x)
zeV e,et=x
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En utilisant la formule de dérivation de d° de la proposition 2.4.1, nous avons
alors

2

120 = xuf) By <23 % S re)d = x) (€)DF)(e)
€V e,et=x
+2ZC(1—$) S r(e)fe)d () (e)
eV e,et=x

= 2//(1 = X)) (L0)maw () )

+22vc(1_x) > (@ (e)d ()

e,et=x
Puisque (Lo)maz(f) € [*(V), nous avons

nlgglo 11— Xn)(ﬁo)max<f)||l2(v) = 0.

D’autre part, par I’hypothese i) de la définition 3.2.1 et I’inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous obtenons

2

S LS r@re) @] <X [ 3 reldta)er

eV C(l‘) e,et=x eV C(I) e,et=x

r(e)lf(en)l”

e€supp(dOxn)et =2

> C > r(e)lf(en)l?

e€supp(dxn) et =z

C r(e)lf(en)”.

ecsupp(d®xn)

IN

IN

Les propriétés (3.1) et (3.2) permettent de conclure que ce terme tend vers 0
quand n tend vers co.

Proposition 3.2.3 Toute triangulation simple de valence bornée est x-complete.

Preuve:

Considérons 7 une triangulation simple. On fixe o € V), soit B, la boule de
rayon n € N centrée par le sommet o, pour la distance combinatoire d.,,,;,. Nous
définissons la fonction de coupure y,, € C.()) comme suit:

n

2 _dcom ) *
Xn(x)::(n b(ox)\/0>/\1,‘v’n€N.
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Siz € B, alors x,,(z) = letsiz € Bj, alors y,(x) = 0. De plus, pour e € &,
nous avons

1 1
|d0Xn(6)‘ é E |dcomb(0, €+) - dCOmb(Oa 6_)’ = E

Par conséquent, nous obtenons

VeeV, Y |dxu(e)’ <

e€€et=x

et
Ve € &, Z |d"xn(e™,m) + d°xn(eh, x)

rzeFe

O

Exemple 3.2.2 Considérons un graphe 6-régulier K. Soit T = (K, F) une triangulation sim-

ple. Alors, T est une triangulation x-compléte.

Figure 3.2: Triangulation d’un graphe 6-régulier

3.2.2 Triangulation non y-complete

Dans cette section nous nous intéressons a trouver un exemple d’une triangulation non y-
complete. Les résultats suivants s’inspirés du travail de H. Baloudi, S. Golénia et A. Jeribi
sur les graphes, voir [4]. D’abord, prenons O € V et n € N, et on définit les spheres par

Sn:={x €V, deomp(O, ) =n}.
Pour z € S,\{O}, on note = 1"unique sommet de S,,_; tel que (¢, z) € &.
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Figure 3.3: Arbre triangulaire

Définition 3.2.3 Un arbre triangulaire T d’origine O est une triangulation ont V = xS, tel

que les conditions suivantes sont satisfaites:
i) VneN, Yz € S,\{0}, V(z)NS,_1 = {T}.
ii) Vn > 1, ¥(z,y) € EN(S,\{0})? = T =

Soit T une arbre triangulaire. Le offspring de la n-ieme génération est donné par:

off(n) :=

Proposition 3.2.4 Soit T un arbre triangulaire simple d’origine O. Supposons qu’il existe

a, 8> 0 tel que

V(z)NS,
VneN, Ve €S, : 0<&§M§ﬁ.
off(n)
Alors
T est une triangulation x-compléte < Z ; = 00
=1V off(n)
Preuve:
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=)

Par contradiction, nous commengons par supposer que 7 est y-complete et
que la série converge. Donc, il existe une suite (), dans C.()), satisfaisant
a la condition suivante:

3C >0,VneN, z €V, Z Ixn () — xa(y)]? < C.

y~zx

Fixons n,m € Net z,, € S,,. Comme la triangulation est localement finie, il
existe Tyi1 € V() NSy, tel que

n\Tm) — Xn{Tm = min n\Tm) — Xn .
Xn(Zm) = Xn(@Tmt1)] ey in Xn(Zm) = Xa(y)]

Mais,

> xalzm) — xa) < C.

YEV(Tm )NSm+1

Par conséquent, on construit une suite de sommets (,, ),en qui Vérifie

Ve
X (Tm) = Xn(Tmi1)] < m

En outre, par convergence de la série, il existe N € N tel que

1

1
,;V \/off(k) RNl

Alors, par ii) de la définition 3.2.1, il existe ny € N tel que x,,(x) = 1 pour
tout deomp (O, x) < N. Puisque X, est de support fini, il existe M € N tel que
Xno() = 0 pour tout depmp(O, ) > N + M. Donc,

’Xno(xN) - Xno($N+M)| S |Xno<xN) - Xno(xN—‘rl)’

+ o + [ Xno(TNa1-1) — Xno(TN1a1)]

Or |Xno(TN) — Xno(Tn+ar)| = 1. D’ot la contradiction.

Nous considérons la fonction de coupure:

1 St deomp(O, ) < 1,
dcomb(o7x)_1

|
01— S
B ,; /off (k)

Xn(T) = St deomp(O, ) > n.

Puisque la série diverge, ., est de support fini et satisfait ) et 77) de la défini-
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tion 3.2.1. Ensuite, prenons x € S,,, avec m > n, nous avons

> @) = )P < W(?ff?—mggnﬂl <.

yEV(2)NSm+1

> @) = xa@)P =0.

yeV(x)NSm

Y xal@) = xa@) = [xal@) = xa ()P < it

yGV(ZL‘)ﬂSm,1

Alors, la condition #ii) de la définition 3.2.1 est satisfait. On en déduit que
le graphe associé a T est y-complet. D’autre part, il s’agit de prouver la
condition (Cs) de la définition 3.2.2:

- Sie €S, X S,,11 avec m > n, nous avons

D dxa(em ) + dxaleh 2)P = Y 2xa(@) = xale?) = xaleh)
reFe rEFe
[Fel o V) N0Smnl _ 3.
~ off(m) — off(m) -

- Sie €S, XS, avec m > n, nous avons

Z |d°Xxn(e™, ) + dxn(e™, 2) [ = Z 12X (%) = xn(€7) = xn(e™)[?
r€Fe z€EFe
= [2xn(€) = xa(e7) = xale")?
4
= off(m — 1)’

avec ‘¢ est I’unique sommet dans S,,,_; N F.

Par conséquent, T est y-complete.

Remarque 3.2.3 La propriété ne dépend pas des faces choisies.
Corollaire 3.2.1 Soit T un arbre triangulaire simple d’origine O tel que

off(n) = |V(x) N S,41], pourtout x € S,,,
alors T est x-complete si et seulement si

; \/off
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Corollaire 3.2.2 On fixe o > 0. Soit T un arbre triangulaire simple d’origine O tel que
off(n) = V() N Sp41| = [n®]| + 1, pourtout x € S,,,

alors T est x-complete si et seulement si o < 2.

3.3 Laplacien essentiellement auto-adjoint

Dans cette section, nous présentons 1’un de nos principaux résultats qui est assuré par I’hypothese
de x-complétude sur les triangulations. D’abord, nous commencons par un résultat important
dans [1] concernant le caractere essentiellement auto-adjoint sur les graphes:

Proposition 3.3.1 Soit K est un graphe x-complet alors I’opérateur d° + 5° est essentiellement
auto-adjoint sur C.(V) & C.(€).
Preuve:

On note d’abord, que

Dom(d, ) = {f € 2(V), d°f € I*(£)}

max

Dom(8°,.) == {p € 12(€), Sy € BV}

max

Sidd,, =dl..etdl. = a0  alorsd® + §° est essentiellement auto-adjoint sur
C.(V)®C.(E). En effet, I’opérateur d°+0° est une somme directe et si F' = (f, ) €
Dom ((d° + 6°)naz) alors @ € Dom(8° ) et f € Dom(dC,,.). Par hypothese,

nous avons ¢ € Dom(82,,) et f € Dom(d,,,), alors ' € Dom ((d° + 6%)nin) -

min

Il s’agit de prouver les deux égalités ci-dessus:

(a) Soit f € Dom(d°,,.), montrons que:

1f = xnfllizw) + 1 doae (f — Xnf)|li2ey — 0 quand n — oo.

Cela montre que d°,, = d° . En effet, nous calculons

min max*

1f = xaf By < 3 c(@)| f(2)* — 0 quand n — oo
x¢Bn

car f € [*(V). Pour le second terme, la formule de dérivation de d0 dans la
proposition 2.4.1 donne

Ve € &, dhu(f = xn)(e) = (1= xa)(€)d(£)(e) = fle7)d" (xn) ().
D’apres la propriété (3.6), nous avons

lim [|(1 — ya) (€N (f)(e) ey = 0.

n—oo
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D’autre part,

1F(e)d () (@)l = D r(e)lf ()P (xa) (e)

=D @F Y 1d°0w)(e)f

<C > c(x)|f(x)]*

z€V,Jecsupp(d®xn),.e~ =z

par la condition 777) de la définition 3.2.1. Par conséquent, la propriété (3.2)
permet de conclure que ce terme tend vers 0 quand n — oo.

(b) Soit p € Dom(4Y,,,), on a alors

max

e = Xn@llizee) + [10mas (¢ — Xn®) [l1200) — 0 when n — oc.

Cela montre que 60, = §°

in mas- BN effet, par les propriétés (3.1) et (3.2), nous
avons

¥p N, In,, ¥n > ny, [l — Xa@llbe < Y r(e)lp(e)?

e€Es
Alors, nous obtenons
n@w [ = Xupllize) = 0.
D’autre part, la formule de dérivation de 50 dans la proposition 2.4.1 donne

o = X)) = 8 (1= X)) ()

= (1 — xa)(2)00p() +

Comme 6% € I>(V),ona
lim ||(]_ - Xn)(SOHl?(V) =0.
n—-aoo

Pour le deuxieme terme, nous utilisons la condition i) de la définition 3.2.1
et I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Alors, pour tout z € V, nous avons:

2

Y rEdxale)ple)) < Y r(e)ldxale) > r(e)le(e)l”

e,et=x e,et=x e€supp(d®xn),et=x

< Ce(x) > r(e)le(e)l”.

e€supp(dOxn),et =2
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Par conséquent, nous avons

> ) |z 2 e <€ Y el

e,et=zx z€V eesupp(doxn),et =z

<c Y e

e€supp(dOxn)

Ce membre a droite tend vers 0 par les propriétés (3.1) et (3.2).

O

Nous présentons maintenant notre résultat pour les triangulations a 1’aide de I’hypothese de
x-complétude comme indiqué dans la définition 3.2.2.

Proposition 3.3.2 Soit T est une triangulation x-compléte alors I’opérateur d* + 6* est essen-

tiellement auto-adjoint sur C.(E) & C.(F).

Preuve:

On note d’abord, que
Dom(dy,,,) = {p € U(€), d'é € I'(F)}

Dom(8},,,) == {6 € *(F), §'¢ € (£)}.

Il suffit de montrer que d}, = d. _etdl. = §. . Eneffet, d + 6 est une

somme directe et si F' = (¢, ¢) € Dom((d* + 0%)mae) alors ¢ € Dom(dl ) et

max

¢ € Dom(d},..). Par hypothese, nous avons ¢ € Dom(d. . ) et ¢ € Dom(d}..)
alors F' € Dom((d" + 6% min)-

(a) Soit p € Dom(d} ) alors il s’agit de prouver que

o — Xn@llizie) + ldras (¢ — Xn) li2(7) = 0 quand n — .

D’apres les propriétés (3.1) et (3.2), nous avons

vp € N7 Elnpv Vn > Np, ng - %QOH?Q(S) < Z 7’(6)|g0(€)‘2

e€&y

Alors, nous obtenons
lim ¢ — Xagpl = 0.
n—oo

En utilisant la formule de dérivation de d! dans la proposition 2.4.2, nous
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avons

Qo (9 = Xn#) (e,2) =d ((T=0) ) (e )
1= %0) (e,2)d (9) e, )

(@1 = )@, e7) + (1 = xa)(,e1)) ole)
(d°(1 = xn)(e) + d°(1 = xn) (e, 2)) (e", x)
(= )", 2) + (1 = xa) (=€) el e)
1= %) (e, 2)d (¢) (e, )

(d"xn(e™, 2) + d’xu(e™, 2)) ple)
(dxn(=€) + dxnl,e7) et )

(a2, ") + dxnle)) (a, ).

I
RS

+ o+

+
AR,

I
RS

+

[ NN N NN =

+

_l_
Comme dlyp € (>(F), ona
lim | (1 - %) g2 = 0.

n—oo

D’autre part, nous avons

Y s )P |dxale”, x) + dxale”, 7))

(e,x)eF
=Y lele) <Z s(e, )|d"xn(e”, x) + dOXn(€+,96)|2>
ecf me]-'e
<M Y on(
e€&*(n)

La propriété (3.8) permet de conclure que ce terme tend vers 0 quand n — oo.
En appliquant le méme processus aux autres termes, nous obtenons

Y slea)lple’, @) ldxn(—e) + dxnlz,e )

(e,x)eF
= Y lelet o) D0 stezy)ldxale,y) + dxa (e, y)
(et,x)e€ YEF (et )
<M Z r(et,z)lp(e’, z)?
(eT,z)€E*(n)
et
> sle, )@, )P |dxn(x, €7) + dxnle)
(e,x)eF
= Y el Y sz yldXal@y) + dxale,y)?
( 7) ye}‘(z,e*)
<MY el
(z,e7)EE* (N
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(b) Soit ¢ € Dom(6},,.) alors il s’agit de prouver que

|6 = Xndllizm) + [|0mae (@ — Xn®)|li2(6) — 0 quand n — .

D’apres les propriétés (3.3) et (3.4), on a

—~ 1 —~
Hgb_Xnd)HlQQ(}') - 6 Z S(CL’,y, Z)|1_Xn(x7y7 Z)|2|¢($7y, Z)|2
(z,y,2)EF
2
< Y s(x,y.2)|é(z,y,2)]* = 0, quand n — oo.
(w,y,2)EFE

En utilisant la formule de dérivation de 0! dans la proposition 2.4.2, nous
obtenons

1 0

o 2 e e e
1 . .

+ 67“(6) = 3<€? :L’)d (1 - Xn)(e 7x)¢(€7 :L’)

D’abord, nous avons
lim || (1 = z) 04 ()| =0
n—oo

car 0'¢ € [1?(€). Pour les deuxiéme et troisieme termes, nous utilisons (Cy) de
la définition 3.2.2 et I’inégalité de Cauchy-Schwarz. On fixe e € £, alors

> sle,2) () (@, e7) + d° () (@, 1)) dle, )

reFe

< (Z 8(€a$)|d0(xn)(17»€_)+dO(Xn)(l“,6+)|2> > sle,n)|gle,x)?
rEFe TEFE(n)

< Mr(e) Z s(e, x)|p(e, ).

zE€F:(n)
Par conséquent, nous avons
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2

S () i) S se,2) (@ (xn) (@, €7) + () (&, €%)) ble, 7)

ec& ( TEFe
< MZ Z s(e, x)|p(e, ).
e€f zeFr(n)

Par la propriété (3.9), ce terme tend vers O .

O

Théoreme 3.3.1 Soit T une triangulation x-complete alors ’opérateur de Gaufs-Bonnet T' est

essentiellement auto-adjoint sur C.(V) @ C.(E) ® C.(F).
Preuve:

1¢" étape: En premier lieu, nous prouvons

min min min min

Dom(Trnin) = Dom(d,;,) & (Dom(8y;,) N Dom(d,,;,)) & Dom(d},;,,).

D’apres la proposition 2.5.1, il suffit de montrer I’autre inclusion. Soit F' =
(f,¢,0) € Dom(d>,;,,) ® (Dom(82,..) N Dom(d},. ))& Dom(d} ;). Alors, il ex-

min min min min

iste deux suites (f,,)n C C.(V) et (¢n)n C C.(F) tel que:
fo o Fin (V) et df, — dO, fin 2(E).

man

by — G in 2(F) et 81, — 6L pin 2(E).

min

D’autre part, soit ¢ € Dom/(8°, )NDom(d?. ;). Par I’hypothése de x-complétude

min min
de T, on peut considérer la suite (X,¢), C C.(£). Donc, il reste de montrer que

H(p Xn(,Ole 5)+H5mm(gp XHQD)HZQ +Hdmm(90 XngD)Hp — O quandn—> .

Le premier et le troisieme termes ont ét€ montrés dans la proposition 3.3.2. En
utilisant la formule de dérivation de §° dans la proposition 2.4.1, nous avons

1
2¢(x)

8,5 (9 — Xup) () = (1 — xn)(2)8%(0) () — S r(e)dxule)ole).

e,et=x

Par conséquent, comme 02,,. € [*(V), on a
T 10— xa)0lzy = O.

Pour le deuxieéme terme, on utilise la propriété iii) de la définition 3.2.1 et
I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Alors, pour tout x € V), nous avons

| Y r@dxale)p(e)f < Y r(e)ldxale)l > r(e)le(e)|”

e,et=zx eet=x ecsupp(dOxn),et=x

<Ce@) Y g

e€supp(dxn),et=x
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D’ou, on a
1
>l T r@n@e@r <30 Y repe)?
1Y eet=zx z€V  ecsupp(doxn),et=x
<C Z r(e)|e(e)|* — 0, quand n — oo.
e€supp(d®xn)

par les propriétés (3.1) et (3.2). Donc, nous avons
F,— FinH, TF, — T,,;,F inH,

ou Fn = (fn7 %n%pa ¢n) et Tman(f7 2 Qb) = (521171%07 d(r]mnf + drlmngb’ d}nmgp) Alors
F € Dom(Tin)-

2¢m¢ étape: Pour montrer que 7' est essentiellement auto-adjoint, il suffit de
prouver que 1}, = Tnin. D’apres la premiere étape, il reste a montrer que:

Dom(Trnas) € Dom(dyy,,) ® (Dom(6y,,,) N Dom(d,,,,)) & Dom(6,,,,)-

max max max max

En utilisant les deux propositions 3.3.1 et 3.3.2, nous avons

— 4!

max*

60 i =00 etd)

min max man

De plus, soit F' = (f, ¢, ¢) € Dom(T,,,,) alors TF € H. Cela implique que
p € P(V), d°f + 6'¢ € I*(E) et d*p € I*(F). Par conséquent, la définition de
6% . €t dl donne que ¢ € Dom(d?,..) N Dom(d},,.). De plus, par I’hypothese
de x-complétude de 7, il existe une suite de fonctions de coupure (x,,), C C.(V).

En utilisant I’identité du parallélogramme et le lemme 2.4.5 nous obtenons

12" Otnf) + 0" nd) ey = ld” Ocnf)lage) + 118" (Xnd) e

Maintenant, Il reste a prouver que d°(x,,f) + &' (;Canqb) converge dans [2(£). En
effet, nous avons besoin de quelques formules prises a la proposition 2.4.2 et le
lemme 2.4.1 pour donner:

P (xnf) = Xnd(f) + Fd°(xn).-

S (Xnd)(€) =Xu(e)d(¢) ()
LS s(e,) [0 (e, 2) + ) (e 2)] dle, 7).

CCE-FE

* 6r(e)

S

-~

Zn(e)
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Par conséquent, nous avons

1A (F = X)) + 0@ — X)) = 1L = Xo)(@Of + 810) + FdXo + Tulle)
< 3[|(1 = ) (A0 + 019) [ e

+3 (1T xalle) + 1 Talige)) -
Comme df + §1¢ € I>(£),ona
Tim [|(1 = ) (df +619)[Be) = 0.
En utilisant la proposition 3.3.2, nous obtenons

Jim |1 Z.[72e) = 0.

De plus, par I’hypothése iiz) de la définition 3.2.1, nous avons

IFtaltie = 5 SN ) e
< Z?e)|f<e+>|2rd0<xn><e>|2
- Z P 3 e
<cy @I

ouV, := {x € V,3e € supp(d’x,) tel que e = z}. Ce terme tend vers 0 par la
propriété (3.3).
0

Théoreme 3.3.2 Soit T une triangulation x-complete. AlorsT est essentiellement auto-adjoint

sur C.(V) & C.(€) & C.(F) si et seulement si L est essentiellement auto-adjoint sur C.(V) &
Ce(&) ® Ce(F).

Preuve:

<) D’abord, notons que si le graphe est localement fini donc
Dom(T £1)Ce(V) B Ce(E) B C(F) CC(V) B C(E) B Co(F).
Alors, remarquons
LA1=(T+i)(T—i)=(T—-9)(T+i)=Im(L+1)CIm(T +1).
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Mais L est essentiellement auto-adjoint alors par le corollaire du théoréme
VIIL3 dans [38], Im(L + 1) est dense. Donc Im(T" + i) sont dense et 1" est
essentiellement auto-adjoint.

Supposons que 7' est essentiellement auto-adjoint. D’apres le théoreme von
Neumann (Théoreme X.25 dans [37]), et comme 7’ est fermable, on en déduit
que T*Tin = T Trnin = (Tnin)?, (Tynin)? est une extension de Friedrich

min

de L, et il est auto-adjoint sur Dom((T},:,)?), donné par:
Dom((Tyin)?) = {F € Dom(Tynin), TF € Dom(T*)}.

Nous concluons également que le domaine de (Tmm)2 contient le domaine de
Lnin. En utilisant le fait que (7, min)2 est auto-adjoint et que L est fermable,
on en déduit I’équivalence suivante:

Dom(Lyin) € Dom((Thnin)?) < Dom(((Tmm)2)*) C Dom((Lmin)")
& Dom((Tyin)?) € Dom(L¥).

Donc, il reste a montrer que Dom/(L*) € Dom((Tin)?). Soit F' € Dom(L*)
alors

0k > 0, VU € Co(V) @ ClE) @ Co(F), [((£+ 1)V, Fpy| < Cr[ 0]l
On note que
T(Ce(V) @ Ce(&) ® Ce(F)) € Ce(V) @ Ce(€) & Ce(F).

Soit ® € Im(T'+1i) alors ¥ € C(V) DC(E) BC(F) tel que @ = (T'+4)V €
C.V)®C.(E) ® Ce(F). Comme (T, + ) sont inversibles, alors

D’ou, il existe C' > 0 tel que pour tout & € Im(T + i)

(T =)@, F)n| = [(£+ 1T, Fy
< Cr ||Vl (311
< O[]

Comme Im(T + i) est dense, alors I’inégalité (3.11) est satisfaite sur 7 ou
bien (1" + i) F' € H. Puisque T,,,;,, est auto-adjoint donc F' € Dom(T ).
D’autre part, nous avons

(TW, TF)q| = (LY, F)y| < (Cr + [[Flla) 9],

pour tout U € C.(V) D C.(E) DC.(F). Alors, TF € Dom(T ), car Ty, est
auto-adjoint. Par conséquent L,,;,, = (Thnin)? est auto-adjoint sur Dom((Tnin)?).
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O

Corollaire 3.3.1 Soit T une triangulation x-compléte alors L est essentiellement auto-adjoint

sur Co(V) @ C(&) & Co(F).

3.4 Exemples

3.4.1 Triangulation d’une 1-décomposition de graphe

Les résultats dans cette partie sont inspirés de [4] et [6].

Définition 3.4.1 (1-décomposition de graphe) Soit K = (V, &) un graphe et O un sommet de
V. La 1-décomposition de graphe KC est une famille d’ensembles finis (S, )nen, qui forme une

partition de V telle que S = {O} et pour tout x € S,y € S,,, nous avons
(z,y) € E=|n—m| <1.

Exemple 3.4.1 Nous citons la 1-décomposition des graphes trés connus:
* Arbre d’origine O : On considere S,, := {x € V, deomp(O, z) = n}.
* Graphe complet d’origine O : On considére Sy = {O} et S; = V\{O}.

Définition 3.4.2 Soit T = (K, F) une triangulation. On dit que T est une triangulation d’une

1-décomposition de graphe, si KC admet une 1-décomposition de graphe.
Exemple 3.4.2  Arbre triangulaire d’origine O : On considere
S, i={x €V, deomp(O,x) =n}.

Considérons une triangulation d’une 1-décomposition de graphe, nous désignons par B,, :=
U ,S;. Pour n € N, nous avons

( 1
degg, (v) == (@) Z r(z,y) pour tout x € S,
1 yEV($)mSni1
deggn (z) = @ r(z,y) pour tout x € S,
yeV(z)NSy

1
(x) { degs, s, (€) = e Z s(e,x) pourtout e €S, X S,41,

xE}—eﬁ(Sn USn+1)

1
degl: () := mE) s(e, x) pour tout e € S2,
n r(e
rEFeNSn
1
deggt2 (€) := —= s(e, ) pour tout e € S2.
\ " r(e) 2€F oSt
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i

/

< AN LA

Figure 3.4: Triangulation d’une 1-décomposition de graphe

Notons, pour n € N

n, = sup degg (), B, := sup degg s, ., (€), v = sup deg 2( ).

€Sy €eESn XSn+1 ecS?

et
E(nyn+1) =n5 + 000+ Ba 5 + i

Théoreme 3.4.1 Soient T = (K, F) une triangulation et (S,),en une 1-décomposition de

graphe IC. On suppose que

HEZN\/ nn+ %

alors T est une triangulation x—compleéte et par conséquent, L est essentiellement auto-adjoint

sur C.(V) @ C(&) ® Co(F).

Preuve:
Considérons, pour n € N, la fonction de coupure y,, définie par:

1 si deomp(0, ) < n,

comb 1

max | 0,1 —
; \/S(k,k—I—l)
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Comme la série diverge, la fonction Yy, est a support fini. Notons que Y,, égale
lsurS,.Six € S,, avec m > n, nous avons

! 2 deggm(;c)
@yevg;gwr(x,y)mn(x) ) € e <
Tlx) > @ y)la(@) = xaly)* =0.

yeV(z)NSm
= 2 degg (z)
%yev(;gm_l T’(l'ay)b(n(f) - Xn(y)| < m <1.

Donc K est un graphe y—complet. D’autre part, nous avons

- Sie € S,, X S,,11, nous obtenons

T X s (o) - xe)F

TEFeN(SmUSm+1)
+
degsm ><S'rn+1 (LE, y>

E(m,m+1)

- Sie € S2,, nous obtenons

<1

T 2 slem)2ala) — xule) —xale =0

zEFeNSm,

1 - ) degggn(e)
ﬂ;;m s(e )2(r) — xale) — ()P € =B <

1 _ ) degs’ffn(e)
ﬂFZ s(e,2)|2xa(®) = XaleT) (e £ s <1

Alors, la triangulation 7 est y—complete et d’apres la corollaire 3.3.1 £ est essen-
tiellement auto-adjoint sur C.(V) @ C.(E) ® C.(F).

3.4.2 Arbre triangulaire

Soit T un arbre triangulaire d’origine O. En raison de sa structure, nous avons les conditions
suivantes satisfaites:

.
degg (7) := ﬁr(x, ) pour tout = € S,,,
" clr
1
() degg s, ., (€) == e Z s(e,z) pourtout e €S, X S, 1,
xe]:emsn+1
deg, () := ﬂs(e, ) pour tout e € S2,
L n r(e
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ou ‘e est I’unique sommet dans S,,_; N F..
La fonction £ devient comme suit:

E(n,n+1)=n + Mog1 + B+ Yngr-

Proposition 3.4.1 Soit T un arbre triangulaire d’origine O. On suppose que

n%\/ (n,n+1) %

alors T est x—compléte et par conséquent, L est essentiellement auto-adjoint sur C.(V) &

Ce(E) @ Ce(F).
Preuve:

En utilisant la méme méthode que le théoréme 3.4.1 avec I’ensemble de conditions

3.4.3 Le caractere essentiellement auto-adjoint sur le cas simple

Dans [25] et [41], les auteurs prouvent que L, est essentiellement auto-adjoint sur C.(V) des
que le graphe est simple. Mais, le caractere essentiellement auto-adjoint n’est pas toujours
satisfait avec d’autres opérateurs dans le cas simple. Nous rappelons que 1’opérateur £, n’est
pas essentiellement auto-adjoint sur un cas d’arbre simple, voir [4]. De plus, on se réfere a [21]
pour la matrice d’adjacence Ax = deg — Ly ou deg désigne 1’opérateur de multiplication avec
les fonctions qui montre que les indices de déficience de A sont infinis.

Le résultat suivant est inspiré de [4]. Il montre que £, n’est pas essentiellement auto-adjoint
sur un arbre triangulaire simple.

Proposition 3.4.2 Soit T un arbre triangulaire simple. On suppose que

off(n) = V() N Sp41|, = € S,. (3.12)
o o) I1(N) (3.13)
off(n + 1) ‘ '
Alors, L1 n’est pas essentiellement auto-adjoint sur C.(E) et les indices de déficience sont
infinis.
Preuve:
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Nous construisons ¢ € [2(£)\{0}, tel que p € Ker(L; + i) et tel que ¢ soit
constante égale & C,, sur S,, X S, 1. Il prend la valeur 0 sur S?. Si (z,y) € S?, nous
obtenons que

Co (V(@) N Snpa| = V(y) NSnial) =0

grice a la condition (3.12). Prenons (z,y) € S, X S,41, avec I’hypothése (3.12),
on doit vérifier la récurrence

(off(n) + 1 +14)C,, — off(n + 1)Cyy1 — Criq = 0. (3.14)

En utilisant I’équation (3.14), nous obtenons

n+1

||f|Sn+1XSn+2Hl2(V) ’On+1| H Off

offi(n) iz . nt1 ,
- off2 (n+1 H| Cul” + off’(n + 1) +1 H|C” 3
loff(n) +1 — 20ff( )

’ 2
Off(n+ 1) HfISnxSn+1”l2(V) m”ﬁsn_lxsn“p(\;).

off?(n)

C -~ 7
O S + 1)

tend vers O quand n va a I’infini, on obtient par induction:

C = sup ||f|snx3n+1 Hl22(V) < 00.
neN

Alors, nous avons

fi(n) +1—i>  off(n)
2 <ac (L
||f\5n+1xsn+2||l v) = off(n + 1) + off(n + 1)

En utilisant I”hypothese (3.13), nous concluons que f € I?(V) et dim ker (L} + 1) >
1. D’apres la preuve du théoreme X .36 dans [37], nous avons que £ n’est pas es-
sentiellement auto-adjoint sur C.(F).

Enfin, en découpant la triangulation assez grande, nous reproduisons la méme
démonstration avec un nombre arbitraire d’arbres triangulaires identiques et dis-
joints. Alors, on voit que dimKer (£} + i) = oc.

O

Remarque 3.4.1 Pour la matrice d’adjacence, nous pouvons construire un exemple d’un graphe
simple ou les indices de déficience sont égaux a 1, voir [21]. Le cas de L, est plus compliqué
et trouver un exemple out les indices de déficience sont finis reste une question ouverte.

Nous verrons maintenant aussi que £ n’est pas nécessairement essentiellement auto-adjoint

sur une triangulation simple. C’est la premiere fois qu’on étudie le book-like pour ce type de
question.
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Définition 3.4.3 Une triangulation d’une 1-décomposition de graphe est dite de type livre ou
"book-like", s’il existe une suite d’aréte (€a,11)nen telle que, pour tout n € N, les conditions

suivantes sont satisfaites:
(i) So = {O} et Sppp1 = {e2nt1}
(ii) Yo,y € Sopso = (z,y) ¢ E.

(i) F = (S3p41 X Son) U (S5 X Sani2) -

VA
L A

L XA

CEEAA TS

Figure 3.5: Triangulation de type livre

Proposition 3.4.3 Soit T une triangulation simple de type livre, comme l'indique la figure 3.4.

Supposons que
|S2n |

1Sa(mn+1)|

n c I'(N). (3.15)

Alors, Lo n’est pas essentiellement auto-adjoint sur C.(F).

Preuve:
Soit ¢ € I*(F)\{0} tel que ¢ € Ker(L3; +1). Pour n € N, on considere

o(e z) = Conio pourtout x € Sy, o.
b Cy,  pourtout x € Sy,.
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Soit z € Ss,,, 2, nous avons que

0= (Ls+)()(eans, @) = Y Sleaniw)+ Y dlef,o0)

u6752n+1 UEJ:(E;H_IYZ)
+ D @ e ) +id(ean, 7).
ueF, _
(:e9p, 1)
Alors, nous obtenons que
(|Sansa| +2 + 1) Conga + (|S2n]) Con = 0. (3.16)

D’apres 1’équation (3.16), nous obtenons que

> |6z, y, 2)|*

(2,9,2)€S5,, 11 XS2n+2

1
=~ (|Cans2l)” (IS2n+2))

6
1 ‘0271‘2’8271‘2
6

D=

H¢\S§n+1 X52n+2H122(]:) -

S Sy
||82n+2|+2+2|2 (| 2 +2|)

S2n||S2n42|
|[Sony2| +2 +if?

Pz xson 17 (F)

: Se : :
Comme lim l = 0, nous obtenons par induction

C := sup ||¢‘S%n71xg2n||122(f) < o0.
neN*

Alors, nous avons que

9 1San|[S2n+2]
‘|¢\S%n+1xgan+2”l?(f) = CHS%JFQ‘ + 92+ @"2'

A travers (3.15), nous concluons que ¢ € I[?(F). En utilisant la preuve du
théoréme X .36 dans [37], on montre que dimKer(L3 + 7) > 1 et par suite que Lo
n’est pas essentiellement auto-adjoint sur C..(F).

0J

Remarque 3.4.2 D’apres les propositions 3.4.2 et 3.4.3, Nous concluons que notre Laplacien

L n’est pas toujours essentiellement auto-adjoint sur une simple triangulation.
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Trou spectral des triangulations

Ce chapitre porte sur I’étude du trou spectral de notre Laplacien discret sur une triangulation,
voir [8]. Cet élément spectral est 1i€ a la géométrie de la triangulation qui permet alors d’estimer
cette quantité. Plus précisément, nous présentons une estimation du trou spectral dans le cas
d’une triangulation d’un graphe complet a I’aide de la généralisation de la constante de Cheeger
qui s’inspire de [35].

4.1 Théorie spectrale

Soit A un endomorphisme de C™. On dit q’un nombre complexe A est un valeur propre de A,
si ’opérateur A\ — A n’est pas inversible. L’ensemble des valeurs propres de A, appelé spectre
de A et noté par o(A). Le spectre de A est constitué par les racines du polyndme det(A] — A)
qui est de degré n.

Proposition 4.1.1 Si A est un opérateur auto-adjoint, alors o(A) € R.

4.1.1 Spectre des graphes

Soit L = (V, £) un graphe pondéré, connexe et fini. On note N := #) le nombre de sommets
de K. Le spectre du Laplacien L, est donc composé de N valeurs propres réelles {\; }o<i<n—1
rangées par ordre croissant:

0= )\0 <A <. o< Ay_1

Pour i € {0,..., N — 1}, on note f; un vecteur propre associé a la valeur propre \; de telle
maniere que la famille { f;}o<;<n_1 soit orthonormée.

Dans certains exemples de graphe simple et connexe, on peut calculer les valeurs propres du
Laplacien L. Nous référons ici a [12] et [22] qu’on leur rappelle les deux exemples suivants:
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Exemple 4.1.1 Prenons Kn un graphe complet simple. Soit I’ensemble de sommets V =

{0,1, ..., N — 1} et on considére la suite de fonctions (fi), < n_, Suivantes:

1, 1=20
fr(i) = -1, 1=k
0, sinon

De plus, on a

Lofili) = (N = 1) fi(i) = > fu()-
J#J

Par conséquent, nous avons

e Sii=0alors f,(0) = 1et Lofp(0) = N.

o Sii=kalors fp(k) = —1et Lofi(k) = —N.

o Sii#0,kalors fi(i) =0et Lofi(i) =0 = N fr(7).

Alors, Lofr, = N fi, et N est la valeur propre de multiplicité (N — 1) :

O-(EO) = {O’ \‘N/ }

de multiplicité (N-1)

Exemple 4.1.2 Notre but est de calculer les valeurs propres du L sur le graphe cyclique simple
Cum. D’abord, nous rappelons que C,, = Z,, = {0,1,...,m — 1}. L’opérateur de Markov est

donné par:

Pf(k):=2f(k) = Lof(k) = f(k+1) + f(k = 1).

Soit « une valeur propre de P, donc il existe une fonction non nulle f telle que Pf(k) =

af (k). Alors, nous avons I’équation différentielle sur 7. suivante:
flE+1)—af(k)+ f(k—1)=0. 4.1)
D’abord, on remarque que:

e La constante o = 2 est toujours une valeur propre de P.

e La constante o« = —2 une valeur propre de P si et seulement si C,, est un graphe biparti

si et seulement si m est paire.

64 mai 2018



Trou spectral des triangulations Yassin CHEBBI

Ensuite, prenons a €] — 2,2[ et on suppose que la solution de I’équation (4.1) est de la

forme f(k) = r* oir est un réel donné. Alors, nous avons
2 —
r“—ar+1=0.

Les solutions sont:

ou 0 €]0, [ donné par:

Par conséquent, nous obtenons deux solutions indépendents de |’équation (4.1):
fi(k) = €™ et fo(k) = e,
En utilisant la formule d’Eleur, nous arrivons aux les solutions réelles suivantes:
fi1(k) = cos(k0) et fo(k) = sin(k6). 4.2)

De plus, la fonction f est m-periodique sur 7. Alors, on consideére f comme une fonction
SUF Loy,

f(k+m) = f(k), pour tout k € 7Z.
Les fonctions (4.2) sont m-peridioques, alors, m0 est multiple de 2 :

2l
0= i, pour tout | € 7.
m

La restriction 0 €]0, 7| est équivalent a | €)0, 3[. Pour | dans ce intervalle, nous obtenons

une valeur propre double oo = 2 cos (%ﬂ) de P.

On en déduit le résultat suivant:

Proposition 4.1.2 Les valeurs propres de I’opérateur de Markov P sur le graphe cyclique C,,

sont:

2ml
m

e Si m impaire alors les valeurs propres sont o« = 2 (simple) et o« = 2 cos ( ) de multi-

o —1
plicité 2 pour tout | =1, ..., "=,
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e Si m paire alors les valeurs propres sont o« = £2 (simple) et o = 2 cos (2“) de multi-

plicité 2 pour tout [ =1, ..., % — 1.

Remarque 4.1.1 Le Laplacien L, est donné par Ly = 21 — P. Alors, on en déduit que les
valeurs propres de Ly sont de la forme 2 — «, ont o une valeur propre de P. En outre, les
fonctions propres de P et L sont les mémes. De plus, comme o(P) C [—2,2] alors o(Ly) C
[0,4].

On rappelle la caractérisation variationnelle des valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint,
voir [38].
Proposition 4.1.3 (Principe du Min-Max) Soit A un opérateur auto-ajoint et {\; }o<i<n—1 [’ensemble
de ses valeurs propres rangées par ordre croissant et { f; }o<i<n—1 une famille orthonormée de

vecteurs propres associés. Alors, nous avons

| - (Af, f)
Vie{0,....,n—1}, \; = inf
{ } fLVect(fo,....fi—1) <f7 f>

A
Le rapport (S, f) est appelé quotient de Rayleigh de A en f.

(£, 1)

Le trou spectral ou gap de K, noté A\, (KC) est défini par A\, (K) := Ay — A\ = A;. En utilisant
la proposition 4.1.3, on en déduit une caractérisation de A\, (K) :

AL
M=ty

4.1.2 Inégalité de Cheeger

Dans les années 70, J. Cheeger a introduit une constante métrique h (X, g) attachée a une variété
Riemannienne compacte connexe (X, g) et qui est définie de la fagon suivante (voir [12]):

_ vol(0D)
h(X,q) = f —
(X.9) UOZ(Dl)ISl vol(x) 0l (D)

2

ou la borne inf est prise sur les domaines réguliers D C X et les volumes sont calculés a I’aide
de la métrique Riemannienne g. Cette constante donne une estimation de la premiere valeur
propre non nulle du Laplacien, voir [5].

Définition 4.1.1 Soit A un sous-ensemble fini de V. Le bord Oz A est ’ensemble des arétes

issues de A et dont I’extrémité n’est pas dans A.

La constante de Cheeger d’un graphe IC = (V, £) a N sommets est définie comme suit (voir[ 12]):

. |0 Al
h(K) = .
)= iy 4]
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ou A est un sous-ensemble de V.
Une autre constante, appelée encore la constante de Cheeger, donnée par:

3 NEW
wik) = i A

ot A° est le complémentaire de A dans V.
Ces deux constantes de Cheeger sont équivalentes dans le sens ou:

h(K) < w(K) < 2h(K).
En fait, soit .4 une partie de V telle que |V| = Net0 < |A| < - » ous avons

0eA] _ NI Al _ (A + IADIA] _ |0 A

JAl [ AJJ A | Al A| T AL

On définit maintenant la constante de Cheeger pour un graphe infini ou un graphe a bord
(voir [12]):

Définition 4.1.2 Soit K = (V, Vo, £) un graphe de bord V, (i.e V, est un sous-ensemble de V).

La constante de Cheeger associée au graphe K est définie comme suit:

|0 Al
Al

h(’C, V()) ;= inf

out le inf porte sur les parties finies de V ne rencontrant pas V.

Nous donnons maintenant le lien entre certaines propriétés géométriques pour les graphes
finis et le trou spectral A; (/). On peut estimer cette valeur propre de L, a I’aide de la constante
de Cheeger h(/C, V). Nous avons aussi une estimation pour )\ dans le cas d’un graphe infini. La
remarque de base est que le quotient de Rayleigh de la fonction caractéristique d’un ensemble

de sommets A est exactement 57

Laplacien de Dirichlet: Soit S un sous-ensemble de V. Une fonction réelle f : SUOpS —
R satisfait les conditions aux bords de Dirichlet si

f(z) =0, pour tout x € dy,S 4.3)

Pour f : SUdyS — R vérifiant (4.3), on définit f: YV — R le prolongement de f a V
tout entier en posant f(z) = 0si x ¢ S U 0yS. Le Laplacien de Dirichlet LY est alors défini

par .
et = { el e

Théoréme 4.1.1 Soit K = (V,V,, £) un graphe de bord V) tel que k := max |V(x)]. Si Ay est
re
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la plus petite valeur propre de Ly avec conditions de Dirichlet au bord, on a

R%(K, Vo)

Si IC est un graphe fini, on a A\g = 0 et

Preuve:

Soit A un sous-ensemble de V' ne rencontrant pas V. Pour majorer Ay, on calcule
|0 Al

. Alors,

Al

le quotient de Rayleigh de la fonction caractéristique de A4, il vaut
on en déduit que:

o 10Al

— A

Pour minorer Ay, on prend f a valeurs réelles et a support fini disjoint de }j;. On

évalue alors
S= > 1@ -l
(

z,y)EE

Ao

Par Cauchy-Schwarz, on a:
S < V2| fllz@ I flliz o)

Pour minorer S, on considere les valeurs 0 = ag < a; < ... < a, prises par f? et
les ensembles A, = {z € V, f?(x) > a;}. Ona

S=> () - ),

ou la somme porte sur les arétes (x,y) orientées de fagon que f2(x) — f2(y) > 0.
On peut récrire cette somme sous la forme S = Z(al — a;_1), ot le nombre de
répétitions de a; — a;_; est égale au nombre d’arétes (z,y) telles que f2(x) > q
et f2(y) < a;_1, donc (x,y) € Oe.A;. En utilisant la définition de (K, V), il vient

que:
,

S > (K, Vo) Y (ar — a1)| A,

=1

qui est égale a h(IC, V) Z f*(z). On peut en conclure que
k

HdOfHZQQ(g) S h2(KC, Vo)
Iy — 2k

et la minoration de \g.
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D’autre part, pour la majoration de A\; dans le cas d’un graphe fini, on fabrique une
fonction d’intégrale nulle de la fagon suivante: si V = A U B est une partition de
V avec |A| = a < |B| = b, on prend f = bsur A et —a sur B. On a le quotient de
Rayleigh:
(Lof, flizwy 1% f 112 e ~ (a+b)?0: Al
1 1o [nalys (a+0b)ab

d’ou I’on déduit le résultat.

Pour la minoration, soit f est une fonction propre pour \;; Comme 1’opérateur est
réel et symétrique, Re(f) et Im(f) sont des fonctions propres (ou nulles). On peut
donc supposer f réelle. Définissons

A={zeV, flz) >0}

4

On peut supposer 0 < |A| < 5 soit alors f; égale a f sur A et a 0 sur le

complémentaire de .A. D’apres ce qui précede, on a

1d° fullfe e S h*(K)
Hf1||l22(v) B 2k

De plus, nous avons:

% Y. (@) = W) =) i) Y 1fix) = ()
(

z,y)eE xcA y~z

<> f@)Lof(x)

€A

== /\1 Z fQ(CL’)

zeA

VI

Si A est vide ou | A| > 5 on définit I’ensemble B comme suit

B={zeV, —f(z) >0}

De méme maniere, nous obtenons la minoration de )\, avec la fonction f; qui égale
a —f sur Beta0 sur le complémentaire de B. Puisque f est une fonction propre,
alors on ne peut pas avoir A et B vides en méme temps. D’ou le résultat.

4.2 Relations entre les spectres des Laplaciens

Les résultats suivants basé sur le critére de Weyl, connu de [38], présentent un grand intérét pour
la détermination du spectre d’un opérateur auto-adjoint.

Théoreme 4.2.1 (Critere de Weyl) Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert
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séparable H. X est dans le spectre de A si et seulement si il existe une suite ( f,,)nen de H telle
que

[ fullse = Vet Tim [[(A = X)full = 0.

D’abord, nous référons a [2] et [3] qui prouvent avec nos notations que o(Lo)\{0} =
o(L7)\{0} sur un graphe pondéré normalisé.

Proposition 4.2.1 Soit K un graphe pondéré normalisé. Alors, nous avons

a(Lo)\{0} = o(£1)\{0}.

Preuve:

* En utilisant le critere de Weyl, soit A # 0 dans le spectre de £, alors, il existe
une suite (f,)nen de 12(V) telle que

Ifnllzy = Tet lim [[(Lo = A) fullz) = 0.

1l s’agit de trouver une suite (¢, ), dans [?(£) telle que

v, |lonlliee) = 1et Jim (L7 = Nelliee = 0.

Montrons d’abord que ||d° f,,||2(s) # 0. Nous avons

= <£O.fna fn>l2(V)
= <(£O - /\)fn7 fn>l2(V) + /\<fna fn>l2(V)
- \<(£0 - /\)fTM fn>l2(V) +A

tend vers O

1d° fulla e

Alors, lim [|d°f, ||z = A Ainsi, il existe ¢ > 0 et ng € N tels que pour
n—r00

tout n > ng, nous avons [|d° f,[;2(s) > c.

Posons
d°f,
Pp = .
1d° fulliz2e)
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En utilisant maintenant le fait que 1’opérateur d° est borné, nous avons

1020 = Nenllee) = H(ﬁ‘ N
: Pnllize) 1 1d® fulliz2e)

(LT =N fullze)

12(€)

[ fulli2e)
_ 1d°(Lo — A) fallizge)
1d° fullizce)
dO
<12y ) e,

Or, lim |[(Lo — A) fulli2(v) = 0. Alors, nous avons
n—oo

Tim [[(£7 ~ Ngallie) = 0.

Et ceci permet de conclure que A est dans le spectre de o(£;)\{0}.

* Utilisons la méme méthode que dans la premiere étape, soit A # 0 dans le
spectre de o(L7), alors, il existe une suite (p,,),, de [?(€) telle que pour tout
n,on a

[pnllize) = 1et nlgrolo (L7 = Nenllize = 0.

Il s’agit de trouver une suite (f,,), de [*(V) telle que pour tout n, on a

[ fallizy # O et Jim (Lo — A) fullzwy = 0.

Montrons d’abord que ||6°¢;, ||;2) # 0. Nous avons

||5090n||122(\;) = (L] Pn, Pn)i2(e)
= ((L7 = N)@n, en)ize) + Mén, n)i2e)
f(ﬁf — A)Pn, 9071)12(5)1_'—)\-

tend vers 0

Alors, lim [|8°¢, [l2,) = A Ainsi, il existe ¢ > 0 et ng € N tels que pour
n—oo

tout n > ng, nous avons ||0°¢, |2y > c.

Posons
8%,

fn = .
16%nli2(v)
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En utilisant maintenant le fait que I’opérateur 6° est borné, nous avons

1660 = N alleoy = | (€0 - Y.
16%n]li2(e) 12(v)
Lo = N)%ullizovy
16%nlizv)

6% = Neallizo
N 16%0n][12(1)
<170y 7~ gl
S 1 nlliz(e)-

Or, lim [|(£] — AN)enlliz@) = 0. Alors, lim |[(Lo — A) fullzovy = 0. Et ceci
n—oo n—oo
permet de conclure que \ est dans le spectre de o (Ly)\{0}.
0

Remarque 4.2.1 Pour le probleme de zéro dans le spectre des Laplaciens L et L] dans le cas
d’un graphe normalisé connexe localement finis, nous avons un résultat dans [3] qui présente
comme une généralisation d’un résultat inspiré de I’article [29]. Ce résultat dit que zéro est

soit dans spectre de Ly, soit dans spectre de L .

De la méme maniere, nous arrivons a d’autres résultats sur les triangulations qui prouvent
en particulier, que le spectre de £ et L, coincident en dehors de la valeur 0.

Proposition 4.2.2 Soit T une triangulation normalisée. Alors, nous avons
i) o(L\{0} = o(£2)\{0}.

ii) (0(Lo) Ua(L2)) \{0} C o(Ly).

Preuve:

i) Soit A € R* dans le spectre de L. D’apres le critere de Weyl, il existe une
suite (1), de I*(€) telle que

i, [[Ynllie = Tet lim [[(L] = A)nllee = 0.
Il s’agit de trouver une suite (¢,,), € (*(F) telle que

Vn, H¢nH12(}') =let 7}1_{20 [(Ls — )\)%HZQ(H = 0.

Montrons d’abord que ||d't,,[|;2() # 0. Nous avons

Hdlwnnl%(]-‘) = <£f¢m¢n>l?(5)
<<£;r - )\)?/Jn, 7wbn>l2(8) + <)\wn> wn>l2(€)
= (L = N, Yn)rze) + A
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Dot [|d'4y, |35 tend vers A quand n — oo. Par conséquent, il existe ng € N
et ¢ > 0 tel que pour tout n > ng nous avons ||d' ¢, [| ;27 > c.

Prenons dlw
QSH = 1 - 9
Hd wnHlQ(}—)

Il reste & montrer que lim ||(£2 — A)¢, |12z = 0. En fait, nous avons:
n—oo

'),
(L A>¢nuzz<f>—H<£2 g
2 = Nl
N [ ni2(7)
R
n |d" nlli2(7)
L = Nl
T d%lle

2(F)

Puisque 1’opérateur d' est borné, alors, il existe une constante C' > 0 tel que
|d'|] < C et nous avons:

C
(L] = Nullige)-

~|

(L2 = A)bullizF) <

En utilisant la méme méthode que préceédemment, prenons A € o(Ls). Alors,
pour tout n € N, il existe une suite (¢,,),, dans [*(F) telle que ||, ||;2(x) = 1.
Ensuite, nous considérons la suite (,,), € [*(£), définie comme suit:

' ¢

wn = .
16 dnlli2(7)

Soit A € 0(Ly)\{0}, alors, il existe une suite f,, € I>(V) telle que pourn € N,
[fallzwy = Tet lim [[(Lo = A) fullze) = 0.
11 s’agit de trouver une suite ((p,,),,) dans [*(V) telle que
vn, [leonllize =1et nh_{{.lo (L1 = Neullize = 0.

D’aprs la proposition 4.2.1 [|d° f, |2y # 0. Alors, lim [|d° follfoe) = A
n—o0

Ainsi, 1l existe ¢ > 0 et ng € N tels que pour tout n > np, nous avons

1d° fllize) > c

Considérons
d°f,
Spn = .
1d° fulliz2e)
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D’apres le lemme 2.4.5, nous avons
(L1 = Nenllze = (L7 = Neallize)-

En utilisant le fait que I’opérateur d° est borné, nous avons

14} H

C

(1= Nepnlfe) < =1 (Eo = Nl

D’autre part, prenons A € o(L5). Considérons la suite (¢,,), € [*(£), définie
comme suit: 516
(A -

T 18l

D’apres le lemme 2.4.5, nous avons
(L1 = Nénlliee) = 1L = N)onllee-

En utilisant la méme méthode que précédemment, on obtient que A € (L)
a I’aide de i).

Proposition 4.2.3 Soit T une triangulation pondérée finie. Alors, nous avons

min o(£4) < min [(C(L + L) rle) + degg(e)] |

ces e”) clet)

Preuve:

Soit e € &, considérons X = 1} — 1{_cy. Alors

De plus, nous avons
e ) ) e ()
< 0 @) @) @)/ \Ve o)
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On conclut par le principe du Min-Max que

: < mi
mino (L) < min ‘

V@
= I?elg K% + %) r(e) + d@gg(6>:| :

2(€)

Proposition 4.2.4 Soit T une triangulation finie simple. Alors, nous avons
mino(Ly) <4+ migl | Fe).
ec

Preuve:

Soit ey € &, considérons y® = 1y — 1{_,). Ona HX‘BOHIQQ(S) = 1. De plus, nous
avons

(d'x*, £2dlxeo>l2(7) = || £ X H?‘Z(g)

— %Z (Z dlxeo(e,x)>

ecf \zeFe

En utilisant le fait que (a + b)? < 2(a® + b?), pour tout a,b € R. On a

(d'x, Lod' X)) <Y (Z xe°(6)> +> (Z (e, 2) + x*(x, e)))

ecE \zEFe eeE \zeFe

<D O IFEL ) +4) (Z Xe(’(e*,x))

ec& ecE \zeF.

=2/ F, P +4) (Z X60(6+,x)>

e€f \zEFe

=2|F, > +4 Z (Z Xeo(e+,x))

z€Fe eef

= 2|]:€0|2 + 8|]:€0|'
D’autre part, nous avons

. 1 ; 1 ¢
I lbe =5 D X @y =5 3 ld'x(e0, 2)* = 2 Fe|

(z,y,2)EF T€Feq
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D’apres le principe de Rayleigh, nous obtenons:

L19,
mino(Ly) =  inf <2¢—35>P(f) < 4 + min |F|.
peCeP\O} (|0l ces

4.3 Trou spectral d’une triangulation finie

Nous décrivons la théorie discrete de Hodge grace a Eckmann [15]. C’est I’analogue discret de
la théorie de Hodge dans la géométrie Riemannienne. En outre, il s’applique a tout complexe
simplicial, et non seulement aux variétés. Nous commencgons par prouver le lemme suivant:

Lemme 4.3.1 Soit T une triangulation finie. Nous avons les égalités suivantes:
1. ker(L]) = ker(d?).
2. ker(L]) = ker(d").
3. ker(Ly) = ker(d1).

4. ker(L;) = ker(6%) N ker(d").

Preuve:

1. Il est clair que ker(6°) C ker(L]). D autre part, si £ » = d°6%p = 0, pour
© € 1*(€), nous avons

0= (0, L7Q)re = "5090"122(1/)7

Alors, 6°p = 0.

2. et 3. Comme le raisonnement précédant, nous prouvons que ker(L]) = ker(d") et
ker(Ly) = ker(d').

4. Soit p € ker(L;) alors

0= (v, L10)r2e) = (8%, 50@12(1/) + (d", d190>l2(}')7

ce qui montre que ker(L;) = ker(6°) N ker(d").

U
L égalité ker(L;) = ker(6°)Nker(d") permet alors d’en déduire la théorie discréte de Hodge
dans le cas d’une triangulation finie.

(&) = ker(L£y) @ Im(d®) @ Im(5h).
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En particulier, il s’ensuit que I’espace des formes harmoniques peut €tre identifié avec
I’homologie de T :

ker(d")/Im(d") = Im(6")"/Im(d") = (Im(d°) & ker(Ly)) /Im(d”) = ker(L,).
Il en va de méme pour I’homologie de 7, donnant
ker(d")/Im(d") = ker(L;) = ker(6%)/Im(d").

Pour une triangulation, I’espace I'm(d") est toujours dans le noyau du Laplacien supérieur
L7, et considéré comme ses zéros triviaux. 1l peut y avoir plus de zéros dans le spectre, puisque
Im(d®) C ker(L]) = ker(d'). Comme ?(€) = ker(6°) @ I'm(d"), cela conduit a la définition
suivante:

Définition 4.3.1 (Le trou spectral) Le trou spectral d’une triangulation finie T, noté \r, est la

valeur propre minimale du Laplacien supérieur sur les 1-formes:

— i - — i
A7 :=mino <£1\ker(50)> = mino (£l|ker(60)) ,

+

I’égalité découle du fait que Ly, ;0, = Cn rer (%)

Remarque 4.3.1 Généralement, le trou spectral est I’écart entre O et la premiére valeur propre
non nulle, (voir [10], [11] et [12]). Cette définition coincide avec la définition 4.3.1 dans les

cas out la valeur propre A est non nulle.

La proposition suivante donne une caractérisation du trou spectral.

Proposition 4.3.1 Le spectre du Laplacien L] est composé de |E| valeurs propres réelles

{Ai}o<i<|e|-1 rangées par ordre croissant:
A< AN <. < )\|g‘,1.

De plus, nous avons

A = )\|v|_1.
Preuve:

Comme la dimension de I’espace Im(d°) est le nombre des zéros triviaux du Lapla-
cien supérieur, en utilisant le théoréme du rang pour I’opérateur d° : 1*(V) — 1*(£),
nous obtenons

AT 1= Ndim(Im(d0)) = A[V|-1-

O
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Proposition 4.3.2 Soit T une triangulation finie. Alors, nous avons

|F| <|&] = |V|+1=Ar=0.
Preuve:
En utilisant le théoréme du rang pour d° : [?(V) — [(£), nous obtenons

dim(ker(6°)) = |E| — dim(Im(d"))
=[f[-(VI-1) =g -V|+1

Et comme dim(Im(6')) < |F|, alors

IF| < |&] = V| +1= Im(6") ¢ ker(6°) < Ar = 0.

Remarque 4.3.2 Dans les cas ot Im(5') = ker(6°), ona |F| > |E] — |V| + 1 et A\ # 0.

Exemple 4.3.1 Considérons une triangulation T ou tous les triangles sont des faces comme

Uindique la figure 4.1. En utilisant le théoréeme du rang, on a:

dim(Im(d®)) =5 et dim(C(E)) =12 = dim(ker(d°)) =

7
dim(C(F)) = 8 et dim(ker(6')) =1 = dim(Im(5')) = 7.

Alors, Ay # 0.

d

Figure 4.1: Exemple d’une triangulation avec trou spectral
non nul
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4.4 Triangulation d’un graphe complet

Le but de cette partie est de fournir des estimations efficaces pour le trou spectral d’une trian-
gulation simple d’un graphe complet. Ce probleme est ouvert sur les formes pour le cas d’une
variété Riemanniene.

Définition 4.4.1 Une triangulation d’un graphe complet 7,, est la donnée d’un couple (IC,,, F),
ou IC,, est le graphe complet de n sommets et F est [’ensemble des faces triangulaires. On dit

que T,, est une triangulation compléte, si tous les triangles sont des faces, i.e F = V3.

D’abord, nous donnons un résultat assure que notre trou spectral est non nul dans une triangu-
lation d’un graphe complet. Ce résultat pris de la proposition 4.3.2.

Corollaire 4.4.1 Soit T, une triangulation d’un graphe complet de n sommets. Alors, nous

(n—1)(n—2)
2

|F| < = A\ =0.
4.4.1 Majoration du trou spectral
Nous voudrions trouver une majoration concrete du trou spectral en jouant sur le nombre de

faces orientées dans la triangulation simple d’un graphe complet.

Proposition 4.4.1 Soit T,, une triangulation simple d’un graphe complet. Alors, les conditions

suivantes sont satisfaites:
1) n € O'([,l).

ii) Si T, une triangulation compléte alors o(L,) = {n}.
Lemme 4.4.1 Soit T une triangulation finie. Alors

O'(,Cl) = O'(/:i

111m(d0)

YUo(Lh ).

1] ker(s9)
Preuve:

I est clair que o(Ly,, o) U J(Ei“lker(éo)) C o(Ly). Soit A € o(L,), il existe une
fonction 1, € [*(€) non nul telle que £y = A)y. Comme [2(€) = ker(6°) @

Im(d°), alors il existe ¥, = 15 + ¥% avec ¢} dans ker(°) et ¢3 dans Im(d°).

Alors, ' # 0 oup? # 0. Dol A € 0(Ly1mw0y) U (L)1) = (LY a0,) Y
O(‘C;ker(ao))'
O
Preuve:
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i) Soit ) € Im(d"), alors il existe f € (V) tel que 1) = d°f. Calculons

Liv(zy) = Y vle)— Y (e

e,et=y e,et=x

=5 (Fy) - ) = Y (fl@)— f(e)

e,et=y e,et=x

=(n—1)df(z,y) +Y_fz) =D _f(2)

Z~T Znoy

Donc L7

Lm0y = L. D’apres le Lemme 4.4.1, nous avons n € o(Ly).

ii) Soit 1) € ker(d?), alors nous avons

Lig(e,y) = Y (W(wy) + 9y, 2) + ¥(z,2))

2€Fz,y

:(“—2)¢($ay)+ Z w(yaz)—i_ Z ¢<va)

2€F (z,y) 2€F (2,y)

= ni(x,y) + 6%(x) — "P(y) = ny(x,y).

En utilisant le lemme 4.4.1, nous obtenons que o(£;) = {n}.

OJ
Corollaire 4.4.2 Soit T,, une triangulation simple d’un graphe complet. Alors
A7, < 2+ min | F|.
ecf
De plus, T, est une triangulation complete si et seulement si Ay, = n.
Preuve:
D’apres la proposition 4.4.1 et le lemme 4.4.1, on en déduit que mino (L) =
min{ Az, ,n}. De plus, la proposition 4.2.3 donne une majoration du bas du spectre
de El .
mino (L) <2+ migl | Fel. 4.4)
ec
Simino (L) < n alors c’est Ar,. Donc, I’inégalité (4.4) donne une estimation du
trou spectral A7, comme suit:
A7, <2+ min | F|.
ecf
Simino(Ly) =nalors Ay, > netn <2+ migl | F<|. Donc, la triangulation 7,, est
ec
complete. D’apres la proposition 4.4.1, A, = n.
OJ
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Remarque 4.4.1 Dans une triangulation simple d’un graphe complet, nous avons toujours:

. +
A7, =mino <£1|ker<50

)> =mino(Ly).

Notre objectif maintenant est de trouver un autre moyen d’estimer le trou spectral Ay, , grace
a la constante de Cheeger. Cette idée s’inspire de [23] et [35].

Définition 4.4.2 Soit T, une triangulation simple d’un graphe complet. La constante de Cheeger

h(T,), est définie par:

. n’.F(AO,AlaAQ)’
h(T,) = min ’
(7.) Y = U?:OAZ’ Aol [ A | Ae|

ou Ay, Ay, Az sont des ensembles non vides, formant une partition de V, et F( Ay, A;, A)
désigne ’ensemble des faces orientées tels que chacune des faces a ses trois sommets dans des

A; différents, comme 'indique la figure 4.2.

Figure 4.2: Tripartite d’une triangulation

Jr eV, telqueVe € £, x € F,, © # e* = h(T,) #0. 4.5)

Soit Ay, A; des ensembles finis de V tels que Ay N A; = ), nous définissons 1’ensemble:

E(Apg, A1) :={e€ & {e,ettNAy#Det{e e} NA #0}.
Théoreme 4.4.1 Si h(7,) # 0, alors le trou spectral satisfait la majoration suivante

M, < W(Ty).
Preuve:
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Soient Ay, A; et A, une partition de V qui réalise le minimum dans h(7,). Nous

définissons 1 = V(Ag, A, Ay) € 12(E) par
|Az| si e € Aﬂ(i) X A7r(i+1)
Y(e) =9 —[Ail sie€ Arirr) X Aqp

0 sinon

ot 7 : Z — {0,1,2} est une fonction telle que 7(i) = i + 1 modulo 3. D’abord,
pour z € Ay, calculons

O(x) = Y 1h(e)

yeAL yEA-

= —|As||A1| + |A1| A2 = 0.

De la méme manigre pour z € A; ou z € A,. Alors ¢ € ker(8°). De plus, nous

avons
(L, Die) = 4" DBy
1 ~ ~ - 2
== > [Py + b ) + )
(z,y,2)€F
= ”2|~7:(-AO;~A1,-A2)|
et

_ 1 _
[y = 52 [¥(e)[?

ecé
1
=3 (J€ (Ao, A A2 + |E(AL A)[JAo* + |E( A2, Ao) | AL?)

= | Ao| | Ax||A2|? + [ As|[Az[Ao[* + | Az| [ Ao| | A1 [?
= | Ao As[|Az| (| Ao| + [A1| + [Az2])
= n|Aol|A:[|Asz].

Par le principe de Rayleigh, nous avons:

(LT, D)2

= n < W(Tn).
vece@\O} 1Yl )

— mi +
A1, =mino (EI\kcr(60)>

Exemple 4.4.1 Considérons la triangulation Ty, = (K4, F) avec V = {1,2,3,4} et F =
{(1,2,3),(1,2,4),(1,3,4)}. Alors, nous avons que h(Ty) = 2. En appliquant le théoréme
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4.4.1, nous obtenons que

A < 2.

Exemple 4.4.2 Considérons la triangulation Ts = (K5, F) avec V = {1,2,3,4,5} et F =

{(1,2,3),(1,2,4),(1,3,4),(1,2,5),(1,3,5),(1,4,5)}. Alors, nous avons que h(Ts) = g En

appliquant le théoreme 4.4.1, nous obtenons que

4.4.2 Minoration du trou spectral

D’abord, nous rappelons qu’il y a quelques minorations du trou spectral du Laplacien L, sur
les graphes connexes (voir [12],[26]). Notre objectif est de trouver minoration du trou spectral
M. en fonction de la premiere valeur propre non nulle du L.

X

Le graphe K(x)

Figure 4.3: Le graphe K(x) associé au sommet X.
Soient 7 = (V, &, F) une triangulation finie et x € V. On définit ’ensemble d’aréte &,

comme suit:
E,o={ec& e #£xetxc F}.

Désignons par K(x) := (V,, &,) le graphe associé au sommet , ou:
Ve ={y €V; 3z € Vel que (y,2) € &, }.
Nous remarquons que si, pour tout ¢ € £, F, # (), nous avons V, = V\{z}.
Remarque 4.4.2 L’hypothese (4.5) assure que, pour tout e € £, F, # . Et alors, nous avons

que pour toutx € V, V, = V\{z}.
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Théoreme 4.4.2 Soit T,, une triangulation simple d’un graphe complet. Supposons que pour

toute € £, F, # 0, alors

Az, = min (20 (K(e7)) — | 7]) -

Preuve:

Prenons ¢ € ker(0°) une fonction propre associée a A7, telle que |||z = 1.
Alors, nous avons

AT, = (LT, 0)

:_Z¢ > (ple) + et z) + p(z,e7))
ecé rEFe

LRI+ Yl Y (e ) ol )
eel ec& zeFe

- %Z [ Fel?(e) + ) le) (Z 90((2*71“))
eel eel rEFe

- %Z Felo(e) + YD ple)ple”
ecé €Y e€Ey

N ACCED 3) DD SER- O]
ecE €V YV e€ly et =y

Pour chaque sommet = € V), on peut définir sur )V, la fonction f,(y) := ¢(z,y).
Alors, on a f,(y) = —f,(z), pour tout (z,y) € £. Ensuite, nous avons

I=>> > fole")ful(x)

€V YEVy e€€yet=y

€Y YV, ze]-'(xyy)

=S L Y. L) - f)
z€V yeV, ze]-'(x V)

DI IS ARSI O RNAC)
€V yEVy 2€F (z,y)
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Par conséquent

1= Z(ﬁovwfxa fa:>l2(Vx) - 2<d695§0, 90>l2(5)

eV
+Y D LW D fl2)+ ful2)
z€V yeV, 2EF (z,y)

g

J

En utilisant le fait que £ est orienté, nous avons

DY) ey = D el y)ely2)

eV yEVI Ze]:(z’y) (Zayzz)e‘r

—— > ey, 2)

(z,y,2)EF

Alors J = 0. D’autre part, on a
o €ker(6") =Vr eV, f, L1

En appliquant le principe du Min-Max, nous obtenons que

A 2 S M@l — (degeg, e
ey
1
=3 M(K(x)) (Z ff(y)) =5 2 IFle(e)
zeyV yEVs ect

=—ZZ>\1 — | Fel)¢?(e)

ec&

> renelgl (2M(K(e) = [Fel) -
]

Remarque 4.4.3 Ce théoréme est intéressant dans le cas ot les graphes (K(x)).cy sont con-

nexes ou plutot le nombre des faces triangulaires est assez grand pour que mif;l M (K(z)) #0.
S

Exemple 4.4.3 Considérons la triangulation Ts = (K5, F) avec V = {1,2,3,4,5} et F =
{(1,2,3),(1,2,5),(1,3,4),(1,4,5),(2,3,4),(2,4,5) }. Nous combinons la proposition 4.1.2 et

le théoreme 4.4.2, on obtient que:
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2 3 3 1 3
' ' 9 ' / \\I
5 4 3 44 2 ) 2 l

Figure 4.4: Les graphes associés a la triangulation 75

Exemple 4.4.4 Considérons la triangulation Ts = (KCg, F) avec V = {1,2,3,4,5,6} et F =
(1,2,3),(1,2,6), (1,3,4), (1,4,5), (1,5,6), (2,3, 5)

(2,4,5),(2,4,6),(3,4,6),(3,5,6)}. Nous combinons la proposition 4.1.2 et le théoréme 4.4.2,
on obtient que:

Az > 20 (C5) — 2~ 2 x 1.3819 — 2 = 0.7639.

U000y

(l)C fK2=C5 3)C K —5 X —5 K —5

Figure 4.5: Les graphes associés a la triangulation 7
Nous donnons maintenant un résultat tres important, connu de [28], qu’il nous aide a obtenir
plus d’exemples. En ajoutant une aréte dans un graphe connexe entraine toujours une augmen-

tation du trou spectral, a condition que nous ayons le méme ensemble de sommets.
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Proposition 4.4.2 Soient K un graphe connexe et K' un graphe obtenu a partir de IC, en

ajoutant une seule aréte entre deux sommets. Alors, nous avons
/
A () < (K.

Exemple 4.4.5 Prenons la triangulation T, = (Ks, F) avecV = {1,2,3,4,5} et F = {(1,2,3),
(1,2,5),(1,3,4),(1,3,5),(1,4,5),(2,3,4),(2,4,5), (3,4, 5) }. Nous combinons les deux propo-

-----

Figure 4.6: Les graphes associés a la triangulation 7;

Corollaire 4.4.3 Soit T, une triangulation simple d’un graphe complet. Supposons que pour

toute € £, F. # 0, alors

ec&

A7, > min (w - |]'"e|) -

ou pourtoutr €V, d, = max deg(y).
yeVs

Preuve:

Soit p € ker(8°) une fonction propre a \1., telle que ||90||z22(5 = 1. En utilisant les
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théoremes 4.1.1 et 4.4.2, nous obtenons que

A 2 min (A (Ke) - 172 2 min (D <17

ecf

e
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Annexe

Nous présentons dans ce chapitre les principaux résultats utilisés au cours de cette thése con-
cernant la notion de complétude sur les graphes et le carctere essentiellement auto-adjoint d’un

opérateur a domaine dense. Ces résultats sont extraits de [24], [37] et [38].

5.1 Théoreme de type Hopf-Rinow

Soit K = (V, &) un graphe pondéré. D’abord, nous commengons par un rappel de quelques

définitions:

* Un espace métrique (V,d) est dit complet si toute suite de Cauchy est converge vers un

élément de V.

* Un chemin (x,,), est dit géodésique (fini ou infini) par rapport une métrique de chemin

d=dg, sid(zg,z,) = la((xg, ..., x,)) pour tout n € N.

» L’espace (V,d) avec d = d, est dit géodésiquement complet, si toutes les géodésiques

infinies sont des longueurs infinies, i.e.

la((zg)) = lim 1,((xq, ..., z,)) = 00,

n—oo
pour toutes les géodésiques infinies (xy,).
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Nous présentons maintenant le théoréme de type Hopf-Rinow, qui extrait du l’article [24]:

Théoréeme 5.1.1 Soit K = (V,E) un graphe pondéré localement fini et d un pseudo-métrique
de chemin. Alors, (V,d) est un espace métrique discret. De plus, les éléments suivants sont

équivalents:
i) (V,d) est un espace métrique complet.
ii) (V,d) est géodésiquement complet.
iiit) Toute boule est finie.
iv) Tout fermé borné est compact.

En particulier, si (V,d) est complet, alors pour tout x,y € V, il existe un chemin entre x et

y tel que d(xo, x,) = l.((xg, ..., Tn)).
Nous prouvons ce théoreme en plusieurs étapes a travers les lemmes suivants

Lemme 5.1.1 Soit KK = (V, E) un graphe pondéré localement fini et d un pseudo-métrique de

chemin. Alors, nous avons
a) (V,d) est un espace métrique discret. En particulier, (V,d) est localement compact.
b) Un ensemble est compact dans (V. d) si et seulement s’il est fini.

Preuve:

Comme K est localement fini, on en déduit que pour tout x € V), il existe un rayon
r > 0 tel que d(x,y) > r, pour touty € V avec y ~ x. D’abord, par la définition
de d, nous avons que pour tout x,z € V, il existe y ~ x avec d(x,y) < d(z,z).
Alors, d(x,y) = 0 implique que © = y. Par conséquent, d est une distance. De
plus, il donne que B, = {x} et {x} est un ensemble ouvert qui montre a).

A partir de ce qui précéde, nous concluons que pour tout ensemble infini U, la
couverture {{z}, © € U} n’admet pas de couverture finie. L’autre sens de b) est

clair.

O

Lemme 5.1.2 Soit K = (V, £) un graphe pondéré localement fini et d un pseudo-métrique de
chemin. Supposons que la boule B, est infinie pour certains rayon r > 0. Alors, il existe une

géodésique infinie de longueur borné.
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Preuve:

Soit O le centre de la boule infinie B, de rayon r et soit d ., la distance combi-
natoire sur K. Soit P,, n > 0, ’ensemble des chemins finis (xo, ..., zy,) telle que
o = O, x; # x; pour tout i # j, deomp(Tk, O) = n et deomp(zi, O) < n pour

j =0, ...k. D’abord, nous montrons que, pour tout n > 0, on a:
[, = {v € P, v géodésique par rapport a d, I(y) <r} # 0.

En effet, comme K est localement fini, I’ensemble P, est fini. Alors, il con-
tient un élément minimal v = (xo, ..., xx) par rapport a longeur 1, i.e., pour tout
v € P, nous avons (') > 1(v). Alors, v est un géodésique: pour chaque
chemin (zy, ..., 7)) avec t, = O et ¥y, = x,,. Fixons m € {n, ..., M} telle que

’ ’ o e ., 2, 7 .
(g, .o, T,y) € Py Par la minimalité de ~y, nous en déduisons que:

’

(g, ey 23p)) 2 U(@gs o)) 2 (7).

11 s ensuit que v est une géodésique. C’est clair que () < r, sinon B, C {y €
V, deomp(y, O) < n — 1}. Comme ’espace des chemins est localement fini, on en
déduit que B, est finie. Alors, v € T',, ce qui prouve que T',, # ().

Par suite, nous construisons inductivement une géodésique infinie () de une
longueur bornée. Soit o = O, comme T',, # (), il existe une géodésique dans
I',, pour tout n > 0 tel que x, est une sous-géodésique. Supposons que nous
avons construit une géodésique (x1, ..., x,) telle que pour tout n > m il existe une
géodésique dans ', qui admet (1, ..., x,,) comme une sous-géodésique. Puisque
Ty admet un nombre fini de voisins. Alors, il existe une géodésique infinie v =
(k) ken telle que

l(v) = lim I((xg, ..., x,)) <1,

n—oo

ou (zg, ..., x,) € 'y, pour tout n > 0.

Preuve:

D’apreés le lemme 5.1.1 a), nous avons que (V, d) est un espace métrique discret.
Nous montrons maintenant les équivalences. Nous commengons par i) = ii). Sup-

posons qu’il existe une géodésique bornée alors c’est une suite de Cauchy. Comme
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une géodésique est un chemin, il n’est pas toujours constant. Par discrétion, on
en déduit que la suite ne converge pas. Alors, (V,d) n’est pas métriquement com-
plet. Ensuite, pour montrons ii) = iii), on suppose qu’il existe une boule infinie.
D’apres le lemme 5.1.2, il existe une suite géodésique infinie et bornée. Alors,
(V,d) n’est pas géodésiquement complet. En utilisant 5.1.1 b), nous déduit que
i1i) < iv). Enfin, si tout ensemble fermé borné est compact alors toute boule fer-
mée est compact. Par conséquent, le lemme 5.1.1 b) montre que toutes les boules

sont finies et que (V, d) est métriquement complet. D’oil, nous avons que iv) = ).

5.2 Théoreme de Reed-Simon

On rappelle quelques résultats sur les opérateurs symétriques et auto-adjoints extrait de la

référence [38].
Théoréme 5.2.1 Soit A un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) A est auto-adjoint.
ii) A est fermé et ker(A* £ 1) = {0}.
iii) Im(A+i) =H.
Preuve:

i) = i) : Soit A est auto-adjoint et ¢ € Dom(A*) = Dom(A) tel que p €
ker(A* +4). Il suit alors que

+i(p, 0) = Flip, p) = (A"p,0) = (p, Ap) = (p, A"p) = Fi(p, ¢)

D’ou ¢ = 0.
ii) = ii1) : Soit ) € Im(A+i)* alors (A+ip, ) = 0 pour tout o € Dom(A). Il
suit alors que ) € Dom/(A*) et que A*) = +it). c’est a dire que ) € ker(AF1) =
{0} et donc Im(A =+ i) est dense dans H. Montrons que Im(A + i) est fermé. En

effet, on a pour tout p € Dom(.A)

I(A £ D)ell* = Al + [loll”
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puisque A est symétrique. Ceci entraine que si p, € Dom(A) est une suite telle
que

(ALi)p, =

alors p,, converge vers un ¢. Comme A est fermé, on en déduit que ¢ € Dom(A)
et (ALi)p=1.

iii) = 1) : Soit ¢ € Dom(A*), comme Im(A + 1) = H il existe v € Dom(A) tel
que (A — i)y = (A* —i)p. Puisque A C A*, on a alors p — 1) € Dom(A*) et
(A" —i)(¢ — ) = 0. 1l en résulte que

o — 1) € ker(A* — i) = Im(A £ i)t =H' = {0}.

D’oit p = 1) € Dom(A).
0J
Corollaire 5.2.1 Soit A un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) A est essentiellement auto-adjoint.
ii) ker(A* +1) = {0}.
iii) Im(A =+ 1) est dense dans H.
Preuve:

11 suffit d’appliquer le théoréme 5.2.1 pour A.

5.3 Théoreme de von Neumann

Ce théoreme extrait du livre Reed-Simon [37].

Théoreme 5.3.1 Soit A un opérateur fermé a domaine dense sachant que
Dom(A*A) = {¢p € Dom(A) tel que Ay € Dom(A”)}.

On définit I'opérateur A* A sur Dom(A* A) par (A*A)p = A*(A). Alors, A* A est auto

adjoint.
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Laplacien discret d’un 2-complexe simplicial

The discrete Laplacian of a 2-simplicial complex

Résumé

Cette these donne un cadre général pour les
Laplaciens définis en termes de structure
combinatoire d’un complexe simplicial. Plus
précisément, nous introduisons la notion de face
triangle orientée dans un graphe connexe, orienté et
localement fini. Cette structure de 2-complexe
simplicial permet de définir notre Laplacien discret qui
agit sur les triplets de fonctions, 1-formes et 2-formes.
Dans ce contexte, nous nous intéressons a I'étude du
caractére essentiellement auto-adjoint de notre
Laplacien. Pour cela, on introduit I'hypothese
géométrique de y-complétude sur les tiangulations
pour garantir le caractére essentiellement auto-adjoint
a I'opérateur de GauBB-Bonnet. Cette these traite
également de questions de théorie spectrale des
triangulations finies portant sur notre Laplacien. Nous
trouvons une estimation pour le trou spectral du
Laplacien supérieur dans une triangulation d’'un
graphe complet pour lequel nous généralisons la
définition de la constante de Cheeger qui nous donne
une majoration explicite. En outre, nous obtenons une
minoration de cette estimation par la premiére valeur
propre non nulle du Laplacien discret défini sur

I'espace des fonctions sur les sommets.
Mots clés

Graphe, Complexe simplicial, Laplacien discret,
Opérateur de GauB-Bonnet, Spectre, Constante

de Cheeger.

Abstract

This thesis gives a general framework for Laplacians
defined in terms of the combinatorial structure of a
simplicial complex. More precisely, we introduce the
notion of orientated triangle face in a connected,
orientated and locally finite graph. This structure of a
2-simplicial complex allows to define our discrete
Laplacian which acts on the triplets of functions,
1-forms and 2-forms. In this context, we are interested
in studying the essential self-adjointness of our
Laplacian. Thus, we introduce the geometrical
hypothesis of y-completeness on triangulations to
ensure the essential self-adjointness of the
GauB-Bonnet operator. This thesis deals also with
questions of specral theory of finite triangulations on
our Laplacian. We find an estimate for the upper
Laplacian spectral gap in a triangulation of a complete
graph for which we generalize the definition of the
Cheeger constant which gives us an upper bound.
Moreover, we obtain a lower bound of this estimate by
the first non-zero eigenvalue of the discrete Laplacian
defined on the space of functions on the vertices.

Key Words
Graph, Simplicial complex, discrete Laplacien ,
GauB-Bonnet operator, Spectrum, Cheeger

constant.
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