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Conventions de notation

On fixe ici quelques notations générales dont on fera usage dans cette theése. Voir la page

161 pour 'index des notations plus spécifiques.

N I’ensemble des entiers naturels {0,1,2,...}
NX I’ensemble des entiers positifs {1,2,...}

Z I’ensemble des entiers

|z la valeur absolue de z € Z

| X| le cardinal de ’ensemble X

Xuy la réunion disjointe des ensembles X et Y
Z/n le groupe cyclique d’ordre n

G, le groupe symétrique d’indice n

D un nombre premier

Fp le corps a p éléments

% le dual linéaire de I’espace vectoriel V

F* le dual fonctoriel du foncteur F'

(—,—) la fonction d’évaluation

0ij le symbole de Kronecker

(%) le coefficient binomial de k& parmi n

RP> I’espace projectif réel infini

CpP™> I’espace projectif complexe infini

— un morphisme injectif

— un morphisme surjectif

A:=B la définition de A en termes de ’expression B

Soit M un objet gradué par I’ensemble I. On désigne la i-itme composante de M (i € I)
soit par M’ (indexation cohomologique), soit M; (indexation homologique). La notation
x € M sans autre indication signifie que x est un élément homogene de M. On désigne par

|z| le degré de x.
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Introduction

Motivations

Les K-théories de Morava modulo un premier p fixé forment une famille des théories
cohomologiques généralisées munies d’'une orientation complexe : {K(n)*(—) | n € N}.
Elles jouent un role important en théorie d’homotopie stable moderne. La théorie K (n)*(—)
est périodique de période 2(p™ — 1). L’anneau de coefficients K (n)* = Fp[v,, v, 1], avec
|un| = 2 — 2p™, est un corps gradué : tous les modules sur K (n)* sont libres. Grace a cette
propriété, toutes les K-théories de Morava modulo p satisfont & la formule de Kiinneth. La
loi de groupe formel F), associée & K (n)*(—) est la loi de Honda de hauteur n dont la p-série
est donnée par [p|f, (x) = vpa?P".

L’objectif de cette these est ’étude, d’'un point de vue fonctoriel, des K-théories de
Morava modulo 2 des 2-groupes abéliens élémentaires K (n)*(BV'). En particulier, on étudie
la relation entre le foncteur V — K (2)*(BV) et la structure d’anneau de Hopf de I’homologie
du Q-spectre associé a la théorie K (2)*(—) (cf. [Wil84]).

Considérons le cas d’un espace vectoriel de dimension 1, i.e. V = Z/2. La suite exacte
de Gysin associée a la fibration S* — BZ/2 — CP* induit la suite exacte courte

0 —s K(n)*"2(CP>) K (n)*(CP®) — K(n)*(BZ/2) — 0,

qui nous donne l'isomorphisme de K (n)*-modules :
K(n)*(BZ/2) = K (n)*[z]/(«*"),

ot z € K(n)?(BZ/2) est 'image de l'orientation complexe z(") € K (n)?(CP>). Donc, la
structure de K (n)*-module sur K (n)*(BV?*) est complétement comprise grace & la formule
de Kiinneth.

Soit End(V') Panneau des endomorphismes du Fse-espace vectoriel V. Tout morphisme

¢ € End(V) induit un morphisme en cohomologie
©*: K(n)"(BV) — K(n)*(BV).
Cela fournit une action canonique de I'anneau End(V) sur K(n)*(BV). Cette action est

15



Introduction

déterminée par la loi de groupe formel F},, mentionnée plus haut. Considérons un exemple de
Brunetti [Bru96] sur le module K (n)*(BZ/2x BZ/2) = K (n)*[z,y]/(z*",y*"). Considérons

Iendomorphisme ¢ de V' =7Z/2 x Z/2 caractérisé par la matrice

()

Alors, I'action de ¢* sur les générateurs x,y est donnée par la multiplication (sur F),) des
() Y (10 x
¢ (y) L1 ). \y

¢*(z) = 1]F, () +£, (05, () = z, et
©*(y) = U, (x) +r, [Ur,(y) =z +p,y=2+y+--.

matrices :

Cela veut dire que

Pour les définitions et notations concernant les lois de groupe formel, on renvoie au chapitre
1 de cette these. Donc, I'isomorphisme de Kiinneth ne donne pas une équivalence au niveau
des foncteurs qui dépend forcément de la loi de groupe formel associée. C’est la raison
pour I’étude du foncteur (covariant) V + K (n)*(BV*¥). Dans cette these, § désigne le dual
linéaire. On note que, par la périodicité, il suffit de considérer le foncteur Z /(27! —2)-gradué
V= K(n)*(BV?Y).

Le cas de la premitre K-théorie de Morava (Z/2-graduée) V + K(1)*(BV?*) résulte
directement du travail de M. Atiyah sur la K-théorie topologique (cf. [Ati61]). En passant

au produit tensoriel Fo ®7 —, le résultat d’Atiyah donne une équivalence de foncteurs
Fao[V] = K(1)*(BVF),

oil le Fo-espace vectoriel V' est concentré en degré 2. Le foncteur V ~ K (1)*(BV*#) est donc
coanalytique et ne possede aucun sous-foncteur polynomial non-constant. Il est tres différent

du cas n > 1 oit les foncteurs V +— K (n)*(BV*) s’averent étre analytiques.

Plan de la theése

Le premier chapitre est consacré au rappel des définitions et des résultats importants
qui seront utilisés dans les chapitres suivants. Au premier paragraphe, on rappelle la catégorie
des foncteurs .# en décrivant ses objets particuliers : les foncteurs polynomiaux, analytiques
et les foncteurs simples. On introduit dans le second paragraphe la catégorie des modules
instables & gauche % et son quotient par la sous-catégorie pleine des modules nilpotents
% /Nil. On y rappelle I’équivalence entre la catégorie % /Nl et la sous-catégorie pleine

%, de # des foncteurs analytiques. Le troisiéme paragraphe est consacré a la catégorie
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Introduction

des algebres instables J#". Dans ces sections, la cohomologie singuliere modulo 2 H*V d’un
groupe abélien élémentaire a une place essentielle. Au cours du quatriéme paragraphe, on
rappelle la catégorie des modules instables & droite (de type fini) %" en relation avec la
catégorie % des modules instables a gauche (de type fini). La fin de ce chapitre est consacrée
aux lois de groupe formel, qui occupent une place essentielle dans cette these.

L’objectif du chapitre 2 est d’étudier le foncteur V — K(n)*(BV*) en tant qu’objet de
la catégorie .#. Dans un premier temps, on donne une version de ce foncteur plus commode
pour le calcul. Soit J(V) I'idéal d’augmentation de 1’algébre de groupe Fy[V]. Notons que
J(V') est un Fa-espace vectoriel, de dimension |V|—1, engendré par les éléments (u) = [u]—0]
pour tous éléments u € V (en observant que (0) = 0). Soit IC,,(V') le quotient de I’algebre
symétrique S*(J(V')) par les relations

(u+v) = (u) + (v) + (@) ()" (1)

pour tous u,v € V. Considérons K, (V) comme un Fa-espace vectoriel Z/ (2"t — 2)-gradué,

ot J(V) est concentré en degré 2.

Théoréme 1 (2.2.9, page 59). — On a un isomorphisme de Fa-algébres Z/(2"! — 2)-

graduées, naturel en V :

0: Kn(V) — K(n)*(BVY)
(u) — e(u ®@g C),
ot e(u®rC) est la classe d’Euler du complexifié du fibré en droite réelle de base BVt associé
au.
Pour démontrer ce théoreme, on utilise une approximation (modulo les degrés assez grands)
de la loi de groupe formel F), associée & la théorie K (n)*(—) :

— 2n—1 2n—1

Fo(z,2y)=z+y+2¥ ¥ (mod deg (2" —1)).

Cette approximation induit une relation entre les classes d’Euler

2n71

e(u ®p v O C) = e(u ®g C) + ¢(v ®g C) + (e(u ®g C))*" " (e(v ®g C))

qui nous permet de démontrer le théoréeme 1.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoreme 1 : la propriété exponentielle
provient de l'isomorphisme de Kiinneth pour les K-théories de Morava, le coproduit est
induit par la loi de groupe formel Fj,.

Théoréeme 2 (2.2.10 et 2.2.11, page 60). — Le foncteur KC,, est exponentiel de Hopf :

1. On a une équivalence naturelle en Vet W : K,,(V & W) Z K, (V) @ K, (W).

2. Le coproduit est donné par 6((u)) = (u) ©1+1® (u) + (w)¥" ' @ (u)?" .
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Retournons aux relations (1). On en déduit la propriété importante suivante qui fait les
foncteurs IC,, (n > 2) différents du foncteur K :

(u+ v)2i = (u)Ql + (U)Qi, pour tout i > 1. (2)

En utilisant ces relations, on montre que le troisieme terme J3 de la filtration décroissante
unique du foncteur J se projette trivialement sur IC,, sin > 2. Donc, dans ce cas, le projection

canonique de S* o J dans IC,, se factorise a travers S* o I'2. On obtient le résultat :
Théoreme 3 (2.2.17, page 62). — Le foncteur KC,, est analytique si et seulement sin > 2.

La deuxieme partie du chapitre 2 est consacrée a I’étude des sous-foncteurs et des
foncteurs quotients du foncteur Ky en particulier. Grace aux relations (2), on obtient une
inclusion d’algebres (naturelle en V'), de I’algebre extérieure A*(V') dans Ko(V'), en envoyant
tout élément u € V sur (u)? € Ko(V). Pour p,q quelconques dans N, on définit par K,
I'image du morphisme naturel de (SP oI'?) ® A9 dans Ko. Considérons sur N? I’ordre partiel :
(7,7) = (p, q) si et seulement s'il existe m,n € N tels que (p,q) = (i,7)+m(2,—1)+n(1,—2).

Voici les résultats de cette partie :

Théoréme 4 (§2.3, page 63). — On a:
1. Le foncteur K, 4 est polynomial de degré inférieur ou égal a (2p + q).
2. Le foncteur Ko est la limite inductive des Kp 4.

8. En posant Dy = >, 9.5 Kpgq, on obtient une filtration décroissante convergente
D, du foncteur Ko dont le quotient successif Dy/Diy1 est isomorphe a la puissance
symétrique tronqué Si, ot Sfj est défini par le quotient de la puissance symétrique S*
par les puissances quatriémes.

4. Le foncteur Ky, admet une filtration finie dont le gradué est @(i’j)j(%q) AN @M.
5. Le foncteur Ko admet une filtration dont le gradué est @” A A

L’objectif de la derniére partie du chaptire 2 est de démontrer le résultat suivant :
Théoréme 5 (2.4.3, page 78). — Le foncteur Ko est auto-dual.

On démontre ce théoreme en construisant une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée
(=, =i Ka(V) x Ko(VH) — Fy. Cette forme est déterminée par des évaluations initiales
et sa compatibilité a la structure de foncteur exponentiel de Hopf de K. L’isomorphisme
naturel yi, : Ko — IC% défini par (yi,)v(z)(«) := (z,a)y fait de Ko un foncteur auto-dual.
Ici, f§ est le dual au sens de Kuhn [Kuh94a).

Le chapitre 3 est consacré au calcul du premier groupe d’extension Ext}o;(Sfl, S1). Une
motivation pour ce chapitre provient de la filtration décroissante D, du foncteur Ko qui a
les puissances symétriques tronquées S} pour quotients successifs. La structure des sous-
objets et des sous-quotients du foncteur Ko étudiée dans le chapitre 2 dit qu’il existe un

sous-quotient & de Ko qui est une extension non triviale de Si’ par SZ+3. Le foncteur K (qui
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correspond au cas de la K-théorie complexe modulo 2) est isomorphe au projectif standard
Py, de la catégorie .# ; I'idéal d’augmentation J 7 de son dual I, est unisériel : ses facteurs
de composition sont les A", de plus le groupe d’extension Exti@ (A, AV) est isomorphe & Fy
si |i — j| = 1, et trivial sinon. On peut se demander si un phénomene analogue a lieu pour
Ks. Pour répondre a cette question, il faut calculer les groupes Ext}g(Sfj, S]fr?’) pour k > 1,
et plus généralement le groupe Ext’; (S}, S}) en relation avec la structure d’algebre de Hopf
tri-graduée de Ext% (S}, S}) (cf. [FFSS99]). Voici un résultat principal de ce chapitre :

Théoreme 6 (3.2.1 page 97, et 3.4.1 page 112). — On a:

1. En tant que Fy-algebre bigraducée,

Hom 7 (S5, 87) = Q) A(bjae 247) @) Albjor 21+1)),
; .

0t by, ) est le générateur du Fa-espace vectoriel de dimension une Hom g (S}, S}).

2. En tant que module sur Homz (S}, S;), Ext} (S}, S}) est librement engendré par les
classes €[1 4], €4,1], €[2,4] €l €a,2] qui sont respectivement le générateur des Fa-espaces
vectoriels de dimension une Ext'; (S}, S1), Ext';(S],S)), Extl;(S3,S)) et Extl;(S],S9).

Comme conséquence directe du théoréme 6, le Fo-espace vectoriel Extl(S7,S71%) est
librement engendré par au moins deux générateurs bp,_1 ,—1)€(1,4] €t bp—2n—1)€2,4) (POUT
n > 3), donc on n’a pas 'unicité d’extension. On montre que le sous-quotient &, de Ko
représente la classe by, 15, 1]€[1,4]-

La démonstration du théoreme 6 repose essentiellement sur deux techniques. La structure
d’algebre de Hopf tri-graduée de Ext%(A*, A*) (pour A* un foncteur N-gradué exponentiel
de Hopf), die & Franjou, Friedlander, Scorichenko et Suslin [FFSS99], nous permet de
ramener le calcul de Extl;(S},S}) aux cas particuliers Ext{lg;(Sik,AQZ) avec k,l € N. Pour
calculer ces cas particuliers, on utilise les suites spectrales d’hypercohomologie associées aux
complexes de cochaines obtenus & partir du foncteur bigradué Sj™. Cette technique a été
utilisée par Franjou, Lannes et Schwartz [FLS94] pour calculer le groupe Ext;(Id, S*).

On a besoin de plus de calculer le groupe Ext!; (S}, A*).

Théoreme 7 (3.2.2 page 98, et 3.3.1 page 102). — On a:

1. En tant que Fa-algebre bigraducée,

Homi?(sjb A*) = ® A(BZ’V)a
k

0l by, est le générateur du Fo-espace vectoriel de dimension une Hom z (ST, A™).

2. En tant que module sur Hom#(Sy, A*), Ext}f,?(SZ,A*) est librement engendré par les
classes €[19], €14,1) €t €2,9] qui sont respectivement le générateur des Fa-espaces vecto-
riels de dimension une Extl; (S}, A?), Ext';(S1, A!) et Extl;(S%, A?).
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Dans le chapitre 4, la structure d’anneau de Hopf de ’homologie

H,KQ); = P H.KQJ,
kezZ/6

dte & Wilson [Wil84], est utilisée pour étudier le module instable correspondant au foncteur
analytique Ko par I’équivalence de catégories entre % /Nil et F,,, ot K(2) = {ME}EGZ/ﬁ
est le Q-spectre “périodique” associé a la K-théorie de Morava Z/6-gradué K (2)*(—).

Les propriétés de I’homologie singuliere H,(—) et de la K-théorie de Morava K (2)*(—)
(tous les deux sont & coefficients Fs) font de H,K(2). un anneau de Hopf engendré par
les classes a; € H; K(2)7 (avec 0 < i < 5) et les classes b; € Hy; K(2)5 (pour j > 0). Les
classes a; sont détectées dans H,(RP*) et b; dans H,(CP>); 'action & droite de I'algebre
de Steenrod sur H,K(2); est induite par les structures de coalgebre instable sur H,(RP>)
et H,(CP>). Le modele algébrique HFK(2)_ de H,K(2)_, qui est engendrée par les classes
b;, est un anneau de Hopf et de plus une coalgebre instable, ces structures sont compatibles.

Voici le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 8 (4.4.9, page 144). — Pour tout k € Z/6, on a l’isomorphisme naturel de

foncteurs :

7(Q (HEK@)") = KT,
ol Q(—) désigne le module des indécomposables.

Le produit e dans la structure d’anneau de Hopf de HEK (2)_, qui correspond a celui de
H,K(2); induit par la structure multiplicative du spectre K(2), induit un produit sur les
indécomposables

Q (HI'KQx) = P Q (HIKQ)),

kez/6
que 'on note aussi e. Par ailleurs, 1’étude de ’action & droite de I’algebre de Steenrod As
sur le module @) (H f@;) montre que le sous-Fo-espace vectoriel de ce module engendré
par les éléments b(; ) e ---ebj ) e bzfl) °- -0 ijQt) pour tout (s,t) < (p,q), que 'on désigne
par Kgq, est un module instable & droite (b := bok, I'ordre partiel < sur N? est défini
plus haut). L’isomorphisme du théoréme 8 fournit une correspondance entre le produit e de

Q (HfK (2);) et le produit de Ko, mais au niveau dual. On obtient le résultat suivant :
Théoréme 9 (4.5.3, page 145). — On a une équivalence de foncteurs
FER)) = Ky

L’appendice A contient quelques rappels sur les foncteurs exponentiels qui sont utiles
au chapitre 3. On y présente notamment la structure d’algebre de Hopf tri-graduée sur les

groupes d’extensions entre deux foncteurs exponentiels de Hopf.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

ANS CE CHAPITRE, on rappelle la catégorie des foncteurs % (pour un premier p

N

o quelconque), la catégorie des modules instables & gauche % (au cas particulier
p = 2), et notamment I’équivalence de catégories entre % /Nil et .Z,,. Le rappel des algebres
de Hopf instables sera utile dans le chapitre 4. La fin de ce chapitre est consacrée aux lois

de groupe formel qui occupent une place essentielle dans cette these.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1 La catégorie .7

Dans cette section, on rappelle la définition de la catégorie .% pour un nombre premier

p, et quelques opérations dans .%. On définit aussi des objets importants de cette catégorie.

1.1.1 Définitions et examples

Soit I, le corps a p éléments.

Notation 1.1.1. — On désigne par Vect la catégorie des [Fp-espaces vectoriels, par 7 la

sous-catégorie pleine de Vect dont les objets sont de dimension finie.

Définition 1.1.2. — La catégorie ¥ est la catégorie des foncteurs covariants de ¥

vers Vect dont les morphismes sont les transformations naturelles.

Définition 1.1.3 ([Gab62]). — Soit € une catégorie abélienne quelconque. Soit I un
ensemble ordonné filtrant, i.e. ¥(i,j) € I2,3k € I tel que i < k et j < k. On désigne par €7
la catégorie abélienne des systémes inductifs dans € indexés par I. Alors, on dit que % est
une catégorie avec limites inductives filtrantes exactes si le foncteur limite inductive

de %7 vers ¥ est exact pour tout ensemble ordonné filtrant I.

Exemple 1.1.4. — La catégorie Vect est une catégorie abélienne avec limites inductives
filtrantes exactes et limites projectives, tandis que la catégorie abélienne ¥ ne posséde pas

toutes les limites (inductives ou projectives).

La proposition suivante est une conséquence directe des résultats de MacLane [ML71,
Chapter V, §3] (cf. [Dja06, Corollaire 3.1.9]). On note que le résultat de Gabriel [Gab62,
Chapter II, Proposition 1] est plus faible, il ne fonctionne que sur les catégories des foncteurs
additifs.

Proposition 1.1.5. — La catégorie . est une catégorie abélienne avec limites inductives

exactes et avec limites projectives.

Remarque 1.1.6. — La structure de catégorie abélienne sur .% provient de celle de Vect :
une suite de foncteurs 0 — F' — G — H — 0 est exacte si et seulement si, pour tout V € ¥,
la suite d’espaces vectoriels 0 — FI(V) — G(V) — H(V) — 0 est exacte.

Ezxemples 1.1.7. — On donne ici quelques exemples classiques d’objets de .%.

1. On note F, le foncteur constant qui associe a tout V' € ¥ 'espace vectoriel [, et a

tout morphisme dans 7 I'identité de F,,.

2. On note Id le foncteur inclusion de ¥ dans Vect, qui envoie les objets et morphismes

de ¥ sur eux-mémes.
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1.1. La catégorie F

3. La n-iéme puissance tensorielle T" est le foncteur qui associe & tout V' € ¥ le produit

tensoriel V®", et & toute application linéaire ¢: V — W le morphisme

" ™) — T"(W),
VIR @y — p(v1) @+ R (vy).

On observe que le groupe symétrique &,, agit naturellement sur T™ par permutation

des facteurs du produit tensoriel.

4. La n-ieme puissance divisée I'" est le sous-foncteur des invariants de T™ sous l'action

de &, i.e. il associe & chaque V I'espace des invariants T"(V) = (V&")Sn,

5. La n-iéme puissance symétrique S™ est le foncteur quotient des coinvariants de T"
sous l'action de &,,. Il envoie I'espace vectoriel V sur 'espace des orbites (V®")g, . On
note vy - - - v, 'image de 11 ® - - - @ v, € T"(V') dans S™(V).

6. Soit k un entier naturel non nul quelconque, la n-iéme puissance symétrique tronquée
SZ,C est le foncteur qui associe & tout V' € ¥ le quotient de S"(V) par la relation
P =0 pour tout v € V.

7. La n-iéme puissance extérieure A™ est le foncteur qui envoie V € ¥ sur le quotient de
T™(V) par la relation v ® v = 0, pour tout v € V. On note vy A --- A v, I'image de
V] ® - @ vy € T™(V) dans A™(V).

On observe que la relation {v ® v = 0 pour tout v € V'} implique la relation {u ® v =
—v ® u pour tous u,v € V'}. Alors, en caractéristique 2, le foncteur A" est isomorphe

au foncteur puissance symétrique tronquée S.

8. Onmnote que T' =T0=8"=S) = A" =TFy et T' =T =S =S} = Al =1d.

Définition 1.1.8 (Opérations dans .7 ). — Soient F' et G deux objets de .#.
1. Le produit tensoriel ®: .% x .% — F est défini par (F®G)(V)=F(V)@G(V). 1l

est commutatif et associatif. Par exemple, T" = Id®".

2. La composée F' o G est encore un objet de .# en définissant (F o G)(V') par la limite
inductive colimycgv), v fnif'(U). On observe que, si G est & valeurs dans ¥/, alors
cette définition est compatible avec le sens usuel de la composition des foncteurs, i.e.
(FoG)(V)=F(G(V)).

3. Le dual F? de F est défini par F3(V) = F(V#)# o § désigne le dual linéaire.

Proposition 1.1.9. — On a

1. (#,®,F,) est une catégorie symétrique monoidale.

2. Le foncteur dualité §: FP — F qui envoie F sur son dual F? est exact.

Démonstration. — L’exactitude du foncteur fj découle de celle du dual linéaire §. Pour le
premier point, voir [Dja06, Proposition 4.1.1]. O
Proposition 1.1.10. — On a les isomorphismes naturels :
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(FG)oH=(FoH)® (GoH),

(FRG)EF=FieGh,

(FoG)f = FioGt si G est a valeurs dans ¥,

Hom # (F, G%) = Hom# (G, F?). De plus, le foncteur F prend des valeurs dans ¥ si et

seulement si l'unité de ladjonction np: F — (FP)? est un isomorphisme.

1.
2.
3.
4.

Démonstration. — La premiere propriété provient de la commutativité entre le produit
tensoriel et la limite inductive (cf. [Dja06, Corollaire 1.3.18]).

L’isomorphisme d’adjonction Hom z(F,G") = Hom# (G, F?) est démontré par Kuhn
[Kuh94a, §3.4].

Les autres propriétés se déduisent directement de la définition du foncteur dual. O

Remarque 1.1.11. — L’isomorphisme d’adjonction
Hom 7 (F, G") = Hom (G, F)

envoie un morphisme naturel v: F — G? vers le morphisme 7: G — F? défini par

W (@) (Y) = (y) (@)
pour tout V € ¥,z € G(V) et y € F(V*). Posons G = F. Un morphisme v: F — F¥ est dit

invariant par I’isomorphisme d’adjonction si v = 4. Cette condition est équivalente &
w(@)(y) = v (@)(y) = (y)(z) pour tout V € ¥, z € F(V) et y € F(VF).

Définition 1.1.12. — Un foncteur F' est appelé auto-dual s’il existe une équivalence
naturelle vp: F —» F qui est invariante par 'isomorphisme d’adjonction de la quatrieme

assertion de la proposition 1.1.10 (en posant G = F) :
Hom z (F, F*) =5 Hom # (F, FY).

Remarque 1.1.13. — Un foncteur auto-dual F' prend forcément des valeurs de dimension
finie, le morphisme nr est ainsi une équivalence naturelle (cf. la proposition 1.1.10). Alors,
I'invariabilité par l'isomorphisme d’adjonction est équivalente au diagramme commutatif
suivant :

F F I

N

(F)

Lemme 1.1.14. — Si (F,vr) et (G,vqg) sont auto-duauz, alors (F & G,yr @yq) est aussi

auto-dual.
Démonstration. — Le résultat se déduit directement de la proposition 1.1.10. O

Exemples 1.1.15. — On a :
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1. (SM)F =T et (T™)! = S", pour tout n € N.

2. Le foncteur Id est auto-dual, alors les puissances tensorielles T™ sont également auto-

duales, pour tout n € N.
3. Les puissances extérieures A" sont auto-duales. Ceci implique la méme propriété pour
les produits tensoriels A™ ® --- ® A",
Définition 1.1.16. — On introduit les projectifs standard et les injectifs standard

de la catégorie Z :

1. Pour tout W € ¥, on désigne par Py le foncteur qui envoie tout V € ¥ sur I'espace
vectoriel Fp[Hom(W, V)] dont la base est I’ensemble fini Hom(W, V'), et envoie toute

application linéaire ¢: V — V' sur l'extension linéaire de 'application Hom(W, ¢).

2. On définit le foncteur Iy par le dual de Pyy. Autrement dit,
Ty (V) := Py (VH)F = Map(Hom(W, V¥), F,) = FHom(W:V9),
De plus, on note P = Py, et I = I , et on observe que P(V) =F,[V] et (V) = F},/u.
Proposition 1.1.17. — On a les isomorphismes naturels en W et en F':
Homg (Pw, F) = F(W),

Hom 7 (F,Ty) = FA(W).

Alors, le foncteur Py est projectif et le foncteur Iy est injectif pour tout W € ¥. De plus,
on a les isomorphismes naturels Py, ow, = Pw, ® Pw, et In,ow, = I, @ Ly,

Démonstration. — Soit ' un objet quelconque de la catégorie .. On peut le considérer
comme un foncteur & valeurs dans la catégorie des ensembles Ens. On désigne par Ens” la

catégorie des foncteurs de ¥ dans Ens. Grace au lemme de Yoneda, on a
Hom gz (Pw, F) =2 Homg, v (Hom(W, —), F') = F(W).

On en déduit que Py est projectif.

L’isomorphisme naturel Py, ow, = Pw, ® Pw, se déduit des isomorphismes naturels
Hom(W; @ W, V) =2 Hom(W1, V) x Hom(Ws, V) et Fy[X x Y] =2 Fp[X]@F,[Y] (pour X,Y
des ensembles finis quelconques).

Par dualité, on obtient les résultats pour Iyy. O

Définition 1.1.18 ([Gab62]). — Un ensemble G d’objets d’une catégorie abélienne est
appelé un ensemble de générateurs (resp. ensemble de cogénérateurs) si pour toute
fleche non triviale A — B, il existe un objet G' € G et une fleche G — A (resp. B — G) telle
que la composée G — A — B (resp. A — B — ) est non-triviale.
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Proposition 1.1.19. — Les projectifs standard Py (resp. injectifs standard ly ), ou W
parcourt un squelette de ¥, forment un ensemble de générateurs (resp. cogénérateurs). En

particulier, la catégorie F a assez de projectifs et assez d’injectifs.

Démonstration. — Pour tout objet F' € %, on peut construire :

e La surjection @ @ P‘{fV—»F, oll Pﬁ, = Pw et le morphisme P}, — F
We¥ peF(W)

correspond & ¢ € F(W) par 1’équivalence Hom z (P, F') = F(W).

e L’inclusion F ¢—— H H I , oll I@ = Iy et le morphisme F' — IW corres-
WEeY peFi(W)
pond & ¢ € F4(W) par équivalence Hom & (F,Ty) = F3(W).

La proposition s’ensuit. ]

1.1.2 Foncteurs polynomiaux et foncteurs analytiques

Un des outils importants que nous utilisons pour étudier les objets de la catégorie & est

le foncteur différence A: .% — %, défini par :

Définition 1.1.20. — Le foncteur différence A: % — .F est défini par
(AF)(V) :=Ker(F(Va&F, — F(V)),

ol le morphisme F(V & F,) — F(V) est induit par la projection canonique V & F, - V.

Remarque 1.1.21. — Observons que, pour tout foncteur F' € % et pour tout V € ¥,
I'espace vectoriel F'(V') est canoniquement un facteur direct de F'(V @F)). Alors, I'inclusion
canonique de V dans V & F), induit un isomorphisme F(V @& F,) = F(V) & (AF)(V). Cela
signifie encore que

(AF)(V) = Coker(F(V) — F(V @& TF,)),
olt le morphisme F(V) — F(V @T,) est induit par I'inclusion canonique V — V @ F,,.
Proposition 1.1.22. — F =0 si et seulement si AF =0 et F'(0) = 0.

Démonstration. — Si AF = 0, on en déduit que F(V @& F,) = F(V) pour tout V € 7. 11
en résulte que F(V) =-.. = F(F,) = F(0) = 0. La réciproque est triviale. O

Remarque 1.1.23. — Soit A* un foncteur exponentiel (cf. 'appendice A). Rappellons que

nous disposons de I'isomorphisme naturel suivant :
"VaoWw)= EBAZ ® A"TH(W). (1.1)

On utilise cet isomorphisme pour calculer le foncteur différence des foncteurs exponentiels.

En effet, on a le résultat suivant :
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Proposition 1.1.24. — Pour tout foncteur exponentiel A*, on a
n—1
=P A" A (Fy).
i=0
Démonstration. — En posant W =T, dans l'isomorphisme (1.1), on obtient que

"V @F,) EBAZ ® A"TU(E,).

On observe de plus que le morphisme A™(V @ F,) — A"(V) qui est induit par la projection
V &F, - V sidentifie & la projection @, AY(V)®@ A" I(F,) » A"(V)® A% (F,) = A™(V).
La proposition s’ensuit. ]
Corollaire 1.1.25. — On a:

1. AS" = @, S

2. A" = @I T,

3. AA" = A",

4- ASZ = @? ;wx{On —pk41} Sp .
Démonstration. — On observe que

1. S'(F,) =F,,VieN.

2. TY(F,) =F,,Vi e N.

F, si0<i<l,

3. AYF,) =
0 sinon.
. F, si0<i<ph,
4 SLE)=¢ P T
0 sinon.

Le corollaire découle de la proposition 1.1.24 puisque les foncteurs S*,I'*, A* et S;k, sont

exponentiels (cf. 'appendice A et §3.1.1). O
Proposition 1.1.26. — Al =190-D o1 = Ir, est l'injectif standard.

Démonstration. — On dispose de 'isomorphisme I(V & W) = (V) ® I(W). De plus, on a
I(F,) = F;”. La proposition s’ensuit. O
Proposition 1.1.27. — Le foncteur différence satisfait les propriétés suivantes :

1. A est ezact.

2. A commute au foncteur dualité, i.e. A(F') = (AF)L.

3. AFRG)=(AFRG)® (F® AG)® (AF @ AG).
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Démonstration. — La preuve de 'exactitude du foncteur différence est classique. En effet,
toute suite exacte courte de foncteurs 0 —s F -5 G 25 H — 0 induit le diagramme

commutatif suivant :

0— = F(VaF,) - "~GVaF,) 2~ HV &F,) —0

mi im im

0 FV)— . qv)— " g

0,

ol a1 = aygr,, B1 = Bvar,, @2 = ay et P2 = [y. On fait une chasse au diagramme
ci-dessus pour montrer que la suite induite 0 — (AF)(V) = (AG)(V) — (AH)(V) — 0 est

exacte. Les détails sont faciles & vérifier.

La commutativité entre A et Ij est déduite des définitions de ces foncteurs. On considére

la suite exacte courte scindée

0— (AF)(VH) — F(VP@TF,) — F(VH) — 0.
Par dualité, on obtient la suite exacte courte scindée suivante

0 — F(VHF — F(VFQ T, — (AF)*(V) — 0,

qui affirme que (AF)% = A(F?).

Pour la derniere propriété, on consideére l’identité suivante :

(FRG)(—aF,) =(FaAF)Q (Ga AG)
=(FRG)®AF2G)® (F® AG)® (AF @ AG).

On observe encore que le morphisme de (F'®G)(V @F,) dans (F®G)(V), qui est induit par
la projection canonique V & [F, — V, s’identifie & la projection sur le facteur direct F'® G

dans l'identité ci-dessus. Le résultat s’ensuit. O

Exemple 1.1.28. — Grace a la proposition ci-dessus, on peut calculer le foncteur différence

de la n-ieme puissance tensorielle T" par récurrence. On obtient que AT™ = @) (Ti)EB(TiL).

Définition 1.1.29. — Un foncteur F' € .7 est dit polynomial s’il existe un entier naturel
n tel que A™F = 0. Le degré d’un foncteur polynomial non nul £, que I’on note deg F', est
le plus grand entier naturel n tel que A" F # 0; on convient que deg0 = —oo. On dit que
F est homogene de degré n s’il est de degré n et ne contient pas de sous-foncteur non nul

de degré inférieur ou égal a (n — 1).

Définition 1.1.30. — Un foncteur F' est dit analytique s’il est la limite inductive de
ses sous-foncteurs polynomiaux. On désigne par %, la sous-catégorie pleine de .%# dont les

objets sont les foncteurs analytiques.
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Exemple 1.1.31. — D’apres corollaire 1.1.25 et 'exemple 1.1.28, les foncteurs T, S™, I'",

Sgk et A™ sont polynomiaux de degré n.

Définition 1.1.832. — Soit F' un foncteur quelconque dans .%. Le n-ieme foncteur de
Taylor de F', que I'on note t,(F'), est défini par son plus grand sous-foncteur polynomial de
degré inférieur ou égal a n. Les foncteurs de Taylor de F' fournissent une filtration naturelle

de F, appelée filtration polynomiale :
0Cty(F)Cty(F)C - Ctpq(F) Ctn(F)C---CF.
Cette filtration est convergente si et seulement si F' est analytique.

Proposition 1.1.33 (Cf. [HLS93] et [Tro02, §1.6.])— L’injectif standard 1 est analy-

tique. Les foncteurs de Taylor de 1 sont déterminés par

tn(1) = @si/ (2P = z).
=0

Leurs quotients successifs sont t,(I)/tn—1(I) = Sy.
p—1
Proposition 1.1.34 ([Pir95, Proposition 1.3.5]). — A(t,(I)) = @tn_i(l).
i=1

Corollaire 1.1.35. — Lorsque p =2, on a :
1. AI=1,

A(tn (D)) = tn1(D),

tn(1)/tn—1(I) = A",

La suite exacte courte 0 — A" — t,1(I)/tp_1(1) — A"t — 0 n’est pas scindée

e

pour tout n > 1.

Démonstration. — 1l reste a démontrer le dernier résultat. En appliquant le foncteur A aux

suites exactes courtes
0— tnfl(I) — tn+1(1) — tn+1(1)/tn,1(1) — O,

on obtient que A(t,4+1(I)/tp—1(1)) = tn(I)/tn—2(I). On en déduit qu’il suffit de montrer le
résultat pour n = 1; en effet, si la suite exacte dans I’énoncé est scindée, on lui applique
(n—1) fois le foncteur A pour obtenir que la suite exacte pour le cas n = 1 est aussi scindée.
Pour conclure la preuve, on note que to(I) = Fy et to(I) = Fo ®S?, il faut donc démontrer
que la suite exacte courte
0— A — 82— A2 —0

n’est pas scindée. Ceci découle du fait que Hom#(S?, A!) = 0 (cf. [FFSS99)). O
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1.1.3 Foncteurs simples et séries de composition

On rappelle d’abord les définitions d’objets simples, semi-simples et d’objets finis dans
une catégorie abélienne quelconque.
Définition 1.1.36. — Soit € une catégorie abélienne. Un objet X de € est dit :

e simple s’il est non nul et sans autres sous-objets que 0 et lui-méme,

e semi-simple s’il est somme directe de sous-objets simples.

Définition 1.1.37. — Soient ¢ une catégorie abélienne et X un objet de . Une série

de composition de X est une filtration croissante dans % :
O=FCFkHC---CX

telle que les quotients F;/F;_; sont simples pour tout ¢ > 1. Ces quotients simples sont dit

les facteurs de composition de X.
Définition 1.1.38. — Un objet X d’une catégorie abélienne ¥ est dit :
e fini s’il a une série de composition finie.
e unisériel s’il a une unique série de composition.
Exemple 1.1.39. — Considérons la catégorie .# pour le premier p = 2. Soit J le fonc-
teur qui associe & chaque V € ¥ l'idéal d’augmentation de 'algébre du groupe Fy[V] =

{> ey cu [u]! eu € Fa}. Le foncteur J est un objet de .#. Il n’a pas de série de composition,

mais le foncteur J? est unisériel grace a la proposition suivante :

Proposition 1.1.40. — Le foncteur J admet une unique filtration convergente décroissante
J=J1DJeD D Jg D g1 D+ telle que Ji ) Jpr1 = AF. Le foncteur J? est unisériel.

Démonstration. — Voir le corollaire 1.1.35 et [KuhO00, §6] pour une discussion détaillée
du résultat pour J? comme Ip, = J 9@ Fy . Dans le cas dual, soit V un espace vectoriel
de dimension finie quelconque, le Fao-espace vectoriel J(V') est librement engendré par les
éléments de la forme (u) := [u] — [0] pour tout u € V. Le sous-[Fa-espace vectoriel J (V') de

J(V) est engendré par les éléments de la forme
k
3 Y e tw)
§=1 \1<im<in<k si 1<m<n<j
pour uq, ..., u; quelconques dans V. O

On a le résultat suivant qui identifie les foncteurs polynomiaux aux objets finis dans la
catégorie .# (cf. [HLS93], [Kuh94a] et [Sch03]).

Proposition 1.1.41. — Soit F' € #. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le foncteur F est fini.
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2. Le foncteur F est a valeurs dans V', et F' est polynomial.

8. n— dim F(F)) est une fonction polynomiale.
Exemple 1.1.42. — Les foncteurs A™ sont simples pour tout n > 0. En effet, on va le
démontrer par récurrence sur n. On suppose que A" est simple.

Soit F' un sous-objet quelconque de A"*!. Alors, puisque AF est un sous-objet de A",

il est soit 0 soit A™.
e Si AF =0, d’apres la proposition 1.1.22, F = 0.

e Si AF = A", I'exactitude de A dit que A(A"T!/F) = A"/AF = 0. On obtient ainsi
que A" /F =0, i.e. F = A"

Le foncteur A"t est donc simple.

Exemple 1.1.43. — Pour le cas p = 2, les extensions non triviales ¢, 1(I)/t,_1(I) de A"+

par A" sont finies (cf. le corollaire 1.1.35).

Exemple 1.1.44. — Tout objet simple S de .% est un foncteur polynomial homogene. En
effet, il existe un espace vectoriel V tel que Hom #(S,Iy,) = S#(V) # 0. On en déduit que S
est analytique puisqu’il est inclus dans Iy. Le foncteur S est alors polynomial homogene de

degré n qui est le plus petit entier tel que t,(S) # 0.

Construction des objets simples de %

Rappelons d’abord que A* est un foncteur exponentiel de Hopf, muni des produits et
coproduits naturels (voir la section A.2). Considérons le foncteur A® ® Ab. On définit le

morphisme g, (1 < k < b) par la composée
A ® Ab A ® Ak ® Ab—k — Atl—l—k ® Ab—k
qui est induit par le coproduit A> — AF ® AP~ et le produit A* @ AF — AF sur A*.

Définition 1.1.45. — Soit n un entier naturel.

e Une partition )\ de n est une suite finie décroissante d’entiers naturels (A1, Ao, ...)
telle que A1 + Ao + - - - = n. Elle est dite de longueur r si r est le plus grand nombre
tel que A, # 0. On convient que A = 0 si k est supérieur a la longueur de A, et que

toutes les partitions de 0 sont de longueur 0.
e Une partition A est dite p-réguliere si elle ne contient pas p termes égaux successifs.

e Soient A et u deux partitions de n. On notera A < p si pour tout £ > 1, on a :

k k
Z Ai < Z Hi-
i=1 i=1
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)\1,...,>\r)

Soit A = (A1,. .., \,;) une partition quelconque. On désigne par A* ou Al le produit

tensoriel AM @ ---® A*. On désigne encore par A* la somme directe suivante :

@ A(Al)m:)\i—l’)\i“!‘k:)\i-&-l_k,Ai-&-Qr“:)\r)‘
1<k<Ait1
1<i<r—1

Les morphismes v, 5} ci-dessus nous permettent de définir le morphisme

Py = @ id®1/))\i’)\i+1’k®id: AN — AN
1<k<Ait1
1<i<r—1

Définition 1.1.46. — Le foncteur de Weyl associé a la partition A, que ’on note W), est
défini par Wy = Kery C A*. On définit ensuite le foncteur Sy par 'image de la composée

Wy — AN = (AM)E — (W))?, ot la surjection est duale a I'inclusion canonique.

Théoréme 1.1.47 (Cf. [Kuh94b], [Pir95] et [PS98]). — Pour toute partition p-réquliére

A d’un entier naturel quelconque n, on a :
e Sy est équivalent a Wy /(W NIm wlj\), ot wi A = AN est le morphisme dual de ) ;
e S\ est simple, auto-dual et polynomial homogéne de degré n ;
e S\ est l'unique facteur de composition supérieur du foncteur de Weyl W,.

Ces foncteurs forment un systeme de représentants des objets simples de la catégorie F, i.e.

pour tout foncteur simple S, il existe une unique partition p-réguliere A telle que S = S .

Les facteurs de composition du foncteur fini A™ ® A"

Le théoreme ci-dessus fournit tous les objets simples de la catégorie .# pour un nombre
premier p quelconque. Dans ce paragraphe, on ne considére que le premier p = 2. On
va, déterminer les sous-quotients simples du foncteur A™ @ A™ ot m > n. Tous les résultats
ci-dessous sont établis dans [Pir97].

En utilisant les morphismes v, 51 du paragraphe précédent, on définit les sous-objets
W(i),n) (avec 0 < i < n) du foncteur A™ ®@ A™ :

(m

W((:g’n) = Ker @ wm,n,n—ki A" A" — @ Am+n—k ® Ak
0<k<i 0<k<i
Proposition et définition 1.1.48. — Le foncteur A" @ A" admet une filtration, que 'on

appelle filtration de Weyl :

0=w" cw™

(m,n) (m,n)

C W("_l) C---C W((;L)n) C W(O) =A"® An’

(m,n) (m,;n) —

dont le sous-quotient W((i) n) / WD st le foncteur de Weyl Wy, 4n—i) pour tout 0 < i < n.

m (m,n)
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Remarque 1.1.49. — On déduit directement de la définition du foncteur de Weyl que

Wim,0) = A™. Ceci implique encore que le foncteur S, ) s’identifie a A™.

Remarque 1.1.50. — Le foncteur S, ,,,) est isomorphe & la puissance extérieure A™. On

note ici que la partition (m,m) n’est pas 2-réguliere.

Théoreme 1.1.51. — Les facteurs de composition du foncteur A" @A™ (resp. Wiy, n)) sont
les foncteurs simples Sy, 1ipn—i) pour 0 < i < n. En particulier, la multiplicité du facteur

S(m,n) est 1.

Démonstration. — On fait une récurrence sur n pour les deux foncteurs susmentionnés.
Dans le cas n = 0, nous avons A ® AV = Wim,0) = A™ pour tout m. Supposons que le
théoreme soit vrai pour n < k. On va montrer qu’il est vrai pour n = k.

En effet, la filtration de Weyl de A™ ® A* montre que les facteurs de composition de
A™ @ A* sont ceux des sous-quotients Wink)s Wint1,6-1)s -+ Wenak—1,1) Wink,0)- Par
hypothese de récurrence, il suffit de travailler sur le sous-objet W, 1y de A™ ® AF.

On considere la surjection W, 1y = S x) qui est définie par la composée

W(myk)c—>A ®Ak*>(/\ ®Ak)b‘>>(W(m7k))h.

On observe que le noyau de cette surjection est inclus dans le noyau de i par I'inclusion i.
ik Am-i—k—z‘ ®Ai.

Donc, par hypothese de récurrence, le théoreme est démontré. ]

De plus, d’apres la définition de W, 1), Ker i% =2 Coker est inclus dans &b

Diagrammes de Loewy

Soit X un objet fini quelconque d’une catégorie abélienne ¥. En général, X admet
beaucoup de suites de composition, mais I’ensemble fini des facteurs de composition de X
est unique, a isomorphisme preés. On utilise un graphe orienté pour représenter la relation
entre ces facteurs de composition.

Définition 1.1.52. — Soient ¥ une catégorie abélienne et X un objet de % .
e Le socle de X, que 'on note soc X, est le plus grand sous-objet semi-simple de X.
e Le cosocle de X est le plus grand objet quotient semi-simple. On le note cosoc X.

On définit soco X = 0 et soc, X = pgil(soc(X/ s0Cp—1 X)) ot pp—1: X — X/soc,—1 X

est la projection canonique. On obtient une filtration de X
0 =socyp X Csocy X Csoco X C---Csocp_1X Csoc, X C---CX.

ol socy, X/soc,—1 X = soc(X/soc,—1 X). Elle est appelée la filtration des socles de X.
On observe que la filtration des socles est fonctorielle en X et que la longueur de cette
filtration est finie si X est un objet fini. Les facteurs directs des quotients soc,, X/soc,—1 X

forment I’ensemble des facteurs de composition de X.
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Définition 1.1.53. — Le diagramme de Loewy associé a un objet fini X est le graphe

orienté donné par le suivant :

e Les sommets sont les facteurs de composition de X (avec multiplicité) qui sont arrangés
par la filtration des socles. Cela signifie que, pour tout n, on écrit les facteurs directs

de soc,, X/soc,—1 X en n-iéme ligne.

e Soient S et S’ deux facteurs de composition en n-ieme ligne et en (n + 1)-ieme ligne
respectivement. On décrit une fleche de S vers S’ s’il existe un sous-quotient @ de
S0Cp+1 X/ soc,—1 X tel que soc@ = S et Q/S =S5,

On convient de numéroter les lignes de bas en haut dans 'ordre croissant. On utilise donc

des segments au lieu de fleches puisqu’il n’y a aucun risque de confusion de directions.

Remarque 1.1.54. — X est dit indécomposable s’il n’est pas isomorphe & une somme
directe de deux sous-objets non nuls. Le diagramme de Loewy associé & X est un graphe

connexe si et seulement si X est indécomposable.

Les exemples suivants sont considérés dans la catégorie .# pour le premier p = 2. De
plus, on convient que les foncteurs Sy seront représentés par \. Par exemple, la somme

directe S(gp41) © S(2k,1) sera souvent représentée sous la forme (2k + 1) @ (2k, 1).

Exemple 1.1.55. — On considere la filtration polynomiale de l'injectif standard I. Le

quotient t,,41(I)/t,—1(I) est représenté par le diagramme de Loewy

(n+1)
|
(n)

Exemple 1.1.56. — Le diagramme de Loewy associé au foncteur A% @ Al est
(2k+ 1) ® (2k,1) ;
tandis que le foncteur A%*~1 @ Al est unisériel, son diagramme de Loewy étant

(2F)

(2k —1,1)

(2F)

Exzemple 1.1.57 (Cf. le lemme 3.4.21). — Sih =1, > @ A' = A*® Sp54). Si h > 2,
les facteurs de composition du foncteur A2"~1 @ A2 sont A2"+1, S(an 1) €t Sian_y 9)- De plus,
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I'apparition de ces facteurs dans A2"1 © A2 est donnée par le diagramme de Loewy

(2" +1)

(2" —1,2)

2"+1) e @2h).
Cela signifie que A2"~1 @ A2 = S(an,1) @ F ot F est unisériel, il admet la filtration des socles
0 =socy F Csoci F' Csoco F Csocg F'=F

avec soc; I = soc F = A2"1 socy F/soci F = S(an_1,2) et socg F'/socy F' = A2"+1 En

particulier, soca F' est le foncteur de Weyl Wgn_y o).

1.2 La catégorie des modules instables %

Cette partie donne des rappels sur la catégorie % des modules instables a gauche
et les liens avec la catégorie .# des foncteurs. On traitera ici du cas p = 2 et on renvoie a

[HLS93| et [Sch94] pour le cas général et pour les démonstrations.

1.2.1 Définitions et exemples

L’algébre de Steenrod A, est le quotient de la Fo-algebre N-graduée engendrée sur
Fy par les symboles {S¢': |Sq’| = i,i € N} par les relations d’Adem

li/2] k-1
i _ — k= i+j—k g k
Sq'Sq kzo(i_Qk )Sq Sq”,

et

ou [i/2] est la partie entiere de i/2, et les coefficients binomiaux sont interprétés modulo 2.

Définition 1.2.1. — Un As-module M est dit instable si S¢’z = 0 pour tout = € M et
|z| <.

Ezemple 1.2.2. — La cohomologie singuliere (modulo 2) H*X est un .As-module instable,
pour X un espace topologique quelconque. En particulier, I’action de Ay sur la cohomologie
de V'espace projectif réel H*(RP>*°) = H*(Z/2) = Fq[r] (ou |7| = 1) est déterminée par
Sq'rm = ()Tt

]

Ezemple 1.2.3. — Le sous-Ag-module de H*(RP>) engendré par 1’élément 7 de degré
1 est un module instable. On le désigne par F'(1). En tant que Fs-espace vectoriel gradué,

F(1) admet une base {7,72,... 2L 3.
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Définition 1.2.4. — L’algebre de Steenrod As est une algebre de Hopf dont le coproduit
est déterminé par le formule S¢¢ > > y S¢? ® Sq"~7. On peut donc définir sur le produit
tensoriel M ® N de deux modules instables M et N une structure de As-module qui est

instable. Elle est déterminée par la formule de Cartan
S¢(z®y) =) S¢r eS¢ y.
§=0

Ezxemple 1.2.5. — Pour n > 1, le groupe symétrique &,, agit sur le module instable

F(1)®™ par permutation des coordonnées. On obtient alors le module instable
F(n) :=T"(F(1)) = (F(1)®")°" .
Il est engendré par son unique élément non nul de degré n.

Définition 1.2.6. — La catégorie % est la catégorie des modules instables sur ’algebre

de Steenrod As, les morphismes sont les applications As-linéaires de degré 0.

Définition 1.2.7. — Soit ¥* la catégorie des Fo-espaces vectoriels gradués, les morphismes

sont les applications linéaires de degré zéro. Considérons le foncteur ®: ¥* — ¥ défini par :

(@MY = M2 s 24,

0 sinon.
Il induit alors un foncteur ®: % — % en définissant 'action de 'algébre Ay sur ®M par

. Sq?x  si2]d,
Sq¢'(Px) =

0 sinon.

Exemple 1.2.8. — La cohomologie de 'espace projectif complexe H*(CP>) est isomorphe
a PH*(RP>). Le module ®F (1), librement engendré par {T, T2, ... ,T2k, .. ‘ || = 2} en

tant que Fao-espace vectoriel gradué, est un sous-module instable de H*(CP>).

Définition 1.2.9. — Un module instable M est dit nilpotent si pour tout z € M, il
existe k € N tel que ngas =0 olt Sqox := S¢l*lz. On définit par Nil la sous-catégorie pleine

de % dont les objets sont les modules nilpotents.

Exemple 1.2.10. — Le décalage de degré X F(1) défini par

0 sii=0,

cray =4
F(1)} sii>0,

est un module nilpotent.
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Ezemple 1.2.11 ([Sch03, Lemme 11.12]). — Le quotient de F(1)®" par le sous-module

2n—1

instable engendré par la classe T @ 2 ®@ - @ T est nilpotent.

Définition 1.2.12. — Un module instable M est dit réduit si le groupe Homg, (N, M)
est trivial pour tout N € Nil. Il est dit Mil-fermé si les groupes Extf,l (N,M),i=0,1, sont
triviaux pour tout N € MNil.

1.2.2 La relation avec la catégorie .#

Rappelons que # est la catégorie dont les objets sont les foncteurs de la catégorie des
Fo-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie des Fo-espaces vectoriels et dont
les morphismes sont les transformations naturelles. On considere le foncteur f: % — % qui
associe & M € % le foncteur f(M) : V +— Homy (M, H*V)'. Ici, H*V est la cohomologie
singuliere modulo 2 du 2-groupe abélien élémentaire V', et Homy, (M, H*V')" désigne le dual

topologique de Homg, (M, H*V') muni de sa structure de Fa-espace vectoriel profini
Homgy, (M, H*V') = lim Homy, (M;, H*V),
7
ot on prend la limite sur les sous-modules instables de M ayant un nombre fini de générateurs
en tant que module instable (cf. [Sch03, 11.3]). On a :

Théoréme 1.2.13 ([HLS93]). — Le foncteur f est exact. Il préserve les limites inductives

et le produit tensoriel.

Définition 1.2.14. — Soient M, N deux modules instables et soit ¢ un morphisme de M
dans N. Le morphisme ¢ est appelé un Mil-isomorphisme si son noyau et son conoyau

sont des modules nilpotents.
On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.15 ([LS89]). — Le morphisme ¢: M — N de % est un Nil-isomorphisme
si et seulement si f(p): f(M) — f(N) est un isomorphisme dans .7 .

Soit % /Nil 1a localisation de la catégorie % par rapport a la classe des Nil-isomorphismes,
ce qui est équivalent & prendre le quotient par la sous-catégorie localisante Vil (cf. [Gab62]).
Grace au théoreme ci-dessus, le foncteur f induit un foncteur de la catégorie % /Nil vers la

catégorie & .

Proposition 1.2.16. — Si M € % est un Az-module finiment engendré, le foncteur f(M)
est polynomial. Done, f(M) est analytique pour tout M € % .

Soit .Z,, la sous-catégorie pleine de .% dont les objets sont les foncteurs analytiques. Le

foncteur f: % — % se factorise en :
U Y INI 7, T
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ou r est la localisation, et ¢ est le foncteur d’oubli. Le foncteur f a un adjoint a droite m

qui est caractérisé par
Hom g (f(M), F) = Homg (M, m(F)). (1.2)

Le foncteur m est donné par la formule m(F') := Hom #(I'*, F) = @,Hom & ('™, F). L’action
de I’algebre de Steenrod provient de celle des opérateurs dans Hom & (I'™*, T'*) (voir & ce propos
[Kuh94a] ou [Sch03]). On note m le foncteur composé romoi: %, — % /Nil.

Théoréme 1.2.17 (Cf. [HLS93] et [Kuh94a)). — Les foncteurs f et m induisent une

équivalence de catégories entre U |Nil et F,, :
1. Si F € #,, on a l'isomorphisme (f om)(F) = F dans .Z.

2. Pour tout M € % , le morphisme naturel M — (mo f)(M) est un isomorphisme dans
la catégorie U |Nil.

Remarque 1.2.18. — Le module instable (m o f)(M) est Nil-fermé pour tout M € % .
On appelle (m o f)(M) la Nil-fermeture de M (voir [Gab62, Chap. III, §2, Lemme 2] et

[LZ86, Proposition et Définition 6.2.1] ou la terminologie est un peu différente).
On a le résultat suivant :

Lemme 1.2.19 ([LZ86]). — Soit ¢: M — N un morphisme de modules instables. Si M
est Nil-fermé et N est réduit, alors ¢ est un isomorphisme dans % si et seulement s’il est

un isomorphisme dans % |Nil.

Démonstration. — On observe que Ker ¢ est trivial puisque M est réduit. On a alors la

suite exacte courte dans
0 — M — N — Cokerpy — 0

oul Cokere € MNil. Elle se scinde puisque M est Nil-fermé. On en déduit que Cokery est

trivial car N est réduit. Le lemme s’en suit. O

Corollaire 1.2.20. — Le morphisme naturel M — (mo f)(M) est un isomorphisme dans

U si et seulement si le module instable M est Nil-fermé.

1.3 Les algebres instables et les algebres de Hopf instables
Dans cette section, tous les modules instables considérés sont a gauche.

1.3.1 Les algebres instables

Définition 1.3.1. — Une As-algébre instable K est un As-module instable muni d’un
produit K ® K — K commutatif, unitaire, As-linéaire et tel que Sqo(z) = x? pour tout

x € K (axiome de restriction).
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Définition 1.3.2. — On désigne par £ la catégorie des algébres instables sur 1’algebre

de Steenrod As, les morphismes sont les morphismes d’algébres As-linéaires.

Ezemple 1.3.3. — La cohomologie singuliére (modulo 2) d’un espace topologique X, H*X,

est une As-algebre instable dont la structure d’algebre est fournie par le cup produit.

On a le résultat suivant sur les images des algebres instables par le foncteur f. Rappelons
qu'une Fy-algebre de Boole est une Fo-algebre commutative dans laquelle on a 22 = = pour

tout élément x.

Théoréeme 1.3.4 (|[LZ8T7]). — Pour tout K € &, le Fa-espace vectoriel f(K)(V) est
naturellement isomorphe a l’algébre de Boole des fonctions continues de [’ensemble profini
Hom (K, H*V') dans le corps Fy. Ici, Hom (K, H*V') est muni de la structure d’ensemble
profini

Hom (K, H*V) = lim Hom 4 (K;, H*V),

ot on prend la limite sur les sous-algébres instables de K ayant un nombre fini de générateurs

en tant qu’algébre instable.
Ce théoreme est appelé le théoreme de linéarisation de Lannes.

Notation 1.3.5. — On désigne par g(K) le foncteur contravariant, de la catégorie ¥ vers
la catégorie des ensembles profinis, donné par V — Hom » (K, H*V'). Pour les propriétés du
foncteur g, voir [HLS93].

Le théoréme peut alors s’exprimer comme suit : le foncteur f(K) est naturellement
équivalent au foncteur V- — Map(g(K)(V),Fy) =: [E‘g(K)(V)

suivant, dont une démonstration est donnée indépendamment dans [AGMS85] et [LZ87].

. On notera ici le corollaire

Corollaire 1.3.6 (Adams - Gunawardena - Miller). — Le morphisme canonique
Fo[Hom  (H*W, H*V')] — Homgy, (H*W, H*V)

est un isomorphisme pour V. W des espaces vectoriels de dimension finie quelconques.

1.3.2 Les algebres de Hopf instables

Dans cette sous-section et la suivante, afin de simplifier la présentation, I’ensemble
Hom (K, H*V') sera toujours supposé fini pour tout V' € ¥ (& l'exception de I'exemple
1.3.9).

Définition 1.3.7. — Une As-algébre de Hopf est une Fs-algebre de Hopf telle que le
produit et le coproduit sont As-linéaires. Une As-algebre de Hopf K est dite instable si

I’algebre sous-jacente est une algebre instable.
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Proposition 1.3.8. — Si K est une algébre de Hopf instable, alors Hom (K, H*V') est

un groupe. Réciproquement, si K est une algébre instable telle que
g(K): V +— Hom (K, H*V)

soit un foncteur a valeurs dans les groupes, alors (mo f)(K) est une algebre de Hopf instable.

Démonstration. — Le résultat se déduit de ce que K est un objet cogroupe de # : la
diagonale K — K ® K détermine la loi de groupe g(K)(V) x g(K)(V) — g(K)(V).
Supposons maintenant que V — g(K)(V') soit a valeurs dans la catégorie des groupes.
Alors, grace au théoréme 1.3.4, on obtient un morphisme f(K) — f(K)® f(K) et donc une
diagonale (mo f)(K) — (mo f)(K)® (mo f)(K) puisque le foncteur m préserve le produit

tensoriel.
Les détails sont faciles & vérifier. O
Exzemple 1.3.9. — Soient U(n), n € N, les groupes unitaires. On considére ’espace to-

pologique BU qui est la limite inductive du systeme des espaces classifiants { BU(n)},. Sa
cohomologie singuliere module 2 est engendrée polynomialement par les classes de Chern ¢;,
i.e.

H*(BU) = FQ[Cl,CQ,Cg, . ]

ol |¢;| = 2i. C’est une algebre de Hopf instable mais qui n’est pas primitivement engendrée
puisque la formule de Whitney dit que 6(¢;) = > ;€ ® Cij.

D’autre part, considérons le foncteur
V +—— Hom  (H*(BU),H*V).

D’apres [Lan92, Section 1.11], on a Hom 4 (H*(BU), H*V) = [BV,BU] = KU"(BV), ou
KU*(—) est la K-théorie complexe réduite. Par ailleurs, d’aprés [AS69], on sait que

V — KU°(BV)

est un complété de P'algebre de groupe Z[V], en particulier on observe qu’il n’est pas a valeurs
dans les Fao-espaces vectoriels. On notera aussi que sa réduction modulo 2 est isomorphe a
Fo[V].

1.3.3 Les algebres de Hopf instables primitivement engendrées

Considérons dans cette sous-section le cas des algebres de Hopf instables primitivement

engendrées. Commencons par une définition :

Définition 1.3.10 (Cf. [Ste62]). — Le foncteur de Steenrod-Epstein U: % — %

est I’adjoint & gauche du foncteur d’oubli de J# dans %, i.e. on a I'identité

Hom » (U(M), K) = Homy (M, K) (1.3)
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pour tout M € % et tout K € .

Remarquons que pour tout module instable M, 'algebre symétrique S*(M) est un mo-
dule instable : en effet, S"(M) € % puisque le groupe symétrique &,, agit sur M®™ par des
morphismes de % . L’algebre instable U(M) est le quotient de S*(M) par 'idéal engendré

par les éléments de la forme Sqox — 22 pour tout = € M.

Proposition 1.3.11. — U(M) est une algébre de Hopf instable pour tout M € % . Le
module des éléments primitifs P(U(M)) est isomorphe a M.

Démonstration. — On dispose de I'isomorphisme U(M & N) = U(M)®U(N). Le coproduit
UM)—= U(M)®U(M) est induit par la diagonale M — M & M. O

Rappelons que U (M) admet la filtration primitive {Fy(U(M))}x, ot F(U(M)) est défini
par 'image du morphisme de modules instables S*(M) — U(M). Les quotients successifs
Fi(U(M))/Fi—1(U(M)) sont isomorphes, dans %, aux A*(M).

Lemme 1.3.12 ([LZ86)). — Si M est un module Nil-fermé, le module A*(M) ’est aussi
pour tout k € N.

Corollaire 1.3.13. — Si M est un module Nil-fermé, le module U(M) l’est aussi.

Démonstration. — On observe que :

e Soit 0 =+ N’ — N — N” — 0 est une suite exacte courte des modules instables, si N’

et N sont Nil-fermés, N D’est aussi.
e Une limite directe de modules NVil-fermés est Nil-fermée (cf. [LZ86]).

La proposition est démontrée en appliquant ceci & la filtration primitive de U(M). O

Lemme 1.3.14. — Soit K une algébre de Hopf instable primitivement engendrée. Alors
Uapplication canonique 0: U(P(K)) — K est un isomorphisme d’algébres de Hopf instables,
ot P(K) désigne le module des primitifs de K.

Démonstration. — L’application 6 est évidemment un morphisme d’algebres de Hopf grace

au diagramme commutatif suivant

U(P(K)) —2=U(P(K)) ® U(P(K))

| oo

K = K@K :

ol d et ¢ sont les coproduits. Elle est surjective puisque K est primitivement engendrée. De

plus, d’apres [MMG65, Proposition 3.9], elle est injective. Le lemme est démontré. O

Dans ce cas, on sait déja que le foncteur g(K) prend naturellement valeurs dans la

catégorie des groupes. Mais de plus :
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Proposition 1.3.15. — Soit K une algébre de Hopf instable primitivement engendrée.

Alors, le foncteur g(K) est a valeurs dans la catégorie des Fo-espaces vectoriels.
Démonstration. — A la suite du lemme 1.3.14, on a
g(K)(V) =Hom » (K, H*V) 2 Hom » (U(P(K)), H*V) 2 Homy (P(K), H*V).

Les structures de groupe de Hom » (K, H*V') et Homy, (P(K), H*V') coincident puisque le

diagramme suivant commute :

U(P(K)) U(P(K)) © U(P(K))

)
P(K) —°

[P(K) @ Fq] @ [Fo @ P(K)].
Le résultat s’ensuit. O

Rappelons que le symbole ff désigne le dual gradué Fo-linéaire. On a le résultat réciproque

de la proposition ci-dessus.
Proposition 1.3.16. — Soit K une algébre instable telle que
g(K): V +—— Hom 4 (K,H*V)
soit un foncteur a valeurs dans les Fo-espaces vectoriels de dimension finie et de plus
g(K)F: V — (Hom, (K, H*V))*

soit un foncteur analytique. Alors (mo f)(K) est une algébre de Hopf instable primitivement

engendrée.

Démonstration. — D’apres le théoreme 1.3.4, on a f(K)(V) = Fg(K)(V). On obtient alors

une inclusion canonique g(K)* < f(K) dans .Z qui fournit un morphisme dans %
m(g(K)F) — (mo f)(K)

en appliquant le foncteur m. Grace a I’adjonction (1.3), on obtient ensuite un morphisme
d’algebres instables
9: U(m(g(K)F) — (mo f)(K).

De plus, puisque U(m(g(K)*)) est une algebre instable, on a

FUm(g(K)))) = Fglomx(U(m(g(K)”)),H*(—)) phlom (m(g(K)*),H* (=)

I

D’apres 'hypothese de la proposition : g(K) est a valeurs dans les Fo-espaces vectoriels de
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dimension finie, et g(K )Tj est un foncteur analytique; on obtient que
Homy, (m(g(K)F), H*(=))* 2 f(m(g(K)")) = (f o m)(g(K)) = g(K)".

On en déduit que
FU(m(g(K)H)) = F = f(K).

A la suite du théoreme 1.2.15, 9 est un isomorphisme dans la catégorie % /Nil.

On note que m(g(K)*) est Nil-fermé ([Gab62]). 11 suite de la proposition 1.3.13 que
U(m(g(K)*)) est un module Ail-fermé. Le lemme 1.2.19 dit que ¥ est un isomorphisme
d’algebres instables. La proposition se déduit du lemme suivant qui montre que le morphisme

d’algebres instables ¥ est compatible avec la structure d’algebre de Hopf sur U(m(g(K)*))
et (mo f)(K). O

Lemme 1.3.17. — Le morphisme
9: U(m(g(K)") — (mo f)(K)
est un morphisme d’algebres de Hopf.

Démonstration. — Puisque U(m(g(K)?)) est une algebre de Hopf primitivement engendrée :
P(U(m(g(K)")) = m(g(K)*), il suffit de montrer que I'image de m(g(K)*) par ¥ est incluse
dans P((m o f)(K)). Autrement dit, il faut démontrer que 6(9(x)) = d(z) ® 1 + 1 ® J(x)
pour tout € m(g(K)*), oi1 § est le coproduit de (m o f)(K).

En effet, ce résultat découle du fait que le coproduit d envoie un élément quelconque
a € (mo f)(K) = m(Ig, o g(K)*) = Homz(I'*, I, o g(K)*) sur Pg(rcyt © . lci, ¢ est le
coproduit naturel du foncteur exponentiel de Hopf Ip,, défini par la composée suivante,

pour tout V € ¥ :
IFQ (V) - IFz (V > V) — I]Fz (V) ® IFQ (V)7

ol le premier morphisme est induit par la diagonale V' — V @ V. Le reste est facilement

vérifié par calculs directs. ]

Remarque 1.3.18. — On considere le cas plus général. Soit F' € F tel que F(V) est
de dimension finie pour tout V. On déduit de la démonstration ci-dessus que le morphisme
naturel de U(m(F)) vers m(Ip,oF') est également un morphisme d’algebres de Hopf instable.

Il est un isomorphisme si et seulement si F' est analytique.

1.4 Les modules instables a droite et les coalgebres instables

Pour simplifier la présentation, on suppose que tous les modules sont de type fini,

i.e. de dimension finie en chaque degré. On peut alors utiliser la dualité pour induire une
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équivalence de catégories entre la catégorie % des modules instables & gauche de type fini

et la catégorie " de ceux a droite.

1.4.1 La catégorie des modules instables a droite %*

Définition 1.4.1. — Un As-module & droite M est dit instable si «S¢’ = 0 pour tout
a € M et |a| < 2i. Soit %* la catégorie des modules instables a droite sur I'algebre
de Steenrod As.

Exemple 1.4.2. — L’action & droite de 'algebre de Steenrod A, sur I’homologie d’un
espace topologique H, X est déterminée grace a la structure de module instable a gauche de

la cohomologie H* X. En effet, elle est donnée par :
(@S8q')(z) := a(Sq'z)

pour tout o € H, X = Homp, (H"X,F3), et tout x € H"*X. La condition d’instabilité sur
H, X se déduit de celle du module H*X.

Exemple 1.4.3. — Rappelons que H,(RP>) est un Fa-espace vectoriel librement engendré
par les classes p; € H;(RP*), ou <Ti,pj> = 0;; pour tout 4,j > 0 (pour la notation T,
on renvoie & l'exemple 1.2.2). Sa structure de module instable & droite est donnée par
pnSqt = ("jl)pn,l Le dual gradué F(1)# du module instable & gauche F(1) (cf. 'exemple
1.2.3) est un module instable & droite. Il est le quotient du module H,(RP*°) par les relations

porSq' = 0 pour tout 0 < i < 281,

Définition 1.4.4. — Grace a la structure d’algebre de Hopf de As, de maniére analogue
aux modules instables & gauche (cf. la définition 1.2.4), on peut définir sur le produit tensoriel
M ® N de deux modules instables & droite M et N une structure As-module & droite qui

est instable. Elle est déterminée par la formule de Cartan
(x ®y)Sq" = Z xSq’ @ ySq'.
§=0

Ezxzemple 1.4.5. — En tant que modules instables & gauche, F'(n) = I'"(F(1)) (cf. 'exemple

1.2.5). Par dualité, on obtient un isomorphisme de modules instables & droite
F(n)f = SM(F(1)) == (F(1)H)*"e,-

Définition 1.4.6. — Le foncteur ®: 7* — #* (cf. la définition 1.2.7) induit un foncteur
O: Ut — X!, ot la structure de module instable & droite de ®M est définie par

. Sqi/? si2 ],
()¢ = xSq si2]i

0 sinon.
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Remarque 1.4.7 — Soit M un module instable & gauche. On a ’isomorphisme canonique

suivant de modules instables a droite :
d(M?) = (dM)*,
Par exemple, on H,(CP*) = ®H,(RP>).

Définition 1.4.8. — Un module instable a droite M est appelé réduit (resp. nilpotent,
Nil-fermé) si son dual gradué, le module instable & gauche M?*, est réduit (resp. nilpotent,
Nil-fermé).

On déduit de cette définition la conséquence suivante :

Proposition 1.4.9. — Un module instable a droite M est réduit si et seulement si pour
tout o € M, il existe 8 € M tel que a = 3Sqo, ou BSq := 3S¢P1/2.

Démonstration. — On observe d’abord que 'action & droite de 'opérateur Sqg sur M :
Squ M — M

est le dual de 'action & gauche Sqo: ®M* — M*. Par ailleurs, le module instable & gauche M?*
est réduit si et seulement si 'action & gauche de Sqy sur M¥ est injective (cf. les définitions
1.2.9 et 1.2.12). Par dualité, 'action & droite de Sqp sur M est surjective. La proposition

s’ensuit. O

De maniere analogue, on obtient les résultats :

Proposition 1.4.10. — Un module instable o droite M est nilpotent si et seulement si le

groupe Homy,: (R, M) est trivial pour tout module instable a droite réduit R.

Proposition 1.4.11. — Un module instable a droite M est Nil-fermé si et seulement si

M est réduit, et le groupe Exti,/,j(M, N) est trivial pour tout module nilpotent N.

1.4.2 Les coalgebres instables

Rappelons d’abord que, pour (C,d) une coalgebre graduée cocommutative quelconque,

le morphisme Verschiebung V: C' — ®C est défini par

C v oC
\ /v
r?(C) :

ot V(ia®@b+b®a):=0et V(a®a):= da pour tout a,b € C.

Voici une définition qui est le dual de la définition 1.3.1 d’une algebre instable :
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Définition 1.4.12. — Une Az-coalgebre instable C' est un As-module instable & droite
muni d’un coproduit cocommutatif, counitaire, As-linéaire et tel que xSqy = V(x) pour
tout # € C. On désigne par #* la catégorie des coalgébres instables sur I’algebre de
Steenrod As.

Exemple 1.4.13. — L’homologie singuliere (modulo 2) H,X d’un espace topologique X

est une coalgebre instable dont le coproduit est induit par la diagonale X — X x X.

1.5 Loi de groupe formel

Dans cette section, on rappelle quelques définitions et résultats sur les lois de groupe

formel (de dimension 1). On renvoie & [Fr668] pour plus de détails.

1.5.1 Définitions et exemples

On commence par rappeler un résultat sur les séries formelles (cf. [Fr668, Chapter 1,
§3, Proposition 1]).

Proposition 1.5.1. — Soit A un anneau commutatif. Soit F(x,y) une série formelle a 2
indéterminées sur A telle que F(F(x,y),z) = F(z,F(y, 2)) et F(x,0) = F(0,x) = x. Alors,

il existe une et une seule série formelle i(z) € A[[z]] telle que F(z,i(z)) = F(i(z),x) = 0.

Ce résultat explique la définition suivante de loi de groupe formel, car on n’a pas besoin

d’imposer I'axiome d’existence d’une inverse.

Définition 1.5.2. — Une loi de groupe formel (de dimension 1) sur un anneau com-
mutatif A est une série formelle F(x,y) € A[[x,y]] qui satisfait les axiomes suivants :
1. (Associativité) F(F(z,y),2) = F(x, F(y, 2)),
2. (Elément “neutre”) F(z,0) = F(0,z) = =.
Elle est dite loi de groupe formel commutatif si elle satisfait de plus 'axiome :
3. (Commutativité) F(z,y) = F(y,x).
Notation 1.5.3. — On note F(x,y, z) la série formelle F(F(z,y),z) = F(x, F(y, z)). Plus

généralement, on désigne par F(x1,x9,x3,...) la série formelle évidente.

Définition 1.5.4. — Soit n un entier naturel. Deux séries formelles F' et G sur un anneau
commutatif A sont dits congrus modulo degré n si leur différence F' — G est sans terme

de degré inférieur a n. On désigne cette relation par
F = G (mod deg n).

Remarque 1.5.5. — Pour toute loi de groupe formel F', on a F(0,0) = 0. Cela implique

que F' est sans terme constant, i.e. F' =0 (mod deg 1).

46



1.5. Lot de groupe formel

Exemples 1.5.6. — Les lois suivantes sont des lois de groupe formel commutatif.
1. La loi additive : F(z,y) =z + v.

2. La loi multiplicative : F(x,y) = x +y+ azy ot a € A. Cette loi est dite multiplicative

puisque 'on a l'identité
1+ aF(z,y) = (1 +az)(1+ ay).
Ezxemple 1.5.7. — On considere la loi de groupe formel

F(z,y) = (z+y) (1 —zy + (xy)® — (xy)® + (wy)* + ).

Puisque (1 — zy + (2y)? — (zy)® + (zy)* + - --) est la série formelle inverse de (1 + zy), on

T4y
1+zy

des axiomes de la définition 1.5.2 est plus simple.

peut utiliser la notation F(x,y) = pour désigner la loi ci-dessus. Alors, la vérification

Exemple 1.5.8. — Soit E*(—) une théorie de cohomologie généralisée complexe orientée
(voir [Rav86]). Son anneau de coefficients, que 'on note E*, est gradué commutatif. On

considére la structure de H-groupe sur CP*° donnée par

m: CP*® x CP*® — CP*°

(5053 Sms- )y (t0s - sty 2)) > (Soto, .-y > Sitg,...).
i+j=n

En appliquant E*(—), on obtient un morphisme de E*-algebres m* de E*(CP>) = E*[[x]]
vers E*(CP* ® CP®) = E*[[r ® 1,1 ® z]]. La série formelle F(z ® 1,1 ® x) := m*(x)
satisfait tous les axiomes de la définition 1.5.2 (voir [Haz12, 31.1.2]). Elle est appelée la loi

de groupe formel commutatif associée a E*(—).
Soit Cy(z,y) € Z]x,y] défini par
Co(z,y) = & ((x +9)" — 2" —y")

ol €, = % si n est une puissance du nombre premier p et €, = 1 sinon. On a le résultat

suivant, du & Lazard, sur la comparaison entre deux lois de groupe formel.

Théoréme 1.5.9 ([Laz55, Proposition 3]). — Soient F' et G deux lois de groupe formel

sur un anneau commutatif A telles que F' = G (mod deg n). Alors on a
F =G+ aC, (mod deg n+1)

pour un certain a € A.

Définition 1.5.10. — Soient F, G deux lois de groupe formel sur un anneau commutatif

A. Un morphisme de lois f: ' — G est une série formelle f(z) € A[x]] sans terme
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constant telle que

f(F(z,y)) = G(f (@), f(y))-

Remarque 1.5.11. — En notant x +r y = F(x,y) pour toute loi de groupe formel F, on
peut considérer que tout morphisme de lois préserve 'addition. En d’autres termes, pour

f: F — G un morphisme de lois quelconque, on a 'identité

fx+ry) =) +a fy)-

Exemples 1.5.12. — Des exemples importants de morphismes sont les n-séries d’une loi
de groupe formel (n € Z). Soit F' une loi quelconque, la n-série de F' (n > 2) est définie
par [n]p(z) = x +F -+ +F x ot x apparait n fois. De plus, on convient que [1]p(z) = =z,
[0]p(z) = 0 et [—1]p(z) = i(x). On peut alors définir la n-série de F, pour n < —2, par
[n)p(x) =i(x) +F - +Fri(z) ou i(z) apparait (—n) fois. Si F' est une loi de groupe formel

commutatif, toutes les n-séries [n]p sont des endomorphismes de F.

Proposition 1.5.13. — Soient F' et G deux lois de groupe formel commutatif sur l'anneau

commutatif A. Alors Hom4(F,G) est un groupe abélien dont ’addition est donnée par

(f +9)(@) == f(2) +c g(x).

De plus, End4(F) := Homyu(F, F') muni des opérations addition et composition est un an-

neau unitaire avec 'unité [1)p.

Démonstration. — On vérifie la distributivité a gauche de la multiplication par rapport a
laddition. Pour f,g,h € End4(F), on a

(ho (f+9))(x) =h(f(z) +F g(x)) = h(f(x)) +r h(g(x)) = (ho [+ hog)(x).
Les autres propriétés sont directes. ]

Définition 1.5.14. — Soit f: F — G un morphisme de lois de groupe formel sur ’anneau
commutatif A. Le morphisme f est un isomorphisme s’il existe une série formelle g € A[[x]]
telle que g(0) = 0 et f(g(x)) = g(f(x)) = . On appelle g l'inverse de f par rapport a la

composition.

Remarque 1.5.15. — Le critére pour I'existence d’une inverse d’un morphisme de lois de

groupe formel est donné a la proposition 1.5.19.

Proposition 1.5.16. — Si f: F — G est un isomorphisme de lois, linverse de f par

rapport a la composition est encore un isomorphisme de lois, mais de G vers F'.

Démonstration. — Soit g I'inverse de f. Observons d’abord que g est une série formelle sans

terme constant puisque g(f(z)) = z. On a de plus

g +cy) =gf(9()) +c flgW))] = (g0 f)[9(z) +Fr 9(y)] = 9(z) +F 9(y).
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Cela signifie que g est un morphisme de lois de G vers F'. La proposition s’ensuit. ]

1.5.2 La catégorie des lois de groupe formel

Définition 1.5.17 — Soit A un anneau commutatif.

1. La catégorie Z4 est la catégorie des lois de groupe formel sur A dont les fleches sont

les morphismes de lois.

2. La catégorie C' %, est la catégorie des lois de groupe formel commutatif sur A. C’est

une catégorie préadditive.

Remarque 1.5.18. — Un anneau commutatif quelconque A peut étre considéré comme une
catégorie préadditive avec un seul objet, les fleches sont les éléments de A et la composition
est la multiplication de A. En effet, soit pt 'objet de cette catégorie, Hom(pt, pt) = A est
un groupe abélien par rapport a ’addition. On a de plus la distributivité de la composition

par rapport a 'addition.

Soit f(x) = aix + azx?® + azx® + -+ une série formelle sur A. En désignant f'(z) la
série formelle a; + 2asx + 3agz® + - - -, on considere le foncteur Dy: £y — A qui envoie
f € Morph(%Z4) sur f'(0) € A. Explicitement, on a Da(gof) = Da(g)Da(f) et Da(f+g) =
Da(f)+ Dal(g).

Proposition 1.5.19. — Soit f: F — G un morphisme de lois sur A. Le morphisme f est

un isomorphisme si et seulement si D(f) est inversible.

Démonstration. — Si f est un isomorphisme, il découle de la définition 1.5.14 et la proposi-
tion 1.5.16 que D 4( f) est inversible. Pour la réciproque, supposons que f(z) = ax (mod deg 2)
ol a € A est inversible. On va construire 'inverse de f par récurrence.

1

En posant g1 (z) := a~ 'z, on obtient que g1 (f(z)) = x (mod deg 2). Supposons que nous

ayons le polynome g, (x) de degré n tel que g,(f(z)) = x (mod deg n + 1). On considére le
polynome homogene h,(x) de degré n + 1 tel que

han(@) = gn((2)) — = (mod deg 1 +2).
On pose gn+1(7) := gn(x) — hp(a™'2). On a alors

gnr1(f(2)) = gn(f(2)) = hu(a™" f(2))
= gu(f(2)) = hu(a™"(az)) (mod deg n +2)
=z (mod deg n + 2).

L’inverse a gauche de f est défini par g(x) := lim,, g, (x). Par construction, on a g(f(z)) = =.
De la méme maniere, en considérant §i(z) = a 'z, f(Gn(z)) = = (mod deg n + 1),
hn(z) = f(Gn(x)) — = (mod deg n + 2) et Gni1(z) = Gn(x) — a~ hy(z), on obtient I'inverse
a droit g de f. Puisque
g=go(fog)=(gef)eg=4g,
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le morphisme de lois f est donc un isomorphisme. ]

Proposition 1.5.20. — Un morphisme d’anneaur p: A — B s’étend canoniquement en

un foncteur £,: Ly — L qui fait commuter le diagramme suivant

Lo
Lr— LB

pa| |2

A——B
%)

De plus, £, se restreint a un foncteur additif C£, de CZy vers CZLp.

Démonstration. — Soit F(z,y) = > a;jz'y’ une loi de groupe formel sur A, on définit
ZLp(F)(2,y) = 3 ¢(aij)z'y’. Les images des fleches sont définies de maniere similaire. De
plus, I'additivité de C.Z, découle du fait que

Zo(f +9)(@) = Zo(f)(@) +2,6) Lo(9)(2),
pour tous F,G € CZ4 et f,g € Homa(F,G). Les détails sont faciles a vérifier. O

Théoréme 1.5.21 (Cf. [Fr668, Chapter 1, §3, Theorem 2]). — Soit f: F — G un mor-

phisme de lois sur A.
1. Supposons que (A,+) est sans torsion. Alors Da(f) =0 si et seulement si f = 0.
2. Supposons que (A,+) est d’exposant premier p. Alors Da(f) = 0 si et seulement si
F=0ou f(z)=g(a?") on Da(g) #0 et h > 0.

Démonstration. — On suppose que f(x) = ap ™ + @™ + - o2 <71p <719 < -+ et

ar; # 0,Vi. Puisque f: F — G est un morphisme de lois, on a l'identité

f(F(z,y)) = G(f (@), fy))- (1.4)

On compare les termes homogenes de degré r; de cette identité pour obtenir

L R

ar (x+y)"™* = ap 2™ + ap Yyt

En comparant les coefficients de 2"~ 1y, on obtient 71a,, = 0.
Si (A, +) est sans torsion, on en déduit que a,, = 0. Ceci est une contradiction.
Si (A,+) est d’exposant p, on peut récrire r1 = s1p. Supposons que 79 n’est pas de la

forme sop. Alors on a l'identité

Gy (‘r =+ y)T2 = arzxr2 + ar, ym

en comparant les termes homogenes de degré ro de (1.4). Il en résulte que rsa,, = 0. Cette

contradiction implique 79 = s9p. De méme maniere, on peut vérifier que r; = s;p pour tout .
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Cela dit que f(z) = g(2P) ol g(x) = as,2°' +as,x°2 +- - - . Dongc, le résultat va étre démontré
par induction si 'on peut montrer que g est un morphisme de lois de groupe formel. En
effet, on considere le morphisme de Frobenius ¢p: A — A qui envoie a sur a?. D’apres la
proposition 1.5.20, il s’étend en un foncteur .Z,: £4 — £4. Ce foncteur envoie la loi F' sur
F®) qui satisfait F®) (2P, yP) = (F(z,y))P. Alors on a

g(FP (P, ") = g(F(z,9))") = f(F(z,y)) = G(f(2), f(y)) = G9(a"), g(y"))-

Cela signifie que g est un morphisme de lois de F® vers G. 0

1.5.3 Une classification des lois de groupe formel commutatif

Dans cette section, on rappelle, sans démonstration, la classification de Lazard des lois

de groupe formel commutatif sur un corps F de caractéristique p.
Définition 1.5.22 (Hauteur d’un morphisme de lois de groupe formel). — Soit
f: F — G un morphisme de lois sur F.

e Si f =0, on dit que f est de hauteur infinie.

e Dans le cas contraire, a ’aide du théoréeme 1.5.21, il existe un morphisme de lois g tel
que f(z) = g(:):ph) ou h >0 et Dp(g) # 0. On dit que f est de hauteur h.

On désigne par ht(f) la hauteur du morphisme de lois f.

Proposition 1.5.23. — Soient f, f € Homg(F,G) et g € Homp(G, H). On a
L ht(f + f) = min{be(f), bt(f)},
2. ht(go f) = ht(g) + ht(f).

Définition 1.5.24 (Hauteur d’une loi de groupe formel). — Soit F' une loi de groupe
formel commutatif sur F. Alors [p]r est un endomorphisme de F. On définit la hauteur de
F par ht(F) := ht([p]r).

Ezxzemples 1.5.25 (Cf. ’exemple 1.5.6). — La loi additive est de hauteur infinie. La loi

multiplicative est de hauteur 1.

Proposition 1.5.26 ([Laz55, Corollaire 1]). — Soit F un corps de caractéristique p. Pour

tout entier naturel h, il existe une loi de groupe formel commutatif de hauteur h a coefficients

dans IF.

Théoréme 1.5.27 ([Laz55, Théoreme 3]). — Soit F un corps séparablement clos de ca-
ractéristique p. Alors, deux lois de groupe formel commutatif sur F sont isomorphes si et

seulement si elles sont de méme hauteur.
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CHAPITRE 2

K-théories de Morava des

2-groupes abéliens élémentaires

ES K-THEORIES DE MORAVA {K(n)}nen, pour un premier p fixé, forment une
@ famille de théories de cohomologie généralisée qui jouent un role fondamental
en théorie d’homotopie stable moderne. Dans le cadre de ce chapitre, nous considérons
le premier p = 2 et étudions le foncteur covariant V — K(n)*(BV*) en tant qu’objet
de la catégorie .%. Nous étudions également ses sous-objets et sous-quotients. Enfin, nous

montrons que ce foncteur est analytique et auto-dual.
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Chapitre 2. K-théories de Morava

2.1 Introduction

Pour chaque nombre premier p et chaque entier naturel n, il existe une théorie cohomolo-
gique complexe orientée, la n-itme K-théorie de Morava modulo p K (n)*(—), dont ’anneau
de coefficients est K(n)* = Fy[vy, v, 1], ot |vy| = 2 — 2p™ (cf. [Rav86]). La loi de groupe
formel F), associée a K(n)*(—) est la loi de Honda de hauteur n dont la p-série est donnée
par [p]r, (z) = v,2P". Dans ce chapitre, on n’étudie que les K-théories de Morava modulo
2, et plus particulierement la théorie K (2)*(—).

Rappelons du chapitre 1 que % est la catégorie dont les objets sont les foncteurs de
la catégorie ¥ des Fo-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie Vect des Fo-
espaces vectoriels, et dont les morphismes sont les transformations naturelles. Soit Z la
sous-catégorie de % dont les objets sont des foncteurs & valeurs dans la catégorie des Fa-
algebres graduées, dont les morphismes préservent le degré. Pour comprendre de maniére
naturelle les K-théories de Morava des 2-groupes abéliens élémentaires, on étudie le foncteur
covariant V — K (n)*(BV?*) ott BV désigne I'espace classifiant du dual linéaire V¥ de V.
On peut considérer ce foncteur en tant qu’objet de la catégorie .% et aussi en tant qu’objet
de la catégorie Z.

La K-théorie de Morava K (n)*(—) est (27! —2)-périodique : la multiplication par v, et
celle par v ! induisent un isomorphisme d’espaces vectoriels K (n)*(X) 2 K (n)k+2""=2(X)
pour X un C'W-complexe quelconque. On peut alors considérer I’algebre Z/(2"+1 — 2)-
graduée K (n)*(X), avec K(n)E(X) = K(n)*(X) ot laclasse k € Z/(2""!—2) est représentée
par k € Z. On obtient un isomorphisme de Fo-algebres Z /(27! — 2)-graduées :

K(n)*(X) 2 F2 @k () K(n)"(X),

ou la structure de K (n)*-algebre de Fy est donnée par le morphisme d’anneaux e de K(n)*
dans Fy qui envoie v, sur 1 (e est “gradué” en considérant Fo comme un espace vectoriel
7./(2"+1 — 2)-gradué, trivial en degré différent de 0, € envoie le degré k vers le degré k).
Puisque tout module gradué sur K(n)* est libre, K(n)*(X) peut étre récupéré a partir de
K(n)*(X). On convient de confondre désormais un élément quelconque de K (n)*(X) avec
son image dans K (n)*(X). L’étude de K(n)*(X) est plus commode que celle de K (n)*(X)
puisque 'on peut éviter I'action de v, et travailler sur le corps Fy (voir [RW80] pour plus
de détails). On donne deux exemples de cet avantage.

Premiérement, on considére la structure de H-groupe CP>® x CP>® = CP>. Cette
multiplication induit un morphisme de K (n)*-algebres m* de K(n)*(CP>) = K(n)*[[x]]
dans K(n)*(CP* x CP*®) = K(n)*[[x ® 1,1 ® z]] (cf. [Rav86]). La loi de groupe formel
associée a K(n)*(—) est définie par F,(x ® 1,1 ® ) = m*(z) € K(n)*[[x ® 1,1 ® z]|. En
passant au produit tensoriel Fo @)« —, m* induit un morphisme de Fo-algebres m* de
K(n)*(CP*>) = Fy[[z]] dans K (n)*(CP> x CP*®) = Fy[[z®1,1®x]]. La série Fj,(r®1, 1®x)
définie par m*(z) dans Fa[[x ® 1,1 ® z]] satisfait alors les axiomes d'une loi de groupe formel

commutatif (voir la section 1.5) :
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2.1. Introduction

1. (Identité) F,(x,0) = F,(0,7) = z,

2. (Associativité) F,(F,(z,y),2) = Fy(z, F,(y, 2)),

3. (Commutativité) F,(z,y) = F,(y, ).

De plus, elle est une loi de hauteur n sur le corps Fy et sa 2-série est donnée par le morphisme
2], (z) = 2*". Cette loi est une réduction de la loi F,, donnée par €, on I'appelle la loi de
groupe formel associée a K(n)*(—).

Deuxiémement, d’aprées [RW80, Theorem 5.7], en utilisant la suite exacte de Gysin
associée a la fibration S' — BZ/2 — CP>, on obtient que l'algebre K (n)*(BZ/2) est
isomorphe & K (n)*[z]/(22") ot = est la classe d’Euler (associée & la théorie K (n)*(—)) du
complexifié d’un fibré en droite réelle non trivial quelconque sur BZ/2. Soit V' un Fe-espace
vectoriel de dimension d. On rappelle que 'on dispose de l'isomorphisme de Kiinneth en
K-théorie de Morava. Puisque K (n)*(BZ/2) est un K(n)*-module libre de rang fini, on en
déduit que

K(n)* (BV?) 2 K(n)*((BZ/2)?) = K(n)* (BZ/2) k0.

On insiste sur le fait que cet isomorphisme donne un systéme de générateurs de K (n)*(BV?)

en tant que K (n)*-algebre :
K(n)*(BV*) 2 K(n)*[z1,...,24)/(x3 ..., 22"). (2.1)

Il donne de plus 'action du groupe symétrique Sy sur K (n)*(BVﬁ) par les permutations
des générateurs, cependant ’action du groupe linéaire GL(V*) = G Ly(F2) provient de la loi
de groupe formel F,, associée a K(n)*(—). Par exemple, on peut voir [Bru96| pour le cas
ou le Fa-espace vectoriel V' est de dimension 2. On rencontre un probléme similaire pour
I’action du monoide End(V*#) sur K (n)*(BV*) (cf. [Kuh87]). On va discuter la nature de
cette action dans la deuxieme section de ce chapitre. Retournons & 'isomorphisme (2.1),
en passant au produit tensoriel Fo ® ()« —, on obtient un isomorphisme de Fs-algebres
7./(2" — 2)-graduées :

K(n);(BVﬁ) > Folxq,. .. ,xd]/(x%n, .. .,xfln),

ol x; est de degré 2 pour tout i.

Grace aux arguments ci-dessus, on transfere 'étude du foncteur V — K(n)*(BV*?) au
foncteur V +— K (n)*(BV?*), que I'on notera K,. On analyse ensuite la loi de groupe formel
associée & K (n)*(—) pour obtenir certaines relations importantes dans K (n)*(BV*). En
utilisant ces relations, on construit un isomorphisme naturel entre K (n)*(BV*) et un certain
quotient de l’algebre symétrique de l'idéal d’augmentation de ’algebre de groupe Fao[V].

Dans le cas n = 2, on peut également utiliser ces relations pour obtenir une description
des sous-objets et sous-quotients du foncteur Ko via une bi-filtration. Cela nous permet
d’affirmer que ce foncteur est analytique. Une autre application de cette bi-filtration est de

montrer que le foncteur Ko est auto-dual et que la dualité échange les deux filtrations.
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2.2 Nature du foncteur V — K (n)*(BV?)

Dans cette section, on va reconstruire le foncteur V + K (n)*(BV*). Ce travail dépend
fortement de la loi de groupe formel associée & K (n)*(—). Les notations de base sur des lois
de groupes formels sont introduites dans la partie 1.5. Dans la section 2.2.1, on travaille
parfois sur un nombre premier quelconque. Mais, dans tous les autres sections de ce

chapitre, on suppose que le cas p = 2.

2.2.1 La loi de groupe formel associée a K(n)*(—)

Pour chaque nombre premier p, on rappelle que la théorie de Lazard [Laz55] classifie
des lois de groupes formels commutatifs sur un corps de caractéristique p algébriquement
clos en fonction de la hauteur. Cela signifie que, pour tout entier naturel h, il existe une
unique loi de groupe formel, & isomorphisme pres, de hauteur h.

Le lemme 2.2.4 va donner une approximation de la loi de groupe formel commutatif F,
associée a la K-théorie de Morava modulo p K(n)*(—).

Rappelons encore que la théorie de Brown-Peterson est une théorie de cohomologie
généralisée dont l'anneau de coefficients est BP* = Z,[vi,va,...] out |v] = 2 — 2p' et
Zp est la localisation de Z correspondant au nombre premier p (cf. [Rav86]). On désigne
par Fpp la loi de groupe formel associée a cette théorie.

On considere le morphisme d’anneaux ¢, : BP* — K(n)* qui préserve v, et envoie
v; sur 0 pour tout ¢ # n. D’aprés la proposition 1.5.20, il s’étend en le foncteur additif
CZy, : CLppr — CZLy (). Ce foncteur envoie la loi de groupe formel Fpp sur la loi F,
(cf. [Wiir91]). L’approximation dans le lemme 2.2.4 provient d’une description de la loi
Fpp. Pour les comprendre, on a besoin du résultat suivant qui provient de la théorie des
vecteurs de Witt.

Lemme 2.2.1 (Cf. [Haz09, §5]). — Pour tout entier n > 0, il existe des polynomes

symétriques homogénes a coefficients entiers w; = w;i(x1,x2, ..., x,) de degré p* tels que

k: .
St =3 gt k0.
t i=0
Exemples 2.2.2. — Pour n = 2, en considérant I'identité ou k£ = 0, on obtient

wo(z,y) =z +y.

On déduit ensuite du cas k = 1 que
Lov o p p Lop o p P
Wl(xay):5($ +y —wo)zzg(w +y" = (z+y)P) = —Cplz,y),

otl les polynomes Cj(x,y) sont définis dans la partie 1.5.
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2.2. Nature du foncteur V — K(n)*(BV?)

Proposition 2.2.3. — On considére la version réduite K (n)*(—) de la n-ieme K-théorie
de Morava modulo p. Soit F,, la loi de groupe formel associée a K(n)*(—). On a lidentité

suivante dans Fpl[z,y]] (|z| = |y| =2) :

— Fn s(n—1)
Fu(z,y) = "wila,y)? ",
s>0

o ZF” désigne la somme par la loi de groupe formel F, (voir la remarque 1.5.11).

Démonstration. — Ravenel a donné la description suivante de la loi de groupe formel
Fpp associée a la théorie de Brown-Peterson. En définissant vy = 1 et vy, 4,,..4,) =
I/l-l(u(i%”ik))p”, le résultat de Ravenel [Rav86, Theorem 4.3.9] dit que 'on a l'identité

suivante dans BP*[[x1, z2,...]] :

F F,
> "y = > vz, @, ), (22)

t I

o la somme & droite est prise sur ’ensemble des k-uplets (k € N), et w; est un certain
polynome symétrique de degré pt+2++ir ayec I = (iy,4s,...,4x). Il montre encore que, si
I =(n,n,...,n) oun apparait s fois, alors wy = wé’s(nil) oll wyg est défini par le lemme 2.2.1.

On applique le foncteur C.Z;;, a l'identité (2.2). Puisque le seul élément qui survit dans

le groupe de coefficients K (n)* est vy, alors vy # 0 si et seulement si I = (n,n,n,...). Donc,

on obtient
Fy F, sn__ n__ s(n—1)
Z Ty = Z y D/ G (y wg,)P .
t s
Par passage au produit tensoriel Fy @ ()« —, la proposition est démontrée. O

Lemme 2.2.4 (Cf. [BP03, Lemma 5.3]). — On a

= n—1

Fo(z,y) =24y —Cp(z® 7" ) (mod deg (p" + 1)),

ot I, est la loi de groupe formel associée a K(n)*(—).
Démonstration. — On réécrit I'identité de la proposition 2.2.3 sous la forme :

n—1

p2(n71)

Fn($ay) :Fn(w()(x7y)aw1(x7y)p ,wg(x,y) 7)

i(n—1

Puisque w;(x,y)P " est homogene de degré p™", qui est plus grand que (p™ + 1) pour tout

i > 2, on a les congruences modulo degré (p" + 1) suivantes :

—1

Fn(l‘ay) = Fn(x +y7w1($ay)pn )
— n—1 n—1 n—1
=Fy(r+y+wi(z,y)?’ oz +ywi(zy)? )P )
=+ y+wi(e, y)pnfl.

Le lemme se déduit de I'égalité Cp(x,y)? = Cp(aP, yP) & coefficients dans F). O
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Chapitre 2. K-théories de Morava

Corollaire 2.2.5. — Pour le cas p =2, on a
Fuzy)=z+y+22 ¥ (mod deg (2" +1)).

Rappelons que la loi de groupe formel F,(z,y) est définie par I'image d’un élément ho-
mogene de degré 2 par le morphisme de Fo-algebres Z/(2" ! — 2)-graduées, de K (n)*(CP>)
dans K (n)*(CP*> x CP™) 2 Fy[[x,y]] oul z, y sont de degré 2. La loi F,(x,y) est alors un
élément homogene de degré 2 de Fy[[z, y]]. Elle n’a donc que les termes 2%y’ tels que (i+7) =
1 (mod (2" — 1)). En particulier, il n’y a aucun terme x'y’ avec 2" +1 <i+j < 2(2" —1).
On en déduit :

Proposition 2.2.6. — On a

— 2n—1 271,—1

Fo(my)=z+y+2” ¢ (mod deg (2" — 1)),
ot F, est la loi de groupe formel associée a K(n)*(—) pour p = 2.

Ce résultat a un role important dans la description explicite du foncteur V + K (n)*(BV?)

qui va étre fait dans la section suivante.

2.2.2 Reconstruction du foncteur V — K(n)*(BV*)

On remarque tout d’abord que I'on a la bijection
V —== HY(BV* Fy) —= [BV* BZ/2] .

Cette bijection envoie un élément quelconque u de V' sur une classe d’équivalence des fibrés en
droites réelles de base BV que 1'on appelle le fibré réel associé a cet élément. Le complexifié

u Qg C correspond alors a la classe d’équivalence d’homotopie de la composée
BV* X4 BZ/2 —s BS' = CP>.

Soit K™ e K(n)2(CP>) Dorientation complexe associée & K(n)*(—). Le morphisme
K(n)%(CP>) — K(n)%(BV*) induit par u®g C envoie 5™ sur un élément de K (n)2(BV?Y)
que l'on appelle la classe d’Euler associée a u ®g C, et que I'on note ¢(u @ C).

Soit J(V) I'idéal d’augmentation de I’algébre de groupe Fao[V] = { 3" o\ culu]| ey € Fa}.
On consideére 'application linéaire de J(V) dans K (n)*(BV*) qui associe & un générateur
(u) = [u] — [0] de J(V) Délément e(u ®@g C) de K (n)2(BV?). Elle s’étend canoniquement en
un morphisme d’algebres, que 1'on note ¥y, de I'algebre symétrique S*(J(V')) dans I'algebre
commutative K (n)*(BV?).

Soient u et v des éléments quelconques de V', on désigne également par u, v les fibrés
réels associés a ces éléments. L’élément (u 4+ v) de V' correspond alors au fibré réel u ®g v.

On rappelle que 'on dispose, par définition de la loi de groupe formel (cf. [Rav86]), de la
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2.2. Nature du foncteur V — K(n)*(BV?)

relation suivante dans K (n)*(BV?) :
e(u ®r v ®r C) = ¢((u®g C) @c (v@g C)) = F(e(u®pr C),e(v g C)). (2.3)

Lemme 2.2.7. — On a les relations suivantes dans K (n)*(BV¥) :
1. (e(u®gr C))*" =0 pour u quelconque dans V,
2. e(u®grv @R C) = ¢(u®r C) +e(v®r C) + (e(u®r C)¥" " (e(v®@r C)2" pour u, v

quelconques dans V.

Démonstration. — D’apres la proposition 2.2.6, la relation (2.3) nous donne :
e(uRrvORC) = e(u®rC) +e(v@RC) + (e(u®rC))?" (e(v@rC))?" (mod deg (2" —1))

pour u, v quelconques dans V. On pose u = v et on obtient alors 0 = (e(u®g C))2" (1+---)
puisque u ®p u est trivial. Comme la série formelle entre parenthéses est inversible ([Fro68,
Chapter 1, §1, Proposition 1]), il en résulte que (e(u ®g C))2" = 0 pour u quelconque.
On en déduit que, dans la relation (2.3), tous les termes (¢(u ®r C))*(e(v ®@g C))’ tels que

i+ 7 > 2"T1 — 1 sont nuls puisque soit 4, soit j est alors supérieur ou égal & 2". La relation
e(u ®r v Or C) = e(u®@g C) + ¢(v @ C) + (e(u®r C))*" (e(v ®r C))*"

en découle. n

On en déduit que le noyau du morphisme 9y : S*(J(V)) — K(n)*(BV*) contient tous
les éléments de la forme (u + v) + (u) + (v) + (w)¥" " (v)2""". 1 induit donc un morphisme
d’algebres, que I'on note encore ¥y, de S*(J(V))/Rn(V) dans K (n)*(BV*?). Ici R, (V) est
Vidéal engendré par les éléments de la forme (u + v) + (u) + (v) + (w)2" (v)2"" pour u,v

quelconques dans V.

Définition 2.2.8. — On désigne par K, le foncteur Z/(2"*! — 2)-gradué qui & un
Fo-espace vectoriel de dimension finie quelconque V associe la Fa-algebre Z/(27+! — 2)-
graduée S*(J(V))/Rn(V), ou J(V) est concentré en degré 2. Le morphisme 1y est alors un
morphisme préservant le degré, de K, (V) dans K (n)*(BV?).

Théoreme 2.2.9. — Pour tout Fa-espace vectoriel V de dimension finie,
Dy : Kn(V) — K(n)*(BVF)

est un isomorphisme de Fa-algébres Z/ (2" — 2)-graduées. Donc, les isomorphismes Oy

déterminent une équivalence naturelle entre le foncteur KC,, et le foncteur V — K (n)*(BV?Y).

Démonstration. — Supposons que l'espace vectoriel V' est de dimension d et soit {ey,...,eq}

une base de V. La surjectivité de ¥y est une conséquence de I’isomorphisme
K(n)*(BV*) = Fylay, ..., xq)/(zY", ..., zn),
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oll z; est la classe d’Euler e(e; ®@g C) avec 1 <i < d (cf. (2.1)).

On va ensuite montrer que la dimension de la source est inférieure ou égale a la dimension
du but. En effet, le Fo-espace vectoriel K (n)*(BV*#) admet une base de 2"¢ éléments de la
forme x’f e azild, ou 0 < i < 2™ — 1. D’autre part, I'idéal R,, (V') donne la relation suivante
dans ICp, (V) :

(u+0) = () + () + (@ @), (24)

pour u, v quelconques dans V. En posant u = v, on obtient que
(u)?" =0 (2.5)

pour u quelconque dans V. Ainsi, tout élément de S*(J(V))/R,(V) est un polynome aux
indéterminées (u) avec u € V ou la puissance de (u) dans chaque monome est inférieur a
2". De plus, en utilisant la relation (2.4), on peut décomposer cet élément en combinaison
linéaire de 2"? éléments de la forme (e1)™ --- (eq)%, ot 0 < 4 < 2" — 1. Le théoréme est

démontré. O

Corollaire 2.2.10. — Le foncteur IC,, est exponentiel, i.e. on a une équivalence naturelle

de Fa-algebres 7./ (2" — 2)-graduées : K,(V @ W) =2 K,(V) @ K, (W).

Démonstration. — Le produit de D'algebre symétrique S* induit un morphisme naturel
Kn(V)®@ Kp(W) — Kp(V @ W). Par ailleurs, en tant que Fa-espaces vectoriels, c¢’est un
isomorphisme grace a l'isomorphisme de Kiinneth pour la K-théorie de Morava K (n)*(—).

Le résultat s’ensuit. O

Proposition 2.2.11. — K, (V) a une structure d’algebre de Hopf ou la diagonale est
donnée par la formule §((v)) = (u) ® 14+ 1® (u) + ()2 @ (W2 pour tout u € V.
2i

Les éléments (u)* sont primitifs pour tout i > 1.

Démonstration. — On sait que K (n)*(BV?) est une algebre de Hopf. 11 suffit d’identifier
la diagonale. Soit v un fibré en droite réelle sur BV, et u: BVf x BV — BV la loi de ce
H-espace. On a

O(e(u@r C)) :=pu"(e(u®r C)) = F(e(u®@r C) ® 1,1 ® ¢(u @r C)).

Pour le second point, il suffit d’élever la formule ci-dessus & la puissance 2° et d’utiliser

la relation (2.5). La proposition s’ensuit. O

2.2.3 Quelques applications

Proposition 2.2.12. — A(K,) = IC;‘?(TL_U.

Démonstration. — Puisque le foncteur I, est exponentiel, ’espace IC,,(V @ Fa) s’écrit
an—1 Co2n-l
Kn(V & F2) = Kn(V) @ Kn(F2) 2 @D Kn(V) @ (e)' 2 @D Kn(V)
i=0 i=0
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en désignant par e générateur de Fo, et K (V) ® (e)! := {z @ (e)' | z € Kn(V)}. O

Proposition 2.2.13. — Soit S5 le foncteur puissance symétrique tronquée (voir l’exemple
1.1.7). En considérant Sk.(J(V)) comme une Fa-algebre Z./(2" — 2)-graduée ou J(V) est

concentré en degré 2, on a ’équivalence de foncteurs Z/(2"! — 2)-gradués suivant :

Kn = (S50 0J)/Rp,

ol R, est le foncteur envoyant V € ¥ sur Uidéal de Si.(J(V)) engendré par les éléments
de la forme (u+v) 4+ (u) + (v) + (W) (©)¥"" pour u,v quelconques dans V.

Démonstration. — Considérons la surjection canonique (S* o J) — K,, = (S* o J)/R,,. Elle
se factorise & travers S%, oJ grace a la relation (2.5) dans K, (V), puis & travers (S 0 J)/ R,
puisque tous les éléments de la forme (u + v) + (u) + (v) + (©)" " (v)2"" sont nuls dans
Kn(V). Le résultat se déduit du fait que les deux espaces Kp (V) et Sin (J(V)) /R (V) sont

de meéme dimension 2™%, oit d est la dimension de V. ]

Lemme 2.2.14. — On a, dans K,(V), la relation (u + v)¥ = () + (v)¥ pour tous
u,v € V et pour tout 1 > 1.

Démonstration. — Par élévation au carré de la relation (2.4) et en utilisant la relation (2.5),

on obtient que
(u+v)* = ()? + (v)?

pour u, v quelconques dans V. Il en résulte que (u+v)2i = (u)T + (’U)Qi pour tout ¢ > 1. [

Proposition 2.2.15. — Par construction de KCp,, on a un morphisme naturel de J dans
Kn. Sin > 2, ce morphisme se factorise a travers la deuzieme puissance divisée I'?, i.e. on
a la factorisation suivante :

J

Ky .
N
T2
Démonstration. — Rappelons que J admet une unique filtration convergente décroissante
J=hh DD -DJDJgr1 D

telle que Jy/Jpr1 = A* (voir la proposition 1.1.40). Rappelons encore que J3(V) est le

sous-Fa-espace vectoriel de J(V') engendré par les éléments de la forme
(u) + (v) + (W) + (u+v) + (v+w) + (w+u) + (u+ v+ w)
pour u, v, w quelconques dans V.
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En utilisant les relations (2.4) et le lemme 2.2.14, nous obtenons la relation suivante
dans KCo(V) :

(u+ v+ w) + (u+0) + (0 +w) + (w+u) + (u) + (v) + (w) =
=((u+v+w) +(ut+v)+ (w)+ (v+w)+ (v)+ (w) + ((w+u) + (w) + (u))
= (w+v)" @)+ @ @)+ W) (@)

@+ @) W)+ ) (W) + () (W) (car n > 2)

(
0.

—1

On en déduite que le morphisme de J dans Ko se factorise a travers J/Js. D’autre part,

les foncteurs J/J3 et I'2 sont des extensions non-triviales de A' par A2. De plus, d’aprés

[FLS94], Extl; (A, A%) = F5. On obtient donc .J/J3 = T'2. O
Remarque 2.2.16. — La démonstration de la proposition 2.2.15 ne fonctionne passin =1

puisque l'on n’a pas la relation (u + v) = (u) + (v) dans K1(V).
Corollaire 2.2.17. — Le foncteur IC,, est analytique si et seulement sin > 2.

Démonstration. — On note que le foncteur K est isomorphe au projectif standard Pp,, i.e.
K1(V) = Fyo[V]. Le projectif standard P, n’est pas analytique (voir [HLS93]).

Si n > 2, par la construction de K,, on a un épimorphisme de S* o J vers KC,. Il se
factorise & travers S* o I'? grace & la proposition 2.2.15. Le foncteur K, est donc un objet

quotient du foncteur analytique S* o I'?, il est alors analytique. O
On a une autre conséquence du lemme 2.2.14 :

Proposition 2.2.18. — L’application de V' dans K, (V), qui a uw € V associe ’élément
(u)? € K,(V), est une application linéaire. Elle s’étend canoniquement en un morphisme
d’algébres de Hopf de S},_1(V) dans IC,,(V'). Ce morphisme est injectif et fonctoriel en V.

De plus, en considérant Sh,_,(V) comme une Fy-algebre Z/(2"+" — 2)-graduée ou V
est concentré en degré 4, le monomorphisme d’algébres de Sh, (V) dans K, (V) est un

monomorphisme préservant le degré.

Démonstration. — 1l suit du lemme 2.2.14 que 'application de V' vers KC,,(V) définie dans
I’énoncé est une application linéaire. Elle s’étend en un morphisme d’algebres de S*(V') dans
2)271*1

ICr (V') qui se factorise & travers S3,,_; (V) puisque la relation ((u) = (u)*" = 0 est vraie

dans K, (V). On obtient donc un morphisme naturel ¢: S3,_; — K, qui est bien défini par

Gy (ur . oug) = (u)? - (ug)?

ol k € N, et u; quelconques dans V.
Afin de montrer que le morphisme v est injectif, on utilise un argument de dimen-
sion. Supposons que l'espace vectoriel V' est de dimension d et soit {e1,...,eq} une base

de V. Soit k£ un entier naturel quelconque. En utilisant la relation (2.7), il est évident que
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I'image de S§,_, (V) par ¢ est le Fao-sous-espace vectoriel de K,,(V) engendré par le systéme
{(e1)? -+ (eq)¥d: iy +-+ig =k et 0 <i; < 2" 1}. Ce systéme est libre grace a I'isomor-

phisme
Kn(V) = K(n)*(BVY) 2 Folzy,...,2q)/ (23", ..., 22", (2.6)

olt z; est la classe d’'Euler ¢(e; ®g C). La dimension de (S5, (V) est alors égale a celle
de Sgn,l(V) puisque Sgn,l(V) admet une base de la méme forme. De plus, on déduit de
I'isomorphisme ci-dessus que la famille {t(S%,_1 (V) }xen est en somme directe. 11 en résulte

que le morphisme 1 est injectif. O

Corollaire 2.2.19. — En considérant la graduation de S;n_l(V) comme dans la propo-
sition 2.2.18, Kn(V) est un Si,—.(V)-module Z/(2""! — 2)-gradué libre de rang 2%, ou d
est la dimension du Fo-espace vectoriel V.. Autrement dit, on a une équivalence naturelle
Kn(V) ®S;n71(v) Fo = A*(V).

Démonstration. — Considérons la composée des surjections canoniques S*(V) — I, (V) et
Kn(V) = Kn(V) Bz, (V) Fy. Elle se factorise & travers A*(V) puisque (u)? € Sh,_.(V).

Dong, pour conclure, il suffit d’utiliser un argument de dimension. En effet, si on a une base

{e1,...,eq} de V, une base de K, (V) Bsr, (V) Fo est donnée par les éléments de la forme
(e)r = (e,
el
pour tout sous-ensemble I de {1,...,d}. O

2.3 Structure du foncteur K,

Dans cette section, nous allons analyser la structure du foncteur Xy qui est isomorphe au
foncteur V — K (2)*(BV*). En détail, nous étudierons des sous-objets et des sous-quotients
de Cs.

Rappelons que K2(V) est une Fo-algebre Z/6-graduée, ou le degré de tout élément de
J(V) est 2. Cette graduation induit une décomposition du foncteur Kz, que 1'on appelle la
décomposition par le poids. A savoir, toutes les composantes correspondantes aux degrés
impairs sont nulles, alors Ko = /cg @ ICg @ IC%, ou le foncteur K%ik est isomorphe au foncteur
Vs K(2)2(BVY) pour 0 < k < 2.

Rappelons encore que, dans Ky(V'), on a les relations suivantes :

(u+v) = (u) + (v) + (u)*(v)?%,
(u)* =0, (2.7)

(u+v)? = (u)?+ (v)?

pour u,v quelconques dans V.
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2.3.1 Les sous-foncteurs K, , du foncteur K,

Soient p,q deux entiers naturels. Rappelons que J est le foncteur qui associe & ’espace
vectoriel V 'idéal d’augmentation de 1’algebre du groupe Fa[V]. Il découle de la définition
du foncteur Ko que 'on a un morphisme naturel de J dans Ks. On a encore un morphisme
de A9 dans Ky d’apres la proposition 2.2.18. On obtient donc un morphisme 674 du produit

tensoriel (T? o J) ® A? dans Ky en utilisant le produit de Kq, ott T* est le foncteur puissance

tensorielle.
Lemme 2.3.1. — Le morphisme 0P% se factorise a travers (SP o I'?) @ A4,
Démonstration. — Grace & la proposition 2.2.15, 874 se factorise & travers (TP o I'?) @ A9,

Il se factorise ensuite & travers (S o I'?) ® A9 grace & la commutativité du produit de /Ca.

En d’autres termes, on a le diagramme commutatif suivant :

or:a

(TP o J)® A4 Ko

| |

(TPoT?) ® A9 — (SP o I'2) @ AY.

O]

Définition 2.3.2. — L’image du morphisme 674 détermine un sous-foncteur du foncteur
K2 que 'on note K),. Autrement dit, K, , est le foncteur qui a tout espace vectoriel V'

associe le sous-espace vectoriel de Ko(V') qui est engendré par les éléments de la forme

(u1) - (up)(v1)? - -~ (vg)?
pour u; et v; quelconques dans V.

Corollaire 2.3.3. — Le foncteur K, 4 est polynomial de degré inférieur ou égal a (2p+q),
pour p,q € N.

Démonstration. — D’apres le lemme 2.3.1, le foncteur K, est le quotient du foncteur
polynomial (S o I'?) @ A9. O

Remarque 2.3.4. — Rappelons que K9 est un foncteur exponentiel de Hopf, il admet un
produit naturel Ko ® Ko — Ko et un coproduit naturel o — Ko @ Ko qui font de Ko(V)
une [Fy-algebre de Hopf pour tout V' € ¥ (cf. le corollaire 2.2.10 et la proposition 2.2.11).

Cette structure est compatible avec la famille {K), ;} :
Kpq © Kst — Kpysgtt,
et
Kpq — > Kij; ® Ky jr.
i+2j+i'+25'=p+2q (mod 3)
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Définition 2.3.5. — Soit < l'ordre partiel sur I’ensemble N? qui est engendré par la
relation : (p,q) < (s,t) si (s,1) = (p,q) + (2, —1) ou (s,t) = (p, q) + (1, —2).

Lemme 2.3.6. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
1 (p,q) = (s,1).
2. Il existe m,n > 0 tels que (s,t) = (p,q) + m(2,—1) + n(1,—2).
3. 1l existe m,n > 0 tels que (2s +t) — (2p+ q) = 3m et (p+ 2q) — (s + 2t) = 3n.

Remarque 2.3.7. — Si (p,q) et (s,t) sont comparables, alors p+2q = s+ 2t (mod 3). On

note que cette condition est équivalente & la condition 2p 4+ ¢ = 2s + ¢ (mod 3).

Démonstration de 2.53.6. — Le fait que la premiere assertion est équivalente & la seconde est

déduit explicitement de la définition ci-dessus de ’ordre partiel <. On obtient ’équivalence

entre la seconde et la troisieme par un calcul direct. O
Proposition 2.3.8. — Soit V un espace vectoriel de dimension d. On a
d\ (d
dim K, ,(V) = .
paV)= > (z) <y)
(4,7)2(p,9)
Démonstration. — Fixons une base {e1,...,eq} de V. Rappelons que ’espace vectoriel

2

K, (V) est engendré par les éléments de la forme (u1)--- (up)(v1)? -+ (vy)? pour u; et v,

quelconques dans V. En utilisant les relations (2.7), on trouve que K ,(V') est engendré par

le systéme e qui est composé par les éléments de la forme

(ery) - (ex)e)* - (er,)?,

ot ki < ... < ki, l1 < ... <ljet (i,j) = (p,q). Le systeme ¢ est de plus libre grace a

I’isomorphisme
Kao(V) =2 K(2) (BVF) = Folzy, ..., zq)/(x, ..., 23), (2.8)

ou x; est la classe d’Euler ¢(e; ®g C). La proposition s’ensuit. O

dim V'
n

Remarque 2.3.9. — Rappelons que dim A"(V) = ( ) pour tout n € N. On a donc :

dim K, (V)= Y dim(A(V)® A(V)).

(4,9)=2(,q)

Lemme 2.3.10. — K, , — K, si (p,q) = (s,1).

Démonstration. — On voit facilement que K, — K,124-1 pour ¢ > 1. On a aussi une
inclusion K4 < Kpi1,4-2 pour ¢ > 2 puisque l'on a la relation (v;)%(vj)? = (v;) + (vj) +
(v; +v;) dans Ko(V). Le lemme s’ensuit. O
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Proposition 2.3.11. — Sip+2q et s+ 2t ne sont pas congrus modulo 3, K, 4N K,; = 0.

Dans le cas contraire, supposons que p+ 2q > s + 2t. Alors,

1. Si(p,q) 2 (s,t), KpgNKsp=Kpgq.

2. Si(p,q) A (s,t), KpgNKsy = Ky avec m = %, n= w.
Remarque 2.3.12. — On explique ici les hypotheses de la proposition 2.3.11. Pour p, q, s, t

des nombres naturels tels que p + 2¢ = s + 2t (mod 3) et que p + 2¢ > s + 2¢, on compare
2p+qet 2s+1t:

1.Si2p+q<2s+1t, KpyNKsr = Kpy.

2. Si2p+q > 2s + t, cette intersection est K,,, ol

m+2n=p+2q m:%
2p+dg—2
2m+n=2s+t nzw

On donne ici une illustration qui fait une partie des figures 2.2, 2.3 et 2.4 (page 68).
La position de K, par rapport & K,; dépend des conditions de la proposition : K, 4

est situé a droite de K ;.

FIGURE 2.1 - K,y N Ky = Ky, 0 (p+2q) — (s +2t) =3k >0 et (p,q) A (s,1).

Démonstration de 2.3.11. — Si p + 2q et s + 2t ne sont pas congrus modulo 3, le résultat
se déduit de la décomposition par le poids du foncteur Ko. Dans le cas contraire, le résultat
correspondant au cas (p,q) < (s,t) suit du lemme 2.3.10, il reste & considérer le cas ou
(P, ) £ (s,).

On observe d’abord que (m,n) est strictement plus petit que (p, q) et (s,t) par rapport
a 'ordre partiel <. On déduit du lemme 2.3.10 que K, ,, est un sous-foncteur de K, ,N K ;.
1l suffit alors de montrer la proposition par des arguments de dimension.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie d quelconque. Fixons une base {eq,...,eq}
de V. La base de K, ,(V) est alors donnée par

Epqg = {(ekl) (6ki)(€l1)2" ' (elj)2| kl <...< ki’ll <...< l]’(7’7j) = (pvq)}’
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et celle de K,4(V') est donnée par
Est = {(€k1) s (ek’i)(ell)Q - (elj)Q‘ ki <...<k,li<...< lj, (Z,j) = (S,t)} .

On considere l'espace vectoriel K, ,(V) + Ky (V). Il est engendré par le systeme e :=

€p,q U €s¢. L'isomorphisme (2.8) dit que le systéme ¢ est libre. Ainsi, on obtient que

dim (K ¢(V) + Ks (V) = [ep,q U €]
= lepgl + lest] — lep,g Mestl-

= dim(Kp¢(V)) + dim(K ¢ (V) — [ep,g N Esl-

II en résulte que la dimension de K, 4(V) N K (V) est égale au cardinal de l’ensemble

€p,q MNEst dont les éléments sont de la forme

(ery) - (%)(611)2 T (%)2,

o ky < ... < ki, b < ... <, (4,7) 2 (p.q) et (i,5) = (s,t). En utilisant la troisieme
assertion du lemme 2.3.6, on obtient ’équivalence suivante ot les conditions de congruences

sont satisfaites :

i+2j>p+2q
0,J) = (ps 2i+j5 <2p+ i+2j>p+2 .
BT LA sk AR e AR BT
(i,7) = (s,1) i+2j>s+2t 204+ 7 <25+t
2i+j <2541t
Ceci implique que €, 4 Neg 4 est une base de Ky, (V). La proposition est démontrée. O

Corollaire 2.3.13. — K, ;N Kpi1,9+1 = Kp_1,4+2.

Démonstration. — On calcule pour le cas ot (p+1)+2(¢+1) =p+2¢ (mod 3), (p+1) +
2g+1)>p+2qet (p+1,q+1) £ (p,q). On obtient que (m,n) = (p — 1,¢ + 2). O

Corollaire 2.3.14. — K, , — K, si et seulement si (p,q) =< (s,t).

Démonstration. — Si (p,q) = (s,t), Kpq < Ks¢ d’apres le lemme 2.3.10. Si (p, q) 2 (s,1),
K, 4N K, est strictement plus petit que K, ; d’apres la proposition 2.3.11. O

Proposition 2.3.15. — Le foncteur ICo est la limite inductive du systeme {Kpq}.

Démonstration. — La limite inductive du systéme {4} est la somme 3 K 4. Elle est
un sous-foncteur de Ks.

D’autre part, soit V un espace vectoriel de dimension finie d quelconque. Rappelons que
K2(V) = S*(J(V))/ Ra(V).
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On fixe une base {e1,...,eq} de V. On déduit alors des relations (2.7) que l’espace vectoriel
K2(V) est engendré par les éléments de la forme (ex,) - - (ex,)(e,)? - (er,) o by < ... <
kiyli < ... <lji <detj <d. Ceciimplique que ICo(V) est un sous-espace vectoriel de
> pa<d Kpa(V) C 22 o Kpg(V).

On obtient donc que Ko(V) = >,  K; (V) pour tout espace vectoriel de dimension
finie V. Cela signifie également que o = Zp, q K, 4. La proposition s’ensuit. ]

Remarque 2.3.16. — On considere la décomposition par le poids du foncteur Ko (voir a
la page 63). En rappelant que (u) est un élément de degré 2 de K2(V') pour tout u € V, on
en déduit que K, est un sous-foncteur de IC%TC si et seulement si p + 2¢ = k (mod 3).

On observe de plus que, si K 4 est un sous-foncteur de IC%T“, le foncteur K ; est également
un sous-foncteur de lC%TC pour tout (s,t) < (p,q). On a les diagrammes suivants, ot les I,
(resp. Ip,) sont les lignes de base de déterminer la filtration croissante C, (resp. la filtration
décroissante D,) du foncteur Ko (pour la définition des filtrations C, et Dy, on renvoie aux

sous-sections suivantes) :

Ip, lp, lp, K7,0 Ipyg

3
Q
(@)
=
=
o
[N}
|
wn
o
o
¢
c
=
a
=+
D
=
=
o)
ol
o
o
)
@}
=+
¢}
=
=]
S
N
<
=
—
N
N
—~
Sy
<
=

FIGURE 2.3 — Sous-foncteurs du foncteur /Cg (Vo K(2)4(BVY),
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N Ip, IDg Ip,
~ 7~ - -
~ - ~ - - _
~ - P e ~ - P - P 7 Q/ -
~ - b
> PN Ke - K71 Ip,,
P ~ - ~ s <
- ~ e ~ - ~ -
_ ~ - / \ / <
7~ ~N e e
~ - _
Ky ST K9 -
e ~ e -
</ \ / /\\ </<1 P c”
N o - ~ -
o< PR K33 > Ky
\ \\/ (-\// \% (\// \‘\
- ~ P ~ ~
- ~ - ~ )
- K4 PR Kap S
~N - ~N ~
- ~ >7
-7 S ;\\ </<1 N \ CTN
-7 o Kog ~ K7 le
- - ~ ~ ~
- - _ - ~ ~ ~ N
7 7 RS > ~ D)
ZCB lCG
et
Koo =T
FIGURE 2.4 — Sous-foncteurs du foncteur KJ : V s K (2)9(BVY).
Remarque 2.3.17 — Les résultats de cette section nous permet de définir des filtrations

convergentes de Ko. En effet, dans les sections suivantes, on va construire une filtration

décroissante {Dy} et une filtration croissante {Cr} du foncteur 9. On en déduit ensuite une

bi-filtration du foncteur o dont les sous-quotients sont le produit tensoriel des puissances

extérieures.

2.3.2 La filtration décroissante du foncteur X,

Définition 2.3.18. — Pour tout entier naturel k, on note Dy, la somme Zp+2q>k K, 4. On

obtient alors la filtration décroissante du foncteur &y :

Ko=DygD---DDpD---

La proposition 2.3.15 dit que cette filtration est convergente.

Exemple 2.3.19. — Grace a la proposition 2.3.11, on peut déterminer 'intersection de Dy,

et les composantes de la décomposition par le poids du foncteur Ko. Par exemple,
e D3NK32 = (Koo+ Ko+ Kupo)+ (Ki3+ K3+ K51 + K70) +
e DsNKL = (Kio+4 K31+ Ksp) + (Koa+ Koz + Ko+ Ke1 + Kso) +
o D3NKY = (K11 + Kso) + (Kos+ Koo+ Ku1 + Kep) +

En général, on a l'illustration suivante de Dy, (cf. les figures 2.2, 2.3 et 2.4) :
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Ip, ZDA:Jrl ZDA:+2

Dy N K:%TC Di. N K;(k—H) Dy N ]Cg(k+2)

FIGURE 2.5 — Dy, = (Dk N K?) @ (Dk N ICS(HU) @ (Dk N IC%UHZ)).

On a le résultat suivant sur les quotients successifs de la filtration décroissante {Dy}.

Proposition 2.3.20. — On a

Dn/Dn—H = Kn,O/Kn—l,Z'

Démonstration. — En utilisant la décomposition par le poids du foncteur o, on obtient

Do _ DnﬂK%TL@ Dnmc@@ DnﬂK@
Dntt DppiNK3" Doy K Dy N3
D, N K" o Dnii 0 K42 D, ,n K&
Dpy3NK3™ Dy NKF2 Do n Ko

KnO
= — H 064 0.
Kn_1p2

La proposition est démontrée. O

D’apres la définition 2.3.2, on a I’épimorphisme
0" T" o J — K.

On considere le foncteur Jy de la filtration décroissante de J (voir la proposition 1.1.40).
On rappelle que pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, le sous-espace vectoriel
J2(V') de J(V) est engendré par les éléments de la forme (u + v) + (u) + (v) pour u,v
quelconques dans V. On considére encore le morphisme composé de 63’0 par la projection
Kno(V) = Kuo(V)/Kn_12(V). Limage de (J(V))2(®=1) @ J5(V) par ce morphisme est

nulle puisque K,_12(V) est engendré par les éléments de la forme
(u1) - (un—1) ((un + ugy) + (un) + (uy,))-
En remarquant que J/Jy = Jy/Jo =2 A! 2 1d, le morphisme composé ci-dessus induit alors
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un épimorphisme de (T"*1 oJ)®Id dans K, . Par récurrence, on obtient I’épimorphisme
™ — Kn,O/Kn71,2-

11 se factorise ensuite a travers S” grace a la commutativité du produit de Ko (V). Rappelons

que S} le foncteur puissance symétrique tronquée qui est défini par le conoyau de la composée

1®¢ produit
- >

s*tes! s*test s"

ot ¢: S! — S* est le morphisme de Frobenius (voir 'exemple 1.1.7). Comme on a (v)* =0

dans Ko (V') pour tout v € V, I’épimorphisme
S" — Kpo/Kn-12
se factorise alors a travers SJ.

Théoréeme 2.3.21. — L’épimorphisme naturel
SZ — Kn,O/Kn—l,Z
est un isomorphisme.

Démonstration. — On montre le théoréme par un argument de dimensions. Supposons que

V est un espace vectoriel de dimension d. Grace au corollaire 2.3.8, on peut calculer

dim (Kno(V)/Kn-12(V)) = > (Czi> (d)

i+2j=n J

Ce résultat est exactement la dimension de I'espace vectoriel S} (V). Le théoreme s’ensuit.
O

2.3.3 La bi-filtration du foncteur C,
Définition 2.3.22. — En définissant C := 22p+q§k K, 4, on obtient alors la filtration
croissante du foncteur /Cy :
ChC...CC,C...CKao.
On en déduit la bi-filtration {Fs}s >0 de K2 ot Fy; := CsND;. Cette bi-filtration satisfait

que Foy C Fyp sis < s ett>t. Le gradué associé a cette bi-filtration est défini par

]:s,t

1Ko = Per, Ko, gr. Ky im — 25t
Bl @gs’t ? B2 Fs—14 + Fstt1

st

On a l'illustration suivante de Cj, (cf. les figures 2.2, 2.3 et 2.4) :
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le lck—l lck—Q

Co N K52 C, N iy 272

FIGURE 2.6 — Cj, = (Ck N IC;T’“) @ (Ck N K;“'“”) @ (Ck N ICQ‘Q(’“‘Q)).

Définition 2.3.23. — A partir des filtrations du foncteur K5, on peut former les filtrations

des composantes IC%TC de la décomposition par le poids de K :

e La filtration croissante de ICj est {C§ = C3542 N ICg} s>0, la filtration décroissante de
celui est {D? = D3y NK3}>0. La bi-filtration de celui est alors {F2 = = C2ND?} s 150

e La filtration croissante de IC4 est {C4 = C3541 N ICQ} s>0, la filtration décroissante de
celui est {D = D319 ﬂlCQ}t>0 La bi-filtration de celui est alors {F2 st = C’4 ND} }s +>0-

e La filtration croissante de ICO est {CO = C3s ﬂICQ} s>0, la filtration décroissante de celui

est {DY = D3; N K9} 4>0. La bi-filtration de celui est alors {F? st = = CO N DY} s50-

Convention 2.3.24. — On convient dans les résultats suivants que si s < 0 ou t < 0, alors
Kg4=0,C=0,D; =0, Fyp =0,CF =0, DF =0 et F2§ = 0.

Proposition 2.3.25. — Pour s,t deux entiers naturels quelconques, on a
1. ]:Ot = Kos—t2t—s,
2. .7-"57,5 = Kos 111215,
3. fgt = Kos t2t—s+1-

Démonstration. — En utilisant le résultat 2.3.11, on peut déterminer l'intersection de C,,
Dy, et KC3F pour le cas oit a = (—b) = k (mod 3). En effet,

2 = =(2a —b)/3
CﬂDbﬁlC =K,, avec {p+q “ @{p (2a =)/

p+2¢g=1> =(2b—a)/3
La proposition se déduit alors de la définition des .7-" O
Corollaire 2.3.26. — Pour p, q deux entiers naturels quelconques, supposons que p+2q = k

(mod 3) avec k € {0,1,2}. On a K, 4 —]:215 ou :
1. Sik=0, alors s = (2p+q)/3 ett = (p+2q)/3.
2. Stk=1,alorss=2p+q—2)/3 ett=(p+2¢—1)/3.
3. Sik=2,alorss=2p+q—1)/3 ett=(p+2¢—2)/3.
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Démonstration. — Le corollaire découle de la proposition 2.3.25 par calcul direct. O

Corollaire 2.3.27. — Pour tous p,q € N, on a

K,

P9
Kp—27q+1 + Kp—17q+2

2k
= grs,tICZ

ot les nombres k, s,t sont déterminés dans le corollaire 2.3.26.
Démonstration. — Le résultat se déduit directement du corollaire 2.3.26. O

Remarque 2.3.28. — On a la décomposition suivante :
Fer =CsNDy = (CNDyNKY) @ (CsNDyNK2) & (Cs NDy N KD).

De plus, 'intersection de Cs, D; et lC%TC peut étre déterminée a I'aide de la proposition 2.3.25

et des tableaux suivants ot on convient que C, =0et D, =0sir <0 :

Cs

K9 | C3NKY=Cy1 NKY =Csr2NKY =0
K2 | 310N K2 =C33NK2E =CraNKZE=C2
KA | Cappy NKE =Capp0NKE =CypsnKi =t

FIGURE 2.7 - Cs N IC?,

Dy

]Cg D30 N ]Cg =D3.—1 N ]Cg = D3 N /Cg = Dg
/C% D31 N IC% = D3 N IC% =D341 N IC% = 'Dz
IC% D3, N IC% =Ds3r41 N K:g = Dsrp2N K:g = ’Dg

FIGURE 2.8 — D; N IC%T“.

On peut donc décomposer Fs; en somme directe des K,
Ezxemple 2.3.29. — On a
]:775 =C; N D;
= ((67 NDs) N ICQ) ® ((C7 NDs) N IC%) ® ((67 NDs) N IC%)
= ((66 NDg) N lCQ) & ((65 ND;) N /cg) @ ((67 NDs)N IC%)

=Koo® K13 K31.

On peut de plus comprendre le gradué associé a la bi-filtration {Fs;}ss>1 en comprenant

ceux des foncteurs IC%Tf pour 0 < k < 2.
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Proposition 2.3.30. — Soient p,q deux entiers naturels quelconques.
1. Si(p+ q) n'est pas divisible par 3, alors gr, Ko est nul.

2. Si(p+q) est un multiple de 3, (p,q) est d’une des trois formes (3s, 3t), (3s+2,3t+1)
ou (3s + 1,3t +2). Alors, gr, Ko = gr&thgq.

Démonstration. — On a

J:P,q
Fo—1q+ Fpat1
— CP N Dq
Cp—1NDy+CpNDyi
CpN Dy N K9 . CpN Dy N K2 i}
Cp-1NDgNKY+CrNDy1 NKY  Cpo1 NDyNK3 +CpNDyy1 NK3
. CpN Dy N Ki _
Cp—1NDyNK3+CoNDy1 NKS

gl“p,q’CQ =

Supposons que (p+ ¢q) n’est pas divisible par 3. Alors (p, ¢) n’est pas de la forme (3s, 3t).
Sip+# 3s,0na CpﬂDqﬂng =Cp1 ﬁDqﬂng (cf. la figure 2.7). Si ¢ # 3t, on a CpﬂDqﬁng =
CpNDys1NKY (cf. la figure 2.8). Ainsi, (C, VD, NKY)/(Cp1 NDyNKY+CpNDyy1NKY) est
nul. De la méme maniére, on peut montrer que les autres facteurs directs de gr, ;Ko sont
nuls. Il en résulte que gr, Ko est nul si (p + q) n’est pas divisible par 3.

Si (p + q) est un multiple de 3, on calcule de maniére analogue pour obtenir les cas

suivants :
e Sip=3set qg=3t gr, Ko = grs’thg,
e Sip=3s+2etq=3t+1,gr, Ko= gr&thg,
e Sip=3s+1letq=3t+2,gr, Ko= grsythg.

Le deuxieme point de la proposition s’ensuit. O

Considérons les exemples suivantes :

Ezxzemple 2.3.31. — On a

Faz
Far+ Fas
. CisN'Dy
N C3NDy +CyNDg
B Cc2nD3 - cinpd - ¢ N DY
(Cg N Dg) + (CO§ n Dg) (Cg N D%) + (C{z N Dg) (Cg n DQ) + (Cg N DQ)
= 0.

gl"4,7’C2 =

74



2.3. Structure du foncteur Ko

Exemple 2.3.32. — On a

gl‘7,5’C2 = &
. C7; N Ds
- Cs NDs +C7rNDg
B Cc2ND? - cinp?t - cOn DYy
(cgn3) +(cznm3)  (cfnDf)+(cinDi)  (cInD})+(cfnDy)
cinp!
(CiZ N D%) + <C§ N D%)

- K.
4 3,1

=gry Ky = —— .

2T K )+ Ko 3

D’apres la proposition 2.3.30 et le corollaire 2.3.27, pour comprendre le gradué associé

a la bi-filtration {F,+}s+>1 de Ko, il reste & décrire les quotients

Kpq
Kp 2411+ Kp-1442

On considere maintenant I’épimorphisme
679 (TP o J) @ A1 — K, 4,

et on le compose avec la projection de Ky, , vers Kp,/(Kp—24+1 + Kp—1,4+2). De maniere
analogue & la section précédente (voir a la page 70), on peut montrer que 1’épimorphisme
composé ci-dessus se factorise a travers (TP~ o J) ® Id ® A%. Par récurrence, on obtient un

épimorphisme
Kpq

Kp24+1+ Kp-14+2

TP @ AT —

Ce morphisme se factorise a travers SP ® A9 grace a la commutativité du produit de Ko(V)
pour V un espace vectoriel de dimension finie quelconque. De plus, on observe que tous les
éléments de la forme (u1) -+ (uy)(v1)? -+ (vg)?, ot il existe 1 < i < j < p tels que u; = uy,
sont dans Kp_o411(V). L’épimorphisme de SP ® A7 vers K, o/(Kp—2,4+1 + Kp—1,4+2) se

factorise ainsi a travers AP ® A? puisque AP = SP / (22 =0).

Théoréme 2.3.383. — Le morphisme 6P1 induit une équivalence naturelle

Kp’q

O AP @ AT —s
Kp2q41+ Kp_1,442

Démonstration. — Pour V un espace vectoriel de dimension finie quelconque, le morphisme
@?;q est un épimorphisme d’apres la construction ci-dessus. On va ensuite montrer que la
dimension du but est égale a celle de la source.

Si V est un espace vectoriel de dimension d < max{p, ¢}, alors AP(V) ® A?(V) =0, on
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n’a rien a faire.

Supposons que d > p et d > ¢g. A la suite du corollaire 2.3.13, on a
dim(Kp—2,4+1(V) + Kp-1,44+2(V))

= dim(Kp—2,411(V)) + dim(Kp—1,442(V)) — dim(Kp_2,441(V) N Kp_1,442(V))
= dim(Kp-2,441(V)) + dim(Kp-1,442(V)) — dim(Kp_3,4+3(V)).

On en déduit que

Kpq(V)
Kp—24+1(V) + Kp-1,442(V)
= dim(Kpq(V)) — dim(Kp—2,11(V)) — dim(Kp-1,g42(V)) + dim(Kp_3,443(V)).

dim

En utilisant la proposition 2.3.8, on obtient que K, ,(V)/(Kp—2,4+1(V) + Kp—1,44+2(V)) est
de dimension (Z) (3) qui est exactement la dimension de AP(V) ® A9(V'). Le théoreme est

démontré. 0

Corollaire 2.3.34. — Soit k € N, et soit n = 2k oun = 2k + 1. Le foncteur puissance

symétrique tronquée S} admet une filtration

O=FCF C---CFp1=S)
telle que Fy/F;_q = A"~ 2(k=i+1) @ Ak—it1
Démonstration. — En posant

Ky opy2i—2k—it1

Fi = 3
Ky ok y2i-3k—it3

on obtient une inclusion canonique de F; 1 dans F; pour 0 < i < k + 1. De plus, a la suite

du théoreme 2.3.21, on a Fy4+1 = SJ. On en déduit une filtration de S} :
0=FCkF C"'CFk+1:SZ.

Ses quotients successifs sont :

FJF Kn—ok+2i-2,k— H—l/Kn 2 2i—d k—it+2
JFio1 =
Ky _opi2i— 3k it3/ Kn—2k+2i—5k—it4
n 2k+2i—2,k—i+1

Ky oky2i-3k—it3 + Kn_opi12i—ak—it2
= A2 @ AR (@rapres le théoreme 2.3.33).

Le corollaire est démontré. O

Corollaire 2.3.35. — Soit k € N, et soit n = 2k oun = 2k + 1. La filtration du foncteur
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1 introduite dans le corollaire 2.3.34 est la filtration polynomiale. En effet,

Sy i >n,
tZ(SZ) = Fi—n+k+1 n—k<i<n,
0 0<i<n-—k.
Démonstration. — On observe d’abord que S} est un foncteur polynomial de degré n. Alors,

t;(Sy) =S} sii>n.

On démontre ensuite par récurrence que, pour 1 < ¢ < k + 1, F; est un foncteur poly-
nomial de degré (i +n — k — 1). En effet, le foncteur F; = A" 2 @ AF est polynomial de
degré (n — k). Supposons que le foncteur F;_; est polynomial de degré (i +n — k — 2) pour

1 < i <k + 1. On utilise la suite exacte courte
0—F_4 — F — An72(k7i+1) ® Ak*iJrl —50

pour conclure que F; est un foncteur polynomial de degré (i +n —k — 1).

Supposons que F; # tii,—r—1(S}). Alors, ti1n_r—1(S})/F; est un sous-foncteur non-
trivial du foncteur Fjyi/F; = A" 2:=) @ A*=% qui est polynomial homogene de degré
(i +n — k). Le foncteur t;4,_r—1(S})/F; est donc polynomial de degré (i + n — k). Il en
résulte que t;1,,_x_1(S}) est un foncteur polynomial de degré (i + n — k). On obtient une
contradiction.

Les foncteurs ¢;(S}) sont nuls pour tout 0 < i < n — k puisque le foncteur t,,_(S}) =

Fy = A" 2k @ AF est polynomial homogene de degré (n — k). O

Remarque 2.3.36. — En passant au quotient par la relation z* = 0, la filtration polyno-
miale du foncteur puissance symétrique S” donnée dans [Tro02, §1.5.3] induit la filtration

polynomiale de S}. Elle est identique avec la filtration donnée dans le corollaire ci-dessus.

2.4 Auto-dualité du foncteur o

Dans cette section, on va montrer que le foncteur Ko est auto-dual. Tout d’abord, on

introduit la définition de foncteur auto-dual.

2.4.1 Foncteur auto-dual

Soit F' un objet quelconque de la catégorie .#, i.e. un foncteur de la catégorie ¥ des
Fo-espaces vectoriels de dimension finie vers la catégorie Vect des Fa-espaces vectoriels. Le
foncteur dual F% de F est défini par F4(V) = F(V¥#)% On rappelle de la définition 1.1.12

que :

Définition 1.1.12. — Le foncteur F' est appelé auto-dual s’il existe une équivalence na-
turelle yp: F = F? qui vérifie 75, onp = vy, ol la transformation naturelle ny;: (F1)8 — Ff

est induite par yp, et np est la transformation canonique de F' dans son bidual.
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D’autre part, en posant (z,a)y = (yr)v(z)(a) pour V€ ¥,z € F(V) et a € F(V?),

on a la définition suivante qui est équivalente & la définition 1.1.12.

Définition 2.4.1. — Le foncteur F' est auto-dual s’il existe pour tout V une forme bi-

linéaire non dégénérée (—, —)y, : F(V) x F(V#) — Fy qui vérifie que :

(%) Soient V, W deux Fa-espaces vectoriels quelconques et soit ¢ dans Hom(V, W). Alors
<x,F(<pﬁ)(a)>V = (F(p)(x), o)y, pour tout z € F(V) et tout a € F(WF). Ici, le
morphisme ! € Hom(W# V*) est le dual de ¢.

(o) Pour tout z € F(V) et tout a € F(V*), on a (z,a)y, = (a, z)y.

En notant que (z,a)y = (vr)v(z)(a), la premiere condition provient de la naturalité de

vr dans la définition originale. La deuxiéme condition provient de I'identité fyluw oNEp = F

puisque, pour tout = € F(V) et tout o € F(V*¥), on a

(vr)v(@)(@) = ((G)v © (ne)v) (@) (@)
& (v (@)(@) = (Vv ((ne)v (2))) (@)
< (yr)v()(a) = ((nr)v(2) o (Yr)y:)(a)
< (yr)v(@)(a) = (nr)v (@) ((vF)va (@)
& (r)v(z)(a) = (vr)y:(a)(z).
Exemple 2.4.2. — Les foncteurs A" sont des exemples de foncteurs auto-duaux. Ici, la

forme bilinéaire non dégénérée (—, —),, : A"(V) x A"(V*#) — Fy est définie par

<u1/\.../\un,u1/\.../\,un>= Z H,U'i(ua(i))

c€eG, i=1
pour uy, ..., u, quelconques dans V et pq, ..., tn, quelconques dans V.
Dans ce qui suit, on va construire une forme bilinéaire (—, =)y, : K2(V) x Ko(V¥) — Fo,

puis montrer que cette forme est bien définie et non dégénérée. De plus, elle vérifie les

conditions (&) et (). Ceci signifie que

Théoreme 2.4.3. — Le foncteur Z/6-gradué Ko est auto-dual. C’est-a-dire que

1. (K2 = K4 et (K37~ k2.
2. (K9)! = k9.

2.4.2 La forme bilinéaire (—, —): Ky(V) x Ko(V?) — Fy
Pour la construction, on rappelle d’abord les partitions ordonnées.

Notation 2.4.4. — Soient nq,...,n; des entiers naturels. On pose ny + - - -+ ny = n. Soit

X un ensemble de n entiers naturels deux & deux distincts {x1,...,2,}.
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e On désigne par [ng,... ,nk]X I’ensemble de tous les rangements des éléments de ’en-

semble X dans k tiroirs tels que le i-iéme tiroir ne contient que n; élément(s) pour

1<i<k SiX={l,...,n}, onnote [ni,...,ns] au lieu de [n1,...,n]*

e Soit P un élément de [n1,...,n,]~, on note P;, avec 1 < i < k, I’ensemble de tous
les nombres dans le ¢-iéme tiroir du rangement P. Remarquons que P; est de cardinal n;

pour tout i et ’'ensemble [n1, ..., ni]X est fini de cardinal (7?1) (”;gl) - (”—"1_7‘1";_"’“—1).

Remarque 2.4.5 (Stabilisation d’une partition ordonnée). — Toute transposition de

'ensemble X induit une bijection de ’'ensemble [ny, ..., n;]* dans lui-méme. On considére la

transposition qui échange deux éléments x; et x;. La bijection induit envoie P € [n4, ..., ng] X

sur P. Alors, P = P si et seulement s'il existe ¢ tel que z; et x; sont dans P;.

Remarque 2.4.6 (Réordonner une partition). — Parce que l'ordre des tiroirs est pris

en compte dans la définition de [nq,...,ng]~, Pensemble [...,n;,...,n;,...]% est différent

de [...,nj,...,n;...]% avec i # j. Mais, on a une bijection entre ces deux ensembles qui

envoie P du premier ensemble sur P du deuxieme ensemble dont P; = Pj, fj = P; et

P = P pour tout k # 4,j. On suppose n; = ... = ng. On a alors une bijection de
[n1,...,n%]~X dans lui-méme qui envoie P sur P # P.

Maintenant, on va construire une forme bilinéaire (—, =)y : Ko(V) x Ko(V#) — Fy pour
V un espace vectoriel quelconque de dimension finie; on la notera (—, —) 8’il n’y a aucune

confusion. Dans les étapes ci-dessous, on convient que u, v, u;, v; sont des éléments de
lespace V et p, &, i, & sont des éléments de I’espace V¥, pour tout entier naturel .

On considere ’ensemble de n entiers strictement positifs X = {x1,...,z,}. Grace a la
commutativité du produit de Ko(V'), on peut noter (u)x le produit (ug, ) - - (uz, ). De méme,
(1) x désigne le produit (pz,) -+ (ftz,). On convient que si X est vide, (u)x et (u)x sont

alors 1 dans [Fs.
Proposition 2.4.7. — Il existe une unique forme bilinéaire symétrique*
(= =) Ka(V) x Ka(VF) = Fy

telle que :

1. (Conditions initiales) : Pour w € V et € V¥,

1. au sens de la condition (w4).
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2. (Compatibilité avec le produit et le coproduit de K3) : Pour tous x,y € Ko(V)
et a:/B € K:Q(Vﬂ)7

(xy,a) = Z(x, aiMy,al), ou d(a Za ® o

i
et

(@, aB) =Y (2}, a)(z], B), oud(x Zx ® .

i
Ici §: Ko — Ko ® Kq est le coproduit naturel (voir la proposition 2.2.11).
Remarque 2.4.8. — Si nous savons a priori que la condition (%) est satisfaite, les deux

conditions de compatibilité sont équivalentes. En effet, pour tout V € ¥/, tous z,y € Kao(V)
et a € Ko(VF), on a:

(wy,a)v =Y (z,0)v{y, of )y

i

g <Oé, xy>Vﬁ = Z(Ck;, x>Vﬁ <(X;’, y>Vﬁ

Par ailleurs, la seconde formule signifie que
(z,aB)v =Y (al,a)v(al. By,
pour tous 2 € Ka(V) et a, B € Ko(VF), d’ot le résultat.

Afin de reconstruire la forme bilinéaire (—, —), dans un premier temps, on va tirer des
conséquences des propriétés imposées dans la proposition 2.4.7. Puis on va déterminer ses
valeurs. Enfin, on vérifiera l’existence de la forme. Les énoncés jusqu’a 2.4.23 s’entendent,

si la forme existe, alors la propriété a lieu.

Lemme 2.4.9. — On a ((u), (u1)(p2)) = pi(uw)pz(uw). De plus, si a est un monome en les
(i) s o= (p1) -+ (pn), et si {(u), ) est non-nul, alors n = 2.
On a également le résultat symétrique : ((uy)(u2), (1)) = p(ur)u(uz). De plus, si x est

un monome en les (u;) : x = (u1) -+ (up), et si (x,(u)) est non-nul, alors n = 2.

Démonstration. — Comme 6((u)) = (u) ® 1 + 1 ® (u) + (u)? @ (u)?,

((w), (1) (p2)) = (6((w)), (1) ® (p2))
= ((w), ()1, (1)) + (1, (1)) {(w), (2)) + {(@)?, (1)) {(w)?, (u2))
= pur () pz(u).
Le reste du lemme est facile & vérifier. Le résultat suit. O
Notation 2.4.10. — On désigne par (zr ® y,0(a)) la somme Y. (z, a})(y, o), ou d(ar) =

S, o @ . Plus généralement, si n > 2, on désigne par (z1 ® - - @ 2, 6" Va) la somme
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évidente ot 61 : Ko(V) — (K2(V))®™ est la diagonale itérée (n— 1) fois. On a la notation

similaire pour le cas symétrique : (6D (z),a; ® -+ @ o).

Lemme 2.4.11. — Les valeurs de la forme bilinéaire (—, —) (si elle existe) sont déterminées

complément par les conditions initiales (cf. la proposition 2.4.7), et par récurrence sur a :

((ur) - (ua), @) = ((w1) - -~ (ua-1) @ (ua),0()),

ot « est un monome quelconque en les (p;) : o= (p1) -+ (up)-
Démonstration. — En effet, les valeurs du cas a = 1 sont donnés par le lemme 2.4.9. O

Lemme 2.4.12. — Les valeurs de la forme bilinéaire déterminées de la maniére du lemme

2.4.11 satisfont la condition de compatibilité de la proposition 2.4.7. En particulier, on a :

((w) - (ua),a) = ((w) ® - ® (ua), 8V ()).

Démonstration. — Puisque (§®1)0d = (1®6) 08 = 5§ (la coassociativité du coproduit),

on utilise la formule suivante qui sert dans la récurrence
(2y @ 2,8(a)) = (z®yz,0(a)) = (z @y © 2,6 (a))
pour z,y, z quelconques de la forme (ug)--- (u;). En général, on obtient la relation :

(1) -+ (a), @) = ((u1) ® -+ @ (uq), 6 V(a)),
d’ou le résultat. O

Définition 2.4.13 (La forme canonique de §). — Grace a la proposition 2.2.11, on

obtient la formule suivante, pour tout u € V :

5(5’1)((u)):il®~'-1®(u)®1®'--®l
i=1 ¢

+ ) 1@ 1ewele - e1leW)’ele @ ®1, (29)
a,fe{l,...,s} @ B

a<f
oil i est la position de (u), et o, 3 sont les positions de (u)2. On appelle cette formule la
forme canonique de 5~ ((u)). La forme canonique de 8¢~ ((uy) - - - (u,)) est obtenue en
développant le produit des formes canoniques de 6~V ((uy)),...,66"((u1)) sans utiliser
les relations (u + v) + (u) + (v) = (u)?(v)? dans Ka(V).

On va maintenant calculer les valeurs de la forme bilinéaire (—, —) en utilisant la formule
du lemme 2.4.12 et les formes canoniques de § : on commence par établir des conditions

d’annulation ; puis en procédant par étape, on donnera les valeurs. On terminera en vérifiant
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a prés que la forme est bien définie, c’est-a-dire que ses valeurs sont compatibles avec les
relations (u +v) + (u) + (v) = (u)?(v)? dans Ka(V).

2.4.3 Calcul des valeurs et exemples

On établit d’abord une condition d’annulation :

Lemme 2.4.14 (Premieére condition d’annulation). — Si ((u1) - (ug), (1) -+ (1))

est non nul, il existe des entiers naturels m,n tels que a =2m +n et b = m + 2n.

Remarque 2.4.15. — L’existence de m,n € Z telle que a = 2m +n et b = m + 2n est
équivalente a la divisibilité par 3 de a+b. En effet, si a+b = 3d, alors m =a—d, n =b—d;

réciproquement, si a = 2m +n, b = m + 2n, alors a + b = 3(m + n).

Démonstration. — On démontre par récurrence en a. Le cas a = 1 provient du lemme 2.4.9.

Supposons que le lemme est vrai pour a — 1. En écrivant §((p1) -+ (1)) = >, 0 @ o/, on a

() -+ (ua), (1) -~ (o)) = D _{(w) -+~ (ua—1), @) {(ua), o).

7

Si ce scalaire est non-nul, ((u1)--- (ug—1), ) et ((uq), o

i) sont non nuls pour un certain 1.

Il en résulte que o est de la forme (ux)? pour certain k, ou de la forme (ug)(p) avec k # I.
Dans premier cas, o, = (juz)? [ 1% (1) de longueur b+1. Dans le second cas, o = [, (1)
et de longueur b — 2. On peut appliquer ’hypothese de récurrence : (a — 1) + (b — 2) =
(a—1)+ (b+1) =0 (mod 3). Cela signifie qu’il existe m,n € Z tels que a = 2m + n et
b=m+ 2n.

Pour conclure le résultat, il suffit de montrer que (2a — b) et (2b — a) sont positifs ou

nuls. En écrivant

((ur) -~ (wa), (1) -~ (o)) = ((w1) ® - © (), 6“7V (1) -+~ (110))),

on observe que 8@V ((u1)--- (1)) est un tenseur & a termes, ot il y a au plus 2b termes
différents de 1. Pour que ce scalaire soit non-nul, il faut que 2b > a. De la méme maniere,

on écrit
(1) (ua), (1) -+ (o)) = (7D () -+ (ua)), (1) @ -+ @ (1))
pour obtenir que 2a > b. Le lemme est démontré. ]

On calcule maintenant les valeurs éventuellement non nulles.

Lemme 2.4.16. — Pour n un entier strictement positif quelconque, on a

{(ur) - (un), (1) () ?) = Z H“i (uoi)) > et (2.10)

ceS, i=1
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<(u1)2 T (un)27 (,ul) U (Nn)> = Z H,Ufi (ua(z)) . (2'11)

€6, i=1

Démonstration. — La démonstration est faite par calculs directs : elle découle du fait que

tous les (u;)? et (u;)? sont primitifs. O

Lemme 2.4.17. — On a :

() (uza) (1) -~ () = Y [T@)ps (), et (2.12)
((ur) -~ (un), (p2) - -~ (p2n)) = H ((ui), ()p,) - (2.13)

Démonstration. — On calcule ((u1) - - (u2n), (11) - - - (n)) de maniere suivante :

() -+ (azn), () -+ () = (1) @+ ® (1aza) 6D ((u2) -+ (1)) )

(2n—1)

ou d est la diagonale itérée (2n — 1) fois. Pour qu'un terme €1 ® - - - ® €9, apparaissant

dans 6@~V (1) - - - (1)) s’évalue non trivialement sur (u1)®- - - @ (ugy,), il faut que chaque
g; soit de la forme (p;)? pour un certain j, soit de la forme (ux) () avec k # 1. Ce dernier cas
est cependant exclu car le monome de 5"~ ((u1) - - - (1)), 871l contient un facteur (u) (1),
doit aussi contient un facteur 1, et donc s’évalue sur (u1) ® -+ ® (ugy) en 0.

Donc, a l'ordre pres, seul le forme

(11)* @ (11)? @ - @ (pn)? @ ()
donne une évaluation non-nulle. Le résultat suit. O

Lemme 2.4.18. — On a:

() - (uzmen)s (1) = (pmr2n)) = D D (Wpy () (W)pss (H)0y)

Pe[2m,n] Q€[m, 2n]
pour m,n des entiers naturels quelconques.

Démonstration. — Ecrivons

((u1) -~ (uzmen), (1) -+~ (Hms2n)) = ((u1) @ - @ (uzmn), 6™ ((11) -+ (hme2n)),

il faut chercher dans l'écriture de 6™+ =D ((u1) - - - (ftmi2n)) comme somme de mondmes
les termes €1 ® - -+ @ €9ty pour lesquels g; = (y;)? pour certain [ ou g; = (ug)(py) avec
k # 1. On commence pour observer que s’il y a un terme ¢; = (4;)?, nécessairement un autre

terme ; (i # j) est aussi égal & (1)? : le facteur (p)? apparait dans un des monomes de
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6@mH+n=1)(1,)) en position i et j, tous les autres facteurs soient égaux a 1 (voir la formule
2.9). On note 2a le nombre des facteurs ¢; de ce type. Puis on note b le nombre des termes
g; de la forme (pug)(w), avec k # 1

Donc, on obtient les équations suivantes :

a+ 2b=m+ 2n (le nombre des facteurs ;)

2a + b= 2m + n (le nombre des facteurs u;).

Evidemment, on a a = m et b = n.

On a donc n sous-ensembles (deux & deux distincts) a deux éléments de {1,...,m+2n},
on notera leur réunion Qs, |Qs| = 2n. Soit Q1 le complémentaire, |Q1| = m. On a de méme
m sous-ensembles (deux a deux distincts) a deux éléments de {1,...,2m + n}, on notera
leur réunion Py, |P1| = 2m, et Pa le complémentaire, |Pz| = n.

Si on somme sur tous les termes €] ® -+ ® €94y, auxquels sont associés (P1,Ps) et
(Q1,Q2), on obtient le facteur ((u)p,, (1)o,) ((w)p,, ()g,). Ceci finit la démonstration, on

obtient la formule en sommant sur tous les (P, Q) € [2m,n] x [m, 2n]. O

Exemple 2.4.19. — On considére I'exemple de calcul de la formule (2.12) ot n = 2. Des

informations de ’ensemble [2, 2] sont donnés par le tableau suivant

Py {1,2} | {1,3} | {1,4} | {2,3} | {2,4} | {3,4}
P | {3,4} | {2,4} | {2,3} | {1,4} | {1,3} | {1,2}

Alors, on a

Exemple 2.4.20. — Pour la formule qui contient m et n, on considere le casoum =n = 1.

On a les tableaux suivants qui correspondent aux ensembles [2, 1] et [1,2] :

Py {2,3} | {1,3} | {1,2}
Po| {1} | {2} | 3} |

Q| {1} | {2} | {3}
QQ {273} {173} {172}
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On obtient alors

() (u2) (us), () (2) (1)) = D~ D (W, (Way) (W)py: (w)ay)

Q¢€[1,2] P€(2,1]
= ((u1)(u2), (1)) ((u3), (u2)(p3)) + ((u1)(us), (n1)) ((u2), (n2)(us)) +
((u2)(us), (1)) ((u1), (p2)(3)) + ((u1)(uz), (u2)) ((uz), (1) (us)) +
((ur)(us), (p2)) ((u2), (1) (p3)) + ((u2)(us), (u2)) ((u1), (n1)(ps)) +
((u1)(u2), (u3)) ((us), (1) (p2)) + ((u1)(us), (u3)) ((u2), (1) (p2)) +
((u2)(us), (us)) ((u1), (u1)(p2)) -

On énonce ci-dessus la seconde condition d’annulation qui sera utile un peu plus loin (on

renvoie au lemme 2.4.14 pour la premiere), puis on donne la formule générale :

Lemme 2.4.21 (Seconde condition d’annulation). — Si

((ur) -+~ (us)(v1)® - (00, (1) -+~ () (€2)* -+ ()7

est non nul, alors (s,t) = (s',t').
Remarque 2.4.22. — Rappelons du lemme 2.3.6 que

(s,t) = (§',t') & 1l existe m,n > 0 tels que (s,t) = (s',¢') +m(2, —1) +n(1,-2)

' s=s54+2m+n
< Il existe m,n > 0 tels que

t'=t+m+2n
Notons également que (s,t) = (s',t') < (¢, 5") = (¢, ).

Démonstration du lemme 2.4.21. — En écrivant

((un) - (us) (W) ()2, (1) - () (1) -+ (€)%)
= () ® - © (us) @ (1) ® - @ (0)%, 62D () - () (€)% -+ (€0)7)),

on étudie dans 6+ ((ug) - - () (€1)% - - - (E)?) les termes €1 ® - - - @ g1 0¢ avec g; = ()2
pour certain 7, ou g; = () () avec k # 1.

Pour que (u1) ® -+ ® (Uptromin) @ (01)2 @ - -+ @ (v,)®? s'évalue non trivialement sur

5(p+2q+2m+n71)(('u1) . (Mq+m+2n)(§l)2 T (fp)Q)v

il faut que, pour 1 <i < g, les deux facteurs (v;) s’évaluent sur le méme facteur (u;)?. Cela

signifie aussi que (v;)? s’évalue sur (u;). On obtient alors que ¢ < . De méme, on a s’ < s.
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Donc, quitte a réindexer, il existe au moins un terme

[((u1), (€1)%) - {(us), (€)%)] [((v1)?, (1)) - {(we)?, ()] ((sren) -~ (), (1) -+ ()

qui est non nul. D’apres la premiére condition d’annulation (cf. le lemme 2.4.14), le fait que
((ugrs1) -+ (us), (1) - -+ (per)) est non nul implique que s — s =2m+nett' —t =m+2n

pour certains m,n € N. Le résultat suit. ]

La démonstration du lemme 2.4.21 nous donne encore le résultat suivant :

Lemme 2.4.23 (Formule générale). — On a :

((u1) - (Upt2men) (1) -+ (vg)?, (1) -~ (pgrms20) (§1)* - (§)%)
= > Y (Wry (€)* - ()%) () (1), (Wa) (Wpe, (H)@a)  (2.14)

Q€[g,m+2n] P€[p,2m+n]
pour m,n deux entiers naturels quelconques.

Exemple 2.4.24. — On considere lecas p=2,g=1,m=n=0.On a

((ur) (ug)(v1)?, (1) (€)% (€2)%) = ((u1)(u2), (€1)*(£2)) {(v1)?, (1))
= p1(v1)(&1(ur)8a(u2) + &1 (u2)é2(ur))
= pa(v1)&1(ur)&a(uz) + pa(v1)&r (uz)é2(ur).

De plus, en posant ug = uy = v1 dans 'exemple 2.4.19, on obtient

((u) (u2)(v1)?, (1) (2)) = pua (ua)pr (un) pa(va) + pin (v1) o () pa (u).

Il en résulte que

7~
/—\

ur)(u2)(v1)?, (1) (&1 + &2) + (&1) + (£2)))

1) (&1 (wr) + &a(ur)) (&1 (uz) + &2(uz)) + 1 (v1)€r(ur)éa(u2) + w1 (v1)Ea(ur)é2(uz)
1(v1)&(ur)€a(uz) + pa(v1)€1 (u2)€2(ur)

((un)(u2)(v1)?, (1)(61)*(£2)%) -

I
I

Cela signifie que les formules définies ci-dessus sont compatibles dans les cas particuliers

que 'on considere.

2.4.4 L’existence de la forme bilinéaire (—, —)

Pour montrer la proposition 2.4.7, il suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.4.25. — Pouru,v €V, p,é € Vi, 2 € Ko(V) et a € Ko(VH), on a :

(@((uw) + (v) + (u+0)), ) = (z(u)*(v)* @),
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et
(@, a((1) + (&) + (n + ) = (z, a(pw)*(€)?).

Démonstration. — Ecrivons

(@((u) + (v) + (u+ ), ) + (2(u)*(v)*, a) =
(@@ ((u) + () + (u+v)),0(a)) + (2 @ ((u)*(v)*),6(a)).

Supposons que a = (1) -+ (pn). Alors §(a) s’écrit sous la forme >, p) @ pf. Les seuls
termes qui peuvent contribuer non trivialement a I’évaluation sur le nombre de gauche sont
ceux pour lesquels 1 est égal a (u;)? pour certain 4, ou (ug)(uy) avec k # 1.

Considérons la quantité (u)+ (v)+ (u+v). Elle s’évalue trivialement sur (u;)? puisque
est une application linéaire et on est en caractéristique 2. Donc, il faut seulement considérer
Iévaluation sur les termes (ug)(w) avec k # [. Ce qui donne tout calcul fait la valeur
g (w) p () + i (v) poe ().

Considérons la quantité (u)2(v)?. Elle s’évalue trivialement sur (y;)? puisque

((u)*(v)?, (13)?) = pa(w)ps(v) + pi(v) i (u) = 0.

Son évaluation sur les (pg) () avec k # 1 est égale a g (u)py(v) + py(v)pg ().
Les termes qui apparaissent en facteurs de ces quantités sont égaux : ce sont (z, u}).

Donc, les deux contributions s’annulent et le lemme est démontré. ]

2.4.5 Non dégénérescence de la forme bilinéaire (—, —)

Dans cette sous-section, on démontre que la forme bilinéaire bien définie ci-dessus est

non dégénérée.
Proposition 2.4.26. — La forme bilinéaire (—, —) : Kao(V)xKo(V#) — Fy est non dégénérée.

Remarque 2.4.27. — Pour faire la démonstration, on va calculer la matrice de la forme
dans une base de ICo(V') associée & une base de V, et sa duale. Le point de départ du calcul

sera la proposition 2.4.21. Puis on fera des calculs explicites.

Démonstration. — Soit x un élément de ICo (V') qui vérifie (x, f) = 0 pour f quelconque dans
K2(V*). On va montrer que x est nul. Clairement I’élément z est dans > prg>0 Kpg(V) parce
que s’il n’y est pas, on a (z,1) = 1. Supposons que ’espace vectoriel V est de dimension d.
Soient {e1,...,eq} une base de V et {(1,...,(y} la base duale de {eq,...,eq}. On consideére
lensemble X = {1,...,d}. Rappelons que (e); désigne le produit (e;,)---(e;,) pour I =
{i1,...,is} une partie quelconque de X . On désigne encore par (e)7 le produit (e;,)? - - - (e;,)?.

L’élément z de Ko(V) est alors de la forme

S cnsee)?

1,JcX
[I]4+]J]|>0
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otter,y € Fy et |—| désigne le cardinal d’'un ensemble. Pour deux sous-ensembles quelconques
I, J de X qui vérifient |I| 4 |J| > 0, on considere I'élément (¢)5(¢)2 de K2(V¥) et le scalaire
{(e)1(€)%,(¢)3(¢)?). On rappelle encore que l'ordre partiel < sur ensemble N? que I'on
considere ci-dessous est défini au début de la section 3.

Si (1I],]J]) < (|1|,]3]) ou (|I|,|J|) n’est pas comparable avec (|I|,|J]), le scalaire
((e)1(e)?,(¢)3(¢)%) est nul d’apres la définition de la forme bilinéaire (—, —).

St (1], [J]) > (IZ],]3]), on peut poser || = p+2m-+n, [J| = ¢, [I| = p et |J] = g+m+2n
avec p,q, m,n des entiers naturels et m +n > 0. La formule (2.14) dit que

{(e)1(e)3, (€)3(O)%)
= Z > AE@p (O (07 (e ((€)py (O as)

Q¢€[g,m+2n]? Pelp,2m—+n]!

_ Z S {(@p (O (% () ((€)ps (Oaa) (€)pss () -

Q¢elg,m,2n}’ P€[p,2m,n)!

Parce que I'on a ((e;)(ej), (Cx)) = 0 et ((ex), (¢)(¢;)) = 0 pour 1 < 4,5,k < d, i # j, alors
((e)py, (€)ay,) et ((e)ps, (¢)oy) sont nuls dans Fy. Le scalaire considéré est également nul.
Si (1], 171) = (1], ]3] et (I,.7) # (L,3), on pose || = [I] = p et |J| = |3] = q. Sans
perte de généralité, on suppose que I # I. 1l existe alors un élément ¢ dans la différence
I\I. On obtient donc < €i), )2> = (i(e;) = 0 pour tout i dans I. On en déduit que

{(e)r,(O}) = > pelt,.. 1) [Th_, {(e)p,, (¢i,)*) = 0 ot on numérote I = {iy,...,1,}. D’aprés
la formule (2.14), on a ((e);(e)%, (€)3()}) = {(e)1,({)%) {(e)%, (¢)s). Le scalaire considéré
est donc nul.

De plus, soit I = {i1,...,is} une partie quelconque de X, on a

. Gilein) - Galei)
(nOh=> Tl¢C,=] + -~ |=1

0€6;s k=1 Gi, (eil) e G, (eis)

parce que dans toute colonne (ligne) du déterminant, tous les éléments sont nuls, sauf un

élément qui est égal a 1.

D’apres les arguments ci-dessus, on obtient

0=< S 51,J<e>1<e>3,<<>J<c>%>

I,JCX
[7]+]J]>0

=€13 <(€)1(€)§, (C)J(C)%>
=€13 <(€)I, (C)%> <(e)§, (OJ>

=€r13-

)

L’élément z est donc nul dans Ko(V') parce que €77 = 0 pour tous les sous-ensembles 1, J
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de X qui vérifient |I|+|.J| > 0. De méme, soit f un élément de Ko(V*) qui vérifie (x, f) =0
pour x quelconque dans Ko(V'), on peut montrer que f est nul. La forme bilinéaire (—, —)
O

est alors non dégénérée.

2.4.6 Démonstration du théoréme 2.4.3

Pour démontrer que le foncteur Ko est auto-dual, il suffit de montrer la proposition

suivante :

Proposition 2.4.28. — La forme bilinéaire non dégénérée
(= =) Kao(V) x Ka(VF) — Fy

vérifie les conditions (1) et (<fa) (voir la section 2.4.1).

Corollaire 2.4.29. — La dualité échange les filtrations Cy et D, de Ko. En particulier, on
a que Cl = Ko/Dyy1 et DI = Ko /Cr_1.

Démonstration. — Pour tous s,t € N tels que 2s +t < k, et pour tous s',t € N tels que
2t' + ' > k, le lemme 2.3.6 dit que (s,t) % (', s'). Alors, d’apres le lemme 2.4.21, le scalaire

((ur) -~ (us) (1)~ (ve)?, (1) - (o) (1) - (€0)°)

est nul. La forme bilinéaire (—, =)y : Ko(V) x Ko(V*) — Fy induit donc la forme bilinéaire
non-dégénérée

(= =i Cr(V) % [ICo(VF)/Diya (V)] = Fo,
qui satisfait la condition suivante :

(. [K2/Deri)(¢9)(@)) = (Cul)(@),adyy

pour V,W deux Fs-espaces vectoriels de dimension finie quelconques, ¢ € Hom(V, W),
x € Cp(V) et a € Ka(WH) /Dy 1(WF). Cette condition dit que I"application

i Ka(V) /Dy (V) = CL(V),

définie par vy (a)(z) = (z,®)y pour a € Ko(V)/Diy1(V) et & € C(V), est une équivalence
naturelle (cf. argument dans la sous-section 2.4.1).

La démonstration du reste est similaire. O
On donne maintenant une démonstration de la proposition 2.4.28 :

Démonstration de 2.4.28. — La condition (%) se déduit directement de la construction de

(—, —)v, t.e. {x, f)y est symétrique par rapport & x et f. Considérons la condition ().
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Soient V, W deux Fa-espaces vectoriels, et soit ¢ dans Hom(V, W). Le morphisme induit

ot € Hom(W*, V) est déterminé par of () (u) = p(p(v)). On en déduit que

() (ua), Kl () = () (uz), (1)) = 0 un) () ) u2)

\%
= pa(p(u1))p (p(uz)) = ((p(u1))(p(u2)), wa)w
= (2 () (1) (w2)); (1)) (2.15)
et de méme,
(), Ko@) () (12))) = (o) (), () (12))yy (2.16)

pour u; € V et u; € WE On observe que, pour tout espace V, la formule pour la forme
bilinéaire (—, —)y est déterminée par les combinaisons de la somme et le produit des sca-
laires de la forme ((u1)(u2), (1)) ou ((u1), (p1)(p2)) (cf. les lemmes 2.4.14 et 2.4.18). La
condition (&) se déduit des identités (2.15), (2.16) et du fait que Ka(p)((u1)---(us)) =
(p(u1)) - -+ (p(us)) pour V,W des espaces vectoriels de dimension finie quelconques, ¢ €

Hom(V, W) et u; € V. La proposition est démontrée. O
Théoreme 2.4.3. — Le foncteur 7Z./6-gradué Ko est auto-dual. C’est-a-dire que

1. (K3 = KL, et (KD = K2

2. (K9)! = k9.
Démonstration. — On déduit du lemme 2.4.14 que la forme (—, =)y : Ko(V) x Ko(V¥) — Fy
induit les formes bilinéaires non-dégénérées suivantes :

o (—, )" KY(V) x KJ(VE) — Ty,

o (—, ) K3(V) x KA(VE) — Ty,

o (—, )y KA(V) x K3(VE) — Fo.
La forme (—, —)?/’0 satisfait les conditions (7)) et (). La paire des formes (—, —)%}4 et
(—, —)b? satisfait également les conditions () et (%) réénoncées comme suit :

(%) Soient V, W deux Fa-espaces vectoriels quelconques et soit ¢ dans Hom(V, W). Alors

(e 5N @). = (KBe)a).a)
et - i3 -
(3. K3HB), = (Ki)w).8) .
pour z € K3(V), y € K3(V), o € KI(WH) et 8 € KE(WH).
(o#) Pour tout z € K2(V) et tout a € K3(V?), on a (z, a)?}z = (o, z) 12

Le théoréme est démontré. O

90



CHAPITRE 3

Calcul de Ext}g;(sz, S))

ONSIDERONS LE FONCTEUR Ka qui est isomorphe au foncteur V +— K (2)*(BV¥)

=) (cf. le théoreme 2.2.9). Il admet la filtration convergente décroissante
Ko=DygD---DDpD---

dont le quotient successif D,,/D,, 41 est isomorphe au foncteur puissance symétrique tronquée
4 pour n > 0 (voir la section 2.3.2).

Le foncteur Ki(V') est isomorphe a Fa[V]. Soit J son idéal d’augmentation. Son dual
JB est unisériel (voir la proposition 1.1.40), ses facteurs de composition sont les A", et on
sait que Ext'z(AY, A7) = Fy si |i — j| = 1, et 0 sinon. Ceci donne une forme d’unicité
pour J% Il est naturel de se poser la question suivante : y-a-t’il une propriété d’unicité
analogue pour le foncteur Ky relativement a ces sous-quotients et leurs extensions? Pour
I’aborder, il faut calculer les groupes Ext}}( 1 SZJF%) avec k > 1, et plus généralement le
groupe Ext';(S3,S}). Enfin, on déterminera la classe d’extension dans Extl; (S, S7?) qui
correspond au sous-quotient (D, N IC%T‘:) /(Dpy6 N K?) de ICo (cf. la page 126).

On va montrer que la dimension de Ext’; (S}, S7"?) est bornée (voir le corollaire 3.4.25).
On conjecture que Ky est le seul (ou a tout le moins qu’il n’y a qu'un nombre fini de)
foncteur(s) ayant une filtration dont les quotients sont les S} et tels que les extensions entre
deux étages successives soient toujours non triviales.

Dans la premiere partie de ce chapitre, on étudie le foncteur exponentiel de Hopf Sj.
Dans la seconde, on étudie les algebres d’endomorphisme, et dans la troisieme et quatrieme

les groupes Extéz comme module sur ces algebres.
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3.3.4  Calcul de Ext}(SihH,AQh) avech>1. .. .. ... ... .. ... 107
3.35 Caleul de Exth (S2', A2 Yavec h>1 . . ... ... ......... 108
3.3.6 Résultat principal et conséquences . . . . . . .. .. ... ... 110
3.4 Lemodule Ext’:(S],S5) « ¢ v v v v v ittt e 112
3.4.1 Premiers résultats sur Ext}g(Sik,SZl) ................. 113
342 Caleul de Ext (2,8 Yavec h>1 . . . ... L 113
3.4.3 Calcul de Ext}g(Sih}Sih) avech>1 .. ... ... ... .. .... 115
3.4.4 Caleul de Exth (82,82 Yavee h>1 ... ... ... ... ... 119
3.4.5 Résultat principal et conséquences . . . . . ... ... ... 126
3.4.6 Iy et foncteurs polynomiaux stricts . . . . . ... ..o 128

3.1 Préliminaires
Le foncteur Ko admet la filtration convergente décroissante
Ko=DygD---DDpD---.

La proposition 2.3.20 et le théoreme 2.3.21 affirment que le quotient D,,/D,,;+1 est isomorphe

au foncteur puissance symétrique tronquée S} qui est défini comme le conoyau de la composée
st g gl 190 gt g gt Produt gn (3.1)

ot ¢: S! — S* est le morphisme de Frobenius itéré. On va calculer Ext'; (S}, S;) en utilisant
les suites spectrales d’hypercohomologie associées aux complexes qui sont introduits dans
la partie 3.1.2. Mais tout d’abord, on montre que S} est un foncteur exponentiel de Hopf.
11 satisfait alors des propriétés qui sont rappelées dans 'appendice A (pour celles du cas
général, voir [FFSS99]).

3.1.1 Le foncteur exponentiel de Hopf S}

Proposition 3.1.1. — Le foncteur gradué
Si =Py
neN
est un foncteur exponentiel.
Remarque 3.1.2. — Rappelons que le foncteur algebre symétrique S* est exponentiel.

Soit Y* = @, cn Y™ le sous-foncteur gradué de S*, ot Y™ est I'image de la composée (3.1).
D’apres la proposition A.2.4, afin de démontrer que S} est un foncteur exponentiel, il suffit

de démontrer que Y* est un idéal exponentiel de S*.

Démonstration. — On rappelle d’abord I’équivalence naturelle S* (VW) = S*(V)@S* (W),

ou V, W sont des espaces vectoriels de dimension finie quelconques (cf. [Tro02, Prop. 1.3.2]).
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Pour I = {i1,...,ix} C N, on désigne par vy le produit v;, ---v;, € S*(V), et wy le produit
qui appartient a S¥(1W). Alors, le morphisme

p: S (V)@ S* (W) — S* (Ve W)

Vv @ Wy — vjwWy
est I'inverse du morphisme

v: ST (Ve W) — SY(V)® S (W)
(v1 +w1) -+ (vn + wp) — Z v Qwy,
IUJ=n
ou n est ensemble {1,2,...,n} et L désigne la réunion disjointe d’ensembles.

On montre maintenant que
YVeW)=2S* (V)Y (W) +Y*(V)® S*(W).

Le fait que S*(V) @ Y*(W) +Y*(V) @ S* (W) — Y*(V & W) se déduit directement de la
définition de ¢. Il reste & montrer 'inclusion réciproque.

Puisque Y™ = 0 pour 0 < n < 3, il suffit de considérer le cas n > 4. Considérons
Pélément = = (vy + wy) -+ (v, + wy) € Y™V @ W). 1l existe alors ki, ko, k3, kg tels que
Vg + Wy = Vky + Wy = Vky + Wy = Vg, + Wg,. On va calculer son image par v. Par la
commutativité, on suppose que (ki, ko, k3, k4) = (1,2,3,4). On en déduite que v = vy =

v3 = vg et wy = wy = wsg = wy4. On obtient alors que

4

)= > (D D (wnvn) @ (whwy,)

IQUJQZQ\A k=0 \ LHUJ1=4
[11]=k

4
- 5 (S (f)uto o i)
IQ‘_L]Q:Q\é k=0

4
= Z (v, ® (wiwy,) + (vivy,) ®wy,) (car <k:> est pair pour k = 1,2, 3).
IoLJo=n\4

Cela signifie que Y*(V @ W) — S (V)@ Y*(W) + Y*(V) ® S*(W). La proposition est

démontrée. O
Corollaire 3.1.3. — Le foncteur gradué S est un foncteur exponentiel de Hopf.
Démonstration. — Les produits naturels sur S}, qui sont définis par

i)

) . L giti(y oy
Si(V) @ Si(V) =87 (Ve V) ———S[7(V),
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ol V est la somme, vérifient I’hypotheése de la proposition A.2.6. O

Remarque 3.1.4. — Le point clé de la démonstration de la proposition 3.1.1 est que (i)
est pair pour k = 1,2, 3. Pour tout entier naturel o, on a (2]:) =0(mod 2)sil <k<2*-1.

Dong, on peut montrer encore que le foncteur

;a - @ Sga

neN
est aussi exponentiel de Hopf. Ici, le foncteur S5 est défini comme le conoyau de la composée

9o produit
_

Sn—2a ® Sl Lﬂs_ Sn—2a ® S gn |

3.1.2 Les foncteurs bigradués A** et S

Pour calculer le groupe Ext? (Id,S*), Franjou, Lannes et Schwartz [FLS94] ont utilisé
les suites spectrales d’hypercohomologie associées aux complexes de cochaines obtenus &
partir du foncteur bigradué S**. Cette technique est développée par Friedlander et Suslin
[FS97, §8]. Les foncteurs bigradués A** et Sy ci-dessous sont étudiés de la méme maniere
pour calculer le groupe Ext’; (S}, S}).

On utilise la notation B* pour indiquer un des foncteurs exponentiels de Hopf A* ou
Si. Pour tout V € ¥, en posant B* (V) = B{(V) ® BI(V), B**(V) = D, , B4 (V) est
naturellement une algebre bigraduée commutative. On définit la transformation naturelle d

par la composée
o — i L il
d: B — BVl @ Bl =~ Bl @ Bl — Bi-titl

ou les applications de gauche et de droite sont respectivement induites par le coproduit et
le produit de B*.

Lemme 3.1.5. — L’application d est une différentielle, i.e. d*> = 0. Elle est de plus une
dérivation de bidegré (—1,1), ce qui fait de B**(V) une algebre différentielle bigraduée

commutative.
Démonstration. — On obtient le résultat en notant que d: B (V) — B*~Li+L1(V) envoie
(@1 2i) @ (1o yy) sur Dop (21 Tpo1Thp1 - i) @ (Tpy1 - Y5)- O

Notation et remarque 3.1.6. — En écrivant B! (V) := B"%{(V), on appelle i le degré
homologique et n le degré total. Alors, B**(V') est encore une algebre différentielle
bigraduée par rapport a ces deux types de degré. La différentielle d préserve le degré total
et augmente le degré homologique de 1, i.e. elle est de bidegré (0,1) par rapport & cette
bigraduation. Il en résulte donc que H.(B**) = @, H.(B},) ou B} =, B.
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Grace au lemme 3.1.5, ’homologie H,.(B**(V')) est aussi une algebre bigraduée commu-

tative. De plus, puisque B* est un foncteur exponentiel de Hopf, on a
B** (Ve W)= B""(V)® B**(W).
Par I'isomorphisme de Kiinneth, on obtient
H.(B™ (V& W)) = H (B> (V) ® B**(W)) = H.(B™(V)) © H(B™*(W)).  (3.2)

Donc, pour calculer I'homologie H,(B**(V)), il suffit de considérer le cas d’un espace vec-

toriel de dimension 1.

Proposition 3.1.7. — On a l'isomorphisme naturel en V :
HL (A (V) = A" (VED),

ou (2,1) indique que V est de degré total 2 et de degré homologique 1 dans H,(A**(V)).

Démonstration. — On dispose d’'un morphisme naturel de V' dans H;(A5(V)) qui envoie
chaque élément v € V sur la classe homologique du cycle v@v € AL(V)@AL(V) = AL(V). Tl
s’étend canoniquement en un morphisme d’algebres bigraduées (en considérant le degré total
et le degré homologique) de A*(V 1) dans H,(A**(V)), puisque la classe (v Av) @ (v Av)
est nulle dans A%(V) ® A%2(V) = A3(V).

Afin de montrer que ce morphisme est un isomorphisme, il suffit d’utiliser un argument

de dimension. On considere 1'algebre différentielle bigraduée A**(FFy) :

Degré total 0 Fy
1 Fy ——=TF,
2 0——=Fy,——0
3 0 0 0 0.

Il en résulte que H,(A**(Fy)) = A* (Fgm)). Le résultat général est démontré par récurrence

sur la dimension de I’espace vectoriel V' en utilisant I'isomorphisme (3.2). t

Remarque 3.1.8. — Le résultat ci-dessus montre que les complexes
AZRHL A2k o AL ARl g a2 AL A2k A2k+]
sont acycliques, tandis que les complexes
AP S AL A S AP @AY S AL AR AP
sont exacts sauf en position k ol 'homologie est A*.
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Proposition 3.1.9. — On a lisomorphisme naturel en V :
H.(S}7 (V) 2 A*(VE0) @ A" (VD).

Démonstration. — On dispose d’un morphisme naturel de V' dans Hy((S4)3(V)) qui envoie
chaque élément v € V sur la classe homologique du cycle v? € S3(V) = (S4)3(V). D’autre
part, on dispose d’'un morphisme naturel de V' dans H3((S4)5(V)) qui envoie v € V sur la
classe homologique du cycle v ® v3 € S}(V) ® S3(V) = (S4)3(V). Puisque v* =0 € S}(V) =
(S1)J(V) et v2 @ 0% =0 € S3(V) @ S§(V) = (S4)8(V), la somme des morphismes ci-dessus
s’étend canoniquement en un morphisme d’algebres bigraduées de A*(V(20)) @ A*(V(43)
dans H.(S;"(V)) (en considérant le degré total et le degré homologique).

Afin de montrer que ceci soit un isomorphisme, il suffit d’utiliser un argument de di-

mension. On considere 'algebre différentielle bigraduée Sy (Fa) :

Degré total 0 Fy
1 Fy —>TF,
2 Fy —2~Fy —=>TF,
3 Fy —=>Fy —2>Fy —=>T,
4 0 Fy —=>TFy —2-TF, 0
5 0 0 Fy —>T, 0 0
6 0 0 0 Fy 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0.

Il en résulte que H,(Sy"(Fa)) = A*(IF?’O)) ® A*(F§4’3)). Le cas général est démontré par

récurrence sur la dimension de l'espace vectoriel V' en utilisant I’isomorphisme (3.2). O

Corollaire 3.1.10. — En considérant le compleve (S4)3,,h > 1:

$f' — s lesi —sT?esi -8 Pesi— . —siest T — st

qui est la partie homogéne de degré total 2" de S**, on a
1. Ho ((Sa)h) 2 AP,
2. Hy ((S4)3n) = Ha ((S4)34) =0,

3. Hs ((S0)i) =AY 2@ AL

Démonstration. — Le corollaire est déduit de la proposition 3.1.9 en comparant les degrés

homologiques et les degrés totals des deux termes. O
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3.1.3 Rappels sur les suites spectrales d’hypercohomologie

Les complexes (S4)3, (voir le corollaire 3.1.10) sont utilisés pour calculer le groupe Ext’ (S}, S5)
en comparant les suites spectrales d’hypercohomologie associées. Rappelons la construction
de ces suites spectrales (cf. [CE56, Chapter XVII]). Soit ¢ une catégorie abélienne qui a
assez d’injectifs. Soit C*: €0 — C' — ... — C* — .- un complexe de €. 1l existe

alors
e un bicomplexe du premier quadrant I**,
e une augmentation C* — I*9,

tels que I™™* est une résolution injective de C™, et de plus, les cycles, les bords, les coho-
mologies de I'*™ forment respectivement des résolutions injectives des cycles, des bords et
des cohomologies de C*. On appelle I** une résolution injective de Cartan-Eilenberg
du complexe C*.

Soit A un objet de la catégorie €. On considére le bicomplexe obtenu en appliquant &
I** le foncteur Homg (A, —). On a deux suites spectrales d’hypercohomologie associées
a ce bicomplexe : {I,},>1 (resp. {IL,},>1) est obtenue en prenant I’homologie suivant les

lignes puis suivant les colonnes (resp. suivant les colonnes puis suivant les lignes).

Proposition 3.1.11. — Les suites spectrales d’hypercohomologie {I,},>1 et {IL.},>1 sont
indépendantes du choix de la résolution injective de Cartan-Filenberg du complexre C*. Elles
convergent vers une meéme cohomologie, que lon note Ext’ (A,C*). Leurs pages initiales

sont déterminées par
A Extl (4, C%),
o IL;" = Exts (A, HY(CY)).
De plus, dans les deux suites spectrales, la différentielle d, de la r-ieme page est de bidegré

(r,1—r).

Remarque 3.1.12. — Pour étudier Ext’; (S}, S}), on va montrer dans les sections suivantes
qu’il suffit de calculer Ext}}(SQk , Sil) avec k,[ € N. En utilisant les suites spectrales d’hyper-
cohomologie associées aux complexes dans le corollaire 3.1.10, grace a la proposition 3.1.11,

on observe qu'’il faut d’abord étudier le groupe Ext'; (S}, A*).

3.2 Les algebres de Hopf Hom (S}, S};) et Hom#(Sj), A¥)

Puisque S} est un foncteur exponentiel de Hopf, d’apres la proposition A.3.5, Ext% (S}, S})
est muni d’une structure d’algebre de Hopf tri-graduée. Cette structure se restreint a une
structure d’algebre de Hopf bigraduée sur Hom 4 (S}, S}). Le but de cette section est d’établir

le résultat suivant :

Proposition 3.2.1. — FEn tant que Fo-algébre bigraduée,

Hom 7 (S5, S5) = (X) Albjar 257) () Albpar o1-1)),
k I
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ot les morphismes by, 1 Si* — Sy sont définis dans 3.2.5. D’autre part, dans la structure de
Fy-algebre de Hopf bigraduée de Hom #(S}, S}), le coproduit est caractérisé par le morphisme

Verschiebung qui est donné par :
o V(b)) =V(bpz) =0,
o V(b[Qk,Qk]) = b[gk—lgk—l], et V(b[2k72k+1}) = b[2k—172k}, pour tout k > 1.

Pour démontrer cette proposition, on détermine d’abord une base de Hom # (S}, S}) en
tant que Fa-espace vectoriel. Ce travail est similaire & celui sur Hom & (S*, S*) ([Kuh94a,
6.11 — 6.19]). Ensuite, on va étudier les relations algébriques entre les éléments de la base
ci-dessus et ainsi déduire le résultat.

On obtient un résultat similaire pour Hom# (S}, A*). La démonstration est laissée au

lecteur puisqu’elle fonctionne de maniere analogue & celle pour Hom # (S}, S}).

Proposition 3.2.2. — En tant que Fa-algébre bigraduée,

Homy(sjb A*) = ® A(EWV)?
k

ot by, : Sit— A™ zy- x> 21 A Az, pour m € N quelconque. D’autre part, dans
la structure de Fo-algébre de Hopf bigraduée de Hom (S}, A*), le coproduit est caractérisé

par le morphisme Verschiebung qui est donné par :
o V(b)) =0,
o V(bor) = bo—1, pour tout k > 1.

Maintenant, pour commencer & démontrer la proposition 3.2.1, on considere la définition

suivante :

Définition 3.2.8. — Soient m,n € N tels que m < n < 2m. On pose k = 2m — n. Alors
0 < k < m. On définit le morphisme naturel by, ,,: S§* — S} par

2
b[mm](xlxm) = Z TIx .
uJj={1,...,m},
|I|=k
Ici 27, x% désignent respectivement xy, - - - xy; et a:?l . a:lzj pour L = {l1,...,l;}. De plus, on

convient que xj, = x% =1€F,si L=2g.

Remarque 3.2.4. — Le morphisme by, ,,,] est le morphisme identité de S}, et le morphisme

bin,2n)* S4 — S27 est le morphisme de Frobenius.

Proposition 3.2.5. — Le Fa-espace vectoriel Hom # (S}, S}) est librement engendré par les

morphismes bjy, ) pour tous m,n € N tels que m < n < 2m.

Démonstration. — Soient m,n € N. Soit ¢: S]' — S} un morphisme non trivial. Soit V

un espace vectoriel de dimension m + 1, et soit {eq, ..., emn4+1} une base de V. On a alors la
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décomposition suivante

_ : : J1 Jm41
py(er---em) = g ALy -y Jmyr)er - et
Jittim4+1=n

ou A(jl?' . '7.jm+1) S IFQ et 0 S jk S 3.
Soient x1, ..., z,, des éléments quelconques dans V. En considérant ’application linéaire
a:V — V qui envoie e; sur x; pour ¢ < m, et envoie e,y sur 0, puisque ¢ est une

transformation naturelle, on obtient que

v (1 mm) = py(aler - em))

= O‘(SOV(e em))
= Z )\(jlu e 7jm+l) (6{1 : eigirll)
Jittimy1=n

= D AGL- G, Ozl (3.3)

Donc, la proposition va étre démontrée si on peut montrer que dans la somme ci-dessus,

si A(Ji, .-+, Jm,0) # 0, alors jj est égal & 1 ou 2 pour tout k. En effet, on considere I'identité

ov(er -em—1(em +ems1)) =@vier - -em—1em)+ pvier - em—1em1).

En appliquant la formule (3.3), on obtient que

Z)\ Jis--sdm,0) ]11 (em + emy1 )™ = Zx\ Ty ey Jms )ejll-' (ejm +€m+1)

Si A(j1, ..., jm,0) # 0, on a alors (e, + epmp1)im = el +em+1 Il en résulte que j,, € {1,2}.
En utilisant la symétrie, on obtient encore le résultat similaire pour tous les j.

Puisque ¢ est non trivial, il existe (j1,...,Jm) tel que A(j1,...,74m,0) = 1. Sans perte
de généralité, on peut supposer que j; < - < jp. Soit 1 <k <mtelquej=---=jr=1
et jk+1 = =Jm = 2. On en déduit que m < n <2met k =2m —n car j; + - jm = n.
De plus, puisque ¢y (z7 - - - x,,) contient le terme zy - - - xkx%H ---x2, | par la symétrie, elle
contient tous les termes de la forme z;z? tels que IUJ = {1,...,m} et |I| = k. On obtient

donc que ¢ = by, ) et dim Hom # (ST, S}) = 1. La proposition s’ensuit. O

Remarque 3.2.6. — Le point clé de la démonstration ci-dessus est la détermination d’une
base de Hom &z (T™, S}). En effet, c’est la famille { fm’n}: o€ Gm}, ol

avec k = 2m — n (sous la condition m < n < 2m).

a

L’image du morphisme by, , : S§* — S} s’identifie alors & celle de la somme ¢ b[m ]

qui est un élément de Hom g (T™,S}) invariant sous l'action du groupe symétrique &,,
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Autrement dit, on a 'isomorphisme Hom #(S7*, S;) — = Hom #(T™,S;)®™ qui est induit

par la projection T™ — S}

De maniére analogue & la démonstration de la proposition 3.2.5, on obtient le résultat

suivant :

Proposition 3.2.7. — Soient m,n des entiers naturels. L’espace vectoriel Hom gz (A™,S})

est trivial st 2m —n > 2.

Démonstration. — Soit ¢ un morphisme non nul de Hom #(A™,S}). Alors, ¢ est de la forme

v(TiA ANam) = > At dm)al 2l (3.4)

ot A(J1,.--,Jm) € Fa et 0 < jx < 3. On peut montrer que les exposants jr admet une des
deux valeurs 1 ou 2 si A(ji,...,Jm) # 0. On pose a le nombre des exposants égals a 1, et b
le nombre des exposants égals & 2. On obtient donc que a +2b =n, et a +b = m. On en
déduit que a = 2m — n. Si a > 2, supposons que jr = j; = 1 avec k # [. Soit {ey,...,emn}
une base de l'espace vectoriel V' de dimension m. On a une contradiction en posant dans
(3.4) que xp, = z; = ey, et x; = e; pour @ # k,[. Cela signifie qu’il n’existe pas un morphisme

non nul de A™ vers S} si 2m —n > 2. O

La proposition 3.2.5 fournit une base de Hom # (S}, S}) en tant que Fo-espace vectoriel.
Le lemme ci-dessous donne les relations algébriques entre les éléments de cette base. Pour
les comprendre, on rappelle d’abord la structure d’algebre de Hom # (S}, S} ). La structure de
foncteur exponentiel de S} fournit les produits naturels Si@Si — Sfij et les coproduits natu-
rels Sffrj — SZ@SZ (voir la section A.2.6). Soient ¢ € Homg(S?,Sil) et 1) € Hom #(S2, SZE).

D’apres la remarque A.3.4, le produit 1) est défini par le diagramme commutatif suivant
S;if—i-z'g ey Siﬁ-]é

coproduit Tproduit
Sif ® SZQ Sfll ® SZIQ

Lemme 3.2.8. — On a

1. Pour tout f € Hom# (ST, S}), on a f2=0; en particulier, bfm’m} = b[2m,2m] =0.
2: Dligjitag) = Djiabpy2)-
De plus, si on réécrit m = 251 + ... 4+ 2k quec k1 < -+ < ks, on obtient alors les identités

sutvantes :
3. b[m,m] - b[2k172k1] T b[gks 2ks] s

4. b[m72m] = b[2k1 ’2k1+1} e b[2k5 ’2k5+1} .
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Démonstration. — Le coproduit S;™7 — Si ® S envoie z1 - - - ;4 ; sur la somme

Z Ty R xyg.

IuJ={1,...,i+j}
[|=i
Le lemme est démontré par calcul direct. Par exemple, on donne ici une démonstration des
premier et troisieme points.

Pour le premier point, on a

Pl zom) = Y. fE)f(@a,. ampn)

Ic{1,...2m}
[[=m

Les termes se regroupent par deux et s’annulent.

Pour le troisieme, le produit bpyk; gk1j - - - bgks oks) est défini par

“biaks ks

b .
g2F1 4. +2ks [2k1,251] q2F1+.. 42k
4 4

5l I

S2k1 C® Siks i Sikl R ® Siks ,
ol v est induit par les produits naturels de S}, et § par les coproduits naturels. Puisque

5($1"‘x2k1+,,,+2k5): E xll®...®xls,
LU--UTs={1,...,2F1 4...4-2ks}
|I;|=2Ft, vt

on obtient la composée

okt ... 4 9ks okt ... 4 9ks—1 9k1
pod = e - 1d.
ks 2ks—1 92k1
On a de plus un résultat classique :
ki ... 9ks\ ok L 4 9ks ok1 B
< ok, ke s gk ) = 1 (mod 2).
DODC, b[2k172k1] ce b[zks 2ks] = Mo o= idsz@ = b[m,m] O]

Nous allons maintenant démontrer la proposition 3.2.1 qui est énoncée au début de cette

section.

Proposition 3.2.1. — FEn tant que Fo-algébre bigraduée,

HOH]&Z‘ S4, S4 ®A [2F 2k ® A b[Ql 21+1
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D’autre part, dans la structure de Fo-algébre de Hopf bigraduée de Hom # (S}, S}), le coproduit

est caractérisé par le morphisme Verschiebung qui est donné par :
s V(b[l,l]) = V(b 2) =0,

° V(b[zk’Qk]) = bpok—1,9k-1, €t V(b[QkaH]) = bpak—19k], pour tout k > 1.

Démonstration. — Supposons que bjgr or) = by 01,5 ou @ + j = 2F et 4,7 < 2F. On réécrit
i=2 4. . 42% et j =201 4... 426 T existe alors sg et t( tels que as, = P, puisque sinon,
i+j < 1424-- 42k=1 — 9k _1 < 9k Grace au lemme 3.2.8,0n a b[2k72k] = b[22a50 P 0.
Ceci est une contradiction. De méme, on peut montrer qu’il n’existe pas de décomposition de
bjot 21+1). Le premier point du lemme 3.2.8 dit que Hom (S}, S}) est une algebre extérieure.

Pour calculer le morphisme Verschiebung V (f) avec f € Hom #(S3™, S$2), il faut analyser

le diagramme commutatif suivant :

2m 2n
Si 53
produit T produit
22 i®pit 0, (b @yt @;5)
m m k l
Sy ®Sj Drr1=2,51 ® Sy,

alors V(f) = >_, ¢i. Ou bien de maniére équivalente : on considere
fSTM (Ve W)= SiNV e w),

et on décrit la restriction au facteur direct S}*(V) @ SJ* (W) dont le but est S} (V) ® S§(W).
Dans le cas bpr or) (reSp. bpok or+17), cette restriction est bppr—1 gk-1) @ bigr—1 9517 (resp.
biok—1 95 @ bpar—195)) sl k > 1, et elle est nulle si k = 1. O

3.3 Le module Ext; (S}, A*¥)

En utilisant la structure de Fs-algebre de Hopf tri-graduée sur Ext?; (S}, A*), on observe
que Ext}o;(SZ,A*) est un module sur l'algebre de Hopf Hom (S}, A*). On peut de plus

montrer que ce module est libre & I'aide d’un résultat de Milnor et Moore [MMG65].

Théoréme 3.3.1. — Les Fa-espaces vectoriels Ext';(S§, A?), Extl;(S], A!) et Extl (8%, A2)
sont isomorphes a Fy. Soient respectivement €)1 o), €4,1] €t €).9) leurs générateurs. Alors, en

tant que module sur l’algébre de Hopf Hom & (S}, A*), Ext}g;(SZ,A*) est librement engendré

par €p.2), €a,1) et €9

Afin de démontrer le théoréme ci-dessus, on montre d’abord que le calcul de Ext!; (S}, A*)

N . . k l
se raméne aux cas particuliers Ext';(S7 ,A?) avec k,l € N :

Proposition 3.3.2. — Sim # 2Foun # 2, tout élément de Ext});( T, A™) est décomposable

par rapport au produit de Hopf sur Ext%(S1, A*).
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Remarque 3.3.3. — La proposition 3.3.2 dit que le produit de Hopf sur Ext% (S}, A¥)

induit un épimorphisme de Hom (S}, A*)-modules :
Hom .z (83, A%) @ (@), jen Bxts (87, A7) ) —= Extls (85, A7),

Nous exhibons ensuite les premiers calculs sur Extg(SZk,AQl) :
0 sii>2,

Proposition 3.3.4. — Extly(SZh,AﬂH) =40 si=1h2>1,
Fy sii=1,h=0.

0 si12>3,
Proposition 3.3.5. — Extﬁ;(SihH, Azh) =<0 sii=2h>1,

Fy sii=2h=0.

\

Grace aux propositions 3.3.4 et 3.3.5, nous continuons  ramener le calcul de Ext; (S}, A*)
a ceux de Ext}(SihH, AQh) oui=0,1et h > 1. En utilisant des suites spectrales d’hyper-
cohomologie associées au complexe A, (cf. la section 3.1.2), nous obtenons les résultats

suivants qui nous permettent de conclure le théoreme 3.3.1.
Proposition 3.3.6. — Ext}(SZhH,AQh) =0,Vh > 1.

Proposition 3.3.7. — Le Fy-espace vectoriel Ext}o;(Sih, Azh) est isomorphe a Fo pour tout
h > 1. 1l est engendré par le produit de Hopf 152;_2€[272], 0t by, est défini dans la proposition
3.2.2, et € 9] est le générateur de Ext’;(S3,A?).

3.3.1 Ext(Si, A*) est un module libre sur Hom (S}, A*)
On a besoin du résultat suivant, da & Milnor et Moore :

Proposition 3.3.8 (Cf. IMM65, Theorem 4.4]). — Soit K un anneau commutatif. Soient
A, B des algébres de Hopf graduées connexes sur K telles que B est un A-module & gauche.
Posons C = K ®4 B. Soient i: A — B et m: B — C les morphismes canoniques. Si les
suites 0 — A5 B et B S C — 0 sont scindées en tant que K-modules gradués, il existe
alors h: B — A® C qui est un isomorphisme de A-modules & gauche et de C-comodules a

droite.

Corollaire 3.3.9. — Ext"; (S}, A*) est un module libre sur [’algebre de Hopf Hom z (S}, A¥).
En particulier, Ext'; (S, A*) est un module libre sur Hom g (S}, A*).

Démonstration. — Nous allons vérifier les hypotheses de la proposition 3.3.8. Rappelons
que Ext (S}, A*) est un module sur ’algebre de Hopf Hom # (S}, A*) (voir la section A.3).

D’autre part, puisque les morphismes canoniques
i: Homg (S}, A") — Ext% (S}, A"), et
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71 Extz (S5, A") = F2 ®nom 5 (57,4+) Ext’z (51, A)

sont des morphismes de Fo-espaces vectoriels, ils sont scindés. D’apres la proposition 3.3.8,

il existe un isomorphisme de modules sur Hom # (S}, A*) :
Eth‘?(SZLa A*) = H0m¢(827 A*) ® [F2 ®Homg (S3,A%) EXti@(SZa A*)] .

Le résultat s’ensuit. O

3.3.2 Un systéme de générateurs du module Ext’; (S}, A*)

Lemme 3.3.10. — Soient k1, ..., ks des entiers naturels tels que ki < --- < ks. Alors,

1. N2 ot um facteur direct de A2 @ - ® A2

2. Sik1+"'+2k3 est un facteur direct de Sikl ®--® Siks'

Démonstration. — On montre dans la démonstration du lemme 3.2.8 que 1'on a deux mor-

phismes u et §

ok p. 2ks 0 ok oks
S4 Tt <TS4 ®®S4

qui vérifient pod = id. Le deuxiéme résultat s’ensuit. De méme, on obtient une démonstration

pour le cas de A*. I
Remarque 3.3.11. — Un résultat plus général se trouve dans la theése de Troesch [Tro02,
Lemme 3.4.4].

Lemme 3.3.12. — Soit € une catégorie abélienne. Soient A, B deuz objets de € tels que
A est un facteur direct de B. Alors, Exti, (X, A) (resp. Exti(A, X)) est un facteur direct de
Exti (X, B) (resp. Exty (B, X)) pour tout n € N.

Démonstration. — Ceci est un résultat classique en algebre homologique. O

On déduit directement des deux lemmes précédents le fait que :

Corollaire 3.3.13. — Soient m,n quelconques dans N. On réécrit m = 21 4 ... 4 2ks
n=2" 4. .42 quec0<k; <--<kset0<Il <--<l. Alors on a une inclusion

it ExtL (7, A") = ExtL(S2" @ 0827 A2 @ ... 0 A2Y)
et un scindement canonique
p: ExtL (83! @ @8¥ A2 @ @ A2Y) — Extl (ST, A7) .
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D’apres [FFSS99, Corollary 1.8] (voir aussi 'appendice A), on a la décomposition

Ext% (2" @ 092 A7 @ .- @ A2Y)

o &b Q) Ext (S, M%),

Sho1 Cap=2Fa Va=1,..,, 11
i1 Ba,szla Ya=1,...,

ceey

s
b

Il en résulte que, pour x un élément quelconque du terme & gauche, = s’identifie & un élément
> Qi1 s j=1...4Ti,j du terme a droite, ot 7; ; € Ext%(S3"’, A%). Les morphismes dans
la démonstration du lemme 3.3.10 sont induits par les produits et les coproduits naturels
des foncteurs exponentiels de Hopf S} et A*. Le morphisme p, par définition, envoie z sur la
somme des produits de Hopf Hz’:l,...,s; 1,1 T (cf. la proposition A.3.5 et la remarque
A.3.4).

En particulier, on obtient le résultat 3.3.2 qui a été énoncé a la page 102 :

Proposition 3.3.2. — Sim # 2Foun # 2., tout élément de Extlly( T, A™) est décomposable
par rapport au produit de Hopf sur Ext% (S, A*).

Le corollaire ci-dessous se déduit directement de la proposition 3.3.2.

Corollaire 3.3.14. — Le produit de Hopf sur Ext% (S}, A*) induit un épimorphisme de
Hom # (S}, A*)-modules :

* Ak k l * Ak
Hom (83, A%) @ (@), jen Bxts (87, %) ) —= Extl5 (85, A7),

3.3.3 Premiers résultats sur Exti@-(SZk,AQZ)

Rappelons que le foncteur Sik admet la filtration

k
O=Fy CFfC--CFy. =5

telle que FF/FF | = A?2® A2 (voir le corollaire 2.3.34). Le résultat suivant est une

conséquence directe du corollaire A.4.5.
Lemme 8.3.15. — 8i 20 > 2F 42 ou 2 < 28=1 — 2 alors ExtL (52", A2') = 0.
Démonstration. — En utilisant la filtration de Sik, on a la suite exacte

oo — BxtH (A @ A7 AY) — Exth (FE,AY) — Ext (FFAY) — o (3.5)

pour 0 <1 < 2k—1
Si2l >2F 42 onal(2i+2F 1 —d)—2| =202k 1 _j>2l _2k>2 Giol <2kl 2
on a [(2i 4 2F 1 —4) — 2! =21 4 — 2! > 2. Alors, d’apres le corollaire A.4.5, on obtient

que Ext!; (A% AQkil_i,AQZ) = 0 pour tout 0 <4 < 2k,
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Pour le cas initial ¢+ = 0, on a Extly(Fé“,Ay) = 0. Par récurrence, on obtient que
Extllg(Sik,Azl) = Ext;(szk,lﬂ, A?") = 0 en utilisant les suites exactes (3.5). O
Remarque 3.3.16. — On explique ici les hypotheses du lemme 3.3.15 :

I>k sik>0,

[>2 sik=0.

e 2l >9k 49

k>14+1 sil>0,
k>3 sil=0.

o 2 <okl 9okl >0l 9

1 1 0 sin#A4,
Lemme 3.3.17. — Ext5(1d,S}) = Ext5(S},1d) =
Fo sin=4.

Démonstration. — Sin < 3, on a S = S, alors Ext’;(Id, S}) = Ext;(S},1d) = 0 (d’apres
[FLS94]). Si n > 5, par 'argument utilisé dans la démonstration du lemme 3.3.15, on

obtient le résultat. Si n = 4, on consideére les suites exactes
.- — Hom #(Id, A% ® A*™") — Ext’;(Id, F?)

— Bxt(Id, F4,) — ExtL(Id,A* @ A27Y) — -+

pour i = 1,2. Puisque les groupes Hom #(Id, A% ® A27%) et Extl;(Id, A% ® A?>~%) sont nuls

pour tout i # 0 (voir le corollaire A.4.5), alors
Ext';(1d,S}) = Extl(1d, F¥) = Ext';(Id, F?) = Ext!; (A', A?) = TFs.
De la méme maniére, on obtient 1’inclusion
Ext';(S1,S)) = Ext(F3,S)) — Ext(F2,S)) = Fy.
De plus, rappelons que nous avons, par définition de S}, une extension
0—1Id—S*— 8} —o0.

Elle est non-triviale puisque Hom#(S*,1d) = 0. 11 en résulte que Ext!;(S},1d) = Fa. La

proposition est démontrée. O

On déduit des lemmes 3.3.15 et 3.3.17 les résultats 3.3.4 et 3.3.5 qui ont déja été énoncés
au début de cette section :
0 si12>2,
Proposition 3.3.4. — Exti@(SZh,A2h+i) =40 sii=1h2>1,
Fy sii=1,h=0.

Démonstration. — Le fait que Ext'; (A, A%) = Fy est un cas particulier du lemme A.4.4. [
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0 st1 >3,
Proposition 3.3.5. — Ext}o;(SihH, AQh) =<0 sii=2h>1,
Fy sii—=2h=0.

Démonstration. — Ce résultat est déduit des lemmes 3.3.15 et 3.3.17. O

Gréace aux propositions 3.3.2, 3.3.4 et 3.3.5, pour étudier Extg(SZ, A*), il suffit de calculer

les groupes Ext_l(j(Sih+1 ,AZ") et Ext}/m(Sih,AQh) ou h > 1. On va utiliser des suites spectrales

d’hypercohomologie.
3.3.4 Calcul de Ext’ (52", A?") avec h > 1
On considére le complexe (voir 3.1.7 et 3.1.8) :
A A2 — AT A — s AT T e AT A

et les deux suites spectrales d’hypercohomologie qui ont pour aboutissement commun la

cohomologie totale Ext?; (Sih+1 A

t

[ ]
I(lJ,l‘ dy I%,I

do
s
<
0 0 0 0
Page I Page 11,

2h+1

FIGURE 3.1 - Calcul de Ext* (ST, A2"), h > 1.

On a que la ligne I = I1;° = Ext’(S], HO(AL,)) = Ext’ (ST, 0) = 0. De plus,
puisque H*(AJ,) = A" est de degré 2"~1 tandis que Sihﬂ a pour cosocle A2 qui est
de degré 21 alors, la colonne IT9™ = Homy(SihH,H *(A%y)) est nulle. On obtient encore
que IIg’O* = IIg’* = 0 puisque cette suite spectrale est nulle en degrés négatifs.

On travaille maintenant sur la suite spectrale I dont I(l)’1 = Extzlg(SihH,AQh). On

h— . .
considere la ligne IT’O = @?:01 Homy(SZhH,AQh_’ ® A'). En utilisant 'argument sur des
cosocles, on obtient qu’elle est nulle.

On va ensuite démontrer la proposition 3.3.6 (énoncée a la page 103) :

2h+1

Proposition 3.3.6. — Ext';(S? ,AQh) =0,vh > 1.

Démonstration. — On a I&O = IT’O = 0. De plus, puisque IIé;D0 et IIg;D1 sont nuls, on déduit
que 12;} = 0. On considere les différentielles d; et do comme dans la figure ci-dessus. On

observe que dy est une fleche de Kerdy vers 0, et Kerdy = Igg} = 0. Alors Kerd; = 0,
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on a une inclusion de I(l)’1 dans Ii’l = Extg(Sih+l,A2h_1 ® Al). Tl reste & montrer que

Extl (52", A2 1 @ Al) = 0.
En effet, dans le cas h = 1, puisque S} est un foncteur exponentiel, on utilise le théoreme
A.3.1 pour montrer que Exti@(S‘l, A'®AY) = 0. Si h > 2, on utilise encore le théoreme A.3.1

pour obtenir la décomposition

Exth (82" A" T @ AY) = Exth (82T, A1) @ Hom 2 (Sh, AY)
@ Hom #(S2" 4, A% 1) @ Ext (S, A1),

Comme h > 2, Homg(SihH_‘l,Azh*l) = 0 (voir la proposition 3.2.2). De plus, nous avons

I'inclusion
ExtL (52 LAY ) C S ExtL(SloSiw--- @8 A2
Puisque A* est un foncteur exponentiel, alors
Extl(S}®St® - @87, A% )

h
~ D P et A%) @ @ Homs(ST, A%)

ao+-tap=2h—1 k=0 ik

A la suite de la proposition 3.2.2, Hom y(Sii, A%) # 0 si et seulement si a; = 2¢. On obtient
ainsi que Ext;(Sj®Si® - ® Sih, A2l @Z:o Extrlg;(Sik,Azk*Zh) =0 car 28 - 2" <.

Il en résulte que Ext}Q;(SZhH,AQh_l ® A') = 0 pour h > 2, et donc pour tout h > 1. La
proposition est démontrée. O

3.3.5 Calcul de Ext}(S2",A?") avec h > 1

On utilise les suites spectrales d’hypercohomologie qui ont pour aboutissement commun
la cohomologie totale Ext}(SQh, A3L).

t t 0
Ext’ (S2", A" )
[ ] 0 —_— ] e = L
I(l)’lui»oI%I 0 o0
1 2 3
[ ;
Fy = Fy 0 Fy

Page I Page 11,

FIGURE 3.2 — Calcul de Ext’;(S3",A%"), h > 1.
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Pour la page I, on a les résultats similaires au cas Ext}g(Sih, AQ}HI). De plus, la colonne
11" = Ext>(S]", H*(A3,)) est nulle puisque H*(A%,) = A*""" (voir la proposition 3.3.6).
On en déduit que IIQg =0sii+j < 2. Ceci implique que Igg? = 0, la différentielle dgl) de
la page I; est alors un isomorphisme. On obtient de plus que la différentielle d§2) est nulle
(on renvoie & la figure 3.2 pour les notations).

On va démontrer le résultat suivant (énoncé a la page 103) :

Proposition 3.3.7. — Le Fy-espace vectoriel Exti@(SZh, A2h) est isomorphe a Fo pour tout
h > 1. Il est engendré par le produit de Hopf BQh_Qé[m], ot by, est défini dans la proposition
3.2.2, et €g9) est le générateur de Extelg(Si,A%.

Démonstration. — On considere le cas h = 1 et on fait des arguments sur la page I de la
suite spectrale I (voir la figure 3.2). Comme I?’O = 0, on obtient Ker dgg) = F5. D’autre part,
ona It = Ext!(S3,A'@A') = 0. Ceci implique Kerd; = I = Ext';(S%, A%). On considere
ensuite la différentielle dy de Kerd; vers Ker dgg). Puisque I2Y = 0, dy est surjective. De

plus, ds est injective puisque Igél = 0. On obtient ainsi I’isomorphisme
Ext’(S2,A%) = Kerd; = Kerd® = F,.

Sih>2 ona I?’O = I?’O = [Fy. Alors dg?’) est un isomorphisme, et da est une fleche
de Kerdy vers 0. Le fait que Ig’ol = 0 implique ensuite que Kerd; = Kerdy = 0, i.e. on a
Vinclusion dy de Ext% (52", A2") dans Ext’(S2", A2"~1 @ A1).

On démontre la proposition par récurrence. Supposons que Ext’lgz(S?lh,Aﬂ) = 9 pour
tout 1 < h < a — 1, et que son générateur est le produit de Hopf 62}1_26[2’2]. D’apres
I'argument ci-dessus, on a une inclusion de Extl;(S3", A%") dans Ext!; (87", A2" "1 @ A1).

De maniere analogue & la démonstration de la proposition 3.3.6, nous obtenons que le Fa-
espace vectoriel Ext;(S3, A2"~1 @ A') est isomorphe & Extl(S2" 71 A2"~1), qui est inclus
dans Ext>(S]®Si® - ® Sia_l,Aza_l). De plus, puisque A* est un foncteur exponentiel,
on obtient la décomposition

20471

Exty>(Si®Si®--- 8% |A*

a—1
o Hom (S}, A") ® Ext (57 ,A%") ® (X) Hom# (S, A%)
0 ik

e
Il

L’argument qui nous donne la proposition 3.3.2 (voir la page 105) dit alors que, en tant
que [Fo-espace vectoriel, Exté(Sia_l,AQQ_l) est engendré par les produits de Hopf entre
les éléments de 'algebre Hom & (S}, A*) et les générateurs 52;@_26[2,2] de Ext%(Sik, A?") o
k < a (par hypothese de récurrence). Il en résulte que Extflg(SZafl,AQ(lil) = Fy grace a la
proposition 3.2.2 et le corollaire 3.3.9.

Le [Fa-espace vectoriel Ext’l;}(S?la,AW) est inclus dans Fg. Puisqu’il admet le générateur

Bga,gépg], alors Ext'; (83", A%") = Fy. La proposition est démontrée. O

109



Chapitre 3. Calcul de Ext'; (S}, S})

3.3.6 Reésultat principal et conséquences

Théoreme 3.3.1. — En tant que module sur l’algébre de Hopf Hom #(Sj3, A*), Exté;(SZ, A*)

est librement engendré par les éléments €[ 9], €4.1] €t €)2,9]-

Démonstration. — Le théoréme se déduit du corollaire 3.3.14, de la structure de Fs-espace
vectoriel de Ext}g(Szh,Ay) (cf. les propositions 3.3.4, 3.3.5, 3.3.6 et 3.3.7), et du corollaire
3.3.9, en observant que les trois générateurs dans 1’énoncé sont des indécomposables de
I'algebre de Hopf tri-graduée Ext%:(S3, A*). O

Corollaire 3.3.18. — Ext'(ST",A") =0 si (m —n) ¢ {—1,0,3}.

Démonstration. — Par la proposition 3.2.2, Hom & (S}*, A™) # 0 si et seulement si m = n.

On en déduit le résultat en considérant les générateurs ci-dessus de Ext'; (S}, A*). O

On a besoin du lemme suivant pour calculer Ext g(Sth AQh) :

2h+1

Lemme 3.3.19. — Ext%(S7", A"~ @ Al) = 0,Vh > 0.

Démonstration. — Puisque S} est exponentiel, en convenant que Si =N =0sik< 0, on

obtient la décomposition

Ext% (53", A% "1 @ A) = Hom #(S7 1, A" 1) @ Ext% (31, A1)
& Ext (824 A2 1) @ Extl (S, AY)

@ ExtZ(S2" 1 A1) @ Hom (A, A1),

On observe que E:x;tJ@r(S2 1AL est inclus dans Exti@(Sih ® Sk, A'). De plus, le groupe
Ext_zﬁ(Szl ® S}, A1) est nul, par théoreme A.3.1 appliqué au foncteur exponentiel A* (voir
aussi le théoreme d’annulation de Pirashvili [JP91]). Le groupe EX‘E}(SZ}LH,Al) est donc
nul.

D’autre part, on considere le groupe Extl;(S3 i A1) Tlest nulsi b < 1 (cf. le
lemme 3.3.17). Il est également nul si A > 2 puisque (2h+1—4)—(2h—1) =2h_3¢{-1,0,3}.

Finalement, désignons par G}, le groupe Ext% (S} ® S ® -+ ® SQh,A2h*1). On a Gy =
Ext%(S§,F2) = 0. On a encore G; = Ext% (S} ® S7,A!) = 0, puisque le foncteur A* est

exponentiel. Si h > 2, on a la décomposition

Gh= @@ [Exthst A% @Bxth (ST, A" ® X) Homsz(S7,A%)
0<k<I<h i#k, i#£l

h
o @ | Bxt% (57, A% ") @ R Hom#(S7,A%) |,
i#k

ot aj + a; = 2F + 2/ — 2", Les groupes Ext?g(Sik,AQk*Qh) sont nuls car k& < h. De plus,
soit Ext}Q;(SZk, A soit Ext}Q;(SZl, A™) est nul puisque la somme (2¥ — a,) + (2! — a;) = 2"

110



3.3. Le module Extl; (S}, A*)

n’est pas une des valeurs {—1,0,3,2,—2,6}. Ainsi, on obtient G;, = 0 pour tout h > 0. Il en

résulte que Ext?(}(SihH_l, A2h*1) = 0, puisqu’il est inclus dans Gy,.
Donc, le lemme suit de la décomposition ci-dessus. O

0 sih>2,

Proposition 3.3.20. — Extg(SZhH,AQh) = .
Fo sih=0 oul.

Démonstration. — On utilise les suites spectrales d’hypercohomologie qui sont obtenues en
appliquant le foncteur Homgz(SihH, —) & une résolution injective de Cartan-Eilenberg du

complexe A3, (voir la figure 3.1). Pour calculer 02 = Extiq(SihH,AQh), il faut calculer

2h+1 2h+1

I? = Ext% (S} AL @ AL et ! = Ext’ (53 ,A2"~2 @ A?). Ici, on convient que
AF=0sik<0.
Grace a la proposition 3.2.2 et la propriété exponentielle de S}, on a
12! = Hom (S22, A%"~2) @ Ext (82 72, A2)
@ Ext>(S3 72,4 ~2) @ Hom#(S3, A?).

De plus, d’apres le corollaire 3.3.18, Ext}(Sih“, A?) et Extg(Sihﬂfz, AQh_Q) sont nuls, on

obtient donc I%’l = 0. Il en résulte que I%! = Ig’l = I%’l = 0. On a la figure suivante :

1(1)721

Page I; Page 11,

FIGURE 3.3 — Calcul de Ext% (83", A2").

Le lemme 3.3.19 montre que I%’Z = 0. On en déduit que le noyau de la différentielle d;
est I(l)’z. Ensuite, le fait 12! = 139 = 0 implique 1%? = Kerds = Kerdy = Kerd; = I(l)’z.
Done, 1% = TIL! puisque IL! = 120 = 0 et T1%2? = 1120 = 0 (voir & la page 107).

o Sih>2 onalll =II" = Ext(S3 ", H*(A%,)) = ExtL (ST, A?") = 0. L en

résulte que ITL! = 0.

e Si h =1, Iy = Ext} (S}, A') = Fy. On obtient ainsi que IT:' = II;" = Fy car
5 = 0.

e Si h =0, Ext%(S3,A!) = Ext%(S%,S') = Fy d’apres [FLS94].

La proposition est démontrée. ]
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3.4 Le module EXt}g(SZ, Si)

Dans cette section, on va étudier Ext'; (S}, S;) en tant que module sur Hom # (S}, S}).

Cette structure provient du produit de Hopf tri-gradué de Ext’: (S}, S}).

Théoréme 8.4.1. — Les Fa-espaces vectoriels Ext';(S],S1), Ext';(S1,S1), Ext}(S3,S7)
et Ext}g(S‘l, S3) sont isomorphes a Fy. Soient respectivement €11,4]s €[4,1]5 €[2,4] €l €[a,2] leurs
générateurs. Alors, en tant que module sur lalgebre de Hopf Hom g (S}, S}), Extl(S],S5)

est librement engendré par €[y 41, €(4,1], €[2,4] €t €4,2]-

Afin de démontrer le théoréme, on a besoin du résultat suivant qui se déduit directement

de la proposition 3.3.8.

Lemme 3.4.2. — Ext’;(S},Si) et Ext5(S},S) sont des modules libres sur algébre de
Hopf Hom (S}, S}).

On observe de plus que 'argument dans §3.3.2 peut aussi étre utilisé pour restreindre le
calcul de Ext';(Sj,S}) a celui des Ext}(Sik, Sil) pour tous k,l € N.

Proposition 3.4.3. — Sim # 28 oun # 2, tout élément de Ext}/gf(ST, S}) est décomposable
par rapport au produit de Hopf sur Ext% (S}, S}).

Les démonstrations du lemme 3.4.2 et de la proposition 3.4.3 sont laissées au lecteur.

On notera ici la conséquence directe suivante de la proposition 3.4.3.

Corollaire 3.4.4. — Le produit de Hopf sur Ext(S;,S;) induit un épimorphisme de

Hom # (S}, S})-modules :
Hom #(7,87) © (D e Pxts (57,57) ) —= Bt (5, 57).

On énonce ensuite les premiers cas ol Ext}(Sik, Sil) est nul.
Proposition 3.4.5. — Si |k —1| >2 et k,l >0, alors Ext}g-(Sik,Sil) =0.

Par ailleurs, on a calculé dans lemme 3.3.17 les cas Ext';(Id, S}) et Ext'(S%,1d), pour

N

tout n € N. Donc, pour conclure la démonstration du théoreme 3.4.1, il reste a calculer

Extilo;(SZh+l, Sih), Extﬁj(SZh, Sih) et Ext}g(SZh, Sihﬂ) ot h > 1. On énonce les résultats :

0 sih>2,
Proposition 3.4.6. — Exti@(SZhH, Sih) = N

FQ sth=1.
Proposition 3.4.7. — En tant que Fa-espace vectoriel,

1. Sih=1ouh=2, Ext}(s3",82") = 0.
2. Sih>3, Ext}g(SZh, SZh) est isomorphe a F?Q. 1l est engendré par les produits de Hopf
b[gh_472h_1]€[471] et b[2h_272h_2]€[472}, ou b[m,n] est défz’m’ dans la défimtion 3.2.3, €[4,1]

el €4,9] sont respectivement les générateurs des Fo-espaces vectoriels Extrlgz(Si,S}l) et
Ext!;(S],S9).
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Proposition 3.4.8. — En tant que Fao-espace vectoriel,

1. 8ih=1, ExtL(S3",83""") = BxtL(S2,84) = .

2. S5ih > 2, Extelg(Sih, Sihﬂ) est isomorphe a ]F?? 1l est engendré par les produits de Hopf
bian_1,9n+1_4)€[1,4] €L Dpon_g ont1_41€12,4], OU by, ) €St défini dans la définition 3.2.53, €)1 4
el €[g,4) sont respectivement les générateurs des Fa-espaces vectoriels Ext’;(S],S7) et
Extg(Si, S1).

3.4.1 Premiers résultats sur Ext}(SZk, Sil)

On va démontrer dans cette sous-section la proposition 3.4.5 énoncée ci-dessus :
Proposition 3.4.5. — Si |k —1| >2 et k,l >0, alors Ext}g(Sik,Sil) =0.
Démonstration. — On utilise la filtration de Sil (cf. le corollaire 2.3.34) pour obtenir les
suites exactes

oo — Bxt (8T F) — ExtH (ST, FL) — Bxt(ST LAY @ AT ) — . (3.6)

)

pour tout 4. Il faut calculer Ext}o;(Sik,Azi ® AZ7'~). On utilise maintenant la filtration de
Sik et on considere les suites exactes suivantes

o Exth (A @ A2 A% @ A7) s Bt (FEL, A% @ A2

— ExtL (FEAZ @ A7) — ... (3.7)

Puisque |k — 1] > 2 et k,1 > 0, on a [(2j +2F 1 — ) — (20 + 2171 —4)| > 1. On déduit du
corollaire A.4.5 que
2k—1

ExtL (A% @ A2 9 A% @ A2 ) = 0.

Dans le cas particulier j = 0, on a Exth(FF, A% ® A2y = 0 car FF = A2, Par
récurence, on obtient que Ext[l(}(Sik, A% ® AQZ_I”) = 0 en utilisant les suites exactes (3.7)
pour 1 < j <2141, On pose i = 0 et on obtient Ext}g(Sik, Fl) = 0. On déduit des suites
exactes (3.6) le fait que Ext}(Sik, Sil) = 0. O

Remarque 3.4.9. — Le calcul de Extelgz(Sik, SZL), sik =0oul =0, est fourni par le lemme

3.3.17. Donc, grace a la proposition 3.4.5, pour déterminer Ext'; (S}, S}), il reste & calculer

Exth (52", 82"), ExtL (82", 82") et ExtL(S2", 82", ot h > 1.

Les deux premiers cas sont étudiés en utilisant les suites spectrales d’hypercohomologie

associées au complexe (S4)5, (voir le corollaire 3.1.10).

3.4.2 Calcul de Extg(SihH, Sih) avec h >1

On considere les suites spectrales d’hypercohomologie qui ont pour aboutissement com-

mun la cohomologie totale Ext}(SihH, (S4)3)- Dans la seconde suite spectrale, les lignes
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II;1 = II;2 = 0, puisque H'((S4)5,) = H?((S4)3,) = 0. De plus, on a IIg’0 = 0 car
HO((S4)5) = A2""" (cf. le corollaire 3.1.10 et la proposition 3.2.2). On a encore Y =
EX’G}(SZ}LH,HO((S@;}J) = 0si h > 2 (cf. la proposition 3.3.5).

En utilisant les notations comme dans la figure ci-dessous, on démontre la proposition

3.4.6 (déja énoncée a la page 112).

t t
*72 _—
! 0 II,” =0
d ' =0
I(1)711 ! Ii’l 0 2
do
s s
< r— o —0—0——
0 0 0 0 0 II%’O
Page I; Page 11,
FIGURE 3.4 — Calcul de Ext! (S, 82"), h > 2.
0 sih>2,
Proposition 3.4.6. — Ext}g;(SihH, Sih) = -
FQ sih=1.
Démonstration. — En travaillant sur la premieére suite spectrale d’hypercohomologie ci-

h
dessus, on obtient Ii’l = Ext}@(SZhH, S2'~!1 ® 8}) = 0 de maniere analogue & celle utilisée

pour montrer que Exti@f(Sih, A" 1@ ALY = 0 (cf. la démonstration de la proposition 3.3.6).
Alors, le noyau de la différentielle d; est I(l)’1 = EXt}g(Sih+1,Sih).
h

Si h > 2, puisque le cosocle de SihH est A2h+1, tandis que Si ) Sf,f est un foncteur
polynomial de degré 2" pour tout 0 < k < 2", alors la ligne Iy{’o est nulle. On en déduit
que IZ;)O est aussi nulle. D’autre part, IIégD0 = II;’O = 0. Il en résulte que I(l]’1 = Ig;)l. Alors,

h+1 L oh 0,1

Exth(S3,87) =1, =0.

Pour le cas h = 1, la suite exacte courte 0 — S! — S* — S} — 0 induit la suite exacte

longue suivante :
.-+ — Hom #(S%,8%) — Hom#(S!,87) — Ext’;(S},S3) — Ext (8%, 8%3) — ---

Ici, on a
Hom #(S*,S2) 2 Hom #(S*, S%) = 0,
Hom #(S', %) = Hom#(S!,S?) = Fa, et
Ext’;(S%,S%) = Ext’;(S?,5?) = 0 (voir [FFSS99, Theorem 6.3]).
Alors, Ext';(S1,53) = Fa. O

Remarque 3.4.10. — L’argument de suites spectrales ne fonctionne pas pour h = 1
2h+1

puisque II%’0 = BExtl(S? ,HO((S4);,L)) = Ext;(S1,1d) = Fy (cf. le lemme 3.3.17).
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3.4.3 Calcul de Extly(Sih,SZh) avec h >1

L’objectif de cette sous-section est de démontrer la proposition 3.4.7 (déja énoncée a la

page 112).

Proposition 3.4.7. — En tant que Fa-espace vectoriel,

1. Sih=1 ouh =2, Ext}(S?",87") =0.

2. S5ih >3, EXt}Q‘(SZh, Sih) est isomorphe a IF;BZ. 1l est engendré par les produits de Hopf
bigh_g,0n_1)€[a,1] €L Dpon_g oh_o]€[4,2), OU by ) est défini dans la définition 3.2.3, €)1
et €4,9) sont respectivement les générateurs des Fa-espaces vectoriels de dimension une
Ext!;(S%,S)) et Ext';(S,57).

Dans ce cas, on utilise les suites spectrales d’hypercohomologie qui sont obtenues en
appliquant le foncteur Homg;(SZh, —) & une résolution injective de Cartan-Eilenberg du
complexe (S4)3,. Grace au corollaire 3.1.10, les lignes II;’1 et II;’2 sont nulles. De plus, la
proposition 3.3.6 dit que ITy" = 0.

Par hypothese h > 1, alors les groupes I(l)’o7 I%’O et I%’O sont isomorphes & Fo. Puisque
129 = 1190 = 0, la différentielle dgl) est un isomorphisme. Puisque TI%! et TILY sont nuls,

la différentielle d?) est nulle.

t t

*72 —
! 0 I, =0

I, 12t .1 _
Ig),l‘ di 11 dy 41 0 (3) IL, 0
IM’J) 0—.—.—.—5>

Fy = Fy 0 Fy 0 0 II%’O
Page I Page II,
1 Qh 2h
FIGURE 3.5 — Calcul de Ext(S7 ,S7 ), h > 1.
Notation 3.4.11. — Soit 0 — F % H 2 G — 0 une suite exacte courte dans la catégorie

Z, on la notera [H] ¢'il n’y a pas de confusion de F et G. Soient ¢: F' — F' et ¢: G’ — G
des morphismes dans .%.

e On désigne par [H|¢ la suite exacte courte 0 - F — H X G' — G' — 0, ot H xg G’
est le produit fibré correspondant aux morphismes H 5 Get @ Y, G. On désigne
par [g¢]: [H]p — [H] le morphisme de suites exactes courtes associé.

e De méme, on désigne par ¢[H] la suite exacte courte 0 = F' — HUp F' — G — 0, ol
HUp F' est la somme amalgamée correspondante aux morphismes F - H et F 2 F.

On désigne par [¢g]: [H] — ¢[H] le morphisme associé.

Lemme 3.4.12. — Etant données [H], ¢, ¥ comme dans la notation 3.4.11. De maniére

analogue, on considére les données [H|, @ et 1.
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1. (e[H])Y = ¢([H]).

2. Supposons que nous ayons un morphisme [H] — [H]. Supposons de plus que nous

ayons le diagramme commutatif suivant

<

2

Q=—Q

B

Q=—Q

<

Alors, le morphisme canonique de H xg G’ vers H X & G’ fait commuter le diagramme

H) < (]

3. Le résultat analogue vaut pour les sommes amalgamées.

Démonstration. — Le lemme découle des résultats classiques sur la catégorie des modules.
Pour le premier point, voir [ML71, Lemma 1.6]. Le deuxiéme point se déduit directement
de la définition du produit fibré. O

Remarque 3.4.13. — Rappelons que Exté(S{Sb = Fy (voir le lemme 3.3.17). Son
générateur est €py,1] = [84] ot S* est la 4-ieme puissance symétrique.

D’autre part, on a I'inclusion de Ext!; (83, S3) dans Ext'; (S} ®S3,5%) = Hom#(S},S}) ®
EX‘G}(S&, S1) 2 Fy. Grace au lemme 3.4.2, le produit de Hopf b1,11€,1] € EX'E};;(SZ, S?) est
non nul. On en déduit que Ext; (S}, S%) = F,.

Proposition 3.4.14. — Si h > 3, la différentielle dy de I}’l = Exté(Sih, Sih_l ® S3) vers
= Exti@(Sih, Sih_2 ® S2) est non triviale.

Démonstration. — Dans cette démonstration, on note § tous les coproduits naturels de
S} (on renvoie a §A.2 pour la définition des produits et coproduits naturels d’un foncteur
exponentiel), on signale de plus dans chaque cas particulier la source et le but de 4.

Puisque le foncteur S} est exponentiel, on a la décomposition

Ext’ (52", 82" 1 ® 81y = Ext (82", 82" 1) @ Hom »(SL, S1)
& Hom #(S2" 4, 82" 1) @ Extl; (S4, 81).

De plus, I'inclusion de Homg(Sih_4, Sih_l)@)Ext}g(Sﬁ, S1) dans Extly(SZh, Szh_1®S}l) envoie

boh_g2n_1) @ €[g,1] sur 'élément
h_
x = (bpgn_yg9n_1] ® b[l,l])[si * @ 8%,
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ou d: Sih — Sih*4 ® S1, et [Sih*4 ®SY ¢ EX‘G}(SZ}I*4 ® S1, Sih*4 ® S}). On renvoie & la
démonstration de [FFSS99, Theorem 1.7] pour plus de détails.

De maniére analogue, on a une inclusion de Hom y(Sih_5, Sih_Q) ® Ext(S3,S7) dans
Ext}(SZh, Sih_z ® S3). Notons de plus que Ext';(S3,S3) = Hom#(S},S}) ® Ext’;(S1,Sh).

Cette inclusion envoie bjpn_5 on_o) ® bj11] ® €[4,1) sur P'élément
Yy = (bigh_59n_9) @ 1) [Sih_s ® S} ® 85,

oit p: St ® S} — S% est le produit naturel, S est la composée de §: Sih — Sihif’ ® S} avec

bioh = oh_ = ®0
Sih_‘r’ ® S3 S Sih_‘r’ ® Si ® S}, et la suite exacte courte [Sih_5 ® S} ®S% est un

élément de Ext’ (82" 7° © S} @ 84,87 % © S} @ S1).
On va montrer que y est 'image de x par la différentielle d}. On a d’abord le diagramme

commutatif

¥ esic———si el st st

| | |

S P esiesic—=8Y Posiest —= 5" S sl oSy,

. . . . . h_ h_ -
ol les morphismes verticaux sont induits par le coproduit ¢: Si 45 Si ’® S}l. Grace au

lemme 3.4.12, il suffit de montrer que les diagrammes suivants commutent :

s?' J st @S]

5\L i5®b[4'41

ST S0 @Sl sl,

[2h7£’>,2h75](g)‘S

b[2h74,2h71]®b[1,1]

§2" 4 @ sl s 1 g sl

5®b[171]l id

s¥ P esies) $¥' 28,

b[zhfs,zhfz] H

ou d: SZhil ® S — SZL2 ® S% est la différentielle du complexe (S4)5,- La vérification est

faite par calculs directs. La proposition s’ensuit. ]

Lemme 3.4.15. — Un systéme de générateurs du Fo-espace vectoriel Exti@(Sih_l,Sih_l)
est obtenu en faisant agir l’algebre Hom & (S}, S}) sur les générateurs des Fa-espaces vecto-
riels Ext(S3,83) ou 0 <1<k <h—1.

Démonstration. — D’apres le corollaire 3.4.4, on dispose d’un épimorphisme de Fa-espaces
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vectoriels :
Drsen (Homs(s7 7872 @ Extly (87", 87) ) —= Extlp (8]~ 87" ).

De plus, il faut avoir & > [ dans la somme directe ci-dessus, puisque Hom#(S™,S™) # 0

seulement si m < n < 2m. O
On donne maintenant une démonstration de la proposition 3.4.7 :

Démonstration de 3.4.7. — Le cas h = 1 découle du théoreme 6.3 de [FFSS99], car S7 =

S2. Si h = 2, la suite exacte courte 0 — St — S* — ST — 0 induit les suites exactes suivantes
.-~ — Hom #(S',S]) — Ext(S3,81) — BExtl(S1,8}) — -,

- — Ext; (8%, 8%) — Ext’ (S, S]) — BExt%(S*,8Y) — .|

oit les groupes Hom #(S', S1), Ext’;(S%,5%) et Ext?(S?,S') sont triviaux. On en déduit que
Ext'(S1,S1) = 0.

Si h > 3, considérons la figure 3.5. D’apres la proposition 3.3.20, on a IIg’o0 = II%’O =0,
la différentielle d§3) est alors un isomorphisme de I%’O = Iy vers I?’O = Fy. Ceci implique
Ig,o = 0. On note do la différentielle de Ker d; vers Ig,o = 0 de la page I. Alors, Kerd; =
Kerdy = 12! = 0 puisque ITILY = T1%! = 0. Cela signifie que 'on a une inclusion de
Extﬂlg;(SZh, S4h) dans ExttlQ;(SZh, SZhil ®8Y). De plus, puisque S} est un foncteur exponentiel,

on a la décomposition suivante :

Ext(S3,52" 1 @ S}) = Ext(S7 71, 87" ~1) @ Hom#(S}, S})
& Hom #(S2" 4, 82" 1) @ Extl: (S4, 81). (3.8)

On va démontrer par récurrence que les Fo-espaces vectoriels Extﬂlg;(Sthl,Sthl) et
Ext_lg(SZh, Sih) sont isomorphes & F52 pour h > 3.

En effet, si h = 3, pour calculer Extly(SZ, ST), d’apres le lemme 3.4.15, on a besoin de
calculer Exti@-(SQk, SZZ) o1 0 < < k < 2. Rappelons que Ext}g(Sik, Sil) =0si0<I<Ek<1
(cf. [FFSS99, Theorem 6.3]). On a encore que Ext';(Si,Si) = 0 (voir plus haut). De
plus, Ext;(S],S}) = Fy (voir le lemme 3.3.17) et Ext';(S},9%) = F2 (voir la proposition
3.4.6). Le Fo-espace vectoriel Extl;(S7,S7) est alors engendré par bi3,61€14,1] €t b[3.5)€[4,2)-
Puisque les éléments €4 1) et €4 5 sont des indécomposables de I’algebre de Hopf tri-graduée
Ext’ (S}, S}), d’apres le lemme 3.4.2, les éléments by3 g€(4,1) €t b3 5)€[4,2 sont linéairement
indépendants. On en déduit que Extl;(S], S7) = F§2.

D’autre part, d’apres la proposition 3.4.14 et la décomposition (3.8), on obtient que
dim(Ker d}) < dim Ext’;(S],S7) = 2.
Alors Ext!;(S§,8%) = IFS92 puisqu’il est inclus dans Kerd] et de plus, il admet les deux
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éléments linéairement indépendants by 71€(4,1] €t bjy 6)€[4,2]-

Supposons que ’énoncé de récurrence est vrai pour tout 3 < h < a — 1. De maniére
analogue au calcul de EXt}g(SZ,SZ), en utilisant les résultats 3.4.5, 3.4.6 et I'hypothese
de récurrence, on montre que Extl;(S2" 71 §2*~1) = FJ2. 1l en résulte que la dimension du
noyau de d} est au plus deux et que Ext}g(SZa , Sf) = F$?, puisqu’il admet les deux éléments
linéairement indépendants bjga 424 _1]€[4,1] €t bjga_4 20 _9)€[4 9] La proposition s’ensuit. [

1 2h 2h+1
3.4.4 Calcul de Ext,(S; ,S; ) avec h >1
Dans cette sous-section, on va démontrer la proposition 3.4.8 énoncée au début de cette

section (voir la page 113) :

Proposition 3.4.8. — En tant que Fa-espace vectoriel,
1. 8ih=1, ExtL(S2",83""") = BxtL(S2,84) = Fs.

2. 8 h > 2, Ext}g;(Sih,SihH) est isomorphe a IF%GZ. Il est engendré par les produits

de Hopf bigh_y on+1_g)€[1,4) €L bion_9 ont1_41€[2,4], OU bpp ) €st défini dans la définition
3.2.5, €1,4) €t €24 sont respectivement les générateurs des Fa-espaces vectoriels de
dimension une Ext'; (S, S1) et Ext’;(S%,S1).
Dans la démonstration du lemme 3.3.17, on a utilisé la filtration de Sj pour calculer
Ext!;(1d,S%) et Ext';(Si,1d). De méme, on va calculer Ext});(Sih,SihH) en utilisant la
filtration de SihH (voir le corollaire 2.3.34). On a les suites exactes longues suivantes

.o+ — Hom (82", A% ® A2" %) — Ext’ (82", FIH)

— Ext(lg(Sih, F[jﬂl) — Ext}af(Sih, A2 AQhﬂ') .

pour i =1,2,...,2"

Le calcul de Homg (S}, A*) (voir la proposition 3.2.2) implique que Homgz(Sih,AZi ®

A2h—i) = 0 pour tout ¢ > 1. Il implique encore que

Extl (52", A% @ A2" %) = Ext'5(Sk, A%) @ Hom# (52", A2"~)
& Hom #(S2, A%) @ Ext (S22 A2 ).

Ainsi, grace au théoréme 3.3.1, on obtient que

0 si2<i<2h
Exth (S A% @A) ={F, sii=1h=1,

FS? sii=1,h>2.

Lemme 8.4.16. — BExtL(S2",82""") = ExtL (83", F 1), vh > 1.
Démonstration. — Le résultat est déduit des suites exactes longues ci-dessus et du fait que
Homy(Sih, A ® A2h_i) = Ext}Q;(SZh, A ® AQh_i) = 0 pour i > 2. O
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Si ¢ =1, la suite exacte longue ci-dessus est de la forme :

.-+ — Hom (83", A2 @ AZ" 1) — Ext (82", A2") 24 Extl (82", FI+Y)

P Ext (82, A2 @AY 1) 2L Ext? (827, A%") — -+ (3.9)

ol Homg(Sih, A ® AQh_l) =0, Extzlg;(Sih, AQh) = Fy. On démontrera dans la proposition
3.4.20 que le connectant p; est non trivial. Mais tout d’abord, on observe que, sous cette

hypothese, la proposition 3.4.8 peut étre démontrée comme suit.

Démonstration de 3.4.8. — On considere la suite exacte (3.9). Puisque le morphisme i; est
une inclusion, on a Im ¢, = Ext}gf(Sih, Azh) = F5. De plus, puisque le connectant o1 n’est pas
trivial (voir la proposition 3.4.20), la dimension de son noyau est alors strictement inférieure
a la dimension de Ext}g;(SZh, A ® AQh_i).

Si h = 1, on applique le théoreme A.3.1 au foncteur exponentiel S} pour obtenir que
Extéz(Si,Az ® A') = Fa. On en déduit que Imp; = Kerg; = 0. Ceci implique Kerp; =
Ext';(S%, F2). D’autre part, Kerp; = Imi; = Fy. On obtient alors Ext';(S%,S]) = Fa.

Sih>2, dimImp; =dimKerp; <1. Alors,

dim Extéz(Sik,FQhH) =dim Kerp; + dimImp; < 2.

De plus, on va démontrer que EX‘G};;(SZ}L, Sihﬂ) est exactement de dimension 2 en exhi-
bant deux générateurs linéairement indépendants. En effet, soient ¢ 1 4) le générateur de
I'espace vectoriel Ext;(S},S}), et L1,2,4) de Ext!;(S%,S1). Par raison de degré, ces deux
éléments sont des indécomposables de ’algebre de Hopf tri-graduée Ext% (S}, S;). Donc, les
produits ¢(1,1,4)bppn_1 90414 €t ¢(1,2,.4)bpn o 9n+1_y forment une base de Ext}aj(Sih,SihH),

ot les morphismes by, ,; € Hom #(S}", S}) sont définis dans 3.2.3. O

Donc, pour conclure cette partie, il suffit de montrer que le connectant
. 1 @2t A2 2h—1 2 (q2h p2h
01: EXty(S4 ,A ®A ) —>EXty(S4 ,A )

est non-trivial. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 8.4.17. — Considérons la suite ezacte courte A2" — ) i A1 A2 (voir le
corollaire 2.3.34). Soit §: A2 5 A" =1 @ A2 e coproduit naturel. Alors, [EPH6 est une

suite exacte courte non scindée?.

Démonstration. — On a le diagramme commutatif suivant :
h hil h h
A2 C_>F2+ XA2h*1®A2 A2+ A2+
li ;
A2h | F2h+1 AQh—l ® A2,

1. Voir la notation 3.4.11.

120



3.4. Le module Ext';(S},S})

. . . . . . . h
Supposons que la suite exacte en haut soit scindée. On obtient alors une inclusion de A" +!
h+1
dans Fi X p2h—1gp2

: . h h_ .. L
le cas contraire, le coproduit naturel A2 1 < AZ"~1® A2 est trivial, on a une contradiction.

h . . . ..
A?"*t1.Sa composée par le morphisme i est non triviale; en effet, dans

D’autre part, on a une inclusion de FQthl dans Sihﬂ. Il en résulte que 'on a un morphisme
non trivial de A2"+! dans SihH. Ceci contredit le fait que Hom gz(A2h+1, SZHI) =0 (voir la

proposition 3.2.7). Le lemme s’ensuit. O

Remarque 3.4.18. — Puisque Ext}?(Ay”rl,Azh) = Fy (cf. [FLS94]), il y a une seule
extension non scindée de A2"+1 par A2h, a isomorphisme pres. On désigne par Egn g ony le
produit fibré FQ}H'1 X g2k 1g A2 A2+

D’autre part, le coproduit naturel § est injectif, puisqu’il est le dual du produit naturel
A2 1@A2 5 A2+ qui est surjectif. D’apres le lemme des cing, le morphisme 7 est également
injectif.

L’idée pour le lemme 3.4.17 découle du diagramme de Loewy du foncteur F2h+1. Pour

plus de détails, voir 'appendice de cette sous-section a la page 123.

Proposition 3.4.19. — Le diagramme suivant commute :

Ext’ (52", A2 ® A2 1) —2s Ext2 (2", A2")

¢ /
41

Extl (82", A2"+1)

ot le morphisme vertical ¢ est induit par Uinclusion AHL o A2 A2h*1, le connectant
01 provient de la suite exacte longue (3.9), et le connectant o) provient de la suite exacte

N . L , h h
longue associée a la suite exvacte courte non scindée unique A>" — Eoni19n) — A2

Démonstration. — Soit A2t < E — S?" un élément de Ext’;(S3", A2"*+1). On le désigne
par [E]. On considére le diagramme suivant ou le carré (3) est un diagramme de somme
amalgamée, la suite exacte en haut représente I’élément o ([E]), la suite exacte en bas

représente I’élément o1 (¢([E])) :

A s By oy E 52"
|
| \ /
(1) : A"+
I
\ (2) (3)
Y
A?'¢ Fytt E s3"
2 \ J‘ / 4 .
A" A2

Donc, s’il existe un morphisme de E(gn ony dans F2thl qui fait commuter les carrés (1) et
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(2), la proposition sera démontrée. Mais d’apres le lemme 3.4.17, un tel morphisme existe,

il est de plus une inclusion. ]

Proposition 3.4.20. — Le connectant
1 @2k a2 2h 1 2 (q2l z2h
Qlethz(S4 ,A ®A )—>Exty(84,A )
est non-trivial.

Démonstration. — Dans cette démonstration, on va construire un élément, que ’on notera
ci-dessous [E(2h72h+1)], du groupe Ext}g(Sih, A2h+1). Ensuite, on va montrer que son image
par le morphisme g} n’est pas nulle dans Extzy(Sih, A2h). Autrement dit, ¢} n’est pas trivial.
On en déduit que le morphisme g1 n’est pas trivial.

Rappelons que nous avons la suite exacte courte Fth_l — Sﬁh — A2 qui provient de la
filtration de Szh (voir & la page 105). On observe encore que Fth,l est un foncteur polynomial
de degré 2" — 1. Soit A2" 1 — Eon onyry A?" la suite exacte courte non scindée unique.

On a le diagramme commutatif suivant :

OC—>F2hh—1 Fth—l

| |

A2h+1 G E(2h72h+1) I Sih (310)

o |

h h
A2 +1 - E(2h72h+1) — A2

i

ou le carré (1) est un diagramme de produit fibré, et la suite exacte courte horizontale
du milieu est un élément de Extelgz(SZh,Azhﬂ) que 'on désigne par [E(Q;Lgh +1))- Grace a
I’exactitude du foncteur différence A, en appliquant A1 au diagramme (3.10), on obtient

le diagramme commutatif

h_ h_
00— AY1Fh  ——A""1F)

] £

A2 C A2h71E(2h’2h+1) Athlth (3.11)
A2 € r? Id

ou le fait que AQh_l(E(Qth +1)) = I'? est déduit du corollaire 1.1.35 en remarquant que
Egn on 1y est le foncteur dual de ton 1 (I)/ten_q(I). De plus, en appliquant A2"~1 4 1a suite
exacte courte

Fli = Fh A2 Al
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on obtient que A2'-lph o~ AQh_l(AQh_2®A1) puisque F est un foncteur polynomial

2h—1 2h—1_1
de degré 2" — 2. 1l en résulte que 'on peut calculer A2h*1F2h,_1 en utilisant la formule

A(F®G) = (AF®G) & (F 9 AG) & (AF © AG).

h_
On obtient que A2h*1F2hi_1 = FEB(Q )

A2 — T @ FY® ) ot A1y gy = T2 FY Y,

Considérons maintenant le morphisme

. Alors, on déduit du diagramme (3.11) le fait que

o Ext (82", A1) - Ext%(S2, A7),

Il envoie I'élément [Eon on 1] sur I'élément qui est représenté par la suite exacte

h h

~

A2h+1

On lui applique le foncteur A1 pour obtenir la suite exacte suivante :

82
A2

D’autre part, on considére 'isomorphisme

(2"-1)

0——=1Id 2o Fe® Y . 1dqF®

——0. (3.12)

(2"-1)

x: Ext% (Id, Id) —= Ext%(Id @ F5 1d)

(2"-1)

qui est induit par la projection canonique Id & F;e — Id. On rappelle que la suite

S2 2
AQ/

représente un élément non nul dans Ext% (Id,1d) (voir [FLS94] ou [FS97, Lemma 4.12)).

Son image par 'isomorphisme y qui est représentée par la suite exacte (3.12) est alors non

exacte

0 Id Id 0

nulle. Donc, ¢ ([E(2n ony1y]) n’est pas nul. La proposition s’ensuit. O

B Appendice : Le diagramme de Loewy du foncteur FQthl

Puisque FQthl est une extension de A2 @ A2"~! par AQh, on étudie d’abord les facteurs de
composition du foncteur A? ® A2"-1.Sih > 2, le foncteur A?> ® A2"=1 22 A2"-1 & A2 admet
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la filtration de Weyl

2) (1) (0) _ A2 2
0cC W(Qh_l’z) C W(2h—172) C W(2h_172) =A ® A

dont les sous-quotients sont, respectivement de bas en haut, les foncteurs de Weyl Wign_; gy,
Wign 1y = S(an 1)y €t Wian 1y = S(angy = A2"*1 (voir la section 1.1.3).

Rappelons que nous avons la suite exacte A1 ® A2 5 A2" @ Al 5 A2 (voir la
section 3.1.2). On en déduit un morphisme surjectif A1 A2 - Wian 1y qui envoie chaque

élément (1 A -+ A Zgn_1) ® (y1 A y2) sur la somme
(A A ANagn_ Ay1) @ ya + (T A AZgn_y Ay2) @ Y.
La composée A" @ AL 5 A1 ® A2 - A?" @ Al induit ainsi une composée
Wign 1y — A¥ L@ A2 — Wign y).

On vérifie directement que cette composée est une identité. Le foncteur de Weyl Wign 1) =
S(an,1) est alors un facteur direct du foncteur A1 @ A2,

D’autre part, on considere la composée
(A2 @ Al) @ A2+ W A-lgp2 Y (AZ" @ A1) @ A2"+
qui est induite par les produits et les coproduits naturels du foncteur exponentiel de Hopf
A*. Puisque
(‘PO\PH)(CL'l/\"‘/\LUQh®y) :le/\~--/\@/\~-/\x2h ANy ® x4,
ol z; désigne 'absence de z;, on obtient que Ker ¥ N \I/u(AQh ® A') = 0. Ensuite, puisque
(T o U¥)(z1 A+ Azgniq) = 0 pour tout h > 2, on en déduit que
Ker ¥ N Im ¥ = Ker U N WH(AZ"H) = §i(A2"H1).

De plus, le morphisme U Az A" 5 A2"1 @ A2 est le dual du morphisme surjectif
A1 @ A2 A2h+1, il est alors une inclusion. Ceci implique que \Ifu(AzhH) ~ A2"+1 Tl en

résulte que l'on a une suite exacte courte (cf. [PS98, B.1])
0 —> A2h+1 —> W(Qh_LQ) —> S(Qh_LQ) —> 0,

qui n’est pas scindée puisque la composé A2"+1 < A2""1@ A2 — A2"+! est nulle. On obtient

donc le résultat ci-dessous ot le cas h = 1 se trouve dans [Pir97, Exemple 1.2.9] :

Lemme 3.4.21. — Sih=1, A>0A' = A3 S@,1)- St h > 2, les facteurs de composition
du foncteur A1 ® A2 sont A2h+1, S(an 1) €t Sian_y 9y De plus, Uapparition de ces facteurs
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dans A2"~1 @ A? est donnée par le diagramme de Loewy suivant :

(2" +1)

(2" —1,2)

2h+1) @ (2M1).
Cela signifie que A2 1 A2 Sion1) ®F ou F est unisériel, il admet la filtration de socles
0 =socg F C socy FF Csocg F Csocs F'=F

avee soc; F' = soc F = A¥'+1, socy F/soci F = Sign_y9) et socs F/soca F' = A¥"*1. En

particulier, socy F' est le foncteur de Weyl Wian_1,2)-

Remarque 3.4.22. — Dans le diagramme de Loewy ci-dessus, chaque parenthese (m,n)
représente le foncteur simple S, ), et chaque segment qui relie deux parentheses représente
un sous-quotient de A1 A2 qui est une extension non triviale du foncteur simple associé
a la parenthese du haut par le foncteur simple associé a la parentheése du bas. En particulier,

la segment inférieur représente le sous-objet Wgn_; o) de A" @ A2,

Corollaire 3.4.23. — On a les diagrammes de Loewy suivants des facteurs de composition
du sous-foncteur FQh'H du foncteur SZHI :
e Sih=1,
(3)
F} = |
2) &(@21).
e Sih>2,
(2" + 1)
|
(2" —1,2)
BY -
(2" + 1)
(2M) @ (2"1).
Démonstration. — Rappelons de la proposition 3.2.7 que le groupe Hom & (A2h+1, SZHI) est

nul. On en déduit que A2+ pest pas un sous-foncteur de Sihﬂ. Ceci implique qu’il n’est
pas un sous-foncteur de F2h+1. D’apres la définition 1.1.53, le facteur A2" doit ainsi atre écrit
en premiére ligne du diagramme de Loewy de F2h+1.

D’autre part, en utilisant la propriété exponentielle du foncteur A*, on obtient que
Extl(A2" @ A1, A?") = Fy. A la suite de [Pir97], on a A" @ A! = A" 1@ Sn ;). On en
déduit que Ext{lg;(S'@h’l), A2h) est nul puisque Extzlgz(AZh‘H, AQh) =TFs. Alors, il n’y a pas de
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segment qui relie A2 et S(on,1y dans le diagramme de Loewy de F2h+1.
Le résultat se déduit du fait que FQh'H est une extension de A2"~1 ® A2 par A2 O

3.4.5 Reésultat principal et conséquences

Théoréme 3.4.1. — En tant que module sur l’algébre de Hopf Hom # (S}, S}), Ext’ (S}, S})

est librement engendré par €)1 4], €(4,1), €[2,4] €t €[4,2]-

Démonstration. — Rappelons du corollaire 3.4.4 que, en tant que module sur Hom & (S}, S}),
Ext!;(S},S}) est engendré par les générateurs des Fa-espaces vectoriels Ext}g(SZk, Sil) pour
k., quelconques. Le théoreme se déduit des résultats sur la structure de Fo-espace vectoriel de
Ext_lj,z(Sih, S?ll) (cf. le lemme 3.3.17 et les propositions 3.4.6, 3.4.7 et 3.4.8), du lemme 3.4.2,
et du fait que les quatre générateurs dans ’énoncé sont des indécomposables de 'algebre de
Hopf tri-graduée Ext%(Sj, S}). O

Corollaire 3.4.24. — Ext(S773,S}) = Fy pour n > 1.

Démonstration. — Le Fa-espace vectoriel Ext}(SZ%, S}) admet des générateurs de la forme
Din+3—sn—1]€[s,q) OU [5,t] € {[1,4],[4,1],[2,4], [4,2]}. Pour que b,43_g 5, s0it non nul, il faut
avoir n+3—s <n—t <2n+6—2s. On en déduit que s > t+ 3. La seule paire qui satisfait
cette condition est [s,t] = [4,1]. Le corollaire s’ensuit. O

;

IFy s11<n<2,
Fy? si3<n <S8,
F?3 stnm =09,

Fy*  sin > 10.

Corollaire 3.4.25. — Ext}o;( Z,SZ+3) =

Démonstration. — De maniére analogue a la démonstration du corollaire 3.4.24, les données

des générateurs de Ext’; (S}, S} ™) sont exhibées par le tableau suivant :

€[s,1] b[n—s,n+3—t] Condition

[1,4] | [k =1,k —1] k>1

4, 1] | [k—4,k+2] |0<k—4<k+2<2k—-8<k>10|

2,4] | [k—2,k—1] | 0<k—-2<k—-1<2k—-4&k>3

4,2] | [k—4,k+1] | 0<k—-4<k+1<2tk—-8<k>9
On en déduit le résultat. O
Remarque 3.4.26. — Le corollaire 3.4.25 nous dit que, pour n > 3, le Fo-espace vectoriel

Extllg(SZ, SZ+3) est librement engendré par au moins 2 générateurs.
D’autre part, d’apres la proposition 2.3.20 et le théoreme 2.3.21, le foncteur Ko admet
la filtration convergente décroissante Ko =Dy D Dy D --- D Dy D Diy1 D --- qui satisfait

Dy ~ Dkﬁlcgik ~ Kk,O SS’“

= P 4.
Drir Dpznkzk Kro12
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Le sous-quotient & = (Dy N IC%T‘/’) /(D16 N K?) de IC%T“ C K5 est une extension non triviale
de Sfj par S]Z'H)’. En particulier, £; est I'unique extension non triviale de S} par S; : elle est

identique avec le générateur €}y 4) € Ext’(S4, S1).
Proposition 3.4.27. — L’extension &,11 est le produit de Hopf de & par lidentité de S} .

Démonstration. — Cela résulte du diagramme

0—=Si®Si—=Sies —L=Stes! —0

R T

0—> Syt ! St ®S!——=0
A
-
I
0—> Syt Ent1 st 0

ot les applications p, d sont la multiplication et la diagonale, &/ 41 est extension induite de
Sy ® & via p.
Il reste & montrer que 1'on a une application v qui fait commuter la partie inférieure du

diagramme.
Le foncteur £,41 = (Dpy1 N K3"2) /(D7 N KLET2) est un quotient de

(Sn-‘rl ° J) D (Sn-‘r? o J)

Donc, pour définir v, nous devons le définir sur S"*1(.J(V)) et S"*4(J(V)), puis vérifier la

compatibilité. Posons
o Y((u1) . (unta)) = (u1) .. (unta) € STH(V),
o Y((w) .- (unt1)) =22, (u1) .- (uim1) (i) - (Un41) @ (wi) € Sf @ &1,

La compatibilité suit, en effet il suffit de comparer
Y((ur) - (un)(v1)?(v2)%), &
Y((ur) - .- (un)((v1) + (v2) + (v1 + v2))).
Il faut seulement calculer le second terme. Mais il y a annulation de tous les termes
[(u1) -+ (wimn)(uigr) - - (un) ((v1) + (v2) + (01 + v2))] ® (wi)

sii <mn,car (v1)+ (v2) + (v1 + v2) est nul dans S}(V). 1l ne reste que le terme final de la

somme et le résultat suit. O

Remarque 3.4.28. — Rappelons que le foncteur différence A: .% — F est exact (voir la

proposition 1.1.27), il induit alors un morphisme, que I’on notera encore A :
A: Exty(F,G) — Exts(AF, AG)
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pour tous F,G € %. La proposition suivante détermine 1'image, par les applications A de

ce type, des générateurs €[y 4}, €[4,1], €[2,4] €t €[4,2) du Hom » (S}, S})-module Ext’(S%,S5).
Proposition 3.4.29. — Tous les A(epy 1), Ale)), Alepa)) et Aley,z)) sont nuls.

Démonstration. — Rappelons du corollaire 1.1.25 que :
1. AS! =T,
2. AS? =T, @ St
3. AS} =St'@ St oS3
De plus, d’apres [FFSS99, Theorem 6.3], Ext};(Sm,S”) = 0 pour tous m,n € N (ceci se

montre aussi a la main). Le résultat s’ensuit. O

Remarque 3.4.30. — On peut montrer aussi que si € est dans la liste du théoreme 3.4.1,
et si b € Hom (S}, S}), A(be) = (Ab)e.

On peut également montrer :

Proposition 3.4.31. — En tant que foncteur gradué, on a les isomorphismes :
A<Dn) = Dn—l S Dn—2 b Dn—37 et

A(Cn) = Cnfl b Cn72 S Cn73
Démonstration. — Calcul analogue a ce qui a été fait pour Ks. O

On en déduit les formules pour A(E,,).

3.4.6 K, et foncteurs polynomiaux stricts

Le foncteur K9 ne peut pas étre un foncteur polynomial strict. Cependant, on conjec-
ture que chaque Cg est I'oubli d’un foncteur polynomial strict. Ceci sera I'objet de futures

investigations.
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CHAPITRE 4

Relation entre le foncteur /o et
I’anneau de Hopf H.K(2);

o1T K(2) = {K(2) };c7 LE Q-SPECTRE qui représente la K-théorie de Morava
=2 K(2)*(—) (pour p = 2). Cela signifie que {K(2); },.cz est une famille d’espaces

topologiques non-pointés munie des équivalences d’homotopies

telle que
K@QMX) = [X,KQ2)4], VkeZ

est une équivalence naturelle en X, out [X,Y] désigne I'ensemble des classes d’équivalence
d’homotopie non-pointée des applications continues de X vers Y.

Soient H,(—) et H*(—) I'homologie et la cohomologie singuliere modulo 2. Wilson a
décrit, dans [Wil84], la structure d’anneau de Hopf de H,K(2), := @, ., H.K(2),. Dans
ce chapitre, on étudie la relation entre la structure du foncteur V + K (2)*(BV*) (cf. le
chapitre 2) et la structure d’anneau de Hopf de H,K(2),. Grace a la périodicité, il suffit de

considérer le foncteur Ko et le Q-spectre “périodique” {ME}EEZ /6 due I’on désigne aussi
par K (2).
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avec les sous-foncteurs Kpq . . . . . . ... 144
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4.1 Rappels sur les anneaux de Hopf

On rappelle d’abord la définition d’un anneau de Hopf et ses propriétés. On renvoie a
[RWT77] pour plus de détails.

4.1.1 Définitions et exemples

Soit R un anneau gradué commutatif unitaire. Soit CoAlgp la catégorie des coalgebres
(graduées, cocommutatives, coassociatives et counitaires) sur R, les morphismes sont les

morphismes de R-coalgebres.

Remarque 4.1.1. — CoAlgp est une catégorie avec un objet final et des produits finis :

e [’anneau R est l'objet final de la catégorie CoAlgp : pour tout C' € CoAlgp, I'unique

morphisme C — R est la counité ec.

e Soient C, D des coalgebres quelconques sur R. Leur produit est le produit tensoriel de
R-coalgebres C @ D (on le note simplement C'® D) ; les projections canoniques sont
do®ep: CRD - Ceteg®idp: CR®D — D.

Considérons le groupe abélien k qui est soit Z soit Z/n ot n est un entier naturel. On
désigne par CoAlg}, la catégorie des objets k-gradués de CoAlgp, : les objets sont de la forme
C = @i C«(k) ont chaque Cx(k) est un objet de CoAlgg (on dit que Ci(k) est en poids
k), les morphismes sont les morphismes préservant le poids et le degré.

Soit H = @cx H+(k) un objet de CoAlgy. On dit que H est un objet en groupe
abélien gradué si chaque H. (k) est une algébre de Hopf sur R.

Notation 4.1.2. — Notons respectivement 0, €x, *x, Mk, Xk le coproduit, la counité, le
produit, I'unité et Pantipode de H. (k).

e Posons [0x] = nk(1) # 0. Nous avons alors [0x] xx @ = a pour tout a € H.(k).

e Il convient d’écrire 9, €, x, 7 et x pour tout k € k sans confusion.

e Six € Hy(k) pour un certain k € k, on dit que = est degré s, et on notera |x| = s.

Définition 4.1.3. — L’objet en groupe abélien gradué H ci-dessus est appelé un anneau
de Hopf sur R ¢'il est muni de morphismes de R-co-algebres o: H, (k) @ Hi(l) — Ho(k+1)
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(pour k,l quelconques dans k) et e: R — H.(0) qui satisfont, pour tout a € Hs, (t1),
be Hs,(ta), b e He (t2) et ¢ € Hyy(t3), aux propriétés suivantes :

1. Multiplication par zéro : [0;] ® a = ne(a),
Multiplication par I'unité : [1] @ a = a ou [1] := e(1) € H(0),
Compatibilité avec 'antipode : x(a @ b) = x(a) ¢ b = a e x(b),

2.

3.

4. Associativité : (aeb)ec=ae(bec),

5. Commutativité : a @ b = (—1)lelltly([1])*1*2 @ b e a = (—1)llltlyt1t2(ph e @),
6.

Distributivité : a e (b b) = S (=1)l7"11l(¢” @ b) x (a” @ b), ol (a) = S’ ® a”.

Remarque 4.1.4. — A cause des propriétés dans la définition 4.1.3, on appelle encore H
un objet en anneau commutatif dans la catégorie CoAlgp : (H.(k),*x) est un objet en
groupe abélien pour tout k € k, (7, ®) est un objet en monoide abélien gradué, et on dispose

de la distributivité de e par rapport a x.

Définition 4.1.5. — La catégorie S est la catégorie des anneaux de Hopf sur R, les
morphismes sont les morphismes (préservant le poids et le degré) de R-modules gradués

compatibles avec (9, €), (x, n), x et (o, €).

Ezxemple 4.1.6. — Soient R et S des anneaux gradués commutatifs unitaires. L’anneau
R[S] := {er[s] rs € R}
sesS

est muni d’une structure d’anneau de Hopf sur R dont les poids sont induits par la graduation

de S, et dont les gradués sont induits par la graduation de R :
e Le coproduit et la counité : §([s]) = [s] @ [s], €([s]) = 1.
e Le premier produit et la premiere unité : [s] x [¢'] = [s + §'], n(1) = [0].
e L’antipode : x([s]) = [—s].

e Le second produit et la seconde unité : [s] e [s'] = [ss'], e(1) = [1].

4.1.2 Le foncteur anneau de Hopf libre

Définition 4.1.7. — Soient R et S des anneaux commutatifs unitaires. Un objet H € 7%
muni d’un morphisme (dans %) R[S] — H est dit un R[S]-anneau de Hopf. On désigne
par g g la catégorie des R[S]-anneaux de Hopf, ses morphismes sont les morphismes de

R-anneaux de Hopf H — H' qui font commuter le diagramme

H W
NS
RIS .
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Soit UCoAlgp la catégorie des coalgebres unitaires sur R : un objet C' € UCoAlgp est
un objet de CoAlgp muni d’un morphisme de coalgebres n: R — C' tel que eon = idg. Soit
UCoAlgy, la catégorie des objets gradués de UCoAlgp (au méme sens de la définitions de
CoAlgk), les morphismes sont les morphismes de colagebres unitaires préservant le poids et
le degré.

Considérons le foncteur d’oubli de la catégorie des R[S]-anneaux de Hopf ¢.#% vers la
catégorie des coalgebres unitaires graduées, en oubliant I’action de R[S], les produits «, e et

I’antipode .

Lemme 4.1.8 (Cf. [RWT77]). — Le foncteur d’oubli de 7% vers UCoAlgy admet un
adjoint a gauche Fgjs): UCoAlgy — sHR, i.e. on a lisomorphisme d’adjonction :

HOI’I]S%R (SR[S] (0)7 H) = HomUCOAlg*R (07 H)7

pour tout C' € UCoAlgy, et tout H € s#. On appelle Fg(s) le foncteur R[S]-anneau de
Hopf libre.

Démonstration. — Pour tout objet C' = @, C«(k) de UCoAlgk, on va construire le R[S]-
anneau de Hopf libre associé.

Soit ng 'unité R — Cy (k) pour tout k. Considérons le R-module libre M engendré par
tous les produits « finis possibles de tous les produits e finis possibles des éléments de R][S]
et C. Le R[S]-anneau de Hopf libre §ris(C) est obtenu en prenant le quotient de M par
la relation Cy(k) > nx(1) = [0,,] € R[S] et les relations d’anneau de Hopf donnée dans la
définition 4.1.3. ]

4.1.3 Le morphisme de Frobenius et le morphisme Verschiebung

Soit ‘H un Fs-espace vectoriel gradué. Rappelons de la définition 1.2.7 que

Hi si2 i,
(@), = /2 |
0 sinon.

Afin de simplifier la présentation, on utilise désormais a au lieu de ®a pour élément de PH.

Lemme 4.1.9. — On a la suite exacte suivante de Fa-espaces vectoriels gradués :

0—&H o 5?3) Nor2(H) Ve oH 0,

o, pour tout a,b € H,
o F(a):= a2,
e N(ab):=a®b+b®a,
e Via®b+b®a):=0 et V(e®a) = a.

Démonstration. — Le résultat suit des calculs directs. O
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Supposons de plus que H soit une Fs-algebre de Hopf.

Définition 4.1.10. — Le morphisme de Frobenius F': ®H — H est défini par

dH a H

S*(H)

Le morphisme Verschiebung V: H — ®H est défini par

H v dH

(le coproduit)\(s‘\ /

%(H)

Remarque 4.1.11. — Le morphisme de Frobenius et le Verschiebung sont des morphismes

préservant le degré. Mais, en oubliant la graduation, on a :
e F(a) =a
e §(a) =V(a)®@V(a)+T(a), ouT(a) est le terme du coproduit d(a) qui est dans 'image
de la norme N, i.e. T(a) est de la forme 37, /(' ® a” +a" @ d').
Notons que la structure de Fo-algebre de Hopf de H induit une telle structure sur ®H.

Proposition 4.1.12. — En oubliant la graduation, on a les propriétés suivantes :
1. F etV sont des morphismes d’algebres de Hopf. En particulier, on a FoV =V o F.
2. SiH est un Fa-anneau de Hopf, alors V(aeb) =V (a)eV(b), et F(V(a)eb) = ae F(b).

Remarque 4.1.13. — Dans un Fe-anneau de Hopf, le morphisme de Frobenius correspond

au produit * : F(a) = a*2.

Démonstration. — La premieére assertion se déduit du fait que, dans une Fa-algebre de Hopf,
le produit est compatible avec le coproduit. On va montrer, par exemple, le Verschiebung
V préserve le produit, que I'on désigne par *.

Considérons d(a xb) = V(a*b) @ V(a*b) + T(axb). Grace a la compatibilité entre le

produit et le coproduit, on obtient que

5(axb) = d(a) x6(b)
=[V(a)®V(a)+T(a)]*[V(b) ®
= [V(a) @ V(a)] x [V (b) @ V(b)] +
+
= [V(a) x V(b)] @ [V(a) x V(b)] +

&
&
=
8
*
N
=
_l_
P
S
>
<
=
&
<
=

On en déduit que V(axb) = V(a)» V(b).
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Pour la seconde assertion, le fait que V(aeb) = V' (a) @ V(b) se déduit de la compatibilité
entre le produit e et le coproduit §. Le reste est une conséquence de la distributivité du

produit e par rapport au produit * (cf. la définition 4.1.3). O

4.2 L’homologie d’un ()-spectre

Soient E et G des spectres en anneau. Soient E,.(—) la théorie d’homologie généralisée
associée au spectre F, et G*(—) la théorie de cohomologie généralisée associée au spectre G,
les deux théories sont non-réduites. Soit {G}},c, le Q-spectre multiplicatif qui représente
la théorie G*(—). On renvoie & [Rav86] pour les définitions et propriétés des spectres.

On rappelle dans cette section quelques propriétés de E.G, = @, E:G,.

4.2.1 Structure d’anneau de Hopf de E.G,

Hypothése 4.2.1. — Dans cette sous-section, on suppose que la théorie d’homologie F,(—)

admet 'isomorphisme de Kiinneth
E.(X) @5, Bu(Y) = E(X x Y),

ou F, est Panneau de coefficients.

Exemple 4.2.2. — Quelques exemples de théories d’homologie généralisée multiplicative

qui admettent 'isomorphisme de Kiinneth sont :
e ’homologie singuliére a coefficients dans Q;
e ’homologie singuliere & coefficients dans F,,, pour tout nombre premier p;

e les K-théories de Morava modulo p K (n).(—).
Proposition 4.2.3. — E.G, := @, E«G), est un anneav de Hopf sur E,.

Démonstration. — Grace a 'isomorphisme de Kiinneth, chaque E.G) est une co-algebre
dont le coproduit est induit par la diagonale G}, — G}, x G}, et dont la counité est induite
par I'application G, — pt, out pt désigne ’espace topologique d’un seul point. De plus, la
structure de H-espace sur I’espace de lacets G}, induit le produit x et I'unité 7, la structure
multiplicative de {G}.},; induit le produit e et I'unité e. Donc, E.G, est un anneau de
Hopf sur F,. O

~

Soit x un élément quelconque de I'anneau de coefficients G*. On rappelle que G* =
[pt, G, ] ot [X, Y] désigne 'ensemble des classes d’équivalence d’homotopie non-pointée des
applications continues de X dans Y. On considére x comme une telle classe d’équivalence.

Il induit alors un morphisme de I’anneau de coefficients E, = E,(pt) vers E.G,.

Remarque 4.2.4. — Par rapport a la structure d’anneau de Hopf de E,G,, le morphisme
induit par 0, € G* est I'unité 7, celui qui est induit par 1 € G° est 1'unité e (cf. la notation
4.1.2 et la définition 4.1.3).
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Définition 4.2.5. — Soit x un élément de 'anneau de coefficients G*. On désigne par [z]

I'image de 1 € Ejy par le morphisme
E.(z): B, — E.G,,
de sorte que [z] € EyG,.
On a le résultat suivant :

Lemme 4.2.6 (RW77, Lemma 1.14]). — Soient z,y € GF, soit z € G'. On a
1. 6([2]) = [2] @ [],

2. [zl [yl =[xz +yl =y + =] = [y] x [z],
3. [x] e [z] = [x2] = [z2] = [2] @ [].
Démonstration. — Les deux premiers résultats viennent en appliquant I’homologie aux dia-

grammes commutatifs suivants

1.
pt ——— G|,
AJ/N lA
pt xptwgk x Gy,
ou A est la diagonale,
2.

pt —2>pt x pt > G} x G —= G,
T4y
ou p est le produit pour la structure de H-espace de G,.
Le troisiéme résultat est similaire au deuxiéme, mais on utilise ici la structure multiplicative

de {Qk}kez- O

Corollaire 4.2.7. — L’anneau E.[G*] est un E.-sous-anneau de Hopf de E.G,. Donc,
E.G, est un E.[G*]-anneau de Hopf.

Démonstration. — Le résultat se déduit directement du lemme 4.2.6. O]

4.2.2 Relation principale

Hypotheése 4.2.8. — Dans cette sous-section, on suppose que E et G sont des spectres en
anneaux complexes orientés, i.e. les théories de cohomologie associées E*(—) et G*(—) sont
complexes orientées (cf. [Rav86]). Soient z¥ € E2(CP>), ¢ € G?(CP>) leur orientation,
et soient Fg, Fg les lois de groupe formel commutatif associées respectivement & E*(—) et
G*(—) (cf. 'exemple 1.5.8).
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Rappelons que la cohomologie E*(CP>) est isomorphe & 'anneau des séries formelles
E*[[:(:EH L’homologie E,(CP>) est un E,-module librement engendré par les classes 3; €
E5;(CP>), ou <($E)i,5j> = 0;; avec 4,5 > 0.

D’autre part, comme 2% € G?(CP>) = [CP™, G,], on considére 2% comme une classe
d’équivalence d’homotopie des applications continues de CP* dans G,. Elle induit alors un
morphisme de F,-modules

28 E,(CP®) — E,(G,).
Définition 4.2.9. — Soit b; € FEyG, l'image de 8; € Fy(CP>) par le morphisme
2%, On note b(s) la somme Y n>0bns™ € ELG.[[s]]. Par ailleurs, en écrivant Fg(z,y) =

Zmzo aijxiyj, on note
b(s) +ir) D(t) = *igz0 ([ai] # (s)™ @ (1)) € BG[[5,1]]

ou le produit % est induit par la structure de H-espace de G}, (Vk € Z), le produit e est
induit par la structure multiplicative de {G}}.cy, et [aij] € EoG, (voir la définition 4.2.5).

Remarque 4.2.10. — Les produits x et e dans la définition 4.2.9 fonctionnent de maniere
suivante :

1. Ils sont distributif par rapport a ’addition +.

2. (As') @ (Nsl) = (Ne))siti,

3. (Ast) x (Vsl) = (Ax N)stH,

On énonce, sans démonstration, le résultat suivant, qui est di & Ravenel et Wilson
[RW77, Theorem 3.8] :
Théoréme 4.2.11 (Relation principale). — Dans E.G,[[s,t]], on a :

1. b(s +rp t) = b(s) +rg b(1),

2. b([n]Frg(s)) = [n]irg)(b(s)) pourn > 1, ot [n]F, est la n-série de la loi F, [n]ir,)(b(s))

est l'addition sur [F] des n termes b(s).

Remarque 4.2.12. — La relation principale donne les relations entre les éléments b; et

[a;j] (dans E,G,) par rapport aux opérations +, et e.

4.2.3 Modele algébrique de F.G,

Dans cette sous-section, on a besoin des hypotheses 4.2.1 et 4.2.8.

Considérons le morphisme de F,-coalgebres unitaires
¢ E,(CP>®) — E.G,.

D’apres le lemme 4.1.8, il s’étend en un morphisme de E,[G*]-anneau de Hopf, que I’on note
aussi 2¢ :

2l Fp. o (B(CP®)) — E.G,.
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Définition 4.2.13. — On note EEG, le quotient de Fp, (+](E«(CP*)) par les relations
entre les f3; et [a;;] qui sont induites par la relation principale dans E,G,[[s,t]]. On appelle
EEG, le modele algébrique de E.G,.

Proposition 4.2.14. — On a un morphisme canonique d’anneauzr de Hopf
EfG, — E.G,.

Démonstration. — Le morphisme zC se factorise & travers EEG, puisque les relations par

lesquelles on doit quotienter pour obtenir ERG, sont vraies dans E,G,. O

4.3 Structures de H,K(2)_

Soient H,(—) et H*(—) I’homologie et la cohomologie singuliere modulo 2. Soit K (2) =
{K(2), }kez le Q-spectre qui représente la K-théorie de Morava K(2)*(—) pour p = 2. On
étudie dans cette section la structure d’anneau de Hopf et la structure de coalgebre instable
de H,K(2),. Grace a la périodicité de K(2), il suffit de considérer le Q-spectre “périodique”
{@E}Eezm et ’homologie H, K (2).

4.3.1 Structure d’anneau de Hopf de H,K(2)_

Considérons H.KQ2); := Pty s H K (2);. Puisque nous disposons de I'isomorphisme

de Kiinneth pour ’homologie singuliere & coefficients dans Fy :
H.(X) @F, H.(Y) = Ho(X X Y),

d’apres la proposition 4.2.3, H,K(2); est munie d’une structure d’anneau de Hopf sur Fs.
On rappelle les résultats de Wilson (pour le cas p = 2) qui donnent une description de la
structure de cet anneau de Hopf. Mais d’abord, on définit des éléments particuliers a;, b;.

Soient HF3 le Q-spectre d’Eilenberg-MacLane qui représente la cohomologie singuliere
modulo 2, et k(2) le Q-spectre qui représente la deuxieme K-théorie de Morava connexe
modulo 2. Le morphisme canonique de spectres k(2) — HFs induit des isomorphismes entre
les groupes d’homotopie 7;(K(2)7) = m;(K(Z/2,1)) pour 0 < i < 6 : en effet,

: Fy sii=06k+1
m’(mT) = ﬂi(ml) o~ K(2>z—1 2 Sl +1,

1

0  sinon,

olt K(2)* est 'anneau de coefficients de K(2)*(—) (cf. [Rav86]). Par ailleurs, K(2)7 et
K(Z/2,1) sont des CW-complexes connexes. A la suite du théoréme de Whitehead, on
obtient des isomorphismes en homologie : H; K(2)y = H;(K(Z/2,1)), pour 0 < i < 5. On
note de plus que, pour tout pour i > 0, le Fo-espace vectoriel H;(K(Z/2,1)) est engendré

par un seul élément «;.
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Définition 4.3.1. — Soit a; € H; K(2)7 I'image de «; par I'isomorphisme
H;K(2); & H;(K(Z/2,1)),

pour 0 < ¢ < 5. On pose a(g) = a1, a1y = az, a;z) = a4.

Définition 4.3.2. — Soit b; € Hy; K(2)5 défini comme dans la définition 4.2.9 (pour tout
) Z 0). On pose b(]) = ij.

Proposition 4.3.3 (Cf. [Wil84, Proposition 1.1]). — On a les propriétés suivantes dans
H,KQ2);:

1. a1 e — est la suspension homologique,

2. le coproduit est donné par aj — Z;?:o ap—j ® aj et by — Zé‘:o bi—j ® b,
3. a1 eay = by,

4- @) * ag) = ag) * agy, by x by = by * by, ay * by = by * ag),

9. agiy ® a(j) = agj) ® agi), by @ by = by @ bgiys agiy @ by = bij) ® ag),

6. afy =0 et b3 =0,

7. ag) e b5y =0 et ay o by = a3),

8. b =0.

(@)
Notation 4.3.4. — On désigne par () le poids d’'un élément “homogene” x € H, K (2)_.

Par exemple, P(a;) = 1, P(b;) = 2 pour tout 4, j. On a encore que P(z xy) = P(x) = P(y)
et

Pz ey) =P(z) + BP(y).

Soit I = (ig,i1,42) ot i, = 0 ou 1, et soit J = (jo, j1,...) une suite finie ot 0 < j < 3. On
pose alb’ = azg)()’ anﬁ oazg obZJS’ obg)1 -+ en convenant que a’b’ = [1] —[00] si I = (0,0,0)

et J=(0,0,...). On a
Blalv’) = (Zik + 22%) c Z/6.
Théoréme 4.3.5 (Cf. [Wil84, Theorem 1]). — En tant que Fo-algébres,

H, K@= Q) AD) (X) Aag) o b”) (X) Aag) ® ay o b7)

Jo<3 Jjo<3
®A(a( ®ay ob’) ®A oa(Q)ob)
Jjo<3 Jo<3
®A ob‘] ®S( ®a obJ ®S4 ob‘]
Jo<3 Jo<3

en convenant que A(a’b”’), S(alb”) et Sy(a’b”’) sont isomorphes a Fo si P(a'd’) # k.
Ici, A(x) est algebre extérieure, S(x) l’algebre symétrique, et Sy(z) := S(z)/x* Ualgébre
symétrique tronquée. Les produits sur les algébres extérieures, symétriques, symétriques

tronquées et le produit tensoriel correspondent au produit * dans la structure d’algebre de
Hopf de H,K(2);.
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4.3.2 La relation principale pour H,K(2). et quelques conséquences

Rappelons du théoreme 4.2.11 que :
Proposition 4.3.6. — Dans H, K(2)_[[s,t]], on a
1. b(s+1t) =b(s) t5) b(t),
2. b(2s) = [2]1,) (b(s)),
ot Iy est la loi de groupe formel associée a K(2)*(—).
Corollaire 4.3.7. — On a:
1. by = [05],
2. by x b; = b; pour tout 1,

3. bk = [0gz] et b b; =0 sii > 0.

Démonstration. — En comparant les termes constants de la premiere identité de la propo-
sition 4.3.6, on obtient by = [03]. On en déduit le deuxieme énoncé. Le troisitme énoncé

découle de la formule [05] ® b; = n4€e2(b;) (voir la définition 4.1.3). O

Corollaire 4.3.8. — On a:
1. b(s)** = by,
2. b(s+1t) =b(s) *b(t) x (b(s)'2 . b(t)'Q).

Démonstration. — Rappelons que la 2-série de la loi F} est [2] R(7) = z*. De plus, puisque

I’on travaille sur le corps Fa, la deuxiéme identité de la proposition 4.3.6 est équivalente &
bo = b(0) = b(2s) = b(s)*.

On déduit de ce fait et de la remarque 4.3.7 que tous les termes de la forme b(s)* e b(t)*
ouni+j>Tet (i+7) =1 (mod 3) sont égaux a by. Grace a la proposition 2.2.6 pour le cas

n = 2, on obtient

b(s + £) = b(s) % b(t) * (b(s)*2 @ b(t)*2) * <* et lag)eb(s)Te b(t)’j>
(i+4)=1 (mod 3)
= b(s) % b(t) % (b(s)*? & b(£)*2) . (4.1)

Le corollaire est démontré. O
Le modele algébrique HEK (2). de H,K (2) est déterminé par le résultat suivant :

Corollaire 4.3.9. — Le morphisme canonique d’anneaux de Hopf
HEK(Q). — H,K(2).
est injectif. En particulier, HEK(2)7 = ®‘B(b*’):E A(b7).
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Démonstration. — Pour n # 2F quelconque, il existe 0 < i < n tel que (7) =1 (mod 2).
En comparant des coefficients de st"~% dans l'identité (4.1), on en déduit que b, est
décomposable par rapport & x. On obtient la méme propriété pour les 3, € HEK(2)-.
Désignons par 3”7 de la maniere analogue & b7 (voir la notation 4.3.4). En tant que Fa-algebre
de Hopf (par rapport au produit x), Hf@g est engendrée par les indécomposables 57
dont 'image dans H,K(2)_ est b’. Le résultat s’ensuit. O

4.3.3 Structure de coalgebre instable de H,K(2)_

Dans la suite, on va utiliser les modules instables & droite, on renvoie a §1.4.1 pour les
définitions et propriétés. On explique d’abord le fait que la structure d’anneau de Hopf de
H,K(2); est compatible avec la structure de coalgebre instable en chaque poids.

Rappelons que H,K(2) est un Fa-espace vectoriel de type fini, i.e. il est de dimension
finie en chaque degré. Donc, H,K(2)- est une coalgebre instable (sous I’action & droite de
lalgebre de Steenrod Asg). En effet, la condition d’instabilité sur H, K (2); se déduit de celle
sur module instable & gauche H*K(2)_ : on a vSq¢' = 0 pour tout v € H,K(2) tel que
Iy| < 2i.

Par ailleurs, comme conséquence directe de la définition de la structure de module in-
stable & droite du produit tensoriel (cf. la définition 1.4.4), la structure de module instable
a droite sur H,K(2); est compatible avec la structure d’anneau de Hopf via les formules de
Cartan suivantes :

(axB)Sq" =) oS/ x BSq"
J
et
(e B)Sq' = aSq) e BSq" .

J

L’action & droite de Ay sur H,K(2)_ est donnée par le résultat suivant :
Proposition 4.3.10. — On a

1. aiqu = (i;k)ai_k pour 0 <1 < 5.

2. b;Sq*k = (i;k)bi,k, b;S¢?F 1 = 0 pour tout i > 0.

Démonstration. — Par définitions de a; et b; (voir 4.3.1 et 4.3.2), le résultat découle de
Paction de l’algebre de Steenrod Ag sur H.(K(Z/2,1)) = H.RP> et celle sur H,CP> :
pour i > 0, 0;5¢* = () aik, BiSq™ = (1) Biy et iS¢+ = 0. O

Corollaire 4.3.11. — Le Verschiebung V: H, K (2)- — H,K(2)_ est déterminé par :
1. V(aw) = aq), Viaw) = a@), Viae) =0.
2. V(boy) =0, et V(biy1)) = bg) pour tout i > 0.
Démonstration. — Ceci est une conséquence directe de la proposition 4.3.10 et de la condi-

tion d’instabilité V (z) = £5¢/*l/2. D*une autre maniere, il se déduit de la détermination du

coproduit sur H,K(2)_ (voir la proposition 4.3.3). O
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Notation 4.3.12. — Pour I = (ig,i1,i2) on i =0 ou l, et J = (jo,J1,...) ou 0 < jx < 3,
on définit X(I) = (i1,i2,0) et X(J) = (j1,72,-..). On définit encore L71(I) = (0,4q, 1),
S7HJ) = (0,0, g1, - - -)-

Proposition 4.3.13. — Le modeéle algébrique HEK (2)_ est le plus grand sous-module réduit
(gradué par le poids) de H,K(2).

p . o ) 4 IyJ _  eio ®i; ®io J710j0 o 1ej1 o
Démonstration. Rappelons que 'on dénote a’b” = Qo) ® (1) ® Aa) @ b(o) ° b(l) ° (cf.
la notation 4.3.4). Grace au corollaire 4.3.11, on a

*x7.7a>DpE) gi Gy = o =0,
V(*LJ(LIZ)J) _ I,J 0 Jo

0 sinon.

On en déduit que V(b= '/)) = b/. Le module ®fp(b~’):E A(b”7) est ainsi un sous-module
réduit de H, K (2);.

D’autre part, si iy # 0, il n’existe pas I’,J’ pour que V(a!'b”") = o>Up=) = olp/
puisque le troisieme terme de X (I’) est absolument nul. Alors, les éléments de la forme
Ip7 tels qu'il existe I dont iy # 0 ne sont pas dans le plus grand sous-module réduit

de H,K(2)z. On en déduit la situation similaire pour les éléments de la forme %7, ya’b”/, ot

*[’Ja

il existe I # (0,0,0). Donc, le module ®q3(b =k A(b7) est le plus grand sous-module réduit
de H,K(2);. Le résultat suit. O

4.4 Liens avec le foncteur o

4.4.1 Relation entre H*K(2)_ et le foncteur K,

== %

On renvoie a §1.2.2 pour les définitions et propriétés des foncteurs f et m :

Y —=F .
m

Voici le résultat principal de cette sous-section.

Proposition 4.4.1. — On a un isomorphisme de modules instables a gauche
m(K5™F) =P ((mo ) (H K@) ,
ot P(—) désigne le module des primitifs.

On utilisera la proposition 1.3.16 du chapitre 1, qui est réénoncée comme suite :

Proposition 1.3.16. — Soit K une algébre instable telle que :
e g(K): Vi Hom (K, H*V) est un foncteur a valeurs dans la catégorie ¥,
e g(K)*: Vs (Hom ¢ (K, H*V))* est un foncteur analytique.
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Alors, le morphisme canonique d’algébres de Hopf instables
U(m(g(K)H) — (mo f)(K)
est un isomorphisme, ou U est le foncteur de Steenrod-Epstein.

Considérons ’algebre instable H*K(2);. A la suite de [Lan92, 1.11], on a
g(H*K2):)(V) = Hom ¢ (H*K(2), H*V) 2 [BV, K(2);] = K5 (V). (4.2)

La démonstration du théoréme 2.2.9 montre que le foncteur (Z/6-gradué) Ko est a valeurs
dans les Fs-espaces vectoriels de dimension finie. Il est de plus analytique a la suite du
corollaire 2.2.17, et auto-dual d’apres le théoréeme 2.4.3. Il en résulte que son dual IC% est un
foncteur (Z/6-gradué) analytique : les foncteurs (ICE)tl sont analytiques, pour tout k € Z/6.

On obtient le résultat suivant qui nous permet de démontrer la proposition 4.4.1 :

Corollaire 4.4.2. — On a un isomorphisme d’algébres de Hopf instables

U(m(K§ ")) —— (mo f)(H*EQ2)) .

[\

Démonstration. — Le résultat se déduit directement de la proposition 1.3.16. On note ici
que (K5 = K§7F d’apres le théoreme 2.4.3. O

On donne ensuite une démonstration de la proposition 4.4.1.

Démonstration de 4.4.1. — Le résultat découle du corollaire 4.4.2 puisque m(KS %) est le

module des primitifs de U(m(ngfk)) (cf. la proposition 1.3.11). O

Afin de terminer cette sous-section, nous exhibons la conséquence directe suivante de

I'isomorphisme (4.2) :

Corollaire 4.4.3. — Si k est impair, le module instable I:T*K(2)E est nilpotent, ot ﬁ*(—)

est la cohomologie singuliere modulo 2 réduite.

Démonstration. — Le résultat se déduit du théoreme 1.2.15 et du fait que
Hom  (H* K@), H*(V¥)) = K (2)F (V%) = 0
si k est impair. 0
4.4.2 Relation entre H,K(2)_ et le foncteur K,
Considérons d’abord 'unité 7: 15 — m o f de I'adjonction (1.2) (voir & la page 38) :
Hom z(f(M), F) = Hom (M, m(F)).

142



4.4. Liens avec le foncteur Ko

Soit Rz I'image du morphisme 75 K@ Alors, Ry est un module instable a gauche réduit.
Par ailleurs, d’apres [HLS93, Proposition 7.2 - Corollary 7.4], on a deux suites exactes

courtes de modules instables & gauche :

1
0—> Ny —> H* K@ — - Ry —0,

0— R 2 (mo f)H K@) — = Ny ——0,

olt Ni, N sont nilpotents. Par dualité, on obtient des suites exactes courtes dans % :

g (3 f
0 —R. —— H.KQ2); — N{ —0,

(4)

0—— Nj —— (mo f)(H*E@7)! —>RE——0.

Remarque 4.4.4. — Le module instable & droite (m o f)(H*K(2);)* est Nil-fermé (cf. la
définition 1.4.8 et la proposition 1.4.11).

On a le résultat suivant :
Lemme 4.4.5. — R% ~ HEK(2).

Démonstration. — D’apres la proposition 1.4.10 et le fait que Nf est un module instable a
droite nilpotent, on obtient que R% est le plus grand sous-module & droite réduit de H, K (2)?
Le résultat suit de la proposition 4.3.13. O

Définition 4.4.6. — On désigne par HpK(2); le module instable a gauche réduit Ry,
pour tout k € Z/6. On appelle HK(2); = ®EGZ/6 H;K(2) le modéle algébrique de la
cohomologie H*K(2)..

Remarque 4.4.7. — Rappelons du corollaire 4.3.9 que HFK(2)_ est un sous-anneau de
Hopf de H,K(2);. La structure d’algebre de Hopf sur chaque HFK(2); (k € Z/6) induit
une telle structure sur Hj K (2) (cf. [MMG65, §3]). En particulier, on a

P(H;KQ2)) = QHEK(2))F,

o Q(—) désigne le module des indécomposables (par rapport au produit *). On notera
P(H;,K(2);) = DPrcz/o P(HK(2);). De la méme maniere, on a la notation Q(Hp;pK(2);)

et les notations similaires pour le module P,Q de ’homologie HFK(2)_.

Lemme 4.4.8. — On a lisomorphisme suivant dans la catégorie % |Nil :
P(HRK2);) = P((mo f)(H*KQ2))).

Démonstration. — Les morphismes (1), (2), (3), (4) dans les suites exactes courtes ci-dessus
sont naturellement des morphismes d’algebres de Hopf instables : ils sont induits par la

diagonale et la structure de H-espace sur l'espace de lacets K(2);. Le résultat s’ensuit. [
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On en déduit le résultat principal de cette sous-section :
Théoreme 4.4.9. — On a lisomorphisme naturel de foncteurs :
HQUHTE @y = K57,
ot HEK(2)_ est le modéle algébrique de I’homologie H, K (2)-.
Démonstration. — Le résultat découle des isomorphismes
QHFK @) = P(HLK(2);) = P((mo f)(H*KQ2))) = m(KS)
dans la catégorie % /Nil. O

Proposition 4.4.10. — Le diagramme suivant est commutatif

H KQy @ HFK (255 HEK(2)

| i

Q(HK(2)5) ® Q(HK(2)5;) —— Q(H' K 25:155)

— =2 2i+25

Démonstration. — 11 suffit de montrer que le produit a e b est décomposable si 'un des a
et b en est, ot a,b € RF. Ce fait suit de la formule de la distributivité dans la définition
4.1.3. D’une autre maniere, le produit e est fermé sur la base {b’}; de Fa-espace vectoriel
QUHFK(2),). =

Appliquons maintenant le foncteur %% — .#, M +— f(M?*)? au produit
Q(HIK2)g) ® QHFK2)55) = Q(HIK )g57),

on obtient un morphisme
K3 @ Ky — K3

qui n’est rien d’autre que le produit du foncteur Co.

4.5 Reésultats sur le modele algébrique HK(2)_

4.5.1 Structure de module instable a droite sur Q(HZK(2).) et relation
avec les sous-foncteurs K, ,

On a l'isomorphisme d’anneaux de Hopf

HIE@p= ) A®),
P(b7)=k
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ou le produit sur l'algebre extérieur et le produit tensoriel correspondent au produit x de
H fmg (voir le corollaire 4.3.9). On en déduit que, en tant que Fa-espace vectoriel (gradué
par le poids), le module des indécomposables Q(HFK(2)-) est librement engendré par les
éléments b7. L’action a droite de l’algeébre de Steenrod A, sur ce module est induite par la
structure d’anneau de Hopf instable (& droite) de H. K (2); (cf. §4.3.3). Grace aux formules
de Cartan, afin de déterminer cette action, il suffit de déterminer ’action des opérations

Sq" sur les éléments by

Proposition 4.5.1. — On a les identités suivantes dans Q(HEK (2);) (modulo des éléments

décomposables par rapport au produit x) :

1. b(O)qu =0 pour tout k > 1.

b(l) st k= 0,
2. Casi=1oui=2:bySq" = by sik=2,
0 sinon.
b(z) S7 ]’C = 0,

be? b2 i fe = 2i—1
3 Casi>3 : b(i)qu M) ®0;_3 S "
bii—1) stk =2,

0 sinon.

La démonstration de la proposition 4.5.1 est donnée plus loin. Le corollaire suivant
découle directement de cette proposition. Pour I'ordre partiel < sur N2, on renvoie a la
définition 2.3.5.

Corollaire 4.5.2. — Soient p,q des entiers naturels. Le sous-Fa-espace vectoriel gradué de
() o2
G ® 0 b,

est un sous-module instable de Q(HfK(Q)M). On le notera K&,

Q(HfK(Q)M) engendré par les by ye---ebg; yeb ) pour tout (s,t) = (p,q)

Voici le résultat principal de cette section, dont une démonstration est donnée dans la

sous-section 4.5.2 :

Théoréme 4.5.3. — On a une équivalence de foncteurs

FUKR)) = K.

b,

Maintenant, afin de démontrer la proposition 4.5.1, on a besoin de la remarque suivante :

Remarque 4.5.4. — Rappelons de la proposition 4.3.10 que lon a b;S¢* = (’;k)bz,k
Pour démontrer la proposition, il faut réécrire le terme a droite en combinaison de produit
e des éléments indécomposables b(;) (modulo les éléments de la forme z x y, ot = est y sont

distincts de [0z]). On va utiliser la relation principale dans H,K(2); (voir Iidentité (4.1)) :

b(s +1) = b(s) * b(t) x (b(s)** e b(t)*?).

145



Chapitre 4. Relation entre le foncteur Ko et l’anneau de Hopf H,.K(2);

Lemme 4.5.5. — b, = 0 pour tout entier naturel impair n.

Démonstration. — Pour réécrire b, on compare les coefficients de l'identité (4.1) ci-dessus.
Les comparaisons des coefficients de s™ ou t" ne donnent rien de nouveau. On considere les
coefficients de s¥t"~* dans b(s)*? e b(t)*? (avec 1 < k < n — 1). Mais dans b(s)*? e b(t)*2, il

n'y a que les termes de la forme s*t?/. Le lemme s’ensuit. O

Lemme 4.5.6. — L’élément b, n’est pas congru a 0 si et seulement si n = 2™ 4 22 pour

certains entiers positifs my,ms.

Démonstration. — Si my = mg, bymi yome = b(m1+1) est indécomposable. Si mq > mo > 1,
on obtient alors que bomy 1oms = bZEnrl) ° benTl) en considérant les coefficients de s2"" ¢2"?
dans 'identité (4.1), puisque (Zm;jﬁmz) = ())(p) =1 (mod 2).

Soit m un entier pair positif qui n’est pas de la forme 2™ 4 22 avec mq,my € N*, i.e.
n est écrit sous la forme 2™ +2™2 4 ... + 2™k ot My > Mg > -+ >mp > 0et k> 3. On

montre que b, = 0 par récurrence sur k. On va utiliser le fait que

<2m1 +2m22;;-~+2mk> _ G) (é) (é) =1 (mod 2).

2m142m2 42M3

Supposons que k = 3, on considere les coefficients de s et on obtient

_ 72 2
bn - b(ml_l) L4 b2m271+2m371-

o Si2m2—1 4 2m3—1 egt impair, on a bymy—14gmz—1 = 0.

e Si2m2—1 4 9ms—1 oot pair, on a b;gn2,1+2m3,1 = Eﬁnz—l) ° bzfm—l)

= 0 (voir plus haut).

L’énoncé de récurrence est ainsi vrai pour le cas k = 3. Supposons qu’il soit vérifié jusqu’a
p pPp q Jusq
. . . m m m
k > 3, on considére alors le cas de k + 1. En comparant les coefficients de 2" ' 2"+ 42"k
on obtient

102 o2
bTL = b(ml—l) [ ] b2m2*1+...+2mk*1'

Si2m2—1 ... 42"k~ est impair, bymao—1...4gm,—1 = 0. Si il est pair, grace a I’hypothese de
récurrence, on obtient encore que bymy—1, . 9m;—1 = 0. Il en résulte que b, = 0. L’énoncé

de récurrence est vérifié. O
En utilisant deux lemmes ci-dessus, on donne une démonstration de la proposition 4.5.1 :

Démonstration de 4.5.1. — On rappelle que b(i)SqQk = (2ik_k)b2i_k. Le premier point de
cette proposition est trivial. Les cas ¢ = 1 et ¢ = 2 sont faciles a vérifier. Il reste & montrer
le résultat pour le cas ¢ > 3. D’apres le lemme 4.5.6, ’élément by:_;, n’est pas nul si et
seulement si 2¢ — k = 2™ 4 2" pour certains entiers positifs m,n. On considere ensuite le

21 42"
2i_9m_9n

condition 0 < 20 — 2™ — 27 < 2™ 4 2" implique i — 2 < m < i.

coefficient binomial A = ( ) Sans perte de généralité, on suppose que m > n. La
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2i71+2n
2i72+,,,+2n

modulo 2. Dans le cas n =i — 2, ce coefficient est alors congru & 1 modulo 2 et on a

e Lecasm=1i—1:Sin #i— 2, le coefficient binomial A = ( ) est congru a 0

1—1 o o
biySq” = bai-1i9i-2 = b7 o) @ UL 5.

2i72+2n

e Lecasm =1i—2:Sin # i—2, le coefficient binomial A = (2i71+2i,3+',.+2n

a 0 modulo 2. Sin =17 — 2, alors A = (3:1) =1et

) est congru

b(i)SqT = b2i71 = b(ifl)‘
La proposition est démontrée. ]

4.5.2 Démonstration du théoréme 4.5.3

Considérons le foncteur f, de la catégorie des modules instables & droite de type fini
Ut vers la catégorie des foncteurs .%, qui & chaque module instable M associe le foncteur
covariant V + Homy (M*, H*(V*)). Observons que I'exactitude de f découle de celle du
foncteur f: % — % (cf. le théoreme 1.2.13).

Soit 252 e K(2)2(CP*) l'orientation complexe assosiée a K (2)*(—). Rappelons de la
définition 4.3.2 qu’elle induit en homologie le morphisme x*K(2): H,(CP*®) —» H,K(2)5 qui
définit les classe b; dans Hy; KK (2)5. Ce morphisme se factorise & travers le modele algébrique
H f@g d’apres le corollaire 4.3.9. En désignant par fl*(—) la théorie d’homologie réduite,

on a le lemme suivant :
Lemme 4.5.7. — La composée que l’on note T :

K(2)

H,(CP>) > H,(CP*) & HEK(2); —> Q(HFK(2);)

correspond, par le foncteur f, au morphisme naturel J — Ko du chapitre 2 (voir §2.2.2).

Démonstration. — Le théoreme 4.4.9 dit que I'image de Q(Hf@g) par f est isomorphe
au foncteur Ky. Par ailleurs, on sait que f(H,(CP™)) 2 J est Didéal d’augmentation de
Pr, = f(H,(CP>)) (cf. le corollaire 1.3.6). Le résultat découle de la définition du morphisme
J — Ks qui associe & chaque fibré en droite réelle de base BV la classe d’Euler de son

complexifié. O

On observe que le produit e de HEK(2)_ induit un produit, que 1’on note aussi e, sur
Q(HEK(2);) (cf. 1a proposition 4.4.10).

Lemme 4.5.8. — Le produit e sur Q(HFK(2).) correspond par le foncteur f au produit
du ICQ.

Démonstration. — Puisque le morphisme f préserve le produit tensoriel, le résultat découle
du fait que le produit e sur H, K (2)_ et celui de Ky sont induits par la structure multiplicative
du Q-spectre K(2). O
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Remarque 4.5.9. — D’apres la proposition 2.2.15, le morphisme J — Ko se factorise a
travers I'2. Plus généralement, pour tout n € N, le morphisme T" o J — Ky se factorise &
travers S o I'?.

Rappelons que F'(1) est le sous-module instable de H* (RP*°) engendré par un élément
de degré un. On a linclusion ®F(1) < ®H*(RP>) = H*(CP*>). Par dualité, on obtient
une surjection E&((CPOO) — ®F(1)%. Pour plus de détails, on renvoie aux sous-sections 1.2.1
et 1.4.1. On a également un résultat dans la catégorie %! qui correspond & la factorisation

ci-dessus.

Lemme 4.5.10. — Le morphisme &,: H,(CP®) — Q(HEK2);) se factorise a travers
I'2(®F(1)%). Plus généralement, pour tout n € N, le morphisme

53®"

T"(H.(CP®)) —— T"(Q(HEK (2)3)) —— Q(HFK(2)y;)

se factorise & travers SY(I2(®F(1)%)).

Démonstration. — Grace au lemme 4.5.6, Z, se factorise & travers le quotient de H,(CP>)
par le sous-module engendré par les classes 5;, ol la longueur de la décomposition 2-adique
de i est plus grand que 2. Ce module est isomorphe & T?(®F(1)%).

Le reste du lemme se déduit de la commutativité du produit e. ]

De la méme maniére, nous obtenons le résultat suivant qui nous donne un morphisme

dans %" correspondant & linclusion A* < Ky dans .Z.

Lemme 4.5.11. — La composée suivante qui est linéaire, que ’on note F, :
7 7 53;@2 .
OH,.(CP>) F H,(CP>)®2 =, Q(HfK(2)§)®2 — Q(HfK@)?)

est un morphisme de modules instables & droite, ot F: ®H,(CP>) — H,(CP>®)®? envoie

B sur B ® B. Pour tout n € N, F, s’étend en le morphisme suivant

F&m

T H.(CP)) L TYQHEK(2);) — QUHFK 2))

qui se factorise a travers A"(P2F(1)F).

Démonstration. — Tout d’abord, en utilisant le lemme 4.5.6, on obtient que
b2 sik =27,
Fuo(Be) = (@)
0 sinon.

Pour démontrer que F, est un morphisme de modules instables a droite, il suffit de vérifier
la compatibilité avec 'action de 'algeébre de Steenrod Ay. Autrement dit, il faut démontrer
que Fo(BrSq)) = Fu(Br)Sq'. Mais, ce fait découle directement de la structure de module
instable de ®H, (CP>) et celle de Im F, qui se déduit de la proposition 4.5.1 :
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1. Sur @ﬁ*((CPoo), BrSqt = 0sil# 0 (mod 4). Par ailleurs, si 8,S¢' = B, il faut avoir
(k,1) = (24,0) ou (2¢+1 2¢+2),

2. Sur Im Fy,
bZE) sil=0,
biSd =02, sil=27t,
0 sinon.

Le reste de ce lemme découle des relations b;‘l = 0 dans H.K(2)., et en particulier

bz;“) = 0 dans Q(H.K(2);) (voir la proposition 4.3.3) : en tant que modules instables &
droite, A"(®2F (1)) est isomorphe au sous-Fa-espace vectoriel de Q(H, K (2)-) engendré par

les éléments de la forme b%2, o - - 0 b%2 .. O
(i1) (in)
On donne ensuite une démonstration du théoréme 4.5.3.

Démonstration de 4.5.3. — On note que 'image du module SP(T2(®F(1)%)) ® AY(®2F (1))
par le foncteur f est isomorphe au foncteur (SP o I'?) ® AY.
Le foncteur K, , est 'image du morphisme naturel (S? o I'?) ® A? — K. Mais comme le

module Kgq est I'image du morphisme
SP(2(@F(1)) @ AYD*F(1)) — QUHIK@),),

par application du foncteur exact f, on obtient que f(Kgq) = K 4. Le théoréme se déduit
du fait que f((K5o)) = )" 0
4.5.3 Le module des primitifs P(H?K(2).) et quelques conséquences

Soit J I’ensemble des suites finies J = (jo, j1,-..), o1 0 < ji < 3. Soit J; le sous-ensemble
de J dont les éléments sont les suites J telles que jo = 0. Soit J2 le complémentaire de J;.

L’objectif de cette sous-section est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 4.5.12. — En tant que Fa-espace vectoriel, P(HFEK(2)-) est librement en-

gendré par les éléments de la forme b’ avec J € Js.
Pour la démontrer, on a besoin du résultat suivant, di & Milnor et Moore :

Proposition 4.5.13 (Cf. [MMG65, Proposition 4.20]). — Soit H une Fy-algébre de Hopf
N-graduée commutative connexe. Le morphisme naturel P(H) — Q(H) est un monomor-
phisme si et seulement si le morphisme de Frobenius F': H — H envoie tous les éléments

homogenes x de degré positif sur zéro.

Corollaire 4.5.14. — On a Uinclusion canonique de modules instables a droite
P(HEK2);) = Q(HEK(2);) ,
pour tout k € 7./6.
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Démonstration. — Considérons 'algebre de Hopf N-graduée commutative connexe

HIE@p= &) AQ).
Pb')=k

Son morphisme de Frobenius satisfait la condition de la proposition 4.5.13 puisque (b’ 2 =0
pour tout J. De plus, les morphismes sont As-linéaires, puisque la structure d’anneau de
Hopf de H,.K(2); est compatible avec sa structure de coalgebre instable en chaque poids.

Le corollaire s’ensuit. O

Corollaire 4.5.15. — Pour tout k € Z,/6, le modéle algébrique “cohomologique” H}';LK(Q)E
est une algebre de Hopf instable primitivement engendrée. On dit également que H 3K (2);

est une algebre de Hopf instable (graduée par le poids) primitivement engendrée.

Démonstration. — Par dualité, on déduit du corollaire 4.5.14 que le morphisme canonique
est un épimorphisme, pour tout k € Z/6. Le résultat suit. O

Maintenant, afin d’obtenir la proposition 4.5.12, en utilisant le corollaire 4.5.14, il suffit

de vérifier quels générateurs de Q(HFK(2)) sont primitifs.
Lemme 4.5.16. — Si J € J1, alors b’ n'est pas primitif.

Démonstration. — Pour tout J = (0, ji,j2,...) € J1, en posant X(J) = (j1,J2,-..), grace

— =

au corollaire 4.3.11, on obtient que V' (b”) ) 0, ot V est le morphisme Verschiebung

pour les proprietes du morpnisme , On renvoie a .9.0). en resulte que n‘'est pas
( 1 i6tés d hisme V ie & §4.3.3). 11 Ssult b7 n'est

primitif. Le lemme est démontré. O
Le résultat suivant est une conséquence du troisieme point du corollaire 4.3.7.
Lemme 4.5.17. — Si J € Jo, alors b’ est primitif.

Démonstration. — Pour tout J = (jo,j1, ) € Ja2, posons J' = (jo — 1,j1,---) € J et
supposons que le poids P(b7) = 5. On a

5(b”) = 3(b(y) ® 5(b")

= (boy®@bo+bo@bg) e [V @0+ 0wt + S 2wy

certains z,y7#[0s]

oi1 § est le coproduit de HEK (2)_ qui est induit par celui sur H,K(2)-. Le résultat découle
alors du fait que by e [05] = [O575] et bg @ b; = 0 si i > 0 (voir le corollaire 4.3.7). O

On donne maintenant une démonstration de la proposition 4.5.12.
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Démonstration de 4.5.12. — La proposition 4.5.12 découle du corollaire 4.5.14 et des lemmes
4.5.16, 4.5.17 en notant que le Fo-espace vectoriel Q(HEK (2)7) est librement engendré par

les classes b’/ , J parcourant J = J1 L Jo. O
On conclut cette partie par la remarque suivante :

Remarque 4.5.18. — La double suspension homologique sur H, K (2); (voir la proposition
4.3.3) induit un endomorphisme du module instable (gradué par le poids) Q(HFK(2).)
vers lui-méme qui se factorise & travers P(HEFK(2);). Autrement dit, on a le diagramme

commutatif suivant de modules instables & droite :

QUHRK(2).) b0 QUHEK(2).)

\/

P(HEK(2)) .
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APPENDICE A

Foncteurs exponentiels de Hopf

’
@% OBJECTIF de cette appendice est de rappeler la définition de foncteur exponentiel
%@5 et quelques résultats de Franjou, Friedlander, Scorichenko et Suslin [FFSS99] qui
sont utiles afin de calculer des groupes d’extensions dans la catégorie ..

On traitera ici seulement sur le nombre premier p = 2.
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Appendice A. Foncteurs exponentiels de Hopf

A.1 Foncteurs exponentiels Hopf

Soient Vect la catégorie des Fa-espaces vectoriels, et ¥ la sous-catégorie pleine de Vect
dont les objets sont de dimension finie. Rappelons que % est la catégorie des foncteurs de
¥ dans Vect (cf. §1.1).

Définition A.1.1. — Un foncteur F' € ¥ est dit exponentiel s’il est & valeurs dans la

catégorie ¥ et de plus, on a un isomorphisme
FVeW)=2FV)® F(W)

naturel en V et W.

Exemple A.1.2. — Le projectif standard Py, et I'injectif standard I, sont des foncteurs
exponentiels (cf. la définition 1.1.16 et la proposition 1.1.17).

On a le résultat suivant qui découle directement de la définition du produit tensoriel.
Proposition A.1.3. — Le produit tensoriel des foncteurs exponentiels est exponentiel.

Définition A.1.4. — Un sous-foncteur I du foncteur exponentiel F' est appelé un idéal

exponentiel si I'isomorphisme naturel F(V @& W) = F(V)® F(W) induit un isomorphisme
IVeW)=2FV)IW)+I(V)® F(W).

On a le résultat suivant :

Proposition A.1.5. — Soient F' un foncteur exponentiel, et I son idéal exponentiel. Alors

le foncteur quotient F'/I est exponentiel.

Démonstration. — On déduit des hypothéses de la proposition un isomorphisme
FVeW)/IVeW)=F\V)/I(V)o F(W)/I(W)

qui est naturel en V et W. La proposition suit. ]

Définition A.1.6. — Soit F' un foncteur exponentiel. Le produit naturel de F' est défini

par la composée

F(V)@ F(V)—==F(Va V)L F)

ol s est la somme. De méme, on définit le coproduit naturel de F par

FO) L PV e V) = F(V) @ F(V)

avec 0 est la diagonale.

Définition A.1.7. — Un foncteur exponentiel F' est dit exponentiel de Hopf si :
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1. F(0) 2Ty,

2. le produit, coproduit et les morphismes canoniques F(0) — F(V), F(V) — F(0)
équipent F'(V) d’une structure d’algebre de Hopf.

Exemple A.1.8. — Les foncteurs P, et I, de 'exemple A.1.2 sont exponentiels de Hopf.

Exemple A.1.9. — Le foncteur V — K(n)*(BV*) est exponentiel de Hopf, pour tout
n > 1 (cf. la proposition 2.2.11).

A.2 Foncteurs gradués exponentiels de Hopf
Soit A* = @,y A" un foncteur gradué de .7, i.e. A™ € .F pour tout n € N.

Définition A.2.1. — Le foncteur A* est dit exponentiel si les foncteurs A™ sont a valeurs

dans la catégorie ¥, et de plus, on a des isomorphismes naturels (gradués) :
1. A" =Ty,
2. Ax(Vae W)= A"(V)® A*(W) pour tous V,WW € 7.

Ezxemple A.2.2. — Les foncteurs suivants sont des foncteurs gradués exponentiels :

1. Le foncteur algebre symétrique S* = @, S™,

2. Le foncteur algebre extérieure A* = @, .y A",
3. Le foncteur algebre des puissances divisées I'* = P, . I'™.
Définition A.2.3. — Soit I* un sous-foncteur gradué du foncteur gradué exponentiel A*.

On dira I* un idéal exponentiel de A* si :
1. IV =0,
2. L’isomorphisme naturel A*(V & W) = A*(V) @ A*(W) induit un isomorphisme :

F(VeW) A (V) I"(W) + I*(V) @ A*(W).

Proposition A.2.4. — Soient A* un foncteur gradué exponentiel, et I* son idéal gradué

exponentiel. Alors, le foncteur quotient A*/I* est aussi gradué exponentiel.

Démonstration. — La proposition est démontrée de maniere analogue a la démonstration
de A.1.5. On note de plus que A°/I = F,. O

En définissant le produit tensoriel des foncteurs gradués par

(A* ®B*)n _ @ A™ ®Bn—m,

m=0

on a le résultat suivant :
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Proposition A.2.5. — Le produit tensoriel des foncteurs gradués exponentiels est gradué

exponentiel.
On va ensuite définir un foncteur gradué exponentiel de Hopf. Soit A* un foncteur gradué
exponentiel quelconque. On définit les morphismes A' @ A7 — A7 et A — A ® AT par

Ai+i(s)

ANV ®@ AN (V) — A (V g V) AV,

At () 220 piiy g v AV ® AI(V)

oil 5 est la somme et d est la diagonale. Le morphisme A’ ® A7 — A™*J est appelé produit

naturel et le morphisme A**J — A7 ® A7 coproduit naturel.

Proposition A.2.6 ([FFSS99, Lemma 1.10]). — Si pour tout V- € ¥, les produits naturels
font de A*(V') une algebre graduée associative unitaire d'unité 1 € A°(V) = Fa, alors A*(V)
est une algébre de Hopf graduée avec la co-unité e: A*(V) — AY(V).

Définition A.2.7. — Un foncteur gradué exponentiel A* qui vérifie I'hypotheése de la
proposition A.2.6 est dit exponentiel de Hopf. De plus, il est dit commutatif si pour

tous 7,5 € Net V € ¥, le diagramme suivant commute :

A(V)R A(V) —= AT (Va V)

T\L l AP (7)

AV)R A(V)—= AT (VaV) ,
ol
VeV VeV (uv) = (v,u)

et
T: AA(V)® A(V) = AI(V)® AYV), a®b+— b a.

Exemple A.2.8. — Les foncteurs S*, A* et I'* de 'exemple A.2.2 sont des foncteurs gradués

exponentiels de Hopf commutatifs.

Convention A.2.9. — Dans cette these, un foncteur gradué exponentiel (de Hopf) est dit

simplement ezponentiel (de Hopf) sans confusion.

A.3 Les groupes d’extensions dans la catégorie .#

Les résultats suivants, dis aux [FFSS99, Theorem 1.7 et Corollary 1.8], sont des outils

importants qui nous permettent de calculer des groupes d’extensions dans la catégorie #.

Théoréme A.3.1. — Soit A* un foncteur exponentiel. On a un isomorphisme naturel
n
Ext’ (A", B® C) = (P Ext(A™, B) @ Ext’ (A", C)
m=0
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pour tous B,C € . De plus, si les foncteurs B et C sont a valeurs dans la catégorie V',

on a alors .
Ext(B® C, A") = @) Ext (B, A™) @ Ext’(C, A"™).
m=0
Corollaire A.3.2. — Soient A* et B* deux foncteurs exponentiels. On a lisomorphisme
naturel

Ext}(Akl ®...®Akn’Bl1 ®®Blm) o

n m

@ ® ® EXt; (Aks,t’ Blt,s)

kia+tkim=ki, =, knatetknm=kn s=1 t=1
hattin=l, =, lmattkmn=lnm

pour m,n € N* et kv,...,kn,l1,...,l;m € N.

Par ailleurs, la structure de foncteur exponentiel de A* et B* induit le produit et le

coproduit tri-gradué sur le groupe Ext?; (A*, B¥).

Lemme A.3.3. — Soient A* et B* deux foncteurs exponentiels. Alors, les diagrammes

sutvants sont commutatifs

Ext*; (A*, B*) ® Ext’(A*, B*) — Ext’ (A* @ A*, B¥)

. |

Ext’(A*, B* © B¥) Ext% (A%, BY) |

Ext% (A*, B¥) Ext% (A* @ A%, B¥)

| -

Ext’; (A*, B* ® B*) — Ext’;(A*, B*) ® Ext’;(A*, B*) |

ot les isomorphismes viennent du théoréeme A.3.1, les autres morphismes sont induits par

les produits et les coproduits naturels sur A* et B*.
Remarque A.3.4. — Soient e € Exti@(A”, B™)et e € Exté(A”/, Bm'). Il est montré que
le produit tri-gradué ee’ est I'image du produit tensoriel

e®e € Ext'" (A" ® AY,B™ ® B™)
par le morphisme Ext% (A" @ A", B™ ® B™) — Ext’ (A" B™+™) qui est induit par le
coproduit A" — A" @ A" et le produit B™ @ B™ — B™t" (cf. [FFSS99]).

La proposition suivante fournit une condition suffisante pour que Ext% (A*, B*) soit une

algebre de Hopf tri-graduée.

Proposition A.3.5. — Soient A* et B* deux foncteurs exponentiels de Hopf. L’espace vec-

toriel Ext; (A*, B*) est alors muni d’une structure naturelle d’algébre de Hopf tri-graduée.
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De plus, si A* et B* sont commutatifs, on a les diagrammes commutatifs suivantes :

Ext’y (A7, BY) @ Extlz(A¥, B') — Ext3 (A", BI*)

gl lz

Ext'z (A", B) @ Extiy (A, B)) — Ext3' (ATTF, BIt)

Ext (A7, Bi+l) — Ext$ (A, B) @ Extl; (AF, BY)

:l lg

Ext$(Aitk, Bitl) — Ext!; (AF, B') @ Ext% (Al, BY)

Y

ot les fleches horizontales, qui sont dites produit et coproduit de Hopf (tri-gradué),

sont données par le lemme A.3.3.

A.4 Sur les groupes Extz (A, A7)

Dans cette section, on ne détaille que des résultats de [FFSS99] en faisant des calculs
directs. Pour tout s € N*, pour tout I = (i1,...,is) ot i; € N, on pose AT = A1 ®--- @ A’s.
On va donner les cas ol le groupe Ext'% (A, A7) est trivial. On commence par rappeler un

résultat sur la structure d’algebre de Hopf tri-graduée de Ext?; (A*, A*).
Théoréme A.4.1 (Cf. [FFSS99, Theorem 6.3]). — On a
Ext'% (AP, A?) =Ty

si (m,p,q) = (r25TH +2% —1,1,2%) avecr > 0,5 > 0, ou (m,p,q) = (r2t¥1 + 2t — 1,28 1)

avec r > 0,t > 1. On note v son générateur. L’algebre de Hopf tri-graduée

m,p,q)
Ext (A", A¥)

est alors l'algeébre des puissances divisées, primitivement engendrée par ces générateurs.

Corollaire A.4.2. — L’espace vectoriel Extz(AP, A?) est trivial si |p —q| > m.

Démonstration. — Si (m,p,q) = (r2°t!1 + 2% — 1,1,2%) ou (r2°*! + 2% — 1,25,1), on a
Ip—q| = 2% —1 < r25*tL + 25 — 1 = m. De plus, pour tous p,p’,q,¢,m,m’ € N tels que
Ip—ql <met |p—¢| <m, on a l'inégalité

p+7) =g+ <lp—ql+p ¢ <m+m.

Il en résulte que, si Ext(AP,A?) n’est pas trivial, alors [p — ¢| < m puisque I'algebre
de Hopf tri-graduée Ext’(A*, A*) est engendrée par les générateurs i(.gs+149s_11,9s) €t

L(r2t+1+2t71,2t71). O
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Pour tout I = (i1,...,is), on note o(f) =iy + - - - + is. Le résultat plus général suivant

est une conséquence des corollaires A.4.2 et A.3.2.
Corollaire A.4.3. — L’espace vectoriel Ext (AL A7) est trivial si |o(I) — o(J)| > m.
Pour les cas m = 0,1,2, 3, on a les résultats plus détaillés suivants :

Lemme A.4.4. — On a

Fy sip=gq,
1. Homg (AP, A0y = {2 P4

0 sinon.

e -
2. Extl (AP, A9) = Fy silp—ql=1etp,g>1,
0  sinon.

On note encore (s, q), pour s = 0,1, le générateur de l’espace vectoriel Ext% (AP, A?) s7il

S7p7q
n’est pas trivial.

Démonstration. — Ce résultat se déduit du théoréme A.4.1. On peut aussi le démontrer

par calculs directs. O

Corollaire A.4.5. — On a

1. L’espace vectoriel Hom gz (AL, A7) est trivial si |o(I) — o(J)| # 0.

2. L’espace vectoriel Ext'z(A1, A7) est trivial si |o(I) — o(J)| # 1.

3. L’espace vectoriel Ext% (A1, A7) est trivial si |o(I) — o (J)| # 0, 2.

4. L’espace vectoriel Ext% (AL, A7) est trivial si |o(I) — o(J)| # 1,3.
Démonstration. — 1l suffit de rappeler les générateurs ¢(,, ;, ) mentionnés dans le théoréme
A41, pour m = 07 1,2,3. Ils sont [,(0’171), [’(1,2,1)7 /,(171’2)7 /,(271’1)7 L(374’1) et L(3’174). ]

Dans ce qui suit, on va calculer les groupes d’extensions Ext}Q;(Ap®Aq, A™®A™). Puisque

le foncteur A¥ est auto-dual' pour tout k € N, on a besoin du résultat suivant :

Lemme A.4.6 ([FFSS99, Lemma 1.12]). — Soient F,G € .F des foncteurs a valeurs dans

la catégorie V. Alors, le morphisme de dualité
g: Ext%(F,G) — Ext}(Gu,Fh)
est un isomorphisme.

Grace au lemme ci-dessus et au corollaire A.4.5, il suffit de calculer

ExtL(A™ @ A", AP ® A9)

1. Voir définition 1.1.12 pour celle de foncteur auto-dual.
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pour le cas m+n = p+q+1. De plus, par la commutativité du produit tensoriel de foncteurs,
il suffit de considérer le cas ot m > n et p > q. Il résulte de ces conditions que m > g+ 1
et p > n.

On réécrit le corollaire A.3.2 pour le cas ot A* = B* = A*. On a

Ext’(A™ @ A", AP @ A7) =
P Exti(A,A) @ Ext (A", A) @ Ext (AT, AP) @ Ext (A", AT,

0<i<m, 0<i'<n
0<j<p, 0<5'<q

On en déduit le résultat suivant :

Proposition A.4.7. — Le Fy-espace vectoriel Extelff(Am ® A", AP @ A7) admet une base

d’éléments de la forme

U(st,i,f) @ Lsam—ing') @ Lsil p—j) & L(san—it q—j')

ol s1+ 8o+ s3+s4 =1 eti,i,7,5 sont donnés par le tableau suivant :

(81,82, S3,84) (i,7,4,5") Condition
(1,0,0,0) (t,p—t+1,t—1,m—1t) | max{2,m — q} <t <min{p+ 1,m}
(0,1,0,0) (t,p—t,t,m—1t—1) m—q—1<t<min{p,m — 2}
(0,0,1,0) (t,p—t+1,t,m—1t) m—q <t<min{p—1,m}
(0,0,0,1) (t,p—t,t,m —t) m—q+1<t<min{p,m}
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Une description fonctorielle des
K-théories de Morava des 2-groupes
abéliens élémentaires

Résumé

Le but de cette thése est I'étude, d’'un point de
vue fonctoriel, des K-théories de Morava modulo
2 des 2-groupes abéliens élémentaires.
Autrement dit, nous étudions les foncteurs
covariants V — K(n)*(BV#) pour le premier p = 2
et n un entier positif.

Le cas n =1, qui résulte directement du travail
d’Atiyah sur la K-théorie topologique, nous donne
un foncteur coanalytique qui ne posséde aucun
sous-foncteur polynomial non-constant. Il est trés
différent du cas n > 1, ou les foncteurs
mentionnés ci-dessus s’averent étre analytiques.
La théorie de Henn-Lannes-Schwartz fournit une
correspondance entre les foncteurs analytiques
et les modules instables sur I'algébre de
Steenrod. Nous déterminons le module instable
correspondant au foncteur analytique

V — K(2)*(BV*%), en étudiant la relation entre ce
foncteur et la structure d’anneau de Hopf de
’'hnomologie du Q-spectre associé a la théorie
K(2)*(=).

Mots clés

Cohomologie généralisée, K-théorie de Morava,
loi de groupe formel, représentation générique,
catégorie des foncteurs, algébre de Steenrod,
module instable, algébre instable, algébre de
Hopf instable, coalgébre instable, anneau de
Hopf, groupe d’extensions, foncteur exponentiel.

A functorial description of the Morava
K-theories of elementary abelian
2-groups

Abstract

The aim of this PhD thesis is to study, from a
functorial point of view, the mod 2 Morava
K-theories of elementary abelian 2-groups.
Namely, we study the covariant functors

V i— K(n)*(BV*) for the prime p=2andn a
positive integer.

The case n = 1, which follows directly from the
work of Atiyah on topological K-theory, gives us a
coanalytic functor which contains no
non-constant polynomial sub-functor. This is very
different from the case n > 1, where the
above-mentioned functors are analytic.

The theory of Henn-Lannes-Schwartz provides a
correspondence between analytic functors and
unstable modules over the Steenrod algebra. We
determine the unstable module corresponding to
the analytic functor V — K(2)*(BV*), by studying
the relation between this functor and the Hopf
ring structure of the homology of the Q-spectrum
associated to the theory K(2)*(—).

Key Words

Generalized cohomology, Morava K-theory,
formal group law, generic representation,
functor category, Steenrod algebra,

unstable module, unstable algebra,

unstable Hopf algebra, unstable coalgebra,
Hopf ring, extension group, exponential functor.
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