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Conventions de notation

On fixe ici quelques notations générales dont on fera usage dans cette thèse. Voir la page
161 pour l’index des notations plus spécifiques.

N l’ensemble des entiers naturels {0, 1, 2, . . .}
N× l’ensemble des entiers positifs {1, 2, . . .}
Z l’ensemble des entiers
|z| la valeur absolue de z ∈ Z
|X| le cardinal de l’ensemble X
X t Y la réunion disjointe des ensembles X et Y
Z/n le groupe cyclique d’ordre n
Sn le groupe symétrique d’indice n
p un nombre premier
Fp le corps à p éléments
V ] le dual linéaire de l’espace vectoriel V
F \ le dual fonctoriel du foncteur F
〈−,−〉 la fonction d’évaluation
δij le symbole de Kronecker(
n
k

)
le coefficient binomial de k parmi n

RP∞ l’espace projectif réel infini
CP∞ l’espace projectif complexe infini
↪→ un morphisme injectif
� un morphisme surjectif
A := B la définition de A en termes de l’expression B

Soit M un objet gradué par l’ensemble I. On désigne la i-ième composante de M (i ∈ I)
soit par M i (indexation cohomologique), soit Mi (indexation homologique). La notation
x ∈M sans autre indication signifie que x est un élément homogène de M . On désigne par
|x| le degré de x.
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Introduction

Motivations

Les K-théories de Morava modulo un premier p fixé forment une famille des théories
cohomologiques généralisées munies d’une orientation complexe : {K(n)∗(−) | n ∈ N}.
Elles jouent un rôle important en théorie d’homotopie stable moderne. La théorie K(n)∗(−)

est périodique de période 2(pn − 1). L’anneau de coefficients K(n)∗ = Fp[νn, ν−1
n ], avec

|νn| = 2− 2pn, est un corps gradué : tous les modules sur K(n)∗ sont libres. Grâce à cette
propriété, toutes les K-théories de Morava modulo p satisfont à la formule de Künneth. La
loi de groupe formel Fn associée à K(n)∗(−) est la loi de Honda de hauteur n dont la p-série
est donnée par [p]Fn(x) = νnx

pn .

L’objectif de cette thèse est l’étude, d’un point de vue fonctoriel, des K-théories de
Morava modulo 2 des 2-groupes abéliens élémentaires K(n)∗(BV ). En particulier, on étudie
la relation entre le foncteur V 7→ K(2)∗(BV ) et la structure d’anneau de Hopf de l’homologie
du Ω-spectre associé à la théorie K(2)∗(−) (cf. [Wil84]).

Considérons le cas d’un espace vectoriel de dimension 1, i.e. V = Z/2. La suite exacte
de Gysin associée à la fibration S1 → BZ/2→ CP∞ induit la suite exacte courte

0 −→ K(n)∗−2(CP∞)
[2]Fn (−)−−−−−→ K(n)∗(CP∞) −→ K(n)∗(BZ/2) −→ 0,

qui nous donne l’isomorphisme de K(n)∗-modules :

K(n)∗(BZ/2) ∼= K(n)∗[x]/(x2n),

où x ∈ K(n)2(BZ/2) est l’image de l’orientation complexe xK(n) ∈ K(n)2(CP∞). Donc, la
structure de K(n)∗-module sur K(n)∗(BV ]) est complètement comprise grâce à la formule
de Künneth.

Soit End(V ) l’anneau des endomorphismes du F2-espace vectoriel V . Tout morphisme
ϕ ∈ End(V ) induit un morphisme en cohomologie

ϕ∗ : K(n)∗(BV ) −→ K(n)∗(BV ).

Cela fournit une action canonique de l’anneau End(V ) sur K(n)∗(BV ). Cette action est
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déterminée par la loi de groupe formel Fn mentionnée plus haut. Considérons un exemple de
Brunetti [Bru96] sur le moduleK(n)∗(BZ/2×BZ/2) ∼= K(n)∗[x, y]/(x2n , y2n). Considérons
l’endomorphisme ϕ de V = Z/2× Z/2 caractérisé par la matrice(

1 0

1 1

)
.

Alors, l’action de ϕ∗ sur les générateurs x, y est donnée par la multiplication (sur Fn) des
matrices : (

ϕ∗(x)

ϕ∗(y)

)
=

(
1 0

1 1

)
Fn

(
x

y

)
.

Cela veut dire que

ϕ∗(x) = [1]Fn(x) +Fn [0]Fn(y) = x, et

ϕ∗(y) = [1]Fn(x) +Fn [1]Fn(y) = x+Fn y = x+ y + · · · .

Pour les définitions et notations concernant les lois de groupe formel, on renvoie au chapitre
1 de cette thèse. Donc, l’isomorphisme de Künneth ne donne pas une équivalence au niveau
des foncteurs qui dépend forcément de la loi de groupe formel associée. C’est la raison
pour l’étude du foncteur (covariant) V 7→ K(n)∗(BV ]). Dans cette thèse, ] désigne le dual
linéaire. On note que, par la périodicité, il suffit de considérer le foncteur Z/(2n+1−2)-gradué
V 7→ K(n)∗(BV ]).

Le cas de la première K-théorie de Morava (Z/2-graduée) V 7→ K(1)∗(BV ]) résulte
directement du travail de M. Atiyah sur la K-théorie topologique (cf. [Ati61]). En passant
au produit tensoriel F2 ⊗Z −, le résultat d’Atiyah donne une équivalence de foncteurs

F2[V ]
'−−→ K(1)∗(BV ]),

où le F2-espace vectoriel V est concentré en degré 2. Le foncteur V 7→ K(1)∗(BV ]) est donc
coanalytique et ne possède aucun sous-foncteur polynomial non-constant. Il est très différent
du cas n > 1 où les foncteurs V 7→ K(n)∗(BV ]) s’avèrent être analytiques.

Plan de la thèse

Le premier chapitre est consacré au rappel des définitions et des résultats importants
qui seront utilisés dans les chapitres suivants. Au premier paragraphe, on rappelle la catégorie
des foncteurs F en décrivant ses objets particuliers : les foncteurs polynomiaux, analytiques
et les foncteurs simples. On introduit dans le second paragraphe la catégorie des modules
instables à gauche U et son quotient par la sous-catégorie pleine des modules nilpotents
U /N il. On y rappelle l’équivalence entre la catégorie U /N il et la sous-catégorie pleine
Fω de F des foncteurs analytiques. Le troisième paragraphe est consacré à la catégorie
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des algèbres instables K . Dans ces sections, la cohomologie singulière modulo 2 H∗V d’un
groupe abélien élémentaire a une place essentielle. Au cours du quatrième paragraphe, on
rappelle la catégorie des modules instables à droite (de type fini) U ] en relation avec la
catégorie U des modules instables à gauche (de type fini). La fin de ce chapitre est consacrée
aux lois de groupe formel, qui occupent une place essentielle dans cette thèse.

L’objectif du chapitre 2 est d’étudier le foncteur V 7→ K(n)∗(BV ]) en tant qu’objet de
la catégorie F . Dans un premier temps, on donne une version de ce foncteur plus commode
pour le calcul. Soit J(V ) l’idéal d’augmentation de l’algèbre de groupe F2[V ]. Notons que
J(V ) est un F2-espace vectoriel, de dimension |V |−1, engendré par les éléments (u) = [u]−[0]

pour tous éléments u ∈ V (en observant que (0) = 0). Soit Kn(V ) le quotient de l’algèbre
symétrique S∗(J(V )) par les relations

(u+ v) = (u) + (v) + (u)2n−1
(v)2n−1

(1)

pour tous u, v ∈ V . Considérons Kn(V ) comme un F2-espace vectoriel Z/(2n+1− 2)-gradué,
où J(V ) est concentré en degré 2.

Théorème 1 (2.2.9, page 59). — On a un isomorphisme de F2-algèbres Z/(2n+1 − 2)-
graduées, naturel en V :

ϑ : Kn(V ) −→ K(n)∗(BV ])

(u) 7−→ e(u⊗R C),

où e(u⊗RC) est la classe d’Euler du complexifié du fibré en droite réelle de base BV ] associé
à u.

Pour démontrer ce théorème, on utilise une approximation (modulo les degrés assez grands)
de la loi de groupe formel F̄n associée à la théorie K(n)∗(−) :

F̄n(x, y) ≡ x+ y + x2n−1
y2n−1

(mod deg (2n+1 − 1)).

Cette approximation induit une relation entre les classes d’Euler

e(u⊗R v ⊗R C) = e(u⊗R C) + e(v ⊗R C) + (e(u⊗R C))2n−1
(e(v ⊗R C))2n−1

qui nous permet de démontrer le théorème 1.
Le résultat suivant est une conséquence directe du théorème 1 : la propriété exponentielle

provient de l’isomorphisme de Künneth pour les K-théories de Morava, le coproduit est
induit par la loi de groupe formel F̄n.

Théorème 2 (2.2.10 et 2.2.11, page 60). — Le foncteur Kn est exponentiel de Hopf :

1. On a une équivalence naturelle en V et W : Kn(V ⊕W ) ∼= Kn(V )⊗Kn(W ).

2. Le coproduit est donné par δ((u)) = (u)⊗ 1 + 1⊗ (u) + (u)2n−1 ⊗ (u)2n−1
.
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Retournons aux relations (1). On en déduit la propriété importante suivante qui fait les
foncteurs Kn (n ≥ 2) différents du foncteur K1 :

(u+ v)2i = (u)2i + (v)2i , pour tout i ≥ 1. (2)

En utilisant ces relations, on montre que le troisième terme J3 de la filtration décroissante
unique du foncteur J se projette trivialement sur Kn si n ≥ 2. Donc, dans ce cas, le projection
canonique de S∗ ◦ J dans Kn se factorise à travers S∗ ◦ Γ2. On obtient le résultat :

Théorème 3 (2.2.17, page 62). — Le foncteur Kn est analytique si et seulement si n ≥ 2.

La deuxième partie du chapitre 2 est consacrée à l’étude des sous-foncteurs et des
foncteurs quotients du foncteur K2 en particulier. Grâce aux relations (2), on obtient une
inclusion d’algèbres (naturelle en V ), de l’algèbre extérieure Λ∗(V ) dans K2(V ), en envoyant
tout élément u ∈ V sur (u)2 ∈ K2(V ). Pour p, q quelconques dans N, on définit par Kp,q

l’image du morphisme naturel de (Sp ◦Γ2)⊗Λq dans K2. Considérons sur N2 l’ordre partiel :
(i, j) � (p, q) si et seulement s’il existe m,n ∈ N tels que (p, q) = (i, j)+m(2,−1)+n(1,−2).

Voici les résultats de cette partie :

Théorème 4 (§2.3, page 63). — On a :

1. Le foncteur Kp,q est polynomial de degré inférieur ou égal à (2p+ q).

2. Le foncteur K2 est la limite inductive des Kp,q.

3. En posant Dk =
∑

p+2q≥kKp,q, on obtient une filtration décroissante convergente
D∗ du foncteur K2 dont le quotient successif Dk/Dk+1 est isomorphe à la puissance
symétrique tronqué Sk4, où Sk4 est défini par le quotient de la puissance symétrique Sk

par les puissances quatrièmes.

4. Le foncteur Kp,q admet une filtration finie dont le gradué est
⊕

(i,j)�(p,q) Λi ⊗ Λj.

5. Le foncteur K2 admet une filtration dont le gradué est
⊕

i,j Λi ⊗ Λj.

L’objectif de la dernière partie du chaptire 2 est de démontrer le résultat suivant :

Théorème 5 (2.4.3, page 78). — Le foncteur K2 est auto-dual.

On démontre ce théorème en construisant une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée
〈−,−〉V : K2(V ) × K2(V ]) → F2. Cette forme est déterminée par des évaluations initiales
et sa compatibilité à la structure de foncteur exponentiel de Hopf de K2. L’isomorphisme
naturel γK2 : K2 → K\2 défini par (γK2)V (x)(α) := 〈x, α〉V fait de K2 un foncteur auto-dual.
Ici, \ est le dual au sens de Kuhn [Kuh94a].

Le chapitre 3 est consacré au calcul du premier groupe d’extension Ext1F (S∗4, S
∗
4). Une

motivation pour ce chapitre provient de la filtration décroissante D∗ du foncteur K2 qui a
les puissances symétriques tronquées Sn4 pour quotients successifs. La structure des sous-
objets et des sous-quotients du foncteur K2 étudiée dans le chapitre 2 dit qu’il existe un
sous-quotient Ek de K2 qui est une extension non triviale de Sk4 par Sk+3

4 . Le foncteur K1 (qui
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correspond au cas de la K-théorie complexe modulo 2) est isomorphe au projectif standard
PF2 de la catégorie F ; l’idéal d’augmentation J \ de son dual IF2 est unisériel : ses facteurs
de composition sont les Λn, de plus le groupe d’extension Ext1F (Λi,Λj) est isomorphe à F2

si |i − j| = 1, et trivial sinon. On peut se demander si un phénomène analogue a lieu pour
K2. Pour répondre à cette question, il faut calculer les groupes Ext1F (Sk4,S

k+3
4 ) pour k ≥ 1,

et plus généralement le groupe Ext1F (S∗4,S
∗
4) en relation avec la structure d’algèbre de Hopf

tri-graduée de Ext∗F (S∗4, S
∗
4) (cf. [FFSS99]). Voici un résultat principal de ce chapitre :

Théorème 6 (3.2.1 page 97, et 3.4.1 page 112). — On a :

1. En tant que F2-algèbre bigraduée,

HomF (S∗4, S
∗
4) ∼=

⊗
k

Λ(b[2k,2k])
⊗
l

Λ(b[2l,2l+1]),

où b[m,n] est le générateur du F2-espace vectoriel de dimension une HomF (Sm4 , S
n
4 ).

2. En tant que module sur HomF (S∗4,S
∗
4), Ext1F (S∗4, S

∗
4) est librement engendré par les

classes ε[1,4], ε[4,1], ε[2,4] et ε[4,2] qui sont respectivement le générateur des F2-espaces
vectoriels de dimension une Ext1F (S1

4,S
4
4), Ext1F (S4

4, S
1
4), Ext1F (S2

4, S
4
4) et Ext1F (S4

4, S
2
4).

Comme conséquence directe du théorème 6, le F2-espace vectoriel Ext1F (Sn4 ,S
n+3
4 ) est

librement engendré par au moins deux générateurs b[n−1,n−1]ε[1,4] et b[n−2,n−1]ε[2,4] (pour
n ≥ 3), donc on n’a pas l’unicité d’extension. On montre que le sous-quotient En de K2

représente la classe b[n−1,n−1]ε[1,4].

La démonstration du théorème 6 repose essentiellement sur deux techniques. La structure
d’algèbre de Hopf tri-graduée de Ext∗F (A∗, A∗) (pour A∗ un foncteur N-gradué exponentiel
de Hopf), dûe à Franjou, Friedlander, Scorichenko et Suslin [FFSS99], nous permet de
ramener le calcul de Ext1F (S∗4,S

∗
4) aux cas particuliers Ext1F (S2k

4 ,Λ
2l) avec k, l ∈ N. Pour

calculer ces cas particuliers, on utilise les suites spectrales d’hypercohomologie associées aux
complexes de cochaines obtenus à partir du foncteur bigradué S∗,∗4 . Cette technique a été
utilisée par Franjou, Lannes et Schwartz [FLS94] pour calculer le groupe Ext1F (Id, S∗).

On a besoin de plus de calculer le groupe Ext1F (S∗4,Λ
∗).

Théorème 7 (3.2.2 page 98, et 3.3.1 page 102). — On a :

1. En tant que F2-algèbre bigraduée,

HomF (S∗4,Λ
∗) ∼=

⊗
k

Λ(b̃2k),

où b̃m est le générateur du F2-espace vectoriel de dimension une HomF (Sm4 ,Λ
n).

2. En tant que module sur HomF (S∗4,Λ
∗), Ext1F (S∗4,Λ

∗) est librement engendré par les
classes ε̃[1,2], ε̃[4,1] et ε̃[2,2] qui sont respectivement le générateur des F2-espaces vecto-
riels de dimension une Ext1F (S1

4,Λ
2), Ext1F (S4

4,Λ
1) et Ext1F (S2

4,Λ
2).
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Dans le chapitre 4, la structure d’anneau de Hopf de l’homologie

H∗K(2)∗ :=
⊕
k∈Z/6

H∗K(2)
k,

dûe à Wilson [Wil84], est utilisée pour étudier le module instable correspondant au foncteur
analytique K2 par l’équivalence de catégories entre U /N il et Fω, où K(2) = {K(2)

k}k∈Z/6
est le Ω-spectre “périodique” associé à la K-théorie de Morava Z/6-gradué K(2)∗(−).

Les propriétés de l’homologie singulière H∗(−) et de la K-théorie de Morava K(2)∗(−)

(tous les deux sont à coefficients F2) font de H∗K(2)∗ un anneau de Hopf engendré par
les classes ai ∈ HiK(2)

1 (avec 0 ≤ i ≤ 5) et les classes bj ∈ H2jK(2)
2 (pour j ≥ 0). Les

classes ai sont détectées dans H∗(RP∞) et bj dans H∗(CP∞) ; l’action à droite de l’algèbre
de Steenrod sur H∗K(2)∗ est induite par les structures de coalgèbre instable sur H∗(RP∞)

et H∗(CP∞). Le modèle algébrique HR
∗ K(2)∗ de H∗K(2)∗, qui est engendrée par les classes

bi, est un anneau de Hopf et de plus une coalgèbre instable, ces structures sont compatibles.
Voici le résultat principal de ce chapitre :

Théorème 8 (4.4.9, page 144). — Pour tout k ∈ Z/6, on a l’isomorphisme naturel de
foncteurs :

f
(
Q
(
HR
∗ K(2)

k

)]) ∼= K6−k
2 ,

où Q(−) désigne le module des indécomposables.

Le produit • dans la structure d’anneau de Hopf de HR
∗ K(2)∗, qui correspond à celui de

H∗K(2)∗ induit par la structure multiplicative du spectre K(2), induit un produit sur les
indécomposables

Q
(
HR
∗ K(2)∗

)
:=

⊕
k∈Z/6

Q
(
HR
∗ K(2)

k

)
,

que l’on note aussi •. Par ailleurs, l’étude de l’action à droite de l’algèbre de Steenrod A2

sur le module Q
(
HR
∗ K(2)∗

)
montre que le sous-F2-espace vectoriel de ce module engendré

par les éléments b(i1) • · · · • b(is) • b•2(j1) • · · · • b•2(jt)
pour tout (s, t) � (p, q), que l’on désigne

par KQ
p,q, est un module instable à droite (b(k) := b2k , l’ordre partiel � sur N2 est défini

plus haut). L’isomorphisme du théorème 8 fournit une correspondance entre le produit • de
Q
(
HR
∗ K(2)∗

)
et le produit de K2, mais au niveau dual. On obtient le résultat suivant :

Théorème 9 (4.5.3, page 145). — On a une équivalence de foncteurs

f
(

(KQ
p,q)

]
)
∼= K\

p,q.

L’appendice A contient quelques rappels sur les foncteurs exponentiels qui sont utiles
au chapitre 3. On y présente notamment la structure d’algèbre de Hopf tri-graduée sur les
groupes d’extensions entre deux foncteurs exponentiels de Hopf.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

D ans ce chapitre, on rappelle la catégorie des foncteurs F (pour un premier p
quelconque), la catégorie des modules instables à gauche U (au cas particulier

p = 2), et notamment l’équivalence de catégories entre U /Nil et Fω. Le rappel des algèbres
de Hopf instables sera utile dans le chapitre 4. La fin de ce chapitre est consacrée aux lois
de groupe formel qui occupent une place essentielle dans cette thèse.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1 La catégorie F

Dans cette section, on rappelle la définition de la catégorie F pour un nombre premier
p, et quelques opérations dans F . On définit aussi des objets importants de cette catégorie.

1.1.1 Définitions et examples

Soit Fp le corps à p éléments.

Notation 1.1.1. — On désigne par Vect la catégorie des Fp-espaces vectoriels, par V la
sous-catégorie pleine de Vect dont les objets sont de dimension finie.

Définition 1.1.2. — La catégorie F est la catégorie des foncteurs covariants de V

vers Vect dont les morphismes sont les transformations naturelles.

Définition 1.1.3 ([Gab62]). — Soit C une catégorie abélienne quelconque. Soit I un
ensemble ordonné filtrant, i.e. ∀(i, j) ∈ I2,∃k ∈ I tel que i ≤ k et j ≤ k. On désigne par CI

la catégorie abélienne des systèmes inductifs dans C indexés par I. Alors, on dit que C est
une catégorie avec limites inductives filtrantes exactes si le foncteur limite inductive
de CI vers C est exact pour tout ensemble ordonné filtrant I.

Exemple 1.1.4. — La catégorie Vect est une catégorie abélienne avec limites inductives
filtrantes exactes et limites projectives, tandis que la catégorie abélienne V ne possède pas
toutes les limites (inductives ou projectives).

La proposition suivante est une conséquence directe des résultats de MacLane [ML71,
Chapter V, §3] (cf. [Dja06, Corollaire 3.1.9]). On note que le résultat de Gabriel [Gab62,
Chapter II, Proposition 1] est plus faible, il ne fonctionne que sur les catégories des foncteurs
additifs.

Proposition 1.1.5. — La catégorie F est une catégorie abélienne avec limites inductives
exactes et avec limites projectives.

Remarque 1.1.6. — La structure de catégorie abélienne sur F provient de celle de Vect :
une suite de foncteurs 0→ F → G→ H → 0 est exacte si et seulement si, pour tout V ∈ V ,
la suite d’espaces vectoriels 0→ F (V )→ G(V )→ H(V )→ 0 est exacte.

Exemples 1.1.7. — On donne ici quelques exemples classiques d’objets de F .

1. On note Fp le foncteur constant qui associe à tout V ∈ V l’espace vectoriel Fp, et à
tout morphisme dans V l’identité de Fp.

2. On note Id le foncteur inclusion de V dans Vect, qui envoie les objets et morphismes
de V sur eux-mêmes.
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3. La n-ième puissance tensorielle Tn est le foncteur qui associe à tout V ∈ V le produit
tensoriel V ⊗n, et à toute application linéaire ϕ : V →W le morphisme

ϕn : Tn(V ) −→ Tn(W ),

v1 ⊗ · · · ⊗ vn 7−→ ϕ(v1)⊗ · · · ⊗ ϕ(vn).

On observe que le groupe symétrique Sn agit naturellement sur Tn par permutation
des facteurs du produit tensoriel.

4. La n-ième puissance divisée Γn est le sous-foncteur des invariants de Tn sous l’action
de Sn, i.e. il associe à chaque V l’espace des invariants Γn(V ) = (V ⊗n)Sn .

5. La n-ième puissance symétrique Sn est le foncteur quotient des coinvariants de Tn

sous l’action de Sn. Il envoie l’espace vectoriel V sur l’espace des orbites (V ⊗n)Sn . On
note v1 · · · vn l’image de v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ Tn(V ) dans Sn(V ).

6. Soit k un entier naturel non nul quelconque, la n-ième puissance symétrique tronquée
Snpk est le foncteur qui associe à tout V ∈ V le quotient de Sn(V ) par la relation

vp
k

= 0 pour tout v ∈ V .

7. La n-ième puissance extérieure Λn est le foncteur qui envoie V ∈ V sur le quotient de
Tn(V ) par la relation v ⊗ v = 0, pour tout v ∈ V . On note v1 ∧ · · · ∧ vn l’image de
v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ Tn(V ) dans Λn(V ).

On observe que la relation {v ⊗ v = 0 pour tout v ∈ V } implique la relation {u⊗ v =

−v ⊗ u pour tous u, v ∈ V }. Alors, en caractéristique 2, le foncteur Λn est isomorphe
au foncteur puissance symétrique tronquée Sn2 .

8. On note que T0 = Γ0 = S0 = S0
k = Λ0 = F2 et T1 = Γ1 = S1 = S1

k = Λ1 = Id.

Définition 1.1.8 (Opérations dans F ). — Soient F et G deux objets de F .

1. Le produit tensoriel ⊗ : F ×F → F est défini par (F ⊗G)(V ) = F (V )⊗G(V ). Il
est commutatif et associatif. Par exemple, Tn = Id⊗n.

2. La composée F ◦G est encore un objet de F en définissant (F ◦G)(V ) par la limite
inductive colimU⊂G(V ), U finiF (U). On observe que, si G est à valeurs dans V , alors
cette définition est compatible avec le sens usuel de la composition des foncteurs, i.e.
(F ◦G)(V ) = F (G(V )).

3. Le dual F \ de F est défini par F \(V ) = F (V ])] où ] désigne le dual linéaire.

Proposition 1.1.9. — On a

1. (F ,⊗,Fp) est une catégorie symétrique monöıdale.

2. Le foncteur dualité \ : F op → F qui envoie F sur son dual F \ est exact.

Démonstration. — L’exactitude du foncteur \ découle de celle du dual linéaire ]. Pour le
premier point, voir [Dja06, Proposition 4.1.1].

Proposition 1.1.10. — On a les isomorphismes naturels :
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1. (F ⊗G) ◦H ∼= (F ◦H)⊗ (G ◦H),

2. (F ⊗G)\ ∼= F \ ⊗G\,
3. (F ◦G)\ ∼= F \ ◦G\ si G est à valeurs dans V ,

4. HomF (F,G\) ∼= HomF (G,F \). De plus, le foncteur F prend des valeurs dans V si et
seulement si l’unité de l’adjonction ηF : F → (F \)\ est un isomorphisme.

Démonstration. — La première propriété provient de la commutativité entre le produit
tensoriel et la limite inductive (cf. [Dja06, Corollaire 1.3.18]).

L’isomorphisme d’adjonction HomF (F,G\) ∼= HomF (G,F \) est démontré par Kuhn
[Kuh94a, §3.4].

Les autres propriétés se déduisent directement de la définition du foncteur dual.

Remarque 1.1.11. — L’isomorphisme d’adjonction

HomF (F,G\)
'−−→ HomF (G,F \)

envoie un morphisme naturel γ : F → G\ vers le morphisme γ̃ : G→ F \ défini par

γ̃V (x)(y) := γV ](y)(x)

pour tout V ∈ V , x ∈ G(V ) et y ∈ F (V ]). Posons G = F . Un morphisme γ : F → F \ est dit
invariant par l’isomorphisme d’adjonction si γ = γ̃. Cette condition est équivalente à
γV (x)(y) = γ̃V (x)(y) = γV ](y)(x) pour tout V ∈ V , x ∈ F (V ) et y ∈ F (V ]).

Définition 1.1.12. — Un foncteur F est appelé auto-dual s’il existe une équivalence
naturelle γF : F

'−−→ F \ qui est invariante par l’isomorphisme d’adjonction de la quatrième
assertion de la proposition 1.1.10 (en posant G = F ) :

HomF (F, F \)
'−−→ HomF (F, F \).

Remarque 1.1.13. — Un foncteur auto-dual F prend forcément des valeurs de dimension
finie, le morphisme ηF est ainsi une équivalence naturelle (cf. la proposition 1.1.10). Alors,
l’invariabilité par l’isomorphisme d’adjonction est équivalente au diagramme commutatif
suivant :

F
γF //

ηF !!

F \

(F \)\
γ\F

<<

.

Lemme 1.1.14. — Si (F, γF ) et (G, γG) sont auto-duaux, alors (F ⊗G, γF ⊗ γG) est aussi
auto-dual.

Démonstration. — Le résultat se déduit directement de la proposition 1.1.10.

Exemples 1.1.15. — On a :
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1. (Sn)\ ∼= Γn et (Γn)\ ∼= Sn, pour tout n ∈ N.

2. Le foncteur Id est auto-dual, alors les puissances tensorielles Tn sont également auto-
duales, pour tout n ∈ N.

3. Les puissances extérieures Λn sont auto-duales. Ceci implique la même propriété pour
les produits tensoriels Λn1 ⊗ · · · ⊗ Λnk .

Définition 1.1.16. — On introduit les projectifs standard et les injectifs standard
de la catégorie F :

1. Pour tout W ∈ V , on désigne par PW le foncteur qui envoie tout V ∈ V sur l’espace
vectoriel Fp[Hom(W,V )] dont la base est l’ensemble fini Hom(W,V ), et envoie toute
application linéaire ϕ : V → V ′ sur l’extension linéaire de l’application Hom(W,ϕ).

2. On définit le foncteur IW par le dual de PW . Autrement dit,

IW (V ) := PW (V ])] ∼= Map(Hom(W,V ]),Fp) = FHom(W,V ])
p .

De plus, on note P = PFp et I = IFp , et on observe que P(V ) = Fp[V ] et I(V ) = FV ]p .

Proposition 1.1.17. — On a les isomorphismes naturels en W et en F :

HomF (PW , F ) ∼= F (W ),

HomF (F, IW ) ∼= F \(W ).

Alors, le foncteur PW est projectif et le foncteur IW est injectif pour tout W ∈ V . De plus,
on a les isomorphismes naturels PW1⊕W2

∼= PW1 ⊗ PW2 et IW1⊕W2
∼= IW1 ⊗ IW2.

Démonstration. — Soit F un objet quelconque de la catégorie F . On peut le considérer
comme un foncteur à valeurs dans la catégorie des ensembles Ens. On désigne par EnsV la
catégorie des foncteurs de V dans Ens. Grâce au lemme de Yoneda, on a

HomF (PW , F ) ∼= HomEnsV (Hom(W,−), F ) = F (W ).

On en déduit que PW est projectif.

L’isomorphisme naturel PW1⊕W2 = PW1 ⊗ PW2 se déduit des isomorphismes naturels
Hom(W1⊕W2, V ) ∼= Hom(W1, V )×Hom(W2, V ) et Fp[X ×Y ] ∼= Fp[X]⊗Fp[Y ] (pour X,Y
des ensembles finis quelconques).

Par dualité, on obtient les résultats pour IW .

Définition 1.1.18 ([Gab62]). — Un ensemble G d’objets d’une catégorie abélienne est
appelé un ensemble de générateurs (resp. ensemble de cogénérateurs) si pour toute
flèche non triviale A→ B, il existe un objet G ∈ G et une flèche G→ A (resp. B → G) telle
que la composée G→ A→ B (resp. A→ B → G) est non-triviale.
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Proposition 1.1.19. — Les projectifs standard PW (resp. injectifs standard IW ), où W

parcourt un squelette de V , forment un ensemble de générateurs (resp. cogénérateurs). En
particulier, la catégorie F a assez de projectifs et assez d’injectifs.

Démonstration. — Pour tout objet F ∈ F , on peut construire :

• La surjection
⊕
W∈V

⊕
ϕ∈F (W )

PϕW // // F , où PϕW = PW et le morphisme PϕW → F

correspond à ϕ ∈ F (W ) par l’équivalence HomF (PW , F ) ∼= F (W ).

• L’inclusion F �
� //

∏
W∈V

∏
ϕ∈F \(W )

IϕW , où IϕW = IW et le morphisme F → IϕW corres-

pond à ϕ ∈ F \(W ) par l’équivalence HomF (F, IW ) ∼= F \(W ).

La proposition s’ensuit.

1.1.2 Foncteurs polynomiaux et foncteurs analytiques

Un des outils importants que nous utilisons pour étudier les objets de la catégorie F est
le foncteur différence ∆: F → F , défini par :

Définition 1.1.20. — Le foncteur différence ∆: F → F est défini par

(∆F )(V ) := Ker(F (V ⊕ Fp) −→ F (V )),

où le morphisme F (V ⊕ Fp)→ F (V ) est induit par la projection canonique V ⊕ Fp � V .

Remarque 1.1.21. — Observons que, pour tout foncteur F ∈ F et pour tout V ∈ V ,
l’espace vectoriel F (V ) est canoniquement un facteur direct de F (V ⊕Fp). Alors, l’inclusion
canonique de V dans V ⊕ Fp induit un isomorphisme F (V ⊕ Fp) ∼= F (V )⊕ (∆F )(V ). Cela
signifie encore que

(∆F )(V ) ∼= Coker(F (V ) −→ F (V ⊕ Fp)),

où le morphisme F (V )→ F (V ⊕ Fp) est induit par l’inclusion canonique V ↪→ V ⊕ Fp.

Proposition 1.1.22. — F = 0 si et seulement si ∆F = 0 et F (0) = 0.

Démonstration. — Si ∆F = 0, on en déduit que F (V ⊕ Fp) = F (V ) pour tout V ∈ V . Il
en résulte que F (V ) = · · · = F (Fp) = F (0) = 0. La réciproque est triviale.

Remarque 1.1.23. — Soit A∗ un foncteur exponentiel (cf. l’appendice A). Rappellons que
nous disposons de l’isomorphisme naturel suivant :

An(V ⊕W ) =
n⊕
i=0

Ai(V )⊗An−i(W ). (1.1)

On utilise cet isomorphisme pour calculer le foncteur différence des foncteurs exponentiels.
En effet, on a le résultat suivant :
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Proposition 1.1.24. — Pour tout foncteur exponentiel A∗, on a

∆An =
n−1⊕
i=0

Ai ⊗An−i(F2).

Démonstration. — En posant W = Fp dans l’isomorphisme (1.1), on obtient que

An(V ⊕ Fp) =
n⊕
i=0

Ai(V )⊗An−i(Fp).

On observe de plus que le morphisme An(V ⊕ Fp)→ An(V ) qui est induit par la projection
V ⊕Fp � V s’identifie à la projection

⊕n
i=0A

i(V )⊗An−i(Fp) � An(V )⊗A0(Fp) ∼= An(V ).
La proposition s’ensuit.

Corollaire 1.1.25. — On a :

1. ∆Sn =
⊕n−1

i=0 Si.

2. ∆Γn =
⊕n−1

i=0 Γi,

3. ∆Λn = Λn−1,

4. ∆Snpk =
⊕n−1

i=max{0,n−pk+1} S
i
pk .

Démonstration. — On observe que

1. Si(Fp) = Fp, ∀i ∈ N.
2. Γi(Fp) = Fp, ∀i ∈ N.

3. Λi(Fp) =

Fp si 0 ≤ i ≤ 1,

0 sinon.

4. Sipk(Fp) =

Fp si 0 ≤ i < pk,

0 sinon.

Le corollaire découle de la proposition 1.1.24 puisque les foncteurs S∗,Γ∗,Λ∗ et S∗pk sont
exponentiels (cf. l’appendice A et §3.1.1).

Proposition 1.1.26. — ∆I = I⊕(p−1), où I = IFp est l’injectif standard.

Démonstration. — On dispose de l’isomorphisme I(V ⊕W ) = I(V ) ⊗ I(W ). De plus, on a
I(Fp) = F⊕pp . La proposition s’ensuit.

Proposition 1.1.27. — Le foncteur différence satisfait les propriétés suivantes :

1. ∆ est exact.

2. ∆ commute au foncteur dualité, i.e. ∆(F \) = (∆F )\.

3. ∆(F ⊗G) = (∆F ⊗G)⊕ (F ⊗∆G)⊕ (∆F ⊗∆G).
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Démonstration. — La preuve de l’exactitude du foncteur différence est classique. En effet,
toute suite exacte courte de foncteurs 0 −→ F

α−−→ G
β−−→ H −→ 0 induit le diagramme

commutatif suivant :

0 // F (V ⊕ Fp)
α1 //

p1
����

G(V ⊕ Fp)
β1 //

p2
����

H(V ⊕ Fp) //

p3
����

0

0 // F (V )
α2 // G(V )

β2 // H(V ) // 0 ,

où α1 = αV⊕F2 , β1 = βV⊕F2 , α2 = αV et β2 = βV . On fait une chasse au diagramme
ci-dessus pour montrer que la suite induite 0→ (∆F )(V )→ (∆G)(V )→ (∆H)(V )→ 0 est
exacte. Les détails sont faciles à vérifier.

La commutativité entre ∆ et \ est déduite des définitions de ces foncteurs. On considère
la suite exacte courte scindée

0 −→ (∆F )(V ]) −→ F (V ] ⊕ Fp) −→ F (V ]) −→ 0.

Par dualité, on obtient la suite exacte courte scindée suivante

0 −→ F (V ])] −→ F (V ] ⊕ Fp)] −→ (∆F )\(V ) −→ 0,

qui affirme que (∆F )\ = ∆(F \).

Pour la dernière propriété, on considère l’identité suivante :

(F ⊗G)(−⊕ Fp) = (F ⊕∆F )⊗ (G⊕∆G)

= (F ⊗G)⊕ (∆F ⊗G)⊕ (F ⊗∆G)⊕ (∆F ⊗∆G).

On observe encore que le morphisme de (F ⊗G)(V ⊕Fp) dans (F ⊗G)(V ), qui est induit par
la projection canonique V ⊕ Fp � V , s’identifie à la projection sur le facteur direct F ⊗G
dans l’identité ci-dessus. Le résultat s’ensuit.

Exemple 1.1.28. — Grâce à la proposition ci-dessus, on peut calculer le foncteur différence
de la n-ième puissance tensorielle Tn par récurrence. On obtient que ∆Tn =

⊕n−1
i=0 (Ti)⊕(ni).

Définition 1.1.29. — Un foncteur F ∈ F est dit polynomial s’il existe un entier naturel
n tel que ∆nF = 0. Le degré d’un foncteur polynomial non nul F , que l’on note degF , est
le plus grand entier naturel n tel que ∆nF 6= 0 ; on convient que deg 0 = −∞. On dit que
F est homogène de degré n s’il est de degré n et ne contient pas de sous-foncteur non nul
de degré inférieur ou égal à (n− 1).

Définition 1.1.30. — Un foncteur F est dit analytique s’il est la limite inductive de
ses sous-foncteurs polynomiaux. On désigne par Fω la sous-catégorie pleine de F dont les
objets sont les foncteurs analytiques.
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Exemple 1.1.31. — D’après corollaire 1.1.25 et l’exemple 1.1.28, les foncteurs Tn, Sn, Γn,
Snpk et Λn sont polynomiaux de degré n.

Définition 1.1.32. — Soit F un foncteur quelconque dans F . Le n-ième foncteur de
Taylor de F , que l’on note tn(F ), est défini par son plus grand sous-foncteur polynomial de
degré inférieur ou égal à n. Les foncteurs de Taylor de F fournissent une filtration naturelle
de F , appelée filtration polynomiale :

0 ⊂ t0(F ) ⊂ t1(F ) ⊂ · · · ⊂ tn−1(F ) ⊂ tn(F ) ⊂ · · · ⊂ F.

Cette filtration est convergente si et seulement si F est analytique.

Proposition 1.1.33 (Cf. [HLS93] et [Tro02, §1.6.])— L’injectif standard I est analy-
tique. Les foncteurs de Taylor de I sont déterminés par

tn(I) =

n⊕
i=0

Si
/

(xp = x).

Leurs quotients successifs sont tn(I)/tn−1(I) = Snp .

Proposition 1.1.34 ([Pir95, Proposition 1.3.5]). — ∆(tn(I)) =

p−1⊕
i=1

tn−i(I).

Corollaire 1.1.35. — Lorsque p = 2, on a :

1. ∆I = I,

2. ∆(tn(I)) = tn−1(I),

3. tn(I)/tn−1(I) = Λn,

4. La suite exacte courte 0 −→ Λn −→ tn+1(I)/tn−1(I) −→ Λn+1 −→ 0 n’est pas scindée
pour tout n ≥ 1.

Démonstration. — Il reste à démontrer le dernier résultat. En appliquant le foncteur ∆ aux
suites exactes courtes

0 −→ tn−1(I) −→ tn+1(I) −→ tn+1(I)/tn−1(I) −→ 0,

on obtient que ∆(tn+1(I)/tn−1(I)) = tn(I)/tn−2(I). On en déduit qu’il suffit de montrer le
résultat pour n = 1 ; en effet, si la suite exacte dans l’énoncé est scindée, on lui applique
(n−1) fois le foncteur ∆ pour obtenir que la suite exacte pour le cas n = 1 est aussi scindée.

Pour conclure la preuve, on note que t0(I) = F2 et t2(I) = F2⊕S2, il faut donc démontrer
que la suite exacte courte

0 −→ Λ1 −→ S2 −→ Λ2 −→ 0

n’est pas scindée. Ceci découle du fait que HomF (S2,Λ1) = 0 (cf. [FFSS99]).
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1.1.3 Foncteurs simples et séries de composition

On rappelle d’abord les définitions d’objets simples, semi-simples et d’objets finis dans
une catégorie abélienne quelconque.

Définition 1.1.36. — Soit C une catégorie abélienne. Un objet X de C est dit :

• simple s’il est non nul et sans autres sous-objets que 0 et lui-même,

• semi-simple s’il est somme directe de sous-objets simples.

Définition 1.1.37. — Soient C une catégorie abélienne et X un objet de C . Une série
de composition de X est une filtration croissante dans C :

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ X

telle que les quotients Fi/Fi−1 sont simples pour tout i ≥ 1. Ces quotients simples sont dit
les facteurs de composition de X.

Définition 1.1.38. — Un objet X d’une catégorie abélienne C est dit :

• fini s’il a une série de composition finie.

• unisériel s’il a une unique série de composition.

Exemple 1.1.39. — Considérons la catégorie F pour le premier p = 2. Soit J le fonc-
teur qui associe à chaque V ∈ V l’idéal d’augmentation de l’algèbre du groupe F2[V ] ={∑

u∈V εu[u]
∣∣ εu ∈ F2

}
. Le foncteur J est un objet de F . Il n’a pas de série de composition,

mais le foncteur J \ est unisériel grâce à la proposition suivante :

Proposition 1.1.40. — Le foncteur J admet une unique filtration convergente décroissante
J = J1 ⊃ J2 ⊃ · · · ⊃ Jk ⊃ Jk+1 ⊃ · · · telle que Jk/Jk+1

∼= Λk. Le foncteur J \ est unisériel.

Démonstration. — Voir le corollaire 1.1.35 et [Kuh00, §6] pour une discussion détaillée
du résultat pour J \ comme IF2 = J \ ⊕ F2 . Dans le cas dual, soit V un espace vectoriel
de dimension finie quelconque, le F2-espace vectoriel J(V ) est librement engendré par les
éléments de la forme (u) := [u]− [0] pour tout u ∈ V . Le sous-F2-espace vectoriel Jk(V ) de
J(V ) est engendré par les éléments de la forme

k∑
j=1

 ∑
1≤im<in≤k si 1≤m<n≤j

(ui1 + · · ·+ uij )


pour u1, . . . , uk quelconques dans V .

On a le résultat suivant qui identifie les foncteurs polynomiaux aux objets finis dans la
catégorie F (cf. [HLS93], [Kuh94a] et [Sch03]).

Proposition 1.1.41. — Soit F ∈ F . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le foncteur F est fini.
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2. Le foncteur F est à valeurs dans V , et F est polynomial.

3. n 7→ dimF (Fnp ) est une fonction polynomiale.

Exemple 1.1.42. — Les foncteurs Λn sont simples pour tout n ≥ 0. En effet, on va le
démontrer par récurrence sur n. On suppose que Λn est simple.

Soit F un sous-objet quelconque de Λn+1. Alors, puisque ∆F est un sous-objet de Λn,
il est soit 0 soit Λn.

• Si ∆F = 0, d’après la proposition 1.1.22, F = 0.

• Si ∆F = Λn, l’exactitude de ∆ dit que ∆(Λn+1/F ) = Λn/∆F = 0. On obtient ainsi
que Λn+1/F = 0, i.e. F = Λn+1.

Le foncteur Λn+1 est donc simple.

Exemple 1.1.43. — Pour le cas p = 2, les extensions non triviales tn+1(I)/tn−1(I) de Λn+1

par Λn sont finies (cf. le corollaire 1.1.35).

Exemple 1.1.44. — Tout objet simple S de F est un foncteur polynomial homogène. En
effet, il existe un espace vectoriel V tel que HomF (S, IV ) = S](V ) 6= 0. On en déduit que S
est analytique puisqu’il est inclus dans IV . Le foncteur S est alors polynomial homogène de
degré n qui est le plus petit entier tel que tn(S) 6= 0.

Construction des objets simples de F

Rappelons d’abord que Λ∗ est un foncteur exponentiel de Hopf, muni des produits et
coproduits naturels (voir la section A.2). Considérons le foncteur Λa ⊗ Λb. On définit le
morphisme ψa,b,k (1 ≤ k ≤ b) par la composée

Λa ⊗ Λb −→ Λa ⊗ Λk ⊗ Λb−k −→ Λa+k ⊗ Λb−k

qui est induit par le coproduit Λb → Λk ⊗ Λb−k et le produit Λa ⊗ Λk → Λa+k sur Λ∗.

Définition 1.1.45. — Soit n un entier naturel.

• Une partition λ de n est une suite finie décroissante d’entiers naturels (λ1, λ2, . . .)

telle que λ1 + λ2 + · · · = n. Elle est dite de longueur r si r est le plus grand nombre
tel que λr 6= 0. On convient que λk = 0 si k est supérieur à la longueur de λ, et que
toutes les partitions de 0 sont de longueur 0.

• Une partition λ est dite p-régulière si elle ne contient pas p termes égaux successifs.

• Soient λ et µ deux partitions de n. On notera λ ≤ µ si pour tout k ≥ 1, on a :

k∑
i=1

λi ≤
k∑
i=1

µi.
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Soit λ = (λ1, . . . , λr) une partition quelconque. On désigne par Λλ ou Λ(λ1,...,λr) le produit
tensoriel Λλ1 ⊗ · · · ⊗ Λλr . On désigne encore par Λλ̄ la somme directe suivante :⊕

1≤k≤λi+1
1≤i≤r−1

Λ(λ1,...,λi−1,λi+k,λi+1−k,λi+2,...,λr).

Les morphismes ψa,b,k ci-dessus nous permettent de définir le morphisme

ψλ =
⊕

1≤k≤λi+1
1≤i≤r−1

id⊗ ψλi,λi+1,k ⊗ id : Λλ −→ Λλ̄.

Définition 1.1.46. — Le foncteur de Weyl associé à la partition λ, que l’on noteWλ, est
défini par Wλ = Kerψλ ⊂ Λλ. On définit ensuite le foncteur Sλ par l’image de la composée
Wλ ↪→ Λλ ∼= (Λλ)\ � (Wλ)\, où la surjection est duale à l’inclusion canonique.

Théorème 1.1.47 (Cf. [Kuh94b], [Pir95] et [PS98]). — Pour toute partition p-régulière
λ d’un entier naturel quelconque n, on a :

• Sλ est équivalent à Wλ/(Wλ ∩ Imψ\λ), où ψ\λ : Λλ̄ → Λλ est le morphisme dual de ψλ ;

• Sλ est simple, auto-dual et polynomial homogène de degré n ;

• Sλ est l’unique facteur de composition supérieur du foncteur de Weyl Wλ.

Ces foncteurs forment un système de représentants des objets simples de la catégorie F , i.e.
pour tout foncteur simple S, il existe une unique partition p-régulière λ telle que S ∼= Sλ.

Les facteurs de composition du foncteur fini Λm ⊗ Λn

Le théorème ci-dessus fournit tous les objets simples de la catégorie F pour un nombre
premier p quelconque. Dans ce paragraphe, on ne considère que le premier p = 2. On
va déterminer les sous-quotients simples du foncteur Λm ⊗ Λn où m ≥ n. Tous les résultats
ci-dessous sont établis dans [Pir97].

En utilisant les morphismes ψa,b,k du paragraphe précédent, on définit les sous-objets
W

(i)
(m,n) (avec 0 ≤ i ≤ n) du foncteur Λm ⊗ Λn :

W
(i)
(m,n) := Ker

 ⊕
0≤k<i

ψm,n,n−k : Λm ⊗ Λn →
⊕

0≤k<i
Λm+n−k ⊗ Λk

 .

Proposition et définition 1.1.48. — Le foncteur Λm⊗Λn admet une filtration, que l’on
appelle filtration de Weyl :

0 = W
(n+1)
(m,n) ⊂W

(n)
(m,n) ⊂W

(n−1)
(m,n) ⊂ · · · ⊂W

(1)
(m,n) ⊂W

(0)
(m,n) = Λm ⊗ Λn,

dont le sous-quotientW (i)
(m,n)/W

(i+1)
(m,n) est le foncteur de WeylW(m+n−i,i) pour tout 0 ≤ i ≤ n.
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Remarque 1.1.49. — On déduit directement de la définition du foncteur de Weyl que
W(m,0) = Λm. Ceci implique encore que le foncteur S(m,0) s’identifie à Λm.

Remarque 1.1.50. — Le foncteur S(m,m) est isomorphe à la puissance extérieure Λm. On
note ici que la partition (m,m) n’est pas 2-régulière.

Théorème 1.1.51. — Les facteurs de composition du foncteur Λm⊗Λn (resp. W(m,n)) sont
les foncteurs simples S(m+i,n−i) pour 0 ≤ i ≤ n. En particulier, la multiplicité du facteur
S(m,n) est 1.

Démonstration. — On fait une récurrence sur n pour les deux foncteurs susmentionnés.
Dans le cas n = 0, nous avons Λm ⊗ Λ0 = W(m,0) = Λm pour tout m. Supposons que le
théorème soit vrai pour n < k. On va montrer qu’il est vrai pour n = k.

En effet, la filtration de Weyl de Λm ⊗ Λk montre que les facteurs de composition de
Λm ⊗ Λk sont ceux des sous-quotients W(m,k),W(m+1,k−1), . . . ,W(m+k−1,1),W(m+k,0). Par
hypothèse de récurrence, il suffit de travailler sur le sous-objet W(m,k) de Λm ⊗ Λk.

On considère la surjection W(m,k) � S(m,k) qui est définie par la composée

W(m,k)
� � i // Λm ⊗ Λk

' // (Λm ⊗ Λk)\
i\ // // (W(m,k))

\ .

On observe que le noyau de cette surjection est inclus dans le noyau de i\ par l’inclusion i.
De plus, d’après la définition de W(m,k), Ker i\ ∼= Coker i est inclus dans

⊕
i<k Λm+k−i⊗Λi.

Donc, par hypothèse de récurrence, le théorème est démontré.

Diagrammes de Loewy

Soit X un objet fini quelconque d’une catégorie abélienne C . En général, X admet
beaucoup de suites de composition, mais l’ensemble fini des facteurs de composition de X
est unique, à isomorphisme près. On utilise un graphe orienté pour représenter la relation
entre ces facteurs de composition.

Définition 1.1.52. — Soient C une catégorie abélienne et X un objet de C .

• Le socle de X, que l’on note socX, est le plus grand sous-objet semi-simple de X.

• Le cosocle de X est le plus grand objet quotient semi-simple. On le note cosocX.

On définit soc0X = 0 et socnX = p−1
n−1(soc(X/ socn−1X)) où pn−1 : X → X/ socn−1X

est la projection canonique. On obtient une filtration de X

0 = soc0X ⊂ soc1X ⊂ soc2X ⊂ · · · ⊂ socn−1X ⊂ socnX ⊂ · · · ⊂ X.

où socnX/ socn−1X = soc(X/ socn−1X). Elle est appelée la filtration des socles de X.
On observe que la filtration des socles est fonctorielle en X et que la longueur de cette
filtration est finie si X est un objet fini. Les facteurs directs des quotients socnX/ socn−1X

forment l’ensemble des facteurs de composition de X.
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Définition 1.1.53. — Le diagramme de Loewy associé à un objet fini X est le graphe
orienté donné par le suivant :

• Les sommets sont les facteurs de composition deX (avec multiplicité) qui sont arrangés
par la filtration des socles. Cela signifie que, pour tout n, on écrit les facteurs directs
de socnX/ socn−1X en n-ième ligne.

• Soient S et S′ deux facteurs de composition en n-ième ligne et en (n + 1)-ième ligne
respectivement. On décrit une flèche de S vers S′ s’il existe un sous-quotient Q de
socn+1X/ socn−1X tel que socQ = S et Q/S ∼= S′.

On convient de numéroter les lignes de bas en haut dans l’ordre croissant. On utilise donc
des segments au lieu de flèches puisqu’il n’y a aucun risque de confusion de directions.

Remarque 1.1.54. — X est dit indécomposable s’il n’est pas isomorphe à une somme
directe de deux sous-objets non nuls. Le diagramme de Loewy associé à X est un graphe
connexe si et seulement si X est indécomposable.

Les exemples suivants sont considérés dans la catégorie F pour le premier p = 2. De
plus, on convient que les foncteurs Sλ seront représentés par λ. Par exemple, la somme
directe S(2k+1) ⊕ S(2k,1) sera souvent représentée sous la forme (2k + 1)⊕ (2k, 1).

Exemple 1.1.55. — On considère la filtration polynomiale de l’injectif standard I. Le
quotient tn+1(I)/tn−1(I) est représenté par le diagramme de Loewy

(n+ 1)

(n) .

Exemple 1.1.56. — Le diagramme de Loewy associé au foncteur Λ2k ⊗ Λ1 est

(2k + 1)⊕ (2k, 1) ;

tandis que le foncteur Λ2k−1 ⊗ Λ1 est unisériel, son diagramme de Loewy étant

(2k)

(2k − 1, 1)

(2k) .

Exemple 1.1.57 (Cf. le lemme 3.4.21). — Si h = 1, Λ2 ⊗ Λ1 ∼= Λ3 ⊕ S(2,1). Si h ≥ 2,
les facteurs de composition du foncteur Λ2h−1⊗Λ2 sont Λ2h+1, S(2h,1) et S(2h−1,2). De plus,
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l’apparition de ces facteurs dans Λ2h−1 ⊗ Λ2 est donnée par le diagramme de Loewy

(2h + 1)

(2h − 1, 2)

(2h + 1) ⊕ (2h, 1).

Cela signifie que Λ2h−1⊗Λ2 ∼= S(2h,1)⊕F où F est unisériel, il admet la filtration des socles

0 = soc0 F ⊂ soc1 F ⊂ soc2 F ⊂ soc3 F = F

avec soc1 F = socF = Λ2h+1, soc2 F/ soc1 F = S(2h−1,2) et soc3 F/ soc2 F = Λ2h+1. En
particulier, soc2 F est le foncteur de Weyl W(2h−1,2).

1.2 La catégorie des modules instables U

Cette partie donne des rappels sur la catégorie U des modules instables à gauche
et les liens avec la catégorie F des foncteurs. On traitera ici du cas p = 2 et on renvoie à
[HLS93] et [Sch94] pour le cas général et pour les démonstrations.

1.2.1 Définitions et exemples

L’algèbre de Steenrod A2 est le quotient de la F2-algèbre N-graduée engendrée sur
F2 par les symboles {Sqi : |Sqi| = i, i ∈ N} par les relations d’Adem

SqiSqj =

bi/2c∑
k=0

(
j − k − 1

i− 2k

)
Sqi+j−kSqk,

et
Sq0 = 1,

où bi/2c est la partie entière de i/2, et les coefficients binomiaux sont interprétés modulo 2.

Définition 1.2.1. — Un A2-module M est dit instable si Sqix = 0 pour tout x ∈ M et
|x| < i.

Exemple 1.2.2. — La cohomologie singulière (modulo 2) H∗X est un A2-module instable,
pour X un espace topologique quelconque. En particulier, l’action de A2 sur la cohomologie
de l’espace projectif réel H∗(RP∞) = H∗(Z/2) = F2[τ ] (où |τ | = 1) est déterminée par
Sqiτn =

(
n
i

)
τn+i.

Exemple 1.2.3. — Le sous-A2-module de H∗(RP∞) engendré par l’élément τ de degré
1 est un module instable. On le désigne par F (1). En tant que F2-espace vectoriel gradué,
F (1) admet une base {τ, τ2, . . . , τ2k , . . .}.
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Définition 1.2.4. — L’algèbre de Steenrod A2 est une algèbre de Hopf dont le coproduit
est déterminé par le formule Sqi 7→ ∑

j Sq
j ⊗ Sqi−j . On peut donc définir sur le produit

tensoriel M ⊗ N de deux modules instables M et N une structure de A2-module qui est
instable. Elle est déterminée par la formule de Cartan

Sqi(x⊗ y) =

i∑
j=0

Sqjx⊗ Sqi−jy.

Exemple 1.2.5. — Pour n ≥ 1, le groupe symétrique Sn agit sur le module instable
F (1)⊗n par permutation des coordonnées. On obtient alors le module instable

F (n) := Γn(F (1)) =
(
F (1)⊗n

)Sn .
Il est engendré par son unique élément non nul de degré n.

Définition 1.2.6. — La catégorie U est la catégorie des modules instables sur l’algèbre
de Steenrod A2, les morphismes sont les applications A2-linéaires de degré 0.

Définition 1.2.7. — Soit V ∗ la catégorie des F2-espaces vectoriels gradués, les morphismes
sont les applications linéaires de degré zéro. Considérons le foncteur Φ: V ∗ → V ∗ défini par :

(ΦM)i =

M i/2 si 2 | i,
0 sinon.

Il induit alors un foncteur Φ: U → U en définissant l’action de l’algèbre A2 sur ΦM par

Sqi(Φx) =

Sqi/2x si 2 | i,
0 sinon.

Exemple 1.2.8. — La cohomologie de l’espace projectif complexe H∗(CP∞) est isomorphe
à ΦH∗(RP∞). Le module ΦF (1), librement engendré par

{
τ, τ2, . . . , τ2k , . . .

∣∣∣ |τ | = 2
}

en

tant que F2-espace vectoriel gradué, est un sous-module instable de H∗(CP∞).

Définition 1.2.9. — Un module instable M est dit nilpotent si pour tout x ∈ M , il
existe k ∈ N tel que Sqk0x = 0 où Sq0x := Sq|x|x. On définit par Nil la sous-catégorie pleine
de U dont les objets sont les modules nilpotents.

Exemple 1.2.10. — Le décalage de degré ΣF (1) défini par

(ΣF (1))i =

0 si i = 0,

F (1)i−1 si i ≥ 0,

est un module nilpotent.
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Exemple 1.2.11 ([Sch03, Lemme 11.12]). — Le quotient de F (1)⊗n par le sous-module
instable engendré par la classe τ ⊗ τ2 ⊗ · · · ⊗ τ2n−1

est nilpotent.

Définition 1.2.12. — Un module instable M est dit réduit si le groupe HomU (N,M)

est trivial pour tout N ∈ Nil. Il est dit Nil-fermé si les groupes ExtiU (N,M), i = 0, 1, sont
triviaux pour tout N ∈ Nil.

1.2.2 La relation avec la catégorie F

Rappelons que F est la catégorie dont les objets sont les foncteurs de la catégorie des
F2-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie des F2-espaces vectoriels et dont
les morphismes sont les transformations naturelles. On considère le foncteur f : U → F qui
associe à M ∈ U le foncteur f(M) : V 7→ HomU (M,H∗V )′. Ici, H∗V est la cohomologie
singulière modulo 2 du 2-groupe abélien élémentaire V , et HomU (M,H∗V )′ désigne le dual
topologique de HomU (M,H∗V ) muni de sa structure de F2-espace vectoriel profini

HomU (M,H∗V ) ∼= lim
i
HomU (Mi, H

∗V ),

où on prend la limite sur les sous-modules instables deM ayant un nombre fini de générateurs
en tant que module instable (cf. [Sch03, 11.3]). On a :

Théorème 1.2.13 ([HLS93]). — Le foncteur f est exact. Il préserve les limites inductives
et le produit tensoriel.

Définition 1.2.14. — Soient M,N deux modules instables et soit ϕ un morphisme de M
dans N . Le morphisme ϕ est appelé un Nil-isomorphisme si son noyau et son conoyau
sont des modules nilpotents.

On a le théorème suivant :

Théorème 1.2.15 ([LS89]). — Le morphisme ϕ : M → N de U est un Nil-isomorphisme
si et seulement si f(ϕ) : f(M)→ f(N) est un isomorphisme dans F .

Soit U /Nil la localisation de la catégorie U par rapport à la classe desNil-isomorphismes,
ce qui est équivalent à prendre le quotient par la sous-catégorie localisante Nil (cf. [Gab62]).
Grâce au théorème ci-dessus, le foncteur f induit un foncteur de la catégorie U /Nil vers la
catégorie F .

Proposition 1.2.16. — Si M ∈ U est un A2-module finiment engendré, le foncteur f(M)

est polynomial. Donc, f(M) est analytique pour tout M ∈ U .

Soit Fω la sous-catégorie pleine de F dont les objets sont les foncteurs analytiques. Le
foncteur f : U → F se factorise en :

U
r // U /Nil f̃ // Fω

i // F ,
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où r est la localisation, et i est le foncteur d’oubli. Le foncteur f a un adjoint à droite m
qui est caractérisé par

HomF (f(M), F ) ∼= HomU (M,m(F )). (1.2)

Le foncteur m est donné par la formule m(F ) := HomF (Γ∗, F ) = ⊕nHomF (Γn, F ). L’action
de l’algèbre de Steenrod provient de celle des opérateurs dans HomF (Γ∗,Γ∗) (voir à ce propos
[Kuh94a] ou [Sch03]). On note m̃ le foncteur composé r ◦m ◦ i : Fω → U /Nil.

Théorème 1.2.17 (Cf. [HLS93] et [Kuh94a]). — Les foncteurs f̃ et m̃ induisent une
équivalence de catégories entre U /Nil et Fω :

1. Si F ∈ Fω, on a l’isomorphisme (f ◦m)(F ) ∼= F dans F .

2. Pour tout M ∈ U , le morphisme naturel M → (m ◦ f)(M) est un isomorphisme dans
la catégorie U /Nil.

Remarque 1.2.18. — Le module instable (m ◦ f)(M) est Nil-fermé pour tout M ∈ U .
On appelle (m ◦ f)(M) la Nil-fermeture de M (voir [Gab62, Chap. III, §2, Lemme 2] et
[LZ86, Proposition et Définition 6.2.1] où la terminologie est un peu différente).

On a le résultat suivant :

Lemme 1.2.19 ([LZ86]). — Soit ϕ : M → N un morphisme de modules instables. Si M
est Nil-fermé et N est réduit, alors ϕ est un isomorphisme dans U si et seulement s’il est
un isomorphisme dans U /Nil.

Démonstration. — On observe que Kerϕ est trivial puisque M est réduit. On a alors la
suite exacte courte dans U

0 −→M −→ N −→ Cokerϕ −→ 0

où Cokerϕ ∈ Nil. Elle se scinde puisque M est Nil-fermé. On en déduit que Cokerϕ est
trivial car N est réduit. Le lemme s’en suit.

Corollaire 1.2.20. — Le morphisme naturel M → (m ◦ f)(M) est un isomorphisme dans
U si et seulement si le module instable M est Nil-fermé.

1.3 Les algèbres instables et les algèbres de Hopf instables

Dans cette section, tous les modules instables considérés sont à gauche.

1.3.1 Les algèbres instables

Définition 1.3.1. — Une A2-algèbre instable K est un A2-module instable muni d’un
produit K ⊗ K → K commutatif, unitaire, A2-linéaire et tel que Sq0(x) = x2 pour tout
x ∈ K (axiome de restriction).
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Définition 1.3.2. — On désigne par K la catégorie des algèbres instables sur l’algèbre
de Steenrod A2, les morphismes sont les morphismes d’algèbres A2-linéaires.

Exemple 1.3.3. — La cohomologie singulière (modulo 2) d’un espace topologiqueX,H∗X,
est une A2-algèbre instable dont la structure d’algèbre est fournie par le cup produit.

On a le résultat suivant sur les images des algèbres instables par le foncteur f . Rappelons
qu’une F2-algèbre de Boole est une F2-algèbre commutative dans laquelle on a x2 = x pour
tout élément x.

Théorème 1.3.4 ([LZ87]). — Pour tout K ∈ K , le F2-espace vectoriel f(K)(V ) est
naturellement isomorphe à l’algèbre de Boole des fonctions continues de l’ensemble profini
HomK (K,H∗V ) dans le corps F2. Ici, HomK (K,H∗V ) est muni de la structure d’ensemble
profini

HomK (K,H∗V ) ∼= lim
i
HomK (Ki, H

∗V ),

où on prend la limite sur les sous-algèbres instables de K ayant un nombre fini de générateurs
en tant qu’algèbre instable.

Ce théorème est appelé le théorème de linéarisation de Lannes.

Notation 1.3.5. — On désigne par g(K) le foncteur contravariant, de la catégorie V vers
la catégorie des ensembles profinis, donné par V 7→ HomK (K,H∗V ). Pour les propriétés du
foncteur g, voir [HLS93].

Le théorème peut alors s’exprimer comme suit : le foncteur f(K) est naturellement
équivalent au foncteur V 7→ Map(g(K)(V ),F2) =: Fg(K)(V )

2 . On notera ici le corollaire
suivant, dont une démonstration est donnée indépendamment dans [AGM85] et [LZ87].

Corollaire 1.3.6 (Adams - Gunawardena - Miller). — Le morphisme canonique

F2[HomK (H∗W,H∗V )] −→ HomU (H∗W,H∗V )

est un isomorphisme pour V,W des espaces vectoriels de dimension finie quelconques.

1.3.2 Les algèbres de Hopf instables

Dans cette sous-section et la suivante, afin de simplifier la présentation, l’ensemble
HomK (K,H∗V ) sera toujours supposé fini pour tout V ∈ V (à l’exception de l’exemple
1.3.9).

Définition 1.3.7. — Une A2-algèbre de Hopf est une F2-algèbre de Hopf telle que le
produit et le coproduit sont A2-linéaires. Une A2-algèbre de Hopf K est dite instable si
l’algèbre sous-jacente est une algèbre instable.
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Proposition 1.3.8. — Si K est une algèbre de Hopf instable, alors HomK (K,H∗V ) est
un groupe. Réciproquement, si K est une algèbre instable telle que

g(K) : V 7−→ HomK (K,H∗V )

soit un foncteur à valeurs dans les groupes, alors (m◦f)(K) est une algèbre de Hopf instable.

Démonstration. — Le résultat se déduit de ce que K est un objet cogroupe de K : la
diagonale K → K ⊗K détermine la loi de groupe g(K)(V )× g(K)(V )→ g(K)(V ).

Supposons maintenant que V 7→ g(K)(V ) soit à valeurs dans la catégorie des groupes.
Alors, grâce au théorème 1.3.4, on obtient un morphisme f(K)→ f(K)⊗f(K) et donc une
diagonale (m ◦ f)(K)→ (m ◦ f)(K)⊗ (m ◦ f)(K) puisque le foncteur m préserve le produit
tensoriel.

Les détails sont faciles à vérifier.

Exemple 1.3.9. — Soient U(n), n ∈ N, les groupes unitaires. On considère l’espace to-
pologique BU qui est la limite inductive du système des espaces classifiants {BU(n)}n. Sa
cohomologie singulière module 2 est engendrée polynomialement par les classes de Chern ci,
i.e.

H∗(BU) ∼= F2[c1, c2, c3, . . .]

où |ci| = 2i. C’est une algèbre de Hopf instable mais qui n’est pas primitivement engendrée
puisque la formule de Whitney dit que δ(ci) =

∑
j cj ⊗ ci−j .

D’autre part, considérons le foncteur

V 7−→ HomK (H∗(BU), H∗V ).

D’après [Lan92, Section 1.11], on a HomK (H∗(BU), H∗V ) ∼= [BV,BU ] ∼= KU0(BV ), où
KU∗(−) est la K-théorie complexe réduite. Par ailleurs, d’après [AS69], on sait que

V 7−→ KU0(BV )

est un complété de l’algèbre de groupe Z[V ], en particulier on observe qu’il n’est pas à valeurs
dans les F2-espaces vectoriels. On notera aussi que sa réduction modulo 2 est isomorphe à
F2[V ].

1.3.3 Les algèbres de Hopf instables primitivement engendrées

Considérons dans cette sous-section le cas des algèbres de Hopf instables primitivement
engendrées. Commençons par une définition :

Définition 1.3.10 (Cf. [Ste62]). — Le foncteur de Steenrod-Epstein U : U → K

est l’adjoint à gauche du foncteur d’oubli de K dans U , i.e. on a l’identité

HomK (U(M),K) ∼= HomU (M,K) (1.3)

40



1.3. Les algèbres instables et les algèbres de Hopf instables

pour tout M ∈ U et tout K ∈ K .
Remarquons que pour tout module instable M , l’algèbre symétrique S∗(M) est un mo-

dule instable : en effet, Sn(M) ∈ U puisque le groupe symétrique Sn agit sur M⊗n par des
morphismes de U . L’algèbre instable U(M) est le quotient de S∗(M) par l’idéal engendré
par les éléments de la forme Sq0x− x2 pour tout x ∈M .

Proposition 1.3.11. — U(M) est une algèbre de Hopf instable pour tout M ∈ U . Le
module des éléments primitifs P (U(M)) est isomorphe à M .

Démonstration. — On dispose de l’isomorphisme U(M⊕N) ∼= U(M)⊗U(N). Le coproduit
U(M)→ U(M)⊗ U(M) est induit par la diagonale M →M ⊕M .

Rappelons que U(M) admet la filtration primitive {Fk(U(M))}k, où Fk(U(M)) est défini
par l’image du morphisme de modules instables Sk(M) → U(M). Les quotients successifs
Fk(U(M))/Fk−1(U(M)) sont isomorphes, dans U , aux Λk(M).

Lemme 1.3.12 ([LZ86]). — Si M est un module Nil-fermé, le module Λk(M) l’est aussi
pour tout k ∈ N.

Corollaire 1.3.13. — Si M est un module Nil-fermé, le module U(M) l’est aussi.

Démonstration. — On observe que :

• Soit 0→ N ′ → N → N ′′ → 0 est une suite exacte courte des modules instables, si N ′

et N ′′ sont Nil-fermés, N l’est aussi.

• Une limite directe de modules Nil-fermés est Nil-fermée (cf. [LZ86]).

La proposition est démontrée en appliquant ceci à la filtration primitive de U(M).

Lemme 1.3.14. — Soit K une algèbre de Hopf instable primitivement engendrée. Alors
l’application canonique θ : U(P (K))→ K est un isomorphisme d’algèbres de Hopf instables,
où P (K) désigne le module des primitifs de K.

Démonstration. — L’application θ est évidemment un morphisme d’algèbres de Hopf grâce
au diagramme commutatif suivant

U(P (K))
δ //

θ
��

U(P (K))⊗ U(P (K))

θ⊗θ
��

K
δ′

// K ⊗K ,

où δ et δ′ sont les coproduits. Elle est surjective puisque K est primitivement engendrée. De
plus, d’après [MM65, Proposition 3.9], elle est injective. Le lemme est démontré.

Dans ce cas, on sait déjà que le foncteur g(K) prend naturellement valeurs dans la
catégorie des groupes. Mais de plus :
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Proposition 1.3.15. — Soit K une algèbre de Hopf instable primitivement engendrée.
Alors, le foncteur g(K) est à valeurs dans la catégorie des F2-espaces vectoriels.

Démonstration. — A la suite du lemme 1.3.14, on a

g(K)(V ) = HomK (K,H∗V ) ∼= HomK (U(P (K)), H∗V ) ∼= HomU (P (K), H∗V ).

Les structures de groupe de HomK (K,H∗V ) et HomU (P (K), H∗V ) cöıncident puisque le
diagramme suivant commute :

U(P (K))
δ // U(P (K))⊗ U(P (K))

P (K)
?�

OO

δ // [P (K)⊗ F2]⊕ [F2 ⊗ P (K)] .
?�

OO

Le résultat s’ensuit.

Rappelons que le symbole ] désigne le dual gradué F2-linéaire. On a le résultat réciproque
de la proposition ci-dessus.

Proposition 1.3.16. — Soit K une algèbre instable telle que

g(K) : V 7−→ HomK (K,H∗V )

soit un foncteur à valeurs dans les F2-espaces vectoriels de dimension finie et de plus

g(K)] : V 7−→ (HomK (K,H∗V ))]

soit un foncteur analytique. Alors (m◦f)(K) est une algèbre de Hopf instable primitivement
engendrée.

Démonstration. — D’après le théorème 1.3.4, on a f(K)(V ) ∼= Fg(K)(V )
2 . On obtient alors

une inclusion canonique g(K)] ↪→ f(K) dans F qui fournit un morphisme dans U

m(g(K)]) −→ (m ◦ f)(K)

en appliquant le foncteur m. Grâce à l’adjonction (1.3), on obtient ensuite un morphisme
d’algèbres instables

ϑ : U(m(g(K)])) −→ (m ◦ f)(K).

De plus, puisque U(m(g(K)])) est une algèbre instable, on a

f(U(m(g(K)]))) ∼= FHomK (U(m(g(K)])),H∗(−))
2

∼= FHomU (m(g(K)]),H∗(−))
2 .

D’après l’hypothèse de la proposition : g(K) est à valeurs dans les F2-espaces vectoriels de
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dimension finie, et g(K)] est un foncteur analytique ; on obtient que

HomU (m(g(K)]), H∗(−))] ∼= f(m(g(K)])) = (f ◦m)(g(K)]) ∼= g(K)].

On en déduit que
f(U(m(g(K)]))) ∼= Fg(K)

2
∼= f(K).

A la suite du théorème 1.2.15, ϑ est un isomorphisme dans la catégorie U /Nil.
On note que m(g(K)]) est Nil-fermé ([Gab62]). Il suite de la proposition 1.3.13 que

U(m(g(K)])) est un module Nil-fermé. Le lemme 1.2.19 dit que ϑ est un isomorphisme
d’algèbres instables. La proposition se déduit du lemme suivant qui montre que le morphisme
d’algèbres instables ϑ est compatible avec la structure d’algèbre de Hopf sur U(m(g(K)]))

et (m ◦ f)(K).

Lemme 1.3.17. — Le morphisme

ϑ : U(m(g(K)])) −→ (m ◦ f)(K)

est un morphisme d’algèbres de Hopf.

Démonstration. — Puisque U(m(g(K)])) est une algèbre de Hopf primitivement engendrée :
P (U(m(g(K)]))) ∼= m(g(K)]), il suffit de montrer que l’image de m(g(K)]) par ϑ est incluse
dans P ((m ◦ f)(K)). Autrement dit, il faut démontrer que δ(ϑ(x)) = ϑ(x) ⊗ 1 + 1 ⊗ ϑ(x)

pour tout x ∈ m(g(K)]), où δ est le coproduit de (m ◦ f)(K).

En effet, ce résultat découle du fait que le coproduit δ envoie un élément quelconque
α ∈ (m ◦ f)(K) ∼= m(IF2 ◦ g(K)]) ∼= HomF (Γ∗, IF2 ◦ g(K)]) sur ϕg(K)] ◦ α. Ici, ϕ est le
coproduit naturel du foncteur exponentiel de Hopf IF2 , défini par la composée suivante,
pour tout V ∈ V :

IF2(V ) // IF2(V ⊕ V )
' // IF2(V )⊗ IF2(V ),

où le premier morphisme est induit par la diagonale V → V ⊕ V . Le reste est facilement
vérifié par calculs directs.

Remarque 1.3.18. — On considère le cas plus général. Soit F ∈ F tel que F (V ) est
de dimension finie pour tout V . On déduit de la démonstration ci-dessus que le morphisme
naturel de U(m(F )) versm(IF2◦F ) est également un morphisme d’algèbres de Hopf instable.
Il est un isomorphisme si et seulement si F est analytique.

1.4 Les modules instables à droite et les coalgèbres instables

Pour simplifier la présentation, on suppose que tous les modules sont de type fini,
i.e. de dimension finie en chaque degré. On peut alors utiliser la dualité pour induire une
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équivalence de catégories entre la catégorie U des modules instables à gauche de type fini
et la catégorie U ] de ceux à droite.

1.4.1 La catégorie des modules instables à droite U ]

Définition 1.4.1. — Un A2-module à droite M est dit instable si αSqi = 0 pour tout
α ∈ M et |α| < 2i. Soit U ] la catégorie des modules instables à droite sur l’algèbre
de Steenrod A2.

Exemple 1.4.2. — L’action à droite de l’algèbre de Steenrod A2 sur l’homologie d’un
espace topologique H∗X est déterminée grâce à la structure de module instable à gauche de
la cohomologie H∗X. En effet, elle est donnée par :

(αSqi)(x) := α(Sqix)

pour tout α ∈ HnX ∼= HomF2(HnX,F2), et tout x ∈ Hn−iX. La condition d’instabilité sur
H∗X se déduit de celle du module H∗X.

Exemple 1.4.3. — Rappelons que H∗(RP∞) est un F2-espace vectoriel librement engendré
par les classes ρi ∈ Hi(RP∞), où

〈
τ i, ρj

〉
= δij pour tout i, j ≥ 0 (pour la notation τ ,

on renvoie à l’exemple 1.2.2). Sa structure de module instable à droite est donnée par
ρnSq

i =
(
n−i
i

)
ρn−i. Le dual gradué F (1)] du module instable à gauche F (1) (cf. l’exemple

1.2.3) est un module instable à droite. Il est le quotient du moduleH∗(RP∞) par les relations
ρ2kSq

i = 0 pour tout 0 < i < 2k−1.

Définition 1.4.4. — Grâce à la structure d’algèbre de Hopf de A2, de manière analogue
aux modules instables à gauche (cf. la définition 1.2.4), on peut définir sur le produit tensoriel
M ⊗ N de deux modules instables à droite M et N une structure A2-module à droite qui
est instable. Elle est déterminée par la formule de Cartan

(x⊗ y)Sqi =
i∑

j=0

xSqj ⊗ ySqi−j .

Exemple 1.4.5. — En tant que modules instables à gauche, F (n) ∼= Γn(F (1)) (cf. l’exemple
1.2.5). Par dualité, on obtient un isomorphisme de modules instables à droite

F (n)] ∼= Sn(F (1)]) := ((F (1)])⊗n)Sn .

Définition 1.4.6. — Le foncteur Φ: V ∗ → V ∗ (cf. la définition 1.2.7) induit un foncteur
Φ: U ] → U ], où la structure de module instable à droite de ΦM est définie par

(Φx)Sqi =

xSqi/2 si 2 | i,
0 sinon.
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Remarque 1.4.7. — SoitM un module instable à gauche. On a l’isomorphisme canonique
suivant de modules instables à droite :

Φ(M ]) ∼= (ΦM)].

Par exemple, on H∗(CP∞) ∼= ΦH∗(RP∞).

Définition 1.4.8. — Un module instable à droite M est appelé réduit (resp. nilpotent,
Nil-fermé) si son dual gradué, le module instable à gauche M ], est réduit (resp. nilpotent,
Nil-fermé).

On déduit de cette définition la conséquence suivante :

Proposition 1.4.9. — Un module instable à droite M est réduit si et seulement si pour
tout α ∈M , il existe β ∈M tel que α = βSq0, où βSq0 := βSq|β|/2.

Démonstration. — On observe d’abord que l’action à droite de l’opérateur Sq0 sur M :

Sq0 : M −→ ΦM

est le dual de l’action à gauche Sq0 : ΦM ] →M ]. Par ailleurs, le module instable à gaucheM ]

est réduit si et seulement si l’action à gauche de Sq0 sur M ] est injective (cf. les définitions
1.2.9 et 1.2.12). Par dualité, l’action à droite de Sq0 sur M est surjective. La proposition
s’ensuit.

De manière analogue, on obtient les résultats :

Proposition 1.4.10. — Un module instable à droite M est nilpotent si et seulement si le
groupe HomU ](R,M) est trivial pour tout module instable à droite réduit R.

Proposition 1.4.11. — Un module instable à droite M est Nil-fermé si et seulement si
M est réduit, et le groupe Ext1U ](M,N) est trivial pour tout module nilpotent N .

1.4.2 Les coalgèbres instables

Rappelons d’abord que, pour (C, δ) une coalgèbre graduée cocommutative quelconque,
le morphisme Verschiebung V : C → ΦC est défini par

C
V //

δ ""

ΦC

Γ2(C)
Ṽ

;;

,

où Ṽ (a⊗ b+ b⊗ a) := 0 et Ṽ (a⊗ a) := Φa pour tout a, b ∈ C.
Voici une définition qui est le dual de la définition 1.3.1 d’une algèbre instable :
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Définition 1.4.12. — Une A2-coalgèbre instable C est un A2-module instable à droite
muni d’un coproduit cocommutatif, counitaire, A2-linéaire et tel que xSq0 = V (x) pour
tout x ∈ C. On désigne par K ] la catégorie des coalgèbres instables sur l’algèbre de
Steenrod A2.

Exemple 1.4.13. — L’homologie singulière (modulo 2) H∗X d’un espace topologique X
est une coalgèbre instable dont le coproduit est induit par la diagonale X → X ×X.

1.5 Loi de groupe formel

Dans cette section, on rappelle quelques définitions et résultats sur les lois de groupe
formel (de dimension 1). On renvoie à [Frö68] pour plus de détails.

1.5.1 Définitions et exemples

On commence par rappeler un résultat sur les séries formelles (cf. [Frö68, Chapter 1,
§3, Proposition 1]).

Proposition 1.5.1. — Soit A un anneau commutatif. Soit F (x, y) une série formelle à 2

indéterminées sur A telle que F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)) et F (x, 0) = F (0, x) = x. Alors,
il existe une et une seule série formelle i(x) ∈ A[[x]] telle que F (x, i(x)) = F (i(x), x) = 0.

Ce résultat explique la définition suivante de loi de groupe formel, car on n’a pas besoin
d’imposer l’axiome d’existence d’une inverse.

Définition 1.5.2. — Une loi de groupe formel (de dimension 1) sur un anneau com-
mutatif A est une série formelle F (x, y) ∈ A[[x, y]] qui satisfait les axiomes suivants :

1. (Associativité) F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)),

2. (Elément “neutre”) F (x, 0) = F (0, x) = x.

Elle est dite loi de groupe formel commutatif si elle satisfait de plus l’axiome :

3. (Commutativité) F (x, y) = F (y, x).

Notation 1.5.3. — On note F (x, y, z) la série formelle F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)). Plus
généralement, on désigne par F (x1, x2, x3, . . .) la série formelle évidente.

Définition 1.5.4. — Soit n un entier naturel. Deux séries formelles F et G sur un anneau
commutatif A sont dits congrus modulo degré n si leur différence F −G est sans terme
de degré inférieur à n. On désigne cette relation par

F ≡ G (mod deg n).

Remarque 1.5.5. — Pour toute loi de groupe formel F , on a F (0, 0) = 0. Cela implique
que F est sans terme constant, i.e. F ≡ 0 (mod deg 1).
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Exemples 1.5.6. — Les lois suivantes sont des lois de groupe formel commutatif.

1. La loi additive : F (x, y) = x+ y.

2. La loi multiplicative : F (x, y) = x+ y+ axy où a ∈ A. Cette loi est dite multiplicative
puisque l’on a l’identité

1 + aF (x, y) = (1 + ax)(1 + ay).

Exemple 1.5.7. — On considère la loi de groupe formel

F (x, y) = (x+ y)(1− xy + (xy)2 − (xy)3 + (xy)4 + · · · ).

Puisque (1− xy + (xy)2 − (xy)3 + (xy)4 + · · · ) est la série formelle inverse de (1 + xy), on
peut utiliser la notation F (x, y) = x+y

1+xy pour désigner la loi ci-dessus. Alors, la vérification
des axiomes de la définition 1.5.2 est plus simple.

Exemple 1.5.8. — Soit E∗(−) une théorie de cohomologie généralisée complexe orientée
(voir [Rav86]). Son anneau de coefficients, que l’on note E∗, est gradué commutatif. On
considère la structure de H-groupe sur CP∞ donnée par

m : CP∞ × CP∞ −→ CP∞

((s0, . . . , sn, . . .), (t0, . . . , tn, . . .)) 7−→ (s0t0, . . . ,
∑
i+j=n

sitj , . . .).

En appliquant E∗(−), on obtient un morphisme de E∗-algèbres m∗ de E∗(CP∞) ∼= E∗[[x]]

vers E∗(CP∞ ⊗ CP∞) ∼= E∗[[x ⊗ 1, 1 ⊗ x]]. La série formelle F (x ⊗ 1, 1 ⊗ x) := m∗(x)

satisfait tous les axiomes de la définition 1.5.2 (voir [Haz12, 31.1.2]). Elle est appelée la loi
de groupe formel commutatif associée à E∗(−).

Soit Cn(x, y) ∈ Z[x, y] défini par

Cn(x, y) = εn ((x+ y)n − xn − yn)

où εn = 1
p si n est une puissance du nombre premier p et εn = 1 sinon. On a le résultat

suivant, dû à Lazard, sur la comparaison entre deux lois de groupe formel.

Théorème 1.5.9 ([Laz55, Proposition 3]). — Soient F et G deux lois de groupe formel
sur un anneau commutatif A telles que F ≡ G (mod deg n). Alors on a

F ≡ G+ aCn (mod deg n+ 1)

pour un certain a ∈ A.

Définition 1.5.10. — Soient F,G deux lois de groupe formel sur un anneau commutatif
A. Un morphisme de lois f : F → G est une série formelle f(x) ∈ A[[x]] sans terme
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constant telle que
f(F (x, y)) = G(f(x), f(y)).

Remarque 1.5.11. — En notant x+F y = F (x, y) pour toute loi de groupe formel F , on
peut considérer que tout morphisme de lois préserve l’addition. En d’autres termes, pour
f : F → G un morphisme de lois quelconque, on a l’identité

f(x+F y) = f(x) +G f(y).

Exemples 1.5.12. — Des exemples importants de morphismes sont les n-séries d’une loi
de groupe formel (n ∈ Z). Soit F une loi quelconque, la n-série de F (n ≥ 2) est définie
par [n]F (x) = x +F · · · +F x où x apparâıt n fois. De plus, on convient que [1]F (x) = x,
[0]F (x) = 0 et [−1]F (x) = i(x). On peut alors définir la n-série de F , pour n ≤ −2, par
[n]F (x) = i(x) +F · · ·+F i(x) où i(x) apparâıt (−n) fois. Si F est une loi de groupe formel
commutatif, toutes les n-séries [n]F sont des endomorphismes de F .

Proposition 1.5.13. — Soient F et G deux lois de groupe formel commutatif sur l’anneau
commutatif A. Alors HomA(F,G) est un groupe abélien dont l’addition est donnée par

(f + g)(x) := f(x) +G g(x).

De plus, EndA(F ) := HomA(F, F ) muni des opérations addition et composition est un an-
neau unitaire avec l’unité [1]F .

Démonstration. — On vérifie la distributivité à gauche de la multiplication par rapport à
l’addition. Pour f, g, h ∈ EndA(F ), on a

(h ◦ (f + g))(x) = h(f(x) +F g(x)) = h(f(x)) +F h(g(x)) = (h ◦ f + h ◦ g)(x).

Les autres propriétés sont directes.

Définition 1.5.14. — Soit f : F → G un morphisme de lois de groupe formel sur l’anneau
commutatif A. Le morphisme f est un isomorphisme s’il existe une série formelle g ∈ A[[x]]

telle que g(0) = 0 et f(g(x)) = g(f(x)) = x. On appelle g l’inverse de f par rapport à la
composition.

Remarque 1.5.15. — Le critère pour l’existence d’une inverse d’un morphisme de lois de
groupe formel est donné à la proposition 1.5.19.

Proposition 1.5.16. — Si f : F → G est un isomorphisme de lois, l’inverse de f par
rapport à la composition est encore un isomorphisme de lois, mais de G vers F .

Démonstration. — Soit g l’inverse de f . Observons d’abord que g est une série formelle sans
terme constant puisque g(f(x)) = x. On a de plus

g(x+G y) = g [f(g(x)) +G f(g(y))] = (g ◦ f) [g(x) +F g(y)] = g(x) +F g(y).
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Cela signifie que g est un morphisme de lois de G vers F . La proposition s’ensuit.

1.5.2 La catégorie des lois de groupe formel

Définition 1.5.17. — Soit A un anneau commutatif.

1. La catégorie LA est la catégorie des lois de groupe formel sur A dont les flèches sont
les morphismes de lois.

2. La catégorie CLA est la catégorie des lois de groupe formel commutatif sur A. C’est
une catégorie préadditive.

Remarque 1.5.18. — Un anneau commutatif quelconque A peut être considéré comme une
catégorie préadditive avec un seul objet, les flèches sont les éléments de A et la composition
est la multiplication de A. En effet, soit pt l’objet de cette catégorie, Hom(pt,pt) = A est
un groupe abélien par rapport à l’addition. On a de plus la distributivité de la composition
par rapport à l’addition.

Soit f(x) = a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · une série formelle sur A. En désignant f ′(x) la
série formelle a1 + 2a2x + 3a3x

2 + · · · , on considère le foncteur DA : LA → A qui envoie
f ∈ Morph(LA) sur f ′(0) ∈ A. Explicitement, on a DA(g◦f) = DA(g)DA(f) et DA(f+g) =

DA(f) +DA(g).

Proposition 1.5.19. — Soit f : F → G un morphisme de lois sur A. Le morphisme f est
un isomorphisme si et seulement si DA(f) est inversible.

Démonstration. — Si f est un isomorphisme, il découle de la définition 1.5.14 et la proposi-
tion 1.5.16 queDA(f) est inversible. Pour la réciproque, supposons que f(x) ≡ ax (mod deg 2)

où a ∈ A est inversible. On va construire l’inverse de f par récurrence.
En posant g1(x) := a−1x, on obtient que g1(f(x)) ≡ x (mod deg 2). Supposons que nous

ayons le polynôme gn(x) de degré n tel que gn(f(x)) ≡ x (mod deg n+ 1). On considère le
polynôme homogène hn(x) de degré n+ 1 tel que

hn(x) ≡ gn(f(x))− x (mod deg n+ 2).

On pose gn+1(x) := gn(x)− hn(a−1x). On a alors

gn+1(f(x)) = gn(f(x))− hn(a−1f(x))

≡ gn(f(x))− hn(a−1(ax)) (mod deg n+ 2)

≡ x (mod deg n+ 2).

L’inverse à gauche de f est défini par g(x) := limn gn(x). Par construction, on a g(f(x)) = x.
De la même manière, en considérant g̃1(x) = a−1x, f(g̃n(x)) ≡ x (mod deg n + 1),

h̃n(x) ≡ f(g̃n(x))− x (mod deg n + 2) et g̃n+1(x) = g̃n(x)− a−1h̃n(x), on obtient l’inverse
à droit g̃ de f . Puisque

g = g ◦ (f ◦ g̃) = (g ◦ f) ◦ g̃ = g̃,
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le morphisme de lois f est donc un isomorphisme.

Proposition 1.5.20. — Un morphisme d’anneaux ϕ : A → B s’étend canoniquement en
un foncteur Lϕ : LA → LB qui fait commuter le diagramme suivant

LA
Lϕ //

DA
��

LB

DB
��

A ϕ
// B .

De plus, Lϕ se restreint à un foncteur additif CLϕ de CLA vers CLB.

Démonstration. — Soit F (x, y) =
∑
aijx

iyj une loi de groupe formel sur A, on définit
Lϕ(F )(x, y) =

∑
ϕ(aij)x

iyj . Les images des flèches sont définies de manière similaire. De
plus, l’additivité de CLϕ découle du fait que

Lϕ(f + g)(x) = Lϕ(f)(x) +Lϕ(G) Lϕ(g)(x),

pour tous F,G ∈ CLA et f, g ∈ HomA(F,G). Les détails sont faciles à vérifier.

Théorème 1.5.21 (Cf. [Frö68, Chapter 1, §3, Theorem 2]). — Soit f : F → G un mor-
phisme de lois sur A.

1. Supposons que (A,+) est sans torsion. Alors DA(f) = 0 si et seulement si f = 0.

2. Supposons que (A,+) est d’exposant premier p. Alors DA(f) = 0 si et seulement si
f = 0 ou f(x) = g(xp

h
) où DA(g) 6= 0 et h > 0.

Démonstration. — On suppose que f(x) = ar1x
r1 + ar2x

r2 + · · · où 2 ≤ r1 < r2 < · · · et
ari 6= 0,∀i. Puisque f : F → G est un morphisme de lois, on a l’identité

f(F (x, y)) = G(f(x), f(y)). (1.4)

On compare les termes homogènes de degré r1 de cette identité pour obtenir

ar1(x+ y)r1 = ar1x
r1 + ar1y

r1 .

En comparant les coefficients de xr1−1y, on obtient r1ar1 = 0.
Si (A,+) est sans torsion, on en déduit que ar1 = 0. Ceci est une contradiction.
Si (A,+) est d’exposant p, on peut récrire r1 = s1p. Supposons que r2 n’est pas de la

forme s2p. Alors on a l’identité

ar2(x+ y)r2 = ar2x
r2 + ar2y

r2

en comparant les termes homogènes de degré r2 de (1.4). Il en résulte que r2ar2 = 0. Cette
contradiction implique r2 = s2p. De même manière, on peut vérifier que ri = sip pour tout i.
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Cela dit que f(x) = g(xp) où g(x) = as1x
s1 +as2x

s2 + · · · . Donc, le résultat va être démontré
par induction si l’on peut montrer que g est un morphisme de lois de groupe formel. En
effet, on considère le morphisme de Frobenius ϕ : A → A qui envoie a sur ap. D’après la
proposition 1.5.20, il s’étend en un foncteur Lϕ : LA → LA. Ce foncteur envoie la loi F sur
F (p) qui satisfait F (p)(xp, yp) = (F (x, y))p. Alors on a

g(F (p)(xp, yp)) = g((F (x, y))p) = f(F (x, y)) = G(f(x), f(y)) = G(g(xp), g(yp)).

Cela signifie que g est un morphisme de lois de F (p) vers G.

1.5.3 Une classification des lois de groupe formel commutatif

Dans cette section, on rappelle, sans démonstration, la classification de Lazard des lois
de groupe formel commutatif sur un corps F de caractéristique p.

Définition 1.5.22 (Hauteur d’un morphisme de lois de groupe formel). — Soit
f : F → G un morphisme de lois sur F.

• Si f = 0, on dit que f est de hauteur infinie.

• Dans le cas contraire, à l’aide du théorème 1.5.21, il existe un morphisme de lois g tel
que f(x) = g(xp

h
) où h ≥ 0 et DF(g) 6= 0. On dit que f est de hauteur h.

On désigne par ht(f) la hauteur du morphisme de lois f .

Proposition 1.5.23. — Soient f, f̃ ∈ HomF(F,G) et g ∈ HomF(G,H). On a

1. ht(f + f̃) ≥ min{ht(f),ht(f̃)},
2. ht(g ◦ f) = ht(g) + ht(f).

Définition 1.5.24 (Hauteur d’une loi de groupe formel). — Soit F une loi de groupe
formel commutatif sur F. Alors [p]F est un endomorphisme de F . On définit la hauteur de
F par ht(F ) := ht([p]F ).

Exemples 1.5.25 (Cf. l’exemple 1.5.6). — La loi additive est de hauteur infinie. La loi
multiplicative est de hauteur 1.

Proposition 1.5.26 ([Laz55, Corollaire 1]). — Soit F un corps de caractéristique p. Pour
tout entier naturel h, il existe une loi de groupe formel commutatif de hauteur h à coefficients
dans F.

Théorème 1.5.27 ([Laz55, Théorème 3]). — Soit F un corps séparablement clos de ca-
ractéristique p. Alors, deux lois de groupe formel commutatif sur F sont isomorphes si et
seulement si elles sont de même hauteur.
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CHAPITRE 2

K-théories de Morava des

2-groupes abéliens élémentaires

L es K-théories de Morava {K(n)}n∈N, pour un premier p fixé, forment une
famille de théories de cohomologie généralisée qui jouent un rôle fondamental

en théorie d’homotopie stable moderne. Dans le cadre de ce chapitre, nous considérons
le premier p = 2 et étudions le foncteur covariant V 7→ K(n)∗(BV ]) en tant qu’objet
de la catégorie F . Nous étudions également ses sous-objets et sous-quotients. Enfin, nous
montrons que ce foncteur est analytique et auto-dual.
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Chapitre 2. K-théories de Morava

2.1 Introduction

Pour chaque nombre premier p et chaque entier naturel n, il existe une théorie cohomolo-
gique complexe orientée, la n-ième K-théorie de Morava modulo p K(n)∗(−), dont l’anneau
de coefficients est K(n)∗ = Fp[νn, ν−1

n ], où |νn| = 2 − 2pn (cf. [Rav86]). La loi de groupe
formel Fn associée à K(n)∗(−) est la loi de Honda de hauteur n dont la p-série est donnée
par [p]Fn(x) = νnx

pn . Dans ce chapitre, on n’étudie que les K-théories de Morava modulo
2, et plus particulièrement la théorie K(2)∗(−).

Rappelons du chapitre 1 que F est la catégorie dont les objets sont les foncteurs de
la catégorie V des F2-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie Vect des F2-
espaces vectoriels, et dont les morphismes sont les transformations naturelles. Soit F̂ la
sous-catégorie de F dont les objets sont des foncteurs à valeurs dans la catégorie des F2-
algèbres graduées, dont les morphismes préservent le degré. Pour comprendre de manière
naturelle les K-théories de Morava des 2-groupes abéliens élémentaires, on étudie le foncteur
covariant V 7→ K(n)∗(BV ]) où BV ] désigne l’espace classifiant du dual linéaire V ] de V .
On peut considérer ce foncteur en tant qu’objet de la catégorie F et aussi en tant qu’objet
de la catégorie F̂ .

La K-théorie de Morava K(n)∗(−) est (2n+1−2)-périodique : la multiplication par νn et
celle par ν−1

n induisent un isomorphisme d’espaces vectoriels K(n)k(X) ∼= K(n)k+2n+1−2(X)

pour X un CW -complexe quelconque. On peut alors considérer l’algèbre Z/(2n+1 − 2)-
graduéeK(n)∗(X), avecK(n)k(X) := K(n)k(X) où la classe k ∈ Z/(2n+1−2) est représentée
par k ∈ Z. On obtient un isomorphisme de F2-algèbres Z/(2n+1 − 2)-graduées :

K(n)∗(X) ∼= F2 ⊗K(n)∗ K(n)∗(X),

où la structure de K(n)∗-algèbre de F2 est donnée par le morphisme d’anneaux ε de K(n)∗

dans F2 qui envoie νn sur 1 (ε est “gradué” en considérant F2 comme un espace vectoriel
Z/(2n+1 − 2)-gradué, trivial en degré différent de 0̄, ε envoie le degré k vers le degré k̄).
Puisque tout module gradué sur K(n)∗ est libre, K(n)∗(X) peut être récupéré à partir de
K(n)∗(X). On convient de confondre désormais un élément quelconque de K(n)∗(X) avec
son image dans K(n)∗(X). L’étude de K(n)∗(X) est plus commode que celle de K(n)∗(X)

puisque l’on peut éviter l’action de νn et travailler sur le corps F2 (voir [RW80] pour plus
de détails). On donne deux exemples de cet avantage.

Premièrement, on considère la structure de H-groupe CP∞ × CP∞ m−−→ CP∞. Cette
multiplication induit un morphisme de K(n)∗-algèbres m∗ de K(n)∗(CP∞) ∼= K(n)∗[[x]]

dans K(n)∗(CP∞ × CP∞) ∼= K(n)∗[[x ⊗ 1, 1 ⊗ x]] (cf. [Rav86]). La loi de groupe formel
associée à K(n)∗(−) est définie par Fn(x ⊗ 1, 1 ⊗ x) = m∗(x) ∈ K(n)∗[[x ⊗ 1, 1 ⊗ x]]. En
passant au produit tensoriel F2 ⊗K(n)∗ −, m∗ induit un morphisme de F2-algèbres m∗ de
K(n)∗(CP∞) ∼= F2[[x]] dansK(n)∗(CP∞×CP∞) ∼= F2[[x⊗1, 1⊗x]]. La série F̄n(x⊗1, 1⊗x)

définie par m∗(x) dans F2[[x⊗1, 1⊗x]] satisfait alors les axiomes d’une loi de groupe formel
commutatif (voir la section 1.5) :

54



2.1. Introduction

1. (Identité) F̄n(x, 0) = F̄n(0, x) = x,

2. (Associativité) F̄n(F̄n(x, y), z) = F̄n(x, F̄n(y, z)),

3. (Commutativité) F̄n(x, y) = F̄n(y, x).

De plus, elle est une loi de hauteur n sur le corps F2 et sa 2-série est donnée par le morphisme
[2]F̄n(x) = x2n . Cette loi est une réduction de la loi Fn donnée par ε, on l’appelle la loi de
groupe formel associée à K(n)∗(−).

Deuxièmement, d’après [RW80, Theorem 5.7], en utilisant la suite exacte de Gysin
associée à la fibration S1 → BZ/2 → CP∞, on obtient que l’algèbre K(n)∗(BZ/2) est
isomorphe à K(n)∗[x]/(x2n) où x est la classe d’Euler (associée à la théorie K(n)∗(−)) du
complexifié d’un fibré en droite réelle non trivial quelconque sur BZ/2. Soit V un F2-espace
vectoriel de dimension d. On rappelle que l’on dispose de l’isomorphisme de Künneth en
K-théorie de Morava. Puisque K(n)∗(BZ/2) est un K(n)∗-module libre de rang fini, on en
déduit que

K(n)∗(BV ]) ∼= K(n)∗((BZ/2)d) ∼= K(n)∗(BZ/2)
⊗d
K(n)∗ .

On insiste sur le fait que cet isomorphisme donne un système de générateurs de K(n)∗(BV ])

en tant que K(n)∗-algèbre :

K(n)∗(BV ]) ∼= K(n)∗[x1, . . . , xd]/(x
2n

1 , . . . , x2n

d ). (2.1)

Il donne de plus l’action du groupe symétrique Sd sur K(n)∗(BV ]) par les permutations
des générateurs, cependant l’action du groupe linéaire GL(V ]) = GLd(F2) provient de la loi
de groupe formel Fn associée à K(n)∗(−). Par exemple, on peut voir [Bru96] pour le cas
où le F2-espace vectoriel V est de dimension 2. On rencontre un problème similaire pour
l’action du monöıde End(V ]) sur K(n)∗(BV ]) (cf. [Kuh87]). On va discuter la nature de
cette action dans la deuxième section de ce chapitre. Retournons à l’isomorphisme (2.1),
en passant au produit tensoriel F2 ⊗K(n)∗ −, on obtient un isomorphisme de F2-algèbres
Z/(2n+1 − 2)-graduées :

K(n)∗(BV ]) ∼= F2[x1, . . . , xd]/(x
2n

1 , . . . , x2n

d ),

où xi est de degré 2 pour tout i.

Grâce aux arguments ci-dessus, on transfère l’étude du foncteur V 7→ K(n)∗(BV ]) au
foncteur V 7→ K(n)∗(BV ]), que l’on notera Kn. On analyse ensuite la loi de groupe formel
associée à K(n)∗(−) pour obtenir certaines relations importantes dans K(n)∗(BV ]). En
utilisant ces relations, on construit un isomorphisme naturel entre K(n)∗(BV ]) et un certain
quotient de l’algèbre symétrique de l’idéal d’augmentation de l’algèbre de groupe F2[V ].

Dans le cas n = 2, on peut également utiliser ces relations pour obtenir une description
des sous-objets et sous-quotients du foncteur K2 via une bi-filtration. Cela nous permet
d’affirmer que ce foncteur est analytique. Une autre application de cette bi-filtration est de
montrer que le foncteur K2 est auto-dual et que la dualité échange les deux filtrations.
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Chapitre 2. K-théories de Morava

2.2 Nature du foncteur V 7→ K(n)∗(BV ])

Dans cette section, on va reconstruire le foncteur V 7→ K(n)∗(BV ]). Ce travail dépend
fortement de la loi de groupe formel associée à K(n)∗(−). Les notations de base sur des lois
de groupes formels sont introduites dans la partie 1.5. Dans la section 2.2.1, on travaille
parfois sur un nombre premier quelconque. Mais, dans tous les autres sections de ce
chapitre, on suppose que le cas p = 2.

2.2.1 La loi de groupe formel associée à K(n)∗(−)

Pour chaque nombre premier p, on rappelle que la théorie de Lazard [Laz55] classifie
des lois de groupes formels commutatifs sur un corps de caractéristique p algébriquement
clos en fonction de la hauteur. Cela signifie que, pour tout entier naturel h, il existe une
unique loi de groupe formel, à isomorphisme près, de hauteur h.

Le lemme 2.2.4 va donner une approximation de la loi de groupe formel commutatif Fn
associée à la K-théorie de Morava modulo p K(n)∗(−).

Rappelons encore que la théorie de Brown-Peterson est une théorie de cohomologie
généralisée dont l’anneau de coefficients est BP ∗ = Z(p)[ν1, ν2, . . .] où |νi| = 2 − 2pi et
Z(p) est la localisation de Z correspondant au nombre premier p (cf. [Rav86]). On désigne
par FBP la loi de groupe formel associée à cette théorie.

On considère le morphisme d’anneaux ϕn : BP ∗ → K(n)∗ qui préserve νn et envoie
νi sur 0 pour tout i 6= n. D’après la proposition 1.5.20, il s’étend en le foncteur additif
CLψn : CLBP ∗ → CLK(n)∗ . Ce foncteur envoie la loi de groupe formel FBP sur la loi Fn
(cf. [Wür91]). L’approximation dans le lemme 2.2.4 provient d’une description de la loi
FBP . Pour les comprendre, on a besoin du résultat suivant qui provient de la théorie des
vecteurs de Witt.

Lemme 2.2.1 (Cf. [Haz09, §5]). — Pour tout entier n > 0, il existe des polynômes
symétriques homogènes à coefficients entiers ωi = ωi(x1, x2, ..., xn) de degré pi tels que

∑
t

xp
k

t =
k∑
i=0

piωp
k−i
i , ∀k ≥ 0.

Exemples 2.2.2. — Pour n = 2, en considérant l’identité où k = 0, on obtient

ω0(x, y) = x+ y.

On déduit ensuite du cas k = 1 que

ω1(x, y) =
1

p
(xp + yp − ωp0) =

1

p
(xp + yp − (x+ y)p) = −Cp(x, y),

où les polynômes Cj(x, y) sont définis dans la partie 1.5.
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2.2. Nature du foncteur V 7→ K(n)∗(BV ])

Proposition 2.2.3. — On considère la version réduite K(n)∗(−) de la n-ième K-théorie
de Morava modulo p. Soit F̄n la loi de groupe formel associée à K(n)∗(−). On a l’identité
suivante dans Fp[[x, y]] (|x| = |y| = 2) :

F̄n(x, y) =
∑
s≥0

F̄n
ωs(x, y)p

s(n−1)
,

où
∑F̄n désigne la somme par la loi de groupe formel F̄n (voir la remarque 1.5.11).

Démonstration. — Ravenel a donné la description suivante de la loi de groupe formel
FBP associée à la théorie de Brown-Peterson. En définissant ν∅ = 1 et ν(i1,i2,...,ik) =

νi1(ν(i2,...,ik))
pi1 , le résultat de Ravenel [Rav86, Theorem 4.3.9] dit que l’on a l’identité

suivante dans BP ∗[[x1, x2, . . .]] :∑
t

FBP
xt =

∑
I

FBP
νIωI(x1, x2, . . .), (2.2)

où la somme à droite est prise sur l’ensemble des k-uplets (k ∈ N), et ωI est un certain
polynôme symétrique de degré pi1+i2+···+ik avec I = (i1, i2, . . . , ik). Il montre encore que, si
I = (n, n, . . . , n) où n apparâıt s fois, alors ωI = ωp

s(n−1)

s où ωs est défini par le lemme 2.2.1.
On applique le foncteur CLψn à l’identité (2.2). Puisque le seul élément qui survit dans

le groupe de coefficients K(n)∗ est νn, alors νI 6= 0 si et seulement si I = (n, n, n, . . .). Donc,
on obtient ∑

t

Fn
xt =

∑
s

Fn
ν(psn−1)/(pn−1)
n ωs(x1, x2, . . .)

ps(n−1)
.

Par passage au produit tensoriel F2 ⊗K(n)∗ −, la proposition est démontrée.

Lemme 2.2.4 (Cf. [BP03, Lemma 5.3]). — On a

F̄n(x, y) ≡ x+ y − Cp(xp
n−1

, yp
n−1

) (mod deg (pn + 1)),

où F̄n est la loi de groupe formel associée à K(n)∗(−).

Démonstration. — On réécrit l’identité de la proposition 2.2.3 sous la forme :

F̄n(x, y) = F̄n(ω0(x, y), ω1(x, y)p
n−1

, ω2(x, y)p
2(n−1)

, . . .).

Puisque ωi(x, y)p
i(n−1)

est homogène de degré pin, qui est plus grand que (pn + 1) pour tout
i ≥ 2, on a les congruences modulo degré (pn + 1) suivantes :

F̄n(x, y) ≡ F̄n(x+ y, ω1(x, y)p
n−1

)

≡ F̄n(x+ y + ω1(x, y)p
n−1

, ω1(x+ y, ω1(x, y)p
n−1

)p
n−1

)

≡ x+ y + ω1(x, y)p
n−1

.

Le lemme se déduit de l’égalité Cp(x, y)p = Cp(x
p, yp) à coefficients dans Fp.
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Chapitre 2. K-théories de Morava

Corollaire 2.2.5. — Pour le cas p = 2, on a

F̄n(x, y) ≡ x+ y + x2n−1
y2n−1

(mod deg (2n + 1)).

Rappelons que la loi de groupe formel F̄n(x, y) est définie par l’image d’un élément ho-
mogène de degré 2 par le morphisme de F2-algèbres Z/(2n+1−2)-graduées, de K(n)∗(CP∞)

dans K(n)∗(CP∞ × CP∞) ∼= F2[[x, y]] où x, y sont de degré 2. La loi F̄n(x, y) est alors un
élément homogène de degré 2 de F2[[x, y]]. Elle n’a donc que les termes xiyj tels que (i+j) ≡
1 (mod (2n − 1)). En particulier, il n’y a aucun terme xiyj avec 2n + 1 ≤ i+ j ≤ 2(2n − 1).
On en déduit :

Proposition 2.2.6. — On a

F̄n(x, y) ≡ x+ y + x2n−1
y2n−1

(mod deg (2n+1 − 1)),

où F̄n est la loi de groupe formel associée à K(n)∗(−) pour p = 2.

Ce résultat a un rôle important dans la description explicite du foncteur V 7→ K(n)∗(BV ])

qui va être fait dans la section suivante.

2.2.2 Reconstruction du foncteur V 7→ K(n)∗(BV ])

On remarque tout d’abord que l’on a la bijection

V
' // H1(BV ],F2)

' // [BV ], BZ/2] .

Cette bijection envoie un élément quelconque u de V sur une classe d’équivalence des fibrés en
droites réelles de base BV ] que l’on appelle le fibré réel associé à cet élément. Le complexifié
u⊗R C correspond alors à la classe d’équivalence d’homotopie de la composée

BV ] u−−→ BZ/2 −→ BS1 ∼= CP∞.

Soit xK(n) ∈ K(n)2(CP∞) l’orientation complexe associée à K(n)∗(−). Le morphisme
K(n)2(CP∞)→ K(n)2(BV ]) induit par u⊗RC envoie xK(n) sur un élément de K(n)2(BV ])

que l’on appelle la classe d’Euler associée à u⊗R C, et que l’on note e(u⊗R C).

Soit J(V ) l’idéal d’augmentation de l’algèbre de groupe F2[V ] =
{∑

u∈V εu[u]
∣∣ εu ∈ F2

}
.

On considère l’application linéaire de J(V ) dans K(n)∗(BV ]) qui associe à un générateur
(u) = [u]− [0] de J(V ) l’élément e(u⊗R C) de K(n)2(BV ]). Elle s’étend canoniquement en
un morphisme d’algèbres, que l’on note ϑV , de l’algèbre symétrique S∗(J(V )) dans l’algèbre
commutative K(n)∗(BV ]).

Soient u et v des éléments quelconques de V , on désigne également par u, v les fibrés
réels associés à ces éléments. L’élément (u+ v) de V correspond alors au fibré réel u⊗R v.
On rappelle que l’on dispose, par définition de la loi de groupe formel (cf. [Rav86]), de la
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2.2. Nature du foncteur V 7→ K(n)∗(BV ])

relation suivante dans K(n)∗(BV ]) :

e(u⊗R v ⊗R C) = e((u⊗R C)⊗C (v ⊗R C)) = F̄n(e(u⊗R C), e(v ⊗R C)). (2.3)

Lemme 2.2.7. — On a les relations suivantes dans K(n)∗(BV ]) :

1. (e(u⊗R C))2n = 0 pour u quelconque dans V ,

2. e(u ⊗R v ⊗R C) = e(u ⊗R C) + e(v ⊗R C) + (e(u ⊗R C))2n−1
(e(v ⊗R C))2n−1

pour u, v
quelconques dans V .

Démonstration. — D’après la proposition 2.2.6, la relation (2.3) nous donne :

e(u⊗Rv⊗RC) ≡ e(u⊗RC)+e(v⊗RC)+(e(u⊗RC))2n−1
(e(v⊗RC))2n−1

(mod deg (2n+1−1))

pour u, v quelconques dans V . On pose u = v et on obtient alors 0 = (e(u⊗RC))2n(1 + · · · )
puisque u⊗R u est trivial. Comme la série formelle entre parenthèses est inversible ([Frö68,
Chapter 1, §1, Proposition 1]), il en résulte que (e(u ⊗R C))2n = 0 pour u quelconque.
On en déduit que, dans la relation (2.3), tous les termes (e(u ⊗R C))i(e(v ⊗R C))j tels que
i+ j ≥ 2n+1 − 1 sont nuls puisque soit i, soit j est alors supérieur ou égal à 2n. La relation

e(u⊗R v ⊗R C) = e(u⊗R C) + e(v ⊗R C) + (e(u⊗R C))2n−1
(e(v ⊗R C))2n−1

en découle.

On en déduit que le noyau du morphisme ϑV : S∗(J(V )) → K(n)∗(BV ]) contient tous
les éléments de la forme (u + v) + (u) + (v) + (u)2n−1

(v)2n−1
. Il induit donc un morphisme

d’algèbres, que l’on note encore ϑV , de S∗(J(V ))/Rn(V ) dans K(n)∗(BV ]). Ici Rn(V ) est
l’idéal engendré par les éléments de la forme (u+ v) + (u) + (v) + (u)2n−1

(v)2n−1
pour u, v

quelconques dans V .

Définition 2.2.8. — On désigne par Kn le foncteur Z/(2n+1 − 2)-gradué qui à un
F2-espace vectoriel de dimension finie quelconque V associe la F2-algèbre Z/(2n+1 − 2)-
graduée S∗(J(V ))/Rn(V ), où J(V ) est concentré en degré 2. Le morphisme ϑV est alors un
morphisme préservant le degré, de Kn(V ) dans K(n)∗(BV ]).

Théorème 2.2.9. — Pour tout F2-espace vectoriel V de dimension finie,

ϑV : Kn(V ) −→ K(n)∗(BV ])

est un isomorphisme de F2-algèbres Z/(2n+1 − 2)-graduées. Donc, les isomorphismes ϑV
déterminent une équivalence naturelle entre le foncteur Kn et le foncteur V 7→ K(n)∗(BV ]).

Démonstration. — Supposons que l’espace vectoriel V est de dimension d et soit {e1, . . . , ed}
une base de V . La surjectivité de ϑV est une conséquence de l’isomorphisme

K(n)∗(BV ]) ∼= F2[x1, . . . , xd]/(x
2n

1 , . . . , x2n

d ),
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Chapitre 2. K-théories de Morava

où xi est la classe d’Euler e(ei ⊗R C) avec 1 ≤ i ≤ d (cf. (2.1)).
On va ensuite montrer que la dimension de la source est inférieure ou égale à la dimension

du but. En effet, le F2-espace vectoriel K(n)∗(BV ]) admet une base de 2nd éléments de la
forme xi11 · · ·xidd , où 0 ≤ ik ≤ 2n − 1. D’autre part, l’idéal Rn(V ) donne la relation suivante
dans Kn(V ) :

(u+ v) = (u) + (v) + (u)2n−1
(v)2n−1

, (2.4)

pour u, v quelconques dans V . En posant u = v, on obtient que

(u)2n = 0 (2.5)

pour u quelconque dans V . Ainsi, tout élément de S∗(J(V ))/Rn(V ) est un polynôme aux
indéterminées (u) avec u ∈ V où la puissance de (u) dans chaque monôme est inférieur à
2n. De plus, en utilisant la relation (2.4), on peut décomposer cet élément en combinaison
linéaire de 2nd éléments de la forme (e1)i1 · · · (ed)id , où 0 ≤ ik ≤ 2n − 1. Le théorème est
démontré.

Corollaire 2.2.10. — Le foncteur Kn est exponentiel, i.e. on a une équivalence naturelle
de F2-algèbres Z/(2n+1 − 2)-graduées : Kn(V ⊕W ) ∼= Kn(V )⊗Kn(W ).

Démonstration. — Le produit de l’algèbre symétrique S∗ induit un morphisme naturel
Kn(V ) ⊗ Kn(W ) → Kn(V ⊕W ). Par ailleurs, en tant que F2-espaces vectoriels, c’est un
isomorphisme grâce à l’isomorphisme de Künneth pour la K-théorie de Morava K(n)∗(−).
Le résultat s’ensuit.

Proposition 2.2.11. — Kn(V ) a une structure d’algèbre de Hopf où la diagonale est
donnée par la formule δ((u)) = (u) ⊗ 1 + 1 ⊗ (u) + (u)2n−1 ⊗ (u)2n−1

pour tout u ∈ V .
Les éléments (u)2i sont primitifs pour tout i ≥ 1.

Démonstration. — On sait que K(n)∗(BV ]) est une algèbre de Hopf. Il suffit d’identifier
la diagonale. Soit u un fibré en droite réelle sur BV ], et µ : BV ] ×BV ] → BV ] la loi de ce
H-espace. On a

δ(e(u⊗R C)) := µ∗(e(u⊗R C)) = Fn(e(u⊗R C)⊗ 1, 1⊗ e(u⊗R C)).

Pour le second point, il suffit d’élever la formule ci-dessus à la puissance 2i et d’utiliser
la relation (2.5). La proposition s’ensuit.

2.2.3 Quelques applications

Proposition 2.2.12. — ∆(Kn) = K⊕(2n−1)
n .

Démonstration. — Puisque le foncteur Kn est exponentiel, l’espace Kn(V ⊕ F2) s’écrit

Kn(V ⊕ F2) ∼= Kn(V )⊗Kn(F2) ∼=
2n−1⊕
i=0

Kn(V )⊗ (e)i ∼=
2n−1⊕
i=0

Kn(V )
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en désignant par e générateur de F2, et Kn(V )⊗ (e)i := {x⊗ (e)i | x ∈ Kn(V )}.

Proposition 2.2.13. — Soit S∗2n le foncteur puissance symétrique tronquée (voir l’exemple
1.1.7). En considérant S∗2n(J(V )) comme une F2-algèbre Z/(2n+1 − 2)-graduée où J(V ) est
concentré en degré 2, on a l’équivalence de foncteurs Z/(2n+1 − 2)-gradués suivant :

Kn ∼= (S∗2n ◦ J)/R̃n,

où R̃n est le foncteur envoyant V ∈ V sur l’idéal de S∗2n(J(V )) engendré par les éléments
de la forme (u+ v) + (u) + (v) + (u)2n−1

(v)2n−1
pour u, v quelconques dans V .

Démonstration. — Considérons la surjection canonique (S∗ ◦ J)→ Kn = (S∗ ◦ J)/Rn. Elle
se factorise à travers S∗2n ◦J grâce à la relation (2.5) dans Kn(V ), puis à travers (S∗2n ◦J)/R̃n
puisque tous les éléments de la forme (u + v) + (u) + (v) + (u)2n−1

(v)2n−1
sont nuls dans

Kn(V ). Le résultat se déduit du fait que les deux espaces Kn(V ) et S∗2n(J(V ))/R̃n(V ) sont
de même dimension 2nd, où d est la dimension de V .

Lemme 2.2.14. — On a, dans Kn(V ), la relation (u + v)2i = (u)2i + (v)2i pour tous
u, v ∈ V et pour tout i ≥ 1.

Démonstration. — Par élévation au carré de la relation (2.4) et en utilisant la relation (2.5),
on obtient que

(u+ v)2 = (u)2 + (v)2

pour u, v quelconques dans V . Il en résulte que (u+v)2i = (u)2i +(v)2i pour tout i ≥ 1.

Proposition 2.2.15. — Par construction de Kn, on a un morphisme naturel de J dans
Kn. Si n ≥ 2, ce morphisme se factorise à travers la deuxième puissance divisée Γ2, i.e. on
a la factorisation suivante :

J //

�� ��

Kn .

Γ2

==

Démonstration. — Rappelons que J admet une unique filtration convergente décroissante

J = J1 ⊃ J2 ⊃ · · · ⊃ Jk ⊃ Jk+1 ⊃ · · ·

telle que Jk/Jk+1
∼= Λk (voir la proposition 1.1.40). Rappelons encore que J3(V ) est le

sous-F2-espace vectoriel de J(V ) engendré par les éléments de la forme

(u) + (v) + (w) + (u+ v) + (v + w) + (w + u) + (u+ v + w)

pour u, v, w quelconques dans V .
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En utilisant les relations (2.4) et le lemme 2.2.14, nous obtenons la relation suivante
dans K2(V ) :

(u+ v + w) + (u+ v) + (v + w) + (w + u) + (u) + (v) + (w) =

= ((u+ v + w) + (u+ v) + (w)) + ((v + w) + (v) + (w)) + ((w + u) + (w) + (u))

= (u+ v)2n−1
(w)2n−1

+ (v)2n−1
(w)2n−1

+ (w)2n−1
(u)2n−1

= ((u)2n−1
+ (v)2n−1

)(w)2n−1
+ (v)2n−1

(w)2n−1
+ (w)2n−1

(u)2n−1
(car n ≥ 2)

= 0.

On en déduite que le morphisme de J dans K2 se factorise à travers J/J3. D’autre part,
les foncteurs J/J3 et Γ2 sont des extensions non-triviales de Λ1 par Λ2. De plus, d’après
[FLS94], Ext1F (Λ1,Λ2) = F2. On obtient donc J/J3

∼= Γ2.

Remarque 2.2.16. — La démonstration de la proposition 2.2.15 ne fonctionne pas si n = 1

puisque l’on n’a pas la relation (u+ v) = (u) + (v) dans K1(V ).

Corollaire 2.2.17. — Le foncteur Kn est analytique si et seulement si n ≥ 2.

Démonstration. — On note que le foncteur K1 est isomorphe au projectif standard PF2 , i.e.
K1(V ) ∼= F2[V ]. Le projectif standard PF2 n’est pas analytique (voir [HLS93]).

Si n ≥ 2, par la construction de Kn, on a un épimorphisme de S∗ ◦ J vers Kn. Il se
factorise à travers S∗ ◦ Γ2 grâce à la proposition 2.2.15. Le foncteur Kn est donc un objet
quotient du foncteur analytique S∗ ◦ Γ2, il est alors analytique.

On a une autre conséquence du lemme 2.2.14 :

Proposition 2.2.18. — L’application de V dans Kn(V ), qui à u ∈ V associe l’élément
(u)2 ∈ Kn(V ), est une application linéaire. Elle s’étend canoniquement en un morphisme
d’algèbres de Hopf de S∗2n−1(V ) dans Kn(V ). Ce morphisme est injectif et fonctoriel en V .

De plus, en considérant S∗2n−1(V ) comme une F2-algèbre Z/(2n+1 − 2)-graduée où V

est concentré en degré 4, le monomorphisme d’algèbres de S∗2n−1(V ) dans Kn(V ) est un
monomorphisme préservant le degré.

Démonstration. — Il suit du lemme 2.2.14 que l’application de V vers Kn(V ) définie dans
l’énoncé est une application linéaire. Elle s’étend en un morphisme d’algèbres de S∗(V ) dans
Kn(V ) qui se factorise à travers S∗2n−1(V ) puisque la relation ((u)2)2n−1

= (u)2n = 0 est vraie
dans Kn(V ). On obtient donc un morphisme naturel ψ : S∗2n−1 → Kn qui est bien défini par

ψV (u1 . . . uk) := (u1)2 · · · (uk)2

où k ∈ N, et ui quelconques dans V .
Afin de montrer que le morphisme ψ est injectif, on utilise un argument de dimen-

sion. Supposons que l’espace vectoriel V est de dimension d et soit {e1, . . . , ed} une base
de V . Soit k un entier naturel quelconque. En utilisant la relation (2.7), il est évident que
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l’image de Sk2n−1(V ) par ψ est le F2-sous-espace vectoriel de Kn(V ) engendré par le système
{(e1)2i1 · · · (ed)2id : i1 + · · ·+ id = k et 0 ≤ ij < 2n−1}. Ce système est libre grâce à l’isomor-
phisme

Kn(V ) ∼= K(n)∗(BV ]) ∼= F2[x1, . . . , xd]/(x
2n

1 , . . . , x2n

d ), (2.6)

où xi est la classe d’Euler e(ei ⊗R C). La dimension de ψ(Sk2n−1(V )) est alors égale à celle
de Sk2n−1(V ) puisque Sk2n−1(V ) admet une base de la même forme. De plus, on déduit de
l’isomorphisme ci-dessus que la famille {ψ(Sk2n−1(V ))}k∈N est en somme directe. Il en résulte
que le morphisme ψ est injectif.

Corollaire 2.2.19. — En considérant la graduation de S∗2n−1(V ) comme dans la propo-
sition 2.2.18, Kn(V ) est un S∗2n−1(V )-module Z/(2n+1 − 2)-gradué libre de rang 2d, où d

est la dimension du F2-espace vectoriel V . Autrement dit, on a une équivalence naturelle
Kn(V )⊗S∗

2n−1 (V ) F2
∼= Λ∗(V ).

Démonstration. — Considérons la composée des surjections canoniques S∗(V )→ Kn(V ) et
Kn(V ) → Kn(V ) ⊗S∗

2n−1 (V ) F2. Elle se factorise à travers Λ∗(V ) puisque (u)2 ∈ S∗2n−1(V ).
Donc, pour conclure, il suffit d’utiliser un argument de dimension. En effet, si on a une base
{e1, . . . , ed} de V , une base de Kn(V )⊗S∗

2n−1 (V ) F2 est donnée par les éléments de la forme

(e)I =
∏
i∈I

(ei),

pour tout sous-ensemble I de {1, . . . , d}.

2.3 Structure du foncteur K2

Dans cette section, nous allons analyser la structure du foncteur K2 qui est isomorphe au
foncteur V 7→ K(2)∗(BV ]). En détail, nous étudierons des sous-objets et des sous-quotients
de K2.

Rappelons que K2(V ) est une F2-algèbre Z/6-graduée, où le degré de tout élément de
J(V ) est 2. Cette graduation induit une décomposition du foncteur K2, que l’on appelle la
décomposition par le poids. A savoir, toutes les composantes correspondantes aux degrés
impairs sont nulles, alors K2 = K0

2 ⊕K2
2 ⊕K4

2, où le foncteur K2k
2 est isomorphe au foncteur

V 7→ K(2)2k(BV ]) pour 0 ≤ k ≤ 2.
Rappelons encore que, dans K2(V ), on a les relations suivantes :

(u+ v) = (u) + (v) + (u)2(v)2,

(u)4 = 0,

(u+ v)2 = (u)2 + (v)2,

(2.7)

pour u, v quelconques dans V .
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2.3.1 Les sous-foncteurs Kp,q du foncteur K2

Soient p, q deux entiers naturels. Rappelons que J est le foncteur qui associe à l’espace
vectoriel V l’idéal d’augmentation de l’algèbre du groupe F2[V ]. Il découle de la définition
du foncteur K2 que l’on a un morphisme naturel de J dans K2. On a encore un morphisme
de Λq dans K2 d’après la proposition 2.2.18. On obtient donc un morphisme θp,q du produit
tensoriel (Tp ◦J)⊗Λq dans K2 en utilisant le produit de K2, où T∗ est le foncteur puissance
tensorielle.

Lemme 2.3.1. — Le morphisme θp,q se factorise à travers (Sp ◦ Γ2)⊗ Λq.

Démonstration. — Grâce à la proposition 2.2.15, θp,q se factorise à travers (Tp ◦ Γ2)⊗ Λq.
Il se factorise ensuite à travers (Sp ◦ Γ2) ⊗ Λq grâce à la commutativité du produit de K2.
En d’autres termes, on a le diagramme commutatif suivant :

(Tp ◦ J)⊗ Λq
θp,q //

����

K2

(Tp ◦ Γ2)⊗ Λq // // (Sp ◦ Γ2)⊗ Λq.

OO

Définition 2.3.2. — L’image du morphisme θp,q détermine un sous-foncteur du foncteur
K2 que l’on note Kp,q. Autrement dit, Kp,q est le foncteur qui à tout espace vectoriel V
associe le sous-espace vectoriel de K2(V ) qui est engendré par les éléments de la forme

(u1) · · · (up)(v1)2 · · · (vq)2

pour ui et vj quelconques dans V .

Corollaire 2.3.3. — Le foncteur Kp,q est polynomial de degré inférieur ou égal à (2p+ q),
pour p, q ∈ N.

Démonstration. — D’après le lemme 2.3.1, le foncteur Kp,q est le quotient du foncteur
polynomial (Sp ◦ Γ2)⊗ Λq.

Remarque 2.3.4. — Rappelons que K2 est un foncteur exponentiel de Hopf, il admet un
produit naturel K2 ⊗ K2 → K2 et un coproduit naturel K2 → K2 ⊗ K2 qui font de K2(V )

une F2-algèbre de Hopf pour tout V ∈ V (cf. le corollaire 2.2.10 et la proposition 2.2.11).
Cette structure est compatible avec la famille {Kp,q} :

Kp,q ⊗Ks,t −→ Kp+s,q+t,

et
Kp,q −→

∑
i+2j+i′+2j′≡p+2q (mod 3)

Ki,j ⊗Ki′,j′ .
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Définition 2.3.5. — Soit � l’ordre partiel sur l’ensemble N2 qui est engendré par la
relation : (p, q) ≺ (s, t) si (s, t) = (p, q) + (2,−1) ou (s, t) = (p, q) + (1,−2).

Lemme 2.3.6. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (p, q) � (s, t).

2. Il existe m,n ≥ 0 tels que (s, t) = (p, q) +m(2,−1) + n(1,−2).

3. Il existe m,n ≥ 0 tels que (2s+ t)− (2p+ q) = 3m et (p+ 2q)− (s+ 2t) = 3n.

Remarque 2.3.7. — Si (p, q) et (s, t) sont comparables, alors p+ 2q ≡ s+ 2t (mod 3). On
note que cette condition est équivalente à la condition 2p+ q ≡ 2s+ t (mod 3).

Démonstration de 2.3.6. — Le fait que la première assertion est équivalente à la seconde est
déduit explicitement de la définition ci-dessus de l’ordre partiel �. On obtient l’équivalence
entre la seconde et la troisième par un calcul direct.

Proposition 2.3.8. — Soit V un espace vectoriel de dimension d. On a

dimKp,q(V ) =
∑

(i,j)�(p,q)

(
d

i

)(
d

j

)
.

Démonstration. — Fixons une base {e1, . . . , ed} de V . Rappelons que l’espace vectoriel
Kp,q(V ) est engendré par les éléments de la forme (u1) · · · (up)(v1)2 · · · (vq)2 pour ui et vj
quelconques dans V . En utilisant les relations (2.7), on trouve que Kp,q(V ) est engendré par
le système ε qui est composé par les éléments de la forme

(ek1) · · · (eki)(el1)2 · · · (elj )2,

où k1 < . . . < ki, l1 < . . . < lj et (i, j) � (p, q). Le système ε est de plus libre grâce à
l’isomorphisme

K2(V ) ∼= K(2)∗(BV ]) ∼= F2[x1, . . . , xd]/(x
4
1, . . . , x

4
d), (2.8)

où xi est la classe d’Euler e(ei ⊗R C). La proposition s’ensuit.

Remarque 2.3.9. — Rappelons que dim Λn(V ) =
(

dimV
n

)
pour tout n ∈ N. On a donc :

dimKp,q(V ) =
∑

(i,j)�(p,q)

dim(Λi(V )⊗ Λj(V )).

Lemme 2.3.10. — Kp,q ↪→ Ks,t si (p, q) � (s, t).

Démonstration. — On voit facilement que Kp,q ↪→ Kp+2,q−1 pour q ≥ 1. On a aussi une
inclusion Kp,q ↪→ Kp+1,q−2 pour q ≥ 2 puisque l’on a la relation (vi)

2(vj)
2 = (vi) + (vj) +

(vi + vj) dans K2(V ). Le lemme s’ensuit.
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Proposition 2.3.11. — Si p+ 2q et s+ 2t ne sont pas congrus modulo 3, Kp,q ∩Ks,t = 0.
Dans le cas contraire, supposons que p+ 2q ≥ s+ 2t. Alors,

1. Si (p, q) � (s, t), Kp,q ∩Ks,t = Kp,q.

2. Si (p, q) � (s, t), Kp,q ∩Ks,t = Km,n avec m = 4s+2t−p−2q
3 , n = 2p+4q−2s−t

3 .

Remarque 2.3.12. — On explique ici les hypothèses de la proposition 2.3.11. Pour p, q, s, t
des nombres naturels tels que p + 2q ≡ s + 2t (mod 3) et que p + 2q ≥ s + 2t, on compare
2p+ q et 2s+ t :

1. Si 2p+ q ≤ 2s+ t, Kp,q ∩Ks,t = Kp,q.

2. Si 2p+ q ≥ 2s+ t, cette intersection est Km,n oùm+ 2n = p+ 2q

2m+ n = 2s+ t
⇐⇒

m = 4s+2t−p−2q
3

n = 2p+4q−2s−t
3

.

On donne ici une illustration qui fait une partie des figures 2.2, 2.3 et 2.4 (page 68).
La position de Kp,q par rapport à Ks,t dépend des conditions de la proposition : Kp,q

est situé à droite de Ks,t.

Kp,q

2s+t=2m+n

Kp,q Kp,q Kp,q Kp,q Kp,q Kp,q

Kp,q

Ks,t

Km,n

p+
2q

=m
+2n

Kp,q Kp,q

Figure 2.1 – Kp,q ∩Ks,t = Km,n, où (p+ 2q)− (s+ 2t) = 3k ≥ 0 et (p, q) � (s, t).

Démonstration de 2.3.11. — Si p + 2q et s + 2t ne sont pas congrus modulo 3, le résultat
se déduit de la décomposition par le poids du foncteur K2. Dans le cas contraire, le résultat
correspondant au cas (p, q) � (s, t) suit du lemme 2.3.10, il reste à considérer le cas où
(p, q) � (s, t).

On observe d’abord que (m,n) est strictement plus petit que (p, q) et (s, t) par rapport
à l’ordre partiel �. On déduit du lemme 2.3.10 que Km,n est un sous-foncteur de Kp,q∩Ks,t.
Il suffit alors de montrer la proposition par des arguments de dimension.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie d quelconque. Fixons une base {e1, . . . , ed}
de V . La base de Kp,q(V ) est alors donnée par

εp,q =
{

(ek1) · · · (eki)(el1)2 · · · (elj )2
∣∣ k1 < . . . < ki, l1 < . . . < lj , (i, j) � (p, q)

}
,
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et celle de Ks,t(V ) est donnée par

εs,t =
{

(ek1) · · · (eki)(el1)2 · · · (elj )2
∣∣ k1 < . . . < ki, l1 < . . . < lj , (i, j) � (s, t)

}
.

On considère l’espace vectoriel Kp,q(V ) + Ks,t(V ). Il est engendré par le système ε :=

εp,q ∪ εs,t. L’isomorphisme (2.8) dit que le système ε est libre. Ainsi, on obtient que

dim(Kp,q(V ) +Ks,t(V )) = |εp,q ∪ εs,t|
= |εp,q|+ |εs,t| − |εp,q ∩ εs,t|.
= dim(Kp,q(V )) + dim(Ks,t(V ))− |εp,q ∩ εs,t|.

Il en résulte que la dimension de Kp,q(V ) ∩ Ks,t(V ) est égale au cardinal de l’ensemble
εp,q ∩ εs,t dont les éléments sont de la forme

(ek1) · · · (eki)(el1)2 · · · (elj )2,

où k1 < . . . < ki, l1 < . . . < lj , (i, j) � (p, q) et (i, j) � (s, t). En utilisant la troisième
assertion du lemme 2.3.6, on obtient l’équivalence suivante où les conditions de congruences
sont satisfaites :

{
(i, j) � (p, q)

(i, j) � (s, t)
⇐⇒


i+ 2j ≥ p+ 2q

2i+ j ≤ 2p+ q

i+ 2j ≥ s+ 2t

2i+ j ≤ 2s+ t

⇐⇒
{
i+ 2j ≥ p+ 2q

2i+ j ≤ 2s+ t
⇐⇒ (i, j) � (m,n).

Ceci implique que εp,q ∩ εs,t est une base de Km,n(V ). La proposition est démontrée.

Corollaire 2.3.13. — Kp,q ∩Kp+1,q+1 = Kp−1,q+2.

Démonstration. — On calcule pour le cas où (p+ 1) + 2(q+ 1) ≡ p+ 2q (mod 3), (p+ 1) +

2(q + 1) ≥ p+ 2q et (p+ 1, q + 1) � (p, q). On obtient que (m,n) = (p− 1, q + 2).

Corollaire 2.3.14. — Kp,q ↪→ Ks,t si et seulement si (p, q) � (s, t).

Démonstration. — Si (p, q) � (s, t), Kp,q ↪→ Ks,t d’après le lemme 2.3.10. Si (p, q) � (s, t),
Kp,q ∩Ks,t est strictement plus petit que Kp,q d’après la proposition 2.3.11.

Proposition 2.3.15. — Le foncteur K2 est la limite inductive du système {Kp,q}.

Démonstration. — La limite inductive du système {Kp,q} est la somme
∑

p,qKp,q. Elle est
un sous-foncteur de K2.

D’autre part, soit V un espace vectoriel de dimension finie d quelconque. Rappelons que

K2(V ) = S∗(J(V ))/R2(V ).
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On fixe une base {e1, . . . , ed} de V . On déduit alors des relations (2.7) que l’espace vectoriel
K2(V ) est engendré par les éléments de la forme (ek1) · · · (eki)(el1)2 · · · (elj )2, où k1 < . . . <

ki, l1 < . . . < lj , i ≤ d et j ≤ d. Ceci implique que K2(V ) est un sous-espace vectoriel de∑
p,q≤dKp,q(V ) ⊂∑p,qKp,q(V ).
On obtient donc que K2(V ) =

∑
p,qKp,q(V ) pour tout espace vectoriel de dimension

finie V . Cela signifie également que K2 =
∑

p,qKp,q. La proposition s’ensuit.

Remarque 2.3.16. — On considère la décomposition par le poids du foncteur K2 (voir à
la page 63). En rappelant que (u) est un élément de degré 2 de K2(V ) pour tout u ∈ V , on
en déduit que Kp,q est un sous-foncteur de K2k

2 si et seulement si p+ 2q ≡ k (mod 3).
On observe de plus que, siKp,q est un sous-foncteur de K2k

2 , le foncteurKs,t est également
un sous-foncteur de K2k

2 pour tout (s, t) � (p, q). On a les diagrammes suivants, où les lCk
(resp. lDk) sont les lignes de base de déterminer la filtration croissante C∗ (resp. la filtration
décroissante D∗) du foncteur K2 (pour la définition des filtrations C∗ et D∗, on renvoie aux
sous-sections suivantes) :

lD1 lD4 lD7 K7,088

+ �

ff

S3

lD10

K4,088

+ �

ff

S3

K5,188

+ �

ff

S3

Kp,q88

+ �

K1,0 ff

S3

K2,188

+ �

ff

S3

K3,288

+ �

ff

S3

K4,388

+ �

ff

S3

lD13

K0,2 K1,3 ff

S3

K2,488

+ �

ff

S3

Kp,q88

+ �

K0,5 K1,6 ff

S3

lC8
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Figure 2.2 – Sous-foncteurs du foncteur K2
2 : V 7→ K(2)2(BV ]),
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Figure 2.3 – Sous-foncteurs du foncteur K4
2 : V 7→ K(2)4(BV ]),
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et

K0,0 = F2

Figure 2.4 – Sous-foncteurs du foncteur K0
2 : V 7→ K(2)0(BV ]).

Remarque 2.3.17. — Les résultats de cette section nous permet de définir des filtrations
convergentes de K2. En effet, dans les sections suivantes, on va construire une filtration
décroissante {Dk} et une filtration croissante {Ck} du foncteur K2. On en déduit ensuite une
bi-filtration du foncteur K2 dont les sous-quotients sont le produit tensoriel des puissances
extérieures.

2.3.2 La filtration décroissante du foncteur K2

Définition 2.3.18. — Pour tout entier naturel k, on note Dk la somme
∑

p+2q≥kKp,q. On
obtient alors la filtration décroissante du foncteur K2 :

K2 = D0 ⊃ · · · ⊃ Dk ⊃ · · · .

La proposition 2.3.15 dit que cette filtration est convergente.

Exemple 2.3.19. — Grâce à la proposition 2.3.11, on peut déterminer l’intersection de Dk
et les composantes de la décomposition par le poids du foncteur K2. Par exemple,

• D3 ∩ K2
2 = (K0,2 +K2,1 +K4,0) + (K1,3 +K3,2 +K5,1 +K7,0) + · · · ,

• D3 ∩ K4
2 = (K1,2 +K3,1 +K5,0) + (K0,4 +K2,3 +K4,2 +K6,1 +K8,0) + · · · ,

• D3 ∩ K0
2 = (K1,1 +K3,0) + (K0,3 +K2,2 +K4,1 +K6,0) + · · · .

En général, on a l’illustration suivante de Dk (cf. les figures 2.2, 2.3 et 2.4) :
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Dk ∩ K2k
2

lDk

Dk ∩ K2(k+1)
2

lDk+1

Dk ∩ K2(k+2)
2

lDk+2

Figure 2.5 – Dk =
(
Dk ∩ K2k

2

)
⊕
(
Dk ∩ K2(k+1)

2

)
⊕
(
Dk ∩ K2(k+2)

2

)
.

On a le résultat suivant sur les quotients successifs de la filtration décroissante {Dk}.

Proposition 2.3.20. — On a

Dn/Dn+1
∼= Kn,0/Kn−1,2.

Démonstration. — En utilisant la décomposition par le poids du foncteur K2, on obtient

Dn
Dn+1

=
Dn ∩ K2n

2

Dn+1 ∩ K2n
2

⊕ Dn ∩ K2n+2
2

Dn+1 ∩ K2n+2
2

⊕ Dn ∩ K2n+4
2

Dn+1 ∩ K2n+4
2

=
Dn ∩ K2n

2

Dn+3 ∩ K2n
2

⊕ Dn+1 ∩ K2n+2
2

Dn+1 ∩ K2n+2
2

⊕ Dn+2 ∩ K2n+4
2

Dn+2 ∩ K2n+4
2

=
Kn,0

Kn−1,2
⊕ 0⊕ 0.

La proposition est démontrée.

D’après la définition 2.3.2, on a l’épimorphisme

θn,0 : Tn ◦ J −→ Kn,0.

On considère le foncteur J2 de la filtration décroissante de J (voir la proposition 1.1.40).
On rappelle que pour tout espace vectoriel V de dimension finie, le sous-espace vectoriel
J2(V ) de J(V ) est engendré par les éléments de la forme (u + v) + (u) + (v) pour u, v
quelconques dans V . On considère encore le morphisme composé de θn,0V par la projection
Kn,0(V ) → Kn,0(V )/Kn−1,2(V ). L’image de (J(V ))⊗(n−1) ⊗ J2(V ) par ce morphisme est
nulle puisque Kn−1,2(V ) est engendré par les éléments de la forme

(u1) · · · (un−1)((un + u′n) + (un) + (u′n)).

En remarquant que J/J2 = J1/J2
∼= Λ1 ∼= Id, le morphisme composé ci-dessus induit alors
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un épimorphisme de (Tn−1 ◦ J)⊗ Id dans Kn,0. Par récurrence, on obtient l’épimorphisme

Tn −→ Kn,0/Kn−1,2.

Il se factorise ensuite à travers Sn grâce à la commutativité du produit de K2(V ). Rappelons
que Sn4 le foncteur puissance symétrique tronquée qui est défini par le conoyau de la composée

Sn−4 ⊗ S1 1⊗φ // Sn−4 ⊗ S4 produit // Sn

où φ : S1 → S4 est le morphisme de Frobenius (voir l’exemple 1.1.7). Comme on a (v)4 = 0

dans K2(V ) pour tout v ∈ V , l’épimorphisme

Sn −→ Kn,0/Kn−1,2

se factorise alors à travers Sn4 .

Théorème 2.3.21. — L’épimorphisme naturel

Sn4 −→ Kn,0/Kn−1,2

est un isomorphisme.

Démonstration. — On montre le théorème par un argument de dimensions. Supposons que
V est un espace vectoriel de dimension d. Grâce au corollaire 2.3.8, on peut calculer

dim (Kn,0(V )/Kn−1,2(V )) =
∑

i+2j=n

(
d

i

)(
d

j

)
.

Ce résultat est exactement la dimension de l’espace vectoriel Sn4 (V ). Le théorème s’ensuit.

2.3.3 La bi-filtration du foncteur K2

Définition 2.3.22. — En définissant Ck :=
∑

2p+q≤kKp,q, on obtient alors la filtration
croissante du foncteur K2 :

C0 ⊂ . . . ⊂ Ck ⊂ . . . ⊂ K2.

On en déduit la bi-filtration {Fs,t}s,t≥0 de K2 où Fs,t := Cs∩Dt. Cette bi-filtration satisfait
que Fs,t ⊂ Fs′,t′ si s ≤ s′ et t ≥ t′. Le gradué associé à cette bi-filtration est défini par

grK2 :=
⊕
s,t

grs,tK2, grs,tK2 :=
Fs,t

Fs−1,t + Fs,t+1
.

On a l’illustration suivante de Ck (cf. les figures 2.2, 2.3 et 2.4) :
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Ck ∩ K−2k
2

lCk

Ck ∩ K−2(k−1)
2

lCk−1

Ck ∩ K−2(k−2)
2

lCk−2

Figure 2.6 – Ck =
(
Ck ∩ K−2k

2

)
⊕
(
Ck ∩ K−2(k−1)

2

)
⊕
(
Ck ∩ K−2(k−2)

2

)
.

Définition 2.3.23. — A partir des filtrations du foncteur K2, on peut former les filtrations
des composantes K2k

2 de la décomposition par le poids de K2 :

• La filtration croissante de K2
2 est {C2

s = C3s+2 ∩ K2
2}s≥0, la filtration décroissante de

celui est {D2
t = D3t+1∩K2

2}t≥0. La bi-filtration de celui est alors {F2
s,t = C2

s ∩D2
t }s,t≥0.

• La filtration croissante de K4
2 est {C4

s = C3s+1 ∩ K4
2}s≥0, la filtration décroissante de

celui est {D4
t = D3t+2∩K4

2}t≥0. La bi-filtration de celui est alors {F4
s,t = C4

s ∩D4
t }s,t≥0.

• La filtration croissante de K0
2 est {C0

s = C3s∩K0
2}s≥0, la filtration décroissante de celui

est {D0
t = D3t ∩ K0

2}t≥0. La bi-filtration de celui est alors {F0
s,t = C0

s ∩ D0
t }s,t≥0.

Convention 2.3.24. — On convient dans les résultats suivants que si s < 0 ou t < 0, alors
Ks,t = 0, Cs = 0, Dt = 0, Fs,t = 0, C2k

s = 0, D2k
t = 0 et F2k

s,t = 0.

Proposition 2.3.25. — Pour s, t deux entiers naturels quelconques, on a

1. F0
s,t = K2s−t,2t−s,

2. F2
s,t = K2s−t+1,2t−s,

3. F4
s,t = K2s−t,2t−s+1.

Démonstration. — En utilisant le résultat 2.3.11, on peut déterminer l’intersection de Ca,
Db et K2k

2 pour le cas où a ≡ (−b) ≡ k (mod 3). En effet,

Ca ∩ Db ∩ K2k
2 = Kp,q avec

{
2p+ q = a

p+ 2q = b
⇔
{
p = (2a− b)/3
q = (2b− a)/3

.

La proposition se déduit alors de la définition des F2k
s,t .

Corollaire 2.3.26. — Pour p, q deux entiers naturels quelconques, supposons que p+2q ≡ k
(mod 3) avec k ∈ {0, 1, 2}. On a Kp,q = F2k

s,t où :

1. Si k = 0, alors s = (2p+ q)/3 et t = (p+ 2q)/3.

2. Si k = 1, alors s = (2p+ q − 2)/3 et t = (p+ 2q − 1)/3.

3. Si k = 2, alors s = (2p+ q − 1)/3 et t = (p+ 2q − 2)/3.
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Démonstration. — Le corollaire découle de la proposition 2.3.25 par calcul direct.

Corollaire 2.3.27. — Pour tous p, q ∈ N, on a

Kp,q

Kp−2,q+1 +Kp−1,q+2
= grs,tK2k

2

où les nombres k, s, t sont déterminés dans le corollaire 2.3.26.

Démonstration. — Le résultat se déduit directement du corollaire 2.3.26.

Remarque 2.3.28. — On a la décomposition suivante :

Fs,t = Cs ∩ Dt = (Cs ∩ Dt ∩ K0
2)⊕ (Cs ∩ Dt ∩ K2

2)⊕ (Cs ∩ Dt ∩ K4
2).

De plus, l’intersection de Cs, Dt et K2k
2 peut être déterminée à l’aide de la proposition 2.3.25

et des tableaux suivants où on convient que Cr = 0 et Dr = 0 si r < 0 :

Cs
K0

2 C3r ∩ K0
2 = C3r+1 ∩ K0

2 = C3r+2 ∩ K0
2 = C0

r

K2
2 C3r+2 ∩ K2

2 = C3r+3 ∩ K2
2 = C3r+4 ∩ K2

2 = C2
r

K4
2 C3r+1 ∩ K4

2 = C3r+2 ∩ K4
2 = C3r+3 ∩ K4

2 = C4
r

Figure 2.7 – Cs ∩ K2k
2 ,

Dt
K0

2 D3r−2 ∩ K0
2 = D3r−1 ∩ K0

2 = D3r ∩ K0
2 = D0

r

K2
2 D3r−1 ∩ K2

2 = D3r ∩ K2
2 = D3r+1 ∩ K2

2 = D2
r

K4
2 D3r ∩ K4

2 = D3r+1 ∩ K4
2 = D3r+2 ∩ K4

2 = D4
r

Figure 2.8 – Dt ∩ K2k
2 .

On peut donc décomposer Fs,t en somme directe des Kp,q.

Exemple 2.3.29. — On a

F7,5 = C7 ∩ D5

=
(

(C7 ∩ D5) ∩ K0
2

)
⊕
(

(C7 ∩ D5) ∩ K2
2

)
⊕
(

(C7 ∩ D5) ∩ K4
2

)
=
(

(C6 ∩ D6) ∩ K0
2

)
⊕
(

(C5 ∩ D7) ∩ K2
2

)
⊕
(

(C7 ∩ D5) ∩ K4
2

)
= K2,2 ⊕K1,3 ⊕K3,1.

On peut de plus comprendre le gradué associé à la bi-filtration {Fs,t}s,t≥1 en comprenant
ceux des foncteurs K2k

2 pour 0 ≤ k ≤ 2.
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Proposition 2.3.30. — Soient p, q deux entiers naturels quelconques.

1. Si (p+ q) n’est pas divisible par 3, alors grp,qK2 est nul.

2. Si (p+ q) est un multiple de 3, (p, q) est d’une des trois formes (3s, 3t), (3s+ 2, 3t+ 1)

ou (3s+ 1, 3t+ 2). Alors, grp,qK2 = grs,tK2q
2 .

Démonstration. — On a

grp,qK2 =
Fp,q

Fp−1,q + Fp,q+1

=
Cp ∩ Dq

Cp−1 ∩ Dq + Cp ∩ Dq+1

=
Cp ∩ Dq ∩ K0

2

Cp−1 ∩ Dq ∩ K0
2 + Cp ∩ Dq+1 ∩ K0

2

⊕ Cp ∩ Dq ∩ K2
2

Cp−1 ∩ Dq ∩ K2
2 + Cp ∩ Dq+1 ∩ K2

2

⊕ Cp ∩ Dq ∩ K4
2

Cp−1 ∩ Dq ∩ K4
2 + Cp ∩ Dq+1 ∩ K4

2

.

Supposons que (p+ q) n’est pas divisible par 3. Alors (p, q) n’est pas de la forme (3s, 3t).
Si p 6= 3s, on a Cp∩Dq∩K0

2 = Cp−1∩Dq∩K0
2 (cf. la figure 2.7). Si q 6= 3t, on a Cp∩Dq∩K0

2 =

Cp∩Dq+1∩K0
2 (cf. la figure 2.8). Ainsi, (Cp∩Dq ∩K0

2)/(Cp−1∩Dq ∩K0
2 +Cp∩Dq+1∩K0

2) est
nul. De la même manière, on peut montrer que les autres facteurs directs de grp,qK2 sont
nuls. Il en résulte que grp,qK2 est nul si (p+ q) n’est pas divisible par 3.

Si (p + q) est un multiple de 3, on calcule de manière analogue pour obtenir les cas
suivants :

• Si p = 3s et q = 3t, grp,qK2 = grs,tK0
2,

• Si p = 3s+ 2 et q = 3t+ 1, grp,qK2 = grs,tK2
2,

• Si p = 3s+ 1 et q = 3t+ 2, grp,qK2 = grs,tK4
2.

Le deuxième point de la proposition s’ensuit.

Considérons les exemples suivantes :

Exemple 2.3.31. — On a

gr4,7K2 =
F4,7

F3,7 + F4,8

=
C4 ∩ D7

C3 ∩ D7 + C4 ∩ D8

=
C2

0 ∩ D2
2(

C2
0 ∩ D2

2

)
+
(
C2

0 ∩ D2
3

) ⊕ C4
1 ∩ D4

2(
C4

0 ∩ D4
2

)
+
(
C4

1 ∩ D4
2

) ⊕ C0
0 ∩ D0

2(
C0

0 ∩ D0
2

)
+
(
C0

0 ∩ D0
2

)
= 0.
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Exemple 2.3.32. — On a

gr7,5K2 =
F7,5

F6,5 + F7,6

=
C7 ∩ D5

C6 ∩ D5 + C7 ∩ D6

=
C2

1 ∩ D2
2(

C2
1 ∩ D2

2

)
+
(
C2

1 ∩ D2
2

) ⊕ C4
2 ∩ D4

1(
C4

1 ∩ D4
1

)
+
(
C4

2 ∩ D4
2

) ⊕ C0
1 ∩ D0

1(
C0

1 ∩ D0
1

)
+
(
C0

1 ∩ D0
1

)
=

C4
2 ∩ D4

1(
C4

1 ∩ D4
1

)
+
(
C4

2 ∩ D4
2

)
= gr2,1K4

2 =
K3,1

K1,2 +K2,3
.

D’après la proposition 2.3.30 et le corollaire 2.3.27, pour comprendre le gradué associé
à la bi-filtration {Fs,t}s,t≥1 de K2, il reste à décrire les quotients

Kp,q

Kp−2,q+1 +Kp−1,q+2
.

On considère maintenant l’épimorphisme

θp,q : (Tp ◦ J)⊗ Λq −→ Kp,q,

et on le compose avec la projection de Kp,q vers Kp,q/(Kp−2,q+1 + Kp−1,q+2). De manière
analogue à la section précédente (voir à la page 70), on peut montrer que l’épimorphisme
composé ci-dessus se factorise à travers (Tp−1 ◦ J)⊗ Id⊗Λq. Par récurrence, on obtient un
épimorphisme

Tp ⊗ Λq −→ Kp,q

Kp−2,q+1 +Kp−1,q+2
.

Ce morphisme se factorise à travers Sp ⊗Λq grâce à la commutativité du produit de K2(V )

pour V un espace vectoriel de dimension finie quelconque. De plus, on observe que tous les
éléments de la forme (u1) · · · (up)(v1)2 · · · (vq)2, où il existe 1 ≤ i < j ≤ p tels que ui = uj ,
sont dans Kp−2,q+1(V ). L’épimorphisme de Sp ⊗ Λq vers Kp,q/(Kp−2,q+1 + Kp−1,q+2) se
factorise ainsi à travers Λp ⊗ Λq puisque Λp = Sp

/
(x2 = 0) .

Théorème 2.3.33. — Le morphisme θp,q induit une équivalence naturelle

Θp,q : Λp ⊗ Λq −→ Kp,q

Kp−2,q+1 +Kp−1,q+2

Démonstration. — Pour V un espace vectoriel de dimension finie quelconque, le morphisme
Θp,q
V est un épimorphisme d’après la construction ci-dessus. On va ensuite montrer que la

dimension du but est égale à celle de la source.

Si V est un espace vectoriel de dimension d < max{p, q}, alors Λp(V ) ⊗ Λq(V ) = 0, on
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n’a rien à faire.
Supposons que d ≥ p et d ≥ q. A la suite du corollaire 2.3.13, on a

dim(Kp−2,q+1(V ) +Kp−1,q+2(V ))

= dim(Kp−2,q+1(V )) + dim(Kp−1,q+2(V ))− dim(Kp−2,q+1(V ) ∩Kp−1,q+2(V ))

= dim(Kp−2,q+1(V )) + dim(Kp−1,q+2(V ))− dim(Kp−3,q+3(V )).

On en déduit que

dim
Kp,q(V )

Kp−2,q+1(V ) +Kp−1,q+2(V )

= dim(Kp,q(V ))− dim(Kp−2,q+1(V ))− dim(Kp−1,q+2(V )) + dim(Kp−3,q+3(V )).

En utilisant la proposition 2.3.8, on obtient que Kp,q(V )/(Kp−2,q+1(V ) + Kp−1,q+2(V )) est
de dimension

(
d
p

)(
d
q

)
qui est exactement la dimension de Λp(V ) ⊗ Λq(V ). Le théorème est

démontré.

Corollaire 2.3.34. — Soit k ∈ N, et soit n = 2k ou n = 2k + 1. Le foncteur puissance
symétrique tronquée Sn4 admet une filtration

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk+1 = Sn4

telle que Fi/Fi−1 = Λn−2(k−i+1) ⊗ Λk−i+1.

Démonstration. — En posant

Fi =
Kn−2k+2i−2,k−i+1

Kn−2k+2i−3,k−i+3
,

on obtient une inclusion canonique de Fi−1 dans Fi pour 0 ≤ i ≤ k + 1. De plus, à la suite
du théorème 2.3.21, on a Fk+1 = Sn4 . On en déduit une filtration de Sn4 :

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk+1 = Sn4 .

Ses quotients successifs sont :

Fi/Fi−1 =
Kn−2k+2i−2,k−i+1

Kn−2k+2i−3,k−i+3

/
Kn−2k+2i−4,k−i+2

Kn−2k+2i−5,k−i+4

=
Kn−2k+2i−2,k−i+1

Kn−2k+2i−3,k−i+3 +Kn−2k+2i−4,k−i+2

= Λn−2(k−i+1) ⊗ Λk−i+1 (d’après le théorème 2.3.33).

Le corollaire est démontré.

Corollaire 2.3.35. — Soit k ∈ N, et soit n = 2k ou n = 2k + 1. La filtration du foncteur
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Sn4 introduite dans le corollaire 2.3.34 est la filtration polynomiale. En effet,

ti(Sn4 ) =


Sn4 i > n,

Fi−n+k+1 n− k ≤ i ≤ n,
0 0 ≤ i < n− k.

Démonstration. — On observe d’abord que Sn4 est un foncteur polynomial de degré n. Alors,
ti(Sn4 ) = Sn4 si i ≥ n.

On démontre ensuite par récurrence que, pour 1 ≤ i ≤ k + 1, Fi est un foncteur poly-
nomial de degré (i + n − k − 1). En effet, le foncteur F1 = Λn−2k ⊗ Λk est polynomial de
degré (n− k). Supposons que le foncteur Fi−1 est polynomial de degré (i+ n− k − 2) pour
1 < i ≤ k + 1. On utilise la suite exacte courte

0 −→ Fi−1 −→ Fi −→ Λn−2(k−i+1) ⊗ Λk−i+1 −→ 0

pour conclure que Fi est un foncteur polynomial de degré (i+ n− k − 1).
Supposons que Fi 6= ti+n−k−1(Sn4 ). Alors, ti+n−k−1(Sn4 )/Fi est un sous-foncteur non-

trivial du foncteur Fi+1/Fi ∼= Λn−2(k−i) ⊗ Λk−i qui est polynomial homogène de degré
(i + n − k). Le foncteur ti+n−k−1(Sn4 )/Fi est donc polynomial de degré (i + n − k). Il en
résulte que ti+n−k−1(Sn4 ) est un foncteur polynomial de degré (i + n − k). On obtient une
contradiction.

Les foncteurs ti(Sn4 ) sont nuls pour tout 0 ≤ i < n − k puisque le foncteur tn−k(Sn4 ) =

F1 = Λn−2k ⊗ Λk est polynomial homogène de degré (n− k).

Remarque 2.3.36. — En passant au quotient par la relation x4 = 0, la filtration polyno-
miale du foncteur puissance symétrique Sn donnée dans [Tro02, §1.5.3] induit la filtration
polynomiale de Sn4 . Elle est identique avec la filtration donnée dans le corollaire ci-dessus.

2.4 Auto-dualité du foncteur K2

Dans cette section, on va montrer que le foncteur K2 est auto-dual. Tout d’abord, on
introduit la définition de foncteur auto-dual.

2.4.1 Foncteur auto-dual

Soit F un objet quelconque de la catégorie F , i.e. un foncteur de la catégorie V des
F2-espaces vectoriels de dimension finie vers la catégorie Vect des F2-espaces vectoriels. Le
foncteur dual F \ de F est défini par F \(V ) = F (V ])]. On rappelle de la définition 1.1.12
que :

Définition 1.1.12. — Le foncteur F est appelé auto-dual s’il existe une équivalence na-
turelle γF : F

'−→ F \ qui vérifie γ\F ◦ηF = γF , où la transformation naturelle γ\F : (F \)\ → F \

est induite par γF , et ηF est la transformation canonique de F dans son bidual.
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D’autre part, en posant 〈x, α〉V := (γF )V (x)(α) pour V ∈ V , x ∈ F (V ) et α ∈ F (V ]),
on a la définition suivante qui est équivalente à la définition 1.1.12.

Définition 2.4.1. — Le foncteur F est auto-dual s’il existe pour tout V une forme bi-
linéaire non dégénérée 〈−,−〉V : F (V )× F (V ])→ F2 qui vérifie que :

(A1) Soient V , W deux F2-espaces vectoriels quelconques et soit ϕ dans Hom(V,W ). Alors〈
x, F (ϕ])(α)

〉
V

= 〈F (ϕ)(x), α〉W pour tout x ∈ F (V ) et tout α ∈ F (W ]). Ici, le
morphisme ϕ] ∈ Hom(W ], V ]) est le dual de ϕ.

(A2) Pour tout x ∈ F (V ) et tout α ∈ F (V ]), on a 〈x, α〉V = 〈α, x〉V ] .

En notant que 〈x, α〉V = (γF )V (x)(α), la première condition provient de la naturalité de
γF dans la définition originale. La deuxième condition provient de l’identité γ\F ◦ ηF = γF

puisque, pour tout x ∈ F (V ) et tout α ∈ F (V ]), on a

(γF )V (x)(α) = ((γ\F )V ◦ (ηF )V )(x)(α)

⇔ (γF )V (x)(α) = ((γ\F )V ((ηF )V (x)))(α)

⇔ (γF )V (x)(α) = ((ηF )V (x) ◦ (γF )V ])(α)

⇔ (γF )V (x)(α) = (ηF )V (x)((γF )V ](α))

⇔ (γF )V (x)(α) = (γF )V ](α)(x).

Exemple 2.4.2. — Les foncteurs Λn sont des exemples de foncteurs auto-duaux. Ici, la
forme bilinéaire non dégénérée 〈−,−〉V : Λn(V )× Λn(V ])→ F2 est définie par

〈u1 ∧ . . . ∧ un, µ1 ∧ . . . ∧ µn〉 =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

µi
(
uσ(i)

)
pour u1, . . . , un quelconques dans V et µ1, . . . , µn quelconques dans V ].

Dans ce qui suit, on va construire une forme bilinéaire 〈−,−〉V : K2(V )×K2(V ])→ F2,
puis montrer que cette forme est bien définie et non dégénérée. De plus, elle vérifie les
conditions (A1) et (A2). Ceci signifie que

Théorème 2.4.3. — Le foncteur Z/6-gradué K2 est auto-dual. C’est-à-dire que

1. (K2
2)\ ∼= K4

2 et (K4
2)\ ∼= K2

2.

2. (K0
2)\ ∼= K0

2.

2.4.2 La forme bilinéaire 〈−,−〉 : K2(V )×K2(V ])→ F2

Pour la construction, on rappelle d’abord les partitions ordonnées.

Notation 2.4.4. — Soient n1, . . . , nk des entiers naturels. On pose n1 + · · ·+nk = n. Soit
X un ensemble de n entiers naturels deux à deux distincts {x1, . . . , xn}.
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• On désigne par [n1, . . . , nk]
X l’ensemble de tous les rangements des éléments de l’en-

semble X dans k tiroirs tels que le i-ième tiroir ne contient que ni élément(s) pour
1 ≤ i ≤ k. Si X = {1, . . . , n}, on note [n1, . . . , nk] au lieu de [n1, . . . , nk]

X .

• Soit P un élément de [n1, . . . , nk]
X , on note Pi, avec 1 ≤ i ≤ k, l’ensemble de tous

les nombres dans le i-ième tiroir du rangement P. Remarquons que Pi est de cardinal ni
pour tout i et l’ensemble [n1, . . . , nk]

X est fini de cardinal
(
n
n1

)(
n−n1

n2

)
· · ·
(
n−n1−···−nk−1

nk

)
.

Remarque 2.4.5 (Stabilisation d’une partition ordonnée). — Toute transposition de
l’ensembleX induit une bijection de l’ensemble [n1, . . . , nk]

X dans lui-même. On considère la
transposition qui échange deux éléments xi et xj . La bijection induit envoie P ∈ [n1, . . . , nk]

X

sur P. Alors, P = P si et seulement s’il existe t tel que xi et xj sont dans Pt.

Remarque 2.4.6 (Réordonner une partition). — Parce que l’ordre des tiroirs est pris
en compte dans la définition de [n1, . . . , nk]

X , l’ensemble [. . . , ni, . . . , nj , . . .]
X est différent

de [. . . , nj , . . . , ni, . . .]
X avec i 6= j. Mais, on a une bijection entre ces deux ensembles qui

envoie P du premier ensemble sur P du deuxième ensemble dont P i = Pj , Pj = Pi et
Pk = Pk pour tout k 6= i, j. On suppose n1 = . . . = nk. On a alors une bijection de
[n1, . . . , nk]

X dans lui-même qui envoie P sur P 6= P.

Maintenant, on va construire une forme bilinéaire 〈−,−〉V : K2(V )×K2(V ])→ F2 pour
V un espace vectoriel quelconque de dimension finie ; on la notera 〈−,−〉 s’il n’y a aucune
confusion. Dans les étapes ci-dessous, on convient que u, v, ui, vi sont des éléments de
l’espace V et µ, ξ, µi, ξi sont des éléments de l’espace V ], pour tout entier naturel i.

On considère l’ensemble de n entiers strictement positifs X = {x1, . . . , xn}. Grâce à la
commutativité du produit de K2(V ), on peut noter (u)X le produit (ux1) · · · (uxn). De même,
(µ)X désigne le produit (µx1) · · · (µxn). On convient que si X est vide, (u)X et (µ)X sont
alors 1 dans F2.

Proposition 2.4.7. — Il existe une unique forme bilinéaire symétrique 1

〈−,−〉 : K2(V )×K2(V ])→ F2

telle que :

1. (Conditions initiales) : Pour u ∈ V et µ ∈ V ],

〈1, 1〉 = 1,

〈(u), 1〉 = 〈1, (µ)〉 = 0,

〈(u), (µ)〉 = 0,〈
(u), (µ)2

〉
=
〈
(u)2, (µ)

〉
= µ(u).

1. au sens de la condition (A2).
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2. (Compatibilité avec le produit et le coproduit de K2) : Pour tous x, y ∈ K2(V )

et α, β ∈ K2(V ]),

〈xy, α〉 =
∑
i

〈x, α′i〉〈y, α′′i 〉, où δ(α) =
∑
i

α′i ⊗ α′′i ,

et
〈x, αβ〉 =

∑
i

〈x′i, α〉〈x′′i , β〉, où δ(x) =
∑
i

x′i ⊗ x′′i .

Ici δ : K2 → K2 ⊗K2 est le coproduit naturel (voir la proposition 2.2.11).

Remarque 2.4.8. — Si nous savons à priori que la condition (A2) est satisfaite, les deux
conditions de compatibilité sont équivalentes. En effet, pour tout V ∈ V , tous x, y ∈ K2(V )

et α ∈ K2(V ]), on a :

〈xy, α〉V =
∑
i

〈x, α′i〉V 〈y, α′′i 〉V

⇔ 〈α, xy〉V ] =
∑
i

〈α′i, x〉V ]〈α′′i , y〉V ] .

Par ailleurs, la seconde formule signifie que

〈x, αβ〉V =
∑
i

〈x′i, α〉V 〈x′′i , β〉V ,

pour tous x ∈ K2(V ) et α, β ∈ K2(V ]), d’où le résultat.

Afin de reconstruire la forme bilinéaire 〈−,−〉, dans un premier temps, on va tirer des
conséquences des propriétés imposées dans la proposition 2.4.7. Puis on va déterminer ses
valeurs. Enfin, on vérifiera l’existence de la forme. Les énoncés jusqu’à 2.4.23 s’entendent,
si la forme existe, alors la propriété a lieu.

Lemme 2.4.9. — On a 〈(u), (µ1)(µ2)〉 = µ1(u)µ2(u). De plus, si α est un monôme en les
(µi) : α = (µ1) · · · (µn), et si 〈(u), α〉 est non-nul, alors n = 2.

On a également le résultat symétrique : 〈(u1)(u2), (µ)〉 = µ(u1)µ(u2). De plus, si x est
un monôme en les (ui) : x = (u1) · · · (un), et si 〈x, (µ)〉 est non-nul, alors n = 2.

Démonstration. — Comme δ((u)) = (u)⊗ 1 + 1⊗ (u) + (u)2 ⊗ (u)2,

〈(u), (µ1)(µ2)〉 = 〈δ((u)), (µ1)⊗ (µ2)〉
= 〈(u), (µ1)〉〈1, (µ1)〉+ 〈1, (µ1)〉〈(u), (µ2)〉+ 〈(u)2, (µ1)〉〈(u)2, (µ2)〉
= µ1(u)µ2(u).

Le reste du lemme est facile à vérifier. Le résultat suit.

Notation 2.4.10. — On désigne par 〈x ⊗ y, δ(α)〉 la somme
∑

i〈x, α′i〉〈y, α′′i 〉, où δ(α) =∑
i α
′
i ⊗ α′′i . Plus généralement, si n ≥ 2, on désigne par 〈x1 ⊗ · · · ⊗ xn, δ(n−1)α〉 la somme
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évidente où δ(n−1) : K2(V )→ (K2(V ))⊗n est la diagonale itérée (n−1) fois. On a la notation
similaire pour le cas symétrique : 〈δ(n−1)(x), α1 ⊗ · · · ⊗ αn〉.

Lemme 2.4.11. — Les valeurs de la forme bilinéaire 〈−,−〉 (si elle existe) sont déterminées
complèment par les conditions initiales (cf. la proposition 2.4.7), et par récurrence sur a :

〈(u1) · · · (ua), α〉 = 〈(u1) · · · (ua−1)⊗ (ua), δ(α)〉,

où α est un monôme quelconque en les (µi) : α = (µ1) · · · (µb).

Démonstration. — En effet, les valeurs du cas a = 1 sont donnés par le lemme 2.4.9.

Lemme 2.4.12. — Les valeurs de la forme bilinéaire déterminées de la manière du lemme
2.4.11 satisfont la condition de compatibilité de la proposition 2.4.7. En particulier, on a :

〈(u1) · · · (ua), α〉 = 〈(u1)⊗ · · · ⊗ (ua), δ
(a−1)(α)〉.

Démonstration. — Puisque (δ⊗ 1) ◦ δ = (1⊗ δ) ◦ δ = δ(2) (la coassociativité du coproduit),
on utilise la formule suivante qui sert dans la récurrence

〈xy ⊗ z, δ(α)〉 = 〈x⊗ yz, δ(α)〉 = 〈x⊗ y ⊗ z, δ(2)(α)〉

pour x, y, z quelconques de la forme (u1) · · · (ui). En général, on obtient la relation :

〈(u1) · · · (ua), α〉 = 〈(u1)⊗ · · · ⊗ (ua), δ
(a−1)(α)〉,

d’où le résultat.

Définition 2.4.13 (La forme canonique de δ). — Grâce à la proposition 2.2.11, on
obtient la formule suivante, pour tout u ∈ V :

δ(s−1)((u)) =
s∑
i=1

1⊗ · · · 1⊗ (u)
i
⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1

+
∑

α,β∈{1,...,s}
α<β

1⊗ · · · 1⊗ (u)2

α
⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ (u)2

β

⊗ 1⊗ · · · ⊗ · · · ⊗ 1, (2.9)

où i est la position de (u), et α, β sont les positions de (u)2. On appelle cette formule la
forme canonique de δ(s−1)((u)). La forme canonique de δ(s−1)((u1) · · · (ua)) est obtenue en
développant le produit des formes canoniques de δ(s−1)((u1)), . . . , δ(s−1)((u1)) sans utiliser
les relations (u+ v) + (u) + (v) = (u)2(v)2 dans K2(V ).

On va maintenant calculer les valeurs de la forme bilinéaire 〈−,−〉 en utilisant la formule
du lemme 2.4.12 et les formes canoniques de δ : on commence par établir des conditions
d’annulation ; puis en procédant par étape, on donnera les valeurs. On terminera en vérifiant
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à près que la forme est bien définie, c’est-à-dire que ses valeurs sont compatibles avec les
relations (u+ v) + (u) + (v) = (u)2(v)2 dans K2(V ).

2.4.3 Calcul des valeurs et exemples

On établit d’abord une condition d’annulation :

Lemme 2.4.14 (Première condition d’annulation). — Si 〈(u1) · · · (ua), (µ1) · · · (µb)〉
est non nul, il existe des entiers naturels m,n tels que a = 2m+ n et b = m+ 2n.

Remarque 2.4.15. — L’existence de m,n ∈ Z telle que a = 2m + n et b = m + 2n est
équivalente à la divisibilité par 3 de a+ b. En effet, si a+ b = 3d, alors m = a−d, n = b−d ;
réciproquement, si a = 2m+ n, b = m+ 2n, alors a+ b = 3(m+ n).

Démonstration. — On démontre par récurrence en a. Le cas a = 1 provient du lemme 2.4.9.
Supposons que le lemme est vrai pour a− 1. En écrivant δ((µ1) · · · (µb)) =

∑
i α
′
i⊗α′′i , on a

〈(u1) · · · (ua), (µ1) · · · (µb)〉 =
∑
i

〈(u1) · · · (ua−1), α′i〉〈(ua), α′′i 〉.

Si ce scalaire est non-nul, 〈(u1) · · · (ua−1), α′i〉 et 〈(ua), α′′i 〉 sont non nuls pour un certain i.
Il en résulte que α′′i est de la forme (µk)

2 pour certain k, ou de la forme (µk)(µl) avec k 6= l.
Dans premier cas, α′i = (µk)

2
∏
j 6=k(µj) de longueur b+1. Dans le second cas, α′i =

∏
j 6=k,l(µj)

et de longueur b − 2. On peut appliquer l’hypothèse de récurrence : (a − 1) + (b − 2) ≡
(a − 1) + (b + 1) ≡ 0 (mod 3). Cela signifie qu’il existe m,n ∈ Z tels que a = 2m + n et
b = m+ 2n.

Pour conclure le résultat, il suffit de montrer que (2a − b) et (2b − a) sont positifs ou
nuls. En écrivant

〈(u1) · · · (ua), (µ1) · · · (µb)〉 = 〈(u1)⊗ · · · ⊗ (ua), δ
(a−1)((µ1) · · · (µb))〉,

on observe que δ(a−1)((µ1) · · · (µb)) est un tenseur à a termes, où il y a au plus 2b termes
différents de 1. Pour que ce scalaire soit non-nul, il faut que 2b ≥ a. De la même manière,
on écrit

〈(u1) · · · (ua), (µ1) · · · (µb)〉 = 〈δ(b−1)((u1) · · · (ua)), (µ1)⊗ · · · ⊗ (µb)〉

pour obtenir que 2a ≥ b. Le lemme est démontré.

On calcule maintenant les valeurs éventuellement non nulles.

Lemme 2.4.16. — Pour n un entier strictement positif quelconque, on a

〈
(u1) · · · (un), (µ1)2 · · · (µn)2

〉
=
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

µi
(
uσ(i)

)
, et (2.10)
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〈
(u1)2 · · · (un)2, (µ1) · · · (µn)

〉
=
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

µi
(
uσ(i)

)
. (2.11)

Démonstration. — La démonstration est faite par calculs directs : elle découle du fait que
tous les (ui)

2 et (µj)
2 sont primitifs.

Lemme 2.4.17. — On a :

〈(u1) · · · (u2n), (µ1) · · · (µn)〉 =
∑

P∈[2,...,2︸︷︷︸
n fois

]

n∏
i=1

〈(u)Pi , (µi)〉 , et (2.12)

〈(u1) · · · (un), (µ1) · · · (µ2n)〉 =
∑

P∈[2,...,2︸︷︷︸
n fois

]

n∏
i=1

〈(ui), (µ)Pi〉 . (2.13)

Démonstration. — On calcule 〈(u1) · · · (u2n), (µ1) · · · (µn)〉 de manière suivante :

〈(u1) · · · (u2n), (µ1) · · · (µn)〉 =
〈

(u1)⊗ · · · ⊗ (u2n), δ(2n−1)((µ1) · · · (µn))
〉

où δ(2n−1) est la diagonale itérée (2n− 1) fois. Pour qu’un terme ε1⊗ · · · ⊗ ε2n apparaissant
dans δ(2n−1)((µ1) · · · (µn)) s’évalue non trivialement sur (u1)⊗· · ·⊗ (u2n), il faut que chaque
εi soit de la forme (µj)

2 pour un certain j, soit de la forme (µk)(µl) avec k 6= l. Ce dernier cas
est cependant exclu car le monôme de δ(2n−1)((µ1) · · · (µn)), s’il contient un facteur (µk)(µl),
doit aussi contient un facteur 1, et donc s’évalue sur (u1)⊗ · · · ⊗ (u2n) en 0.

Donc, à l’ordre près, seul le forme

(µ1)2 ⊗ (µ1)2 ⊗ · · · ⊗ (µn)2 ⊗ (µn)2

donne une évaluation non-nulle. Le résultat suit.

Lemme 2.4.18. — On a :

〈(u1) · · · (u2m+n), (µ1) · · · (µm+2n)〉 =
∑

P∈[2m,n]

∑
Q∈[m,2n]

〈(u)P1 , (µ)Q1〉 〈(u)P2 , (µ)Q2〉

pour m,n des entiers naturels quelconques.

Démonstration. — Ecrivons

〈(u1) · · · (u2m+n), (µ1) · · · (µm+2n)〉 = 〈(u1)⊗ · · · ⊗ (u2m+n), δ(2m+n−1)((µ1) · · · (µm+2n))〉,

il faut chercher dans l’écriture de δ(2m+n−1)((µ1) · · · (µm+2n)) comme somme de monômes
les termes ε1 ⊗ · · · ⊗ ε2m+n pour lesquels εi = (µl)

2 pour certain l ou εi = (µk)(µl) avec
k 6= l. On commence pour observer que s’il y a un terme εi = (µl)

2, nécessairement un autre
terme εj (i 6= j) est aussi égal à (µl)

2 : le facteur (µl)
2 apparâıt dans un des monômes de
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δ(2m+n−1)(µl) en position i et j, tous les autres facteurs soient égaux à 1 (voir la formule
2.9). On note 2a le nombre des facteurs εi de ce type. Puis on note b le nombre des termes
εi de la forme (µk)(µl), avec k 6= l

Donc, on obtient les équations suivantes :a+ 2b = m+ 2n (le nombre des facteurs µi)

2a+ b = 2m+ n (le nombre des facteurs ui).

Evidemment, on a a = m et b = n.

On a donc n sous-ensembles (deux à deux distincts) à deux éléments de {1, . . . ,m+2n},
on notera leur réunion Q2, |Q2| = 2n. Soit Q1 le complémentaire, |Q1| = m. On a de même
m sous-ensembles (deux à deux distincts) à deux éléments de {1, . . . , 2m + n}, on notera
leur réunion P1, |P1| = 2m, et P2 le complémentaire, |P2| = n.

Si on somme sur tous les termes ε1 ⊗ · · · ⊗ ε2m+n auxquels sont associés (P1,P2) et
(Q1,Q2), on obtient le facteur 〈(u)P1 , (µ)Q1〉 〈(u)P2 , (µ)Q2〉. Ceci finit la démonstration, on
obtient la formule en sommant sur tous les (P,Q) ∈ [2m,n]× [m, 2n].

Exemple 2.4.19. — On considère l’exemple de calcul de la formule (2.12) où n = 2. Des
informations de l’ensemble [2, 2] sont donnés par le tableau suivant

P1 {1, 2} {1, 3} {1, 4} {2, 3} {2, 4} {3, 4}
P2 {3, 4} {2, 4} {2, 3} {1, 4} {1, 3} {1, 2}

.

Alors, on a

〈(u1)(u2)(u3)(u4), (µ1)(µ2)〉 =
∑
P∈[2,2]

〈(u)Pi , (µi)〉 〈(u)P2 , (µ2)〉

= 〈(u1)(u2), (µ1)〉 〈(u3)(u4), (µ2)〉+ 〈(u1)(u3), (µ1)〉 〈(u2)(u4), (µ2)〉+
〈(u1)(u4), (µ1)〉 〈(u2)(u3), (µ2)〉+ 〈(u2)(u3), (µ1)〉 〈(u1)(u4), (µ2)〉+
〈(u2)(u4), (µ1)〉 〈(u1)(u3), (µ2)〉+ 〈(u3)(u4), (µ1)〉 〈(u1)(u2), (µ2)〉

= µ1(u1)µ1(u2)µ2(u3)µ2(u4) + µ1(u1)µ1(u3)µ2(u2)µ2(u4) +

µ1(u1)µ1(u4)µ2(u2)µ2(u3) + µ1(u2)µ1(u3)µ2(u1)µ2(u4) +

µ1(u2)µ1(u4)µ2(u1)µ2(u3) + µ1(u3)µ1(u4)µ2(u1)µ2(u2).

Exemple 2.4.20. — Pour la formule qui contientm et n, on considère le cas oùm = n = 1.
On a les tableaux suivants qui correspondent aux ensembles [2, 1] et [1, 2] :

P1 {2,3} {1,3} {1,2}

P2 {1} {2} {3}
,

Q1 {1} {2} {3}

Q2 {2,3} {1,3} {1,2}
.
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On obtient alors

〈(u1)(u2)(u3), (µ1)(µ2)(µ3)〉 =
∑
Q∈[1,2]

∑
P∈[2,1]

〈(u)P1 , (µ)Q1〉 〈(u)P2 , (µ)Q2〉

= 〈(u1)(u2), (µ1)〉 〈(u3), (µ2)(µ3)〉+ 〈(u1)(u3), (µ1)〉 〈(u2), (µ2)(µ3)〉+
〈(u2)(u3), (µ1)〉 〈(u1), (µ2)(µ3)〉+ 〈(u1)(u2), (µ2)〉 〈(u3), (µ1)(µ3)〉+
〈(u1)(u3), (µ2)〉 〈(u2), (µ1)(µ3)〉+ 〈(u2)(u3), (µ2)〉 〈(u1), (µ1)(µ3)〉+
〈(u1)(u2), (µ3)〉 〈(u3), (µ1)(µ2)〉+ 〈(u1)(u3), (µ3)〉 〈(u2), (µ1)(µ2)〉+
〈(u2)(u3), (µ3)〉 〈(u1), (µ1)(µ2)〉 .

On énonce ci-dessus la seconde condition d’annulation qui sera utile un peu plus loin (on
renvoie au lemme 2.4.14 pour la première), puis on donne la formule générale :

Lemme 2.4.21 (Seconde condition d’annulation). — Si

〈(u1) · · · (us)(v1)2 · · · (vt)2, (µ1) · · · (µt′)(ξ1)2 · · · (ξs′)2〉

est non nul, alors (s, t) � (s′, t′).

Remarque 2.4.22. — Rappelons du lemme 2.3.6 que

(s, t) � (s′, t′)⇔ Il existe m,n ≥ 0 tels que (s, t) = (s′, t′) +m(2,−1) + n(1,−2)

⇔ Il existe m,n ≥ 0 tels que

s = s′ + 2m+ n

t′ = t+m+ 2n
.

Notons également que (s, t) � (s′, t′)⇔ (t′, s′) � (t, s).

Démonstration du lemme 2.4.21. — En écrivant

〈(u1) · · · (us)(v1)2 · · · (vt)2, (µ1) · · · (µt′)(ξ1)2 · · · (ξs′)2〉
= 〈(u1)⊗ · · · ⊗ (us)⊗ (v1)⊗2 ⊗ · · · ⊗ (vt)

⊗2, δ(s+2t−1)((µ1) · · · (µt′)(ξ1)2 · · · (ξs′)2)〉,

on étudie dans δ(s+2t−1)((µ1) · · · (µt′)(ξ1)2 · · · (ξs′)2) les termes ε1⊗· · ·⊗εs+2t avec εi = (µi)
2

pour certain i, ou εi = (µk)(µl) avec k 6= l.

Pour que (u1)⊗ · · · ⊗ (up+2m+n)⊗ (v1)⊗2 ⊗ · · · ⊗ (vq)
⊗2 s’évalue non trivialement sur

δ(p+2q+2m+n−1)((µ1) · · · (µq+m+2n)(ξ1)2 · · · (ξp)2),

il faut que, pour 1 ≤ i ≤ q, les deux facteurs (vi) s’évaluent sur le même facteur (µj)
2. Cela

signifie aussi que (vi)
2 s’évalue sur (µj). On obtient alors que t ≤ t′. De même, on a s′ ≤ s.
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Donc, quitte à réindexer, il existe au moins un terme

[
〈(u1), (ξ1)2〉 · · · 〈(us′), (ξs′)2〉

] [
〈(v1)2, (µ1)〉 · · · 〈(vt)2, (µt)〉

]
〈(us′+1) · · · (us), (µt+1) · · · (µt′)〉

qui est non nul. D’après la première condition d’annulation (cf. le lemme 2.4.14), le fait que
〈(us′+1) · · · (us), (µt+1) · · · (µt′)〉 est non nul implique que s− s′ = 2m+n et t′− t = m+ 2n

pour certains m,n ∈ N. Le résultat suit.

La démonstration du lemme 2.4.21 nous donne encore le résultat suivant :

Lemme 2.4.23 (Formule générale). — On a :

〈
(u1) · · · (up+2m+n)(v1)2 · · · (vq)2, (µ1) · · · (µq+m+2n)(ξ1)2 · · · (ξp)2

〉
=

∑
Q∈[q,m+2n]

∑
P∈[p,2m+n]

〈
(u)P1 , (ξ1)2 · · · (ξp)2

〉 〈
(v1)2 · · · (vq)2, (µ)Q1

〉
〈(u)P2 , (µ)Q2〉 (2.14)

pour m,n deux entiers naturels quelconques.

Exemple 2.4.24. — On considère le cas p = 2, q = 1,m = n = 0. On a

〈
(u1)(u2)(v1)2, (µ1)(ξ1)2(ξ2)2

〉
=
〈
(u1)(u2), (ξ1)2(ξ2)2

〉 〈
(v1)2, (µ1)

〉
= µ1(v1)(ξ1(u1)ξ2(u2) + ξ1(u2)ξ2(u1))

= µ1(v1)ξ1(u1)ξ2(u2) + µ1(v1)ξ1(u2)ξ2(u1).

De plus, en posant u3 = u4 = v1 dans l’exemple 2.4.19, on obtient

〈
(u1)(u2)(v1)2, (µ1)(µ2)

〉
= µ1(u1)µ1(u2)µ2(v2) + µ1(v1)µ2(u1)µ2(u2).

Il en résulte que

〈
(u1)(u2)(v1)2, (µ1)((ξ1 + ξ2) + (ξ1) + (ξ2))

〉
= µ1(v1)(ξ1(u1) + ξ2(u1))(ξ1(u2) + ξ2(u2)) + µ1(v1)ξ1(u1)ξ1(u2) + µ1(v1)ξ2(u1)ξ2(u2)

= µ1(v1)ξ1(u1)ξ2(u2) + µ1(v1)ξ1(u2)ξ2(u1)

=
〈
(u1)(u2)(v1)2, (µ1)(ξ1)2(ξ2)2

〉
.

Cela signifie que les formules définies ci-dessus sont compatibles dans les cas particuliers
que l’on considère.

2.4.4 L’existence de la forme bilinéaire 〈−,−〉

Pour montrer la proposition 2.4.7, il suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.4.25. — Pour u, v ∈ V , µ, ξ ∈ V ], x ∈ K2(V ) et α ∈ K2(V ]), on a :

〈x((u) + (v) + (u+ v)), α〉 = 〈x(u)2(v)2, α〉,
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et
〈x, α((µ) + (ξ) + (µ+ ξ))〉 = 〈x, α(µ)2(ξ)2〉.

Démonstration. — Ecrivons

〈x((u) + (v) + (u+ v)), α〉+ 〈x(u)2(v)2, α〉 =

〈x⊗ ((u) + (v) + (u+ v)), δ(α)〉+ 〈x⊗ ((u)2(v)2), δ(α)〉.

Supposons que α = (µ1) · · · (µn). Alors δ(α) s’écrit sous la forme
∑

I µ
′
I ⊗ µ′′I . Les seuls

termes qui peuvent contribuer non trivialement à l’évaluation sur le nombre de gauche sont
ceux pour lesquels µ′′I est égal à (µi)

2 pour certain i, ou (µk)(µl) avec k 6= l.
Considérons la quantité (u)+(v)+(u+v). Elle s’évalue trivialement sur (µi)

2 puisque µi
est une application linéaire et on est en caractéristique 2. Donc, il faut seulement considérer
l’évaluation sur les termes (µk)(µl) avec k 6= l. Ce qui donne tout calcul fait la valeur
µk(u)µl(v) + µl(v)µk(u).

Considérons la quantité (u)2(v)2. Elle s’évalue trivialement sur (µi)
2 puisque

〈(u)2(v)2, (µi)
2〉 = µi(u)µi(v) + µi(v)µi(u) = 0.

Son évaluation sur les (µk)(µl) avec k 6= l est égale à µk(u)µl(v) + µl(v)µk(u).
Les termes qui apparaissent en facteurs de ces quantités sont égaux : ce sont 〈x, µ′I〉.

Donc, les deux contributions s’annulent et le lemme est démontré.

2.4.5 Non dégénérescence de la forme bilinéaire 〈−,−〉

Dans cette sous-section, on démontre que la forme bilinéaire bien définie ci-dessus est
non dégénérée.

Proposition 2.4.26. — La forme bilinéaire 〈−,−〉 : K2(V )×K2(V ])→ F2 est non dégénérée.

Remarque 2.4.27. — Pour faire la démonstration, on va calculer la matrice de la forme
dans une base de K2(V ) associée à une base de V , et sa duale. Le point de départ du calcul
sera la proposition 2.4.21. Puis on fera des calculs explicites.

Démonstration. — Soit x un élément de K2(V ) qui vérifie 〈x, f〉 = 0 pour f quelconque dans
K2(V ]). On va montrer que x est nul. Clairement l’élément x est dans

∑
p+q>0Kp,q(V ) parce

que s’il n’y est pas, on a 〈x, 1〉 = 1. Supposons que l’espace vectoriel V est de dimension d.
Soient {e1, . . . , ed} une base de V et {ζ1, . . . , ζd} la base duale de {e1, . . . , ed}. On considère
l’ensemble X = {1, . . . , d}. Rappelons que (e)I désigne le produit (ei1) · · · (eis) pour I =

{i1, . . . , is} une partie quelconque deX. On désigne encore par (e)2
I le produit (ei1)2 · · · (eis)2.

L’élément x de K̃2(V ) est alors de la forme∑
I,J⊂X
|I|+|J |>0

εI,J(e)I(e)
2
J
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où εI,J ∈ F2 et |−| désigne le cardinal d’un ensemble. Pour deux sous-ensembles quelconques
I, J de X qui vérifient |I|+ |J| > 0, on considère l’élément (ζ)J(ζ)2

I de K2(V ]) et le scalaire〈
(e)I(e)

2
J , (ζ)J(ζ)2

I

〉
. On rappelle encore que l’ordre partiel � sur l’ensemble N2 que l’on

considère ci-dessous est défini au début de la section 3.

Si (|I| , |J |) ≺ (|I| , |J|) ou (|I| , |J |) n’est pas comparable avec (|I| , |J|), le scalaire〈
(e)I(e)

2
J , (ζ)J(ζ)2

I

〉
est nul d’après la définition de la forme bilinéaire 〈−,−〉.

Si (|I| , |J |) � (|I| , |J|), on peut poser |I| = p+2m+n, |J | = q, |I| = p et |J| = q+m+2n

avec p, q,m, n des entiers naturels et m+ n > 0. La formule (2.14) dit que

〈
(e)I(e)

2
J , (ζ)J(ζ)2

I

〉
=

∑
Q∈[q,m+2n]J

∑
P∈[p,2m+n]I

〈
(e)P1 , (ζ)2

I

〉 〈
(e)2

J , (ζ)Q1

〉
〈(e)P2 , (ζ)Q2〉

=
∑

Q∈[q,m,2n]J

∑
P∈[p,2m,n]I

〈
(e)P1 , (ζ)2

I

〉 〈
(e)2

J , (ζ)Q1

〉
〈(e)P2 , (ζ)Q2〉 〈(e)P3 , (ζ)Q3〉 .

Parce que l’on a 〈(ei)(ej), (ζk)〉 = 0 et 〈(ek), (ζi)(ζj)〉 = 0 pour 1 ≤ i, j, k ≤ d, i 6= j, alors
〈(e)P2 , (ζ)Q2〉 et 〈(e)P3 , (ζ)Q3〉 sont nuls dans F2. Le scalaire considéré est également nul.

Si (|I| , |J |) = (|I| , |J|) et (I, J) 6= (I, J), on pose |I| = |I| = p et |J | = |J| = q. Sans
perte de généralité, on suppose que I 6= I. Il existe alors un élément i dans la différence
I\I. On obtient donc

〈
(ei), (ζi)

2
〉

= ζi(ei) = 0 pour tout i dans I. On en déduit que〈
(e)I , (ζ)2

I

〉
=
∑
P∈[1,...,1]I

∏p
k=1

〈
(e)Pk , (ζik)2

〉
= 0 où on numérote I = {i1, . . . , ip}. D’après

la formule (2.14), on a
〈
(e)I(e)

2
J , (ζ)J(ζ)2

I

〉
=
〈
(e)I , (ζ)2

I

〉 〈
(e)2

J , (ζ)J
〉
. Le scalaire considéré

est donc nul.

De plus, soit I = {i1, . . . , is} une partie quelconque de X, on a

〈
(e)I , (ζ)2

I

〉
=
∑
σ∈Ss

s∏
k=1

ζik(eiσ(k)
) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ζi1(ei1) · · · ζi1(eis)

...
. . .

...
ζis(ei1) · · · ζis(eis)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

parce que dans toute colonne (ligne) du déterminant, tous les éléments sont nuls, sauf un
élément qui est égal à 1.

D’après les arguments ci-dessus, on obtient

0 =

〈 ∑
I,J⊂X
|I|+|J |>0

εI,J(e)I(e)
2
J , (ζ)J(ζ)2

I

〉

= εI,J
〈
(e)I(e)

2
J, (ζ)J(ζ)2

I

〉
= εI,J

〈
(e)I, (ζ)2

I

〉 〈
(e)2

J, (ζ)J
〉

= εI,J.

L’élément x est donc nul dans K2(V ) parce que εI,J = 0 pour tous les sous-ensembles I, J
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de X qui vérifient |I|+ |J | > 0. De même, soit f un élément de K2(V ]) qui vérifie 〈x, f〉 = 0

pour x quelconque dans K2(V ), on peut montrer que f est nul. La forme bilinéaire 〈−,−〉
est alors non dégénérée.

2.4.6 Démonstration du théorème 2.4.3

Pour démontrer que le foncteur K2 est auto-dual, il suffit de montrer la proposition
suivante :

Proposition 2.4.28. — La forme bilinéaire non dégénérée

〈−,−〉V : K2(V )×K2(V ])→ F2

vérifie les conditions (A1) et (A2) (voir la section 2.4.1).

Corollaire 2.4.29. — La dualité échange les filtrations C∗ et D∗ de K2. En particulier, on
a que C\k ∼= K2/Dk+1 et D\k ∼= K2/Ck−1.

Démonstration. — Pour tous s, t ∈ N tels que 2s + t ≤ k, et pour tous s′, t′ ∈ N tels que
2t′+ s′ > k, le lemme 2.3.6 dit que (s, t) � (t′, s′). Alors, d’après le lemme 2.4.21, le scalaire

〈(u1) · · · (us)(v1)2 · · · (vt)2, (µ1) · · · (µs′)(ξ1)2 · · · (ξt′)2〉

est nul. La forme bilinéaire 〈−,−〉V : K2(V )×K2(V ])→ F2 induit donc la forme bilinéaire
non-dégénérée

〈−,−〉V : Ck(V )× [K2(V ])/Dk+1(V ])]→ F2,

qui satisfait la condition suivante :〈
x, [K2/Dk+1](ϕ])(α)

〉
V

= 〈Ck(ϕ)(x), α〉W ,

pour V,W deux F2-espaces vectoriels de dimension finie quelconques, ϕ ∈ Hom(V,W ),
x ∈ Ck(V ) et α ∈ K2(W ])/Dk+1(W ]). Cette condition dit que l’application

γV : K2(V )/Dk+1(V )→ C\k(V ),

définie par γV (α)(x) = 〈x, α〉V pour α ∈ K2(V )/Dk+1(V ) et x ∈ Ck(V ), est une équivalence
naturelle (cf. l’argument dans la sous-section 2.4.1).

La démonstration du reste est similaire.

On donne maintenant une démonstration de la proposition 2.4.28 :

Démonstration de 2.4.28. — La condition (A2) se déduit directement de la construction de
〈−,−〉V , i.e. 〈x, f〉V est symétrique par rapport à x et f . Considérons la condition (A1).
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Soient V,W deux F2-espaces vectoriels, et soit ϕ dans Hom(V,W ). Le morphisme induit
ϕ] ∈ Hom(W ], V ]) est déterminé par ϕ](µ)(u) = µ(ϕ(v)). On en déduit que〈

(u1)(u2),K2(ϕ])((µ1))
〉
V

=
〈

(u1)(u2), ϕ](µ1)
〉
V

= ϕ](µ1)(u1)ϕ](µ1)(u2)

= µ1(ϕ(u1))µ1(ϕ(u2)) = 〈(ϕ(u1))(ϕ(u2)), µ1〉W
= 〈K2(ϕ)((u1)(u2)), (µ1)〉W (2.15)

et de même,〈
(u1),K2(ϕ])((µ1)(µ2))

〉
V

= 〈K2(ϕ)((u1)), (µ1)(µ2)〉W (2.16)

pour ui ∈ V et µi ∈ W ]. On observe que, pour tout espace V , la formule pour la forme
bilinéaire 〈−,−〉V est déterminée par les combinaisons de la somme et le produit des sca-
laires de la forme 〈(u1)(u2), (µ1)〉 ou 〈(u1), (µ1)(µ2)〉 (cf. les lemmes 2.4.14 et 2.4.18). La
condition (A1) se déduit des identités (2.15), (2.16) et du fait que K2(ϕ)((u1) · · · (us)) =

(ϕ(u1)) · · · (ϕ(us)) pour V,W des espaces vectoriels de dimension finie quelconques, ϕ ∈
Hom(V,W ) et ui ∈ V . La proposition est démontrée.

Théorème 2.4.3. — Le foncteur Z/6-gradué K2 est auto-dual. C’est-à-dire que

1. (K2
2)\ ∼= K4

2, et (K4
2)\ ∼= K2

2.

2. (K0
2)\ ∼= K0

2.

Démonstration. — On déduit du lemme 2.4.14 que la forme 〈−,−〉V : K2(V )×K2(V ])→ F2

induit les formes bilinéaires non-dégénérées suivantes :

• 〈−,−〉0,0V : K0
2(V )×K0

2(V ])→ F2,

• 〈−,−〉2,4V : K2
2(V )×K4

2(V ])→ F2,

• 〈−,−〉4,2V : K4
2(V )×K2

2(V ])→ F2.

La forme 〈−,−〉0,0V satisfait les conditions (A1) et (A2). La paire des formes 〈−,−〉2,4V et
〈−,−〉4,2V satisfait également les conditions (A1) et (A2) réénoncées comme suit :

(A1) Soient V , W deux F2-espaces vectoriels quelconques et soit ϕ dans Hom(V,W ). Alors

〈
x,K4

2(ϕ])(α)
〉2,4

V
=
〈
K2

2(ϕ)(x), α
〉2,4

W
,

et 〈
y,K2

2(ϕ])(β)
〉4,2

V
=
〈
K4

2(ϕ)(y), β
〉4,2

W
,

pour x ∈ K2
2(V ), y ∈ K4

2(V ), α ∈ K4
2(W ]) et β ∈ K2

2(W ]).

(A2) Pour tout x ∈ K2
2(V ) et tout α ∈ K4

2(V ]), on a 〈x, α〉2,4V = 〈α, x〉4,2
V ]

.

Le théorème est démontré.
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CHAPITRE 3

Calcul de Ext1F (S∗4, S
∗
4)

C onsidérons le foncteur K2 qui est isomorphe au foncteur V 7→ K(2)∗(BV ])

(cf. le théorème 2.2.9). Il admet la filtration convergente décroissante

K2 = D0 ⊃ · · · ⊃ Dk ⊃ · · ·

dont le quotient successif Dn/Dn+1 est isomorphe au foncteur puissance symétrique tronquée
Sn4 pour n ≥ 0 (voir la section 2.3.2).

Le foncteur K1(V ) est isomorphe à F2[V ]. Soit J son idéal d’augmentation. Son dual
J \ est unisériel (voir la proposition 1.1.40), ses facteurs de composition sont les Λn, et on
sait que Ext1F (Λi,Λj) = F2 si |i − j| = 1, et 0 sinon. Ceci donne une forme d’unicité
pour J \. Il est naturel de se poser la question suivante : y-a-t’il une propriété d’unicité
analogue pour le foncteur K2 relativement à ces sous-quotients et leurs extensions ? Pour
l’aborder, il faut calculer les groupes Ext1F (Sn4 , S

n+3k
4 ) avec k ≥ 1, et plus généralement le

groupe Ext1F (S∗4,S
∗
4). Enfin, on déterminera la classe d’extension dans Ext1F (Sn4 , S

n+3
4 ) qui

correspond au sous-quotient (Dn ∩ K2k
2 )/(Dn+6 ∩ K2k

2 ) de K2 (cf. la page 126).
On va montrer que la dimension de Ext1F (Sn4 ,S

n+3
4 ) est bornée (voir le corollaire 3.4.25).

On conjecture que K2 est le seul (ou à tout le moins qu’il n’y a qu’un nombre fini de)
foncteur(s) ayant une filtration dont les quotients sont les Sn4 et tels que les extensions entre
deux étages successives soient toujours non triviales.

Dans la première partie de ce chapitre, on étudie le foncteur exponentiel de Hopf S∗4.
Dans la seconde, on étudie les algèbres d’endomorphisme, et dans la troisième et quatrième
les groupes Ext1F comme module sur ces algèbres.
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3.1 Préliminaires

Le foncteur K2 admet la filtration convergente décroissante

K2 = D0 ⊃ · · · ⊃ Dk ⊃ · · · .

La proposition 2.3.20 et le théorème 2.3.21 affirment que le quotient Dn/Dn+1 est isomorphe
au foncteur puissance symétrique tronquée Sn4 qui est défini comme le conoyau de la composée

Sn−4 ⊗ S1 1⊗φ // Sn−4 ⊗ S4 produit // Sn (3.1)

où φ : S1 → S4 est le morphisme de Frobenius itéré. On va calculer Ext1F (S∗4,S
∗
4) en utilisant

les suites spectrales d’hypercohomologie associées aux complexes qui sont introduits dans
la partie 3.1.2. Mais tout d’abord, on montre que S∗4 est un foncteur exponentiel de Hopf.
Il satisfait alors des propriétés qui sont rappelées dans l’appendice A (pour celles du cas
général, voir [FFSS99]).

3.1.1 Le foncteur exponentiel de Hopf S∗4

Proposition 3.1.1. — Le foncteur gradué

S∗4 =
⊕
n∈N

Sn4

est un foncteur exponentiel.

Remarque 3.1.2. — Rappelons que le foncteur algèbre symétrique S∗ est exponentiel.
Soit Y ∗ =

⊕
n∈N Y

n le sous-foncteur gradué de S∗, où Y n est l’image de la composée (3.1).
D’après la proposition A.2.4, afin de démontrer que S∗4 est un foncteur exponentiel, il suffit
de démontrer que Y ∗ est un idéal exponentiel de S∗.

Démonstration. — On rappelle d’abord l’équivalence naturelle S∗(V ⊕W ) ∼= S∗(V )⊗S∗(W ),

où V,W sont des espaces vectoriels de dimension finie quelconques (cf. [Tro02, Prop. 1.3.2]).
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Pour I = {i1, . . . , ik} ⊂ N, on désigne par vI le produit vi1 · · · vik ∈ Sk(V ), et wI le produit
qui appartient à Sk(W ). Alors, le morphisme

ϕ : S∗(V )⊗ S∗(W ) −→ S∗(V ⊕W )

vI ⊗ wJ 7−→ vIwJ

est l’inverse du morphisme

ψ : S∗(V ⊕W ) −→ S∗(V )⊗ S∗(W )

(v1 + w1) · · · (vn + wn) 7−→
∑

ItJ=n

vI ⊗ wJ ,

où n est l’ensemble {1, 2, . . . , n} et t désigne la réunion disjointe d’ensembles.

On montre maintenant que

Y ∗(V ⊕W ) ∼= S∗(V )⊗ Y ∗(W ) + Y ∗(V )⊗ S∗(W ).

Le fait que S∗(V ) ⊗ Y ∗(W ) + Y ∗(V ) ⊗ S∗(W ) ↪→ Y ∗(V ⊕W ) se déduit directement de la
définition de ϕ. Il reste à montrer l’inclusion réciproque.

Puisque Y n = 0 pour 0 ≤ n ≤ 3, il suffit de considérer le cas n ≥ 4. Considérons
l’élément x = (v1 + w1) · · · (vn + wn) ∈ Y n(V ⊕ W ). Il existe alors k1, k2, k3, k4 tels que
vk1 + wk1 = vk2 + wk2 = vk3 + wk3 = vk4 + wk4 . On va calculer son image par ψ. Par la
commutativité, on suppose que (k1, k2, k3, k4) = (1, 2, 3, 4). On en déduite que v1 = v2 =

v3 = v4 et w1 = w2 = w3 = w4. On obtient alors que

ψ(x) =
∑

I2tJ2=n\4

 4∑
k=0

 ∑
I1tJ1=4
|I1|=k

(vI1vI2)⊗ (wJ1wJ2)




=
∑

I2tJ2=n\4

(
4∑

k=0

(
4

k

)
(vk1vI2)⊗ (w4−k

1 wJ2)

)

=
∑

I2tJ2=n\4

(
vI2 ⊗ (w4

1wJ2) + (v4
1vI2)⊗ wJ2

)
(car

(
4

k

)
est pair pour k = 1, 2, 3).

Cela signifie que Y ∗(V ⊕ W ) ↪→ S∗(V ) ⊗ Y ∗(W ) + Y ∗(V ) ⊗ S∗(W ). La proposition est
démontrée.

Corollaire 3.1.3. — Le foncteur gradué S∗4 est un foncteur exponentiel de Hopf.

Démonstration. — Les produits naturels sur S∗4, qui sont définis par

Si4(V )⊗ Sj4(V ) �
� // Si+j4 (V ⊕ V )

Si+j4 (∇)
// Si+j4 (V ) ,
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où ∇ est la somme, vérifient l’hypothèse de la proposition A.2.6.

Remarque 3.1.4. — Le point clé de la démonstration de la proposition 3.1.1 est que
(

4
k

)
est pair pour k = 1, 2, 3. Pour tout entier naturel α, on a

(
2α

k

)
≡ 0 (mod 2) si 1 ≤ k ≤ 2α−1.

Donc, on peut montrer encore que le foncteur

S∗2α =
⊕
n∈N

Sn2α

est aussi exponentiel de Hopf. Ici, le foncteur Sn2α est défini comme le conoyau de la composée

Sn−2α ⊗ S1 1⊗φ // Sn−2α ⊗ S2α produit // Sn .

3.1.2 Les foncteurs bigradués Λ∗,∗ et S∗,∗4

Pour calculer le groupe Ext∗F (Id,S∗), Franjou, Lannes et Schwartz [FLS94] ont utilisé
les suites spectrales d’hypercohomologie associées aux complexes de cochaines obtenus à
partir du foncteur bigradué S∗,∗. Cette technique est développée par Friedlander et Suslin
[FS97, §8]. Les foncteurs bigradués Λ∗,∗ et S∗,∗4 ci-dessous sont étudiés de la même manière
pour calculer le groupe Ext1F (S∗4, S

∗
4).

On utilise la notation B∗ pour indiquer un des foncteurs exponentiels de Hopf Λ∗ ou
S∗4. Pour tout V ∈ V , en posant Bi,j(V ) = Bi(V ) ⊗ Bj(V ), B∗,∗(V ) =

⊕
i,j B

i,j(V ) est
naturellement une algèbre bigraduée commutative. On définit la transformation naturelle d
par la composée

d : Bi,j −→ Bi−1,1 ⊗Bj ∼= Bi−1 ⊗B1,j −→ Bi−1,j+1,

où les applications de gauche et de droite sont respectivement induites par le coproduit et
le produit de B∗.

Lemme 3.1.5. — L’application d est une différentielle, i.e. d2 = 0. Elle est de plus une
dérivation de bidegré (−1, 1), ce qui fait de B∗,∗(V ) une algèbre différentielle bigraduée
commutative.

Démonstration. — On obtient le résultat en notant que d : Bi,j(V ) → Bi−1,j+1(V ) envoie
(x1 · · ·xi)⊗ (y1 · · · yj) sur

∑i
k=1(x1 · · ·xk−1xk+1 · · ·xi)⊗ (xky1 · · · yj).

Notation et remarque 3.1.6. — En écrivant Bi
n(V ) := Bn−i,i(V ), on appelle i le degré

homologique et n le degré total. Alors, B∗,∗(V ) est encore une algèbre différentielle
bigraduée par rapport à ces deux types de degré. La différentielle d préserve le degré total
et augmente le degré homologique de 1, i.e. elle est de bidegré (0, 1) par rapport à cette
bigraduation. Il en résulte donc que H∗(B∗,∗) =

⊕
nH∗(B

∗
n) où B∗n =

⊕
iB

i
n.
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Grâce au lemme 3.1.5, l’homologie H∗(B∗,∗(V )) est aussi une algèbre bigraduée commu-
tative. De plus, puisque B∗ est un foncteur exponentiel de Hopf, on a

B∗,∗(V ⊕W ) = B∗,∗(V )⊗B∗,∗(W ).

Par l’isomorphisme de Künneth, on obtient

H∗(B∗,∗(V ⊕W )) = H∗(B∗,∗(V )⊗B∗,∗(W )) ∼= H∗(B∗,∗(V ))⊗H∗(B∗,∗(W )). (3.2)

Donc, pour calculer l’homologie H∗(B∗,∗(V )), il suffit de considérer le cas d’un espace vec-
toriel de dimension 1.

Proposition 3.1.7. — On a l’isomorphisme naturel en V :

H∗(Λ∗,∗(V )) ∼= Λ∗(V (2,1)),

où (2, 1) indique que V est de degré total 2 et de degré homologique 1 dans H∗(Λ∗,∗(V )).

Démonstration. — On dispose d’un morphisme naturel de V dans H1(Λ∗2(V )) qui envoie
chaque élément v ∈ V sur la classe homologique du cycle v⊗v ∈ Λ1(V )⊗Λ1(V ) = Λ1

2(V ). Il
s’étend canoniquement en un morphisme d’algèbres bigraduées (en considérant le degré total
et le degré homologique) de Λ∗(V (2,1)) dans H∗(Λ∗,∗(V )), puisque la classe (v ∧ v)⊗ (v ∧ v)

est nulle dans Λ2(V )⊗ Λ2(V ) = Λ2
4(V ).

Afin de montrer que ce morphisme est un isomorphisme, il suffit d’utiliser un argument
de dimension. On considère l’algèbre différentielle bigraduée Λ∗,∗(F2) :

Degré total 0 F2

Degré total 1 F2
' // F2

Degré total 2 0 // F2
// 0

Degré total 3 0 // 0 // 0 // 0 .

Il en résulte que H∗(Λ∗,∗(F2)) ∼= Λ∗(F(2,1)
2 ). Le résultat général est démontré par récurrence

sur la dimension de l’espace vectoriel V en utilisant l’isomorphisme (3.2).

Remarque 3.1.8. — Le résultat ci-dessus montre que les complexes

Λ2k+1 −→ Λ2k ⊗ Λ1 −→ Λ2k−1 ⊗ Λ2 −→ · · · −→ Λ1 ⊗ Λ2k −→ Λ2k+1

sont acycliques, tandis que les complexes

Λ2k −→ Λ2k−1 ⊗ Λ1 −→ · · · −→ Λk ⊗ Λk −→ · · · −→ Λ1 ⊗ Λ2k−1 −→ Λ2k

sont exacts sauf en position k où l’homologie est Λk.
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Proposition 3.1.9. — On a l’isomorphisme naturel en V :

H∗(S
∗,∗
4 (V )) ∼= Λ∗(V (2,0))⊗ Λ∗(V (4,3)).

Démonstration. — On dispose d’un morphisme naturel de V dans H0((S4)∗2(V )) qui envoie
chaque élément v ∈ V sur la classe homologique du cycle v2 ∈ S2

4(V ) = (S4)0
2(V ). D’autre

part, on dispose d’un morphisme naturel de V dans H3((S4)∗4(V )) qui envoie v ∈ V sur la
classe homologique du cycle v⊗ v3 ∈ S1

4(V )⊗ S3
4(V ) = (S4)3

4(V ). Puisque v4 = 0 ∈ S4
4(V ) =

(S4)0
4(V ) et v2 ⊗ v6 = 0 ∈ S2

4(V ) ⊗ S6
4(V ) = (S4)6

8(V ), la somme des morphismes ci-dessus
s’étend canoniquement en un morphisme d’algèbres bigraduées de Λ∗(V (2,0)) ⊗ Λ∗(V (4,3))

dans H∗(S
∗,∗
4 (V )) (en considérant le degré total et le degré homologique).

Afin de montrer que ceci soit un isomorphisme, il suffit d’utiliser un argument de di-
mension. On considère l’algèbre différentielle bigraduée S∗,∗4 (F2) :

Degré total 0 F2

Degré total 1 F2
' // F2

Degré total 2 F2
0 // F2

' // F2

Degré total 3 F2
' // F2

0 // F2
' // F2

Degré total 4 0 // F2
' // F2

0 // F2
// 0

Degré total 5 0 // 0 // F2
' // F2

// 0 // 0

Degré total 6 0 // 0 // 0 // F2
// 0 // 0 // 0

Degré total 7 0 // 0 // 0 // 0 // 0 // 0 // 0 // 0 .

Il en résulte que H∗(S
∗,∗
4 (F2)) ∼= Λ∗(F(2,0)

2 ) ⊗ Λ∗(F(4,3)
2 ). Le cas général est démontré par

récurrence sur la dimension de l’espace vectoriel V en utilisant l’isomorphisme (3.2).

Corollaire 3.1.10. — En considérant le complexe (S4)∗
2h
, h ≥ 1 :

S2h

4 −→ S2h−1
4 ⊗ S1

4 −→ S2h−2
4 ⊗ S2

4 −→ S2h−3
4 ⊗ S3

4 −→ · · · −→ S1
4 ⊗ S2h−1

4 −→ S2h

4 ,

qui est la partie homogène de degré total 2h de S∗,∗, on a

1. H0

(
(S4)∗

2h

) ∼= Λ2h−1
,

2. H1

(
(S4)∗

2h

)
= H2

(
(S4)∗

2h

)
= 0,

3. H3

(
(S4)∗

2h

) ∼= Λ2h−1−2 ⊗ Λ1.

Démonstration. — Le corollaire est déduit de la proposition 3.1.9 en comparant les degrés
homologiques et les degrés totals des deux termes.
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3.1.3 Rappels sur les suites spectrales d’hypercohomologie

Les complexes (S4)∗
2h
(voir le corollaire 3.1.10) sont utilisés pour calculer le groupe Ext1F (S∗4,S

∗
4)

en comparant les suites spectrales d’hypercohomologie associées. Rappelons la construction
de ces suites spectrales (cf. [CE56, Chapter XVII]). Soit C une catégorie abélienne qui a
assez d’injectifs. Soit C∗ : C0 −→ C1 −→ · · · −→ Ci −→ · · · un complexe de C . Il existe
alors

• un bicomplexe du premier quadrant I∗,∗,

• une augmentation C∗ → I∗,0,

tels que Im,∗ est une résolution injective de Cm, et de plus, les cycles, les bords, les coho-
mologies de I∗,n forment respectivement des résolutions injectives des cycles, des bords et
des cohomologies de C∗. On appelle I∗,∗ une résolution injective de Cartan-Eilenberg
du complexe C∗.

Soit A un objet de la catégorie C . On considère le bicomplexe obtenu en appliquant à
I∗,∗ le foncteur HomC (A,−). On a deux suites spectrales d’hypercohomologie associées
à ce bicomplexe : {Ir}r≥1 (resp. {IIr}r≥1) est obtenue en prenant l’homologie suivant les
lignes puis suivant les colonnes (resp. suivant les colonnes puis suivant les lignes).

Proposition 3.1.11. — Les suites spectrales d’hypercohomologie {Ir}r≥1 et {IIr}r≥1 sont
indépendantes du choix de la résolution injective de Cartan-Eilenberg du complexe C∗. Elles
convergent vers une même cohomologie, que l’on note Ext∗C (A,C∗). Leurs pages initiales
sont déterminées par

• Is,t1 = ExttC (A,Cs),

• IIs,t2 = ExtsC (A,Ht(C∗)).

De plus, dans les deux suites spectrales, la différentielle dr de la r-ième page est de bidegré
(r, 1− r).

Remarque 3.1.12. — Pour étudier Ext1F (S∗4, S
∗
4), on va montrer dans les sections suivantes

qu’il suffit de calculer Ext1F (S2k
4 ,S

2l
4 ) avec k, l ∈ N. En utilisant les suites spectrales d’hyper-

cohomologie associées aux complexes dans le corollaire 3.1.10, grâce à la proposition 3.1.11,
on observe qu’il faut d’abord étudier le groupe Ext1F (S∗4,Λ

∗).

3.2 Les algèbres de Hopf HomF (S∗4, S
∗
4) et HomF (S∗4,Λ

∗)

Puisque S∗4 est un foncteur exponentiel de Hopf, d’après la proposition A.3.5, Ext∗F (S∗4, S
∗
4)

est muni d’une structure d’algèbre de Hopf tri-graduée. Cette structure se restreint à une
structure d’algèbre de Hopf bigraduée sur HomF (S∗4,S

∗
4). Le but de cette section est d’établir

le résultat suivant :

Proposition 3.2.1. — En tant que F2-algèbre bigraduée,

HomF (S∗4, S
∗
4) ∼=

⊗
k

Λ(b[2k,2k])
⊗
l

Λ(b[2l,2l+1]),
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où les morphismes b[m,n] : Sm4 → Sn4 sont définis dans 3.2.3. D’autre part, dans la structure de
F2-algèbre de Hopf bigraduée de HomF (S∗4,S

∗
4), le coproduit est caractérisé par le morphisme

Verschiebung qui est donné par :

• V (b[1,1]) = V (b[1,2]) = 0,

• V (b[2k,2k]) = b[2k−1,2k−1], et V (b[2k,2k+1]) = b[2k−1,2k], pour tout k ≥ 1.

Pour démontrer cette proposition, on détermine d’abord une base de HomF (S∗4, S
∗
4) en

tant que F2-espace vectoriel. Ce travail est similaire à celui sur HomF (S∗, S∗) ([Kuh94a,
6.11 – 6.19]). Ensuite, on va étudier les relations algébriques entre les éléments de la base
ci-dessus et ainsi déduire le résultat.

On obtient un résultat similaire pour HomF (S∗4,Λ
∗). La démonstration est laissée au

lecteur puisqu’elle fonctionne de manière analogue à celle pour HomF (S∗4, S
∗
4).

Proposition 3.2.2. — En tant que F2-algèbre bigraduée,

HomF (S∗4,Λ
∗) ∼=

⊗
k

Λ(b̃2k),

où b̃m : Sm4 −→ Λm, x1 · · ·xm 7−→ x1 ∧ · · · ∧ xm pour m ∈ N quelconque. D’autre part, dans
la structure de F2-algèbre de Hopf bigraduée de HomF (S∗4,Λ

∗), le coproduit est caractérisé
par le morphisme Verschiebung qui est donné par :

• V (b̃1) = 0,

• V (b̃2k) = b̃2k−1, pour tout k ≥ 1.

Maintenant, pour commencer à démontrer la proposition 3.2.1, on considère la définition
suivante :

Définition 3.2.3. — Soient m,n ∈ N tels que m ≤ n ≤ 2m. On pose k = 2m − n. Alors
0 ≤ k ≤ m. On définit le morphisme naturel b[m,n] : Sm4 −→ Sn4 par

b[m,n](x1 · · ·xm) =
∑

ItJ={1,...,m},
|I|=k

xIx
2
J .

Ici xL, x2
L désignent respectivement xl1 · · ·xlj et x2

l1
· · ·x2

lj
pour L = {l1, . . . , lj}. De plus, on

convient que xL = x2
L = 1 ∈ F2 si L = ∅.

Remarque 3.2.4. — Le morphisme b[m,m] est le morphisme identité de Sm4 , et le morphisme
b[n,2n] : Sn4 → S2n

4 est le morphisme de Frobenius.

Proposition 3.2.5. — Le F2-espace vectoriel HomF (S∗4, S
∗
4) est librement engendré par les

morphismes b[m,n] pour tous m,n ∈ N tels que m ≤ n ≤ 2m.

Démonstration. — Soient m,n ∈ N. Soit ϕ : Sm4 −→ Sn4 un morphisme non trivial. Soit V
un espace vectoriel de dimension m+ 1, et soit {e1, . . . , em+1} une base de V . On a alors la
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décomposition suivante

ϕV (e1 · · · em) =
∑

j1+···+jm+1=n

λ(j1, . . . , jm+1)ej11 · · · e
jm+1

m+1 ,

où λ(j1, . . . , jm+1) ∈ F2 et 0 ≤ jk ≤ 3.

Soient x1, . . . , xm des éléments quelconques dans V . En considérant l’application linéaire
α : V → V qui envoie ei sur xi pour i ≤ m, et envoie em+1 sur 0, puisque ϕ est une
transformation naturelle, on obtient que

ϕV (x1 · · ·xm) = ϕV (α(e1 · · · em))

= α(ϕV (e1 · · · em))

=
∑

j1+···+jm+1=n

λ(j1, . . . , jm+1)α(ej11 · · · e
jm+1

m+1 )

=
∑

j1+···+jm=n

λ(j1, . . . , jm, 0)xj11 · · ·xjmm . (3.3)

Donc, la proposition va être démontrée si on peut montrer que dans la somme ci-dessus,
si λ(j1, . . . , jm, 0) 6= 0, alors jk est égal à 1 ou 2 pour tout k. En effet, on considère l’identité

ϕV (e1 · · · em−1(em + em+1)) = ϕV (e1 · · · em−1em) + ϕV (e1 · · · em−1em+1).

En appliquant la formule (3.3), on obtient que∑
λ(j1, . . . , jm, 0)ej11 · · · (em + em+1)jm =

∑
λ(j1, . . . , jm, 0)ej11 · · · (ejmm + ejmm+1).

Si λ(j1, . . . , jm, 0) 6= 0, on a alors (em+ em+1)jm = ejmm + ejmm+1. Il en résulte que jm ∈ {1, 2}.
En utilisant la symétrie, on obtient encore le résultat similaire pour tous les jk.

Puisque ϕ est non trivial, il existe (j1, . . . , jm) tel que λ(j1, . . . , jm, 0) = 1. Sans perte
de généralité, on peut supposer que j1 ≤ · · · ≤ jm. Soit 1 ≤ k ≤ m tel que j1 = · · · = jk = 1

et jk+1 = · · · = jm = 2. On en déduit que m ≤ n ≤ 2m et k = 2m− n car j1 + · · · jm = n.
De plus, puisque ϕV (x1 · · ·xm) contient le terme x1 · · ·xkx2

k+1 · · ·x2
m, par la symétrie, elle

contient tous les termes de la forme xIx2
J tels que I t J = {1, . . . ,m} et |I| = k. On obtient

donc que ϕ = b[m,n] et dimHomF (Sm4 ,S
n
4 ) = 1. La proposition s’ensuit.

Remarque 3.2.6. — Le point clé de la démonstration ci-dessus est la détermination d’une
base de HomF (Tm,Sn4 ). En effet, c’est la famille

{
bσ[m,n] : σ ∈ Sm

}
, où

bσ[m,n](x1 · · ·xm) := xσ(1) · · ·xσ(k)x
2
σ(k+1) · · ·x2

σ(m),

avec k = 2m− n (sous la condition m ≤ n ≤ 2m).

L’image du morphisme b[m,n] : Sm4 → Sn4 s’identifie alors à celle de la somme
∑

σ∈Sm b
σ
[m,n]

qui est un élément de HomF (Tm,Sn4 ) invariant sous l’action du groupe symétrique Sm.
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Autrement dit, on a l’isomorphisme HomF (Sm4 , S
∗
4)

' // HomF (Tm,S∗4)Sm qui est induit
par la projection Tm � Sm4 .

De manière analogue à la démonstration de la proposition 3.2.5, on obtient le résultat
suivant :

Proposition 3.2.7. — Soient m,n des entiers naturels. L’espace vectoriel HomF (Λm,Sn4 )

est trivial si 2m− n ≥ 2.

Démonstration. — Soit ϕ un morphisme non nul de HomF (Λm, Sn4 ). Alors, ϕ est de la forme

ϕV (x1 ∧ · · · ∧ xm) =
∑

j1+···+jm=n

λ(j1, . . . , jm)xj11 · · ·xjmm , (3.4)

où λ(j1, . . . , jm) ∈ F2 et 0 ≤ jk ≤ 3. On peut montrer que les exposants jk admet une des
deux valeurs 1 ou 2 si λ(j1, . . . , jm) 6= 0. On pose a le nombre des exposants égals à 1, et b
le nombre des exposants égals à 2. On obtient donc que a + 2b = n, et a + b = m. On en
déduit que a = 2m − n. Si a ≥ 2, supposons que jk = jl = 1 avec k 6= l. Soit {e1, . . . , em}
une base de l’espace vectoriel V de dimension m. On a une contradiction en posant dans
(3.4) que xk = xl = ek, et xi = ei pour i 6= k, l. Cela signifie qu’il n’existe pas un morphisme
non nul de Λm vers Sn4 si 2m− n ≥ 2.

La proposition 3.2.5 fournit une base de HomF (S∗4,S
∗
4) en tant que F2-espace vectoriel.

Le lemme ci-dessous donne les relations algébriques entre les éléments de cette base. Pour
les comprendre, on rappelle d’abord la structure d’algèbre de HomF (S∗4,S

∗
4). La structure de

foncteur exponentiel de S∗4 fournit les produits naturels S
i
4⊗Sj4 → Si+j4 et les coproduits natu-

rels Si+j4 → Si4⊗Sj4 (voir la section A.2.6). Soient ϕ ∈ HomF (Si14 , S
j1
4 ) et ψ ∈ HomF (Si24 ,S

j2
4 ).

D’après la remarque A.3.4, le produit ϕψ est défini par le diagramme commutatif suivant

Si1+i2
4

ϕψ //

coproduit
��

Sj1+j2
4

Si14 ⊗ Si24
ϕ⊗ψ // Sj14 ⊗ Sj24

produit

OO

.

Lemme 3.2.8. — On a

1. Pour tout f ∈ HomF (Sm4 , S
n
4 ), on a f2 = 0 ; en particulier, b2[m,m] = b2[m,2m] = 0.

2. b[i+j,i+2j] = b[i,i]b[j,2j].

De plus, si on réécrit m = 2k1 + · · · + 2ks avec k1 < · · · < ks, on obtient alors les identités
suivantes :

3. b[m,m] = b[2k1 ,2k1 ] · · · b[2ks ,2ks ],

4. b[m,2m] = b[2k1 ,2k1+1] · · · b[2ks ,2ks+1].
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Démonstration. — Le coproduit Si+j4 → Si4 ⊗ Sj4 envoie x1 · · ·xi+j sur la somme∑
ItJ={1,...,i+j}

|I|=i

xI ⊗ xJ .

Le lemme est démontré par calcul direct. Par exemple, on donne ici une démonstration des
premier et troisième points.

Pour le premier point, on a

f2(x1 · · ·x2m) =
∑

I⊂{1,...,2m}
|I|=m

f(xI)f(x{1,...,2m}\I).

Les termes se regroupent par deux et s’annulent.

Pour le troisième, le produit b[2k1 ,2k1 ] · · · b[2ks ,2ks ] est défini par

S2k1+...+2ks
4

b
[2k1 ,2k1 ]

···b
[2ks ,2ks ] //

δ
��

S2k1+...+2ks
4

S2k1

4 ⊗ · · · ⊗ S2ks
4

id // S2k1

4 ⊗ · · · ⊗ S2ks
4

µ

OO

,

où µ est induit par les produits naturels de S∗4, et δ par les coproduits naturels. Puisque

δ(x1 · · ·x2k1+···+2ks ) =
∑

I1t···tIs={1,...,2k1+···+2ks}
|It|=2kt ,∀t

xI1 ⊗ · · · ⊗ xIs ,

on obtient la composée

µ ◦ δ =

(
2k1 + · · ·+ 2ks

2ks

)(
2k1 + · · ·+ 2ks−1

2ks−1

)
· · ·
(

2k1

2k1

)
· id.

On a de plus un résultat classique :(
2k1 + · · ·+ 2ks

2ks

)(
2k1 + · · ·+ 2ks−1

2ks−1

)
· · ·
(

2k1

2k1

)
≡ 1 (mod 2).

Donc, b[2k1 ,2k1 ] · · · b[2ks ,2ks ] = µ ◦ δ = idSm4
= b[m,m].

Nous allons maintenant démontrer la proposition 3.2.1 qui est énoncée au début de cette
section.

Proposition 3.2.1. — En tant que F2-algèbre bigraduée,

HomF (S∗4,S
∗
4) ∼=

⊗
k

Λ(b[2k,2k])
⊗
l

Λ(b[2l,2l+1]).
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D’autre part, dans la structure de F2-algèbre de Hopf bigraduée de HomF (S∗4,S
∗
4), le coproduit

est caractérisé par le morphisme Verschiebung qui est donné par :

• V (b[1,1]) = V (b[1,2]) = 0,

• V (b[2k,2k]) = b[2k−1,2k−1], et V (b[2k,2k+1]) = b[2k−1,2k], pour tout k ≥ 1.

Démonstration. — Supposons que b[2k,2k] = b[i,i]b[j,j] où i + j = 2k et i, j < 2k. On réécrit
i = 2α1 +· · ·+2αs et j = 2β1 +· · ·+2βt . Il existe alors s0 et t0 tels que αs0 = βt0 puisque sinon,
i+j ≤ 1+2+· · ·+2k−1 = 2k−1 < 2k. Grâce au lemme 3.2.8, on a b[2k,2k] = b2

[2αs0 ,2αs0 ]
· · · = 0.

Ceci est une contradiction. De même, on peut montrer qu’il n’existe pas de décomposition de
b[2l,2l+1]. Le premier point du lemme 3.2.8 dit que HomF (S∗4,S

∗
4) est une algèbre extérieure.

Pour calculer le morphisme Verschiebung V (f) avec f ∈ HomF (S2m
4 ,S2n

4 ), il faut analyser
le diagramme commutatif suivant :

S2m
4

f // S2n
4

Sm4 ⊗ Sm4

∑
i ϕi⊗ϕi+

∑
j(ψj⊗µj+µj⊗ψj) //

produit

OO

⊕
k+l=2n S

k
4 ⊗ Sl4 ,

produit

OO

alors V (f) =
∑

i ϕi. Ou bien de manière équivalente : on considère

f : S2m
4 (V ⊕W )→ S2n

4 (V ⊕W ),

et on décrit la restriction au facteur direct Sm4 (V )⊗ Sm4 (W ) dont le but est Sn4 (V )⊗ Sn4 (W ).
Dans le cas b[2k,2k] (resp. b[2k,2k+1]), cette restriction est b[2k−1,2k−1] ⊗ b[2k−1,2k−1] (resp.
b[2k−1,2k] ⊗ b[2k−1,2k]) si k ≥ 1, et elle est nulle si k = 1.

3.3 Le module Ext1
F (S∗4,Λ

∗)

En utilisant la structure de F2-algèbre de Hopf tri-graduée sur Ext∗F (S∗4,Λ
∗), on observe

que Ext1F (S∗4,Λ
∗) est un module sur l’algèbre de Hopf HomF (S∗4,Λ

∗). On peut de plus
montrer que ce module est libre à l’aide d’un résultat de Milnor et Moore [MM65].

Théorème 3.3.1. — Les F2-espaces vectoriels Ext1F (S1
4,Λ

2), Ext1F (S4
4,Λ

1) et Ext1F (S2
4,Λ

2)

sont isomorphes à F2. Soient respectivement ε̃[1,2], ε̃[4,1] et ε̃[2,2] leurs générateurs. Alors, en
tant que module sur l’algèbre de Hopf HomF (S∗4,Λ

∗), Ext1F (S∗4,Λ
∗) est librement engendré

par ε̃[1,2], ε̃[4,1] et ε̃[2,2].

Afin de démontrer le théorème ci-dessus, on montre d’abord que le calcul de Ext1F (S∗4,Λ
∗)

se ramène aux cas particuliers Ext1F (S2k
4 ,Λ

2l) avec k, l ∈ N :

Proposition 3.3.2. — Sim 6= 2kou n 6= 2l, tout élément de Ext1F (Sm4 ,Λ
n) est décomposable

par rapport au produit de Hopf sur Ext∗F (S∗4,Λ
∗).
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Remarque 3.3.3. — La proposition 3.3.2 dit que le produit de Hopf sur Ext∗F (S∗4,Λ
∗)

induit un épimorphisme de HomF (S∗4,Λ
∗)-modules :

HomF (S∗4,Λ
∗)⊗

(⊕
k,l∈N Ext

1
F (S2k

4 ,Λ
2l)
)

// // Ext1F (S∗4,Λ
∗).

Nous exhibons ensuite les premiers calculs sur Ext1F (S2k
4 ,Λ

2l) :

Proposition 3.3.4. — Ext1F (S2h
4 ,Λ2h+i

) =


0 si i ≥ 2,

0 si i = 1, h ≥ 1,

F2 si i = 1, h = 0.

Proposition 3.3.5. — Ext1F (S2h+i

4 ,Λ2h) =


0 si i ≥ 3,

0 si i = 2, h ≥ 1,

F2 si i = 2, h = 0.

Grâce aux propositions 3.3.4 et 3.3.5, nous continuons à ramener le calcul de Ext1F (S∗4,Λ
∗)

à ceux de Ext1F (S2h+i

4 ,Λ2h) où i = 0, 1 et h ≥ 1. En utilisant des suites spectrales d’hyper-
cohomologie associées au complexe Λ∗

2h
(cf. la section 3.1.2), nous obtenons les résultats

suivants qui nous permettent de conclure le théorème 3.3.1.

Proposition 3.3.6. — Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h) = 0, ∀h ≥ 1.

Proposition 3.3.7. — Le F2-espace vectoriel Ext1F (S2h
4 ,Λ2h) est isomorphe à F2 pour tout

h ≥ 1. Il est engendré par le produit de Hopf b̃2h−2ε̃[2,2], où b̃m est défini dans la proposition
3.2.2, et ε̃[2,2] est le générateur de Ext1F (S2

4,Λ
2).

3.3.1 Ext1
F (S∗4,Λ

∗) est un module libre sur HomF (S∗4,Λ
∗)

On a besoin du résultat suivant, dû à Milnor et Moore :

Proposition 3.3.8 (Cf. [MM65, Theorem 4.4]). — Soit K un anneau commutatif. Soient
A,B des algèbres de Hopf graduées connexes sur K telles que B est un A-module à gauche.
Posons C = K ⊗A B. Soient i : A → B et π : B → C les morphismes canoniques. Si les
suites 0 → A

i−→ B et B π−→ C → 0 sont scindées en tant que K-modules gradués, il existe
alors h : B → A⊗ C qui est un isomorphisme de A-modules à gauche et de C-comodules à
droite.

Corollaire 3.3.9. — Ext∗F (S∗4,Λ
∗) est un module libre sur l’algèbre de Hopf HomF (S∗4,Λ

∗).
En particulier, Ext1F (S∗4,Λ

∗) est un module libre sur HomF (S∗4,Λ
∗).

Démonstration. — Nous allons vérifier les hypothèses de la proposition 3.3.8. Rappelons
que Ext∗F (S∗4,Λ

∗) est un module sur l’algèbre de Hopf HomF (S∗4,Λ
∗) (voir la section A.3).

D’autre part, puisque les morphismes canoniques

i : HomF (S∗4,Λ
∗) ↪→ Ext∗F (S∗4,Λ

∗), et

103



Chapitre 3. Calcul de Ext1F (S∗4,S
∗
4)

π : Ext∗F (S∗4,Λ
∗) � F2 ⊗HomF (S∗4,Λ∗) Ext

∗
F (S∗4,Λ

∗)

sont des morphismes de F2-espaces vectoriels, ils sont scindés. D’après la proposition 3.3.8,
il existe un isomorphisme de modules sur HomF (S∗4,Λ

∗) :

Ext∗F (S∗4,Λ
∗) ∼= HomF (S∗4,Λ

∗)⊗
[
F2 ⊗HomF (S∗4,Λ∗) Ext

∗
F (S∗4,Λ

∗)
]
.

Le résultat s’ensuit.

3.3.2 Un système de générateurs du module Ext1
F (S∗4,Λ

∗)

Lemme 3.3.10. — Soient k1, . . . , ks des entiers naturels tels que k1 < · · · < ks. Alors,

1. Λ2k1+···+2ks est un facteur direct de Λ2k1 ⊗ · · · ⊗ Λ2ks ,

2. S2k1+···+2ks
4 est un facteur direct de S2k1

4 ⊗ · · · ⊗ S2ks
4 .

Démonstration. — On montre dans la démonstration du lemme 3.2.8 que l’on a deux mor-
phismes µ et δ

S2k1+...+2ks
4

δ // S2k1

4 ⊗ · · · ⊗ S2ks
4µ

oo

qui vérifient µ◦δ = id. Le deuxième résultat s’ensuit. De même, on obtient une démonstration
pour le cas de Λ∗.

Remarque 3.3.11. — Un résultat plus général se trouve dans la thèse de Troesch [Tro02,
Lemme 3.4.4].

Lemme 3.3.12. — Soit C une catégorie abélienne. Soient A,B deux objets de C tels que
A est un facteur direct de B. Alors, ExtnC (X,A) (resp. ExtnC (A,X)) est un facteur direct de
ExtnC (X,B) (resp. ExtnC (B,X)) pour tout n ∈ N.

Démonstration. — Ceci est un résultat classique en algèbre homologique.

On déduit directement des deux lemmes précédents le fait que :

Corollaire 3.3.13. — Soient m,n quelconques dans N. On réécrit m = 2k1 + · · · + 2ks,
n = 2l1 + · · ·+ 2lt avec 0 ≤ k1 < · · · < ks et 0 ≤ l1 < · · · < lt. Alors on a une inclusion

i : Ext1F (Sm4 ,Λ
n) �
� // Ext1F (S2k1

4 ⊗ · · · ⊗ S2ks
4 ,Λ2l1 ⊗ · · · ⊗ Λ2lt ) ,

et un scindement canonique

p : Ext1F (S2k1

4 ⊗ · · · ⊗ S2ks
4 ,Λ2l1 ⊗ · · · ⊗ Λ2lt ) // // Ext1F (Sm4 ,Λ

n) .
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D’après [FFSS99, Corollary 1.8] (voir aussi l’appendice A), on a la décomposition

Ext∗F (S2k1

4 ⊗ · · · ⊗ S2ks
4 ,Λ2l1 ⊗ · · · ⊗ Λ2lt )

∼=
⊕

∑t
b=1 αa,b=2ka ,∀a=1,...,s∑s
b=1 βa,b=2la ,∀a=1,...,t

⊗
i=1,...,s
j=1,...,t

Ext∗F (Sαi,j4 ,Λβj,i).

Il en résulte que, pour x un élément quelconque du terme à gauche, x s’identifie à un élément∑⊗
i=1,...,s; j=1,...,t τi,j du terme à droite, où τi,j ∈ Ext∗F (Sαi,j4 ,Λβj,i). Les morphismes dans

la démonstration du lemme 3.3.10 sont induits par les produits et les coproduits naturels
des foncteurs exponentiels de Hopf S∗4 et Λ∗. Le morphisme p, par définition, envoie x sur la
somme des produits de Hopf

∑∏
i=1,...,s; j=1,...,t τi,j (cf. la proposition A.3.5 et la remarque

A.3.4).
En particulier, on obtient le résultat 3.3.2 qui a été énoncé à la page 102 :

Proposition 3.3.2. — Sim 6= 2kou n 6= 2l, tout élément de Ext1F (Sm4 ,Λ
n) est décomposable

par rapport au produit de Hopf sur Ext∗F (S∗4,Λ
∗).

Le corollaire ci-dessous se déduit directement de la proposition 3.3.2.

Corollaire 3.3.14. — Le produit de Hopf sur Ext∗F (S∗4,Λ
∗) induit un épimorphisme de

HomF (S∗4,Λ
∗)-modules :

HomF (S∗4,Λ
∗)⊗

(⊕
k,l∈N Ext

1
F (S2k

4 ,Λ
2l)
)

// // Ext1F (S∗4,Λ
∗).

3.3.3 Premiers résultats sur Ext1
F (S2k

4 ,Λ2l)

Rappelons que le foncteur S2k
4 admet la filtration

0 = F k0 ⊂ F k1 ⊂ · · · ⊂ F k2k−1+1 = S2k

4

telle que F ki /F
k
i−1 = Λ2i−2⊗Λ2k−1−i+1 (voir le corollaire 2.3.34). Le résultat suivant est une

conséquence directe du corollaire A.4.5.

Lemme 3.3.15. — Si 2l ≥ 2k + 2 ou 2l ≤ 2k−1 − 2, alors Ext1F (S2k
4 ,Λ

2l) = 0.

Démonstration. — En utilisant la filtration de S2k
4 , on a la suite exacte

· · · −→ Ext1F (Λ2i ⊗ Λ2k−1−i,Λ2l) −→ Ext1F (F ki+1,Λ
2l) −→ Ext1F (F ki ,Λ

2l) −→ · · · (3.5)

pour 0 ≤ i ≤ 2k−1.
Si 2l ≥ 2k + 2, on a |(2i+ 2k−1 − i)− 2l| = 2l − 2k−1 − i ≥ 2l − 2k ≥ 2. Si 2l ≤ 2k−1 − 2,

on a |(2i+ 2k−1 − i)− 2l| = 2k−1 + i− 2l ≥ 2. Alors, d’après le corollaire A.4.5, on obtient
que Ext1F (Λ2i ⊗ Λ2k−1−i,Λ2l) = 0 pour tout 0 ≤ i ≤ 2k−1.
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Pour le cas initial i = 0, on a Ext1F (F k0 ,Λ
2l) = 0. Par récurrence, on obtient que

Ext1F (S2k
4 ,Λ

2l) = Ext1F (F k
2k−1+1

,Λ2l) = 0 en utilisant les suites exactes (3.5).

Remarque 3.3.16. — On explique ici les hypothèses du lemme 3.3.15 :

• 2l ≥ 2k + 2⇔

l > k si k > 0,

l ≥ 2 si k = 0.

• 2l ≤ 2k−1 − 2⇔ 2k−1 ≥ 2l + 2⇔

k > l + 1 si l > 0,

k ≥ 3 si l = 0.

Lemme 3.3.17. — Ext1F (Id,Sn4 ) = Ext1F (Sn4 , Id) =

0 si n 6= 4,

F2 si n = 4.

Démonstration. — Si n ≤ 3, on a Sn4 = Sn, alors Ext1F (Id, Sn4 ) = Ext1F (Sn4 , Id) = 0 (d’après
[FLS94]). Si n ≥ 5, par l’argument utilisé dans la démonstration du lemme 3.3.15, on
obtient le résultat. Si n = 4, on considère les suites exactes

· · · −→ HomF (Id,Λ2i ⊗ Λ2−i) −→ Ext1F (Id, F 2
i )

−→ Ext1F (Id, F 2
i+1) −→ Ext1F (Id,Λ2i ⊗ Λ2−i) −→ · · ·

pour i = 1, 2. Puisque les groupes HomF (Id,Λ2i ⊗ Λ2−i) et Ext1F (Id,Λ2i ⊗ Λ2−i) sont nuls
pour tout i 6= 0 (voir le corollaire A.4.5), alors

Ext1F (Id, S4
4) = Ext1F (Id, F 2

2 ) = Ext1F (Id, F 2
1 ) = Ext1F (Λ1,Λ2) = F2.

De la même manière, on obtient l’inclusion

Ext1F (S4
4, S

1
4) = Ext1F (F 2

2 ,S
1
4) ↪→ Ext1F (F 2

1 , S
1
4) ∼= F2.

De plus, rappelons que nous avons, par définition de S4
4, une extension

0 −→ Id −→ S4 −→ S4
4 −→ 0.

Elle est non-triviale puisque HomF (S4, Id) = 0. Il en résulte que Ext1F (S4
4, Id) = F2. La

proposition est démontrée.

On déduit des lemmes 3.3.15 et 3.3.17 les résultats 3.3.4 et 3.3.5 qui ont déjà été énoncés
au début de cette section :

Proposition 3.3.4. — Ext1F (S2h
4 ,Λ2h+i

) =


0 si i ≥ 2,

0 si i = 1, h ≥ 1,

F2 si i = 1, h = 0.

Démonstration. — Le fait que Ext1F (Λ1,Λ2) = F2 est un cas particulier du lemme A.4.4.
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Proposition 3.3.5. — Ext1F (S2h+i

4 ,Λ2h) =


0 si i ≥ 3,

0 si i = 2, h ≥ 1,

F2 si i = 2, h = 0.

Démonstration. — Ce résultat est déduit des lemmes 3.3.15 et 3.3.17.

Grâce aux propositions 3.3.2, 3.3.4 et 3.3.5, pour étudier Ext1F (S∗4,Λ
∗), il suffit de calculer

les groupes Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h) et Ext1F (S2h
4 ,Λ2h) où h ≥ 1. On va utiliser des suites spectrales

d’hypercohomologie.

3.3.4 Calcul de Ext∗F (S2h+1

4 ,Λ2h) avec h ≥ 1

On considère le complexe (voir 3.1.7 et 3.1.8) :

Λ∗2h : Λ2h −→ Λ2h−1 ⊗ Λ1 −→ · · · −→ Λ2h−1 ⊗ Λ2h−1 −→ · · · −→ Λ2h ,

et les deux suites spectrales d’hypercohomologie qui ont pour aboutissement commun la
cohomologie totale Ext∗F (S2h+1

4 ,Λ∗
2h

).
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Figure 3.1 – Calcul de Ext∗F (S2h+1

4 ,Λ2h), h ≥ 1.

On a que la ligne II∗,0∞ = II∗,02 = Ext∗F (S2h+1

4 , H0(Λ∗
2h

)) = Ext∗F (S2h+1

4 , 0) = 0. De plus,
puisque H∗(Λ∗

2h
) ∼= Λ2h−1

est de degré 2h−1, tandis que S2h+1

4 a pour cosocle Λ2h+1
qui est

de degré 2h+1, alors, la colonne II0,∗
2 = HomF (S2h+1

4 , H∗(Λ∗
2h

)) est nulle. On obtient encore
que II0,∗

∞ = II0,∗
2 = 0 puisque cette suite spectrale est nulle en degrés négatifs.

On travaille maintenant sur la suite spectrale I dont I0,1
1 = Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h). On
considère la ligne I∗,01 =

⊕2h−1

i=0 HomF (S2h+1

4 ,Λ2h−i ⊗ Λi). En utilisant l’argument sur des
cosocles, on obtient qu’elle est nulle.

On va ensuite démontrer la proposition 3.3.6 (énoncée à la page 103) :

Proposition 3.3.6. — Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h) = 0, ∀h ≥ 1.

Démonstration. — On a I∗,0∞ = I∗,01 = 0. De plus, puisque II1,0
∞ et II0,1

∞ sont nuls, on déduit
que I0,1

∞ = 0. On considère les différentielles d1 et d2 comme dans la figure ci-dessus. On
observe que d2 est une flèche de Ker d1 vers 0, et Ker d2 = I0,1

∞ = 0. Alors Ker d1 = 0,
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on a une inclusion de I0,1
1 dans I1,1

1 = Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1). Il reste à montrer que
Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1) = 0.

En effet, dans le cas h = 1, puisque S∗4 est un foncteur exponentiel, on utilise le théorème
A.3.1 pour montrer que Ext1F (S4

4,Λ
1⊗Λ1) = 0. Si h ≥ 2, on utilise encore le théorème A.3.1

pour obtenir la décomposition

Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1) ∼= Ext1F (S2h+1−1
4 ,Λ2h−1)⊗HomF (S1

4,Λ
1)

⊕HomF (S2h+1−4
4 ,Λ2h−1)⊗ Ext1F (S4

4,Λ
1).

Comme h ≥ 2, HomF (S2h+1−4
4 ,Λ2h−1) = 0 (voir la proposition 3.2.2). De plus, nous avons

l’inclusion

Ext1F (S2h+1−1
4 ,Λ2h−1) �

� // Ext1F (S1
4 ⊗ S2

4 ⊗ · · · ⊗ S2h
4 ,Λ2h−1) .

Puisque Λ∗ est un foncteur exponentiel, alors

Ext1F (S1
4 ⊗ S2

4 ⊗ · · · ⊗ S2h

4 ,Λ2h−1)

∼=
⊕

a0+···+ah=2h−1

h⊕
k=0

Ext1F (S2k

4 ,Λ
ak)⊗

⊗
i 6=k

HomF (S2i

4 ,Λ
ai)

 .

A la suite de la proposition 3.2.2, HomF (S2i
4 ,Λ

ai) 6= 0 si et seulement si ai = 2i. On obtient
ainsi que Ext1F (S1

4 ⊗ S2
4 ⊗ · · · ⊗ S2h

4 ,Λ2h−1) ∼=
⊕h

k=0 Ext
1
F (S2k

4 ,Λ
2k−2h) = 0 car 2k − 2h ≤ 0.

Il en résulte que Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1) = 0 pour h ≥ 2, et donc pour tout h ≥ 1. La
proposition est démontrée.

3.3.5 Calcul de Ext1
F (S2h

4 ,Λ2h) avec h ≥ 1

On utilise les suites spectrales d’hypercohomologie qui ont pour aboutissement commun
la cohomologie totale Ext∗F (S2h

4 ,Λ∗
2h

).
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Figure 3.2 – Calcul de Ext1F (S2h
4 ,Λ2h), h ≥ 1.
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Pour la page II2, on a les résultats similaires au cas Ext1F (S2h
4 ,Λ2h−1

). De plus, la colonne
II1,∗

2 = Ext1F (S2h
4 , H∗(Λ∗

2h
)) est nulle puisque H∗(Λ∗

2h
) = Λ2h−1

(voir la proposition 3.3.6).
On en déduit que IIi,j∞ = 0 si i + j ≤ 2. Ceci implique que I0,0

∞ = 0, la différentielle d(1)
1 de

la page I1 est alors un isomorphisme. On obtient de plus que la différentielle d(2)
1 est nulle

(on renvoie à la figure 3.2 pour les notations).

On va démontrer le résultat suivant (énoncé à la page 103) :

Proposition 3.3.7. — Le F2-espace vectoriel Ext1F (S2h
4 ,Λ2h) est isomorphe à F2 pour tout

h ≥ 1. Il est engendré par le produit de Hopf b̃2h−2ε̃[2,2], où b̃m est défini dans la proposition
3.2.2, et ε̃[2,2] est le générateur de Ext1F (S2

4,Λ
2).

Démonstration. — On considère le cas h = 1 et on fait des arguments sur la page I1 de la
suite spectrale I (voir la figure 3.2). Comme I3,0

1 = 0, on obtient Ker d
(3)
1 = F2. D’autre part,

on a I1,1
1 = Ext1(S2

4,Λ
1⊗Λ1) = 0. Ceci implique Ker d1 = I0,1

1 = Ext1F (S2
4,Λ

2). On considère
ensuite la différentielle d2 de Ker d1 vers Ker d

(3)
1 . Puisque I2,0

∞ = 0, d2 est surjective. De
plus, d2 est injective puisque I0,1

∞ = 0. On obtient ainsi l’isomorphisme

Ext1F (S2
4,Λ

2) = Ker d1 = Ker d
(3)
1 = F2.

Si h ≥ 2, on a I2,0
1 = I3,0

1 = F2. Alors d
(3)
1 est un isomorphisme, et d2 est une flèche

de Ker d1 vers 0. Le fait que I0,1
∞ = 0 implique ensuite que Ker d1 = Ker d2 = 0, i.e. on a

l’inclusion d1 de Ext1F (S2h
4 ,Λ2h) dans Ext1F (S2h

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1).

On démontre la proposition par récurrence. Supposons que Ext1F (S2h
4 ,Λ2h) = F2 pour

tout 1 ≤ h ≤ α − 1, et que son générateur est le produit de Hopf b̃2h−2ε̃[2,2]. D’après
l’argument ci-dessus, on a une inclusion de Ext1F (S2α

4 ,Λ2α) dans Ext1F (S2α
4 ,Λ2α−1 ⊗ Λ1).

De manière analogue à la démonstration de la proposition 3.3.6, nous obtenons que le F2-
espace vectoriel Ext1F (S2α

4 ,Λ2α−1 ⊗ Λ1) est isomorphe à Ext1F (S2α−1
4 ,Λ2α−1), qui est inclus

dans Ext1F (S1
4 ⊗ S2

4 ⊗ · · · ⊗ S2α−1

4 ,Λ2α−1). De plus, puisque Λ∗ est un foncteur exponentiel,
on obtient la décomposition

Ext1F (S1
4 ⊗ S2

4 ⊗ · · · ⊗ S2α−1

4 ,Λ2α−1)

∼=
α−1⊕
k=0

HomF (S1
4,Λ

1)⊗ Ext1F (S2k

4 ,Λ
2k)⊗

⊗
i 6=k

HomF (S2i

4 ,Λ
2i)

.
L’argument qui nous donne la proposition 3.3.2 (voir la page 105) dit alors que, en tant
que F2-espace vectoriel, Ext1F (S2α−1

4 ,Λ2α−1
) est engendré par les produits de Hopf entre

les éléments de l’algèbre HomF (S∗4,Λ
∗) et les générateurs b̃2k−2ε̃[2,2] de Ext1F (S2k

4 ,Λ
2k) où

k < α (par hypothèse de récurrence). Il en résulte que Ext1F (S2α−1

4 ,Λ2α−1
) = F2 grâce à la

proposition 3.2.2 et le corollaire 3.3.9.

Le F2-espace vectoriel Ext1F (S2α
4 ,Λ2α) est inclus dans F2. Puisqu’il admet le générateur

b̃2α−2ε̃[2,2], alors Ext1F (S2α
4 ,Λ2α) = F2. La proposition est démontrée.
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3.3.6 Résultat principal et conséquences

Théorème 3.3.1. — En tant que module sur l’algèbre de Hopf HomF (S∗4,Λ
∗), Ext1F (S∗4,Λ

∗)

est librement engendré par les éléments ε̃[1,2], ε̃[4,1] et ε̃[2,2].

Démonstration. — Le théorème se déduit du corollaire 3.3.14, de la structure de F2-espace
vectoriel de Ext1F (S2h

4 ,Λ2l) (cf. les propositions 3.3.4, 3.3.5, 3.3.6 et 3.3.7), et du corollaire
3.3.9, en observant que les trois générateurs dans l’énoncé sont des indécomposables de
l’algèbre de Hopf tri-graduée Ext∗F (S∗4,Λ

∗).

Corollaire 3.3.18. — Ext1(Sm4 ,Λ
n) = 0 si (m− n) /∈ {−1, 0, 3}.

Démonstration. — Par la proposition 3.2.2, HomF (Sm4 ,Λ
n) 6= 0 si et seulement si m = n.

On en déduit le résultat en considérant les générateurs ci-dessus de Ext1F (S∗4,Λ
∗).

On a besoin du lemme suivant pour calculer Ext2F (S2h+1

4 ,Λ2h) :

Lemme 3.3.19. — Ext2F (S2h+1

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1) = 0,∀h ≥ 0.

Démonstration. — Puisque S∗4 est exponentiel, en convenant que Sk4 = Λk = 0 si k < 0, on
obtient la décomposition

Ext2F (S2h+1

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1) = HomF (S2h−1
4 ,Λ2h−1)⊗ Ext2F (S2h+1

4 ,Λ1)

⊕ Ext1F (S2h+1−4
4 ,Λ2h−1)⊗ Ext1F (S4

4,Λ
1)

⊕ Ext2F (S2h+1−1
4 ,Λ2h−1)⊗HomF (Λ1,Λ1).

On observe que Ext2F (S2h+1
4 ,Λ1) est inclus dans Ext2F (S2h

4 ⊗ S1
4,Λ

1). De plus, le groupe
Ext2F (S2h

4 ⊗ S1
4,Λ

1) est nul, par théorème A.3.1 appliqué au foncteur exponentiel Λ∗ (voir
aussi le théorème d’annulation de Pirashvili [JP91]). Le groupe Ext2F (S2h+1

4 ,Λ1) est donc
nul.

D’autre part, on considère le groupe Ext1F (S2h+1−4
4 ,Λ2h−1). Il est nul si h ≤ 1 (cf. le

lemme 3.3.17). Il est également nul si h ≥ 2 puisque (2h+1−4)−(2h−1) = 2h−3 /∈ {−1, 0, 3}.
Finalement, désignons par Gh le groupe Ext2F (S1

4 ⊗ S2
4 ⊗ · · · ⊗ S2h

4 ,Λ2h−1). On a G0 =

Ext2F (S1
4,F2) = 0. On a encore G1 = Ext2F (S1

4 ⊗ S2
4,Λ

1) = 0, puisque le foncteur Λ∗ est
exponentiel. Si h ≥ 2, on a la décomposition

Gh =
⊕

0≤k<l≤h

Ext1F (S2k

4 ,Λ
ak)⊗ Ext1F (S2l

4 ,Λ
al)⊗

⊗
i 6=k, i6=l

HomF (S2i

4 ,Λ
2i)


⊕

h⊕
k=0

Ext2F (S2k

4 ,Λ
2k−2h)⊗

⊗
i 6=k

HomF (S2i

4 ,Λ
2i)

 ,

où ak + al = 2k + 2l − 2h. Les groupes Ext2F (S2k
4 ,Λ

2k−2h) sont nuls car k ≤ h. De plus,
soit Ext1F (S2k

4 ,Λ
ak) soit Ext1F (S2l

4 ,Λ
al) est nul puisque la somme (2k − ak) + (2l − al) = 2h
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n’est pas une des valeurs {−1, 0, 3, 2,−2, 6}. Ainsi, on obtient Gh = 0 pour tout h ≥ 0. Il en
résulte que Ext2F (S2h+1−1

4 ,Λ2h−1) = 0, puisqu’il est inclus dans Gh.

Donc, le lemme suit de la décomposition ci-dessus.

Proposition 3.3.20. — Ext2F (S2h+1

4 ,Λ2h) =

0 si h ≥ 2,

F2 si h = 0 ou 1.

Démonstration. — On utilise les suites spectrales d’hypercohomologie qui sont obtenues en
appliquant le foncteur HomF (S2h+1

4 ,−) à une résolution injective de Cartan-Eilenberg du
complexe Λ∗

2h
(voir la figure 3.1). Pour calculer I0,2

1 = Ext2F (S2h+1

4 ,Λ2h), il faut calculer
I1,2

1 = Ext2F (S2h+1

4 ,Λ2h−1 ⊗ Λ1) et I2,1
1 = Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h−2 ⊗ Λ2). Ici, on convient que
Λk = 0 si k < 0.

Grâce à la proposition 3.2.2 et la propriété exponentielle de S∗4, on a

I2,1
1 = HomF (S2h−2

4 ,Λ2h−2)⊗ Ext1F (S2h+2
4 ,Λ2)

⊕ Ext1F (S2h+1−2
4 ,Λ2h−2)⊗HomF (S2

4,Λ
2).

De plus, d’après le corollaire 3.3.18, Ext1F (S2h+2
4 ,Λ2) et Ext1F (S2h+1−2

4 ,Λ2h−2) sont nuls, on
obtient donc I2,1

1 = 0. Il en résulte que I2,1
∞ = I2,1

2 = I2,1
1 = 0. On a la figure suivante :
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Figure 3.3 – Calcul de Ext2F (S2h+1

4 ,Λ2h).

Le lemme 3.3.19 montre que I1,2
1 = 0. On en déduit que le noyau de la différentielle d1

est I0,2
1 . Ensuite, le fait I2,1

∞ = I3,0
∞ = 0 implique I0,2

∞ = Ker d3 = Ker d2 = Ker d1 = I0,2
1 .

Donc, I0,2
1 = II1,1

∞ puisque I1,1
∞ = I2,0

∞ = 0 et II0,2
∞ = II2,0

∞ = 0 (voir à la page 107).

• Si h ≥ 2, on a II1,∗
∞ = II1,∗

2 = Ext1F (S2h+1

4 , H∗(Λ∗
2h

)) = Ext1F (S2h+1

4 ,Λ2h−1
) = 0. Il en

résulte que II1,1
∞ = 0.

• Si h = 1, II1,1
2 = Ext1F (S4

4,Λ
1) = F2. On obtient ainsi que II1,1

∞ = II1,1
2 = F2 car

II3,0
2 = 0.

• Si h = 0, Ext2F (S2
4,Λ

1) = Ext2F (S2, S1) = F2 d’après [FLS94].

La proposition est démontrée.
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3.4 Le module Ext1
F (S∗4, S

∗
4)

Dans cette section, on va étudier Ext1F (S∗4,S
∗
4) en tant que module sur HomF (S∗4, S

∗
4).

Cette structure provient du produit de Hopf tri-gradué de Ext∗F (S∗4,S
∗
4).

Théorème 3.4.1. — Les F2-espaces vectoriels Ext1F (S1
4, S

4
4), Ext1F (S4

4,S
1
4), Ext1F (S2

4,S
4
4)

et Ext1F (S4
4, S

2
4) sont isomorphes à F2. Soient respectivement ε[1,4], ε[4,1], ε[2,4] et ε[4,2] leurs

générateurs. Alors, en tant que module sur l’algèbre de Hopf HomF (S∗4, S
∗
4), Ext1F (S∗4,S

∗
4)

est librement engendré par ε[1,4], ε[4,1], ε[2,4] et ε[4,2].

Afin de démontrer le théorème, on a besoin du résultat suivant qui se déduit directement
de la proposition 3.3.8.

Lemme 3.4.2. — Ext∗F (S∗4, S
∗
4) et Ext1F (S∗4,S

∗
4) sont des modules libres sur l’algèbre de

Hopf HomF (S∗4, S
∗
4).

On observe de plus que l’argument dans §3.3.2 peut aussi être utilisé pour restreindre le
calcul de Ext1F (S∗4,S

∗
4) à celui des Ext1F (S2k

4 ,S
2l
4 ) pour tous k, l ∈ N.

Proposition 3.4.3. — Si m 6= 2kou n 6= 2l, tout élément de Ext1F (Sm4 , S
n
4 ) est décomposable

par rapport au produit de Hopf sur Ext∗F (S∗4, S
∗
4).

Les démonstrations du lemme 3.4.2 et de la proposition 3.4.3 sont laissées au lecteur.
On notera ici la conséquence directe suivante de la proposition 3.4.3.

Corollaire 3.4.4. — Le produit de Hopf sur Ext∗F (S∗4, S
∗
4) induit un épimorphisme de

HomF (S∗4, S
∗
4)-modules :

HomF (S∗4,S
∗
4)⊗

(⊕
k,l∈N Ext

1
F (S2k

4 , S
2l
4 )
)

// // Ext1F (S∗4, S
∗
4).

On énonce ensuite les premiers cas où Ext1F (S2k
4 , S

2l
4 ) est nul.

Proposition 3.4.5. — Si |k − l| ≥ 2 et k, l > 0, alors Ext1F (S2k
4 ,S

2l
4 ) = 0.

Par ailleurs, on a calculé dans lemme 3.3.17 les cas Ext1F (Id, Sn4 ) et Ext1F (Sn4 , Id), pour
tout n ∈ N. Donc, pour conclure la démonstration du théorème 3.4.1, il reste à calculer
Ext1F (S2h+1

4 ,S2h
4 ), Ext1F (S2h

4 ,S2h
4 ) et Ext1F (S2h

4 , S2h+1

4 ) où h ≥ 1. On énonce les résultats :

Proposition 3.4.6. — Ext1F (S2h+1

4 ,S2h
4 ) =

0 si h ≥ 2,

F2 si h = 1.

Proposition 3.4.7. — En tant que F2-espace vectoriel,

1. Si h = 1 ou h = 2, Ext1F (S2h
4 , S2h

4 ) = 0.

2. Si h ≥ 3, Ext1F (S2h
4 ,S2h

4 ) est isomorphe à F⊕2
2 . Il est engendré par les produits de Hopf

b[2h−4,2h−1]ε[4,1] et b[2h−2,2h−2]ε[4,2], où b[m,n] est défini dans la définition 3.2.3, ε[4,1]

et ε[4,2] sont respectivement les générateurs des F2-espaces vectoriels Ext1F (S4
4,S

1
4) et

Ext1F (S4
4,S

2
4).
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Proposition 3.4.8. — En tant que F2-espace vectoriel,

1. Si h = 1, Ext1F (S2h
4 , S2h+1

4 ) = Ext1F (S2
4, S

4
4) = F2.

2. Si h ≥ 2, Ext1F (S2h
4 ,S2h+1

4 ) est isomorphe à F⊕2
2 . Il est engendré par les produits de Hopf

b[2h−1,2h+1−4]ε[1,4] et b[2h−2,2h+1−4]ε[2,4], où b[m,n] est défini dans la définition 3.2.3, ε[1,4]

et ε[2,4] sont respectivement les générateurs des F2-espaces vectoriels Ext1F (S1
4,S

4
4) et

Ext1F (S2
4,S

4
4).

3.4.1 Premiers résultats sur Ext1
F (S2k

4 , S2l

4 )

On va démontrer dans cette sous-section la proposition 3.4.5 énoncée ci-dessus :

Proposition 3.4.5. — Si |k − l| ≥ 2 et k, l > 0, alors Ext1F (S2k
4 ,S

2l
4 ) = 0.

Démonstration. — On utilise la filtration de S2l
4 (cf. le corollaire 2.3.34) pour obtenir les

suites exactes

· · · −→ Ext1F (S2k

4 , F
l
i ) −→ Ext1F (S2k

4 , F
l
i+1) −→ Ext1F (S2k

4 ,Λ
2i ⊗ Λ2l−1−i) −→ · · · (3.6)

pour tout i. Il faut calculer Ext1F (S2k
4 ,Λ

2i ⊗ Λ2l−1−i). On utilise maintenant la filtration de
S2k

4 et on considère les suites exactes suivantes

· · · −→ Ext1F (Λ2j ⊗ Λ2k−1−j ,Λ2i ⊗ Λ2l−1−i) −→ Ext1F (F kj+1,Λ
2i ⊗ Λ2l−1−i)

−→ Ext1F (F kj ,Λ
2i ⊗ Λ2l−1−i) −→ · · · . (3.7)

Puisque |k − l| ≥ 2 et k, l > 0, on a |(2j + 2k−1 − j) − (2i + 2l−1 − i)| > 1. On déduit du
corollaire A.4.5 que

Ext1F (Λ2j ⊗ Λ2k−1−j ,Λ2i ⊗ Λ2l−1−i) = 0.

Dans le cas particulier j = 0, on a Ext1F (F k1 ,Λ
2i ⊗ Λ2l−1−i) = 0 car F k1 = Λ2k−1

. Par
récurence, on obtient que Ext1F (S2k

4 ,Λ
2i ⊗ Λ2l−1−i) = 0 en utilisant les suites exactes (3.7)

pour 1 ≤ j ≤ 2k−1 + 1. On pose i = 0 et on obtient Ext1F (S2k
4 , F

l
1) = 0. On déduit des suites

exactes (3.6) le fait que Ext1F (S2k
4 ,S

2l
4 ) = 0.

Remarque 3.4.9. — Le calcul de Ext1F (S2k
4 ,S

2l
4 ), si k = 0 ou l = 0, est fourni par le lemme

3.3.17. Donc, grâce à la proposition 3.4.5, pour déterminer Ext1F (S∗4,S
∗
4), il reste à calculer

Ext1F (S2h+1

4 ,S2h

4 ),Ext1F (S2h

4 , S2h

4 ) et Ext1F (S2h

4 , S2h+1

4 ), où h ≥ 1.

Les deux premiers cas sont étudiés en utilisant les suites spectrales d’hypercohomologie
associées au complexe (S4)∗

2h
(voir le corollaire 3.1.10).

3.4.2 Calcul de Ext1
F (S2h+1

4 , S2h

4 ) avec h ≥ 1

On considère les suites spectrales d’hypercohomologie qui ont pour aboutissement com-
mun la cohomologie totale Ext∗F (S2h+1

4 , (S4)∗
2h

). Dans la seconde suite spectrale, les lignes
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II∗,12 = II∗,22 = 0, puisque H1((S4)∗
2h

) = H2((S4)∗
2h

) = 0. De plus, on a II0,0
2 = 0 car

H0((S4)∗
2h

) = Λ2h−1
(cf. le corollaire 3.1.10 et la proposition 3.2.2). On a encore II1,0

2 =

Ext1F (S2h+1

4 , H0((S4)∗
2h

)) = 0 si h ≥ 2 (cf. la proposition 3.3.5).

En utilisant les notations comme dans la figure ci-dessous, on démontre la proposition
3.4.6 (déjà énoncée à la page 112).

s s

t t

Page I1 Page II2

b

0
b

0
b

0
b

0

bI0,11

b

b I1,11
d1

d2

b

0
b

II1,02

b b

b0

b0

II∗,12 = 0

II∗,22 = 0

Figure 3.4 – Calcul de Ext1F (S2h+1

4 , S2h
4 ), h ≥ 2.

Proposition 3.4.6. — Ext1F (S2h+1

4 , S2h
4 ) =

0 si h ≥ 2,

F2 si h = 1.

Démonstration. — En travaillant sur la première suite spectrale d’hypercohomologie ci-
dessus, on obtient I1,1

1 = Ext1F (S2h+1

4 ,S2h−1
4 ⊗ S1

4) = 0 de manière analogue à celle utilisée
pour montrer que Ext1F (S2h

4 ,Λ2h−1−1⊗Λ1) = 0 (cf. la démonstration de la proposition 3.3.6).
Alors, le noyau de la différentielle d1 est I0,1

1 = Ext1F (S2h+1

4 ,S2h
4 ).

Si h ≥ 2, puisque le cosocle de S2h+1

4 est Λ2h+1
, tandis que S2h−k

4 ⊗ Sk4 est un foncteur
polynomial de degré 2h pour tout 0 ≤ k ≤ 2h, alors la ligne I∗,01 est nulle. On en déduit
que I∗,0∞ est aussi nulle. D’autre part, II1,0

∞ = II1,0
2 = 0. Il en résulte que I0,1

1 = I0,1
∞ . Alors,

Ext1F (S2h+1

4 , S2h
4 ) = I0,1

1 = 0.

Pour le cas h = 1, la suite exacte courte 0 → S1 → S4 → S4
4 → 0 induit la suite exacte

longue suivante :

· · · −→ HomF (S4, S2
4) −→ HomF (S1,S2

4) −→ Ext1F (S4
4,S

2
4) −→ Ext1F (S4, S2

4) −→ · · · .

Ici, on a

HomF (S4,S2
4) ∼= HomF (S4,S2) = 0,

HomF (S1,S2
4) ∼= HomF (S1, S2) = F2, et

Ext1F (S4,S2
4) ∼= Ext1F (S4, S2) = 0 (voir [FFSS99, Theorem 6.3]).

Alors, Ext1F (S4
4, S

2
4) = F2.

Remarque 3.4.10. — L’argument de suites spectrales ne fonctionne pas pour h = 1

puisque II1,0
2 = Ext1F (S2h+1

4 , H0((S4)∗
2h

)) = Ext1F (S4
4, Id) = F2 (cf. le lemme 3.3.17).
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3.4.3 Calcul de Ext1
F (S2h

4 , S2h

4 ) avec h ≥ 1

L’objectif de cette sous-section est de démontrer la proposition 3.4.7 (déjà énoncée à la
page 112).

Proposition 3.4.7. — En tant que F2-espace vectoriel,

1. Si h = 1 ou h = 2, Ext1F (S2h
4 , S2h

4 ) = 0.

2. Si h ≥ 3, Ext1F (S2h
4 ,S2h

4 ) est isomorphe à F⊕2
2 . Il est engendré par les produits de Hopf

b[2h−4,2h−1]ε[4,1] et b[2h−2,2h−2]ε[4,2], où b[m,n] est défini dans la définition 3.2.3, ε[4,1]

et ε[4,2] sont respectivement les générateurs des F2-espaces vectoriels de dimension une
Ext1F (S4

4,S
1
4) et Ext1F (S4

4,S
2
4).

Dans ce cas, on utilise les suites spectrales d’hypercohomologie qui sont obtenues en
appliquant le foncteur HomF (S2h

4 ,−) à une résolution injective de Cartan-Eilenberg du
complexe (S4)∗

2h
. Grâce au corollaire 3.1.10, les lignes II∗,12 et II∗,22 sont nulles. De plus, la

proposition 3.3.6 dit que II1,0
2 = 0.

Par hypothèse h ≥ 1, alors les groupes I0,0
1 , I1,0

1 et I2,0
1 sont isomorphes à F2. Puisque

I0,0
∞ = II0,0

∞ = 0, la différentielle d(1)
1 est un isomorphisme. Puisque II0,1

∞ et II1,0
∞ sont nuls,

la différentielle d(2)
1 est nulle.

s s

t t

Page I1 Page II2

b

F2

b

F2

b

F2

b

bI0,11

b

b
I1,11 b

I2,11d1 d′1

d
(1)
1

≃
d
(2)
1

0

d
(3)
1 b

0
b

0
b

II2,02

b

b0

b0

b
0 II∗,12 = 0

II∗,22 = 0

Figure 3.5 – Calcul de Ext1F (S2h
4 ,S2h

4 ), h ≥ 1.

Notation 3.4.11. — Soit 0→ F
i−→ H

p−→ G→ 0 une suite exacte courte dans la catégorie
F , on la notera [H] s’il n’y a pas de confusion de F et G. Soient ϕ : F → F ′ et ψ : G′ → G

des morphismes dans F .

• On désigne par [H]ψ la suite exacte courte 0→ F → H ×GG′ → G′ → 0, où H ×GG′
est le produit fibré correspondant aux morphismes H

p−→ G et G′
ψ−→ G. On désigne

par [Hψ] : [H]ψ → [H] le morphisme de suites exactes courtes associé.

• De même, on désigne par ϕ[H] la suite exacte courte 0→ F ′ → H tF F ′ → G→ 0, où
HtF F ′ est la somme amalgamée correspondante aux morphismes F i−→ H et F

ϕ−→ F ′.
On désigne par [ϕH ] : [H]→ ϕ[H] le morphisme associé.

Lemme 3.4.12. — Étant données [H], ϕ, ψ comme dans la notation 3.4.11. De manière
analogue, on considère les données [H̄], ϕ̄ et ψ̄.
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1. (ϕ[H])ψ = ϕ([H]ψ).

2. Supposons que nous ayons un morphisme [H] → [H̄]. Supposons de plus que nous
ayons le diagramme commutatif suivant

G

��

G′
ψoo

��
Ḡ Ḡ′

ψ̄oo .

Alors, le morphisme canonique de H×GG′ vers H̄×Ḡ Ḡ′ fait commuter le diagramme

[H]

��

[H]ψ
[Hψ]
oo

��
[H̄] [H̄]ψ̄

[H̄ ψ̄]oo .

3. Le résultat analogue vaut pour les sommes amalgamées.

Démonstration. — Le lemme découle des résultats classiques sur la catégorie des modules.
Pour le premier point, voir [ML71, Lemma 1.6]. Le deuxième point se déduit directement
de la définition du produit fibré.

Remarque 3.4.13. — Rappelons que Ext1F (S4
4, S

1
4) = F2 (voir le lemme 3.3.17). Son

générateur est ε[4,1]
∼= [S4] où S4 est la 4-ième puissance symétrique.

D’autre part, on a l’inclusion de Ext1F (S5
4, S

2
4) dans Ext1F (S1

4⊗S4
4,S

2
4) ∼= HomF (S1

4,S
1
4)⊗

Ext1F (S4
4,S

1
4) ∼= F2. Grâce au lemme 3.4.2, le produit de Hopf b[1,1]ε[4,1] ∈ Ext1F (S5

4,S
2
4) est

non nul. On en déduit que Ext1F (S5
4,S

2
4) ∼= F2.

Proposition 3.4.14. — Si h ≥ 3, la différentielle d′1 de I1,1
1 = Ext1F (S2h

4 , S2h−1
4 ⊗ S1

4) vers
I2,1

1 = Ext1F (S2h
4 ,S2h−2

4 ⊗ S2
4) est non triviale.

Démonstration. — Dans cette démonstration, on note δ tous les coproduits naturels de
S∗4 (on renvoie à §A.2 pour la définition des produits et coproduits naturels d’un foncteur
exponentiel), on signale de plus dans chaque cas particulier la source et le but de δ.

Puisque le foncteur S∗4 est exponentiel, on a la décomposition

Ext1F (S2h

4 , S2h−1
4 ⊗ S1

4) = Ext1F (S2h−1
4 ,S2h−1

4 )⊗HomF (S1
4,S

1
4)

⊕HomF (S2h−4
4 , S2h−1

4 )⊗ Ext1F (S4
4, S

1
4).

De plus, l’inclusion de HomF (S2h−4
4 ,S2h−1

4 )⊗Ext1F (S4
4, S

1
4) dans Ext1F (S2h

4 ,S2h−1
4 ⊗S1

4) envoie
b[2h−4,2h−1] ⊗ ε[4,1] sur l’élément

x := (b[2h−4,2h−1] ⊗ b[1,1])[S
2h−4
4 ⊗ S4]δ,
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où δ : S2h
4 → S2h−4

4 ⊗ S4
4, et [S2h−4

4 ⊗ S4] ∈ Ext1F (S2h−4
4 ⊗ S4

4,S
2h−4
4 ⊗ S1

4). On renvoie à la
démonstration de [FFSS99, Theorem 1.7] pour plus de détails.

De manière analogue, on a une inclusion de HomF (S2h−5
4 , S2h−2

4 ) ⊗ Ext1F (S5
4, S

2
4) dans

Ext1F (S2h
4 ,S2h−2

4 ⊗ S2
4). Notons de plus que Ext1F (S5

4, S
2
4) ∼= HomF (S1

4, S
1
4) ⊗ Ext1F (S4

4, S
1
4).

Cette inclusion envoie b[2h−5,2h−2] ⊗ b[1,1] ⊗ ε[4,1] sur l’élément

y := (b[2h−5,2h−2] ⊗ µ)[S2h−5
4 ⊗ S1

4 ⊗ S4]δ̃,

où µ : S1
4 ⊗ S1

4 → S2
4 est le produit naturel, δ̃ est la composée de δ : S2h

4 → S2h−5
4 ⊗ S5

4 avec

S2h−5
4 ⊗ S5

4

b
[2h−5,2h−5]

⊗δ
// S2h−5

4 ⊗ S1
4 ⊗ S4

4 , et la suite exacte courte [S2h−5
4 ⊗S1

4⊗S4] est un

élément de Ext1F (S2h−5
4 ⊗ S1

4 ⊗ S4
4,S

2h−5
4 ⊗ S1

4 ⊗ S1
4).

On va montrer que y est l’image de x par la différentielle d′1. On a d’abord le diagramme
commutatif

S2h−4
4 ⊗ S1

4
� � //

��

S2h−4
4 ⊗ S4 // //

��

S2h−4
4 ⊗ S4

4

��

S2h−5
4 ⊗ S1

4 ⊗ S1
4
� � // S2h−5

4 ⊗ S1
4 ⊗ S4 // // S2h−5

4 ⊗ S1
4 ⊗ S4

4,

où les morphismes verticaux sont induits par le coproduit δ : S2h−4
4 → S2h−5

4 ⊗ S1
4. Grâce au

lemme 3.4.12, il suffit de montrer que les diagrammes suivants commutent :

S2h
4

δ //

δ
��

S2h−4
4 ⊗ S4

4

δ⊗b[4,4]

��

S2h−5
4 ⊗ S5

4 b
[2h−5,2h−5]

⊗δ
// S2h−5

4 ⊗ S1
4 ⊗ S4

4,

S2h−4
4 ⊗ S1

4

b
[2h−4,2h−1]

⊗b[1,1]
//

δ⊗b[1,1]

��

S2h−1
4 ⊗ S1

4

d
��

S2h−5
4 ⊗ S1

4 ⊗ S1
4 b

[2h−5,2h−2]
⊗µ
// S2h−2

4 ⊗ S2
4,

où d : S2h−1
4 ⊗ S1

4 → S2h−2
4 ⊗ S2

4 est la différentielle du complexe (S4)∗
2h
. La vérification est

faite par calculs directs. La proposition s’ensuit.

Lemme 3.4.15. — Un système de générateurs du F2-espace vectoriel Ext1F (S2h−1
4 ,S2h−1

4 )

est obtenu en faisant agir l’algèbre HomF (S∗4,S
∗
4) sur les générateurs des F2-espaces vecto-

riels Ext1F (S2k
4 , S

2l
4 ) où 0 ≤ l ≤ k ≤ h− 1.

Démonstration. — D’après le corollaire 3.4.4, on dispose d’un épimorphisme de F2-espaces
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vectoriels :

⊕
k,l∈N

(
HomF (S2h−2k−1

4 ,S2h−2l−1
4 )⊗ Ext1F (S2k

4 , S
2l
4 )
)

// // Ext1F (S2h−1
4 , S2h−1

4 ).

De plus, il faut avoir k ≥ l dans la somme directe ci-dessus, puisque HomF (Sm,Sn) 6= 0

seulement si m ≤ n ≤ 2m.

On donne maintenant une démonstration de la proposition 3.4.7 :

Démonstration de 3.4.7. — Le cas h = 1 découle du théorème 6.3 de [FFSS99], car S2
4 =

S2. Si h = 2, la suite exacte courte 0→ S1 → S4 → S4
4 → 0 induit les suites exactes suivantes

· · · −→ HomF (S1,S4
4) −→ Ext1F (S4

4,S
4
4) −→ Ext1F (S4,S4

4) −→ · · · ,

· · · −→ Ext1F (S4,S4) −→ Ext1F (S4, S4
4) −→ Ext2F (S4, S1) −→ · · · ,

où les groupes HomF (S1, S4
4), Ext1F (S4, S4) et Ext2F (S4, S1) sont triviaux. On en déduit que

Ext1F (S4
4,S

4
4) = 0.

Si h ≥ 3, considérons la figure 3.5. D’après la proposition 3.3.20, on a II2,0
∞ = II2,0

2 = 0,
la différentielle d(3)

1 est alors un isomorphisme de I2,0
1 = F2 vers I3,0

1 = F2. Ceci implique
I2,0

2 = 0. On note d2 la différentielle de Ker d1 vers I2,0
2 = 0 de la page I2. Alors, Ker d1 =

Ker d2 = I0,1
∞ = 0 puisque II1,0

∞ = II0,1
∞ = 0. Cela signifie que l’on a une inclusion de

Ext1F (S2h
4 , S2h

4 ) dans Ext1F (S2h
4 , S2h−1

4 ⊗S1
4). De plus, puisque S∗4 est un foncteur exponentiel,

on a la décomposition suivante :

Ext1F (S2h

4 ,S2h−1
4 ⊗ S1

4) = Ext1F (S2h−1
4 ,S2h−1

4 )⊗HomF (S1
4, S

1
4)

⊕HomF (S2h−4
4 ,S2h−1

4 )⊗ Ext1F (S4
4, S

1
4). (3.8)

On va démontrer par récurrence que les F2-espaces vectoriels Ext1F (S2h−1
4 , S2h−1

4 ) et
Ext1F (S2h

4 , S2h
4 ) sont isomorphes à F⊕2

2 pour h ≥ 3.
En effet, si h = 3, pour calculer Ext1F (S7

4,S
7
4), d’après le lemme 3.4.15, on a besoin de

calculer Ext1F (S2k
4 , S

2l
4 ) où 0 ≤ l ≤ k ≤ 2. Rappelons que Ext1F (S2k

4 , S
2l
4 ) = 0 si 0 ≤ l ≤ k ≤ 1

(cf. [FFSS99, Theorem 6.3]). On a encore que Ext1F (S4
4, S

4
4) = 0 (voir plus haut). De

plus, Ext1F (S4
4, S

1
4) = F2 (voir le lemme 3.3.17) et Ext1F (S4

4,S
2
4) = F2 (voir la proposition

3.4.6). Le F2-espace vectoriel Ext1F (S7
4,S

7
4) est alors engendré par b[3,6]ε[4,1] et b[3,5]ε[4,2].

Puisque les éléments ε[4,1] et ε[4,2] sont des indécomposables de l’algèbre de Hopf tri-graduée
Ext∗F (S∗4, S

∗
4), d’après le lemme 3.4.2, les éléments b[3,6]ε[4,1] et b[3,5]ε[4,2] sont linéairement

indépendants. On en déduit que Ext1F (S7
4,S

7
4) = F⊕2

2 .
D’autre part, d’après la proposition 3.4.14 et la décomposition (3.8), on obtient que

dim(Ker d′1) ≤ dimExt1F (S7
4, S

7
4) = 2.

Alors Ext1F (S8
4, S

8
4) = F⊕2

2 puisqu’il est inclus dans Ker d′1 et de plus, il admet les deux
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éléments linéairement indépendants b[4,7]ε[4,1] et b[4,6]ε[4,2].
Supposons que l’énoncé de récurrence est vrai pour tout 3 ≤ h ≤ α − 1. De manière

analogue au calcul de Ext1F (S7
4,S

7
4), en utilisant les résultats 3.4.5, 3.4.6 et l’hypothèse

de récurrence, on montre que Ext1F (S2α−1
4 , S2α−1

4 ) = F⊕2
2 . Il en résulte que la dimension du

noyau de d′1 est au plus deux et que Ext1F (S2α
4 ,S2α

4 ) = F⊕2
2 , puisqu’il admet les deux éléments

linéairement indépendants b[2α−4,2α−1]ε[4,1] et b[2α−4,2α−2]ε[4,2]. La proposition s’ensuit.

3.4.4 Calcul de Ext1
F (S2h

4 , S2h+1

4 ) avec h ≥ 1

Dans cette sous-section, on va démontrer la proposition 3.4.8 énoncée au début de cette
section (voir la page 113) :

Proposition 3.4.8. — En tant que F2-espace vectoriel,

1. Si h = 1, Ext1F (S2h
4 , S2h+1

4 ) = Ext1F (S2
4, S

4
4) = F2.

2. Si h ≥ 2, Ext1F (S2h
4 ,S2h+1

4 ) est isomorphe à F⊕2
2 . Il est engendré par les produits

de Hopf b[2h−1,2h+1−4]ε[1,4] et b[2h−2,2h+1−4]ε[2,4], où b[m,n] est défini dans la définition
3.2.3, ε[1,4] et ε[2,4] sont respectivement les générateurs des F2-espaces vectoriels de
dimension une Ext1F (S1

4,S
4
4) et Ext1F (S2

4, S
4
4).

Dans la démonstration du lemme 3.3.17, on a utilisé la filtration de S4
4 pour calculer

Ext1F (Id, S4
4) et Ext1F (S4

4, Id). De même, on va calculer Ext1F (S2h
4 ,S2h+1

4 ) en utilisant la
filtration de S2h+1

4 (voir le corollaire 2.3.34). On a les suites exactes longues suivantes

· · · −→ HomF (S2h

4 ,Λ2i ⊗ Λ2h−i) −→ Ext1F (S2h

4 , F h+1
i )

−→ Ext1F (S2h

4 , F h+1
i+1 ) −→ Ext1F (S2h

4 ,Λ2i ⊗ Λ2h−i) −→ · · ·

pour i = 1, 2, . . . , 2h.
Le calcul de HomF (S∗4,Λ

∗) (voir la proposition 3.2.2) implique que HomF (S2h
4 ,Λ2i ⊗

Λ2h−i) = 0 pour tout i ≥ 1. Il implique encore que

Ext1F (S2h

4 ,Λ2i ⊗ Λ2h−i) = Ext1F (Si4,Λ
2i)⊗HomF (S2h−i

4 ,Λ2h−i)

⊕HomF (S2i
4 ,Λ

2i)⊗ Ext1F (S2h−2i
4 ,Λ2h−i).

Ainsi, grâce au théorème 3.3.1, on obtient que

Ext1F (S2h

4 ,Λ2i ⊗ Λ2h−i) =


0 si 2 ≤ i ≤ 2h,

F2 si i = 1, h = 1,

F⊕2
2 si i = 1, h ≥ 2.

Lemme 3.4.16. — Ext1F (S2h
4 , S2h+1

4 ) = Ext1F (S2h
4 , F h+1

2 ), ∀h ≥ 1.

Démonstration. — Le résultat est déduit des suites exactes longues ci-dessus et du fait que
HomF (S2h

4 ,Λ2i ⊗ Λ2h−i) = Ext1F (S2h
4 ,Λ2i ⊗ Λ2h−i) = 0 pour i ≥ 2.
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Si i = 1, la suite exacte longue ci-dessus est de la forme :

· · · −→ HomF (S2h

4 ,Λ2 ⊗ Λ2h−1) −→ Ext1F (S2h

4 ,Λ2h)
i1−−→ Ext1F (S2h

4 , F h+1
2 )

p1−−→ Ext1F (S2h

4 ,Λ2 ⊗ Λ2h−1)
%1−−→ Ext2F (S2h

4 ,Λ2h) −→ · · · (3.9)

où HomF (S2h
4 ,Λ2 ⊗ Λ2h−1) = 0, Ext1F (S2h

4 ,Λ2h) = F2. On démontrera dans la proposition
3.4.20 que le connectant %1 est non trivial. Mais tout d’abord, on observe que, sous cette
hypothèse, la proposition 3.4.8 peut être démontrée comme suit.

Démonstration de 3.4.8. — On considère la suite exacte (3.9). Puisque le morphisme i1 est
une inclusion, on a Im i1 = Ext1F (S2h

4 ,Λ2h) = F2. De plus, puisque le connectant %1 n’est pas
trivial (voir la proposition 3.4.20), la dimension de son noyau est alors strictement inférieure
à la dimension de Ext1F (S2h

4 ,Λ2i ⊗ Λ2h−i).
Si h = 1, on applique le théorème A.3.1 au foncteur exponentiel S∗4 pour obtenir que

Ext1F (S2
4,Λ

2 ⊗ Λ1) = F2. On en déduit que Im p1 = Ker %1 = 0. Ceci implique Ker p1 =

Ext1F (S2
4, F

2
2 ). D’autre part, Ker p1 = Im i1 = F2. On obtient alors Ext1F (S2

4, S
4
4) = F2.

Si h ≥ 2, dim Im p1 = dim Ker %1 ≤ 1. Alors,

dimExt1F (S2k

4 , F
h+1
2 ) = dim Ker p1 + dim Im p1 ≤ 2.

De plus, on va démontrer que Ext1F (S2h
4 , S2h+1

4 ) est exactement de dimension 2 en exhi-
bant deux générateurs linéairement indépendants. En effet, soient ι(1,1,4) le générateur de
l’espace vectoriel Ext1F (S1

4, S
4
4), et ι(1,2,4) de Ext1F (S2

4,S
4
4). Par raison de degré, ces deux

éléments sont des indécomposables de l’algèbre de Hopf tri-graduée Ext∗F (S∗4, S
∗
4). Donc, les

produits ι(1,1,4)b[2h−1,2h+1−4] et ι(1,2,4)b[2h−2,2h+1−4] forment une base de Ext1F (S2h
4 , S2h+1

4 ),
où les morphismes b[m,n] ∈ HomF (Sm4 ,S

n
4 ) sont définis dans 3.2.3.

Donc, pour conclure cette partie, il suffit de montrer que le connectant

%1 : Ext1F (S2h

4 ,Λ2 ⊗ Λ2h−1) −→ Ext2F (S2h

4 ,Λ2h)

est non-trivial. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.17. — Considérons la suite exacte courte Λ2h ↪→ F h+1
2 � Λ2h−1⊗Λ2 (voir le

corollaire 2.3.34). Soit δ : Λ2h+1 → Λ2h−1 ⊗ Λ2 le coproduit naturel. Alors, [F h+1
2 ]δ est une

suite exacte courte non scindée 1.

Démonstration. — On a le diagramme commutatif suivant :

Λ2h � � // F h+1
2 ×

Λ2h−1⊗Λ2 Λ2h+1 // //

i
��

Λ2h+1

δ
��

Λ2h � � // F h+1
2

// // Λ2h−1 ⊗ Λ2.

1. Voir la notation 3.4.11.
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Supposons que la suite exacte en haut soit scindée. On obtient alors une inclusion de Λ2h+1

dans F h+1
2 ×

Λ2h−1⊗Λ2 Λ2h+1. Sa composée par le morphisme i est non triviale ; en effet, dans
le cas contraire, le coproduit naturel Λ2h+1 ↪→ Λ2h−1⊗Λ2 est trivial, on a une contradiction.
D’autre part, on a une inclusion de F h+1

2 dans S2h+1

4 . Il en résulte que l’on a un morphisme
non trivial de Λ2h+1 dans S2h+1

4 . Ceci contredit le fait que HomF (Λ2h+1,S2h+1

4 ) = 0 (voir la
proposition 3.2.7). Le lemme s’ensuit.

Remarque 3.4.18. — Puisque Ext1F (Λ2h+1,Λ2h) = F2 (cf. [FLS94]), il y a une seule
extension non scindée de Λ2h+1 par Λ2h , à isomorphisme près. On désigne par E(2h+1,2h) le
produit fibré F h+1

2 ×
Λ2h−1⊗Λ2 Λ2h+1.

D’autre part, le coproduit naturel δ est injectif, puisqu’il est le dual du produit naturel
Λ2h−1⊗Λ2 → Λ2h+1 qui est surjectif. D’après le lemme des cinq, le morphisme i est également
injectif.

L’idée pour le lemme 3.4.17 découle du diagramme de Loewy du foncteur F h+1
2 . Pour

plus de détails, voir l’appendice de cette sous-section à la page 123.

Proposition 3.4.19. — Le diagramme suivant commute :

Ext1F (S2h
4 ,Λ2 ⊗ Λ2h−1)

%1 // Ext2F (S2h
4 ,Λ2h)

Ext1F (S2h
4 ,Λ2h+1)

ι

OO

%′1

55
,

où le morphisme vertical ι est induit par l’inclusion Λ2h+1 ↪→ Λ2 ⊗ Λ2h−1, le connectant
%1 provient de la suite exacte longue (3.9), et le connectant %′1 provient de la suite exacte
longue associée à la suite exacte courte non scindée unique Λ2h ↪→ E(2h+1,2h) � Λ2h+1.

Démonstration. — Soit Λ2h+1 ↪→ E � S2h
4 un élément de Ext1F (S2h

4 ,Λ2h+1). On le désigne
par [E]. On considère le diagramme suivant où le carré (3) est un diagramme de somme
amalgamée, la suite exacte en haut représente l’élément %′1([E]), la suite exacte en bas
représente l’élément %1(ι([E])) :

Λ2h � � //

(1)

E(2h+1,2h)
//

��

&& &&

E // //

��

S2h
4

Λ2h+1
� _

��

- 


;;

(3)

Λ2h � � // F h+1
2

//

&& &&

(2)

E′ // // S2h
4 .

Λ2h−1 ⊗ Λ2

- 


;;

Donc, s’il existe un morphisme de E(2h+1,2h) dans F h+1
2 qui fait commuter les carrés (1) et

121



Chapitre 3. Calcul de Ext1F (S∗4,S
∗
4)

(2), la proposition sera démontrée. Mais d’après le lemme 3.4.17, un tel morphisme existe,
il est de plus une inclusion.

Proposition 3.4.20. — Le connectant

%1 : Ext1F (S2h

4 ,Λ2 ⊗ Λ2h−1) −→ Ext2F (S2h

4 ,Λ2h)

est non-trivial.

Démonstration. — Dans cette démonstration, on va construire un élément, que l’on notera
ci-dessous [Ẽ(2h,2h+1)], du groupe Ext1F (S2h

4 ,Λ2h+1). Ensuite, on va montrer que son image
par le morphisme %′1 n’est pas nulle dans Ext2F (S2h

4 ,Λ2h). Autrement dit, %′1 n’est pas trivial.
On en déduit que le morphisme %1 n’est pas trivial.

Rappelons que nous avons la suite exacte courte F h
2h−1 ↪→ S2h

4 � Λ2h qui provient de la
filtration de S2h

4 (voir à la page 105). On observe encore que F h
2h−1 est un foncteur polynomial

de degré 2h − 1. Soit Λ2h+1 ↪→ E(2h,2h+1) � Λ2h la suite exacte courte non scindée unique.
On a le diagramme commutatif suivant :

0 �
� //

��

F h
2h−1� _

��

F h
2h−1� _

��

Λ2h+1 � � // Ẽ(2h,2h+1)
// //

����
(1)

S2h
4

����

Λ2h+1 � � // E(2h,2h+1)
// // Λ2h ,

(3.10)

où le carré (1) est un diagramme de produit fibré, et la suite exacte courte horizontale
du milieu est un élément de Ext1F (S2h

4 ,Λ2h+1) que l’on désigne par [Ẽ(2h,2h+1)]. Grâce à
l’exactitude du foncteur différence ∆, en appliquant ∆2h−1 au diagramme (3.10), on obtient
le diagramme commutatif

0 �
� //

��

∆2h−1F h
2h−1� _

��

∆2h−1F h
2h−1� _

��

Λ2 � � // ∆2h−1Ẽ(2h,2h+1)
// //

����

∆2h−1S2h
4

����
Λ2 � � // Γ2 // // Id ,

(3.11)

où le fait que ∆2h−1(E(2h,2h+1)) = Γ2 est déduit du corollaire 1.1.35 en remarquant que
E(2h,2h+1) est le foncteur dual de t2h+1(I)/t2h−1(I). De plus, en appliquant ∆2h−1 à la suite
exacte courte

F h2h−1−1 ↪→ F h2h−1 � Λ2h−2 ⊗ Λ1,
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on obtient que ∆2h−1F h
2h−1

∼= ∆2h−1(Λ2h−2⊗Λ1) puisque F h
2h−1−1

est un foncteur polynomial
de degré 2h − 2. Il en résulte que l’on peut calculer ∆2h−1F h

2h−1
en utilisant la formule

∆(F ⊗G) = (∆F ⊗G)⊕ (F ⊗∆G)⊕ (∆F ⊗∆G).

On obtient que ∆2h−1F h
2h−1

= F⊕(2h−1)
2 . Alors, on déduit du diagramme (3.11) le fait que

∆2h−1S2h
4 = Id⊕ F⊕(2h−1)

2 et ∆2h−1Ẽ(2h,2h+1) = Γ2 ⊕ F⊕(2h−1)
2 .

Considérons maintenant le morphisme

%′1 : Ext1F (S2h

4 ,Λ2h+1)→ Ext2F (S2h

4 ,Λ2h).

Il envoie l’élément [Ẽ(2h,2h+1)] sur l’élément qui est représenté par la suite exacte

0 // Λ2h // E(2h+1,2h)
//

%% %%

Ẽ(2h,2h+1)
// S2h

4
// 0

Λ2h+1

, �

99
.

On lui applique le foncteur ∆2h−1 pour obtenir la suite exacte suivante :

0 // Id // S2 //

    

Γ2 ⊕ F⊕(2h−1)
2

// Id⊕ F⊕(2h−1)
2

// 0

Λ2
+ �

88
. (3.12)

D’autre part, on considère l’isomorphisme

χ : Ext2F (Id, Id)
' // Ext2F (Id⊕ F⊕(2h−1)

2 , Id)

qui est induit par la projection canonique Id ⊕ F⊕(2h−1)
2 � Id. On rappelle que la suite

exacte
0 // Id // S2 //

!! !!

Γ2 // Id // 0

Λ2
. �

==

représente un élément non nul dans Ext2F (Id, Id) (voir [FLS94] ou [FS97, Lemma 4.12]).
Son image par l’isomorphisme χ qui est représentée par la suite exacte (3.12) est alors non
nulle. Donc, %′1([Ẽ(2h,2h+1)]) n’est pas nul. La proposition s’ensuit.

� Appendice : Le diagramme de Loewy du foncteur F h+1
2

Puisque F h+1
2 est une extension de Λ2⊗Λ2h−1 par Λ2h , on étudie d’abord les facteurs de

composition du foncteur Λ2 ⊗ Λ2h−1. Si h ≥ 2, le foncteur Λ2 ⊗ Λ2h−1 ∼= Λ2h−1 ⊗ Λ2 admet
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la filtration de Weyl

0 ⊂W (2)

(2h−1,2)
⊂W (1)

(2h−1,2)
⊂W (0)

(2h−1,2)
= Λ2h−1 ⊗ Λ2

dont les sous-quotients sont, respectivement de bas en haut, les foncteurs de WeylW(2h−1,2),
W(2h,1) = S(2h,1) et W(2h+1) = S(2h+1) = Λ2h+1 (voir la section 1.1.3).

Rappelons que nous avons la suite exacte Λ2h−1 ⊗ Λ2 → Λ2h ⊗ Λ1 → Λ2h+1 (voir la
section 3.1.2). On en déduit un morphisme surjectif Λ2h−1⊗Λ2 �W(2h,1) qui envoie chaque
élément (x1 ∧ · · · ∧ x2h−1)⊗ (y1 ∧ y2) sur la somme

(x1 ∧ · · · ∧ x2h−1 ∧ y1)⊗ y2 + (x1 ∧ · · · ∧ x2h−1 ∧ y2)⊗ y1.

La composée Λ2h ⊗ Λ1 → Λ2h−1 ⊗ Λ2 → Λ2h ⊗ Λ1 induit ainsi une composée

W(2h,1) −→ Λ2h−1 ⊗ Λ2 −→W(2h,1).

On vérifie directement que cette composée est une identité. Le foncteur de Weyl W(2h,1) =

S(2h,1) est alors un facteur direct du foncteur Λ2h−1 ⊗ Λ2.
D’autre part, on considère la composée

(Λ2h ⊗ Λ1)⊕ Λ2h+1 Ψ\ // Λ2h−1 ⊗ Λ2 Ψ // (Λ2h ⊗ Λ1)⊕ Λ2h+1

qui est induite par les produits et les coproduits naturels du foncteur exponentiel de Hopf
Λ∗. Puisque

(Ψ ◦Ψ\)(x1 ∧ · · · ∧ x2h ⊗ y) =
2h∑
i=1

x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x2h ∧ y ⊗ xi,

où x̂i désigne l’absence de xi, on obtient que Ker Ψ ∩ Ψ\(Λ2h ⊗ Λ1) = 0. Ensuite, puisque
(Ψ ◦Ψ\)(x1 ∧ · · · ∧ x2h+1) = 0 pour tout h ≥ 2, on en déduit que

Ker Ψ ∩ Im Ψ\ = Ker Ψ ∩Ψ\(Λ2h+1) = Ψ\(Λ2h+1).

De plus, le morphisme Ψ\|
Λ2h+1 : Λ2h+1 → Λ2h−1 ⊗ Λ2 est le dual du morphisme surjectif

Λ2h−1 ⊗Λ2 � Λ2h+1, il est alors une inclusion. Ceci implique que Ψ\(Λ2h+1) ∼= Λ2h+1. Il en
résulte que l’on a une suite exacte courte (cf. [PS98, B.1])

0 −→ Λ2h+1 −→W(2h−1,2) −→ S(2h−1,2) −→ 0,

qui n’est pas scindée puisque la composé Λ2h+1 ↪→ Λ2h−1⊗Λ2 � Λ2h+1 est nulle. On obtient
donc le résultat ci-dessous où le cas h = 1 se trouve dans [Pir97, Exemple 1.2.9] :

Lemme 3.4.21. — Si h = 1, Λ2 ⊗ Λ1 ∼= Λ3 ⊕ S(2,1). Si h ≥ 2, les facteurs de composition
du foncteur Λ2h−1⊗Λ2 sont Λ2h+1, S(2h,1) et S(2h−1,2). De plus, l’apparition de ces facteurs
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dans Λ2h−1 ⊗ Λ2 est donnée par le diagramme de Loewy suivant :

(2h + 1)

(2h − 1, 2)

(2h + 1) ⊕ (2h, 1).

Cela signifie que Λ2h−1⊗Λ2 ∼= S(2h,1)⊕F où F est unisériel, il admet la filtration de socles

0 = soc0 F ⊂ soc1 F ⊂ soc2 F ⊂ soc3 F = F

avec soc1 F = socF = Λ2h+1, soc2 F/ soc1 F = S(2h−1,2) et soc3 F/ soc2 F = Λ2h+1. En
particulier, soc2 F est le foncteur de Weyl W(2h−1,2).

Remarque 3.4.22. — Dans le diagramme de Loewy ci-dessus, chaque parenthèse (m,n)

représente le foncteur simple S(m,n), et chaque segment qui relie deux parenthèses représente
un sous-quotient de Λ2h−1⊗Λ2 qui est une extension non triviale du foncteur simple associé
à la parenthèse du haut par le foncteur simple associé à la parenthèse du bas. En particulier,
la segment inférieur représente le sous-objet W(2h−1,2) de Λ2h−1 ⊗ Λ2.

Corollaire 3.4.23. — On a les diagrammes de Loewy suivants des facteurs de composition
du sous-foncteur F h+1

2 du foncteur S2h+1

4 :

• Si h = 1,
(3)

F 2
2 =

(2) ⊕ (2, 1).

• Si h ≥ 2,
(2h + 1)

(2h − 1, 2)

F h+1
2 =

(2h + 1)

(2h) ⊕ (2h, 1).

Démonstration. — Rappelons de la proposition 3.2.7 que le groupe HomF (Λ2h+1, S2h+1

4 ) est
nul. On en déduit que Λ2h+1 n’est pas un sous-foncteur de S2h+1

4 . Ceci implique qu’il n’est
pas un sous-foncteur de F h+1

2 . D’après la définition 1.1.53, le facteur Λ2h doit ainsi être écrit
en première ligne du diagramme de Loewy de F h+1

2 .
D’autre part, en utilisant la propriété exponentielle du foncteur Λ∗, on obtient que

Ext1F (Λ2h ⊗ Λ1,Λ2h) = F2. A la suite de [Pir97], on a Λ2h ⊗ Λ1 ∼= Λ2h+1 ⊕ S(2h,1). On en
déduit que Ext1F (S(2h,1),Λ

2h) est nul puisque Ext1F (Λ2h+1,Λ2h) = F2. Alors, il n’y a pas de
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segment qui relie Λ2h et S(2h,1) dans le diagramme de Loewy de F h+1
2 .

Le résultat se déduit du fait que F h+1
2 est une extension de Λ2h−1 ⊗ Λ2 par Λ2h .

3.4.5 Résultat principal et conséquences

Théorème 3.4.1. — En tant que module sur l’algèbre de Hopf HomF (S∗4,S
∗
4), Ext1F (S∗4,S

∗
4)

est librement engendré par ε[1,4], ε[4,1], ε[2,4] et ε[4,2].

Démonstration. — Rappelons du corollaire 3.4.4 que, en tant que module sur HomF (S∗4, S
∗
4),

Ext1F (S∗4,S
∗
4) est engendré par les générateurs des F2-espaces vectoriels Ext1F (S2k

4 ,S
2l
4 ) pour

k, l quelconques. Le théorème se déduit des résultats sur la structure de F2-espace vectoriel de
Ext1F (S2h

4 ,S2l
4 ) (cf. le lemme 3.3.17 et les propositions 3.4.6, 3.4.7 et 3.4.8), du lemme 3.4.2,

et du fait que les quatre générateurs dans l’énoncé sont des indécomposables de l’algèbre de
Hopf tri-graduée Ext∗F (S∗4, S

∗
4).

Corollaire 3.4.24. — Ext1F (Sn+3
4 ,Sn4 ) = F2 pour n ≥ 1.

Démonstration. — Le F2-espace vectoriel Ext1F (Sn+3
4 ,Sn4 ) admet des générateurs de la forme

b[n+3−s,n−t]ε[s,t] où [s, t] ∈ {[1, 4], [4, 1], [2, 4], [4, 2]}. Pour que b[n+3−s,n−t] soit non nul, il faut
avoir n+ 3− s ≤ n− t ≤ 2n+ 6− 2s. On en déduit que s ≥ t+ 3. La seule paire qui satisfait
cette condition est [s, t] = [4, 1]. Le corollaire s’ensuit.

Corollaire 3.4.25. — Ext1F (Sn4 , S
n+3
4 ) =



F2 si 1 ≤ n ≤ 2,

F⊕2
2 si 3 ≤ n ≤ 8,

F⊕3
2 si n = 9,

F⊕4
2 si n ≥ 10.

Démonstration. — De manière analogue à la démonstration du corollaire 3.4.24, les données
des générateurs de Ext1F (Sn4 , S

n+3
4 ) sont exhibées par le tableau suivant :

ε[s,t] b[n−s,n+3−t] Condition

[1, 4] [k − 1, k − 1] k ≥ 1

[4, 1] [k − 4, k + 2] 0 ≤ k − 4 ≤ k + 2 ≤ 2k − 8⇔ k ≥ 10

[2, 4] [k − 2, k − 1] 0 ≤ k − 2 ≤ k − 1 ≤ 2k − 4⇔ k ≥ 3

[4, 2] [k − 4, k + 1] 0 ≤ k − 4 ≤ k + 1 ≤ 2k − 8⇔ k ≥ 9

.

On en déduit le résultat.

Remarque 3.4.26. — Le corollaire 3.4.25 nous dit que, pour n ≥ 3, le F2-espace vectoriel
Ext1F (Sn4 ,S

n+3
4 ) est librement engendré par au moins 2 générateurs.

D’autre part, d’après la proposition 2.3.20 et le théorème 2.3.21, le foncteur K2 admet
la filtration convergente décroissante K2 = D0 ⊃ D1 ⊃ · · · ⊃ Dk ⊃ Dk+1 ⊃ · · · qui satisfait

Dk
Dk+1

∼= Dk ∩ K2k
2

Dk+3 ∩ K2k
2

∼= Kk,0

Kk−1,2

∼= Sk4.
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Le sous-quotient Ek = (Dk ∩K2k
2 )/(Dk+6 ∩K2k

2 ) de K2k
2 ⊂ K2 est une extension non triviale

de Sk4 par Sk+3
4 . En particulier, E1 est l’unique extension non triviale de S1

4 par S4
4 : elle est

identique avec le générateur ε[1,4] ∈ Ext1F (S1
4, S

4
4).

Proposition 3.4.27. — L’extension En+1 est le produit de Hopf de E1 par l’identité de Sn4 .

Démonstration. — Cela résulte du diagramme

0

��

// Sn4 ⊗ S4
4

µ

��

// Sn4 ⊗ E1

��

p // Sn4 ⊗ S1 //

=

��

0

��
0 // Sn+4

4
// E ′n+1

// Sn4 ⊗ S1 // 0

0

OO

// Sn+4
4

//

=

OO

En+1
//

γ

OO

Sn+1
4

//

δ

OO

0

OO

où les applications µ, δ sont la multiplication et la diagonale, E ′n+1 est l’extension induite de
Sn4 ⊗ E1 via µ.

Il reste à montrer que l’on a une application γ qui fait commuter la partie inférieure du
diagramme.

Le foncteur En+1 = (Dn+1 ∩ K2n+2
2 )/(Dn+7 ∩ K2n+2

2 ) est un quotient de

(Sn+1 ◦ J)⊕ (Sn+7 ◦ J).

Donc, pour définir γ, nous devons le définir sur Sn+1(J(V )) et Sn+4(J(V )), puis vérifier la
compatibilité. Posons

• γ((u1) . . . (un+4)) = (u1) . . . (un+4) ∈ Sn+4
4 (V ),

• γ((u1) . . . (un+1)) =
∑

i (u1) . . . (ui−1)(ui+1) . . . (un+1)⊗ (ui) ∈ Sn4 ⊗ E1,

La compatibilité suit, en effet il suffit de comparer

γ((u1) . . . (un)(v1)2(v2)2), à

γ((u1) . . . (un)((v1) + (v2) + (v1 + v2))).

Il faut seulement calculer le second terme. Mais il y a annulation de tous les termes

[(u1) · · · (ui−1)(ui+1) · · · (un)((v1) + (v2) + (v1 + v2))]⊗ (ui)

si i < n, car (v1) + (v2) + (v1 + v2) est nul dans S1(V ). Il ne reste que le terme final de la
somme et le résultat suit.

Remarque 3.4.28. — Rappelons que le foncteur différence ∆: F → F est exact (voir la
proposition 1.1.27), il induit alors un morphisme, que l’on notera encore ∆ :

∆: Ext∗F (F,G) −→ Ext∗F (∆F,∆G)
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Chapitre 3. Calcul de Ext1F (S∗4,S
∗
4)

pour tous F,G ∈ F . La proposition suivante détermine l’image, par les applications ∆ de
ce type, des générateurs ε[1,4], ε[4,1], ε[2,4] et ε[4,2] du HomF (S∗4,S

∗
4)-module Ext1F (S∗4, S

∗
4).

Proposition 3.4.29. — Tous les ∆(ε[1,4]), ∆(ε[4,1]), ∆(ε[2,4]) et ∆(ε[4,2]) sont nuls.

Démonstration. — Rappelons du corollaire 1.1.25 que :

1. ∆S1
4 = F2,

2. ∆S2
4 = F2 ⊕ S1,

3. ∆S4
4 = S1 ⊕ S1 ⊕ S3.

De plus, d’après [FFSS99, Theorem 6.3], Ext1F (Sm, Sn) = 0 pour tous m,n ∈ N (ceci se
montre aussi à la main). Le résultat s’ensuit.

Remarque 3.4.30. — On peut montrer aussi que si ε est dans la liste du théorème 3.4.1,
et si b ∈ HomF (S∗4,S

∗
4), ∆(bε) = (∆b)ε.

On peut également montrer :

Proposition 3.4.31. — En tant que foncteur gradué, on a les isomorphismes :

∆(Dn) ∼= Dn−1 ⊕Dn−2 ⊕Dn−3, et

∆(Cn) ∼= Cn−1 ⊕ Cn−2 ⊕ Cn−3

Démonstration. — Calcul analogue à ce qui a été fait pour K2.

On en déduit les formules pour ∆(En).

3.4.6 K2 et foncteurs polynomiaux stricts

Le foncteur K2 ne peut pas être un foncteur polynomial strict. Cependant, on conjec-
ture que chaque Ck est l’oubli d’un foncteur polynomial strict. Ceci sera l’objet de futures
investigations.
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CHAPITRE 4

Relation entre le foncteur K2 et

l’anneau de Hopf H∗K(2)∗

S oit K(2) = {K(2)
k}k∈Z le Ω-spectre qui représente la K-théorie de Morava

K(2)∗(−) (pour p = 2). Cela signifie que {K(2)
k}k∈Z est une famille d’espaces

topologiques non-pointés munie des équivalences d’homotopies

K(2)
k
' // ΩK(2)

k+1

telle que
K(2)k(X) ∼=

[
X,K(2)

k

]
, ∀k ∈ Z

est une équivalence naturelle en X, où [X,Y ] désigne l’ensemble des classes d’équivalence
d’homotopie non-pointée des applications continues de X vers Y .

Soient H∗(−) et H∗(−) l’homologie et la cohomologie singulière modulo 2. Wilson a
décrit, dans [Wil84], la structure d’anneau de Hopf de H∗K(2)∗ :=

⊕
k∈ZH∗K(2)

k. Dans
ce chapitre, on étudie la relation entre la structure du foncteur V 7→ K(2)∗(BV ]) (cf. le
chapitre 2) et la structure d’anneau de Hopf de H∗K(2)∗. Grâce à la périodicité, il suffit de
considérer le foncteur K2 et le Ω-spectre “périodique”

{
K(2)

k

}
k∈Z/6 que l’on désigne aussi

par K(2).
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4.1 Rappels sur les anneaux de Hopf

On rappelle d’abord la définition d’un anneau de Hopf et ses propriétés. On renvoie à
[RW77] pour plus de détails.

4.1.1 Définitions et exemples

Soit R un anneau gradué commutatif unitaire. Soit CoAlgR la catégorie des coalgèbres
(graduées, cocommutatives, coassociatives et counitaires) sur R, les morphismes sont les
morphismes de R-coalgèbres.

Remarque 4.1.1. — CoAlgR est une catégorie avec un objet final et des produits finis :

• L’anneau R est l’objet final de la catégorie CoAlgR : pour tout C ∈ CoAlgR, l’unique
morphisme C → R est la counité εC .

• Soient C,D des coalgèbres quelconques sur R. Leur produit est le produit tensoriel de
R-coalgèbres C ⊗RD (on le note simplement C ⊗D) ; les projections canoniques sont
idC ⊗ εD : C ⊗D → C et εC ⊗ idD : C ⊗D → D.

Considérons le groupe abélien k qui est soit Z soit Z/n où n est un entier naturel. On
désigne par CoAlg∗R la catégorie des objets k-gradués de CoAlgR : les objets sont de la forme
C =

⊕
k∈kC∗(k) où chaque C∗(k) est un objet de CoAlgR (on dit que C∗(k) est en poids

k), les morphismes sont les morphismes préservant le poids et le degré.
Soit H =

⊕
k∈kH∗(k) un objet de CoAlg∗R. On dit que H est un objet en groupe

abélien gradué si chaque H∗(k) est une algèbre de Hopf sur R.

Notation 4.1.2. — Notons respectivement δk, εk, ?k, ηk, χk le coproduit, la counité, le
produit, l’unité et l’antipode de H∗(k).

• Posons [0k] = ηk(1) 6= 0. Nous avons alors [0k] ?k a = a pour tout a ∈ H∗(k).

• Il convient d’écrire δ, ε, ?, η et χ pour tout k ∈ k sans confusion.

• Si x ∈ Hs(k) pour un certain k ∈ k, on dit que x est degré s, et on notera |x| = s.

Définition 4.1.3. — L’objet en groupe abélien gradué H ci-dessus est appelé un anneau
de Hopf sur R s’il est muni de morphismes de R-co-algèbres • : H∗(k)⊗H∗(l)→ H∗(k+ l)
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4.1. Rappels sur les anneaux de Hopf

(pour k, l quelconques dans k) et e : R → H∗(0) qui satisfont, pour tout a ∈ Hs1(t1),
b ∈ Hs2(t2), b̃ ∈ Hs′2(t2) et c ∈ Hs3(t3), aux propriétés suivantes :

1. Multiplication par zéro : [0k] • a = ηε(a),

2. Multiplication par l’unité : [1] • a = a où [1] := e(1) ∈ H0(0),

3. Compatibilité avec l’antipode : χ(a • b) = χ(a) • b = a • χ(b),

4. Associativité : (a • b) • c = a • (b • c),
5. Commutativité : a • b = (−1)|a||b|χ([1])•t1t2 • b • a = (−1)|a||b|χt1t2(b • a),

6. Distributivité : a • (b ? b̃) =
∑

(−1)|a
′′||b|(a′ • b) ? (a′′ • b̃), où δ(a) =

∑
a′ ⊗ a′′.

Remarque 4.1.4. — A cause des propriétés dans la définition 4.1.3, on appelle encore H
un objet en anneau commutatif dans la catégorie CoAlgR : (H∗(k), ?k) est un objet en
groupe abélien pour tout k ∈ k, (H, •) est un objet en monöıde abélien gradué, et on dispose
de la distributivité de • par rapport à ?.

Définition 4.1.5. — La catégorie HR est la catégorie des anneaux de Hopf sur R, les
morphismes sont les morphismes (préservant le poids et le degré) de R-modules gradués
compatibles avec (δ, ε), (?, η), χ et (•, e).

Exemple 4.1.6. — Soient R et S des anneaux gradués commutatifs unitaires. L’anneau

R[S] :=

{∑
s∈S

rs[s]

∣∣∣∣∣ rs ∈ R
}

est muni d’une structure d’anneau de Hopf sur R dont les poids sont induits par la graduation
de S, et dont les gradués sont induits par la graduation de R :

• Le coproduit et la counité : δ([s]) = [s]⊗ [s], ε([s]) = 1.

• Le premier produit et la première unité : [s] ? [s′] = [s+ s′], η(1) = [0].

• L’antipode : χ([s]) = [−s].
• Le second produit et la seconde unité : [s] • [s′] = [ss′], e(1) = [1].

4.1.2 Le foncteur anneau de Hopf libre

Définition 4.1.7. — Soient R et S des anneaux commutatifs unitaires. Un objet H ∈HR

muni d’un morphisme (dans HR) R[S]→ H est dit un R[S]-anneau de Hopf. On désigne
par SHR la catégorie des R[S]-anneaux de Hopf, ses morphismes sont les morphismes de
R-anneaux de Hopf H → H′ qui font commuter le diagramme

H // H′

R[S]

aa ==

.
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Chapitre 4. Relation entre le foncteur K2 et l’anneau de Hopf H∗K(2)∗

Soit UCoAlgR la catégorie des coalgèbres unitaires sur R : un objet C ∈ UCoAlgR est
un objet de CoAlgR muni d’un morphisme de coalgèbres η : R→ C tel que ε ◦ η = idR. Soit
UCoAlg∗R la catégorie des objets gradués de UCoAlgR (au même sens de la définitions de
CoAlg∗R), les morphismes sont les morphismes de colagèbres unitaires préservant le poids et
le degré.

Considérons le foncteur d’oubli de la catégorie des R[S]-anneaux de Hopf SHR vers la
catégorie des coalgèbres unitaires graduées, en oubliant l’action de R[S], les produits ?, • et
l’antipode χ.

Lemme 4.1.8 (Cf. [RW77]). — Le foncteur d’oubli de SHR vers UCoAlg∗R admet un
adjoint à gauche FR[S] : UCoAlg∗R → SHR, i.e. on a l’isomorphisme d’adjonction :

Hom
SHR

(FR[S](C),H) ∼= HomUCoAlg∗R(C,H),

pour tout C ∈ UCoAlg∗R et tout H ∈ SHR. On appelle FR[S] le foncteur R[S]-anneau de

Hopf libre.

Démonstration. — Pour tout objet C =
⊕

k∈kC∗(k) de UCoAlg∗R, on va construire le R[S]-
anneau de Hopf libre associé.

Soit ηk l’unité R → C∗(k) pour tout k. Considérons le R-module libre M engendré par
tous les produits ? finis possibles de tous les produits • finis possibles des éléments de R[S]

et C. Le R[S]-anneau de Hopf libre FR[S](C) est obtenu en prenant le quotient de M par
la relation C0(k) 3 ηk(1) = [0n] ∈ R[S] et les relations d’anneau de Hopf donnée dans la
définition 4.1.3.

4.1.3 Le morphisme de Frobenius et le morphisme Verschiebung

Soit H un F2-espace vectoriel gradué. Rappelons de la définition 1.2.7 que

(ΦH)i =

Hi/2 si 2 | i,
0 sinon.

Afin de simplifier la présentation, on utilise désormais a au lieu de Φa pour élément de ΦH.

Lemme 4.1.9. — On a la suite exacte suivante de F2-espaces vectoriels gradués :

0 // ΦH F̃ // S2(H)
N // Γ2(H)

Ṽ // ΦH // 0 ,

où, pour tout a, b ∈ H,
• F̃ (a) := a2,

• N(ab) := a⊗ b+ b⊗ a,
• Ṽ (a⊗ b+ b⊗ a) := 0 et Ṽ (a⊗ a) := a.

Démonstration. — Le résultat suit des calculs directs.
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4.1. Rappels sur les anneaux de Hopf

Supposons de plus que H soit une F2-algèbre de Hopf.

Définition 4.1.10. — Le morphisme de Frobenius F : ΦH → H est défini par

ΦH F //

F̃ ##

H

S2(H)

µ (le produit)

<<

.

Le morphisme Verschiebung V : H → ΦH est défini par

H V //

(le coproduit) δ ""

ΦH

Γ2(H)
Ṽ

;;

.

Remarque 4.1.11. — Le morphisme de Frobenius et le Verschiebung sont des morphismes
préservant le degré. Mais, en oubliant la graduation, on a :

• F (a) = a2.

• δ(a) = V (a)⊗V (a)+T (a), où T (a) est le terme du coproduit δ(a) qui est dans l’image
de la norme N , i.e. T (a) est de la forme

∑
a′ 6=a′′(a

′ ⊗ a′′ + a′′ ⊗ a′).

Notons que la structure de F2-algèbre de Hopf de H induit une telle structure sur ΦH.

Proposition 4.1.12. — En oubliant la graduation, on a les propriétés suivantes :

1. F et V sont des morphismes d’algèbres de Hopf. En particulier, on a F ◦ V = V ◦ F .
2. Si H est un F2-anneau de Hopf, alors V (a•b) = V (a)•V (b), et F (V (a)•b) = a•F (b).

Remarque 4.1.13. — Dans un F2-anneau de Hopf, le morphisme de Frobenius correspond
au produit ? : F (a) = a?2.

Démonstration. — La première assertion se déduit du fait que, dans une F2-algèbre de Hopf,
le produit est compatible avec le coproduit. On va montrer, par exemple, le Verschiebung
V préserve le produit, que l’on désigne par ?.

Considérons δ(a ? b) = V (a ? b) ⊗ V (a ? b) + T (a ? b). Grâce à la compatibilité entre le
produit et le coproduit, on obtient que

δ(a ? b) = δ(a) ? δ(b)

= [V (a)⊗ V (a) + T (a)] ? [V (b)⊗ V (b) + T (b)]

= [V (a)⊗ V (a)] ? [V (b)⊗ V (b)] + T (a) ? T (b)

+ [V (a)⊗ V (a)] ? T (b) + T (a) ? [V (b)⊗ V (b)]

= [V (a) ? V (b)]⊗ [V (a) ? V (b)] + T (a ? b).

On en déduit que V (a ? b) = V (a) ? V (b).
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Chapitre 4. Relation entre le foncteur K2 et l’anneau de Hopf H∗K(2)∗

Pour la seconde assertion, le fait que V (a• b) = V (a)•V (b) se déduit de la compatibilité
entre le produit • et le coproduit δ. Le reste est une conséquence de la distributivité du
produit • par rapport au produit ? (cf. la définition 4.1.3).

4.2 L’homologie d’un Ω-spectre

Soient E et G des spectres en anneau. Soient E∗(−) la théorie d’homologie généralisée
associée au spectre E, et G∗(−) la théorie de cohomologie généralisée associée au spectre G,
les deux théories sont non-réduites. Soit {Gk}k∈Z le Ω-spectre multiplicatif qui représente
la théorie G∗(−). On renvoie à [Rav86] pour les définitions et propriétés des spectres.

On rappelle dans cette section quelques propriétés de E∗G∗ :=
⊕

k∈ZE∗Gk.

4.2.1 Structure d’anneau de Hopf de E∗G∗

Hypothèse 4.2.1. — Dans cette sous-section, on suppose que la théorie d’homologie E∗(−)

admet l’isomorphisme de Künneth

E∗(X)⊗E∗ E∗(Y ) ∼= E∗(X × Y ),

où E∗ est l’anneau de coefficients.

Exemple 4.2.2. — Quelques exemples de théories d’homologie généralisée multiplicative
qui admettent l’isomorphisme de Künneth sont :

• l’homologie singulière à coefficients dans Q ;

• l’homologie singulière à coefficients dans Fp, pour tout nombre premier p ;

• les K-théories de Morava modulo p K(n)∗(−).

Proposition 4.2.3. — E∗G∗ :=
⊕

k∈ZE∗Gk est un anneau de Hopf sur E∗.

Démonstration. — Grâce à l’isomorphisme de Künneth, chaque E∗Gk est une co-algèbre
dont le coproduit est induit par la diagonale Gk → Gk × Gk et dont la counité est induite
par l’application Gk → pt, où pt désigne l’espace topologique d’un seul point. De plus, la
structure de H-espace sur l’espace de lacets Gk induit le produit ? et l’unité η, la structure
multiplicative de {Gk}k∈Z induit le produit • et l’unité e. Donc, E∗G∗ est un anneau de
Hopf sur E∗.

Soit x un élément quelconque de l’anneau de coefficients G∗. On rappelle que G∗ ∼=
[pt, G∗] où [X,Y ] désigne l’ensemble des classes d’équivalence d’homotopie non-pointée des
applications continues de X dans Y . On considère x comme une telle classe d’équivalence.
Il induit alors un morphisme de l’anneau de coefficients E∗ = E∗(pt) vers E∗G∗.

Remarque 4.2.4. — Par rapport à la structure d’anneau de Hopf de E∗G∗, le morphisme
induit par 0k ∈ Gk est l’unité ηk, celui qui est induit par 1 ∈ G0 est l’unité e (cf. la notation
4.1.2 et la définition 4.1.3).
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4.2. L’homologie d’un Ω-spectre

Définition 4.2.5. — Soit x un élément de l’anneau de coefficients G∗. On désigne par [x]

l’image de 1 ∈ E0 par le morphisme

E∗(x) : E∗ −→ E∗G∗,

de sorte que [x] ∈ E0G∗.

On a le résultat suivant :

Lemme 4.2.6 ([RW77, Lemma 1.14]). — Soient x, y ∈ Gk, soit z ∈ Gl. On a

1. δ([x]) = [x]⊗ [x],

2. [x] ? [y] = [x+ y] = [y + x] = [y] ? [x],

3. [x] • [z] = [xz] = [zx] = [z] • [x].

Démonstration. — Les deux premiers résultats viennent en appliquant l’homologie aux dia-
grammes commutatifs suivants

1.
pt x //

∆ ∼=
��

Gk

∆
��

pt× pt
x×x

// Gk ×Gk ,

où ∆ est la diagonale,

2.
pt ∆ //

x+y

33pt× pt
x×y // Gk ×Gk

µ // Gk ,

où µ est le produit pour la structure de H-espace de Gk.

Le troisième résultat est similaire au deuxième, mais on utilise ici la structure multiplicative
de {Gk}k∈Z.

Corollaire 4.2.7. — L’anneau E∗[G∗] est un E∗-sous-anneau de Hopf de E∗G∗. Donc,
E∗G∗ est un E∗[G∗]-anneau de Hopf.

Démonstration. — Le résultat se déduit directement du lemme 4.2.6.

4.2.2 Relation principale

Hypothèse 4.2.8. — Dans cette sous-section, on suppose que E et G sont des spectres en
anneaux complexes orientés, i.e. les théories de cohomologie associées E∗(−) et G∗(−) sont
complexes orientées (cf. [Rav86]). Soient xE ∈ E2(CP∞), xG ∈ G2(CP∞) leur orientation,
et soient FE , FG les lois de groupe formel commutatif associées respectivement à E∗(−) et
G∗(−) (cf. l’exemple 1.5.8).
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Chapitre 4. Relation entre le foncteur K2 et l’anneau de Hopf H∗K(2)∗

Rappelons que la cohomologie E∗(CP∞) est isomorphe à l’anneau des séries formelles
E∗[[xE ]]. L’homologie E∗(CP∞) est un E∗-module librement engendré par les classes βi ∈
E2i(CP∞), où

〈
(xE)i, βj

〉
= δij avec i, j ≥ 0.

D’autre part, comme xG ∈ G2(CP∞) ∼= [CP∞, G2], on considère xG comme une classe
d’équivalence d’homotopie des applications continues de CP∞ dans G2. Elle induit alors un
morphisme de E∗-modules

xG∗ : E∗(CP∞) −→ E∗(G2).

Définition 4.2.9. — Soit bi ∈ E2iG2 l’image de βi ∈ E2i(CP∞) par le morphisme
xG∗ . On note b(s) la somme

∑
n≥0 bns

n ∈ E∗G∗[[s]]. Par ailleurs, en écrivant FG(x, y) =∑
i,j≥0 aijx

iyj , on note

b(s) +[FG] b(t) = ?i,j≥0

(
[aij ] • b(s)•i • b(t)•j

)
∈ E∗G∗[[s, t]],

où le produit ? est induit par la structure de H-espace de Gk (∀k ∈ Z), le produit • est
induit par la structure multiplicative de {Gk}k∈Z, et [aij ] ∈ E0G∗ (voir la définition 4.2.5).

Remarque 4.2.10. — Les produits ? et • dans la définition 4.2.9 fonctionnent de manière
suivante :

1. Ils sont distributif par rapport à l’addition +.

2. (λsi) • (λ′sj) = (λ • λ′)si+j .
3. (λsi) ? (λ′sj) = (λ ? λ′)si+j .

On énonce, sans démonstration, le résultat suivant, qui est dû à Ravenel et Wilson
[RW77, Theorem 3.8] :

Théorème 4.2.11 (Relation principale). — Dans E∗G∗[[s, t]], on a :

1. b(s+FE t) = b(s) +[FG] b(t),

2. b([n]FE (s)) = [n][FG](b(s)) pour n ≥ 1, où [n]FE est la n-série de la loi FE, [n][FG](b(s))

est l’addition sur [FG] des n termes b(s).

Remarque 4.2.12. — La relation principale donne les relations entre les éléments bi et
[aij ] (dans E∗G∗) par rapport aux opérations +, ? et •.

4.2.3 Modèle algébrique de E∗G∗

Dans cette sous-section, on a besoin des hypothèses 4.2.1 et 4.2.8.
Considérons le morphisme de E∗-coalgèbres unitaires

xG∗ : E∗(CP∞) −→ E∗G∗.

D’après le lemme 4.1.8, il s’étend en un morphisme de E∗[G∗]-anneau de Hopf, que l’on note
aussi xG∗ :

xG∗ : FE∗[G∗](E∗(CP
∞)) −→ E∗G∗.
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Définition 4.2.13. — On note ER∗ G∗ le quotient de FE∗[G∗](E∗(CP∞)) par les relations
entre les βi et [aij ] qui sont induites par la relation principale dans E∗G∗[[s, t]]. On appelle
ER∗ G∗ le modèle algébrique de E∗G∗.

Proposition 4.2.14. — On a un morphisme canonique d’anneaux de Hopf

ER∗ G∗ −→ E∗G∗.

Démonstration. — Le morphisme xG∗ se factorise à travers ER∗ G∗ puisque les relations par
lesquelles on doit quotienter pour obtenir ER∗ G∗ sont vraies dans E∗G∗.

4.3 Structures de H∗K(2)∗

Soient H∗(−) et H∗(−) l’homologie et la cohomologie singulière modulo 2. Soit K(2) =

{K(2)
k}k∈Z le Ω-spectre qui représente la K-théorie de Morava K(2)∗(−) pour p = 2. On

étudie dans cette section la structure d’anneau de Hopf et la structure de coalgèbre instable
de H∗K(2)∗. Grâce à la périodicité de K(2), il suffit de considérer le Ω-spectre “périodique”
{K(2)

k}k∈Z/6 et l’homologie H∗K(2)∗.

4.3.1 Structure d’anneau de Hopf de H∗K(2)∗

Considérons H∗K(2)∗ :=
⊕

k∈Z/6H∗K(2)
k. Puisque nous disposons de l’isomorphisme

de Künneth pour l’homologie singulière à coefficients dans F2 :

H∗(X)⊗F2 H∗(Y ) ∼= H∗(X × Y ),

d’après la proposition 4.2.3, H∗K(2)∗ est munie d’une structure d’anneau de Hopf sur F2.
On rappelle les résultats de Wilson (pour le cas p = 2) qui donnent une description de la
structure de cet anneau de Hopf. Mais d’abord, on définit des éléments particuliers ai, bj .

Soient HF2 le Ω-spectre d’Eilenberg-MacLane qui représente la cohomologie singulière
modulo 2, et k(2) le Ω-spectre qui représente la deuxième K-théorie de Morava connexe
modulo 2. Le morphisme canonique de spectres k(2)→ HF2 induit des isomorphismes entre
les groupes d’homotopie πi(K(2)

1) ∼= πi(K(Z/2, 1)) pour 0 ≤ i ≤ 6 : en effet,

πi(K(2)
1) ∼= πi(K(2)

1) ∼= K(2)i−1 ∼=

F2 si i = 6k + 1,

0 sinon,

où K(2)∗ est l’anneau de coefficients de K(2)∗(−) (cf. [Rav86]). Par ailleurs, K(2)
1 et

K(Z/2, 1) sont des CW -complexes connexes. A la suite du théorème de Whitehead, on
obtient des isomorphismes en homologie : HiK(2)

1
∼= Hi(K(Z/2, 1)), pour 0 ≤ i ≤ 5. On

note de plus que, pour tout pour i ≥ 0, le F2-espace vectoriel Hi(K(Z/2, 1)) est engendré
par un seul élément αi.
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Définition 4.3.1. — Soit ai ∈ HiK(2)
1 l’image de αi par l’isomorphisme

HiK(2)
1
∼= Hi(K(Z/2, 1)),

pour 0 ≤ i ≤ 5. On pose a(0) = a1, a(1) = a2, a(2) = a4.

Définition 4.3.2. — Soit bi ∈ H2iK(2)
2 défini comme dans la définition 4.2.9 (pour tout

i ≥ 0). On pose b(j) = b2j .

Proposition 4.3.3 (Cf. [Wil84, Proposition 1.1]). — On a les propriétés suivantes dans
H∗K(2)∗ :

1. a1 • − est la suspension homologique,

2. le coproduit est donné par ak 7→
∑k

j=0 ak−j ⊗ aj et bl 7→
∑l

j=0 bl−j ⊗ bj,
3. a1 • a1 = b1,

4. a(i) ? a(j) = a(j) ? a(i), b(i) ? b(j) = b(j) ? b(i), a(i) ? b(j) = b(j) ? a(i),

5. a(i) • a(j) = a(j) • a(i), b(i) • b(j) = b(j) • b(i), a(i) • b(j) = b(j) • a(i),

6. a?2(1) = 0 et b?2(i) = 0,

7. a(0) • b•3(0) = 0 et a(1) • b•3(0) = a?2(2),

8. b•4(i) = 0.

Notation 4.3.4. — On désigne par P(x) le poids d’un élément “homogène” x ∈ H∗K(2)∗.
Par exemple, P(ai) = 1, P(bj) = 2 pour tout i, j. On a encore que P(x ? y) = P(x) = P(y)

et
P(x • y) = P(x) + P(y).

Soit I = (i0, i1, i2) où ik = 0 ou 1, et soit J = (j0, j1, . . .) une suite finie où 0 ≤ jk ≤ 3. On
pose aIbJ = a•i0(0) •a

•i1
(1) •a

•i2
(2) • b

•j0
(0) • b

•j1
(1) • · · · en convenant que aIbJ = [1]− [00] si I = (0, 0, 0)

et J = (0, 0, . . .). On a

P(aIbJ) =
(∑

ik + 2
∑

jk

)
∈ Z/6.

Théorème 4.3.5 (Cf. [Wil84, Theorem 1]). — En tant que F2-algèbres,

H∗K(2)
k
∼=
⊗

Λ(bJ)
⊗
j0<3

Λ(a(0) • bJ)
⊗
j0<3

Λ(a(0) • a(1) • bJ)

⊗
j0<3

Λ(a(0) • a(2) • bJ)
⊗
j0<3

Λ(a(0) • a(1) • a(2) • bJ)

⊗
j0<3

Λ(a(1) • bJ)
⊗
j0<3

S(a(1) • a(2) • bJ)
⊗

S4(a(2) • bJ).

en convenant que Λ(aIbJ), S(aIbJ) et S4(aIbJ) sont isomorphes à F2 si P(aIbJ) 6= k.
Ici, Λ(x) est l’algèbre extérieure, S(x) l’algèbre symétrique, et S4(x) := S(x)/x4 l’algèbre
symétrique tronquée. Les produits sur les algèbres extérieures, symétriques, symétriques
tronquées et le produit tensoriel correspondent au produit ? dans la structure d’algèbre de
Hopf de H∗K(2)

k.
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4.3.2 La relation principale pour H∗K(2)∗ et quelques conséquences

Rappelons du théorème 4.2.11 que :

Proposition 4.3.6. — Dans H∗ K(2)∗ [[s, t]], on a

1. b(s+ t) = b(s) +[F̄2] b(t),

2. b(2s) = [2][F̄2](b(s)),

où F̄2 est la loi de groupe formel associée à K(2)∗(−).

Corollaire 4.3.7. — On a :

1. b0 = [02],

2. b0 ? bi = bi pour tout i,

3. b•k0 = [02k] et b0 • bi = 0 si i > 0.

Démonstration. — En comparant les termes constants de la première identité de la propo-
sition 4.3.6, on obtient b0 = [02]. On en déduit le deuxième énoncé. Le troisième énoncé
découle de la formule [02] • bi = η4ε2(bi) (voir la définition 4.1.3).

Corollaire 4.3.8. — On a :

1. b(s)•4 = b0,

2. b(s+ t) = b(s) ? b(t) ?
(
b(s)•2 • b(t)•2

)
.

Démonstration. — Rappelons que la 2-série de la loi F̄2 est [2]F̄2
(x) = x4. De plus, puisque

l’on travaille sur le corps F2, la deuxième identité de la proposition 4.3.6 est équivalente à

b0 = b(0) = b(2s) = b(s)•4.

On déduit de ce fait et de la remarque 4.3.7 que tous les termes de la forme b(s)•i • b(t)•j
où i+ j ≥ 7 et (i+ j) ≡ 1 (mod 3) sont égaux à b0. Grâce à la proposition 2.2.6 pour le cas
n = 2, on obtient

b(s+ t) = b(s) ? b(t) ?
(
b(s)•2 • b(t)•2

)
?

(
? i+j≥7

(i+j)≡1 (mod 3)

[aij ] • b(s)•i • b(t)•j
)

= b(s) ? b(t) ?
(
b(s)•2 • b(t)•2

)
. (4.1)

Le corollaire est démontré.

Le modèle algébrique HR
∗ K(2)∗ de H∗K(2)∗ est déterminé par le résultat suivant :

Corollaire 4.3.9. — Le morphisme canonique d’anneaux de Hopf

HR
∗ K(2)∗ −→ H∗K(2)∗

est injectif. En particulier, HR
∗ K(2)

k
∼=
⊗

P(bJ )=k Λ(bJ).
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Démonstration. — Pour n 6= 2k quelconque, il existe 0 < i < n tel que
(
n
i

)
≡ 1 (mod 2).

En comparant des coefficients de sitn−i dans l’identité (4.1), on en déduit que bn est
décomposable par rapport à ?. On obtient la même propriété pour les βn ∈ HR

∗ K(2)∗.
Désignons par βJ de la manière analogue à bJ (voir la notation 4.3.4). En tant que F2-algèbre
de Hopf (par rapport au produit ?), HR

∗ K(2)
k est engendrée par les indécomposables βJ

dont l’image dans H∗K(2)∗ est b
J . Le résultat s’ensuit.

4.3.3 Structure de coalgèbre instable de H∗K(2)∗

Dans la suite, on va utiliser les modules instables à droite, on renvoie à §1.4.1 pour les
définitions et propriétés. On explique d’abord le fait que la structure d’anneau de Hopf de
H∗K(2)∗ est compatible avec la structure de coalgèbre instable en chaque poids.

Rappelons que H∗K(2)∗ est un F2-espace vectoriel de type fini, i.e. il est de dimension
finie en chaque degré. Donc, H∗K(2)∗ est une coalgèbre instable (sous l’action à droite de
l’algèbre de Steenrod A2). En effet, la condition d’instabilité sur H∗K(2)∗ se déduit de celle
sur module instable à gauche H∗K(2)∗ : on a γSqi = 0 pour tout γ ∈ H∗K(2)∗ tel que
|γ| < 2i.

Par ailleurs, comme conséquence directe de la définition de la structure de module in-
stable à droite du produit tensoriel (cf. la définition 1.4.4), la structure de module instable
à droite sur H∗K(2)∗ est compatible avec la structure d’anneau de Hopf via les formules de
Cartan suivantes :

(α ? β)Sqi =
∑
j

αSqj ? βSqi−j

et
(α • β)Sqi =

∑
j

αSqj • βSqi−j .

L’action à droite de A2 sur H∗K(2)∗ est donnée par le résultat suivant :

Proposition 4.3.10. — On a

1. aiSqk =
(
i−k
k

)
ai−k pour 0 ≤ i ≤ 5.

2. biSq2k =
(
i−k
k

)
bi−k, biSq2k+1 = 0 pour tout i ≥ 0.

Démonstration. — Par définitions de ai et bi (voir 4.3.1 et 4.3.2), le résultat découle de
l’action de l’algèbre de Steenrod A2 sur H∗(K(Z/2, 1)) ∼= H∗RP∞ et celle sur H∗CP∞ :
pour i ≥ 0, αiSqk =

(
i−k
k

)
αi−k, βiSq2k =

(
i−k
k

)
βi−k et βiSq2k+1 = 0.

Corollaire 4.3.11. — Le Verschiebung V : H∗K(2)∗ → H∗K(2)∗ est déterminé par :

1. V (a(2)) = a(1), V (a(1)) = a(0), V (a(0)) = 0.

2. V (b(0)) = 0, et V (b(i+1)) = b(i) pour tout i ≥ 0.

Démonstration. — Ceci est une conséquence directe de la proposition 4.3.10 et de la condi-
tion d’instabilité V (x) = xSq|x|/2. D’une autre manière, il se déduit de la détermination du
coproduit sur H∗K(2)∗ (voir la proposition 4.3.3).
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Notation 4.3.12. — Pour I = (i0, i1, i2) où ik = 0 ou 1, et J = (j0, j1, . . .) où 0 ≤ jk ≤ 3,
on définit Σ(I) = (i1, i2, 0) et Σ(J) = (j1, j2, . . .). On définit encore Σ−1(I) = (0, i0, i1),
Σ−1(J) = (0, j0, j1, . . .).

Proposition 4.3.13. — Le modèle algébrique HR
∗ K(2)∗ est le plus grand sous-module réduit

(gradué par le poids) de H∗K(2)∗.

Démonstration. — Rappelons que l’on dénote aIbJ = a•i0(0) • a
•i1
(1) • a

•i2
(2) • b

•j0
(0) • b

•j1
(1) • · · · (cf.

la notation 4.3.4). Grâce au corollaire 4.3.11, on a

V (?I,Ja
IbJ) =

?I,JaΣ(I)bΣ(J) si i0 = j0 = 0,

0 sinon.

On en déduit que V (bΣ
−1(J)) = bJ . Le module

⊗
P(bJ )=k Λ(bJ) est ainsi un sous-module

réduit de H∗K(2)
k.

D’autre part, si i2 6= 0, il n’existe pas I ′, J ′ pour que V (aI
′
bJ
′
) = aΣ(I′)bΣ(J ′) = aIbJ

puisque le troisième terme de Σ(I ′) est absolument nul. Alors, les éléments de la forme
?I,Ja

IbJ tels qu’il existe I dont i2 6= 0 ne sont pas dans le plus grand sous-module réduit
de H∗K(2)

k. On en déduit la situation similaire pour les éléments de la forme ?I,JaIbJ , où
il existe I 6= (0, 0, 0). Donc, le module

⊗
P(bJ )=k Λ(bJ) est le plus grand sous-module réduit

de H∗K(2)
k. Le résultat suit.

4.4 Liens avec le foncteur K2

4.4.1 Relation entre H∗K(2)∗ et le foncteur K2

On renvoie à §1.2.2 pour les définitions et propriétés des foncteurs f et m :

U
f // F
m
oo .

Voici le résultat principal de cette sous-section.

Proposition 4.4.1. — On a un isomorphisme de modules instables à gauche

m(K6−k
2 )

∼= // P
(
(m ◦ f)(H∗K(2)

k)
)
,

où P (−) désigne le module des primitifs.

On utilisera la proposition 1.3.16 du chapitre 1, qui est réénoncée comme suite :

Proposition 1.3.16. — Soit K une algèbre instable telle que :

• g(K) : V 7→ HomK (K,H∗V ) est un foncteur à valeurs dans la catégorie V ,

• g(K)] : V 7→ (HomK (K,H∗V ))] est un foncteur analytique.
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Alors, le morphisme canonique d’algèbres de Hopf instables

U(m(g(K)])) −→ (m ◦ f)(K)

est un isomorphisme, où U est le foncteur de Steenrod-Epstein.

Considérons l’algèbre instable H∗K(2)
k. A la suite de [Lan92, 1.11], on a

g(H∗K(2)
k)(V ) = HomK (H∗K(2)

k, H
∗V ) ∼= [BV,K(2)

k]
∼= Kk2(V ]). (4.2)

La démonstration du théorème 2.2.9 montre que le foncteur (Z/6-gradué) K2 est à valeurs
dans les F2-espaces vectoriels de dimension finie. Il est de plus analytique à la suite du
corollaire 2.2.17, et auto-dual d’après le théorème 2.4.3. Il en résulte que son dual K\2 est un
foncteur (Z/6-gradué) analytique : les foncteurs (Kk2)\ sont analytiques, pour tout k ∈ Z/6.
On obtient le résultat suivant qui nous permet de démontrer la proposition 4.4.1 :

Corollaire 4.4.2. — On a un isomorphisme d’algèbres de Hopf instables

U(m(K6−k
2 ))

∼= // (m ◦ f)(H∗K(2)
k) .

Démonstration. — Le résultat se déduit directement de la proposition 1.3.16. On note ici
que (Kk2)\ ∼= K6−k

2 d’après le théorème 2.4.3.

On donne ensuite une démonstration de la proposition 4.4.1.

Démonstration de 4.4.1. — Le résultat découle du corollaire 4.4.2 puisque m(K6−k
2 ) est le

module des primitifs de U(m(K6−k
2 )) (cf. la proposition 1.3.11).

Afin de terminer cette sous-section, nous exhibons la conséquence directe suivante de
l’isomorphisme (4.2) :

Corollaire 4.4.3. — Si k est impair, le module instable H̃∗K(2)
k est nilpotent, où H̃∗(−)

est la cohomologie singulière modulo 2 réduite.

Démonstration. — Le résultat se déduit du théorème 1.2.15 et du fait que

HomK (H∗K(2)
k, H

∗(V ])) ∼= K(2)k(V ]) = 0

si k est impair.

4.4.2 Relation entre H∗K(2)∗ et le foncteur K2

Considérons d’abord l’unité η : 1U → m ◦ f de l’adjonction (1.2) (voir à la page 38) :

HomF (f(M), F ) ∼= HomU (M,m(F )).
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Soit Rk l’image du morphisme ηH∗K(2)
k
. Alors, Rk est un module instable à gauche réduit.

Par ailleurs, d’après [HLS93, Proposition 7.2 - Corollary 7.4], on a deux suites exactes
courtes de modules instables à gauche :

0 // N1
// H∗K(2)

k η

(1) // Rk
// 0,

0 // Rk

(2) // (m ◦ f)(H∗K(2)
k)

// N2
// 0,

où N1, N2 sont nilpotents. Par dualité, on obtient des suites exactes courtes dans U ] :

0 // R]

k

(3) // H∗K(2)
k

// N ]
1

// 0,

0 // N ]
2

// (m ◦ f)(H∗K(2)
k)
] (4) // R]

k
// 0.

Remarque 4.4.4. — Le module instable à droite (m ◦ f)(H∗K(2)
k)
] est N il-fermé (cf. la

définition 1.4.8 et la proposition 1.4.11).

On a le résultat suivant :

Lemme 4.4.5. — R]

k
∼= HR

∗ K(2)
k.

Démonstration. — D’après la proposition 1.4.10 et le fait que N ]
1 est un module instable à

droite nilpotent, on obtient queR]

k
est le plus grand sous-module à droite réduit deH∗K(2)

k.
Le résultat suit de la proposition 4.3.13.

Définition 4.4.6. — On désigne par H∗RK(2)
k le module instable à gauche réduit Rk,

pour tout k ∈ Z/6. On appelle H∗RK(2)∗ =
⊕

k∈Z/6H
∗
RK(2)

k le modèle algébrique de la
cohomologie H∗K(2)∗.

Remarque 4.4.7. — Rappelons du corollaire 4.3.9 que HR
∗ K(2)∗ est un sous-anneau de

Hopf de H∗K(2)∗. La structure d’algèbre de Hopf sur chaque HR
∗ K(2)

k (k ∈ Z/6) induit
une telle structure sur H∗RK(2)

k (cf. [MM65, §3]). En particulier, on a

P (H∗RK(2)
k)
∼= Q(HR

∗ K(2)
k)
],

où Q(−) désigne le module des indécomposables (par rapport au produit ?). On notera
P (H∗RK(2)∗) =

⊕
k∈Z/6 P (H∗RK(2)

k). De la même manière, on a la notation Q(H∗RK(2)∗)

et les notations similaires pour le module P,Q de l’homologie HR
∗ K(2)∗.

Lemme 4.4.8. — On a l’isomorphisme suivant dans la catégorie U /N il :

P (H∗RK(2)
k)
∼= P ((m ◦ f)(H∗K(2)

k)).

Démonstration. — Les morphismes (1), (2), (3), (4) dans les suites exactes courtes ci-dessus
sont naturellement des morphismes d’algèbres de Hopf instables : ils sont induits par la
diagonale et la structure de H-espace sur l’espace de lacets K(2)

k. Le résultat s’ensuit.
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On en déduit le résultat principal de cette sous-section :

Théorème 4.4.9. — On a l’isomorphisme naturel de foncteurs :

f(Q(HR
∗ K(2)

k)
]) ∼= K6−k

2 ,

où HR
∗ K(2)∗ est le modèle algébrique de l’homologie H∗K(2)∗.

Démonstration. — Le résultat découle des isomorphismes

Q(HR
∗ K(2)

k)
] ∼= P (H∗RK(2)

k)
∼= P ((m ◦ f)(H∗K(2)

k))
∼= m(K6−k

2 )

dans la catégorie U /N il.

Proposition 4.4.10. — Le diagramme suivant est commutatif

HR
∗ K(2)

2i ⊗HR
∗ K(2)

2j
• //

��

HR
∗ K(2)

2i+2j

��
Q(HR

∗ K(2)
2i)⊗Q(HR

∗ K(2)
2j)

• // Q(HR
∗ K(2)

2i+2j) .

Démonstration. — Il suffit de montrer que le produit a • b est décomposable si l’un des a
et b en est, où a, b ∈ R]. Ce fait suit de la formule de la distributivité dans la définition
4.1.3. D’une autre manière, le produit • est fermé sur la base {bJ}J de F2-espace vectoriel
Q(HR

∗ K(2)∗).

Appliquons maintenant le foncteur U ] → F ,M 7→ f(M ])\ au produit

Q(HR
∗ K(2)

2i)⊗Q(HR
∗ K(2)

2j)
•−−→ Q(HR

∗ K(2)
2i+2j),

on obtient un morphisme
K2i

2 ⊗K2j
2 −→ K2i+2j

2

qui n’est rien d’autre que le produit du foncteur K2.

4.5 Résultats sur le modèle algébrique HR
∗ K(2)∗

4.5.1 Structure de module instable à droite sur Q(HR
∗ K(2)∗) et relation

avec les sous-foncteurs Kp,q

On a l’isomorphisme d’anneaux de Hopf

HR
∗ K(2)

k
∼=

⊗
P(bJ )=k

Λ(bJ),
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où le produit sur l’algèbre extérieur et le produit tensoriel correspondent au produit ? de
HR
∗ K(2)

k (voir le corollaire 4.3.9). On en déduit que, en tant que F2-espace vectoriel (gradué
par le poids), le module des indécomposables Q(HR

∗ K(2)∗) est librement engendré par les
éléments bJ . L’action à droite de l’algèbre de Steenrod A2 sur ce module est induite par la
structure d’anneau de Hopf instable (à droite) de H∗K(2)∗ (cf. §4.3.3). Grâce aux formules
de Cartan, afin de déterminer cette action, il suffit de déterminer l’action des opérations
Sqk sur les éléments b(i).

Proposition 4.5.1. — On a les identités suivantes dans Q(HR
∗ K(2)∗) (modulo des éléments

décomposables par rapport au produit ?) :

1. b(0)Sq
k ≡ 0 pour tout k ≥ 1.

2. Cas i = 1 ou i = 2 : b(i)Sqk ≡


b(i) si k = 0,

b(i−1) si k = 2i,

0 sinon.

3. Cas i ≥ 3 : b(i)Sqk ≡



b(i) si k = 0,

b•2(i−2) • b•2(i−3) si k = 2i−1,

b(i−1) si k = 2i,

0 sinon.

La démonstration de la proposition 4.5.1 est donnée plus loin. Le corollaire suivant
découle directement de cette proposition. Pour l’ordre partiel � sur N2, on renvoie à la
définition 2.3.5.

Corollaire 4.5.2. — Soient p, q des entiers naturels. Le sous-F2-espace vectoriel gradué de
Q(HR

∗ K(2)
2p+4q) engendré par les b(i1) • · · · • b(is) • b•2(j1) • · · · • b•2(jt)

pour tout (s, t) � (p, q)

est un sous-module instable de Q(HR
∗ K(2)

2p+4q). On le notera KQ
p,q.

Voici le résultat principal de cette section, dont une démonstration est donnée dans la
sous-section 4.5.2 :

Théorème 4.5.3. — On a une équivalence de foncteurs

f((KQ
p,q)

]) ∼= K\
p,q.

Maintenant, afin de démontrer la proposition 4.5.1, on a besoin de la remarque suivante :

Remarque 4.5.4. — Rappelons de la proposition 4.3.10 que l’on a biSq2k =
(
i−k
k

)
bi−k.

Pour démontrer la proposition, il faut réécrire le terme à droite en combinaison de produit
• des éléments indécomposables b(i) (modulo les éléments de la forme x ? y, où x est y sont
distincts de [0k]). On va utiliser la relation principale dans H∗K(2)∗ (voir l’identité (4.1)) :

b(s+ t) = b(s) ? b(t) ?
(
b(s)•2 • b(t)•2

)
.
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Lemme 4.5.5. — bn ≡ 0 pour tout entier naturel impair n.

Démonstration. — Pour réécrire bn, on compare les coefficients de l’identité (4.1) ci-dessus.
Les comparaisons des coefficients de sn ou tn ne donnent rien de nouveau. On considère les
coefficients de sktn−k dans b(s)•2 • b(t)•2 (avec 1 ≤ k ≤ n− 1). Mais dans b(s)•2 • b(t)•2, il
n’y a que les termes de la forme s2it2j . Le lemme s’ensuit.

Lemme 4.5.6. — L’élément bn n’est pas congru à 0 si et seulement si n = 2m1 + 2m2 pour
certains entiers positifs m1,m2.

Démonstration. — Si m1 = m2, b2m1+2m2 = b(m1+1) est indécomposable. Si m1 > m2 ≥ 1,
on obtient alors que b2m1+2m2 ≡ b•2(m1−1) • b•2(m2−1) en considérant les coefficients de s2m1 t2

m2

dans l’identité (4.1), puisque
(

2m1+2m2

2m1

)
≡
(

1
1

)(
1
0

)
≡ 1 (mod 2).

Soit n un entier pair positif qui n’est pas de la forme 2m1 + 2m2 avec m1,m2 ∈ N∗, i.e.
n est écrit sous la forme 2m1 + 2m2 + · · · + 2mk où m1 > m2 > · · · > mk > 0 et k ≥ 3. On
montre que bn ≡ 0 par récurrence sur k. On va utiliser le fait que(

2m1 + 2m2 + · · ·+ 2mk

2m1

)
≡
(

1

1

)(
1

0

)
· · ·
(

1

0

)
≡ 1 (mod 2).

Supposons que k = 3, on considère les coefficients de s2m1 t2
m2+2m3 et on obtient

bn ≡ b•2(m1−1) • b•22m2−1+2m3−1 .

• Si 2m2−1 + 2m3−1 est impair, on a b2m2−1+2m3−1 ≡ 0.

• Si 2m2−1 + 2m3−1 est pair, on a b•2
2m2−1+2m3−1 ≡ b•4(m2−1) • b•4(m3−1) = 0 (voir plus haut).

L’énoncé de récurrence est ainsi vrai pour le cas k = 3. Supposons qu’il soit vérifié jusqu’à
k ≥ 3, on considère alors le cas de k + 1. En comparant les coefficients de s2m1 t2

m2+···+2mk ,
on obtient

bn ≡ b•2(m1−1) • b•22m2−1+···+2mk−1 .

Si 2m2−1 + · · ·+ 2mk−1 est impair, b2m2−1+···+2mk−1 ≡ 0. Si il est pair, grâce à l’hypothèse de
récurrence, on obtient encore que b2m2−1+···+2mk−1 ≡ 0. Il en résulte que bn ≡ 0. L’énoncé
de récurrence est vérifié.

En utilisant deux lemmes ci-dessus, on donne une démonstration de la proposition 4.5.1 :

Démonstration de 4.5.1. — On rappelle que b(i)Sq2k =
(

2i−k
k

)
b2i−k. Le premier point de

cette proposition est trivial. Les cas i = 1 et i = 2 sont faciles à vérifier. Il reste à montrer
le résultat pour le cas i ≥ 3. D’après le lemme 4.5.6, l’élément b2i−k n’est pas nul si et
seulement si 2i − k = 2m + 2n pour certains entiers positifs m,n. On considère ensuite le
coefficient binomial A =

(
2m+2n

2i−2m−2n

)
. Sans perte de généralité, on suppose que m ≥ n. La

condition 0 < 2i − 2m − 2n ≤ 2m + 2n implique i− 2 ≤ m < i.
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• Le cas m = i− 1 : Si n 6= i− 2, le coefficient binomial A =
(

2i−1+2n

2i−2+···+2n

)
est congru à 0

modulo 2. Dans le cas n = i− 2, ce coefficient est alors congru à 1 modulo 2 et on a

b(i)Sq
2i−1

= b2i−1+2i−2 ≡ b•2(i−2) • b•2(i−3).

• Le cas m = i−2 : Si n 6= i−2, le coefficient binomial A =
(

2i−2+2n

2i−1+2i−3+···+2n

)
est congru

à 0 modulo 2. Si n = i− 2, alors A =
(

2i−1

2i−1

)
= 1 et

b(i)Sq
2i = b2i−1 = b(i−1).

La proposition est démontrée.

4.5.2 Démonstration du théorème 4.5.3

Considérons le foncteur f̄ , de la catégorie des modules instables à droite de type fini
U ] vers la catégorie des foncteurs F , qui à chaque module instable M associe le foncteur
covariant V 7→ HomU (M ], H∗(V ])). Observons que l’exactitude de f̄ découle de celle du
foncteur f : U → F (cf. le théorème 1.2.13).

Soit xK(2) ∈ K(2)2(CP∞) l’orientation complexe assosiée à K(2)∗(−). Rappelons de la
définition 4.3.2 qu’elle induit en homologie le morphisme xK(2)

∗ : H∗(CP∞)→ H∗K(2)
2 qui

définit les classe bi dans H2iK(2)
2. Ce morphisme se factorise à travers le modèle algébrique

HR
∗ K(2)

2 d’après le corollaire 4.3.9. En désignant par H̃∗(−) la théorie d’homologie réduite,
on a le lemme suivant :

Lemme 4.5.7. — La composée que l’on note x̃∗ :

H̃∗(CP∞) �
� // H∗(CP∞)

x
K(2)
∗ // HR

∗ K(2)
2

// // Q(HR
∗ K(2)

2)

correspond, par le foncteur f̄ , au morphisme naturel J → K2 du chapitre 2 (voir §2.2.2 ).

Démonstration. — Le théorème 4.4.9 dit que l’image de Q(HR
∗ K(2)

2) par f̄ est isomorphe
au foncteur K2. Par ailleurs, on sait que f̄(H̃∗(CP∞)) ∼= J est l’idéal d’augmentation de
PF2
∼= f̄(H∗(CP∞)) (cf. le corollaire 1.3.6). Le résultat découle de la définition du morphisme

J → K2 qui associe à chaque fibré en droite réelle de base BV ] la classe d’Euler de son
complexifié.

On observe que le produit • de HR
∗ K(2)∗ induit un produit, que l’on note aussi •, sur

Q(HR
∗ K(2)∗) (cf. la proposition 4.4.10).

Lemme 4.5.8. — Le produit • sur Q(HR
∗ K(2)∗) correspond par le foncteur f̄ au produit

du K2.

Démonstration. — Puisque le morphisme f̄ préserve le produit tensoriel, le résultat découle
du fait que le produit • surH∗K(2)∗ et celui de K2 sont induits par la structure multiplicative
du Ω-spectre K(2).
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Remarque 4.5.9. — D’après la proposition 2.2.15, le morphisme J → K2 se factorise à
travers Γ2. Plus généralement, pour tout n ∈ N, le morphisme Tn ◦ J → K2 se factorise à
travers Sn ◦ Γ2.

Rappelons que F (1) est le sous-module instable de H̃∗(RP∞) engendré par un élément
de degré un. On a l’inclusion ΦF (1) ↪→ ΦH̃∗(RP∞) ∼= H̃∗(CP∞). Par dualité, on obtient
une surjection H̃∗(CP∞) � ΦF (1)]. Pour plus de détails, on renvoie aux sous-sections 1.2.1
et 1.4.1. On a également un résultat dans la catégorie U ] qui correspond à la factorisation
ci-dessus.

Lemme 4.5.10. — Le morphisme x̃∗ : H̃∗(CP∞) → Q(HR
∗ K(2)

2) se factorise à travers
Γ2(ΦF (1)]). Plus généralement, pour tout n ∈ N, le morphisme

Tn(H̃∗(CP∞))
x̃⊗n∗ // Tn(Q(HR

∗ K(2)
2))

• // Q(HR
∗ K(2)

2n)

se factorise à travers Sn(Γ2(ΦF (1)])).

Démonstration. — Grâce au lemme 4.5.6, x̃∗ se factorise à travers le quotient de H̃∗(CP∞)

par le sous-module engendré par les classes βi, où la longueur de la décomposition 2-adique
de i est plus grand que 2. Ce module est isomorphe à Γ2(ΦF (1)]).

Le reste du lemme se déduit de la commutativité du produit •.

De la même manière, nous obtenons le résultat suivant qui nous donne un morphisme
dans U ] correspondant à l’inclusion Λ∗ ↪→ K2 dans F .

Lemme 4.5.11. — La composée suivante qui est linéaire, que l’on note F• :

ΦH̃∗(CP∞)
F // H̃∗(CP∞)⊗2 x̃⊗2

∗ // Q(HR
∗ K(2)

2)⊗2 • // Q(HR
∗ K(2)

4)

est un morphisme de modules instables à droite, où F : ΦH̃∗(CP∞) → H̃∗(CP∞)⊗2 envoie
β sur β ⊗ β. Pour tout n ∈ N, F• s’étend en le morphisme suivant

Tn(ΦH̃∗(CP∞))
F⊗n• // Tn(Q(HR

∗ K(2)
4))

• // Q(HR
∗ K(2)

4n)

qui se factorise à travers Λn(Φ2F (1)]).

Démonstration. — Tout d’abord, en utilisant le lemme 4.5.6, on obtient que

F•(βk) =

b•2(i) si k = 2i,

0 sinon.

Pour démontrer que F• est un morphisme de modules instables à droite, il suffit de vérifier
la compatibilité avec l’action de l’algèbre de Steenrod A2. Autrement dit, il faut démontrer
que F•(βkSql) = F•(βk)Sql. Mais, ce fait découle directement de la structure de module
instable de ΦH̃∗(CP∞) et celle de ImF• qui se déduit de la proposition 4.5.1 :
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1. Sur ΦH̃∗(CP∞), βkSql = 0 si l 6≡ 0 (mod 4). Par ailleurs, si βkSql = β2i , il faut avoir
(k, l) = (2i, 0) ou (2i+1, 2i+2).

2. Sur ImF•,

b•2(i)Sq
l ≡


b•2(i) si l = 0,

b•2(i−1) si l = 2i+1,

0 sinon.

Le reste de ce lemme découle des relations b•4k = 0 dans H∗K(2)∗, et en particulier
b•4(i) = 0 dans Q(H∗K(2)∗) (voir la proposition 4.3.3) : en tant que modules instables à
droite, Λn(Φ2F (1)]) est isomorphe au sous-F2-espace vectoriel de Q(H∗K(2)∗) engendré par
les éléments de la forme b•2(i1) • · · · • b•2(in).

On donne ensuite une démonstration du théorème 4.5.3.

Démonstration de 4.5.3. — On note que l’image du module Sp(Γ2(ΦF (1)]))⊗Λq(Φ2F (1)])

par le foncteur f̄ est isomorphe au foncteur (Sp ◦ Γ2)⊗ Λq.
Le foncteur Kp,q est l’image du morphisme naturel (Sp ◦Γ2)⊗Λq → K2. Mais comme le

module KQ
p,q est l’image du morphisme

Sp(Γ2(ΦF (1)]))⊗ Λq(Φ2F (1)]) −→ Q(HR
∗ K(2)∗),

par application du foncteur exact f̄ , on obtient que f̄(KQ
p,q) ∼= Kp,q. Le théorème se déduit

du fait que f((KQ
p,q)]) = f̄(KQ

p,q)\.

4.5.3 Le module des primitifs P (HR
∗ K(2)∗) et quelques conséquences

Soit J l’ensemble des suites finies J = (j0, j1, . . .), où 0 ≤ jk ≤ 3. Soit J1 le sous-ensemble
de J dont les éléments sont les suites J telles que j0 = 0. Soit J2 le complémentaire de J1.
L’objectif de cette sous-section est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 4.5.12. — En tant que F2-espace vectoriel, P (HR
∗ K(2)∗) est librement en-

gendré par les éléments de la forme bJ avec J ∈ J2.

Pour la démontrer, on a besoin du résultat suivant, dû à Milnor et Moore :

Proposition 4.5.13 (Cf. [MM65, Proposition 4.20]). — Soit H une F2-algèbre de Hopf
N-graduée commutative connexe. Le morphisme naturel P (H) → Q(H) est un monomor-
phisme si et seulement si le morphisme de Frobenius F : H → H envoie tous les éléments
homogènes x de degré positif sur zéro.

Corollaire 4.5.14. — On a l’inclusion canonique de modules instables à droite

P (HR
∗ K(2)

k)
� � // Q(HR

∗ K(2)
k) ,

pour tout k ∈ Z/6.
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Démonstration. — Considérons l’algèbre de Hopf N-graduée commutative connexe

HR
∗ K(2)

k
∼=

⊗
P(bJ )=k

Λ(bJ).

Son morphisme de Frobenius satisfait la condition de la proposition 4.5.13 puisque (bJ)?2 = 0

pour tout J . De plus, les morphismes sont A2-linéaires, puisque la structure d’anneau de
Hopf de H∗K(2)∗ est compatible avec sa structure de coalgèbre instable en chaque poids.
Le corollaire s’ensuit.

Corollaire 4.5.15. — Pour tout k ∈ Z/6, le modèle algébrique “cohomologique” H∗RK(2)
k

est une algèbre de Hopf instable primitivement engendrée. On dit également que H∗RK(2)∗
est une algèbre de Hopf instable (graduée par le poids) primitivement engendrée.

Démonstration. — Par dualité, on déduit du corollaire 4.5.14 que le morphisme canonique

P (H∗RK(2)
k) −→ Q(H∗RK(2)

k)

est un épimorphisme, pour tout k ∈ Z/6. Le résultat suit.

Maintenant, afin d’obtenir la proposition 4.5.12, en utilisant le corollaire 4.5.14, il suffit
de vérifier quels générateurs de Q(HR

∗ K(2)
k) sont primitifs.

Lemme 4.5.16. — Si J ∈ J1, alors bJ n’est pas primitif.

Démonstration. — Pour tout J = (0, j1, j2, . . .) ∈ J1, en posant Σ(J) = (j1, j2, . . .), grâce
au corollaire 4.3.11, on obtient que V (bJ) = bΣ(J) 6= 0, où V est le morphisme Verschiebung
(pour les propriétés du morphisme V , on renvoie à §4.3.3). Il en résulte que bJ n’est pas
primitif. Le lemme est démontré.

Le résultat suivant est une conséquence du troisième point du corollaire 4.3.7.

Lemme 4.5.17. — Si J ∈ J2, alors bJ est primitif.

Démonstration. — Pour tout J = (j0, j1, · · · ) ∈ J2, posons J ′ = (j0 − 1, j1, · · · ) ∈ J et
supposons que le poids P(bJ

′
) = s. On a

δ(bJ) = δ(b(0)) • δ(bJ
′
)

=
(
b(0) ⊗ b0 + b0 ⊗ b(0)

)
•

bJ ′ ⊗ [0s] + [0s]⊗ bJ
′
+

∑
certains x,y 6=[0s]

x⊗ y


où δ est le coproduit de HR

∗ K(2)∗ qui est induit par celui sur H∗K(2)∗. Le résultat découle
alors du fait que b0 • [0s] = [0s+2] et b0 • bi = 0 si i > 0 (voir le corollaire 4.3.7).

On donne maintenant une démonstration de la proposition 4.5.12.
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Démonstration de 4.5.12. — La proposition 4.5.12 découle du corollaire 4.5.14 et des lemmes
4.5.16, 4.5.17 en notant que le F2-espace vectoriel Q(HR

∗ K(2)
k) est librement engendré par

les classes bJ , J parcourant J = J1 t J2.

On conclut cette partie par la remarque suivante :

Remarque 4.5.18. — La double suspension homologique sur H∗K(2)∗ (voir la proposition
4.3.3) induit un endomorphisme du module instable (gradué par le poids) Q(HR

∗ K(2)∗)

vers lui-même qui se factorise à travers P (HR
∗ K(2)∗). Autrement dit, on a le diagramme

commutatif suivant de modules instables à droite :

Q(HR
∗ K(2)∗)

b(0)•− //

(( ((

Q(HR
∗ K(2)∗)

P (HR
∗ K(2)∗) .

) 	
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APPENDICE A

Foncteurs exponentiels de Hopf

L’objectif de cette appendice est de rappeler la définition de foncteur exponentiel
et quelques résultats de Franjou, Friedlander, Scorichenko et Suslin [FFSS99] qui

sont utiles afin de calculer des groupes d’extensions dans la catégorie F .
On traitera ici seulement sur le nombre premier p = 2.
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Appendice A. Foncteurs exponentiels de Hopf

A.1 Foncteurs exponentiels Hopf

Soient Vect la catégorie des F2-espaces vectoriels, et V la sous-catégorie pleine de Vect
dont les objets sont de dimension finie. Rappelons que F est la catégorie des foncteurs de
V dans Vect (cf. §1.1).

Définition A.1.1. — Un foncteur F ∈ F est dit exponentiel s’il est à valeurs dans la
catégorie V et de plus, on a un isomorphisme

F (V ⊕W ) ∼= F (V )⊗ F (W )

naturel en V et W .

Exemple A.1.2. — Le projectif standard PF2 et l’injectif standard IF2 sont des foncteurs
exponentiels (cf. la définition 1.1.16 et la proposition 1.1.17).

On a le résultat suivant qui découle directement de la définition du produit tensoriel.

Proposition A.1.3. — Le produit tensoriel des foncteurs exponentiels est exponentiel.

Définition A.1.4. — Un sous-foncteur I du foncteur exponentiel F est appelé un idéal
exponentiel si l’isomorphisme naturel F (V ⊕W ) ∼= F (V )⊗F (W ) induit un isomorphisme

I(V ⊕W ) ∼= F (V )⊗ I(W ) + I(V )⊗ F (W ).

On a le résultat suivant :

Proposition A.1.5. — Soient F un foncteur exponentiel, et I son idéal exponentiel. Alors
le foncteur quotient F/I est exponentiel.

Démonstration. — On déduit des hypothèses de la proposition un isomorphisme

F (V ⊕W )/I(V ⊕W ) ∼= F (V )/I(V )⊗ F (W )/I(W )

qui est naturel en V et W . La proposition suit.

Définition A.1.6. — Soit F un foncteur exponentiel. Le produit naturel de F est défini
par la composée

F (V )⊗ F (V )
' // F (V ⊕ V )

F (s) // F (V ) ,

où s est la somme. De même, on définit le coproduit naturel de F par

F (V )
F (d) // F (V ⊕ V )

' // F (V )⊗ F (V )

avec d est la diagonale.

Définition A.1.7. — Un foncteur exponentiel F est dit exponentiel de Hopf si :
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A.2. Foncteurs gradués exponentiels de Hopf

1. F (0) ∼= F2,

2. le produit, coproduit et les morphismes canoniques F (0) → F (V ), F (V ) → F (0)

équipent F (V ) d’une structure d’algèbre de Hopf.

Exemple A.1.8. — Les foncteurs PF2 et IF2 de l’exemple A.1.2 sont exponentiels de Hopf.

Exemple A.1.9. — Le foncteur V 7→ K(n)∗(BV ]) est exponentiel de Hopf, pour tout
n ≥ 1 (cf. la proposition 2.2.11).

A.2 Foncteurs gradués exponentiels de Hopf

Soit A∗ =
⊕

n∈NA
n un foncteur gradué de F , i.e. An ∈ F pour tout n ∈ N.

Définition A.2.1. — Le foncteur A∗ est dit exponentiel si les foncteurs An sont à valeurs
dans la catégorie V , et de plus, on a des isomorphismes naturels (gradués) :

1. A0 = F2,

2. A∗(V ⊕W ) ∼= A∗(V )⊗A∗(W ) pour tous V,W ∈ V .

Exemple A.2.2. — Les foncteurs suivants sont des foncteurs gradués exponentiels :

1. Le foncteur algèbre symétrique S∗ =
⊕

n∈N S
n,

2. Le foncteur algèbre extérieure Λ∗ =
⊕

n∈N Λn,

3. Le foncteur algèbre des puissances divisées Γ∗ =
⊕

n∈N Γn.

Définition A.2.3. — Soit I∗ un sous-foncteur gradué du foncteur gradué exponentiel A∗.
On dira I∗ un idéal exponentiel de A∗ si :

1. I0 = 0,

2. L’isomorphisme naturel A∗(V ⊕W ) ∼= A∗(V )⊗A∗(W ) induit un isomorphisme :

I∗(V ⊕W ) ∼= A∗(V )⊗ I∗(W ) + I∗(V )⊗A∗(W ).

Proposition A.2.4. — Soient A∗ un foncteur gradué exponentiel, et I∗ son idéal gradué
exponentiel. Alors, le foncteur quotient A∗/I∗ est aussi gradué exponentiel.

Démonstration. — La proposition est démontrée de manière analogue à la démonstration
de A.1.5. On note de plus que A0/I0 = F2.

En définissant le produit tensoriel des foncteurs gradués par

(A∗ ⊗B∗)n =

n⊕
m=0

Am ⊗Bn−m,

on a le résultat suivant :
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Proposition A.2.5. — Le produit tensoriel des foncteurs gradués exponentiels est gradué
exponentiel.

On va ensuite définir un foncteur gradué exponentiel de Hopf. Soit A∗ un foncteur gradué
exponentiel quelconque. On définit les morphismes Ai ⊗Aj → Ai+j et Ai+j → Ai ⊗Aj par

Ai(V )⊗Aj(V ) �
� // Ai+j(V ⊕ V )

Ai+j(s) // Ai+j(V ) ,

Ai+j(V )
Ai+j(d) // Ai+j(V ⊕ V ) // // Ai(V )⊗Aj(V ) ,

où s est la somme et d est la diagonale. Le morphisme Ai ⊗Aj → Ai+j est appelé produit
naturel et le morphisme Ai+j → Aj ⊗Aj coproduit naturel.

Proposition A.2.6 ([FFSS99, Lemma 1.10]). — Si pour tout V ∈ V , les produits naturels
font de A∗(V ) une algèbre graduée associative unitaire d’unité 1 ∈ A0(V ) = F2, alors A∗(V )

est une algèbre de Hopf graduée avec la co-unité ε : A∗(V ) � A0(V ).

Définition A.2.7. — Un foncteur gradué exponentiel A∗ qui vérifie l’hypothèse de la
proposition A.2.6 est dit exponentiel de Hopf. De plus, il est dit commutatif si pour
tous i, j ∈ N et V ∈ V , le diagramme suivant commute :

Ai(V )⊗Aj(V ) //

T
��

Ai+j(V ⊕ V )

Ai+j(τ)
��

Aj(V )⊗Ai(V ) // Ai+j(V ⊕ V ) ,

où
τ : V ⊕ V → V ⊕ V, (u, v) 7→ (v, u)

et
T : Ai(V )⊗Aj(V )→ Aj(V )⊗Ai(V ), a⊗ b 7→ b⊗ a.

Exemple A.2.8. — Les foncteurs S∗,Λ∗ et Γ∗ de l’exemple A.2.2 sont des foncteurs gradués
exponentiels de Hopf commutatifs.

Convention A.2.9. — Dans cette thèse, un foncteur gradué exponentiel (de Hopf) est dit
simplement exponentiel (de Hopf ) sans confusion.

A.3 Les groupes d’extensions dans la catégorie F

Les résultats suivants, dûs aux [FFSS99, Theorem 1.7 et Corollary 1.8], sont des outils
importants qui nous permettent de calculer des groupes d’extensions dans la catégorie F .

Théorème A.3.1. — Soit A∗ un foncteur exponentiel. On a un isomorphisme naturel

Ext∗F (An, B ⊗ C) ∼=
n⊕

m=0

Ext∗F (Am, B)⊗ Ext∗F (An−m, C)
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pour tous B,C ∈ F . De plus, si les foncteurs B et C sont à valeurs dans la catégorie V ,
on a alors

Ext∗F (B ⊗ C,An) ∼=
n⊕

m=0

Ext∗F (B,Am)⊗ Ext∗F (C,An−m).

Corollaire A.3.2. — Soient A∗ et B∗ deux foncteurs exponentiels. On a l’isomorphisme
naturel

Ext∗F (Ak1 ⊗ · · · ⊗Akn , Bl1 ⊗ · · · ⊗Blm) ∼= ⊕
k1,1+···+k1,m=k1, ··· , kn,1+···+kn,m=kn
l1,1+···+l1,n=l1, ··· , lm,1+···+km,n=lm

n⊗
s=1

m⊗
t=1

Ext∗F (Aks,t , Blt,s)

pour m,n ∈ N∗ et k1, . . . , kn, l1, . . . , lm ∈ N.

Par ailleurs, la structure de foncteur exponentiel de A∗ et B∗ induit le produit et le
coproduit tri-gradué sur le groupe Ext∗F (A∗, B∗).

Lemme A.3.3. — Soient A∗ et B∗ deux foncteurs exponentiels. Alors, les diagrammes
suivants sont commutatifs :

Ext∗F (A∗, B∗)⊗ Ext∗F (A∗, B∗) ' //

'
��

Ext∗F (A∗ ⊗A∗, B∗)

��
Ext∗F (A∗, B∗ ⊗B∗) // Ext∗F (A∗, B∗) ,

Ext∗F (A∗, B∗) //

��

Ext∗F (A∗ ⊗A∗, B∗)
'
��

Ext∗F (A∗, B∗ ⊗B∗) ' // Ext∗F (A∗, B∗)⊗ Ext∗F (A∗, B∗) ,

où les isomorphismes viennent du théorème A.3.1, les autres morphismes sont induits par
les produits et les coproduits naturels sur A∗ et B∗.

Remarque A.3.4. — Soient e ∈ ExtiF (An, Bm) et e′ ∈ Exti
′

F (An
′
, Bm′). Il est montré que

le produit tri-gradué ee′ est l’image du produit tensoriel

e⊗ e′ ∈ Exti+i
′

F (An ⊗An′ , Bm ⊗Bm′)

par le morphisme Ext∗F (An ⊗An′ , Bm ⊗Bm′)→ Ext∗F (An+n′ , Bm+m′) qui est induit par le
coproduit An+n′ → An ⊗An′ et le produit Bm ⊗Bm′ → Bm+m′ (cf. [FFSS99]).

La proposition suivante fournit une condition suffisante pour que Ext∗F (A∗, B∗) soit une
algèbre de Hopf tri-graduée.

Proposition A.3.5. — Soient A∗ et B∗ deux foncteurs exponentiels de Hopf. L’espace vec-
toriel Ext∗F (A∗, B∗) est alors muni d’une structure naturelle d’algèbre de Hopf tri-graduée.
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De plus, si A∗ et B∗ sont commutatifs, on a les diagrammes commutatifs suivantes :

ExtsF (Ai, Bj)⊗ ExttF (Ak, Bl) //

'
��

Exts+tF (Ai+k, Bj+l)

=

��
ExttF (Ak, Bl)⊗ ExtsF (Ai, Bj) // Exts+tF (Ai+k, Bj+l) ,

Exts+tF (Ai+k, Bj+l) //

=

��

ExtsF (Ai, Bj)⊗ ExttF (Ak, Bl)

'
��

Exts+tF (Ai+k, Bj+l) // ExttF (Ak, Bl)⊗ ExtsF (Ai, Bj) ,

où les flèches horizontales, qui sont dites produit et coproduit de Hopf (tri-gradué),
sont données par le lemme A.3.3.

A.4 Sur les groupes ExtmF (ΛI ,ΛJ)

Dans cette section, on ne détaille que des résultats de [FFSS99] en faisant des calculs
directs. Pour tout s ∈ N∗, pour tout I = (i1, . . . , is) où ij ∈ N, on pose ΛI = Λi1 ⊗ · · · ⊗Λis .
On va donner les cas où le groupe ExtmF (ΛI ,ΛJ) est trivial. On commence par rappeler un
résultat sur la structure d’algèbre de Hopf tri-graduée de Ext∗F (Λ∗,Λ∗).

Théorème A.4.1 (Cf. [FFSS99, Theorem 6.3]). — On a

ExtmF (Λp,Λq) = F2

si (m, p, q) = (r2s+1 + 2s − 1, 1, 2s) avec r ≥ 0, s ≥ 0, ou (m, p, q) = (r2t+1 + 2t − 1, 2t, 1)

avec r ≥ 0, t ≥ 1. On note ι(m,p,q) son générateur. L’algèbre de Hopf tri-graduée

Ext∗F (Λ∗,Λ∗)

est alors l’algèbre des puissances divisées, primitivement engendrée par ces générateurs.

Corollaire A.4.2. — L’espace vectoriel ExtmF (Λp,Λq) est trivial si |p− q| > m.

Démonstration. — Si (m, p, q) = (r2s+1 + 2s − 1, 1, 2s) ou (r2s+1 + 2s − 1, 2s, 1), on a
|p − q| = 2s − 1 ≤ r2s+1 + 2s − 1 = m. De plus, pour tous p, p′, q, q′,m,m′ ∈ N tels que
|p− q| ≤ m et |p′ − q′| ≤ m′, on a l’inégalité

|(p+ p′)− (q + q′)| ≤ |p− q|+ |p′ − q′| ≤ m+m′.

Il en résulte que, si ExtmF (Λp,Λq) n’est pas trivial, alors |p − q| ≤ m puisque l’algèbre
de Hopf tri-graduée Ext∗F (Λ∗,Λ∗) est engendrée par les générateurs ι(r2s+1+2s−1,1,2s) et
ι(r2t+1+2t−1,2t,1).
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Pour tout I = (i1, . . . , is), on note σ(I) = i1 + · · ·+ is. Le résultat plus général suivant
est une conséquence des corollaires A.4.2 et A.3.2.

Corollaire A.4.3. — L’espace vectoriel ExtmF (ΛI ,ΛJ) est trivial si |σ(I)− σ(J)| > m.

Pour les cas m = 0, 1, 2, 3, on a les résultats plus détaillés suivants :

Lemme A.4.4. — On a

1. HomF (Λp,Λq) =

F2 si p = q,

0 sinon.

2. Ext1F (Λp,Λq) =

F2 si |p− q| = 1 et p, q ≥ 1,

0 sinon.

On note encore ι(s,p,q), pour s = 0, 1, le générateur de l’espace vectoriel ExtsF (Λp,Λq) s’il
n’est pas trivial.

Démonstration. — Ce résultat se déduit du théorème A.4.1. On peut aussi le démontrer
par calculs directs.

Corollaire A.4.5. — On a

1. L’espace vectoriel HomF (ΛI ,ΛJ) est trivial si |σ(I)− σ(J)| 6= 0.

2. L’espace vectoriel Ext1F (ΛI ,ΛJ) est trivial si |σ(I)− σ(J)| 6= 1.

3. L’espace vectoriel Ext2F (ΛI ,ΛJ) est trivial si |σ(I)− σ(J)| 6= 0, 2.

4. L’espace vectoriel Ext3F (ΛI ,ΛJ) est trivial si |σ(I)− σ(J)| 6= 1, 3.

Démonstration. — Il suffit de rappeler les générateurs ι(m,p,q) mentionnés dans le théorème
A.4.1, pour m = 0, 1, 2, 3. Ils sont ι(0,1,1), ι(1,2,1), ι(1,1,2), ι(2,1,1), ι(3,4,1) et ι(3,1,4).

Dans ce qui suit, on va calculer les groupes d’extensions Ext1F (Λp⊗Λq,Λm⊗Λn). Puisque
le foncteur Λk est auto-dual 1 pour tout k ∈ N, on a besoin du résultat suivant :

Lemme A.4.6 ([FFSS99, Lemma 1.12]). — Soient F,G ∈ F des foncteurs à valeurs dans
la catégorie V . Alors, le morphisme de dualité

\ : Ext∗F (F,G) −→ Ext∗F (G\, F \)

est un isomorphisme.

Grâce au lemme ci-dessus et au corollaire A.4.5, il suffit de calculer

Ext1F (Λm ⊗ Λn,Λp ⊗ Λq)

1. Voir définition 1.1.12 pour celle de foncteur auto-dual.
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pour le casm+n = p+q+1. De plus, par la commutativité du produit tensoriel de foncteurs,
il suffit de considérer le cas où m ≥ n et p ≥ q. Il résulte de ces conditions que m ≥ q + 1

et p ≥ n.
On réécrit le corollaire A.3.2 pour le cas où A∗ = B∗ = Λ∗. On a

Ext∗F (Λm ⊗ Λn,Λp ⊗ Λq) ∼=⊕
0≤i≤m, 0≤i′≤n
0≤j≤p, 0≤j′≤q

Ext∗F (Λi,Λj)⊗ Ext∗F (Λm−i,Λj
′
)⊗ Ext∗F (Λi

′
,Λp−j)⊗ Ext∗F (Λn−i

′
,Λq−j

′
).

On en déduit le résultat suivant :

Proposition A.4.7. — Le F2-espace vectoriel Ext1F (Λm ⊗ Λn,Λp ⊗ Λq) admet une base
d’éléments de la forme

ι(s1,i,j) ⊗ ι(s2,m−i,j′) ⊗ ι(s3,i′,p−j) ⊗ ι(s4,n−i′,q−j′)

où s1 + s2 + s3 + s4 = 1 et i, i′, j, j′ sont donnés par le tableau suivant :

(s1, s2, s3, s4) (i, i′, j, j′) Condition

(1, 0, 0, 0) (t, p− t+ 1, t− 1,m− t) max{2,m− q} ≤ t ≤ min{p+ 1,m}
(0, 1, 0, 0) (t, p− t, t,m− t− 1) m− q − 1 ≤ t ≤ min{p,m− 2}
(0, 0, 1, 0) (t, p− t+ 1, t,m− t) m− q ≤ t ≤ min{p− 1,m}
(0, 0, 0, 1) (t, p− t, t,m− t) m− q + 1 ≤ t ≤ min{p,m}

.

160



Index des notations

+F , x+F y := F (x, y) . . . . . . . . . . . 48
◦ : F ×F → F . . . . . . . . . . . . . . 23
〈−,−〉 : K2(V )×K2(V ])→ F2 . . . . . . 79
\ : F op → F . . . . . . . . . . . . . . . . 23
⊗ : F ×F → F . . . . . . . . . . . . . . 23
�, l’ordre partiel sur N2 . . . . . . . . . 65

αi ∈ Hi(K(Z/2, 1)) . . . . . . . . . . . 138
A2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
ai ∈ HiK(2)

1 pour 0 ≤ i ≤ 5, a(i) . . . 138

B∗,∗, avec B∗ = Λ∗ ou S∗4 . . . . . . . . . 94
B∗n :=

⊕
iB

i
n . . . . . . . . . . . . . . . . 94

βi ∈ E2i(CP∞) et bi ∈ E2iG2 . . . . . 136
b̃m : Sm4 → Λm . . . . . . . . . . . . . . . 98
b(s), b(s) +[FG] b(t) . . . . . . . . . . . 136
b(j) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
b[m,n] : Sm4 → Sn4 . . . . . . . . . . . . . . 98

Cn(x, y) ∈ Z[x, y] . . . . . . . . . . . . . 47
C∗, la filtration croissante de K2 . . . . . 71
CoAlgR . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
CoAlg∗R . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

∆: F → F . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
D∗, la filtration décroissante de K2 . . . 69
δ : Kn → Kn ⊗Kn . . . . . . . . . . . . . 60
δ(n−1) : K2(V )→ (K2(V ))⊗n . . . . . . . 81
d : Bi,j → Bi−1,j+1 . . . . . . . . . . . . . 94

E∗G∗ :=
⊕

k∈ZE∗Gk . . . . . . . . . . 134
ER∗ G∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
Ext∗C (A,C∗), dr . . . . . . . . . . . . . . 97
Ens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
e(u⊗R C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
ε[1,4], ε[4,1], ε[2,4], ε[4,2] . . . . . . . . . . 112
η : 1U → m ◦ f . . . . . . . . . . . . . . 142
ηF : F → (F ])] . . . . . . . . . . . . . . . 24
ε̃[1,2], ε̃[4,1], ε̃[2,2] . . . . . . . . . . . . . 102

F : ΦH → H . . . . . . . . . . . . . . . 133
F (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
F (1)] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
F (n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
F (n)] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
Fn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
F2[V ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
Fs,t, la bi-filtration de K2 . . . . . . . . . 71
F̄n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Fω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
FR[S] : UCoAlg∗R → SHR . . . . . . . . 132
f : U → F . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Γn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
grK2 :=

⊕
s,t grs,tK2 . . . . . . . . . . . 71

g(K) : V 7→ HomK (K,H∗V ) . . . . . . . 39

H∗RK(2)
k . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

H∗K(2)∗ :=
⊕

k∈Z/6H∗K(2)
k . . . . . . 137

HR
∗ K(2)

k . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

161



Index des notations

[H] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
H, (δ, ε), (?, η), χ, (•, e) . . . . . . . . 130
HR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

SHR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

Id . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
IW , IFp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
{Ir}r≥1, {IIr}r≥1 . . . . . . . . . . . . . 97

J, Jk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
J, J1, J2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

K(2) :=
{
K(2)

k

}
k∈Z/6 . . . . . . . . . 129

K(n)∗ = Fp[νn, ν−1
n ], |νn| = 2− 2pn . . . 54

K(n)∗(−) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
K(n)∗(−) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Kp,q ∩Ks,t . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
Kp,q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
KQ
p,q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
Kk2 , k ∈ Z/6 . . . . . . . . . . . . . . . . 63
Kn, le foncteur Z/(2n+1 − 2)-gradué . . 59
K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
K ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Λn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Λλ, Λλ̄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
LA, CLA . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

m : F → U . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

[n]F (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
[n1, . . . , nk]

X , P, Pi . . . . . . . . . . . . 79

P (−) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
Φ: U ] → U ] . . . . . . . . . . . . . . . . 44
Φ: V ∗ → V ∗, Φ: U → U . . . . . . . . 36
PW , PFp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

P(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
ψλ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Q(−) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

R[S] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
Rn(V ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
%1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

Sλ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
Sqi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Sq0x := Sq|x|x . . . . . . . . . . . . . . . 36
ΣF (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Σ(I), Σ(J), Σ−1(I), Σ−1(J) . . . . . . 141
Sn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Sn4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
Snpk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
βSq0 := βSq|β|/2 . . . . . . . . . . . . . . 45

Tn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
tn(F ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

(u) := [u]− [0] . . . . . . . . . . . . . . . 58
U : U → K . . . . . . . . . . . . . . . . 40
U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
U /N il . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
U ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
UCoAlgR . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
UCoAlg∗R . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

V : H → ΦH . . . . . . . . . . . . . . . 133
Vect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Wλ, W
(i)
(m,n) . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

[x] ∈ E0G∗ avec x ∈ G∗ . . . . . . . . . 135

162



Index

A

Algèbre
de Hopf instable . . . . . . . . . . . . 39
de Steenrod . . . . . . . . . . . . . . 35
instable . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Anneau de Hopf . . . . . . . . . . . . . 130
libre . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

B

Bi-filtration . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

C

Catégorie
des algèbres instables . . . . . . . . . 39
des coalgèbres instables . . . . . . . 46
des foncteurs . . . . . . . . . . . . . 22
des modules instables à droite . . . . 44
des modules instables à gauche . . . 36

Classe d’Euler . . . . . . . . . . . . . . . 58
Coalgèbre instable . . . . . . . . . . . . . 46
Congruence modulo degré n . . . . . . . 46
Coproduit naturel . . . . . . . . . . 154, 156
Cosocle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

D

Degré d’un foncteur polynomial . . . . . 28
Diagramme de Loewy . . . . . . . . . . . 34
Dual de foncteurs . . . . . . . . . . . . . 23

E

Ensemble

de cogénérateurs d’une catégorie . . 25

de générateurs d’une catégorie . . . 25

F

Facteurs de composition . . . . . . . . . 30

Filtration

de Weyl . . . . . . . . . . . . . . . . 32

des socles . . . . . . . . . . . . . . . 33

polynomiale . . . . . . . . . . . . . . 29

Foncteur

analytique . . . . . . . . . . . . . . . 28

auto-dual . . . . . . . . . . . . . . . . 24

de Weyl . . . . . . . . . . . . . . . . 32

exponentiel . . . . . . . . . . . 154, 155

exponentiel de Hopf . . . . . . 154, 156

polynomial . . . . . . . . . . . . . . . 28

polynomial homogène . . . . . . . . 28

puissance divisée . . . . . . . . . . . 23

puissance extérieure . . . . . . . . . 23

puissance symétrique . . . . . . . . . 23

puissance symétrique tronquée . . . 23

puissance tensorielle . . . . . . . . . 23

Foncteur de Steenrod-Epstein . . . . . . 40

Foncteur de Taylor . . . . . . . . . . . . 29

Foncteur différence . . . . . . . . . . . . 26

Forme canonique de δ . . . . . . . . . . . 81

163



Index

H

Hauteur
d’un morphisme de lois de groupe formel

a . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
d’une loi de groupe formel . . . . . . 51

I

Idéal exponentiel . . . . . . . . . . . 154, 155
Injectifs standard . . . . . . . . . . . . . 25
Isomorphisme de lois de groupe formel . 48

L

Loi de groupe formel . . . . . . . . . . . 46
associée à une théorie cohomologique 47

M

Modèle algébrique . . . . . . . . . . 137, 143
Module instable à droite . . . . . . . . . 44
N il-fermé . . . . . . . . . . . . . . . 45
nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . 45
réduit . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Module instable à gauche . . . . . . . . . 35
N il-fermé . . . . . . . . . . . . . . . 37
nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . 36
réduit . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Morphisme
de Frobenius . . . . . . . . . . . . . 133
de lois de groupe formel . . . . . . . 47
Verschiebung . . . . . . . . . . . . 133

N

n-séries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
N il-fermeture . . . . . . . . . . . . . . . 38
N il-isomorphisme . . . . . . . . . . . . . 37

O

Objet
fini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
semi-simple . . . . . . . . . . . . . . 30
simple . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
unisériel . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Ω-spectre . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
Ω-spectre périodique . . . . . . . . . . 129

P

Partition
p-régulière . . . . . . . . . . . . . . . 31
d’un entier naturel . . . . . . . . . . 31
ordonnée . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Poids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
Produit

de Hopf tri-gradué . . . . . . . . . 158
naturel . . . . . . . . . . . . . . 154, 156
tri-gradué . . . . . . . . . . . . . . 157

Projectifs standard . . . . . . . . . . . . 25

R

Résolution injective de Cartan-Eilenberg 97
Relation principale . . . . . . . . . . . 136

S

Série de composition . . . . . . . . . . . 30
Socle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
Suites spectrales d’hypercohomologie . . 97

164



Bibliographie

[AGM85] J. F. Adams, J. H. Gunawardena et H. Miller – « The Segal conjecture for
elementary abelian p-groups », Topology 24 (1985), no. 4, p. 435–460.

[AS69] M. F. Atiyah et G. B. Segal – « Equivariant K-theory and completion », J.
Differential Geometry 3 (1969), p. 1–18.

[Ati61] M. F. Atiyah – « Characters and cohomology of finite groups », Inst. Hautes
Études Sci. Publ. Math. (1961), no. 9, p. 23–64.

[BP03] M. Bakuradze et S. Priddy – « Transfer and complex oriented cohomology
rings », Algebr. Geom. Topol. 3 (2003), p. 473–509 (electronic).

[Bru96] M. Brunetti – « On the canonical GL2(F2)-module structure of K(n)∗(BZ/2×
BZ/2) », Algebraic topology : new trends in localization and periodicity (Sant
Feliu de Guíxols, 1994), Progr. Math., vol. 136, Birkhäuser, Basel, 1996, p. 51–59.
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Thèse de Doctorat

Quyet NGUYEN LE CHI

Une description fonctorielle des
K-théories de Morava des 2-groupes
abéliens élémentaires

A functorial description of the Morava
K-theories of elementary abelian
2-groups

Résumé
Le but de cette thèse est l’étude, d’un point de
vue fonctoriel, des K-théories de Morava modulo
2 des 2-groupes abéliens élémentaires.
Autrement dit, nous étudions les foncteurs
covariants V 7→ K(n)∗(BV]) pour le premier p = 2
et n un entier positif.
Le cas n = 1, qui résulte directement du travail
d’Atiyah sur la K-théorie topologique, nous donne
un foncteur coanalytique qui ne possède aucun
sous-foncteur polynomial non-constant. Il est très
différent du cas n > 1, où les foncteurs
mentionnés ci-dessus s’avèrent être analytiques.
La théorie de Henn-Lannes-Schwartz fournit une
correspondance entre les foncteurs analytiques
et les modules instables sur l’algèbre de
Steenrod. Nous déterminons le module instable
correspondant au foncteur analytique
V 7→ K(2)∗(BV]), en étudiant la relation entre ce
foncteur et la structure d’anneau de Hopf de
l’homologie du Ω-spectre associé à la théorie
K(2)∗(−).

Abstract
The aim of this PhD thesis is to study, from a
functorial point of view, the mod 2 Morava
K-theories of elementary abelian 2-groups.
Namely, we study the covariant functors
V 7→ K(n)∗(BV]) for the prime p = 2 and n a
positive integer.
The case n = 1, which follows directly from the
work of Atiyah on topological K-theory, gives us a
coanalytic functor which contains no
non-constant polynomial sub-functor. This is very
different from the case n > 1, where the
above-mentioned functors are analytic.
The theory of Henn-Lannes-Schwartz provides a
correspondence between analytic functors and
unstable modules over the Steenrod algebra. We
determine the unstable module corresponding to
the analytic functor V 7→ K(2)∗(BV]), by studying
the relation between this functor and the Hopf
ring structure of the homology of the Ω-spectrum
associated to the theory K(2)∗(−).

Mots clés
Cohomologie généralisée, K-théorie de Morava,
loi de groupe formel, représentation générique,
catégorie des foncteurs, algèbre de Steenrod,
module instable, algèbre instable, algèbre de
Hopf instable, coalgèbre instable, anneau de
Hopf, groupe d’extensions, foncteur exponentiel.

Key Words
Generalized cohomology, Morava K-theory,
formal group law, generic representation,
functor category, Steenrod algebra,
unstable module, unstable algebra,
unstable Hopf algebra, unstable coalgebra,
Hopf ring, extension group, exponential functor.

COMUE UNIVERSITÉ BRETAGNE LOIRE


	Remerciements
	Conventions de notation
	Table des matières
	Introduction
	Motivations
	Plan de la thèse

	Préliminaires
	La catégorie F
	Définitions et examples
	Foncteurs polynomiaux et foncteurs analytiques
	Foncteurs simples et séries de composition

	La catégorie des modules instables U
	Définitions et exemples
	La relation avec la catégorie F

	Les algèbres instables et les algèbres de Hopf instables
	Les algèbres instables
	Les algèbres de Hopf instables
	Les algèbres de Hopf instables primitivement engendrées

	Les modules instables à droite et les coalgèbres instables
	La catégorie des modules instables à droite U
	Les coalgèbres instables

	Loi de groupe formel
	Définitions et exemples
	La catégorie des lois de groupe formel
	Une classification des lois de groupe formel commutatif


	K-théories de Morava des 2-groupes abéliens élémentaires
	Introduction
	Nature du foncteur V K(n)*(BV)
	La loi de groupe formel associée à K(n)*(-)
	Reconstruction du foncteur V K(n)*(BV)
	Quelques applications

	Structure du foncteur K2
	Les sous-foncteurs Kp,q du foncteur K2
	La filtration décroissante du foncteur K2
	La bi-filtration du foncteur K2

	Auto-dualité du foncteur K2
	Foncteur auto-dual
	La forme bilinéaire "426830A -,- "526930B 2mu-:6muplus1muK2(V) K2(V) F2
	Calcul des valeurs et exemples
	L'existence de la forme bilinéaire "426830A -,-"526930B 
	Non dégénérescence de la forme bilinéaire "426830A -,-"526930B 
	Démonstration du théorème 2.4.3


	Calcul de ExtF1(S4*, S4*)
	Préliminaires
	Le foncteur exponentiel de Hopf S4*
	Les foncteurs bigradués *,* et S4*,*
	Rappels sur les suites spectrales d'hypercohomologie

	Les algèbres de Hopf HomF(S4*, S4*) et HomF(S4*, *)
	Le module ExtF1(S4*, *)
	ExtF1(S4*, *) est un module libre sur HomF(S4*, *)
	Un système de générateurs du module ExtF1(S4*, *)
	Premiers résultats sur ExtF1(S42k, 2l)
	Calcul de ExtF*(S42h+1, 2h) avec h 1
	Calcul de ExtF1(S42h, 2h) avec h 1
	Résultat principal et conséquences

	Le module ExtF1(S4*, S4*)
	Premiers résultats sur ExtF1(S42k, S42l)
	Calcul de ExtF1(S42h+1, S42h) avec h 1
	Calcul de ExtF1(S42h, S42h) avec h 1
	Calcul de ExtF1(S42h, S42h+1) avec h 1
	Résultat principal et conséquences
	K2 et foncteurs polynomiaux stricts


	Relation entre le foncteur K2 et l'anneau de Hopf H* K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) *
	Rappels sur les anneaux de Hopf
	Définitions et exemples
	Le foncteur anneau de Hopf libre
	Le morphisme de Frobenius et le morphisme Verschiebung

	L'homologie d'un -spectre
	Structure d'anneau de Hopf de E*G*
	Relation principale
	Modèle algébrique de E*G*

	Structures de H* K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) *
	Structure d'anneau de Hopf de H* K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) *
	La relation principale pour H* K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) * et quelques conséquences
	Structure de coalgèbre instable de H* K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) *

	Liens avec le foncteur K2
	Relation entre H* K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) * et le foncteur K2
	Relation entre H* K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) * et le foncteur K2

	Résultats sur le modèle algébrique H*R K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) *
	Structure de module instable à droite sur Q(H*R K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) *) et relation avec les sous-foncteurs Kp,q
	Démonstration du théorème 4.5.3
	Le module des primitifs P(H*R K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 )  K ( 2 ) *) et quelques conséquences


	Foncteurs exponentiels de Hopf
	Foncteurs exponentiels Hopf
	Foncteurs gradués exponentiels de Hopf
	Les groupes d'extensions dans la catégorie F
	Sur les groupes ExtFm(I, J)

	Index des notations
	Index
	Bibliographie

