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Résumé

L’écoulement laminaire d'un liquide sur un matériau granulaire conduit a la for-
mation de divers motifs d’érosion, dont certains sont analogues aux bancs, méandres,
tresses et rides rencontrés en Géomorphologie fluviale, ou les écoulements sont pour-
tant turbulents. En se fondant sur des modeles simples pour ’écoulement et le trans-
port sédimentaire (équations de Saint-Venant, transport par charriage), la présente
étude aborde ces systemes par des méthodes analytiques et numériques. Un modele
de conditions aux berges est établi pour des micro-rivieres rectilignes dont les rives
sont érodables, ce qui permet de prendre en compte la conservation du débit d’eau
au cours du processus d’élargissement. La stabilité linéaire des mémes micro-rivieres
éclaire différents mécanismes de morphogénese, liés a l'instabilité de bancs, pour
lesquels l'influence des conditions aux bords (a deux dimensions) ne doit pas étre
négligée. L’évolution non-linéaire de l'instabilité de banc conduit a I'apparition de
fronts d’érosion en forme de chevrons, parfois rencontrés en milieu naturel, selon
un mécanisme fondé sur la non-linéarité de ’équation de transport. Le développe-
ment des rides d’érosion est succinctement abordé dans le cas ou l'influence de la
surface libre de I’écoulement ne peut étre négligée. Enfin, la théorie de la lubrifi-
cation est mise en ceuvre pour établir I'existence d'une ligne de contact mobile sur
un solide poreux extrait d’un bain liquide, et sa disparition au profit d’un film de
Landau-Levich-Derjagin, au-dela d'une vitesse critique.

Summary

When water flows over a granular substrate at low Reynolds number, erosion
may generate various patterns (bars, braids, ripples or meanders), sometimes sur-
prisingly similar to those naturally encountered in turbulent rivers. In a simple theo-
retical frame (shallow-water equations and bedload transport), this study aims to ta-
ckle this geomorphological problem using both analytical and numerical methods. A
mass-conservative bank condition is established for micro-rivers, which allows one
to model the widening of a small flume of constant outflow through erosion. The
linear stability of the same micro-rivers is performed in two dimensions. It is shown
that the influence of the erodible bank conditions can influence strongly the evolution
of the bank instability. The effects of non-linearity on the bank instability are stu-
died by means of a finite-elements numerical scheme. Under certain circumstances,
diamond-shaped erosion fronts can develop. The stability of sand ripples when the
free surface affects the flow is briefly studied. Finally, the lubrication theory is used to
demonstrate that a moving contact line may stand on a porous plate, even for a va-
nishing contact angle, provided the de-wetting process is slow enough. Furthermore,
above a critical withdrawal velocity, a Landau-Levich-Derjagin film forms.
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Introduction

Mues par la convection thermique, les roches en fusion qui constituent le manteau
de la Terre entrainent les plaques continentales, déforment et renouvellent la crotite
terrestre, élevent des chaines de montagnes au-dessus du niveau moyen de 1’écorce.
La gravité joue alors son role, a travers les nombreux mécanismes de 1’érosion, en em-
portant ces roches de leur élévation tectonique vers des niveaux d’énergie potentielle
moindre, au fond des océans (Griffiths et Whitehead, 2001)). Les premieres étapes
de ce transport, marquées par de fortes pentes, sont franchies par des écoulements
tres concentrés en roches : avalanches, coulées de boues, et autres laves torrentielles,
qui alimentent les cours d’eau en sédiments (Seminara, 1998). L’eau circulant a la
surface des continents ne représente que 0.62 % du volume total existant sur notre
planete (Twidale, 2004) ; c’est pourtant le principal agent continental de transport
sédimentaire, en concurrence avec le vent, les glaciers ou les coulées de lave. La to-
pographie influence certes 1’écoulement d’une riviere, mais en retour cet écoulement
est capable de transporter les sédiments qui composent son lit, déformant ainsi le
relief. Ce couplage est le sujet de la présente étude. Passé 'estuaire du fleuve qui
les charrie, les sédiments sont emportés vers les plaines abyssales par les circulations
océaniques et les courants de turbidité. Le mélange d’eau et de particules solides
qui constitue ces derniers s’écoule sous l'effet de la seule gravité (Huppert)|, 2006),
en formant parfois des méandres fort semblables a ceux des fleuves (Imran et coll.]
1999).

L’érosion déplace des grains de sédiments de taille millimétrique, pour fagonner
des paysages qui s’étendent parfois sur des centaines de kilometres ; plus large encore
est la gamme des temps caractéristiques de son ceuvre. Pour représenter son effet
a I’échelle d’'un massif montagneux, on doit recourir a des modeles tres condensés,
tels que les précipitons de [Crave et Davy| (2001), automates cellulaires dotés d’un
comportement érosif simplifié et capables, lorsque leur action collective est évaluée
numériquement, de reproduire la structure caractéristique des reliefs d’érosion. A
I’échelle d’un cours d’eau, ce type d’automates peut former des méandres et des ter-
rasses, structures typiques de la géomorphologie fluviale (de Marsily et coll., T998]). A
cette échelle, les limites de ces modeles sont probablement atteintes : s’ils conservent
bien, par construction, la masse des sédiments qu’ils érodent, les précipitons en re-
vanche ignorent la quantité de mouvement®.

Imposer aux modeles d’érosion fluviale de conserver la quantité de mouvement,

'P. Davy, communication personnelle, 2004.



12 Introduction

c’est faire entrer un objet de la Géomorphologie dans le champ de la Mécanique
des Fluides. Cela, bien entendu, n’ira pas sans de lourdes simplifications, comme le
soulignent [Balmforth et Provenzalel (2001)) :

In their full complexity, erosion and sedimentation result from the dyna-
mical interaction between a turbulent fluid flow and the granular medium
composing the bed. But we know only a little about turbulence, much less
about granular media, and not much at all about their interaction.

Ces modeles déterministes reposent donc sur des relations empiriques (notamment
les lois de transport sédimentaire) et sur des approximations mathématiques issues
des lois fondamentales de la Mécanique (par exemple la dérivation des équations de
Saint-Venant a partir des équations de Navier-Stokes). Ils sont souvent destinés a
élaborer des prédictions quantitatives, aussi bien pour améliorer notre compréhen-
sion de certains phénomenes géologiques (détermination de la longueur d’onde des
méandres, de la largeur d’équilibre d'un fleuve, etc.), que dans des domaines relevant
de I'ingénierie, en évaluant le risque d’ensablement d’un barrage ou d’ affouillement?
au pied d’une pile d’ouvrage d’art (Chanson, 2004). On peut également recourir
a ces modeles pour établir des lois statistiques de comportement des cours d’eau
(Stelum|, [1996) qui, & leur tour, doivent aider a comprendre la morphogénese des
plaines alluviales, lesquelles peuvent abriter des réservoirs aquiferes ou pétroliferes.
La reconstitution de la structure hétérogene de ces derniers permet d’évaluer les
caractéristiques de roches souterraines difficilement accessibles, démarche indispen-
sable pour déterminer la perméabilité globale du sous-sol vis-a-vis des fluides qu’il
contient (de Marsily et coll., 2005]).

Seminaral (2006) intitule un chapitre de sa revue « A basic yet academic ques-
tion : why do meanders form ? »; ce faisant, il souleve une question fondamentale
pour toute une branche de la géomorphologie fluviale, a laquelle n’échappe pas la
présente étude. En effet, nous dit-il, personne n’a jamais observé le développement
d’une instabilité de méandre a partir d’'un fleuve initialement droit, ni 1’élargisse-
ment de ce dernier jusqu’a sa taille d’équilibre. Que peuvent alors nous apprendre
I’étude de la stabilité d’un cours d’eau rectiligne, ou un modele d’élargissement de ces
berges? C’est entendu : ces théories simplifiées ne reproduisent pas I’hypothétique
formation de structures géologiques généralement issues d’une évolution complexe,
pour laquelle on serait bien en peine de déterminer un instant initial, et ’état de base
associé. Pourtant, ¢’est grace a une étude de stabilité linéaire quilkeda et coll.| (1981))
ont approché analytiquement la longueur d’onde des méandres naturels. Cette mé-
thode apporte donc un éclairage sur les mécanismes impliqués dans ce phénomene.
D’autre part, de nombreuses contributions expérimentales portent sur des modeles
réduits de systemes géologiques liés au transport sédimentaire (Federici et Paolal
2003; Métivier et Meunier, 2003; [Coleman et Eling| 2000} [Lague et coll., 2003)), pour
lesquels ’état de base est clairement établi. Dans ce cadre, la comparaison des pré-
dictions de ’analyse de stabilité linaire d'un modele avec I’apparition expérimentale
d’une instabilité permet d’examiner les fondements de ce modele. En tenant compte

2L’ affouillement désigne le creusement du lit d’un cours d’eau par I’écoulement.
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de I’évolution temporelle du systeme, on élargit le champs des criteres de validation,
par rapport a la seule comparaison des états d’équilibre théoriques, expérimentaux
et naturels. Enfin, certains motifs géologiques de petites tailles, tels que les rides
ou les chevrons d’érosion, sont reproduits en laboratoire a 1’échelle naturelle : des
modeles expérimentaux et théoriques peuvent alors représenter leur formation de
maniere réaliste.

Le travail que nous présentons se fonde sur I'idée qu'une profonde analogie relie
non seulement les différentes structures d’érosion abordées entre elles (méandres,
bancs alternés, rides et chevrons), mais également ces phénomenes naturels avec les
expériences de taille réduite qui visent a les reproduire. En particulier, comme le
signale [Parker! (1998) dans le cas des méandres, et Malverti et coll. (2006) pour de
plus nombreux exemples, I’érosion exercée par des écoulements laminaires de petite
taille permet souvent de reproduire des motifs associés a des écoulements turbulents.
Ici I'analogie prend tout son sens, puisque les équations de Saint-Venant pour des
rivieres turbulentes et pour des micro-rivieres laminaires ne different que par la
valeur de certains coefficients constants. D’une maniere générale, si ces différences
empéchent d’étendre directement le comportement des micro-rivieres aux rivieres
naturelles par une simple mise a 1’échelle des parametres, il n’en demeure pas moins
que les mécanismes fondamentaux sont probablement communs aux deux cas. Dans
cette étude, nous nous efforcerons d’établir, pour des écoulements laminaires, des
résultats connus pour des écoulements turbulents. Autant que possible, nous ne
conserverons dans les équations que les termes indispensables pour reproduire le
phénomene qui nous occupe. L’emploi de modeles réduits laminaires, nécessitant une
infrastructure infiniment moins lourde que les rivieres expérimentales turbulentes,
répond a cette volonté de simplification. Enfin, d’un point de vue plus académique,
le systeme qui consiste en 1’érosion d’un matériau granulaire par un film liquide
laminaire produit également des effets qui lui sont propres (chevrons, ligne de contact
mobile régularisée), dont la richesse phénoménologique (Daerr et coll.l 2003) n’a pas
été entierement explorée a ce jour.

Les différentes parties de notre étude s’articulent de la maniere suivante :
Le chapitre[llrésume le contexte dans lequel s’inscrivent les chapitres suivants (§[L1]),
en s’appuyant sur quelques-unes des contributions les plus marquantes publiées dans
le domaine qui nous concerne. Il introduit également succinctement la notion de
transport sédimentaire (§ [L2). Dans le chapitre [ sont établies les équations de
Saint-Venant a partir de celles de Navier-Stokes, en insistant sur leurs similitudes
pour les écoulements turbulents et laminaires (§ 2.1]). Le modele général constitué
par ’association des équations de Saint-Venant avec une loi de transport sédimen-
taire, est mis en ceuvre dans diverses configurations par la suite. L’étude des rivieres
rectilignes, qui occupe le § 2.2 permet d’introduire de nouvelles conditions aux
berges, qui lient 1’érosion des rives a I’évolution du lit. Le chapitre [3] traite des effets
de I'érosion fondamentalement liés a la direction transverse : I'instabilité de bancs (§
[B.1)), I'influence des conditions aux berges sur cette instabilité (§ B.2), et son évolu-
tion non-linéaire (§[B3.3). Enfin, le chapitre Al regroupe deux problemes distincts, mais



14 Introduction

tous deux invariants dans la direction transverse : la formation des rides d’érosion
(§ A1), et la ligne de contact mobile sur un matériau granulaire (§ F2]).



Chapitre 1

L’érosion

1.1 Interaction entre écoulement et sédiments

1.1.1 Probleme général

Les phénomenes géologiques abordés dans la présente étude procedent tous d’un
méme mécanisme, dont I'exposé tient en quelques mots. Un fluide s’écoule sur un
substrat solide sous les effets conjoints de la gravité et des contraintes exercées par
le relief. Si I'intensité de 1’écoulement est suffisante pour arracher, transporter puis
déposer une fraction du substrat, le relief est a son tour modelé par le fluide. C’est
précisément cette interaction que notre étude s’attache a décrire, du moins dans
quelques cas particuliers. L’eau est généralement le premier fluide auquel on pense
en parlant d’érosion, et nous nous concentrerons sur celui-ci. Il pourrait cependant
tout aussi bien s’agir d’air (formation de dunes et de rides éoliennes® (Bagnolds|, 1988
Kroy et coll, 2002} Lagrée, 2003} Kouakou et Lagrée, 2006; [Hersen et coll.l 2004))), ou
d’un matériau dont la rhéologie est plus complexe (boue, lave torrentielle, roche en
fusion, glace). De méme, les matériaux constituant le substrat peuvent varier, mais
nous supposerons ici qu’il s’agit de sédiments alluviaux, assimilables a un matériau
granulaire.

Du point de vue déterministe de la Mécanique des milieux continus, le modele
d’érosion le plus général consiste a étudier ’écoulement d’un fluide multiphasique
de concentration variable, en décrivant simultanément la dynamique du fluide réel
(l'eau) et celle des grains de substrat transportés. Dans certains cas, tel que celui
des laves torrentielles, ce modele ne peut étre simplifié. L’intensité des échanges de
particules entre le substrat et le fluide est telle que ’évolution de la topographie
du premier intervient directement dans la dynamique de ’écoulement. De méme,
lorsqu’elle atteint des niveaux suffisamment élevés, la concentration en particules
solides peut influencer les caractéristiques rhéologiques du fluide.

Cependant, si 'on excepte ces évenements violents, on peut généralement consi-
dérer 1’érosion comme un phénomene lent, ¢’est-a-dire que son influence sur le relief
ne se fait sentir que sur des échelles de temps tres longues en comparaison des temps

LQuoique dans ce cas la contrainte motrice ne soit pas la gravité.



16 L’érosion

caractéristiques de 1’écoulement. Mathématiquement, cette approximation signifie
que le temps n’intervient pas explicitement dans les équations régissant 1’écoule-
ment. Ce dernier est alors représenté par une solution stationnaire des équations de
Navier-Stokes (point de départ du § 2I]) dans lesquelles on s’empressera de suppri-
mer les termes non-linéaires d’advection.

L’écoulement stationnaire décrit précédemment entraine un déplacement des par-
ticules sédimentaires, représenté par un flux moyen vectoriel. Il n’existe pas, dans la
littérature concernée, de consensus clair sur une théorie complete du transport sédi-
mentaire. Au § [[.2] nous présentons succinctement le cas du charriage, pour lequel
diverses lois de transport empiriques ont pu étre établies. Etant donnée une telle
loi, un simple bilan de la quantité de sédiments transportés permet de déterminer
I’évolution de la topographie du substrat. La résolution analytique des équations ob-
tenues s’avere impossible dans le cas général. En revanche, 'étude de leur stabilité
linéaire permet souvent d’identifier le mécanisme générateur d’un type particulier
de formation géologique (Seminaral, 1998§]).

Certains auteurs, notamment [Langlois et Valance| (2007)) au sujet des rides sous-
marines et [Zolezzi et Seminaral (2001)) dans le cas d’un fleuve, ont directement utilisé
le modele a trois dimensions obtenu grace aux approximations précédentes. Toute-
fois, dans la majorité des cas pratiques, on peut raisonnablement simplifier ce modele
en proposant des hypotheses supplémentaires sur la géométrie du systeme, ou sur la
valeur de certains parametres tels que le nombre de Reynolds ou le rapport d’aspect
de I’écoulement. A chacun de ces modeles simplifiés (dont les principaux sont brie-
vement présentés ci-dessous) correspond un mécanisme d’instabilité caractéristique,
a lorigine d’une formation géologique particuliere (rides, dunes, méandres, bancs
alternés, etc.). Tel que nous le comprenons, l'objectif de la Géomorphologie est d’at-
tribuer a chaque structure géologique un mécanisme de formation, et le modele
mathématique quantitatif associé, le plus simple et universel possible. Autrement
dit, il s’agit de lier la classification géologique issue de I'observation naturelle a des
modeles déduits des lois de la Mécanique.

1.1.2 Différentes approximations, différents phénomenes
1.1.2.1 Reéduction aux deux dimensions horizontales

1.1.2.1.1 Principe et limites de ’approximation de Saint-Venant Stricto
sensu, les équations établies a la fin du X1X® siecle par Barré de Saint-Venant pour
décrire I’écoulement de I’eau dans un canal ouvert ne prennent en compte que la di-
mension longitudinale (Barré de Saint-Venantl, [I871). Cependant, par extension, les
hydrauliciens ont désigné du nom de Saint-Venant? les équations & deux dimensions
d’espace, dérivées des équations de Navier-Stokes par une intégration verticale. Cette
méthode est décrite en détail dans le § 2.1l Elle requiert une hypothese sur la rela-
tion entre le débit de I’écoulement et la contrainte qu’il exerce sur son support, qui
peut étre déduite de la forme supposée du profil vertical de vitesse de 1’écoulement.

2Souvent remplacé par 'expression shallow water equations en Anglais.
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Cette hypothese demeure valable tant que ce profil présente une certaine régularité,
qui permet de le déterminer a partir de grandeurs intégrales (vitesse débitante et
profondeur de ’écoulement). Ceci n’est possible que si I’écoulement est peu profond,
c’est-a-dire si 1’échelle caractéristique horizontale est beaucoup plus grande que la
profondeur de I’écoulement. Les équations de Saint-Venant reviennent alors a négli-
ger linfluence de la dynamique dans le plan vertical, ¢’est pourquoi ce modele ne
permet pas de décrire la formation des dunes et rides (voir § et [A)).

Associées a un modele de transport de sédiments, lui-méme intégré selon la direc-
tion verticale (voir § [[2)), les équations de Saint-Venant ont été largement utilisées
en Géomorphologie fluviale depuis les premiers travaux de [Callander| (1969). En ef-
fet, la valeur du rapport d’aspect R (rapport de la largeur sur la profondeur du
fleuve) de la plupart des rivieres naturelles est suffisamment élevée pour justifier les
hypotheses de Saint-Venant. L’étude récente de [Federici et Seminaral (2003)) atteste
de la capacité de ce modele a prédire la formation et le comportement des bancs al-
ternés (voir § [LT.21.3]). Cependant, par construction, les équations de Saint-Venant
ne peuvent pas représenter les courants secondaires, généralement associés dans la
littérature a la formation des méandres (Seminaral, 2000).

1.1.2.1.2 La recirculation Dans un premier article publié en Allemand, [Ein-
stein (1926)[3] expose une interprétation de la formation des méandres fondée sur le
phénomene de recirculation (voir [Einsteinl (1954) pour la traduction anglaise de cet
article). Les effets conjugués de la viscosité et de la force de Coriolis entrainent 1’ap-
parition d’un courant secondaire, inscrit dans le plan transverse d’un fleuve s’écou-
lant dans un lit sinueux (voir figure[IT]). Ces courants induisent un flux de sédiments
depuis 'extérieur du méandre vers l'intérieur de la courbe, accroissant ainsi la si-
nuosité initiale. En réalité, comme le souligne [Bowker! (1988), ce mécanisme fut
proposé a l'origine par Thomson! (I876]), mais la contribution d'Einstein (1926), plus
complete, explique également la migration des méandres vers 1'aval (Martinez-Frias
et_colll 20006).

Depuis les contributions précitées, la plus grande partie de la littérature concer-
née associe la formation des méandres a la recirculation. Dans un article fondateur,
Ikeda et colll (I98T]) proposent un modele curviligne de riviére, issu des équations de
Saint-Venant & deux dimensions, qui représente le déplacement du thalweg (la ligne
médiane du cours d’eau). L'interaction de I’écoulement avec le fond de la riviere est
décrite par une loi empirique, selon laquelle 'inclinaison transverse du fond est pro-
portionnelle a la courbure du méandre. Les auteurs présentent cette relation comme
un modele des effets de la recirculation sur le transport sédimentaire. Quatre ans plus
tard, Blondeaux et Seminaral (I985) affinent ce modele en écrivant non seulement les
équations de Saint-Venant pour décrire I’écoulement, mais également des équations
de transport de sédiments a deux dimensions, tres similaires a celles employées par

311 s’agit bien ici d’Albert Einstein, et non de son fils Hans Albert Einstein, professeur d’hy-
drologie a Berkeley, connu notamment pour la loi de transport sédimentaire qui porte son nom
(Einsteinl, [T950).
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Callander (T969)) pour décrire la formation des bancs alternés (voir § T2 T3l et [[2)).
La encore, les auteurs introduisent dans leur modele les effets de la recirculation par
I'intermédiaire d’un terme empirique ajouté dans les équations de transport de sédi-
ments. Leur étude met en lumiere I'existence de ['instabilité de courbure (dénommée
bend instability dans Blondeaux et Seminaral (T985)), voir § [LT.2.T4]), qui entraine
la formation des méandres. Le modele proposé par lJohannesson et Parker (1989b)),
inspiré de Blondeaux et Seminaral (1985)), est devenu un « modéle standard » &,
fondement de nombreux développements successifs (Edwards et Smithl, 2001} [Sun
et._colll, 1996} [Steluml 1996).

Depuis ces contributions, la plupart des auteurs associent I'instabilité de courbure
(et plus généralement la formation des méandres) au phénomene de recirculation
(voir par exemple I'article de revue |[Camporeale et coll| (2007), ou le livre destiné au
grand public |Guyon et coll. (2005))). La présente étude souligne la fragilité de cette
association : le § B.2.2.T] démontre l'existence de l'instabilité de courbure dans un
cadre inspiré de Blondeaux et Seminaral (T985]), mais ou I'on ne tient pas compte de
la recirculation. L’influence de ces courants secondaires sur le transport sédimentaire
dans les lits de riviere courbés ne saurait toutefois étre négligée dans le cas général
(voir les études expérimentales et numériques de [Blanckaert et de Vriendl (2004) et
de [Shams et colll (2002), ainsi que le modele de [Zolezzi et Seminaral (2001))). Le
raisonnement suivant permet d’estimer l'intensité caractéristique des courants de
recirculation :
Soit un lit de riviere de largeur caractéristique W et de profondeur H, présentant
une courbure dans le plan horizontal de rayon r. (voir figure[LT]). Il est parcouru par
un écoulement dont la vitesse longitudinale typique est désignée par U. La courbure
du lit instaure un courant secondaire de recirculation dont I'intensité v, est telle que
le frottement turbulent équilibre la force motrice imposée par la variation verticale
de la force centrifuge, ce qui conduit a ’égalité d’échelle suivante :

u2
pCUv, ~ Hp—, (1.1)
Te

ou p désigne la masse volumique de I'eau, et Cy un coefficient de frottement turbu-
lent. L’intensité de la recirculation est donc de 'ordre de

v H

L~ = (1.2)

U Te
si le coefficient de frottement est d’ordre un. Dans le cadre d’une analyse de stabilité
linéaire (telle que celles présentées au § [3.1.1]), 'amplitude v, de la perturbation de
vitessé est d’ordre U, ot € désigne le petit parametre sans dimension qui caractérise

I’amplitude des perturbations. De méme, I'ordre de grandeur de la courbure s’écrit

1 ew
e (13)

4Nous empruntons cette expression a [Zolezzi et Seminaral (2001]).
°Tl s’agit ici de la perturbation de vitesse débitante (voir le § 21l), par opposition a la vitesse de
recirculation, dont l'intégrale verticale est nulle.
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ou A est la longueur d’onde de la perturbation, et ou la largeur W de la riviere donne
I’échelle de longueur horizontale. Or, la longueur d’onde typique des méandres cor-
respond a quelques largeurs de fleuve (la théorie de I'instabilité de courbure reproduit
fort bien cette caractéristique naturelle des méandres, voir la figure 8 de Blondeaux
et Seminaral (I985)). Ainsi, les relations (L2) et (L3) permettent d’écrire

Uy H 1

—_— N —

— 1.4
Vg W R (1.4)

Le résultat précédent ne fait que traduire la contrainte de validité des équations
de Saint-Venant, qui n’approchent 1’écoulement réel que lorsque le rapport d’as-
pect R de la section du fleuve tend vers l'infini. Notons que les contributions de
Blanckaert et de Vriend! (2004) et de [Shams et colll (2002), qui portent entierement
sur l'influence des courants secondaires, concernent des rivieres dont les rapports
d’aspect sont proches de 3, valeur suffisamment faible pour le développement d’une
recirculation. Dans son introduction, [Yalinl (1992) souligne que le rapport d’aspect
de la majorité des rivieres formant des méandres atteint des valeurs élevéess.

Finalement, si ’on restreint notre étude aux écoulements dont le rapport d’as-
pect est élevé, le terme de recirculation devrait rester une correction aux équations
de Saint-Venant. Cette correction peut certes influencer quantitativement les résul-
tats, et donc acquérir une importance cruciale si ’on souhaite proposer un modele
prédictif pour des rivieres naturelles. Cependant, elle n’intervient probablement pas
directement dans le mécanisme d’instabilité des écoulements en eau peu profonde. La
contribution de la recirculation sera négligée dans toute la suite de cette étude, sans
que cette approximation ne réduise la portée de ’analogie entre les écoulements de
surface laminaires et turbulents, puisqu’une recirculation peut aussi bien apparaitre
au sein des premiers.

1.1.2.1.3 Instabilité de bancs, chevrons et bancs alternés

Instabilité de banc dans les systémes infinis Les équations de Saint-
Venant, qui ne prennent pas en compte l'inertie verticale du fluide, sont incapables
de décrire la formation de rides sous-marines (voir § et § [41]). Ce résultat
classique peut étre établi de la fagon suivante (Kouakou et Lagrée, 20006} Lagrée,
2003) :

Considérons un écoulement unidimensionnel, dans la direction x, décrit par les
équations de Saint-Venant, et capable d’éroder son substrat. La théorie linéaire du
§ BT, dont nous employons les notations, conduit aux relations

(S + gikxﬁ)u* + ikyhy + (iky — 2S)d, = 0, (1.5)

di +u, =0, (1.6)

6Notons que la théorie purement hydrodynamique de Yalin pour expliquer le développement de
motifs d’érosion dans les rivieres est tres contestée.
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\\\&
B Ecoulement
principal

Recirculation

Fic. 1.1 — Illustration du phénomene de la recirculation. Lorsqu’un fleuve s’écoule
dans un lit sinueux, les lignes de courant sont hélicoidales. Le lecteur trouvera dans
I'article original d’Einstein un exposé limpide de ce phénomene (il s’agit de la célebre
expérience de la tasse de thé, voir [Einstein| (1954))).

F1G. 1.2 — Planches extraites de [Thomsonl (I876]). Tl s’agit, & notre connaissance, du
premier article expliquant la formation des méandres par la recirculation. L’auteur
décrit 'apparition des courants secondaires en ces termes : « [...] the water-pressure
must be increasing from A to B, on account of the centrifugal force of the particles
composing that line [...]. But the layer of water along the bottom, being by friction
much retarded, has much less centrifugal force [...] ; and consequently it will flow si-
dewise along the bottom toward the inner bank ». (Figures reproduites avec ’aimable
autorisation de la Royal Society of London.)
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Ton = (Us — dy), (1.7)

)

ou Uy, dy, h, et 7, , désignent les amplitudes complexes respectivement des perturba-
tions de vitesse, de profondeur de I’écoulement, de hauteur du fond et de contrainte
exercée par ’écoulement sur le fond. La pente moyenne du fond est notée S, et F'
désigne le nombre de Froude. En premiere approximation, la contrainte 7, déter-
mine le transport des sédiments. En fonction de celle du fond, I'amplitude de sa
perturbation s’écrit

2k h.
Tyx =

* = W= 6F2/5) 1 3ik, (18)

L’argument du membre de droite de cette équation donne le déphasage entre la
perturbation de contrainte et celle du fond, qui est compris entre 0 et w. Cette
restriction interdit a une perturbation sinusoidale de croitre, car la contrainte exercée
par ’écoulement perturbé accumule les sédiments dans les creux de la topographie
du fond (voir figure [L.3)).

La validité du raisonnement précédent repose entierement sur I’hypothese selon
laquelle le fluide ne peut s’écouler que dans la direction z. Si, au contraire, nous
prenons en compte la dimension transverse y, la relation ([LG) issue de I’équation de
conservation de la masse d’eau n’est plus vérifiée. En effet, la vitesse transverse de
I’écoulement intervient dans cette relation, qui n’impose plus I'opposition de phase
entre u, et d,. Le déphasage entre la perturbation de contrainte et celle du fond peut
cette fois explorer U'intervalle [—m, 0], ce qui autorise les situations instables (voir le

Un mode élémentaire de cette instabilité de bancs correspond a une onde sinu-
soldale plane, dont le vecteur d’onde k = (k,, k,) n’est pas aligné avec la direction
de I’écoulement de base (c’est-a-dire celle de la plus grande pente). Le mécanisme
controlant cette instabilité n’est pas lié a I'inertie du fluide, puisque des modes in-
stables peuvent apparaitre au sein d’un écoulement parfaitement visqueux, pour un
nombre de Froude nul (voir & nouveau le § B.1.T]).

Chevrons d’érosions Lorsqu'un film liquide mince s’écoule sur un matériau
granulaire susceptible d’étre érodé (par exemple lorsqu’une vague se retire d’une
plage), on peut voir se développer a la surface des sédiments une succession de
losanges en relief (voir le §B.3.2.1] et les figures [[.4] et [3.20)). A notre connaissance,
aucune étude quantitative de ces chevrons n’a été menée a ce jour (leur existence
a été signalée par [Daerr et colll (2003))). II semble cependant que l'instabilité de
banc, décrite ci-dessus, puisse étre a 'origine de la formation de tels motifs dans
les écoulements a faible nombre de Reynolds (voir le § B.3). L’article récent de [Hall
(2007) fait également état de bancs se propageant obliquement dans des rivieres de
tres grand rapport d’aspect, sans toutefois donner de référence précise. Enfin, les
simulations numériques de [Definal (2003), ainsi que le modele analytique de [Hall
(2006), qui prédisent tous deux ’évolution non-linéaire de bancs alternés soumis
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Fic. 1.3 — Influence du déphasage ® entre la perturbation de contrainte et celle du
fond sur la stabilité de rides sinusoidales. Les courbes représentent la perturbation
de la topographie du fond. Les fleches symbolisent le cisaillement exercé par le fluide
(la taille de la fleche est proportionnelle a 'intensité de cette contrainte). Les échelles
sont arbitraires. Le flux de sédiments étant une fonction croissante du cisaillement,
la convergence des fleches indique une accumulation de sédiments, tandis que des
sédiments sont emportés lorsque les fleches divergent. Dans le premier cas (& = —m),
les sédiments arrachés aux zones de pente négative sont déposés sur les zones de pente
positive. Les rides avancent donc a contre-courant, sans que leur taille soit affectée.
De méme, les rides décroissent sans se mouvoir pour & = —7/2; avancent dans le
sens du courant sans que leur taille soit affectée pour ® = 0 et croissent sans se
mouvoir pour ¢ = /2.
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F1G. 1.4 — Motifs naturels d’érosion en chevrons sur du sable, photographiés sur la
plage de Goleta, Californie, USA. La hauteur de la carte (5.4 cm) donne 1’échelle.
Les motifs sont ici mis en évidence par la ségrégation des divers constituants du
sable, de couleurs différentes. (Photographie : C. Josserand et l'auteur.)

a un écoulement turbulent, conduisent a la formation de motifs semblables a des
chevrons.

Bancs alternés Dans les cours d’eau dont le fond est constitué de sédiments
soumis au charriage, on observe souvent des bancs dont I’étendue transverse avoisine
la moitié de la largeur du lit, et dont la longueur n’excede pas quelques largeurs de
lit (voir la figure 1 de Ramez (2005])). Du c6té opposé au banc, I’écoulement a formé
un bassin de la taille du banc lui-méme. Ce motif s’inverse régulierement dans la
direction de I’écoulement, selon une longueur d’onde relativement homogene. On
observe ces bancs alternés? dans des rivieres de toutes tailles, de 'Ornain (voir la
figure B.6)) jusqu’au Rhin (Jaeggi, 1984]).

Les bancs alternés sont des structures mobiles, qui migrent généralement vers
l'aval du cours d’eau (Ramez, 2005} M1995)). Les expériences de [Lanzoni
(2000) reproduisent ce comportement en laboratoire. Nous emploierons le terme
bancs alternés exclusivement dans les cas ou la berge de la riviere est rigide, ou bien
dans la limite équivalente, c¢’est-a-dire lorsque la vitesse typique de déplacement de la
berge est négligeable face a celle de migration des bancs. La dénomination free bars
employée notamment par (2006) pour désigner les bancs alternés souligne
qu’ils trouvent leur origine dans I'instabilité du fond de la riviere, par opposition au
développement de structures forcées par une courbure de la berge (voir le § LT.2T4),
ou une variation de la largeur du lit.

7 Alternate bars dans la littérature anglo-saxonne.
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Prendre en compte les berges de la riviere, en tant que conditions aux bords impo-
sant des flux nuls de fluide et de sédiments, interdit ’existence d’un mode sinusoidal
unique de I'instabilité de banc. Ces conditions ne peuvent en effet étre satisfaites que
si deux modes coexistent, avec la méme pulsation w, le méme nombre d’onde longi-
tudinal %, et la méme amplitude, mais des nombres d’onde transverses k, opposés
(voir § BZT.T]). Ce couple d’ondes planes sinusoidales constitue un mode de I'insta-
bilité de banc dans un canal. Le nombre d’onde £, prend exclusivement des valeurs
discretes : k, = pr/R, ou p désigne un entier. En particulier le mode p = 1, repré-
senté sur la figure 35 est le précurseur (linéaire) des bancs alternés, dont il présente
les deux caractéristiques fondamentales : forme et migration vers l’aval. Précisons
que le nombre d’onde longitudinal, lui, n’est pas discret dans ce cas; on suppose
généralement que le systeme réel développera le mode le plus instable. Comme 'ont
signalé [Engelund et Skovgaard (1973) et [Parker| (I976]) les modes d’ordre supérieurs
(c’est a dire pour p > 1) permettent d’interpréter I'existence de rivieres en tresse,
telle que celle de la figure [LLO lorsque le rapport d’aspect de la section du lit est
élevé. L’évolution non-linéaire de ces bancs d’ordre élevé, et notamment 1’appari-
tion de bifurcations du lit caractéristiques des rivieres en tresse, demeure cependant
imparfaitement comprise (Federici et Paolal 2003]).

La théorie linéaire des bancs alternés, formulée initialement par|Callander (1969)),
permet donc d’expliquer le développement initial de ces structures (Lanzoni (2000)
compare avec succes les résultats de la stabilité linéaire avec ses données expéri-
mentales). Dans la nature, 'amplitude des bancs alternés peut atteindre 80% de
la hauteur d’eau; a ce stade, la théorie linéaire n’a plus de sens. Les théories non-
linéaires (Schielen et colll), 1993; [Hall, 2006) permettent de prédire 1'évolution de
Iamplitude d’un train de bancs alternés d’amplitude finie, et peuvent conduire a
des formes stationnaires de bancs (Colombini et colll, 1987)). Enfin, la résolution
numérique des équations de Saint-Venant couplées au transport des sédiments de-
vient indispensable dans le cas général (voir [Definal (2003) et, pour un écoulement
laminaire, le § B3 de la présente étude).

Si, apres une période de débit élevé ayant entrainé la formation de bancs alternés,
le niveau d’eau d’une riviere décroit, la déformation du fond impose a I’écoulement
un parcours sinueux, dont ’allure rappelle celle des méandres. La figure 1 de [Ramez
(2005) présente un exemple naturel de ce phénomene. Les rivieres expérimentales
de [Federici et Paolal (2003) ou [Parker! (1976) illustrent également ce comportement.
Cette similitude de forme a conduit de nombreux auteurs a présenter les bancs
alternés comme des précurseurs directs des méandres, avant que les travaux d’lkedal
et_coll] (T981)) et Blondeaux et Seminaral (T985) ne clarifient ce point®.

1.1.2.1.4 Méandres, modeles curvilignes et instabilité de courbure

8La légende de la figure 2 de [Parker] (T976) est sans ambiguité & cet égard : « Photographs of
progressive meander formation in an initially straight channel ». L’auteur, qui a participé directe-
ment & Pélaboration de la théorie de I'instabilité de courbure (voir le § [LT.2.T.4), nous a déclaré

lui-méme en 2006 que cette légende lui semblait désormais incorrecte.
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Fi1G. 1.5 — Riviére en tresse en Islande. L’instabilité de banc entraine la division du
lit en de multiples chenaux. (Photographie : P.-Y. Lagrée.)

Modeles purement hydrodynamiques Les propriétés dynamiques des écou-
lements gravitaires a surface libre pourraient suffire pour expliquer qualitativement
la formation de méandres (voir la figure [[LG]), en se fondant uniquement sur le mou-
vement du fluide. On peut par exemple invoquer les courants de recirculation (voir
§ [LT.2.1.2), qui accroissent la vitesse longitudinale de I’eau sur la berge extérieure
d’une courbe, I’érodant ainsi davantage que la berge opposée. La théorie proposée
par [Yalin (1992) s’appuie exclusivement sur la taille typique des bouffées turbulentes
pour déterminer la longueur d’onde des méandres et des bancs alternés. Méme les
seules équations de Saint-Venant permettent le développement d’'une instabilité iner-
tielle de courbure : si le nombre de Froude de ’écoulement est suffisamment élevé,
le niveau de l'eau augmente vers l'extérieur de la courbe, condition de 1'établis-
sement d’un gradient de pression capable de s’opposer a l'inertie du fluide. Cette
augmentation du niveau de I’eau permet a la gravité d’imposer au fluide une vitesse
longitudinale plus élevée. Cette fois encore, la berge extérieure recule, et la sinuosité
croit. Le point commun de ces trois mécanismes est de négliger le couplage entre
I’érosion du fond de la riviere et 1’écoulement de 1’eau. Pourtant, dans les rivieres
alluviales naturelles, les sédiments qui constituent le fond du lit sont généralement
moins cohésifs que le matériau des rives, et donc plus aisément transportés par
’écoulement. Ainsi, la formation d’un banc de méandrd@ est toujours associée a la
boucle d’un méandre : la profondeur du lit décroit vers l'intérieur de la courbe. Cette
relation entre les bancs de sédiments formés par 1’écoulement et la déformation des
berges apparait dans la littérature des la seconde moitié du X1x® siecle (voir la fi-

9 Turbulence bursts dans le texte.
10 Point bar en anglais.
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F1G. 1.6 — Méandres de sinuosité modérée, formés par une riviere islandaise. Des
exemples de rivieres plus sinueuses figurent dans (2006). (Photographie :
P.-Y. Lagrée.)

gure [L7)). Pourtant, il faut attendre prés d’un siecle avant que les premiers modeles
quantitatifs de cette interaction ne soient élaborés.

Modéles complets Tkeda et coll] (1981)), en s’inspirant des premiers travaux
portant sur I'instabilité d’un écoulement sur fond érodable (Callander], [1969; Hansen),
1967; [Parker|, 1970)), ont développé un modele heuristique qui attribue la formation
des méandres a une instabilité impliquant 1’écoulement, 1’érosion du fond et celle de

la berge. Ce modele repose essentiellement sur les trois hypotheses suivantes :
— H;y : I'écoulement peut étre décrit par les équations de Saint-Venant a deux
dimensions ;
— H, : le transport des sédiments du fond, sous 'effet de la recirculation, impose
une pente transverse proportionnelle a la courbure du méandre ;
— Hj : I’érosion de la berge est proportionnelle a la perturbation de vitesse a la
berge.
Les auteurs déduisent de ces approximations une relation entre la courbure hori-
zontale du thalweg et sa vitesse normale de translation. Sous cette forme extre-
mement simplifiée (c’est 'hypothese H,), 'équation de transport des sédiments est
incapable de prédire la formation de bancs alternés, et leur interaction avec la cour-
bure des berges. Cette formulation revient a imposer a priori un banc de méandre.
Cette contribution de référence a cependant posé des fondements essentiels : ’appa-
rition des méandres et certaines de leurs caractéristiques (dont leur longueur d’onde)
peuvent étre expliquées par une théorie de stabilité linéaire, pour peu qu’elle prenne
en compte le couplage complet entre I’écoulement, 'érosion du fond et celle des
berges.
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En ajoutant au modele de [Tkeda et coll. (I981)) des équations completes pour
le transport des sédiments, Blondeaux et Seminaral (1985) ont franchi une étape
significative, qui éclaire le lien entre bancs alternés et méandres. Les hypotheses
H, et H3 sont conservées, mais I’équation complete de conservation de la masse de
sédiments (voir § [[L2]) est substituée a ’hypotheése H,. Les auteurs considerent le
transport des sédiments du fond comme un phénomene rapide au regard des temps
d’évolution de la berge, ce qui leur permet d’établir un systeme d’équations quasi-
statiques ou le temps n’intervient qu’a travers le déplacement des berges. Enfin,
I’effet des courants de recirculation est introduit par I'intermédiaire d’un terme em-
pirique ajouté au flux transverse de sédiments. Les auteurs interpretent ce terme
comme un forgage, proportionnel a la courbure et agissant sur le reste du systeme.
La longueur d’onde des méandres correspond alors a la résonance des bancs alter-
nés, forcés par la courbure (Blondeaux et Seminaral, [1985). Les auteurs introduisent
ainsi la notion d’instabilité de courbure, directement liée a la formation d’un banc
de méandre stationnaire, et distincte de 'instabilité de bancs alternés. Ces derniers
peuvent d’ailleurs se superposer a l'instabilité de courbure : ce résultat, naturel dans
le cadre d’une étude théorique linéaire, a été mis en évidence expérimentalement par
Zolezzi et _colll (2005]).

Dans la lignée de [Blondeaux et. Seminaral (1985)), l[Johannesson et Parker| (1989h)
proposent une version plus complete du méme modele. L’écoulement secondaire in-
fluence cette fois I’écoulement principal, en induisant un échange transverse de quan-
tité de mouvement. D’autre part, cet écoulement secondaire est calculé explicitement
d’apres les résultats de [Johannesson et Parker (1989al), ce qui introduit un dépha-
sage entre la courbure du lit et les courants secondaires. Ces corrections permettent
aux auteurs de reproduire le surcreusement™ décrit par [Struiksma et _coll] (T985)) :
I'inertie du fluide entraine dans certains cas la formation d’un banc de méandre
particulierement marqué.

Si le rapport de la largeur du lit et du rayon de courbure du méandre reste
suffisamment petit, les modeles a deux dimensions, tels que celui de lJohannesson et
Parker| (1989h)), permettent d’établir une loi d’évolution pour les modeles curvilignes
de méandres (Edwards et Smithl, 2001, 2002; [Edwards et Liverpool, 1995; [Stglum),
1996). D’une fagon générale, une telle loi relie la vitesse de migration transverse
du lit a la courbure du méandre. Ces modeles curvilignes, s’ils ne permettent pas
d’expliquer la formation d’'un méandre a I’échelle de I’écoulement, sont en revanche
particulierement adaptés a 1’étude des propriétés statistiques des méandres a 1’échelle
d’une plaine alluviale, qui requiert la prise en compte de phénomenes non-linéaires
complexes tels que l'intersection de méandres et la formation de bras mortd™2.

Position de I’étude A la suite des trois articles fondateurs Tkeda et coll,
(1981)), Blondeaux et Seminaral (1985) et [Johannesson et Parker| (1989b), de nom-
breux raffinements ont été proposés, dont le lecteur trouvera des exemples dans les

Y Overdeepening en Anglais.
120xbow lakes en Anglais.
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F1Gg. 1.7 — Bancs alternés et méandres, décrits par (I879). Le lien entre
ces deux phénomenes fut éclairci par (1981), puis par Blondeaux etl

Seminaral (T985).
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revues de [Seminaral (20006) et [Camporeale et coll| (2007). La présente étude s’inscrit
dans le cadre général établi par ces articles, en prenant toutefois certaines libertés.
Le choix d’un repeére cartésien, alors que les auteurs précédemment cités travaillent
dans le repere curviligne associé au thalweg de la riviere, est une premiere différence
formelle. Notre choix simplifie I’écriture des équations, et surtout les émancipe de
la définition du thalweg®. En revanche, I'introduction d'un terme de recirculation
empirique, comme fonction de la courbure du lit, pose probleme dans un repere car-
tésien, alors qu’elle est naturelle dans le repere curviligne ou la courbure apparait
explicitement. Notre choix repose donc sur I’hypothese suivante : nous supposerons,
dans toute cette étude, que le rapport d’aspect de I’écoulement est suffisamment
élevé pour négliger l'effet des courants secondaires (voir le § [LT.2.T.2). De ce point
de vue, nous étudierons donc une version simplifiée du modele de lJohannesson et
Parker| (1989b)), strictement restreinte au cas des eaux peu profondes. Nous nous
attacherons par ailleurs a conserver les équations sous une forme indépendante du
type d’écoulement considéré (turbulent ou laminaire), afin de souligner ’analogie
fondamentale reliant les micro-rivieres de laboratoire aux cours d’eau naturels. Ce
modele, valable pour des écoulements laminaires et ignorant les effets de la recir-
culation, prédit la formation de bancs alternés, de tresses (§ B.2Z1.1]), de bancs de
méandres, et enfin d'une d’instabilité de courbure (§ BZZ2.T]). Il permet également
d’interpréter le wvieillissement des rivieres de laboratoire (voir [Devauchelle et coll.
(2007a) et le § B2ZT2), observé aussi bien dans le cas des écoulements turbulents
de [Federici et Paolal (2003), que pour les micro-rivieres laminaires de [Métivier et
Meunier! (2003).

1.1.2.1.5 Conditions aux berges A l'exception notable des travaux de [Smith
(1998)), aucune publication ne fait état d’un protocole expérimental capable de re-
produire des méandres de sinuosité élevée a 1’échelle d'un laboratoire. Pour expliquer
ce constat, on pourrait invoquer I'impossibilité d’obtenir une turbulence développée
dans des chenaux de taille raisonnable ; mais précisément les expériences de [Smith
(1998)) démontrent que des écoulements dont le nombre de Reynolds est relativement
faibld™® peuvent former de véritables méandres. La plus grande majorité des expé-
riences de géomorphologie fluviale destinées a 1’étude de ’évolution d’un lit de riviere
impliquent un substrat granulaire peu cohésif (Federici et Paolal 2003} Métivier et
Meunierl, 2003} [Parker| [T976]). Dans ce cas, la largeur moyenne du lit s’accroit sous
I’effet de ’érosion, et 'augmentation induite du rapport d’aspect de la section du lit
favorise les modes instables élevés de type tresse (voir [Devauchelle et coll. (2007a)),
ainsi que le § B.2.1.2). En conséquence, la possibilité de reproduire des méandres
a une échelle accessible expérimentalement nous semble plus étroitement liée a la
nature du matériau utilisé comme substrat, qu’a la turbulence de 1’écoulement. Les

13Le choix d’un repere curviligne est aisé si I'on suppose a priori que la largeur de la riviere
demeure constante. Comme le souligne la revue de [Camporeale et coll, (2007), cette hypothese est
fort courante.

14T,a valeur du nombre de Reynolds varie autour de 1000 dans les expériences de [Smithl (T998)),
ce qui est insuffisant pour obtenir une turbulence développée.
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matériaux utilisés par [Smith (1998) sont d’ailleurs particulierement cohésifs, ce
qui permet de limiter I’élargissement du lit.

Le modele simplifié d’érosion de berge employé par [Ikeda et coll. (T981]), Blon-
deaux et Seminaral (1985]) ou [Johannesson et Parker| (1989bl) (voir le § [LT.2.T.4))
suppose que la largeur initiale du lit est a 1’équilibre. D’autre part, tant que I'on se
restreint a I’étude de la stabilité linéaire d’un modele de riviere, il a pour conséquence
directe de maintenir largeur & sa valeur d’équilibrél®. Dans ces travaux, la question
de I'élargissement du lit et des conditions aux berges est tres largement simplifiée :
I’échange de sédiments entre la berge et le lit est négligé. Il faut attendre les travaux
de [Osman et Thorne (1988) (pour des berges cohésives) et [Pizzutal (1990) (pour des
berges non cohésives) pour que les relations empiriques d’érosion de berges soient
remplacées par des modeles dérivés des équations de conservation de la masse des
sédiments, dans le cas de rivieres rectilignes. Les contributions plus récentes, telles
que celles de [Duan et Julien! (2005), parviennent a coupler un modele conservatif
de déplacement des berges avec un modele d’évolution du lit similaire aux modeles
a deux dimensions employés par Blondeaux et Seminaral (I985]) ou [Johannesson et
Parker! (1989b). Les conditions aux berges établies par [Duan et Julienl (2005) pour
des berges cohésives distinguent 1’érosion directe du pied de la berge de 'effondre-
ment de cette dernieré, ainsi que le transport de sédiments par charriage et le
transport en suspension. Le § [2.2.3] présente la dérivation des conditions aux berges
adaptées au cas d'une micro-riviere s’écoulant sur un substrat granulaire non cohésif,
ou domine le transport par charriage. Ce modele tient compte de la cohésion induite
par la capillarité dans les parties émergées des berges. Comme le soulignent [Duan et
Julien! (2005), les conditions aux berges conservatives ne peuvent pas étre réduites
aux conditions empiriques proposées par [Ikeda et _coll.| (I98]1]), car les premieres lient
I’écoulement, les flux de sédiments et les hauteurs (immergées et émergées) de la
berge, tandis que les secondes ne font évoluer la berge qu’en fonction des seuled™
grandeurs de 1’écoulement. L’introduction de ces conditions réalistes, pour lesquelles
le comportement d’une berge qui avance est radicalement différent de celui d’'une
berge érodée (voir § B.22.2]), complique considérablement les études de stabilité
linéaire.

Une méthode naturelle pour valider les conditions aux berges consiste a étudier
I’évolution du lit d’une riviere rectiligne, s’écoulant dans la direction z. L’homogé-
néité du systeme dans la direction x permet de réduire I'étude a deux dimensions
(transverse et verticale), voire a une seule dimension si I’écoulement peut étre ap-
proché par les équations de Saint-Venant (voir § 2.2)). De méme que 'on observe
essentiellement dans la nature des méandres déja développés, et tres rarement leur
apparition, la section des cours d’eau observés par le géologue est généralement a
I’équilibre. En conséquence, la grande majorité des travaux dans ce domaine s’at-
tachent a établir une équation d’équilibre liant la largeur d’une riviere a divers pa-

15Divers mélanges & base de farine de mais et d’argile.

Dy moins tant que seuls les modes impairs de perturbation du fond sont concernés.
1"Respectivement basal erosion et bank failure en Anglais.

18Et généralement une seule, la vitesse ou le cisaillement.
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rametres géophysiques (voir, parmi de nombreux exemples, Millar| (2005)). 11 existe
relativement peu d’études théoriques portant sur le mécanisme d’élargissement lui-
méme, parmi lesquelles celles de [Pizzuto (1990), [Parker| (1978al), Kovacs et Parker
(1994), ou encore [Darby| (I998). A notre connaissance, aucune ne s’intéresse aux
rivieres laminaires ; ¢’est 'objet du § 2.2

1.1.2.1.6 Stabilité complete, pour des berges érodables Lorsque les berges
d’une micro-riviere sont érodables, la diffusion des sédiments sous l'effet de la pente
du lit entraine l’élargissement continu du chenal, tant que l'intensité de 1’écoule-
ment suffit & entrainer des sédiments (voir le § et [Devauchelle et _coll. (2007a)).
L’analyse de stabilité du §[B.2.1 quoiqu’en toute rigueur limitée au cas des chenaux a
berge rigide, apporte une explication qualitative au vieillissement des micro-rivieres,
phénomene tres général décrit en ces termes par [Seminaral (2000) :

[...] an initially straight incision through a flat layer of cohesionless ma-
terial undergoes a sequence of processes [voir [Federici et Paolal (2003)]
associated with a continuous widening of the channel, driven by the ero-
sion of cohesionless banks. Though, at an intermediate stage, an apparent
meandering channel forms [voir figure 4 de [Federici et Paolal (2003))], it
continues to evolve through further widening, the occurrence of chute cu-
toffs and the emergence of bars until a braided pattern, i.e. an intercon-
nected network of channels, eventually develops [voir figure 4 de [Federici
et Paolal (2003))].

En effet, le lent élargissement de la micro-riviere modifie le rapport d’aspect de sa
section ainsi que son nombre de Froude ; elle parcourt ainsi le diagramme de stabilité
de la figure 3.8 accroissant progressivement ’ordre du mode le plus instable.

Cette explication du mécanisme de vieillissement souffre d’une contradiction fon-
damentale : I’élargissement repose sur I'érosion des berges, tandis que l'analyse de
stabilité linéaire ne prend pas en compte cette érosion. L’étude complete de ce phéno-
mene passe donc par 'analyse de la stabilité linéaire d’une riviere a berges érodables,
conduite au § B.2.2.3 La loi d’érosion des berges établie au § 2.2.3] impose au lit la
pente d’avalanche au voisinage de la bergéld. L’état de base de la riviere, qui doit
satisfaire cette condition, présente donc un fond convexe. Cette caractéristique em-
péche la détermination analytique des modes propres de l'instabilité : le §
présente la méthode numérique que nous avons employée pour approcher ces modes.

1.1.2.2 Systemes uniformes dans la direction transverse

1.1.2.2.1 Breve revue, définition des rides Les expériences préliminaires
présentées au § B.3.2.1] conduisent alternativement a la formation de chevrons, tels
que ceux décrits au § [LIT.2T3] ou a la formation de rides (voir figure [LY). Nous
I’avons vu, les mécanismes régissant le développement des méandres et des bancs

19Du moins au cours de I’élargissement de 1’état de base.
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alternés sont indissociables de la direction transverse de 1’écoulement. Ceci les dis-
tingue des rides?d pour lesquelles aucune définition consensuelle n’émerge de la
littérature, mais dont on admet généralement qu’elles sont invariantes dans la direc-
tion transverse, au moins durant les premiers stades de leur formation (voir Langlois
et Valancel (2005)) et la figure [L]). Nous emploierons désormais le mot ride pour dé-
signer le motif formé par 'instabilité de I'interface entre un substrat érodable et un
écoulement fluide, selon un mécanisme réductible aux seules dimensions z (direc-
tion de I’écoulement) et z (verticale). Au fil de leur croissance, les rides subissent
des transformations non-linéaires capables de modifier leur longueur d’onde (coales-
cence) ou leur invariance initiale dans la direction y, pour éventuellement devenir
des dunes (Langlois, 2005; [Charrul, 2000).

Si l'on ne s’intéresse qu’aux premiers instants suivant ’apparition des rides, une
analyse de stabilité linéaire semble toute indiquée, d’autant plus que les résultats
expérimentaux de [Betat et _colll (1999) révelent la croissance initialement exponen-
tielle des rides. Les travaux dEngelund| (1970) démontrent I'importance cruciale du
déphasage entre le cisaillement exercé par le fluide sur le substrat, et la topogra-
phie de ce substrat (voir également le § [LT.2.T.3)). Divers modeles ont été proposés
pour I’écoulement, conduisant a un déphasage susceptible de conduire a la formation
de rides; nous nous limiterons dans cette étude au cas des écoulements laminaires.
Charru_ et Hinchl (2000)) étudient analytiquement la stabilité linéaire des équations
complétes de Navier-Stokes dans une cellule de Couetté?, ol 1’écoulement de base
présente un profil linéaire. Les modeles de double couche (Kouakou et Lagrée], 2005,
2000) ou de triple couche (Lagréel, 2003) permettent, lorsque 'amplitude de la dé-
formation du fond reste tres inférieure a 1’épaisseur de la couche limite, d’approcher
analytiquement 1’écoulement au-dessus d’un champ de rides dans différents cas (pro-
fondeur infinie, surface libre au-dessus de la couche limite).

Le déphasage du cisaillement étant établi, il s’agit de trouver le mécanisme prin-
cipal de stabilisation des petites longueurs d’ondes, qui impose un maximum au taux
de croissance linéaire, lequel correspondra généralement a la longueur d’onde sélec-
tionnée par les expériences. Deux mécanismes stabilisants ont été proposés lorsque les
sédiments sont transportés par charriage. Le premier, introduit par [Fredsee (1974),
consiste a prendre en compte l'effet de la gravité sur le charriage lorsque le lit est
incliné ; cela revient a introduire un terme de pente dans la loi de transport (voir le
§[L2.3). Les modeles incluant ce mécanisme (dont le modele présenté au § [.1]) sous-
estiment généralement la longueur d’onde des rides (Charru et Mouilleron-Arnould,
2002; |[Sumer et Bakioglul [1984]). Un second type de mécanisme stabilisant repose sur
I'introduction d’un retard entre le flux de sédiments et la contrainte qui ’engendre.

20 Ripples dans la littérature anglo-saxonne.

21Certains auteurs ont proposé des définitions fondées sur le rapport de I'amplitude des rides et
de la hauteur de I’écoulement, de la couche limite ou encore de la taille des grains sédimentaires.
Coleman et Melvillel (1996]) emploient le terme ondelettes (wavelets en anglais) pour désigner ce
que nous appelons ici rides.

22(est & dire un écoulement ol la position et la vitesse de la surface supérieure du fluide sont
imposées.
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Fic. 1.8 — Rides formées par I'action d’'un écoulement laminaire d’eau sur un lit
de poudre de silice, dans un canal rectiligne de 5 cm de large. La longueur d’onde
des rides est de l'ordre du centimetre, pour une hauteur d’eau de quelques milli-
metres. L’eau s’écoule de la gauche vers la droite. Ces rides, initialement invariantes
dans la direction transverse, évoluent rapidement vers des formes plus complexes.
Voir le § B3.2T] pour une description plus détaillée de I'expérience. (Photographie :
E. Lajeunesse, L. Malverti et lauteur.)

Autrement dit, les lois habituelles liant le flux de sédiments au cisaillement exercé
par le fluide ne donnent que le flux saturé de sédiments, vers lequel tend le flux
effectif lorsque les échelles de variation de 1’écoulement et de la topographie sont
tres grandes par rapport a la longueur de saturation [s. Dans le cas du transport
éolien, ou le nombre de Reynolds particulaire est élevé, c’est I'inertie des grains qui
cause ce retard du flux de sédiments par rapport a I’écoulement (Andreotti et coll.|
2002). (2002)) puis Kouakou et Lagrée| (2005) ont introduit cette théo-
rie inertielle dans I’étude de la formation des rides. Plus récemment, (2006)
a présenté un mécanisme similaire adapté aux écoulements visqueux a 1’échelle du
grain, ou le retard du flux de sédiments est cette fois causé par la lenteur de la
sédimentation®. Cette derniere théorie est comparée aux résultats de
(2000) : 'ordre de grandeur de la longueur d’onde la plus instable correspond
bien aux premieres rides observées expérimentalement.

1.1.2.2.2 Surface libre en eau peu profonde L’analyse de stabilité linéaire
de[Charru et Hinchl (2000) porte sur un écoulement de Couette, ainsi que I’ensemble
des contributions successives de ces auteurs (dont (2006)2). Le modele de

2La longueur de saturation [, devient dans ce cas une longueur de sédimentation.
2 Notons que les expériences de [Coleman et Eling| (2000), auxquelles (2006) compare son
modele, impliquent un écoulement a surface libre. La valeur élevée du nombre de Reynolds de cet
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Lagrée (2003) permet de prendre en compte une surface libre par l'intermédiaire
du champ de pression tant que 1’épaisseur de la couche limite demeure faible par
rapport a la hauteur totale de 1’écoulement. L’étude de stabilité linéaire présentée
au §[4.Jlest adaptée aux écoulements a surface libre tres visqueux : tout comme dans
le modele de [Charru et Hinchl (2000)), les équations complétes de Navier-Stokes sont
linéarisées, mais pour un écoulement a surface libre. En contrepartie, il n’est plus
possible de trouver analytiquement les modes propres de ’écoulement, qui sont donc
approchés par intégration numérique. L’établissement d'un diagramme de stabilité
dans 'espace des parametres (nombre de Reynolds, pente) s’en trouve considérable-
ment compliqué. L'utilisation de méthodes asymptotiques pour résoudre le systeme
linéarisé nous semble étre une voie prometteuse dans ce domaine.

1.1.2.3 La ligne de contact mobile

1.1.2.3.1 Ligne de contact et film de Landau-Levich-Derjaguin Pour la
premiere fois & notre connaissance, [Daerr et _colll (2003) signalent la formation de
chevrons d’érosion lorsqu’une plaque recouverte d'un matériau granulaire est extraite
d’un bain statique d’eau, a inclinaison et vitesse constantes (voir le schéma de la
figure [4)). Les descriptions et photographies de ces auteurs nous semblent tout-a-
fait en accord avec les résultats de la théorie introduite au § [[L1.2.1.3] Pourtant, la
remarquable rectitude des fronts qui constituent la trame de ce motif (voir la figure
2 de [Daerr et _colll (2003)), et la figure 4] de la présente étude) évoque les lignes
caractéristiques d’'une onde transverse de gravité dans un écoulement uniforme. En
particulier, on pourrait interpréter les chevrons d’érosion comme la marque dune
instabilité transverse de la ligne de contact mobile.

L’intersection entre la surface d'un liquide et celle d’un solide a demi immergé
dans ce liquide est appelée ligne de contact. Lorsque ce solide se meut suffisamment
lentement, cette intersection atteint une position stationnaire (dans le référentiel
du liquide) : c’est la ligne de contact mobile (voir les expériences de [Blake et Ru-
schakl (1979)). Ce phénomene met en défaut la formulation classique des équations
de Navier-Stokes, dont les conditions aux bords classiques stipulent que la vitesse
du fluide vaut celle du solide immergé a la surface de ce dernier, ce qui contredit la
définition de la ligne de contact mobile (Huh et Scriven|, 197T)). Au dela d’une vitesse
critique finie, le solide entraine dans son émersion un mince film de liquide. Ce film
porte les noms de Landau, Levich et Derjaguin (ci-apres LLD), qui furent les pre-
miers a I’étudier pour affiner la technique de déposition des pellicules photosensibles
(Landau et Levich! [1942; [Derjaguin|, [1943).

L’étude de la disparition de la ligne de contact au profit d’un film LLD nécessite
I'introduction d’'un mécanisme microscopique capable de régulariser les équations de
I’écoulement a la ligne de contact. La méthode la plus courante consiste a autoriser
un glissement du fluide sur la surface solide, proportionnel a la contrainte normale :

écoulement (de 'ordre de 1000) permet de penser que les conditions de surface libre affectent peu
la couche limite au sein de laquelle naissent les rides.
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il s’agit de la loi de glissement de Navier (Eggers| 2004al), qui s’écrit

U—U_)\N%, (19)
ou u et U désignent respectivement les vitesse tangentielles du liquide et du solide;
Ay est la longueur de glissement et n la coordonnée normale a U'interface. Eggers
(2004a)) démontre analytiquement que les équations ainsi posées n’admettent de
solution avec ligne de contact mobile que pour des vitesses de retrait inférieures a
une valeur critique. Notons que cette régularisation des équations n’est que partielle,
car le champ de pression correspondant a cette théorie diverge au voisinage de la
ligne de contact (voir 'appendice .2.7.2]).

1.1.2.3.2 Régularisation par la porosité et comportement des solutions
Dans sa revue, lde_Gennes (1985) évoque, sans ’étudier plus avant, le probleme de
la ligne de contact mobile sur un solide poreux comme une situation naturellement
réguliere. En effet, le fluide pouvant s’écouler dans les pores du solide, la vitesse
moyenne de I’écoulement n’a plus de raison de s’annuler a 'interface. Mieux, comme
cela est établi au §[4.2.2] ces nouvelles conditions d’interface régularisent totalement
les équations de 1’écoulement. La longueur caractéristique de glissement est alors
proche de la taille des pores. Dans une certaine mesure, ces conditions s’appliquent
aux expériences de [Daerr et colll (2003) : si 'on néglige le mouvement des grains,
on peut assimiler la couche granulaire a un matériau poreux rigide. Ainsi régulari-
sée, I'équation différentielle ordinaire d’ordre trois (4.58), qui régit I’écoulement a
proximité de la ligne de contact, peut étre résolue numériquement (voir le § [L.2.3]).

La valeur de ’angle de contact, formé entre la surface du liquide et celle du solide,
peut varier selon les caractéristiques des matériaux impliqués, et selon la vitesse de
la ligne de contact — comme l'indique la loi de Tanner (de Gennes|, [1985; [Eggers
et_Stone, 2004)). [Eggers (2004a) a démontré, en utilisant une loi de glissement de
Navier classique, qu’il n’existe plus de ligne de contact si I’angle de contact est nul.
Au contraire, une ligne de contact peut exister sur un solide poreux pour un angle de
contact nul, tant que la vitesse reste suffisamment faible (voir a nouveau le §[4.2.3]).
Au-dela d’une vitesse critique, la ligne de contact disparait. Le comportement des
solutions de 1'équation (A.58) dans I'espace des phases traduit topologiquement ce
comportement : lorsque la vitesse de la ligne de contact dépasse sa valeur critique,
I’axe associé aux conditions aux limites ne traverse plus la variété stable contenant
ces solutions (voir le § [£.2.4]). Le raccordement asymptotique présenté au §
permet d’approcher le comportement de la vitesse critique en fonction de I'inclinaison
de la plaque poreuse.

Lorsqu’un film LLD recouvre le solide, il entraine a priori du fluide hors du bain.
Dans la théorie classique de [Landau et Levich| (1942) et de [Derjaguin| (1943), les pa-
rametres de 'expérience fixent la valeur de ce flux en régime permanent. L’analyse
de la dimension des variétés contenant les solutions de I’équation (£.58)) au voisinage
de la ligne de contact, et loin du solide, établit 'existence d’un autre type de so-
lutions, dont le flux n’est pas fixé en régime permanent. Ces solutions a flux libre,
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qui existent indépendamment de la condition de glissement, n’ont pas été observées
expérimentalement a notre connaissance.

Les résultats du § 2.5 appliqués a l'expérience de [Daerr et colll (2003) (voir le
diagramme de la figure A 13]), indiquent qu’un film LLD est toujours entrainé par la
couche granulaire dans les conditions de formation de chevrons d’érosion. La ligne de
contact mobile ne semble donc pas étre a 'origine des chevrons d’érosion, quoique sa
disparition puisse éventuellement expliquer une transition entre les différents types
de motifs d’érosion signalés par [Daerr et colll (2003).
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1.2 Un modele de transport sédimentaire

La contrainte exercée par un écoulement d’eau sur un substrat granulaire, si
elle est suffisamment intense, peut détacher les grains superficiels de ce substrat.
Ces grains sont ensuite transportés par ’écoulement pour étre déposés en aval. Ce
déplacement, qui modifie la topographie du substrat, est un phénomene essentiel en
Géomorphologie : certains paysages sont entierement modelés par 1’érosion due au
ruissellement. L’étude du transport sédimentaire implique a la fois la connaissance du
substrat (granulométrie, cohésion, géométrie) et celle de I’écoulement, généralement
intermittent et turbulent, du fluide diphasique qui I’érode (I’eau chargée de particules
sédimentaires). Il n’existe pas actuellement de modele reliant les flux moyens de
sédiments aux grandeurs moyennes de I’écoulement pour ’ensemble des régimes de
transport. L’objectif du présent chapitre est d’introduire un modele de transport
simple, parmi les plus courants dans la littérature concernée.

1.2.1 Meécanisme du transport sédimentaire

On distingue généralement deux types de transport :

— le transport en suspension, lorsque les sédiments occupent ’ensemble du vo-
lume de fluide. Leur champ de concentration évolue alors sous l'effet de 1’ad-
vection et de la diffusion ;

— le transport par charriage, lorsque les grains ne se déplacent que dans une
mince couche mobile, a la surface du lit. Dans ce cas, I’écoulement des grains
est dense et les interactions entre grains sont considérables.

Pour déterminer le mode de transport dominant, [Chanson| (2004]) propose de compa-
rer la vitesse de sédimentation d’un grain Vj (c’est-a-dire la vitesse finale atteinte par
un grain isolé chutant dans le fluide au repos) avec la vitesse typique de I’écoulement

U. Si

V.
s 1.1
oo (1.10)

le charriage sera dominant (avec ¢ variant de 0,2 & 2,5 selon les auteurs). Dans le
cadre de cette étude, nous nous limiterons au transport par charriage, prédominant
dans les rivieres dont le lit est constitué de sable grossier ou de gravier. C’est éga-
lement le mode de transport dominant dans la plupart des modeles expérimentaux
de riviere (Federici et Paolal 2003; Nakagawal, T983)).

Considérons le cas simplifié suivant : les grains sont assimilés a des spheres iden-
tiques de diametre d; (voir figure [[.9]). En I’absence de cohésion (c’est-a-dire de force
attractive entre les grains), et sur un fond horizontal, le bilan des forces exercées sur
un grain est le suivant :

— le poids du grain P ;

— la force exercée par I’écoulement F ;

— la résultante des forces de réaction des grains voisins R.

En considérant que la vitesse de I’écoulement est négligeable dans le milieu poreux
constitué par 'ensemble des grains immobiles, nous pouvons attribuer les ordres de
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F1c. 1.9 — Représentation simplifiée des forces agissant sur un grain de sédiment

grandeur suivants aux forces exercées sur un grain :
F ~ m*d%e, + pd® P~ —p,d’ (1.11)
~ T A€y pPasgez, ~ —pPstg9€;, :

ou 7" = vaz|z:h est le cisaillement exercé par le fluide sur la surface du lit, et p;
est la masse volumique du grain. Si 'on considere que le débit linéique de grains ¢
(c’est-a~dire le nombre de grains traversant un segment de l’axe y de longueur unité
par unité de temps) est une fonction des forces précédentes, I’analyse dimensionnelle
indique la forme générale de cette fonction :

d; ( Ps
St =¢ 9,—,,4), 1.12
v p (1.12)

ou
_9lipsmp 4 9= T ]
T8y op pr? gds ps —p’
La vitesse de sédimentation V est calculée pour une sphere, a partir de la formule
de Stokes. Elle est valable tant que Vids/v < 100, ce qui correspond & une taille

maximale d’environ 2 mm pour du sable dans I'eau. 6 est le nombre de Shields, qui

(1.13)

compare la force horizontale exercée par 1’écoulement sur un grain a la résultante
des forces verticales. Enfin, A est le nombre d’Archimede.

1.2.2 Lois de transport a une dimension en régime perma-
nent
Depuis les travaux de [Du Boys| (1879), de nombreuses expressions ont été pro-

posées pour la fonction ¢, fondées sur des modeles simples ou sur des mesures expé-
rimentales (Shields|, 1936; [Einsteinl, [T950; [Meyer-Peter| [1951]). Le schéma représenté
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sur la figure [L9] qui apparait couramment dans la littérature, justifie 'emploi de
lois a seuil du type :

6(6) = ¢ (6)H (0 — 6.) (1.14)
ou . est un nombre de Shields critique, et H la fonction de Heaviside. . est un
seuil géométrique déterminé par la disposition des spheres, indépendamment de toute
force de cohésion ou de frottement entre les grains.

Si 'existence de ce seuil peut étre démontrée a I’échelle d’'un grain (Chanson|
2004), il n’existe pas a ce jour de démonstration claire justifiant son maintien dans
les lois macroscopiques de transport. Sur le plan théorique, 'opération de moyen-
nage qui permet de passer a I’échelle macroscopique ne conserve pas nécessairement
le seuil microscopique. En effet, la valeur microscopique du seuil critique suit une loi
de distribution qui n’a pas de raison de s’annuler pour une valeur critique. Autre-
ment dit, pour une répartition géométrique aléatoire de grains, il existe des grains
susceptibles d’étre déplacés par des sollicitations infinitésimales. Or, il ne peut exis-
ter de seuil macroscopique que si tous les seuils microscopiques sont supérieurs a une
valeur critique commune. Au cours d’une expérience, il est tres difficile de distinguer
un flux de grains tres faible d’'un flux nul. Plus précisément, considérons 1’étude
expérimentale récente de [Charru et colll (2004). Un lit de billes d’acrylique est sou-
mis a 1’écoulement laminaire d’une couche de fluide dans une cellule de Couette
plane. Une caméra, dont le champ d’observation est limité a un rectangle de surface
Ags = 1 cm?, permet de déterminer le nombre de grains transportés. Une fenétre
spatiale (Agps) et temporelle (T, la durée de I'expérience) limite les observations
du mouvement des grains. Lorsque la probabilité d’occurrence d'un déplacement de
grain devient inférieure a 1/(AgpsTops), plus aucun transport n’est observé, ce qui
peut étre interprété comme un seuil d’érosion?.

La figure [LI0 présente la comparaison entre les résultats expérimentaux de
Charru et _colll (2004)), la loi d’érosion a seuil proposée par les mémes auteurs, et la
loi de puissance ad hoc suivante :

$(0) = 5,13 637, (1.15)

Au regard de ces données, une loi de puissance semble équivalente a une loi a seuil.
Cette propriété a été implicitement utilisée par de nombreux auteurs lorsque 1'uti-
lisation d’une loi ¢ dérivable simplifiait leur étude (Engelund et Skovgaard] [1973;
Blondeaux et Seminaral, (1985} [Schielen et coll., [1993)). En réalité, la question du seuil
d’érosion ne peut étre abordée dans le cadre d’une loi fonctionnelle liant directement
le flux de sédiments au cisaillement. En effet, le flux de sédiments n’atteint pas ins-
tantanément une valeur stationnaire; or la loi a seuil proposée par (Charru et coll.
(2004)) ne vaut qu’en régime permanent. Pour les micro-rivieres qui nous intéressent,
le temps caractéristique de pavage, de I'ordre de 'heure (Charru et colll, [2004) est
probablement beaucoup plus grand que le temps typique d’érosion.

Finalement, soulignons 1’équivalence, dans de nombreux cas, des lois d’érosion
avec ou sans seuil. En effet, si 'on résout numériquement les équations de transport

25Ce raisonnement est da a D. Lhuillier.
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Fi1G. 1.10 — Comparaison de deux lois de transport de sédiments avec les résultats
expérimentaux de [Charru et _coll. (2004). Pointillés : loi & seuil proposée par [Charru
et_colll (2004) ¢(0) = 0,85 6(0 — 0,12)H (6 — 0,12). Trait plein : loi de puissance
ajustée aux points expérimentaux ¢(f) = 5,13 637, e : points expérimentaux.

de sédiments, I'une ou l'autre forme peut étre indifféremment utilisée, et leur simi-
larité conduira a des résultats proches (voir le chapitre B3). De méme, lors d’une
étude de stabilité, la forme du développement de la fonction ¢ autour du flux de
base ne dépendra pas du choix de cette fonction dans le cas général (voir le cha-
pitre B]). Notons toutefois que certains phénomenes dépendent de maniére cruciale
de T'existence d’'un seuil. C’est le cas notamment de I’étude de la forme d’équilibre
d’'une section de riviere droite : cet équilibre n’est atteint que si l'on introduit un
seuil dans la loi d’érosion (voir le chapitre 2.2)). L’étude de la stabilité d'un fond
de riviere autour du seuil d’érosion repose sur la méme hypothese, par définition.
Cette derniere configuration, radicalement non-linéaire, n’a pas été étudiée a notre
connaissance (voir cependant les travaux de [Halll (2006), dans lesquels 'instabilité
de banc est étudiée au voisinage du seuil).

1.2.3 Loi d’érosion a deux dimensions

Jusqu’ici nous avions considéré un écoulement invariant par translation horizon-
tale, sur un fond parfaitement plat, cas pour lequel des résultats expérimentaux
précis sont disponibles. L’étude de la stabilité des lits de riviere requiert une loi
de transport a deux dimensions, qui tienne compte des variations de la topogra-
phie h. Ce cas est nettement moins accessible expérimentalement. [Kovacs et Parker
(1994) proposent une loi de transport valable a deux dimensions pour des pentes ar-
bitrairement grandes, issue d’'un modele tres simplifié d’écoulement pour la couche
superficielle de sédiments. La complexité de cette loi rend son utilisation délicate



1.2. Un modele de transport sédimentaire 41

dans le cadre d’un modele analytique. Par ailleurs, les équations de Saint-Venant re-
posent sur ’hypothese de petite pente (0h/0x; = O(1/R) > 1), ce qui nous autorise
a utiliser une loi plus simple valable uniquement pour les petites pentes.

On désigne par 7;° les composantes de la contrainte horizontale T exercée par
le fluide sur le fond de la riviere (7" = 7,%| _, nx pour ¢ = 1 ou 2, n est le vecteur
normal au fond). On admet que le flux horizontal de sédiments est une fonction de
la pente et de la contrainte exercée par ’écoulement :

* « « « Oh Oh
Qi = Gei(T1,73, oy 8_x2) (1.16)

Cette fonction peut étre approchée aux pentes faibles par

Qe ; ~ qe,i(Tl y T2 s 07 O) + Gl,i<7-1 1y T 07 O)a_xlv (117>
ou G est le bloc du jacobien de g; correspondant aux deux composantes de la pente.
Le cas unidimensionnel horizontal nous donne 'ordre zéro de ce développement en

d? ( T d? 8h>
SR L Gyi(TE,T,0,0)=— | . 1.18
Vvsq R ¢( ) ”T*H ‘/SQS(Q) L ( 1572 )al‘l ( )

Si la loi d’érosion ¢ présente un seuil en dessous duquel le flux de sédiments est
nul, le tenseur G s’annule également en dessous de ce seuil (tant que la pente est
inférieure a la pente critique d’avalanche). On écrit généralement ce développement
sous la forme

d? T oh
s m d(0) [ D — (5, 720,002 ) 1.19
g =000 (g w0070 ) 19

ol v est un tenseur sans dimension d’ordre deux (Seminaral, 2001)). Des arguments
théoriques (Sekine et Kikkawal, [1992)) et expérimentaux (Talmon et colll [1995])
tendent a prouver que vy est diagonal dans un repere dont un vecteur de base est
colinéaire a T*. Autrement dit, on considere que la pente orthogonale au cisaillement
n’a pas d’influence sur le charriage dans le sens du cisaillement, et que la pente coli-
néaire au cisaillement n’a pas d’influence sur le charriage orthogonal au cisaillement.
L’évaluation des coefficients de v a deux dimensions demeure hors de portée actuel-
lement, aussi bien du point de vue expérimental que théorique. A une dimension, au
contraire, nous pouvons signaler les avancées récentes de [Josserand et colll (2004),
du [GDR_MiDi (2004)), de [Doppler| (2005)), ou encore de [Lagrée et Lhuillier] (2000).
Toutefois, dans le cadre de la présente these, nous n’étudierons pas I'impact des
diverses formes possibles de . En effet, bien que ce terme diffusif soit indispensable
pour limiter 'instabilité des perturbations du fond aux courtes longueurs d’onde
(voir le chapitre [B]), il n’affecte pas le mécanisme fondamental des instabilités de
banc. Par la suite, et sauf indication contraire, nous considérerons que v est pro-
portionnel a la matrice identité. Cette hypothese est classique en Géomorphologie
fluviale (Schielen et coll., 1993)).
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1.2.4 Avalanches de sédiments

Un matériau granulaire peut s’écouler en 'absence de toute sollicitation par un
fluide, pour peu qu’il soit soumis a une contrainte de cisaillement suffisante, exercée
par exemple par la gravité. Nous désignerons ce phénomene par le terme avalanche,
et le flux de grains qui lui est associé par q. La définition précédente suppose impli-
citement que les flux associés au charriage et aux avalanches peuvent étre distingués,
ce qui est loin d’étre évident. Le principal argument en faveur de cette hypothese
se fonde sur la séparation des échelles de temps associées aux deux phénomenes,
I’avalanche étant quasiment instantanée en comparaison du temps d’érosion par
charriage. Nous écrirons donc

q"=q;+q,, (1.20)

ou q* est le flux de grains total.

Une caractéristique fondamentale des avalanches est de ne pas se produire en dega
d’un certain niveau de contrainte (appelé contrainte seuil). Pour un empilement de
grains soumis a la gravité, cette contrainte seuil est associée a une pente critique de
’empilement, notée o, 28, Au-dela de cette pente critique, un écoulement granulaire se
produit. Il n’existe pas encore de consensus quant aux lois rhéologiques controlant la
dynamique de cet écoulement, aussi bien pour un milieu granulaire sec que pour des
grains entourés de fluide (voir Josserand et. coll] (2004) et (GDR._MiDi (2004]) parmi
de nombreuses autres contributions). Bouchaud et _coll.| (1994) et Boutreux et coll.
(1998)) ont cependant élaboré des modeles unidimensionnels décrivant 1’évolution
d’avalanches au voisinage de la pente critique. L’échelle de temps caractéristique de
ces modeles est naturellement celle de la dynamique de ’avalanche. Les expériences
menées par [Doppler| (2005), montrent que les avalanches gravitaires d’un milieu
granulaire plongé dans 1’eau atteignent rapidement un régime permanent. Dans ce
régime, le débit de grains transportés par l'avalanche est une fonction croissante
de la pente 0h/0x de la surface du matériau granulaire. Cette fonction s’annule
en dessous d’une pente critique de l'ordre de 0.6. En négligeant la dynamique des
avalanches, nous pouvons donc proposer la loi suivante pour représenter le flux des
grains emportés par une avalanche :

d> 1 p
S, = ZH(IVh] = o) fu ([VR] = 0, 22, 4 ) S22
Qi = - (| V] a)f(HV |-’ )uwn

1.21
d (121)

ol nous avons appliqué 'analyse dimensionnelle du chapitre [L2.1l En I'absence de
cohésion, «, est essentiellement lié a l'organisation géométrique des grains, et ne
dépend donc pratiquement pas de ps/p ni de A. Le petit parameétre sans dimen-
sion € souligne la séparation d’échelle de temps entre les avalanches et 1’érosion.
Dans la limite ou € tend vers zéro, une avalanche réduit instantanément ’exces de
pente |[Vh|| — a. éventuellement causé par 1’érosion. Ainsi, on peut se contenter de

26La validité de cette identification entre contrainte seuil et angle critique suppose que seule la
gravité exerce la contrainte capable de déclencher une avalanche.
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Fi1Gc. 1.11 — Effondrement d’un cylindre de matériau granulaire sous 'effet des ava-
lanches. La loi (L22)) donne le flux sédimentaire qui leur est associé. Dans ce cas
axisymétrique, 1’équation d’évolution est Oh/0t = (1/1)0(rqq,)/0r, ou 1 est la coor-
donnée radiale et g,, = H(||Vh| — ac)(||[Vh| — a.) sgn(0h/0r). Les courbes corres-
pondent aux instants ¢ = 0 (tas cylindrique), t = 0,001, t = 0,01, ¢t = 0,05, ¢t =0, 1
et t = 0,5 (tas conique). Ce modele simple permet de prendre en compte 'effet des
avalanches sur 1’érosion des berges.

connaitre le comportement de f, au voisinage de a. pour modéliser I'effet des ava-
lanches. Les données expérimentales de [Doppler]| (2005) suggerent que f, s’annule et
admet une dérivée finie au seuil. Nous pouvons donc supposer

fa([IVA] = ac) = [[VA] — a, (1.22)

en incluant la constante de proportionnalité dans la définition de €. [Hersen et coll.
(2004) utilisent une forme tout-a-fait similaire : f, = ||VA||* — o2, dont le dévelop-
pement au voisinage du seuil prend la forme (L.22]). Ces auteurs présentent ce flux
d’avalanche comme un artifice numérique destiné a imposer la pente d’avalanche
comme pente maximale. Cette hypothese leur permet néanmoins de reproduire tres
correctement la face d’avalanche des dunes. De méme, comme l'illustre la figure [LT1]
ce modele simplifié a 'extréme permet de reproduire la forme conique d’un empile-
ment granulaire apres effondrement, tant que 'inertie des grains peut étre négligée.

1.2.5 Evolution de la topographie

La conservation de la quantité de matiere sédimentaire permet de déduire la
déformation du fond de la riviere associée aux flux de sédiments. Soit y,d> le volume
moyen occupé par un grain dans la couche sédimentaire, dans ce cas

oh

0
i —xXsdoo— (@2, + ¢.) (1.23)

SaLL’l
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ol les grandeurs de cette équation sont dimensionnelles. Apres adimensionnement,
cette équation devient :

oh 0
_— = 1.24
8t axl (qe,l + Qa,l) ) ( )

avec . 1 ah
T
ei = 00) | o — 515 75,0,0)5— |, 1.25
tes = 000) (2o = trt 750,050 ) (125
1 1 1 Ds Oh/0x;

—CH(= - - o, P S 1.2
A G R A TR R (126

L’adimensionnement des équations précédentes conduit au choix suivant pour le
temps caractéristique d’érosion?? :

HW
T. = .
XsdsVs

(1.27)

L’expression du temps caractéristique d’érosion nous permet de quantifier I’approxi-
mation de quasi-stationnarité de 1’écoulement de l'eau. En effet, cette hypothese
n’est réaliste que si 7 /7. < 1, c’est-a-dire, en utilisant les équations (2.30)) et (TI3)),
valables pour un écoulement laminaire,

(ps—p) <%)3 <L (1.28)

Pour un écoulement laminaire de 1 mm de profondeur, sur un lit constitué de grains
de silice dont la taille moyenne est de 100 um, ce rapport vaut 0.25 x 1073,

Dans le cas ou le repere n’est plus horizontal, mais incliné dans la direction x d’un
angle dont la tangente est S, les équations de transport (.25 et (L26]) deviennent

respectivement
Ge,i = ¢(0) (HT*” _’Yl,i<7-1a7_27070) (R axl Sél,l)) ) (129>
1 P .
Goi = -H (S —a,) f, (5 —a, %, A) 8}’/8‘53 S0u (1.30)
€

ou ¢ est le symbole de Kronecker, et § désigne la norme de la pente locale :

(1.31)

S = H%Vh — Se,

Cette loi de transport de sédiments, a laquelle nous ferons appel tout au long
de notre étude, constitue le modele le plus simple qui permette de reproduire les
instabilités d’érosion qui nous intéressent.

2"Pour alléger les écritures, cette expression pourra étre modifiée ultérieurement, afin que le flux
de sédiments dans 1’état de base soit égal & 1, ce qui impose : 7. = HW/(xsdsVs¢(6p)), ol by est
le nombre de Shields de ’état de base.



Chapitre 2

Equations de ’écoulement et
application aux rivieres rectilignes

2.1 Les Equations de Saint-Venant

L’approximation de Saint-Venant permet de réduire a deux dimensions 1’étude de
I’écoulement d’un fluide, a prior: tridimensionnel. Cette simplification des équations
de Navier-Stokes est tres couramment employée en Géomorphologie.

2.1.1 Intégration verticale des équations de Navier-Stokes

Dans le cas d'un écoulement incompressible soumis au champ de pesanteur g,
les équations de Navier-Stokes peuvent s’écrire sous la forme

ov; ov; 1 dp 107
=2 44 -2 2.1
ot +Uk(7mk paxi+g +p8xk (2.1)
8vk
R 2.2

ou les indices i et k correspondent aux trois dimensions d’espace (voir figure 2.) :
x = (21,29, 23) = (2,9, 2). (2.3)

Le vecteur v = (v, v9, v3) représente la vitesse du fluide, p sa masse volumique, p
sa pression et T la partie déviatorique du tenseur des contraintes. T représente les
contraintes visqueuses dans le cas d’un écoulement laminaire, et devient le tenseur
de Reynolds si 1’écoulement est turbulent. Nous utilisons la convention d’Einstein
avec lindice k (vgvy, doit étre lu comme 3°_, vgvy). Les conditions aux limites
correspondant a une nappe fluide dont la surface n(x,y,t) est libre et qui s’écoule
sur une topographie h(x,y) donnée s’écrivent

v,=0 en z=h, (2.4)
0 0
Vg = (9_7157 + Ula—zl en z=r, (2.5)
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oignk =0 en z=mn, (2.6)

ou la convention d’Einstein, utilisée avec I'indice [, ne s’applique qu’aux composantes
horizontales (vjv; doit étre lu comme Zizl vvy). Le symbole o représente le tenseur
des contraintes complet :

0ij = —pdij + Tij. (2.7)

Sil’on ne s’intéresse qu’aux variations horizontales des grandeurs de I’écoulement,
la dépendance en z des équations de Navier-Stokes peut étre supprimée au moyen
d’une intégration verticale. L’équation de conservation de la masse (2.2]) devient
(pour i = 1 ou 2)

o [ n oh
a_lj/h U; dz — a—xl Ul|z=T] + a_l'l Ul’z:h + U3|z:n — U?”z:h = 0. (28)

Les conditions aux limites (Z4)) et (25) permettent de simplifier I’équation précé-

dente : 3 . 3
Ui
— d — =0. 2.
533l/h v dz + T 0 (2.9)

La méme procédure peut étre appliquée a 1’équation de conservation de la quan-
tité de mouvement (21]), en remarquant que vx0v;/0zy = O(vxv;)/Ox) pour un fluide
incompressible. La condition (2.6) conduit a

on on

— — 7= =0 2.10
8% TJ(?Il ( )

Ti3 + D
pour i = 1 ou 2 et z = 7. Cette propriété, associée a la condition cinématique de
surface (2.5]), permet d’écrire

9 (" o 7
— [ wid | wwidz =
o f, 1 F + axl/h”l“ N

Accélération locale  Accélération convective

1 a [ oh
gd —+ —{ -3 pdz - 3, Ple=n
Gravité P Ti Jn o O
Pression Réaction normale du fond
a n
+ 8—1.1 i Til dZ — Tia3|z:h

Transfert horizontal de quantité de mouvement Frottement au fond

. oh
8ml Tl’l

Réaction tangentielle du fond

z=h (2'11)

Soulignons que cette étape d’intégration ne requiert aucune approximation.
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Uy

F1G. 2.1 — Vue schématique d’'une riviere s’écoulant dans la direction z. Les élévations
du fond de la riviere et de sa surface sont respectivement représentées par h et
n = h + d. La gravité g n’est pas nécessairement alignée avec la direction z, car la
direction x suit la pente moyenne.

2.1.2 Les hypotheses de Saint-Venant

Les équations intégrales obtenues ci-dessus ne forment pas un systeme fermé.
Leur résolution n’est possible qu’en leur associant des relations supplémentaires
entre les intégrales des vitesses, de la pression et du tenseur de contraintes. Ces
relations sont obtenues au prix de diverses approximations, qui reposent essentielle-
ment sur I'hypothese selon laquelle I’écoulement est pratiquement horizontal (si W et
‘H sont des longueurs caractéristiques pour les directions respectivement horizontale
et verticale, R = W/H > 1).

Considérons le cas d’un écoulement parfaitement horizontal, stationnaire et uni-
forme, dans la direction x. Les équations de Navier-Stokes et les conditions aux
limites associées deviennent :

107,

y +——— =0, 2.12
9+, (2.12)

10p 107,
-5 z - — = 0, 213
p Oz Tt p 0z (2.13)
v=0 en z=h, (2.14)
Te:=Te.—DP=0 en z=n. (2.15)

Si l'on admet que 7, , est nul pour cet écoulement (ce qui est évident dans le cas
laminaire, et pour des modeles simples de turbulence), (2.13) conduit & un champ
de pression hydrostatique :

p=pg:(n — 2). (2.16)

De méme, le profil vertical de la vitesse v; découle de (Z12]) associée a I’expression du
tenseur de contrainte. L’approche de Saint-Venant consiste a supposer que le champ
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de pression et le profil de vitesse dans le cas général peuvent étre approchés par ceux
d’'un écoulement parfaitement horizontal. Cette démarche permet de proposer des
expressions explicites pour les intégrales de (ZIT) et (Z.9)).

2.1.2.1 Cas classique turbulent

La variante des équations de Saint-Venant la plus utilisée en géomorphologie des
rivieres consiste a représenter le profil vertical de vitesse par une constante u;(x,y,t)
(Balmforth et Provenzale, 2001)). La contrainte exercée par le fond de la riviere est
souvent approchée par la formule de Chézy

Tigl.p = PCruiv/wuy, (2.17)

ou le coefficient de frottement C} est constant. En premiére approximation, on peut
négliger les quatrieme et sixieme termes du membre de droite de (ZI]), qui tra-
duisent la diffusion horizontale de quantité de mouvement. Leur ordre de grandeur

est en effet proportionnel & 1/R. L’ensemble de ces hypotheses permet de déduire
de (ZI1) et de (29) les équations suivantes :

on 0
— + —(dw;) = 2.1
o (du) =0, (2.19)

ou d =1 — h est la hauteur d’eau de la riviere. Depuis [Callander| (1969), un nombre
considérable d’études ont utilisé ces équations, parmi lesquelles Engelund et Skov-
gaard| (1973)), [Parker| (1976l), Tkeda et coll.l (1981]), Blondeaux et Seminaral (1985) ou
plus récemment [Schielen et coll.| (1993)).

2.1.2.2 Cas des écoulements laminaires

Dans le cas laminaire, et pour un fluide newtonien en écoulement incompressible,
I’expression du tenseur des contraintes de cisaillement est

Gvi an
= . 2.2
7_17] pv (axj + axl) ( O)

Le cas parfaitement horizontal admet pour solution exacte le profil d’écoulement
parabolique de Nuflelt. Ce profil résulte de 1’équilibre entre le poids et la contrainte
visqueuse, et prend la forme

v="Le2-9)0..0,.0) (2.21)

ou & = (z—h)/d. On approche le profil de vitesse d’un écoulement presque horizontal
par ce profil parabolique en posant

v = 262 &)(ue,uy,0), (2.22)
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ou u;(x,y,t) est la vitesse moyenne de 1’écoulement (également appelée vitesse débi-
tante). La contrainte exercée par 1’écoulement sur le fond de la riviere devient dans

ce cas

3v
Tial,_p = TPUZ (2.23)

Les termes d’accélération lagrangienne et de pression donnent

9 9 [m 9 6 o
L N L e = Zauy + 09 9.94
8t/h Ui Az + axl/h wu; dz = Z(dui) + 2o (duw), (2.24)
o [m oh on
o _ - _ . 2.2

Enfin, les termes de diffusion horizontale de quantité de mouvement deviennent

9 /17 d +—8h |
T z Ti T
8xl h o al’l He=h

g (L2 (M 2
P ox; i Oox; \ d th Ox; \ d
+ 3_9U1 (dﬁxl + d@xi) B 53_:105 <uld(f)_xl (3) + Ude)xi (3>> ) (2.26)

Finalement, on obtient les expressions suivantes pour les équations de conservation

de la masse et de la quantité de mouvement :

0 od
a—@(dw) + E = 0. (2.27)

d
oh o (h h 0 ou; oy
—3— (wi=— (= = —(d d
+V( 38331 (uzﬁxl (d) Jrulé?:lri (d)) - Oxy ( Oxy * 0%)
30 d (h o (h
" 3om (“da_ (3) e, (8» ) (229

La méthode utilisée ici pour obtenir (2.28) ne donne pas d’indications sur la qualité
de I'approximation. [Ruyer-Quil et Manneville| (2000) proposent, pour un écoulement
confiné dans le plan (z,z), une méthode plus rigoureuse qui consiste a projeter le
champ de vitesse non plus seulement sur la solution de Nuflelt, mais sur toute une
base de polynomes (il s’agit de la méthode de Galerkin). Le polynéme de plus bas
degré de cette base correspond a la solution de Nuflelt, et le coefficient concerné
obéit a une équation de film mince classique, dont les coefficients numériques sont
légerement modifiés.
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2.1.3 Changement d’échelle et équations finales
2.1.3.1 Cas laminaire

Soient H et W les longueurs caractéristiques de 1’écoulement pour les dimensions
respectivement verticale et horizontale. Dans le cas d’une riviere, H peut étre sa
profondeur moyenne, et WV sa largeur moyenne. Si I’on se place dans le repere associé
a la pente moyenne du substrat, g prend la forme

g = (gsin?, 0, g cos ). (2.29)

Le cas d’'un écoulement uniforme et permanent donne un ordre de grandeur pour la
vitesse U caractéristique de ’écoulement

H2g sin
v

Le choix d'un temps caractéristique 7 découle de la définition de la vitesse ca-
ractéristique 7 = W/U. Dans ce nouveau systeme de dimensions, (2.28) et (2.27])
deviennent

U= (2.30)

0 ad
F2 (0 6 0 1 On U
(015 (du;) + ga—(du,ul)) =d (tan Vo1 — R@xz) — tan 195

+tan19— h +u o (n +li PR +daul
8351 8;1:1 l(?a:i d 30x; \ Ox; ox;
10 o [(h 0 (h
et (“d% (3> Tl (8>) ) (232

Dans les équations précédentes, F' = U /(gcos9H)/? est le nombre de Froude, et
R = W/H est le rapport d’aspect de 1’écoulement. u, d, h, n, t et x sont & présent
des grandeurs sans dimension. Les termes de diffusion horizontale de quantité de

mouvement de (2:32)) sont d’ordre 1/R?. Nous négligerons ces termes, sur I'expression
desquels il n’existe pas de consensus dans la littérature (Ruyer-Quil et Manneville]
2000; [Fourriere et _colll, 2007).

2.1.3.2 Cas turbulent

Dans le cas turbulent, 'expression de la vitesse caractéristique prend la forme

Hgsin ¥
U=,——-. 2.33
c (233)
La conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors
F? (0u; Ou; 1 dn ||
— = tanvd;; — —— — tan¥—u;, 2.34
(G g ) = o= gl ol 28

tandis que 1’équation de conservation de la masse n’est pas modifiée.
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2.1.3.3 Cas général

On considere habituellement en Géomorphologie que le temps caractéristique de
I’écoulement 7 est négligeable face a celui des phénomenes d’érosion 7, (Parker!
1976)). L’écoulement est dans ce cas presque stationnaire, ce qui permet de négliger
les dérivées temporelles dans les équations de Saint-Venant. La forme générale de
ces dernieres est donc, si 'on néglige les termes de diffusion horizontale de quantité
de mouvement :

F?  Ouy 1 On

OZEUZ o1, = S5i,1 - E@mi - Sf(||11||, d)ui, (2'35)
0

ou f et a dépendent du cas considéré. En régime turbulent,

_

f(lull,d) ===, a=1. (2.37)
Pour un film en écoulement laminaire,
1 6
fllall.d) = =, a=-. (2.38)

La similarité des équations de Saint-Venant dans les cas laminaire et turbulent
conduit a des comportements géomorphologiques comparables. Autrement dit, les
rivieres miniatures réalisées en laboratoire (telles que celles d]Armstrong (2003)))
peuvent, dans une certaine mesure, approcher le comportement des rivieres natu-
relles, comme le suggere [Parker| (1998). Les équations de Saint-Venant suffisent pour
décrire toute une gamme d’instabilités d’érosion, et nous ne reviendrons aux équa-
tions de Navier-Stokes qu’a partir du chapitre [l



52 Equatz’ons de [’écoulement et application aux rivieres rectilignes

2.2 Section d’une riviere droite

Si I’on ne s’intéresse pas, dans un premier temps, aux diverses instabilités pouvant
déformer un lit de riviere dans le sens de I’écoulement, on peut réduire le probleme
aux dimensions transverse et verticale (y et z). Cela revient a considérer que le lit de
la riviere est invariant par translation selon 'axe des x. Le transport de sédiments
dans la direction x étant également invariant, le lit de la riviere n’évolue plus que sous
effet du flux transverse. Les premiers modeles de ce type (Glover et Florey, 1951}
Lane et _coll) [T959) étaient destinés a prédire la forme d’équilibre du lit, en supposant
que pour un tel profil la contrainte exercée par 1’eau sur le lit atteint en tout point
le seuil d’érosion. Ce type de modele conduit au paradoxe suivant : si I’ensemble du
lit est soumis a la contrainte seuil, la riviere ne transporte pas de sédiments dans la
direction z. Si, au contraire, une riviere transporte des sédiments, elle ne peut étre a
I’équilibre car la concavité transverse induirait un flux de sédiments dans la direction
y. Or, il semble que les rivieres naturelles contredisent ce résultat, en transportant des
sédiments malgré un profil stable. [Parker! (1978bl) résoud ce paradoxe en introduisant
une diffusion transverse de quantité de mouvement dans les équations décrivant
I’écoulement de l’eau. Ainsi, la contrainte exercée par 1’écoulement peut varier en
I’absence de pente transverse, et donc dépasser localement le seuil d’entralnement
sans induire de flux de sédiments transverse. De nombreux modeles numériques ont
par la suite été proposés dans ce domaine, a différents degrés de simplification,
dont Ikeda et colll (1988), [Pizzutad (1990) et Kovacs et Parker| (1994). Ces auteurs
supposent ’existence d’un seuil dans la loi d’érosion, ce qui autorise I'existence d’un
état d’équilibre.

La plupart des travaux expérimentaux portant sur le profil d'une riviere droite
(Tkedal, 1981} Mackyl, [1999)) impliquent des écoulements turbulents. [Armstrong] (2003)
a étudié I'évolution du profil de micro-rivieres de quelques centimetres de large, par-
courues par un écoulement dont le nombre de Reynolds atteint au plus quelques
centaines. Ces valeurs sont insuffisantes pour permettre I’établissement d’une turbu-
lence pleinement développée. Pourtant, les résultats d|Armstrong| (2003) sont quali-
tativement comparables a ceux dllkedal (1981)).

Les équations établies au chapitre 2.1l forment un cadre valable pour des écoule-
ments aussi bien turbulents que laminaires. L’évolution d'un lit de riviere est alors
régie par des équations différentielles réduites a la seule dimension y, qui permettent
d’étudier simplement l'effet des avalanches ou d’un seuil d’érosion.

2.2.1 Equation générale

Pour une riviére invariante par translation, (2.35]) et (I.24) deviennent respecti-
vement :

flu,d)u =1, (2.39)

oh )
T ay(qe + qa) (2.40)
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Pour un écoulement laminaire, la premiere relation conduit a
o
u=d", (2.41)

ce qui implique que la contrainte sans dimension exercée par I’écoulement sur le fond
est proportionnelle a d. Les flux de sédiments sont donnés par

e = —¢(9)7—£g—z, (2.42)
ot (i) Gl (B).

Notons que nous avons omis I'indice y associé aux flux de sédiments dans la direction
1y ; cette notation sera conservée tout au long de ce chapitre, sans risque de confusion
puisque pour une riviere droite, seuls comptent les flux transverses de sédiments. La
composante normale au cisaillement ~,, du tenseur diagonal -y (voir paragraphe[[.2.3))
sera par la suite considérée comme constante.

Pour une riviere droite laminaire, et si ’on néglige la diffusion de quantité de mou-
vement dans la direction y, (ZI1]) donne I'expression dimensionnée de la contrainte
exercée par ’écoulement sur le fond :

Tozl.op, = —pgsingHd, (2.44)

ou 7 est le cisaillement dimensionnel tandis que d est sans dimension. Soulignons que
cette expression du cisaillement ne dépend pas du profil de vitesse de I’écoulement
(turbulent ou laminaire). Ainsi, en posant 0, = pgsinoH/((ps — p)ds), I'évolution
de la riviere n’est plus régie que par

Oh Oh
EE_fuw(Weﬁa)

il @l e Glal- )= ) e

2.2.2 Solution auto-semblable dans un cas simple

Considérons le cas d’une riviere dont la surface n est constante (le cas d’une
riviere a débit constant sera abordé au paragraphe 2.2.4)). Nous négligerons ici effet
des avalanches, et supposerons que l’écoulement remplit entierement le lit de la
riviere. En choisissant judicieusement 1’origine du repere, nous pouvons écrire

n=0, d=—h, h<O0. (2.46)

Si en outre la loi d’érosion ¢ est une fonction puissance : ¢(6) = ¢o6?, [Z45) devient

oh 0 oh
7= (5 240
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ott I'unité de temps est multipliée par v,¢o0?/R. Cette équation admet une solution
auto-semblable de la forme

1 y
h(y,t) = mha(x), X = 4G (2.48)
En utilisant ce changement de variables, (2:47)) devient
0 oh xh
— (n) =+ =) =0. 2.49
Ox ( “ox B+ 2) (2:49)

Si l'on considére une riviere symétrique selon I'axe (Ox), la fonction h, est paire.
Nous pouvons alors intégrer I’équation précédente :

B 6 ) 1/B
ha(X) = (A DL ) : (2.50)

Dans le systeme habituel de coordonnées, cette solution prend la forme d’un lit
convexe (parabolique si # = 1) dont la largeur croit et la profondeur décroit avec le
temps :

1 6 y2 1/
h<y7t) = tl/(TQ) (A - 2(ﬁ + 2) t2/(6+2)) > (251)

ou A est une constante déterminée par la forme initiale du lit. Le comportement
de ces solutions (un exemple est présenté sur la figure 2.2)) est en accord qualita-
tif avec I'élargissement du lit observé pour des rivieres expérimentales turbulentes
(Tkedal, T98T}, [Macky, 1999) ou les micro-rivieres d]Armstrong| (2003). I1 a été clai-
rement établi expérimentalement (voir paragraphe [[2.2)) que [ est une constante
strictement supérieure a 1. En conséquence, les solutions auto-semblables de type
(2.51)) admettent une pente infinie aux berges. Bien entendu, ce comportement in-
dique que 'on ne peut plus négliger les avalanches d'une part, et d’autre part que
les hypotheses de Saint-Venant ne sont plus vérifiées au voisinage des berges.

On peut résoudre le premier de ces problemes en recherchant numériquement les
solutions de I'équation (2.43]), qui tient compte des flux d’avalanche. L’algorithme
utilisé pour ce faire est 'analogue de celui du § 2.2.4.2.11 Les solutions obtenues par
cette méthode sont représentées sur la figure : en dehors du voisinage des berges,
la forme générale du lit reste proche de la forme analytique, solution du modele sans
avalanche. A proximité des berges, le lit semble se maintenir & la pente d’avalanche
dans un domaine finill Si la stricte validité de 'approximation de Saint-Venant ne
peut étre garantie dans cette zone ou la pente du lit atteint une valeur d’ordre un, la
prise en compte des termes négligés dans ’approximation de Saint-Venant ne devrait
pas modifier qualitativement la prédiction de 1’écoulement.

Dans le cas simple de ce paragraphe, ’équation d’évolution du fond est valable
en tout point de I'axe (Oy), puisqu’elle se résume a 1’équation triviale Oh/0t = 0 la
ou d = 0. Il n’est donc pas nécessaire de préciser les conditions aux berges, il suffit
d’inclure les berges dans le domaine de résolution. La question des conditions aux
bords sera abordée au § 2.2.4] dans le cas unidimensionnel, et au § dans le
cas général.

LCe comportement est étudié plus en détail au § 224, ot il est exploité comme simplification.
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0 2 4 6 8
Y-

F1G. 2.2 — Evolution d’un lit de rivire initialement rectangulaire soumis a ’érosion,
dans le cas simplifié ou le niveau d’eau 7 est constant. En trait plein : résultat
numérique, les avalanches sont prises en compte par le modele simple présenté au
§ 2.4l L’équation (2.450) est résolue avec les parametres suivants : v, = R = 1,
€a = 0.1 et a. = 0.8. En trait pointillé : solution auto-semblable (2.5]]) aux temps
t =10, ¢t =100 et t = 1000.
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2.2.3 Conservation du débit d’eau et conditions aux berges

Si 'on se donne une topographie h(y) invariante dans la direction z, le niveau
d’eau 7 de la riviere détermine le débit sans dimension @), avec

Qu = / " u(y)d(y)dy, (2.52)

—00

ol nous avons choisi pour échelle de débit UHW. La relation (239) donne alors

- [ " (= h(y)dy. (2.53)

[e.9]

avec 0 = 3 dans le cas laminaire et 6 = 3/2 dans le cas turbulent. Afin de maintenir
un débit constant au fil de 1’érosion du lit, la hauteur d’eau 7 doit varier au fur et
a mesure de cette érosion. Contrairement au cas précédent, cela impose que le lit
ne soit pas entierement rempli par 1’écoulement. L’évolution de la berge n’est plus
régie par (2.45]), et doit étre modélisée différemment. Ce que nous appellerons dans
la suite une condition aux berges n’est rien d’autre que le principe de la conservation
de la masse de sédiments intégré sur I'épaisseur d’une berge, associé a différentes
hypotheses sur les flux de sédiments qui s’y développent. [Kovacs et Parker| (1994)
furent les premiers, a notre connaissance, a employer cette méthode pour trouver la
condition au bord associée a une avalanche.

Toute la suite de ce chapitre est consacrée au cas d’une riviere rectiligne dont
I'écoulement est limité a l'intervalle [—b(t), b()], dans la direction transverse. Sup-
posons de plus que cette riviere est symétrique selon l'axe (O, x). Grace a cette
propriété de symétrie, nous pouvons restreindre 1'étude a [0, b(¢)]. La conservation
de la masse de sédiments au bord de la riviere impose (cette égalité sera démontrée

au §[2.2.3.2.1)

4 (b(1), ) = —b(h (b(1), 1) — h_(b(1), ). (2.54)

ot b désigne la vitesse de déplacement du bord, et les indices — et + signifient
respectivement les limites a gauche et a droite en b(¢) (voir figure [23]). Rappelons que
q est constitué a priori de la somme des flux dus a I’érosion (g.) et aux avalanches
(¢a). Or, la hauteur d’eau étant nulle par définition en y = b(t), 'écoulement ne
saurait exercer de contrainte sur le lit au bord, ce qui impose au flux d’érosion
d’étre nul au bord (g.— = 0). Seules les avalanches peuvent induire un flux fini au
bord ¢_, qui est dirigé dans le sens de la pente : ¢_ < 0. La hauteur de la berge
hy — h_, en revanche, doit étre positive (voir § Z223.2T]). La relation (254 permet
donc de distinguer les cas suivants :

— si hy = h_, le flux de sédiments au bord est nul quelle que soit la vitesse de
ce dernier : g_ = 0. Il n’existe pas nécessairement de zone d’avalanche dans ce
cas;

— si hy > h_, la berge recule : b>0.Sib> 0, une zone d’avalanche apparait au
voisinage du bord.
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F1c. 2.3 — Modele de section de riviere dont les rives sont cohésives. La hauteur
n(t) varie au fil de I’évolution du lit, en fonction du débit d’eau de la riviere Q..
La largeur de la riviere b(¢) détermine a chaque instant le domaine de résolution de
(245). Le segment [a(t),b(t)] correspond a la zone d’avalanche.

2.2.3.1 Si la fonction h est continue en b

Dans ce cas, il n’y a pas a priori de restriction sur le déplacement de la berge.
La continuité de h s’écrit

ho(b(t), 1) = Ry (b(2), 1). (2.55)

Cette relation peut étre dérivée par rapport au temps, pour conduire a 1’égalité

9

. Oh,
Y gk
dy

= 2.

y=b(t)

y=b(t) y=b(t)

ol nous avons supposé que le flux sédimentaire est nul dans la zone émergée. Notons
que cette équation détermine le signe du saut de pente de h en b. En effet, puisque
le flux de sédiments est nul en b et négatif au voisinage de b, sa dérivée selon y doit
vérifier

9a-.

. 2.
B >0 (2.57)

y=b(t)

En conséquence, lorsque la berge avance (b < 0), la pente est plus élevée dans le
voisinage émergé de b que dans son voisinage immergé :
Oh
dy

Oh_
e . (2.58)

y=b(t)

y=b(t)

Bien entendu, cette relation s’inverse si la berge recule.
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La définition de b nous donne comme seconde condition a la berge

1= hy(b(t), 1), (2.59)

qui, dérivée par rapport au temps, devient
0n=b-—= : (2.60)

Ici, nous devons a nouveau distinguer deux cas, pour lesquels les conditions aux
berges sont différentes : avec et sans avalanche au bord.

2.2.3.1.1 Sans avalanche Tant que la pente formée par le lit au bord est infé-
rieure a la pente critique d’avalanche, c¢’est-a-dire tant que

oh_
— < ag, (2.61)
0y y=pe)
seule I’érosion entraine un flux de sédiments au voisinage de la berge, et ’équation de
conservation de la masse doit étre résolue jusqu’au bord (autrement dit sur [0, b(t)]).

Les conditions présentées au § 2.2.3.1] suffisent alors.

2.2.3.1.2 Avec avalanche §Sila pente au bord dépasse la pente d’avalanche, une
avalanche se développe sur le segment [a(t),b(t)]. Cette fois, I’équation de conser-
vation de la masse peut étre résolue sur le seul segment [0, a(t)], en appliquant les
conditions adéquates en a(t). Ces conditions seront déterminées au § [2.2.3.2.2 pour
une berge discontinue; nous pouvons également les appliquer ici. L’ensemble des
conditions aux berges s’écrit alors

Tl e =G5 GO -Ma0.0). 26
y=a(t) y=a(t)
La premiere de ces conditions découle de I'expression locale de la conservation de
la masse, qui impose la continuité du flux de sédiments en tout point du litZ. La
seconde condition traduit la conservation de la masse, intégrée sur tout le domaine
[a,b] ; elle découle directement de 'équation (2.8Tl), démontrée au §

Ces conditions aux berges peuvent étre employées tant que perdure ’avalanche,
ce qui se traduit par

b(t) > a(t). (2.63)

2.2.3.2 Si la fonction h est discontinue en b

Si le sable sur lequel s’écoule notre riviere est suffisamment fin, la capillarité le
rend cohésif lorsqu’il est humide mais non saturé. La pente d’avalanche dans la zone
émergée est alors proche de la verticale (voir la figure 24]). Les berges de nombreuses

2Sans cette continuité, I'altitude du lit varirait & une vitesse infinie au point de discontinuité.
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Fi1G. 2.4 — Micro-riviere naturelle sur la plage de Goleta, Californie, USA. L’eau
s’écoule du haut de la photographie vers le bas; la largeur de la riviere est de 'ordre
du metre. La cohésion du sable humide permet la formation d’'une berge verticale,
lorsque cette derniére recule (& droite). Le méme phénomeéne semble s’étre produit
a gauche, avant que la berge n’avance sans former de discontinuité sous 'effet du
dépot sédimentaire di a I’écoulement. (Photographie : C. Josserand et l'auteur.)

rivieres naturelles sont beaucoup plus cohésives que leur lit, dont les particules les
plus fines ont été emportées par 1’écoulement. La présence de végétation sur les
berges peut également accroitre leur cohésion (I'influence de la ripisylvdd sur la
forme des rivieres a été démontrée notamment par [Millar! (2000) sur une riviere réelle,
et expérimentalement par [Gran et Paolal (2001))). Une fagon simple de représenter
une berge cohésive consiste a supposer que la berge demeure verticale au cours de
son érosion (voir la figure Z3]). Comme nous 'avons démontré au § 223 cette
configuration implique que la berge recule, c’est-a-dire b > 0.

2.2.3.2.1 Conservation de la masse de sédiments pour une berge verti-
cale Soit 6V (t) le volume occupé par les sédiments entre b(t) — dy et b(t) + dy. Par

3(C’est-a-dire la végétation croissant sur les berges.
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définition,

b(t)+0y
Vi) = [ hytdy
b(t)—dy

= dy(h-+hy) + Oy,
(2.64)

ou les indices — et + représentent respectivement la limite a gauche de b(t) (y — b(t),
avec y < b(t)), et la limite a droite de b(t) (y — b(t), avec y > b(t)). Sous forme
intégrale, la conservation de la masse de sédiments s’écrit

6V = b(h(b(t) + dy,t) — h(b(t) — dy,1))

+q(h(b(t) — by, t) — q(h(b(t) + dy,1)

. . (Oh
= b(hs —h_)+q —q4 +5y(b (a_

Yiy
_ (94| 94
dy

+ == + O(8y?).

)+ o)

La dérivée temporelle de (2.64]) (soulignons que h_ et h sont des fonctions du temps
seulement) associée a (2.65) donne

Ooh )
_|__

i (2.65)

g4 —q- = b(hy —h), (2.66)
hy +h_=b (% on

dq dq
dyl, Oy _) B (ay Ty _> ' (2.67)

Notons qu’il n’est pas nécessaire de poursuivre les développements (2.64)) et (2.65])
a Dordre dy?, car les ordres supérieurs a dy ne sont que les dérivations successives

+ +

de I'équation locale de conservation de la masse. Dans le cas particulier qui nous
intéresse, le flux de sédiments est nul & droite de la berge?. La continuité de h selon
y (en dehors de y = b(t), bien entendu) donne :

- Oh . Oh - .0h
h=— b— hy =b— 2.68
at |yl Ty, (2.68)
Ainsi, ([2.66]) et (2.67) deviennent respectivement
: oh dq
_ = —blhy — h_ —| =—= . 2.69
o= bl —), S =g (2.69)

Seule la premiere équation constitue une condition aux berges, la seconde n’est que
la limite de I’équation de continuité au voisinage de la berge. La condition aux limites
de flux (2.69) doit étre associée a la définition de b(t) :

ho(b(t), 1) = n(2). (2.70)

4Ceci n’est plus vrai si I'on consideére que des avalanches peuvent se produire pour y > b(t).
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2.2.3.2.2 Conditions a la berge Par définition, la profondeur d’eau est nulle a
la berge. Dans le cadre des équations de Saint-Venant, cette définition implique que
le cisaillement au fond soit également nul en y = b(t). Le flux de sédiments entrainés
par ’écoulement q. s’annule donc & la bergdd. Ainsi, seules les avalanches peuvent
assurer un flux de sédiments fini a la berge.

Si la berge avance (b < 0), Péquation (2.69) indique que le flux total de sédiments
¢, qui ne saurait étre positiff, est nul. Le flux d’avalanche est donc nul également,
ce qui impose 0h/Jy < a.. Autrement dit, il n'y a pas d’avalanche en y = b(t)
lorsque la berge avance.

Au contraire, lorsque la berge recule, la relation (2.69) impose un flux de sédi-
ments non nul en général. Si b > 0 et hy (b(t),t) > h_(b(t), 1), le flux de sédiments &
la berge est strictement négatif, ce qui nécessite une avalanche. Appelons [a(t), b(t)]
(voir figure 2.3]) le segment sur lequel cette avalanche s’étend. Ce domaine est défini
mathématiquement par :

— <a. si ye|0,a(t), ay >a. st oy € la(t),bt)]. (2.71)

Comme nous l'avons signalé au chapitre [[L2.4] les avalanches sont suffisamment
rapides pour que l'on puisse ne considérer que leurs effets (maintien de la pente
proche de la valeur seuil, flux) indépendamment de leur dynamique. Mathémati-
quement, cela revient a n’étudier que les premiers termes d'un développement en
¢ des grandeurs du probleme (e apparait dans (L21])) sur le segment [a(t),b(t)]. Si
les équations d’évolution d’une section de riviere doivent étre résolues numérique-
ment, le traitement analytique des avalanches permet un gain de temps considérable,
puisque 1’échelle de temps est alors fixée uniquement par 1’érosion. Le pas de temps
admissible pour le schéma de résolution sera alors accru d’un facteur 1/e.

Par la suite, nous notons h_ et ¢_ les valeurs limites des grandeurs h et g en
a(t) a gauche. De méme, h est la valeur limite de h en b(t) & droite. Sur le segment
la(t),b(t)], les développements de h et ¢ en € s’écrivent

h = h() + Ghl + 0(62),
1
q= EQa,fl + 4a,0 + Ge,0 + O(‘E)a
(2.72)

ou les indices a et e désignent l'origine des flux (avalanche ou érosion). L’expression

du flux d’avalanche (2.45]) donne

(2.73)

5Ce raisonnement reste vrai dans le cas de riviere a4 deux dimensions, non invariantes par
translation dans la direction .

5En effet, la pente de h en b est nécessairement positive, ce qui impose le sens du flux de
sédiments dans la direction transverse.
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La définition (Z71]) du segment [a(t),b(t)] appliquée ordre par ordre conduit aux
inégalités suivantes :

—_— > A, h1 Z 0. (274)

L’absence de cohésion des sédiments immergés interdit toute discontinuité de h,

de méme que la conservation de la masse de sédiments impose la continuité de q.

Les conditions aux limites de notre probleme en a(t) sont donc h(a(t),t) = h_ et
q(a(t),t) = q_. Ainsi pour y = a(t),

ho=h_, h1 =0, ¢o-1=0, ¢uo+geo=q-. (2.75)

Au contraire, en y = b(t), h est discontinu en général. Le raisonnement présenté
au chapitre 2.2.3.2.1] permet d’écrire :

ho=mn, hi=0, ¢-1=0, Guo+go= —b(h+ — hyg). (2.76)

Le développement de (245) a l'ordre zéro dans la zone d’avalanche s’écrit

ah_ 0 1 aQa -1 aQa 0 OQa 0
0_ _10Ga-1 0o  Odao 9.
ot e 0Oy dy dy (2.77)

L’ordre e ! de I’équation ci-dessus indique que g, 1 est une constante sur [a(t), b(t)].

Cette constante doit étre nulle pour satisfaire les conditions aux limites ([2.70]) et
(2.76). [2.73)) impose alors 0hy/0y = «.. La topographie de la zone d’avalanche a

l'ordre zéro est donc :

ho = ac(ly —a)+h_. (2.78)
La condition (2.76]) devant étre respectée, a et b sont liés par
ac(b—a)=n—nh_. (2.79)
L’intégrale de (2.77) sur [a(t), b(t)], associée a [2.75) et (276), s'écrit
b
Ohy
a—t“ = b(hy — ho) + q_. (2.80)

a

En utilisant et nous pouvons exprimer l'intégrale ci-dessus sous la
b

forme
1

- = ((h; - Oécd> (he —h) =0 (hy — 77)) : (2.81)

En plus de la condition de flux ci-dessus, le modele de berge présenté dans ce chapitre
impose une condition d’angle en y = a(t). En effet, si 'on admet que le flux d’érosion
est une fonction de la hauteur d’eau et de la pente seulement, (Z75]) impose

Oh_
Ga,0 + Qe,0<77 - h,, ac) = Q—(U - h*? a_y) (282)

Or le flux d’avalanche est dirigé dans le sens de la pente (ici g, < 0), et le flux
d’érosion est une fonction décroissante de la pente. Nous pouvons donc déduire de
I'inégalité Oh_ /0y < a. et de I’équation ci-dessus que la topographie atteint la pente
d’avalanche en y = a(t) :

Oh_

a_y = Q. (283)
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2.2.3.3 Résumé des diverses conditions aux berges

L’ensemble des situations présentées ci-dessus ne peut sans doute pas étre résumé
en une formule condensée et continue de conditions aux berges. Les transitions entre
ces diverses situations, imposées par 1’évolution du lit de la riviere ou la variation du
débit d’eau, interviennent brutalement lorsque les quantités h, (b(t),t) — h_(b(t), 1),
b(t) — a(t) ou encore dq_/y(b(t),t) — a,. s’annulent. Le lecteur trouvera dans le
tableau 2.1l une synthese des différents cas envisagés.

2.2.4 Riviéere a débit constant

2.2.4.1 Etablissement des équations

A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature de contribution expéri-
mentale relatant 1’élargissement d’un canal érodable, a hauteur d’eau controlée : il
est en effet infiniment plus simple de controler le débit de la riviere. Dans le pré-
sent chapitre, nous nous proposons d’adapter les modeles de cette étude au cas d'un
écoulement a débit fixé, seul cas pour lequel une comparaison avec l’expérience est
envisageable. Dans une certaine mesure, cette remarque s’applique également au cas
des rivieres naturelles, dont le niveau d’eau est libre, tandis que la quantité d’eau
qui les traverse est contrainte par les caractéristiques du bassin versant concerné.

Afin de simplifier I’étude, le débit d’eau sans dimension @),, sera considéré comme
constant au cours de 1’élargissement de la riviere. De méme, nous supposerons que la
riviere est symétrique par rapport a l'axe des x, restreignant ainsi I’étude au segment
[0, a(t)[Z. L’unité de longueur est la profondeur maximale de la section initiale de
la riviere, dans la direction y comme dans la direction z; nous avons donc R = 0.
Enfin, nous supposerons que la topographie au-dela des berges est uniforme, et
fixerons l'origine du repere a cette altitude (en d’autres termes, h, = 0). Le systeme
d’équations régissant 1’élargissement d’une riviere a débit constant s’écrit donc :

oh  9q oh
%= oy 1T —Yn@(0x(n — h))a_y pour y € [0,a(t)], (2.84)
a(t) 5
/ (n— hYdy = Qu, (2.85)
0
on\— _o M (2.86)
9l ,=o 0Y | y=a()

: oh
e Gl gy = 1M — (ha> (2.87)

Le domaine de résolution peut étre rapporté a un domaine constant par la trans-
formation (y,t) — (£ = y/a(t),t). Dans ces nouvelles coordonnées, notre probleme

y=a(t)

"Le segment [a(t), b(t)] sera traité par I'intermédiaire des conditions aux berges résumées dans
le tableau 211
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s’écrit
at Save aoe 1T T O Ge 1, (@
ot a 0¢ &35’ q a (9 (77 h))&f pour & € [() ] ( 88)
1 Q
/ (n—h)’de = ==, (2.89)
0 a
Oh oh
a¢ =0, —= = al, 2.90
08 |e=o € |, (2.90)
. hle=r Oq
g |e=1= m + —= . (2.91)
0& £=1

2.2.4.2 Résolution numérique

2.2.4.2.1 Algorithme Le systeme d’ordre deux en £ consitué par les équations
(238]), 239), 290) et ([Z9I) peut étre résolu numériquement par une méthode
classique de différences finies d’ordre un (centrées en espace, explicites en temps).
Le segment [0, 1] est séparé en N — 1 segments notés [§,,&, + 1] (de longueur
variable) pour n = 1,2,..., N. La valeur discrete de h en &, est notée h,,, tandis que
les flux discrets ¢, 412 pour n = 1,2,..., N — 1 sont évalués au milieu de chaque
segment. L’équation de conservation de la masse de sédiments (288)) prend la forme

Ohy, .y ghn—i-l — Iy - 2‘]714—1/2 — Gn—-1/2
at na gn—i-l - gn—l a Sn—f—l + Sn—l 7
Y hn + hn-l—l hn+1 - hn
" =—2Lo|0, — , 2.92
dnti/2 Cl(b ( (77 2 Ent1 — &n ( )
pourn =2,...,N—1. Lescasn = 1 et n = N impliquent les conditions aux limites.
La condition de symétrie en § = 0 est assurée en définissant q1_1/9 = —qi41/2,

.1 ==& et h_y = hy, afin que ([292)) reste applicable pour n = 1. De méme, en
¢ =1, la condition (2.90) permet de définir

qN+1/2 = 29N — qN11/2,  qN = —%¢(9*(77 — hy))ace. (2.93)

Pour déterminer 7, il nous faut utiliser la relation (2Z297]) :

1 h — qN_
=t (ach _ hy a2 —an 1/2) . (2.94)
n a N —&n-1

La division par n dans I’équation ci-dessus est liée au choix de l'origine du repere.
Dans le cas présent, lorsque n = 0, la riviere déborde et les conditions aux berges ne
sont plus valables. Enfin, la dérivée temporelle de la relation intégrale de conservation
du débit d’eau (2.89), associée a I’équation de conservation de la masse de sédiments
(2.88) permet de calculer la vitesse a d’élargissement de la riviere :

. 57?11 + (I +gn(n—hn)"Y)/a
Qu/a®+dl3/a ’
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1 1 8h
— _ 1)1 _ _1N\6—2
Il—/o (n—"h)""dg, I /Oq—ag(n h)°7=d¢,

[ Oh 5
I = /0 g (1= ). (2.95)

Les intégrales I, I5 et I3 peuvent étre aisément approchées a l'aide des valeurs dis-
cretes qp, hy, et &,, ce qui clot le systeme discret destiné a étre résolu numériquement.

2.2.4.2.2 Elargissement et débordement A titre illustratif, considérons le
cas d’une micro-riviere laminaire (0 = 3) de section initiale trapézoidale. Selon le
modele de berges avec avalanches proposé au §[2.2.3.2.2] la topographie initiale est
définie par :

ho pour y € [0, ao
h=1< ay—ay)+hy pour y € lag,bo] (2.96)
0 pour y € [by, 400,

avec b = a + (n — hg)/a.. Les résultats de la résolution numérique du probleme
ainsi posé a l'aide de l'algorithme présenté au § 2.2.4.2.1] sont représentés sur la
figure 2.5l De méme que pour le cas du § (pour lequel le débit d’eau n’était
pas conservé), la riviere s’élargit continument sous l'effet de I’érosion. En revanche,
dans le cas présent, cet élargissement entraine une augmentation du niveau de ’eau,
qui finit par dépasser la hauteur de la berge (autrement dit, n devient positif). Ce
débordement rend caduques les hypotheses du modele de berge utilisé ici.

Une analyse d’échelle permet de rendre compte grossierement de ce phénomene.
On désigne respectivement les ordres de grandeur de la topographie et de la hauteur
d’eau par h et 7. Les expressions suivantes permettent d’approcher la masse V; des
sédiments (c’est-a-dire 'intégrale selon la direction y de la topographie h, qui est
négative selon les présentes conventions) et le débit d’eau @, :

Ve ah, Qu~a(f—h). (2.97)

La conservation de ces deux quantités impose donc

1/5
M~ % + (@) (2.98)

a

ou @, et Vs sont deux constantes respectivement positive et négative. Selon cette
formule, 1 coupe nécessairement ’axe des abscisses pour un temps suffisamment
long : la riviere déborde. Ce débordement est illustré par la figure 2.6l Pour la
micro-riviere décrite ci-dessus, le comportement prédit par la formule précédente
correspond bien au comportement réel issu de la résolution numérique.
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t=100

| t=500

t=885

F1G. 2.5 — Evolution de la section d’une micro-riviere laminaire lorsque le débit d’eau
est constant (résultats numériques). Le trait en gras représente la topographie, le
trait fin la hauteur d’eau. L’échelle, arbitraire, est la méme pour les directions y et z.
La loi d’érosion utilisée est une fonction puissance d’exposant § = 3.75. La section
initiale est un trapeze défini par hy = —1 et 7y = —0.37 sur [0, ag] avec ag = 5. La
zone d’avalanche et la berge correspondent a la description proposée au § 2.2.3.2.2]
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-0.05 |

-01+

-0.15 |

-025 ¢

-03 ¢

-035 ¢

6 7 8 9 10 11 12
a
FiG. 2.6 — Variation de la hauteur d’eau n en fonction de la largeur a de la micro-

riviere de la figure 23] jusqu’au débordement (trait plein). La courbe en pointillés
correspond a l’analyse d’ordre de grandeur présentée au §[2.2.4.2.2]

2.2.4.3 Un test pour les conditions aux berges

La méthode employée dans ce chapitre pour représenter 1’élargissement des micro-
rivieres droites a débit constant n’est pas a prior: restreinte aux écoulements lami-
naires sur un lit homogene. Au contraire, elle nous semble tout a fait adaptée a des
systemes naturels, pour lesquels le comportement des berges vis-a-vis de 1’érosion
differe de celui du lit, et doit donc étre traité distinctement. En particulier, les carac-
téristiques liées aux sédiments qui constituent la berge (généralement plus cohésifs
que ceux du lit), ou encore la croissance de la végétation riveraine, peuvent étre
inclus dans les conditions aux berges.

En I’état, ce modele d’élargissement permet de confronter les conditions aux
berges sur lesquelles il se fonde a des expériences d’élargissement de micro-rivieres
telles que celles dJArmstrong| (2003)), pour peu que les effets de la capillarité puissent
étre négligés (Devauchelle et coll., 2007a). En ce sens, les expériences portant sur la
dynamique de rivieres rectilignes quittent le champ des problemes purement acadé-
miques, pour devenir un outil d’évaluation des conditions de berges, indispensables
aux modeles de rivieres naturelles.



Chapitre 3

Motifs d’érosion dans le plan
horizontal

3.1 Stabilité d’un film liquide érodant une couche

granulaire

Le systeme d’équations décrivant I’écoulement et le transport des sédiments au-
quel nous avons eu recours pour étudier 1’élargissement d’une riviere rectiligne, est
ici appliqué a I’étude de la stabilité temporelle d'un systeme dépendant de la coor-
donnée x.

3.1.1 Equation de dispersion dans le cas général

Dans le cas d’un film mince, infini a la fois dans la direction x et dans la direction
y, il n’existe pas d’autre longueur caractéristique que 1’épaisseur H du film liquide.
Dans ce cas, le rapport d’aspect R vaut 1 dans les équations de 1'écoulement (2.35])

et (236), ainsi que dans les équations de transport de sédiments (L24)), (L29) et
(L30). Le vecteur ¢(x,y,t) désigne I’état du systeme :

SO(.T, y7 t) - (u7/U7 h? d? quqy)‘ (3']‘)

3.1.1.1 Etat de base

Considérons I'état ¢y suivant : un film liquide uniforme s’écoule dans la direction
x, au-dessus d'une couche de matériau granulaire elle-méme uniforme. Si le cisaille-
ment exercé par 1’écoulement est suffisamment intense, ou si la loi d’érosion associée
au matériau granulaire ne présente pas de seuil, un flux de sédiments uniforme est
associé a cet état de base :

Yo = (u0707_d07d07q070)' (32)

Nous choisissons naturellement ug pour vitesse caractéristique (U = ug) et dy pour
longueur caractéristique (H = dp). De méme, le flux de sédiments de 1'état de
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base ¢(6p)(1 + vS)douy est le débit sédimentaire caractéristique, ce qui impose
do/(6(00)(1+~vS)up) comme temps caractéristique. Le nombre de Shields de 'écou-
lement de base s’écrit

0o = pgsin(e)do/((ps — p)ds), (3.3)

aussi bien dans le cas laminaire que dans le cas turbulent (voir § 2.2.1]). Ainsi, I’état
de base sans dimension
vo = (1,0,—1,1,1,0) (3.4)

est solution des équations (2.35), (2.36]), (L.24)), (L.29) et (L30). Deux nombres sans

dimension caractérisent cet écoulement de base dans le cadre de Saint-Venant : la
pente du support S et le nombre de Froude F = ug/+/gdy. Dans le cas laminaire,
(2.30) relie le nombre de Reynolds a F et S :

3R

Re T (3.5)

3.1.1.2 Perturbations

Toute perturbation peut étre décomposée en une somme d’ondes de pulsation
w et de vecteur d’onde k = (k,, k). Tant que cette perturbation est suffisamment
petite pour que la linéarisation des équations autour de I’état de base ¢ reste valable,
I’évolution du systeme peut étre entierement décrite dans I'espace de Fourier. Nous
étudierons donc I’évolution d’'une perturbation de la forme

© — po = €p, explikjx; — iwt). (3.6)

Les équations régissant I’écoulement (2.35]) et (2.36), développées a I'ordre un pour
€ tendant vers zéro conduisent aux relations

(S(1+ ) + ik F?ay )u, + ikyhy + (ik, — Sagz)d, = 0, (3.7)
(S + ik, F?on v, + ik, (di + h) = 0, (3.8)
ky(d. + uy) + kyv, = 0, (3.9)

ou les coefficients aq, as et asz sont déterminés par le type d’écoulement étudié :
(o, g, cvg) vaut (6/5,0,2) dans le cas laminaire, et (1,1,1) dans le cas turbulent
(voir § 2.]). De méme, les équations de transport et de conservation des sédiments

(L29) et (L24) deviennent :

b0’ (6o)

(di(ag — 1) —us(1 4+ o)) (1 + S7y) (%)

=0, (3.10)

Qy(1+ Sv) + ikyyhe — v, =0, (3.11)
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ikyQu s + ikyqy « — iwh, = 0. (3.12)

L’annulation du déterminant du systeme constitué par les six équations précédentes,
nécessaire pour obtenir des solutions non triviales, conduit a I’équation de dispersion
suivante :

w = (FQkial (1 — F2a1) v — ik:;lS(l + an)y + k;xk; (7F2k§a1
+S(1+ar+as— (1+a2)f) + S*(1+ a2+ a3 — (1 + a2)B)y)+
k3 (S(ax +as)B+ FPklon (2 — F?ay) vy
+ S (14 oz + a3 + (az + a3)B)y) + ik2kL(— S(2+ az)y

+ F?a1(1+ 52+ oz 4+ ag)y + (=14 a3)B3(1 + 57)))+

iky (=S + F?a1 (257 + (a2 + a3)(B+ S(1+ 8)7))))/

(—iF?k)on (=14 F?on) + k2S(1 + ag) + ko (F?k)ay

+S%(1+ s+ a3)) —k2S (-1 + FPau(2+ as + a3))) (1 +57)), (3.13)

ou 'on a défini

0o’ (6o)

¢(0)
Ce coefficient peut parfaitement étre utilisé avec une loi d’érosion a seuil, tant que
le nombre de Shields de 1’état de base, 0y, demeure plus élevé que la valeur seuil.
D’une certaine facon, 3 représente la non-linéarité de la loi d’érosion. En effet, si ce

8= (3.14)

coefficient vaut 1, la loi est linéaire. D’autre part, pour une loi a seuil, et lorsque 6
s’approche de la valeur seuil, ¢’ demeure finie, tandis que ¢ tend vers 0, causant la
divergence de 3. C’est sur cette propriété que se fonde l'article de [Halll (2006), qui
s’attache a décrire I’évolution fortement non-linéaire des bancs alternés au voisinage
du seuil d’érosion. Enfin, si la loi d’érosion est une loi de puissance, § donne la valeur
de cette puissance.

3.1.1.3 Parité de la relation de dispersion

L’état de base, les équations de Saint-Venant et les équations de transport de
sédiments sont invariantes par symétrie selon I'axe des x. Cette propriété se traduit
par la parité en y de la relation de dispersion (B.13)) :

w(ks, —ky) = w(ks, ky). (3.15)

De méme, la transformation (k — —k,w — —w) correspond simplement a un dé-
phasage de m de l'onde considérée. Les propriétés physiques de 'onde que sont sa
célérité et son taux de croissance doivent donc étre conservées par cette transforma-
tion. Cette propriété est vérifiée par I’équation de dispersion, qui satisfait

W(—ky, —ky) = Bk, k), (3.16)

ol w désigne le conjugué de w.
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3.1.2 Stabilité temporelle absolue
3.1.2.1 Ecoulement laminaire sur un plan incliné infini

3.1.2.1.1 Définition de l’instabilité de bancs Dans le cas d'un écoulement
laminaire, les coefficients aq, ag, et ag valent respectivement 6/5, 0, et 2. Si la loi
d’érosion ¢ est une loi de puissance (voir § [[L22), 5 est constant. Nous utiliserons
la valeur § = 3.75 pour les applications numériques. Pour des valeurs standard des
parametres restant (F' = 1 et v = 1), nous pouvons exprimer le taux de croissance
o en fonction du vecteur d’onde k (figure B.J]). 1l existe dans ce cas un domaine
de vecteurs d’onde instables, qui n’est pas traversé par 'axe des k,. La perturba-
tion la plus instable de ce systeme correspond au vecteur d’onde k,, pour lequel le
taux de croissance atteint sa valeur maximale o,,. Le vecteur d’onde k,,, forme un
angle non nul avec 'axe des k, ; I'instabilité de bancs ne peut donc se développer
que dans un espace a deux dimensions horizontales. A notre connaissance, aucun
auteur n’a considéré l'instabilité de bancs sous la forme d’une simple onde plane
progressive avant [Halll (2007)), car I'influence des berges sur cette instabilité conduit
a la formation de bancs alternés, qui sont la somme de deux ondes planes (voir le

§ B2ZTT)).

3.1.2.1.2 Nombre de Froude nul Dans le cas ou le nombre de Froude de
I’écoulement tend vers zéro, les termes d’inertie de I’équation de conservation de la
quantité de mouvement (2.35]) deviennent négligeables. Ainsi, I’écoulement considéré
ici est parfaitement visqueux. L’existence de modes instables sous ces conditions
(voir figure B.2]) démontre que ni 'inertie de ’écoulement, ni 'existence de courants
secondaires, ne sont indispensables au développement de l'instabilité de banc.

3.1.2.2 Détermination analytique du mode le plus instable a faible pente
et nombre de Froude nul

Pour un écoulement a nombre de Froude nul, la relation de dispersion (B.13)
s’écrit

w(k, ) = (K (a2 + a3) B+ S(1 + a2 + as + (a2 + a3)8)y) cos® —
ikycos* Y + (14 a2 + ag — B — az8)(1 + Sv) cos ¥
sin? ) — ik(2 + ag)y cos? 1) sin? 1) —
ik(1 + ag)ysin? 1/1))/
(14 Sy)
(iS(l + as + ag) cosyp + kcos® ¢ + k(1 + as) sin® ), (3.17)

ou k est la norme du vecteur d’onde k, et @ I'angle formé par ce méme vecteur
d’onde avec I’axe des abscisses. Déterminer le vecteur d’onde le plus instable (&, ¥,)
consiste a rechercher le maximum du taux de croissance o(k, ¢). Afin de trouver une
valeur non triviale de k& qui annule 0o /0k, il est nécessaire de développer cette
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Fia. 3.1 — Taux de croissance de 'instabilité de bancs, dans le cas d’'un écoulement
de base laminaire. (2007) a récemment présenté des résultats similaires, pour
un écoulement turbulent. L’introduction de berges rigides a pour effet d’imposer des
valeurs discretes au nombre d’onde transverse (voir le § B.2.1.0]) : les relations de
dispersion représentées sur la figure 3.7 sont des sections du présent graphique a k,
fixé. F=1,5=0.0875,y=1et 8 =5.
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F1G. 3.2 — Taux de croissance de I'instabilité de bancs en fonction du vecteur d’onde,
dans le cas d’un écoulement de base laminaire et d’'un nombre de Froude nul (F =
0). Ici, écoulement est parfaitement visqueux : l'inertie du fluide est entierement
négligée. Sous ces conditions, la position et la valeur du taux de croissance maximal
peuvent étre approchées analytiquement (voir le § B.T2Z2). S = 0.0875, v = 1 et

B =5.
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dérivée jusqu’au troisieme ordre en S (pour S suffisamment petit) :

g0 ~ —2(k7y) + 2kv*S — 2 (k’y?’) S% -

Ok
(4 (2k*y* cos® (2 + az — az cos(2¢))? + 2k*(1 + an)?
Y2+ az — azcos(2¢))? sin ¢ — cos® Y (1 4 as + a3)*(1
+ g+ az + (=1 + 209 + 3a3) ) — 2k* (1 + a2) (2 + ag)*y*+
(14 s+ a3)* (1 + as) (=14 B) + as(—1 +20)) cos(4v)) — 4k*a3
(14 ao)y* cos(2¢)*sin® ¢ + 2 cos(2¢) (2(a2 + as)(1 + as + a3)* B+
R+ a2)(2+ ag)?y" + 4k as(1 + a2) (2 + ag)y' sin®¢) ) )
S*) /(K*(2+ oz — s cos(24))*) + O(SY). (3.18)

Au premier ordre en S, la valeur réelle positive de k annulant 0o /0k s’écrit

k(1) ~ 23/4 (_ ((1 + g + 3)” cos (1 + g + a3 — B+ i+
(1 +az)(=1+ B) + az(—1+23)) cos(2¢)))/
(Y2 + g — az cos(20))4)) /1 534+ O(ST/4). (3.19)

Toujours au premier ordre en S, le taux de croissance maximum pour un angle
donné est approché par

o (k. (1), 1) ~ Scos? P(1 4+ ag 4+ as)((—1 4 cos® ) (1 + ay + ag)—
(=1 — ay + cos? (1 + 2a + a3))B)/
(=1 + (=1 + cos?¥)ay)? + O(S5%?). (3.20)

L’expression ci-dessus atteint sa valeur maximale pour un angle 1, défini par

cos® Py, = (1 + ag)(—1 — ag + as(—1+ B) + 3))/(2(1 + az)(—1+ )
+a3(=1438) + aa(—3+ 56 + as(—1+20))). (3.21)
Ainsi, pour une pente et un nombre de Froude suffisamment petits, I'angle formé
par 'onde d’érosion la plus instable avec la direction de I’écoulement ne dépend que
du type de ce dernier (laminaire ou turbulent), et de la valeur du coefficient 3 de la

loi d’érosion. Le nombre d’onde k,,, le taux de croissance o,, et la partie réelle de la
pulsation w, ,,, associés a cette instabilité peuvent étre approchés par

Em = k() = 353/4 (1= as+ax(-1+3)+B)°
(21 + a3)(=1+5) + az(—=1 +36)+
ay(=3 456 + as(—1+20))))/
(14 )’ (=1 + B+ asB)*y)) ", (3.22)
S(1+as+as—f—ayf)?

7" A ) (14 A+ axd) 529
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Fi1G. 3.3 — Valeur relative approchée des caractéristiques de l'instabilité de bancs,
pour le mode le plus instable. L’écoulement est laminaire, et le nombre de Froude
nul. 3 et v valent respectivement 3.75 et 1. Pour différentes valeurs de la pente S, les

valeurs issues des expressions approchées (B.21)), (3.22), (3:23)) et (B:24) sont divisées

par les valeurs correspondantes obtenues par minimisation numérique de I’expression
exacte du taux de croissance (3.13)).

Wrm = %(w(kmawm)) = m

V(1= )1+ a2+ a3) + (1 + a2)’B) /
(—2 —a2)(14+ ag + a3) + (1 + a2)(2 + 3as + 2a3)3))
(=1 = ag + ax(=1+5) + )* (=2 = a2) (1 + a2 + a3)

+(1+ a2)(2 4 30z + 203)8)) / (1 + a2)?(=1 + B+ 0@5)%))1/4) . (3.24)

(S3/4<1 + g + g — (1 + Oég)ﬁ)

Un grand nombre de rivieres, parmi celles qui forment des méandres, sont par-
courues par un écoulement dont le nombre de Froude est peu élevé. L’hypothese de
petite pente est plus répandue encore, le champ de validité des résultats approchés
ci-dessus est donc probablement assez vaste.

Les modes de l'instabilité de banc, étudiés ici sous la forme simple d’une onde
propagative infinie, subissent 1'influence des conditions aux berges : c’est 'objet du
chapitre suivant. Nous reviendrons ultérieurement a la configuration infinie, pour
simplifier I’étude de I’évolution non-linéaire de l'instabilité de bancs (§ B.3.2.2).
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3.2 Morphogénese des micro-rivieres

3.2.1 Berges rigides et rectilignes

Le présent chapitre se donne pour objectif d’introduire 1'effet de diverses condi-
tions aux berges sur l'instabilité de banc. Comme nous le verrons, les principaux
types d’instabilité signalés dans les rivieres naturelles existent également dans les
micro-rivieres. L’influence considérable des conditions aux berges sur les modes li-
néaires d’érosion démontre 'importance du modele d’évolution de berge que 'on se
donne.

3.2.1.1 Bancs alternés et autres modes instables

Considérons un canal constitué de deux berges verticales rigides et imperméables,
situées en y = £R/2, et d'un fond érodable (voir la figure 34]). La position des
berges est donnée ici dans une unité de longueur dimensionnée par la hauteur d’eau
s’écoulant dans le canal, R est par conséquent le rapport d’aspect de la riviere.
L’imperméabilité des berges impose u-n = 0 ou n est le vecteur normal a la berge.
De méme, leur rigidité annule le flux normal de sédiments au bord : q - n = 0. Les
solutions de I'analyse de stabilité linéaire du § B.1.1] doivent donc vérifier :

R oh R

Les symétries de 1’équation de dispersion (voir § B.I.T.3) permettent de simplifier
I'intégrale de Fourier de la vitesse transverse :

o o
v(z,y,t) = /k /k v, (kg k,y)ei(k‘x.r-‘rk‘yy—W(k‘x,ky)t) dk, dk,
=0 y=—00

= / / (U*(kx,k:y)eikyy—l—
+=0 J ky=0

(ke —k;y)e“fyy> eilker—wlhak)t) qf dE, . (3.26)

La condition aux bords de vitesse nulle étant valable pour tout x et pour tout ¢, elle
impose :

Vs (K, ky)eikyR/2 + vy (Ko, —]gy)efikyR/2 —0,
v*(kzw, k,y)e—ikyR/Q + v*(kz, _ky)eikyR/Q —0. (3'27)

Ce systeme n’admet de solution non triviale (v, (ky, ky), v« (kz, —ky)) que si son dé-
terminant est nul, c’est-a-dire si

2iky R —1

e : (3.28)

ce qui conduit a k, = pr/R, ou p désigne un entier quelconque. La présence de
berges rigides a ainsi pour effet d’imposer une valeur discrete a la longueur d’onde
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Fi1G. 3.4 — Schéma d’un canal a fond érodable et berges rigides, dont le § [3.2.1]
présente l'analyse de stabilité.

transverse des perturbations. Si p est impair (p = 2p. + 1), vi(kz, p) = vi(ks, —p)
et la perturbation de vitesse est symétrique par rapport a I’axe des x; au contraire,
si p est pair (p = 2p.), v.(ks,p) = —vi(ky, —p) et la perturbation de vitesse est
antisymétrique. La perturbation de vitesse transverse peut donc étre décomposée en
une somme discrete de modes alternativement pairs et impairs :

v(x,y,t) = Z/
p*:() k

+ Z / v, (ky, 2p,) sinh(ip,my/R)e ke k20D qf; -
k=0

[e.e]
(L‘:O

p«=0

(3.29)

Le méme raisonnement appliqué a la perturbation de hauteur du fond h conduit
également a des nombres d’onde transverses discrets. En revanche, la perturbation
de hauteur du fond est antisymétrique lorsque p est impair, et wvice versa. Deux
exemples de ces modes sont représentés sur la figure

3.2.1.2 Domaines de stabilité a pente constante : une interprétation du
vieillissement

A chacun des modes discrets introduits au § B:2.I.1], correspond une relation de
dispersion w(k,,p) = w(ks, pm/R). Le taux de croissance associé o(k,, p) vérifie

vk
kpp) ~ ——Le 3.30
kb)), ~ Ty (3.30)
Le taux de croissance de chaque mode admet donc un maximum global, noté o,,(p).
Le mode le plus instable p,, est tel que

() = max(om(p)). (3.31)
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F1a. 3.5 - Exemples de modes de l'instabilité de bancs, pour p = 1 (au-dessus) et p =
2 (au-dessous), dans le cas d'un écoulement laminaire. Les valeurs des parametres
sont R =55.0, F =271, S =0.0875, v = 1 et # = 3.75. Les fleches représentent le
champ de vitesse pour une perturbation d’amplitude € = 0.3 et les niveaux de gris
la topographie du fond h. Les échelles sont arbitraires. Les modes représentés sont
les deux plus instables pour le jeu de parametres ci-dessus. Leurs nombres d’onde
longitudinaux et pulsations sont k, = 0.00665, w = 0.0133 4+ 0.008467 pour p =1 et
k, = 0.0122, w = 0.0406 4 0.01412 pour p = 2.
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F1G. 3.6 — Bancs alternés dans I’Ornain, a Bar-le-Duc, France. Le lit est composé de
gravier grossier, et les berges ne sont pas érodables. La largeur totale de la riviere
est d’environ 30 m. (Photographie : S. Jozan.)

L’existence de p,, est garantie par le terme de diffusion de 1’équation de transport
de sédiments (L29]), proportionnel & ~ :

vk

UM e (3.32)

ol ¢ désigne 'angle que forme le vecteur d’onde avec la direction z, et k est la
norme du méme vecteur d’onde. Si les hypotheses de linéarité demeurent valides
suffisamment longtemps au cours du développement d’une instabilité, le mode p,,
finira par dominer tous les autres. Déterminer p,, donne donc une indication sur la
forme de la premiere instabilité susceptible d’étre observée au cours d’une expérience.
Si 'on considere un écoulement a pente fixée, la valeur de p,, dépend du nombre
de Froude et du rapport d’aspect de I'expérience (voir figure B.7)). A titre illustratif,
considérons uniquement les modes p = 1 et p = 2. En déterminant numériquement
la valeur des maxima o0,,(1) et 0,,(2), il est possible de tracer le diagramme de
stabilité de la figure 3.8, ou sont représentés les domaines de prédominance de ces
deux modes.

Le diagramme de la figure 3.8 permet de proposer une explication qualitative du
vieillissement des micro-rivieres. Comme nous 'avons vu dans le § 2.2, une micro-
riviere parcourue par un écoulement capable d’éroder ses berges s’élargit au cours
du temps, jusqu’a atteindre sa largeur d’équilibre éventuelle, ou jusqu’a déborder.
Dans le cas d’un écoulement laminaire, la conservation du débit d’eau @),, impose,
en ordre de grandeur :

Quw ~ UHW. (3.33)

Associée a la définition du nombre de Froude (voir le § ZT.3]), I’équation ci-dessus
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Fi1G. 3.7 — Taux de croissance o de divers modes de I'instabilité de banc, en fonction
du nombre d’onde k,. Les valeurs des parametres fixes sont § = 3.75, vy =1, S =
0.0875. Courbe en trait plein : R = 20.3 et F' = 3.94. Pointillés courts : R = 35.0
et F' = 3.21. Pointillés longs : R = 55.0 et F' = 2.71. Ces trois couples de valeurs
pour (F, R) appartiennent & la courbe représentant 1’élargissement d’une riviere dans
le diagramme de la figure B8 Pour chaque couple (R, F'), la courbe en trait gras
correspond au mode p = 1, tandis que la courbe en trait fin correspond au mode
p = 2. Dans le premier cas, aucun des deux premiers modes n’est instable. Dans le
second cas, seul le premier mode est instable. Enfin, dans le dernier cas, les deux
modes sont instables, mais le mode p = 2, dont le taux de croissance est supérieur,
correspond a l'instabilité dominante.

conduit & la relation suivante :
F = Fy(R/Ry) %/, (3.34)

La courbe correspondante, tracée dans le diagramme de stabilité pour des valeurs
typiques issues des expériences de [Métivier et Meunier| (2003), traverse successive-
ment les trois domaines : stable, p = 1 et p = 2. Ceci correspond qualitativement
aux étapes successives du vieillissement d’'une micro-riviere, qui voit dans un pre-
mier temps son lit s’élargir sans briser I'invariance en x, puis le développement d'une
instabilité sinueuse de type méandre, lui-méme suivi par ’émergence de motifs en
tresses.

3.2.1.3 Domaines de stabilité a largeur de canal constante

Considérons le cas d'un canal de largeur W dont les berges sont rigides et im-
perméables, mais dont le fond est érodable. Deux parametres sont aisément modifiés
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0 50 100 150

Fi1G. 3.8 — Diagramme de stabilité linéaire pour un canal parcouru par un écoulement
laminaire. Les différents domaines, séparés par des lignes continues, sont nommeés
d’apres le mode le plus instable (seuls les modes p = 1 et p = 2 sont considérés ici).
Les valeurs des parametres fixes sont g = 3.75, v = 1 et .S = 0.0875. La courbe
en trait pointillé représente 'élargissement d’une riviere droite parcourue par un
écoulement laminaire, et dont les berges sont érodables (F = Fy(R/Ro)~*/®). Les
trois croix correspondent aux cas de la figure [3.7]
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Fi1a. 3.9 — Diagramme de stabilité linéaire pour un canal de largeur fixe parcouru
par un écoulement laminaire. Les cinq niveaux de gris représentent les domaines
ou dominent les quatre premiers modes. Depuis le plus foncé jusqu’au blanc : il
n’existe pas de mode instable, le mode instable dominant est p = 1, puis 2, 3 et

4. Nous n’avons pas tenu compte des modes d’ordre supérieur a 4. Les valeurs des
parametres fixes sont 3 = 3.75, v =1 et W = 742.

expérimentalement : la pente S du canal, et le débit d’eau @),,. Dans ce cas, les
nombres sans dimension F' et R ne peuvent pas étre modifiés indépendamment au
cours de I'expérience. Le nombre de Reynolds Re et la largeur sans dimension du ca-
nal W remplacent alors avantageusement F' et R dans I'analyse. En effet, le nombre
de Reynolds est directement proportionnel au débit d’eau :

Qu
Re = — 3.35
¢ vW’ ( )
tandis que W est une constante de l'installation :
w=w-L (3.36)

RIZE

Ainsi, analyse de stabilité linéaire peut étre menée dans le plan (Re,.S) selon le
méme principe qu’au § B.2.1.2 en utilisant (B.0) et

R=w (%)1/3. (3.37)

La figure représente le diagramme de stabilité d’un écoulement laminaire dans
un canal a berge rigide, dans le plan (Re, S). Le domaine d’existence de 'instabilité
de banc est comparé a des résultats expérimentaux sur la figure
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3.2.2 Berges courbes ou érodables
3.2.2.1 L’instabilité de courbure

3.2.2.1.1 Un banc de méandre sans recirculation Sil’'on remplace les berges
rectilignes du § B.2.1] par des berges sinueuses, mais toujours rigides, I’état de base
classique (fond plat, surface plate) n’est plus une solution des équations de Saint-
Venant stationnaires. Cette remarque nous permet de proposer une définition ma-
thématique du banc de méandré®, valable dans le cadre de notre étude, et qui nous
semble en accord avec Blondeaux et Seminaral (1985) : ce terme désigne la déforma-
tion du fond induite par la sinuosité des berges, par I'intermédiaire de 1’écoulement.
Cette définition ne fait pas intervenir la notion de recirculation, qui peut étre, ou
non, a l'origine du banc de méandre. Le strict modele de Saint-Venant qui nous
occupe prédit la formation d’un banc de méandre sans faire intervenir les courants
secondaires (voir figure [3.1T]).

Soient des berges rigides et imperméables de sinuosité faible, dont la position est
définie par les relations

a,(x,t) = g + ea e a_(z,t) = —g + ea,e, (3.38)
Comme a I’accoutumeée, le parametre e souligne la faible amplitude de la perturbation
de position des berges. Nous supposerons que les diverses grandeurs du systeme
peuvent étre décomposées en séries au voisinage de I’état de base rectiligne, défini par
e = 0. Dans ce cas, et au premier ordre, nous pouvons rechercher une perturbation du
fond de la riviere de nombre d’onde longitudinal k.. Nous ferons de plus I’hypothese
qu’une telle solution existe en régime stationnaire. L'imperméabilité et la rigidité de
la berge imposent, au premier ordre en ¢, les conditions au bord suivantes :

ikya,e®v 2 — (1 + eikyR) v, =0, ikpa,et? — (1 + eikyR) ¢y« = 0. (3.39)

A Dexception des cas ol k, = prn/R (p est un nombre entier), qui nous ramene
aux bancs alternés entre deux berges rectilignes, nous pouvons exprimer I'amplitude
de la perturbation de vitesse transverse v, et de flux transverse de sédiments g, .
en fonction de 'amplitude de la déformation des berges. En régime stationnaire, et
pour un écoulement laminairé? le systeme d’équations (B.7) & (B.12) s’écrit donc, en
fonction de ay,

ia*eikyRﬂky
. . 6. o
idyky + thyk, + ng ky+ S ) u, = 2d,.S, (3.41)
5(1+4 e*™) (dy + h)ky + a.e®™ Lk, (6iF?k, + 55) = 0, (3.42)

LCette définition a été introduite au § [[1.2.1.4l
2Avec a; = 6/5, az =0 et az = 2.
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o eikyR/2 k k
e Qe tdf=ub (3.43)
ou nous avons négligé la diffusion des sédiments sous l'effet de la pente du fond
(7 = 0). L’équation (B:11]), qui définit le flux transverse de sédiments, est systémati-
quement vérifiée si 'on impose les conditions au bord (B:38). Remarquons que ceci
n’est vrai que parce que l'on néglige cette diffusion, en imposant v = 0. Dans le

ik:c‘]x,* =

cas contraire, cette équation supplémentaire impose elle aussi une condition liant
k. et k, (voir § BZZTH). Le systeme inhomogéndd obtenu, & cinq équations pour
les quatre inconnues u,, d., hy et g, ., peut étre résolu a 'aide des quatre premieres
équations. La derniere équation, dans laquelle on remplace ., d., h. et g, . par leurs
expressions respectives en fonction de a,, impose :

V2ky\/—6F2k,3 + 5iSp3
\/5zS (=3 +8) + 6F2k,(1+ )

(3.44)

Notons que cette relation est identique a ’équation de dispersion générale (3.13))
établie au § 3.1l pour v = 0 et w = 0. Finalement, 'expression de 'amplitude de
la perturbation du fond est :

ia, (6F?k, — 5i5) (51S(=3 + 3) + ky (5(—=1+ ) + 6F2(1 + 3)))
10v/2+/—6F2k,3 + 5iSB+/5iS(—=3 + () + 6F2k,(1 + 3)

( ( ky R\/—3Fk, 3 + 5i55/2 ))‘ (3.45)

VBiS(=3 + B) + 6%k, (1 + B)

« = —

La figure B.I0 représente la variation de 'amplitude de la perturbation de topogra-
phie h, en fonction du nombre d’onde longitudinal. Pour toute longueur d’onde, la
perturbation de ’écoulement imposée par la sinuosité des berges entraine la forma-
tion d’un banc de méandre. L’existence d’une longueur d’onde pour laquelle I'ampli-
tude est maximale présage de la résonance observée lorsque les berges sont mobiles
(voir § B222ZT7)). I’amplitude non nulle de la perturbation de topographie pour une
longueur d’onde infinie,

aS [(=3+7)

Pl g0 = 2\ 2 (3.46)

peut sembler surprenante. En réalité, ce comportement reflete I'insensibilité du sys-
teme étudié face a une variation uniforme du niveau de sédiments; en effet, si le
nombre d’onde longitudinal k, est nul, le nombre d’onde transverse k, s’annule éga-
lement. La perturbation est alors uniforme.

L’allure d’'un banc de méandre est représentée, dans un cas particulier, sur la
figure B.11l La forme courbée des lignes de hauteur nulle de la topographie, & com-
parer avec les bancs alternés de la figure 3.5, résulte de la partie imaginaire non nulle

3Puisque a, est une donnée du probleme.
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Fi1c. 3.10 — Valeur absolue de I'amplitude h* d’un banc de méandre, calculée pour
une faible courbure des berges. Les équations de Saint-Venant sont capables de
conduire a la formation de telles structures sans intervention des courants de recir-
culation. Les valeurs des parametres sont : F' =1, 5 = 0.05, 3 =3.75 et R = 10.

de ky, qui induit une composante non périodique de la perturbation dans la direc-
tion transverse. Autrement dit, la perturbation ne se résume pas ici a un produit
de fonctions sinusoidales selon les directions x et y. Ce cas extrémement simplifié
démontre que I'interaction entre la courbure des berges et la déformation du fond
par l'intermédiaire de I’écoulement existe indépendamment des courants de recircu-
lation.

3.2.2.1.2 Une loi empirique pour décrire 1’érosion des berges La notion
d’instabilité de courbure, introduite par Blondeaux et Seminaral (1985) pour décrire
la formation des méandres, lie indissociablement 1’écoulement de 1'eau a ’érosion
de la berge. Comme nous le verrons au § 3.2.2.2 la description d’une micro-riviere
s’écoulant sur un lit granulaire homogene requiert une loi d’érosion des berges rela-
tivement complexe, fonction non seulement de I’écoulement de I’eau mais également
des flux de sédiments au bord du lit. Au contraire, pour décrire I’érosion des berges
d’un fleuve naturel, [Blondeaux et Seminaral (1985) emploient une loi d’érosion em-
pirique fort simple fondée sur les hypotheses suivantes :
— le cisaillement exercé par I’écoulement sur la rive est le facteur dominant d’éro-
sion ;
— ce cisaillement peut etre approché par la valeur du cisaillement exercé sur le
fond du lit, c’est-a-dire la valeur donnée par les équations de Saint-Venant ;
— le déplacement (moyen) de la rive est une fonction continue et dérivable du
cisaillement ;
— le fleuve conserve sa largeur au cours de I’évolution du méandre;
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Fiac. 3.11 — Exemple de banc de méandre, dont 'amplitude est déterminée par une
théorie linéaire, pour des berges courbes, mais rigides. Les valeurs des parametres
sont celles de la figure B.10l Le nombre d’onde longitudinal correspond au maximum
de I'amplitude des bancs : k, ~ 0.187.

— le matériau constituant la berge differe de celui du fond, et il peut étre négligé
dans les équations de transport de sédiments.
Les deux premieres hypotheses permettent d’écrire la loi d’érosion des berges
sous la forme suivante :

oa

nya

ou le cisaillement T doit étre évalué au bord du fleuve. La fonction &£ est a prior:

croissante. Le membre de gauche de cette expression correspond au déplacement
normal de la rive. La quatrieme hypothese se traduit par 1'égalité

E(|ltoll) = 0, (3.48)

= &(lI=l), (3.47)

ol Ty représente le cisaillement au bord dans 1’état de base. Enfin, la derniere hy-
pothese implique que le flux normal de sédiments s’annule au bord (il s’agit ici des
sédiments qui constituent le fond de la riviere) :

n-ql,_,=0. (3.49)

3.2.2.1.3 Fond rigide et berges érodables Si l’on néglige tout transport de
sédiments au fond, ’évolution de la riviere n’est plus régie que par les équations de
Saint-Venant pour le fluide, auquelles il nous faut associer la condition aux berges
B41) et la condition d’imperméabilité

n-ul,_,=0. (3.50)

La relation y = a(x,t) définit la position de la berge. Dans les § B.2.2.T.3 et B.22.1.4]
nous nous restreindrons au cas d’une riviere sinueuse, dont les perturbations de la
berge sont en phase :

R : R ‘
ai(x,t) = 3 + a, et g (1) = 3 + a,eltex—et), (3.51)
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De plus, la symétrie des équations de Saint-Venant nous autorise a ne chercher que
les solutions pour lesquelles v, est impaire en y, tandis que u, et d, sont paires.
Conformément a l'esprit de la présente étude, nous nous limiterons, par souci de
clarté, au cas d'un écoulement laminaire (oy = 6/5, g = 0 et a3 = 2). Le cas d'un
écoulement turbulent peut étre traité exactement de la méme maniere : il conduit
alors a des résultats qualitativement similaires.

Les équations de Saint-Venant linéarisées (voir § B.I.T) s’écrivent

(S + zgksz) Uy + ikyhy + (ik, — 25)d, = 0, (3.52)
6, .
S+ zgkmF vy + iky(dy + hy) =0, (3.53)
ki (d. + uy) + kyv, = 0. (3.54)
De méme, les conditions aux berges conduisent a
e *u B2 (1 — ghoR) (d, —u,) + z%a (3.55)
—ikya, + e M2 (14 el g, (3.56)

ou le parametre ¢ est défini par

U
¢ =& (Iwollovay. (357)

Les équations ([B.52) a (3.54) imposent la relation suivante entre k, et ky :

6 .
(EFQ - 1) k2 — k. — 3iSk, = 0. (3.58)

Les conditions aux bords (B.50) et (3.56]), associées aux équations (B.52) a (3.54),

donnent la relation de dispersion suivante :

(ke ky) = C3 (5 iy <§F2 + 1)) Z—Z‘tan (’“Z—R) | (3.59)

Enfin, ces deux dernieres équations permettent d’écrire une relation de dispersion
en fonction de k, uniquement :

w(k:x,k:y):?)c\/k:_ S—i(6F2/5+1) tan(E\/kx<S—i(§F2—1)>. (3.60)

“V/S —i(6F2/5—1) 2

Le taux de croissance o, partie imaginaire de la pulsation, a été tracé en fonction
de k, sur la figure B.12, pour différentes valeurs du nombre de Froude. Si le nombre
de Froude est nul, aucune longueur d’onde n’est instable. Au contraire, pour un
nombre de Froude égal a 2, par exemple, le taux de croissance o admet des maxima
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F1G. 3.12 — Taux de croissance o de I'instabilité de courbure en fonction du nombre
d’onde k,, lorsqu’une riviere a fond rigide est traversée par un écoulement laminaire.
Les valeurs suivantes sont attribuées aux parametres de la relation de dispersion
B60) : ¢ =1,5 =0.05, R =10 et F = 0 (trait pointillé) ou F' = 2 (trait plein).
Cette instabilité trouve son origine dans 'interaction entre l'inertie de ’écoulement
et I’érosion des berges.

locaux positifs. Ce modele simplifié illustre le mécanisme d’instabilité inertielle de
courbure : au sens ou nous l'entendons ici, il s’agit de l'instabilité de l'interface
délimitant la rive et 1’écoulement, sans relation a priori avec le phénomene de re-
circulation (voir § [[LT.2)). La stabilité de ce systeme pour un nombre de Froude nul
souligne 'importance du role de I'inertie horizontale dans le mécanisme d’apparition
de l'instabilité.

Le systeme mécanique dont nous venons d’analyser la stabilité ne prétend re-
présenter aucun systeme naturel : nous n’avons pas connaissance de rivieres pour
lesquelles 'érosion du fond soit négligeable face a 1’érosion des berges, qu’il s’agisse
de fleuves réels ou de micro-rivieres expérimentales. L’objet de cet exemple est de
définir l'instabilité inertielle de courbure, étroitement meélée a la formation de bancs

alternés dans les cas plus réalistes, tel que celui qu’étudient [Blondeaux et Seminaral
(1985).

3.2.2.1.4 Couplage de la courbure avec l’instabilité de bancs Afin de
prendre en compte 1’érosion du fond de la riviere, nous devons associer les équations
de transport de sédiments aux équations de Saint-Venant. Une fois linéarisé, ce
systeéme conduit a I’équation de dispersion (B.13)) établie au § 3111 Les conditions au
bord d’imperméabilité et d’érosion de la berge conduisent a nouveau aux équations
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et . La condition uant a elle, prend la forme
(B.55) et (B.56) . q , P
—ikya, + e B2 (14 Py g, . (3.61)

En éliminant 'amplitude de la déformation de la berge a, des équations (B.53]),
(B56) et (3.49), nous obtenons deux nouvelles relations liant w, k, et ky :

=3 (=14 ™)k, (12F%K2 + 6F%k, k) — 10ik25)
— 3k, (=5ik.S + 5ie™ k2 S)
— 3k, (2 (1 + ™) F2kyky, — 5ik, S — 5ie™ "k, S) % (3.62)

1
14 Sy

(14 e™*") k, (15k, (2F*k, — 5iS)
+ (6iF?ky 4 55) ((—5 + 6F7) k2 — 5k — 15ik,S) 7)

= 15 (<1 + Yy (6P (262 4+ K2) — 5 (282 K) §) S (3.63)

A ce stade, afin d’obtenir une expression analytique pour I’équation de disper-
sion, nous supposerons que le temps caractéristique d’érosion des berges est tres
supérieur a celui de 1'érosion du fond (c’est-a-dire ¢ < 1). Cela revient a admettre
que la topographie du fond, a chaque instant, est une solution quasi-stationnaire des
équations de Saint-Venant et du transport sédimentaire. Ainsi, nous pouvons négli-
ger w dans la relation (B.I3)). Blondeaux et Seminaral (T985) ont également utilisé
cette hypothese, fort réaliste dans le cas de rivieres réelles. De plus, nous néglige-
rons le terme de pente dans 'équation de transport de sédiments (en supposant
que v = 0). La diffusion non-linéaire associée a ce terme ne participe probablement
pas activement au mécanisme de 'instabilité. Enfin, nous considérerons le cas d’un
écoulement purement visqueux, dont le nombre de Froude tend vers zéro. Cette der-

niere hypothese interdit toute instabilité inertielle de courbure, telle que nous ’avons
définie au § B22T.3l Les relations (3.62) et (B.63]) équivalent alors toutes deux a

. C k,R
w = zk—y (k2 — 2k2) tan yT : (3.64)
tandis que P'équation (B.I3)) devient
2123
k= —2—. 3.65

Finalement, ’équation de dispersion liant w et k, s’écrit

3i¢\/2-6/5, (kR
= foy t (—\/m) (3.66)
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Fia. 3.13 — Taux de croissance o de l'instabilité de courbure en fonction du nombre
d’onde k,, lorsqu’une riviere a fond érodable est traversée par un écoulement lami-
naire. Les valeurs suivantes sont attribuées aux parametres de la relation de disper-
sion (B366) : ( =1, §=3.75, R =10 et F' = 0. Ce modele ne prend pas en compte
I'effet de la pente sur le transport sédimentaire ; I’absence de ce terme de diffusion
explique la divergence du taux de croissance.

Le taux de croissance o correspondant a la relation (3.66]) est représenté sur la
figure B3l L’absence de diffusion de sédiments (7 = 0) dans ce modele conduit a la
divergence de o a la résonance, c’est-a-dire pour

7 6
k, = ¥ 2 — 7 (3.67)
Le modele proposé par [Blondeaux et Seminaral (I985) ne prend pas en compte, lui
non plus, la diffusion de sédiments. Il semble donc que le terme de recirculation
introduit par ces auteurs permette d’atténuer l'instabilité autour de la résonance,
puisque le taux de croissance qu’ils proposent ne diverge pas.

Le présent modele illustre I'interaction entre I’érosion du fond, et celle des berges,
dans le cas d'un nombre de Froude nul, ce qui empéche ’apparition d’une instabilité
inertielle de courbure au sens du § B.22.1T.3 quoique la déformation de la berge
joue un role crucial dans le mécanisme d’instabilité. Nous parlerons dans ce cas
d’instabilité de banc de méandre, en référence a la traduction francaise du terme
anglais point bar, qui désigne le banc stationnaire formé le long de la rive intérieure
dans un méandre. Qualitativement, ce banc correspond a la solution stationnaire des
équations de Saint-Venant associées aux équations de transport de sédiments pour
des rives courbées, qui apparait dans le présent modele.
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3.2.2.1.5 Remarque sur la continuité du nombre d’onde longitudinal A
I'exception du modele de riviere a fond rigide présenté au § B.2.2.1.3] chacun des cas
de stabilité linéaire présentés dans cette étude imposent deux conditions aux limites,
I'une qui stipule que la berge est imperméable, I'autre fixant le flux de sédiments.
Dans le cas ou la berge est mobile, 'apparition d’une nouvelle variable (a, la position
de la berge) est compensée par une nouvelle équation décrivant 1’érosion de la berge.
Lorsque l'on étudie la stabilité linéaire de ces systemes, une premiere relation de
dispersion liant la pulsation w et les deux composantes k, et k, du vecteur d’onde
est imposée par les équations de Saint-Venant et de transport de sédiments. Les
deux conditions aux limites imposent génériquement deux nouvelles restrictions sur
w, kg et ky. A priori, ces trois équations ne sont vérifiées que pour un ensemble
discret de valeurs de w, k, et k,. Cependant, dans 'ensemble des cas ci-dessus, les
approximations proposées réduisent les deux conditions aux berges a une seule et
meme équation, et k, demeure un parametre libre et continu, fixé seulement par la
maximisation du taux de croissance de l'instabilité. Ce comportement doit pourtant
étre considéré comme un cas particulier, auquel toutes les contributions portées a
notre connaissance sont restreintes. L’exemple présenté au § illustre le cas
général, ou les deux coordonnées du nombre d’onde sont cantonnées a des valeurs
discretes. De méme, au § B.2Z2.T.4 on n’obtient I’équivalence des équations (B.62) et
B63) que si 'on néglige le terme de diffusion de sédiments en fixant y = 0.

3.2.2.2 Généralisation a deux dimensions des conditions aux berges pour
une micro-riviere

Au §[2.2.3] dans le cas d’une riviere rectiligne, les conditions aux limites du flux
de sédiments n’étaient rien d’autre que le premier ordre d’un développement en ¢,
de I’équation de conservation de la masse de sédiments. Cette dérivation repose sur
I’expression explicite du cisaillement exercé par I’écoulement sur le fond de la riviere
en fonction de la hauteur d’eau. Toutefois, si I’'on suppose que la courbure de la berge
est beaucoup plus grande que I'épaisseur de la zone d’avalanche, 1’écoulement peut
étre approché au bord de la riviere (voir le § B2Z2.2.T]). Cette approximation nous
permet de résoudre ’écoulement d’eau uniquement hors de la zone d’avalanche, en
fixant u-n = 0 a la limite de la zone d’avalanche. On peut alors obtenir les conditions
aux berges pour le flux de sédiments par un raisonnement géométrique.

Les dérivations ci-dessous seront menées dans le repere (O, s,n), ot s et n sont les
coordonnées respectivement tangente et normale a la berge (voir figure3.14)). Comme
au § 223 a(s,t) et b(s,t) désignent respectivement la limite entre la zone d’érosion
pure et la zone d’avalanche, et la limite entre les zones émergées et immergées de
la topographie. Nous choisissons par ailleurs la méme échelle de longueur pour les
dimensions verticale et horizontale (ce choix revient a fixer R = 1).

3.2.2.2.1 Ecoulement & proximité du bord Dans une couche d’épaisseur e
suffisamment petite par rapport a la courbure de la berge, la solution des équations
de Saint-Venant (Z353) et (Z30) peut étre approchée par un écoulement parallele
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Zone émergée
N\

>
s
=

Zone d’avalanche

A\
=
=

Zone d’érosion seule

@)

Fia. 3.14 — Représentation simplifiée d'une berge de micro-riviere, vue de dessus.
La courbe n = b(s,t) (le bord de la riviere) peut étre une ligne de discontinuité de
la topographie h. Le changement de repere de (O, z,y) vers (O, s,n) est réduit a
une rotation et une translation si la courbure de la berge est suffisamment faible.
Les lignes en gras entourent le domaine auquel est appliquée la conservation de la
masse de sédiments au cours de I’érosion de la berge (voir § B.2.2.2.7).
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a la berge. En effet, en effectuant le changement d’échelle s — s, /e ces équations

deviennent
aF? <un% + eusg—zz> =Sn-e, — g—z = Sf(|lull, d)un, (3.68)
aF? (un% + eusg—zbj) = Ss-e, — 688371 — Sf(|lall, d)us, (3.69)
%(dun) + 682* (dus) =0, (3.70)

A Tordre zéro en e, la relation (370) impose u, = 0 sur le segment [b— e, b], puisque
un(s,b(s,t),t) s’annule. Ainsi, ([B.68) devient, a l'ordre zéro,

on

= -e,. 71
o Sn-e, (3.71)

La résolution de (B.69) a I'ordre zéro est plus délicate, car e n’est pas nécessairement
négligeable devant S.

3.2.2.2.2 Si la berge est verticale au bord Comme nous 'avons démontré
au § dans le cas d’une riviere rectiligne, 1’existence d’une berge verticale au
bord suppose que cette berge recule (b > (). Le débit de sédiments est alors fini en
b, et des avalanches se produisent au voisinage du bord. Si le temps caractéristique
de ces avalanches est beaucoup plus court que le temps caractéristique d’érosion
(c’est-a-dire si ¢, < 1), on peut considérer que la pente de la zone d’avalanche est
pratiquement égale a l’angle critique d’avalanche : || VA ||~ «a. pour n € [a,b].
L’hypothese de petite courbure de la berge permet de supposer que 'altitude h de
la surface des sédiments ne varie pas beaucoup le long des limites n = a(s,t) et
n = b(s,t), qui sont donc quasiment orthogonales & Vh. La continuité du flux de
sédiments normal a la limite de la zone d’avalanche impose

oh

% = Q¢ (372)

enn = a(s,t) (voir le §2.2.3.2.2]). Nous pouvons alors exprimer simplement le volume
de sédiments composant la berge entre s et s 4 ds :

s+0s  pb(s,t)
/ / h dn ds
s a(s,t)
s

(n(s,b(s,1),t)* — h(s,a(s,t),t)?), (3.73)

oVy

Q

20,

ou nous avons utilisé les relations géométriques suivantes :

lim =n(s,b(s,t),1), (3.74)

n—b(s,t), n<b(s,t)



3.2. Morphogéneése des micro-riviéres 95

n(s,b(s,t),t) — h(s,a(s,t),t) = a.(b(s,t) — a(s,t)). (3.75)

Par définition, le domaine considéré se déplace avec la berge lorsque celle-ci est
érodée, et la conservation de la masse de sédiments impose

Vs =1ds (qn<s, a(s,t),t) + hy(s,b(s, t))% — h(s, a(s,t),t)%)

b(s,t) b(s+ds,t)
+/ gs(s,m,t) dn —/ qs(s +ds,n,t) dn. (3.76)

a(s,t) a(s+ds,t)

Ainsi, pour une courbure de la berge suffisamment petite, la condition de bord pour
le flux de sédiments s’écrit

1 d d
- (n(s,b(s,t),t)En(s,b(s,t),t) — h(s,a(s,t),t)éh(s,a(s,t),t» =
ob da
Qn<87 CL(S, t)7t) + h+(87 b(S, t>)§ - h(87 CL(S, t)ﬂﬂa
9" sont)dn. (370
- — s(s,n,t)dn. (3.77
Js a(s,t) 1

L’approximation de I’écoulement dans la zone d’avalanche présentée au § [3.2.2.2.1]
permet d’exprimer la hauteur d’eau au bord, au moyen de B.71] :

n(s,b(s,t),t) =n(s,a(s,t),t) + Sn-e,(b(s,t) — a(s,t)). (3.78)

Si la pente moyenne S est suffisamment faible, la hauteur d’eau au bord peut donc
étre approchée par la hauteur d’eau a la limite de la pente d’avalanche. Cette ap-
proximation, associée aux relations (B.72]) et (8. 75), permet de simplifier la condition
de bord pour le flux de sédiments :

ach(Sv CL(S, t)’ t) =

() (o nsals ) —has 0N N o
(e (5 ) - atsats.0.0)

Qe ot n=al(s,t)
_+G+Gﬁ@ﬂ@0ﬁ;h@ﬂ&ﬁﬂ>_
oh
h<87a(87t)7t)) ar )
ot n=al(s,t)
(3.79)

3.2.2.2.3 Si la berge est continue au bord Comme dans le cas d'une riviere
rectiligne (présenté au § 223)), lorsque la berge ne subit pas de discontinuité en b,
deux cas doivent étre distingués, selon qu’il existe ou non une zone d’avalanche au
voisinage du bord. Dans le premier cas, les conditions a la berge sont similaires au cas
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du § B2222] en fixant bien entendu h_(s,b(s,t),t) = h_(s,b(s,t),t). S'il n’existe
pas d’avalanche, les conditions & la berge présentées au § 2.2.3.T.1] pour une riviere
rectiligne sont directement transposables au cas 2D. L’ensemble des cas est résumé
dans le tableau Bl analogue du tableau 2.1] établi pour des riviéres rectilignes.

3.2.2.3 Stabilité linéaire d’une micro-riviere en cours d’élargissement

3.2.2.3.1 Principe de la méthode L’abandon des conditions de berges rigides
(voir § B2.T.T]) impose de considérer un état de base non uniforme selon la direc-
tion y. En effet, les conditions aux berges proposées au § conduisent a un
élargissement continu de la riviere (voir § [22]). Ce retrait des berges suppose que
la pente transverse du lit vaut «, au bord : I'état de base consistant en une ri-
viere de profondeur uniforme, qui a permis les calculs analytiques du § B.2.1.1l n’en
est plus un. Les modes propres de l'instabilité de bancs devront donc étre cherchés
numériquement. D’autre part, ’élargissement continu de la solution de base devra
étre suffisamment lent par rapport au taux de croissance de l'instabilité pour que
I’analyse linéaire ait un sens. Enfin, et il s’agit sans doute la de la contrainte la
plus lourde qui pese sur 'analyse linéaire, les conditions aux berges du § ne
peuvent étre linéarisées que si la berge avance ou recule sur [’ensemble de la riviere.
Ces conditions prennent les différentes formes exposées dans le tableau B et la
transition d’une forme a ’autre survient au changement de signe de I'un des criteres
de ce tableau. Ces transitions brutales étant radicalement non-linéaires, ’analyse
ci-dessous ne sera envisagée que dans le cas restreint ou la berge recule partout, sous
I'effet d’un élargissement moyen.

Formellement, dans le cadre du modele utilisé tout au long de la présente étude,
I’évolution d'une micro-riviere peut étre décrite par la résolution d’un systeme de la
forme

F (¥(z,y,t)) =0,

C (Y(x,alz,t),t)) = 0, (3.80)

ou JF représente le systeme constitué par les équations de Saint-Venant qui régissent
I’écoulement, la loi d’érosion, et I’équation de conservation de la masse de sédiments.
1 est un vecteur de dimension quatre® :

,l/} = (h'7 /’77,07 Qy)' (3'81)

L’opérateur C représente les conditions aux berges. Ces équations peuvent étre li-
néarisées autour d’'un état de base y(y,t), dont nous supposerons qu'il dépend
faiblement du temps (c’est-a-dire ||01)y/0t|| < 1/w ot w est la pulsation de la per-
turbation). Dans ce cas la perturbation peut étre approchée par une série de Fourier,
dont les coefficients sont également des fonctions lentes du temps :

(@, y,t) & Yoy, t) + e (y, t)e' @ Fm), (3.82)

4Nous avons montré au § Bl que le systéme ([B.80) est effectivement d’ordre quatre.
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TAB. 3.1 — Résumé des diverses conditions aux berges, dans le cas d’une riviere a
deux dimensions. Nous avons ici supposé que la courbure de la berge (1’échelle de
longueur est la hauteur d’eau) et la pente moyenne S de la topographie sont faibles.
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Le systeme (3.80) devient

F (Wo(y, 1) + eLapy(y, t)e’ @ F) = 0,

C (1/10((10(t), t)) + €M¢*(a0 (t), t)@i(wt_kxm) = 0, (383)

ou L et M sont des opérateurs linéaires dépendant de y, ¢, k, et w. Nous négligerons
par la suite la dépendance des opérateurs vis-a-vis du temps. Le premier ordre de ce
systeme admet pour solutions ’ensemble discret des vecteurs propres ¢, (y,t) as-
sociés aux équations de dispersion w, (k, ). Pour trouver ces équations de dispersion,
nous pouvons tirer profit de la linéarité du systeme, en utilisant la méthode du tir
linéaire.

Si l'on choisit un état de base symétrique, 'opérateur F est également symé-
trique, ce qui nous permet de rechercher indépendamment les solutions propres sy-
métriques et antisymétriques. Toute solution symétrique doit vérifier les conditions
04(0,1) = q,«(0,%) = 0. Pour w et k, fixés, 'espace des solutions symétriques est de
dimension deux, et admet pour base les vecteurs 1,1 et 1,2 tels que

¥,1(0,t) = (1,0,0,0), .2(0,t) = (0,1,0,0). (3.84)

1, est donc une combinaison linéaire de ces deux vecteurs, et la condition aux berges
linéarisée prend la forme d’un systeme de deux équations linéaires liant les inconnues
py et o :

M1 (ao(t), t) + paMubio(ao(t), 1) = 0, (3.85)
ou pu1 et po sont des constantes inconnues. Ce probleme admet des solutions non
triviales si, et seulement si, le déterminant de p1 M1, 1(ao(t),t) + peMip, 2(ao(t),t)
est nul. Il s’agit donc, pour trouver les équations de dispersion, de trouver les racines
w, de ce déterminant pour différentes valeurs de k,.

3.2.2.3.2 Systeme linéaire pour un état de base quelconque

Equations pour le lit de la riviere Les notations employées dans ce chapitre
sont analogues a celles du § 3.1l a ceci pres que dans le cas présent ’état de base
est une fonction de y et de t :

(pO(ya t) = (Uo(y, t)7 07 hO(ya t)) 770(75)7 Qx,O(ya t)? Qy,O(y7 t)) (386)

Les équations régissant ’écoulement (2.30]) et (2.30]), associées aux équations de
transport et de conservation des sédiments (L29) et (L24]), imposent a l'état de
base de respecter les relations

up = (o — ho)?, (3.87)

8]10 . aqyp

ot oy

(3.88)
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40 = 0(0o(no — o)), (3.89)
Oh
%ﬁ:—ngi- (3.90)

La conservation du débit d’eau @), s’écrit, dans le cas général

b+(xvt)

Qo= 1(r.5.6) = bl )y (391)
b_(z,t)

ou by et b_ désignent les positions respectives des rives gauche et droite de notre

riviere. L’état de base doit donc satisfaire a la relation

bo
@w=2A (n— h(y))’dy. (3.92)

Bien entendu, nous retrouvons pour 1’état de base les équations qui régissent 1’évolu-
tion d’une riviere rectiligne (voir § [2Z24]). Les solutions numériques issues du § 2.2.4]
se présentent donc comme des candidats naturels pour I’état de base.

Le systeme linéaire correspondant a la perturbation, apres remplacement de ug,
¢z,0 €t gy 0 par leur expression en fonction de hg et 17, prend la forme suivante :

ike (Mo — ho)*ne — v hy + ho (—ikpu, — vl) +nevl =0, (3.93)

S, 6. 2S5 (hy — my)
———— + (1o — ho)? (—ZFQka* +
(10 — ho)? o o) 5 (10 — ho)?
12
+mm+gﬁp%+%m%zu(w®
(5S + 6iFky (110 — ho)") va + 5(10 — ho)*n, = 0, (3.95)
—iwhy +ikyQe s + q,, = 0, (3.96)

(1m0 — ho)( — (M0 — 1) (e + ik vhed(Bo(n0 — ho)))+
90(“* + (T](J - hO)(h* - 7]*)>¢,(90(770 - hO))) - 07 (397)

g (0000 — o) (v =3 = ho)*h)

— Y00(10 — ho) (s + (0 — ho) (hs — 1)) PG (60) (110 — Po)]) = 0. (3.98)

- Qy,* +



100 Motifs d’érosion dans le plan horizontal

Notons que la condition de conservation du débit d’eau ([B.9I) n’impose pas de
condition particuliere a la perturbation. En effet, a 'ordre un, cette conservation
s’écrit

by o (by0) (M0 — ho(bt0)) — b «uo(b-0) (M0 — ho(b-0))

bio
+/ (a0 — ho) + o, — h))dy = 0. (3.99)

b_o

Or, d’apres la définition des bords,

b suo(by0) (10 — ho(be0)) = b suo(b-0) (10 — o (b—)) = 0. (3.100)

De plus, la conservation de la masse d’eau (3.93)) peut également s’écrire sous la
forme

MwM%—M+%%me=%WMVWM- (3.101)

Une nouvelle application de la définition des bords prouve alors que la condition
(3:99) est systématiquement vérifiée.

Conditions aux berges Conformément au §[3.2.2.3.1] nous supposerons dans
ce qui suit que I'état de base est en cours d’élargissement, et donc que les conditions
aux berges que nous devons linéariser sont celles du §B8.2.2.2.2] Si la riviere creuse son
lit dans une plaine d’altitude uniforme, nous pouvons arbitrairement fixer 1’origine
du repere a cette altitude (ainsi, hy = 0). Les conditions aux berges deviennent
alors, pour n = a(s,1),

on oh
=nN— — h— 102
oh
o a, (3.103)

A ces conditions imposées au flux de sédiments, il faut ajouter la contrainte d’im-
perméabilité de la berge,
ung +vn, = 0. (3.104)

L’ordre zéro du développement perturbatif des deux premieres conditions s’écrit
ho = ae, gy — Motio — hody o = 0. (3.105)

La condition d’imperméabilité des berges est systématiquement vérifiée par 1’état de
base, dont ’écoulement est limité a la direction x. A I'ordre un, ces mémes équations
conduisent aux trois relations, valables pour y = a(s,t),

Rl 4+ achy =0, v, = ikyugas, (3.106)

— ikyaqy ol + hi(—iwhohs + agy «
+ 1 (iwno — 1j0) — hudy o) — hollqyo = 0. (3.107)
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Réduction du systeme Le systeme linéaire d’équations établi au §[3.2.2.3.2
porte sur les six fonctions de y que sont uy, vy, Ny, hy, Gz« €t gy .. Seules les fonctions
U, et g, . ne sont pas dérivées. Le systeme complet peut donc étre réduit aux quatre
fonctions wv., 7, h. et g,., apres extraction de u, et ¢, . des équations (3.94) et
([3.917). On obtient alors les relations

(55 4+ 6iF 2k, (1o — ho)*) vs + 5(1o — ho)*n, =0, (3.108)
. , 25(—hy + 1, 12
ik (10 — ho) (—zm L 250 2, ho)v*hﬁ)
1m0 — ho 5
S 6
4 ZiF?k,(ny — ho)?
(o — ho)? - 5' (110 = fo)

— kg (o — ho)*hy + ks (no — ho)*ns — v.hg 4 novl, — hovl, = 0, (3.109)

o — No

Zka: ( - Zk?x’}/h*gb(eo(no - hO)) + ! h ‘90 <(770 - hO)(h* - 77*)

2S(—h, N 12
— 1k, + S(f;n) + EFQ(HO — ho)vihyg
+ o — 7o >¢'(90(770 - hO))>

S 6.
m + glF?k:ﬂ(ﬁo — h0)2

—iwh, +q,, =0, (3.110)

1 21/
— Qy« + o = ho 2 <¢(90(770 — ho)) (ve — (1o — ho)?RY,)

—00(10 — ho)hg ((770 — ho)(he = n.)+
25(—h, N 12
25(=N +n.) + = F2(ng — ho)ush

Sno e 6 - 0) ¢'(Bo(no — ho))) =0. (3.111)
— + —iFQkx(ﬁo — h0>2
(no — ho)? 5

En reprenant les notations du § B.2.2.3.1] ce systéme peut étre écrit sous la forme

L1 (y;w, k), (y) + La(y;w, ko)hu(y) = 0, (3.112)

ou L; et Lo sont deux matrices carrées de dimension quatre. De méme, les trois
conditions aux berges établies au §[8.2.2.3.2] peuvent étre traduites sous la forme

Ml(w, k’x)ﬂ}i(&g) + Mg(w, k’x)lb*(ao) = 0, (3113)

ou M et M sont deux matrices de dimension (2, 4) (la premiere des trois conditions
aux berges donne la perturbation de la position de la berge a.). Nous pouvons a
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présent appliquer la méthode proposée au § B.22.31l Le déterminant & annuler
pour trouver la relation de dispersion s’écrit

D = det (M9 1(ag) +Math.1(ao), M1t} 5(ao) + Matbea(ag)), (3.114)
ol 1,1 et 1, o constituent une base de I'espace des modes pairs, avec
¥,1(0) = (1,0,0,0), .2(0) =(0,1,0,0). (3.115)
ou de celui des modes impairs, avec

¥,1(0) = (0,0,1,0), .2(0) =(0,0,0,1). (3.116)

3.2.2.3.3 Résolution dans un cas particulier La stabilité linéaire d'un lit
de forme quelconque dont nous présentons ici I’étude ne saurait prétendre a 1'ex-
haustivité ; il ne s’agit que d’un calcul préliminaire destiné a illustrer I'influence des
conditions aux berges développées dans la présente these. Le choix de la forme ini-
tiale du lit d’une part, et celui des domaines de nombre d’onde k et de pulsation w
explorés d’autre part, limitent la généralité des résultats ci-apres. Cependant, méme
si ces résultats ne sont pas exposés ici, nous avons pu étudier différentes configura-
tions, sans que le comportement change qualitativement.

Choix d’un état de base Dans le cas d’une micro-riviere creusant son lit sur
une plaine uniforme (et dont l'altitude sert de référence a notre repere), le choix
de la forme de base du lit dans le cadre de notre modele s’opéere sur les éléments
suivants :

— la hauteur d’eau 7, qui fixe la hauteur des berges verticales émergées ;

— la largeur a de la zone du lit sans avalanche, qui occupe la majeure partie de

la riviere;

— la largeur b — a de la zone d’avalanche, ou de maniere équivalente 1’altitude
h(a) dulit en y = a;

— une fonction h définissant ’altitude du lit dans la zone sans avalanche, ¢’est-a-
dire pour y € [0, al, et qui satisfait les conditions aux limites A’ = 0 en y = 0,
hW=a.eny=aeth=n—a/(b—a)eny=a.

Afin de produire des configurations initiales réalistes, nous pouvons soumettre une
section de riviere initiale rectangulaire a un élargissement par ’érosion uniforme
dans la direction x, au moyen du modele présenté au § 224l Les valeurs des divers
parametres géométriques du lit étudiés ont été choisies en accord avec les ordres de
grandeur des expériences présentées par Métivier et Meunier! (2003)). La forme de ce
lit est présentée sur la figure B.151

Stabilisation des modes classiques La recherche des modes propres li-
néaires d’érosion de la riviere de la figure [B.I5] consiste a chercher les racines du
déterminant D défini par 'équation ([B.I14]), sur le domaine a trois dimensions des
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F1a. 3.15 — Section transverse de 1’état de base dont la stabilité est étudiée au
6§ B2Z2.33 Ce lit est le fruit de I’évolution d’un lit rectangulaire de demi largeur
a = 12.5 et de profondeur h = —6, soumis a 1’érosion engendrée par un écoulement
initial de hauteur n = —5, pour un débit d’eau constant. Cet état est obtenu a
Iinstant ¢ = 10, en utilisant le modele présenté au § 2.2.4

nombres d’onde k et des pulsations complexes w. Si I’on suppose que la théorie ana-
lytique de stabilité des rivieres a berges rigides (voir §[B.2.T]) reste une approximation
correcte lorsque 1’érosion des berges est prise en compte, il est naturel de chercher
les racines du déterminant D a proximité des racines obtenues analytiquement. Pour
une riviere de section rectangulaire, de rapport d’aspect R = 2a (ou a désigne la
demi largeur de la riviere de la figure B.15]) et dont les berges sont rigides, le taux de
croissance maximum o = 0.0071 du mode 1 est atteint pour £ = 0.010. Tracée pour
k = 0,01 et pour des perturbations antisymétriques, la figure permet de situer
les modes impairs instables de la théorie analytique. L’allure des premiers modes
peut étre comparée aux modes analytiques associés (voir les figures et B.19) :
leur ressemblance conforte ’hypothese de leur correspondance.

La figure met en évidence le principal résultat de la présente étude pré-
liminaire : le taux de croissance des modes linéaires correspondant a ceux de la
théorie analytique sont négatifs (ces résultats sont consignés dans le tableau [3.2]).
En d’autres termes, la prise en compte de 1’érosion des berges selon le modele du
§ semble stabiliser les modes d’érosion. La figure .17 permet de comparer
les équations de dispersion obtenues pour une riviere dont les berges sont rigides et
le fond initialement plat avec celles obtenues pour le modele de micro-riviere plus
réaliste présenté ci-dessus. Comme le suggere I'allure des modes (représentés sur les
figures B I8 et B19)), le comportement qualitatif des deux modeles de riviere demeure
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-02 ~0.1 0.0 0.1 0.2
R(w)

FiGc. 3.16 — Argument du déterminant D en fonction de la pulsation complexe w
des modes linéaires impairs associés a la condition initiale de la figure B.15 pour un
nombre d’onde k£ = 0,01. L’origine de chacune des coupures de la fonction arg(D)
signale une racine du déterminant, c’est-a-dire la pulsation d’un mode linéaire. Les
trois modes visibles sur cette figure présentent un taux de croissance négatif : la
prise en compte de I'érosion des berges semble stabiliser les modes d’érosion. Les
valeurs des parametres sont v =1, a, = 0.8, § = 3.75, F' = 3.21 et S = 0.0875.

sensiblement le méme, a la stabilisation des modes pres. Ceci conforte la validité du
modele simple a berges rigides, et rend d’autant plus surprenant cet effet stabilisant.
Encore une fois, nous nous garderons de généraliser ce résultat, qui demeure a ce
jour circonscrit aux quelques cas particuliers que nous avons pu étudier.

Existence d’un mode instable Si, comme nous I’avons vu, I'introduction de
conditions aux berges tenant compte de 1’érosion peut stabiliser des modes pourtant
instables dans le cas de berges rigides, il semble que ces nouvelles conditions puissent
également exercer une influence opposée sur d’autres modes. L’état de base repré-
senté sur la figure illustre cet effet. Comme dans le cas précédent, les modes
correspondant aux modes instables pour des berges rigides deviennent stables. En re-
vanche, pour des longueurs d’onde plus courtes (k = 0, 1), il existe au moins un mode
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Mode w berges rigides w berges mobiles
0 —0.00104 — 0.00251% | —0.000919 — 0.00245¢
1 0.0371 + 0.00713¢ 0.0102 — 0.0241¢
2 0.0312 — 0.0272: 0.0130 — 0.0559:¢
3 0.0301 — 0.09157 0.00400 — 0.128¢

TaB. 3.2 — Comparaison des pulsations complexes associées au nombre d’onde
k = 0.01, calculées analytiquement pour une riviere dont les berges sont rigides,
et numériquement lorsque I’érosion des berges est prise en compte. Dans le der-
nier cas, I’état de base est celui de la figure B.I5l Les valeurs des parametres sont
indiquées dans la légende de la figure [3.16l

0.00
002} L i
— L +
3 ;
> —0.04] ) i
~0.06] 1
~0.08 1 )
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025
K

F1G. 3.17 — Comparaison des taux de croissance du premier mode de I'instabilité de
banc, pour une riviere a berge rigide (trait plein), et pour I’état de base représenté
sur la figure (croix). L'introduction des conditions aux berges développées au
§B.2.2.2 et d'un lit initialement convexe stabilise ce mode. Les valeurs des parametres
sont indiquées dans la légende de la figure .16l La courbe en trait plein correspond
a I'équation (B.I3)) écrite pour un écoulement laminaire, avec k, = 7/R et R =
2a0/(no — ho) = 27.56. Chaque croix est obtenue par une approximation numérique
du minimum de la valeur absolue du déterminant D (voir la figure B.16]).
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Fic. 3.18 — Allure des premiers modes linéaires pairs associés a la condition initiale
de la figure B.I5] pour un nombre d’onde k£ = 0,01 (en trait gras). Les courbes en
trait plein et pointillé correspondent respectivement a la perturbation de hauteur h,
et a la perturbation de vitesse transverse v,. A titre de comparaison, les courbes en
trait fin représentent les modes analytiques associés, calculés pour une riviere a fond
plat et berges rigides. La figure du dessus correspond au mode 0, celle du dessous
au mode 2.
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Fia. 3.19 — Allure des premiers modes linéaires impairs associés a la condition initiale
de la figure 3. 15l La légende est celle de la figure 3.8l La figure du dessus correspond
au mode 1, celle du dessous au mode 3.



108 Motifs d’érosion dans le plan horizontal

00 — — —
—05- —
h —1.0" )
_15) ]
22— ]
0 5 10 15
y

F1G. 3.20 — Section transverse de 1’état de base dont la stabilité est étudiée au
6 B2.2.33 Ce lit est le fruit de I’évolution d’un lit rectangulaire de demi largeur
a = 17.5 et de profondeur h = —2, soumis a I’érosion engendrée par un écoulement
initial de hauteur n = —1, pour un débit d’eau constant. Cet état de base est obtenu
a l'instant ¢ = 0.5, en utilisant le modele présenté au § 2.2.4l Un mode instable lui
est associé lorsque 1’on tient compte de 1’érosion des berges.

instable, représenté sur la figure[3.21], et dont la pulsation vaut w, = —0.0349+0.1374.
Les modes analytiques de la riviere a fond plat et berges rigides sont tous stables
pour ce nombre d’onde.

Les résultats surprenants de la stabilité linéaire d’une micro-riviere dont le fond
est convexe, en opposition avec les résultats obtenus pour un fond uniforme, sou-
lignent I'importance fondamentale du comportement des berges. L’intervention de
dérivées de la topographie d’ordre élevé dans notre modele de conditions aux berges
peut expliquer la sensibilité du systeme vis-a-vis de ces conditions. La stabilisation
des modes classiques d’instabilité va a ’encontre de 'explication du vieillissement
des micro-rivieres proposé au § [B.2.1.2] qui se fonde sur ces modes. Une étude plus
approfondie de 'influence des divers parametres impliqués dans le modele de berge
devrait permettre de lever ce paradoxe.
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FiGg. 3.21 — Allure d'un mode linéaire impair associé a la condition initiale de la

figure B.20L pour k£ = 0, 1. Les courbes en trait plein et pointillé correspondent res-

pectivement a la perturbation de hauteur h, et a la perturbation de vitesse transverse
vs. Les valeurs des parametres sont indiquées dans la légende de la figure 3.16L



110 Motifs d’érosion dans le plan horizontal

3.3 Evolution non linéaire de I’instabilité de bancs

3.3.1 Reésolution numérique des équations

Lorsque l'amplitude de la déformation du fond ne peut plus étre considérée
comme négligeable face a la profondeur moyenne de ’écoulement, le caractere non-
linéaire des équations doit étre pleinement pris en compte. Une premiere méthode
consiste a écrire une équation d’amplitude pour la perturbation, ce qui permet de
traiter le cas faiblement non-linéaire (Colombini et colll, T98T; [Schielen et coll., T993)).
D’autres approximations analytiques sont envisageables, en supposant par exemple
que la non-linéarité est tres marquée (Hall, 2006). Recourir au calcul numérique est
une autre fagon d’approcher I’évolution non-linéaire de I'instabilité de bancs; c’est
I’objet de ce chapitre.

3.3.1.1 Présentation de ’algorithme

Pour un nombre de Froude nul et un écoulement laminaire, les équations de

Saint-Venant (2.30]) et (2.36]) s’écrivent
9 [ .om ad

. 3_ — 2_
o (d le) BRS® - (3.117)

ol d est la profondeur de la riviere : d = n—h. Le membre de gauche de cette équation
peut étre interprété comme un laplacien non linéaire pour le champ de pression
(c’est-a-dire la hauteur d’eau 7). Le terme de droite est alors une source de quantité
de mouvement imposée par la pente moyenne S de la topographie. L’imperméabilité
des berges de la riviere se traduit mathématiquement par la condition en y = £R/2

on
8_y =
Nous supposerons la riviere périodique de longueur d’onde \. Cette périodicité rem-
place les conditions au bord en x = +)\/2 par une condition intégrale fixant le débit
de I'écoulement, ou la hauteur d’eau moyenne. Par souci de simplicité, la seconde

0. (3.118)

condition sera retenue dans toute cette partie :
R/2  [A/2
n dz dy = 0. (3.119)
—R/2J-)\/2
Tant que la pente de la topographie h demeure inférieure a ’angle critique d’ava-
lanche (ce que nous supposerons dans toute la suite), le flux de sédiments q est
entierement du a ’érosion. Dans ce cadre, I’évolution de la topographie est régie par
I’équation

oh 0 T 1 Oh
—=——"(¢@ Ly (=2=— 56 3.120
o= (st (= (5 —s8u))). @1
ou T désigne le cisaillement exercé par le fluide sur le fond de la riviere :
T =doy; — 4O (3.121)
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Dans le cas d’une riviere droite, la rigidité de la berge (flux de sédiments nul au
bord) impose la condition

% =0 (3.122)
Ay
eny==+R/2.

Le temps n’intervenant pas explicitement dans I'équation (B.I17), elle peut a
priori étre résolue indépendamment de I’équation d’évolution du fond (B.120)). Nous
pouvons ainsi envisager la résolution de notre systeme selon l'organigramme de la
figure La séparation du probleme en deux sous-problemes permet de simpli-
fier I’algorithme de résolution, mais impose une méthode explicite en temps. Si p
désigne le pas temporel de I'équation discrete, le passage de la topographie h, a la

topographie hy; 1 est obtenu a ’aide d'un opérateur F appliquée a h,, :
hpt1 = hy, + Flhy)ot, (3.123)

ou 6t désigne 'amplitude du pas de temps. L’opérateur F représente le systeme
d’équations a résoudre. La simplicité des algorithmes explicites est contrebalancée
par la condition de stabilité de [Courant et colll (T967) (ci-apres CFL), qui impose
de réduire le pas de temps lorsque 'on raffine le maillage spatial :

5t < D612, (3.124)

ou ¢l est la plus petite taille de maille, et D est une constante fixée par le sys-
teme d’équations a résoudre. Cette contrainte peut mener a des temps de calcul
rédhibitoires.

Afin de s’affranchir de la condition CFL, nous emploierons dans la suite une
méthode de résolution implicite, qui s’écrit formellement

hypir = hy + F[(1 — O)hy, + Ohyia]dt, O € [0,1]. (3.125)

Si la constante de pondération © est strictement positive (dans le cas contraire nous
retrouvons I'équation ([3.123)), la relation ([BI2I) définit h,y; de fagon implicite.
Pour un pas de temps suffisamment petit, 'opérateur F peut étre linéarisé pour
donner

oh oh oh hyi1 —h

p+1/2 p+1/2]’ pr1/2 o = Ny (3.126)
ot ot ot ot

ou L[ f1, fo] désigne une fonctionnelle linéaire en son second argument f,. La solution
de I'équation linéaire (BI26]) peut étre approchée numériquement par la méthode
des éléments finis (voir § B:3T3). Si opérateur F peut étre décomposé en deux

parties (fluide, sédiments), il n’en va pas de méme pour la fonctionnelle £, dont la

~ Flh,] + O6tLIh,,

matrice correspondante dans I'espace des éléments finis n’est pas a prior: diagonale
par blocs. L’algorithme de résolution doit donc étre adapté a cette nouvelle formu-
lation (voir figure 3.23)). La premiere étape de la résolution consiste a déterminer la
hauteur d’eau initiale 7y de 1’écoulement pour une topographie hy donnée a 'aide de
I'équation (BII7) (voir § B3 T.2T]). Connaissant 7, et h,, la résolution du probleme
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variationnel associé a '’équation (B.126]) permet de calculer directement 7,11 et hy1.
Cette seconde étape peut se succéder a elle-méme autant de fois que nécessaire pour
atteindre I'instant final ¢; (algorithme A; de la figure B.23]). Cependant, afin de ga-
rantir a chaque pas de temps que I’écoulement correspondant a 7, demeure en accord
avec la topographie h,, la premiere étape peut étre répétée a chaque pas de temps
(algorithme A, de la figure 3.23)).

3.3.1.2 Equations completes pour les différentes étapes de la résolution

3.3.1.2.1 Méthode de relaxation pour 1’écoulement seul

Probleme linéarisé Le probleme non-linéaire constitué par l’association de
I'équation ([B.I17T) avec la condition d’imperméabilité des berges (B.118) ne peut étre
résolu directement par la méthode des éléments finis. Une premiere solution appro-
chée 1y peut étre obtenue en linéarisant ces équations dans le cas ou les déformations
de la surface libre sont petites en comparaison de la hauteur d’eau. Dans ce cas, au
premier ordre, le probleme s’écrit

0 30N\ 5 (O B oh
“on (h 6ml> =3RSh (c% ﬁx) . (3.127)

La condition (BII8) demeure inchangée. La solution approchée ny permet d’initia-

liser ’algorithme de relaxation.

Probléeme non-linéaire La méthode de relaxation consiste a remplacer le
probleme spatial (B.I17) par le probléme spatio-temporel suivant :

dn 0 ([ 530 2 0d
S = 5o (d 83:1) 3RS (3.128)

associé a la condition (B.II8)). Le temps ¢, ne revét aucune signification physique : il
s’agit de la variable de relaxation. n et d deviennent ici des fonctions de 1'espace et
de t,. Si I’évolution selon ¢, du probleme ([3.128) conduit & une solution stationnaire,
cette derniere est naturellement solution du probleme initial. Cette évolution étant
soumise aux contraintes de stabilité évoquées au §[B.3. 1.1l un algorithme explicite de
relaxation sera avantageusement remplacé par son équivalent implicite. Le principe
formellement représenté par la formule ([B.I126]) conduit & cet équivalent implicite.
Pour des pas de temps suffisamment courts, le probleme (B.128) est donc approché
par le probleme discret

57710""1/2 _ a (dSanp) —3R5d2ad

5t Ox \ Pox P ox
%) Onp OMp+1/2 O (012
t d2 4 p d p
+ @5 (8:1:1 (3 p@xl (St + p@xl 5t

0 57} 1/2 ad 57] 1/2
2 p+1/ p 9'lp+1/
— 2d,— 12
3RS(da ( - )+ N )) (3.129)
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Fia. 3.22 — Organigramme représentant la résolution explicite du systeme constitué

par les équations (3.117) et (3.120).
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F1G. 3.23 — Organigramme représentant la résolution implicite du systeme constitué

par les équations (B.I17) et (B:120).
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associé a la condition

0 ([ 0Mpy1)2
- = 1
3y ( 5 0 (3.130)

en y = £R/2. Ce systeme linaire elliptique en 07),41/2/0t peut étre résolu par la
méthode des éléments finis.

3.3.1.2.2 Formulation implicite du systéme complet FEn appliquant a nou-
veau la formule (3.120) aux équations [B.II7) et (BI20), sans oublier que dans le

cas présent h est une fonction du temps, nous obtenons le systeme discret implicite

suivant :
Oprijz 0 30m, 2 0d,
d — d

0t 6xl pal‘l 3RS 6

8 (9 (Sd 1/2 8 677 +1/2

¢ d2 Pt B /2

+ 65 (81‘1 (3 p@xl (St + paxl ( 5t
5d od
— 3RS (dzaax ( (;/2) + 2dp%%”) ) (3.131)

Ohppip 0 (6o || T |I)
2 _ 8_xl< ek a "\, | Ry + Sy | T )

ot 0Tl p+1/2 2 0 (0hpi1)2 3
* e (R 1w g (P52 1

0T
_RMTz,ka,P> ¢(90 || Tp H) +

oh
00 1 | (=52 1 | ey + 2600115, 1)

0T,
T 0| 7y ) ) (3132

Grace aux définitions d = n — h et (B121]) de la hauteur d’eau et du cisaillement qui
donnent
Odpiije  OMpyij2 Ohpriye

st &t ot (3.133)

57—1’ p+1/2 (5dp+1/2 1 anp 5dp+1/2 0 57]p+1/2
; 5 — 134
ot o1 Y RS \oz; ot d”axl ot ’ (3:134)

les équations ([B.I31) et (B.132) forment un systeme linéaire elliptique pour le couple
(0Mp+1/2/8t,0hy11/2/0t). A nouveau, ce systeme peut étre résolu par la méthode des
éléments finis, en utilisant les conditions d’imperméabilité et de rigidité de la berge

et

0 [ 0npr1y2 o

3 ( =) =0 (3.135)
“ 9 (oh

Y912

7 ( i > 0 (3.136)

eny==+R/2.
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3.3.1.3 Comparaison avec les résultats de la stabilité linéaire

Le logiciel FreeFem++ (Hecht et _colll 2007) permet de résoudre les problemes
linéaires des §[B.3.T.2.Tl et par la méthode des éléments finis. L’ensemble des
résultats que nous présenterons ont été obtenus au moyen de 'algorithme A, de la
figure B.23l Le domaine de résolution Q = [—A/2,A/2] ® [—1/2,1/2] est décomposé
en mailles carrées, dont la taille est de 'ordre de 1/15 (rappelons que la largeur
de la riviere fixe I’échelle de longueur horizontale). A est la longueur de 2 dans la
direction x, c’est également la longueur d’onde maximale de la perturbation du fond.
Les conditions aux limites en x = +A /2 sont périodiques, tandis que les berges sont
imperméables et rigides en y = £R/2 (a l'exception du § B:3.2.2). L’amplitude du
pas de temps 0t employé lors d’un calcul numérique peut varier considérablement
selon la célérité et la vitesse de croissance de 'instabilité étudiée (0.01 est un ordre
de grandeur typique).

La figure illustre la comparaison des prédictions de la théorie de stabilité
linéaire développée dans le § B.2.T.1] avec les résultats d’une résolution numérique.
Tant que I'amplitude de la perturbation demeure faible, les deux méthodes prédisent
un taux de croissance similaire. Naturellement, a mesure que croit I'amplitude de
la perturbation, les effets non linéaires influencent les résultats numériques, et la
croissance de l'instabilité ralentit. Cette influence des termes non-linéaires apparait
également sur la figure .25l Le motif final de I'instabilité ne correspond plus aux
formes sinusoidales (il s’agit du mode 2) de la perturbation initiale. La non-linéarité
a introduit des longueurs d’ondes supplémentaires dans le spectre de la perturbation.

Précisons que, lors de la transcription des algorithmes de résolution numérique
dont nous présentons ici les résultats, nous avons utilisé une hypothese couramment
et implicitement employée en géomorphologie (en particulier par les premiers articles
traitant de la stabilité linéaire des rivieres, voir [Callander (1969), Engelund et Skov-
gaard| (1973) ou encore [Parker! (1976)). Cette hypothese consiste a négliger le terme
de pente moyenne S dans 'expression du flux de sédiments (voir § [[.24], en parti-
culier I’équation (L.29))). Dans le cas présent, cela revient a omettre le terme —Sé;
de I'équation (B.120)). L’erreur engendrée par cette approximation sur I’équation de
dispersion linéaire, dans le cas d'un écoulement laminaire, s’écrit

Sy (kv 4 2k2k2y + Ky + 3ik3Sy + 3ik,k2(1 + Sv))

Y

(k2 + k2 + 3ik,S) (1 + Sv) ’

(3.137)

elle est donc négligeable pour une pente suffisamment faible. Les comparaisons avec
la théorie linéaire présentées dans la suite tiennent compte de cette approximation :
les taux de croissance sont calculés en omettant le terme de pente.

3.3.2 Les motifs d’érosion en chevrons
3.3.2.1 Un front d’érosion

Sous certaines conditions, lorsqu’un film d’eau s’écoule sur un matériau granu-
laire, des motifs d’érosion en forme de chevrons peuvent apparaitre. Ces losanges
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Fic. 3.24 — Evolution de I’amplitude d’une perturbation initialement sinusoidale
dans le cadre de la théorie linéaire (trait pointillé), et issu d’un calcul numérique
approché (trait plein). La topographie initiale a pour équation ho(z,y) = —1 +
eosin(2mx/A) cos(2my), avec ¢g = 0.1. Les valeurs des parametres sont § = 3.75,
R =200, S = 0.0875, v = 1. Le taux de croissance o issu de ’analyse de stabilité
linéaire correspondant a cette instabilité vaut 0.061.

apparaissent comme l'intersection de lignes droites espacées régulierement, et for-
mant un angle aigu avec la ligne de plus grande pente. Dans la nature, on rencontre
parfois ces motifs sur les plages, dans la zone de I'estran, apres le retrait d’'une nappe
d’eau déposée par le ressac (voir la figure [[L4)). Daerr et colll (2003) ont reproduit
ce phénomene en laboratoire, en extrayant une plaque recouverte d’un matériau
granulaire d’un bain d’eau, a pente et vitesse constante. Le film d’eau entrainé par
la plaque, en s’écoulant, peut former des motifs en chevrons. Des expériences pré-
liminaires menées en collaboration avec L. Malverti et E. Lajeunesse a 'Institut
de Physique du Globe de Paris on montré que le développement de ces instabilités
peut étre obtenu par un dispositif expérimental plus simple, grace auquel un régime
permanent est rapidement atteint. Un simple canal droit a surface libre, incliné et
alimenté en eau de maniere continue, permet en effet, lorsque de la poudre de silice
en recouvre le fond, d’observer la formation et le déplacement de motifs d’érosion
en chevrons (voir la figure B.26]). Le tableau réunit des valeurs indicatives pour
les parametres associés a ces expériences.

Le débit d’eau et I'inclinaison du canal conditionnent 'existence et la longueur
d’onde des chevrons, qui peuvent coexister et interférer avec des instabilités de ride
pour des valeurs élevées du nombre de Reynolds. Lorsque les conditions de 1'ex-
périence en permettent 'apparition (voir le § {1]), ces rides semblent déformer les
motifs en chevrons jusqu’a leur donner une forme linguoide. En dehors de ces cir-
constance, les chevrons se déplacent sans déformation visible. Tous ceux que nous
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Fic. 3.25 — Evolution de la topographie h correspondant a la courbe en trait plein
de la figure [3.24l De gauche a droite : t =0, t = 14.5, et t = 29.
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Parametre Valeurs typiques
Longueur du canal 1m
Largeur du canal 5 cm
Débit d’eau 0.5 - 4 Lmin*
Inclinaison du canal 05-4°
Diametre des grains 100 pm
Masse volumique des grains 2.2 g.cm™?

TAB. 3.3 — Valeurs typiques des parametres intervenant dans les expériences préli-
minaires de formation de chevrons en canal droit.

Grandeur Valeurs typiques
Hauteur d’eau 0.5 -4 mm
Longueur d’onde des chevrong? 5 -20 cm
Angle aigu des chevrons 25-35°
Vitesse de déplacement des chevrons® | 1 - 10 mm.s™!

TAB. 3.4 — Valeurs typiques pour les grandeurs mesurées lors des expériences préli-
minaires de formation de chevrons en canal droit.

avons pu observer avancaient dans le sens de I’écoulement, a une vitesse bien infé-
rieure a celle de I'eau. La valeur de ’angle aigu des chevrons varie peu dans toute
la gamme des parametres ou ils existent. Le lecteur trouvera dans le tableau [3.4] les
valeurs typiques des grandeurs observées.

3.3.2.2 Evolution non-linéaire d’une onde plane sinusoidale

3.3.2.2.1 Résultats numériques a nombre de Froude nul

Formation d’un front Comme nous 'avons vu au §[B.2.1.1] ce sont les condi-
tions d’imperméabilité et de rigidité des berges qui imposent la forme en bancs
alternés de 'instabilité de bancs (voir a ce sujet l'article récent de [Halll (2007)), dans
le cas des rivieres naturelles). En remplagant les conditions a la berge en y = £1/2
par des conditions périodiques, nous nous ramenons au cas du § [3.1.1l pour lequel
I'équation de dispersion est définie pour un nombre d’onde k élément de R2. 11 est
alors possible d’étudier numériquement 1’évolution non-linéaire d’une onde plane si-
nusoidale isolée. La figure[3.27] permet de comparer I’onde plane initiale avec le mode
non-linéaire correspondant pour ¢t = 3 : le modele présenté dans cette étude semble
bien prédire la formation d’un front. Les effets non-linéaires apparaissent plus clai-
rement si ’on trace ’évolution du méme mode non-linéaire dans ’espace des phases

5Mesurée dans le sens de ’écoulement.
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— T A

FiG. 3.26 — Motifs d’érosion en chevrons obtenus expérimentalement a I'Institut de
Physique du Globe de Paris, dans un canal droit soumis a un écoulement d’eau per-
manent (au-dessus; photographie : E. Lajeunesse, L. Malverti et I'auteur). Motifs
d’érosion en chevrons obtenus numériquement (au-dessous), la dérivée de la topo-
graphie h selon la direction y est représentée par les niveaux de gris. Le nombre de
Froude expérimental est de l'ordre de 1. Il est nul dans la simulation numérique.
Definal (2003)) et [Hall (2006) ont récemment obtenu des résultats similaires pour des
rivieres turbulentes, par des méthodes respectivement numérique et analytique. Voir
également la figure [L4] qui présente des chevrons d’érosion en milieu naturel.
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FI1G. 3.27 — Croissance d’un mode non-linéaire d’instabilité de banc. A I'instant
initial (¢ = 0), la topographie est perturbée par une onde plane sinusoidale (trait
pointillé) : ho(x,y) = —1 + epsin(2n(z/A + y)), avec g = 0.1 et A = 4. A Pinstant
(t = 3), ce mode tend a former un front (trait plein). Les valeurs des parametres
sont =55 =0.1,y=1et FF = 0. La coordonnée d’espace n correspond a la
direction propre de 'onde.

(figure B.28)). La déformation de Dellipse correspondant a la perturbation initiale ré-
vele un enrichissement spectral du mode, caractéristique des effets non linéaires. Le
spectre de Fourier de ce mode a l'instant ¢t = 3 quantifie cet enrichissement spectral
(figure [3.29).

Halll (2000]) a établi I’équation d’amplitude qui représente ’évolution non-linéaire
des bancs alternés dans une riviere turbulente, au voisinage du seuil d’érosion. Cette
formulation du probleme conduit a la formation de chocs d’érosion, dont la res-
semblance avec les motifs expérimentaux et numériques que nous avons obtenus est
frappante. L’application aux micro-rivieres de la méthode développée par cet auteur
apparait donc naturellement comme une voie prometteuse.

Déstabilisation du front La formation d’un front décrite au paragraphe pré-
cédent suggere que les chevrons de la figure [[4 sont la forme stationnaird® d’un
mode non-linéaire, dont la stabilité initiale serait décrite par le modele d’écoulement
et d’érosion de la présente étude. En revanche, les expériences préliminaires pré-
sentées au §[3.3.2. 1l mettent en évidence la stabilisation des chevrons au-dela d’une
certaine amplitude, ce que ne prédit pas notre modele (pour un nombre de Froude
nul). En effet, si 'amplitude du mode non-linéaire étudié au paragraphe précédent

6Cette forme stationnaire semble se déplacer & vitesse constante, en ce sens il s’agit peut-étre
d’un soliton.
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FiG. 3.28 — Déformation du mode non-linéaire de la figure dans l'espace des
phases. L’ellipse correspondant a I'instant initial (a I'intérieur des autres courbes) se
déforme sous 'effet de la non-linéarité des équations de I’écoulement et du transport
de sédiments. Le passage de chaque courbe vers la courbe qui ’entoure correspond a

un pas de temps d’amplitude 0.3. La courbe extérieure correspond a l'instant ¢ = 3.

Chaque croix indique la position z = 0.
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F1G. 3.29 — Enrichissement non-linéaire du spectre spatial de 'onde d’érosion re-
présentée sur la figure B.27. Les disques (respectivement les cercles) représentent
I’amplitude de chacun des modes de la série de Fourier de l'instabilité a l'instant

t = 3 (respectivement ¢t = 0). La croissance du mode fondamental (mode 1) s’ac-

compagne de 'apparition de modes harmoniques.
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Fia. 3.30 — Evolution de 'amplitude A du mode non-linéaire de la figure 327
calculée sur deux maillages carrés différents

: 1600 mailles (trait pointillé) et 6400
mailles (trait plein). La similarité des résultats de ces deux calculs conforte la validité

de la résolution numérique. La décroissance de I'amplitude du mode non-linéaire au
dela de l'instant ¢ ~ 3.46 tend a démontrer I'incapacité du présent modele a prédire
la stabilisation d'un front progressif d’érosion (au moins pour un nombre de Froude
nul).

croit bien jusqu’a atteindre un maximum, elle décroit ensuite pour atteindre un ni-
veau inférieur a celui de 'amplitude de départ. La figure [3.30/illustre ce phénomene.
L’utilisation de deux tailles de mailles différentes ne modifie pas sensiblement ce

résultat, confortant ainsi I’hypothese d’une défaillance du modele plutot que de la
méthode de résolution numérique employée.

3.3.2.3 Prédictions de la théorie linéaire

Seule la prise en compte des termes non-linéaires des équations de 1’écoulement et
du transport de sédiments permet de prédire la formation et I’éventuelle stabilisation
d’un front. Cependant, si I’amplitude de cette onde est suffisamment faible, la théorie
linéaire du § 3.1l peut fournir une approximation de la vitesse de groupe du front
d’onde. En effet, pour les longueurs d’onde tres courtes, qui forment 1’essentiel du

spectre d'un front, ’équation de dispersion ([3.13) peut étre approchée par

”»
(k. 0) = Jim (k. v) =~
~ Skeos(¥)(1+3B8(1+ S7) + (—1+ B+ SBy) cos(2))) (3.138)
2(1+ 57) (=5 + 3F2(1 + cos(20))) o

ou k et i désignent respectivement la norme du vecteur d’onde, et 'angle formé
entre la direction propre de 'onde et ’axe x. La théorie linéaire conduit donc a une



124 Motifs d’érosion dans le plan horizontal

vitesse ¢; pour le front, dont ’expression est la suivante

() = (55 -

~ 5eos(¢)(1436(1 + 57) + (=1 + B+ 5837) cos(2¢))
21 + S7) (=5 + 3F2(1 + cos(20))) ‘

(3.139)

Pour des valeurs du nombre de Froude supérieures a F, = \/%, il existe un angle
1. pour lequel la vitesse ¢; diverge. Cette divergence correspond au ressaut hydrau-
lique, qui se forme lorsque la vitesse des ondes de gravité vaut exactement la vitesse
moyenne du fluide (dans la direction normale a la perturbation du fond). Une ex-
plication possible pour la formation des motifs d’érosion en chevrons serait de les
considérer comme la trace d’une instabilité liée au phénomene de ressaut hydrau-
lique. En effet, les ondes stationnaires produites par les écoulements d’eau a petit
nombre de Reynolds dans les canaux a surface libre déforment cette surface selon des
motifs en chevrons, sans que le fond du canal soit érodable. Ces motifs sont produits
par l'intersection des caractéristiques des ondes de gravité. L’allure de la vitesse ¢,
tracée pour des valeurs réalistes des parametres (voir figure B.31]), contredit cette
proposition. En effet, ’angle aigu des chevrons observés expérimentalement (voir fi-
gures et[[4]) est de 'ordre de 30°, ce qui correspond a une valeur de ¢ nettement
supérieure a la valeur de .. Notons également que la vitesse des fronts ¢; est bien
positive pour ces valeurs de 'angle des chevrons, conformément aux observations
expérimentales.
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FiG. 3.31 — Allure de la vitesse ¢; des fronts d’érosion prédite par la théorie linéaire,

en fonction de 'angle formé par la direction propre de 'onde avec ’axe des x, dans

un cas particulier. Les valeurs des parametres sont 5 =5, S =0.05, y =1et F = 1.

Les valeurs correspondantes de I'angle aigu des chevrons, indiquées sur la bordure

supérieure du cadre, illustrent la distinction entre le phénomene d’instabilité d’éro-

sion considéré dans la présente étude, et une instabilité de type ressaut hydraulique

(mise en évidence par la divergence de ¢;).
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Chapitre 4

Phénomenes invariants dans la
direction transverse

4.1 Rides formées par un écoulement laminaire a

surface libre

Les résultats exposés ci-dessous (§[{-1]) sont le fruit du travail de K.-D. Nguyen
Thu-Lam, qui a collaboré avec nous de juin a aotut 2007, sous la direction de P.-Y.
Lagrée.

4.1.1 Ecoulement dans un plan vertical

Par définition, les rides se développent uniformément dans la direction transverse,
au moins dans les premiers instants de leur existence (voir §[LT.2.2)). L’étude exposée
dans ce chapitre sera donc restreinte au plan vertical (O, z, z). De plus, comme nous
I’avons fait dans les chapitres précédents, nous supposerons que 1’écoulement du
fluide est quasi-statique, c’est-a-dire que la formation des rides laisse a I’écoulement
qui les engendre le temps d’atteindre un régime stationnaire, qui n’évolue qu’avec
la forme du fond. Cette approximation requiert, outre la lenteur des phénomeénes
d’érosion, la stabilité de I’écoulement lui-méme, qui ne peut étre garantie que pour
un nombre de Reynolds suffisamment petit. Nous admettrons qu’elle est vérifiée dans
ce qui suit, en renvoyant le lecteur intéressé a [Yihl (T963). Les notations employées
dans ce chapitre sont celles du § 2.1]

4.1.1.1 Equations de Navier-Stokes et choix des dimensions

Si 'on considere un fluide newtonien (tel que I'eau, tant que sa concentration en
sédiments demeure faible), le tenseur des contraintes s’écrit :

ov;  0Ov;
e L + 4.1
i Poij + pv (ij 8331») ’ (4.1)
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et les équations de Navier-Stokes deviennent

ov;  10p 0 ov;  Ovp,
Umf)xm n ,;8_@ ot V@xm (ﬁxm + sz) ’ (4.2)
o0v,,
Z7m 4.
0%y, 0, (4.3)

ol nous employons la convention d’Einstein avec 'indice m, limitée dans le plan
vertical (m = 1 ou m = 3). On admet, en premieére approximation, que la vitesse du
fluide s’annule & la surface des sédimentsd® :

/Ui’z:h =0. (44)

La condition cinématique d’interface a la surface du fluide s’écrit
In
% u’z:n .

Enfin, si I'on considere que I'air n’exerce aucune contrainte a la surface du fluide,

(4.5)

w’z:n =

I’écoulement doit respecter la condition dynamique de surface :
O'Z'7m|zzn Ny = 0. (4.6)

L’écoulement de base, pour un fond plat (b = 0), est celui d'un film de NufBelt

de hauteur H, défini par 'équation (2.21]). La vitesse débitante de ce film, choisie

comme échelle de vitesse U, vaut

H?g.
v

On choisit pour nouvelle échelle de pression P = plf?. Dans ce systéme de dimen-

u:

(4.7)

sions, les équations de I’écoulement deviennent

dv;  Op 3 diz 1 0 ov;  Ovny,
vm(‘)xm T Oy @(61@ B ?) + Re 0x,, (axm + 8:70,-) ’ (4.8)
0v,,
Zom 4.

ou les grandeurs sont a présent sans dimension. Re désigne le nombre de Reynolds,
et S la pente moyenne du support (voir le § B]). Ce changement de dimension
n’affecte pas les conditions (4] et (£H). La condition dynamique de surface s’écrit

on 2 ow  Ou on (Ow  Ou\
(1 — (%> ) (% + 5) 25 (E - %) =0, (4.10)
Rep—Za—w—i—@(aw—i—@):O (4.11)

0z ' Oz \Or ' 0z

pour z = 1.

'La condition d’adhérence peut étre mise en défaut & 'interface d’un milieu granulaire, & cause
de la porosité de ce dernier (Beavers et Joseph| [1967), et du mouvement des grains superficiels
(Brivois et coll. 2007).
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4.1.1.2 Equations linéarisées pour des rides de faible amplitude

4.1.1.2.1 Ecoulement au premier ordre Considérons a présent le cas d'un
écoulement sur un fond perturbé par une déformation sinusoidale d’amplitude e
infinitésimale. Au premier ordre en €, nous pouvons approcher ’écoulement par

o(x, 2) ~ @o(x, 2) + egol(z)e““”, (4.12)

ou les composantes du vecteur ¢ sont u, w, p, h et n. L’état de base s’écrit

3 1—-=2
@Yo = (52(2 - Z); 07 2 707 1) ) (413)

olt le nombre de Froude F' vérifie F? = SRe/3. On note ¢; la perturbation de
I’écoulement et du fond :

1= (ur(2), wi(2),pr(2),1,m) - (4.14)

Toujours au premier ordre, les équations de Navier-Stokes (4.8]) et (£.9) donnent

1
ikuguy + ugwy = —ikpy + Re (—k2u1 + u’l’) , (4.15)
e
. / 1 2 "
ZkU()wl = —D + % (—k’ w1y + wl) s (416)
ikuy +wy = 0. (4.17)

De méme, les conditions aux bords (4.4]), (43]), (AI0) et (A1) deviennent respecti-

vement

ikwq (1) + uy (1) + mug(l) =0, (4.19)
pr(1) + mph(1) = - (2wt (1) — k(). (1.20)

4.1.1.2.2 Equation d’Orr-Sommerfeld stationnaire Si I'on définit la fonc-
tion courant ¥ de I’écoulement a 1’ordre un par

up = W'(2), w =—ik¥(2), (4.21)

le champ de perturbation de vitesse satisfait systématiquement 1’équation de conser-
vation de la masse (LIT). Les équations de conservation de la quantité de mouve-
ment (LI5]) et (AI0) conduisent a I’équation d’Orr-Sommerfeld stationnaire (ci-apres
0OSS) :

W —2k0" + kW = ikRe (%(2 — 2)(" — k20) + 3@) : (4.22)
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Les conditions aux limites suivantes doivent lui étre associées :

U(0)=0, W(0)=-3 W'(1)=—(2+k)U(1), (4.23)
@) ,  3ik , 2
e (1) = <3k + 7Re) (1) — Ezk:\lf(l). (4.24)

4.1.1.2.3 Solution analytique pour les grandes longueurs d’onde Sil'on
fait tendre vers 0 le nombre d’ondé? k dans 1’équation d’OSS, ainsi que dans les
conditions aux limites associées, on peut approcher la solution par une série de
puissances de k :

U=V, + k¥, + O(k?) (4.25)

A Dordre 0, le probleme s’écrit
Ui =0, We(0)=0, Wy(0)=—3, WI(1)=—2Ty(1), WP (1)=0, (4.26)

dont la solution est

3
U, = ?Z(z —2). (4.27)
Ce probleme peut étre traité analytiquement jusqu’a ’ordre 1 :
UM = 9i2Re(2 — 2), (4.28)
/ " (3) 3i / 21
Uy(0)=0, Wi(0)=0, Yi1)=0 V71 = iRe\Iﬁ(l) — g\Ill(l), (4.29)
dont la solution est
U, = Z'ZQ( 2) (4.30)
T '
Finalement, on obtient le développement a l'ordre 1 en k de la fonction courant W :
z 1kz
Ug=—(2—2 —). 4.31
s=2(-2B+ ) (4.31)

4.1.1.3 Comparaison avec le modele de Saint-Venant

L’équation d’OSS obtenue au § est écrite en variables adimensionnées,
aussi la limite & < 1 correspond-elle a 'H < L, ou L désigne I’échelle horizon-
tale de longueur. En ce sens, le développement proposé au § requiert les
mémes conditions que I'approximation de Saint-Venant (voir § [ZT]). Par ailleurs,
nous pouvons résoudre 'équation compleéte (A22]) numériquement : cette solution
W servira d’étalon pour la comparaison de la solution de Saint-Venant Wgy et du
développement Wg.

Tant que l'on s’intéresse uniquement au transport de sédiments par charriage,
I’écoulement ne modifie la topographie du substrat que par l'intermédiaire de la
contrainte normale exercée par le fluide sur la surface de ce substrat (voir § [L.2]).
Nous ferons donc porter la comparaison de Vg et Wg sur le cisaillement associé a
chaque expression.

2Cette limite est ici entendue au sens strict, c’est-a-dire que 1'on suppose également kRe < 1
et k/S < 1.
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4.1.1.3.1 Contrainte a ’ordre 1, pour les solutions Vg et Wy Par défini-
tion, la contrainte tangentielle 7; exercée par 1’écoulement sur la surface des sédi-
ments s’écrit

T = Tij|_p, Mty (4.32)

ol n et t désignent respectivement les vecteurs unitaires normal et tangentiel a la
surface de sédiments. Ces deux vecteurs étant orthogonaux, la pression n’intervient
pas dans le calcul, et la formule (1)) devient, au premier ordre

7~ Ty + erae™ = pruf(0) + epr(ikw, (0) + ) (0) + ug(0))e™ . (4.33)

Grace aux relations (£21)), (413) et aux conditions aux limites ([4.23]), le rapport
de I'amplitude de la perturbation de contrainte et de la contrainte de I’état de base

prend la forme
(0
no T YO (4.34)
Tt,0 3

L’évaluation de ¥y permet de calculer directement 7, y, la valeur approchée numé-
riquement de 7,. La valeur approchée de 7, aux grandes longueurs d’onde s’écrit,
d’apres I'équation (4.31])

2ik

Te§ = ———. 4.35

s=-3¢ (1.35)

4.1.1.3.2 Contrainte a ’ordre 1, pour la solution Vg Ecrites dans la seule
direction longitudinale, les équations de Saint-Venant (voir § 2.1]) deviennent :

2Re 8usv . 10 usy
3(u d) =0 (4.37)
o SV — Y .

ou ugy désigne la vitesse débitante dans la direction x. Pour une perturbation si-
nusoidale de faible amplitude, ces équations peuvent étre linéarisées et résolues au
premier ordre en € :

B Sk

 15iS + k(5 — 2ReS)’

ot ugy, désigne ’amplitude du premier ordre de la perturbation de ugy . En revenant

usv,l = —dl (438)

a la définition du champ de vitesse approché pour les équations de Saint-Venant

([Z21), la relation (£33) donne
Tesv = 3pv + 3pre(usyy — dl)eikx, (4.39)

Cette relation est équivalente au premier ordre a 3prugy /d, formule que nous avons
couramment employée précédemment. Finalement, la valeur de 7, approchée par les
équations de Saint-Venant, s’écrit

10k

= 4.4
1515 + k(5 — 2ReS)’ (4.40)

T,V

dont le développement au premier ordre en k donne bien & nouveau la relation (Z35]).



132 Phénomenes invariants dans la direction transverse

4.1.1.3.3 Comparaison des deux modeles Le modele de Saint-Venant et le
développement en puissances du nombre d’onde k, quoique reposant tous deux sur
I’hypothese de grande longueur d’onde, conduisent a des résultats sensiblement dif-
férents. La figure 1] permet de comparer les prédictions du cisaillement 7, par ces
deux modeles a la solution numérique des équations completes. Naturellement, les
trois prédictions sont identiques au premier ordre en k. Cependant, les prédictions du
modele de Saint-Venant demeurent correctes jusqu’a des nombres d’onde de 1’ordre
de 0.1, contrairement au développement en puissances de k, et ce, pour une valeur
relativement élevée du nombre de Reynolds (Re = 50). Ce comportement illustre la
supériorité de la méthode consistant a projeter la solution réelle sur un mode proche
du profil d’équilibre (voir § 2ZT.2]), par rapport a un développement standard. No-
tons en outre que la premiere méthode requiert des calculs plus brefs que la seconde.
La grande faiblesse de 'approximation de Saint-Venant est son inaptitude a décrire
correctement le déphasage de ’écoulement par rapport a la topographie du fond, ce
qui est indifférent tant que l'instabilité de bancs est concernée, mais devient crucial
lorsque 'on décrit la formation de rides.

4.1.2 Couplage avec I’érosion
4.1.2.1 Equation de dispersion

Par I'intermédiaire de la loi de transport (L29]), nous pouvons déduire le flux de
sédiments ¢, de la contrainte 7;. Au premier ordre en e, cette loi s’écrit :

q = B — ik, (4.41)

ou le coefficient § dépend de la loi d’érosion (voir § B.I.1.2). Enfin, I'équation de
conservation de la masse de sédiments,

oh 0q.
- 4.42
ot ox’ (4.42)
permet de déterminer la pulsation complexe d’une perturbation? :
w = kq = Bkt. — ik*y. (4.43)

Notons que nous avons considéré ici que la loi d’érosion détermine le flux horizontal
de sédiments, ¢,. Plus rigoureusement, cette loi fixe le flux tangent a la surface de
sédiments ; 'erreur induite par cette approximation est d’ordre 2 en e.

Le taux de croissance obtenu en déterminant la partie imaginaire de w doit étre
dimensionné, si ’on souhaite le comparer aux résultats des expériences décrites au
§ B3.2.11 L’échelle de temps d’érosion T, issue de 'équation d’Exner, s’écrit (voir
§B.1T)

2
T, = g—, (4.44)
S

3Tant que le temps n’apparait pas explicitement dans les équations de 1’écoulement, nous pou-

vons sans inconvénient ne 'introduire qu’ici.
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Fi1G. 4.1 — Contrainte de cisaillement 7, exercée par le fluide sur le substrat, en
fonction du nombre d’onde £ de la perturbation du fond. Ces deux grandeurs sans
dimension ont été approchées par trois méthodes différentes. Croix : estimation
numérique de référence (7, y). Trait plein : prédiction des équations de Saint-Venant
(7:,5v). Trait pointillé : développement & 1’ordre un pour les grandes longueurs d’onde
(Tx.s). Les valeurs des parametres sont Re = 50 et F' = 0.5. (Voir la suite page[15].)
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F1a. 4.1 - (Suite de la page[133.) Le nombre de Froude F vaut ici 2. Pour un nombre
de Reynolds relativement élevé, les prédictions du modele de Saint-Venant laminaire
demeurent correctes pour des longueurs d’onde de l'ordre de, ou supérieures a, cent
fois la profondeur du fluide.
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ou Q; désigne le flux de sédiments de I’état de base. Les relations (LI3), (L23),
(C12), 230) et ([B35) conduisent a

1832/3R82/3V7/3,0

T, = .
1/3RA1/3 2/3
d3g>3S23(1 + Sv)(ps — p)xs® (3 Re “(5v) p)

(4.45)

d891/3(ps - p)

Les ordres de grandeur des différents parametres constants impliqués dans la défini-
tion du temps caractéristique figurent dans le tableauB3.3l Si I’on représente les grains
par des spheres identiques, le fraction volumique x, occupée par les sédiments dans
le substrat varie entre 0.56 et 0.64 (Valverde et Castellanos, 2006]) ; nous fixerons
arbitrairement dans la suite xs = 0.6.

4.1.2.2 Influence du terme de pente

Dans la relation de dispersion associée a I'instabilité de ride (A43]), tout comme
pour l'instabilité de banc, la diffusion de sédiments liée a la pente du substrat inter-
vient par 'intermédiaire du terme —~ikh. La taille caractéristique des bancs étant
en général bien supérieure a la hauteur d’eau, ce terme, quoique du premier ordre
en €, demeure néanmoins petit. La longueur d’onde des rides expérimentales, en
revanche, est le plus souvent comprise entre une et dix fois la hauteur d’eau (voir
figure [LY). Comme le souligne [Kouakoul (2005), I'influence de ce terme est alors
déterminante : les taux de croissance linéaires de rides présentés sur la figure va-
rient considérablement avec la valeur de . Il n’est pas envisageable, dans la présente
étude, d’évaluer le coefficient v (voir § [[L2.3]) ; nous nous contenterons de fixer dans
la suite sa valeur a 10, afin que la longueur d’onde du mode le plus instable s’accorde
aux ordres de grandeur expérimentaux (voir figure f.2]). Comme nous I’avons souli-
gné au § [LT.22 cette méthode conduit a surestimer la valeur de ~y, puisque, pour
des valeurs suffisamment élevées du nombre de Reynolds, c¢’est 'inertie des grains
charriés, ou la lenteur de la sédimentation, qui controle la longueur d’onde (Lagrée|
2003; [Charru, 2006). Par simplicité, nous n’introduirons pas ici ce mécanisme : ce
choix explique la valeur artificiellement élevée de v que nous utilisons dans le cas
des rides, tandis que nous conservons la valeur standard v = 1 tant que l'instabilité
de banc nous occupe (notamment pour la figure E.3]).

4.1.2.3 Diagramme de stabilité

Les expériences préliminaires décrites au §[B.3.2.1] au cours desquelles un substrat
granulaire est érodé par un écoulement laminaire a surface libre, conduisent a la
formation de deux types de motifs distincts : les chevrons, décrits au § et les
rides, dont traite le présent chapitre. Le diagramme de la figure résume les
résultats expérimentaux, ainsi que ceux des analyses de stabilité linéaire des §AT.2.1]
et B2ZT3 qui concernent respectivement les rides et les bancs alternés (dont nous
supposons qu’ils sont les précurseurs des chevrons).
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1007

Fic. 4.2 — Taux de croissance de rides formées par un écoulement laminaire, en
fonction du nombre d’onde k, pour différentes valeurs du parametre de diffusion ~.
Le nombre de Reynolds, la pente moyenne de ’écoulement et 'exposant de la loi
d’érosion, valent respectivement Re = 300, S = 0.02 et § = 3.75. Si la valeur de
n’influence que modérément 'instabilité de bancs, elle modifie en revanche considé-
rablement le taux de croissance et la longueur d’onde des rides les plus instables.

En utilisant I'expression du temps caractéristique 7, donnée par I’équation (d.45]),
on peut déterminer les domaines du plan (Re, S) ou le taux de croissance des rides
permet leur observation. L’établissement de cette courbe de stabilité requiert des
temps de calcul numérique tres élevés lorsqu’augmente la valeur du nombre de Rey-

nolds. L’épaisseur de la sous-couche visqueuse est en effet d’ordre H/ Re!/3

, ce qui
impose de raffiner le pas d’espace de la résolution numérique lorsque Re croit. Ceci
explique que la courbe de stabilité des rides ne parcourt pas la totalité de I'espace
des parametres sur la figure 4.3l Le domaine de stricte instabilité des bancs est re-
présenté sur le méme plan. La grande majorité des motifs observés entrent bien dans
leur domaine théorique d’instabilité. L’incertitude quant a la valeur du parametre y
empéche la comparaison directe des taux de croissance de chaque type d’instabilité.

Au regard des résultats expérimentaux préliminaires résumés dans la figure [4.3]
les prédictions des théories de stabilité linéaires associées a ’apparition des rides et
des chevrons d’érosion sont acceptables. La comparaison avec d’autres parametres
des instabilités mesurables expérimentalement, tels que la vitesse de phase et les
longueurs d’onde longitudinale et transverse, devrait permettre d’affiner les modeles
utilisés ici, notamment en ce qui concerne la loi d’érosion.
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FiG. 4.3 — Les deux principaux motifs d’érosion observés dans un canal laminaire,
réunis dans le plan (nombre de Reynolds, inclinaison du canal). Les symboles e, o et
+ représentent respectivement les rides, les chevrons, et ’absence de motif. La zone
grisée correspond au domaine de stabilité stricte des chevrons. La courbe en trait
gras indique un taux de croissance dimensionnel égal a 1/30 s~ pour I'instabilité
de rides. Le coefficient 3 vaut 3.75, tandis que 7 est choisi égal a 10 pour les rides,
et a 1 pour les bancs (voir § L1.2.2)). Les ordres de grandeur proposés dans la
présente étude correspondent aux résultats expérimentaux, mais une loi d’érosion
plus détaillée sera nécessaire pour comparer quantitativement les taux de croissance
linéaires des deux types d’instabilité.
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4.2 Ligne de contact mobile sur un matériau po-
reux

Ce chapitre est la transcription de article[Devauchelle et colll (2007V), auz mo-
difications éditoriales prés. Les notations y sont indépendantes de celles des chapitres
précédents ; en particulier, h et H font ici référence a ’épaisseur du film liquide.

4.2.1 Introduction

When sea retreats from the shore, sand structures appear as solid granular par-
ticles are transported wvia the liquid. Liquid motion and particularly film retraction
on an erodible medium are known to create impressive erosion patterns, such as sand
ripples for oscillatory waves (Stegner et Wesfreid, 1999} [Scherer et coll., 1999) or sand
furrows (Daerr et coll), 2003; [Schorghofer et coll.,[2004]). The case of liquid retraction
from a granular bed can be understood as a dewetting dynamics on a porous erodible
bed. Such physical phenomena have been reproduced in the laboratory by pulling a
plate covered with a bed of grains out of a liquid bath (Daerr et _colll, 2003]). This
situation is similar to the well-known experiment investigating a moving contact line
on a non-porous plate (Blake et Ruschakl [1979). In this latter case, a contact line
exists for small removal speed U, whereas for higher speed (above a well-defined
critical value U,,) a macroscopic water film (the so-called Landau-Levich-Derjaguin
film (denoted LLD later on), see [Landau et Levichl (1942)); Derjaguin| (1943)) covers
the whole plane (Eggers|, 2004al). We propose here to investigate this transition for
a saturated porous medium, in connection with recent experiments involving gra-
nular materials by [Daerr et _colll (2003)). There, a motor-driven plane, covered with
a granular layer, is withdrawn from a water tank at constant speed U. The solid
plane is tilted to an angle #. At high enough velocity, erosion river networks and
mudflows are observed, whereas only light patterns appear at smaller speed. We
investigate the loss of a static contact line and seek to relate it to the transition
between various erosion regimes. We therefore seek the critical velocity above which
no static contact line can exist on a granular bed. Below this critical velocity, almost
no grain motion is observed so that we identify the granular bed with a rigid po-
rous medium. Dewetting on a porous medium has already been studied in different
configurations (see Raphaél et de Gennes (1999); [Aradian et coll. (2000); Bacri et
Brochard-Wyart| (2001)) and references herein). The case of a porous plate removed
from a liquid was studied by Raphaél et de Gennes| (1999)), but the focus was on the
spatial evolution of the LLD film, the existence of which was assumed. The contact
line dynamics was also studied (Aradian et coll) 2000) on a horizontal porous plate
into which a liquid film is sucked. From a more theoretical point of view, the problem
of a moving contact line on a porous solid is pointed out by lde Gennes| (1985) as a
natural regularization for the contact line dynamics equations. The bulk liquid flow
through the porous solid indeed removes the usual stress singularity that one would
encounter at a contact line with a no-slip condition (Dussan V. et Davisl, [1974]).
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Fi1G. 4.4 — A porous plate of conductivity k& is being withdrawn from a liquid bath
with speed U at angle 6. h, x and y are the non-dimensional counterpart of H, X
and Y.

No additional assumption, such as the introduction of a Navier slip at microscopic
scale, is then required. However, another question arises when considering a porous
medium : what is the relevant condition for the contact angle at the contact line?
As discussed below, we propose here for a saturated system to take a zero contact
angle.

The paper is organized as follows : in the next Section, we use the lubrication
approximation to deduce the equation for the static interface shape, both for the
contact line and a film solution that does not remove nor add water to the tank,
hereafter referred to as a zero-fluz film (a true LLD film has a finite flux, and its
equation is different, see Appendix 27T]). In Section 2.3 we exhibit numerically
the transition between these two configurations as the pulling velocity increases.
Then, we propose to interpret the solutions in the framework of dynamical systems

(Section .2:4)).

4.2.2 Principles

4.2.2.1 Lubrication approximation

Our approach seeks to determine the velocity (if any) above which the static
contact line can no longer exist in a granular bed withdrawal experiment. Below
this velocity, we can consider that the grains almost do not move with respect to
the withdrawn plate. Thus the granular material is represented by a non-erodible
porous medium (see Figure [£4]) of permeability k, and we only have to investigate
the stationary problem. The fluid is characterized by its density p, viscosity n and
surface tension 7. Assuming invariance in the Z-direction, we consider the two-
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dimensional problem where the water surface is described by the function H(X). At
the beginning of the experiment, the porous plate is saturated with water. For the
plate velocities pertinent to the problem (typically 0.5 cm.s™!) and the estimated
porosity of the granular bed (k ~ 107'2m?) we can consider that the porous medium
remains fully saturated with water at any distance from the free water level.

We will restrict our analysis to small angles 6 so that the lubrication approxima-
tion can be employed (i.e. (6, ||H'||) < 1 where the ’ stands for the X-derivative).
Only the X-component u of the velocity has to be taken into account, for which
Poiseuille profile is assumed, with a vanishing tangential stress on the gas side :

ou

—— =0. (4.46)
oY Y=H(X)

Another boundary condition has to be written at the porous surface. The classical
no-slip condition, as required at the solid-fluid interface on an impermeable plate,
leads to the following equation for H(X) (its derivation is similar to the one presented
in Appendix L2.7.7)) :
1 3Ca
" / o
H" + 5 (=H'+0) = 5+,

where [, and Ca are respectively the capillary length (I, ~ 2.8 mm for water) and

(4.47)

the capillary number, defined by

U
Ca=""1.=\/v/pg. (4.48)

v

Equation ({.47) and any derivative of its solutions are singular at the contact
line, where H = 0 (Duffy et Wilson, [1997)). For a non-porous surface, a short-
length regularization is invoked coming either from effective slip near the contact
line (Huh et Scriven| [1971]), the existence of a pre-wetting liquid film and Van der
Waals forces (de Gennesl [1984; [Hervet et de Gennes|, [1984) or a “diffuse interface
model” (Seppecher| [1996). Such a regularization always involves a microscopic cut-
off length (on the order of 1 nm) below which it is claimed that hydrodynamics fails.
The Navier slip condition is then mostly used in numerical simulations investigating
moving contact line problems (Renardy et coll.] 2001)). This condition reads at the
solid-fluid interface : w — U = Ay0u/0Y at Y = 0 where Ay is the cut-off length.
With this boundary condition, Equation (4.47) becomes

n 1 / Ca
H" + E(_H +0) = T3 1o (4.49)
Equation (£49) can be numerically solved and analytically approached. A contact
line is then found to exist as long as the capillary number is smaller than a critical
value, above which a macroscopic LLD film is deposited on the solid (Eggers, 2004al).
Notice however that not all the singularities discussed above are suppressed by the
Navier slip condition since the capillary pressure still diverges at the contact line

(see Appendix A2.7.7).
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4.2.2.2 The case of porous solid

A porous solid allows for both interfacial slip (first proposed by Beavers et Joseph
(1967)) and bulk flow. Using the Brinkman equation to describe the flow inside the
porous medium, [Neale et Nader (1974) showed that, for a homogeneous porous
media, the magnitude of the slip is proportional to the prevailing shear stress :

VE o

uly_g = tply_o = o Y . (4.50)
where k is the permeability of the solid, and w, the velocity of the fluid in the
porous medium (note that this relation holds both in the laboratory frame and in
the porous plate one). « is a coefficient of order one that must be experimentally
measured. It has been identified by Neale et Nader| (1974)) to /p*/u where p* is
the effective dynamical viscosity of the fluid in the porous medium, used in the
Brinkman equation. a was experimentally measured for different porous media and
different fluids, and was found to vary generally between 0.1 and 4. The Brinkman
equation produces a boundary layer (of typical depth \/E) in the porous medium
(Goyeau et coll), 2003]), below which the flow follows Darcy’s law.

Now, if the porous plate is thin enough (see Appendix L2Z73)), the water flow
inside the porous medium is nearly one dimensional, and is controlled by the pressure
boundary condition at the interface with free-water. Finally, let us assume that the
plate remains fully saturated during the full experiment, which is true for a sufficient
withdrawal velocity. Darcy’s law reads

k (0O
u, +U = —— (ﬁ - pg@) : (4.51)
Ui
(where p, is the water pressure in the porous medium) and finally the Equation
hereafter describes the shape of the steady fluid film under withdrawal (the detailed
derivation is presented in Appendix L27.T]) :

(4.52)

1 Ca
H/// + - _H/ + 6 — .
l%< ) H2/3+ VEH/a + k

If we choose [. as a length scale for both H and X (i.e. H = [.h and X = [.x), the
above equation becomes

B Ca
© h2/34+ Mhja+ N2

W — b 40 (4.53)

where A = v/k/l.. h and = are now non-dimensional quantities (and will remain so
hereafter). Such an equation is similar to those studied for the contact line on a
solid surface, using specific boundary conditions at the solid surface (Eggers|, 2004al;
Hocking), 200T)). It has been shown (in the case of a plate pushed into water) that
the details of the regularization do not influence the far-field fluid flow as long as the
cut-off length is small enough (Eggers, 2004b). However, an important difference in
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our case lies in the typical values of A involved in porous media (~ 1072 in [Daerr
et_coll] (2003) to be compared with 1079 for regular solids.

Here we would like to point out that in recent papers (Maurer et colll, 2003}
Hadjiconstantinou, 2003)) a second-order slip law is used to model the flow of gases at
large Knudsen numbers. This boundary condition (adapted to the present notations)
reads

ou , 0%

— AL T _aep2 T
uly_o+U ¢ oy o acho gy2 veo

where a¢ is a positive coefficient of order one, and A¢ is a slip length of the same

(4.54)

order than the mean free path of the gas. If such a boundary condition were used
at the solid-fluid interface in the case of a contact line, again Equation (£.53]) would
be obtained.

4.2.2.3 Boundary conditions

The limit for large positive values of x is well-defined : the water surface is
horizontal far from the plane, that is
h(z) ~ 6z (4.55)
r—00
For the two remaining boundary conditions, two different cases will be studied,
depending on whether a contact line is formed between the water surface and the
solid plate, or if a film of water remains on the solid surface. In the first case, the

water level vanishes at the origin and a contact angle 6, is usually imposed; the
contact line set of boundary conditions is

h0) =0, (4.56)
K (0) = 6. '

In the present problem, three different contact angles may be defined, depending on
the considered scale. At a scale smaller than the pore size, the microscopic contact
angle is a chemical property fixed once the liquid, the gas and the solid are specified.
This microscopic contact angle may be different from zero in this study. At a scale
larger than the pore size, but smaller than the capillary length, one may define
0o, which will be hereafter referred to as contact angle (6p). This angle results from
pore-scales effects, and is analogous to the contact angle defined on an heterogeneous
medium (see lde Gennes et coll. (2005))). It may be affected by hysteresis, but in the
present case only its receding value must be considered. Finally, at the capillary
length scale, an apparent contact angle (0;,) is defined mathematically as the limit
of the meniscus solution slope when x tends to zero (see Section and Eggers
(2004al)).

To perform the present analysis, the contact angle 6, must be specified. The
equation presented above lie on the assumption that the pore-scale effects, which
are probably intermittent and heterogeneous for a receding contact line, may be
represented by a mean value (namely 6y) at larger scales. We will hereafter consider
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that the contact angle 6 is zero for dewetting on a porous medium, following Raphaél
et de Gennes (1999). Although we did not find any proof for it, this assumption may
be understood as follows : if the porous medium remains fully saturated, its surface
(around y = 0) is rough and covered with water. If it is so, the microscopic contact
angle is alternatively positive and negative (depending on which side of a bump the
contact line is), and we consider here as a first approximation that its mean value
1S zero.

When an infinite film is drawn from the meniscus, the only boundary for x — oo
condition known a priori is

wgmooh(x) = hy (4.57)
where hy is a constant solution of Equation (£.53). Notice that Equation (4.53)
stands only for zero-flux films, that neither add nor withdraw water from the tank.
The general case is presented is Appendix 274l We omit the important case where
a LLD film is continuously elongating with time, a case that was investigated by
Hocking| (2001). Our study is therefore relevant to determine the loss of a static
contact line solution, without any information about the dynamics. The stability of
the solution as well as the time-dependent dynamics of a moving meniscus cannot
be studied at this stage and will be the purpose of further work. However, we will see
in Section .2.4] that the film solutions of (£.53) satisfying (4.57)) play an important
role in the dynamical system describing our solutions. Finally, for a solution to be
acceptable, the water level must always lay above the porous medium : Vx, h(x) > 0.

4.2.2.4 Parameters

The parameter o comes from the detailed modeling of the interface slip flow
(see Section L22.7). Its value, as long as it is positive and of order one, has a
very small influence on the results presented here. Different values have been tested
numerically, and the general patterns of the results (the contact-line transition in
particular) remained unchanged. Mathematically, o does not change the asymptotic
behavior of the equation for both limit h — oo and h — 0, thus it can only affect
the local behavior of the solution when h is of order .

For the sake of simplicity the coefficient « is fixed to one in the following, except
in Section where it will be fixed to v/3/2 to allow for analytical computation.
The numerical computations are performed with a=1, and the comparison with
analytical results still holds, providing support to the idea that the wetting transition
is almost independent of a.

Now, for a = 1, Equation (453]) is an ordinary differential equation (ODE) with
three parameters : 6, Ca and \. In fact, one should notice that this equation is only
a two-parameter ODE : defining h, = h/\, Equation (£53) becomes

h/l/ . h/ + 0* _ Ca*

- 4.
h2/3+ h, + 1 (4.58)
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where 6* and Ca* are defined as follow :

0 =0/\=0 p%k, (4.59)
U77\/’7
* 3 _

Equation (458)) is the one we will study later on, but we will omit the , on h,
for the sake of readability. These nondimensional parameters were chosen because
they are proportional to the two experimental parameters that may be easily and
continuously tuned, namely U and 6. If the permeability of the porous solid is
extremely low, both 6* and Ca® tend to infinity, as well as the ratio Ca*/0* =
Un/(0pgk). In this case, the velocity inside the porous medium is extremely slow
compared to U. For the experimental study of [Daerr et colll (2003)), the rescaled
capillary number Ca* is of the order of 10°.

4.2.2.5 Hydrostatic solutions

Any solution which respects the boundary condition (A55]) for large = satisfies

lim h(x) = +oo, (4.61)

Tr——+00

thus for large x, Equation (£58) becomes
K — 1 46" = 0. (4.62)

The behaviour of the water surface at large x, hereafter denoted by h,, is directly
obtained from Equation (4.62)) :

hoo(7) = Ao + 0%z + (0" — 0;) exp (—7), (4.63)

where A, and 0, are two constants, corresponding respectively to the length of
the dynamical meniscus and to the so-called apparent contact angle (note that the
dimensional apparent contact angle is actually ¢; A). Thus, Equation (£.62) leads
to the classical static meniscus solution (remember that x has been scaled by the
capillary length [.). We may consider that Equation (£.58]) holds at any position on
the z-axis, even though the flow may no longer be laminar far from the plate.

4.2.3 Numerical results
4.2.3.1 Contact line solutions

To seek steady contact line solutions, Equation (£58) may be solved numeri-
cally using a finite-difference algorithm. In the case of a contact line, two boundary
conditions may be fixed at x = 0 by the contact line conditions (£56). The third



4.2. Ligne de contact mobile sur un matériau poreux 145

F1c. 4.5 — Numerical solutions of Equation (L58) for different capillary numbers
(From below : Ca* = 0.1, Ca* = 0.8, Ca” = 1.0245 and Ca" = 1.2). The rescaled tilt
angle 0* is fixed to 1

condition comes from the flat water level at infinity (£55) and we end up with the
following system :

" —n' = f(h), h(0)=1n(0)=0, h(x) o~ 0" x, (4.64)
where
C *
F(h) = WT&]%H — 0. (4.65)

We use a shooting method (see Mannevillel (1990))), varying the initial curvature
R”(0) in order to find the numerical solution which corresponds to the hydrostatic
condition at large x. Some numerical contact-line solutions to Equation (4.64)) are
presented on Figure for different Ca* at fixed 6*. It is remarkable that contact-
line solutions exist for non-zero capillary number and zero contact angle. Indeed,
a previous study of [Eggers (2004a) showed that for a completely wettable plate
(fy = 0), no contact line can exist for positive capillary number. The impregnation
law used here as boundary condition at the porous plate surface allows for such a
counter-intuitive behavior.

As shown on Figure .5 the contact-line zone is somehow stretched as the ca-
pillary number is increased. In other words, the curvature h”(0) at the origin tends
to zero as Ca” tends to a critical value Ca.. Above this critical value, no contact-
line solution can be found by the shooting method. This transition will be clarified
below using the dynamical system associated to (£.64]). The disappearance of the
contact-line solution may be represented in a kind of bifurcation diagram, plotting
the curvature at the origin against the capillary number, as shown in Figure
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Fi1G. 4.6 — Curvature at the origin versus rescaled capillary number, for a contact
line solution of Equation [4.58 The rescaled tilt angle 6* is fixed to 1. No solution is
found for capillary numbers higher than Ca ~ 1.0247.

Notice that, even though the curvature at the origin tends to zero as Ca’, is approa-
ched, the contact-line solution does not become unrealistic for Ca > Ca’ owing to
a negative initial curvature, but rather disappears through a bifurcation. Above the
critical capillary number, no matching exists between the behavior of the solution
at the contact line and the gravity-capillary solution.

4.2.3.2 Film solutions

A zero-flux film solution can exist whenever there is a positive value hy such that
f(hg) = 0, which occurs as soon as Ca* > §*. Two major limitations have to be
pointed out for these film solutions : first, we might not be able to match this film
solution to the hydrostatic region with h remaining positive everywhere. Moreover
we restrict our analysis here to an already-established film of zero mass flux, whereas
transitory (Hocking), [2001]) and finite flux solutions should be considered. In fact, the
flux of the classical LLD film which covers a solid plate at sufficient velocity does
not vanish ((Wilson, 1982 [Landau et Levichl 1942), the mathematical differences
between LLD films and zero-flux films are presented in Appendix L. 274]). However,
the focus here is on the disappearance of the contact-line solution, and in the fol-
lowing we will restrict ourselves to the zero-flux equation. A complete study of the
wetting transition should include the determination of the flux for the film solution.
Numerically, above the critical capillary number Ca’, we have always been able to
find a zero-flux film of thickness Ay in the limit # — —oo that could match to the
hydrostatic solution without crossing h = 0 (see Figure [5]). Such a solution may
be numerically approached, using a special shooting method described in Section
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Ca* ~241.3

Ca* ~ 195.5

46 47 48 49
T

F1G. 4.7 — Two zero-flux film solutions for §* ~ 66.62 at different capillary numbers.
The curve below correspond to point A of Figure s h(Zmin) = 0.

424111 We observed that as the capillary number is decreased, the film surface is
shifted down along the y-axis (see Figure 7)), and we may define a second critical
capillary number Cay ,, below which the film solution becomes negative in some re-
gion. Consequently, if Ca., is smaller than Ca;, hysteresis may occurs, that is, two
solutions, a contact-line one and zero-flux film one, may coexist for same tilt angle
and capillary number.

4.2.4 Dynamical systems interpretation
4.2.4.1 Phase space

In what follows, we interpret and develop the preceding results using dynamical
system theory (Strogatzl, [1994]). Let us consider the phase space V corresponding to
Equation (L358), that is, R? with coordinates (h, ', h”). Any solution of (E58) is a
trajectory of )V, parameterized by x, which satisfies

X' = F(X) = % . (4.66)
R+ f(h)
Some trajectories (the same as on Figure [.3]) are represented on Figure 4.8 Notice

that the film solution (solid curve) winds exponentially around a fized point on the
h-axis.
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F1G. 4.8 — Numerical solutions of Equation (£E8) for various capillary numbers,
represented in phase space (projected on the (h, h”)- and (h', h”)-planes). The resca-
led tilt angle 6* is fixed to 1. The trajectories correspond to the physical solutions
shown in Figure : for sub-critical capillary numbers (the three dashed curves),
the trajectory starts at a point on the h”-axis which corresponds to the contact line.
On the opposite, the solid line corresponds to a film solution, and thus does not cross
the h”-axis. The inset shows the projection of the film solution on the (h’, h”)-plane,
at smaller scale.

4.2.4.1.1 Hydrostatic solutions in the phase space For large z, following
the reasoning of Section L.2.2.5 Equation (4.60]) becomes linear :

X-| o |. (4.67)

0
X=10
0 o*

_ O
S = O

Any solution of (£.67) which satisfies the boundary condition (55 is included in a
plane called E.,, which may be parameterized by x and the apparent contact angle
0, introduced in Section E is defined by the equation i’ + h" = 6*.

The solutions of the full Equation (£66]) which satisfy (£55) are included in a
two-dimensional manifold, called W. This manifold tends to E,, for large h. This
allows us to approximate numerically the zero-flux film trajectories, for which we
impose boundary conditions at + — —oo and * — +00. We may indeed use a
shooting method with initial conditions varying along a constant (large) A line on
E. The boundary condition at * — +o00 is then approximatively satisfied at any
step. The shooting method provides an approximation of the only solution that
remains constant as x tends to —oo.

Figure represents the intersection of W with the (h,R”) plane defined by
h' = 0, obtained by the shooting method, for two different capillary numbers, above
and below Ca’, for §* = 2. We observe numerically that the major effect of an
increase in Ca* is a translation in the higher h direction. The disappearance of
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hl/

F1G. 4.9 — Intersection of W (the set of trajectories that tend to a horizontal water
surface as z tends to +o00) with the (h,h”) plane. These curves were obtained by a
shooting method with 6* = 2. Solid line : Ca® = 2.1; dashed line : Ca* = 3. Insert
shows the solid curve at refined scale.

the contact-line solution may be described in the following way : any contact-line
trajectory is embedded in W, and the boundary conditions impose that it starts on
the h”-axis, consequently, it exists if (and only if) there is an intersection between
W and the h”-axis. Since the main effect of an increase of Ca* on W is a translation
along the h-axis, this intersection disappears above some value Ca’ of the capillary
number. Thus, the existence of fixed points separates W, that would otherwise be a
connected variety. This allows for the sudden disappearance of its intersection with
the h”-axis.

4.2.4.1.2 Fixed points A fixed point X in phase space corresponds physically
to a film of constant height Ay :

X;=| 0o |. (4.68)

The existence and values of fixed points depend on the parameters #* and Ca”, as
presented in Table Bl In the following, we will focus on the largest fixed point X7,
since it is the only one that may be acceptable physically (that is Ay > 0). Let us
linearize Equation (f66) around X7 :

X' =J5 (X-X]), (4.69)
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Condition Fixed points hy
Ca* < 0*/4 None
(4.71)
Ca* =6*/4 —3/2
Ca* > 0°/4 | (3/2) (—1 + (1/v/3)\/4Ca’ 0" — 1)

TAB. 4.1 — Existence and values of the fixed points of equation (£66]) (for Q* = 0).

where J ;f is the jacobian of F evaluated at Xj[, that is

0 10
It = o 01 |. (4.70)
f'(hi) 10

The local behaviour of solutions around the fixed point depends on the eigen-
values of J ;E, which are presented in Table 4.2l If the eigenvalues are real numbers,
one is negative and the two others positive. So there is an unstablé? manifold of di-
mension two where the trajectories tend monotonically to the fixed point as x tends
to —oo and a stable manifold S (separatrix) of dimension one. On the other hand,
when the two eigenvalues are complex conjugate their common real part is always
positive, and the trajectories in the corresponding unstable manifold winds around
the fixed point while diverging from it at exponential rate. In physical space, the
fluid surface forms damped stationary waves along the plate (see Figure [4.10). The-
refore, the behaviour of W in the vicinity of the fixed point may also be described
by this linear expansion. Depending on the parameters, W may either be defined
over the whole (h,h')-plane, or tend to the separatrix S (which ends on the fixed
point). In the latter case, W winds around the separatrix (as shown in Figure [.9)
or tends to it monotonically. These various regimes are represented in the diagram

of Figure 111

4.2.4.1.3 Critical capillary number At any point on the h-axis, X’ is parallel
to the h”-axis (see equation (4.60])). Consequently, the intersection of W with the
(h,h") plane (represented on Figure [0) has vertical tangent vectors whenever it
crosses the h-axis. This explains the behaviour of h”(0) close to the critical capillary
number (see Figured.6]), which may be interpreted as a saddle-node bifurcation. This
property is useful for the numerical determination of Ca at a given #* : since we
know that the second derivative h”(0) must vanish at the critical capillary number,
we may approximate Ca;, by a shooting method which varies Ca* for constant initial

4Note that we stick to the classical definition (we call stable a manifold where trajectories tends
to the fixed point as the variable tends to +00) even though in that frame only unstable solutions
are physically allowed.
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Condition Eigenvalues
Ca* € T(0%) a, b, c
Ca™ € 07(6") a, —a/2, —a/2
Ca* ¢ Y(0") | a, —a/2+iQ, —a/2 —iQ

TaB. 4.2 — Eigenvalues of the jacobian J;{ at the largest fixed point. a, b, ¢ and

Q) are real numbers and Y (6*) = [992*3 (1 —4/1 - 90%2> ; 90 (1 +4/1— 99%2”.

1 T2
When the eigenvalues are real, they satisfy :a < 0 < b < c.

conditions (that is, h(0) = A’(0) = A”(0) = 0). We show in Figure [£11] the evolution
of the critical capillary number with 6%, together with the diagram showing the
different regimes described above. Notice that since 6* is a rescaled parameter, we
have been able to investigate a large range of values, up to 0* ~ 107.

We did not find any reason for the disappearance of the contact-line solution
to coincide with the appearance of the zero-flux film solution as Ca* is varied. It
may well be possible that, as W has already intersected the h”-axis, the zero-flux
film trajectory rolls up around the fixed point without A ever becoming negative.
Some numerical simulations give us confidence that hysteresis indeed occurs (that
is Ca; > Ca;,) : a slight hysteresis may indeed be observed in Figure LI0 Again,
the present study is limited to films of zero flux, and other solutions may exist for
the same parameters values. Thus, the hysteresis here observed can only describe a
reduced part of the solutions set.

When the capillary number is decreased from a supercritical value, the height of
the stationary film h; decreases, and eventually the film thickness vanishes at some
point Z,,i, (see Figure LI0). This point must be a minimum and in that case both
h(Zmin) and B () vanish, so this film solution is also a contact-line solution. This
explains the change of the sign of h(zmim) observed at point A in Figure AI00

The asymptotic behavior of Ca at large 6* has also been investigated (Figure
[41T]). We find that the critical capillary number behaves asymptotically as a power
law of the tilt angle, that fits to :

Ca’

(¢

~ 0.3936 6 1499, (4.72)

0* —o00

This suggest that for high #*, Ca} behaves like 6*%/2.

4.2.5 Asymptotic results

In the following section we describe a rough analytical approach, inspired from
that of [Eggers| (2004al), which leads to the power law (4.72)) for the capillary number
obtained numerically in the previous section.
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Fic. 4.10 — Second derivative of the film height against the capillary number, for
6* = 1. The solid line corresponds to h”(0) for the contact-line solution. The dashed
line represents the second derivative of h at the point z.;, where in the case of a
zero-flux film solution, the film is thinnest. Large dashes are used if h(xpy,) > 0, and
short dashes otherwise. Points A, B,C and D correspond respectively to the following
values of Ca” : Ca;, ~ 1.0219, Ca; ~ 1.0247, 6* and 0*/4. The film corresponding

to point A is plotted in Figure .7

4.2.5.1 Overview

To determine the dependence of the critical capillary number with the angle, we
need to understand better how the solution near the contact line connects with the
free surface at infinity. We therefore seek to determine the matching between these
two domains. This has actually been done when considering the classical plate with-
drawal problem. It involves a matching between three regions : one near the contact
line, a capillary-viscous one and the gravity-capillary interface (Eggers| [2004al). Ho-
wever, two major differences arise in the present case compared to the usual problem.
First, equation (L64) is regular over the whole range h € [0; +oo[, whereas in the
usual problem the Navier slip condition (4.49) leads to a pressure divergence at the
contact line. However, it has been shown (in the case of an advancing contact line)
that the exact form of the slip law near the contact line does not influence the mat-

ching procedure with the far-field solution of the free surface (Eggers, 2004b} [Dussan
V. et Davisl, [1974)). The second difference lies in the contact angle condition that we
consider to be zero instead of small but finite (as for solid plates). Such a condition is
crucial as it can be seen from [Eggers| (2004a)) where the solutions are expanded in po-
wers of the small parameter Ca/62 (6. being the static contact angle). Consequently,
we cannot obtain a proper matching between the behavior in the contact-line zone
(cubic polynomial at leading order) with the famous logarithmic behavior in the
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F1G. 4.11 — Behaviour of W close to the largest fixed point J }r () : no fixed point ;
+ : positive fixed point; — : negative fixed point; a : spiraling trajectories; b : mo-
notonic trajectories. Continuous lines delimit the various behaviors. The dashed line
represents the critical capillary number above which the contact-line solution disap-
pears Ca;. Insert (logarithmic scale) : asymptotic behavior of the critical capillary
number for large #* (dashed line) and asymptotic behavior computed analytically in
Section (solid line).
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capillary-viscous region :

K(z) = (9Caln( el >>1/3 (4.73)

However, we can bypass this difficulty by a slight change in the equations leading
to a single approximation valid over the first two regions (contact-line zone and
capillary-viscous one).

4.2.5.2 A two-zones matching

The procedure hereafter presented is based on the assumption that the linear
term in the right-hand term denominator of Equation (£.64) is not of fundamental
importance. In particular, the coefficient o was arbitrarily set to one at the beginning
of this study, but numerical investigations have shown that it may be set to much
different values, changing the results of only a few percent. We therefore set from
nowon 1/a =2/ /3 without any change in the equation properties, so that equation

(E64) reduces to
Ca”
" —h' + 0 4.74
T (h/VE 1) T

Close enough to the contact line, the film slope A’ may be neglected due to the
boundary condition ({.64]). In addition, close to the critical capillary number, Ca™ >
6* (this is suggested by the asymptotic behavior (£72))), and equation (£74) becomes

" — Ca*
(h/V/3+1)%
which can be solved analytically (as performed by Duffy et Wilson| (1997)) after the
rescaling
\/§

This rescaling leads to Tanner’s problem :

(4.75)

1
y" = J y(0) =1, ¥'(0) = 0. (4.77)

Its solution may be parametrized in terms of Airy functions Ai and Bi :

Bi(so)Ai(s) — Bi(s)Ai(s)
Bi'(s0)Ai(s) — Bi(s)Ai'(sp)’

£ =23 (4.78)

1
Yin = m2(Bi'(s0)Ai(s) — Bi(s)Ai(s9))?’

where sg is an integration constant, and s varies between consecutive solutions of

(4.79)

equation
Bi'(s0)Ai(s) — Bi(s)Ai'(sg) = 0. (4.80)
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It was shown in Section L.2.4.T 3 that, at the critical capillary number, A” vanishes
(and so does y”). This property sets sq to zero and the range for s to [sy, 0], where
s1 ~ —1.98635 is the largest solution to equation (£.80). Matching solution (4.79)
with the meniscus solution should provide a condition on Ca* and 0*. At large &,
the behavior of ¥, is

Yin = a&” + O(¢) (4.81)

at leading order, where a has the following expression :

Bi'(0) \°
= (- )~ 0.758947. 4.82
a <21/3Bi(81)) 0.758947 (4.82)

The second-order Taylor expansion of he, for small x is (see Equation (A.63]))

2

* * * * * x
hoo = Aoe + 0% — 0%, + 050 + (607 — eap)E + O(z?) (4.83)

In order to match y;, with h.,, the leading order in the above expression must be
22, thus
Oop =0, Axg = —0". (4.84)

Finally, matching the square terms requires that

* 1 * 3/2
Cac 0*:00 W 0 . (485)

This fits remarkably well with the numerical estimation (£72]), since
1/((2a)%23Y%) ~ 0.4063, (4.86)

while the above numerical fit gives 0.3936. The matching solution is compared to a
numerical one in Figure for a high value of 6*, and we observe a remarkable
agreement with a reasonably large overlap region. Of course, corrections to this law
are expected at next order. In particular, ¢;, = 0 holds only at the first order of the
matching, and it has not been shown here that the apparent contact angle vanishes
at the wetting transition.

4.2.6 Discussion and conclusions

In this work, a continuum model of the forced dewetting on a porous material has
been presented. In the framework of lubrication, an ordinary non-linear differential
equation was derived, close to the one investigated by [Hocking| (2001)). Even if the
contact angle 0 is assumed to vanish, a stationary contact line is found to exist for
low de-wetting velocity. Moreover, a transition between this steady contact line and
the deposit of a liquid film must occur (either a LLD film or free-flux film), since
there is a critical capillary number above which no contact line solution can exist.
The transient mechanism of this transition was not studied here.
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Fia. 4.12 — Comparison between numerical results (solid line) and the matching
presented in this paper in logarithmic scales. §* ~ 1886 and Ca" ~ Ca ~ 32870.

Long dashes : analytical solution to Tanner’s problem (v/3(1 — %;,)) ; short dashes :
capillary-gravity meniscus (¢ )-

In the present study, the critical value of the capillary number above which
not contact line solution can be observed behaves asymptotically (for small non-
dimensional slip length A and small tilt angle 6) as

1

(2a)3/231/4 (A)*2. (4.87)

Ca, ~
It is remarkable that the critical capillary number does not vanish even though the
contact angle is zero. This comes for the slip condition introduced in Section [4.2.2]
characteristic of porous media. As expected, when the slip length goes to zero, the
critical capillary number also vanishes, and the result of [Eggers (2004a)) is recovered.

Another surprising result is the mathematical existence of a family of films that
may be deposited on the plate, different from the classical LLD film. Indeed, the
thickness of these films is not fixed by the boundary conditions. These free-fluz films
have never been observed experimentally, as far as we know. We did not study their
stability to this day, but they are the subject of further studies.

Various conclusions can be drawn from our results regarding the erosion expe-
riment performed by [Daerr et colll (2003)). First, the existence diagram of the contact
line can be drawn using the experimental values of the physical parameters. In the
present theory, the permeability k of the porous material is crucial, as is the cha-
racteristic slip length at the solid-liquid interface. The value of this parameter may
depend strongly on the compaction of the granular material (say between 10712 m?
and 900 . 1072 m?, respectively the value measured by [Daerr et colll (2003) and
the square of the grain size). Figure [.13] presents the critical velocities obtained
for these two extremal values of the permeability. For the lowest permeability, and
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down to the smallest withdrawal velocities of the erodible plate, no contact line can
exist. On the other hand, when choosing the largest permeability, the critical speed
of the contact line is of same order than in the experiment.

The flow acts on the granular medium mainly through the bottom shear rate
7 = Ou/0Y, which is known to trigger the erosion process (see [Charru et coll.
(2004)). From this shear rate, we can define the Shields number S, which compares
the viscous force applied to the grains by the flow, to the gravity force :

T]T
SN/ Ci— 4.
5 (pg — p)gd’ (4.88)

where p, is the density of the grains (this expression stands only for small tilt
angles). Though the erosion process on a granular bed results from discrete and
complex phenomena, classical models assume that it starts at a threshold value of
the shear rate, at which a critical Shields number S. is defined (Charru et coll.l
2004). A typical value for S, is 0.05 (see among others [Fredsge et Deigaard| (1992))),
but [Daerr et _colll (2003)) used S. = 0.12 to fit their data. In addition to this large
range of possible values, note that the critical Shields number is a function of the
slope of the bottom : the more inclined it is, the easier it is for the flow to lift grains,
thus the tilt reduces the value of S.. The shear rate may be deduced from our model,
as a function of the dimensionless height of the film A :

U h—Q

T VR B3+h+1 (4.89)

T

In the case of a contact line (then @* = 0), this expression admits a maximum value
Tmax = U/ (VE(1 +2/v/3)) for h = /3, that is necessarily reached, since h stretches
from zero to infinity. If the Shields number is assumed to be independent of the
tilt angle of the plate (to first order), S = S, defines a vertical line in Figure .13
(represented only for k = 900.107'2 m?). On the left of such a line, no erosion should
occur since the Shields number is smaller than the critical value, thus to account
for the erosion patterns observed by [Daerr et colll (2003) at small velocities, a low
value of S. is required.

Now, if a LLD film covers the plate (then @* > 0), we are not able to predict
analytically the maximum shear rate exerted on the granular bed. However, a sharp
decrease of the shear rate can be expected at the transition from contact line to
LLD film, due to the jump in @*. Such a sharp stress variation could provide an
explanation for the transition between the different erosion patterns observed by
Daerr et coll] (2003)).

At the transition from contact line to LLD film, transient regimes should not be
ignored. They have been studied in the literature for non-vanishing contact angles
(Hocking}, 2001]), and future studies will aim at understanding the case of zero contact
angle, which has been shown here to be quite different.

It is our pleasure to thank Daniel Lhuillier, Pierre-Yves Lagrée, Eric Clément,
Florent Malloggi and Jens Eggers for stimulating discussions.
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F1G. 4.13 — Critical speed for two values of the permeability k. For each value of
the permeability, a contact line can exist only above the corresponding solid curve.
The dashed line represents constant Shields numbers S.. The values of the physical
parameters used in this model are those of Daerr et al. (Daerr et colll 2003) :
g = 981 ms~2 p = 1000 kgm ™, p, = 2750 kg.m ™, n = 1073 kg.m " '.s7 and
vs = 0.07 N.m™". The velocity and inclination ranges are those of the experiment.

4.2.7 Appendixes
4.2.7.1 Derivation of the fundamental equation

In the following, Equation (£.53) derived from the two-dimensional Navier-Stokes
equations. X and Y are dimensional and refer to the axis of Figure 4.4l In the lubri-
cation approximation, and assuming both a permanent regime and small Reynolds
number, the momentum conservation reads

1 dp . 0%*u
“pox o0 g =0 20
1
_Eg_g — gcos(f) =0, (4.91)

where u and v stand for the water velocity components respectively parallel and
perpendicular to the plate. The second equation may be integrated to give

p=pgcos()(H—-Y)+pL (4.92)

where py, is the pressure due to surface tension and H the dimensional water level.
Now, if # is small enough, the slope H’ of the free surface should remain reasonably
small, so that H” approximates its curvature, and p;, ~ —yH"” (and, similarly,
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sin(f) ~ 0 and cos(f) ~ 1 at first order). The boundary conditions on u at the
bottom and the top of the film are (see Equations (€.40]), ({50) and (£51]))

VEk ou k [ Op
U’|Y:0 +U = ? 8_Y oo — 5 (O_X o - pge) (493)
ou
- =0, (4.94)
Y Y=H(X)

thus integrating Equation (4.90) we obtain

1 /10p y? Vk
=—|-—== - — —HY ——H — . 4.
YTy (p@X g@) < 2 o k) U (4.95)

The water flux withdrawn from the bath through the film is

H
Q= —/ udY (4.96)
0
In steady state, mass conservation imposes that () be a constant, thus
—Q/H
Yy gpt 4 g — — VO =QMH) (4.97)
p H2/3+ HVEk/a + k

If H and X are rescaled by ., the non-linear equation studied throughout this paper

is obtained : Ca (1 — Q/(ULR))
a(l —
" —h'+6 = “ 2
T TRBR T M N
Another rescaling is used from Section d.2.2.4]: h = Ah*. The above equation becomes

Ca* (1 —Q*/h,)

h?/3+h.+1 "
where @Q* = Q/(Ul.\) and a = 1. In the case of a contact line, no water is removed
from the bath and Q* = 0. From Section [£.2.2.4 to the conclusion, the , is dropped
from h..

(4.98)

B — B 46 = (4.99)

4.2.7.2 Pressure divergence at the contact line

We aim here to briefly demonstrate that the classical Navier slip condition, lea-
ding to Equation ([£49)), is not sufficient to eliminate all the singularities at the
contact-line, even for a non-vanishing microscopic contact angle (6, > 0). Indeed,
the first order expansion of Equation (£49) is (Eggers|, 2004a; [Hocking}, [1983))

() g, 2 o0,
W)~ 0= {1+ (52 ). (4.100)

N

where h and x are scaled to [.. In the lubrication approximation that we have used
throughout, the pressure at the plate reads

hl/
le’

ply—o = pg cos(0)l.h — (4.101)
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and since h"(x) ~ —3Ca/(6%z) the pressure diverges at the contact line. In the
present paper, due to the permeability of the porous plate, the expansion of h near
the contact-line is a third-order polynomial (h ~ h”(0)z?/2 + (Ca* — 6*)23/6), and
thus the pressure does not diverge.

4.2.7.3 Flow in the porous plate

Using Darcy’s law and the conservation of mass, the equation to be solved in the
porous plate is

App =0, (4.102)
where p, is the water pressure in the porous medium, with the following boundary
conditions :

— app _ 0
Poly=o = Ply=os 3y = cos(0)pg, (4.103)
Y=—e

where H, X and Y are the dimensional counterparts of h, x and y. e is the thickness
of the plate. Here, the boundary layer thickness (\/E) is neglected, this layer being
modeled by mean of the slip-law presented in Section [£.2.2.2]

Assuming that the plate is extremely flat, the term 9?p,/0X? can be neglected
in Equation (£102) and the pressure field reads :

pp = cos(8)pgle —=Y) + ply_, (4.104)

from which one can deduce the water velocity just under the surface of the porous
plate.

4.2.7.4 Existence of free-flux film solutions

Numerical results that show the existence of film solutions to Equation (£.99])
for Q* = 0 were presented in Section [£.2.3] This result seems in contradiction with
the classical theory of [Landau et Levich! (1942) where the water flux is fixed by the
parameters and boundary conditions. Specifically, [Wilson| (1982) presents a rigorous
asymptotic matching between the film part of the solution (valid for z — —o0)
and the meniscus (at large x), showing that a wunique value of the flux allows the
matching. On the contrary, we aim to show here that, in addition to the well-known
LLD films, there exists another kind of film solutions to Equation (4.99), for which
the flux is a free parameter in permanent regime.

Wilson! (1982) (see page 212) summarizes the link between boundary conditions
and parameters in the following fashion : Equation ({99)) is of third order, so there
are three constants to be fixed, in addition to the flux. One among these four degrees
of freedom corresponds to the origin of x, that can be translated arbitrarily. The
water surface becomes flat at large x, so the exponentially growing solution must be
ruled out (see Section E227]). The only remaining condition is :

lim h(x) = hy, (4.105)

r——00
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where hy is the thickness of the deposited film. If Ahs (noted H in Wilson! (1982))
is small enough, two exponentially growing solutions must be ruled out, the flux is
thus fixed. However, as will be shown, this is not the general case, although it is the
only one described by [Wilsonl (1982).

Far from the meniscus in the film region, Equation (£99) links h; to Q* :

Q*(hs) = hy (1 — %(hfc/whfﬂ)). (4.106)

Let us introduce 6(x) = h(x) — hy to linearize Equation (£99) for § < hy. At first
order we obtain

5" — 6 — X8 =0, (4.107)

Ca’(Q"/h} — 0" /Ca”(2h; /3 + 1))
h?/3 +hy+1
It can easily be shown that x has the same sign than dQ*/dhs. Remembering that

X = (4.108)

any exponential term with a negative growth rate shall be ruled out, the following
rules can be deduced from Equation (£.I07) :

— if x > 0, two integration constants are fixed to zero;

— else a single constant is fixed to zero.

In other words, the dimension of the unstable manifold W, (the set of solutions
that tends to Xy for x — —oo0, see Section €.2.4)) switches from one to two when x
becomes negative. This result is represented on Figure .14l In the (hs, Q*)-plane,
any solution lies on the curve C defined by Equation (£I06]). The LLD film solution
is a point on the solid part of the curve, where y is positive. On the other hand,
when y is negative (dashed line), any point on the curve can be solution a priori.
In that case, both the stable manifold W (defined in Section [4.2.4))and the unstable
manifold W, have dimension two. In the general case, for any *, they intersect on
a trajectory that is a film solution. Although we did not strictly prove the existence
of such a solution in any case, the numerical solutions presented on Figure .14l give
us confidence that this result is quite general.

In addition to the question of the mathematical existence of free-flux film solu-
tions, two physical condition shall be respect if such solutions are to be observed
in practice. First, the film thickness has to be positive for any z, which happens at
least in some cases, as can be observed on Figure [£.14l Secondly, the solution has to
be stable in time : this issue has not been addressed yet.

Finally, it should be noted that the present analysis is very general in the lubri-
cation framework, and does not depend on the specific form of the right-hand side
of Equation (4.99). In particular, the result would be similar without any slip-length
hypothesis, as long as the contact-line solutions are not considered. These free-flux
films will be the subject of future research.
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~20 _15 ~10 s 0
x
F1G. 4.14 — Above : Non-dimensional water flux withdrawn from the bath (Q*) as
a function of the non-dimensional thickness of the deposited film hy. The curve is
dashed if x is positive, that is, if the boundary conditions fix Q*. Any point on the
solid part of the curve can represent a full film solution. The ratio Ca*/6* is fixed
to five here.

Below : Three film solutions with different fluxes Q*. The letters refers to their
representation in the (hy, Q*)-plane



Conclusion et perspectives

L’écoulement laminaire d’un film de fluide visqueux sur un substrat érodable,
tel qu'un matériau granulaire, produit une grande variété de motifs d’érosion, sou-
vent similaires aux motifs naturels formés par des écoulements turbulents (bancs
alternés, tresses, etc.). A Iexception du § 4.2 la présente étude met I'accent sur les
phénomenes liés a l'interaction entre le fluide et les sédiments, en omettant le vaste
champ des phénomenes propres a I’écoulement d’un film (ressaut hydraulique, ondes
de Kapitza, etc.).

L’établissement des équations de Saint-Venant pour un écoulement laminaire
(§ 2I) conduit a un systeme tout-a-fait semblable au systéme turbulent; cette
similitude constitue la pierre angulaire de ’analogie géomorphologique entre les
micro-rivieres laminaires et les rivieres naturelles. En ajoutant a ce syteme des
lois empiriques simplifiées pour représenter le transport des sédiments par le fluide,
nous proposons un modele d’évolution pour le lit d'une micro-riviere rectiligne qui
conduit, a terme, au débordement de ladite riviere (§ 2.2]). Ce comportement, ainsi
que la succession d’instabilités qui lui sont associées, correspond qualitativement au
vieillissement des micro-rivieres expérimentales. Les configurations uniformes dans
la direction de I’écoulement, pour lesquelles les équations sont réduites a une seule
dimension spatiale, facilitent 1’établissement de conditions aux berges respectant la
conservation de la masse de sédiments, et les propriétés du matériau dont elles sont
composées (§ 2.2.3).

L’instabilité de bancs, effet bien connu de 1’érosion par des écoulements turbu-
lents, existe également dans le cas laminaire, et ce, méme pour un nombre de Froude
nul, c’est-a-dire pour un écoulement parfaitement visqueux (§ BIJ). Si 'on confine
I’écoulement entre deux berges rigides et imperméables, cette instabilité devient celle
des bancs alternés, fréquemment observés en milieu naturel (§ B22Z1.T]). L’évolution
non-linéaire de ces structures, déterminée numériquement au §[3.3] reproduit les mo-
tifs en chevrons formés en milieu naturel comme en laboratoire par des écoulements
laminaires (voir Daerr et coll. (2003) et le § B3.2.1]). Les travaux de Hall (2006)
indiquent que ces motifs devraient trouver leur équivalent dans les cours d’eau tur-
bulents, sans toutefois faire référence a une observation directe de telles structures.
En régime laminaire, ces chevrons gardent une forme stable, et progressent a vi-
tesse constante tandis que leur front conserve son inclinaison initiale par rapport
a I’écoulement moyen. Ces propriétés, celles d’un soliton ou d’un choc, permettent
probablement de réduire le systeme d’équations a une dimension, et d’écrire des re-
lations de type Rankine-Hugoniot autour du front. La méthode développée par |[Hall
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(2006) pour un écoulement turbulent semble toute indiquée dans le cas laminaire.
Ainsi soutenue par des expériences reproductibles et de taille modeste, I’étude des
chevrons d’érosion peut fournir un outil supplémentaire pour la compréhension des
lois de transport sédimentaire.

Si 'on remplace les berges rigides rectilignes par des berges érodables selon une
loi simplifiée couramment utilisée en Géomorphologie (§ B22]), on observe une
forme d’instabilité de courbure, considérée comme un prélude au développement de
méandres dans les rivieres turbulentes, et qui fait intervenir indissociablement la dé-
formation des berges, celle du fond et ’écoulement. Les équations de Saint-Venant
peuvent donc décrire l'instabilité de courbure, sans intervention de la recirculation.
Nous ne saurions en conclure que 'apparition de méandres ne dépend pas de ces
courants secondaires. Néanmoins, cet éclairage plaide pour une évaluation quantita-
tive de l'effet du terme de recirculation introduit dans les contributions fondatrices
du concept d’instabilité de courbure (Ikeda et coll) 1981} [Blondeaux et Seminaral,
1985)). L’introduction de conditions aux berges respectant la conservation de la masse
de sédiments dans les modeles de géomorphologie fluviale ne va pas sans difficulté
(§ B222). Pourtant, l'influence des conditions aux berges sur les instabilités du
lit est certainement comparable a celle des modeles de turbulence, d’érosion ou de
recirculation employés.

Enfin, les écoulements laminaires sont également susceptibles de former des rides,
motifs d’érosion uniformes dans la direction transversé?, selon un mécanisme tres
différent de celui de I'instabilité de bancs, puisqu’il repose sur l'inertie verticale de
I’écoulement. Le § A1l indroduit I'influence de la surface libre de 1’écoulement dans
une étude de stabilité menée par|Charru et Hinchl (2000) dans le cas d’un écoulement
de Couette. Cette nouvelle configuration, qui fait intervenir un parametre supplé-
mentaire (le nombre de Froude), correspond aux expériences décrites au § B.3.21 :
I’étude expérimentale des chevrons d’érosion ne peut donc pas étre dissociée de la
formation des rides. La méthode développée au § Il et qui consiste a résoudre
numériquement 1’équation d’Orr-Sommerfeld stationnaire, pourrait fort bien étre
appliquée a des systemes dépendants de la direction transverse, ce qui permettrait
d’étudier conjointement les instabilités de ride et de banc.

L’ubiquité des principales structures formées par 1’érosion traduit le caractere
fondamental du processus qui les engendre. La présente étude exploite cette propriété
pour analyser un cadre théorique simple, suffisant pour décrire une riche variété de
phénomenes, et qui tend a démontrer que ces phénomenes peuvent étre reproduits
en laboratoire a tres petite échelle. Les résultats que nous proposons demandent a
étre comparés a 'expérience. Il sera ainsi possible de préciser certaines hypotheses
(notamment en ce qui concerne les conditions aux berges) dans un cadre beaucoup
plus simple que celui des modeles destinés aux prédictions quantitatives en milieu
naturel.

5Cette définition n’est pas universelle, voir le § €11



Principales notations

Les notations bricvement définies ici sont valables jusqu’au § dont les nota-
tions sont indépendantes.

Position de linterface entre le lit de la riviére et la
zone d’avalanche de la berge

g

Angle d’avalanche

Position de la berge

Exposant de la loi d’érosion
Profondeur de 1’écoulement (d =n — h)
Elévation de la surface libre du fluide
Nombre de Froude

38 Loi d’érosion

Gravité

2 eSS A T
T e R R RRRR T
HEEHEEBEEHHBEHE

Coefficient du terme de pente dans la loi de trans-
port sédimentaire

h p. Elévation de la surface des sédiments

H p. 41 Profondeur typique de 1’écoulement

k p. [[Q Vecteur d’onde de l'instabilité de bancs

v p- Viscosité du fluide

w p. Pulsation complexe de I'instabilité de bancs

P p. 1 Nombre entier caratérisant les modes de I'instabi-
lité de bancs

v : Fonction courant

Y [2 Angle formé par la direction de propagation d’une
onde d’érosion avec la direction principale de
I’écoulement

Quw p. B0l Débit d’eau de la riviere

qq p. 42 Flux linéique de sédiments du aux avalanches

de p. Flux linéique de sédiments du a 1’érosion
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Principales notations

Rapport d’aspect typique de I'écoulement
Nombre de Reynolds

Masse volumique du fluide

Pente moyenne (S = tan )

Taux de croissance d’une instabilité (o = S(w))
Tenseur des contraintes complet dans le fluide
Partie déviatorique du tenseur des contraintes
Nombre de Shields

Inclinaison moyenne de la topographie dans la di-
rection principale de I’écoulement

Vitesse débitante du fluide

Vitesse typique de I’écoulement

Vitesse débitante du fluide dans le §[4.1]
Direction de 1’écoulement

Largeur typique de I’écoulement
Direction transverse

Direction orthogonale au plan (z,y) (quasi-
verticale)
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