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Résumé

Dans ce travail nous nous intéressons aux problemes d’évolution des fluides de grade
deux et trois, en dimension trois, quant a la question de l'existence globale en temps
de la solution faible et de sa régularité. Nous considérons, également, un cas particulier
du probleme stationnaire des fluides de grade deux, en dimension trois. Nous étudions
ces problemes dans un domaine borné de IR®) dans un premier temps simplement con-
nexe, dans un deuxieme temps non simplement connexe, cas non envisagé dans les travaux
antérieurs.

Dans une premiere partie, nous montrons que la méthode de décomposition avec base
spéciale introduite par D. Cioranescu et E. H. Ouazar, permet de démontrer I’existence
globale en temps de la solution faible pour des fluides de grade deux dans le cas général
(a1 + ay # 0), en dimension trois, avec des données petites. Contrairement au cas plus
simple a; + as = 0, récemment étudié par D. Cioranescu et V. Girault, la décroissance
exponentielle en fonction du temps de la norme H' de la vitesse n’est pas obtenue pour
toute donnée. Ce fait, qui a conduit certains auteurs a affirmer, en contradiction avec notre
travail, que la méthode de décomposition ne s’applique pas au cas a; + ay # 0, complique
substantiellement la démonstration d’existence de la solution. Les résultats de régularité,
qui conduisent, en particulier, a une solution au sens classique, sont obtenus moins directe-
ment que dans le cas a; + as = 0, a cause d'une équation de transport beaucoup plus
complexe.

La deuxieme partie est consacrée au probleme stationnaire de grade deux, dans le cas
a1 + as = 0, en dimension trois. Par rapport au probleme en dimension deux, étudié par
E. H. Ouazar, la norme H? de la vitesse, en dimension trois, n’est pas bornée pour toute
donnée. Cependant, par une méthode spéciale, utilisant conjointement une majoration H*
de la vitesse, une “pseudo continuité” par rapport a la donnée (effective pour une norme
de la vitesse dans H? petite) et une inégalité polynomiale (vérifiée par la norme H® de
la vitesse), nous montrons l'existence, 'unicité, la dépendance continue par rapport a la
donnée et la régularité de la solution, pour une donnée petite.

Enfin, la troisieme partie étudie le probleme des fluides de grade trois, en dimen-
sion trois, mais sans supposer une condition qui, dans le travail de C. Amrouche et D.
Cioranescu, donnait une majoration H! de la vitesse pour toute donnée. Les difficultés,
dans le cas du grade trois, sont pratiquement les mémes que pour le grade deux, aussi la
méthode d’étude, dans cette partie, est similaire a celle de la premiere partie, avec quelques
complications, d’ordre technique, supplémentaires.
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abstract

This thesis focuses on the time-dependent problems of second and third grade fluids, in
three dimensions, as regards global existence in time of the weak solution and its regularity.
Also we consider a particular case of the stationary problem of second grade fluids, in
three dimensions. We study these problems in a bounded domain of IR*, at first simply-
connected, subsequently multiply-connected, a case not considered in previous works.

In the first part, we show that the decomposition method with special basis, introduced
by D. Cioranescu and E. H. Ouazar, allows us to prove global existence in time of the weak
solution for second grade fluids in the general case (a1 + ay # 0), in three dimensions,
with small data. Contrary to the simpler case, where a; + oy = 0, recently studied by
D. Cioranescu and V. Girault, the exponential decay with respect to time of the H' norm
of velocity is not obtained for all data. This fact, which led some authors to assert, in
contradiction to our work, that the method of decomposition does not apply to the case
where aq +as # 0, complicates substantially the proof of the existence of the solution. The
regularity results, which lead, in particular, to a classical solution, are less straightforward
than in the case where a1 + as = 0 because of a transport equation, which is much more
complex.

The second part is devoted to the stationary problem of second grade, in the case
where a; + ay = 0, in three dimensions. In relation to the problem in two dimensions,
studied by E. H. Ouazar, the H? norm of the velocity, in three dimensions, is not bounded
for all data. However, by a special method, using together a H' bound of the velocity, a
“pseudo continuous dependence” with respect to the data (effective for a small H3 norm
of the velocity) and a polynomial inequality (verified by the H® norm of the velocity), we
show existence, uniqueness, continuous dependence with respect to the data and regularity
of the solution, with small data.

Finally, the third part deals with the problem of third grade fluids, in three dimensions,
but without assuming a condition, which, in the C. Amrouche and D. Cioranescu work,
gave a H' bound of the velocity for all data. By a method similar to that of the first part,
given that the difficulties are the same, we obtain, with a few more technical complications,
the same types of results as for the second grade fluids.
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Introduction

La loi classique de Newton (1687)

T = —pl +2vD, (0.1)

3ui
al'j ’
taux de déformations, p la pression et v la viscosité, a été longtemps considérée comme
universelle pour I’étude des fluides. Soulignant son importance, les équations de Navier-
Stokes, issues de cette loi, sont encore tres largement étudiées actuellement.

Cependant cette théorie a subi le sort habituel des théories physiques: elle a perdu
son caractere universel. En effet, si cette loi permet de décrire le comportement d’une
classe importante de fluides, justement appelés fluides newtoniens, tels les gaz, 1'eau, 'air,
la glycérine, elle est apparue insuffisante pour expliquer certains phénomenes liés a des
fluides tels que le bitume, certaines huiles, des polymeres, qualifiés, en conséquence, de
non-newtoniens. Par exemple, dans le cas d'un écoulement de cisaillement simple, si on
applique la loi de Newton, on obtient des différences de contraintes normales nulles, soit

Ti1 — Toy = Ty — T33 = 0 et une dépendance linéaire de T}, par rapport au taux de
81}1

x
toutes ces propriétaés2et, de plus, les différences de contraintes normales non nulles sont la
cause de phénomenes intéressants comme 'effet “die swell” (gonflement a I'extrusion d’un
jet), leffet de Weissenberg (montée d'un liquide le long d'un cylindre en rotation) et la
présence d'un flot secondaire dans des tuyaux de section non circulaire. On a donc été
amené a chercher des lois de comportement plus générales que (0.1).

En 1845, Stokes propose la loi:

1
ou 7' désigne le tenseur des contraintes, D = i(L + LT, avec Ly = le tenseur des

cisaillement k = Or des expériences montrent que certains fluides ne vérifient pas

T = f(D) avec T = —pl si D = 0. (0.2)

A partir de cette loi, utilisant le principe d’indifférence matérielle, R. S. Rivlin établit la
loi suivante:
T =—pl + M\ D+ Xy D?, (0.3)

1
ol A; et Ay sont des fonctions de D;; = itr D? et Dy = dét D qui sont les deuxiéme

et troisieme invariants principaux de D. Avec cette loi, dans le cas d’un écoulement de
cisaillement simple, on a Ty — T33 # 0 et une dépendance non linéaire de 175 par rapport
a k. Par contre Ti; — Ty = 0. Une classe particuliere de tels fluides sont les fluides de
Bingham (la boue, la pate dentifrice, la peinture. ..). Cependant, en 1954, F. J. Padden et
W. Dewit ont montré qu’il existe des polymeres vérifiant T, — Ty # 0, restreignant ainsi
la généralité de la loi (0.3).



Une autre approche est de partir de la notion de fluide simple incompressible (cf. W.
Noll [25]), qui est tel que le tenseur des contraintes 7'(¢), a l'instant ¢, est une fonctionnelle
de I’histoire du gradient de déformation de —oo a t. Si on admet, pour les fluides, que T’
est seulement influencé par une tres courte histoire de leur gradient de déformation, on est
conduit a I'idée d'un développement de Taylor au voisinage de t de ce gradient. Cette idée
permet de définir, parmi les fluides non-newtoniens, la classe importante des fluides de type
différentiel d’ordre (ou de complexité) n: ce sont des fluides simples incompressibles dont
la loi de comportement dépend seulement des n premieres dérivées de ce développement
de Taylor. Avec de nouveau le principe d’indifférence matérielle, on est conduit a la loi
suivante des fluides de type différentiel d’ordre n:

T=—-pl+ f(A,..., Ay), (0.4)
ou f est une fonction tensorielle isotrope, c¢’est-a-dire que

fQALQT,....QA, Q") =Q f(AL,...,A,)QT, ¥V Q orthogonal,

et Ay,..., A, sont les n premiers tenseurs de Rivlin-Ericksen donnés par les relations de
récurrence
A =L+L"=2D,
d

A, = An_l +LTA, 1+ A, 1L, avec An_l = %An_l, n> 2.

Remarquons qu’il existe de nombreux autres modeles différentiels (types Oldroyd,
Maxwell, Jeffreys etc.) ou intégraux (type K BKZ). Cependant, un des intéréts de ce
modele différentiel d’ordre n est que les fluides newtoniens s’identifient aux fluides de type
différentiel d’ordre 1. Par contre, des 'ordre 2, la loi de comportement n’est pas simple:

f(A1, As) = po I + 1 A1 + o A% + w3 Ay + 4 A% + @5 (A1As + AsAy)
s (A1 A5+ A3A1) + 7 (A2 Ay + A A2) + g (A3AS + A3A2),

ol p1,..., s sont des fonctions des invariants tT(AfAé») pourz,7=1,2et 1 <k+1<4.

Par souci de simplification, si on impose a f d’étre un polynome de degré n par rapport
a la dérivée de la vitesse, on obtient la sous-classe des fluides de grade n. Ainsi pour les
fluides de grade 1, 2 et 3, nous avons les équations constitutives suivantes:

T: —ﬁI—I—VAl,

T=-pl+vA +a1A:+ @214%7
T = —ﬁj + VAl + CYlAQ + CYQA% + ﬁlA?) + 62(141142 + AQAl) + ﬁ(t”/’ A%)Al,

ou v, ay, (s, B, B2, B sont des coefficients spécifiques du fluide. Soulignons la grande utilité
pratique des fluides de grade 2 et 3, qui se rencontrent aussi bien dans de nombreuses appli-
cations de l'industrie agro-alimentaire et des matieres plastiques qu’en médecine. Citons,
comme exemples, des polymeres, certains liquides du corps humain, certains hydrocarbu-
res.



Il reste a discuter de restrictions éventuelles sur les coefficients, issues de considérations
thermodynamiques et d’études de stabilité. Analysant la thermodynamique et la stabilité
des fluides de grade 2, dans une région Q de IR?, J. E. Dunn et R. L. Fosdick [12] ont
montré que 'inégalité de Clausius-Duhem demande aux coefficients de vérifier

1/20, Oél+052:O,
et, si ’énergie libre de Helmholtz est minimum a I’équilibre,
(6%} 2 0.

Si ces restrictions sur «a; et as n'ont pas été confirmées par les expériences, on peut
dire, cependant, que l'existence dans la nature de fluides vérifiant a; < 0 semble tres
improbable dans le cas a1 + as = 0, comme le montrent ’étude du comportement a I'infini
en temps et de la stabilité des solutions de E. H. Ouazar [27] et I'article tres détaillé de J.
E. Dunn et K. R. Rajagopal [13], ainsi que dans le cas ay + as # 0, selon J. E. Dunn et
R. L. Fosdick [12]. D’autre part, prenant seulement en considération la thermodynamique,
on peut montrer, d’apres C. Amrouche et D. Cioranescu [4], que si I'inégalité de Clausius-
Duhem est satisfaite et si I’énergie libre de Helmholtz est minimum a ’équilibre, alors

14 2 07 (651 Z 0. (05)

Nous nous placerons sous ces hypotheses, dans 1’étude du probleme d’évolution des fluides
de grade 2. Par contre, pour le probleme stationnaire, nous imposerons en plus a; +ay = 0.

Des considérations similaires pour les fluides de grade 3 ont conduit R. L. Fosdick et
K. R. Rajagopal [15] et [16] & donner les restrictions suivantes pour les coefficients

VZO; 051207 51:ﬁ2:075207

oy + | < (240 )2,

La encore (cf. C. Amrouche et D. Cioranescu [4]), considérant seulement la thermody-
namique, si 'inégalité de Clausius-Duhem est satisfaite et si I’énergie libre de Helmholtz
est minimum a 1’équilibre, alors

v>0, a0 >0, Bi=B=0, 3>0. (0.6)

Ce seront les hypotheses de notre étude sur les fluides de grade 3.

Le travail présenté ici est consacré a I’étude, en dimension trois, des fluides de grade 2
et 3, concernant les questions d’existence globale en temps, d'unicité et de régularité des
solutions. Dans une premiere partie nous étudions le cas d’évolution des fluides de grade 2
dans le cadre le plus général (o + ay # 0), sous les hypotheses (0.5). La deuxieme partie
traite du probleme stationnaire des fluides de grade 2 dans le cas particulier a; + as =0
et, de nouveau, sous les hypotheses (0.5). Enfin la troisieme partie est consacrée au fluide
de grade 3 sous les hypotheses (0.6). Dans un premier temps, ces problémes sont posés
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dans un domaine € simplement connexe de IR® avec une frontiere I' au moins de classe
C%!. Dans un deuxieme temps, nous envisageons le cas non simplement connexe.
Définissons deux espaces fonctionnels que nous utiliserons fréquemment:

V ={ve H;j(Q)*divv=0 dans Q}.
Dans le cas simplement connexe, on pose
Vo = {v € V;rot(v — a1 Av) € L*(Q)*},
et, dans le cas non simplement connexe, on pose
Vo ={v e VnH*(Q)?3rot(v — a1Av) € L*(Q)*}.

Notons que I'importance de 'espace V5 vient de ce qu’il s’identifie & 1'espace H*(Q)> NV
et nous rappelons 'inégalité fondamentale suivante, dans le cas simplement connexe:

Vv € ‘/2, ||V||H3(Q) S C(Oél)HI'Ot(V — @1AV)||L2(Q). (07)

De fagon générale, la méthode pour étudier les problemes d’évolution de grade 2 et
3, est inspirée des travaux de D. Cioranescu et E. H. Ouazar [8] et [9], de D. Cioranescu
et V. Girault [7] et de C. Amrouche et D. Cioranescu [4]. Pour montrer I'existence de
solutions globales en temps, cette méthode consiste a obtenir des estimations a priori,
vérifiées par des solutions assez régulieres du probleme. Puis, ayant construit un probleme
approché, on montre que les solutions de ce probleme vérifient des estimations analogues
a celles du probleme en dimension infinie, ce qui nécessite 'usage de bases spéciales: c’est
la méthode de Faedo-Galerkin. Enfin, des théoremes de compacité dans des espaces fonc-
tionnels adéquats permettent de passer a la limite (cf. J. L. Lions [22]). Cependant, la
difficulté supplémentaire rencontrée dans notre étude, par rapport a ces travaux, réside
dans I'absence d’estimation donnant une décroissance exponentielle en fonction du temps
de la norme H'! de la vitesse pour toute donnée. Or cette estimation semblait si essentielle
a la méthode que certains auteurs la jugeaient inapplicable aux problemes envisagés dans
notre travail. Nous verrons, par la suite, comment cette difficulté est surmontée.

Concernant la régularité des solutions, la méthode de C. Cioranescu et V. Girault dans
[7], pour les fluides de grade 2, dans le cas ou oy + as = 0, utilise une équation de trans-
port linéaire, qui survient trés naturellement dans leur étude, et dont I'unicité dans L? est
obtenue par transposition. Dans le cas a; + as # 0 pour le grade 2 et plus encore pour le
grade 3, il faut construire cette équation de transport et cela nécessite un travail important.
Ensuite, la démonstration de 1'unicité dans L?, du fait de la complexité de I’équation de
transport, nécessite un bouleversement de la méthode de transposition.

Le probleme stationnaire des fluides de grade 2, au niveau de 'existence et de 'unicité,
a été traité par E. H. Ouazar dans [27] dans le cas de la dimension deux. Nous étudions ici
le probleme en dimension trois. La complication de la dimension trois vient du fait que,
u,, étant une solution du probleme approché, nous n’avons plus de majoration de ||u,,||v,
pour toute donnée. Nous obtenons seulement une inégalité polynomiale qui, a priori, ne
permet pas de majoration, méme pour une donnée petite. Cet obstacle sera franchi par
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une technique assez originale qui nous donnera cette majoration pour une donnée petite.

Enfin, le cas {2 non simplement connexe, qui n’avait pas été envisagé dans les travaux
précédemment cités, fait intervenir un noyau du rotationnel et de la divergence, induisant
de nouvelles difficultés. Ainsi I'inégalité fondamentale (0.7), reliant la norme H? de u a
la norme L? de rot(u — a;Au) n'existe plus. Quant a la régularité, la constuction de
I’équation de transport nécessite une étude plus délicate.

Décrivons a présent, avec plus de détails, le contenu de ce mémoire de these. 1l se
compose des trois parties ci-apres:

Premiere partie. Fluide de grade deux: cas d’évolution.
Posons

1 1
p=D— (200 + a2)(u.Au+ Z’AHQ) + 5"1’2- (0.8)

La mécanique des fluides de grade 2 nous conduit au probleme suivant dans un domaine
borné €2 de frontiere I'":

Chercher une fonction a valeurs vectorielles u (la vitesse) et une fonction scalaire p
(dont le lien avec la pression p est précisé par (0.8)) définies dans ©2x]0, T'[, pour un temps
T > 0, solution de :

gt(u — a;Au) — vAu+rot(u — (2a; + az)Au) X u

+(ag + az)(—A(u.Vu) + 2u.V(Au)) + Vp=f dans Qx]0,T7, (0.9)

divu=0 dans Qx]0,T7, (0.10)

avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere:
u=0 sur I'x]0,T7, (0.11)

et la donnée initiale:
u(0) = ug dans (. (0.12)

Les parametres oy et v sont des constantes positives données et la donnée initiale ug
satisfait la condition de compatibilité :

divup =0 dans Qet up=0 sur I. (0.13)

Au Chapitre I, le domaine {2 est simplement connexe. Les premiers résultats,
sur un cas particulier (aj +ag = 0) de ce probleme, furent obtenus par D. Cioranescu et E.
H. Ouazar dans [8] et [9]. Ils prouverent l'existence, l'unicité et la stabilité de la solution
variationnelle sur un certain intervalle de temps, sans restriction sur les données. Par une
autre approche (point fixe de Schauder), G. Galdi, M. Grobbelaar et N. Sauer dans [18] et
G. Galdi et A. Sequeira dans [19] ont étudié le cas général ay + oo # 0. Cependant leur
méthode, étude conjointe de I'existence et de la régularité, demande trop de régularité aux
données et, de plus, leur intervalle d’existence diminue artificiellement en fonction de la



régularité de ces données.

Récemment, D. Cioranescu et V. Girault dans [7] ont étendu les résultats de [9] en
prouvant l'existence globale en temps et la régularité de la solution suivant les données,
mais toujours dans le cas o + o = 0.

Comme nous 'avons souligné précédemment, dans le cas a; + ay # 0, il n’y a plus
d’estimation donnant une décroissance exponentielle en temps de la norme H' ou, de
maniere équivalente, de la norme dans V', de la vitesse pour toute donnée. Cette difficulté
est contournée en remarquant que la décroissance exponentielle manquante existe sous

I’hypothese restrictive
K
t < — 0.14
at) s < - (014)

ou K et K, sont des constantes qui dépendent de v, a; et as et que nous explicitons.
D’autre part, de maniere analogue au cas a; + ay; = 0, en prenant le rotationnel de
I’équation initiale (0.9), on obtient I’équation suivante, o w = rotu:

%(w — o Aw) + O%(w —Aw)+uV(w — Aw) — (w — g Aw).Vu — (ag + az)Au.Vw
Ow 8 ou _ Ow v

A 2 A =rotf+ —rotu.

+(o + o) [w.V(Au) + Z 0z, 8xk ~ o, v@xk + Vuy, x V Auy)] = rot £ + alro u

(0.15)

A partir de cette équation, on peut montrer que y(t) = ||u(t)||v, est solution de I'inéquation

différentielle suivante:

14 14

o)) o)+ DOl

'(t) < ||rot £(¢ —Clag, ) | —7——
V(1) < ot E(0)1500) — Clons ) -
ou C'(ay, ag) a une expression assez compliquée, dans laquelle interviennent des constantes
de Sobolev. Considérant cette inéquation et la condition (0.14), il devient clair qu’il nous
faut prouver

. v Ky
vVt >0 t < _ — .
o) < min (s

En substituant la majoration de la norme dans V' de la vitesse, composée d'un terme
de décroissance exponentielle en temps et d’'un terme ou apparait (?1 — |[u(t)]|v,), dans

cette inéquation différentielle, nous obtenons effectivement, par contradiction, cette esti-
mation pour u solution assez réguliere du probleme, pour des données assez petites et
donc, suivant la méthode de Galerkin, pour u,,, solution du probleme approché. Ensuite,
la démonstration d’existence globale en temps est standard.

Précisément nous montrons que, 2 étant un ouvert borné et simplement connexe de
IR? de frontiere T' de classe C*!, pour f donné dans L'(IR™; H(rot; Q) N L=(IRT; L2(22)?)
et ug donné dans V5, suffisamment petits pour satisfaire

1 vv2
Wﬂ%+mmwmm+/ I€2) 20y dt) + [ Irt £(t) ooy d



min | ——, — |,
alC(al,ag) K2
le probleme (0.9)-(0.12) a une et une seule solution u qui existe pour tout temps ¢ > 0. De

plus, u appartient & L>®(IR"; V5), u’ & L®°(IR"; V) et u est uniformément borné dans V,
par rapport au temps:

| <min[— 2 &
LOO(IR+"/2) B alC(al,ag)’ KQ .

Une deuxieme difficulté apparait dans I’étude de la régularité. La méthode utilisée
dans [7], par D. Cioranescu et V. Girault, consiste a montrer, d'une part que w — a3 Aw
est I'unique solution dans L? d’une équation de transport, en procédant par transposition,
d’autre part que cette unique solution a une régularité qui suit celle des données, par une
méthode de Galerkin, utilisant une base spéciale, et enfin a utiliser une propriété reliant la
régularité de u a celle de rot(u— a;Au) = w— a; Aw. Mais, dans le cas a1 +ay = 0, pour
u solution dans V5 de (0.9)-(0.12), 'équation (0.15) est clairement linéaire par rapport a
w — a1Aw, et la substitution de z & w — a; Aw donne directement 1’équation de transport
cherchée, qui est, en outre, tres simple.

Dans le cas oy 4+ s # 0, la construction de ’équation de transport est beaucoup plus
difficile. Nous avons commencé par transformer (0.15), pour obtenir une équation, qui
demande le moins de régularité possible a u et qui soit composée d'une partie linéaire en
w— a1 Aw et d’une partie linéaire en w . Ensuite nous avons construit un opérateur linéaire
g de L?(Q)3 dans H?*(2)?, par projection et résolutions de problemes (vecteur potentiel,
Stokes), tel que g(w —a1Aw) = w = rotu. Finalement, la substitution de z & w —a; Aw et
de g(z) a w dans ’équation (0.15) transformée nous donne 1'équation de transport linéaire
en z souhaitée, dont w — a3 Aw est une solution dans L?.

Puisque l'opérateur g applique aussi H'(2)® dans H3(2)3, montrer ensuite que cette
équation admet des solutions régulieres (H' pour commencer) est standard. Par contre,
I'unicité dans L? est plus difficile. En effet, outre la complication notable de I’équation, la
méthode par transposition ne peut pas s’appliquer directement, car, g étant définie avec

0z 0
. La difficulté
(%zzi) et axig(z) a difficulté

est contournée en scindant ’équation en deux parties, chacune étant traitée séparément.
Puis, un raisonnement par densité et quelques majorations nous permettent de démontrer
'unicité sur [0,7*] et, si T > T, on recommence le raisonnement sur [177*,27™], etc. Nous
sommes alors conduits & la régularité H* de u, puis au résultat général suivant:

Soit un entier m > 1. Supposant que la solution u est dans L*(0,7;V3), nous
obtenons que, si la frontiere I' est de classe C™2! si uy est donné dans H™™3(Q)3 N
V et f dans LY(0,T; H™(Q)?) avec rotf dans L'(0,7; H™(2)?), alors u appartient a
L>(0,T; H™3(Q)3). Nous démontrons ensuite un théoreme d’existence et d’unicité pour
le couple (u,p), ou p et p sont reliés par (0.8), et de régularité pour la dérivée partielle de
la vitesse par rapport au temps. Enfin nous montrons ’existence d’une solution classique.
Précisément, si la frontiere I" est de classe C%! et si les données ont la régularité suivante:

f
u € H'(Q)*NV, f € L>0,T; H (Q)*),rot £ € L>(0,T; H*(Q2)?) gt € L>(0,T; H*(2)%),

des conditions de bord, il n’y a pas de lien exploitable entre g



alors le probleme d’évolution de grade 2 a une solution unique (u,p) dans
C([0,T]; C*()°) x C([0, T); C*(Q) /IR).

Au Chapitre 11, le domaine (2 est non simplement connexe. Sous cette nouvelle
hypothese, nous traitons, de nouveau, le cas d’évolution des fluides de grade 2. Comme
nous ’avons vu précédemment, 1’espace V5 n’est pas défini de la méme maniere que dans
le cas simplement connexe. Tout d’abord, nous avons établi 'inégalité suivante, qui joue
le méme role fondamental que (0.7) pour le cas simplement connexe,

Vv € Vo, Vi) < Calan)(|[rot(v — a1Av) |72y + | P(v = a1 AV)|[F2))?, (0.16)

ou P est I'opérateur de projection de Helmholtz. Cette inégalité nous a permis de définir,
de fagon naturelle, une norme dans V5. Une autre majoration, définissant une constante
Ci(ay), sera tres souvent utilisée:

Vv € H2<Q)3 N ‘/, HVHHZ(Q) < Cl(Oél)HP(V — OélAV)HL2(Q). (017)

Par rapport au cas simplement connexe, pour obtenir une inéquation différentielle, vérifiée
par ||ul|y,, il faut non seulement utiliser 1'équation (0.15), déduite au moyen de I'opérateur
rot, mais aussi 1’équation obtenue par projection de (0.9) a 'aide de l'opérateur P de
Helmholtz. Finalement, nous déduisons un théoreme d’existence et d’unicité de méme
type que dans le cas simplement connexe.

Supposons que €2 soit un domaine borné de IR? et que sa frontiere I' soit de classe C31.
Si f est donné dans L' (IR*; H(rot; Q)) N L>=(IR™; L*(Q2)?3) et ug donné dans V; et s'ils sont
assez petits pour satisfaire

K3 00 oo
luollv, + 5 Qrually + [ 18O 2@ dt) + [ £ o d

< mi v K
min [ ———, —
0410(041,042)’ K2 ’
alors le probleme (0.9)-(0.12) a une et une seule solution u qui existe pour tout temps

t > 0. De plus, u appartient a L>=(IR";V3), u’ a L=(IR*; V) et u est uniformément borné
dans V5 par rapport au temps:

Il < min v us!
0o 1 _— .
L (IR+7%) - 0610(041,062)’ K2

Remarquons que les constantes K, K5 et C'(aq, ae) n’ont pas exactement la méme expres-
sion que dans le cas simplement connexe. Le chapitre II se termine par des résultats de
régularité qui sont pratiquement identiques au cas simplement connexe. Nous devons sup-
poser, cependant, certaines hypotheses qui permettent de “couper” convenablement €2, afin
de se ramener au cas simplement connexe (voir [3]). Pratiquement, ces hypotheses ne sont
pas restrictives, car elles sont vérifiées dans tous les exemples usuels de géométrie. Enfin,
la construction de I'équation de transport nécessite l'introduction d'un nouvel opérateur
h, construit a partir des fonctions de base du noyau, que 'on fait agir sur la solution u.
Notons que la régularité de cet opérateur ne s’obtient pas tres simplement.



Deuxieme partie. Fluide de grade deux: cas stationnaire avec a; + as = 0.

Le cas stationnaire des fluides de grade 2, dans le cas ou oy + as = 0, nous conduit au
probleme suivant dans un domaine borné €2 de frontiere I':

Chercher une fonction a valeurs vectorielles u (la vitesse) et une fonction scalaire p
(dont le lien avec la pression p est précisé par (0.8)) définies dans €2, solution de :

—vAu+rot(u — a;Au) x u+ Vp = f dans Q, (0.18)

divu=0 dans €, (0.19)

avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere:
u=20 sur T (0.20)

Les parametres a; et v sont supposés strictement positifs.

Au Chapitre I1I, le domaine 2 est simplement connexe. Comme dans le travail de
E. H. Ouazar [27] en dimension deux, nous commengons, en dimension trois, par montrer
I’existence d’une solution u,, du probleme approché par le Théoreme de Brouwer et nous
obtenons facilement une majoration dans H' de u,,. Nous avons déja parlé de la difficulté
a montrer, en dimension trois, une majoration de ||u,,||y,. L’idée principale pour I'obtenir
est de montrer que la norme dans V5 d’une solution u,, du probleme approché vérifie une
inéquation polynomiale et, qu’en conséquence, elle est exclue d’un certain intervalle [py, pa].
Utilisant alors une “dépendance continue” par rapport a la donnée (vérifiée pour u,, assez
petit en norme V3), on montre, par contradiction, que ||u,,||v,, du fait de la majoration de
u,, en norme H' en fonction de la donnée et si cette donnée est assez petite, ne peut se
situer “a droite” de 'intervalle. De 14, il suit que ||u,,||v, est borné supérieurement par p;.
L’originalité de cette démarche est dans 1'utilisation conjointe de la majoration en norme
H', de I'inégalité polynomiale et de la “pseudo dépendance continue”’ par rapport a la
donnée. Notons que la démonstration par contradiction est longue et délicate. La suite de
I’étude, concernant ’existence, I'unicité et la dépendance continue par rapport a la donnée,
est classique.

Nous obtenons les résultats suivants: Soit  un ouvert de IR®, borné et simplement
connexe avec une frontiere I' de classe C%!. Si f est donné dans H (rot; (), suffisamment
petit pour satisfaire

V2 2

—P||f tf <
o | ||L2(Q)+Hr0 ||L2(Q) 2010 K (o)

ot K (ay) est une constante que nous explicitons, alors le probleme (0.9)-(0.11) admet une
unique solution (u, p) dans V5 x (H'(Q)/IR). De plus u satisfait la borne supérieure:

\/ﬂ — 40 C (1) (2P E || 2oy + [[rot £]|L2(o))
2010(0[1) ’

[ullv, <

Nous démontrons ensuite un résultat de dépendance continue par rapport a la donnée f.
Si f; (resp. f3) vérifie la condition précédente sur f, si u; (resp. ug) est la solution associée
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a f; (resp. fy), alors on a la majoration

2P
vL(ay)

[uy — w1 < 1f2 — f1]| 20,
ou L(ay) est une constante similaire a K (o).

La régularité est traitée par une technique analogue au cas d’évolution. Si les hy-
potheses précédentes du résultat d’existence et d’unicité sont vérifiées et si, de plus, rot f
appartient & H'()3, alors la solution u appartient a H*(Q)? et on a une majoration du
type

[allae) < allfllrz) + dillrot £[| 2 (q).

Pour la régularité H°, nous obtenons: si la frontiere I' est de classe C*!, si f est donné
dans H(rot; ), suffisamment petit pour satisfaire

V2 v 1 1

P|If|| 20 + |[rot f]| z2(0) < min ’
I8lz2(@) Fliwot fll iz < g min (G T oo e o)

ay ’
et si, de plus, rot f appartient & H?(2)3, alors la solution u appartient & H>(Q2)3 et vérifie
une majoration du type

ullzs) < ol fl|r2(q) + dallrot £]| m2(q)-

Puis, nous établissons, pour un entier m > 2, un résultat de régularité H™*3 de la solution
u, sous les hypotheses suivantes:
[ de classe C™ 21 £ € L?(Q)? et rot f € H™(Q)? vérifiant une condition du type

ameHL2(Q) + bmHI'Ot fHHm—Q(Q) < 17
ou les suites {a,,} et {b,,} sont croissantes. De plus, on a une majoration du type
llall gmrs) < cmllfllz2() + dml[rot £ zm ).

Enfin, sous les hypotheses de la régularité H°, nous obtenons une solution classique unique
(u,p) dans C3(Q)3 x (C1(Q)/IR).

Notons qu’au sujet de la régularité, nous sommes conduits a une situation nouvelle par
rapport au cas d’évolution: une régularité de plus en plus grande de la solution nécessite
une donnée de plus en plus petite. Ce phénomene est du a la non-linéarité, qui n’est pas
compensée par l'effet stabilisant de la dérivée par rapport au temps.

Au Chapitre IV, le domaine 2 est non simplement connexe. De nouveau, nous
étudions le probleme (0.18)-(0.20). 11 suffit, pour cela, de pratiquer les mémes techniques
qu’au chapitre précédent, mais avec les définitions de 'espace V5 et de la norme dans V5
du Chapitre II et en utilisant certaines propriétés de ce méme chapitre. Les inégalités
(0.16) et (0.17), qui définissent les constantes Co(crp) et Cy(aq), jouent, la encore, un role
fondamental. Nous obtenons des résultats du méme type que dans le cas simplement
connexe.
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Supposons que 2 soit un domaine borné de IR? et que sa frontiere I' soit de classe C3!.
Si f est donné dans H (rot; (), suffisamment petit pour satisfaire

PVP?2+2 v 1 1

14+ —)|f tf < —— mi
(1+ ay Ellz2o) + llrot £z 20, mln(K(al)’201&1maX(CQ<Oél)>Ol(Oél)))’

ou K(aq) est une constante que nous explicitons, alors le probleme (0.18)- (0.20) admet
une unique solution (u, p) dans V, x (H'(Q)/IR). De plus u satisfait la borne supérieure:

o T \/Zg — 40 max(Cy(a), v2 Cy(an)) (1 + @)Hf”LQ(Q) + lIrot £l z2(@))
3 )
>~ 201 maX(C2(Q1)7 C]_(Oél))

[[ullv,

Pour la continuité de la solution par rapport a la donnée, nous avons un résultat un peu
moins bon que dans le cas simplement connexe. Si f; et f; vérifient la condition précédente
sur f et si u; et uy sont les solutions associées, alors, pour i = 1,2, on a v—p;(f;) K(a1) > 0
et la majoration suivante est vérifiée:

)
v —pi(f2) K ()

[uy — uy |1y < £z — £1]| 22(0)-

Enfin, nous obtenons des résultats de régularité H* qui sont de méme type que dans le
cas simplement connexe et qui ne nécessitent pas I’hypothese des “coupures” du domaine.
Par contre, a I'ordre 5, la condition qui donne la majoration de |[u|gs(q) est un peu plus
restrictive que celle qui assure la régularité H® de u. On généralise de la méme maniere
qu’au chapitre précédent et on obtient des conditions pour la régularité H™*3 de u, pour
un entier m > 2. Nous terminons le chapitre par I'existence de la solution classique.

Troisieme partie. Sur une classe de fluide de grade trois.

L’équation de mouvement des fluides de grade 3 nous conduit au probléeme suivant
dans un domaine borné €2 de frontiere I':

Chercher une fonction a valeurs vectorielles u (la vitesse) et une fonction scalaire p
(dont le lien avec la pression p est précisé par (0.8)) définies dans ©2x]0, T'[, pour un temps
T > 0, solution de :

g(u — a1Au) — vAu + rot(u — (204 + a2)Au) x u — (o + az)A(u.Vu)

ot
+2(a; + ax)u.V(Au) — Bdiv(|A;|*A;) + Vp = f dans Qx]0,T[,  (0.21)

divu=0 dans Qx]0,T7, (0.22)

avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere:
u=0 sur I'x]0, 17, (0.23)

et la donnée initiale:
u(0) =uy dans €. (0.24)
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Les parametres aq, v et 5 sont des constantes positives données et la donnée initiale ug
satisfait la condition de compatibilité :

divuy =0 dans Qet ug=0 sur I. (0.25)

Au Chapitre V, le domaine 2 est simplement connexe. Les fluides de grade 3 ont
été étudiés par C. Amrouche dans [2] et par C. Amrouche et D. Cioranescu dans [4]. Dans
le cas de la dimension trois, ils obtinrent I’existence et I'unicité de la solution du probleme
(0.21)-(0.25) sur un certain intervalle de temps, sans restriction sur les données; mais sous
la condition supplémentaire

oy + | < (24vB)Y2. (0.26)

D’autre part, ils prouverent 'existence globale en temps, sous certaines restrictions sur les
données, mais seulement pour la dimension deux.

Notre étude se place en dimension trois et nous ne supposons pas la condition (0.26),
qui permet d’obtenir une majoration de la norme H' de la vitesse pour toute donnée.
Comme dans le cas des fluides de grade 2 avec a; + as # 0, nous n’avons pas, dans le cas
du grade 3, de décroissance exponentielle en fonction du temps de la norme H* de la vitesse
pour toute donnée. Ainsi, les difficultés étant pratiquement les mémes, elles se surmontent
de la méme maniere. Notons que les majorations sont un peu plus techniques et que la
convergence de K (u,,) vers K (u) dans L?(0,T; L*(Q2)?) faible, ot K(u) = —div(|A;|*4;),
demande un travail plus important. Les résultats obtenus, en ce qui concerne l'existence
globale en temps et I'unicité, sont comparables a ceux obtenus pour les fluides de grade 2.

Nous montrons que, {2 étant un ouvert borné et simplement connexe de IR® de frontiere
[ de classe C*!, pour f donné dans L*(IR™; H(rot; Q)) N L>°(IR"; L*(Q)?) et up donné dans
Vs, suffisamment petits pour satisfaire

8 + C(()q)Kl
20&%K1

7)2 o0 2001 [
o, + (laollf + = [~ IOy dt) + =2 [ rot (0)][Fa(0 at

v Jo

. v K3
min —1
200C (a1, 00, 8) K3 )’

le probléeme (0.21)-(0.24) a une et une seule solution u qui existe pour tout temps t > 0.
De plus, u appartient & L>°(IR*; V), v’ & L2(IR*; V) et u est uniformément borné dans V,
par rapport au temps:

I < mi / il
00 min —_— .
L¥(IRY; V) = 201C (g, g, B) 7 Ko

L’étude de la régularité de la solution s’effectue pratiquement de la méme maniere que
pour les fluides de grade 2 et les résultats sont identiques. La construction de I’équation de
transport nécessite, cependant, I'introduction d’un nouvel opérateur 1, qui applique L*(2)?
dans H3(Q)? et H*(Q2)? dans H*(Q)3. De plus, les majorations pour prouver l'existence
d’une solution dans H' de I’équation de transport sont tres laborieuses.
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Supposons que la solution u soit dans L>(0,7’; V3). Nous obtenons que, si la frontiere
" est de classe C*! et si ug est donné dans H*(Q)> NV et £ dans LY(0,T; H(Q)3?) avec
rot f dans L*(0,T; H'(Q)?), alors u appartient & L>°(0,T; H*()?). Nous indiquons, pour
terminer le chapitre, un résultat général de régularité.

Au Chapitre VI, le domaine €2 est non simplement connexe. Nous étudions, de
nouveau, le probleme (0.21)-(0.24). Ce chapitre utilise des techniques et des résultats du
Chapitre I, notamment les deux inégalités (0.16) et (0.17), et certaines majorations du
Chapitre V. Il n’y a pas de difficulté nouvelle. Les résultats sont comparables a ceux du
chapitre précédent.

Supposons que €2 soit un domaine borné de IR? et que sa frontiere I' soit de classe C*1.
Si f est donné dans L2(IR*; H(rot; Q)) N L=(IR*'; L3(Q)3) et ug donné dans V; et 'ils sont
assez petits pour satisfaire

7)2

v

2@%[(3 —+ 02<a1>K1
2&%[(1

2061

ol + (laolly +— [ IEO ) dt)+ =2 [ 12 won

. v K3
min —
201C (a0, 8) K3 )
alors le probleme (0.21)-(0.24) a une et une seule solution u qui existe pour tout temps

t > 0. De plus, u appartient & L>°(IR"; V3), u’ & L2(IR*; V) et u est uniformément borné
dans V5 par rapport au temps:

HUH < min - &
L®(IRT;Va) = 201 C(aq, 00, 8) Ky )

Encore une fois, les constantes K, Ky et C(ay, s, ) ne sont pas exactement les mémes
que dans le cas simplement connexe. Au sujet de la régularité, la construction de 1’équation
de transport nécessite I'introduction de deux nouveaux opérateurs 1 (nouvelle définition)
et s, qui agissent le premier sur z et le second sur u et qui sont liés tres simplement aux
opérateurs g et h. Sous I'hypothese des “coupures”’, le résultat de régularité H* de la
solution u est le méme que dans le cas simplement connexe et il se généralise de la méme
maniere.

Outre leur intéret mathématique, ces théoremes d’existence globale en temps et d’unici-
té nous semblent confirmer la validité de ces modeles physiques de mécanique des fluides
et on peut légitimement s’émerveiller que des systemes d’équations aussi compliqués fixent
a la fois la vitesse et la pression, en tout point du domaine et en tout temps, de fagon
unique. D’autre part, ces études et notamment les résultats de régularité, contribueront,
nous l’espérons, a la mise en place de bonnes méthodes numériques pour résoudre ces
problemes d'un point de vue pratique.

Dans le champ d’étude des fluides de grade 2 et 3, il reste de nombreuses questions a
examiner. Citons-en quelques-unes.

La question la plus immédiate est celle de la régularité de la frontiere. La condition de
régularité C*!, qui est demandée pour les résultats d’existence, doit pouvoir étre réduite
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a la régularité C*!. En effet, d'une part, elle est uniquement utilisée pour obtenir la
régularité H* des fonctions de base de la méthode de Galerkin et n’intervient nulle part
dans les estimations utilisées pour l'existence et, d’autre part, elle est aussi la condition
suffisante, au niveau de la frontiere, de la régularité H* de u. De plus, sans changer la
régularité des données, on devrait pouvoir diminuer encore la régularité de la frontiere en
cherchant une solution dans un espace plus grand que H3, par exemple W24,

Une autre perspective de travail vient du fait que la méthode développée ici pour
résoudre le probleme stationnaire s’applique, selon E. H. Ouazar, au probleme stationnaire
des fluides de grade 3, en dimension deux. Par ailleurs, cette méthode devrait pouvoir
s’appliquer a ce méme probléme en dimension trois, mais seulement sous la condition (0.26)
sur les coefficients. Par contre, le cas a; +as # 0 du grade 2 parait résister a cette méthode.

Autre type de recherche possible: faire I’analyse numérique des schémas utilisés actuelle-
ment par les ingénieurs pour résoudre les fluides de grade 2 et 3 , obtenir et étudier de
nouveaux schémas, etc.

Enfin le probleme non homogene semble décourager toutes les tentatives. Quelque soit
notre démarche, croyant étre sur le point d’aboutir, une difficulté survient, nous amenant
a penser qu’il y aurait un obstacle infranchissable et que le probleme, au niveau de la
frontiere, serait peut-étre mal posé. Mais quelles conditions de frontiere faudrait-il im-
poser 7

Pour conclure, il apparait une certaine unité dans les principales méthodes mises en
place dans cette recherche. Pour les problemes d’évolution, nous utilisons une “pseudo
décroissance exponentielle” en temps de la norme H! de la vitesse (vraie seulement pour
|u(t)||v, assez petit), que nous injectons dans une inéquation différentielle, utilisable, elle
aussi, pour ||u(t)|]y, assez petit. De ce couplage, par contradiction, utilisant une borne
inférieure du fait de la double demande au niveau de |Ju(t)|]y,, nous déduisons la majora-
tion essentielle de u dans V5, pour des données assez petites. Pour le probleme station-
naire, nous utilisons une “pseudo dépendance continue” par rapport a la donnée (vraie pour
[, ||v, assez petit), que nous associons & une majoration H' et & une inégalité polynomiale,
vérifiée par ||u,,||y,. Par contradiction, la encore, sous une condition qui rassemble toutes
ces informations, nous arrivons a la majoration essentielle de u,, dans V5, pour une donnée
assez petite. Dans tous les cas, I'introduction de la variable auxiliaire z = rot(u — ayAu),
qui aboutit a une décomposition des équations, a joué un role essentiel dans I’analyse de
tous ces problemes. Ce n’est pas la seule décomposition possible, mais en comparant avec
d’autres approches, elle nous est apparue comme étant la plus efficace.
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Premiere partie

Fluide de grade deux :
cas d’évolution.






Chapitre 1

Fluide de grade deux
avec () simplement connexe

1 Introduction
La loi de comportement la plus générale pour les fluides de grade 2 est
T = —]3]+VA1+O(1A2+O&2A%, (11)

(cf. W. Noll et C. Truesdell [25]) , ou T est le tenseur des contraintes, p la pression
(une fonction scalaire), I la matrice unité et A;, As sont les deux premiers tenseurs de
Rivlin-Ericksen donnés par :

Al =L+ LT avec Ll] = gg;

ou u est le vecteur vitesse et

A2 - ddijgl + AlL + LTAl.

La constante v est la viscosité et les coefficients o et oy sont les modules de contrainte
normale. L’incompressibilité se traduit par

divu = 0. (1.2)

La thermodynamique des fluides de grade 2 impose que v et «; soient non négatifs (cf. J.
E. Dunn et R. L. Fosdick [12]), aussi nous supposerons

v>0eta >0. (1.3)

En développant, on montre que
AL+ LTA = AW - WA, + A2

ou .
W= 5(L - L").
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On peut donc exprimer T sous la forme

d
T = —pl +vA; + ay( tA1 + AW — WA+ (a1 + a) AL

d

L’équation de mouvement pour un fluide de grade 2 est de la forme

(f;; =divT + f. (1.4)

En remarquant que

4, _0

o 8tA1 + VAiu et div A; = Au,

on peut écrire

A
divT = —Vﬁ + vAu + oy aatu + quiV(VAl.u + A1W - WAl) + (Oél + Oég)le(A%) (15)

D’une part

le(V Al.u —+ A1W - WAl)

1
2AW u+ V(u.Au+ Z\Al\z)
1
= rot(Au) x u+ V(u.Au+ Z|A1|2)’ (1.6)
ol
‘A1‘2 = tr(AlAiF)
D’autre part

(div(42)), 23: O*u; Ou; N ou,; 82uk_|_ 0%*uy, Ouyg O*up Ouj  Ouy, O%uy,
v 8:6181’] Ory  Oxy 0x5  Ox;0x; 0x;  Ox0x; Oy, Ox; Oxf

).

Nous vérifions alors que :

& 821%‘ 6uj
B0 P (A(u.Vu) — Au.Vu — u.V(Au)),,
3 a2uk’ aUk 021% 8uj 1 ,

3 2
> gi’f %;f = (V(u.Au) + rot(Au) x u — u.V(Au)),.

Nous déduisons de ces égalités :
1
div(A?) = A(w.Vu) — 2u.V(Au) + rot(Au) x u+ V(u.Au + Z\A1|2). (1.7)
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Les relations (1.5), (1.6) et (1.7) permettent de calculer div T

A
divl = —-Vp+rvAu+ alaatu

+(2a1 + ag)(rot (Au) x u+ V(u.Au + i]A1|2)). (1.8)

+ (a1 + a2)(A(u.Vu) — 2u.V(Au))

En utilisant (1.8) et la relation

%1;‘—1— rotu x u+ V (3|ul?),

I'équation (1.4) s’écrit :
T v Au — algtAu +rot(u — (201 + az)Au) X u — (1 + az)A(u.Vu)
1 1
+2(a; + ax)u.V(Au) + Vj — (201 + ap)V(uw.Au + Z|Al|2) + 5V(|u ) =f.  (1.9)

Cette équation de mouvement est complétée par I’équation d’état (1.2), une donnée initiale
pour la vitesse et une condition homogene pour la vitesse sur la frontiere du domaine.

Le probleme (1.9) est difficile parce que ses termes non-linéaires font intervenir des
dérivées du troisieme ordre. Un regard plus attentif montre qu’il se comporte quelque peu
comme une équation d’Euler. En effet, la décomposition d’Helmholtz de u — oy Au donne

u—aAu=w+ Vg,
ou w et ¢ sont déterminés par les conditions
divw =0, wn =0 sur la frontiere du domaine.

Alors, utilisant
div(VA,u)=L": VA +uV(Au),

et posant
N(u) = oy (L" : VA, + div(A4 W — WA))) + (o + ap)div A,

le probleme (1.4) peut étre écrit formellement:

ow 8q

e +qu+uVVq+a—w—|—V(p—|— —q) Lu—l—N(u)Jrf. (1.10)

ot oy
Cette équation, qui correspond au probleme (1.9) écrit sous une autre forme, est similaire
a une équation d’Euler avec un effet d’amortissement venant du terme W Cette ob-
servation suggere de prendre le rotationnel de 1’équation (1.9). Ainsi, a partir de (1.9),
posant

w =rot u,

nous obtiendrons au Paragraphe 2 une équation de transport du type

aat(w —aAw) + L(c.u — 0 Aw) + uV(w — yAw) + M(u) = rot f + ” rot u, (1.11)
o7 a
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ou M (u) rassemble des termes non-linéaires d’ordre inférieur que nous expliciterons.

D. Cioranescu et E.H. Ouazar dans [8] et [9] furent les premiers a résoudre ce probleme
avec succes dans le cas plus simple ou a1 + as = 0. Ils utiliserent une méthode de Galerkin
avec une base spéciale de vecteurs propres qui correspondait au produit scalaire associé
a l'opérateur rot(u — a;Au). Cette base était destinée a décomposer le probleme discret
de Galerkin en un probleme de Stokes continu et une version discrete de 1’équation de
transport (1.11), dont ils déduisaient de fines estimations d’énergie. En dimension trois,
ils obtinrent I'existence, I'unicité et la stabilité de la solution variationnelle sur un certain
intervalle de temps, sans restriction sur les données.

Cette méthode est simple, tres puissante et bien plus efficace, méme dans le cas étudié
ici out ai; + g # 0, que approche utilisée par G. Galdi, M. Grobbelaar et N. Sauer dans
[18] et G. Galdi et A. Sequeira dans [19]. En effet, tous ces auteurs prouvent existence et
régularité en méme temps par un point fixe de Schauder. La conséquence est que, en plus
de demander trop de régularité aux données, leur intervalle d’existence diminue artificielle-
ment tres rapidement en fonction de la régularité de ces données.

Récemment, D. Cioranescu et V. Girault dans [7] ont étendu les résultats de [9]
en prouvant l'existence globale en temps pour le probléme (1.9) en dimension trois avec
a1 4+ ag = 0 et la régularité de la solution suivant les données.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d’appliquer la méme méthode afin de prou-
ver des résultats similaires pour le probleme (1.9) en dimension trois avec a; + ao # 0.
Plus précisément, nous établirons ’existence globale en temps pour tous les parametres
satisfaisant (1.3) et des données suffisamment petites (ou une existence locale en temps
pour toute donnée) et la régularité de la solution. Cette extension n’est pas immédiate
pour deux raisons. Premierement, la décroissance exponentielle en fonction du temps de
la norme H' de la vitesse est un élément crucial de la démonstration de 'existence glo-
bale en temps. Contrairement au cas o a; + oy = 0, cette décroissance exponentielle ne
découle pas directement de I’équation (1.9). Au lieu de cela, elle est obtenue en combinant
(1.9) avec I’équation de transport (1.11). Deuxiemement, pour u donné, cette équation de
transport est beaucoup plus complexe que dans le cas ou oy + as = 0, et ceci complique
substantiellement la démonstration de la régularité de la solution.

Ce chapitre est organisé comme suit. Le probleme et les espaces associés sont décrits
dans le Paragraphe 2. Le Paragraphe 3 est consacré a la démonstration d’estimations
formelles a prior: satisfaites par des solutions régulieres du probleme. Dans le Paragraphe
4, nous prouvons 'unicité de la solution si elle existe. L’existence est établie dans le Para-
graphe 5 en appliquant une méthode de Galerkin avec une base spéciale. Les résultats
d’existence et d’unicité sont utilisés dans le Paragraphe 6 pour montrer la régularité H*
de la solution quand les données ont la régularité adéquate. Enfin, dans le Paragraphe 7,
nous généralisons les résultats de régularité, de la la solution classique.
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2 Formulation du probleme et notation

Soit 2 un domaine de IR?, borné et simplement connexe, de frontiere I' qui est au
moins de classe C*!. Nous notons n le vecteur normal unitaire a I", dirigé vers I'extérieur
de 2. En posant

. 1 1
p=p0— (201 + az)(u.Au+ Z]A1|2) + 5"1’27
I'équation (1.9) se simplifie et le systeme d’équations que nous proposons de résoudre est :

Chercher une fonction a valeurs vectorielles u = (uy, ug, u3) et une fonction scalaire p
définies dans Qx]0, T'[, pour un temps 7' > 0, solution de :

gt(u — a;Au) — vAu+rot(u — (2a; + az)Au) X u
+(a1 + a2)(—A(u.Vu) + 2u.V(Au)) + Vp =f dans Qx]0,T7, (2.1)

divu=0 dans Qx]0,T7, (2.2)

avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere:
u=0 sur I'x]0,T7, (2.3)

et la donnée initiale:
u(0) = uy dans €. (2.4)

Les parametres «; et v sont des constantes positives données et la donnée initiale ug
satisfait a la condition de compatibilité :

divuy=0 dans Qet uy=0 sur I. (2.5)

Pour poser ce probleme dans des espaces adéquats, rappelons la définition des espaces
de Sobolev standard (cf. J. Necas [24]). Pour tout multi-indice k = (ky, ko, k3) avec k; > 0,
posons |k| = ki + ks + k3 et notons

Olkly

k1 ko ks *
Ox7'0xy*0x3

v =

Alors pour tout entier m > 0 et nombre p avec 1 < p < oo, nous définissons

W™P(Q) = {v € LP(Q); 0" € LP(Q) pour 1 < |k| < m} ,

qui est un espace de Banach muni de la norme

m

lollwmeg@y = (32 32 110" Fage)) ",

k|=0 k
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avec les modifications usuelles quand p = co. Nous notons H™(Q2) = W™2(Q).

Pour les fonctions vectorielles v = (v, v9,...,vy), nous utilisons des normes spéciales:
si 1 < p < 0o, nous posons

Vllzo@~ = [V e, (2.6)

ot | . | est la norme euclidienne dans IR™. Pour simplifier, nous noterons [V][r(@) au lieu
de ||V 1)~ Nous considérons les matrices 3 x 3 comme des éléments de LP(£2)? et nous
définissons leurs normes L en utilisant (2.6) avec N = 9. Nous définissons de méme les
normes des tenseurs.

Nous utiliserons fréquemment le produit scalaire de L*()
(£.9) = [ FGg(x) dx.

la semi-norme de H'(2)
0] 1) = VY] 220,

et les sous-espaces de H'(Q2), L?(Q)3 et H'(Q)3 :

HY(Q) ={ve HY(Q);v =0 sur '},
H(rot; Q) = {v € L*()% rot v € L*(Q)*},
V ={v € Hy(Q)*div v =0 dans Q}.

Rappelons aussi I'inégalité de Poincaré, vraie dans tout domaine borné : il existe une
constante P telle que

VUGHé(Q>, ”U“LQ(Q) S P|’U|H1(Q) (27)

En ce qui concerne la dépendance par rapport au temps, pour tout nombre 7" > 0, tout
espace de Banach X et tout nombre 7 tel que 1 < r < oo, nous définissons ’espace

T
L"(0,T;X) ={v:]0,T[— X;v est mesurable et (/ lv(®)|)5 dt)/" < oo},
0

muni de la norme

T
lollroro = (] o)l at).
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Suivant I’approche de [9], nous introduisons ’espace
Vo = {v € Virot(v — a;Av) € L*(Q)*}. (2.8)
Nous rappelons un lemme de [7].

Lemme 2.1 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement connexe, avec une frontiére I’
de classe C*'. Alors tout v dans Vy appartient a H*(Q)? et il existe une constante C(a)
telle que

Vv e Vo, |[Vlms) < Cla)|rot(v — a1Av) || L2(q)- (2.9)

De plus, la constante C(ay) admet la majoration

1
si g < -, (2.10)

1
Clay) < l\/ﬁ, siap > = ou Clag) < %/2’
2 % 2

aq
ot vy est indépendant de .
Remarque 2.2 La régularité C*' de T est nécessaire pour que v appartienne a H3(2)3.

Remarque 2.3 La démonstration du Lemme (2.1) peut étre facilement prolongée pour
prouver que, pour tout entier m > 0, si I est de classe C™ ! et si v appartient ¢ V avec
rot (v — aAv) dans H™(Q2)3 |, alors v appartient ¢ H™3(Q)? et bien sir linjection est
continue.

L’espace V5 est muni du produit scalaire

(u,v)y, = (rot(u — ayAu), rot(v — a1 Av)) (2.11)
et de la norme associée ||v||y, = (v, v)%,éQ . De la, grace au Lemme 2.1,
Vv e Vs, [Vl < Clan)[[v]ve- (2.12)
Nous introduisons les constantes de Sobolev C et Cy définies par
Vo € HXQ), [olle < Cillvluse (2.13)
Vo € H'(Q), |[v]ls@ < Collvflm@- (2.14)

Avec les normes définies par (2.6), nous avons alors
W € (HYD)Y, [99] =y < G ¥l oo (2.15)

De plus, utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons

3 1
HV||L4(Q) < ||V||£6(Q)”V||22(Q)’

mais
[Vllzs) < Cofl V] lm0) < Callvime
et
IVIlL2@) < [IVIE@-
Donc

¥ € (HY )Y, [Vl < C34 vl o). (2.16)
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Formulation variationnelle

Nous introduisons une forme trilinéaire utilisée dans les équations d’Euler et Navier-Stokes:
ov;
(u; v, w) Z / uj ZwZ dx.
i,7=1 a
Nous proposons la formulation variationnelle suivante de (2.1)-(2.5):

Pour f donné dans L*(0, T'; H(rot; Q)) N L>°(0, T; (L*(Q2))?) et ug donné dans Vz, chercher
u dans L>(0,T;V3) avec u’ dans L>(0,7T;V), tel que

VeV (W, v) + a(VUu,Vv) + v(Vu, Vv) + (rot(u — (204 + az)Au) x u,v)
+(og + a2)[(V(u.Vu), Vv) + 2b(u; Au,v)| = (f,v) (2.17)

avec la condition initiale (2.4).

Clairement, en restreignant ’ensemble des solutions de (2.1)-(2.5) a L*>(0,T;V;) avec
dérivée premiere dans L>°(0,7; V), cette formulation est équivalente a (2.1)-(2.5).

Comme il a été mentionné dans 'introduction, nous obtiendrons une équation de trans-
port en prenant le rot de I’équation (2.1). Auparavant, nous avons besoin du résultat
technique suivant.

Lemme 2.4 Formellement, nous avons:
3
rot(u.Vv) = u.Vrot v —rot v.Vu + div u rot v + > _ Vuy, x Vuy. (2.18)
k=1

Démonstration. Considérons la premiere composante de rot(u.Vv)

3 0 61)3 0 a’Ug
(rot(u.Vv)); = ,;<8:c2 (s, axk) " om (up 8xk>>
3 0 ,0vs 0Ovy Ouy, Ovs  Oug 0vy
N ;[ukﬁxk(am B 81‘3 * 81'2 aIk B al‘g 8:Ek

Ouy, Ovs Ouk 8112)
8!132 8£L‘k 8x3 &pk '

= (u.Vrotv) 1—1—2

Nous pouvons vérifier

auk 0vs 8uk 0y

(9?)2 8u1 8u3 81)3 3u1 3u2

8.9:3(8331 03 + Oxy 0x1  Oxa
ov; Ouy B ovy Ouy N Ous 0vs B Ousg Oy
al‘g 81‘2 aZL‘Q 8x3 8x2 81‘3 81'3 al‘g

—(rotv.Vu); —

3
= —(rotv.Vu); +divu(rotv); + > (Vug X Vug);.
k=1
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L’identité est donc vérifiée pour la premiere composante. On fait de méme pour les autres
composantes.

A

Posons w = rot u. Du Lemme 2.4 et divu = 0, il suit d’une part que :
3
rot(u.V(Au)) = w.V(Aw) — Aw.Vu + > Vuy, x V(Auy). (2.19)
k=1

D’autre part, considérant rot(A(u.Vu)) :
rot(A(u.Vu)) = A(rot(u.Vu)) = A(u.Vw) — A(w.Vu).
Nous avons donc

rot(A(u.Vu)) = Au.Vw + u. V(Aw) — Aw.Vu — w.V(Au)

aw ou
2 . . 2.2

Finalement, 'identité
rot(vx w) =w.Vv —v.Vw + (divw)v — (divv)w
donne, compte tenu de divua = 0,

rot(rot(u — (205 + az)Au) x u) = u.V(w — (201 + az)Aw)
—(w — (201 + 2) Aw).Vu. (2.21)

Ainsi, a partir de (2.1), nous déduisons formellement de (2.19), (2.20) et (2.21) I’équation
de transport suivante:

%(u — o Aw) + O%(w — 0 Aw) +uV(w — 1 Aw) — (w — oy Aw).Vu — (ag + az)Au.Vw

3 6u ou _ Ow v
) A =rotf+ —rotu.
Z 8xk ka " on Vaxk + Vuy x V Aug)] = rot f + o rotu

o (2.22)

+(a1 + ag)[w.V(Au) +

Cette équation est formelle car le premier terme non-linéaire n’est pas défini a moins que
u(t) n’appartienne & H*(Q)3.

3 Estimations a prior:

Les estimations a priori de ce paragraphe sont formelles car elles sont appliquées a la
solution exacte du probleme (2.17), (2.4), dont la régularité n’est pas connue. Cependant,
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dans le prochain paragraphe, nous appliquerons ces estimations rigoureusement a la solu-
tion de 'approximation de Galerkin du probleme (2.17), et nous savons, par construction,
que cette solution est suffisamment réguliere.

Il sera utile de définir dans V' la norme suivante, qui est équivalente & la norme H':

VIl = (IVIE2) + arlvIE @) (3.1)

Lemme 3.1 Supposons que le probléeme (2.17), (2.4) ait une solution u dans C°(0,T; V)
avec W’ dans L>(0,T;V'). Posons

14

K=
! 2(P2+a1)7

3
s = —|ag + as|C1C(ay).
aq
Alors cette solution satisfait l'inégalité suivante pour tout t dans [0,T):
t
lu@)lv < e ol +/0 M |£(5) | 20 ds

—Ky /Ot e_Kl(t—s)(gl - HU(S)||V2>||11(S)HV ds. (32)

Démonstration. On choisit v = u dans (2.17). La formule de Green et I'antisymétrie de
b impliquent

Vv eV, (V(v.VV),Vv) = —(v.VVv,Av) = b(v; Av, V).

Utilisant 1'égalité précédente, la relation (w x v, v) = 0 et la définition (3.1), (2.17) devient

S @I + Vi)l o) + 3(ar + az)b(u(t); Au(t), u(t)) = (£(1), u(t)). (3-3)
En remarquant que

1
Yv € Hy ()7, HVHv < IV < OjHVHw (3.4)

P24 ay
nous obtenons

;;iHu(t)H%/ 7>2V [a(®)lf < [(£(), u(t))| + 3|z + azl[b(u(t); Au(t), u(t))]. (3.5)

Puisque v appartient a V5, nous déduisons facilement, par des applications de la formule
de Green, que

3 Pu;, v, Ov; (%Z
blv; Av,v) = 11;1 /Q Ukmm b= Z / axa Ox; axk
de 1a
Ouy(t)? )2 QPR (t)* Oui(t)® 1/2
. <
b(u(t); Au(t), u(t)| < (A; o, o2 2 o, )X
Jik= =1 k=

< IV o=@ [a(®) 10y
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Alors (2.15), (2.12) et (3.4) impliquent

b(u(t); Au(t), u(t))| < Cliz(al)

[a(®)]lvs ()3 (3.6)
Puis
[(E(), u(@)] < 1) 2o a(®)] 20) < [E@)]z2(0) la@)[lv-

En substituant dans (3.5), en simplifiant par ||u(t)||y et en utilisant les constantes K et
K, définies dans ’énoncé du Lemme 3.1, nous obtenons pour tout ¢ dans [0, 77:

CZIIU(t)Ilv + 2 Kiflu(®)ly < NE@)]z20) + Kal[u@)|lv, [ul®)lv,

soit
K,

515”“( Dllv + Kaflu@lly < [ @llz2@ = Kol = u@lh)lla)llv- (3.7)

Alors nous déduisons (3.2) en multipliant les deux membres de (3.7) par e/t

de 0 & t.
AN

et en intégrant

Remarque 3.2 En contraste avec le cas oy + ag = 0, le terme ||u(t)||v, apparait dans le
membre de droite de (3.2) venant du terme b(u(t); Au(t),u(t)). Par conséquent l'inégalité
(3.2) seule ne donne pas une estimation pour ||u(t)||y. Nous compléterons (3.2) avec une
estimation déduite de [’équation de transport, ce qui mnous permettra de majorer simul-
tanément |[u(t)||y et ||u(t)||v, pour des données petites.

Les lemmes qui suivent seront utiles dans les majorations que nous serons amenés a faire
par la suite. Les constantes dans les majorations sont liées aux normes définies par (2.6).

Lemme 3.3 Pour tout nombre p avec 1 < p < oo et tout entier m > 0, les inégalités
sutvantes sont vérifiées:

(1) ¥v e W (Q)3, |rot v||ir@) < V2||VV| L@
(2) VV c HTIH—I(Q)?)’ ||I'Ot V”Hm(Q) S \/§HVHHm+1(Q)
(3) Yve H™ Q) [|AV]gm@) < V3[[V]am2q).

Démonstration.
(1) Remarquons que

81},

(rotv)] + (rotv); + (rot v); < 2 Z
0%

4,7=1

Alors (1) découle de
p

[rot v}, = /Q(\/(rotv)%—l— (rotv)3 + (rotv)%) dx

3 v,

< 21”/2/ :
< e (s

ij=1 Ox;

))P2 dx = 27| Vv
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(2) En commutant rot et 0%, nous avons

||r0tv||%1m = > [l9%(rot v ||L2 = > |[rot(d*v) ||L2(Q)

lor|<m la|<m
Alors, utilisant (1), nous obtenons

[rot v[Hme <2 Y IV V)32

laf<m

(3) Considérant que, pour tout v dans Hz(Q)S,

; (Av;)* < 3 Z 2 23 (Y (%)),

ij=1 9Tj i=1 |a|=2

nous avons, pour tout v dans H™2(Q)3,

3
[AV[im o) Z > o (Avi)lZz Z Z 0*vi)l[12(0)

i=1 |a]=m

3
<3y > ||5avi||%2(m

=1 |a|=m+2

A

Voyons ce qui concerne la majoration du produit vectoriel.

Lemme 3.4 Soient u dans L>=(Q)? et v dans L?(Q)3, alors u x v est dans L*(Q)? et
[ux vlzz @) < [[ullze@lIvilz2@-

Soient u et v dans L*(Q)3, alors u x v est dans L*(Q)? et
u X vl 20 < llalls@l[vllLa@)

Démonstration. Remarquons que, si | . | est la norme euclidienne dans IR
lux v]* — [u]|v]* = —(u.v)* <0.

De la,
> vliFa@) < [ Julfividx.

Dong, si u est dans L>(9)3 et v dans L?(2)?, nous obtenons
[u % V|72 < ullfeolIVIZ20)

Enfin si u et v sont dans L*(2)3, en appliquant les inégalités de Holder, nous avons
u x v[[Z2q) < llullZaq) IVIIZaq

YA
Le troisiéme lemme concerne b.
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Lemme 3.5 Pour u dans L*(Q)3, v dans W' (Q)? et w dans L*(Q)3, on a
b(u; v, w)| < [lul| 220 I VY| @)Wl 220
Pour u dans L=(Q)3, v dans H*(Q)? et w dans L*(2)3, on a
[b(w; v, W) < [Jul e (@) V] @) Wiz
Pour u dans L*(Q)3, v dans W'4(Q)3 et w dans L*(Q)3 , on a
[b(u; v, w)| < [lullza@) I VY@ [WllL2 @)
Pour u et w dans L*(Q)3 et v dans H*(Q2)3, on a
[b(w; v, w)| < Jlul|zs@ V] @IWllzs@-

Démonstration. En appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz, discretes et continues,
nous obtenons

3 3 avl

b(u;v,w)| < /Q(Z(Z 3a:k 2 Zw W2 dx

i=1 i=1
3 (%
x)1/2
< wlsan [ (20X (252 s
k=1 ik=1 xk
De la, les deux premiéres inégalités. La troisieme inégalité est déduite en appliquant Holder
ov; . .
/ Z ug) Z 5 “)?) dx. Enfin par les mémes procédés, on peut écrire
ik=1 9Tk
3?}1 1/2 & 1/2 /2
b uVW]</ Z dx < |v|m (g /Zuk Z ) dx)
ik=1 aq:k i,k= i=1

D’ou la derniere inégalité en appliquant de nouveau Holder.

A

Théoreme 3.6 Supposons, en plus des hypothéses du Lemme 3.1, que u appartienne a
LY0,T; HY()3). Alors y(t) = ||[u(t)|lv, satisfait l'inégalité différentielle dans [0,T):

V0 < L3 ol + [ Ry d9) + ot £ O
) ey — YOI = 23 [ G o s (39

o

Clo, o) :C1C’(a1)+]a1+a2|(0(a1))2[(\/6+2(\/§+ \/§)>OI+<\/_+2\/_)03/2] (3.9)

et K1 et Ky sont définies dans le Lemme 35.1.
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Démonstration. Pour simplifier, posons z = w — a;Aw. Prendre le produit scalaire de
(2.22) avec z donne

1d

5 @, + aLIIU(t)IIQVQ — b(z(t);u(t),2(t)) + (1 + ax){—b(Au(t); w(t), z(1))

+b(w(t); Au(t) +22

> 8xk oz, 20 — b= =g (b))
+(Vug(t) x VAu(t), 2(1))]} = (rot(£(t) + —u()), z(t).  (3.10)

Utilisant le Lemme 3.5, nous déduisons
[b(z(t);u(t),z(t))] < [Vu(t)| =@ 20|72
Alors, (2.12) et (2.15) donnent
[b(z(t); u(t),z(t))| < C10(n)[u(®)]7,- (3.11)

Ensuite le Lemme 3.5 et (2.16) impliquent

b(Au(t); w(t), z(1))] < [[Au(t)]| @) [V @) s ll2(E)]] 22
< G Au(t) |l @ lle (D20 |2() | 12(0)-

Alors, du Lemme 3.3, nous déduisons
b(Au(t); w(t),2(1))] < V6CY*(Clan) P [[u(®)]},- (3.12)
De nouveau le Lemme 3.5 permet d’écrire
[b(w(t); Au(t),z())] < llw ()|l Ault) o) |2(0)]]22@)-
Alors le Lemme 3.3, (2.12) et (2.15) donnent
[b(w(t); Au(t),z())] < V6Ci(Can)?ut)]f?,- (3.13)

De méme, avec en plus Cauchy-Schwarz,

3 8u(t) 8w(t) Gw(t)
. < , . 1
130 %0, a0 < o) 3= 15 oo o
< 2@l 2@ lw @)l 20 [ Va( )HLoo(Q) < f 201 (Clan)) ()], (3.14)
Des arguments analogues donnent
Ow(t) oult 3 oult
!Z ((91;()’ a(),z(t))\st Ol L2 Z ng IV( ())Hmm)
k= k T = i

< V203"|2(1) ] 120 ZHV )||H1<Q)<\/_Cz (Cla)* (@)l (3.15)
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Enfin, du Lemme 3.4 et par les mémes procédés, nous déduisons

IE(VW@) X VAug(t),2(t))] < [|l2(8)]| 220 Z IV ()| oo o IV (Auk ()| 2@

< 2Bl 2@ IVa @) || o= oy | At )!Hl(m < V3 C(C(n))?[u®) |- (3.16)

Finalement, observant que par suite de (3.4) et du Lemme 3.3

[rot u(t)|| 12 < \/2/71||u(t)||va

et utilisant les majorations (3.11)-(3.16) dans (3.10), nous déduisons

1d v
5 g + 2R,

< <V§,//;Ilu( )y + [[rot f(t)||L2<m> [a(®)llv, + Cla, az)[u(®)|7,

ot C(a, ap) est définie par (3.9).
De la en posant y(t) = ||u(t)||y, et en simplifiant par y(¢), nous obtenons

—wm)mo+”$5m<mv

'(t) < t£(t)|| 20 — C -
(0 < Irot ()] ey — Clansan) (o
et (3.8) suit en substituant (3.2) dans cette inégalité.
A

En l'absence d’information supplémentaire sur la solution u, il est clair, a partir de
I'inégalité différentielle (3.8), que nous ne pouvons pas prouver l’existence globale en temps
de u a moins de montrer la majoration uniforme

14 Kl
vVt >0 t <mn|———,—1. 3.17
>0, o)lhe < min (o ) (3.17

Grace a la décroissance exponentielle de certains termes de (3.8), nous prouverons que
chaque solution continue de (3.8) satisfait (3.17) pour des données suffisamment petites.
En premier lieu, nous supposons que f appartient a L'(IR*; H(rot;2)); alors (3.8) est
définie presque partout sur IR™

Nous allons intégrer (3.8). Pour le faire, nous avons besoin du lemme d’intégration
sulvant.

Lemme 3.7 Soit A >0. Sihe€ L'(IR") ett >0, alors

/Ot ds (/OS e_A(S—T)h(T) d’T) _ il/ot h(s)(1 — e_A(t—s)) ds,

si, de plus, h > 0 sur IR"

[ as ([ eremmyar) < [ hisyas



Démonstration. Par le théoreme de Fubini, nous obtenons

/Ot ds (/08 e_A(S_T)h(T) dT> = /t h(t)e AT dr /Tt —As s

_—A(-s)
A/ (1 —e” )ds.
YAN

Lemme 3.8 Soit f appartenant o L*(IR"; H(rot;)). Si les données satisfont

1 vV2 0 o0
ool + - 3/2(Huo||v+ | U@y dt) + [ llrot £8)]12(edt

. v K

<min|——-—— —|, 3.18

(alC(al,ag) KQ) ( )

ot C(aq, an) est définie par (3.9) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 3.1, alors toute
solution continue de (3.8) avec la valeur de départ y(0) = ||ugl|v, satisfait

14 Kl
Vi>0, 0<y(l) <min| —,— | . 3.19
> 0.0 y0) < il ) (3.19)

Démonstration. Intégrant (3.8) de 0 a ¢ et utilisant le Lemme 3.7, nous déduisons

1 l/\/_
0(0) < 0) + S Gl + I s d5) + [ Irot (5 s

—Clay, o) /01t (M - y(S)) y(s)ds

e [ (G =) Il = e

Nous posons
Kl 14
M=min|—,—— 3.20
<K2 @10(0&1,0(2)) ( )

2 K.
V\/_JHH(S)Hv(l — e ),

et
a(s,t) = Clay, az)y(s) +

(3.21)

Pour 0 < s <t, nous avons
y(s) >0 et (1 —e H1=2)) >,
Utilisant (3.20) et (3.18), nous obtenons

(1) < M~ Clar,02) [ (M = y(s))y(s) ds

e /01— (ol (1 = )
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Puis la notation (3.21) permet d’écrire

y(t) < M — /Ot(]\/[ — y(s))a(s, 1) ds. (3.22)

Comme y est une solution continue de (3.8) et comme 0 < y(0) = ||ugl|y, < M du fait de
(3.18), il y a un intervalle de temps sur lequel y(¢) < M. Prouvons, par contradiction, que
cet intervalle est IR*. En effet, si cela n’était pas vrai, il existerait t* > 0 tel que

Vi<t 0<y(t) <M ety(t) =M, (3.23)
donc y < M sur [0,t*] et, puisque a(s,t) > 0 pour 0 < s < t, la relation (3.22) donne

y(t*) < M, ce qui contredit 1'égalité dans (3.23).
A

Bien str, la condition (3.18) est seulement satisfaite quand les données f et ug sont suf-
fisamment petites. Pour des raisons pratiques, il est intéressant d’évaluer de quelle petitesse
elles devraient étre. On choisit ug dans V5 et on pose

ol a3y = 0.
Alors pour des constantes positives P; et P, nous pouvons écrire
laol|z2(0) = P10 et |ug|p o) = Pad.

Doy grand.

En raison de la relation (2.10), on remplace C'(«;) par 7
g

; alors

14 14

1C01,02) /30y +292(VB +2(V3 + V2T + (VG + 2v2) 03

et
Kl 1%

Posons

b <\/§Cﬂ +22[(VB + 2(V3+ VI + (V6 + 2v2)CT] 6ﬂ017> |

D’apres le Lemme 2.1, on a
0 < C(O‘I)HUOHVm

et, utilisant la notation (3.20), si on veut imposer que

1
laol|v, < 5 M,
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ceci implique
1y

5 < (3.24)
\/—041
D’apres (3.1), |uglly = y/P% + a1P3 4, donc
1 vV/2 1
Kl 3/2 HU—OHV < ZM
est vérifiée si
<_Mh (3.25)
TR :
Enfin, posons M = [7° [|[£(t)]| 2 dt + [5° ||rot £(t)||12() dt. Alors
1 V2 [ o0 1
= [ IO @ e+ [ rot £(0)]l ey dt < 5 M
e e o IO e [ ot £ e <
est vérifiée si .
Finalement, pour «; grand, les inégalités (3.24), (3.25) et (3.26) montrent que (3.18) est
vérifiée si nous avons une majoration d’ordre — pour uy et d’ordre 0 pour f.
aq
2)ay petit.
De méme, grace a la relation (2.10), on remplace C'(ay) par % /2 Alors
Qy
v rvaog

anClar,a2)  P[(V6+2(v3+ v2))Ch + (V6 + 2v/2)C))

et

Ky yai’/ 2

K2 601/7732 )
Utilisant le Lemme 2.1, si on veut imposer

1

fuolls < 5 M,

ceci implique
v
0 < ——. 3.27
12C,P? (3:27)

Ensuite

1 vV2 1
K Oéi)/z uollv 4
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est vérifiée si y

§ < " \/57310177?40‘?' (3.28)
Enfin
[;’;g/g 0°°||f(t)||L2(Q) dt+/0°° [rot £(2)]] sz dt < iM
est vérifiée si v ,
M < Wal. (3.29)

Finalement, pour a; petit, les inégalités (3.27), (3.28) et (3.29) montrent que (3.18) est
vérifiée si nous avons une majoration d’ordre o pour uy et f.

Conclusion

Il suit de ces observations qu’en pratique, a; ne doit étre ni trop petit, ni trop grand
pour avoir une existence globale. En particulier, on peut remarquer que la condition en
a3, quand «; est petit, sera difficilement réalisée.

4 Unicité

Dans ce paragraphe, nous démontrons 1'unicité d’une solution globale du probleme
(2.17), (2.4), si elle existe. Le premier lemme s’applique & tout couple de solutions de
(2.17).

Lemme 4.1 Soient uy et uy deux solutions de (2.17). Leur différence u = u; —uy satisfait

[’égalité
5 g OV +v[u®)]i ) + b(u(t); ux(t) - 2(an + az) Aug(t), u(t))

+b(u(t); Au(t), (201 + az)ua(t) + (a1 + az)ui(t))
+0(2(a1 + ag)uy(t) — agus(t); Au(t), u(t)) = 0. (4.1)
Démonstration. En utilisant I’équation (2.17), on montre que u = u; — uy est solution
de I’équation

1d
2dt

—(rot(us — (201 + a2)Auy) X ug,u) + (g + a2)(b(uy; Au,uy) — b(uy; Au, uy))

+2(a1 + a)(b(ur; Auy,u) — b(ug; Aug,u) = 0. (4.2)

a3 + V|u|?{1(9) + (rot(u; — (201 + az)Auy) X ug,u)

Nous pouvons vérifier que, formellement, pour tout u et tout v,

3 81112 8uk
((rotu) x v); = kz::l(vka—xk — Vg B, ).

De la, nous obtenons la relation suivante, pour tout u, tout v et tout w

((rotu) X v,w) = b(v;u,w) — b(w;u,v). (4.3)
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De cette relation découlent les égalités suivantes
((rotuy) x uy,u) — ((rot ug) X uz,u) = b(u;uy, u),
((rot Au;) X ug,u) — ((rot Auy) x uz,u) = b(uy; Au,u) — b(u; Au, uy).
Enfin, on vérifie que
b(uy; Au,uy) — b(ug; Au,ug) = b(u; Au,uy) + b(uz; Au, u),

b(uy; Aug,u) — b(ug; Aug, u) = b(ug; Au,u) + b(u; Aug, u).

Ces égalités, substituées dans (4.2), donnent (4.1).
A

Théoreme 4.2 Le probléme (2.17), (2.4) a au plus une solution dans L>(0,T;V3) pour
tout T' > 0.

Démonstration. Supposons que le probleme (2.17), (2.4) ait deux solutions u; et uy
dans L>(0,T;V,) pour un quelconque 7' > 0 et posons u = u; — uy. Soit ¢ € [0,7]. Par
I'inégalité de Poincaré, on obtient

v eV, Vllmi) < VP2 +1 [v]m@) (4.4)

D’apres le Lemme 3.5, on a
b(u(t); us(t) — 2(ay + az)Aus(t), u(t))| < [Ju(t)]|7aq) lua(t) — 2(r + a2) Aus(t) | 1)

Alors (2.16) et (4.4) impliquent

[a(®)[E:) < C37(P* + Dju(®)fi )
et, puisque uy € L>*(0,7;V5), (2.12) donne

[ua(t) — 2(cn + a2) Aus(1) 1) < (2lar + asl V3 + 1)C () | ual| L= 0,7:15)-
Donc
[b(u(t); ua(t) — 2(a1 + az)Aug(t), u(t))] < er(T)[u(t)|f o), (4.5)

avec
a1(T) = (2lar + aa|V3 + 1)(P? + 1)C(ar)C8"|[ua|| 1 (0 1215)-

Ensuite, comme dans la démonstration du Lemme 3.1, la formule de Green donne, pour
tout u et tout v dans V5,

3 8u 5 ov Ou
b(u; Au, v) Zz1b sz s ‘)—i-ZZb( pr 8xz> (4.6)

’L
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D’ou, en utilisant de nouveau le Lemme 3.5, on a

[b(w; Au, v)[ < [[VV|L=@ ZII IILz

3 ov
s 319G s

puis, grace a Cauchy-Schwarz et a (2.16),
3/2
(s A, V)| < [0 (o i+ €2 [l sy [0V o fuliey. (47)
Enfin (2.12), (2.15) et (4.4) impliquent
b(w; Au, v)| < C(an)(Cy + C5 VP2 + 1) [v]lvs [uffn g

Alors, puisque u; et uy sont dans L>(0,T; V), cette inégalité nous permet d’écrire

[b(u(t); Au(t), (201 + az)uz(t) + (a1 + az)wi (1) < eo(T)|u(t)| 7 o), (4.8)
avec

eo(T) = C(ar)(Cr + VP2 + 105 + asl|[wi || Le(o/2v) + [201 + o] [Ua] 1o 0.1

De méme X
8u
b(v; A b .
(v; Au,u) ; axl 8 Z)
D’oti, par suite du Lemme 3.5,
ov ou
[b(v; Au,u)| < \U\Hl(mZH o=@l
puis, grace a Cauchy-Schwarz,
(v: A, w)] <[99 o sy (19)
Ainsi
[b(arua(t) — 2(en + az)wi (t); Au(t), u(t))] < c3(T)ut) |3 () (4.10)
avec

cs(T) = CrC(an)(n[|uz]|Leqo.riv) + 2] + zll[us | oo 0,7:v5))-
Substituant (4.5), (4.8) et (4.10) dans (4.1) et utilisant (3.4), nous obtenons

C1 (T) + CQ(T) + Cg(T)

d
Sl <2 ()17

Alors l'inégalité de Gronwall et le fait que u(0) = 0 impliquent que u(t) = 0 pour tout ¢

dans [0, 7.
A
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5 Existence de la solution

Dans ce paragraphe, nous supposons que la frontiere I' de € est de classe C*! et que
f appartient & L'(IR*; H(rot; Q)) N L>®(IRT; L2(Q)?).

La solution du probleme (2.17), (2.4) est construite au moyen d’'une discrétisation de
Galerkin. Comme l'injection V5, C V' est compacte, le probleme spectral

(W, V)i, = AW, v)y , Vv ey,
ou
(W7 V)V = <W7 V) + al(vw7 VV)

a une suite de fonctions propres {w;} dans V5 correspondant & une suite de valeurs propres
{\;} telles que

(Wi, V)i, = Aj(w;, V)y, Vv eV, (5.1)

avec
D<A <...< g <...— +o0.

Les fonctions w; forment une base orthonormale dans V' et une base orthogonale dans V5.
Suivant 1’approche de D. Cioranescu et E. H. Ouazar dans [9], cet ensemble de fonctions
sera utilisé comme base spéciale dans la méthode de Galerkin-Faedo. Nous rappelons un
lemme et une remarque démontrés dans [7):

Lemme 5.1 En plus des hypothéses du Lemme 2.1, supposons que I' soit de classe C*'.
Alors les fonctions propres de (5.1) appartiennent o H*(€)3.

Remarque 5.2 Les fonctions propres de (5.1) appartiennent a H™(Q)3 pourvu que T' soit
de classe C™ Y1 pour m > 3.

Pour tout entier m positif, nous notons V,, l'espace vectoriel engendré par les m
premieres fonctions propres {w; };”:1 et P,, 'opérateur de projection orthogonale sur V,,
pour le produit scalaire dans V5. Nous définissons une solution approchée du probleme
(2.17), (2.4) par: chercher

Wn(t) = cim(t)wj,
j=1
solution pour 1 < j < m, de
(0, (), W) + (Vg (1), Vw;) + v(Vun(t), Vw;)
+(rot(u,(t) — (201 + ag)Au,,(t)) x uy(t), w;)

+an + ap){b(unm(t); AWj, wn (1)) + 2b(wm (t); A (1), W;) } = (£(2), w;), (5.2)
u,,(0) = P,(up). (5.3)
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Ainsi nous avons a résoudre un systeme de m équations différentielles ordinaires d’ordre
un et de degré deux, avec des coefficients constants et avec une condition initiale au temps
t = 0. Le facteur de ¢}, (t) est une matrice non singuliere et le membre de droite (f(z), w;)
appartient & L'(IR*) N L>®(IR") pour tout j. Alors des résultats classiques sur les EDO
(cf. [10]) assurent qu’un tel systeme a une solution u,,, unique et continue sur [0, 7] avec
u/ dans L*(0,7"), pour un nombre 7* > 0. Nous nous proposons de démontrer que
u,,(t) satisfait I'estimation a priori du Paragraphe 3.

En multipliant les deux membres de (5.2) par ¢;,,(t) et en sommant par rapport a j,
nous obtenons sur [0, 7] I'égalité

[l (D117 + Vi ()7 0) + 3(0n + az)b(Wn(1); Aw, (t), wn () = (£(2), wn(t). (5.4)

Alors la démonstration du Lemme 3.1 s’applique a u,, sans modification et fournit le
résultat suivant.

Lemme 5.3 La solution wu,, du probléeme (5.2), (5.3) satisfait 'inégalité suivante pour
tout t dans [0,T}]:

t
[ ()l < e 51w (0)||v +/0 K1 £ (5)| 2y ds

b (K
Ky [ e (2 () s ) () v ds (5.5)
0 2

ou Ky et Ky sont définies dans le Lemme 3.1.

Grace a la base spéciale, nous pouvons aussi déduire de I’équation (5.2) une estimation
pour rot(u,, — ayAu,,(t)). Nous définissons, tout d’abord, la fonction vectorielle F(v)
pour tout v dans V5:

F(v) = —vAv +rot(v — (201 + a2)Av) X v + (a1 + ) (—A(v.Vv) 4+ 2v.V(Av)). (5.6)

Si v appartient & H*(Q2)3, nous pouvons vérifier que F(v) appartient & H'(Q)3. En effet,
puisque v appartient a W1 ()3,

ov ov  ov

ov. ov 3
8xi) X v, rot(Av) x 9z, Oz,

V(Av) et vy (ALY

rot(A o

) appartiennent & L*(Q)

et du fait que H%() est une algebre,

ov ov
o Vv + V'vé)xi

A( ) appartient & L*()°.

Alors, en raison du Lemme 5.1, F(u,,(t)) appartient & H'(Q)3. Ensuite pour chaque ¢,
nous définissons v, (t) dans V' comme la solution du probleme de Stokes:

Vi (t) — 1AV (£) + Vg (t) = Flup (1)) — £(t). (5.7)
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Puisque rot(F(u,,(t)) — f(t)) appartient & L*(Q2)3, il suit du Lemme 2.1 que v,,(t) appar-
tient a V5. Substituer la définition de F dans (5.2) donne

(w, (8), wj)v + (F(un () — £(2), w;) = 0,

et utiliser la définition (5.7) nous permet d’écrire

(u;n(t)a Wj)V + (Vm(t),wj)v =0.

En multipliant cette équation par A; et en utilisant (5.1) et le fait que ul,(¢) et v,,(t) ap-
partiennent tous les deux a V5, nous obtenons, pour tout 1 < 53 < m, ’équation discrétisée

(0, (£), Wj)v + (Vi (2), W)y, = 0. (5.8)
Le théoreme suivant est l’analogue du Théoreme 3.6.

Théoréme 5.4 Supposons que f appartienne o L*(IRT; H(rot; Q)) N L>®(IR"; L*(Q)?) et
que T' soit de classe C3'. Alors y(t) = ||u,(t)|lv, satisfait linégalité différentielle dans
[0, 7]

V2 b k(s
V1) < S @l + [ eI 0, d) + ot ED) e

1

v 2 ﬁ

nClar. o) —y(t)y(t) — WKQ Ot e Iat=9)( %, ~ V) un(s)lv ds, (5.9)

—C(ou, as)(

ot C(a, ae) est définie par (3.9) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 3.1.

Démonstration. En multipliant les deux membres de (5.8) par ¢;,,(t) et en sommant sur
7, nous obtenons

(w5, (8), W ())vs, + (Vin (£), @ (£) v, = 0.

Poser w,,(t) = rot u,,(t) et utiliser le fait que

rot (Vi (t) — a1 Avin(t)) = rot(F(u,(t)) — £(1))

donnent
;Cciltﬂum(t)H%/2 + (rot F(u,, (1)), wn(t) — crAw,,(t)) = (rot £(t), wn(t) — a1 Aw,,(t)).

(5.10)

Gréace au Lemme 2.4 et a (2.19), (2.20) et (2.21), nous déduisons, apres suppression de
I'indice m et la variable ¢ pour simplifier les notations:

rot F(u) = uV(w — 01 Aw) — (w — yAw).Vu — vAw — (a1 + az)Au.Vw

3. 0w _ Ou ou _ Ow
) : — : .(5.11
+(a1 + a2)w.V(Au) +2(a1 + az) kz::l[amk V@xk O v&vk + Vug X V(Aug)]. (5.11)
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En substituant cette expression dans (5.10), nous obtenons

1d
5 g7 il + o i, — b(w — o1 Awi v, w — 01 Aw)

+(oq + @) [-b(An;w, w — o Aw) + b(w; Au,w — ay Aw)

ow 8u ou Ow
2 — 0 Aw) —b(=—; —,w — A
+ Z{b a Ty a 31 w) b(al‘k’a kjw 651 w)
+(Vug, x VAu,,w — ayAw)}] = (rot f + Y rot u,w — ajAw). (5.12)
(€3]

On est exactement dans la méme situation que dans le Théoreme 3.6 et la méme démonstra-
tion donne (5.9).
A

Considérons une solution de (5.9) avec la valeur initiale

y(0) = [[um(0)[lve = [P (uo) lvs.-
L’opérateur P,, est l'opérateur de projection orthogonale de V' sur V,, pour le produit
scalaire dans V' et de V5 sur V,, pour le produit scalaire dans V5. Les propriétés de conver-
gence de P, impliquent
T ()l = ol et i fjan(0)]lv = o]l

Donc si ug et f satisfont (3.18), alors pour tout m suffisamment grand, u,,(0) et f satisferont
I'analogue de (3.18):

11/\/_
ot (0}l + 7= 3/2<1|um v+ [T IEO @y dt) + [ rot £ 2o

. v K,
<min|——0, =1}, 5.13
<a10(a1,a2) KQ) ( )

De 14, la conclusion du Lemme 3.8 implique que T} = co et que u,,(t) est uniformément
bornée dans V5, par rapport au temps:

. v K,
Vit >0, ||lun(t)|ly, <min | ———— — | . 5.14
> 0. a0l < min (- (5.14)

Alors 1'équivalence de normes du Lemme 2.1, (5.5) et (5.14) impliquent que la suite
{W,, }m>1 est bornée par rapport & m dans L=(IR*; H3(Q)*) N LY (IR*; H'(Q2)3).

Le lemme suivant donne une borne pour u/, (¢).

Lemme 5.5 Soit f élément de L>®(IR*; L*(2)3) et supposons que la suite {Wy, }m>1 S0it
bornée par rapport ¢ m dans L>®(IR*; H3(Q)?). Alors la suite {u, },,>1 est bornée par
rapport ¢ m dans L>®(IR"; V).
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Démonstration. Multiplions les deux membres de (5.2) par ¢},,(t) et sommons sur j.
Cela donne

[, (D7 = v(Au,(t), w, (1) — (rot(wn(t) — (201 + a2) Auy (1)) X wn(t), uy,(t))
— (a1 + a2)(b(um(t); Au, (1), un(t)) + 20(wn(t); Auy(t), wy, (1)) + (£(), w, (1))
(5.15)

En utilisant (4.3), nous obtenons

(rot(um(t) — (201 + a2) Ay, (1)) X (1), w0y, (£)) = b(m (£); um (L), w,, (1))
— (201 + @2)b(W,(t); Aug,(t),w), (t)) + (201 + a2)b(u),, (t); Awy, (1), wm(1)).

Alors, I'équation (5.15) s’écrit
s, (D11 = v (A (£), w), () = bt (8); (1), w, (1))
— b (W (t); A (1), w,, (1)) — (201 +042) (w0, (£); Aug (1), wm (t))
—(n + a2)b(um (t); Aw,, (1), wn (£)) + (£(2), w,,(1)). (5.16)

De maniere similaire a (4.6), nous avons, supprimant temporairement 'indice m:

ey w0, ) = 3 ey B G 4 5, Z L

D’ou, en utilisant le Lemme 3.5, nous avons

[b(u(t); Ad'(t), u(t)] < [[u(t)| Lo > ||V<a;a§:))”L4<Q>”8;/(t)

j=1

~ 2@
J

u 2w,
Lo () oz, L2(Q)>

3
Hu ’Hl Z
et donc, grace a Cauchy-Schwarz et a (2.16), (2.15) et (4.4),

b (£): AU, (8), wn(0))] < (VP + 15 + 1) (D)1 [ () sy [ (8) 1130
(5.17)
Ensuite, I'antisymétrie de b donne

bt (1); W (), W, (£)) = —b (W (£); Wy, (£), Wi (1)),
et, utilisant le Lemme 3.5, (2.16) et (4.4), nous obtenons
bW (£); Wi (), 0, ()] < [ ()| 0 [0 (8) 1120
V| 03/2rum<t>|m<mrlum@)r\mru'm<t>rm<m- (5.18)
De méme les Lemmes 3.5 et 3.3, avec les majorations (4.4) et (2.16), donnent

[ (£); A, (2), 0, ()] < [ (£)]] 20 | A (8) 111 () [ 05, (8) [ o 02
< VB(P? + 1)C5" [ (6) 1120 [[ W (8) | 1) [0, (D) 111 (5.19)
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et

[, (8); Aug (), i (1)) < [, (8)]] s | At ()| 2 (@[ (8) ] 22 (@)
< V3P + 1)C5" [ (6) 110 1 ()| 1530 [0 () 171 - (5.20)

En utilisant les inégalités (5.17), (5.18), (5.19) et (5.20) dans (5.16), ayant majoré /P2 + 1
par P? 4 1, nous obtenons

I, (1Y < vl ()| o) 10, (0] 1) + £ 2 [0, ()] 220
FE | (8) | 3 0 [ () [ 1 () [0, (8) | 11105
avec
k= (o1 + |as))(Ch + (23 + 1)(P? + 1)) + (P? + )32,
Utiliser (2.7) et (3.4), puis simplifier par ||u],(¢)||v donnent

1
I @Ollv < ()l (v + K[t @)l ) + PIEE ] z2(y).

Etant donné que k est indépendant de m et ¢, les hypotheses ci-dessus sur u,, et f im-
pliquent que le membre de droite de cette inégalité est borné sur IR* uniformément par

rapport & m. Donc la suite {1, },,>1 est bornée dans L*(IR*; V).
A

Le théoreme suivant récapitule les majorations obtenues pour les suites {u,,} et {u],}.

Théoréme 5.6 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement conneze, avec une frontiére
[ de classe C*'. Soient la vitesse initiale vy donnée dans Vs et le membre de droite f
donné dans L'(IR"; H(rot; Q)) N L=(IR"; L*(Q2)3), suffisamment petits pour satisfaire

11/\/5

lwollve + 375
Ky o/

(luolly + [ IEO) |z dt) + [ [[rot £(8) 2o dt

. v Ky
<min|——— =1, 5.21
(oqC’(oq,og) KQ) ( )

avec C(aq, ) définie par (3.9) et K, et Ky définies dans le Lemme 3.1. Alors pour tout
m suffisamment grand, la solution unique u,, de la méthode de Galerkin (5.2), (5.3) existe
pour tout temps t > 0 et satisfait les bornes supérieures:

K
HumHLoo R V- < min (V,1> ,
( ) 2) &10(@1,0&2) K,
||um||L1(lR+;H1(Q)3) <k, (5.22)
”u;”||L°°(lR+;V) < ke,

ot ki et ko sont des constantes indépendantes de m.
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Il reste a passer a la limite par rapport a m. Il suit de la premiere et de la derniere
inégalité dans (5.22) qu'il existe une fonction u et une sous-suite de {u,,}, encore notée
{u,,}, telles que

lim u,, = u faible” dans L*(IR™; V3),
Jim w;,, = u’ faible” dans L*(IR*; V).

D’une part, cela implique que

Ju <min
ull r min| ——, —

L (IR+7 ‘/2) B (11C(()él, 042) Kg
et pour tout 7' > 0

lim u,, = u dans HY(0,T; H'(2)?) faible.

L’application u — u(0) est linéaire continue de H'(0,7; H'(Q)3) dans H'(Q)? pour les
topologies fortes, donc aussi pour les topologies faibles. D’ou

lim u,,(0) = u(0) dans H'(2)? faible,

mM—00

mais

im u,,(0) = uy dans V fort.

Ainsi
u(0) = uy.

D’autre part, pour tout 7" > 0, {w,, }m>0 est borné dans l'espace
W ={v e L*0,T; H*(Q)*),v € L*(0,T; H(Q)*)}.
D’apres [22], 'injection de W dans L?(0,T; H*(2)?) est compacte; ainsi
lim u,, = u dans L*(0,T; H*(Q)?) fort

et bien str
lim u,, = u dans L*(2x]0, T[)? fort.

m—00

Utilisant le théoreme de convergence dominée et 'antisymétrie de b, ces convergences
impliquent que, pour tout 7" > 0, pour tout entier positif j et pour toute fonction v dans
L*(0,T), les quatre termes non-linéaires dans (5.2) convergent comme suit:

[ b0 wn o), w0yt = [ b uie), wi)u (o) dn

b (0 A 1), w0 dt - [ Tb<u<t>;Au<t>,wj>w<t> i,

T

0

Do vt (6), () (6) e = [ bl Au(t), u(e)) ()

0
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[ bluwn (6); vy (0)00) dt = [ ba(e): Aw,, u() (0 dr

De 1a, on passe a la limite dans (5.2) et on déduit que u est solution du probleme (2.17),
(2.4) et puisque cette solution est unique, la suite entiere u,, converge vers u. Ceci établit
le principal théoreme de ce paragraphe.

Théoréme 5.7 Sous les hypothéses du Théoréme 5.6, le probléme (2.17), (2.4) a une et
une seule solution u qui existe pour tout tempst > 0. De plus, u appartient a L=(IR";V3),
u o L®(IR"; V) et u est uniformément borné dans Vy par rapport au temps:

Il < mi v M (5.23)
oo mn|—————————,—1, .
L (‘ZR+’ ‘/2) - &10(0[1, CYQ) KQ

ot C(ay, an) est définie par (3.9) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 3.1.

6 Reégularité additionnelle

Dans ce paragraphe, nous supposons que le probleme (2.17), (2.4) a une solution u
dans L*>(0,T; V,) avec u’ dans L>°(0,7; V') , qui n’est pas nécessairement globale. Prenons
f et rot £ dans L'(0,7; H(Q)3), ug dans H*(Q)? et T' = U_T; (T; connexe) de classe
C31. Nous nous proposons de montrer que rot(u — a;Au) appartient & L>°(0,7; H'(Q)3).
Etant donné la Remarque 2.3, ceci implique que u est dans L>(0,T; H*(2)3). En fait la
méthode de ce paragraphe est générale et peut étre appliquée pour déduire toute régularité
pour u.

En premier lieu, nous allons définir une application linéaire g de L?(Q2)? dans H?*(Q)3
telle que g(rot(u — ayAu)) = rot u. Ensuite, de I’équation (2.22), utilisant I’application
g, nous déduirons une équation de transport, dont z = rot(u — oy Au) est une solution
particuliere dans L?(0, T; L*(2)?). Puis nous montrerons que cette équation a une solution
dans L>(0,T; H*(2)?) et, enfin, qu’elle n’a pas plus d’une solution dans L?(0,T; L?(Q)3).
Par conséquent I'unique solution z dans L>(0,T; H'(Q2)?) est rot(u — a;Au), de 1a u
appartient a L>(0,T; H*(Q2)?) .

6.1 Définition et propriétés de g
Nous définissons
G ={veLl*N)?*divv=0<vmn,1>p=0pour0<i<p}

C’est un sous-espace fermé de H(div; Q2), donc de L*(Q)? (les normes || || 12(q) et || || i)
coincident sur (). Soit Pg l'opérateur de projection orthogonale sur G pour le produit
scalaire dans L%(Q)%. Soit z un élément de L?(2)? et soit

vz = Pg(z).
Comme (2 est simplement connexe, il existe un unique vecteur potentiel ¢, tel que

yz =rot ¢, et div ¢, =0dans Q, ¢, n=0sur I
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De plus, la régularité de T’ implique que ¢, appartient & H'(Q2)? et il existe une constante
C1 telle que
1@l @) < Cillyallzz) < Cillzl r2q).-

Ensuite nous définissons v, comme la solution dans V' du probleme de Stokes:

Vv, — Av, + V71, = ¢@,.

La régularité de T' implique que v, appartient a H>(Q)3 et il existe une constante C4 telle
que
1Vallm2 () < C3ll@all (-

Nous posons
g(z) =rot v,. (6.1)

Alors les inégalités ci-dessus nous permettent d’obtenir

g ()] 522) < C'll2ll 2@, (6.2)

avec C' = /20’ C}. Nous allons démontrer deux lemmes qui établissent des propriétés de
g qui seront utiles par la suite.

Lemme 6.1 Soit g défini par (6.1). Siu € Vs, alors
g(rot(u — a;Au)) = rot u.
Démonstration. Posons z = rot(u — a;Au). Alors z appartient & L*(Q)3. De plus
divz=0et <zn,1 >p,=0pour 0<1:<p.
De la z € G. Alors
rot(u — ayAu) =z =y, = rot ¢, = rot(v, — a1 Av,).

Comme €2 est simplement connexe, cela implique

vV, = U

Donc
g(z) = rotu.

A
Avant de démontrer le deuxieme lemme, nous allons rappeler un résultat démontré
dans [3]. Soit ¢¥ I'unique solution dans H'(£2) du probleme

—A¢Y =0 dans Q,
qZN’ro =0 et qZN\pk = constante, 1 < k < p,
< quN.n, 1 >To= —let < VqZ-N.n, 1 >r,= 5zk , 1<k < p.
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Proposition 6.2 Les fonctions Vg, 1 <i < p, engendrent l’espace Kn(Q):
Kn(Q2) ={w € X(Q);rot w =0 dans Q,div w = 0 dans 2 et w x n = 0 sur 00},

" X(Q) = H(rot; Q) () H(div; Q).

Lemme 6.3 En plus des hypothéses du Lemme 2.1, supposons que I' soit de classe C1.
Alors Uapplication g définie sur L*(Q)? est un opérateur linéaire continu de H'(Q)3 dans
H3(Q)? et il existe une constante C" telle que

lg(@) 3 @) < C¥llz]lm @) (6.3)

Démonstration. Soit z un élément de H'(2)3. Posons

p
w, =Vp,+> < (z—Vp,)n,1>r, Vg, (6.4)

i=1
ou p, est la solution du probleme de Dirichlet:
Ap, =div z avec p, € Hy(S2),

et chaque ¢, la solution dans H'(2) du probléme énoncé ci-dessus.

1°) Montrons que z — w, € G. Par suite de la régularité du probleme de Dirichlet et
du fait que, pour tout entier m > 1, Ky() s’injecte continuement dans H™ ()3 pourvu
que T soit de classe C™! w, appartient & H'(Q2)3. Ensuite

div(z — w,) = divz — Ap, = 0.

Enfin pour 0 < <p
<(z—wy,)n,1>p,=0,

puisque < V¢V .n,1 >p = 6, pour 1 < i k < p et div(z — Vp,) = 0.
2°) Montrons que w, € G*+. La formule de Green donne
Vy € G, (Vps,y) = —(divy,p.)+ < y.n,p, >r=0. (6.5)

De plus
Vy € G, y =rot ¢ avec p € H'(Q)?,

alors pour 1 < ¢ < p, d’apres une formule de Green,
(Va',y) = (Vg;',rot @) = (rot(Vg;'), )~ < Vg xn,¢ >r.
Mais V¢ appartient & Ky (€2), donc

Vy € G, (Vq',y) =0. (6.6)
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Finalement, nous déduisons de (6.4), (6.5) et (6.6) que w, appartient & G*. Puisque z—w,
est dans G et w, dans G+, cela implique

z — w, = Pg(z).
En posant y, = Pg(z), nous obtenons
Z =Yzt Wy,
olty, € GN(HYN)?) et w, € G+ N (HY(Q)?).

3°) Montrons que I'application z — y, est un opérateur linéaire continu de H'(Q)3

dans H'(Q)3. D’une part, la régularité du probleme de Dirichlet implique que p, appartient
a H?(Q) et qu'il existe une constante Cj telle que

VD2l 1) < Cp N2l a1

D’autre part, par suite de la régularité de K (), on peut écrire

IV || oy

p
||Z (2= Vp)n, 1>, Ve e < X llz— V|
i=1

< max (194" lie) T 12— Vgl oy

Mais il existe une constante C7 telle que
12 = Vpallz2ry < CYllz — Vol o)
En utilisant les inégalités ci-dessus et la définition de w,, nous obtenons
¥zl < C3 ll2llm @),
avec CY = 1+ CJ + (1 + Cf)CY max (V@ | rr1@))|T]-  Enfin la régularité de I' et la
i=1,....p
définition de g impliquent qu’il existe des constantes C¥ et CY telles que

Vz € H'(Q) , Vallmao) < Cilld,lln2@) < CLCY yallim o)

De 14 (6.3) suit avec C" = /2C7CYCY.
A

6.2 Une équation de transport

Pour transformer 1’'équation (2.22) en une équation plus adéquate, nous remplacerons
w — a;Aw par z et w par g(z) olt w = rot u. Mais exprimer Y3_, Vuy, x VAuy, sous
la forme d’une application bilinéaire de z et u, n’est pas simple et a cette fin nous avons
besoin du résultat préliminaire suivant.
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Lemme 6.4 Posons w = rot u et supposons div u = 0. Formellement, nous avons

3
ZVukaAuk:—Za—uxrot(a )+ Aw.Vu — w.VAu + Aw X w. (6.7)
k=1 1 Oy, Oxy,

Démonstration. Nous pouvons vérifier que, formellement, pour tout u et tout v, avec
divu =0 et divv =0,

.0u  Ov 3 3 Ou,
kz:;[(a—xk X (9xk) (Vug x Vo) kz::l (rot u),— — kz::l(rot V)kaxk.
Mais si divu = 0, Au = —rot w. En prenant v = Au = —rot w, nous avons
3. 0u ow 3 0Awy,
— t(=—)); Aug);| = — + (A
;[(B[Ek X ro (al’k)) + (Vuk x V Uk> ] kglwk 8$Z ( w. Vu)
et le résultat suit du fait que
3
A
(Aw X (.U)Z = (WVAU)Z — Z wka Uk.
k=1 Ox;

D’une part, on rappelle I'identité
u.Vv+v.Vu=V(uv)—uxrotv+rotuxv,

et dans cette identité, on remplace u par Au et v par w = rotu. En considérant de
nouveau que Au = —rot w, nous déduisons

Au.Vw + w.VAu = —V(rot w.rot u) — i((.u — 1Aw) X rot u. (6.8)
g

D’autre part, nous pouvons écrire

Aw.Vu = —i(w — a;Aw).Vu + irot u.Vu. (6.9)

a1 €51

En utilisant (6.7), (6.8) et (6.9) dans 1’équation de transport (2.22), nous obtenons

2
aat(w — a;Aw) + L(w —aAw) +uV(w — gAw) — M(w — a;Aw).Vu
(71 g
a1 + Qo

+(a1 + as)V(rot w.rot u) — (w — a;Aw) X rotu

651

0 ou _ Jw ou

3
V — X t
al t o 2:: allj'k al'k al‘k 8$k &vk axkro w)
—rot £+ L rot u— 22 Rl rot u.Vu. (6.10)
aq aq
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Puisque nous savons que la solution u du probleme (2.17), (2.4) existe, la précédente
équation nous conduit a résoudre 1’équation de transport suivante, obtenue en remplacant
w — a;Aw par z et w par g(z):

Pour u donné dans L>(0,T;V5), ug donné dans H*(2)> NV et f donné tel que rot f
appartienne a L'(0,T; H'(Q)3), chercher z dans L>(0,T; H'(2)3) solution de:

0z v 3a1 + 2a

a1 + —Z +u.Vz — Tz.Vu + (a1 + a2)[V(rot g(z).rot u)
1
1 du  Ou 0 ou 9,
- 2 . _a A2
o x rotu + Z 92,8 g(z) v@xk B Vaxkg z) O X (%krot g(z))]
— rotf + —rotu — 21 e % rot u.Vu, (6.11)
(07] a1
z(0) = rot(ug — a1 Auy). (6.12)

Remarque 6.5 Nous avons exprimé cette équation en fonction de z et g(z) afin de de-
mander le moins de réqularité possible a u. Par exemple, considérant que

V(Au.w) = —V(rot w.rot u),

nous l'avons écrit sous la forme —V (rot g(z).rotu) plutot que V(Au.g(z)) car si z ap-
partient a H'(Q)? et u a H3(Q)3, alors —V(rot g(z).rot u) appartient a H'(Q)?, tandis
que V(Au.g(z)) appartient seulement a L*(Q)3.

6.3 Existence de solution dans L>(0,T; H'(Q)?) de ’équation de
transport

Pour construire une solution de (6.11), (6.12), discrétisons ce probleme par la méthode
de Galerkin avec une base similaire a celle introduite par R. Temam dans [34]. Comme
injection de H'(€) dans L?*(f2) est compacte, le probleme spectral

Yv e HY(Q)? | (w,v)+ (Vw,Vv) = A\(w,V) (6.13)
a une suite dénombrable de valeurs propres positives distinctes:
D<A <A< .. <A —00

et un ensemble correspondant de fonctions propres {w;};>; qui forme une base orthonor-
male de L?(Q2)? et une base orthogonale de H*(2)3. En fait, c’est un probléme de Neumann
homogene et w; appartient a H?(Q)?, a condition que I' soit de classe C-!.

Pour m > 1, nous notons X, I'espace engendré par {w;}", et P, I'opérateur de pro-
jection orthogonale sur X,, pour le produit scalaire de H'(2)®. Alors le probleme (6.11),
(6.12) est discrétisé par:

Chercher

t) =Y cim(t)w;,
j=1
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solution, pour 1 < 57 < m de

v

(1), + (1), 9) + D (0); 2 (0), )
—3(11;2&26(2,”(75); u(t), w;) + (a1 + a2){(V(rot g(z,(t)).rot u(t)), w;)
— (1) % vt (1), wy) + 2 30 (1) )

8;I(Z); %g(zm(t)),wj') - (3(;1;;5) « (;;krot g(zm(t)), w,)]}

—b(

— (rot £(t) + ~rot u(t) - 20‘1; 2 rotu(t).Vu(t),w;),  (6.14)
1 1

20 (0) = P,,(2(0)). (6.15)

Le probleme (6.14), (6.15) est un systeme de m équations différentielles linéaires d’ordre
un, avec une condition initiale au temps ¢t = 0. Le facteur de ¢, () est une matrice
constante non singuliere et les autres facteurs ont des coefficients variables mais continus.
On en déduit (cf. par exemple [10]) que ce systéme a une solution z,,(t), unique et continue
sur tout l'intervalle [0, 7.

Lemme 6.6 Supposons que u appartienne a L*(0,T;V3) et que f soit tel que rotf
appartienne a L*(0,T; H(Q)?). Alors la solution z,,(t) de (6.14), (6.15) est bornée comme
suit:

vt € [0, 7], N2 (t)lm(0) < € (|20 (0) || 1110 + Cr), (6.16)
ou Kt et Cr sont deux constantes qui dépendent de T', mais non de m.

Démonstration. Multipliant les deux membres de (6.14) par Ajc;,(t), appliquant (6.13)
et sommant par rapport a j, on obtient, apres avoir supprimé la variable ¢ pour simplifier
les notations:

1d
(Hzm||2L2(Q) + ||VZmH2L2(Q)) +

2 dt a
V(0. V2,), Va,) — W[(V(zm.vm, Vz,) + (2. V0, 2,,)]
+(an + a){(V(V(rot g(z,,).rotu)), Vz,,) + (V(rot g(z,,).rot u), z,,)

(HZmH2L2(Q) + Hvzm\|i2(n))

—L(V(z x rotu), Vz )+2§:[(v(i (z )val) V)
o " P = (‘hkg B
0 ou ou _ 9 ou _ o
ou 0 ou B
_(V(ka X aixkrot g(zm))7VZm) - (aixk X aixkrot g(Zm),Zm)]}

= (rotf + Y rotu— 22 Rl

tu.V m . (6.17
o o rotu.Vu, z )Hl(Q) ( )

Tous ces termes sont bien définis, par suite de la régularité de w;, u et g. Le seul terme
qui pose un probleme dans (6.17) est (V(u(t).Vz,,(t)), Vz,,(t)), car il fait intervenir la
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dérivée seconde de z,, qui ne peut pas étre controlée par les termes positifs du membre de
gauche. Développons ce terme:

o Ozmi O n 8 Zmi OZm.i
axk 81‘1 ’ &ck 8xk8xl 8xk

(V(u.Vz,),Vz,,) = (

Mais
( a Zmi azm,i o (u }i(azm,z 8zm,i
aZL‘kal‘l 8{L‘k N b 28Il 81’k ’ 6xk

Alors la formule de Green donne

P 2mi OZm.i
Oxk&nl 8xk

(w

1
—(divu, §|Vzm|2) =
car u appartient a V. Donc

3
(V(WV2y), Vz,) =S b((g“- O02m
k=1

Z [
xk’ ms axk

).

Utilisant le Lemme 3.5, Cauchy-Schwarz et les normes définies par (2.6), nous obtenons

Ozm
(V(W.V2m), Vz)| < |2m] 5@ Z ||7HL Dy, 122
< HVHHLOO(Q)‘Zm‘HI(Q)-
De la (2.15) donne
(V(u(t).Vzm(t)), Vzu (t))| < Crlla()| g3 @) |2m (0] 1 @)1 2m () |51 0)- (6.18)

Examinons les autres termes du membre de gauche. Tout d’abord nous avons les termes

5.0 ou
|(Zm'vu7zm)|7 |(V<r0tg(zm)'r0tu)vzm)|a |Z<(’9T:kg(zm)v87:m§’zm)|’

3. Ou 0
t -
|,;1((993kv3517 g(2zm), Zm)| e |Z X

Montrons qu'ils sont majorés par des termes de la forme C|lu(t)| g3 @) |Zm()]172(q), out C
dépend de Cy, Cy et C’. On peut remarquer que (z,,.Vu,z,,) = b(z,;u,z,). Alors le
Lemme 3.5 donne

a9 rot g(zm), Zm)|-

(2 V1, 200)| < [V 020 ()12 [ 720

et de (2.15), nous déduisons
(2 (1)-VU(t), 2 (1))] < Cullu(®) ]| (o) 12 (8) [ 22(0)- (6.19)
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Ensuite

(V(rot g(z,,).rotu),z,,) = (aaxZ

Alors les inégalités de Holder et de Cauchy-Schwarz impliquent

|(V(rot g(z,,).rotu),z,,)| < ( / Z 8%( x)V2( / Z (rotu)? Z 22, dx)'/?

z]l =1

rot g(z,,).rotu, z,,;) + (rot g(z,,). rotu, z, ;).

d;

3

+(/Q ;z,%“ dX)1/2(/QjZ::1(r0t g(zm)); Y (rot 8811

ij=1 i

)2 dx)l/2

J

< 2||Zu| 22 () ([ VUl Lo () |8 (Zm) [ 1200) + V& (Z0) | L3y [|07u]| Lae))-
De la, (2.15), (2.16) et (6.2) donnent

3
|(V(rot g(zy(t)).rot u(t)), z,(t))| < 2(C1 + C3)C"[u(t)l| a3 |2 (D) [ Z20)- (6:20)
Pour le terme suivant, on utilise le Lemme 3.5, (2.16) et Cauchy-Schwarz, ce qui donne

IZa g(zm).

8 ou

Zm)| < |2l 220 ZH 2. 8En) @IV (5 )l

3/2
<cy HZmHLQm)HVg(Zm)HHI(Q)Ha uHHl(ﬂ)

Alors, de (6.2) et (2.16), on déduit

20 ou 3/2 ,
Oz Ere < 3 2(0) - .
E(axkg( m(D)-V 50, 2m ) < G ) s 1 2m (22 (6.21)
De méme
3. Ou 0
il v < _ ] o
De la,
3. Ou 0 / )
| Z(g(t).vaig(zm)(t)’Zm(t))| = GC ||u(t)||H3(Q)||Zm(t)||L2(Q)~ (6.22)
k=1 k T

Enfin le Lemme 3.4 et Cauchy-Schwarz impliquent

ou 0 ou o
|Z(6a:k X o kI‘Otg<Zm) yZm)| < |2l 220 kzlllakaL ||rot(a g(zm))| 120

< zmll 2@ [Vl L= @ lrot (V(g(zm))) [ 20
Alors le Lemme 3.3, (2.15) et (6.2) permettent d’écrire

\Z(@(w aikr(’tg(zm)(t),zm(t)ﬂS\/§C’1C’||u(t)HHS(Q)Hzm(t)H%Q(Q). (6.23)
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Nous allons montrer que les termes restants du membre de gauche de (6.17) sont
majorés par des expressions du méme type que dans (6.18), c’est-a-~dire du type

Clla(®)] sy |2m ()| 1 @) l|2m (@) |11 (@)
ou C' dépend de C7, Cy et C”. Considérons le développement

Oz 8zm)+b(z . ou Oz,
ox, Oz " Oxy” Oxy

Alors le Lemme 3.5, (2.16) et Cauchy-Schwarz donnent

(V(z,.Vu),Vz,,) = b(-——

[(V (20 Y 0), V 20)| < IV 6l ) |2 11 + C2 2 1 @) |20 110 1070111 ),

puis (2.15) donnent
[(V (2 (£).V u(8)), V 2 (1))] < (Cr + C*)[w() |30 12 (8) 1120 1200 ()| 1112y (6.24)

Considérons le développement

d*rot g(z,,) Jrot g(z,,) Orotu 0z,
0x,0x; rotu Oxr,  Ox; = Oxp )
+(8rot g(z,,) Orotu d*rotu dz,;

Par Holder, (2.16) et Cauchy-Schwarz, nous en déduisons

(V(V(rot g(z,,).rotu)),Vz,) =

+ rot g(z,).

](V(V(rot g(zm).rotu)), Vz,,)| < |2m| 10 (|[rot ul| L= (o)||rot(9°g(zm)) || 12
2022V (x0t (1)) 110y || V(£ )] 13 gy + [0t (2 00 20 (%10 [ 2(y):
Mais, par suite du Lemme 3.3, pour tout v dans H?3(2)3,
IV (rot v)|lm(e) < V2|IV]la3@
Alors, de cette inégalité, de (2.15), de (6.3) et du Lemme 3.3, nous déduisons
|(V(V(rot g(z,(t)).rotu(t))), Vz,(t))|
< A4C"(Cy + C ) [a() |50 Zm (B) | 111 )| Zon (1) 211 - (6.25)
Remarquons que

ou _ 0g(zy,) ?u 0g(zm,) 0z,

;(V(axkv 0z, ), Vam) = b<8xkc9xj dxy, Oz

Puis le Lemme 3.5, (2.16) et Cauchy-Schwarz donnent

ou 0°g(zy,) Oz,
al’k, 8%8@ ’ al‘j )

+b(

> ag(zm) 3 5’2 ag(zm) aZm
< 4 Zhmy
kZzl (%k oy ) V)l era s o IV (S5 2 s JHL(Q)
H—a“ [ |82( DIy Haz’“\l
L= 8x]8x ') ] L2

3/2
< 2 111 () (C5 0% 111 @) 1028 (2n) | 111 @) + ||V 120 (0| (o) | 150 -
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Alors, de (2.15) et (6.3), nous déduisons la majoration suivante

1395 v a0

< C"(Cy + 022)||u(t)||H3(Q)|Zm(75)|H1(Q)||Zm(t)||H1(Q)

De maniere analogue

(6.26)

Zm) o Ou ., 0%8(zm) Ou Oz, 0g(z,) 0%u
Z V 8xk Vaxk> Vzm) = b dx0x;  Oxy’ Ox; )+ b Oz, ' Oxp0z;’ Ox;
Alors
% o 08(2m) o Ou
|k§1(v( 2 VaT:k) VZm)|

3 2
< N2 111 () (C3 2102 (2o | 110 | 0P| 11 ) + || V&2 || o0 ) [0 13-
D’ou la majoration

13 (9.9 55 1), V1)
<c”

3/2
(Cy + C3) ()13 200 () 12 0 1200 () | 110

Puisque (a—xkzm X rot u, 8—$kzm) =0, on a
ou . 0z,
(V(zm x rotu), Vz,,) = (2, X rot(axk) a; :
Du Lemme 3.4, nous déduisons
0z,
[(V(zm x rot ), Vzn) < |[2ml| 4@ Z Hrot HL4 5, e

Alors (2.16), Cauchy-Schwarz et le Lemme 3.3 donnent

[(V (2 (t) X Tot u(t)), Vz,(6)] < V25" |[(t)]| 30 [2m ()] 11 (@) 20 ()] 2110

Enfin, considérons le développement

du  Orotg(z,) _, 0u 0g(zm) 0%m

(v((‘?xk % 0z ), Vm) = <8xk6’xj x Tot( oz ) 8xj)
ou 0°g(2m) . Oz,

+((9xk x Tot( 0x,0x; ) ox; )

25
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De maniere analogue a la majoration précédente, le Lemme 3.4 donne

sz 62 3g Zm
) V)l < VEI G e ua o ot (5

8zm

Ju  Orotg(z,)

)z

0%g(2,,)
- t .
||L @ |lro (axkaxj N2

Alors (2.16), (2.15), Cauchy-Schwarz, le Lemme 3.3 et (6.3) nous conduisent a la majoration

(V) @mgj;m (), Van(0)

< V2C(Cy + O3 [t) 3y i ()] 1 (1) 1. (6.20)

Il reste a majorer le membre de droite de (6.17). D’une part

ou 0z,
3:1:]- 8xj

Jrotu 0z,
; W,
Ox; Ox;

(V(rotu.Vu), Vz,,) = b( ) + b(rot u;

—).
Do, les Lemmes 3.5 et 3.3, Cauchy-Schwarz et (2.15) donnent
(Y (rob ult).Vu(®)), Va, (1)) < 2v2Ck fu(t) e o a0l s 0y 2 (1) 13 )
D’autre part, par les mémes procédés, on a
(rot u(t). Vu(t), 2m(1))] < V2O [u(t) 17y [ ()] 150 2 (1) 20
Donc nous avons la majoration
(rot u(t).Vu(t), 2, (1)) x| < 292 Cllalt) i 10O (012 (Dl vy (6:30)

Les majorations des termes restants sont immédiates. Rassemblant alors les majorations
(6.18)-(6.30) et les substituant dans (6.17), nous obtenons

1d
5 g 17 Ol o) + — Hzm( W) < Dillu(®) | @12 ()72

+Ds[u(t)] a3 ()| Zm (t )|H1(Q ||Zm( ey + 12m () | 510 ([rot £(2) || m1(o)
v 42
+071\/§||U( a2 + 7|041 + ao|Crllu(t) || a2 la(t) || g3 ),

avec
D, = (1+2]041+042\( + (24 V2)C)C + 4oy + an|C'C?

et

[201 +(2+2)C5”
«

Dy =20, + C32 + |ay + v +2(4 +V2)(Cy + CI .
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Utilisant la majoration

(Izm ()] () + 12 (D) 171 )

N | —

|Zn () 111 (@) | Zon (D) || 111 (0) <

et simplifiant par ||z, (t)| g1(q), nous déduisons

d

2Ol < Killa®)llme@ 12n ()l + [rot £) @)

v 44/2
o V2l + ==l + aslCulla®) e,

Dy

avec K, = max(Dy, —) 5

2

D’ou (6.16) suit avec
Kr = K1||11HL<>°(0,T;H3(Q)3)
et

V2v

aq

o] + «
Cr = [[rot fl|p1ora@p + Tlalleorms@ (—— + o - 2l [l Lo 0,713 (09))-
1

A

11 découle de (6.16) que la suite {z,,} est uniformément bornée par rapport a m dans
L>(0,T; H'(2)3). De 1, il existe une fonction z dans L*°(0,T; H'(Q)?3) et une sous-suite
de {z,,}, encore notée {z,,}, telles que

lim z,, =z faible x dans L>(0,T; HY(Q)?).
Par un argument similaire a celui utilisé dans le précédent paragraphe, mais plus simple

puisque le probleme est linéaire, nous pouvons passer a la limite dans (6.14), (6.15) et
montrer que z satisfait (6.11), (6.12). Nous avons donc prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 6.7 Supposons que ) soit un ouvert de IR®, borné et simplement connexe, avec
p

une fronticre T = |J I'; (I'; connexe) de classe C*1. Siu est donné dans L>(0,T;V5),
=0

uy dans H*(Q)* N Vet f tel que rot f appartienne a L'(0,T; H'(Q)?), alors le probléme
(6.11), (6.12) a au moins une solution z dans L>(0,T; H'(Q)?3).

Remarque 6.8 Comme on le verra dans le paragraphe suivant, les arguments utilisés dans
la démonstration du Théoréme 6.7 peuvent étre généralisés a un quelconque m > 1. Si T’
est de classe C™ %1 siu est donné dans L>(0,T; VoV H™2(Q)?), ug dans H™3(Q)*NV
et £ tel que rotf appartienne a L'(0,T; H™(Q)?), alors le probléme (6.11), (6.12) a au
moins une solution z dans L>=(0,T; H™(Q)3).
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6.4 Unicité de la solution dans L?*(0,7;L*(©2)?) de I’équation de
transport

Soient z; et zy deux solutions de (6.11), (6.12) et posons ¢ = z; — z2. Alors ¢ satisfait

Xl Leruve- M vy
ot aq
+(a1 + az){V(rot g(¢).rotu) — ;(C X rot u)
1
Gu du _0g(¢) Ou _Jrotg((),, _
¢(0) = 0. (6.32)

Prouver I'unicité dans L?(0,7; L?(2)3) de la solution du probleme (6.31), (6.32) n’est
pas évident car, quand ¢ est dans L*(0,T; L*(2)?), le produit scalaire de (6.31) avec ¢
n’est pas défini. Au lieu de cela, procédons par transposition (c¢f. [23]). Rappelons que si
¢ appartient & H'(Q2)?, puisque u appartient & V', nous avons

v e H'(Q)? /Q(U.VC).V dx = — /Q(U.VV).C dx ,

et le membre de droite est bien défini pour tout ¢ dans L*(Q)3. D’ou le probleme (6.31),
(6.32) a la formulation variationnelle équivalente:

chercher ¢ dans L?(0,T; L*(€2)?3) solution de

Vo € L*(0,T; H'(Q)?) avec ¢’ € L*(0,T; L*(Q)3) et ¢(T) =

[ 16080 — Ll + ut).To(0) + (b(w. 0. 9N} de =0, (633)
h(u,¢) = ?ﬂlo—;zag(.Vu — (o1 + a2){V(rot g(¢).rotu) — ;(C X rot u)
+2Z 8:1:k 88; gxk Vagsif) f?a; . aro(;ai@)]}’ (6:34)

sans terme aux temps t =0 et t =T car ¢(0) =0 et ¢(T) =

Une variante du Théoreme 6.7 peut étre appliquée pour prouver, pour tout p dans
L2(0,T; HY(Q)3) , I'existence et I'unicité (celle ci est évidente, voir plus loin la Remarque
6.10) de ¢ dans L*(0,T; H(Q2)?) avec ¢’ dans L*(0,T; L*(2)?) et ¢(T) = 0 tel que

v
¢'(t) - oTld)(t) +u(t).Ve(t) = p(l). (6.35)

Nous posons

¢ =F(p). (6.36)

o8



Lemme 6.9 Soit F défini par (6.36). Nous avons
Vi € L*(0,T; HY(Q)%), [F()llr20:220)) < 2T 1ll20.ir29)-

Démonstration. Le produit scalaire de (6.35) par ¢(t) donne

(¢'(t), (1)) — *ch( MZz) = (), (1))

En intégrant sur [t, 7] avec 0 < ¢ < T, nous obtenons

1B, — - [ 1605 ey ds = [ (ras). 6(5)) s,

donc
o)1 72@) < 20l 20,209 Dl L20.1:22(209)
D’ou
b L20,m:20)%) < 2T ||| £20,7522(0)3)- (6.37)
A

Remarque 6.10 La majoration (6.37) prouve 'unicité de la solution du probléme (6.35).
, u donné dans L*°(0,T;V;) et h
(Q2)°) et

[h(u, )l z20,22(0)3) < D Cla)||ul|zoeo,mv) 1€ 1| 220,1:22(2)%) (6.38)

Lemme 6.11 Soient ¢ un élément de L?(0,T; L?(2)3), u
défini par (6.34). Alors h(u, ) appartient a LQ(O T; L*(Q

ou

242
aq

= |y + al[( +2(2+V2)C")Cy +4C'CF) + C4. (6.39)

Démonstration. Par le méme type d’argument que dans le paragraphe précédent, uti-
lisant (2.15), (2.16) et (6.2), nous obtenons

1€.Vul| 220y < Cillullms) 1< z2@)s

¥ (xot g(¢) rot w)]|2(0) < 2(Cs + )l mscoyllGlzzen.

ou
THLQ <020’HUHH5 o) lI€l 2

JZ‘

ou _0g(Q)
| Z —.V 2200y < CLC [l 3oy 1€ | 22 ()
E—1 8$Ck
Enfin, du Lemme 3.4, il découle
I¢ x rot ul[r2) < V2Ciull g0y I¢ ] 2@
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et

3. 0u  Orotg(C ,
1> 5 < H ( )HLZ’(Q) < V2CC'|[ull g3y 1€ || 200y -
k=1 9Tk Lk

Le Lemme 6.11 se déduit de ces inégalités.
A

Le lemme suivant prouve l'unicité dans L?(0,T; L*(©2)*) de la solution du probleme
(6.11), (6.12).

Lemme 6.12 Soient T de classe C*' et u donné dans L>=(0,T;Vs). Alors l'unique solution
¢ de (6.31), (6.52) dans L*(0,T; L*(2)3) est ¢ = 0.

Démonstration. Par densité, il existe une suite {u,,} avec p,, € D(]0, T[xQ)? telle que

lim ||p,n — C||L2(0,T;L2(Q)3) =0. (640)

n—oo

Nous posons
¢, = F(p,), (6.41)
ou F est défini par (6.36). En prenant ¢ = ¢,, dans (6.33), nous obtenons
L1606, = 2-6,.0) + u(0).96,(0) + (h(w, ) (1), $, (1) de = 0.

Avec (6.35) et (6.41), cela devient

[ 1€, 1, (0) + (bl €0, B, )(0)] i = 0. (642

Etant donné (6.40) et le Lemme 6.9, F(u,,) est borné dans Pespace réflexif L*(0,T; L*(Q)?).
D’ot, il existe une fonction v dans L?(0,T; L*(©2)%) et une sous-suite de {F(pu,,)}, encore
notée {F(u,,)}, telles que

lim F(p,) =1 faiblement dans L*(0,T; L*(€2)%).

De plus, par semi-continuité inférieure de la norme || . || .2(0,1;12(0)3) pour la topologie faible,

||’¢)||L2(07T;L2(Q)3) S lim inf ||F(Mn)||L2(O’T;L2(Q)3).

Dong, en raison de (6.40) et du Lemme 6.9,
[l r20,m50202) < 2T(|€] L2 (0,7502(0))- (6.43)
Le passage a la limite dans (6.42) donne
[ G gy + (bl €)(0) (1)) di = 0.
Alors de (6.43) et du Lemme 6.11, nous déduisons que
HCH%Q(O,T;LQ(QP)(l — 2T D C(an)[ullp=(0,v5)) < 0. (6.44)
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Nous posons
1

4D C(en)ull=oran)”
ou D dépend de oy, ay, Cy, Cy et C’" mais non de T (cf. (6.39)). Si T* > T, (6.44) donne

T*

¢(t) = 0 pour tout t dans [0, 7.
Si T* < T, il existe p € IN* tel que (p — 1)T* < T < pT*. Remplagons successivement
0,T] par [(k — 1)T*,kT*] pour k = 1,..., p— 1 dans (6.33) et utilisons (6.35), (6.36) ,

les Lemmes 6.9 et 6.11; nous obtenons successivement pour £k = 1,..., p — 1 des relations
analogues a (6.44):

||CHQLQ((kfl)T*,k:T*;L?(QP)[1 —2T" DC(OQ)||u||L°°((k—1)T*,kT*;Vz)] <0.

Comme ||| oo ((k—1y7 k7+:v5) < ||0]|Lo0(0,751), NOUS avons

[1 =27 DC(a)Jull oo (k-1yr+ priv2)) =

DN —

D’ou
¢(t) =0 pour tout ¢ dans [(k — 1)T*,kT*], pour k =1,...,p— 1, soit

¢(t) =0 pour tout ¢ dans [0, (p — 1)T™].
Finalement, le méme argument sur U'intervalle restant [(p — 1)T™*, T donne
¢(t) =0 pour tout ¢ dans [0, 7.

A

6.5 Conclusion

Le probleme (6.11), (6.12) a une solution z dans L>(0,T; H'(Q)?) (cf. Paragraphe
6.3) et une solution rot(u — ayAu) dans L?(0,T; L*(Q2)*) (cf. Paragraphe 6.2). Dans le
Paragraphe 6.4, nous prouvons que ce probléme n’a qu'une solution dans L?(0,T; L?(0)3).
Donc z = rot(u — a;Au) appartient & L>°(0,T; H'(Q)?3) et, étant donné la Remarque 2.3,
cela implique que u est dans L>°(0,T; H*(Q)?). Nous avons démontré le théoréme suivant.

Théoréme 6.13 Supposons que Q soit un ouwvert de IR, borné et simplement conneze,

P
avec une frontiere I' = U I'; (T'; connexe). Supposons que la solution u du probléme (2.1)-

=0

(2.5) appartienne a L>=(0,T;V,). SiT est de classe C* et si les données ont la régularité:
u € HY(Q)* NV, fe L'0,T; H(Q)?*) , rotf € L'(0,T; H'(Q)?) , (6.45)

alors u appartient o L>(0,T; H*(Q)3).
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Suivant la Remarque 6.8, I’énoncé du Théoreme 6.13 peut étre généralisé par induction
a tout m > 1 pour donner le résultat suivant. Supposons que la solution u du probleme
(2.1)-(2.5) appartienne a L>(0,T;V5). Si T est de classe C™! et si ug est donné dans
H™3(Q)3 NV et £ dans L'(0,T; H™(Q)3) avec rot f dans L'(0,T; H™()?), alors u ap-
partient & L>(0,T; H™3(Q)3). La démonstration est similaire, il suffit de prendre pour
base les fonctions propres du probleme

Vv e H™(Q)P , (W), v))m = X(W;, V),

ott ((.,.))m représente le produit scalaire de H™(€2)%. Nous montrerons ce résultat dans le
paragraphe suivant.

7 Régularité: généralisation et solution classique

Nous commencerons par généraliser le résultat du Théoreme 6.13. puis, apres quelques

lemmes préliminaires concernant la régularité de la pression p et de , nous aborderons

ot
le probleme de la solution classique.
7.1 Reégularité généralisée

Pour étudier la régularité du probleme (2.1), il est utile de généraliser les résultats du

Lemme 6.3 concernant 1’application g définie par (6.1).

Lemme 7.1 Soit un entier m > 1. En plus des hypothéses du Lemme 2.1, supposons que
la frontiére T soit de classe C™ %Y. Alors l'application g définie sur L*(2) par (6.1) est
un opérateur continu de H™(Q)? dans H™2(Q)? et il existe une constante C,, telle que

Va € H™(Q)P, [|g(@) s < Co 1zl mien. (7.1)

Démonstration. Soit z un élément de H™(€)3. Considérons de nouveau w, défini par
(6.4). La régularité du probleme de Dirichlet et celle du noyau Ky (f2) (cf. Paragraphe
6.1) impliquent que w, appartient & H™(Q)3 et qu'il existe une constante C! telle que

Wl zm) < Crll2] 5me)-
Rappelons (cf. le paragraphe précédent) que y, = Pg(z) =z — w,. D’ou
[yallmm@) < 1+ Co)llzllim@)-

Alors la régularité des problémes intervenant dans la définition de g et celle de I" impliquent
qu’il existe des constantes C) et C) telles que

Vo € B, [Vallams < Coldallns < CLChyallmny,
Donc g(z) = rot v, appartient & H™2(Q)3 et (7.1) est vérifiée avec
C = V2C"C" (14 C").
A

Par induction, nous démontrons le résultat suivant.
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Théoréme 7.2 Soient un entierm > 1 et Q un ouvert de R3, borné et simplement connexe
avec une frontiére T' de classe C™ 1. Supposons que la solution u du probléeme (2.1)-(2.5)
appartienne a L>=(0,T;Vy). Siug est donné dans H™3(Q)3NV et £ dans L' (0, T; H™(Q)?)
avec rot £ dans L*(0,T; H™(2)3), alors u appartient a L>(0,T; H™3(Q)3).

Démonstration. Le paragraphe précédent montre que le théoreme est vrai pour m = 1.
Admettons le résultat du théoreme a l’ordre m — 1 pour m > 2 et démontrons-le a ’ordre
m. Considérons de nouveau I’équation de transport en z (6.11). Clairement, 1'unicité de
la solution du probleme (6.11), (6.12) dans L?(0,T; L?(2)3), démontrée précédemment,
implique I'unicité dans L*°(0,T; H™(2)?). De plus, rappelons que z = rot(u — a;Au)
est cette unique solution dans L?(0,T; L*(©)3). Admettons I'existence d’une solution dans
L>(0,T; H™(©2)?) du probleme (6.11), (6.12). Alors la solution est z = rot(u — a;Au).
D’olt rot(u — oy Au) appartient & L>(0,T; H™(2)3) et la Remarque 2.3 implique que u
est dans L>=(0,T; H™3(Q)?). 1l nous reste donc & prouver cette existence.

On définit le méme probléme approché (6.14), (6.15) avec w; dans H™(Q2)?, fonction
propre du probleme

Vv € Hm(Q)gv (W, V))m = Aj(Wy, V), (7.2)

olt (', ))m représente le produit scalaire dans H™(Q)3. La régularité du probleme (7.2)
implique que w; est dans H™™(Q)* pourvu que T' soit de classe C™!. En utilisant
I'application bilinéaire h définie par (6.34), ayant remplacé la solution approchée z,, par
z,, pour éviter les confusions de notations, I’équation (6.14) s’écrit

v

(z,(t), W) + oTl(Zp(t)’ w;) + (u(t).Vz,(t), w;) — (h(u(t), z,(1)), w;)
~ (ot £(t) + ~-rotu(t) - zo‘l(j 22 ot u(t). Vu(t), w,). (7.3)

Utilisant la base spéciale définie par (7.2), on obtient, apres avoir supprimé la variable ¢
pour simplifier les notations:

1d
5 g7 12ellime) + — HZpHHm o) T (WV2zp,2,))m — (h(w,2p),2,))m

= ((rotf + Y rotu— 22 ra
(03] (03]

rot u.Vu, Zp))m- (7.4)

D’apres 'hypothese de récurrence, u appartient & L>(0, T; Vo N H™2(2)3). Le seul terme
qui pose un probleme est ((u.Vz,,2,)),, car il fait intervenir la dérivée d’ordre m + 1 de
z,. Développons ce terme:

(WV2Zy, 2 = > Cop(0®uV(9°2,),0°7z,) + Y (u.V(0°z,),0°z,).
e i
Mais la formule de Green donne
. 1
Z (u V(aﬂzp aBZP Z Z ul7 2 a Zp7i|2) = Z (le u, ilaﬁzpF) = O?

|B]=m |Bl=m i=1 |8|=m
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car u est dans V. Nous obtenons donc

(0V2Zp,2)) = Y. Cop(0*uV(0°z,),0"""z,).

la+B8|<m
|8]<m—1

Il nous reste alors & majorer des termes du type (0°u.V(9°z,),9°*Pz,), avec
la+ 8] <met |B] <m—1. (7.5)
En utilisant le Lemme 3.5, nous déduisons
(0°u.V(872,), 0 z,)| < [|0™ul| Lo (0 | V(072 ) | 2() |0° 2 | 12 ) -
Alors (2.13), (2.6) et la condition (7.5) impliquent
(0°u.V(0°2,),0°z,)| < Crllull ez |2l 7m0

Finalement nous obtenons

[(u(t). V2, (t), 2y ()| < Cla(t)[| mr2e) |2 ()| Fm e (7.6)

ou C' est une constante dépendant de m et C4.
Ensuite nous devons majorer |((h(u,z,),2,)),|. Montrons, par deux exemples, les
arguments utilisés dans ce type de majoration. Considérons comme premier exemple,

|((Zp Vu, Zp) Jm| < E : Y V(0™u), aotzyv)| + | E : Ca,ﬁ(aﬁzp‘v(gau)aaa+ﬁzp)|-
la|=m lat8l<m
lo|<m—1

D’une part, utilisant le Lemme 3.5, (2.16) et |a] = m, nous obtenons
lo" lo" o’ fo 3/2
(2, (9°0), 0°2,)| < 12|20 | V(0w (0 192y | 20 < 3"l im0 12 7 -
D’autre part le Lemme 3.5, (2.15) et les conditions |a+ 3] < m et |a| < m — 1 impliquent

(072,.V (070), 0°*P)| < 1072, 120y [V (0°W) || 2o (0 0" 2 | 2

< Chllull gmea) 12l Fim -

De ces deux majorations, il suit que

|(zp(1).-Vu(t), 2 (1) )| < Clla(t)l] 120 12 (0 [ (0 (7.7)
ou C' est une constante dépendant de m, C; et Cy. Considérons comme second exemple,
du 8g(zp) 3g(Zp)
. < (0% (63
(G VG minl <1 5 (0 (o) V(B g
Ou 9g(2p)
« Y] P o+
+| a_%im CCYB a ax ) V(a ( al’k ))78 ZP)|‘
lo]<m—1
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De maniere similaire aux majorations précédentes, utilisant en plus (7.1), d’une part on
obtient

o, Ou 0g(z,) o, Ou 0g(z,) N
(0 ()T (B 2),0°,)| < 1075V (5 2 s [0°2,
< 03/2||u||m+2<mr|g<zp>||Hs<muszHm < G5 ull 2 |2 [ )
D’autre part, grace a |a] <m — 1, on a
ou 0g(z,) ou 0g(z,)
o0 o° P2), 0P| < |0~ oo ( 0P (=222 || g |02 2
(%) VO (B ), 0702, < 0% () el VO (522 g 0% 2
< CuCillullmsa) 12pl7m(q)-
De ces deux types de majorations, nous déduisons
8g(z )
IZ amk : ax: (1)), 2p)m| < Cllu() || mm+2(0) 126 (8 [ 7m (). (7.8)

ou C dépend de Cy, Cy, C,, et m.

Les autres termes venant de ((h(u,z,), z,))m, ainsi que les termes du membre de droite,
se majorent de maniere similaire. Un lemme analogue au Lemme 6.6 implique que la suite
{z,} est uniformément bornée par rapport & p dans L>*(0,7; H™(©2)*). On en déduit
I'existence d’une solution dans L>(0, T; H™(2)?) du probleme (6.11), (6.12). Comme nous
I’avons expliqué précédemment, cela termine la démonstration du théoreme.

A

7.2 Reégularité de la pression et des dérivées par rapport au
temps

Nous étudions I'existence et la régularité de la pression p (cf. Paragraphe 1) et de
ol u est la solution dans L>°(IR™; V4) du probleme (2.1)-(2.5).

u
ot’

Lemme 7.3 Sous les hypothéses du Théoréme 5.6, le probléeme (1.9), (2.2)-(2.5) a une
0

unique solution u dans L>®(IR*; V) et p dans L=¥(IR"; H'(Q)/IR). De plus a—ltl appartient

a L>*(IR*; H2(Q)3NV).

Démonstration. Soit u la solution dans L>*(IR*; V5) du probleme (2.1)-(2.5). Posons
G(u) = vAu —rot(u — (2a; + az)Au) X u+ (g + ag)(A(u.Vu) — 2(u.V(Au)). (7.9)
Avec cette notation le probleme (2.1) s’écrit

ou ou

g — g A(— 5 )+ Vp=1£f+ G(u). (7.10)
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Posons

0 9
1=f+Gu)— a*? + @1A(87‘;).

u
On remarque que, puisque 5 appartient & L= (IR™; V), les hypotheses sur f et la régularité

de u impliquent que 1 appartient & L>=(IR*; H~1(Q2)3). Mais I'équation variationnelle (2.17)
implique que, pour presque tout ¢ > 0,

Vv eV, <l(t),v>=0.
D’apres [21], cela implique qu'il existe p € L= (IR"; L?(Q)) tel que
1= Vp.
Ainsi il existe un couple (u, p) vérifiant ’équation (2.1) avec les régularités ci-dessus. Mais

0
I’équation (7.10) avec p € L®(IR*; L?(£2)) montre que a—ltl est solution d’un probleme de

Stokes avec une viscosité aq et un membre de droite
f + G(u) dans L®(IRT; L*(Q)?).

La régularité de I' implique que

u appartient a L>(IR*; H?(Q)%).

ot
On en déduit que Vp est dans L>=(IR*; L%(Q)3). Ainsi p appartient a L>(IR*; H'(Q)).
Posons . .

ol A; est le premier tenseur de Rivlin-Ericksen défini dans le Paragraphe 1. Tenant
compte du fait que H?*(Q) est une algebre, la régularité de u implique que p appartient
a L>®(IR*"; H(Q2)). Enfin nous pouvons conclure que le couple (u, p) est 'unique solution
dans L®(IR"; V5) x L=®(IR*; H'(Q2)/IR) du probleme (1.9), (2.2)-(2.5).

JAN

7.3 Solution classique
Tout d’abord nous rappelons un résultat classique.

Lemme 7.4 Soit T > 0 et soit v appartenant a H*(0,T; L*(Q)?). Alors pour tout u dans
L*(Q)°,
ov d ,
(Eu u) - a(va 'Ll) dans D (]OaTD
Le second lemme concerne le probleme de Stokes et la dérivation par rapport au temps.
On définit le probleme de Stokes suivant: Pour f donné dans L*(Q2)?, chercher v dans

H?(Q)> NV et 7 dans H'(Q), solution de:
v —aAv + Vr =f. (7.12)
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Lemme 7.5 Soient T > 0 et w dans W>°(0,T; L*(Q)?). Pour presque tout t dans [0,T],

si v(t) est la solution dans H*(Q)* NV du probléme (7.12) avec f = w(t), alors g;/(t) est

la solution dans H*(2)> NV du probléeme (7.12) avec £ = a(;;(t) De plus g‘t, appartient
a L0, T; H*(Q)* N V).

Démonstration. Posons, pour tout v et tout z dans H{ ()3,
(V,2)0, = (v,2) + a1(Vv,Vz). (7.13)

Pour presque tout ¢ € [0,77], soit v(t) la solution dans H?(2)> NV du probleme (7.12)

avec f = w(t) et soit vq(t) la solution dans le méme ensemble du méme probleme avec

f= (?;v(t) Alors, selon la notation (7.13), pour tout z € V,

(V<t>7z)a1 = (W(t>>z) et (V1<t)7z)oé1 = (?:(t)7z)‘ (714)

Soient ¢ € D(]0,T[) et z € V. Utilisant le Lemme 7.4 et les égalités (7.14), on obtient

= _/OT(W(t),z)go’(t) dt = _/OT(V(t>7Z)a1(,0/<t> it

De la, on déduit

Vz eV, d (v(t),2)a, = (V1(t),2)a, pour presque tout ¢t dans [0, T]. (7.15)

dt
On munit H}(9)? du produit scalaire (, )a, et soit V1te1 Tespace orthogonal de V
associé. Puisque H}(Q)? =V @ V+er| de I'égalité (7.15), on déduit

d

\VIZ c H&(Q)g, %

(v(t),2)a, = (Vi(t),2)a, pour presque tout t dans [0, 7. (7.16)

Soit z donné dans H{(Q2)3. L’application: v — (Vv, Vz) est une forme linéaire continue
sur H}(Q)® muni du produit scalaire ( , ),,. D’aprés le théoreme de représentation de
Riesz, on sait qu'il existe h(z) € H}(Q2)? tel que

Vv € HY Q)2 (Vv,Vz) = (v,h(z))a,.

De cette égalité et de 1’égalité (7.16) ou z est remplacé par h(z), nous déduisons
d
Vz € Hy ()3, a(VV(t), Vz) = (Vvi(t), Vz) pour presque tout ¢t dans [0,T7]).

De la, comparant cette derniere égalité avec (7.15), nous obtenons

d

Vz c Hg(Q)B, a

(v(t),z) = (vi(t), z) pour presque tout ¢ dans [0, 77,
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et considérant que L?*(2) est un sous-ensemble de H~1(02)?, cela devient

d
Vz € Hy (), 3 SVEZH = < VLE>aom dans D'(]0, T7[).

D’apres [20], on en déduit, pour presque tout ¢ € [0, 77,

ov
S =vilt

v
Enfin il suit, de la régularité du probleme de Stokes appliquée a vi, que — appartient a

ot
L=(0,T; HX(Q)3 N V).
A

Le théoreme suivant prouve l'existence d’une solution au sens classique de I’équation
(1.9).

Théoréme 7.6 Soit T > 0. Soit Q un ouvert de IR, borné et simplement conneze.
Supposons que la solution u de (2.1)-(2.5) appartienne a L>(0,T;V3). Si la frontiére T’
est de classe C%' et si les données ont la régularité suivante:

f
u € H'(Q)*NV, f € L0, T; H(Q)?*),rot f € L>(0,T; H*(Q)?) gt € L>=(0,T; H*(2)%),

alors le probléme (1.9), (2.2)-(2.5) a une solution unique (u,p) dans

CH([0, T C*(Q)*) x C((0, T]; C*(Q)/ IR).
Démonstration. On commence par appliquer le Théoreme 7.2 avec m = 4. On obtient
ue L>0,T; H(2)3).

\ 7’ . V4 u /7 . 7’
Passons a la régularité de —. Dans la démonstration du Lemme 7.3, on a montré que

ot
0
le systeme (7.10) peut étre interprété comme un probleme de Stokes de solution 8—1: dans
L>(0,T; H*(Q2)> N V). Le membre de droite de (7.10) est G(u) + f, ou G(u) est défini
par (7.9). Du fait que H*(Q) est une algebre, on déduit facilement que G(u) et G(u) + f
appartiennent & L>°(0,7T; H*(Q)?3), compte tenu de la régularité de f. La régularité de I'
et de la donnée G(u) + f de ce probleme de Stokes implique que

Ju

5 appartient & L>(0,T; H°(Q)?). (7.17)
2
Ensuite étudions la régularité de ?%l; Dans ce but, déterminons 8(3‘({;?)
0G(u) Ju ou Ju ou
e I/A(E) — rot(a — (201 + ag)A(E)) X u —rot(u — (204 + ay)Au) x 5
ou ou ou ou
+(o + &2)(A(E.Vu) + A(u.V(E)) -2 E.V(Au) — 2u.V(A(a))).
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du

La régularité H™ de u, H® de 5

et les algebres H3(Q) et H*(Q) impliquent que

rot(A(aaltl)) X u et u.V(A(gl:)) sont dans L>®(0,T; H*(Q)?),

rot(Au) x 8@1; et ?:.V(Au) sont dans L>®(0,T; H*(Q)?).
ou

ot
Vu) est dans L>(0,T; H*(Q)3) et A(

Puisque u.V(—-) est dans L>(0,T; H>(Q2)3), A(u.V(g‘;)) est dans L>(0, T; H3(Q)?). De
o o
ot ot

rot(?;tl) X u est dans L>®(0,T; H*(Q)?) et rotu x ?;tl est dans L>(0,T; H%(Q2)?). De

méme A( ) dans L>(0,T; H*(Q)%). Enfin

ces résultats, nous déduisons que

9G (u)
ot

appartient & L>(0,T; H*(Q)?).

Alinsi, puisque g est dans L>(0,T; H3(2)3), nous pouvons conclure que
G(u) + f appartient & Wh>°(0,T; H?(2)%).

Appliquons le Lemme 7.5. Tout d’abord G(u) + f € W1(0,T; L*(Q)3). Ensuite ?)1; ost

la solution du probleme de Stokes (7.12) avec pour second membre G(u) +f. Alors il suit

0? 0G of
du Lemme 7.5 que U st 1a solution de (7.12) avec pour second membre 85511) + %

ot?
G f
Enfin, de la régularité de I' et de 0 85511) + gt € L*(0,T; H*(2)*), nous déduisons que

0%u Ct s 700 5(0)3
) appartient a L>°(0,7; H°(Q)°),

et done

u € W2>(0,T; H*(Q)%).
Grace aux théoremes d’inclusion de Sobolev, nous obtenons que
u appartient & C*([0, T]; C*(2)).
Puis, considérant I’équation (7.10), nous avons

ou 0

u
De I'étude précédente, nous déduisons

1,00 3.3y U 1,00 5(0)\3 du 1,00 3/0\3
G(u) e WH>(0,7; H*(Q2)°), 5 e W>=(0,T; H>(2)°) et A(E) e W>=(0,T; H°(22)°).
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Avec la régularité de f, cela donne
Vp € Wh(0,T; H*(Q)?)

et, de la
p appartient & W5>(0, T; H*(Q)).

Finalement, de 'équation (7.11), nous déduisons que
p appartient & Wh>(0, T; H*(Q)),
et les théoremes d’inclusion de Sobolev impliquent que

p appartient & C([0,T]; C*(Q)).
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Chapitre 11

Fluide de grade deux
avec {2 non simplement connexe

1 Introduction
Soit © un domaine borné lipschitzien de IR®. Nous posons
X (92) = H(rot; Q) N H(div; ),
Xr(2) ={v € X(Q);v.n = 0 sur 900},

Xn(Q) ={veX(Q);vxn=0sur I}

et
Kr(Q) ={v e Xp(Q);rot v =0 et divv = 0 dans 2}.

On munit ces espaces de la norme
. 1
IVlix@) = (IVIZ2) + [rot v][Zaiq) + [[div v]|7e (). (1.1)
Rappelons deux théoremes de [3].

Théoréme 1.1 Supposons le domaine Q de classe CV'; alors lespace Xp(2) s’injecte
continuement dans H*(2)3.

Théoréme 1.2 Supposons le domaine Q de classe CV': alors lespace Xn () s’injecte
continuement dans H*(2)3.

Nous allons préciser la géométrie de €2 (cf. [3]). Tout d’abord nous avons besoin de la
définition suivante qui étend 1’étude des vecteurs potentiels dans les domaines lipschitziens
au cas de domaines non nécessairement situés d’un seul coté de leurs frontieres.

Définition 1.3 Un domaine borné Q de IR® est appelé pseudo-lipschitzien si pour tout
point x sur la frontiere I il existe un entier r(x) égal a 1 ou 2 et un nombre réel strictement
positif po tels que , pour tout nombre réel p avec 0 < p < pg, l'intersection de () avec la boule
de centre x et de rayon p a r(x) composantes connezes, chacune d’elles étant lipschitzienne.
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On suppose que €2 est un domaine lipschitzien de IR®.
(i) Nous ne supposons pas que la frontiere I' de ) est connexe et nous notons I';, 0 < i < p,
les composantes connexes de I', I'y étant la frontiere de la seule composante connexe non
bornée de IR*\ ().
(ii) Nous ne supposons pas que §2 est simplement connexe, mais ’hypothese suivante permet
de “couper” convenablement () afin de le réduire a une région simplement connexe.

Hypothese 1.4 Il existe J surfaces ouvertes Y, 1 < j < J, appelées “coupures”, telles
que:

(i)chaque surface ¥; est une partie ouverte d’une variété réguliere M,

(ii)la frontiére de ¥; est contenue dans I' pour 1 < j < J,

(11i)l'intersection 3; N Y; est vide pour i # j,

(iv)l’ensemble ouvert

J
=0\,
j=1

est pseudo-Lipschitzien et simplement connexe.

Tout ensemble de telles surfaces est appelé un “ensemble admissible de coupures”. Cette
hypothese est satisfaite dans tous les exemples usuels de géométrie que nous avons a l’esprit.

Notations 1.5 Soit {¥;;1 < j < J} un ensemble admissible de coupures, soit Q° défini
comme dans [’Hypothese 1.4. Fizons un vecteur normal unitaire n sur chaque X;, pour
I1<j<J.

(i) Pour toute fonction q dans H'(Q2°), notons [q]; le saut de q a travers ¥; (c’est-a-dire
les différences des traces de q) le long de n.

(ii)Pour toute fonction q dans H'(Q°), Vq est le gradient de q au sens des distributions
dans D'(Q°). 1l appartient a L?(Q°)3 et peut donc étre prolongé a L*(Q2)3. Pour distinguer

cette extension du gradient de q dans D'(2), nous le notons %q.
Rappelons les résultats suivants, démontrés dans [3].

Proposition 1.6 La dimension de l'espace Kr(Q) est égale a J. Il est engendré par les
fonctions Vq], 1 < j < J, ot chaque q est la solution dans H'(Q°), unique d une
constante additive pres, du probleme

—Ag] =0 dans Q° et Vg .n =0 sur 09,
[¢] | = constante et [V m], =0, 1 <k <,
< VC]JT.II, 1 >, = Ojk, 1<k<J

Théoréme 1.7 Une fonction v dans H(div; ) satisfait
divv=0et <v.n>p,=0pour 0<i<p, (1.2)
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si et seulement s’il existe un vecteur potentiel ¢ dans X () tel que

v =rot 1 et divey = 0 dans (2,
Ypmn=0surl, <¢n,1>g5=0pour1<j<.J (1.3)

Cette fonction v est unique.

Lemme 1.8 Sur l’espace X1 (), la semi-norme
J
v = rot vz + [|[div vz + D> | < v, 1>y, |,
j=1
est équivalente a la norme || || x ) définie par (1.1).

Théoréme 1.9 Supposons que le domaine Q0 ait une frontiére I' de classe C™ pour un
entier m > 1. alors, ’espace de fonctions

{v e L*Q)*rotv e H" Q) divv € H" (Q) et v.n € H™ 2(0Q)}

s’injecte continuement dans H™()3.

Dans le but d’établir un lemme analogue au Lemme 1.2.1 dans le cas ou €2 n’est pas
simplement connexe, nous définissons le sous-espace de L?(£2)? suivant:

H={vel*Q)?*divv=0, vn=0sur I'}. (1.4)

Ensuite, 'opérateur P de projection de Helmholtz est défini comme 'opérateur de projec-
tion orthogonale de L?(€)3 sur H. Rappelons que

H* ={Vu;pn € H(Q)}. (1.5)

Alors, pour tout v € H2(2)> NV, on a v—a;Av = P(v — a;Av) + Vr. Ecrivant cette
équation sous la forme

v —aiAv + V(—7) = P(v — g Av),

on en déduit que v est la solution d’un probleme de Stokes avec un membre de droite
P(v — a;Av) dans L*(Q)3. Donc, si I est de classe C1!, il existe une constante C} (o)

telle que
HVHH2(Q) S Cl(Oél)HP(V — OélAV)”Lz(Q). (16)

Introduisons 'espace
Vo ={v eV nH*Q)?rot(v — a1Av) € L*(Q)*}. (1.7)

Le lemme suivant établit une équivalence fondamentale de normes, dans le cas ou €2 est
non simplement connexe.
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Lemme 1.10 Soit Q un domaine borné de IR®, de frontiére I' de classe C*'. Soit P la
projection de Helmholtz de L*(2)3. Alors tout v dans Vy appartient ¢ H3(Q)? et il existe
une constante Cy(ay) telle que

W € Va, [V]lms) < Colan)(|lrot(v — ar AV) |22y + [P(v — a1AV)[22)2. (1.8)
Démonstration. Soit v un élément de V5. D’une part,
div(P(v — a;Av)) =0 dans Q et P(v —ayAv).n =0 sur I. (1.9)

D’autre part, puisque rot(P(v — ayAv)) = rot(v — ayAv), P(v — ayAv) appartient a
H(rot;Q2). De la P(v — a;Av) appartient a X7(€2). Alors le Théoreme 1.1 implique que
P(v — a;Av) appartient & H'(Q2)? et qu’il existe une constante C” telle que

1P(v = a1 &v) |10y < C'([|P(v = a1 Av) |22 + [[rot (v — a1 Av)|[F2 ()2 (1.10)
Ensuite, la décomposition de Helmholtz donne
v —aAv + V(—7) = P(v — oy Av).

De 1, v est la solution d'un probleme de Stokes avec un second membre P(v — a;Av) qui
appartient a H'(Q)3. Donc, compte tenu de la régularité de I', v appartient a H3(Q)? et
il existe une constante K (1) telle que

HVHH?’(Q) S K(Oél)HP(V — ozlAV)th(Q). (111)

Finalement, de (1.10) et (1.11), nous déduisons Cy(a1) = K (ay)C".
A

On démontre, pour la projection de Helmholtz, un résultat analogue au Lemme 1.7.5
pour le probleme de Stokes.

Lemme 1.11 Soit T > 0. Soit P la projection de Helmholtz. Alors pour tout v dans
Whe(0,T5 L*(Q)°),
ov. OP(v)

(E) ot

Démonstration. Soit v appartenant & W1(0,T; L*(Q)?3). En premier lieu, les décompo-

v
sitions de Helmholtz de v et — s’écrivent

ot

v=P(v)+ Vret v _ P(g‘t,)

i + V.

Clairement, pour démontrer le lemme, il suffit d’établir

om

V(a)

= V.
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Rappelons que V7 est déterminé de maniere unique par:
m € HY Q) et Vue HY(Q), (Vr, Vi) = (v, V). (1.12)

De méme V7 est déterminé par:

ov

7€ HY Q) et Vue HY(Q), (VF, Vi) = (E’ V). (1.13)
Soit ¢ € D(]0,T[). En utilisant (1.13), (1.12) et le Lemme 1.7.4, on obtient
T T 9 T d
| VE@. Ve ae =[S0, Ve dt = [ (@), V() ar

_ _/()T(V(t),vu)wf(t) dt = —/()T(Vw(t),vu)wl(f) i@
D’ou on déduit
u € HY(Q), ;Ww, Vi) = (V#, Vu) dans D'(0, T)).

D’apres la définition de H, nous avons

d
VYw € H et Yu € H'(Q), %(VTF, Vu+w)=(Vr,Vu+w) dans D'(]0, T).

Puisque L*(Q)® = H & H*, considérant (1.5), on déduit que

vYw € L*(Q)?, jt(Vﬂ',W) = (V#,w) dans D'(]0,T).
D’apres [20], cela implique
0 -
@(Vﬂ) = V7.
A

Nous nous proposons de résoudre le systeme d’équations (1.2.1)-(1.2.5), qui régit les
fluides de grade 2, dans le cas ou {2 n’est pas simplement connexe. Comme nous l'avons
vu au Paragraphe 1.2; ce probleme admet la formulation variationnelle (1.2.17), (1.2.4).
Cependant, pour obtenir une majoration a priori dans Vs, il ne suffit pas de prendre le
rotationnel de 1’équation (1.2.1) comme dans le cas € simplement connexe, il faut aussi
projeter I'équation (I.2.1) dans H & l'aide de P afin de pouvoir utiliser le Lemme 1.10.
Remarquant que P(u) = u puisque u € V et

0 0
P(a(u — a;Au)) = aP(u — a;Au),
que 'on peut justifier sous les conditions du Lemme 1.11, cela donne formellement
;P(u — ajAu) + LP(u — a;Au) + P(rot(u — (204 + ag)Au) X u)
851
oy + az)(—P(A(w.Vu)) + 2P(w.V(Au))) = P(f) + ~u. (1.14)

aq
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C’est en combinant les inéquations obtenues a partir de (1.2.1), (1.2.22) et (1.14) que nous
obtiendrons une décroissance exponentielle en fonction du temps de la norme H' de la
vitesse, puis la majoration a priori dans V5 de la vitesse, pour des données suffisamment
petites.

La composition de ce chapitre suit celle du chapitre précédent. Le Paragraphe 2 est
consacré a l’établissement d’estimations formelles a prior:i satisfaites par des solutions
régulieres du probleme, puis a la démonstration de 1'unicité de la solution si elle existe.
L’existence globale en temps est prouvée au Paragraphe 3 en appliquant une méthode de
Galerkin avec une base spéciale. Enfin, au Paragraphe 4, nous étudions la régularité de la
solution a I'aide des résultats d’existence et d’unicité.

2 Estimations a prior: et unicité

Les estimations formelles de ce paragraphe seront appliquées a la solution de I'approxi-
mation de Galerkin du probleme (1.2.17), (1.2.4) et la régularité de cette solution les vali-
dera. On munit V5 du produit scalaire

(u,V)y, = (P(u— a;Au), P(v — a1 Av)) + (rot(u — a;Au), rot(v — ayAv))  (2.1)

et de la norme associée

1/2
Ivllve = (v, v)is” (22)
Alors le Lemme 1.10 implique
W € Va, [Vl < Calan)[vlva: (2.3

On commence par un lemme analogue au Lemme 1.3.1.

Lemme 2.1 Supposons que le probléeme (1.2.17), (I1.2.4) ait une solution u dans C°(0,T; V5)
avec 0’ dans L>(0,T;V'). Posons

14

3
K= K= C1Co(an).
1 2(7)2—’—0{1), 2 a1|a1+a2‘ 1 2(0{1)

Alors cette solution satisfait 'inégalité suivante pour tout t dans [0,T]:

t
[y < e uglly + [ S IE(s) 2oy ds
t K
K [ eI uls)) (sl ds, (2.4)
0 K2
ou || . |lv est défini par (1.5.1).

Démonstration. Les arguments sont les mémes que pour le Lemme 1.3.1, il suffit de
substituer Cy(a1) & C(ay). Ainsi, utilisant (1.2.15), (1.3.4) et (2.3), on obtient

< 0102(041)

[b(u(t); Au(t), u(t))] < [[Vu(t)|z=@)ut) i o) T!IU(t)IIwIIU(t)!IQv
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En substituant dans I'inéquation (1.3.5) et en utilisant les constantes K; et K, définies

dans le Lemme 2.1, on est conduit a 'inégalité (1.3.7). Alors, en intégrant, on déduit (2.4).
A
Rappelons que, pour tout v € H(rot; (),

1
IVIlarotiy = (IVII72(0) + rot v][Z2))?. (2.5)

Théoreme 2.2 Supposons, en plus des hypothéses du Lemme 2.1, que u appartienne a
LY0,T; HY(Q)3). Alors y(t) = ||[u(t)||v, satisfait l'inégalité différentielle dans [0,T]:

t
Y ) < Kale ol + [ SIS |2y d5) + D] mrorn

v B y(t))y(t) — KK, /Ot ele(tfs)(ﬁ

—C(au, az)( ré

anClar. o) —y(s)) [lu(s)llvds, (2.6)

ou Ky et Ky sont définies dans le Lemme 2.1,

K3 = Cmax(1, /2/ay) (2.7)

aq
et
C(Oél, Oég) == IIllIl(2 Dl, Dg), (28)
avec
Dy =[1+ (V6 +2(1+2V3))|ar + az|Ca(a1)]CiC1 ()
et

DQ = 0102(0[1> + |061 + Oég|(02(061))2[(\/6+ 2(\/§ + \/5))01 + (\/6+ 2\/§>C§/2]

Démonstration. Posons z = w — oy Aw. Prendre le produit scalaire de (1.2.22) avec z(t)
donne

1iHZ(t)II%m) + ;I\Z(t)llim) — b(z(t);u(t), z(t)) + (a1 + a2){-b(Au(t); w(t), z(t))

2dt
ou(t) Ow(t)

+(Vug(t) x VAug(t),z(t))]} = (rot £(¢),z(t)) + Oljl(rot u(t),z(t)). (2.9)

Puisque u est solution de (1.2.1) dans C°(0,T'; V5), comme au Paragraphe 1.7.3, on mon-
0
tre que —ltl est solution d’un probléme de Stokes avec second membre dans L (0, T'; L(2)?).

Compte tenu de la régularité de I', cela implique que

%‘; € L(0,T; HX(Q)*) et Vp € L2(0, T; LA(Q)%).
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De la u — ayAu € Wh>(0,T; L*(Q)%). Alors, grace au Lemme 1.11 et a la régularité de
Vp, Déquation (1.14) est justifiée et devient une égalité dans L>(0,T; L*(2)?). Posons
w = P(u — ayAu). Multipliant scalairement (1.14) par w(t) , nous obtenons

;iHW( )72 + OZHW(t)H%?(Q) + (P(rot(u(t) — (201 + az)Au(t)) x u(t)), w(t))

(o + a)[(2P(WVAR) (1)) — P(A(w.Vu)(t)), w(t))] = (P(E(H)) + —u(t), w(t)).(2.10)

ai
Puis I'addition des équations (2.10) et (2.9) et la définition (2.2) donnent

1d

§$IIU()IIQVQ+Q*1IIU(25)IIQVQ (P(rot(u(t) — (201 + az)Au(t)) x u(t)), w(t))

—b(z(t);u(t), (1)) + (a1 + az){=b(Au(t); w(t),2(t)) + b(w(t); Au(t), z())

#2 3o S ()~ b B ) + (Tt x ¥ A1), 240)
F2(P((t) T (1) wit)  (P(A(0). V(1) w(0)}
= (PLEE) + Lult), wit) + (rob(E() + (1), #(0), 2.1

Pour majorer les termes issus de I’équation (2.9), on utilise les estimations établies dans la
démonstration du Théoreme 1.3.6, I'inégalité (1.2.12) étant remplacée par I'inégalité (2.3),
ce qui consiste a remplacer C'(aq) par Co(aq). Ainsi

[b(z(t);u(t), 2())] < [|Vu®)l|=@2(t)[720)
< C1Cy(on)[|2(1) |22y [l (®) v, < C1Co(an)l|z(E) |2y (BT, (2.12)

[b(Au(t); w(t),2(1))] < G| Au(®) | sy |w(®) |2 12(1) | 20
< V6 C3"(Co() ()| 2oy [ (8) 13, (2.13)

[b(w(t); Au(?), 2(1))| < [[w(®)]] L@ [Au() | @)l 2(0)] 20
< V6 C1(Calen))?|12(1) | 2oy (@) 17, (2.14)

1> ( 9z O ,2(1))| < 2 (0)] 22 [|w ()] 20 | Vu(t) [ Lo )

< V201(Co(a) P l2(t) |2 (D)1, (2.15)

|30 T # O] < VRCE a(0) eyl (0) o
< V2O (Coln) (8 |z () (2.16)
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et

3
| D (Vug(t) x VAug(t),2(t))] < [|2(8)]| 22(0) | V() | oo 0 | Au(t) |11
k=1

< VBGHCaa) 2o lu®)lE,.  (217)

Considérons maintenant les termes issus de I’équation (2.10). Tout d’abord le Lemme 1.3.4
donne

|(P(rot(u(t) — (20 + ag)Au(t)) x u(t)), w(t))|
< [lrot(u(t) — (201 + az)Au(t))|| 2o [[u(@)| @) [[W () || 22(0)-

Puis, d'une part, pour tout v dans V5,
[rot(v — (201 4 a2) AV)||12(0) < [lrot(v — a1 AV)|[120) + [a1 + azl||rot Av]|2(g)
Alors, grace au Lemme 1.3.3 et a (2.3), on peut écrire
Irot(u(t) — (201 + az) Au(t))[|2) < (1+ V6lar + as|Ca(ar)) [u(t)]lv;-
D’autre part (1.2.13) et (1.6) impliquent
[u@)lz= (@) < C1C1(a)[wW(t) |22
Nous obtenons donc

|(P(rot(u(t) — (201 + az)Au(t)) x u(t)), w(t))|
< (14 V6 a1 + as|Ca(an)CLCr (an) [W () [ 22y () v (2.18)

Ensuite, clairement
[(P(A(u(t).Vu(t))), w(t)] < [[A(u(t).Va(t))|| L2 lw )|z
Considérant que, pour tout v dans V5,

A(v.Vv)=Av.Vv +v. VAV—i—QZ (97 AV g;’)
k k

on déduit par Cauchy-Schwarz,
IAV-VV)llz2@) < 1AV [V VI (@) + [Vl @)| AV]ai@) + 2V V@) 107V L2()
Alors (1.2.15), (1.2.13), le Lemme 1.3.3, (1.6) et (2.3) impliquent
1ACu(t).Vu(®)|[z20) < 2(1 + V3)C1C1(ar) Calan)[[w(t) | 2oy u(t) Iva,
puis
(P(Au(t).Vu(®))), w(t))] < 2(1+ V3)C1C1 (1) Caan) [ w(t) | T2y u(®) v (2.19)
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De maniere analogue
|(P(u(t).VAu(t), w(t)] < [[u(®)l| L@l Aul®)[m@llw )|z,
d’ou
|(P(u(t).VAu(t), w(1)] < V3C1C1(an)Caan)[[w(t)[|F2(y [la(®)]lv. (2.20)

Rassemblant les inégalités (2.12)-(2.20), les substituant dans 1’équation (2.11), simplifiant
par ||u(t)||v,, on obtient

d v
g @l + Ojlllu(t)llw < Dil[w(t)|[220) + Dallz(t)l 22 () lv
v
HIE@) | rots) + a*lHU(t)HH(rot;mv
avec Dy et Dy définies dans le Théoreme 2.2. Remarquant que

()l oty < max(1,/2/ar)[u(t)[lv,
ces normes étant définies par (1.3.1) et (2.5), cela devient, en utilisant la constante K3
définie par (2.7),
d v 9
g ®lve + Hu®)llve < Dilw(®)llzz ) + Dollz(®) |22 [u®)llve
HIE@) [ rors) + K [[ul®)]v- (2.21)

Majorons Dix? + Dy yv/22 + y2, pour tout x et tout y dans IR,.
1¢"cas Dy < 2 D;.
On peut vérifier que:

2

D D
Dz’ + Dyyy/a? +y? = (D1 + 4D2 )(@® +y?) — (\/ Dy — ﬁ\/fﬂ2 + Z/2>
1 VD,

D’ou la majoration

2

2

D
Diz% + D, y\/xQTy2 < (D1 + —2)(2* + ),

4 D,
I’égalité étant obtenue pour y = —L2__4 i Dy < 2Dy et pour . =0si Dy =2D;.
\/4D2-D2

De plus, puisque Dy < 2 Dy, on a Dy + % <2D;. D’ou

Dy 2® + Dyy\/a? + 2 < 2 Dy (2* + 7). (2.22)

2¢mecas Dy > 2 Dy.
Considérons l'identité suivante:

D 2 D
Dy 2 + Day\/22 + y2 = Dy(a* + ¢°) — 72 <y — /a2 +y2> - (72 — Dy)a?
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De la la majoration
Dy a® + DyyyJa? +y? < Dy(2® + y), (2.23)

I’égalité étant obtenue pour z = 0.
Finalement, de (2.22) et (2.23), en utilisant la constante C'(aq, ) définie par (2.8), on

déduit
Dy 2% 4+ Dyyy/a? + 42 < Clag, o) (2® + y7). (2.24)
Appliquons (2.24) avec
z = W)l et y = [[2(t)[l 2@

et substituons la majoration obtenue dans (2.21), on obtient

d v
2@l + OleU(t)llvz < Clay, ag)[u(®)|F, + [If (0]l oty + Ksl[u(t)|v-

De la, en posant y(t) = ||u(t)||v,, cela devient

14

y'(t) < [[f®) lrrotin) — Clar, az) ( 7 y(t)> y(t) + Kslu(t)llv

a1C(aq, an

t (2.6) suit en substituant (2.4) dans cette inégalité.
A

Remarque 2.3 Dans le cas, Dy < 2D, d’aprés [’étude ci-dessus, on peut remplacer

D2
C(ag,az) = 2Dy par C(ag,az) = Dy + ﬁ Cette valeur de C(aq,qs) est optimale,
1

mais, par contre, elle ne permet pas, a linverse de C(ay, ag) = 2 Dy, d’écrire 'expression
générale (2.8) de C(ay, as) avec le min.
D’autre part, dans ’hypothese plausible, mais difficile a vérifier

V6 +2(V3 + V2)
2(v6 + 2(1 + 2V/3))

on montre facilement que Dy > 2 Dy et donc que

C(ala Oéz) = D27

C ( ) 02(041) ~ 0.384 02(041),

c’est-a-dire que l'on retrouve une expression de C(ay, ) identique a celle du cas 2 sim-
plement connexe, donnée par (1.3.8), au remplacement de C(aq) par Co(ay) pres.

Comme dans le cas €2 simplement connexe, comme on peut le voir a partir de 'inégalité
différentielle (2.6), 'existence globale en temps découlera de la majoration uniforme:

14 Kl

Vit >0 t <min(—— —
) ||11( )HVz = mln(Oé10<041,CY2)’ KQ

). (2.25)

On montrera de méme que chaque solution continue de (2.6) vérifie (2.25) pour des données
suffisamment petites. Pour que (2.6) soit définie presque partout, on suppose que f appar-
tient & L'(IR*; H(rot; Q)).
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Lemme 2.4 Soit f appartenant o L'(IR*; H(rot;Q)). Si les données satisfont

K3 00 oo
luollv, + 5 Qrually + | 8O 2 dt) + [ £ o d

. v K
<min | —— 2 1Y) 2.26
<041C(0417042) K2> ( )
ot C(aq, aq) est définie par (2.8), K3 par (2.7) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme
2.1, alors toute solution continue de (2.6) avec la valeur de départ y(0) = ||uo|v, satisfait
. v K
Yt >0, 0<y(t) <min|— " 1) 2.97
>0.0<y(0) < min (ot ) (227)

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Lemme 1.3.8. On intégre (2.6)
de 0 a t en utilisant le Lemme 1.3.7. Puis on pose

. 14 K
M = min — Y 7
<O./10(O[1,0z2) K2>

et
Ko K5

K
Les mémes arguments que dans le Lemme 1.3.8 donnent

y(t) < M — /0 (M = y(s))a(s, ) ds

et, par contradiction, on termine la démonstration du théoreme.

A

a(s, t) = Clon, ag)y(s) + lu(s)llv (1 — e 1),

Nous concluons ce paragraphe en prouvant I'unicité de la solution globale du probleme
(1.2.17), (1.2.4), si elle existe. La démonstration est pratiquement identique a celle du
cas () simplement connexe, Paragraphe 1.4. On démontre, tout d’abord, le Lemme 1.4.1
de maniere identique. Ainsi, si u; et uy sont deux solutions de (1.2.17), leur différence
u = u; — uy vérifie 'équation (I.4.1). Ensuite la démonstration du Théoreme 1.4.2 est
quasiment identique a celle du cas € simplement connexe, il suffit de substituer Co(ay) a
C(ay) dans les constantes ¢1(7T'), co(T) et c3(T), puisque, dans le cas §2 non simplement
connexe, (1.2.12) est remplacée par (2.3). Ainsi (1.4.5) est verifiée par u(t) avec

cr(T) = (2]ar + sl V3 + 1)(P? +1)Co(n) O3 o] 1= (0,215,
de méme (1.4.8) et (1.4.10) avec

co(T) = Co(01)(Cr + VP +1C57) (Jor + aal [ || (o rma) + [201 + 02 [ a]| = 0.7:13))
et
cs(T) = C1Cx(an)(an ||zl oeo,rive) + 2lan + ol [[aa |z 0,13v2))-
On termine la démonstration du Théoreme 1.4.2 comme au Paragraphe [.4. On a donc, de
nouveau, le théoreme suivant dans le cas {2 non simplement connexe.

Théoréme 2.5 Le probleme (1.2.17), (1.2.4) a au plus une solution dans L>(0,T; Vs) pour
tout T' > 0.
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3 Existence de la solution

Dans ce paragraphe, nous supposons que € est un domaine borné de IR?, avec une
frontiere T’ de classe C*! et que f appartient & L'(IR"; H(rot; ) N L=(IR*; L2(©2)3). On
commence par un lemme qui généralise un résultat démontré dans le cas 2 simplement
connexe a des ouverts non simplement connexes.

Lemme 3.1 Soit Q un domaine borné, avec une fronticre I' de classe C™ %1, Siv appar-
tient a Vo avec rot(v — a1 Av) dans H™(Q)3, alors v appartient a H™3(Q)3.

Démonstration. Reprenons la démonstration du Lemme 1.10. Soit v dans V5, avec
rot(v — ayAv) dans H™(Q2)?. La décomposition de Helmholtz donne

v —agAv + V(—7) = P(v — a; Av). (3.1)

D’une part, on a P(v —a;Av) € L?(Q)3, rot(P(v — a;Av)) = rot(v — a1 Av) € H™(Q2)3.
D’autre part, div(P(v—a;Av)) = 0 € H™(Q) et P(v — oy Av)m = 0 € H™2(91). Alors,
compte tenu de la régularité de T', le Théoreme 1.9 implique P(v—a;Av) € H™1(Q)3. De
la, I'équation (3.1) montre que v est la solution d’'un probleme de Stokes avec un second
membre P(v — a;Av) dans H™(Q)3. La régularité de I implique que v appartient a
Hm+3(Q)3,
A

La solution du probleme (1.2.17), (I1.2.4) est construite au moyen d’une discrétisation
de Galerkin. L’injection compacte de V5 dans V' définit un ensemble unique de valeurs
propres positives {);},>1 et un ensemble unique de fonctions propres {w;};>1, constituant
une base orthonormale de V' et une base orthogonale de V5 telles que, pour 57 > 1,

Vv €V, (W), V)i, = Aj(W), V)y, (3.2)

le produit scalaire dans V5 étant défini par (2.1) et celui dans V' étant défini au Paragraphe
[.5. Le lemme suivant est ’analogue du Lemme 1.5.1.

Lemme 3.2 En plus des hypothéses du Lemme 1.10, supposons que I' soit de classe C*1.
Alors les fonctions propres de (3.2) appartiennent a H*(Q)3.

Démonstration. Remarquons que, grace au Lemme 3.1, il suffit de démontrer que
rot(w; — a; Aw;) appartient & H'(Q)3. Pour alléger les notations, on supprime l'indice j.
Développons (3.2) et appliquons la formule de Green. Alors w satisfait, pour tout v dans
Va,

(P(w — anAw), P(v — a1 AV)) + (rot(w — oy Aw), rot(v — a1 Av)) = A(w, v — a; Av).

Pour tout ¢ € H'(Q)? avec divep = 0 dans Q et p.n = 0 sur T, il existe v € V5 unique
tel que
v —aAv + V1 = .

Notons que rot(v — a;Av) =rot ¢ et P(v — a;Av) = P(p) = ¢ et donc, on obtient

(P(w — a1 Aw), ) + (rot(w — a1 Aw), rot ) = A\(w, ).
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Pour tout g € H'(Q2)?, la décomposition de Helmoltz donne
g=¢+Vr,
avec p € H'(Q)3, dive = 0 dans Q et p.n = 0 sur I'. Finalement on déduit
Vg € H'(Q)?, (rot(w — a1Aw),rotg) = (Aw — P(w — a;Aw), g). (3.3)

Posons
y = rot(w — ajAw). (3.4)

Considérant la distribution roty, grace a (3.3), on peut écrire
Vip € D(Q)?, <roty,y >= (y,rot ) = (Aw — P(w — a1 Aw), ).
De la, roty est identifié & A\w — P(w — a;Aw). Donc
roty appartient & L*(Q)? (3.5)
et, de nouveau avec (3.3),
Vg € H'(Q)?, (roty,g) = (Aw — P(w — a;Aw),g) = (y,rotg).
Mais la formule de Green avec les rotationnels permet d’écrire
Vg € H'(Q)?, (g,roty) = (y,rotg)+ <y X n,g >r .
D’ou
y Xnr =0. (3.6)
Enfin, d’apres la définition (3.4) de y
divy = 0. (3.7)
Alors (3.5), (3.6) et (3.7) impliquent que y € Xy () et le Théoreme 1.2 donne
y = rot(w — a;Aw) appartient & H'(Q)*.

De la, le lemme suit.
A

Comme au Paragraphe 1.5, pour tout entier m positif, nous notons V,,, I’espace vectoriel
engendré par les m premieres fonctions propres {w; };":1 et P,, 'opérateur de projection or-
thogonale sur V,,, pour le produit scalaire dans V5. Nous définissons une solution approchée
du probleme (1.2.17), (I.2.4) par: Chercher

u,(t) = icj,m(t)wp
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solution pour 1 < j < m, de

(), (1), w;) + ar (Vg (), Vw;) + v(Vuy(t), Vwy)
+(rot(u,(t) — (204 + ag) Auy, (1)) X wpy,(t), w;)
(o + ) b (£); Avj, W (0) + 260 (0 At (1), W)} = (E(0), ), (3.9)
u,,(0) = P, (uy). (3.9)

Ainsi nous avons a résoudre un systeme de m équations différentielles ordinaires d’ordre
un et de degré deux, avec des coefficients constants et avec une condition initiale au temps
t = 0. Comme au Paragraphe 1.5, des résultats classiques sur les EDO (cf. [10]) as-
surent qu'un tel systéme a une solution u,,, unique et continue sur [0,75] avec u/, dans
L>(0,T;), pour un nombre 7% > 0. Nous nous proposons de démontrer que u,,(t) satisfait
I'estimation a priori dans V' du Paragraphe 2. En multipliant les deux membres de (3.8)
par ¢;,,(t) et en sommant par rapport a j, nous obtenons, sur [0, 7], 'égalité

5 2 O + vl () o) + (0 + 02)b (W (t); Aug, (), um (1) = (£(2), wn(t)). (3.10)

Alors la démonstration du Lemme 2.1 s’applique a u,, sans modification et fournit le
résultat suivant.

Lemme 3.3 La solution w,, du probléme (3.8), (3.9) satisfait l'inégalité suivante pour
tout t dans [0, T} ]:

t
I (®)llv < e lun (0)]lv +/0 S O RE

i K
Ky [ e (2 () s ) () v ds, (3.11)
0 2

ou K1 et Ky sont définies dans le Lemme 2.1.

Comme au Paragraphe 1.5, nous pouvons aussi déduire de I’équation (3.8) une estima-
tion pour ||u,,(t)||v,. Nous utilisons la fonction vectorielle F définie sur V4 par (1.5.6). Siv
appartient & H*(Q)3, nous pouvons vérifier, comme au Paragraphe 1.5, que F(v) appartient
a H'(Q)3. Ensuite pour chaque ¢, nous définissons v,,(t) dans V' comme la solution du
probleme de Stokes:

Vi (t) — 1AV () + V() = Fun(t)) — £(2). (3.12)

D’une part rot(F(u,,(t)) — f(t)) appartient a L*(Q)3, donc rot(v,,(t) — ayAv,,(t)) ap-
partient & L?*(Q2)?. D’autre part, puisque F(u,,(t)) — f(¢) appartient a L?(Q)3, la solution
vn(t) du probléme de Stokes appartient & H?(2)?. D’ou, suivant la définition (1.7) de V5,
il s’ensuit que v, appartient a V5. Substituer la définition de F dans (3.8) donne

(w, (£), wi)v + (F(un(t) — £(2), w;) = 0,
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et utiliser la définition (3.12) nous permet d’écrire

(w3, (), W))v + (Vi (t), W)y = 0.
En multipliant cette équation par A; et en utilisant (3.2) et le fait que ul,(t) et v,,(t) ap-
partiennent tous les deux a V5, nous obtenons, pour tout 1 < j < m, I’équation discrétisée:

(w0, (), Wi)ve + (Vi (2), W), = 0. (3.13)
Le théoreme suivant est l’analogue du Théoreme 2.2.

Théoréme 3.4 Soit Q un domaine borné de IR, de frontiére T' de classe C*'. On suppose
que T est dans L'(IRY; H(rot; Q)N L®(IR'; L3(Q)3). Alors y(t) = |un.(t)|v, satisfait
Uinégalité différentielle dans [0, T} ]:

t
Y1) < Ks(e™ ™ [un(0)llv +/0 e () 12 ds) + (1) 1oty

oCloray) ~YOW() — Kk, /Ot eKl“s)(E — ()| um(s)|lv ds, (3.14)

ot C'(ay, ae) est définie par (2.8), Kz par (2.7) et K et Ko sont définies dans le Lemme
2.1.

v

—C(au, ag)(

Démonstration. En multipliant les deux membres de (3.13) par ¢;,,(t) et en sommant
sur j, nous obtenons

(w0, (8), i (8) v, + (Vi (£), um (£)) v, = 0.
Poser
Zp () = rot(u,(t) — a1 Auy,(t)), wi(t) = P(un,(t) — arAuy,(t))

et utiliser le fait que
rot(v,,(t) — a1 Av,,(t)) = rot(F(u,,(t)) — £(t))
et
P(vi(t) — onAvi(t)) = P(F(up(t)) — £(2))

donnent

1illum(lt)llzvz, + (rot F(u, (1)), 2m(1)) + (P(F(un(t))), w(t))

2dt
= (rot £(t),z,(t)) + (P(£(t)), wn(t)). (3.15)

En substituant (I.5.11) dans (3.15) et en développant P(F(u,,(t)) par linéarité, nous
obtenons, apres suppression de la variable ¢ pour simplifier les notations:

1d v
——HumH%/2 + —||um||%/2 + (P(rot(u,, — (201 + a2)Auy,) X Uy,), Wyy,)
2dt aq

_b(zm; ll, Zm) + (al + a2){_b(Aum; Wm, Zm) + b(wma Auma Zm)

3 6w au au 8(.0
+ kzz:l[ (8xk’ 8(Ek’Z ) ((‘9xk’ axk,z )+(Vu kxv Uk, Z )]

+2(P(u,,.VAu,), w,) — (P(A(u,.-Vuy,)), w,)}
= (P(f) + ;um,wm) + (rob(f + :lum),zm). (3.16)
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On est exactement dans la méme situation que dans le Théoreme 2.2 et la méme démonstra-
tion donne (3.14).
A

Considérons une solution de (3.14) avec la valeur initiale

y(0) = [[wn(0)]lva = [[ £ (00) |y,

Comme au Paragraphe 1.5, on montre que si ug et f satisfont (2.26), alors, pour m suf-
fisamment grand, u,,(0) et f satisferont

K 0o 00
([ (0) [}, +K‘I’(I|um(0)l|v+/0 [£()] L2(0) dt) +/0 1£() | i rotser) i

14 Kl
<min | — 1), 3.17
(Oélc(Oél,CYQ) KQ) ( )

De 14, la conclusion du Lemme 2.4 implique que 7)) = oo et que u,,(t) est uniformément
borné dans V5 par rapport au temps:

vt >0, [ ()], < aClar, az)’ Ky ) o
> 0, [[up(t)|lv, < min <a10(a1,a2) K2> o

Enfin, (2.3), (3.11) et (3.18) impliquent que la suite {u,, }n>1 est bornée par rapport a m
dans L=(IR*; H3(Q)*) N LY (IRY; H'(Q)3).

Le lemme suivant donne une borne pour u, (¢).
Lemme 3.5 Soit f élement de L>®(IR*; L?(Q2)3) et supposons que la suite {W,, }m>1 S0t
bornée par rapport a m dans L®(IRT; H3(Q)3). Alors la suite {u,}n>1 est bornée par

rapport ¢ m dans L>®(IR"; V).

Démonstration. Elle est identique a celle du Lemme 1.5.5.

A

Le théoréme suivant récapitule les majorations obtenues pour les suites {u,,} et {u,}.

Théoréme 3.6 Soit Q un domaine borné de IR®, de frontiére T' de classe C®'. Soit £
donné dans L*(IR*; H(rot; Q)) N L®°(IR"; L*(Q)3) et la vitesse initiale uy donnée dans Vs,
suffisamment petits pour satisfaire

KB o) ]
luollv, + 52> Qrually + [~ 18O sz de) + [~ 8O o d

. v Ky
<min|— o =1, 3.19
(ole’(ozl,ozg) K2> ( )
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avec C'(aq, ) définie par (2.8), Ky et Ky définies dans le Lemme 2.1 et Kj définie par
(2.7). Alors pour tout m suffisamment grand, la solution unique w,, de la méthode de
Galerkin (3.8), (3.9) eziste pour tout temps t > 0 et satisfait les bornes supérieures:

K
||um||Loo(]R+, v < min <V7 1) :
) 2) alC(al,ag) K,
||um||L1(]R+;H1(Q)3) < ki, (3.20)
”u;nHLOO(ZRJ“;V) < ko,

ou ky et ko sont des constantes indépendantes de m.

On passe a la limite exactement comme au Paragraphe 1.5 et on en déduit le principal
théoreme de ce paragraphe.

Théoréme 3.7 Sous les hypothéses du Théoréme 3.6, le probléme (1.2.17), (1.2.4) a une et
une seule solution u qui existe pour tout tempst > 0. De plus, u appartient a L=(IR";V3),
u o L®(IR"; V) et u est uniformément borné dans Vy par rapport au temps:

Il <min(— 2 (3.21)
LOO(ZR+; ‘/2) =t alc(al,ag)’ K2 ’ .

ot C'(ay, aq) est définie par (2.8) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 2.1.

4 Régularité, solution classique

Comme dans le Paragraphe 1.6, nous supposons que le probleme (1.2.17), (1.2.4) a
une solution u dans L*>(0,7;V3) avec u’ dans L*>(0,7; V), qui n’est pas nécessairement
globale. Nous prenons encore f et rotf dans L'(0,7; H'(Q2)?), uy dans H*(Q)* NV,
I' = U_oI; (I; connexe) de classe C3! et Q domaine borné de IR®. Pour étudier la
régularité, nous aurons besoin de supposer que le domaine €2 vérifie ’'Hypothese 1.4, qui
permet de “couper” convenablement (2 afin de le réduire a une region simplement connexe.
Nous nous proposons de montrer que rot(u—a;Au) appartient & L>(0,7; H*(Q2)?). Etant
donné le Lemme 3.1, ceci implique que u est dans L°°(0,T; H*(Q)?3). En fait, la méthode
de ce paragraphe est générale et peut étre appliquée pour déduire toute régularité pour u.

Le plan de démonstration est le méme qu’au Paragraphe [.6. On commence par définir
non seulement une nouvelle application g, mais aussi une autre application h, telles que
g(rot(u — oyAu)) + h(u) = rotu. Ensuite, en utilisant les applications g et h, nous
déduirons de (1.6.10) une équation de transport, dont z = rot(u — ayAu) est une so-
lution dans L*(0,7; L*(2)?). Puis on montre que cette équation a une solution dans
L>(0,T; H'(2)?) et on remarque que la démonstration d’unicité dans L*(0,T; L*(2)?)
dans le cas €2 simplement connexe du Paragraphe 1.6.4 s’applique ici pratiquement sans
changement, il suffit de remplacer C'(ay) par Cy(c;). On déduit alors que la solution
z = rot(u — a;Au) est dans L>(0,T; H'(2)?), ce qui implique que u appartient a
L>(0,T; H4(Q)3).
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4.1 Une équation de transport

On utilise de nouveau ’ensemble G et la projection Py du Paragraphe 1.6.1. Soit z un
élément de L*(Q)? et soit
Yz = Pg (Z)
Alors, d’apres la définition de GG, on déduit du Théoreme 1.7 qu’il existe ¢, unique dans

X (Q) tel que

yz =rot ¢, et divy, = 0 dans €2,
p,n=0surl'et <¢p,n1>5=0 1<j<J (4.1)

Puis nous définissons v, dans V' comme la solution du probleme de Stokes:
v, — Av, + V71, = @,.

Nous posons
g(z) = rotv,. (4.2)

On définit ensuite h. Pour tout u € H?*(Q)?, soit v, I'unique solution dans V' du
probleme de Stokes:

J
Vu— AV, + Vg =Y < P(u—a;Au).n, 1 >zqujT,
j=1

ou P est la projection de Helmoltz et ou les fonctions {%q]T 3»’:1 forment une base de Kr(f2)
(cf. la Propriété 1.6). On définit alors

h(u) = rot vy,. (4.3)
Les lemmes qui suivent donnent des propriétés de g et h.
Lemme 4.1 Soit g défini par (4.2) et h défini par (4.3). Siu € Vs, alors
g(rot(u — oyAu)) + h(u) = rot u.
Démonstration. Posons
z = rot(u — a;Au)

et déterminons g(z). Puisque z = rot(u — oy Au) appartient a G, y, = rot(u — a;Au).
D’ou

rot(P(u — a;Au)) = rot(u — a;Au) =y, = rot(p,).
On en déduit que P(u — a;Au) — ¢, appartient a Kp(€2). D’apres la Propriété 1.6, cela
implique

J ~
Plu—oAu) =@, +> VCJjT-

=1
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Utilisant les définitions de %qu et ,, on obtient

<Plu—oAu)n, 1>y =4;, 1<j<J

et donc §
Plu—oAu) = ¢, + > < P(u—a;Au).n,1 >2j%qu-
j=1
Cette relation peut s’écrire
J ~
u—aAu+V(-1) =, + > < Plu—a;Au)n,1 >5, Vg,
j=1

ce qui montre que u est solution d’un probleme de Stokes. Mais, considérant les définitions
de v, et vy, par linéarité, on obtient que v, + v, est la solution du méme probleme de
Stokes que u. D’ou, pour z = rot(u — a;Au),

u=v,+ vy

De 1a le lemme suit.

A

Lemme 4.2 Soit m un entier naturel. Supposons, en plus des hypothéses du Lemme 1.10,
que le domaine Q vérifie ’Hypothése 1.4 et que I' soit de classe C™ 1. Alors lapplication
g, définie sur L*(Q)3 par (4.2) est un opérateur continu de H™(2)? dans H™2(Q)3.

Démonstration. Reprenant la démonstration du Lemme [.7.1, on peut écrire
[yall @) < (14 Co)llzl o)

Tenant compte de la régularité de I', le Lemme 1.8 et le Théoreme 1.9 impliquent

H80z| Hm+1(Q) < C;;LHYzHHm(Q)'

Puis la régularité du probleme de Stokes donne

[Vl

H™+3(Q) S Cg{”(pz| Hm+1(Q)-

Rassemblant les inégalités précédentes, on obtient
|Vl s () < ConCor (1 4+ Cy) || 2] 5 62)-

Le Lemme 1.3.3 permet de conclure.

A

Lemme 4.3 Sous les hypothéses du Lemme 4.2, Uapplication h,définie sur H?*(2)® par
(4.3) est un opérateur continu de H?*(2)? dans H™(Q)3.
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Démonstration. Puisque %qu € K7(Q), le Théoreme 1.9 avec la régularité de I" implique
%qJT € H™(Q)3, pour 1 < j < J. La régularité du probleme de Stokes donne alors

J
[Vallames ) < C;?'L'Z| < P(u—oa;Au)n, 1>y, || VqJTHHmH(Q). (4.4)
j=1

Majorons | < P(u — a;Au).n,1 > |. Utilisant la Notation 1.5, pour tout 1 < j < J, il
existe p; € H'(Q°), avec Q° défini dans 'Hypothese 1.4, tel que

[0l =0, pour k # j avec 1 <k < J et [p;]; = 1.

Soit @ € D(Q)3, la formule de Green donne

<tpn,l >y = / .V o, dx+/ (div ), dx.
Qe Qe
D’ou, on déduit
| <0, 1>y, | < 1Y]la@velle o e
On rappelle que l'espace Hy(div;€2) est défini par
Hy(div; Q) = {v € H(div;Q); v.n = 0 sur 02}
et que D(Q)? est dense dans Hy(div;2). On obtient donc

Vi € Ho(div; Q), | <, 1>y | < |9 a@ive) @il m @)
Posons
ol 00y = ¢

Puisque P(u — a3 Au) appartient a Hy(div; ), on déduit que

| < P(u—a1Au).n, 1 >x, | < ¢f|P(u—a1Au)r2o)
et le Lemme [.3.3 donne

| < Plu—oAu)n, 1>y | <c¢(1+ V3an) ul|z2g)-

Substituant cette inégalité dans (4.4), on obtient

J
IVallzma) < Cr(1+ V3a) (3 ¢l Vaj llmss@)llull (-

=1

Cette inégalité et le Lemme 1.3.3 impliquent la continuité de h de H*(Q)* dans H™*2(Q2)3.
A

Comme dans le Paragraphe 1.6.2, ’équation de transport (1.2.22) est mise sous la forme
(1.6.10). Alors, compte tenu du Lemme 4.1, nous sommes conduits a résoudre I’équation
de transport suivante, d’inconnue z, obtenue & partir de (1.6.10) en remplagant w — oy Aw
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par z et w par g(z) + h(u), ot u est une solution du probleme (1.2.17), (1.2.4):

Pour u donné dans L*°(0,T;V,), uy donné dans H*(Q2)* NV et f donné tel que rot f
appartienne a L'(0,T; H*()?3), chercher z dans L>(0,T; H'(2)3) solution de

0z v 3oy + 2a

a1 + —Z +uVz — Tz.Vu + (a1 + a2)[V(rot g(z).rot u)
1
1 du  Ou 0 ou 9,
- 2 . _a 7
e rot u + Z 908 g(z) v@xk e Vaxkg(z) o 8xkr0t g(z))]
=rotf + a—rot u— 2041;— 2 ot u.Vu + (ag + a2)[-V(rot(h(u)).rot u)
' 1
8u Ou 0 Ou 0
-2 . h(u) — —roth 4.
Z ailﬁk 8xk 8.:1:k vaxk " 0 X axkro ( ))]’ ( 5)
z(0) = rot(uy — a1 Auy). (4.6)

Remarquons que, par construction de I’équation (4.5) et tenant compte du Lemme 4.1,
z = rot(u — a;Au) est une solution dans L?*(0,T; L?(Q)?) de (4.5), (4.6).

4.2 Existence d’une solution dans L>(0,7; H*(Q2)?) et unicité de
la solution dans L?(0,T; L*(Q2)) de I’équation de transport

On discrétise le probleme (4.5), (4.6) de la méme maniere qu’au Paragraphe 1.6.3 dans
le cas €2 simplement connexe. Pour alléger les notations, on pose

3. 0h(u) _0u Ou _oh(u) Ou Jroth(u)

r(u) = —V(rot(h(u)).rotu) — 2;::1( . .Vaxk - axk.v on O X A ).
(4.7)
Alors le probleme discrétisé s’écrit:
Chercher .
t) = 2_: Cjm (E) W,
solution, pour 1 < j < m, de
(), 905) (), W) - b (1); 2 (1), W)
3o + 20
—Tb(zm(t); u(t), w;) + (a1 + a){(V(rot g(z,,(t)).rot u(t)), w,)
—Oi(zm(t) x rot u(t),w;) + 22 Zn(1)); 681;( ) w;)
(O, g (1),w;) - <a§;k> x jkatg@mm,wm}
— (rot £(t) + a—lrot u(t) - 20‘1; Crotu(t).Vu(t) + (a1 + ax)r(u), w;),  (4.8)
2 (0) = P,,(2(0)). (4.9)
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Le probleme (4.8), (4.9) est un systeme de m équations différentielles linéaires d’ordre
un avec une condition initiale au temps ¢ = 0. Le facteur de ¢}, (f) est une matrice
constante non singuliere et les autres facteurs ont des coefficients variables mais continus.
Donc (cf. par exemple [10]) ce systeme a une solution z,,(), unique et continue sur tout
'intervalle [0, 7.

Lemme 4.4  Supposons que u appartienne a L*(0,T;V3) et que f soit tel que rotf
appartienne o L'(0,T; H'(2)3). Alors la solution z,,(t) de (4.8), (4.9) est bornée comme
sutt:

vt € [0,T], [lzpn(®)]m(0) < €7 (|2(0) | 10 + Cr), (4.10)

ou Kt et Cr sont deux constantes qui dépendent de T, mais non de m.

Démonstration. Multipliant les deux membres de (4.8) par A;c; (), appliquant (1.6.13)
et sommant par rapport a j, on obtient, apres avoir supprimé la variable ¢t pour simplifier
les notations:

1d

2t
3 2
H(V(WY2), Vi) — O”;%[(V(zm.vu), Va,) + (2. V0, 7]
1

+(ag + aw){(V(V(rot g(z,,).rotu)), Vz,,) + (V(rot g(z,,).rot u), z,,)

1 3 0 ou
_a(V(zm X rotu), Vz,,) + 2];[(V(a—%g(zm).va—m
0 ou ou 0 ou 0
7g(Zm)-VaTjk,Zm) — (V(axk V@ g(zm)), Vam) — (aTjkVkag(Zm),
ou 0 ou 0
<v(8x X TkrOt 8(2zm)), Vzm) — (37 X (‘Tkat 8(2m), zm)]}
a1 + Qo

= (rotf + Y rotu— 2 rot u.Vu + (o + az)r(0), z,) g1 (4.11)
a o

— Izl Z2@) + 1 VZmlL2() + — (||Zm||L2(Q) +1VZmZ2()

), Vz,,)

Zin)

Notons que le Lemme 4.2 implique qu’il existe des constantes C” et C” telles que
vz € LX(Q)°, llg(2) ) < C'll2ll2 ), (4.12)

vz e H(Q)?, |g(2)|lmw < C” |2l o). (4.13)

De 14, nous pouvons appliquer les majorations (1.6.18)-(1.6.30) du Paragraphe 1.6.3 a 1’équa-
tion (4.11). Il reste donc a majorer les termes supplémentaires issus de (r(u(t)), zm(t)) g1 (q)-
Dans ce but, on remarque que le Lemme 4.3 implique qu’il existe deux constantes K’ et
K" telles que

vu € H*(Q)%, |h(u)|| 2@ < K'||ullg2@), (4.14)
Yu € H*(Q)?, |h(u)||gs) < K"|[ull g2 (4.15)
Tout d’abord, nous avons les termes
(V(rot h(u).rot u), z,,)|, | Z v
al‘k al‘k’ ’
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8 0

‘Z 8ajk Zm et |Z aixk X Tmroth( ) m)|

Montrons qu’ils sont majorés par des expressions de la forme
Clla) | 2o [a() | s @)1 2m ()] 2 ()

ou C' dépend de Cy, Cy et K'. On applique les mémes méthodes de majoration qu’au
Paragraphe 1.6.3. Ainsi

(T (kob(h(w)-rot w). 2,)] < 2|z (0| T 10y b
+205" |2 20 [ VB (W) 1710 1070l 12 )
De la, (1.2.15) et (4.14) donnent

(V(rot h(u(t)).rot u(t)). zu(1)| < 2(Cs + CF)K'|[u(t)]| eyt sy (8) 220

(4.16)
De méme

\Z(@ah(u)(t).vgu(t) m(D)] < CP K[ u() | 2o [0 () || s o 12m ()] 220y, (417)
=1 9Tk Ty,
|Z(§u(t).vaah(U)(t),zm(t))l < CL K [u(®) || 2o () | i3 (o |Zon ()| 220y, (4.18)
k=1 9Tk T
IZ(aau(t) X aarot h(u)(t), 2 (t)] < V2 CLK [[u(t)]] 20 10 ()] 1750 | 2on ()| 12002 -
k=1 9Tk T

(4.19)

Montrons que les termes qui restent a majorer, issus de (r(u(t)), zm,(t))u1(q), sont bornés
par des expressions du type

Clla®)ll sz 0@ 3@ 2m (E) 21 @)

ou C' dépend de C7, Cy et K”. On utilise encore des majorations analogues a celles du
Paragraphe 1.6.3, il suffit de remplacer g(z,,(t) par h(u(t). Ainsi

|(V(V(rot h(u).rotu)),V z,,)| < || @) (|[rot ul| = q)|rot(9*h(u))|| 2@
+205"2(|V (rot h(w)) || g1 (o) | V(rot u)| s (a) + ot h(w)]|L=([[rot(9*u)|| r2())-
Alors, de (1.2.15), du Lemme 1.3.3 et de (4.15), nous déduisons

(V(V(rot h(w)(t)-rot u(t)). V z,,(1))|
< 4K (Cy 4 O )2 120 ) (1) 13- (4.20)

De méme

1> V(G 9 ) Va0

T 3xk
< K"(Cy + G5 [0l 108 130 o (1) 102 (4.21)
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12 (VG (0.9 5 (0), V()

< 10, + PO 0ol (122)
3T x ), a0
< VER(C + O ol (423)

De (4.16) et (4.20), on déduit

|(V(rot h(u)(t).rot u(t)), z,m(t)) r1 (o)
< 4(C1 + G WEP + K72 () |2y | (0) 30 | 200 (8) 111 )

On fait de méme avec (4.17) et (4.21), avec (4.18) et (4.22), avec (4.19) et (4.23). Finale-
ment nous sommes conduits a la majoration suivante:

(e(u(t)), 20 (1)1 )|
< 204+ V2)(Cy + CFWVER 1 K72 u(t)] ooy a(t) sy (@)l (4:24)

Rassemblant les majorations (1.6.18)-(1.6.30) et (4.24) et les substituant dans (4.11), nous
obtenons

1d v
5 g 1Zm(t M) + a*lHZm(t)H?p(m < [[a(®) |z (@) (D1 l|2m () 1720y

A+ D3| 2 ()| 112 |12 (D) | 1. (2)) + [|Zon (D) || 1110y [ v Ot £(2) || 111102 + \/_||11( )l 20

4/2C
+( o L 24+ V2WEKZ + K2(Cy + C3)) o + al[[u(®) || 2oy [[ul) | sy,
avec
D, (1+2ya1+a2\< + (24 V2)C)C + 4 ar + an|C'C?
et

Dy =20 + G5 + |ay + s +2(4+V2)(Cy + D).

[201 +(2+2)C5"
«

Utilisant la majoration

1
2o (8)] 1110 12 () 09y < 5 (20 (D) 120 + 12 (D) 111 2)

et simplifiant par ||z, (%) #1 (), nous déduisons

d V2v

— |z () || 1) < K lla(t) || s 120 (8 |51 ) + [[rot £(2) || m1) + —||u( NIFERS

dt
442 3/2 2
(701 +2(4+ V2)VE? + K"™(Cy + Cy'%)) o + o[l (t) (s )

&3]
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D D
avec K; = max(Dy, 72) + 72

D’ou (4.10) suit avec
Ky = Ki|[ul| e 0,7:m3(0)%)

et
\/51/
CT = ||I‘Ot fHL1(07T;H1(Q)3 —+ Ti”ll”Loo(O,T;HS(Q)S)
a1
4\/5 S "2 3/2 2
+T(701 +2(4+ \/5) K +K (Cl "‘CQ >>|Oél +O{2|HuHL°°(O,T,H3(Q)3)
1
AN

11 découle de (4.10) que la suite {z,,} est uniformément bornée par rapport a m dans
L>=(0,T; H'(Q)3). De la, il existe une fonction z dans L>(0,T; H'(£2)3) et une sous-suite
de {z,,}, encore notée {z,,}, telles que

lim z, =z faible* dans L>(0,T; H'(Q)?).

m—ro0

Comme dans le Paragraphe 1.6.3, nous pouvons passer a la limite dans (4.8), (4.9) et
montrer que z satisfait (4.5), (4.6). Nous avons donc prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 4.5 Supposons que Q soit un domaine borné de IR®, vérifiant I’Hypothése 1.4,
avec une frontiere T de classe C*1. Siu est donné dans L>°(0,T; V), ug dans HY(Q)>NV
et f tel que rot f appartienne a L*(0,T; HY(Q)?3), alors le probléeme (4.5), (4.6) a au moins
une solution z dans L>(0,T; H'(Q)?).

Remarque 4.6 Comme au Paragraphe 1.7.1, les arguments utilisés dans la démonstration
du Théoreme 4.5 peuvent facilement étre généralisés a un quelconque m > 1. Si I" est de
classe C™ 1 siu est donné dans L>=(0,T; Vo N H™2(Q)3), ug dans H™3(Q)> NV et f
tel que rot f appartienne a L' (0, T; H™(Q)?), alors le probléeme (4.5), (4.6) a au moins une
solution z dans L>(0,T; H™(Q)?).

La démonstration de I'unicité de la solution dans L?(0,T; L*(Q2)?) du probleme (4.5),
(4.6) est pratiquement identique a celle du Paragraphe 1.6.4. En effet, soient z; et zo deux
solutions de (4.5), (4.6). Posons ¢ = z; — zy. Alors ¢ satisfait 1’équation (1.6.31), puisque
seul le second membre est différent quand on compare (4.5) et (I1.6.11). Il suffit donc de
substituer Cy(ay) a C(ay), partout ou intervient cette derniere constante.

4.3 Conclusion

Le probleme (4.5), (4.6) a une solution z dans L>(0,T; H*(Q2)?) et n’a pas plus d'une
solution dans L?(0,T; L*(Q)3) (cf. Paragraphe 4.2). D’autre part, a la fin du Paragraphe
4.1, on a remarqué que rot(u — a;Au) est solution dans L%(0,7; L*(Q2)?) de (4.5), (4.6).
Donc, z = rot(u — a;Au) appartient & L>(0,T; H'(Q)3) et, par suite du Lemme 3.1, cela
implique que u est dans L>(0,T; H*(2)?). Nous avons démontré le théoréme suivant.
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Théoréme 4.7 Supposons que Q2 soit un domaine borné de IR® | vérifiant I’Hypothése 1.4.
Supposons que la solution w du probleme (1.2.1)-(1.2.5) appartienne a L>°(0,T;Vs). Si la
frontiére T' est de classe C*' et si les données ont la régularité:

u € H Q) NV, f € LY0,T; HY(Q)*) , rotf € L*(0,T; H'(Q)?) , (4.25)
alors w appartient a L>(0,T; H*(Q)?).

Conformément a ce qui a été dit a la fin du Paragraphe 4.2, ’énoncé du Théoreme 4.7
peut facilement étre généralisé par induction a tout m > 1 pour donner le résultat suivant.

Théoréme 4.8 Soient un entierm > 1 et Q un domaine borné de R3, vérifiant I’'Hypothése
1.4 avec une frontiére T' de classe C™>1. Supposons que la solution u du probléme (I1.2.1)-
(1.2.5) appartienne a L>(0,T;Vs). Si les données ont la réqularité:

u € H"3(Q)3* NV, fe L'0,T; H™(Q)?) , rotf € L*(0,T; H™(Q)?),
alors w appartient a L>(0,T; H™3(Q)3).

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoreme 1.7.2, si nous prouvons
I'existence de solution dans L>(0,T; H™()?) du probleme (4.5), (4.6), alors cette solution
est z = rot(u — @y Au) et appartient a L>(0,T; H™(Q)?). De 14, le Lemme 3.1 implique
que u est dans L>(0,T; H™3(Q)3). 1l nous reste donc & prouver cette existence.

On définit le méme probléme approché (4.8), (4.9) avec w; fonction propre du probleme

W € HM(Q, (W), V) = Ay(w;.v), (4.26)

ott (', ))m représente le produit scalaire dans H™(€2)3. Par rapport a la démonstration du
Théoreme 1.7.2, il y a en plus des termes supplémentaires a majorer, issus de ((r(u), z,))m.
Notons que le Lemme 4.3 implique que, si I" est de classe C"™ "1, alors il existe une constante
K,, telle que

Yu e H*(Q)?, [|h(u)||gmr2) < Knllulmo)- (4.27)

A P’aide de cette relation, on majore les termes de ((r(u), z,))n, de la méme maniere que celle
utilisée, au Paragraphe 1.7.1, pour les termes contenant g(z,). Considérons, par exemple

(v 2,

Ju _ Oh(u) ., Ou oh(u), .,
—. < .
(G VO ol <1 X @ (G0 CG, 0a)
o Oh(u)
a e a+p
T Cld ) TG, )|
|| <m—1

D’une part, utilisant (4.27), on obtient

ou Oh(u) ., ou oh(u) N
)95 ). 00)] < 107 (o ey IV (o o |02l 200

3/2 3/2
< C3|[ull sz 1) | 113 2| i) < K C3 [0l 2y [l sz 12l .

|(0%(
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D’autre part, grace a |a] <m — 1, on a

o, Ou oh(u), ., ., Ou Oh(u) N
() 9 o), 0r50)| < 10 () o IV o) s |03

< Ky Cullull gz l[all gmee o) | 2p] 5 @) -

De ces deux types de majorations, on déduit

Z_: 8$k 829(% ) (t))a Zp))m‘ < CHu(t)H%[nfrF?(Q)Hzp(t)“Hm(Q)) (4.28>

ou C dépend de C4, Cy, K, et m.

Les autres termes venant de ((r(u),z,),2,)), se majorent de maniere similaire. On
montre alors facilement que la suite {z,} est uniformément bornée par rapport a p dans
L>(0,T; H™(€2)). On en déduit Pexistence d’'une solution dans L*(O,T; H™(2)?) du
probleme (4.5), (4.6). Comme on I'a expliqué précédemment, cela termine la démonstration
du théoreme.

A

Les autres résultats du Paragraphe 1.7 sont encore exacts dans le cas ou €2 n’est pas
simplement connexe, mais vérifie 'Hypothese 1.4. Les démonstrations sont identiques.
Donnons ces résultats pour finir.

Lemme 4.9 Sous les hypothéses du Théoréme 3.6, le probleme (1.1.9), (1.2.2)-(1.2.5) a
0

une unique solution u dans L= (IR*;V3) et p dans L®(IR"; H*(Q)/IR). De plus 8—1; appar-

tient a L®(IR"; H*(Q)?).

Le dernier théoreme donne l'existence d’une solution au sens classique de 1’équation

(L.1.9).

Théoréme 4.10 Soit T > 0. Soit Q domaine borné de IR®, vérifiant I’Hypothése 1.4.
Supposons que u solution de (1.2.1), (1.2.4) appartienne a L*(0,T;Vs). Si la frontiére T’
est de classe C%' et si les données ont la régularité suivante:

u € H'(Q)P*NV , fe L>0,T; H(Q)?),
of
ot
alors le probléme (1.1.9), (1.2.2)-(1.2.5) admet une solution unique (u,p) dans ’ensemble
CH([0,TT; C3(Q2)°) x ([0, TT; C*(Q)/ IR).

rotf € L>(0,T; H'(Q)%) , — € L™(0,T; H*(Q2)?),

98



Deuxieme partie

Fluide de grade deux : cas
stationnaire avec aj + ay = 0.






Chapitre 111

Fluide de grade deux

dans le cas stationnaire
avec () simplement connexe

1 Introduction

Soit © un domaine de IR®, borné et simplement connexe, de frontiere I' qui est au
moins de classe C*!. Nous notons n le vecteur normal unitaire a I", dirigé vers I'extérieur
de ©2. On se place sous I’hypothese

a1+a2:O.

Sous cette hypothese, si nous annulons les dérivées par rapport au temps dans (1.2.1) (cas
stationnaire), on est conduit au systéme d’équations suivant, que nous nous proposons de
résoudre:

Chercher une fonction a valeurs vectorielles u = (uy, ug, u3) et une fonction scalaire p
définies dans €2, solution de :

—vAu +rot(u — a;Au) x u+ Vp = f dans Q, (1.1)

divu=0 dans €2, (1.2)

avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere :
u=20 sur T (1.3)
Rappelons (cf. Paragraphe 1.2) la définition suivante
Vo ={v € V;rot(v — a;Av) € L*(Q)*} (1.4)

et le résultat suivant: Pespace V5 est inclus dans H?(Q)?3 et il existe une constante C'(a)
telle que

Vv e Vy, [[Vlas@) < Clan)|rot(v — a1Av) || L2(q)- (1.5)
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Comme au Chapitre I, V5 est muni du produit scalaire
(u,v)y, = (rot(u — ayAu), rot(v — a1 Av)) (1.6)
et de la norme associée : ||v||y, = (v,v)%,f. De la
W € Va, [¥llis@) < Clan)lIvvs (17)
L’espace V' est muni du produit scalaire
(W, v)y = (w,v)+a;(Vw,Vv). (1.8)
Enfin, on rappelle le lemme classique suivant, qui est une variante du théoreme de Brouwer.

Lemme 1.1 Soient un entier m > 1 et P une application continue de IR™ dans IR™. On
suppose qu’il existe un réel p > 0 tel que, pour tout & dans IR™, avec |E| = p, on ait
P(&).6 > 0. Alors il existe £ appartenant a IR™, avec |€*| < p, tel que P(£*) = 0.

Le plan du chapitre sera le suivant. Dans le Paragraphe 2, nous définissons un probleme
approché et nous démontrons l’existence d’une solution, ainsi qu'une dépendance continue
par rapport aux données quand u,, est assez petit dans V5. Le Paragraphe 3 est consacré a
la majoration de la solution approchée dans V5. L’existence de solution, I'unicité, ainsi que
la dépendance continue par rapport aux données, sont démontrées au Paragraphe 3, pour
f assez petit dans H(rot;€2). Enfin, dans le dernier paragraphe, nous nous intéressons a
la régularité de la solution.

2 Définition d’un probleme approché, existence et
dépendance continue des solutions par rapport aux
données

Dans ce paragraphe, nous supposons que € est un ouvert borné de IR?, simplement
connexe, avec une fronticre ' de classe C*! et que f appartient a L*(Q2)3.

La solution du probleme (1.1)-(1.3) est construite au moyen d’une discrétisation de
Galerkin. On utilise la suite de fonctions propres {w,} de V5, définie dans le Paragraphe
[.5 par

(Wj, V)V2 = )\j(Wj, V)V, Vv € ‘/2 (21)

avec
D<M <...< q<... > 400,

ou {A;} est la suite de valeurs propres associées a la suite de fonctions propres {w,}. Les
fonctions w; forment une base orthonormale dans V' et une base orthogonale dans V5. Cet
ensemble de fonctions sera utilisé comme base spéciale dans la méthode de Galerkin-Faedo.
Pour tout entier m positif, nous notons V,,, ’espace vectoriel engendré par les m premieres
fonctions propres {w;}7 ;. Nous définissons une solution approchée du probleme (1.1)-
(1.3) par:
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Chercher

m
u, = Z CjmWj,
j=1

solution pour 1 < 5 < m, de

v(Vu,, Vw;) + (rot(u, — ayAuy,) X u,, w;) = (£, w;). (2.2)

Lemme 2.1 Supposons que Q0 soit un ouvert borné de IR, simplement connexe, avec une
frontiére T de classe C*! et que £ appartienne o L?(Q)3. Alors le probléme (2.2) admet
une solution u,, dans Vs, qui vérifie

’P

Démonstration. On construit une application P de IR™ dans IR™ de la maniere suivante:
pour tout & € IR™, on pose

Uy, = Z&Wz‘-
i=1
On définit alors P(€) par ses composantes, pour 1 < i < m,
(P(&))i = v(Vuy,, Vw;) + (rot(u,, — oy Au,,) X u,, w;) — (£, w;). (2.4)

1) On montre tout d’abord que P est continu de IR™ dans IR™. 11 suffit de remarquer que
(P(&)); est un polynome a m variables de degré deux, donc & — (P(&)); est continu de
IR™ dans IR.
2) On montre ensuite que, pour |£| = p assez grand, (P(£).£) > 0. En effet

Pg).e = y\umﬁql(m + (rot(u,, — a;Auy,) X uy,u,) — (£, u,)

= V|um‘12L11(Q) - (fvum)a
car (w X v,v) = 0. Mais, grace a Poincaré,

[(F, un)| < Plun|mo)llfl| r2@)-

Nous en déduisons I'inégalité

P§).€ > \um|H1(Q)(V\um’H1(Q) - PHfHH(ﬂ))- (2.5)

D’autre part, si & # 0,
o &
W |11 () = [€] ] ZEVWiIILm)- (2.6)
i=1

L’application

=1
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est continue sur le compact {6 € IR™; |0 = 1}, elle atteint donc son minimun Cy. Mais
Co > 0, car les vecteurs w;, 1 < i < m, sont indépendants. De la, I’égalité (2.6) donne

Vs € ]Rm, |um|H1(Q) Z |€| Oo.

PlIfll 22

o Alors pour tout € € IR™ tel que €] = p, I'inégalité précédente
vlo

Posons p =

implique
Plfll >
Wl ey 2 =

Du résultat précédent et de (2.5), on déduit que

P(§).£ >0,
m Pl . .

pour tout € € IR™ tel que |&] = p = o L’application P vérifie donc les hypotheses

vio

Pl f
du Lemme 1.1. D’ot, il existe £ € IR™ avec |€"| < Hgﬂ(ﬂ)? tel que
vio
P(&) = 0.

Par construction de P, cela implique I'existence d’une solution
m
E3
U, = Z gz W;
i=1

du probleme approché (2.2).
Enfin, en multipliant les deux membres de (2.2) par ¢;,, et en sommant par rapport a
J, tenant compte de la relation (w x v,v) = 0, nous obtenons 1’égalité

1/|umﬁ{1(9) = (f,un).

Utilisant I'inégalité de Poincaré, on déduit que la solution u,, précédente vérifie I'inégalité
(2.3).
A

Soit u,, une solution du probleme approché (2.2). Nous allons montrer que, si ||, ||v,
est assez petit, cette solution dépend continuement de la donnée f. Précisément, nous
établissons le Lemme suivant.

Lemme 2.2 Supposons que Q0 soit un ouvert borné de IR, simplement connexe, avec une
frontiére T' de classe C*'. Pouri = 1,2, on note u,,; une solution du probléme (2.2) avec
f; € L*(Q)® comme second membre. Si u,, o vérifie

Imally, < p, avee p < Km (2.7)
ot
K(ay) = (20101 + (o + DVP? + 1073 C (o), (2.8)
alors on a linégalité
Uz — W) < ————— | — il 20 (2.9)
’ v—K(a)p
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Démonstration. Pour 7 = 1,2 et pour j = 1,2,...,m, nous avons
I/(Vum’i, VWJ) + (rot(um,i — ounmJ) X U,y Wj) = (fl, Wj).
Alors U,,, = u,, 2 — u,, 1 satisfait I'égalité, pour j =1,2,...,m,

v(VU,,, Vw;) + (rot(U,, — o;AU,,) X U2, W;)
—|—(r0t(um71 — OflAllmJ) X Um, Wj) = (fg — fl,Wj).

Mais U,, € V,, et (w x v,v) =0, d’ou U, vérifie I'égalité
V|Um\12ql(m + (rot(U,, — a1 AU,,) X w2, Uy,) = (£, — £1,U,,). (2.10)
La relation (I1.4.3) donne

(rot(U,,, — a;AU,,) X U0, Uy,) = —=b(U,,; Uyt 0)
+an (b(Um, AUm, umyg) — b(umg; AUm, Um)) (211)

D’apres le Lemme 1.3.5
0(U; Uy, W 0)| < ||Um||L4(Q)||11m,2||L4(Q)HVUmHL?(Q)-
Alors (1.2.16), (1.7) et (1.4.4) impliquent
10(U; Upn, W 2)| < VP2 +1C52C(0n) [t 211 [ U311 - (2.12)
Ensuite (1.4.7) donne
3/2
(Ui AUy wn0)| < V2 10 [ Um0y + C3 [ Uil 0 100 2 113 ) [ Ui 2 0.
Alors (1.2.15), (1.7) et (1.4.4) impliquent
16(Uy; AU, up2)| < (Cy+ VP2 + 103/2>C(Oé1)”um72||v2|Umﬁ'{1(g). (2.13)
Enfin (1.4.9) donne
[b(tn,23 AU, Upn)| < [V 2l 2 (2) [ Ui 10
puis de (1.2.15) et (1.7), nous déduisons
(W 25 AU, Up)| < CLC(0) ([ 2l [Una 1 - (2.14)
Rassemblant les inégalités (2.12), (2.13) et (2.14) et les substituant dans (2.11), on a
(rot(U,, — a1AUL,) X Una, Up)| < K (1) [t 2llv, [Une 710 (2.15)

ot K(aq) est donnée par (2.8). En utilisant cette majoration dans (2.10) et 'inégalité de
Poincaré, nous obtenons

V[Unline) < K(on)[tm2llva|Unlin o) + Pllfz — fill L2y Unl 110

Finalement (2.9) se déduit de I'hypothese (2.7).
A
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3 Majoration dans V5 d’une solution du probleme
approché

Dans ce paragraphe, nous supposons que la frontiere I' de € est de classe C*! et que
f appartient a H (rot; ().

3.1 Inéquation dans V5 pour une solution du probleme approché

Pour tout u appartenant & H*(Q2)3, on pose

F(u) = —vAu+rot(u — ayAu) x u. (3.1)
Pour i =1,2,3,
0 ou Oou Oou Ju
8xiF(u) = _VA(%Z- + rot(u — agAu) x oz + rot(a—xi - alA(a—xi)) X U.

L’hypothese u € H*(Q)3, avec les théoremes d’inclusion de Sobolev, implique que u et au

T
sont dans L>°(€)3. Nous en déduisons que F(u) appartient & H'(2)3.

Soit u,, une solution du probleme (2.2). En raison du Lemme 1.5.1, F(u,,) appartient

a H'(Q)3. Ensuite, nous définissons v,,, dans V' comme la solution du probleme de Stokes:

Vi — 1AV, + Vq, = F(u,) — f. (3.2)
Puisque rot(F(u,,) — f) = rot(v,, — a1Av,,) appartient & L?(Q2)3, il s’ensuit, grace au

Lemme 1.2.1, que v,, appartient a V5. Siu,, = 3 &Ww; est une solution de (2.2), on obtient

i=1
Vi=1,2,...,m, (F(u,)—f,w;)=0.
Utilisant la définition (1.8) et (3.2), on déduit
(Vin, Wi)y = 0.
Puis, multipliant cette équation par \;, grace a (2.1), cela donne
(Vin, Wiy, = 0.
Enfin, multipliant cette derniere égalité par &; et sommant sur ¢, nous obtenons
(Vin, W)y, = 0,
qui peut s’écrire sous la forme
(rot F(u,,), rot(u,, — a1Au,,)) = (rot f, rot(u,, — a1 Au,)). (3.3)

Posant
w,, =rotu,,,
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I'identité
rot(vx w) =w.Vv — v.Vw + (divw)v — (divv)w

donne
rot F(u,) = —vAw,, + u,,.V(w, — a1Aw,,) — (W, — a1Aw,,).V u,.

Substituant cette égalité dans (3.3) et utilisant I’antisymétrie de 'application b, définie au
Paragraphe 1.2, nous obtenons

v ) v
Oé—l||wm — a1 Awn|[720) = a—l(wm,wm — ajAw,,)
+o (Wi — AW Uy, Wi — @1 Awyy,) + (rot £ w,, — a1 Aw,y,). (3.4)
Majorons les termes du deuxieme membre. Le Lemme 1.3.5, (1.7) et (1.2.15) donnent
b(wWim — AW W, Wi — a1 Aw, )| < CLC () [un 13- (3.5)

Du Lemme 1.3.3 et de (2.3), on déduit

V2
|(Win, win = 1 Awn)| < — =Pl 2 llmlve - (3.6)
Substituant les inégalités (3.5) et (3.6) et simplifiant par |[w,|[v, = |[wn — 1 Awn | 220),

nous obtenons

V2

v 2
071||11m||v2 < 0717’||f||L2(Q) + [[rot £]| 12(q) + C1C(ar) [ |7,-

On pose pour simplifier

V2

aq

€Ml 2oty = ——PlIfll2(@) + lIrot £ z2(o)- (3.7)

Alors, I'inégalité précédente peut se mettre sous la forme

CiC(an) [umlly, — —I[wmllve + NIl oty > 0. (3-8)

v
a1
Cette inégalité est vérifiée par toute solution u,, du probleme (2.2). Grace a elle, nous
allons montrer que, pour un f assez petit dans H(rot; ), ||u,, ||y, appartient & une réunion
de deux intervalles.

Lemme 3.1 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement connexe avec une frontiére I’
de classe C*1. Soit £ donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

V2

S — 3.9
40106%0(0&1) ( )

€l rot) <

oU |||l zrrots) st défini par (8.7). Alors toute solution w,, du probléme (2.2) est telle que

||y, appartient a [0, pi(£f)] U [po(£), +o0], (3.10)
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o

2 =[5 = 4G C@) [Ellneotsy
2010(041)

et

2+ % = 4CC(@) [Ellnorsy
2010(0(1)

Démonstration. Soit la fonction trindme
v
9(X) = C1C(n)X? - X+ [£]l] 7 (rot:2)
1

et soit son discriminant

2

14
A(f) = 07% —4C1C(an)|||[f]l 7 (rots62)- (3.11)

Sous I'hypothese A(f) > 0 et X > 0, le théoréme du signe du trinéme donne
g(X) > 0 si et seulement si X € [0, p1(f)] U [p2(f), +00],

ou les racines du trindéme p;(f) et po(f) sont données dans le Lemme 3.1. Si on écrit
l'inégalité (3.8) sous la forme g(||u,,|lv,) > 0 et si on remarque que la condition A(f) > 0
est équivalente a (3.9), (3.10) suit.
A

La suite du paragraphe sera consacrée a montrer que, pour f suffisamment petit
dans H(rot; ), 'alternative ||u,,||v, > p2(f) n’est jamais vérifiée et que, par conséquent,
[ llve < po(f).

3.2 Majoration de ||u,,l||y, pour f dans H(rot;(2) assez petit

On commence par deux résultats préliminaires

Lemme 3.2 Soit v,, appartenant a V,,. Alors on a

[Vinllva < /(P2 + @) A |[Vin| 1) (3.12)

ot Ay, est la valeur propre associée a la fonction propre w,, du probléme spectral (2.1).

Démonstration. La base {w,};>; est orthogonale dans V; et orthonormale dans V. D’ou,

si v, = > &w;, grace a la relation (2.1),
j=1

Vi1, = 252 (W, w;)v. 252
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Puisque la suite {\;};>1 est croissante, nous déduisons
m
VallT, < A Y€ (3.13)
j=1

D’autre part,
m
Ivally =D&
j=1

Substituant cette égalité dans (3.13), nous obtenons
IVl < Amllvanl-

De la, (3.12) suit, grace a l'inégalité de Poincaré.

A

Lemme 3.3 Soit K(oy) définie par (2.8), ||f|||a@wot:) par (3.7) et pi(f) défini dans le

Lemme 3.1. Si on a

y2

Elll i trop) < ——— 3.14
elleoer < 57t (3.14)
1
[ flll g rot:), p1(f) et tisfont les inégalités suivantes:
alors |||f||| g o), p1(f) e o~ Ko@) satisfont les inégalités suivantes
lonsn < sy 40 S FrTie T < T
Hiot) = 40 a2C(an)” Y = Ko (1 + L(aw)) ~ K(ar)
1 2
et < ,
v—K(a)pi(f) = vL(on)
ot
VP2 + 1 3/2 1
Lian) = | Y416 o+ 1)Clon) (3.15)
K(al)

Démonstration. Considérant 'expression (2.8) de K(o), clairement
K(aq) > 200C1C(ay).

Substituant cette inégalité dans (3.14), nous obtenons

7/2

flllgrot:0) < —————.
][l 22 rots02) 4C103C ()

En utilisant la forme conjuguée du numérateur de p;(f) et en simplifiant, on déduit

2[|f H(rot;Q2
o(6) = REILe |
2+ /% = 4G C@) Ellnieotsy
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Substituant (3.14) dans cette égalité et simplifiant, nous obtenons

1%
pi(f) < :
K (a)(1 4 /1 — 2zcion)
Mais
2010510(0(1)
l—-——2 =1L
J K(a1) (),
d’ou y y
pi(f) <

< .
K(oq)(1+ L(ay))  K(ag)
De I'inégalité précédente, on déduit
vL(ay)
- K f) > ———~_.
v = Kl (®) = {7

La derniere inégalité découle alors de L(ay) < 1.
A

On note By, (R), la boule dans V3, fermée, de centre O et de rayon R et, pour tout f
dans L?(Q2)3, on note S,,(f), I'ensemble des solutions u,, du probleme (2.2) avec f pour
second membre. On a démontré au Paragraphe 2 que S,,(f) n’est pas I'ensemble vide.
Enfin on définit I’ensemble suivant:

By = {1 €]0, +o0f; [l aroti) < 7 == S (f) C By, (v/(2C1a0C(an))) }-

Lemme 3.4 L’ensemble E,, est un intervalle non wvide. Il est ouvert a gauche et son
extrémité inférieure est 0.

Démonstration. Soit u,, appartenant a S,,(f). Utilisant (2.3) et (3.12), on déduit
P (P2 + a1)>\m

[y, < y 11| £2(0)-
Mais o
1]l 22(0) < ﬁlllf!HH(mm). (3.16)
D’ou
ol < S TPy,
De la S
r= € B,

oz%C(ozl)C’l 2(7)2 + al))\m

et 'ensemble E,, n’est pas vide. Pour cette valeur de r, |0,7] C E,, C|0, +o0l.
Si et ry sont dans E,,, avec r; < 1o, alors |0, 7] C E,,, donc [r,75] C E,,. On en
déduit que E,, est un intervalle, ouvert a gauche, d’extrémité inférieure 0.

A

Nous allons établir le théoreme principal de ce paragraphe, qui donne une majoration
dans V5 de toute solution u,, du probleme approché (2.2).
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Théoreéme 3.5 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement connexe avec une frontiére
I de classe C*1. Soit f donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

V2 v?

—_— fl| 2 tf]|;2 < — 3.17
" WFliz + ot iz < 50 4

ot K(o) est définie par (2.8). Soit m > 1. Alors toute solution w,, du probléme (2.2)
satisfait la majoration:

£ =[5 —4C1C(an) (2P 1o + rot El2(ey)
2C,C(n) '

[ lve < (3.18)

Démonstration. La démonstration s’effectue en plusieurs étapes. Posons
2

- 2061K(061)

*

r et r, = sup E,,.

Tout d’abord, utilisant (3.7), (3.17) s’écrit |||f|||#rot;0) < 7*. On va montrer, par con-
tradiction, que, pour tout m > 1, on a r, > r*. Supposons qu’il existe my > 1, tel
que

Tmg < T (3.19)

La méthode de démonstration est la suivante. Pour € > 0 assez petit, on va construire deux
fonctions f; et £, vérifiant |||f; —£ ||| mrot;0) < €, telles que, pour une solution W,,, € Sy, (f1),
on ait [[uny,llv, > p2(fi) et, pour toute solution u,,, € S, (f2), on ait |||, < p1(f2).
Puis, on choisit € de fagon a obtenir la contradiction.
1°°étape. Construction de f;.

Soit ¢ tel que

0< % < et % < T (3.20)

Notons qu’on imposera encore une autre condition a € pour aboutir a la contradiction. Par
définition du sup, il existe f; € H(rot;2) et Wy,,1 € S, (f1) tels que

v

el (3.21)

19
Tmy < |||f1|||H(r0t;ﬂ) < T + b et ([ W1y >

De (3.20) et (3.21), on déduit

2

£ 1%
f rot; < m 5 < "= oy
€z worsy < rmg + 5 <7 20, K (ay)

et le Lemme 3.3 donne

1/2

f rot:Q) < ——5———-
o) < g argian

On applique alors le Lemme 3.1 et on obtient que
| W 1llv, appartient a [0, py (f1)] N [pa(fy), +o0l.
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Mais (3.21) implique

v
W, > —————— > pi(fy).
|| 071||V2 2010510(@1) - /01( 1)
Donc ||unm, 1]|v, appartient a [po(f1), +00[, soit
g 11l > pa(fr). (3.22)

2tmedtape. Construction de f,.
Puisque 72, —e?/4 <12, , on déduit que

Tme — €/2 __ Tmg
Tmo Tmo +€/2

De la, on peut choisir k tel que

mo 2 m
Tmo ~ €/2 ke mo___ (3.23)
T'mo T'me +€/2

De plus (3.20) implique £ > 0. Posons

Alors, de (3.21), il suit que
krme < |2l rot;) < B(Tme +€/2)
et, compte tenu de (3.23),
Tmo — €/2 < |12/l (rots) < Tmo- (3.24)
Puisque 7,,, est I'extrémité supérieure de l'intervalle E,,,, cela implique que
r = |||l H(rot:0) appartient a E,.

De la définition de ’ensemble E,, , on déduit que

v
U, € 0( 2) ||U_ 0||V2 2010510(&1)
On peut donc choisir Uy, 2 € Sp,(f2), tel que
2y < 5 (3.25)
u,, < )
0:211Ve 2010(10(061)
Puis, de (3.24) et (3.19), on déduit
2
£l i1 v <t = — 3.26
||| 2|||H( t;02) < Ty <T QOélK(O./l) ( )
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U2

) < m De léu, gréce au Lemme 31, il

Alors le Lemme 3.3 donne |||f2|| #(rot;0

s’ensuit que
[ W 2(lve appartient & [0, p1(f2)] N [p2(f2), +o0[.

Mais (3.25) et I'inégalité < pa(fy) impliquent que ||u,, 2|/v, n’appartient pas

v
2010[10(Oé1)

a [pa(fy), +00[. Nous pouvons donc conclure que

g 20l < p1(f2). (3.27)

3'meétape. Majoration de [|[Wmgo — Wng.1]vs-
De (3.26) et du Lemme 3.3, on déduit

p1(fe) < Kl

De la, avec (3.27), par application du Lemme 2.2, on obtient

D
o =Wl o) = e gy 17~ Bl

Alors le Lemme 3.2 et (3.16) donnent

(03] (,PQ + al))\m
1tmo,2 = Wngallvy < —— (B K (o) 5 I = filll o) (3.28)

Par construction de f; et du fait que £ < 1, on a |||fs — fi||| zrot;0) = (1 — K)[[[f1]|| (rot;)-
Alors (3.21) et (3.23) impliquent

|||f2 - f1|||H(r0t;ﬂ) < (rmo + 5/2)
2Ty
et, avec (3.20), cela devient
[f2 — f1|||H(r0t;Q) <e. (3.29)
Enfin le Lemme 3.3 donne . 5

V— Klanp(®) = vh(ay) (3.30)

Rassemblant les inégalités (3.29) et (3.30) et les substituant dans (3.28), nous obtenons

g
W2 = g 1 [l < VL(OQ)W”” + a1 A €. (3.31)

4*meétape. Conclusion.
Les inégalités (3.22), (3.27) et l'inégalité triangulaire impliquent

o2 = Wing 1 llvy, 2 | [[Wng 2llv, = 1o allv| = pa(fy) = p1(fs). (3.32)
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De (3.26), en appliquant le Lemme 3.3, nous obtenons

K(a1)(1+ L(en))

Puisque K (ay) > 2C1a1C(ay), cela devient

p1(fy) <

v

nl) < e e £ L)

Considérant que
v

fi)> ———
PQ( 1) - 2010410((1/1)

et que L(y) < 1, on déduit que

VL(Oél)
fi)—pi(fy) > ———F——. 3.33
pa(fi) — pi(fa) > 401a10(a1) ( )
Alors, (3.32) et (3.33) impliquent
I/L(Ofl)
g — U, ik e VY 3.34
||11 0,2 — U 0,1||V2 = 401a10(a1) ( )
De (3.31) et (3.34), il suit que, pour aboutir a la contradiction, c¢’est-a-dire
Humo,2 - um0,1HV2 < Humm? - umoJHVza
il faut que ¢ vérifie, en plus de (3.20), la condition
2 L 2
e < V(L)) . (3.35)
4C103C (01)1/2(P? + 1) A
Finalement, nous avons la contradiction en choisissant ¢ tel que
2 L 2
0 <e<min(27rm,, 2(r" — rm,), V(L)) :
4C103C (01)1/2(P? + 1) A,
Ainsi, pour tout m > 1, on obtient r,, > r*. Mais, par définition de ||| [||g(ot;0) €t 7%,

I'hypothese (3.17) du théoreme s’écrit
N 2 rotsr) < 7™
Donc, pour tout m > 1, on a r = ||| #(rot;0) < 7'm, ce qui implique
r = ||fll #rot;) € Erm, pour tout m > 1.

Par définition de E,,, nous obtenons que toute solution u,, de (2.2) vérifie

14
< ——m———
||um||V2 - 2010110(041)
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Alors les Lemmes 3.3 et 3.1 impliquent

[ llve < pu(f),

ce qui est la conclusion du théoreme.

JAN
Essayons de comprendre la majoration du Théoreme 3.5:

Hum”Vz < pl(f)7

vérifiée sous I’hypothese (3.17).
Les inégalités (3.12) et (2.3) impliquent

7) (P2 + Oél))\m

fotm v, < 22 2,

c’est-a-dire que |[upy, ||, tend vers 0, quand |[/f||.2(q) tend vers 0. Donc, sous I'hypothese
(3.17), l'alternative

[amlve < pi(f) ou [[wpllv, = pa(f)
du Lemme 3.1 impose que, pour ||f||;2(q) assez petit, on ait

[wllve < pr(f).

Mais si on a cette majoration, la dépendance continue de u,, par rapport a la donnée f,
donnée par le Lemme 2.2, fait que le réel ||u,,||y, ne peut “franchir 'obstacle” constitué
par l'intervalle [p1(f), p2(f)], qui est de longueur po(f) — p1(f) > 0. Ainsi, sous I'hypothese
(3.17), qui permet aux Lemmes 2.2 et 3.1 de s’appliquer, I'alternative

[amllv, > pa(f)
ne peut se produire.

Enfin, on peut remarquer, en utilisant la forme conjuguée du numérateur de p;(f), que

200 2v/2
p(f) < 7H|fIIIH<mt;m P\If\lmm + *Hrot £l 22 () (3.36)

Dong, sous les hypotheses du Théoreme 3.5, on a une majoration plus simple, mais moins

bonne Y
2
[wnllv, < iPHfHLZ + 7|lr0t £l 22(q)-

4 Existence, unicité et dépendance
continue par rapport aux données

Pour f assez petit dans H (rot; €2), on est en mesure de montrer, en utilisant les résultats
du paragraphe précédent, que le probleme (1.1)-(1.3) admet une solution dans V, x H* ().
Plus précisément, on a le théoreme suivant.
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Théoréme 4.1 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement connexe avec une frontiére
I de classe C*1. Soit f donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

V2 2

2P|t tf < 4.1
aq PH ||L2(Q) i ||r0 ||L2(Q) 20&1I((061)7 ( )

ot K(ay) est définie par (2.8). Alors le probleme (1.1)-(1.3) admet une solution (u,p)
dans Vo x HY(Q). De plus u satisfait la borne supérieure:

2 — /5 —4C1C(a) (2PIE] 1) + rot fl2(ey)

[ally, < 26, Cla) (4.2)

Démonstration. Les hypotheses du Théoreme 4.1 sont les mémes que celles du Théoreme
3.5. On peut donc appliquer ce dernier et obtenir une suite {u,,},,>1 bornée dans V5,
vérifiant la majoration (3.18), telle que u,, soit une solution de (2.2). Par injection com-
pacte de V5 dans H?(Q)3, on peut extraire une sous-suite, encore notée {u,,} telle que

nll_I)I(lX) u,, = u dans V5 faible,

lim u,, = u dans H*(Q)? fort.

m—0o0

Passons a la limite dans 1’équation (2.2). La convergence dans H?(2)? fort implique

lim v(Vu,, Vw;) = v(Vu, Vw;).

m—r0o0

Utilisant (I1.4.3), nous obtenons
(rot(u, — yAuy,) X Uy, W;) = b(Wy,; Uy, W) + a1 (b(W;; Auy,, u,y,) — b(uy,; Au,,, w;)).

On a
b(um;umuwj Z / mzaumkw]kdx

i,k=1

La convergence dans H?(2)? fort donne

et, puisque u,, est borné dans V5,

Oy
Ui Ymk st borné dans L*(Q).
8%

De la P 8
lm o™ — 0, 7% Qans L2(Q) faible.

m—00 ’ 8902 8%

D’ou on déduit
lim b(wy,; uy,, w;) = b(u;u, wj).
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Ensuite, I'antisymétrie de b implique

3 .
b(Wp; Ay, Wj) = —b(W; W, Auyy) = — Z / Upn, i Ay Qs dx.
ik=1"% ox;

On a encore, par convergence forte dans H%(2)3 de w,,,

lim wy, ; Ay, = u;Auy, pp dans €2
m—00

et, puisque y, ; Ay, ; est borné dans L?(€2), on obtient

lm ;A = u;Auy, dans L*(Q) faible.

m—r0o0

De la

lim b(uy,; Au,,, w;) = b(u; Au, w;).

De méme, on obtient

lim b(w;; Auy,, u,y,) = b(wj; Au, u).

Utilisant ces convergences, nous avons, pour tout j > 1,

v(Vu, Vw;) + (rot(u — oy Au) x u, w;) = (£, w;)
et par densité, pour tout v € V,

v(Vu,Vv) + (rot(u — ayAu) x u,v) = (f,v).

Puisque V = {p € D(Q)3;div ¢ = 0} est dense dans H, cette égalité implique

—vAu +rot(u — oy Au) x u — f appartient & H+.
De 1, il existe p € H'(Q) tel que

—vAu+rot(u — oyAu) x u—f = —Vp.

Donc u est solution de (1.1). Puisque u € V5, (1.2) et (1.3) sont vérifiés. Enfin, par
semi-continuité inférieure de la norme pour la topologie faible, u vérifie (4.2).

A

Théoreme 4.2 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1, le probléeme (1.1)-(1.3) admet une
solution unique dans Vy. De plus cette solution vérifie la majoration (4.2).

Démonstration. Le Théoreme 4.1 implique 'existence d’une solution u du probleme
(1.1)-(1.3), vérifiant la majoration (4.2). Soit u* une solution quelconque dans V, du
probleme (1.1)-(1.3) avec le méme second membre f. Pour démontrer 1'unicité, il suffit de
prouver u* = u. La démonstration est analogue a celle du Lemme 2.2. Clairement u est
solution de I’équation variationnelle

Vv eV, v(Vu,Vv) + (rot(u — a;Au) x u,v) = (f,v) (4.3)
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et u* est solution de la méme équation. Posons
U=u—-u"
Alors U satisfait 1’égalité, pour tout v dans V,
v(VU,Vv) + (rot(U — a;AU) x u,v) + (rot(u* — a;Au*) x U,v) = 0.
On choisit v = U et on remarque que (z x w,w) = 0. D’ou U vérifie I’égalité
V|Ul%(q) + (rot(U — ay AU) x u, U) = 0. (4.4)

De maniere analogue a (2.15), nous avons

|(rot(U — anAU) x u, U)| < K(a)][ullv, [Ul7 ) (4.5)
ou K (o) est donnée par (2.8). On remarque que (4.2) s’écrit

[ullv, < pa(f),

ou p;(f) est défini dans le Lemme 3.1. Utilisant cette majoration dans (4.5) et substituant
dans (4.4), on obtient

(v = K (011 (£))[UP ) < 0. (4.6
Enfin le Lemme 3.3 implique v — K (aq)p1(f) > 0. De 1la U = 0.
A

Les deux théoremes précédents permettent de démontrer un théoreme de continuité
des solutions du probleme (1.1)-(1.3) par rapport aux données.

Théoreme 4.3 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement connexe avec une frontiére
[ de classe C*. Pour i = 1,2, soit f; donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour

satisfaire
\/5 V2
P||f; tf; < —
1£ill2(0) + [[rot £ 12() 20 K (o)

ot K(ay) est définie par (2.8). Siu; est la solution du probleme (1.1)-(1.8) associée au
second membre f;, alors on a la majoration:

(4.7)

aq

2P
vL(ay)

[uy — w1y < 1£2 — f1l| 220, (4.8)

ou L(ay) est définie par (3.15).
Démonstration. On applique la méme méthode que dans le Lemme 2.2. Si on pose
U=u —uy,
on peut vérifier que
V|Uljn ) + (rot(U — oy AU) x u,,U) = (£, — f;, U). (4.9)
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Nous avons la relation analogue a (2.15)
|(rot(U — a1 AU) x 1y, U)| < K () |||, | Ul gy, (4.10)
ou K (o) est donnée par (2.8). On remarque que, d’apres le Théoréme 4.2, on a
[uzllvy < pr(f2).
De la, avec (4.10) et Poincaré, (4.9) implique
VU7 ) < K(a)pi(£2)[Ulfn ) + Pllfz — fill 20 [Ula o)-

Le Lemme 3.3 permet alors de conclure.

A

5 Régularité, solution classique

Dans ce paragraphe, nous supposons que le probleme (1.1)-(1.3) a une solution u dans
Vy. Nous supposons que € est un ouvert borné de IR®, simplement connexe, avec une
frontiere I' = JY_, T; (I'; connexe) au moins de classe C3!.

5.1 Introduction

Nous aurons besoin des résultats de la Remarque 1.2.3, dont nous donnons ici la
démonstration.

Lemme 5.1 Supposons que Q soit un ouvert borné de IR, simplement connexe. Pour
tout entier m > 0, si la frontiere I' est de classe C™ *' et si v appartient ¢ V avec
rot (v — a;Av) dans H™(Q)3 |, alors v appartient ¢ H™3(Q)? et il existe une constante
K, (aq) telle que

V]| m+s)y < Km(on)|lrot(v — a1 Av)|| gmq). (5.1)

Démonstration. Puisque v — oy Av appartient & H~(Q)3 et rot(v — a; Av) au moins a
L?(2)3, on peut montrer que

<rot(v—a;Av).n,1 >p.= 0 pour 0 <i < p.

Posons
y =rot(v — a;Av).

Alors on a
yc H*(Q)?, divy =0et <y.n,1>p=0 pour 0<i<p.
De la, on déduit qu’il existe 1 dans X (Q2) tel que

y=roty et divyp =0dans Q, Y n=0sur .
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Puisque 9 € L2(Q)?, rot ¢ € H™(Q)3, divep =0 € H™(Q) et ¢pn =0 € H™2(I) avec T
de classe C™*21 le Théoreme I1.1.9 implique que

W appartient & H™(Q)3.
De plus, puisque ¥ € X7(Q2), on a

||| 1) < Cllrot || 12(q)-

Ainsi il existe une constante C,, telle que

||’¢||Hm+1(g) S OmHI'Ot ’l/)HHm(Q). (52)

Le fait que © soit simplement connexe implique qu’il existe p dans L?(Q) tel que
v — a1Av + Vp = 9.

De la régularité de I' et @ dans ce probleme de Stokes, on déduit que v appartient a
H™3(Q)3 et il existe une constante K/, (o) telle que

‘|VHHm+3(Q) S K;l(al)szHHmH(Q). (53)
Finalement, on obtient
||V||Hm+3(Q) S OmK;n(Oél)HI'Ot(V — OélAV)HHm(Q),

d’ou (5.1) suit avec K,,(a1) = C, K] (aq).
A
Soit u une solution de (1.1)-(1.3) dans V5. Prenant le rot de I’équation (1.1) en utilisant
I'identité
rot(vx w) =w.Vv —v.Vw + (divw)v — (divv)w,

nous obtenons

irot(u —a1Au) +u.V(rot(u — a;Au)) —rot(u — ayAu).Vu =rot f + Y rotu. (5.4)
o1 aq

Soit m > 1. Puisque nous savons que la solution u du probleme (1.1)-(1.3) existe,
la précédente équation nous conduit a résoudre ’équation de transport suivante, obtenue
quand on remplace rot(u — a;Au) par z:

Pour u donné dans V5, f donné dans L?*(Q)? avec rot f dans H™(Q)3, chercher z dans
H™(Q)? solution de:

Y ot uVz—zVu=rotf+ ~rotu. (5.5)
Qan &3]

Remarquons que, sous I’hypothese f dans H(rot;(2), si u est solution dans V5, de (1.1)-
(1.3), 'équation (5.4) montre que z = rot(u—a;Au) est solution dans L?(€)? de I'équation
(5.5).
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5.2 Régularité H* de la solution

On suppose ici f dans L?(Q2)? avec rot f dans H'(2)?. Pour construire une solution dans
H'(Q2)? du probleme (5.5), on discrétise (5.5) en utilisant la méme base qu’au Paragraphe
[.6.3. Le probleme discrétisé s’écrit:

Chercher

m
Zy, — Z Cj7ij,
j=1
solution, pour 1 <17 < m, de

L(zm,wi) + b(u; 2, W) — b(zm; u, w;) = (rot £, w;) + ai(rot u,w;). (5.6)
a1 1

Le probleme (5.6) est un systeme linéaire m x m. La matrice A = (a;;) du systeéme est
donnée par:

1%
ai; = Ojl(wj,wi) +b(u; wy, w;) — b(wj;u, w;).

Soit & € IR™, posons
V = Z ngj.
j=1
Alors nous avons, compte tenu de 'antisymétrie de b,
AE£ = |IV][3e — b(Viu, V)
S — a v L2(Q) ) Wy .
Du Lemme 1.3.5, de (1.2.15) et de (1.7), on déduit

AEE > V][220 (— — C1Clan) [ull,). (5.7)

aq

Donc, sous I'hypothese |ully, < , la forme quadratique £ — A&.€ est définie

v
01@10(061)
positive. La matrice A est alors inversible, ce qui implique que le probleme (5.6) a une
solution z,, unique dans H*(2)3. Nous avons démontré le résultat suivant.

Lemme 5.2 Supposons que § soit un ouvert borné de IR®, simplement connexe, avec une
fronticre T de classe C*'. Si rotf est dans L*(Q)® et si u est dans Vy assez petit pour
vérifier

1%
y < A A
HUHV ClOélC(Oél)

alors le probléme (5.6) admet une solution z,, unique dans H'(Q)3.

Pour passer a la limite dans (5.6), il suffit de montrer que la solution z,, est bornée
dans H'(Q)3. Précisément, on démontre le résultat suivant.
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Lemme 5.3 En plus des hypothéses du Lemme 5.2, supposons que rot f soit dans H*(Q2)?

et que u vérifie
v

lullv, < p, avec p < : (5.8)
’ 2C) + CF*) o C(ov)
Alors la solution z,, de (5.6) est bornée comme suit:
2C tf
2| 1 () < V2C(a)vp + alro e (5.9)

v — (201 + C¥YauClan)p

Démonstration. Multipliant les deux membres de (5.6) par A;c;,, appliquant (1.6.13) et
sommant par rapport a j, on obtient

v
oTlHZmH%Il(Q) + (V(u.Vz,),Vz,) — (2m-Vu,z,)

v
—(V(2n.Vu),Vz,,) = (rotf + —rotu, z,,)u1(q). (5.10)

(€3]
Tous ces termes sont bien définis, par suite des régularités de w; et u. Le seul terme qui
pose un probleme dans (5.10) est (V(u.Vz,,), V z,,), car il fait intervenir la dérivée seconde
de z,, qui ne peut pas étre controlée par les termes positifs du membre de gauche. Comme

dans le Paragraphe 1.6.3, on développe ce terme, et la formule de Green donne

82277—“‘ ﬁzm,i

<UZ 3Ik8$l 7 ka

car u appartient a V. Donc

1
) = —(dive, 5|Vzn[?) =0,

ou 0z,

(T?:k;zm’aixk)'

(V(u.Vz,,),Vz,,) = Z_: b(

De la, avec (1.7), nous déduisons une majoration analogue a (1.6.18):
(V(w.Vzp), Vz,)| < CiC(an)|ullve |2l o) (5.11)

De méme, par les mémes procédés, on obtient des majorations analogues a (1.6.19) et
(1.6.24):
|2V, 2) | < CLC(0n)|[ullv,]|Zm |72 () - (5.12)

3/2
|(V(20-V 1),V 2,)| < Clen) [ullva(Cilzm i1 0y + Co |2l 2l (@). (5.13)
Considérant le second membre, le Lemme 1.3.3 donne
|[rot ul| 10y < \/§||u||H2(Q).

Finalement, rassemblant les inégalités précédentes et simplifiant par ||z, z1(q), on obtient

3/2 V2

14
sy < (203 +C3)C@n) [l 2 s + ot o) +

. (5.14
- (5:14)

Considérant que [[ul|g2() < [|ul|ms@) < C(or)|[ully, et utilisant les hypotheses de I’énoncé,

on obtient (5.9).
A
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Lemme 5.4 En plus des hypothéses du Théoréeme 4.1, supposons que rotf appartienne a
HY(Q)3. Alors le probléeme (5.5) admet une solution dans H(2)3.

Démonstration. Tout d’abord, en appliquant les Théoremes 4.1 et 4.2, on obtient
'existence et I'unicité d’une solution u de (1.1)-(1.3), vérifiant la majoration

[allv, < pa(F).
Du Lemme 3.3, on déduit
v
< —=. 5.15
s < oo (5.15)
D’une part, puisque
v v

< )
K(Oél) 010510(0(1)

le Lemme 5.2 donne l'existence d’une solution unique z,, du probleme 5.6. D’autre part,
puisque
v v

< :
K1) (20, 4+ C*)or C(on)

nous pouvons appliquer le Lemme 5.3 avec p =

et nous déduisons, pour tout m > 1,

K(a)

V2C (a)v? + a1 K (an)||rot f|| 1o
VK(CH) — (201 + 023/2)0610(061)V ‘

2o || 111 (02) <

Utilisant I'expression de K («;), nous obtenons, pour tout m > 1,

V2C(a1)v? + a1 K (ay)||rot £]| g1(a)
\/7T—HC23/2C(Q1)V
I1 découle de (5.16) que la suite {z,,} est uniformément bornée par rapport a m dans

H'(Q)3. De la, il existe une fonction z dans H(2)? et une sous-suite de {z,,}, encore
notée {z,,}, telles que

(5.16)

|2 || 111 (02) <

lim z,, =z dans H'(Q)? faible.

m— 00

Puisque le probleme est linéaire, nous pouvons facilement passer a la limite dans (5.6) et
montrer que z € H'(Q)? satisfait (5.5).
A

Suivant la remarque qui suit ’équation (5.5), z et rot(u — a3 Au) sont deux solutions
de (5.5) dans L*(Q)3. Pour obtenir z = rot(u — a;Au), il suffit donc de démontrer que
(5.5) n’a qu’une solution dans L*(2)3, c’est-a-dire que le probleme:

Chercher ¢ dans L?*(2)3, solution de:

Y eruve - ¢Vu=0, (5.17)
g
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a une solution unique, qui est 0.
On procede par transposition. Le lemme suivant établit une formulation variationnelle
équivalente du probleme (5.17). On définit la notation Vu.¢ par, pour i = 1,2, 3,

3 8%

Lemme 5.5 Le probléme (5.17) admet la formulation variationnelle équivalente:

Chercher ¢ dans L*(Q)3, solution de:
v¢eﬂwm%(g—§m+uV¢+vu@:m. (5.18)
1

Démonstration. Soient ¢ solution de (5.18) et o € D(2)3. Considérant que

(€, Vu.p) = (C.Vu, p),

on a

(WVe,¢) = (¢ = (Vu, @)

1
Mais, au sens des distributions, comme divu = 0, on obtient

<uVCE, o >= Z<UJSC 0 >= Z< U/]Cl) Z<UJQ,£Z‘

4,7=1 7,j=1 3,j=1
D’ou
<uV¢{, ¢ >=—(uVe, ().

On en déduit y
—u.V(=—¢—(¢.Vu
03]

De la, (5.17) suit.
Réciproquement, si ¢ est solution de (5.17),

wVe¢ = ¢Vu— ¢, (5.19)
aq
Donc u.V ¢ appartient & L*(2)? et avec divu = 0, cela donne, pour 1 < i < 3,

div(¢;u) Zuj— appartient & L*(€2).

On en déduit que (;u appartient a H(div; Q) et si ¢ appartient & H'(Q)3, la formule de
Green donne, pour 1 < < 3,

(div(Gu), ;) = —(Gu, Vi),

car u appartient a V. Ainsi, d'une part
(u.V¢, p) = —(u.Ve, Q). (5.20)
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D’autre part
(C.Vu,p) = (Vu.p, (). (5.21)

Alors I'égalité (5.18) suit de (5.19), (5.20) et (5.21).
A

Lemme 5.6 Supposons que Q soit un ouvert borné de IR, simplement connexe, avec une
fronticre T de classe C*'. Si u est donné dans Vs, assez petit pour vérifier (5.8), alors
l'unique solution de (5.17) est ¢ = 0.

Démonstration. Pour tout g dans H'(€2)3, on étudie le probleme:
Chercher ¢ dans H'(2)3, solution de:

—alcp +uVe+Vup=g. (5.22)
1

Ce probléme est analogue au probléme (5.5). On définit le probleme approché correspon-
dant. On a les mémes majorations et on est conduit a l'inégalité suivante, similaire a

(5.14):
v
a lemllm e < (2C1 + C3")C () [llvs [l o) + llgl -

Sous 'hypothese (5.8), la suite {®,, }m>1 est bornée dans H'(Q)?. En passant a la limite,
on obtient I'existence d’une solution ¢ € H'(Q)? pour le probleme (5.22). Alors toute
solution ¢ du probléme variationnel (5.18) vérifie

Vg€ H'(Q)*, (¢.8) =0.

De la, par densité, on déduit ¢ = 0. L’unicité de la solution de (5.17) découle alors du
Lemme 5.5.

A
On va maintenant établir le théoreme principal du paragraphe.

Théoréme 5.7 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement connexe avec une frontiére
' de classe C*'. Soit £ donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

V2 V2

f y PR 5.23
Pllfllz2() + [lrot £]|z2q) 201K (ay)’ 529

aq

ot K(ay) est définie par (2.8). Si, de plus, rotf appartient a H'(Q)3, alors l'unique
solution u dans Vy de (1.1)-(1.3) appartient a H*(Q)? et on a la majoration

||11||H4(Q) < 4P K ((11)](1((11) HfHLQ(Q) a1 K (051)1(1(041)(1 + 2\/50(041)) ||I‘Ot fHHl(Q)
T uPEr1cs? P2+ 1057 C(on) 7
(5.24)

ou K1(o) est définie dans le Lemme 5.1.
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Démonstration. Le Lemme 5.4 s’applique et donne l'existence d’une solution z dans
H'(Q)? pour le probleme (5.5). Comme dans la démonstration du Lemme 5.4, on montre

que, sous la condition (5.23), 'hypothese (5.8) est vérifiée avec p = . On applique

v
K(an)
alors le Lemme 5.6 d’unicité, qui donne z = rot(u — ayAu), ot u est 'unique solution
dans V4 du probleéme (1.1)-(1.3). De la rot(u — oy Au) appartient a H'(Q2)? et le Lemme
5.1, avec la régularité C*! de T', implique que u appartient a H*(£2)3.

Démontrons la majoration (5.24). Reprenons l'inégalité (5.14). Considérant que
a2 < Jullgs@) < Claq)|jully,, on obtient

v oY,
(071 — (2C1 + C3)C(an) [ullv) 12l 21 () < o Claa)|[ullv, + [[rot £[| 1 (q).

Utilisant (5.15), cela devient

_ Y2vC(a) K (an)|ully, + a1 K (o) [[rot ]| q)
- vWP? +1C32C(on)

|Zn | 1)

2
De (3.36), nous déduisons [[ully, < ﬂmf“’]{(rot;Q), que nous substituons dans la majora-
v

tion précédente. Cela donne

2v/2a,C () K (o) |[£[[| rrot) + a1 K () [[rot £ oy
vWP? +1C32C(on)

Enfin, utilisant la définition (3.7) de |||f||| z(rot;), on obtient

12| 7r1.0) <

4K (ay)P 1Fll 2o + a1 K (a1)(1 4 2v2C(n))
< L2(Q
WP+ 1057 © vV P?+ 103/2(7(041)
Le passage a la limite implique que z vérifie la méme inégalité. Enfin, du Lemme 5.1, il

résulte que |[ul|gao) < Ki(a1)||z|| g @), d’ott on déduit (5.24).
A

||Zm||H1(Q) ||I‘Otf||H1(Q)

5.3 Régularité H° de la solution

On définit le méme probleme approché (5.6) avec w; fonction propre du probleme

W € HAQ, (wj, v)a = Ay(wy. ). (5.25)
ot ((, ))2 représente le produit scalaire dans H?(Q)?. La régularité du probleme (5.25)
implique que w; est dans H?(Q)? pourvu que T soit de classe C*'. On va démontrer que,
si rot f appartient & H?(Q2)3 et si u est assez petit dans V5, la suite {z,, },,>1 est bornée
dans H%(Q2)3. Précisément, on établit le lemme suivant.
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Lemme 5.8 En plus des hypothéses du Lemme 5.2, supposons que rot f soit dans H*(Q2)?

et que u vérifie
v

lully, < p, avec p < : (5.26)
’ 4(Cy+ ) an Can)
Alors la solution z,, de (5.6) est bornée comme suit:
V2C0(ay)vp + i ||rot || g2
| || 112 (02) < L) (5.27)

v—4(Cy + Cg/z)al(j(al)p '

Démonstration. Multipliant les deux membres de (5.6) par \;c; ., appliquant (5.25) et
sommant par rapport a j, on obtient

v v
a—||zm||§{2(ﬂ) + (0.V2z,,Z))2 — (z2m-Vu,z,,))2 = ((rot f + a—rot u,Zn,))2. (5.28)
1 1
Le seule terme qui pose un probleme dans (5.28) est (0?(u.Vz,,), 0*z,,), car il fait intervenir
la dérivée troisieme de z,, qui ne peut pas étre controlée par les termes positifs du membre
de gauche. Développons ce terme:

82Uj 0zm,i 8Uj 82Zm71' 83zm,i 822m,i

2 2 _ .
(0°(0.V2m), 0 2m) = (0wlaxk oz dxy, 01,0, U 0x;0x0x; Oxydx;”

Mais . ) ) )
0 Zmyi 0 Zm,i 10 0 Zmyi 0 Zm,i

(uj 8x]~8xkaazl’ &Uk&cl - (uj7 5856] 8xk8xl€9xk8xl -

car u appartient a V. De la, grace au Lemme 1.3.5 et & (1.2.16), on a

0,

(02 (0.V2), 0%2)| < 2V ey + O 2107015 0 [V 0 il
Puis de (1.2.15) et (1.7), on déduit

(0P (.Y ), 82| < Clan) [l 2C i Braey + C2 Vsl i) (5:29)
Ensuite il reste & évaluer (0?(z,,.Vu), 8*z,,). Développons ce terme:

0?2y, Ouy 0z 0%y Pu; 2 i
2 2 o m,] (2 m,] (2 . (2 ™m,1
(8 (Zm'vu%a Zm) N (al‘lal’k 8xj + 8.I'k 8%0371 + g 8@8%81/ a(ﬂka’bl )

Par la méme méthode que pour le terme précédent, on obtient

(07(2m-V), 824, )| < CLC (o) |Jul|va|Zim | i2(0) (|2 | 12002) + |Zm] 2(0))
+2C32C () [, | V2| 11 (0 12m] 12 () (5.30)

Rassembler (5.11) et (5.29) donne
(WY 20, V)| < (2C) + C3)C(an) [allve |1 Zum 72 -

127



De méme (5.12), (5.13) et (5.30) impliquent
(200, Vzm))s| < (2C) +3C5")C(an) [ullve |z 2 -

Substituant ces deux dernicres inégalités dans (5.28) et simplifiant par ||z, || z2), nous
obtenons
v 3/2 \/§V
(-~ 4(Cy+ € C(an) e o) < 00t ey + L2 Clan) e (6531
De la, avec I’hypothese (5.26), (5.27) suit.
A

Nous sommes en mesure de donner le théoréme de majoration H® de la solution u du
probleme (1.1)-(1.3).

Théoréme 5.9 Soit Q un ouvert de IR®, borné et simplement connexe avec une frontiére
[ de classe C*'. Soit £ donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

V2 v’ ! !
—P|f|l 2 + ||rot ]| 2(q) < =—— min ( ,
o L2(9) L) 200 K(ay) 4(Cy + 023/2)a10(a1)

), (5.32)

ot K(ay) est définie par (2.8). Si, de plus, rotf appartient a H*(Q)3, alors l'unique
solution u dans Vy de (1.1)-(1.3) appartient a H>(Q) et on a la majoration

8K2(061)C(041)
vL(ay)

ot L(oy) est définie par (3.15) et Ko(ay) est définie dans le Lemme 5.1.

201 Ko () (1 +2v/2C (o))
vL(ay)

Hu||H5(Q) < PHfHLQ(Q) + ”I‘Ot f”Hz(Q), (533)

Démonstration. L’hypothese (5.32) implique l'existence et 1'unicité de la solution u de
(1.1)-(1.3) et on a la majoration ||ully, < p1(f). Considérant 'inégalité (3.36), on a

20[1
HuHVQ < 7|HfH|H(rot;Q)- (534)

De (5.32), on déduit

V2

(Cy + OS/Z)CY%C(OH)’

€l rote) <
(rot;) 3

ou, de maniere équivalente,

2011 < /
- H(rot;Q2) .
v (ro 4Oy + C¥P)arC(an)

(5.35)

2
Grace a (5.34) et (5.35), on peut appliquer le Lemme 5.8 avec p = ﬂH|fH|H(mt;Q) et
v

obtenir une suite {2, },,>1 bornée dans H?(Q2)3. La convergence faible dans H?*(€)? nous
permet de passer a la limite dans (5.6) et d’obtenir une solution z dans H?(2)* du probleme
(5.5). Sous la condition (5.32), on peut encore appliquer le Lemme 5.6 d’unicité, qui donne
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z = rot(u — a;Au). De 1a rot(u — oy Au) appartient H*(Q2)? et le Lemme 5.1, avec la
régularité C*+! de I', implique que u appartient & H?(Q)3.
Démontrons la majoration (5.33). Reprenons les calculs du Lemme 3.3 :

2018l ot
24\ —4CC () oo

Substituant (3.14) dans le dénominateur de p;(f), on obtient

p1(f) < 200 [[[£]l] 7ot

2C1a1C(a .
p(14 /1 — 2o,

Mais

_ 2010(10((1/1) _ o
\ll K(a) Len).

D’ou

B e
v(1+ L(ay))
De la, avec (5.32) et |lully, < p1(f), on déduit
v

4(Cy + C3)ar Clar) (1 + L(an))
Substituant cette inégalité dans (5.31) et remarquant que L(ay) < 1, on a

201 V2

ey (ot e + )l

Jully, <

1Zm || 2 (02) <

Alors (5.34) implique

20(1 4\/_0610( )
mlliz < —|lrot f|| 72 £l vo
i) < 7o lirot g + =7 = leonen

Puis, remplacer |||f||| zrot;0) par son expression, donne

2 ey < 8C(av) 201 (1 + 2v/2C ()
mIHAR) = vL(ay) vL(ay)
Passant a la limite, on déduit que z vérifie la méme majoration. Remarquant que le Lemme

5.1 implique HuHHs < Ky(a1)||z|| g2(q), on obtient la majoration (5.33).
A

Pllfllz20)

”I‘Ot fHHQ(Q)

Contrairement & ce qui se passe pour la régularité H?, la condition sur f dans H (rot; ),
qui assure l'existence et I'unicité de la solution u dans V5 du probleme (1.1)-(1.3), n’est
pas suffisante pour produire, prenant rotf dans H?(Q)3, la régularité H°. Autrement
dit, pour avoir la régularité H®, on est obligé d’imposer & f d’étre un peu plus petit dans
H(rot; 2). Cette situation ne se produit pas dans le cas d’évolution, sans doute a cause de
leffet stabilisant de la dérivée par rapport au temps. Ainsi, ce phénomene de diminution
de l'intervalle d’existence, en fonction de la régularité, serait le produit de la non-linéarité,
non compensée par un effet stabilisant.
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5.4 Reégularité: généralisation et solution classique

Par induction, on démontre le résultat suivant.

Théoréme 5.10 Soient un entier m > 2 et Q un ouvert de R3, borné et simplement
connezxe avec une frontiere I' de classe C™ 21, Supposons que f soit dans L?(Q)? et rot f
dans H™(Q)3. Il existe deuz constantes a,, et b, telles que, si £ vérifie

o[£l 220 + b |[ 108 £ () < 1, (5.36)

alors lunique solution u dans Vy du probléeme (1.1)-(1.3) appartient a H™3(Q)3. De plus
il existe deux constantes c,, et d,, telles que

HuHHm+3(Q) S CmeHLQ(Q) + deI‘Ot fHH’m(Q) (537)

Démonstration. Le Théoreme 5.9 montre que le théoreme est vrai pour m = 2 avec

_2V2P

as max (K (a1),4(Cy + C¥H a1 C(ay)),

by = “0 max (K (), 4(Ch + G )on C(on),
. 8K (ay)C(aq)P ot do — 201 Ky (1) (1 + 2v/2C ()
? vL(oy) 2 vL(ay) '

Supposons le résultat du théoreme vrai jusqu’a ’ordre m—1, pour m > 3 et démontrons-
le a l'ordre m. Pour commencer, nous supposons la condition (5.23) vérifiée, ce qui implique
I” existence et l'unicité de la solution u dans V2 du probleme (1.1)-(1.3) et I'unicité de la
solution z dans L?(Q)? du probleme (5.5). Remarquons qu’alors z = rot(u — a;Au). 1
nous reste donc & prouver que le probleme (5.5) admet une solution z dans H™()3.

On définit le méme probléme approché (5.6) que précédemment avec w; dans H™ ()3,

fonction propre du probleme
Vv e H™(Q), (W, V)m = Aj(w;, v), (5.38)

ol ((, ))m représente le produit scalaire dans H™(€)3. La régularité du probleme (5.38)
implique que w; est dans H™(Q)3, pourvu que T' soit de classe C"™!. Le probleme
approché s’écrit sous la forme suivante, ayant remplacé la solution approchée z,, par z,
afin d’éviter les confusions de notations:

v

a—(zp,wj) + (u.Vz,,w;) — (z,.Vu,w;) = (rotf + Oéirot u,w;). (5.39)
1 1

Utilisant la base spéciale définie par (5.38), on obtient

v v
Olesz?{mm) + (V2. 2p))m = (.Y, ) = ((rot £ + “Frotu,z,))m. (5.40)

Nous avons déja majoré |(u.Vz,,z,)),| dans le Paragraphe 1.7.1, mais il faut ici affiner les
majorations. Rappelons que

(0V2Zp, ) = > Cup(0*uV(0°z,),0*"z,).

lat+Bl<m
|B|<m—1
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Il nous faut donc majorer des termes du type (90“u.V(9°z,), 3°*Pz,), avec
la+ B8] <met|f] <m-—1. (5.41)

Distinguons les cas |a] = m et || < m — 1. D’une part, pour |a| = m, considérant que
m >3, on a, grace au Lemme 1.3.5 et a (1.2.16),

[(0°u.V(02,),0%2,)| < [|0™a]| 130 VZp || L300 2| L2(0)

3/2
< 3l s )12 -

D’autre part, pour |a| <m —1, |f]| < m —1 et |a+ S| < m, en utilisant le Lemme 1.3.5,
on a

0wV (872,), 0P z,)| < (|00l oo ()| V (972 | 120 07 P 2 || 120
Alors (1.2.13) et (1.2.6), tenant compte des hypotheses sur a et 3, impliquent

(0%0.V(8°2,), 0 Pz,)| < Chl|ul| s () |2 7m0
Finalement on obtient
(W25, 2l < CLllll s 12 . (5.42)

ou C), est une constante dépendant de m, Cy et C;. De meéme, pour ((z,.Vu,z,)),,, on
distingue les cas |a| = m, |5| = m, puis |a] <m —1et |f] < m — 1. En premier lieu, pour
’Oé‘ =m,

|(2,-V(070),0°2p)| < [|2p]| 1= 0) | V(07 0) [ £2(0) 10°Zp | 2(00) < Crllutllzzme1(s) 127 )
Puis, pour |f| = m, considérant que m > 3,
(072,.Vu,0%2,)| < [|Vull=@)|0°2, 1 220) < Cullalzm+1 ()12 | Fm () -
Enfin les conditions |+ ] < m, |a] <m — 1 et |5| < m — 1 impliquent

(072, (0"0), 0°"P2,)| < 1072 || 140y |V (0°W) [ () [|0° P 2 | 120

< G5 ull 19y 1 2an e 0
D’ou la majoration
|(2p- V0, )| < Crllufl s o) 12 7 ) (5.43)
ou C est une constante dépendant de m, C; et Cy. De plus, grace au Lemme 1.3.3,
(0t 1,2,)n] < V2l 0 2. (5.44)

Substituant (5.42), (5.43) et (5.44) dans (5.40) et simplifiant par ||z, || zm ), on obtient

v V2u
(07 — (C, + CO)Nl g @) Zpl| 5m() < OTHUHHmH(Q) + [[rot f||gm).  (5.45)
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On distingue deux cas.
Si m = 3, on impose la condition (5.23), que 'on écrit sous la forme

a1||f||L2(Q) + b1||I'Ot f||L2(Q) < ]_,
avec

_ 2V2PK ()

2

2&1K(O[1)

aq et b1 = 5 .

v v

Sous cette condition, le Théoreme 5.7 donne
[ull @) < allfllrz@) + dillrot £ i (q),

avec
_ 4PK(O(1)K1 (Ckl)
V\/7T—HC§/2

Sim > 4, on impose la condition

ot gy~ K () K (0)(1+ 2v2C(ay))
vWP?+1032C(n)

8]

am_2||f||L2(Q) + bm_2||rot f| Hm—4(Q) < 1. (546)

Alors nous avons, par hypothese de récurrence,
HuHHm+1(Q) S Cm,QHfHLQ(Q) + dm,QHI'Ot fHHm—2(Q). (547)

De la, utilisant cette inégalité, qui est aussi vérifiée pour m = 3, grace aux définitions
précédentes de ¢ et dy, (5.45) devient

1%
(— = (C), + Cr)(em—2|lfll L2@) + dm—zllrot || gm—2(0))) |12, || m ()

aq
V2
o

(Cm_2||f||L2(Q) + dm_QHI'Ot f||H7n72(Q)) + ||I‘Ot f||Hm(Q). (548)
1

<

Imposons enfin la condition

v

m—2||E| 72 A t £ gm—2 < . 5.49
Con2lfllqe) - dmalirobTllam-ee <5 =G 49
Alors, on obtient
200
I2plln0) < 2V2emalfll @) + (2V2dm2 + = 5)[r0t fl|na). (5.50)

En conclusion, posons, pour m > 3,

2
Ay, = SUpP (CLl, Am—2, Am—1, ;al(c;n + O&)Cm—Q)

et
2
bm = Sup (bla bm727 bmfb ;Oél(c;n + C;;L)dm72)
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Ces deux suites sont bien définies par les valeurs de départ aq, by, as, b, c1, dy, co et do,
données dans le cours de la démonstration. Alors, sous la condition

CLme“LQ(Q) + bmHI‘Ot f||HM72(Q) <1,

les trois conditions (5.23), (5.46) et (5.49) sont vérifiées et la suite {z,},>1 est bornée,
uniformément par rapport a p, dans H™(§2)3. Passant a la limite dans I’équation (5.6) par
convergence faible dans H™ ()3, on déduit Pexistence d’une solution z dans H™(2)* pour
le probleme (5.5). Alors rot(u — a;Au) appartient & H™(Q)? et le Lemme 5.1, compte
tenu de la régularité de ', implique que u appartient & H™3()3. Par passage a la limite,
on obtient que z vérifie aussi (5.50). Du Lemme 5.1, on déduit que

[all s @) < K () |[2]l am o)

Cette inégalité, avec (5.50), implique (5.37) avec

2
Cm = 2V 20m o K m(an) et dyy = (23/2d_o + %)Km(al).
A

Nous ferons une remarque analogue a celle faite a la fin du Paragraphe 5.3. L’existence
d’une solution H™ est liée aux deux suites {a,,} et {b,,}. Inopportunément, les suites {a,, }
et {b,,} sont croissantes, ce qui implique que les conditions d’existence des solutions H™
sont de plus en plus restrictives a mesure que m augmente.

Les théoremes de Sobolev conduisent a l'existence d’une solution classique.

Théoréme 5.11 Sous les hypothéses du Théoréme 5.9, le probleme (1.1)-(1.3) admet une
solution unique (u,p) dans C*(Q)* x (C*(Q)/IR).

Démonstration. Le Théoreme 5.9 implique l'existence d’une solution unique u dans
H5(Q2)3 pour le probleme (1.1)-(1.3). L’inclusion continue de H?(Q2) dans C3(Q)), donnée
par Sobolev, nous donne u dans C?(2)3.

Puisque f + vAu — rot(u — a;Au) x u appartient & H+ N (H?(Q)?), il existe p dans
H3(Q) tel que le couple (u,p) est solution de (1.1). Alors, de nouveau par Sobolev, p
appartient a C'(Q).

A
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Chapitre IV

Fluide de grade deux

dans le cas stationnaire
avec {2 non simplement connexe

1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier le méme probleme qu’au chapitre précédent,
mais dans le cas ou 2 n’est pas simplement connexe. Rappelons 1'énoncé du probleme:

Chercher une fonction a valeurs vectorielles u = (uq, us, u3) et une fonction scalaire p
définies dans €2, solution de :

—vAu+rot(u — agAu) x u+ Vp = f dans Q, (1.1)

divu=0 dans €, (1.2)

avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere:
u=20 sur I (1.3)

Rappelons quelques définitions et résultats obtenus dans le Chapitre II.
Soit © un ouvert borné de IR?* avec I" au moins de classe C"!. Soit I'opérateur P de
projection de Helmholtz. Alors il existe une constante C(ay) telle que

W e VAHAD®, Vi@ < Ci(a)llP(v — a1Av)] 2. (1.4)
On introduit de nouveau ’espace
Vo ={veVnNH*(Q)?*rot(v —aAv) € L*(Q)}.
On munit V5 du produit scalaire
(u,v)y, = (P(u— a;Au), P(v — a1 Av)) + (rot(u — a;Au), rot(v — ayAv))  (1.5)

et de la norme associée
1/2
Ivllv, = (v, V)i (1.6)
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Soit © un domaine borné de IR?, avec une frontiere I' de classe C*'. On rappelle (cf.
Paragraphes I1.1 et I1.2) le résultat fondamental suivant: 1’espace V5 est inclus dans H3()3
et il existe une constante Co(a1) telle que

Vv e Vo, [IV]as@) < Calan)[V]lve- (1.7)

Le chapitre s’organise comme suit. Au Paragraphe 2, nous démontrons 'existence de
solution, I'unicité et la dépendance continue par rapport aux données, sous ’hypothese f
assez petit dans H(rot;(2). Le Paragraphe 3 est consacré a la régularité de la solution.

2 Existence, unicité et dépendance continue par
rapport aux données

Soit 2 un domaine borné de IR?, avec une frontiere I' de classe C%'. On suppose f dans
L*(Q)? et on utilise la méme base spéciale {w,} qu’au Paragraphe I1.3. Avec cette base,
le probleme approché du probleme (1.1)-(1.3) est défini par I’équation (II1.2.2). Alors, par
une démonstration identique a celle du Lemme II[.2.1, nous montrons que le probleme
approché, sous les hypotheses précédentes sur et f, admet une solution u,, dans H'(Q)3,
qui vérifie

P
U |11 () < ;||f||Lz(Q). (2.1)

Le lemme suivant, qui est ’analogue du Lemme II1.2.2, concerne la dépendance con-
tinue de la solution u,, par rapport a la donnée f.

Lemme 2.1 Soit Q un domaine borné de IR*, avec une frontiére I' de classe C*'. Pour
i = 1,2, on note u,,; une solution du probléme (II1.2.2) avec f; € L*(Q2)* comme second
membre. St Wy, 2 VErifie

[t zllvy < p. avee p < Km (2.2)
ot
K(ay) = (201Cy + (a1 + D)VPZ+ 1C3)Colan), (2.3)
alors on a linégalité
W2 = W lmio) < LH& —fillz2@)- (2.4)
v —pK(a1)

Démonstration. La démonstation du Lemme II1.2.2 s’applique ici avec, comme seule
modification, le remplacement de C(«;) par Cy(cv) définie par (1.7).
A

On suppose maintenant que I' est de classe C*!. On définit de nouveau la fonction
F par (II1.3.1) et on considére une solution u,, du probleme (III.2.2). Gréace au Lemme
11.3.2, F(u,,) appartient & H'(Q)3. On définit v,,, comme dans le Paragraphe I11.3.1 et on
est conduit, par la méme méthode, a la méme équation

(Vin, W)y, = 0.
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Avec la définition du produit scalaire dans V5, cela donne

(rot F(u,,),rot(u,, — a1Au,,)) + (P(F(u,,)), P(u,, — a1Auy,))
= (rot f, rot(u,, — a1 Au,,)) + (P(f), P(u,, — a1 Au,,)). (2.5)

On rappelle I’égalité
rot F(u,,) = —vArotu,, + u,,.Vrot(u,, — a1Au,,) — rot(u,, — a;Au,,).V u,,.
En substituant cette égalité dans (2.5), on obtient

2], + (P(rot(u, — a1Au,,) X u,,), P(u,, — a1Au,,))
a1

—b(rot(u,, — ayAuy,); u,, rot(u,, — v;Auy,)) = L(rot U, rot(u,, — a;Au,,))
g

+;(um, P(u,, — a;Auy,)) + (rot f, rot(u,, — a1Auy,)) + (P(f), P(u,, — a1Au,,)). (2.6)

Effectuons deux majorations dans le membre de gauche de (2.6). Le Lemme 1.3.4 avec
(I.2.13) et (1.4) implique

|(P(rot(u,, — a;Au,,) X uy,), P(u, —a1Auy,))|
< CiCy () [[am]lva | P(u, — a1 Auyy, ) [172()- (2.7)

Le Lemme 1.3.5, (1.2.15) et (1.7) donnent

|b(rot(u,, — a;Au,,); u,,, rot(u,, — a;Au,,))|
< C1Co(an) [[w]lvz [rot(wy, — cnAu, )|z (2.8)

Substituant les inégalités (2.7) et (2.8) dans (2.6) et simplifiant par ||u,,||v,, on obtient
v v
o lumllv, < Crmax(Cy(en), Cr(on)) [l %, + [1£l| zrrot0) + ol ooy (2.9)

Mais I'inégalité de Poincaré et (2.1) impliquent

PVP?+2

I roti0) < VP2 4 2[ i) < — [l (2.10)
Posons
8oty = @+ 222y 6] 20y + ot £l 2o 2.11)
et 1
M (o) = max(Cs(ay), Ci(an)). (2.12)

Utilisant (2.10) et les notations précédentes, l'inégalité (2.9) implique
v
CLM (o) [[umlI7, — oy mllve + [l o) = 0. (2.13)

Cette inégalité est vérifiée par toute solution u,, du probleme (II1.2.2). Elle est du méme
type que l'inégalité (II1.3.8), la seule différence est qu'il y a M(ay) a la place de C'(ay).
La démonstation du Lemme II1.3.1 s’applique ici, il suffit de remplacer C(ay) par M(ay).
Ainsi, nous obtenons le lemme suivant.
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Lemme 2.2 Soit Q un domaine borné de IR*, de frontiére I' de classe C*'. Soit £ donné
dans H (rot; (), suffisamment petit pour satisfaire

2

v
. — 2.14
40106%M<051> ( )

€l er oty <

ot |||l ot:0) est défini par (2.11) et M(ow) par (2.12). Alors toute solution u,, du
probléeme (I11.2.2) est telle que

|lwn|lv, appartient a [0, p1(£)] U [p2(f), +o0], (2.15)
ot
2 = \[% =40 M (@) il eorn)
f =
pl( ) QClM(Oél)
et

W — 4C M () |||l rotc)
201 M (ay)

Remarquons que le Lemme II1.3.2 reste inchangé avec ce nouvel espace V5 et la relation
(II1.3.12) est encore vérifiée. Nous allons maintenant établir un lemme technique, analogue
au Lemme II1.3.3.

Lemme 2.3 Soient K(ay) définie par (2.3), M(aq) par (2.12), ||| grot.0) par (2.11) et
p1(f) défini dans le Lemme 2.2. Si on a

| 1
|Hf|HH(rot;Q) S r < Ty < mln(

20; M 2 M (e (2.16)

1
v — K(a1)p:(f)
vy\/T2 v vyT2
pl(f) < (041)<\/_+ m) ( ) ’ pl(f) o 201Q1M(CY1)(\/_+ VT2 —7“1)

1 BN
v—K(a)pi(f) = vyra =11

Démonstration. L’hypothese sur f implique

alors py(f) et satisfont les inégalités suivantes:

et

2

14
fllzrot;0) < 75777
||| H|H( 582) 40104%M<O{1)

donc p;i(f) a un sens. En utilisant la forme conjuguée du numérateur de p;(f) et en
simplifiant, on déduit

2[|f H(rot;Q2
o(6) = _ 20l |
2+ /% — 1M (@) Eeosr
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puis,
2a1 |||l mrrots)

V(1 + \/1 CretM 1) o o)
Mais la condition (2.16) implique

AC M () [[[Ellrrots) 71

D’ou 5 ¢
i) < 2008l
v(l+,/1-2

T2

2

v
Cette inégalité, avec |||f Q) < ——,
s ey < 5t

implique les deux premieres inégalités et,

1/2

4010[%M(041) ’

avec ||f]| mrot:) < implique la troisieme. Enfin, on déduit

v =
- K f) >

ce qui implique la derniere inégalité.
A

On note encore By, (R), la boule dans V5, fermée, de centre O et de rayon R et, pour
tout f dans L?*(Q)3, on note S,,(f), 'ensemble des solutions u,, du probleme (II1.2.2) avec
f pour second membre. On a vu que S,,(f) n’est pas 'ensemble vide. Enfin on définit
I’ensemble suivant:

En = {r €]0, +00f; [[fl[aror0) < 7 == Sm(f) C B, (v/(2C1a1 M (1))}

Lemme 2.4 L’ensemble E,, est un intervalle non vide. Il est ouvert a gauche et son
extrémité inférieure est 0.

Démonstration. Soit u,, appartenant a S,,(f). Utilisant (2.1) et (II1.3.12), on déduit

(P2+C¥1)>\m

[Wnl[v, < ” 1] 22(e)-
Mais o

£l 20y < ! £l erot:a).- 2.17

£l <~ s s 2.17)
D’ou

06173 (P2 )
s < 7 +P¢E¢—ﬂWhmm-
(0%}

De 1a

- V2(0z1 +P\/732+2) c Em

2017) (7)2 —+ Oél))\mOé%M(Oél)
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et 'ensemble F,, n’est pas vide. La suite de la démonstration est la méme que celle du
Lemme II1.3.4.
A

Nous allons établir un théoreme, analogue au Théoreme I11.3.5, qui donne une majo-
ration dans V5 de toute solution u,, du probleme approché (I11.2.2).

Théoreme 2.5 Soit Q un domaine borné de IR, avec une frontiére I' de classe C>'. Soit
f donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

PVPT 12 v’ L !
14 2V Ay e tf < o— mi
(1+ ay Il L2(0) + [[rot £]] 12 20 mm(K(Ozl)7 2Cioan M (ay)

), (2.18)

ot K(ay) est définie par (2.3) et M(aq) par (2.12). Soit m > 1. Alors toute solution u,,
du probleme (111.2.2) satisfait la majoration:

(5] ay

z \/Vz — 401M(061)<(1 + %ﬁ”)”f“[ﬂ(g) + ||I'Ot f||L2(Q)>

w, |l < 2.19
ot v < i (219)
Démonstration. La démonstration s’effectue en plusieurs étapes. On pose
v? 1 1
r* = — min( et 7, = sup Ey,.

20 K(ay)’ QClalM(al))

Utilisant (2.11) et la notation 7* précédente, on peut remarquer que (2.18) s’écrit

€l zreeorsy < 77

Nous allons montrer, par contradiction, que, pour tout m > 1, on a r,, > r*. Supposons
qu’il existe mgy > 1, tel que
Tmg < T (2.20)

La méthode de démonstration est la méme que celle du Théoreme II1.3.5 : on construit
encore deux fonctions f; et f5, qui ont les mémes propriétés que dans le chapitre précédent
et on doit choisir € assez petit pour obtenir la contradiction.
1°étape. Construction de f;.

Soit € tel que

0< g < =Ty, €t g < Ting - (2.21)

Notons que 1'on imposera encore une autre condition a € pour aboutir a la contradiction.
Par définition du sup, il existe f; € H(rot; Q) et w1 € Si,(f1) tels que

€
Pmo < [Eilllzroni) < 7o + 5 et [Wmollve > (2.22)

v
201061]\/[(041) ’
De (2.21) et (2.22), on déduit

1/2

g
f rot;Q) < Tm 5 <IN S A
€l coti) < 7mo + 5 <77" < AC a2 M (ay)
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On applique alors le Lemme 2.2 et on obtient que
| W 1lv, appartient a [0, p1(f1)] N [pa(fy), +o00l.

Mais (2.22) implique )
g 1llve > 2Char M(ar)

Donc ||t 1]|v, appartient & [pa(f;), +00], soit

> p1(f1).

W1 llve > p2(fr).

2tmegtape. Construction de f5.

(2.23)

Elle s’effectue pratiquement de la méme fagon que dans la démonstration du Théoreme

II1.3.5. Nous avons encore

Tmo

o —e/2
M < k< _
T'mo T'me +€/2

Tmo — €/2 < |||f2|||H(r0t;Q) < Tmg,
v

t m < —
€ ||11 0,2HV2 = QClOélM(Oél)

Puis, de (2.25) et (2.20), il suit que

1£2]l| 7 (rots) < Tmo < 77

De la, grace au Lemme 2.2, on déduit que
| W 2llv, appartient & [0, p1(f2)] N [pa(fe), +o0l.

Mais (226) et l’lnégahté m

a [p2(f2), +00[. Nous pouvons donc conclure que

g 2[lve < p1(f2).
3'meétape. Majoration de [|[Wpmg2 — Wng.1]vs-
On applique le Lemme 2.3 avec 71 = 7, et 7o = r*. On déduit

v

p1(fe) < m.

De la, avec (2.28), par application du Lemme 2.1, on obtient

P
W2 — 1 o,1|H1(Q) > V—pl(fg)K<a1)” 2 1HL2(Q)

Alors le Lemme I11.3.2 et (2.17) donnent

POél (,PZ + al))\mo
(v = p1(f) K (o)) (oa + PVP?+2)
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||um072 - um071||V2 <

12 — £i[ll ot -

(2.24)

(2.25)
(2.26)

(2.27)

< p2(fy) impliquent que ||, 2||v, n'appartient pas

(2.28)

(2.29)



Par construction de f; et du fait que k < 1, on a |||f; — fi|||#rot;0) = (1 — &) |11 || z1(rot;0) -
Alors (2.22) et (2.24) impliquent

€
|||f2 - f1|||H(rot;Q) S ﬁ(rmo + 5/2)

mo
et, avec (2.21), cela devient

12 — filll rotio) < €. (2.30)
Enfin le Lemme 2.3, avec r1 = ry,, et r, = r*, donne

1 <2\/r_*

vV — K(Oél)pl(fg) T UL JT* —Tmo.

(2.31)

Rassemblant les inégalités (2.30) et (2.31) et les substituant dans (2.29), nous obtenons

|| || < 2Py \/(’PQ + al))\mor* (2 32)
Uy, — Uy >~ E. .
v e = P (a1 + PP 1 2)
4°meétape. Conclusion.
Les inégalités (2.23) et (2.28) et I'inégalité triangulaire impliquent
[Wmo,2 = Wmgallve 2 [ [@me2llve = [[amo1llvel = p2(fi) — pa(f2). (2.33)
Grace a (2.27), on applique le Lemme 2.3 avec r; = 1y, et 75 = *. Cela donne
v/ T*
f;) < )
pl( 2) - QClOélM(Oél)(\/r_*+ RV ¥ — Tmo)
Considérant que
f)>-—
P = 201@1M(C¥1)7
on déduit
v rt—r
f1) — pi(f2) > o, 2.34
p2(f1) — pi(f2) = 4C 00 M (cn) e ( )
Alors (2.33) et (2.34) impliquent
v Tt —r
o — U, > o 2.35
||11 0,2 — U 0,1||V2 = 401@1M( ( )

ay) ¥
De (2.32) et (2.35), il suit que, pour obtenir la contradiction, c’est-a-dire
Humm? - umoJH‘é < Humo,2 - umoJHVz?

il faut que e vérifie, en plus de (2.21), la condition

o VA(r* — rpmg ) (a1 + PVP? +2) ' (2.36)

8C1r*Pai M (ar)y/(P? + a1) Ay

142



Finalement, nous avons la contradiction en choisissant ¢ tel que

VA(r* — 1y ) (g + PVP? +2)

0 <e<min(2rmy, 2(r" — rm,), .
8Cr*Paid M (a)\/(P? + a1) Ay

Ainsi, pour tout m > 1, on a r,, > r*. Mais, par définition de || |[|g@rot;0) €t 77,
I'hypothese (2.18) du théoreme s’écrit
€l zreroticy <7
Puisque, pour tout m > 1, on a r = |||f||| zrot;0) < 7m, on déduit que
r = ||f|| Hrot;0) € Em, pour tout m > 1.

Par définition de E,,, nous obtenons que toute solution u,, de (II1.2.2) vérifie
v

< ——m——,
||um||V2 - 201(1/1M(O[1)

Alors le Lemme 2.2 implique
[, < pa(f),
ce qui est la conclusion du théoreme.

A

On montre, en utilisant la forme conjuguée du numérateur de p; (f), que

2(061 + ’Pm)
14

20,

p(f) <

Donc, sous les hypotheses du Théoreme 2.5, nous avons une majoration, plus simple mais
moins bonne:

£l 22(0) + |[rot £ 120 (2.37)

14

20(1

[ v, < £l 2e0) + |[rot £l 12(q).

2as + PVPT )

v v

Pour f assez petit dans H(rot;€2), comme dans le chapitre précédent, on est en

mesure de montrer que le probleme (1.1)-(1.3) admet une solution dans V, x H'(Q). Plus
précisément, on a le théoreme suivant.

Théoréme 2.6 Sous les hypothéses du Théoréme 2.5, le probléme (1.1)-(1.8) admet une
solution (u,p) dans Vo x H'(Q). De plus u satisfait la borne supérieure:

= \[5 — A0 M (an)(1 + BZE2) | e + Irot £ 12(e)
201M(041) .

Démonstration. Elle est identique a celle du Théoreme 111.4.1.

A

(2.38)

On a aussi un théoreme d’unicité dont la démonstration suit celle du Théoreme 111.4.2,
si on remarque que, sous la condition (2.18), le Lemme 2.3 s’applique avec
2
v 1 1

= [I€lllzrvossy et 72 = 5 —mi ’ |
1= [l zroti) et 72 20, mm(K(al) 2C’1041M(041))
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Théoreme 2.7 Sous les hypothéses du Théoréme 2.5, le probleme (1.1)-(1.3) admet une
solution unique dans Vy. De plus cette solution vérifie la majoration (2.38).

Grace aux théoremes précédents, nous démontrons un théoreme de continuité des so-
lutions du probleme (1.1)-(1.3) par rapport aux données.

Théoréme 2.8 Soit Q un domaine borné de IR®, avec une frontiére ' de classe C*'. Pour
i =1,2, soit f; donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

PVP?+2 V2 1 1

1 _— fl ter <7 i ) Y
Ut M@ Flrob il <o mintEy 56ia Man)

ot K(ay) est définie par (2.3) et M(cv) par (2.12). Alors, pouri=1,2, on a
2 pl(fZ)K(Ckl) >0

(2.39)

et si w; est la solution du probleme (1.1)-(1.3), associée au second membre f;, on a la
magjoration:

P
— 1) < fo — 1| r2¢0)- 2.40
[ug — uyfp () < o p1<f2>K(Oé1)|| > — fil|r2() (2.40)

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoreme II1.4.3, on montre que
V|UlTq) < K(a1)p(£2)[U 5 ) + Plifs — fill 2@ Ul o).
On applique alors le Lemme 2.3 avec
v 1 1

—_= f rot: t — ? ’
1 = [[|f2ll| zrot:) €t 72 20 mm(K(al) 201a1M(041))

ce qui donne la conclusion.

A

Ce dernier résultat est moins bon que celui du Théoreme I11.4.3. Cependant, si on
impose
PVPTT 3 2o ! :

A LR 20 <7 < , =,
Ut Ml +lrot bl <7< o mintg oy o6 amMan)) ="

alors le Lemme 2.3 implique

2P+/r*
. < 2TV g, f
[u2 —wilme) < ==l — fill 20,

qui est une inégalité analogue a (I11.4.8).
Dans le cas tres plausible, ou Cy(aq) < Cy(ay), la condition (2.18) s’écrit plus simple-

ment:
PVP?+2 V2

1+ ————)||f tf < ——.
( + a1 )H ||L2(Q)+Hr0 ||L2(Q) 20[1K(Oél>

Cela implique que les résultats obtenus dans le cas 2 non simplement connexe se présentent
presque sous la méme forme que dans le cas () simplement connexe, la seule différence étant
C(oq) remplacée par Ca(ayq).
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3 Régularité, solution classique

Soit © un domaine borné de IR?, avec une frontiere I' au moins de classe C*!. On
suppose f dans L?(2)? et rotf dans H™(Q)3, avec m > 1. On fait I'hypothese que le
probleme (1.1)-(1.3) a une solution u dans V,. Comme au Paragraphe IIL1.5, on est amené

a résoudre:
Pour u donné dans V3, f donné dans L?*(Q2)? avec rot f dans H™(£2)3, chercher z dans
H™ ()3 solution de:

Y 2+ uVz—2.Vu=rotf+ Lrotu. (3.1)
o 231

Pour obtenir un résultat général de régularité, nous avons besoin d’une inégalité ana-
logue a (I11.5.1). Dans ce but, reprenons la démonstration du Lemme I1.3.1. On a

v —agAv — V7 = P(v — a;Av). (3.2)

On suppose que I' est de classe C™ %! et v € V5 avec rot(v — a;Av) € H™(Q2)3. Alors
rot(P(v—a;Av)) = rot(v—a;Av) € H™(Q)3. De plus, div(P(v—a;Av)) =0 € H™(Q)
et P(v—anAv).n =0 € H™"3(8Q). De la, compte tenu de la régularité de T', le Théoréme
I1.1.9 implique que

P(v — a;Av) appartient & H™(Q)?

et, il existe une constante (), telle que
IP(v = 01| mss() < Conl[P(v — a1 AV)] 30 + [T06(v — AVl sm(ey).
Mais, du probleme de Stokes (3.2), on déduit
IVl < Clul@)lIP(v = a1 AV) s sy,
d’ot1, sous les hypotheses du Lemme 11.3.1,
IVl < Ko (1P = a1AV) 20y + [rot(v = 0 AV)[mi@y),  (33)
avec Kp,(ay) = Cp, CF (o).

On considere m = 1, c’est-a-dire que 'on suppose rot f dans H'(2)?. Pour construire
une solution dans H'(Q)? de (3.1), on utilise le probleme approché (II11.5.6). On a un
lemme, dont la démonstration est celle du Lemme I11.5.2; & ceci pres qu’il faut remplacer
C(aq) par Co(ay).

Lemme 3.1 Soit Q un domaine borné de IR®, de frontiére I' de classe C*'. Sirotf est
dans L*(2)3 et si u est dans Vs assez petit pour vérifier

1%
u < ———F<
|| ||V2 ClelCQ(O{l)’

alors le probléme (II1.5.6) admet une solution z,, unique dans H*(2)3.
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Comme dans le chapitre précédent, pour passer a la limite dans (II1.5.6), il suffit
de montrer que la solution z,, est bornée dans H'(Q)3. La démonstration est presque
identique, il suffit de remplacer C'(ay) par Co(ay).

Lemme 3.2 En plus des hypothéses du Lemme 3.1, supposons que rot f soit dans H*(Q2)?

et que u vérifie
v

[ully, < : (3.4)
’ (201 + C§/2>06102(061)
Alors la solution z,, de (II1.5.6) est bornée comme suit dans H*(2)3:
V2Cs(an)vlully, + ai[[rot £l o
1Zm || 710) < ©) (3.5)

v = (201 + G )anColan) v,
Le lemme suivant donne l'existence de solution dans H'(2)? pour le probleme (3.1).

Lemme 3.3 En plus des hypothéses du Théoreme 2.5, supposons que rotf appartienne a
H'(Q)?. Alors le probléme (3.1) admet une solution dans H'(Q)3.

Démonstration. Les hypotheses impliquent 'existence et 'unicité d’une solution u de
(1.1)-(1.3). De plus, appliquons le Lemme 2.3 avec
v 1 1
1= [[[flllzrot:e) et 12 = 5— min(

201 K(ay)’ 201061M(041)).

Nous déduisons
v v v

< < .
K(aa) (20, + 03/2)04102(%) CranCy(a)

On peut donc appliquer les Lemmes 3.1 et 3.2 qui donnent l'existence d’une solution
unique z,, du probleme (I11.5.6), vérifiant la majoration (3.5). De la, substituer 'inégalité

Jallv, < pi(f) <

|ully, < dans le dénominateur du second membre de (3.5) et utiliser I'expression

v
K(o)
de K(ay), conduisent a la majoration, pour tout m > 1,

< V205 (an)vK (1) ||ully, + a1 K (au)[[rot £l 1)

|Zm 1 (0) <
“ VPT 1052 Coan)v
Puisque [|u||y, est borné, il découle de (3.6) que la suite {z,,} est uniformément bornée par
rapport a m dans H'(Q)3. De 14, il existe une fonction z dans H'(Q2)? et une sous-suite de
{z.,}, encore notée {z,,}, telles que
lim z, =z dans H'(Q)? faible.

m—o0

(3.6)

Enfin cette fonction z satisfait (3.1).

A

Par les mémes arguments qu’au Paragraphe I11.3.5, C(ay ) remplagant C'(cv), on mon-
tre 'unicité de la solution dans L?*(Q2)® du probléme (3.1), sous 'hypothese (3.4) et les
hypotheses sur Q et I' du Lemme 3.1. On peut alors établir le théoréme de régularité H*
de la solution u du probleme (1.1)-(1.3).
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Théoreme 3.4 Soit Q un domaine borné de IR, avec une frontiére I' de classe C>'. Soit
f donné dans H(rot;Q), suffisamment petit pour satisfaire

PVP?+2 v? 1 1

1+ ——)|Ifllz2@@) + [[rot f||r2(0) < z— min , )
(Lt 2 )+ ot o) < g min(es i)

(3.7)

ou K(ay) est définie par (2.3) et M () par (2.12). Si, de plus, rot f appartient a H'(Q2)?,
alors l'unique solution u dans Vy de (1.1)-(1.3) appartient a H*(Q)? et on a la majoration

2K (1) (01 + PVPT+ 2)(VPTH 105 + V2K (o))

o1 Kq(aq)[2vVP? + 03/20 ay) + K(ay) (1 + 2v/20,(a
+ 1 1( 1)[ 2( 1) ( 1)( 2( 1>>]||I‘0tf||H1(Q), (38)

P2+ 1052 Cy(ay)
ot Ki(aq) est définie par (3.3).
Démonstration. Le Lemme 3.3 s’applique et donne l’existence d’une solution z dans
H'(©2)? du probleme (3.1). Nous avons encore
v v

ully, < pi(f) < < '
lulle < 2®) < ) < 2 3 it

Cela implique l'unicité dans L?*(Q)% du probleme (3.1) et donc z = rot(u — a;Au), ol
u est 'unique solution dans V5 du probleme (1.1)-(1.3). De la rot(u — oy Au) appartient
a H'(2)? et le Lemme I1.3.1, avec la régularité C*! de T', implique que u appartient a
H(Q)3.
On montre, en utilisant la forme conjuguée du numérateur de p;(f), 'inégalité
HuHV2 < 20‘1|Hf|“H(rot;Q)’ (39)

v

que I'on substitue dans la majoration (3.6), ce qui donne, en remplacant ||[f|||(rot;0) Par
sa définition (2.11) et passant a la limite,

_ 2V2K(a)(on + PVP? +2) . a1 K (1) (1 + 2v/2C5(0n))

2]l 1) < NPT 10 1£]]22(0) NPTEICColen) [rot £]| (o)
(3.10)
Ensuite, de (3.3) on déduit
[ull sy < Ki(aa)([[P(a — ex Au)|[p20) + [|2]| 51 0)-
Mais 9
aq
1P(u — arAu)l| 20y < flullvy < —=[lEllzrcon), (3.11)

d’ot1, en remplagant |||f]|| g(rot;0) par sa définition (2.11),

a4 <K1(a1)[2(041+PV\/W>

[YIFERS +—HrotfHL2 )+ 2] 11 @)
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Substituant (3.10) dans cette inégalité, on obtient (3.8).
A

Passons a la régularité H° de u.

Théoréme 3.5 Soit Q un domaine borné de IR®, avec une frontiére I' de classe C*'. Soit
f donné dans H(rot; ), suffisamment petit pour satisfaire

PVP?2+2

(1+ T)Hfﬂm(n) + [[rot f][ 12 (o)
1

v 1 1 1

<2 min , , 3.12
(K(a1> QClalM(al) 4(01+C§/2)O[102<051) ( )

2041 ’

ou K(ay) est définie par (2.3) et M(ay) par (2.12). Sirotf appartient a H*(Q2)3, alors
l'unique solution u dans Vy de (1.1)-(1.8) appartient a H°(2)3. De plus, si £ vérifie

PVP?2+2

(14 =) 20 + 70t 200
1

< v’ min( 1 L !
K(a1)’ 2Cia1M (1)’ 8(Cy + C2/*)ar Cs(ay)

), (3.13)

20&1

on a la magjoration

2K5(an) (a1 + PVPZ+2)(1 + 2v/2C ()
+401K2(Oé1)(1 +v2C5(an))

v

[ul|zs o) < ][22 ()

|[rot | m2(q), (3.14)

ot Ky(av) est définie par (3.3).

Démonstration. L’hypothese (3.12) implique l'existence et I'unicité de la solution u de
(1.1)-(1.3). On définit toujours le méme probleme approché (I11.5.6) de (3.1) avec w; fonc-
tion propre du probleme (II1.5.25). Par les mémes arguments que dans la démonstration
du Lemme III. 5.8, on montre

v \/51/
(07 —4(C1 + 03/2)@(041)||u||V2)||Zm||H2(Q) < |lrot f| g2(q) + -
1 1

Coa)[[ullvs- (3.15)

De (3.9) et (3.12), on déduit

lallvs < 22 1E l meotny < o -
v 4(Cy 4 C37)an Co ()

(3.16)

De la
ay|[rot f| g2y + \/§VCQ(041)HuHV2

v — 4(C1 + CS/Q)QICZ(al)Hu”Vz '

12 || 112 (02) <
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La suite {z,,} est donc bornée dans H?(2)? uniformément par rapport & m et elle converge
faiblement dans H?(2)? vers z, solution de (1.1)-(1.3). L’unicité dans L*(2)? de la solution
du probleme précédent implique que

rot(u — a;Au) = z appartient & H?(Q)>.

Grace au Lemme I1.3.1 et & la régularité de T', on déduit que u appartient & H>()3.
Sous I’hypothese (3.13), (3.9) implique

20 v

HUHV < — |Hf|||H rot;Q) < .
’ TS = (0 + O Cy(an)

De la, substituer cette inégalité dans (3.15) donne

12 220 <7Hr0tf||H2 ) +2v2 Calan) [l

Appliquant de nouveau (3.9), remplacant [||f||| z(rot;0) Par sa définition (2.11) et passant a
la limite par rapport a m, nous obtenons

4\/5 CQ(Oél) (041 + Pm)

v

2a
€] 22(0) + 71(1 +2v2Cy(an)) |[rot £|| 2o

(3.17)

|Z]| 72(0) <

Par ailleurs, I'inégalité (3.3) donne
a5y < Ka(ea) (|| P(u — cnAu)l|20) + ||zl m2()-
Alors, grace a (3.11), on déduit

2(0&1 + 'P\/m)
1%

2061

[al| z50) < Ka(an)( £l]z2() + = =lrot £l 2() + ||l m2(e)-

Substituant (3.17) dans cette inégalité, on obtient (3.14).
A

Comme au chapitre précédent, nous allons établir un résultat général de régularité. On
démontre, par induction, le théoreme suivant.

Théoréme 3.6 Soit un entier m > 2 et Q un domaine borné de R, avec une frontiére I'
de classe C™ 21 Supposons que f soit dans L*(Q)3 et rot f dans H™(Q)3. Il existe deux
constantes a,, et b, telles que, si f vérifie

ameHL2(Q) + bm”I'Ot fHHm—Q(Q) <1, (318)

alors l'unique solution u dans Vy du probléme (1.1)-(1.8) appartient ¢ H™3(Q)3. De plus
1l existe deux constantes c,, et d,, telles que

||11||Hm+3(Q) S Cm||f||L2(Q) —+ deI'Ot f||Hm(Q) (319)
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Démonstration. Le Théoreme 3.5 montre que le théoreme est vrai pour m = 2 avec

2(0&1 +7D\/732 + 2) m
2

14

ax (K (ay), 2C1a1 M (1), 8(Cy + C3/*)ar Ca (),

a9 =

. 20&1

by = 5 max (K (), 20100 M (1), 8(Cy + %), Calay)),
_ 2K2(a1)(041 + 'P\/PQ + 2)(1 + 2\/502(0&1)) ot d2 _ 4a1K2(a1)(1 + \/502((11)) .

14 14

C2

Supposons le résultat du théoreme vrai jusqu’a 'ordre m — 1 pour m > 3 et démontrons-le
a l'ordre m. La démonstration est presque la méme que celle du Théoreme 3.6. Ainsi, on
est conduit a la méme inégalité (I11.5.45). Dans le cas m = 3, on a la méme condition,

mais avec
ay = 2(n + Pyé P2+2) max (K (aq),2C a1 M (aq))
et
by = 25;1 max (K (o), 2C100 M (),

et la méme conclusion , mais avec

2K (ay)(ay + PVPE+ 2)(VPE+ 105 + V2K (o))
WP 10>

C1

et

d, = o1 K1 (1) [2vP2+ 105 Cyan) + K (o) (1 + 2\/502(041))]‘

VP2 + 1Y% Chlay)

Les suites {a,,} et {b,,} sont définies par les mémes relations de récurrence. Grace a (3.3)
et (3.11), on a

2(o + PVP? +2)
14

2@1
[ul gmts@)y < Kpnla)( 1] 22(02) + 7||r0t fll220) + ||2] 2w (@)

Substituant (II1.5.50) dans cette inégalité, on obtient (3.19) avec

Oz1+73\/732+2
14

4061

Cm = 2(\/§cm,g + VK (aq) et dp, = (2\/§dm,2 + T)Km(al).

A

Par les mémes arguments qu’au chapitre précédent, on obtient encore ’existence d’une
solution classique.

Théoreme 3.7 Sous les hypothéses du Théoréme 3.5, le probleme (1.1)-(1.3) admet une
solution unique (u,p) dans C*(Q)* x (C*(Q)/IR).
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Troisieme partie

Sur une classe de fluide de grade
trois.






Chapitre V

Fluide de grade trois avec
(2 simplement connexe

1 Introduction

La loi de comportement la plus générale pour les fluides de grade 3 est
T = —]5] + I/Al + OélAg + OéQA% + /81143 -+ 52(141142 + AzAl) + 6(|A1|2A1), (11)

(cf. W. Noll et C. Truesdell [25]), ou T est le tenseur des contraintes, p la pression
(une fonction scalaire), I la matrice unité et A, le n®™¢ tenseur de Rivlin-Ericksen défini
récursivement pour n > 2 par:
dA,_1
dt
ou A; et L sont donnés au Paragraphe 1.1. La constante v est la viscosité et les coefficients
«; , B; et B sont les modules de contrainte normale. Ces coefficients ne sont pas arbitraires.

Plus précisément on montre (cf. R. L. Fosdick et K. R. Rajagopal [16]) que si I'inéquation
de Clausius-Duhem est satisfaite et si I’énergie libre est minimum a 1’équilibre, alors

v>0 a>0, f1=0=0 6>0.

An = + An—lL + LTAn—ly

Avec ces restrictions et compte tenu des définitions et calculs du Paragraphe 1.1, la loi
constitutive des fluides de grade 3 (1.1) s’écrit sous la forme

d
T = —pl + vA; + ar(— A1 + AW — WA)) + (o + a2) AT + B A1|* A (1.2)

dt
L’équation de mouvement pour un fluide de grade 3 est de la forme
d
chtl = divT + f. (1.3)

D’apres le Paragraphe 1.1, on a

A
divT = —Vj + vAu + O‘laatu

(201 + as)(rot (Aw) x 1+ V(uAu+ {[A4,) + §div(|A,*A,). (1.4)

+ (a1 + a2)(A(u.Vu) — 2u.V(Au))
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En utilisant (1.4) et la relation

%1 - %7‘;-4— rotu x u—l—V(%|u|2)7

I'équation (1.3) s’écrit :

ou 0
Frin vAu — alaAu +rot(u — (2a; + az)Au) x u

—(o1 4 a2)A(u.Vu) + 2(aq + az)u.V(Au) — div(|A;[*A;)
+VD — (201 + a)V(w.Au+ i|A1]2) - ;V(|u %) =f. (1.5)

Cette équation de mouvement est complétée par I’équation d’état divu = 0 dans €2, une
donnée initiale pour la vitesse et une condition homogene pour la vitesse sur la frontiere
du domaine.

Soit  un domaine de IR?, borné et simplement connexe, de frontiere I' qui est au moins
de classe C*!. On définit p comme au Paragraphe 1.2. Avec cette notation, le systéme
d’équations que nous proposons de résoudre est:

Chercher une fonction a valeurs vectorielles u = (u1, ug, u3) et une fonction scalaire p
définies dans Qx]0, T'[, pour un temps 7' > 0, solution de :

gt(u — a1Au) — vAu +rot(u — (201 + a2)Au) X u — (o + az2)A(u.Vu)
+2(a; + a)u.V(Au) — Bdiv(]A;|*A;) + Vp = f dans Qx]0, T7, (1.6)
divu=0 dans Qx]0,T7, (1.7)
avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere:
u=20 sur I'x]0,T7, (1.8)
et la donnée initiale:
u(0) =uy dans . (1.9)

Les parametres aq, v et [ sont des constantes positives données et la donnée initiale ug
satisfait a la condition de compatibilité :

divup =0 dans Qet up=0 sur I. (1.10)

La méthode d’étude est pratiquement la méme que celle utilisée pour les fluides de
grade 2. En particulier, on déduit de I’équation (1.6) une équation de transport du type:

gt(w —aAw) + i((.u —aAw) +uV(w — agAw) + M(u) =rot f + Y rot u, (1.11)
Qi Qi

ol w = rotu et M(u) rassemble des termes non-linéaires d’ordre inférieur que nous ex-
pliciterons par la suite.
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Les fluides de grade 3 ont été étudiés par C. Amrouche dans [2] et par C. Amrouche
et D. Cioranescu dans [4]. Dans le cas de la dimension trois, ils obtinrent I'existence et
I'unicité de la solution du probleme (1.6)-(1.10) sur un certain intervalle de temps, sans
restriction sur les données, mais seulement sous la condition supplémentaire

o1 + a0 < (2408)12 (1.12)

D’autre part, ils prouverent 'existence globale en temps, sous certaines restrictions sur les
données, mais seulement pour la dimension deux.

Nous nous plagons, dans ce chapitre, dans le cas de la dimension trois et nous nous
proposons d’appliquer une méthode analogue a celle utilisée pour les fluides de grade 2,
afin de prouver l'existence globale en temps de la solution du probleme (1.6)-(1.10), sous
une certaine condition de grandeur sur les données, mais sans supposer la condition (1.12).

Le plan du chapitre est le suivant: Apres ce paragraphe d’introduction, le Para-
graphe 2 établit des estimations formelles a priori satisfaites par des solutions régulieres
du probleme, puis 'unicité de la solution si elle existe. Nous démontrons 'existence dans le
Paragraphe 3 par la méme méthode qu’au Chapitre I, ¢’est-a-dire une méthode de Galerkin
avec base spéciale. Enfin le Paragraphe 4 étudie la régularité de la solution, suivant celle
des données.

2 Estimations a prior: et unicité

On définit V5 par (1.2.8), le produit scalaire et la norme associée dans V, par (1.2.11).
Pour établir une formulation variationnelle du probléme, nous avons besoin du résultat
suivant.

Lemme 2.1 Soient u € H*(Q)3 et v € H}(Q)3. On définit la matrice A(v) par:

(A(V))i; = g;’f + gzﬂ pour i,j =1,2,3. (2.1)
Alors ]
(=div(JA(w)PA(w)), v) = S(|AW)]* A(w), A(V)). (2.2)

Démonstration. En appliquant la formule de Green, on obtient

8u ou; , Ov;
—di 2 2 ? J 7
(—div(A(w)PAW).v) = [ [Au)P 3 (o * ) g %
i,j=
Mais 3
ou; au] dv; 1 6ul 8uj ov;  Ov;
2w, " ) ow, 2,22 %0, ow G, o,

De la, (2.2) suit.
A
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On définit le produit scalaire dans V' comme au Paragraphe 1.5 et b comme au Para-
graphe [.2. Remarquant que A; = A(u), le Lemme 2.1 conduit a la formulation variation-
nelle suivante du probleme (1.6)-(1.9).

Pour f donné dans L?(0, T’; H(rot; ) N L>°(0,T; (L*(2))?) et ug donné dans Vs, chercher
u dans L>(0,T; V) avec u’ dans L*(0,T;V), tel que

VeV (W, v)y +v(Vu,Vv) + (rot(u — (205 + az)Au) x u,v)
+(a1 + @) [(V(u.Vu), Vv) + 2b(u; Au, v)] + §(|A(u)|2A(u), Av))=(f,v)  (2.3)
avec la condition initiale (1.9).

Clairement, en restreignant l’ensemble des solutions de (1.6)-(1.10) a L*°(0,7";V2) avec
dérivée premiere dans L*(0,T; V), cette formulation est équivalente & (1.6)-(1.10).

Lemme 2.2 Supposons que le probleme (2.3), (1.9) ait une solution u dans C°(0,T;V5)
avec u' dans L>(0,T;V). Posons

v 6
Ki=—%——, Ko=— CiC(a).
1 2P+ )’ 2 a1|&1+062| 1C(an)

Alors cette solution satisfait les inégalités suivantes pour tout t dans [0,T):

P2t
(Ol < e gl + = [ e 8(5) 2oy ds

_ o K
ey [ eI ) u(s) s, (2.4)
0 K2
1
[ Acs |m@w<umm+—/w )y ds)
Ky K
7 (71 = [[u(®)llva)lu(s)[F- ds). (2.5)
Démonstration. On choisit v .= u dans (2.3). Les mémes arguments que dans la

démonstration du Lemme [.3.1 impliquent

thll u(t)|[y + vlut) ) + gH [A(u(t)] 24«
< |(£(2), u(t))] + 3lar + alb(u(t); Au(t), u(t))| (2.6)
On remarque que

(E(0). 0] < T Do) + S0 ey (27)
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Utilisant la majoration précédente, (1.3.6), (1.3.4) et tenant compte des notations K; et

K5, on obtient

d P2 K

@I + Killa@®)5 + BIHA@O z1@) < —IEO) 72 - Ko (g~ lutt )va) ()17
(2.8)

Kit ot en intégrant de

Alors on déduit (2.4) en multipliant les deux membres de (2.8) par e
0 a t. Enfin, (2.5) se déduit de (2.8), par intégration de 0 a t.
A

Comme au Chapitre I, nous obtiendrons une équation de transport en prenant le rot
de I'équation (1.6). Auparavant, nous avons besoin du résultat technique suivant pour
calculer le rotationnel du terme spécifique de grade 3.

Lemme 2.3 On note A_j le j®™¢ vecteur colonne de la matrice A. Supposons divv = 0.
Formellement, nous avons:

rot(div(|A(V)[PA(V))) = |[A(V)[*PA(rot v) + 2V(|A(V)[?).Vrot v + B(v), (2.9)
Z_: axk AW)%) x A (v) - axk(lA( v)[2)V((rot v))]. (2.10)

Démonstration. On note A; le i vecteur ligne de la matrice A. On rappelle les

identités suivantes:

div(fv) = 6divv + Vo.v, (2.11)
rot(0v) =frotv + VO x v. (2.12)
De (2.11), on déduit
.0
div(JA(v)[* A, (v)) = [A(v)[*div(A Z 87 ) Aik(v).
D’ou 5 g
div(JA(V)[*A(v)) = |A(v)[*div(A Zaf [AV)[F) Ak (V).

Mais, puisque divv =0, on a
div(A(v)) = Av.

Nous obtenons donc
div(JA(v)[PA(v)) = [A(V)|*PAv + ]; %(IA(V)IQ)A.,k(V)~ (2.13)

Ensuite, de (2.12) et de divv = 0, on déduit

rot(|A(V)[?PAv) = |[A(V)|?A(rot v) + V(JA(V)]?) x Av
= |A(v)]?A(rotv) + rot(rot v) x V(JA(V)]?).
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On peut vérifier 'identité

3
rotvxw=w.Vv— Z wi V.
k=1

D’ou

rot(|A(v)[?Av) = |A(V)|?A(rot v) + V(JA(V)]*).Vrot v — Z 8ik(|A( PV ((rotv)).

(2.14)
Utilisant de nouveau (2.12), on obtient

(3 5 (1AM)FIALW) = X (G (AMFIrot A u¥) + TG (AN x A4(v)

Mais v 5
rot A ;(v) =rot pr. +rot Vo, = a—xkrotv
De la
3.0 0 5
rot( Z a— A7k(v)) = V(|A(v)] )Vrotv—l—zv 8xk (JA(V)[?))x A k(v). (2.15)

De (2.14) et (2.15), on déduit (2.9).
A

On pose w = rot u. Utilisant les résultats du Paragraphe 1.2 et le Lemme 2.3 pour le
terme spécifique de grade 3, nous sommes en mesure de prendre le rotationnel de 1’équation
(1.6) et donc d’obtenir I’équation de transport suivante:

%(u — o Aw) + O%(w — 0 Aw) +uV(w — 01 Aw) — (w — oy Aw).Vu — (ag + az)Au.Vw

0 du 0 Ow
+(a1 + @) [w.V(Au) + 2 Z 8;; o au V@xk + Vug x V Auy)] + f[—B(u)

+&—\A(u)]2(w — a1 Aw) — 2V(|A(u)]?).Vw] = rot f + O%rotu + f\A(u)]zrot u.
1 1 1
(2.16)

Cette équation est formelle car le premier terme non-linéaire n’est pas défini a moins que
u(t) n’appartienne a H*(Q)>.

Théoreme 2.4 Supposons, en plus des hypotheses du Lemme 2.2, que u appartienne a
L*(0,T; HY(Q)?). Alors y(t) = |Ju(t)||3, satisfait l'inégalité différentielle dans [0,T):
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v, _ P2t e
Y1) < (e uollf + = [ eI E(s)| () ds)

1

#2080t (1) [y — Clon.00.8) gy — (OO
180

e A o) = 25K [ €I = DG ds, (217

o

2041 3

C
Clan, 02, 8) = =2 (Clan, a))? + B(C(an))}(16CL((3v2 + 2)C5* 4 2C1) + 72) (2.18)
avec C'(aq, ae) définie par (1.3.9) et K et Ky sont définies dans le Lemme 2.2.

Démonstration. Pour simplifier, posons z = w — a; Aw. Prendre le produit scalaire de
(2.16) avec z donne

2ﬁn<>m§+§%mawa—b@@xmwz@»+«arme—MAu@xw@xdw>
Ow(t) Ou(t) ou(t) Ow(t)

8xk 7 &ck ’Z(t))_b( (%k ’ 8xk ’Z(t))

+(Vug(t) x VAu(t), 2(t))]} — ﬁ{Q( (JAM®)]*).Ve(t),2(1) + (B(u(t)), z(1))}

+OiHIA(U(t))IZ(t)II%2(Q) = (rot(f(t) + aiu(t)), z(t)) + Oi(lz‘l(u(t))lzrot u(t), z(1)).(2.19)

1

+h(w(t); Au(t) +2Z

Il nous faut majorer les termes spécifiques du grade 3, car les autres termes ont été

majorés dans le Paragraphe 1.3. Pour simplifier, supprimons la variable t. On a tout
d’abord

8AZ ( )&ul
A 2A; J
(v<| ( )l )Vw Z /ng ) 1] 8fL‘k 8:Ukz dX
Par Holder et Cauchy-Schwarz, on obtient
3. 0w 3. 0A4;i(u
(VOAMP). V0. 2)] < 2l eyl AW i | (3 () 3 (P22 e
Qpi=1 9Tk =1 Lk
Mais s ; )
8uz 0A;;(u) 4 *u; g
w? < 4 QA oy 5 (2.20)
z]z:l 831;] 'szk:zl Oy ”zk:=1 Ox;0xy,
D’ou
(V(IA)]*).Vw, 2)| < 8] z]| 12() |Vl o< o) | Ve | ooy 07| 1 -
Alors de (1.2.15), (I1.2.16), (1.2.12) et du Lemme 1.3.3, on déduit
(V(IA(®)[?).Vw(t), 2(t)] < 8V2C1C5(C(an))*[u(t)]4,.- (2.21)

159



Ensuite majorons les termes issus de B(u).

3

(5 VL AWP) x A x(u)2)

k=1 Lk

=2 3 (A2 a2+ (PP, ) < A (), 7).
k=1 Lk T

L’inégalité de Holder et le Lemme 1.3.4 impliquent

3
oY S IA@IP) x A,4(0), )] < 2elao
3Ai-u 814111
(S L@l [HA@-(umLoo(mHvﬁumm+H WG A @),
oxy, Oxy,

k,i,j=1
Ensuite, grace a Cauchy-Schwarz et a (2.20), nous obtenons

aAij(u) H )
8xk LA

Z ALk (@)l oo | Aiy (W) L (@ [IV

k,,j=1

Q) = 8||Vu||ioo(sz)”a3u|’L2(Q)

et, avec en plus (1.2.16),

> 1wt ool 2220 A, )l < 20Vl 3 194 0 )

k,i,j=1 ,7=1

3/2
< 8C5 [ Vul <o ey
De la, avec (1.2.15) et (1.2.12), nous déduisons

\(]; V(;JA(U(??))V) x A g(u(t),z(t))] < 16C1(Cy + C5*)(Clan)*[u(®)]l},.  (2:22)
Enfin,

3 8 A ( )&uk

lezy 1

Par les mémes procedes que précédemment, on obtient

3
Z Ve, 2)| < 2] [AW)] =@ |zl 2@ I Vel L@ [ VA) [ 210,

puis
5.0

Q. 5,

Il reste a majorer les termes du second membre. On a successivement

(JA(u(t))[*) Veor (1), 2(1)] < 8V2C1Cy"(C(en)) u(?)]I3,. (2.23)

a.%‘k

aq 14
|(rot £(2), 2(1))] < —lrot £(£)[|Zz(q) + Enz(t)”%?((zy
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1
(rot u(t), 2()] < [lrot u(t) Fg) + 1 12(1) e

[([A(u(®))*rot u(t), z(t))| < ill [ A(u(t)|rot u(t)l|720) + [[A(1)|2(t) 120

Utilisant les majorations (I1.3.11)-(1.3.16) pour les termes de grade 2, les majorations (2.21)-
(2.23) pour les termes spécifiques de grade 3 et les majorations précédentes pour les termes
du second membre, on obtient, avec la notation C'(ay, ay) définie par (1.3.9),

d v 201 2v
%IIU(t)IIQVQ + OZIIU(t)IIQvQ < —~|rot £(t)]720) + Ojlllrot u(t)||72(q) + 2C (a1, o) u®)|3,

+168C1((3V2 +2)C5"* + 2C1)(Clan) P [u () |3, + 2§1H [A(u(®))[rot u(t)[72)  (2:24)
Pour estimer || [A(u(t))|rot u(t)H%Q(Q), on utilise I'inégalité, pour tout € > 0,
(0,0)] < Slolage) + ool (2.25)
On remarque que
IA(u(t)[rot u(t)|72() = (IA(u(®))*, [rot u(t)|*)
C(on)

(@31

et, utilisant (2.25) avec € = , on obtient

C(a)

I [ACu()lrot u(t)]320) <

Mais, du Lemme 1.3.3, de (1.2.16) et de (1.2.12), on déduit

4 a1 4
[ TAM®)] |73 + 0y [rot u(t)||74(q)-

[rot u(t)||7:(q) < 4[Vu(t)||7sq) < 4C5(Clar))*lu(t)]f5,-
D’ou

I !A(U(t))!rotu(t)lliz(méC((jl)H [Au(t)] [[1s0) + 01 (Clan) P CFu(®)lly,  (2.26)

Posons
y(t) = [la@®)]7,-
Utilisant cette notation, (2.26) et (1.3.4), I'inégalité (2.24) implique

v 2x 4v
y'(t) + ole(t) < Tl\lrot £(t)]1Z2() + OT%HU(t)HQv + 2C (o, ) y(t)\/y(t)

FH(Clan) Y160 (VB + 20 + 20+ F () + 25180

HA@®)] (1740

Mais, pour tout 8 > 0 et tout y > 0, on a
VY < ! + 6.
Y=Y
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Appliquant cette inégalité avec 0 = et y(t) dans 'inéquation différentielle

40510(0(1, (6%))
précédente et utilisant la notation (2.18) qui définit C'(aq, as, £), nous obtenons

2 4
(1) < = ot £(1) gy + o (o)}
C
+ 2O A ) — a0 ) s — 0O 0O

et nous déduisons (2.17) en substituant (2.4) dans cette inégalité.

A

Comme pour les fluides de grade 2, on ne pourra prouver 'existence globale en temps
que si on montre que u(t) est uniformément borné en temps dans V5.

Lemme 2.5 Soit f appartenant o L*(IR*; H(rot;Q)). Si les données satisfont

8V+C(Q1)K1 7)2 o0 2c0 1 o0
oll, + =5 e (holl = [ 160 ey ) + =7 [ lrot £(6) o

K2
< min ( Y ,;) , (2.27)
20,C (a1, an, B)" K3

ot Cay, ag, B) est définie par (2.18) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 2.2, alors
toute solution continue de (2.17) avec la valeur de départ y(0) = ||uo||3, satisfait

v K2
V> 0. 0<y(t) < mi —1. 2.28

Démonstration. Intégrant (2.17) de 0 a t et utilisant le Lemme 1.3.7, nous déduisons

1
y<t><y<o>+K 2 ol + 2 [ 1oy )+ 222 [ ot £(5) [

v

) HL4(Q ds = Clay, az, f) /Ot <2a1C(Oé1 s, 3) N y(8)> yle)ds

WK, K e
K1/o <K2 y(5>> lu(s)|li- (1L —e ) ds.

Substituant U'inégalité (2.5) dans I'inégalité différentielle précédente, nous obtenons

o(0) < 9(0) + 25O gt 2 ) )

#2201 ot €60 0y s — Clan ) [ (gt =0 ulo)as

s | (G = Vo) )R (Cla) + 16(P + an)(1 = -2 s,

2a1
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Posons

K? v
M =min [ —2 2.29
mln <K22’ 2(110(041,04275)) ( )

et
K3

u(s)||3[C(ay 21 ) (1—e KL=,
i+ oo OO 6P )

a(s,t) = C(ay, as, B)y(s)+

(2.30)
Pour 0 < s <t, nous avons
y(s) >0 et C(ay) +16(P* + ap)(1 — e M1y > 0,
Utilisant (2.29) et (2.27), nous obtenons
t
y(t) < M = Clar,a0,8) [ (M = y())y(s) ds
K32 Cay) + 16(P? + ) (1 — e~ Kalt=9))
— % [ (M = y(s) fu(s) [F = 1 ds.
ay Jo Ky + Ko\ /y(s)
Puis la notation (2.30) permet d’écrire
t
y(t) < M — / (M — y(s))a(s, t) ds. (2.31)
0

Alors, comme dans la démonstration du Lemme 1.3.8, par des arguments identiques, on
obtient l'inégalité (2.28).
A

Nous concluons ce paragraphe en prouvant I'unicité de la solution globale du probleme
(2.3), (1.9), si elle existe. Posons

K(v) = —div(|A(v)[PA(V)) (2.32)

et montrons que 'opérateur K est monotone. Remarquons que cette monotonie implique
que l'unicité pour les fluides de grade 3 découle de celle des fluides de grade 2.

Lemme 2.6 Soit K défini par (2.32). Pour tout vy et tout vy dans Vs,
(K(v1) = K(v2),vi —v2) > 0. (2.33)
Démonstration. Rappelons que, d’apres le Lemme 2.1,
1
(K(v),w) = S ([AV)PA(v), A(w)).
De la

2(K(v1) = K(va),vi — va) = (|A(v1)[PA(v1), A(vi — va)) = (|A(v2)[?A(va), A(Vi — v2))
= AV 23 + A 730 = ((AFDP +[A(v2)[)A(v1), A(v2).
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(lvll720 + llwlZ2(q)) implique

N[ —

Mais la relation |(v,w)| <

(

AP+ [AV) ) A(v1), A(vs))
VIANVD R + [AV2) PAMV), JAMV)[2 + [A(va) 2A(v2))
AN + [AV) 2220y

—~

—~

<

N | —

D’ou
1
2(K(v1) —K(va),vi—va) > [ |AV1)| 220+ I JA(V2)] 174 — 1 |A(v1) PP +A(V2) P20
Si on pose
wy, = |A(V1)|2 et wy = |A(V2)|2,

I'inégalité précédente s’écrit:
1
2(K(vy) — K(va), vi — va) > |lun||2(q) + llwal|Z2(q) — §Hw1 + wa 720,

ce qui implique (2.33).
A
Le lemme suivant, analogue au Lemme 1.4.1, s’applique a tout couple de solutions de
(2.3).
Lemme 2.7 Soient u; et uy deux solutions de (2.3). Leur différence u = uy; — uy satisfait
I’égalité
5 g Oy + vlu)]a ) + blu(t);uz(t) — 2(an + az) Auy(t), u(t))
+o(u(t); Au(t), (2a; + az)us(t) + (g + as)uy(t))
+b(2(a1 + ag)uy(t) — aqua(t); Au(t), u(t)) + S(K(ui(t)) — K(ua(t)),u(t)) =0. (2.34)
Démonstration. Il suffit de rajouter le terme de grade 3 et (2.34) s’obtient de la méme
maniere que (1.4.1).

A

Théoréme 2.8 Le probleme (2.3), (1.9) a au plus une solution dans L*(0,T; V) pour
tout T' > 0.

Démonstration. Le Lemme 2.6 implique
(K(u;) — K(uz),u) > 0.
D’ou, avec les inégalités (1.4.5), (1.4.8) et (1.4.10), on obtient
(T) + co(T) + ¢5(T)
()l
ou ¢1(T), co(T) et c3(T') sont donnés dans le Paragraphe 1.4. Alors l'inégalité de Gronwall

et le fait que u(0) = 0 impliquent que u(t) = 0 pour tout ¢ dans [0, 7.
A

d
)|z < 22
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3 Existence de la solution

Dans ce paragraphe, nous supposons que la frontiere I' de € est de classe C*! et que
f appartient & L2(IR*; H(rot; Q)) N L>=(IR"; L*(Q)3).

La solution du probleme (2.3), (1.9) est construite au moyen d’une discrétisation de
Galerkin. On utilise la suite de fonctions propres {w,} de V3, définie dans le Paragraphe
[.5. On rappelle que

(W, Vv, = Xj(wW;,v)y, Vv eV, (3.1)
avec
D<A <. ... < <...>+00,

ou {\;} est la suite de valeurs propres associées a la suite de fonctions propres {w,}. Les
fonctions w; forment une base orthonormale dans V' et une base orthogonale dans V5. Cet
ensemble de fonctions sera utilisé comme base spéciale dans la méthode de Galerkin-Faedo.
Pour tout entier m positif, nous notons V,,, ’espace vectoriel engendré par les m premieres
fonctions propres {w;}7;.

Nous définissons une solution approchée du probleme (2.3), (1.9) par:

Chercher

a(f) = icj,m@)wj,

solution pour 1 < j < m, de

(u,,, (1),
(041 +

g

D+ U(Vta(t), V) + (ot (wa(t) — (201 + a2) A (1)) X wn(t), w,)
)b (1) AW, W (1)) + 2b(n(£); Ay (1), W)}

(A ()P A(an (1)), Alwy)) = (£(2), w;), (3.2)
u,,(0) = P,(up). (3.3)

Ainsi nous avons a résoudre un systeme de m équations différentielles ordinaires d’ordre un
et de degré trois, avec des coefficients constants et une condition initiale au temps t = 0.
Comme au Paragraphe 1.5, des résultats classiques sur les EDO (cf. [10]) assurent qu’un
tel systeéme a une solution u,,, unique et continue sur [0, 75| avec u/,, dans L>(0, T ), pour
un nombre 77%, > 0. Nous nous proposons de démontrer que u,,(t) satisfait 'estimation a
priori du paragraphe précédent.

En multipliant les deux membres de (3.2) par ¢;,,(t) et en sommant par rapport a j,
nous obtenons, sur [0, 7], I'égalité

+
Q

+

SIS

;jtnum(t)”?v + | () 310y + gH A () Zs(@)
+3(a1 + 02)b(n (1); At (£), 1 (£)) = (£(1), (1)), (3.4)

Alors la démonstration du Lemme 2.2 s’applique a u,,, sans modification et donne le résultat
suivant.

165



Lemme 3.1 La solution u,, du probleme (3.2), (3.3) satisfait les inégalités suivantes pour
tout t dans [0,T7]:

P? ot
[l (015 < e lun (0)]F + 7/0 S HOI P

t
6 [ e (2 — () v.) ()] ds (3.5)
0 2

t 2 ot
L A 6D 0y ds < 5 Uan@I + 2 [ 16(6) e d5)
Ky, rt Ky
N
ou Ky et Ky sont définies dans le Lemme 2.2.

= [l (s)l[ve) [l () 13 ds). (3.6)

Grace a la base spéciale, nous pouvons aussi déduire de 1’équation (3.2) une estimation
pour ||u,(t)]]y,. Comme pour les fluides de grade 2, définissons la fonction vectorielle F(v)
pour tout v dans Vj:

F(v) = —vAv +rot(v — (2a1 + ag)Av) X v
+(a1 + @) (=A(V.VV) + 2v.V(AV)) — Bdiv(|A(V)[*A(v)). (3.7)
Si v appartient & H*(2)3, nous pouvons vérifier que F(v) appartient & H'(Q)3. En effet,
nous avons vérifié Iappartenance & H'(€)? des termes de grade 2 au Paragraphe 1.5. Pour

dv; ,
le terme de grade 3, puisque |A(v)] et a—v sont dans H?(Q) et puisque H?(Q) est une
Lj

dv;

a—v appartient a H2(Q2). D’ott div(|]A(V)[?A(v)) est dans H*(2)3. Alors,
Ly

en raison du Lemme 5.1, F(u,,(t)) appartient & H'(Q2)3. Ensuite pour chaque ¢, nous

définissons v,,(t) dans V' comme la solution du probleme de Stokes:

algebre, |A(v)|?

Vi (1) — a1 Avy, (1) + V@ (t) = F(un,(t)) — £(¢). (3.8)
Comme au Paragraphe 1.5, on montre que v,,(t) appartient a V5 et que u,,(t) est solution
de I'équation suivante, pour tout 1 < j < m:

(0, (£), Wj)v + (Vi (2), W)y, = 0. (3.9)
Le théoreme suivant est ’analogue du Théoreme 2.4.
Théoreme 3.2 Supposons que f appartienne a L*(0,T; H(rot; Q)N L>(0,T; (L*(Q))?)

et que I' soit de classe C*'. Alors y, (t) = ||un ()|}, satisfait linégalité différentielle dans
[0, 7]

v, _ P2t e
Y(0) < e N (O + 2 [ e () g )
1

—y(t)y(t)

v

200C(ay, ag, B)

4v LRy ¢
I !A(um(t))lllizx(m—%f(z/o et )(?;—\/y(S))Hum(S)HdeS’ (3.10)

(%

2a
+71||r0tf(t)||%2(9) — C(a, az, B)(

BC(an)
202

+
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ot C(an, g, B) est définie par (2.18) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 2.2.

Démonstration. En multipliant les deux membres de (3.9) par ¢;,,(t) et en sommant par
rapport a j, nous obtenons

(W, (£), W ())v, + (Vin (1), @ (£) v, = 0.
Poser w,,(t) = rot u,,(t), z,,(t) = wn(t) — a1 Aw,,(t) et utiliser le fait que
rot(v,,(t) — a1 Av,,(t)) = rot(F(u,,(t)) — £(t))

donnent
57 (D7, + (rot F(u,(t)), 2, (t)) = (rot £(2), 2 (1)). (3.11)

En utilisant (I.5.11) et le Lemme 2.3 et en supprimant la variable ¢, pour simplifier les
notations, on obtient

1d

14
§£||um||%/2 + a*l“umn%@ - b(zm§ um7zm) + (al + O‘Q){_b(Aum;wvmzm)

3

(s Ay, ) 25 [p( 20, P Ty, O
k=1

a8 v . 2 fm _b a1y .. sfm

(Vs % V At 200)]} — B2V (AW ). Vs 20) + (Bt 2,0))

s v s
- [ |A(um)|zmHig(Q) = (rot(f + —u,), zm) + —(|A(w,) ’rot u,,, z,,). (3.12)
1 aq (6%}

+

Nous sommes exactement dans la méme situation que dans le Théoreme 2.4 et la méme
démonstration donne (3.10).

A

Considérons une solution de (3.10) avec la valeur initiale

y(0) = [[un (0)[IF, = [P (wo) 3.

Comme au Paragraphe 1.5, si ug et f satisfont (2.27), alors pour tout m suffisamment
grand, u,,(0) et f satisferont I’analogue de (2.27):

8v + C(Ch)Kl P2 o0 2001 [
2 2 2 2
o O, + =5 e (O + = [ 180 gy de) + =7 [ lrot £(6) (o
, v K?
— |- 3.13
= <2a10(a1,a2,6)’ K%) 1

De 14, la conclusion du Lemme 2.5 implique que T} = co et que u,,(t) est uniformément
borné dans V5, par rapport au temps:

. v K,
vVt > 0, ||un(t)]|v, < min ,— . 3.14
20, (@l <\/2a10(a1,a2,5) Kz) (3.14)

167



Alors 'équivalence de normes du Lemme 1.2.1, (3.5) et (3.14) impliquent que la suite
{W,, }m>1 est bornée par rapport & m dans L®(IR*; H3(Q)?) N L2(IR*; H1(2)3).

Le lemme suivant donne une borne pour u/, (t).

Lemme 3.3 Soient f dans L*(IR*; L*(Q)?) et ug dans V,. Supposons que la suite {0y, }m>1
soit bornée par rapport a m dans L>®(IR"; H3(Q)3) N L*(IR"; H'(Q)3). Alors la suite
{u/ Y1 est bornée par rapport a m dans L*(IRT; V).

Démonstration. Multiplions les deux membres de (3.2) par ¢, (t) et sommons par rap-
port a j. Cela donne

[, (D1 = v( A (£), w), (1)) — (rot (w,(t) — (201 + o) Auy (1)) X wy(t), wy, (1))
— (o + a2) (b(wn (£); A, (1), wn (1)) + 26 (wn (£); Aun (1), w,, (1))

—§(|A(um(t))|2A(um(t)), A(w,, (1)) + (£(2), wy, (1))- (3.15)
En utilisant (1.4.3), 'équation (3.15) s’écrit

[, (O] = v(Aug (t), uy, () = (e (£); U (£), w0, (£)) — b (W (); Ay (), 10, (1))
—(2a1 + a2)b(u,(t); Au,, (1), u,(t)) — (a1 + a9)b(u,,(t); Aul, (1), (1))

—g(IA(um(t))IQA(um(t)), A(u,, (1)) + (£(2), w, (1)) (3.16)

Transformons le terme de grade 3:

(A (D) A (6), A, (1)) = [ ( ”zlA MZlAM (1) (Asa (1)) dx
=2 / UzlA ’;1 A2 (u,(1))) dx
/ uZlA )2) dx.
D’ou
(1A () A (6)), A, () = 5 5 1A ()] o) (317)

Substituant cette égalité et les inégalités (1.5.17)-(I. 5.20) dans (3.16), on obtient, ayant
majoré v/P? + 1 par P? + 1,

o, (D117 + gdt(HlA(um( [Ls0)) < VIm (0) e[y, () (@)

HIEE | L2 l0g, ()| 2() + Kl (0] 3 @) [0 () | 1@y [0, (8) |20 @)

avec

k= (a1 + |ao])(Cr + (2V3 + 1)(P* + 1)C3%) + (P? +1)C5%.
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Ensuite, grace a (1.3.4) et a l'identité
ab < a®+ =b*
4 ’

on déduit
1 Bd
S, O + = (A () 740y < IFE) 1720
2 S dt
1
+071(V + k| (8] 3 (0))* [ (8) 71 -

L’intégration sur IR* donne

2
12 2 2
HumHL2(]R+; V) < 071(’/4‘ kHumHLOO(IRJr;HS(Q)S)) HUmHLQ(IRJ“;Hl(Q)?’)
2 B 4
P26 2 g 2y G IACOD i) (3.18)

Mais, grace a (1.2.15), (1.3.4) et (2.20), nous avons

1602

A Oy < 161F 0 O~ 0y O ey < Tl e g sy 0
(3.19)

Alors les hypotheses du lemme et les inégalités (3.18) et (3.19) impliquent que la suite

{u! } est bornée dans L*(IR™; V).

A

Le théoreme suivant récapitule les majorations obtenues pour les suites {u,,} et {u,}.

Théoréme 3.4 Soit Q un ouvert de IR?, borné et simplement conneze, avec une frontiére
[ de classe C*'. Soit la vitesse initiale uy donnée dans Vs, et le membre de droite £ donné
dans L*(IR"; H(rot; Q)) N L>®(IR"; L*()3), suffisamment petits pour satisfaire

8v + C(ay) K,y P2 oo 2000 [
2 2 2 2
Iuoll, + =5 e (holly = [ ) ey ) + =% [ llrot £6) 3o
< mi v K (3.20)
min —5 .
201C (a1, ay,8) K3 )’

avec C(aq, as, B) définie par (2.18) et Ky et Ky définies dans le Lemme 2.2. Alors pour
tout m suffisamment grand, la solution unique w,, de la méthode de Galerkin (3.2), (3.3)
existe pour tout temps t > 0 et satisfait les bornes supérieures:

||u || < min v &
LR V,) = 200C (a1, 02,8) Ky )’

”umHL?(lRJr; H'Y(Q)?) ki, (3.21)
Nl 2y < R

IN

ot ki et ko sont des constantes indépendantes de m.
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Il reste a passer a la limite par rapport a m. Il suit de la premiere et de la derniere
inégalité dans (3.21) qu'il existe une fonction u et une sous-suite de {u,,}, encore notée
{u,,}, telles que

lim u,, = u faible” dans L*(IR™; V3),
lim u/, =u’ dans L*(IRT; V) faible.

m—00

Comme dans le Paragraphe 1.5, d'une part, cela implique que

Ju <m .
u|| 7o min ,—

L (IR+7‘/2) B 20(10(0(1,0(2,&) K2
et, pour tout 7' > 0,

lim up, = u dans HY(0,T; H'(2)?) faible.

On montre alors que
u(0) = uy.

D’autre part, des arguments de compacité (cf. [22]) impliquent
lim u,, = u dans L*(0,T; H*(2)?) fort

et
lim u,, = u dans L*(2x]0, T[)? fort. (3.22)

m—0o0

De la, on passe a la limite dans les termes de grade 2 de (3.2) comme au Paragraphe L.5.
Il reste a passer a la limite dans le terme spécifique de grade 3. Grace au Lemme 2.1 et a
la définition (2.32), on a

;(IA(um(t))\QA(um(t)),A(Wj)) = (K(un(t)), w;)

et, d’apres (2.13),

w
[S))

K(u,(t) = —|A(un (1) A un (1) Z - Dr (A (£) ") Ak (0 (1))

Montrons,tout d’abord, que K(u,,(t)) est borné dans L?(0,T; L*(Q2)*). Le fait que {u,,}
soit borné dans L*(0,T; V,) implique d’une part

|A(u,,)| borné dans L*(0,7T; L*(Q2))

et d’autre part
A, borné dans L*(0,T; L*(Q)?).
Donc on a
|A(u,,)|*A w,, borné dans L*(0,T; L*(Q2)?).
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De méme, on a

|A(u,,)|A;j(w,,) borné dans L>(0,7; L>(Q2))
et
——]A(u,,)| borné dans L*(0,T; L*(Q)?).
8[Ek

Donc on obtient
20
Z a— (|A(u) [P A k(w,) borné dans L*(0, T; L*(Q)?).

D’ott {K(u,,)} est borné dans l'espace réflexif L2(0,T; L*(Q2)3) , ce qui implique

lim K(u,) = ¥ dans L*(0,T; L*(Q)°) faible. (3.23)

I reste & montrer que ¥ = K(u). Nous utiliserons le lemme suivant qui établit
I’hémicontinuité en 0 de 'opérateur K (cf. [22]).

Lemme 3.5 Soit K l'opérateur défini par (2.52). Pour tout u dans H?(Q)3, tout w dans
H3(Q)3 et tout v dans H}(Q)3,

lim(K(u+ew),v) = (K(u),v).

e—0

Démonstration. Grace au Lemme 2.1, on peut écrire
1 1
(K(u+ew),v) = (K(u),v) = S(|A(u+ew)"A(u +ew), A(v)) = S (JAW)[A(u), A(v))

— (A4 W) — [AQ)H)Aw), AW)) + %(\A(u +ew)|?A(w), A(v))

= —[(A(u) i]zz Aij(W)Ai;(2u + ew) + |[A(u + ew) [P A(w), A(V))]. (3.24)
On fait tendre & w;rs 0, on peut donc supposer |¢| < 1. Alors, (2.20) et (1.2.15) donnent
Z Aij(W)Aij(2u +ew) + |[A(u + ew) [P A(w), A(V))]

7,0=1
< 16CE Vo ([ulm@) + [Wlm@) ([ullgs@) + W]l rs@)?.

Dans (3.24), 'expression entre crochets est donc bornée. De la le résultat du lemme.

A
Pour tout w dans L>=(0,T; H*(2)?> N Hy(2)?) et tout € > 0, (2.33) implique

/0 (K (t)) — K(ut) — ew(t)), un(t) — ult) + ew(t)) dt > 0. (3.25)

D’apres (3.22), nous obtenons

u,, — u+ew — ew dans L*(0, T; L*(Q)?) fort.
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De la, avec en plus (3.23), on passe a la limite par rapport a m dans (3.25), ce qui donne

/()T(\I'(t),w(t)) it > /()T(K(u(t) — ew(t)), w(t)) dt.

On fait tendre ¢ vers 0 dans I'inéquation précédente. Le Lemme 3.5, avec le théoreme de
convergence dominée, implique

/()T(‘Il(t),w(t))dt > /OT(K(u(t)),w(t))dt.

En changeant w en —w, on obtient, pour tout w dans L>(0,T; H*(Q)?> N H(2)?),

T
| (@) - K@), wit) dt =o.
0
Finalement, la densité de D(]0, T[x2)? dans L*(0, T; L*(2)?) implique
W (t) = K(u(t)) pour presque tout t € [0,T].

D’ou
lim K(u,,) = K(u) dans L*(0,T; L*(2)?) faible

m—r0o0

et de 14, pour tout ¢ € L*(0,7),

[ O ) we) e = [ (K (), w)o(e) .

De la, on passe a la limite dans (3.2) et on déduit que u est solution du probleme (2.3),
(1.9) et puisque cette solution est unique, la suite entiere u,, converge vers u. Ceci établit
le principal théoreme de ce paragraphe.

Théoréeme 3.6 Sous les hypothéses du Théoréme 3.4, le probléme (2.3), (1.9) a une et
une seule solution u qui existe pour tout tempst > 0. De plus, u appartient a L=(IR;V3),
v o L*(IRT;V) et u est uniformément borné dans Vs par rapport au temps:

Il < mi i all (3.26)
v LOO(ZRJr’ ‘/2) = 20110(0[1, o, 6)’ K2 ’ '

ot C(aq, o, B) est définie par (2.18) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 2.2.

4 Régularité additionnelle

Dans ce paragraphe, nous supposons que le probleme (2.3), (1.9) a une solution u dans
L>°(0,T;Va) avec u’ dans L*(0,T;V), qui n’est pas nécessairement globale. Prenons f et
rot £ dans L'(0,T; H'(2)3), ug dans H*(Q)* NV et T = U T; (T; connexe) de classe
C31. Comme dans le Paragraphe 1.6, en utilisant la Remarque 1.2.3, nous nous proposons
de montrer que u appartient & L>°(0,T; H*(Q)3).

172



4.1 Une équation de transport

Nous allons utiliser, non seulement 'application g définie par (1.6.1), mais aussi une
autre application notée 1, définie, pour tout z dans L?(Q)3, par

1(z) = v,, (4.1)

ou v, est défini dans le Paragraphe 1.6.1. On peut remarquer que g(z) = rotl(z). Si,
d’apres le Lemme 1.6.1, g(rot(u — ayAu)) = rot u, la démonstration de ce lemme montre
aussi que, pour tout u dans V5,

l(rot(u — a;Au)) = u. (4.2)

Ensuite, avec C’ remplacée par v/2C" et C” remplacée par v/2C", c’est-a-dire que 1'on
pose maintenant C' = C1C} et C" = CJ/CYCY avec les notations du Paragraphe 1.6.1, les
majorations (1.6.2) et (1.6.3) donnent

Ig(2)|| r20) < V2C'||2]| 120 (4.3)

et

lg(2) |30 < V2C" ||z 110)- (4.4)
De méme, considérant le Paragraphe 1.6.1 et notamment la démonstration du Lemme 1.6.3,
il est clair que 1 est un opérateur linéaire continu de L*(Q)3 dans H3(Q)3 et de H*(Q2)3
dans H*(Q2)3 avec les majorations

(@) 30y < C'llzll 2@ (4.5)
et

()]l 1112) < C" M2l 11 (0 (4.6)
De I’équation (2.16), utilisant les applications g et 1, nous déduirons une équation de trans-
port dont z = rot(u—a;Au) est une solution particuliere dans L(0, T; L?(€)?). Puis nous
montrerons que cette équation a une solution dans L>(0,T; H'(Q2)?) et, enfin, qu’elle n’a

pas plus d'une solution dans L*(0,T; L*(2)3). Par conséquent, 'unique solution z dans
L>(0,T; H'(2)3) est rot(u — a;Au). De 13, u appartient a L>(0,T; H*(Q2)3).

Nous allons transformer ’équation (2.16) en une équation plus adéquate. Tout d’abord,
en utilisant (1.6.7), (1.6.8) et (1.6.9) dans I’équation de transport (2.16), nous obtenons
I’équation suivante, qui a les mémes termes de grade 2 que 1’équation (1.6.10):

0 v 3aq + 20

—(w—Aw) + —(w — Aw) + u.V(w — a1 Aw) — (w— Aw).Vu
ot a aq

1 2 Ow _ Ou

. C C(w—mA 23 (L gy

+(aq + ag)[V(rot w.rot u) o (w — a;Aw) X rotu + ;(8% v@xk

du _O0w Ou 0 1 5 5
_axk'vaxk a 8xk 8 8kat w>] - 5[071|A(u)| <w N OélAw) N QV(‘A(U)’ ).vw

—B(u)] =rot f + Yrotu—2
€3]

(0%} + (0]
a

rot u.Vu + £|A(u)|2rot u. (4.7)
&3]
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Il reste a récrire B(u) a l'aide de g et 1. A partir de (2.10), on obtient

B(w) =2 D V(4 () (A ) x Asw) — 5

i7j7k:1

Aij(w) Aij (W) V((rot u)y)].

On pose alors, pour tout u et tout v dans V5 et tout z dans L*(9)3,

L vs) =2 Y (VA (u) 5 (A1) x A6lv) =

1,5,k=1

(Aij(0) Ay (v)V((g(2))r)]-

(4.8)

L’application L est trilinéaire. Du Lemme 1.6.1 et de (4.2), on déduit, pour tout u dans
Va,

L(u,u,rot(u — a;Au)) = B(u). (4.9)

Puisque nous savons que la solution u du probleme (2.3), (1.9) existe, I’équation (4.7), dans
laquelle, grace a (4.9), B(u) est remplacé par 'expression équivalente L(u, u, w — a1 Aw),
nous conduit a résoudre 1’équation de transport suivante, obtenue en remplacant w —a; Aw
par z et w par g(z):

Pour u donné dans L>=(0,T;V5), ug donné dans H*(2)> NV et f donné tel que rot f
appartienne a L*(0,T; H'(Q)?), chercher z dans L>(0,T; H'(Q2)?) solution de:

oz + Lzt uvz— Mz.Vn + (a1 + a)[V(rot g(z).rot u)
ot o o
1 3 ou Ou _ 0 ou 0
—az X rotu + 2;(@g<Z)vaxk — axkvaxkg Z) — aixk X aixkrot g(Z))]

+fl|A<u>|2z ~26V(JAW)?).V g(z) ~ AL(u, u,2)

v al +a
=rotf+ —rotu—2 L a
aq (03]

rotu.Vu + Ll |A(u)|*rot u, (4.10)
aq

z(0) = rot(uy — oy Auy). (4.11)

Rappelons que, par construction de (4.10), u étant solution dans L>(0,7;V;) de (2.3),

(1.9), avec u’ dans L*(0,T; V), alors z = rot(u — a; Au) est solution dans L?*(0,T; L?(Q)?)
de (4.10), (4.11).

4.2 Existence de solution dans L>(0,T; H*(92)?) de ’équation de
transport

On discrétise le probleme (4.10), (4.11) de la méme maniere qu’au Paragraphe 1.6.3, les
fonctions propres w; étant définies par I’équation (I1.6.13). Ainsi, le probleme discrétisé
s’écrit:

Chercher .
Zm(t> = Z Cj,m(t)wja
j=1
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solution, pour 1 < j < m, de

(730 W5) (1), w5) + b (t); 20 (), w5)

b(zm(t);u(t), w;) + (o1 + a2){(V(rot g(z,,(t)).rot u(t)), w;)

(1) X x0t (). w) 23 Bl (0): )
(1), i) — () vt glan(1),w,)}

3o + 209
aq

_b(

4B, AU P (£) ~ 2V (A1) 8an(6) ~ Llu(t) ult), 20 (1), w)

— (rot £(t) + :lrot u(t) - 20‘1;‘” rot u(t).vu(t) + £|A(u(t))|2rot u(t), w;), (4.12)
2, (0) = Py (2(0)). (4.13)

Le probleme (4.12), (4.13) est un systeme de m équations différentielles linéaires d’ordre
un, avec une condition initiale au temps ¢t = 0. Il est du méme type que le systeme (1.6.14),
(1.6.15) et il admet une solution z,,(t), unique et continue sur tout 'intervalle [0, T'].

Le lemme suivant donne trois majorations que nous utiliserons fréquemment.
Lemme 4.1 Soit la matrice A(v) définie par (2.1). Pour tout v dans H3(Q)3,
[AMW) |z @) = AWl @) < 2C1 V|30,
IVAM) @) < 20Vl @),
IV AW)llzac@) < 2631V m2(o.
Démonstration. Ces majorations se déduisent principalement de (a + ) < 2(a® 4 ?) et

de la symétrie de la matrice A(v). Pour la premiere, on utilise aussi (1.2.6) et (1.2.15) et
on obtient

AV [ Z 0y = A Z 0y < 41V V[T (@)
< ACT V150

Pour la seconde majoration, on utilise les mémes arguments. Ainsi
IV AW 70 < 410°VIZ20) + 10°VIZ20) < 4l1VIITsg)-

Utilisant (1.2.16), la troisieme majoration se déduit de la seconde.

A

175



Lemme 4.2  Supposons que u appartienne a L*(0,T;Vs) et que f soit tel que rotf
appartienne a L1 (0, T; HY(Q)3). Alors la solution z,,(t) de (4.12), (4.13) est bornée comme
suit:

vt € [0, 7], 12m(®) ) < e (|Zn(0)l (@) + Cr), (4.14)

ou K et Cr sont deux constantes qui dépendent de T', mais non de m.

Démonstration. Multipliant les deux membres de (4.12) par \;¢;, (), appliquant (1.6.13)
et sommant par rapport a j, on obtient, apres avoir supprimé la variable ¢ pour simplifier
les notations,

1d

v 3aq + 2a
§£I|Zm||%1(g> + Ojlﬂzrn“%p(m +(V(u.Vzy), Vzy,) — ————

o (V(z,.Vu),Vz,)
(2. VU, 2,,)] + (a1 + a2){(V(V(rot g(z,,).rot u)), Vz,,) + (V(rot g(z,,).rot u), z,,)
—O}l(V(zm x rotu), Vz,,) + 2 ;[(V(%g(zm).vx), \ )

0 ou ou 0 ou 0
S8V 20) = (VY ), Vi) = (5 5

—<v<§; x f%rotg@m»,m) - <§; x karotg@m),zm)}}
(AW P2 20n) — 2V (VAW P). V(). Vi)

(Zim), Zm)

4B (VAW Pan). Vo) + -
V(| AW)2).VE(2m): Zn) — (VL 1, 212)), V) — (L, 1, 2), 2]

a1 + Qo

v

= (rotf + —rotu — 2 rotu.Vu + £|A(u)|2rot U, ) () (4.15)
aq aq aq

Nous avons déja majoré les termes de grade 2 et notamment le terme (V(u.Vz,,),V z,,),

qui fait intervenir la dérivée seconde de z,,. Il nous reste les termes spécifiques de grade 3.

Remarquons tout d’abord que
(1AW 2, 2in) = [|[A(W)|20|72() = O-

Ce terme étant positif, nous pouvons le laisser dans le premier membre et, ensuite, le
négliger. De méme

8Alk (11) 8zm

(VOA@2), 2) = AWV ey +2 2 () =50 B 57

Lk,j=1

et, puisque le premier terme du membre de droite est positif, nous avons seulement a
majorer

2 3 (dnw) 2, i) (4.16)

Lk,j=1

Ensuite, considérons les autres termes du membre de gauche de (4.15). Tout d’abord nous
avons les termes,

(VIAW)P)-VE(zn), zm)], [(L(w,,20),20)].
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Montrons qu’il sont majorés par des termes de la forme C'[[u|3sq) |1Zm |72 (q), 02t C dépend

de 01, CQ et C'.
Majoration de |(V(|A(0)]?).Vg(zm), Zm)|.

(V(IAW)*).Ve(2n), zm)| = [b(V(AW)*); g(2n), 2m)|-

D’ou, du Lemme 1.3.5, nous déduisons

(V(IAW)P).Ve(Zn), 2m)| < IV (AW zs0) | VE(Zm) |l 240 120l 220
< 2[| Az @ [[V(A() [ 2@ IV &(Zn) | 242 [ 2m] | 222

Alors (1.2.16), (4.3) et le Lemme 4.1 impliquent

(VA P)- V(2 (1)), 2m(1))] < 8V2C1C5C |[u(®)Frs(oy |z ()| 20y (417)

Majoration de |(L(u,u,z.,), Zy)|.

Développons L(u, u, z,,)

0A,0()) 4

L(u,u,z,) =2 Y [4;)V 2,

1,7,k=1

L 941z

— ))VAij(u) X A () — 9A;(u)

8xk

A (W)V (g(2m) )] (4.18)

Nous avons donc trois termes a majorer. Pour le premier terme, du Lemme 1.3.4 et de
Cauchy-Schwarz, nous déduisons

3 8AZ 1 Z,
ijk 1 k
< Z | A (@) ]| oo () [ Aig (1(Zm ) |20 | A() || oo () -
i,j=1

Alors par Cauchy-Schwarz encore, le Lemme 4.1 et (4.5) donnent

3 8AZ 1 Zpy,
B> [Aij<u)v35§x(k)) % A ()20 < SCC By [7mll iz (4.19)

i.5.k=1

Pour le deuxieme terme, par les mémes arguments, on obtient

3 0A;(1
|y, 2alllen) »VAm( w) x Ay (w2
1,7,k=1 k
3
< OV Ao z PR ol Ay ) e,
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puis
3
0A;(I(

>

i,5,k=1

))VAU( ) x A ()] 20) < 8C3/QCIC/||U||§{3(Q)||zmHL2(Q). (4.20)

xk

Pour le troisieme terme, on a

3 6AZ
| Z ] ‘(U)V(g(zm))kum(m

zyk 1

<y )|1L4 IV (& ))el e Ay () 20
z]k 1

Puis, de (1.2.16) et de Cauchy-Schwarz, on déduit
3 8A,]

>

i,7,k=1 Lk

AWV (8(2))illr20) < C3 1V () || s | A() | =) ||V A(@) |12 0

Alors le Lemme 4.1 et (4.3) impliquent
2 aAU

>

i,5,k=1

z(u)V( (#n))ill20) < 4V2C52CLC iy 12l 2 (4:21)

Considérant (4.18) et rassemblant les inégalités (4.19), (4.20) et (4.21), nous obtenons

(L), w(t), 2u()), 2 (1))] < 8CLC"(2C1+(24+V/2)C5™) [a(t) |33 120n (D) [ 2 (4:22)

Nous allons montrer que les termes restants non positifs du membre de gauche sont
majorés par des expressions du type

C HuIIqu(Q) Zom| 11 (9| Zm 11 ()

ou C dépend de C1, Cy et C”.

. . 3 8Alk(u) 8zm
M tion de |2 A ms .
ajoration de | l,k,zj::l( (1) o, zZ oz, )|

Par Holder et Cauchy-Schwarz, on obtient

3 0A;(u 0Z,
23 (n) 2o, S| < 2 AW 1V A0l e
J

Lkj=1

Puis, du Lemme 4.1 et de (1.2.16), on déduit

2 (An(u(e) 2w, gy FEnld),)

Lkj=1 O Ox;
Ik
< SO ) sy 2 (1) 1 028 1 (1.23)
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Majoration de |(V(V(]A(0)[*).Vg(zm)), V z.m)|-

Développons (V(V(JA(0)]?).Vg(zm)), V Zm).

(V(V(AW)]*).VE(2Zm)), Vzn) =2 Y [b(‘w

ik,l=1

\Y% Alk<u) ; g(zm)7
8Alk(ll) 8Zm

L) ), S2) b )V Ay ), S

Utilisant le Lemme 1.3.5, Cauchy-Schwarz et (1.2.16) , on obtient
(V(V(AW)- V@), V 20)| < 2020|110 [ |V A7) IV 8(Z) | 150
| AW) | 0 (10 A | 200 |V &(200) |22 0) + C5 1V AQW) 11101078 (200) | 1112

Alors le Lemme 4.1 et (4.4) donnent

(V(V(AM)P). V(2 (1)), ¥ 2 (1)
< 8V2CLC" (205" + o) [u(t) s lzan (1) 1) (1) 1. (4.24)

Dans le premier membre, il reste a majorer |(V(L(u, u,z,,)), Vz,)|.

Majoration de |(V(L(u,u,zy)), Vz,,)|.

Nous avons, a partir de (4.8),

D VIV ()5 1)) x A.x(w)

aAi]’(U)

V(L(u,u,z,)) =2

A (W) (8(20))0)] (4.25)

Développons le premier terme du membre de droite de cette égalité:

8 aAz] . GAU(u) 8A2]
o (¥ (A () 5 () x A p(w) = ZZTET T (1(z,) x A ()

0Ay; 0A;;(u) 02A;;
oz, @)V =50 S0, 1)) < Ak()
8A,,k(u)

0" Aj; ((zm))V Ajj(u) X A _j(u) + Aij(u)v(aAij (U(zn))) x B2,

+8xk8xl Oxy,
8Aij 8A,k(u)
G W)V Ay () x = (4.26)

+

X A p(u) + A (u)V(

+

Majorons les six termes issus de ce développement. Les quatre premieres majorations
découleront de Cauchy-Schwarz, de Holder, de (1.2.16), de (1.2.15), du Lemme 1.3.4, du
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Lemme 4.1 et de (4.6). Détaillons la premiere. Les inégalités de Holder, de Cauchy-Schwarz,
(I.2.16) et le Lemme 1.3.4 donnent

> <8"§;€“)v%§j<l<zm>>xA.,k<u>,%Z;>|

ig kd=1
3 0 0%,
oy H HH1 HV(fA(( m)| @) |4,k (u )HL%(Q)H*HL2

k=1

puis, par des procédés analogues a ceux de la démonstration du Lemme 4.1, nous obtenons

> e P, « A,,k<u>,%zg>|

i5.k,l=1
32
<4 /Z<H o)

Enfin, Cauchy-Schwarz, le Lemme 4.1 et (4.6) impliquent

3zm

3
3 A o .
B, 2@ szll\ ax HH A ()| o @)

L e w(ey, 2l
I(ij%: 187/11]( (t)V ag;kA”a( m(t))) X Ak (u(t)), a1, )|
< 8C52CLC" a(t) 330 12 () 212 ) |2 () 1 00 (4.27)

Par les mémes procédés, on obtient

5.9 ) 0z, (1)

03 G AuonO)V o Auu(0) x A s(u), “5 )
< 8 CYO"[u(t) |7 (@) | Zon ()] 1 ()| 2im (1) 111 (2 (4.28)
(% AV (2 A1) x A sfu(t), 220
0,4,k l=1 Y 833149951 " o " Oxy
< 8RO [u(t)]7rs (@)1 Zen () 1 ()| 2 (1) | 11 (2 (4.29)
( 23: LZA"(l(Z )V Aij(u(t)) x A k(u(t)) azm(t))l
i, k= | Oxp0my v Y o T Oy
< 8CY2C1C" () 33 0 1m (1) 2 ) |2 (8) 111 ) (4.30)
Ensuite, pour le cinquieme terme, le Lemme 1.3.4, puis (1.2.16) donnent
3 8AU 814&(11) 8Zm
(3 AT ) < 5 >87,>'
3 3 8/1@ 6zm
<1301 Y As VA oo | 2 oo |52 e
k=1 ij=1 Iy
3 3 8141 8zm
<13 S As@ VO Uam) ey |2 | 2 . (430
k=1 ij=1 Lk Oz
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3
A
Pour majorer || Aij(u)V(aa 2 (H(zm))) | m1(), on utilise 'inégalité (a+b)? < 2(a*+b?),
i,j=1 Tk
ce qui donne
3 8 3 aAl aAZ )
| Zz:l Aij(u)v(@Aij(l(Zm |H1 zz: I Zl a;q 835/: (l(zm)))HLg(Q)
1,7 i,

HI Y Ay o U)o

,j=1

Alors Cauchy-Schwarz, (1.2.16) et le Lemme 1.4.1 impliquent

I3 Ayl V(G2 0z i < A~ o)A 2D
AT AW @l ACSZD) By + 14 [ VAT o)

N(zy) 8l(zm) ol(zn)
§16||u||§l3(9)(012|07%|§{2(9 + 2035|330y + 2C5 B2, |H3())-
De la
5 0A;;
I3 Au@) V(L 0m) ey < 4VE(C+ € fulln| T
ij=1
Substituant cette derniere inégalité dans (4.31), on obtient
3 0 0 0z,
A; Ai;(1 —A —-—
03 AV G Aylm)) > 5 A (), 5
3 0 0z,,
<4V2C2(C1+ G5 ul e P ||H o)l 5, A @l 5 e
Enfin Cauchy-Schwarz, le Lemme 4.1 et (4.6) donnent
3 0A;; 0A r(u(t)) 0zm(t)
A (u(t Y (1(z,, (t ,
(3 A0 V(g2 Uen()) x 25D, S
< 8V2CYA(Cr + C)C" [ (t) s 2 (8) 1 ) (D)
Par les mémes procédés, on obtient
20 0 0z, (1)
A A A,
(3 gy Aulllam(®)T Ag(ui0) x g0 Autu), “5 )
< 8205 (Cy + C3)C[a(®) 353 ) |2 (D] 2120 2 () | 10
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Finalement, des majorations (4.27)-(4.30, (4.32) et (4.33), on déduit

Z V(Y (A3 ()5 AU ()  A.4(0(0)). ¥ (1)
< 16VECh + OO alt) sy O 0 (1.39)

Passons au deuxieme terme de (4.25), que nous développons:

aaxl af;;iu) Aii(0)V (g(zm))x) = %f_;gtt)flij (W)V (g(Zm))x
PO s 20 ot

Majorons le premier terme issu de ce développement. Grace a Holder et Cauchy-Schwarz,
nous obtenons

3 aAU w Oz,
|3 gy Ao (el 52)

< A 2 @[V A()| 1@ IV & (2 )l L= ()| 2 110

Alors (1.2.15), le Lemme 4.1 et (4.4) impliquent

’L

WAij (u(t)V (g(Zm (1)), 6Z(.3W;Et))|

<y 2 C2C" | a(0)| s ) o () 1760 [ (1) 11 ) (435)

M

=1

De méme, avec en plus (1.2.16), nous obtenons

23: 8AZ] ) (9A”(u)
8.1'k 81;1

’lel

0z,,
V(g(zm))k,%lﬂ < PNV AQ) | o) IV 8(Z0) |2 (02 111

Alors (1.2.15), le Lemme 4.1 et (4.4) impliquent

| Z <8axkf4ij(u(t))aaxlz4ij(u<t>>v(g(Zm(t)))k’azan;gt)ﬂ

1,9,k =1

< V2 G120 ) sy (1) 13y () 3 ) (4.36)

Enfin, de nouveau grace a Holder, Cauchy-Schwarz et (1.2.16), nous obtenons

3 aAU w ) Oz
z' V— m y
Y (LAY o e )
<Gy Z A5 (W)l 2o ) [ 0°8(20m) || 1.0) [V Ay (W)l 111 (52) |20 | 110
7,7=1
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Alors Cauchy-Schwarz, le Lemme 4.1 et (4.4) impliquent

’%l: (WAU( ())Vaaxl( (z <t)))k7aZé;§t>)’
<26, 3/20,/||u(t)||§{3(9)”Zm(t)”Hl(Q)|Zm(t)|H1(Q). (4.37)

Rassemblant les majorations (4.35)-(4.37), on déduit

3 (v A 4 ) (g ()0, V 2 (D)

i,5,k=1 637
< 4V2C1(Cy + 265%)C" [ (t) 330 12 () 212 2|2 () 1 00 - (4.38)

Finalement (4.25), (4.34) et (4.38) donnent

[(V(L(u(t),u(t),zm(t))), V zm(t))|
< 8V2(C1(Cy +2C5"%) + 4(Cy + OO ()35 120 ()| 111 (0|20 (8) [ 111 52) - (4.39)

Considérons maintenant le membre de droite de (4.15). Il reste a majorer le terme
spécifique de grade 3, c’est-a-dire

|(JA(u)[’rot u, zm) g1 ()|
Décomposons ce terme. Tout d’abord, grace a Holder,
() rot w,z,)] < 1AW o= lrot ulleqe 1z 20.
De la, le Lemme 1.3.3 et le Lemme 4.1 impliquent

[(JACu(®) Prot u(t), 2, ()| < 4v2 CF[[u(t) 70y () 1 (@) 1200 (1) | 220 - (4.40)

Enfin, nous avons

ou. 0z,

3 0A;;(u) 0z, )
81‘1 81’1

rotu, —)+(|A(u)|*rot(—

A(u)|*rot =
(V(|A(u)|°’rotu),V z,,) o, o

l:l 1,Jj= 1
Pour le premier terme, de Holder et de Cauchy-Schwarz, on déduit

: 9A;j(u) 3
| D (Ay(a) e, TOTW )\ < [[A()[| o=@ [V A() [ L2(0) [[rot ul| Lo () | Zm] r1.0)
igi=1

De la, (I1.2.15), le Lemme 1.3.3 et le Lemme 4.1 donnent

3 0A;;(u) 0z,
| D (Ay(w) aiﬁz rot u, 87:101)' < 4V2C |0 Fps (g [l 2 (@) Zn | 1110 (4.41)
i1
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De méme, pour le deuxieme terme,

3 8u 0z,
| >_(JA(u) *rot a:c,> )\ < AL (0 [rot ul 1) 2] )
=1
puis
3 ou. 0z,

|Z |A(u)[*rot( 81:1) )\ < 4V2CF||ull3s o [0l 2 () 2 1110 (4.42)

Alors, de (4.41) et (4.42) on déduit
(V(IAM(®)Prot u(t), V 2, (1))] < 12v2 CF|u(®) 3 o) [a(t) 1202 ()| 1) (4.43)

Rassemblant alors, d’une part les majorations (1.6.18)-(1.6.30), dans lesquelles on a
remplacé C' et C” par, respectivement, v/2C" et v/2C”, et d’autre part les majorations
(4.17), (4.22), (4.23), (4.24), (4.39), (4.40) et (4.43) et les substituant dans (4.15), nous
obtenons L d

thHZm( W) + ;HZM(t)H%{l(Q) + E(H|A(u(t))|zm(t)||%2(m
HAQEN Y 2 (8) | T20)) < ()| 3 (@) 20 () 17200y (D1 + Dsl[u(t) || s e)
)] 3 ) |12 (&) | 111 @) [|Zm () | 211 () (D2 + Dallu(®) || z30)) + [|Zm () || 710 ([[rot £(2) || 1)

4
LBl + 100 100 L (L o + 0103 1230 ),

avec

Dy = (1+ 2o + an(— +2(1+f)o’))01+4\/’ya1+a2|c’c3/2,

2C) + (2 + v2)05"”

03]

Dy =201 + CY? + |y + as| +4(1+ 2V2)(Cy + C3) e,

Dy = 88C1 (20, + (2 + 3v2)CY )

et
C,Ca?

(651

Dy = 85( + [3V2CL(Cy + 2C3%) + 4v2(Cy + CEP) 7).

Utilisant la majoration

120 (0)] () 12 (D) 0y < 5 (|2 (O a0y + 12 (D) 1))

N)\»—l

et simplifiant par ||z, (t)| g1(q), nous déduisons

d

g 12Ol ey < (Ko + Kalla(®)[[m2@) a2 @) 12m ()] (@) + rot £ @)

v 42
+071\/§||11( M3 @) + 701(|041 + | + 38 Chl[u(t) || s () I (t) |75
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D,

D, D
avec Ky = max(Dy, — 5 2) + 5 et Ky = max(D3, — .

Dy
. 5+ 5 (4.44)

D’ou (4.14) suit, avec
Kr= (K + KQHUHLOO(O,T;H3(9)3))HUHLOO(O,T;Hiﬂ(Q)if)
et

V2v

CT = ||r0t f||L1(O,T;H1( )3 —+ T||u||Loo(0TH3(Q)3)[

LAv2

C’l(|a1 + CY2| + 36 4 ||u||Loo (0,T;H3( )3))||u||Loo(0,T;H3(Q)3)].
A

11 découle de (4.14) que la suite {z,,} est uniformément bornée par rapport a m dans
L>(0,T; H'(2)?). De 1, il existe une fonction z dans L*>(0,T; H'(Q)?) et une sous-suite
de {z,,}, encore notée {z,,}, telles que

lim z, =z faible* dans L>(0,7T; H'(Q)?).

m—00

Comme dans le Paragraphe 1.6.3, puisque le probleme est linéaire, nous pouvons passer
a la limite dans (4.12), (4.13) et montrer que z satisfait (4.10), (4.11). Nous avons donc
prouvé le théoreme suivant.

Théoreme 4.3 SuppOSOns que 2 soit un ouvert de IR®, borné et simplement conneze, avec
une fronticre I' = U [; (T; connexe) de classe C*'. Siu est donné dans L>(0,T; V),

uy dans H*(2)? N V et £ tel que rotf appartienne a L'(0,T; HY(Q)3), alors le probléme
(4.10), (4.11) a au moins une solution z dans L>(0,T; HI(Q) ).

Remarque 4.4 Comme pour les fluides de grade 2, voir Paragraphe 1.7, les arguments
utilisés dans la démonstration du Théoreme 4.3 peuvent étre généralisés a un quelconque
m > 1. SiT est de classe C™ 1 siu est donné dans L>=(0,T; VoV H™2(Q)3), uy dans
H™3(Q)3NV et f tel que rot £ appartienne a L'(0,T; H™(Q)3), alors le probléeme (4.10),
(4.11) a au moins une solution z dans L>=(0,T; H™(2)?).

4.3 Unicité de la solution dans L?(0,7T;L?*(Q2)?) de I’équation de
transport
Soient z; et zo deux solutions de (4.10), (4.11). Posons ¢ = z; — zy. Alors ¢ satisfait

2
8C+ C—f- VC—3a1+ Q9
ot e%]

Lcxrotu +22 Og(¢) G Ou _ Ou _0g(¢) Ou  orotg(()

¢.Vu+ (ag + az){V(rot g(¢).rot u)

+ﬁ(;1|A(u)IQC —2V([A(w)[*).Vg() ~ L(u,u,¢) =0,  (4.45)
¢(0) = 0. (4.46)
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De fagon analogue au Paragraphe 1.6.4, le probleme (4.45), (4.46) a la formulation
variationnelle équivalente:

Chercher ¢ dans L*(0,T; L*()3), solution de

Vo € L*(0,T; H'(Q)?) avec ¢’ € L*(0,T; L*(Q)3) et ¢(T) =

[ 166080 - Lo +u(0).99(0) + (h(w. 0. @) de 0. (447
h(u,¢) = WC.VU — (a1 + a2){V(rot g(¢).rot u) — Oi(( X rot u)
8u Ju _0g(¢) Ou Orot g(()
+QZ ka a.fb'k B 8xkv 8wk B 6xk x 8:ck ]}

B ARG - 29 (AW T g(6) - Liwu Q) (149
sans terme a t =0et t =T, car (0) =0 et ¢p(T) =

Comme au Paragraphe 1.6.4, pour tout g dans L?(0,T; H*(2)3), soit ¢ I'unique solu-
tion dans L?(0,T; H'(2)3) avec ¢’ dans L%(0,T; L*(2)?) et ¢(T) = 0 du probleme

(1) - ;d’(” +u(t).Ve(t) = u(t). (4.49)

Nous posons de nouveau
¢ =F(p). (4.50)
Du Lemme 1.6.9, on déduit
V[J/ S L2(O, T, Hl (Q)g), ||F([J,) ||L2(O,T;L2(Q)3) S 2T||M”L2(O,T;L2(Q)3)' (451)

On démontre un lemme analogue au Lemme 1.6.11

Lemme 4.5 Soient ¢ élément de L*(0,T; L*(Q2)%), u donné dans L>=(0,T;Vs) et h défini
par (4.48). Alors h(u,¢) appartient a L*(0,T; L*(Q)3) et

Ih(w, Ol 20,:22%) < Clan)|ullzeo,mv5) (D" + D"Clan)|[al| <0, 1€ | 22 0,7 £202))

(4.52)
ou 2 N \/_ / /
= |y + as[( FA(VZ + 1)C)C VI CCEH + O (4.53)
et
D" =43 01(01 +2(20 + (24 3v2)C3H)C). (4.54)
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Démonstration. Le calcul de D’ correspond au calcul de D dans le Lemme 1.6.11, avec
C’ remplacée par v/2C'. Ensuite, du Lemme 4.1, on déduit

APl 2z < 4CF(C(en))*ullzoe o rsy 1€ 20 iz (%) (4.55)

Pour les deux termes restants de h, on utilise les mémes procédés que pour établir les
majorations (4.17) et (4.22). Ainsi,

IV (AW 2.V g(¢) [l 20220y < 8V2C1C52C"(Clan))P Il o 0 vy €l 20,7522
(4.56)
et

L)) < SOV DG Clen) Pl Wl
4.57

Le calcul de D" résulte de (4.55), (4.56) et (4.57).

A

Le lemme suivant prouve l'unicité dans L?(0,T; L?*(Q)3) de la solution du probléme
(4.10), (4.11).

Lemme 4.6 Soient I' de classe C*! et u donné dans L°>°(0,T;V,). Alors l'unique solution
¢ de (4.45), (4.46) dans L*(0,T; L*(2)3) est ¢ =0

Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Lemme 1.6.12. Par densité, il
existe une suite {p,, } avec p,, € D(]0, T[xQ)? telle que

hm ||l’l’n — C||L2(O,T;L2(Q)3) = O (458)

n—oo

Nous posons
¢, =F(p,), (4.59)

ou F est défini par (4.50). En prenant ¢ = ¢,, dans (4.47), nous obtenons

[ 160 60— Z-6,(0) + u(t).¥, (1) + (h(u.C) (1) 6, (0)] i =0,

Avec (4.49) et (4.59), cela devient

/OT[(C(t), 1, (1) + (h(u, C)(1), F(p,,)(t))] dt = 0. (4.60)

Etant donné (4.58) et (4.51), F(u,,) est borné dans l'espace L2(0,T; L*()3). D’ou, il existe
une fonction ¥ dans L*(0,T; L*(2)?3) et une sous-suite de {F(g,,)}, encore notée {F(u,,)},

telles que
lim F(u,) =1 faiblement dans L*(0,T; L*(2)%).

n—oo

Comme dans le Paragraphe 1.6.4, on obtient
%0l 20,0223 < 2T[Cl 20,7522 (02)3) (4.61)
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puis le passage a la limite dans (4.60) donne

T
[ TICOIEz@ + (b, ) (1), ()] de = 0.
Alors de (4.61) et du Lemme 4.5, nous déduisons que

€11 20,0203 (1 = 2T C(on) |[ul| Lo (0,3v5) (D' + D" Clan)||ul| e 0,7515))) < 0. (4.62)

Nous posons
B 1
4 C(ar)|ullpeomv5) (D" + D" Clen)[[al| z(0,7572))

ou D' et D" dépendent de ay, aq, Cp, Cy et C’, mais non de T' (cf. (4.53) et (4.54)). Si
T* > T, (4.62) donne

T*

¢(t) = 0 pour tout ¢t dans [0, 7.

Si T* < T, il existe p € IN* tel que (p — 1)T* < T < pT*. On remplace successivement
[0,T] par [(k— 1)T*,kT*] pour k = 1,..., p— 1 dans (4.47) et on utilise (4.49), (4.50) ,
(4.51) et le Lemme 4.5; nous obtenons successivement pour k = 1,..., p — 1 des relations
analogues a (4.62):

%2((k—1)T*,kT*;L2(Q)3) - * 1 Lo ((k—1)T*,kT*;Vz2)
i< 1— 27" Can) Jul
(D' + D"C(cn)||ul| oo ((h—1y7 7+:v3))] < 0.

Comme ||| oo ((k—1y7 k7+:v5) < |0 L0 (0,751), NOUS avons

DN | —

[ = 27" Clan)l[ull e (rryre presv) (D" + D" Clan) [l o g1y presva) )] =
D’ou
¢(t) =0 pour tout ¢ dans [(k — 1)T*,kT*], pour k =1,...,p— 1, soit
¢(t) =0 pour tout ¢ dans [0, (p — 1)T™].
Finalement, le méme argument sur U'intervalle restant [(p — 1)T™*, T donne
¢(t) =0 pour tout ¢ dans [0, 7.
A

4.4 Conclusion

Le probleme (4.10), (4.11) a une solution z dans L>(0,T; H'(Q)?) (cf. Paragraphe
4.2) et une solution rot(u — a;Au) dans L*(0,T; L*(Q2)?) (cf. Paragraphe 4.1). Dans le
Paragraphe 4.3, nous prouvons que ce probléme n’a qu'une solution dans L?(0,T; L?(0)3).
Donc z = rot(u—a;Au) appartient a L>=(0,T; H'(2)3) et, étant donné la Remarque 1.2.3,
cela implique que u appartient a L>°(0,7; H*(Q)3). Nous avons démontré le théoreme
suivant.
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Théoréme 4.7 Supposons que ) soit un ouvert de IR®, borné et simplement connexe, avec

p
une frontiere ' = U T'; (I'; connexe). Supposons que la solution u du probléme (1.6)-(1.10)
i=0

appartienne a L>(0,T;V3). Si T est de classe C>! et si les données ont la régularité:
w € HY(Q)?* NV, f € LY0,T; HY(Q)*) , rotf € L*(0,T; H'(Q)?) , (4.63)
alors w appartient a L>(0,T; H*(Q)?).

Suivant la Remarque 4.4, I'énoncé du Théoreme 4.7 peut étre généralisé par induction
a tout m > 1 pour donner le résultat suivant. Soit I' de classe C™*?!. Supposons que
la solution u du probléeme (1.6)-(1.10) appartienne a L>(0,7;V3). Si ug est donné dans
H™3(Q)3NV et £ dans L'(0,T; H™(Q)3) avec rot f dans L'(0,7; H™()?), alors u ap-
partient a L>(0,T; H™3(Q)?). La démonstration est analogue a celle faite au Paragraphe
1.7 pour les fluides de grade 2. Ainsi, on prend encore pour base les fonctions propres du
probleme

vv e H™(Q), (W), V))m = Xj(W;, V),

ott ((-,.))m représente le produit scalaire de H™()3.
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Chapitre VI

Fluide de grade trois avec
(2 non simplement connexe

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser des définitions et résultats des Chapitres I et IV.
On suppose que € est un domaine borné de IR?, dont la frontiere I' est de classe C?!.
Rappelons (cf. Paragraphe I1.1) le résultat suivant:

Yv € HAQP NV, [[v]m2@ < Ci(an)||P(v — a1AV)|| 120y, (1.1)

ou P est I'opérateur de projection de Helmholtz.
Rappelons (cf. Paragraphe I1.1 et 11.2) la définition suivante:

Vo = {v e VN H*(Q)®rot(v — a;Av) € L*(Q)*} (1.2)

et le résultat suivant: 1'espace V; est inclus dans H3(2)? et il existe une constante C'(a;)
telle que

W € Vi, Vil < Calon)lI¥ e, (1.3)

ou la norme dans V3 est définie par (11.2.2).
On considere de nouveau le probleme (V.1.6)-(V.1.10). Le systeme d’équations a
résoudre est donc celui du chapitre précédent et I’étude sera conduite selon le méme plan.

2 Estimations a prior: et unicité

On définit le produit scalaire dans V', ainsi que la norme, comme aux Paragraphes 1.3
et 1.5. La formulation variationnelle équivalente du probleme est celle du Paragraphe V.2,
c’est-a-dire:

Pour f donné dans L?(0, T'; H(rot; ) N L>°(0,T; (L*(£2))?) et ug donné dans Vs, chercher
u dans L>=(0,T;Vs) avec u’ dans L?(0,T;V), tel que
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VeV (W, v)y +v(Vu,Vv) + (rot(u — (201 + az)Au) x u,v)
+(a1 + a2)[(V(u.Vu), Vv) + 2b(u; Au, v)] + §(|A(u)|2A(u), A(v)) = (f,v) (2.1)

avec la condition initiale (V.1.9).

Nous démontrons un lemme analogue au Lemme V.2.2.

Lemme 2.1 Supposons que le probléme (2.1), (V.1.9) ait une solution u dans C°(0,T; V3)
avec 0’ dans L>(0,T;V'). Posons

v 6
K= ——— Ky=—|a; + as|C1Cy(ay).
1 2(P? + ) 2 a1| 1 2|C1C2 ()
Alors cette solution satisfait les inégalités suivantes pour tout t dans [0,T):
2

_ Pt ks
(@)} < gl + - [ E(s) g ds

Y ¢
—K2/ e f ’(le — [lu(s)llva)llu(s)[f3 ds, (2.2)
0 2

t
[ 1A oy ds < G0l + 2 [ 166) oy )

Ky ot 2
5 ), (E = [lu(s)[lvz)[[a(s)ly ds). (2.3)

Démonstration. Les arguments sont les mémes que pour le Lemme V.2.2, il suffit de
substituer Cy(aq) a C(a).
A

Pour majorer ||u(t)||y;,, nous utiliserons, en plus de I’ équation de transport (V.2.16),
I’équation suivante, qui est déduite en projetant 1’équation (V.1.6) a I'aide de I'opérateur
P de projection de Helmholtz (pour simplifier les notations, la variable ¢ a été omise):

;P(u — a;Au) + 1P(u — a;Au) + P(rot(u — (204 + ag)Au) X u)
+(a1 + az) P(=A(uw.Vu) + 2u.V(Au)) — 8 P(div(JA(u)|*A(n))) = P(f) + Ly (2.4)

Qg
Comme nous 'avons vu dans la démonstration du Théoreme 11.2.2, cette équation est une
égalité dans L>(0,T; L*(Q)?).

Théoreme 2.2 Supposons, en plus des hypotheses du Lemme 2.1, que u appartienne a
L*(0,T; HY(Q)?). Alors y(t) = [[u(t)||3, satisfait l'inégalité différentielle dans [0,T):

- P2t ks
Y1) < Kale ™ uollf + = [ e O E(5) 22 ds)

2011 9 v

IR oy — Clon, 02, B) o s = w(E)y(0)

oz A ey Kl [ RO i) ds (25)
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o

C(ay, as, B) = min(2 Dy, Dy) + %(min@ Dy, Ds))? (2.6)

avec

Dy = 2(1+ (V6 + 2(1 4+ 2v/3))| a1 + a2|Ca(a1))C1Ch (ay),
D2 = 20102(0&1) + 2|Oél + OZ2|(OQ(OZ1)> [(\/_ + 2(\/_+ \/_))Cl + (\/—+ 2\/_)03/2],

Dy = B(84+ VB)CECala) + L1 (00))C (o) Cafa)

et
Dy = 16BC1((3v2 + 2)C5% 4+ 201 ) (Caen))?,
ou ) 2
14

et Ky, Ky sont définies dans le Lemme 2.1.

Démonstration. Pour simplifier, posons z = w — a;Aw. Prendre le produit scalaire de
(V.2.16) avec z donne

1d

S dl HZHLz(Q) +— o HZHQL?(Q) —b(z;u,2) + (0q + a2){-b(Au;w, z)
8(.0 8u e 8u 8w
+(Vur x VAuy, z)]} — 5{2( (|A)[*).Vw,2) + (B(u),2)}

AWl = (rot(f + 2w, z) + LA (w)Protu, ). )

+b(w; Au, z —|—2z

De méme, posons w = P(u— «;Au). Multipliant scalairement (2.4) par w, nous obtenons

1d v
S AIwllZa) + OZHWH%Q@ + (P(rot(u — (2a1 + az)Au) x u),w)

+2(a1 + ) (P(u.V(Au)),w) — (a1 + a2)(P(A(u.Vu)), w)
—B(P(div(|A(w)[*Aw)), w) = (P(f) + :111, w). (2.9)

Puis I'addition des équations (2.8) et (2.9) donne

1d
il -l + (Plrot(u — (20 +02)Aw) x w), w)

—b(z;u,2) + (g + a2){—b(Au;w, z) + b(w; Au, z)
3
Z 8w 6?u Z) - 87u; ow

+2(P(u.V(A )) w) — (P(A(u.Vu)),w)} — (P(div(|A(u)|*A(u))), w)
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—A{2(V([A)[*). Vw, z) + (B(u), 2)} + OiH!A(U)\ZH%z(m

v

— (P(f) + Lu, w) + (rot(f + Zu) + £|A(u)|2rot u,z).

(631 (631

(2.10)

Beaucoup de termes de cette égalité ont déja été majorés en valeur absolue dans le Para-
graphe I1.2. 1l reste a majorer des termes de grade 3. Par des procédés analogues a
ceux utilisés pour démontrer les inégalités (V.2.21)-(V.2.23), Cy(a) remplagant C'(av), on

obtient

(VAP Ve (1), 2(1))] < 8V2C1C3"(Caln)) ()| 2oy ()1,

ZV &Ek u(t)*) x A x(u(t)), z(t))|

< 16C1(Cy + C5*)(Caln))*[12(8) | 2oy ()13,

3
Z:: axk ))") Ve (t), z(t))]
< 8\/_0103/2(02(041)) 12 ()| 22 [l (E)[[7
Enfin, dans le premier membre, il reste a majorer
|(P(div(|A(u)]*A(w))), w)|.
De (V.2.13), on déduit
[P (div(JA()*A()) [ r2) < [[A@)[*Au] 2
3
0
Y2 5 (AW ) Ak (W)l 220
b—1 al‘k
D’une part, grace au Lemme 1.3.3, on obtient
1A Aul|20) < VB[ AW ]| o )] 2.

Alors le Lemme V.4.1, (1.1) et (1.3) impliquent

A2 Aul| 2y < 4VBCEC1(a1)(Ca(an))? Wl 2oy [l

D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

A()

I3 AP s = 13 (3 gl ) 2ax

=1 k,i,j=1

AA@)P][Zoe @ [ A W) 72 -
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Alors I'inégalité |A(u)|g1) < 2|ulpz), le Lemme V.4.1 et les majorations (1.1), (1.3)
impliquent

13 5o (AP o) < 16CEC o) Colan)Fiwlialluli, (216

Finalement (2.14), (2.15) et (2.16) donnent

|(P(div(|Au(t)[A(u(t))), w(t))]
< 44+ V3)CTC1 () (Cola) P [w(t) |20y () I3, (2.17)

Pour le second membre de (2.10), rappelons les majorations (voir la démonstration du
Théoreme V.2.4)

|(rot £(2),2(t))| < %IlrOt £(t)1Z2() + 7||Z( M Zz )

|(rot u(t),z(t))| < [[rot u(t)|7:(q) + ZIIZ(t)Hiz(m’

1
[([A(u(®)Prot u(t), 2(1)) < ZII[A(u(®)|rot u(t)|[72(q) + [ [A(u(®)|2()[Z2(q)-
Ensuite, nous utilisons les deux majorations suivantes:
a v
(P(£(t)), w(t))] < fl!f(t)!\iz(m + EHW@)H%W
et 1
[(u(®), W) < a2z + WOz

Enfin, remplagant C'(a;) par Ca(aq), remarquant que [V ul[g gy < l[ullFzgyllullFs @) et
utilisant (1.1) et (1.3), on a une majoration analogue a (V.2.26):

CQ(O[l)

HAu(t))[rot u(t)|72(q) < HA@E)][75(0)
+a105’(01(a1))202(a1)|!W( M zz @) la @)

Utilisant ces majorations pour le second membre, les majorations (I1.2.12)-(11.2.20) pour
les termes de grade 2 et les majorations (2.11)-(2.13) et (2.17) pour les termes spécifiques
de grade 3, on obtient

v 201 2v
a\lu(t)llzvz + OleU(t)llvz < —|f( M rot) + a*lHu(t)H?{(mt;m
+D1|[w (1) [ 220 [0 (®)llv, + Dallz(t) |2 [u(®) I, + Dsllw(t)] 72 ()17
BCz(ozl)
+Dall2(t) 2@ @)y, + — 5= A@O) 20, (2.18)

ou Di, Dy, D3 et Dy sont définies dans le Théoreme 2.2. Posons
z = |[w(t)|r2@) et y = [|2(t)| 220)
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En utilisant les majorations (I11.2.22) et (I1.2.23), on obtient

Dy w(t)[IZ2(0) + Dallz(t)llz2yl[u(t) vy < min(2 Dy, Do)|u(t)]f,

et
Ds|lw(t)[|72() + Dallz(t) || L2y [u(®)[lv, < min(2 Dy, Dy)|Ju(t)|3,.

Substituant ces maJoratlons dans (2.18), remarquant que

[0 (@)l rots) < max(1,\/2/aq)llu(t)]lv,

et posant
y(t) = )],

on a, avec la constante K3 définie par (2.7),

)+ 20 < 22O o + Kol
min(2 D1, D2)y(t)ol0) + min(2 D, DY(w(6))* + “ G [0 40

1
Comme dans le Paragraphe V.2, de I'inégalité \/y < ey + 0, appliquée avec

0 v t y(t)
= e
2041 m1n(2 Dl, DQ) Y ’

on déduit, utilisant la notation (2.6) qui définit C'(ay, e, ),

20[1
y'() < —lE O zone) + Kslu@lly

[3’6;2(;11) A @) = Clan, a2 8) (5 o = (D)

et (2.5) suit en substituant (2.2) dans cette inégalité.
A

Comme dans le cas {2 simplement connexe, nous ne pourrons prouver l’existence globale
en temps que si nous montrons que u(t) est uniformément borné en temps dans V5.

Lemme 2.3 Soit f appartenant o L*(IR*; H(rot;Q)). Si les données satisfont

20{2[(3 + Cg(Oél)Kl P2 2011 [
ol + = ol IRy ) + 5 [ o
. v K3

< —5 2.19
o <2a10(a1,a2,6)’ K%) | 219
ot C(av, g, ) est définie par (2.6), K3 par (2.7) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme
2.1, alors toute solution continue de (2.5), avec la valeur de départ y(0) = |luo|l5,, satisfait

v K?

vt >0, 0<y(t) < mi — . 2.20

>0, 0<u(t) —mlI‘(zalo(al,ag,ﬂ)’KQ) 220
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Démonstration. La démonstration est presque identique a celle du Lemme V.2.5, K3 et

4y
Cs(a) remplagant — et C'(a1). On intégre (2.5) de 0 a t en utilisant le Lemme 1.3.7 et
af
on substitue la majoration (2.3). Cela donne

20[%[(3 + CQ(OZl)Kl
202 K

y(t) < y(0) + (uoll + 2 [ 18(6) a0y )

v

2a1 / I1£(5) 171 rot:y ds — C 1, az, B) /Ot (2&1(;(0417&2,5) — y(s)) y(s)ds
K [ (G = VIO ORI + 720 = ).

On définit M par (V.2.29) et a(s,t) par

K2 C (Oél) &
Tty R g 0

Le reste de la démonstration s’effectue de la méme maniere que celle du Lemme V.2.5.

A

a(s,t) = C(ay, aa, B)y(s) + — e Kilt=9))](2.21)

Nous concluons ce paragraphe en prouvant I'unicité de la solution globale du probleme
(2.1), (V.1.9), si elle existe. La démonstration est pratiquement identique a celle du cas
) simplement connexe, Paragraphe V.2. Tout d’abord, on démontre le Lemme V.2.7 de
maniere identique et si u; et uy sont deux solutions de (2.1), leur différence u = u; — uy
vérifie I'équation (V.2.34). Ensuite la démonstration du Théoréeme V.2.8 est quasiment
identique a celle du cas Q simplement connexe, il suffit, substituant Cy(ca;) a C(ay), de
remplacer les constantes ¢ (7T'), c2(T) et c3(T") du Paragraphe V.2 par les constantes ¢;(7T),
c2(T) et c3(T) du Paragraphe I1.2. Puis la monotonie de K nous ramene a l'inéquation

ci(T) + co(T) + c5(T)

d 2 2
_ < .
dt”u(t)Hv <2 o ||u(t)||v

Alors I'inégalité de Gronwall et le fait que u(0) = 0 impliquent que u(t) = 0, pour tout ¢
dans [0, 7.

3 Existence de solution

Dans ce paragraphe, nous supposons que € est un domaine borné de IR?, avec une
frontiere I' de classe C*! et que f appartient & L?(IR*; H(rot;Q)) N L>=(IR*; L%(Q)3).

La solution du probleme (2.1), (V.1.9) est construite au moyen d’une discrétisation de
Galerkin. On utilise la suite de fonctions propres {w,} de V5, définie dans le Paragraphe
I1.3 par (I.3.2). Le probleme approché du probleme (2.1), (V.1.9) s’écrit sous la méme
forme que dans le cas {2 simplement connexe, soit:
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Chercher

solution, pour 1 < 5 < m, de

(u,(t), w;)y + v(Vu,(t), Vw;) + (rot(u,(t) — (201 + a2)Au,(t)) X w,(t), w;)
+(ar + a2){b(un(t); Awj, un (b)) + 2b(un(t); Auy(t), w;)}
+5 (A () PA(n (1), A(w;)) = (£(t), w;), (3.1)
u,,(0) = Pp,(up). (3.2)

CTReR

De méme qu’au Paragraphe V.3, ce systeme a une solution u,,, unique et continue sur
[0,77*] avec u, dans L*(0,7), pour un nombre 7 > 0. Nous nous proposons de
démontrer que u,,(t) satisfait 'estimation a priori du paragraphe précédent.

En multipliant les deux membres de (3.1) par ¢;,,(t) et en sommant par rapport a j,
nous obtenons sur [0, 75| 'égalité:

= Ol + POl ey + 5 1AM 0] )
+3(aq + ag)b(u,,(t); Au,, (), un(t)) = (£(2), wn(t)). (3.3)

Alors la démonstration du Lemme 2.1 s’applique a u,, sans modification et fournit le
résultat suivant.

Lemme 3.1 La solution u,, du probléeme (3.1), (3.2) satisfait les inégalités suivantes pour
tout t dans [0, ]:

P2 ot
(@)1 < e an(O)F + = [ e £(5)]F2(q) ds

N ¢
1% [ eI () ) ()] ds, (34)
0 2

[ A (6D ey ds < 5anO)F + P [ ) ey o)

% fau%@mmm@mm, (3.5)

ou K1 et Ky sont définies dans le Lemme 2.1.

On définit la fonction F par (V.3.7), c’est-a-dire comme au Paragraphe V.3. Pour tout
t, la solution de Stokes v,,(t) dans V' est encore définie par (V.3.8). Comme au Paragraphe
V.3, on montre que F(u,,(t)) appartient & H*(Q2)3, puis, comme au Paragraphe IL.3, il
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s’ensuit que v,,(t) appartient a V5. Grace a la base spéciale et a (V.3.8), on déduit, pour
tout 1 < 57 < m, I'équation discrétisée

(0, (8), Wi)vs + (Vi (£), W)y, = 0. (3.6)
Le théoreme suivant est ’analogue du Théoreme 2.2.

Théoreme 3.2 Soit Q un domaine borné de IR®, de frontiére T' de classe C*'. On suppose
que f est dans L*(IR™; H(rot; Q) N L (IR"; L*()?). Alors y(t) = |lun(t)||}, satisfait
Uinégalité différentielle dans [0, T ]:
- P2 [t ks
V() < Kale ™ un(O)} +— [ e FIE(S)[Fa0 ds)

2
I vony — Clon 02, ) g 5 — w0

5022< >H ’A( ( ))‘ ”%4( K3K2/ —Ki(t— S)(g; y<3) )HUM(S)H%/CZS’ (37)

ot C(a, e, B) est définie par (2.6), K3 par (2.7) et Ky, Ky sont définies dans le Lemme
2.1.

Démonstration. En multipliant les deux membres de (3.6) par ¢;,,(t) et en sommant sur
J, nous obtenons

()1 + (Vi (), (1) )y = 0.
Poser (1) = 10t (1), 1) = (1) — 1 Bm(0), Winlt) = Plun(8) — (1) et

utiliser le fait que

rot(v,,(t) — a1 Av,,(t)) = rot(F(u,,(t)) — £(t))
et
Pin(t) — arAvi(t)) = P(F(un (1)) — £(1)),
donnent
—Nan @7, + (ot F(w(t)), 20 () + (P(F (0 (t))), Win(t))
= (rot f(t),z,(t)) + (P(f(t)), wm(t)). (3.8)

En développant rot F(u,,(t)) avec (1.5.11) et le Lemme V.2.3, en utilisant la linéarité de
P et en supprimant la variable ¢, pour simplifier les notations, on obtient

1d
5 il + o, + (Plrot(u, — (2o + a2)Au,) x u,). w,,)

—b(Zm, Uy, Zm) + (al + (1/2){_()<Aum7 W, Zm) + b(‘*’m; Aum; Zm)

8wm 8um ou,, 0w,
+2 Z 8xk m) N b<87xk’ 8xk ’Zm) + (vumk X VAumk, Zm)]

+2(P(um.VAum), W) — (P(A(um.Vum)),Wm)} — B(P(div(|A(um) 2P A(y))), W)
_ﬁ{Q(V(’A(um)P)-vwm> Zm) + (B(n), zm) } + (iH’A(um)’ZmH%%Q)

B

= (P(f) + Lum, W) + (rot(f + aium) + a—|A(um)|2rot Wy Zin )- (3.9)
1 1
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Nous sommes exactement dans la méme situation que dans le Théoreme 2.2 et la méme

démonstration donne (3.7).
A

Considérons une solution de (3.7) avec la valeur initiale

y(0) = lum(0)[IF, = [P (wo) 17,

Comme au Paragraphe 1.5, si ug et f satisfont (2.19), alors pour tout m suffisamment
grand, u,,(0) et f satisferont I’analogue de (2.19):

7)2

v

QQ%Kg + CQ(OCl)Kl

m (0|7
(O]

(), + | @t

2@1

00 K2
)N rop it < mi - 1) 1
2 [ IO By e < i () (30)

De 1a, la conclusion du Lemme 2.3 implique que 7)) = oo et que u,,(t) est uniformément
borné dans V5 par rapport au temps:

Yt > 0, [wn(t)]lv, < min <\/ v Kl) . (3.11)

20&10((1/1, Qg, B) ’ E

Alors I'équivalence de normes du Lemme I1.1.10, (3.4) et (3.11) impliquent que la suite
{w,, }m>1 est bornée par rapport & m dans L=(IR*; H3(Q)*) N L*(IR*; H'(Q2)3).

Le lemme suivant donne une borne pour u/, (¢).

Lemme 3.3 Soient f dans L*(IR"; L*(Q)*) et ug dans Va. Supposons que la suite {Wy, }rm>1
soit bornée par rapport a m dans LOO(]R+;H3(Q)3) N L2(ZR+;H1(Q)3), Alors 1o suite
{u/ },>1 est bornée par rapport a m dans L*(IRT;V).

Démonstration. Elle est identique a celle du Lemme V.3.3.
A
Le théoreme suivant récapitule les majorations obtenues pour les suites {u,,} et {u,}.

Théoreme 3.4 Soit Q un domaine borné de IR®, de frontiére I de classe C*'. Soient f
donné dans L*(IR*; H(rot; Q)) N L>®(IR"; L*(Q)3) et la vitesse initiale uy donnée dans Vs,
suffisamment petits pour satisfaire

201 K5 + Cy(an) K P2 oo 201 [
2 1423 2\¢1 1 2 2 1 )
— f(t dt 7/ f(t o dt
uolf + 52 S a2 [ 0Oy a8+ 22 [ 10 o
. v K12
< ) 3.12
— (20410(041704275)’ K%) (3.12)

avec C(ay, g, B) définie par (2.6), Kz par (2.7) et Ky et Ky définies dans le Lemme 2.1.
Alors pour tout m suffisamment grand, la solution unique u,, de la méthode de Galerkin
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(3.1), (3.2) existe pour tout temps t > 0 et satisfait les bornes supérieures:

Hu H < min v &
mIL(RT;V,) = 200C (a1, 02,8) Ky )’

||um||L2(lR+;H1(Q)3) < ki, (3.13)

||u;”||L2(lR+; V) < ke,

N

ou ky et ko sont des constantes indépendantes de m.

Il reste a passer a la limite par rapport a m. Il suit de la premiere et de la derniere
inégalité dans (3.13) qu'il existe une fonction u et une sous-suite de {u,,}, encore notée
{u,,}, telles que

TYILL)II})O u,, = u faible* dans L>(IR"; V3),
lim v/, = u’ dans L*(IR"; H'(Q)?) faible.

De la, on passe a la limite dans (3.1) et on déduit que u est solution du probleme (2.1),
(V.1.9) et puisque cette solution est unique, la suite entiere u,, converge vers u. Ceci
établit le principal théoreme de ce paragraphe.

Théoreme 3.5 Sous les hypothéses du Théoréme 3.4, le probléme (2.1), (V.1.9) a une et
une seule solution u qui existe pour tout tempst > 0. De plus, u appartient a L=(IR";V3),
u a L2(IR";V) et u est uniformément borné dans Vy par rapport au temps:

Il < mi i all (3.14)
" LOO(ZR+7 ‘/2) = 20110(0[1, Oy, ﬁ)’ KQ ’ ’

ot C(ay, g, B) est définie par (2.6) et Ky et Ky sont définies dans le Lemme 2.1.

4 Reégularité

Comme dans le Paragraphe V.4, nous supposons que le probleme (2.1), (V.1.9) a
une solution u dans L>(0,T;V,) avec w' dans L?(0,T;V), qui n’est pas nécessairement
globale. On prend encore f et rotf dans L'(0,T; H'(Q2)?), la vitesse initiale uy dans
H*(Q)3NV, la frontiere T = UY_, T'; (T'; connexe) de classe C*! et Q2 domaine borné de IR,
Comme au Chapitre II, pour étudier la régularité, nous aurons besoin de supposer que {2
vérifie ’'Hypothese I1.1.4. Nous nous proposons a nouveau de montrer que rot(u — a;Au)
appartient & L>(0,T; H'(2)?). Etant donné le Lemme I1.3.1, cela implique que u est dans
L>(0,T; H*(Q)3). En fait, la méthode de ce paragraphe est générale et peut étre appliquée
pour déduire toute régularité pour u.

Le plan du paragraphe est le suivant. Outre les deux applications g et h, introduites
dans le Paragraphe I1.4.1, on définit deux autres applications, notées 1 et s. Ensuite, en
utilisant les applications g, h,1 et s, nous déduirons de (V.2.16) une équation de transport,
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dont z = rot(u — a;Au) est une solution dans L?*(0,7; L*(Q2)?). Puis on montre que
cette équation a une solution dans L>(0,7T; H*(2)?) et on remarque que la démonstration
d’unicité dans L2(0,T; L*(Q)?3), dans le cas  simplement connexe du Paragraphe V.4.3,
s’applique ici presque sans changement. On déduit alors que la solution z = rot(u—a;Au)
est dans L>(0,T; H*(Q2)3), ce qui implique que u appartient & L>(0,T; H*(Q)3).

4.1 Une équation de transport
On définit 1 et s comme suit:
Vz € L*(Q)?, 1(z) = v, (4.1)
et
Vu € H*(Q)?, s(u) = vy, (4.2)

ol v, et v, sont définis dans le Paragraphe I1.4.1. On peut remarquer que, par définition,
g(z) =rotl(z) et h(u) = rots(u).

Des démonstrations des Lemmes 11.4.1, 11.4.2 et 11.4.3, on déduit les trois lemmes
suivants.

Lemme 4.1 Soient 1 défini par (4.1) et s défini par (4.2). Siu € Vs, alors
l(rot(u — a;Au)) + s(u) = u.

Lemme 4.2 Soit m un entier naturel. Supposons, en plus des hypothéses du Lemme
I1.1.10, que le domaine Q2 vérifie I’'Hypothése I11.1.4 et que T' soit de classe C™ 1. Alors
Uapplication 1, définie sur L*() par (4.1), est un opérateur continu de H™(Q)* dans
Hm+3(Q)3,

Lemme 4.3 Sous les hypothéses du Lemme 4.2, application s, définie sur H?(Q)* par
(4.2), est un opérateur continu de H*(Q)* dans H™3(Q)3.

Des Lemmes 11.4.2, 11.4.3, 4.2 et 4.3, on déduit I'existence de quatre constantes C’, C”,
K’ et K" telles que

vz € LX), ||g(@) ] m20) < V20 |2l 2@, (4.3)
vz € H'(Q), |lg(@)|ms@) < V2C"||2] mo), (4.4)
vz € L*(Q)°, [1(z)|ms0) < 'z r2), (4.5)
vz € H'(Q), [U(2)lla10) < C"|lz]lmi@), (4.6)
vue HA(Q), [h(w)||m0) < V2K |ull 20, (4.7)
Vu e H*(Q), |[h(u)] @) < V2K |20, (4.8)
vaue H2(Q)°, |Is(u)l|las) < K'llufl o) (4.9)
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et
Vu e HX(Q), [ls(u)|l s < K”||ullm2). (4.10)

Remarquons que les constantes C’ et C” définies ici sont celles du Paragraphe I1.4 & un
facteur 1/ V2 pres.

Nous allons récrire B(u) a I’aide des applications 1 et s. A partir de (V.2.10), on obtient

Bu)=2 Y [V(Aixu){ik(&j(u») % A () - ;’%w(u%(uw«rot W)l

Posons alors, pour tout u, tout v et tout w dans V5,

3
Li(u,v,w)=2 > [V(A 0 0

2 (Aij(w) 5 —(Aig (W) x Ak(v) = 5 (A (W) A (V) V ((rot w)i)].
(4.11)
On peut remarquer que, pour u et v dans V5 et z dans L*(2)3,
L1(U,V,1(Z)> = L(u,v,z), (412)
ou L est défini par (V.4.8). De plus, le Lemme 4.1 implique, pour tout u dans V5,
Li(u,u,)(w — oyAw) + s(u)) = Ly (u,u,u) = B(u), (4.13)

ol w = rot u.

Puisque nous savons que la solution u du probleme (2.1), (V.1.9) existe, le Lemme 11.4.1
et I’égalité (4.13) nous conduisent a résoudre ’équation de transport suivante, obtenue a
partir de I’équation (V.4.7), en remplagant B(u) par Li(u, u,l(w — a;Aw) + s(u)), puis
w — a;Aw par z et w par g(z) + h(u):

Pour u donné dans L*>(0,T;V3), up donné dans H*(Q)* NV et f donné tel que rot f
appartienne a L'(0,T; H*(Q)?), chercher z dans L>(0,T; H'(2)?) solution de:

% Latuva- 2T I0, Gut (o1 + ) [V(rotg(z) rot )
1
1 ou Ju 0 ou 0
_ 2 . — . a
Oélz X rotu + Z a k ) vaxk axk vaxkg Z) 8xk X axkrOt g( ))]

+;1|A<u>|2z ~ 26 V(| Aw))).V g(2) — L (u,u.1(2))

v a1+
=rotf+ —rotu—2 Lo
aq aq

—2(a1 + az) Z(aikh(u) Vgxk g;.vaikh(u) 88;2 X (;z‘krot h(u))
—(ay + ap)V(rot h(u).rotu) + 28 V(|A(u)[*).Vh(u) + SL;(u,u,s(u)), (4.14)

z(0) = rot(uy — oy Auy). (4.15)

rot u.Vu + ﬁ ]A(u) ’rot u

Rappelons que, par construction de (4.14), u étant solution dans L>(0,7;V;) de (2.1),
(V.1.9), avec u’ dans L*(0,T; V), alors z = rot(u—a;Au) est solution dans L*(0, T'; L*(Q)?)
de (4.14), (4.15).
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4.2 Existence de solution dans L*>(0,T; H*(2)?) et unicité de la
solution dans L?(0,T; L*(Q2)?) de I’équation de transport

Pour simplifier les notations, on utilise la notation r(u), définie par (I[.4.7). On
discrétise le probleme (4.14), (4.15) de maniere analogue au Paragraphe 1.6.3, les fonc-
tions propres w; étant définies par I’équation (I.6.13). Ainsi, avec la notation (11.4.7), le
probleme discrétisé s’écrit:

Chercher

Z(t) = i Cjm(t)Wj,

solution, pour 1 < j < m, de

(2, (1), ;) + — (2 (1), W5) + D((t); Zun (1), W))
—Wb(zm(t); u(t),w;) + (ar + a2){(V(rot g(z,(t)).rot u(t)), w,)

_i(zm(t) x rot u(t), w;) + 2 Z[b(aag(zm(t)); 8;(t)7wj)
“ k=1 L T
_b(a(;lx(Z); (;Zkg(zm(t)),wﬂ - (@;JE:) « £krot g(zm(t)), w;)]}

B () Pan(®) — 29 (A(O))9 gl (1)) — La(ule) u(t), Lo (1)), w)

= (rot f(t) + ;rot u(t) — oM T2 o u(t).Vu(t) + i|A(u(t))\2rot u(t),w;)
(o + az)r(u(t)) + B(La(u(t), u(t), s(u(t))) + 2V (| AQ(B)P).V hu(t),wy),  (416)
2 (0) = P,,(2(0)). (4.17)

Le probleme (4.16), (4.17) est un systeme de m équations différentielles linéaires d’ordre
un avec une condition initiale au temps ¢ = 0. Il est du méme type que le systeme (1.6.14),
(1.6.15) et il admet une solution z,,(t), unique et continue sur tout 'intervalle [0, T'].

Lemme 4.4  Supposons que u appartienne a L*(0,T;V3) et que f soit tel que rotf
appartienne a L*(0,T; HY(Q)3). Alors la solution z,,(t) de (4.16), (4.17) est bornée comme
sutt:

vt € [0,T], [lzpn(®)|m(0) < e (|2(0) | 10y + Cr), (4.18)

ou Kt et Cr sont deux constantes qui dépendent de T, mais non de m.

Démonstration. Multipliant les deux membres de (4.16) par A;c; (), appliquant (1.6.13)
et sommant par rapport a j, on obtient, apres avoir supprimé la variable ¢t pour simplifier
les notations,

1d

v 3aq + 20
§@||zm||§p(m + ;1||Zm||§{1(9) +(V(uVz,), Vzy,) - ————

o [(V(z,.Vu),Vz,,)
+(Zm-Vu,2,,)] + (1 + a2){(V(V(rot g(z,,).rot u)), Vz,,) + (V(rot g(z,,).rot u), z,,)
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ou
_OTl(V(zm x rotu), Vz,,) + 2 Zl[(V(a—Ik (Zn) Va—xk) V)
0 ou 8u 8 ou 0
ou 0 ou 0
(v(ﬁx X Gikmt g(zm)), Vzn) — (Tm X 67%1“013 8(2m), zm)|}
1

+B—(V(IAW)[*2), V2n) + a*l(lA(U)VZm, zn) — 2(V(V(IAW)[*).Vg(2n)), Vi)

1

—2(V(AW)[*).V8(Zn), 2n) — (V(L1(0,0,1(2n))), VZn) = (Li(a, 0, 1(2)), 2]

= (rotf + Y rotu— 22 Rl rot u.Vu + £|A(u)|2r0t U, ) 51(0)
(03] aq (03]
+((c1 + az)r(u) + B(Li(u,u,s(n)) + 2V (|A(w)[*).V h(u)), zm) g1 (4.19)

Remarquons tout d’abord que, compte tenu de (4.12), I’équation précédente a le méme
premier membre que 1’équation (V.4.15). Nous pouvons donc utiliser, d’une part les majo-
rations (1.6.18)-(1.6.30), dans lesquelles on a remplacé C’ et C" par, respectivement, v/2C"
et v/2C", et d’autre part les majorations (V.4.17), (V.4.22), (V.4.23), (V.4.24) et (V.4.39).
Ainsi nous obtenons les mémes constantes K et K, données par (V.4.44), qu’au Para-
graphe V.4.2. Cependant, par rapport a ce qui a été fait dans ce paragraphe, il y a, dans le
membre de droite de (4.19), quelques termes supplémentaires & majorer. Le premier terme
a majorer est

(e(w), Zu) 10 |-

De la majoration (11.4.24), dans laquelle , compte tenu de (4.7) et (4.8), K’ est remplacée
par V2 K’ et K" par v2 K", on déduit

(e(u(t)), 2(1))i1 0|
< 4@V + 1)(Cy + CVER T K2 u(t) sy [ t) mscopll o (0 1 (4:20)

Considérons le deuxieme terme |(Ly(u, u,s(u)), 2, ) g1(o)|- Par des calculs analogues a ceux
effectués pour établir (V.4.22), utilisant (4.9) au lieu de (4.5), on obtient

|(Li(w, u,8(w), 7,,)| < 8CLK'(2C1 + (2 + V2)C5) [ull 2oy s oy 12 | 220y (4:21)
De maniere analogue a (V.4.25), on développe V(L (u,u,s(u))). Cela donne

V(L s(u)) = 2 3 (909 (4 0) 2 sw)  4,4(w)

A;j(0)V (rots(u))g)]. (4.22)

Par des calculs analogues a ceux effectués pour établir (V.4.34), utilisant (4.10) au lieu de
(4.6), on obtient
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(5 V9 (00 20 s() 5 4,400, W)

i,7,k=1
< 16V2(Cy + O3V K" [l 2oy a3 0y 20 () 111 -

De méme, de maniere analogue a (V.4.38), utilisant
Irot s(u)l a0y = [h(w) | m2@) < V2E"||[ullm2q)

au lieu de (V.4.4), on obtient

> (VA WY rots(w)o). V)

< V201 (Cy + 205" K [l ey 355 0y |2 )

Alors (4.22), (4.23) et (4.24) donnent

2),
[(V(Li(u,u,8(u))), V 2|
8

(V
<

Finalement, majorant C(C) + 203/2) par 2(Cy + CY%)2 on déduit de (4.21) et

(L (u(?), u(t), s(u(t))), zm(t)) m1(o)]

< 48V2(Cy + C3*PVE? + K|[u(t) | 2oy [0 (8) a0y 20 () 2110

Ensuite (cf. (V.4.17)), utilisant (4.7) au lieu de (4.3), on obtient
(V(IAW)[*).Vh(w), 2,,)] < 8201 C3 K'[[al| 20 [l 3ys sy 120 | 201
Enfin, la majoration (V.4.24), avec (4.8) au lieu de (4.4), donne

[(V(V(|A(1)]?).Vh(u)), V 2,,)|
< 8V2 O K205 + OV |l oy [ ull s oy |2 () 1 0 -

Majorant CS/Q et 205/2 + C4 par 2(C; + C’S/?), on obtient
[(V(IAQu(®)*)-Vh(u(t)), 2a(t) i o)

< 16v2C1(Cy + G5 )WE + K72 (t) |20y | (0) 72 | 200 (6) 111 )

V2(C1(Cy +205%) + 4(C1 + CF ) K |ul 3o 1l 20 12 11 (0

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

Comme nous 'avons remarqué au début de la démonstration, ’équation (4.19) par rapport
a Iéquation (V.4.15), a seulement quelques termes supplémentaires dans le membre de
droite. Aussi, substituant les majorations obtenues dans la démonstration du Lemme V.4.2,
ainsi que les majorations supplémentaires (4.20), (4.26) et (4.29), utilisant les inégalités

1
2 ()1 @) 120 (D) | 02y < 5 (120 () 122) + 12 () 122
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*/K’Q—f—K”Q S K’—i—K”

et simplifiant par ||z, (¢)| g1 (), nous déduisons

d
dt|
V2u \/_Cl

+7llu( )20y + 4|a1 + a(
631

12 () || 10y < (K1 + Kal[u(t) || s o) [w(®)] z3@) |1 Zm () || 21 + ot £(£)][#1(q)

+(2V2+ 1)(Cr + C*) (K + K")) [a(0) 720

+45[3f — + AV2(Cy + C3%)(5C + 3052 (K + K")][[u(t) 350
avec K et Ky définies par (V.4.44). D’ou (4.18) suit avec

Kp = (K1 + Ka|[ul| oo 0,83 %)) [0l oo (0,753 (0)3)

et
OT = ||I‘Ot f||L1(0,T;H1(Q)3) =+ TK3||u||Loo(07T;H3(Q)3)
+T Kyllul|Zoo o 73 )3y + T KsllullFoo (0 1.3 0202
avec \/_ \/_
2 C
Ky ==, Ky =4lo) + o L (2V2+1)(Cy + CYP) (K + K"))
1
et o
Ky = 4&[3@@—1 +4V2(Cy + CEP) (50, + 3CY ) (K + K")).
1
A

I1 découle de (4.18) que la suite {z,,} est uniformément bornée par rapport a m dans
L>(0,T; H'(2)?). De la, il existe une fonction z dans L*>(0,T; H'()?) et une sous-suite
de {z,,}, encore notée {z,,}, telles que

lim z, =z faible* dans L>(0,T; H(Q)?).
Comme dans le Paragraphe 1.6.3, puisque le probleme est linéaire, nous pouvons passer
a la limite dans (4.16), (4.17) et montrer que z satisfait (4.14), (4.15). Nous avons donc
prouvé le théoreme suivant.

Théoréme 4.5 Supposons que Q soit un domaine borné de IR®, vérifiant I’Hypothése
II.1.4, avec une frontiére T' de classe C*'. Si u est donné dans L>(0,T;Vs), uy dans
HY(Q)? NV etf tel que rot £ appartienne a L*(0,T; H(Q)?), alors le probléeme (4.14),
(4.15) a au moins une solution z dans L>=(0,T; H*(Q2)?).

Remarque 4.6 Comme dans les cing chapitres précédents, les arguments utilisés dans la
démonstration du Théoréme 4.5 peuvent étre généralisés a un quelconque m > 1. Si ' est
de classe C™>1 siu est donné dans L>(0,T; VoV H™2(Q)?), ug dans H™3(Q)* NV et
f tel que rot f appartienne a L*(0,T; H™(Q)3), alors le probléeme (4.14), (4.15) a au moins
une solution z dans L>(0,T; H™(Q)?).
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La démonstration de 1'unicité de la solution dans L?(0,T’; L*(2)?) pour le probleme
(4.14), (4.15) est presque identique a celle du Paragraphe V.4.3. En effet, soient z; et z,
deux solutions de (4.14), (4.15). Posons ¢ = z; — zo. Alors ¢ satisfait ’équation (V.4.45),
puisque, compte tenu de (4.12), seul le second membre est différent quand on compare
(4.14) et (V.4.10). 11 suffit alors de substituer Cy(c) & C'(), partout ou cette derniere
constante intervient dans le Paragraphe V.4.3.

4.3 Conclusion

Le probleme (4.14), (4.15) a une solution z dans L>(0,T; H'(2)?) et n’a pas plus d’une
solution dans L?(0,T; L*(Q2)%) (cf. Paragraphe 4.2). D’autre part, a la fin du Paragraphe
4.1, on a remarqué que rot(u — a;Au) est solution dans L?(0,T; L*(Q)?) de (4.14), (4.15).
Donc, z = rot(u — a;Au) appartient a L>(0,T; H'(Q)?) et, par suite du Lemme 11.3.1,
cela implique que u est dans L>°(0,T; H*()?). Nous avons démontré le théoréme suivant.

Théoréme 4.7 Supposons que Q soit un domaine borné de IR®, vérifiant I’Hypothése
I1.1.4. Supposons que la solution u du probléme (V.1.6)-(V.1.10) appartienne a L>°(0,T;V3).
Si la frontiere T est de classe C3' et si les données ont la régularité:

u, € HY(Q)* NV, fe L0, T; H(Q)?) , rotf € L'(0,T; H'(Q)?) , (4.30)
alors w appartient a L>(0,T; H*(Q)3).

Suivant la Remarque 4.6, ’énoncé du Théoreme 4.7 peut étre généralisé par induction
A tout m > 1 pour donner le résultat suivant. Soit © un domaine borné de IR?, vérifiant
I'Hypothese I1.1.4 avec une frontiere I' de classe C™*%! et supposons que la solution u du
probleme (V.1.6)-(V.1.10) appartienne a L>°(0,T; V3). Si la vitesse initiale uy est donnée
dans H™3(Q)* NV et £ dans LY(0,T; H™(Q)?) avec rot f dans L'(0,T; H™()?), alors
u appartient & L>°(0,T; H™3(Q2)?). La démonstration est analogue a celle faite au Para-
graphe I1.4 pour les fluides de grade 2. On prend encore pour base, les fonctions propres

du probleme
Vv e H™MQ)?, (W), v)m = (W5, V) |

ou ((.,.))n représente le produit scalaire de H™(Q)3.
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