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Résumé de la thése

Soit G le groupe SO°(1,n) (n > 3) ou PU(1,n) (n > 2) et fixons une
décomposition d’Iwasawa G = KAN. Soit I un sous-groupe discret de G, que
nous supposons Zariski-dense et de mesure de Bowen-Margulis-Sullivan finie.

Lorsque G = SO°(1,n), nous étudions la géométrie de la mesure de Bowen-
Margulis-Sullivan le long des sous-groupes fermés connexes de N, en lien avec
la dichotomie de Mohammadi-Oh. Nous établissons des résultats déterministes
sur la dimension des projections de la mesure de Patterson-Sullivan.

Lorsque G = PU(1,n), nous relions la géométrie de la mesure de Bowen-
Margulis-Sullivan le long du centre du groupe de Heisenberg au probléme du
calcul de la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite relativement a la dis-
tance sphérique au bord. Nous calculons cette dimension pour certains groupes
de Schottky.

Let G be the group SO°(1,n) (n > 3) or PU(1,n) (n > 2) and fix some
Iwasawa decomposition G = KAN. Let T' be a discrete subgroup of G. We
assume that I' is Zariski-dense with finite Bowen-Margulis-Sullivan measure.

When G = SO°(1,n), we investigate the geometry of the Bowen-Margulis-
Sullivan measure along connected closed subgroups of V. This is related to the
Mohammadi-Oh dichotomy. We then prove deterministic results on the dimen-
sion of projections of Patterson-Sullivan measure.

When G = PU(1,n), we relate the geometry of Bowen-Margulis-Sullivan
measure along the center of Heisenberg group to the problem of computing the
Hausdorff dimension of the limit set with respect to the spherical metric on
the boundary. We construct some Schottky subgroups for which we are able to
compute this dimension.
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Introduction

1. Dimension de Hausdorff des attracteurs. Le probléme de la dimension
des attracteurs conformes est assez bien compris. On démontre, sous diverses
hypothéses, que la dimension de Hausdorff d’un attracteur conforme A associé
a une application expansive f suffisamment réguliére (ici A est ensemble des
points dont l'orbite négative ne part pas a 'infini) est la racine de 1’équation de
Bowen P(—slog || f’||) = 0. Voir par exemple larticle fameux (Bowen, 1979), ou
(Hutchinson, 1981) pour le cas de I’ensemble limite associé & une suite finie de
similitudes contractantes.

C’est peu de dire que le cas des attracteurs non conformes parait plus difficile.
1l existe des formules valables «génériquementy, c’est-a-dire vraies pour presque
toute valeur de certains parameétres. Dans (Falconer, 1988), Kenneth Falconer
introduit la fonction ¢*(M) d’une matrice M, qui joue le role du cocycle | M]|®,
et démontre, sous certaines hypothéses, une formule (appelée depuis «formule de
Falconer», bien qu’elle remonte en réalité & une note de A. Douady et J. Oesterlé
(Douady et Oesterlé, 1980)) pour la dimension de Hausdorff d’un ensemble auto-
affine, vraie pour presque tout choix des vecteurs de translation (relativement &
la mesure de Lebesgue) des transformations affines. Les méthodes de Falconer lui
imposent de se borner & des matrices de norme d’opérateur suffisamment petite
< % Dans une situation formellement plus simple, o1 ’on ne considére que deux
contractions affines, dont les parties linéaires préservent les axes, M. Pollicott et
H. Weiss (Pollicott et Weiss, 1994) peuvent pousser plus loin ’analyse, pour des
matrices dont la norme d’opérateur est proche de 1. Leur formule coincide avec
celle de Falconer. Un phénomeéne nouveau apparait : les propriétés arithmétiques
des valeurs singuliéres jouent un role lorsque la plus grande est > % Pollicott et
Weiss exhibent des exemples ol la dimension de Hausdorff de 'ensemble limite
est strictement moindre que la valeur «générique» attendue.

La difficulté est donc réelle. Un des principaux problémes de la théorie est
de déterminer sous quelles hypothéses la formule de Falconer donne bien la
dimension de Hausdorff de ’ensemble limite. Dans (Hueter et Lalley, 1995),
I. Hueter et S. Lalley démontrent la validité de la formule de Falconer, pour
I’ensemble auto-affine associée & une suite finie de contractions affines 77, ..., Ty
du plan, moyennant des hypothéses dont voici la plus significative : si 1 >
a > B > 0 sont les deux valeurs singuliéres de T, on suppose que o? < 3
(«distortion bornée»). Notons que « et B peuvent étre arbitrairement proches
de 1. Malheureusement, I’argument de ces auteurs ne vaut qu’en dimension 2.

2. Ensembles limites des groupes discrets d’isométries du plan hy-
perbolique complexe. Venons-en maintenant au premier probléme que j’ai
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8 INTRODUCTION

étudié, et qui a motivé la suite de ce travail. Soit G le groupe PU(1, 2) des iso-
métries directes du plan hyperbolique complexe Hzc, et soit I' un sous-groupe
discret de G. L’ensemble limite Ar et ’exposant de croissance r sont des ob-
jets d’étude classique. Dans la théorie générale des espaces CAT(-1), on définit
sur le bord visuel OHZ des distances, appelées distances de Gromov, relative-
ment auxquelles 'opération de G est conforme. On démontre alors ((Bishop et
Jones, 1997), (Paulin, 1997)), sous certaines hypothéses, que ’ensemble limite
(ou une partie de cet ensemble, 'ensemble limite conique), est de dimension de
Hausdorff dr. Ce résultat est général et élémentaire : ce qui manifeste le fait
que la conformité est une hypothése agréable pour les problémes de calcul de
dimension.

Mais ce n’est pas tout. Le bord 9HZ, est diffeomorphe & la sphére S2. On peut
donc le munir de la distance sphérique, relativement & laquelle "opération de G
n’est pas conforme. Précisons cela. Si g est un élément de G, pour comprendre
la fagon dont g «déforme» la distance sphérique sur OHZ, il est commode de
regarder g comme une transformation du plan projectif complexe P% muni de
la distance de Fubini-Study

—AVL ) ) e P

d([o], [w])

— ollllwll”

qui induit, en restriction & HZ, la distance sphérique. Cela étant, la décompo-
sition de Cartan de g est de la forme g = kal ou k, [ sont des isométries et a est
diagonale,

et e’ est la norme d’opérateur de a. La relation

1A% (wAw)
dglo).glw) _ — ToAw]
GAT) lgolllgwl
Toll Tl

montre que le membre de gauche est majoré par e~t. D’autre part, si le point
[vAw] € P(N*C?) est uniformément loin de la droite projective complexe
passant par [[~lea Al7tes] et [[“lez Al7teq], on aura un controle de la forme

A% g (vAw)| S L
lv A wl| - C

ot C est uniforme, ce qui donne ’encadrement,

En se servant de ces relations élémentaires, on peut traiter le cas de certains
groupes de Schottky I' C PU(1,2), dit «bien positionnésy, et démontrer que la
dimension de Hausdorff (relative a la distance sphérique) de 1’ensemble limite
d’un tel groupe est égale & dr. Ceci vaut en toute dimension ; on a donc le



Théoréme A (paragraphe 3.4.2.2, corollaire 3.4.2.10). Soit I' un sous-groupe
de Schottky bien positionné de PU(1,n) (n > 2). La dimension de Hausdorff de
l’ensemble limite Ar, relativement o la distance sphérique sur le bord, est égale
a l'exposant de croissance Or.

Pour de tels groupes, la trace, sur I’ensemble limite, des boules «rondes» (de
la distance sphérique) coincide peu ou prou avec la trace des boules «aplatiesy
(de la distance de Gromov). Ce phénomeéne est illustré sur les figures ci-aprés;
l’axe horizontal correspond a la «distribution CR» (voir chapitre 3) et I’axe
vertical correspond & une direction transverse. Sont schématisées deux boules
de méme rayon, la premiére «rondey (correspondant a la distance sphérique) et
la deuxiéme <«platey (correspondant & la distance de Gromov). Sur le premier
schéma figure ’ensemble limite associé & un groupe de Schottky bien positionné;
sur le second schéma figure ’ensemble limite associé & un groupe discret de gros
exposant.

Moralement, avec les groupes de Schottky bien positionnés, on n’est pas trés
loin du cas des attracteurs conformes.

Aprés les groupes de Schottky bien positionné, il était raisonnable de cher-
cher & traiter le cas des groupes de Schottky généraux. Je n’y suis pas parvenu et
mes travaux sur ce probléme se sont arrétés la. Voici cependant une conjecture.

Conjecture 0.0.0.1. Soit T' un sous-groupe discret de PU(1,n) (n > 2),
Zariski-dense et convexe-cocompact, d’exposant de croissance or, et d’ensemble
limite Ar. La dimension de Hausdor[f de Ar relativement a la distance sphérique
est donnée par la formule

: _ or siop <2(n—1)
dim(Ar) = {z(n )+ 1@ —2n—1) sior>2An—1)"

La formule précédente provient de la formule de Falconer, via un argument
heuristique que je préfére passer sous silence. Voir aussi la conjecture 3.4.2.3
(paragraphe 3.4.2.1) pour une conjecture reliée & celle-ci mais portant sur I’en-
tropie de la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan le long du centre du groupe
de Heisenberg. Pour l'instant, notons que cette conjecture fait apparaitre une
dichotomie : la formule dépend de la position de dr par rapport au nombre
2(n—1).

3. Dynamique de la mesure de Burger-Roblin : dichotomie de Oh et
Mohammadi. La suite de mon travail a été inspirée par une prépublication
de Hee Oh et Amir Mohammadi, maintenant publiée par le journal de ’AMS,
(Mohammadi et Oh, 2015). Si G est le groupe PSLy(C) des isométries directes
de I'espace hyperbolique réel H, et si G = K AN est une décomposition d’Iwa-
sawa, ces auteurs étudient la dynamique de la mesure dite de Burger-Roblin sur
I'\G (ou I est un sous-groupe discret convexe cocompact et Zariski-dense de G)
sous 'opération d’un sous-groupe a un paramétre U de N. Leurs résultats font
apparaitre une dichotomie : si dp > 1, opération est ergodique (c’est-a-dire que
tout borélien de T'\G qui est U-invariant est négligable ou de mesure totale), et
sinon elle ne 'est pas.

Lorsque r > 1, Oh et Mohammadi commencent par démontrer que la me-
sure de Burger-Roblin, et la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan, sont récur-
rentes pour l'opération d’un sous-groupe & un paramétre de N (voir définition
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boule "ronde"

boule "aplatie” /

ensemble limite

FIGURE 1 — Ensemble limite transversalement trivial
boule "ronde"

boule "aplatie"

nsemble limite

=

FIGURE 2 — Ensemble limite transversalement non trivial

2.1.2.2). En revanche, pour or < 1, ils ne démontrent pas que cette mesure soit
totalement dissipative, comme on pourrait s’y attendre.

On peut reformuler 1’énoncé portant sur la mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan comme ceci : si U est un sous-groupe a un paramétre de N, pour
que les conditionnelles de la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan le long de U
soient triviales, il faut que ér soit < 1. Oh et Mohammadi ne s’intéressent pas
a la réciproque de cet énoncé.

La géométrie des conditionnelles de la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan
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le long du centre du groupe de Heisenberg (et, plus précisément, la dimension
de ces conditionnelles) est intimement liée, via la formule de Ledrappier-Young,
a la dimension de Hausdorff dont j’ai parlé plus haut. Par conséquent, la com-
préhension de ce dernier probléme passe par ’étude de la «dichotomie de Oh et
Mohammadi» transposée au cas hyperbolique complexe. Mais avant d’étudier
Panalogue (éventuel) de cette dichotomie dans le cas hyperbolique complexe,
il m’a paru nécessaire de tacher d’approfondir ces résultats de Oh et Moham-
madi. En particulier, il s’agissait de savoir si, lorsque dr < 1, la mesure de
Burger-Roblin est totalement dissipative pour l'opération d’un sous-groupe &
un paramétre de IN. Plus précisément, voici ’énoncé que je souhaitais établir.

Conjecture 0.0.0.2. Soit I' un sous-groupe Zariski-dense et de mesure de
Bowen-Margulis-Sullivan finie de PO(1,n) (n > 3). Soit U un m-plan de N
(1 <m <n—1). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’exposant de croissante or est <n —m;

2. L’opération de U sur la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan est totale-
ment dissipative ;

3. L’opération de U sur la mesure de Burger-Roblin est totalement dissipa-
tive.

L’équivalence de 1 et 2 est établie au chapitre 3. Nous abordons ce probléme
«par en haut», au moyen de la théorie de ’entropie. Nous étudions une quantité,
appelée «entropie de la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan le long de Uy, que
nous notons hpys(U), et une «dimension transverse (a U) des conditionnelles de
la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan le long de N», notée d,y, et démontrons
les résultats suivants (o G = SO°(1,n), n > 3)

Théoréme B (section 3.2, théoréme 3.2.0.5). Soit I' un sous-groupe discret de
(G, Zariski-dense et de mesure de BMS finie. Soit m un entier, 1 < m <n — 1.
Pour tout m-plan U contenu dans N, on a lalternative suivante :

1. Ou bien or < n —m, et alors on a 6y = or et hems(U) =0;

2. Ou bien or > n —m, et alors on a Onjy = n —m et hgus(U) = or —
(n—m).

Le théoréme 3.2.0.5 contient quelques raffinements supplémentaires que nous
ne citons pas ici. La conséquence suivante du théoréme B contient pleinement
I’équivalence des assertions 1 et 2 de la conjecture ci-dessus, en toute dimension.

Théoréme C (section 3.2, corollaire 3.2.0.7). On conserve les hypothéses du
théoréme. Soit m un entier, 1 < m < n —1 et U un m-plan. Pour que l’opé-
ration de U sur la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan de T\G soit totalement
dissipative (resp. totalement récurrente), il faut et il suffit que op < n—m (resp.
or >n—m).

En revanche, je ne suis pas parvenu & démontrer que 2 et 3 sont équiva-
lentes. Cela reste a faire. Signalons que Barbara Schapira et Francois Maucou-
rant savent démontrer (sous certaines hypothéses sur I') D'assertion 3 lorsque
or < 1. Leurs méthodes sont différentes des miennes.
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4. Conditionnelles et entropie d’une mesure le long d’une opération de
groupe. Pour établir les résultats cités au paragraphe 3 ci-dessus, je fais grand
usage de la théorie des conditionnelles d’une mesure le long d’une opération
de groupe. Cette théorie est, depuis (Ledrappier et Young, 1985), «classiquey ;
j’ai cependant di, faute d’un exposé qui me satisfasse, la développer depuis
ses premiers éléments : c’est le chapitre 2 de cette thése. Autant I'avouer, ce
développement comporte bien des lacunes, mais il suffit & mes besoins.

Le chapitre 2 s’achéve sur le théoréme 2.2.5.1 qui transpose & ce cadre de la
formule de Pesin, ou de Ledrappier-Young, (Ledrappier et Young, 1985) théo-
réme C’. Tous les autres résultats de cette thése reposent sur ce théoréme ; en
particulier, le résultat cité au paragraphe 2 sur les groupes de Schottky «bien
positionnésy, que je démontrais dans une premiére version avec des arguments
élémentaires d’algébre linéaire, est maintenant donné comme corollaire quasi
immeédiat de cette formule de Ledrappier-Young.

5. Dimension des projections de la mesure de Patterson-Sullivan. La
démonstration du théoréme B ci-dessus passe par un fait général (conséquence
d’un théoréme de Marstrand) qui s’énonce ainsi.

Soit T' un sous-groupe discret de SLy(C), Zariski-dense et de mesure de
Bowen-Margulis-Sullivan finie, et soit p la mesure de Patterson-Sullivan d’ex-
posant or associée & I'. Tirons un point ¢ € S? au hasard selon la loi de yu et
identifions ;1 avec une mesure de probabilité i sur R? via la projection stéréo-
graphique R? — S2\ {¢}. Si l'on tire au hasard une droite U de R? (suivant la
mesure de Lebesgue de la droite projective réelle) et que ’on projette orthogo-
nalement j sur U, la mesure obtenue est de dimension inférieure inf{dr, 1}.

On peut dire plus. Au chapitre 3, je démontre, sous une formulation un peu
différente, le résultat que voici. Commencgons par une définition simplifiée (en
3.3.1 nous donnons une définition pour les mesures de Radon).

Définition. Une mesure de probabilité sur R™ est réguliére si elle est de dimen-
sion ezxacte § et si pour tout k € {1,...,n — 1} et tout k-plan U, la projection
orthogonale de cette mesure sur U est de dimension inférieure égale presque
partout ¢ inf{k,d}.

Théoréme D (paragraphe 3.3.1, théoréme 3.3.1.2). Soit I' un sous-groupe
discret de G = SO°(1,n), Zariski-dense et de mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan finie. Soit p la mesure de Patterson-Sullivan d’exposant dr associée
a I'. Pour p-presque tout &, l’image réciproque de p par la projection stéréogra-
phique R"~! — OHY \ {¢} est réguliere.

Voici une conséquence assez frappante : pour p-presque tout &, pour toute
droite vectorielle U du tangent T:OH%, et pour p-presque tout n, si S est le
petit cercle passant par £ et n et tangent en £ & U, on a

i 108 H (V(5,€) \ B p))
e—0 loge

= inf{or,n — 1 — m}

ou V(S,¢) est le e-voisinage de S (pour la distance sphérique) et B(&, p) une
boule de rayon p > 0 fixé centrée en &.

Je ne suis pas encore parvenu & démontrer le méme énoncé avec u(V(S5,¢))
au lieu de pu(V'(S,e) \ B(&, p)). Voir le corollaire 3.3.1.5 et la discussion qui le
suit.
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Chapitre 1

Théorie générale de la
dimension

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques faits élémentaires sur la di-
mension des mesures. Dans le paragraphe 1.1.2 nous rappelons les définitions ;
dans le paragraphe 1.1.3 nous faisons la théorie élémentaire des espaces mé-
triques doublants pour établir des lemmes qui nous serviront au chapitre 2 a
étudier la notion de «dimension transverse» (dans le cadre des conditionnelles le
long d’une opération de groupe). La paragraphe 1.2.2 contient un théoréme clas-
sique de J. M. Marstrand. Le paragraphe 1.2.3 contient 1’énoncé d’un théoréme
de M. Hochman sur les projections de mesures «fractalesy et leur dimension.
Nous commencons au paragraphe 1.1.1 par des rappels sur la désintégration des
mesures.

1.1 Dimension des mesures dans les espaces dou-
blants

1.1.1 Rappels sur la désintégration des mesures

Définition 1.1.1.1. Soient (X, X, ) et (Y, T,v) deux espaces mesurés et ¢
une application mesurable X — Y. On dit que v est pseudo-image de p par ¢
si c’est une mesure finie dont les parties négligeables sont celles dont les images
réciproques par ¢ sont négligeables pour .

Si u est o-finie, il existe une mesure pseudo-image de p par ¢ : on peut se
donner une mesure finie ¢’ sur (X, ) équivalente & u et prendre pour v I'image

de p’ par ¢.

Définition 1.1.1.2. Soient (X, X, u) et (Y, T,v) deux espaces mesurés et ¢
une application mesurable X — Y. Supposons que v soit pseudo-image de i par
¢. Une désintégration de p au-dessus de v (le long de ¢) est la donnée d’une
application y +— [, associant a tout point y € Y une mesure j, sur X, et
possédant les propriétés suivantes :

1. Pour v-presque tout y, w, est concentrée sur ¢~'(y), c’est-a-dire que
¢~ (y) est de complémentaire négligeable pour i, ;

15
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2. Pour toute partie A € ¥, Uapplication y — p,(A) est v-mesurable (c’est-
a-dire mesurable pour la tribu complétée de T relativement a v);

3. Pour toute application f € L*(X,X, u), Uapplication y Iy f(@)dpy(z)
définit un élément de L*(Y,T,v), et on a la relation

[ v [ 1@dnte) = [ se)into)

Les mesures p, (y € Y) seront appelées «conditionnelles de ;1 au-dessus de v
(le long de ¢)».

Nous nous servirons souvent de la proposition suivante.

Proposition 1.1.1.3 ((Kechris, 1995)). Soit ¢ : X — Y wune application bo-
rélienne entre deux espaces boréliens standards (X,X) et (Y, T). Soient u une
mesure o-finie sur X et v une pseudo-image de p par ¢. On peut désintégrer
u au-dessus de v le long de ¢ et la désintégration obtenue est essentiellement
unique, au sens suivant : si (j1,) et (p,) sont deux telles désintégrations, on a
My = ,u; pour v-presque tout y.

Remarque 1.1.1.4. Nous employerons la locution «désintégrons u le long de
¢» pour dire que nous nous donnons une pseudo-image v de p par ¢ et que nous
désintégrons p au-dessus de v. Si v et v' sont deur mesures pseudo-images de
 par ¢, et si () et (u,) sont les désintégrations associées, les mesures i, et
u; sont proportionnelles pour v-presque tout y.

Rappelons qu’un espace mesurable (X, X) est un borélien standard si X est
la tribu borélienne d’une topologie d’espace polonais (séparable complétement
meétrisable) sur X.

1.1.2 Deéfinitions générales

Définition 1.1.2.1. Soit X un espace métrique, et i une mesure sur X pour
laquelle toute boule est de mesure finie. La dimension (locale) inférieure de
en un point x est le nombre fini ou infini

log (B(z,p)) .

)

la dimension (locale) supérieure de p en x est le nombre fini ou infini

E— 1 B
dim(p, ) = lim sup M.

p—0 log p
La dimension inférieure de p est Uinfimum p-essentiel de dim(u, ), i.e.
dim(p) = sup{s > 0 ; dim(p,x) > s pour u-presque tout x}.

Si les dimensions inférieure et supérieure de p sont égales p-presque partout
a un méme nombre §, nous dirons que p est de dimension exacte égale a 4.
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Autrement dit, p est de dimension exacte § si

iy 08 #(B(z, p))
p—0 log p

pour p-presque tout x. Notons que dans ces définitions il n’y a pas lieu de
préciser si les boules sont ouvertes ou fermées.

On peut calculer les dimensions locales le long des suites qui ne tendent pas
trop rapidement vers 0. Plus précisément, :

Lemme 1.1.2.2. Soit u une mesure sur l’espace métrique X, pour laquelle
toute boule est de mesure finie, et soit x un point de X. Soit (pn)n une suite
de nombre réels > 0 tendant vers 0 en décroissant. On suppose qu’il existe une
constante C > 1 telle que p,, < Cp,11 pour tout n. Alors

dim(p, ) = lim inf —logﬂ(B(x, Pn))

n—00 log pn
et de méme pour la dim.
Démonstration. Evidente. O

Il est facile d’en déduire que les applications o ~ dim(u, ) et x — dim(u, )
sont boréliennes, ce dont nous nous servirons librement.

Rappelons aussi la définition des mesures de Hausdorff et de la dimension
de Hausdorff. Soit toujours X un espace métrique. Pour toute partie A et tous
réels 6 > 0, s > 0 notons Hj(A) le nombre

. S
inf {Z (chan;(UQ) ; les U; sont des ouverts de diamétre < 26 et A C U Ul} .

% %

Notons qu’on pourrait se borner dans cette borne inférieure aux recouvre-
ments de A par des boules ouvertes de rayon < 4.

La fonction § — H3(A) est décroissante et on note H°(A) la limite (i.e. le
supremum) de Hj(A) lorsque § tend vers 0. La dimension de Hausdorff de A
est le nombre

dimg(A) = inf{s > 0; H°(A) =0} =sup{s > 0; H’(A) = oo}.

Lemme 1.1.2.3. Soit i une mesure sur l’espace métriqgue X pour laquelle les
boules sont de mesure finie. La dimension inférieure de u, dim(u), est la borne
inférieure des dimensions de Hausdorff des parties boréliennes de mesure > 0
pour p. Autrement dit,

dim(y1) = inf{dimu(A) ; p(4) > 0}

Démonstration. Voir (Ledrappier, 2013), proposition 2.5. Ledrappier démontre
ce lemme pour une mesure finie mais son argument demeure pour notre lemme
avec des modifications de détail. O

Pour énoncer le lemme suivant, définissons la propriété de Besicovitch, qui
nous servira encore au chapitre 2.



18 CHAPITRE 1. THEORIE GENERALE DE LA DIMENSION

Définition 1.1.2.4. On dit qu’un espace métrique X posséde la propriété de
Besicovitch s’il existe un entier N tel que, pour toute partie bornée A de X et
toute application r : A —]0,00[, on puisse trouver une partie A’ C A de fagon
que les boules fermées B(x,r(x)) recouvrent A lorsque x parcourt A’, et que
tout point de X appartienne a au plus N boules fermées B(x,r(x)) (x € A');
autrement dit,
14 < Z 1B($,7"(.’E)) < N.
zeA’

Le cas échéant, le plus petit entier N pour lequel ceci soit vrai est appelé constante
de Besicovitch de X.

Lemme 1.1.2.5. Soit X un espace méltrique possédant la propriété de Besi-
covitch. Il existe une constante M, ne dépendant que de la constante de Besi-
covitch de X, telle que pour toute partie bornée A de X et toute application
r: A —]0,00[, on puisse trouver des parties Ay, ..., Ay C A pour lesquelles

1. les boules fermées B(x,r(x)), © € A; soiente deuz-a-deux disjointes lorsque
i est five, 1 <i< M ;
2. les boules B(x,r(x)) recouvrent A lorsque x parcourt Ay U...U Ayy.

Démonstration. Voir (Mattila, 1995), théoréme 2.7 (2). O

Lemme 1.1.2.6. Soit X un espace métrique possédant la propriété de Besico-
vitch. Soient pu, \ deux mesures o-finies sur X pour lesquelles les boules sont de
mesure finie. On suppose que p est absolument continue par rapport a A. Alors,
pour p-presque tout x, on a

dim(p, x) = dim(\, x)

et de méme pour la dimension supérieure. Si \ est de dimension exacte §, il en
est de méme de p.

Démonstration. Puisque p, A sont o-finies et que p est absolument continue par
rapport & A, nous pouvons introduire la dérivée de Radon-Nikodym f de p par
rapport & A, i.e. p = fA; elle est localement p-intégrable. Pour A-presque tout
x,on a
fo) — i AB0)
p—=0 A(B(z, p))
((Mattila, 1995), théoréme 2.12, énoncé pour des mesures de Radon sur ’espace
euclidien, mais la démonstration vaut sans changement dans notre situation).
Pour A-presque tout z tel que f(z) > 0 (c’est-a-dire, pour u-presque tout
x), on a donc

L dogu(Blrp) o logA(B(r.p)
p—0 log p p—0 log p

et de méme pour les limites supérieures, ce qui démontre la premiére assertion
du lemme. La deuxiéme s’en déduit aussitot. O

Le probléme qui nous occupera tout au long de ce travail est le suivant :
étant donnée une mesure de probabilité p sur un espace métrique p et une
«projection» m, c’est-d-dire une application lipschitzienne X — Y, comparer
dim(p) et dim(7p). En toute généralité, on a le résultat suivant.
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Lemme 1.1.2.7. Soient X,Y deux espaces métriques, m : X — Y une applica-
tion lipschitzienne et p une mesure de probabilité sur X. On a

dim(p, z) > dim(7p, 7x)

pour tout x € X, et
dim(p) > dim(mp).

Il en va de méme pour les dimensions supérieures.

Démonstration. Résulte aussitot des définitions. O

Avant de clore ce paragraphe, donnons encore une définition.

Définition 1.1.2.8. Soient X un ensemble et d,d’ deux distances sur X. On
suppose que d et d' induisent la méme topologie sur X. On dit que d et d sont
bilipschitz équivalentes dans un ouvert U de X s’il existe une constante C' > 1
(dépendant de U) telle que pour tous x,y € U on ait

Sd(r,y) < d(a,y) < Od(ay).

On dit que d et d’ sont localement bilipschitz équivalentes si X peut étre recouvert
par des ouverts ou d et d sont bilipschitz équivalentes.

1.1.3 Espaces doublants

Pour mettre au point une théorie non-triviale et suffisamment riche de la
dimension des mesures (ou des ensembles), on est rapidement conduit & faire
des hypothéses sur les objets étudiés. Il y a, & un niveau élémentaire, deux
hypothéses «standards». On peut supposer que l’espace métrique ou l'on se
place posséde la propriété de Besicovitch, ce qui permet notamment d’utiliser
toute la théorie de la différentiation des mesures.

Ou bien on peut ne pas vouloir faire d’hypothése aussi forte sur I’espace, et on
étudiera des mesures possédant de «bonnes» propriétés, par exemple les mesures
doublantes. On récupére a nouveau tout ’attirail des théorémes classiques, mais
cette fois en se servant du lemme de recouvrement de Vitali (qui vaut dans un
espace métrique quelconque).

Or notre volonté ici est bien de disposer de résultats aussi généraux que
possible puisque nous voulons les utiliser pour la théorie générale de I'entropie
le long des opérations de groupe et qu’il serait désagréable d’avoir a se limi-
ter & certains groupes particuliers, possédant la propriété de Besicovitch, ou &
certaines mesures particuliéres, dont les conditionnelles le long de 'opération
soient doublantes.

C’est pourquoi nous introduisons ici les espaces métriques doublants et re-
prenons les résultats de base de (Kdenmiki et al., 2010) sur ces espaces. A titre
d’exemple, pour justifier notre démarche, rappelons que le groupe de Heisen-
berg, muni de la distance de Koranyi ou de Carnot-Carathéodory, ne jouit pas
de la propriété de Besicovitch (voir (Koranyi et Reimann, 1995), page 17, et
(Rigot, 2004)).
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1l est vrai que le groupe de Heisenberg admet une distance homogeéne (i.e.
pour laquelle les «<homothéties de Heisenbergy sont des similitudes), bilipschitz-
équivalentes aux distances précédentes, et pour laquelle la propriété de Besi-
covitch est satisfaite (Le Donne et Rigot, 2014). Pour le cas de l’espace de
Heisenberg, on pourrait reproduire la théorie classique a moindre cofit.

Signalons cependant que ce théoréme de Mme Rigot et M. Le Donne ne se
généralise pas tel quel aux groupes de Carnot de rang supérieur; plus précisé-
ment, la construction de (loc. cit.), consistant & produire une distance homogéne
dont la boule de rayon 1 soit «ronde», ne donne pas lieu, dans les groupes de
Carnot de rang supérieur, & une distance possédant la propriété de Besicovitch
(Le Donne et Rigot, 2015).

Cela étant dit, je considére que la théorie élémentaire des espaces doublants
est suffisamment simple et adaptée aux questions qui nous intéressent pour
justifier 'exposé qui suit.

Les résultats principaux de ce paragraphe sont la proposition 1.1.3.15 et son
corollaire ; ils nous serviront au chapitre 2.

Définition 1.1.3.1. Un espace métrique X est doublant s’il existe une constante
N telle que pour tout rayon R > 0, toute boule fermée de rayon R soit recouverte
par N boules fermées de rayon R/2.

Le plus petit N tel que cette propriété soit satisfaite est appelé constante de
doublement de X.

Notons que si X est doublant, de constante de doublement N, et si A €]0, 1],
toute boule de rayon R > 0 est recouverte par N* boules de rayon AR, oil k est
le plus petit entier tel que 27% < A

Décrivons maintenant les espaces doublants qui nous intéresseront dans la
suite (au chapitre 2).

Définition 1.1.3.2. Nous dirons qu’un groupe métrique est doublant s’il est
localement compact, si sa distance est invariante a droite, et s’il posséde un
automorphisme ag qui est une similitude de rapport o < 1.

Nous noterons simplement « l’automorphisme ag. On a donc, pour tous
g,h € G, d(ag,ah) = ad(g,h), et a €]0,1].

Lemme 1.1.3.3. Dans un groupe métrique doublant G, toute boule fermée est
compacte.

Démonstration. Soit V un voisinage relativement compact de e dans G. Il
contient une boule fermée B(e,r), r > 0. Cette boule est donc compacte. Par
conséquent, ’automorphisme « étant continu, toute boule B(e,a*r) (k entier
relatif), est compacte. Comme o*r peut étre rendu arbitrairement grand, et que
la distance de G est invariante & droite, on en déduit aussitot que toute boule
fermée est compacte. O

Un espace métrique ol toute boule fermée est compacte est parfois dit propre.

Lemme 1.1.3.4. Soit G un groupe doublant et A un réel positif < 1. Il existe
une constante N ne dépendant que de G et \ telle que, pour tout rayon R > 0,
la boule B(e, R) soit recouverte par au plus N translatées a gauche de la boule
B(e, AR).
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Démonstration. Puisque B(e, 1) est compacte et que B(e,a)) est d’intérieur
non vide, on peut trouver des éléments ¢1,...,9n € G tels que les g;B(e, a))
recouvrent B(e,1).

Soit R > 0 et soit k l'entier relatif tel que o**! < R < a*. On a B(e,R) C
B(e,a*), donc a=¥B(e, R) C B(e, 1), de sorte que les g; B(e,a\) (1 <i < N) re-
couvrent a~*B(e, R). Puisque « est un automorphisme de groupe, on en déduit
que B(e, R) peut étre recouvert par N translatées a gauche de B(e,a*T1)\). Or
B(e,a®t1)) est contenue dans B(e, \) puisque o**! < R. Dot le lemme.  [J

Corollaire 1.1.3.5. Tout groupe métrique doublant est, en tant qu’espace mé-
trique, doublant.

Exemples 1.1.3.6. L’espace euclidien R™, I’espace de Heisenberg (muni d’une
distance homogene, c’est-a-dire une distance invariante a droite, pour laquelle
les homothéties de Heisenberg sont des similitudes) sont des groupes doublants.

1l en va de méme, plus généralement, des groupes de Carnot, que je m’abs-
tiens de définir car nous n’aurons pas a les considérer.

Nous revenons a la théorie générale des espaces doublants, étant entendu que
nous ne "appliquerons qu’aux groupes doublants définis ci-dessus ; mais I’exposé
qui suit ne serait pas considérablement simplifié si nous nous restreignions aux
groupes doublants.

Remarque 1.1.3.7. L’existence d’une constante de doublement est une pro-
priété de «finitude de la dimensiony. Plus précisément, la définition que nous
donnons des espaces doublants revient a dire qu’un espace est doublant si sa
dimension de Assouad est finie (voir, par exemple, (Luukkainen, 1998)). En
particulier, on voit aussitot que cette propriété est invariante par transforma-
tion bilipschitz, contrairement a la propriété de Besicovitch.

Lemme 1.1.3.8. Tout espace doublant est séparable.

Démonstration. Il résulte de la définition que pour tout ¢, un espace métrique
doublant peut étre recouvert par une suite dénombrable de rayon 27, Le lemme
s’en déduit. O

Une partie A de X dans laquelle deux points distincts quelconques sont &
distance > § 'un de l'autre est dite d-séparée.

Lemme 1.1.3.9 ((Kdenmiki et al., 2010) lemme 2.1). , Soit X un espace
métrique doublant de constante de doublement N. Le cardinal de toute partie
d-séparée bornée A C X est majoré par

<2diam(A) > logz NV
— .

Démonstration. Puisque A est bornée, elle est contenue dans une boule fermée

de rayon diam(A). Si k est le plus petit entier tel que 2~k , on peut

<0
~ 2diam(A)
donc recouvrir A par N* boules de rayon §/2. Puisque A est d-séparée, deux
points de A ne peuvent appartenir & une méme boule de rayon §/2; par suite,
A contient au plus N* éléments. O
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Proposition 1.1.3.10. Soit X un espace métrique doublant de constante de
doublement N, et soit |1 une mesure borélienne pour laquelle toute boule de X
est de mesure finie. La dimension (locale) inférieure de p est presque partout
<logy V.

Démonstration. Soit D un réel > log, N et supposons donnés un réel py > 0 et
une partie £ C X telle que pour tout x € E et tout p < py on ait

u(B(z,p)) < pP.

Nous allons voir que FE est négligeable, on peut pour cela le supposer borné. Soit
d < po/2 et donnons-nous une partie §/2-séparée maximale A contenue dans E.
D’une part, les B(x,0) recouvrent E lorsque x parcourt A; et d’autre part, A
contient au plus
<4diam(E) ) logz NV
)

éléments. On a donc
w(E) < Card(A)oP < c§Plos NV

ou C est une constante > 0 indépendante de ¢. En faisant tendre ¢ vers 0, on
voit que u(E) = 0. O

Remarque 1.1.3.11. L’énoncé plus fort obtenu en remplacant la dimension
inférieure par la dimension supérieure est vrai aussi ((Kienmdki et al., 2010),
lemme 2.2) mais nous n’en aurons pas besoin.

L’énoncé suivant est une forme faible du lemme 1.1.2.5.

Lemme 1.1.3.12 ((Kdenmaiki et al., 2010), lemme 2.1). Soit X un espace
doublant, de constante de doublement N. Soient § un réel > 0, et A une partie
de X telle que les boules fermées B(x, g) sotent deux & deux disjointes lorsque
x parcourt A. On peut écrire A comme une réunion Ay U ... Ay, ol chaque A;
est telle que les boules fermées B(z,d) soient deuzr d deuz disjointes lorsque x
parcourt A;, et M ne dépend que de N.

Démonstration. Définissons une suite Aj,...,A,,... de parties de A comme
suit : pour ¢ > 0, A,11 est une partie de A\ (41 U...U A;), telle que les
boules fermées B(z,d) soient deux a deux disjointes lorsque x parcourt A;q,
et est maximale pour cette propriété. La construction s’arréte au temps n si
A1 U...UA, = A. Nous allons voir que la construction s’arréte nécessairement
aprés un temps fini.

Supposons que Aq, ..., Ay aient été construites (et soient toutes non vides).
Soit « un point de A\ (A; U...U Ap—1). Par maximalité de Aq,..., Ap—1,
on peut trouver des points xz; € A; (1 < i < M — 1) tels que les boules fer-
mées B(z,0) et B(z;,d) se rencontrent. Chaque boule fermée B(z;, §) est donc
contenue dans B(x,20). On sait d’autre part que B(x,2d) peut s’écrire comme
la réunion d’au plus N® boules fermées B(y;, 2). A tout z;, associons un indice
Jj tel que z; € B(y;, g), ce qui entraine que la boule B(y;, %) est contenue dans
B(x;, g) Puisque les B(x;, g) sont deux & deux disjointes, cette application
i — j est injective, et on en déduit que M — 1 < N3,

O
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Dans ce lemme, le rayon des boules est fixé, contrairement & ce que permet
la propriété de Besicovitch. Le lemme 1.1.3.12 suffit néanmoins & démontrer une
version faible du théoréme de densité de Lebesgue.

Lemme 1.1.3.13 ((K&enmiki et al., 2010), proposition A.2). Soient X un
espace doublant, et u une mesure borélienne finie. Soit A une partie pi-mesurable
de X.

Pour p-presque tout x € A, on a

ANB
hmsupu( N B(z,p))

N Bap)

Noter qu’a la différence du théoréme de densité de Lebesgue, le membre de
gauche est ici une limite supérieure et non une limite.

Démonstration. Supposons donnés des réels fixés py > 0, t €]0, 1] et une partie
B C A tels que pour tout x € B et pour tout p < py on ait

WA B(x, p))
WBlop)

Nous allons montrer que B est négligeable. Fixons ¢ > 0 et donnons-nous un
voisinage U de B tel que pu(U) < (1 + ¢)p(B), comme il est loisible puisque p
est réguliére (comme ’est toute mesure borélienne finie sur un espace métrique
séparable). Il existe § < pg tel que d(B,CU) > 6.

Soit maintenant B’ une partie de B telle que les boules fermées B(x,d/2)
soient deux A deux disjointes lorsque x parcourt B’, et maximale pour cette
propriété, de sorte que les B(z, §) recouvrent B lorsque x parcourt B’. En vertu
du lemme 1.1.3.12, on peut trouver dans B’ une partie B” telle que les boules
B(z,0) soient deux & deux disjointes lorsque x parcourt B”, et que

u( U B(ﬂfﬁ)) > L u(B)

zeB”

oul M est une constante qui ne dépend que de la constante de doublement de
X.
Cela étant, on a

wB < Y u(AﬂB(x,fs»w(U\ U B(xm)

x€eB" reB!"

et la somme du membre de droite est majorée par t) 5, pu(B(x,0)) par dé-
finition de B. Puisque les B(z,d) sont deux & deux disjointes (xz € B"), on en
tire
w(B) < uU) = (L= t)u ( U B(ﬂ?ﬁ))
z€B"

et on obtient finalement, chaque B(x,d) (x € B”) étant contenue dans U,

() < (14 = 1) uim,

Cette inégalité est valable pour tout € > 0; puisque ¢ < 1, on a donc nécessai-
rement u(B) = 0. O
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Remarque 1.1.3.14. Signalons le résultat suivant ((Kienmdaki et al., 2010),
théoréme A.1) : il existe un espace métrique compact doublant ¥ portant une
mesure de probabilité borélienne u et une partie compacte A de mesure positive
tel que pour tout x € A, on ait

lim int HANB(@,p))

S B

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et démontrer la proposition
suivante.

Proposition 1.1.3.15. Soit X un espace métriqgue complet doublant, et 7 :
X — Y une application lipschitzienne de X dans un espace métrique Y complet
séparable. Soit A\ une mesure de probabilité sur X, y son image par w et

A= / du(y) Ay

la désintégration de X le long de w. On suppose qu’il existe une constante v > 0
et une application mesurable 6 : Y — [0, 00| telles que pour \-presque tout x on
ait

dim(Ar(z), ) >y, dim(p,7(x)) > 6(n(x)).

Alors, pour A-presque tout x, on a
dim(\, ) > v + d(n(x)).

Si, au liew de supposer que X est doublant, on suppose qu’il est séparable et
posséde la propriété de Besicovitch (définition 1.1.2.4), on obtient la conclusion
plus forte

dim(\, z) > v+ é(m(2))

pour A-presque tout x.

Notons que si X est doublant, il est séparable; ceci justifie la possibilité de
désintégrer A le long de 7.

Démonstration. Le cas o X posséde la propriété de Besicovitch est traité dans
(Ledrappier et Young, 1985) (lemme 11.3.1). Nous ne démontrons donc cette
proposition que pour X doublant. A vrai dire, nous ne faisons que reprendre
Pargument de (ibid.) en invoquant le lemme 1.1.3.13 au lieu du théoréme de
densité usuel.

Supposons pour simplifier que 7 est 1-lipschitzienne. Fixons € > 0. On peut
produire un borélien A C X de mesure A(A) > 1 — € et un réel p; > 0 tel que
pour tout x € A et tout p < p1, on ait

>\7T(’I‘)(B(‘r7 p)) < p'y—E‘

Pour A-presque tout zo dans A, il y a (lemme 1.1.3.13) des réels p > 0 arbitrai-
rement petits pour lesquels

AN Blxo, p) > A(B(xo, p)-

DO | =
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Fixons un tel zq. On a, si p est un réel tel que 'inégalité précédente soit satisfaite,
A(B(a0. ) < 2A(AN Blao ) = [ di(y)r, (40 Blao.p).

Supposons que ¥ soit tel que AN B(xg,p) N7 1 (y) contienne un point z. On a
donc AN B(xg, p) C B(w,2p), et si p est pris < £p1, on aura Ay (AN B(zo, p)) <
(2p)7~¢ puisque x appartient & A. En intégrant ceci, on obtient

A(B(wo, p)) < 2(2p)" " pu(m(B(xo, p))) < 2(2p)" " pu(B(m(z0), p))

ou la deuxiéme inégalité vient de ce que w(B(z,p)) C B(n(z),p) (car m est
supposée 1-lipschitzienne). On peut trouver des p > 0 arbitrairement petits
pour lesquels cette majoration de A(B(xo, p)) ait lieu. Par suite, on a

log(A(B(wo, p)))

o) > o — e+ dim(u w(o)).

lim sup

Il est maintenant facile de conclure. O

Corollaire 1.1.3.16. Soit X un espace métrique complet doublant, Y un espace
borélien standard, et m: X — Y une application borélienne. Soit A une mesure
de probabilité sur X, p son image par w et

A= [,

la désintégration de A le long de w. On suppose qu’il existe une constante v > 0
telle que pour \-presque tout x on ait

dim(Ar(z), ) > 7.
Alors, pour A-presque tout x, on a
dim(\, z) > 7.
Démonstration. 11 suffit de reprendre sans changement la démonstration de la

proposition précédente jusqu’d 'avant-derniére équation, ou I’on majore main-
tenant p(w(B(xg,p))) par 1 et la conclusion s’ensuit. O

Lorsque X est un espace produit et que m est la projection sur le premier
facteur, on peut démontrer une inégalité dans 'autre direction. Nous ne nous
en servirons pas.

Proposition 1.1.3.17. Soient X,Y deuz espaces métriques et soit X une me-
sure de probabilité sur X x Y. Soit w la projection X XY — X et u l'image de
A par w. Notons dimp(Y') la dimension de packing supérieure de Y. On a

dim(y1) > dim()) — dimp(Y).

Pour la dimension de packing, voir (Mattila, 1995) paragraphe 5.9.
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Démonstration. Soit A une partie de X non négligeable pour . Le produit AxY
est non négligeable pour A; par suite, on a dim(\) < dig(A x Y'). D’autre part,
on a I'inégalité (op. cit., théoréme 8.10) dimg(A x V) < dimp(A) + dimp(Y).
Par conséquent, on a la minoration

En prenant 'infimum du membre de gauche lorsque A parcourt les parties non
négligeables pour u, on obtient

dim(y) > dim()) — dimp(Y).
O

Remarques 1.1.3.18. 1. Mattila énonce Uinégalité dimp(Ax B) < dimp(A)+
dimp (B) pour des parties de ’espace euclidien, mais en réalité cette hypo-
theése n’est utile que pour l'inégalité «réciproquey dimpg(A) + dimg(B) <
dimy (A x B), laquelle repose sur le lemme de Frostman (alors que celle
dont nous nous servons est élémentaire).

2. On ne peut pas remplacer la dimension de packing supérieure par la di-

mension de Hausdorff. En effet, soient A, B deux parties de la droite
réelle, de dimension de Hausdorff nulle, et telles que A x B soit de di-
mension de Hausdorff égale a 1; de telles parties sont construites dans
(Falconer, 2014), exemple 7.8.
Soit A une mesure de probabilité sur A x B telle que dim(\) > 0 ; lexis-
tence de \ est une conséquence du lemme de Frostman, (Mattila, 1995),
théoréeme 8.8. Si u est l’image de X\ par la projection de A X B sur A, on
a dim(p) =0, et dim(\) — dimg(B) = 1, donc on n’a pas dans ce cas

dim(p) = dim(A) — dimy (B).

1.2 Dimension des projections

Nous nous plagons dans l’espace euclidien R™ (n > 2) et nous intéressons au
probléme suivant : étant donnée une mesure de Radon p, étudier la dimension
des projections de p sur les m-plans de R™.

Dans un premier temps, nous énoncons le théoréme classique de Marstrand
sur la dimension presque stire des projections des mesures de Radon dans l’es-
pace euclidien. Le théoréme original (Marstrand, 1954) porte sur les ensembles
mais nous serons plutot intéressé & étudier la dimension des mesures. Les résul-
tats principaux de cette sous-section sont le corollaire 1.2.2.3 et la proposition
1.2.2.6. L’emploi de méthodes relevant de la théorie du potentiel pour démontrer
le théoréme de J. M. Marstrand remonte a R. Kaufman.

Le théoréme de Marstrand donne une information presque stire. En général,
il ne permet pas de dire quoi que ce soit sur une projection fixée. Ce second
probléme est, de loin, beaucoup plus délicat. Il a fait l’objet de beaucoup de
travaux dans des cas plus ou moins particuliers. Lorsque la mesure considérée
est, en un certain sens, «fractaley, on peut s’attendre a ce que les conclusions
du théoréeme de Marstrand demeurent, sauf éventuellement pour certains choix
exceptionnels de m-plans.
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Donnons un exemple d’une telle situation. Soient p, v des mesures de proba-
bilité sur [0, 1] invariantes par x2 et x3 respectivement. Alors pour toute pro-
jection 7 : R? — R qui n’est pas la projection sur la premiére ou la deuxiéme
coordonnée, on a

dim(r (4 © v)) = inf{1, dim(p © v)}.

Ce théoréme ((Hochman et Shmerkin, 2012), théoréme 1.3) a été établi par
M. Hochman et P. Shmerkin en lien avec une conjecture de Furstenberg. Pour
ce faire, ces auteurs ont développé et amélioré une théorie due & Furstenberg
lui-méme (Furstenberg, 2008). Ces travaux ont encore été développés par M.
Hochman (Hochman, 2010). Le théoréme que nous énongons en 1.2.3 provient
du dernier travail cité.

Les résultats de cette section nous serviront au chapitre 3.

1.2.1 Energie d’une mesure de Radon

Définition 1.2.1.1. Soit p1 une mesure de Radon sur R™ et s un nombre réel.
La s-énergie de u est le nombre

L) = / dp(z)dply)

|z —yl*

Lemme 1.2.1.2. Soit © une mesure de probabilité sur R"™ et s un réel > 0
tel que u(B(x,p)) < p® pour p-presque tout x et tout p < pgy, ot py est une
constante > 0. Pour tout € > 0, la (s — €)-énergie de 1 est finie.

Démonstration. Calcul immeédiat. O

Le lien entre I’énergie d’une mesure et sa dimension inférieure est précisé par
le lemme suivant.

Lemme 1.2.1.3. Soit u une mesure de Radon sur R™ et s un réel > 0. On
suppose qu’il existe une suite (fi) d’applications mesurables R™ — [0,1], qui
tend en croissant vers 1 u-presque partout, et telle que la s-énergie de frp soit
finie pour tout k. Alors dim(u) > s.

Démonstration. Voir (Ledrappier et Lindenstrauss, 2003), proposition 2.2. [

1.2.2 Le théoréme de Marstrand

Dans le contexte de 1’étude de la dimension des mesures projetées, on dis-
tingue deux cas. Un cas «sous-critiquey, ol la mesure considérée est de dimen-
sion moindre que I’espace sur lequel on la projette, et la dimension est presque
sirement préservée. Un cas «sur-critiquey, ot la mesure considérée est de di-
mension strictement plus grande que l'espace sur lequel on la projette et alors
les projections sont presque sirement absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesgue, et en particulier leur dimension est celle de cet espace.

Nous commencons par préciser le sens de la phrase «pour presque tout m-
plan de R™».
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1.2.2.1 La grassmannienne des m-plans

La grassmannienne des m-plans de R™ est ’espace G(m,n) dont les points
sont les sous-espaces vectoriels de dimension m dans R™. C’est une partie de
I’espace projectif associé a la m-éme puissance extérieure de R”. Elle posséde
donc une topologie naturelle, pour laquelle elle est compacte, voir par exemple
(Bourbaki, 1947), chapitre VI, p. 20, propositions 7 et 8.

L’opération naturelle de O(n) sur G(m,n) est continue et transitive. La
mesure de probabilité qui s’en déduit sur G(m,n) sera appelée mesure de Haar.
Elle est par définition O(n)-invariante. Toute assertion «mesurée» les m-plans
de R" sera relative & cette mesure. Nous la noterons v ou 7y, ., s'il y a lieu.

Pour tout m-plan V', nous noterons 7y la projection orthogonale sur V.

1.2.2.2 Le cas sous-critique

Lemme 1.2.2.1. Soit u une mesure de probabilité sur R™. Soit m un entier,
1<m<n-—1etsoit s un réel, s < m. Il existe une constante (dépendant de
s,n,m) C telle que

[ #n(V) Ltavn) < C1.00.

Démonstration. Voir (Mattila, 1995), démonstration du théoréme 9.3. O

Proposition 1.2.2.2. Soit y une mesure de probabilité sur R™. Soit m un
entier, 1 < m < n —1. On suppose que dim(u) < m. Alors pour presque tout
m-plan V', on a

dim(7y p) = dim(p).

Démonstration. 11 est immeédiat que dim(myp) < dim(p) quel que soit V' car 7y
est une application lipschitzienne. Pour 'inégalité réciproque, on peut supposer
que dim(u) > 0.

Fixons un réel s, 0 < s < dim(u). Pour tout entier k& > 1, soit Ej, ’ensemble
des x pour lesquels on a p(B(x,p)) < p° dés que p < 1/k. Soit ¢ > 0. La
(s — e)-énergie de u|Ey est finie. Par conséquent, pour presque tout m-plan V,
la (s — g)-énergie de my (u|Ey) est finie aussi (lemme 1.2.2.1).

Soit fi v la dérivée de Radon-Nikodym de 7y (u|E%) par rapport & my 4. La
suite (F}) est croissante et sa réunion est de y-mesure totale. On en déduit que
pour tout V, la suite fiy converge my u-presque partout en croissant vers 1.
D’aprés le lemme 1.2.1.3, on a donc dim(my ) > s — € pour presque tout V,
quel que soit € > 0. D’ou1 la proposition. O

Corollaire 1.2.2.3. Soit p une mesure de probabilité sur R™, de dimension
exacte 6 < m. Alors pour presque tout m-plan V, myu est de dimension ezxacte

J.

Démonstration. Pour presque tout m-plan V' et 7y p-presque tout v, on a dim(my p, v) >
d d’apreés la proposition 1.2.2.2 et dim(7y p, v) < § puisque 7y est lipschitzienne
et que dim(u, z) < § pour u-presque tout x.

O]
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1.2.2.3 Le cas sur-critique

Lemme 1.2.2.4. Soit p une mesure de probabilité sur R™ et m un entier,
1 <m < n-—1. On suppose que la m-énergie de i est finie. Alors pour presque
tout m-plan V, my p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
de V.

Démonstration. Voir (Mattila, 1995), théoréme 9.7. O

Lemme 1.2.2.5. Soit 1 une mesure de probabilité sur R™ et m un entier,
1<m<n—1. Soit s un réel, m < s < n. On suppose que la s-énergie de | est
finie. Pour tout m-plan V , désintégrons p au-dessus de myu :

p= /d(ﬂvu)(v) V-

11 existe une constante C' ne dépend que de n,m et s telle que

[ i ©)dram(V) L) < CLG).

Démonstration. Voir (Mattila, 1995), théoréme 10.7. O

Proposition 1.2.2.6. Soit i une mesure de probabilité sur R" et soit m un
entier, 1 <m < n — 1. Nous supposons que dim(u) > m.

Pour presque tout m-plan V', my i est absolument continue par rapport d la
mesure de Lebesque de V| et si

p= [ dvi)o) my

est la désintégration de p le long de my, on a dim(p,,v) > dim(p) —m pour
Ty pu-presque tout v.

Démonstration. Soit s un réel, m < s < dim(u) et soit £ > 0 assez petit pour
que m < s — . Pour tout £ > 1, soit Ej ’ensemble des z € R"™ tels que
w(B(z, p)) < p® dés que p < 1/k. Les Ej forment une suite croissante de parties
mesurables dont la réunion est de u-mesure totale. La (s — ¢)-énergie de p|FEj
est finie. Nous en déduisons deux faits.

Premiérement, pour presque tout m-plan V, la projection my (| Ey) s’écrit
fr,vAv, ot Ay est la mesure de Lebesgue sur V' (ref). Fixons un tel m-plan V.

La suite (fg,y) est croissante Ay-presque sirement. Sa limite fy est finie
Ay -presque siirement car

ulr () = [ aw g
A
pour tout borélien A C V par convergence monotone. La mesure 7y u est donc

elle-méme absolument continue et on a Ty = fyAy.
Désintégrons p|Ey, au-dessus de my (p|Ex) = fuvAv :

M&Z/MMMMWWMM
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On a d’autre part
B = [ D) o)y )

de sorte que fiy v est proportionnelle & u, v |Ex pour fy Ay-presque tout v et
tout k assez grand.

D’aprés le lemme, la (s — ¢ — m)-énergie de i, ;v est finie pour presque
tout V' et fi v Ay-presque tout v. La réunion des Ej, étant presque stirement de
mesure totale pour y, 1, nous en déduisons que dim(u, ) > s —e —m pour
presque tout V et fy Ay-presque tout v (ref).

D’ou la proposition, car £ est arbitrairement petit. O

1.2.3 Projections de mesures fractales

Nous allons énoncer un théoréme (théoréme 1.2.3.3) di & M. Hochman por-
tant sur la dimension des projections de mesures «autosimilaires» dans ’espace
euclidien. Nous devons en passer par un certain nombre de définitions et fixer
des notations.

1.2.3.1 Notations

Nous nous plagons dans I’espace euclidien R™. Le cube unité [—1, 1]™ est noté
B;. Les travaux de MM. Furstenberg, Hochman et Shmerkin ont pour objet des
mesures qui sont en un certain sens autosimilaires. La connaissance d’une telle
mesure revient & sa connaissance au voisinage d’un point générique. Il est donc
possible, et commode, de tronquer les mesures étudiées en les conditionnant au
voisinage de 0. La forme du voisinage n’est pas de premiére importance, et c’est
pour des raisons techniques que ces auteurs ont intérét & considérer un voisinage
cubique de ’origine (ce qui simplifie des calculs faisant intervenir des entropies
relatives a des partitions dyadiques).

Soit M l’espace des mesures de Radon (non nulles). Pour tout ¢ € R, I’ho-
mothétie de rapport ¢! de R", que nous noterons S; («S» pour «scale» ), induit
une transformation de M appliquant p sur la mesure image S;u.

Si p est une mesure de Radon pour laquelle By n’est pas négligeable, nous
noterons u* la mesure proportionnelle & p pour laquelle By est de mesure 1,

c’est-a-dire
* 1

~ w(B)

De méme, nous noterons = la mesure de probabilité obtenue en conditionnant
& By, lorsque cela a un sens.

L’ensemble des mesures de Radon pour lesquelles B; est de mesure 1 sera
noté M*. L’ensemble des mesures de probabilité qui sont concentrées sur By
sera note MU,

Si p est une mesure dont le support contient l'origine de R, toutes les
transformées S;p chargent B; et on peut donc poser Siu = (Siu)* et SPpu =
(Sy)B.

Pour tout z € R", la translation appliquant x sur 0 sera notée T, ; si u est
une mesure de Radon non nulle, on posera Txpu = (Tpp)*.

Nous garderons la lettre ;1 pour des mesures de Radon sur R” et la lettre P
pour des mesures de probabilité sur des espaces de mesures et nous parlerons

7
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alors de distribution. Par exemple, si u € M, la mesure de Dirac en p, 6, est
une distribution sur M.

1.2.3.2 Distributions fractales

Soit P une mesure de probabilité sur M* possédant les propriétés suivantes :

1. pour tout voisinage ouvert relativement compact U de l’origine, la mesure

[P0 [ by duta)

sur M* est équivalente & P (on dit alors que P est quasi-Palm);

2. P est S*-invariante, i.e. I'image de P par S} est égale & P pour tout
teR.

Nous dirons que P est une distribution fractale. Si P est ergodique pour le flot
(S5)¢, nous dirons que P est une distribution fractale ergodique.

Notons que si P est une distribution quasi-Palm, le support de p contient
lorigine pour P-presque tout p. Si P est une distribution fractale, on peut donc
considérer son image PY par I'application p — pu5, c’est une distribution sur
MB,

Une distribution sur MY de la forme P ou P est une distribution fractale
ergodique sera appelée distribution ergodique restreinte. Ceci est justifié par le
lemme suivant.

Lemme 1.2.3.1. Soit M’ l’ensemble des u € M dont le support contient l’ori-
gine. L’application M’ — M appliquant j sur u= entrelace les opérations des
semi-flots (S} )i>o0 et (SP)i>0, et induit une bijection P+ PS5 des distributions
(S7)¢>0-invariantes de M* sur les distributions (SP)i>o-invariantes de M5,

Démonstration. Voir (Hochman, 2010) lemme 3.1. O

Notons que Popération p — p™ n’est pas inversible.

1.2.3.3 Mesures uniformément scalantes

Soit ¢ une mesure de Radon sur R"™ et  un point du support de p. Nous
noterons (i, ; 'image de u par la composée S; o T, (¢t € R), et u%t la mesure
fiz,+ conditionnée & B;. Considérons la distribution sur MH

Sl existe une distribution P sur M telle que, pour p-presque tout z, (W)e,r
converge vers P lorsque T'— 0o, nous dirons que u est uniformément scalante,
et qu’elle engendre P.

Le lien entre mesures uniformément scalantes et distributions fractales est
précisé par le théoréme suivant, dont nous n’aurons pas & nous servir car sa
conclusion sera aisément vérifiée dans le cas d’espéce ol nous voulons appliquer
cette théorie.
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Théoréme 1.2.3.2. Si pu est une mesure uniformément scalante engendrant
une distribution P, P est une distribution ergodique restreinte. Réciproquement,
si P est une distribution fractale ergodique, P-presque toute i est une mesure
uniformément scalante engendrant P5.

Démonstration. Voir (Hochman, 2010), théorémes 1.6 et 1.7. O

1.2.3.4 Dimension moyenne d’une projection
Soit P une distribution sur MY, Soit 7 une application linéaire surjective
R — R™, 1 <m <n-—1. Notons

Bp(m) = [ dP() dim(rp).

Théoréme 1.2.3.3. Soit p une mesure de probabilité sur R™, uniformément
scalante, engendrant une distribution fractale ergodique restreinte P. Pour toute
application linéaire surjective m : R - R™, 1<m<n—1,0ona

dim(mp) = Ep(m).
Démonstration. Voir (Hochman, 2010), théoréme 1.23. O

L’intérét de ce théoréme tient & ce qu’il porte sur une projection fixée, et
qu’il permet de déduire une propriété certaine (une borne inférieure pour la
dimension de 7p) d’une propriété «en moyennes.



Chapitre 2

Conditionnelles et entropie le
long d’une opération de
groupe

L’objet de ce chapitre est de présenter en détail la théorie des conditionnelles
d’une mesure le long d’une opération de groupe, et de ’entropie associée en
présence d’un automorphisme relativement auquel le groupe opérant parameétre
un «sous-feuilletage» du «feuilletage stables.

L’existence de ces conditionnelles, et les faits essentiels de la théorie, sont
«bien connus» de tous les spécialistes. Je ne sache pas, pour autant, que ces ré-
sultats aient fait I’objet d’un exposé élémentaire, systématique et circonstancié.
Certes, il y a (Lindenstrauss, 2006), mais je dois reconnaitre que je ne suis pas
capable de lire ce travail.

Le début de ce chapitre (i.e. jusqu’au paragraphe 2.1.1.3) est, pour l’essen-
tiel, un développement du paragraphe 4.1 de (Benoist et Quint, 2011). Je dois
remercier le Professeur Yves Benoist qui a bien voulu m’expliquer, en quelques
diagrammes, les grandes lignes de sa construction.

2.1 Théorie générale

Nous commencons par définir les conditionnelles et détailler leur construction
(paragraphe 2.1.1). Le résultat principal est la proposition 2.1.1.14, due a4 Y.
Benoist et J.-F. Quint (Benoist et Quint, 2011).

Nous montrons ensuite (paragraphe 2.1.2) comment la théorie des condi-
tionnelles permet de généraliser la décomposition classique de Hopf au cas ou
I’opération du groupe ne préserve pas la mesure. Il sera nécessaire alors de sup-
poser que la mesure étudiée est finie. Le résultat principal de cette partie, dont
nous ne nous servirons d’ailleurs pas, est le théoréme 2.1.2.6. Nous démontrons
aussi que l'invariance de la mesure équivaut au fait que les conditionnelles coin-
cident avec la mesure de Haar.

Enfin, nous établissons au paragraphe 2.1.3 la transitivité de I’opération de
désintégration d’une mesure le long d’une opération de groupe.

33
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Les résultats utiles au chapitre 3 sont les propositions 2.1.1.14, 2.1.1.18,
2.1.1.25, 2.1.1.26, 2.1.3.5.

Le lecteur est invité & lire ce chapitre en ayant & l’esprit I'une des deux
situations suivantes :

1. G est un espace euclidien et H un sous-espace vectoriel de G

2. G est le groupe de Heisenberg et H son centre.

2.1.1 Construction des conditionnelles

2.1.1.1 Sections lacunaires

La pierre d’angle de toute la construction est le résultat suivant, di a A.
Kechris.

Théoréme 2.1.1.1. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable,
et X un espace borélien standard ot G opére mesurablement a gauche. Soit U un
voisinage compact symétrique de [’élément neutre dans G. Il existe un borélien
Y. de X — appelé par abus section de l'opération de G sur X tel que les propriétés
sutvantes soient vérifiées.

1. La section ¥ est compléte : X = GX.

2. La section ¥ est U-lacunaire : si x € ¥ et g € U sont tels que gx € X,
alors gr = x.

Démonstration. Voir (Kechris, 1992). O

Nous dirons que X est une section U-lacunaire de 'opération de G sur X
si c’est une partie borélienne de X possédant la deuxiéme propriété ci-dessus.
Nous dirons que ¥ est une section U-lacunaire compléte si elle posséde les deux
propriétés. Nous omettrons parfois de préciser 'ouvert U relativement auquel
la section est lacunaire.

En général, les éléments d’une section lacunaire seront appelés z’,y’, etc.
pour les distinguer de ceux de X qui seront notés z,y, etc.

Une section lacunaire 3 étant donnée, 'application a : Gx¥ — X appliquant
(g9,2') sur g’ sera appelée application associée a ¥. Nous nous permettrons
souvent, ayant introduit une section lacunaire ¥, d’employer la lettre a en ce
sens, sans écrire systématiquement «soit a ’application associéey.

Notons tout de suite une conséquence facile et cruciale de la lacunarité.

Lemme 2.1.1.2. Soit U un voisinage compact symétrique de l’élément neutre
dans G et donnons-nous une section U?-lacunaire . On suppose que pour tout
2’ €%, U? contient au plus N éléments fizant ', ot N est une constante fizée.
Alors pour tout h € G et tout x € X, l'ensemble hU x ¥ contient au plus N
éléments (g, ') tels que ga’ = x.

Démonstration. Quitte a remplacer x par h~ 'z, on peut supposer que h est
lélément neutre e de G. Si (g1,2}), (92, 2%) € U x 3 sont tels que g12) = goah,
on a gy ‘g1z = xb, ce qui implique, g5 'g; étant élément de U? (et ¥ étant
U?-lacunaire), que 25, = . Autrement dit, g5 'g1 est un élément de U? fixant
x', et la conclusion s’ensuit facilement. O

Nous aurons besoin d’un énoncé un peu plus précis que le théoréme 2.1.1.1
aux paragraphes 2.2.3 et suivants.
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Théoréme 2.1.1.3. Soit G un groupe localement compact & base dénombrable,
et X un espace borélien standard ot G opére mesurablement a gauche. Soit U
un voisinage compact symétrique de e dans G. Il existe un borélien ¥ de X tel
que les propriétés suivantes soient vérifices.
1. La section X est U%-compléte : X = U?Y (ou U? est l'image de U par
Dapplication (g, h) — gh).
2. La section X est U-lacunaire.

Démonstration. Reprendre (Becker et Kechris, 1996). O

Notation 2.1.1.4. Lorsque G opére sur X, pour toute partie A de X et tout
point x € X, on notera Tg(xz, A) lensemble des g € G tels que gx € A («trans-
porteur de x dans Ay ).

2.1.1.2 Conditionnelles au-dessus d’une section lacunaire

Nous fixons un espace borélien standard X ot opére mesurablement & gauche
un groupe localement compact & base dénombrable G.

Définition 2.1.1.5. Nous dirons que l'opération de G est & stabilisateurs dis-
crets (resp. & stabilisateurs uniformément discrets) si pour tout x € X, le stabi-
lisateur de x dans G est une partie discréte de G (resp. s’il existe un voisinage
V' de l’élément neutre dans G tel que pour tout x € X, le seul élément de V
fizant x soit I’élément neutre).

Enoncons tout de suite un lemme qui nous servira plus tard. Rappelons que
les groupes doublants ont été définis au chapitre 1 (définition 1.1.3.2).

Lemme 2.1.1.6. Soit G un groupe métrique doublant opérant mesurablement
sur un espace borélien standard X avec des stabilisateurs uniformément discrets.
1l existe des constantes py, K > 0 telles que, pour tout p < py et toute section
B(e, p)-lacunaire ¥ de lopération de G sur X, on ait

Card {(g,2") € Ble,4p) x ¥ ; g’ =z} < K
quel que soit le point x € X.

Démonstration. Raisonner comme dans la démonstration du lemme 2.1.1.2 en
tenant compte de la propriété de doublement pour voir que K ne dépend que
de la constante de doublement de G. O

Dorénavant, nous supposerons toujours que l'opération est, au minimum, &
stabilisateurs discrets. En conséquence, si ¥ est une section lacunaire de cette
opération, on voit aussitot que pour tout z € X, le transporteur de x dans X
est une partie discréte — et, partant, dénombrable — de G. L’application associée
a:GxY — X est donc a fibres dénombrables. A ce propos, rappelons le fait
suivant, dont nous nous servirons librement.

Lemme 2.1.1.7 ((Kechris, 1995)). Sip: X — Y est une application borélienne
entre deux espaces boréliens standards, telle que pour tout y €Y la fibre p~1(y)
soit au plus dénombrable, il existe une suite dénombrable (s,) d’applications
boréliennes X — Y telle que la fibre p~*(y) soit I’ensemble

{sn(y) s n>1}

quel que soit y € Y.
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Dans le lemme suivant, la notation §, désigne la mesure de Dirac en .

Lemme 2.1.1.8. Soient X,Y deux espaces boréliens standards et p une appli-
cation borélienne X — Y. On suppose que p est a fibres dénombrables. Pour
toute mesure o-finie A sur Y, la mesure A sur X définie par

A= / d\(y) Card,-1(,) = / dA\y) Y. G

zep~1(y)
(o Cardy,-1(,) est la mesure de comptage sur l’ensemble p~1(y)) est o-finie.

Démonstration. 11 existe une famille (s,,),>1 d’applications boréliennes X — Y
paramétrant les fibres de p, c’est-a-dire telles que pour tout y € Y, on ait

p ' (y) = {sn(y);n > 1}.

Soit A une partie borélienne de Y telle que A(A) < oco. Pour tout n > 1, on a
A(sn(A)) < co. En effet, par définition

Msn(4)) = [ dA(y) Card (57 0) N152(4)

et I'intégrande Card (p~!(y) N s,(A)) vaut 1 dans A et 0 ailleurs. D’ot le lemme.
O

Notation 2.1.1.9. Dans les conditions du lemme 2.1.1.8, la mesure \ sera
notée p* .

Fixons maintenant une mesure o-finie A sur X. Soit ¥ une section lacunaire
de l'opération de G sur X. La mesure a*\ sur G x X est o-finie d’aprés le
lemme 2.1.1.8 et le paragraphe qui le précéde. Nous pouvons donc la désintégrer
au-dessus de X ; la mesure portée par la fibre au-dessus de 2’ € ¥ sera notée
oy (:C/)

Plus précisément, choisissons sur 3 une mesure de probabilité \x, pseudo-
image de a*\ par la projection G x ¥ — X. Nous pouvons alors écrire

a'*l= /d)\z)($/) os(x') ® u

ol ox(z') est une mesure sur G qui est presque sirement o-finie.

Le choix de la pseudo-image Ay, est arbitraire (car a*A n’est pas finie en
général) mais la classe de cette mesure est uniquement définie. On peut donc
parler sans ambiguité des parties négligeables de X..

Le lemme suivant caractérise ces parties négligeables.

Lemme 2.1.1.10. Soit ¥ une section lacunaire. Pour qu’une partie A de %
soit négligeable, il faut et il suffit que GA soit A-négligeable dans X .

Démonstration. Dire que A C ¥ est négligeable, c’est dire que a*\(G x A) =0,
c’est-a-dire que

/d)\(x) Card(T'(z,A)) =0

ce qui équivaut & dire que A-presque aucun z n’appartient & GA.
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Lorsque 3 est une section lacunaire telle que GX ne soit pas négligeable, on
dira (par abus de langage) que ¥ n’est pas négligeable.

Lemme 2.1.1.11. Supposons que A soit finie et soit 3 une section lacunaire.
Alors, presque sirement, ox(z') est une mesure de Radon sur G.

Si, en outre, les stabilisateurs de l’opération de G sur X sont uniformément
discrets, la mesure a* (K x ) est finie pour toute partie compacte K de G.

Démonstration. Soit U un voisinage symétrique compact de e dans G tel que X
soit U2-lacunaire. Nous allons voir que pour tout h € G, ox(z')(hU) est presque
strement finie, ce qui suffit & démontrer que ox(z’) est presque strement de
Radon.

Pour tout n > 1, introduisons ’ensemble ¥, formé des ' € ¥ tels que
U? N Stab(z’) contienne au plus n éléments. On peut vérifier que ¥,, est un
ensemble borélien.

D’aprés le lemme 2.1.1.2, on a Card(a~!(z)NhAx X,) < n pour tout = € X.
En intégrant ceci par rapport & A, on voit que

a'M(g,2") € hU x 8, } = /d)\(ac) Card(a () NAU x ,,) < nA(X) < 00

donc ox(z')(hU) < co pour presque tout x’ € 3,,.

Puisque le stabilisateur de tout point de X est discret, il est clair que X est
réunion des ¥,,. Par conséquent, ox(z')(hU) < oo, presque stirement.

Si les stabilisateurs de l'opération de G sur X sont uniformément discrets,
nous pouvons, quitte & réduire U, supposer que les relations gz = z, g € U?
entrainent g = e. On en déduit que pour tout x € X, il y a au plus un couple
(g,2") € U x 2 tel que ga’ = x. Par conséquent, a*A(U x ) < 1, et aussi
a*A(hU x 3) <1 quel que soit h € G. On conclut facilement. O

Lemme 2.1.1.12. Soit 3 une section lacunaire, et soit A (resp. ¥') une partie
A-négligeable de X (resp. une partie négligeable de ). Pour presque tout 2’ € 3,
on a ox(z')(T(x',A)) =0 (resp. T(«',¥) = @).

Si Y est une section lacunaire compléte, la réciproque est vraie, autrement
dit toute partie A de X telle que, presque sirement, ox(a')(T(z', A)) = 0, est
négligeable.

Démonstration. L’assertion sur A équivaut & dire que a* \{(g,2’') € Gx ;g2 €
A} = 0, ce qui est immeédiat & partir des définitions. L’assertion sur 3’ s’en
déduit en remarquant que, par hypothése, GY’ est une partie A-négligeable de
X.

Si ¥ est lacunaire compléte, on a

AMA) <a*M(g,2") € G x By g2’ € A}
et on en déduit la réciproque annoncée. O
Introduisons quelques notations.

Notation 2.1.1.13. Si A\, sont deux mesures proportionnelles sur G (i.e.
1= cX, ot c est une constante finie > 0) on écrira X ~ u. La classe d’une
mesure pour cette relation d’équivalence est appelée mesure projective. La classe
d’une mesure o-finie (resp de Radon) est appelée mesure projective o-finie (resp.
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mesure projective de Radon). Si A est une mesure sur G, la classe de \ sera
notée [\].

On notera ML(G) et ML, ,(G) Uespace des mesures projectives sur G, res-
pectivement o-finies et de Radon.

Si h € G, Uapplication de translation a droite G — G qui applique g sur

gh™! sera notée §(h).
Voici le résultat de base de la théorie; il est tiré de (Benoist et Quint, 2011).

Proposition 2.1.1.14. Soit X un borélien standard ow opére mesurablement
a gauche un groupe localement compact & base dénombrable G avec des stabili-
sateurs discrets, et soit A une mesure o-finie sur X. Il existe une application
o: X = ML(G) possédant la propriété suivante : pour toute section lacunaire
Y, il existe une partie conégligeable X' de X telle que pour presque tout ' € X
et tout g € G tel que gr’ € X', on ait

3(9)"o(g2") = [ox(2")].

Cette propriété caractérise U'application o en dehors d’un ensemble négli-
geable.

L’application o est G-équivariante modulo \; autrement dit il existe une
partie A-conégligeable X' de X telle que pour tout x € X' et tout g € G, si
gre X', ona

o(gz) = 0(g)«o(x).

Si la mesure X est finie, alors o est a valeurs dans M}, ,(G), et est mesurable

lorsque l’on munit Mﬁad de la tribu quotient (de la tribu usuelle sur l’espace des
mesures de Radon de G).

La tribu usuelle sur I'espace des mesures de Radon de G est la tribu boré-
lienne associée a la topologie vague.

La démonstration de proposition 2.1.1.14 fait I’objet de la sous-section sui-
vante.

Définition 2.1.1.15. Dans les conditions de la proposition 2.1.1.14, nous di-
rons que o est 'application de désintégration de A le long de G, et que o(z) est
la conditionnelle de A en z le long de G.

Notation 2.1.1.16. Lorsque le contexte rend ambigué la notation o, on préci-
sera le groupe, voire la mesure, en indice : 0g, 0g,, etc.

Remarque 2.1.1.17. On parlera par abus du support de o(x), d’ensemble o(x)-
négligeable, et ainsi de toute autre notion me faisant intervenir que la classe
projective des mesures sur G.

Notons aussi que la désintégration de X le long de G ne dépend que de la
classe projective [A].

La proposition suivante est une conséquence immeédiate, et importante, de
I'unicité dans la proposition 2.1.1.14.

Proposition 2.1.1.18. Soient X,Y deux espaces boréliens standards ou G
opére mesurablement & gauche avec des stabilisateurs discrets. Soit o un au-
tomorphisme mesurable du groupe G. Soit ¢ un isomorphisme borélien X —Y
qui est un a-morphisme de G-ensembles, c’est-a-dire que ¢(gx) = a(g)¢(x) pour
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tous g € G,x € X. Soient A\ une mesure o-finie sur X et p = ¢\ son image
directe par ¢. Désintégrons X et u le long de G. Pour A-presque tout x, on a

0,(6(x)) = a.ox (@).

Finissons ce paragraphe avec le fait suivant, que nous utiliserons souvent
sans le mentionner explicitement.

Lemme 2.1.1.19. Pour A-presque tout x, le support de o(x) contient I’élément
neutre de G.

Démonstration. Soit p > 0 et A, I'ensemble des z tels que o(z)(B(e, p)) = 0. 1
suffit (lemme 2.1.1.12) de voir, une section lacunaire compléte ¥ étant donnée,
que pour presque tout 2’ € ¥ on a ox(2’)(T(2',A,)) = 0. Or par définition de
o, T(x',A,) est Pensemble des g tels que 0(g)«ox(z")(B,) = 0, c’est-a-dire que
ox(z')(B(g,p)) = 0. Il est bien clair que cet ensemble est ox(z’)-négligeable ;
d’oul le lemme. O

2.1.1.3 Démonstration de la proposition 2.1.1.14

Nous conservons les notations de la proposition : X est un borélien stan-
dard ot opére mesurablement & gauche un groupe localement compact & base
dénombrable G avec des stabilisateurs discrets, et A est une mesure o-finie sur
X.

Lemme 2.1.1.20. Soient ¥ C X' deuz sections lacunaires de l’opération de G
sur X. Pour presque tout ' € X', on a ox(z') ~ os/(2').

Notons que la trace, sur ¥/, de la classe de mesure portée par X, coincide
avec la classe de mesure portée par ¥’ (lemme 2.1.1.10).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la transitivité des désin-
tégrations (au sens usuel). O

Le lemme suivant est une simple conséquence des propriétés d’unicité des
désintégrations ; nous ’énoncons abstraitement pour qu’il apparaisse bien qu’au-
cune des propriétés des objets que nous considérons n’entrent en jeu ici.
Lemme 2.1.1.21. Soient 31,Y9, G trois espaces boréliens standards. Soient

1. a: X — Aut(G) une application borélienne dans le groupe des automor-
phismes boréliens de G (i.e. Uapplication (z', g) — a(z')-g est borélienne
de X1 x G dans G) ;

2. ¢ : X1 — Yo un isomorphisme borélien ;

3. 1Y : G x X1 = G x Xy la bijection donnée par (g,z') — (a(z') - g, p(z)).
L’application i) est un isomorphisme borélien. Donnons-nous une mesure boré-
lienne o-finie \' sur G x 21 et soit \? l’image directe ¥, \'. Désintégrons \' et
A2 qu-dessus de 31 et T respectivement :

M:/Mawmuw®@,v:/ﬁi@mxw®@-
Alors, pour presque tout ©’ € X1, on a

oz, (2') = (a(z)) s, (#(x")).
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Démonstration. Les mesures d)*)\lzl et )\222 sont équivalentes ; on peut, sans perte
de généralité, les supposer égales. Cela étant, soit f une fonction A-intégrable.
On a, par un calcul immédiat,

/ F(pAY) = / AL, (@), ()s0s, (1)) © Bagan)

et,
/ FaN? = / AN, (&) (75, (D)) © Bpgan)-

La propriété usuelle d’unicité des désintégrations donne donc a(z’).ox, (z') =
ox, (¢(z")) pour presque tout z’.
O

Définition 2.1.1.22. Nous dirons qu’une section lacunaire X de l’opération de
G sur X est petite s’il existe un recouvrement ouvert dénombrable (V,,) de G
tel que chagque application V,, x ¥ — X (appliquant (g,z") € V,, x ¥ sur gz')
soit injective.

Le lemme suivant nous sera utile & maintes reprises.

Lemme 2.1.1.23. Toute section lacunaire ¥ de l'opération de G sur X est
réunion dénombrable de petites sections lacunaires.

Démonstration. Rappelons que tout groupe localement compact & base dénom-
brable est métrisable. Munissons donc G d’une distance d compatible avec sa to-
pologie. L’opération de G sur X étant & stabilisateurs discrets, il existe une appli-
cation borélienne p : 3 — ]0, oo telle que, pour tout 2’ € ¥, les relations gz’ = 2
et d(g,e) < p(2') entrainent g = e. Posons 3, = p~1(]1/n, co[). Soit U un voisi-
nage compact symétrique de e dans G tel que X soit U-lacunaire, et soit W,, un
voisinage symétrique de e tel que W72 soit contenu dans U N B(e,1/n). En re-
prenant 'argument du lemme 2.1.1.11, on voit que 'application gW,, x ¥,, — X
est injective quel que soit g € G. La section lacunaire ¥, est donc petite.

O

Lemme 2.1.1.24. Soit ¥ une section lacunaire de l’opération de G sur X. Il
existe une partie conégligeable ¥’ C X telle que, pour tout ©’ € ¥ et tout g € G
tel que gz’ € ¥/, on ait

os(gx’) ~ §(g).os(2).

Démonstration. Nous allons procéder par étapes en réduisant successivement le
lemme & des énoncés de plus en plus simple.

Premiére réduction. Le lemme se raméne & ’énoncé (R) suivant : soient
31, Yo deux sections lacunaires et s : 31 — G une application borélienne
telle que s(z’)x’ appartienne a 25 pour tout 2’ € % ; alors pour presque
tout 2’ € X1, on a oy, (s(z')z") = §(s(z'))sox, (2).

En effet, supposons que ’énoncé (R) soit acquis, et démontrons le lemme.
Donnons-nous des applications boréliennes s,, : ¥ — G (n > 1) telles
que Pensemble {(g,2’) € G x ¥;g2’ € ¥} soit la réunion des graphes
{(sn(z"),2’);2" € L}. Introduisons ’ensemble 3, = {s,(z')2’;2’ € X};
on peut vérifier que c’est un borélien de 3. Pour alléger les notations,

notons ¢,, lapplication ¥ — ¥,, qui applique =’ sur s, (z’)z’.
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On a, par hypothése, o5, (¢pn(z')) =~ 6(sn(2'))«0s(2’) pour presque tout
' ex.

D’autre part, pour presque tout 2’ € 3, on a oy, (¢n(2)) = ox(dn(a')) :
cela provient du lemme 2.1.1.20 et du fait que 'image réciproque, par ¢,
d’une partie négligeable de ¥,,, est une partie négligeable de ¥, comme
on le vérifie facilement.

Ceci démontre la premiére réduction.

Deuxiéme réduction. Il suffit de démontrer (R) en faisant ’hypothése sup-

plémentaire que X est petite.
En effet, supposons que 3; soit réunion d’une suite de boréliens X7 tels
que I’énoncé (R) soit acquis lorsqu’on remplace ;1 par n’importe lequel
de ces boréliens X7 (et qu’on restreint s & XF). Pour tout n et pour
presque tout ' € XY, on a donc oy, (s(2')z’) ~ §(s(z'))osr (2'). On
obtient la deuxiéme réduction en utilisant a& nouveau le lemme 2.1.1.20.

Troisiéme réduction Il suffit de démontrer (R) en faisant les hypothéses que

1° 31 est petite et 2° que s est telle que 'application ¢ : 31 — X5 qui
applique 2’ sur s(a’)z’ soit un isomorphisme.
En effet, on peut supposer que X est petite, et se donner un recou-
vrement ouvert (V,,) de G tel que chaque application V,, x ¥; — X soit
injective. Posons X7 = s~1(V,,). Chaque application ¢,, = ¢|E7} est injec-
tive. Quitte & remplacer X5 par ¢(X7), et en raisonnant comme ci-dessus
au moyen du lemme 2.1.1.20, on conclut.

Derniére étape. Pour achever, démontrons le lemme en supposant que l’ap-

plication ¢ : 1 — X5 (qui applique 2’ sur s(z')z’) est un isomorphisme
et que Y1 est petite.
Posons a(z’') = §(s(a’)) (de sorte que « est une application borélienne
%1 — Aut(G) est borélienne) et (g, 2’) = (a(z’) - g, ¢(z")). Soient a; :
GxXYy = Xetas: GxXy — X les applications associées aux deux
sections. Montrons que a3\ = i.ajA. Pour le voir il suffit, 3, étant petite
(et ¢ étant un isomorphisme) de vérifier que, si V' C G est un borélien tel
que la restriction aq|(V x X1) soit injective, alors les mesures restreintes
(VsafN)|P(V x X1) et (a5\)|w(V x X) coincident. C’est un simple jeu
d’écriture, conséquence de la commutativité du diagramme suivant

GX21*>X

|

GXEQ

et la conclusion provient du lemme 2.1.1.21.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2.1.1.14.

Démonstration de la proposition 2.1.1.14. Fixons une section lacunaire compléte
a Paction de G sur X. Soit ¥’ une partie conégligeable de 3 comme dans le
lemme 2.1.1.24 et posons X’ = GY'. Définissons une application & de G x ¥’
dans I’espace des mesures projectives o-finies :

5(g,2") = [6(9)«o=n(a")]
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(ou [p] est la classe projective de p). Puisque Papplication a : G x ¥/ — X'
est & fibres dénombrables, elle admet des sections boréliennes. Soit s une telle
section, et posons ¢ = & o s; en vertu du lemme 2.1.1.24, cette application ne
dépend pas du choix de la section.

Si Y1 est une autre section lacunaire, la réunion X U 3; est une section
lacunaire, et on en déduit (vu le lemme 2.1.1.24) qu’on a aussi o(gz}) =
[0(g)«0x, ()] pour presque tout z) et tout g tel que gz appartienne a un
certain ensemble de mesure 1 (dépendant de X et Xq).

La vérification des autres propriétés énoncées dans la proposition ne pose
pas de probléme.

Dans le cas ot A est une mesure de probabilité, la mesurabilité de o provient
du fait que 'application =’ — ox(z') est mesurable (2’ € X) et de la continuité
de lapplication G X Myaq(G) = M;aa(G) (définie par (g, 1) — gsp) lorsque
M;24(G) des mesures de Radon sur G est muni de la topologie vague. O

2.1.1.4 Cas d’une opération lisse

Lorsque 'opération de G sur X est lisse, ce qui signifie que le quotient G\ X
est un borélien standard (pour la tribu quotient), les conditionnelles le long de
Popération de G coincident avec les conditionnelles au sens usuel (au-dessus de
G\X). C’est ce que nous précisons dans la proposition suivante, ot ’application
p désigne 'application orbitale de G sur Gz, i.e. p,(g) = gz.

Proposition 2.1.1.25. Soit X un espace borélien standard ow opére mesurable-
ment un groupe localement compact a base dénombrable G avec des stabilisateurs
discrets, et soit X une mesure o-finie sur G.

Supposons que l’opération de G sur X soit lisse. On note x — T lapplication
de passage au quotient X — G\X. Fizons une probabilité \ sur G\X, pseudo-
image de \, et soit

A= / AT

la désintégration de )\ correspondante. Soit o ’application de désintégration de
A le long de G.
Pour \-presque tout x, o(x) est la classe projective de (pr)*Az.

Rappelons que la mesure (p,)*\z sur G est définie dans le lemme 2.1.1.8.

Démonstration. Soit s : G\X — X une section borélienne au sens usuel (i.e.
s(Z) = Z pour tout Z) et soit ¥ = s(G\X) son image. Posons

A= /dX(f) (Ps(z)) Az @ bs(z) 3

c’est une mesure sur G x X et on vérifie qu’elle coincide avec a*A, olta : G XX —
X est Papplication associée & Y. La proposition s’en déduit, par unicité des
conditionnelles au sens usuel. O

2.1.1.5 Désintégration d’'une mesure quotient

Proposition 2.1.1.26. Soit X un espace borélien standard. Soit T' un groupe
dénombrable opérant mesurablement a droite sur X. On suppose que cette opé-
ration est lisse, de sorte que le quotient X/T" est un espace borélien standard.
On note p : X — X /T Uapplication de passage au quotient.
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Soit G un groupe localement compact & base dénombrable, opérant mesu-
rablement & gauche sur X. On suppose que lopération de G sur X/T' est a
stabilisateurs discrets (et donc aussi opération de G sur X ).

Soit i une mesure o-finie sur X, et U'-invariante. Soit p la mesure o-finie
sur X/T, quotient de p par T.

Désintégrons i et u le long de G ; soient ¢ et o les applications correspon-
dantes.

Alors pour fi-presque tout T, on a

o(p(¥)) = o(z).

Avant de démontrer la proposition, prenons quelques lignes pour rappeler la
construction de la mesure p quotient de fi. Puisque 'opération de I' sur X est
lisse, on peut désintégrer pi au-dessus d’'une mesure de probabilité pseudo-image
1. L’invariance de fi sous I" entraine que les conditionnelles de fi au-dessus de p/
sont u/-presque stirement proportionnelles & la mesure de comptage ; autrement
dit, il existe une application borélienne ¢ : X/T" —]0, oo[ telle que

Q= /du'(mf) c(z")Haar,r.

La mesure u = cu est o-finie (puisque elle est équivalente & une mesure finie)
et on a i = p*u, ce qui signifie que p est quotient de i par I'.

Démonstration de la_proposition. Soit ¥ une section lacunaire de ’opération de
G sur X/T, et soit ¥ I'image inverse p~1(X); on vérifie aussitot que X est une
section lacunaire de 'opération de G sur X.

Donnons-nous une section borélienne s : X/I' — X ; ceci est possible car
Popération de T" sur X est lisse. Les ensembles s(X)+, lorsque « parcourt T', sont
deux & deux disjoints, et partitionnent .

Considérons le diagramme commutatif

Gxi# X

'] d

GxY —2— X/T

ou a,a sont les applications associées aux sections lacunaires f), Y respective-
ment, et g applique (g, %) sur (g, p(Z)).

Par définition des conditionnelles le long de G, tout revient a désintégrer a* i
(resp. a*u) au-dessus de X (resp. X) et & vérifier que la fibre de a* i au-dessus
de 7 € 3 est proportionnelle a la fibre de a*p au-dessus de p(Z), et ce pour
presque tout .

On a a*fi = ¢*(a*p) puisque i = p*p par définition de u, et que aog = poa.

D’autre part, 'application ¥ x I' — ¥ qui a (2/,7) associe s(z’)y est un
isomorphisme borélien, et si on note 7 : Y > Y xIsa réciproque, on vérifie que
Iisomorphisme ¥ : G x ¥ — G x ¥ x T appliquant (g,%’) sur (g,7(Z")) applique
a*fi sur la mesure (a*p) ® Haarr.

On vérifie aussi que la fibre de (a*p) ® Haarr au-dessus de (z/,7) €e @ 7T
est proportionnelle & la fibre de a*u au-dessus de 2/, pour presque tout z’ et
pour tout .
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Comme il est clair que les conditionnelles de a* i au-dessus de 3 et celles de
son image WU, (a*fi) au-dessus de ¥ x I' sont presque strement proportionnelles,
ce qui précéde démontre la proposition. O

2.1.1.6 Désintégration d’'une mesure absolument continue

Proposition 2.1.1.27. Soit X un espace borélien standard portant une mesure
o-finie X. Soit G un groupe localement compact & base dénombrable opérant
mesurablement sur X avec des stabilisateurs discrets. Soit y une mesure o-finie
sur X, absolument continue par rapport a .

Désintégrons X et i le long de U'opération de G et soient oy et o, les appli-
cations de désintégration correspondantes.

Pour p-presque tout x, o,,(z) est absolument continue par rapport a ox(z),
et la dérivée de Radon-Nikodym est donnée par

d
g df/;(gw)-

La conclusion s’entend ainsi : pour p-presque tout x, si 6, () (resp. ox(x))
est un représentant de la mesure projective o, (z) (resp. ox(x)), alors celle-la
est absolument continue par rapport & celle-ci et il existe une constante ¢ > 0
telle que

6, ()

dp
FEND) (9) (9)

:Ca

pour o, (x)-presque tout g.
La démonstration est un simple jeu d’écriture, dont je préfére me dispenser.

2.1.2 Récurrence; dissipativité

Nous conservons les notations précédentes : G est un groupe localement
compact a base dénombrable, X est un espace borélien standard ou G opére

mesurablement avec des stabilisateurs discrets, et A est une mesure o-finie sur
X.

2.1.2.1 Trivialité des conditionnelles

Proposition 2.1.2.1. Soit W un borélien de X. Les deuz assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Pour A\-presque tout x € W, o(x) est triviale, i.e. o(x) = [dc] (0w d. est
la mesure de Dirac en I’élément neutre de G).

2. Le borélien W contient une partie conégligeable ¥ (i.e. AW \ £) = 0)
telle que pour tous x € X, g € G, la relation gr € X entraine g = e
(autrement dit le transporteur T(x, %) est trivial).

Le cas échéant, o(x) est presque sdrement triviale dans GW et le stabilisateur
de presque tout point de GW est trivial.

Démonstration. Supposons vérifiée la premiére assertion. Soit ¥ un ensemble
conégligeable dans W tel que 1° o(x) = [J.] pour z € ¥ et 2° o(gx) = 6(g)«0(x)
dés que x, gx appartiennent a ¥ (proposition 2.1.1.14). Si x et gx appartiennent
a X, on a [ = [0,)], c’est-a-dire que g = e. D’ou la deuxiéme assertion.
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Réciproquement, supposons vérifiée la deuxiéme assertion. Il est clair que X
est une section lacunaire et que application a : G X% — X est un isomorphisme
borélien sur son image. On voit alors aussitot que ox(x) est presque sirement
une mesure de Dirac lorsque z € GW. La premiére assertion s’en déduit.

La fin de la proposition est claire. O

2.1.2.2 Décomposition de Hopf

Définition 2.1.2.2. Un borélien W est appelé ensemble errant si le transporteur
T(x, W) est relativement compact pour A-presque tout © € W.

Un borélien A est appelé ensemble récurrent si, pour toute partie borélienne
B de A, et pour \-presque tout x € B, le transporteur T'(x, B) n’est pas relati-
vement compact.

Le lemme suivant indique que ces notions sont duales 'une de 'autre.

Lemme 2.1.2.3. Pour qu’un ensemble A soit récurrent, il faut et il suffit que
ANW soit négligeable pour tout ensemble errant W.

Démonstration. Reésulte aussitot des définitions. O

Nous allons généraliser & notre situation le théoréme de décomposition de
Hopf; avant cela, donnons ’énoncé classique et sa démonstration. Rappelons
que si (X,3, p) est un espace de probabilité, et T une application mesurable
X — X, on dit que T quasi-préserve u si Typ et p sont équivalentes. Dans ce
cas, on dit qu’un ensemble W € ¥ est errant si les ensembles T*W (k > 0) sont
deux & deux disjoints, et on dit qu’un ensemble A € ¥ est récurrent si pour
toute partie B € ¥ contenue dans A et presque tout € B, la suite des itérées
T*z (k > 1) passe infiniment souvent par A.

Théoréme 2.1.2.4. Soient (X,X, 1) un espace de probabilité et T une appli-
cation mesurable X — X qui quasi-préserve u. Il existe une partition mesurable
X = CUD, unique modulo des ensembles négligeables, ou C est un ensemble
récurrent et D une réunion dénombrable d’ensembles errants.

Démonstration. Soit «q le supremum des mesures des ensembles errants. On
peut se borner au cas ou « > 0, sinon on vérifie facilement que X est lui-méme
un ensemble récurrent. Choisissons un ensemble errant W5 de mesure > %al.
Poursuivons en considérant le supremum oo des mesures des ensembles errants
disjoints de Wy, supposons que as > 0 et choisissons un tel errant W5 de mesure
> %Oég. On produit ainsi des errants deux-a-deux disjoints W7y,..., W, et une
suite décroissante a; > -+ > a, > 0 telle que p(W;) > %ai. Si ap11 =0, on
s’arrét 1 et on pose D = W U...UW,,; sinon, on définit une suite infinie et on
pose D = J,,~; Wy. Il est facile de voir qu’en posant C = X \ D on obtient une
partition de X qui répond a la question. O

Définition 2.1.2.5. On dit qu’une partie A de X est faiblement G-invariante
s’il existe un ensemble X' conégligeable dans X tel que, posant A’ = ANX', on
ait (GA)NX' = A"

Théoréme 2.1.2.6. Soit X un espace borélien standard ou opére mesurable-
ment un groupe localement compact a base dénombrable G avec des stabilisateurs
discrets. Soit A une mesure o-finie sur X.
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L’espace X admet une partition borélienne X = CUD, o C est un ensemble
récurrent et D une réunion dénombrable d’ensembles errants. Cette partition
est unique a un ensemble négligeable prés. En outre, les ensembles C et D sont
faiblement G-invariants.

Si N est une mesure finie équivalente a \, et si o est application de désin-
tégration de X le long de G, on peut prendre pour C (resp. D) l’ensemble des x
pour lesquels o(x) est infinie (resp. finie).

Démonstration. Les notions d’ensemble errant et d’ensemble récurrent ne dé-
pendent que de la classe de la mesure. On peut donc supposer que A est finie.
Définissons C et D comme indiqué dans la derniére partie du théoréme. Ces
deux boréliens partitionnent X. Si 'on note X’ une partie conégligeable de X
telle que les relations x, gr € X’ entrainent o(gx) = §(g).o(x), il est clair que,
posant C' =CN X, on a (GC')N X' = (', et de méme pour D, c’est-a-dire que
ces deux ensembles sont faiblement G-invariants.

Si C n’est pas négligeable, on peut, pour vérifier que C est un ensemble
récurrent, remplacer X par GC’ et A par sa restriction & GC’, et se ramener au
cas ou C = X et o est infinie presque partout. La conclusion provient alors du
lemme 2.1.2.8 ci-dessous.

On voit de méme que D est réunion dénombrable d’ensembles errants en se
servant du lemme 2.1.2.7.

L’unicité (& un ensemble négligeable prés) de cette décomposition est claire.

O

Lemme 2.1.2.7. Si o(z) est finie pour A-presque tout x, X est réunion dé-
nombrable d’ensembles errants.

Démonstration. Munissons G d’une distance invariante par translation & droite,
compatible avec sa topologie et telle que toute boule fermée soit compacte
(Struble, 1974) et posons, pour tout entier N > 1,

_ _o(@)(B(e,N)) _ 1
O e

et soit W}, U'intersection de Wy avec une partie conégligeable X’ de X telle que
les relations z, gz € X' entrainent o(gz) = 6(g).0(z).

Nous allons montrer que chaque ensemble W}, est errant. Soit donc z € Wy,
et soit g un élément du transporteur T'(x, W},). Par définition de W}, on a

o(z)(B(e, N)) | o(x)(B(g,N))

(@)(G) @G

ce qui n’est possible que si B(e, N) et B(g, N) se rencontrent. On a donc néces-
sairement d(g,e) < 2N ; en particulier, T'(x, W}) est relativement compact.

La réunion des Wy (N > 1) est de mesure totale, et le lemme est démontré.

O

Lemme 2.1.2.8. Supposons que A soit finie. Si o(x) est infinie pour \-presque
tout x, X est un ensemble récurrent.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde, et supposons que o(z) soit presque
sirement infinie et que cependant X contienne un ensemble errant non négli-
geable. Nous allons produire une section lacunaire non négligeable ¥ telle que
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T(2',%) contienne au plus N éléments (ot N > 1 est une constante) pour
presque tout 2’ € X. L’application associée G x ¥ — X est alors a fibres finies
de cardinal < N, de sorte que que a*\ est finie (comme est ), ce qui en-
traine aussitot que presque toute conditionnelle ox(z') est finie, contrairement
a ’hypothése.

Donnons-nous donc un ensemble errant non négligeable W. Soit W’ ’en-
semble (de mesure totale dans W) des z € W tels que T'(z, W) est relativement
compact. Soit g une section lacunaire compléte et posons

L ={x' €Xg; ox,(@)(T(z',W")) > 0}.

On vérifie facilement que ¥ est une section lacunaire non négligeable telle que
ox(2")(T(2',W’)) > 0 pour presque tout z’ € X.

11 est clair que ’ensemble T'(a’, W) est relativement compact pour presque
tout 2’ € ¥. Par conséquent, ox(z’) étant presque stirement de Radon, la me-
sure ox(z')(T(z',W)) est presque stirement finie. Quitte a réduire X, on peut
supposer 1° que ¥ est une petite section et 2° qu’il existe une constante C' > 0
telle que, pour presque tout ' € X, on ait

ox(a!)(T(a!, V)
@) 0) =

ou U est un voisinage compact de ’élément neutre de G tel que la restriction a
U x ¥ de lapplication (g, ') — ga’ soit injective.
En intégrant ceci par rapport & Ay, on obtient

a*M(g,2") € Gx X5 gr' € W} < Ca™ AU x %)

et le membre de droite est fini (car Papplication U x ¥ — X est injective et A
est finie). Le membre de gauche pouvant se réécrire

/ dA(z) Card(T(x, X))
W

ce qui précéde montre que T'(x,X) est presque stirement fini pour z € W.

11 est facile d’en déduire que T'(z', X)) est presque strement fini pour 2’ € X.
Quitte a réduire X une fois encore, on peut supposer qu’il existe un entier N tel
que T'(2',X) contienne au plus N éléments pour tout =’ € X. O

Remarque 2.1.2.9. La finitude de \ est cruciale dans ce lemme : l'opération
de la droite réelle R sur elle-méme par translation n’est pas récurrente bien que
les conditionnelles de la mesure de Lebesgue le long de R soient évidemment
infinies presque partout.

Définition 2.1.2.10. La partition X = C U D ezhibée dans le théoréme est
appelée décomposition de Hopf de X (relative a 'opération de G et a la classe
de la mesure \).

On appelle C la partie récurrente et D la partie dissipative. Si C (resp. D)
est de mesure totale, on dit que l’opération est totalement récurrente (resp. to-
talement dissipative).
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Exemple 2.1.2.11. On peut montrer que les points x dont le stabilisateur est
infini forment un ensemble borélien E. D’autre part, il est classique que le sta-
bilisateur de tout point x est fermé. Le stabilisateur d’un point x € E est donc
un ensemble discret, fermé, et infini; on en déduit (G étant localement compact
a base dénombrable) qu’un tel stabilisateur n’est pas relativement compact. Ceci
montre que l’ensemble E est contenu (a un ensemble négligeable prés) dans la
partie récurrente de X.

2.1.2.3 Invariance par un sous-groupe

Nous laissons 1a les questions de récurrence et de dissipativité, et conser-
vons les hypothéses précédentes : X est un espace borélien standard ou opére
mesurablement un groupe localement compact a4 base dénombrable G avec des
stabilisateurs discrets.

Fixons un sous-groupe fermé H de G. Dans la situation classique ou X porte
une mesure o-finie A qui se désintégre (au sens classique) d’une fagon compatible
avec l'opération de H (c’est-a-dire que les conditionnelles sont portées par des
ensembles H-invariants), il est facile de voir que I'invariance de A par H équivaut
a l'invariance presque stre des conditionnelles.

Nous allons généraliser ce résultat & notre situation. Commencons par pré-
ciser ce que signifie la H-invariance d’une mesure projective sur G. Si p est une
mesure sur G qui est invariante par toute translation & gauche par un élément
de h, il en va de méme de toute mesure proportionnelle a p. Cette propriété ne
dépend donc que de la classe projective [pu].

Définition 2.1.2.12. Soit [u] une mesure projective sur G. On dit que [u] est
H-invariante st p est H-invariante.

Notons que H opére de facon naturelle sur ’espace des mesures projectives
sur G (par (h,[u]) — [y(h)«p] ot y(h) est la translation & gauche par h). En
général, un point fixe de cette opération n’est pas une mesure projective H-
invariante au sens précédent.

Lemme 2.1.2.13. Soit H un groupe topologique & base dénombrable opérant
contindment sur un espace localement compact a base dénombrable X. Soit p
une mesure de Radon sur X. On suppose que H contient un sous-groupe partout
dense I" qui préserve u. Alors H préserve pi.

Démonstration. Soit U un ouvert relativement compact de X et g un élément
de H. Donnons-nous une suite g,, d’éléments de I' qui converge vers g (possible
car H est a base dénombrable). On a liminf, 1, y > 14y par continuité de
Popération. En vertu du lemme de Fatou, on a donc pu(gU) < liminf, u(g,U) =
u(U). En appliquant ceci a g~! et a 'ouvert relativement compact gU, on voit
que pi(gU) = p(U).

Puisque X est a base dénombrable, tout ouvert de X est réunion d’une
famille dénombrable d’ouverts relativement compacts. Ce qui précéde entraine
donc que A(U) = A(hU) pour tout ouvert U et tout h € H. Puisque p est une
mesure de Radon, on en déduit que p est H-invariante. O

Théoréme 2.1.2.14. On suppose que G opére mesurablement sur X avec des
stabilisateurs discrets. Soit A une mesure o-finie sur X . Les assertions suivantes
sont équivalentes.
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1. La mesure \ est H-invariante.

2. Pour toute section lacunaire 3, la mesure a*\ est H-invariante (pour
Vopération de H sur G x ¥ donnée par h - (g,2") = (hg,2')).

3. Pour presque tout x € X, o(x) est H-invariante (4 gauche).

Démonstration. 1l est immédiat que 1 entraine 2. Montrons que 2 entraine 3.
Soit ¥ une section lacunaire et supposons que a*\ soit H-invariante. Pour tout
h € H et pour presque tout ' € ¥/, ox(z') est h-invariante. On en déduit,
H étant séparable, qu’il contient un sous-groupe dénombrable dense I' tel que
ox(z') soit I-invariante pour presque tout ' € . En vertu du lemme 2.1.2.13,
ox(2') est H-invariante pour presque tout z’. Cela étant, si 2’ € 3 est tel que
ox(a’) soit H-invariante et si g € G est tel que o(gz’) = [0(g)«oxn(2)], il est clair
que o(gz') est une mesure projective H-invariante (puisque la multiplication &
gauche par h commute avec la multiplication a droite par g). On a donc démontré
que 2 entraine 3. Il est facile de voir de la méme fagon que 3 entraine 2.

Pour conclure, il reste & vérifier que 2 entraine 1. Soit B un borélien de X
et h € H. On veut montrer que A(hB) = A(B). On peut se borner au cas ou
il existe une (petite) section lacunaire ¥ et un ouvert V de G tel que B soit
contenu dans V3. On a alors

A(B) = a*A((a]V x £)7Y(B)) = a*A (h(a]V x )" 1(B))

ou la premiére inégalité provient de I'injectivité de a|V x X et la deuxiéme de la h-
invariance de a*\. Pour tout z € VX, on a h(a|V xX)"1(z) = (a|hV x X)L (hz),
de sorte que le membre de droite est égal a

a*A (alhV x )" (hB)) = A(hB)

ou la derniére égalité provient de l'injectivité de alhV x X.
Le théoréme est démontré. O

2.1.2.4 Quasi-invariance par un groupe dénombrable

Le paragraphe précédent ne se généralise pas tel quel au cas d’une mesure
quasi-invariante . Le lemme 2.1.2.13 ne demeure pas : si G est un groupe
localement compact & base dénombrable et I' un sous-groupe dénombrable dense
de G, on peut munir G d’'une mesure de probabilité A concentrée sur I', et alors
il est clair que A est quasi-invariante pour ’opération de I', mais ne l’est pas
pour l'opération de G.

En revanche, le théoréme 2.1.2.14 demeure lorsque ’on remplace ’'invariance
par la quasi-invariance si on suppose que G est dénombrable. La démonstration
est facile et nous ne la donnons pas.

Proposition 2.1.2.15. Soit X un espace borélien standard muni d’une mesure
o-finie A. Soit G un groupe dénombrable opérant mesurablement sur X.

On suppose que )\ est quasi-invariante relativement a cette opération. Pour
tout g € G, on a donc une dérivée de Radon-Nikodym

dg*\
ax

(z) = 0(g, )

pour \-presque tout x.
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Désintégrons X le long de l’opération de G et soit o Uapplication de désinté-
gration. Pour A-presque tout x, o(x) est la classe de la mesure sur G

Z 0(g,2)d4

geG
(0w &4 est la mesure de Dirac en g).
Démonstration. Propositions 2.1.1.27 et 2.1.1.18. O

J’ignore si cette proposition vaut aussi pour G localement compact & base
dénombrable.

Corollaire 2.1.2.16. Sous les hypothéses de la proposition, la décomposition
de Hopf est donnée par

C={zeX; Z@(g,x):oo}

geG
D={reX; Ze(g,x)<oo}.
geG

Remarque 2.1.2.17. Je ne sais pas s’il est possible d’adapter ce corollaire pour
supprimer hypothése de dénombrabilité. Si G est un groupe localement compact
a base dénombrable et que )\ est quasi-invariante, il est tentant d’écrire

c{xex; /Go(g,x)dgoo}

D:{xeX; /G@(g,x)dg<oo}

ot dg est I’élément de mesure de Haar sur G. Je n’ai pas eu le temps de réfléchir
sérieusement a cette question.

2.1.3 Transitivité de la désintégration le long d’un groupe

Lemme 2.1.3.1. Soient X,Y, Z trois espaces boréliens standards et

X

N

y 1527

un diagramme commutatif, dont les fleches sont des applications boréliennes.
Soient \ une mesure o-finie sur X, p une mesure de probabilité sur'Y , pseudo-
image de X par p, et soit enfin v une mesure de probabilité sur Z, pseudo-image
de p par q; il est clair que v est pseudo-image de \ par r.

Désintégrons, respectivement, A au-dessus de p le long de p et au-dessus de
v le long de r, et u au-dessus de v le long de q :

A= [auwg A= [avene n= [an
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ot est p-presque stirement concentrée sur p~ etc.). Alors, pour v-
I, N est p-presque si t tré p~'(y), etc.). Alors, p
presque tout z, | est une pseudo-image de A\, par p, et la désintégration de N,
au-dessus de p? le long de p est donnée par

N = / dpi ()N

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de I'unicité presque stre des
mesures conditionnelles. O

Le lemme ci-aprés, qui est une conséquence facile du précédent, nous servira
& plusieurs reprises.

Lemme 2.1.3.2. Soient X,Y des espaces boréliens standards, et G un groupe
topologique localement compact a base dénombrable opérant mesurablement sur
X etY avec des stabilisateurs discrets. Supposons donnée une mesure o-finie A
sur X xY. Fizons une mesure de probabilité \y surY, pseudo-image de )\ par
Uapplication de projection X xY — Y. Soit

A= / Dy () oy (y) ®6,

la désintégration de A qui s’en déduit (ou 6, est la masse de Dirac en y).

Faisons opérer G sur X XY par g - (z,y) = (gz,y); cette opération est
mesurable et a stabilisateurs discrets.

Pour A-presque tout (x,y), la conditionnelle o, (x) de oy (y) le long de
Dopération de G est bien définie car oy (y) est o-finie pour \y -presque tout y ;
de méme, la conditionnelle o) (xz,y) de X le long de G existe pour \-presque tout
T.

Ces conditionnelles sont égales :

a,\(z,y) = 0oy (y) (JL‘)
pour A-presque tout (z,y).

Démonstration. Soit X une section lacunaire de 'opération de G sur X. Notons
que ¥ X Y est une section lacunaire de 'opération de G sur X x Y. Soit a :
G x ¥ — X Dapplication associée & 2, et soit a X 1y : G X U XY —- X xY
I’application associée & > x Y. On vérifie que

(@x )2 = [ D) @ oy @) 95,

Par ailleurs, si Asxy est une mesure de probabilité sur ¥ x Y, pseudo-image de
(a x 1y )* X par la projection sur ¥ X Y, Ay est une pseudo-image de Apxy par
la projection sur . On peut donc désintégrer Ay xy au-dessus de Ay :

)\EXY = /d)\y(y) 9y X 5y

En vertu du lemme de transitivité précédent (lemme 2.1.3.1) appliqué au
diagramme

GxXYxY

L

YXY —Y
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(et aux mesures o-finies (a X 1y )*A, Anxy et Ay ), nous savons que pour Ay-
presque tout y : 1° 6, est une pseudo-image de a*oy (y) et 2° la désintégration
de a*oy (y) au-dessus de 0, est donnée par

a*oy(y) = /de(x’) Osxy (T',Y) @ Oy

Ceci signifie que la conditionnelle de a*oy (y) au-dessus de z’ est proportionnelle
a la conditionnelle de (a x 1y )*\ au-dessus de (z’,y), pour Asxy-presque tout
().

Ceci démontre le lemme. O

Reprenons les notations habituelles : X est un espace borélien standard ou
opére mesurablement un groupe localement compact & base dénombrable G,
et \ est une mesure o-finie sur X. Voici une premiére conséquence du lemme
2.1.3.2.

Lemme 2.1.3.3. Soit X une section lacunaire et soit a : G x X — X applica-
tion associée. Pour a*\-presque tout (g,2'), on a

oasa(g,2) = or(ga’)
ot Dopération de G sur G X X est donnée par g1 - (g2,2") = (9192, ).

Démonstration. Immédiat. O

Lemme 2.1.3.4. Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit ¥ une petite section
lacunaire a opération de G sur X. Soit a : G x ¥ — X application associée.
Désintégrons A et a*\ le long de H.

Pour a*\-presque tout (g,2'), on a

ou(97") = or.ax(9,2")
ot lopération de H sur G x X est donnée par h - (g,2') = (hg,xz’).

Démonstration. Soit T une section borélienne (au sens usuel) & la projection
canonique G — G/H ; Papplication H x T — G est donc un isomorphisme
mesurable. Puisque ¥ est petite, on peut écrire T = UT,, ou chaque T, est un
borélien tel que 'application T,, x ¥ — T,,% (appliquant (¢, 2") sur ¢’'z’) soit
un isomorphisme borélien.

Notons que T, est alors une section lacunaire & 'opération de H sur X.
Fixons un indice n ; on peut supposer que 7, % n’est pas négligeable (i.e. HT,, X
n’est pas A-négligeable).

On a un diagramme commutatif

HXT,xY—1% HxT,%

Ll

GxY —2 X

oun(h,g,z')=(h,g'x"), d'(h,g',2") = (hg',2") et a" (h,y’) = hy'.
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L’image réciproque, par Iisomorphisme 7,,, de la mesure (a”)*\ est donc
égale a (a’)*a*\. Puisque n,, est H-équivariante, en désintégrant les deux me-
sures précédentes le long de H on obtient (proposition 2.1.1.18)

JH,(aoa/)*A(hv g/a xl) = UH,(a”)*)\(ha g/xl)

pour (a o a’)*A-presque tout (h,g’,z’).
D’autre part, puisque T, est une section lacunaire & ’opération de H sur
X, on a aussi (lemme 2.1.3.3)

O'H,(a“)*)\(hv y,) = O'H7)\(hy,)

pour (a”)* \-presque tout (h,y’). Enfin, T, étant lui-méme une section lacunaire
a Popération de H sur G, on a (ibid.)

UH,(aoa’)*)\(hvg/7 m’) = O'H,a*(hg/wrl)
pour (a o a’)*A-presque tout (h,g’,z’).
Les trois égalités précédentes entrainent que
oaa(hg's’) = o a-r(hyg', z')
pour (a o a’)*A-presque tout (h,g’,z’); d’on
on(97") = omar(g,:2)

pour a*A-presque tout (g,2’) € HT,, x X. Ceci étant valable pour chaque indice
n, on a la méme relation pour a*A-presque tout (g,2') € G x X, ce qui est
I’énoncé du lemme. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme exprimant la
transitivité de la désintégration le long d’un groupe.

Proposition 2.1.3.5. Soit ¢ ) l'application de désintégration de X le long de
G. Soit H un sous-groupe fermé de G. Pour \-presque tout x € X, on peut
désintégrer og (x) le long de H (4 gauche), et on a, pour og x(z)-presque tout
geG,

OH,06 () (9) = UH7/\(933)-
Autrement dit, la conditionnelle de X le long de H en gx est presque sdrement
égale a la conditionnelle de o x(x) le long de H en g.

Démonstration. Donnons-nous une petite section lacunaire 3 de 'opération de
G sur X et soit a : G x ¥ — X D’application associée. Désintégrons la mesure
o-finie a* A le long de H. Nous savons (lemme 2.1.3.4) que

JH,A(gxl> = UH,a*A(anl)
pour a*\-presque tout (g,z') € G x ¥. D’autre part, si

a*) = /d)\z(l‘/)a'z(l‘/) ® 0z’

est la désintégration de a* A au-dessus d’une mesure de probabilité Ay, sur ¥ qui
est une pseudo-image de a*\, on a

0t,ax(9:7") = OH oy () (9)
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pour a*A-presque tout (g,z’) (lemme 2.1.3.2).

Fixons maintenant un z’ € X tel que oy x(92’) = 0,0y 2)(g) Pour ox(z’)-
presque tout g € G. Soit gy un élément de G tel que o a(goz’) soit la classe
projective de [d(go)«ox(2’)]. L'isomorphisme borélien 6(go) : G — G est H-
équivariant & gauche (car la loi de G est associative). On a donc (proposition
2.1.1.18)

o) (9) = OH.5(g0)m0s ) (990 )

pour ox(z’)-presque tout g. Autrement dit,

UH,JE(I’)(Q) = O’H,O'G,A(gox/)(ggoil)

pour ox(z’)-presque tout g. Posant x = goa’, ce qui précéde montre que

OH,o6(2)(9) = oA (97)

pour o¢ x(x)-presque tout g.
Ceci démontre la proposition pour A-presque tout z € G3. On conclut grace
au lemme 2.1.1.23. O

Corollaire 2.1.3.6. Pour \-presque tout x, si l’on désintégre (au sens clas-
siqgue) oG x(x) le long de m: G — H\G, la conditionnelle au-dessus de m(g) est
un représentant de la mesure projective

(pg)«omA(92)
pour UG’)\(LL') -presque tout g.

Rappelons que les conditionnelles d’une mesure infinie ne sont uniquement
définies qu’a une constante multiplicative prés.

Démonstration. Immeédiat vu les propositions 2.1.3.5 et 2.1.1.25. O

Pour formuler le corollaire suivant, introduisons la notion de mesure portée
par un graphe borélien.

Définition 2.1.3.7. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable
et soit H un sous-groupe fermé de G. On dit qu’une mesure de Radon p sur
G est portée par un graphe borélien au-dessus de G/H si G contient une partie
borélienne E de mesure totale pour u telle que toute classe 4 droite modulo H
dans G rencontre E en au plus un point.

On vérifie qu’il revient au méme de dire qu’il existe une section borélienne
G/H — G (de lapplication de passage au quotient G — G/H) qui applique
G/H sur un ensemble de mesure totale pour p.

Corollaire 2.1.3.8. Pour que les conditionnelles de X\ le long de H soient
triviales, c¢’est-a-dire pour que o \(x) = [0c] pour A-presque tout x, et il faut et
il suffit que og x(x) soit portée par un graphe borélien au-dessus de G/H, pour
A-presque tout x.
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Démonstration. Supposons que les conditionnelles de A le long de H soient
triviales. Soit « un élément de X tel que pour og (x)-presque tout g, on ait

o A(97) = OH 06\ (2)(9)

et soit E' un ensemble borélien de G, de mesure totale pour og (), et tel que
les relations g € E, hg € E entrainent

O—H,Gcﬁk(m) (hg) = 6(h)*JH,O‘G))\(CE) (g)'

Puisque les conditionnelles de X le long de H sont triviales, on a, pour og x(z)-
presque tout g, o x(g9x) = [d.]. Par suite, si g et hg appartiennent & eux, on a
[0c] = [0n] ce qui implique que h = e.

La réciproque résulte aussitot du corollaire 2.1.3.6; en vertu du fait évident
que si v est une mesure de Radon sur GG qui est portée par un graphe borélien
au-dessus de G/H, ses conditionnelles au-dessus de G/H sont triviales. O

2.2 Théorie ergodique et entropie

L’objet de cette section est d’introduire ’entropie d’une mesure finie le long
d’une opération de groupe et d’en faire ’étude. Dans le paragraphe 2.1.2 nous
définissons ’entropie en terme de dimension des conditionnelles.

L’approche usuelle est de définir I’entropie le long d’un «feuilletage» qui
est un «sous-feuilletagey du «feuilletage stable» (ou instable) d’un automor-
phisme hyperbolique «, en produisant des «partitions subordonnées au feuille-
tage» possédant certaines propriétés, ce qui permet de considérer ’entropie de
Kolmogorov-Sinai de « relative & une telle partition. On interpréte ensuite cette
entropie en terme de dimension des conditionnelles.

Nous nous bornerons au point de vue «dimensionnely. Pour nous, I’entropie
d’une mesure de probabilité le long d’une opération de groupe sera essentielle-
ment la dimension des mesures conditionnelles. Nous développerons la théorie
sous cet angle, jusqu’a démontrer, sous certaines hypothéses, une formule d’ad-
ditivité de 'entropie, & la maniére de ce que font Mme Young et M. Ledrappier
dans (Ledrappier et Young, 1985).

Tous nos outils et méthodes relévent de ce qu’on appelle parfois «théorie
géométrique de la mesure». Notre approche est, pour dire le moins, largement
inspirée de (ibid.).

Fixons maintenant les notations et hypothéses de cette section. Comme pré-
cédemment, X est un espace borélien standard ou opére mesurablement un
groupe localement compact & base dénombrable G avec des stabilisateurs dis-
crets. L’espace X porte une mesure de probabilité X qui donne lieu a ’applica-
tion de désintégration de A le long de G, 0 : X — M! (G).

Nous supposons donnés un automorphisme mesurable ax : X — X et un
automorphisme de groupe continu ag : G — G, et faisons les hypothéses sui-
vantes :

1. ax(gr) = ag(g)ax(x) pour tous g € G,z € X ;
2. ag est contractant : pour tout voisinage compact U de e et pour tout
compact K, il existe un entier n tel que
oFK cU

pour tout k > n;
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3. ax préserve \.

Nous désignerons désormais ax et ag par le seul symbole «.
Lemme 2.2.0.9. Pour A-presque tout z, on a o(ax) = a.o(x).

Démonstration. Voir lemme 2.1.1.18. O

2.2.1 Définition de I’entropie; dimension des condition-
nelles

2.2.1.1 Définition de ’entropie

Lemme 2.2.1.1. Pour \-presque tout = et tout voisinage relativement compact
B de e, la limite
1 "B
i 0go(@)(a™"B)

[n|—o0 n

existe, et ne dépend pas de B.

Démonstration. Fixons un voisinage relativement compact B de e dans G et
o(x)(a"1B)

posons I(x) = log —————=
o(z)(B)

que pour tout n > 1,

. En se servant du lemme 2.2.0.9, on voit aussitot

o(x)(@B) 1 o(akz)(a ' B)
o(z)(B) o(akz)(B)

k=0

et en prenant les logarithmes, en divisant par n avant de passer & la limite, on
obtient

. logo(z)(a™™B) ) 1 &
lim —=——>——— = lim — E I
n> oo n oo n (a”2)

ot la limite du membre de droite existe (éventuellement infinie) pour A-presque
tout x en vertu du théoréme ergodique de Birkhov appliqué & la fonction presque
stirement positive I.

L’indépendance de la limite du membre de gauche vis-a-vis de B provient
du caractére contractant de a.

Lorsque n tend vers —oo, I’argument est le méme, et les deux limites coin-
cident ; en effet, la limite lorsque n — oo est égale & ’espérance de I condi-
tionnellement & la tribu des invariants de «, et la limite lorsque n — —oo est
égale a l'espérance de la fonction I’, définie comme I en remplacant B par
a~Y(B) (ce qui, nous 'avons dit, ne change presque stirement pas la limite),
conditionnellement & la méme tribu des invariants. O

Définition 2.2.1.2. La valeur de la limite du lemme est appelée entropie de A
le long de G en x. Sa valeur moyenne est appelée entropie de A le long de G, et
notée hx(G).

Remarque 2.2.1.3. Il ne faudrait pas croire que le nombre hy(G) posséde le
moindre rapport avec l'entropie d’un élément g € G relative @ la mesure X, et a
telle partition dénombrable de X. Dans les situations qui nous intéressent, cette
derniére entropie serait d’ailleurs nulle.
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On peut penser a hy(G) comme a Uentropie de l’endomorphisme «, relative
a A, dans la «direction de Gy. Il serait souhaitable de développer ce point de
vue, et de faire le lien avec la théorie ici exposée.

Je m’autorise cependant & conserver, pour la quantité étudiée ici, le nom
d’entropie, et la notation hy(G), car cet usage est avéré ; voir par exemple (Ein-
siedler et Lindenstrauss, 2010).

J’omets la référence a o dans les énoncés et dans les notations bien que toute
la théorie en dépende.

Corollaire 2.2.1.4. On a la formule

o(z)(a”'B)

ha(G) = / dAe) tog DS

pour tout voisinage ouvert relativement compact B de l’élément neutre dans G.

Démonstration. Conséquence classique du théoréme ergodique de Birkhov. O

2.2.1.2 Interprétation de ’entropie en terme de dimension

Dans ce paragraphe, nous gardons les hypothéses et notations précédentes
et nous supposons en outre que G est muni d’une distance d (compatible avec
sa topologie) qui est invariante & droite et pour laquelle « est une similitude,
et le rapport de similitude sera aussi noté «; en particulier, pour tout p > 0,
on a a(B(e, p)) = B(e,ap) avec o < 1. Pour simplifier, nous supposerons, dans
toute la suite, que A est a-ergodique.

Lemme 2.2.1.5. La limite
logo(z)(B(e, p))

lim
p—0 log p
. ) . ha(G)
existe, pour \-presque tout x, et est égale a T
loga~

Démonstration. Toute boule fermée de G est compacte : si p > 0 est assez petit,
la boule fermée B(e, p) est compacte car G est localement compact, et, « étant
une similitude contractante, on en déduit que toute boule fermée B(e, a*p) est
compacte aussi (k € Z); de 14, la distance de G étant invariante & droite, on
voit que toute boule fermée de G est compacte.

Le présent, lemme résulte alors facilement du lemme 2.2.1.1. O

Avant d’énoncer la proposition suivante, rappelons qu’une mesure g sur un
espace métrique (Y, d) est dite «de dimension exacte égale & §» si, pour p-presque
tout ¥, la limite

log (B
iy 108 #(B(y, )
p—0 log p

existe et est égale a 4.

Proposition 2.2.1.6. Pour A-presque tout © € X, o(z) est une mesure de
ha(G)
loga—1"

dimension exacte égale a
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Démonstration. Soit X’ un borélien de mesure totale dans X tel que les relations
x,gx € X' entrainent o(gz) = 6(g).o(x), et qu’en outre on ait

logo(@)(Ble.p) _ m(Q)
im =
p—0 log p loga—!

pour tout x € X’ . Puisque la distance de G est invariante & droite, on a, pour
tout g € G, B(g, p) = B(e, p)g. En particulier, si z € X’ et gz € X', on a

i 1089 (@)(B(g,p)) _ . loga(ga)(Ble,p)) _ M(G)
P log p P log p loga—1

La proposition s’ensuit, car pour A-presque tout x et pour o(x)-presque tout g,
onagre X' O

Corollaire 2.2.1.7. Si h)y(G) > 0, les conditionnelles de X le long de G sont
presque sdrement sans atome.

Démonstration. Une mesure de Radon possédant des atomes ne peut pas étre
de dimension exacte > 0. O

2.2.1.3 Nullité de I’entropie

Proposition 2.2.1.8. Pour que l’entropie de A le long de G soit nulle, il faut
et il suffit que les conditionnelles de X le long de G soient triviales.

Démonstration. 1l est clair que si o(x) = [d.] pour A-presque tout G, I’entropie
de A le long de H est nulle.
Réciproquement, supposons que hy(G) = 0, c’est-a-dire (corollaire 2.2.1.4)

que
o(z)(a”!(B))
o(x)(B)
pour A-presque tout x, ott B est un voisinage ouvert relativement compact de e

dans G, fixé a 'avance.
On a donc, pour A-presque tout x et tout entier k € Z,

=0

o(z) (a_(k+1)(B) \a"‘(B)) =0

et on en déduit, en prenant la réunion sur k£ € Z, et en tenant compte du
caractére contractant de o, que

o(z)(G\{e}) =0

pour A-presque tout x. Autrement dit, o(x) est triviale pour A-presque tout
T. L]

Corollaire 2.2.1.9. Si h)(G) est nulle (resp. non nulle), 'opération de G sur
X est totalement dissipative (resp. totalement récurrente) relativement a A.

Démonstration. Si hy(G) = 0, les conditionnelles de A le long de G sont presque
stirement triviales donc finies.
Réciroquement, si les conditionnelles de A le long de G sont finies presque
stirement, on a hy(G) = 0 en faisant tendre n vers +oo dans le lemme 2.2.1.1.
11 suffit pour obtenir le corollaire d’utiliser le théoréme 2.1.2.6. O
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2.2.2 Croissance de ’entropie
2.2.2.1 Dimension transverse ; entropie transverse

Comme précédemment, X est un espace borélien standard, muni d’une me-
sure de probabilité \; ax est un automorphisme de X préservant A et tel que
A soit ax-ergodique ; G est un groupe localement compact a base dénombrable
muni d’une distance compatible invariante a droite d, et d’'un automorphisme
ag, qui est une similitude de rapport o < 1. On se donne une opération mesu-
rable de G sur X avec des stabilisateurs discrets, telle que, pour tous g € G et
x € X, on ait ax(gz) = ag(g)ax(z).

Par définition, G est un groupe doublant, et en particulier est, comme espace
métrique, doublant (corollaire 1.1.3.5).

Soit o : X — ML ,(G) Iapplication de désintégration de X le long de G.
Les notions en lien avec ’entropie ci-dessous sont relatives & ax et ag (et nous
noterons ax et ag par la méme lettre «).

Proposition 2.2.2.1. L’entropie de A le long de G est finie, majorée par une
constante ne dépendant que de G (et o).

Démonstration. Les conditionnelles de A le long de G sont presque strement
de Radon, et les boules fermées de G sont compactes; il suffit d’appliquer la
proposition 1.1.3.10. O

Proposition 2.2.2.2. Si H est un sous-groupe fermé de G tel que aH = H,
on a hy(G) > h(H).

L’entropie de \ le long de H est bien définie puisque « induit un automor-
phisme sur H qui est évidemment contractant.

Démonstration. Notons og et oy respectivement les applications de désinté-
gration de A le long de G et H, et m : G — G/H ’application de passage au
quotient.

Nous allons appliquer la proposition 1.1.3.16. Fixons un voisinage ouvert
relativement compact B de e dans G. Pour A-presque tout x, nous pouvons
définir la mesure de probabilité

oc(z)|B
oa(z)(B)’

c’est la mesure de probabilité obtenue en normalisant la restriction de o(z) a
B.

Pour A-presque tout x, si I’on désintégre v(z) le long de 7, la conditionnelle
que l’'on obtient au-dessus de 7(g) est (pour v(x)-presque tout g) proportionnelle
a la restriction de oy (gx) & un voisinage de e dans H (proposition 2.1.3.5). En
particulier, ces conditionnelles sont presque stirement de dimension exacte égale
hx(H) L .. — ha(H)

—-. La proposition 1.1.3.16 montre alors que dim(v(z),g) > —
loga—1! log a—1!
pour v(x)-presque tout g.

Mais, B étant un voisinage ouvert de e, la mesure v(z) est-elle méme de
ha(G)
oga~1’
2.2.1.6. Nous avons donc démontré que hy(G) > hy(H).

v(z) =

dimension exacte presque partout égale & ] en vertu de la proposition

O
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Nous allons maintenant préciser ce résultat et définir une notion de dimen-
sion transverse & H. Nous supposerons que H est un sous-groupe fermé, in-
variant (globalement) par «, et distingué. Cette derniére hypothése assure que
G/H porte une distance quotient qui est définie de fagon naturelle.

Explicitement, si d est la distance (invariante a droite) de G, on pose

d(gH,g'H) = inf{d(gh,g'h'); h,h' € H}

et on vérifie qu'on définit ainsi une distance sur G/H, qui est invariante &
droite (pour l'opération de G/H sur lui-méme), que ’application de passage au
quotient 7 : G — G/H est 1-lipschitzienne, et que "automorphisme de groupe
G/H — G/H qu’induit « par passage au quotient est une similitude de rapport
a.

Comme, en outre, G/H est localement compact & base dénombrable, nous
pouvons résumer tout ceci en disant que G/H est canoniquement muni d’une
structure de groupe doublant lorsque H est un sous-groupe fermé, (globalement)
a-invariant et distingué.

Nous conservons ces hypothéses et notations dans ’énoncé des résultats et
définitions suivants.

Proposition 2.2.2.3. Pour tout voisinage ouvert relativement compact B de e
dans G, pour \-presque tout x, l’image par m de la mesure de probabilité

o(z)|B
o(xz)(B)

est de dimension inférieure presque sdrement constante, et la valeur presque
stire de cette dimension inférieure ne dépend pas de B.

Démonstration. Fixons un voisinage ouvert relativement compact B de e dans
G et posons
I/B(Qj) — G($)|B
o(z)(B)
pour tout x € X tel que cela ait un sens (donc pour A-presque tout x).

Notons aussi 7 (z) 'image par m de v () ; c’est donc (\-presque siirement)
une mesure de probabilité sur G/H portée par 7(B). Nous allons commencer par
montrer que la dimension inférieure de 07 (x) en 1’élément neutre 7(e) € G/ H est
A-presque stirement constante en x ; nous en déduirons que cette valeur constante
ne dépend pas de B. Ensuite nous montrerons que la dimension inférieure de
6B (x) en presque tout point est égale & sa dimension en 7(e), et ce, A-presque
stirement.

Notons, pour simplifier, BT (p) 'image inverse, par 7, de la boule B(r(e), p)
de G/H, c’est-a-dire I'ensemble B(e, p)H, et posons

) — i B @B 0) o o(a) (B0 B ()
p—0 log p p—0 log p

o, dans la deuxiéme égalité (qui résulte aussitot des définitions) nous commet-
tons I’abus de langage usuel de confondre o(z) avec une mesure dont elle est la
classe projective.
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Pour A-presque tout z, on a, vu le lemme 2.2.0.9,

~1 T(H—1
dp(ax) = liminf logo(z)(a™ BN B (a” p))
p—0 log p

et le membre de droite est clairement égal & 0,-15(x).
Cela étant, si B C B C B” sont des voisinages ouverts relativement com-
pacts de e, on a
op(x) =2 0p(x) 2 6p(2)

de sorte que, pour montrer que dg est presque stirement constante et ne dépend
pas de B, il suffit de le démontrer lorsque B est une boule ouverte B(e, R).
Dans ce cas, on a B C a~!(B), ce qui entraine dp(ax) < dp(x) au vu de ce qui
précéde.

11 est facile, en utilisant le théoréme ergodique de Birhov, et 'ergodicité de
A, d’en déduire que dp est presque partout constante. Puisque dp o a = -1,
la valeur presque stre de ép est égale & la valeur presque sire de x5, pour
tout k € Z.

IT est clair alors que dp est égale presque partout a une constante dg,/y qui
ne dépend pas de B.

Soit maintenant X' une partie de mesure totale dans X, ott dp = dg/m
pour tout voisinage ouvert relativement compact B de e, et tel qu’en outre les
relations z, gr € X' entrainent o(gz) = 6(g).0(z).

Pour tout z € X’ et tout g tel que gz € X', on a

logo(z)(BNa~'(B(n(g),p)))
log p

dim(67(x), 7(g)) = liminf

et 71 (B(n(g),p)) = BT (p)H car H est distingué¢ dans G. La quantité précé-
dente est donc égale &

—1 T
i inf logo(gz)(Bg~ N B" (p)) _
log p

1

Or, si g appartient & B, I’ensemble Bg~" est un voisinage ouvert relativement

compact de e, de sorte que
dim(6” (), 7(g)) = -1 (9).
La conclusion s’ensuit. O

Définition 2.2.2.4. On appelle cette quantité «dimension transversey (a H, le
long de G). On la note 5 /g -

Proposition 2.2.2.5. On a hy(G) — ha(H) > loga™ ¢/

Démonstration. Il suffit de raisonner comme dans la démonstration de la pro-
position 2.2.2.2 en appliquant cette fois-ci la proposition 1.1.3.15 au lieu de la
proposition 1.1.3.16. O

La démonstration des propositions 2.2.2.2 et 2.2.2.5 contient ’assertion sui-
vante que nous formulons séparément.
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Corollaire 2.2.2.6. Soit B un voisinage ouvert relativement compact de 1’élé-
ment neutre de G et, pour presque tout x, I/B(m) la mesure

o(x)|B
o(z)(B)
Si l’on désintégre v (z) le long de m, les conditionnelles sont presque toutes de
. . o a(H)
dimension exacte égale a T
oga~

Questions 1. Conservons les hypothées précédentes.
1. Sidg g =0, est-ce que og(x) est presque sirement portée par H ¢ Au-
trement dit, la nullité de la dimension transverse implique-t-elle que la
«mesure transversey soit triviale ?

2. Peut-on démontrer, sous des hypothéses de «non-dégénérescencey des
mesures conditionnelles, que la relation hy(H) > 0 entraine 0q/g =
dim(G/H) (par exemple en supposant que H est presque sdrement négli-
geable pour og(x)) ?

Avant d’achever ce paragraphe, introduisons, pour référence future, une der-
niére définition.
Définition 2.2.2.7. Soit u une mesure de Radon sur un groupe localement
compact a base dénombrable G, et H un sous-groupe fermé distingué de G.
Nowus dirons que p est absolument continue transversalement a H si, pour tout
ouvert relativement compact B C G tel que u(B) > 0, l’image, dans G/H, de la

restriction de p a B, est absolument continue par rapport a la mesure de Haar
de G/H.

Rappelons que la mesure de Haar de G/H est le quotient par H de la mesure
de Haar de G. Dans la situation de ce paragraphe, pour vérifier que les condi-
tionnelles de A le long de G soient absolument continues transversalement & H
on peut, dans la définition, se borner aux ensembles B qui sont des voisinages
de I’élément neutre de G.

2.2.3 Inégalité maximale

Nous démontrons ici une inégalité maximale due & Rudolph et Lindenstrauss
(Lindenstrauss, 2006). Dans une version antérieure, cette inégalité servait a la
démonstration du théoréme de Ledrappier-Young (section 2.2.6); ce n’est plus
le cas et cette inégalité n’est pas utilisée ailleurs dans cette thése.

Théoréme 2.2.3.1. Soit X un espace borélien standard ot un groupe métrique
doublant G opére mesurablement avec des stabilisateurs uniformément discrets.
On suppose que G posséde la propriété de Besicovitch. Alors, si A est une pro-
babilité sur X, f une fonction positive et A-intégrable sur X, et si l’'on pose

1
M) =sp gy [ Hemde@))
on a, pour tout A > 0, l’'inégalité mazimale

Cllflx
A

ot C est une constante ne dépendant que de la constante de Besicovitch de G.

Mz e X5 M[f](z) > A} <
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Démonstration. Nous noterons, pour abréger, I(r, z) la moyenne
1
o(x)(Ble,r))

Fixons A > 0. Pour R > 0, appelons E'r ’ensemble des x pour lesquels

/B (o) do@)o)

A
sup I(r,x) > =
0<r<R 2

et E Pensemble E...On peut se donner R > 0 tel que A\(Eg) > 1A(E). Il s’agit
donc de controler A(Eg). Soit r : Er —]0, R[ une application mesurable telle
que pour tout € Er on ait I(r(x),x) > A/2.

Soit U la boule fermée B(e, R/2), et A = U? la boule B(e, R). Ce sont
des voisinages symétriques compacts de e. Soit ¥ une section U-lacunaire et
A-compléte.

Puisque ¥ est A-compléte, on a

MER) < a*M(go,2') € A x 3; gz’ € Er}.

En utilisant I'invariance & droite de la distance de G et la définition de o, on
voit que pour a* A-presque tout (go,z’) € A x X tel que goz’ € Eg, on a

1
os(z')(B(go,r(g07")))

Fixons 2’ € ¥’ et majorons la ox(a’)-mesure des gg € A tels que goz’ € Eg.
Puisque G posséde la propriété de Besicovitch, on peut se donner une partie
A" C A telle que les boules B(go,r(gox’)) recouvrent A lorsque gy parcourt
A’ avec une multiplicite < C(G) ou C(G) ne dépend que de la constante de
Besicovitch de X (lemme 1.1.2.5). On a donc

RO | >

/ flga")dos (') (g) = I(r(goa"), go”) >
B(go,r(gox"))

on(2){go € Asgor’ € Er} < Y os(a)(B(go,r(g0x')))
goEA’

gC(G) flga")dos(2")(g).

B(e,2R)

<

>

En intégrant, on obtient
20(G
a*M(go,7') € A x 3;gox’ € Er} < ¥ /d)\(x)f(x)n(x)

ot I'on a posé k(x) = Card{(go,z’) € B(e,2R) x X; gox' = x}; et il suffit, pour
conclure, de voir que & est uniformément bornée par une constante ne dépendant
que de G (lemme 2.1.1.6).

Le théoréme est démontré. O

On peut se demander si I’hypothése que G posséde la propriété de Besicovitch
est bien nécessaire. Je ne peux l'affirmer certainement, mais cela me parait
vraisemblable, car la validité du lemme maximal dont nous faisons usage dans
la démonstration est équivalente & la propriété de Besicovitch (faible), comme
Paffirme D. Preiss dans (Preiss, 1983), et le démontrent P. Assouad et Th.
Quentin de Gromard dans (Assouad et Quentin de Gromard, 2006).
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2.2.4 Deux lemmes techniques

Les résultats de cette sous-section sont utiles & la sous-section suivante.

2.2.4.1 Enoncés

Nous allons généraliser deux lemmes sur les mesures de ’espace euclidien a la
situation des conditionnelles d’une mesure de probabilité le long d’une opération
de groupe. Commencons par rappeler les énoncés classiques.

Fixons les notations. Nous nous plagons dans un espace métrique complet
séparable X possédant la propriété de Besicovitch et considérons deux mesures
de Radon pu, v, et supposons pour simplifier que p est finie.

Pour tout x € X et tout rayon p > 0, posons

v(B(z,p))
o) = B, <)
et
¢«(x) = inf ¢, ().

p>0

Lemme 2.2.4.1. La fonction —log ¢, est v-intégrable et on a

[ ~1ogo.dv < COX)(x)

ot C(X) est la constante de Besicovitch de X.

Démonstration. Soit E; ensemble des x tels que ¢, (x) < et (¢ > 0 fixé). Si
x € Ey, il existe un rayon r(z) > 0 tel que v(B(z,r(z))) < e tu(B(x,r(x))).
Soit A une partie de E; telle que les B(x,r(x)) recouvrent E; avec multiplicité
< C(X), ou C(X) est la constante de Besicovitch de X. On a donc

V(E) < 3 v(Bla,r(2) < e CX)u(X).
T€A

En intégrant, on obtient

/Ooz/{:cGX; —log ¢ (z) > t} dtSC’(X)u(X)/OOe*t dt
0 0

d’ou le lemme. O

Lemme 2.2.4.2. Si l’on suppose que v est absolument continue par rapport a
1, on a

. dv
gli% Pp(z) = a

(z)
pour p-presque tout x.

Voir (Mattila, 1995) théoréme 2.12.

Nous allons maintenant formuler et démontrer les lemmes correspondants
dans le cadre des conditionnelles le long d’une opération de groupe. Fixons les
notations. Soit G un groupe localement compact a base dénombrable opérant
mesurablement sur un espace borélien standard X avec des stabilisateurs unifor-
mément discrets. Soit H un sous-groupe distingué fermé de G. Le quotient G/H
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est localement compact & base dénombrable, donc métrisable. Nous supposons
que le groupe topologique localement compact & base dénombrable G/H est
muni d’une distance compatible, propre et invariante par translation & droite,
que nous notons d. Nous faisons en outre ’hypothése que ’espace métrique G/H
posséde la propriété de Besicovitch.

Dans ce qui suit, toutes les boules sont relatives & cette distance. Par exemple,
B(H, p) désigne la boule (ouverte) de rayon p centrée en ’élément neutre de
G/H. Nous noterons 7 : G — G/H Papplication de passage au quotient.

Soit A une mesure de probabilité sur X. Désintégrons la le long de I'opération
de G et soit o 'application de désintégration. Notons que o(z) est une mesure
de Radon projective pour A-presque tout z. Désintégrons aussi A le long de H
et soit oy l'application de désintégration associée.

Fixons des voisinages relativement compacts A C B de ’élément neutre dans
G. Pour tout = € X et tout p > 0, posons

T (0 (2)|A)(B(H, p))
m(o(2)|B)(B(H, p))’

Pp(z) =

Pour abréger, nous noterons Bg(g) (9 € G) l’ensemble 7= 1(B(n(g), p)), de
sorte que
o(xz)(AN B;;F(e))

) = S BABIE)

Notons la relation B} (g)g’ = B (g9'), conséquence de I'invariance de d par
translation & droite.

Posons aussi ¢.(z) = inf,50 ¢,(x). Nous pouvons maintenant énoncer les
résultats de ce paragraphe.

Lemme 2.2.4.3. L’intégrale

/ ~log éu(z)dA(z)

est finie.
Lemme 2.2.4.4. Pour A-presque tout x, on a

o (r)(A)

lim ¢,(z) = o (2)(B)

p—0 P

ol o est l'application de désintégration de A le long de H.

2.2.4.2 Démonstration du lemme 2.2.4.3

Fixons un voisinage compact symétrique A de I’élément neutre dans G tel
que A* C A. Donnons-nous (théoréme 2.1.1.3) une section A-lacunaire ¥ a
Iopération de G sur X telle que X = A?X. On a

[ ~1oouir < [ da N (g.2)150(0)(~ 0 6.(92)
= [ @) [ dloste o)~ 10g6.(02).
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Pour As-presque tout 2’ et ox(z’)-presque tout g, on a o(gz’) = [6(g)«os(z’)].
Fixons un tel 2’. On a, la fonction ¢, étant majorée par 1,

[ —togoutgailos@No) = [ ostaig e A% 5 (') <.
A2 0

Si ’on pose
3.(a'g) = ox(2') (A2 N B (g))
I (@) (BAZN BI(g))

(ot BA? est I'image de B x A% par Papplication (g1, g2) — g192) et
.(2', g) = inf @, (', g)
p>0
on a )
dx(2',9) < du(g7”)
pour Ag-presque tout z’ et ox(z')-presque tout g € A% En effet, si g € A? est
tel que o(gz’) = [0(g)«oxs(2')], on a

. olg')(AN BL(e)
0o97) = ) (B B (e))
_ os(a)(Agn B; (9))
ox(@)(Bg N BT (g))

puisque A2 C Ag (resp. Bg C BA?) pour tout g € A?.
Cela étant, pour Ag-presque tout x’, on a

/A o (a')(9)(~ 108 6. (1", ) < cln)os(+!)(BA?)

en vertu du lemme 2.2.4.1, puisque G/H posséde la propriété de Besicovitch. Il
ne reste plus qu’a intégrer (en dAsx(z’)) pour conclure, compte tenu du lemme
2.1.1.11.

2.2.4.3 Démonstration du lemme 2.2.4.4

Nous aurons besoin du fait élémentaire suivant.

Lemme 2.2.4.5. Soit p une mesure de Radon sur G dont le support contient
l’élément neutre. Soient A C B des voisinages compacts de I’élément neutre.
Soit v une pseudo-image de p par w et

p= / dv (@)
G/H

la désintégration de p associée.
Pour p-presque tout g € B, on a

o MAN BY(9)  in(g)(A)
p=0 W(BNBL(9))  fin(g)(B)
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Démonstration. Puisque l'espace métrique quotient G/H posséde la propriété
de Besicovitch, le membre de gauche est égal a la dérivée de Radon-Nikodym

d(m.(u|4))
Sl ()
(e (1| B))
pour p-presque tout g € B. On vérifie aussitot que cette dérivée de Radon-
Nikodym est égale au membre de droite. O

Passons maintenant a la démonstration du lemme 2.2.4.4.

1. Soient A’ C B’ deux voisinages compacts de I’élément neutre dans G. Soit
3 une section lacunaire de 'opération de G sur X. On a, pour presque
tout 2’ € ¥ et pour ox(x’)-presque tout g € A’

i os(z') (A’ N Bl (9)) _ ou(gr)(A'NH)

p—00x(z')(B'NBF(g))  om(gx’)(B'N H)’

Cela provient du lemme 2.2.4.5 ci-dessus et du corollaire 2.1.3.6.
2. Posons maintenant, pour tout x € X,
o(z)(AN BPT) op(z)(ANH)

0(x) = 111;1331) o(z)(BNBY)  op(x)(BNH)|

Nous allons montrer que pour tout € > 0, les « pour lesquels 8(z) > ¢
forment une partie négligeable pour .

3. Fixons un rayon r > 0 assez petit (en un sens que nous préciserons bien-
tot). Posons pour alléger les notations U = B(e, r) ; ¢’est un voisinage ou-
vert relativement compact de ’élément neutre. Donnons-nous une section
U-lacunaire et U2-compléte ¥ de Iopération de G sur X. Pour presque
tout ' € ¥ et oxn(z')-presque tout g, on a o(gx’) = [6(g).oxn(z’)]; par
suite, pour tout p > 0,

o(g2)(ANBJ) _ os(x)(AgN BJ(9))
o(ga’)(BNB])  os(2)(Bgn Bf(g))

Nous supposons r assez petit pour que les ensembles

A, = ﬂ Ag, B_, = ﬂ Bg

geU? geU?

soient des voisinages de 1’élément neutre. Introduisons aussi les «épais-
sissementsy

A,, = AU?* B,,= BU?
qui sont relativement compacts.

4. On a donc, pour presque tout 2’ € ¥ et ox(z’)-presque tout g € U2,

ox(@)(A-r N B, (9)) _ olgx)(ANB;) _ ox(@)(A+r 0 B7(9))
o () (Byr N BJ(9)) ~ olga’)(BNBJ) ~ ox(@)(B-» N BJ(9))
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On en déduit, vu le point 1 ci-dessus, ’encadrement
: "Y(An BT
on(gx)(Ar N H) _ - olgr')(AN BY)
or(gx’)(Byr N H) p—0 o(gx’) (BN BY)
AN BT /
< limsup a(gxl)( ,)T) < UH(gx/)(AJrT N H)
050" o(gr) (BN BT) = ou(ge’) (B, N H)

gz’
gz’

5. Posons

og(x)(ANH) og(x)(Ay,. NH)

on(@)(BNH) on(x)(B_,nH)|

og(x)(ANH) og(x)(A_,NH)

") = | @ BOH) ~ on(o)(Brr ) ‘*

On sait, d’aprés le point 4, que pour presque tout =’ € ¥ et ox(a’)-
presque tout g € U2, on a 0(gaz’) < 0.(g2’). On a donc, ¥ étant U2-
compléte,

Mz e X5 0(z) > e} <a*M(g,2') €U? x X5 0(ga’) > &}
<a*M(g,2") € U? x ¥ ; 0.(gz') > ¢}

- /{9 CIE

ol k() est le cardinal de I’ensemble des (g,2") € U? x X tels que gz’ = .
D’aprés le lemme 2.1.1.6, s est uniformément majorée par une constante
K > 0 indépendante de r.

On obtient finalement

Mz s 0(z) > e} < KMz ;5 0p(z) > €}

pour tout r > 0. Il suffit, pour conclure, de voir que 6/.(x) tend vers 0
avec r, puisque A et B sont des ensembles ouverts relativement compacts
et que oy (z) est une mesure de Radon. Le lemme est démontré.

2.2.5 La formule de Ledrappier-Young

Nous reprenons les hypothéses et notations posées au début du paragraphe
2.2.2.1. Soit H un sous-groupe fermé distingué de G. Rappelons que le quotient
G/ H est un groupe métrique doublant et que nous notons 7 : G — G/H 'appli-
cation de passage au quotient. Nous faisons deux hypothéses supplémentaires.

1. L’opération de G sur X est a stabilisateurs uniformément discrets.

2. L’espace métrique G/H jouit de la propriété de Besicovitch.

Théoréme 2.2.5.1. Sous les hypothéses précédentes, on a
ha(G) = ha(H) + loga™ "6/ p-

Démonstration. Pour alléger les notations (déja passablement lourdes), nous
nous bornerons au cas ot o : G — G est une similitude de rapport o = e~ !,
ce qui ne change absolument rien & la démarche et permet de faire I’économie

d’un symbole.
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Rappelons que nous avons démontré ’inégalité
ha(G) — ha(H) > 0G/u

sous des hypothéses plus générales (proposition 2.2.2.3).

Il s’agit donc d’établir 'inégalité réciproque. Fixons un voisinage ouvert
relativement compact B de 1’élément neutre dans GG. Nous devons minorer la
dimension locale inférieure de la mesure

- ( o(z)|B )
"\o(z)(B)
en I’élément neutre de G/H, pour A-presque tout x (proposition 2.2.2.3). Intro-

duisons une notation pour les «boules transversesy, images réciproques par m
des boules de G/H. Pour p > 0 et g € G, soit

B, (9) = ' (B(x(9),p))

et notons que l'invariance & droite de la distance de G/H entraine B! (gg') =
BT (g)g’ pour tous g, g" € G. Posons aussi Bl = B (e), ot e est I'élément neutre

de G.

Pour majorer dg, g, il suffit de majorer

o(z)(BN BeT—n)>

lim inf — log ( @) (B)

n—o0o0 —Mn

pour A-presque tout z (lemme 1.1.2.2).
La clef de la démonstration est la relation
o(z)(BNBL,) o) (BNBL,) o(z)(aB) o(z)(aBNBL,)
= X X
o(z)(B) o(z)(aB N BT_n) o(z)(B) o(z)(aB)

qui donne, en itérant,

o(z)(BNBL,) 7p_1 ( o(a™'z)(BNB ) y a(a%)(ch)) "

o(x)(B) B g o(a~iz)(aB N BL (1) o(a~z)(B)

o(a Px)(BNBL,_,)
o(a~rz)(B)

(nous avons utilisé la relation o(ax) = a.o(z), valable pour A-presque tout z,
et le fait que o~ 'B’, = BT , ).
Pour p < n, le facteur le plus & droite est évidemment < 1. Posons

o(z)(aBNBY) o(z)(B)

¢p(z) =log mﬂ'(l‘) = log

,0(x) = inf ¢ (z)

o(x)(aB) p>0

de sorte que le produit télescopique établi ci-dessus donne, pour p < n,

o(x )(BﬂBT

1 )
71 £ n—i
—n 8 o(z)(B Z(be -0 (a7') +
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Fixons un petit € > 0 et prenons pour p la partie entiére de (1 — &)n. Nous
choisissons p ainsi pour que les nombres e~ ("~% tendent uniformément vers 0
lorsque n tend vers +o0o et que i < p.

Traitons d’abord le deuxiéme terme du membre de droite. On a

| i
lim inf — > rlatr)=(1- s)/nl)\ = (1—¢)ha(G)
0<i<(1—e)n
ou la premiére égalité vient du théoréme ergodique de Birkhov et la deuxiéme
se déduit aussitot du corollaire 2.2.1.4.
Occupons-nous maintenant du terme restant. Pour A\-presque tout z, il existe
un nombre p(x) > 0 tel que la relation p < p(z) entraine

oueD)) _,
011(2)(B)

(lemme 2.2.4.4). Soit pg > 0 et soit M lensemble des z tels que p(z) > pg. Si
po est choisi assez petit, on a

Bp(2) > log (

pod\ > —e
CMm

en vertu du lemme 2.2.4.3.
Séparons maintenant, dans la somme étudiée, les indices 7 pour lesquels
a~'z € M de ceux pour lesquels o’z € CM. Primo,

lim infl Z 1y (™ a)p—n—n (o '2) >

T ocic-en
lim inf % O%;_E)n Ly (') <log (W) - 5)
= (1—¢) /M (log (W) - 5) dA()
> —hy(H)—e.

Secundo,

lim infl Z Toa (@7')ppmn—sy (@™ ')

n—oco N
0<i<(l—e)n

1 . )
> lim inf — Z oy (@™ @) oy (a™ )

n—oo
0<i<(1—e)n
— (- 5)/ Gud\ > —2(1— 2.

Cm
Finalement, nous obtenons l’inégalité
o(x)(BN BeT_n)

o(x)(B)

pour A-presque tout z et tout € > 0. La démonstration est terminée.

Pour finir, considérons la situation suivante : G est le groupe de Heisenberg
de rang 1 (voir définition au chapitre 3) et H est un sous-groupe

lim inf =S log (

n—oo —n

) > (1—¢e)ha(G) —ha(H) —e—¢e(l—¢)

O



Chapitre 3

Calculs d’entropies et de
dimensions

3.1 Préliminaires

3.1.1 Espaces hyperboliques réels et complexes

Soit n un entier > 1. Soit K le corps des nombres réels R ou celui des nombres
complexes C. Le groupe SO°(1,n) est la composante connexe de Iidentité dans
le groupe spécial orthogonal d’une forme quadratique réelle de signature (1, n).
Le groupe PU(1,n) est le groupe projectif unitaire d’une forme quadratique
hermitienne de signature (1,7n). Dans toute cette section, nous posons G =
SO°(1,n)si K=Ret G=PU(L,n) si K=C.

Soit K un sous-groupe compact maximal de G. Le quotient G/ K est I’espace
hyperbolique sur K de dimension n, Hg . Nous noterons d la distance hyperbo-
lique dans Hy;. Le groupe des isométries directes de Hy; est égal & G. Le point
fixé par K dans Hy; est appelé point de base et noté o. Changer de point de
base revient a remplacer K par un de ses conjugués.

L’espace hyperbolique réel HE est une variété riemannienne compléte de
dimension n & courbure sectionnelle identiquement égale & —1.

L’espace hyperbolique complexe H est une variété hermitienne compléte
de dimension complexe n, & courbure sectionnelle pincée comprise entre —4 et
—1.

3.1.2 Bord a ’infini

Nous noterons 0Hy le bord a l'infini de Hi;. C’est I'espace des classes d’équi-
valence de rayons géodésiques asymptotiques. L’espace Hy UOJHJ; est compact.
Puisque l'opération de G sur Hy; est par isométries, elle se prolonge contintiment
au bord.

Fixons une décomposition d’Iwasawa G = K AN. Nous noterons M le nor-
malisateur de N dans K. Le groupe parabolique P = M AN est le stabilisateur
dans G d’un point {4 € OH}. Le bord de H} s’identifie donc au quotient G/P.
C’est une variété différentielle, diffeomorphe & la sphére de dimension n — 1
(resp. 2n — 1) si K =R (resp. K = C).

71
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Pour tous £ € O0H} et z,y € Hy, on pose
bﬁ(xay) = tli)ngo d(ib,ft) - d(yvft)

ol t — & est une géodésique aboutissant en . Ce nombre est bien défini et ne
dépend pas du choix de la géodésique &;. Ceci définit la fonction de Busemann.
C’est une application continue.

Pour tous &, € 0H, on définit le produit de Gromov de & et 1) basé en x :

(€ m)e = 5 (be(p) + by (z,)

ol p est un point de la géodésique €, n[. On convient que (&,¢), = +oo. Ceci
ne dépend pas du choix de p. On définit ensuite la distance visuelle basée en x

d(§,m) = e (&me,

On vérifie que c’est bien une distance. Elle est aussi appelée distance de Gromov.
Elle est compatible avec la topologie de 0Hy;. La famille (dx)er;E posséde les
propriétés suivantes :

1. Conformité : d,(&,n) = e%(bé(x’y)%”(r’y))dz(ﬁa n);
2. G-équivariance : dg4; (g€, gn) = d,(&,n) pour tout g € G.

En fait, lorsque K = R, cette distance coincide avec la distance sphérique
usuelle. Plus précisément, il existe un difféomorphisme de 0Hp sur la sphére
de dimension n — 1 appliquant d,, sur la distance «sinus de I’angley», définie par
d(z,y) = [{z,y)| (x,y deux vecteurs unitaires de R"™).

En revanche, lorsque K = C, il n’est pas vrai que la distance de Gromov d,
soit bilipschitz-équivalente & une distance riemannienne sur OHg, vu comme la
sphére S2"~!. Nous reviendrons sur ce point.

3.1.3 Fibré unitaire tangent

Rappelons que nous avons fixé une décomposition d’Iwasawa G = KAN
et que nous notons M le normalisateur de N dans K. Le groupe diagonal A
centralise M. On note UH} le fibré unitaire tangent de Hp, ensemble des
couples (z,u), ot = est un point de H; et u un vecteur unitaire tangent & Hi;
en z. C’est une variété riemannienne (resp. hermitienne si K = C) muni de la
métrique de Sasaki. On notera souvent u un point de UH}, la donnée de x
étant sous-entendue.

L’opération de G sur Hy; étant par isométries, elle s’étend au fibré unitaire
tangent et on vérifie que M est le stabilisateur d’un point de UH} . Plus préci-
sément, si o est le point de Hy; fixé par K, et £, I'unique point du bord fixé par
N, le point (z,u) de UH}, ol u est le vecteur unitaire portant la géodésique
issue de x et aboutissant en £, est fixé par M. Le fibré unitaire tangent de Hy
s’identifie donc a l’espace quotient G/M, et on a un diagramme commutatif

UHY, — G/M

|

H} —— G/K
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L’application u — u* qui & u associé ’extrémité positive de la géodésique
issue de x et portée par u est un homéomorphisme de ’ensemble U, des vecteurs
unitaires tangents en z sur le bord HY. Si g € G, on notera gt = (gM)™*.
Définitions semblables pour u™ et g—.

Notons que N n’opére pas a droite sur G/M car M n’est pas normalisé par
N. En revanche, puisque M normalise IV, les N-orbites sont bien définies dans
G/M :la N-orbite de gM est ’ensemble décrit par les gnM lorsque n parcourt
N, et cet ensemble ne dépend que de gM.

Puisque A normalise M, 'opération (g, a) — ga de A sur G par translation
@ droite passe au quotient en une opération a droite de A sur G/M, (¢M,a) —
gaM . 11 existe un unique isomorphisme de R sur A, ¢t — a;, tel que 'opération
de R sur G/M donnée par (gM,t) — ga;M coincide avec le flot géodésique.
Autrement dit, ga; M tend vers g* lorsque t — oo, et la distance hyperbolique
entre gM et ga, M est égale & t pour tout ¢.

3.1.4 Horosphéres et coordonnées de Hopf

Munissons G de la distance G-invariante & gauche et K-invariante & droite
dont la distance hyperbolique sur G/K est le quotient a droite par K. Le quo-
tient par M a droite de cette distance est une distance riemannienne (resp. her-
mitienne si K = C) sur G/M. On vérifie que pour tout v € UHJ, ’ensemble
des v tels que la distance entre ua; et va; tende vers 0 lorsque t — —oo est égal &
la N-orbite de u (rappelons que les N-orbites sont bien définies dans G/M, car
N est normalisé par M). Cette N-orbite est appelée horosphére instable passant
par u. On la note H (u).

L’application v — vt est une bijection de H (u) sur 0H}% \ {u~}. L’ho-
rosphére HT(u) est une sous-variété de UH} et cette bijection HT(u) —
OH% \ {u™} est un difféomorphisme.

L’application H*(u) — H} qui & (x,v) associe x est un diffeomorphisme
sur une sous-variété de Hy, aussi appelée horosphére. Les horosphéres de Hy
sont les lignes de niveau de la fonction de Busemann, i.e. si £ € OHy, toute
horosphére basée en £ est le lieu de I’équation

be(z,0) =c

pour une certaine constante ¢ € R.

Nous allons maintenant définir une distance, dite distance de Hdmenstadt,
sur chaque horosphére. Soit H = H™(u) une horosphére instable. Soient v, w
deux points de H, et t — vy, t — w; les géodésiques issues de u™, et telles que
vg = v et wg = w. On pose

dp(v,w) = lim et ad(vewe),
t—o00
On montre dans appendice de (Hersonsky et Paulin, 1997) que cette limite
existe et définit bien une distance sur H. Pour tout g € G, on a dyr(gv, gw) =
dp (v, w).

Ceci permet de définir, par transport de structure, une distance sur OH \
{u~}, dite distance d’Euclide-Cygan ; plus précisément, si ¢ est un point du
bord, on pose d¢(§,n) = dg+)(v, w) ol u est tel que u~ = (, v est le point
de H*(u) tel que vt = £ et de méme w € H'(u) est tel que w = 7. Ceci ne
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dépend pas du choix de u puisque la famille des distances de Himenstadt est,
comme on l’a vu, G-équivariante, et en particulier A-équivariante.
On montre dans (loc. cit.) que pour tout £ € OH} et tout z € Hy, les
distances d¢ et d, sont localement bilipschitz équivalentes sur OH \ {¢}.
Nous aurons aussi besoin du fait suivant. Si K = R, nous munissons N
de la distance euclidienne, et si K = C, nous le munissons de la distance de
Heisenberg (voir infra, paragraphe 3.4.1.2).

Lemme 3.1.4.1 ((Hersonsky et Paulin, 2002), proposition 3.12). Pour tout
g € G, Uapplication N — HT(gM) appliquant n sur gnM est une similitude.

Autrement dit, cette application applique la distance euclidienne (resp. la
distance de Heisenberg) sur un multiple de la distance de Hamenstadt.

Nous noterons, comme c’est la coutume, *Hj 1’ensemble des couples (&,7)
de points distincts du bord. L’application de UH} dans 9*H} x R qui applique
(z,u) sur (u™,u",b,-(z,0)) («coordonnées de Hopf de (z,u)») est un difféo-
morphisme. Nous noterons, pour simplifier, u = (£, 7, s) si cet difféomorphisme
applique u sur (§,7, s).

3.1.5 Théorie de Patterson-Sullivan

Soit I' un sous-groupe discret de G. Pour tout point » € Hi, les points
d’accumulation de l'orbite I'o dans Hy; U 0Hy forment une partie Ar contenue
dans I" qui ne dépend pas du choix de x; on 'appelle ensemble limite de T'.

Un point de I'ensemble limite & € Ar est dit conique s’il existe une suite
infinie (y,) dans I telle que la distance de v,0 a la géodésique o, £[ soit borné
uniformément en n. L’ensemble des points limites coniques est noté Af.

Nous supposerons toujours que I' est non-élémentaire, ce qui signifie que
I’ensemble limite contient au moins 3 éléments, et on montre qu’en fait il est
infini non dénombrable.

L’exposant de croissance de G,

1
dr = lim sup = log Card{~ € I'; d(z,vz) < R}

ne dépend pas de x. C’est un nombre fini, et 0 < op < n — 1 si K = R (resp.
0<dr<2n—-1si K=0C).

Le théoréme suivant a une longue histoire. Il a été démontré & ce niveau de
généralité (i.e. pour un groupe seulement supposé discret et non-élémentaire)
dans (Bishop et Jones, 1997) et (Paulin, 1997).

Théoréme 3.1.5.1. Soit I' un sous-groupe discret non-élémentaire de G. La
dimension de Hausdorff de ’ensemble Af. des points limites coniques de I, re-
lativement a la distance visuelle basée en un point quelconque, est égale a Op.

Notons que les distances visuelles sont deux-a-deux localement bilipschitz
équivalentes, de sorte que le choix du point ol est basée la distance visuelle est
indifférent.

3.1.5.1 Densités conformes au bord

Définition 3.1.5.2. Soit I' un sous-groupe discret non-élémentaire de G. Soit
B un nombre réel > 0. On appelle densité I'-conforme de dimension [ toute
famille (py)zcry de mesures finies sur OHy, qui est :
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1. T'-équivariante :
Vb = Mz
pour tout x € Hy; et tout yeI';

2. conforme : pour tous x,y € Hy, u, et p, sont équivalentes et le cocycle
de Radon-Nikodym est donné par

dpiy _ —Bbe(y,z)
T (g) = emitetu),

On démontre que la dimension d’une densité I'-conforme ne peut étre nulle;
autrement dit, le bord 9H}; ne porte pas de mesure de probabilité I'-invariante.

Le résultat suivant, a la base de toute la théorie, remonte & Patterson (dans
le cas «hyperbolique réely).

Théoréme 3.1.5.3 ((Patterson, 1976)). Soit ' un sous-groupe discret non-
élémentaire de G, d’exposant de croissance or. Il existe une densité I'-conforme
de dimension or.

Dans le contexte de la géométrie ergodique des groupes discrets, nous conser-
verons la lettre p pour les densités I'-conforme.

3.1.5.2 Mesure de Bowen-Margulis-Sullivan

Définition de la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan. Soit I" un sous-
groupe discret non-élémentaire de G. Soit p une densité I'-conforme de dimen-
sion ér. Soit € H. La mesure mgﬁg sur UH} définie par

dmpyi (u) = Xbe @0 @) gy () dp, (n)ds

(ot u = (&,1m,)) est appelée mesure de Bowen-Margulis-Sullivan (ou «mesure
BMS») associée a pu.
C’est une mesure de Radon qui ne dépend pas du choix de z. Elle est in-
. PP G/M
variante par le flot géodésique et par I'. Nous la noterons mg};q lorsque nous
voudrons préciser que la mesure que nous considérons vit sur G/M.

. UHZ . .
Puisque mpy& est une mesure de Radon I'-invariante sur UHY, elle passe
. T\UH
au quotient en une mesure de Radon sur I'\UHY}, que nous noterons mB}\/IS K
\G/M
ou Mppg

Définition 3.1.5.4. Nous dirons qu’un sous-groupe discret non-élémentaire I’
de G est de mesure de BMS finie s’il admet une densité I'-conforme p d’exposant
or telle que la mesure de BMS associée sur T\UHJ soit finie.

Le résultat suivant est di & D. Sullivan dans le cas «hyperbolique réely
(Sullivan, 1984), et étendu au cas des espaces CAT(-1) dans (Roblin, 2003).

Théoréme 3.1.5.5. Soit I un sous-groupe discret non-élémentaire de G. Si I
est de mesure de BMS finie, il existe (4 homothétie prés) une unique densité
I'-conforme de dimension or ; elle est sans atome, son support est l’ensemble
limite A, et I’ensemble limite conique est de mesure totale. La mesure de BMS
finie considérée est mélangeante pour le flot géodésique sur T\UHY.
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Tous nos résultats seront énoncés sous cette hypothése. Lorsque I' est de
mesure de BMS finie, nous dirons (par abus de langage) «soit p la mesure de
Patterson-Sullivan» pour exprimer que nous choisissons 'une quelconque des
mesures de la densité I'-conforme de dimension dr, et que nous la normalisons
pour que sa masse totale soit 1.

Désintégration de la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan au-dessus de
Pespace des horosphéres. Soient £ € OHj; et s € R. Les lignes de niveau
de lapplication 9?°Hy x R — 0H}% x R appliquant (£, s) sur (£, s) sont les
horosphéres (instables). L’espace de ces horospheéres, noté H, s’identifie donc &
OH} x R. Nous écrirons, par abus de notation, H = (¢, s).

On vérifie que G/MN s’identifie & H et que Papplication *?HE x R —
OH} x R correspond a l’application canonique G/M — G/MN.

Soit ' un sous-groupe discret non-élémentaire de G. Si u est une densité
I'-conforme de dimension J, on définit sur H une mesure my en posant

dma (€, 5) = dpg (€)ed @M ds

ol h est un point quelconque de I'horosphére H = (£, s). C’est une mesure de
Radon, indépendante de x et du choix de o, et I-invariante.
Manifestement, my est pseudo-image de la mesure de BMS mgﬁg‘ Désin-

tégrons celle-ci au-dessus de celle-1a :

ol my est la mesure sur H définie par
dmp (u) = dpg (ut)edut (1)

Notons que la mesure my, vue dans G/M, est portée par une N-orbite.

Dans le théoréme suivant, la dimension de la mesure my est relative a la
distance de Himenstadt sur H, et la dimension de la mesure de Patterson-
Sullivan sur OHp est relative & une distance visuelle de Gromov.

Théoréme 3.1.5.6. Soit I' un sous-groupe discret de G de mesure de BMS
finie. La mesure de Patterson-Sullivan sur OHy; est de dimension ezacte égale
G 0r. De méme, pour toute horosphére (instable) H, la mesure my sur H est
de dimension exacte égale a Ir.

Démonstration. Commencons par montrer que les dimensions locales inférieures
et supérieures de mpy sont mpg-presque partout égales, pour toute horosphére
H. Soit ¢ I’application borélienne UHj; — R définie par

M+ () (B(u, e 1))

partout ou cela a un sens, c’est-a-dire mgﬂlg‘—presque partout. Notons g; :
UHg — UHE le flot géodésique au temps ¢ dans UHg, . La relation (g¢)«m g+ () =
e*t‘SFmHJr(gtu) entraine, par «télescopage», que

1t 1
T/O B(gtu)dt = TlogmH+(u)(B(u7e_T)) +0(1/T)
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et le membre de gauche admet une limite lorsque T'— oo, pour mgﬁg—presque
tout u, en vertu du théoréme ergodique de Birkhov. Par conséquent, la limite

1 =T
TIEI})OTIOgmHH“)( ( u, e ))

n

existe pour mgh}/g‘—presque tout u. Cette limite ne dépend presque stirement pas

de u, puisque mgﬁg est (g:)-ergodique, et nous allons voir que sa valeur presque
stire est Jr.

Pour cela, considérons maintenant la mesure de Patterson-Sullivan p. Pour
toute horosphére instable H = H*(u), soit 5 la mesure image réciproque de p
par le diffeomorphisme H — OH \ {u~} appliquant v sur v™. Les mesures my
et Oy sont équivalentes, et la dérivée de Radon-Nikodym est une application
continue de H dans ]0,00[. Par conséquent, la mesure 6y est de dimension
exacte, égale & celle de mpy (relativement & la distance de Hamenstadt).

D’autre part, nous avons dit que I'image réciproque, par 0, de la distance de
Gromov au bord, est localement bilipschitz équivalente a la distance de Himens-
tadt sur H. Ce qui précéde montre donc que la mesure de Patterson-Sullivan p
(qui est sans atome, c¢f théoréme 3.1.5.5) est, pour la distance de Gromov, de
dimension exacte égale a celle de my.

La conclusion provient alors du théoréme 4.3 de (Ledrappier, 2013). O

3.1.5.3 Relévement M-invariant de la mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan

Soit I' un sous-groupe discret non-élémentaire de G. Soit p une densité I'-
conforme de dimension dr. Considérons la mesure de Bowen-Margulis-Sullivan
mCB;I{/I]\g sur l’espace UH} identifié & G/M. Elle se reléve de facon unique en une
mesure de Radon sur G qui est AM-invariante a droite et I-invariante & gauche,
soit m§ys- Le quotient de m§);q par I' & gauche est une mesure de Radon sur
I'\G, AM-invariante a droite, soit mg}\fs.

De méme, la mesure horosphérique my, sur ’espace des horosphéres, identifié
a G/M N, admet un unique relévement M-invariant a droite & G/N qui est une

.. G/N
mesure de Radon, soit mH/

G/N . . .
La mesure mH/ est pseudo-image de m§, ;5. Disons maintenant comment

désintégrer celle-ci au-dessus de celle-la.

Lemme 3.1.5.7. Soit M un groupe topologique compact opérant a droite sur
deux espaces boréliens standards X et X, et soit ¢ : X — X une application
borélienne M -équivariante. Soient )\ A des mesures o-finies sur XetX respec-
tivement telles que \ soit pseudo-image de A par q. On suppose que X et \ sont
M -invariantes, de sorte qu’on dispose de mesures quotients de X et A par M,
[ et p respectivement, sur X /M et X/M respectivement. On a un diagramme
commutatif

X —r X
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et i est pseudo-image de [i par q', ce qui donne lieu a la désintégration
fi = / dp(d) s -

Supposons que pour tout x € X, la restriction plg Y (x) de p a la fibre ¢~ ()
soit injective. Alors la désintégration de \ au-dessus de \ est donnée par

Dans I'énoncé du lemme, p*fi,,) est l'image directe, par I'isomorphisme
(@) ' (p(x)) = ¢ *(x) réciproque de plg~'(x), de la mesure fi,(,), qui est A-
presque stirement portée par (¢') " (p(x)).

Démonstration. Avant toute chose, notons qu’une opération mesurable de M
sur un espace borélien standard quelconque est toujours lisse puisque M est
compact.

Soit A = fd)\(:r)j\m la désintégration de X au-dessus de A. On a g\ = fi
puisque M est compact. Autrement dit,

/ AN(T)Pee = / dp(E) i
et le membre de droite est aussi égal &

[ @i

en raison encore de la compacité de M. Le lemme en résulte, par unicité des
conditionnelles de A au-dessus de . O

Appliquons ce lemme au diagramme

G—2* 5 G/N

oL

a/M —L G/MN

ou les fléches sont les applications canoniques; ce qui est possible car pour
tout g, la restriction & gN de I'application canonique G — G/M est injective.

Munissons G (resp. G/N, G/M, G/MN) de la mesure m§,q (resp. mf/N,
mgﬁg, mg/MN). Désintégrons mng au-dessus de mf/N le long de ¢ :
G/N
mEvs = / dm?—t/ (gN)mgn .
G/

Pour m.; N—presque tout gN, on a mgn = (D)*pgmn.
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3.1.5.4 Mélange du flot géodésique

L’opération de A sur G par translation & droite passe au quotient en une
opération a droite sur T'\G, (I'g, a) — T'ga, que nous appellerons flot des repéres.

Nous aurons besoin du mélange de la mesure de BMS mE}\/IGS relativement
au flot géodésique (en fait nous nous servirons de l'ergodicité de cette mesure
relativement a tout élément non trivial de A).

Théoréme 3.1.5.8 ((Winter, 2014)). Soit I un sous-groupe discret de mesure

de BMS finie et Zariski-dense. La mesure de BMS mg}v[GS est mélangeante pour
le flot géodésique.

3.1.6 Conditionnelles le long du groupe horosphérique
3.1.6.1 Calcul des conditionnelles

Soit I' un sous-groupe discret non-élémentaire de G, et p une densité I'-
conforme de dimension dr. Faisons opérer N par translation a droite sur T'\G.
Cette opération est mesurable, & stabilisateurs discrets (car I' est discret). L’es-
pace topologique quotient I'\G est localement compact & base dénombrable;
en tant qu’espace mesurable, c’est donc un espace borélien standard. Dés lors,
nous pouvons désintégrer mg\l\fs le long de cette opération, ce qui donne lieu &
I’application de désintégration o.

Calculons o. Désintégrons m$ s le long de N et notons & l'application de
désintégration correspondante. D’aprés la proposition 2.1.1.26, on a o(I'g) =
7(g) pour m$,s-presque tout g.

D’autre part, 'opération de NV sur G a droite étant lisse, la proposition
2.1.1.25 permet de calculer &. Pour tout g € G, notons pg 'application orbitale
de N sur gN qui applique n sur gn. Pour mgMS—presque tout g, a(g) est la
classe projective de (pg)*mgn 0ot mgn est la mesure sur gN définie en 3.1.5.3.

Les conditionnelles de mg}\/IGS sur ['\G' le long de N & droite se déduisent
donc simplement des mesures my portées par les horosphéres (instables) H.

Pour alléger les notations, nous désignerons en général les éléments de IT'\G
par les lettres latines x,y . . ..

3.1.6.2 Dimension des conditionnelles

Notons encore o (resp. &) 'application de désintégration de mg}\fs (resp. de

mgMS) le long de l'opération de IV & droite. Lorsque mg}wcs est finie, i.e. lorsque
I" est de mesure de BMS finie, o est & valeur dans 'espace des mesures de Radon
projectives de V.

La proposition suivante est a la base de tous nos résultats. Si K = R,
nous munissons N (qui est isomorphe & R"~!) de la distance euclidienne, et si
K = C, nous munissons N (qui est isomorphe au groupe de Heisenberg #.,) de
la distance de Heisenberg (cf 3.4.1.2).

Proposition 3.1.6.1. Soit I' un sous-groupe discret de G de mesure de BMS
finie. Pour mg}v[GS—presque tout x € I'\G, o(x) est de dimension ezacte égale d

or.

Démonstration. Vu le paragraphe précédent (3.1.6.1), c’est une conséquence du
théoréme 3.1.5.6 et du lemme 3.1.4.1. O
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3.2 Calculs d’entropie

Soit I" un sous-groupe discret de mesure de BMS finie. Nous avons vu com-
ment désintégrer la mesure finie mll;}v[GS sur I'\G le long de lopération de N.

Soit a Pautomorphisme de I'\G défini par le flot géodésique au temps —1, i.e.
a(x) = za_; (x € I'\G). Notons que « préserve la mesure de Bowen-Margulis-
Sullivan, et que celle-ci est ergodique pour « (théoréme 3.1.5.8). Pour tout n € N
et tout € I'\G, on a a(xn) = a(z)a(n) ot o : N — N est une homothétie si
K = R (resp. une dilatation de Heisenberg si K = C) : c’est une similitude de
rapport e~ ! ~ 2, 718.

Nous sommes donc dans les conditions d’application de la théorie générale
exposée au chapitre 2, et pouvons étudier I’entropie de mg}\/IGS le long de N ou
de n’importe quel sous-groupe fermé connexe de N. Si U est un sous-groupe
fermé connexe de N, nous noterons hpymg(U) Pentropie de mg}v% le long de U
(relativement a I’automorphisme « défini ci-dessus).

Commencons par énoncer le résultat de base.

Proposition 3.2.0.2. Soit I' un sous-groupe discret de G de mesure de BMS
finie. L’entropie de mg}\/IGS le long de N en x est égale a l’exposant critique or

NG
Pour mpyg-presque tout x.
Démonstration. Voir les propositions 3.1.6.1 et 2.2.1.6. O

Probléme 3.2.0.3. Soit U un sous-groupe fermé connexe de N. Calculer l’en-
tropie de la mesure de BMS le long de U.

La proposition suivante est une conséquence cruciale de la théorie développée
au chapitre 2.

Proposition 3.2.0.4. Soit I' un sous-groupe discret de G de mesure de BMS
finie et Zariski-dense. Soit U un sous-groupe fermé connexe distingué de N. On
a

hems(N) = hems(U) + dnyu-

Démonstration. Soit Y D'ensemble des points z € T'\G dont le stabilisateur
dans N n’est pas réduit a ’élément neutre. Si « appartient & Y, il existe un élé-
ment v € T', distinct de l'identité, qui laisse globalement invariante ’horosphére
H™(g). Par conséquent, g+ est un point fixe parabolique. Il est évident que
les points fixes paraboliques forment une partie au plus dénombrable de l'en-
semble limite. Puisque la mesure de Patterson-Sullivan est sans atome (théoréme
3.1.5.5), on en déduit, vu la définition de la mesure de BMS, que mg}v%(Y) =0.

On peut démontrer que Y est une partie borélienne de T'\G. Soit X son
complémentaire : ¢c’est un espace borélien standard, de mesure de BMS totale, ou
N opére librement (c’est-a-dire avec des stabilisateurs triviauz). Evidemment,
les conditionnelles de la mesure de BMS le long de N (resp. de U) sont (presque
partout) égales aux conditionnelles de la mesure de BMS restreinte ¢ X le long
de ce méme groupe.

D’autre part, nous vérifions que le groupe métrique quotient N/U posséde
la propriété de Besicovitch. Si K = R, ce quotient est isométrique & un espace
euclidien. Si K = C, U contient nécessairement le centre Z (qui est aussi le
sous-groupe dérivé) de N, et le groupe métrique quotient N/U s’identifie (iso-
métriquement) au groupe métrique quotient (N/Z)/(U/Z). Le quotient N/Z est
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isométrique a l’espace euclidien R2"=1 | et U/Z s’identifie & un sous-espace vec-
toriel de cet espace euclidien; il est clair alors que le groupe métrique quotient
N/U posséde bien la propriété de Besicovitch.

Nous sommes donc dans les conditions du théoréme 2.2.5.1, et la relation
annoncée n’est autre que la conclusion de ce théoréme. O

Si K = R, et que I est Zariski-dense, nous sommes en mesure de répondre
complétement au probléme posé. Cela fait I'objet de la présente section. Si
K = C, nous pouvons dire bien peu de choses. Dans la section 3.4, nous dirons
le lien qui existe entre l’entropie de la mesure de BMS le long du centre de
N, et la dimension de Hausdorff de I’ensemble limite conique relativement a
une distance riemannienne. Nous formulerons une conjecture, et construirons
ensuite des exemples de groupes de Schottky pour lesquels le calcul de 'entropie
le long du centre est facile.

Jusqu’a nouvel ordre, nous fixons K = R.

Théoréme 3.2.0.5. Soit I' un sous-groupe discret de G, Zariski-dense et de
mesure de BMS finie. Soit m un entier, 1 < m < n — 1. Pour tout m-plan U
contenu dans N, on a l'alternative suivante :

1. Ou bien or <n —m, et alors on a oy = or et hpus(U) =0;

2. Ou bien ér > n —m, et alors on a On/y = n —m et hgys(U) = dr —
(n—m).
D’autre part, les conditionnelles sont «transversalement de dimension exactey,
au sens suivant : pour tout voisinage compact B de l’élément neutre dans N,
pour tout m-plan U et pour presque tout x € T\G, l’image, dans N/U, de la
restriction a B de o(x), est de dimension exacte o,y .

En outre, lorsque oy > n — m, les conditionnelles de mg}v[cs le long de N
sont (presque sdrement) absolument continues transversalement a tout U au
sens suivant : pour tout voisinage owvert relativement compact B de l'origine
dans N, pour tout m-plan U, pour mg}\fs—presque tout x, l’image de o(x)|B dans
N/U est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de N/U.

Remarque 3.2.0.6. Rappelons que dn,y; est la dimension inférieure de "image,
dans N/U, de la mesure de probabilité

pour mg}wGs-presque tout x et tout voisinage ouvert relativement compact B de
lorigine dans N fixé a l’avance.

Corollaire 3.2.0.7. On conserve les hypothéses du théoréme. Soit m un entier,
1 <m < n-—1 e U un m-plan. Pour que l'opération de U sur mg}\fs s0it
totalement dissipative (resp. totalement récurrente), il faut et il suffit que or <
n—m (resp. op > n—m).

Dans le premier cas, les conditionnelles de la mesure de BMS le long de N
sont presque sirement portées par un graphe au-dessus de N/U.

Démonstration. Voir corollaires 2.2.1.9 et 2.1.3.8. O

Nous commencons maintenant la démonstration du théoréme 3.2.0.5.
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Lemme 3.2.0.8. La dimension transverse dn/y et l'entropie hgms(U) ne dé-
pendent pas du m-plan U.

Démonstration. Soient U,U’ deux m-plans et m un élément de M tel que U’
soit le conjugué de U par m, U’ = mUm™'. L’application R,, : U — U’
appliquant v sur mum ™' est un isomorphisme de groupes. L’automorphisme
de I'\G appliquant x sur xm~! entrelace 'opération de U avec I'opération de
U’ : pour tout u € U, et tout x € I'\G, on a am~*(mum™') = (zu)m1!.
Par conséquent, la mesure de BMS étant M-invariante, si oy et oy, sont les
applications de désintégration de la mesure de BMS de I'\G le long de U et U’

respectivement, on a
ou(z) = (Ry)wop (zm™1)

pour presque tout x € I'\G. Puisque R,, est une isométrie de U sur U’, qui
commute aux homothéties, on en déduit que hpms(U) = heus(U').

Notons maintenant 7 et 7’ les projections de N sur N/U et N/U’ respecti-
vement. On a un diagramme commutatif

N —" NJU

lRm lﬁm

N = NJU’

ol Ry, : N = N est 'application n — mnm™!, et R,, est ’application définie
par celle-ci par passage aux quotients. Notons que R, est une isométrie de N/U
sur N/U’ (relativement aux distances quotients).

Fixons un voisinage ouvert relativement compact B de e dans N. Pour p-
presque tout x, on a, au vu de ce qui précéde,

B — “HiBm™!
a o(x)] — (Ro)ems o(@m™1)|Bm .
o(z)(B) o(zm=')(Bm~1)
Pour mg}\fs—presque tout z, la dimension (inférieure) du membre de gauche

(resp. de droite) en I’élément neutre de V"’ est égale & d/y (resp. & o). Ceci
démontre que dn/y = dn/u-- O

Lemme 3.2.0.9. Soit B un voisinage ouvert relativement compact de l’origine
dans N. Supposons que U soit un m-plan tel que I'image dans N/U de la mesure
de probabilité

. . . G
soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, pour mB}\/IS'

presque tout x. Alors la méme propriété est vraie pour tout autre m-plan U’.

Démonstration. L’argument est le méme. O

Proposition 3.2.0.10. On suppose que or < n — m. Alors, pour tout m-plan
U, on a 5N/U = 61‘; et hBMS(U) =0.
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Démonstration. Fixons un voisinage ouvert relativement compact B de l’origine
dans N. La mesure

est de dimension exacte égale & ér pour mFB}VIGS—presque tout x. Pour un tel x,

la projection orthogonale de v (z) sur presque tout (n — m)-plan V est donc
de dimension exacte égale a dp (corollaire 1.2.2.3). Autrement dit, 'image de
vB(T') dans N/U est de dimension exacte égale & ér pour presque tout m-plan
U.

On sait (proposition 2.2.2.3) que pour tout m-plan U et pour mg\l\fs—presque
tout x, 'image de v”(z) dans N/U est de dimension (inférieure) &y Ce qui
précéde entraine donc, par une application directe du théoréme de Fubini, que
pour presque tout m-plan U on a éy/y = dr. En vertu du lemme 3.2.0.8, on a
donc dy,y = dr pour tout m-plan U.

La relation

hems(N) = hems(U) + dn/u

(proposition 3.2.0.4) montre aussitot que hpys(U) est nulle pour tout m-plan
U. La proposition est démontrée. O

Proposition 3.2.0.11. On suppose que or > n—m. Alors pour tout m-plan U,
on a dyyy =n—m et hgys(U) = or — (n —m) ; en oulre, pour tout voisinage
ouvert relativement compact B de ’élément neutre de N, et pour presque tout
x, l'image de la mesure

o(x)|B

o(z)(B)
dans N/U est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Fixons un voisinage ouvert relativement compact B de l’origine
dans N. Conservons la notation v?(z) de la démonstration précédente. Pour
mg}\fs—presque tout x, et presque tout m-plan U, I'image de v?(x) dans N/U
est absolument continue (proposition 1.2.2.6) — donc de dimension exacte n—m,
et en particulier dy,; = n—m et on conclut en utilisant a nouveau la proposition

3.2.04. O

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.2.0.5.

3.3 Dimension des projections

3.3.1 Position du probléme

Nous allons considérablement renforcer le théoréme 3.2.0.5.
Définition 3.3.1.1. Soit pu une mesure de Radon (non nulle) sur un espace
vectoriel N de dimension finie n > 2. Nous dirons que p est réguliére si

1. elle est de dimension exacte ¢ € [0,n] et

2. pour tout ensemble ouvert relativement compact B rencontrant le support
de u, et pour tout entier k, 1 <k <n—1 et tout k-plan V de N, l’image
de u|B par la projection orthogonale sur V est de dimension inférieure
égale presque partout d inf{k,d}.
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Théoréme 3.3.1.2. Soit I un sous-groupe discret Zariski-dense de G de mesure

der?GMS finie. La conditionnelle de mg}v[GS le long de N en x est réguliére pour

my\g-Presque tout x.

Remarque 3.3.1.3. On pourrait remplacer N par nimporte quel sous-espace
vectoriel de N dans [’énoncé de ce théoréme, et la conclusion demeure, avec
la méme démonstration. Nous nous bornerons a considérer le cas de N, le cas
général étant identique aux notations pres.

Remarque 3.3.1.4. Il suffit de vérifier la propriété 2 ci-dessus pour un voisi-
nage ouvert relativement compact fixé de lorigine dans N (et pour tout k-plan
V).

Démonstration de la remarque. Disons, pour abréger, qu'une mesure de Radon
wsur N est réguliére relativement a B si u(B) > 0 et que pour tout k-plan V,
Iimage de p|B par 7y est de dimension exacte égale & inf{d, k}.

Supposons donné un voisinage ouvert relativement compact B de 'origine
dans N tel que pour mg}v?s—presque tout x, la mesure o(x) soit réguliére relati-
vement & B.

Soit ¢t un réel et B’ le voisinage S; B, image de B par ’homothétie de rapport
et. Je dis que pour mFB}\fS—presque tout z, o(z) est réguliére relativement & B’';
cela provient immédiatement de ce qu’on a, t étant fixé,

o(x)|(S:B) o(xa)|B

a(x)(S¢B)  o(zas)(B)

pour mg}\fs—presque tout x.

Soit maintenant X 1’ensemble des points x pour lesquels o(x) est réguliére

relativement & tous ensembles S, B lorsque n parcourt IN. Nous venons de voir
NG
que X est de mesure totale pour mpyg-

Soit  un point de X et soit B un ensemble ouvert relativement compact
dans N. Il existe un ensemble ouvert relativement compact B’ contenant B
et tel que o(x) soit réguliére relativement & B’. Supposons que x soit tel que
o(x)(B) > 0. SiV est un k-plan, 'image par 7y de la mesure

est absolument continue par rapport & 'image par my de la mesure

o(z)|B’
o(z)(B')

On en déduit (lemme 1.1.2.6) que o(z) est en fait réguliére par rapport a B.
Nous avons pleinement justifié la remarque 3.3.1.4. O

Avant de démontrer ce théoréme, prenons le temps de le traduire en un
énoncé portant sur la mesure de Patterson-Sullivan. Fixons quelques notations.
Soit p un point de la sphére euclidienne de dimension n — 1, S"~1, et soit ¢
la «projection stéréographique» de R™~! sur S*~1\ {p}. Soit ¢ I'image par ¢
de l'origine. L’application tangente Tpo : R"~! — TqS"*1 met en bijection les
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grassmanniennes des m-plans de I'un et ’autre espace vectoriel (0 < m <n—1).
Insistons sur le fait que cette bijection dépend de ¢.

Si U est un m-plan de R"~!, nous noterons T'(p, U) la partition de S*"~1\ {p}
en «petites m-sphéresy portées par Ty¢ - U ; autrement dit, les éléments de
T(p,U) sont les images par Ty¢ des m-plans affines de R"~! paralléles a U.
C’est lespace des «tranches» de S~ 1\ {p} paralléles & U.

Si 51,52 sont deux éléments de T'(p, U), la distance (dite de Hausdorff) qui
les sépare est le nombre

d(S1,S2) = max{ sup d(z1,S52), sup d(S1,z2)}-
z1E€S1 z2€S2
On vérifie que d définit une distance sur T'(p, U). Si K est une partie compacte
de R"1, la restriction a K de I’application composée

R" ' = 8" '\ {p} = T(p,U)

est bilipschitz sur son image. Nous pouvons maintenant énoncer un corollaire
au théoréme 3.3.1.2.

Corollaire 3.3.1.5. Sous les hypothéses du théoréme, si pu est la mesure de
Patterson-Sullivan sur OHg, pour pu-presque tout & et pour tout m-plan U de
R" ! (1 <m < n-—2), Uimage de u dans T(£,U) est de dimension inférieure
égale & inf{oér,n — 1 —m} presque partout.

Démonstration. Soit g un élément de G tel que o(T'g) soit réguliére, et soit £ =
g". L’image inverse, par la projection stéréographique R"~! — 9HZ \ {¢}, de la
mesure de Patterson-Sullivan g, est réguliére, car cette mesure est équivalente
a o(g), avec une dérivée de Radon-Nikodym continue.

Fixons un m-plan U de R"~!. L’application R"~! — OHZ \ {¢} passe
au quotient en une bijection R"~1/U — T(¢,U). D’autre part, 'application
R" 1 — OHE \ {¢} est localement bilipschitz. Par conséquent, l’application
quotient R"~1/U — T(&,U) est localement bilipschitz, lorsque T'(¢, D) est muni
de la distance de Hausdorff et R"~1/U de la distance quotient de la distance
euclidienne (distance quotient elle-méme induite par la distance de Hausdorff
entre les m-plans de R"~! paralléles & U). Le corollaire en résulte. O

De ce corollaire on déduit facilement ’assertion suivante : pour u-presque
tout &, pour tout m-plan U et pour u-presque tout 7, si I'on note S la m-sphére
paralléle & U et passant par £ et 1, on a, pour tout p > 0,

i 1081 (V(5.2) \ B(E.p)
=0 loge

= inf{ér,n —1—m}

ou V (S, €) est le e-voisinage de S (pour la distance sphérique) et B(&, p) la boule
de rayon p centrée en &.

Ce dernier énoncé n’est pas trés satisfaisant. Voici un énoncé qui me parait
plausible, mais que je ne suis pas parvenu & démontrer.

Conjecture 3.3.1.6. On conserve les hypothéses du théoréme. Pour pu-presque
tout &, pour tout m-plan U et p-presque tout n, si I’'on note note S la m-sphére
paralléle a U et passant par € et n, on a, pour tout p > 0,

o 28 (V(5.2))

lim loge = inf{or,n — 1 —m}
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ot V (S, ¢) est le e-voisinage de S (pour la distance sphérique) et B(, p) la boule
de rayon p centrée en &.

3.3.2 Démonstration du théoréme

Désintégrons mg}v[GS le long de 'opération de N & droite et soit o ’application
de désintégration associée.

Nous allons appliquer le théoréme 1.2.3.3 et utilisons les notations du pa-
ragraphe 1.2.3.1. Nous identifierons N & ’espace vectoriel R™ et noterons B;
le cube unité [—1,1]™ dans N. Si z € R"™, l’élément correspondant de N sera
noté n,. L’espace des mesures de Radon (non nulles) sur N sera confondu avec
Pespace M des mesures de Radon (non nulles) sur R™.

Pour tout z, nous noterons

* _ O'((E)
7= @y

autrement dit o* est la composée de o et de la transformation [u] — p*. De

méme, nous noterons

p_ C@IBy
o@)(B1)

On a évidemment o*(x) € M* et o5 (2) € MY pour presque tout z.
Définissons une distribution P sur M* :

G
P [ amiy@)ieoy.

a(

La démonstration du théoréme consiste en les vérifications suivantes.
1. Cette distribution P est fractale et ergodique.

u\el . )
2. Pour mB}VIS—presque tout z, la mesure o9 (z) est uniformément scalante
et engendre la version restreinte de P, c’est-a-dire P5.

3. Pour tout entier k£, 1 < k < n — 1, et toute application linéaire surjective
7:R*"—>RF ona
Epo(m) = inf{0, k}.

Disons tout de suite comment ce qui précéde permet de démontrer le théo-

réeme. En vertu du théoréme 1.2.3.3, pour mg}\%—presque tout x, et pour tout

k-plan V' de N, on a
dim (Wv(au(x)> > inf{or, k}

ol my est la projection orthogonale N — V. L’inégalité réciproque est vraie
puisque V est de dimension k et que 7y est lipschitzienne. On a donc

dim(ry (07(x))) = inf{or, k}

pour tout k-plan V. Ceci signifie que o*(x) est une mesure réguliére, et ce, pour

mE}\/IGS—presque tout x.

Avant de procéder, notons que pour tout ¢t € R et pour mg}\%—presque tout

x, on a Sfo(x) = o*(xa_;). En revanche on ne peut pas garantir que cette



3.3. DIMENSION DES PROJECTIONS 87

relation ait lieu pour tout ¢ lorsque x parcourt un ensemble de mesure 1 fixé.
Notons aussi que pour mg}\fs—presque tout x et pour o(x)-presque tout n, 'image
y(n~1),o(x) de o(x) par la translation & gauche par n~! est égale & o(xn).

Pour tout z € R™, on a évidemment v(n; ') = T,.
Lemme 3.3.2.1. La distribution P est fractale ergodique.

Démonstration. Remarquons que ’application

NG —» M*
x = o*(x)

entrelace l'opération de (a¢); sur I'\G avec 'opération de (S;); sur M*, et
qu’elle applique mg}vIGS sur P. L’invariance et 'ergodicité de P sous (S}): s’en
déduisent aussitot.

Montrons maintenant que P est quasi-Palm. Soit £ une partie de M* et
soit F l’ensemble des x € T'G tels que o*(z) € £. Soit W un voisinage ouvert
relativement compact de l’origine dans N. Dire que £ est négligeable pour la

distribution sur M*
[arw) [ dutnsr,
w
G

c’est dire, compte tenu de la relation T);o*(z) = o*(2n,) valable pour mp)\4-
presque tout x et o*(x)-presque tout n, € W, que la mesure de BMS de I’en-
semble des x pour lesquels

c*(z){n e Wizn € E} >0

est égale & 0. Ceci est équivalent & dire que F est négligeable pour la mesure de
BMS, donc que & est négligeable pour P. O
Lemme 3.3.2.2. Pour mg}wcs—presque tout x, la mesure o*(z) est uniformément
scalante et engendre P5.

Démonstration. Soit h une application continue sur l’espace compact & base
dénombrable MY. Nous devons montrer que pour mg}vlcs—presque tout x, pour

o5 (x)-presque tout n € N,

() lim ;/OTh(SF(’y(nl)*a(x)D dt:/h(om(x))dmg}\%.

T—o0

Notons d’abord que lorsque n est 1’élément neutre de IV, I’égalité précédente

est vraie pour mg}v?s—presque tout x. En effet, il revient au meéme (h étant
bornée) de démontrer que

1 N-1 1
. 0O _x
iy 3 ], 10

pour mg}wcs—presque tout x. Ce qui provient du théoréme ergodique de Birhov

appliqué a la fonction

! 0O
x»—>/0 h(Sy o™ (x))dt
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r . . N .
compte tenu que mB}v[Gs est ergodique relativement a la transformation x — za_;

(théoréme 3.1.5.8).

Appelons X P’ensemble des points x vérifiant la relation (x) lorsque n = e.
Pour mg}v%—presque tout x et o(x)-presque tout n, on a y(n~1).o(z) = o(xn);
et d’autre part pour mg}vlcs—presque tout = et o(x)-presque tout n, le translaté
xn appartient X.

Ceci démontre que la relation (x) a lieu pour mg}v[GS—presque tout et o= (x)-
presque tout n.

D’ou le lemme, par définition de P. O

Lemme 3.3.2.3. Soient k un entier 1 <k <n-—1,V un k-plan de N et 7w la
projection de orthogonale N — V. On o Epo(w) = inf{or, k}.

Démonstration. Soit U le (n — k)-plan orthogonal & V. Le quotient N/U étant
isométrique & V', on a
dim(ro™(2)) = oy

pour mg}vlcs—presque tout z. Ainsi, Epo(m) est égal a la dimension transverse
dn/u- Or nous savons que 0y, ne dépend pas du (n — k)-plan U, et qu’elle est
égale a inf{ér, k}. Le lemme est démontré. O

3.4 Présentation du cas hyperbolique complexe

3.4.1 L’espace hyperbolique complexe et son bord
3.4.1.1 Notations

Un entier n > 2 est fixé et nous notons maintenant G le groupe PU(1,n),
groupe unitaire associé a une forme quadratique hermitienne de signature (1, n).
C’est le groupe des isométries directes de ’espace hyperbolique complexe HE,.
La distance hyperbolique sera notée d.

Rappelons, en suivant (Quint, 2006), la construction de ’espace hyperbolique
complexe dans le modéle de I’espace projectif complexe ; nous faisons ces rappels
afin de pouvoir introduire simplement certains objets géométriques qui n’ont pas
d’analogue dans l’espace hyperbolique réel (les géodésiques complexes).

Soit ¢ la forme quadratique hermitienne de signature (1,n) sur C"*1,

q(zo,. .., xy) = |x0\2 — \x1|2 e |9cn|2
associée a la forme hermitienne

(z,9) =ToYo — T1Yy1 — - - - — TnYn-

Soit U louvert de C™*! formé des vecteurs de type «espace», c’est-a-dire
des x € C"*! tels que g(z) > 0. Pour tout = € U, soit E, I'orthogonal pour
q de la droite complexe portée par z. On sait que F, est un plan complexe
de dimension n et que la restriction de ¢ & E, est définie négative. Soit g, le
produit scalaire hermitien sur F, défini par

gr(yvz) = @<y72> (y7z € Ew)
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On a évidemment gy, (Ay, A\z) = ¢.(y, z) pour tout A € C non nul, de sorte
que g passe au quotient en une métrique hermitienne sur 'ouvert de P¢ image
de U par l'application canonique C"*! — Pg,. Cet ouvert est noté Hg. Muni
de la métrique g, c’est une variété hermitienne de dimension complexe n ap-
pelée espace hyperbolique complexe de dimension n. Topologiquement, HY, est
homéomorphe & la boule B2". Nous noterons d la distance induite par la mé-
trique g sur Hg. Le groupe des isométries de H§, est le groupe projectif unitaire
PU(1,n) que nous noterons simplement G.

Donnons la classification des sous-espaces totalement géodésiques de Hg.

Proposition 3.4.1.1. Soit V un plan compleze de dimension m de C" ' qui
rencontre U. La trace P(V)NHY est un sous-espace totalement géodésique com-
plexe de H, ; il est isométrique HTC”_l. Tout sous-espace totalement géodésique
compleze de Hg, est de cette forme.

Soit V' un lagrangien de dimension (réelle) m de C"*' qui rencontre U.
La trace sur H¢ de l'image de V' dans P{, est une sous-variété totalement
géodésique réelle, isométrique a H* 1.

La courbure sectionnelle de H¢, est comprise entre —1 et —4 ; elle vaut —1
exactement sur les 2-plans lagrangiens et —4 exactement sur les 2-plans com-
plezxes.

Rappelons qu’un sous-espace vectoriel réel de C™*! est dit lagrangien s’il est
totalement isotrope pour la forme bilinéaire alternée réelle (x,y) — Im(z,y), i.e.
s’il est orthogonal & lui-méme pour cette forme.

Démonstration. Voir (Quint, 2006) ou (Goldman, 1999). O

Le bord visuel 0HY, s’identifie au bord de Hg dans Pg et est homéomorphe
a la sphére S?"~1. C’est I'image, dans P, de ensemble des vecteurs x # 0
de C"*! tels que q(x) = 0. Nous appellerons géodésique complexe la trace sur
H U 0HE d’une droite projective complexe rencontrant Hg,. Le bord d’une
géodésique complexe est sa trace sur OH¢. Nous parlerons, conformément &
une tradition remontant & E. Cartan, de chaine pour désigner le bord d’une
géodésique complexe.

Pour tout € Hg, on définit une «distance visuelle» d, au bord de la fagon
suivante : soit (-,-), le produit scalaire hermitien sur C"*! pour lequel = et 2=+
sont orthogonaux et tel que (-,-), coincide avec (-,-) dans Cz et avec —(,-)

dans ' ; la norme associée & (-,-), est notée || - ||.. On pose alors
(v, w)|
dg(§,m) =
o [0l l|wl|

pour tous &,n € OHE, avec £ = P(Cv) et n = P(Cuw).
On vérifie que d, est la distance de Gromov au bord basée en x, au sens
général de la théorie des espaces CAT(-1).

3.4.1.2 Le groupe de Heisenberg et le bord a I’infini

Le groupe de Heisenberg. Soit G = K AN une décomposition d’Iwasawa
de G. Le groupe compact maximal K est isomorphe a U(n) et est le stabili-
sateur d’'un point de Hg. Contrairement au cas réel, le groupe unipotent N



90 CHAPITRE 3. CALCULS D’ENTROPIES ET DE DIMENSIONS

n’est pas abélien. Il est isomorphe au groupe de Heisenberg #,, que nous allons
maintenant définir.

Soit V' un espace vectoriel de dimension réelle 2(n — 1). Soit w une forme
bilinéaire alternée sur V. On sait que deux telles formes sont toujours congrues;
on peut donc prendre, pour fixer les idées, V = R2("~1) et

n
W(Iay) = E T2;—1Y2i — T2:Y2i—1-
i=1

Nous munissons ’ensemble produit H,, =V x R, de la loi de groupe
(v,8) - (w,t) = (v+w,s+t+ w(v,w)).

Pour cette loi, et avec la topologie produit, H,, est un groupe topologique loca-
lement compact & base dénombrable.
Le centre de H,,, qui est aussi le sous-groupe dérivé, est égal a {0} x R.
On définit sur H,, une distance, appelée distance de Heisenberg (ou distance
de Cygan daus la littérature), comme suit. Soit || - || g la «norme de Heisenbergy
définie par

1/4
I, )l = (Jo]l* +¢%)

ott ||v|| est la norme euclidienne de v € R"~!. On pose alors
du ((v,t), (w, 5)) = [[v-w™ |

de sorte que dy est une distance invariante a droite sur #,,. Si I’on pose, pour
AeC, \#£0,
ha(v,t) = (Mo, |M*t)

on définit un automorphisme du groupe H, qui est une similitude de rapport
|A| («similitude de Heisenberg ).

Revenons a la décomposition d’ITwasawa G = K AN. L’opération de A sur N
par conjugaison est par homothéties de Heisenberg ; plus précisément, il existe
un isomorphisme de R sur A, t — a;, tel que pour tout ¢ € R et tout n € N,
on ait

a_inay = het(n)

lorsque N est identifie & H,,.

La distribution de Cauchy-Riemann. Soit ¢ la forme bilinéaire réelle sur
Cntl deéfinie par ¢(x,y) = R{x,y). Pour tout vecteur g-isotrope v # 0, le
tangent Tj,)0Hg s’identifie au quotient du (2n + 1)-plan réel v1te par le 2-plan
réel Cv. Ce tangent contient un (n—1)-plan complexe, a savoir le quotient du n-
plan complexe v+ par la droite complexe Cuv. Soit Py ce (n—1)-plan complexe
contenu dans T},)0H{ ; il est clair que Py, ne dépend que de [v]. Si g € G
applique £ € OHE sur n, on a P, = T;gFP:. La «distribution» G-équivariante
x +— Pr est appelée distribution de Cauchy-Riemann ou distribution CR.

Chaines. Rappelons qu’une chaine est le bord d’une géodésique complexe.
Soit £ un point du bord 0HE. Soit v un vecteur tangent & OHE en &, non
nul. Existe-t-il une chaine passant par ¢ et portée par v? La réponse a cette
question dépend de la position de v par rapport a la distribution CR en . Plus
précisément, :
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Lemme 3.4.1.2. Pour que par £ € OH{ passe une chaine portée par v €
T:OHE, il faut et il suffit que v n’appartienne pas a la distribution CR en &.

Démonstration. Soit x € C"*! un vecteur g-isotrope # 0 et soit v € C"*! un
vecteur non nul tel que R{z,v) = 0. Supposons que (x,v) soit nul. En vertu de
la loi d’inertie de Sylvester, on a nécessairement ¢(v) < 0, dont g est négative
dans le 3-plan réel Cx @ Ru, et ce dernier ne peut rencontrer U. Par conséquent,
I'image de v dans Tj,;)0Hg ne porte pas de chaine passant par [z].
Réciproquement, si (z,v) est non nul, on vérifie par un calcul facile que le
3-plan réel Cx ® Rv rencontre U, ce qui signifie que v porte une chaine passant
par [z]. O

Lemme 3.4.1.3. Par deuz points distincts de OH{ passe une chaine et une
seule.

Démonstration. Evidente. O

En particulier, 'opération de G sur le bord donne lieu & une opération sur
I’espace des chaines.

Translatées du centre dans le groupe de Heisenberg. Reprenons une
décomposition d’Iwasawa G = KAN. Le groupe AN fixe un point &, € OHY,
et A fixe un unique autre point {_ € OHg \ {4 }. Ceci permet de définir une
involution ¢« : 0HE — OHE qui & un point £ associe le point antipodal ¢(£) : si o
est le point de He fixé par K, ¢(§) est U'extrémité positive de la géodésique issue
de £ passant par o. Il est clair que ¢ est K-équivariante (mais pas G-équivariante).

Naturellement, cette application « n’a rien d’intrinséque, elle dépend du choix
des «coordonnéesy, c’est-a-dire d’'une décomposition d’Iwasawa.

Cela étant, faisons opérer N au bord. Le point £ est fixé et 'opération est
transitive sur le complémentaire de ce point. On obtient un homéomorphisme

YN — 0Hg \ {&+}

qui se prolonge en un homéomorphisme du compactifié d’Alexandrov N U {oco}
de N sur le bord tout entier.

Cet homéomorphisme met en bijection les fibres de ’application de passage
au quotient N — N/Z (ou Z est le centre de N) avec les chaines passant par
&+. En particulier, la chaine passant par £_ et &, est ’ensemble Z&_ U {£, }.

Tout ce qui précéde se transporte, par 'opération de K, & tout point ¢ du
bord (ce qui revient a conjuguer A et N par un élément de K).

Distance sphérique au bord. Le bord 0Hg est homéomorphe & la sphére
de dimension 2n — 1. Le choix d’un homéomorphisme OHg — S?"~! permet
de munir le bord de la distance image réciproque de la distance sphérique sur
S27~! En changeant d’homéomorphisme, on obtient une distance bilipschitz-
équivalente a la premiére. La classe d’équivalence bilipschitz est donc unique-
ment définie. Dans la suite, on supposera que le choix a été fait d’une telle dis-
tance, et on parlera de distance de la classe de Riemann (étant entendu qu’on
obtient une telle distance si I'on munit OHg d’une métrique riemannienne et
que Ion considére la distance associée a cette métrique).

Les distances de Gromov au bord, que nous avons définies plus haut, défi-
nissent une autre classe d’équivalente bilipschitz. Par exemple, le bord OH{ est
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de dimension de Hausdorff 2n pour une distance de Gromov, et 2n — 1 pour une
distance de la classe de Riemann.

La coexistence au bord de deux classes bilipschitz de distances traduit le fait
que dans l'espace de Heisenberg la distance de Heisenberg n’est pas bilipschitz-
équivalente & la distance euclidienne.

En lien avec ceci, M. Gromov a formulé dans (Gromov, 1996) le probléme
suivant. Notons dimy (resp. dimg) la dimension de Hausdorff dans 'espace de
Heisenberg pour la distance de Heisenberg (resp. pour la distance euclidienne).
Un nombre « € [0, 3] étant fixé, quelles sont les valeurs possibles de dimp(A)
lorsque A parcourt les parties de H; telles que dimg(A4) = «?

La réponse est donnée par le théoréme de Balogh, Rickly, et Serra-Cassano.

Théoréme. Soit S une partie de H1 et soient o, 8 ses dimensions de Hausdorff
pour les distances euclidienne et de Heisenberg. On a

max{«, 2a — 2} < f < min{2«a, o + 1}
et ces inégalités ne peuvent étre améliorées en général.

Voir (Balogh et al., 2003).
Notons pour mémoire le fait suivant.

Lemme 3.4.1.4. Soient, sur l’espace de Heisenberg H,, dg la distance de
Heisenberg et dg la distance euclidienne.

1. Pour tout compact K C H,,, il existe une constante C > 1 telle que
1
5dH(h,h’)2 <dg(h,h) < Cdg(h,h)

pour tous h,h' € K.

2. Lorsque deux éléments h,h' € H,, sont congrus modulo le centre de H,,
on a légalité dp(h,h') = dg(h, h')?.

3. La distance de N/Z quotient de la distance de Heisenberg sur N coincide
avec la distance quotient de la distance euclidienne.

Démonstration. Calculs immeédiats. O

3.4.2 Entropie et dimension de Hausdorff
3.4.2.1 Position du probléme

Soit I" un sous-groupe discret non-élémentaire de G. On définit, comme dans
le cas réel, ’ensemble limite, ’exposant critique dr, les densités I'-conformes, la
mesure de Bowen-Margulis-Sullivan sur le fibré unitaire tangent de I'\HY, ete.

Supposons que I' soit de mesure de BMS finie. Relevons, comme dans le cas
réel, la mesure de BMS sur I'\G/M en une mesure M-invariante a droite sur
I'\G et faisons opérer N a droite. On a, comme dans la proposition 3.1.6.1,
hBMS (N) = 61“-

Probléme 3.4.2.1. Calculer l’entropie de la mesure de BMS sur T\G le long
des sous-groupes fermés connexes de N.

Rappelons que Z est le centre de N.
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Conjecture 3.4.2.2. Soit I' un sous-groupe discret de G, Zariski-dense et de
mesure de BMS finie, d’exposant de croissance or. Si or < 2(n — 1), on a
hBMS<Z) =0. Si 2(n —1)<ér<2n,ona hBMS(Z) =0r — 2(n —1).

Je suis loin de pouvoir établir ce résultat. Cependant, dans la sous-section
suivante, je construirai des groupes de Schottky pour lesquels I’entropie le long
du centre est bel et bien nulle.

Notons que la formule de Ledrappier-Young

hems(N) = hams(Z) + 0nyz,

ot le membre de gauche est égal a dr, raméne le calcul de hgys(Z) a celui de
dn/z- La conjecture précédente équivaut a I’énoncé suivant : si hpyg(Z) > 0,
alors o,z = 2n.

Conjecture 3.4.2.3. Si hgys(Z) > 0, alors les conditionnelles sont transver-
salement absolument continues, ¢’est-a-dire que pour tout voisinage compact B
de l’élément neutre dans N, l’image dans N/Z de la mesure obtenue en condi-
tionnant o(x) a B est absolument continue pour presque tout x.

Formulons maintenant un second probléme, en lien avec le premier. Nous
conservons les hypothéses précédentes : I" est un sous-groupe discret Zariski-
dense et de mesure de BMS finie de G. Son ensemble limite Ar est une partie de
OH{,. Comme nous I’avons dit, on peut munir le bord de deux classes bilipschitz
de distances. Lorsqu’on le munit de la classe des distances visuelles de Gromov,
on a le résultat suivant (voir théoréme 3.1.5.1) :

Théoréme 3.4.2.4. La dimension de Hausdorff de ’ensemble limite comique
est égale a Or.

Probléme 3.4.2.5. Calculer la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite
conique, relativement & une distance riemannienne au bord.

Précisons le lien entre ce probléme et le précédent.

Théoréme 3.4.2.6. Soit I' un sous-groupe discret de G, Zariski-dense et de
mesure de BMS finie. Soit dimg(A$) la dimension de Hausdorff de I’ensemble
limite conique, relativement a une distance riemannienne au bord. On a l’enca-

drement
_ hems(2)

or 5

Démonstration. Fixons un voisinage compact B de l’élément neutre dans N.
Pour x € I'\G, posons

et soit 0P (r) I'image de vP(x) dans N/Z. Désintégrons celle-ci au-dessus de
celle-1a :

VB (x) = / 4.(65(2)) ()6P ().

Pour mg}v[GS—presque tout x, nous savons que 07 () est (relativement & la distance
sur N/Z quotient de la distance de Heisenberg sur N) de dimension inférieure
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égale & 0/ presque partout, et que @B (x) est (relativement a la distance de
Heisenberg) de dimension exacte égale & hgns(Z) pour 08 (z)-presque tout v.

Munissons maintenant N de la distance euclidienne. Chaque conditionnelle
#B () est presque stirement portée par un classe modulo Z, donc de dimension
exacte égale & Shpms(Z) (lemme 3.4.1.4, point 2); la mesure image 07 () est
de dimension Jy,; puisque la distance quotient est inchangée (ibid., point 3).
On en déduit, vu la proposition 1.1.3.15, et compte tenu que I’espace métrique
N muni de la distance euclidienne posséde la propriété de Besicovitch, que la
dimension inférieure de v (z) est au moins égale &

1 1
Onyz + §hBMs(Z) =0r — ghBMS(Z)

et ce, pour m${y;g-presque tout x.

Pour conclure, il reste & observer que la dimension, relativement & une dis-
tance riemannienne au bord, de la mesure de Patterson-Sullivan p, est égale &
la dimension de v B (x).

En effet, Papplication N — 0Hg appliquant n sur (gn)* est un difféomor-
phisme sur le complémentaire de g—, donc est localement bilipschitz, et elle ap-
plique o(z) sur une mesure équivalente a p, avec une dérivée de Radon-Nikodym
continue. La derniére assertion s’en déduit, en considérant une suite croissante
de voisinages compacts B,, de ’élément neutre dont la réunion recouvre N.

Puisque Af. est de mesure de Patterson-Sullivan, on obtient le théoréme. [

Si la conjecture 3.4.2.3 recevait une réponse positive, on en déduirait que
la dimension de Hausdorff de Af. relativement & une distance riemannienne au
bord est égale a

) . 5 sior < 2(n—1)
dimg (Af) = { QIEn —1)+ %(51“ —2(n—1)) si 611: >2(n—1)

3.4.2.2 Exemple : groupes de Schottky bien positionnés

Nous allons décrire des sous-groupes de Schottky de G pour lesquels la
conclusion de la conjecture 3.4.2.3 est vérifiée.

Donnons-nous un ensemble fini W C G d’au moins deux isométries hyper-
boliques et, pour tout w € W UW =1 un ouvert B(w) de 9Hg,. Nous faisons les
hypothéses suivantes :

1. Les ensembles W et W~ sont disjoints;

2. Les adhérences B(w) sont deux a deux disjointes;
3. Pour tout w € WUW ™1 on a

w(OHE \ B(w™)) € B(w);

4. Aucune chaine ne passe par trois de ces ouverts (hypothése de «bonne
position des générateursy ).

Rappelons qu’une chaine est le bord d’une géodésique complexe.

1l est facile de se donner un ensemble W possédant ces hypothéses. On peut
commencer par produire des isométries hyperboliques wf, ..., w), telles que pour
1 # 7, la chaine passant par les points fixes de w; ne passe pas par 'un des points
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fixes de w;. Ensuite, on pose w; = (w;)™ (1 < i < k) et 'ensemble W des w;
possédera les propriétés voulues pour peu que n soit assez grand.

Les hypothéses 1 & 3 entrainent (par un argument de tennis de table remon-
tant & F. Klein) que le sous-groupe I' engendré par W est discret et s’identifie
au groupe libre F(W) construit sur ’ensemble W. Quand nous parlerons de
longueur d’un élément de I' ou de décomposition réduite d’un tel élément, il
sera sous-entendu que ces notions sont relatives a la base fixée W du groupe
libre T'.

Si f € T a pour décomposition réduite fy--- f, (n > 2), on notera B(f)
Pouvert fi1 -+ frn—1B(fn)- Si f, g sont deux éléments distincts de T, les ensembles
B(f) et B(g) sont disjoints.

Si f, g sont deux mots de F(W), de décompositions réduites respectives [] f;
et [] gi, on notera f A g le plus grand mot h de décomposition réduite hy - - - hs,
tel que f; = g; = h; pour 1 < < s. Lorsque f A g est le mot vide, on dira que f
et g sont disjoints; a I'inverse, lorsque f A g = f, on dira que f est un sous-mot
de g. Si f est un sous-mot de g, B(f) est contenu dans B(g).

Lemme 3.4.2.7. Soient f,g,h trois mots dont aucun n’est un sous-mot d’un
autre. Les ouverts B(f), B(g) et B(h) sont disjoints, et aucune chaine ne passe
par ces trois ouverts.

Démonstration. Soit C' une chaine passant par B(f), B(g) et B(h). Quitte a
composer par (f A gAh)~!, on peut supposer ces trois mots disjoints dans leur
ensemble.

S’ils sont deux & deux disjoints, le lemme résulte directement de I’hypothése
4.

Supposons par exemple que k = fAg ne soit pas le mot vide. Alors k~1(C') est
une chaine passant par B(k~'f), B(k~1g) et B(k~'h). On conclut en raisonnant
par récurrence sur la somme des longueurs de f, g, h. O

Avant d’énoncer le lemme suivant, notons que si £ est un point de ’ensemble
limite, il existe, pour tout n > 1, un unique mot f,, € I' de longueur n tel que &
appartienne & B(w), et f,4+1 est un sous-mot de f,, pour tout n. On peut donc
poser f, = &1 ---&, oil chaque &, est élément de WUW ~! et £,.&5,41 est distinct
de I’élément neutre pour tout k. Ceci permet de définir une bijection de A sur le
«bordy» du groupe libre I, c’est-a-dire ’ensemble des mots infinis réduits écrits
avec I’alphabet W U W1,

Lemme 3.4.2.8. Soient £, deuzx points de l’ensemble limite Ar. La chaine
passant par & et 1) ne contient aucun autre point de Ar.

Démonstration. Supposons a I'inverse que ¢ soit un troisiéme point de Ar situé
sur cette chaine. Puisque &, 7,  sont distincts, on peut trouver un entier n tels
que les mots f = & -+-&,, g =m1---p €t b = (3 ---(, soient deux & deux
distincts. En vertu du lemme précédent, aucune chaine passant par B(f) et
B(g) ne peut passer par B(h). Mais ceci contredit le fait que la chaine passant
par &,n et ¢ rencontre ces trois ensembles. O

Nous sommes maintenant en mesure de conclure.

Proposition 3.4.2.9. L’entropie de mg\l\fs long de Z est nulle.
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Démonstration. Soit o : T\G — M?!(N) Dl'application de désintégration de la

mesure de BMS le long de N. Pour mg}wcs—presque tout x, le support de o(x)
est 'image réciproque, par Uapplication n — (gn)™ de N dans OHg \ {g~ }, de
Iensemble Ar \ {g~}. Pour tout n € N, la translatée nZ du centre de N est
Iimage réciproque, par cette méme application, de la chaine passant par (gn)™*
et par g .

Cela étant, pour mg}\fs—presque tout z, g~ appartient & ’ensemble limite, et
pour o(z)-presque tout n, le point (gn)™ aussi, donc la chaine passant par g~
et (gn)T ne rencontre pas d’autre point de Ar, de sorte que nZ ne rencontre le
support de o(z) qu’au point n.

Autrement dit, o(x) est portée par un graphe borélien au-dessus de N/Z. Les

conditionnelles de mg}v?s sont donc triviales, et la proposition est démontrée. [

Corollaire 3.4.2.10. La dimension de Hausdorff de Ar, relativement a une
distance riemannienne, est égale a Or.
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