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✶✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣&❛♣❤❡ ❛✈❡❝ %&♦✐$ ❝♦♠♠✉♥❛✉%.$ ❡♥%♦✉&.❡$ ♣❛& ❞❡$ ❝❡&❝❧❡$ ❡♥ ♣♦✐♥%✐❧❧.$ ✷✸

✶✳✸ ❙%&✉❝%✉&❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%❛✐&❡ ❞✬✉♥ &.$❡❛✉ $♦❝✐❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ %.❧.♣❤♦♥✐<✉❡ ❜❡❧❣❡

❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❡$ ♣♦✐♥%$ ❝♦❧♦&.$ ✐♥❞✐<✉❡♥% ❧❡$ $♦✉$✲❝♦♠♠✉♥❛✉%.$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❤✐.&❛&❝❤✐<✉❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦&❛%✐♦♥ ❞✉ &♦✉❣❡ ❛✉ ✈❡&% &❡♣&.$❡♥%❡ ❧❛ ❢&❛❝%✐♦♥ ❞❡$ ❧❛♥❣✉❡$ ♣❛&❧.❡$

❞❛♥$ ❝❤❛<✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%. ✭&♦✉❣❡ ♣♦✉& ❧❡$ ❢&❛♥❝♦♣❤♦♥❡$ ❡% ✈❡&% ♣♦✉& ❧❡$ ✢❛♠❛♥❞$✮✳

▲❡$ ❞❡✉① ❣&❛♥❞❡$ ❝♦♠♠✉♥❛✉%.$ $♦♥% ❧✐♥❣✉✐$%✐<✉❡♠❡♥% ❤♦♠♦❣I♥❡$✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉$ ❞❡ ✽✺✪

❞❡$ ♣❡&$♦♥♥❡$ <✉✐ ♣❛&❧❡♥% ❧❛ ♠L♠❡ ❧❛♥❣✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉%. <✉✐ $❡ %&♦✉✈❡ ❡♥%&❡ ❧❡$
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✶✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❣&❛♣❤❡ ❢♦&♠. ❞❡ ❞❡✉① ❝❧✐<✉❡$ ❞❡ %❛✐❧❧❡ m ❡% ❞❡✉① ❛✉%&❡$ ❝❧✐<✉❡$ ❞❡

%❛✐❧❧❡ p✳ ❙✐ p≪ ♠ ✭❡✳❣✳ ♣❂✺✱ ♠❂✷✵✮✱ ❧❡$ ❞❡✉① ♣❡%✐%❡$ ❝❧✐<✉❡$ $♦♥% ❣&♦✉♣.❡$ ❞❛♥$ ✉♥❡

$❡✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%. ❜✐❡♥ <✉✬❡❧❧❡$ $♦✐❡♥% ❝♦♥♥❡❝%.❡$ ♣❛& ✉♥ $❡✉❧ ❧✐❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❣&❛♣❤❡ ❝♦♠♣♦$. ❞❡ n ❝❧✐<✉❡$ ❞❡ %❛✐❧❧❡ m✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞.✜♥✐%✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❝♦♠♠✉♥❛✉%.✱ ♦♥ ❞❡✈&❛✐% ✐❞❡♥%✐✜❡& ❝❤❛<✉❡ ❝❧✐<✉❡ Km ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%.✳ ❆❧♦&$
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✷✳✸ ❙%&✉❝%✉&❡ ❞❡$ &.$❡❛✉① &.❡❧$ .%✉❞✐.$ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✹ ●&❛♣❤❡ ❣.♥.&. ♣❛& ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ●✐&✈❛♥ ❡% ◆❡✇♠❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
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%&❛❧✐%. ❞❡ ❞❡❣&.✱ ❙❉ ✿ ❝❡♥%&❛❧✐%. ❞❡ ❞❡❣&. ❞❡$ ✈♦✐$✐♥$✱ ❇ ✿ ❝❡♥%&❛❧✐%. ❞✬✐♥%❡&♠.❞✐❛&✐%.✱
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✸✳✾ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* (/*✉❧0❛0* ❞❡ ✐0✲▲■❈❖❉✱ ▲■❈❖❉✱ ●◆✱ ❲❛❧❦0(❛♣✱ ❊❱✱ ■♥❢♦▼❛♣✱ ❋❛*0✲

●(❡❡❞②✱ ❡0 ▲♦✉✈❛✐♥ ✿ ◆▼■ ✈* ◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✶✵ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* (/*✉❧0❛0* ❞❡ ✐0✲▲■❈❖❉✱ ▲■❈❖❉✱ ●◆✱ ❲❛❧❦0(❛♣✱ ❊❱✱ ■♥❢♦▼❛♣✱ ❋❛*0✲

●(❡❡❞②✱ ❡0 ▲♦✉✈❛✐♥ ✿ ◆▼■ ✈* ❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✶✶ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* (/*✉❧0❛0* ❞❡ ✐0✲▲■❈❖❉✱ ▲■❈❖❉✱ ●◆✱ ❲❛❧❦0(❛♣✱ ❊❱✱ ■♥❢♦▼❛♣✱ ❋❛*0✲

●(❡❡❞②✱ ❡0 ▲♦✉✈❛✐♥ ✿ ◆▼■ ✈* µ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✶ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* (/*✉❧0❛0* ❞❡ ▲■❈❖❉✲❚♦♣♦❈❡♥0 ❛✈❡❝ ▲■❈❖❉✲④❙❉✱ ❈✱ ❇✱ ❊❱✱ X❛❣❡✲

❘❛♥❦⑥ *✉( ▲❋❘ ✭◆❂✶✵✵✵✱ µ = 0.1✮ ✿ ◆▼■ ✈* K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✷ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* (/*✉❧0❛0* ❞❡ ▲■❈❖❉✲❚♦♣♦❈❡♥0 ❛✈❡❝ ▲■❈❖❉✲④❙❉✱ ❈✱ ❇✱ ❊❱✱ X❛❣❡✲

❘❛♥❦⑥ *✉( ▲❋❘ ✭◆❂✶✵✵✵✱ µ = 0.1✮ ✿ ❆❘■ ✈* K ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✸ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* (/*✉❧0❛0* ❞❡ ▲■❈❖❉✲❚♦♣♦❈❡♥0 ❛✈❡❝ ▲■❈❖❉✲④❙❉✱ ❈✱ ❇✱ ❊❱✱ X❛❣❡✲

❘❛♥❦⑥ *✉( ▲❋❘ ✭❦❂✷✵✱ µ = 0.1✮ ✿ ◆▼■ ✈* N ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✹ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* (/*✉❧0❛0* ❞❡ ▲■❈❖❉✲❚♦♣♦❈❡♥0 ❛✈❡❝ ▲■❈❖❉✲④❙❉✱ ❈✱ ❇✱ ❊❱✱ X❛❣❡✲

❘❛♥❦⑥ *✉( ▲❋❘ ✭❦❂✷✵✱ µ = 0.1✮ ✿ ❆❘■ ✈* N ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✺✳✶ ▲✬❛♣♣(♦❝❤❡ ❈▲❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣/♥/(❛0✐♦♥ ❞✬✉♥ ●❱❘ ` ♣❛(0✐( ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥/❡* ✿ α ❡0 β
*♦♥0 ❞❡✉① ✈♦✐*✐♥* (❡❧❛0✐❢* ♣❛(❝❡ b✉✬✐❧ ♥✬② ♣❛* ❞✬❛✉0(❡ ♥c✉❞ ❞❛♥* ❧✬✐♥0❡(*❡❝0✐♦♥ ❞❡*

❞❡✉① ❝❡(❝❧❡* ❝❡♥0(/❡* (❡*♣❡❝0✐✈❡♠❡♥0 ❡♥ α ❡0 β ❡0 ❞❡ (❛②♦♥ d(α, β) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✸ ■(✐* ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✹ ●❧❛** ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✺ ❲✐♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✻ ❱❡❤✐❝❧❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✼ ❆❜❛❧♦♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✺✳✽ ▲✬❛♣♣(♦❝❤❡ X▲❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

❆✳✶ ■(✐* ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❝❤❡❜②*❤❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

❆✳✷ ■(✐* ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❝♦*✐♥✉* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

❆✳✸ ■(✐* ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦((/❧❛0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

❆✳✹ ●❧❛** ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡❜②*❤❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

❆✳✺ ●❧❛** ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❝♦*✐♥✉* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

❆✳✻ ●❧❛** ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦((/❧❛0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❆✳✼ ❲✐♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡❜②*❤❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

❆✳✽ ❲✐♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❝♦*✐♥✉* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

❆✳✾ ❲✐♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦((/❧❛0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

❆✳✶✵ ❱❡❤✐❝❧❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡❜②*❤❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

❆✳✶✶ ❱❡❤✐❝❧❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❝♦*✐♥✉* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❆✳✶✷ ❱❡❤✐❝❧❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦((/❧❛0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❆✳✶✸ ❆❜❛❧♦♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡❜②*❤❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❆✳✶✹ ❆❜❛❧♦♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/(/ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*0❛♥❝❡ ❝♦*✐♥✉* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✶✵



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

❆✳✶✺ ❆❜❛❧♦♥❡ ✿ ●❱❘ ❣/♥/0/ ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐63❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦00/❧❛3✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✶✶



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✶✷



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡

❈♦♥#❡①#❡

❘!"❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡"

❉❛♥# ❞✐✛'(❡♥*# ❝♦♥*❡①*❡#✱ ❞❡# ❡♥*✐*'# /✉✐ #♦♥* ❡♥ (❡❧❛*✐♦♥ #♦♥* ♠♦❞'❧✐#'❡# ♣❛( ❞❡#

❣(❛♣❤❡# ♦6 ❧❡# ❡♥*✐*'# #♦♥* (❡♣('#❡♥*'❡# ♣❛( ❞❡# ♥7✉❞# ❡* ❧❡# (❡❧❛*✐♦♥# ♣❛( ❞❡# ❧✐❡♥#✳ ❈❡#

❣(❛♣❤❡#✱ ❛♣♣❡❧'# ❣!❛♣❤❡& ❞❡ (❡!!❛✐♥ ♦✉ !+&❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡&✱ #♦♥* (❡♥❝♦♥*('# ❞❛♥# ❞❡ ♥♦♠✲

❜(❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡#✳ ◆♦✉# ❝✐*♦♥# = *✐*(❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡# ✿

✖ ▲❡# ('#❡❛✉① #♦❝✐❛✉① ✿ ❧❡# ♥7✉❞# ❝♦((❡#♣♦♥❞❡♥* = ❞❡# ✐♥❞✐✈✐❞✉# ♦✉ ❞❡# ❡♥*✐*'# #♦❝✐❛❧❡#

❡* ❧❡# ❧✐❡♥# ♣❡✉✈❡♥* (❡♣(❡#❡♥*❡( ❞❡# ✐♥*❡(❛❝*✐♦♥# ❞❡ ♥❛*✉(❡# ❞✐✛'(❡♥*❡#✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐*✱ ♦♥

*(♦✉✈❡ ♣❧✉#✐❡✉(# *②♣❡# ❞❡ ('#❡❛✉① #♦❝✐❛✉① ✿ ❧❡# ('#❡❛✉① ❞✬❛❝❝♦✐♥*❛♥❝❡ ✭❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉#

#♦♥* ❝♦♥♥❡❝*'# #✬✐❧# #❡ ❝♦♥♥❛✐##❡♥*✮✱ ❧❡# ('#❡❛✉① ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦(❛*✐♦♥ ♦6 ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉#

#♦♥* (❡❧✐'# #✬✐❧# ♦♥* *(❛✈❛✐❧❧' ❡♥#❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡# ('#❡❛✉① ❞❡ ❝♦✲♣✉❜❧✐❝❛*✐♦♥ #❝✐❡♥*✐✲

✜/✉❡ ❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✶❪✱ ❧❡# ('#❡❛✉① ❞✬'❝❤❛♥❣❡# ✭❧❡# ❡♥*✐*'# #♦♥* ❝♦♥♥❡❝*'❡# #✐ ❡❧❧❡# ♦♥*

'❝❤❛♥❣' ✉♥ ✜❝❤✐❡( ♦✉ ✉♥ ❝♦✉((✐❡( '❧❡❝*(♦♥✐/✉❡ ❬❊❜❡❧ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✮✱ ❧❡# ('#❡❛✉① ❞✬❛♣♣❡❧#

*'❧'♣❤♦♥✐/✉❡# ✭❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉# #♦♥* (❡❧✐'# #✬✐❧ ② ❛ ❡✉ ✉♥ ❛♣♣❡❧ ❡♥*(❡ ❡✉①✮✱ ❡*❝✳

✖ ▲❡# ('#❡❛✉① ❜✐♦❧♦❣✐/✉❡# ✿ ❝❡ #♦♥* ❞❡# (❡♣('#❡♥*❛*✐♦♥# ❛❜#*(❛✐*❡# ❞✬✉♥ #②#*O♠❡ ❜✐♦❧♦✲

❣✐/✉❡ ❡* ♦✛(❡♥* ✉♥ ❝❛❞(❡ ❞✬'*✉❞❡ ❞✉ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡♠❡♥* ❞✉ #②#*O♠❡ ♣❧✉*P* /✉✬✉♥❡ ('❛❧✐*'

❜✐♦❧♦❣✐/✉❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝*✐❢ '*❛♥* ❞✬♦✛(✐( ✉♥ #✉♣♣♦(* ♣♦✉( ❢❛❝✐❧✐*❡( ❧❛ ❝♦♠♣('❤❡♥#✐♦♥ ❞❡ ✐♥✲

*❡(❛❝*✐♦♥# ❛✉ #❡✐♥ ❞❡# ♣(♦❝❡##✉# ❜✐♦❧♦❣✐/✉❡#✳ ❉❡# ('#❡❛✉① #♦♥* ❝♦✉(❛♠♠❡♥* ✉*✐❧✐#'#

♣♦✉( ♠♦❞'❧✐#❡( ❞❡# ♣(♦❝❡##✉# ❞❡ ♠'*❛❜♦❧✐#♠❡✱ ❞❡ ('❣✉❧❛*✐♦♥ ❞❡ ❣O♥❡#✱ ♦✉ ❞❡# *(❛♥#✲

❞✉❝*✐♦♥# ❞❡ #✐❣♥❛✉① ❬❏❡♦♥❣ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❙✉( ✉♥❡ ❛✉*(❡ '❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ (O❣♥❡ ❞✉ ✈✐✈❛♥*

♥♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ♣❛(❧❡( ❛✉##✐ ❞❡# ('#❡❛✉① *(♦♣❤✐/✉❡# ❬❲✐❧❧✐❛♠# ❡* ▼❛(*✐♥❡③✱ ✷✵✵✵❪ ✿ ❧❡#

❡#♣O❝❡# ❞✬✉♥ '❝♦#②#*O♠❡ /✉✐ #♦♥* (❡❧✐'❡# ♣♦✉( (❡♣('#❡♥*❡( ❧❡# ❝❤❛W♥❡# ❛❧✐♠❡♥*❛✐(❡#✳

✖ ▲❡# ('#❡❛✉① ❞✬✐♥❢(❛#*(✉❝*✉(❡ ✿ ✐❧# (❡♣('#❡♥*❡♥* ❞❡# ❧✐❛✐#♦♥# ♠❛*'(✐❡❧❧❡# ❡♥*(❡ ❞❡# ♦❜❥❡*#

❞✐#*(✐❜✉'# ❞❛♥# ✉♥ ❡#♣❛❝❡ ❣'♦❣(❛♣❤✐/✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡# ('#❡❛✉① ❞❡ *(❛♥#♣♦(* ✭❧❡# (♦✉*❡#

❡♥*(❡ ❧❡# ✈✐❧❧❡# ♦✉ ❧❡# ❧✐❛✐#♦♥# ❛'(✐❡♥♥❡# ❡♥*(❡ ❧❡# ❛'(♦♣♦(*#✮✱ ❧❡# ('#❡❛✉① '❧❡❝*(✐/✉❡# ✭❧❡#

❝X❜❧❡# ❡♥*(❡ ❧❡# ❧✐❡✉① ❞❡ ♣(♦❞✉❝*✐♦♥ ❡* ❞❡ ❝♦♥#♦♠♠❛*✐♦♥✮ ♦✉ ❛✉##✐ ❧❡ ('#❡❛✉ ♣❤②#✐/✉❡

❞✬■♥*❡(♥❡* ❬❋❛❧♦✉*#♦# ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳

▲❡# ❣(❛♣❤❡# ❞❡ *❡((❛✐♥ '*✉❞✐'# #♦♥* #♦✉✈❡♥* ❞❡ *(O# ❣(❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡✳ ❈✬❡#* *②♣✐/✉❡♠❡♥* ❧❡

❝❛# ❞❡# ('#❡❛✉① #♦❝✐❛✉① ❡♥✲❧✐❣♥❡✳ \(❡♥♦♥# ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡# ❞❡✉① ('#❡❛✉① ❧❡# ♣❧✉# ❝♦♥♥✉#✱

❋❛❝❡❜♦♦❦

✶

❞♦♥* ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬✉*✐❧✐#❛*❡✉(# ❞'♣❛##❡ ✾✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥#✱ ❡* ❚✇✐**❡(

✷

❞♦♥* ❧❡ ♥♦♠❜(❡

❞✬✉*✐❧✐#❛*❡✉(# ❛❝*✐❢# ❞'♣❛##❡ ❧❡ ✷✼✶ ♠✐❧❧✐♦♥# ❞✬✉*✐❧✐#❛*❡✉(# '❝❤❛♥❣❡❛♥* ✺✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡ *✇❡❡*#

♣❛( ❥♦✉(

✸

✳ ▲❛ ❣(❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡ ❞❡# ('#❡❛✉① ❡* ❧❡✉(# *❛✉① ❞❡ ❝(♦✐##❛♥❝❡ (❛♣✐❞❡ ♣♦#❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣

❞❡ ❞'✜# ♣♦✉( ❧❡ ❞'✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❡* ❧❛ ♠✐#❡ ❡♥ 7✉✈(❡ ❞✬❛❧❣♦(✐*❤♠❡# ❡✣❝❛❝❡# ❞❡ ❢♦✉✐❧❧❡ ❡*

❞✬❡①♣❧♦(❛*✐♦♥ ❞❡# ❣(❛♣❤❡# ❞❡ *❡((❛✐♥✳

✶✳ ❤!!♣#✿✴✴✇✇✇✳❢❛❝❡❜♦♦❦✳❝♦♠✴

✷✳ ❤!!♣✿✴✴!✇✐!!❡1✳❝♦♠

✸✳ ❤!!♣#✿✴✴❛❜♦✉!✳!✇✐!!❡1✳❝♦♠✴❝♦♠♣❛♥②

✶✸
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▲❛ ✈❛.✐010 ❞❡ ❧✬♦.✐❣✐♥❡ ❞❡9 ❞✐✛0.❡♥19 .09❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡9 ♥❡ ❧❡9 ❛ ♣❛9 ❡♠♣@❝❤0 ❞✬❛✈♦✐.

❞❡9 91.✉❝1✉.❡9 9✐♠✐❧❛✐.❡9✳ ❉✐✛0.❡♥1❡9 01✉❞❡9 ♦♥1 ♠♦♥1.0 C✉❡ ❧❡9 ❣.❛♣❤❡9 ❞❡ 1❡..❛✐♥ ❡①✲

❤✐❜❡♥1 ❞❡9 ♣.♦♣.✐0109 91.✉❝1✉.❡❧❧❡9 ❝♦♠♠✉♥❡9 ❡1 ♥♦♥ 1.✐✈✐❛❧❡9 ❬❋❛❧♦✉19♦9 ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱

❆❧❜❡.1 ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ K❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞✐91❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥1.❡ ❞❡✉① ♥M✉❞9 ❡91 ❣0♥0.❛❧❡♠❡♥1

❢❛✐❜❧❡ ♣❛. .❛♣♣♦.1 O ❧❛ 1❛✐❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❣.❛♣❤❡ ❬❆❧❜❡.1 ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❡1 ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ✈♦✐9✐♥9

❞✬✉♥ ♥M✉❞ ❡91 ❞✐91.✐❜✉0 9❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐99❛♥❝❡ ❬❋❛❧♦✉19♦9 ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❈❡11❡ ♣.♦♣.✐010

✐♠♣❧✐C✉❡ C✉❡ ♣❡✉ ❞❡ ♥M✉❞9 ♦♥1 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✈♦✐9✐♥9✱ ❡1 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♥M✉❞9 ♣♦99Q❞❡♥1 ♣❡✉

❞❡ ✈♦✐9✐♥9✳

K❛.♠✐ ❧❡9 ♣.♦♣.✐0109 ❝♦♠♠✉♥❡9 ❞❡9 ❣.❛♣❤❡9 ❞❡ 1❡..❛✐♥9✱ ♦♥ 1.♦✉✈❡ 0❣❛❧❡♠❡♥1 C✉✬✐❧9 9♦♥1

9♦✉✈❡♥1 ❝♦♠♣♦909 ❞❡ 9♦✉9✲❣.❛♣❤❡9 ❞❡♥9❡9 ❢❛✐❜❧❡♠❡♥1 ✐♥1❡.✲❝♦♥♥❡❝109✱ ❛♣♣❡❧09 ❝♦♠♠✉♥❛✉!*+

❬●✐.✈❛♥ ❡1 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❡9 1❡.♠❡9 ❝❧✉+!❡,+ ♦✉ ♠♦❞✉❧❡+ 9♦♥1 ❛✉99✐ ❡♠♣❧♦②09 ♣♦✉. ❞09✐✲

❣♥❡. ❝❡9 91.✉❝1✉.❡9✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉10 .❡❣.♦✉♣❡ ✉♥ ❡♥9❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥1✐109 C✉✐ ♣❡✉✈❡♥1 ♣❛.1❛❣❡.

❞❡9 ♣.♦♣.✐0109 ❝♦♠♠✉♥❡9 ❡1\♦✉ ❥♦✉❡♥1 ❞❡9 .W❧❡9 9✐♠✐❧❛✐.❡9✳ K.❡♥♦♥9 ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❣.♦✉♣❡
❞✬❛♠✐9 ❞❛♥9 ✉♥ .09❡❛✉ 9♦❝✐❛❧✱ ✉♥ ❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣.♦10✐♥❡9 C✉✐ ♦♥1 ❧❛ ♠@♠❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❜✐♦❧♦✲

❣✐C✉❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛❣❡9 ✇❡❜ 1.❛✐1❛♥1 ❞❡9 9✉❥❡19 ❛②❛♥1 ❧❛ ♠@♠❡ 1❤0♠❛1✐C✉❡✳ ■❧ ♣❡✉1

② ❛✈♦✐. ❛✉99✐ ❞❡9 ❝♦♠♠✉♥❛✉109 ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥1❡9 ♦X ❝❤❛C✉❡ ♥M✉❞ ♣❡✉1 ❛♣♣❛.1❡♥✐. O ♣❧✉9✐❡✉.9

❝♦♠♠✉♥❛✉109 ❡♥ ♠@♠❡ 1❡♠♣9✳ ❉❛♥9 ✉♥ .09❡❛✉ 9♦❝✐❛❧✱ ✉♥❡ ♣❡.9♦♥♥❡ ♣❡✉1 @1.❡ ❝♦♥♥❡❝10❡

❛✉① ♠❡♠❜.❡9 ❞❡ 9❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ O ❞❡9 ❝♦❧❧Q❣✉❡9 ❞❡ 1.❛✈❛✐❧ ♦✉ ❛✉99✐ O ❞❡9 ❝♦0C✉✐♣✐❡.9 ❞❡9 ❛❝1✐✲

✈✐109 ❞❡ ❧♦✐9✐.9✳ ❉❛♥# ❝❡&&❡ &❤(#❡✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ❧✐♠✐&♦♥# / ❧✬1&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞1&❡❝&✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉&1# ❞✐#❥♦✐♥&❡#✳

■❞❡♥1✐✜❡. ❧❡9 ❝♦♠♠✉♥❛✉109 ♣❡.♠❡1 ❞✬❛✈♦✐. ✉♥❡ ✈✉❡ ♠*+♦+❝♦♣✐0✉❡ ❞✉ .09❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡

❡1 ❛✐❞❡ O ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ 9❛ 91.✉❝1✉.❡✳ ❈❡❧❛ ❛✐❞❡ 0❣❛❧❡♠❡♥1 O ♠❡♥❡. ❞❡9 ♦♣0.❛1✐♦♥9 ♣❧✉9 ❝♦♠✲

♣❧❡①❡9 9✉. ❧❡9 .09❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐9✉❛❧✐9❛1✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣.❡99✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♣❛.❛❧❧0❧✐9❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉1.❡9 ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥9 ♣❡✉✈❡♥1 9❡ 9❡.✈✐. ❞❡ ❧❛ 1Z❝❤❡ ❞❡ ❞01❡❝1✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉109✳

◆♦✉9 ❡♥ ❞0❝.✐✈♦♥9 C✉❡❧C✉❡ ✉♥❡9 ❞❛♥9 ❧❡ ❝❤❛♣✐1.❡ ✶✳

▲❡9 ❛❧❣♦.✐1❤♠❡9 ❞❡ ❞01❡❝1✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉109 ♦♥1 ❢❛✐1 ❧✬♦❜❥❡1 ❞❡ ♥♦♠❜.❡✉① 1.❛✈❛✉①✳

▲❛ ♠❛❥♦.✐10 ❞✬❡♥1.❡ ❡✉① ❝♦♥9✐91❡♥1 O ❞01❡.♠✐♥❡. ✉♥❡ ♣❛.1✐1✐♦♥ ❞❡9 ♥M✉❞9 ❞✉ ❣.❛♣❤❡ ❡♥

♠❛①✐♠✐9❛♥1 ✉♥❡ ❝❡.1❛✐♥❡ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ C✉❛❧✐10✳ ❙♦✉✈❡♥1 ❝❡9 ❛❧❣♦.✐1❤♠❡9 ✉1✐❧✐9❡♥1 ❧❛ ❢♦♥❝✲

1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛,✐!* ❬●✐.✈❛♥ ❡1 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈0♥✐❡♥1 ♠❛❥❡✉. ❞❡ ❝❡ ❝.✐1Q.❡ ❡91

C✉❡ 9❛ ♠❛①✐♠✐9❛1✐♦♥ 9✉. ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞❡9 ♣❛.1✐1✐♦♥9 ❞❡9 ♥M✉❞9 ❡91 ✉♥ ♣.♦❜❧Q♠❡ ◆K✲❞✐✣❝✐❧❡

❬❇.❛♥❞❡9 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❡1 ✐❧ ❡91 ✐♠♣♦99✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧✬♦♣1✐♠✉♠ 9✉. ❞❡9 ❣.❛♣❤❡9 ❞❡ ❣.❛♥❞❡

1❛✐❧❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐1✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉1 ❞♦♥❝ C✉✬❡♠♣❧♦②❡. ❞❡9 ♠01❤♦❞❡9 ❤❡✉.✐91✐C✉❡9 ♣♦✉. ❝❤❡.❝❤❡. ❞❡9

9♦❧✉1✐♦♥9 ❛♣♣.♦❝❤0❡9✳ ●0♥0.❛❧❡♠❡♥1✱ ♦♥ ♦❜1✐❡♥1 ❞❡9 ♣❛.1✐1✐♦♥9 ❞❡ C✉❛❧✐10 9✐♠✐❧❛✐.❡9 ❡1 ✐❧ ♥✬②

❛ ❛✉❝✉♥ ❝.✐1Q.❡ C✉✐ ❢❛✈♦.✐9❡ ❧✬✉♥❡ .❡❧❛1✐✈❡♠❡♥1 O ❧✬❛✉1.❡✳ ■❧ ❡①✐91❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣.♦❜❧Q♠❡ ❞✬✐♥❞0✲

1❡.♠✐♥✐9♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉9✱ ❧❡9 ♠01❤♦❞❡9 ❞❡ ♠❛①✐♠✐9❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛.✐10 ♣♦99Q❞❡♥1 ✉♥❡ ❧✐♠✐!❡

❞❡ ,*+♦❧✉!✐♦♥ C✉✐ ❧❡9 ❡♠♣@❝❤❡♥1 ❞❡ ❞01❡❝1❡. ❧❡9 ♣❡1✐1❡9 ❝♦♠♠✉♥❛✉109✳ ❊♥ ♦✉1.❡✱ ❝❡9 ❛❧❣♦✲

.✐1❤♠❡9 ♣❡✉✈❡♥1 ❞01❡❝1❡. ❞❡9 ❝♦♠♠✉♥❛✉109 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛.✐10 0❧❡✈0❡ ❞❛♥9 ❞❡9 ❣.❛♣❤❡9

♥✬❛②❛♥1 ❛✉❝✉♥❡ 91.✉❝1✉.❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉1❛✐.❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡9 ❣.❛♣❤❡9 ❛❧0❛1♦✐.❡9✳

❉✐✛0.❡♥1❡9 ❛♣♣.♦❝❤❡9 ❛❧1❡.♥❛1✐✈❡9 ♣♦✉. ❧❛ ❞01❡❝1✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉109 ♦♥1 010 ♣.♦✲

♣♦90❡9✳ ❖♥ 1.♦✉✈❡ ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥1 ❧❡9 ❛♣♣.♦❝❤❡9 ❜❛90❡9 9✉. ❧❛ ♣.♦♣❛❣❛1✐♦♥ ❞❡9 ❧❛❜❡❧9

❬❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❡1 ❧❡9 ❛♣♣.♦❝❤❡9 ❢♦♥❞0❡9 9✉. ❧✬✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡.9✳ ▲❛ ❞❡✉①✐Q♠❡

❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣.♦❝❤❡9 ❝♦♥91✐1✉❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ 1❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥9 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞01❡❝1✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉109✳ ❊❧❧❡9 ❝♦♠❜✐♥❡♥1 ❞❡9 ♠01❤♦❞❡9 C✉✐ ♣❛.1✐1✐♦♥♥❡♥1 ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥1 ✉♥ ❣.❛♣❤❡ ❡♥ ❝♦♠✲

✶✹
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♠✉♥❛✉012 ❛✈❡❝ ❞❡2 ♠10❤♦❞❡2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉012 ❧♦❝❛❧❡2 1❣♦✲❝❡♥0<1❡2✳ ❉❡ ♣❧✉2✱ ❡❧❧❡2

❡①♣❧♦✐0❡♥0 ❧❛ ♥❛0✉<❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐20<✐❜✉0✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣<1 ❞❡2 <12❡❛✉① <1❡❧2✱ ♦C ♦♥ ❞✐20✐♥❣✉❡ ♣❡✉ ❞❡

♥D✉❞2 ❜✐❡♥ ❝❡♥0<❛✉① ❞❛♥2 ❧❡ <12❡❛✉✳ ▲❡2 ❛♣♣<♦❝❤❡2 ❢♦♥❞1❡2 2✉< ❧✬✐❞❡♥0✐✜❝❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡<2

✉0✐❧✐2❡♥0 ❣1♥1<❛❧❡♠❡♥0 ❞❡2 ♠❡2✉<❡2 ❞❡ ❝❡♥0<❛❧✐01 ♣♦✉< ✐❞❡♥0✐✜❡< ❧❡2 ❧❡❛❞❡<2✳ ▲❛ ❝❡♥0<❛❧✐01

❞✬✉♥ ♥D✉❞ ♣❡✉0 H0<❡ ❝❛❧❝✉❧1❡ ❞✬✉♥ ♠❛♥✐I<❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♣❛< <❛♣♣♦<0 ❛✉① ✈♦✐2✐♥2✮ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛✲

♥✐I<❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭♣❛< <❛♣♣♦<0 L 0♦✉0 ❧❡ <12❡❛✉✮✳ ▲❡2 ♠❡2✉<❡2 ❣❧♦❜❛❧❡2 2♦♥0 ♣❧✉2 ❡✣❝❛❝❡2 N✉❡ ❧❡2

♠❡2✉<❡2 ❧♦❝❛❧❡2✱ ♠❛✐2 ❝❡2 ❞❡<♥✐I<❡2 2♦♥0 ♠♦✐♥2 ❝♦O0❡✉2❡2 ❡♥ 0❡♠♣2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❯♥❡ ♠❡2✉<❡

2❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ 2❡♠❜❧❡ H0<❡ ✉♥❡ ❛❧0❡<♥❛0✐✈❡ ✐♥01<❡22❛♥0❡ ♣♦✉< <1❛❧✐2❡< ✉♥ ❝♦♠♣<♦♠✐2✳

▲❛ 0P❝❤❡ ❞✬1✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❞❡2 ❝♦♠♠✉♥❛✉012 ❡20 ✉♥❡ 0P❝❤❡ ❝❡♥0<❛❧❡ ❞❛♥2 ♥♦0<❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❧❡ ♣<♦❜❧I♠❡ <❡20❡ ❞✬❛❝0✉❛❧✐01 ♠❛❧❣<1 ❧❡ ❣<❛♥❞ ♥♦♠❜<❡ ❞❡ 0<❛✈❛✉① ♠❡♥12 ❞❛♥2 ❝❡ ❝♦♥0❡①0❡

❬❋♦<0✉♥❛0♦✱ ✷✵✶✵✱ ▲❛❜❛0✉0✱ ✷✵✶✷❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛<✐01 ❡20 ❧❡ ❝<✐0I<❡ ❧❡ ♣❧✉2 ✉0✐❧✐21

♣❛<♠✐ ❞✬❛✉0<❡2 ❝<✐0I<❡2 0♦♣♦❧♦❣✐N✉❡2 ♣♦✉< ❧✬1✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❞❡2 ♣❛<0✐0✐♦♥2✳ ❖<✱ ❧❡2 ✐♥❝♦♥✈1♥✐❡♥02

❞❡2 ♠10❤♦❞❡2 ♦♣0✐♠✐2❛♥0 ❧❛ ♠♦❞✉❧❛<✐01 ♦♥0 <❡♠✐2 ❡♥ ❝❛✉2❡ ❧❛ 2✐❣♥✐✜❝❛0✐✈✐01 ❞❡ ❝❡ ❝<✐0I<❡

❞❛♥2 ❧❡ ♣<♦❝❡22✉2 ❞✬1✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❞❡2 ♣❛<0✐0✐♦♥2✳ ▲❡2 ❝❤❡<❝❤❡✉<2 ♦♥0 ❞♦♥❝ <❡❝♦✉<✉ L ❞❡2 ♠❡✲

2✉<❡2 ✉0✐❧✐21❡2 ❞❛♥2 ❧❛ ❝❧❛22✐✜❝❛0✐♦♥ ♥♦♥✲2✉♣❡<✈✐21❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡2 ❝❧❛22✐N✉❡✳ ❈❡2

♠❡2✉<❡2 ❝♦♥2✐20❡♥0 L ❝♦♠♣❛<❡< ❧❛ ♣❛<0✐0✐♦♥ 0<♦✉✈1❡ ❛✈❡❝ ♥❡ ♣❛<0✐0✐♦♥ ❞❡ <1❢1<❡♥❝❡✱ ❛♣♣❡❧1❡

❛✉22✐ ✈!"✐$! ❞❡ $❡""❛✐♥✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡20 ❞✐2♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉< ♣❡✉ ❞❡ <12❡❛✉① <1❡❧2 ✈✉ N✉✬❡❧❧❡ ❡20 ❞1✲

0❡<♠✐♥1❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥0 ♣❛< ❞❡2 ❡①♣❡<02✳ ❆✐♥2✐✱ ❞✐✛1<❡♥02 0<❛✈❛✉① ♦♥0 0❡♥01 ❞❡ ♣<♦♣♦2❡< ❞❡2

❣1♥1<❛0❡✉<2 ❞❡ <12❡❛✉① 2✐♠✐❧❛✐<❡2 ❛✉① <12❡❛✉① <1❡❧2✳ ▲❡ ♣<♦❜❧I♠❡ ❞❡ ❝❡2 <12❡❛✉① ❛<0✐✜❝✐❡❧2

❡20 N✉✬✐❧2 ♥❡ ❝♦✉✈<❡♥0 N✉❡ ❧❡2 ❝❛<❛❝01<✐20✐N✉❡2 10✉❞✐1❡2 ❞❡2 <12❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡2 <1❡❧2✳

❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥(

▲❡2 0<❛✈❛✉① ♠❡♥12 ❞❛♥2 ❝❡00❡ 0❤I2❡ 0<❛✐0❡♥0 ♣<✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥0 ❞❡✉① ♣<♦❜❧I♠❡2 ✿

✖ ❧❡ ♣<♦❜❧I♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞10❡❝0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉012 ❡♥ ❛♣♣❧✐N✉❛♥0 ❞❡2 ❛♣♣<♦❛❝❤❡2 ❞✬✐❞❡♥0✐✲

✜❝❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡<2✱

✖ ❡0 ❧❡ ♣<♦❜❧I♠❡ ❞✬1✈❛❧✉❛0✐♦♥ ❡0 ❞❡ ❝♦♠♣❛<❛✐2♦♥ ❞❡2 ❛❧❣♦<✐0❤♠❡2 ❞❡ ❞10❡❝0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉012✳

❊♥ 2✬❛♣♣✉②❛♥0 2✉< ❧❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ▲✐❝♦❞✱ ♣<♦♣♦21 ✐♥✐0✐❛❧❡♠❡♥0 ❞❛♥2 ❬❑❛♥❛✇❛0✐✱ ✷✵✶✶❪✱

♥♦✉2 ❡①♣❧♦<♦♥2 ❞✐✛1<❡♥0❡2 ♠10❤♦❞❡2 ❞❡ ❞10❡❝0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉012 ❢♦♥❞1❡2 2✉< ❧✬✐❞❡♥0✐✜✲

❝❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡<2✳ ◆♦✉2 0❡20♦♥2 ❡0 1✈❛❧✉♦♥2 ❞✐✛1<❡♥0❡2 ❢♦♥❝0✐♦♥2 ❞❛♥2 0♦✉0❡2 ❧❡2 10❛♣❡2 ❞❡

▲■❈❖❉✳ ◆♦✉2 ❛✈♦♥2 10✉❞✐1✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐I<❡ ❡①♣1<✐♠❡♥0❛❧❡✱ 2✉< ❞❡2 <12❡❛✉① <1❡❧2 ❡0 ❛<0✐✜✲

❝✐❡❧2✱ ❧❛ ♣❡<0✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛N✉❡ ♠❡2✉<❡ ♣<♦♣♦21❡ ♣❛< <❛♣♣♦<0 ❛✉① ❝❛<❛❝01<✐20✐N✉❡2 ❞❡2 <12❡❛✉①

❛♥❛❧②212✳

❊♥2✉✐0❡✱ ♥♦✉2 ♣<♦♣♦2♦♥2 ✉♥❡ ❡①0❡♥2✐♦♥ ✐01<❛0✐✈❡ ❞❡ ▲■❈❖❉✱ ❛♣♣❡❧1❡ ✐0✲▲■❈❖❉✳ ▲✬♦❜✲

❥❡❝0✐❢ ❞❡ ✐0✲▲■❈❖❉ ❡20 ❞❡ ✈❛❧✐❞❡< ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❧❡❛❞❡<2 ✐❞❡♥0✐✜12✳ ❊❧❧❡ ✐♥0I❣<❡ ✉♥❡ 10❛♣❡

✐01<❛0✐✈❡ N✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡2 ❧❡❛❞❡<2 L ❧✬1❝❤❡❧❧❡ ❞❡2 ❝♦♠♠✉♥❛✉012 ❞10❡❝01❡2✳ ✐0✲▲■❈❖❉ ❝♦♥✈❡<❣❡

N✉❛♥❞ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❧❡❛❞❡<2 2❡ 20❛❜✐❧✐2❡✳ ▲❡2 <12✉❧0❛02 ❡①♣1<✐♠❡♥0❛✉① ♠♦♥0<❡♥0 N✉❡ ❧✬❛♣✲

♣<♦❝❤❡ ✐0✲▲■❈❖❉ 0<♦✉✈❡ ❞❡2 ❜♦♥2 <12✉❧0❛02 ♣❛< <❛♣♣♦<0 L ▲■❈❖❉ ❡0 L ❞✬❛✉0<❡2 ♠10❤♦❞❡2

❞❛♥2 N✉❡❧N✉❡2 <12❡❛✉① <1❡❧2 ❡0 ❞❛♥2 0♦✉2 ❧❡2 <12❡❛✉① ❛<0✐✜❝✐❡❧2✳

❊♥ 0<♦✐2✐I♠❡ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉2 ♣<♦♣♦2♦♥2 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡2✉<❡ ❞❡ ❝❡♥0<❛❧✐01 2❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ ❛♣♣❡❧1❡

❚♦♣♦❈❡♥$✳ ▲✬♦❜❥❡❝0✐❢ ❞❡ ❝❡00❡ ♠❡2✉<❡ ❡20 ❞❡ ❢❛✐<❡ ✉♥ ❝♦♠♣<♦♠✐2 ❡♥0<❡ ❧❛ ♥♦♥✲❡✣❝❛❝✐01 ❞❡2

♠❡2✉<❡2 ❧♦❝❛❧❡2 ❡0 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐01 1❧❡✈1❡ ❞❡2 ♠❡2✉<❡2 ❣❧♦❜❛❧❡2✳ ❉❛♥2 ❚♦♣♦❈❡♥0✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2

✶✺
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❝❤♦✐0✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡6 ❧✬✐♠♣♦6:❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥<✉❞ ♣❛6 6❛♣♣♦6: = :6♦✐0 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✈♦✐0✐♥❛❣❡✳ ❈❡

❝❤♦✐① ❡0: ♠♦:✐✈C ♣❛6 ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐❛♠F:6❡ ❞❡0 6C0❡❛✉① 6C❡❧0✳ ◆♦✉0 ❛✈♦♥0 C❣❛❧❡♠❡♥: ♣6✐0 ❡♥

❝♦♠♣:❡ ❧✬✐♠♣♦6:❛♥❝❡ :♦♣♦❧♦❣✐H✉❡ ❞❡0 ✈♦✐0✐♥0 ❡♥ ❞✐0:✐♥❣✉❛♥: ❧❡0 ♣❧✉0 ✐♠♣♦6:❛♥:0 ❞❡0 ♠♦✐♥0

✐♠♣♦6:❛♥:0✳ ▲✬❡①♣C6✐♠❡♥:❛:✐♦♥ ❞❡ ❚♦♣♦❈❡♥: ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣6♦❝❤❡ ▲■❈❖❉ ♠♦♥:6❡ H✉✬❡❧❧❡ :6♦✉✈❡

:♦✉❥♦✉60 ❞❡0 ❜♦♥0 6C0✉❧:❛:0 ♣❛6 6❛♣♣♦6: ❛✉① ❛✉:6❡0 ♠❡0✉6❡0 ❞❡ ❝❡♥:6❛❧✐:C✱ ② ❝♦♠♣6✐0 ❧❡0

♠❡0✉6❡0 ❣❧♦❜❛❧❡0✳

❊♥ H✉❛:6✐F♠❡ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉0 ♣6♦♣♦0♦♥0 ❞❡✉① ♠C:❤♦❞❡0 ♦6✐❡♥:C❡✲:N❝❤❡ ♣♦✉6 ❧✬C✈❛❧✉❛:✐♦♥ ❞❡

❧❛ H✉❛❧✐:C ❞❡0 ❛❧❣♦6✐:❤♠❡0 ❞❡ ❞C:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:C0✳ ▲✬✐❞C❡ ❡0: ❞✬❡0:✐♠❡6 ❧❛ 0♦❧✉:✐♦♥

❞❡0 ❛❧❣♦6✐:❤♠❡0 ❡♥ ❧❡0 ❝♦♥❢6♦♥:❛♥: = ❞✬❛✉:6❡0 :N❝❤❡0✳ ▲❛ ♣6❡♠✐F6❡ ♠C:❤♦❞❡ ❡0: ♦6✐❡♥:C❡

❝❧❛00✐✜❝❛:✐♦♥ ♥♦♥✲0✉♣❡6✈✐0C❡ ❞❡ ❞♦♥♥C❡0✱ ♥♦✉0 ❧✬❛♣♣❡❧♦♥0 ❈▲❊✳ ❊❧❧❡ ❡①♣❧♦✐:❡ ❧❛ 6❡00❡♠❜❧❛♥❝❡

❡♥:6❡ ❧❛ :N❝❤❡ ❞❡ ❞C:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:C0 ❡: ❧❛ :N❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛00✐✜❝❛:✐♦♥ ♥♦♥✲0✉♣❡6✈✐0C❡✱

❡: ❧❛ ❞✐0♣♦♥✐❜✐❧✐:C ❞❡ ❧❛ ✈C6✐:C ❞❡ :❡66❛✐♥ ❞❡ ♣❧✉0✐❡✉60 ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥C❡0 ♥✉♠C6✐H✉❡0✳ ▲❡

♣6✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❈▲❊ ❡0: ❞❡ :6❛♥0❢♦6♠❡6 ❧❡0 ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥C❡0 ❡♥ ❞❡0 ❣6❛♣❤❡0 ❜❡♥❝❤♠❛6❦0✳ ❉❛♥0

❧❛ ❞❡✉①✐F♠❡ ♠C:❤♦❞❡✱ H✉❡ ♥♦✉0 ❧❛ ♥♦:♦♥0 Q▲❊✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❝❤♦✐0✐ ❧❛ :N❝❤❡ ❞❡ ♣6C✈✐0✐♦♥ ❞❡

❧✐❡♥0✳ ▲✬✐❞C❡ ❡0: ❞✬C✈❛❧✉❡6 ❧❡0 ❛❧❣♦6✐:❤♠❡0 ❞❡ ❞C:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:C0 ♣❛6 6❛♣♣♦6: = ❧❡✉60

❝♦♥:6✐❜✉:✐♦♥0 ❞❛♥0 ❧❛ ♣6C❝✐0✐♦♥ ❞❡0 ❛❧❣♦6✐:❤♠❡0 ❞❡ ♣6C✈✐0✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥0✳ ◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ❛❞♦♣:C ❧❛

♣6C✈✐0✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥0 ♥♦♥✲0✉♣❡6✈✐0C❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 0❝♦6❡ ❞❡0 ❝♦✉♣❧❡0 ❞❡ ♥<✉❞0 ❡0: ❢❛✐: ✈✐❛ ❞❡0

♠❡0✉6❡0 :♦♣♦❧♦❣✐H✉❡0 ✐♥:C❣6❛♥: ❧✬✐♥❢♦6♠❛:✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉:❛✐6❡✳ ▲✬❡①♣C6✐♠❡♥:❛:✐♦♥ ❞❡ Q▲❊

0✉6 ❞❡0 6C0❡❛✉① ❜✐❜❧✐♦❣6❛♣❤✐H✉❡0 ❞②♥❛♠✐H✉❡0 ❛ ♠♦♥:6C✱ = 0♦♥ :♦✉6✱ ❞✬❛✉:6❡0 ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡0

❞❡ ❝❡6:❛✐♥0 ❛❧❣♦6✐:❤♠❡0 ❞❡ ❞C:❡❝:✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:C0✳

▲✐"#❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛#✐♦♥"

▲❡0 :6❛✈❛✉① ♠❡♥C0 ❞❛♥0 ❧❡ ❝❛❞6❡ ❞❡ ❝❡::❡ :❤F0❡ ♦♥: ❞♦♥♥C ❧✐❡✉ ❛✉① ♣✉❜❧✐❝❛:✐♦♥0 0✉✐✈❛♥:❡ ✿

❘❡✈✉❡ ✐♥&❡'♥❛&✐♦♥❛❧❡

• ❩✐❡❞ ❨❛❦♦✉❜✐✱ ❘✉0❤❡❞ ❑❛♥❛✇❛:✐✳ ▲✐❝♦❞ ✿ ❆ ▲❡❛❞❡6✲❞6✐✈❡♥ ❛❧❣♦6✐:❤♠ ❢♦6 ❝♦♠♠✉♥✐:②

❞❡:❡❝:✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡:✇♦6❦0✳ ❱✐❡:♥❛♠ ❏♦✉6♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉:❡6 ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❱♦❧✉♠❡✭✶✮✱

■00✉❡ ✹✱ ♣♣✳ ✷✹✶✲✷✺✻✳ ❙♣6✐♥❣❡6✱ ✷✵✶✹✳

❈❤❛♣✐&'❡ ❞❡ ❧✐✈'❡

• ❩✐❡❞ ❨❛❦♦✉❜✐✱ ❘✉0❤❡❞ ❑❛♥❛✇❛:✐✳ ▲❡❛❞❡6✲❞6✐✈❡♥ ❛♣♣6♦❛❝❤❡0 ❢♦6 ❝♦♠♠✉♥✐:② ❞❡:❡❝:✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡:✇♦6❦0 ✐♥ ❈♦♠♣❧❡① ❙②0:❡♠0✳ ❙:C♣❤❛♥❡ ❈♦6❞✐❡6✱ ◆✐❝♦❧❛0 ❉❡❜❛60②✱ ❈❤6✐0✲

:❡❧ ❱❛6✐♥✳ ✭❊❞0✳✮ ❈❛♠❜6✐❞❣❡ ❙❝❤♦❧❛6 Q✉❜❧✐0❤✐♥❣✱ ✷✵✶✹✳

❈♦♥❢0'❡♥❝❡2 ✐♥&❡'♥❛&✐♦♥❛❧❡2

• ❩✐❡❞ ❨❛❦♦✉❜✐✱ ❘✉0❤❡❞ ❑❛♥❛✇❛:✐✱ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡❛❞❡60 ❉6✐✈❡♥ ❈♦♠♠✉♥✐:② ❉❡:❡❝:✐♦♥
❆❧❣♦6✐:❤♠0 :♦ ❉❛:❛ ❈❧✉0:❡6✐♥❣✳ ❚❤❡ ✸✻:❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡6❡♥❝❡ ♦❢ :❤❡ ●❡6♠❛♥ ❈❧❛0✲

0✐✜❝❛:✐♦♥ ❙♦❝✐❡:② ♦♥ ❉❛:❛ ❆♥❛❧②0✐0✱ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛6♥✐♥❣ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐0❝♦✈❡6②

✭●❢❦❧✬✶✷✮✱ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ✷✵✶✷✳

✶✻
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❈♦♥❢$%❡♥❝❡ ♥❛)✐♦♥❛❧❡

• ❩✐❡❞ ❨❛❦♦✉❜✐✱ ❘✉7❤❡❞ ❑❛♥❛✇❛<✐✱ ❈❧❛77✐✜❝❛<✐♦♥ ♥♦♥✲7✉♣❡C✈✐7E❡ ♣❛C ❛♣♣❧✐❝❛<✐♦♥ ❞✬✉♥
❛❧❣♦C✐<❤♠❡ ❞❡ ❞E<❡❝<✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<E7 ❞❛♥7 ❧❡7 CE7❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡7✳ ✶✾M♠❡ ❘❡♥✲

❝♦♥<C❡ ❞❡ ❧❛ 7♦❝✐E<E ❋C❛♥❝♦♣❤♦♥❡ ❞❡ ❈❧❛77✐✜❝❛<✐♦♥ ✭❙❋❈✬✶✷✮✱ ▼❛C7❡✐❧❧❡✱ ✷✵✶✷✳

❆)❡❧✐❡%-

• ❩✐❡❞ ❨❛❦♦✉❜✐✳ ➱✈❛❧✉❛<✐♦♥ ❞❡7 ❛❧❣♦C✐<❤♠❡7 ❞❡ ❞E<❡❝<✐♦♥ ❞❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉<E7 ✿ ✉♥❡

♠E<❤♦❞❡ ♦C✐❡♥<E❡✲<U❝❤❡✳ ✸M♠❡ ❏♦✉C♥E❡ <❤E♠❛<✐X✉❡✳ ❋♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❣C❛♥❞7 ❣C❛♣❤❡7

✭❏❋●●✬✶✷✮✱ ❱✐❧❧❡<❛♥❡✉7❡✱ ✷✵✶✷✳

• ❩✐❡❞ ❨❛❦♦✉❜✐✱ ❘✉7❤❡❞ ❑❛♥❛✇❛<✐✳ ❉❛<❛ ❝❧✉7<❡C✐♥❣ ❯7✐♥❣ ▲❡❛❞❡C7 ❉C✐✈❡♥ ❈♦♠♠✉♥✐<②
❉❡<❡❝<✐♦♥ ❆❧❣♦C✐<❤♠✳ ❇✐❣ ❉❛<❛ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐7✉❛❧✐③❛<✐♦♥✳ ❚♦✉C7✱ ✷✵✶✷✳

❖!❣❛♥✐&❛'✐♦♥ ❞✉ ♠,♠♦✐!❡

❈❡ ♠E♠♦✐C❡ ❡7< ♦C❣❛♥✐7E ❝♦♠♠❡ 7✉✐< ✿

• ▲❡ ♣C❡♠✐❡C ❝❤❛♣✐<C❡ <C❛✐<❡ ❧❡ ♣C♦❜❧M♠❡ ❞❡ ❞E<❡❝<✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<E7 ❢♦♥❞E❡ 7✉C ❧❡7
❧❡❛❞❡C7✳ ◆♦✉7 E♥✉♠EC♦♥7 ❧❡7 ❧✐♠✐<❡7 ❞❡7 ❛❧❣♦C✐<❤♠❡7 ❝❧❛77✐X✉❡7 ❜❛7E7 7✉C ❧❛ ♠❛①✐♠✐✲

7❛<✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛C✐<E✱ ❡< ♥♦✉7 ♣CE7❡♥<♦♥7 ✉♥ E<❛< ❞❡ ❧✬❛C< ❞❡7 <C❛✈❛✉① X✉✐ ♣♦C<❡♥<

7✉C ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ <❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞E<❡❝<✐♦♥ ❞❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉<E7 ✿ ❧❡7 ❛❧❣♦C✐<❤♠❡7 ❣✉✐❞E7 ♣❛C

❧✬✐❞❡♥<✐✜❝❛<✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡C7✳

• ▲❡ ❞❡✉①✐M♠❡ ❝❤❛♣✐<C❡ ❛❜♦C❞❡ ❧❡ ♣C♦❜❧M♠❡ ❞✬E✈❛❧✉❛<✐♦♥ ❞❡7 ❛❧❣♦C✐<❤♠❡7 ❞❡ ❞E<❡❝<✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<E7✳ ◆♦✉7 ❞E❝C✐✈♦♥7 ❧❡7 ❞✐✛EC❡♥<❡7 ♠E<❤♦❞❡7 ❡①✐7<❛♥<❡7✱ X✉❡ ❝❡ 7♦✐< ❝❡❧❧❡7

X✉✐ 7❡ ❜❛7❡♥< 7✉C ❧❛ ✈EC✐<E ❞❡ <❡CC❛✐♥ ♦✉ ❧❡7 ♠E<❤♦❞❡7 <♦♣♦❧♦❣✐X✉❡7✳ ▲✬♦❜❥❡❝<✐❢ C❡❝❤❡C❝❤E

❞❡7 ❞❡✉① ♣C❡♠✐❡C7 ❝❤❛♣✐<C❡7 ❡7< ❞✬✐♥<C♦❞✉✐C❡ ❡< ❞❡ ♣♦7✐<✐♦♥♥❡C ♥♦7 ❝♦♥<C✐❜✉<✐♦♥7 ❛✉

C❡❣❛C❞ ❞❡ ❧✬❡①✐7<❛♥<✳

• ❉❛♥7 ❧❡ ❝❤❛♣✐<C❡ ✸✱ ♥♦✉7 ♣CE7❡♥<♦♥7 ❧❡7 ❞❡✉① ❛♣♣C♦❝❤❡7 ▲■❈❖❉ ❡< ✐<✲▲■❈❖❉✳

• ❉❛♥7 ❧❡ ❝❤❛♣✐<C❡ ✹✱ ♥♦✉7 ♣CE7❡♥<♦♥7 ❧❛ ♠❡7✉C❡ ❞❡ ❝❡♥<C❛❧✐<E ❚♦♣♦❈❡♥<✳

• ❉❛♥7 ❧❡ ❝❤❛♣✐<C❡ ✺✱ ♥♦✉7 ♣CE7❡♥<♦♥7 ❧❡7 ❞❡✉① ❛♣♣C♦❝❤❡7 ❈▲❊ ❡< c▲❊✳

• ▲❡ ❝❤❛♣✐<C❡ ✻ ❝♦♥❝❧✉< ❝❡ ♠E♠♦✐C❡ ❡♥ ♣CE7❡♥<❛♥< ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❣E♥EC❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦7
❝♦♥<C✐❜✉<✐♦♥7 ❡< ❡♥ E✈♦X✉❛♥< ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡7 ♣❡C7♣❡❝<✐✈❡7 ❞❡ C❡❝❤❡C❝❤❡✳

✶✼
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❈❤❛♣✐%&❡ ✶

❈♦♠♠✉♥❛✉&'( ❝❡♥&+'❡( ❧❡❛❞❡+(

❙♦♠♠❛✐%❡
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✶✳✷ ❉.✜♥✐$✐♦♥0 ❡$ ♥♦$❛$✐♦♥0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸ ❈❛%❛❝$.%✐0$✐5✉❡0 ❞❡0 ❣%❛♣❤❡0 ❞❡ $❡%%❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✹ ❆♣♣%♦❝❤❡0 ❞❡ ❞.$❡❝$✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉$.0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✹✳✶ ▼♦❞✉❧❛)✐+, ✿ .✉❛❧✐+, ❞✬✉♥❡ ♣❛)+✐+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✹✳✷ ❉,+❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉+,8 ♣❛) ♠❛①✐♠✐8❛+✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛)✐+, ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✸ ▲✐♠✐+❡8 ❞❡ ❧✬♦♣+✐♠✐8❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛)✐+, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✹✳✹ ❆♣♣)♦❝❤❡8 ❛❧+❡)♥❛+✐✈❡8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✺ ❉.$❡❝$✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉$.0 ❢♦♥❞.❡ 0✉% ❧❡0 ❧❡❛❞❡%0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✺✳✶ ❈)✐+B)❡8 ❞❡ ❝❧❛88✐✜❝❛+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✺✳✷ ➱+❛+ ❞❡ ❧✬❛)+ 8✉) ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡8 ❧❡❛❞❡)8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✺✳✸ ❈♦♠♣♦8✐+✐♦♥ ❞❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉+,8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✶✳✺✳✸✳✶ ❆♣♣)♦❝❤❡8 ❜❛8,❡8 8✉) ❧✬❡①♣❛♥8✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✶✳✺✳✸✳✷ ❆♣♣)♦❝❤❡8 ❛❣❣❧♦♠,)❛+✐✈❡8 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✶✳✺✳✸✳✸ ❙②♥+❤B8❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉0✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

◆♦✉# ♣%&#❡♥)♦♥# ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)%❡ ❧❡ ❝♦♥)❡①)❡ #❝✐❡♥)✐✜2✉❡ ❞❡ ♥♦# )%❛✈❛✉①✳ ◆♦✉# ❝♦♠✲

♠❡♥7♦♥# ♣❛% ♣%&#❡♥)❡% ❧❡# ❞&✜♥✐)✐♦♥# ❡) ❧❡# ♥♦)❛)✐♦♥# ✉)✐❧✐#&❡# ❞❛♥# ❝❡ ♠&♠♦✐%❡✳ ❊♥#✉✐)❡✱

♥♦✉# ❡①♣♦#♦♥# ❧❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ 2✉❛❧✐)& ♥♦♠♠&❡ ♠♦❞✉❧❛%✐)&✱ 2✉✐ ❡#) ❢%&2✉❡♠♠❡♥) ✉)✐❧✐#&❡

❞❛♥# ❧✬&)❛) ❞❡ ❧✬❛%) ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝%✐)<%❡ ❞✬&✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2✉❛❧✐)& ❞❡ ❞&❝♦✉♣❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣%❛♣❤❡

❡♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉)&#✳ ◆♦✉# ❞&❝%✐✈♦♥# ❛✐♥#✐ 2✉❡❧2✉❡# ♠&)❤♦❞❡# ♦♣)✐♠✐#❛♥) ❝❡ ❝%✐)<%❡ ❛✈❛♥) ❞❡

#♦✉❧✐❣♥❡% ❧❡# ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡# ❧✐♠✐)❡# ❞❡ ❧✬♦♣)✐♠✐#❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛%✐)&✳ >✉✐#✱ ♥♦✉# ❡①♣♦#♦♥#

❧❡# ❞✐✛&%❡♥)❡# ❛♣♣%♦❝❤❡# ❛❧)❡%♥❛)✐✈❡# ♣♦✉% ❧❛ ❞&)❡❝)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉)&# ❡♥ ❞&)❛✐❧❧❛♥) ❧❡#

❛♣♣%♦❝❤❡# ❢♦♥❞&❡# #✉% ❧✬✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡%#✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉# ❝♦♥❝❧✉♦♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)%❡ ♣❛% ✉♥❡

#②♥)❤<#❡ ❞❡ ❧✬❡①✐#)❛♥) 2✉✐ ♠♦)✐✈❡ ♥♦# ❝♦♥)%✐❜✉)✐♦♥# ❢❛✐#❛♥) ❧✬♦❜❥❡) ❞✉ ❝❤❛♣✐)%❡ ✸✳

✶✳✷ ❉-✜♥✐$✐♦♥/ ❡$ ♥♦$❛$✐♦♥/

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞&%♦♥# ❞❛♥# ❝❡ )%❛✈❛✐❧ ❞❡# ❣%❛♣❤❡# #✐♠♣❧❡# ♥♦♥✲♦%✐❡♥)&#✳ ❙♦✐) G =< V,E >
✉♥ ❣%❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦%✐❡♥)&✳ ▲❡ )❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡# ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡# ♥♦)❛)✐♦♥# ❡♠♣❧♦②&# ❞❛♥# ❧❛

#✉✐)❡ ❞❡ ❝❡ ♠&♠♦✐%❡✳

✶✾
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◆♦"❛"✐♦♥ ❉❡(❝*✐♣"✐♦♥

G =< V,E > ●.❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦.✐❡♥67✱ V ✿ ❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥?✉❞:✱ ❊ ✿ ❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡♥:

n = |V | ◆♦♠❜.❡ ❞❡ ♥?✉❞:

m = |E| = e(G) ◆♦♠❜.❡ ❞❡ ❧✐❡♥:

AG ▼❛6.✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣.❛♣❤❡ ●

GX ❙♦✉:✲❣.❛♣❤❡ ❞❡ G ✐♥❞✉✐6 :✉. ❧✬❡♥:❡♠❜❧❡ X ⊂ V
Γ(v) ❊♥:❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐:✐♥: ❞✐.❡❝6: ❞✬✉♥ ♥?✉❞ v
d(v) = | Γ(v)| ❉❡❣.7 ❞✬✉♥ ♥?✉❞ v
d(G) = 1

n

∑n
i=1 d(vi) ❉❡❣.7 ♠♦②❡♥ ❞✉ ❣.❛♣❤❡ ●

distG(u, v) ❉✐:6❛♥❝❡ ❣7♦❞7:✐I✉❡ ❡♥6.❡ ❧❡: ♥?✉❞: u ❡6 v
DG ❉✐❛♠J6.❡ ❞✉ ❣.❛♣❤❡ G
dG ❉❡♥:✐67 ❞✉ ❣.❛♣❤❡ G
cc(v) ❈♦❡✣❝✐❡♥6 ❞❡ ❝❧✉:6❡.✐♥❣ ❞✬✉♥ ♥?✉❞ v
ccG ❈♦❡✣❝✐❡♥6 ❞❡ ❝❧✉:6❡.✐♥❣ ❞✉ ❣.❛♣❤❡ G

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ◆♦6❛6✐♦♥: ✉6✐❧✐:7❡:

◆♦✉: .❛♣♣❡❧♦♥: ❞❛♥: ❧❛ :✉✐6❡ I✉❡❧I✉❡: ❞7✜♥✐6✐♦♥: ❞❡ ❜❛:❡✳

▼❛"*✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✿ ❧✬✐♥6❡.❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥6.❡ ❧❡: ♥?✉❞: ❛✉ :❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣.❛♣❤❡ ♣❡✉6 P6.❡

❞7❝.✐6❡ ♣❛. ✉♥❡ ♠❛6.✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ AG ❞❡ ❞✐♠❡♥:✐♦♥: n × n✳ Q♦✉. ✉♥ ❣.❛♣❤❡ ♥♦♥

♣♦♥❞7.7✱ ♥♦✉: ❛✈♦♥: Aij ∈ {0, 1}✱ 1 < i, j < n✳

❙♦✉(✲❣*❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐" ✿ GX = (X,EX) ❡:6 ✉♥ :♦✉:✲❣.❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐6 ❞❡ G =< V,E > :✐

X ⊆ V ❡6 Ex ⊂ X ×X ⊆ E✳

❈❤❡♠✐♥ ✿ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡:6 ✉♥❡ :✉✐6❡ (v1, ..., vk) ❞❡ ♥?✉❞: ❞❡ G 6❡❧: I✉❡ ❞❡✉① ♥?✉❞: ❝♦♥:7✲

❝✉6✐❢: I✉❡❧❝♦♥I✉❡: vi ❡6 vi+1 :♦♥6 ❝♦♥♥❡❝67: ♣❛. ✉♥ ❧✐❡♥ ✿ ∀i, 0 ≤ i ≤ k−2, (vi, vi+1) ∈
E✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦..❡:♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❧✐❡♥: ♣❛.❝♦✉.✉: ❦✳

❉✐("❛♥❝❡ ❣8♦❞8(✐9✉❡ ✿ ❧❛ ❞✐:6❛♥❝❡ ❣7♦❞7:✐I✉❡ distG(u, v) ❡♥6.❡ ❞❡✉① ♥?✉❞: u ❡6 v ❞❡

G ❡:6 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞✉ ♣❧✉: ❝♦✉.6 ❝❤❡♠✐♥ ❡♥6.❡ ❡✉①✳

●*❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✿ ✉♥ ❣.❛♣❤❡ ❡:6 ❝♦♥♥❡①❡ :✬✐❧ ❡①✐:6❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥6.❡ 6♦✉6 ❝♦✉♣❧❡ ❞❡

♥?✉❞:✳

❈♦♠♣♦(❛♥"❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✿ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦:❛♥6❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥ ❣.❛♣❤❡ ❡:6 ✉♥ :♦✉:✲❣.❛♣❤❡

❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧✳

●*❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡" ✿ ✉♥ ❣.❛♣❤❡ ❡:6 ❝♦♠♣❧❡6 :✐ 6♦✉: ❧❡: ♥?✉❞: :♦♥6 ❞❡✉① U ❞❡✉① ❝♦♥♥❡❝67:

❡♥6.❡ ❡✉①✳

❈❧✐9✉❡ ✿ ✉♥❡ ❝❧✐I✉❡ ❡:6 ✉♥ ❣.❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡6✳

❉❡♥(✐"8 ✿ ❧❛ ❞❡♥:✐67 ❞✬✉♥ ❣.❛♣❤❡ d ❡:6 ❧❡ .❛♣♣♦.6 ❡♥6.❡ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❧✐❡♥: ❞✐✈✐:7: ♣❛. ❧❡

♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❧✐❡♥: ♣♦::✐❜❧❡: ✿

dG =
2m

n× (n− 1)
✭✶✳✶✮

❉✐❛♠="*❡ ✿ ❧❡ ❞✐❛♠J6.❡ DG ❞✬✉♥ ❣.❛♣❤❡ G ❡:6 ❧❡ ♣❧✉: ❧♦♥❣ ❞❡: ♣❧✉: ❝♦✉.6: ❝❤❡♠✐♥: ❞✉

G✳

✷✵
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❈♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ ❝❧✉+'❡,✐♥❣ ✿ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥9 ❞❡ ❝❧✉<9❡=✐♥❣ ❞✬✉♥ ♥@✉❞ cc(v) ❡<9 ❧❛ ♣=♦❜❛❜✐✲

❧✐9E F✉❡ ❞❡✉① ♥@✉❞<✱ ❛②❛♥9 ❛✉ ♠♦✐♥< ✉♥ ✈♦✐<✐♥ ❝♦♠♠✉♥✱ <♦✐❡♥9 ❧✐E<✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥9 ❞❡

❝❧✉<9❡=✐♥❣ ❞✬✉♥ ♥@✉❞ ❡<9 ❞♦♥♥E ♣❛= ❧❛ ❢♦=♠✉❧❡ <✉✐✈❛♥9❡ ✿

cc(v) =
#△

#∧
✭✶✳✷✮

♦R #△ ❡<9 ❧❡ ♥♦♠❜=❡ ❞❡ 9=✐❛♥❣❧❡< ❞❛♥< ❧❡ ❣=❛♣❤❡ ❡9 #∧ ❡<9 ❧❡ ♥♦♠❜=❡ ❞❡ 9=✐❛❞❡<✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥9 ❞❡ ❝❧✉<9❡=✐♥❣ ❞❡ 9♦✉9 ❧❡ ❣=❛♣❤❡ ccG ❝♦==❡<♣♦♥❞ T ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡< ✈❛❧❡✉=<

❧♦❝❛❧❡< ✿

ccG =
1

n

n
∑

i=1

cc(vi) ✭✶✳✸✮

♦R ♥ ❡<9 ♥♦♠❜=❡ ❞❡ ♥@✉❞< ❞❡ G✳ ccG = 1 <✐ G ❡<9 ✉♥ ❣=❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡9✳

✶✳✸ ❈❛%❛❝'(%✐*'✐+✉❡* ❞❡* ❣%❛♣❤❡* ❞❡ '❡%%❛✐♥

▲❡< ❣=❛♣❤❡< ❞❡ 9❡==❛✐♥✱ ❞✐9< ❛✉<<✐ ❧❡< ❣=❛♣❤❡< ❞❡ ❣=❛♥❞< =E<❡❛✉① ❞✬✐♥9❡=❛❝9✐♦♥✱ <♦♥9 ❛✉

❝@✉= ❞❡ ♥♦♠❜=❡✉<❡< ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥< ❝♦♠♣♦=9❛♥9 ❞❡< <②<9U♠❡< ❞✬✐♥9❡=❛❝9✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡< ✭❡①✳

=E<❡❛✉ <♦❝✐❛❧✱ ❣=❛♣❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐F✉❡✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛=9 ❞❡ ❝❡< ❣=❛♣❤❡< ❡①❤✐❜❡♥9 ❞❡< ❝❛=❛❝9E=✐<9✐F✉❡<

9♦♣♦❧♦❣✐F✉❡< ❝♦♠♠✉♥❡< ♥♦♥✲9=✐✈✐❛❧❡< ❬❋❛❧♦✉9<♦< ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❆❧❜❡=9 ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❈❡=9❛✐♥❡<

❞❡ ❝❡< ❝❛=❛❝9E=✐<9✐F✉❡< <♦♥9 ❛✉<<✐ ♣❛=9❛❣E❡< ♣❛= ❧❡< ❣=❛♣❤❡< ❛❧E❛9♦✐=❡< ❬❊=❞➤< ❡9 ❘E♥②✐✱ ✶✾✺✾✱

❲❛99< ❡9 ❙9=♦❣❛9③✱ ✶✾✾✽❪✱ ♥♦9❛♠♠❡♥9 ❧❡ ❝❛< ❞❡ ❞❡✉① ❝❛=❛❝9E=✐<9✐F✉❡< ❡♠❜❧E♠❛9✐F✉❡< <✉✐✲

✈❛♥9❡< ✿

▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥+✐'3 ✿ ❧❡< ❣=❛♣❤❡< ❞❡ 9❡==❛✐♥ ♦♥9 ❞❡< ❞❡♥<✐9E< 9=U< ❢❛✐❜❧❡< ♦R ♥♦✉< ♦❜<❡=✈♦♥<

<♦✉✈❡♥9 F✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜=❡ ❞❡ ❧✐❡♥< m ❡<9 ♣=♦♣♦=9✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜=❡ ❞❡ ♥@✉❞< n✳

❊✛❡' ♣❡'✐'✲♠♦♥❞❡ ✿ ❝❡99❡ ❝❛=❛❝9E=✐<9✐F✉❡ ❡<9 ♠✐<❡ ❡♥ E✈✐❞❡♥❝❡ ❤✐<9♦=✐F✉❡♠❡♥9 ♣❛= ❧✬❡①✲

♣E=✐❡♥❝❡ ❞❡ ▼✐❧❣=❛♠ ❬▼✐❧❣=❛♠✱ ✶✾✻✼❪✳ ❊❧❧❡ ❡①♣=✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐9 F✉❡ ❧❡< ❣=❛♣❤❡< ❞❡ 9❡==❛✐♥ ♦♥9

<♦✉✈❡♥9 ❞❡< ❞✐❛♠U9=❡< 9=U< ❢❛✐❜❧❡<✳

❉✬❛✉9=❡< ❝❛=❛❝9E=✐<9✐F✉❡< <♣E❝✐✜F✉❡< ❛✉① ❣=❛♣❤❡< ❞❡ 9❡==❛✐♥ <♦♥9 ❧❡< <✉✐✈❛♥9❡< ✿

❉✐+',✐❜✉'✐♦♥ ❤3'3,♦❣;♥❡ ❞❡+ ❞❡❣,3+ ✿ ❧❡< ❣=❛♣❤❡< ❞❡ 9❡==❛✐♥ <♦♥9 ❝❛=❛❝9E=✐<E< ♣❛= ✉♥❡

❞✐<9=✐❜✉9✐♦♥ ❞❡< ❞❡❣=E< 9=U< ❤E9E=♦❣U♥❡ ✿ ♣❡✉ ❞❡ ♥@✉❞< ♦♥9 ✉♥ ❞❡❣=E E❧❡✈E ❡9 ♣❧✉<✐❡✉=<

♥@✉❞< ♦♥9 ✉♥ ❞❡❣=E ❢❛✐❜❧❡ ❬❇❛=❛❜❛<✐ ❡9 ❆❧❜❡=9✱ ✶✾✾✾✱ ❘❡❦❛ ❡9 ❇❛=❛❜e<✐✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❛ ✜❣✉=❡

✶✳✶ ✐❧❧✉<9=❡ ❧❛ ♥❛9✉=❡ ❞❡ ❝❡99❡ ❞✐<9=✐❜✉9✐♦♥ ❡9 ❝❡❧❧❡ ❞❡< ❣=❛♣❤❡< ❛❧E❛9♦✐=❡<✳ ❈❡99❡ ❞✐<9=✐❜✉9✐♦♥

❡<9 ❛♣♣=♦①✐♠E❡ ♣❛= ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐<<❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦=♠❡ ❞❡ P (k) = Ck−γ
✱ ♦R ❈ ❡<9 ✉♥❡

❝♦♥<9❛♥9❡ ❡9 P (k) ❡<9 ❧❛ ♣=♦❜❛❜✐❧✐9E ❞✬✉♥ ♥@✉❞ ♣♦<<E❞❛♥9 k ✈♦✐<✐♥<✳ ▲❡< ❣=❛♣❤❡< ❛②❛♥9

❝❡99❡ ❝❛=❛❝9E=✐<9✐F✉❡ <♦♥9 ❛♣♣❡❧E< ❣&❛♣❤❡) )❛♥)✲,❝❤❡❧❧❡

✶

✳

✶✳ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳♥❡!✇♦*❦✲-❝✐❡♥❝❡✳♦*❣

✷✶



n m dG DG γ ccG

m = O(n)
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ❙34✉❝3✉4❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉3❛✐4❡ ❞✬✉♥ 4?@❡❛✉ @♦❝✐❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛3✐♦♥ 3?❧?♣❤♦♥✐D✉❡

❜❡❧❣❡ ❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❡@ ♣♦✐♥3@ ❝♦❧♦4?@ ✐♥❞✐D✉❡♥3 ❧❡@ @♦✉@✲❝♦♠♠✉♥❛✉3?@ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

❤✐?4❛4❝❤✐D✉❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦4❛3✐♦♥ ❞✉ 4♦✉❣❡ ❛✉ ✈❡43 4❡♣4?@❡♥3❡ ❧❛ ❢4❛❝3✐♦♥ ❞❡@ ❧❛♥❣✉❡@ ♣❛4❧?❡@ ❞❛♥@

❝❤❛D✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉3? ✭4♦✉❣❡ ♣♦✉4 ❧❡@ ❢4❛♥❝♦♣❤♦♥❡@ ❡3 ✈❡43 ♣♦✉4 ❧❡@ ✢❛♠❛♥❞@✮✳ ▲❡@ ❞❡✉①

❣4❛♥❞❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉3?@ @♦♥3 ❧✐♥❣✉✐@3✐D✉❡♠❡♥3 ❤♦♠♦❣V♥❡@✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉@ ❞❡ ✽✺✪ ❞❡@ ♣❡4@♦♥♥❡@

D✉✐ ♣❛4❧❡♥3 ❧❛ ♠Y♠❡ ❧❛♥❣✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉3? D✉✐ @❡ 34♦✉✈❡ ❡♥34❡ ❧❡@ ❞❡✉① ❣4♦✉♣❡@ ✭♣❛43✐❡

③♦♦♠?❡✮ ♣♦@@V❞❡ ✉♥❡ 4?♣❛43✐3✐♦♥ ❞❡ ❧❛♥❣✉❡@ ♣❧✉@ ?D✉✐❧✐❜4?❡

❱✐"✉❛❧✐"❛&✐♦♥ ✿ ❧❛ ✈✐@✉❛❧✐@❛3✐♦♥ ❝♦♥@3✐3✉❡ ✉♥❡ ❛✐❞❡ ♣4?❝✐❡✉@❡ ♣♦✉4 ❧❛ ❝♦♠♣4?❤❡♥@✐♦♥

❡3 ❧✬❛♥❛❧②@❡ ❞❡@ 4?@❡❛✉①✳ ◆?❛♥♠♦✐♥@✱ ❧❡@ ♦✉3✐❧@ ❞❡ ✈✐@✉❛❧✐@❛3✐♦♥ ❛❝3✉❡❧@ ♥❡ ♣❡4♠❡33❡♥3 ♣❛@

❞❡ 34❛✐3❡4 ❞❡@ ❣4❛♣❤❡@ ❞❡ 3❡44❛✐♥ \ ❝❛✉@❡ ❞❡ ❧❡✉4 3❛✐❧❧❡✳ ▲❛ ✈✐@✉❛❧✐@❛3✐♦♥ ♣♦✉44❛✐3 @❡ ❢❛✐4❡

❢❛❝✐❧❡♠❡♥3 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝4♦@❝♦♣✐D✉❡ \ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉3?@✳ ▲❛ ✈✐@✉❛❧✐@❛3✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡@

❝♦♠♠✉♥❛✉3?@ ❛✐❞❡ ❞♦♥❝ \ 4?❞✉✐4❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐3? ❞✉ ❣4❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐V4❡ \ D✉✬✐❧ @♦✐3 ✐♥3❡4✲

♣4?3❛❜❧❡ ♣❛4 ❧✬]✐❧ ❤✉♠❛✐♥✳

❉+&❡❝&✐♦♥ ❞❡" ❢♦♥❝&✐♦♥" ✐♥❝♦♥♥✉❡" ✿ ✐❧ ❡@3 ?❣❛❧❡♠❡♥3 ❡♥✈✐@❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥3✐✜❡4 ❞❡@

❢♦♥❝3✐♦♥@ ✐♥❝♦♥♥✉❡@ ❞✬✉♥ ❛❝3❡✉4 ❞✉ 4?@❡❛✉ ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ @❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉3?✳ ➚ 3✐34❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱

❧❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉3?@ ❞❛♥@ ❧❡@ 4?@❡❛✉① ❜✐♦❧♦❣✐D✉❡@ ♣❡✉✈❡♥3 ❝♦44❡@♣♦♥❞4❡ \ ❞❡@ ♠♦❞✉❧❡@ ❢♦♥❝✲

3✐♦♥♥❡❧@ ❞❛♥@ ❧❡@D✉❡❧@ ❧❡@ ♠❡♠❜4❡@ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡♥3 ❞❡ ♠❛♥✐V4❡ ❝♦❤?4❡♥3❡ ♣♦✉4

4?❛❧✐@❡4 ❞❡@ 3`❝❤❡@ ❝❡❧❧✉❧❛✐4❡@✳ ❯♥❡ ❢♦✐@ D✉❡ ❧❡@ ♠♦❞✉❧❡@ ✭❝♦♠♠✉♥❛✉3?@✮ ❞❡ 3❡❧@ 4?@❡❛✉① ❞?✲

3❡❝3?@✱ ♦♥ ♣❡✉3 ❝❧❛@@❡4 ❧❡@ ♣4♦3?✐♥❡@ ❞♦♥3 ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❡@3 ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❡♥ ❞?3❡4♠✐♥❛♥3 ❧❡ ♠♦❞✉❧❡

❛✉D✉❡❧ ❡❧❧❡@ ❛♣♣❛43✐❡♥♥❡♥3 ❬/❛❧❧❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

❙②"&2♠❡ ❞❡ 4❡❝♦♠♠❛♥❞❛&✐♦♥ ✿ ❧❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉3?@ ♦♥3 ❢❛✐3 ❧✬♦❜❥❡3 ❞❡ ♣❧✉✲

@✐❡✉4@ 34❛✈❛✉① ❞❛♥@ ❧❡ ❝❛❞4❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣3✐♦♥ ❞❡@ @②@3V♠❡@ ❞❡ 4❡❝♦♠♠❛♥✲

❞❛3✐♦♥ ❬❙♣❡❝✐❛ ❡3 ▼♦33❛✱ ✷✵✵✼✱ ◆❛♥♦♣♦✉❧♦@ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❇❡♥❝❤❡33❛4❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱

❙❝❤✐❢❛♥❡❧❧❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ /❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦@ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ /✉❥❛4✐ ❡3 ❑❛♥❛✇❛3✐✱ ✷✵✶✸❪✳ ❉❛♥@

✷✹



✶✳✹✳ ❆$$❘❖❈❍❊❙ ❉❊ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙

❧❡ ❝♦♥7❡①7❡ ❞❡ :;<❡❛✉① <♦❝✐❛✉① ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❧❛ ❞;7❡❝7✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7;< ♣❡✉7 <❡:✈✐: ♣♦✉:

:❡❝♦♠♠❛♥❞❡: ❞✬;7❛❜❧✐: ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❧✐❡♥< ❞✬❛♠✐7✐;✱ ✉♥ <❡:✈✐❝❡ ❢:;H✉❡♠♠❡♥7 ♣:♦♣♦<;

❞❛♥< ❧❡< <✐7❡< ❞❡< :;<❡❛✉① <♦❝✐❛✉① ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ $:❡♥♦♥< ❧❡ ❝❛< ❞❡< :;<❡❛✉① ❜✐❜❧✐♦❣:❛✲

♣❤✐H✉❡<✱ ♦♥ ♣❡✉7 ♣❡♥<❡: K ❧❛ :❡❝♦♠♠❛♥❞❛7✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡< ❝♦❧❧❛❜♦:❛7✐♦♥< <❝✐❡♥7✐✜H✉❡<

❬❇❡♥❝❤❡77❛:❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ $✉❥❛:✐ ❡7 ❑❛♥❛✇❛7✐✱ ✷✵✶✸❪✳ $♦✉: ❧❡< :;<❡❛✉① ❞✬❛❝❤❛7✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣7

❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7; ♣❡✉7 V7:❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣;♥;:❛❧✐<❛7✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡ ❝❧❛<<✐H✉❡ ❞❡ ✜❧7:❛❣❡

❝♦❧❧❛❜♦:❛7✐❢ ❬❘❡<♥✐❝❦ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ♦Y ♦♥ ♣❡✉7 :❡❝♦♠♠❛♥❞❡: K ✉♥❡ ♣❡:<♦♥♥❡ ❧❡< ♣:♦❞✉✐7<

❜✐❡♥ ;✈❛❧✉;< ♣❛: ❧❡< ♠❡♠❜:❡< ❞❡ <❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉7;✳ ▲❡< ♣:♦❞✉✐7< ♣❡✉✈❡♥7 V7:❡ ❛✉<<✐ :❡❣:♦✉♣;<

❡♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉7;< <❡❧♦♥ ❧❡< ♠♦7✐❢< ❞❡ ❧❡✉:< ❛❝❤❛7<✱ ❝❡ H✉✐ ♣❡:♠❡7 ❞❡ :❡❝♦♠♠❛♥❞❡: K ✉♥

❝❧✐❡♥7 ❧❡< ♣:♦❞✉✐7< <✐♠✐❧❛✐:❡< K ❝❡ H✉✬✐❧ ❛ ❛✐♠; ❞✬❛❝❤❡7❡: ❛✉ ♣❛<<;✳

✶✳✹ ❆♣♣%♦❝❤❡* ❞❡ ❞,-❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉-,*

❋♦:♠❡❧❧❡♠❡♥7✱ ✉♥❡ ♣❛:7✐7✐♦♥ ❞❡ ❣:❛♣❤❡ ❡<7 ✉♥❡ ❞✐✈✐<✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥<❡♠❜❧❡ ❞❡< ♥\✉❞<

❞✉ ❣:❛♣❤❡ ❡♥ ❞❡< ❡♥<❡♠❜❧❡< ❞✐<❥♦✐♥7< ❡7 ♥♦♥ ✈✐❞❡< ✿ <♦✐❡♥7 G = (V,E) ✉♥ ❣:❛♣❤❡✱

P = {c1, ..., cp} ❡<7 ✉♥❡ ♣❛:7✐7✐♦♥ ❞✉ G ❡♥ p ❝♦♠♠✉♥❛✉7;< <✐

⋃p
i=1 ci = V ❀ ∀ci ∈ P, ci 6= ∅ ❀

❡7 ∀i, j, i 6= j ⇒ ci ∩ cj = ∅✳

❉❡ ♥♦♠❜:❡✉① ❛❧❣♦:✐7❤♠❡< ❞❡ ❞;7❡❝7✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7;< ♦♥7 ;7; ♣:♦♣♦<;<✱ ♦♥ 7:♦✉✈❡ ❞❡<

♠;7❤♦❞❡< ❜❛<;❡< <✉: ❧❛ ♠❛:❝❤❡ ❛❧;❛7♦✐:❡✱ ❞❡< ♠;7❤♦❞❡< <♣❡❝7:❛❧❡<✱ ❞❡< ♠;7❤♦❞❡< ❜❛<;❡< <✉:

❧❛ ❞✐✛✉<✐♦♥✱ ❡7❝✳ ✭❉❡< ;7✉❞❡< ❞;7❛✐❧❧;❡< ❞❡ ❧✬;7❛7 ❞❡ ❧✬❛:7 ❞❛♥< ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ <♦♥7 ♣:;<❡♥7;❡<

❞❛♥< ❬❋♦:7✉♥❛7♦✱ ✷✵✶✵✱ $❧❛♥7✐; ❡7 ❈:❛♠♣❡<✱ ✷✵✶✸❪✮✳ ❈❡< ❛❧❣♦:✐7❤♠❡< <✬❛♣♣✉✐❡♥7 ✉♥✐H✉❡♠❡♥7

<✉: ❧❡< ❞♦♥♥;❡< <7:✉❝7✉:❡❧❧❡< ❞❡< :;<❡❛✉① <❛♥< ❝♦♥<✐❞;:❡: 7♦✉< ❧❡< ❛✉7:❡< ❛77:✐❜✉7< ♣❛:7✐❝✉✲

❧✐❡:< ❛✉① ♥\✉❞<✳ ❉❡♣✉✐< ❧❡ 7:❛✈❛✐❧ ❢♦♥❞❛7❡✉: ❞❡ ❬●✐:✈❛♥ ❡7 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪✱ ❧❛ ♠❛❥♦:✐7; ❞❡<

❛♣♣:♦❝❤❡< ❝♦♥<✐<7❡♥7 K 7:♦✉✈❡: ✉♥❡ ♣❛:7✐7✐♦♥ ❞❡< ♥\✉❞< ❞✉ ❣:❛♣❤❡ 7♦✉7 ❡♥ ♦♣7✐♠✐<❛♥7 ✉♥

❝:✐7c:❡ ❞❡ H✉❛❧✐7; ❞✬✉♥ ♣❛:7✐7✐♦♥♥❡♠❡♥7✱ ❞;✜♥✐ K ♣❛:7✐: ❞❡ ❧❛ <7:✉❝7✉:❡ ❞✉ ❣:❛♣❤❡✳ ▲❡ ❝:✐7c:❡

❧❡ ♣❧✉< ✉7✐❧✐<; ❡<7 ❧❛ ♠♦❞✉❧❛)✐!+ ❬●✐:✈❛♥ ❡7 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪✳ ◆♦✉< ❞;❝:✐✈♦♥< ♣❛: ❧❛ <✉✐7❡ ❧❡

♣:✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡ ❝:✐7c:❡✳

✶✳✹✳✶ ▼♦❞✉❧❛)✐+, ✿ .✉❛❧✐+, ❞✬✉♥❡ ♣❛)+✐+✐♦♥

❙♦✐7

∑
c ec
m

❧❛ ❢:❛❝7✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥< H✉✐ <❡ 7:♦✉✈❡ K ❧✬✐♥7;:✐❡✉: ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉7; ❝✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛

❞;✜♥✐7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉7; ❞❡ ❬●✐:✈❛♥ ❡7 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪✱ ❝❡77❡ ❢:❛❝7✐♦♥ ❞♦✐7 V7:❡ ;❧❡✈;❡✳

❖:✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉: ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡

∑
c ec
m

❡<7 ❛77❡✐♥7❡ H✉❡ ❧♦:<H✉❡ ❧✬❡♥<❡♠❜❧❡ ❞✉ :;<❡❛✉ ❡<7 ❝♦♥<✐❞;:;

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ <❡✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7; ✭P = {V }✮✱ ♣❛:❝❡ H✉❡ 7♦✉< ❧❡< ❧✐❡♥< <❡ 7:♦✉✈❡♥7 ❞❛♥< ❝❡77❡

❝♦♠♠✉♥❛✉7;✱ ❝✳K✳❞✳

∑
c ec
m

= 1✳ $♦✉: ② :❡♠;❞✐❡:✱ ❬●✐:✈❛♥ ❡7 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪ ♦♥7 ♣:♦♣♦<; ❧❛

❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛:✐7;✳ ❊❧❧❡ ❡<7 ❢♦♥❞;❡ <✉: ❧❡ ❢❛✐7 H✉❡ ❧❡< :;<❡❛✉① ❛❧;❛7♦✐:❡< ♥❡ ❞✐<♣♦<❡♥7 ♣❛<

❞❡ <7:✉❝7✉:❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7❛✐:❡✳ ❆✐♥<✐✱ ♣♦✉: ✉♥❡ ♣❛:7✐7✐♦♥ 7:♦✉✈;❡✱ ♦♥ <♦✉❤❛✐7❡ ♥♦♥ <❡✉❧❡♠❡♥7

H✉❡

∑
c ec
m

<♦✐7 ;❧❡✈;❡ ♠❛✐< ❛✉<<✐ H✉❡ ❧❛ ♠V♠❡ ♣❛:7✐7✐♦♥ <✉: ✉♥ ❣:❛♣❤❡ ❛❧;❛7♦✐:❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡

❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉: ❞❡

∑
c ec
m

✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛:❡: ❧❛ ♠V♠❡ ♣❛:7✐7✐♦♥ <✉: G ❡7 <✉: ✉♥ ❣:❛♣❤❡ ❛❧;❛7♦✐:❡✱

✐❧ ❢❛✉7 ❝♦♥<✐❞;:❡: ✉♥ ♠♦❞c❧❡ ❞❡ ❣:❛♣❤❡ ❛❧;❛7♦✐:❡ ❛②❛♥7 ❧❡ ♠V♠❡ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ ♥\✉❞< ❡7 ❧❛ ♠V♠❡

❞✐<7:✐❜✉7✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣:;< H✉❡ G✳ ▲❛ ❢:❛❝7✐♦♥ ❞❡< ❧✐❡♥< ❛✉ <❡✐♥ ❞❡< ❝♦♠♠✉♥❛✉7;< ❞❛♥< ✉♥ :;<❡❛✉

❛❧;❛7♦✐:❡ <❡ ❝❛❧❝✉❧❡ K ♣❛:7✐: ❞✉ ❞❡❣:; ❞❡< ♥\✉❞< ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐c:❡ <✉✐✈❛♥7❡ ✿ ♣♦✉: ✉♥❡ ♣❛:7✐7✐♦♥

P ✱ <✐ ✉♥ ❧✐❡♥ ❝❤♦✐<✐ ❛✉ ❤❛<❛:❞✱ ❧❛ ♣:♦❜❛❜✐❧✐7; ac H✉✬✉♥❡ ❞❡ <❡< ❡①7:;♠✐7;< ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♠c♥❡ K

❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉7; c✱ ❡<7 ;❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ ❧✐❡♥< ❛②❛♥7 ✉♥❡ ❡①7:;♠✐7; ❞❛♥< ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉7;

✷✺
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c ❞✐✈✐56 ♣❛9 ❧❡ ♥♦♠❜9❡ @♦@❛❧ ❞❡ ❧✐❡♥5 ❞✉ 965❡❛✉ m✳ ▲❛ ♣9♦❜❛❜✐❧✐@6 C✉✬✉♥ ❧✐❡♥ 5♦✐@ ❝♦♥♥❡❝@6

F ✉♥ ♥G✉❞ ❞❛♥5 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉@6 c ❡5@ ❧❛ ♣9♦♣♦9@✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠✐✲❧✐❡♥5 ❞❛♥5 c✱ 5♦✐@ ❧❛ 5♦♠♠❡

❞❡5 ❞❡❣965 ❞❡5 ♥G✉❞5 ❞❡ c ❞✐✈✐56❡ ♣❛9 ❞❡✉① ❢♦✐5 ❧❡ ♥♦♠❜9❡ ❞❡ ❧✐❡♥5 ✿ ac =
∑

i∈c d(ni)

2m ✳ ▲❛

♣9♦❜❛❜✐❧✐@6 C✉❡ ❧❡5 ❞❡✉① ❡①@96♠✐@65 ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ 5♦✐❡♥@ ❞❛♥5 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉@6 c ❡5@ ❞♦♥❝ a2c ✳
❆✐♥5✐✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6 ❡5@ ❞6✜♥✐❡ ♣❛9 ✿

Q(P ) =
∑

c∈P

(ec − a2c) ✭✶✳✹✮

❉✬✉♥❡ ❛✉@9❡ ♠❛♥✐Q9❡✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6 ❡5@ ❡①♣9✐♠6❡ ❝♦♠♠❡ 5✉✐@ ✿ 5♦✐@ A ❧❛ ♠❛@9✐❝❡ ❞✬❛❞✲

❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣9❛♣❤❡ G ❞♦♥@ ❧❡5 6❧6♠❡♥@5 Aij 5♦♥@ ❧❡5 ♣♦✐❞5 ❞❡5 ❧✐❡♥5 ❡♥@9❡ ❧❡5 ♥G✉❞5 i ❡@

j✱ ❡@ ✈❛❧❡♥@ ✵ ♦✉ ✶ ❞❛♥5 ❧❡ ❝❛5 ❞✬✉♥ ❣9❛♣❤❡ ♥♦♥✲♣♦♥❞696✳ ▲✬6C✉❛@✐♦♥ ✶✳✹ ♣❡✉@ ❛❧♦95 U@9❡

9❡❢♦9♠✉❧6❡ ♣❛9 ✿

Q(P ) =
1

2m

∑

c∈P

∑

i,j∈c

(Aij −
d(i)d(j)

2m
) ✭✶✳✺✮

▲❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6 ❡5@ ❝♦♠♣9✐5❡ ❡♥@9❡ ✲✶ ❡@ ✶✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠♦❞✉❧❛9✐@6 ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉9 ♣♦5✐@✐✈❡

❡@ ❧❛ C✉❛❧✐@6 ❞❡ ❧❛ ♣❛9@✐@✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥@❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6✳ ❇✐❡♥ C✉❡ ♣❧✉5✐❡✉95 ❢♦♥❝@✐♦♥5

❞❡ C✉❛❧✐@6 ❛✐❡♥@ 6@6 ♣9♦♣♦56❡5 ♣♦✉9 6✈❛❧✉❡9 ❧❛ C✉❛❧✐@6 ❞✬✉♥❡ ♣❛9@✐@✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣9❛♣❤❡ ❞♦♥♥6

❬▼❛♥❝♦9✐❞✐5 ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6 9❡5@❡ ❧❛ ❢♦♥❝@✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉5 ✉@✐❧✐56❡✳

✶✳✹✳✷ ❉%&❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉&%0 ♣❛2 ♠❛①✐♠✐0❛&✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛2✐&%

▲❛ ♠❛①✐♠✐5❛@✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6 ❡5@ ✉♥ ♣9♦❜❧Q♠❡ ◆$✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬❇9❛♥❞❡5 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

❉❡5 ♠6@❤♦❞❡5 ❞✬♦♣@✐♠✐5❛@✐♦♥ 5♦♥@ ♣9♦♣♦56❡5 ♣♦✉9 ❝❛❧❝✉❧❡9✱ ❡♥ @❡♠♣5 ❡@ ❡♥ ❡5✲

♣❛❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ❞❡5 ♣❛9@✐@✐♦♥5 C✉❡ ❧✬♦♥ ❡5♣Q9❡ ♣9♦❝❤❡5 ❞❡ ❧✬♦♣@✐♠✉♠✳ ❉❡5

♠6@❤♦❞❡5 ❞✬♦♣@✐♠✐5❛@✐♦♥ ❞✐9❡❝@❡ ✉@✐❧✐5❛♥@ ❧❡5 @❡❝❤♥✐C✉❡5 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦9✐@❤♠✐C✉❡

❣6♥6@✐C✉❡ ❬▲✐ ❡@ ❙♦♥❣✱ ✷✵✶✸✱ $✐③③✉@✐✱ ✷✵✶✷✱ ❈❛✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ❞✉ 9❡❝✉✐@✲5✐♠✉❧6

❬❘❡✐❝❤❛9❞@ ❡@ ❇♦9♥❤♦❧❞@✱ ✷✵✵✻✱ ●✉✐♠❡9❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ♦✉ ❞❡ ❧✬♦♣@✐♠✐5❛@✐♦♥ ❡①@96♠❛❧❡

❬❉✉❝❤ ❡@ ❆9❡♥❛5✱ ✷✵✵✺❪✱ ♦♥@ 6@6 ♣9♦♣♦56❡5✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥@✱ ❧❡5 ❤❡✉9✐5@✐C✉❡5 ❧❡5 ♣❧✉5 ❛♣♣❧✐C✉6❡5

5♦♥@ ❢♦♥❞6❡5 5✉9 ❧❡ ♣9✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛55✐✜❝❛@✐♦♥ ❤✐69❛9❝❤✐C✉❡✳ ❉❡✉① ❛♣♣9♦❝❤❡5 ❝♦♥@9❛❞✐❝@♦✐9❡5

5♦♥@ ❧❛9❣❡♠❡♥@ ❡①♣69✐♠❡♥@6❡5 ✿

✖ ▲❡5 ❛♣♣9♦❝❤❡5 ❛❣❣❧♦♠69❛@✐✈❡5 ✭♦✉ ❛5❝❡♥❞❛♥@❡5✮ 5❡❧♦♥ ❧❡5C✉❡❧❧❡5 ♦♥ ♣❛9@ ❞❡ ❧❛ ♣❛9@✐✲

@✐♦♥ ❛@♦♠✐C✉❡ ✭❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 5✐♥❣❧❡@♦♥5✮✱ ❡@ ♦♥ ❢✉5✐♦♥♥❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉@65 F ❝❤❛C✉❡

✐@69❛@✐♦♥✳ ▲❡5 ❝♦♠♠✉♥❛✉@65 F ❢✉5✐♦♥♥❡9 5♦♥@ ❝❡❧❧❡5 C✉✐ ♣9♦♠❡@@❡♥@ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛9✐@6

♠❛①✐♠❛❧❡✳

✖ ▲❡5 ❛♣♣9♦❝❤❡5 56♣❛9❛@9✐❝❡5 ✭♦✉ ❞❡5❝❡♥❞❛♥@❡5✮ ❞❛♥5 ❧❡5C✉❡❧❧❡5 ♦♥ ♣❛9@ ❞✉ ❣9❛♣❤❡ ❡♥✲

@✐❡9✳ ➚ ❝❤❛C✉❡ ✐@69❛@✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡9❝❤❡ F 5❝✐♥❞❡9 ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉@6 ❡♥ ❞❡✉①✱ ❞❡ 5♦9@❡ F

♠❛①✐♠✐5❡9 ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6✳

❉❛♥5 ❧❡5 ❞❡✉① ❝❛5✱ ❧✬❛❧❣♦9✐@❤♠❡ ♣9♦❞✉✐@ ✉♥❡ ❤✐69❛9❝❤✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉@65✳ ❖♥ 9❡@✐❡♥@

❣6♥69❛❧❡♠❡♥@ ❧❛ ♣❛9@✐@✐♦♥ C✉✐ ❛ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐@6 ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉5 ❞6❝9✐✈♦♥5 ❝✐✲❞❡55♦✉5 C✉❡❧C✉❡5

❛❧❣♦9✐@❤♠❡5 ❞❡ ❝❡5 ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡5 5❛♥5 ❡①❤❛✉5@✐✈✐@6✳

✷✻
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❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❞❡ ●✐$✈❛♥✲◆❡✇♠❛♥ ✭●◆✮

❈✬❡45 ✉♥❡ ♠95❤♦❞❡ ❞✐✈✐4✐✈❡ ♣@♦♣♦49❡ ♣❛@ ❬●✐@✈❛♥ ❡5 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪✳ ❊❧❧❡ 4✬❛♣♣✉✐❡ 4✉@

❧❛ ♠❡4✉@❡ ❞❡ ❝❡♥5@❛❧✐59 ❞✬✐♥5❡@♠9❞✐❛@✐59 ❞❡4 ❧✐❡♥4 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❤❡✉@✐45✐K✉❡ ❞❡ 49❧❡❝5✐♦♥ ❞❡4

❧✐❡♥4 L 4✉♣♣@✐♠❡@✳ ➱5❛♥5 ❞♦♥♥9 ✉♥ ❧✐❡♥ (u, v)✱ ❝❡55❡ ❝❡♥5@❛❧✐59 ❡45 ❝❛❧❝✉❧9❡ ♣❛@ ✿

Cb((u, v)) =
∑

i,j∈n,i 6=j

σij((u, v))

σij
✭✶✳✻✮

♦Q σij((u, v)) ❡45 ❧❡ ♥♦♠❜@❡ ❞❡ ♣❧✉4 ❝♦✉@54 ❝❤❡♠✐♥4 ❛❧❧❛♥5 ❞❡ vi L vj ♣❛44❛♥5 ♣❛@ ❧❡ ❧✐❡♥

(u, v) ❡5 σij ❧❡ ♥♦♠❜@❡ 5♦5❛❧ ❞❡ ♣❧✉4 ❝♦✉@54 ❝❤❡♠✐♥4 ❛❧❧❛♥5 ❞❡ vi L vj ✳ ▲✬♦❜❥❡❝5✐❢ ❞❡ ❝❡55❡

❝❡♥5@❛❧✐59 ❞✬✐♥5❡@♠9❞✐❛@✐59 ❡45 ❞❡ @❡♣9@❡@ ❧❡4 ❧✐❡♥4 ❝❡♥5@❛✉① ❞✉ ❣@❛♣❤❡ K✉✐ 4❡ @❡44❡♠❜❧❡♥5 L

❞❡4 ♣♦♥54 ❝♦♥♥❡❝5❛♥5 ❧❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉594✳ ❈❡❧❛ ❡45 ♥❛5✉@❡❧❧❡♠❡♥5 ✈@❛✐ ♣✉✐4K✉✬✉♥ ❧✐❡♥ ✐♥5❡@✲

❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐@❡ 4❡@❛✐5 5@❛✈❡@49 ♣❛@ ✉♥❡ ❢@❛❝5✐♦♥ 9❧❡✈9❡ ❞❡ ♣❧✉4 ❝♦✉@54 ❝❤❡♠✐♥4 ❡♥5@❡ ❧❡4

♥Y✉❞4 ❛♣♣❛@5❡♥❛♥5 L ❞✐✛9@❡♥5❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉594✳ ❈♦♥4✐❞9@♦♥4 ✉♥ ❣@❛♣❤❡ G✱ ❧✬❛❧❣♦@✐5❤♠❡

✐5[@❡ m ❢♦✐4 ❡♥ ❝♦✉♣❛♥5 L ❝❤❛K✉❡ ❢♦✐4 ❧❡ ❧✐❡♥ K✉✐ ❛ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥5❡@♠9❞✐❛@✐59✳ ❈❡❧❛

♣❡@♠❡5 ❞❡ ❝♦♥45@✉✐@❡ ✉♥❡ ❤✐9@❛@❝❤✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉594 ❞♦♥5 ❧❛ @❛❝✐♥❡ ❡45 ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ ❞✉

❣@❛♣❤❡ ❡5 ❧❡4 ❢❡✉✐❧❧❡4 4♦♥5 ❧❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉594 ❝♦♠♣♦49❡4 ❞❡ ♥Y✉❞4 ✐4♦❧94✳ ▲❛ ♣❛@5✐5✐♦♥ K✉✐ ❛

❧❛ ♠♦❞✉❧❛@✐59 ❧❛ ♣❧✉4 9❧❡✈9❡ ❡45 @❡5❡♥✉❡✳ ❈❡5 ❛❧❣♦@✐5❤♠❡ ♥9❝❡44✐5❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐59@❛5✐❢ ❞❡ ❧❛

❝❡♥5@❛❧✐59 ❞✬✐♥5❡@♠9❞✐❛@✐59 ❝❡ K✉✐ ❧❡ @❡♥❞ ❝♦\5❡✉① ❡♥ 5❡♠♣4 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐59 O(m2n)✳
■❧ ❡45 ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐K✉❡@ 4✉@ ❧❡4 ❣@❛♥❞4 ❣@❛♣❤❡4✳

❋❛5&●$❡❡❞②

▲❛ ♠95❤♦❞❡ ❋❛45●@❡❡❞② ❡45 ✉♥❡ ❛♣♣@♦❝❤❡ ❛❣❣❧♦♠9@❛5✐✈❡ ❬❈❧❛✉4❡5 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❈✬❡45

✉♥❡ ✈❡@4✐♦♥ ♦♣5✐♠✐49❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣@♦❝❤❡ ♣@♦♣♦49❡ ❞❛♥4 ❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✹❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐59

❞❡ ❧✬♦@❞@❡ ❞❡ O(n log2 n)✳ ❆✉ ❞9♣❛@5✱ ❝❤❛K✉❡ ♥Y✉❞ ❡45 ❞❛♥4 4❛ ♣@♦♣@❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉59✱ ♣✉✐4✱

L ❝❤❛K✉❡ 95❛♣❡✱ ❧✬❛❧❣♦@✐5❤♠❡ @❡❣@♦✉♣❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉594 ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐4❡@ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛

♠♦❞✉❧❛@✐59✳

❲❛❧❦&$❛♣

❲❛❧❦!'❛♣ ❡45 ✉♥❡ ♠95❤♦❞❡ ❛❣❣❧♦♠9@❛5✐✈❡ ♣@♦♣♦49❡ ❞❛♥4 ❬$♦♥4 ❡5 ▲❛5❛♣②✱ ✷✵✵✹❪✳ ❊❧❧❡

❡45 ❢♦♥❞9❡ 4✉@ ❧✬✐❞9❡ K✉✬✉♥❡ ♠❛@❝❤❡ ❛❧9❛5♦✐@❡ ♣❛@5❛♥5 ❞✬✉♥ ♥Y✉❞ ❛ ♣❧✉4 ❞❡ ♣@♦❜❛❜✐❧✐59 ❞❡

@❡45❡@ ♣✐9❣9❡ ♣❡♥❞❛♥5 ✉♥ ❝❡@5❛✐♥ 5❡♠♣4 ❞❛♥4 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉59 ❞✉ ♥Y✉❞ ❞❡ ❞9♣❛@5✳ ❙✉♣♣♦✲

4♦♥4 K✉❡ ♥♦✉4 ❡✛❡❝5✉♦♥4 ✉♥❡ ♠❛@❝❤❡ ❛❧9❛5♦✐@❡ ❝♦✉@5❡ 4✉@ ❧❡ ❣@❛♣❤❡ ♣❛@5❛♥5 ❞✬✉♥ ♥Y✉❞ v✱
❛❧♦@4 ❧❛ ♣@♦❜❛❜✐❧✐59 ❞✬❛❝❝9❞❡@ L ❝❤❛❝✉♥ ❞❡4 ✈♦✐4✐♥4 ❞❡ v ❡♥ ✉♥❡ 95❛♣❡ ❡45

1
|Γ(v)| ✳ ❖♥ ♣❡✉5

❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡@ ❞❡ ♠a♠❡ ♠❛♥✐[@❡✱ ❧❛ ♣@♦❜❛❜✐❧✐59 ❞❡ 4❡ 5@♦✉✈❡@ ❛✉ ♥Y✉❞ j ❡♥ ♣❛$%❛♥% ❞❡ i
❛♣$'( ❛✈♦✐$ ❡✛❡❝%✉/ ❛❧/❛%♦✐$❡♠❡♥% k ♣❛(✳ ❈❡%%❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%/ ♣❡$♠❡% ❞❡ ❞/✜♥✐$ ✉♥❡ ❞✐(%❛♥❝❡

❡♥%$❡ ❧❡( ♣❛✐$❡( ❞❡( ♥6✉❞( ❞✉ ❣$❛♣❤❡ ❞❛♥( ❧❛9✉❡❧❧❡ ❞❡✉① ♥6✉❞( u ❡% v (♦♥% ♣$♦❝❤❡( (✐ ❧❡✉$(

✈❡❝%❡✉$( ❞❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%/ ❞✬❛%%❡✐♥❞$❡ ❧❡( ❛✉%$❡( ♥6✉❞(✱ (♦♥% (✐♠✐❧❛✐$❡(✳ ▲✬❛❧❣♦$✐%❤♠❡ ❞❡ ❧❛

♠/%❤♦❞❡ ❲❛❧❦%$❛♣ ✉%✐❧✐(❡ ❝❡( ♣$♦❜❛❜✐❧✐%/( ❝❛❧❝✉❧/❡( ♣♦✉$ %♦✉%❡( ❧❡( ♣❛✐$❡( ❞❡ ♥6✉❞(✱ ❛✜♥

❞❡ ♣❛$%✐%✐♦♥♥❡$ ❧❡ ❣$❛♣❤❡ ♣❛$ ❧❡ ❜✐❛✐( ❞✬✉♥❡ ♠/%❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉(%❡$✐♥❣ ❤✐/$❛$❝❤✐9✉❡✳ ❈♦♠♠❡♥✲

A♦♥( ♣❛$ n ❝♦♠♠✉♥❛✉%/( ♥❡ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❝❤❛❝✉♥❡ 9✉✬✉♥ (❡✉❧ ♥6✉❞✱ ❧✬❛❧❣♦$✐%❤♠❡ ❝❤❡$❝❤❡ ❧❡(

❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉%/( ❧❡( ♣❧✉( ♣$♦❝❤❡(✱ ❧❡( ❢✉(✐♦♥♥❡✱ $❡❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡( ❞✐(%❛♥❝❡(✱ ♣✉✐( ❡✛❡❝%✉❡ ✉♥❡

✷✼



✶✳✹✳ ❆$$❘❖❈❍❊❙ ❉❊ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢✉9✐♦♥ ❡; ❛✐♥9✐ ❞❡ 9✉✐;❡✱ ❥✉9@✉✬B ♥✬♦❜;❡♥✐D @✉✬✉♥❡ 9❡✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G D❡❝♦✉✈D❛♥;

;♦✉; ❧❡ ❣D❛♣❤❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;G ❞❡ ❲❛❧❦;D❛♣ ❡9; B ❧✬♦D❞D❡ ❞❡ O(n2 log n)✳

▼!"❤♦❞❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥

❈✬❡9; ✉♥❡ ♠G;❤♦❞❡ ❛❣❣❧♦♠GD❛;✐✈❡ ♣D♦♣♦9G❡ ♣❛D ❇❧♦♥❞❡❧ ❡; ❛❧✳ ❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❊❧❧❡

✐♠♣❧❛♥;❡ ✉♥❡ ♠G;❤♦❞❡ ❞✬♦♣;✐♠✐9❛;✐♦♥ ❣❧♦✉;♦♥♥❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐;G✳ ➚ ❧✬G;❛; ✐♥✐;✐❛❧✱

❝❤❛@✉❡ ♥V✉❞ ❡9; ❛✛❡❝;G B ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G ❞✐✛GD❡♥;❡ ❞❡9 ❛✉;D❡9✳ ▲❛ ♠G;❤♦❞❡ ❛♣♣❧✐@✉❡

❡♥9✉✐;❡ ✉♥❡ ✐;GD❛;✐♦♥ ❞❡ 9✉❝❝❡99✐♦♥9 ❞❡ ❞❡✉① ♣❤❛9❡9 ✿

✶✳ $❤❛9❡ ❞✬❛✛❡❝;❛;✐♦♥ ❞❡9 ♥V✉❞9 ✿ ♣♦✉D ❝❤❛@✉❡ ♥V✉❞ x✱ ♦♥ G✈❛❧✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦✲

❞✉❧❛D✐;G 9✐ ♦♥ ❧❡ ❞G♣❧❛❝❡ ❞❛♥9 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G ❞❡ 9❡9 ✈♦✐9✐♥9 ❞✐D❡❝;9✳ ❖♥ ❞G♣❧❛❝❡ x
❞❛♥9 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G ❞✉ ✈♦✐9✐♥ @✉✐ ♠❛①✐♠✐9❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐;G✳ x D❡9;❡ ❞❛♥9

9❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G 9✐ ❛✉❝✉♥ ❣❛✐♥ ♥✬❡9; ;D♦✉✈G✳

✷✳ $❤❛9❡ ❞❡ ❝♦♠♣D❡99✐♦♥ ✿ ♦♥ ❝♦♠♣D❡99❡ ❧❡ ❣D❛♣❤❡ ♦❜;❡♥✉ ❡♥ D❡♠♣❧❛Z❛♥; ❝❤❛@✉❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉;G ♣❛D ✉♥ 9❡✉❧ ♥V✉❞✳ ❉❡✉① ♥V✉❞9 cx✱ cy ❞❛♥9 ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣D❛♣❤❡ 9♦♥; ❧✐G9 ♣❛D

✉♥ ❧✐❡♥ 9✬✐❧ ❡①✐9;❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥;D❡ ✉♥ ♥V✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G D❡♣DG9❡♥;G❡ ♣❛D cx ❡; ✉♥

♥V✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G D❡♣DG9❡♥;G ♣❛D cy✳ ▲❡ ♣♦✐❞9 ❞❡ ❧✐❡♥9 ❡♥;D❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉;G9

❡9; G❣❛❧ B ❧❛ 9♦♠♠❡ ❞❡9 ♣♦✐❞9 ❞❡9 ❧✐❡♥9 D❡❧✐❛♥; ❞❡9 ♥V✉❞9 ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉;G9✳

▲❛ ♠G;❤♦❞❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ 9✬❛DD[;❡ 9✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉9 ❞❡ ♣♦99✐❜✐❧✐;G9 ❞❡ DG❛✛❡❝;❛;✐♦♥ ❞❡ ♥V✉❞9

♦✉ 9✐ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛D✐;G ❡9; ❛;;❡✐♥;✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;G ;❤G♦D✐@✉❡ ❞❡ ❝❡;;❡ ❛♣♣D♦❝❤❡

♥✬❡9; ♣❛9 G;✉❞✐G❡✱ ♠❛✐9 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐]D❡ ❡①♣GD✐♠❡♥;❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡9; G✈❛❧✉G❡ B O(n log n)✱ ❝❡ @✉✐

❢❛✐; ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥✱ ❧❛ ♠G;❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉9 D❛♣✐❞❡ ♣♦✉D ❧❛ ❞G;❡❝;✐♦♥ ❞❡9 ❝♦♠♠✉♥❛✉;G9✳

▲❛ ♠!"❤♦❞❡ .♣❡❝"1❛❧❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥

❈✬❡9; ✉♥❡ ♠G;❤♦❞❡ 9G♣❛D❛;D✐❝❡ B ❜❛9❡ ❞❡9 ✈❡❝;❡✉D9 ♣D♦♣D❡9 ✭@✉❡ ♥♦✉9 ♥♦;♦♥9 ❊❱ ❀ ❊✐✲

❣❡♥✈❡❝;♦D9✮ ❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✻❛❪✳ ❉❛♥9 ❝❡ ;D❛✈❛✐❧✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐;G ❡9; ❡①♣D✐♠G❡ ❡♥ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞❡9

✈❡❝;❡✉D9 ♣D♦♣D❡9 ❞✉ ❣D❛♣❤❡✱ ❡; ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥; ✏❧❛ ♠❛;D✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛D✐;G✑✳ ❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✻❛❪

♣D♦♣♦9❡ ✉♥❡ ♠G;❤♦❞❡ 9♣❡❝;D❛❧❡ ♣♦✉D ;D♦✉✈❡D ❧❛ ♣❛D;✐;✐♦♥ ❞✉ ❣D❛♣❤❡✳ ❈❡;;❡ ♠G;❤♦❞❡ ❝♦♠✲

♠❡♥❝❡ ♣❛D ❡✛❡❝;✉❡D ✉♥❡ ❞G❝♦♠♣♦9✐;✐♦♥ 9♣❡❝;D❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛;D✐❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛D✐;G✱ ♣✉✐9 ❡❧❧❡

DG♣];❡ ❝❡;;❡ G;❛♣❡ ♣♦✉D ❝❤❛@✉❡ 9♦✉9✲❣D❛♣❤❡✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛D✐;G✱ ❧❛

♠G;❤♦❞❡ ❊❱ @✉✐;;❡ ❧❡ 9♦✉9✲❣D❛♣❤❡ ✐♥❞✐✈✐9✐❜❧❡ ❝♦DD❡9♣♦♥❞❛♥;✳ ❈❡;;❡ ♠G;❤♦❞❡ 9❡ ;❡D♠✐♥❡

❧♦D9@✉❡ ❧✬❡♥9❡♠❜❧❡ ❞✉ DG9❡❛✉ ❡9; ❞G❝♦♠♣♦9G ❡♥ ❞❡9 9♦✉9✲❣D❛♣❤❡9 ✐♥❞✐✈✐9✐❜❧❡9✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;G

❞❡ ❝❡;;❡ ♠G;❤♦❞❡ ❡9; ❞❡ ❧✬♦D❞❡ ❞❡ O(n2 log n)✳

✶✳✹✳✸ ▲✐♠✐'❡) ❞❡ ❧✬♦♣'✐♠✐)❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛2✐'3

▲❡9 ❛♣♣D♦❝❤❡9 ❢♦♥❞G❡9 9✉D ❧✬♦♣;✐♠✐9❛;✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐;G ❢♦♥; ✐♠♣❧✐❝✐;❡♠❡♥; ❧❡9 ❤②♣♦✲

;❤]9❡9 ❞❡ ;D❛✈❛✐❧ 9✉✐✈❛♥;❡9 ✿

✶✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉D❡ ❞G❝♦♠♣♦9✐;✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉;G9 ❞✬✉♥ ❣D❛♣❤❡ ❡9; ❝❡❧❧❡ ❝♦DD❡9♣♦♥❞❛♥; B

❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐;G ♠❛①✐♠❛❧❡ ❀

✷✳ ❙✐ ✉♥ DG9❡❛✉ ❛ ✉♥❡ 9;D✉❝;✉D❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;❛✐D❡ ❛❧♦D9 ♦♥ ♣❡✉; ;D♦✉✈❡D ✉♥❡ ♣❛D;✐;✐♦♥ ♣♦✉D

❧❛@✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛D✐;G ❡9; ♠❛①✐♠❛❧❡ ❀

✷✽
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✸✳ $♦✉5 ✉♥ 578❡❛✉ ; 8<5✉❝<✉5❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<❛✐5❡✱ ❧❡8 ♣❛5<✐<✐♦♥8 ❝♦55❡8♣♦♥❞❛♥< ; ❞❡8 ❣5❛♥❞❡8

✈❛❧❡✉58 ❞❡ ♠♦❞✉❧❛5✐<7 8♦♥< 8<5✉❝<✉5❡❧❧❡♠❡♥< 8✐♠✐❧❛✐5❡8✳

❖5✱ ❞❡8 7<✉❞❡8 57❝❡♥<❡8 ♦♥< ♠♦♥<57 F✉❡ ❧✬♦♣<✐♠✐8❛<✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛5✐<7 ❛ F✉❡❧F✉❡8 ❧✐♠✐<❡8

F✉✐ 5❡♥❞❡♥< ❝❡8 <5♦✐8 ❤②♣♦<❤J8❡8 ❢❛✉88❡8✳ ◆♦✉8 ❞7❝5✐✈♦♥8 ❞❛♥8 ❝❡ F✉✐ 8✉✐< ❝❡8 ❧✐♠✐<❡8✳

▲✐♠✐#❡ ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥

❬❋♦5<✉♥❛<♦ ❡< ❇❛5<❤7❧❡♠②✱ ✷✵✵✼❪ ♦♥< 5❡❧❡✈7 F✉❡ <♦✉<❡8 ❧❡8 ♠7<❤♦❞❡8 ❞❡ ❞7<❡❝<✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉<78 ✐♠♣❧7♠❡♥<❛♥< ❧✬♦♣<✐♠✐8❛<✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛5✐<7✱ ♦♥< ✉♥❡ ❧✐♠✐#❡ ❞❡ &'(♦❧✉#✐♦♥

F✉✐ ♥❡ ❧❡✉5 ♣❡5♠❡< ♣❛8 ❞❡ ❞7<❡❝<❡5 ❧❡8 ♣❡<✐<❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉<78 ❞❛♥8 ❧❡8 ❣5❛♥❞8 578❡❛✉①✳ ■❧8

♦♥< ♣5♦✉✈7 F✉❡ ❧❡8 ❛❧❣♦5✐<❤♠❡8 ❞❡ ♠❛①✐♠✐8❛<✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛5✐<7 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥< ♣❛8 <5♦✉✈❡5

❧❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉<78 ❛②❛♥< ♠♦✐♥8 ❞❡

√

m
2 ❧✐❡♥8✱ ♦T m ❡8< ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ❧✐❡♥8 ❞✉ 578❡❛✉✳ ❖5✱

❞❛♥8 ♣❧✉8✐❡✉58 578❡❛✉①✱ ❧❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉<78 ❞❡ ♣❡<✐<❡ <❛✐❧❧❡ ♠❛5F✉❡♥< ✉♥❡ ❢♦5<❡ ♣578❡♥❝❡ ♣♦✉5

❞❡8 5❛✐8♦♥8 ❜✐♦❧♦❣✐F✉❡8 ❡< 8♦❝✐♦❧♦❣✐F✉❡8 ❬❉✉♥❜❛5✱ ✶✾✾✽❪✳ ❈❡<<❡ <❛✐❧❧❡ ❡8< ❜✐❡♥ ✐♥❢75✐❡✉5❡ ; ❧❛

❧✐♠✐<❡ ❞❡ 578♦❧✉<✐♦♥ ✐♥❤75❡♥<❡ ; ❞❡ ♥♦♠❜5❡✉① ❣5❛♥❞8 578❡❛✉①✳ ▲❡8 ❞❡✉① ✜❣✉5❡8 ✶✳✹ ❡< ✶✳✺

♠♦♥<5❡♥< ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡8 <②♣✐F✉❡8 ❞❡ ❣5❛♣❤❡8 ❞♦♥< ♦♥ ♣❡✉< ✈♦✐5 ❝❧❛✐5❡♠❡♥< ❧❡ ♣5♦❜❧J♠❡ ❞❡

❧✐♠✐<❡ ❞❡ 578♦❧✉<✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❣5❛♣❤❡ ❢♦5♠7 ❞❡ ❞❡✉① ❝❧✐F✉❡8 ❞❡ <❛✐❧❧❡ m ❡< ❞❡✉① ❛✉<5❡8 ❝❧✐F✉❡8

❞❡ <❛✐❧❧❡ p✳ ❙✐ p ≪ ♠ ✭❡✳❣✳ ♣❂✺✱ ♠❂✷✵✮✱ ❧❡8 ❞❡✉① ♣❡<✐<❡8 ❝❧✐F✉❡8 8♦♥< ❣5♦✉♣7❡8 ❞❛♥8 ✉♥❡

8❡✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<7 ❜✐❡♥ F✉✬❡❧❧❡8 8♦✐❡♥< ❝♦♥♥❡❝<7❡8 ♣❛5 ✉♥ 8❡✉❧ ❧✐❡♥✳

❉❛♥8 ✉♥❡ <❡♥<❛<✐✈❡ ❞❡ <5❛✐<❡♠❡♥< ❞❡ ❝❡ ♣5♦❜❧J♠❡ ❞❡ ❧✐♠✐<❡ ❞❡ ❧❛ 578♦❧✉<✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦55❡❝✲

<✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝<✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛5✐<7 ❡8< ♣5♦♣♦87❡ ❞❛♥8 ❬❋♦5<✉♥❛<♦ ❡< ❇❛5<❤7❧❡♠②✱ ✷✵✵✼❪ ❡♥

❛❥♦✉<❛♥< ✉♥ ♣❛5❛♠J<5❡ ❞❡ 578♦❧✉<✐♦♥ λ ❝♦♠♠❡ 8✉✐< ✿

Q(P ) =
1

2m

∑

c∈P

∑

i,j∈c

(Aij − λ
d(i)d(j)

2m
) ✭✶✳✼✮

$❧✉8 ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ❞❡ λ ❡8< 7❧❡✈7❡✱ ♣❧✉8 ❧❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉<78 ❞❡ ♣❡<✐<❡ <❛✐❧❧❡ 8❡5♦♥< ❢❛✈♦5✐87❡8 ♣❛5

Q ♣✉✐8F✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐8❛<✐♦♥ ❞❡ Q ♥7❝❡88✐<❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐8❛<✐♦♥ ❞✉ <❡5♠❡ λd(i)d(j)
2m ✳ ■♥✈❡58❡♠❡♥<✱

❧❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉<78 ❞❡ ❣5❛♥❞❡ <❛✐❧❧❡ 8❡5♦♥< ❢❛✈♦5✐87❡8 ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥< λ✳ ■❧ ❡8< ; ♥♦<5❡5 F✉❡ ♣♦✉5

λ = 1✱ ♦♥ ♦❜<✐❡♥< ❧❛ ♠b♠❡ ❢♦♥❝<✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛5✐<7 ✐♥✐<✐❛❧❡✳ ❙✐ ❝❡<<❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝<✐♦♥ ❞❡

♠♦❞✉❧❛5✐<7✱ ❛♣♣❡❧7❡ ♠♦❞✉❧❛5✐<7 ♠✉❧<✐✲578♦❧✉<✐♦♥✱ ♣❡✉< b<5❡ 57❣❧7❡ ♣♦✉5 ❡①♣❧♦5❡5 ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉<78 ; ❞✐✛75❡♥<❡8 7❝❤❡❧❧❡8✱ ❡❧❧❡ ❛♣♣♦5<❡ ♥7❛♥♠♦✐♥8 ✉♥❡ 57♣♦♥8❡ ♣❛5<✐❡❧❧❡ ❛✉ ♣5♦❜❧J♠❡

❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐<❡ ❞❡ 578♦❧✉<✐♦♥ ♣✉✐8F✉❡ ❧❡8 <❛✐❧❧❡8 ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉<78 ❞❛♥8 ❧❡8 578❡❛✉① 57❡❧8 8♦♥<

<5J8 ❤7<75♦❣J♥❡8 ❡< 8✉✐✈❡♥< ✉♥❡ ❞✐8<5✐❜✉<✐♦♥ 8❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐88❛♥❝❡✳ ❉✬❛✉<5❡ ♣❛5<✱ ♦♥

♠♦♥<5❡ ❞❛♥8 ❬▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡<<✐ ❡< ❋♦5<✉♥❛<♦✱ ✷✵✶✶❪ F✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐8❛<✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛5✐<7 ♥✬❛
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❣>❛♣❤❡ ❝♦♠♣♦CD ❞❡ n ❝❧✐F✉❡C ❞❡ G❛✐❧❧❡ m✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞D✜♥✐G✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉GD✱ ♦♥ ❞❡✈>❛✐G ✐❞❡♥G✐✜❡> ❝❤❛F✉❡ ❝❧✐F✉❡ Km ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉GD✳ ❆❧♦>C

F✉❡ ❧✬♦♣G✐♠✐C❛G✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛>✐GD ❧❡C >D✉♥✐G ❞❡✉① ♣❛> ❞❡✉①✱ ♣✉✐C G>♦✐C ♣❛> G>♦✐C✱ ❡G❝✳ $❛>

❡①❡♠♣❧❡ n = 10 ❝❧✐F✉❡C ❞❡ G❛✐❧❧❡ m = 30 ♥♦✉C ❛✈♦♥C Q = 0.650 C✐ ❧❡C ❝❧✐F✉❡C C♦♥G ✐C♦❧D❡C ❡G

Q = 0.675 C✐ ❡❧❧❡C C♦♥G >❡❣>♦✉♣D❡C ❞❡✉① ♣❛> ❞❡✉①✳

♣❛C C❡✉❧❡♠❡♥G G❡♥❞❛♥❝❡ K ❢✉C✐♦♥♥❡> ❧❡C ♣❡G✐GC ❣>♦✉♣❡C✱ ♠❛✐C ❛✉CC✐ K D❝❧❛G❡> ❞❡C ❣>❛♥❞❡C

❝♦♠♠✉♥❛✉GDC✱ ❡G ✐❧ C❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦CC✐❜❧❡ ❞✬D✈✐G❡> C✐♠✉❧G❛♥D♠❡♥G ❧❡C ❞❡✉① ♣>♦❜❧N♠❡C✳

■♥❞#$❡&♠✐♥✐)♠❡ ❡$ ♣&♦❜❧.♠❡ ❞❡ )✐❣♥✐✜❝❛$✐✈✐$#

▲✬♦♣G✐♠✐C❛G✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛>✐GD ❡CG ✉♥ ♣>♦❜❧N♠❡ ◆$✲❞✐✣❝✐❧❡ ❬❇>❛♥❞❡C ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❡G

❞♦♥❝ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡>❝❤❡> ❞❡C C♦❧✉G✐♦♥C ♣>♦❝❤❡C ❞❡ ❧✬♦♣G✐♠✉♠✳ ◆D❛♥♠♦✐♥C✱ ❧❛ ♠❛①✐♠✐C❛G✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠♦❞✉❧❛>✐GD C✉> ❧❡C ❣>❛♥❞C ❣>❛♣❤❡C ❝♦♥❞✉✐G K ✉♥ ❣>❛♥❞ ♥♦♠❜>❡ ❞❡ ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① F✉✐ C♦♥G

♣>♦❝❤❡C ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛>✐GD ♠❛①✐♠❛❧❡ ♠❛✐C F✉✐ ❝♦>>❡C♣♦♥❞❡♥G K ❞❡C ♣❛>G✐G✐♦♥C G>NC ❞✐✛D>❡♥G❡C

❬●♦♦❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡ ♣>♦❜❧N♠❡ ❡CG F✉✬✐❧ ♥✬❡①✐CG❡ ❛✉CC✐ ❛✉❝✉♥ ❝>✐GN>❡ ♣♦✉> ♣>D❢D>❡> ❧✬✉♥❡ K

❧✬❛✉G>❡✳ ❈❡❧❛ ❞❡✈✐❡♥G ❧♦✐♥ ❞✬ZG>❡ ♣>❛G✐F✉❡ ❞❛♥C ❞❡C ❣>❛♥❞C >DC❡❛✉①✳ ▲❛ ✜❣✉>❡ ✶✳✻ ✐❧❧✉CG>❡ ✉♥

❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞DG❡>♠✐♥✐C♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐C❛G✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛>✐GD C✉> ✉♥ >DC❡❛✉ ♠DG❛❜♦❧✐F✉❡✳

❬❑❛>>❡> ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦♥G DG✉❞✐D CG❛G✐CG✐F✉❡♠❡♥G ❧❛ C✐❣♥✐✜❝❛G✐✈✐GD ❞❡C ♣❛>G✐G✐♦♥C✳ ❈❡GG❡

C✐❣♥✐✜❝❛G✐✈✐GD ❡CG F✉❛♥G✐✜D❡ ❡♥ ♠❡C✉>❛♥G C❛ >♦❜✉CG❡CC❡ ❛✉① ♣❡G✐G❡C ♣❡>G✉>❜❛G✐♦♥C ❞❛♥C ❧❛

CG>✉❝G✉>❡ ❞✉ >DC❡❛✉✳ ❬❑❛>>❡> ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♣>♦♣♦C❡♥G ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠DG❤♦❞❡ ♣♦✉> ♣❡>G✉>❜❡> ❧❡C

>DC❡❛✉① ❡G ✉♥❡ ♠❡C✉>❡ ♣♦✉> ❝❛❧❝✉❧❡> ❧❛ ✈❛>✐❛G✐♦♥ ❞❡ ❧❛ CG>✉❝G✉>❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉G❛✐>❡ ♦❜G❡♥✉❡

❛♣>NC ❧❛ ♣❡>G✉>❜❛G✐♦♥✳ ❊♥ ✉G✐❧✐C❛♥G ❝❡GG❡ ♠DG❤♦❞❡✱ ❬❆②♥❛✉❞✱ ✷✵✶✶❪ ♦♥G ♠♦♥G>D F✉✬✉♥❡ ♣❡G✐G❡

♣❡>G✉>❜❛G✐♦♥ ❞❡ ❣>❛♣❤❡ ♣❡✉G ♠♦❞✐✜❡> ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❛ CG>✉❝G✉>❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉G❛✐>❡ G>♦✉✈D❡ ♣❛>

✉♥ ❛❧❣♦>✐G❤♠❡ ❜❛CD C✉> ❧✬♦♣G✐♠✐C❛G✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛>✐GD✳

▼♦❞✉❧❛&✐$# #❧❡✈#❡ ❞❛♥) ❞❡) &#)❡❛✉① ♥♦♥✲♠♦❞✉❧❛✐&❡)

▲❡C ❛❧❣♦>✐G❤♠❡C ❞❡ ❞DG❡❝G✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉GDC F✉✐ ♠❛①✐♠✐C❡♥G ❧❛ ♠♦❞✉❧❛>✐GD ♣❡✉✈❡♥G

✐❞❡♥G✐✜❡> ❞❡C ♣❛>G✐G✐♦♥C ❞❡ ♠♦❞✉❧❛>✐GDC D❧❡✈D❡C ❞❛♥C ❞❡C ❣>❛♣❤❡C ♥✬❛②❛♥G ❛✉❝✉♥❡ CG>✉❝✲

G✉>❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉G❛✐>❡✱ ♥♦G❛♠♠❡♥G ❧❡C ❣>❛♣❤❡C ❛❧D❛G♦✐>❡C ❬●✉✐♠❡>❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❯♥❡ ❛✉G>❡

DG✉❞❡ ❬❉❡ ▼♦♥G❣♦❧✜❡> ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ♠♦♥G>❡ ❛✉CC✐ ❧✬❡①✐CG❡♥❝❡ ❞❡C ♣❛>G✐G✐♦♥C ❛②❛♥G ✉♥❡ ❢♦>G❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ▲❛ ❢♦♥❝:✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛A✐:B ❞✉ ABC❡❛✉ ♠B:❛❜♦❧✐E✉❡ ❞✉ C♣✐A♦❝❤H:❡ ❚A❡♣♦♥❡♠❛

♣❛❧❧✐❞✉♠ ❛✈❡❝ ✹✽✷ ♥L✉❞C ❡: ✶✶✾✾ ♣❛A:✐:✐♦♥C✱ ♠♦♥:A❛♥: ✉♥ ♣❧❛:❡❛✉ ❞❡ ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❡:

❛✉❝✉♥ ♣✐❝ ❛✉:♦✉A ❞❡ ❧❛ ♣❛A:✐:✐♦♥ ♦♣:✐♠❛❧❡ ❬●♦♦❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

♠♦❞✉❧❛A✐:B ❞❛♥C ❧❡C ❣A❛♣❤❡C E✉✐ ♥❡ ❞✐C♣♦C❡♥: ♣❛C ❞❡ C:A✉❝:✉A❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:❛✐A❡ ❝❧❛✐A❡✳

✶✳✹✳✹ ❆♣♣%♦❝❤❡* ❛❧-❡%♥❛-✐✈❡*

❊♥ B:✉❞✐❛♥: ❧❡C ❧✐♠✐:❡C ❞❡C ❛♣♣A♦❝❤❡C ❢♦♥❞B❡C C✉A ❧❛ ♠❛①✐♠✐C❛:✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛A✐:B✱ ✐❧

C✬❛✈HA❡ E✉✬✐❧ ❡C: ♥B❝❡CC❛✐A❡ ❞✬❛❞♦♣:❡A ♦✉ ❛♠B❧✐♦A❡A ❞✬❛✉:A❡C ❝♦♥❝❡♣:C ♣♦✉A ♠✐❡✉① ❞B:❡❝:❡A

❧❡C ❝♦♠♠✉♥❛✉:BC✳ ❉✐✛BA❡♥:❡C ❛♣♣A♦❝❤❡C ❛❧:❡A♥❛:✐✈❡C ♦♥: B:B ♣A♦♣♦CB❡C ✿

❆♣♣"♦❝❤❡' ❜❛'*❡' '✉" ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❞②♥❛♠✐3✉❡

❈✬❡C: ✉♥❡ ❝❛:B❣♦A✐❡ ❞❡ ♠B:❤♦❞❡C E✉✐ C✬❛♣♣✉✐❡♥: C✉A ✉♥ ♣A♦❝❡CC✉C ❞②♥❛♠✐E✉❡ E✉✐ C❡

❞BA♦✉❧❡ ❞❛♥C ❧❡ ABC❡❛✉✱ ♣♦✉A AB✈B❧❡A C❡C ❝♦♠♠✉♥❛✉:BC✳ ❖♥ :A♦✉✈❡ ♣A✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥: ❞❡✉①

♠B:❤♦❞❡C ✿

■♥❢♦▼❛♣ ✿ ❈✬❡C: ✉♥❡ ♠B:❤♦❞❡ ♣A♦♣♦CB❡ ♣❛A ❬❘♦C✈❛❧❧ ❡: ❇❡A❣C:A♦♠✱ ✷✵✵✽❪✳ ❈♦♠♠❡ ❲❛❧❦✲

:A❛♣✱ ■♥❢♦▼❛♣ ❡①♣❧♦✐:❡ ❧❡ ❢❛✐: E✉✬✉♥ ♠❛A❝❤❡✉A C✉✐✈❛♥: ❛❧B❛:♦✐A❡♠❡♥: ❧❡C ❧✐❡♥C ❞✉ ❣A❛♣❤❡✱ ❛

:❡♥❞❛♥❝❡ ] A❡C:❡A ❜❧♦E✉B ❞❛♥C ❧❡C ❝♦♠♠✉♥❛✉:BC✳ ❙✐ ♦♥ ❞B❝A✐: ✉♥ ♣❛A❝♦✉AC ❛❧B❛:♦✐A❡ C✉A ❧❡

❣A❛♣❤❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ CBE✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥✉♠BA♦C✱ E✉✐ ♣❡✉: ^:A❡ ❧❡ ♥✉♠BA♦ ❞✉ ♥L✉❞ ❝♦✉A❛♥: ♦✉ ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉:B ❝♦✉A❛♥:❡✱ ✉♥ ❜♦♥ ♣❛A:✐:✐♦♥♥❡♠❡♥: ❝♦♥C✐C:❡ ] ❝♦♠♣A❡CC❡A ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡::❡ CB✲

E✉❡♥❝❡✳ ▲❛ E✉❛❧✐:B ❞✉ ♣❛A:✐:✐♦♥♥❡♠❡♥: A❡♣ABC❡♥:❡ ❧❛ E✉❛♥:✐:B ❞✬✐♥❢♦A♠❛:✐♦♥C ✉:✐❧✐CB❡C ♣♦✉A

❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ❣A❛♣❤❡✳ ▲❡C ❛✉:❡✉AC ♦♣:✐♠✐C❡♥: ❝❡ ❝A✐:HA❡ ❡♥ ✉:✐❧✐C❛♥: ✉♥❡ ♠B:❤♦❞❡ C✐♠✐❧❛✐A❡

] ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐:B ❞❡ ❝❡::❡ ♠B:❤♦❞❡ ❡C: ] ❧✬♦A❞A❡ ❞❡

O(n log n)✳
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▲!❆ ✿ ▲✬❆❧❣♦7✐9❤♠❡ ❞❡ $7♦♣❛❣❛9✐♦♥ ❞❡ ▲❛❜❡❧B ✭▲$❆✮ ❡B9 ✉♥❡ ❛♣♣7♦❝❤❡ ❜❛BG❡ B✉7 ❧❛

❞✐✛✉B✐♦♥ ❬❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❊❧❧❡ B✬❛❞7❡BB❡ ❛✉ ♣7♦❜❧P♠❡ ❞❡ ❞G9❡❝9✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9GB

❡♥ ✉9✐❧✐B❛♥9 ✉♥ ♣❛7❛❞✐❣♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛9✐♦♥ Q✉✐ B✬❛♣♣✉✐❡ B✉7 ❧✬❤②♣♦9❤PB❡ Q✉❡ ❧✬✐♥❢♦7♠❛9✐♦♥

❡B9 G❝❤❛♥❣G❡ ❞❡ ❢❛T♦♥ ♣❧✉B ❡✣❝❛❝❡ ❡♥97❡ ❧❡B ♥V✉❞B ❞✬✉♥❡ ♠W♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9G✳

▲✬✐❞G❡ ❞✉ ▲$❆ ❡B9 B✐♠♣❧❡ ✿ ✉♥ ❧❛❜❡❧ B♣G❝✐✜Q✉❡ lv ❡B9 ❛BB✐❣♥G Z ❝❤❛Q✉❡ ♥V✉❞ v ∈ V ✳

❚♦✉B ❧❡B ♥V✉❞B ♠❡99❡♥9 Z ❥♦✉7 ❞❡ ❢❛T♦♥ B②♥❝❤7♦♥❡ ❧❡✉7B ❧❛❜❡❧B ❡♥ BG❧❡❝9✐♦♥♥❛♥9 ❧❡ ❧❛❜❡❧

♠❛❥♦7✐9❛✐7❡ ❝❤❡③ ❧❡B ✈♦✐B✐♥B ❞✐7❡❝9B✳ ❊♥ ❝❛B ♦] ♦♥ ❛ ✉♥ ❝❤♦✐① ♠✉❧9✐♣❧❡✱ ✉♥ ❧❛❜❡❧ ❡B9 BG✲

❧❡❝9✐♦♥♥G ❛❧G❛9♦✐7❡♠❡♥9✳ ▲✬❛❧❣♦7✐9❤♠❡ ✐9P7❡ ❥✉BQ✉✬Z ❝❡ Q✉✬✐❧ ❛99❡✐❣♥❡ ✉♥ G9❛9 B9❛❜❧❡ ♦] ❧❡B

♥V✉❞B ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥9 ♣❧✉B ❧❡✉7B ❧❛❜❡❧B✳ ❆ ❧❛ ✜♥✱ ❧❡B ♥V✉❞B Q✉✐ ♦♥9 ❧❛ ♠W♠❡ G9✐Q✉❡99❡ B♦♥9

❝♦♥B✐❞G7GB ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9G✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9G ❞❡ ❝❤❛Q✉❡ ✐9G7❛9✐♦♥ ❡B9 O(m)✱ ♦] m
❡B9 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❧✐❡♥B✱ B✐ ❧❛ ♣7♦♣❛❣❛9✐♦♥ B❡ ❢❛✐9 ❞❡ ❢❛T♦♥ B②♥❝❤7♦♥❡✳ ❯♥ ❛✈❛♥9❛❣❡ ♠❛❥❡✉7

❞❡ ❝❡99❡ ❛♣♣7♦❝❤❡ ❡B9 B♦♥ ❛B♣❡❝9 ♣❛7❛❧❧G❧✐B♠❡ ♠❛BB✐❢ Q✉✐ ♣❡7♠❡9 Z ❝❡99❡ ♠G9❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛BB❡7

Z ❧✬G❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥9 ✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ♣7❡✉✈❡ B✉7 B❛ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡✳ ❆✉BB✐✱ ❡♥ ❢♦♥❝9✐♦♥ ❞❡ ❧❛

9♦♣♦❧♦❣✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ 7GB❡❛✉✱ ❝❡79❛✐♥B ♥V✉❞B ♣❡✉✈❡♥9 ❛✈♦✐7 ✉♥ ♣7♦❜❧P♠❡ ❞✬♦B❝✐❧❧❛9✐♦♥ ❡♥97❡

❧❡B ❧❛❜❡❧B✳

❆✜♥ ❞✬G✈✐9❡7 ❝❡ ♣7♦❜❧P♠❡✱ ❧❡B ❛✉9❡✉7B ♣7♦♣♦B❡♥9 G❣❛❧❡♠❡♥9 ✉♥❡ ✈❡7B✐♦♥ ❛B②♥❝❤7♦♥❡ ❞❡

▲$❆ ❬❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❉❛♥B ❝❡99❡ ✈❡7B✐♦♥✱ ❧❡B ♥V✉❞B B♦♥9 BG❧❡❝9✐♦♥♥GB ❛❧G❛9♦✐7❡✲

♠❡♥9✱ ✉♥ Z ✉♥✱ ♣♦✉7 ♠❡997❡ Z ❥♦✉7 ❧❡✉7B ❧❛❜❡❧B✳ ▼❛❧❣7G Q✉❡ ❝❡ ♠♦❞P❧❡ 7G❞✉✐9 ❧❡ ♣❤G♥♦♠P♥❡

❞✬♦B❝✐❧❧❛9✐♦♥✱ ✐❧ ♣7GB❡♥9❡ Q✉❡❧Q✉❡B ❧✐♠✐9❡B ✿ ♣7❡♠✐P7❡♠❡♥9✱ ✐❧ ❞✉7❝✐9 ❧✬❛B♣❡❝9 ♣❛7❛❧❧G❧✐B♠❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦7✐9❤♠❡ ❡♥ ❝7G❛♥9 ❞❡B ❞G♣❡♥❞❛♥❝❡B ❡♥97❡ ❧❡B ♥V✉❞B✳ ❉❡✉①✐P♠❡♠❡♥9✱ ❧❛ BG❧❡❝9✐♦♥ ❛❧G❛✲

9♦✐7❡ ❞❡B ♥V✉❞B 7❡♥❞ ❧✬❛♣♣7♦❝❤❡ ✐♥B9❛❜❧❡ ♦] ❞❡✉① ❡①G❝✉9✐♦♥B ❞❡ ❧✬❛❧❣♦7✐9❤♠❡ B✉7 ❧❡ ♠W♠❡

❣7❛♣❤❡ ❞♦♥♥❡♥9 ❞❡✉① B97✉❝9✉7❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉9❛✐7❡B ❞✐✛G7❡♥9❡B✳ ❙❡❧♦♥ ❬▲❡✉♥❣ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ✐❧

B❡♠❜❧❡ Q✉❡ ❝❡99❡ ✈❡7B✐♦♥ ❛B②♥❝❤7♦♥❡ ❢❛✈♦7✐B❡ ❧❛ ❞G9❡❝9✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣7❛♥❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9G ❡9 ❞❡

♣❧✉B✐❡✉7B ♣❡9✐9❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉9GB ✐B♦❧G❡B✳

❯♥❡ ✈❡7B✐♦♥ B❡♠✐✲B②♥❝❤7♦♥❡ Q✉✐ 9❡♥9❡ ❞✬❛✈♦✐7 ❧❡B ❛✈❛♥9❛❣❡B ❞❡ ❝❡B ❞❡✉① ✈❡7B✐♦♥B ❛ G9G

♣7♦♣♦BG❡ ❞❛♥B ❬❈♦7❞❛B❝♦ ❡9 ●❛7❣❛♥♦✱ ✷✵✶✷❪✳ ▲✬❛♣♣7♦❝❤❡ ❡B9 B97✉❝9✉7G❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛B❡B ✿

✖ $❤❛B❡ ❞❡ ❝♦❧♦7❛9✐♦♥ ✿ ❝❤❛Q✉❡ ❞❡✉① ♥V✉❞B ✈♦✐B✐♥B ❛✉7♦♥9 ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉7B ❞✐✛G7❡♥9❡B✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐9G ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡99❡ G9❛♣❡ ❡B9 ❞❡ ❧✬♦7❞7❡ ❞❡ ✿ O(d(G)✳

✖ $❤❛B❡ ❞❡ ♣7♦♣❛❣❛9✐♦♥ ✿ ❝❤❛Q✉❡ G9❛♣❡ ❞❡ ♣7♦♣❛❣❛9✐♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧ ❡B9 ❞✐✈✐BG❡ ❡♥ ❦ B♦✉B✲

G9❛♣❡B✱ ♦] ❦ ❡B9 ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉7B✳ ➚ ❝❤❛Q✉❡ B♦✉B✲G9❛♣❡ ❝✱ ❧❡B ❧❛❜❡❧B B♦♥9 ♣7♦♣❛❣GB

B✐♠✉❧9❛♥G♠❡♥9 B✉7 ❧❡B ♥V✉❞B Q✉✐ ♦♥9 G9G ❝♦❧♦7G ♣❛7 ❧❛ ❝♦✉❧❡✉7 ❝ ❞❛♥B ❧❛ ♣❤❛B❡ ❞❡ ❝♦❧♦✲

7❛9✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ B♦✉B✲G9❛♣❡B ♣❛7 ♣7♦♣❛❣❛9✐♦♥ ❝♦77❡B♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉7B

♥G❝❡BB❛✐7❡ ♣♦✉7 ❝♦❧♦7❡7 ❧❡ 7GB❡❛✉✱ B♦✐9 d(G) + 1✳

▲❡ 9❡♠♣B ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥G❝❡BB❛✐7❡ ♣♦✉7 ❧❛ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ❡B9 ❡B9✐♠G Z O((d(G) + 1)

❇✐❡♥ Q✉❡ ❝❡99❡ ✈❡7B✐♦♥ ▲$❆ B❡♠✐✲B②♥❝❤7♦♥❡ ❛ 97❛✐9G ❧❡ ♣7♦❜❧P♠❡ ❞✬♦B❝✐❧❧❛9✐♦♥ 9♦✉9 ❡♥

♣7♦✜9❛♥9 ❞❡ ❧✬❛B♣❡❝9 ♣❛7❛❧❧G❧✐B♠❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜7❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉9G Q✉✬❡❧❧❡ ❣G♥P7❡ 7❡B9❡ 97PB G❧❡✈G✳

▲❛ ❞✐♠✐♥✉9✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜7❡ ♣♦✉77❛✐9 B❡ ❢❛✐7❡ ❡♥ ♣7♦♣❛❣❡❛♥9 B❡✉❧❡♠❡♥9 ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❞✬✉♥ ❡♥✲

B❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥V✉❞B B♣G❝✐✜Q✉❡ Q✉✐ ♣❡✉✈❡♥9 7❡♣7GB❡♥9❡7 ❧❡B ❢✉9✉7❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉9GB✳ ❈✬❡B9 ❧✬✐❞G❡

Q✉❡ ❧❡B ❛♣♣7♦❝❤❡B ❝❡♥97G❡B ❣7❛✐♥❡B ❧✬✐♥97♦❞✉✐B❡♥9✳

❆♣♣%♦❝❤❡* ❝❡♥,%-❡* ❣%❛✐♥❡*

▲❡B ❛♣♣7♦❝❤❡B ❝❡♥97G❡B ❣7❛✐♥❡B ♣❡7♠❡99❡♥9 ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡7 9♦✉9❡B ❧❡B ❛♣♣7♦❝❤❡B ❣❧♦✲

❜❛❧❡B Q✉✐ ❞G❝♦♠♣♦B❡♥9 ❧❡ ❣7❛♣❤❡ ❡♥ ❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉9GB ♣7GB❡♥9G❡B ❝✐✲❤❛✉9✱ ❡9 ❧❡B ❛♣✲

✸✷



✶✳✺✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❋❖◆❉➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ▲❊❆❉❊❘❙

♣3♦❝❤❡8 ❢♦♥❞<❡8 8✉3 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉A<8 ❧♦❝❛❧❡8 ❝❡♥A3<❡8 8✉3 ✉♥ ♥B✉❞ ❝✐❜❧❡

❬❈❧❛✉8❡A✱ ✷✵✵✺✱ ❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱ ❑❛♥❛✇❛A✐✱ ✷✵✶✹❪✳ ❊❧❧❡8 ♣♦3A❡♥A 8✉3 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉A<8 ❛✉A♦✉3 ❞✬✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥B✉❞8 8♣<❝✐❛✉①✱ ❞✐A8 ❣&❛✐♥❡)✱ ♣3<❛❧❛❜❧❡♠❡♥A ✐❞❡♥A✐✜<8✳

❉❛♥8 ❧❛ ♣❧✉♣❛3A ❞❡8 ❝❛8✱ ❧❡8 ❣3❛✐♥❡8 ❝❤❡3❝❤<❡8 8♦♥A ❞❡8 ♥B✉❞8 ❥♦✉❛♥A ✉♥ 3T❧❡ ✐♠♣♦3A❛♥A

❞❛♥8 ❧❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉A<8 U✉✐ ✈♦♥A WA3❡ ❞<A❡❝A<❡8✱ ♣3✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥A ❧❡ ❝❛8 ❞❡8 ❛♣♣&♦❝❤❡) ❢♦♥❞0❡)

)✉& ❧❡) ❧❡❛❞❡&)✳ ❈✬❡8A ❞❛♥8 ❝❡ ❝❛❞3❡ ❞✬❛♣♣3♦❝❤❡8✱ U✉❡ ♥♦A3❡ A3❛✈❛✐❧ 8❡ 8✐A✉❡✳

❉❛♥8 ❧❛ 8❡❝A✐♦♥ 8✉✐✈❛♥A❡✱ ♥♦✉8 ♣3<8❡♥A♦♥8 ✉♥❡ 3❡✈✉❡ ❞❡8 A3❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡3♥❛♥A ❧❡8 ❛♣✲

♣3♦❝❤❡8 ❞❡ ❞<A❡❝A✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉A<8 ❢♦♥❞<❡8 8✉3 ❧❡8 ❧❡❛❞❡38✳

✶✳✺ ❉$%❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%$/ ❢♦♥❞$❡ /✉1 ❧❡/ ❧❡❛❞❡1/

▲❡) ❛♣♣&♦❝❤❡) ❢♦♥❞0❡) )✉& ❧❡) ❧❡❛❞❡&) ❝♦♥8A✐A✉❡♥A ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ A❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥8 ❧❡8 ❛♣✲

♣3♦❝❤❡8 ❞❡ ❞<A❡❝A✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉A<8✳ ▲❡✉3 ♣3✐♥❝✐♣❡ ❡8A ❞❡ 8❡ ❝♦♥❝❡♥A3❡3 8✉3 ❧❛ ♠❛♥✐X3❡

❞♦♥A ❧❡8 3❡❧❛A✐♦♥8 8♦♥A <A❛❜❧✐❡8 ❡A ♥♦♥ ♣❛8 8✉3 ❧❛ U✉❛♥A✐✜❝❛A✐♦♥ ❞❡8 ❝♦♥♥❡①✐♦♥8 ❞❛♥8 ❧❡ 3<✲

8❡❛✉✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛3A ❞❡8 ❣3❛♣❤❡8 ❞❡ A❡33❛✐♥ 8♦♥A ❞❡8 ❣3❛♣❤❡8✲8❛♥8✲<❝❤❡❧❧❡✱ ❝❡❧❛ 8✐❣♥✐✜❡

U✉✬✉♥ ♣❡A✐A ♥♦♠❜3❡ ❞❡ ♥B✉❞8 ♣♦88X❞❡ ✉♥❡ ♠✉❧A✐A✉❞❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥8 ❛❧♦38 U✉✬✉♥ ♥♦♠❜3❡

<❧❡✈< ❞❡ ♥B✉❞8 ♣♦88X❞❡ ♣❡✉ ❞❡ ❧✐❡♥8 ❛✈❡❝ ❧❡8 ❛✉A3❡8 ♥B✉❞8 ❞✉ 3<8❡❛✉ ✭❋✐❣✉3❡ ✶✳✶✮✱ ❝❡3✲

A❛✐♥8 ♥B✉❞8 ❥♦✉❡♥A ❞❡8 3T❧❡8 ♣❧✉8 ✐♠♣♦3A❛♥A8 ❞❛♥8 ❧❡ 3<8❡❛✉ U✉❡ ❞✬❛✉A3❡8✳ ■♥A✉✐A✐✈❡♠❡♥A✱

❧❡8 ❛♣♣3♦❝❤❡8 ❢♦♥❞<❡8 8✉3 ❧❡8 ❧❡❛❞❡38 8✬❛♣♣✉②❡♥A 8✉3 ❧✬✐❞<❡ U✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉A< 8❡ ❝♦♥8A3✉✐A

❛✉A♦✉3 ❞✬✉♥ ❡♥8❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥3✉❞) ❧❡❛❞❡&)✳ ▲✬❛❧❣♦3✐A❤♠❡ ✶ ♣3<8❡♥A❡ ❧❡8 ✐♥8A3✉❝A✐♦♥8 ❣<♥<3❛❧❡8

❞✬✉♥❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ ❢♦♥❞<❡ 8✉3 ❧❡8 ❧❡❛❞❡38✳ ❚3♦✐8 ♣3✐♥❝✐♣❛❧❡8 <A❛♣❡8 ♦♥A <A< ✐❞❡♥A✐✜<❡8 ✿

✶✳ ■❞❡♥A✐✜❝❛A✐♦♥ ❞❡8 ❧❡❛❞❡38

✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉A<8 ❧♦❝❛❧❡8 ❝❡♥A3<❡8 ❧❡❛❞❡38

✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉A<8 ❣❧♦❜❛❧❡8 ^ ♣❛3A✐3 ❞❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉A<8 ❧♦❝❛❧❡8 A3♦✉✈<❡8 ❞❛♥8

❧✬<A❛♣❡ ✷✳

❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✶ ❆❧❣♦3✐A❤♠❡ ❣<♥<3❛❧ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ ❢♦♥❞<❡ 8✉3 ❧❡8 ❧❡❛❞❡38

✶✿ ❊♥&$-❡ ✿ ✉♥ ❣3❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G =< V,E >
✷✿ ❙♦$&✐❡ ✿ ✉♥❡ ♣❛3A✐A✐♦♥ C
✸✿ ❉-❜✉&

✹✿ C ← ∅
✺✿ L ← calcul❴leaders(G)
✻✿ ♣♦✉$ l ∈ L ❢❛✐$❡
✼✿ Cl ← calcul❴com❴locale(l,G)
✽✿ C ← C + Cl

✾✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✵✿ C ← calcul❴com❴globale(C)
✶✶✿ ❘❡&♦✉$♥❡ C
✶✷✿ ❋✐♥
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✐❝✐ F❡❧❛B✐❢ T ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉F ❞❡? ❝❤❡♠✐♥?✮✳ ❋♦F♠❡❧❧❡♠❡♥B✱ ❧❛ ❝❡♥BF❛❧✐B> ❞❡ ♣F♦①✐♠✐B> ❡?B ❧✬✐♥✈❡F?❡

❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡? ❞✐?B❛♥❝❡? ❣>♦❞>?✐P✉❡? ✭✐✳❡✳ B❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉? ❝♦✉FB✮ ✈❡F? B♦✉? ❧❡?

❛✉BF❡? ♥Q✉❞? ✿

Cc(v) =
n− 1

∑

u∈E,u 6=v dg(u, v)
✭✶✳✾✮

♦[ dg(u, v) ❡?B ❧❛ ❞✐?B❛♥❝❡ ❣>♦❞>?✐P✉❡ ❡♥BF❡ ❞❡✉① ♥Q✉❞? u ❡B v✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐B> ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❝❡BB❡ ❝❡♥BF❛❧✐B> ❡?B ✿ O(nlog(n) +m)✱ ♦[ m ❡?B ❧❡ ♥♦♠❜F❡ ❞❡ ❧✐❡♥? ❬❖❦❛♠♦B♦ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

R❧✉? ❧❛ ❝❡♥BF❛❧✐B> ❞❡ ♣F♦①✐♠✐B> ❡?B >❧❡✈>❡✱ ♣❧✉? ❧❡ ♥Q✉❞ ❡?B ♣F♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♥?❡♠❜❧❡ ❞❡? ❛✉BF❡?

♥Q✉❞? ❡B ♣❧✉? ✐❧ ❡?B ❝❡♥BF❛❧✳ ▲❡ B❛❜❧❡❛✉ ✶✳✹ ♠♦♥BF❡ ❧❡? ?❝♦F❡? ❞❡? ♥Q✉❞? ❞✉ ❣F❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡

❡♥ B❡F♠❡ ❞❡ Cc✳

❈❡♥#$❛❧✐#( ❞❡ ♣$♦①✐♠✐#(

v ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

Cc(v) 1/34 ✶/✷✻ ✶/✷✼ ✶/✷✶ ✶/✶✾ ✶/✶✾ ✶/✷✸ ✶/✸✶ ✶/✷✾ ✶/✷✺
❘❛♥❣ ✶✵ ✻ ✼ ✸ ✶ ✶ ✹ ✾ ✽ ✺

❚❛❜❧❡ ✶✳✹ ✕ ❘>?✉❧B❛B ❞❡ ❧❛ ❝❡♥BF❛❧✐B> ❞❡ ♣F♦①✐♠✐B> ?✉F ❧❡ ❣F❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡

❈❡♥#$❛❧✐#( ❞✬✐♥#❡$♠(❞✐❛$✐#( Cb(v)

▲❛ ❝❡♥BF❛❧✐B> ❞✬✐♥B❡F♠>❞✐❛F✐B> ✭♦✉ ❜❡&✇❡❡♥♥❡## ❡♥ ❛♥❣❧❛✐#✮ ❡?B ✉♥❡ ♠❡?✉F❡ ❞❡ ❝❡♥BF❛❧✐B>

❣❧♦❜❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ♠❡?✉F❡ ❧✬✉B✐❧✐B> ❞✬✉♥ ♥Q✉❞ ❞❛♥? ❧❛ BF❛♥?♠✐??✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦F♠❛B✐♦♥ ❛✉ ?❡✐♥ ❞✬✉♥

F>?❡❛✉✳ ❯♥ ♥Q✉❞ ❡?B ❞✬❛✉B❛♥B ♣❧✉? ❝❡♥BF❛❧ P✉✬✐❧ ❡?B ?✐B✉> ?✉F ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧✉? ❝♦✉FB?

❝❤❡♠✐♥? ❡♥BF❡ ❞✬❛✉BF❡? ♣❛✐F❡? ❞❡ ♥Q✉❞?✳ ❊❧❧❡ ❡?B ❞>✜♥✐❡ ❢♦F♠❡❧❧❡♠❡♥B ♣❛F ✿

Cb(v) =
∑

s,t∈V

σ(s, t|v)

σ(s, t)
✭✶✳✶✵✮

♦[ σ(s, t) ❡?B ❧❡ ♥♦♠❜F❡ ❞❡? ♣❧✉? ❝♦✉FB? ❝❤❡♠✐♥? ❧✐❛♥B s T t✱ ❡B σ(s, t|v) ❡?B ❧❡ ♥♦♠❜F❡

❞❡ ❝❡? ❝❤❡♠✐♥? ♣❛??❛♥B ♣❛F v✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐B> ❞❡ ❝❡BB❡ ❝❡♥BF❛❧✐B> ❡?B O(n.m + (n)2log(n))

✸✻
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❬❇4❛♥❞❡9✱ ✷✵✵✶❪✳ ▲❡ >❛❜❧❡❛✉ ✶✳✺ ♠♦♥>4❡ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞✬✐♥>❡4♠F❞✐❛4✐>F ❞❡9 ♥H✉❞9 ❞✉ ❣4❛♣❤❡

❡①❡♠♣❧❡ ❛✐♥9✐ M✉❡ ❧❡✉4 ❝❧❛99❡♠❡♥>✳

❈❡♥#$❛❧✐#( ❞✬✐♥#❡$♠(❞✐❛$✐#(

v ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

Cb(v) ✵ ✽ ✵ ✶✽ ✷✵ ✷✶ ✶✶ ✵ ✶ ✻

❘❛♥❣ ✽ ✺ ✽ ✸ ✷ ✶ ✹ ✽ ✼ ✻

❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ✕ ❘F9✉❧>❛> ❞❡ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞✬✐♥>❡4♠F❞✐❛4✐>F 9✉4 ❧❡ ❣4❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡

❈❡♥#$❛❧✐#( ❞❡, ✈❡❝#❡✉$, ♣$♦♣$❡, Cev

▲❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞❡9 ✈❡❝>❡✉49 ♣4♦♣4❡9 ❡9> ♥♦♠♠F❡ ❛✉99✐ ❝❡♥>4❛❧✐>F 9♣❡❝>4❛❧❡✳ ▲✬✐❞F❡ ❡9> M✉❡

❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞✬✉♥ ♥H✉❞ ❞F♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞❡9 ♥H✉❞9 ✈♦✐9✐♥9✳ ■❧ 9✬❛❣✐> ❞✬✉♥❡ ❡①>❡♥9✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞❡ ❞❡❣4F ❞❛♥9 ❧❛M✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛9 ❧❡ ♠V♠❡ ♣♦✐❞9 ❛✉① ♥H✉❞9 ✈♦✐9✐♥9✳

❋♦4♠❡❧❧❡♠❡♥>✱ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F 9♣❡❝>4❛❧❡ ❞✬✉♥ ♥H✉❞ ❡9> ❝♦♥9✐❞F4F❡ ❝♦♠♠❡ F>❛♥> ❞F♣❡♥❞❛♥>❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐9♦♥ ❧✐♥F❛✐4❡ ❞❡9 ❝❡♥>4❛❧✐>F9 ❞❡ 9❡9 ♥H✉❞9 ✈♦✐9✐♥9 ✿

xv =
1

λ

∑

t∈Γ(v)

xt =
1

λ

∑

t∈V

av,txt ✭✶✳✶✶✮

■❝✐✱ λ ❡9> ✉♥ 4F❡❧ 9>4✐❝>❡♠❡♥> ♣♦9✐>✐❢✳ ▲✬FM✉❛>✐♦♥ ✶✳✶✶ ♣❡✉> V>4❡ 4FF❝4✐>❡ 9♦✉9 ❢♦4♠❡ ✈❡❝>♦4✐❡❧❧❡

❝♦♠♠❡ 9✉✐> ✿ x = 1
λ
Ax M✉✐ ❡9> FM✉✐✈❛❧❡♥> [ λx = Ax ❛✈❡❝ x = {xv1 , xv2 , ..., xvn} ❡9> ❧❡

✈❡❝>❡✉4 ❞❡ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞✉ ✈❡❝>❡✉4 ♣4♦♣4❡ ❞❡ >♦✉9 ❧❡9 ♥H✉❞9✳ ■❧ ❡①✐9>❡ ❡♥ ❣F♥F4❛❧✱ ♣❧✉9✐❡✉49

✈❛❧❡✉49 ♣4♦♣4❡9 ♣♦✉4 ❧❡9M✉❡❧❧❡9 ✉♥❡ 9♦❧✉>✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝>❡✉4 ♣4♦♣4❡ ❡①✐9>❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥>✱ ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡

M✉❡ >♦✉>❡9 ❧❡9 ❡♥>4F❡9 ❞✉ ✈❡❝>❡✉4 ♣4♦♣4❡ 9♦✐❡♥> ♣♦9✐>✐✈❡9✱ ✐♠♣❧✐M✉❡ M✉❡ 9❡✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉4 ♣4♦♣4❡

❧❛ ♣❧✉9 F❧❡✈F❡ 9♦✐> 4❡>❡♥✉❡✱ M✉✐ ❡9> λ✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐>F ❞❡ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞❡9 ✈❡❝>❡✉49 ♣4♦♣4❡9 ❡9>

O(n2)✳ ❉❛♥9 ❧❡ 4❡9>❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥>✱ ♥♦✉9 ♥♦>♦♥9 ❝❡>>❡ ❝❡♥>4❛❧✐>F ♣❛4 Cev✳ ▲❡ \❛❣❡❘❛♥❦

❞❡ ●♦♦❣❧❡ ❡9> ❝♦♥9✐❞F4F ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛4✐❛♥>❡ ❞❡ ❝❡>>❡ ❝❡♥>4❛❧✐>F✳ ▲❡9 4F9✉❧>❛>9 ❞❡ ❝❡>>❡

❝❡♥>4❛❧✐>F 9✉4 ❧❡ ❣4❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡ 9♦♥> ♣4F9❡♥>F9 ❞❛♥9 ❧❡ >❛❜❧❡❛✉ ✶✳✻✳

❈❡♥#$❛❧✐#( ❞❡ ✈❡❝#❡✉$, ♣$♦♣$❡,

v ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

Cev(v) ✵✳✶✼✶ ✵✳✹✶✸ ✵✳✸✻✸ ✵✳✹✻✸ ✵✳✸✹✷ ✵✳✸✻✸ ✵✳✷✾✷ ✵✳✶✷✶ ✵✳✷✷✶ ✵✳✷✹✷

❘❛♥❣ ✾ ✷ ✸ ✶ ✺ ✸ ✻ ✶✵ ✽ ✼

❚❛❜❧❡ ✶✳✻ ✕ ❘F9✉❧>❛> ❞❡ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞❡ ✈❡❝>❡✉49 ♣4♦♣4❡9 9✉4 ❧❡ ❣4❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡

❈❡♥#$❛❧✐#( ❞❡ ❞❡❣$( ❞❡, ✈♦✐,✐♥, Cl(v)

❈✬❡9> ✉♥❡ ❝❡♥>4❛❧✐>F 9❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ M✉✐ ❛ F>F ♣4♦♣♦9F❡ ♣❛4 ❬❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ▲✬✐❞F❡ ❡9>

M✉❡ ❧✬✐♠♣♦4>❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥H✉❞ ❞F♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦4>❛♥❝❡ ❞❡9 ♥H✉❞9 ✈♦✐9✐♥9✳ ❆✉ ❝♦♥>4❛✐4❡ ❞❡

❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ❞❡9 ✈❡❝>❡✉49 ♣4♦♣4❡9✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥>4❛❧✐>F ♥✬❡9> ♣❛9 ✐>F4❛>✐❢✳ ■❧ 9✉✣> M✉❡

✸✼
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❝❤❛5✉❡ ♥9✉❞ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ <♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡❣@A ❞❡< ✈♦✐<✐♥<✳ ❈❡DD❡ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❡<@ ❢♦@♠✉❧A❡ ❝♦♠♠❡

<✉✐D ✿

Cl(v) =
∑

t∈Γ(v)

d(t) ✭✶✳✶✷✮

J♦✉@ ❧❛ DK❝❤❡ ❞✬✐❞❡♥D✐✜❝❛D✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡@<✱ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ❞❡❣@A ❞❡< ✈♦✐<✐♥< ❡<D ♣❧✉< ♣❡@D✐♥❡♥D❡

5✉❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ❞❡❣@A ♣✉✐<5✉✬❡❧❧❡ ❝♦✉✈@❡ ♣❧✉< ❞❡ ♥9✉❞<✱ ❡D ♠♦✐♥< ❝♦PD❡✉<❡ 5✉❡ ❧❡<

❝❡♥D@❛❧✐DA< ❣❧♦❜❛❧❡< ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ♣@♦①✐♠✐DA ❡D ❞✬✐♥D❡@♠A❞✐❛@✐DA ♣✉✐<5✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡

❝♦♠♣❧❡①✐DA ❞❡ ❧✬♦@❞@❡ ❞❡ O(n(k)2) ♦S k ❡<D ❧❡ ❞❡❣@A ♠♦②❡♥ ❞✉ @A<❡❛✉✳ ◆♦✉< ❞♦♥♥♦♥< ❧❡<

✈❛❧❡✉@< ❞❡ ❝❡DD❡ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❛✐♥<✐ 5✉❡ ❧❡ ❝❧❛<<❡♠❡♥D ❞❡< ♥9✉❞< ❞❛♥< ❧❡ D❛❜❧❡❛✉ ✶✳✼✳

❈❡♥#$❛❧✐#( ❞❡ ❞❡❣$( ❞❡+ ✈♦✐+✐♥+

v ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

Cl(v) ✸ ✻ ✻ ✼ ✻ ✼ ✻ ✸ ✺ ✺

❘❛♥❣ ✹ ✷ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷ ✹ ✸ ✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✼ ✕ ❘A<✉❧D❛D ❞❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ❞❡❣@A ❞❡< ✈♦✐<✐♥< <✉@ ❧❡ ❣@❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡

▲❡ D❛❜❧❡❛✉ ✶✳✽ @A<✉♠❡ ❧❡< ❝❧❛<<❡♠❡♥D< ❞❡< ♥9✉❞< ❞✉ ❣@❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✭✈♦✐@ ✜❣✉@❡ ✶✳✼✮

<❡❧♦♥ ❧❡< ❝✐♥5 ♠❡<✉@❡< ❞❡ ❝❡♥D@❛❧✐DA< ❡①♣❧✐5✉A❡< ❝✐✲❤❛✉D✳ ■❧ ❡<D ❜✐❡♥ A✈✐❞❡♥D 5✉❡ ♣♦✉@ D♦✉D❡<

❧❡< ♠❡<✉@❡< ❞❡ ❝❡♥D@❛❧✐DA✱ ❧❡< ♥9✉❞< ✶ ❡D ✽ ♦♥D ❧❡< ♣❧✉< ♠❛✉✈❛✐< <❝♦@❡<✳ ■❧ ❡①✐<D❡ ✉♥❡ ❞✐❢✲

❢A@❡♥❝❡ <✐❣♥✐✜❝❛D✐✈❡ ❡♥D@❡ ❧❡< ❞✐✛A@❡♥D< ❝❧❛<<❡♠❡♥D<✳ J❛@ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥9✉❞ ✸ ❡<D ❝♦♥<✐❞A@A

❝♦♠♠❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥D ✐♥D❡@✲❝♦♥♥❡❝DA ❧♦@< ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛D✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ♣@♦①✐♠✐DA ❡D ❞❡ ❧❛

❝❡♥D@❛❧✐DA ❞✬✐♥D❡@♠A❞✐❛@✐DA✱ ❛❧♦@< 5✉✬✐❧ <❡ <✐D✉❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ❝❧❛<<❡♠❡♥D ♣♦✉@ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA

❞❡ ❞❡❣@A✱ ❡D ❜✐❡♥ ❝❧❛<<A <❡❧♦♥ ❧❡< ❞❡✉① ❝❡♥D@❛❧✐DA< ✈❡❝D❡✉@< ♣@♦♣@❡< ❡D ❞❡❣@A ❞❡< ✈♦✐<✐♥<✳

❊♥ ♦✉D@❡✱ ♦♥ ♣❡✉D @❡♠❛@5✉❡@ 5✉❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ❞❡❣@A ❡D ❞✬✐♥D❡@♠A❞✐❛@✐DA ♥❡ ❞✐✛A@❡♥❝✐❡♥D

♣❛< ❣A♥A@❛❧❡♠❡♥D ❧✬✐♥D❡@❞A♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡< ♥9✉❞<✳ ❆✐♥<✐✱ ♣❛@ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ❞❡❣@A

❢♦✉@♥✐D ❧❛ ♠_♠❡ ✈❛❧❡✉@ ♣♦✉@ ❧❡< ♥9✉❞< ✷✱ ✹✱ ✻ ❡D ✼ ♠❛✐< <❡❧♦♥ ❧❡< ❛✉D@❡< ❝❡♥D@❛❧✐DA<✱ ❧❡<

♥9✉❞< ✹ ❡D ✻ <♦♥D ♣❧✉< ❝❡♥D@❛✉① 5✉❡ ❧❡ ♥9✉❞ ✼✳ ❈❡❝✐ ❡<D ❞P ❛✉ ❢❛✐D 5✉❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡

❞❡❣@A ♥❡ ❝♦♥<✐❞`@❡ 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜@❡ ❞❡ ✈♦✐<✐♥< ❞✐@❡❝D<✳ ❈❡DD❡ ❧✐♠✐D❡ ❛ ADA ❧A❣`@❡♠❡♥D @❡❝D✐✜A❡

♣❛@ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡< ❞❡❣@A< ❞❡< ✈♦✐<✐♥< ❡♥ ♣❧❛a❛♥D <❡✉❧❡♠❡♥D ❧❡< ♥9✉❞< ✹ ❡D ✻ ❡♥ ♣@❡♠✐❡@✳

▲❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞✬✐♥D❡@♠A❞✐❛@✐DA ♥❡ ❞✐✛A@❡♥❝✐❡ ♣❛< ❡♥D@❡ ❧❡< ♥9✉❞< 5✉✐ ♦♥D ✉♥ <❡✉❧ ✈♦✐<✐♥ ❡D

❧❡< ♥9✉❞< 5✉✐ ♦♥D ❞❡< ✈♦✐<✐♥< ❝♦♠♣❧`D❡♠❡♥D ✐♥D❡@❝♦♥♥❡❝DA< ✭❡①✳ ❧❡< ♥9✉❞< ✶✱ ✸ ❡D ✽✮✳

▼❛❧❣@A 5✉❡❧5✉❡< ❝♦@@A❧❛D✐♦♥< 5✉✬♦♥ ♣❡✉D @❡♠❛@5✉❡@ 5✉❡ ❝❡ <♦✐D ❡♥D@❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡

♣@♦①✐♠✐DA ❡D ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞✬✐♥DA@♠A❞✐❛@✐DA ♦✉ ❡♥D@❡ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ❞❡❣@A✱ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡

❞❡❣@A ❞❡< ✈♦✐<✐♥< ❡D ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ✈❡❝D❡✉@< ♣@♦♣@❡<✱ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞✬✉♥ ♥9✉❞ @❡<D❡ D♦✉❥♦✉@<

❞A♣❡♥❞❛♥D❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡<✉@❡ ✉<A❡✳

❉❛♥< ❧❡ ❜✉D ❞✬❛♣♣❧✐5✉❡@ ❧❡< ♠❡<✉@❡< ❞❡ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❛♥< ❧✬✐❞❡♥D✐✜❝❛D✐♦♥ ❞❡< ♥9✉❞< ❧❡❛❞❡@<✱

✐❧ ❢❛✉D ♣@❡♥❞@❡ ❡♥ ❝♦♠♣D❡ ❞❡ ❧❡✉@< ❝♦♠♣❧❡①✐DA< ✭❝❢✳ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✾✮✳ ❚♦✉D❡< ❧❡< ❝❡♥D@❛❧✐DA< ❣❧♦✲

❜❛❧❡< ✭❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ♣@♦①✐♠✐DA✱ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞✬✐♥D❡@♠A❞✐❛@✐DA ❡D ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡ ✈❡❝D❡✉@< ♣@♦♣@❡<✮

<♦♥D ❝♦PD❡✉<❡< ❡♥ D❡♠♣< ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❡ 5✉✐ ❧❡< @❡♥❞ ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡< <✉@ ❧❡< ❣@❛♣❤❡< ❞❡ D❡@@❛✐♥

❞❡ ❣@❛♥❞❡ D❛✐❧❧❡✳ ❱✉❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡<<❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡@D✐♥❡♥❝❡ ❞❡< ♠❡<✉@❡< ❧♦❝❛❧❡< ✭❡①✳ ❧❛ ❝❡♥D@❛❧✐DA ❞❡

❞❡❣@A✮✱ ❧❡< ♠❡<✉@❡< ❞❡ ❝❡♥D@❛❧✐DA <❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡< <♦♥D ✉♥ ❝♦♠♣@♦♠✐< ❡♥D@❡ ❧❛ ♣❡@D✐♥❡♥❝❡ ❡D ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐DA ❞❡< ♠❡<✉@❡< ❧♦❝❛❧❡< ❡D ❣❧♦❜❛❧❡<✳

❉❛♥< ❧❛ <❡❝D✐♦♥ <✉✐✈❛♥D❡✱ ♥♦✉< AD✉❞✐♦♥< ❧❡< ♣@✐♥❝✐♣❛✉① D@❛✈❛✉① 5✉✐ ❛❜♦@❞❡♥D ❧❛ ♣@♦❜❧A✲

♠❛D✐5✉❡ ❞❡ ❞AD❡❝D✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉DA< ❢♦♥❞A❡ <✉@ ❧❡< ❧❡❛❞❡@<✱ ❡♥ ♣@A❝✐<❛♥D ❧❡< ♠❡<✉@❡< ❞❡

✸✽



✶✳✺✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❋❖◆❉➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ▲❊❆❉❊❘❙

❘❛♥❣ Cd(v) Cc(v) Cb(v) Cev(v) Cl(v)

✶ ✷✱ ✹✱ ✻✱ ✼ ✺✱ ✻ ✻ ✹ ✹✱ ✻

✷ ✺ ✷

✸ ✹ ✹ ✸✱ ✻ ✷✱ ✸✱ ✺✱ ✼

✹ ✼ ✼

✺ ✸✱ ✺✱ ✾✱ ✶✵ ✶✵ ✷ ✺

✻ ✷ ✶✵ ✼

✼ ✸ ✾ ✶✵ ✾✱ ✶✵

✽ ✾ ✶✱ ✸✱ ✽ ✾

✾ ✶✱ ✽ ✽ ✶ ✶✱ ✽

✶✵ ✶ ✽

❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ✕ ❈❧❛>>❡♠❡♥B ❞❡> ♥D✉❞> ❞✉ ❣G❛♣❤❡ ❡①❡♠♣❧❡ >❡❧♦♥ ❧❡> ❞✐✛NG❡♥B❡> ♠❡>✉G❡> ❞❡

❝❡♥BG❛❧✐BN

Cd(v) Cc(v) Cb(v) Cev(v) Cl(v)

❈♦♠♣❧❡①✐BN O(n) O(nlog(n) +m) O(n.m+ (n)2log(n)) O(n2) O(n(k)2)

❚❛❜❧❡ ✶✳✾ ✕ ❈♦♠♣❧❡①✐BN ❞❡> ♠❡>✉G❡> ❞❡ ❝❡♥BG❛❧✐BN>

❝❡♥BG❛❧✐BN ❛♣♣❧✐P✉N❡>✳

✶✳✺✳✸ ❈♦♠♣♦(✐*✐♦♥ ❞❡( ❝♦♠♠✉♥❛✉*1(

❯♥❡ ❢♦✐> ❧❡> ♥D✉❞> ❧❡❛❞❡G> BG♦✉✈N> ♦✉ >N❧❡❝B✐♦♥♥N>✱ ❧❡> ❝♦♠♠✉♥❛✉BN> ❞♦✐✈❡♥B >❡ ❢♦G♠❡G

❛✉B♦✉G ❞❡ ❝❡> ❧❡❛❞❡G>✳ ▲❡> ❛♣♣G♦❝❤❡> P✉✐ ♦♥B NBN ♣G♦♣♦>N❡> ❞❛♥> ❧✬NB❛B ❞❡ ❧✬❛GB >❡ ❞✐✈✐>❡♥B

❡♥ ❞❡✉① ❣G❛♥❞❡> ❢❛♠✐❧❧❡> >❡❧♦♥ ❧❛ >BG❛BN❣✐❡ ❛❞❛♣BN❡ ♣♦✉G ❝GN❡G ❧❡> ❝♦♠♠✉♥❛✉BN> ✿ ❛♣♣"♦❝❤❡'

❜❛')❡' '✉" ❧✬❡①♣❛♥'✐♦♥ ❡B ❛♣♣"♦❝❤❡' ❛❣❣❧♦♠)"❛2✐✈❡'✳

✶✳✺✳✸✳✶ ❆♣♣*♦❝❤❡/ ❜❛/1❡/ /✉* ❧✬❡①♣❛♥/✐♦♥

▲❡> ❛♣♣G♦❝❤❡> ❜❛>N❡> >✉G ❧✬❡①♣❛♥>✐♦♥ ❝♦♥>✐❞VG❡♥B ❧❡> ♥D✉❞> ❧❡❛❞❡G> ❝♦♠♠❡ ❞❡> ♥♦②❛✉①

❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉BN>✳ ▲❡ ♣G✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥>✐♦♥ ❡>B ❞✬N❧❛G❣✐G ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉BN ❧❡ ♣❧✉> ♣♦>>✐❜❧❡✳

❈❡ ♣G✐♥❝✐♣❡ ❡>B ❧❛G❣❡♠❡♥B ✉B✐❧✐>N ♣♦✉G ❧❡> ❛♣♣G♦❝❤❡> ❞❡ ❞NB❡❝B✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉BN> ❧♦❝❛❧❡>

❬❳✐❡ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ▲❡ ❜✉B ❞❡ ❝❡ ♣G♦❝❡>>✉> ❡>B ❞✬✐BNG❡G >✉G ❧✬❡♥>❡♠❜❧❡ ❞❡> ♥D✉❞> ❧❡❛❞❡G> ❛✜♥

❞❡ BG♦✉✈❡G ❧❛ >BG✉❝B✉G❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉B❛✐G❡ ❞✉ ❣G❛♣❤❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛GB ❞❡> ❛♣♣G♦❝❤❡> ♦♣B✐♠✐>❡♥B

✉♥❡ ❢♦♥❝B✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ P✉✐ ❝❛G❛❝BNG✐>❡ ❧❛ P✉❛❧✐BN ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉BN✳

▲✬❛♣♣*♦❝❤❡ ❘❛♥❦❘❡♠♦✈❛❧✲■❙

❬❇❛✉♠❡> ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♦♥B ♣G♦♣♦>N ✉♥❡ ❛♣♣G♦❝❤❡ ❘❛♥❦❘❡♠♦✈❛❧✲■❙ ❝♦♠♣♦>N❡ ❞❡ ❞❡✉①

NB❛♣❡>✳ ]G❡♠✐VG❡♠❡♥B✱ ✉♥ ❛❧❣♦G✐B❤♠❡ ✏❘❛♥❦❘❡♠♦✈❛❧✑ ❡>B ✉B✐❧✐>N ♣♦✉G ✐❞❡♥B✐✜❡G ❧❡> ♥D✉❞>

❧❡> ♣❧✉> ❝❡♥BG❛✉① >❡❧♦♥ ❧❛ ❝❡♥BG❛❧✐BN ❞❡ ]❛❣❡❘❛♥❦✱ ❡B ❞❡ ❧❡> ❡♥❧❡✈❡G ❛✜♥ ❞❡ ❞N❝♦♠♣♦>❡G ❧❡

❣G❛♣❤❡ ❡♥ ❞❡> ❝♦♠♣♦>❛♥B❡> ❝♦♥♥❡①❡>✳ ❈❡❝✐ ❡>B GN♣NBN ❥✉>P✉✬b ❧✬♦❜B❡♥B✐♦♥ ❞❡> ❝♦♠♣♦>❛♥B❡>
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❝♦♥♥❡①❡7 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ;❛✐❧❧❡ ✜①?❡ ❛✉ ❞?♣❛B;✳ ▲❡7 ❝♦♠♣♦7❛♥;❡7 ❝♦♥♥❡①❡7 ;B♦✉✈?❡7 B❡♣B?7❡♥;❡♥;

❧❡7 ❧❡❛❞❡B7 ♦✉ ❧❡7 ❝D✉B7 ❞❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7✳ ❉❡✉①✐E♠❡♠❡♥;✱ ✉♥ ♣B♦❝❡77✉7 ✐;?B❛;✐❢ ❞✬❡①♣❛♥7✐♦♥

✏■;❡B❛;✐✈❡ ❙❝❛♥ ✭■❙✮✑ ❝♦♠♠❡♥❝❡ M ?❧❛B❣✐B ❧❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7 ❛✉;♦✉B ❞❡7 ❧❡❛❞❡B7 ;B♦✉✈?7✳ ■❙

❛❥♦✉;❡ ❡; 7✉♣♣B✐♠❡ ❞❡7 ♥D✉❞7 ;♦✉; ❡♥ ♠❛①✐♠✐7❛♥; ❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥7✐;? ❧♦❝❛❧❡ ❞?✜♥✐❡ ♣❛B

❬❇❛✉♠❡7 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❝♦♠♠❡ 7✉✐; ✿

f(c) =
wc
in

wc
in + wc

out

✭✶✳✶✸✮

♦W wc
in = ❡; wc

out 7♦♥; B❡7♣❡❝;✐✈❡♠❡♥; ❧✬✐♥;❡♥7✐;? ✐♥;❡B♥❡ ❡; ❡①;❡B♥❡ ❞❡7 ❧✐❡♥7 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉;? c✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐;? ❡7; ❞❡ O(n2)✳ ▲❛ Y✉❛❧✐;? ❞❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7 ;B♦✉✈?❡7 ❞?♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛

Y✉❛❧✐;? ❞❡7 ❝D✉B7✳ ▲❛ ❧✐♠✐;❡ ❞❡ ❝❡;;❡ ♠?;❤♦❞❡ ❡7; Y✉❡ ❧❛ 7✉♣♣B❡77✐♦♥ ❞❡7 ♥D✉❞7 ❞✉B❛♥; ❧❛

♣❤❛7❡ ❞✬❡①♣❛♥7✐♦♥ ❝♦♥7;B✉✐; ❞❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7 ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡7✳ [♦✉B ❝❡;;❡ B❛✐7♦♥✱ ✉♥❡ ✈❡B7✐♦♥

♠♦❞✐✜?❡✱ ❛♣♣❡❧? ❈■❙✱ ❛ ?;? ♣B♦♣♦7?❡ ❞❛♥7 ❬❑❡❧❧❡②✱ ✷✵✵✾❪ ♦W ❧❛ ❝♦♥♥❡❝;✐✈✐;? ❡7; ✈?B✐✜?❡ ❛♣BE7

❝❤❛Y✉❡ ✐;?B❛;✐♦♥✳ ❉❛♥7 ❧❡ ❝❛7 ♦W ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;? ❡7; ❞✐✈✐7?❡ ❡♥ ♣❧✉7 ❞✬✉♥❡ ♣❛B;✐❡✱ 7❡✉❧❡♠❡♥;

❝❡❧❧❡ Y✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉7 ❣B❛♥❞❡ ❞❡♥7✐;? ❡7; ♠❛✐♥;❡♥✉❡✳

▲✬❛♣♣$♦❝❤❡ ▲❈❊

❬❈❧❛✉7❡;✱ ✷✵✵✺❪ ❛ ♣B♦♣♦7? ✉♥❡ ❛✉;B❡ ❢♦♥❝;✐♦♥ ❞❡ Y✉❛❧✐;? ❛♣♣❡❧?❡ ♠♦❞✉❧❛)✐!+ ❧♦❝❛❧❡ R✱ Y✉✐

❛ ❢❛✐; ♦❜❥❡; ❞❡ ♣❧✉7✐❡✉B7 ;B❛✈❛✉① ❞❛♥7 ❝❡ ❝♦♥;❡①;❡ ❬❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✱ ❈❤❡♥ ❡; ❋❛♥❣✱ ✷✵✶✷✱

[❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ▲✬❡①♣❛♥7✐♦♥ ❜❛7?❡ 7✉B R ❝❤❡B❝❤❡ M ❛❥♦✉;❡B ❧❡7 ♥D✉❞7 Y✉✐ 7❡ ;B♦✉✈❡♥; M

❧✬❡①;B?♠✐;? ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;? ❡; Y✉✐ ♦♥; ♣❧✉7 ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥7 ❛✈❡❝ ❞❡7 ♥D✉❞7 M ❧✬✐♥;?B✐❡✉B ❞❡

❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;? Y✉✬M ❧✬❡①;?B✐❡✉B✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛B✐;? ❧♦❝❛❧❡ Y✉❛♥;✐✜❡ ❡♥ Y✉❡❧Y✉❡ 7♦B;❡ ❧❛ ♥❡;;❡;?

❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐;❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;?✳ ❙♦✐; B ❧✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡7 ♥D✉❞7 ❢B♦♥;✐EB❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;?

c ✭❝❢✳ ❋✐❣✉B❡ ✶✳✽✮✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛B✐;? ❧♦❝❛❧❡ R ❡7; ❝❛❧❝✉❧?❡ ❝♦♠♠❡ 7✉✐; ✿

R =
Bin❴edge

Bout❴edge +Bin❴edge

✭✶✳✶✹✮

♦W Bin❴edge ❡7; ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡ ❧✐❡♥7 Y✉✐ ❝♦♥♥❡❝;❡♥; ❧❡7 ♥D✉❞7 ❢B♦♥;✐EB❡ M ❞✬❛✉;B❡ ♥D✉❞7

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;? c✱ ❡; Bout❴edge ❡7; ❧❡ ♥♦♠❜B❡ ❞❡ ❧✐❡♥7 ❝♦♥♥❡❝;❛♥; ❧❡7 ♥D✉❞7 ❢B♦♥;✐EB❡

❛✉① ♥D✉❞7 ✈♦✐7✐♥7 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;? C✳ ▲❡7 ✈❛❧❡✉B7 ❞❡ R 7♦♥; ❝♦♠♣B✐7❡7 ❞❛♥7 ❧✬✐♥;❡B✈❛❧❧❡

0 < R < 1✳ ❊❧❧❡ ❡7; ❛✉77✐ ✐♥❞?♣❡♥❞❛♥;❡ ❞❡ ❧❛ ;❛✐❧❧❡ ❞❡ C✳

▲✬❛♣♣B♦❝❤❡ ▲❈❊ ❬❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❡7; ❧✬✉♥❡ ❞❡7 ❛♣♣B♦❝❤❡7 B?❝❡♥;❡7 Y✉✐ ❛❞♦♣;❡ ❧❛ ♠♦✲

❞✉❧❛B✐;? ❧♦❝❛❧❡ R ♣♦✉B ❧✬✐❞❡♥;✐✜❝❛;✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7✳ ❉❛♥7 ❝❡;;❡ ❛♣♣B♦❝❤❡✱ ✉♥ ❧❡❛❞❡B ❡7;

✉♥ ♥D✉❞ ❞♦♥; ❧❡ ❞❡❣B? ❡7; ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ ♠?;❤♦❞❡ ❡7; ❝♦♠♣♦7?❡ ❞❡ Y✉❛;B❡ ?;❛♣❡7 ✿

♣B❡♠✐EB❡♠❡♥;✱ ♦♥ ✐❞❡♥;✐✜❡ ❧❡7 ♥D✉❞7 ❧❡❛❞❡B7 ❣Bb❝❡ M ❧❛ ❝❡♥;B❛❧✐;? ❞❡ ❞❡❣B?✳ ❉❡✉①✐E♠❡♠❡♥;✱

♣♦✉B ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡7 ♥D✉❞7 ❧❡❛❞❡B7✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ 7❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;? ❡♥ 7❡ ❜❛7❛♥; 7✉B ❧❡ ♠?❝❛♥✐7♠❡

❞✬❡①♣❛♥7✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥7 Y✉❡ ❝❡ ♠?❝❛♥✐7♠❡ ❝♦♥7✐7;❡ M B❛❥♦✉;❡B ✉♥ ♣❛B ✉♥ ❡; ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐EB❡

✐;?B❛;✐✈❡ M ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉;?✱ ❧❡7 ✈♦✐7✐♥7 ❞❡ ❝❡;;❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;? Y✉✐ ♠❛①✐♠✐7❡♥; ❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ R✳

❚B♦✐7✐E♠❡♠❡♥;✱ 7✐ ❧❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7 ✐❞❡♥;✐✜?❡7 ♥❡ ❝♦✉✈B❡♥; ♣❛7 ;♦✉; ❧❡ B?7❡❛✉✱ ❧✬❛❧❣♦B✐;❤♠❡

B❡♣B❡♥❞ ❧❡7 ❞❡✉① ♣B❡♠✐EB❡7 ?;❛♣❡7 7✉B ❧❡ 7♦✉7✲❣B❛♣❤❡ ♥♦♥ ❝♦✉✈❡B;✳ ❉❛♥7 ❧❡ ❝❛7 ♦W ;♦✉7 ❧❡7

♥D✉❞7 ❢♦♥; ♣❛B;✐❡ ❞❡7 ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7 ;B♦✉✈?❡7✱ ✉♥❡ ?;❛♣❡ ❞❡ ❢✉7✐♦♥ ✉♥✐; ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉;?7

7✐ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡7 ❝♦♥;✐❡♥; ♣❧✉7 ❞❡ ❧❛ ♠♦✐;✐? ❞❡ ❧✬❛✉;B❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;?✳

✹✵



✶✳✺✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❋❖◆❉➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ▲❊❆❉❊❘❙

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ■❧❧✉678❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐6✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣8❛♣❤❡ ❛❜678❛✐7 ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7G H G❧❛8❣✐8

C✱ ❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 ♥J✉❞6 ❞❡ ❢8♦♥7✐L8❡ B ❡7 ❧❡6 ❧✐❡♥6 M✉✐ ❝♦♥♥❡❝7❡♥7 B ❛✉ 8❡67❡ ❞✉ ❣8❛♣❤❡

✐♥❝♦♥♥✉ U ❬❈❧❛✉6❡7✱ ✷✵✵✺❪✳

❈❡77❡ ❛♣♣8♦❝❤❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐7G ❞❡ ❧✬♦8❞8❡ ❞❡ O(nd)✱ ♦S n ❡67 ❧❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ ♥J✉❞6 ❞✉

❣8❛♣❤❡ G ❡7 dG ❧❡ ❞❡❣8G ♠♦②❡♥✳ U❛8 ❝♦♥78❡✱ ❞❡6 G7✉❞❡6 ♦♥7 ♠♦♥78G M✉❡ ❞❛♥6 ❧❡6 ❣8❛♥❞6

8G6❡❛✉①✱ ❧❛ ❝❡♥78❛❧✐7G ❞❡ ❞❡❣8G ❞❡✈✐❡♥7 ♠♦✐♥6 ♣❡87✐♥❡♥7❡ ♣❛8❝❡ M✉✬❡❧❧❡ ❡67 78L6 ❧♦❝❛❧❡✳

▲✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❈*▼

▲❛ ♠G7❤♦❞❡ U❡8❝♦❧❛7✐♦♥ ❞❡ ❈❧✐M✉❡6 ✭❈U▼✮ ❬❇♦❧❧♦❜Y6 ❡7 ❘✐♦8❞❛♥✱ ✷✵✵✾❪ ❝♦♥6✐❞L8❡

M✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7G ❡67 ✉♥ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥7 ❞✬✉♥ ❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ 6♦✉6✲❣8❛♣❤❡6 ❝♦♠♣❧❡76✱ ❡7

❛✐♥6✐✱ ❡❧❧❡ ❞G7❡❝7❡ ❧❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉7G6 ❡♥ ❝❤❡8❝❤❛♥7 ❧❡6 ❝❧✐M✉❡6 ❛❞❥❛❝❡♥76✳ ❈U▼ ❝♦♠♠❡♥❝❡

♣❛8 ✐❞❡♥7✐✜❡8 7♦✉7❡6 ❧❡6 ❝❧✐M✉❡6 ❞❡ 7❛✐❧❧❡ k✱ ♣✉✐6 ✐❧ ❝♦♥678✉✐7 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣8❛♣❤❡ ♦S ❝❤❛M✉❡

♥J✉❞ 8❡♣8G6❡♥7❡ ✉♥ ❞❡ ❝❡6 ❦✲❝❧✐M✉❡6✳ ❉❡✉① ♥J✉❞6 6♦♥7 ❝♦♥♥❡❝7G6 6✐ ❧❡6 ❞❡✉① ❦✲❝❧✐M✉❡6 M✉✬✐❧6

8❡♣8G6❡♥7❡♥7✱ ♣❛87❛❣❡♥7 k− 1 ♠❡♠❜8❡6✳ ▲❡6 ❝♦♠♣♦6❛♥7❡6 ❝♦♥♥❡①❡6 ❞❛♥6 ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣8❛♣❤❡

✐❞❡♥7✐✜❡♥7 ❧❡6 ❝❧✐M✉❡6 M✉✐ ❝♦♠♣♦6❡♥7 ❧❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉7G6✳ ▲❛ ♠G7❤♦❞❡ ❈U▼ ❡67 ❛❞❛♣7G❡ ❛✉① 8G✲

6❡❛✉① ❝♦♥7❡♥❛♥7 ❞❡6 ♣❛87✐❡6 78L6 ❞❡♥6❡6✳ ❊♠♣✐8✐M✉❡♠❡♥7✱ ❧❡6 ❜♦♥6 8G6✉❧7❛76 6♦♥7 78♦✉✈G6 ❛✈❡❝

❞❡6 ♣❡7✐7❡6 ✈❛❧❡✉86 ❞❡ k ✭❡♥78❡ ✸ ❡7 ✻✮ ❬U❛❧❧❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱ ❋♦87✉♥❛7♦ ❡7 ▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡77✐✱ ✷✵✵✾❪✳

❈❋✐♥❞❡8

✷

❡67 ❧✬✐♠♣❧G♠❡♥7❛7✐♦♥ ❞❡ ❈U▼✱ 6❛ ❝♦♠♣❧❡①✐7G ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡67 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❛♥6

♣❧✉6✐❡✉86 ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥6 ❬U❛❧❧❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥7✱ ❡❧❧❡ ❛ G❝❤♦✉G ❞✬❛❝❤❡✈❡8 ❧❛ 7a❝❤❡ ❞❡

❞G7❡❝7✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7G6 ❞❛♥6 ♣❧✉6✐❡✉86 ❣8❛♥❞6 8G6❡❛✉①✳

▲✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❍●❈

▲✬❛♣♣8♦❝❤❡ ✏❍②❜8✐❞ ●8❛♣❤ ❈❧✉67❡8✐♥❣✑ ✭❍●❈✮ ❬U❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦6 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❡67 ❜❛6G❡ 6✉8

❧❛ ♥♦7✐♦♥ ❞❡ (µ, ǫ)−❝J✉8 ✐♥78♦❞✉✐7❡ ❞❛♥6 ❬❳✉ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ▲❡ ❝J✉8 ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7G ❡67

✉♥ ❣8♦✉♣❡ ❞❡ ♥J✉❞6 ❢♦87❡♠❡♥7 ✐♥7❡8❝♦♥♥❡❝7G✳ ▲❛ ❞G✜♥✐7✐♦♥ ❞❡ (µ, ǫ)−❝J✉8 ❡67 ❜❛6G❡ 6✉8

✷✳ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳❝❢✐♥❞❡-✳♦-❣

✹✶



✶✳✺✳ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙ ❋❖◆❉➱❊ ❙❯❘ ▲❊❙ ▲❊❆❉❊❘❙

❧❡4 56♦✐4 ❝♦♥❝❡♣54 4✉✐✈❛♥54 ✿ 4✐♠✐❧❛6✐5A 456✉❝5✉6❡❧❧❡✱ ǫ✲✈♦✐4✐♥❛❣❡✱ ❡5 ❧✬❛❝❝❡44✐❜✐❧✐5A 456✉❝5✉6❡❧❧❡
❞✐6❡❝5❡✳

▲❛ "✐♠✐❧❛&✐'( "'&✉❝'✉&❡❧❧❡ sigma ✿ sigma ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ 4✐♠✐❧❛6✐5A 456✉❝5✉6❡❧❧❡ ❡♥56❡ ❞❡✉①

♥I✉❞4 v ❡5 w✳ ❙♦✐5 G = (V,E) ✉♥ ❣6❛♣❤❡ ✿

σ(v, w) =
|Γ′(v) ∩ Γ′(w)|

√

|Γ′(v)| ∗ |Γ′(w)|
✭✶✳✶✺✮

♦M Γ′(v) ❡45 ❧❛ 456✉❝5✉6❡ ❞✉ ♥I✉❞ v✱ Γ′(v) = Γ(v) ∪ {v}✳

▲✬ǫ✲✈♦✐"✐♥❛❣❡ ✿ ▲✬ǫ✲✈♦✐4✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥I✉❞ v ❡45 ❧❡ 4♦✉4✲❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ 4❛ 456✉❝5✉6❡ Γ′(v) N✉✐
❝♦♥5✐❡♥5 4❡✉❧❡♠❡♥5 ❧❡4 ♥I✉❞4 N✉✐ 4♦♥5 ❛✉ ♠♦✐♥4 ǫ✲4✐♠✐❧❛✐6❡ ❛✉ ♥I✉❞ v ✿ Nǫ(v) = {w ∈
Γ′(v)|σ(v, w) ≥ ǫ}✳

❯♥ ♥I✉❞ v ❡45 ❛♣♣❡❧A ✉♥ (µ, ǫ)− ❝I✉6 4✐ 4❡4 ǫ−✈♦✐4✐♥❛❣❡ ❝♦♥5✐❡♥♥❡♥5 ❛✉ ♠♦✐♥4 µ
♥I✉❞4 ✿ ❈I✉6µ,ǫ(v)⇔ |Nǫ(v)| ≥ µ✳

▲✬❛❝❝❡""✐❜✐❧✐'( "'&✉❝'✉&❡❧❧❡ ❞✐&❡❝'❡ ✿ ❯♥ ♥I✉❞ v ❡45 ❞✐6❡❝5❡♠❡♥5 ❡5 456✉❝5✉6❡❧❧❡✲

♠❡♥5 ❛❝❝❡44✐❜❧❡ O ♣❛65✐6 ❞✬✉♥ (µ, ǫ)✲❝I✉6 4✬✐❧ ❡45 ❛✉ ♠♦✐♥4 ǫ✲4✐♠✐❧❛✐6❡ O ❧✉✐ ✿

❉✐6❆❝❝❡4µ,ǫ(v, w)⇔ ❈I✉6µ,ǫ(v) ∧ w ∈ Nǫ(v)✳

❯♥❡ ❢♦✐4 N✉❡ ❧❡4 (µ, ǫ)✲❝I✉64 ♦♥5 A5A ❞A5❡❝5A4✱ ✐❧ ❡45 ♣♦44✐❜❧❡ ❞❡ 6❛55❛❝❤❡6 ❧❡4 ♥I✉❞4

❛❞❥❛❝❡♥54 ❛✉① ❝I✉64 O ❝♦♥❞✐5✐♦♥ N✉✬✐❧4 4♦♥5 ❛❝❝❡44✐❜❧❡4 ✈✐❛ ✉♥❡ ❝❤❛R♥❡ ❞❡ ♥I✉❞4 456✉❝5✉✲

6❡❧❧❡♠❡♥5 ❛❝❝❡44✐❜❧❡4 ❡♥56❡ ❡✉①✳ ▲❡ 6❛55❛❝❤❡♠❡♥5 ❞❡4 ♥I✉❞4 ❛✉① ❝I✉64 ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥

6A4✉❧5❛5 ✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣6❛✐♥❡4 ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4✳ ▲✬❡①♣❛♥4✐♦♥ ❞❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4 ❡45 6A❛✲

❧✐4A❡ ✈✐❛ ❧✬♦♣5✐♠✐4❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ♠♦❞✉❧❛6✐5A ❞❡ 4♦✉4✲❣6❛♣❤❡✱ ✐♥56♦❞✉✐5❡ ❞❛♥4

❬▲✉♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛6✐5A ❞✬✉♥ 4♦✉4✲❣6❛♣❤❡ S ∈ V ❡45 ❞A✜♥✐5 ♣❛6 ❧❡ 6❛♣♣♦65 ❡♥56❡

❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ❧✐❡♥4 ✐♥56❛✲❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐6❡4 e(S) 4✉6 ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ❧✐❡♥4 4♦65❛♥5 ❞❡ ❙ ✿

M(S) =
e(S)

|{(u,w) ∈ Ev ∈ S ∧ w ∈ V − S}|
✭✶✳✶✻✮

❇✐❡♥ N✉❡ ❝❡55❡ ❛♣♣6♦❝❤❡ ❛ ✐♥56♦❞✉✐5 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣5 ♣♦✉6 ❧❛ ❞A5❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4✱

4❛ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ 6❡45❡ 56[4 ❧✐A❡ O ❧❛ ❞✐✣❝✉❧5A ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦6❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡4♣❛❝❡ ❞❡4 ♣❛6❛♠[56❡4 (µ, ǫ)✳

▲✬❛♣♣&♦❝❤❡ ▲■❈❉❆

❉❛♥4 ❧❡ ♠]♠❡ 5②♣❡ ❞✬❛♣♣6♦❝❤❡4✱ ❬_❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ♣6♦♣♦4❡♥5 A❣❛❧❡♠❡♥5 ✉♥❡ ♠A5❤♦❞❡

N✉✐ ♣❛65 ❞✬✉♥ ❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡64 ❡5 ♦♣5✐♠✐4❡ ✐5A6❛5✐✈❡♠❡♥5 ✉♥❡ ❢♦♥❝5✐♦♥ ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡

56♦✉✈❡6 ❧❛ 456✉❝5✉6❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐6❡✳ ▲❛ ♠A5❤♦❞❡ 4✬❛♣♣✉✐❡ 4✉6 ❧❛ ❝❡♥56❛❧✐5A ❞❡ _❛❣❡❘❛♥❦

♣♦✉6 ❧♦❝❛❧✐4❡6 ❧❡4 ♥I✉❞4 ❧❡❛❞❡64✳ ▲❡4 ❛✉5❡✉64 ❝♦♥4✐❞[6❡♥5 N✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A✱ ❡45 6❡♣6A✲

4❡♥5A❡ ♣❛6 ✉♥ 4❡✉❧ ❧❡❛❞❡6✳ ▲❛ 4A❧❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❝❡4 ❧❡❛❞❡64 4❡ ❢❛✐5 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐[6❡ ✐5A6❛5✐✈❡ N✉✐

4✉✐5 ❝❤❛N✉❡ ❝♦♠♣♦4✐5✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A✳ ▲✬❡①♣❛♥4✐♦♥ ❞❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4 ❡45 ❢❛✐5❡ ✈✐❛ ✉♥❡

✈❛6✐❛♥5❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛6✐5A ❧♦❝❛❧❡ ♣6A4❡♥5A❡ ❞❛♥4 ❧✬❡N✉❛5✐♦♥ ✶✳✶✹✳ ❬_❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✐♥56♦✲

❞✉✐4❡♥5 ✉♥ ♣❛6❛♠[56❡ ♣♦✉6 ❝♦♥56b❧❡6 ❧❛ 5❛✐❧❧❡ ❞❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4✳ ❆♣6[4 ❧❛ ❝♦♥456✉❝5✐♦♥ ❞❡

❝❤❛N✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A✱ ✉♥❡ A5❛♣❡ ❞❡ ❢✉4✐♦♥ ❡45 ❛♣♣❧✐N✉A❡ 4✉6 ❝❤❛N✉❡ ♣❛✐6❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4

♣❛65❛❣❡❛♥5 ♣❧✉4✐❡✉64 ✈♦✐4✐♥4✳ ▲❛ ♠A5❤♦❞❡ ✐5[6❡ 4✉6 ❝❡4 56♦✐4 A5❛♣❡4 ❀ 4A❧❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡6✱

❡①♣❛♥4✐♦♥ ❡5 ❢✉4✐♦♥✱ ❥✉4N✉✬O ❝♦✉✈6✐6 5♦✉5 ❧❡ ❣6❛♣❤❡✳

✹✷
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▲❛ ❧✐♠✐6❡ ♠❛❥❡✉:❡ ❞❡ ❝❡66❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ❡@6 ❧❛ @A❧❡❝6✐♦♥ ✐6A:❛6✐✈❡ ❞❡@ ❧❡❛❞❡:@ D✉✐ ❧❛ :❡♥❞ ♥♦♥✲

❞A6❡:♠✐♥✐@6❡✳ ❊♥ ❡✛❡6✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣:❡♠✐❡: ❧❡❛❞❡: ❝❛♥❞✐❞❛6 I ❝♦♥@6:✉✐:❡ @❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉6A

✐♥✢✉❡ @✉: ❧❛ @6:✉❝6✉:❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6❛✐:❡ ❣❧♦❜❛❧❡ 6:♦✉✈A❡✳ ➱❣❛❧❡♠❡♥6✱ ❧✬♦:❞:❡ ❞❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉✲

6A@ I ❢✉@✐♦♥♥❡: ♣♦@❡ ❧❡ ♠O♠❡ ♣:♦❜❧P♠❡✳

▲❡@ ❛♣♣:♦❝❤❡@ ❢♦♥❞A❡@ @✉: ❧✬❡①♣❛♥@✐♦♥ ♦♥6 ❞❡✉① ❧✐♠✐6❡@ ✿ ❧❛ ♣:❡♠✐P:❡ ❧✐♠✐6❡ ❡@6 ❧✐A❡

❛✉ ♣:✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①♣❛♥@✐♦♥ ❧✉✐ ♠O♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡6✱ ❢❛✐:❡ A❧❛:❣✐: ❧❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉6A@ ❡♥ ♦♣6✐♠✐@❛♥6
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❞❡ ❧✬❛❧❣♦<✐5❤♠❡ ▲❡❛❞❡<✲❋♦❧❧♦✇❡< ♥✬❡45 ♣❛4 ❣❛<❛♥5✐❡ ❝❛< ✐❧ ❡①✐❣❡ K✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A ❞♦✐5

X5<❡ ✉♥❡ ❝❧✐K✉❡ ❡5 ❝❡ K✉✐ ♥✬❡45 ♣❛4 5♦✉❥♦✉<4 ❧❡ ❝❛4 ❞❛♥4 ❧❡4 ❣<❛♣❤❡4 ❞❡ 5❡<<❛✐♥✳

✶✳✺✳✸✳✸ ❙②♥&❤78❡

◆♦✉4 <A4✉♠♦♥4 ❞❛♥4 ❧❡ 5❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✵ ❧❡4 ❛♣♣<♦❝❤❡4 ❞A❝<✐5❡4 ❝✐✲❤❛✉5 ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡4

K✉❛5<❡ ❝<✐5J<❡4 ✿ ♥❛5✉<❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡<4✱ ♥♦♠❜<❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡<4✱ 4A❧❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡<4 ❡5 ♠A5❤♦❞❡ ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4✳ ◆♦✉4 ♥✬❛✈♦♥4 ♣❛4 ♠❡♥5✐♦♥♥A ❧❡ ❝<✐5J<❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4

❣❧♦❜❛❧❡4 ❝❛< 5♦✉5❡4 ❧❡4 ❛♣♣<♦❝❤❡4 ❝♦♥4✐❞J<❡♥5 K✉❡ ❝❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4 4♦♥5 5♦✉5 4✐♠♣❧❡♠❡♥5

❧❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4 ❧♦❝❛❧❡4 5<♦✉✈A❡4✳

▲✬A5✉❞❡ ❞❡4 ❞✐✛A<❡♥5❡4 ❛♣♣<♦❝❤❡4 ❛ ♠♦♥5<A K✉❡ ❧❡4 ♠A5❤♦❞❡4 ❢♦♥❞A❡4 4✉< ❧✬❡①♣❛♥4✐♦♥

♥❡ 4♦♥5 ♣❛4 ❞A5❡<♠✐♥✐45❡4 ♣✉✐4K✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ♣<❡✉✈❡ ❞❡ <❛55❛❝❤❡< 5♦✉4 ❧❡4 ♥O✉❞4 ❞✉

<A4❡❛✉ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4 ❞A5❡❝5A❡4✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉① ❛♣♣<♦❝❤❡4 ❛❣❣❧♦♠A<❛5✐✈❡4✱ ❧✬❛✛❡❝5❛5✐♦♥ ❞❡4

♥O✉❞4 ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4 ❡45 ❢❛✐5❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐J<❡ 4✐♥❣✉❧✐J<❡✱ ❝✳Z✳❞✱ K✉✬❡❧❧❡ ✐❣♥♦<❡ ❧✬❛4♣❡❝5

❞❡ ✈♦✐4✐♥❛❣❡ ❡♥5<❡ ❧❡4 ♥O✉❞4✳ ❊♥ ❡✛❡5✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ A5A ♠♦♥5<A ❞❛♥4 ❧❡4 ❛♣♣<♦❝❤❡4 ❞❡

♣<♦♣❛❣❛5✐♦♥ ❞❡ ❧❛❜❡❧4✱ ❧❡4 ✈♦✐4✐♥4 ❞✬✉♥ ♥O✉❞ K✉❡❧❝♦♥K✉❡ ✐♥✢✉❡♥5 4✉< 4♦♥ ❛♣♣❛<5❡♥❛♥❝❡

❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐<❡✳ ❆✐♥4✐✱ ✐❧ ❡45 ♥A❝❡44❛✐<❡ ❞✬❛❥♦✉5❡< ✉♥❡ A5❛♣❡ 4✉♣♣❧A♠❡♥5❛✐<❡ ❞❛♥4 ❝❡ ❣❡♥<❡

❞✬❛♣♣<♦❝❤❡4 ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐< ♣❧✉4 ❞✬❤♦♠♦❣A♥A✐5A ❧♦❝❛❧❡✳

❊♥ ♦✉5<❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛<5 ❞❡4 ♠A5❤♦❞❡4 4A❧❡❝5✐♦♥♥❡ ❧❡4 ❧❡❛❞❡<4 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐J<❡ ✐♥❢♦<♠A❡✳ ❈❡❧❛

❛✉❣♠❡♥5❡ ❧❛ ✈✐5❡44❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡<❣❡♥❝❡ ❞❡4 ♠A5❤♦❞❡4 ✈❡<4 ❧❡4 ❝♦♠♠✉♥❛✉5A4 ✜♥❛❧❡4✳

❊♥ ♣<❛5✐K✉❡✱ ✐❧ ❡45 ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐< ✉♥ ♥♦♠❜<❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡<4 ♣<A❞A5❡<♠✐♥A✱ 4✉<5♦✉5 K✉❛♥❞ ❧❡

<A4❡❛✉ ❡45 ❞❡ ❣<❛♥❞❡ 5❛✐❧❧❡✳ ❈✬❡45 ♣♦✉< ❝❡55❡ <❛✐4♦♥ K✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦<✐5A ❞❡4 ❛♣♣<♦❝❤❡4 ✐❞❡♥5✐✜❡

❧❡4 ❧❡❛❞❡<4 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐J<❡ ❛✉5♦♠❛5✐K✉❡✳

◗✉❛♥5 Z ❧❛ ♥❛5✉<❡ ❞❡4 ❧❡❛❞❡<4 ❡5 ♣❛<5✐❝✉❧✐J<❡♠❡♥5 ❞❛♥4 ❧❡4 ❛♣♣<♦❝❤❡4 ❛❣❣❧♦♠A<❛5✐✈❡4✱

❧✬✉5✐❧✐4❛5✐♦♥ ❞✬✉♥ 4❡✉❧ ♥O✉❞ ❡45 ♠♦✐♥4 ❡✣❝❛❝❡ ♣❛< <❛♣♣♦<5 Z ✉♥ 4♦✉4✲❣<❛♣❤❡✱ ♣❛<❝❡ K✉❡ ❧❡

♥O✉❞ ❧❡❛❞❡< ✐❞❡♥5✐✜A ♥❡ ♣❡✉5 ♣❛4 X5<❡ ❢♦<❝A♠❡♥5 ❛✉ ❝❡♥5<❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉5✉<❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A✳ ❊♥
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❡✛❡,✱ ❧❡ /♦✉/✲❣4❛♣❤❡ ❧❡❛❞❡4✱ ❛♣♣❡❧9 ❣9♥94❛❧❡♠❡♥, ❧❡ ❝=✉4 ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉,9✱ ❡/, ♣❧✉/ ♣4♦❝❤❡

❛✉ 4❡/,❡ ❞✉ 49/❡❛✉✱ ❝❡ >✉✐ ♠@♥❡ A ♠✐❡✉① ♣❛4,✐,✐♦♥♥❡4 ❧❡ 49/❡❛✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧❡/ ❧❡❛❞❡4/ ❞✬✉♥❡

❝♦♠♠✉♥❛✉,9 ♥❡ /♦♥, ♣❛/ ❢♦4❝9♠❡♥, 4❡❣4♦✉♣9/ ❞❛♥/ ✉♥ /♦✉/✲❣4❛♣❤❡✱ ✐❧/ ♣❡✉✈❡♥, ♦❝❝✉♣❡4

❞❡/ ♣♦/✐,✐♦♥/ 9❧♦✐❣♥9❡/✱ /✉4,♦✉, >✉❛♥❞ ✐❧ /✬❛❣✐, ❞❡/ ❣4❛♥❞/ 49/❡❛✉①✳ ■❧ ❡/, ❞♦♥❝ ♥9❝❡//❛✐4❡

❞❡ ❝♦♥/✐❞94❡4 ✉♥❡ ❛✉,4❡ ♥❛,✉4❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡4/ >✉✐ ❢❛✐, ❢❛❝❡ A ,♦✉,❡/ ❝❡/ ❧✐♠✐,❡/✳

▼!"❤♦❞❡ ◆❛"✉*❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡*, ◆♦♠❜*❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡*, ❙!❧❡❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡*, ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦♠✳

❘❛♥❦❘❡♠♦✈❛❧✲■❙ ❙♦✉-✲❣/❛♣❤❡ ❈❛❧❝✉❧4 ■♥❢♦/♠4❡ ❊①♣❛♥-✐♦♥

▲❈❊ ❯♥ ♥;✉❞ ❈❛❧❝✉❧4 ■♥❢♦/♠4❡ ❊①♣❛♥-✐♦♥

❈=▼ ❙♦✉-✲❣/❛♣❤❡ ❈❛❧❝✉❧4 ■♥❢♦/♠4❡ ❊①♣❛♥-✐♦♥

❍●❈ ❙♦✉-✲❣/❛♣❤❡ ❈❛❧❝✉❧4 ■♥❢♦/♠4❡ ❊①♣❛♥-✐♦♥

▲■❈❉❆ ❯♥ ♥;✉❞ ❈❛❧❝✉❧4 ■♥❢♦/♠4❡ ❊①♣❛♥-✐♦♥

❚♦♣▲❡❛❞❡/- ❯♥ ♥;✉❞ ❊♥D/4❡ ❆❧4❛D♦✐/❡ ❆❣❣❧♦♠4/❛D✐✈❡

▲❡❛❞❡/✲❋♦❧❧♦✇❡/ ❯♥ ♥;✉❞ ❈❛❧❝✉❧4 ■♥❢♦/♠4❡ ❆❣❣❧♦♠4/❛D✐✈❡

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵ ✕ ❈❛4❛❝,94✐/,✐>✉❡/ ❞❡/ ♠9,❤♦❞❡/ ❢♦♥❞9❡/ /✉4 ❧❡/ ❧❡❛❞❡4/

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣49/❡♥,9 ❞❛♥/ ❝❡ ❝❤❛♣✐,4❡ >✉❡ ❧❡ ♣4♦❜❧@♠❡ ❞❡ ❞9,❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉,9/

❡/, ,4@/ ✐♥,94❡//❛♥, ♣♦✉4 ❞✐✛94❡♥,❡/ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥/✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ♠♦♥,49 >✉❡ ❧❡ ♣4✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣✲

,✐♠✐/❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛4✐,9 ✉,✐❧✐/9 ♣❛4 ❧❡/ ♠9,❤♦❞❡/ ❡①✐/,❛♥,❡/✱ ♣♦//@❞❡ ♣❧✉/✐❡✉4/ ❧✐♠✐,❡/

♥♦,❛♠♠❡♥, ❧❡ ♣4♦❜❧@♠❡ ❞❡ /✐❣♥✐✜❝❛,✐✈✐,9 ❞❡/ 49/✉❧,❛,/✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ❝✐,9 ❧❡/ ❞❡✉① ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡/

❛♣♣4♦❝❤❡/ ❛❧,❡4♥❛,✐✈❡/ ♣♦✉4 ❧❛ ❞9,❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉,9/ ✿ ❧❡/ ❛♣♣4♦❝❤❡/ ❜❛/9❡/ /✉4 ♠♦❞@❧❡

❞②♥❛♠✐>✉❡ ❡, ❧❡/ ❛♣♣4♦❝❤❡/ ❝❡♥,49❡/ ❣4❛✐♥❡/✳ ◆♦✉/ ❛✈♦♥/ ❡①♣♦/9 ❧❡/ ❧✐♠✐,❡/ ❞❡/ ♠9,❤♦❞❡/ ❞❡

❧❛ ♣4❡♠✐@4❡ ❛♣♣4♦❝❤❡ ♣❛4,✐❝✉❧✐@4❡♠❡♥, ❧✬✐♥/,❛❜✐❧✐,9 ❞✉ ▲L❆✱ ♣✉✐/ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♠♦♥,49 ♥♦,4❡

✐♥,94N, ♣♦✉4 ❧❡/ ❛♣♣4♦❝❤❡/ ❝❡♥,49❡/ ❣4❛✐♥❡/ ❡, ♣❧✉/ ♣49❝✐/9♠❡♥, ❧❡/ ❛♣♣4♦❝❤❡/ ❢♦♥❞9❡/ /✉4

❧❡/ ❧❡❛❞❡4/✳

▲✬9,❛, ❞❡ ❧✬❛4, ❞❡/ ❛♣♣4♦❝❤❡/ ❢♦♥❞9❡/ /✉4 ❧❡/ ❧❡❛❞❡4/ ❛ ♠♦♥,49 >✉✬✐❧ ❡①✐/,❡ ♣❧✉/✐❡✉4/

/,4❛,9❣✐❡/ ✭✈♦✐4 ,❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✵✮ ❡, ❛♣♣4♦❝❤❡/ ✐♥,94❡//❛♥,❡/ A ❡①♣❧♦✐,❡4 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♥❛,✉4❡

❞❡/ ❧❡❛❞❡4/✱ ❞❡ ❧❛ /9❧❡❝,✐♦♥ ❞❡ ❝❡/ ❧❡❛❞❡4/✱ ❡, ❞❡ ❧✬❛❣❣❧♦♠94❛,✐♦♥ ❞❡/ ♥=✉❞/ ❛✉,♦✉4 ❞❡/

❧❡❛❞❡4/✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐, ❧✬♦❜❥❡, ❞❡ ♥♦/ ❝♦♥,4✐❜✉,✐♦♥/ ♣49/❡♥,9❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❝❤❛♣✐,4❡/ ✸ ❡, ✹✳
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✷✳✷ ➱✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦&✐❡♥%3❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉%35 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✷✳✶ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❜❛-.❡ -✉0 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(. ✐♥(❡0♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✷✳✷ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❜❛-.❡ -✉0 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(. ❡①(❡0♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✷✳✸ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❜❛-.❡ -✉0 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(. ✐♥(❡0♥❡ ❡( ❡①(❡0♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✸ ➱✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦&✐❡♥%3❡ ♣❛&%✐%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✹ ➱✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♣❛& &❛♣♣♦&% : ❧❛ ✈3&✐%3 ❞❡ %❡&&❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✹✳✶ ▼❡-✉0❡- ❞✬.✈❛❧✉❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✹✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛0❦- ❞✬.✈❛❧✉❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✹✳✷✳✶ ❆♥♥♦(❛(✐♦♥ ♣❛0 ✉♥ ❡①♣❡0( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✹✳✷✳✷ ❉.✜♥✐(✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐(❡ E ❜❛-❡ ❞✬❤②♣♦(❤G-❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✹✳✷✳✸ ●.♥.0❛(✐♦♥ ♣❛0 ✉♥ ♠♦❞G❧❡ ❛0(✐✜❝✐❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉5✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❡" ❛❧❣♦'✐)❤♠❡" ❞❡ ❞-)❡❝)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉)-" ♣❡'♠❡))❡♥) "♦✉✈❡♥) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡' ❞❡" ")'✉❝✲

)✉'❡" ❝♦♠♠✉♥❛✉)❛✐'❡" ❞✐✛-'❡♥)❡" ♣♦✉' ✉♥ ♠5♠❡ ❣'❛♣❤❡✳ ❙✐ ❝❡" ❞✐✛-'❡♥)" ❛❧❣♦'✐)❤♠❡" "♦♥)

❝♦♠♣❛'-" ❡♥ )❡'♠❡ ❞❡ ❧❡✉' ❝♦♠♣❧❡①✐)- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡) ❞✬❡"♣❛❝❡ ♠-♠♦✐'❡ '❡:✉✐"✱ ❧❛ :✉❛❧✐)-

❞❡" ❝♦♠♠✉♥❛✉)-" '❡)'♦✉✈-❡" '❡")❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛)❡✉' ✐♠♣♦')❛♥) ❞❡ ❧❛ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡" ❛❧❣♦✲

'✐)❤♠❡"✳ ❖'✱ ❧✬-✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ :✉❛❧✐)- ❞❡" ❝♦♠♠✉♥❛✉)-" ❡") ❡♥❝♦'❡ ✉♥❡ :✉❡")✐♦♥ ♦✉✈❡')❡

♠❛❧❣'- ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ✐♠♣♦')❛♥) ❞❡ )'❛✈❛✉① ❞❛♥" ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❚'♦✐" ❣'❛♥❞❡" ❢❛♠✐❧❧❡" ❞✬❛♣♣'♦❝❤❡"

"♦♥) ♣'♦♣♦"-❡" ❞❛♥" ❧✬-)❛) ❞❡ ❧✬❛') ✿

✖ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ♦'✐❡♥)-❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉)-"

✖ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ♦'✐❡♥)-❡ ♣❛')✐)✐♦♥

✖ ➱✈❛❧✉❛)✐♦♥ ♣❛' '❛♣♣♦') C ✉♥❡ ♣❛')✐)✐♦♥ ❞❡ '-❢-'❡♥❝❡ ✭✈-'✐)- ❞❡ )❡''❛✐♥✮

❉❛♥" ❝❡ ❝❤❛♣✐)'❡✱ ♥♦✉" ♣'-"❡♥)♦♥" ❧❡" ✐♥❞✐❝❡" ❞✬-✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❛♥" ❝❡" )'♦✐" ❢❛♠✐❧❧❡" ❞✬❛♣✲

♣'♦❝❤❡" ❡♥ ❞-❝'✐✈❛♥) ❧❡✉'" ❝❛'❛❝)-'✐")✐:✉❡"✳ G♦✉' ❧❛ ❝❛)-❣♦'✐❡ ❞✬-✈❛❧✉❛)✐♦♥ ♣❛' '❛♣♣♦') C ❧❛

✈-'✐)- ❞❡ )❡''❛✐♥✱ ♥♦✉" ❞-)❛✐❧❧♦♥" :✉❛)'❡ '-"❡❛✉① '-❡❧" ❛②❛♥) ✉♥❡ ♣❛')✐)✐♦♥ ❞❡ '-❢-'❡♥❝❡ ❛✐♥"✐

:✉❡ ❞❡" ❣-♥-'❛)❡✉'" ❞❡ ❣'❛♣❤❡" ❛')✐✜❝✐❡❧"✳

✹✼



S ns =
6,ms = 11 cs = 8

G(V,E) n m S
nS S nS = |S| mS

S mS = e(S) cS S
cS = |{(u, v) ∈ E : u ∈ S, v /∈ S}|

f(S) S

S
G

S

f(S) =
mS

nS(nS − 1)/2

S
f(S) = mS



✷✳✷✳ ➱❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❖❘■❊◆❚➱❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙

✖ ❉❡❣#$ ✐♥'❡#♥❡ ♠♦②❡♥ ✿ ❧❡ ❞❡❣56 ♠♦②❡♥ ✐♥<❡5♥❡ ❞❡= ♥>✉❞= ❞❡ S
❬❘❛❞✐❝❝❤✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❡=< ❞6✜♥✐ ❝♦♠♠❡ =✉✐< ✿

f(S) =
2mS

nS
✭✷✳✷✮

✖ ❋#❛❝'✐♦♥ ❛✉ ❞❡11✉1 ❞✉ ❞❡❣#$ ♠♦②❡♥ ✭❋❉❉▼✮ ✿ ❧❛ ❋❉❉▼ 5❡♣56=❡♥<❡ ❧❛ ❢5❛❝<✐♦♥

❞❡= ♥>✉❞= ❞❡ S P✉✐ ♦♥< ✉♥ ❞❡❣56 ✐♥<❡5♥❡ ♣❧✉= 6❧❡✈6 P✉❡ dm✱ ❛✈❡❝ dm ❧❛ ✈❛❧❡✉5 ♠♦②❡♥♥❡

❞❡ d(v) ❞❛♥= V ❬❨❛♥❣ ❡< ▲❡=❦♦✈❡❝✱ ✷✵✶✷❪✳ ❋♦5♠❡❧❧❡♠❡♥<✱ ❝❡<<❡ ❢5❛❝<✐♦♥ ❡=< ❞6✜♥✐❡

❝♦♠♠❡ =✉✐< ✿

f(S) =
|{u : u ∈ S, |{(u, v) : v ∈ S}}| > dm|

nS
✭✷✳✸✮

✖ ❚❛✉① ❞❡ ♣❛#'✐❝✐♣❛'✐♦♥ 8 ✉♥ '#✐❛♥❣❧❡ ✭❚:❚✮ ✿ ❧❡ ❚V❚ ❡=< ❧❛ ❢5❛❝<✐♦♥ ❞❡= ♥>✉❞=

❞❛♥= S P✉✐ ❛♣♣❛5<✐❡♥♥❡♥< W ✉♥ <5✐❛♥❣❧❡ ❬❨❛♥❣ ❡< ▲❡=❦♦✈❡❝✱ ✷✵✶✷❪✳ ■❧ ❡=< ❢♦5♠❡❧❧❡♠❡♥<

❞6✜♥✐ ❝♦♠♠❡ =✉✐< ✿

f(S) =
|{u : u ∈ S, {(v, w) : v, w ∈ S, (u, v) ∈ E, (u,w) ∈ E, (v, w) ∈ E} 6= ∅}|

nS
✭✷✳✹✮

▲❡ <❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ♠♦♥<5❡ ❧❡= ✈❛❧❡✉5= ❞❡ ❝❡= ❢♦♥❝<✐♦♥= =✉5 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣56=❡♥<6 ❞❛♥= ❧❛ ✜❣✉5❡

✷✳✶✳

f(S)

❉❡♥=✐<6 ✐♥<❡5♥❡ ✵✳✻✻

ms ✶✶

❉❡❣56 ✐♥<❡5♥❡ ♠♦②❡♥ ✸✳✸✸

❋❉❉▼ ✵✳✸✸

❚V❚ ✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❈♦♥♥❡❝<✐✈✐<6 ✐♥<❡5♥❡ ❞❡ S ♣♦✉5 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉5❡ ✷✳✶

✷✳✷✳✷ ➱✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❜❛,-❡ ,✉/ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'- ❡①'❡/♥❡

▲❡= ❢♦♥❝<✐♦♥= ❞❡ P✉❛❧✐<6 P✉✐ ♣❡5♠❡<<❡♥< ❞✬6✈❛❧✉❡5 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝<✐✈✐<6 ❡①<❡5♥❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉<6 S ❞✉ ❣5❛♣❤❡ G =♦♥< ❧❡= =✉✐✈❛♥<❡= ✿

✖ ❊①♣❛♥1✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ ♠❡=✉5❡ ❧❡ ♥♦♠❜5❡ ❞❡ ❧✐❡♥= ♣❛5 ♥>✉❞ ♣♦✐♥<❛♥< ✈❡5= ❧✬❡①<65✐❡✉5 ❞❡

S ❬❘❛❞✐❝❝❤✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✿

f(S) =
cS
nS

✭✷✳✺✮

✖ ❘❛♣♣♦#' ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝<✐♦♥ 5❛♣♣♦5< ❞❡ ❝♦✉♣❡ 5❡♣56=❡♥<❡ ❧❛ ❢5❛❝<✐♦♥ ❞❡= ❧✐❡♥=

❡①✐=<❛♥<= ❡①<❡5♥❡= ✭5❡❧❛<✐✈❡♠❡♥< ❛✉① ❧✐❡♥= ♣♦==✐❜❧❡=✮ ❬❋♦5<✉♥❛<♦✱ ✷✵✶✵❪ ✿

f(S) =
cS

nS(n− nS)
✭✷✳✻✮

▲❛ ✜❣✉5❡ ✷✳✷ ♣56=❡♥<❡ ❧❡ 56=✉❧<❛< ❞❡ ❝❡= ❞❡✉① ❢♦♥❝<✐♦♥= =✉5 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉5❡ ✷✳✶✳

✹✾



✷✳✷✳ ➱❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❖❘■❊◆❚➱❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙

f(S)

❊①♣❛♥4✐♦♥ ✶✳✸✸

❘❛♣♣♦9: ❞❡ ❝♦✉♣❡ ✵✳✶✾

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦♥♥❡❝:✐✈✐:C ❡①:❡9♥❡ ❞❡ S ❞❛♥4 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✣❝❤C ❞❛♥4 ❧❛ ✜❣✉9❡ ✷✳✶

✷✳✷✳✸ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❜❛-.❡ -✉0 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝(✐✈✐(. ✐♥(❡0♥❡ ❡( ❡①(❡0♥❡

■❧ ❡①✐4:❡ ❞✬❛✉:9❡4 ❢♦♥❝:✐♦♥4 L✉✐ ♣❡9♠❡::❡♥: ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡9 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝:✐✈✐:C ✐♥:❡9♥❡ ❡: ❡①:❡9♥❡

❛✜♥ ❞✬C✈❛❧✉❡9 ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:C S✳ ❈❡4 ❢♦♥❝:✐♦♥4 4♦♥: 9❡♣9C4❡♥:C❡4 ❝♦♠♠❡ 4✉✐: ✿

✖ ❈♦♥❞✉❝&❛♥❝❡ ✿ ❡❧❧❡ ♠❡4✉9❡ ❧❛ ❢9❛❝:✐♦♥ ❞❡ :♦✉4 ❧❡4 ❧✐❡♥4 L✉✐ 4♦♥: ❡①:❡9♥❡4 ❞❡ S
❬❙❤✐ ❡: ▼❛❧✐❦✱ ✷✵✵✵❪ ✿

f(S) =
cS

2mS + cS
✭✷✳✼✮

✖ ❋+❛❝&✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣+1 2♦+&❛♥& ✭▼❛①✲❋❉❙✮ ✿ ❧❛ ▼❛①✲❋❉❙ ♣❡9♠❡: ❞❡

♠❡4✉9❡9 ❧❛ ❢9❛❝:✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡4 ❧✐❡♥4 ❞✬✉♥ ♥Z✉❞ ❞❡ S L✉✐ ♣♦✐♥:❡♥: [ ❧✬❡①:C9✐❡✉9 ❞❡

S ❬❋❧❛❦❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✿

f(S) = max
u∈S

|{(u, v) ∈ E : v /∈ S}|

d(u)
✭✷✳✽✮

✖ ❋+❛❝&✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❞❡❣+1 2♦+&❛♥& ✭▼♦②✲❋❉❙✮ ✿ ❧❛ ▼♦②✲❋❉❙ ♠❡4✉9❡ ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢9❛❝:✐♦♥ ❞❡4 ❧✐❡♥4 ❞✬✉♥ ♥Z✉❞ ❞❡ S L✉✐ ♣♦✐♥:❡♥: [ ❧✬❡①:C9✐❡✉9 ❞❡ S
❬❋❧❛❦❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✿

f(S) =
1

nS

∑

u∈S

|{(u, v) ∈ E : v /∈ S}|

d(u)
✭✷✳✾✮

✖ ❋❧❛❦❡✲❋❉❙ ✿ ❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❢9❛❝:✐♦♥ ❞❡4 ♥Z✉❞4 ❞❛♥4 S L✉✐ ♦♥: ♠♦✐♥4 ❞❡ ❧✐❡♥4 ♣♦✐♥:❛♥:

✈❡94 ❧✬✐♥:C9✐❡✉9 ❞❡ S L✉❡ ✈❡94 ❧✬❡①:C9✐❡✉9❬❋❧❛❦❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ✿

f(S) =
|{u : u ∈ S, |{(u, v) ∈ E : v ∈ S}| < d(u)/2}|

nS
✭✷✳✶✵✮

▲❡ :❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸ ♠♦♥:9❡ ❧❡ 9C4✉❧:❛: ❞❡ ❝❡4 ❢♦♥❝:✐♦♥4 ❞❡ L✉❛❧✐:C 4✉9 ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥Z✉❞4 S
♣9C4❡♥:C ❞❛♥4 ❧❛ ✜❣✉9❡ ✷✳✶✳

f(S)

❈♦♥❞✉❝:❛♥❝❡ ✵✳✷✽

▼❛①✲❋❉❙ ✵✳✹

▼♦②✲❋❉❙ ✵✳✷✻

❋❧❛❦❡✲❋❉❙ ✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❈♦♥♥❡❝:✐✈✐:C ✐♥:❡9♥❡ ❡: ❡①:❡9♥❡ ❞❡ S ❞❛♥4 ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✣❝❤C ❞❛♥4 ❧❛ ✜❣✉9❡ ✷✳✶
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♥♦5❛♠♠❡♥5 ❝❡❧❧❡= D✉✐ 0✈❛❧✉❡♥5 ❧❛ ❝♦♥♥❡❝5✐✈✐50 ✐♥5❡9♥❡ ✭❧❛ ❝♦990❧❛5✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡=5 59♦✉✈0❡

❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣90 ✐♥5❡9♥❡ ♠♦②❡♥ ✿ ✵✳✵✺✮✳ ❈❡❝✐ ❡=5 ❡①♣❧✐D✉0 ♣❛9 ❧❡ ❢❛✐5 D✉❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛9✐50 ♥✬0✈❛❧✉❡

♣❛= ❧❛ ❝♦♥♥❡❝5✐✈✐50 ✐♥5❡9♥❡ ❞✬✉♥ ❡♥=❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥c✉❞= ❡♥ 5❛♥5 D✉❡ 5❡❧ ♠❛✐= ❡❧❧❡ ❧✬0✈❛❧✉❡ ❡♥ ❧❡

❝♦♠♣❛9❛♥5 > ✉♥ ♠♦❞R❧❡ ❛❧0❛5♦✐9❡✳

✷✳✹ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♣❛, ,❛♣♣♦,( 1 ❧❛ ✈.,✐(. ❞❡ (❡,,❛✐♥

▲❡ ♣9✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬0✈❛❧✉❛5✐♦♥ ♣❛9 9❛♣♣♦95 > ❧❛ ✈09✐50 ❞❡ 5❡99❛✐♥ ❡=5 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡9 ❧❛ =✐♠✐❧❛9✐50

❡♥59❡ ❧❛ ♣❛95✐5✐♦♥ 59♦✉✈0❡ ❡5 ❧❛ ❝❧❛==✐✜❝❛5✐♦♥ ✐==✉❡ ❞❡ ❧❛ 90❛❧✐50 ❞❡ 5❡99❛✐♥✱ ❝♦♥♥✉ ♣❛9 ✏❧❛

✈09✐50 ❞❡ 5❡99❛✐♥✑✳ ❉❛♥= ❧❡= 90=❡❛✉① 90❡❧=✱ ❝❡55❡ ❝❧❛==✐✜❝❛5✐♦♥ ❡=5 ❣0♥09❛❧❡♠❡♥5 ❢❛✐5❡ ♣❛9 ✉♥

❡①♣❡95 ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ♣❡✉5 `59❡ ❝❛❧❝✉❧0❡ ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ ❝❡95❛✐♥❡= ✐♥❢♦9♠❛5✐♦♥=
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.✉✐=✱ ♥♦✉= ♣90=❡♥5♦♥= D✉❡❧D✉❡= ❜❡♥❝❤♠❛9❦= 90❡❧= ❞✐=♣♦=❡♥5 ❞✬✉♥❡ ✈09✐50 ❞❡ 5❡99❛✐♥✳ ❊♥✲
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✺✶



U = {U1, U2, ..., UR}
V = {V1, V2, ..., VC} X = {x1, x2, ..., xN} N

Ui

Pur(Ui, V ) = max
j

|Ui ∩ Vj |

|Ui|

V Ui

Ui

U V
Ui

Pur(U, V ) =
∑

i

Ui

N
Pur(Ui, V )
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▲❛ ♣✉4❡67✱ ❝♦♠♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉64❡? ♠❡?✉4❡? ❞✬7✈❛❧✉❛6✐♦♥ ✐??✉❡? ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥✲

♥7❡?✱ ❝♦♥?✐❞F4❡ ❧❛ ?64✉❝6✉4❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉6❛✐4❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛46✐6✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥?❡♠❜❧❡ ❞❡? ♥G✉❞?

❡6 ✐❣♥♦4❡ ❧❛ 6♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡? 47?❡❛✉①✳ ❉❛♥? ❬▲❛❜❛6✉6✱ ✷✵✶✷❪✱ ❧✬❛✉6❡✉4 ♠♦♥64❡ N✉❡ ?✉✐6❡ O ❧❛

6♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡? ❡44❡✉4? ❞❡ ❝❧❛??✐✜❝❛6✐♦♥ ♥✬♦♥6 ♣❛? ❢♦4❝7♠❡♥6 ❧❛ ♠Q♠❡ ✐♠♣♦46❛♥❝❡✳ ■❧ ❛ ❞♦♥❝

♣4♦♣♦?7 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡4?✐♦♥ ❞❡ ♣✉4❡67 N✉✐ 6✐❡♥6 ❝♦♠♣6❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦4♠❛6✐♦♥ 6♦♣♦❧♦❣✐N✉❡ ❞✉

47?❡❛✉✳ ▲❛ ♣✉4❡67 ❞✬✉♥ ♥G✉❞ x ♣♦✉4 ✉♥❡ ♣❛46✐6✐♦♥ U ♣❛4 4❛♣♣♦46 O ✉♥❡ ♣❛46✐6✐♦♥ V ❡?6 ✿

Pur(x, U, V ) = δ(argmax
j
|Uα ∩ Vj |, β) ✭✷✳✶✸✮

❆✈❡❝ x ∈ Uα ❡6 x ∈ Vβ ❀ ❡6 ♦W δ ❡?6 ❧❡ ?②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑4♦♥❡❝❦❡4 ✭✐✳❡✳ δ(a, b) = 1 ?✐ a = b✱ ❡6 ✵
?✐♥♦♥✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❡?6 ❜✐♥❛✐4❡ ✿ ✶ ?✐ Vβ ❡?6 ❧❛ ♣❛46✐❡ ❞❡ V ♠❛❥♦4✐6❛✐4❡ ❞❛♥? Uα ❡6 ✵ ?✐♥♦♥✳

❆♣4F? ✉♥❡ 4❡❢♦4♠✉❧❛6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ♣✉4❡67 ♣47?❡♥67❡ ❞❛♥? ❧✬7N✉❛6✐♦♥ ✷✳✶✷✱ ❧❛

♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ♣✉4❡67 ❡?6 ❧❛ ?✉✐✈❛♥6❡ ✿

Pur′(U, V ) =
∑

i

∑

x∈Ui

wx
∑

y wy
Pur(x, U, V ) ✭✷✳✶✹✮

w ❡?6 ❧❡ ♣♦✐❞? 4❡♣47?❡♥6❛♥6 ❧✬✐♠♣♦46❛♥❝❡ 6♦♣♦❧♦❣✐N✉❡ ❞✬✉♥ ♥G✉❞✱ ✐❧ 7❣❛❧❡ ❛✉ 4❛♣♣♦46 ❡♥64❡

❧❡ ❞❡❣47 ✐♥6❡4♥❡ ❞✉ ♥G✉❞ dint(u) ❡6 ❧❡ ❞❡❣47 ♠❛①✐♠❛❧ ❞✉ 47?❡❛✉ maxvd(v) ✿ wu = dint(u)
maxvd(v)

✳

❘❛♣♣❡❧♦♥? N✉❡ ❧❡ ❞❡❣47 ✐♥6❡4♥❡ ❝♦44❡?♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ ?❡? ✈♦✐?✐♥? ❞✐4❡❝6? ?✐6✉7? ❞❛♥? ❧❛

♠Q♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉67✳

❈❡66❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ♣✉4❡67 ♣7♥❛❧✐?❡ ♣❧✉? ❢♦46❡♠❡♥6 ❧❡? ❡44❡✉4? ♣♦✉4 ❧❡? ♥G✉❞? ❧❡?

♣❧✉? ✐♠♣♦46❛♥6? 6♦♣♦❧♦❣✐N✉❡♠❡♥6✳

▼❡"✉$❡" ❜❛"'❡" "✉$ ❧❡ ❝♦♠♣-❡ ❞❡ ♣❛✐$❡"

❙♦✐❡♥6 X = {x1, x2, ..., xN} ✉♥ ❡♥?❡♠❜❧❡ ❞❡ N ♦❜❥❡6? ❡6 U = {U1, U2, ..., UR}✱ V =
{V1, V2, ..., VC} ❞❡✉① ♣❛46✐6✐♦♥? ❞❡ X✳ ▲❡? ♦❜❥❡6? ❝♦♠♠✉♥? ❡♥64❡ ❧❡? ❞❡✉① ♣❛46✐6✐♦♥? U ❡6

V ?♦♥6 ❞7❝4✐6? ?♦✉? ❧❛ ❢♦4♠❡ ❞✬✉♥ 6❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥6✐♥❣❡♥❝❡? M = [nij ]R×C ♦W nij ❞7?✐❣♥❡ ❧❡

♥♦♠❜4❡ ❞✬♦❜❥❡6? ❝♦♠♠✉♥? O Ui ❡6 Vj ✭✈♦✐4 6❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹✮✳

U \ V V1 V2 · · · VC ?♦♠♠❡

U1 n11 n12 · · · n1C a1
U2 n21 n22 · · · n2C a2
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

UR nR1 nR2 · · · nRC aR
?♦♠♠❡ b1 b2 · · · bC

∑

ij nij = N

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥6✐♥❣❡♥❝❡ ❡♥64❡ ❞❡✉① ♣❛46✐6✐♦♥? U ❡6 V ❞✬✉♥ ♠Q♠❡ ❡♥?❡♠❜❧❡ ❞❡

N ♦❜❥❡6?✳ ▲❡? ?♦♠♠❡? ai ❡6 bj ?♦♥6 7❣❛❧❡? ❛✉ ♥♦♠❜4❡ ❞✬7❧7♠❡♥6? ❞❛♥? ❧❡? ♣❛46✐❡? ❝♦44❡?✲

♣♦♥❞❛♥6❡? Ui ❡6 Vj ✳

,❧✉?✐❡✉4? ✐♥❞✐❝❡? ❞❡ ?✐♠✐❧❛4✐67 ❞❡? ♣❛46✐6✐♦♥? ?♦♥6 ❝❛❧❝✉❧7❡? ❡♥ ❢♦♥❝6✐♦♥ ❞❡ ❝❡ 6❛❜❧❡❛✉

❞❡ ❝♦♥6✐♥❣❡♥❝❡?✳ ▲❡ ❜✉6 ❡?6 ❞❡ ❞76❡4♠✐♥❡4 ?✐ ❧❡? ♣❛✐4❡? ❞✬♦❜❥❡6? ?♦♥6 ❝❧❛??7❡? ❞❡ ❧❛ ♠Q♠❡

♠❛♥✐F4❡ ❞❛♥? ❧❡? ❞❡✉① ♣❛46✐6✐♦♥?✳ ,❧✉? ❢♦4♠❡❧❧❡♠❡♥6✱ ?♦✐6 S = {(xi, xj) ∈ X × X|i 6= j}
❧✬❡♥?❡♠❜❧❡ ❞❡ N2

♣❛✐4❡? ♣♦??✐❜❧❡? ❞✬♦❜❥❡6? ❞❡ X✳ ❖♥ ♠❡?✉4❡ ✿

✺✸



✷✳✹✳ ➱❱❆▲❯❆❚■❖◆ ,❆❘ ❘❆,,❖❘❚ ➚ ▲❆ ❱➱❘■❚➱ ❉❊ ❚❊❘❘❆■◆

✖ N11 ✭❛❝❝♦6❞ ♣♦9✐;✐❢✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ♣❛✐6❡9 ❞✬♦❜❥❡;9 F✉✐ 9♦♥; ❞❛♥9 ❧❛ ♠H♠❡ ❝❧❛99❡ ❞❛♥9

U ❡; V

✖ N10 ✭❞I9❛❝❝♦6❞✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ♣❛✐6❡9 ❞✬♦❜❥❡;9 F✉✐ 9♦♥; ❞❛♥9 ❧❛ ♠H♠❡ ❝❧❛99❡ ❞❛♥9 U
♠❛✐9 ❞❛♥9 ❞✐✛I6❡♥;❡9 ❝❧❛99❡9 ❞❛♥9 V

✖ N01 ✭❞I9❛❝❝♦6❞✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ♣❛✐6❡9 ❞✬♦❜❥❡;9 F✉✐ 9♦♥; ❞❛♥9 ❞✐✛I6❡♥;❡9 ❝❧❛99❡9 ❞❛♥9

U ♠❛✐9 ❞❛♥9 ❧❛ ♠H♠❡ ❝❧❛99❡ ❞❛♥9 V

✖ N00 ✭❛❝❝♦6❞ ♥I❣❛;✐❢✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ♣❛✐6❡9 ❞✬♦❜❥❡;9 F✉✐ 9♦♥; ❞❛♥9 ❞❡9 ❝❧❛99❡9 ❞✐✛I6❡♥;❡9

❞❛♥9 U ❡; V ✳

■♥;✉✐;✐✈❡♠❡♥;✱ N11 ❡; N00 9♦♥; ❞❡9 ✐♥❞✐❝❛;❡✉69 ❞✬❛❝❝♦6❞ ❡♥;6❡ U ❡; V ✱ ;❛♥❞✐9 F✉❡ N01

❡; N10 9♦♥; ❞❡9 ✐♥❞✐❝❛;❡✉69 ❞❡ ❞I9❛❝❝♦6❞✳ ❊♥ 9❡ ❜❛9❛♥; 9✉6 ❝❡;;❡ ;❤I♦6✐❡✱ ❬❘❛♥❞✱ ✶✾✼✶❪ ❛

♣6♦♣♦9I ✉♥ ✐♥❞✐❝❡✱ ❛♣♣❡❧I ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ✭❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❡♥ ❛♥❣❧❛✐9✮✱ F✉✐ ❡9; ❞I✜♥✐ ❝♦♠♠❡

9✉✐; ✿

RI(U, V ) =
N00 +N11

N2
✭✷✳✶✺✮

▲❡ RI ♣6❡♥❞ ❞❡9 ✈❛❧❡✉69 ❡♥;6❡ ✵ ❡; ✶✳ RI = 1 F✉❛♥❞ ❧❡9 ❞❡✉① ♣❛6;✐;✐♦♥9 9♦♥; ✐❞❡♥;✐F✉❡9 ❡;

R = 0 9✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐6❡ ❞❡ ♣♦✐♥;9 ♥✬❛♣♣❛6❛✐99❡♥; 9♦✐; ❞❛♥9 ❧❡ ♠H♠❡ ❝❧✉9;❡6 ♦✉ ❡♥ ❞✐✛I6❡♥;9

❝❧✉9;❡69 ❞❛♥9 ❧❡9 ❞❡✉① ♣❛6;✐;✐♦♥9 U ❡; V ✱✐✳❡✳ N00 = N11 = 0✳ ❈❡ ❝❛9 ❛✉6❛ ❧✐❡✉ ✉♥✐F✉❡♠❡♥;

F✉❛♥❞ ✉♥ 6❡❣6♦✉♣❡♠❡♥; ❝♦♥;✐❡♥; ✉♥ 9❡✉❧ ❝❧✉9;❡6 ;❛♥❞✐9 F✉❡ ❧✬❛✉;6❡ ♥❡ 9❡ ❝♦♠♣♦9❡ F✉❡ ❞❡

❝❧✉9;❡69 ♥❡ ❝♦♥;❡♥❛♥; F✉✬✉♥ 9❡✉❧ ♥Y✉❞✳ ▲❛ ❧✐♠✐;❡ ❞❡ ❝❡; ✐♥❞✐❝❡ ❡9; F✉✬✐❧ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛9 ✉♥❡

✈❛❧❡✉6 ❝♦♥9;❛♥;❡ ❡♥;6❡ ❞❡✉① ♣❛6;✐;✐♦♥9 ❛❧I❛;♦✐6❡9✳ ,♦✉6 ♦❜;❡♥✐6 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉6 ❝♦♥9;❛♥;❡✱ ❍✉❜❡6

❡; ❆6❛❜✐❡ ❬❍✉❜❡6; ❡; ❆6❛❜✐❡✱ ✶✾✽✺❪ ♦♥; ♣6♦♣♦9I ✉♥❡ ✈❡69✐♦♥ ❛❥✉9;I❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ✭♦✉

❆❞❥✉*+❡❞ ❘❆♥❞ ■♥❞❡① ✭❆❘■✮ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐9✮ ✿

ARI(U, V ) =
2(N00N11 −N01N10)

(N00 +N01)(N01 +N11) + (N00 +N10)(N10 +N11)
✭✷✳✶✻✮

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉9;I ❞❡♠❡✉6❡ ❧❛ ♠❡9✉6❡ ❧❛ ♣❧✉9 ❛❝❝❡♣;I❡ ♣❛6 6❛♣♣♦6; ❛✉① ❛✉;6❡9 ♠❡9✉6❡9

❜❛9I❡9 9✉6 ❧❡ ❝♦♠♣;❡ ❞❡9 ♣❛✐6❡9 ❬❙;❡✐♥❧❡②✱ ✷✵✵✹❪✳

▼❡"✉$❡" ❜❛"'❡" "✉$ ❧❛ )❤'♦$✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛)✐♦♥

❉✬❛♣6_9 ❧❛ ;❤I♦6✐❡ ❞❡9 ♣6♦❜❛❜✐❧✐;I9 ❡; ❧❛ ;❤I♦6✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥✱ ❧✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥ ♠✉;✉❡❧❧❡

❞❡ ❞❡✉① ✈❛6✐❛❜❧❡9 ❛❧I❛;♦✐6❡9 ❡9; ✉♥❡ F✉❛♥;✐;I ♠❡9✉6❛♥; ❧❛ ❞I♣❡♥❞❛♥❝❡ 9;❛;✐9;✐F✉❡ ❞❡ ❝❡9 ✈❛✲

6✐❛❜❧❡9✳ ❉❡✉① ✈❛6✐❛❜❧❡9 9♦♥; ❞✐;❡9 ✐♥❞I♣❡♥❞❛♥;❡9 9✐ ❧❛ 6I❛❧✐9❛;✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♥✬❛♣♣♦6;❡ ❛✉❝✉♥❡

✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥ 9✉6 ❧❛ 6I❛❧✐9❛;✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉;6❡✳ ▲✬✐♥❢♦6♠❛;✐♦♥ ♠✉;✉❡❧❧❡ ❞❛♥9 ❝❡ ❝❛9 ❡9; ♥✉❧❧❡✳ ❊❧❧❡

❛✉❣♠❡♥;❡ 9✐ ❧❛ ❞I♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥;❡✳

❙♦✐; X ✉♥❡ ✈❛6✐❛❜❧❡ ❛❧I❛;♦✐6❡ F✉✐ ♣❡✉; ♣6❡♥❞6❡ nx ✈❛❧❡✉69 ♣❛6♠✐ {x1, x2, · · · , xnx} ❛✈❡❝
❧❡9 ♣6♦❜❛❜✐❧✐;I9 {P (x1), P (x2), · · · , P (xnx)}✳ ▲✬❡♥;6♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛6✐❛❜❧❡ X ❡9;

❞I✜♥✐❡ ♣❛6 ✿

H(X) =

nx
∑

i=1

P (xi)log(
1

P (xi)
) ✭✷✳✶✼✮

❡; ❧✬❡♥;6♦♣✐❡ ❝♦♥❥♦✐♥;❡ ❞❡ X ❡; Y ✿

H(X,Y ) =

nx
∑

i=1

ny
∑

j=1

P (xi, xj)log(
1

P (xi, xj)
) ✭✷✳✶✽✮

✺✹
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▲✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡ ❡♥96❡ ❞❡✉① ✈❛6✐❛❜❧❡A X ❡9 Y ❡A9 ❛❧♦6A ❞B✜♥✐❡ ♣❛6 ✿

I(X,Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) ✭✷✳✶✾✮

▲❛ ✈❛❧❡✉6 ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡ ❡A9 ♣❧✉A ✐♠♣♦69❛♥9❡ J✉❛♥❞ ❧❡A ✈❛6✐❛❜❧❡A A♦♥9 ❧✐B❡A✳

▲❛ ✈❛❧❡✉6 ✵ ✐♥❞✐J✉❡ J✉❡ ❧❡A ✈❛6✐❛❜❧❡A A♦♥9 ✐♥❞B♣❡♥❞❛♥9❡A✳

■♥9✉✐9✐✈❡♠❡♥9✱ ❧✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡ ♣❡✉9 M96❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ J✉❛♥9✐9B ❞✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥

J✉✬❛♣♣♦69❡ ❧❛ ✈❛6✐❛❜❧❡ U ♣♦✉6 ♣6B❞✐6❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉6 ❞❡ V ✳ ❈❡99❡ ♣6♦♣6✐B9B A✉❣❣Q6❡ J✉❡ ❧✬✐♥✲

❢♦6♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡ ♣❡✉9 M96❡ ✉9✐❧✐AB❡ ♣♦✉6 ♠❡A✉6❡6 ❧❡A ✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥A ♣❛69❛❣B❡A ♣❛6 ❞❡✉①

♣❛69✐9✐♦♥A ❡9 B✈❛❧✉❡6 ❧❡✉6 A✐♠✐❧❛6✐9B ❬❇❛♥❡6❥❡❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳

❙✉♣♣♦A♦♥A J✉❡ ♥♦✉A ❝❤♦✐A✐AA♦♥A ✉♥ ♦❜❥❡9 ❛✉ ❤❛A❛6❞✱ ❧❛ ♣6♦❜❛❜✐❧✐9B J✉❡ ❝❡9 ♦❜❥❡9 A♦✐9

❞❛♥A ❧❡ ❝❧✉A9❡6 Ui ❡A9 P (i) = |Ui|
N

✳ ▲✬❡♥96♦♣✐❡ ❛AA♦❝✐B Z U ❡A9 ✿

H(U) = −
R
∑

i=1

P (i)log(P (i)) = −
R
∑

i=1

ai
N

log(
ai
N

), ✭✷✳✷✵✮

▲✬❡♥96♦♣✐❡ ❝♦♥❥♦✐♥9❡ ❞❡ U ❡9 V A❡ ❞B✜♥✐9 ♣❛6 ✿

H(U, V ) = −
R
∑

i=1

C
∑

j=1

P (i, j)log(P (i, j)) = −
R
∑

i=1

C
∑

j=1

nij

N
log(

nij

N
). ✭✷✳✷✶✮

❆❧♦6A ❧✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡ ❡♥96❡ ❞❡✉① ♣❛69✐9✐♦♥A U ❡9 V ❡A9 ✿

I(U, V ) =

R
∑

i=1

C
∑

j=1

P (i, j)log(
P (i, j)

P (i)P ′(j)
) =

R
∑

i=1

C
∑

j=1

nij

N
log(

nijN

aibj
) ✭✷✳✷✷✮

♦[ P ′(j) =
|Vj |
N

❡A9 ❧✬❡♥96♦♣✐❡ ❞✉ ❝❧✉A9❡6 V ❡9 P (i, j) 6❡♣6BA❡♥9❡ ❧❛ ♣6♦❜❛❜✐❧✐9B J✉✬✉♥ ♥\✉❞

❛♣♣❛69✐❡♥♥❡ ❛✉ ❝❧✉A9❡6 Ui ❞❡ U ❡9 ❛✉ ❝❧✉A9❡6 Vj ❞❡ V ✿ P (i, j) =
|Ui∩Vj |

N
✳

❉❛♥A ❬▼❡✐❧✞❛✱ ✷✵✵✺❪✱ ✉♥❡ ♠❡A✉6❡ A✐♠✐❧❛✐6❡ ❡A9 ✐♥96♦❞✉✐9❡✱ ❛♣♣❡❧B❡ ✈❛6✐❛9✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛✲

9✐♦♥ ✭■❱✮ ❡9 ❡A9 ❞B✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ A✉✐9 ✿

V I(U, V ) = H(U) +H(V )− 2I(U, V ) ✭✷✳✷✸✮

❯♥❡ ✈❡6A✐♦♥ ♥♦6♠❛❧✐AB❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡ ❡A9 ✐♥96♦❞✉✐9❡ ❞❛♥A

❬❙96❡❤❧ ❡9 ●❤♦A❤✱ ✷✵✵✸❪ ❛✜♥ ❞✬♦❜9❡♥✐6 ✉♥❡ ♠❡A✉6❡ ❡♥96❡ ✵ ❡9 ✶✳ ▲✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡

♥♦6♠❛❧✐AB❡ ✭◆▼■✮ ❡A9 ❞B✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ A✉✐9 ✿

NMI(U, V ) =
I(U, V )

√

H(U)H(V )
✭✷✳✷✹✮

▲❡ ◆▼■ ❡A9 B❣❛❧❡ Z ✵ ♣♦✉6 ❞❡✉① ♣❛69✐9✐♦♥A ✐♥❞B♣❡♥❞❛♥9❡A ❡9 ❡A9 B❣❛❧❡ Z ✶ J✉❛♥❞ ❡❧❧❡A A♦♥9

B❣❛❧❡A✳

❯♥❡ ✈❡6A✐♦♥ ❛❥✉A9B❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡A✉6❡ ◆▼■ ❡A9 6B❝❡♠♠❡♥9 ✐♥96♦❞✉✐9❡ ❞❛♥A

❬,✜9③♥❡6 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❖6✱ ❧✬❡♥A❡♠❜❧❡ ❞❡A ♠❡A✉6❡A ❞❡ ❝♦♠♣❛6❛✐A♦♥ ❞❡ ♣❛6✐9✐♦♥A ❜❛✲

AB❡A A✉6 ❧❛ 9❤B♦6✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦6♠❛9✐♦♥ A♦♥9 ❛AA❡③ ❝♦66B❧B❡A ❡♥96❡ ❡❧❧❡A✳ ❊♥ ♣6❛9✐J✉❡✱ ❧❛ ♠❡A✉6❡

◆▼■ 6❡A9❡ ❧❛ ♠❡A✉6❡ ❧❛ ♣❧✉A ✉9✐❧✐AB❡ ❞❛♥A ❧❛ ❧✐99B6❛9✉6❡ A❝✐❡♥9✐✜J✉❡✳

✺✺
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✷✳✹✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛*❦, ❞✬/✈❛❧✉❛3✐♦♥

▲❛ ❞✐4♣♦♥✐❜✐❧✐:; ❞✬✉♥❡ ♣❛?:✐:✐♦♥ ❞❡ ?;❢;?❡♥❝❡ ♣♦✉? ✉♥ ❣?❛♣❤❡ G ♣❡✉: D:?❡ ❧❡ ?;4✉❧:❛:

❞✬✉♥ ❞❡4 :?♦✐4 ♣?♦❝❡44✉4 4✉✐✈❛♥: ✿

✖ ❆♥♥♦:❛:✐♦♥ ♣❛? ✉♥ ❡①♣❡?:

✖ ❉;✜♥✐:✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐:❡ K ❜❛4❡ ❞✬❤②♣♦:❤M4❡4

✖ ●;♥;?❛:✐♦♥ ♣❛? ✉♥ ♠♦❞M❧❡ ❛?:✐✜❝✐❡❧

✷✳✹✳✷✳✶ ❆♥♥♦'❛'✐♦♥ ♣❛+ ✉♥ ❡①♣❡+'

▲❡4 ❣?❛♣❤❡4 ♣♦✉? ❧❡4O✉❡❧4 ❞❡4 ❡①♣❡?:4 ♦♥: ❞;✜♥✐ ❞❡4 ♣❛?:✐:✐♦♥4 ❞❡ ?;❢;?❡♥❝❡ ♥❡ 4♦♥: ♣❛4

♥♦♠❜?❡✉① ❡: 4♦✉✈❡♥: ❞❡ :?M4 ♣❡:✐:❡ :❛✐❧❧❡✳ ◆♦✉4 ❞;❝?✐✈♦♥4 ❝✐✲❞❡44♦✉4 ❧❡4 O✉❛:?❡ ♣?✐♥❝✐♣❛✉①

?;4❡❛✉①✳

❈❧✉❜ ❞❡ ❦❛+❛'4 ❞✉ ❩❛❝❤❛+②

❈✬❡4: ✉♥ ?;4❡❛✉ 4♦❝✐❛❧ O✉✐ ❞;❝?✐: ❧❡4 ?❡❧❛:✐♦♥4 ❡♥:?❡ ✸✹ ♠❡♠❜?❡4 ❞✬✉♥ ❝❧✉❜ ❞❡ ❦❛?❛:; O✉✐

♦♥: ;:; ♦❜4❡?✈;4 4✉? ✉♥❡ ♣;?✐♦❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛♥4 ❬❩❛❝❤❛?②✱ ✶✾✼✼❪✳ ➚ ❝❛✉4❡ ❞✬✉♥ ❞;4❛❝❝♦?❞ ❡♥:?❡

❧✬❛❞♠✐♥✐4:?❛:❡✉? ❞✉ ❝❧✉❜ ❡: ❧✬✐♥4:?✉❝:❡✉?✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ❢♦♥❞; ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❧✉❜ ❡: ❧❛ ♠♦✐:✐; ❞❡4

♠❡♠❜?❡4 ❞✉ ❝❧✉❜ ❞✬♦?✐❣✐♥❡ ❡4: ♣❛?:✐❡ ❛✈❡❝ ❧✉✐✳ ▲❡ ?;4❡❛✉ 4❡ ❝♦♠♣♦4❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❞❡✉① ❣?♦✉♣❡4

✭❋✐❣✉?❡ ✷✳✸✭❛✮✮✳

❋♦♦'❜❛❧❧ ❛♠4+✐❝❛✐♥

❈✬❡4: ✉♥ ?;4❡❛✉ O✉✐ ❞;❝?✐: ❧❡4 ?❡♥❝♦♥:?❡4 ❡♥:?❡ ✶✶✺ ;O✉✐♣❡4 ❞❡ ❢♦♦:❜❛❧❧ ❛♠;?✐❝❛✐♥✳ ▲❛ ❝♦♠✲

♣;:✐:✐♦♥ ❡4: ❝♦♠♣♦4;❡ ❞❡ ✶✷ ✧❝♦♥❢;?❡♥❝❡4✧ ?;❣✐♦♥❛❧❡4 ❝♦??❡4♣♦♥❞❛♥: ❛✉① ❞✐✛;?❡♥:❡4 ❧✐❣✉❡4

❞❛♥4 ❧❡4O✉❡❧❧❡4 ❧❡4 ;O✉✐♣❡4 4❡ ?❡♥❝♦♥:?❡♥: ♣❧✉4 ❢?;O✉❡♠♠❡♥: ❬●✐?✈❛♥ ❡: ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪ ✭❋✐✲

❣✉?❡ ✷✳✸✭❜✮✮✳

▲✐✈+❡= =✉+ ❧❛ ♣♦❧✐'✐>✉❡ ❛♠4+✐❝❛✐♥❡

❈✬❡4: ✉♥ ?;4❡❛✉ O✉✐ ❝♦♥:✐❡♥: ❞❡4 ❧✐✈?❡4 4✉? ❧❛ ♣♦❧✐:✐O✉❡ ❛♠;?✐❝❛✐♥❡ ✈❡♥❞✉4 ♣❛? ❧❛ ❧✐❜?❛✐?✐❡

❡♥ ❧✐❣♥❡ ❆♠❛③♦♥❡✳❝♦♠✳ ▲❡4 ❧✐❡♥4 ❡♥:?❡ ❧❡4 ❧✐✈?❡4 ?❡♣?;4❡♥:❡♥: ❧✬❛❝❤❛: ❞❡4 ❧✐✈?❡4 ♣❛? ❞❡4

❛❝❤❡:❡✉?4 ❛②❛♥: ✉:✐❧✐4;4 ❧✬♦♣:✐♦♥ ❞✉ 4✐:❡ ❆♠❛③♦♥ ✐♥❞✐O✉❛♥: ✧❧❡4 ❝❧✐❡♥:4 ❛②❛♥: ❛❝❤❡:; ❝❡ ❧✐✈?❡

♦♥: ;❣❛❧❡♠❡♥: ❛❝❤❡:; ❝❡4 ❛✉:?❡4 ❧✐✈?❡4✧✳ ▲❡4 ❧✐✈?❡4 ♦♥: ❛✉44✐ ;:; ❝❧❛44;4 ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥: ❡♥

:?♦✐4 ❣?♦✉♣❡4 ✿ ✧❧✐❜;?❛❧4✧✱ ✧♥❡✉:?❡4✧✱ ♦✉ ✧❝♦♥4❡?✈❛:❡✉?4✧✳ ❈❡::❡ ❝❧❛44✐✜❝❛:✐♦♥ ❡4: ❢❛✐:❡ ♣❛?

▼❛?❦ ◆❡✇♠❛♥ ❞✬❛♣?M4 ❧❡4 ❞❡4❝?✐♣:✐♦♥4 ❡: ❧❡4 ❝♦♠♠❡♥:❛✐?❡4 4✉? ❧❡4 ❧✐✈?❡4 4✉? ❆♠❛③♦♥

✶

✭❋✐❣✉?❡ ✷✳✸✭❝✮✮✳

❉❛✉♣❤✐♥=
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❛✉D❡✉63✱ ❨❛♥❣ ❡D ▲❡3❦♦✈❡❝ ❛❞♦♣D❡♥D ❧✬❤②♣♦D❤U3❡ F✉❡ ❧❡3 ❛✉D❡✉63 F✉✐ ♦♥D ♣✉❜❧✐; ❞❛♥3
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❞❛♥8 ❧❡ 9❛❜❧❡❛✉ ✷✳✺✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉?❛9✐♦♥ ❞❡8 9?♦✐8 ♣?❡♠✐❡?8 ♣❛?❛♠F9?❡8 ❡89 ✐♥❞✐8♣❡♥8❛❜❧❡ 9❛♥❞✐8

M✉❡ ❧❡ ?❡89❡ ♣❡✉9 C9?❡ ❝♦♥✜❣✉?6 ❛✉9♦♠❛9✐M✉❡♠❡♥9 ♣❛? ❧❡ ♠♦❞F❧❡✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥9 ❞❡ ♠6❧❛♥❣❡

?❡♣?68❡♥9❡ ❧❛ ♣?♦♣♦?9✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ 8♦✉❤❛✐96❡ ❞❡ ❧✐❡♥8 ❡♥9?❡ ✉♥ ♥O✉❞ ❡9 ❧❡8 ♥O✉❞8 8✐9✉68 ❡♥

❞❡❤♦?8 ❞❡ 8❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉96 ✭❧✐❡♥8 ✐♥9❡?✲❝♦♠♠✉♥❛✉9❛✐?❡8✮✳

▲❡ ♣?♦❝❡88✉8 ❞❡ ❣6♥6?❛9✐♦♥ ❡89 ❝♦♠♠❡ 8✉✐9 ✿

✶✳ ,?❡♠✐F?❡♠❡♥9✱ ▲❋❘ ✉9✐❧✐8❡ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉?❛9✐♦♥ ♣?♦♣♦86 ♣❛?

❬▼♦❧❧♦② ❡9 ❘❡❡❞✱ ✶✾✾✺❪ ♣♦✉? ❣6♥6?❡? ✉♥ ?68❡❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣?6 ♠♦②❡♥ k✱ ✉♥ ❞❡✲

❣?6 ♠❛①✐♠❛❧❡ kmax ❡9 ✉♥❡ ❞✐89?✐❜✉9✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣?6 ❞✬❡①♣♦8❛♥9 γ✳

✷✳ ❉❡✉①✐F♠❡♠❡♥9✱ ❞❡8 ❝♦♠♠✉♥❛✉968 ✈✐?9✉❡❧❧❡8 8♦♥9 ❞6✜♥✐❡8 ❞❡ 8♦?9❡ M✉❡ ❧❡✉?8 9❛✐❧❧❡8

8✉✐✈❡♥9 ✉♥❡ ❞✐89?✐❜✉9✐♦♥ ❡♥ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐88❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①♣♦8❛♥9 β✳ ❈❤❛M✉❡ ♥O✉❞ ❡89
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,❛2❛♠452❡ ❙✐❣♥✐✜❝❛5✐♦♥

N ◆♦♠❜2❡ ❞❡ ♥@✉❞B

k ❉❡❣2C ♠♦②❡♥

µ ❈♦❡✣❝✐❡♥5 ❞❡ ♠C❧❛♥❣❡

kmax ❉❡❣2C ♠❛①✐♠❛❧

γ ,❛2❛♠452❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐B52✐❜✉5✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣2C

β ,❛2❛♠452❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐B52✐❜✉5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 5❛✐❧❧❡ ❞❡B ❝♦♠♠✉♥❛✉5CB

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ,2✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛2❛♠452❡B ❞✉ ❣C♥C2❛5❡✉2 ▲❋❘

❛❧C❛5♦✐2❡♠❡♥5 ❛✛❡❝5C N ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5C N ❝♦♥❞✐5✐♦♥ O✉❡ ❧❛ 5❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉5C

B♦✐5 B✉♣C2✐❡✉2❡ ♦✉ C❣❛❧❡ ❛✉ ❞❡❣2C ✐♥5❡2♥❡ ❞✉ ♥@✉❞✳

✸✳ ❚2♦✐B✐4♠❡♠❡♥5✱ ✉♥ ♣2♦❝❡BB✉B ✐5C2❛5✐❢ ♣2❡♥❞ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉2 2❡❝♦♥♥❡❝5❡2 ❝❡25❛✐♥B ❧✐❡♥B ❛✜♥

❞✬❛♣♣2♦①✐♠❡2 µ 5♦✉5 ❡♥ ❝♦♥B❡2✈❛♥5 ❧❛ ❞✐B52✐❜✉5✐♦♥ ❞❡B ❞❡❣2CB✳ ,♦✉2 ❝❤❛O✉❡ ♥@✉❞✱ ❧❡

❞❡❣2C 5♦5❛❧ ♥✬❡B5 ♣❛B ♠♦❞✐✜C✱ ♠❛✐B ❧❡ 2❛5✐♦ ❞❡ ❧✐❡♥B ✐♥5❡2♥❡B ❡5 ❡①5❡2♥❡B ❡B5 ♠♦❞✐✜C

❞❡ B♦25❡ O✉❡ ❧❛ ♣2♦♣♦25✐♦♥ 2CB✉❧5❛♥5❡ B❡ 2❛♣♣2♦❝❤❡ ❞❡ µ✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣2❛♣❤❡ ❣C♥C2C ♣❛2 ❝❡ ♠♦❞4❧❡ ❡B5 ♣2CB❡♥5C ❞❛♥B ❧❛ ✜❣✉2❡ ✷✳✺✳

❋✐❣✉)❡ ✷✳✺ ✕ ●2❛♣❤❡ ❣C♥C2C ♣❛2 ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ▲❋❘ ✿N = 1000, k = 15,maxk = 50, µ = 0.1

▲❡B ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡B ♣2♦♣2✐C5CB ❞❡B 2CB❡❛✉① 2C❡❧B ♦♥5 C5C C5✉❞✐CB ❡♠♣✐2✐O✉❡♠❡♥5 B✉2 ❝❡ ♠♦✲

❞4❧❡ ❬❖2♠❛♥ ❡5 ▲❛❜❛5✉5✱ ✷✵✵✾✱ ❖2♠❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ■❧ ❣C♥42❡ ❞❡B 2CB❡❛✉① ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥✲

B✐5C ❡5 ❛②❛♥5 ✉♥❡ ❞✐B52✐❜✉5✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣2C ♣2♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐BB❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥5✱ ♠❛❧❣2C

❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐5C ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉2❛5✐♦♥ ❬▼♦❧❧♦② ❡5 ❘❡❡❞✱ ✶✾✾✺❪ ✉5✐❧✐BC ❞❛♥B ❧❛ ♣2❡♠✐42❡

C5❛♣❡ ❞❡ ▲❋❘✱ ✐❧ ❡B5 ❝♦♥♥✉ ♣♦✉2 ❣C♥C2❡2 ❞❡B 2CB❡❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦22C❧❛5✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣2C ♥✉❧❧❡

❬❙❡22❛♥♦ ❡5 ❇♦❣✉ab✱ ✷✵✵✺❪ ❡5 ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥5 ❞❡ ❝❧✉B5❡2✐♥❣ ❢❛✐❜❧❡ O✉❛♥❞ ❧❡B ❞❡❣2CB B♦♥5 ❞✐B✲

52✐❜✉CB B❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐BB❛♥❝❡ ❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥B O✉❡ ❞❛♥B ❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✸❪✱
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❧✬❛✉.❡✉0 ❛ ♠♦♥.04 5✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛0. ❞❡8 048❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡8 ♦♥. ✉♥❡ ❝♦004❧❛.✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣04 ♥♦♥✲

♥✉❧❧❡ ❀ ❡❧❧❡ ❡8. ♣♦8✐.✐✈❡ ❞❛♥8 ❧❡8 048❡❛✉① 8♦❝✐❛✉① ❡. ♥4❣❛.✐✈❡ ❞❛♥8 ❧❡8 ❛✉.0❡8 .②♣❡8 ❞❡ 048❡❛✉①

❝♦♠♣❧❡①❡8✳

A♦✉0 ❢❛✐0❡ ❢❛❝❡ C ❝❡8 ❧✐♠✐.❡8✱ ❬❖0♠❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ♣0♦♣♦8❡♥. ❞❡ 0❡♠♣❧❛❝❡0 ❧❡ ♠♦❞J❧❡

❞❡ ❝♦♥✜❣✉0❛.✐♦♥ ❞❡ ❬▼♦❧❧♦② ❡. ❘❡❡❞✱ ✶✾✾✺❪ ✉.✐❧✐84 ♣❛0 ▲❋❘ ❞❛♥8 ❧❛ ♣0❡♠✐J0❡ 4.❛♣❡✱ ♣❛0

✉♥ ❛✉.0❡ ♠♦❞J❧❡ ❜❛84 8✉0 ❧✬❛..❛❝❤❡♠❡♥. ♣04❢40❡♥.✐❡❧ ❡. ❧✬4✈♦❧✉.✐♦♥✳ ▲❡8 ❛✉.❡✉08 ♦♥. ❡①♣4✲

0✐♠❡♥.4 ❞❡✉① ♠♦❞J❧❡8 ✿ ✭✶✮ ❧❡ ♠♦❞J❧❡ ❞✬❛..❛❝❤❡♠❡♥. ♣04❢40❡♥.✐❡❧ ❞❡ ❇❛0❛❜V8✐✲❆❧❜❡0. ✭❇❆✮

❬❇❛0❛❜❛8✐ ❡. ❆❧❜❡0.✱ ✶✾✾✾❪✱ ❡. ✉♥❡ ❞❡ 8❡8 ✈❛0✐❛♥.❡8 ✭✷✮ ❧❡ ♠♦❞J❧❡ ❞✬❛..❛❝❤❡♠❡♥. ♣04❢40❡♥.✐❡❧

4✈♦❧✉.✐❢ ✭❊❱✮❬A♦♥❝❡❧❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▲✬4.✉❞❡ ❞❡8 048❡❛✉① ❣4♥4048 ♣❛0 ▲❋❘✲❇❆ ❡. ▲❋❘✲❊❱

❛ ♠♦♥.04 5✉✬✐❧8 ♦♥. ❧❛ ♣❧✉♣❛0. ❞❡8 ❝❛0❛❝.40✐8.✐5✉❡8 ❞❡8 048❡❛✉① 04❡❧8 ❝♦♥♥✉8✱ ♥♦.❛♠♠❡♥. ❧❛

❝♦004❧❛.✐♦♥ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞❡8 ❞❡❣048✳ ❊♥ ❝♦♥845✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞4.❡❝.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉.48 ❡8. ❞❡✈❡♥✉❡

♣❧✉8 ❛✉ ♠♦✐♥8 ❞✐✣❝✐❧❡ 8✉0 ▲❋❘ ❡♥ ✉.✐❧✐8❛♥. ❇❆ ♦✉ ❊❱ ❬❖0♠❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

❊♥ 0❡✈❛♥❝❤❡✱ 0✐❡♥ ♥❡ ♣0♦✉✈❡ 5✉❡ ❧❡8 ❣0❛♣❤❡8 ❣4♥4048 ♣❛0 ❝❡8 ♠♦❞J❧❡8 8♦♥. ❜✐❡♥ 8✐♠✐❧❛✐0❡8

❞❛♥8 ❧❡✉08 ♠4❝❛♥✐8♠❡8 ❞❡ ❢♦0♠❛.✐♦♥ ❛✉① ❣0❛♣❤❡8 ❞❡ .❡00❛✐♥✳ ▲✬❤✐8.♦0✐5✉❡ ❞❡ ❧✬4✈♦❧✉.✐♦♥ ❞❡

♥♦8 ❝♦♥♥❛✐88❛♥❝❡8 8✉0 ❧❛ ❝❛0❛❝.40✐8❛.✐♦♥ ❞❡8 ❣0❛♣❤❡8 ❞❡ .❡00❛✐♥ ♥❡ ♣❡0♠❡. ♣❛8 ❞❡ ❞✐0❡ 5✉✬♦♥

❝♦♥♥❛✐. ❞4❥C ❧❛ ❧✐8.❡ ✉❧.✐♠❡ ❞❡ ❧❡✉08 ❝❛0❛❝.40✐8.✐5✉❡8 .♦♣♦❧♦❣✐5✉❡8✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥8 ❝❡ ❝❤❛♣✐.0❡✱ ♥♦✉8 ❛✈♦♥8 4.✉❞✐4 ❧❡8 .0♦✐8 ♠4.❤♦❞❡8 ❞✬4✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❞❡8 ❛❧❣♦0✐.❤♠❡8 ❞❡

❞4.❡❝.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉.48 ❞❛♥8 ❧❡8 048❡❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡8✳ ▲❡8 ❞❡✉① ♣0❡♠✐J0❡8 ♠4.❤♦❞❡8 .♦✲

♣♦❧♦❣✐5✉❡8✱ 4✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦0✐❡♥.4❡✲❝♦♠♠✉♥❛✉.48 ❡. 4✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦0✐❡♥.4❡✲♣❛0.✐.✐♦♥✱ 8♦♥. ♣0❡85✉❡

.♦✉.❡8 ❝♦004❧4❡8✳ ▲❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ 5✉❛❧✐.4 .♦♣♦❧♦❣✐5✉❡ ❧❛ ♣❧✉8 ✉.✐❧✐84❡ ❡8. ❧❛ ♠♦❞✉❧❛0✐.4✳ ❈❡..❡

❞❡0♥✐J0❡ ❛ ♣❧✉8✐❡✉08 ❧✐♠✐.❡8 ♥♦.❛♠♠❡♥. ❧❡ ♣0♦❜❧J♠❡ ❞❡ 8✐❣♥✐✜❝❛.✐✈✐.4 ❞❡ 8❡8 048✉❧.❛.8✳ ▲❛

.0♦✐8✐J♠❡ ♠4.❤♦❞❡ ❞✬4✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❝♦♥8✐8.❡ C ❝♦♠♣❛0❡0 ❧❛ ♣❛0.✐.✐♦♥ .0♦✉✈4❡ ♣❛0 0❛♣♣♦0. C ❧❛
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♠♦♥4;♦♥6 ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 ♠❡6✉;❡6 <✉❡ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 ✉4✐❧✐65❡6✱ ② ❝♦♠♣;✐6 ❝❡❧❧❡6 <✉✐ ♥✬♦♥4 ♣❛6

545 ✐♥45❣;5❡6 ❞❛♥6 ❧❛ ♣;❡♠✐B;❡ ✈❡;6✐♦♥ ❞❡ ▲■❈❖❉✳ ❊♥6✉✐4❡✱ ♥♦✉6 ♣;♦♣♦6♦♥6 ✉♥❡ ❡①4❡♥6✐♦♥

✐45;❛4✐✈❡ ✐4✲▲■❈❖❉ ❞❡ ▲■❈❖❉ <✉✐ 6✬♦❝❝✉♣❡ ♣❧✉6 ♣;5❝✐65♠❡♥4 ❞❡ ❧❛ <✉❛❧✐45 ❞❡6 ❧❡❛❞❡;6 ✐❞❡♥✲

4✐✜56✳ ❉❛♥6 ▲■❈❖❉ ❡4 ✐4✲▲■❈❖❉✱ ♥♦✉6 ❡①♣5;✐♠❡♥4♦♥6 ❧❡6 ❞✐✛5;❡♥4❡6 ❝♦♥✜❣✉;❛4✐♦♥6 6✉; ✉♥

❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ ;56❡❛✉① ;5❡❧6 ❡4 ❛;4✐✜❝✐❡❧6✳ ◆♦✉6 ❝♦♠♣❛;♦♥6 5❣❛❧❡♠❡♥4 ❧❛ ♣❡;❢♦;♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐4✲

▲■❈❖❉ ♣❛; ;❛♣♣♦;4 H ▲■❈❖❉✱ ❡4 ❛✉66✐ ♣❛; ;❛♣♣♦;4 ❛✉① ❛✉4;❡6 ❛❧❣♦;✐4❤♠❡6 ❞❡ ❞54❡❝4✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉456 <✉✐ ❛♣♣❛;4✐❡♥♥❡♥4 H ❞✐✛5;❡♥4❡6 ❢❛♠✐❧❧❡6 ❞✬❛♣♣;♦❝❤❡6✳

✸✳✷ ▲✬❛♣♣'♦❝❤❡ ▲■❈❖❉

✸✳✷✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣(♦❝❤❡

◆♦✉6 ♣;56❡♥4♦♥6 ❝✐✲❞❡66♦✉6 ❧❡ ♣6❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ▲■❈❖❉ ✭✈♦✐; ❛❧❣♦;✐4❤♠❡ ✷✮✳ ➱4❛♥4 ❞♦♥♥5

✉♥ ❣;❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G = (V,E) ✿

✶✳ ▲■❈❖❉ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛; ✐❞❡♥4✐✜❡; ❧❡6 ♥T✉❞6 <✉✐ 6❡♠❜❧❡♥4 U4;❡ ❞❡6 ❧❡❛❞❡;6✳ &❧✉6✐❡✉;6

❤❡✉;✐64✐<✉❡6 ♣❡✉✈❡♥4 U4;❡ ✉4✐❧✐65❡6 ♣♦✉; ❡64✐♠❡; ❧❡ ;V❧❡ ❞✬✉♥ ♥T✉❞✳ ❙♦✐4 L ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡

❞❡6 ❧❡❛❞❡;6 ✐❞❡♥4✐✜56✳ ❈❡44❡ 54❛♣❡ ❡64 ❡✛❡❝4✉5❡ ♣❛; ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ EstLeader() ✭✈♦✐;

❛❧❣♦;✐4❤♠❡ ✷✱ ❧✐❣♥❡ ✻✮✳

✷✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛✐;❡ ❢❛❝❡ H ✉♥ 5✈❡♥4✉❡❧ ❣;❛♥❞ ♥♦♠❜;❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡;6✱ ❝❡ <✉✐ ✈❛ ❛✛❡❝4❡; ❞✐;❡❝4❡✲

♠❡♥4 ❧❡ ♥♦♠❜;❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉456 ✜♥❛❧✱ ▲■❈❖❉ ✐♥4B❣;❡ ✉♥❡ 54❛♣❡ ❞❡ ;❡❣;♦✉♣❡♠❡♥4

❞❡6 ❧❡❛❞❡;6 ❡64✐♠56 U4;❡ ❞❛♥6 ❧❛ ♠U♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉45✳ ❈❡❧❛ ❡64 ;5❛❧✐65 ✈✐❛ ❧❛ ❢♦♥❝✲

4✐♦♥ ▲❡❛❞❡$❈♦♠♠✉♥❛✉*+,✭✮ ✭✈♦✐; ❛❧❣♦;✐4❤♠❡ ✷✱ ❧✐❣♥❡ ✶✵ ✮✳ ❈❤❛<✉❡ ❣;♦✉♣❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡;6

;❡♣;56❡♥4❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉45✳ ◆♦4♦♥6 C ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉456 ✐❞❡♥4✐✜5❡6✳

✸✳ ▲■❈❖❉ ❛❞♦♣4❡ ✉♥❡ ❝♦♥64;✉❝4✐♦♥ ❛❣❣❧♦♠5;❛4✐✈❡ ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉456✳ ❈❤❛<✉❡ ♥T✉❞ ❞❛♥6

❧❡ ;56❡❛✉✱ <✉✬✐❧ 6♦✐4 ❧❡❛❞❡; ♦✉ ♥♦♥✱ ❝❛❧❝✉❧❡ 6♦♥ ✈❡❝4❡✉; ❞✬❛♣♣❛;4❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉✲

456 ❞❛♥6 C✳ &✉✐6✱ 6❡❧♦♥ ❝❡ ✈❡❝4❡✉;✱ ✐❧ 4;✐❡ ❧❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉456 ❞❛♥6 ❧✬♦;❞;❡ ❞5❝;♦✐66❛♥4✳

❈❡44❡ 54❛♣❡ ❡64 ;5❛❧✐65❡ ♣❛; ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ TrierEtClasser ✭✈♦✐; ❛❧❣♦;✐4❤♠❡ ✷✱ ❧✐❣♥❡6

✶✶✲✶✻✮✳

✹✳ ❯♥❡ ❢♦✐6 ❝❤❛<✉❡ ♥T✉❞ ❛ 6♦♥ ✈❡❝4❡✉; ❞✬❛♣♣❛;4❡♥❛♥❝❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ✉♥❡ ♣❤❛6❡ ❞✬✐♥45✲

❣;❛4✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ✈❡❝4❡✉; ❞✬❛♣♣❛;4❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥T✉❞ ❡64 ❢✉6✐♦♥♥5 ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ 6❡6 ✈♦✐6✐♥6

❞✐;❡❝4❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡;♠❡4 ❞❡ ❢❛✈♦;✐6❡; ❧❛ ❝❧❛66❡ ❞♦♠✐♥❛♥4❡ ❞❛♥6 ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 ♥T✉❞6

✈♦✐6✐♥6✳ ❉❡6 ❛❧❣♦;✐4❤♠❡6 ✐66✉6 ❞❡ ❧❛ 4❤5♦;✐❡ ❞❡ ❝❤♦✐① 6♦❝✐❛❧ 6♦♥4 ✉4✐❧✐656 ❞❛♥6 ❝❡44❡

♣❤❛6❡ ❞❡ ❢✉6✐♦♥ ❞❡ ✈♦4❡6✳ ❈❡ ♣;♦❝❡66✉6 ❡64 ;5♣545 ❥✉6<✉✬H ❧❛ 64❛❜✐❧✐6❛4✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝4❡✉;

❞✬❛♣♣❛;4❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛<✉❡ ♥T✉❞✳ ▲❡ 4❡♠♣6 ❞❡ ❝♦♥✈❡;❣❡♥❝❡ ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠54❤♦❞❡ ❞❡

❢✉6✐♦♥ ❞❡ ✈♦4❡6 ❛♣♣❧✐<✉5❡✳ ❈❡44❡ 54❛♣❡ ❡64 ❡✛❡❝4✉5❡ ♣❛; ❧❛ ❢♦♥❝4✐♦♥ Fusion❴ ✭✈♦✐;

❛❧❣♦;✐4❤♠❡ ✷✱ ❧✐❣♥❡6 ✶✼✲✷✷✮✳

✺✳ ➚ ❧❛ 64❛❜✐❧✐6❛4✐♦♥✱ ❝❤❛<✉❡ ♥T✉❞ ❡64 ❛✛❡❝45 H ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉45 ♣❧❛❝5❡ ❡♥ 4U4❡ ❞❡ ✈❡❝4❡✉;

❞✬❛♣♣❛;4❡♥❛♥❝❡ ✭✈♦✐; ❛❧❣♦;✐4❤♠❡ ✷✱ ❧✐❣♥❡6 ✷✸✲✸✵✮✳

&❛; ❧❛ 6✉✐4❡✱ ♥♦✉6 5♥✉♠5;♦♥6 ❧❡6 ♠❡6✉;❡6 ❛♣♣;♦♣;✐5❡6 ♣♦✉; ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡6 54❛♣❡6✳

✻✹
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❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✷ ▲■❈❖❉

✶✿ ❊♥&$-❡ ✿ ❯♥ ❣1❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G =< V,E >
✷✿ ❙♦$&✐❡ ✿ ❯♥❡ ♣❛19✐9✐♦♥ C
✸✿ ❉-❜✉&

✹✿ L ← ∅ ④✉♥ ❡♥=❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡1=⑥

✺✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✻✿ 6✐ EstLeader(v) ❛❧♦$6
✼✿ L ← L ∪ {v}
✽✿ ✜♥ 6✐

✾✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✵✿ C ← LeaderCommunautes(L)
✶✶✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✶✷✿ ♣♦✉$ c ∈ C ❢❛✐$❡
✶✸✿ M [v, c]← Appartenance(v, c)
✶✹✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✺✿ P [v] ❂ ❚$✐❡$❊&❈❧❛66❡$✭M [v]✮
✶✻✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✼✿ $❡♣❡❛&

✶✽✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✶✾✿ P ∗[v]← Fusionx∈{v}∩Γ(v)P[x]
✷✵✿ P [v]← P ∗[v]
✷✶✿ ✜♥ ♣♦✉$

✷✷✿ ✉♥&✐❧ ❙9❛❜✐❧✐=❛9✐♦♥ ❞❡ P ∗[v]∀v
✷✸✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✷✹✿ ✴✯ ❛##✐❣♥❛♥' v ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉'-# ✯✴

✷✺✿ ♣♦✉$ c ∈ P [v] ❢❛✐$❡
✷✻✿ 6✐ |M [v, c]−M [v, P [0]]| ≤ ǫ ❛❧♦$6
✷✼✿ COM(c)← COM(c) ∪ {v}
✷✽✿ ✜♥ 6✐

✷✾✿ ✜♥ ♣♦✉$

✸✵✿ ✜♥ ♣♦✉$

✸✶✿ ❘❡9♦✉1♥❡ C
✸✷✿ ❋✐♥

✻✺
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■❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡+,

❯♥❡ ✐❞3❡ 4✐♠♣❧❡ ♣♦✉: ❞✐4;✐♥❣✉❡: ❧❡4 ❧❡❛❞❡:4 ❞❡4 ❛✉;:❡4 ♥>✉❞4 ❡4; ❞❡ ❝♦♠♣❛:❡: ❧❡✉:4

❝❡♥;:❛❧✐;34✳ ▲❡4 ♥>✉❞4 ❧❡❛❞❡:4 4♦♥; ❝❡♥434 ❛✈♦✐: ❞❡4 ❝❡♥;:❛❧✐;34 ♣❧✉4 3❧❡✈34 A✉❡ ❧❡4 ♥>✉❞4

♥♦♥✲❧❡❛❞❡:4✳ ◆♦✉4 ♣:♦♣♦4♦♥4 ❞✬❛♣♣❧✐A✉❡: ❧❡4 ❝❡♥;:❛❧✐;34 A✉✐ ♦♥; 3;3 ♣:34❡♥;3❡4 ❞❛♥4 ❧❛ 4❡❝;✐♦♥

✶✳✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐;:❡ ✶✳ ◆♦✉4 ♠♦♥;:♦♥4 ❧❡✉:4 ♣:✐♥❝✐♣❛❧❡4 ❝❛:❛❝;3:✐4;✐A✉❡4 ❞❛♥4 ❧❡ ;❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ▲❡

;②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥;:❛❧✐;3 ✐♥❞✐A✉❡ 4✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡4; ❢❛✐; ♣❛: :❛♣♣♦:; ❛✉① ✈♦✐4✐♥4 ❞✐:❡❝;4

4❡✉❧❡♠❡♥; ✭❧♦❝❛❧❡✮✱ ♦✉ ♣❛: :❛♣♣♦:; N ❦ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✈♦✐4✐♥4 ✭4❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡✮✱ ♦✉ ♣❛: :❛♣♣♦:; N

;♦✉; ❧❡ :34❡❛✉ ✭❣❧♦❜❛❧❡✮✳

◆♦♠ ❙②♠❜♦❧❡ ❋♦)♠✉❧❡ ❈♦♠♣❧❡①✐/0 ❚②♣❡

❉❡❣:3 Cd(v)
d(v)
n−1 O(n) ▲♦❝❛❧❡

❉❡❣:3 ❞❡4 ✈♦✐4✐♥4 Cl(v)
∑

t∈Γ(v) d(t) O(n(k)2) ❙❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡

&:♦①✐♠✐;3 Cc(v)
n−1∑

u∈E,u6=V dg(u,v)
O(nlog(n) +m) ●❧♦❜❛❧❡

■♥;❡:♠3❞✐❛:✐;3 Cb(v)
∑

s,t∈V
σ(s,t|v)
σ(s,t) O(n.m+ (n)2log(n)) ●❧♦❜❛❧❡

❱❡❝;❡✉:4 ♣:♦♣:❡4 Cev
1
λ

∑

t ∈ V av,txt O(n2) ●❧♦❜❛❧❡

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ▲■❈❖❉ ✿ ❧❡4 ♠❡4✉:❡4 ❞❡ ❝❡♥;:❛❧✐;3 ✉;✐❧✐43❡4

❯♥ ♥>✉❞ ❡4; ❞34✐❣♥3 ❝♦♠♠❡ ❧❡❛❞❡: 4✐ 4❛ ❝❡♥;:❛❧✐;3 ❡4; 4✉♣3:✐❡✉:❡ ♦✉ 3❣❛❧❡ N σ% ❞❡ ❧❛

❝❡♥;:❛❧✐;3 ❞❡ 4❡4 ✈♦✐4✐♥4✱ σ ∈ [0, 1]✳ &❧✉4 ❢♦:♠❡❧❧❡♠❡♥;✱ 4♦✐❡♥; C(v) ✉♥❡ ❝❡♥;:❛❧✐;3 A✉❡❧❝♦♥A✉❡

❞✬✉♥ ♥>✉❞ v ∈ V ❡; Fv = {u ∈ Γ(v) : c(v) > c(u)}✳ ▲❡ ♥>✉❞ v ❡4; ❧❡❛❞❡: 4✐

|Fv |
|Γ(v)| > σ ∈

[0, 1]✳

▲❡ :U❧❡ ❞✉ ♣❛:❛♠V;:❡ σ ❡4; ❞❡ :3❝✉♣3:❡: ❧❡4 ❧❡❛❞❡:4 ❝♦♥♥❡❝;34 N ❞✬❛✉;:❡4 ❧❡❛❞❡:4 ❡; ❞❡

❝♦♥;:U❧❡: ❧❡✉: ♥♦♠❜:❡✳ &❧✉4 σ ❡4; 3❧❡✈3✱ ♠♦✐♥4 ❧❡4 ❧❡❛❞❡:4 4♦♥; ♣:34❡♥;4✳

❘❡❣+♦✉♣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❡❛❞❡+,

❉❛♥4 ❝❡;;❡ ♣❤❛4❡✱ ♥♦✉4 ♥♦✉4 ✐♥;3:❡44♦♥4 N :❡❣:♦✉♣❡: ❧❡4 ❧❡❛❞❡:4 A✉✐ ♣❛:;❛❣❡♥; ❧❡ ♣❧✉4 ❞❡

✈♦✐4✐♥4✳ ❈❤❛A✉❡ ❣:♦✉♣❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡:4 ❞3✜♥✐:❛ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;3✳ ❙♦✐❡♥; li ❡; lj ❞❡✉① ❧❡❛❞❡:4✱

✐❧4 4❡:♦♥; :❡❣:♦✉♣34 ❞❛♥4 ❧❛ ♠X♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;3 4✐ ❧❡ ;❛✉① ❞❡ ✈♦✐4✐♥4 ❝♦♠♠✉♥4 ♣❛: :❛♣♣♦:;

❛✉ ♥♦♠❜:❡ ;♦;❛❧ ❞❡ ✈♦✐4✐♥4 ❡4; 4✉♣3:✐❡✉: ❛✉ 4>✉✐❧ δ ∈ [0, 1] ✿
|Γ(li)∩Γ(lj)|
|Γ(li)∪Γ(lj)|

> δ ∈ [0, 1]✳

▲❡ :❡❣:♦✉♣❡♠❡♥; ❞❡ ❧❡❛❞❡:4 ♣❡:♠❡; ❞✬3✈✐;❡: ✉♥ 3✈❡♥;✉❡❧ ❣:❛♥❞ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;34✱

4✉:;♦✉; A✉❛♥❞ ♦♥ ✉;✐❧✐4❡ ❞❡4 ♠❡4✉:❡4 ❞❡ ❝❡♥;:❛❧✐;3 ❧♦❝❛❧❡4✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈❡❝$❡✉+ ❞✬❛♣♣❛+$❡♥❛♥❝❡

❆♣:V4 ❧✬✐❞❡♥;✐✜❝❛;✐♦♥ ❞❡4 ♥>✉❞4 ❧❡❛❞❡:4 ❞❡ ❝❤❛A✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;3✱ ❝❤❛A✉❡ ♥>✉❞ v ∈ V
❝❛❧❝✉❧❡ 4♦♥ ❞❡❣:3 ❞✬❛♣♣❛:;❡♥❛♥❝❡ N ❝❤❛A✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉;3 c✳ ❉❛♥4 ▲■❈❖❉✱ ♥♦✉4 ♣:♦♣♦4♦♥4

❞✬✉;✐❧✐4❡: ❞❡✉① ♠❡4✉:❡4 ❜❛43❡4 4✉: ❧❛ ❞✐4;❛♥❝❡ ❡♥;:❡ ❧❡4 ♥>✉❞4 ✿ ❧❡ ♣❧✉4 ❝♦✉:; ❝❤❡♠✐♥ ✭❙&✮

❡; ❧❛ ♠❡4✉:❡ ❞❡ ❑❛;③ ;:♦♥A✉3❡ ✭❚❑❛;③✮✳

▲❛ ♠❡4✉:❡ ❞❡ ❑❛;③ ❛ 3;3 ✐♥;:♦❞✉✐;❡ ❞❛♥4 ❬❑❛;③✱ ✶✾✺✸❪✳ ❊❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜:❡ ;♦;❛❧ ❞❡

❝❤❡♠✐♥4 A✉✐ :❡❧✐❡ ❞❡✉① ♥>✉❞4✱ ❡♥ ♣♦♥❞3:❛♥; ❝❤❛A✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉: l ♣❛: βl
✱ β ❡4; ✉♥

✻✻
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♣❛0❛♠230❡ ♣♦6✐3✐❢ 9✉✐ ❢❛✈♦0✐6❡ ❧❡6 ❝❤❡♠✐♥6 ❧❡6 ♣❧✉6 ❝♦✉036✳ ▲❛ ♠❡6✉0❡ ❞❡ ❑❛3③ ❡♥30❡ ❞❡✉①

♥D✉❞6 u ❡3 v ❡63 ❝❛❧❝✉❧E❡ ❝♦♠♠❡ 6✉✐3 ✿

Katz(u, v) =

∞
∑

l=1

βl|pathslu,v|, ✭✸✳✶✮

♦J |pathslu,v| ❡63 ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ 3♦✉6 ❧❡6 ❝❤❡♠✐♥6 ❞❡ 3❛✐❧❧❡ l ❡♥30❡ u ❡3 v✳ ❆ E3❛♥3 ❧❛ ♠❛30✐❝❡

❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣0❛♣❤❡✱ ❑❛3③ ♣❡✉3 6✬E❝0✐0❡ ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❆ ✿

Katz(u, v) =
∞
∑

l=1

βlAl = (I − βA)−1 − I, ✭✸✳✷✮

♦J ■ ❡63 ❧❛ ♠❛30✐❝❡ ❞✬✐❞❡♥3✐3E ❞❡ ❆✳ ❈❡33❡ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❡63 3026 ❝♦O3❡✉6❡✳ ❖♥ ♣❡✉3 ❝❤♦✐6✐0 ❞❡

6✬❛00P3❡0 Q ❞❡6 ❝❤❡♠✐♥6 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉0 lmax✱ ♣♦✉0 ♦❜3❡♥✐0 ❧❡ 6❝♦0❡ 30♦♥9✉E ❞❡ ❑❛3③✱ ❞✬♦J ✿

TKatz(u, v) =

lmax
∑

l=1

βlAl
✭✸✳✸✮

❉❛♥6 3♦✉3❡6 ❧❡6 ❡①♣E0✐♠❡♥3❛3✐♦♥6✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉0❛3✐♦♥ ❞❡6 ❞❡✉① ♣❛0❛♠230❡6 ❡63 lmax ❡3 β ❡63 ✿

lmax = 5 ❡3 β = 0.005

❙♦✐3 Dist() ❧❛ ♠❡6✉0❡ ✉3✐❧✐6E❡✱ 9✉✐ ♣❡✉3 P30❡ ❙& ♦✉ ❚❑❛3③✱ ❧❡ ❞❡❣0E ❞✬❛♣♣❛03❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥

♥D✉❞ v Q ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉3E ❛66♦❝✐E❡ ❛✉ ❧❡❛❞❡0 c ❡63 ❝❛❧❝✉❧E ❝♦♠♠❡ 6✉✐3 ✿

Appartenance(v, c) =
1

(minx∈COM(c)Dist(v, x)) + 1
✭✸✳✹✮

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡33❡ E3❛♣❡✱ ❝❤❛9✉❡ ♥D✉❞ ❛✉0❛ ✉♥ ✈❡❝3❡✉0 ❞✬❛♣♣❛03❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉3E6

30✐E ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐20❡ ❞E❝0♦✐66❛♥3❡✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉3E ❧❛ ♣❧✉6 ♣0♦❝❤❡ ❛✉ ♥D✉❞ ❡63 ♣❧❛❝E❡ ❡♥

3P3❡ ✭✈♦✐0 ✜❣✉0❡ ✸✳✶✮✳ ❉❛♥6 ❧❡ ❝❛6 ♦J ♣❧✉6 9✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉3E ❡63 ❝❧❛66E❡ ♣0❡♠✐20❡ ❞❛♥6 ❧❡

✈❡❝3❡✉0 ❞✬❛♣♣❛03❡♥❛♥❝❡✱ ❧❡ ♥D✉❞ ❡63 ❛✛❡❝3E Q ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ❛❧E❛3♦✐0❡♠❡♥3✳

❋✉"✐♦♥ ❞❡ ✈♦)❡"

▲✬E3❛♣❡ ❞❡ ❢✉6✐♦♥ ❞❡ ✈♦3❡6 ❝♦♥6✐63❡ Q ❢✉6✐♦♥♥❡0 ❧❡ ✈❡❝3❡✉0 ❞✬❛♣♣❛03❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛9✉❡

♥D✉❞ ❛✈❡❝ ❧❡6 ✈❡❝3❡✉06 ❞❡ 6❡6 ✈♦✐6✐♥6✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡6 ✈♦✐6✐♥6 ♣❡0♠❡3 ❞❡ ❢❛✈♦0✐6❡0 ❧❛ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉3E ♠❛❥♦0✐3❛✐0❡ ❡3 ❞✬❛✈♦✐0 ♣❧✉6 ❞✬❤♦♠♦❣E♥E✐3E ❧♦❝❛❧❡✳

❉✐✛E0❡♥3❡6 ♠E3❤♦❞❡6 ❞❡ ❢✉6✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥3 P30❡ ❛♣♣❧✐9✉E❡6✳ ❉❛♥6 ▲■❈❖❉✱ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 ❝❤♦✐6✐

❞✬✉3✐❧✐6❡0 ❞❡6 ❛❧❣♦0✐3❤♠❡6 ✐66✉6 ❞❡ ❧❛ 3❤E♦0✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① 6♦❝✐❛❧ ❬❈❤❡✈❛❧❡②0❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ &❧✉6

♣0E❝✐6E♠❡♥3✱ ♥♦✉6 ❛♣♣❧✐9✉♦♥6 ❧❡6 30♦✐6 ♠E3❤♦❞❡6 6✉✐✈❛♥3❡6 ✿ ❧❛ ♠E3❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛❥♦0✐3E✱ ❧❛

♠E3❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦0❞❛ ❬❙❝✉❧❧❡②✱ ✷✵✵✼❪ ❡3 ❧❛ ♠E3❤♦❞❡ ❑❡♠❡♥② ❬❉✇♦0❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳

❙♦✐3 L = {L1, L2, ..., Ln} ❧✬❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡6 n ✈❡❝3❡✉06 ❞✬❛♣♣❛03❡♥❛♥❝❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①

❝♦♥3✐❡♥3 ❧❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉3E6 30✐E❡6 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐20❡ ❞E❝0♦✐66❛♥3❡ 6❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣0E ❞✬❛♣♣❛03❡♥❛♥❝❡

Li = [c1, c2, ..., ck]✳

▼!"❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛❥♦*✐"! ✿ ❡63 ❧❛ ♠E3❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉6✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉6 6✐♠♣❧❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ 6❡ ❢♦♥❞❡ 6✉0

❧❛ ♣♦6✐3✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡6 ❝❛♥❞✐❞❛36 ✭❞❛♥6 ♥♦30❡ ❝❛6✱ ❧❡6 ❝❛♥❞✐❞❛36 6♦♥3 ❧❡6 ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉3E6✮ ❞❛♥6 3♦✉6 ❧❡6 ✈♦3❡6✳ &♦✉0 ❝❤❛9✉❡ 0❛♥❣ r ∈ [1, 2, ..., k]✱ ♦♥ 0❡3✐❡♥3 ❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛3

9✉✐ ❛ E3E ❧❡ ♣❧✉6 ❝❧❛66E ❞❛♥6 ❝❡ 0❛♥❣✳

✻✼



c

L c Li

BLi
(c) = {count(c′)|Li(c) > Li(c

′)&c′ ∈ Li}

c

B(c) =
n
∑

t=1

BLi
(c)

C D
C ∀x ∈ C ∀y ∈ D

x y x
y

{v0, v1, v2, v3, v4} P [vi]
P P = {a, b, c, d} Γ(v0) =

{v1, v2, v3, v4} v0

• P [v0] = a > b > c > d

• P [v1] = a > b > c > d

• P [v2] = b > c > a > d
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• P [v3] = d > a > b > c

• P [v4] = b > d > a > c

▲❡ /01✉❧4❛4 ❞❡ ❢✉1✐♦♥ ❡14 ✿

• ▼❛❥♦/✐40 → P [v0] = a > b > c > d

• ❇♦/❞❛ → P [v0] = b > a > d > c

• ❑❡♠❡♥② → P [v0] = a > b > c > d

❆✛❡❝$❛$✐♦♥ ❞❡* ♥+✉❞* ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉$/* ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ▲■❈❖❉✱ ❝❤❛F✉❡ ♥G✉❞ v ❡14

❛11♦❝✐0 H ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉40 4/✐0❡ ❡♥ 4I4❡ ❞✉ ✈❡❝4❡✉/ ❞✬❛♣♣❛/4❡♥❛♥❝❡ ❛❣/0❣0 P ∗
v ✳ ▲❡ 1❡✉✐❧ ǫ

❝♦♥4/M❧❡ ❧❡ ❞❡❣/0 ❞❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥4 1♦✉❤❛✐40 ❞❛♥1 ❧❡1 ❝♦♠♠✉♥❛✉401 ✐❞❡♥4✐✜0❡1✳ ❘❛♣♣❡✲

❧♦♥1 F✉❡ ❞❛♥1 ❧❡1 ❝♦♠♠✉♥❛✉401 ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥4❡1✱ ❧❡1 ♥G✉❞1 ♣❡✉✈❡♥4 ❛♣♣❛/4❡♥✐/ H ♣❧✉1✐❡✉/1

❝♦♠♠✉♥❛✉401✱ ❛❧♦/1 F✉❡ ❞❛♥1 ❧❡1 ❝♦♠♠✉♥❛✉401 ❞✐1❥♦✐♥4❡1✱ ❝❤❛F✉❡ ♥G✉❞ ❡14 ❛✛❡❝40 H ✉♥❡

1❡✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉40✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ 1✬✐♥40/❡11❡ ❞❛♥1 ❝❡44❡ 4❤P1❡ 1❡✉❧❡♠❡♥4 ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉401

❞✐1❥♦✐♥4❡1✱ ♦♥ ❛ ✜①0 ǫ H 0✳

✸✳✷✳✷ ❊①♣&'✐♠❡♥,❛,✐♦♥

▲✬❛♣♣/♦❝❤❡ ▲■❈❖❉ ❛ 040 ✐♠♣❧0♠❡♥40❡ ❡♥ &②4❤♦♥ ❡♥ ✉4✐❧✐1❛♥4 ✐❣/❛♣❤

✶

❡4 ◆✉♠♣②

✷

✳

▲■❈❖❉ ❛ ✺ ♣❛/❛♠P4/❡1 ✿ σ✱ δ✱ ❧❛ ♠❡1✉/❡ ❞❡ ❝❡♥4/❛❧✐40✱ ❧❛ ♠❡1✉/❡ ✉4✐❧✐10❡ ♣♦✉/ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✬❛♣♣❛/4❡♥❛♥❝❡ Dist() ❡4 ❧❛ ♠04❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉1✐♦♥ ❞❡1 ✈♦4❡1✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ❡①♣0/✐♠❡♥40 ❧❡1

❞✐✛0/❡♥4❡1 14/❛40❣✐❡1 ❞❛♥1 ▲■❈❖❉ 1✉/ ❞❡1 /01❡❛✉① /0❡❧1 ❡4 ❛/4✐✜❝✐❡❧1✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 /❡♠❛/F✉0

❞✉/❛♥4 ❧✬❡①♣0/✐♠❡♥4❛4✐♦♥ F✉❡ ❧❡ ♣❛/❛♠P4/❡ δ ❛ ✉♥ ❡✛❡4 ♥0❣❧✐❣❡❛❜❧❡ 1✉/ ❧❡1 /01✉❧4❛41 ❞❡

▲■❈❖❉✳ ◆♦✉1 ♥♦✉1 1♦♠♠❡1 ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❡♥4/01 1✉/ ❧❛ ✈❛/✐❛4✐♦♥ ❞❡1 ❛✉4/❡1 ♣❛/❛♠P4/❡1 ❝♦♠♠❡

1✉✐4 ✿

✶✳ σ = [0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1]

✷✳ ▼❡1✉/❡ ❞❡ ❝❡♥4/❛❧✐40❂❬❈❡♥4/❛❧✐40 ❞❡ ❞❡❣/0 ✭❉✮✱ ❝❡♥4/❛❧✐40 ❞❡ ❞❡❣/0 ❞❡1 ✈♦✐1✐♥1 ✭❙❉✮✱

❝❡♥4/❛❧✐40 ❞✬✐♥4❡/♠0❞✐❛/✐40 ✭❇✮✱ ❝❡♥4/❛❧✐40 ❞❡ ♣/♦①✐♠✐40 ✭❈✮✱ ❝❡♥4/❛❧✐40 ❞❡ ✈❡❝4❡✉/1

♣/♦♣/❡1 ✭❊❱✮❪

✸✳ ▼❡1✉/❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛♣♣❛/4❡♥❛♥❝❡❂❬&❧✉1 ❝♦✉/4 ❝❤❡♠✐♥ ✭❙&✮✱ ❑❛4③ 4/♦♥F✉0❡ ✭❚✳ ❑❛4③✮❪

✹✳ ▼04❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉1✐♦♥ ❞❡ ✈♦4❡1❂❬▼❛❥♦/✐40✱ ❇♦/❞❛✱ ❑❡♠❡♥②❪

▲❛ ✈❛/✐❛4✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛F✉❡ ♣❛/❛♠P4/❡ ♥0❝❡11✐4❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉/❛4✐♦♥ ♣❛/ ❞0❢❛✉4 ❞❡1 ♣❛/❛♠P4/❡1

/❡14❛♥41✳ &♦✉/ ❝❡ ❢❛✐4✱ ♥♦✉1 ♥♦✉1 ❛♣♣✉②✐♦♥1 1✉/ ❧❡1 ❤②♣♦4❤P1❡1 1✉✐✈❛♥4❡1 ♣♦✉/ ❞04❡/♠✐♥❡/

❝❡44❡ ❝♦♥✜❣✉/❛4✐♦♥ ✿

✖ σ ✿ ❋✐①❡/ σ H ✶ ♣♦✉/ 10❧❡❝4✐♦♥♥❡/ ❧❡1 ❧❡❛❞❡/1✱ ❡♠♣I❝❤❡ ❞❡ ❞04❡❝4❡/ ❧❡1 ❧❡❛❞❡/1 ✐♥✲

4❡/❝♦♥♥❡❝401✱ ❡4 ❢❛✐/❡ ❜❛✐11❡/ σ ♣❡/♠❡4 ❞❡ ❣0♥0/❡/ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉401✳ ❆✐♥1✐✱

♥♦✉1 ❝❤♦✐1✐11♦♥1 ❧❛ ✈❛❧❡✉/ 0.9 ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉/ ♣❛/ ❞0❢❛✉4✳

✖ ▼❡*✉2❡ ❞❡ ❝❡♥$2❛❧✐$/ ✿ ▲❡1 ♠❡1✉/❡1 ❞❡ ❝❡♥4/❛❧✐40 ❣❧♦❜❛❧❡1 1♦♥4 ❧❡1 ♣❧✉1 ♣❡/4✐♥❡♥4❡1✳

◆♦✉1 ✜①♦♥1 ❝❡ ♣❛/❛♠P4/❡ ♣❛/ ❧❛ ❝❡♥4❛❧✐40 ❞✬✐♥4❡/♠0❞✐❛/✐40✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡14 ♠♦4✐✈0 ♣❛/

❧❡ ❢❛✐4 F✉❡ ❝❡44❡ ❞❡/♥✐P/❡ ❡14 ❜❛10❡ 1✉/ ❧✬✐❞0❡ ❞❡ ❝♦♥4/M❧❡ ❡①❡/❝0 ♣❛/ ❧❡ ♥G✉❞ 1✉/ ❧❡1

✶✳ ❤!!♣✿✴✴✐❣'❛♣❤✳*♦✉'❝❡❢♦'❣❡✳♥❡!

✷✳ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳♥✉♠♣②✳♦'❣✴

✻✾
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✐♥0❡2❛❝0✐♦♥6 ❡♥02❡ ❧❡6 ❛✉02❡6 ♥9✉❞6 ❀ ❞❡✉① ♥9✉❞6 ♥♦♥✲❛❞❥❛❝❡♥06 ❞?♣❡♥❞❡♥0 ❞✬✉♥ ❛✉02❡

♥9✉❞6 ♣♦✉2 6✬✐♥0❡2❛❣✐2✳

✖ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬❛♣♣❛()❡♥❛♥❝❡ ✿ &♦✉2 ❝❡ ♣❛2❛♠D02❡✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ♠❡6✉2❡6 ❜❛6?❡6 6✉2 ❧❛

❞✐60❛♥❝❡ ❡♥02❡ ❧❡6 ♥9✉❞6 ✿ ❧❡ ♣❧✉6 ❝♦✉20 ❝❤❡♠✐♥ ❡0 ❑❛0③ 02♦♥K✉?❡✳ ◆♦✉6 ❝❤♦✐6✐66♦♥6 ❧❛

❞✐60❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉6 ❜❛6✐K✉❡ K✉✐ ❡60 ❧❡ ♣❧✉6 ❝♦✉20 ❝❤❡♠✐♥✳

✖ ❋✉.✐♦♥ ❞❡ ✈♦)❡. ✿ ▲❛ ❢✉6✐♦♥ ❞❡6 ✈❡❝0❡✉26 ❞✬❛♣♣❛20❡♥❛♥❝❡ ♣❛2 ❧❡6 ❞❡✉① ♠?0❤♦❞❡6

❇♦2❞❛ ❡0 ▼❛❥♦2✐0?✱ ❡60 ❜❛6?❡ 6✉2 ❧❡ ❝❧❛66❡♠❡♥0 ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉0?6✳ ➚ ❧✬✐♥✲

✈❡26❡✱ ❑❡♠❡♥② 6✉✐0 ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉6 ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡0 ♣2❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧❡ ❜♦♥ ❡0 ❧❡ ♠❛✉✈❛✐6

❝❧❛66❡♠❡♥0 ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉0?6✳ &❛2 ❛✐❧❧❡✉26✱ ❧✬❛♣♣❛20❡♥❛♥❝❡ ❞❡6 ♥9✉❞6 6❡ 02♦✉✈❛♥0 ❛✉①

❡①02?♠✐0?6 ❞❡6 ❝♦♠♠✉♥❛✉0?6 6❡2❛ ♣2♦❜❛❜❧❡♠❡♥0 ♣❡20✉2❜?❡ ♣❛2 ❧✬❛♣♣❛20❡♥❛♥❝❡ ❞❡6

♥9✉❞6 ✈♦✐6✐♥6 6✐ ♥♦✉6 ✉0✐❧✐6♦♥6 ❇♦2❞❛ ♦✉ ▼❛❥♦2✐0?✳ ◆♦✉6 ❝❤♦✐6✐66♦♥6 ❞♦♥❝ ❑❡♠❡♥②

❝♦♠♠❡ ♠?0❤♦❞❡ ♣❛2 ❞?❢❛✉0✳

❆✐♥6✐✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉2❛0✐♦♥ ♣❛2 ❞?❢❛✉0 ❞❡ ▲■❈❖❉ ❡60 ✿ σ = 0.9✱ ▼❡6✉2❡ ❞❡ ❝❡♥02❛❧✐0?❂ ❇✱

❈❛❧❝✉❧ ❞✬❛♣♣❛20❡♥❛♥❝❡❂ ❙&✱ ❋✉6✐♦♥ ❞❡ ✈♦0❡6❂❑❡♠❡♥②

◆♦✉6 ❛♣♣❧✐K✉♦♥6 ♣2♦0♦❝♦❧❡ ❡①♣?2✐♠❡♥0❛❧ ❞?❝2✐0 ❝✐✲❤❛✉0 6✉2 ✉♥ ❡♥6❡♠❜❧❡ ❞❡ 2?6❡❛✉① 2?❡❧6

❡0 ❛20✐✜❝✐❡❧6✳ ▲❡6 ✐♥❞✐❝❡6 ❞❡ ♣❡2❢♦2♠❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧?6 6♦♥0 ❧❡ ◆▼■ ❡0 ❧✬❆❘■✳

✸✳✷✳✷✳✶ ❇❡♥❝❤♠❛(❦. ✉)✐❧✐.:.

❘:.❡❛✉① (:❡❧.

◆♦✉6 ❛✈♦♥6 0❡60? ▲■❈❖❉ 6✉2 ✹ 2?6❡❛✉① 2?❡❧6 ❞♦♥0 ♦♥ ❝♦♥♥❛✐0 ❧❛ ✈?2✐0? ❞❡ 0❡22❛✐♥ ✭✈♦✐2

6❡❝0✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐02❡ ✷ ♣♦✉2 ♣❧✉6 ❞❡ ❞?0❛✐❧6✮✳ ▲❡ 0❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ❞?❝2✐0 ❧❡✉26 ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡6

❝❛2❛❝0?2✐60✐K✉❡6✳

❘:.❡❛✉ ♥ ♠ ★❝♦♠♠✉♥❛✉):.

❈❧✉❜ ❞❡ ❑❛2❛0? ❞❡ ❩❛❝❤❛2② ✸✹ ✼✽ ✷

❋♦♦0❜❛❧❧ ✶✶✺ ✻✶✻ ✶✶

▲✐✈2❡6 ♣♦❧✐0✐K✉❡6 ✶✵✵ ✹✶✶ ✸

❉❛✉♣❤✐♥6 ✻✷ ✶✺✾ ✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❈❛2❛❝0?2✐60✐K✉❡6 ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡6 ❞❡6 2?6❡❛✉①

◆♦✉6 2❡♣2?6❡♥0♦♥6 ?❣❛❧❡♠❡♥0 ❧❡6 ❝❛2❛❝0?2✐60✐K✉❡6 0♦♣♦❧♦❣✐K✉❡6 ❞❡ ❝❡6 2?6❡❛✉① ❞❛♥6 ❧❡

0❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸✳ ◆♦✉6 2❡♠❛2K✉♦♥6 K✉❡ ❧❛ ❞❡♥6✐0? ❡60 ❢❛✐❜❧❡ ❡0 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 ❞❡ ❝❧✉60❡2✐♥❣ ♣❧✉0e0

?❧❡✈?✳ ▲❡ ♣❛2❛♠D02❡ γ ❡60 ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐66❛♥❝❡ ❡60✐♠?❡ ♣♦✉2 ❧❛ ❞✐602✐❜✉0✐♦♥ ❞❡❣2? ❞❡6

2?6❡❛✉①✳ ❖♥ ❛♣❡2f♦✐0 ❝❧❛✐2❡♠❡♥0 ❞❛♥6 ❧❛ ✜❣✉2❡ ✸✳✷ ❧❛ ♣2?6❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉6✐❡✉26 ♥9✉❞6 ❛②❛♥0

✉♥ ❞❡❣2? ❢❛✐❜❧❡ ❡0 ♣❡✉ ❞❡ ♥9✉❞6 ❛②❛♥0 ✉♥ ❞❡❣2? ?❧❡✈? ❞❛♥6 ❝❡6 ❞❡✉① 2?6❡❛✉①✳ ❚♦✉0❡❢♦✐6✱

❞❛♥6 ❧❡6 2?6❡❛✉① ❋♦♦0❜❛❧❧ ❡0 ❉❛✉♣❤✐♥6✱ ❧❛ ❞✐602✐❜✉0✐♦♥ ❡60 ❞✐✛?2❡♥0❡✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉6✐❡✉26 ♥9✉❞6

❛②❛♥06 ❞❡6 ❞❡❣2?6 ♣2♦❝❤❡6 ❞✉ ❞❡❣2? ♠♦②❡♥✳
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&❛/❛♠12/❡ ❙✐❣♥✜❝❛2✐♦♥ ✈❛❧❡✉/

N ◆♦♠❜/❡ ❞❡ ♥A✉❞B ✶✵✵✵

k ❉❡❣/E ♠♦②❡♥ ❞❡B ♥A✉❞B ✷✵

kmax ❉❡❣/E ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡B ♥A✉❞B ✼✵

µ ❈♦❡✣❝✐❡♥2 ❞❡ ♠E❧❛♥❣❡ ✵✳✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❈♦♥✜❣✉/❛2✐♦♥ ❞❡B ♣/✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛/❛♠12/❡B ❞✉ ❣E♥E/❛2❡✉/ ❞❡ ❣/❛♣❤❡ ▲❋❘

✸✳✷✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* ❞✐✛/(❡♥0❡* ❝♦♥✜❣✉(❛0✐♦♥* ❞❡ ▲■❈❖❉

❘/*✉❧0❛0* ♦❜0❡♥✉* *✉( ❧❡* (/*❡❛✉① (/❡❧*

◆♦✉B ❞✐B❝✉2♦♥B ❝✐✲❞❡BB♦✉B ❧❡B /EB✉❧2❛2B ❞❡ ✈❛/✐❛2✐♦♥B ❞❡B P✉❛2/❡ ♣❛/❛♠12/❡B ❞❡ ▲■❈❖❉

B✉/ ❧✬❡♥B❡♠❜❧❡ ❞❡B /EB❡❛✉① /E❡❧B✳

❱❛(✐❛0✐♦♥ ❞❡ σ

▲❛ ✜❣✉/❡ ✸✳✸ ♠♦♥2/❡ ❧✬E✈♦❧✉2✐♦♥ ❞❡B ✐♥❞✐❝❡B ❞❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡✱ ◆▼■ ❡2 ❆❘■✱ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥

❞✉ ♣❛/❛♠12/❡ σ✳ &♦✉/ ❧❡ /EB❡❛✉ ❩❛❝❤❛/②✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡B2 ❛22❡✐♥2 P✉❛♥❞ σ = 1 ✭❝✳V✳❞ ✿ ❧❡

❧❡❛❞❡/ ❡B2 ❝❡❧✉✐ P✉✐ ❛ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡♥2/❛❧✐2E ♣❛/ /❛♣♣♦/2 V B❡B ✈♦✐B✐♥B✮✳ ❈❡❝✐ ❡B2 ❡①♣❧✐P✉E

♣❛/ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛2✐♦♥ ❞❡B ❞❡✉① ♥A✉❞B ✶ ❡2 ✸✹ ✭✈♦✐/ ✜❣✉/❡ ✷✳✸✭❛✮ ✮ ❡♥ 2❡/♠❡ ❞❡ ❝❡♥2/❛❧✐2E

❞✬✐♥2❡/♠E❞✐❛/✐2E✳ ❉❛♥B ❧❡ /EB❡❛✉ ▲✐✈/❡B ♣♦❧✐2✐P✉❡B✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ❡B2 ♦❜2❡♥✉

V σ ❂ ✵✳✾✱ ♣❛/ ❝♦♥2/❡ ❝❡22❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ B❡ ❞E❣/❛❞❡ P✉❛♥❞ σ = 1✳ ❖♥ ♣❡✉2 ✈♦✐/ ❝❡22❡ ❝❤✉2❡

❛✉BB✐ ❞❛♥B ❧❡ /EB❡❛✉ ❋♦♦2❜❛❧❧ P✉❛♥❞ σ ♣❛BB❡ ❞❡ ✵✳✾ V ✶✳ ❈❡B /EB✉❧2❛2B ♠♦♥2/❡♥2 P✉❡ ❧❡

❝❤♦✐① ❞❡B ♥A✉❞B ❧❡❛❞❡/B ❞✐✛1/❡ ❞✬✉♥ /EB❡❛✉ V ✉♥ ❛✉2/❡✳ ❚♦✉2❡❢♦✐B✱ ▲■❈❖❉ 2/♦✉✈❡ ❞❡ ❜♦♥B

/EB✉❧2❛2B ♣♦✉/ ❞❡B ✈❛❧❡✉/B ❞❡ σ ❝♦♠♣/✐B❡B ❡♥2/❡ ✵✳✽ ❡2 ✵✳✾✳ ❈❡❝✐ ✈❛❧✐❞❡ ❧✬✐❞E❡ ❞✬✐♥2/♦❞✉✐/❡

❧❡ ♣❛/❛♠12/❡ σ ❡2 ♥❡ ♣❛B ❝♦♥B✐❞E/❡/ ❧❡B ❝❛B ❡①2/^♠❡B ♦_ ✉♥ ♥A✉❞ ❡B2 P✉❛❧✐✜E ❝♦♠♠❡ ✉♥

❧❡❛❞❡/ B✐ ✐❧ ❛ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡♥2/❛❧✐2E ❞❛♥B B♦♥ ✈♦✐B✐♥❛❣❡ ❞✐/❡❝2✳

❱❛(✐❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡*✉(❡ ❞❡ ❝❡♥0(❛❧✐0/ ✿

◆♦✉B ♠♦♥2/♦♥B ❞❛♥B ❧❛ ✜❣✉/❡ ✸✳✹ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ❞❡ ▲■❈❖❉✱ ❡♥ 2❡/♠❡ ❞❡ ◆▼■

❡2 ❆❘■✱ ❛✈❡❝ ❧❡B ❞✐✛E/❡♥2❡B ♠❡B✉/❡B ❞❡ ❝❡♥2/❛❧✐2E✳ ▲❡B /EB✉❧2❛2B ♦❜2❡♥✉B B✉/ ❧❡ /EB❡❛✉ ❩❛❝❤❛/②

B♦♥2 ✐❞❡♥2✐P✉❡B✱ ❝❡❝✐ ❡B2 ❡①♣❧✐P✉E ♣❛/ ❧❛ ❢♦/2❡ ♣/EB❡♥❝❡ ❞❡B ♥A✉❞B ❧❡❛❞❡/B ✭✈♦✐/ ✜❣✉/❡ ✷✳✸✭❛✮✮✳

❉❛♥B ❧❡B ❞❡✉① /EB❡❛✉① ❋♦♦2❜❛❧❧ ❡2 ▲✐✈/❡B ♣♦❧✐2✐P✉❡B✱ ❧❛ ❝❡♥2/❛❧✐2E ❞✬✐♥2❡/♠E❞✐❛/✐2E ❞E♣❛BB❡

❧❡B ❛✉2/❡B ❝❡♥2/❛❧✐2EB ❡♥ 2❡/♠❡ ❞❡ ◆▼■ ❡2 ❆❘■✳ ❖♥ /❡♠❛/P✉❡ ❛✉BB✐ P✉❡ ❧❛ ❝❡♥2/❛❧✐2E B❡♠✐✲

❧♦❝❛❧❡ ❙❉ ❛ ❞♦♥♥E ✉♥ ❜♦♥ /EB✉❧2❛2 ❞❛♥B ❧❡ /EB❡❛✉ ❉❛✉♣❤✐♥✳ ❈❡❝✐ ❡B2 ❞` V ❧❛ ❞✐B2/✐❜✉2✐♦♥ ❞❡

❞❡❣/E ✉♥ ♣❡✉ ♣❛/2✐❝✉❧✐1/❡ ❞❡ ❝❡ /EB❡❛✉ ♣❛/ /❛♣♣♦/2 ❛✉① ❛✉2/❡B /EB❡❛✉① ✭✈♦✐/ ✜❣✉/❡ ✸✳✷✭❞✮✮✱

♦_ ❧❛ ♠❛❥♦/✐2E ❞❡B ❞❡❣/EB B♦♥2 ♣/♦❝❤❡B ❞✉ ❞❡❣/E ♠♦②❡♥✳ ❊♥ ❝♦♥2/❡♣❛/2✐❡✱ ▲■❈❖❉✲❝❡♥2/❛❧✐2E

❞❡ ♣/♦①✐♠✐2E ❛ E❝❤♦✉E ❞❡ 2/♦✉✈❡/ ✉♥❡ ♣❛/2✐2✐♦♥ ❞❛♥B ❝❡ /EB❡❛✉✳ ▲✬❛❜B❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡/B ❡B2 ❞`

♣/✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥2 ❛✉ B❡✉✐❧ ✉2✐❧✐BE ♣♦✉/ σ✱ ✵✳✾✱ ❡2 ❛✉① ✈❛❧❡✉/B 2/1B ♣/♦❝❤❡B ❞❡ ❧❛ ❝❡♥2/❛❧✐2E ❞❡

♣/♦①✐♠✐2E ❞❡B ♥A✉❞B✳ ❈❡ P✉✐ ❝♦♥✜/♠❡ P✉❡ ❧❛ ♥❛2✉/❡ ❞❡ ❞✐B2/✐❜✉2✐♦♥ ❞❡B ❞❡❣/EB ❛ ✉♥ ❡✛❡2

✐♠♣♦/2❛♥2 B✉/ ❧❛ ♣❡/2✐♥❡♥❝❡ ❞❡B ♠❡B✉/❡B ❞❡ ❝❡♥2/❛❧✐2E✳ ❉❛♥B ❧✬❡♥B❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉B ❝♦♥B2❛2♦♥B P✉❡

▲■❈❖❉✲❝❡♥2/❛❧✐2E ❞✬✐♥2❡/♠E❞✐❛/✐2E ❡B2 ♣❧✉B ♣❡/❢♦/♠❛♥2 ❡♥ 2❡/♠❡ ❞❡ ◆▼■ ❡2 ❆❘■ P✉✬❛✈❡❝

❧❡B ❛✉2/❡B ♠❡B✉/❡B ❞❡ ❝❡♥2/❛❧✐2E✳
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2✉✐5 ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐22❛♥❝❡ ✭?✉✐ @❡♣@A2❡♥5❡ ✉♥❡ ❞❡2 ❝❛@❛❝5A@✐25✐?✉❡2 ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛@5 ❞❡2 @A2❡❛✉①

❝♦♠♣❧❡①❡2 ❞✉ ♠♦♥❞❡ @A❡❧✮✱ ♥♦✉2 ❧✬❛✈♦♥2 ❝❤♦✐2✐ ❝♦♠♠❡ @❡♣I@❡ ❡5 ❛✐♥2✐✱ ♥♦✉2 ❝♦♥2✐❞A@♦♥2 ?✉❡

❧❡2 ❞❡✉① ♠A5❤♦❞❡ ❑❡♠❡♥② ❡5 ❧❡ ✈♦5❡ ♠❛❥♦@✐5❛✐@❡ 2♦♥5 ❧❡2 ♠❡✐❧❧❡✉@❡2✳

▲❛ ♣❡@❢♦@♠❛♥❝❡ ❞❡ ▲■❈❖❉ ❞A♣❡♥❞ ❢♦@5❡♠❡♥5 ❞❡2 ❧❡❛❞❡@2 ✐❞❡♥5✐✜A2✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥5✱ ❧✬❛❧❣♦✲

@✐5❤♠❡ ♥❡ ✈A@✐✜❡ ♣❛2 2✐ ❧❡2 ❧❡❛❞❡@2 2A❧❡❝5✐♦♥♥A2 2♦♥5 ✈@❛✐♠❡♥5 ❧❡2 ❧❡❛❞❡@2 ❞❡ ❧❡✉@2 ❝♦♠♠✉✲

♥❛✉5A2✳ ❆✉5@❡♠❡♥5 ❞✐5✱ ✐❧ ♠❛♥?✉❡ P ▲■❈❖❉ ✉♥❡ ♣@♦❝A❞✉@❡ ❞✬❛✉5♦✲A✈❛❧✉❛5✐♦♥ ❞❡2 ❧❡❛❞❡@2

✐❞❡♥5✐✜A2✳ ❉❛♥2 ❧❛ 2✉✐5❡✱ ♥♦✉2 ♣@♦♣♦2♦♥2 ✉♥❡ ❡①5❡♥2✐♦♥ ✐5A@❛5✐✈❡ ❞❡ ▲■❈❖❉ ?✉✐ ♣@❡♥❞ ❡♥

❝♦♠♣5❡ ❝❡55❡ ❧✐♠✐5❡✳

✸✳✸ ❊①$❡♥'✐♦♥ ✐$*+❛$✐✈❡ ❞❡ ▲■❈❖❉ ✿ ✐$✲▲■❈❖❉

❉❛♥2 ❝❡55❡ 2❡❝5✐♦♥✱ ♥♦✉2 ✐♥5@♦❞✉✐2♦♥2 ✉♥❡ ❡①5❡♥2✐♦♥ ✐5A@❛5✐✈❡ ❞❡ ▲■❈❖❉✱ ❛♣♣❡❧A❡ ✐5✲

▲■❈❖❉✱ ?✉✐ 5@❛✐5❡ ❧❡ ♣@♦❜❧I♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛5✐♦♥ ❞❡2 ❧❡❛❞❡@2✳ ◆♦5@❡ ❤②♣♦5❤I2❡ ❡25 ?✉✬❛✉ ❧✐❡✉

❞✬✐❞❡♥5✐✜❡@ ❧❡2 ❧❡❛❞❡@2 ❡♥ ❛♣♣❧✐?✉❛♥5 2❡✉❧❡♠❡♥5 ❧❡2 ♠❡2✉@❡2 ❞❡ ❝❡♥5@❛❧✐5A✱ ♦♥ ❛❥♦✉5❡ ✉♥❡

A5❛♣❡ ✐5A@❛5✐✈❡ ?✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡2 ❧❡❛❞❡@2 P ❧✬A❝❤❡❧❧❡ ❞❡2 ❝♦♠♠✉♥❛✉5A2 ✐❞❡♥5✐✜A❡2 ❞❛♥2 ❧✬A5❛♣❡

✐♥✐5✐❛❧❡✳ ❈❡55❡ A5❛♣❡ ❡25 ❝♦♥2✐❞A@A❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ A5❛♣❡ ❞✬❛✉5♦✲A✈❛❧✉❛5✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡2 ❧❡❛❞❡@2✳

✸✳✸✳✶ ▲✬❛♣♣'♦❝❤❡ ✐-✲▲■❈❖❉

◆♦✉2 ♣@A2❡♥5♦♥2 ❝✐✲❞❡22♦✉2 ❧❡ ♣2❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ✐5✲▲■❈❖❉✳ ▲❛ ✈❡@2✐♦♥ ❛❧❣♦@✐5❤♠✐?✉❡ ❡25

♣@A2❡♥5A❡ ❞❛♥2 ❧✬❛❧❣♦@✐5❤♠❡ ✸✳

▲✬❛♣♣@♦❝❤❡ ❡25 ❝♦♠♣♦2A❡ ❞❡ ?✉❛5@❡ ♣@✐♥❝✐♣❛❧❡2 A5❛♣❡2 ✿ 2♦✐5 G = (V,E) ✉♥ ❣@❛♣❤❡

♥♦♥✲❞✐@✐❣A ✿

✶✳ ❆♣♣❧✐?✉❡@ ▲■❈❖❉ 2✉@ G ♣♦✉@ 5@♦✉✈❡@ ❧❛ ♣❛@5✐5✐♦♥ ✐♥✐5✐❛❧❡✳ ❙♦✐5 Lt ❡5 Ct ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡

❞❡ ❧❡❛❞❡@2 ❡5 ❧❛ ♣❛@5✐5✐♦♥ 5@♦✉✈A2 ✭❧✐❣♥❡ ✹✮ ❀

✷✳ ❈♦♥2✐❞A@❡@ ?✉❡ ❝❤❛?✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5A c ∈ Ct ❡25 ✉♥ ❣@❛♣❤❡ ❡5 ✐❞❡♥5✐✜❡@ 2❡2 ❧❡❛❞❡@2

✈✐❛ ❧❛ ❢♦♥❝5✐♦♥ nouveauxLeaders()✳ ❙♦✐5 Lt+1 ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡2 ❧❡❛❞❡@2 ❞❡ 5♦✉5❡2 ❧❡2

❝♦♠♠✉♥❛✉5A2 ❞❛♥2 Ct ✭❧✐❣♥❡2 ✼✲✾✮ ❀

✸✳ ❆♣♣❧✐?✉❡@ ❧❡2 ?✉❛5@❡ ❞❡@♥✐I@❡2 A5❛♣❡2 ❞❡ ▲■❈❖❉ ✿ @❡❣@♦✉♣❡♠❡♥5 ❞❡ ❧❡❛❞❡@2✱ ❝❛❧❝✉❧

❞✬❛♣♣❛@5❡♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐@❡✱ ❢✉2✐♦♥ ❞❡ ✈♦5❡2 ❡5 ❛✛❡❝5❛5✐♦♥ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉5A2 ✜✲

♥❛❧❡2✱ 2♦✐5 Ct+1 ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛@5✐5✐♦♥ 5@♦✉✈A❡2 ✭❧✐❣♥❡2 ✶✹✲✸✸✮ ❀

✹✳ ✐5✲▲■❈❖❉ ✐5I@❡ 2✉@ ❧❡2 A5❛♣❡2 ✷✲✹ ❥✉2?✉✬P ❧❛ 25❛❜✐❧✐2❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥2❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡@2✳

Y♦✉@ ?✉❡ ✐5✲▲■❈❖❉ ❝♦♥✈❡@❣❡ @❛♣✐❞❡♠❡♥5✱ ♥♦✉2 ❝❛❧❝✉❧♦♥2 A❣❛❧❡♠❡♥5 ❧❛ ♣✉@❡5A ❡♥5@❡

❝❤❛?✉❡ ❞❡✉① ♣❛@5✐5✐♦♥2✳ ✐5✲▲■❈❖❉ 2✬❛@@Z5❡ ?✉❛♥❞ Lt+1 = Lt ♦✉ PUR(Ct, Ct+1) >= β✳
➚ ❧❛ ✜♥✱ ✐5✲▲■❈❖❉ @❡5♦✉@♥❡ Ct+1✳

✸✳✸✳✷ ❊①♣6'✐♠❡♥-❛-✐♦♥

▲✬❡①♣A@✐♠❡♥5❛5✐♦♥ ❞❡ ✐5✲▲■❈❖❉ ❡25 @A❛❧✐2A❡ 2✉@ ❧❡2 ♠Z♠❡2 @A2❡❛✉① ❜❡♥❝❤♠❛@❦2 ✉5✐❧✐✲

2A2 ❞❛♥2 ❧✬❡①♣A@✐♠❡♥5❛5✐♦♥ ❞❡ ▲■❈❖❉✳ ❊❧❧❡ ❡25 ❢❛✐5❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛2❡2 ✿ ❉❛♥2 ❧❛ ♣@❡♠✐I@❡

♣❤❛2❡✱ ♥♦✉2 ❝♦♠♣❛@♦♥2 ✐5✲▲■❈❖❉ ❡5 ▲■❈❖❉ ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡2 ❞✐✛A@❡♥5❡2 ❝♦♥✜❣✉@❛5✐♦♥2 ❞❡2

♣❛@❛♠I5@❡2✳ ❉❡✉①✐I♠❡♠❡♥5✱ ♥♦✉2 ❝♦♠♣❛@♦♥2 ❧❡✉@2 ♣❡@❢♦@♠❛♥❝❡ ♣❛@ @❛♣♣♦@5 P ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡

✼✽
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❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✸ ✐3✲▲■❈❖❉

✶✿ ❊♥&$-❡ ✿ ❯♥ ❣7❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ G =< V,E >
✷✿ ❙♦$&✐❡ ✿ ❯♥❡ ♣❛73✐3✐♦♥ C
✸✿ ❉-❜✉&

✹✿ Lt, Ct ← LICOD(G)
✺✿ Lt+1, Ct+1 ← ∅
✻✿ &❛♥& 4✉❡ TROUV E1 = False ❡3 TROUV E2 = False ❢❛✐$❡
✼✿ ♣♦✉$ c ∈ Ct ❢❛✐$❡

✽✿ Lt+1 ← Lt+1 ∪ {nouveauxLeaders(c)}
✾✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✵✿ 8✐ Lt+1 = Lt ❛❧♦$8

✶✶✿ TROUV E1 = True
✶✷✿ ✜♥ 8✐

✶✸✿ Lt ← Lt+1

✶✹✿ Ct+1 ← LeadersCommunautes(Lt+1)
✶✺✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✶✻✿ ♣♦✉$ c ∈ Ct+1 ❢❛✐$❡

✶✼✿ M [v, c]← Appartenance(v, c)
✶✽✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✾✿ P [v] ❂ ❚$✐❡$❊&❈❧❛88❡$✭M [v]✮
✷✵✿ ✜♥ ♣♦✉$

✷✶✿ $❡♣❡❛&

✷✷✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✷✸✿ P ∗[v]← Fusionx∈{v}∩Γ(v)P[x]
✷✹✿ P [v]← P ∗[v]
✷✺✿ ✜♥ ♣♦✉$

✷✻✿ ✉♥&✐❧ ❙3❛❜✐❧✐B❛3✐♦♥ ❞❡ P ∗[v]∀v
✷✼✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✷✽✿ ♣♦✉$ c ∈ P [v] ❢❛✐$❡
✷✾✿ 8✐ |M [v, c]−M [v, P [0]]| ≤ ǫ ❛❧♦$8
✸✵✿ COM(c)← COM(c) ∪ {v}
✸✶✿ ✜♥ 8✐

✸✷✿ ✜♥ ♣♦✉$

✸✸✿ ✜♥ ♣♦✉$

✸✹✿ 8✐ PUR(Ct, Ct+1) ≥ β ❛❧♦$8
✸✺✿ TROUV E2 = True
✸✻✿ ✜♥ 8✐

✸✼✿ Ct ← Ct+1

✸✽✿ ✜♥ &❛♥& 4✉❡

✸✾✿ ❘❡3♦✉7♥❡ Ct+1

✹✵✿ ❋✐♥

✼✾
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❞✬❛❧❣♦8✐:❤♠❡> ❞❡ 8?❢?8❡♥❝❡✳ ▲❡> ✐♥❞✐❝❡> ❞❡ ♣❡8❢♦8♠❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧?> >♦♥: ❧❡ ◆▼■✱ ❧✬❆❘■✱ ❡: ❧❡

♥♦♠❜8❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉:?> ✭#com✮✳

✸✳✸✳✷✳✶ ✐%✲▲■❈❖❉ ✈- ▲■❈❖❉

◆♦✉> ❛❧❧♦♥> ❡✛❡❝:✉❡8 ❧❡ ♠K♠❡ ♣8♦:♦❝♦❧❡ ❡①♣?8✐♠❡♥:❛❧ M✉❡ ♣♦✉8 ▲■❈❖❉✱ >❛✉❢ M✉❡ ❝❡::❡

❢♦✐> ♥♦✉> ❛❧❧♦♥> ❝♦♠♣❛8❡8✱ ♣♦✉8 ❧❡> ❞✐✛?8❡♥:❡> ❝♦♥✜❣✉8❛:✐♦♥> ❞❡> ♣❛8❛♠O:8❡>✱ ❧❛ ♣❡8❢♦8✲

♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐:✲▲■❈❖❉ ❡: ▲■❈❖❉✳ P♦✉8 ❞❡> 8❛✐>♦♥> ❞✬❡>♣❛❝❡✱ ♥♦✉> ♥♦:♦♥> ❧❡> ❞❡✉① ❛❧❣♦✲

8✐:❤♠❡> ▲■❈❖❉ ❡: ✐:✲▲■❈❖❉ 8❡>♣❡❝:✐✈❡♠❡♥: ♣❛8 ▲ ❡: ✐:✲▲✳ ◆♦✉> ❛❞♦♣:♦♥> ?❣❛❧❡♠❡♥: ❧❛

♠K♠❡ ❝♦♥✜❣✉8❛:✐♦♥ ♣❛8 ❞?❢❛✉: ♣♦✉8 ❧❡> ❞❡✉① ❛❧❣♦8✐:❤♠❡> ✿

✖ σ = δ = 0.9

✖ ▼❡>✉8❡ ❞❡ ❝❡♥:8❛❧✐:? ✿ ❇

✖ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬❛♣♣❛8:❡♥❛♥❝❡ ✿ ❙P

✖ ❋✉>✐♦♥ ❞❡ ✈♦:❡> ✿ ❑❡♠❡♥②

✖ β = 0.9 ✭♣♦✉8 ✐:✲▲■❈❖❉✮

.❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐%✲▲■❈❖❉ ✈- ▲■❈❖❉ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ σ

◆♦✉> ♠♦♥:8♦♥> ❞❛♥> ❧❛ ✜❣✉8❡ ✸✳✽ ❧✬?✈♦❧✉:✐♦♥ ❞❡ ◆▼■ ❡: ❆❘■ ❞❡ ✐:✲▲■❈❖❉ ❡: ▲■❈❖❉ ❡♥

❢♦♥❝:✐♦♥ ❞❡ σ✳ P♦✉8 ❩❛❝❤❛8②✱ ✐:✲▲■❈❖❉ ❝♦♥✈❡8❣❡ ✈❡8> ❧❛ ♣❡8❢♦8♠❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭σ ❂✵✳✾✮

❛✈❛♥: ▲■❈❖❉✱ >✐♥♦♥✱ ✐❧ ♥✬② ♣❛> ❞✐✛?8❡♥❝❡ ♥♦:❛❜❧❡ ❡♥:8❡ ❧❛ ♣❡8❢♦8♠❛♥❝❡ ❞❡> ❞❡✉① ❛❧❣♦8✐:❤♠❡>

♣♦✉8 ❧❡> ❛✉:8❡> ✈❛❧❡✉8> ❞❡ σ✳ ❉❛♥> ❧❡ 8?>❡❛✉ ❋♦♦:❜❛❧❧✱ ▲■❈❖❉ ❞?♣❛>>❡ ❧?❣O8❡♠❡♥: ✐:✲▲■❈❖❉

♣♦✉8 ❧❡> ❞❡✉① ✈❛❧❡✉8> ✵✳✽ ❡: ✵✳✾✱ ♠❛✐> ❝❡ ❞❡8♥✐❡8 ❡>: ♣❧✉> >:❛❜❧❡ ❡: ♣❧✉> ♣❡8❢♦8♠❛♥: ♣♦✉8 ❧❡>

❛✉:8❡> ✈❛❧❡✉8> ❞❡ σ✳ ◆♦✉> 8❡♠❛8M✉♦♥> ❧❛ ♠K♠❡ ♦❜>❡8✈❛:✐♦♥ ♣♦✉8 ❧❡ 8?>❡❛✉ ▲✐✈8❡> ♣♦❧✐:✐M✉❡>✳

P♦✉8 ❧❡ 8?>❡❛✉ ❉❛✉♣❤✐♥✱ ✐:✲▲■❈❖❉ ❡>: ♣❧✉> ♣❡8❢♦8♠❛♥: ♣♦✉8 :♦✉:❡> ❧❡> ✈❛❧❡✉8> ❞❡ σ✳

▲❡ 8?>✉❧:❛: ♦❜:❡♥✉ >✉8 ❧❡ ❣8❛♣❤❡ ▲❋❘ ✭◆❂✶✵✵✵✱ ❦❂✵✳✶✱ µ = 0.1✮ ♠♦♥:8❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

♣❡8❢♦8♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐:✲▲■❈❖❉ ♣❛8 8❛♣♣♦8: ^ ▲■❈❖❉ ♣♦✉8 :♦✉:❡ ❧❡> ✈❛❧❡✉8> ❞❡ σ ❡♥:8❡ ✵✳✺

❡: ✵✳✾✳ ❈❡ 8?>✉❧:❛: ♠❡: ❡♥ ?✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣♦8:❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬?:❛♣❡ ❞✬❛✉:♦✲?✈❛❧✉❛:✐♦♥ ❞❡> ❧❡❛❞❡8>

✐♥:8♦❞✉✐:❡ ♣❛8 ✐:✲▲■❈❖❉✳

.❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐%✲▲■❈❖❉ ✈- ▲■❈❖❉ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡-✉0❡ ❞❡ ❝❡♥%0❛❧✐%:

▲❡> >❝♦8❡> ❞❡ ◆▼■ ❡: ❆❘■ ❞❡> ❞❡✉① ♠?:❤♦❞❡>✱ ♦❜:❡♥✉> >✉8 ❧❡> 8?>❡❛✉① 8?❡❧> ❡: ❧❡

❣8❛♣❤❡ ▲❋❘✱ >♦♥: ❛✣❝❤?> ❞❛♥> ❧❡ :❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ ❖♥ 8❡♠❛8M✉❡ M✉❡ ❞❛♥> ❧❡> :8♦✐> 8?>❡❛✉①

❋♦♦:❜❛❧❧✱ ▲✐✈8❡> ♣♦❧✐:✐M✉❡> ❡: ❉❛✉♣❤✐♥>✱ ✐:✲▲■❈❖❉ ❡>: ❣?♥?8❛❧❡♠❡♥: ♣❧✉> ♣❡8❢♦8♠❛♥: ❛✈❡❝

❧❛ ♠❡>✉8❡ ❞❡ ❝❡♥:8❛❧✐:? ❧♦❝❛❧❡ ✭❉✮ ❡: ❧❛ ♠❡>✉8❡ ❞❡ ❝❡♥:8❛❧✐:? >❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ ✭❙❉✮ M✉❡ ▲■❈❖❉✳

❈❡❧❛ ❡①♣❧✐M✉❡ M✉❡ ❝❡ ❣❡♥8❡ ❞❡ ♠❡>✉8❡> ♣❧✉> ❛✉ ♠♦✐♥> ❧♦❝❛❧❡ ❝❛♣:❡♥: ♠✐❡✉① ❧❡> ❧❡❛❞❡8>

❧♦8>M✉✬♦♥ ❧❡> ❛♣♣❧✐M✉❡ >❡✉❧❡♠❡♥: ❛✉① 8?>❡❛✉① M✉✐ 8❡♣8?>❡♥:❡♥: ❧❡> ❝♦♠♠✉♥❛✉:?>✳ ◗✉❛♥❞

❛✉① ♠❡>✉8❡> ❣❧♦❜❛❧❡> ✭❇ ❡: ❊❱✮✱ ♦♥ 8❡♠❛8M✉❡ M✉✬❡❧❧❡> >♦♥: ♣❧✉> ❡✣❝❛❝❡> ❛✈❡❝ ✐:✲▲■❈❖❉

❞❛♥> ❧❡ 8?>❡❛✉ ❉❛✉♣❤✐♥✱ >❛❝❤❛♥: M✉❡ ❝❡ 8?>❡❛✉ ♣♦>>O❞❡ ❡♥ ✈?8✐:? ❞❡ :❡88❛✐♥ >❡✉❧❡♠❡♥: ✷

❝♦♠♠✉♥❛✉:?>✳ ▲✬✉:✐❧✐>❛:✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥:8❛❧✐:? ❞❡ ♣8♦①✐♠✐:? ✭❈✮ ♥✬❛ ♣❛> ♣❡8♠✐> ✐:✲▲■❈❖❉ ❞❡

♣❛8:✐:✐♦♥♥❡8 ❧❡ 8?>❡❛✉ ▲✐✈8❡> ♣♦❧✐:✐M✉❡> ❡: ❉❛✉♣❤✐♥>✳ ❈❡❝✐ ❡>: ❞c ^ ❧✬❛❜>❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡❛❞❡8> ❛✈❡❝

❧❡ >❡✉✐❧ ❞❡ σ ❝❤♦✐>✐ ✭✵✳✾✮✳

✽✵
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▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ :②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡@✉A❡ ❞❡ ❝❡♥:A❛❧✐:C✱ ❧♦❝❛❧❡✴@❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡✱ H ❛♣♣❧✐I✉❡A

❞❛♥@ ✐:✲▲■❈❖❉ ♥✬❡@: ♣❛@ @✐♠♣❧❡ ♣✉✐@I✉✬✐❧ ❡@: ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡@:✐♠❡A ❧❛ :❛✐❧❧❡ ❞❡@ ❝♦♠♠✉♥❛✉:C@✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥:✱ ❡: ❝♦♠♠❡ ❞❛♥@ ❧✬❡①♣CA✐♠❡♥:❛:✐♦♥ ♣AC❝C❞❡♥:❡✱ ❧❛ ✈❛A✐❛:✐♦♥ ❞❡ ♠❡@✉A❡ ❞❡

❝❡♥:A❛❧✐:C ♣♦✉A ▲■❈❖❉ ❡: ✐:✲▲■❈❖❉ @✉A ❧❡@ ✹ AC@❡❛✉① AC❡❧@ ❛ ♠♦♥:AC I✉❡✱ ♠✐@ H ♣❛A: ❧❡ AC@❡❛✉

❞❡ ❋♦♦:❜❛❧❧✱ ✐:✲▲■❈❖❉ ♦❜:✐❡♥: ❞❡@ ❜♦♥@ AC@✉❧:❛:@ ♣❛A A❛♣♣♦A: H ▲■❈❖❉✱ @✉A ❩❛❝❤❛A②✱ ▲✐✈A❡@

♣♦❧✐:✐I✉❡@ ❡: @✉A:♦✉: ❉❛✉♣❤✐♥@✳ ❙✉A ❧❡ ❣A❛♣❤❡ ▲❋❘✱ ✐:✲▲■❈❖❉ ❞C♣❛@@❡ ▲■❈❖❉ ❡: ♦❜:✐❡♥:

❞❡@ ❜♦♥@ @❝♦A❡@ ❞❡ ◆▼■ ❡: ❆❘■✳

❉ ❈ ❇ ❊❱ ❙❉

❘'(❡❛✉ ❙❝♦.❡ ▲ ✐1✲▲■ ▲ ✐1✲▲ ▲ ✐1✲▲ ▲ ✐1✲▲ ▲ ✐1✲▲

❩❛❝❤❛.② ◆▼■ ✵✳✻✵ ✵✳✻✺ ✵✳✻✷ ✵✳✻✺ ✵✳✻✵ ✵✳✻✺ ✵✳✻✷ ✵✳✻✺ ✵✳✻✷ ✵✳✻✺

❆❘■ ✵✳✻✷ ✵✳✻✼ ✵✳✻✸ ✵✳✻✼ ✵✳✻✷ ✵✳✻✼ ✵✳✻✸ ✵✳✻✼ ✵✳✻✸ ✵✳✻✼

★❝♦♠ ✸ ✷ ✸ ✷ ✸ ✷ ✸ ✷ ✸ ✷

❋♦♦1❜❛❧❧ ◆▼■ ✵✳✼✹ ✵✳✼✹ ✵✳✽✶ ✵✳✼✽ ✵✳✽✸ ✵✳✼✼ ✵✳✽✸ ✵✳✻✶ ✵✳✻✾ ✵✳✼✾

❆❘■ ✵✳✹✸ ✵✳✺✵ ✵✳✺✽ ✵✳✺✾ ✵✳✻✾ ✵✳✺✽ ✵✳✻✾ ✵✳✸✵ ✵✳✺✾ ✵✳✺✾

★❝♦♠ ✺✷ ✸✹ ✶✹ ✷✾ ✶✻ ✷✶ ✽ ✹ ✶✺ ✸✻

▲✐✈5❡7 8♦❧✐:✐;✉❡7 ◆▼■ ✵✳✹✼ ✵✳✺✼ ✵✳✹✾ ✵ ✵✳✺✼ ✵✳✺✸ ✵✳✹✼ ✵✳✺✼ ✵✳✹✽ ✵✳✺✼

❆❘■ ✵✳✺✽ ✵✳✻✹ ✵✳✻✷ ✵ ✵✳✻✼ ✵✳✻✸ ✵✳✺✽ ✵✳✻✹ ✵✳✺✼ ✵✳✻✹

★❝♦♠ ✾ ✷ ✺ ✶ ✻ ✸ ✼ ✷ ✻ ✷

❉❛✉♣❤✐♥ ◆▼■ ✵✳✹✽ ✵✳✹✽ ✵ ✵ ✵✳✹✶ ✵✳✻✹ ✵✳✸✵ ✵✳✻✹ ✵✳✻✵ ✵✳✺✽

❆❘■ ✵✳✷✽ ✵✳✻✾ ✵ ✵ ✵✳✸✸ ✵✳✹✹ ✵✳✶✸ ✵✳✹✹ ✵✳✹✼ ✵✳✺✹

★❝♦♠ ✼ ✻ ✶ ✶ ✷ ✹ ✸ ✹ ✹ ✸

●5❛♣❤❡ ▲❋❘ ◆▼■ ✵✳✾✺ ✵✳✾✾ ✵✳✾✹ ✵✳✾✾ ✵✳✾✺ ✵✳✾✾ ✵✳✾✹ ✵✳✾✻ ✵✳✾✸ ✵✳✾✾

◆❂✶✵✵✵✱ ❦❂✷✵✱ σ = 0.1 ❆❘■ ✵✳✾✵ ✵✳✾✾ ✵✳✽✻ ✵✳✾✻ ✵✳✾✶ ✵✳✾✾ ✵✳✽✷ ✵✳✽✹ ✵✳✼✽ ✵✳✾✽

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ )/+✉❧2❛2+ ❞❡ ✐2✲▲■❈❖❉ ❡2 ▲■❈❖❉ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡+✉)❡

❞❡ ❝❡♥2)❛❧2✐/

 ❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐+✲▲■❈❖❉ ✈3 ▲■❈❖❉ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ Dist()

▲❡+ )/+✉❧2❛2+ ❞❡ ✈❛)✐❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡+✉)❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛♣♣❛)2❡♥❛♥❝❡ Dist() ❛ ♠♦♥2)/ <✉❡

❝♦♠♠❡ ❞❛♥+ ▲■❈❖❉✱ ✐2✲▲■❈❖❉ ❡+2 ♣❧✉+ ❡✣❝❛❝❡ ❛✈❡❝ ❙@ <✉✬❛✈❡❝ ❚✳ ❑❛2③ ✭✈♦✐) 2❛❜❧❡❛✉

✸✳✻✮✳ @❛) ❛✐❧❧❡✉)+✱ ✐2✲▲■❈❖❉ ♦❜2✐❡♥2 ❞❡+ ❜♦♥+ )/+✉❧2❛2+ ♣❛) )❛♣♣♦)2 H ▲■❈❖❉ ❞❛♥+ ❩❛❝❤❛)②✱

❉❛✉♣❤✐♥+ ❡2 ❧❡ ❣)❛♣❤❡ ▲❋❘✱ ❝❡ <✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞/❥H 2)♦✉✈/ ❞❛♥+ ❧❡+ ❞❡✉① ❡①♣/)✐♠❡♥2❛2✐♦♥+

♣)/❝/❞❡♥2❡+✳

 ❡"❢♦"♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐+✲▲■❈❖❉ ✈3 ▲■❈❖❉ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠5+❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦+❡

@♦✉) ❧✬/2❛♣❡ ❞❡ ❢✉+✐♦♥ ❞❡ ✈♦2❡+ ❞❡+ ✈♦✐+✐♥+ +✉) ❧✬❛♣♣❛)2❡♥❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉2❛✐)❡ ❞❡+

♥Q✉❞+✱ ❧❛ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐2✲▲■❈❖❉ ♣❛) )❛♣♣♦)2 H ▲■❈❖❉ ❞❛♥+ ❩❛❝❤❛)②✱ ❉❛✉♣❤✐♥+ ❡2

❧❡ ❣)❛♣❤❡ ▲❋❘ +❡ ❝♦♥✜)♠❡ ❡♥❝♦)❡ ✭✈♦✐) 2❛❜❧❡❛✉ ✸✳✼✮✳ ➚ ❧✬❡①❝❡♣2✐♦♥ ❞✉ )/+❡❛✉ ❉❛✉♣❤✐♥✱ ♦U

✐2✲▲■❈❖❉ H ✉♥❡ ❞❡ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❡♥ ❜❛✐++❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠/2❤♦❞❡ ❇♦)❞❛✱ ❧❛ ✈❡)+✐♦♥ ✐2/)❛2✐✈❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦)✐2❤♠❡ ❣❛❣♥❡ ❡♥ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❛✈❡❝ 2♦✉2❡+ ❧❡+ ♠/2❤♦❞❡+ ❞❡ ❢✉+✐♦♥ ❞❡ ✈♦2❡+ ❞❛♥+ ❝❡+

2)♦✐+ )/+❡❛✉①✳ ❉❛♥+ ❧❡+ ❞❡✉① )/+❡❛✉① ❋♦♦2❜❛❧❧ ❡2 ▲✐✈)❡+ ♣♦❧✐2✐<✉❡+✱ ❧❡+ ❞❡✉① ❛❧❣♦)✐2❤♠❡+

✽✷
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❙2 ❚✳ ❑❛5③

❘78❡❛✉ ❙❝♦=❡ ▲ ✐5✲▲■ ▲ ✐5✲▲

❩❛❝❤❛=② ◆▼■ ✵✳✻✵ ✵✳✻✺ ✵✳✻✸ ✵✳✶✵

❆❘■ ✵✳✻✷ ✵✳✻✼ ✵✳✼✶ ✵✳✵✸

★❝♦♠ ✸ ✷ ✸ ✹

❋♦♦5❜❛❧❧ ◆▼■ ✵✳✽✸ ✵✳✼✼ ✵✳✻✸ ✵✳✻✽

❆❘■ ✵✳✻✾ ✵✳✺✽ ✵✳✸✸ ✵✳✹✶

★❝♦♠ ✶✻ ✷✶ ✶✻ ✸✹

▲✐✈=❡8 2♦❧✐5✐Q✉❡8 ◆▼■ ✵✳✺✼ ✵✳✺✸ ✵✳✹✵ ✵✳✹✺

❆❘■ ✵✳✻✼ ✵✳✻✸ ✵✳✹✾ ✵✳✺✻

★❝♦♠ ✻ ✸ ✻ ✸

❉❛✉♣❤✐♥ ◆▼■ ✵✳✹✶ ✵✳✻✹ ✵✳✶✼ ✵✳✺✸

❆❘■ ✵✳✸✸ ✵✳✹✹ ✲✵✳✵✹ ✵✳✻✸

★❝♦♠ ✷ ✹ ✷ ✹

●=❛♣❤❡ ▲❋❘ ◆▼■ ✵✳✾✺ ✵✳✾✾ ✵✳✾✶ ✵✳✺✼

◆❂✶✵✵✵✱ ❦❂✷✵✱ σ = 0.1 ❆❘■ ✵✳✼✵ ✵✳✾✾ ✵✳✸✸ ✵✳✶✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛=❛✐8♦♥ ❞❡8 =78✉❧5❛58 ❞❡ ✐5✲▲■❈❖❉ ❡5 ▲■❈❖❉ ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞❡ Dist()

♦♥5 ♦❜5❡♥✉ ❞❡8 =78✉❧5❛58 ♣=♦❝❤❡8✳ ❉❛♥8 ❧❡ ♣=❡♠✐❡= =78❡❛✉✱ ▲■❈❖❉ ❞7♣❛88❡ ❧7❣[=❡♠❡♥5 ✐5✲

▲■❈❖❉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠75❤♦❞❡ ❑❡♠❡♥② ❡5 ❧❡ ✈♦5❡ ♠❛❥♦=✐5❛✐=❡✱ ❛❧♦=8 Q✉❡ ❝❡ ❞❡=♥✐❡= ❞7♣❛88❡ ❛✈❡❝ ❧❛

♠75❤♦❞❡ ❞❡ ❜♦=❞❛✳ ◗✉❛♥❞ ❛✉ =78❡❛✉ ▲✐✈=❡8 ♣♦❧✐5✐Q✉❡8✱ ✐5✲▲■❈❖❉✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦5❡ ♠❛❥♦=✐5❛✐=❡

❡5 ❜♦=❞❛✱ ♦❜5✐❡♥5 ✉♥ 8❝♦=❡ ❞❡ ◆▼■ ❧7❣[=❡♠❡♥5 8✉♣7=✐❡✉= ^ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲■❈❖❉✱ ❛❧♦=8 Q✉❡ ❝❡

❞❡=♥✐❡= ❧❡ ❞7♣❛88❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠75❤♦❞❡ ❞❡ ❑❡♠❡♥②✳

❊♥ =78✉♠7✱ ✐5✲▲■❈❖❉ ❡85 ♣❧✉8 ♣❡=❢♦=♠❛♥5 ❞❛♥8 ❧❡8 =78❡❛✉① ❩❛❝❤❛=②✱ ❉❛✉♣❤✐♥8 ❡5 ❧❡

❣=❛♣❤❡ ❛=5✐✜❝✐❡❧ ❞❡ ▲❋❘✳ ■❧ ❛ ♦❜5❡♥✉ 7❣❛❧❡♠❡♥5 ❞❡8 =78✉❧5❛58 ❝♦♠♣75✐5✐❢8 ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡

▲■❈❖❉ ❞❛♥8 ❧❡8 ❞❡✉① ❛✉5=❡8 =78❡❛✉①✳ ❈❡8 =78✉❧5❛58 ❡♥❝♦✉=❛❣❡❛♥58 ✈❛❧✐❞❡ ♥♦5=❡ ❤②♣♦5❤[8❡8
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▲❋❘ ❛✈❡❝ ❞✐✛>8❡♥A❡: ❝♦♥✜❣✉8❛A✐♦♥:✳
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▲❡ ♠❛✉✈❛✐: 8>:✉❧A❛A A8♦✉✈> ♣❛8 ✐A✲▲■❈❖❉ ❡A ▲■❈❖❉ :✉8 ❋♦♦A❜❛❧❧ ❡:A ❞S O ❧❛ ❞✐:A8✐❜✉A✐♦♥
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❚❛❜❧❡ ✸✳✽ ✕ W❡B❢♦B♠❛♥❝❡ ❞❡ ✐?✲▲■❈❖❉ ♣❛B B❛♣♣♦B? ❛✉ ▲■❈❖❉✱ ●◆✱ ❲❛❧❦?B❛♣✱ ❊❱✱ ■♥✲

❢♦▼❛♣✱ ❋❛3?●B❡❡❞②✱ ❡? ▲♦✉✈❛✐♥✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉B❛?✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ▲■❈❖❉ ❡? ✐?✲▲■❈❖❉ ❡3? ❝❡❧❧❡ ♣❛B

❞2❢❛✉? ✿ σ = δ = 0.9✱ ❝❡♥?B❛❧✐?2❂ ❇✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛♣♣❛B?❡♥❛♥❝❡❂ ❙W ✱❢✉3✐♦♥ ❞❡ ✈♦?❡3❂❑❡♠❡♥②

✽✺



N = [500, 1000, 1500, 2000, 2500]

k = [20, 30, 40, 50, 60]

µ = [0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1]

◦ ◦ ◦

µ



µ



✸✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

*♦♥- ❝♦♠♣♦*1* ❞❡ ❞❡✉① ❣7❛♥❞❡* ♣❛7-✐❡* ✿ ✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❡❛❞❡7* ❡- ❝♦♥*-7✉❝-✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉-1*✱ ❡- ✐❧ ❡①✐*-❡ ♣❧✉*✐❡✉7* *-7❛-1❣✐❡* >✉✐ ♣❡7♠❡--❡♥- ❞❡ 71❛❧✐*❡7 ❝❡* ❞❡✉①

1-❛♣❡*✳ ❉❛♥* ❝❡ ❝❤❛♣✐-7❡✱ ♥♦✉* ♥♦✉* *♦♠♠❡* ❝♦♥❝❡♥-71* *✉7 ❧❛ ❢7❛♠❡✇♦7❦ ▲■❈❖❉

❡♥ ✐♥-7♦❞✉✐*❛♥- ❧✬✐♥-1❣7❛-✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡* ♠❡*✉7❡* ♣♦✉7 ❝❤❛>✉❡ 1-❛♣❡✳ ◆♦✉* ❛✈♦♥*

❡①♣17✐♠❡♥-1 *✉7 ❞❡* 71*❡❛✉① 71❡❧* ❡- ❛7-✐✜❝✐❡❧* ❧❡* ❞✐✛17❡♥-❡* *-7❛-1❣✐❡* ❞✬✉-✐❧✐*❛-✐♦♥

❞❡* ♠❡*✉7❡* ✉-✐❧✐*1❡* ❞❛♥* ❧❡* ✹ 1-❛♣❡* ❞❡ ▲■❈❖❉✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①&❡♥$✐♦♥ ✐&-!❛&✐✈❡ ❞❡ ✐&✲▲■❈❖❉ ✿ ✳ ♣✉✐*>✉❡ ❧❛ >✉❛❧✐-1 ❞❡* ❧❡❛✲

❞❡7* ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝- ❞✐7❡❝- *✉7 ❧❛ >✉❛❧✐-1 ❞❡* ❝♦♠♠✉♥❛✉-1*✱ ❡- >✉❡ ▲■❈❖❉ ♥❡ ✈17✐✜❡ ♣❛*

*✐ ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡* ♥I✉❞* ❝❤♦✐*✐* ❝♦♠♠❡ ❧❡❛❞❡7* ♣❡✉- J-7❡ ❛♠1❧✐♦71 ♦✉ ♣❛*✱ ✐-✲▲■❈❖❉ ❛

1-1 ♣7♦♣♦*1 ♣♦✉7 ❛❥♦✉-❡7 ✉♥❡ 1-❛♣❡ ❞✬❛✉-♦✲1✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❞❡* ❧❡❛❞❡7* ✐❞❡♥-✐✜1*✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛✲

7❛✐*♦♥ ❞❡ ❝❡- ❛❧❣♦7✐-❤♠❡ ❛✈❡❝ ▲■❈❖❉ ❛ ♠♦♥-71 ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡ ❞❛♥* ♣❧✉*✐❡✉7*

❝❛*✱ *✉7-♦✉- ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ♦L ❧❡* ❝♦♠♠✉♥❛✉-1* -7♦✉✈1* ❞❛♥* ❧❛ ♣7❡♠✐M7❡ ✐-17❛-✐♦♥ *♦♥-

❞❡ -❛✐❧❧❡ ✐♠♣♦7-❛♥-❡✳ ◆♦-7❡ ❛❧❣♦7✐-❤♠❡ ✐-✲▲■❈❖❉ ❛ ❞♦♥♥1 1❣❛❧❡♠❡♥- ❞❡* 71*✉❧-❛-*

❡♥❝♦✉7❛❣❡❛♥-* ♣❛7 7❛♣♣♦7- ❛✉① ❛✉-7❡* ❛❧❣♦7✐-❤♠❡* ❞❡ ❞1-❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉-1*✳

✽✽



❈❤❛♣✐%&❡ ✹

❚♦♣♦❈❡♥& ✿ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡,✉-❡ ❞❡

❝❡♥&-❛❧✐&2 ,❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡

❙♦♠♠❛✐%❡

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✷ ▲✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❚♦♣♦❈❡♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✸ ❘9:✉❧%❛%: ❡①♣9&✐♠❡♥%❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✸✳✶ ❘%&✉❧)❛)& &✉+ ❧❡& +%&❡❛✉① +%❡❧& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✸✳✷ ❘%&✉❧)❛)& &✉+ ❧❡& +%&❡❛✉① ❛+)✐✜❝✐❡❧& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉:✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲✬✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡+ ♥,✉❞+ ❧❡❛❞❡/+ ❡+& ✉♥❡ 0&❛♣❡ ♣/✐♠♦/❞✐❛❧❡ ❞❛♥+ ❧❡+ ❛❧❣♦/✐&❤♠❡+ ❞❡

❞0&❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉&0+ ❣✉✐❞0❡ ♣❛/ ❧❡+ ❧❡❛❞❡/+✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣/♦❝❤❡ ▲■❈❖❉✳ ▲❡+ ♠❡+✉/❡+

✉&✐❧✐+0❡+ +✬❛♣♣✉✐❡♥& ❣0♥0/❛❧❡♠❡♥& +✉/ ❧❡ ♣♦+✐&✐♦♥♥❡♠❡♥& &♦♣♦❧♦❣✐;✉❡ ❞❡+ ♥,✉❞+✱ ;✉❡ ❝❡ +♦✐&

♣❛/ /❛♣♣♦/& < &♦✉& ❧❡ ❣/❛♣❤❡ ✭♠❡+✉/❡+ ❣❧♦❜❛❧❡+✮✱ ♣❛/ /❛♣♣♦/& ❛✉① ✈♦✐+✐♥+ ❞✐/❡❝&+ ✭♠❡+✉/❡+

❧♦❝❛❧❡+✮✱ ♦✉ ♣❛/ /❛♣♣♦/& ❛✉ ❦✲D♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈♦✐+✐♥+ ✭♠❡+✉/❡+ +❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡+✮✳ ▲❡+ ❛❧❣♦/✐&❤♠❡+

❞❡ ❞0&❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉&0+ +♦♥& ❣0♥0/❛❧❡♠❡♥&✱ ♣❧✉+ ♣❡/❢♦/♠❛♥&+ ❛✈❡❝ ❧❡+ ♠❡+✉/❡+ ❣❧♦❜❛❧❡+

;✉✬❛✈❡❝ ❧❡+ ♠❡+✉/❡+ ❧♦❝❛❧❡+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧❡+ ♠❡+✉/❡+ ❣❧♦❜❛❧❡+ +♦♥& ❝♦F&❡✉+❡+ ❡♥ &❡♠♣+ ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❡& ❧❡+ ♠❡+✉/❡+ ❧♦❝❛❧❡+ ♣❡✉✈❡♥& G&/❡ ✉♥ ❝♦♠♣/♦♠✐+ ❡♥&/❡ ❝❡ ❝♦F& ❡& ❧❛ ♥♦♥✲❡✣❝❛❝✐&0 ❞❡+

♠❡+✉/❡+ ❧♦❝❛❧❡+✳ ◆♦✉+ ♣/♦♣♦+♦♥+ ✉♥❡ ♠❡+✉/❡ +❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡ ❚♦♣♦❈❡♥& ;✉✐ 0✈❛❧✉❡ ❧❛ ♣♦+✐&✐♦♥

❞✬✉♥ ♥,✉❞ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡+ ❝♦♥♥❡①✐♦♥+ ♣♦♥❞0/0❡+ ♣❛/ ✉♥❡ +✐♠✐❧❛/✐&0 &♦♣♦❧♦❣✐;✉❡✳ ▲❡ ❜✉& ❞❡

❝❡&&❡ ♣♦♥❞0/❛&✐♦♥ ❡+& ❞❡ ❞♦♥♥❡/ ♣❧✉+ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛✉① ♥,✉❞+ ♣/♦❝❤❡+ ❞❛♥+ ❧❡ /0+❡❛✉✳

✹✳✷ ▲✬❛♣♣&♦❝❤❡ ❚♦♣♦❈❡♥%

❚♦♣♦❈❡♥& ❡+& ❝❛/❛❝&0/✐+0❡ ♣❛/ ❞❡✉① ♣/♦♣/✐0&0+ ♣/✐♥❝✐♣❛❧❡+ ✿

✖ ❆+♣❡❝& +❡♠✐✲❧♦❝❛❧ ✿ ❧✬✐♠♣♦/&❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥,✉❞ ❞0♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ❞❡+ ✈♦✐+✐♥+ ❞✐/❡❝&+

;✉✐ +♦♥& < ❧❡✉/ &♦✉/ 0✈❛❧✉0+ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❧❡✉/+ ✈♦✐+✐♥+✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ +❡

❧✐♠✐&❡/ ❛✉ ❞❡✉①✐D♠❡ ✈♦✐+✐♥ ✭❧❡+ ✈♦✐+✐♥+ ❞❡+ ✈♦✐+✐♥+✮ ♣♦✉/ ;✉❛♥&✐✜❡/ ❧✬✐♠♣♦/&❛♥❝❡ ❞✬✉♥

♥,✉❞ ❡+& ♠♦&✐✈0 ♣❛/ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡/&✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥&/❛❧✐&0 ❞❡ ❞❡❣/0 ❡& ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&0

0❧❡✈0❡ ❞❡+ ❝❡♥&/❛❧✐&0+ ❣❧♦❜❛❧❡+✳

✖ ❆+♣❡❝& &♦♣♦❧♦❣✐;✉❡ ✿ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡♥&/❡ ❧❡+ ✈♦✐+✐♥+ ❡+& ❝❛❧❝✉❧0❡ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉/+

+✐♠✐❧❛/✐&0+ &♦♣♦❧♦❣✐;✉❡+✳ N❧✉+ ❧❡ ✈♦✐+✐♥ ❡+& ♣/♦❝❤❡ +&/✉❝&✉/❡❧❧❡♠❡♥& ❛✉ ♥,✉❞ ni✱ ♣❧✉+

✽✾



✹✳✸✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❊❳,➱❘■▼❊◆❚❆❯❳

0♦♥ ✐♠♣♦67❛♥❝❡ ✐♥✢✉❡ 0✉6 ❧✬✐♠♣♦67❛♥❝❡ ❞❡ ni✳ ,♦✉6 ❝❡❧❛✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❝❤♦✐0✐ ❞✬✉7✐❧✐0❡6 ❧❛

❢♦♥❝7✐♦♥ ❞❡ 0✐♠✐❧❛6✐7D 076✉❝7✉6❡❧❧❡ sigma ✐♥76♦❞✉✐7❡ ❞❛♥0 ❬❳✉ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣6D0❡♥7D❡

❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐76❡ ✶✱ 0❡❝7✐♦♥ ✶✳✶✺✳ ◆♦✉0 6❛♣♣❡❧♦♥0 ❞❡ ❝❡77❡ ❢♦♥❝7✐♦♥✱ 0♦✐7 G = (V,E) ✉♥
❣6❛♣❤❡✱ sigma ❡07 ❞D✜♥✐ ❝♦♠♠❡ 0✉✐7 ✿

σ(v, w) =
|Γ′(v) ∩ Γ′(w)|

√

|Γ′(v)| ∗ |Γ′(w)|
✭✹✳✶✮

♦Q Γ′(v) ❡07 ❧❛ 076✉❝7✉6❡ ❞✉ ♥R✉❞ v✱ Γ′(v) = Γ(v) ∪ {v}

▲✬❛❧❣♦6✐7❤♠❡ ✹ ❞D❝6✐7 ❧❡ ♣6♦❝❡00✉0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❚♦♣♦❈❡♥!✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐7D ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡07

❞❡ ❧✬♦6❞6❡ ❞❡ O(n(k)2)✱ ❛✈❡❝ n ❧❡ ♥♦♠❜6❡ ❞❡ ♥R✉❞0 ❡7 k ❧❡ ❞❡❣6D ♠♦②❡♥ ❞✉ ❣6❛♣❤❡✳
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✷✿ ❙♦$&✐❡ ✿ strenghtG ✿ ✉♥ ❞✐❝7✐♦♥♥❛✐6❡ ❞❡ ❝❡♥76❛❧✐7D0

✸✿ ❉-❜✉&

✹✿ strenghtG = {}
✺✿ ♣♦✉$ v ∈ V ❢❛✐$❡
✻✿ s = 0
✼✿ ♣♦✉$ n1 ∈ Γ(v)\{v} ❢❛✐$❡
✽✿ s1 = 0
✾✿ ♣♦✉$ n2 ∈ Γ(n1)\{n1} ❢❛✐$❡
✶✵✿ s1 = s1 + σ(n1, n2)
✶✶✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✷✿ s = s+ s1 ∗ σ(v, n1)
✶✸✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✹✿ strenghtG[v] = s
✶✺✿ ✜♥ ♣♦✉$

✶✻✿ ❘❡7♦✉6♥❡ strenghtG
✶✼✿ ❋✐♥
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❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① D7✉❞✐❡6 ❧❛ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ❞❡ ❚♦♣♦❈❡♥!✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❝❤♦✐0✐ ❞❡ ❧✬D✈❛❧✉❡6 ❞❛♥0

❧❡ ❝❛❞6❡ ❞❡ ▲■❈❖❉✳ ◆♦✉0 ❝♦♠♣❛6♦♥0 ❧❡0 6D0✉❧7❛70✱ ❡♥ 7❡6♠❡0 ❞❡ ◆▼■✱ ❆❘■ ❡7 ♥♦♠❜6❡

❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉7D0 #com✱ ❞❡ ▲■❈❖❉✲❚♦♣♦❈❡♥7 ❛✈❡❝ ▲■❈❖❉ ♠✉♥✐ ❞❡0 ❛✉76❡0 ♠❡0✉6❡0 ❞❡

❝❡♥76❛❧✐7D0✳ ◆♦✉0 ✉7✐❧✐0♦♥0 ❧❛ ❝❡♥76❛❧✐7D ❞❡ ❞❡❣6D ✭❉✮✱ ❧❛ ❝❡♥76❛❧✐7D ❞❡ ❞❡❣6D ❞❡0 ✈♦✐0✐♥0

✭❙❉✮✱ ❧❛ ❝❡♥76❛❧✐7D ❞❡ ♣6♦①✐♠✐7D ✭❈✮✱ ❧❛ ❝❡♥76❛❧✐7D ❞✬✐♥7❡6♠D❞✐❛6✐7D ✭❇✮✱ ❧❛ ❝❡♥76❛❧✐7D ❞❡
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✖ σ = δ = 0.9
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N k maxk µ

k k = [20, 30, 40, 50, 60] N = 1000 maxk = 70 µ = 0.1

N N = [500, 1000, 1500, 2000, 2500] k = 20 maxk = 70 µ = 0.1

µ = 0.1 K



µ = 0.1 K

µ = 0.1 N



µ = 0.1 N
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n× n n



xi xj

d(xi, xj) ≤ max
l
{d(xi, xl), d(xj , xl)}, ∀l 6= i, j

d(xi, xj)

α β
α β d(α, β)

disteuc(x, y) =
√

∑n
i=1 |xi − yi|2

distcheb(x, y) = maxi(xi − yi)
distcos(x, y) = 1− x.y

|x||y|

distcor(x, y) = 1− |(x−x̄)||(y−ȳ)|
|(x−x̄)||(y−ȳ)|



γ
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G

t+1
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G = (E, V )

Gt Candidats = {cd1, cd2, ..., cdj}
cdi = (u, v)
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k k
Gt+1

P P

P =
k

G = (E, V )

Γ(u) u

Γ(u, v) u v

P = { c1, c2, ..., cm} G c(u)
u c(u, v) u v
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z∈Γ′(u,v)
1

log|Γ(z)|

SP (u, v) = 1
ShortestPath(u,v)+1 SP ′(u, v) = 1

|z∈ShortestPath(u,v),c(z)=c(u,v)|+1

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ▲❡7 ♠❡7✉C❡7 ❞❡ 7✐♠✐❧❛C✐@F @♦♣♦❧♦❣✐H✉❡7 ✉@✐❧✐7F❡7 ♣♦✉C ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 7❝♦C❡ ❡♥@C❡

❧❡7 ❝♦✉♣❧❡7 ❞❡ ♥M✉❞7

✺✳✸✳✷ ❊①♣'(✐♠❡♥-❛-✐♦♥

❉❡1❝(✐♣-✐♦♥ ❞❡1 ('1❡❛✉①

▲✬❡①♣FC✐♠❡♥@❛@✐♦♥ ❞❡ ♥♦@C❡ ❛♣♣C♦❝❤❡ ❛ F@F ❢❛✐@❡ 7✉C ❞❡7 ❞♦♥♥F7 ❜✐❜❧✐♦❣C❛♣❤✐H✉❡7 ❞❡

❉❇▲# ❤!!♣✿✴✴❞❜❧♣✳❞❛❣+!✉❤❧✳❞❡✳ ◆♦✉7 ♥♦✉7 7♦♠♠❡7 ❝♦♥❝❡♥@CF7 7✉C ❧❡7 ❣C❛♣❤❡7 ❞❡ ❝♦✲

♣✉❜❧✐❝❛@✐♦♥7 ✿ ❞❡✉① ❛✉@❡✉C7 7♦♥@ ❝♦♥♥❡❝@F7 7✬✐❧7 ♦♥@ ❝♦✲♣✉❜❧✐F ❡♥7❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉7 ❛❧❧♦♥7 ❡✛❡❝@✉F

✹ ❡①♣FC✐♠❡♥@❛@✐♦♥7 7✉C ✹ ♣FC✐♦❞❡7 ❞✐✛FC❡♥@❡7 ✿

✶✳ ▲❛ ♣FC✐♦❞❡ ✶✾✼✷✲✶✾✼✼ ✿ Gt❂✶✾✼✷✲✶✾✼✺✱ Gt+1❂✶✾✼✺✲✶✾✼✼

✷✳ ▲❛ ♣FC✐♦❞❡ ✶✾✼✹✲✶✾✼✾ ✿ Gt❂✶✾✼✹✲✶✾✼✼✱ Gt+1❂✶✾✼✼✲✶✾✼✾

✸✳ ▲❛ ♣FC✐♦❞❡ ✶✾✽✵✲✶✾✽✺ ✿ Gt❂✶✾✽✵✲✶✾✽✸✱ Gt+1❂✶✾✽✸✲✶✾✽✺

✹✳ ▲❛ ♣FC✐♦❞❡ ✶✾✽✷✲✶✾✽✼ ✿ Gt❂✶✾✽✷✲✶✾✽✺✱ Gt+1❂✶✾✽✺✲✶✾✽✼

#♦✉C ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡7 ♣FC✐♦❞❡7✱ ♥♦✉7 ❛✈♦♥7 ✉@✐❧✐7F 7❡✉❧❡♠❡♥@ ❧❛ ♣❧✉7 ❣C❛♥❞❡ ❝♦♠♣♦7❛♥@❡

❝♦♥♥❡①❡ ❞✉ ❣C❛♣❤❡✳ ◆♦✉7 ❛✣❝❤♦♥7 ❧❡✉C7 ❝❛C❛❝@FC✐7@✐H✉❡7 ♣C✐♥❝✐♣❛❧❡7 ❞❛♥7 ❧❡ @❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✳✷✳

▲❡7 CF7❡❛✉① ❞❡7 ❞❡✉① ♣C❡♠✐]C❡7 ♣FC✐♦❞❡7 7♦♥@ ❞❡ ♣❡@✐@❡7 @❛✐❧❧❡7 ❡@ ✐❧7 ♦♥@ ❞❡7 ❞❡♥7✐@F7

❧F❣]C❡♠❡♥@ 7✉♣FC✐❡✉C❡7 ♣❛C C❛♣♣♦C@ ❛✉① ❞❡✉① ❞❡C♥✐❡C7 CF7❡❛✉①✳

❘'1✉❧-❛-1

#♦✉C ❝❤❛H✉❡ ♣FC✐♦❞❡✱ ♥♦✉7 ♣CF7❡♥@♦♥7 ❝✐✲❞❡77♦✉7 ❞❛♥7 ❧❡ ♠E♠❡ @❛❜❧❡❛✉ ❧❡7 ♣CF❝✐7✐♦♥7

♦❜@❡♥✉❡7 ♣❛C ❧❡7 ❞✐✛FC❡♥@❡7 ♠❡7✉C❡7 ❞❡ 7✐♠✐❧❛C✐@F @♦♣♦❧♦❣✐H✉❡ ❡@ ❝❡❧❧❡7 ♦❜@❡♥✉❡7 ❛✈❡❝ ♥♦@C❡

❛♣♣C♦❝❤❡ #▲❊✱ ❧D ♦^ ♦♥ ✐♥@C♦❞✉✐@ ❧✬✐♥❢♦C♠❛@✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉@❛✐C❡ ♣❛C ❧❡7 ❞✐✛FC❡♥@❡7 ❛❧❣♦✲

C✐@❤♠❡7 F@✉❞✐F7✳

❉❛♥7 ❧❡ @❛❜❧❡❛✉ ✺✳✼✱ ♦♥ C❡♠❛CH✉❡ H✉❡ ❧❡7 7❝♦C❡7 ❞❡ ♣CF❝✐7✐♦♥ ❞❡7 ♠❡7✉C❡7 @♦♣♦❧♦❣✐H✉❡7

❈◆✱ ❏❆❈✱ ❆❆ ❡@ ❙# ✈❛C✐❡♥@ ❞✬✉♥ ❣C❛♣❤❡ D ✉♥ ❛✉@C❡✳ ❊♥ ❡✛❡@✱ ❞❛♥7 ❝❡ ❣❡♥C❡ ❞❡ @a❝❤❡✱ ❧❡

7❝♦C❡ ❞❡ ♣CF❝✐7✐♦♥ ♥❡ ❞F♣❡♥❞ ♣❛7 7❡✉❧❡♠❡♥@ ❞❡7 ❝❛C❛❝@FC✐7@✐H✉❡7 ❣❧♦❜❛❧❡7 ❞✉ ❣C❛♣❤❡✱ ♠❛✐7

❛✉77✐ ❞❡7 ❝❛C❛❝@FC✐7@✐H✉❡7 ❞✉ 7♦✉7✲❣C❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡❝@❛♥@ ❧❡7 ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡7 ❝❛♥❞✐❞❛@7 ❞✉ ❣C❛♣❤❡

Gt✳ ❆✐♥7✐✱ ✐❧ ❡7@ @C]7 ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬F@✉❞✐❡C ❝❡7 7♦✉7✲❣C❛♣❤❡7 ❝❛7 ♣❛C ❝❛7 ♣♦✉C @♦✉7 ❧❡7 ❝♦✉♣❧❡7 ❞❡

♥M✉❞7✳

✶✵✻



✺✳✸✳ #▲❊ ✿ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❖❘■❊◆❚➱❊ #❘➱❱■❙■❖◆ ❉❊ ▲■❊◆❙

 !"✐♦❞❡ ❈❛"❛❝*!"✐+*✐,✉❡+ ❱❛❧❡✉"

✶✾✼✷✲✶✾✼✺

◆7✉❞: ✷✷✶

▲✐❡♥: ✸✶✾

❉❡♥:✐>? ✵✳✵✶✸✶✷✷

✶✾✼✹✲✶✾✼✼

◆7✉❞: ✸✷✸

▲✐❡♥: ✹✺✶

❉❡♥:✐>? ✵✳✵✵✽✻✼✸

✶✾✽✵✲✶✾✽✸

◆7✉❞: ✶✸✼✶

▲✐❡♥: ✷✹✻✸

❉❡♥:✐>? ✵✳✵✵✷✻✷✸

✶✾✽✷✲✶✾✽✺

◆7✉❞: ✷✶✹✻

▲✐❡♥: ✸✼✹✾

❉❡♥:✐>? ✵✳✵✵✶✻✷✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ❈❛G❛❝>?G✐:>✐I✉❡: ❞❡: ❣G❛♣❤❡: ❞❡ ❝♦✲♣✉❜❧✐❝❛>✐♦♥

#?G✐♦❞❡ ❦ CN JAC AA SP

Gt❂✶✾✼✷✲✶✾✼✺✱ Gt+1❂✶✾✼✺✲✶✾✼✼ ✹✾ ✵✳✵✽✶✻ ✵✳✵✹✵✽ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✻✶✷

Gt❂✶✾✼✹✲✶✾✼✼✱ Gt+1❂✶✾✼✼✲✶✾✼✾ ✾✸ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✸✷✸

Gt❂✶✾✽✷✲✶✾✽✺✱ Gt+1❂✶✾✽✺✲✶✾✽✼ ✹✷✻ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✸✵✺ ✵✳✵✷✽✶ ✵✳✵✷✸✹

Gt❂✶✾✽✷✲✶✾✽✺✱ Gt+1❂✶✾✽✺✲✶✾✽✼ ✼✸✸ ✵✳✵✷✸✶ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✶✺✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ ❘?:✉❧>❛>: ♦❜>❡♥✉: :✉G ❧❡: I✉❛>G❡ ♣?G✐♦❞❡: ❛✈❡❝ ❧❡: ❞✐✛?G❡♥>❡: ♠❡:✉G❡: >♦♣♦❧♦✲

❣✐I✉❡: :❛♥: ✉>✐❧✐:❛>✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦G♠❛>✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉>❛✐G❡

✶✵✼



✺✳✸✳ #▲❊ ✿ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❖❘■❊◆❚➱❊ #❘➱❱■❙■❖◆ ❉❊ ▲■❊◆❙

❆✈❛♥5 ❞✬❛♥❛❧②:❡< ❧❛ ❝♦♥5<✐❜✉5✐♦♥ ❞❡: ❛❧❣♦<✐5❤♠❡: ❞❡ ❞E5❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5E: ❞❛♥:

❧❡: :❝♦<❡: ❞❡ ♣<E❝✐:✐♦♥✱ ♥♦✉: 5❡♥♦♥: H ♠❡♥5✐♦♥♥❡< I✉❡ ❧❛ ♣<E❝✐:✐♦♥ # ❞❡ ❙✬ ♣❡✉5 J5<❡ ✿

✖ ❞E❣<❛❞E❡ P (S′) < P (S) ✿ ❧❛ ❞E❣<❛❞❛5✐♦♥ ❞❡ #✭❙✬✮ ♣❛< <❛♣♣♦<5 H #✭❙✮ ♣❡✉5 ❛✈♦✐< ❧✐❡✉

I✉❛♥❞ ❞❡✉① ♥O✉❞: ❝❛♥❞✐❞❛5: ❛②❛♥5 ❧❛ ♠J♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5E✱ ♠❛✐: 5♦♣♦❧♦❣✐I✉❡♠❡♥5

E❧♦✐❣♥E:✱ <❡P♦✐✈❡♥5 ✉♥❡ <E❝♦♠♣❡♥:❡ :♦✉: ❢♦<♠❡ ❞✬✐♥❢♦<♠❛5✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐<❡✱ ❡5 ❛✐♥:✐

❜✐❡♥ ❝❧❛::E: ♣❛< <❛♣♣♦<5 H ❞✬❛✉5<❡: ❝♦✉♣❧❡: ♥✬❛♣♣❛<5❡♥❛♥5 ♣❛: H ❧❛ ♠J♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5E

♠❛✐: ✐❧: :♦♥5 5♦♣♦❧♦❣✐I✉❡♠❡♥5 ♣<♦❝❤❡:✳

✖ ✐♥❝❤❛♥❣E❡ P (S′) = P (S) ✿ ❞❛♥: ❧❡ ❝❛: ♦R ❧❡: ❞❡✉① ♥O✉❞: ❝❛♥❞✐❞❛5: ❛♣♣❛<5✐❡♥♥❡♥5 H

❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥❛✉5E: ❞✐✛E<❡♥5❡:✱ ❧❛ ♣<E❝✐:✐♦♥ ❡:5 E❣❛❧❡ H ❝❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧E❡ :❛♥: ❧✬✐♥❢♦<♠❛5✐♦♥

❝♦♠♠✉♥❛✉5❛✐<❡✳

✖ ❛♠E❧✐♦<E❡ P (S′) > P (S) ✿ ❝❡❧❛ ♣❡✉5 ❛✈♦✐< ❧✐❡✉ I✉❛♥❞ ❧❡: ❞❡✉① ♥O✉❞: ❝❛♥❞✐❞❛5:

♣❛<5❛❣❡♥5 ❧❛ ♠J♠❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5E ❡5 :♦♥5 :✉✣:❛♠♠❡♥5 ♣<♦❝❤❡: H ❧✬✐♥5E<✐❡✉< ❞❡ ❝❡❧❧❡✲

❝✐✳ ❈✬❡:5 ❧❡ ❝❛: I✉✐ E✈❛❧✉❡ ♣❧✉: ❧✬❛❧❣♦<✐5❤♠❡ ❞❡ ❞E5❡❝5✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉5E✳ ▲❛ ❞✐✛E<❡♥❝❡

P (S′)− P (S) ♠❡:✉<❡ H I✉❡❧ ♣♦✐♥5 ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉5E ❡:5 ❞❡ ❜♦♥♥❡ I✉❛❧✐5E✳

❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐5❡< ❧❛ ❧❡❝5✉<❡ ❞❡: <E:✉❧5❛5:✱ ♥♦✉: ❛✈♦♥: ❝♦❧♦<E ❧❡: ✈❛❧❡✉<: ❞❡ #✭❙✬✮ ❛♣♣❛<✲

5❡♥❛♥5 ❛✉① ♣<❡♠✐❡< ❝❛: ♣❛< ❧❛ ❝♦✉❧❡✉< <♦✉❣❡✱ 5❛♥❞✐: I✉❡ ❝❡❧❧❡: ❞✉ 5<♦✐:✐X♠❡ ❝❛: ♦♥ E5E ♠✐:

❡♥ ❣<❛:✳ ▲❡ ❞❡✉①✐X♠❡ ❝❛: ❡:5 ❡♥ :5②❧❡ ♥♦<♠❛❧✳

➚ ♣<❡♠✐X<❡ ✈✉❡✱ ❧❡: 5❛❜❧❡❛✉① ✺✳✽✱ ✺✳✾✱ ✺✳✶✵ ❡5 ✺✳✶✶ ♠♦♥5<❡♥5 I✉❡ ❧❡: :❝♦<❡: ❞❡ ♣<E❝✐:✐♦♥

✈❛<✐❡♥5 ❞✬✉♥❡ ♠❡:✉<❡ 5♦♣♦❧♦❣✐I✉❡ H ✉♥❡ ❛✉5<❡✱ ❡5 ❞✬✉♥❡ ♣E<✐♦❞❡ H ✉♥❡ ❛✉5<❡✳ ❈❡ I✉✐ <❡♥❞

❧✬✐♥5❡<♣<E5❛5✐♦♥ ❞❡: <E:✉❧5❛5: ❡♥❝♦<❡ ♣❧✉: ❞✐✣❝✐❧❡ ❡:5 ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥5 ❞❡ ♣❡<❢♦<♠❛♥❝❡ ❞❡:

❛❧❣♦<✐5❤♠❡: ❞✬✉♥❡ ♣E<✐♦❞❡ H ✉♥❡ ❛✉5<❡✳

❚♦✉5❡❢♦✐:✱ ♦♥ ♣❡✉5 5✐<❡< I✉❡❧I✉❡: ♦❜:❡<✈❛5✐♦♥: ✿

▲❡" ❞❡✉① ♠❡"✉'❡" ❈◆✬ ❡+ ❙-✬ ❛✐❞❡♥+ ♣❧✉" 3 4✈❛❧✉❡' ❧❡" ❛❧❣♦'✐+❤♠❡" ✿ ♣♦✉< ❧✬❡♥✲

:❡♠❜❧❡ ❞❡: ✹ ♣E<✐♦❞❡:✱ ❧❡: ❞❡✉① ♠❡:✉<❡: I✉✐ ♦♥5 E✈❛❧✉E ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❛ ❝♦♥5<✐❜✉5✐♦♥

❞❡: ❛❧❣♦<✐5❤♠❡: H ❧❛ 5_❝❤❡ ❞❡ ♣<E✈✐:✐♦♥ ❞❡: ❧✐❡♥: :♦♥5 ❈◆✬ ❡5 ❙#✬✱ ❝❛< ❛✉ ❝♦✉<: ❞❡:

❞❡✉① ♣<❡♠✐X<❡: ♣E<✐♦❞❡: ✭✈♦✐< 5❛❜❧❡❛✉① ✺✳✽ ❡5 ✺✳✾✮✱ ❧❡: :❝♦<❡: 5<♦✉✈E: ❛✈❡❝ ❆❆✬ ♥❡

♠♦♥5<❡♥5 ♥✐ ❞E❣<❛❞❛5✐♦♥✱ ♥✐ ❛♠E❧✐♦<❛5✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜:❡<✈❡ ❧❡ ♠J♠❡ ❝❛: ♣♦✉< ❏❆❈✬ ❞❛♥:

❧❛ ❞❡✉①✐X♠❡ ♣E<✐♦❞❡ ✭✈♦✐< 5❛❜❧❡❛✉ ✺✳✾✮✳

❋❛"+●'❡❡❞② ❡"+ ♣❧✉" ♣❡'❢♦'♠❛♥+ ❛✈❡❝ ❈◆✬ ✿ H ♣❛<5 ❧❛ ♣<❡♠✐X<❡ ♣E<✐♦❞❡✱ ❧❡: :❝♦<❡: ♦❜✲

5❡♥✉: ♣❛< ❋❛:5●<❡❡❞②✲❈◆✬ :♦♥5 5♦✉❥♦✉<: ♣♦:✐5✐❢: ❡5 ♣❛<❢♦✐: ❧❡: ♠❡✐❧❧❡✉<: ✭✈♦✐< 5❛❜❧❡❛✉①

✺✳✾ ❡5 ✺✳✶✵✮✳

-❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ✐♥"+❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❊❱ ✿ ❛❧❣<E ❧✬♦❜5❡♥5✐♦♥ ❞❡ I✉❡❧I✉❡: ❜♦♥ <E:✉❧✲

5❛5: :✉< ❧✬❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡: ✹ ♣E<✐♦❞❡:✱ ❧❛ ♣❡<❢♦<♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦<✐5❤♠❡ ❊❱ ✈❛<✐❡ ❞✬✉♥

♠❛♥✐X<❡ 5<X: <❡♠❛<I✉❛❜❧❡✱ ❥✉:I✉✬H I✉✬❡❧❧❡ ❝❤✉5❡ H ✵ ❛✈❡❝ ❙#✬ ❞❛♥: ❧❛ 5<♦✐:✐X♠❡ ♣E✲

<✐♦❞❡ ✭✈♦✐< 5❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✵✮✳

▲♦✉✈❛✐♥ ❡"+ ♣❧✉" ♣❡'❢♦'♠❛♥+ ❛✈❡❝ ❧❡" ♠❡"✉'❡" +♦♣♦❧♦❣✐B✉❡" ❜❛"4" "✉' ❧❡ ✈♦✐"✐♥❛❣❡ ✿

❡♥ ❛♥❛❧②:❛♥5 ❧❡: :❝♦<❡: ❞❡ ♣<E❝✐:✐♦♥: ♦❜5❡♥✉: ♣❛< ▲♦✉✈❛✐♥✱ ♦♥ ✈♦✐5 ❝❧❛✐<❡♠❡♥5 I✉✬✐❧

♥✬❛ ❡✉ ❞❡ ❜♦♥: <E:✉❧5❛5: I✉✬❛✈❡❝ ❈◆✬ ♦✉ ❏❆❈✬✳

✐+✲▲■❈❖❉ ❡"+ ▲■❈❖❉ "♦♥+ ♣❧✉" ❡✣❝❛❝❡" ❞❛♥" ❧❡" '4"❡❛✉① 3 +'H" ❢❛✐❜❧❡" ❞❡♥"✐+4" ✿

❧❡: ❛❧❣♦<✐5❤♠❡: ❜❛:E: :✉< ❧❡: ❧❡❛❞❡<:✱ ✐5✲▲■❈❖❉ ❡:5 ▲■❈❖❉✱ ♦♥5 ❞♦♥♥E ❞❡: <E:✉❧5❛5:

♣♦:✐5✐❢: :❡✉❧❡♠❡♥5 ❞❛♥: ❧❛ ❞❡<♥✐X<❡ ♣E<✐♦❞❡ ✭ ✈♦✐< 5❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✶✮✱ I✉✐ ❝♦<<❡:♣♦♥❞ ❛✉

<E:❡❛✉ I✉✐ ❛ ❧❛ ❞❡♥:✐5E ❧❛ ♣❧✉: ❢❛✐❜❧❡ ♣❛< <❛♣♣♦<5 ❛✉① ❛✉5<❡:✳ ❈❡: <E:✉❧5❛5: :♦♥5

♦❜5❡♥✉: ♣❛< ❈◆✬✱ ❏❆❈✬ ♦✉ ❙#✬✳

✶✵✽



✺✳✸✳ #▲❊ ✿ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❖❘■❊◆❚➱❊ #❘➱❱■❙■❖◆ ❉❊ ▲■❊◆❙

❉❛♥4 ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡✱ ❧❛ ♣❡<❢♦<♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛B✉❡ ❛❧❣♦<✐F❤♠❡ ♥❡ ❞G♣❡♥❞ ♣❛4 4❡✉❧❡♠❡♥F ❞❡4

❝❛<❛❝FG<✐4F✐B✉❡4 ❞✉ <G4❡❛✉ ♠❛✐4 ❛✉44✐ ❞❡ ❧❛ ♣❡<❢♦<♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡4✉<❡ F♦♣♦❧♦❣✐B✉❡ ✉F✐❧✐4G❡✳

❈✐✲❞❡44♦✉4✱ ♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ♠♦♥F<G B✉❡❧B✉❡4 <❡❧❛F✐♦♥4 ♣❛<F✐❝✉❧✐K<❡4 ❡♥F<❡ ❛❧❣♦<✐F❤♠❡ ❡F ♠❡4✉<❡

F♦♣♦❧♦❣✐B✉❡ ❡F ❛❧❣♦<✐F❤♠❡ ❡F ❝❛<❛❝FG<✐4F✐B✉❡ F♦♣♦❧♦❣✐B✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉<<❛✐F LF<❡ ♣❧✉4 ❞G❢❡♥❞✉

❛✈❡❝ ❞✬❛✉F<❡4 <G4❡❛✉① ❞②♥❛♠✐B✉❡4✳

CN ′ JAC ′ AA′ SP ′

●◆ ✵✳✵✽✶✻ ✵✳✵✹✵✽ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✽✶✻

❲❛❧❦F<❛♣ ✵✳✵✽✶✻ ✵✳✵✹✵✽ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✻✶✷

❊❱ ✵✳✵✽✶✻ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✹✵✽

■♥❢♦▼❛♣ ✵✳✶✵✷✵ ✵✳✵✹✵✽ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✻✶✷

❋❛4F●<❡❡❞② ✵✳✵✽✶✻ ✵✳✵✹✵✽ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✽✶✻

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✵✽✶✻ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✻✶✷

▲■❈❖❉ ✵✳✵✹✵✽ ✵✳✵✷✵✹ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✹✵✽

✐F✲▲■❈❖❉ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✷✵✹ ✵✳✵✻✶✷ ✵✳✵✷✵✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ❘G4✉❧F❛F4 ❞❡ ❧✬❛♣♣<♦❝❤❡ #▲❊ 4✉< ❧❛ ♣G<✐♦❞❡ ✿ Gt❂✶✾✼✷✲✶✾✼✺✱ Gt+1❂✶✾✼✺✲✶✾✼✼

CN ′ JAC ′ AA′ SP ′

●◆ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺

❲❛❧❦F<❛♣ ✵✳✵✸✷✷ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✸✷✷

❊❱ ✵✳✵✸✷✷ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✹✸✵

■♥❢♦▼❛♣ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺

❋❛4F●<❡❡❞② ✵✳✵✸✷✷ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✸✷✸

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✵✸✷✷ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✸✷✸

▲■❈❖❉ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺

✐F✲▲■❈❖❉ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺ ✵✳✵✷✶✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✾ ✕ ❘G4✉❧F❛F4 ❞❡ ❧✬❛♣♣<♦❝❤❡ #▲❊ 4✉< ❧❛ ♣G<✐♦❞❡ ✿ Gt❂✶✾✼✹✲✶✾✼✼✱ Gt+1❂✶✾✼✼✲✶✾✼✾

CN ′ JAC ′ AA′ SP ′

●◆ ✵✳✵✶✶✼ ✵✳✵✸✵✺ ✵✳✵✷✺✽ ✵✳✵✸✵✺

❲❛❧❦F<❛♣ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✷✺✽ ✵✳✵✷✽✶ ✵✳✵✶✶✼

❊❱ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✷✺✽ ✵✳✵✷✽✶ ✵

■♥❢♦▼❛♣ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✸✵✺ ✵✳✵✷✽✶ ✵✳✵✷✶✶

❋❛4F●<❡❡❞② ✵✳✵✶✽✼ ✵✳✵✸✵✺ ✵✳✵✷✺✽ ✵✳✵✷✸✹

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✸✷✽ ✵✳✵✷✽✶ ✵✳✵✶✻✹

▲■❈❖❉ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✷✸✹ ✵✳✵✷✸✹ ✵✳✵✷✸✹

✐F✲▲■❈❖❉ ✵✳✵✶✻✹ ✵✳✵✷✽✶ ✵✳✵✷✶✶ ✵✳✵✷✽✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✕ ❘G4✉❧F❛F4 ❞❡ ❧✬❛♣♣<♦❝❤❡ #▲❊ 4✉< ❧❛ ♣G<✐♦❞❡ ✿ Gt❂✶✾✽✵✲✶✾✽✸✱ Gt+1✶✾✽✸✲✶✾✽✺

✶✵✾



✺✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

CN ′ JAC ′ AA′ SP ′

●◆ ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✷✶✽

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✶✻✸

❊❱ ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✷✼✷ ✵

■♥❢♦▼❛♣ ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✷✸✶

❋❛?4●5❡❡❞② ✵✳✵✷✹✺ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✶✻✸

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✵✷✸✶ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✶✸✻

▲■❈❖❉ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✶✾✵

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✵✷✶✽ ✵✳✵✷✼✷ ✵✳✵✷✺✾ ✵✳✵✶✼✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶ ✕ ❘L?✉❧4❛4? ❞❡ ❧✬❛♣♣5♦❝❤❡ P▲❊ ?✉5 ❧❛ ♣L5✐♦❞❡ ✿Gt❂✶✾✽✷✲✶✾✽✺✱Gt+1❂✶✾✽✺✲✶✾✽✼

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❉❛♥? ❝❡ ❝❤❛♣✐45❡✱ ♥♦✉? ❛✈♦♥? ♣5♦♣♦?L ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠L4❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉5 ❧✬L✈❛❧✉❛4✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❞❡? ❛❧❣♦5✐4❤♠❡? ❞❡ ❞L4❡❝4✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉4L?✳ ➚ 45❛✈❡5? ❧❡? ❞❡✉① 4X❝❤❡? ✿

❝❧❛??✐✜❝❛4✐♦♥ ♥♦♥✲?✉♣❡5✈✐?L❡ ❞❡? ❞♦♥♥L❡? ❡4 ♣5L✈✐?✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥? ❞❛♥? ❧❡? 5L?❡❛✉① ❞②♥❛♠✐Z✉❡?✱

♥♦✉? ❛✈♦♥? L4✉❞✐L ❧❛ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❞❡ ✽ ❛❧❣♦5✐4❤♠❡? ❞❡ ❞L4❡❝4✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉4L? ❛♣♣❛54❡✲

♥❛♥4? [ ❞✐✛L5❡♥4❡? ❢❛♠✐❧❧❡? ❞✬❛♣♣5♦❝❤❡?✳ ❉❛♥? ❝❤❛Z✉❡ 4X❝❤❡ ❡4 ❞❛♥? ❝❤❛Z✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥L❡?✱

♥♦✉? ❛✈♦♥? ❡①♣♦?L ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♠♣♦54❡♠❡♥4? ❞❡? ❞✐✛L5❡♥4❡? ❛❧❣♦5✐4❤♠❡?✱ ❝❡ Z✉✐✱ ?❛♥?

❞♦✉4❡✱ ♣❡5♠❡4 ❞✬❡♥5✐❝❤✐5 ❧❡ ?❝❤L♠❛ ❞✬L✈❛❧✉❛4✐♦♥ ❣L♥L5❛❧ ❞❡? ❛❧❣♦5✐4❤♠❡? ❞❡ ❞L4❡❝4✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉4L?✳

➚ ❝♦✉54 4❡5♠❡✱ ♥♦✉? ❡♥✈✐?❛❣❡♦♥? ❞✬❛♣♣❧✐Z✉❡5 ❧❡? ❞❡✉① ❛♣♣5♦❝❤❡? ❈▲❊ ❡4 P▲❊ ?✉5

❞✬❛✉45❡? ❜❡♥❝❤♠❛5❦? ❡4 ❞✬L✈❛❧✉❡5 ♣❧✉? ❞✬❛❧❣♦5✐4❤♠❡? ❞❡ ❞L4❡❝4✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉4L?✳ P♦✉5

❧❡ ❧♦♥❣ 4❡5♠❡✱ ♥♦✉? ❛✈♦♥? ❧✬♦❜❥❡❝4✐❢ ❞✬L4✉❞✐❡5 ❧❛ 4X❝❤❡ ❞❡ ✈✐?✉❛❧✐?❛4✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ?45✉❝4✉5❡ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉4❛✐5❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛✉45❡ 4X❝❤❡ ❞✬L✈❛❧✉❛4✐♦♥✳

✶✶✵



❈❤❛♣✐%&❡ ✻

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❡) ♣❡+&♣❡❝)✐✈❡&

◆♦✉# $%#✉♠♦♥# ( ♣$%#❡♥+ ❧❡# ❝♦♥+$✐❜✉+✐♦♥# ❛♣♣♦$+%❡# ♣❛$ ❝❡# +$❛✈❛✉① ❞❡ +❤5#❡✱ ♣✉✐# ♥♦✉#

♣$♦♣♦#♦♥# 7✉❡❧7✉❡# ♣❡$#♣❡❝+✐✈❡#✳

❙②♥#❤%&❡& ❡# ❝♦♥#*✐❜✉#✐♦♥&

❉❛♥# ❝❡++❡ +❤5#❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❛❜♦$❞% +$♦✐# ♣$♦❜❧%♠❛+✐7✉❡# ✿ ❧❛ ♠✉❧+✐+✉❞❡ ❞❡# ♠❡#✉$❡#

✉+✐❧✐#%❡# ❞❛♥# ❧❡# ❛❧❣♦$✐+❤♠❡# ❞❡ ❞%+❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉+%# ❣✉✐❞%❡# ♣❛$ ❧✬✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡

❧❡❛❞❡$#✱ ❧❡ ♣$♦❜❧5♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❡✣❝❛❝✐+% ❞❡# ♠❡#✉$❡# ❞❡ ❝❡♥+$❛❧✐+% ❧♦❝❛❧❡# ❡+ ❧❡ +❡♠♣# ❝♦?✲

+❡✉① ❞❡# ♠❡#✉$❡# ❣❧♦❜❛❧❡#✱ ❡+ ❧❡ ♣$♦❜❧5♠❡ ❞✬%✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞❡# ❛❧❣♦$✐+❤♠❡# ❞❡ ❞%+❡❝+✐♦♥ ❞❡

❝♦♠♠✉♥❛✉+%# ✿ ❧✬%✈❛❧✉❛+✐♦♥ #✉$ ❞❡# $%#❡❛✉① ♥✬❛②❛♥+ ♣❛# ❧❛ ✈%$✐+% ❞❡ +❡$$❛✐♥ ❡#+ #❛♥❝+✐♦♥♥%❡

♣❛$ ❧❛ ♥♦♥ #✐❣♥✐✜❝❛+✐✈✐+% ❞❡# ♠❡#✉$❡# +♦♣♦❧♦❣✐7✉❡# +❡❧❧❡ 7✉❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛$✐+%✳ ❉❡ ♠B♠❡✱ ❧✬%✈❛✲

❧✉❛+✐♦♥ #✉$ ❞❡# $%#❡❛✉① ♣♦##%❞❛♥+ ✉♥❡ ✈%$✐+% ❞❡ +❡$$❛✐♥ ❡#+ ❧✐♠✐+%❡ ♣❛$ ❧❡ ♣❡+✐+ ♥♦♠❜$❡ ❞❡

❝❡# $%#❡❛✉①✱ ❡+ ♣❛$ ❧❡# ❞✐✛%$❡♥+# ✐♥❝♦♥✈%♥✐❡♥+# ❞❡# ❣%♥%$❛+❡✉$# ❛$+✐✜❝✐❡❧#✳ D♦✉$ ② ♣❛$✈❡♥✐$✱

♥♦✉# ♥♦✉# #♦♠♠❡# ❜❛#%# #✉$ ❧❡# ♠%+❤♦❞❡# #✉✐✈❛♥+❡#✳

❉❛♥# ✉♥ ♣$❡♠✐❡$ +❡♠♣#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣$♦♣♦#% ✉♥ ❡♥$✐❝❤✐##❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ▲■❈❖❉

❡♥ ✐♥+%❣$❛♥+ ❞✬❛✉+$❡# ♠❡#✉$❡# ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡# ❞❛♥# #❡# ❞✐✛%$❡♥+❡# %+❛♣❡#✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛$❛✐#♦♥ ❞❡#

❞✐✛%$❡♥+❡# #+$❛+%❣✐❡# ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉$❛+✐♦♥ ❞❡ ▲■❈❖❉ #✉$ ❧❡# $%#❡❛✉① $%❡❧# ❡+ ❛$+✐✜❝✐❡❧#✱ ❛

❞♦♥♥% ✉♥ ❛♣❡$I✉ #✉$ ❧❛ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛7✉❡ ♠❡#✉$❡ ✉+✐❧✐#%❡✳ ❊♥#✉✐+❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣$♦✲

♣♦#% %❣❛❧❡♠❡♥+ ✉♥❡ ❡①+❡♥#✐♦♥ ❞❡ ▲■❈❖❉✱ ❛♣♣❡❧%❡ ✐+✲▲■❈❖❉✳ ❉❛♥# ❝❡++❡ ❡①+❡♥#✐♦♥✱ ♥♦✉#

❛✈♦♥# ❛❥♦✉+% ✉♥❡ %+❛♣❡ ✐+%$❛+✐✈❡ 7✉✐ ♣❡$♠❡+ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡$ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡# ❜♦♥# ❧❡❛❞❡$# ❞❡ ❝❤❛7✉❡

❝♦♠♠✉♥❛✉+%✳ ▲❡# $%#✉❧+❛+# +$♦✉✈%# #✉$ ❧❡# $%#❡❛✉① $%❡❧# ♦♥+ ♠♦♥+$% ❞❡# ❛♠%❧✐♦$❛+✐♦♥# ❞❡

♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$+ ( ❝❡✉① ❞❡ ▲■❈❖❉✳ ❊♥ ♦✉+$❡✱ ✐+✲▲■❈❖❉ ❡#+ ♣❧✉# ♣❡$❢♦$♠❛♥+ #✉$

❧❡# $%#❡❛✉① ❛$+✐✜❝✐❡❧# ♣♦✉$ ❞✐✛%$❡♥+❡# ❝♦♥✜❣✉$❛+✐♦♥# ❞✉ ❣%♥%$❛+❡✉$ ❞❡ ❣$❛♣❤❡ ▲❋❘✳

❉❛♥# ✉♥ ❞❡✉①✐5♠❡ +❡♠♣#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣$♦♣♦#% ✉♥❡ ♠❡#✉$❡ ❞❡ ❝❡♥+$❛❧✐+% #❡♠✐✲❧♦❝❛❧❡✱ ❛♣✲

♣❡❧%❡ ❚♦♣♦❈❡♥+✳ ❈❡++❡ ♠❡#✉$❡ ❝♦✉✈$❡ ♣❧✉# ❞❡ ♥P✉❞# 7✉❡ ❧❡# ♠❡#✉$❡# ❧♦❝❛❧❡# #❛♥# ❛++❡✐♥❞$❡

+♦✉# ❧❡# ♥P✉❞# ❞✉ $%#❡❛✉✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# %❣❛❧❡♠❡♥+ ♠✐# ❡♥ %✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛#♣❡❝+ +♦♣♦❧♦❣✐7✉❡ ❡♥

❞✐#+✐♥❣✉❛♥+ ❧❡# ✈♦✐#✐♥# ❧❡# ♣❧✉# ✐♠♣♦$+❛♥+# ❞❡# ♠♦✐♥# ✐♠♣♦$+❛♥+#✳ ▲✬❡①♣%$✐♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❚♦✲

♣♦❈❡♥+ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞$❡ ❞❡ ❞%+❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉+%# ❛✈❡❝ ▲■❈❖❉ #✉$ ❞✐✛%$❡♥+# +②♣❡# ❞❡

$%#❡❛✉①✱ ❛ ♠♦♥+$% 7✉❡ ▲■❈❖❉✲❚♦♣♦❈❡♥+ ❡#+ +♦✉❥♦✉$# ♣❧✉# ♣❡$❢♦$♠❛♥+ 7✉❡ ▲■❈❖❉✲❛✉+$❡

❝❡♥+$❛❧✐+%✳

❉❛♥# ✉♥ +$♦✐#✐5♠❡ +❡♠♣#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✐♥+$♦❞✉✐+ ❞❡✉① ♠%+❤♦❞❡# ♦$✐❡♥+%❡#✲+Q❝❤❡ ♣♦✉$

❧✬%✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞❡# ❛❧❣♦$✐+❤♠❡# ❞❡ ❞%+❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉+%#✳ ▲❛ ♣$❡♠✐5$❡ ♠%+❤♦❞❡ ❡#+

♦$✐❡♥+%❡✲❝❧❛##✐✜❝❛+✐♦♥ ♥♦♥✲#✉♣❡$✈✐#%❡ ❞❡ ❞♦♥♥%❡#✱ ♥♦+%❡ ❈▲❊✳ ❈❡++❡ ♠%+❤♦❞❡ +$❛♥#❢♦$♠❡

✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥%❡# ♥✉♠%$✐7✉❡# ❡♥ ✉♥ ❣$❛♣❤❡ ❞❡ ✈♦✐#✐♥❛❣❡ ✈✐❛ ✉♥❡ ♠❡#✉$❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛$✐+%✱ ❛✜♥

❞❡ ❝♦♥❢$♦♥+❡$ ❧❡# ❛❧❣♦$✐+❤♠❡# ❞❡ ❞%+❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉+%# ❛✉ ♣$♦❜❧5♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛+✐♦♥

♥♦♥✲#✉♣❡$✈✐#%❡✳ ❈❡++❡ ♠%+❤♦❞❡ ♥✬❛ ♣❛# #❡✉❧❡♠❡♥+ ❞♦♥♥% ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞$❡ ❞✬%✈❛❧✉❛+✐♦♥

✶✶✶



❞❡ ❝❡# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡#✱ ♠❛✐# ❡❧❧❡ ❛ ❛✉##✐ ❞♦♥♥0 ❧❛ ♣♦##✐❜✐❧✐*0 ❞❡ ♣(♦❞✉✐(❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❜❡♥❝❤✲

♠❛(❦# ❛②❛♥* ❞❡# ✈0(✐*0# ❞❡ *❡((❛✐♥✳ ▲❡# (0#✉❧*❛*# *(♦✉✈0# ✈✐❛ ❝❡**❡ ♠0*❤♦❞❡ ♦♥* ♠♦♥*(0

❞✬❛✉*(❡# ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ❞❡# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡# 0*✉❞✐0#✳ ❉❛♥# ❧❛ ❞❡✉①✐=♠❡ ♠0*❤♦❞❡ >✉❡

♥♦✉# ❛✈♦♥# ♥♦*0 ?▲❊✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝❤♦✐#✐ ❝♦♠♠❡ *A❝❤❡ ❧❛ ♣(0✈✐#✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥# ♥♦♥✲#✉♣❡(✈✐#0❡✳

❈❡**❡ ♠0*❤♦❞❡ ♣❡(♠❡* ❞✬0✈❛❧✉❡( ❧❡# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡# #❡❧♦♥ ❧❡✉(# ❝♦♥*(✐❜✉*✐♦♥# ❞❛♥# ❧❛ *A❝❤❡ ❞❡

♣(0✈✐#✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❧✐❡♥#✳ ▲❡# (0#✉❧*❛*# ❡①♣0(✐♠❡♥*❛✉① #✉( ❞❡# ❣(❛♣❤❡# ❜✐❜❧✐♦❣(❛♣❤✐>✉❡#

❞②♥❛♠✐>✉❡# ♦♥* ♠♦♥*(0 ❞✬❛✉*(❡# ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡# ❞❡ ❝❡(*❛✐♥# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡#✳ ❈❡# (0#✉❧*❛*# ❡♥✲

❝♦✉(❛❣❡❛♥*# ❞❡✈(❛✐❡♥* C*(❡ ❞0❢❡♥❞✉# ♣❛( ❞❡# ❡①♣0(✐♠❡♥*❛*✐♦♥# #✉( ❞✬❛✉*(❡# (0#❡❛✉①✳ ▲❡#

❞❡✉① ♠0*❤♦❞❡# ♦(✐❡♥*0❡#✲*A❝❤❡ ♣(♦♣♦#0❡# (❡♣(0#❡♥*❡♥* ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣(♦❝❤❡#

❞✬0✈❛❧✉❛*✐♦♥✱ >✉✐ ✈❛ ❝❡(*❛✐♥❡♠❡♥* ❡♥(✐❝❤✐( ❧❡ #❝❤0♠❛ ❞✬0✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❣0♥0(❛❧ ❞❡# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡#

❞❡ ❞0*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0#✳

 ❡"#♣❡❝&✐✈❡#

❈❡**❡ *❤=#❡ ♦✉✈(❡ ❞✐✛0(❡♥*❡# ♣❡(#♣❡❝*✐✈❡# ❞❡ *(❛✈❛✐❧✳

▲❡# ♣(❡♠✐=(❡# ♣❡(#♣❡❝*✐✈❡# ❝♦♥❝❡(♥❡♥* ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣(♦❝❤❡ ✐*✲▲■❈❖❉ ❛✜♥ ❞❡

♣(❡♥❞(❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉*0# ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥*❡#✳ ?❧✉# ♣(0❝✐#0♠❡♥*✱ ❧❡# ♠0*❤♦❞❡# ❞❡

❢✉#✐♦♥ ❞❡ ✈♦*❡# ❞❡✈(❛✐❡♥* #✉❜✐( ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥ ♣♦✉( ♣❡(♠❡**(❡ ❧❡ ♠✉❧*✐♣❧❡ ❛♣♣❛(*❡♥❛♥❝❡

❝♦♠♠✉♥❛✉*❛✐(❡ ❞❡# ♥H✉❞#✳

◆♦✉# ❡♥✈✐#❛❣❡♦♥# 0❣❛❧❡♠❡♥* ❧❡ ❞0✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥* ❞✬✉♥❡ ❡①*❡♥#✐♦♥ ❤✐0(❛(❝❤✐>✉❡ ❞❡ ▲■❈❖❉

>✉✐ #✬❛❞❛♣*❡ ♣❧✉# ❛✉① (0#❡❛✉① ❝♦♥*❡♥❛♥* ✉♥❡ ❤✐0(❛(❝❤✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0#✳ ▲✬✐❞0❡ ❡#* ❞✬❛♣♣❧✐✲

>✉❡( ▲■❈❖❉ #✉( ❝❤❛>✉❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0 ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❤✐0(❛(❝❤✐>✉❡✱ ❡* ❞❡ #✬❛((C*❡( >✉❛♥❞

❛✉❝✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0 ♥✬❡#* ❞0❝♦♠♣♦#❛❜❧❡✳ ❚♦✉*❡❢♦✐#✱ ✈✉ ❧❡# ❧✐♠✐*❡# ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛(✐*0 ♣(0#❡♥✲

*0❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*(❡ ✶ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉#❝(✐*✱ ✐❧ ❢❛✉* *(♦✉✈❡( ✉♥❡ ❛✉*(❡ ❤❡✉(✐#*✐>✉❡ ♣♦✉( ❝❤♦✐#✐(

❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉( ♣❛(*✐*✐♦♥ ❞❛♥# ❧❛ ❤✐0(❛(❝❤✐❡✳

?♦✉( ✜♥✐( ❛✈❡❝ ❧❡# ♣❡(#♣❡❝*✐✈❡# #✉( ❧❛ ❞0*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0#✱ ♥♦✉# ❡♥✈✐#❛❣❡♦♥#

❞✬❡①♣❧♦✐*❡( ❧❡# ♠0*❤♦❞❡# ❞❡ ❢✉#✐♦♥ ❞❡ ✈♦*❡# ♣♦✉( ♣(♦♣♦#❡( ✉♥❡ ♠0*❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉( ❧❛

❞0*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0#✳ ▲✬✐❞0❡ ❡#* ❞❡ ❢✉#✐♦♥♥❡( ❞❡# ♣❛(*✐*✐♦♥# ✐##✉❡# ❞❡ ❞✐✛0(❡♥*# ❛❧✲

❣♦(✐*❤♠❡#✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦(✐*❤♠❡ ✐♥#*❛❜❧❡✱ ❡♥ ✉*✐❧✐#❛♥* ❧❡# ♠0*❤♦❞❡# ❞❡ ❢✉#✐♦♥ ❞❡ ✈♦*❡#✳ ❈❡❧❛

♣❡✉* C*(❡ ✉*✐❧❡ ♣♦✉( ❧❛ ❞0*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0# ❞❛♥# ❧❡# (0#❡❛✉① ♠✉❧*✐♣❧❡①❡#✱ ♦L ♣❧✉✲

#✐❡✉(# *②♣❡# ❞❡ (❡❧❛*✐♦♥# ♣❡✉✈❡♥* ❝♦♥♥❡❝*❡( ❞❡✉① ♥H✉❞#✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡ ♠0*❤♦❞❡

❛✉① (0#❡❛✉① ♠✉❧*✐♣❧❡①❡# ❝♦♥#✐#*❡ M ❢✉#✐♦♥♥❡( ❧❡# ♣❛(*✐*✐♦♥# *(♦✉✈0❡# #✉( ❝❤❛>✉❡ *②♣❡ ❞❡

(❡❧❛*✐♦♥#✳

❈♦♥❝❡(♥❛♥* ❚♦♣♦❈❡♥*✱ ❝❡**❡ ♠❡#✉(❡ ♣❡✉* C*(❡ ❛♠0❧✐♦(0❡ ❡♥ ✐♥*(♦❞✉✐#❛♥* ✉♥❡ ❤❡✉(✐#*✐>✉❡

>✉✐ ❡#*✐♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✈♦✐#✐♥# ♥0❝❡##❛✐(❡# ♣♦✉( ❝❛❧❝✉❧❡( ❧❛ ❝❡♥*(❛❧✐*0 ❞✬✉♥

♥H✉❞✳ ❯♥❡ ✐❞0❡ #✐♠♣❧❡ ❡#* ❞✬✉*✐❧✐#❡( ❧❡# *❡❝❤♥✐>✉❡# ♣(0#❡♥*0❡# ❞❛♥# ❧❡# *(❛✈❛✉① ♣♦(*❛♥* #✉(

❧❛ ❞0*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0# ♣❛( ❡①♣❛♥#✐♦♥✱ >✉✐ 0❧❛(❣✐##❡♥* ❧❡# ❝♦♠♠✉♥❛✉*0# ❛✉*♦✉( ❞✬✉♥

♥H✉❞ ❣(❛✐♥❡✳

?♦✉( ❧✬0✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡# ❞❡ ❞0*❡❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*0#✱ ♥♦✉# ♥♦✉# ✐♥*0(❡#✲

#♦♥# M ❧❛ *A❝❤❡ ❞❡ ✈✐#✉❛❧✐#❛*✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛✉*(❡ *A❝❤❡ ❞✬0✈❛❧✉❛*✐♦♥✳ ❉❡# *(❛✈❛✉① (0❝❡♥*#

❬❨❛♥❣ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ♦♥* ❝♦♠♠❡♥❝0 M ❛❜♦(❞❡( ❧❛ ✈✐#✉❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡# ❣(❛♣❤❡# ❡♥ ✉*✐❧✐#❛♥* ❧❡✉(

#*(✉❝*✉(❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉*❛✐(❡✳ ◆♦*(❡ ♦❜❥❡❝*✐❢ #❡(❛ ❞✬0✈❛❧✉❡( ❧❡# ♣❛(*✐*✐♦♥# *(♦✉✈0❡# ♣❛( ❧❡# ❞✐❢✲

❢0(❡♥*# ❛❧❣♦(✐*❤♠❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐#✉❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡# ❣(❛♣❤❡#✳

✶✶✷



❆♥♥❡①❡$

✶✶✸





❆♥♥❡①❡ ❆

●!❛♣❤❡& ❞❡ ✈♦✐&✐♥❛❣❡& ❣-♥-!-& ♣♦✉!

❧❛ ♠-1❤♦❞❡ ❈▲❊

✶✶✺

































❆✳✶✳ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❉❊❙ ●❱❘❙ ●➱◆➱❘➱❙

✶✸✶



❆✳✷✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉❊❙ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉❊ ❉➱❚❊❈❚■❖◆ ❉❊ ❈❖▼▼❯◆❆❯❚➱❙

❙❯❘ ▲❊❙ ●❱❘❙

❆✳✷ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡% ❛❧❣♦.✐(❤♠❡% ❞❡ ❞$(❡❝(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉($%

%✉. ❧❡% ●❱❘%

❉♦♥♥5❡7 ❆❧❣♦ ◆▼■ ❆❘■ ◗ ★❝♦♠♠✉♥❛✉@57

■A✐7 ●◆ ✵✳✻✷ ✵✳✹✼ ✵✳✷✶ ✼

❲❛❧❦@A❛♣ ✵✳✺✼ ✵✳✸✻ ✵✳✷✷ ✽

❊❱ ✵✳✻✶ ✵✳✺✺ ✵✳✸✹ ✹

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✺✺ ✵✳✸✷ ✵✳✷✶ ✽

❋❛7@●A❡❡❞② ✵✳✻✶ ✵✳✺✺ ✵✳✸✹ ✹

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✺✾ ✵✳✺✶ ✵✳✸✺ ✺

▲■❈❖❉ ✵✳✺✼ ✵✳✺✵ ✵✳✷✶ ✾

✐@✲▲■❈❖❉ ✵✳✺✵ ✵✳✸✵ ✵✳✶✼ ✶✼

❲✐♥❡ ●◆ ✵✳✸✷ ✵✳✶✷ ✵✳✽✸ ✶✹

❲❛❧❦@A❛♣ ✵✳✸✷ ✵✳✶✶ ✵✳✽✷ ✶✹

❊❱ ✵✳✸✷ ✵✳✶✸ ✵✳✽✶ ✶✸

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✷✾ ✵✳✵✻ ✵✳✼✾ ✷✻

❋❛7@●A❡❡❞② ✵✳✸✹ ✵✳✶✻ ✵✳✽✸ ✶✵

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✸✹ ✵✳✶✻ ✵✳✽✸ ✶✶

▲■❈❖❉ ✵✳✸✹ ✵✳✷✺ ✵✳✼✹ ✶✹

✐@✲▲■❈❖❉ ✵✳✷✾ ✵✳✵✹ ✵✳✻✼ ✸✵

●❧❛77 ●◆ ✵✳✹✼ ✵✳✷✺ ✵✳✵✾ ✷✾

❲❛❧❦@A❛♣ ✵✳✹✺ ✵✳✷✻ ✵✳✵✽ ✼

❊❱ ✵✳✷✸ ✵✳✵✼ ✵✳✶✸ ✹

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✹✽ ✵✳✷✽ ✵✳✵✾ ✶✵

❋❛7@●A❡❡❞② ✵✳✷✹ ✵✳✵✾ ✵✳✶✹ ✸

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✸✼ ✵✳✶✾ ✵✳✶✺ ✹

▲■❈❖❉ ✵✳✹✶ ✵✳✷✺ ✵✳✵✼ ✶✺

✐@✲▲■❈❖❉ ✵✳✸✶ ✵✳✷✷ ✵✳✵✽ ✸

❱❡❤✐❝❧❡ ●◆ ✵✳✷✶ ✵✳✵✾ ✵✳✼✼ ✶✺

❲❛❧❦@A❛♣ ✵✳✷✵ ✵✳✵✻ ✵✳✼✹ ✷✾

❊❱ ✵✳✶✼ ✵✳✵✾ ✵✳✼✹ ✶✵

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✷✵ ✵✳✵✹ ✵✳✼✶ ✺✵

❋❛7@●A❡❡❞② ✵✳✷✵ ✵✳✶✶ ✵✳✼✸ ✾

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✷✶ ✵✳✵✽ ✵✳✼✽ ✶✸

▲■❈❖❉ ✵✳✷✵ ✵✳✵✻ ✵✳✻✺ ✸✶

✐@✲▲■❈❖❉ ✵✳✷✶ ✵✳✵✸ ✵✳✺✸ ✽✽

❆❜❛❧♦♥❡ ●◆ ✵✳✻✺ ✵✳✸✵ ✵✳✸✺ ✶✶✾

❲❛❧❦@A❛♣ ✵✳✼✸ ✵✳✹✵ ✵✳✹✹ ✽

❊❱ ✵✳✼✷ ✵✳✹✹ ✵✳✹✸ ✻

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✼✺ ✵✳✹✹ ✵✳✹✹ ✼

❋❛7@●A❡❡❞② ✵✳✸✾ ✵✳✶✹ ✵✳✸✼ ✷

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✻✹ ✵✳✸✺ ✵✳✹✺ ✹

▲■❈❖❉ ✵✳✶✽ ✵✳✹✸❡✲✷ ✵✳✵✷❡✲✷ ✾✽

✐@✲▲■❈❖❉ ✵✳✶✷ ✵✳✵✸ ✵✳✵✹

❚❛❜❧❡ ❆✳✶ ✕ X❡A❢♦A♠❛♥❝❡ ❞❡7 ❛❧❣♦A✐@❤♠❡7 7✉A ❧❡7 ●❱❘7✲❈❤❡❜②7❤❡✈

✶✸✷



✳✳✳✳

❉♦♥♥$❡& ❆❧❣♦ ◆▼■ ❆❘■ ◗ ★❝♦♠♠✉♥❛✉4$&

■5✐& ●◆ ✵✳✻✻ ✵✳✹✹ ✵✳✼✷ ✾

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✻✹ ✵✳✹✼ ✵✳✻✽ ✶✷

❊❱ ✵✳✻✺ ✵✳✹✸ ✵✳✻✼ ✶✶

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✺✷ ✵✳✶✽ ✵✳✻✽ ✷✵

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✻✷ ✵✳✹✸ ✵✳✼✵ ✾

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✺✾ ✵✳✹✵ ✵✳✼✷ ✽

▲■❈❖❉ ✵✳✺✾ ✵✳✹✷ ✵✳✻✹ ✽

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✺✺ ✵✳✷✽ ✵✳✻✺ ✶✹

❲✐♥❡ ●◆ ✵✳✸✷ ✵✳✶✹ ✵✳✼✾ ✶✶

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✸✷ ✵✳✶✶ ✵✳✼✼ ✶✺

❊❱ ✵✳✸✵ ✵✳✶✹ ✵✳✼✹ ✶✶

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✸✷ ✵✳✵✽ ✵✳✼✼ ✷✷

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✷✾ ✵✳✶✷ ✵✳✼✼ ✶✶

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✸✶ ✵✳✶✸ ✵✳✼✾ ✶✷

▲■❈❖❉ ✵✳✸✹ ✵✳✷✶ ✵✳✼✷ ✶✹

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✸✷ ✵✳✵✽ ✵✳✻✺ ✸✷

●❧❛&& ●◆ ✵✳✹✺ ✵✳✷✶ ✵✳✼✻ ✶✶

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✹✾ ✵✳✶✺ ✵✳✼✸ ✷✷

❊❱ ✵✳✹✸ ✵✳✶✼ ✵✳✼✸ ✶✹

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✹✼ ✵✳✶✶ ✵✳✼✶ ✸✶

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✹✼ ✵✳✷✵ ✵✳✼✺ ✶✸

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✹✼ ✵✳✷✶ ✵✳✼✺ ✶✷

▲■❈❖❉ ✵✳✹✻ ✵✳✶✼ ✵✳✼✵ ✶✽

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✹✺ ✵✳✶✷ ✵✳✻✺ ✸✶

❱❡❤✐❝❧❡ ●◆ ✵✳✷✸ ✵✳✶✵ ✵✳✼✾ ✶✼

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✷✸ ✵✳✵✻ ✵✳✼✺ ✸✷

❊❱ ✲ ✲ ✲ ✲

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✷✺ ✵✳✵✸ ✵✳✼✵ ✼✹

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✷✺ ✵✳✶✷ ✵✳✼✽ ✶✷

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✷✺ ✵✳✶✶ ✵✳✼✽ ✶✹

▲■❈❖❉ ✵✳✷✶ ✵✳✵✺ ✵✳✻✺ ✹✶

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✷✸ ✵✳✵✸ ✵✳✺✾ ✼✺

❆❜❛❧♦♥❡ ●◆ ✵✳✸✹ ✵✳✶✵ ✵✳✽✸ ✶✺

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✸✸ ✵✳✵✽ ✵✳✽✷ ✷✶

❊❱ ✵✳✷✾ ✵✳✵✽ ✵✳✽✵ ✶✺

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✺✶ ✵✳✵✾ ✵✳✼✻ ✽✵

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✸✵ ✵✳✵✾ ✵✳✽✹ ✶✹

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✸✺ ✵✳✶✵ ✵✳✽✸ ✶✾

▲■❈❖❉ ✵✳✹✹ ✵✳✵✽ ✵✳✼✵ ✻✽

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✺✵ ✵✳✵✻ ✵✳✻✶ ✶✷✽

❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ✕ S❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❞❡& ❛❧❣♦5✐4❤♠❡& &✉5 ❧❡& ●❱❘&✲❈♦&✐♥✉&

✶✸✸



✳✳✳✳

❉♦♥♥$❡& ❆❧❣♦ ◆▼■ ❆❘■ ◗ ★❝♦♠♠✉♥❛✉4$&

■5✐& ●◆ ✵✳✻✶ ✵✳✹✸ ✵✳✼✸ ✽

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✺✷ ✵✳✷✽ ✵✳✼✵ ✶✹

❊❱ ✵✳✻✶ ✵✳✹✸ ✵✳✼✷ ✽

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✹✼ ✵✳✶✻ ✵✳✼✵ ✷✶

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✻✹ ✵✳✹✼ ✵✳✼✸ ✽

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✻✹ ✵✳✹✽ ✵✳✼✸ ✼

▲■❈❖❉ ✵✳✻✹ ✵✳✺✵ ✵✳✻✺ ✽

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✹✻ ✵✳✶✷ ✵✳✺✼ ✸✵

❲✐♥❡ ●◆ ✵✳✷✽ ✵✳✶✹ ✵✳✽✵ ✶✵

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✷✼ ✵✳✶✵ ✵✳✼✾ ✶✸

❊❱ ✵✳✷✾ ✵✳✶✻ ✵✳✼✼ ✾

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✸✵ ✵✳✵✼ ✵✳✼✼ ✷✸

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✷✾ ✵✳✶✹ ✵✳✼✾ ✶✵

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✷✼ ✵✳✶✷ ✵✳✽✵ ✶✵

▲■❈❖❉ ✵✳✷✾ ✵✳✶✽ ✵✳✼✷ ✶✷

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✸✹ ✵✳✶✷ ✵✳✺✼ ✸✵

●❧❛&& ●◆ ✵✳✺✹ ✵✳✷✾ ✵✳✼✽ ✶✶

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✹✼ ✵✳✷✵ ✵✳✼✺ ✶✸

❊❱ ✵✳✺✷ ✵✳✷✹ ✵✳✼✼ ✶✷

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✺✵ ✵✳✶✷ ✵✳✼✷ ✸✷

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✺✵ ✵✳✷✼ ✵✳✼✼ ✶✶

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✹✽ ✵✳✷✶ ✵✳✼✼ ✶✷

▲■❈❖❉ ✵✳✹✼ ✵✳✶✻ ✵✳✻✾ ✷✵

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✹✾ ✶✸ ✵✳✻✹ ✸✼

❱❡❤✐❝❧❡ ●◆ ✵✳✷✸ ✵✳✶✵ ✵✳✼✾ ✶✼

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✷✸ ✵✳✵✽ ✵✳✼✻ ✷✺

❊❱ ✵✳✶✾ ✵✳✵✾ ✵✳✼✺ ✶✻

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✷✹ ✵✳✵✸ ✵✳✼✵ ✼✹

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✷✸ ✵✳✶✶ ✵✳✼✼ ✶✸

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✷✸ ✵✳✶✶ ✵✳✼✼ ✶✹

▲■❈❖❉ ✵✳✷✵ ✵✳✵✺ ✵✳✻✽ ✸✼

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✷✸ ✵✳✵✷ ✵✳✺✻ ✾✹

❆❜❛❧♦♥❡ ●◆ ✵✳✸✽ ✵✳✶✶ ✵✳✽✺ ✶✾

❲❛❧❦45❛♣ ✵✳✹✶ ✵✳✶✵ ✵✳✽✷ ✸✻

❊❱ ✵✳✸✻ ✵✳✶✶ ✵✳✽✶ ✷✹

■♥❢♦♠❛♣ ✵✳✺✸ ✵✳✶✵ ✵✳✼✽ ✽✷

❋❛&4●5❡❡❞② ✵✳✸✽ ✵✳✶✷ ✵✳✽✺ ✶✽

▲♦✉✈❛✐♥ ✵✳✸✼ ✵✳✶✶ ✵✳✽✺ ✶✽

▲■❈❖❉ ✵✳✹✼ ✵✳✶✶ ✵✳✼✹ ✺✾

✐4✲▲■❈❖❉ ✵✳✺✷ ✵✳✵✽ ✵✳✻✻ ✶✶✸

❚❛❜❧❡ ❆✳✸ ✕ S❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❞❡& ❛❧❣♦5✐4❤♠❡& &✉5 ❧❡& ●❱❘&✲❈♦55$❧❛4✐♦♥

✶✸✹



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬❆❣❣❛$✇❛❧ ❡( ❘❡❞❞②✱ ✷✵✶✹❪ ❆❣❣❛#✇❛❧✱ ❈✳ ❈✳ ❡( ❘❡❞❞②✱ ❈✳ ❑✳✱ 5❞✐(❡✉$8 ✭✷✵✶✹✮✳ ❉❛"❛

❈❧✉&"❡(✐♥❣ ✿ ❆❧❣♦(✐"❤♠& ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛"✐♦♥&✳ ❈❘❈ ;$❡88✳

❬❆❧❜❡$( ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❆❧❜❡#+✱ ❘✳✱ ❏❡♦♥❣✱ ❍✳ ❡( ❇❛#❛❜❛0✐✱ ❆✳ ▲✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡(❡$ ♦❢

(❤❡ ✇♦$❧❞ ✇✐❞❡ ✇❡❜✳ ◆❛"✉(❡✱ ✹✵✶✿✶✸✵✕✶✸✶✳

❬❆②♥❛✉❞✱ ✷✵✶✶❪ ❆②♥❛✉❞✱ ❚✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❉6"❡❝"✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛"✉6& ❞❛♥& ❧❡& (6&❡❛✉① ❞②♥❛✲

♠✐:✉❡&✳ ❚❤I8❡ ❞❡ ❞♦❝(♦$❛(✱ ❯♥✐✈❡$8✐(5 ;✐❡$$❡ ❡( ▼❛$✐❡ ❈✉$✐❡✳

❬❇❛♥❡$❥❡❡ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❇❛♥❡#❥❡❡✱ ❆✳✱ ❉❤✐❧❧♦♥✱ ■✳ ❙✳✱ ●❤♦0❤✱ ❏✳ ❡( ❙#❛✱ ❙✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈❧✉8✲

(❡$✐♥❣ ♦♥ (❤❡ ✉♥✐( ❤②♣❡$8♣❤❡$❡ ✉8✐♥❣ ✈♦♥ ♠✐8❡8✲✜8❤❡$ ❞✐8($✐❜✉(✐♦♥8✳ ❏✳ ▼❛❝❤✳ ▲❡❛(♥✳

❘❡&✳✱ ✻✿✶✸✹✺✕✶✸✽✷✳

❬❇❛$❛❜❛8✐ ❡( ❆❧❜❡$(✱ ✶✾✾✾❪ ❇❛#❛❜❛0✐✱ ❆✳ ▲✳ ❡( ❆❧❜❡#+✱ ❘✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❊♠❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ 8❝❛❧✐♥❣

✐♥ $❛♥❞♦♠ ♥❡(✇♦$❦8✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✽✻✿✺✵✾✕✺✶✷✳

❬❇❛✉♠❡8 ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❇❛✉♠❡0✱ ❏✳✱ ●♦❧❞❜❡#❣✱ ▼✳ ❑✳✱ ❑#✐0❤♥❛♠♦♦#+❤②✱ ▼✳ ❙✳✱ ■0♠❛✐❧✱

▼✳ ▼✳ ❡( ;#❡0+♦♥✱ ◆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐(✐❡8 ❜② ❝❧✉8(❡$✐♥❣ ❛ ❣$❛♣❤ ✐♥(♦ ♦✈❡$✲

❧❛♣♣✐♥❣ 8✉❜❣$❛♣❤8✳ ■♥ ●✉✐♠❛#❛❡0✱ ◆✳ ❡( ■0❛✐❛0✱ ;✳ ❚✳✱ 5❞✐(❡✉$8 ✿ ■❆❉■❙ ❆❈✱ ♣❛❣❡8

✾✼✕✶✵✹✳ ■❆❉■❙✳

❬❇❡♥❝❤❡((❛$❛ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❇❡♥❝❤❡++❛#❛✱ ◆✳✱ ❑❛♥❛✇❛+✐✱ ❘✳ ❡( ❘♦✉✈❡✐#♦❧✱ ❈✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆

8✉♣❡$✈✐8❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛$♥✐♥❣ ❧✐♥❦ ♣$❡❞✐❝(✐♦♥ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❢♦$ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❝♦❧❧❛❜♦$❛(✐♦♥ $❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❛(✐♦♥✳ ■♥ A(♦❝❡❡❞✐♥❣& ♦❢ "❤❡ ❋♦✉("❤ ❆❈▼ ❈♦♥❢❡(❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡( ❙②&"❡♠&✱

❘❡❝❙②8 ✬✶✵✱ ♣❛❣❡8 ✷✺✸✕✷✺✻✱ ◆❡✇ ❨♦$❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❬❇❧♦♥❞❡❧ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❇❧♦♥❞❡❧✱ ❱✳ ❉✳✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❏✳✲▲✳✱ ▲❛♠❜✐♦++❡✱ ❘✳ ❡( ▲❡❢❡❜✈#❡✱

❊✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❋❛8( ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐(✐❡8 ✐♥ ❧❛$❣❡ ♥❡(✇♦$❦8✳ ❏♦✉(♥❛❧ ♦❢ ❙"❛"✐&"✐❝❛❧ ▼❡✲

❝❤❛♥✐❝& ✿ ❚❤❡♦(② ❛♥❞ ❊①♣❡(✐♠❡♥"✱ ;✶✵✵✵✽✭✶✵✮✿✶✕✶✷✳

❬❇♦❧❧♦❜b8 ❡( ❘✐♦$❞❛♥✱ ✷✵✵✾❪ ❇♦❧❧♦❜@0✱ ❇✳ ❡( ❘✐♦#❞❛♥✱ ❖✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈❧✐d✉❡ ♣❡$❝♦❧❛(✐♦♥✳

❘❛♥❞♦♠ ❙"(✉❝"✳ ❆❧❣♦(✐"❤♠&✱ ✸✺✭✸✮✿✷✾✹✕✸✷✷✳

❬❇♦① ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❇♦①✱ ●✳✱ ❍✉♥+❡#✱ ❏✳ ❡( ❍✉♥+❡#✱ ❲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❙"❛"✐&"✐❝& ❢♦( ❡①♣❡(✐✲

♠❡♥"❡(& ✿ ❞❡&✐❣♥✱ ✐♥♥♦✈❛"✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐&❝♦✈❡(②✳ ❲✐❧❡② 8❡$✐❡8 ✐♥ ♣$♦❜❛❜✐❧✐(② ❛♥❞ 8(❛(✐8(✐❝8✳

❲✐❧❡②✲■♥(❡$8❝✐❡♥❝❡✳

❬❇$❛♥❞❡8✱ ✷✵✵✶❪ ❇#❛♥❞❡0✱ ❯✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆ ❋❛8(❡$ ❆❧❣♦$✐(❤♠ ❢♦$ ❇❡(✇❡❡♥♥❡88 ❈❡♥($❛❧✐(②✳

❏♦✉(♥❛❧ ♦❢ ▼❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧ ❙♦❝✐♦❧♦❣②✱ ✷✺✭✷✮✿✶✻✸✕✶✼✼✳

❬❇$❛♥❞❡8 ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❇#❛♥❞❡0✱ ❯✳✱ ❉❡❧❧✐♥❣✱ ❉✳✱ ●❛❡#+❧❡#✱ ▼✳✱ ●♦#❦❡✱ ❘✳✱ ❍♦❡❢❡#✱

▼✳✱ ◆✐❦♦❧♦0❦✐✱ ❩✳ ❡( ❲❛❣♥❡#✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❖♥ ♠♦❞✉❧❛$✐(② ❝❧✉8(❡$✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚(❛♥&✳ ♦♥

❑♥♦✇❧✳ ❛♥❞ ❉❛"❛ ❊♥❣✳✱ ✷✵✭✷✮✿✶✼✷✕✶✽✽✳

❬❇$❛♥❞❡8 ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❇#❛♥❞❡0✱ ❯✳✱ ❉❡❧❧✐♥❣✱ ❉✳✱ ●❛❡#+❧❡#✱ ▼✳✱ ●F#❦❡✱ ❘✳✱ ❍♦❡❢❡#✱

▼✳✱ ◆✐❦♦❧♦0❦✐✱ ❩✳ ❡( ❲❛❣♥❡#✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❖♥ ✜♥❞✐♥❣ ❣$❛♣❤ ❝❧✉8(❡$✐♥❣8 ✇✐(❤ ♠❛①✐♠✉♠

♠♦❞✉❧❛$✐(②✳ ■♥ ❇#❛♥❞0+G❞+✱ ❆✳✱ ❑#❛+0❝❤✱ ❉✳ ❡( ▼I❧❧❡#✱ ❍✳✱ 5❞✐(❡✉$8 ✿ ●(❛♣❤✲

❚❤❡♦(❡"✐❝ ❈♦♥❝❡♣"& ✐♥ ❈♦♠♣✉"❡( ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✼✻✾ ❞❡ ▲❡❝"✉(❡ ◆♦"❡& ✐♥ ❈♦♠♣✉"❡(

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡8 ✶✷✶✕✶✸✷✳ ❙♣$✐♥❣❡$✱ ❇❡$❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡$❣✳

✶✸✺



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

❬❈❛✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❈❛✐✱ ❨✳✱ ❙❤✐✱ ❈✳✱ ❉♦♥❣✱ ❨✳✱ ❑❡✱ ◗✳ ❡7 ❲✉✱ ❇✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❣❡♥❡7✐❝

❛❧❣♦@✐7❤♠ ❢♦@ ♦✈❡@❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐7② ❞❡7❡❝7✐♦♥✳ ■♥ ❚❛♥❣✱ ❏✳✱ ❑✐♥❣✱ ■✳✱ ❈❤❡♥✱ ▲✳ ❡7

❲❛♥❣✱ ❏✳✱ I❞✐7❡✉@J ✿ ❆❉▼❆ ✭✶✮✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✶✷✵ ❞❡ ▲❡❝!✉0❡ ◆♦!❡3 ✐♥ ❈♦♠♣✉!❡0 ❙❝✐❡♥❝❡✱

♣❛❣❡J ✾✼✕✶✵✽✳ ❙♣@✐♥❣❡@✳

❬❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❈❤❡♥✱ ❉✳✱ ▲/✱ ▲✳✱ ❙❤❛♥❣✱ ▼✳✲❙✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❨✳✲❈✳ ❡7 ❩❤♦✉✱ ❚✳ ✭✷✵✶✷✮✳

■❞❡♥7✐❢②✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥7✐❛❧ ♥♦❞❡J ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡7✇♦@❦J✳ 9❤②3✐❝❛ ❆ ✿ ❙!❛!✐3!✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝3 ❛♥❞

✐!3 ❆♣♣❧✐❝❛!✐♦♥3✱ ✸✾✶✭✹✮✿✶✼✼✼✕✶✼✽✼✳

❬❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❈❤❡♥✱ ❏✳✱ ❩❛1❛♥❡✱ ❖✳ ❡7 ●♦❡❜❡❧✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾❛✮✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐7②

✐❞❡♥7✐✜❝❛7✐♦♥ ✐♥ J♦❝✐❛❧ ♥❡7✇♦@❦J✳ ■♥ ▼❡♠♦♥✱ ◆✳ ❡7 ❆❧❤❛❥❥✱ ❘✳✱ I❞✐7❡✉@J ✿ ❆❙❖◆❆▼✱

♣❛❣❡J ✷✸✼✕✷✹✷✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉7❡@ ❙♦❝✐❡7②✳

❬❈❤❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❈❤❡♥✱ ❏✳✱ ❩❛1❛♥❡✱ ❖✳ ❘✳ ❡7 ●♦❡❜❡❧✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾❜✮✳ ❉❡7❡❝7✐♥❣ ❝♦♠♠✉✲

♥✐7✐❡J ✐♥ ❧❛@❣❡ ♥❡7✇♦@❦J ❜② ✐7❡@❛7✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❛♥J✐♦♥✳ ■♥ ❆❜9❛❤❛♠✱ ❆✳✱ ❙♥:;❡❧✱ ❱✳ ❡7

❲❡❣9③②♥✲❲♦❧;❦❛✱ ❑✳✱ I❞✐7❡✉@J ✿ ❈❆❙♦◆✱ ♣❛❣❡J ✶✵✺✕✶✶✷✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉7❡@ ❙♦❝✐❡7②✳

❬❈❤❡♥ ❡7 ❋❛♥❣✱ ✷✵✶✷❪ ❈❤❡♥✱ ◗✳ ❡7 ❋❛♥❣✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥7 ❛❧❣♦@✐7❤♠ ❢♦@ ❝♦♠♠✉♥✐7②

❞❡7❡❝7✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡7✇♦@❦J✳ ■♥ ❚❤❡ ✻!❤ ❙◆❆✲❑❉❉ ❲♦0❦3❤♦♣✬✶✷✱ ❇✐❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❛✳

❬❈❤❡✈❛❧❡②@❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❈❤❡✈❛❧❡②9❡✱ ❨✳✱ ❊♥❞9✐;;✱ ❯✳✱ ▲❛♥❣✱ ❏✳ ❡7▼❛✉❞❡D✱ ◆✳ ✭✷✵✵✼✮✳

❆ J❤♦@7 ✐♥7@♦❞✉❝7✐♦♥ 7♦ ❝♦♠♣✉7❛7✐♦♥❛❧ J♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ✈❛♥ ▲❡❡✉✇❡♥✱ ❏✳✱ ■D❛❧✐❛♥♦✱

●✳ ❋✳✱ ✈❛♥ ❞❡@ ❍♦❡❦✱ ❲✳✱▼❡✐♥❡❧✱ ❈✳✱ ❙❛❝❦✱ ❍✳ ❡7 I❧❛;✐❧✱ ❋✳✱ I❞✐7❡✉@J ✿ ❙❖❋❙❊▼ ✭✶✮✱

✈♦❧✉♠❡ ✹✸✻✷ ❞❡ ▲❡❝!✉0❡ ◆♦!❡3 ✐♥ ❈♦♠♣✉!❡0 ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡J ✺✶✕✻✾✳ ❙♣@✐♥❣❡@✳

❬❈❧❛✉J❡7✱ ✷✵✵✺❪ ❈❧❛✉;❡D✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐7② J7@✉❝7✉@❡ ✐♥ ♥❡7✇♦@❦J✳ 9❤②3✳

❘❡✈✳ ❊✱ ✼✷✿✵✷✻✶✸✷✳

❬❈❧❛✉J❡7 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❈❧❛✉;❡D✱ ❆✳✱ ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ❡7 ▼♦♦9❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐7② J7@✉❝7✉@❡ ✐♥ ✈❡@② ❧❛@❣❡ ♥❡7✇♦@❦J✳ 9❤②3✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✵✭✻✮✿✵✻✻✶✶✶✳

❬❈♦@❞❛J❝♦ ❡7 ●❛@❣❛♥♦✱ ✷✵✶✷❪ ❈♦9❞❛;❝♦✱ ●✳ ❡7 ●❛9❣❛♥♦✱ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▲❛❜❡❧ ♣@♦♣❛❣❛7✐♦♥

❛❧❣♦@✐7❤♠ ✿ ❛ J❡♠✐✲J②♥❝❤@♦♥♦✉J ❛♣♣@♦❛❝❤✳ ■❏❙◆▼✱ ✶✿✸✕✷✻✳

❬❈♦J❝✐❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❈♦;❝✐❛✱ ▼✳✱●✐❛♥♥♦DD✐✱ ❋✳ ❡7 I❡❞9❡;❝❤✐✱ ❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ❝❧❛JJ✐✜❝❛7✐♦♥

❢♦@ ❝♦♠♠✉♥✐7② ❞✐J❝♦✈❡@② ♠❡7❤♦❞J ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡7✇♦@❦J✳ ❙!❛!✳ ❆♥❛❧✳ ❉❛!❛ ▼✐♥✳✱ ✹✭✺✮✿✺✶✷✕

✺✹✻✳

❬❉❡ ▼♦♥7❣♦❧✜❡@ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❉❡ ▼♦♥D❣♦❧❢✐❡9✱ ❋✳✱ ❙♦D♦✱ ▼✳ ❡7 ❱✐❡♥♥♦D✱ ▲✳ ✭✷✵✶✶✮✳

❆J②♠♣7♦7✐❝ ♠♦❞✉❧❛@✐7② ♦❢ J♦♠❡ ❣@❛♣❤ ❝❧❛JJ❡J✳ ■♥ ❆;❛♥♦✱ ❚✳✱◆❛❦❛♥♦✱ ❙✳✲■✳✱❖❦❛♠♦D♦✱

❨✳ ❡7 ❲❛D❛♥❛❜❡✱ ❖✳✱ I❞✐7❡✉@J ✿ ■❙❆❆❈✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✵✼✹ ❞❡ ▲❡❝!✉0❡ ◆♦!❡3 ✐♥ ❈♦♠♣✉!❡0

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡J ✹✸✺✕✹✹✹✳ ❙♣@✐♥❣❡@✳

❬❉✉❝❤ ❡7 ❆@❡♥❛J✱ ✷✵✵✺❪ ❉✉❝❤✱ ❏✳ ❡7 ❆9❡♥❛;✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐7② ❞❡7❡❝7✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①

♥❡7✇♦@❦J ✉J✐♥❣ ❡①7@❡♠❛❧ ♦♣7✐♠✐③❛7✐♦♥✳ 9❤②3✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✷✿✵✷✼✶✵✹✳

❬❉✉♥❜❛@✱ ✶✾✾✽❪ ❉✉♥❜❛9✱ ❘✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ●0♦♦♠✐♥❣✱ ●♦33✐♣✱ ❛♥❞ !❤❡ ❊✈♦❧✉!✐♦♥ ♦❢ ▲❛♥❣✉❛❣❡✳

❍❛@✈❛@❞ ❯♥✐✈❡@J✐7② '@❡JJ✳

❬❉✇♦@❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❉✇♦9❦✱ ❈✳✱ ❑✉♠❛9✱ ❘✳✱ ◆❛♦9✱ ▼✳ ❡7 ❙✐✈❛❦✉♠❛9✱ ❉✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❘❛♥❦

❛❣❣@❡❣❛7✐♦♥ ♠❡7❤♦❞J ❢♦@ 7❤❡ ✇❡❜✳ ■♥ 90♦❝❡❡❞✐♥❣3 ♦❢ !❤❡ ✶✵!❤ ■♥!❡0♥❛!✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡0❡♥❝❡

♦♥ ❲♦0❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜✱ ❲❲❲ ✬✵✶✱ ♣❛❣❡J ✻✶✸✕✻✷✷✱ ◆❡✇ ❨♦@❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❬❊❜❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❊❜❡❧✱ ❍✳✱▼✐❡❧;❝❤✱ ▲✳ ■✳ ❡7 ❇♦9♥❤♦❧❞D✱ ❙✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❙❝❛❧❡✲❢@❡❡ 7♦♣♦❧♦❣②

♦❢ ❡✲♠❛✐❧ ♥❡7✇♦@❦J✳ 9❤②3✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✻✻✿✵✸✺✶✵✸✳

✶✸✻



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

❬❊+❞➤. ❡0 ❘1♥②✐✱ ✶✾✺✾❪ ❊!❞➤$✱ '✳ ❡0 ❘&♥②✐✱ ❆✳ ✭✶✾✺✾✮✳ ❖♥ +❛♥❞♦♠ ❣+❛♣❤.✳ ■✳  ✉❜❧✳ ▼❛'❤✳

❉❡❜+❡❝❡♥✱ ✻✿✷✾✵✕✷✾✼✳

❬❋❛❧♦✉0.♦. ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❋❛❧♦✉/$♦$✱ ▼✳✱ ❋❛❧♦✉/$♦$✱ '✳ ❡0 ❋❛❧♦✉/$♦$✱ ❈✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❖♥

♣♦✇❡+✲❧❛✇ +❡❧❛0✐♦♥.❤✐♣. ♦❢ 0❤❡ ✐♥0❡+♥❡0 0♦♣♦❧♦❣②✳ ❙■●❈❖▼▼ ❈♦♠♣✉'✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ❘❡✈✳✱

✷✾✭✹✮✿✷✺✶✕✷✻✷✳

❬❋❧❛❦❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❋❧❛❦❡✱ ●✳ ❲✳✱ ▲❛✇!❡♥❝❡✱ ❙✳ ❡0 ●✐❧❡$✱ ❈✳ ▲✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊✣❝✐❡♥0 ✐❞❡♥✲

0✐✜❝❛0✐♦♥ ♦❢ ✇❡❜ ❝♦♠♠✉♥✐0✐❡.✳ ■♥  +♦❝❡❡❞✐♥❣; ♦❢ '❤❡ ❙✐①'❤ ❆❈▼ ❙■●❑❉❉ ■♥'❡+♥❛'✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡+❡♥❝❡ ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐;❝♦✈❡+② ❛♥❞ ❉❛'❛ ▼✐♥✐♥❣✱ ❑❉❉ ✬✵✵✱ ♣❛❣❡. ✶✺✵✕✶✻✵✱ ◆❡✇

❨♦+❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❬❋♦+0✉♥❛0♦✱ ✷✵✶✵❪ ❋♦!/✉♥❛/♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐0② ❞❡0❡❝0✐♦♥ ✐♥ ❣+❛♣❤.✳  ❤②;✐❝; ❘❡✲

♣♦+';✱ ✹✽✻✭✸✲✺✮✿✼✺ ✕ ✶✼✹✳

❬❋♦+0✉♥❛0♦ ❡0 ❇❛+0❤1❧❡♠②✱ ✷✵✵✼❪ ❋♦!/✉♥❛/♦✱ ❙✳ ❡0 ❇❛!/❤&❧❡♠②✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❘❡.♦❧✉0✐♦♥

❧✐♠✐0 ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐0② ❞❡0❡❝0✐♦♥✳  +♦❝❡❡❞✐♥❣; ♦❢ '❤❡ ◆❛'✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡;✱ ✶✵✹✭✶✮✳

❬❋♦+0✉♥❛0♦ ❡0 ▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡00✐✱ ✷✵✵✾❪ ❋♦!/✉♥❛/♦✱ ❙✳ ❡0 ▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡//✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈♦♠✲

♠✉♥✐0② ❞❡0❡❝0✐♦♥ ❛❧❣♦+✐0❤♠. ✿ ❆ ❝♦♠♣❛+❛0✐✈❡ ❛♥❛❧②.✐. ✿ ■♥✈✐0❡❞ ♣+❡.❡♥0❛0✐♦♥✱ ❡①0❡♥❞❡❞

❛❜.0+❛❝0✳ ■♥  +♦❝❡❡❞✐♥❣; ♦❢ '❤❡ ❋♦✉+'❤ ■♥'❡+♥❛'✐♦♥❛❧ ■❈❙❚ ❈♦♥❢❡+❡♥❝❡ ♦♥  ❡+❢♦+♠❛♥❝❡

❊✈❛❧✉❛'✐♦♥ ▼❡'❤♦❞♦❧♦❣✐❡; ❛♥❞ ❚♦♦❧;✱ ❱❆▲❯❊❚❖❖▲❙ ✬✵✾✱ ♣❛❣❡. ✷✼ ✿✶✕✷✼ ✿✷✳ ■❈❙❚ ✭■♥.✲

0✐0✉0❡ ❢♦+ ❈♦♠♣✉0❡+ ❙❝✐❡♥❝❡.✱ ❙♦❝✐❛❧✲■♥❢♦+♠❛0✐❝. ❛♥❞ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥. ❊♥❣✐♥❡❡+✐♥❣✮✳

❬●✐+✈❛♥ ❡0 ◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✷❪ ●✐!✈❛♥✱ ▼✳ ❡0 ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐0② .0+✉❝✲

0✉+❡ ✐♥ .♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡0✇♦+❦.✳  +♦❝❡❡❞✐♥❣; ♦❢ '❤❡ ◆❛'✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡;✱

✾✾✭✶✷✮✿✼✽✷✶✕✼✽✷✻✳

❬●♦♦❞ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ●♦♦❞✱ ❇✳✱ ▼♦♥/❥♦②❡✱ ❨✳ ❉✳ ❡0 ❈❧❛✉$❡/✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ '❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ♦❢

♠♦❞✉❧❛+✐0② ♠❛①✐♠✐③❛0✐♦♥ ✐♥ ♣+❛❝0✐❝❛❧ ❝♦♥0❡①0.✳  ❤②;✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✽✶✭✹✮✿✵✹✻✶✵✻✳

❬●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❡0 ▲❛0❛♣②✱ ✷✵✵✻❪ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❏✳✲▲✳ ❡0 ▲❛/❛♣②✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❇✐♣❛+0✐0❡ ❣+❛♣❤.

❛. ♠♦❞❡❧. ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡0✇♦+❦.✳  ❤②;✐❝❛ ❆ ✿ ❙'❛'✐;'✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝; ❛♥❞ ✐'; ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥;✱

✸✼✶✭✷✮✿✼✾✺ ✕ ✽✶✸✳

❬●✉✐♠❡+❛ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ●✉✐♠❡!❛✱ ❘✳✱ ❙❛❧❡$✲A❛!❞♦✱ ▼✳ ❡0 ❆♠❛!❛❧✱ ▲✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼♦❞✉✲

❧❛+✐0② ❢+♦♠ ✢✉❝0✉❛0✐♦♥. ✐♥ +❛♥❞♦♠ ❣+❛♣❤. ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡0✇♦+❦.✳  ❤②;✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱

✼✵✭✷✮✿✵✷✺✶✵✶✳

❬❍✉❜❡+0 ❡0 ❆+❛❜✐❡✱ ✶✾✽✺❪ ❍✉❜❡!/✱ ▲✳ ❡0❆!❛❜✐❡✱ '✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❈♦♠♣❛+✐♥❣ ♣❛+0✐0✐♦♥.✳ ❏♦✉+♥❛❧

♦❢ ❈❧❛;;✐✜❝❛'✐♦♥✱ ✷✭✶✮✿✶✾✸✕✷✶✽✳

❬❏❡♦♥❣ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❏❡♦♥❣✱ ❍✳✱ ❚♦♠❜♦!✱ ❇✳✱ ❆❧❜❡!/✱ ❘✳✱ ❖❧/✈❛✐✱ ❩✳ ◆✳ ❡0 ❇❛!❛❜❛$✐✱

❆✳ ▲✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ❧❛+❣❡✲.❝❛❧❡ ♦+❣❛♥✐③❛0✐♦♥ ♦❢ ♠❡0❛❜♦❧✐❝ ♥❡0✇♦+❦.✳ ◆❛'✉+❡✱ ✹✵✼✿✻✺✶✕✻✺✹✳

❬❑❛♥❛✇❛0✐✱ ✷✵✶✶❪ ❑❛♥❛✇❛/✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲✐❝♦❞ ✿ ▲❡❛❞❡+. ✐❞❡♥0✐✜❝❛0✐♦♥ ❢♦+ ❝♦♠♠✉♥✐0② ❞❡✲

0❡❝0✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡0✇♦+❦.✳ ■♥ ❙♦❝✐❛❧❈♦♠✴ ❆❙❙❆❚✱ ♣❛❣❡. ✺✼✼✕✺✽✷✳ ■❊❊❊✳

❬❑❛♥❛✇❛0✐✱ ✷✵✶✹❪ ❑❛♥❛✇❛/✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊♠♣✐+✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛0✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡♥.❡♠❜❧❡ +❛♥✲

❦✐♥❣ 0♦ ❡❣♦✲❝❡♥0❡+❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐0✐❡. ✐❞❡♥0✐✜❝❛0✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡0✇♦+❦✳ ■♥ ❩❆❩✱ ❨✳ ✭❡❞✳✮

✹'❤ ■♥'❡+♥❛'✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡+❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉❧'✐♠❡❞✐❛ ❈♦♠♣✉'✐♥❣ ❛♥❞ ❙②;'❡♠;✱ ■❈▼❈❙✬✶✹✳

❬❑❛++❡+ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❑❛!!❡!✱ ❇✳✱ ▲❡✈✐♥❛✱ ❊✳ ❡0 ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘♦❜✉.0♥❡..

♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐0② .0+✉❝0✉+❡ ✐♥ ♥❡0✇♦+❦.✳  ❤②;✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊ ✭❙'❛'✐;'✐❝❛❧✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛+✱ ❛♥❞ ❙♦❢'

▼❛''❡+  ❤②;✐❝;✮✱ ✼✼✿✵✹✻✶✶✾✳

✶✸✼



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

❬❑❛-③✱ ✶✾✺✸❪ ❑❛"③✱ ▲✳ ✭✶✾✺✸✮✳ ❆ ♥❡✇ ;-❛-✉; ✐♥❞❡① ❞❡@✐✈❡❞ ❢@♦♠ ;♦❝✐♦♠❡-@✐❝ ❛♥❛❧②;✐;✳  !②✲

❝❤♦♠❡)*✐❦❛✱ ✶✽✿✸✾✕✹✸✳

❬❑❡❧❧❡②✱ ✷✵✵✾❪ ❑❡❧❧❡②✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❊①✐!)❡♥❝❡ ❛♥❞ ❉✐!❝♦✈❡*② ♦❢ ❖✈❡*❧❛♣♣✐♥❣ ❈♦♠♠✉♥✐✲

)✐❡! ✐♥ ▲❛*❣❡✲❙❝❛❧❡ ◆❡)✇♦*❦!✳ ❚❤Q;❡ ❞❡ ❞♦❝-♦@❛-✱ ❘❡♥;;❡❧❛❡@ '♦❧②-❡❝❤♥✐❝ ■♥;-✐-✉-❡✱ ❚@♦②✱

◆❨✳

❬❑♦;❝❤T-③❦✐ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❑♦(❝❤+"③❦✐✱ ❉✳✱ ▲❡❤♠❛♥♥✱ ❑✳✱ 1❡❡"❡2(✱ ▲✳✱ ❘✐❝❤"❡2✱ ❙✳✱

❚❡♥❢❡❧❞❡✲1♦❞❡❤❧✱ ❉✳ ❡- ❩❧♦"♦✇(❦✐✱ ❖✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈❡♥-@❛❧✐-② ✐♥❞✐❝❡;✳ ■♥ ❇2❛♥❞❡(✱

❯✳ ❡- ❊2❧❡❜❛❝❤✱ ❚✳✱ Y❞✐-❡✉@; ✿ ◆❡)✇♦*❦ ❆♥❛❧②!✐!✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✹✶✽ ❞❡ ▲❡❝)✉*❡ ◆♦)❡! ✐♥

❈♦♠♣✉)❡* ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡; ✶✻✕✻✶✳ ❙♣@✐♥❣❡@✱ ❇❡@❧✐♥ ✴ ❍❡✐❞❡❧❜❡@❣✳

❬▲❛❜❛-✉-✱ ✷✵✶✷❪ ▲❛❜❛"✉"✱ ❱✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡;✉@❡ ♣♦✉@ ❧✬Y✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❞❡; ♠Y-❤♦❞❡;

❞❡ ❞Y-❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥❛✉-Y;✳ ■♥ ✸D♠❡ ❈♦♥❢E*❡♥❝❡ !✉* ❧❡! ♠♦❞D❧❡! ❡) ❧✬❛♥❛❧②!❡ ❞❡

*E!❡❛✉① ✿ ❛♣♣*♦❝❤❡! ♠❛)❤E♠❛)✐H✉❡! ❡) ✐♥❢♦*♠❛)✐H✉❡!✱ ▼❆❘❆▼■✬✶✷✱ ❱✐❧❧❡-❛♥❡✉;❡✱ ❋@❛♥❝❡✳

❬▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡--✐ ❡- ❋♦@-✉♥❛-♦✱ ✷✵✶✶❪ ▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡""✐✱ ❆✳ ❡- ❋♦2"✉♥❛"♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▲✐♠✐-;

♦❢ ♠♦❞✉❧❛@✐-② ♠❛①✐♠✐③❛-✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥✳  ❤②!✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✽✹✿✵✻✻✶✷✷✳

❬▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡--✐ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡""✐✱ ❆✳✱ ❋♦2"✉♥❛"♦✱ ❙✳ ❡- ❘❛❞✐❝❝❤✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✽✮✳

❇❡♥❝❤♠❛@❦ ❣@❛♣❤; ❢♦@ -❡;-✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥ ❛❧❣♦@✐-❤♠;✳  ❤②!✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✼✽✿✵✹✻✶✶✵✳

❬▲❡❡ ❡- ❈✉♥♥✐♥❣❤❛♠✱ ✷✵✶✸❪ ▲❡❡✱ ❈✳ ❡- ❈✉♥♥✐♥❣❤❛♠✱ '✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥ ✿

❡✛❡❝-✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♦♥ ❧❛@❣❡ ;♦❝✐❛❧ ♥❡-✇♦@❦;✳ ❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ◆❡)✇♦*❦!✳

❬▲❡✉♥❣ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ▲❡✉♥❣✱ ■✳ ❳✳ ❨✳✱ ❍✉✐✱ '✳✱ ▲✐B✱ '✳ ❡- ❈2♦✇❝2♦❢"✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚♦✇❛@❞;

@❡❛❧✲-✐♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥ ✐♥ ❧❛@❣❡ ♥❡-✇♦@❦;✳  ❤②!✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✼✾✿✵✻✻✶✵✼✳

❬▲✐ ❡- ❙♦♥❣✱ ✷✵✶✸❪ ▲✐✱ ❏✳ ❡- ❙♦♥❣✱ ❨✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡-✇♦@❦;

✉;✐♥❣ ❡①-❡♥❞❡❞ ❝♦♠♣❛❝- ❣❡♥❡-✐❝ ❛❧❣♦@✐-❤♠✳ ❙♦❢) ❈♦♠♣✉)✳✱ ✶✼✭✻✮✿✾✷✺✕✾✸✼✳

❬▲✉♦ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ▲✉♦✱ ❋✳✱ ❲❛♥❣✱ ❏✳ ❡- 12♦♠✐(❧♦✇✱ ❊✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊①♣❧♦@✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉✲

♥✐-② ;-@✉❝-✉@❡; ✐♥ ❧❛@❣❡ ♥❡-✇♦@❦;✳ ❲❡❜ ■♥)❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆❣❡♥) ❙②!)❡♠!✱ ✻✭✹✮✿✸✽✼✕✹✵✵✳

❬▲✉;;❡❛✉ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ▲✉((❡❛✉✱ ❉✳✱ ❙❝❤♥❡✐❞❡2✱ ❑✳✱ ❇♦✐((❡❛✉✱ ❖✳✱ ❍❛❛(❡✱ '✳✱ ❙❧♦♦"❡♥✱

❊✳ ❡- ❉❛✇(♦♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❜♦--❧❡♥♦;❡ ❞♦❧♣❤✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐-② ♦❢ ❉♦✉❜-❢✉❧ ❙♦✉♥❞ ❢❡❛-✉@❡;

❛ ❧❛@❣❡ ♣@♦♣♦@-✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣✲❧❛;-✐♥❣ ❛;;♦❝✐❛-✐♦♥;✳ ❇❡❤❛✈✐♦*❛❧ ❊❝♦❧♦❣② ❛♥❞ ❙♦❝✐♦❜✐♦❧♦❣②✱

✺✹✭✹✮✿✸✾✻✕✹✵✺✳

❬▼❛♥❝♦@✐❞✐; ❡) ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ▼❛♥❝♦2✐❞✐(✱ ❙✳✱ ▼✐"❝❤❡❧❧✱ ❇✳ ❙✳✱ ❘♦22❡(✱ ❈✳✱ ❈❤❡♥✱ ❨✳ ❡-

●❛♥(♥❡2✱ ❊✳ ❘✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❯;✐♥❣ ❆✉-♦♠❛-✐❝ ❈❧✉;-❡@✐♥❣ -♦ '@♦❞✉❝❡ ❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❙②;-❡♠

❖@❣❛♥✐③❛-✐♦♥; ♦❢ ❙♦✉@❝❡ ❈♦❞❡✳ ■♥ ■❲ ❈ ✬✾✽ ✿  *♦❝❡❡❞✐♥❣! ♦❢ )❤❡ ✻)❤ ■♥)❡*♥❛)✐♦♥❛❧

❲♦*❦!❤♦♣ ♦♥  *♦❣*❛♠ ❈♦♠♣*❡❤❡♥!✐♦♥✱ ❲❛;❤✐♥❣-♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉-❡@ ❙♦❝✐❡-②✳

❬▼❛♥♥✐♥❣ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ❈✳ ❉✳✱ ❘❛❣❤❛✈❛♥✱ '✳ ❡- ❙❝❤+"③❡✱ ❍✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ■♥)*♦❞✉❝✲

)✐♦♥ )♦ ■♥❢♦*♠❛)✐♦♥ ❘❡)*✐❡✈❛❧✳ ❈❛♠❜@✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡@;✐-② '@❡;;✱ ◆❡✇ ❨♦@❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳

❬▼❡✐❧✞❛✱ ✷✵✵✺❪ ▼❡✐❧

✞

❛✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♠♣❛@✐♥❣ ❝❧✉;-❡@✐♥❣; ✿ ❆♥ ❛①✐♦♠❛-✐❝ ✈✐❡✇✳ ■♥  *♦✲

❝❡❡❞✐♥❣! ♦❢ )❤❡ ✷✷◆❞ ■♥)❡*♥❛)✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛*♥✐♥❣✱ ■❈▼▲ ✬✵✺✱ ♣❛❣❡;

✺✼✼✕✺✽✹✱ ◆❡✇ ❨♦@❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❬▼✐❧❣@❛♠✱ ✶✾✻✼❪ ▼✐❧❣2❛♠✱ ❙✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ❚❤❡ ;♠❛❧❧ ✇♦@❧❞ ♣@♦❜❧❡♠✳  !②❝❤♦❧♦❣② ❚♦❞❛②✱ ✷✿✻✵✕

✻✼✳

❬▼♦❧❧♦② ❡- ❘❡❡❞✱ ✶✾✾✺❪ ▼♦❧❧♦②✱ ▼✳ ❡- ❘❡❡❞✱ ❇✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❆ ❝@✐-✐❝❛❧ ♣♦✐♥- ❢♦@ @❛♥❞♦♠

❣@❛♣❤; ✇✐-❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❣@❡❡ ;❡j✉❡♥❝❡✳ ❘❛♥❞♦♠ ❙)*✉❝)✳ ❆❧❣♦*✐)❤♠!✱ ✻✭✷✴✸✮✿✶✻✶✕✶✼✾✳

✶✸✽



❇■❇▲■❖●❘❆'❍■❊

❬◆❛♥♦♣♦✉❧♦2 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ◆❛♥♦♣♦✉❧♦'✱ ❆✳✱ ●❛❜*✐❡❧✱ ❍✳✲❍✳ ❡; ❙♣✐❧✐♦♣♦✉❧♦✉✱ ▼✳

✭✷✵✵✾✮✳ ❙♣❡❝;A❛❧ ❝❧✉2;❡A✐♥❣ ✐♥ 2♦❝✐❛❧✲;❛❣❣✐♥❣ 2②2;❡♠2✳ ■♥ ❱♦''❡♥✱ ●✳✱ ▲♦♥❣✱ ❉✳ ❉✳ ❊✳ ❡;

❨✉✱ ❏✳ ❳✳✱ I❞✐;❡✉A2 ✿ ❲■❙❊✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✽✵✷ ❞❡ ▲❡❝!✉-❡ ◆♦!❡0 ✐♥ ❈♦♠♣✉!❡- ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡2

✽✼✕✶✵✵✳ ❙♣A✐♥❣❡A✳

❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✻❛❪ ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ✭✷✵✵✻❛✮✳ ▼♦❞✉❧❛A✐;② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐;② 2;A✉❝;✉A❡ ✐♥ ♥❡;✲

✇♦A❦2✳ 5-♦❝ ◆❛!❧ ❆❝❛❞ ❙❝✐ ❯ ❙ ❆✱ ✶✵✸✳

❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✶❪ ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❙❝✐❡♥;✐✜❝ ❝♦❧❧❛❜♦A❛;✐♦♥ ♥❡;✇♦A❦2✳ ✐✐✳ 2❤♦A;❡2;

♣❛;❤2✱ ✇❡✐❣❤;❡❞ ♥❡;✇♦A❦2✱ ❛♥❞ ❝❡♥;A❛❧✐;②✳ 5❤②0✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✻✹✿✵✶✻✶✸✷✳

❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✸❪ ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❙;A✉❝;✉A❡ ❛♥❞ ❋✉♥❝;✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡①

◆❡;✇♦A❦2✳ ❙■❆▼ ❘❡✈✐❡✇✱ ✹✺✭✷✮✿✶✻✼✕✷✺✻✳

❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✹❪ ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❋❛2; ❛❧❣♦A✐;❤♠ ❢♦A ❞❡;❡❝;✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐;② 2;A✉❝✲

;✉A❡ ✐♥ ♥❡;✇♦A❦2✳ 5❤②0✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✻✾✿✵✻✻✶✸✸✳

❬◆❡✇♠❛♥✱ ✷✵✵✻❜❪ ◆❡✇♠❛♥✱ ▼✳ ❊✳ ❏✳ ✭✷✵✵✻❜✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐;② 2;A✉❝;✉A❡ ✐♥ ♥❡;✇♦A❦2

✉2✐♥❣ ;❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝;♦A2 ♦❢ ♠❛;A✐❝❡2✳ 5❤②0✐❝❛❧ -❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✹✳

❬❖❦❛♠♦;♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❖❦❛♠♦6♦✱ ❑✳✱ ❈❤❡♥✱ ❲✳ ❡; ▲✐✱ ❳✳✲❨✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❝❧♦2❡♥❡22

❝❡♥;A❛❧✐;② ❢♦A ❧❛A❣❡✲2❝❛❧❡ 2♦❝✐❛❧ ♥❡;✇♦A❦2✳ ■♥ 5-♦❝❡❡❞✐♥❣0 ♦❢ !❤❡ ✷◆❞ ❆♥♥✉❛❧ ■♥!❡-♥❛!✐♦♥❛❧

❲♦-❦0❤♦♣ ♦♥ ❋-♦♥!✐❡-0 ✐♥ ❆❧❣♦-✐!❤♠✐❝0✱ ❋❆❲ ✬✵✽✱ ♣❛❣❡2 ✶✽✻✕✶✾✺✱ ❇❡A❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡A❣✳

❙♣A✐♥❣❡A✲❱❡A❧❛❣✳

❬❖A♠❛♥ ❡; ▲❛❜❛;✉;✱ ✷✵✵✾❪ ❖*♠❛♥✱ ●✳ ❑✳ ❡; ▲❛❜❛6✉6✱ ❱✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛A✐2♦♥ ♦❢ ❝♦♠✲

♠✉♥✐;② ❞❡;❡❝;✐♦♥ ❛❧❣♦A✐;❤♠2 ♦♥ ❛A;✐✜❝✐❛❧ ♥❡;✇♦A❦2✳ ■♥ 5-♦❝❡❡❞✐♥❣0 ♦❢ !❤❡ ✶✷!❤ ■♥!❡-♥❛✲

!✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡-❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐0❝♦✈❡-② ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡2 ✷✹✷✕✷✺✻✳ ❙♣A✐♥❣❡A✲❱❡A❧❛❣✳

❬❖A♠❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❖*♠❛♥✱ ●✳ ❑✳✱ ▲❛❜❛6✉6✱ ❱✳ ❡; ❈❤❡*✐❢✐✱ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♠♣❛A❛✲

;✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛;✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐;② ❞❡;❡❝;✐♦♥ ❛❧❣♦A✐;❤♠2 ✿ ❆ ;♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣A♦❛❝❤✳ ❈♦❘❘✱

❛❜2✴✶✷✵✻✳✹✾✽✼✳

❬❖A♠❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❖*♠❛♥✱ ●✳ ❑✳✱ ▲❛❜❛6✉6✱ ❱✳ ❡;❈❤❡*✐❢✐✱ ❍✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚♦✇❛A❞2 A❡❛❧✐2;✐❝

❛A;✐✜❝✐❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛A❦ ❢♦A ❝♦♠♠✉♥✐;② ❞❡;❡❝;✐♦♥ ❛❧❣♦A✐;❤♠2 ❡✈❛❧✉❛;✐♦♥✳ ■❏❲❇❈✱ ✾✭✸✮✿✸✹✾✕

✸✼✵✳

❬'❛❧❧❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ :❛❧❧❛✱ ●✳✱ ❉❡*<♥②✐✱ ■✳✱ ❋❛*❦❛'✱ ■✳ ❡; ❱✐❝'❡❦✱ ❚✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❯♥❝♦✈❡A✐♥❣

;❤❡ ♦✈❡A❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐;② 2;A✉❝;✉A❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡;✇♦A❦2 ✐♥ ♥❛;✉A❡ ❛♥❞ 2♦❝✐❡;②✳ ◆❛!✉-❡✱

✹✸✺✭✼✵✹✸✮✿✽✶✹✕✽✶✽✳

❬'❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ :❛♥✱ ▲✳✱ ❉❛✐✱ ❈✳✱ ❲❛♥❣✱ ❈✳✱ ❳✐❡✱ ❏✳ ❡; ▲✐✉✱ ▼✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❖✈❡A❧❛♣♣✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐;② ❞❡;❡❝;✐♦♥ ✈✐❛ ❧❡❛❞❡A✲❜❛2❡❞ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❛♥2✐♦♥ ✐♥ 2♦❝✐❛❧ ♥❡;✇♦A❦2✳ ■♥ ■❈❚❆■✱

♣❛❣❡2 ✸✾✼✕✹✵✹✳ ■❊❊❊✳

❬'❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦2 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ :❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦'✱ ❙✳✱ ❑♦♠♣❛6'✐❛*✐'✱ ❨✳ ❡; ❱❛❦❛❧✐✱ ❆✳ ✭✷✵✶✵✮✳

❆ ❣A❛♣❤✲❜❛2❡❞ ❝❧✉2;❡A✐♥❣ 2❝❤❡♠❡ ❢♦A ✐❞❡♥;✐❢②✐♥❣ A❡❧❛;❡❞ ;❛❣2 ✐♥ ❢♦❧❦2♦♥♦♠✐❡2✳ ■♥ :❡❞❡*✲

'❡♥✱ ❚✳ ❇✳✱▼♦❤❛♥✐❛✱ ▼✳ ❑✳ ❡; ❚❥♦❛✱ ❆✳ ▼✳✱ I❞✐;❡✉A2 ✿ ❉❛❲❛❦✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✷✻✸ ❞❡ ▲❡❝!✉-❡

◆♦!❡0 ✐♥ ❈♦♠♣✉!❡- ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡2 ✻✺✕✼✻✳ ❙♣A✐♥❣❡A✳

❬'❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦2 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ :❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦'✱ ❙✳✱ ❱❛❦❛❧✐✱ ❆✳ ❡; ❑♦♠♣❛6'✐❛*✐'✱ ■✳ ✭✷✵✶✷✮✳

❈♦♠♠✉♥✐!② ❉❡!❡❝!✐♦♥ ✐♥ ❈♦❧❧❛❜♦-❛!✐✈❡ ❚❛❣❣✐♥❣ ❙②0!❡♠0✳ ❙♣A✐♥❣❡A✳

❬'✜;③♥❡A ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ :❢✐6③♥❡*✱ ❉✳✱ ▲❡✐❜❜*❛♥❞6✱ ❘✳ ❡; :♦✇❡*'✱ ❉✳ ▼✳ ❲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈❤❛✲

A❛❝;❡A✐③❛;✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛;✐♦♥ ♦❢ 2✐♠✐❧❛A✐;② ♠❡❛2✉A❡2 ❢♦A ♣❛✐A2 ♦❢ ❝❧✉2;❡A✐♥❣2✳ ❑♥♦✇❧✳ ■♥❢✳

❙②0!✳✱ ✶✾✭✸✮✿✸✻✶✕✸✾✹✳

✶✸✾
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❬'✐③③✉.✐✱ ✷✵✶✷❪  ✐③③✉$✐✱ ❈✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❇♦♦9.✐♥❣ .❤❡ ❞❡.❡❝.✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛D ❝♦♠♠✉♥✐.② 9.D✉❝.✉D❡

✇✐.❤ ❣❡♥❡.✐❝ ❛❧❣♦D✐.❤♠9 ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ 9❡❛D❝❤✳ ■♥ ❖&&♦✇&❦✐✱ ❙✳ ❡. ▲❡❝❝❛✱ '✳✱ H❞✐.❡✉D9 ✿ ❙❆❈✱

♣❛❣❡9 ✷✷✻✕✷✸✶✳ ❆❈▼✳

❬'❧❛♥.✐H ❡. ❈D❛♠♣❡9✱ ✷✵✶✸❪  ❧❛♥$✐0✱ ▼✳ ❡. ❈2❛♠♣❡&✱ ▼✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙✉D✈❡② ♦♥ 9♦❝✐❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥✳ ■♥ ❘❛♠③❛♥✱ ◆✳✱ ✈❛♥ ❩✇♦❧✱ ❘✳✱ ▲❡❡✱ ❏✳✲❙✳✱ ❈❧7✈❡2✱ ❑✳ ❡. ❍✉❛✱ ❳✳✲❙✳✱

H❞✐.❡✉D9 ✿ ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛ ❘❡./✐❡✈❛❧✱ ❈♦♠♣✉.❡D ❈♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥9 ❛♥❞ ◆❡.✇♦D❦9✱ ♣❛❣❡9 ✻✺✕

✽✺✳ ❙♣D✐♥❣❡D ▲♦♥❞♦♥✳

❬'♦♥❝❡❧❛ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪  ♦♥❝❡❧❛✱ ❏✳✱ ●;♠❡③✲●❛2❞❡>❡&✱ ❏✳✱ ❋❧♦2@❛✱ ▲✳ ▼✳✱ ❙B♥❝❤❡③✱ ❆✳

❡. ▼♦2❡♥♦✱ ❨✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♦♣❡D❛.✐✈❡ ♥❡.✇♦D❦9 ❢D♦♠ ❡✈♦❧✉.✐♦♥❛D② ♣D❡❢❡D❡♥.✐❛❧

❛..❛❝❤♠❡♥.✳ 2▲♦❙ ❖◆❊✱ ✸✭✻✮✿✷✹✹✾✳

❬'♦♥9 ❡. ▲❛.❛♣②✱ ✷✵✵✹❪  ♦♥&✱ '✳ ❡. ▲❛$❛♣②✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦♠♣✉.✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐.✐❡9 ✐♥ ❧❛D❣❡

♥❡.✇♦D❦9 ✉9✐♥❣ D❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦9✳ ❏✳ ●/❛♣❤ ❆❧❣♦/✐.❤♠= ❆♣♣❧✳✱ ✶✵✭✷✮✿✷✽✹✕✷✾✸✳

❬'✉❥❛D✐ ❡. ❑❛♥❛✇❛.✐✱ ✷✵✶✸❪  ✉❥❛2✐✱ ▼✳ ❡. ❑❛♥❛✇❛$✐✱ ❘✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▲✐♥❦ ♣D❡❞✐❝.✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧✲

.✐♣❧❡① ❜✐❜❧✐♦❣D❛♣❤✐❝❛❧ ♥❡.✇♦D❦9✳ ■♥.❡/♥❛.✐♦♥❛❧ ❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❙②=.❡♠= ✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡

♣/♦❝❡❡❞✐♥❣= ♦❢ ◆❊❚✲❲❖❘❑❙ ✷✵✶✸✱ ❊❧ ❊=❝♦/✐❛❧✳

❬❘❛❞✐❝❝❤✐ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❘❛❞✐❝❝❤✐✱ ❋✳✱ ❈❛&$❡❧❧❛♥♦✱ ❈✳✱ ❈❡❝❝♦♥✐✱ ❋✳✱ ▲♦2❡$♦✱ ❱✳ ❡.  ❛✲

2✐&✐✱ ❉✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥.✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐.✐❡9 ✐♥ ♥❡.✇♦D❦9✳ 2/♦❝❡❡❞✐♥❣= ♦❢ .❤❡

◆❛.✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡=✱ ✶✵✶✭✾✮✿✷✻✺✽✳

❬❘❛❣❤❛✈❛♥ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❘❛❣❤❛✈❛♥✱ ❯✳ ◆✳✱ ❆❧❜❡2$✱ ❘✳ ❡. ❑✉♠❛2❛✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ◆❡❛D ❧✐♥❡❛D

.✐♠❡ ❛❧❣♦D✐.❤♠ .♦ ❞❡.❡❝. ❝♦♠♠✉♥✐.② 9.D✉❝.✉D❡9 ✐♥ ❧❛D❣❡✲9❝❛❧❡ ♥❡.✇♦D❦9✳ 2❤②=✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇

❊✱ ✼✻✭✸✮✿✵✸✻✶✵✻✳

❬❘❛♥❞✱ ✶✾✼✶❪ ❘❛♥❞✱ ❲✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ❖❜❥❡❝.✐✈❡ ❝D✐.❡D✐❛ ❢♦D .❤❡ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉9.❡D✐♥❣ ♠❡.❤♦❞9✳

❏♦✉/♥❛❧ ♦❢ .❤❡ ❆♠❡/✐❝❛♥ ❙.❛.✐=.✐❝❛❧ ❆==♦❝✐❛.✐♦♥✱ ✻✻✭✸✸✻✮✿✽✹✻✕✽✺✵✳

❬❘❡✐❝❤❛D❞. ❡. ❇♦D♥❤♦❧❞.✱ ✷✵✵✻❪ ❘❡✐❝❤❛2❞$✱ ❏✳ ❡. ❇♦2♥❤♦❧❞$✱ ❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙.❛.✐9.✐❝❛❧ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝9 ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥✳ 2❤②=✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✱ ✼✹✿✵✶✻✶✶✵✳

❬❘❡✐❤❛♥❡❤ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❘❡✐❤❛♥❡❤✱ ❘✳✱ ❏✐②❛♥❣✱ ❈✳ ❡. ❖&♠❛2✱ ❘✳ ❩✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚♦♣ ❧❡❛❞❡D9

❝♦♠♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥ ❛♣♣D♦❛❝❤ ✐♥ ✐♥❢♦D♠❛.✐♦♥ ♥❡.✇♦D❦9✳ ■♥ ✹.❤ ❙◆❆✲❑❉❉ ❲♦/❦=❤♦♣

♦♥ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡.✇♦/❦ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②=✐= ✭✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝.✐♦♥ ✇✐.❤ .❤❡ ✶✻.❤ ❆❈▼ ❙■●❑❉❉

❝♦♥❢❡/❡♥❝❡✮✳

❬❘❡❦❛ ❡. ❇❛D❛❜g9✐✱ ✷✵✵✷❪ ❘❡❦❛✱ ❆✳ ❡. ❇❛2❛❜B&✐ ✭✷✵✵✷✮✳ ❙.❛.✐9.✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝9 ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①

♥❡.✇♦D❦9✳ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ 2❤②=✳✱ ✼✹✿✹✼✕✾✼✳

❬❘❡9♥✐❝❦ ❡. ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ❘❡&♥✐❝❦✱ '✳✱ ■❛❝♦✈♦✉✱ ◆✳✱ ❙✉❝❤❛❦✱ ▼✳✱ ❇❡2❣&$2♦♠✱ '✳ ❡. ❘✐❡❞❧✱

❏✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ●D♦✉♣❧❡♥9 ✿ ❆♥ ♦♣❡♥ ❛D❝❤✐.❡❝.✉D❡ ❢♦D ❝♦❧❧❛❜♦D❛.✐✈❡ ✜❧.❡D✐♥❣ ♦❢ ♥❡.♥❡✇9✳ ■♥

2/♦❝❡❡❞✐♥❣= ♦❢ .❤❡ ✶✾✾✹ ❆❈▼ ❈♦♥❢❡/❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉.❡/ ❙✉♣♣♦/.❡❞ ❈♦♦♣❡/❛.✐✈❡ ❲♦/❦✱

❈❙❈❲ ✬✾✹✱ ♣❛❣❡9 ✶✼✺✕✶✽✻✱ ◆❡✇ ❨♦D❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❬❘♦9✈❛❧❧ ❡. ❇❡D❣9.D♦♠✱ ✷✵✵✽❪ ❘♦&✈❛❧❧✱ ▼✳ ❡. ❇❡2❣&$2♦♠✱ ❈✳ ❚✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼❛♣9 ♦❢ D❛♥❞♦♠

✇❛❧❦9 ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡.✇♦D❦9 D❡✈❡❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐.② 9.D✉❝.✉D❡✳ 2/♦❝❡❡❞✐♥❣= ♦❢ .❤❡ ◆❛.✐♦♥❛❧

❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡=✱ ✶✵✺✭✹✮✿✶✶✶✽✕✶✶✷✸✳

❬❙❝❤✐❢❛♥❡❧❧❛ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❙❝❤✐❢❛♥❡❧❧❛✱ ❘✳✱ ❇❛22❛$✱ ❆✳✱ ❈❛$$✉$♦✱ ❈✳✱ ▼❛2❦✐♥❡&✱ ❇✳

❡. ▼❡♥❝③❡2✱ ❋✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋♦❧❦9 ✐♥ ❢♦❧❦9♦♥♦♠✐❡9 ✿ ❙♦❝✐❛❧ ❧✐♥❦ ♣D❡❞✐❝.✐♦♥ ❢D♦♠ 9❤❛D❡❞

♠❡.❛❞❛.❛✳ ■♥ 2/♦❝❡❡❞✐♥❣= ♦❢ .❤❡ ❚❤✐/❞ ❆❈▼ ■♥.❡/♥❛.✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡/❡♥❝❡ ♦♥ ❲❡❜ ❙❡❛/❝❤

❛♥❞ ❉❛.❛ ▼✐♥✐♥❣✱ ❲❙❉▼ ✬✶✵✱ ♣❛❣❡9 ✷✼✶✕✷✽✵✱ ◆❡✇ ❨♦D❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳
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❬❙❝✉❧❧❡②✱ ✷✵✵✼❪ ❙❝✉❧❧❡②✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❘❛♥❦ ❛❣❣>❡❣❛?✐♦♥ ❢♦> C✐♠✐❧❛> ✐?❡♠C✳ ■♥ ❙❉▼✱ ♣❛❣❡C

✺✽✼✕✺✾✷✳ ❙■❆▼✳

❬❙❡>>❛♥♦ ❡? ❇♦❣✉KL✱ ✷✵✵✺❪ ❙❡&&❛♥♦✱ ▼✳ ➪✳ ❡? ❇♦❣✉,-✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❲❡✐❣❤?❡❞ ❝♦♥✜❣✉✲
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