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Introduction

Linformatique peut étre définie comme la science du calcul. Parmi ses différentes branches,
la théorie des langages de programmation étudie les systemes formels permettant d’exprimer des
processus calculatoires appelés algorithmes ou programmes. De nombreux langages de program-
mation sont basés sur un formalisme appelé A-calcul.

Le A-calcul, ses extensions et ses applications

Le A-calcul a été inventé par le mathématicien américain Alonzo Church en 1932 [Chu32].
Lambition premiere de Church était de proposer un systeme logique pouvant servir de fondation
aux mathématiques et basé sur la notion de fonction plutét que d’ensemble. Ce projet a échoué :
I'incohérence du systeme de Church a été démontrée en 1935 (paradoxe de Kleene-Rosser [KR35]).
Church a par contre montré ensuite que la partie purement fonctionnelle du A-calcul (sans les
regles logiques) est une représentation de toutes les fonctions calculables [Chu36]. Puis en 1940, il
définit une version restreinte de son systéme de 1932, le A-calcul simplement typé [Chu40|. Dans
ce systeme est définie une notion de type qui permet de distinguer plusieurs classes de termes Ce
systeme permet de définir un autre formalisme logique, la logique d’ordre supérieur, dont I'inco-
hérence n’'a pas été prouvée.

Ces travaux pionniers montrent la double vocation du A-calcul comme langage de programma-
tion (en tant que formalisme représentant des fonctions calculables) et comme systéme logique.
Une autre étape importante a été la découverte par Curry [CF58] et Howard [How80] de la possi-
bilité d’assimiler les types du A-calcul simplement typé a des propositions de la logique minimale
intuitionniste et les termes a des démonstrations. Ce principe reliant de maniére profonde les no-
tions d’algorithme et de démonstration est appelé isomorphisme de Curry-Howard.

La double interprétation du A-calcul simplement typé a suscité la curiosité de logiciens et infor-
maticiens et de nombreuses extensions du A-calcul simplement typé ont été proposées : types poly-
morphes, types dépendants, ordre supérieur, univers, types inductifs... Ces extensions permettent
d’avoir des systemes logiques plus puissants : arithmétique du second ordre pour les types poly-
morphes, logique des prédicats pour les types dépendants, logique d’ordre supérieure... Elles per-
mettent d’avoir des langages de programmation plus expressifs : les types polymorphes permettent
de représenter des programmes paramétriques (par exemple, calculer la longueur d’'une liste d’élé-
ments d'un certain type quel que soit ce type), les types dépendants permettent d’avoir des spéci-
fications plus fines (les types peuvent dépendre des termes),... Ainsi les extensions les plus riches,
comme le Calcul des Constructions, qui a réussi a unifier le polymorphisme imprédicatif de Sys-
téme F avec les types dépendants de la théorie des types de Martin-Lof prédicative, permettent de
faire de la preuve formelle ou de la programmation certifiée. En effet, le systéme logique associé est
suffisamment puissant pour exprimer et prouver des résultats mathématiques d'une part et, d’autre
part, en tant que langage de programmation, le langage des types permet, d’apres l'isomorphisme
de Curry-Howard, de spécifier mathématiquement le comportement attendu d'un programme.
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2 INTRODUCTION

Problématique de la these

Notre these s’'intéresse aux A-calculs typés en tant que formalismes pour la programmation
certifiée. Concevoir un programme vérifiant une spécification fine ne va pas sans inconvénients.
En effet, un tel programme ne va pas étre purement algorithmique : il va contenir également des
informations permettant de garantir que la spécification est respectée. Nous distinguons alors la
partie calculatoire de la partie logique d'un programme. La partie calculatoire consiste en 'algo-
rithme proprement dit, c’est-a-dire le processus traitant les arguments d’entrée et retournant les
arguments de sortie. La partie logique regroupe toutes les indications données afin que le terme vé-
rifie sa spécification, c’est-a-dire qu’il soit d'un certain type. Ces derniéres sont utiles statiquement
pour garantir la stireté du programme mais nuisibles dynamiquement car elles rendent I'exécution
du programme plus lente et plus gourmande en mémoire.

Le but de nos travaux est de rendre possible la conception de programmes siirs qui ne soient
pas alourdis par des informations statiques.

Lassistant de preuves Coq. L'assistant de preuve Coq [Thel5] implémente un Calcul des Construc-
tions Inductives (CIC pour Calculus of Inductive Constructions) [PM96, Wer94, PPM90]. La pré-
sence de types inductifs permet d’exprimer commodément les types de données utilisés dans les
langages de programmation usuels. Coq a ainsi été utilisé pour certifier des programmes de grande
envergure comme des compilateurs [Ler06] ainsi que pour prouver formellement des résultats ma-
thématiques conséquents [Gon07, |GAA13]. La syntaxe de CIC est a la Church,E] ce qui rend le
typage décidable mais implique que les programmes de Coq vont contenir des indications logiques
explicites. Il existe par contre un mécanisme d’extraction [PM89, Let04)|Glo12] qui permet d’ef-
facer une partie de ces informations. Ce mécanisme, externe au systeme, repose sur la distinction
entre deux sortes du formalisme : Prop et Set. Il associe a tout terme Coq un programme d’un lan-
gage de programmation fonctionnel (OCaml, Haskell ou Scheme) en effacant les parties typés par
un type de type Prop. Lextraction est un mécanisme externe au systéme et sa correction repose
sur des résultats théoriques de réalisabilité. Une limitation de ce mécanisme est que certaines in-
dications logiques n’ont pas forcément un type de type Prop. Ainsi par exemple le type des entiers
naturels Nat est de type Set. Or des entiers naturels peuvent étre des arguments non-calculatoires :
c’est le cas par exemple de la longueur des vecteurs (listes dépendantes).

Le Calcul Implicite de Miquel comme langage de programmation certifiée. Alexandre Miquel
a défini dans sa thése un Calcul des Constructions avec Univers enrichi d'un produit dépendant
implicite. Le systeme de Miquel est un A-calcul typé dont la syntaxe est a la Curry : 'abstrac-
tion n'est pas annotée et les termes qui ne sont pas des types sont en fait des termes du A-calcul
pur. La principale originalité de ce systéme est la présence d'un nouvel opérateur de type : le pro-
duit dépendant implicite. Ce produit, qui peut se comprendre comme un type intersection, n'a ni
constructeur, ni eliminateur, ce qui permet de rendre implicites certains arguments. Cela permet a
ce systeme, suffisamment riche pour la preuve formelle ou de la programmation certifiée, d’ expri-
mer des termes purement calculatoires respectant une spécification fine : les annotations de types
sont absentes et les arguments logiques comme les preuves peuvent étre rendus implicites. Le sys-
téme de Miquel est par contre tres vraisemblablement indécidable, ce qui limite son utilisation : il
n’existe pas de procédure qui reconnaisse tous les programmes valides.

Une approche hybride. La démarche que nous proposons cherche a combiner les avantages de
ICC et de Cogq. Ainsi le formalisme de Miquel avec un produit dépendant implicite nous semble étre
un bon cadre pour la programmation certifiée car il permet de rendre les parties logiques implicites.

1. Les termes ont des annotations de type.
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Mais ce serait un meilleur formalisme si, comme Coq, son systeme de types contenait des types
inductifs et si le typage était décidable.

Notre approche consiste a définir deux systémes de types. Le premier est un systeme de types
analogue a ICC (avec un systéme de types plus riche) ou les parties statiques peuvent étre implicites
et le typage vraisemblablement indécidable. Le second est un systeme a la Church, ou les parties
considérées comme non-calculatoires sont annotées. Il est muni d'un mécanisme interne d’extrac-
tion qui associe a chaque terme un terme du premier systeme. Ce second systéme doit avoir deux
caractéristiques. D'une part, son typage doit étre décidable. D’autre part, il doit étre une représen-
tation du premier systeme : tout programme valide de I'un correspond a un programme valide de
l'autre. Ainsi |'utilisateur va pouvoir élaborer son programme dans le systéme décidable et obtenir,
apres extraction, un programme du premier systeme ou les parties statiques sont effacées.

Dans [BB08], nous avons proposé une représentation décidable du systeme de types d’Alexandre
Miquel. Pour cela nous avons défini un calcul des constructions avec une syntaxe a la Church bi-
coloreE] et un mécanisme d’extraction qui transforme un terme en un terme du systeme de Miquel.
Les parties qui seraient implicites dans le systeme de Miquel sont présentes explicitement - ce qui
rend décidable le typage - mais marquées et ainsi effacées par extraction. Une caractéristique clé
de notre systéme est sa regle de cumulativité qui compare des termes extraits et non des termes
complets du langage. Nous montrons que notre systeme a un typage décidable et qu'’il exprime
exactement les mémes termes que le systeme de Miquel. Il permet donc d’obtenir des programmes
certifiés purement calculatoires : puisque le typage est décidable, il est possible d'implémenter un
vérificateur de type qui permettra de certifier que les termes annotés respectent bien une spécifica-
tion donnée; ces termes sont annotés et contiennent des parties logiques mais leur extraction est
purement calculatoire et respecte une spécification analogue.

Présentation de la these

Dans cette thése nous étudions I'application de la démarche hybride présentée ci-dessus au
calcul des constructions avec sommes dépendantes.

Cela est une premiere étape dans I'ajout des types inductifs. En effet il est possible de décom-
poser les types inductifs a partir d’éléments de baseE] IML85, Men88] dont font partie les sommes
dépendantes.

Cette theése se divise en quatre parties.

(1) La premiere est consacrée a la présentation syntaxique du Calcul des Constructions im-
plicite avec sommes dépendantes, systéme que nous noterons ICCys. Ce systeme est I'ex-
tension du calcul implicite de Miquel. Le premier chapitre présente la syntaxe et les pro-
priétés métathéoriques usuelles des PTS. Le deuxieme chapitre traite de la préservation
du typage, dont I'étude est sensiblement plus compliquée que dans les PTS habituels et
méme que dans ICC.

(2) La deuxiéme est consacrée a I’'étude sémantique de ICCs. Miquel avait proposé deux mo-
deles pour ICCy permettant respectivement de montrer la cohérence et la normalisation
forte de ICCs. Nous proposons une extension de son modele de cohérence. Le modele de

2. nous avons donc deux produits dépendants, deux abstractions et deux applications qui correspondent respective-
ment a une version explicite et implicite

3. Les sommes dépendantes, 'opérateur de point fixe, I'opérateur de récursion, I'égalité, les types singleton et vide
chez Mendler, chez Martin-Lof les W-types remplacent les opérateurs de point fixe et 'opérateur de récursion
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normalisation forte n'est pas traité. Cette partie contient trois chapitres. Le premier dé-
taille un modéele abstrait de cohérence. Le deuxieme présente des outils utilisés pour I'im-
plémentation d'un modele concret. Le dernier chapitre présente le modéle concret qui
instancie le modele abstrait, ce qui démontre finalement la cohérence de ICCs.

(3) La troisieme partie présente la représentation décidable de ICCs. Ce systeme est appelé
Calcul des Constructions implicite annoté avec sommes dépendantes. Nous le noterons
AICCs. Cette partie contient deux chapitres. Le premier décrit la syntaxe de ce systéeme et
prouve les propriétés métathéoriques usuelles des PTS. Le deuxieme montre la propriété
du reléevement : pour tout terme bien typé de ICCy, il existe un terme bien typé de AICCs
qui s’extrait vers lui. Cette propriété est tres importante car elle prouve que tous les termes
valides de ICCys peuvent étre représentés dans ICCy, ce qui acheve la démonstration que
AICCs est bien une représentation de ICCs.

(4) La quatriéme partie démontreﬂ que le typage dans AICCs est décidable. Elle contient deux
chapitres. Le premier présente un algorithme d’inférence de type qui retourne un type
non-annoté. Cet algorithme est défini sans aucun ajout au systéme et permet de définir
un algorithme de vérification de type, ol le type vérifié est annoté. Le deuxiéme chapitre
présente un algorithme d’'inférence de type qui retourne un type annoté de AICCs. Définir
un tel algorithme nécessite de rajouter des regles de réduction de termes annotés.

4. sous réserve de conjectures qui seront détaillées
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Chapitre 1

Présentation syntaxique de ICCy

ICCs est une extension d'une version légerement modifiée de, du calcul des constructions im-
plicite (ICC) défini par Miquel dans sa thése [Miq01]. Miquel définit un calcul des constructions
([Cog85), ICH88]) avec, comme dans CC, [Coq86]), une hiérarchie d'univers emboités et une rela-
tion de cumulativité entre ces univers. Le systeme de Miquel se distingue toutefois nettement de
CC,, sur deux points : d'une part, sa syntaxe est a la Curry (pas d’annotation de type dans les abs-
tractions), d’autre part il introduit une nouvelle construction primitive, le produit dépendant im-
plicite, noté Vx : T.U. Contrairement au produit dépendant habituel, le produit dépendant impli-
cite n’a ni constructeur ni éliminateur. Intuitivement, il ressemble a 'opérateur de polymorphisme
pour Systeme F ([Gir72, Rey74]) a la différence pres que dans Systéme E le polymorphisme n’agit
que sur des variables de type, alors que dans ICCy, le produit implicite agit sur n'importe quelle
variable de terme. Ses régles d’introduction et d’élimination sont semblables a celles du polymor-
phisme imprédicatif d'une version a la Curry du Systeme F [Lei83, MS82, [Mit88] ou I'abstraction
de type et 'application de type se font implicitement. Comme le remarquent Barthe et Coquand
dans [BCOO], le Calcul Implicite de Miquel combine la démarche des Domain-Free Pure Type Sys-
tems [BS00] et des Type assignment systems [Bar91].

ICCs étend ICC en lui ajoutant les sommes dépendantes. Pour cela, nous allons enrichir le
langage de termes (section [1), ajouter les régles de réduction liées aux sommes dépendantes et
adapter la relation de cumulativité (section [2), compléter les regles de typage avec des regles de
formation, introduction et élimination des sommes dépendantes (section [3) et enfin démontrer
pour ICCys quelques résultats métathéoriques simples déja prouvés pour ICC (section (3.4).

1. Syntaxe

Nous introduisons dans cette section les différents termes du langage. Nous expliquerons plus
en détail leur signification lors de la présentation des regles de typage (section [3).

1.1. Sortes et variables. De méme que ICC, ICCyz se base sur une hiérarchie infinie dénom-
brable de sortes (ou univers dans la terminologie de la théorie des types de Martin-Lof).

1.1.1. DEFINITION (Sortes). L'ensemble des sortes, noté Sort, est défini par :

Sort = {Prop} u {Type; | i > 0}

Nous avons une sorte imprédicative Prop et une infinité dénombrable de sortes prédicatives
(Type;)i>o. Notons 'absence dans ICCys de la sorte imprédicative Set présente dans ICC. Cette
sorte fait a nos yeux doublon avec Prop. Elle était cependant justifiée dans ICCyx par le fait que I'as-
sistant de preuves Coq avait a 'époque une sorte Set prédicative. Ce n’est plus le cas aujourd’hui.

1.1.2. DEFINITION (Variables). Nous considérons un ensemble infini dénombrable de variables,
noté Var.

1.1.3. CONVENTION. Les expressions u, v, x, y, z désigneront des variables. Les expressions s, s', s;
(avec i entier naturel) désigneront des sortes.
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1.2. Termes.

1.2.1. DEFINITION (Termes). Lensemble des termes de ICCy est noté Ajcc;, . Il est défini par la
grammaire décrite dans la figure

MN, T,U := x (Variable)
| s (Sorte)
| Mx:T.U (Produit)
| Ax.M (Abstraction)
| MN (Application)
| Vx:T.U (Produit implicite)
| 2x:T.U (Somme dépendante)
| M,N) (Paire dépendante)

| Elimz(xy.M,N) (Eliminateur de Somme dépendante)

| dx:T.U (Existentielle)
| (o, M) (Paire existentielle)
| Elim3(y.M,N) (Eliminateur d’existentielle)

| {x:T]|U} (Sous-ensemble)

FIGURE 1. Syntaxe des termes de ICCyx

En plus des variables et des sortes, le langage contient, comme dans le calcul des constructions,
le produit dépendant I1x: T.U, ainsi que son constructeur, I'abstraction Ax.M, et son éliminateur,
I'application MN. Notons que dans I'abstraction, la variable abstraite n’a pas d’annotation de type.
La nouveauté de ICC est le produit dépendant implicite Vx: T.U, que nous avons déja présenté.

La syntaxe de ICCys étend celle de ICC en ajoutant les sommes dépendantes 2x : A.B. Elles
ont comme constructeurs les paires dépendantes (a, b) et comme éliminateurs les éliminateurs de
somme dépendante Elims(xy.f, c). Dans la continuité de la syntaxe de ICCy, qui est a la Curry, les
paires n'ont pas d’annotation de type et les variables des éliminateurs ne sont pas non plus an-
notées. Nous ajoutons deux autres sommes dépendantes le type sous-ensemble {x : A | B} et le type
existentiel 3x : A.B. Le type sous-ensemble n’a ni constructeur ni éliminateur. Le type existentiel a
un constructeur (¢, b) et un éliminateur Elim3(y.f, c).

1.2.2. CONVENTION. Labstraction de variables est une opération associative a gauche et I'ap-
plication de termes est une opération associative a droite. Ainsi Ax.Ay.M =Ax.(Ay.M) et MNR =
(MN)R. Par ailleurs, I'application de termes a la priorité sur I'abstraction de variable. Ainsi Ax.MN =
Ax.(MN).

La classification suivante des termes de ICCy sera utilisée tout au long de ce document.

1.2.3. DEFINITION (Classification des termes). Soit M un terme de ICCs.

e M est un constructeur de type s’il est un produit dépendant, un produit implicite, une
somme dépendante, un type existentiel, un sous-ensemble;;

e M est un constructeur s’il est une abstraction, une paire dépendante ou une paire existen-
tielle;
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¢ M est un éliminateur s’il est une application, un éliminateur de somme dépendante ou un
éliminateur d’existentielle.

1.2.4. REMARQUE. Cette classification, usuelle dans la littérature, est liée aux regles de typage.
Aussi sa signification et sa cohérence apparaitront plus clairement dans la section

1.2.5. NoTATION (Constructeur de type générique). Lorsque nous considérons un constructeur
de type quelconque, nous utilisons le symbole O a la place du symbole qui caractérise un construc-
teur de type donné (I1,V, %, 3, {})). Ainsi Ox : T.U désigne un constructeur de type qui peut-étre I'un
des constructeurs de type suivants : [Ix: T.U, Vx:T.U, £x:T.U, 3x: T.U, {x: T | U}. Nous utili-
sons également des variantes de O (O',0; ot i € N,...) si plusieurs constructeurs de type génériques
rentrent en jeu.

1.2.6. DEFINITION (Domaine et codomaine d'un constructeur de type). Soit Ox : T.U un un
constructeur de type de ICCyx. Les termes T et U s’appellent respectivement domaine et codomaine
deOx:T.U.

Variables libres et liées. Nous adaptons a la syntaxe de ICCy les définitions usuelles.

1.2.7. DEFINITION (Variables libres et liées). Les variables libres d'un terme M de ICCs sont
notées FV(M). Les variables liées d'un terme M de ICCs sont notées BV(M). Elles sont définies
inductivement a la figure

FV(x) = {x} BV(x) = ¢
FV(is) = o BV(s) = ¢
FVOx:T.U) = FVMuFEVU)\{x}) BV@Ox:T.U) = BVMuBVU)uix
FVAx.M) = FVM)\{x} BVAx.M) = BVM)uix}
FVIMN) = FVM)UFV(N) BV(MN) = BVM)uBV(N)
FV(M,N) = FVOMUFVIN) BV(M,N) = BVM)uBV(N)
FV(Elimz(xy.f,c) = FVEQUFEV()\ix, ) BV(Elims(xy.f,c)) = BV(c)uBV(f)
uix, y}
FV(c,b) = FV(b) BV(©, b)) = BV(b)
FVEIims(y.f,0) = FV(©UFEV(H\ ) BV(Elima(y.f,c)) = BV(e)UBV(f)uiy}

FIGURE 2. Variables libres et liées

1.2.8. CONVENTION. Les termes de la syntaxe sont définis a a-conversion pres, c’est-a-dire au
renommage pres des variables liées.

1.2.9. NOTATION (Types non-dépendants). Si x ¢ FV(U), nous notons T — U =1Ix:T.U, [T] —
U=Vx:T.U, TxU=2x:T.U, [T xU=3x:T.UetTx [U]={x:T| U}

Substitution de variables. Pour éviter la capture de variable libre par des lieurs lors de la sub-
stitution de termes, nous utilisons la convention habituelle due a Barendregt ([Bar84]).

1.2.10. CONVENTION (Convention de Barendregt). Si nous considérons un ensemble (fini) de
termes M;,M»,...M;, alors nous considérons, quitte a renommer par a-conversion, que les va-
riables libres de tout terme sont distinctes des variables liées de tout autre terme. Autrement dit,
pour i,j€[l...n], FV(M;) nBV(M;) = &.
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1.2.11. DEFINITION (Substitution). Soient M et R des termes de ICCs et z une variable. Nous
notons M [z/R] le terme de ICCs ou les occurrences libres de z dans le terme M ont été remplacées
par le terme R. Nous avons, d’aprées la convention de Barendregt, FV(R) nBV(M) = @, ce qui em-
péche les captures de variables. Nous avons également z ¢ BV(M). Une définition inductive de la
substitution est fournie par la figure

z[z/R] = R
x[z/R] = x (avec x # 2)
s[z/R] = s
Ox:T.U)[z/R] = Ox:(T[z/R]).U[z/R])
Ax.M)[z/R] = Ax.M]Jz/R]

(MN)[z/R] = M]Jz/RIN[z/R]
M,N)[z/R] = M[z/R],N[z/R])
(Elims(xy.f, ) [z/R] = Elimg(xy.f[z/R],clz/R])

(0,M)[z/R] = (o,M[z/R])
(Elimz(y.f,c) [z/R] = Elimz(y.f[z/R],clz/R])

FIGURE 3. Substitution

Le lemme suivant se démontre facilement par induction sur M.

1.2.12. Lemme (Variables libres ou liées dans une substitution). Soient M et N des termes de ICCs
et x une variable non-liée dans M. Nous avons alors :

(1) FV(IM[x/N]) < (FV(M) \ {x}) u FV(N)
2) BVIM[x/N]) c (BVM) \ {x}) u BV(N)
(3) et si xg FV/(M), alors M [x/N] =M.

1.2.13. Lemme (Substitutions multiples). Soient x, y des variables distinctes, M,N, U des termes tels
que y ¢ FV(N), alors
Ul[x/M][y/N]=U[y/N] [x/M[y/N]].

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de U. |

2. Calcul

2.1. Généralités.
2.1.1. NOTATION. Soit R une relation binaire dans Ajcc, et soient M,N des termes de ICCs.

Nous notons
e Mp>g N si et seulement si (M,N) eR;
e M —pg N si et seulement si (M, N) appartient a la cléture contextuelle de R;
e M —g N si et seulement si N —g M;

¢ M —g N si et seulement si (M, N) appartient a la cléture réflexive et transitive de —pg;

M «pg N si et seulement si N —g M;
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* M =g N si et seulement si (M, N) appartient a la cloture réflexive, symétrique et transitive de
—PR.
2.1.2. DEFINITION. Soit R une relation binaire dans ICCy et M un terme de ICCs.
e Mest un R—redexE] s’il existe un terme N de ICCys tel que M>g N;

e M est R-réductible s’il existe un terme N de ICCs tel que M —g N; N est alors le terme
R-réduit de M et M est le terme R-expansé de N;

* M est en forme R-normale ou encore R-irréductible, s'il n’est pas R-réductible;
e N est une forme R-normale de M si N est un terme en forme R-normale tel que M —y N.
2.1.3. REMARQUE. En I'absence d’ambiguité sur la relation R, nous utiliserons les expressions

plus simples redex, réductible, réduit, expansé, en forme normale ou irréductible, forme normale en
lieu et place des expressions de la définition précédente.

2.1.4. DEFINITION (Confluence). Soit R une relation binaire sur les termes de ICCs. R est confluente

si pour tous termes M,M;,M, de ICCs tels que M; «—g M —g My, il existe un terme Ms tel que
Ml —>->R M3 “—R Mz.

2.1.5. Proposition (Unicité des formes normales). Soit R une relation binaire sur les termes de ICCs.
Si R est confluente, alors la forme R-normale d’'un terme, si elle existe, est unique : si M1,M, sont des
formes R-normales de M alors M = M.

DEMONSTRATION. Nous avons Nj «—g M —»g N,. Par confluence, il existe un terme M’ tel que
N; —+r M’ «—g N». Puisque N; et N sont en forme normale, nous avons N; = M’ = Nj. |

Lunicité des formes normales justifie la notation suivante.

2.1.6. NOTATION (Forme normale). Soit R une relation binaire sur les termes de ICCs. Si R est

confluente, pour tout terme M, nous notons, si elle existe, nfg (M) sa forme R-normale.

Un corollaire tres utile de la confluence est la propriété de Church-Rosser qui indique que deux
termes convertibles ont un réduit commun. Nous omettons la preuve de ce résultat classique.

2.1.7. Corollaire (Church-Rosser). Soient R une relation binaire sur les termes de ICCs et M, N des
termes de ICCs. Si R est confluente et si M =g N alors il existe un termeT tel que M —r T et N - T.

2.2. Réduction et conversion.

Réduction.

2.2.1. DEFINITION (Réduction a la racine). Soient x,y € Var et M, N, f, a, b des termes de ICCs.
Nous considérons quatre regles de réduction, définies par les relations binaires suivantes :

(1) la p-réduction :
Ax.M)N >g M[x/N]
(2) la tz-réduction :
Elims(xy.f,(a, b)) >, flx/ally/b]
(3) la 13-réduction :

1. contraction de l'anglais reductible expression



12 1. PRESENTATION SYNTAXIQUE DE ICCy

(4) et enfin la n-réduction :

Ax.Mx >p M (six¢FV(M)).

Nous nous intéressons également a la réunion des régles p,1= et 13, notée fi, et définie par :
Mpg N < MpgN ou Mp N ou Mp> N

ainsi qu’a la réunion des quatre regles de réduction, notée P, et définie par :
MpgyN < Mpg N ou M>yN

2.2.2. Lemme (Réduction et variables libres). Soient M,N des termes de ICCs tels que M —pin N.
Alors FV(N) c FV(M).

DEMONSTRATION. Nous montrons trivialement que FV(N) « FV(M) si Mg, N. Par induction
sur la structure de M, nous montrons le résultat si M —g,; N. Nous concluons alors par récurrence
sur le nombre d’étapes de réduction. O
2.2.3. Lemme (Réduction et substitution). Soient x une variable et M,M',N,N’ des termes de ICCs.

(1) SiM —gy M, alors M[x/N] —pqM' [x/N].

2) SiN —py N’ alors M [x/N] =g M [x/ N'] et le nombre de réductions correspond au nombre
d’occurrences libres de x dans M.

(3) SiM =gy M’ et N =gy N' alors M [x/N] =gy M’ [x/N].

DEMONSTRATION.

(1) Par induction sur la structure de M. Les cas ol la réduction a lieu dans un sous-terme strict
de M sont évidents. Si la réduction a lieu a la racine, il faut distinguer quatre cas selon la
regle de réduction concernée. Ces quatre cas se résolvent sans difficulté grace au lemme
des substitutions multiples (lemme[1.2.13).

(2) Par induction sur la structure de M.

(3) Nous généralisons par une récurrence immeédiate le point dans le cas oit N —»p,; N'.
Nous démontrons ensuite le résultat par récurrence sur le nombre de réductions de M.

O

Le lemme suivant nous indique les éventuels liens entre la structure d'un terme et celle de son
réduit.
2.2.4. Lemme (Réduction et structure des termes). Soient M,N des termes de ICCs. Si M —pq N
alors M est un éliminateur ou une abstraction ou bien M et N ont méme structure.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur le nombre de réductions.
¢ S’il n'y a aucune réduction, M = N et le résultat est évident.

* Si M —g;; Mg —p;y N, montrons que M est un éliminateur ou une abstraction, ou bien M
et N ont méme structure. Nous avons deux cas :

¢ laréduction M —pin Mo @ lieu a la racine : M est un fin-redex, donc un éliminateur ou
une abstraction;

e sinon M et My ont méme structure; nous avons alors par hypothése de récurrence :

— Mj est un éliminateur ou une abstraction : M est alors également un éliminateur
ou une abstraction;

— My et N ont méme structure : M et N ont alors également méme structure.
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]

2.2.5. Proposition (Confluence des Pi- et fin-réductions). Les relations Bt et pin sont confluentes.

DEMONSTRATION. Nous montrons la confluence de maniere classique en utilisant des réduc-
tions paralléles. La preuve est détaillée dans ’annexe Al O

Conversion.

2.2.6. DEFINITION (Conversion). La relation =g, est également appelée conversion. Elle sera
notée = si ce n'est pas ambigu. Deux termes M, N de ICCy sont convertibles si et seulement si M = N.

Puisque la Pin-réduction est confluente, nous en déduisons, d’apres le corollaire que la
conversion vérifie la propriété de Church-Rosser.

2.2.7. Proposition (Church-Rosser). Soient Mj,M, des termes de ICCs tels que M1 = My. Alors il
existe M tel que My —pi M «—g M.

Conséquences de Church-Rosser.

2.2.8. Lemme (Conversion et substitution). Soient M,M',N,N’ des termes et x une variable. Si M =
M et N=N/, alors M[x/N] = M’ [x/N'].

DEMONSTRATION. Par application de la propriété de Church-Rosser et du point (3) du lemme|2.2.3
O
2.2.9. Lemme (Inversion de la conversion pour les sortes et les constructeurs de type).
(1) Sis,s' sont des sortes telles que s= s', alors s = s'.

2) SiOx:T.U=0x:T'.U" alors O=0' (les constructeurs de type sont de méme nature) et
T=T' U=U".

DEMONSTRATION.

(1) Conséquence immédiate de Church-Rosser, puisque toute sorte est irréductible.

(2) D’apres Church-Rosser, il existe un terme R tel que Ox : T.U —»p; R «—p,y O'x : T'. U
D’apres le lemme|[2.2.4] et puisqu’'un constructeur de type n’est pas un éliminateur ou une
abstraction, Ox:T.U et O'x: T'. U’ sont de méme nature. Nous montrons alors facilement
que T=T et UZU'.

(]

2.3. Cumulativité. Nous définissons une relation qui étend la hiérarchie des sortes aux construc-
teurs de type. Cette relation est sensiblement différente de celle de Miquel, qui ne tient compte que
de la hiérarchie des sortes. Elle se rapproche de celle de Luo [Luo94].

2.3.1. DEFINITION (Cumulativité). La relation de cumulativité, notée =<, est la relation engen-
drée par les regles d’'inférence suivantes :

% (CUMEREFL)
i>0
— 7 (CUM-SORT-1)
Prop =< Type; UMSORT
i=] (CUM-SORT-2)
UM-SORT-
Type; < Type;
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T2 = Tl Ul = Uz (CuM-PROD)
MMx:T,.U; <x:T2.U,
To<Ty U; =<0y
CuM-I-P
VT, Uy = Vx:Ty. Uy CoMIFRoD)
Al = A2 Bl = BZ (CuM-%)
2x:A1.B1 <Zx:A».B,
A <Ay B; <B»
Cum-U
3x:A; By <3x:A;.B; MV
Al <A, B; <B,
(CUM-SUB)
{x:A1|B1} = {x:A2|Bp}
M=N N=U (CuM-TRANS)
M=<U

Le résultat suivant montre que la substitution préserve la cumulativité.

2.3.2. Lemme (Cumulativité et substitution). Soient x une variable, M,M',N des termes tels que M <
M'. Alors M [x/N] =M’ [x/N].

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de la dérivation de M < M’ en utilisant le
lemme pour la régle (Cum-RerL). O

2.3.3. REMARQUE. Du fait de la contra-variance des produits et de la variance pour les sommes,
nous n'avons aucun lien entre M [x/N] et M [x/N'] si N < N’. Ainsi si M = x — Prop,N = Prop,N’ =
Type;, nous avons M [x/N'] = Type; — Prop < Prop — Prop = M[x/N]. Et si M = x x Prop, alors
M [x/N] = Prop x Prop < Type; x Prop =M [x/N'].

Dans le reste de la section, nous allons montrer des résultats d’inversion de la cumulativité
similaires au corollaire pour la conversion. Nous allons également démontrer que la cumula-
tivité est une relation d’ordre pour la conversion.

Prouver des résultats d’'inversion par induction sur la dérivation de M < N est délicat a cause de
larégle (cum-Trans) qui introduit un terme intermédiaire dont nous ne savons rien. Pour contourner
ce probléme, nous définissons une deuxieme relation, la cumulativité restreinte, sur laquelle il est
plus facile de raisonner, et que nous allons relier a la cumulativité.

Cumulativité restreinte.

2.3.4. DEFINITION (Cumulativité restreinte). La relation de cumulativité restreinte, notée <, est
la relation engendrée par les régles d’inférence suivantes :

— F (CUMR-EQ)
M<M

i>0

————— (CuMR-SORT-1)
Prop < Type;

i<j

(CUMR-SORT-2)
Type; < Type;

T, <T, U; <0y
Mx:T,.U; <Ilx:T.Uy

(CUMR-PROD)
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T, <T, U;<U;p
Vx:T1.U; <Vx:T2.Up

(CUMR-I-PRrROD)

A <Ay By <B;

C R-Z
Sx:A B <3x:A,.B, MY
A <Ay B; <B»
CuUMR-U
Tx:AB; <dx:Ay.B, MY
< <
Al AZ Bl B2 (CuMR-SUB)

{x:A1|B1} < {x:Ay|By}

Cette relation est plus simple que la cumulativité. D’une part, elle ne fait pas appel a la conver-
sion mais a I'égalité syntaxique. D’autre part, nous n’avons pas de régle de transitivité. Le fait que
les dérivations ne sont pas dirigées par la syntaxe (di a (CumR-Eq)) n'est pas génant.

Ainsi, il est aisé d’établir I'inversion de la cumulativité restreinte et de montrer que la cumula-
tivité restreinte est une relation d’ordre.

2.3.5. Lemme (Inversion de la cumulativité restreinte). Si M <N, alors
e siM ou N n'est pas un constructeur de type ou une sorte, M =N ;

e sinon M et N sont tous deux des sortes ou tous deux des constructeurs de type ayant méme
structure.

DEMONSTRATION. Immédiat d’apres la définition des regles d’'inférence de la cumulativité res-
treinte. (]

2.3.6. Lemme. < est une relation d’ordre par rapport a l'égalité syntaxique.

DEMONSTRATION. La réflexivité découle trivialement de (cumr-Eq). L'antisymétrie et la transi-
tivité se prouvent sans difficulté par induction sur les dérivations et en utilisant le lemme précé-
dent. O

Cumulativité restreinte et cumulativité. Afin de relier la cumulativité restreinte a la cumulati-
vité, nous montrons deux lemmes auxiliaires.

Le premier résultat concerne la cumulativité restreinte et la conversion de termes.
2.3.7. Lemme (Cumulativité restreinte et conversion). SiM <N etM =N alors M = N.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de M < N. Evident pour la régle (Cumr-Eq).
Pour les autres regles, il suffit d’utiliser le point (2) du corollaire (inversion de la conversion
pour les constructeurs de type) pour pouvoir conclure grace aux hypotheses d’induction. U

Montrons ensuite que la cumulativité restreinte est préservée par les réductions.
2.3.8. Lemme (Cumulativité restreinte et calcul).

(1) Si A<B alors
o siA—py A, il existe B' tel que B —pB' et A’ <B';
o siB—p B, il existe A’ tel que A —p A" et A’ <B'.

(2) SiA<B alors
o siA—pnA, il existe B' tel que B —p, B’ et A'<B';
o siB—»pn B, il existe A’ tel que A —p, A’ et A'<B'.
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DEMONSTRATION.

(1) Par induction sur la dérivation de A < B. La regle (Cumr-Eq) est évidente. Les autres régles
se traitent, elles, de maniere non-triviale, mais similaire. Détaillons, par exemple, le cas de
la regle (CumR-1-ProD) avec A —pm A’. (Le cas ou B =B B’ se traite similairement.)

¢ Nous avons
T, <Ty U; <0y
Vx:T,.U; <Vx:T2.U,

avec A=Vx:T;.U; —p, A et B=Vx:T,.U,. Montrons qu'il existe B’ tel que B —p,, B’
et A'<B.

(CUMR-I-PROD)

e Vx:T;.U; peut se réduire soit dans son domaine Tj, soit dans son codomaine Uj.
Supposons, sans perte de généralité, que la réduction a lieu dans T;. Il existe donc T}
tel que T; —p, T} et A’ =Vx:T].Uy.

e Par hypothése d’induction sur T, < Ty, il existe T} tel que T, —p,, T, et T, < T}. B’ =
Vx: Té .U, convient donc bien.
(2) Immédiat par récurrence sur le nombre de réductions. Le cas de base est prouvé par le
point précédent.
(]

2.3.9. REMARQUE. Contrairement au point (2), nous procédons par induction mutuelle dans la
démonstration du point (Ij. En effet, a cause de la contravariance du domaine dans les régles des
produits, nous ne pouvons prouver séparément les cas A —gy, A’ etB =B B'.

Le lemme suivant fait le lien entre cumulativité et cumulativité restreinte. Il va permettre de
montrer que la cumulativité est une relation antisymétrique.

2.3.10. Lemme (Cumulativité et cumulativité restreinte).
(1) SiM<N, alors M<N.
(2) SiM =N alors il existe des termes My, Ny tels que M —»p; Mo, N =g, No et Mg < Np.

DEMONSTRATION.
(1) Immeédiat par induction sur M < N.
(2) Par induction sur la dérivation de M < N.
¢ Pour la regle (cum-Rer), nous concluons par Church-Rosser.
 Toutes les autres regles sauf (Cum-Trans) sont évidentes.
« Traitons la regle (Cum-Trans). Si

M; =M, M, < Mg
M; <Mg3

(CuM-TRANS)

D’apres les hypothéeses d'induction, nous avons Nl,Né,Ng,Ng tels que

Ny <N) M —pn N Mz g Nj
NZ<N3 M; gy N5 Msz g Na.
Par confluence, il existe Ny tel que N; —pm N2 et Ng —pm N2. D’apres le point
du lemme appliqué respectivement a N; < N% et N% < N3, il existe N, N} tels
que Ny —py N} et N < N3, N3 —p, N} et No < Nj. Par transitivité, nous déduisons
N} <Nj avec My —»py N} et Mg —p) N.
O
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2.3.11. REMARQUE. Pour le point (2), nous avons de plus My = Nj si et seulement si M = N.
e My =Ny implique clairement M = N.

e SiM =N, alors My = Ny et nous concluons grace au lemme [2.3.7,

2.3.12. Corollaire. Si M <N et si M et N sont normalisables, alors nf (M) < nf (N).

DEMONSTRATION. De M < N nous déduisons nf (M) < nf (N). 1 suffit alors d’appliquer le point

du lemme précédent, puisque nf (M) et nf(N) sont irréductibles. O
2.3.13. Corollaire.

(1) siM=s (resp. s <M) alors il existe une sorte sy telle que M —p,;, s\ et sp < s (Tesp. s < sm);

2) siM=0x:T.U (resp. Ox:T.U <M) alors il existe Ty;, Um tels que M —p, Ox : Tv. Uy et
Ox:Tm.- Uy =0x:T.U (resp. Ox:T.U < 0Ox: Ty . Upm).

DEMONSTRATION. Les preuves des deux points sont similaires. Nous ne traitons que le deuxieme
car il est plus complexe. Par ailleurs, pour des raisons de symétrie, nous ne traitons que le cas
M=0Ox:T.U.

» D’apres le point (2) du lemme|2.3.10|il existe des termes My et R tels que My <R et M —»g,,
My et Ux:T.U —p;n R.

« D’apres le lemme appliqué a Ox : T.U —p, R, il existe des termes Ty et Uy tels que
R=0x:Ty.Uy. Nous avons donc My < 0Ox : Ty.Uy.

» Par inversion de la cumulativité restreinte (lemme [2.3.5), My est un constructeur de type
de méme nature que Ox : Ty.Up; il existe donc des termes Ty et Uy tels que My = Ox :
Ty -Um. Nous avons bien M —»gy Ox : Ty . Upm.

e Par ailleurs, nous déduisons facilement Ox: Ty .Uy <0Ox:T.Ude M=<0Ox:T.U.
O

2.3.14. Lemme (Relation d’ordre). La relation de cumulativité est une relation d'ordre par rapport a
la conversion.

DEMONSTRATION.

» La réflexivité et la transitivité sont données respectivement par les regles (Cum-RerL) €t (Cum-
TRANS).

+ Montrons que =< est anti-symétrique : si M <N et N < M, montrons que M = N.

e D’apres le point (2) du lemme|2.3.10} appliqué respectivement a M <N et N <M, nous
avons, Mj,N1,M,, Ny tels que

Mi<sN; NosM; My “Bun M B M; N; “Bun N B N>

* Par confluence, il existe N tel que Ny —pg;y No «—pi No.

e D’apreés le point (2) du lemme [2.3.8} il existe M}, M, tels que M1 —»p, M} et My —py
M), M, < Nj et No < M},

« Nous en déduisons M| <M} et M| = M), puis M| = M), en appliquant le lemme[2.3.7]

e Par anti-symétrie de <, nous avons M’1 = Np. Nous avons donc M —Bun No “—pun N,
dou M=N.

O
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Inversion de la cumulativité.

2.3.15. Lemme. Soient M,M’ des termes de ICCs. SiM <M’, alors M et M’ ont méme structure ou au
moins l'un d’entre eux est un éliminateur ou une abstraction.

DEMONSTRATION. Conséquence du point (2) du lemme [2.3.10} ainsi que du lemme et de
I'inversion de la cumulativité restreinte (lemme|2.3.5). O

Nous pouvons maintenant montrer les lemmes d’inversion de la cumulativité pour les sortes et
constructeurs de type.

2.3.16. Lemme (Inversion de la cumulativité).
o (sortes) si s < s’ alors s = Prop ou il existe des entiers i, j tels que i < j et s = Type; et s’ =
Type;;
o (produits) siTllx:T.U<Mx:T'.U' ouVx:T.U=Vx:T'".U alorsT'<T etU' <U;

o (sommes) siZx A B<Zx:A' B oudx:A.B=<3x:A'".B ou{x:A|B}<{x:A"|B} alors
A<A etB=<PB.

DEMONSTRATION. Tous les cas sont similaires. Traitons par exemple celui du produit implicite.
SivVx:T.U=<Vx:T' .U, montrons que T'<T et U <U".
e D’apresle point (2) dulemme|2.3.10} il existe M, M’ tels que Vx: T.U =gy M, Vx: T . U" —py,
MetM<M.
 D’apres le lemme [2.2.4] il existe Ty, Uy, T, U] tels que M = Vx:To.Ug et M’ = Vx : T, Uj.
Nous avons donc

Vx:Tg.Ug=Vx:T.U Vx:Ty. Uy =vVx:T'.U' Vx:To.Up< Vx:T;.Uj.

¢ Par inversion de la conversion (lemme[2.2.9) et de la cumulativité restreinte (lemme|2.3.5),
nous avons :

To=T U=Upy T'=T, U,=U' T,<To Uy<Uj.
* D’ol, en appliquant soit la regle (cum-Rer), soit le point (1) du lemme [2.3.10|:
To<T U=U, T'=T; U;=<U" Ty=<Ty Uy=Uy.

o Par transitivité de la cumulativité, nous en déduisons T' < T et U < U".

3. Typage

Dans cette section, nous allons ajouter a notre langage des regles de typage. Ces regles per-
mettent d’associer a un terme du langage un autre terme, son fype. Ces regles sont une restriction
du langage : certains termes ne peuvent étre associés a aucun type. Mais ne considérer que les
termes typables, c’est-a-dire les termes pour lesquels il est possible d’associer un type, présente des
avantages. Ainsi, connaitre le type d'un terme permet de lui donner une signification. Via I'isomor-
phisme de Curry-Howard [CF58, How80], nous pouvons associer une proposition mathématique a
un type : un terme d’un certain type est alors interprété comme une preuve de la proposition as-
sociée a son type. Un deuxiéme avantage est de pouvoir garantir le comportement calculatoire des
termes typables. Ainsi une propriété souhaitable des A-calculs typés est le fait que tout terme bien
typé ne peut se réduire indéfiniment. Cette propriété, appelée normalisation forte, signifie que tout
programme (terme) bien typé retournera une valeur lorsqu’il est exécuté (réduit).

2. cf. l'aphorisme de Robin Milner “Well-typed programs can’t go wrong.”
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3.1. Jugements. Nous définissons deux nouvelles structures syntaxiques utilisées dans les regles
de typage : les jugements de bonne formation et les jugements de typage. Ces jugements utilisent
eux-mémes une troisieme structure : les contextes de typage.

Contextes de typage. Les contextes de typage permettent d’associer des types a un ensemble de
variables.

3.1.1. DEFINITION (Contextes). Un contexte de typage ou, plus brievement, contexte, est une
liste ordonnée, éventuellement vide, de déclarations de type. Une déclaration de type est un couple
formé d’'une variable x et d'un terme T, noté x : T, qui permet ainsi d’assigner un type a une va-
riable. Plus formellement, nous avons la définition inductive suivante :

I' u= «I5x:T

Nous établissons maintenant quelques définitions et notations utiles pour manipuler les contextes.

3.1.2. DEFINITION (Concaténation de contextes). SoientI' =x; :T1;...;x, : TpetA=y1:Up;c5ym:
U,, deux contextes. Nous notons I';A = x1 : Tq;...;%, : Ty; 1 : Urs...; ¥m : U, la concaténation de T
et A.

3.1.3. REMARQUE. La concaténation de contextes est associative.

3.1.4. NOTATION. Soient x une variable, T un terme et I un contexte. Nous notons (x:T) € I si
I' peut s’écrire I' =T'1; x: T;T'», o1 I'1,T'» sont des contextes.

3.1.5. DEFINITION (Sous-contexte). Soient I',T’ des contextes. I' est un sous-contexte de I, et
nous notons alors I' € I'/, si pour toute variable x et tout terme T, (x:T)el' = (x:T) e I".
3.1.6. DEFINITION. SiI' =x;:Ty;...;x,: T, est un contexte, nous définissons
o I'ensemble DV(T') des variables déclarées de T par DV(T') = {x1;...; Xn},
e 'ensemble FV(I') des variables libres de T par FV(I) = FV(T)) u---UFV(T,).

Substitution et calcul dans un contexte. Nous étendons ici aux contextes ces deux notions défi-
nies préalablement pour les termes.

3.1.7. DEFINITION (Substitution d’'un contexte). Soient I' un contexte, x une variable et N un
terme. Nous définissons inductivement la substitution d’'un contexte :

o[x/N] = e

I'[x/N] six=y
['[x/N];y:T[x/N] sinon.

(T y:T) [x/N]

3.1.8. Lemme (Substitution d’un contexte et variables libres). Soient " un contexte, x une variable
et N un terme. Si x ¢ DV(I')u FUT), alorsT [x/N] =T.

DEMONSTRATION. Par induction sur T'. Le cas I = o est immédiat. Si T' = I’;z : U, montrons
que I'[x/N] =T. De x # z, nous déduisons (I''; z: U) [x/N] =T" [x/N]; z: U [x/N]. Par hypothése d’in-
duction sur I, nous avons I’ [x/N] = I'". Nous concluons en montrant que U [x/N] = U, d’apres le
lemme|[1.2.12} puisque x ¢ FV(U) c FV(I). O

3.1.9. DEFINITION (Contextes et calcul).
(1) La relation de conversion = est étendue aux contextes en posant
x1:Tx2:Toses X Ty 2 x0T 22 Ths 5%, Ty

i / .~/
si pour tout i, T; _Ti.
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(2) Larelation de cumulativité < est étendue aux contextes en posant
!/ ! !/
X1:Tix0:Tose x0T = X1 i T %0 T 5%, 2 T,

si pour tout i, T; < T;..

Jugements. Nous pouvons maintenant définir les jugements utilisés dans les regles de typage.
3.1.10. DEFINITION (Jugements). Soient I' un contexte, M et T des termes de ICCz. Nous défi-
nissons les jugements suivants :
* un jugement de bonne formation : I' -, qui signifie que le contexte I" est bien formé

e un jugement de typage : I' - M : T, qui signifie que, sous le contexte I', le terme M est de
type T. Nous disons alors que T est le contexte du jugement, M le terme du jugement et T
le type du jugement.

Le jugement de typage permet d’assigner un type a un terme. La présence d'un contexte est
nécessaire pour associer un type a chaque variable libre présente utilisée au cours de la dériva-
tion (notamment les variables libres du terme et du type). Le deuxiéme jugement, le jugement de
formation, énonce qu’'un contexte est valide.

Nous définissons ici des expressions qui seront couramment utilisées.

3.1.11. DEFINITION (Terme typable). Soient M, T des termes et I un contexte.
(1) Termes typables :
* M est typable dans le contexte I sl existe un terme T tel que I' - M : T est dérivable.
e M est typable s'il existe un contexte I' tel que M est typable dans T'.
(2) Termes typés :
e MestdetypeT dansT siI' M : T est dérivable.
e Mestde typeT s'il existe I tel que M est de type T dans I'.
(3) Types:
o T estun typedeM dansT siT' - M:T est dérivable.
o T est un type de M s'il existe I' tel que T est le type de M dans I'.
o T est un types'il existe un terme M tel que T est un type de M.

3.1.12. REMARQUE. SiT est le contexte vide, nous écrivons respectivement - et - M : T plutot
que et eteM:T.

3.1.13. CONVENTION. Nous étendons la convention de Barendregt aux jugements de typage.
Quitte a renommer par a-conversion, nous supposons que dans un jugement de typage, les va-
riables liées sont distinctes des variables libres et des variables déclarées. Plus précisément, si nous
considérons le jugement de typage ' M : T, avec I' = x; : Ty;...; x5, : Ty, et si nous posons BV =

n n
UBV(T)HUBVM)UBV(T) et FV = [ JFV(T;) UFV(M) UFV(T), alors nous avons BV n (FVuDV(I)) =
i=1 i=1

?.

3.2. Parametres. Nous définissons des parametres semblables a ceux utilisés dans la présen-
tation des PTS [GN91, Bar91]. Un PTS est habituellement paramétré par un ensemble de sortes,
un ensemble d’axiomes et un ensemble de regles. Nous avons déja présenté I'ensemble des sortes
considérées. Nous décrivons ici les autres parametres qui seront utilisés dans les regles de typage :
un ensemble d’axiomes et deux ensembles de régles.
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3.2.1. DEFINITION (Ensembles d’axiomes et de regles).
Axiom = {(Prop, Type)} U {(Type;, Type; 1) | i >0}
Rule = {(s, Prop, Prop) | s € Sort}u
{(Prop, Type;, Type;), (Type;, Type;, Typepaxi, jy) | i, j > 0}
Rule’ = {(s,Prop, s) | s € Sort}u
{(Prop, Type;, Type;), (Type;, Type ;, Typepaxi, jy) | i j > 0}

Notons que nous avons deux systémes de régles et non pas un seul comme habituellement
dans les PTS. Cela est justifié pour des raisons de cohérence logique. Les types produits sont im-
prédicatifs ((s, Prop, Prop) € Rule) alors que les sommes sont prédicatives ((s, Prop, s) € Rule). Si les
sommes étaient prédicatives, le systeme serait incohérent [Luo90].

La proposition suivante détaille les propriétés vérifiées par les parametres des ICCy. Elle se
montre trivialement d’apres les définitions de Axiom, Rule et Rule’.

3.2.2. Proposition (Propriétés des parametres).
(1) Les parametres de ICCs sont fonctionnels :
e pour toutes sortes s,s',s", si (s,s'),(s,s") € Axiom alors s’ = s" ;
e pour toutes sortes 1, $2,5,5', si (s1,$2,$),(s1,52,5") € Rule (resp. € Rule’) alors s=s'.

(2) les ensembles de regles sont complets : pour toutes sortes sy, Sy il existe une sorte s telle que
(81, $2, $3) € Rule (resp. (s1, $2, $3) € Rule’).

(3) ICCs na pas de sorte maximale : pour toute sorte s, il existe une sorte s' telle que (s,s') €
Axiom.

(4) les parametres sont compatibles avec la cumulativité :
o si(s1,52),(s],5)) € Axiom avec s, < s}, alors s, < s,
o si(s1,52,83),(8], 5, 53) € Rule avec sy < 5] et s, < s}, alors s3 < s,

o si(s1,52,53),(8),85,55) € Rule’ avec s) < s| et s, < s, alors s3 < s}.

3.3. Regles de typage.

3.3.1. DEFINITION (Regles de typage). Les regles de typage sont les regles d’'inférence décrites
dans les ﬁgures et EI

Classification globale des regles.
Nous pouvons regrouper les regles en différents groupes.

(1) (wr-E) et (wr-S) permettent de vérifier la bonne formation des contextes : un contexte est
vide est bien formé ( (wr-E)) et un contexte reste bien formé s’il est étendu par une variable
fraiche associée a un type typé par une sorte.

(2) (var) et (sorr) permettent de typer une variable et une sorte.

(3) (cum est I'équivalent de la regle de conversion des PTS, la cumulativité remplacant la -
conversion habituelle.

(4) Pour chaque constructeur de type, nous avons, a la maniére de la déduction naturelle [Gen35,
Pra65] :

3. Ces regles, ainsi que les principaux systemes d’inférence présentés dans ce manuscrit, sont récapitulés dans dans
I'annexe
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I'T:s x¢DVD)
(WEF-E) (WE-S)
o ;x:TH

T' (x:Tel I'~  (s1,$2) € Axiom
(VAR) (SORT)
I'Ex:T I'Esp:s

I'ET:s; I;x:TEU:sy (s1,$2,53) € Rule

(E-PRD)
I'IMIx:T.U:s3

I'x:THFM:U T'HIIx:T.U:s

(LAM)
T'HFAx.M:MIx:T.U

'EM:IIx:T.U T'EN:T

(APP)
IT'FMN:U|[x/N]

I'T:s; I;x:THU:sy (s1,$2,53) € Rule

(I-PrD)
I'-Vx:T.U:s3

x:TEM:U THVYx:T.U:s x¢FVM)

(GEN)
I'EM:Vx:T.U

I'EFM:Vx:T.U I'EN:T

(INST)
I'HEM:U|[x/N]

'EM:T THT:s T=<T

’ (Cum)
I'EM:T

FIGURE 4. Regles d’inférence de ICCys (calcul des constructions)

« une regle de formation qui type le constructeur de type : cette regle vérifie que le do-
maine et le codomaine sont typés par des sortes respectant les regles des parametres
Rule et Rule’;

» une regle d’introduction qui type le constructeur associé au constructeur de type consi-
déré;

e une regle d’élimination (deux regles pour le type sous-ensemble) qui type 1'élimina-
teur associé au constructeur de type (s'il existe) ou qui, plus généralement, type un
terme a partir d'un terme typé par le constructeur de type.

Les trois premiers groupes de regles ainsi que les regles du produit dépendant sont semblables
a celles des PTS aux deux différences pres déja discutées : 'absence d’annotation dans les abstrac-
tions et I'utilisation de la relation de cumulativité au lieu de la conversion.

Etudions maintenant les régles des autres constructeurs de type.

Produit dépendant implicite.
Dans ICC, Miquel ajoute le produit dépendant implicite. Sa régle de formation est similaire a celle
du produit dépendant usuel. L'abstraction, dans la régle d'introduction, I'application, dans la régle
d’élimination, sont implicites, a la maniére de ’abstraction et I'application de type dans Systéme F
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IT'HA:s I;x:AFB:s, (81, 52, 83) € Rule’

()
I'FXx:A.B:s3

I'a:A THb:B[x/a] THZx:A.B:s
(Z-)

I'(a,b):Zx:A.B
'FP:2x:A.B—s ThFc:Zx:A.B I;x:Ay:BEf:P(x,y)

'+ Elims(xy.f,c):Pc
I'A:s I;x:AFB:s, (81, S2, $3) € Rule’

@
I'HF3dx:A.B:s3
I'ta:A THb:Blx/al] TH3Ix:A.B:s
3-D
I'-(,b):3x:A.B
'FP:3x:A.B—s T;x:A;y:BFf:P(o,)
I'Fc:3x:A.B xgFV(f)
(3-E)
'+ Elim3(y.f,c):Pc
I'FA: s I'x:AFB:s,
(SuB)
I'H{x:A|B}:85
I'ta:A TrHb:B[x/al TH{x:A|B}:s
(SuB-I)
I'ta:{x:A|B}
I'Fa:{x:A|B}
(SuB-E-1)
I'a:A
T'EP:s I;y:Blx/clF f:P
I'c:{x:A|B FV
c:{x:A|B} ye¢FV() (SUB-E-2)
'=f:pP

(2-E)

FIGURE 5. Regles d’inférence de ICCs (Types somme)

ala Curry [BCOQ]. Ainsi le produit implicite peut lui aussi, comme la quantification de type Va.A du
Systeme E se comprendre comme un type intersection, dans le sens ot un terme de type Vx:T.U

peut étre de type U [x/N] pour tout N typé par T (dans un contexte idoine).

Notons la condition de bord x ¢ FV(M) dans la régle d’introduction qui est extrémement im-
portante car elle interdit d’abstraire implicitement une variable qui apparait calculatoirement dans

le terme.

Sommes dépendantes.

ICCs enrichit ICC avec des sommes dépendantes. Les sommes dépendantes ont été introduites
par Martin-Lof dans sa théorie des types [ML75, MLS84]. Elles permettent de typer les paires

dépendantes (a, b), ou le type de b dépend de a.

Nous introduisons trois sommes dépendantes dans ICCs.
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+ La premiere somme dépendante est analogue a la somme dépendante prédicative de la
théorie des types de Martin-Lof. La seule différence est que, puisque la syntaxe est a la
Curry, les paires et les variables des éliminateurs ne sont pas annotées. Pour I'élimination,
nous choisissons d’utiliser un éliminateur unique Elims(xy.f, c) plutét que la formulation
avec les deux projections my, 7, et la regle de réduction (m;(c), m2(c)) — ¢ (surjective pai-
ring).

« Nous ajoutons deux autres sommes dépendantes : le type existentiel et le type sous-ensemble.
Elles jouent pour les paires un role analogue au produit dépendant implicite pour les abs-
tractions. Ainsi leur raison d’étre est de permettre de typer les paires (a, b) lorsque a (type
existentiel) ou b (type sous-ensemble) dont le contenu n’est pas considéré calculatoire.

Le type existentiel est semi-implicite.
Le type existentiel n’est pas malheureusement pas completement un type implicite. I[déalement,
nous aurions voulu avoir les regles d’'introduction et d’élimination suivantes [Ber09] :

I'a:A I'-b:Blx/al I'HF3dx:A.B:s
I'b:3x:A.B

TFP:3x:A.B—s DLx:Ay:BFf:Py
I'c:3x:A.B x¢ FV(f)
'k flylcl:Pc

Malheureusement, ces regles invalident la propriété de préservation du typage. En effet nous
pouvons reproduire dans ICCys le contre-exemple donné dans [BDd95| et repris dans [SU98] et
[Tat07]. Posons Mj = z((At.) xy) (At. ) xy) et My =z(xy) (At. ) xy) etT'=B:sg;C:sc;D:sp;x:
B—-3IX:D.X—=X);y:B;z:IIX:D.(X—X) - X —X) — C) ou sp,Sc,Sp sont des sortes quel-
conques. Nous avons I' - M; : C et M —pg M mais I'* M, : C.

Nous avons donc modifié les régles en adaptant a ICCx la solution utilisée par [Tat07]. Nous
avons ainsi introduit un constructeur pour le type existentiel, la paire existentielle, qui est une
paire ot le membre de gauche est anonyme (mais sa présence est nécessaire pour la distinguer
des autres termes). Nous ajoutons également un éliminateur explicite qui ressemble a celui de la
somme dépendante : la seule différence est qu'une seule variable est liée a la branche f. La pré-
sence d’'un constructeur et d'un éliminateur conduisent naturellement a ’ajout d'une regle de ré-
duction : il s’agit de la regle 13. Au final, le type existentiel a toutes les caractéristiques d'un type
explicite (constructeur, éliminateur, regle de réduction) méme si les parties logiques n’apparaissent
pas.

Type sous-ensemble. Ce type est bien un type implicite : il n’a ni constructeur, ni éliminateur,
ni regle de réduction associée. Notons la présence de deux régles d’élimination au lieu d'une seule
pour les deux autres types somme. Cela est un choix effectué pour des raisons de commodité. En
effet, nous aurions pu choisir la régle suivante en lieu et placeﬁ des deux régles d’élimination :

T'FP:{x:A|B}—s I'c:{x:A|B} Ix:A;y:BEf:Px y e FV(f)
'k flx/c]:Pc

(SuB-E)

Mais cela aurait rendu la preuve de préservation du typage (cf. chapitre [2) sensiblement plus com-
pliquée, du fait de la présence d’'une substitution dans le terme typé par la conclusion.

4. Nous comparons dans l'anneerCCz avec un systeme de types ol les régles (Sus-E-1) et (Sus-E-2) sont rem-
placées par la régle (Sus-E). Nous montrons qu'un tel systeme est inclus dans ICCy, et que sous certaines conditions, la
réciproque est vraie.



3. TYPAGE 25
Regles de ICC omises dans ICCs. Dans ICCy, nous omettons deux regles présentes dans ICC.
La premiére de ces deux regles est la regle de |'extensionnalité.

I'Ax.Mx:T x¢e FV(M)
I'EM:T

(EXT)

Nous n'avons pas retenu cette regle car cela aurait fortement compliqué I'étude du systeme (en
particulier la préservation du typage et le renforcement). Mais avoir cette regle dans ICCy nous
aurait permis d’avoir la préservation du typage par n-réduction dans ICCs, ce qui ne semble pas
étre le cas dans le systéme actuel (cf. chapitre suivant).

La deuxiéme regle que nous n'avons pas retenue est la régle de renforcement.

[x:TEM:U x¢ FVIM)UFV(U)
I'EM:U

(STR)

Nous ne souhaitons pas avoir cette régle car, comme le remarque Miquel, elle revient a assimiler
le produit implicite non-dépendant [T] — U et son codomaine U. Cela nous semble incompatible
avec le fait d’avoir un systemes de type pour la programmation certifiée : un programme qui véri-
fierait 1 spécification [T] — U vérifierait automatiquement la spécification U méme si T n’est pas
habité.]

3.3.2. DEFINITION (Jugement valide dans ICCy). Un jugement I' - M : T est valide ou dérivable
dans ICCs s’il existe une dérivation utilisant les régles de typage de ICCs dont il est la racine.

3.4. Propriétés.

Propriétés métathéoriques de base.
3.4.1. Lemme (Bonne formation des contextes). SoientT',A des contextes et M, T des termes.
(1) Toute dérivation de T'; A+ inclut une dérivation deT .
(2) Toute dérivation deT'; A+ M: T inclut une dérivation deT .

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur les structures des dérivations des jugements I'; A -
etI;AFM:T en considérant la derniére regle appliquée. Le cas de (wr-E) est trivial. Pour les autres
regles, si I'; A est le contexte de la conclusion, toutes les prémisses ont un contexte de la forme
[';A; A’. Nous pouvons alors immédiatement conclure par induction. U

En prenant A = ¢, nous démontrons ce corollaire qui sera utilisé plus souvent.
3.4.2. Corollaire (Inclusion de dérivation). SiT'+ M : T alors T' . De plus la dérivation de T + est
incluse dans celledeT'-M:T.
3.4.3. Lemme (Déclaration des variables libres). SoitI' = x1:Ty;...;x,: T, un contexte
(1) SiTt, alors FV(T;) c{xy,...,xi—1} pour touti€[l...n].
2) SiT FM:T, alors FV(M) c DV(I), FV(T) € DV(T') et FU(T;) < {x1,...,x;—1} pour tout i €
[1...n].

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur la structure des dérivations en considérant la
derniere régle appliquée. Toutes les régles se traitent aisément compte-tenu de la définition des
variables libres d'un terme (définition[1.2.7]du chapitre[I) et des variables déclarées d'un contexte
(définition [3.1.6). Pour les régles (are) et (inst), nous utilisons le lemme [I.2.12 O

3.4.4. REMARQUE. SiT' , alors FV(I') c DV(I).

5. Notons que ICC muni de la regle de renforcement est cohérent. Cela ne I'invalide donc pas en tant que systéme
logique.
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Affaiblissement.
3.4.5. Lemme (Affaiblissement généralisé). SoientT,I’,A des contextes tels queT =T, T’ + et DV(I")n
DV(A) = ¢. Alors
(D
AR = ThAF
@)
GAFM:T = T;5AFM:T

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur les dérivations des jugements I';AF et ;A M:
T en considérant la derniére regle appliquée. Toutes les regles sont immédiates. ([

En prenant A = e, nous avons le résultat classique d’affaiblissement.
3.4.6. Corollaire (Affaiblissement). SiT <I’ et T’ + alors
'EkM:T = I'M:T

3.4.7. REMARQUE. Il est délicat de démontrer directement le corollaire, a cause des regles dont
une des prémisses a un contexte I'; A (A contient une ou deux déclarations de variables) qui étend le
contexte I' de la conclusion. En effet, pour pouvoir appliquer par induction le lemme a la prémisse
dont le contexte est I'; A il faut montrer I'’; A . Puisque A contient une ou deux déclarations de
variables, cela est faisable par inversion de la régle (wr-s) et en utilisant la bonne formation des
contextes, mais cela est un peu technique.

Substitutivité.
3.4.8. Lemme (Substitutivité). SiT'+ N:U alors :
(D
I'x:U;AF = T;A[x/N]F
@2

Ix:UGAEM:T = TI;A[x/N]EMI[x/N]:T[x/N]

DEMONSTRATION. Nous procédons par induction mutuelle sur les dérivations des jugements
Ix:U;AF et x: U;AFM: T en considérant la derniere regle appliquée.

e (Wr-E) ne peut étre la derniére régle appliquée.

o Les cas des regles (wr-s) et (Sorm), des regles de formation ( (E-Prp), (I-Prp), (%), (3), (Sus)), de
(LaM) et (Z-E), (Sus-E-1) se résolvent immédiatement par induction.

» Pour les regles (Gen), (3-E) et (Sus-E-2), qui ont des conditions de bord, il suffit d’utiliser, en
plus des hypotheéses d’induction, le lemme|[1.2.12

o (var) La derniere regle appliquée est :
I;x:U; AR (y:A)el;x:U;A
I;x:U;AFy:A
Si y # x, les hypotheses d’induction permettent de conclure. Si y = x, par induction
I'; A[x/N] =, nous pouvons donc affaiblir I' - N : U et dériver I'; A[x/N] FN: U.

o Les regles (arp), (InsT), (=-I), 3-D, (Sus-I) contiennent des substitutions. Elles se traitent par
induction en utilisant le lemme des substitutions multiples (lemme|1.2.13).

(VAR)

¢ Pour la regle (cum), 'appel aux hypothéses d’induction est complété par le lemme de
la page|14|liant cumulativité et substitution.
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Cumulativité de contextes et jugements.

3.4.9. Lemme. SoientT’,T des contextes tels queT' <T etT'+, alors :
(D
IAF = ThAF
@)
GAFM:T = T;AFM:T

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur les dérivations des jugements I’ A et A M:
T en considérant la derniére régle appliquée. Toutes les régles sont immeédiates sauf (var) dans le
cas ou la variable est une variable de I' et non de A.

SiTAFx:T avec (x:T) €T, montrons que I';AF x:T. Par hypothese, nous avons I'’ArketT
tel que T’ < T et (x:T') € I'. En appliquant (var), nous dérivons I''; A - x: T’.

Montrons qu'’il existe une sorte s telle que I''; A - T : s. Par application de (cum), nous déduirons
I At x:T.Posons I' =T';x: T;T et I' = I'};x : T;T,. D’apres le lemme [3.4.1} la dérivation de
IA F x: T inclut une dérivation de I'y;x : T . Par inversion de (we-S), il existe une sorte s telle
qu'une dérivation de I'; - T : s est incluse dans celle de I'; A + x : T. Par induction, nous dérivons
I = T:s, puis, par affaiblissement, I'; AFT:s. O

De méme que pour l'affaiblissement, la présence de A est nécessaire car certaines prémisses
des regles de typage ont un contexte qui étend le contexte de la conclusion. En choisissant A = e,
nous obtenons ce résultat plus pratique.

3.4.10. Corollaire (Cumulativité et changement de contexte). SiT -M:T, " <T et '+, alors T’ I
M:T.

Echange de variables. 1.énoncé habituel du lemme d’échange de variables est le suivant : la
dérivabilité de I';x: A;y: B;AFM: T, avec x ¢ FV(B), implique celle de I'; y : B;x : A;J A+ M: T. Cet
énoncé est valable dans ICC, grace a la présence de la régle de renforcement, mais ne I'est pas a
priori dans ICCs. Intuitivement, le fait que x ¢ FV(B) ne permet pas de prouver que I'; x: A;y: B+
car x peut étre utilisé dans la dérivation prouvant que B est typé par une sorte méme s’il n’apparait
pas dans B.H
3.4.11. Lemme (Echange de variables).

(1) Sil;x:A;y:B;AketT'-B:salorsT;y:B;x: A;A .

@) SiTix:A;y:BAFEM:TetT'FB:salorsT;y:B;x: A;A-M:T.

DEMONSTRATION. Les points (1) et (2) se prouvent simultanément par récurrence sur la lon-
gueur du contexte A.

e Casdebase: A =-c,

(1) D’apres le lemme (bonne formation des contextes), nous avons I';x : A . Par
inversion de la regle (wr-s), il existe une sorte s’ telle que I' - A: s'. En appliquant (we-
), nous dérivons I'; y : B I-. Par affaiblissement, I'; y : B+ A : s. En appliquant (we-s),
nous dérivons I'; y : B; x : A .

(2) Nous avons I';x: A;y : BF (lemme [3.4.1). D’apres (1), I'; y : B;x: A+. Nous concluons
par affaiblissement (lemme puisque I;x:A; y:BST;x:A; y:B.

6. Prendre par exemple I' = A: Prop;B: [A] — Prop.
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o Cas récursif.
(1) Par inversion de (ws-s) et par hypothése de récurrence.
(2) Similaire au cas de base.
(]

Lemmes d’inversion faible. Les lemmes d’inversion sont beaucoup plus compliqués a mettre en
place dans ICCs que dans les PTS a la Church, car les régles de typage sont faiblement dirigées par
la syntaxeﬂ En effet, en plus de la régle de cumulativité, les regles d’introduction et d’élimination
des deux constructeurs de type purement implicites (le produit dépendant implicite et le type sous-
ensemble), soit cinq régles, modifient la structure du type d'un jugement sans modifier celle du
terme. Ainsi une abstraction peut certes étre typée par un produit dépendant, mais elle peut I'étre
également par un produit dépendant implicite ou un type sous-ensemble...

Pour contourner ce probléme, nous introduisons la notion de types dérivés. Son but est de
réfléter les transformations qui peuvent avoir lieu sur la structure du type d'un jugement I'appli-
cation des regles d’introduction et d’élimination des produits dépendants implicites et des types
sous-ensemble.

3.4.12. DEFINITION (Types dérivés). Soit T un terme de ICCs. Lensemble des fypes dérivés de
T, noté Deriv(T), est défini inductivement par :

————— (D -BASE)
T € Deriv(T) FRIVBASE
R € Deriv(T)
_ (DERIV-Y)
Vx:A.Re Deriv(T)
R € Deriv(T)
- (DERIV-SUB)
{x:R|B} € Deriv(T)
R € Deriv(T) R=<P
(DERIV-CUM)

P € Deriv(T)
3.4.13. Lemme. SiR € Deriv(T) alors T <R ou il existe A,B tels que Vx:A.B=Rou{x:A|B}<R.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de R € Deriv(T) en considérant la derniere
regle appliquée. Les regles (Deriv-Base), (Deriv-v) et (Deriv-Sus) sont immédiates. Pour (Deriv-Cum),
I'hypothese d’'induction permet de conclure sans difficulté du fait de la transitivité de <. U

Nous montrons ici que la notion de types dérivés est conservée par substitution. Cela est rendu
nécessaire par la regle (nst).

3.4.14. Lemme (Types dérivés et substitution). SiR € Deriv(T) et si z ¢ BV(R) alorsR[z/N] € Deriv(T [z/N]).

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de R € Deriv(T). Nous considérons la derniére
regle appliquée.

o (Deriv-Base) : Si R =T, nous avons bien T [z/N] € Deriv(T [z/N]).

e (Deriv-¥) : Par hypothése d’induction, R[z/N] € Deriv(T [z/N]) d'ott (Vx:A.R)[z/N] = Vx:
A[z/N].R[z/N] € Deriv(T [z/N]).

e (Derv-Sus) : similaire au cas précédent.

7. Nous y reviendrons a la sectiondu chapitre
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3.4.15. Lemme.
(1) SiReDeriv(T) et siR<Vx:A.BalorsT<Vx:A.B ouB e Deriv(T).
2) SiReDeriv(T) et siR=<{x:A|B} alorsT <{x:A|B} ou A € Deriv(T).

DEMONSTRATION. Les deux points se prouvent de maniére similaire. Traitons le cas du produit
implicite. Nous procédons par induction sur la dérivation de R € Deriv(T) en considérant la derniere
regle appliquée.

e (Deriv-Basg) : Nous avons R=T =< Vx:A.B.

e (Derv-Y) : SiR=Vx:AR.Bg < Vx:A.B avec Bg € Deriv(T). Par inversion de la cumulativité,
Br < B. En appliquant (Deriv-cum) a Bg < B, nous avons bien B € Deriv(T).

e (Deriv-Sus) : cas impossible car, par inversion de la cumulativité, nous ne pouvons avoir
R={x:Ar|Bgr}=Vx:A.B.

e (Derv-Cum) : immeédiat par hypotheése d'induction car P<R=<Vx:A.B.
]

Nous pouvons maintenant exprimer des résultats d’inversion pour ICCs. Notons 'absence de
lemme pour la variable et une plus faible caractérisation pour les éliminateurs, car il n’est pas pos-
sible de connaitre la structure de leur type naturel.[J

3.4.16. Lemme (Lemmes d'inversion faible). Les lemmes d'inversion sont présentés a la figure[6l

DEMONSTRATION. Nous ne traitons que le cas de I'abstraction. Les autres cas sont similaires
(sortes, constructeurs de type et autres constructeurs) ou plus simples (éliminateurs).

Par induction sur la dérivation du jugement I' - Ax.M : R en considérant la derniere regle de la
dérivation. Sept cas sont possibles.

e (Lam) Cas de base : évident.
e (Gen) Si

I;z:THAXx.M:U I'FVz:T.U:sg z¢ FV(Ax.M)
I'FAx.M:Vz:T.U

montrons qu'il existe des termes A, B, une sorte s et un contexte A tels que I'; A;x: A+ M:
B, IAFTIIx:A.B:setVz:T.Ue€ Deriv(Ilx:A.B).

o Par hypotheses d’'induction sur I';z: T+ Ax.M: U, il existe A,B, s et Ag tels que I'; z:
T;Ag;x:AFM:B, I;z2: T; Ao HIIx: A.B:s et U e Deriv(Ilx:A.B).
e En appliquant (Deriv-v) a U € Deriv(Ilx: A.B), nous obtenons Vz:T.U € Deriv(I1x:A.B).
AB,set A=z:T;A conviennent donc.
e (InsT) Si

I'FAx.M:Vz:T.U I'EN:T
I'FAx.M:U|[z/N]

montrons qu’il existe des termes A, B, une sorte s et un contexte A tels que I';A; x: A+ M:
B, I;AFIIx:A.B:setU][z/N] € Deriv(Ilx:A.B).

e Par hypotheses d'induction sur I' - Ax.M : Vz : T.U, il existe Ag,Bg, s et Ag tels que
I;A0;x:Ag M :Bg, I A FTIx:Ag.Bp:set Vz:T.U € Deriv(Ilx: Ag.By).

e Posons A=Ag[z/N], B=Bg[z/N] et A =Aq[z/N].

8. C’est-a-dire le type du jugement ol apparait pour la premiere fois dans la dérivation le terme considéré.
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(s, ") € Axiom
R € Deriv(s")

I;ART: s
A x:THEU:s
(81, 82, 53) € Ruleq
R € Deriv(s3)
A x:TEM:U
'FAx.M:R=3T,U,s5,A{ TI5AFIx:T.U:s
R e Deriv(Ilx:T.U)

AREM:IIx:T.U
IARN:T

I’AFa:A
I'(a,b):R=3x,A,B,A{ T';AFb:Blx/al
ReDeriv(Zx:A.B)

INAFP:2x:A.B—s
I'+Elimz(xy.f,c):R=3BA,B,s,A{ I5AFc:Zx:A.B
LA x:A;y:BEf:P(x, )

I'Aba:A
I'(,b):R=3x,a,A,B,A{ T;A+b:Blx/al
R e Deriv(3x:A.B)

INAFP:3dx:A.B—s
IAFc:3x:A.B

LA x:Ay:BEf:Plo, )
x¢ FV(f)

rl—s:R:>33’{

I'HFOx:T.U:R=dsy, 89, 53, A

FI—MN:R:EIx,T,U,A{

' Elimz(y.f,c):R=3x,PAB,s,A

FIGURE 6. Lemmes d’inversion faible pour ICCx

e D’apres le point du lemme [3.4.15| appliqué a Vz: T.U € Deriv(Ilx:Ag.Bg), nous
avons U € Deriv(Ilx: Ag.Bg), puisque Ilx : Ag.Bg n'est pas comparable a un produit
implicite. D’apres le lemme (3.4.14} U [z/N] € Deriv(Ilx: A.B).

e Puisque I' - N: T, et que z ¢ FV(M), nous avons, par substitutivité sur I'; Ag; x : Ag F
M:Bgetl;AgHTIx:Ag.By:s, IA; x:AFM:BetI;A-TIx:A.B:s.

¢ (cum) Par hypotheses d'induction et en appliquant (Deriv-Cum).
e (Sus-I) Si

I'FAx.M:T I'-b:Ulz/Ax.M] I'H{z:T|U}:s
I'HAx.M:{z:T|U}

montrons qu’il existe A,B,s et A tels que I;A; x:AFM:B, IAFTIx:A.B:set {z:T|U} €
Deriv(Ilx:A.B).

o Par hypotheses d’induction sur I' - Ax.M: T, il existe A,B,s et A tels que I'; A; x: A+
M:B, T;AFIIx:A.B:setTe Deriv(IIx:A.B).

» Nous concluons en appliquant (Deriv-Sus) a T € Deriv(ITx: A.B).

e (SuB-E-1) Si
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I'Ax.M:{z:T| U}
I'Ax.M:T

(SuB-E-1)
montrons qu'il existe A,B,s et A tels que I’ A;x:AFM:B, IGAFTIx:AB:setTe
Deriv(I1x: A.B).

e Par hypothéses d’induction sur I' H Ax.M : {z : T | U}, il existe A,B,s et A tels que
T;A; x:AFM:B, T;AFIIx:A.B:set{z:T|U} e Deriv(Ilx:A.B).

o D’apres le point (2) du lemme|3.4.15appliqué a {z: T | U} € Deriv(I1x : A.B) nous avons
T € Deriv(Ilx : A.B), puisque I1x: A.B n'est pas comparable a un type sous-ensemble.

e (SuB-E-2) Si

I'EP:sy I'kc:{z:T|U} Iy:Ulz/lc]FAx.M:P y¢ FV(Ax.M)
I'Ax.M:P

(SUB-E-2)

montrons qu’il existe A,B,s et A tels que I’A;x :AFM:B, IAFTIx:A.B:setPe
Deriv(Ilx:A.B).

e Par hypotheses d’'induction sur I'; y : U [z/c] - Ax.M: P, il existe A,B, s et A tels que
[;:Ulz/cl; Ag;x:AFM:B, T;y:Ulz/cl; Ag - TIx:A.B: s et P € Deriv(Ilx: A.B).

o Nous concluons en posant A = y: U [z/c]; Ap.

O

3.4.17. REMARQUE. Il n’est pas possible d’inverser similairement la variable. Ainsi I’énoncé sui-
vant n’est pas valable.

(x:Tel

”’“R:'HT{ R € Deriv(T)

En effet, nous pouvons construire un contre-exemple. Posons I' = x : [Prop] — Prop; y : Prop. Nous
avons I' - x : Prop et (x: [Prop] — Prop) € I', mais Prop ¢ Deriv([Prop] — Prop) car cela contredirait
le lemme

Nous remarquons par ailleurs que la preuve précédente échouerait dans les cas (nst) et (Sus-
E-1) a cause de l'utilisation du lemme [3.4.15|car T peut a priori étre un produit implicite ou un type
sous-ensemble.

C’est également pour cette raison que les lemmes concernant les éliminateurs sont plus faibles :
ainsi pour 'application, nous ne pouvons pas prouver que R € Deriv(U [x/N]).

Le corollaire suivant sera utile pour les algorithmes d’'inférence de type de la derniére partie et
pour prouver le report de la n-réduction (cf. annexe [C).

3.4.18. Corollaire. Soient I" un contexte, s une sorte, x une variable et M, T,U des termes de ICCs.
Les jugementsTFAx . M:sTHAx.M:2x:T.UTFAx.M:3x:T.U ne sont pas dérivables.

DEMONSTRATION. Nous ne traitons que le cas de la sorte, les autres points sont similaires.

SiI' - Ax.M: s est dérivable, alors d’apres le lemme précédent, il existe A,B, R tels que R < s et
R € Deriv(Ilx: A.B). De R < s, nous déduisons (lemme [2.3.15| page[18) que D’apres le lemme [3.4.13
Ox:T.U <R avec O€ {II,V,{}}, dou Ox : T.U =< 5. Cela contredit I'inversion de la cumulativité

(lemme page|[18). O
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Indécidabilité de l'inférence de type. Le probleme de l'inférence de type dans un systeme de
types peut s’énoncer ainsi : existe-t-il un algorithme qui prend en entrée un contexte I' supposé
bien formé et un terme M, et qui retourne un terme T tel que ' - M : T est dérivable? Si la ré-
ponse est positive, nous disons que le typage est décidable, sinon nous disons que le typage est
indécidable.

Nous ne prouvons pas de résultat concernant la décidabilité du typage dans ICCy, mais il nous
semble extrémement probable que le typage soit indécidable. En effet, nous avons des résultats
d’indécidabilité du typage pour des versions a la Curry des systemes suivants : Systeme F [Wel99],
le AIl-calcul [Dow93], Systeme F, [Urz93}Urz97|] qui sont inclus dans ICCz.ﬂUn autre résultat per-
tinent, montré dans [GHRDR93], est que la décidabilité du typage dans un calcul des constructions
a la Curry se ramene a celle dans F,.

9. Bien str, l'inclusion d'un langage dans un autre ne permet pas de conclure la décidabilité du typage de 'un de
celle de I'autre.



Chapitre 2

Préservation du typage par réduction

La propriété de préservation du typage ou auto-réduction, exprime le fait que le réduit d'un
terme bien typé est un terme bien typé et de méme type. Cette propriété caractérise la streté d'un
langage de programmation, car elle est équivalente au fait qu'un programme continue de respecter
sa spécification lors de son exécution.

Tous les systémes de types usuels respectent cette propriété. Ce chapitre examine ce qu’il en est
pour ICCs. Nous verrons tout d’abord que la n-réduction ne préserve probablement pas le typage
(section[I). Puis, apres une discussion rapide des difficultés a établir la préservation du typage pour
la Bi-réduction (section, nous introduisons deux outils syntaxiques permettant de surmonter ces
difficultés : les substitutions multiples (section [3) et les jugements de structure (section . Nous
pouvons alors prouver des lemmes d’inversion des types (section et des termes (section @, avant
de finalement prouver la propriété de préservation du typage (section [7).

1. n-réduction et préservation du typage

Nous présentons tout d’abord un exemple de n-redex bien typé dont le réduit semble mal typé.

Considérons le contexte I' =T : Prop; x : [T] — T — Prop. La figure [/l montre que nous pouvons
dériver T Ay.xy: T — Prop. De plus, nous avons bien y ¢ FV(x) = {x}. Par contre nous ne pouvons
a priori pas dériver I' - x: T — Prop.

Ly:TH y:TE

(VAR)  ——2 (Var) :
Iy:TEx:[T]-T— Prop Ly:TRy:T (IsT) Ly:TEH v
NST —_—
Iy:THx:T— Prop Ly:THy:T (Vaw

[;y:THxy:Prop
'Ay.xy:T— Prop

(LAM)

FIGURE 7. Dérivation du n-redex

Pour prouver en toute rigueur que T — Prop n’est pas un des types possibles pour x dans T}, il
faut a priori établir un lemme d’inversion de la variable. Nous n’établissons pas ce lemme ici : la
non-préservation du typage par 1 reste donc une conjecture, mais une conjecture raisonnable.

Il est intéressant de remarquer que dans les systemes de types usuels, la n-réduction préserve
le typage. Pour les PTS (a la Church) la preuve de préservation de typage pour n est faite en utilisant
le lemme de renforcement:siT;x:THEM:Ret x¢ FV(M)UFV(R), alors T - M:R ([Geu92]).

Dans le systéme de Miquel, la préservation du typage par n est prouvée par induction en utili-
sant la regle de typage (exr) pour le cas du redex :EI

1. Comme le note Miquel, cela est aussi le cas dans le systéme F a la Curry de Joe B. Wells [Wel96]

33
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F'EAx.Mx:T x¢ FV(M)
I'=EM:T

(EXT)

Notons également que le lemme de renforcement n’est pas prouvé dans le systeme de Miquel
mais affirmé par une regle de typage :

I;x:TH-M:U x¢ FVIM) UFV(U)
I'EM:U

(STR)

D’apres Miquel, la raison de la non-admissibilité du renforcement est la « présence du produit im-
plicite non—dépendant»ﬂ et, plus précisément le fait que [T] — U peut étre habité alors que U ne
'est pas. Notons que le contre-exemple donné ci-dessus joue sur le méme ressort.

2. Difficultés a établir la préservation du typage par pi-réduction

Dans les PTS usuels, la preuve de préservation de typage pour la f-réduction repose sur 'inver-
sion de la conversion (qui repose sur la confluence) et des jugements de typage [Geu92].

Puisque nous avons déja inversé la cumulativité, il nous suffit a priori d’établir les lemmes d’in-
version pour pouvoir montrer la préservation du typage par pi-réduction.

Inverser un jugement I' - M : R, ot M est un terme de structure connue, consiste a déduire des
jugements typant les sous-termes de M ainsi qu’a relier R a un type canonique. Ainsi, dans un PTS
I'- MN:R implique I'existence de T,U tels que ' M:IIx:T.U et ' N:T avec R=Z U [x/N].

Les lemmes d’inversion de jugement se déduisent en général assez facilement des regles de
typage en raisonnant sur la derniére regle appliquée dans la dérivation de I' = M : R. Celle-ci est soit
la regle caractéristique de la structure de M, soit la régle de cumulativité (ou de cumulativité selon
le systeme considéré). Il suffit alors de remonter la dérivation tant que la derniére regle appliquée
est la regle de cumulativité.

Comme nous l'avons déja remarqué au chapitre précédent, établir des lemmes d’'inversion est
beaucoup plus complexe pour ICCg, car la derniere régle de la dérivation d’'un jugement I' - M : R
peut étre choisie parmi non pas deux mais sept regles : la régle caractéristique de la structure de M,
la reégle de cumulativité, les deux regles d’introduction et d’élimination du produit implicite et les
trois régles d’'introduction et d’élimination du type sous-ensemble. R n'est donc plus comparable
par cumulativité au type naturel de M; il peut également étre encoquillé dans des produits impli-
cites ou des types sous-ensemble. Ainsi nous pouvons dériver T : Typey; U: Typeg - Prop:Vx:T.{z:
[U] — Typey | Vy: T — Prop.yx}.

Miquel a également rencontré un probléme analogue puisque, dans ICC, la derniere regle peut
également étre la regle d’introduction ou d’élimination du produit implicite. Pour tenir compte
de la présence de produits implicites entourant le type naturel, un contexte de typage reprenant
les quantifications des produits implicites éventuellement présents a été ajouté dans 'énoncé des
lemmes d’'inversion. Ainsi de I' =11z : T.U : R nous pouvons déduire qu’il existe un triplet de sortes
(81,52, 83) € Rule et un contexte A tels que

e IART: s
e IN’A;z:THU: s
e VA.s3=R
(avecsiA=x1:Ty;...;x,: Ty, VAM=V(x1:Ty)...V(x,:T;,).M.)

Malheureusement, nos tentatives pour généraliser la solution de Miquel dans ICCy ont seule-
ment abouti aux lemmes d’inversion présentés au chapitre précédent. La différence cruciale entre

2. cf. p: 65 dans [Miq01]
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ces lemmes et les lemmes d’inversion de Miquel est qu'il est possible dans ICC de relier R a A. Nous
ne sommes pas parvenus a le faire pour ICCs. Les problémes sont principalement venus de la regle
(Sus-E-2), et en particulier de la prémisse I';y: B+ f: P : la variable y interfere avec le contexte A
dans I'; y : B; A sans que nous puissions échanger y et A.

Notre solution est plus complexe et nécéssite I'introduction de deux outils. Le premier, les sub-
stitutions typées, formalise la substitution de plusieurs variables par des termes. Le second est un
nouveau jugement, appelé jugement de structure, qui relie, via une pile de termes, un type a un
constructeur de type encoquillé en lui.

3. Substitutions

Le but de cette section est d’établir un outil permettant de réaliser la substitution simultanée
de plusieurs variables dans un terme ou un jugement. Nous souhaitons de plus que cette substitu-
tion préserve le typage, c’est-a-dire que la substitution d'un jugement dérivable soit un jugement
dérivable.

Nous présentons dans une premiére sous-section une substitution qui permet de substituer
plusieurs variables simultanément, sans nécessairement préserver le typage. Puis, dans une deuxiéme
sous-section, nous définissons des substitutions typées par un contexte et montrons qu’elles pré-
servent le typage.

3.1. Substitutions non-typées.

Substitutions et termes.

3.1.1. DEFINITION (Substitution). Une substitution o est une fonction de Var vers Ajcc qui est
égale a l'identité sauf pour un nombre fini de variables. Lensemble des ces variables, appelé son
domaine, est noté Dom(o).

La substitution dont le domaine est vide est notée id.

Si Dom(o) = {x3,..., X}, les valeurs My,...,M,, prises par o en xi,..., X, définissent parfaite-
ment la substitution. Nous notons alors o = {x; — Mj;...; x;, — Mj}. Lensemble des variables libres
de o, noté FV(0), est défini par : FV(o) =FVM) u---UFV(M,,).

3.1.2. DEFINITION (Substitution d’'un terme). Soit o une substitution.

Nous étendons o a tous les termes de ICCs en définissant inductivement la fonction 6 : Ajcc —
Ajcc

6(x) = o)
G(s) = s
6(IIx:T.U) = TIIx:6(T).6(0U)
6Ax.M) = Ax.6(M)
6(MN) = 6(M)G6(N)
6(vx:T.U) = Vx:6(1).6(0)
6({x:AIB) = {x:6(A)|61B)}
6(3x:A.B) = 3Ix:6(A).6(B)
6((o,b) = (¢0,6(b)
G6(Elimz(y.f,c)) = Elimz(y.6(f),6(c)
6Zx:A.B) = Zx:6(A).6(B)
6((M,N)) = (6M),6(N)

6(Elims(xy.f,c)) = Elimz(xy.6(f),6(c))



36 2. PRESERVATION DU TYPAGE PAR REDUCTION

3.1.3. REMARQUES. (1) Dans la suite nous assimilerons o et 6 en notant (M) le terme
6(M).
(2) Nous substituons les variables simultanément et non pas séquentiellement. Ainsi, si o =
{x— y;y— x}, alors o(x y) = y x, tandis que (xy) [x/yl[y/x]=xx et (xy) [y/x][x/y]=y}y.
3) Sio={x— N}, alors (M) =M [x/N].
(4) Pour tout terme M, id(M) = M.

3.1.4. CONVENTION. Dans le prolongement des conventions précédentes, afin d’éviter a la fois
la capture de variables libres et la substitution de variables liées, nous renommons par a-conversion
les variables liées d'un terme M auquel est appliqué une substition ¢ afin d’avoir BV (M)n(Dom(o)uU
FV(o)) = @.

3.1.5. Lemme. Soient 61,0, des substitutions et M un terme. Si, pour tout x € FV(M), o1(x) = 02(x),
alors 01 (M) = g2 (M).

DEMONSTRATION. Immédiat par induction sur la structure de M. U

3.1.6. Lemme (Substitution et variables libres). Si M est un terme, on a
FVocM) = U FV(o(x)
xeFV(M)
= (FV(M)\Dom(o)) U U FV(o (x))
xeDom(o)NnFV(M)
c FV(M)u FV(o)

DEMONSTRATION. La premiére égalité se montre par induction sur la structure de M. La deuxieme
égalité est claire car o(x) = x si x ¢ Dom(o). Enfin, I'inclusion est immédiate par définition de
FV (o). O

3.1.7. Lemme (Substitution et substitution de variables). Si x ¢ Dom(o) U FV(0) alors (M [x/N]) =
o(M) [x/o(N)].

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de M. En appliquant la convention de Baren-
dregt et la convention tous les cas sont évidents sauf celui de la variable.

Si M = x ¢ Dom(a), alors c(M) = x Aot c(M) [x/o(N)] = o(N) = (M [x/N]).

Si M =y # x, alors cM[x/N]) = o(y) et c(M) [x/c(N)] = a(y) [x/c(N)]. Or x ¢ FV(a(y)) car
FV(o(y)) c FV(o) par définition. Donc (M) [x/c(N)] = o(y) = o(M [x/N]). O

3.1.8. REMARQUE. Le résultat est faux si x € Dom(o) U FV(o). Soient x, y, z des variables deux a
deux distinctes.

e Considérons 0 = {x — y}, M = x et N = z. Alors x € Dom(o) \ FV(0), cM[x/N]) = z et
oM) [x/a(N)] =y.

e Considérons o = {y — x}, M = y et N = z. Alors x € FV(0) \ Dom(c), oM [x/N]) = x et
oM)[x/o(N)] = z.

3.1.9. Corollaire (Substitution, réduction, conversion et cumulativité). Soient T, T’ des termes et o
une substitution.

I T —Bin T = o B o(T)
2) T BN T = o) B o(T)
3) T=T = o(T) =a(T)
(4) T=<T = o(T) =a(T)
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DEMONSTRATION. (2) se déduit de (1) par une récurrence immédiate sur le nombre de réduc-
tions. (3) est une conséquence de Church-Rosser et (2). (4) se montre immédiatement par induction
sur la dérivation T < T’. Nous appliquons (3) pour le cas de la régle (cum-Rer). Les autres régles se
traitent immédiatement car toute substitution conserve les sortes et la structure d’'un terme.

Pour montrer (1) nous devons distinguer deux cas selon que la réduction a lieu a la racine ou
dans un sous-terme.
e Réduction a la racine : Il suffit de montrer les résultats suivants
o(Ax.M)N) >g o(MI[x/N])
o(Elimz(y.f,(0, b)) >, o(fly/b])
o(Elims(xy.f,(a, b)) > o(flx/ally!/b])

o(Ax.Mx) >, oM)six¢FVM).

 Les trois premiers cas se démontrent facilement en utilisant la définition de la substi-

tution et le lemme MEI

* Montrons le cas de la n-réduction. Nous avons x ¢ FVV(M). De plus, d’apres la conven-
tion x ¢ Dom(o) U FV(0) : nous avons donc o(Ax.Mx) = Ax.c(M)x. Il suffit
donc de montrer que x ¢ FV(o(M)). Cela est immédiat car, d’apres le lemme [3.1.6)
FV(eM)) c FV(M) U FV(0).

¢ Réduction dans un sous-terme : par induction sur la structure de T. La preuve est immé-
diate puisque la définition [3.1.2|suit la structure du terme.

O

Substitutions et contextes. Nous prolongeons également la notion de substitution aux contextes.

3.1.10. DEFINITION (Substitution d’'un contexte). Soit o une fonction de substitution. Nous no-
tons o(I') le contexte défini par induction sur I :

ag(e) = e
{ a() si x € Dom(o)

ol5x:T) o);x:0(T) sinon.

Appliquer une substitution a un contexte consiste donc a effacer les déclarations de variables
appartenant au domaine et a appliquer la substitution aux types des variables qui n’apparaissent
pas dans le domaine de la substitution.

3.1.11. REMARQUES.
(1) Nous avons donc DV(a(I')) = DV(T) \ Dom(o) =« DV(T).

(2) Si o est une substitution et si I' - M : T est un jugement dérivable, nous n’avons pas en
général o(T') - o(M) : o(T). Considérons par exemple la substitution o = {x — Prop} et le
jugement dérivable T : Prop;x: T+ x:T. Le jugement substitué est T : Prop - Prop: T, qui
n'est pas dérivable a priori.E]

(3) La substitution vide ne modifie pas le contexte : pour tout contexte I, id(I") =T.

3.1.12. Lemme. Soit I' un contexte bien formé et 01,0, des substitutions telles que pour tout x €
DVI), 01(x) = 02(x). Alors 61 (') = o, (I).

3. Le respect de la convention implique que la condition du lemme est vérifiée.
4. Pour une preuve rigoureuse, il faudrait un lemme d’inversion pour les sortes. Nous ne I'établirons pas dans ce
manuscrit.
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DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de I'. Le cas de base est évident. Supposons
que I';z: T+ et que pour tout x e DV(T';z: T), 01(x) = 02(x). Montrons que 0,(I';z:T) =02(;z:T).
Par hypotheése d’'induction (puisque I' ), nous avons o (I') = g2 (I'). Par ailleurs, 0;(z) = 02(z), donc
z € Dom(g) si et seulement si z € Dom(a,). D’apres la définition [3.1.10} il suffit de montrer que
01(T) = 02(T). Ceci est une conséquence du lemme puisque FV(T) c DV(I') et que o, et 02
sont égales sur DV(T). O

3.1.13. REMARQUE. Le résultat n’est pas valable si le contexte n’est pas bien formé. I'= x: T,
o1 ={T — Prop}, o2 = {T — Type,y} est un contre-exemple.

3.2. Substitutions typées. Dans cette sous-section, nous définissons une classe restreinte de
substitutions, les substitutions typées.ﬂ

Ces substitutions sont associées a un contexte de typage et vérifient certaines propriétés, no-
tamment la préservation du typage.

3.2.1. DEFINITION (Substitution typée). Soient I un contexte et g une substitution. Nous consi-
dérons le jugement de typage de substitution, noté _+ o +I', qui indique que la substitution o est
bien typée dans ICCs sous le contexteT.

Les jugements dérivables sont définis a partir des trois regles d’inférence suivantes :

(SUBST-ID)

Fid+e

_Fo=T ;x:TH
_Fo+T;x:T

(SUBST-GEN)

Fo=T oI)FN:o(l) Iix:TH
_Fouf{x—N}+I;x:T

(SUBST-INST)

Nous montrons facilement les résultats suivants :
3.2.2. Lemme (Propriétés immeédiates). Si _+ o+ T, alors
() TH
(2) Dom(o)u FV(o) c D).
(3) (Affaiblissement) si _Fo+T etsiT;A¢ alors _Fo+T;A.

DEMONSTRATION.
(1) se montre immédiatement par induction sur la structure de la dérivation de _+ o +T.
(2) se montre également par induction sur la structure de la dérivation de _+ o +T.
¢ (Susst-Ip) est immédiat.
 (susst-Gen) se montre facilement a partir des hypothéses d’induction.
e (Susst-INsT) €st un peu moins immeédiat. Si
_Fo=+T o EFN:a(T) I;x:TH
Fou{x—N}+I;x:T
Montrons que Dom(c U {x — N}) UFV (o U {x— N}) c DV(T; x : T). Par hypothese d’in-
duction, nous avons Dom(g) u FV (o) c DV(T). 1l suffit donc de montrer que FV(N) c
DV(I). En appliquant le le point (2) du lemme page [25]a la deuxiéme prémisse,
nous avons FV(N) c DV(a(T). Nous concluons alors grace au point (1) de la remarque
(3) se montre par une récurrence immédiate sur la taille de A en appliquant la regle (Susst-Gen)
pour le cas de récurrence.

(SUBST-INST)

O

5. Notre définition est différente des substitutions typées usuelles (cf. par exemple [Hof97] p.20). Nous conjecturons
que notre présentation aurait également été possible avec la définition habituelle.
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Représentation ordonnée d’'une substitution typée. Nous avons vu que les variables de Dom(a)
sont des variables du contexte de typage I'. Nous pouvons donc les ordonner suivant I'ordre des
variables de I'.

3.2.3. DEFINITION (Représentation d'une substitution ordonnée par son contexte). Si _Fo=+T
avecI'=x1:Ty;...;x,: Ty et 0 # @, alors sa représentation ordonnée par son contexte de typage est

0 = {x;; — Ny;...; x;, — N}

e k < n estle cardinal de Dom(o),
e i,...,Ii sont des entiers tels que 1 <i; < iy <---<ir<net Dom(o) = {x;;...;x;,},

* Nj=0(x;;) pour tout j tel que 1 < j < k.

Remarquons que cette représentation est unique.

Nous pouvons maintenant exprimer le résultat suivant d’inversion de _F o +I' qui caractérise
les sous-substitutions d'une substitution typée.
3.2.4. Lemme (Inversion de la dérivation d'une substitution bien typée). Si _Fo+T avecT = x; :
Ty;..5%0: Ty et 0 = {x;, — Ny;...; x;, — Ni} la représentation ordonnée de o.

Pour j compris entre 0 et k — 1, nous notons I’ le contexte contenant toutes les déclarations pré-
cédant x;;,, :Tj,,,, soit

Pj=x1:Ty. 5% T Xien :Tijvnsc 5 %0, -1: Ty 1

(avecTg=e sii;=1).

Par ailleurs, nous notons o = id et pour tout j compris entre 1 et k,

(Ij:{x,-1 HNl;...;xi]. HNj}.

Nous avons alors, pour tout1< j<k:

_|—0j+Fj_1;xl~j:T,-j oj_l(Fj_l)I—szaj_l(Tij)

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de la dérivation de _+ o +T.
* (Susst-Ip) est sans objet.
e (SuBsT-GEN) Si
Fo=T' I';z:UF
Fo=+Tz:U
avec I' =T";z: U. En appliquant par induction le lemme & la prémisse _+ o +I”, nous
avons, pourtout 1< j<k:
_koj= F’]._l;xij 1Ty, 0]-_1(1“;._1) FNj:0;-1(T;)
Nous concluons en remarquant que F’j =Ijpourtout0=<j<k-1.

(SUBST-GEN)

e (SuBsT-INsT) Si
_Fop T Ok1T") F Ni:0og_1(Ty) I x, Ty b
_F o Ulxg = Nid+ T 2,0 Ty,

(SUBST-INST)

avecI'=T":x; :T; et o =0y U{x; — Ng}.
Montrons pour tout 1< j<k que _g; +Tj-ixi;:Tiy etoj1(Tj-1) ENj:oj-1(T;).

e Si0<j<k-1,nousavonsI;= F’j, donc en appliquant par induction le lemme a la
prémisse _+ o_1 +I’, nous prouvons les résultats souhaités pour 1 < j < k—1.
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e Sij=k, _Fop+T_1;x; :T; équivauta _+ o+TI qui est une hypothese de départ, et
0k-1(Tk-1) F Ng: 01 (T;,) est la deuxieme prémisse puisque I'' = Tj_.

O

Substitutions séquentielles. Une propriété intéressante des substitutions typées est que, contrai-

rement aux substitutions non-typées, nous pouvons controler finement la maniere dont sont sub-
stituées les variables. Nous avons remarqué plus haut (point (2) de la remarque[3.1.3) que les substi-
tutions de variables pour une substitution quelconque se font de maniére simultanée. Nous mon-
trons que si la substitution est typée par un contexte, cette opération peut étre vue comme une
suite de substitutions d'une variable (au sens de la déﬁnition page , ordonnée par I'ordre
des variables dans le contexte de typage. Ainsi les substitutions typées peuvent étre comprises
comme des généralisations a plusieurs variables de la substitution M [x/N] d'une variable dans un
terme.

3.2.5. Lemme. Avec les notations du lemme[3.2.4, nous avons, pour tout j tel que0< j<k—1

(1) pour tout terme M
0j+1 M) =0;M)[x;;,,/Njiil

(2) pour tout contexte A
0j+1(8) =0;(A) [xi;,, /Nj41]

DEMONSTRATION.

(1) Par induction sur M. Les cas inductifs sont évidents. Seul le cas de la variable n’est pas
immédiat. Posons M = x. Nous avons Dom(o;) = {Xiy5...5 x5} et Dom(o 1) = Dom(o;) U
{x; ].H}. Trois cas se présentent :
* Si x ¢ Dom(o 1), alors x ¢ Dom(c;), d'olt 041(x) = 0(x) = x. Comme, de plus, x #
Xi;,,, nous avons x [x;;,, /Nj1] = x.

e Six= Xijopr alors 041(x) =Nj4 et 0j(x) = x, d'ol1 0(x) [xin/NjH] =Nj1.

* Enfin si x € Dom(a;), il existe jo < j tel que x = Xijo d’'ot1 0j41(x) =0j(x) =Nj,. Mon-
trons que x;,,, ¢ FV(Nj)), nous en déduirons que Nj, [x;;,,/Nj1] = Nj,. D’apres le
lemme ‘ nous avons 0,1 (I'j,-1) = Nj; : ojo_l(Tijo), d'ou FV(Nj)) €DV(o,-1(T'j,-1))
DV(T j,-1). Nous concluons alors immédiatement puisque x;,,, € DV(I'j,-1).

(2) Par induction sur A. Le cas A = o est évident. Si A = A’;z: U, nous avons par hypothese
d’induction 04 (Ah=o j (A" [x; i /Nj+1]. Nous distinguons alors comme dans (1) les trois
cas suivants :

* si z¢ Dom(o41) alors
0j+1(8) = 0j41(852:U)
= Gj+1(A’);Z . 0'j+1(U)
Par hypothese d’induction et d’apres le point (1), nous déduisons
0j+1(A) = O'j(A/)[xij+1/Nj+1];Z:0'j(U)[xij+1/Nj+1]
0;(A;z:U) [x4;,, /Nji1]
= 0;(A)[xi;,,/Nj41l.

e Siz= Xij ¢ Dom(cj), alors A = A’;xij+1 :U. Montrons que 0+1(A) =0 (A) [xij+1 /Nj+1].

o Par définition de la substitution d'un contexte (définition |3.1.10), et par hypo-
these d’induction sur A’, nous avons 0 41(A) = o (A" [Xij,, /N1l

* Montrons alors que 0;(A) [x,-jH/NjH] = O'j(A’) [xij+1 /Nj+1].
— Puisque x;;,, ¢ Dom(o ), nous avons ¢ (A) = 0;(A"); x;;,,0;(U) (définition|3.1.10).
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— Nous en déduisons, 7 ;(A) [Xi;,, INj1l=0; (AN [xi;., INj1], d’apres la défi-
nition page
* si z € Dom(o;) < Dom(c;) alors d’apres la définition (3.1.10, 0;4+1(A) = 0]-+1(A’) et
0j(A) =0 ;(A"). Nous concluons alors par hypothese d’induction.

O

Une récurrence immeédiate sur k prouve le corollaire suivant.
3.2.6. Corollaire (Substitutions séquentielles). Si _Fo+T avecT = x;:Ty;...;x,: Ty et 0 = {x;, —
Ni;...;xi, — Ng} la représentation ordonnée de o.
Alors pour tout entier j < k, tout terme M et tout contexte A, nous avons
oM) =0;M) [x;;,, /Njs1l...[x; /Ng
o(A) = Cj(A) [xin/NjH] o [xi INE]
En particulier, pour j =0 :
oM) =M [x; /Ni]...[x; /Ng]
0(A) = Afx; /Nql...[x; /Ng]
etpour j=k-1:
oM) =0 -1(M) [x;, /Ng]
0(A) = 0p—1(A) [x, /N

Préservation du typage. Nous pouvons maintenant montrer la propriété qui a motivé l'intro-
duction des substitutions typées.

3.2.7. Proposition (Préservation du typage par substitution). Si_Fo=+T etsil'-M:R, alorsa(l) -
oM):o0R).

DEMONSTRATION. Par récurrence sur le cardinal k de Dom(o).
e Si k=0 alors o est 'identité et le résultat est immédiat.
e Sik=1:
« En utilisant les notations de la définition[3.2.3]:
— il existe un contexte A tel que
I=T-1;x5 :Ti; A
— d’apreés le lemme [3.2.4] appliqué avec j = k-1, _F 0f_1 +Tx_p;x;,_, : Tj_,, d'ot
par affaiblissement
_Fop1+T
— d’apres le lemme appliqué avec j = k,
Op-1Tk-1) F Ng:0p-1(T3,)
e Montrons que o(I') - o(M) : 6(R). Puisque o = o et d’apres le corollaire il suffit
de montrer que
O k1) [x4 /Nl = 0j—1 (M) [, /Ng] : 0 -1 (R) [x7, /Nl
— Montrons que 01 (I'x_1); X, : 0k—1(T;,);0,-1(A) F 01 (M) : 041 (R).

Par hypotheése de récurrence, nous avons ox_;(I') F -1 (M) : 0¢—1 (R). Nous concluons
en remarquant que I' = I'_y; x;, : T; ;A
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— Par substitutivité (lemme page [26), puisque o_1(Tx_1) F N : 01 (Ty),
nous avons

Ok-1Tk-1);0k-1(A) x5, /Ng] F 01 (M) [x;, /Ng] : 01 (R) [x, /Nl
— Il suffit donc pour conclure de montrer que
Ok—1M) [x, /Ng] = 0, T—1); Xi 1 0k—1(Ti); Op—1(A) [x7, /Ng].
— Nous avons, puisque I' =T'j_1;x;, : T; ;A :
0k-1(I) [x3, /Ng] = 01 Tr—1) [x3, /Nil; x4, 0 01 (T3, [x3, /Ngl; 0p—1(A) [x;,/Ny]
— Montrons que o1 (Tx-1) [x; /Ng] = 01 (Tx_1). D’apreés le lemme[3.1.8 page[19}
il suffit de montrer que x;, ¢ DV (01 (T'x-1))UFV (01 (T'k-1)). Puisque 051 (I'x—1) I,

nous avons FV(oj_1(Tk-1)) €DV(0j_1Tk-1)). Il suffit donc de montrer que
Xi, € DV(0-1(T'k-1)), ce qui estimmédiat car x;, ¢ DV(I'x_1) 2 DV(0 k-1 (T'x-1)).

— Montrons que o4 (T;) [x;,/Ng] = 01 (T;,). D’apres le lemme([I.2.12|page([10}
il suffit de montrer que x;, ¢ FV(o,_1(T;)). De 0g—1(Tx-1) F Ng: 0x—1(T7),
nous déduisons FV(oy_;(T;,)) € DV(ok-;T'k-1)). Nous avons montré ci-
dessus que x ¢ DV(oy-1(T'x-1)), ce qui nous permet de conclure.

O

3.2.8. Corollaire (Préservation de la bonne formation des contextes par substitution). Si _Fo+T
alorso() .

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivationde _Fo=T.
e (Susst-Ip) est immédiat.
e Si

Fo=T' I x: TH
Fo+Thx:T

(SUBST-GEN)

avec I' =T’;x: T, nous avons x ¢ Dom(g) et devons donc montrer que o);x:0(T) F.
Nous avons _+ o +T" (prémisse) et I+ T: s (inversion de la prémisse I, x:TH). D’apres
la proposition [3.2.7, nous avons o(I") - (T) : s. Nous concluons en appliquant (we-s).

e Si

ko' T o' ITYFN:o'(T) I'ix:TH
Fo'u{x—N}=T";x:T

(SUBST-INST)

avecI'=T";x:T et 0 = ¢’ U{x— N}, montrons que o(T') -. Nous avons, par hypothese d'in-
duction, ¢’(I'") . 1l suffit donc de montrer que o(I') = ¢’(I"). Puisque x € Dom(c), o(T) =
o(I"). Puisque I - et que x ¢ DV(I”), le lemme|(3.1.12| nous indique que o(I'") = o’ (I").

O

4. Jugements de structure

Nous définissons et étudions dans cette section un nouveau jugement, le jugement de structure,
qui sera utilisé dans les lemmes d’inversion.
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4.1. Définitions.

4.1.1. DEFINITION (Pile de termes). Une pile de termes est une liste ordonnée de termes définie
inductivement ainsi :
. u= o|push(N,n)

4.1.2. DEFINITION (Jugement de structure). Un jugement de structure est un jugement de la
forme I' - m: R>X ou I' est un contexte, m une pile de termes, R et X des termes. X est appelée la
base du jugement.

Ce jugement doit se comprendre ainsi. I' et R sont respectivement le contexte et le type du
jugement de typage que nous cherchons a inverser. X est une sorte ou un constructeur de type
explicite encoquillé dans le terme R suite a I'application des regles (cum), (Gen), (INsT), (SuB-I), (SUB-E-1)
et (sus-E-2). La pile m contient des termes fournis lors de I'application de la regle (insm).

Ainsi si nous considérons le jugement donné plus haut en exemple
T:Typey; U: Typeg bk Prop:Vx:T.{z:[U] — Typey | Vy: T — Prop. y x}
un jugement de structure associé sera de la forme
T:Typey; U : Typeg F push(Nt, push(Ny,0)) : Vx: T.{z: [U] — Typey | Vy: T — Prop.y x}> Type,

ol Nt est lié a la quantification implicite dépendante Vx:T.(...) et Ny est lié a la quantification
implicite non-dépendante [T] — (...). Notons que la quantification Yy : T — Prop.(...) qui se trouve
dans le domaine du type sous-ensemble n’est pas prise en compte dans la pile.

4.1.3. DEFINITION (Reégles de dérivation des jugements de structure). Les jugements de struc-
ture valides sont les jugements dérivés a partir des régles suivantes :

'+

————— (STRUCT-BASE-S)
I'Fo:s>s

I'HIIx:T.U:s
I'Fo:MIx:T.UpIlx:T.U

(STRUCT-BASE-II)

I'HF3dx:A.B:s
I'Fo:3dx:A.B>3dx:A.B

(STRUCT-BASE-3)

I'FZx:A.B:s
I'Fo:2x:A.B>2x:A.B

(STRUCT-BASE-X)

I'Fn:RpX R' <R
'-n:R'>X

(STRUCT-IND-CONV)

I'Fn:RpX
I'Fn:{x:R|B}>X

(STRUCT-IND-{})

I'Fm:R[x/N]>X I'HEN:A
I'push(N,m):Vx:A.R>X

(STRUCT-IND-V)

Les regles de dérivation peuvent se diviser en deux groupes. Le premier regroupe les regles de
base qui initialisent la pile : R est égal au type X, il n'y a pas de quantification implicite dans R et la
pile est donc vide. Il y a quatre régles de base, relatives aux sortes et aux trois constructeurs de type
explicites, qui sont les types naturels des termes que nous allons inverser (constructeurs de type,
abstraction, paire existentielle, paire dépendante).

Le second groupe, constitué des trois derniéres regles, correspond aux modifications que peut
subir R par les regles (cum, (nst) et (Sus-E-1). L'application de la régle nst) provoque I'empilement
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de 'argument implicite en haut de la pile. La pile ne change pas dans le cas de la cumulativité ou
de I'application de (sus-E-1).

Ces regles seront utilisées dans les démonstrations par induction des lemmes d’inversion. Elles
permettront de remonter la dérivation, c’est-a-dire de montrer que les hypothéses de départ sur
le type R sont également valides pour les prémisses, et de pouvoir ainsi appliquer par induction
le lemme d’inversion aux prémisses. (Struct-Inp-Conv) sera utilisée pour la regle (cum), (Struct-Inp-
{}) pour (Sus-E-1) et (Strucr-Inp-¥) pour (Inst). Cela explique notamment que dans (Struct-Inp-Conv), la
condition est R" <R et non R<R'.

Notons également que le jugement de structure n'impose pas a R d’étre bien typé. En pratique
cependant, cela sera le cas, car R correspondra au type d'un jugement de typage.

4.2. Résultats utiles. Les deux lemmes suivants se démontrent immédiatement par induction
sur la dérivation du jugement de structure.

4.2.1. Lemme. SiT - n:R>X alors il existe une sorte s telle que T' X : s. Si de plus R est une sorte
ou un constructeur de type explicite, alors R=<X et m=o.

4.2.2. REMARQUE. Le lemme de déclaration des variables libres (lemme page nous
permet de déduire que nous avons FV(X) cDV([I) siI'm:R>X.

4.2.3. Lemme (Affaiblissement du jugement de structure). SiT Fn:R>X, T T’ er I’ + alors T -
n:R>X.

4.2.4. REMARQUE. Ce lemme sera utile pour le cas de la régle (sus-E-2) dans les différentes in-
ductions des lemmes d’inversion du reste du chapitre.

Le lemme suivant permet d’inverser les jugements de structure. Il est utile pour le cas des regles
(Gen) et (sus-1) dans les preuves des lemmes d’inversion.

4.2.5. Lemme (Inversion du jugement de structure).
(1) SiTFmn:Re>X avecVx:T.U =R etT;x: Tt alors il existe un terme N et une pile ' tels que

n=push(N,n’) THN:T TI'kx:U[x/N]>X

2) SiTFn:R>Xavec{x:A|B} <R alorsT +m:A>X.

DEMONSTRATION. Les deux preuves sont similaires. Nous ne détaillons que la premiere, 1ége-
rement plus complexe.

» Nous procédons par induction sur la dérivation du jugement de structure. D’apres le lemme
page Vx:T.U <R implique que R n’est ni une sorte, ni un produit dépendant, ni un
type existentiel, ni une somme dépendante. La derniere régle appliquée est donc (Struct-
IND-CoNV) OU (STRUCT-IND-V).

e Dans le cas de (Struct-Inp-Conv), nous pouvons appliquer par induction le lemme a la
prémisse et conclure immédiatement.

« Dans le cas de (struct-Inp-v), nous avons des termes A, B, N et une pile de termes 1’ tels
que:

R=Vx:A.B m=push(N,n') THN:A TrFn':B[x/N]>X
Montrons que TFN:TetTFn': U [x/N]>X.

— Nous avons Vx:T.U < Vx:A.B. Par inversion (lemme [2.3.16| page[18), nous sa-
vons que A<T et U <B. D’apres le lemme page [14] nous avons également
U [x/N] =B[x/N].
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— Montrons que I' - N : T. Par inversion de I'; x : T I, il existe une sorte s telle que
I'FT:s. Puisque A <T, nous dérivons I' - N : T par application de la régle (cum
au jugement I' - N : A.

— Montrons que I' -1’ : U [x/N] > X. 1l suffit d’appliquer (strucr-Inn-Conv) a T'F 1t :
B[x/N]>X puisque U [x/N] < B[x/N].

O

4.2.6. REMARQUE. La conditionI';x:T I est nécessaire dans le cas du produit car il faut conver-
tir le type de N. Cela n’est pas le cas pour le type sous-ensemble car il n'y a pas d’instanciation de
variable.

5. Inversion des constructeurs de types

5.1. Explications informelles. Nous avons maintenant les outils syntaxiques pour énoncer et
démontrer des lemmes d’inversion.

Contrairement aux lemmes d’inversion des PTS, et méme de ICC, nous allons supposer plutot
que montrer un lien entre le type du jugement inversé et son type naturel. Ainsi, si le jugement
considéré est I' - M : R, alors nous allons supposer _F+ o +T et o(l') - n: R>X, ol X est le type
naturel du terme M (sorte si M est un constructeur de type, constructeur de type associé si M est
un constructeur). Intuitivement la substitution substitue les variables du contexte qui peuvent étre
généralisées dans la suite de la dérivation, tandis que la pile contient les généralisations déja ef-
fectuées auparavant. Les résultats que nous allons montrer ne sont donc pas tres généraux, mais
malgré tout suffisamment forts pour démontrer la proposition du type des types et la préservation
du typage, car ils sont toujours utilisés dans des cas ol R est de la forme naturelle.

Les preuves se font par induction mutuelle sur la dérivation de I' H M : R en considérant la
derniere régle appliquée. Sept cas sont possibles : la régle de formation ou d’introduction liée a
M (cas de base), la regle de cumulativité (cum), les deux regles d’introduction et d’élimination du
produit implicite, les trois réegles d’'introduction et d’élimination du type sous-ensemble.

Le cas de base et la regle (sus-E-2) étant a part, la preuve va consister pour chaque autre regle a
(1) montrer que les hypothéses du lemme sont vérifiées pour la prémisse typant M, (2) appliquer
par induction le lemme a la prémisse, (3) montrer que les hypothéses d’'induction sont bien les
conclusions recherchées. (cum) et les régles d’élimination (nst) et (Sus-E-1) se traitent facilement
en appliquant les regles inductives de dérivation de jugements de structure. Les régles d’introduc-
tion (Gen) et (sus-1) vont nécessiter d’inverser les jugements de structure (lemme |4.2.5). (Sus-E-2) Se
traite différemment : il faut appliquer aux hypotheses d’induction (sus-E-2) pour pouvoir conclure.

Cette section est consacrée a 'inversion des constructeurs de type et a la démonstration de
la proposition du type des types. La section suivante étudiera I'inversion des constructeurs et la
préservation du typage par pt-réduction.

5.2. Résultats.

5.2.1. Lemme (Inversion des constructeurs de type). SiI'+Oz:T.U : R et soient s une sorte, o une
substitution et m une pile de termes telles que

Fo+T o)kEn:ocR)>s
Alors il existe des sortes s, S2, s3 telles que

oMrFoM:s; od);z:0(MFo@):s2 (s1,52,53) €ERuleq s3=s.
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DEMONSTRATION. Nous procédons par induction sur la dérivation du jugement de typage. La
derniere regle de la dérivation de I' - Oz : T.U : R est parmi les regles (@-Form), (Gen), (InsT), (Cum),
(SuB-I), (SuB-E-1), (SuB-E-2).

e (O-Form) : Sio(I) Fm:s3> s et

I'=T:5 I5z:TEU:s (81, $2, 53) € Ruleq
I'-0z:T.U:s3

e D’apres le lemme |4.2.1}, nous avons s3 < s.

e Puisque _ + o + T, nous obtenons o(I') - o(T) : s; en substituant I' - T : s; par o

(lemme[3.2.7).

o En appliquant (susst-Gen), nous avons _ F o +I';z: T. Nous pouvons alors substituer
paro dansI';z:TH U: sy et obtenir o(I';z: T) - a(U) : so. Puisque z ¢ Dom(g), nous
avons 0(I';z:T) =a(I); z: o(T) et pouvons conclure.

e (Gen) : Si

I'x:AFOz:T.U:R x¢ FV{lIz:T.U)
I'FOz:T.U:Vx:A.R

(GEN)

avec s, o et « telles que
e Fo=xTet
e oNFn:Vx:0(A).oR)>s.
Montrons qu'’il existe des sortes sy, 52, s3 telles que
e 0N Fo(T): s
e 0IN);z:0(T)Fo(U): s,
o (51,52,53) € Ruleg
* §53=<5.
Pour cela nous voulons appliquer par induction le lemme a la prémisse I'; x: AF Oz
T.U :R. Nous procédons en trois étapes.
(1) Montrons qu’il existe une substitution oy et une pile de termes 7y tels que _+ op +
Iix:Aetog(l;x:A)Fmp:og(R)>s.
e Montrons que o(I'); x: o (A) F-.
— De _Fo+T etl;x:AF nous déduisons, par affaiblissement, _+ o +T;x:A.
— Nous concluons alors grace au corollaire puisque x ¢ Dom(o).

e Puisque o(I'); x: o(A) F, nous pouvons appliquer le point (1) du lemme [4.2.5| et
inverser (') - m: Vx:0(A).a(R)>s. Il existe donc un terme N et une pile mg tels
que

— 7= push(N, mg)

— o FN:o(A)

— o Fmy:0R) [x/N]>s.
» Nous pouvons dériver

_Fo=+T oIl)FN:0(A) Ix: A
_Fou{x—N}=+T;x:A

d’oly, en posant g =cU{x— N}, _Fog+T;x:A.

(SUBST-INST)
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e Montrons que oo([;x: A) - 1 : 0o(R) > s. Puisque o(') F 1y : o(R) [x/N] > s, il
suffit de montrer que o¢(R) = o(R) [x/N] et o¢(T';x: A) = o(I'). Puisque o(I') - 7 :
Vx:0(A).o(R)> s, il suffit de montrer que

— 09(R) = a(R) [x/N] découle du corollaire

— Par définition de la substitution d’'un contexte, nous avons oo(I;x : A) =
0o(l). Comme o et gy sont identiques sur DV(T"), nous avons go(I') = a(I')
(Ilemme|3.1.12), d’'ot1 0¢(I'; x: A) = o (I).

(2) Nous pouvons donc appliquer par induction le lemme a I';x: A+ 0Oz:T.U :R et en
déduisons I'existence de sortes s, 52, s3 telles que

e o9 x:A)Fop(T): s

e 09I x:A);z:00(T) Fog(U): s
e (s1,$2,53) € Rule

* S3=<s.

(3) Puisque o¢(I;x : A) = o), il suffit pour conclure de montrer que oo(T) = o(T) et
oo(U) =o(U).

e Del'FOz:T.U:Vx:A.R, nous déduisons FV(T) c DV(I') et FV(U) c DV(I')u{z}.
D’apres la convention page [20|appliquée au jugement T; x: A-DOz:T.U:
R, nous avons z # x et z ¢ DV(I), d’ol1 z¢ Dom(c’) = Dom(o) U {x}.

» o et ¢’ sont donc identiques sur FV(T) et FV(U), d’ou1, d’apres le lemme m
o'(U) =0(U) et ¢'(T) = o(T).
e (Inst) : Si

I'H0z: T.U:Vx:A.R I'EN:A
I'FOz:T.U:R[x/N]

avec s, o et mtellesque _Fo+Teta(I) Fn:oR[x/N])>s. Montrons qu’il existe des sortes
1,82, 83 telles que

e 0N Fo(M):s
e 0IN);z:0(MFo(U): s,

e (s1,52,53) € Ruleg

(GEN)

® §3=<8.
Pour cela, montrons que o(I") F push(a(N), ) : Vx : a(A).c(R) > s. Nous conclurons
alors en appliquant par induction le lemme a la prémisse I' -11z: T.U:Vx:A.R.
Nous souhaitons dériver o(I') F push(o(N),n) : Vx: 0(A).o(R) > s en utilisant la regle
(STRUCT-IND-V)
oM Fmn:0R) [x/o(N)]>s o) FaolN):o(A)
o) F push(c(N),m):Vx:0(A).c(R)>s

Pour cela, il suffit de montrer les deux prémisses.

(STRUCT-IND-V)

e Montrons 6(I') - n: o(R) [x/0o(N)]>s. Puisque o(I') - m: o (R [x/N])> s, il suffit de mon-
trer que o(R[x/N]) =o(R) [x/o(N)]. D’apres le corollaire il suffit de montrer que
x ¢ Dom(o) UFV(0), ce qui, quitte a renommer par a-conversion les variables liées
dans Vx:A.R, est immédiat.

« Montrons o(I') - 0(N) : 6(A). Puisque _+ o+T, il suffit d’appliquer la proposition[3.2.7]
(préservation du typage) au jugement I' - N : A.

e (Cum) : Si
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'FOz:T.U:R FFR:s R'<R
I'-0z:T.U:R
avec_Fo=+Teto)Fmn:0R)>s.
Montrons que ¢ (') F 1 : 6(R')>s. Nous en déduirons le résultat souhaité en appliquant
par induction le lemme & la prémisse '-0z:T.U :R'.
D’apres le lemme appliqué a R’ < R, nous avons o(R) < o(R). En appliquant
(STRUCT-IND-CoNV), nous dérivons o(I') - : o(R) > X.

(Cum)

e (Sus-I) : Si

I'-0z:T.U:R
'-0z:T.U:{x:R|B}
avec _Fo+TetokFn:{x:0R)|aoB)}>s.
Par inversion de o(I') -1 : {x: o(R) | a(B)} > s (point (2) du lemme [4.2.5), nous avons
o) F m:o(R)>s. Nous déduisons alors le résultat souhaité en appliquant par induction
le lemme a la prémisse I' -0z :T.U : R.

(SuB-I)

e (SuB-E-1) : Si
I'HFOz:T.U:{x:R|B}
I'tOz:T.U:R
avec _Fo+Teto)Fmn:o0R)>s.

(SuB-E-1)

» Nous dérivons o(I') - m: c({x:R|B})> s en appliquant a o(I') - n: o(R) > s la regle
(STRUCT-IND-{}).

» Nous déduisons alors le résultat souhaité en appliquant par induction le lemme a la
prémisse 'Oz :T.U: {x:R|B}.

® (SuB-E-2) : Si
Iy:Blx/c]-0z: T.U:R I'Fc:{x:A|B} y¢eFV(@Oz:T.U)
'-0z:T.U:R
avec _Fo+Teto)Fn:0R)>s.
Montrons qu'il existe des sortes sy, s», 53 telles que
e 0 Fo(M):s
e 0IN;z:0(D)Fo(U): s,

* (s1,52,53) € Ruleg

(SuB-E-2)

* S3=<5.
Nous procédons en trois étapes.
(1) La premiere étape consiste a appliquer par induction le lemme a la prémisse Ty :
Blx/c]FOz:T.U:R.
e Montrons _Fo=+TI;y:Blx/cl.
— DeTl;y:Blx/c]FOz:T.U:R nous déduisons I'; y : B[x/c] |-.
— Nous concluons en appliquant (susst-Geny a _Fo+Tetal;y:Blx/c]F.
e Montrons que a(I'; y:B[x/c]) =o([); y:a(B) [x/o(c)].
— Puisque _+ o+ T, nous avons y ¢ Dom(a), dot o(I’;y: Blx/c]) =a([);y:
o(Bx/c]).
— Il suffit donc de montrer que o(B[x/c]) = o(B) [x/o(c)].
— De _F o +T, nous déduisons Dom(c) UFV(o) < DV(I'). De plus, d’apres

la convention page [20| appliquée au jugement I' - ¢ : {x: A | B},
x¢ DV(D), d'ott x ¢ Dom(o) UFV(0o).
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— Nous concluons alors en appliquant le lemme (substitution et sub-
stitution de variables) a o et B[x/c].

e Montrons o(I'; y:B[x/c]) - n: a(R)> s par affaiblissement de o(I') - n: o(R) > s.

— D’apres le corollaire appliqué a _Fo+T;y:B[x/c], nous avons o([;y:
Blx/c]) F.

— Nous avons vu que o([;y: Blx/c]) = oI);y: cB)[x/a(c)], dou a);y:
aB)[x/a(c)] .

— Nous concluons alors bien par affaiblissement de o(I') F 7 : o (R)>s (lemmel4.2.3).

¢ Les hypotheses d’'induction nous indiquent alors qu’il existe des sortes sy, s2, S3
telles que

— o[ y:Blx/c) Fo(T):s soita);y:0B)[x/a(c)]Fo(T): s,
— oly:Blx/c;z:a(T) FoU): s soita(l);y:a0(B)[x/a(c)]z:o(T)Fo(U):
$2,

— (81,52, 83) € Ruleg

— $§3=8S.
(2) La deuxieme étape est de dériver o(I') - o (T) : s;. Pour cela nous voulons appliquer la

régle de typage (Sus-E-2) :
{ oMk sp:s) { o);y:aB) [x/a(c)]Fa(T):s
oM ka(c):{x:a(A)|aB)} y&FV(a(D)
o kFo(D):s

La prémisse typant o(T) a déja été prouvée. Montrons les deux autres prémisses et la
condition de bord.

(SuB-E-2)

* Montrons qu’il existe une sorte si telle que o(l') - s; : s’l. Par absence de sorte
maximale de Axiom, il existe une sorte s’l telle que (sy, s’l) € Axiom. Par ailleurs,
_F o +T implique o(I") I-. Nous concluons alors en appliquant (Sorr).

» Montrons que o(I') - o(c) : {x: 5 (A) | a(B)} est dérivable : puisque _F o +T, nous
pouvons substituer le jugement I' - c¢: {x:A|B} par o.

» Montrons enfin que y ¢ FV(o(T)). Puisque y ¢ DV(I), il suffit de montrer que
FV(o(T)) c DV(D).

— Nous avons FV(o(T)) c FV(T) uFV(o) (lemme(3.1.6).
— FV(o) cDV() puisque _F o +T (lemme|3.2.2).
— Montrons que FV(T) c DV(T).

— FV(T) €« FV(@Oz : T.U), par définition des variables libres d'un terme et
puisque z ¢ FV(T) (convention de Barendregt).

— Puisque I'Oz:T.U : R, nous avons FV([@z: T.U) c DV(I).

(3) La troisieme et derniere étape est de dériver o(I'); z: o(T) F a(U) : s5.
De méme que pour I'étape précédente, nous souhaitons utiliser la régle (sus-g-2) :
{ o);z:0(T);y:0B)[x/a(c)]Fa(U): s, { o();z:0(T) ks 8
oI);z:0(TFa(c):{x:0(A)|a(B)} y ¢ FV(o(U))
ol);z:a(l)Fo(U): sy
Montrons les trois prémisses et la condition de bord.

(SuB-E-2)

» Montrons que o(I');z:a(T);y:0(B) [x/o(c)] F o (U) : s, est dérivable.
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— Par hypothese d'induction Nous avons montré g(I'); y: (B) [x/a(c)];z: o(T) -
o(U): sp (hypothéses d’'induction) et o(I') - o(T) : 57 (cf. deuxieme étape).

— Nous pouvons donc conclure en appliquant le lemme d’échange de va-
riables (lemme[3.4.11|page[27) a o(I); y: 6(B) [x/0(c)];2: 0(T) F o (U) : s5.

¢ Montrons que c(I');z: o(T) F o(c) : {x: a(A) | o(B)} est dérivable. Nous avons
montré a la deuxieme étape la dérivabilité o(I') F o(c) : {x : a(A) | a(B)}. Nous
concluons alors par affaiblissement du jugement puisque 6(I'); z: o(T) I-.

o Par absence de sorte maximale de Axiom, il existe une sorte sé telle que (so, sé) €
Axiom. Nous concluons en appliquant (sorr) o(I'); z: o(T) .

» Montrons que y ¢ FV(o(U)). Nous procédons comme dans la preuve de y ¢
FV(o(T)), en renommant éventuellement par a-conversion Oz : T.U afin d’avoir
V#z.

O

5.2.2. REMARQUE. Dans la preuve précédente, les cas des regles (Gen), (Inst), (Cum), (Sus-I) €t (Sus-
E-1) se résolvent sans dépendre de la forme du terme a inverser. Les preuves des autres lemmes
d’inversion seront donc identiques pour les cas de ces regles. Le cas de base dépend naturellement
du terme a inverser. Enfin la regle (sus-E-2) se traite au cas par cas du fait de l'utilisation du lemme
d’échange des variables.

Nous avons besoin dans des preuves ultérieures d'un résultat moins général et plus simple a
énoncer que celui du lemme précédent. Le point (1) du corollaire suivant exprime précisément
ce qui est nécessaire pour prouver le lemme du type des types (ci-apres dans cette section) et les
lemmes d’inversion de la section @ Le point (2) sera utilisé ultérieurement dans la preuve de la
préservation du typage (section[7).

5.2.3. Corollaire (Inversion des constructeurs de type). SiI'-0Ox:T.U:s alors :
(1) il existe des sortes sy, S, s3 telles que
e I'FT:5
e x:THU:s
e (s1,52,53) € Ruleq
* §53=5.
(2) T U [x/N]: s, pour tout termeN tel queT =N :T.

DEMONSTRATION. (1) IIsuffitd’appliquer le lemme précédent avec o = @ et T = o, puisque
nous avons _F@+Tetl'-e:s>s.

(2) Conséquence de (1) : par application du lemme de substitutivité (lemme page[26) en
substituant x par Ndans I;x: TH U : sy.

O

La proposition suivante indique que tout terme typant un autre terme dans un contexte est
typable par une sorte dans ce méme contexte. Cette propriété est souhaitable pour elle-méme dans
tout PTS. Elle est également utile pour montrer d’autres résultats, par exemple dans ce chapitre, les
lemmes d’'inversions des constructeurs et la préservation du typage par pi-réduction.

5.2.4. Proposition (Type des types). SiT'—M:T alors il existe une sorte s € Sort telle queT T : s.

DEMONSTRATION. Nous procédons par induction en considérant la derniére regle appliquée
dans la dérivation du jugement I' - M : T. La plupart des regles ne pose aucune difficulté. Seules les
regles d’élimination ((arp), (Ins), (Sus-E-1)) nécessitent de faire appel au corollaire 5.2.3]
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¢ Pour les regles d’introduction ((Lam), (Gen), (2-D), (3-D, (Sus-D)), la régle de cumulativité (cum)
et (Sus-E-2), le jugement dont nous souhaitons montrer la dérivation, I' - T : s, est I'une
des prémisses.

o Pour la regle (sorr) et les regles de formation ((E-Pro), (I-PrD), (), 3), (Sus)), le terme T est une
sorte. Par absence de sorte maximale dans I'ensemble Axiom, il existe une sorte telle que
(T, s) € Axiom. Le lemme de bonne formation des contextes (lemme page [25) appli-
qué aT'+ M : T nous indique que I' . Nous pouvons alors, en appliquant la regle (we-s),
dériver '+ T : s.

e (=-E), 3-B) : il suffit d’appliquer la régle (arp) aux deux prémisses typant P et c.

e (var) : il existe I'; et I', tels que I' = T';; x : T;T2. En inversant I'y;x : T F, nous dérivons
I'y FT:s, puis, par affaiblissement, le jugement I' =T : s.

e (App), (INsT), (Sus-E-1) : Par hypotheése d’'induction, il existe une sorte s telle que, respective-
ment, 'FTIx:T.U:s, TFVx:T.U:soull{x:A|B}:s sont dérivables. Nous concluons
alors grace au corollaire (point (2) pour les produits, point (1) pour le type sous-
ensemble).

O

6. Inversion des constructeurs

Dans cette section, nous présentons des résultats d’inversion de I’abstraction, de la paire dé-
pendante, et de la paire existentielle. Ces résultats vont permettre de traiter les cas de réduction de
téte dans la preuve de la préservation du typage.

Linversion de I'abstraction et de la paire dépendantes sont analogues. Leurs démonstrations
ressemblent a celle de I'inversion des constructeurs de type. Seuls le cas de base et celui de la
régle (sus-E-2) sont plus compliqués du fait que le type naturel n’est plus une sorte mais un pro-
duit ou une somme dépendante. Le cas de la paire existentielle est plus délicat; nous prouvons un
résultat plus faible mais néanmoins suffisant pour la preuve de la préservation du typage.

6.1. Inversion de I'abstraction.

6.1.1. Lemme (Inversion de l'abstraction). Soient '+ Az.M:R un jugement, ¢ une substitution, et
1t une pile de termes, T,U des termes tels que :

e Fo=T
e (NkFn:0cR)>IIz: T.U
Alorsa(l);z: TFoM):U.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation du jugement. La derniére regle de la déri-
vation de I' - Az.M : R est parmi les regles (Law), (Gen), (INsT), (Cum), (SUB-I), (SUB-E-1), (SuB-E-2). Nous
ne nous intéressons qu’au cas de base (régle (Lam) et a celui de la regle (sus-E-2). Les autres cas se
traitent comme dans la démonstration de I'inversion des types (cf. remarque[5.2.2).

e (Lam) : Si

I5z:AFM:B
I'Az.M:IIz:A.B

(LAM)
avec 0,7, T, U tels que :

o Fo=+T

e o(NkFm:Mz:0(A).cB)>Mz:T.U
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Montrons que o(I); z: T+ o(M) : U. Pour cela, montrons d’abord que o(I'); z: 6(A) - c(M) :
o (B). Nous montrerons ensuite qu’il est possible de convertir le contexte o(I'); z: 6(A) en
o([);z: T puis le type o(B) en U.

e Montrons que (I'); z: 6(A) F o(M) : 6(B).
— Par affaiblissement de _+ o =+T, nous avons _Fo=T;z:A.

— Nous pouvons donc appliquer la proposition aujugement I;z:A-M:Bet
a la substitution o et obtenir o(I';z: A) F a(M) : a(B).

— Puisque z ¢ Dom(0), nous avons o([;z: A) = o(I);z: a(A), d'ol le résultat sou-
haité.
¢ D’apres le lemme appliqué a o) Fn:1lz:0(A).oB)>11z:T.U :
— Ilz:0(A).ocB)=<Ilz:T.U
— il existe une sorte s telle que o(I) FI1z:T.U:s.

Par inversion de la cumulativité (lemme[2.3.16|page[18), nous avons T < o(A) et 0(B) <
U. Par inversion du produit (corollaire [5.2.3), il existe s’ telle que c(I');z: THU: s'.

e Montrons que a(I'); z: T+ o M) : o(B).
— Deo);z:THU:s, nous déduisons c(I);z:T}.
— DeT=<0o(A),nousavons c(I');z: T<o();z:0(A).
— Nous pouvons donc appliquer le corollaire [3.4.10 page[27] (cumulativité et chan-
gement de contexte) a ¢(I'); z: 0 (A) - o(M) : o(B) et obtenir le résultat voulu.
e Montrons enfin que 6(I');z: THo(M): U : puisque c(B)<U etc(I);z: THU: s’ nous
pouvons appliquer (cum) a o(I);z: TF o(M): o(B) et conclure.

 (Sus-E-2) : La preuve est similaire a celle de I'inversion des constructeurs de type. Une dif-
férence importante est I'utilisation de I'inversion du produit explicite (corollaire 5.2.3). Si

Iy:Blx/clFAz.M:R I'c:{x:A|B} yeFV(Az. M)

'FAz.M:R
avec _Fo=+Teto(l)Fn:R>1Ilz:T.U, montrons que o(I);z: THoM): U.

(SuB-E-2)

+ Nous montrons d’abord, comme dans la premiére étape de l'inversion des types, que
o[);y:a®B)[x/o(c)];z: T+ a(M):U d’apres les hypotheéses d’'induction.

 Ensuite, d’apres le lemme [4.2.1] il existe une sorte s telle que o(I') -1z :T.U : s. Par
inversion (corollaire [5.2.3), il existe une sorte s’ telle que o(I') T : s’

« Nous pouvons alors appliquer le lemme d’échange de variables (lemme[3.4.11) a o(I); y :
oB)[x/c(c)]);z:THoM):U et en déduire o(I');z: T; y: a(B) [x/o(c))) FoM) : U.

¢ Nous concluons alors, comme dans la troisieme étape de la preuve de I'inversion des
constructeurs de type, en appliquant au jugement o(I');z: T; y: a(B) [x/o(c))) F a(M) :
U laregle (sus-E-2).

O

6.2. Inversion de la paire dépendante.

6.2.1. Lemme (Inversion de la paire dépendante). SoientI'\ (a, b) : R un jugement, o une substitu-
tion, et m une pile de termes, A, B des termes tels que :

e Fo=T
e oNkFm:0cR)>Zz:A.B
AlorsoM)Fo(a):Aetoc) Fa(b):Blz/o(a)].
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DEMONSTRATION. La preuve est similaire au lemme d’inversion de I'abstraction. Nous ne dé-
taillons que le cas de base, le seul qui varie sensiblement. Si

T'a:T I'b:Ulz/al
I'(a,b):2z:T.U

(Z-D

aveco etmtellesque _Fo+Teto()Fn:2z:0(T).c(U)>2Zz:A.B. Montrons que 6(I') - o(a) : A
eto(+o(b):Blz/a(a)l.

» En appliquant la substitution o aux jugements de la dérivation (lemme|3.2.7), nous avons :
e o(NFo(a):o0(T)
e () o(b):0(U)[z/a(a)l

* De méme que pour I'abstraction, en utilisant le lemme puis par inversion de la cu-
mulativité, nous montrons que o(T) < A et 6(U) < B et qu'il existe une sorte s telle que
oIHFZz:A.B:s.

e Parinversion de o(I') - £z : A.B: s (corollaire[5.2.3), il existe des sortes s, s’ telles que o(I') -
A:setao();z:AFB:s.

e Par cumulativité sur o(I') - o(a) : o(T), nous obtenons o(I') - a(a) : A.

¢ En substituant z par o(a) dans o(I');z: A+ B: s, nous avons o(I') + B[z/o(a)] : s’ Puisque
¢(U) < B, nous avons o(U) [z/o(a)] < B[z/o(a)] (lemme page [14). Par cumulativité,
nous pouvons dériver c(I') - o (b) : Blz/o(a)].

O

6.3. Inversion faible de la paire existentielle. Pour la paire existentielle, nous ne pouvons pas
démontrer un énoncé analogue a celui de la paire dépendante.
En effet, cet énoncé serait le suivant : si
e I'(o,b):R
e Fo=T
e cNkFmn:0cR)>3x:A.B
alors il existe a tel que o(I') - o(b) : B[x/a(a)].

Mais la regle (sus-E-2) pose alors probleme car 'hypothese d’induction liée a la prémisse I';y :
Blx/c] (¢, b) : R ne permet pas de montrer que a ne dépend pas de y.ﬁ

Pour contourner ce probléme, nous prouvons un énoncé plus faible : I'admissibilité d'une regle
d’inférence similaire a (3-E) et ol @ n’apparait pas. Cet énoncé est suffisamment fort pour la preuve
de la préservation du typage.

6.3.1. Lemme (Inversion faible de la paire existentielle). Soient I' - (¢, b) : R un jugement, o une
substitution, et m une pile de termes, A,B des termes tels que :

e Fo=+T
e oNFm:oR)>dz:A.B

Alors la régle suivante est admissible

cMFP:3z:A.B—s o);z:A;y:BEf:P(o, ) x¢ FV(f)
ok flyla)]:P (o, a(b))

6. Laregle (GEN) ne poserait pas de probléme car nous appliquerions a la prémisse I'; x : A+ (o, b) : R une substitution
o’ = o U{x — N} et x n'apparaitrait plus. Pour (Sus-E-2), la substitution appliquée a la prémisse serait o, donnée en
hypothése de départ, et qui s’appliquerait également a la conclusion.
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DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de la dérivation de I' - (o, b) : R.

Nous procédons pour les regles (Gen), (Inst), (Cum), (Sus-I), (Sus-E-1) €t (Sus-E-2) comme dans les
preuves des lemmes d’inversion précédents. Seul le cas de @3- differe.

e 3-1 Si

I'a:T I'-b:U]Jz/al
I'(,b):32z:T.U
avecoetmtellesque _Fo+Teto(l)Fn:3z:0(T).o(U)>3z:A.B.
Supposons que les jugements suivants sont dérivables :
e cINFP:3z:A.B—s
e 0c(I);z:A;y:BHf:P(o,y)

(3-D

Montrons que nous pouvons également dériver o(I') - f [y/a(b)]: P (o, a(b)).

Pour cela, montrons que o(I') - o(a) : A et o(I') - o(b) : B[z/o(a)]. Nous concluons
ensuite en substituant (lemme page [26) d’abord x par o(a), puis y par o(b) dans le
jugement c(I');z:A;y:BF f:P (o, y).

» En appliquant la substitution o aux jugements de la dérivation (lemme [3.2.7), nous
avons :
— oM kFo(a):a(T)
— oM ko) :00)][z/o(a)]

e D’apres le lemme appliqué a o(I') - n:3z:0(T).0(U)>3z: A.B et par inversion
de cumulativité, nous montrons que c(I) -3z:A.B:set o(T) <A et o(U) <B.

« Par inversion du type existentiel (corollaire [5.2.3), il existe des sortes s,s’ telles que
o)FA:seto();z:AFB:s.

¢ Par cumulativité, nous avons alors o(I') - o(a) : A. En substituant z par o(a) dans
o);z:AFB:s', nous avons o(I') - B[z/a(a)] : s'. Par cumulativité,nous avons alors
o) Fob):Blz/o(a)].

O

6.4. Récapitulatif. De méme que pour l'inversion des types, nous regroupons dans un corol-
laire des résultats plus pratiques et qui seront effectivement utilisés dans la preuve de la préserva-
tion du typage par pi-réduction. Le point (3) est exactement le résultat nécessaire dans la preuve
de la préservation du typage dans le cas ol la t-réduction a lieu en téte de I'éliminateur de la paire
existentielle.

6.4.1. Corollaire.
(1) Sir-Ax.M:Ilx:A.B, alorsT;x:A+M:B.
(2) SiTt+(a,b):2x:A.B, alorsTHa:AetT+b:Blx/al.
(3) La regle suivante est admissible :

I'FP:3x:A.B—s I'(,b):3x:A.B Dix:Ay:BEf:P(o,y) x ¢ FV(f)
' fly/bl:P(o, b)

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer respectivement les lemmes|6.1.1}[6.2.1|et6.3.1|avec 0 = @
et m = o. En effet, il est clair que _F @ +T'. De plus, nous montrons facilement, grace au lemme du
type des types, que ' - e :Ox:A.B>0Ox:A.B pour O e {I1,%,3}. U
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7. Préservation du typage par Pi-réduction

7.1. Résultat. Nous pouvons maintenant atteindre le but de ce chapitre : démontrer que le
typage est préservé par i-réduction.

7.1.1. Proposition (Auto-réduction). Soient I' un contexte et M,M',T des termes de ICCs tels que
TEM:T etM—p M. AlorsTHM':T.

DEMONSTRATION. Nous procédons par induction sur la dérivation de typage du jugement I' -

M:T.

Les régles (var) et (Sorr) ne peuvent pas étre cette derniére regle car les variables et sortes
sont irréductibles.

La récurrence est immédiate pour les régles (Lam), (Gen), (INsT), (CuM), (SUB-T), (SUB-E-1), (SUB-E-
2) et 3-1, (- Pour (Gen) et (Sus-E-2), il faut utiliser le lemme page[12| qui indique que
si M —g, M’ alors FV(M') c FV(M).

(Sus-I) et (z-1) : i a —p, a', par hypotheses d’induction, nous avons I' - a’ : A. 11 suffit donc
de montrer que I' - b : B[x/a']. Nous avons B[x/a'] = B[x/a] (lemme page et
I'+Blx/a'l: s (point[2] du corollaire 5.2.3). Nous concluons alors en appliquant (Cuw).

Pour les regles de formation, nous traitons la regle générique (@-Form). La derniere regle
de la dérivation est :

I'HA:s; Ix:AFB:s (s1, $2, $3) € Rule
I'-0Ox:A.B:sg

La réduction peut avoir lieu soit dans le codomaine (Ox:A.B =B Ox:A.B"), soit dans le
domaine (Ox:A.B —p, Ox:A’.B).

« Dans le premier cas, par hypothése d’induction, nous avons I'; x: A+ B': s,. En appli-
quant (3O-Form), nous obtenons I' - Ox:A.B': s3.

 Dans le second cas, par hypothese d’induction, le jugement ' - A’ : s; est dérivable.
En appliquant la regle (we-s), nous déduisons que le contexte I'; x : A’ est bien formé.
Le lemme de conversion de contexte (lemme page [27) nous indique que le ju-
gement I';x : A’ - B : s, est dérivable. Par une nouvelle application de @-Forw), nous
dérivons le jugement I'+0Ox:A’.B: s3.

e (arp) : La derniére étape de la dérivation est

I'EM:IIx:T.U I'EN:T
I'FMN:U|[x/N]

(APP)

Trois cas sont alors possibles :
(1) la réduction s’effectue dans M : nous concluons directement par induction.

(2) la réduction s'effectue dans N : il existe N’ tel que MN —5, MN'. En appliquant I'hy-
pothése d’induction aux prémisses, nous dérivons le jugement I' - MN': U [x/N']. Or
I+ U[x/N] : s (type des types), et U[x/N'] = U[x/N] (lemme page [13). Nous
concluons en appliquant la regle (cum).

(3) la réduction s’effectue en position de téte : il existe un terme M’ tel que M = Ax.M’
et MN = (Ax.M')N —p, M’ [x/N]. Par inversion de 'abstraction (point (1) du corol-
laire[6.4.1) dans le jugement T'-Ax.M':Tlx: T.U, nous avons I x: T +M’: U. D’apres
le lemme de substitutivité (lemme 3.4.8| page[26), nous pouvons substituer x par N et
nous obtenons I' - M’ : U [x/N].

¢ (3-E) : Nous avons la dérivation suivante :
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I'HP:3x:A.B—s T'kc:3x:A.B x:Ay:BEf:Plo,y) x¢ FV(f)
'+ Elims(y.f,¢):Pc

De méme que pour (Arp), trois cas sont possibles. La réduction peut se faire soit dans le
terme f (Elims(y.f,c) —p Elims(y.f’,¢)), soit dans ¢ (Elims(y.f,c) —p Elim3(y.f,c"), soit
en téte (c = (o, b) et Elimg(y.f, (o, b))>, f[y/b]).

Dans le premier cas, par induction et puisque FV(f’) « FV(f), nous dérivons directe-
ment I' - Elims(y.f',¢):Pec.

Dans le second cas, par induction, nous dérivons I' - ¢': 3x: A.B puis I' + Elimz(y.f,¢) :
P¢'. Puisque T'+Pc’: s, nous pouvons convertir et dériver I' - Elimz(y.f,¢') : Pc.

(3-E)

Enfin, dans le troisieme cas, nous concluons directement grace au point (3) du corol-

laire [6.4.11
¢ (z-E) : Nous avons la dérivation suivante :
'P:Zx:A.B—s 'c:Zx:A.B x:Ay:BEf:P(x,y)
I'+FElimz(xy.f,c):Pc

De méme que pour 3-E), la réduction peut s’effectuer dans f, dans c, ou en téte. Dans les
deux premiers cas, les hypothéses d’induction permettent de conclure aisément.

(Z-E)

Dans le troisieme, nous avons ¢ = (a, b) et Elims(xy.f, (a, b))>, f [x/a] [y/b]. Montrons
que 't fx/ally/b]:P(a, b).

D’aprés le point (2) du corollaire I'a:AetT'F b:Blx/a]. 1l suffit alors de
substituer successivement x par a, puis y par b dans le jugement I'; x: A; y: B f: P (x, y).

O

Nous montrons maintenant un corollaire immédiat, qui sera utile pour la vérification de I'al-
gorithme d’inférence de type extrait. Il permet de convertir le type d'un terme par un type Pt-
équivalent.

7.1.2. Corollaire (Réductions multiples, cumulativité).
(1) SiTEM:T et siM—p M alorsTHM':T.
2) SiTFM:TetsiT—p T alorsT-M:T'.

DEMONSTRATION. (1) Se déduit de la proposition par une récurrence immeédiate sur
le nombre de réductions.

(2) Nous avons I'M: T et T < T'. Montrons qu'’il existe une sorte s telle que I' - T" : s. Nous
concluons alors en appliquant la régle (cum).

o D’apres le lemme du type des types, il existe une sorte s telle que I' =T : s.

e D’apres le point |1} nous avons bien T T : s.

O

7.2. Report de la n-réduction. Le report de la n-réduction n'est pas valable en général. Ainsi
nous avons

Elims(xy.(xy),Az.(x, y) 2) =y Elims(xy.(x y), (x, y)) = Xy
mais Elims(xy.(xy),Az.(x, y) z) est en forme Pfi-normale et ne peut se Pi-réduire vers x y.

Nous pouvons par contre montrer que le report de 1 est valable pour les termes bien typés.
La preuve, détaillée a 'annexe |C| (proposition page [237), utilise la préservation du typage par
Br-réduction.
7.2.1. Proposition (Report de la regle n). Soient M,N,T des termes et I un contexte. SiM —»pq N et
sil' =M: T alors il existe un terme P tel que M —p, P — N.
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L'étude syntaxique de ICCy se termine avec ce chapitre. La deuxiéme partie, constituée de trois
chapitres, est consacrée a une étude sémantique du calcul dont le but est de prouver une propriété
syntaxique : sa cohérence logique.






Deuxieme partie

Modeles de ICCs






Préambule

Nous présentons dans cette partie un modele permettant de prouver la cohérence logique de
ICCs.

Cette partie est constituée de trois chapitres. Le premier présente un modele abstrait de co-
hérence. Ce modele définit une structure abstraite d’interprétation qui vérifie certains axiomes. La
raison d’étre de ce modele est que I'existence d'une certaine instanciation de ce modélelz]permet de
prouver la cohérence de ICCy. Les deux chapitres suivants sont consacrés a la construction de cette
instanciation. Le second chapitre présente ainsi des notions utiles pour I'implantation du modele
concret. Le dernier chapitre présente I'implantation du modele abstrait, ce qui acheve la preuve de
la cohérence de ICCs.

Ce modele est une extension du modele de cohérence de ICC présenté dans les chapitres 3 a 5
de la these de Miquel. C’est un modele classique (le tiers-exclu y est valide) et proof-irrelevant (les
preuves d’'une proposition ne sont pas discernables par 'égalité de Leibniz). Il interprete le calcul
implicite restreint, qui est une restriction de ICC sans la regle de renforcement. Cette restriction
n’est pas génante puisque ICCy ne possede pas non plus cette regle.

Nous avons repris la structure de la présentation [Miq01] : nos trois chapitres suivent grosso
modo la progression des chapitres 3 a 5 de la thése de Miquel. Notamment nous utilisons nous
aussi un modele abstraitE] qui permet de rendre la preuve de cohérence plus modulaire et plus
claire car la présentation de la structure concrete d’'interprétation est séparée de la démonstration
des propriétés de cette structure.

7. Une instance ol I'interprétation de False =ITA: Prop.Prop est 'ensemble vide.
8. Miquel précise que que sa démarche est similaire a celle de Fridlender [Fri02]
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Chapitre 3

Modele abstrait de cohérence

Nous présentons dans ce chapitre un modele qui permet d’interpréter les termes et les juge-
ments valides de ICCz. Ce modele est abstrait : la structure d’'interprétation, et notamment I'en-
semble d’interprétation, ne sont pas définis concretement; leur existence est simplement suppo-
sée. Ce modele est un modele de cohérence : nous pourrons déduire la cohérence logique de ICCyx
a partir de I'existence d'un modele concret vérifiant un certain critere.

Ce modeéle est une extension du modele abstrait défini par Miquel dans sa thése. Nous avons
enrichi la structure abstraite afin que le modele abstrait puisse interpréter les termes et regles de
typage supplémentaires de ICCs et refléter le modéle concret qui sera présenté au chapitre

Ce court chapitre est divisé en deux sections. Nous présentons tout d’abord le modéle abstrait,
puis nous montrons qu’il s’agit bien d'un modéle de cohérence de ICCs.

1. Présentation du modele

1.1. Présentation formelle. Nous définissons tout d’abord une fonction qui associe a toute va-
riable un élément de 'ensemble d’interprétation.

1.1.1. DEFINITION (Valuation). Soient .# un ensemble et 7' I’ ensemble des variables.
o Une valuation sur 4 est une application p:7 — .
e L'ensemble de toutes les valuations sur .4 est noté Val .

« Soient p une valuation sur .4, x € 7 une variable et a € .# un élément de .4, nous notons
p; X — a la valuation qui associe a a x et qui associe p(x’) a tout x" # x.

Nous pouvons maintenant définir un modele abstrait du calcul implicite.

1.1.2. DEFINITION (Modele abstrait du calcul implicite avec types somme). Un modele abstrait
du calcul implicite avec types somme est une structure de la forme

('%7 .? Pairl [I]] ) S"T? El! Gen? 1?2) Hl V?ZJ 37 07 (ui)iew)

e / est un ensemble non vide;
o i M x M — M estune opération binaire sur .« ;

e [I: Ajcc, x Val 4 — L est une application associant a tout terme M de ICCy et a toute
valuation p € Val 4 un objet noté [M], € ./ ;

o <c ./ x 4 est une relation d’ordre sur .#.

e J est un sous-ensemble de ./ ;

e El: 9 — P(«) et Gen:P(4) — 4 sont des applications;
e 1,2,I1,VY,%,3,0 sont des éléments de .« ;
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o Pair: U x M — M est une opération binaire sur .« ;
o (Uj)jewest une famille d’éléments de I .
Ces parametres vérifient les axiomes|alafr et[I]a

Les parametres sont récapitulés dans la figure [8| Les axiomes des modeles abstraits de ICCyx
sont décrits dans les figures[9]a[L3]

Parametres des modeles abstraits du calcul implicite avec sommes
e un ensemble .#
e une opération binaire (\) : M x M — M
 une application [] : Ajcc, x Val 4 — A
e une relation d’ordre (<) c 4 x 4
e un sous-ensemble I < .4
e une application El: 5 — P(4)
¢ cing constantes I1,V,%,3,0 € 4
¢ une suite de constantes (u;);e, € T
e deux constantes 1,2 € .4
e une opération binaire Pair: 4 x M — H

e une application Gen:P(.#4) — .4«

FIGURE 8. Parametres des modeles abstraits

1.1.3. REMARQUE. Comme pour I'application en A-calcul, nous écrivons ab pour a-b, ((a-b)-c)
pour abc, et (a-(b-c)) pour a(bc).

1.2. Commentaires.

Parameétres du modele. Le modele abstrait de ICCs que nous définissons ici est bien une exten-
sion du modele abstrait défini par Miquel. Ainsi, si [[|xxval , désigne la restriction de la fonction []
aux termes de ICCs, (A, [l|axval ,» <, ,ELIL VY, (u;)icw), st un modele abstrait du calcul impli-
cite de Miquel.

Miquel a construit son modeéle abstrait comme une extension d’'un modele du A-calcul pur (A-
modele). Ainsi ICCy est interprété comme le serait un A-calcul pur ('opération binaire - interpréte
I'application) enrichi de constantes II,V liées aux types produit. Lensemble 9 va interpréter les
termes qui sont des types. La fonction El va associer a chaque type les termes typés par lui. La
relation d’ordre < est liée a 'interprétation de la n-réduction. Enfin les constantes (u;);e.,, vont re-
présenter la hiérarchie des sortes présentes dans le calcul.

Afin d’étendre le modeéle abstrait a ICCs, nous ajoutons des constantes X,3,0 pour les types
somme, Pair pour la paire dépendante et 1,2 pour I'éliminateur de la somme dépendante. La fonc-
tion Gen est nécessaire pour refléter une difficulté technique dans I’extension du modele concret a
la somme dépendante et au type existentiel.

Axiomes du modele. Les axiomes de la fonction d’interprétation définissent inductivement I'in-
terprétation des termes. Ceux liés a la relation d’ordre sont liés I'interprétation du calcul (regles de
réduction, cumulativité). Informellement, les axiomes des codes des univers sont liés a I'interpréta-
tions de la regle (sorm) et des regles de formation. Les axiomes restants sont essentiellement utilisés
pour interpréter les régles d’introduction et d’élimination.
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(a)
(b)
(©)
(d)
(e)
()
(8
(h)
(i)
G
k)
M
(m)
(n)
(0)
(p)
()
(1)

Axiomes de [],< et de Pair
sia<a etb<balors ab<a'b'
pour tout a,b € 4, Pair(a,b)-1 = a et Pair(a,b)-2=Db
[x]p =p(x)
[Proplp = ug
[Type;lp =u;, pour i >0
[[lx:T.Ulp = (- [Tlp) - [Ax.Ul,
Ax.Mlp-a=[Mlgx—qa
si [Mlp;xe—a = [[M']]p/m_a pour tout a € ./, alors [Ax.M], = [[)\x.M’]]pr
IMNI], = [Mlp - [NIp
[Vx:T.Ulp = (¥-[Tlp) - [Ax.Ul,
[Zx:A.Bl, = (2 [Aly) - [Ax.BI,
[(M, N)]p = Pair([M], [N]p)
[Elims(xy.f,c)lp = [f Tpsx =ty sy —(icly-2)
[3x:A.Bl, = (3-[Aly) - [Ax.BI,
[(o, b)]p = [b],
[Elima(y.f, Ao = [flpsy—ici,
[{x:A|B}p = (o-[Alp)-[Ax.Blp
Afx.fxlp<[Ax.x],

FIGURE 9. Axiomes pour la fonction d’interprétation, la relation d’ordre et la tra-
duction de paires

(1) siteTett<t alorst' €T
(2) siteg ett<t alors El(r) = El(¢)
(3) siteg,acEl(t) et a< a alors a’ € El(¢)

Axiomes de 7, El

FIGURE 10. Axiomes de I'’ensemble des codes de type et de la fonction d’encodage

2. Propriétés

Nous prouvons tout d’abord que le modele abstrait permet bien d’interpréter la relation de cu-
mulativité et les régles de typage. Puis nous montrons comment ce modele permet bien de déduire
la cohérence de ICCs.

2.1. Interprétation des termes et du calcul.

2.1.1. Proposition (Propriétés de I'interprétation). Linterprétation [] : Ajcc, x Val 4 satisfait les pro-
priétés suivantes :

(1) sip(x) =p'(x) pour tout x € FV(M), alors [M], = [M]y
2) IM[x/NIlp = [Mlg;x—ni,
(3) siM —g M’ alors [M], = [M'],
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Axiomes des opérateurs de types
(4) silltue g alors
(@) teJ et uac g pour tout ac El(r)
(b) El(ITtu)={f e 4 |VacElt), facEl(ua)}
(5) siVtue g alors
(@) teJ et uaeJ pour tout ac EI(f)

(b) El(Vtuw) ={be 4 |VYacEl(r), be El(ua)} = ﬂ El(ua)
acEl(1)

6) siXtued alors
(@) teJ etuaecd pour tout ac EI(f)
(b) Ztu = Gen({Pair(a,b) e 4 | a€ El(t),be El(ua)})

(7) sidtue T alors
(@) teJ etuaecd pour tout ac EI(f)
(b) Ftu=Gen( |J El(ua)

acEl(1)
(8) siotueJ alors

(@) te T et uae g pour tout ac El(r)
(b) El(otu) ={ac ./ |acEl(t) NEl(ua) # ¢}

FIGURE 11. Axiomes des opérateurs de types

Axiomes de Gen
(9) pour tout X c ., si Gen(X) € I alors X < El(Gen (X))
(10) siXcX etsi Gen(X),Gen(X') € T, alors El(Gen(X)) < El(Gen(X")).
11) sill(GenX)u e g alors
{fed|VaeX, facEl(ua)} c EI(II(Gen(X))u)

FIGURE 12. Axiomes de la fonction de génération de codes de type

Axiomes des codes des univers
(12) El(u;) €9 pour tout i € w
(13) u; € El(u;4+1) pour tout i € w
(14) El(u;) € El(uj;1) pour tout i € @

(15) si t € El(u;) et ua € El(u;) pour tout a € El(¢), alors ITtu, Vtu,Ztu,3tu € El(u;), pour
tout i € w

(16) si t € El(u;) et ua € El(ug) pour tout a € El(r), alors ITfu, Vtu € El(up) pour tout i € w.
(17) si r€ El(u;) et ua € El(u;) pour tout a € EI(z), alors otu € El(u;)

FIGURE 13. Axiomes des codes des univers
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(4) siM —, M’ alors [M], < [M],

(5) si M =gy M alors [M], < [M'],

(6) si M=M' alors il existe un objet c € M tel que [M], < c et [M], < c.
(7) sip(x) <p'(x) pour tout x € FV(M), alors M]p < [M] o

DEMONSTRATION.

1)

)

3)

4

(5)
(6)

()

Par induction sur la structure de M. En utilisant les axiomes de I'application [], le résultat
est immédiat sauf pour I'abstraction et les constructeurs de type.E] Pour ces cas, il suffit
alors d'utiliser I'axiome (h) pour conclure.

Par induction structurelle sur M. Pour I'abstraction et les constructeurs de type, nous uti-
lisons I'axiome @ avec [Mlp;x—Njy;z—c €t [IM[x/Nllg;z—c, ol z est la variable abstraite et
¢ € ./ quelconque. Les cas des éliminateurs de la somme dépendante et du type existen-
tiel utilisent le point (I). Les autres cas ne posent pas de difficulté.

Par induction sur M. Pour les cas de base (Bt-réduction de téte), nous appliquons le point (2),
ainsi que les axiomes @ pour une p-réduction et @) pour une tz-réduction.q Les cas in-
ductifs se traitent de maniere analogue a la preuve du point (I).
(Nous reprenons la preuve donnée par Miquel dans sa these en page 120.) Si M —, M/,
il existe un terme N et un contexte a trou C[] tel que M = C[Ax.Nx] et M’ = C[N], avec
x ¢ FV(N). Soit z une variable fraiche n’apparaissant (libre ou liée) ni dans M, ni dans M'.
Nous avons

Az.C[zND(Afx.fx) —p CIAfx.fx)N] —p C[Ax.Nx] M

Az.C[zND)(Ax.x) —p ClAx.x)N] —p CIN] = M.

Nous en déduisons, d’apres le point (3), la réflexivité de < et les axiomes (a), (i) et

IMl, = [Az.ClzNllp-INfx.fxl, < [Az.ClzNllp-[Ax.xl, = [M,.

Conséquence des points (3) et (4) avec une récurrence immédiate et par transitivité de <.

D’apres la propriété de Church-Rosser, nous avons un terme N tel que M —pgy N «—g,; M.
Nous concluons alors grace au point et en posant ¢ = IIN]]p.

Nous reprenons la preuve de Miquel. (Lemme 3.3.10 p. 120.) 1l suffit de remarquer que
Ax1...xp.M) X1...X5 —p M, OU Xy,..., X, sont les variables libres de M. Nous concluons
alors en appliquant le point (3), puisque I'interprétation d’'un terme clos est indépendante
de la valuation (conséquence du point (I)).

O

2.1.2. NOTATION (Interprétation d’'un terme clos). Si M € Ajcc;, est clos, la valeur de [M], ne
dépend pas de p (point (1| de la proposition précédente). Nous la notons [M].

2.1.3. REMARQUE. Du point 2| de la proposition précédente et de 'axiome [g, nous déduisons
immeédiatement [M [x/N]], = [Ax.MI, - [N]p.

Interprétation de la relation de cumulativité.

2.1.4. Lemme (Interprétation de la cumulativité restreinte). Soient M et M’ deux termes du cal-
cul implicite tels que M < M'. Pour toute valuation p € Val 4, si M]p, IIM’]]p € 9 alors EI(IIM]]p) c
EI(IM']p).

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de M < M’ en considérant la derniére regle.

1. En effet dans les axiomeslﬁlﬂ@ , et@ le codomaine apparait dans le terme de droite entouré d'une abstraction
et n'est donc pas un sous-terme strict du terme initial.
2. Le point (2) seul suffit pour une 13-réduction.
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e (CuMmR-EQ) : trivial.

* (CUMR-SORT-1) €t (CuMR-Sort-2) : conséquence des axiomes (d), (€) et (I4) avec une récurrence
immeédiate.

e (CUMR-ProD) €t (CUMR-I-ProD) : Si

To<sT U, <Up
Mx:T;.U; <Ilx:T2.Uy ou Vx:T;.U; < Vx:Ty.U>

Pour i € {1,2}, nous posons t; = [T;], et u; = [Ax.U;],. Nous avons alors (axiomes , )
tju; = [Mx:T;.Ulp, Yu; = [Vx:T;.U;]p. De plus, par hypothese, I1#;u;,Vt;u; € 9. En-
fin, d’apres les axiomes et , nous avons f; € 9, et, pour tout a € El(¢;), u;ac J.

Montrons que EI(I1# 1) < EI(TI up) et EI(V 1 u;) < EI(Vf up). Par hypotheses d’induc-
tion, nous avons El(2) < El(#;) et El(u;a) = EI([U1]p;x—q) < EI([U2]p;x—a) = El(uz2a) pour
tout a € El(£,). Les axiomes et , permettent alors de conclure.

e (CUMR-Z), (CUMR-U) €t (CUMR-SUB) :
Si
Al <Ay B <B,
Zx:A;.B;<Zx:A;.Booudx:A;.By<3x:Ar.Boou{x:A;|B;}<{x:As|By}

Pour i € {1,2}, nous posons a; = [A;], et b; = [Ax.B;],. Nous avons alors (axiomes @,
et @) 2aib; = [Zx:A;.Bilp, da;b; = [3x: A;.B;lp, 0a;b; = [{x:A; | Bj}],. De plus, par hy-
pothese, 2a;b;,3a;b;,0a;b; € I . Enfin, d’apres les axiomes (6a), et (8a), a; € T, et,
pour tout c € El(a;), bijce T .

Montrons que El(Zay b;) c El(Zayby), El(3a; by) c El(Jayb,), et El(ca; by) < El(caz by).
Par hypothéses d’induction, nous avons El(a;) c El(ay) et, pour tout ¢ € El(a;), El(b;c) =

El([B11p;x—c) < El([B2lp;x—c) = El(b2c). Les axiomes , , , et permettent

alors de conclure.
O

2.1.5. Proposition (Interprétation de la relation de cumulativité). Soient M et M’ deux termes du
calcul implicite tels que M < M'. Pour toute valuation p € Val 4, si [M],, [M'], € 3 alors EI([M],) c
EI(IM']p).

DEMONSTRATION. D’aprés le point du lemme [2.3.10| page il existe My et M tels que
M =gy Mo, M’ =g, My et My < M. D’apres le point (5) de la proposition nous avons [M], <
Mol et [[M]];) < [Mgl,. Laxiome (1) nous indique que [Mol,, [Myl, € I etl'axiome (2) que EI([M])) =
EI,([[MO]]p) et EI(IM'],) = EI(IMglp). Nous concluons alors en appliquant le lemme a My et
M O
0

2.2. Interprétation des regles de typage.

2.2.1. DEFINITION (Interprétation des contextes). Soit I' un contexte du calcul implicite. L'inter-
prétation de ce contexte, notée [I'] est définie par :

[T = {peVal,|V(x:T)eT,([Tlp, €I ) Ap(x) € EI([T])}.

2.2.2. REMARQUE. Pour le contexte vide e, [] = Val 4.

2.2.3. Lemme (Interprétation des sous-contextes). Si ' €I alors [I''] < [T'].

DEMONSTRATION. Immédiat d’apres les définitions du sous-contexte (définition page
et de I'interprétation des contextes. U



2. PROPRIETES 69

2.2.4. Proposition (Validité). SiI'+ M:T est un jugement dérivable du calcul implicite, alors :

pelll = [Tlped AMI,eEI(IT]p).

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de la dérivation du jugement I' - M : T. La
plupart des regles se traite immédiatement. Nous ne détaillons pas les utilisations des axiomes de
la figure [9] quand elles sont évidentes.

e (var) : immédiat par définition de [I'].
* (sortr) : conséquence de I'axiome
¢ (cum) : immédiat d’apres la proposition|2.1.5

Regles de formation des types : Si

I'T:s I;x:THU:s) (81,52, 83) € Rulen
I'-0Ox:T.U:s3

* Nous avons clairement [s3], € J.
 Pour montrer que [Ox:T.U], € El([s3]p), nous distinguons les cas suivants :
— type sous-ensemble : si Ox: T.U = {x: T | U}, alors nous utilisons 'axiome (17) ;

— produit dépendant imprédicatif : si Ox : T.U est un type produit et si s3 = Prop
alors nous utilisons 'axiome ;

— autres cas (produits dépendants non-imprédicatifs, somme dépendante ou type
existentiel) : alors nous utilisons les axiomes et (14).

» Regles d’introduction des types produit. (Lam) et (Gen) sont similaires. Traitons (Lam). Si
Ix:TEM:U T'HIIx:T.U:s
F'FAx.M:Mlx:T.U
montrons que [I1x:T.U], € 3 et que [Ax.M], € EI([TIx: T.U]p).

» Montrons que [I1x: T.U], € . 1l existe i € w tel que [s], = u;. Par hypothese d’in-
duction sur le jugement ' +T1x: T.U: s, [[1x: T.UJ, € El(u;). Par 'axiome (12), nous
avons [[Ix:T.UJ, e T

* Montrons que [Ax.M], € EI([TLx : T.U],). D’apres 'axiome (@b}, il suffit de montrer
que, pour a € EI([T],) quelconque, [Ax.Ml, - a € EI([Ax.U], - a). Cela est équivalent,
d’apres 'axiome , a [Mlp;x—q € EI(IIU]]p;x(_a). Nous montrons sans difficulté que
p;x — ac€[l;x:T] et en déduisons le résultat voulu par hypothése d’induction sur
Ix: THM:U avec la valuation p; x — a.

(LAM)

» Régles d’élimination des types produit. Les cas (arp) et (Inst) sont eux aussi analogues.

Traitons (Inst). Si
I'EFM:Vx:T.U IT'EN:T

I'EM:U[x/N]
montrons que [U [x/N]], € 5 et que [M], € EI([U [x/N]],).

Par hypotheses d’induction, [Vx:T.Ul, € 9, [M], € EI(IVx:T.Ulp) et [N], € EI(IT],).
D’aprés I'axiome (5a), [Ax.Ul,-[N], € I et d’apres 'axiome (5b), [MI, € EI(IAx.Ulp-[NIy).
En appliquant la remarque[2.1.3} nous avons [U [x/N]], = [Ax.Ul,- [Ny, d’ot [U [x/NI], €
I et [M], € EI([U [x/NI]p).

» Reégles d’introduction des types somme. Ces régles sont similaires. Si
I'a:A THb:Blx/al] TH3x:A.B:s

I'~(,b):3x:A.B

(INST)

(3-D
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» Nous montrons [3x:A.B], € 9 par hypothése d'induction sur I' - 3x : A.B: s (simi-
laire a @wam)).

» Montrons que [(o, b)], € El([Fx: A.Blp). Par hypotheses d’'induction et d’apres la re-
marque [2.1.3] nous avons [al, € EI([Alp) et [b], € EI(IAx.Bl - [alp), d’ott

[0, D)lpe | ElNx.Bly-¢)
ceEI([Al)
D’apres les axiomes (9) et (7b),
[(o, D)1, € El(Gen( U EI(IAx.Blp-¢))) = El([3x: A.B],)
ceEI([Alp)
e (z-E) et (3-E) sont similaires. Traitons 3-g) : Si
'FP:3x:A.B—s T;x:A;y:BFf:P(o,)
I'Fc:3x:A.B xgFV(f)
I'+Elims(y.f,c):Pc

» Montrons tout d’abord que [Pcl, € J. 1l existe i € w tel que [s], = u;. Par hypo-
theéses d’'induction sur les jugements 'FP:3x:A.B—setT'F c:3x:A.B et d’aprés
I'axiome [4b] nous avons [P cl;, € El(u;). Nous concluons alors grace a I'axiome [12}

(3-E)

* Montrons maintenant que [Elim3(y.f, )], € EI([P clp). Nous avons [Elima(y.f,c)lp =
[flpsy—te1, = A\y.flp - clp et EI([Pclp) = EI([P], - [c]p) Or, par hypothése d’induc-
tion, [c], € EI([3x : A.B]p). Pour montrer que [Ay. fI, - [clp € EI([P], - [clp), il suffit
donc de montrer, d’apres 1'axiome , que I1[3x:A.Bl,[Pl, € I et que [Ay.f], €
EI(IT[3x: A.Blo[P]p).

— Montrons que II[3x:A.B],[P], € 7. Il existe j € o tel que [s'], = uj. Par hy-
potheéses d’induction sur TP :3x:A.B— set '+ 3x:A.B: s, nous avons
[3x : A.B], € El(uj) et [Pl, € EI(TI[Fx: A.B]o[Ay.slp). Soit b € EI([Fx : A.BJp).
Nous avons [Pl - b € El([s]p) = El(u;) (axiome (4b)). Soit k le maximum de i et
j. Nous avons alors (axiome ) [3x : A.Bl, € El(ug) et, pour tout b € El([3x :
A.Blp), [Pl - b € El(ug). Nous concluons alors grace a 'axiome (15).

— Montrons enfin que [Ay. f1, € EI(IT[3x: A.B],[P]p).
— D’apres I'axiome , et puisque IT[3x: A.B],[Pl, € T, nous avons :

ues\Vbe |J ENIAx.Bly-a), u-beEI([Pl,-b)} < EIII[Ex: A.Blo[Plp).
acEI([Aly)

— Soient a € EI([A],) et b € EI([Ax.B],-a). Il suffit donc de montrer que [Ay. f1,-
b= [[f]]p;ye—b € El([[P]]p . b)

— Soit p=p;x — a;y — b. Il est clair que p € [I';x: A; y : B]. Nous concluons
alors par hypothese d’induction sur le jugement I';x: A;y:BF f: Py avec
la valuation p, puisque x ¢ FV(f) et que x, y ¢ FV(P).

e (SuB-E-1) : Si
T'ka:{x:A|B}

I'Fa:A
nous avons immédiatement, d’apres les axiomes et , [Alp € T et [alp € [Alp.

e (SuB-E-2) : Si

(SuB-E-1)

T'HP:s I;y:Blx/cl-f:P
IFFc:{x:A|B} yeFV())

THf:P

(SuB-E-2)



2. PROPRIETES 71

» [P], €T est une conséquence immédiate de I'axiome et de 'hypothese d’'induc-
tion liée au jugement I'-P: s.

» Montrons que [f], € EI([P],). Par hypothése d’induction, [{x:A|B}l, € I et [cl, €
El([{x : A| B}],). D’apres les axiomes et , [Ax.Bl,-[clp = [Blx/cllp € T etil
existe b € EI([B [x/cllp). Posons p = p;y < b. Nous avons p € [I';y : B[x/c]], d’ou, par
hypothese d’induction, [f]; € EI([[P]];,). Nous pouvons alors conclure puisque y n'est
une variable libre ni de f, ni de P.

0

2.2.5. REMARQUE. Cette preuve montre que le modele abstrait est aussi valable pour une ver-
sion de ICCs avec un type existentiel complétement implicite. En effet, du fait de la définition de
I'interprétation pour la paire existentielle et I'éliminateur d’existentielle, le cas des regles d'un type
existentiel implicite :

I'ta:A I'b:Blx/al I'HF3x:A.B:s
I'b:3x:A.B

F'-P:3x:A.B—s [x:A;y:BEf:Py
F'c:3x:A.B x¢ FV(f)
'k flylcl:Pc

correspond exactement aux cas des regles 3-1) et (3-E).

2.3. Cohérence du calcul. De méme que dans ICC, la cohérence logique de ICCs peut étre
définie comme le fait que le terme VA : Prop.Prop n'est pas habité dans le contexte vide.
En effet, les remarques suivantes, dues a Miquel, sont également valables dans ICCs.

e Sil'FVx:T.U—1Ilx:T.U:s est dérivable alors ' mF Apx.p:Vx:T.U - I[Ix: T.U est
dérivable. Nous avons donc en particulier - Apx.p: VA:Prop.A— ITA: Prop.A.

* Nous avons FAf. f(VA:Prop.A):TIA: Prop.A— VA:Prop.A.
2.3.1. DEFINITION (Modéle restreint). Soit i € w. Un modéle du calcul implicite avec types

somme (,-,Pair,[1,<,9,El,Gen,1,2,11,V,X, 3,0, (Uj)jee) est i-restreint s'il existe t € El(u;) tel que
El(r) = @.

2.3.2. Proposition. Notons Falsey = VT : Prop.T et, pour i >0, False; = VT : Type;.T. Si 4 est un
modele i-restreint de ICCs alors El([False;]) = @.

DEMONSTRATION.
* Nous avons - Falseg : Prop et, pour tout i >0, I' - False; : Type,;.
e D’apres la proposition et 'axiome , nous avons pour tout j [False;] € .
» Nous concluons alors en appliquant 'axiome (5).
O

2.3.3. Corollaire (Cohérence de ICCy). S'il existe un modele 0-cohérent de ICCs alors ICCs est cohé-
rent.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition précédente, nous avons El([Falseg]) = @. Si ICCy est
incohérent, alors il existe un terme clos M tel que - M : Falsey. Nous avons donc, d’apres la propo-
sition [IM] € El([Falseol) ce qui contredit El([Falsegl) = @. O






Chapitre 4

Notions sur les espaces cohérents

Le modele de cohérence de Miquel s’inspire du modeéle construit par Jean-Yves Girard pour in-
terpréter le Systéme F [Gir86) (GTL89, Gir06]. Girard construit un domaine de Scott [Sco76)} Sco82]
vérifiant une certaine équation récursive. Pour construire ce domaine, Girard introduit les espaces
cohérents, qui le méneront ensuite vers la découverte de la logique linéaire. Il définit ainsi la catégo-
rie des espaces cohérents, dont les morphismes sont les fonctions stables, introduites par Berry [Ber78].
Girard montre que c’est une catégorie cartésienne fermée réflexive [ML98], ce qui lui permet ainsi
d’établir 'équation récursive.

Miquel reprend les ingrédients du modéle de Girard : un domaine de Scott associé a un espace
cohérent, une catégorie cartésienne fermée et réflexive, et une équation récursive vérifiée par 1'es-
pace. Par rapport au Systéme E ICC possede un systeme de types plus riche et une hiérarchie d’'uni-
vers. Etendre le modele de Girard au produit dépendant et au produit implicite ne demande pas
de changements profonds. Par contre, tenir compte de la hiérarchie d’'univers nécessite des ajouts
substantiels. Ainsi Miquel définit les fonctions p-stables, qui généralisent les fonctions stables, et
construit une hiérarchie d’espaces cohérents rigidement inclus les uns dans les autres.

Dans ce chapitre, nous regroupons les définitions et propriétés du modele de Miquel dont nous
avons besoin pour la construction du modele. Ainsi la premiére section est consacrée aux espaces
cohérents. La deuxieme section présente la catégorie des quasi-espaces cohérents, dont les mor-
phismes sont les fonctions quasi-stables, et qui est une catégorie cartésienne fermée mais non-
réflexive. La troisiéme section présente la catégorie des p-espaces cohérents, dont les morphismes
sont les fonctions p-stables, et justifie que c’est une catégorie cartésienne fermée et réflexive.

Ce chapitre peut-étre vu comme un résumé du chapitre 4 de la thése de Miquel [Miq01] lisible
de maniere autonome. Les preuves des résultats repris sont en général omises, notamment les plus
longues. Quelques notations sont changées. Les explications sont plus bréves.

Notons tout de méme une différence, méme si non-essentielle, entre notre présentation et
celle de Miquel. La définition des espaces cohérents par Girard dans [Gir06] differe légerement
de celle, plus ancienne, dans [GTL89]. Dans [GTL89], un espace cohérent est défini comme un en-
semble d’ensembles ordonné par I'inclusion (avec une structure de domaine) et en bijection avec
un graphe non-ordonné. Ainsi un espace cohérent sera vu a la fois comme un graphe ou un do-
maine. Dans [Gir06], une distinction est faite entre les deux notions : un espace cohérent est cette
fois défini comme un graphe et le domaine associé est appelé domaine de cohérence. La these de
Miquel, écrite avant [Gir06], suit naturellement la présentation de [GTL89]. Nous avons décidé de
suivre la présentation la plus récente et de distinguer les espaces de cohérence de leurs domaines
associés.

1. Espaces cohérents

1.1. Généralités. Dans ce paragraphe, nous donnons les définitions des espaces cohérents et
de leurs domaines associés, les domaines cohérents. Nous montrons que la donnée d'un espace
cohérent est équivalente a la donnée de son domaine de cohérence associé.

73
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1.1.1. DEFINITION (Espace cohérent). Un espace cohérent «f est un couple (|«/], <) ot
e |o/| est un ensemble, appelé la trame,
e T est une relation binaire réflexive et symétrique sur |</|, appelée relation de cohérence.

Les éléments de |<f| sont appelés atomes. Deux atomes « et o’ sont cohérents si a < o' et incohé-
rents sinon.

Un espace cohérent est donc un cas particulier de graphe.

1.1.2. DEFINITION (Clique). Soit o/ un espace cohérent. Un ensemble d’atomes a est une clique
si pour tous o, € a, a g P.

1.1.3. DEFINITION (Famille de cliques compatibles). Soient I un ensemble et (a;);e; est une
famille de cliques de <. (a;);e1 est une famille de cliques compatibles dans </ si Ual— €eD,.
i€l
1.1.4. DEFINITION (Domaine de cohérence). Soit &/ un espace cohérent. Le domaine de cohé-
rence associé a </, noté D, est 'ensemble des cliques de <.

1.1.5. REMARQUE. Lutilisation de I'appellation domaine est justifiée par le fait que les domaines
de cohérence sont des domaines de Scott.

Nous allons maintenant caractériser les domaines de cohérence, puis montrer que connaitre
un espace de cohérence équivaut a connaitre son domaine de cohérence associé.

1.1.6. DEFINITION (Ordre partiel). Un ordre partiel est un couple (D, <) formé d’'un ensemble D
et d'une relation d’ordre sur cet ensemble <.

1.1.7. Proposition. Soient o/ un espace cohérent et D le domaine associé a /. Alors (D, <) est un
ordre partiel qui vérifie les criteres suivants :
(1) (Cloture inférieure) sia€ D et a' < a alors a' € D 4
(2) (Complétude binaire) si 1 est un ensemble et si (a;)ie1 est une famille de cliques de <f (i.e.
déléments de D ), alors

(Vi,j€1,aanj eDy) = Uai €Dy.

i€l
DEMONSTRATION.
e (Dy,c) est clairement un ordre partiel.

¢ (1) est évident car un sous-ensemble est bien une clique.

 Montrons (2). Soient «,f € | Ja; € D.s. Montrons que « < p.
i€l
o Il existe i, j eI tels que a € a; et € a;.
* Par hypothése, nous avons a;Ua;j € Dy, dot acy p.

O

1.1.8. Proposition. Soit (D, <) un ordre partiel vérifiant les propriétés de complétude binaire et de
cloture inférieure. Lespace de cohérence < dont la trame est {a | {«} € D} et dont la relation réflexive
et symétrique est définie par a« <4 o < {o, o'} € D est tel que Dy =D.

DEMONSTRATION. Si a € D, montrons que a € D. 1l suffit de montrer que tous les éléments
de a sont cohérents pour . Soient o, € a. Par cloture inférieure, nous avons {a,«’} € D, soit
ayal.

Si a € Dy, montrons que a € D. Nous avons a = _J{a}. Si a,a € a, par cohérence, nous avons

aE€Ea
{a, o’} € D. Par complétude binaire, nous avons bien a € D. 0



1. ESPACES COHERENTS 75

1.2. Espaces cohérents particuliers. Nous décrivons dans ce paragraphe quelques exemples
d’espaces cohérents utiles pour la suite : le produit direct, qui servira de produit cartésien dans
les catégorie des quasi- et des p-espaces cohérents (cf. sections [2| et , la somme directe et les
espaces cohérents plats, qui apparaitront dans 1'équation récursive au chapitre suivant (cf. sous-

section 2.2).
Produit direct.

1.2.1. DEFINITION (Produit direct). Soient «f,4/% des espaces cohérents. Le produit direct de of;
et of», noté of) & of,, est 'espace cohérent dont la trame est

|t &.ats| {1} x || U {2} x |ota]
{(1,a1) log €1} U2, 02) | az € |}

et dont la relation de cohérence est :
(i, &) S o &ty (o) o (i=jAa - o) v (i# ).

1.2.2. REMARQUE. Pour toute clique a de o) & o, il existe a;, a, cliques de <) et o/, telles que
a=1{1} x a; U{2} x ay. Cela justifie la notation suivante.

1.2.3. NOTATION. Nous notons [ay, az] la clique {1} x a; U {2} x ay.

1.2.4. REMARQUE (Cliques compatibles dans o) &<#>). Sil est un ensemble non-\(ide et si (a;j)ier
est une clique compatible de «#; & o, alors, pour j € {1,2} il existe une famile (a{ )ier de cliques
compatibles dans «/; telle que, pour tout i €1, a; = [a}, af]. Nous avons de plus

Nai =Nla;, a1 =1 a;,(a;]

iel iel iel iel
Somme directe.

1.2.5. DEFINITION (Somme directe). Soient «f,o/ des espaces cohérents. La somme directe de
o) et ofs, noté of) & o>, est 'espace cohérent dont la trame est

lh @ alol = {1} x| U{2} x |of]
et dont la relation de cohérence est :
(1,00 Serem, (o) & (i=jAaSyd)
1.2.6. REMARQUE. Les cliques de <) ® </, sont de la forme {i} x a; ol1 i € {1,2} et a; est une clique
de o;.
Définitions simplifiées. Si les trames de «f) et o, sont disjointes, nous pouvons définir plus

simplement le produit direct of; & o/, et la somme directe <) @ of>.

1.2.7. DEFINITION. Si || N|ef| = @ alors nous définissons <) & of, et of) & of» par :
o |t &ao| = |t ® la| = || U | o]

AT, @ o @Fi€{l,2}acy o)
v(@i,jefl,2}i# jrace |l o €l

!/ . !/
A geq 0 © @Aie{l,2},aly o)

Nous avons alors Dy, N Dy, = {?}, Do, ={aUb|a€ Dy, be Dy}, Dogoss, = Doy UD g,
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Espaces cohérent plats. Un espace cohérent plat est caractérisé par le fait que les atomes sont
deux a deux incohérents. Ses seules cliques sont donc des singletons ou I'ensemble vide.

1.2.8. DEFINITION (Espace cohérent plat). Soit X un ensemble. Lespace cohérent plat, noté X |,
est défini par

(D X=X

(2) Vx,yeX,xx, yox=y.

1.3. Plongements rigides.

1.3.1. DEFINITION (Plongement rigide). Soient «f,o/’ des espaces cohérents, un plongement ri-
gide de of vers of' est une injection @ : |«/| — |<f'| telle que pour tous atomes g, € |</|, nous
avons

A Sy 2 < CD(O(l) oyl CD((XZ)

Deux fonctions sont associées a tout plongement rigide. Le plongement ®* défini par

o+ D o D o'
a — {®0aecal
et la rétraction ®~ définie par
Dy — D
OB ‘Qf ‘d

a ~ f{a|®@ea}

1.3.2. REMARQUE (Correction des définitions du plongement et de la rétraction). Du fait de la
contrainte entre les relations de cohérence pour toute clique a de </, ®*(a) est bien une clique de
o' et de méme, pour toute clique a’ de </, ® (a) est bien une clique de «/. Les fonctions ®* et
®~ sont donc bien définies. De plus, ®* est injective, ®~ est surjective et @~ o d* = idp_,. Si @ est
bijective, @ o ®~ =idp .

1.3.3. DEFINITION (Inclusion rigide). Soient «/,of" des espaces cohérents, <f est inclus rigide-
ment dans /', ou encore <f est un sous-espace cohérent de «f' si |o/| < |<f'| et si les relations de
cohérence sont identiques sur |</|, c’est-a-dire que, pour tous atomes oy, &, € ||, nous avons

Ayl < O]yl
Nous notons alors «f € «f'.

Nous déduisons immédiatement cette proposition qui montre comment la notion d’inclusion
rigide est reliée a celle de plongement rigide.

1.3.4. Proposition. Soient o/ ,of' des espaces cohérents tels que |<f| < |of'|. Alors of € of' si et seule-
ment si l'injection canonique
|| — |

a - «

)

est un plongement rigide entre of et <f'.

Dans ce cas le plongement et la rétraction sont respectivement les fonctions a— a et a' — a' N ||
et nous avons de plus D c D .
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Colimite. La notion d’inclusion rigide nous permet d’introduire celle de colimite, utile pour la
construction du modele.

1.3.5. DEFINITION (Ensemble dirigé). Un ordre partiel (I, <) est un ensemble dirigé si pour tous
i,jelilexiste keltelquei<k,j<k.

1.3.6. DEFINITION (Famille croissante d’espaces cohérents). Soit (I, <) un ensemble dirigé. Une
famille d’espaces cohérents (<f;) e est une famille croissante d'espaces cohérents si pour tous i, j €1
tels que i < j alors of; € ;.

1.3.7. DEFINITION (Colimite). Soient (I, <) est un ensemble dirigé et si (A;);e1 est une famille
croissante d’espaces cohérents. La colimite de la famille (A;);¢; est 'espace cohérent défini par

|colimgs;| = | l|di|
i€l >
iel

o< p== E|i€I,(X1,(X2€|«Q¢i|/\a1 T A2

colim, e %2

2. La catégorie des quasi-espaces cohérents

La catégorie des quasi-espaces cohérents est la catégorie dont les objets sont les espaces co-
hérents et dont les morphismes sont les (traces des) fonctions quasi-stables. C’est une catégorie
cartésienne fermée non-réflexive.

2.1. Fonctions quasi-stables.

2.1.1. DEFINITION (Fonctions quasi-stables). Soient «/,28 des espaces cohérents et I un en-
semble. Une fonction F: D, — Dg est quasi-stable si, pour toute famille (a;);e; de cliques de Dy,

nous avons
JaieDy = F(an=(Fa
i€l i€l i€l
2.1.2. REMARQUE. Ce critére de quasi-stabilité est plus contraignant que le critere de stabilité
binaire des fonctions stables.E] Cependant Miquel a montré dans sa thése que toute fonction stable

est quasi-stable. Cela implique notamment qu’il est possible de remplacer le critéere de stabilité
binaire par le critere de quasi-stabilité dans la définition des fonctions stables.

La quasi-stabilité préserve certaines bonnes propriétés des fonctions stables. Ainsi, nous allons
le voir, les fonctions quasi-stables sont elles aussi représentables par leur trace.

2.1.3. DEFINITION (Trace d'une fonction quasi-stable). La frace d'une fonction quasi-stable F:
D — Dg, notée Tr(F), est 'ensemble défini par :

Tr(F) = {(ao,p) €Dy x|Bl1PpeF(ag) A (Vas ao,p ¢ Fla)}

La proposition suivante démontre que connaitre la trace d'une fonction quasi-stable permet
d’en déduire les valeurs.

2.1.4. Proposition (Application). SiF:D — Dg est quasi-stable alors, pour toute clique a€ D o

F(a) = {Bel%Bl|3apca,(apP)e Tr(E)}

DEMONSTRATION. Cf. proposition 4.3.5 page 157 dans la these de Miquel. U

2.1.5. REMARQUE. Si Tr(F) c Tr(G), alors pour tout a € D, F(a) c G(a).

1. Siajuap € Dy, alors F(a; Uay) = F(ay) UF(ap).
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Nous déduisons alors dans le corollaire suivant qu'une fonction quasi-stable peut étre assimilée
a sa trace.

2.1.6. Corollaire (Caractérisation par la trace). Si EG: D, — Dg sont des fonctions quasi-stables,
alors

TrF=Tr(G) < F=G

DEMONSTRATION. Cf. corollaire 4.3.6 page 157 dans la thése de Miquel. Limplication directe se
déduit de la proposition précédente. La réciproque découle immédiatement de la définition de la
trace. U

2.2. Espace fonctionnel. Nous définissons maintenant I’espace fonctionnel de la catégorie.

2.2.1. DEFINITION (Espace des fonctions quasi-stables). Soient «7,98 des espaces cohérents.

Lespace cohérent des fonctions quasi-stables de of vers %, noté of 4 %, est I'espace cohérent dont
la trame est

lof > Bl = Dy x|B
et dont la relation de cohérence (a;,p;) < ey (az,p2) est caractérisée par la conjonction des
conditions suivantes :
(1) siaiuap e Dy alors B1 <% P2;
(2) siajuay e Dy et a; # ay alors By #Po.
2.2.2. REMARQUES.

(1) Larelation < est bien réflexive et symétrique, ce qui justifie la définition.

B
(2) Lespace &« 9 B est I’équivalent de I'espace cohérent of — 28 pour la catégorie des es-
paces cohérents définie par Girard.

La proposition suivante affirme que les cliques de cet espace sont les traces des fonctions quasi-
stables.

2.2.3. Proposition (Caractérisation du domaine associé a «/ 9. B). Le domaine associé lespace
cohérent of 2> B est
Ddige = {ceDy x|%||3F:Dy — Dg quasi-stable, c = Tr(F)}
{Tr(F) | F: Dy — Dg quasi-stable}

DEMONSTRATION. Cf. proposition 4.3.8 p :158 de la these de Miquel. U

2.2.4. REMARQUE. Puisque les fonctions quasi-stables sont totalement caractérisées par leur
trace (cf. corollaire [2.1.6), nous pouvons définir les morphismes de la catégorie de deux manieres
équivalentes. Les morphismes entre les espaces cohérents «f et 98 sont les fonctions quasi-stables

entre D, et Dg ou bien les cliques de I'espace fonctionnel «f 9 .

2.2.5. NOTATION. Puisque les cliques de <f 9 peuvent étres vues comme des fonctions, nous
noterons dorénavant F: o/ - & pour signifier qu'une fonction F: D — Dg est quasi-stable.

Miquel a montré que la catégorie des quasi-espaces cohérents est cartésienne fermée non-
réflexive (proposition 4.3.10 page 158). La non-réflexivité empéche cette catégorie d’étre le cadre
pour la construction d'un espace cohérent vérifiant une équation récursive.E]

2. Ainsi la catégorie des espaces cohérents liée aux fonctions stables du modele de Girard pour Systeme F est une
catégorie cartésienne fermée réflexive
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Pour pallier a la non-réflexivité de la catégorie des quasi-espaces cohérents, Miquel définit,
pour un cardinal p donné, la p-continuité (une généralisation de la continuité), puis les fonc-
tions p-stables (les fonctions quasi-stables et p-continues). La catégorie induite, la catégorie des
p-espaces cohérents, est alors cartésienne fermée et réflexive.

3. La catégorie des |1-espaces cohérents

3.1. Fonctions p-stables. Nous considérons dans la suite un cardinal y, qui a vocation a étre
trés grand (au moins égal a Xy) afin de pouvoir coder la hiérarchie d'univers du calcul implicite.

3.1.1. NOTATION (Cardinal). Pour tout ensemble E, son cardinal est noté E.

3.1.2. DEFINITION (p-approximants). Soit of un espace cohérent et a une clique de <. Un p-
approximant de a est une clique ay c a telle que ay < 1. Lensemble des p-approximants de a est
noté &, (a).

3.1.3. DEFINITION (p-continuité). Soient «/,98 des espaces cohérents. Une fonction F: Dy —
D4 est p-continue si elle est monotone[’| et si, pour tout clique a€ D, F(a) = U F(ag).
aePy(a)

3.1.4. REMARQUE. Le deuxiéme critére implique la monotonie.

3.1.5. DEFINITION (p-stabilité). Soient «/,98 des espaces cohérents. Une fonction F: Dy — Dg
est [L-stable si elle est p-continue et quasi-stable.

3.1.6. REMARQUE. Si 1 =Ry, nous retrouvons les notions de continuité a la Scott et de stabilité
a la Berry. Ainsi une fonction Ry-stable est une fonction stable.

3.1.7. REMARQUE. La quasi-stabilité entraine la monotonie : si a c @, alors aua’ = a’ € Dy et
F(a) = Flan d') = F(a) nF(a') < F(a'). Ainsi une fonction F est p-stable si et seulement si elle est
quasi-stable et si pour tout clique a€ Dy F(a)= ] F(ay).

apeP,(a)
3.1.8. Proposition (Caractérisation des fonctions p-stables). Soient «f ,98 des espaces cohérents. Une
fonction quasi-stable F : of 9. B est |-stable si et seulement si sa trace n'est constituée que d'atomes
(a,p) € Dy x | 98| tels queﬁ< M.

DEMONSTRATION. Cf. proposition 4.3.16 p :160 de la these de Miquel. Conséquence de la défi-
nition de la trace. U

3.1.9. REMARQUES.

(1) Dans le cas de fonctions quasi-stables, les cliques a ne sont pas bornées. Cette non-limitation
est a la base de la non-réflexivité de la catégorie des quasi-espaces cohérents.

(2) Dans le cas de fonctions stables (1 = Rp), les cliques a sont finies. Cela rend les fonctions
stables inadaptées pour interpréter le calcul implicite du fait de la hiérarchie infinie d'uni-
vers. Dans le cadre des fonctions p-stables, nous pourrons interpréter les univers en pre-
nant des cardinaux suffisamment grands.

3.2. Espace fonctionnel. Nous pouvons maintenant définir I’espace des fonctions p-stables,
similaire a celui des fonctions quasi-stables, a ceci prés que le cardinal des atomes est borné par le
cardinal p.

3.2.1. NOoTATION. Nous notons D;l{ ={aeDy|a< p} 'ensemble des cliques de «/ de cardinal
strictement inférieur a .

3. Pour toutes cliques agp, a; € Dy, si ag < a; alors F(agp) c F(aj).
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3.2.2. DEFINITION (Espace des fonctions p-stables). Soient «/,98 des espaces cohérents. L'espace
cohérent des fonctions p-stables de <f vers 98, noté «f Lt A, est 'espace cohérent dont la trame est

o & B = DY x|l

et dont la relation de cohérence < est caractérisée par

od B

(a1,B1) S g (a2,B2) & (a1,p1) < q , (a2,B2)

3.2.3. REMARQUE. Nous avons |.</ L Blc|oA aA AB|. et =
a2 3.

3= 9 g CE QU impliqued—p»% C

3.2.4. Proposition (Caractérisation du domaine associé a <f L %B). Le domaine associé a l'espace
. M
cohérent of — 9B est

Ddﬁ@

{ce Di{ x ||| AF : Dy — Dg p-stable, c = Tr(F)}
{Tr(F) |F: Dy — Dg pu-stable}

DEMONSTRATION. Cf. corollaire 4.3.17 p :160 de la thése de Miquel. Conséquence directe de la
caractérisation des fonctions p-stables (proposition ci-haut). U

La composée de fonctions p-continues (resp. -stables) n’est pas toujours une fonction p-
continue (resp. p-stable) si u est quelconque. Aussi allons nous faire des hypothéses sur la nature
du cardinal.

3.2.5. DEFINITION (Cardinal régulier). Un cardinal infini p est régulier si et seulement si pour
toute famille d’ensembles (E;);er,
T< pA(VieI,E:,~< w = [YJEi<p

i€l

Nous supposons par la suite que p est régulier. Dans ces conditions, la catégorie des p-espaces
cohérentsﬁ est une catégorie cartésienne fermée. Miquel le démontre dans la proposition 4.3.19
p.lGl.E] La preuve de la fermeture repose sur le fait que I'application et la curryfication, définies
ci-dessous, sont des fonctions p-stables.

3.2.6. DEFINITION (Application). Lapplication, notée App est définie par :
D et — Do
ApP/,%

(a, Tr(F)) —  F(a)

3.2.7. DEFINITION (Isomorphisme de Curry). Lisomorphisme de Curry, noté Curry est défini
par:

D D

(A&B) % A (BEE)
Curry, 5«

Tr(F) — Tr(a— (b—F((a, b))

4. Ses objets sont les domaines de cohérence et ses morphismes les cliques des espaces de fonction (c’est-a-dire les
traces des fonctions p-stables).

5. La démonstration renvoie en fait a celle de la proposition 4.3.10 p.158 qui prouve la fermeture de la catégorie des
quasi-espaces cohérents, dont les objets sont les domaines de cohérence et les morphismes sont les cliques des espaces
de fonction quasi-stables.
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Miquel a de plus montré que cette catégorie est réﬂexiveﬂ c'est-a-dire qu’il existe un espace
cohérent of non-trivial (dont la trame a au moins deux éléments) et un plongement rigide entre

of B of et of. Cet espace est 'espace d’interprétation du modele. Il sera présenté plus en détail
dans la section 2| du chapitre suivant.

6. Cf. la méme proposition 4.3.19 p.161






Chapitre 5

Modele de cohérence de ICCsx

Ce chapitre est constitué de deux sections. La premiere décrit 'implémentation des opérateurs
représentant les constructeurs de type. La seconde décrit le modéle de cohérence dans sa totalité.

1. Interprétation des types

Cette section est consacrée aux éléments du modele de Miquel relatifs a 'interprétation des
types produit du calcul implicite. Ces éléments sont I'espace cohérent des types (cf. paragraphe[1.2)
et les deux opérateurs de type liés aux produits explicite et implicite du calcul (cf. paragraphe[L.3).
Ces éléments reposent fortement sur les notions de type sémantique et de base de type, que nous
présentons maintenant.

1.1. Types sémantiques et bases de type. Dans cette sous-section, nous considérons un espace
cohérent quelconque </ et deux ensembles de cliques de «f X et Y.

Base de type. Une base de type est un ensemble de cliques deux a deux incompatibles.
1.1.1. DEFINITION (Base de type). X est une base de type de &/ si pour toutes cliques a;, a, € X,
mUaxeDy => ai=a

1.1.2. REMARQUE. Si X est une base de type de <, toute sous-partie X' c X est également une
base de type de <.

Cette définition dépend la encore a priori de I'espace cohérent o/ considéré. La proposition
suivante montre qu’en fait cette notion est invariante par inclusion rigide.

1.1.3. Proposition (Invariance des bases de type par inclusion rigide). Soit o/’ un espace cohérent
tel que of € of'. Alors X est une base de type de < si et seulement si X est une base de type de o'

DEMONSTRATION. Evident car tout ensemble d’atomes de </ est une clique de < si et seule-
ment si c’est une clique de «¢'. O

Types sémantiques. Avant de définir les types sémantiques, nous introduisons quelques notions
auxiliaires.
1.1.4. DEFINITION (Ensemble clos supérieurement). Lensemble X est clos supérieurement si :
VaeX,Va esol, aca = a €X
1.1.5. REMARQUE. Cette notion dépend de I'espace cohérent </ considéré.

1.1.6. DEFINITION (Ensemble stable par intersection de cliques compatibles). Y est stable par
intersection de cliques compatibles (dans </ ) si pour toute famille (a;) ;1 de cliques de Y compatibles
dans o/, nous avons [ )a; €Y.

i€l

1.1.7. DEFINITION (Type sémantique). Un ensemble de cliques de <f est un type sémantique de

< §'il est clos supérieurement et s'il est stable par intersection de cliques compatibles.

83
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1.1.8. REMARQUE. Contrairement a la base de type, la notion de type sémantique dépend de
I’espace cohérent considéré.

Relations entre bases de type et types sémantiques. Nous allons maintenant montrer la relation
entre les bases de type et les types sémantiques. Pour cela nous introduisons les notions de cloture
supérieure et d’ensemble des cliques minimales.

1.1.9. DEFINITION (Cloture supérieure). La cloture supérieure de X, notée 1 X, est I'ensemble
défini par :
1X = {aeof|ageX, aygc a}

1.1.10. Proposition. La cloture supérieure deX, est le plus petit (au sens de lUinclusion) ensemble clos
supérieurement contenant X.

DEMONSTRATION. 1 X contient X et est clairement clos supérieurement. Il est de plus facile de
vérifier que tout ensemble clos supérieurement contenant X contient également { X. U

Quelques résultats immeédiats :
1.1.11. Lemme.

o X est clos supérieurement si et seulement siX =1 X;
e siXcX alors1Xct X

1.1.12. DEFINITION (Ensemble des cliques minimales). Lensemble des cliques minimales de X,
noté |X], est défini par :

IX] = {ceX|VdeX,dce=>c=C).

1.1.13. REMARQUE. Si X est une base de type, alors X = [X]. La réciproque est fausse, tout en-
semble de cliques minimales n’est pas une base de type : il suffit de prendre un ensemble composé
de deux cliques compatibles et non-incluses 'une dans I'autre.

La proposition suivante, démontrée dans la thése de Miquel (proposition 5.1.2 page 167), illustre
les liens profonds entre bases de type et types sémantiques : la cloture supérieure de toute base de
type est un type sémantique et I'ensemble des cliques minimales de tout type sémantique est une
base de type.

1.1.14. Proposition (Bases de type et types sémantiques).
(1) Pour toute base de type X c D, sa cloture supérieure 1 X est un type sémantique de <f .

(2) Pour tout type sémantique Y c D, 'ensemble de ses cliques minimales |Y| est une base de
type de A .

(3) La correspondance X —1 X constitue une bijection entre l'ensemble des bases de type de <f
et 'ensemble des types sémantiques de </ . La correspondanceY — |Y| est sa réciproque.

Cette dualité entre base de type et type sémantique est fondamentale dans I'interprétation des
types dans le modele. En effet, comme nous le verrons a la section suivante, (section [2) tout type
du calcul implicite sera (a encodage pres) interprété par une base de type, dont le type sémantique
associé contiendra les interprétations des termes ayant ce type.

Ala dualité entre type sémantique et base de type s’ajoute également une correspondance entre
une clique quelconque d’'un type sémantique et une clique de la base de type associée.

1.1.15. Lemme (Coercition). Soit X une base de type de <f. Pour toute clique a €1 X, il existe une et
une seule clique ay € X telle que ay < a. Nous notons alors ap = |alx.
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DEMONSTRATION. C’est le lemme 5.1.3 p :168 de la these de Miquel. U

1.1.16. Corollaire. Soient </ un espace de cohérence et X une base de type de <f . Soient a,a’ €1 X des
cliques telles que ac a'. Alors |alx = |a']x.

DEMONSTRATION. |alx est une clique de X incluse dans a donc incluse dans a’. Par unicité de
la clique minimale (lemme(1.1.15), lalx = |a’]x. O

1.1.17. REMARQUE. Si X n’est pas une base de type, il n'y a pas unicité de la clique ay.

1.2. Espace cohérent plat des types. Nous présentons ici '’espace cohérent qui servira dans le
modele a interpréter les types du calcul implicite.

Nous considérons un cardinal p régulier infini. Dans notre modele, nous restreignons le cardi-
nal des ensembles de cliques considérés. Ainsi nous utiliserons la notion de base de type p-finie.

1.2.1. DEFINITION (Base de type p-finie). Soient o/ un espace cohérent et X c D, une base de
type de . X est dite p-finie si
1) X<p
) VaeX,a<p.

Parmi les bases de types, nous distinguons I’ensemble vide et le singleton ensemble vide. Nous
les notons 0 = @ et 1 = {®}. Ces bases de types correspondent respectivement aux types séman-
tiques @ et D.,. Nous les désignons par le terme de types extrémaux.

1.2.2. DEFINITION (Espace cohérent des types p-finis). Soit o/ un espace cohérent. L'espace co-
hérent des types |L-finis est 'espace cohérent plat dont les atomes sont de la forme 1(X), o1 X est
une base de type p-finie de of quelconque :

(D) Ty (@) ={1(X) | X base de type p-finie de o/}
(2) pour X,Y bases de type p-finies de o, T(X) Sy, () T(Y) © X =Y.

Cet espace étant plat, ses cliques sont soit I'’ensemble vide @, soit des singletons {t(X)} ou X est
une base de type p-finie.

Linterprétation des types dans notre modeéle doit respecter deux contraintes :
« l'interprétation d'un type doit caractériser les termes typés par le type en question;

 tout terme du calcul, y compris si c’est un type, est interprété par une clique d’'un espace
cohérent.

Ainsi un type T sera interprété par une clique {1(X)} et les termes typés par T seront interprétés
par des cliques du type sémantique 1 X.

Nous avons également besoin de définir I’espace cohérent des types sans restriction de cardi-
nal.

1.2.3. DEFINITION (Espace cohérent des types). Soit «f un espace cohérent. Lespace cohérent
des types est 'espace cohérent plat dont les atomes sont de la forme 1(X), ot1 X est une base de type
de </ quelconque :

(1) [Ty(«)| = {t(X) | X base de type de </}
(2) pour X,Y bases de type p-finies de of, T(X) Sy (o) T(Y) © X =Y.

Nous avons clairement Ty, (¢f) € Ty ().
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1.3. Intersection et produit dépendant. Nous présentons ici les opérateurs de type II et V
qui modélisent les produits du calcul des constructions implicite. Avant cela, nous définissons des
bases de type utilisées pour définir ces opérateurs.

Soient donc «f et 28 des espaces cohérents, X une base de type de o, et (Y,;) zex une famille de
bases de type de % indexée par X.

Type intersection. Lintersection de types sémantiques est un type sémantique car les deux cri-
teres caractérisant les types sémantiques sont stables par intersection. Aussi nous avons :
1.3.1. Proposition (Intersection de types sémantiques). Lintersection des types sémantiques
Vis(@aeX;Yq) = ﬂT Ya

aeX

est un type sémantique.

Nous pouvons alors définir le type intersection, relatif au produit implicite.

1.3.2. DEFINITION (Intersection). Le type intersection, noté V(a € X;Y,), est la base de type as-
sociée a Vrs(aeX;Y,) :

V(aeX;Y,) [V1s(a€eX;Y,)]

L1 Yal

aeX

Type produit. Le type sémantique lié au produit dépendant est un ensemble de traces de fonc-
tions quasi-stables. Alexandre Miquel démontre la proposition suivante (proposition 5.1.10 page
170) :

1.3.3. Proposition. Lensemble
rs(@aeX;Y,) = {Tr(F)e D,in@ |IVaeX,F(a) el Ya}

= {ce Ddi@IHF:di%,(VaEX,F(a)ETYa)/\(c:Tr(F))}

est un type sémantique de <f 9 3.
1.3.4. REMARQUE. Nous avons aussi
Mrs(aeX;Y,) = {Tr(F)e Ddi@ |Yael X,F(a) €1 Y|q)y}

Cette présentation sera plus pratique pour le type somme dépendante (cf. sous-section [L.5).

Nous définissons alors le type produit dépendant.
1.3.5. DEFINITION (Produit dépendant). Le type produit dépendant, noté I1(a € X;Y,) est la base
de type associée au type sémantique IIts(a € X;Y,) :

MaeX;Ys) = Urs(aeX;Ya)]

Opérateurs de type. Nous internalisons les constructions V(a € X;Y,) et [I(a € X;Y,) en des opé-
rateurs de type V et II qui sont des fonctions p-stables. Ces opérateurs vont naturellement corres-
pondre aux constantes V et I1 du modele abstrait.

1.3.6. DEFINITION (Opérateurs de type). Soient «/,98 des espaces cohérents et pu un cardinal
supérieur a w. Les opérateurs de type sont les applications suivantes

T Dy X Dszf—”»TyH(Q) - DTyp(&f—"»ga)

V i Dy e X Dg{_u,TyM(%) — D1y,

définies, pour tout £ € DTyp(%) et pour tout f €D , par

5Ty, (B)
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{H(t,f) = {t(l(aeX;Ya))}
v(t, f) {T(V(aeX;Ya)}

s'il existe une base de type de « X et une famille (Y,),cx de bases de type de 28 telles
que

1) t={TX)}
(2) f=Tr(F) et F(a) = {1(Yy)} pour tout a € X.

3) [I(a € X;Y,) est une base de type p-finie de & L
V(aeX;Y,) est une base de type p-finie de 28.

¢ dans tous les autres cas

I(t, )=V f)=9.
I1 est appelé I'opérateur produit et ¥ 1 opérateur intersection.

Ces opérateurs sont des fonctions partielles, puisque si X et les Y, sont des bases de type p-
finies, I1(a € X;Y,) et V(a € X;Y,) ne le sont pas forcément pour un cardinal p régulier infini quel-
conque.

Nous étendons ici la définition de fonctions quasi-stables ou p-stables (pour u cardinal quel-
conque) pour des fonctions a deux arguments.

1.3.7. DEFINITION. Soient ),/ et 98 des espaces cohérents. Une fonction F: D,y x Dy, —
Dg est quasi-stable (resp. p-stable) si et seulement si la fonction F' : Dz, — Do définie par
F'({1} x a; U {2} x a») = F(ay, a») lest.

Miquel démontre dans sa thése que les opérateurs I et V sont des fonctions p-stables. (Propo-
sition 5.1.29 p :179.)

1.3.8. Proposition (p-stabilité). Les opérateurs 1,V définis précédemment sont des fonctions a deux
arguments \L-stables.

Par la suite, nous prendrons les versions curryfiées des opérateurs II et V. Plus précisément
nous transformons d’abord, comme dans la définition temps les fonctions a deux arguments
T Dy, e Dgf—"»TyH@%) - DTyp(szf—"»gB)

V i DrywnxDugy g~ Dryu@
en des fonctions a un argument
M+ Dy ety @) ~ Pry it
i Ty, (&t BTy (B) Dy, @)
D’apres la proposition[1.3.8} II; et V; sont des fonctions p-stables. Nous pouvons donc écrire :
M (Ty () & (s - Ty, (B) = Ty, (sf - B)
Vi (Tyu () & (o 5 Ty, (B) & Ty, ()

Nous appliquons alors les isomorphismes de Curry (définition [3.2.7) a I1; et V; pour obtenir des
fonctions p-stables (a un argument).
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1.3.9. DEFINITION (Opérateurs curryfiés). Soient «f,%8 des espaces cohérents et p un cardinal
supérieur a w. Les opérateurs de type curryfiés sont les fonctions p-stables suivantes :

N

Me: Ty, () & (o & Ty, () 5 Ty (o - B)

Vei Ty, () & (o 5 Ty, (B) & Ty, ()

Dans la suite nous assimilerons respectivement I1. et V. a [l et V.

1.4. Type sous-ensemble. Linterprétation du type sous-ensemble est assez simple. Intuitive-
ment, 'interprétation de {x: A | B} va étre une partie de l'interprétation de A : I'ensemble des élé-
ments a tels que I'interprétation de B[x/a] est non-vide.

Puisque toute partie d'une base de type est une base de type (cf. remarque|1.1.2), la définition
suivante est correcte.

1.4.1. DEFINITION (Sous-ensemble). Soient </ et 98 des espaces cohérents, X une base de type
de &/, et (Y,)4ex une famille de bases de type de 98 indexée par X. Le type sous-ensemble est défini
par la base de type de « :

o@aeX;Y,) = {aeX|Y,# @}

Nous définissons ensuite un opérateur de type de maniere similaire a ce qui a été fait précé-
demment pour les produits.

1.4.2. DEFINITION (Opérateur de type). Soient «,98 des espaces cohérents et p un cardinal
régulier infini. L opérateur de type sous-ensemble est I'application

0: D1y, () X Dd_u,Tyu(@) — Dy, ()

définie, pour tout t € DTyp(d) et pour tout f €D , par

ATy, (B)

o(t,f) = {t(o(@aeX;Yy))}
s’il existe une base de type de o, X et une famille (Y,)4ex de bases de type de 28 telles que
(1) t={tX)}
(2) f=Tr(F) et F(a) =1{t(Y,)} pour tout a€ X
(3) ag(aeX;Y,) est une base de type p-finie de <
« dans tous les autres cas

a(t,f)=9.
1.4.3. Proposition (u-stabilité). L'opérateur o est une fonction binaire |-stable.
DEMONSTRATION. De méme que pour la preuve de la proposition [1.3.8) cette preuve est simi-
laire a celle de la proposition 5.1.29 de la thése de Miquel (p.179). U

1.4.4. REMARQUE (Opérateur curryfié). De méme que pour les produits, nous assimilerons I'opé-
rateur o et sa version curryfiée :

o: Ty, () & (ot & Ty (@) 2 Ty, (o))

1.5. Type somme dépendante. Soient of et %8 des espaces cohérents, X une base de type de
o, et (Yq)qex une famille de bases de type de 28 indexée par X.
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Premiere étape. 1l parait naturel de vouloir interpréter le type Xx : A.B comme un produit car-
tésien dépendant. La proposition suivante montre qu’il est possible de définir un type sémantique
de cette facon.

1.5.1. Proposition. L'ensemble de cliques
s@eX;Y,) = {la,bl€DyggplactX,bet Yiq}
= {ceDgygplIac1X,IbeT Y 4, c=[a,bl}
est un type sémantique de of & %.

DEMONSTRATION. Montrons que Z%S(a € X;Y,) est clos supérieurement. Soient ¢ € Z%S(a €
X;Yq), ¢’ € Dyes des cliques telles que ¢ < ¢’. Montrons que ¢’ € Z%s(a €X;Y,). Il existe a,a’ €1 X
et b,b' €1 Y|4, tels que ac a',bc b’ et c=[a,b], ¢’ = [d,b']. D’apres le corollaire page
lalx = ld']x, dou b’ €1 Y| o, et ¢’ € Z%S(a eX;Y,).

Montrons que Z%S(a € X;Y,) est stable par intersection de cliques compatibles. Soit I un en-
semble non-vide et (c;);e; une famille de cliques de Z%s (a € X;Y,) compatibles de of & 48. 1l existe
donc (a;);e1, famille de cliques de 1 X compatibles dans </ et (b;);e1, familles de cliques de Dy
compatibles dans 28 telles que pour tout i €1, ¢; = [a1, b;] et b; €1 Y 4,y.

Soient a =()a;, b =(")b; et ¢ =[ \ci. Nous avons ¢ = [a, b]. Montrons que ¢ € Z%S(a eX;Yp). Il

iel iel iel
suffit de montrer que a €l X et que b€l Y|4),. a€l X car 1 X est un type sémantique et (a;) ;e est
une famille de cliques de 1 X compatibles dans «/. De plus, pour tout i €1, a < a;, donc |alx = la;lx
(corollaire|1.1.16} page et bel Yq). (bi)ier est donc une famille de cliques de 1 Y|4}, compatibles
dans 28. Puisque 1 Y|4}, est un type sémantique, nous avons bien b€l Y|q,. (]

1.5.2. NOTATION. Nous notons X%(a € X;Y,) la base de type LZ%s(a € X;Y,)] associée au type
sémantique Z%s (aeX;Yy).

1.5.3. REMARQUE. Nous avons 2°(a€X;Y,) ={la, bl € Dygz | acX,be Y}

1l serait donc possible de définir le type somme dépendante comme la base de type X%(a €
X;Y,). Mais cette définition va poser probléme lors de la définition du modéle concret. En effet,
nous allons considérer un espace de cohérence «,,4 qui va respecter une certaine équation récur-
sive. Il ne sera pas possible de montrer I'inclusion rigide <04 & mod € “mod- NOUS aurons par

contre ofmod i Hmod € mod. Comme il est possible de définir un plongement entre le produit di-

rect de deux espaces cohérents identiques of & of et I'espace des fonctions p-stables «f L o/, nous
allons définir le type sémantique comme 'image du type sémantique défini en premiere approche
par le plongement rigide.

Auparavant nous devons démontrer certains résultats utiles sur I'effet des plongements rigides
sur les bases de type et les types sémantiques.

Plongements rigides, bases de type et types sémantiques. Soient «/,98 des espaces cohérents tels
qu’il existe un plongement @ : |«/| — |28|. Rappelons que nous avons alors un plongement associé
®*: Dy — Dg et une rétraction ®~ : Dg — D, tels que pour tout a € D, et pour tout b € Dg,

®* (a) {®(a) | € a}
(D) {a| ®(a) € b}

Le but de cette sous-section est d’étudier I'effet de I’application d’'un plongement rigide a un
type sémantique ou une base de type.

1.5.4. NOTATION. Si X est un ensemble de cliques de </, nous notons ®**(X) I'image de X par
le plongement ®*. Nous avons donc ®**(X) = {®*(a) | a € X}.



90 5. MODELE DE COHERENCE DE ICCs

1.5.5. Lemme. Soient1 un ensemble non-vide et (a;);c1 une famille de cliques de <f, alors

(1) o*((Nan = )o" (@)

i€l i€l
2) ot (| Jan = Jo" @
iel iel
@3) | Jai €Dy o | Jo* (@) €Dy
iel iel

DEMONSTRATION. (1) et (2) sont immédiats. Montrons (3).
Si Ja; € Dy, montrons que | J®*(a;) € Dg. D’apres le point (2), [ JO*(a;) = @ (Ja;). Or
iel iel iel iel
<I)+(Ua,~) € Dg car ®* : D — Dg envoie toute clique de «f dans une clique de 2.
i€l
Si [ J®*(a;) =@*(Jai) eDg. Or @ 0 ®@* =idp_,, d'ott | Ja; = @~ (®*(Ja;)) € Dy. O
iel iel iel iel
1.5.6. Lemme.
(D) (X)) = @ (X)) ;
2) (X))t X)),
B3 1o (1 X) =1 2" (X).

DEMONSTRATION.

(1) Si a € |X]|, montrons que ®*(a) € |[®T"(X)]. ®*(a) € ®*"(X) car [X] < X. De plus, soit
a' € X telle que ®*(a’') € ®*(a), montrons que ®*(a’) = ®*(a). ®~ est monotone donc
O~ (D" (a)) € ™ (®*(a)). Puisque @~ o ®* = idp_, nous avons a’ < a. Comme a’ € X et
a€ |X], nous avons a’ = a, d’'ou ®*(a’) = ®* (a).
Soit a € X telle que ®* (a) € |[®**(X)]. Montrons que a € |X]. Soit a’ € X telle que a’ < a.
Montrons que a’ = a. Par monotonie de ®*, nous avons ®*(a') € ®* (a). Par minimalité de
@™ (a), nous déduisons que ®*(a') = ®*(a), puis, en appliquant ®~, a’ = a.

(2) Si a €t X, montrons que ®*(a) €1 ®**(X). Il existe ag € X telle que ay < a. Par monotonie
de ®*, ®*(ag) c ®*(a). D’ou ®*(a) €} ®**(X) par définition de la cloture supérieure.

(3) D’apres le point 2, ®** (1 X) ct @ (X), dout 1 @ (1 X) =1 T (X) =1 &7+ (X).
Montrons | ®**(X) <1 ®**(1 X). Si Y, Y’ sont des ensembles de cliques tels que Y <Y/,
il est clair que @**(Y) c ®**(Y") dot @™ (X) c ®** (1 X), puis } @ (X) <1 @ (1 X).

]
1.5.7. Proposition.
(1) SiX <Dy est une base de type de «f alors ®** (X) est une base de type de 2.
(2) SiX <Dy est stable par intersection de cliques compatibles, alors ®** (X) Uest également.

(3) SiX <Dy est un type sémantique de <f alors | ®**(X) est un type sémantique de 8.

DEMONSTRATION.

(1) Soient ay,ay € X, by = ®* (ay) et by = ®* (ap) telles que by U by € Dg. Montrons que by = bs.
Nous avons by U b, = ®*(a; U ap) (point (2) du lemme [1.5.5), d’olt @y Uay = ®~ (b Uby) €
D.. Or X est une base de type, donc a; = ay, puis by = b,.

(2) Conséquence directe des points 1 et 3 du lemme|1.5.5

(3) Conséquence immédiate du point 2 et du lemme|(1.6.3
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Deuxiéme étape. Pour définir un plongement rigide entre «f & o/ et of Lo , hous devons sup-
poser que la trame de I'espace cohérent «f contient au moins deux éléments incohérents,E] que
nous notons 1,4 et 2|.4|. Cette perte de généralité n’est pas un probléme car 'ensemble d’interpré-
tation que nous considérerons dans le modele concret vérifiera bien cette condition.

Nous pouvons maintenant définir un un encodage des cliques de «f &</ dans celles de «f L3

1.5.8. Proposition (Plongement du produit direct vers I’espace des fonctions p-stables). Lapplica-
tion

A &ed| — | A

W11,2 (o) = Or1,2., 00

o0y, 2.,0)={14} et01, 2, ,2) =124} est un plongement rigide de o/ & of vers o/ L.

DEMONSTRATION. Linjectivité de vy, 2, est une conséquence immédiate de celle de 0y, 2, .
Soient i,i’ € {1,2} et o, &’ € |«/|. Montrons que

(i,0) Sorzeer (i, ) & (B1,,, 2, (D), ) Sty 01,2, ("), &)
Puisque 1, et 2 sont incohérents, nous avons, par définitionde < -
01,2, D0 01,2, eizi’Aacyd
Par définition de =g, nous avons bien I’équivalence recherchée. O
F40N 4 appt
1.5.9. NOTATION. Le plongement associé a gy, 2, est noté VL2

Nous pouvons alors utiliser la proposition et définir I'interprétation du type somme dé-
pendante.

1.5.10. Proposition (Somme dépendante). Soient
Irs(a€XYa) =1 Wy ) 5, (Crs(@€X;Ya)
=1 W12, (© | c€Zis(aeX; Yy}
et
Z@eXYa) =) 5, (E(@eX;Ya)
=112, (0 | cE X (@EX Vo))

des ensembles de cliques de <f Lo

Alors Zrs(aeX;Y,) est un type sémantique de <f Lo etz(ac X;Y,) est sa base de type associée.

De plus nous avons

Srs(aeX;Yy) = {Tr(F) e of > of |Jaet X,Ab el Yjayy, @< FU1 ), b < F({24 D}

DEMONSTRATION. Le point (3| de la proposition en remplacant X par Z%S(a € X;Y,) nous
montre que Z1s(a € X;Y,) est un type sémantique. Le point[l]de la proposition[I.5.7, en remplagant
X par 2%(a € X;Y,;) nous montre que Z(a € X;Y,) est une base de type. Le poiu lemme
en remplacgant X par Z(a € X;Y,) nous montre que Xrs(a € X;Y,) =1 Z(a € X;Y,). Nous en déduisons
que Z(a e X;Y,) est la base de type associée a X1s(a € X;Y,). O

1. a,d sont incohérents si a < o’ n'est pas vrai. Nous notons alors o < o
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1.5.11. DEFINITION (Opérateur de type). Soit &/ un espace cohérent et p un cardinal régulier
infini. L'opérateur de type somme dépendante est 'application

2 : Dy, (o) ¥ D&f—p»Ty“(d) - DTyp(.szf—”»szf)

définie, pour tout € Dty (o) et pour tout feD _u par

Ty, ()’

2(6,) = 1E@eX;Y))!
s’il existe une base de type de «f, X et une famille (Y,),ex de bases de type de < telles que
(1) t={1X)}
(2) f=Tr(F) et F(a) = {1(Yy)} pour tout ae X

(3) Z(aeX;Y,) est une base de type p-finie de of L o
e dans tous les autres cas
2(t, ) =¢.

1.5.12. Proposition (u-stabilité). L'opérateur X est une fonction binaire |1-stable.

DEMONSTRATION. De méme que pour la p-stabilité des opérateurs des types produit (proposi-
tion|1.3.8) et sous-ensemble (proposition|1.4.3), cette preuve est similaire a celle de la proposition
5.1.29 de la thése de Miquel (p.179). U

1.5.13. REMARQUE (Opérateur curryfié). De méme que précédemment, nous assimilerons I'opé-
rateur X et sa version curryfiée :

Z: Ty, (o) Lt Ty () L Ty, (o L

1.6. Types sémantiques et bases de type engendrés. Dans cette sous-section, nous considé-
rons un espace cohérent «f et un ensemble de cliques X < D d.ﬂ

Motivation. 11 semble naturel de vouloir interpréter le type existentiel 3x : A.B par I'union des
interprétations de B[x/al], pour les termes a de type A. Malheureusement, 'union de plusieurs
types sémantiques n’'est pas en général un type sémantique. Nous définissons ici un type séman-
tique engendré par un ensemble de cliques quelconque, ainsi que sa base de type correspondante.

Résultats préliminaires.
1.6.1. Lemme. SoitX c D, alors

@ IX] =11X].
@ 1X]=1X.

DEMONSTRATION.
(1) Limplication c est évidente car |X] < X. > est immédiate également.

(2) Soit a € [X]. Montrons que a € [ X]. Nous avons |X] c X ct X, d'ou1 a €1 X. Montrons que
a est une clique minimale de 1 X. Soit a’ €1 X telle que @’ < a. Montrons que a = a'. Par
définition de la cloture supérieure, il existe a; € X telle que a; c a’ c a. Par définition de
[X], nous avons a; = a, d'ol1 ay = a.

Soit a € |1 X]. Montrons que a € |X]. a €1 X, donc il existe une clique q € X telle que
ap < a. Montrons maintenant que pour toute clique a’ € X, si a’  a alors a’ = a. Nous en
déduirons que a = ay est une clique de X qui est de plus minimale. Puisque X c1 X, nous
avons a’ €] X. Par minimalité de a, nous avons a = a'.

2. Les résultats de cette sous-section doivent beaucoup a des discussions menées avec Alexandre Miquel. En parti-
culier, le lemme et la proposition|1.6.17} cruciale, ont été prouvées par lui.
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(]

1.6.2. Lemme (Stabilité par intersection). Soient </ un espace cohérent, 1 un ensemble et (X;);e1 une

famille de types sémantiques de <f . Alors l'intersection des X; indexée par1, (\X;, est un type séman-
i€l

tique de < .

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer la définition. U

1.6.3. Lemme. Soit of un espace cohérent et Y c Dy un ensemble de cliques. Si Y est stable par
intersection de cliques compatibles. alors 1Y est un type sémantique de <f .

DEMONSTRATION. 1Y est clairement clos supérieurement. Montrons qu’il est stable par inter-
section de cliques compatibles.

Soit (a;)jer une famille de cliques de 1Y qui est une famille de cliques compatibles dans .
Montrons que ()a; €1Y.
i€l
Pour tout i €1, il existe une clique a? €Y telle que a? c a;. Par cloture inférieure de D, la
famille de cliques de Y (a?) jer ainsi définie est une famille de cliques compatibles dans «f. Par

hypothese sur Y, nous avons donc ()a? € Y. Or [)a) <[ )a;. Nous avons donc bien (a; €1 Y. O
i€l i€l i€l i€l

Définitions.

1.6.4. DEFINITION (Type sémantique et base de type engendrés). Le type sémantique engen-
dré par X dans </, noté TSem (X), est le plus petit (au sens de l'inclusion) type sémantique de </
contenant X.

La base de type engendrée par X, notée Base(X), est la base de type associée au type sémantique
engendré TSem (X).

1.6.5. REMARQUE. D’apres le point[3]de la proposition[1.1.14] du chapitre précédent, Base (X) =
[TSem(X)].

1.6.6. REMARQUE. Contrairement aux types sémantiques, la base de type engendrée ne dépend
pas de I'espace de cohérence considéré.

Nous pouvons généraliser la coercition au cas d'un ensemble de cliques quelconque.

1.6.7. Lemme (Coercition généralisée). Si a € X, il existe une et une seule clique ay € Base(X) telle
que ap < a. Nous la notons | alBasex)-

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du lemme de coercition (lemme [1.1.15( du chapitre
précédent) puisque X c TSem (X) =1 Base(X). Cela justifie la réutilisation de la notation |a]gasex)-

O
Premiére caractérisation.

1.6.8. NOTATION (Ensemble des types sémantiques contenant X). Nous notons TSx I'ensemble
défini par :

TSx

X' >X| X’ type sémantique de </}
X' eP(f) | X=X AX type sémantique de </}
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1.6.9. Proposition (Caractérisation intensionnelle). Le type sémantique engendré TSem (X) existe de
maniere unique et nous avons

TSemX) = () X
X/ETSX

DEMONSTRATION. [] X' est un type sémantique car c’est une intersection de types séman-
X’ETSX

tiques (lemme [1.6.2). C’est clairement le plus petit car il est contenu dans TSem (X), élément de

TSx. O

Deuxieme caractérisation. La caractérisation précédente du type sémantique engendré ne dé-
crit pas ses éléments. Cette caractérisation intensionnelle est donc peu utilisable en pratique. Aussi,
nous allons maintenant donner une méthode concrete pour construire le type sémantique, puis la
base de type, engendrés par une partie X de <.

1.6.10. DEFINITION (Intersection compatible). Lintersection compatible de X dans </, notée
ICX) (ou ICy (X) si ambigiiité), est 'intersection des cliques minimales de compatibles de X :

ICX)={)ai €Dy |11 BA(Viela;e X)) Al Jai € Dy}
i€l iel
={ceDy | IKoc X, XoZBA |J acedrc= ) a
ClEX() dEXO
1.6.11. REMARQUES.

* Nous choisissons de ne garder que l'intersection de cliques minimales pour avoir moins
d’éléments. Il aurait été également possible d'utiliser X au lieu de [X].

« En prenant pour I un singleton, nous montrons que [X| c IC(X).
1.6.12. Lemme.

(1) ICX) est stable par intersection de cliques compatibles.

) 11CX) est un type sémantique contenant X.

DEMONSTRATION.

(1) Soit] un ensemble non-vide et (c;) jej une famille d’éléments de IC(X) telle que Uc]- €Dy.
jel
Montrons que [ )c; € 1C(X).
jel
Par définition de IC(X), pour tout j € ], nous avons un ensemble I; et une famille d’élé-
ments de |[X] (a,-)ielj telle que c; = ﬂ a;. Posons I = UIj. Nous avons donc
iEIj ]E]
Ne; = Nai
jeJ i€l
avec, pour tout i, a; € |X] et Uai = ch € D par hypothese. Par définition de IC(X), nous
i€l jeJ
avons bien [a; € IC(X).
iel
(2) Conséquence immédiate du lemme|1.6.3
O

1.6.13. Proposition (Construction du type sémantique et de la base de type engendrés). Nous avons
(1) TSemX) =1 I1C(X)
(2) Base(X) = [IC(X)]
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DEMONSTRATION.

(1) Linclusion TSem (X) 1 IC(X) est immédiate car { IC(X) est un type sémantique contenant
X.

Montrons que 1 IC(X) € TSem (X). Puisque TSem(X) est clos supérieurement, il suffit
de montrer que IC(X) € TSem (X). Soit ¢ € IC(X). Montrons que ¢ € TSem (X). Par définition
de IC(X), il existe un ensemble I non-vide et une famille de cliques de |X] compatibles

dans o (a;)ier tels que ¢ = ﬂai. Or |X| € X c TSem(X). ¢ est donc l'intersection d’'une
i€l

famille de cliques de TSem (X) compatibles dans «/. Puisque TSem (X), type sémantique,

est stable par intersection de cliques compatibles, nous avons bien ¢ € TSem (X).

(2) Par définition de la base de type associée, il suffit de montrer que [IC(X)] = [1 ICX)], ce
qui est une conséquence directe du point[l]du lemme/[1.6.1

O

1.6.14. REMARQUE. Les notions de type sémantique et base de type engendrés sont bien com-
patibles avec celles de type sémantique et de base de type. Ainsi, si X est une base de type, nous
vérifions facilement que Base(X) = IC(X) =X et TSem(X) =1 X. De méme, si Y est un type séman-
tique, alors TSem(Y) =Y et Base(Y) = |Y].

Lemme utile pour la fonction Gen. Analogue de la définition de base de type p-finie (défini-

tion [1.2.7).
1.6.15. DEFINITION (Ensemble de cliques p-fini). X est un ensemble de cliques p-fini si
1) X<p
) YaeX,a<p.
1.6.16. Lemme (Base engendrée et p-finitude). SiX est un ensemble de cliques \-fini alors

(1) 1C(X) est un ensemble de cliques |1-fini
(2) Base(X) est une base de type p-finie.

DEMONSTRATION. (2) est une conséquence immédiate de (1) puisque Base(X) = [ICX)] < IC(X).

Soit a € IC(X). Par définition de IC(X), il existe ay € X, tel que a < ay. D’ou1 as< a:() < u car X est
p-fini.

Montrons que ICX) < p. O

Extension du produit dépendant - lié au type existentiel. Le résultat suivant, dit a Miquel, per-
mettra de prouver I'axiome Cet axiome est utilisé dans le modele abstrait pour l'interprétation
des deux regles d’élimination des sommes (z-E) et (3-B).

1.6.17. Proposition (Produit dépendant généralisé). Soient of ,%8 des espaces cohérents, X c Do un
ensemble de cliques de o et (Y,) qeBase(x) Une famille de types sémantiques de 98. Alors

HTS (d € Base (X),Ya) = {TF(F) | F:of i f%) Yace X,F(d) ET Y[aJ Base(X)}

DEMONSTRATION. Par définition, nous avons
[Irs(a€ BaseX);Y,) = {Tr(F)|F:of 4 B,V ae BaseX),F(a) €1 Y}
Montrons 1I’égalité par double inclusion.

o« c:Soient F:of 2 2 telle que Tr(F) e IIts (a € Base(X); Y,) et ap € X. Montrons que F(ag) €1

Y| a)pasex, - PAr monotonie de F, nous avons F(|ap]gase(x)) < F(ao). Par hypothese, F(laolgase(x)) €1

Y\ ag)pasex - PUISQUE T Y| g5, €St ClOS supérieurement, nous avons bien F(aop) €1 Y| qy)p,0 0 -
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e O : Soit F: of 9, % telle que Va € X,F(a) € Y\ajpsceo €L SOIt ag € Base(X). Montrons que
F(ao) €1 Yq,. D’apres le point 2] de la proposition [1.6.13} ao € [IC(X)] < IC(X). Par défini-
tion de IC(X), il existe une famille de cliques de |X] compatibles dans «f (a;);¢; telle que

ag = ﬂai. Pour tout i € I, nous avons, |a;]Basex) = o d’apres le lemme|1.6.7| Donc, par hy-

iel
pothese, F(a;) €1 Yq,. La famille (F(a;))ie1 est une famille de cliques de 1 Y,, compatibles
dans «/ puisque 1 Y, est clos supérieurement. Comme de plus 1 Y,, est un type séman-
tique de %, nous avons ﬂF(a,-) €1 Yy,, soit par quasi-stabilité de F, F(ap) = F(ﬂa,-) €1 Yq,.

i€l i€l

(]

1.7. Interprétation du type existentiel. Soient < et 98 des espaces cohérents, X une base de
type de «, et (Y,)4ex une famille de bases de type de 28 indexée par X.

1.7.1. DEFINITION (Existentielle). Nous notons 3ts(a € X;Y,) le type sémantique engendré par
UYa et A(a € X;Y,) la base de type associée :

aeX

Irs(aeX;Y,) TSem({J Ya)

aeX

[Ars(a€X;Y,)].

d(aeX;Y,)

I(a e X;Y,) est appelé le type existentiel.

1.7.2. REMARQUE. D’apres la remarque|1.6.5, nous avons 3(a € X;Y,) = Base( UYa).
aeX

1.7.3. DEFINITION (Opérateur de type). Soient «,98 des espaces cohérents et p un cardinal
régulier infini. L opérateur de type existentiel est I’application

3: DTyp(gg) X Dd—”»Typ(QB) — DTYH(%)

définie, pour tout ¢t € DTyp(d) et pour tout f € D&{ , par

LTy, (@)

A, /) = {tE@eX;Ya))}
sl existe une base de type de <, X et une famille (Y,)4cx de bases de type de £ telles que
(1) t={tX)}
(2) f=Tr(F) et F(a) ={t(Yy)} pour tout a € X
(3) AaeX;Y,) est une base de type p-finie de %8
« dans tous les autres cas

i, ) =9.
1.7.4. Proposition (u-stabilité). L'opérateur 3 est une fonction binaire |L-stable.
DEMONSTRATION. De méme que pour la p-stabilité des opérateurs des types produit (propo-

sition [1.3.8) sous-ensemble (proposition |1.4.3), et somme dépendantes (proposition|1.5.12), cette
preuve est similaire a celle de la proposition 5.1.29 de la these de Miquel (p.179). U

1.7.5. REMARQUE (Opérateur curryfié). De méme que précédemment, nous assimilerons I'opé-
rateur 3 et sa version curryfiée :

3: Ty, (o) & (o £ Ty, () 5 Ty, (B))
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2. Modéele concret du calcul

Apres avoir énoncé la théorie dans laquelle nous nous placons, nous présentons de maniere
modulaire les différents éléments du modele concret de cohérence. Nous abordons dans un pre-
mier temps ceux repris du modele de ICC (sous-sections a[2.6) puis ceux propres a ICCs (sous-
sections[2.7]a[2.10) en montrant au fur et a mesure les axiomes du modele abstrait. Nous terminons
par la preuve de la cohérence de ICCy (sous-section |2.11).

2.1. Axiomes considérés. Nous utilisons la notion de cardinal inaccessible.

2.1.1. DEFINITION (Cardinal inaccessible). Un cardinal p est inaccessible s'il vérifie les condi-
tions suivantes

(1) Ro<p
(2) sia<palors2®<p

(3) sia<petfP; <ppourtout i € alors sup;c,Bi <

Nous nous placons dans la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix
(ZEC). Nous supposons également 'axiome de w-inaccessibilité.

(AI®) 1l existe une infinité de cardinaux inaccessibles.

2.2. Domaine concret et équation récursive. Lensemble .# est implanté par un domaine de
cohérence D,__, associé a un espace cohérent o#moq.

Nous ne détaillons pas ici la construction de 1'espace cohérentE] mais nous contentons de sup-
poser son existence et de préciser certaines caractéristiques de cet espace nécessaires pour montrer
que le modele concret est bien une instance du modele abstrait.

Ainsi la proposition suivante regroupe les informations utiles sur 'espace cohérent du modele.
2.2.1. Proposition. Il existe
o une suite de cardinaux inaccessibles strictement croissante (|;);>o (et nous posons [y = Xg)
e un cardinal | régulier supérieur a tous les cardinaux ;
e une suite d'espaces cohérents (<fx) x<p
* un espace cohérent <fynod
tels que

(1) siy<x alors o, € oy,

(2) pour tout i >0 et pour tout x < |, |yl < |,

(3) pour touti >0, I.szful,| < Wi
(4) Hmod = colimety,
X<p
vl
(5) Hmod = (Fmod = Fmod) GBTyu('Q{mod)'
DEMONSTRATION. Miquel a démontré ces résultats au paragraphe 5.2.2 de sa thése (pages 182
a 185). Voir en particulier le lemme 5.2.2 pour 'équation récursive et le lemme 5.2.5 pour la cardi-

nalité des espaces <. O

3. Elle est décrite dans les sous-sections 5.2.1 et 5.2.2 (p. 181 a 185) de la these de Miquel.
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L'ensemble d’interprétation .# du modele est défini par D,__,, 'ensemble des cliques de I'es-
pace cohérent ofod.

L'équation récursive vérifiée par 'espace est typique des modéles du A-calcul pur ([Bar84]) car

I’espace fonctionnel <04 13 Hmod €stinclus dans «/,,04. Lespace cohérent Typ(dmod) permet d’in-
terpréter les types.

Par ailleurs, le fait que «/,,04 est la colimite de sous-espaces cohérents rigidement inclus les uns
dans les autres est lié a la hiérarchie d'univers dans le systeme de types du calcul implicite.

2.3. Ensemble des types, fonction de décodage et relation d’ordre.

Ensemble des types. Puisque nous pouvons utiliser la définition simplifiée de la somme directe,
les cliques de 'espace cohérent «f,oq sont soit des (traces de) fonctions, soit de la forme {T(X)}.E]
Nous définissons alors I'ensemble des codes de type comme I'ensemble des cliques de Ty, (/mod)
a l'exclusion de la clique vide.

2.3.1. DEFINITION (Ensemble des types).

g

DTyu(dmod) \ {¢}
{{t(X)} | X base de type p-finie de mod}

Fonction de décodage. La fonction de décodage fait le lien entre les deux versants de l'inter-
prétation des types : a partir de la clique interprétant un type (type vu comme un terme), elle ren-
voie un ensemble de cliques caractérisant les termes de ce type (type vu comme un ensemble de
termes).

2.3.2. DEFINITION (Fonction de décodage). La fonction de décodage est définie par

“07- - [FD ( D-Qfmod )

B hxy -~ 1X

Relation d’ordre. La relation d’ordre est 'inclusion ensembliste.

2.3.3. DEFINITION (Relation d’ordre). Soient a,a’ deux cliques de /,04. Alors a < a’ si et seule-
mentsi aca'.

Vérification des axiomes. Nous vérifions alors facilement les axiomes (1) a (3) du modele abs-
trait.

2.3.4. Lemme (Axiomes (1) a (3)).
(1) siteT ett<t alorst' e T
@) siteT ett<t alorsEl(t) =El(t)

3) siteT,acElr) eta<a alorsa €El()

DEMONSTRATION. (1) et (2) sont évidents car si t € 5,¢ € Dy, sont tels que ¢ < ¢/, alors il
existe une base de type p-finie X de /04 telle que ¢ = ' = {T1(X)}. (3) est clair car tout type séman-
tique est clos supérieurement. U

4. La clique vide est bien sir a la fois une clique de </, L “mod €t de Ty (Fmod)-
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2.4. Opération binaire. L'équation récursive «/od = (Zmod 13 &fmod)GBTyp(&fmod)» nous indique,

puisque nous pouvons utiliser la définition simplifiée de la somme directe, que <fod L Hmod €
“mod- Le plongement et la rétraction associés sont définis par

- D-Q{mod
a — a

_ D'g{mOd - D-Qfmod _M’-Q{mod
¢ a sia=Tr(F)
“ @ sia={TX)}

2.4.1. REMARQUE. Nous avons @ o®* =idp
=4

“mod

e et Tr(@o®7) c Tr(iddeod ).

Nous pouvons alors définir 'opération binaire -. Nous utilisons une notation infixe.

2.4.2. DEFINITION (Opération binaire). Nous définissons -: D, xD. , — D, par
fra = Peldmodl|Tao ca,(ao,p)ed (I

2.4.3. REMARQUE. Il est facile de voir que - est bien une opération binaire sur D, _,. Soient
f,a€Dgy, ,, montrons que f-a€Dgy ,:

o si f={1(X)} € D1y, (etpnoq) alOrs ¢~ (f) = @, d'ony, pour tout a€ Dy, f-a=@;
e sinon, f=Tr(F) € dedidmd, et pour tout a€ D _,, d’apres la proposition page
fra=F@eDgy,,.

2.4.4. Lemme (Axiome (a)). Sia<a' etb<b' alorsab<a'l'.

DEMONSTRATION. Si a < d/, alors deux cas sont possibles.
* a,a €Dy (s, etdanscecasa-b=a'-b' = @.

« Sinon, il existe des fonctions p-stables F et F' telles que a = Tr(F) et a’ = Tr(F'). D’apres la
remarque page F(b) c F'(b). Par monotonie de F/, F'(b) c F'(b'). Nous avons donc
biena-b=Fb)cF (b)=ad -b'.

O

2.5. Opérateurs des types produit. Nous utilisons les opérateurs curryfiés de la définition
en prenant pour les deux espaces cohérents I'espace <#p,04. Nous avons donc
N N i u
I : Ty“(dmod) = (Hmod — Ty“(dmod) - Tyu(dmod = Amod))
H H H
Vo Typ(dmod) = (Hmod — Tyﬂ(dmod) - Tyu(dmod))-
Le lemme suivant, ainsi que I'équation récursive vérifiée par /o4, permet de justifier que
I,veD Amod *
2.5.1. Lemme. Si.«f| € o> et B € By alors
D Ty, (h) E Ty, (o)

@ L B ety L B,.

DEMONSTRATION.

(1) 11 suffit de montrer que toute base p-finie de <7 est une base p-finie de o, ce qui est clair.
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(2) Nous avons clairement |«7; L B < |ty L %|. 11 suffit alors de vérifier que les relations

. , . M
de cohérence < etc sont équivalentes dans |« — % |.

v B,

O

La définition des opérateurs II et V nous montre que les axiomes suivants sont vérifiés.
2.5.2. Lemme (Axiomes (4| et des opérateurs de types produit).
(4) silltue g alors
(@) te T etuacd pour tout ac El(r)
(b) El(1tu) ={f e 4 |VacEl(?), facEl(ua)}
(5) siVtued alors
(@) te T etuaecd pour tout ac El(r)
() EIVtu)={be # |YacEl®), beEl(ua)}= () El(ua)
acEl(1)

2.6. Constantes d’univers.

2.6.1. DEFINITION (Univers). Nous définissons les sous-ensembles de 9 suivants :
e Ug={{T(0)}, {T(M}
e pour tout i >0 U= |J (Ty(efy) \{®})

X<Mi

Ces ensembles sont appelés univers.

Puisque Ug =2 et pour tout i >0, Uj < p;, Uj; est une base de type p-finie de «/,,04. Cela justifie
la définition suivante.

2.6.2. DEFINITION (Constantes d'univers). Pour tout i € w, nous posons u; = {T(U;)}.

2.6.3. Lemme (Axiomes des constantes d'univers). Nous avons pour tous i, j € o :
(12) El(uj) c T
(13) uj € El(uj+1)
(14) El(uj) < El(ui;+1)
(15) (partiel) si t € El(u;) et ua € El(u;) pour tout a € El(t), alors I1tu,Vtu € El(u;)
(16) si t € El(u;) et ua € El(ug) pour tout a € EI(t), alors T1tu,Vtu € El(ug)

DEMONSTRATION. Les trois premiers points découlent des définitions et ainsi que
du fait que, pour tout i € w, nous avons El(u;) = U;. Pour les deux derniers points, nous renvoyons a
la these de Miquel (cf. lemme 5.2.10 p.187 qui fait appel aux lemmes 5.1.22 et 5.1.23 p.176). O

2.7. Constantes de projection et encodage des paires.

2.7.1. DEFINITION (Constantes de projection). Nous définissons les atomes 1,7 | = T(0) € |04,
2| efnoql = T(1) € |9/modl ainsi que les cliques a un seul atome associées 1p,, = = {14} = {T(0)} €
TyH(lemod) C Dgfmod et ZDﬂmod = {zlyfmo(”} ={t(D}e Tyu(rdmod) S Dy{mod-

2.7.2. REMARQUE. 1o | et2,  sont clairement des atomes incohérents de «/o4. Nous pou-

vons donc bien utiliser la deuxieme définition du type sémantique associé a la somme dépen-
dante.[l

5. cf. sous-section



2. MODELE CONCRET DU CALCUL 101

Nous définissons ensuite la fonction d’encodage des paires. Cette fonction fait appel, via le
plongement y; , défini a la proposition ‘ aux atomes 1o/ | €t 2 .

2.7.3. DEFINITION (Encodage des paires). Nous définissons la fonction d’encodage des paires,
notée Pair, par

210

D-Qfmod x D-Qfmod - D-Qfmod

Pair (a,b) - o7 OWI—IMI,Z\MI([a’ bl

2.7.4. Lemme (Axiome (@). Soient a,be€ D, _,. Pair(a,b)- lDﬂmod = a et Pair(a, b) -Zdeod =p.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € Dy, .. Nous avons, par définition de 'opération binaire - :
Pair(a, b) - ¢ = {Y € |#mod| | Aco < ¢, (cp, Y) € @™ (Pair(a, b))}.
Or, par définition de Pair(a, b) :
@~ (Pair(a, b)) = (@ o @) (yy , »  ((a,b]).

. oo s s + .
Puisque @~ o®™ =idp,, et d’apres les définitions de W12 Wit 21000 €1 01,2, :

121a1|
O~ (Pair(@,b) = {Wi,2,,((i,Y)) € l¥mod = Hmodl | (i, Y) € [a, b}

{012, (D, Y) € | Fmod = “modl | (i, Y) € [a, D1}
{p,, ,@laeaiui@p, P IPeb.
D’ou Pair(a,b)-1p,,  =aetPair(a,b)-2p,  =b. -

2.8. Fonction de génération de types.
2.8.1. DEFINITION (Génération de types).

[I:D(deod) - D'gfmod
Gen : X {t(Base(X))} si Base(X) est une base de type p-finie
@ sinon

2.8.2. REMARQUE. Pour tout ensemble de cliques X c D, ., nous avons Gen(X) € 9~ ou Gen(X) =
®. Si Gen(X) € I, nous avons El(Gen(X)) = TSem (X).
2.8.3. Lemme (Axiomes de Gen).
(9) pour toutX <Dy ., si Gen(X) € T, alors X c El(Gen(X))
(10) siX <X et Gen(X),Gen(X') € T, alors El(Gen(X)) < El(Gen(X)).
(11) sill(GenX)ue I alors
{fe€Dgy,. I VaeX, faeEl(ua)} c EIIIGen(X)u)

DEMONSTRATION.
(9) Evident d’aprés la remarque et car X c TSem (X).

(10) II suffit, la encore d’apres la remarque de prouver que TSem (X) ¢ TSem (X'). Puisque
TSem(X) =1 IC(X), il suffit de prouver que IC(X) = TSem(X'). Soit ¢ € IC(X). Montrons que
c € TSem(X'). Par définition de IC(X), c est I'intersection d'une famille de cliques de [X]
compatibles dans /. Puisque |X| c X c X' =« TSem(X), ¢ est I'intersection d’'une famille de
cliques de TSem(X) compatibles dans «/. Puisque TSem(X), type sémantique, est stable
par intersection de cliques compatibles, nous avons bien ¢ € TSem (X).

(11) Conséquence immédiate de la proposition|1.6.17
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2.9. Opérateurs de somme. Nous reprenons les opérateurs curryfiés définis dans la section
précédente.

o : Ty, (o) & (of - Ty, (B) - Typ(d))
STy () & (o 5 Ty () & Ty, (o 5 o)

3: Ty, (o) & (of & Ty, (B) - Ty, (B))
2.9.1. Lemme (Axiomes des opérateurs de type somme).

(6) siXtue g alors

(@) te T etuaecd pour tout ac El(r)
(b) Ztu=Gen({Pair(a,b) e 4 | acEl(t),beEl(ua))

(7) sidtue T alors
T

(a) te T etuacd pour tout ac El(r)
M) Fru=Gen( |J El(ua)
acEl(?)

(8) sioctued alors
(@) te T etuaed pour tout ac El(r)
(b) El(otu) ={ae /| acElt) AEl(ua) # ¢}
(15) (partiel) si t € El(u;) et ua € El(u;) pour tout a € El(t), alors Ztu,3tu € El(u;), pour touti € w
(17) sit€ El(u;) et ua€ El(uj) pour tout a € El(1), alors otu € El(u;)

DEMONSTRATION. Nous déduisons des définitions des opérateurs que les axiomes (6) a (8) sont
vérifiés. Les axiomes (15) et (17) se déduisent du fait que, pour un cardinal p inaccessible ou dé-
nombrable, si X et si tous les Y, pour a € X sont p-finis alors les bases de type 2%(a € X;Y,) (qui se
plonge injectivement sur 2(a € X;Y,)), A(a€X;Y,) et o(a €X;Y,) sont p-finies, ce qui se vérifie sans
difficulté a partir de leurs définitions et de celle des cardinaux inaccessibles. U

2.10. Fonction d’interprétation.

2.10.1. DEFINITION (Fonction d’interprétation). Soit p € Valp , , une valuation. Nous définis-
sons [l : Aicc; — 4 par induction a la ﬁgure

2.10.2. Lemme (Validité des axiomes de la fonction d’interprétation). La fonction d’interprétation
[1 satisfait les axiomes {d) a (7).

DEMONSTRATION. Les seuls axiomes qui correspondent pas directement a la définition [2.10.1
sont les axiomes @), et . Soient M,M’ des termes de ICCg, x, f des variables, a € Dy, et
p,p'eValp, .

. (@ Par définition de I'opération binaire et car @ o ®* =idp

“Fmod ~“mod

« (h) Découle de la représentabilité d'une fonction par sa trace.

« (1) Découle de Tr(®@* o®~) < Tr(idp,, ).



2. MODELE CONCRET DU CALCUL 103

[xlp = p(x)

[Proplp = uo
[Type;lp = u;, pour i>0

[Mx:T.Ul, = {I-[T]p) - [[)\x.U]]p
HAx-M]]p = (D+(Tr(a€deod — HM]]p;xea))
[MNI, = IM], - NI,

[Vx:T.Ul, = (V-[Tly) - [\x.Ul,

[Zx:A.Bl, = (Z-[Al,)- [Ax.BI,
[M, NI, = Pair(IMI,, [NI,)
[Elimz(xy.f, O)lp = [fpsx— 1y -1sy—(icl,2)

[3x:A.B], = 3-[Alp) - [Ax.Bl,
[(o, b)]]p = Hbﬂp
[Elima(y.f, olp= Hf]]p;y«—l[c]]p

[{x:A|B}l, = (0-[Aly) - [Ax.Bl,

FIGURE 14. Fonction d’interprétation du modeéle concret

2.11. Cohérence de ICCs.

2.11.1. Proposition. La structure (D, ,,,-Pair,[1,<,J,El,Gen,1p, 020 1LY, 2, 3,0, (Ui jew) est
un modele abstrait de ICCs.

DEMONSTRATION. Conséquence des lemmes [2.3.4] [2.4.4] [2.5.2] [2.6.3]| [2.7.4] [2.8.3] [2.9.1] et[2.10.2]
O

2.11.2. Corollaire. Dans ZFC+AI”, ICCs est cohérent.

DEMONSTRATION. Similaire a Miquel (Théoréme 5.2.12 p. 187).
D’apres la proposition précédente et le corollaire page il suffit de montrer que nous avons
un modele 0-restreint. Posons fy = {t(0)}. Nous avons fy € El(ug) = {{t(0)}, {t(1)}} et El(p) =1 0 =
@. (]






Perspectives

Nous avons montré dans cette partie comment étendre a ICCx le modele de cohérence établi
par Miquel pour ICCs. Une caractéristique intéressante de notre modele est qu’il est en fait capable
d’interpréter une version de ICCyz avec un type existentiel completement implicite. Il permet donc
également de prouver la cohérence de cette variante de ICCs.

Notre extension du modele de cohérence ne permet pas d’interpréter le type somme dépen-
dante comme un produit cartésien. Comme nous 1’avons vu (sous-section du chapitre , cela
est lié a ’équation récursive choisie pour définir I’ensemble d’interprétation. Il nous parait intéres-
sant de réfléchir a des équations récursives alternatives permettant une interprétation plus natu-
relle de la somme dépendante qui simplifierait tant le modele concret que le modele abstrait.

Alexandre Miquel définit dans sa theése (chapitre 7) un deuxiéme modele permettant de prou-
ver la normalisation forte de ICC (avec la régle de renforcement). Ce modele peut en premieére ap-
proche étre compris comme un modeéle de cohérence muni d'une fonction qui associe a chaque
type un ensemble de termes saturés. Une question naturelle est alors de savoir s'il est possible
d’étendre également le modeéle de normalisation forte de Miquel a ICCZ.E] Ce qui nous aménerait
ensuite a nous interroger sur la possibilité de prouver la cohérence de ICCys a partir de la norma-
lisation forte : cela est le cas dans ICC mais cela reste pour I'instant une question ouverte pour
ICCs.

6. Notons que nous supposerons la normalisation forte de la fin-réduction dans ICCy dans les chapitreset@]pour
pouvoir définir des algorithmes d’inférence de type pour AICCy.
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Troisieme partie

AICCs






Chapitre 6

Présentation syntaxique de AICCy

Dans cette partie, nous présentons un deuxiéme calcul des constructions implicite, appelé Cal-
cul des Constructions implicite annoté avec sommes dépendantes.. Nous utiliserons également 1’acro-
nyme AICCs (annotated implicit Calculus of Constructions with X-types) pour désigner ce calcul.

De prime abord, ce calcul parait étre un Calcul des Constructions a la Church standard avec
quelques particularités :

» deux produits dépendants et trois sommes dépendantes;

« la présence de drapeaux (sous forme de crochets) qui marquent certains termes et cer-
taines annotations.

Mais en fait nous allons prouver que AICCy est une variante décidable de ICCs. En effet, d'une
part, AICCy est muni d'un mécanisme d’extraction qui efface les parties marquées des termes et
associe ainsi un terme de ICCy a tout terme de AICCy. D’autre part, dans AICCy la comparaison de
termes (regle de cumulativité) se fait entre termes extraits. Ce point est crucial : le calcul se fait dans
ICCs et non dans AICCzEIet cela va permettre a AICCy de représenter d’étre un systeme exactement
aussi expressif que ICCs.

Dans ce chapitre, nous présentons AICCs et montrons qu'il vérifie les propriétés métathéo-
riques habituelles des PTS. Nous montrons également que tous les termes bien typés de AICCy
correspondent a des termes bien typés de ICCs. Nous prouverons la réciproque au prochain cha-
pitre, ce %Iui nous permettra d’affirmer que AICCs est bien une représentation correcte et compléte
de ICCz.

1. Syntaxe

1.1. Termes du langages. Nous reprenons le méme ensemble de variables Var et 'ensemble
de sortes Sort utilisés dans ICCs.

La syntaxe des termes du langage est décrite dans la définition ICCs et AICCy étant tous
les deux des calculs des constructions avec sommes dépendantes, leurs syntaxes ont des ressem-
blances. Mais la syntaxe de AICCs est plus conséquente. D’'une part, les abstractions et paires dé-
pendantes ont des annotations de type (syntaxe a la Church), car nous voulons que le typage soit
décidable. Par ailleurs, les constructeurs de type implicite vont avoir des constructeurs et des éli-
minateurs. En effet, dans AICCy, les parties considérées comme logiques (non-utiles lors de I'exé-
cution) doivent apparaitre mais I'utilisateur a le choix de les marquer (avec des crochets) et ainsi
les déclarer comme non-calculatoires.

1.1.1. DEFINITION. [Termes annotés] L'ensemble des termes de AICCy est noté Aaicc. 1l est
défini par la grammaire décrite dans la figure

1. Il n'y a donc pas besoin de définir des regles de calcul dans AICCy pour définir le systeme. Les regles qui seront
introduites dans le dernier chapitre serviront uniquement a permettre d’exprimer le deuxiéme algorithme d’'inférence de
type.

2. Nous prouverons dans la quatriéme partie que le typage dans AICCy est décidable.
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M,N, T,U := x (Variable)
| s (Sorte)
| Mx:T.U (Produit explicite)
| Ax:T.M (Abstraction Explicite)
| MN (Application Explicite)
| I[x:T].U (Produit implicite)
| Alx:T].M (Abstraction Implicite)
| MIN] (Application Implicite)
| Zx:T.U (Somme dépendante explicite)
| M,N)seT.U (Paire dépendante explicite)

| Elimg((x:A).(y:B).f,c,P) (Eliminateur de Somme dépendante explicite)

| 2Z[x:T].U (Somme dépendante implicite gauche)

| (M, N)ser).U (Paire dépendante implicite gauche)

| Elimy ([x:Al.(y:B).f,c,P) (Eliminateur de Somme dépendante implicite
gauche)

| 2Zx:T.[U] (Somme dépendante implicite droite)

| M, [INDsxr.[u] (Paire dépendante implicite droite)

| mi(c) (Premiere projection de la somme dépendante
implicite droite)

| EIimfR([ ¥:Bl.f,c,P) (Eliminateur simplifié de la somme dépendante

implicite droite)

FIGURE 15. Syntaxe des termes de AICCx

Nous établissons une classification des termes analogue a celle des termes de ICCs.

1.1.2. DEFINITION (Classification des termes).

» Les constructeurs de type de AICCy sont les produits dépendants explicite et implicite et
les sommes dépendantes explicite, implicite gauche et implicite droite.

o Les constructeurs de AICCy sont les abstractions explicite et implicite, et les paires dépen-
dantes explicite, implicite gauche et implicite droite.

o Les éliminateurs de AICCs sont les applications explicite et implicite, les éliminateurs des
sommes dépendantes explicite et implicite gauche ainsi que la premiére projection et I’éli-
minateur simplifié de la somme dépendante implicite droite.

1.1.3. NOTATION (Constructeur de type générique). De méme que dans ICCys, nous utiliserons
une notation pour désigner un constructeur de type générique. Ainsi Ox : T.U désigne I'un des
constructeurs de type I1x: T.U,II[x:T].U,Zx:T.U,X[x:T].U ou Zx: T.[U].

1.1.4. DEFINITION (Variables libres et liées). Les variables libres d'un terme M de AICCy sont
notées FV(M). Elles sont définies inductivement a la figure Les variables liées d'un terme M de
AICCs sont notées BV (M). Elles sont définies inductivement a la ﬁgure

1.1.5. CONVENTION. Les termes de la syntaxe sont définis a a-conversion pres, c’est-a-dire au
renommage preés des variables liées.
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FV(x) =

FV(s) =

FV({Ox:T.U)

FV(Ax:T.M)
FV(MN)

FV(A[x:T].M)
FV(MIN])

FV((M,N)Zx:T.U)
FV(Elimg((x:A).(y:B).f,c,P))

FV({(IM],N)sx1].0)
FV(Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P))

FV(M, [NDsxT.[U})
FV (i (c)
FV(EIimfR([y:B] f,¢,P))

{x}
@
FV(T) U (FVU)\ {x})

FV(T)u (FVM) \ {x})
FV(M) U FV(N)

FV(T)u (FV(M) \ {x})
FV(M) U FV(N)

FVIM) uFVIN) U FV(T) u (FV(U) \ {x})
FVA) U FVB)\ {xh) u(FV(H \{x, yH UFV(c)UFV(P)

FVIM) uFVIN) U FV(T u (FV(U) \ {x})
FVA) U (FVB)\ {xh) u (FV(NH \{x, yH UFV(c)UFV(P)

FVIM)uFVIN) UFV(T) u (FV(U) \ {x})
FV(c)
FVB)u FV(H\{yH UFV(c)UFV(P)

FIGURE 16. Variables libres des termes annotés

BV(x)
BV (s)
BV{@Ox:T.U)

BV(Ax:T.M)
BV(MN)

BV(A[x:T]1.M)
BV(MI[N])

BV(IM, N)sx.1.U)
BV(Elimg((x:A).(y:B).f, ¢, P))

BV({(IM], N)sx1).0)
BV (Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P))

BV(M, INDzxT.[1U))
BV (1 (c))
BV(EIimISR ([y:Bl.f,c,P))

= 9
= 9
= BV(T)uBVU)u{x}

= BV(T)uBVM)u{x}
= BVM)uBV)

= BV(T)uBVM)u{x}
= BVM)uBV)

BVM)uBV(N) uBV(T)uBV(U) u {x}
BVA)UBVB)UBV(f)uix,y}uBV(c)UBV(P)

BV(M) uBV(N)uBV(T) uBV(U) U {x}
BVA)UBVB)UBV(f)uix,y}uBV(c)uBV(P)

BV(M)uBV(N)uBV(T)uBV(U) u {x}
BV (c)
BV(B) UBV(f) u{y} UBV(c) UBV(P)

FIGURE 17. Variables liées des termes annotés
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1.1.6. NOTATION (Types non-dépendants). Si x ¢ FV(U), nous utiliserons les notations suivantes
T—-U=Ix:T.U, [TI-=U=0[x:T].U, [TIxU=2[x:T].U, Tx [U] =2x:T.[U], TxU=2x:T.U.

Substitution de variables.

1.1.7. CONVENTION (Barendregt). Si M est un terme de AICCs, nous renommons si besoin par
a-conversion les variables liées de M de sorte que BVIM) nFV(M) = @.

1.1.8. DEFINITION (Substitution). Soient M et R des termes de AICCs et z une variable. La sub-
stitution des occurrences libres de z dans M par le terme R est définie inductivement a la figure
Le respect de la convention de Barendregt évite la capture de variables.

z[z/R] = R

x[z/R] = x (avec x# 2)

s[lz/R] = s
(Ox:T.U)[z/R] = Ox:(T[z/R]).(U[z/R])
Ax:T.M)[z/R] = Ax:(T[z/R]).M|[z/R]

(MN)[z/R] = M]J[z/R]N[z/R]

(Alx:T].M) [z/R] = Alx:(T[=z/R])].M[z/R]
(M[ND[z/R] = M]Iz/R][N[z/R]]

(M,N)sxt.u)[2/R] = (MI[z/R,N[z2/RDsx:(T(2/R]).U[2/R]
(Elimg((x:A).(y:B).f,c,P))[2/R] = Elimg((x:A[z/R]).(y:B[z/R]).f[z/R],cl[z/R],P[z/R])
(avec z ¢ {x, y})

(ML, N)zxmy.u) [2/R] = (IM[2/R]],N[2/RD s (x(T2/R)].U 2/R]
(Elimy, ([x:Al.(y:B).f,¢,P)) [z/R] = Elimy ([x:A[z/R]].(y:B[z/R]).f [z/R],c[z/R],P[z/R])
(avec z ¢ {x,y})
(M, [NDsxr.up [2/R] = (M[z/R], [N[z2/RI])sx:(T (2/R]). [U [2/R]]
(M) [z/R] = mi((c[z/R])
(EIimISR([y:B].f,c,P))[z/R] = ElimfR([y:B[z/R]].f[z/R],c[z/R],P[z/R]) (avec z # y)

FIGURE 18. Substitution dans AICCs

Le lemme suivant est 'équivalent pour AICCs du lemme|[I.2.13|page[10|et se montre de méme
par une induction sur U.

1.1.9. Lemme (Substitutions multiples). Soient x, y des variables distinctes, M,N,U des termes an-
notés tels que y ¢ FV(N), alors

(U [x/M]) [y/N] = (U [y/ND) [x/(M[y/N])]

1.1.10. Lemme (Substitution et variables libres). Soient x une variable et M,N des termes de AICCs.
Six¢g FV(M), alors M [x/N] = M.

DEMONSTRATION. Similaire a celle du lemme |1.2.12| page [10| Par induction sur la structure de
M. O
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1.2. Extraction.

1.2.1. DEFINITION (Extraction). La fonction d’extraction est définie inductivement a la figure[19]

x* = x
s*¥ = s

(IIx: T.0)* = Ilx:T*.U*

Ax:T.M)* = Ax.M*

(MN)* = M*N*

(M[x:T].U)* = Vx:T*.U*
Alx:TI.M)* = M*
MIND* = M"

Zx:T.U)* = Zx:T*.U*
(M,N)sx1.0)* = (M*,N¥)
((Elimg((x:A).(y:B).f,¢,P)* = Elimg(xy.f*,c*)

Clx:T1.)* = 3Ax:T*.U*
(ML, N)gem).u)* = (0, N¥)
((Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P)* = Elim3(y.f*,c*)

Cx:T.[UD* = {x:T*"|U*}
(M, INDsxr.[up® = M*
m)* = c*

EIimfR([y:B].f,c,p)* = f*

FIGURE 19. Extraction

1.2.2. NOTATION. Soit Ox: T.U un constructeur de type de AICCy et soient T’, U’ des termes
non-annotés de ICCy. O*x: T'. U’ désigne le constructeur de type de ICCy de structure analogue a
celle de (Ox:T.U)*. Ainsi par exemple si Ox:T.U=2x:T.[U] alors O*x:T'.U’' = {x:T'| U'}.

1.2.3. REMARQUE (Inversion de I'extraction). Il est intéressant de savoir quelle est la structure
possible de M en fonction de celle de M*. La définition de I'extraction nous indique que les cas
suivants sont possibles :

e M a une structure analogue a celle de M*,
e ou est une abstraction implicite ou paire implicite droite

¢ ou est une application implicite, une premieére projection ou un éliminateur simplifié.

Cette remarque justifie la définition suivante, qui distingue les termes selon l'effet de 'extrac-
tion sur la structure. Notons que nous ne considérons que les constructeurs ou éliminateurs car la
structure des constructeurs de type est toujours préservée.

1.2.4. DEFINITION (Termes implicites, termes explicites).

o Un terme implicite est un constructeur ou un éliminateur dont la structure n’est pas pré-
servée par extraction.
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» Un terme explicite est un constructeur ou un éliminateur dont la structure est préservée
par extraction.

o Un constructeur implicite (resp. explicite) est un constructeur qui est un terme implicite
(resp. explicite).

e Un éliminateur implicite (resp. explicite) est un éliminateur qui est un terme implicite
(resp. explicite).
1.2.5. REMARQUE.
¢ Les constructeurs implicites sont donc les abstractions implicites et la paire implicite droite.

» Les constructeurs explicites sont donc les abstractions explicites, la paire dépendante ex-
plicite et la paire implicite gauche.

» Les eliminateurs implicites sont donc les applications implicites, la premiere projection et
I'éliminateur simplifié de la somme dépendante implicite droite.

e Les eliminateurs explicites sont donc les applications explicites et les éliminateurs des
sommes dépendantes explicite et implicite gauche.

o Le fait que les constructeurs et éliminateurs de la somme dépendante implicite gauche
soient des termes explicites est une conséquence du fait que le type existentiel de ICCx
n’'est pas completement implicite.

1.2.6. Lemme. Soit R un terme de AICCs. Supposons de plus que R est un constructeur de type ou
une sorte.
(1) SiR* < (Ox:T.U)* ou (Ox:T.U)* <R* alors il existe Ty, Uy tels que R=0x:Ty.Uy.

(2) SiR* <s ou s=<R* alorsR est une sorte.

DEMONSTRATION. Les deux points se prouvent de la méme maniére. Nous ne prouvons que le
premier point.

 Si R est un constructeur de type de AICCy ou une sorte, alors R* est un constructeur de
type de ICCyz ou une sorte et dong, en particulier, R* n’est pas un éliminateur.

e Nous en déduisons, d’apres le lemme [2.3.15| page [18|appliqué a R* < (Ox:T.U)* (ou (Ox:
T.U)* <R"), qu'il existe Tj, Uy tels que R* = 0% x: T[,. Uj,.
¢ Puisque R est un constructeur de type ou une sorte, nous en déduisons qu’il existe Ty et
Uy tels que R=0x: Ty.Uy.
(|

1.2.7. Lemme (Extraction et substitution). Soient M,N des termes de AICCs et x ¢ BV(M). Alors
(M[x/N]* =M* [x/N*]. Si, de plus, x ¢ FV(M*), alors M [x/N])* = M"*,

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de M et d’apres les définitions de I'extraction,
de la substitution dans AICCs. O

1.3. Contextes et Jugements.

1.3.1. DEFINITION (Contextes). Les contextes de AICCy sont définis exactement de la méme
maniere que dans ICCy :
I' == |;x:T

ou T désigne un terme de AICCs.

La définition de la substitution d’'un contexte est similaire a celle de ICCs.
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1.3.2. DEFINITION (Substitution d'un contexte). Soient I' un contexte, x une variable et N un
terme de AICCs. Nous définissons inductivement la substitution d’'un contexte :
o[x/N] = o
{ T'[x/N] six=y

(I3 y:T) [x/N] T'[x/N];y:T[x/N] sinon.

Le lemme suivant est similaire au lemme page |19} Sa démonstration est analogue.

1.3.3. Lemme (Substitution d’'un contexte et variables libres). SoientI' un contexte, x une variable
et N un terme. Si x ¢ DV(I') u FV(T), alorsT [x/N] =T.

Nous prolongeons I'extraction aux contextes.

1.3.4. DEFINITION (Extraction de contextes). Soit I' un contexte de AICCs. Le contexte extrait de
I', noté I'*, est un contexte de ICCy défini inductivement par :

.* = L]
Cx: D = T'Yx:TF
1.3.5. REMARQUE. Nous vérifions immédiatement que DV (T') = DV(I'*) pour tout contexte an-
noté I'.

1.3.6. DEFINITION (Jugements). Nous considérons similairement a ICCs deux espéces de juge-
ments : les jugements de bonne formation de contexte, I' -, et les jugements de typage, ' M:T.

Nous étendons 'extraction aux jugements.

1.3.7. DEFINITION (Extraction de jugements).

(1) Lextraction du jugement de bonne formation de AICCs T F est le jugement de bonne
formation de ICCy T'* .

(2) Lextraction du jugement de typage de AICCz ' M : T est le jugement de typage de ICCx
I'*=M*:T*.

1.4. Regles de typage. Nous réutilisons les ensembles Axiom, Rule et Rule’ définis a la sous-
section [3.2]du chapitre

Puisque AICCs a pour but d’étre une représentation de ICCy, ses régles de typage sont stricte-
ment analogues a extraction pres a celles de ICCZ.H

La principale différence est la présence de parties marquées, qui sont les arguments considérés
comme non-calculatoires et qui, dans ICCgz, sont implicites.

1.4.1. DEFINITION (Regles de typage). Les regles de typage sont les régles d’inférence décrites

dans les figures[20] et

2. Propriétés

2.1. Correction de I'extraction et cohérence. Nous montrons tout d’abord des propriétés liées
a I'extraction. Ces propriétés seront utiles pour montrer les propriétés habituelles méta-théoriques
des PTS (cf. sous-section ci-apres). Elles nous permettront également de déduire la cohérence
de AICCs a partir de celle de ICCs.

3. Notons tout de méme une différence mineure pour I'analogue de la régle (Sus-E-2), nécessaire car dans les algo-
rithmes d’inférence de type, nous ne pouvons inférer inductivement que sur les sous-termes.



116 6. PRESENTATION SYNTAXIQUE DE AICCy

I'+T:s xeDV(ID)

(WE-Ea) (WF-Sa)
= ;x:TH
T' (x:Tel I'~  (s1,$2) € Axiom
(VARp) (SORTH)
I'kx:T I'Esp:s
I'tT:s; Ix:TEU:sy, (s1,$2,53) € Rule
(E-PrROD)
I'HIIx:T.U:s3
Iix:THFM:U THIIx:T.U:s
(E-LAM)
I'FAx:T.M:MIx:T.U
I'M:Mlx:T.U TEN:T
(E-APP)
I'-MN:U[x/N]
I'ET:s; I;x:THU:sy (s1,$2,53) € Rule
(I-PrROD)

I'EII[x:T].U: s3
x:TEM:U THIOx:T].U:s x¢FVM*)

(I-LaM)
I'HA[x:T].M:II[x:T].U

I'EM:II[x:TI.U T'EN:T

(I-Arp)
I'EMI[N]: U [x/N]

'EM:T THT:s T"=<T"

, (CuMa)
I'EM:T

FIGURE 20. Regles d’inférence de AICCys (calcul des constructions)

Extraction et variables libres. Nous montrons que pour tout terme annoté bien typé, les va-
riables libres de I'extraction du terme sont parmi les variables libres du terme annoté. Ce résultat
est faux en général pour les termes mal-typés. M = A[x:Prop] . x est un contre-exemple.

2.1.1. Lemme (Extraction et variables libres). SiT'M:T, alors FV(M*) c FV(M).

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de I' - M : T, en considérant la derniere regle
appliquée. (vary) et (Sorty) sont immédiates. Toutes les autres régles sauf -Law), (Z3-E) et (Sus-
E-2) se traitent immédiatement par induction. Le cas de ces trois autres regles est légerement plus
délicat et nécessite de faire appel aux conditions de bord de ces regles (x ¢ FV(M*), x ¢ FV(f™) et
y € FV(f")) car les termes typés (A[x:T].M, Elimy, ([x:A]l.(y:B).f,c,P) et EIimfR([y:B].f, ¢,P)) perdent
un lieur a I'extraction. 0

Correction de Uextraction pour le typage. Nous montrons que l'extraction est correcte vis-a-vis
du typage, c’est-a-dire que tout jugement dérivable de AICCy s’extrait vers un jugement dérivable
de ICCs. Nous montrons ainsi que AICCs se plonge vers ICCz. Nous montrerons la réciproque au
chapitre [7| et nous prouverons alors I’équivalence entre les jugements dérivables de AICCy et ceux
de ICCz.

2.1.2. Proposition (Correction de I'extraction).
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I'A:s I;x:AFB:s, (51, S2, 53) € Rule’
(Za)

I'-Zx:A.B:s3
I'a:A TrHb:Blx/a] THZx:A.B:s

(Za-D
I'(a,b)sxap:Zx:A.B

'FP:Zx:A.B—s Thc:Zx:A.B I;x:Ay:BEf:P(X,Y)sxA.B

(Za-B)
'+ Elimg((x:A).(y:B).f,c,P):Pc

I'A:s I;x:AFB:s, (81,2, 83) € Rule’
(Z3)

I'HXZ[x:A].B:s3
IT'a:A TrHb:B[x/al THXZ[x:A].B:s

(Z3-)

'+ ([a],b)z[xA]‘B : Z[X:A] .B
I'-P:2Z[x:Al.B—s T[;x:A;y:BF f:P(x],Y)s[xAlB
I'+c:X[x:A].B xgFV(f*)

I' - Elimyg ([x:Al.(y:B).f,¢,P):Pc

(23-E)

IT'HFA:s I'x:AFB:sy

ZSUB)

I'EXZx:A.[B]:s;

I'a:A THb:Blx/al THZx:A.[B]:s
(Zsus-1)

I'E(a,[b)sxa.B): Zx:A.[B]
I'c:Zx:A.[B]

(ZSUB'E'I)
I'Fmi(o):A
I'—P:s F'c:Zx:A.[B] TI;y:BokHf:P (B[x/m(c)])*ﬁB(’)k ye FV(f")

I+ EIimISR([y:BO].f, c¢,P):P

(ZSUB'E'Z)

FIGURE 21. Reégles d’inférence de AICCs (Types somme)

(1) Sile jugementT & est dérivable dans AICCs alors le jugement '™ \ est dérivable dans ICCs.

(2) Si le jugement T - M : T est dérivable dans AICCs alors le jugement T* - M* : T* est déri-
vable dans ICCs.

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur les dérivations de '~ et ' M : T et vue la défi-
nition de I'extraction. La correspondance entre les regles de AICCs et ICCs est patente et la plupart
des regles se traitent immédiatement. Notons toutefois :

e pour (Sorty) €t (Vary), par définition de I'extraction d'un contexte, il est clair que DV(I'*) =
DV(I) etquesi (x:T)eT alors (x: T*) el'™;

» pour les regles d’élimination des produits et d’introduction des sommes, du fait de la pré-
sence de substitutions, nous utilisons le lemme (extraction et substitution) ;

e (Zsus -E-2) : Cette regle ne correspond pas directement a la régle (sus-E-2). Si
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ye FV(f*)

I'—P:s 'Fc:Zx:A.[B] [;y:Bokf:P (B[x/nl(c)])*SBa‘

T+ EIimISR([y:BO].f, c,P):P

montrons que nous pouvons dériver
I'*FP*:s I'kc*:{x:A*|B*} r*y:B*[x/c*]1+ f*:P* yEFV(f")

F* = f* :P* (SUB-E-2)

La seule prémisse qui n'est pas une hypothése d’induction est la prémisse typant f*.
Montrons donc T'; y : B* [x/c*] F f* : P*.

o Par hypotheése d’induction, nous avons I'; y : By - f* : P*.

o Puisque, par hypothese, (B[x/m1(c)])* < Bjj, nous avons I'*; y: B* [x/c*] < T*; y: B;.

e Montrons que I'; y : B* [x/c*] .

— Par hypothese d’induction, nous avons I'* - ¢* : {x: A* | B*}. Nous en déduisons
— I'* - c¢*:A" par (Sus-E-1).
— il existe une sorte s telle que I'* - {x: A* | B*} : 5.
— Par inversion de T'* F {x : A* | B*} : s, il existe une sorte sp telle que T'*; x :
A*+-B*: sp.

— Par substitutivité, nous avons I'* - B* [x/c*] : sp.
— Nous concluons en appliquant (we-s).

» Nous concluons alors grace au corollaire [3.4.10| page 27| (cumulativité et changement
de contexte).

O

Cohérence du systeme. La cohérence de AICCy découle immédiatement de la correction de I'ex-
traction et de la cohérence de ICCs.

2.1.3. Proposition. Dans ZFC+AI”, AICCs est cohérent.

DEMONSTRATION. Par contraposition. Si le type annoté T1A : Prop.A (ou II[A:Prop].A) est ha-
bité dans le contexte vide de AICCgy, alors par correction de I'extraction, le type ITA: Prop.A (ou VA:
Prop.A) 'est dans ICCgy, ce qui contredit la cohérence de ICCy (proposition|2.11.2|page[103). [

2.2. Caractérisation des termes en fonction des types. Nous présentons dans cette sous-section
quelques résultats qui permettent de caractériser la nature d'un terme bien typé en fonction de la
nature de son type.

Ces résultats seront utilisés dans le chapitre[9} en particulier dans la sous-section [2.3] afin, no-
tamment, de prouver la complétude de I'algorithme d’inférence de type.

Définitions.

2.2.1. DEFINITION (Constructeurs associés).

e Le constructeur associé a un produit explicite I1x : T.U est une abstraction explicite Ax:
To. M.

¢ Le constructeur associé a un produit implicite I1[x:T].U est une abstraction implicite A[x:
To] .M.

¢ Le constructeur associé a une somme explicite Xx : A.B est une paire dépendante explicite
(a) b) ZX:A() . B() .
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* Le constructeur associé a une somme implicite gauche Z[x:A].B est une paire dépendante
implicite gauche ([al, b)s(xa,].B,-

o Le constructeur associé a une somme implicite droite Xx: A.[B] est une paire dépendante
implicite droite (a, [b])sx:A,.[B,]-
2.2.2. DEFINITION (Terme associé a un type). Soient M, T des termes dans AICCsz. M est un
terme associé au type T si et seulement si un et un seul des cas suivants est vérifié :
e M et T sont des sortes;
* M est un constructeur de type et T est une sorte;

» T est un constructeur de type et M est un constructeur associé a T.

Résultats.
2.2.3. Lemme (Classification des termes bien typés). SiI'+M:R alors un et un seul des cas suivants
est vérifié :
(1) il existe T sorte ou constructeur de type AICCs tel que
e T <R*
e I'FM:T
e M est un terme associé a'T ;
(2) M est une variable;

(3) M est un éliminateur.

DEMONSTRATION. Nous montrons le résultat par induction sur la dérivation de ' M : R :
e pour (vary), le cas est trivialement vérifié;

e pour la regle (sorty), les régles de formation et d’introduction, le cas est trivialement
vérifié (avec T =R);

» pour les regles d’élimination, le cas (3) est trivialement vérifié;
» enfin la régle (cum,) se traite immédiatement par hypothése d’induction.
(]

Dans le lemme précédent, si M n’est pas une variable ni un éliminateur, nous ne connaissons
pas en général le type T auquel M est associé. Les deux corollaires suivants montrent que si R est
un constructeur de type ou une sorte, alors R peut-étre ce terme T.

2.2.4. Corollaire. SiI'-M:0x:T.U alors un et un seul des cas suivants est vérifié :
(1) M est un constructeur associé a Ox:T.U ;
(2) M est une variable;

(3) M est un éliminateur.

DEMONSTRATION. Nous appliquons le lemme précédent. Le seul cas non-trivial est celui ot il
existe R sorte ou constructeur de type de AICCs tel que

e R* < (Ox:T.U)*
e 'FM:R
¢ M est un terme associé a R.
Montrons alors que M est un terme associé a Ox:T.U.

o D’apres le point (1) du lemme page([114] il existe Ty, Ug tels que R =0Ox: Ty .Uy, donc
RetOx:T.U sont de méme nature.
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o Il suffit alors d’appliquer les définitions et

O
2.2.5. Corollaire. SiI'+ M: s alors un et un seul des cas suivants est vérifié :
(1) M est un constructeur de type ou une sorte;
(2) M est une variable;
(3) M est un éliminateur.
DEMONSTRATION. Similaire a celle du corollaire O

2.3. Propriétés habituelles des PTS. Puisque AICCs est un langage a la Church, les propriétés
usuelles des PTS sont globalement beaucoup plus faciles a prouver dans AICCs que dans ICCs.

Premiéres propriétés. Nous commencons par montrer des propriétés métathéoriques de base
qui sont également valables dans ICCs.

2.3.1. Lemme (Bonne formation des contextes). SoientT', A des contextes et M, T des termes.
(1) Toute dérivation deT'; A & inclut une dérivation deT \-.

(2) Toute dérivation deT';A+M: T inclut une dérivation deT |-.

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur les dérivations de typage en considérant la der-
niere régle appliquée. Aucune regle ne pose de difficulté.

e (WE-Ey) est immédiat.

e Pour (wr-S), le résultat est trivial si A =e. Si A # ¢, nous concluons immédiatement par
induction sur la prémisse.

« Pour toutes les autres regles, le contexte de la conclusion est identique au contexte d’au
moins une prémisse; nous concluons alors immédiatement par une induction sur cette
prémisse.

O

2.3.2. Lemme (Déclaration des variables libres). SoitT' = x;:Ty;...;x,: T, un contexte
(1) SiTt, alors FV(T;) c{xy,...,xi—1} pour touti€[l...n].
2) SiTFM:T, alors FV(M) c DV(T') et FV(T) c DV(I).

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur les dérivations de typage en considérant la der-
niere regle appliquée. Toutes les régles sont immédiates sauf (wr-s,). Pour (wr-s,), d’apres le lemme|2.3.1}
toute dérivation de I'; x : T I contient une dérivation de I' . Nous concluons alors grace aux hypo-
theéses d’'induction liées aux jugements I' - et ' T : s. O

2.3.3. Corollaire. Toute dérivation deT';x : T;A & contient une dérivation deT' =T : s, oit s est une
sorte.

DEMONSTRATION. Toute dérivation de I'; x: T; A  contient une dérivation de I'; x : T . 1l suffit
alors d’inverser (wWe-S,). O
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Affaiblissement.

2.3.4. Lemme (Affaiblissement). Soient I',I" des contextes tels queT < T' et T' . SiT - M : T est
dérivable, alorsT'+M:T est dérivable.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de I' - M : T en considérant la derniére regle
appliquée.

« Linduction est immédiate pour toutes les regles pour lesquelles le contexte de chaque pré-
misse est identique au contexte de la conclusion ( (vary), (Sorta), (Cumy), régles d’élimination
des produits, d’'introduction des sommes et (Zsy5 —E-1)).

» Pour les autres régles, certaines prémisses ont un contexte I'; A qui étend le contexte I" de
la conclusion. La difficulté est alors de montrer que I"’; A - est dérivable. Nous supposons
ici, quitte a renommer par a-conversion les variables liées de M, que DV(I'") nBV(M) = @.

e Pour les régles de formation des types, il suffit d’affaiblir la prémisse typant le do-
maine et d’appliquer (we-s,).

» Pour les regles restantes (introduction des produits et éliminations des sommes sauf
(Zsys—E-1)), il suffit d’utiliser, sur la prémisse dont le contexte est I'; A, le corollaire[2.3.3]
une ou deux fois selon la longueur de A.

O

Substitutivité.
2.3.5. Lemme (Substitutivité). SiT'HN:U alors
() T;z:U;AF = T;A[z/N]F
2 T;z:U;,AEFM:T = T;A[z/NIEFM[z/N]:T[z/N]

DEMONSTRATION. Par induction mutuelle sur les dérivations des jugements I';z: U;A et T;z:
U;A+M:T en considérant la derniere regle appliquée. Nous retrouvons les différents cas vus dans
la preuve de la substitutivité dans ICCsy.

e (Wr-Ey) ne peut étre la derniére regle appliquée.

e (Wr-Sy) Si A # e, nous concluons en appliquant (ws-s,) a 'hypothese d’induction. Sinon,
nous déduisonsI' - de I';z: T I par le lemme de bonne formation des contextes (lemme|2.3.1).

« La régle (sorty), les regles de formation, et les regles (E-Lam), (5-E) €t (Zsys—E-1) Se traitent
immédiatement a partir des hypothéses d’'induction.

* Pour (cumy), la condition de bord T* < T devient (T [z/N])* < (To [z/N])*. Nous concluons
grace aux lemmes |1.2.7| page |1 14|4| et |2.3.2| page

o Pour la régle (vary), il faut distinguer deux cas. Soit x la variable typée dans la conclusion.

Si z # x, nous concluons immédiatement par induction. Sinon, par hypothése d’induction,
nous pouvons affaiblir I'-N:U en I';A[z/N] - N: U et conclure puisque z ¢ FV(U).

e Pour (-1aw) et (25-E), il faut également traiter la condition de bord. Ainsi si x ¢ FV(R*) est
la condition de bord, nous devons montrer que x ¢ FV((R[z/N])*). Nous avons (R[z/N])* =
R* [z/N*] d'ott FV((R[z/N])*) c FVR*)UFV(N*) c FVR*)UFV(N) c FV(R*) uDV() ce qui
permet de conclure car x ¢ DV(T).

 Pour (zgy;-E-2) il faut traiter les deux conditions de bord (B [x/m;(c)])* <Bg et y ¢ FV(f™).

La premiére se traite comme pour (Cum,). La seconde se traite comme pour le cas de -
Lam) et (Z3-E).

4. extraction et substitution : (M [x/N])* = M* [x/N*]
5. cumulativité et substitution : si M} <M/, alors M [x/N'] < M), [x/N']).
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¢ Pour les regles d’élimination des produits et d'introduction des sommes, a cause de la pré-
sence de substitutions, nous utilisons le lemme page (substitutions multiples).

O

Cumulativité de contextes.

2.3.6. Lemme (Cumulativité de contextes). Soient I',Ty, A des contextes annotés tels que A* <T* et
AF.

(1) SiT;To, alors A;T .
@) SiT;To-M: T, alors A;,To=M:T.

DEMONSTRATION. Preuve similaire a2 ICCy (lemme page27).
Par induction mutuelle sur les dérivations des jugements I';T'g - et I';Tg = M : T. Toutes les regles
sont immédiates sauf (var,) si la variable appartient a I et non a I'p. Si

I;To (x:Tel
I;Tox:T

Montrons que A;To F x: T est dérivable. Posons I' =T'1;x: T; 'y et A = Ay;x: U; Ay, Par hypotheése
d’induction, nous dérivons A;Tg F, puis A;Tg F x: U en appliquant (vary).

Nous avons U* < T*, A} <T] et A] <T. La dérivation de I';Ty |- contient une dérivation de
I'1 - T:s, ol s est une sorte. Par hypothéses d’'induction, nous dérivons A; F T : s, puis, par affai-
blissement, A;Tg T : s. Nous dérivons alors A; Ty F x: T par cumulativité. O

Un cas particulier du lemme précédent qui nous sera utile par la suite.
2.3.7. Corollaire. SiT-M:T, Al et A* <T* alors A\-M:T.

Lemmes d’inversion. Les lemmes d’inversion, nous ’avons déja expliqué, servent a caractériser
le type R d'un jugement I' - M : R a partir de la connaissance de la nature de M. Dans ICCgs, de
nombreuses régles empéchent le systéme d’étre dirigé par la syntaxe. Dans AICCs, comme dans
tous les PTS, seule la régle de cumulativité (cum,) a une conclusion ou la nature du terme typé
n'est pas spécifiée. Il est donc assez aisé d’établir ces lemmes, qui seront centraux dans la suite de
I'étude métathéorique de AICCs.

2.3.8. Lemme (Lemmes d’'inversion). Les lemmes d’inversion sont regroupés dans les figures 22 et
23

DEMONSTRATION. La démonstration est identique pour tous les énoncés. Nous allons, par exemple
prouver le lemme d’inversion pour I'abstraction implicite.

Considérons le jugement dérivable I' - A[x:T].M: Rg. Montrons qu'’il existe U et s tels que :
I;x:THEFM:U
I'HII[x:T].U:s
x¢ FV(M*)
(I[x:T1.U)* < RS

Nous considérons I'arbre de dérivation de la preuve du jugement I' = A[x:T].M : Ry. La forme
du terme A[x:T].M nous indique que la derniére regle appliquée lors de la dérivation est (I-Lam)
suivie de n applications de (Cumy,), ol 7 est un entier naturel. Si 7 est nul, nous concluons directe-
ment. Sinon, nous remontons alors ces applications et définissons ainsi des types R; et des sortes
s; pour i compris entre0 et n—1:
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(1) Variable et sortes

(2) Produit explicite

I'FIIx: T.U:R

I'Ax:T.M:R

I'EMN:R

(3) Produit implicite

I'EII[x:T].U:R

I'-A[x:T].M:R

I'FMIN]:R

I'Fx:R = EIT{

Fs:R = Els’{

(x:Tel
T <R*

(s,s') € Axiom
s’ <R*

I'ET:s
T s s Iix:THU:s
1)925 53 (s1, 82, $3) € Rule
SgiR*
Iix:TEM:U

— ds,UL THIIx:T.U:s
(MIx:T.U)* <R*

I'EM:IIx:T.U
— dT,U<{ T'EN:T
(U[x/ND* <R*

I'T:s;
st s s I'x:THU:s
132093 (g1, 87, 53) € Rule
S35R*
Iix:THEFM:U
T'FII[x:T].U:s
= U e

(M[x:T].U)* <R*

I'EM:II[x:T].U
= 3IT,U4 I'EN:T
(U[x/ND* =R"

FIGURE 22. Lemmes d’inversion (variable, sortes et produits)

I'FAX:T].M:R;jq

R¥ . <R*

i+1— i

I'R;:s;

I'FAx:T].M:R;

(CUM,)

Une fois que toutes les applications des regles (cumy) ont été remontées, nous savons que la regle
appliquée pour dériver I' - A[x:T].M : R, est a-Lam). Nous avons donc U et s tels que R, =II[x:T].U

et:

I[x:TIEM:U

I'II[x:T].U:s x ¢ FV(M™)

T'FA[x:T].M:I[x:T].U

Par transitivité de < et puisque, pour tout i, R7 ; <R7, nous avons bien (IT[x:T].U)* <Rg.

(ImpPLAM)

O

2.3.9. REMARQUE. Les dérivations des jugements donnés par les lemmes sont clairement in-
cluses dans les dérivations des jugements initiaux.
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(4) Somme explicite

T'HFA:s
I'x:AFB:sp
(s1, 52, S3) € Rule’
SgiR*

I'FXx:A.B:R = ds1,589,53

I'ta:A THb:Blx/al
I'(a,b)sxpag:R = 3Ts{ THZx:A.B:s
Zx:A.B)* <R*

I'-Zx:A.B:s

I'FP:Zx:A.B—s
I'Elimg((x:A).(y:B).f,c,P):R = 35,5'{ TFc:Zx:A.B

Lx:Ay:BE f:P(x,Y)sxaB

(Pc)* <R*
(5) Somme implicite gauche
I'HFA:s
. ) Ix:AEB:s
I'HZ[x:A]l.B:R = ds1,$8,583 (51, 5, 53) € Rule’
§3 =< R*

I'a:A THDb:B[x/a]
[ ([al,)sea;.p: R = 3Is{ THZ[x:A].B:s
(Z[x:A].B)* =<R*

F'FX[x:A]l.B:s
IT'FP:Z[x:A]l.B—s
I'kc:Z[x:A]l.B

Lx:Ay:BE f:P(x], ¥)sxa).B
x¢FV(f™)

Po)* <R*

[+ Elimy, ([x:Al.(y:B).f,¢,P):R = 35,4

(6) Somme implicite droite

T'HFA:s
I'FZx:A.[B]:R = 3s;,%< [x:AFB:s,
SliR*

I'ta:A T'Hb:Blx/al
I'-(a,[bD)sxa.m:R = 3FIsq I'FZx:A.[B]:s
(Zx:A.[BD* <R*

TFm):R = EIA,B{ jr\l_;‘{fx‘A'[B]
I'EP:s
I'kFc:Zx:A.[B]
Iy:Bok f:P
yeFV(f")
(BLx/m (c)))* <B;
P* <R*

T+ EIimfR([y:Bo].f, ¢,P):R = 3s,A,B<

FIGURE 23. Lemmes d’inversion (sommes)
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Comme dans ICCy, le lemme du type des types se prouve directement a partir des lemmes
d’inversion des constructeurs de type. La principale différence est que dans AICCs, les lemmes
d’inversion s’obtiennent sans difficulté.

2.3.10. Lemme (Type des types). SiT'HM:T alors il existe une sorte s telle que T+ T : s.

DEMONSTRATION. Similaire a celle effectuée pour ICCs (proposition page [50). Seuls les
cas des regles d’élimination (E-arp), (I-App) €1 (Zsy —E-1) Ne sont pas immeédiats et nécessitent les
lemmes d’'inversion des constructeurs de type. U

Renforcement.
2.3.11. Lemme (Renforcement généralisé). Si z ¢ FV(I') U FV(A) U FV(M) alors
(1) T5z:U;AF => T;AF
@) T;z:UGAFM:T = 3T, T <T*Az¢ FUTo) AT;AFM: Ty

DEMONSTRATION. Ces deux résultats se prouvent par induction mutuelle sur les dérivations
de typage en considérant la derniere regle appliquée. La regle (wr-Ex) ne peut étre cette derniere
regle. Pour la plupart des autres regles, les hypotheses d'induction sur les prémisses permettent de
conclure immédiatement. Les cas suivants nécessitent des justifications supplémentaires.

o Pour (vary), il suffit de remarquer que la variable x est nécessairement distincte de y.
o Pour (wr-s,) si A = e, nous concluons par la bonne formation des contextes.

e Pour (cum,), nous utilisons la transitivité de <.

2.3.12. Lemme (Echange). Si x ¢ FV(U), alors
(1) Lix:T;y:U,AF = Ly:Ux:T,AF
2 Lix:T;y:U,AFM:R = TL;y:Ux: T;,A-M:R

DEMONSTRATION. Ces deux résultats se prouvent par induction mutuelle sur les dérivations de
typage en considérant la derniere régle appliquée. La régle (wr-E5) ne peut étre cette derniere regle.
Toutes les autres regles sauf (wr-s,) sont immédiates car dans ces regles, le contexte de la conclusion
est un préfixe des contextes de toutes les prémisses. Pour (we-s,), le seul cas non-immédiat est celui
OUA=oe.

SiT;x:T;y:UF est dérivable, montrons que I'; y : U;x : T I I'est également. Par inversion de
(Wr-Sy), d’apres le lemme de renforcement, et en convertissant par cumulativité, il existe s telle que
I'+U:s, doul;y: Uk D'apres le corollaire[2.3.3] il existe s’ telle que T I T: §'. Par affaiblissement
et en appliquant (wr-s,), nous avons bien I'; y: Ux: T  dérivable. O

2.3.13. Corollaire (Renforcement). SiT’;z:U;AFM:T avec z¢ FV(T) U FV(A)u FV(M)u FV(T), alors
IAEM:T

DEMONSTRATION. D’apres le lemme (type des types), il existe une sorte s telle que I;z:
U;AFT:s. D'apres le lemme (renforcement généralisé) appliqué aux jugements I';z: U; A+
M:TetI;z:U;AET:s, il existe To,Rg tels que Ty < T*, Ry <s et [AFM: Ty, I5AFT: Rg. Par
cumulativité, nous dérivons I'; AT : s, puis I AFM: T. O






Chapitre 7

Relévement du typage

Nous voulons montrer que AICCs et ICCys sont des systémes de type équivalents a extraction
pres. Nous avons déja démontré que 'extraction est correcte : tout jugement dérivable de AICCyx
s’extrait vers un jugement dérivable de ICCs. Le but de ce chapitre est de démontrer que I'extraction
est complete : pour tout jugement dérivable de ICCgy, il existe un jugement dérivable de AICCs qui
s’extrait vers lui. Nous appelons également cette propriété le relevement du typage de ICCs car elle
affirme que tout jugement dérivable de ICCy se releve vers un jugement dérivable de AICCs.

La méthode la plus naturelle pour prouver le relevement est de raisonner par induction sur la
dérivation du jugement de ICCs en considérant la derniere régle appliquée. Puisque chaque regle
de ICCys correspond a une regle équivalente de AICCs, la stratégie sera d’appliquer par induction
le résultat aux prémisses en espérant obtenir les prémisses de la regle équivalente dans AICCs.

La difficulté pour établir cette propriété est liée au fait que I’extraction efface un certain nombre
d’informations et, notamment, ne préserve pas toujours la structure des termes. Ainsi, connaitre la
structure de R* ne permet pas de déterminer la structure de R. En effet, R n’a pas nécessairement
une structure analogue a celle de R* : il peut également étre un constructeur implicite ou un élimi-
nateur implicite.

Or, la plupart des regles ont au moins une prémisse dont le terme ou le type a une structure
définie. Plus précisément, deux cas sont possibles :

« la prémisse a une sorte pour type (quasiment toutes les regles)

 la prémisse a un constructeur de type pour terme ou type (toutes les regles d’introduction
et d’élimination).

Le cas des sortes n'est pas bloquant car il est possible de convertir le type induit par la sorte
de la prémisse (cf. lemme [2.1.1] ci-dessous). Pour les constructeurs de type, nous pouvons nous en
sortir pour certainesE] mais pas pour toutesﬂ Il est alors nécessaire de prouver un lemme intermé-
diaire. Le résultat suivant est suffisamment fort : tout type équivalent dans ICCy a un constructeur
de type peut-étre mis sous cette forme : si'FR:setsi R* =0%x:T’.U’ alors il existe T et U tels
que I'FOx:T.U:savec T* =T et U* = U’. Lors de nos tentatives pour prouver ce résultat, les
difficultés rencontrées nous ont semblé similaires a celles liées a I'inversion des constructeurs de
type dans ICCys au chapitre 2| En adaptant a AICCs les outils syntaxiques (substitutions typées et
jugements de structure) utilisés précédemment, nous avons réussi a démontrer ce résultat (corol-
laire [2.1.3), rendant possible la preuve du relevement.

Dans la section |1, nous présentons les outils syntaxiques inspirés du chapitre |2| La section
détaille la preuve du relevement du typage ainsi que celles des lemmes auxiliaires mentionnés.

1. Substitutions et jugements de structure

Nous adaptons a nos besoins les outils présentés dans les sections 3| et {4/ du chapitre

1. introduction des produits, élimination des sommes explicites
2. élimination des produits et de la somme implicite droite, introduction des sommes

127
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1.1. Substitutions non-typées. Nous présentons une notion de fonction de substitution pour
AICCs. Nous reprenons les définitions de la sous-section [3.1] du chapitre 2] Nous montrons égale-
ment les liens entre les substitutions dans AICCy et dans ICCs.

Substitutions et termes.

1.1.1. DEFINITION (Substitution). Une substitution dans AICCs est une fonction de Var vers
Aaicc qui est égale a 'identité sauf pour un nombre fini de variables.

De méme que pour les substitutions dans ICCy, nous définissons la notion de domaine d'une
substitution et d’ensemble des variables libres d'une substitution, en utilisant les mémes notations.

La substitution dont le domaine est vide est notée ida.
De méme que dans ICCs (définition page[35), nous étendons la substitution de variables
a tous les termes.

1.1.2. DEFINITION (Substitution d’'un terme). Soit o une substitution de AICCs. Nous étendons
o a tous les termes de AICCs en définissant inductivement la fonction & : Aajcc — Aaice :

6((a,D)sx:A.B)
6 (Elimg((x:A).(y:B).f,¢c,P))

6(([al, b)zixal.B)
& (Elimy, ([x:AL(y:B).f, c,P))

6((a, (b zxA.B)
6 (m1(0)
G(Elim; (1y:B].f,c,P))

6(x) = o)
6(s) = s
60Ox:T.U) = Ox:6(T).6(U)
6Ax:T.M) = Ax:6(1).6(M)
6(MN) = 6M)G(N)
GAx:TI.M) = Alx:6(1)].6(M)
6(MIN) = &6M)[6(N)]

(6(a),6(D)sx:6().608)
Elimg((x:6(A)).(y:6(B)).6(f),6(c),6(P))

([6(a)],6(b)zixsA).6B)
Elimy, ([x:6(A)].(y:6(B)).6(f),6(c),6(P))

(6(a), [6(M)D)zx6).16M)
11 (6 ()
ElimfR([yzﬁ(B)].ﬁ(f),6(0),G(P))

1.1.3. REMARQUE. De méme que pour ICCs, nous assimilons & et o et désignons 6(M) par
o(M).
La convention suivante est analogue a la convention page 36| utilisée dans ICCs.

1.1.4. CONVENTION. Si M est un terme et ¢ une substitution dans AICCyz, nous supposons que
BVM) N (Dom(o)uFV(0)) = @.

1.1.5. Lemme. Soient 61,02 des substitutions et M un terme. Si, pour tout x € FV(M), o1(x) = 02(x),

alors 01 (M) = g2 (M).

DEMONSTRATION. Immédiat par induction sur la structure de M. Similaire a celle du lemme(3.1.5

page O
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1.1.6. Lemme (Substitution et substitution de variables). Si x ¢ Dom(o) U FV(0) alors oM [x/N]) =
oM) [x/o(N)].

DEMONSTRATION. Preuve similaire a la preuve du lemme page O

Substitutions et contextes. Nous prolongeons la définition aux contextes similairement a ce qui
a été fait dans ICCy. (Cf. définition [3.1.10] page [37})

1.1.7. DEFINITION (Substitution d’'un contexte).
0‘(.) = °

{ a(l) si x € Dom(o)

o;x:T) o();x:0(T) sinon.

1.1.8. REMARQUE. De méme que pour ICCs, nous avons DV (a(I')) = DV(I') \ Dom(c) < DV(I').

1.1.9. Lemme. Soit I' un contexte bien formé et 01,02 des substitutions telles que pour tout x €
DV(I), 01(x) = g2(x). Alors 01 (I') = o2 (T).

DEMONSTRATION. Similaire a celle du lemme [3.1.12] page[37] Conséquence du lemme O

Extraction et substitution.

1.1.10. DEFINITION (Extraction d’'une substitution). Soit o une susbstitution dans AICCs. Nous
notons ¢* la substitution dans ICCy telle que pour toute variable x, * (x) = (o(x))*.

1.1.11. REMARQUE. Nous avons Dom(c) = Dom(c*).

1.1.12. Lemme (Extraction et substitution). Soit o une substitution de AICCs.
e Pour tout terme annoté M, (c(M))* = o*(M™).

e Pour tout contexte annoté T, (c(I)* =o* ().

DEMONSTRATION.

¢ Par induction sur M : les cas de base (variable, sortes) comme les cas inductifs sont immé-
diats.

o Par récurrence sur la longueur de I' : immédiat si I' = ¢; si I' = I'g; x : T, nous concluons
facilement puisque Dom(o) = Dom(c*) et que (o(T))* =c* (T*).

O

1.2. Substitutions typées. De méme que pour ICCy (cf. la sous-section 3.2] du chapitre[2), nous
considérons une classe restreinte de substitutions afin d’obtenir de bonnes propriétés comme la
préservation du typage.

1.2.1. DEFINITION (Substitutions typées). Soient I' un contexte et ¢ une substitution. Nous
considérons le jugement de typage de substitution, noté _ta o + T, qui indique que la substitution
o est bien typée dans AICCs. sous le contexteT.

Les jugements dérivables sont définis a partir des trois regles d’'inférence suivantes, analogues
a celles de ICCy :

————— (SuBsTA-ID)
_Fa IdA + e
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_kFpao=T Ix: TH
_kFpo+T;x:T

(SUBSTA-GEN)

_Fao=T oI FN:o(T) Iix:TH
_Faou{x—N}+T;x:T

(SUBSTA-INST)

1.2.2. Lemme (Propriétés immédiates). Si_+Fp o+ T, alors
(1) T
(2) Dom(o)u FV(o) c DV().
(3) (Affaiblissement) si _tao+T etsil;AF alors _Fp o +T;A.

DEMONSTRATION. Démonstration similaire a celle du lemme page O

Représentation ordonnée d’'une substitution typée. De méme que pour les substitutions typées
dans ICCs, nous pouvons ordonner les variables du domaine d’une substitution en suivant 'ordre
du contexte qui la type.

La définition et les lemmes suivants sont strictement équivalentes a ceux de ICCs.

1.2.3. DEFINITION (Représentation d'une substitution ordonnée par son contexte). Si _Fpo+T
avec ' =x;:Ty;...;x,: T, et 0 # @, alors sa représentation ordonnée par son contexte de typage est

0 ={x;; — Ny;...; x5, — N}

e k < n estle cardinal de Dom (o),
e i,...,Ii sont des entiers tels que 1 <i; < iy <---<ip<net Dom(o) = {x;;...;x;,.},

* N;j =0(x;;) pour tout j tel que 1 < j <k.

Cette représentation est unique.

1.2.4. Lemme (Inversion de la dérivation d'une substitution bien typée). Si _Fpo+T avecT = x; :
Ti;...5%x0: Ty et 0 ={x;, — Ny;...; x;, — Ny} la représentation ordonnée de o.

Pour j compris entre 0 et k — 1, nous notons I'j le contexte contenant toutes les déclarations pré-
cédant x;,,, :T;,,,, soit

Ui=x1:Ty 00 T Xie  Tijes %10 Ty 4
(avecTg=e sii;=1).
Par ailleurs, nous notons g = ida et pour tout j compris entre 1 et k,

oj=1{x; '—>N1;...;xij — Nj}.

Nous avons alors, pour tout1< j<k:

_Faoj+Tjx;:Ti; 0j1Tj-1)ENjroj-1(Ti)

DEMONSTRATION. Démonstration similaire a celle du lemme page O



1. SUBSTITUTIONS ET JUGEMENTS DE STRUCTURE 131

Substitutions séquentielles. Comme pour ICCs, nous allons montrer que des substitutions ty-
pées peuvent étre comprises comme des séquences de substitutions a une variable.

1.2.5. Lemme. Avec les notations du lemme précédent, nous avons, pour tout j tel que0< j<k—1
(1) pour tout terme M
0j+1M) =0;M) [xj;,,/Nj41]
(2) pour tout contexte A
0j+1(8) =0;(A) [xi;,, /Nj41]
DEMONSTRATION. Démonstration similaire a celle du lemme [3.2.5| page O

Une récurrence immeédiate sur k prouve le corollaire suivant.

1.2.6. Corollaire (Substitutions séquentielles). Si _Fpo+T avecl = x1:Ty;...;x,: T, et o ={x;, —
Ni;...;Xi, — Ni} la représentation ordonnée de o.

Alors pour tout entier j < k, tout terme M et tout contexte A, nous avons
oM) =0;M) [x;;,, /Njs1l...[x; /Ng]
0(A) =0;(A) [xi;,, /Njs1l... [xi /Nl

Préservation du typage.
1.2.7. Proposition (Préservation du typage par substitution). Si _Fpo+T etI'FM:T alors o(I') -

oM):o(T).
DEMONSTRATION. Similaire a la preuve de la proposition page (]

1.2.8. Corollaire (Préservation de la bonne formation des contextes par substitution). Si_Fao+T
alors a(I') .

DEMONSTRATION. Similaire a la démonstration du corollaire page O

Extraction et substitution typée.
1.2.9. Lemme (Extraction et substitution typée). Si_ta o +T alors _+o* +T".

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de _p o =+T.
* (Sussty-Ip) immédiat car id = id.
® (SUBSTA-GEN) Si

_kFao=Ty Tog;x:TH
_Fao+Tg;x:T

(SUBSTA-GEN)

Montrons que _Fo* + FS ;x:T*. Par hypothése d’'induction, _F o* + FS. Par correction de
I'extraction, nous avons Fg;x :T*F dou

_Fo* =TIy Lyx:T*
_I—0*+F(’§;x:T*

(SUBST-GEN)

e (SuBsTp-INsT) Si

_Faog+T)H oo(lg) F N :0y(T) Tog;x:TH

(SUBSTA-INST)
_FaocoU{ix—N}+Tg;x:T

montrons que _F o5 U {x— N*}+T7;x:T*. Nous souhaitons appliquer
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_Foy =Ty of T FN*10(T*)  Tg;x:T*F

(SUBST-INST)
_Foguix—N"}+T5x:T"

e La premiere prémisse est vraie par hypothese d'induction sur _ 5 oo +I'p.

¢ La deuxiéme prémisse est vraie par correction de I’extraction (point (2) du lemme|2.1.2
page(117) et d’apres le lemme|1.1.12| (extraction et substitution).

o Latroisiéme prémisse est vraie par correction de I'extraction (point (1) du lemme|2.1.2

page|117) et par définition de 'extraction de contextes (définition page|(115).
O

1.3. Jugements de structure. Nous définissons des jugements de structure dans AICCs. Pour
cela, nous adaptons les définitions et résultats de la section 4] du chapitre 2]

Définitions. Les définitions suivantes sont analogues a celles de la sous-section du cha-
pitre

1.3.1. DEFINITION (Pile de termes annotée). Une pile de termes est une liste ordonnée de termes
annotés définie inductivement ainsi :

m u= o|pushy(N,m)

1.3.2. DEFINITION (Jugement de structure annoté). Un jugement de structure est un jugement
de la forme I' -5 m: R>X ou I est un contexte annoté, m une pile de termes annotés, R et X des
termes annotés.

1.3.3. REMARQUE. Lorsqu’il n'y a pas de risque de confusion, nous utiliserons les expressions
plus courtes pile de termes et jugement de structure.

Lintuition pour les jugements de structure annotés est similaire a celle des jugements de struc-
ture de ICCy. Ainsi, nous allons considérer un jugement de structure I' 4 71 : R>X en liaison avec
un jugement de typage I' - N : R (ou N* = O*x : T"*.U"*). X sera d’'une certaine maniere le type
naturel de R, c’est-a-dire ce que serait R s’il n'y avait pas eu dans la dérivation de I' = N : R d’utili-
sation de (cum,) ou des regles d’introduction ou d’élimination des constructeurs de type implicite
(a-Lam), (Esys-D, (-APP), (Zsys—E-1), (Zsus—E-2)). La pile de termes m contient des termes fournis lors
de I'application de la régle (-arp).

Nous adaptons les regles de dérivation des jugements de structure du chapitre 2| a notre situa-
tion. Nous ne reprenons qu'une seule regle de base, celle de la sorte, et ignorons les regles pour
les constructeurs de type explicite. En effet, ces regles étaient liées, dans le chapitre |2| aux lemmes
d’inversion des constructeurs tandis que la régle de base était liée a I'inversion des constructeurs
de type. Or ici, nous ne voulons montrer qu'un seul résultat, le relevement des constructeurs de
type (typés par une sorte) qui est I’équivalent de I'inversion des constructeurs de type.

1.3.4. DEFINITION (Regles de dérivation des jugements de structure). Les jugements de struc-
ture valides sont les jugements dérivés a partir des régles suivantes :

_ e
I'kpo:sp>s

(STRUCTA -BASE-S)

I'kam:Rp>X RaﬁR*
I'baom:Ro>X

(STRUCTA-IND-CONV)

I'bFpm:R>X
I'bFam:2Zx:R.[B]>X

(STRUCTA -IND-2Zgyp)
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I'bam:R[x/N]>X I'EN:A
4 pushy (N, m) : TI[x:A].R>X

(STRUCTA -IND-I-1I)

1.3.5. REMARQUE. Du fait de 'unique regle de base, le terme X sera toujours une sorte. Nous
avons cependant choisi de garder une présentation analogue a celle du chapitre |2} par souci de
similarité et afin de faciliter une éventuelle extension des regles de ce jugement.

Résultats utiles. Nous présentons ici des résultats analogues a ceux de la sous-section du
chapitre 2|

Les deux lemmes suivants se démontrent immédiatement par induction sur la dérivation du
jugement de structure. Ils sont similaires aux lemmes et page

1.3.6. Lemme. SiI'k5 m:Re>X alors il existe une sorte s telle que I' =X : s. Si de plus R est une sorte,
alorsR=X etm=o.

1.3.7. Lemme (Affaiblissement du jugement de structure). Si T ko n: R>X, T < I’ et I + alors
I'Fam:R>X.

Le lemme suivant est analogue au lemme page
1.3.8. Lemme (Inversion du jugement de structure).

(1) SiTFpm:Re>X avec (I[x:T].U)* <R* et T T : s alors il existe un terme N et une pile '
tels que

n=pushy(N,m') TEN:T Tkan':U[x/N]>X

2) SiTFn:R>Xavec (Zx:A.[B])* <R* alorsT Fn:A>X.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation du jugement de structure. Preuve similaire a

celle du lemme page O

2. Preuve du relévement

2.1. Relevement des sortes et des constructeurs de type.
Relévement des sortes. Le lemme suivant sera utilisé pour la preuve du relevement dans le cas
des prémisses dont le type est une sorte.

2.1.1. Lemme (Relévement des sortes). Si, dans AICCs, IT'+T:S estdérivable etS* = s, alorsT T :s
est dérivable.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer qu'il existe une sorte s’ telle que nous puissions appli-
quer la regle (Cumy) :

THT:S I's:s S* <s*
I'T:s

« Par absence de sorte maximale, il existe une sorte s’ telle que (s, s') € Axiom.

e DeI'+T:S, nous déduisons I' - et nous concluons alors en appliquant (Sorra).
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Relévement des constructeurs de type. Lénoncé de ce lemme ressemble a celui a I'inversion des
constructeurs de type de ICCy (lemme page[45). Leurs preuves sont aussi trés similaires méme
si les détails changent, puisque nous sommes dans AICCs.

2.1.2. Lemme. SoientT',N,R dans AICCs et T',U’ dans ICCs tels queTHN:R et N* =0*x:T'. U’ et
soient dans AICCx o une subsitution et 1 une pile de termes telles que

_Fao=T o)kFpam:cR)>s

Alors il existe des termes annotés T, U tels que
T*=¢*(T) U*=0c*(U") o+HOx:T.U:s

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de I = N : R. Nous considérons la derniere
regle de la dérivation.

D’apres la définition de I'extraction et puisque N s’extrait vers un constructeur de type, N peut-
étre
¢ I'analogue dans AICCs du constructeur de type considéré;
« un constructeur implicite : abstraction implicite, paire dépendante implicite droite;

¢ un éliminateur implicite : application implicite, premiere projection ou éliminateur sim-
plifié de la somme dépendante implicite droite.

La derniere regle de la dérivation est donc parmi les regles (Os-Form), (I-Lam), (I-APP), (CUM,), (Ssys—
D, Csys—E-1), Esyp—E-2).

o (Op-Form) SIN=0Ox:T.U et

I'ET:s I;x:THU:s) (81, S2, 83) € Rulen
I'HFOx:T.U:s;3

avecde plusa(I) Fam:sg>s, _Fao+TetT* =T, U* =U.

Montrons que les termes o(T) et o(U) conviennent.

¢ Nous avons clairement (o(T))* = o*(T) et (c(U))* = o*(U’).

» En substituant par ¢, nous dérivons o(I') - Ox: o(T).o(U) : s3.

e D’apres le lemme|1.3.6, nous avons s3 < s. Nous pouvons alors par cumulativité déri-
vero(IDFOx:0(T).o(U):s.

e (I-Lam) Si
I''z:A-M:B I'E1I[z:A].B: s z¢ FV(M™)
I'HA[z:A].M:I1[z:A].B

avec N* = (A[z:A].M)* =M" et s, 0 et 7 telles que
_Fao0+T o Famn:Mz:0(A)].cB)>s
Montrons qu’il existe T, U tels que
T*=0*(T) U*=0*U) oFOx:T.U:s
Nous procédons en trois étapes assez similaires a celles du cas (Gen) dans la preuve

du lemme page

(1) D’apres le point (1) du lemme (Inversion du jugement de structure) il existe un
terme Ny et une pile mg tels que

1 = push,(Ng,m9) o) FNp:0(A) o) kFamp:a(B)[z/Ngl>s
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(2) Nous voulons appliquer par induction le lemme sur la premiere prémisse [';z: A+ M:
B. Pour cela, posons 'y =T;z:A et 0g = oU{z— Ng}. Nous avons 'y - M : B et M* =
N* = O*x:T'.U’. 1l suffit donc de montrer que _a o¢+ T et 0g(Tg) Fa 7o : 0o (B) > s.

» Nous dérivons _ 4 o¢+Ip en appliquant (Sussty-Inst) :

_Fao=T oI)FNg:0(A) Iz:AF
_Faou{z—Np}=+T;z:A

(SUBSTA-INST)

e Déduisons og(I'g) Famg:09B)>sde oI’) Famg: 0(B) [2/Ngl> s :
— 09(B) = a(B) [2/Ny] d’apres le corollaire [1.2.6];
— 09([g) = 0o() par définition de la substitution d'un contexte (définition|1.1.7) ;
oo() =0 () d’apres le lemme|1.1.9
(3) Nous en déduisons, par hypothéses d’induction, qu'il existe T, U tels que
T*"=0y(T) U*=0;5(U") ooT)FOx:T.U:s
Nous avons vu que 0¢(I'g) = o(I'). Nous montrons o (T") = 0*(T') et o;5(U") = 0*(U")
en appliquant le lemme page[36] puisque z ¢ FV(T') u FV(U’).
e (I-App) Si
I'FNp:II[z:A].B I'Np:A
T F Np[N;]:B[z/N{]

avec _kp o+ o) Faom:o(B[z/N1])>s et (Ng[N1])* =Ngj =0*x: T'.U’. Montrons qu'il
existe T, U tels que
T*=0c*(T") U*=0c*U") orHOx:T.U:s
Pour cela, montrons que 6(I') Fa push(o(Ny),m) : TI[z:5(A)].a(B)> s. Nous conclurons
alors en appliquant par induction le lemme a la prémisse I' - Ny : T1[z:A].B.
Nous souhaitons utiliser la regle (Structy-Inp-1-10) :
o) kFam:0B)[z/c(N})]>s o Fo(Np):o(A)
o) Fa pushy(c(Ny),m) : II[z:0(A)].c(B)>s

(STRUCTA-IND-I-11)

Montrons les deux prémisses.

e o) Fam:0(B)[z/a(Ny)]>s. se déduit facilement de o(I') o m: 0(B[z/N;])>s : il suffit
de montrer que o(B[z/N;]) =0 (B) [z/d(N})] (lemme|1.1.6).

e () - 0(Ny): 0(A). se déduit de T' - Nj : A par la proposition (substitution et
jugement de typage).

e (Cumy) Si
IFN:Rg TFR:sp R:<R*
I'EN:R

e Nous déduisons facilement (o(Rg))* < (0(R))* de R* <R* (lemme et corollaire

page 36).

» Nous montrons alors que o(I') Fa : 0(Rg) > s en appliquant la régle (Structa-INp-Convy)
aux prémisses o(I') o m: a(R)> s et (0(Rp))* =< (0(R))*.

» Nous concluons alors en appliquant par induction le lemme a la prémisse I' - N : Rg.
* (Zsys-D Si

IT'ka:A T'b:Blx/a] I'FZx:A.[B]:s
I'F(a,[bDsxa. B : Zx:A.[B]




136

7. RELEVEMENT DU TYPAGE

avec N=(a,[bD)sxa.B et R=2Zx:A.[Blet _Fao+Tetol) Fan:Zx:0(A).[0B)]>s.

La preuve est similaire, en plus simple, a celle du cas de 'application implicite. En
inversant le jugement de structure o(I') Fa m: Zx: 0(A).[0(B)]> s (lemme|1.3.8), nous ob-
tenons o(I') Fa m: o(A)> s. Nous pouvons alors appliquer par induction le lemme a la
prémisse I' - a: A. Les hypotheses d'induction permettent de conclure.

(Zsyp—E-1)
Si
I'kc:Zx:R.[B]
I'Fm(c):R

avec N=m(c), _Fpo+Teto)Fam:a(R)>s.

En appliquant la régle (Structa-Inp-2gy5), nous dérivons o(I') Fp t: o (Zx : R. [B])>s. Nous
déduisons alors le résultat souhaité en appliquant par induction le lemme a la prémisse
I'+c:Zx:R.[B], puisque c* =m;(c)* = N*.

(Zsyp—E-2)

Si

yEFV(f)

I'-R:s I'c:Zz:A.[B] I y:Bok f:R (B[z/m(c)])*ﬁBS

I+ EIimISR([y:Bo].f, ¢,R):R

aveC _Fpao+T, o) kFant:0oR)>s et N= EIimISR([y:Bo].f,c,R). Notons que N* = f* =
O*x:T'.U'.
Montrons qu’il existe des termes T, U tels que
T*=0c*(T") U*=0c*U") orHOx:T.U:s

Nous procédons en trois étapes similaires a celles du cas de la regle (sus-E-2) dans le

lemme page

(1) Appliquons par induction le lemme a la prémisse I'; y: Bo = f : R. Pour cela, il suffit de
montrer que

(@ _tFao=T;y:Bg

(b) oT;y:Bp) Fam:ocR)>s.
(a) se déduit de _t4 o+T en appliquant (Sussta-Gen). (b) se montre par affaiblissement
de o) Fam:oR)> s (lemme|1.3.7).
Les hypotheses d’induction nous indiquent alors qu’il existe des termes Tyy, Uy tels
que

Ty =0"(T) Uj;=0"U) o);y:0Be) - 0Ox:Trr.Upnr:s

D’apres les lemmes d’inversion, il existe des sortes st, sy, Sg telles que

o);y:0Bo)FThar:st o);y:0Bo);x:Tur - Upr: sy
(sT, Su, So) € Ruleq So=S

Posons T = EIimfR([y:o(Bo)].THI,o(c),sT) et U= EIimfR([y:o(BO)].UHI,0(0),sU). Nous
avons T* = Tj;; = 0*(T') et U* = U}, = o*(U"). 1l nous reste a montrer que o(I) -
Ox:T.U:s. Pour cela il suffit de montrer que o(I') - T: st et o(I);x: T F U : sy puis
d’appliquer les régles (T,-Form) et (Cumy) pour conclure.

(2) Dérivons o(I') - T : s7. Par absence de sorte maximale, il existe une sorte s} telle que
(s1, $}) € Axiom. Montrons que nous pouvons appliquer la régle de typage (sys—E-2) :
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(0®B) [z/m1(a(e)ND)* = a(Bo)*
yEFV(TE)
ol E|imfR([y:O'(Bo)].THI,O'(C),ST) 1ST

{ o)k sr:s;

oI);y:0Bo) FTar: st
oM Fo(c):Zz:0(A).[oB)]

¢ Nous avons déja montré o(I'); y: 0(Bo) - Thy : sT-

o(I) F sy : sy se dérive en appliquant (Sorty).

En substituantI' - c: Zz: A.[B] par o, nous obtenons o(I') - o(c) : Zz: o(A). [o(B)].
 Montrons que y ¢ FV(Tj), c'est-a-dire que y ¢ FV (o™ (T")).
— Nous avons FV(o*(T")) c FV(T") UFV(6*) (lemme [3.1.6 page[36).
— De y¢ FV(f*), nous déduisons y ¢ FV(T).
— De _tF4 0+T, nous déduisons _+ o* +T'*, puis y ¢ FV(c*) (lemme [3.2.2
page [38).
e Montrons que (o(B) [z/m1(a(c)])* = (6(Bo))™.
— De Blz/mi(c)))* =< By, nous déduisons o* ((B[z/m;(c)])*) < 0™ (Bg) (corol-
laire page [36).
— En appliquant le lemme|1.1.12} nous obtenons (o(B[z/m1(c)]))* = (0(Bg))*.

— Nous concluons en appliquant le lemme a (o(Blz/m(c)]))*, puisque
z ¢ Dom(o) UFV(0).

(3) La troisiéme et derniére étape est de dériver o(I');x: T U : sy.
Par absence de sorte maximale, il existe une sorte s{J telle que (sU,s{]) € Axiom. De
méme que pour I'étape précédente, nous souhaitons utiliser la regle (5sys-E-2) :
ol);x:T;y:0Bg) =Umnr: sy
(0(B) [z/m1(c(c))* =0(Bp)*
y &€ FVU})
oI);x: Tk EIimISR([y:G(BO)].UHI,G(c),sU) 1Sy

G(F);x:TI—sU:s{]
oIl);x:THo(c):2z:0(A).[o(B)]

(cB)[z/m1(a(e))* = (0(Bp))* a été montrée a I'étape précédente.

y &€ FV(Uy;) se démontre similairement a y ¢ FV(T};)) (cf. étape (2)).E|
De o) +T: sT, nous déduisons o(I');x: TH, d’olt :

— o);x:Tksy: S{J en appliquant (Sorra);

— oM);x:THmn(o(c):2z:0(A).[o(B)] par affaiblissement de o(I') - 13 (o(c)) :
Yz:0(A).[0(B)] (démontré a la deuxieme étape).

» Montrons enfin que o(I'); x: T; y: d(Bg) F Uyr : sy est dérivable.
— Par hypothese d’induction, nous avons o(I'); y: 0(Bg); x : Tggr - Upr : su.
— Nous pouvons convertir le contexte et obtenir 6(I'); y: (Bg); x: T F Uy : sy
puisque :
— T =Ty
— o([);y:0(Bp); x: Tk se déduit par affaiblissement de de o(I') T : st.

— Nous pouvons conclure en appliquant le lemme d’échange (lemme
page , puisque y ¢ FV(T) (T = Elim; ([y:0(Bo)]. T, 0(c), 1)

3. 1l faudra éventuellement a-convertir Xx: T'. U’ afin d’avoir y # x.
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]

Le corollaire suivant est une application directe du résultat précédent. Le deuxieme point dé-
coule facilement du premier mais les deux énoncés seront utilisés dans les preuves ultérieures : le
premier pour les prémisses dont le ferme est un constructeur de type (regles d’'introduction des X-
types) ; le second pour les prémisses dont le fype est un constructeur de type (regles d’élimination
des II-types et regles d’élimination du type sous-ensemble).

2.1.3. Corollaire (Relevement des constructeurs de type).
(1) SiTFR:setsiR*=0%x:T'.U’ alors il existe T, U tels que
r-0x:T.U:s T*=T" U*=U'
2) SiT-M:RetsiR* =0%x:T'.U’ alors il existe T,U tels que
r-M:0x:T.U T*=T" U*=U’

DEMONSTRATION.
(1) 11 suffit d’appliquer le lemme précédent avec o =ida et m=o.

(2) Conséquence immédiate du point précédent en appliquant le lemme du type des types
puis la régle de cumulativité.

O
2.1.4. REMARQUE. Le premier point du corollaire ne peut se démontrer directement. Une preuve
directe, qui ressemblerait a celle du lemme précédent, bloquerait sur le cas de (-Lam)- et unique-

ment sur ce cas. C’est pour contourner ce blocage que nous avons dii adapter a AICCs les substi-
tutions de type et les jugements de structure utilisés dans le lemme précédent.

2.2. Preuve du relévement.
2.2.1. Proposition (Relevement du typage).
(1) SiT'+ dans ICCs, alors il existe un contexte annoté I tel queT +- etT* =T".
@) SiT'=M':T’, alors il existeT,M, T dans AICCy tels queT =M :T etT*=T'M*=M',T* =T'.

DEMONSTRATION. Nous prouvons simultanément les deux points en procédant par induction
mutuelle sur la structure des dérivations des jugements I - et I' = M': T'.

e (Wr-E) : immeédiat avec I’ = e.
o (Wr-S) : Si
I'+T:s x¢ DV
Ix: T+

par induction il existe dans AICCy un contexte I', des termes S, T tels que
FT:S I'*=I" T*=T S*=s5
e Par relevement des sortes (lemme|[2.1.1), nous déduisons I' =T : s.
e Nous dérivons ensuite I'; x : T I par application de (wr-s,), puisque DV(I') = DV(I'*).
e (var) et (Sorr) : Clair par induction et d’apres la définition de I'extraction de jugement.
» Régles de formation : Traitons le cas genérique. Si

I'-T: $1 F’;x:T’ FU': S2 (s1, $2,53) ERuleD
I'-0O*x:T'.U': s3
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e Par induction sur I'' - T’ : 51, il existe un contexte annoté I' et des termes annotés T,S;
tels que
[FT:S; T*=0" T*=T Si=g
DeI'T:S; et S} = s1 nous déduisons I' - T : 51 (relévement des sortes), puis I' =T : s
en appliquant (wr-Sy).
e De méme, par induction sur I';x: T' - U’ : s,, il existe un contexte annoté A et des
termes annotés U, S, tels que
AFU:S; A*=I";x:T" U*=U" S;=s
Nous en déduisons A+ U : s, (relevement des sortes), puis I;x: T+ U : s, en conver-
tissant le contexte du jugement (corollaire page[122).
» Nous concluons alors en appliquant (O4-Form) :
I'ET:s Ix:TEU:s (51, 82, $3) € Ruleq
I'Ox:T.U:sg

¢ Regles d’'introduction du produit : Traitons le cas de (Gen), similaire a (Lam), mais avec une
condition de bord supplémentaire.
Si
Ix:T'"=M: U’ ['=Vx:T'.U':s x¢ FVM)
I'=M:vVx:T.U'

e ParinductionsurI'’;x: T'+M': U/, il existe un contexte annoté I et des termes T,M, U
tels que

Iix:TEM:U T*=I" T*=T" M*=M' U*=U’
» Montrons qu’il existe une sorte s telle que nous puissions appliquer la régle (1-Lawm) :

I;x: THEM:U I'I[x:T].U:s x¢ FV(M™)
I'Alx:T].M:II[x:T].U

— Nous déduisons x ¢ FV(M*) de M* =M’ et x ¢ FV(M).
— Montrons qu'’il existe une sorte s telle que I' - I1[x:T]. U : s.

— DeT;x:THM:U, nous déduisons I'; x : T . Par inversion de (wr-S,), il
existe une sorte s; telle que I' =T : 57 est dérivable.

— D’apres le lemme du type des types appliqué a;x:THM:U, il existe une
sorte sy telleque I x: THU : sp.

— Par complétude de Rule, il existe une sorte s telle que (sy, $2, s) € Rule.
* Regles d’élimination du produit : Traitons le cas de (arp), similaire a (inst).
Si
I'-M:Mx:T'.U' I'EN:T/
I'+-M'N": U [x/N']

» Par hypotheses d’induction, il existe des contextes annotés I', A et des termes annotés
M, N, Ty, R tels que

'FM:R AFN:Ty
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avec
r*=A*=1r" M*=M" N*=N TS =T R*=IIx:T'.U".
» D’apres le point (2) du corollaire il existe T, U tels que
I'FM:IIx:T.U T*=T" U*=U'

¢ Montrons que I' - MN : U [x/N]. Pour cela, montrons que I' - N : T. Nous conclurons
alors en appliquant (E-Arp) :

I'EM:IIx:T.U I'EN:T
I'EMN: U [x/N]

— Puisque T+ et que I'* = A* =T’, nous déduisons ' - N: Top de A+ N: Ty en
convertissant les contextes (corollaire page|(122).

— DeI'M:IIx:T.U, nous déduisons qu’il existe une sorte sy telle que I' - Ix:
T.U:sp (lemme du type des types). Par lemme d’inversion, il existe une sorte s
telleque'-T:s.

— Nous pouvons alors appliquer (Cumy), puisque Ty =T* = T :
I'EN:Ty I'ET:s Ty <T*
I'EN:T

e D’apres le lemme page nous avons (U [x/N])* = U’ [x/N’], ce qui nous per-
met de conclure.

e (Cum) Si
'-m:T1/ F’I—Té:s T’5T6
F'I—M':T(')

» Par hypothéses d’induction, il existe I', A, M, T, Ty, S dans AICCs tels que
'EM:T AFTgy:S
avec
I*=A*=I" M*=M T*=T T;=T, S*=s
» Par relévement de la sorte et par conversion des contextes, nous déduisons I'+ Ty : s
de AFTy:S,S*=s, T*"=A"etI'}.
» Nous concluons alors en appliquant (Cumy) :
'EM:T I'FTo:s T* =T,
TFM:T,

+ Regles d’'introduction de la somme. Nous traitons uniquement le cas de la régle =-n. @-1
et (Sus-1) sont similaires.

Si
I'a:A I'b:B [x/a'] I'-Zx:A".B':s
'@, b):Zx:A’".B

o Par hypothéses d’induction, il existe dans AICCy trois contextes I', A, Ay et des termes
a,Ag, b,U,R,S tels que

TFa:Ay AFb:U  AgFR:S
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avec
*=A"=A;=T" a*=da b*=b" R*=Zx:A".B
et
Aj=A" U*=B'[x/a] S"=s.
 En convertissant les contextes et en remplacant S par s (relevement des sortes), nous
avons

I'ta:Ag I'b:U I'FR:s
¢ D’apres le point (1) du corollaire appliqué aT' R s, il existe des termes annotés
A, B tels que
'-2x:A.B:s A*=A B* =B
* Montrons alors que nous pouvons appliquer (g5-D :

TFa:A TFb:Blx/al TFZx:A.B:s
' ((/l,b)Zx;A,BZZXZA.B

— Par inversion de I' - Xx: A.B: s, il existe des sortes s1, s telles que :

T'FA:s I'x:AFB:s,

— Nous déduisons alors ' a:A de '+ a: Ag en appliquant (Cumy).

— Nous pouvons alors substituer x par a dans I';x: A+ B: s, et en déduire I' -
Blx/al:sy.

— Nous concluons alors en appliquant (cumy) aT'+ b: U puisque (B[x/al)* =B [x/a’].

e (z-E) et (3-E) sont similaires. Traitons (3-E).
Si

I'HP :3x:A'.B -5 I'tc:3x:A’.B I, x:A5y:B'=f:P o,y x¢e FV(f)
'+ Elims(y.f',¢): P’ ¢

o Par hypotheses d’induction, et en convertissant comme précédemment les contextes,
nous avons I',A,B,P ¢, f,R1,R2,R3 annotés tels que

I'P:R; I'c:Ry Ix:A;y:BEf:Rg

avec
F*ZF’ P*ZP/ C*:C’ A*ZA/ B*ZB, f*zf’
et
R} = 3Ix:A'B'—-s = (E[x:Al.B— 9"
R; = Ix:A".B = (Z[x:A].B)*
R; = P (x,y) = (P(x],¥)x(xa).B)"

» Montrons que nous pouvons appliquer =3-8) :

I'P:2[x:A].B—s I'c:2[x:A].B T;x:A;y:BE f:P(x], V)sxAlLB x¢eFV(f")

I'+ Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P):Pc

La condition de bord est trivialement vraie. Les trois prémisses vont se déduire des
hypotheses d'induction en appliquant la regle de cumulativité.
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— Par inversion de I'; x: A; y : Bl et par complétude de Rule et Rule’, il existe des
sortes s1, s telles que

I'HXZ[x:A].B:s; I'FX[x:A]l.B—s:5

— En appliquant (cumy) dans '+ c: Ry et I' - P : Ry, nous dérivons :
I'kc:Z[x:A].B I'EP:2[x:Al.B—s
— Par affaiblissement de I' - P : Z[x:A].B — s et en appliquant (E-aArp), nous déri-
vons I x:A; ¥y :BFP([x], Y)s(xal.B : S- En appliquant (cump) a5 x: A;y: B f:Rs,
nous dérivons la derniere prémisse I'; x: A; y : B f: P ([x], ¥)5[xA).B-
e (Sus-E-1) : Si
I'a:{x:A|'}B
I'-a':A
e Par hypotheses d’induction, il existe dans AICCy T',a,R tels que T+ a: R, T* =T7,
a*=a etR*={x:A"|B}.
» D’apres le point (2) du corollaire appliqué aT' - a:R, il existe des termes annotés
ABtelsquel'ta:Zx:A.[BletA*=A',B*=B'.

e Nous dérivons alors I'+ a: A en appliquant gz -E-nDal'Fa:Zx:A.[B].

(SuB-E-1)

® (SuB-E-2) :
Si
I'P':s I'+c:{x:A"| B} I y:B'xicd1+ f:P yeFV(f)

(SuB-E-2)
'+ f’ P’

« Par hypotheses d’'induction, et en convertissant les contextes, il existe dans AICCy
ILBe¢, f,S,R1,Ry, Rs tels que

'kP:S 'kc:Ry Iy:RoF f:Rs
avec
r“=1" P*=P c¢*=c f*=f R;=B[x/c]
et
S*=s Rj={x:A"|B} Rj=P.
e Par relevement de la sorte, nous déduisonsI'P:sdeT'FP:SetS* =s.

e D’apres le point (2) du corollaire appliqué a ' c: Ry, il existe des termes anno-
tés A,Btelsque'+c:Zx:A.[B], A*=A"et B* =B'.

* Montrons que nous pouvons appliquer la regle (zsy; -E-2) et dériver :

yEFV(f™)

I'HP:s I'tc:Zx:A.[B] Iy:Blx/m(ol- f:P (B [x/71(O)])* = B [x/7L()])*

Fl—EIimISR([y:B[x/m(c)]].f,c,P):P

Les deux conditions de bord se montrent immédiatement et nous savons déja que
les deux prémisses typant P et ¢ sont dérivables. Il nous reste donc a montrer que
[;y:Blx/m(c)] F f:P est dérivable.

— Nous obtenons I'; y: Ro F f: P en appliquant (cumy) aT;y:RoF f:Rs.
— Montrons que I'; y: B[x/m1 ()] F.
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— Nous déduisons I'; x: A; y: B a partirde '+ ¢ : 2x: A.[B] en appliquant le
lemme du type des types, le lemme d’inversion de la somme dépendante
implicite droite, puis la régle de typage (we-sa).

— Nous dérivons I' - 711 (¢) : A en appliquant (zsys-E-1nDal'Fc:Zx:A.[B].
— Nous avons alors I'; y : B[x/m1(c)] F en substituant x par m;(c) dans I';x :
A;y:BF.
— Nous avons R; = (B[x/m1(c)])*, dout (I y:Rp)* = (T; y: Blx/mi(c)])™.

— Nous pouvons donc convertir le contexte du jugement I';y : R, - f : P (corol-
laire page([122) et finalement obtenir I'; y : B{x/m; (c)] - f: P.

O

2.2.2. REMARQUE. Notons que, comme annoncé en introduction, la preuve du relévement n’a
fait appel au corollaire uniquement pour les régles d’élimination des produits, d'introduction
des sommes et d’élimination du type sous-ensemble.






Quatriéme partie

Décidabilité du typage






Préambule

AICCs a pour but d’étre un systeme implémentable et utilisable en pratique. Pour cela, il est
souhaitable que le typage soit décidable, c’est-a-dire qu'il existe un algorithme de vérification de
type correct et complet qui s’assure que les programmes écrits par l'utilisateur sont bien typés. Cet
algorithme prend en entrée un contexte I' et deux termes M et T et répond oui si ' - M : T et non
sinon.

Habituellement, la question de la vérification de type se ramene a celle de 'inférence de type.
Linférence de type est le fait de construire un type a partir d'un terme et d'un contexte. Plus pré-
cisément, un algorithme d’inférence de type prend en entrée un contexte I', supposé bien formé, et
un terme M et retourne, s’il existe, un terme T tel que I' - M : T, ou bien faux si ce n’est pas le cas.
En général, le terme T retourné est un type principal, c’est-a-dire plus petit (au sens de la cumu-
lativité) que tout autre type de M dans I'. Linférence de type permet la vérification de type : pour
vérifier que I' - M : T, il suffit d’inférer un type R pour M dans I" et un type S pour T (pour s’assurer
que T est bien typé) et vérifier que R est plus petit que T. Réciproquement, la vérification de type
fait appel a I'inférence de type : vérifier par exemple qu'une application MN a pour type R dans T
impliquera de pouvoir inférer un type pour M. C’est pourquoi le probléeme de la décidabilité du ty-
page d’'un systéme de types se confond en général avec celui de I'inférence de type. Nous montrons
dans les deux chapitres qui composent cette partie que les choses sont différentes dans AICCs.

Tout d’abord, remarquons que 'inférence de type ne peut se faire de la maniére habituelle car
la réduction se fait pour les termes extraits et non pour les termes annotés. En effet, dans le calcul
des constructions, ou plus généralement dans un PTS ol la syntaxe ne distingue pas les types des
termes (AIl mais pas le A-calcul simplement typé par exemple), I'algorithme d’inférence de type va
faire appel a un sous-algorithme de réduction. Ainsi, inférer, par exemple, le type d'une application
MN demandera notamment d’inférer un type pour M puis de réduire ce type inféré, par exemple en
prenant sa forme normale (ou juste sa forme normale de téte), afin d’obtenir un produit dépendant
[Ix: T.U qui sera utilisé pour exprimer le type U [x/N] inféré pour MN. Il est impossible d'imiter
cette démarche pour AICCs. Tout d’abord, il n'y a pas de mécanisme de réduction dans AICCy. Par
ailleurs, utiliser ce qui existe déja, en 'occurrence, la réduction dans ICCy, ne nous permet pas de
conclure, car trop d’information est perdue dans I’extraction. Reprenons I’exemple de 'application :
si R est le type inféré pour M et si nous savons que nf (R*) =I1x: T'.U’, il parait difficile de pouvoir
obtenir a partir de I[1x : T'.U’ un produit ITx : T.U dans AICCy tel que T =M :Ilx: T.U et (Ilx :
T.U)*=Mx:T".U"[

Face a ce probléeme nous proposons deux solutions. La premiére, développée dans le chapitre|8]
est de définir un algorithme de vérification de typage a partir d'un algorithme d’inférence qui re-
tourne un type de ICCy et non de AICCs. La seconde, développée dans le chapitre[9} est d’enrichir
AICCs avec un mécanisme de réduction de termes qui va permettre d’exprimer un algorithme d’in-
férence de type.

4. Ce probléeme est proche de celui du relevement. Néanmoins, méme si la preuve du relevement que nous avons
fournie est vraisemblablement constructive, elle utilisait la connaissance de la dérivation d’'un jugement alors que pour
un algorithme d’inférence de type, nous ne connaissons que le terme et son contexte.
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Lalgorithme d’inférence du chapitre (8} appélé algorithme d’'inférence de type extrait, permet,
grace a la propriété du relevement du typage, de définir un algorithme de vérification de type. Ainsi
pour AICCs, le probléeme de la vérification de type n’est pas couplé a celui de l'inférence de type
mais a celui de I'inférence de type extrait.

Cette premiére solution est suffisante pour résoudre la décidabilité du typage, puisque nous
obtenons un algorithme de vérification de type. Toutefois, il nous semble intéressant d’obtenir un
algorithme d’inférence de type annoté. Tout d’abord, parce qu'il est satisfaisant en soi d’avoir un tel
algorithme. Ensuite, parce qu’il apparait nécessaire, dans le cadre d'une éventuelle implémentation
future, de pouvoir inférer les types annotés afin de pouvoir élaborer des sous-termes et alléger ainsi
la tiche du programmeur. Enfin, ajouter un mécanisme de réduction dans AICCs qui reléverait la
réduction de ICCs permet de montrer 1'équivalence entre les deux systémes au niveau du calcul.

Inversement, |'existence d'un algorithme d’inférence de type annoté ne rend pas inutile I'exis-
tence d’'un algorithme d’inférence de type extrait. En effet, il est intéressant de montrer que la déci-
dabilité du typage ne nécessite pas d’inférer un type annoté. Par ailleurs 1'algorithme d’'inférence
de type extrait est plus simple, plus robuste et ne nécessite pas d’enrichir le systeme. Enfin, le
mécanisme de réduction développé dans le chapitre [9] pour I'inférence de type extrait fait appel
a l'algorithme d’inférence de type extrait : le premier algorithme est donc utilisé par le second.



Chapitre 8

Inférence de type extrait

Dans les systemes de types usuels, un algorithme d’inférence de type infére le type principal
d’un terme bien typé. Avant de présenter au chapitre un tel algorithme pour AICCgs, nous
présentons ici un algorithme d’inférence de type inférant I'extraction d'un type principal. avec des
caractéristiques un peu différentes. Cet algorithme prend en entrée un terme de AICCy un contexte
de ICCy, et échoue ou retourne un terme de ICCys. La spécification de cet algorithme est qu'il re-
tourne pour les termes de AICCy bien typés I'extraction de leur type principal, d’ou son nom d’al-
gorithme d’inférence de type extrait.

Cette spécification est inhabituelle car le type retourné n'est pas un terme du méme langage
que le terme donné en entrée. Inférer un type extrait ne suffit pas pour décider du typage dans
AICCs car le type extrait ne contient pas toutes les informations nécessaires. Il est néanmoins utile
pour deux raisons. D'une part, il permet, nous le verrons a la section |5, de définir des algorithmes
de vérification de bonne formation de contexte et de vérification de type. D’autre part il sera utilisé
par l'algorithme d’inférence de type défini au prochain chapitre.

Lalgorithme est présenté dans les deux premieéres sections : la section[I]est consacrée aux sous-
algorithmes utilisés dans I'algorithme principal; la section[2a I'algorithme principal lui-méme. Les
propriétés principales d'un algorithme d’inférence de type sont sa terminaison, sa correction et sa
complétude. La terminaison de 'algorithme découlera immédiatement de sa définition. Les deux
autres propriétés seront démontrées respectivement dans les sections [3] et [4]

1. Sous-algorithmes

Nous présentons dans cette section des algorithmes auxiliaires utilisés dans I’algorithme prin-
cipal.

1.1. Second membre d’'une paire de Axiom ou troisiéme membre d’'un triplet de Rule ou
Rule'.

1.1.1. DEFINITION. Nous définissons trois algorithmes Axiom, Rule et RulePrime par:

1)

Axiom(Prop) = Type,
Axiom(Type;) = Type;
(2)
Rule(s, Prop) = Prop
Rule(Prop, Type;) = Type;
Rule(Type;, Type;) = Typenaxi,j
3)
RulePrime(s, Prop) = s
RulePrime(Prop, Type;) = Type;
RulePrime(Type;, Type;) = Type,axi )
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La proposition suivante se prouve sans difficulté.
1.1.2. Proposition. Les algorithmes Axiom, Rule et RulePrime terminent, sont corrects et complets.

1.2. Mise en forme normale. Pour pouvoir définir des algorithmes de mise en forme fi- et fin-
normale, nous admettons la normalisation forte de la fin-réduction pour les termes bien typés de
1CCs.[1
1.2.1. Conjecture (Normalisation forte). Il n'existe pas de séquence infinie de Pin-réductions com-
mengant par un terme bien typé de ICCs.

Nous en déduisons immédiatement la normalisation forte de la fi-réduction pour les termes
bien typés de ICCs. Par ailleurs, nous prouvons, par confluence de ft et fin, I'unicité des formes
normales (proposition page[11). Nous pouvons donc définir des algorithmes de mise en forme
normale pour la fi-réduction et la fin-réduction.

1.2.2. DEFINITION (Algorithmes de mise en forme normale).

¢ Nous notons NF_BI (resp. NF_BIE) un algorithme qui implémente une stratégie de réduc-
tion pour la Pi-réduction (resp. pin-réduction) et qui retourne la forme Pi-normale (resp.
Bin-normale) d'un terme si elle existe.

e Si M’ est un terme de ICCy tel que I'algorithme NF_BI (resp. NF_BIE) appliqué a M’ re-
tourne une valeur, cette valeur est notée NF_BI(M') (resp. NF_BIE(M)).

Ces algorithmes

e terminent pour tout terme bien typé dans ICCs, du fait de la normalisation forte de ICCs
pour la fi-réduction et la fin-réduction;;

e sont corrects : pour tout terme M’ de ICCy,

e si NF_BI(M') existe alors M' —p, NF_BI(M’) et NF_BI(M') est en forme fi-normale,

e siNF_BIE(M) existe alors M’ —,,, NF_BIE(M') et NF_BIE(M’) est en forme pin-normale;
 sont complets : pour tout terme M’ bien typé dans ICCg,

e NF_BI(M') existe et NF_BI(M') = nfﬁl M),

o NF_BIE(M’) existe et NF_BIE(M') = nf(M’).

1.3. Décidabilité de la cumulativité.

1.3.1. DEFINITION (Cumulativité). Nous définissons I'algorithme cumu par la régle d’inférence
suivante :

NF_BIE(M') < NF_BIE(N")
cumu(M’, N)

1.3.2. Proposition. Lalgorithme cumu
(1) termine : pour tous termes M',N’ typables, camu(M’, N') est défini;
(2) est correct : pour tous termes M',N’ de ICCs, si camu(M’, N') alors M' <N';

(3) est complet : pour tous termes M',N' de ICCs typables, si M’ <N’ alors cumu(M’, N).

DEMONSTRATION. (1) NF_BIE termine pour tout terme typable; la cumulativité restreinte
< est décidable.

(2) Correction : soient M/, N’ tels que cumu(M’, N’); montrons que M’ <N’ :

1. Nous avons vu dans la deuxiéme partie qu'il nous semblait envisageable de montrer cette conjecture en étendant
a ICCy le modele de normalisation forte défini par Miquel pour ICCys.
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e posons M = NF_BIE(M') et Nj = NF_BIE(N');

e nous avons M/, < NB donc M{) < Ng ;

e par correction de NF_BIE, nous avons M' —g,, M et N’ —p,, Ny, d'oit M" < Mj et
Ny <N';

e par transitivité, nous déduisons M’ < N'.

(3) Complétude : soient M’,N’ typables tels que M’ < N’; montrons que cumu(M’, N').

o M’ et N’ sont typables dans ICCy donc fortement normalisables.

» D’apres le corollaire[2.3.12] page[17, nous avons nf (M) < nf(N').

e Par correction de NF_BIE, nous avons nf(M’) = NF_BIE(M') et nf(M') = NF_BIEM),
d’ot1 le résultat souhaité.

O
2. Algorithme principal

2.1. Définitions.

2.1.1. DEFINITION (Jugement d’inférence de type extrait). Soient I un contexte de ICCs, M un
terme de AICCs et T’ un terme de ICCy. Le jugement d’inférence de type extrait, noté T' - M T/,
signifie que le terme T’ est le type extrait inféré de M dans le contexte I”.

2.1.2. DEFINITION (Algorithme d’inférence de type extrait). Les regles d’inférence définissant
I'algorithme d’inférence de type extrait sont détaillées dans les figures[24] et

Nous remarquons que ces regles sont dirigées par la syntaxe, c’'est-a-dire qu'aucune structure
n'est représentée dans la conclusion de plus de deux regles. Cela permet de prouver par une induc-
tion structurelle immédiate le déterminisme de 1’algorithme :

2.1.3. Lemme (Unicité du type inféré). SiT’"+Mn'T] et T’ =M T, alors T} =Tj.

2.1.4. Proposition (Terminaison). Lalgorithme d’inférence de type extrait termine.

DEMONSTRATION. Conséquence immeédiate
¢ de la terminaison des sous-algorithmes utilisés : Axiom, Rule, RulePrime, NF_BI et cumu;

 dela décidabilité de I'appartenance a un contexte, I'appartenance a I’ensemble Sort, I'éga-
lité syntaxique, du calcul des variables libres d'un terme de ICCgs, de I'appartenance a un
ensemble de variables,

¢ du fait que les appels récursifs se font sur des sous-termes stricts.
(]

2.2. Notation générique pour les constructeurs de type. Nous introduisons, comme dans les
chapitres précédents, des notations communes aux différents constructeurs de type.

2.2.1. NOTATION (Algorithme générique pour les ensembles de regles). Nous notons Rulep,
I'algorithme tel que

e sid€{Il,V}, Ruleg =Rule;
e side{X,3}, Ruleg =RulePrime;

o si 0 € {Sub}, pour toutes sortes s1, s, Ruleq(sy, $2) = $3.

2.2.2. NOTATION (Régle d’inférence générique pour les constructeurs de type). Nous utilisons
la régle générique suivante :
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(1) Variable
(x:Thel
' xplT

(INF-VAR)

(2) Sorte

(INF-SORT)

I+ sl Axiom(s;)
(3) Produit explicite

I'FTH'S] NF_BIS)eSort  I';x:T*HUN'S,  NF_BI(S))e€Sort

(INF-E-PRD)
I+ Ix: T. U Rule(NF_BI(S}),NF_BI(S)))
I'FTpls NF_BI(S') € Sort I x: T MU’
(INF-E-LAM)
I'FAx:T.Mpx: T*. U
' MpR NF_BI(R) =Ix:T'.U’ I'ENAIT cumu(T), T)
(INF-E-App)
I’ MN U [x/N*]
(4) Produit implicite
I'FTH'S]  NF_BIS)eSort  I';x:T*HU'S,  NF_BI(S)) € Sort Py
NF-1-PRD
I’ F1[x:T]. U f'Rule(NF_BI(S}),NF_BI(S}))
I'FTp's’ NF_BI(S') € Sort I';x:T* MU’ x ¢ FV(M*) e L)
I’ AT M v : T .U/
'+ MR NF_BI(R)=Vx:T'.U’ I' N cumu(T}, T')
(INF-1-APP)

I’ MN] U [x/N*]

FIGURE 24. Regles d’'inférence du jugement d’inférence de type extrait (Variable,
sorte et produits)

I'ETAH'S]  NF_BIS)eSort  I';x:T*HU'S,  NF_BI(S)) € Sort
I +0Ox:T.U ' Ruleq(NF_BI(S}),NF_BI(S}))

(INE-CSTRTYP)

pour désigner une régle quelconque de 'algorithme d’inférence de type extrait relative aux construc-
teurs de type.

En étendant la proposition|[1.1.2|avec le cas O € {Sub}, nous avons, pour O € {I1,V, Z,3,Sub},
e Rule termine;
e Rulep est correct : pour toutes sortes sy, Sz, (51, S2,Ruleq(sy, s2)) € Ruleq;

e Rulep est complet : pour toutes sortes s, S2, S3, Si (51, S2, $3) € Ruleq alors s3 = Rulen(sy, $2).

3. Correction

Le but de cette section est d’établir que le type inféré pour un terme par 'algorithme est I'ex-
traction d’un type de ce terme.
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(5) Somme explicite

I'FAN'S]  NF_BIS)e€Sort  I';x:A*FBf'S,  NF_BI(S)) € Sort
(INE-Z)
I+ Zx:A.Bf'RulePrime(NF_BI(S}),NF_BI(S}))

! Igr

U S I'taf'R) I’ b'R,

Pix:A FBSy cumu(R}, A*) cumu(R), (B [x/al)*)
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort ’ z

(INF-Z-PAIR)

I'F (a,b)sxapf Zx: A" . B*

NF_BI(R|) =Zx:A].B] — s
NF_BI(R}) = Zx:A}.B)

I Af'S)

I';x:A* - BpSy
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort

cumu(Zx:A*.B*,Zx:A'l.B’l)

cumu(Zx:A’z.B'z,Zx:A*.B*)
ey A¥eq,  R¥ I

T';x:A%y:B*F f1'R]

{ I'-PA'R]
cunu(R,, P* (x, ¥))

I
I'Fc'R,

. (INF-Z-ELIM)
I Elimg((x:A).(y:B).f, c,P) g1 P* c*
(6) Somme implicite droite
I'FANS]  NF_BIS)eSort  I';x:A*FBf!'S,  NF_BI(S)) € Sort
(INF-3)
I - Z[x:Al.B'RulePrime(NF_BI(S)),NF_BI(S)))
I Ap'S)
LA I'+an'R] I’ bR,
Lix:A”FBA'Sy cumu(R), A*) cumu(R,, (B [x/al)*)
NF_BI(S),NF_BI(S}) € Sort ’ 2
(INF-3-PAIR)
I'F ([al, b)spxa).p ' 3x: A*.B*
NF_BI(R}) =3x:A].B] — s cumu(3x:A*.B*,3x:A].B))
I PR, NF_BI(R)) =3x:A}.B, cumu(3x: A} .B), 3x: A*.B")
{ F’I—cﬂIR’l I = Ap'S) I';x:A%y:B*+ f0'R]
2 I;x:A* - BAISE x € FV(f)
NF_BI(S)),NF_BI(Sy) € Sort cumu(R}, P* (o, ¥))
(INF-3-ELIM)

'+ Elimy, ([x:Al.(y:B).f, ¢, P) ' P* c*

(7) Somme implicite gauche

I'FAP'S]  NF_BI(S))eSort  I';x:A*B'S,

NF_BI(S)) € Sort

(INF-SUB)

I+ Zx:A.[BI ! NF_BI(S})

I'FAR'S),
vy A K 1
I';x:A* - BAISE {

! *
NF_BI(S)),NF_BI(S}) € Sort cumu(R;, A¥)

I
I'Faf'R) {

I’ bR,
cumu(R), (B[x/al)*)

(INF-SUB-PAIR)

I'F (a,[bD)sxa. 3y M {x: A* | B*}

NF_BI(R) ={x:A’|B’}
' (o)plA!

I'FceplR

I'Pgls) NF_BI(S}) € Sort
I’ 'R, NF_BI(R)) = {x:A] |B}}
I'Bp's) NF_BI(S)) € Sort

(INF-SUB-ELIM-1)

I';y:B*+ f'R,
cumu(R’, P*)
cumu(B] [x/c*], B*)
yeFV(™)

(INF-SUB-ELIM-2)

'+ Elim{ ((y:Bl.f,¢,P) ' P*

FIGURE 25. Regles d’inférence du jugement d’inférence de type extrait (Sommes dépendantes)
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3.1. Lemme auxiliaire. Nous montrons un lemme auxiliaire qui est la conséquence du corol-

laire page

3.1.1. Lemme (Relevement des constructeurs de type a ft-réduction pres).
(1) SiTFR:setsiR* —p O0"x:T' .U’ alors il existe T,U tels que
e I'FOx:T.U:s
e T*=T'
e U*=U"
(2) SiT-M:RetsiR* —p 0% x:T' .U’ alors il existe T,U tels que
e 'FM:Ox:T.U

e T* :T’
e U*=U".
DEMONSTRATION.

(1) D’apres le point (1) du corollaire page il suffit de montrer qu'’il existe N tel que
I'FN:setN*=0O*x:T'.U".
e Par correction de I'extraction sur I' - R: s, nous déduisons I'* -R* : s.
e Par préservation du typage par Pt-réduction, nous obtenons I'* = O0*x:T'. U’ : s.
e Par relevement de I'* - 0O*x: T'.U’: s il existe A,N, S tels que
e AFN:S
e A*=T*N*=0%x:T'.U’,S* =s.
 Par conversion de contexte, puisque I' -, nous avons I' N : S.
¢ Par cumulativité, nous obtenons I' - N : s.
(2) Preuve similaire a celle du point (2) du corollaire [2.1.3| page
« Il existe une sorte s telle que T'FR:s.
« D’apres le point (1), il existe T, U tels que
e 'FOx:T.U:s
e T*=T'
e U*=U"

¢ Par cumulativité, nous dérivons ' -M :Ox : T.U.

3.2. Proposition principale.

3.2.1. Proposition (Correction de I'algorithme d’'inférence de type extrait). SiT'+ et si'* MﬂIT’
alors il existe T tel queT=M:T et T* =T'.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de I'* - M{! T’. Nous considérons la derniére
regle appliquée.

o (nr-var) Si T'* F xf'T’, alors (x : T') € T*. Par définition de l'extraction d’'un contexte, il
existe T tel que (x:T) €T et T* =T'. En appliquant (vary), puisque I' -, nous dérivons bien
'x:T.

e (nr-Sorr) Si I'* F s, ! Axiom(s;), montrons que I' I 51 : Axiom(s;). Puisque I' F par hypo-
thése et que (s;,Axiom(s;)) € Axiom par correction de Axiom, nous pouvons conclure en
appliquant la régle (sorty).
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» Les regles pour les constructeurs de type sont similaires. Traitons la regle générique.
Si

r*+Tp'S]  NF_BI(S)eSort  TI*;x:T*FUR'S,  NF_BI(S,) € Sort
I'* FOx:T.U ' Ruleq(NF_BI(S}),NF_BI(S}))
Montrons que I' - Ox : T.U : Rulen(NF_BI(S}),NF_BI(S))).
« Montrons que I' - T :NF_BI(S}).
— Par induction sur le jugement I'* - T'S!, il existe S; tel que T'+T:S; et S} =S.

(INF-CSTRTYP)

— Puisque S’f = NF_BI(S’I) et que NF_BI(S’I) est une sorte, donc typée par une sorte
dans I" bien formé, nous dérivons par cumulativité I'-T : NF_BI(S’I).

e Montronsque I';x: THU: NF_BI(S’Z).

— Puisque I' - T : NF_BI(S}) et que NF_BI(S}) € Sort, nous dérivons I';x: T - par
(WE-Sp).

— Nous pouvons donc par induction appliquer le résultat a la prémisse I'*; x: T*
UﬂIS’2 :il existe donc S, tel que I x: THU:Sp et S5 =S,

— Nous montrons comme précédemment que, par cumulativité, [;x: TH U : NF_BI(S’Z).

e Par correction de Ruleg, nous avons (NF_BI(S}),NF_BI(S}),Ruleq(NF_BI(S)),NF_BI(S}))) €
Rllleg.

» Nous concluons alors en appliquant la régle de formation générique (Ox-Form).
e (INF-E-Lam) €t (INe-I-Lam) Se traitent similairement. Etudions par exemple le cas de (InF-I-Lam).
Si
r*+TH's! NF_BI(S’) € Sort I'*;x:T* Mgl U’ x¢ FV(M*)
I*FAx:T].Mplvx:T*. U’
montrons qu'il existe U tel que U* = U’ et I' - A[x:T].M: I1[x:T].U. Pour cela nous vou-
lons appliquer la regle (-Law :

Iix:TEM:U I'II[x:T].U:s x¢ FV(M™)
T'EAx:T].M:II[x:T].U

(INE-I-LAM)

La condition de bord x ¢ FV(M*) est vraie par hypothése. Montrons les deux pré-
misses.

(1) Montrons qu'’il existe U tel que U* =U" et T;x: THM: U.
e Montrons que I'; x: T F.
— Par hypotheése d’induction, il existe S tel que T=T:S et S* =S/,
— Par cumulativité, nous dérivons T'+ T : NF_BI(S’), avec NF_BI(S’) € Sort.
— Nous concluons par (we-sy).

e Puisque I';x : T |, nous pouvons appliquer par induction le résultat a la pré-
misse I'*;x : T* - M{{U’, et en déduisons qu'’il existe U tel que U* = U’ et
Ix: THEM:U.
(2) Montrons qu’il existe une sorte s telle que I' - I1[x:T].U :s.
e D’apres le lemme du type des types appliqué a I'; x: THM: U, il existe une sorte
so telleque I x: THU: 5.

e Puisque Rule est fonctionnel, il existe une sorte s telle que (NF_BI(S'),sp,s) €
Rule.



156 8. INFERENCE DE TYPE EXTRAIT

» Nous dérivons alors, par application de (-prop), I'-TI[x:T].U:s.
e (INr-E-App) €t (INr-I1-App) SONt similaires. Traitons (Inr-1-App). Si
r'*+MqpR NF_BIRR)=Vx:T'.U’ I'*ENAIT, cumu(T), T')
I*+MNI U’ [x/N*]
Montrons qu'’il existe Uy tel que I' M [N]: Ug et Uy = U’ [x/N*].
o Par hypothéses d’induction,
— il existe Rtel que T'-M:R et R* =R’;
— il existe Ty tel que I' - N: Ty et Tj = Tj.

e Montrons qu'il existe T,U tels que T'=M:II[x:T].U, T* =T et U* = U’ : cela découle
du point (2) du lemme 3.1.1} puisque I' - M : R et que, par correction de NF_BI, R* =
R’ —»p NF_BI(R) = Vx:T".U,

e Montrons que I' =N : T.

(INF-I-APP)

— Par correction de cumu, nous déduisons Ty < T" de cumu(Tj, T'), d’oir Ty < T*.

— En appliquant le lemme du type des types a I' - M : TI[x:T].U, puis par inver-
sion, il existe une sorte s telle que ' T': s.

— Par cumulativité sur I' - N : Ty, nous dérivons bien ' =N : T.
o En appliquant (-Arp), nous dérivons bien I' - M [N] : U [x/N] avec (U [x/N])* = U’ [x/N*].

» Reégles d’'introduction des sommes : elles (INF-Z-Pair), (INF-SuB-PAIR) €t (INF-SUB-PAIR) SONt Si-
milaires. Traitons par exemple (INF-3-Pair).

Si
* Ig/
II:;A;T IS—ABﬂIS’ I'*Faf'R] I* bR,
U B cumu(R}, A*) cumu(R), (B [x/al)*)

NF_BI(S)),NF_BI(S}) € Sort
™+ ([al, b)zixar B ' {x: A | B*}
Montrons que I' - ([al, b)s[xa].B : Z[x:A].B.

(INF-3-PAIR)

» Montrons qu'’il existe une sorte s telle que I' - Z[x:A].B:s.

— Par hypothese d’induction, il existe Sy telque ' A:S4 et SZ = SA —p NF_BI(SA) €
Sort.

— Posons sy = NF_BI(S},). Puisque s est une sorte, donc bien typée dans I bien
formé, nous dérivons, par cumulativité, I' - A: sa.

— Par application de (wr-s,), nous dérivons I'; x : A . Nous pouvons donc appli-
quer par induction le résultat a la prémisse I'*; x: A* Bnlsg : nous en dédui-
sons qu’il existe Sg tel que I'; x: A+ B:Sp et SE = 8;3 —p NF_BI(S;S) € Sort.

— Posons sg = NF_BI(Sp). De méme que précédemment, nous dérivons par cumu-
lativité T'; x : AF- B : sg.
— Par fonctionnalité de Rule/, il existe une sorte s telle que (sa, s, s) € Rule’.
— Nous concluons alors en appliquant (=3).
e MontronsqueI'-a:AetT'+ b:B[x/al.
— Par inversion de I' - X[x:A] . B : s, il existe des sortes s1, s» telles que
— TI'FA:s
— I x:AFB:s).
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— Montrons que I' - a: A.
— Par hypothese d’'induction, il existe R; tel que I'-a:R; et R} = R’l.
— Par correction de cumu et puisque cumu (R}, A*), nous déduisons R} <A*.
— Puisque I' - A: 51, nous dérivons I' - a : A par cumulativité sur I' - a: R;.
— Montrons que I' - b:B[x/a].
— Par hypothese d’'induction, il existe Ry tel que I'-b: Ry et R} = R’Z.

— Par correction de cumu et puisque cumu(RY, (B[x/a])*), nous déduisons R} <
(Blx/aD*.

— DeT'tFa:Aetl;x: Al B: sy, nous déduisons par substitutivité que I' -
Blx/a]l: s.

— Nous concluons par cumulativité sur I' - b: R,.
» Nous concluons en appliquant (3-D:

I'a:A I'b:Blx/al I'X[x:A]l.B:s
[+ ([al, b)s(xa).B: Z[x:A].B

e (INr-Z-ELim) et (Inr-3-Eriv) : leurs démonstrations sont similaires, traitons le cas de (Inr-3-
Erm). Si

NF_BI(R}) =3x:A|.B| — s cumu(3x:A*.B*, 3x: A} .B!)
NF_BI(R))=3x:A.B! :A’ B/, 3x:A*.B*
r* I—PﬂIR’l F_ ( 12), X:A,.B, cw:‘lmu(EI{Ck A, B*2 dx IA/ BY)
I'* - cfIR! I*FANS, I x:A%y:B*F 'R}
2 I*x:A*FBAISy xeFV(f)
NF_BI(S)),NF_BI(S}) € Sort cumu(R}, P* (o, )

: (INF-U-ELIM)
I'* - Elimy, ([x:AlL(y:B).f,¢,P) {1 P* ¢*

Montrons que I' - Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P) : Pc. Pour cela nous voulons appliquer la
regle (=5-g):

I'EP:Z[x:A]l.B— 5 I'kFc:2[x:A]l.B Ix:A;y:BE f:P(x], VsxalLB x¢ FV(f™)
I'+ Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P):Pc

La condition de bord x ¢ FV(f*) est vraie par hypothése. Avant de montrer que les
trois prémisses sont dérivables, nous montrons, en procédant comme dans la preuve du
cas précédent (regles d’introduction des sommes) qu'il existe une sorte s telle que I' - Z[x:
A].B: s.E] Montrons maintenant les trois prémisses.

(1) Montrons que I' - ¢: Z[x:A] . B.
e Par hypothese d’induction, il existe R» tel que I' - c: R et R} = R’Z.

e Par hypotheses et par correction de cumu, nous obtenons NF_BI(R’Z) < Z[x:
A].B)*. Par correction de NF_BI, nous déduisons R} = R, —»p, NF_BI(R}) d’oll
R; < (Z[x:A].B)*.

o Puisque I' - Z[x:A].B: s, nous dérivons I' F ¢ : X[x:A].B par cumulativité sur
I'Fc:Rs.

(2) Montrons que I' -P : 2[x:A].B — s;.

2. Cela est possible car les deux regles contiennent les prémisses I'* - A il SA etT*;x:AFBp! Sg et la condition de
bord NF_BI(S},),NF_BI(S) € Sort.
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« Par hypothese d’induction, il existe Ry tel que I'-P:R; et R} =R].

e Puisque I' - Z[x:A].B: s, nous montrons facilement qu’il existe une sorte s’ telle
que'-Z[x:A]l.B—s;:5'.

o De méme que plus haut pour Ry, nous obtenons, par hypotheéses et par correc-
tion de cumu et NF_BI, que R} < (Z[x:A].B— s1)".

e Par cumulativité sur I' - P : R;. nous dérivons bien ' P : X[x:A].B — s7.
(3) Montrons que I x:A;y:BF f:P([x], Y)s[xa].B-

e Montrons que I';x:A;y: B : par inversion de I' - 2[x:A].B : s, il existe une
sorte sg telle que I'; x: A+ B: sp; nous concluons en appliquant (we-Sy).

e Nous pouvons donc appliquer par induction le résultat a la prémisse I'*;x :
A*y:B*F f! R} et en déduire qu'il existe R3 tel que I'; x: A;y : B f : Rg avec
R} =R},

» Remplacons par cumulativité le type de f:

— par correction de cumu, nous avons R} <P* (¢, y);
— montrons que I x:A; y :BEP([x], ¥)s[xaA].B: S1 ¢

— nous obtenons I';x: A;y: BEP: XZ[x:A].B — s; par affaiblissement de
I'-P:X[x:A].B—s1;

— en appliquant (s5-1, nous dérivons I';x : A;y : B ([x], Y)gxa).B ¢ Zlx:
A]l.B;

— nous concluons alors en appliquant (E-arp).
e (INF-SUB-ELIM-1) Si
I*FcplR NF_BI(R) ={x:A’|B’}
T* () prA!

(INF-SUB-ELIM-1)

Montrons qu'’il existe A tel que T'Fmty(c):Aet A* = A,
e Montrons qu'’il existe A,B tels que I'-c:Zx:A.[B] et A* =A',B* =B.
— Par hypothése d’induction, il existe R tel que I'-c:R et R* =R'.

— Puisque R* —p, {x:A’|B'}, nous concluons en appliquant le point (2) du lemme
al'kc:R.

¢ En appliquant (gy;-E-1) al' F c:Zx:A.[B], nous dérivons bien I' - m;(c) : A.

e (INF-SUB-ELIM-2) Si

. 1
I*;y:B*F 'R,

" -Pp's) NF_BI(S}) € Sort .
I'*Fcen'R) NF_BI(R)) = {x:A]||B}} Zgﬂg/ ’[)12/2‘*] -
I'*FB'S, NF_BI(S)) € Sort 1 ,

- (INF-SUB-ELIM-2)
I'* - Elim{ ((y:Bl.f,¢,P) ' P*
Montrons que T' F EIimISR([y:B]. f,¢,P) : P. Pour cela nous voulons appliquer la regle
(Zsyp—E-2) :

yeFV(™)

I'~P:s; I'c:2Zx:A;.[B1] I;y:BEf:P (B, [x/71(c)])* < B*

I+ EIimISR([y:B].f, c,P):P
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y € FV(f*) est vraie par hypothése. Montrons les trois prémisses et la seconde condi-
tion de bord.

(1) Posons s; =NF_BI(S}). Montrons que ' -P: 5.
e Par hypotheése d’induction, il existe S; tel que ' =P :S; et ST =S].
o Par cumulativité, puisque NF_BI(S’l) = 51 € Sort, nous obtenons bienT'-P: s;.
(2) Montrons qu'il existe A;,B; telsque I'-c:Zx:A1.[B;] et By [x/m(c)])* <B*.
o Par hypotheése d’induction, il existe Ry tel que I' - c:R; et R} = R’l.
e Puisque R} —p, {x:A] |B{} et T+ c:Ry, le point (2) dulemme nous indique
qu’il existe A;,B; tels que I'-c:2x:Ay.[B;] et AT = A|,B] =B].
e Nous déduisons B’1 [x/c*] = (B [x/m(c)])* < B* par correction de cumu et puisque
cumu(B] [x/c*], B").
(3) Montrons que I'; y:BF f:P.
e Posons s = NF_BI(S’Z). Nous montrons que I' - B : s, de la méme maniére que
nous avons montré I' - P : 5. Nous en déduisons par (we-s,) que I'; y:B .
e Puisque T;y: B}, par induction sur la prémisse I'*;y : B* - fﬂIR’z, il existe Ry
tel que I y:BF f:Ry et RS =R,
e PuisqueI'-P:s; et cumu(R’z, P*), nous dérivons par cumulativité I'; y: B+ f: P.
O

3.2.2. REMARQUE. Nous considérons pour la correction uniquement des contextes bien formés.
Il nous faut donc pouvoir définir un algorithme qui vérifie la bonne formation de contexte. Dans
les systemes de types usuels, un tel algorithme se déduit facilement de I'algorithme d’inférence de
type. Pour AICCs Nous verrons a la sous-section qu’il n'est pas nécessaire d’inférer un type
annoté pour cela et que l'algorithme d’inférence de type extrait suffit.

3.3. Corollaires. Nous présentons ici quelques conséquences immeédiates de la propriété de
correction que nous venons de prouver.

3.3.1. Corollaire (Correction généralisée). SiT' et siT’ + MﬂIT’ alors il existe un contexteI' et un
termeT tels queT WM :T, T* =T" et T* =T.

DEMONSTRATION. Par relevement de I = (point (1) de la proposition page [138), il existe
un contexte de AICCy T tel que T+ et I'* = I". Nous concluons alors en appliquant la proposi-
tionf3.2.1]ar+et I FMpIT. O

3.3.2. REMARQUE. Prouver directement cette généralisation aurait demandé plus de travail que
de prouver d’abord la proposition puis d’en déduire la généralisation : il aurait fallu traiter le
contexte a chaque régle au lieu d'une seule fois ici.

3.3.3. Corollaire (Propriétés des types inférés). SiT’+ etsiT’' - MﬂIT’ alors il existe une sorte s telle
que

(DT'+T :s
(2) NF_BI(T') est défini et T’ +NF_BI(T'):s.

DEMONSTRATION.  D’apres le corollaire [3.3.1} il existe ' et T tels que T M : T, T* =T’
etT*=T".
e Par correction de I'extraction, nous déduisons I - M* : T'.

o D’apres le lemme du type des types, il existe une sorte s telle que I'" +T': s.
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o T’ étant typable, sa forme Pi-normale existe et est, par complétude de NF_BI, égale a

NF_BI(T").

e Par préservation du typage, nous obtenons I’ - NF_BI(T') :s.

4.1. Lemmes auxiliaires.

4. Complétude

4.1.1. Lemme (Forme normale et cumulativité). SoientT” un contexte de AICCs, M un terme et s une

sorte tels que T' =M : spp.

(1) siM=s (resp. s<M) alors nfﬁl(M) € Sort et nfﬁl M) < s (resp. s = m‘ﬁl M));

(2) siM=0Ox:T.U (resp. Ox : T.U <= M) alors il existe A,B tels que nfﬁl(M) =0x:A.Ber0Ox:
A.B=x0Ox:T.U (resp. Ox:T.U <0Ox:A.B).

DEMONSTRATION. Nous prouvons uniquement le point (2), car le point (I) se prouve a la fois
similairement et plus simplement. Par ailleurs, pour des raisons de symétrie, nous considérons uni-

quement le cas M <Ox:T.U.

» Puisque M est bien typé, il est fi-normalisable par normalisation forte de la fi-réduction
dans ICCs. Il est alors clair que nfg (M) <Ox:T.U.

o D’apres le point du lemme [2.3.13| page [17] appliqué a nfg (M) < Ox : T.U, il existe
Twm, Uwm tels que nff,l(M) =g Ux: Ty .Uy et Ox:Ty. Uy <0x: T.U.

* Puisque le typage est préservé par la fi-réduction, nous avons I' - nfg, (M) : sp1. Nous pou-
vons donc appliquer le report de la n-réduction dans nfg (M) —p,, Ox : Ty . Um (proposi-
tion page et en déduire, puisque nfﬁl (M) est en forme Pi-normale, que nfﬁl M) —

Ox: TM . UM.
e D’apres le lemme [2.2.4| page

12| nf,

8 (M) est soit de méme nature que Ox : Ty;. Uy, soit

une abstraction. Le corollaire

3.4.18

page 31| appliqué a T' - nfg, (M) : s\ nous indique que

nfg (M) n'est pas une abstraction, ce qui permet de conclure.

O

4.1.2. REMARQUE. Nous imposons que M soit typé par une sorte car sinon nfg, (M) pourrait étre
une abstraction, puisque nous ne n-normalisons pas.

4.1.3. Lemme. Soient T un contexte annoté, M, T des termes annotés et T' un terme non-annoté tels

queTHM:T etT* F M T,

(1) SiT' < s, alors NF_BI(T’) € Sort et NF_BI(T') < s.

) SiT' <0Ox:A".B', alors il existe des termes non-annotés Ay, By tels que

NF_BI(T') =Ox:Ap.By<Ox:A".B

DEMONSTRATION. De T' = M : T, nous déduisons I'* . D’apres le corollaire appliqué a
I'* et T* - M T/, il existe une sorte s’ telle que I'* - T’ : 5. Nous concluons en appliquant le
lemme aT’, puis la complétude de NF_BI, puisque T’ est bien typé. O
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4.2. Proposition principale.

4.2.1. Proposition (Complétude de I'inférence de type). SoientT un contexte annoté, M, T des termes
annotés tels que T =M :T. Alors il existe un terme non-annoté T tel queT* - M T’ et T' < T*.

DEMONSTRATION. Nous procédons par induction sur la structure de la dérivation du jugement
de typage.

» (vary) Immédiat par application de (inp-var).

e (Sorty) : i ' s1: 82, nous avons s, = Axiom(s;) et concluons immédiatement en appli-
quant (INE-SORT).
¢ Les regles de formation (E-Prop), (I-ProD), (£4), (23), (Ssus) S€ prouvent de maniére similaire.
Traitons le cas de la régle générique.
Si
I'HA:s; Ix:AFB:s (s1, 82, $3) € Rule
I'-Ox:A.B:s3

montrons qu'il existe S/, S}, tels que

I'*FAf'S]  NF_BI(S))€Sort  I'*;x:A*FBf'S,  NF_BI(S)) € Sort
I'* +Ox:A.BfRuleq(NF_BI(S}),NF_BI(S,))

(INE-CSTRTYP)

avec Ruleq(NF_BI(S}),NF_BI(S})) =< s3.

e Par hypotheses d’induction, il existe S/,S/, tels que
— I'*FApIS et S <5,
K. o0 AK Igr !
— I';x: A" EB)'S] et S, < s,.
e D’apres le point (1) du lemme [4.1.3} nous avons NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort.
« Nous avons Ruleq(NF_BI(S}),NF_BI(S})) < s3 par compatibilité de Ruley avec la cu-
mulativité.
e (E-Lam) et (I-Lam) se traitent de maniére similaire. Prenons par exemple le cas de (1-Lam). Nous
avons

I;x:THEM:U I'I[x:T].U:s x¢ FV(M™)
T'EAx:T].M:II[x:T].U

Montrons qu'il existe S’ et U’ tels que
r*+TH's NF_BI(S') € Sort I x:T* MU’ x ¢ FV(M*)
[*F AT M Vx: T*. U’
avec Vx:T*.U' < (IT[x:T].U)*.

(INF-I-LAM)

» La condition de bord est vraie par hypotheése.

o Par hypotheése d’induction, il existe U’ tel que T'*;x : T* - Mf!U’ et U’ < U*, d’out
Vx:T*. U < ([[x:T].U)*.

« Montrons qu’il existe S’ tel que I'* - T ('S’ et NF_BI(S') € Sort.

— Par inversion de I' - II[x:T].U : s, il existe une sorte s’ telle qu'une dérivation de
I'+T: s soit incluse dans celle ' -T1[x:T].U: s.
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— Nous pouvons donc appliquer par induction le résultat a I' - T : s’ : il existe ainsi
S'telque I*FTp!S et S <5

— D’apres le point (1) du lemme appliqué aT T : s, [*FTH'S et S' <,
nous avons NF_BI(S’) € Sort.

e (E-App) et (I-App) sont similaires. Traitons le cas de I'application implicite. Si

I'EM:II[x:T].U I'EN:T
I'EMIN]:U[x/N]

montrons qu'il existe R', T, U’, T, tels que
r'*+MqpR NF_BIR)=Vx:T'.U’ I'*ENAIT, cumu(T), T')
I*+MNI U’ [x/N*]
avec U’ [x/N*] < (U [x/N])*.
o Par hypotheses d’induction, il existe T}, R tels que T* - MR’ et T'* - N T{, avec
R <Vx:T*.U* et T) < T*.
o D’apres le point (2) du lemme appliqué aT M :TI[x:T].U, T* - M{{'R’ et R’ <
Vx:T*.U*, il existe T/,U’ tels que NF_BI(R') =Vx:T'.U’.
e DeNF BI(R)=Vx:T'.U' etR' <Vx:T*.U*, nous déduisons Vx:T'.U' < Vx:T*.U*,
puis par inversion T* < T et U' < U*.

(INE-I-APP)

e Montrons que cumu (T}, T').
— T, est typable d’apres le point du corollaire appliqué aI' + et I'*
Ny,
— Montrons que T’ est typable.

— D’apres le point (2) du corollaire appliqué a T'* et T* - MR/, il
existe une sorte s telle que I'* - Vx:T'.U’:s.

— Par inversion, il existe une sorte s’ telle que I'* +T': 5.
— Puisque Ty <T* et T* < T’, nous déduisons par transitivité que Ty < T".
— Par complétude de cumu, puisque T}, et T’ sont typables, nous déduisons cumu(Tj, T')
de Ty <T'.
* Montrons enfin que U’ [x/N*] < (U [x/N])*.
— De U’ < U*, nous déduisons par le lemme[2.3.2] page[14]que U’ [x/N*] < U* [x/N*].
— D’apres le lemme|[1.2.7| page[114} nous avons U* [x/N*] = (U [x/N])*.
» (Cump) Immédiat par hypothese d’induction et transitivité de la cumulativité.

¢ Les regles d’'introduction des types somme (55-I), (53-1) et (Isys—D sont similaires entre
elles. Traitons par exemple (Zsy; -1. Si

I'a:A I'+b:Blx/al I'Zx:A.[B]:s
I'E(a,[bDsxa. B : Zx:A.[B]

Montrons qu'il existe S',, S, R}, R, tels que

I* EAQ'S)

I'*;x:A*FBAS,

NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort
T* k- (a, (D sxa. ) {x: A* | B*}

I'*Faf'R] I* bR,
cumu(R:, A*) cumu(R), (B[x/al)*)

(INF-SUB-PAIR)
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Nous procédons en trois étapes.

(1) lg/lontrons qu'il existe S, S, tels que I'* = AQ'S,, T'*;x: A* - BA!SE, NF_BI(S}),NF_BI(S}) €
ort.

e Par inversion du jugement I' - Zx : A.[B] : s, il existe des sortes s, sp telles que
des dérivations des jugements I' - A: sy et I';x: A+ B : sg sont incluses dans
celledeI'-2x:A.[B]:s.

e Nous pouvons donc raisonner par induction sur les jugements I' - A: sy et ['; x:
A B: s et en déduire qu'il existe S, Sj; tels que

— I*+Ap'S),
— I'*;x:A* FBp'SE,
— S <spetSg=<sp.
e D’apres le point (1) du lemme nous déduisons NF_BI(S)),NF_BI(Sy) € Sort.
(2) Montrons qu'il existe R| tel que I'* - at'R] et cumu(R}, A*).
e Par hypothese d’induction sur la prémisse I' - a : A, il existe R} tel que I'* -
af'R) et R <A*.
e Montrons que cumu(R/, A*).

— Par correction de l'extraction, A* est typable dans ICCs car A l'est dans
AICCs.

— R est typable dans ICCy puisque c’est un type inféré par I'algorithme a
partir d’'un contexte bien formé (corollaire [3.3.3).

— Puisque R} <A* et que R} et A* sont typables, nous déduisons par complé-
tude de cumu que cumu(R/, A¥).

(3) De méme, par induction, il existe R}, tel que I'* - bﬂIR’2 et R}, < (B[x/a])*. Nous mon-
trons comme précédemment que R’, et (B[x/a])* sont bien typés et déduisons, par
complétude de cumu, que cumu(R},, (B [x/al)*).

e (Z5-E) et (z3-E) sont similaires. Traitons (=5-E). Si

I'-P:2[x:A].B—s T'kc:2[x:A]l.B Ix:A;y:BE f:P([x], ¥)s(xAlB x¢FV(f")
I' F Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P):Pc

Montrons qu'il existe des termes de ICCs R/, R}, R}, S/, Sg, A}, B}, A}, B, et une sorte s;
tels que

NF_BI(R}) =3x:A].B] — s cumu(3x:A*.B*,3x:A].B))
I* PR, NI:_BI(RI’Z),z 3x:A,.B) cgmu(EI)i tA) 13'2, Jx :IA*; .B¥)
{F*I—cﬂIR’ " FANS, o *x:A%y:B*F f'R]
2 T*;x:A* FBlS) xEFV(f)
NF_BI(S)),NF_BI(S}) € Sort cumu(RY, P* (o, y))

. (INF-U-ELIM)
T'* - Elimy, ([x:Al.(y:B).f,¢,P) gl P* c*

La condition de bord x ¢ FV(f*) est vraie par hypothése. Montrons les cing prémisses
et les autres conditions de bord. Nous allons procéder en quatre étapes.
(1) Montrons qu'il existe R} tel que I'*;x:A*;y:B* - f 'R} et cumu(R}, P* (o, ).
e Par induction sur la prémisse I'; x: A; y : BF f: P ([x], ¥)5[xa].B, il existe Rg tel que
I*x:A%y:B*F f1'R] et Ry <P* (o, y).
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e Montrons que cumu(R}, P* (¢, y)).

— R} est typable car c’est le terme inféré par I'algorithme a partir d’'un contexte
bien formé.

— P* (¢, y) est typable comme terme extrait d'un terme typable dans AICCs.

— Puisque R, < P* (¢, y) et que R’3 et P* (o, y) sont typables, nous déduisons
par complétude de cumu que cumu(R}, P* (¢, y)).
(2) Montrons qu'il existe S/, ,S{a telsque I'* A Sg, *;x:A* FBplSE, NF_BI(SA),NF_BI(S%) €
Sort.

* Montrons qu’il existe des sortes sp, sg telles qu'une dérivation de I' - A : sp et
une dérivation de I'; x : A+ B : sg sont incluses dans celle de I';x: A;y: B+ f:

P ([x], Y)5[xA).B-

— D’apres le lemme de bonne formation de contextes, la dérivation de I'; x :
A;y:BF f:P(Ix],¥)sxal.B, contient une dérivation de I'; x : A+ et une dé-
rivationde I';x: A; y: B .

— Nous concluons en inversant (we-sy) dansI;x: Ak et x:A;y:Bl.

e Par hypotheses d'induction sur I' F A: sy et I;x: A B : sp, il existe Sj\,S;3 tels
que

— I* FAR'S),
— I'*;x:A* FBp'SE,
— S/, <spetSg <sp.
e D’apres le point (1) dulemmef4.1.3} nous déduisons NF_BI(S',),NF_BI(S}) € Sort.
(3) Montrons qu'il existe R}, A’,, B), tels que I'* - cﬂIR’Z, NF_BI(R}) =3x:A,.B, et cumu(3x:
A} .B), 3x:A*.B").
e Par hypothese d’induction, il existe R, tel que I'* - c 'R}, et R, < 3x:A* .B*.
o D’apres point (2) du lemme il existe A}, B, tels que NF_BI(R}) = 3x:A).B) =<
dx:A*.B*.
« Nous déduisons cumu(3x : A} .Bj, 3x : A*.B*) par complétude de cumu puisque
Jx:A*.B* et 3x: A} .B) sont typables :

— Jx:A*.B* est typable en tant que terme extrait d'un terme typable dans
AICCZ H

— 3Jx:A,.B, = NF_BI(R)) est typable car c’est la forme normale d'un type in-
féré par I'algorithme appliqué a un contexte bien formé (corollaire [3.3.3).

(4) Montrons qu'il existe R}, A}, B] et une sorte s tels que I'* PR}, NF_BI(R}) = 3x:
Al .B| — s et cumu(3x:A*.B*, 3x: A} .B)).
o Par hypothese d’'induction, il existe R} tel que I'* - P ﬂIR’1 etR] <3x:A*.B* —s.
« Montrons qu'il existe A}, B/ et une sorte s, tels que NF_BI(R}) =3x:A].B} — 5.
— D’aprés le point (2) du lemme il existe T}, Uj tels que NF_BI(R)) =
Mx:T;. U] <3x:A*.B* —s.
— Par inversion, nous avons U} < s et 3x:A*.B* <T].
— D’apres le point (2) du corollaire il existe une sorte sy telle que I'* -
Ix: T} .U : so.
— Par inversion, il existe des sortes st, sy telles que T'* - Ti sstetI™;x: T’1 =
U/1 L Su.
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— D’apres le lemme appliqué respectivement a U] et T}, et par complé-
tude de NF_BI, puisque U’1 et Ti sont bien typés, il existe une sorte s; et des
termes A}, B tels que NF_BI(U}) = s; et NF_BI(T}) = 3x:A|.B].

« Montrons enfin que cumu(3x:A*.B*, 3x: A} .B)).
— Nous avons vu que 3x:A*.B* <T] —p Ix:A].B].
— Jx:A*.B" est typable comme terme extrait d'un terme typable dans AICCs.
— 3x:A].B] est typable car c’est la forme fi-normale de T} bien typé.

— Nous concluons par complétude de cumu.

o (Ssyp—E-1) Si

I'kFc:Zx:A.[B]
I'kFm(o):A

montrons qu'il existe R’,A’, B’ tels que

I*FcplR NF_BI(R) ={x:A’|B'}
T* () prA!

(INF-SUB-ELIM-1)

avec A < A*.

e Par hypothése d’induction, il existe R’ tel que I'* F ¢ 'R’ et R’ < {x: A* | B*}.

o D’apres le point (2) du lemme il existe A, B’ tels que NF_BI(R') ={x:A'|B} < {x:
A* |B*L

e Enfin, par inversion de {x: A" | B’} < {x:A* | B*}, nous avons bien A’ <A*.

e (Zgys—E-2) Si

yEFV(f™)

I'—P:s I'Fc:Zx:A.[B] I;y:Bokf:P (Blx/m (0)))* <B;

I+ Elim ([y:Bol.f,c,P): P
Montrons qu'’il existe des termes de ICCx S/,S),R},R},A},B] tels que :

I'*y:ByE f'R,

I*FPp's) NF_BI(S}) € Sort

. - cumu(R}, P*
I'*Fcn'R) NF_BI(R)) = {x:A]|B}} CumugB, [x/i*] BY)
I'* FBop's) NF_BI(S)) € Sort 1 ’o

ye FV(f")

(INF-SUB-ELIM-2)

I* - Elim] ([y:Bol.f,c,P) ' P*
La condition de bord y ¢ FV(f*) est vraie par hypothése. Montrons les quatre pré-
misses et les autres conditions de bord. Nous allons procéder en quatre étapes.
(1) Montrons qu'il existe S} tel que I'* - P 'S} et NF_BI(S}) € Sort.

 Par hypothese d’'induction liée a la prémisse I' - P : s, il existe un terme de ICCx
St tel que T* FPA'S! et S) <.

o D’apres le le point (1) du lemme NF_BI(S)) est une sorte.
(2) Montrons qu'il existe R}, A|,B] telsque I'* I cﬂIR'l, NF_BI(R)) = {x:A] B} et cumu(B] [x/c"], B}).

* De méme que précédemment, par hypothése d’induction, il existe un terme
non-annoté R} tel que I'* - ¢ 'R} et R} < {x:A* |B*}.
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» D’apres le point (2) du lemme il existe A7, B tels que NF_BI(R}) = {x:A] |
B} < {x:A*|B*}.
« Montrons que cumu(B] [x/c*], By).
— Nous obtenons B/ [x/c*] < Bj par inversion de {x: A} | B{} < {x:A* | B*} et
d’apres 'hypothése (B [x/m;(c))* <By.
— Par correction de I'extraction, nous déduisons de I'; y : Bg - f : P que B est
bien typé dans ICCs.
— Montrons qu'il existe une sorte s| telle que I'*;x: A* B : 5.
— Puisque T'* I, d’apres le point (2) du corollaire appliqué a T'* I
cﬂIR’l, il existe une sorte s; telle que I'* - {x: A} | B}}: s1.
— Par inversion de I'* + {x: A} | B{} : 51, il existe une sorte s] telle que I'*; x:
Al B s
— Nous montrons facilement a partir de I'hypothése I' - ¢ : Zx : A.[B] que
[;x:AF puisT*; x: A* .
— Puisque A* < A, en changeant le contexte, nous déduisons que I'*;x :
A*FB:s).
— Montrons que B [x/c*] est bien typé dans ICCsx.
— DeTl'Fc:2Zx:A.[B], nous déduisons I'* - ¢* : A*.
— Par substitutivité sur I'*;x: A* - B] : s}, nous obtenons I'* B/ [x/c*] : s].
— Nous concluons alors par complétude de cumu, puisque B et B} [x/c*] sont
typables.
(3) Montrons qu'il existe S}, tel que I'* By 'S/, et NF_BI(S)) € Sort.
o La dérivation de I'; y : Bg I est incluse dans celle de I'; y : Bo = f : P. Par inversion
de T'; y: Bg I, il existe une sorte s, telle qu'une dérivation de I' - By : sy existe et
est incluse dans cellede I'; y : Bo - f : P.

« Nous avons donc comme hypothese d’induction qu'il existe un terme S/, tel que
I*FBof'S) et S, < s,.
o D’apres le le point (1) du lemme NF_BI(S)) est bien une sorte.
(4) Montrons qu'il existe R}, tel que I'*;y:B; - f 'R}, et cumu(R),, P*).
o Par hypothese d’induction, il existe R, tel que T'*; y: B} - f 'R}, et R, <P*.
» Montrons que cumu(R/, P*).
— P* est bien typé car P est bien typé dans AICCs.
— D’apres le point (1) du corollaire [3.3.3|appliqué a I'*; y: By - et T*;y: Bj -
SRS, R, est bien typé.
— Puisque R, et P* sont bien typés, nous déduisons cumu(R}, P*) de R, < P*
par complétude de cumu.

O

4.2.2. REMARQUE. La complétude nous montre que le type inféré extrait, s'il existe, est le plus
petit possible dans ICCs. Il est donc I'extraction d'un type principal annoté.

5. Algorithmes dérivés

Nous définissons dans cette section deux algorithmes : le premier vérifie la bonne formation
d’'un contexte; le deuxiéme est un algorithme de vérification de type. Dans les systémes de type
habituels, ces deux algorithmes nécessitent de pouvoir inférer un type. Nous montrons dans cette
section que, dans AICCgs, pouvoir inférer un type extrait suffit.
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5.1. Lemme auxiliaire. Le résultat suivant est utile pour les preuves de correction et de com-
plétude des deux algorithmes de cette section.

5.1.1. Lemme. Soient I" un contexte annoté et T un terme annoté alors les deux propositions sui-
vantes sont équivalentes

(1) il existe une sorte s telle queT'+T: s
@) T\ et il existe un terme S’ de ICCs. tel queT* - T('S’ et NF_BI(S') € Sort.

DEMONSTRATION.

e 1)=>(2):SiT'+T:s, par le lemme de bonne formation de contexte, nous déduisons I' I-.
Montrons qu'’il existe S’ dans ICCy tel que I'* -+ T{}'S’ et NF_BI(S’) € Sort.

o Par complétude de I'algorithme d’inférence de type extrait, il existe S’ dans ICCy tel
que* TS etS <.

« Montrons que NF_BI(S’) existe et que NF_BI(S') € Sort.

— D’apreés le point (1) du corollaire appliqué aT* et T* - T('S’, S’ est bien
typé dans ICCs.

— Puisque S’ est bien typé et que S’ < s, le lemme nous indique que nfg, (S").

— Puisque S’ est bien typé, la complétude de NF_BI nous indique que NF_BI(S') =
nfﬁl(S’).

e 2> 1) :SiTH I'*FTH'S et s=NF_BI(S') € Sort, montrons que I'+T: s.
e Par correction de I'algorithme d’inférence de type, puisque I' |-, il existe un terme
annoté S telque 'FT:SetS* =S,
e Par correction de NF_BI, nous avons S* —p S
« Nous concluons alors par cumulativité, puisque toute sorte est typable dans un contexte
bien typé.
O

5.1.2. REMARQUE. Ce lemme signifie que 'algorithme d’inférence de type extrait est suffisant
pour décider si un terme de AICCys est typable par une sorte ou pas. Ceci explique pourquoi les
deux algorithmes suivants ne nécessitent pas de pouvoir inférer un type annoté.

5.2. Bonne formation d’un contexte. Nous avons observé dans la remarque que puisque
I'algorithme d’inférence n’est correct que pour les contextes bien formés, il est nécessaire de définir
un algorithme vérifiant la bonne formation d'un contexte.

5.2.1. DEFINITION (Vérification de la bonne formation d’'un contexte). Pour tout contexte an-
noté I', nous notons wf (I') 'algorithme de vérification de la bonne formation de T.

Cet algorithme est défini inductivement par les deux regles d’inférence suivantes :

wi(e)

wi (D) r*+Tpls’ NF_BI(S’) € Sort
wi[;x:T)

5.2.2. Lemme (Spécification). Lalgorithme de vérification de la bonne formation d’'un contexte est :

(1) termine;
(2) correct : pour tout contexte annoté I, si wf([') alorsT +;

(3) complet : pour tout contexte annoté T, siT' + alors wf ().
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DEMONSTRATION. Soit I' un contexte annoté.
(1) est évident.
(2) Siwf(I'), montrons par induction sur la structure de I' que I'" I-.
» Nous avons bien o ;
e SiI'=Ty;x:T alors
wi (To) Iy ETpls NF_BI(S') € Sort
wf(lg;x:T)

Montrons que I'g; x: T F.
e Par induction sur wf (I'g), nous déduisons I'y I-.
o Posons s =NF_BI(S). Le lemme[5.1.1|nous indique que Iy - T: s.
» Nous concluons en appliquant (we-Sy).
(3) SiTI'k, montrons par induction sur la structure de I' que wf (I').
e Nous avons bien wf (e).
e SiT =Tp;x: T, montrons qu'il existe un terme S’ de ICCy tel que
wf(lo)  TgHTn'S’"  NF_BI(S')€Sort
wi([g;x:T)

e L'hypothese d’induction sur I'g nous indique que wf (I'p).
« Montrons qu'il existe S’ tel que I'y - TA'S" et NF_BI(S') € Sort.
— Par inversion de T'g; x: T |, il existe une sorte s telle que I'o T : s.
— Nous concluons en appliquant le lemme5.1.1]
O

5.3. Vérification de type. Nous présentons et étudions dans cette sous-section un algorithme
de vérification de type dans AICCs.

Lalgorithme est défini inductivement par un jugement reliant un contexte et deux termes de
AICCs.

5.3.1. DEFINITION (Jugement de vérification de type). Soient I un contexte de AICCxz, M, T des
termes de AICCs. Le jugement de vérification de type, noté I' - M || T, signifie que nous vérifions
que T est un type de M dans I'.

5.3.2. DEFINITION (Algorithme de vérification de type). Lalgorithme de vérification de type
prend en entrée un contexte annoté I' et deux termes annotés M, T et est défini par I'unique regle
d’inférence suivante :

r*+Tpls’ NF_BI(S') € Sort cumu(T’, T*) r*+MpT
TFM{T

Lalgorithme de vérification de typage fait donc essentiellement deux choses :
(1) vérifier que le type donné en entrée est typable par une sorte;

(2) inférer un type extrait pour le terme et vérifier que ce type est plus petit (pour <) que
I'extraction du type donné en entrée.

La premiere opération ne nécessite pas d’'inférer un type annoté d’apres le lemme|5.1.1J; la se-
conde non plus car les termes comparés sont des termes extraits.

5.3.3. Proposition. Lalgorithme de vérification de type
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(1) terminesil' +;
(2) estcorrect:sil'+etI'FM | T alorsTEFM:T;
(3) estcomplet:sil' -FM:T alorsTHFM | T.

DEMONSTRATION.
(1) Terminaison :

o l'algorithme d’inférence de type extrait termine pour tout contexte non-annoté et tout
terme annoté;

o NF_BI(S') existe puisque S’, type inféré, est typable car I'* ;
o I'appartenance a Sort et I’extraction sont décidables,
« l'algorithme cumu termine pour des termes typables dans un contexte :
o T’ est le type inféré par I'algorithme d’'inférence de type extrait donc est bien
typé puisque I'* |-,
e par correction de 'algorithme d’inférence de type extrait, nous avons I'* - T* :
S’
(2) Correction : si I' - et si
r*+Tols! NF_BI(S') € Sort cumu(T’, T*) r*+-MpT
TFM|T

montrons que I' -M: T.

e Par correction de l'algorithme d’inférence de type extrait sur I'* - M (! T/, il existe un
terme de AICCs Tp tel que M : Ty et Ty =T'.

¢ Posons s =NF_BI(S’). Le lemme nous indique que I' =T : s.
e Par correction de cumu, nous avons Ty =T' < T*.
» Nous pouvons donc appliquer (cum,) et dériver I'-M: T.

(3) Complétude : si I' - M: T, montrons qu'il existe S’, T’ tels que

r*+TH's! NF_BI(S’) € Sort cumu(T’, T*) r*FMpT
TEFM{T

e D’apres le lemme du type des types appliqué aI' - M : T, il existe une sorte s telle que
I'-T:s.

D’apres le lemme5.1.1} il existe un terme S’ de ICCs tel que I'* - T ('S’ et NF_BI(S) €
Sort.

o Par complétude de l'algorithme d’inférence de type extrait sur I' - M : T, il existe un
terme T’ tel que T* - M T/ et T/ < T*.

o T' et T* sont typables d’out cumu(T’, T).






Chapitre 9

Inférence de type

Nous présentons et étudions dans ce chapitre un algorithme d’inférence de type (annoté) cor-
rect et complet. Cet algorithme prend en entrée un contexte I' et un terme M annotés et retourne
un terme annoté R ou bien échoue. Si I'algorithme n’échoue pas et si I" est bien formé, alors le type
retourné R est un type de M dans I' (correction). Réciproquement, si M est bien typé dans I alors
I'algorithme n’échoue pas et le type retourné est un type principal (complétude).

Comme nous 'avons précisé dans 'introduction de la quatrieme partie, il manque un méca-
nisme de réduction dans AICCs pour pouvoir établir un tel algorithme d’inférence de type. Le cas
difficile est, une fois de plus, celui des éliminateurs. En effet, inférer le type d'une sorte ou d'une va-
riable n’est pas difficile. Pour les constructeurs de type et les constructeurs, inférer un type semble
possible car s’ils sont bien formés, alors I'extraction de certains types inférés doit Bi-normaliser
vers des sortes. Mais pour les éliminateurs, l'inférence de type est plus délicate. Inférer les types
des sous-termes et Pi-réduire I'extraction de ces types inférés ne suffit plus : nous devons obtenir
des constructeurs de type de AICCs et il n'est pas évident de construire un constructeur de type
annoté a partir d'un constructeur de type de ICCs.

Pour résoudre ce probleme, nous proposons dans ce chapitre un algorithme de réduction dans
AICCs. Celui-ci permet d’obtenir un constructeur de type de AICCs a partir d'un terme annoté qui
(1) est typé par une sorte et (2) s’extrait vers un terme comparable a un constructeur de type de
ICCs. Cet algorithme est présenté et étudié dans les quatre premiéres sections. La premiére intro-
duit les regles de réduction dans AICCs utilisées par I'algorithme. La seconde montre que ces regles
sont completes, c’est-a-dire qu’elles permettent bien, dans les conditions indiquées, d’obtenir un
constructeur de type. La troisieme montre que les régles sont correctes, c’est-a-dire qu’elles sont
compatibles avec la réduction dans ICCy et que le typage est préservé. La section 4 définit 'algo-
rithme de réduction et montre qu’il vérifie bien la spécification souhaitée. Enfin la cinquieme et
derniére section présente I'algorithme d’inférence de type et montre qu’il est correct et complet.

1. Reégles de réduction

Nous présentons dans cette section des regles de réduction pour AICCs. Ces regles sont a la
base de I'algorithme de réduction que nous utiliserons pour 'algorithme d’'inférence de type.

Comme nous l'avons énoncé en introduction de ce chapitre, nous avons besoin d'un méca-
nisme qui, a partir d’'un terme annoté R typé par une sorte et tel que R* <0'x: T|. U, retourne un
constructeur de type de AICCy Ox : T.U. Pour pouvoir utiliser ce mécanisme dans un algorithme
d’'inférence correct et complet, le constructeur de type retourné doit étre bien typé (donc typable
par une sorte) et tel que R* —p, (Ox: T.U)*.E]

Pour simplifier le raisonnement sur ce mécanisme, nous allons imposer que le typage soit pré-
servé, c’est-a-dire que si ' R:salors I'0Ox: T.U : s. Notons que cette contrainte supplémentaire
n’est pas strictement nécessaire.

1. Ces contraintes sont nécessaires pour que si I' - M : R avec R type principal, nous puissions avoir également, par
cumulativité, ' FM:0Ox:T.U avec Ox: T.U type principal.

171



172 9. INFERENCE DE TYPE

Expliquons informellement ce que le mécanisme est censé faire.

Remarquons tout d’abord que R* se Pi-réduit vers un constructeur de type de ICCs. En effet,
puisque R* < O0'x : T,. Ug, nous savons que R* se pin-réduit vers un constructeur de type de ICCs.
Par report de la n-réduction nous avons donc R* —p, R} —, 0'x: T'.U’. R] est donc soit une abs-
traction (s’il y a une n-réduction a la racine) ou un constructeur de type (si toutes les réductions
ont lieu dans des sous-termes stricts). R est typé par une sorte, donc R* également par correction
de I'extraction, puis R) aussi car la fi-réduction préserve le typage. Puisqu'une abstraction ne peut
étre typée par une sorte, R) est un constructeur de type. Notons-le O0'x : T} .U}. Nous avons alors
bien R* —p5 O'x: T} .U].

Puisque R* —»p, O'x : T| .U}, une idée naturelle va étre de chercher a simuler dans AICC; les
réductions se déroulant dans ICCy. Cela n’est néanmoins pas suffisant. Si nous parvenons a trans-
former R en R; tel que R} = O'x: Ti .Ui, R; n'est pas nécessairement un constructeur de type. Par
inversion de l'extraction R; peut-étre un constructeur de type ou un constructeur implicite ou un
éliminateur implicite. Le fait que R; est typé par une sorte permet d’éliminer le cas du constructeur
implicite mais R; peut toujours étre un éliminateur implicite. Il faut donc également un mécanisme
a priori indépendant des réductions de ICCs qui fera monter en téte la structure de constructeur
de type cachée sous des éliminateurs implicites.

1.1. Réductions standard analogues a ICCs. Une premiere étape pour simuler dans AICCs les
réductions de ICCy est d’ajouter dans des regles analogues aux regles de réduction de ICCs.

Nous définissons ainsi ’équivalent de la f-réduction :

Ax:T.M)N >’§e M [x/N]

puis deux regles analogues aux regles de (-réduction :

Elimg((x:T).(y:U).f, (@, b)zxa.5,P) > flx/ally/D]
Elimy, ([x:T1.(y:U).f, ([a], D)sear.8,P) >4 flx/ally/b]

1.2. Réductions standard implicites. Ces regles ne sont néanmoins pas suffisantes pour simu-
ler toutes les réductions dans ICCy. Ainsi, par exemple, le terme 7 (Ax:T.M, [bD)sx.a.3)) N, bien
typé a priori, ne contient pas de redex pour les regles précédentes mais s’extrait vers le f-redex
(Ax.M*)N*.

Le probleme vient de ce que les éléments déclenchant la réduction dans ICCy, qui sont des
constructeursﬂ sont extraits a partir de termes annotés qui sont a priori des constructeurs expli-
cites, des constructeurs implicites ou des éliminateurs implicites. Ainsi (Ax.M*)N* peut étre 1'ex-
traction de (Ax:T.M)N ou de (A[z:A].(Ax:T.M))N ou encore de 7y (Ax:T.M, [b])gx:a.B])) N.

Si le constructeur est 'extraction d'un constructeur explicite, alors 'une des trois regles ci-
dessus s’applique (ainsi (Ax:T.M)NDSe M [x/N]). Si le constructeur est ’extraction d’'un construc-
teur implicite, alors nous avons un terme mal typé ((A[z:A].Ax:T.M)N par exemple), ce qui nous
permet de mettre de coté ce cas. Pour résoudre le cas ou le constructeur est I'extraction d'un élimi-
nateur implicite, nous devons rajouter des nouvelles regles de réduction.

2. L'abstraction pour la B-réduction, la paire explicite et la paire existentielle pour les regles de t-réduction.
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Les deux regles suivantes traitent les cas de I'application implicite et de la premiere projection.
Celui de I’éliminateur simplifié est différent et est traité dans la prochaine sous-section.

(Alx:T]1.M) [N] l>€l. M [x/N]

M@ Bsea.) > a

Ces regles sont similaires a celles rajoutées en premier : ce sont des éliminateurs ayant comme
sous-terme un constructeur associé : I’abstraction implicite pour 'application implicite, la paire
implicite droite pour la premiere projection. Elles permettent bien I'application des regles DSE'DS: ,
et Dé quand un constructeur explicite est encoquillé dans une application implicite ou une pre-

miere projection. Ainsi nous avons (en notant —»1} I'extension au contexte de l>f}) :
o

T (Ax:T.M, [b]) sxA. [B])N—>] Ax:T. M)Nl> M [x/N]
qui correspond dans ICCy a (Ax.M*)N* >p M* [x/N*].

1.3. Regles pour I'éliminateur simplifié. Nous pourrions étre tentés d’ajouter la regle suivante,
analogue pour I'éliminateur simplifié a ce que sont Dﬁ, pour I'application implicite et Dﬁ pour la

premiere projection :

Elimy, (1y:T).f, (@ [BDzxa.,P) % fly/b]

Cette regle parait naturelle et permet de résoudre certains blocages. Ainsi nous aurions :

Elim}, ([y:Bl.(Az:T. M), (@ [D)x.ca. 31, P)N> (Az:(T [y/b]). (M [y/ b)) N>4. M/ b] [2/N]

qui simulerait dans ICCs, en supposant y ¢ FV(M™) :
(Az.M*)N*>gM™ [2/N"]

Malheureusement elle est trop restrictive et ne permet de simuler certaines réductions. Ainsi le
terme EIimISR ([y:Bol.Az:T.M, x,P)N, a priori bien typé, ne contient pas de redex pour cette regle (ni
pour aucune des regles précédentes) mais s’extrait vers le p-redex (Az. M*)N*.

Ce blocage est lié a une caractéristique de I'éliminateur simplifié qui le distingue des deux
autres éliminateurs implicites : 'objet éliminé ¢ d'un éliminateur simplifié EIimfR([y:B]. f,c,P) est
effacé par I'extraction. Ainsi, avoir des informations sur EIimfR([y:B]. f,¢,P)* = f* ne nous donne
aucun renseignement supplémentaire sur ¢. Nous sommes alors bloqués quand ¢ n’est pas une
paire implicite droite (et ne se réduit pas vers une paire implicite droite).

Pour ces raisons, il ne parait pas nécessaire a ce stade d’ajouter la regle >A Nous allons a la

place ajouter des regles dont la contrainte se porte sur la branche f plutét que ‘sur I objet éliminé
c.

Eliminateur simplifié et constructeurs. Nous considérons tout d’abord trois régles dont le terme
de gauche est un éliminateur simplifié EIimISR([y:B]. f,¢,P) ou ¢ est quelconque mais ou f est un
constructeur de type et dont le terme de droite est un constructeur de type contenant un (pour les
abstractions) ou deux (pour la paire explicite) éliminateurs simplifiés.

Abstractions
EIimfR([y:Bo].)\z:T.M, ¢,l1z:Ty.Up) l>1)t Simpl )\z:To.EIimISR([y:Bo].M, ¢, Up)
EIimISR([y:BO].)\[z:T].M,c,H[z:TO].Uo) D?A] ~Simpl )\[z:To].EIimfR([y:Bo].M, ¢,Up)
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Paire dépendante explicite

ag = EIimfR([y:Uo].a, ¢,Ap) by = EIimISR([y:UO].b, ¢,Bo 2/ apl)

Elim{ ([y:Uol.(@, D)sza.B, 6,22 : Ao Bo) > ) gir) (0, Do)zz:ag By

Notons tout d’abord que, dans les termes de gauche, les annotations de type P sont restreintes
a des constructeurs de type. Cette restriction est nécessaire pour exprimer les annotations de type
des différents éliminateurs simplifiés dans les termes de droite.

Par ailleurs, nous avons seulement trois regles et non cing car I'équivalent de la régle D?_ )=Simpl
pour les paires implicites ne préserverait pas le typage.E]Ainsi certains blocages restent. Par exemple
Elimy, ([x:Al.(y:B).f, EIimfR([z:T].([a], b)s(xa].B,d,U),P) s’extrait vers un t-redex mais ne peut se ré-

duire dans AICCs.

Eliminateur simplifié et autres éliminateurs de paire implicite. Pour résoudre ce probléme, nous
introduisons deux nouvelles régles dont le terme de droite, au lieu d’étre un éliminateur simplifié
avec un constructeur comme branche, va étre un autre éliminateur avec comme objet éliminé un
éliminateur simpliﬁé.E]

c=Elim{ ([z:T].g,d,U)

Elimy, ([x:Al.(y:B).f,¢,P) >§_s;mp| Elim{ ({z:T].Elimy, ([x:A].(y:B).f,g,P),d,Pc)

nl(EIimISR([y:B].f,c,Zx:T.[U])) A EIimISR([y:B].nl(f),c,T)

ol -Simpl

Notons de méme que précédemment la restriction sur I'annotation de type de I'éliminateur
simplifié pour la regle >§ afin de pouvoir exprimer 'annotation de type de I’éliminateur du

terme de droite.

1—Simpl

A BA
A=Simpl’ ~ [A]-Simpl
et>¢ )_simpl jOuENt pour les regles l>‘§e, DS" et>1 : débloquer les cas ot elles ne peuvent s’appliquer
parce qu'un constructeur est encoquillé dans un éliminateur simplifié.

Ces deux regles jouent pour les régles Df} et l>é le méme role que les regles >
o

1.4. Eliminateur simplifié et constructeurs de type. Les régles présentées ci-dessus servent
a simuler les réductions de ICCs dans AICCs. Comme nous 'avons vu, ce n'est pas suffisant car
tout terme annoté qui s’extrait vers un constructeur de type de ICCy n’est pas nécessairement un
constructeur de type de AICCs.

Ainsi si R* = O'x: T'.U’, R peut étre un constructeur de type ou un éliminateur implicite ou
encore un constructeur implicite. Nous pouvons éliminer le cas du constructeur implicite si nous
supposons, ce qui sera le cas dans le cadre de I'algorithme d’inférence de type, que R est typé par
une sorte. Il faut donc un mécanisme pour transformer un éliminateur implicite R qui s’extrait vers
un constructeur de type de ICCy O'x:T'.U’ en un constructeur de type de AICCs.

Nous allons procéder pour les constructeurs de type encoquillés dans des constructeurs impli-
cites comme nous I'avons fait pour les constructeurs.
A
ﬁi
implicite, une premiere projection.

Ainsi les regles > et l>ﬁ définies ci-dessus peuvent s’appliquer quand R est une application

3. Plus de détails dans la preuve du lemme (cas de la régle D‘E‘f -)7Simp|)'

4. qui pourra notamment avoir comme sous-terme une paire implicite



1. REGLES DE REDUCTION 175
Pour I'éliminateur simplifié, nous devons ajouter une régle similaire a D’)t_s]mpl : le terme de
droite est un éliminateur simplifié dont la branche est un constructeur de type.

Nous ajoutons donc la régle suivante, qui transforme un éliminateur simplifié EIimfR ([y:Bol.Ox:T.U,c,P)
en constructeur de type en insérant I’éliminateur simplifié dans les domaine et codomaine :

I'*;y:B*FTHS, To = Elim{ ([y:BI.T, ¢, NF_BI(S}))
I*;y:B%z:T*+ UﬂIS’ Up = EIimISR([y:B].U,C,NF_BI(S{I))
E||mI ([y:Bl.Oz:T.U,c,P) >4

I, O-Simpl Oz: T() .U()
Remarquons que la regle fait appel a I'inférence de type extrait.E] Cela semble inévitable si nous
voulons exprimer I’annotation de type dans les éliminateurs simplifiés du terme de droite. Imposer,

de maniére analogue aux regles '>cOnstr Simpl €1 > 01 _Simpl’ OU P est un constructeur de type, que P

soit une sorte fonctionnerait pour Xx:A.B et X[x:A].B mais pas pour les produits ou Xx: A. [B].E]

Puisqu’inférer un type nécessite d’avoir un contexte, cette regle de réduction est donc une re-
lation ternaire avec un contexte comme troisiéme argument.

1.5. Regles supplémentaires. Nous ajoutons trois reégles qui ne sont pas nécessaires pour abou-
tir a un algorithme de réduction, mais qui permettent d’avoir (1) un résultat de classification des
termes plus simple et (2) un résultat de canonicité.

La regle suivante réduit un éliminateur simplifié dont la branche est une sorte vers cette sorte
elle-méme. Elle permet de simplifier I'énoncé du lemme ci-dessous.

Elim] ([y:Bl.s,c,P) >

s—Simpl $

Les deux regles suivantes permettent d’établir un résultat de canonicité (cf. corollaire ci-
dessous).

Nous ajoutons la régle l>f§ déja mentionnée ci-dessus :
o

Elimg (y:TI.f, (@, [bDzxa.®,P) >3 f(y/D]

Nous ajoutons une derniére regle qui joue pour I>A le méme role que >* o1 pour I>A ou

ol-Sim

A 3-Simpl POUT >A elle permet de débloquer les cas ou l>A ne peut s’appliquer car l ob]et ellmlne

>3
est une paire 1mpllclte encoquillée dans un éliminateur s1mphﬁe

EIimfR([y:B].f,EIimfR([z:T].g,d,U),P) A EIimfR([z:T].EIimfR([y:B].f,g,P),d,P)

02-Simpl

1.6. Classification des regles de réduction. Nous regroupons les regles en cinq catégories dé-
finies dans figure [26] ci-dessous. Cette classification est proche du découpage fait dans la présenta-
tion des regles dans les sous-sections précédentes. Notons que la regle >A est considérée comme

une regle de (-réduction. La regle >

A
o2—Simpl &5t associée aux regles >4 _o. ol et

01 —Simpl”

Nous définissons également la réunion des régles de réduction a la racine.

5. Cela est donc une justification supplémentaire a I'établissement d’un algorithme d’inférence de type extrait.

6. Limprédicativité des produits fait que la sorte typant le domaine peut-étre plus grande (au sens de la cumulativité)
que celle typant le codomaine et le produit. De méme pour Zx : A.[B], la sorte typant le codomaine peut étre plus grande
que celle typant le domaine et la somme.
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e Bi-réduction DI&

Ax:T.M)N 2 M]Ix/N]
(A[x:T].M)[N] 2 M][x/N]
Elimg((x:T).(y:U).f, (@ D)zxa.,P) > flx/ally/b]
Elimy, ((x:T1.(y:U).f, (lal, D)sixa).8.P) > flx/ally/b]
m(a [B)seam) > a

Elim] (1y:T1.f,(a, [b)zxa.8,P) >5  fly/b]

« Eliminateur simplifié et constructeurs >2 .
Constr—Simpl

Elimg, (1y:BolAz:T.M, ¢,lz:To.Ug) >4 g Az:To. Elimy ([y:Bol.M, ¢, Up)

EIimISR([y:Bo].)\[z:T].M,c,H[z:To].Uo) > )\[z:To].EIimfR([y:BO].M,c,UO)

A
[A]-Simpl

ap = EIimfR([y:UO].a, c,Ap) by = EIimfR([y:Uo].b, ¢,Bo [z/ apl)

E“mISR ([y:Uol.(a, b)zz:a.B,¢,Z2: Ag.Bo) Dj(\'y)—SimpI (ao, bo)zZ;A0‘130
o Eliminateur simplifié et autres éliminateurs Dél. —Siml
im—=Simp

c= EIimISR([z:T].g,d,U)
Elimyg, ([x:Al.(y:B).f,c,P) >A EIimfR([z:T].EIimIL([x:A].(y:B).f, g,P),d,Pc)

3-Simpl
nl(EIimIsR([y:B].f,c,Zx:T.[U])) Dél—Simpl EIimISR([y:B].nl(f),c,T)

EIimfR([y:B].f,EIimISR([z:T].g,d,U),P) l>/;2_Simp EIimISR([z:T].EIimfR([y:B].f,g,P),d,P)

7. . . . P A
» Eliminateur simplifié et constructeurs de type >y O—Simpl

I*y:B*-THSE To = Elim{ (Iy:BI.T, ¢,NF_BI(S}))
I;y:B%z:T*+ UﬂIS’U Up = EIimfR([y:B].U,c,NF_BI(S{J))

Elim; ((y:Bl.02:T.U,¢,P) >} o ¢ Oz:To.Ug

A
s—Simpl

Elim{ ([y:Bl.s,c,P) >§_Simpl s

o Eliminateur simplifié et sortes >

FIGURE 26. Récapitulatif des regles de réduction dans AICCy

1.6.1. DEFINITION. Pour tout contexte I' de AICCs, nous notons D? la réunion des relations DJ&,

A A A A
[>Elim—SimpI’DConstr—Simpl’ [>1", O-Simpl et [>s—5impl'
1.6.2. REMARQUE. Comme nous l'avons expliqué, nous cherchons a résoudre deux problemes
(1) simulation des réductions de AICCs : transformer R tel que R* —p, O'x: T'.U’ en R tel
que R =0'x:T;,.Ug;
(2) obtention d’'un constructeur de type : transformer Ry en Ox : To. Ug avec R = (Ox: T.Up)* =
!y o/ /
O'x:T,.U,.
Nous pourrions croire que ces deux problémes sont indépendants. Ainsi nous pourrions étre tentés
de vouloir séparer la regle l>‘1§’ O-Simpl des autres en 'appliquant dans un deuxieme temps. Cela
n'est en fait pas possible car les regles de réduction sont interdépendantes. Intuitivement, cela est
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A

A . . . N A A
di aux restrictions sur les annotations de type P dans les regles >\ —simpl” ™ Al=Simpl” ™ ¢,)—Simpl €t

[>01—Simpl'

1.7. Réduction dans un sous-terme. Le mécanisme de réduction a pour but d’obtenir des
constructeurs de type, nous n’allons donc pas réduire dans tous les sous-termes.

1.7.1. DEFINITION. Soit I un contexte annoté. Nous notons —»{f la relation de réduction définie

par les regles présentées a la figure |27, Nous notons —»? la cloture réflexive et transitive de —»?.

M()D?Ml
T (HRED-BASE)
Mo - My
My —J M;
(HRED-E-APP)
MoN - M;N
My -1 M,

7 (HRED-I-APP)
Mo [N] = M; [N]

My —J My
Elimg((x:A).(y:B).f, My, P) —»’13 Elimg((x:A).(y:B).f,M;,P)

(HRED-Z-Elim)

My —" M,
Elimy, ([x:Al.(y:B).f,Mo,P) —" Elimy, ([x:Al.(y:B).f,M1,P)

(HRED-3-Elim)

My -1 M,
1 (Mo) — 7 711 (M)

(HRED-1)

My - M,
Elim; (Iy:Bl.f,Mo,P) — Elim{ ([y:Bl.f,M;,P)

(HRED-Simpl-OBJECT)

My M,

_h
I;y:B
EIimfR([y:B].Mo,c,P) —»# EIimfR([y:B].Ml,c,P)

(HRED-Simpl-BRANCH)

My = My
Elim; (Iy:Bl.f,¢,Mo) — Elim{ ((y:Bl.f,c,Mi)

(HRED-Simpl-TYPE)

FIGURE 27. Réduction dans un contexte

Dans toutes les régles de réduction présentées ci-dessus, le terme de gauche est un élimina-
teur dont certains sous-termes ont une forme bien définie.[] Nous allons seulement réduire dans
ces sous-termes afin éventuellement de déclencher une réduction a la racine. Ainsi pour les appli-
cations MN ou M [N], nous allons réduire dans M car l>€e ou l>‘§i peuvent s’appliquer si M est une
abstraction explicite ou implicite. Pour les éliminateurs de somme dépendante explicite Elimg((x:
A).(y:B).f,c,P), nous allons réduire ¢ car Dé peut s’appliquer si ¢ est une paire dépendante expli-
cite. Pour les éliminateurs de somme dépendante implicite gauche Elimy, ([x:A].(y:B).f,c,P) et la
premiére projection 1;(c), nous réduisons ¢ également car Df; ou l>f} peuvent s’appliquer si ¢ est

A

une paire dépendante implicite (gauche ou droite) et >3 Simp

| ou >4

o1_Simpl PEUVENT s’appliquer si ¢

7. Comme nous I'avons vu, c’est aussi le cas dans ICCy pour les reégles 3 et 1 mais pas pour la regle n.
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est un éliminateur simplifié. Enfin, pour I'éliminateur simplifié EIimISR ([y:Bl.f,c,P), nous réduisons

dans ¢, f et P car selon la forme de c, les régles >4 ou >,
5 o!-Simp
A

A A ’ :
onstr—Simpl’ >01—Simp| [>F, O-Simpl et >s—SimpI peuvent s apphquer.

| beuvent s’appliquer; selon les

5 A
formes de f et P, les regles >-

Nous réduisons donc faiblement (pas sous les lieurs sauf pour f dans EIimfR([ y:Bl.f,c,P)) eten
position de téte (si la téte d'un terme est définie comme toute position qui peut déclencher une
réduction).

1.7.2. REMARQUE (Confluence). Pour un contexte donné, —»#

introduit des paires critiques qui ne se réduisent pas vers un élément commun.

n'est pas confluente : la regle DQ
o

Ainsi nous avons I'exemple suivant d'un terme pouvant étre réduit par sz ou D?—Simpl :
o

M = EIimfR([y:TypeO].Az: Prop.Prop, ([Propl, Prop) s (xType,l. Type,» 1YP€4 — Typey)
M >f} Az:Prop.Prop

o

M DQ—Simpl )\z:Type4.EIimISR([y:Typeo].Prop,([Prop],Prop)z[x-rypeo]_-rypeo,Type4)

Les deux termes réduits sont distincts et irréductibles pour —»’;.

Néanmoins, si nous considérons une confluence a extraction présﬁ il est raisonnable de penser
que —»? est confluente : les paires critiquent concernent seulement des régles telles que si M>*N
alors M* =N*,

2. Complétude des régles de réduction

Dans la section précédente, nous avons introduit des regles de réduction en justifiant informel-
lement leur nécessité par des exemples de réductions souhaitables rendues possibles par I'ajout de
la nouvelle regle. Dans cette section, nous allons montrer que nous avons ajouté suffisamment de
régles et que toutes les réductions nécessaires peuvent avoir lieu.

Pour cela, nous établissons un résultat de classification des termes bien typés qui affine les
résultats de la sous-section du chapitre [6] (cf. page [118). Celui-ci nous indique que tout terme
bien typé est soit sous forme canonique (constructeur de type ou sorte typé par un type comparable
a une sorte, constructeur typé par un type comparable a un constructeur de type), soit une variable,
soit un éliminateur.

Dans cette section, nous nous penchons sur le cas des éliminateurs. Nous définissons ainsi
deux familles d’éliminateurs, les termes neutres et les paires implicites projetées, puis nous mon-
trons qu'un éliminateur bien typé dans I' est un terme neutre ou une paire implicite projetée ou

£ . h
réductible pour —.
Nous en déduisons que si I' - R: s et R* —p, O0'x: T'. U’ alors R est soit réductible pour —»? soit

un constructeur de type de AICCy (de nature analogue a celle de O'x : T'.U’), ce qui montre que
les régles ajoutées sont suffisantes pour 'obtention d'un constructeur de type.

2.1. Termes neutres. Nous définissions des termes neutres dans ICCy et AICCs. Intuitivement,
les termes neutres sont des éliminateurs contenant des variables bloquant toute réduction qui
pourrait aboutir a transformer le terme en redex. Ainsi les termes neutres vont rester des termes
neutres de méme nature en se réduisant. En particulier, un terme neutre ne se réduit pas vers un
constructeur de type.

8. siM—" M et M—["M; alors il existe N1,Nj tels que N} =Nj, M} —/!N; et My »1 N,
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2.1.1. Termes neutres dans ICCs.
2.1.1. DEFINITION (Termes neutres). Les termes neutres de ICCs sont définis par la grammaire
suivante :
Neu = x
[NeuN’
|Elims (xy.f’, Neu)
|Elims(y.f’, Neu)
ol x,y sont des variables, N, f' des termes quelconques de ICCy. Lensemble des termes neutres
de ICCy est noté A{\'Ce(‘j’z.
2.1.2. Lemme (Termes neutres et calcul). Soit M;\I oy U terme neutre de ICCs.

(1) Mf\leu n'est pas réductible a la racine.

/
Neu*
!
Neu*

2) si Mf\leu —pi M’ alors M' est neutre et de méme nature que M

3) siMy,, —~pn M’ alors M’ est neutre et de méme nature que M
. ! ! ! ! I !
4) siMy,, <M ouM' <M, alorsM' =My, -

(5) si M;\leu <M ouM' < M;\leu alors M' est un éliminateur ou une abstraction ou M’ = M:\leu €
Var.

DEMONSTRATION.

(1) Montrons que M;\Ieu n'est pas un pin-redex :

!

» Montrons que M,

n'est pas un p-redex :
o si My, est un B-redex alors il existe x, M',N’ tels que My, = Ax.M)N'

e par définition des termes neutres, Ax.M' € A}\'Ceé'z ce qui est impossible car les
termes neutres sont des éliminateurs.

» De méme, My, n'est pas un (-redex : sinon My serait de la forme Elimx (xy.f’, (@', b"))
ou Elims(y.f’, (¢, b)) avec les constructeurs (a’, b’) ou (o, b’) des termes neutres, ce
qui est impossible.

« Enfin M}, n'est pas un n-redex car un terme neutre ne peut étre une abstraction.

(2) Par induction sur la structure de M

Ney €D utilisant le point qui nous indique que la
réduction ne peut avoir lieu en téte.

(3) Découle du point (2) par une récurrence sur le nombre de pas de réductions.
(4) Par inversion de la cumulativité restreinte (lemme page[15), M’ = M, ou M’ et M;

Neu
sont des constructeurs de type de méme nature. M, ne pouvant étre un constructeur de

type, nous déduisons M’ = M

Neu*
(5) Montrons que M’ est un éliminateur ou une abstraction ou alors il existe une variable x
telle que M' =M}, = x.

Neu

o D’apres le point (2) du lemme [2.3.10| page [16} il existe des termes M, N} tels que
M’ =gy Mg, My, —pin Np et Mgy < Nj ou Ny < Mg,

e D’apreés le point (3) de ce lemme, Nj, est un terme neutre de méme nature que M

Neu*®

o D’apreés le point (4) de ce lemme, nous en déduisons que M = Ny,

o D’apres le lemme page |12| appliqué a M’ et M, M’ est un éliminateur ou une
abstraction ou bien M’ et M, ont méme structure.

« Si M’ n'est pas un éliminateur ou une abstraction, montrons que M’ = M € Var.
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e M et Mg sont de méme nature. M(') est neutre, donc un éliminateur ou une va-
riable. M’ n'est pas un éliminateur, donc M’ et M sont des variables.
e M’ est donc irréductible d’ott M’ = Mj,.

e M), et N/ sont de méme nature et M/, = N/, donc M}, est une variable.
Neu 0 0 0 Neu

. M:\I est donc irréductible d’ou Mf\l =Nj.
eu eu
e Nous en déduisons M’ = Mf\leu e Var.
O

2.1.3. REMARQUE. Nous pouvons montrer que tout terme neutre est irréductible pour la ft-
réduction de téte faible, définie par les quatre régles suivantes :

Moyep My My —p M}
My—g M} Elims(xy.f',My) —J Elims (xy.f', M})
M —5, M Mp—p M;
MyN—EM{N  Elims(y.f',Mp) —} Elima(y.f', M})

La pi-réduction de téte faible, est une restriction de la relation —p, olt nous ne réduisons pas sous
les lieurs (réduction faible) mais seulement dans les sous-termes en position de téte (réduction de

téte).

2.1.2. Termes neutres de AICCs. Les termes neutres de AICCy sont I’équivalent dans le monde
annoté des termes neutres de ICCy. Ainsi les termes neutres de AICCs vont rester des termes
neutres en se réduisant et vont s’extraire vers des termes neutres de ICCs.

2.1.4. DEFINITION (Termes neutres). Les termes neutres de AICCs sont définis par la grammaire
suivante :

Neupy = x

[Neua N |Neup [N]

[Elimg((x:A).(y:B).f,Neua,P)

|Elimy, ([x:A].(y:B).f,Neua,P)

|7ty (Neup) | EIimfR([y:B].NeuA,NeuA,P)
ol x, y sont des variables, N, f,P des termes quelconques de AICCs. Lensemble des termes neutres
de AICCs est noté AR‘%‘C.
2.1.5. Lemme (Termes neutres et extraction). Si Me,, est un terme neutre de AICCs, alors M’,{IeuA
est un terme neutre de ICCs.

DEMONSTRATION. Immeédiat par induction sur la structure de Mpey,- O

2.1.6. Lemme (Termes neutres et réduction). Si Mney, est un terme neutre de AICCs et si Mey, —»#
N alors N est également un terme neutre de AICCy.

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de Mgy, .
o Tous les cas sauf celui de I'éliminateur simplifié sont immeédiats.
¢ Si MNey, = EIimISR([y:B].fN, c,P) —»? N avec fy terme neutre de AICCs, alors, par inversion
de —»’F’ trois cas peuvent se produire.

(1) Montrons que la réduction n’'a pas lieu a la racine : fy terme neutre, ne peut étre ni
un constructeur, ni un constructeur de type, ni une sorte, donc EIimISR([y:B]. fncP)
ne peut étre un redex pour aucune des régles de réduction présentées ci-dessus.
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(2) La réduction a lieu a la racine (regle (HRep-Basr)) : fN, terme neutre, ne peut étre ni
un constructeur, ni un constructeur de type, ni une sorte, donc EIimfR([y:B]. fneP)

ne peut étre un redex que pour la regle '>£2—Simp| : nous pouvons donc poser ¢ =
EIimISR([z:T].g, d,U) et avons
MnNeu, = EIimISR([y:B].fN, EIimISR([z:T].g, d,0),P) >§2_Simpl EIimISR([z:T].EIimfR([y:B].fN,g,P),d,P) =N

Montrons que N est un terme neutre.
e fn est un terme neutre donc EIimIsR([y:B]. /N, &, P) est un terme neutre;
e N est un terme neutre car EIimIsR([ ¥:Bl.fn, &, P) est un terme neutre.

(3) Laréduction a lieu dans fy (régle (HRep-Simpl-Brancm) : par induction fy se réduit vers
un terme neutre, donc N est un terme neutre également.

(4) La réduction a lieu dans P (régle (HRep-Simpl-Tyer)) : la branche de N est fy, terme
neutre par hypothése, donc N est un terme neutre.

(]

2.1.7. REMARQUE (Termes neutres et termes clos). Nous montrons facilement par induction
structurelle qu'un terme neutre de ICCs ou AICCs n’est pas clos.

2.2. Paires implicites projetées. Les paires implicites projetées sont des paires implicites en-
coquillées (au niveau de la branche) dans un ou plusieurs éliminateurs simplifiés.

Nous définissons cette famille d’éliminateurs car elle caractérise, comme nous le verrons dans
la preuve du lemme les éliminateurs de AICCy bien typés qui ne sont ni des termes neutres,
ni réductibles pour — (avec I' un contexte de typage pour les éliminateurs considérés).

2.2.1. DEFINITION (Paires implicites projetées).

» Les paires implicites gauches projetées sont définies par la grammaire suivante :
IpairLg == EIimISR([y:B].([a],b)z[xA],B,c,P)|EIimfR([y:B].IpairLE,c,P)
 Les paires implicites droites projetées sont définies par la grammaire suivante :

IpairRg == EIimfR([y:B].(a,[b])zX:A_[B],c,P)|EIimfR([y:B].IpairRE,c,P)

Contrairement aux termes neutres, les paires implicites projetées peuvent s’extraire vers des
constructeurs de type. EIimISR([y:B].(Prop — Prop, [y])sxa. 8], X, P) en est un exemple.

En fait nous pouvons étre plus précis et montrer que termes neutres et paires implicites proje-
tées sont deux familles disjointes.
2.2.2. Lemme. Une paire implicite projetée n'est pas un terme neutre.

DEMONSTRATION. Traitons le cas de la paire implicite droite projetée. Le cas de la paire impli-
cite gauche projetée se résout exactement de la méme maniere. Si EIimIsR([ y:Bl.f,c,P) est une paire
implicite droite, montrons par induction sur sa structure que ce n’est pas un terme neutre :

e si f=([al,b)sxa).B alors f n'est pas un terme neutre donc EIimISR([y:B].f, ¢,P) non plus;

« sinon, f est une paire implicite droite : par hypothése d’induction, ce n’est pas un terme
neutre, donc EIimISR([y:B].f, ¢,P) non plus.

O

Un petit résultat utile pour la preuve du lemme ci-dessous.

2.2.3. Lemme. SiT'+M:T avecT un constructeur de type ou une sorte alors
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* siM est une paire implicite droite projetée, T est une somme implicite droite;

o siM est une paire implicite gauche projetée, T est une somme implicite gauche.

DEMONSTRATION. Montrons le résultat pour la paire implicite gauche projetée. Celui de la paire
implicite droite projetée se traite de maniére analogue. Nous procédons par induction sur la struc-
ture de M.

e SiM= E|imISR([y:B].([a],b)z[xA],B,c,P) :
 parinversionde I'-M:T, nous avons I'; y: B+ ([al, )s[xa].B : P et P* <T*;
e parinversion de I'; y: B+ ([al, b)s(xa].B: P, (Z[x:A]l.B)* <P*;
e par transitivité, (Z[x:A].B)* <T*;

e puisque T est un constructeur de type ou une sorte, nous déduisons que T est bien
une somme dépendante implicite gauche.

e SiM= EIimISR([y:B].f, ¢,P), avec f une paire implicite gauche projetée :
e parinversionde 'M:T, nous avons I'; y:BF f:PetP*<T*;
 par cumulativité, nous déduisons I'; y: B f:T;
» nous concluons alors par hypothése d’'induction sur f.
O

2.3. Classification des éliminateurs bien typés. Nous présentons dans cette sous-section le
résultat qui justifie le choix des regles de réduction ajoutées dans AICCy ainsi que les définitions
des termes neutres et des paires implicites projetées.

Nous allons ainsi montrer que tout éliminateur annoté typé dans un contexte I' est soit un
terme neutre, soit une paire implicite projetée, soit réductible pour —»'13. Notons que les trois caté-
gories d’éliminateurs ne sont pas mutuellement exclusives : un terme neutre ou une paire implicite
projetée peuvent se réduire.

Cette classification nous permettra d’utiliser la réduction —»?‘ dans AICCy pour obtenir des
constructeurs de type : nous montrons qu'un éliminateur typé par une sorte dont I’extraction se
réduit vers un constructeur de type n'est ni un terme neutre (dont I’extraction ne peut se réduire
vers un constructeur de type) ni une paire implicite projetée (qui ne peut étre typée par une sorte).

2.3.1. Lemme (Classification des éliminateurs bien typés). SiT' - M : R et si M est un éliminateur

alors M est un terme neutre ou réductible pour —»;‘ ou une paire implicite projetée.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de I' - M : R. M étant un éliminateur nous
considérons uniquement les régles d’élimination et la régle (cumy). Les cas les plus compliqués
sont la premieére projection et I'éliminateur simplifié.

e (Cumy) : immédiat par hypothése d’induction.
e (E-App) €t (I-App) sont similaires. Traitons (-Arp) : si

I'=M:I[x:T].U I'EN:T
I'EMI[N]: U [x/N]

montrons que M [N] est un terme neutre ou réductible pour —»{1.
» D’apres le corollaire page appliqué a I' - M : TI[x: T] .U, trois cas sont pos-
sibles :

(1) M est un constructeur associé a I1[x:T].U, donc une abstraction implicite,

(2) M est une variable,
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(3) M est un éliminateur.
e Si M est une abstraction implicite A[x:T].Mg alors M [N] = (A[x:T].My) [N]l>€i My [x/N].
* Si M est une variable alors M est un terme neutre donc M [N] également.

¢ Si M est un éliminateur, par hypothese d’'induction sur I' - M : I1[x:T] .U, un des trois
cas suivants est vrai :

— M est un terme neutre, d’ou M [N] neutre également;
— M est réductible pour —»1@, alors M [N] I'est également (regle (HRep-1-App));

— M est une paire implicite projetée : impossible car alors I' - M : TI[x:T]. U contre-
dit le lemme 2.2.31

e (Zx-E) : Si
'FP:Zx:A.B—s 'Fc:Zx:A.B x:A;y:BEf:P(X,))sxAB
'+ Elimg((x:A).(y:B).f,c,P):Pc

montrons que Elimg((x:A).(y:B).f,c,P) est un terme neutre ou réductible pour —»IK‘. La
preuve est similaire a celle du cas précédent. D’apres le corollaire page appliqué
al'lkc:Zx:A.B, trois cas sont possibles :

(1) ¢ est un constructeur associé a Zx : A.B, d'ou ¢ = (a,b)sx:a,.B, €t Elimg((x:A).(y:
B).f,¢,P) = Elimg((x:A).(y:B).f, (@, D)sx:a,.B,,P) DQ flx/allylbl;
(2) c est une variable alors Elimg((x:A).(y:B).f, c,P) est un terme neutre;

(3) ¢ est un éliminateur : nous concluons, exactement comme pour I'application impli-
cite, a partir de I'hypothése d’induction.

e (¥3-F):Si

THP:X[x:A].B—s T'kc:2[x:A]l.B Tx:A;y:BE f:P([x], ¥)s[xAlB x¢eFV(f)
I'F Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P):Pc

montrons que Elimy, ([x:A].(y:B).f, ¢,P) est un terme neutre ou réductible pour —»{1.

La preuve est tres similaire a celles des deux cas précédents. Nous appliquons le corol-
laire page al'l c:Z[x:A].B, puis nous raisonnons également par induction pour
traiter le cas des éliminateurs.

Une différence importante, toutefois, est que ¢ peut étre une paire implicite projetée
gauche (puisque I' - ¢ : Z[x:A].B ne contredit pas le lemme [2.2.3). Dans ce cas, ¢ est un

éliminateur simplifié et Elimy, ([x:Al.(y:B).f, c,P) est un redex pour la regle D%—Simpl'

e (Zgys—E-1) Si
I'kFc:Zx:A.[B]
I'kFmi(c):A

h
I

Nous procédons comme précédemment en appliquant le corollaire page a
' c:Zx:A.[B]. Pour le cas ou ¢ est un éliminateur, nous utilisons ’hypothése d’'induc-

tion et le seul cas non-immédiat est celui ol ¢ est une paire implicite projetée.

montrons que 1;(c) est neutre ou réductible pour —

Posons ¢ = EIimISR([y:Bo].f, d,P). Contrairement au cas précédent, m; (c) = m; (EIimfR([y:BO].f, d,P))
n’est pas nécessairement un redex pour >§1_Simpl
plicite droite.

Montrons que 1 (Elim; ([y:Bol.f, d,P)) est réductible pour —

car P n’est pas a priori une somme im-

h
I
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h

iz

— Par inversion du jugement I' - EIimfR([y:Bo].f, d,P):Xx:A.[B], nous déduisons :
— P*=<(Zx:A.[BD*

— il existe une sorte s telle qu'une dérivation de I' - P : s est incluse dans celle
deT EIimfR([y:BO].f, d,P):Zx:A.[B].

— D’apres le corollaire page appliqué aT' P : s, trois cas sont possibles :

(1) P estun constructeur de type ou une sorte,

e Montrons que P est une somme implicite droite ou un terme réductible pour —

(2) P est une variable,
(3) P est un éliminateur.

— Si P est un constructeur de type ou une sorte, alors, d’apres le point du
lemme page et puisque P* < (Zx : A.[B])*, il existe Aj,B; tels que
P= Zx:Al.[Bl].

— P n’est pas une variable car sinon P* < (£x: A.[B])* contredit le lemme [2.3.15
page|[18}

— Si P est un éliminateur alors, puisque I' - P : s est inclus dans la dérivation, nous
pouvons appliquer par induction le lemme aT'-P:s:

(1) P n’est pas neutre car sinon P* est neutre dans ICCy (lemme [2.1.5) et P* <
(Zx:A.[B])* contredit le point (5) du lemme page
(2) P ne peut étre une paire implicite projetée car alors I' - P : s contredirait le

lemme

(3) P est donc réductible pour —»?’.
e SiP=3Xx:A;.[B;], alors mj(c) = nl(EIimfR([y:Bo].f, d,X[x:A1] .Bl))Dgl_SimplEIimfR([y:Bo].Trl(f), ¢, A1),

d’ o1 1 (¢) —»? EIimIsR([y:BO].JTl(f),c,Al) (régle (HRED-Bask)).
¢ Si P est réductible pour —»? alors c est réductible (régle (HRep-Simpl-Tyer)) puis m;(c)
également (régle (HRep-ny)).
* (Zsup—-E-2) Si

yEFV(f™)

I'—P:s I'Fc:Zx:A.[B] I;y:Bok f:P (Blx/m (0))* <B;

I+ EIimIsR([y:BO].f, c,P):P

montrons que EIimIsR([ ¥:Bol.f, c,P) est un terme neutre ou réductible ou une paire impli-
cite projetée.
* Montrons pour commencer trois résultats préliminaires : un pour c et deux pour P.
(1) Montrons que c est
— un terme neutre
— ou une paire implicite droite

— ou une paire implicite droite projetée

h
I

D’apres le corollaire page appliqué aT' F c¢: Zx: A.[B], trois cas sont
possibles :

— ou un terme réductible pour —

(a) ¢ est un constructeur associé a Zx : A.[B], donc d’apres la définition [2.2.1]
page([118] c est une paire implicite droite;
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(b) c est une variable : alors ¢ est un terme neute neutre.

(c) ¢ est un éliminateur : par induction sur I' - ¢ : £x : A.[B], trois cas sont
possibles :
(i) c estun terme neutre;
(ii) c est réductible pour —»{f ;
(iii) c est une paire implicite projetée (droite ou gauche) :

— Xx:A.[B] n'est pas une somme implicite gauche, donc d’apres le lemme[2.2.3]
appliqué a I' - ¢ : Zx : A.[B], ¢ n'est pas une paire implicite projetée
gauche;

— nous en déduisons que c est bien une paire implicite projetée droite.

(2) Montrons que si (Ox:T.U)* <P* et si P n'est pas un éliminateur alors il existe
To, Uy tels que P =0Ox: Ty. Uy.
— Montrons que P est un constructeur de type ou une sorte.
— D’apres le corollaire page appliqué aT' P : s, P est une variable,
un éliminateur, un constructeur de type ou une sorte.
— P n’est pas un éliminateur par hypothese.
— P n’est pas une variable car si P = x( alors nous avons xo < O*x:T*.U"
ce qui contredit le lemme [2.3.15| page
— Nous concluons en appliquant le point (1) du lemme page aPb.
(3) Montrons que si (Ox:T.U)* <P* et si P est un éliminateur, alors P est réduc-
tible pour —»?.

— Par induction sur I' - P : s, P est un terme neutre ou bien réductible pour

h a . .. s s
— ou une paire implicite projetée.

— P n’est pas neutre car sinon P* est neutre dans ICCy (lemme [2.1.5) et ((Ox:

A.B)* < P* contredit le point (5) du lemme page
— P n’est pas une paire implicite projetée car sinon I' - P : s contredirait le

lemme

¢ Revenons a la preuve principale. D’apres le lemme page appliqué a T;;y:
By - f: P trois cas sont possibles :

(1) f estune variable,
(2) f estun éliminateur,
(3) il existe R sorte ou constructeur de type de AICCs tel que f est un terme associé
aRetR*<P".
Traitons chacun de ces cas.
(1) si f est une variable : d’apres le résultat préliminaire sur ¢ nous avons quatre
possibilités :
— c est un terme neutre : f est neutre donc EIimfR([ ¥:Bol.f, c,P) est neutre
— une paire implicite droite : nous pouvons appliquer >% a EIimfR ([y:Bol.f,c,P);

A N

— une paire implicite (droite) projetée : nous pouvons appliquer > 2 _Simpl

EIimISR([y:BO].f, ¢, P).

— un terme réductible pour —»? : alors en appliquant (HREp-Simpl-OBJECT), EIimISR ([y:Bol.f,c,P)
est également réductible.
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(2) Si f est un éliminateur alors par induction sur I'; y : Bo - f : P, nous avons trois
cas:

— f est un terme neutre : nous concluons en procédant comme ci-dessus
dans le cas ou f est une variable;

h

T;y:Bo

h.

1" )

— fest une Paire. ir‘nplicit.e projetée : alors EIimISR([y:BO]. f,c,P) est également
une paire implicite projetée.

— f estréductible pour — alors, en appliquant (HREp-Simpl-BraNcH), EIimISR([y:Bo].f, c,P)

est réductible pour —

(3) Si f est un terme associé a R, montrons que EIimfR([y:B]. f,c,P) est réductible
pour —»# ou une paire implicite projetée. Par définition de terme associé, nous
avons les trois cas suivants :

(@) f est une sorte (et R également) : EIimfR([y:B].f, ¢,P) est un redex pour

A .
[>s—SimpI ’

(b) f estun constructeur de type Oz:T.U (et R est une sorte) : montrons que
nous pouvons appliquer DII} O—Simpl a EIimISR([y:BO].f, c,P):
— par inversion de I'; y : Bo -0z : T.U : P, il existe s, sy tels que I'; y : By
T:stetl;y:Bp;z: THU:sy;
— par complétude de I'algorithme d’inférence de type extrait (proposition{4.2.1
page , il existe des termes de ICCy S’,Sy; tels que I'*; y : By - Tq'S),
etT*;y:BYz: T*FUpS! ;

: : A .
— nous pouvons donc bien appliquer > O-Simpl *

I*;y:By Tyl St To = ElimfR([y:Bo].T, ¢,NF_BI(S}))
I*y:Bz:T* - UﬂIS’U Up = EIimfR([y:Bo].U,C,NF_BI(S’U))
Elim; ({y:Bol.0z:T.U,¢,P) b g O2:To.Ug

(c) f est un constructeur associé a R constructeur de type de AICCs. Posons

R=0x:T.U. Nous avons (Ox:T.U)* <P* pour un certain OJ.

Montrons que EIimISR ([y:Bol.f, c,P) est réductible pour —»{1 ou une paire im-

plicite projetée.
— Si P est un éliminateur, d’apres le troisieme résultat préliminaire, P est ré-

ductible pour —»{3. En appliquant regle (HRep-Simpl-TypE), EIimfR ([y:Bol.f,c,P)

h
r

— Si P n’est pas un éliminateur alors, d’apres le deuxieme résultat prélimi-
naire ci-dessus, il existe Ty, Uy tels que P = Ox : Ty.Uy. f, constructeur
associé a R est donc également un constructeur associé a P. Cing cas sont
possibles :

est donc réductible pour —

— si0z:T.U; =11z:T;.U; alors f = Az:T.M et nous pouvons appliquer
>\ _simpt & Elimy ((y:Bol.f, ¢, P);

— si0z:Ty.U; =[z:T1].U; alors f = Alz:T].M et nous pouvons appli-
quer l>’[“)\]_5imp| a EIimfR([y:BO].f, ¢, P);

— si0z:T,.U; =Z2z:T,.U; alors f = (a, b)sz.a.B et nous pouvons appli-

quer D?,-)—Simpl a EIimISR([y:Bo].f, ¢, P);

9. Notons que le contexte de typage dans la réduction a changé.
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— si0z:T,.U; = Z[z:T1].U; alors f = ([al, b)sza).8; d’apres la défini-

tion EIimfR([ ¥:Bol.f, ¢, P) est une paire implicite gauche projetée;

— si0z:Ty.Uy =Zz:Ty.[Up] alors f = ([al, b)s[za).B; d’apres la défini-
tion Elim; ((y:Bol.f, ¢, P) est une paire implicite droite projetée.

O

2.3.2. REMARQUE. Cette preuve assez longue justifie bien l'ajout des différentes regles et les
définitions des termes neutres et des paires implicites projetées : toutes les regles de réduction a la
racine et dans un sous-terme sont utilisées ainsi que tous les différentes formes possibles de termes
neutres ou paires implicites projetées. Le choix de ces régles et définitions s’est évidemment fait en
parallele de I’élaboration de la preuve du lemme de classification des éliminateurs.

2.3.3. REMARQUE. Si des regles analogues a D?,-)—Simpl avaient pu étre définies pour les paires
implicites, la définition de paire implicite projetée aurait été inutile et la preuve plus simple. Nous
aurions pu montrer que tout éliminateur bien typé est soit un terme neutre soit réductible. Le
cas (Zsys -E-1) en particulier aurait été significativement raccourci.

2.3.1. Canonicité. Nous pouvons maintenant montrer une propriété usuelle des systemes de
type : les termes clos irréductibles typés par une sorte ou un constructeur de type ont une forme
canonique.

2.3.4. Corollaire (Classification des termes clos).

(1) Si FM:0Ox:T.U, alors M est un constructeur associé a Ox : T.U ou réductible pour —".

(2) Si EM:s, alors M est une sorte ou un constructeur de type ou réductible pour —»fl.
DEMONSTRATION.
(1) Nous procédons par induction sur la structure de M.
¢ En appliquant les résultats de classification établis précédemmenta FM:0Ox:T.U
(corollaire page et lemme[2.3.1), M est
(@) un constructeur associé¢ aOx:T.U;

(b) ou un terme neutre (y compris une variable) ;

(c) ou réductible pour —%;

(d) ou une paire implicite projetée.
 (a) et (c) permettent de conclure.
« (b) est impossible car les termes neutres ne sont pas clos (remarque2.1.7).
e si (d), posons M = Elimfk([y:BO].f, ¢,P) et montrons que M est réductible pour —".
e Par inversion de + EIimISR([y:B].f, ¢,P):0Ox:T.U, il existe A,B tels que Fc:Zx:
A.[B].
o Par induction sur ¢, c est (i) une paire implicite droite ou (ii) réductible pour —
Si (i) alors M est un lf,-redex, donc réductible pour —h_Sj (ii) M est réductible
pour —7.
(2) La preuve est similaire sauf que le cas de la paire implicite projetée est traité en appliquant
le point[1] 1l n’est pas nécessaire de raisonner par induction structurelle.

h

O

3. Correction des regles de réduction

Nous montrons dans cette section que si ' M : R etsi R —»{f Rg alors ' = M : Rg. Pour cela
nous commencons par prouver que la réduction dans AICCy est compatible avec la réduction dans
ICCg, puis nous prouverons que —»’rl préserve le typage.
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3.1. Correction pour la réduction. Nous montrons dans cette sous-section que si R se réduit
vers Rg dans AICCy alors R* = Rj ou R* —¢, Rj. Ce résultat n’est valide que pour les termes dont
les variables implicites liées sont bien positionnées. Nous montrons la correction d’abord pour les
réductions a la racine, puis pour la réduction dans un contexte.

3.1.1. Réduction a la racine.

3.1.1. Proposition (Correction pour la réduction). Si I' - My : R et si M D?Ml alors My = M} ou
M; >B1 MT .

DEMONSTRATION. Nous distinguons les différentes reégles appliquées dans M I>II§M1. Deux cas
se présentent :

(1) Nous n’'utilisons pas le fait que les variables liées de My sont bien positionnées : nous
avons deux sous-cas :

(a) pour les regles DSZ et DS: , Nous montrons respectivement que Mg > M} et que Mg >,
M*
1
5 A : : : A A
(b) pour les regles Dl}], Constr—Simpl, Elim=Simpl, >T O-Simpl et D> Gimpl» NOUS montrons

directement que Mj = M.
(2) Nous utilisons I'hypothese sur la position des variables liées implicites de My. La encore,
deux sous-cas :
(@ >g : Nous avons Mg = Elima(y.f™, (¢, b)) >, f* [y/b*] et M] = f* [x/a*][y/b*]. Mon-
trons que My = f* [y/b*].
» Par hypothese sur les variables implicites liées de My, nous avons x ¢ FV(f™).
o Le lemme page [10]| nous indique alors que f*[x/a*] = f*, d'ot M} =
frly/b*].

(b) Pour les regles >%

ﬁ[
e Pour l>€i : Nous avons My = M* et M = M* [x/N*]. De méme que pour le cas

et l>f§, nous montrons que MS =Mj.
g

précédent, nous avons par hypothese x ¢ FV(M™) et concluons grace au méme
lemme|[1.2.12| page[10]

. D% : Nous avons My = f* et M] = f*[y/b*]. Similairement a Dg et >
avons par hypothese que y ¢ FV(f*) d'ou f* [y/b*] = f*.

A4
ﬁl

, nous

O

3.1.2. Réduction dans un contexte.

3.1.2. Proposition (Correction pour la réduction). Si I' - Ng : R et Ny —»1}_’ N; alors Ng = Ni‘ ou
N} —g5, NI.
0 PtV

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de N —»{l N;.
e Le cas de base (HRep-Base) découle de la proposition|3.1.1
 Le cas (HRep-Simpl-Tyee) est trivial car Nj = Nj = f*.

o Les autres cas se traitent immédiatement par induction : le résultat peut s’appliquer aux
sous-termes car ils sont bien typés. Notons que le changement de contexte pour la régle (HRep-
Simpl-Branch) ne pose pas de probléme car si N; = EIimfR([y:B].Mi,c,P) pour i € {1,2} et si
'+ EIimIsR([y:B].Mo, ¢,P) : R alors par inversion I'; y: B My : P et nous pouvons bien sup-
poser par induction que My —»f’; VB M;.

U
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3.2. Correction pour le typage.
3.2.1. Réduction a la racine.

Réductions standard.

3.2.1. Lemme (Correction pour >€l). Si My l>’gl M, etsiT+My:R alorsT +M; :R.

A
pu

. l>€3 et l>‘§i sont similaires. Traitons l>€e. SiT' (Ax:T.M)N:R. Montrons que I' - M [x/N] : R.
¢ Par inversion de I' - (Ax:T.M)N:R, il existe A, B tels que
— I'FAx:T.M:IIx:A.B
— I'EN:A
— (B[x/N]D* = R*
o Parinversion de I' - Ax:T.M:Tlx: A.B, il existe une sorte s et un terme U tels que
— I;x:THEM:U
— I'FITIx:T.U:s
— (x:T.U)* = (ITx:A.B)*

e Parinversion de (Ilx: T.U)* < (Ilx:A.B)* nous avons A* <T* et U* <B*.

DEMONSTRATION. Nous distinguons les différentes regles de >

» Nous montrons que (I';x:A)* < ([;x:T)* et que I'; x : A+. Nous en déduisons grace
au corollaire page que;x:AFM:U.
e Par substitutivité, nous avons I' - M [x/N] : U [x/N].

¢ Par cumulativité, nous montrons que I' - M [x/N] : B [x/N] puis que I' - M [x/N] : R.
: Nous avons T+ Elimg((x:T).(y:U).f,(a, b)sxa.B,P) : R. Montrons que T' + f [x/a] [y/b] :

e Par inversion de '+ Elimg((x:T).(y:U).f, (a, D)sxa.B,P) : R,
— I't(a,b)sxap:2Zx:T.U
— 0Lx:T;y:UF f:P(x,V)seT.U
— (P(a,b)sxa.B)* <R*
e Parinversionde '+ (a,b)sxap:Zx:T.U:
— T'Fa:A
— I'Hb:Blx/al
— (Zx:A.B)* = (Zx:T.U)*¥,
e Par inversion de (Xx:A.B)* < (£x:T.U)*, nous avons
— A* =<T*
— B* < U*, puis B[x/al)* = (Ulx/a])*.
e Par cumulativité, nous montrons que
— TI'ta:T
— T'+b:Ulx/a)l.
o Par substitutivité sur I'; x: T; y: U+ f: P (x, ¥)sxT.u NOUS avons :
— ensubstituant x par a: I;y:Ulx/alF flx/al :P(a, V)sxT.U
— puis, en substituant y par b: T'+ f[x/al[y/b]:P(a,b)sxT.U-
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e Par cumulativité sur I' + f'[x/a][y/b] : P (a, b)sx.T.u, nous montrons finalement I" -
flx/ally/b]:R.

A
Iy

. l>éI : Similaire a >

. l>ﬁ : Similaire, mais en plus simple, a Df; : double utilisation des lemmes d’inversion, chan-
gement de type par cumulativité, mais pas besoin du lemme de substitutivité.
. D% : Nous avons I' - EIimfR([y:BOJ.(a, [bD)sxa.B), f>P) : R. Montrons que I' - f[y/b] : R.

e Parinversionde I I EIimfR([y:Bo].(a, [bD)sxa. 8], f>P) : R, il existe s, T, U tels que
— I'(a,[bDsxa. B : Zx:T.[U]
— I y:Bok f:P
— I'kP:s
— (Ulx/m (@, [bDsxa.B)D* =U* [x/a*] <Bj
— P* <R".
e Par inversion de ' (a, [b])sx:a.B) : £x : T. [U], nous avons
— I'+b:Blx/al,
— (Zx:A.[BD)* <= Zx:T.[UD*, dolt A* <T* et B* <U* par inversion de la cumu-
lativité.
¢ Montrons que I'+ b: By par cumulativité sur ' b:Blx/al] :
— Montrons qu'’il existe une sorte s telle que I' - By : sg.
— DeT;y:Bot f:Pnous déduisons I'; y: Bg |-.
— Nous concluons par inversion de (wer-Sy).
— Montrons que B* [x/a*] = Bg.
— De B* <U* nous déduisons B* [x/a*] < U* [x/a*].
— Nous concluons par transitivité puisque U™ [x/a*] < By.
e Par substitutivité sur I'; y: Bo - f:P et ' b: By, puisque y ¢ FV(P), T+ f[y/b]:P.
e Par cumulativité sur I' - f [y/b] : P, nous avons bien I' - f [y/b] : R.

Constructeurs et éliminateur simplifié.

3.2.2. Lemme (Correction pour > P- SiMo >A M;etsil'EMg:RalorsT =M;j:R.

A
Constr—Simp Constr—Simpl

A

DEMONSTRATION. Nous distinguons les différentes regles appliquées dans Mqy> Constr—Simpl M;.

A A . . . . A .
. [>)\—Simp| et >[M_Simpl sont similaires. Traitons >[M_Simpl. Si

EIimISR([y:Bo].)\[z:T] M, ¢,I1[z:Ty] .U())D[[\)\]_SimpI Alz:Tol. EIimfR([y:BO].M, ¢, Up)
etsil' EIimfR([y:BO].)\[z:T] .M, ¢,I1[z:Ty].Up) : R, montrons que I' - A[z:Ty]. EIimISR([y:Bo].M, ¢,Up):
R.

e ParinversiondeI' EIimISR([y:Bo].)\[z:T] .M, ¢, I1[z:Ty].Up) : R, il existe A, B, sy tels que
tels que

— I'F1I[z:Tp].Up : so

— I'kc:Zx:A.[B]

— I y:BoF Alz:T] .M : I1[z:Ty] . Ug
— y¢e FV((A[z:T].M)*) = FV(M™)
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— (Blx/m(c))* =By
— (M[z:Ty].Ug)* <R*.
e Parinversion de I'; y: Bo - A[z:T].M: II[z:Ty]. Uy il existe U, s tels que
— I;y:Bp;z: TEFM:U
— I y:BoFII[z:T].U:s
— z¢ FV(M™)

— ([z:T].U)* < (II[z:To] .Ug)*, d'ott Tj < T* et U* < U par inversion de la cu-
mulativité.

o Par inversion de I' - I1[z:Ty].Ug : so, il existe sy, s, telles que
— I'+ To 8
— F;Z:Tol—U():Sz.

e Montrons que I';z:Tg; y:BgHM:Up a partirde I'; y: Bg; 2: TH M : U en trois étapes :
changement de T en Ty, échange des variables y et z, changement de U en U.

(1) Montrons I'; y : Bg; z: To = M : U par changement de contexte sur I'; y:Bg;z: T -
M:U (lemme page :
— nous avons Ty <T* d’ott (I y:Bg; 2: T)* < (I, y : B; 2: Tp) ™5
— montrons que I'; y:Bo; z: To F:
— nous déduisons I'; y:BoFdeI';y:BoFI1[z:T].U:s;
— par affaiblissement de I' - Ty : 51, nous obtenons I'; y:Bg Ty : 81 ;
— nous concluons en appliquant (we-Sy).
(2) Montrons que I';z:To; y:BoF-M: U :
— puisque I'; y : Bg I, nous avons z ¢ FV(By) ;
— nous pouvons donc, d’apres le lemme page échanger les va-
riables y et zdans I'; y:Bg;z: THM: U.
(3) Montrons finalement que I';z: To; y: Bo M : Up par cumulativité sur I'; z: Tg; y :
Bo-M:U:
— nous avons U* <Uj
— par affaiblissement de I'; z: To - Ug : s2, nous obtenons I'; z: Tp; y: Bo F Ug :
2.

¢ Montrons que I';z: To EIimfR([y:BO].M, ¢,Up) : Ug. Nous voulons appliquer (Zgy;-E-
2)

yéeFV(M™)

I5z:TogHUp: s I5z:ToFc:Zx:A.[B] I52:To;y:Bo-M:Up (B [x/7,(c)])* < BY
=0

F;Z:To [ EIimISR([y:Bo].M, C,U()) ZUO

A

— Les conditions de bord y ¢ FV(M*) et (B[x/m;(c))* < B; ont déja été démon-
trées.

— Les prémisses I';z: To - Up: sy et I';z: To; y : Bo - M : Up ont déja été montrées
dérivables.

— La derniere prémisse I'; z: To - c: Zx : A.[B] est dérivable par affaiblissement de
I'tc:Zx:A.[B].
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e Montrons enfin que I' - A[z:Ty]. EIimfR([y:Bo].M, ¢, Up) :R.
— Puisque z¢ FV(M*) = FV((EIimISR([y:BO].M, ¢,Up))™), nous pouvons appliquer (-
Lam) al;z:To EIimISR([y:Bo].M, ¢,Up) : Uy et dériver
'+ )\[z:TO].EIimISR([y:Bo].M, ¢,Up) : I[z:Tp]. Uyp.
— Par cumulativité, nous déduisons que I' - A[z:Ty]. EIimfR([y:Bo].M, ¢,Up):R.
. l>‘(§'.)_5impI :SiT F Elim{ ((y:Uol.(@, b)sz.8,¢, 22 Ag.Bo) : R montrons que I' - (o, bo)zz:a, B, :
R avec ap = EIimfR([y:Uo].a, c,Ag) et by = EIimfR([y:UO].b, ¢,Bo [x/ap]).
e ParinversiondeI EIimfR([y:Uo].(a, b)sza.B,C,Z2:Ag.Bg) : R, il existe sy, T, U tels que
— I'HZz:A0.Bg: $o
— TI'Fc:Zx:T.[U]
— Ly:Ugk (a,b)szaB:22:A0.Bg
— y&FV((@ b)szap)*) dott y ¢ FV(a*) et y ¢ FV(b*).[(]
— (Ulx/m(e))* =Uy
— (Zz:Ap.Bp)* <R*.
e Parinversionde I'; y:Ugt (a,b)sza.B: Z2:Ag.By, il existe s tel que
— I;y:Ugka:A
— I, y:Ugkb:Blz/al
— I;y:Ug-2Zz:A.B:s
— (2z:A.B)" < (Zz:A¢.Bg)", dout A* < Aj et B* < B, par inversion de la cumula-
tivité.
e Parinversionde I'2z:A¢.By: s, il existe s1, s telles que
— T'FAp: 1
— I5z:Ag By : so.
e Nous pouvons dériver I' F ag : Ag en appliquant (Sgy; -E-2)

yé€FVia")

I'HAp:s; I'Fc:Zx:T.[U] I;y:Upka:Ag (U [x/m11 (O])* < U*
=Y

'+ E“mfR([y:Uo].d, C,Ao) ZA()

puisque nous dérivons I' - a: Ag par cumulativité sur '+ a: A.EI

e Montrons que I' - by : Bg[2/ap] : nous voulons appliquer (Zsys —E—Z)E]

yeFV(b™)

T'FBglz/ap]: s I'kFc:2Zx:T.[U] I y:Ugk b:Bglz/agl (U [x/m1(Q)])* <U*
=%

N EIimfR([y:Uo].b, ¢,Bolz/agpl) : By [z/ apl

11 suffit de montrer que les prémisses I' - By [z/ap] : s2 et I,y : Ug - b : By [2/ag] sont
dérivables :

10. Dans le cas de la paire implicite gauche ([a], b)sza]. B, nNous avons seulement y ¢ FV(b*); dans celui de la paire
implicite droite (a, [b])sz.a. (8], ¥ € FV(a™).

11. Cette étape serait impossible pour ([a], b)sza].B car nous n'avons pas y ¢ FV(a™).

12. De méme, cela serait impossible pour (g, [b])5,:a.(p] car nous n'avons pas y ¢ FV(b*).
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— par substitutivité sur I'; z: Ag - By : sp et I' - ag : Ag, nous obtenons I' - By [z/ ap] :
825

— nous montrons facilement que (B[z/a])* < (Bg[z/agl)* et en déduisons T;y :
Up F b:Bglz/ap] par cumulativité sur I'; y: Ug - b: B[z/al.

» Montrons finalement que I' - (ag, bo)sz:A,.8, : R
— nous dérivons I' - (ag, bo) s z:a, .B, : 22 : Ag.Bo en appliquant (z,-1

PFQQZAQ rkboiBo[z/do] FFZZZA().B()ZS()
' (ao, bo)sz:a.By - Z2: Ag.Bo

— nous concluons par cumulativité.

3.2.2. Eliminateurs de paire implicite et éliminateur simplifié.

3.2.3. Lemme (Correction pour D’é“m_Simpl). Si My Délim—SimpI M; etsil'EMy:R alorsT =M;j :R.
DEMONSTRATION. Nous distinguons les différentes regles appliquées dans Mg l>‘|§|im_5impI M;.
. D?_Simpl : Supposons que I' - Elimy, ([x:A].(y:B).f, EIimISR([z:T].g, d,U),P) : R et montrons
que T F Elim; ([z:T].Elimy, ((x:Al.(y:B).f,8,P),d,P (Elim; ([z:T].g,d,U))) : R. Nous procé-
dons comme précédemment en deux étapes :

(1) Commencons par déconstruire, par inversion des regles (=3-E) et (zsy5-E-2), le juge-
ment de départ.

e Par inversion de I' - Elimy, ([x:A].(y:B).f, EIimISR([z:T].g, d,U),P) : R, il existe des
sortes s, s’ telles que

— T'+2X[x:A]l.B: s
— I'FP:2[x:Al.B—s
— I+ EIimISR([Z:T].g, d,U):%[x:A].B
— Dx:Ay:BE f:P(x], Y)s(xalB
— x¢FV(f"
— (PEIimISR([z:T].g,d,U))* < R*.
e Par inversion de I' - EIimfR([z:T].g, d,U):XZ[x:A].B, il existe s;,A;,B; tels que
—TI'+FU:5
— T'kd:Zu:A;.[By]
— I;z:THg:U
— z¢FV(g")
— Brlu/m@D* =T*
— U* = (Z[x:A].B)".

(2) Construisons maintenant le jugement final en appliquant (=5-B), (Esys-E-2) puis
(Cump). Posons fy = Elimy, ([x:Al.(y:B).f,g,P) et go = EIimfR([z:T].g, d,U). Nous vou-
lons donc montrer que I' - EIimISR([z:T].fo, d,Pgo):R.

e Montrons que I';z: T+ fy : Pg. Pour cela, montrons que nous pouvons appli-
quer la regle (z3-F):
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[z2:Tx:Ay:BE f:P([X], Y)s1xalB
Iz:THZXZ[x:Al.B: s

x¢FV(f")

I';z: Tk Elimy ([x:Al.(y:B).f,g,P):Pg

I5z:THP:Z[x:A].B—s
I5z:TH g:2Z[x:Al.B

zes 2

— La condition de bord x ¢ FV(f*) a déja été démontrée.
— Montrons que I'; z: T 2Z[x:A].B: s
— DeTl;z: TF g:U nous déduisons I';z: T F.
— Nous concluons par affaiblissement de I' - Z[x:A].B:s'.

— De méme, nous montrons que I';z: THP: Z[x:A].B — s, par affaiblisse-
mentsurI'-P:2[x:A].B—s.

— Par cumulativité sur I';z: T+ g : U, nous dérivons I';z: T+ g: Z[x:A].B
puisque

— ;z: THZ[x:A].B:s';
— U*=<(C[x:A].B)*.

— Montrons enfin par affaiblissement sur I'; x: A; y: BF f: P ([x], Y)s[xal.B quUe
Iz:T;x: Ay :BE f:P(x],y)sxa).8; il suffit pour cela de montrer que
Iz:T;x:A;y:BE:

— Nous avons I';z: T |-.

— Par inversion de I';x : A;y : B, nous avons des sortes sj, sg telles que
I'FA:spetl;x:AFB: sg.

— Par affaiblissement de I' - A : s, nous avons I';z: T+ A : sy puis, en ap-
pliquant (wr-sy), Iz: T;x: Al

— Par affaiblissement de I'; x : A+ B : sg, nous avons I';z: T;x: AF B: sg,
puisI;z:T;x:A;y :BF.
e Montrons que I';z: T+ fy: P go par cumulativité sur I';z: TH f: P g :
— Par définition de go, nous avons g; = g* d'out (Pg)* < (P go)™.
— Montrons que I';z: THPgp:s:
— Par application de (E-arp) surI'-P:2[x:A]l.B—setI'+ EIimISR([z:T].g, da,U):
>[x:A].B, nous dérivons I' - P EIimISR([z:T].g, d,U):ssoitT’HFPgp:s.
— Nous concluons par affaiblissement puisque I'; z: T .

e Montrons que I' - EIimfR([z:T].fo,d,Pgo) : P go. Pour cela, montrons que nous
pouvons appliquer la regle (=sy;-E-2) :

Ze FV(f)

I'Pgp:s I'td:Zu:A;.[Bq] Iz:TH fo:Pgo By [w/m (D) <T*

T+ EIimIsR([z:T].fO,d,Pgo) :Pgo

— Toutes les prémisses et la condition de bord (B; [u/m;(d)])* < T* ont été
démontrées plus haut.

— Montrons que z ¢ FV(f;).
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— Par correction de l'extraction sur I' - Elimy, ([x:A].(y:B).f, EIimISR([z:T].g, d,U0),P):
R nous obtenons I'* - Elimz(y.f*, g*) : R*, soit, par définition de fy, T'* -+
fo :R™.

— D’apres le lemme de déclaration des variables libres (lemme[3.4.3|page[25)
appliqué aI'* - fi* : R*, nous avons FV(f;) cDV(I™).

— Puisque DV(I'*) = DV(T') et que z ¢ DV(I'), nous déduisons bien z ¢ FV/( fO*).

» Montrons finalement, par cumulativité sur I' - EIimfR([z:T]. fo,d,P go) : P go, que
'+ EIimfR([z:T].fo,d,Pgo) ‘R:

— Lelemme du type des types appliqué a I' - Elimy, ([x:A].(y:B).f, EIimISR([z:T].g, d,U),P):
R (le jugement initial) nous indique qu’il existe une sorte s telle que ' - R:
s.

— Nous avons vu que (P gp)* = (P EIimISR([z:T].g, d,U))* <R*.

. [>‘§1_Simpl : Supposons que I' - m(EIimISR([y:B].f, ¢,2x:T.[UN):R.

Montrons que I' - EIimfR([y:B].m(f),c,T) :R.

Comme précédemment, nous avons une étape d’inversion de jugement puis une étape
d’applications de regles.

(1) Inversons les regles (Ssys-E-1) pUuis (Zsys-E-2) a partir du jugement initial.

e Par inversion de I' + nl(EIimfR([y:B].f, ¢,2x:T.[U]D):R, nous avons Aj,B; tels

que
— T+ EIimfR([y:B].f,c,Zx:T.[U]):Zx:Al.[Bl].
— A} =R".
e Par inversion de I' - EIimfR([y:B].f, ¢, 2x:T.[U]):Zx:A;.[B1], il existe s,A,,B>
tels que

— I'HZx:T.[U]:s
— I'kc:Zx:Ay.[By]
— Ly:BEf:2x:T.[U]
— yeFV(f™)
— Cx:T.[U)* = (Zx:A;.[B1])*, dot T* < A] par inversion de la cumulati-
vité,
— Bzlx/m(c))* =B*.
(2) Appliquons maintenant les regles (Zsy5-E-1), (Ssys—E-2) €t (Cumu) pour construire le
jugement final :
e Enappliquant gyz-E-nal;y:BF f:Zx:T.[U], nous dérivons I'; y: B+ m;(f):
T.

e Montrons que nous pouvons dériver I' - EIimIsR([y:B].nl(f),c,T) : T. Pour cela,
montrons qu’il existe une sorte st telle que nous pouvons appliquer (Ssyz-E-2) :

yeFV (NH*)

I'T:sr I'Fc:Zx:A5.[B] Ly:BEm((f):T (B, [x/7,(Q)])* < B*

T+ EIimfR([y:B].nl(f),c,T) :T

— LesprémissesI'c:Zx:A.[B2] etT;y:BF mi(f): T, ainsi que la condition
de bord (B, [x/m1(c)])* < B* ont été obtenues plus haut.
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— Nous déduisons y ¢ FV(1(f)*) de y ¢ FV(f*) puisque mi(f)* = f*.

— Par inversion de I' - Xx: T.[U] : s, il existe une sorte st telle que I' - T : st.

e Montrons par cumulativité sur I' - EIimfR([y:B].nl(f),c,T) :Tquel+ EIimfR([y:B].m(f),c,T) :

R:
» N . Z 0N H N . .
— d’apres le le.mrr}e du type des types appliqué a I' - nl(EllmIR([y.B].f, C,ZX:
T.[UD) :R, il existe une sorte s telle que ' -R: s;
— par transitivité sur T* < A] et sur A] <R* nous déduisons T* <R*.
. 1>/;2_Simp| : Supposons que T+ Elimg ({y:Bl.f,Elim; ([z:T].g,d,U),P) : R et montrons que

nous pouvons dériver I' - EIimfR ([z:T].EIimISR ([y:Bl.f, g,P),d,P) :R. Nous procédons comme
précédemment en deux phases.

(1) Déconstruisons I' - EIimISR([y:B].f, EIimfR([z:T].g,d,U),P) :R par double inversion.

e ParinversiondeI EIimfR([y:B].f, EIimISR([z:T].g, d,U),P) :R, nous avons s,A1,B;
tels que

— T'kP:s
— T+ EIimfR([z:T].g,d,U):Zx:Al.[Bl]
— I;y:BEf:P
— yeFV(fY)
— Bilx/m (@)D" =By [x/m(c)D* =B*, olic= EIimfR([z:T].g, d,U).
— P* <R".
e Par inversion de I' - EIimISR([z:T].g, d,U):Xx:A;.[B;], nous avons sy,A,, B> tels
que
— I'U:s
— THd:Zu:A;.[By]
— I5z2:THg:U
— z¢FV(g"
— Bz lu/m(d)D* =T*
— U*=(Zx:A;.[B1D*.

(2) Posons fo = Elim; ([y:B].f, g P). Nous voulons donc montrer que I' - Elimg ([z:T]. fo,d,P):
R. Pour cela nous allons appliquer deux fois la regle (zsy; -E-2) puis une fois la régle
(CuMyp).

e Montrons que I'; z: T+ fp : P. Pour cela, montrons que nous pouvons dériver

yEFV(f)

I5z:THP:s Iz:THg:Zx:A;.[B1] Iz:T,y:BEf:P (B, [x/m (g)])* < B*

I;z:TH EIimISR([y:B].f,g,P) :P

— Les conditions de bord y ¢ FV(f*) et (B [x/m1(g)])* < B* ont été démon-
trées plus haut.

— Puisque I';z: T I, nous montrons par affaiblissement sur ' -P:squeI;z:
THP:s.

— Par cumulativité sur I';z: T F g : U, nous montrons que I';z: T+ g: Xx:
A;.[By].
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— Nous montrons I';z: T;y: B apartirde Iz: THetI';y: B I—,PEI et en
déduisons par affaiblissement sur I'; y: B+ f:P que I';z: T; y:BF f:P.

* Montrons que I' - EIimfR([z:T].fo,d,P) : P. Pour cela montrons que nous pou-
vons appliquer (zsy-E-2) et dériver

z& FV(fy)

IP:s  Thd:Zu:Ay.[Bal  T;2:Tk fo:P (B, [/, (d)])* < T*

T+ EIimISR([z:T].fo,d,P) :P

— Les trois prémisses et la condition de bord (B, [u/m;(d)])* < T* ont été dé-
montrées plus haut.

— Montrons que z ¢ FV(f;).
— Par définition de fy, fy = f*, dou FV(f;) = FV(f™).
— D’apreés le lemme [2.1.1] page[116} puisque f est typable, FV(f*) c FV(f),
soit FV(fy) = FV(f).

— Lelemme de déclaration des variables libres (lemme[3.4.3|page[25) appli-
quéarTl;y:BF f:Pnousindique que FV(f) cDV(T;y:B), dot z ¢ FV(f),
puis z ¢ FV(f).

¢ Nous montrons finalement I' - EIimISR([z:T]. fo,d,P) : R par cumulativité sur I' -
EIimIsR([z:T].fo,d,P) :P.

]
3.2.3. Constructeurs de type et éliminateur simplifié.
3.2.4. Lemme (Correction de l>11§, O-simpp) Si
{ I*;y:B*FTHS, { To = Elimg ({y:B].T, ¢, NF_BI(S))
I*;y:B*z:T* U S{J Up = EIimISR([y:B].U,c,NF_BI(S’U))
Elim; ((y:Bl.02:T.U,¢,P)>f o g - O2:To.Up

etsil' EIimfR([y:B].IZIz :T.U,c,P):RalorsT+=0z:Ty.Ug:R.
DEMONSTRATION. Nous procédons une fois de plus en deux étapes.

(1) Déconstruisons le jugement de départ.

e Parinversion de I' - EIimIsR([y:B].EIz :T.U,c,P):R, il existe Ag, By tels que
e I'c:2Zx:Ap.[Bo]
e Iy:BFOz:T.U:P
e y¢ FV([O*z:T*.U")
o (Bolx/m(c))* =B*
e P* <R".

e Parinversionde I'; y:BFOz:T.U: P, il existe des sortes sy, 52, s3 telles que
e Iy:BFT: 5
e Iy:B;z:THU: s

13. Preuve similaire a celle de I'; z: T;x: A; ¥ : Bl dans le cas Dg—Simpl'
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* (81,52, $3) € Ruleg
e §3= P*.
(2) Construisons le jugement d’arrivée.

¢ Montrons que NF_BI(S’T) et NF_BI(S{J) existent et que ce sont des sortes telles que
NF_BI(S'T) <si, NF_BI(S{J) =< $.

o PuisqueT;y:BlFetT;y:B;z:TH,lepoint (2) du corollaire page[159|prouve
I'existence de NF_BI(S)) et NF_BI(S’U).

» Par complétude de 'inférence de type extrait (proposition page|(161) et par
unicité du type extrait inféré, nous déduisons

— deI“;y:Bl—T:sl,F”‘;y:B*I—TﬂIS’T
— etdeF;y:B;z:TI—U:sz,F*;y:B*;z:T*}—UﬂIS’U,
que S’ < 51 et Sj; < 5.

» Nous concluons grace au point (I) du lemme page

» Nous pouvons donc poser s’T = NF_BI(S’T) € Sort et s{J = NF_BI(S’U) € Sort. Montrons
quel;y:BHT:spetl;y:B;z:THU: 5.
e PuisqueI';y:BF etI;y:B;z: T+, par correction de I'algorithme d’'inférence de
type extrait, il existe St,Sy tels que
— I;y:BFT:St et S} =S;
— I;y:B;z:THU:Sy et S =Sy;.
» Nous obtenons par cumulativité les jugements souhaités.

e Montrons que I' - Ty : s’T. Puisque Ty = EIimISR([ y:Bl.T,c, s’T), il suffit de dériver

yeEFV(TY)

/. . . eqy e o
FI—sT.sT I'Fc:Zx:Ap.[Bol] 1",y.BI—T.sT (Bo [x/71,(0)])* < B*

T+ EIimISR([y:B].T, [ A

» Montrons que les conditions de bord sont satisfaites :
— (B [x/m1(c)])* = B* est déja prouvé;
— y¢ FV(T*) découle de y ¢ FV(O*z:T*.U¥).
¢ Montrons que les prémisses sont dérivables :
— I'kc:Z[x:Ap].BopetT;y:B-T: s’T sont déja prouvées;
— puisque s} est une sorte, que I est bien formé et par absence de sorte maxi-

male de Axiom, il existe une sorte st telle que I' - s’T :ST.

¢ Montrons que I';z: T - Uy : s;;. En dépliant la définition de Uy, il suffit de montrer
que nous pouvons dériver

yeFV(U™)

[;z:To b sj; i sy I;z:TolFc:Zx:Ag. [Bol [;2:To;y:BFU: s (Bo [x/71(0)])* <B*

I;z:Tgk EIimISR([y:B].U,c, sy) Sy

e Les conditions de bord sont satisfaites :

— (Bo[x/m(c)])* <B* est déja prouvé;
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— y¢FV(U™) découle de y ¢ FV(O*z:T*.U*), puisque y # z.
» Montrons qu’il existe une sorte sy telle que I'; z: Ty - S{J 1Sy s

— Par absence de sorte maximale dans Axiom, il existe une sorte sy telle que
(S{J, sy) € Axiom.

— En appliquant (we-s,) a I' =Ty : s7, nous dérivons I'; z: Tg -
— Nous concluons alors en appliquant (Sorty).

 Par affaiblissement de I' F ¢ : [x:Ag].By, et puisque nous avons vu que I';z :
To +, nous déduisons I'; z: To F ¢ : Z[x:Ag] . Bg.

e Montrons I z: To; y : B U : 5.
— Nous avonsvuqueI';y:B;z: THU: S{J.
— Par conversion de contexte, nous en déduisonsI'; y:B;z: To - U: s{] puisque :
— TS =T*;
— nous montrons, comme nous 'avons fait plus haut, I'; y : B; z: To |- a par-
tirdel';y:BFetl;z: Tyl
— Par échange de variables (lemme[2.3.12|page|125), puisque y ¢ FV(Ty), nous
en déduisons I';z: To; y : BF U = 5.
e Montrons que I' Oz : Ty.Up : R.
o Par complétude de Ruley, il existe une sorte s telle que (s’T, s{J, s) € Ruleq.
 Par application de (@,-Form), nous dérivons donc I' -0z : Ty.Ug: s.
» Nous concluons en remplacant s par R par cumulativité :

— puisque s} < s; et Sﬁ < §2, nous avons s < s3 par compatibilité de Ruley
avec la cumulativité, d’ol1 s < R* par transitivité.

— d’apres le lemme du type des types appliqué aI' - EIimfR([y:B].Dz :T.U,c,P):
R, il existe une sorte sy telle que I' - R: sp.

0

3.2.4. Sortes et éliminateur simplifié.
3.2.5. Lemme (Correction pour D?—Simpl)' SiT+ EIimISR([y:B].s, ¢,P):RalorsTFs:R.

DEMONSTRATION. Nous procédons comme précédemment par double inversion (mp puis la
sorte) puis en appliquant (Sorta) €t (Cumy). O

3.2.5. Réunion des regles de réductions.
3.2.6. Proposition (Correction pour le typage). SiT' FMy:R et si My D?Ml, alorsT =M; :R.

DEMONSTRATION. Conséquence des lemmes(3.2.1} [3.2.2} [3.2.3} [3.2.4]et et[3.2.5] O

3.2.6. Réduction dans un sous-terme.
3.2.7. Proposition (Correction pour le typage). SiI'FNg:R et Ny —»? N; alorsT +Nj :R.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de Ny —»? N;. Le cas de base (HRep-Basg) Se
résout grace a la proposition page Pour les cas inductifs, le schéma suivant s’applique :

(1) inversion du jugment I' - Np : R;
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(2) application de I'hypothése d’'induction a la prémisse qui type le sous-terme de Ny se ré-
duisant;

(3) application de la régle de typage permettant de typer Ny ;
(4) application de la régle (cum,) pour changer le type et obtenir I' - Nj : R.

Ce schéma est commun a tous les cas. Aussi nous ne traitons que deux cas en détails : celui
de (HRep-3-Elim), qui est le plus complexe, et celui de (HRep-Simpl-Branch), qui se distingue par le
changement de contexte dans la réduction du sous-terme.

e (HRep-3-Elim) Si Tk Elimy, ([x:A].(y:B).f,Mp,P) :Ret My —»# M;, montrons que I' - Elimy, ([x:
Al.(y:B).f,M,P):R.
(1) Par inversion de I' - Elimy, ([x:Al.(y:B).f,My,P) : R, il existe des sortes s, s’ telles que
e 'FX[x:A]l.B: s
e 'FP:Z[x:A].B—s
e 'Mp:Z[x:A]l.B
e Ix:Ay:BEf:P(x, V)sxA.B
xeFV(f")
e (PMp)* < R*.
(2) Par hypothese d’induction, nous avons I' - M, : X[x:A].B.

(3) Nous pouvons donc appliquer (=5-E) et dériver I' - Elimy, ([x:A].(y:B).f,M;,P) : PM;.
(4) Pour conclure par cumulativité, il suffit de montrer que (PM;)* < R*.
« D’apres la proposition 3.1.2] nous avons M =My, d’ott (PM)* = (PMy)".
e Nous en déduisons (PM;)* < (PMp)* < R*.
e (HRED-Simpl-Branch) SiT EIimfR([y:B].Mo, ¢,P):RetM, —»1’1;y:B M;, montrons que I' - EIimISR([y:B].Ml, c,P):
R.
(1) Par inversion de I' - EIimIsR([y:B].MO, ¢,P) : R, nous avons s,A1,B; tels que
e I'HP:s
e I'Hc:Xx:A;.[B1]
e Iy:B-Mp:P
yEFVIMY)
(B [x/m1(c)))* <B*
e P*<R".
(2) Puisque le contexte du jugement I'; y : B My : P est bien le contexte de la réduction

Mg —»%’;y:B M}, nous pouvons appliquer le résultat par induction, douI';y:B+ M;:P.
(3) Montrons que nous pouvons appliquer (Zsy;-E-2) et dériver I' - EIimISR ([y:Bl.My,c,P):
P:

yeFVM?)

I'-P: I'c:Zx:A;.[B I5y:BEM;:P " "
s cixxiAnlBil - Ly:BEMy (B, [x/m; (0))* <B

I+ EIimISR([y:B].Ml,c,P) :P

Seule la condition de bord y ¢ FV(M]) reste a démontrer :
» D’aprés la proposition [3.1.2} nous avons Mg —p Mj.
e D’apresle lemmepage nous avons FV(M}) c FV(My).
 De y ¢ FV(My), nous déduisons alors y ¢ FV(M7).
(4) Enfin, par cumulativité, nous obtenons I' - EIimISR([ y:B].My,¢c,P):R.
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4. Algorithme de réduction

Nous définissons dans cette section l'algorithme de réduction. Nous montrons également que
cet algorithme vérifie bien les spécifications souhaitées.

4.1. Conjecture. Pour tout contexte I', nous admettons la normalisation forte pour —»# des
termes typés sous I'.

4.1.1. Conjecture (Normalisation forte). Si ' - M : T, alors il n'existe pas de séquence infinie de ré-

; h
ductions pour —; commengant par M.

4.2. Définitions.

4.2.1. DEFINITION (Forme normale de téte faible). Soient I' un contexte annoté et M un terme

annoté. M est en forme normale de téte faible s'il est en forme normale pour _’}rl'

Nous parlons de forme normale de téte faible car —»?’ est une réduction de téte faible.

Pour tout contexte I', d’aprés la conjecture toute stratégie de réduction pour —»? termine
pour les termes typés dans I' (normalisation forte). Nous pouvons donc définir un algorithme de
mise en forme normale de téte.

4.2.2. DEFINITION (Algorithme de mise en forme normale). Soit I' un contexte bien formé de
AICCs. Nous notons hnfr un algorithme de mise en forme normale implémentant une stratégie
d’appel par valeur externe droite (right outermost). SiT =M :T, le résultat de 1'algorithme appliqué

a M est noté hnfr(M) .
4.2.3. REMARQUE. —>f’ n’étant pas confluente, le résultat de 'algorithme dépend de la straté-
gie de réduction choisie. Les propriétés de I'algorithme que nous allons montrer sont néanmoins

valables quelle que soit la stratégie de réduction choisie.

4.3. Correction.
4.3.1. Proposition (Correction). SiI'-M:T alors
(1) M* =g, hnfr(M)*
2) T+hnfrM):T.

DEMONSTRATION. Par définition de hnfr(M) , nous avons M—»f’hnfr (M). Par une récurrence
sur le nombre de pas de réduction, nous déduisons (1) de la proposition|3.1.2|et de la proposi-
tion[3.2.7 O

Le corollaire suivant est utile pour la preuve de la correction de I'algorithme d’'inférence.

4.3.2. Corollaire (Forme normale et changement de type). SiT -M: T alors hnfp(T) existe et T -
M : hnfp(T).

DEMONSTRATION.

« D’apres la proposition du type des types, il existe une sorte s telle que I' - T : s. L'existence
de hnfr(T) en découle.

« D’apres la proposition [4.3.1} T* —g, hnfr(T)* et T’ hnfr(T) : s.

¢ Nous concluons alors par cumulativité.
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4.4. Complétude.

4.4.1. Proposition. Si T+ R: sy et il existe T',U’ termes de ICCs tels que R* <O0*x:T'.U’ ou O*x :
T'.U’ <R* alors il existe T,U dans AICCy tels que hnfr(R) =0Ox:T.U.

DEMONSTRATION. Montrons qu'il existe T, U dans AICCs tels que hnfr(R) =0x:T.U.
e D’apres la proposition nous avons I' - hnfr(R) : sg et hnfr(R)* <O*x:T'. U’ ou O*x:
T'.U’' <hnfr(R)*.
« En appliquant les résultats de classification établis précédemment a I' - hnf(R) : sg (co-

rollaire page et lemme[2.3.1), hnfr(R) est

(1) un constructeur de type ou une sorte;

(2) ou un terme neutre (y compris une variable) ;

h.
r’

(4) ou une paire implicite projetée.

(3) ou réductible pour —

e hnfr(R) est en forme normale pour —»# donc n’est pas réductible.
e hnfr(R) n’est pas une paire implicite projetée car cela contredirait le lemme [2.2.3

e hnfr(R) n’est pas un terme neutre de AICCy car sinon hnfr(R)* serait un terme neutre de
ICCs (lemme[2.1.5) et alors le point[5|du lemme page serait contredit.

e hnfr(R) n’est pas une sorte ni un constructeur de type de nature analogue a celle de
O*x: T'.U’ car sinon hnfp(R)* le serait également et alors le lemme [2.3.15| page serait
contredit.

O

5. Algorithme

5.1. Définitions.

5.1.1. DEFINITION (Jugement d’inférence de type). Soient I' un contexte de AICCs, M, T des
termes de AICCs. Le jugement d’inférence de type, noté I' - M f} T, signifie que le terme T est le type
inféré de M dans le contexte I'.

5.1.2. DEFINITION (Algorithme d’inférence de type (annoté)). Les regles d’'inférence définissant
I'algorithme d’inférence de type sont détaillées dans les figures 28| et 29

De méme que pour l'algorithme d’inférence de type extrait, les regles de I'algorithme d’infé-
rence de type annoté sont dirigées par la syntaxe. Nous prouvons de méme l'unicité du type inféré
et la terminaison de I'algorithme.

5.2. Propriétés.

5.2.1. Correction. Tout d’abord un résultat utile.
5.2.1. Lemme. SiI'M:S avec NF_BI(S*) € Sort alorsT =M :NF_BI(S™*).

DEMONSTRATION. Par cumulativité sur I' - M : S. Conséquence de la correction de NF_BI. [J
5.2.2. Proposition (Correction de I'inférence de type). SoientI' un contexte, M, T des termes. SiT' -+
etT' =M1 T sont dérivables, alorsT =M : T lest également.

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de I' - M ) T en considérant la derniere regle
appliquée.
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(1) Variable

(x:T)eT
TFxfT

(INF-VAR)

(2) Sorte

(INF-SORT)

'k s; ft Axiom(sy)
(3) Produit explicite

TS NF_BI(S}) = s1 € Sort [x:TEUN S, NF_BI(S;) = s2 € Sort

(INF-E-PROD)
I'TIx:T.U fy Rule(sy, $2)
'ETHS NF_BI(S*) € Sort x:TEMAU
(INF-E-LAM)
'HFAx:T.M(Ilx:T.U
'EMAORy hnfr(Ry) =1Ix:T.U I'EN1®R; cumu(R%, T*)
(INE-E-APP)
I'EMN 1 U [x/N]
(4) Produit implicite
T'ETHS; NF_BI(S;‘):SIESort Lx:TEUNS, NF_BI(S;‘):QeSort
INF-I-P
TF 1], U f Rule(sy,ss) (INF-1-PROD)
TS NF_BI(S*) € Sort Cx: TEMqQU x ¢ FV(M*) INE-T-Lan)
F'EAx:T].MI[x:T].U
I'EM( Ry hnfr(Ry) =II[x:T].U I'ENAQR; cumu(R}, T*)
(INF-I-APP)

I'-MI[N] f U [x/N]
FIGURE 28. Regles d’inférence du jugement d’'inférence de type (Variable, sorte et produits)

o (nr-var) : immédiat en appliquant la regle (vary).
e (INr-Sort) : par correction de Axiom, nous avons (si,Axiom(s;)) € Axiom et pouvons donc
appliquer (Sorty).

» Les regles pour les constructeurs de type sont similaires. Traitons la regle générique. Si

r=THS NF_BI(S]) = s1 € Sort Lx:TEUNS, NF_BI(S;) = s2 € Sort
I'F0Ox:T.U ) Ruleg(sy, s2)

(INF-CSTRTYP)

Montrons que nous pouvons appliquer (@,-Form) et dériver

I'T:s I;x:THU:s (s1, $2,Rulen(sy, s2)) € Ruleq
I'FOx:T.U:Ruleq(sy, sy)

e Montrons que I' =T : 5.
— Par induction sur I' - T 1} S, nous obtenons I' - T : S;.

— Nous concluons alors en appliquant le lemme al'-T:Sjetas =NF_BI(S])€
Sort.

e Montrons que I';x: TH U : sy.

— En appliquant (wr-s,) aT'FT: s;, nous obtenons I'; x: T .
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(5) Somme explicite

T'FANRS: NF_BI(S]) = s1 € Sort x:AEBR Sa NF_BI(S;) = sz € Sort

TF=x:A.B{ RulePrime(s;,sy) (INF-E-2)
TEANSA . TFafR, cumu(R*, A*)
Lix:AFBf Sp T+b{R cumu(R?, (B [x/al)*)
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort 2 2’
(INF-E-PAIR)
I'+ (a, b)Zx:A.B ﬂ 2x:A.B
TP Ry hnfr(Ry) =x:T.U
I'chRo NF_BI(U*) e Sort
) FI—AﬂSA ) hnfr(Rz)ZZx:Az.Bg
I;x:AFBIS cumu((Zx:A.B)*, T*)
NF_BI(S;),NF_BI(SE) € Sort cumu((Zx:A5.By)*, (Zx:A.B)¥)
[ix:A;y:BEfRs cumu(R3, (P (x, y)sx:A.B)")
. (INF-E-ELIM)
'+ Elimg((x:A).(y:B).f,c,P) 1 Pc
(6) Somme implicite gauche
IT'FANS NF_BI(S;‘):QESort I;x:AFBAS, NF_BI(S;)232€SOrt
(INF-I-Z-L)

I'ZX[x:A].B ) RulePrime(sy, s2)

TEANSA I TFafRy cumu(R*, A*)
Lix:AFBf Sp T+b{R cumu(R?, (B [x/al)*)
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort 2 ’

(INF-I-PAIR-L)
I'([al, D)z (xar.B ft Z[x:A].B

THPAR; hnfr(Ry) = [x:T.U

THcfRy NF_BI(U*) € Sort

FI—AﬂSA hnfr(Rg)ZZ[.XZAg].Bg *
< I'ix:AF BﬂISB ) cumu((Z[x:A].B)*, T*) x & FV(f7)

NF_BI(SZ),NF_BI(SE) € Sort cumu((Z[x:Az].By)*, (Z[x:A].B)¥)

[x:Ay:BEfNR3 cumu(R3, (P ([x], Y)s(xa].B) ")

. (INF-1-ELIM-L)
I'F Elimyg, ([x:Al.(y:B).f,c,P) 1 Pc

(7) Somme implicite droite

TFANS;  T;x:AFBfS,  NF_BI(S),NF_BI(S})€ Sort
T+ Xx:A.[B]  NF_BI(S})

(INF-I-Z-R)

FEAfSA I T-afR cumu(R*, A*)
Dix:AFBf Sp THbAR cumu(R?, (B[x/al)*)
NF_BI(S}),NF_BI(S};) € Sort 2 2’

(INE-I-PAIR-R)
' (a,[bDsxa.B) 1 Zx:A.[B]

TFcHR  hnfr(R)=Zx:A.[B]
TFm@ A

(INF-I-ELIM-R-1)

I;y:BFEfNR:
cumu(R}, P*)

cumu((B; [x/m1(c)])*, B¥)
yEFV(™)

Fl—CﬂRl hnfr(Rl):Z)CZAl.[Bl]

TFP(S, NF_BI(S}) € Sort
TFBS, NF_BI(S}) € Sort

_ (INF-1-ELIM-R-2)
' EllmISR([y:B].f, c,P)P

FIGURE 29. Regles d’inférence du jugement d’inférence de type (Sommes)
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— Nous pouvons donc appliquer par induction le résultat a la prémisse I';x : T
U 1) S, puis en déduire, de méme que précédemment, en appliquant le lemme(5.2.1
alx:THU:Sy, quel;x:THU:s5.

e Par correction de Ruleq, nous avons (s;, s2,Ruleq(s, $2)) € Ruleq.
e (INF-E-Lam) €t (INr-I-Lam) Se traitent similairement. Traitons par exemple (nr-I1-Lam). Si

r=Tq S NF_BI(S*) € Sort O;x:TEMAU x¢ FV(M*)
F'EAx:TI.M[x:T].U
montrons qu'il existe une sorte sy telle que nous pouvons appliquer (-Lam) et dériver

I;x:THEFM:U I'FII[x:T].U: s x¢ FV(M™)
TEA[x:T].M:II[x:T].U

(INF-I-LAM)

La condition de bord x ¢ FV(M*) est vraie par hypothese. Montrons que les deux autres
prémisses sont dérivables.

¢ Montrons que I'; x: TH M : U est dérivable.

— Par induction sur I' - T f} S et d’apres le lemme [5.2.1} nous déduisons I' =T : s
avec s =NF_BI(S*), douT;x:TF en appliquant (we-Sy).

— Puisque I';x : T F, nous pouvons appliquer par induction le résultat a la pré-
misse I'; x: THM 1t U et en déduire que I'; x: T+ M : U est dérivable.

» Montrons qu'’il existe une sorte sy telle que I' - II[x:T].U : sp.

— D’apres le lemme du type des types appliqué a T;x: T +M: U il existe s’ € Sort
telle que T;x: THU: s

— Par complétude de Rule, il existe une sorte s telle que (s, s', so) € Sort.
— En appliquant -prop), nous dérivons I' - TI[x:T].U : sp.
e (INr-E-App) €t (INk-I-App) SONt semblables. Traitons par exemple (nr-E-App). Si
TFM{R; hnfr(R;)) =Mx:T.U TFN{Ry cumu(R*, T*)
IT'FMN U [x/N]
montrons que nous pouvons appliquer (g-arp) et dériver

I'HFM:IIx:T.U I'EN:T
T'FMN:U]|[x/N]

(INF-E-APP)

e Par induction sur I' - M f} R; et d’apres le corollaire[4.3.2} nous avons T M : T1x: T.U.

e Par induction sur I' - N {} Rz nous avons I' - N : Ry, puis, par cumulativité, I' - N : T.
En effet :

— par correction de cumu, nous avons R; <T*;
— d’apres le lemme du type des types appliqué aI' M :I1x: T.U et par inversion,
il existe une sorte s telle que I'-T: s.

e (INF-E-Pair), (INF-I-PAIR-L) €t (INr-I-PAIR-R) Se traitent de maniere similaire. Traitons le cas de la
paire explicite. Si

I'HAfSa

I;x:AFBIS

NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort
I'+(a, b)Zx:A.B ﬂ Zx:A.B

I'Faft Ry cumu(Rj, A¥)
bR cumu(R3, (B[x/al)*)

(INF-E-PAIR)
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montrons qu’il existe une sorte s telle que que nous pouvons appliquer (z5-D :

I'ta:A I'-b:Blx/a] I'HF2x:A.B:s
I'= (d,b)zX;A.B:Zx:A.B

Montrons tout d’abord deux résultats utiles.

o Par induction sur I' = A f} S5 et d’apres le lemme [5.2.1) nous obtenons I' - A : sp ou
sa=NF_BI(S}).

e Posons sg = NF_BI(SE). Montrons que I'; x : A+ B : sp.
— DeTI'F A: sy, nous déduisons I'; x: A en appliquant (we-s,).

— Nous pouvons donc appliquer par induction le résultat a la prémisse I'; x : A +
B} Sg et en déduire I'; x : AF B: Sg.

— Nous concluons grace au lemme5.2.1]
Montrons maintenant que les trois prémisses sont dérivables.
(1) Montrons queI'-a:A.
e Par induction sur I' - a f} Ry nous déduisons I' - a: R;.
e Nous concluons par cumulativité sur I' - a : Ry puisque
— R} < A" par correction de cumu appliquée a cumu(R}, A*);
— nous avons vu plus haut que I' - A: s4.
(2) Montrons que I' - b:B[x/al.
e Par induction sur I' - b {} Ry, nous obtenons I' - b : Ry.
» Nous concluons par cumulativité sur I' - b: Ry puisque
— RJ < (B[x/al])* par correction de cumu appliquée a cumu(R;, (B[x/al)*);

— deT;x:AFB:sg etk a: A nous déduisons par substitutivité que I' -
Blx/a): sg.

(3) Montrons qu’il existe une sorte s telleque ' Zx:A.B:s.
e NousavonsvuqueI'FA:spyetl;x:AFB:sp.
 Par complétude de Rule/, il existe une sorte s telle que (sa, sg, ) € Rule’.
* Nous concluons en appliquant (z,).

e (INF-E-ELiM) €t (INr-1-EriM-L) : leurs démonstrations sont similaires ; traitons le cas (INE-I-ELiv-

L).
Si
TFPAR, hnfr(Ry) =Mx:T.U
I'cRe NF_BI(U*) € Sort
FI—AﬂSA hnfr(R2)=Z[x:A2].B2 %
\ T;x:A-Bp!Sg \ cumu(E[x:A]l.B)*, T*) x¢ RV
NF_BI(SZ),NF_BI(SE) € Sort cumu((Z[x:As].By)*, (Z[x:A].B)*)
[x:Ay:BEfNR3 cumu(R3, (P ([x], Y)s(xa).B) )

(INF-I-ELIM-L)

I' - Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P) t Pc

Posons s =NF_BI(U*) et montrons que nous pouvons appliquer (=5-E) et dériver :

I'-P:2[x:A].B—s T'kc:2[x:A].B I;x:A;y:BE f:P([x], ¥)s(xAlB x¢FV(f")
I'+ Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P) :Pc
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Avant de traiter les trois prémisses, montrons deux résultats utiles :
¢ Montrons qu'’il existe sy tel que I' - Z[x:A].B: sp.

— Nous procédons comme plus haut dans le cas des regles de formation puisque
les prémisses ' F A} Sa, [;x: AF B} Sg et NF_BI(S;),NF_BI(S;) € Sort sont
exactement les prémisses de la régle (Inr-CstrTYP).

« Par correction de cumu, nous avons

— (Z[x:A]l.B)* <T*,

— (Z[x:A2].B2)" < (Z[x:A].B)*

— et RS < (P ([x], Y)z(xa).B) "

Montrons maintenant les trois prémisses.
(1) Montrons que I' - ¢ : Z[x:A] . B.

 Par hypothese d’induction, nous avons I' - c: R».
e D’apres le corollaireappliqué alkc:Ryethnfr(Re), I'Fc:X[x:As].Bs.

o D’apres les résultats préliminaires, nous pouvons appliquer (cumy) aT' - c:X[x:
As].By et dériver I'+c: Z[x:A].B.

(2) Montrons que I' P :2[x:A].B—s.
e Par induction sur I' - P f} Ry nous obtenons I' =P : R;.
e Montrons qu’il existe une sorte s; telle que I' - Z[x:A].B — s: 5.
— Nous avons I' - Z[x:A].B: sp.
— Soit z une variable telle que z ¢ DV(I'). Montrons qu'il existe une sorte s’
telle que T;z: Z[x:A].BFs: 5.
— Par absence de sorte maximale, il existe une sorte s’ telle que (s,s') €
Axiom.

— En appliquant (Sorr,), nous déduisons I';z: Z[x:A].BFs: .

— Par complétude de Rule, il existe une sorte s; telle que (sy, s', s1) € Rule.

— En appliquant (g-pProb), et puisque z ¢ FV(s), nous dérivons I' - X[x:A].B —
SIS,

* Montrons que R} —p, T* — 5.
— Montrons que R} —»p Ix:T*.U".
— Puisque I' - P : Ry, il existe une sorte s, telle que I' - Ry : sg,.

— Nous concluons en appliquant la proposition aT'FRj:sg,, puisque
hnfr(Ry) =IIx:T.U.

— Par correction de NF_BI, nous avons U* =By NF BI(U*)=s.
— Nous déduisons alors R} —p (Z[x:Aq] .B1)* - sde U* —»p S et R} —p [x:
T*.U*.
 Nous en déduisons R} < (Z[x:A].B — s)*, puisque (X[x:A].B)* <T;.
» Nous concluons alors en appliquant (cuma) aT'FP:Rj.
(3) Montrons enfin que I'; x: A; y:BF f: P ([x], ¥)5[xA].B-

e Montrons que I';x:A;y:BF f:Rs.

— Montrons que I'; x: A; y:BF.
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— Par inversion de I' - X[x:A].B: s, il existe une sorte sg telle que I'; x: A+
B:sg.

— Nous concluons en appliquant (we-Sy).

— Puisque I';x: A;y: B, nous avons [ x: A;y : B f:Rs comme hypothese
d’induction.

» Remplacons par cumulativité le type de f.
— Nous avons R} < (P ([x], Y)zxa].B)"-

— Montrons que I';x: A; y: B P ([x], ¥)5(xa).B : S- Nous voulons pour cela ap-
pliquer (E-arp) :
Ix:A;y:BEP:Z[x:A]l.B—s Iix:A;y:BE([x], Y)gixea.B: Z[x:A].B
x:Ay:BEP([x], zixeaB: S

— puisque I';x : A;y : B+, nous avons, par affaiblissement de I' - P : Z[x:
Al.B—setI'FZ[x:A]l.B:so, [x:A;y:BFP:Z[x:Al.B—setI;x: A y:
BFZ2[x:A].B:sp;

— nous dérivons I'; x: A; y : BF ([x], Y)s(xa).B : Z[x:A].B en appliquant (s5-1 :

x:A;y:BEx:A Ix:A;y:BFy:B I;x:A;y:BEZ[x:A]l.B: s
Ix:A;y:BE([x], V)siea B Z[x:A].B

e (INF-I-ELIM-R-1) : Si

TFcHR  hnfr(R)=Zx:A.[B]
TFm@ A

(INF-I-ELIM-R-1)

montrons que I' -1y (¢) : A.

o Par hypothése d’'induction et en appliquant le corollaire [4.3.2) nous avons I' - c: Zx:
A.[B].

« Nous concluons alors en appliquant la regle (s -E-1).

e (INE-I-ELIM-R-2). Si

TEPS, NF_BI(S}) € Sort 2&3%;@@32
I'EcfRy hnfr(Ry) = Zx:A;.[B1] ,

R} cumu((By [x/m;1(c)])*, BY)
I'EB#S2 NF_BI(S;) € Sort yeFV(f)

. (INE-I-ELIM-R-2)
T+ Elim{ ((y:Bl.f,c,P) 1 P

montrons que
T+ EIimISR([y:B].f, c,P):P.

Posons s; = NF_BI(S]). Nous voulons pour cela appliquer la régle (zgy;-E-2) :

yEFV(™)

I'-P:s5 I'c:Zx:Ay.[Bq] Iy:BEf:P (By [x/7,(c)])* <B*

T+ Elim} (Iy:B.f,c,P):P

La condition de bord y ¢ FV(f*) est vraie par hypothése. Montrons les trois prémisses
et la seconde condition de bord.

 Par hypothese d’'induction sur '+ P {} S; et en utilisant le lemme[5.2.1] nous montrons
queI'FP:sy.
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» Par hypothese d’'induction sur I' - ¢ {} R; et en appliquant le corollaire 4.3.2} nous
avons '+ c: Z[x:A1].B;.

e Montrons que I';y:BF f:P.
— Montrons que I'; y: B I-.

— Par hypothese d’'induction sur '+ B f} S, et en utilisant le lemme(5.2.1} nous
montrons que I' - B:NF_BI(S;).

— Puisque NF_BI(S;) € Sort, nous pouvons appliquer (wr-sy).

— Puisque T';y : B+, nous avons, par hypotheése d’induction sur I'; y : BF f f} Ry,
[;y:BF f:Ro.
— Montrons alors par cumulativité sur I'; y:BF f:Ryque Iy :BF f:P:
— par correction de cumu, puisque cumu(R3, P*), nous avons R} <P*;
— par affaiblissement de I' - P : 51, nous avons I'; y: B P : s5.

e Par correction de cumu, cumu((B; [x/7t;(c)])*, B*) implique (B [x/7;(c)])* < B*.

O

Le corollaire suivant, conséquence immeédiate du lemme précédent et de la proposition du type
des types, montre que tout type inféré est bien typé.

5.2.3. Corollaire. SiI' M f\ R alors il existe une sorte s telle queI' R : s.

5.2.2. Complétude. Deux lemmes auxiliaires dont les énoncés correspondent aux besoins de la
preuve de la complétude.

5.2.4.Lemme. SiT'-M\T etsiT* <s alors NF_BI(T"*) est défini et NF_BI(T*) € Sort.

DEMONSTRATION. Nous procédons en trois étapes.
» Montrons que T* est bien typé dans ICCs.
« D’apres le corollaire[5.2.3} il existe une sorte s telle que I't-T: sp.
e Par correction de I’extraction, nous avons I'* - T* : sg.

o Puisque T* est bien typé et que T* < s, le lemme page nous indique que nfg, (T*) €
Sort.

e Puisque T* est bien typé, I'algorithme NF_BI appliqué a T* termine et nous avons, par
correction, NF_BI(T*) = nfg (T*) € Sort.

O
5.2.5. Lemme. SiT'FM i RetsiR* <O*x:T'.U’ (resp. O*x: T'.U’' < R*) alors
(1) hnfr(R) est bien défini;
(2) il existe T,U dans AICCgy tels que
(@) hnfrR)=0x:T.U;
(b) R* = (Ox:T.U)*;

(c) si de plus O*x:T'.U’ est bien typé dans ICCs alors cumu((Ox : T.U)*,O0*x : T'.U")
(resp. cumu(O* x: T'.U’, (Qx:T.U)*)).

DEMONSTRATION. (1) Montrons que hnfr(R) existe. D’apres la conjecture [4.1.1}il suffit de
montrer que R est bien typé dans AICCs.

e Par correction de I'algorithme d’inférence de type, nous avons I' - M : R.
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» Nous concluons en appliquant le lemme du type des typesaI' - M:R.
(2) (a) D’apres la proposition[4.4.1} il existe T, U tel que hnfr(R) =0x:T.U.
(b) Montrons que cumu((Ox:T.U)*, O0*x:T'.U’) (resp. cumu(O*x: T'.U’, (Ox:T.U)*)).

e Nous avons vu que I' - R: s d’oli, d’apres la proposition R* =, (hnfr(R))*
etI'hnfr(R):s.

e Nous en déduisons (Ox:T.U)* <O0*x:T.U’ (resp. O*x: T'.U' < (Ox:T.U)").
e Par correction de I'extraction sur I' = hnfr(R) : s, nous avons I' - hnfr (R)* : s.

e Par complétude de cumu, puisque hnfp(R)* et O0*x:T'.U’ sont typables dans
ICCs, nous avons bien cumu((Ox: T.U)*, O*x: T'.U’) (resp. cumu(O*x: T'.U’, (Ox:
T.U)").

O

L'énoncé du lemme suivant correspond exactement a un résultat nécessaire pour la preuve de
complétude.

5.2.6. Lemme. SiI'FM; Ry etI'M;: Ry et R <R} alors cumu(R], R}).

DEMONSTRATION. e Par complétude de cumu sur R} <R3, il suffit de montrer que R} et
R; sont bien typés dans ICCs.

» Par correction de I'extraction il suffit de montrer qu’ils sont bien typés dans AICCs.
o Par correction de I'algorithme d’inférence de type, nous déduisons I' - M; : R;.

» Nous concluons en appliquant le lemme du type des typesa I' - M; : Ry et ' M, : Ry.
O

Nous pouvons maintenant montrer la complétude de I'algorithme d’inférence de type.

5.2.7. Proposition (Complétude de l'inférence de type). SiI' - M : T alors il existe un terme R tel
queTFM{RetR* <T".

DEMONSTRATION. Par induction sur la dérivation de I' - M : T en considérant la derniére régle
appliquée.
« Immédiat pour (var,) : nous appliquons directement la régle (inr-var).
o (Sorty) : 8i I'F 1 : 2, montrons que I' - s1 ) So.
e Par inversion de I' - 57 : 83, (51, 52) € AXiom.
o Par complétude de Axiom, nous avons s; = Axiom(s;).
 Par application de (inr-Sort), nous avons bien I' F s; {} so.

» Les regles de formation (g-Prop), (I-ProD), (Z4), (£3), (Zsyp) S€ prouvent de maniere similaire.
Traitons la regle générique.

Si
FET:s) Lx:THU:s, (s}, 55, 53) € Ruleg
FFOx:T.U:s,

montrons qu’il existe des termes S1,S» et des sortes s3, $» tels que

F'ETHS, NF_BI(S}]) = s1 € Sort Lx:THFUNS, NF_BI(S;) = s € Sort
T DOx:T.U fRuleq(ss, s2)

(INE-CSTRTYP)
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et Ruleq(sy, $2) < s5.

» Par hypotheses d’'induction, il existe S1,S> tels que
— TS etS] <s],
— x:THUNS; etS] <s).

e D’apres le lemme il existe des sortes s; et s, telles que NF_BI(S]) = s1,NF_BI(S;) =
$2.

« Montrons que Ruleq (s, $2) < s5.
— De S} =< 5] et S; < 5}, nous déduisons NF_BI(S}) = s; < s} et NF_BI(S}) = s < s,,.
— Par correction de Rule, nous avons (si, $2,Ruleq(si, $2)) € Ruleq.
— Par compatibilité de Ruleg avec la cumulativité, nous déduisons Rulen(si, sp) <
s5.

o Les regles d’'introduction des types produit (E-Lam) et (-Lam) sont similaires. Traitons le cas
de (-Lam).
Si
I;x:TEM:U T'HI[x:T].U:s x¢FVM*)

I'FA[x:T].M:I[x:T].U
montrons qu'il existe S, Uy tels que
'=THS NF_BI(S*) € Sort Ix:TEM1 U x ¢ FV(M*)
I'EAlx:T].M [x:T]. Uy
avec (IT[x:T].Ug)* < (I [x:T].U)*.
e x ¢ FV(M™) est vrai par hypothese.

(I-LAaM)

(INF-I-LAM)

 Par hypothese d’induction, il existe Ug tel que I;x: THM fy Ug et Uy < U*.
e De U(’)‘ =< U™ nous déduisons, par cumulativité, que (IT[x:T].Ug)* < (TIT[x:T].U)*.

* Montrons qu’il existe une sorte st telle qu'il existe une dérivation de I' - T : st incluse
dans celledeI';x: THM:U.

— D’apres le point 2| du lemme page [120, la dérivation de I';x : THM: U
contient une dérivationde I'; x: T .

— Par inversion de (wer-S,), il existe une sorte st telle que la prémisse de I'; x : T +
soit '+ T : st.
» Nous pouvons alors appliquer par induction le résultat sur le jugement I' - T : st et
en déduire qu’il existe S telque TFT (S et S* <s.
e PuisqueTFT S et S* <5, le lemme nous indique que NF_BI(S*) € Sort.

o Les régles d’élimination du produit (e-Arr) et (1-arp) sont similaires. Traitons par exemple
(1-Arp). Si

I'EM:II[x:T].U I'EN:T
I'EMIN]:U[x/N]

montrons qu’il existe Ry, Ry, Ty, U tels que

'EMft Ry hnfr(Ry) =[x:T1].U; I'ENNR2 cumu(R3, T})
I'=MIN] f Uy [x/N]

(INE-I-APP)

et (Up [x/N])* = U [x/N].

» Par hypotheses d’induction, il existe R;, R, tels que
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— T'M{R; et R* < (I[x:T].U)*,
— I'N{Rp et RE <T*.

o D'apres le lemme|[5.2.5|appliqué a ' M f} Ry et R} =< (I[x:T].U)*, il existe Ty, U; tels
que hnfr(Ry) =I[x:T1].U; et R} —p, (M[x:T1].Up)".

* Montrons que cumu(R3, T}).
— Montrons que T* < T}.

— Nous déduisons Vx: T} .Uy < Vx:T*.U* de R} < (II[x:T].U)" et R} =B
(M[x:T;].Up)*.

— Nous concluons par inversion de la cumulativité.
— Par transitivité de <, nous déduisons R; < T} de R} <T" et T* < T7.
— Montrons que R} est bien typé dans ICCs.
— Ry est bien typé d’apres le corollaire appliqué aT'- N} Ra.
— Nous concluons par correction de I'extraction.
— Montrons que T7 est bien typé dans ICCs.

— D’apres le corollaire appliqué a T'+ M {} Ry, il existe une sorte s telle
queI'-Rjp:s.

— D’apres la proposition appliquée a I' - R; : s, nous avons I" - II[x:
Tl] .U1 . S.

— Par inversion de I' - I1[x:T;].Uj : s, il existe une sorte s; telleque I' =T : s;.
— Nous concluons par correction de I'extraction.
— Par complétude de cumu, puisque R et T} sont bien typés, nous déduisons
cumu(R3, T{) de R; < T7.
» Les regles d'introduction des types somme (z5-1), (23-1) et (Zsys - sont similaires. Traitons
par exemple (z5-1). Si

IT'a:A THb:B[x/al THZXZ[x:A].B:s

(Z3-D
I't([al, b)s[xa);.B: Z[x:A].B
Montrons qu’il existe Sa,Sg,R1, Ry tels que
It_;{*ﬁf%ﬂls T'+afR cumu (R}, A¥)
e B T'bR, cumu(R;, (B [x/a])*)

NF_BI(S%),NF_BI(S}) € Sort
I't(lal, b)zixar.B 1 Z[x:A].B

(INF-I-PAIR-L)

Par hypotheses d’induction, il existe Rj, R, tels que

— T'+affR; etR} <A*;

— T+bRy et R < (Blx/al)*.
D’apres le lemme appliqué aI' - aft Ry, ' a:A et Rf <A*, nous déduisons
cumu(R¥, A¥).
De méme nous montrons que cumu(R}, (B[x/al)*) en appliquant le lemme a
bRy, T+Db:Blx/a]l et R} < (B[x/al)*.
Montrons qu'’il existe Sa,Sp telsque ' A} S, I;x: A B Sg, NF_BI(S;),NF_BI(SE) €
Sort.
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— Par inversion de I' - Z[x:A] . B : 5, nous savons qu'’il existe des sortes sa, sg et des
dérivationsdeI' - A:sp etdeI';x: AR B: sg incluses dans celle de I' - X[x:A].B:
s.

— Nous pouvons donc appliquer par induction le résultata ' A:spy et x:AF
B: s et en déduire qu'il existe Sy, Sp tels que

— T'HEAQSpetS} <sa,
— I;x:AF-B{}Sg etet S} < sg.
— Nous déduisons que NF_BI(S:),NF_BI(SE) € Sort en appliquant le lemmem
e Les regles d’élimination des types somme (=,-E) et (25-E) se traitent de la méme facon.
Prenons le cas de la somme explicite. Nous avons
'FP:Zx:A.B—s Thc:Zx:A.B T;x:Ay:BEf:P(X,¥)sxA.B

; (Za-EB)
I'+Elimg((x:A).(y:B).f,c,P):Pc
Montrons qu'il existe Ry,R2,R3,S4,S8,T,U, Az, B, tels que
TFPAR hnfr(Ry) =TIx:T.U
T'cnRe NF_BI(U*) € Sort
Fl‘AﬂSA hnfr(R2)=Zx:A2.B2
) F;x:AI—BﬂISB ) cumu(Zx:A.B)*, T")
NF_BI(SZ),NF_BI(SE) € Sort cumu((Zx:A,.By)*, Zx:A.B)*)
I;x:A;¥:BFfR3 cumu(R3, (P (x, Y)sx:A.B)™)
(INE-E-ELIM)

I+ Elimg((x:A).(y:B).f,¢,P) 1 Pc
Nous procédons en quatre étapes.
(1) Montrons qu’il existe Rs tel que I'; x:A;y:BF ft R3 et cumu(Rg, (P(x, 1) sxA.B)")-
o Par hypothése d’induction sur I'; x: A; y : BF f: P(x, ¥)zxa.B, il existe Rz tel que
[x:A;y:BE fRs et Ry < (P (X, ))sxa.B)™.
e Nous déduisons cumu(R3;, (P (x, ¥)zxa.B)*) du lemme appliqué al;x:A;y:
BFf1Rs, [5x:A;y:BE f:iP(x, Y)sxaB €t Ry < (P(X,))zxA.B)"
(2) Montrons qu’il existe Sy et Sp telsque I'= A} Sy, I x: A= B fy Sg et NF_BI(S}),NF_BI(S) €
Sort.

» Montrons qu’il existe des sortes sp, sg telles qu'une dérivation de I' - A : sp et
une dérivation de I'; x : A+ B : sg sont incluses dans celle de I';x: A;y: B+ f:

P ([x], Y)5[xA].B-

— D’apres le lemme de bonne formation de contextes, la dérivation de I'; x:
A;y:BF f:P([x],¥)s[xa].B, contient une dérivation de I'; x: A+ et une dé-
rivation de I'; x: A; ¥y : B

— Nous concluons en inversant (we-sy) dans I3 x: Ak et x:A;y:BF.

o Par hypotheses d'induction sur ' - A: sy et I;x: AF B : sp, il existe Su,Sp tels
que

— THASa,
— I x:AFB 1 Sg,
— S} =<spetSy=sg.

» D’apres le lemme appliqué a S et S, nous déduisons NF_BI(S}),NF_BI(Sy) €
Sort.
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(3) Montrons qu’il existe Rp,A,B; tels que T' - ¢ f} Rp, hnfr(Rp) = Zx:A2.B; et cumu((Zx:
As.By)*, (Zx:A.B)*).

e Par hypothese d'induction sur '+ c: Zx: A.B, il existe Ry tel que I' - c f} Ry et
R; < (Zx:A.B)".
+ Nous pouvons alors appliquer le lemme [5.2.5 et en déduire qu’il existe Ay, B>
tels que
—_— hnfr(Rg) = ZXIAZ .Bg
— cumu((Zx:A,.B2)*, (Zx:A.B)¥).

(4) Montrons enfin qu’il existe Ry, T,U tels que T' =P f} Ry, hnfr(Ry) =TIx: T.U,NF_BI(U*) €
Sort et cumu((Zx:A.B)*, T*).

e Par hypotheése d’induction sur ' P:2x:A.B — s il existe R; telque I' - P f Ry
etR] < (Zx:A.B— )"

» Nous pouvons alors appliquer le lemme [5.2.5| et en déduire qu'il existe T, U tels
que

— hnfr(Ry) =1Ix:T.U,
— R} —p hnfrR))* =Mx: T*.U*.

e Montrons que (Xx:A.B)* <T* etU* <.
— D’apres la proposition nous avons R} —Bun hnfr(Ry)* = (Ix: T.U)*.
— De R} = (Zx:A.B— s)*, nous déduisons (Ilx:T.U)* < (Zx:A.B—s)*.
— Nous concluons par inversion de la cumulativité.

» Montrons qu’il existe des sortes st,sy tellesque I'-T:sretx:THU : sy.
— Par correction de I'algorithme d’'inférence de type, nous avons I' =P : R;.

— D’apres le corollaire appliqué a T' - P: Ry, nous déduisons '+ P : T1x:
T.U.

— Nous concluons grace au lemme du type des types et aprés inversion de
jugement de typage.

e Montrons que NF_BI(U*) € Sort.
— Par correction de I'extraction, nous avons I'*; x : T* - U™ : sy.

— Puisque U™ est bien typé et que U* < s, d’apres le lemme page
nous avons bien NF_BI(U*) € Sort.

» Montrons enfin que cumu((Zx:A.B)*, T*).

— DeTI'F c:2Zx:A.Bnous déduisons que Zx : A.B est bien typé. Par correction
de I'extraction, (Xx:A.B)* est bien typé dans ICCs.

— De méme, nous avons vu que T est bien typé dans AICCs, donc T* est bien
typé dans ICCs.

— Par complétude de cumu et puisque (Xx:A.B)* <T*, nous déduisons bien
cumu((Zx:A.B)*, TH).
* Ssys—E-1):
Si
I'kFc:Zx:A.[B]
I'kFmi(o):A

montrons qu’il existe R, Ay, By tels que
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TFcfR  hnfr(R)=Zx:Ag. [Bo]
I'=m(e) 1 Ao

(INF-I-ELIM-R-1)
avec Ag <A*.

 Par hypothese d’induction, il existe R tel que ' ¢ ff R et R* < {x: A* | B*}.

o D’apres le lemme appliqué a R, hnfr(R) est bien défini et il existe Ag, By tels que
hnfr(R) =2x:Aq.[Bg] et {x:A; IB’S} <{x:A*|B*}.

 Nous en déduisons, par inversion de la cumulativité, Aj < A*.
* (Ssys—E-2):8i

ye FV(f*)

I'—P:s 'Fc:Zx:A.[B] I;y:Bokf:P (B[x/nl(c)])*SBS

T+ EIimfR([y:Bo].f, c,P):P

Montrons qu'’il existe R1,Rz,S1,S2,A1,B; tels que

THFP(S; NF_BI(S?) € Sort F;y:ﬁgfg*? Rz
FFenR hnfrR1) = Zx: As. [B] cama((B, [x/my (@), B
I'FBo 1S NF_BI(S}) € Sort cumiuL o1 TR Bo

yEFV(f™)

I+ EIimISR([y:BO].f, ¢,P)P

e y¢ FV(f*) est vrai par hypothese.
« Par hypothéses d’induction, il existe Sy,R1,R» tels que
(1) TFPAS  etS) <s,
(2) TRcfRy etR <(Zx:A.[B])7,
3) I;y:Bo f 1 R2 et R, <P*.
 Nous montrons que R; et P* sont bien typés dans ICCs et en déduisons, par complé-
tude de cumu sur R; <P*, que cumu(Rj, P*).
o D’apres le lemme appliqué a (1), nous avons NF_BI(S]) € Sort.
e D’apres le lemme appliqué a (2), il existe A1, B; tels que hnfr(R;) = Zx:A;.[By].
Nous avons de plus R} —p (ZX:A]. [BiD)*.
» Montrons qu’il existe un terme S tel que I' - Bg f} Sz et NF_BI(S;) € Sort.

— Nous montrons, comme dans le cas de (-Lam) traité ci-dessus, qu’il existe une
sorte sg et une dérivation de I' F By : sg incluse dans la dérivation de de I';y:
By f:P.

— Nous pouvons donc appliquer par induction la proposition sur le jugement I' -
Bo : sg et en déduire qu'il existe S, tel que I' =B [x/m1(c)] f} Sz et S; < sg.

— D’apres le lemme appliqué aT +B[x/m1(c)] 1 Sz et S < sg, nous prouvons
bien que NF_BI(S;) € Sort.

e Montrons que cumu((B; [x/m;(c)])*, B;). Par complétude de cumu, il suffit de montrer
que By [x/m(c))* = BS et que (By [x/mi(c)])* et B("; sont bien typés dans ICCs.

— Montrons que (B [x/m;(c)])* < By.

— DeRj <(Zx:A.[B)* etR] —p (Zx:A7. [B11)* nous déduisons (Zx:A;.[B1])* <
(Zx:A.[BD*, puis B} <B* par inversion de la cumulativité.

— Nous déduisons de B < B* que (B; [x/m;(c)])* = B[x/m(c)])*.
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— Nous concluons par transitivité puisque (B [x/m;(c)])* =< BS.
— Nous montrons que B est bien typé dans ICCy par correction de I'extraction
sur I'-Bg: sg.
— Montrons que (B [x/71(c)])* est bien typé dans ICCs. Par correction de I'extrac-
tion, il suffit de montrer que B; [x/7;(c)] est bien typé dans AICCs.
— Par correction de I'algorithme d’inférence, nous obtenons I' - ¢ : R;.
— D’apres la proposition |4.3.1| appliquée a I' F ¢ : R;, nous déduisons I' - ¢ :
2Xx: A1 . [Bl] .
— Par inversion de I' - c: Zx: A;.[B;] il existe une sorte s; telle que I';x:A; -
B1 L S81.
— Par application de (=syz-E-1al'Fc:Xx:A;.[B;], nous dérivons I' -1 (c) :
A;.
— Nous pouvons donc substituer x par m;(c) dans I';x: Aj B : 51 et en dé-
duire I' - B; [x/m1(c)] : 1.
O

Le corollaire suivant explique comment les deux algorithmes d’inférence sont liés.

5.2.8. Corollaire. Soient " un contexte et M un terme de AICCs. Alors il existe R dans AICCs tel que
[+ M 1 R si et seulement s'il existe un terme R’ dans ICCs tel que T* + M1'R’. Dans ce cas, nous
avons R* —p R

DEMONSTRATION. e SiI' F M f R alors, par correction, I' - M : R. Par complétude de
I'algorithme d’inférence de type extrait, il existe R’ tel que I'* - M}' R’ et R’ < R*.

e SiT* I MﬂIR’ alors, par correction, il existe Ry annoté tel que I' - M : Ry et R; =R Par
complétude de I'algorithme d’inférence de type, il existe R tel que ' Mt Ret R* <Rj =R'.
e Nous avons donc R* =R’ siTFMffRet T'* - M{'R.

e Une induction sur la structure de M permet de montrer que R* —p, R’.

O

Type principal. La complétude de I'algorithme permet de montrer I'existence d'un type prin-
cipal pour les termes bien typés de AICCs. Comme dans ECC [Luo94], nous avons une regle de
cumulativité, ce qui fait que la propriété d’'unicité des types ne peut étre vérifiée et que nous défi-
nissons une notion de type principal comme le type le plus petit au sens de la relation de cumula-
tivité. La particularité de AICCy est que la regle (cumu) compare les extractions des termes, ce qui
nous impose de définir le type principal comme le type dont I'extraction est le type le plus petit.

5.2.9. DEFINITION (Type principal). Soient M un terme et I' un contexte. T est un fype principal
deM pourT siT'+M:T est dérivable et si pour tout terme R tel que ' M: R, T* <R*.

5.2.10. Corollaire (Existence du type principal). Tout terme bien typé admet un type principal.

DEMONSTRATION. La complétude de 'algorithme d’inférence de type prouve que le type inféré
est un type principal. O
5.2.11. REMARQUES.

(1) La notion de type principal dépend du contexte dans lequel nous nous placons. Toutefois,
s'il n'y a pas d’ambiguité, nous ne le mentionnerons pas.

(2) Le type principal est défini de maniere unique a convertibilité pres de son extraction.
Ainsi, si Ty, Ty sont des types principaux de M sous I', nous avons par antisymétrie T(’)k = Ti‘.
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Perspectives

Ce chapitre présente et étudie un algorithme d’'inférence de type pour AICCs. Afin d’en com-
pléter I'étude, il conviendra de montrer la conjecture concernant la normalisation forte de la

réduction —»{1.

Etablir un algorithme d’inférence de type nous a obligé a enrichir AICCs de regles de réduc-
tion. Il serait intéressant de savoir si ces regles pourraient permettre de simuler dans AICCs toute
réduction dans ICCs. Pour cela il faudrait considérer une réduction —r dans un contexte plus large
que dans —»?, ol seuls certains sous-termes sont réduits. Cette réduction aurait la spécification sui-
vante : si '=M: T et si M* —p, N’ alors il existe un terme N de AICCs tel que N* =N’ et M —r N.
AICCs muni de cette réduction pourrait alors étre défini indépendamment de ICCs.






Conclusion

Nous avons présenté deux calculs des constructions avec sommes dépendantes et arguments
implicites.

Le premier, ICCy, étend le Calcul des Constructions Implicite de Miquel avec des types somme.
De méme que ICC contient deux types produit (le produit dépendant habituel et un produit dé-
pendant implicite qui généralise le polymorphisme paramétrique a tous les termes du calcul), ICCx
contient trois types somme : la somme dépendante habituelle, et deux variantes implicites, le type
existentiel et le type sous-ensemble. Sa syntaxe est a la Curry. ICCs posséde de bonnes proprié-
tés métathéoriques, Méme si I'établissement des lemmes d’inversion usuels pose probleme, nous
sommes parvenus a montrer que le typage était préservé par pPi-réduction; cela ne semble pas étre
le cas pour la n-réduction. La cohérence logique de ICCys a été montrée par |'établissement d'un
modele. Ce modele est une adaptation a ICCs du modele établi par Miquel pour ICC.

Le second systéme, AICCs, est un Calcul des Constructions a la Church avec deux types produit
et trois types somme. Il est muni d'un mécanisme interne d’extraction qui transforme tout terme
de AICCs en un terme de ICCy. Une caractéristique essentielle de ce systeme est que la regle de
cumulativité compare des termes extraits et non des termes de AICCs : le calcul se fait donc dans
ICCs. Ainsi nous pouvons montrer que les termes bien typés de AICCs correspondent exactement
aux termes bien typés de ICCs.

Nous définissons deux algorithmes d’inférence de type pour AICCs. Le premier extrait un type
de ICCs et permet de définir un algorithme de vérification de type de AICCs. Le second algorithme
infére un type de AICCs. L'établissement de ce dernier a nécessité de rajouter des regles de réduc-
tion dans AICCy afin d’émuler les réductions ayant lieu au niveau de ICCy. La correction et la com-
plétude de ces algorithmes repose sur deux conjectures : la normalisation forte de la fin-réduction
dans ICCs et, pour le deuxieme algorithme uniquement, la normalisation forte de la relation de
réduction dans AICCs.

Perspectives

Démontrer les conjectures que nous avons posées serait une premiere extension de nos travaux
de these. Plus généralement, il serait intéressant de prouver certains résultats mentionnés au cours
de cette these qui nous semblent trés probables. Parmi ceux-la se trouve en premiere place 'in-
décidabilité du typage dans ICCs. Nous avons également des résultats moins généraux et dont la
démonstration serait sans doute plus simple : le fait qu'un type existentiel purement implicite inva-
lide la préservation du typage, que la n-réduction ne préserve pas le typage. Etablir solidement ces
derniers résultats semble nécessiter d’établir des lemmes d’inversion plus précis pour 'application
et la variable. Peut-étre que des techniques similaires a celles utilisées dans le chapitre [2| (préserva-
tion du typage par fi-réduction) et dans le chapitre|7| (relevement) permettraient de conclure.

Un autre sujet d’étude intéressant est la possibilité d’avoir un type existentiel vraiment impli-
cite. Comme nous 'avons vu, il semble probable que la préservation du typage soit perdue. Mais
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il est possible qu’en restreignant les Pfi-réductions possibles, comme dans [Xi06), [SF14], le typage
serait préservé.

Enfin, notre projet a long terme est d’ajouter les types inductifs. Les prochaines étapes pour-
raient étre I’étude de 1'égalité et des W-types de Martin-Lof [ML85].

Travaux connexes

Pfenning a proposé un Calcul des Constructions inspiré de la logique modale avec des anno-
tations permettant de distinguer les preuves des expressions a priori calculatoires [Pfe01]. Dans ce
systéme, les variables considérées comme logiques ne peuvent avoir de réle calculatoire ni dans
les termes (comme dans AICCsy), ni dans les types (contrairement a AICCys). Ce systéme semble
donc étre moins expressif car le produit dépendant implicite n'est pas exprimable. Mishra-Linger
et Sheard [MLO8] ont repris 'approche de Pfenning en ajoutant au systéme une version a la Church
du produit dépendant implicite de Miquel et un mécanisme d’effacement tout a fait similaire a
I'extraction de ICCs. Une différence majeure avec ICCy est que la conversion se fait entre termes
annotés. Ainsi leur systeme ne parvient pas a représenter complétement ICC et reste sémantique-
ment un systeme a la Church. Mishra-Linger propose ensuite dans sa these [MLO8| une variante
ol la conversion compare, comme dans AICCs, des termes extraits. Notons également que dans sa
these, Mishra-Linger considere des PTS plutot qu'un Calcul des Constructions. Etendre nos travaux
aux PTS pourrait étre une extension intéressante et relativement rapide de notre travail.[ljl Nous
pourrions en fait méme nous intéresser aux CTS définis par Barras [Bar99], qui sont une générali-
sation des PTS avec deux parametres supplémentaires : une relation de conversion et une relation
de cumulativité.

Enfin, plusieurs langages de programmation a types dépendants ont été proposés. Cayenne [Aug98]|
ajoute les types dépendants a Haskell; le typage y est indécidable. DML [XP99] enrichit ML avec
des types qui peuvent dépendre d’expressions arithmétiques. Son successeur, ATS [CDX05], per-
met de mieux séparer 'élaboration du programme (purement calculatoire) de celle des preuves.
Des langages plus récents (Agda [Nor07], Epigram [McBO04] et Idris [Bral3]) proposent les types
dépendants dans toute leur généralité tout en gardant un typage décidable. Chacun d’entre eux a
ses particularités mais, a nos yeux, deux éléments les relient entre eux et les distinguent de notre
approche. Tout d’abord ce sont des systémes a la Church alors que AICCs se comporte comme un
systeme a la Curry. Enfin, leur démarche est de chercher a améliorer les langages fonctionnels (ML,
Haskell,...), trés pratiques pour les programmeurs mais avec un systéme de types limité; la notre
est de vouloir rendre un assistant de preuves, avec un langage de types trés riche, plus intuitif d'uti-
lisation. Nous partageons cependant un but commun : définir un langage permettant d’élaborer
intuitivement des programmes s{irs.

14. Les algorithmes d’inférence ne pourraient toutefois étre définis que pour des PTS fonctionnels.
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Annexe A

Confluence des (t- et fin-réductions

Le concept de réduction paralléle est habituellement utilisé dans les preuves de confluence de
la B-réduction pour le A-calcul pur [Bar84] ou pour des A-calculs typés [MLS84]. Son invention a
été attribuée a Tait par Martin-Lof.

Takahashi utilise dans [Tak95] des réductions paralleles pour démontrer élégamment d’autres
résultats classiques des A-calculs, dont le report de la n-réduction. Il présente également une nou-
velle preuve pour la confluence, plus courte que celle de Tait-Martin-Lof.

Nous commencons par définir les pt-,n- et fin-réductions paralleles et montrer leurs caracté-
ristiques intéressantes. Puis dans une deuxiéme section, nous montrons la confluence des - et
Bin-réductions.

La n-réduction paralléle, inutilisée dans les preuves de confluence présentées ici, sera utilisée
pour la preuve du report de la n-réduction présentée dans I'’annexe [C|

1. Réductions paralleles
Pour une relation de réduction R donnée, la réduction R-parallele, notée =, consiste a ré-
duire simultanément plusieurs R-redex présents dans un terme.

La réduction R-parallele a deux propriétés intéressantes : elle est close par substitutionE] et,
surtout, sa cloture réflexive et transitive est identique a —»g.

1.1. Définitions.

1.1.1. DEFINITION (Réductions paralléles).

o La Pi-réduction parallele, notée =g, est définie inductivement par la réunion des regles
de la figure[30] (avec R = pu) et de celles de la figure

* La n-réduction parallele, notée =, est définie inductivement par la réunion des régles
de la figure[30] (avec R =) et de celle de la figure

o La Pn-réduction parallele, notée =>g,, est définie inductivement par la réunion des régles
de la figure [30] (avec R = pin) et de celles de la figure
1.1.2. DEFINITION (Relation symétrique et cloture réflexive et transitive). Soit R € {fin,ft, n}.
 La relation symétrique de = est notée <=g.

o La cloture réflexive et transitive de = est notée = .

1. SiMg =R M; et Ng =R N alors Mg [x/Ng] =g M7 [x/N;] .
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224 A. CONFLUENCE DES fi- ET fin-REDUCTIONS

W (R-VAR)

ﬁ (R-SORT)

To =r T Up =r Uy
Ox:Tg.Uyg =g Ox:T;.U;
My =r M;
)\X.MO —R )\X.Ml
M() —R M1 NO —R Nl
MoNo =r M1 N;

(R-00

(R-Lam)

(R-ApP)

ayp =R a1 by =r by
(ag, bp) =R (a1, b1)

(R-PAIR)

fo=r A Co =R €1
Elimz (xy. fo, co) =r Elimz(xy.f1,¢1)

(R-Elim-X)

by =r by
(0, bg) =R (¢, b1)

(R-3)

fo=r fi Co =R C1
E“mg(y.fo,Co) =R EIimg(y.fl,cl)

(R-Elim-3)

FIGURE 30. Regles communes aux réductions paralleles

My =p M; No =B Ny

(Bt-REDEX-P)
()\)C.M()) N() :ﬁl M1 [x/Nl]

fo=p fi ay =>p, a1 by =, b1
Elims (xy. fo, (ag, bo)) =, fi[x/a1]l[y/b]

(Bt-REDEX-15)

fo=sp N bo =p by
Elim3(y. fo, (¢, bo)) =>p f1ly/b1]

(BL-REDEX-13)

FIGURE 31. Regles propres a la fi-réduction paralléle

MO :>n M1 xé¢ FV(M())
)\X.Mox == M;

(n-REDEX-n)

FIGURE 32. Regle propre a la n-réduction paralléle

1.2. Propriétés des réductions paralleles. Soit R € {fin, i, n}.
1.2.1. Lemme. Soient My, M;,Ngo, N; des termes de ICCs.
(1) SiMg—grM; alors Mg =g M; .
2) SiMy =g M; alors Mg—rMj.
(3) SiMyg =g M; et Ny =g N; alors My [x/Ng] =r M; [x/N;] .

DEMONSTRATION. Les trois points se montrent par induction sur My. Pour le troisiéeme point,
il faut également utiliser le lemme des substitutions multiples (lemme[1.2.13| page[10). U
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Mo =P M, No =P Ny

(Bin-REDEX-P)
()\X.Mo) No :ﬁ”] M; [X/Nl]

fo=pn i ay =>pn a1 bo =pi b1
Elims (xy. fo, (a0, bo)) =g f1[x/a1lly!b]

(Bin-REDEX-1y)

Jo=pn fi bo =pm b1
E”mﬂ(JﬂfO, (0) bO)) :>f)ll’] fl [J’/bl]
My :>f)m M; X ¢ FV(M())
)\X.Mox ==Bin M;

(Bin-REDEX-13)

(Btn-REDEX-1)

FIGURE 33. Regles propres a la fin-réduction parallele

1.2.2. Corollaire. =}, est égale a —R.

DEMONSTRATION.

e Du point (1) du lemme précédent, nous déduisons par une récurrence immédiate que la
relation —»g est incluse dans :;.

e —»p étant close par réflexivité et transitivité, nous déduisons du point (2) du lemme précé-
dent, par une simple récurrence, que =, est incluse dans —»p.

O

2. Confluence

2.1. Présentation informelle de la preuve. Soit R € {1,in}. La preuve peut se décomposer en
trois étapes.

(1) Définir une fonction de réduction simultanée intégrale qui réduit tous les R-redex d'un
terme;

(2) Utiliser cette fonction pour montrer que la relation parallele associée =y vérifie la pro-
priété du diamant : si M; <= M =g M alors il existe My tel que M} =g My <=gr M>;

(3) En déduire par double récurrence la confluence de —g, puisque —p est la cloture réflexive
et transitive de = g.

2.2. Preuve.

2.2.1. DEFINITION (Réduction simultanée intégrale).

o La Bi-réduction simultanée intégrale d'un terme M, notée |[M|,, est définie inductivement
par la réunion des cas de la figure 34| (avec R = p1) et de celui de la figure

 Lapwn-réduction simultanée intégrale d'un terme M, notée |[M|,,, est définie inductivement
par la réunion des cas de la figure [34] (avec R = fin) et de ceux de la figure

Le résultat suivant est assez intuitif : il indique que si N est obtenu en réduisant certains R-redex
de M, alors il est possible en réduisant certains R-redex de N d’obtenir |[M|;, obtenu en réduisant
tous les R-redex de M. Puisque cela est vrai pour tout N et que |[M|; est indépendant de N, nous
pourrons utiliser [M|; pour prouver la propriété du diamant pour =g.

2.2.2. Lemme. Pour R € {fi,pin}, pour tous termes M,N si M =g N, alors N =g [M]; .
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Ixlg = x
[sle. = s
[Ox:T.Ulg = Ox:|T|k.1Uk
IMN|;y = [M|;IN|z (si MN n’est pas un p-redex)
[Ax.M)N[z = [Mlg[x/|NJg]
[(a, D)z = (lalg,|bl)

|[Elims(xy.f, 0k
|E|Imz(xy.f, (a; b))'R

Elims(xy.|flz Icly)  (siElimg(xy.f,c) n'est pas un tz-redex)
|fl[x/lalz] [y!1Dlg]

(0, D)l = (o, |bly)
I[Elim3(y.f,0)le = Elim3(y.1fls, Iclg) (si Elims(y.f, c¢) n'est pas un (3-redex)
[Elim3(y.f, (0, D)lx = |flxly/IDlx]

FIGURE 34. Cas communs a [t et fin

Ax.Mly, = Ax.[Ml,

FIGURE 35. Cas de I'abstraction pour ft

IAx. Mgy, Ax.[Mlg, (si Ax.M n’est pas un n-redex)
Ax.Mxlgp, = [Mlg, (six¢ FV(M))

FIGURE 36. Cas de I'abstraction pour fin

DEMONSTRATION. Nous ne traitons que le cas de la fin-réduction. Celui de la fi-réduction est
similaire en plus simple.
Si M =g, N, montrons par induction sur la structure de M que N =g, Mg,
* Les cas de la variable et de la sorte sont triviaux (M = N = |M|g,,).

e Les cas ot M n'est pas un fin-redex se traitent immédiatement par induction car M, |M|g,

et N sont nécessairement de méme nature.
» Les cas restants sont ceux ou M est un Pin-redex. Nous ne traitons que le cas du n-redex,

les autres cas sont analogues.

Si M = Ax.Mp x est un n-redex, alors [Mlg, = [Mglg,. Montrons que N =g,y [Molg, -
Deux cas sont possibles selon la derniere regle appliquée dans M =g,y N .
(1) La derniére régle est (Bu-Repex-n).
My =B N x ¢ FV(Mp)
Ax. Mgy x :>l3m N

(Bin-REDEX-1)

Nous concluons directement par hypothese d’induction.
(2) La derniéere regle est (pin-Lam). Il existe Ny tel que N = Ax.Nj et
Mo x :ﬁm No

(Btn-Lam)
Ax.Mgx =g, Ax.No pn-Lav

Deux sous-cas sont possibles selon la derniére régle appliquée dans Mo x =g, No .

(@) My x est un PB-redex et cette régle est (fu-Repex-p).
Alors il existe une variable z et des termes Mj,N; tels que My = Az.M;, Ny =
N [z/x] et
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M) =gy N1 X =>pip X

(Btn-REDEX-P)

Az.Mp) x =>pi N1l2/x]
(Btn-Lam)

Ax.(Az. M) x =pun Ax.(Nj[z/x])

o Par hypotheése d’induction, nous avons N1 =gy, M1y,

e Nous avons [Mglg, = Az.|Mily, et, par a-conversion, N = Ax. (N [z/x]) =
)\Z.Nl.

¢ Nous pouvons donc conclure en appliquant (fuy-Lam).

Nl :ﬁl‘q |M1 |ﬁm

(Pin-LaMm)
Az. Nl :ﬁ[r' Az. |Ml |[31r|

(b) La derniere regle appliquée est @un-arp). Il existe N; tel que Ny = N; x et nous
avons la dérivation suivante.

My =pain No X =g;n X
pn pin (Bin-App)

(Btn-LaM)

M() X :ﬁ”] N() X

Ax.Mpx =gy Ax.Nox
Montrons que Ax.Nox =g, Mol -
o Par hypothese d’induction, No =g, [Molgy, -
o Puisque My —»g,y No, nous avons FV(Np) = FV(Mp) d’ou x ¢ FV(Np).
« Nous pouvons donc conclure en appliquant (un-Repex-n).
No =>pu [Molg x & FV(Np)
Ax.No X =gy [Molg,

(Btn-REDEX-1)

O

2.2.3. Corollaire (Propriété du diamant pour =g). Soient R € {f1,fin} et M,M;,M, des termes de
ICCs. SiMy <= M ==y M, alors il existe My tel que M} =g My <= M>.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme précédent, il suffit de prendre My = [M|y. (]

2.2.4. Corollaire (Confluence de R). Soient R € {f1,fin} et M,M;,M, des termes de ICCs. Si M «—p
M —g M alors il existe My tel que M —»g Mgy «—g Ma.

DEMONSTRATION. Soit R € {ft,pin}.

e D’apres le corollaire précédent, et par une récurrence sur le nombre de pas de réduction,
nous montrons pour tous termes de ICCz M,M;,M; que si M; <r M = M; alors il
existe My tel que M} = My < Ma.

* Par une nouvelle récurrence, nous montrons que si M; <=3 M = M alors il existe My
tel que M} = My < M».

¢ Nous concluons alors en remarquant que —p est identique a =.






Annexe B

Type sous-ensemble : regle d’élimination dépendante alternative

Nous considérons un systeme ICCy’ identique en tous points (syntaxe, réduction,...) a ICCx
mais ou les régles de typage (sus-E-1) et (Sus-E-2) sont remplacées par la regle d’élimination dépen-
dante du type sous-ensemble :

I'-P:{x:A|B}—s I'c:{x:A|B} I;x:Ay:BEf:Px ye FV(f)

(SUB-E)
' flx/c]:Pc
Rappelons les régles (Sus-E-1) et (SuB-E-2).
I'kc:{x:A|B}
(SuB-E-1)
I'kc:A
I'P:s I'c:{x:A|B} I;y:Blx/clk f:P ye FV()
(SuB-E-2)

THf:P

Le but de cette annexe est d’étudier les liens entre ICCs’ et ICCs. Nous montrons les résultats
suivants :

(1) (sus-E) est admissible dans ICCs ;

(2) si ICCy’ vérifie certaines propriétés usuelles : inversion du type sous-ensemble et lemme
du type des types, alors

(a) (sus-E-2) est admissible dans ICCys’;
(b) (sus-E-1) est admissible dans ICCy’.

Nous déduisons du premier point que tout jugement dérivable de ICCs’ est dérivable dans
ICCs. Réciproquement, les deux points suivants montrent que, sous les conditions citées, tout ju-
gement dérivable de ICCy’ est dérivable dans ICCs.

Admissibilité de (sus-E) dans ICCs

Proposition. La régle (sus-E) est admissible dans ICCs.

DEMONSTRATION. La preuve est détaillée dans la figure Intuitivement, nous substituons x
par ¢ dans la prémisse typant f pour nous ramener aux prémisses de (sus-E-2). Notons que les deux
regles (Sus-E-1) et (Sus-E-2) sont utilisées dans la dérivation. U

229



230 B. TYPE SOUS-ENSEMBLE : REGLE D’ELIMINATION DEPENDANTE ALTERNATIVE

(Hyp) (Hyp)
I'EP:{x:A|B}—s I'tc:{x:A|B}
(APP)
I'HPc:s
(Hyp)
I'Fc:{x:A|B} (SUB-E-1) (HYP)
'kc:A Ix:A;y:BEf:Px
(SUBST x—¢)
Iy:Blx/clF flx/cl:Pc
(Hyp)
(ARBRE CI-DESSUS) (Hyp) (ARBRE CI-DESSUS) y ¢ FV(f)
I'+Pc:s F'c:{x:A|B} T;y:Blx/clF flx/cl:Pc yeFV(fix/c)) v)
UB-E-
' flx/c]:Pc

FIGURE 37. Admissibilité de (sus-E) dans ICCy
Admissibilité de (sus-E-1) et (Sus-E-2) dans ICCs’

Proposition. Si les deux résultats suivants sont valables dans ICCs’ :

« inversion du type sous-ensemble : siT' - {x:A|B}: s alors il existe des sortes s, sg telles que
I'FA:spetl'; x:A-B:sg

o type des types : siT =M : T alors il existe une sorte s telle que' =T : s.

Alors les regles (sus-E-1) et (Sus-E-2) sont admissibles dans ICCs .

DEMONSTRATION.

¢ La dérivation prouvant le résultat se trouve dans la figure EI Intuitivement, il s’agit d’ap-
pliquer la regle (sus-E) avec f = x et P =Az.A, ou z est une variable fraiche.

» Nous voulons appliquer la régle (sus-E)

I'Py:{x:A|B}—s T'c:{x:A|B} x:A;z:BE f:Pox z¢ FV(f) s
UB

-E)
' flx/cl:Pyc

ol z est une variable fraiche, Py = At.P; t avec P} = Ax.P, et P, = [B— B[x/c]] — P et, par
complétude de Rule, sy une sorte telle que (sg, s, So) € Rule.

z ¢ FV(f) est vraie car z est fraiche. T'F c: {x: A|B} est une des prémisses de (Sus-E-2).
Il nous faut donc montrer les prémisses ' Py :{x:A|B} —set[;x:A;z:BF f:Pgx. Les
dérivations de ces prémisses sont détaillées dans les figures 39] et [40] ci-dessous. ( (sus-E-1)
est admissible d’apres le point précédent.) La troisiéme étape, détaillée dans la figure
consiste a appliquer (sus-E), avec f[x/c] = f, et a en déduire I' - f : P par cumulativité et
par une instanciation d’argument implicite.

O

1. La notation COND indique 'utilisation des deux résultats supposés vrais dans ICCys’.



ADMISSIBILITE DE (SuB-E-1) ET (SuB-E-2) DANS ICCs’

(COND)
I'x:A-B:sg
(COND + AFFAIBLISSEMENT) F;x:A;y:B (o
I5z:{x:A|B}FA:sp (Hyp) Ix:A;y:BFEx:A
(LAM) (Cum)
I'FAz. A:{x:A|B}— sa I'c:{x:A|B} x:A;y:BEx:(Az.A)x SUB-E)
UB-

T'Fc:(Az.A)c

(WE-S)
(VAR)

(ARBRE CI-DESSUS) (COND)
T'kc:(Az.A)c I'HA:sa
I'kc:A

(Cum)

FIGURE 38. Admissibilité de (sus-E-1) dans ICCy’

(Hyp)
(COND) I'Fc:{x:A|B}
I;x:AFB:sg IT'kc:A
(CoND) T'FBlx/c]:sg ]
_ (AFFAIBLISSEMENT)
I5x:AFB:sg I5x:AEBx/c]: s (sB, SB, SB) € Rule

(SuB-E-1)

(SUBST x— ¢)

(E-PRD)
I'x:AFB—Blx/c]:sp

(ARBRE CI-DESSUS) (Hyp)
I'x:AFB—Blx/c]:sp I'~P:s (sB, S, So) € Rule
Ix:AF[B—B[x/c]] = P:sy
r;x:Al—Pp_:So
I'FAx.Py:A— s
I'FPi:A— s

(I-PRD)

(FOLD Py)

(LAM)
(FoLD P;)

(COND)
I'{x:A|B}:s (WE-S)
I;e:{x:A|B}+ VAR (ARBRE CI-DESSUS)
It:{x:A|B}Ft:{x:A|B} I'EP1:A— s
(SUB-E-1) (AFFAIBLISSEMENT)
T;t:{x:A|B}Ft¢:A It:{x:A|B}FP;:A— 5 (App)
Ie:{x:A|B}FP;t:5
TEAt.Pit:{x:A|B}—sg

I'EPy:{x:A|B}— sg

(LAM)

(FOLD Py)

FIGURE 39. Admissibilité de (sus-E-2) dans ICCy’ : étape 1
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(Hyp) (HYP)
F;J/:B[X/C]Fflp yﬁfFV(f) (GEN) (COND + WE-S +...)
' f:[Blx/cl]] =P I''x:A;z:B;H:B—Blx/c]+
(AFE.)
x:A;z:B;H:B—Blx/cl- f:[Blx/c]] =P

(ARBRE CI-DESSUS) (COND + WE-S + VAR + ...)

T;x:A;z:B;H:B—Bx/clF f:Blx/c]] =P  T;x:Az:BH:B—Bx/c|FHz:Blx/c] Z‘PP))
NST
Ix:A;z:BH:B—Blx/cl+- f:P

(ARBRE CI-DESSUS) (H FRAICHE)

Ix:A;z:BH:B—Blx/cl+ f:P He FV(f)

(GEN)
Ix:A;z:BEf:[B—Blx/c]] =P
(FOLD Py)
Ix:A;z:BF- f:Py
(COND)
LTEATSA
I;x:AF
—  (VAR)
(ETAPE 1) Iix:AFx:A (SUB-T)
I'x:AFPy:{x:A|B} — 59 Iix:AFx:{x:A|B} (ApP)
I5x:AFPyx:sy (AFE)
I;x:A;z:BEPgx: s '
(ARBRE CI-DESSUS) Pox B P (ARBRE CI-DESSUS)
Ix:A;z:BEf:Py Py, <Ppx I5x:A;z:BFPpx:sg Com
UM
Ix:A;z:BEf:Pox

FIGURE 40. Admissibilité de (sus-E-2) dans ICCyx’ : étape 2

(ETAPE 1) (Hyp) (ETAPE 2) (z FRAICHE)
I'Py:{x:A|B}—s I'c:{x:A|B} Ix:A;z:BE f:Pox ze FV(f) SUB-E)
UB-
I'f:Poc
(UNFOLD Pyp)
'f:(At.(Ax.[B—=Blx/c]l=P)t)c (Conn
UM
'+ f:[Blx/c]—Blx/c]] =P

(DEJA FAIT DANS ETAPE 1)

T'HBlx/c]:sg

Ty Bl Y
(ARBRE CI-DESSUS) F;y:B[X/C] l_y:B[X/C] | ?IiiM)
THf:Blx/c]—~Blx/c]]—P  TkAy.y:Blx/c]—Blx/c]
TFf:P

FIGURE 41. Admissibilité de (sus-E-2) dans ICCy’ : étape 3



Annexe C

Report de 1

Nous adaptons ici la preuve faite par Takahashi [Tak95]. Nous I'avons remarqué plus haut, le
report de 1 est faux en général. Nous montrons donc un résultat plus faible : le report de n pour les
termes bien typés. Pour cela nous utilisons notamment la préservation du typage par pft-réduction.

1. n-expansion d’ordre k

1.1. Définition.
1.1.1. DEFINITION (n-expansion d’ordre k). Soit k un entier positif et M un terme de ICCgs, et
z1,...,2 € FV(M) si k est non-nul. L'n-expansion d’ordre k de M, notée (M), est définie par
M)r=Az1.Az2.(...(Azx.Mzp)...20)) z1
si k est non-nul et M)y = M sinon.

1.1.2. REMARQUE. Par une récurrence immeédiate sur k, nous montrons, en appliquant (n-Repex-
m, que si M =, N alors (M), =, N . En particulier, nous avons (M) =, M..

1.2. Propriétés.

1.2.1. Lemme (Inversion de la n-réduction parallele). SoientRy, Ry des termes de ICCs tels que R, =,
R, .

(1) Ry = x si et seulement si il existe k = 0 tel que Ry = (X).

(2) Ry = s si et seulement si il existe k = 0 tel que Ry = (8).

(3) Ry =0x:T,.U; si et seulement si il existe des termes T1,U; et un entier k = 0 tels que R} =
(Ox:T1.Upg, Ty = T2 et Uy = Up.

(4) Ry = Ax.M_ si et seulement si il existe un terme M et un entier k =0 tels que R} = (Ax. M)
et M) =, M.

(5) Ry = My Ny si et seulement si il existe des termes M,N; et un entier k = 0 tels que R; =
(M1 N1k, Mj = My et Nj =, No.

(6) Ry = (ay, by) si et seulement si il existe des termes ay, b, et un entier k = 0 tels que R} =
((ar, b))k, a1 = az et by =y by.

(7) Ry = Elims(xy.fo,c2) si et seulement si il existe des termes c, f1 et un entier k = 0 tels que
Ry = (Elims(xy.f1,c1))k, f1 = f2 et c1 =, c2.

(8) Ry = (0, by) si et seulement si il existe un terme by et un entier k = 0 tels que Ry = ((¢, b1))x
et by = ba.

(9) Ry = Elim3(y.f2,¢2) si et seulement si il existe des termes c, fi et un entier k = 0 tels que
Ry = (Elim3(y.fi,c1)k, 1 = f2 et c1 =y .

DEMONSTRATION. Les réciproques sont immédiates : il suffit d’appliquer la remarque [1.1.2]
Dans le sens direct, les preuves sont similaires. Traitons le cas de |'éliminateur de somme dépen-
dante.

233



234 C. REPORT DE n

Si Ry =, Elimz(xy.f,c2) , montrons qu'il existe un entier k > 0 et des termes cj, f tels que
Ry = (Elims(xy.fi,c1)k, fi =0 f2 et 1 = co.
« La derniére régle appliquée dans la dérivation de Ry =, Elimz(xy.f2,c2) est (-Elim-x) ou
(n-REDEX-1).
» Soit k le nombre d’applications de la regle n-Repex-n) lorsque nous remontons la dériva-
tion. Nous pouvons construire une suite de termes (R’i)ogs k tels que R(I’ =Ry, et, pour tout
i, Rb = R et Ri =, Elimz(xy.f2,¢2) -
e La derniére regle de R’f =, Elims(xy.f2,c2) est (n-Elim-5), d’ou I'existence de fi et ¢; tels
que R’f =Elims(xy.f1,¢1) avec Ry = (R’f);C = (Elims(xy.f1,c1))k, 1 = f2 et c1 = Co.
U

1.2.2. Lemme (n)-expansion et fi-réduction parallele). Soient k un entier, x, y des variables et M,M', N, N’
des termes annotés tels que M =p, M’ , et N =>4, N’ . Nous avons :

(D) M) =p M

2) Ax.M)N =p M'[x/N']

DEMONSTRATION.
(1) Par récurrence sur k.
e Le cas k =0 est immédiat.
e Supposons (M) =p, (M) et montrons que (M) 41 =>p M) k41 -
e Soit z une variable telle que z ¢ FV(M)UFV(M'). Nous avons (M) ;1 =Az.(M) z
et MNip1=Az. M) z.
¢ Larbre de dérivation suivant montre que Az.(M)y z =p Az.MNiz.

H -
(M)k' :ﬁ[ (M/)k YP Z :ﬁl Z (El VAR)
(Bt-Arp)
M)z =>p M)z
(Pr-Lam)

Az. M)z =>p Az. M) 2
(2) Par récurrence sur k.
e Si k=0, il suffit d’appliquer la regle (fi-Repex-g).
o Si le résultat est vrai pour k, montrons-le pour k+ 1. Montrons que (Ax.M);.1 N =p
M’ [x/N'] .
« Soit z une variable fraiche n’apparaissant pas dans M, M’,N,N’. Nous avons (Ax.M) 41 =
Az.(Ax.M)gz.
» Par hypothese de récurrence avec M =g, M etz =>p 2 nous avons (Ax.M) z =>p,
M’ [x/z] .
» Nous déduisons donc, en appliquant (fi-Repex-g),
(Ax.M)gz =5 M'[x/2] N =p N’
Az.Ax.M);2)N =p, M’ [x/2] [2/N]
o D’apres le lemme des substitutions multiples, nous avons, puisque z ¢ FV(M'),
M’ [x/2][zIN'] =M'[z/N"] [x/z[z/N']] =M’ [x/N]

Nous avons donc bien (Ax.M)x1 N =5 M'[x/N'] .

(Bt-REDEX-P)

O

1.2.3. REMARQUE. Il n'y a pas d’équivalent du point (2) pour les éliminateurs des types somme.
Ainsi Elimz(xy.f, (M, N))x) =, f'[x/M'][y/N'] n’est pas vérifié. Il suffit de prendre le contre-
exemple du report de n Elimz (xy.(x ), ((x, ))1) = Elimz(xy.(x y),Az.(x, y) z). De méme nous n’avons
pas Elims(y.f, (0, N)x) = f'[y/N'].
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2. Preuve principale

2.1. Condition de report de 1.

2.1.1. DEFINITION. Soit M un terme de ICCsz. M vérifie la condition de report de n si M ne
contient pas de sous-terme (non-strict) de la forme Elims(xy.f,Ax.R) ou Elimz(y.f,Ax.R).

2.1.2. Lemme. La condition de report den est stable par = ,.

DEMONSTRATION. SiM =, N et si M vérifie la condition de report, montrons que N la vérifie
également. Nous procédons par induction en considérant la derniére regle appliquée. Tous les cas
sont immeédiats sauf (-Repex-iz) et (n-Rebex-13). Dans ces cas-1a si 'objet éliminé c; est une appli-
cation, alors par inversion ¢y I'est également ce qui contredit le fait que M vérifie la condition de
report. O

2.1.3. REMARQUE. La condition de report n'est pas préservée par —p,, donc a fortiori pas pré-
servée non plus par =,. M = Elimz(xy.f, (Az. (Ax.R)) z) est un contre-exemple.

2.1.4. Lemme. SiI'-M:T alors M vérifie la condition de report de 1.

DEMONSTRATION. Tout sous-terme d'un terme bien typé est bien typé. Or, d’apres les lemmes
d’inversion faible, si A - Elims(xy.f,Ax.M) : R (resp. A+ Elim3(y.f,Ax.M) : R) alors il existe Ag, z,A,B
tels que A;Ag H Ax.M:X2z:A.B (resp. A;Ag H Ax.M : 3z : A.B), ce qui contredit le lemme [3.4.18

page O

2.2. Lemme auxiliaire.

2.2.1. Lemme (Lemme principal). Soient M,N, P des termes tels que M = P =g, N. Si M vérifie
la condition de report de, alors il existe un terme P’ tel que M =>p, P' = N,

DEMONSTRATION. Par induction sur la structure de P. Nous suivons la définition de =g, et
considérons douze cas que nous regroupons en trois groupes.

(1) P est une variable ou une sorte (n’a pas de sous-termes stricts) : alors P = N et P’ = M
convient.

(2) P a des sous-termes stricts et la derniere reégle appliquée dans P =g, N n’est pas celle
d’un Pr-redex. Les hypothéses d'induction liées aux sous-termes de P permettent de conclure
facilement. Traitons par exemple le cas du constructeur de type : M = Ox: Po.P1 =,
N.

o La derniere régle de Ox:Py.P; =>p, N est nécessairement (i-0). Il existe donc Ny, Ny
tels que N =0x:Np.N; et P; =, N; pour i €{0,1}.

e Par inversion de M =, Ox:Py.P; (point du lemme|l1.2.1), il existe un entier k et
des termes My, M tels que M = (Ox:My.M;) et M; = P; pour i€ {0,1}.

 Nous avons donc, pour i € {0,1}, M; =, P; =g, N;. Par hypothéses d’'induction, il
existe P} tel que M; =>p, P} = N;.

e Posons P’ = (Ox: P;.P})x et montrons que M =>p, P’ = N.
« Montrons, en utilisant le point (1) du lemme|1.2.2} que M =, P’ .
Mo :ﬁl P6 M1 :[31 Pi
Ox:Mg.M; =, Ox:P.P}
(Ox:Mo.M1)g =>p, (Ox:P;.P)k

B-0)
1.2.21(1)

« Montrons, en appliquant la remarque(1.1.2} que P’ =, N .
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P(l) :T] N() Pll :T] N1 (-0
Ox:P}.P} =, Ox:Ng.N;
.12

(Ox:P}.P})g = Ox:Np.Ny
(3) La derniere regle appliquée dans P =g, N est celle d'un fi-redex.
(@) P estun p-redex.
o Il existe Py, P;,Np, N tels que P = (Ax.Pg) Py, N=Ng[x/N;] et
Py =4 No P, =4 Ny
(Ax.Pg)P; =p, Ny [x/N;]

¢ Par inversion de M =, (Ax.Po)P; (point (5) dulemme|1.2.1) il existe un entier
I et des termes M, M tels que M = (MyM;); M =, Ax.Py et M; =, P; .

e Par inversion de My =, Ax.Py (point (4) du lemme|[1.2.1), il existe un entier k
et un terme My tel que M6 = (Ax.Mo) et Mg =, Pg .

(Bt-REDEX-P)

e Nous avons donc M = ((Ax.Mg)M1); et, pour i € {0,1}, M; =, Pi = Ni.

e Par hypothéses d’'induction, il existe P;. tel que M; =y, P;. =, N;, pour i €
{0, 1}.

e Posons P’ = (P [x/P{]); et montrons que M =g, P’ = N.
« Montrons, grace aux points (2) et (1) du lemme que M =g, P'.
Mo :51 P(,) M1 :ﬁl P/1
(Ax.Mo)g M =>p, P [x/P]]
((Ax.Mp) M1); =, (P [x/P]);

* Montrons, grace a la cloture par substitution de = et la remarque [I.1.2}
que P’ =, N.

1.2.21 (@)
()

P(/):T]NO Pllﬁan CLOT. S
LOT. SUBST.
P(’) [x/P]] =y No [x/Ni]
1.1.2

(P} [x/P1); =y No [x/N]

(b) P est un 1z-redex. Ce cas se traite presque comme celui du p-redex. Une différence
importante est due a 'absence d’équivalent du point (2) du lemme pour les éli-
minateurs des types somme (cf. remarque[1.2.3).

« Il existe des termes Py, P1,P2,Ng,N;, N> tels que P = Elims (xy.Pg, (P1, P2)) et N =
No [x/N1] [y/N2].

e Par double inversion de M =, P (points puis @ du lemme [1.2.1), nous
avons des entiers k, et des termes My, M, M tels que M = (Elimz (xy.Mg, (M1, M2))#));
et M; =, P; pour i€{0,1,2}.

e Par hypotheses d’induction, nous avons, pour i € {0,1,2}, P} tel que M; =,
P! = N;. Nous posons alors P' = (P [x/P{][y/P}]);.

e De méme que pour le cas du -redex, nous montrons, grace a la cloture par
substitution de =, et la remarque que P’ =, N.

e Puisque M vérifie la condition de report de n, nous avons k = 0.
« Nous montrons grace au point (I) du lemme|[1.2.2|que M =g, P'.
M() :>[5l P(,) M; :ﬁl Pi M, :ﬁl Pé
Elimz (xy.Mg, (M1, My)) =, P; [x/P]][y/P)]
(Elimy (xy.Mo, (M1, M2))); =>p, (P [x/P{1[y/Py]);

(Bt-REDEX-1y)

1.2.21(1)
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(c) P estun 13-redex. Similaire, en plus simple, au cas précédent.
O

2.2.2. Corollaire.
(1) Soient M, N, P des termes tels que M :;“] P =3 N.SiM vérifie la condition de report de 1,
alors il existe un terme P' tel que M =g, P’ =N
(2) Soient M,N,P des termes tels que M = P =>¢ N. Si M vérifie la condition de report de,

alors il existe un terme P’ tel que M :>El P’ :ﬁ N.

DEMONSTRATION.
(1) Par récurrence sur le nombre de pas de =,
e Si M =P, P’ =N convient.
e SiM=, M :;‘1‘ P =y N, alors, puisque M vérifie la condition de report (lem,
nous avons par induction P tel que M =, My =>p, P; = N. D’aprés le lemme ‘
il existe P’ tel que M =>p, P' = P(, d'ot M =5, P’ = N.

(2) Par récurrence sur le nombre de pas de =, en utilisant le point précédent.

2.3. Report de 1.

2.3.1. Proposition (Report de la régle n). Soient M,N, T des termes et I' un contexte. Si M —p .y N et
sil'=M:T alors il existe un terme P tel que M —p P —p N.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur le nombre de pas de réduction. Immédiat si M = N. Si
M —»giy No —pin N, par hypothese de récurrence, il existe Py tel que M —p, Pg —y Ng —gin N.
e Si Ng — N, alors Py convient.
e Sinon, Ng —p, N. Par préservation du typage, Py est bien typé, donc vérifie la condition du
report (lemme[2.1.4). Nous pouvons donc appliquer le point (1) du corollaire précédent a
Py —y No —p, N et en déduire I'existence de P tel que Py —p, P —, N (car =g contient
—g et :; est identique a —p).
O






Annexe D

Récapitulatif des systémes d’inférence et du modele abstrait

Pour la commodité du lecteur, nous regroupons ici

o les regles de typage de ICCs,

« les parametres et les axiomes des modeles abstraits de ICCx
les regles de typage de AICCy,
les regles de I'algorithme d’inférence de type extrait,

les regles de réduction ajoutées dans AICCg, pour définir le deuxiéme algorithme d’infé-
rence de type,

les regles de I'algorithme d’'inférence de type annoté.

1. Regles de typage de ICCs

Calcul des Constructions.

I'T:s x¢DVI)
(WEF-E) (WE-S)
o ;x:TH

' (x:T)el '~ (s1,$2) € Axiom
(VAR) (SORT)

I'Ex:T | N )

I'ET:s; Ix:TEU:sy (s1,82,53) € Rule

(E-PRD)
I'MIx:T.U:s;3

I'x: THEFM:U T'HIIx:T.U:s

(LAM)
T'FAx.M:IIx:T.U

I'EFM:IIx: T.U T'EN:T

(APP)
I'EMN: U [x/N]

I'T:s; I;x:TEU:sy (s1,82,53) € Rule

(I-PrRD)
I'-Vx:T.U:s3

Ix:TEFM:U THVYx:T.U:s x¢FVM)
(GEN)

IT'EM:Vx:T.U

I'EM:Vx:T.U TEN:T
(INST)

I'EM:U[x/N]
IEM:T THT:s T=<T

’ (Cum)
I'EM:T
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Types somme.

I'A:s I;x:AFB:s, (51, 52, 53) € Rule’

()
I'HFZx:A.B:s3

I'a:A THb:Blx/al] THXZx:A.B:s

(Z-D
T'(a,b):Zx:A.B

'FP:2x:A.B—s TFc:Zx:A.B TI;x:Ay:BEf:P(x,y)

I'+Elims(xy.f,0):Pc
I'HA:s I;x:AFB:s, (1, S2, s3) € Rule’

@
I'3x:A.B:s3
I'a:A THb:Blx/al] TH3Ix:A.B:s
3-n
I'(o,b):dx:A.B
F'~P:3x:A.B—s [x:A;y:BFf:Plo,y)
I'c:3x:A.B xgFV(f)
(3-E)
'+ Elims(y.f,c):Pc
I'A:5 I5x:AFB:s,
(SuB)
I'{x:A|B}:s
I'a:A TrHb:Blx/al TH{x:A|B}:s
(Sus-I)
I'ta:{x:A|B}
T'ka:{x:A|B}
(SuB-E-1)
I'ka:A
'P:s I;y:Blx/cl+ f:P
T'Fc:{x:A|B FV
c:{x:A|B} y¢FV(f) (SUB-E-2)

Tk f:P

(Z-E)



(a)
(b)
(©)
(d)
(e)
(f)
(8
(h)

G
k)
M
(m)
(n)
(0)
(P
@
(1)

1)
)
3)

2. PARAMETRES ET LES AXIOMES DES MODELES ABSTRAITS DE ICCy

2. Parametres et les axiomes des modeles abstraits de ICCy
Parametres des modeles abstraits du calcul implicite avec sommes

un ensemble .«

une opération binaire (-) : M x M — M
une application [] : Aicc, x Val 4 — A
une relation d’ordre (<) c 4 x 4

un sous-ensemble I c .«

une application El : 9 — P(4)

cing constantes I, V,%,3,0 € .4

une suite de constantes (u;)je, € T *
deux constantes 1,2 € .4«

une opération binaire Pair: 4 x 4 — M

une application Gen:P(#) — 4

Axiomes de [],=< et de Pair

sia<a etb<b alors ab<a'b/

pour tout a, b € 4, Pair(a,b)-1 = a et Pair(a,b)-2=>b
[x]p =p(x)

[Propl, = ug

[Type;lp =u;, pour i >0

[Mx:T.Ul, = (IT-[T],) - \x.Ul,
[Ax.Mlp-a=[Mlpx—qa

si [Mlp;x—a = [M']p;x—q pour tout a € .4, alors [Ax.M], = [Ax.M']y
[MNI]p = [M]p - [NTp

[Vx:T.Ul, = (¥-[Tl,) - [\x.Ul,

[£x:A.B], = (Z-[Al,) - [\x.BI,

[(M, N)1p = Pair(IMl],, [N]p)

[Elims (xy.f, )l = [flpx—cl, - 1sy—(lcly-2)

[3x:A.Bl, = 3-[Aly) - [Ax.BI,

[(o, b)]p = [blp

[Elima(y.f, Ao = [flpsy—ei,

[{x:A|B}p = (o-[Alp) - [Ax.Blp

Afx.fxlp<I[Ax.x]p

Axiomes de 7, El

siteT ettt alorst’' €T
siteJ ettr=t alors El(r) = El(¢))

siteJ, acEl(r) et a< a alors a’ € El(r)
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Axiomes des opérateurs de types

(4) silltue g alors

(@) te T etuacJ pour tout ac El(r)

(b) El(ITtu)={f e .4 |VacEl(t), facEl(ua)}
(5) siVtue g alors

(@) te€ T etuacd pour tout ac El(r)

(b) El(Vtu)={be 4 |VYacEl(r), be El(ua)} = ﬂ El(ua)
acEIl(1)

6) siXtue T alors
(@) teJ etuaed pour tout ac EI(f)
(b) Xtu = Gen({Pair(a,b) e 4 | ac El(t),b e El(ua)})

(7) sidtueJ alors
T

(@) teJ etuaed pour tout ac EI(f)
(b) Ftu=Gen( |J El(ua)
acEl(1)

(8) sioctue g alors
(@) teJ etuaed pour tout ac EI(t)
(b) El(ctu) ={ae 4 |acEl(t) AEl(ua) # @}

Axiomes de Gen

(9) pour tout X c ., si Gen(X) € J alors X c El(Gen(X))
(10) si XX et si Gen(X),Gen(X') € T, alors El(Gen(X)) c El(Gen(X")).
(11) sill(GenX))u € I alors
{fed|VaeX, faeEl(ua)} c EIII(Gen(X))u)

Axiomes des codes des univers

(12) El(u;) €9 pourtout i € w

(13) u; € El(u;+1) pour tout i € w

(14) El(u;) € El(uj4;) pour tout i € w

(15) si t € El(u;) et ua € El(u;) pour tout a € EI(#), alors ITfu,Vtu,Xtu,3tu € El(u;), pour tout
iew

(16) si t € El(u;) et ua € El(ug) pour tout a € El(r), alors ITfu, Vtu € El(ug) pour tout i € w.

(17) si t€ El(u;) et ua € El(u;) pour tout a € El(z), alors otu € El(u;)
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3. Regles de typage de AICCy

Calcul des Constructions.
I'T:s x¢eDVI)

(WF-Ea) (WE-Sp)
o ;x:TH
' (x:T)erl '+ (s1,5$2) € Axiom
(VARA) (SORT4)
I'x:T Fl—Sllsz
I'tT:s; ;x:TEU:sy, (s1,82,53) € Rule
(E-PRrROD)
T'HIIx:T.U:s3
Iix:TEM:U T'HIIx:T.U:s
(E-LAM)
F'EFAx:T.M:IIx:T.U
I'M:Mlx: T.U TEN:T
(E-APP)

I'-MN:U [x/N]
I'ET:s; Ix:TEU:sy (s1,$2,53) € Rule

(I-PrROD)
I'FII[x:T].U:s3

Iix:THEFM:U T'FHO[x:T].U:s xe¢e FVM™)

(I-LAM)
I'Alx:T].M:II[x:T].U

I'EM:[[x:TI.U T'EN:T

(I-App)
I'EM[N]: U [x/N]

FEM:T THT:s T"=<T"

/ (CuMa)
I'EM:T
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Types somme.

I'A:s I;x:AFB:s, (51, 52, 83) € Rule’

(Za)
I'HFZx:A.B:s3
I'a:A THb:Blx/al] THXZx:A.B:s
(Za-D
FI—(a,b)zX:A_B:Zx:A.B
'FP:Zx:A.B—s Thc:Zx:A.B I;x:Ay:BEf:P(X,¥)sxA.B (Zx-E)
A-
'+ Elimg((x:A).(y:B).f,c,P):Pc
I'HA:s I;x:AFB:s, (51, S2, 53) € Rule’
(Z3)
I'Z[x:A].B:s3
I'a:A THb:Blx/al] THZXZ[x:A].B:s
(Z3-1)
I'-(lal, b)g[xa).B: Z[x:A].B
I'-P:2Z[x:Al.B—s I;x:A;y:BF f:P(x],Y)sxaAlB
I'kc:2[x:A]l.B x¢€FV(f)
! (23-E)

I' - Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P):Pc
I'HFA:s I'x:AFB:s)

(ZSUB)
T'HFXZx:A.[B]:s;

T'a:A TrHDb:B[x/al THZx:A.[B]:s

(ZSUB'I)
I'k(a,[bDsxa.B): Zx:A.[B]

I'kFc:Zx:A.[B]

(ZSUB'E'I)
I'Fmi(c):A

'P:s I'Fc:Zx:A.[B] T;y:Bokf:P Blx/m(c)D* =By y¢&FV(f™)

(ZSUB'E'Z)
I+ EIimfR([y:BOJ.f, c,P):P
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4. Algorithme d’inférence de type extrait

(1) Variable
(x:Thel’
'+ xp'T

(INF-VAR)

(2) Sorte

I (INF-SORT)
I'"F 51 Axiom(sy)

(3) Produit explicite
I'FTp'S)  NF_BI(S)eSort  I';x:T*HUA'S),

NF_BI(S}) € Sort
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(INF-E-PRD)

I +1x: T.Uf Rule(NF_BI(S}),NF_BI(S)))

I'FTps NF_BI(S’) € Sort I x: T FMpLU’

(INF-E-LAM)

I'FAx:T.Mpx: T*. U’

'+ MR NF_BI(R) =TIx:T .U’ I'FNA'T)

cumu(Th, T")
(INF-E-APP)

I'F MN U [x/N¥]

(4) Produit implicite
I'FTo'S]  NF_BI(S)eSort  TI;x:T*HUS),

NF_BI(S}) € Sort

(INF-I-PRD)

I’ FI[x:T]). U f'Rule(NF_BI(S}),NF_BI(S}))

I'FTpls’ NF_BI(S') € Sort Ix: T MU

x¢ FV(M™)

(INF-I-LAM)

I'F AT M v : T .U/

I+ MR NF_BIR)=Vx:T'.U’ I' NPT

cumu(T:, T
(INE-1-APP)

' MNI U’ [x/N*]

(5) Somme explicite

I'FAR'S]  NF_BI(S))eSort  I';x:A*FB'S,

NF_BI(S)) € Sort
(INE-3)

I'+ Zx:A.Bf!RulePrime(NF_BI(S}),NF_BI(S)))

Fo o AK I¥Y
I';x:A* -BAISE comu(R’, A%)

! Ig/
' AR'S, { I'F a R, {
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort

I'F bR,
cumu(R5, (B([x/al)*)
(INF-Z-PAIR)

I'F (a,b)sxapfZx: A" .B*

NF_BI(R}) =Zx:A}.B| — s
NF_BI(R)) =Zx:A).B)

I’ Ap'S)

I';x:A* - BAISE
NF_BI(S}),NF_BI(Sj) € Sort

{ I'FPAR)
I
I’ 'R,

cumu(Zx:A*.B*, Zx:A|.B)
cumu(Zx:A).B), Zx:A*.B¥)

e AF, . I
I';x:A%y:B*F fIR,
cumu (R}, P* (x, y))

(INF-Z-ELIM)

I+ Elimg((x:A).(y:B).f, ¢, P) ﬂIP* c*

(6) Somme implicite droite
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I'FANS]  NF_BIS)eSort  I';x:A*FBf!S,  NF_BI(S)) € Sort
I+ Z[x:Al.B'RulePrime(NF_BI(S}),NF_BI(S)))

(INF-3)

I+ Af'S)
sy AF I
I, x:A* - B'S] {

I'Faf'R] { I+ bR,
NF_BI(S,),NF_BI(S}) € Sort

cumu(R:, A*) cumu(R), (B[x/al)*)

I (INF-3-PAIR)
I'"+ ([al, D)s(xa).B " X :A* . B*
NF_BI(R)) =3x:A].B] — s cumu(3x:A*.B*,3x:A].B))
NF_BI(R,)=3x:A,.B, A, .B,,Jx:A*.B*
I’ PR, FP ) = e By cuma(ix: Ay B JxiA BT
' IR, I"EANS, I;x:A%y:B*F (IR,
2 I;x:A* FBASE x ¢ FV(f)
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort cumu(R}, P* (0, ¥))
- (INF-3-ELIM)
I’ Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P) 1 P* ¢*
(7) Somme implicite gauche
I'FAN'S]  NF_BIS)eSort  I';x:A*FBf'S,  NF_BI(S)) € Sort
(INF-SUB)

I+ Zx:A.[BI ! NF_BI(S))

I';x:A* - BA'SE
NF_BI(S,),NF_BI(S}) € Sort
I'F (a, [D)sxa. g 1 {x: A% | B*}

/ g/
AN Sy I’ af'R) I’ bR,
cumu(R:, A*) cumu(R'z, Blx/a)™®)

(INF-SUB-PAIR)

'+ 'R NF_BI(R) ={x:A’|B'}

(INF-SUB-ELIM-1)

'y (o) A/
l.,.R* In/
'+ Pq's! NF_BI(S}) € Sort ! ’y‘(];, pr)ﬂ R
I'+-BpLS! NF_BI(S)) € Sort 1 ’

(INF-SUB-ELIM-2)

"+ Elim{ ((y:Bl.f,¢,P) ' P*
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5. Regles de réduction dans AICCy

Réduction a la racine.

e Pi-réduction >2

Bt
Ax:T.M)N >gg M [x/N]
(Alx:T].M) [N] >‘§i M [x/N]

Elimg((x:T).(y:U).f, (@ D)zxa.,P) > flx/ally/b]
Elimy, ([x:T1.(y:U).f, (lal, b)zxa).8,P) &8 flx/ally/b]

1 ((a, [D)sxa.m) >4 a

Elimj, (1y:TI.f, (@ [DDzxa.m,P) &5 fly/b]

o Eliminateur simplifié et constructeurs >’éonstr_5impl
Elimg, ((y:Bol-Az:T.M,¢,l12:To.Ug) >4 g Az:To. Elimg ([y:Bol.M, ¢, Up)

EIimISR([y:BO].)\[z:T].M,c,H[z:TO].Uo) DQ]_Simpl )\[z:To].EIimISR([y:BO].M,c,UO)

ay = EIimfR([y:UO].a, c,Ag) by = EIimISR([y:Uo].b, ¢,Bolz/ agl)

Elim, ([y:Uol.(@, D)zz:a.8, €, 22 Ao-Bo)> () _giinoy (@0, bo)zz:a,. B
o Eliminateur simplifié et autres éliminateurs Dé”m_Simpl
c= EIimISR([z:T].g, d, )
Elimy, ([x:Al.(y:B).f,c,P) >4 EIimfR([z:T].EIimIL([x:A].(y:B).f, g,P),d,Pc)

3-Simpl
nl(EIimfR([y:B].f,c,Zx:T.[U])) D/;'—Simpl EIimfR([y:B].nl(f),c,T)

Elimy, (ly:Bl.f,Elim{ ([2:T).g,d, 0),P) &5, o Elim} ([z:T1.Elim{ (ly:B.f,g,P),d,P)

1. . . . 2 A
» Eliminateur simplifié et constructeurs de type >} O-Simpl

I*y:B*-THS) To = Elim; ([y:B].T, ¢, NF_BI(S]))
I'*y:B*z:T* U] Uo = Elim} ([y:Bl.U, ¢,NF_BI(S};)

Elimf ([y:Bl.0z:T.U,¢,P) > (g Oz:To.Up

A

o Eliminateur simplifié et sortes >* ..
s—Simpl

Elim] (y:Bl.s,c,P) >

s—=Simpl $

Réduction dans un sous-terme.

Mo>£M;
—h (HRED-BASE)
My — M;
My -1 M,
(HRED-E-APP)
MoN - M;N
My -1 M,

(HRED-I-APP)

My [N] =1 M; [N]
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My —”ﬁ M,
Elimg((x:A).(y:B).f, My, P) —>l'3 Elimg((x:A).(y:B).f,M1,P)

(HRED-Z-Elim)

My —>? M,
Elimy, ([x:Al].(y:B).f, Mo, P) —»# Elimy, ([x:Al.(y:B).f,M;,P)

(HRED-3-Elim)

My —1 M;
1 (Mo) — 1 711 (M)

(HRED-1;)

My =] My
EIimfR([y:B].f,MO,P) —»’13 EIimISR([y:B].f,Ml,P)

(HRED-Simpl-OBJECT)

_h
My T;y:B M; _
(HRED-Simpl-BRANCH)

EIimfR([y:B].Mo,c,P) —»’F’ EIimfR([y:B].Ml,c,P)

My —I M,

. o (HRED-Simpl-TYPE)
EllmfR([y:B].f, ¢,Mg) —{ EllmfR([y:B].f,c,Ml)
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6. Algorithme d’inférence de type annoté

(1) Variable

(x:Tel
'ExT

(INF-VAR)

(2) Sorte

(INF-SORT)

' sy Axiom(s;)
(3) Produit explicite

T'ETHS; NF_BI(S}]) = s1 € Sort Lx:THFUNS, NF_BI(S;) = s2 € Sort

(INF-E-PROD)
I'HTIx:T.U fy Rule(sy, $2)
TFTHS  NFBIS*)eSort T[;x:THFM{U
(INF-E-LAM)
'FAx:T.MAx:T.U
TFM R hnfr(R) =Tx:T.U T+NfR,  cumu(®R?, T*)
TEMN ﬂ U [x/N] (INF-E-APP)
(4) Produit implicite
r=THS; NF_BI(S}) = s1 € Sort Lx:TEUNS: NF_BI(S;) = s2 € Sort
TF M[x:T].U {| Rule(sy, s2) (INE=1-PROD)
TFTANS  NFBI(S*eSort T;x:TFMAU  x¢FVM*)
(INF-I-LAM)
TFAL:T].MAI[x:T].U
TFM{Q R, hnfr(Ry) =M[x:T].U  TFNfR,  cumu(R:,T*)
(INE-I-APP)
I'EMIN] U [x/N]
(5) Somme explicite
[FAfS;  NFBIS!)=s eSort T;x:AFBfS;  NF_BI(S})=s;€Sort
TF=x:A.B{ RulePrime(s;,sy) (INF-E-2)
TEAfSA . TFafRy cumu(R*, A*)
L x:AFBfY Sp T'-bR cumu(R?, (B [x/al)*)
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort 2 2’
(INF-E-PAIR)
I'k(a,b)sxaNZx:A.B
TFPR, hnfr(Ry) =Tx: T.U
TFchRy NF_BI(U*)e€ Sort
) FI—AﬂSA ) hnfr(R2)=Zx:A2.B2
T;x:A-Bp!Sg cumu((Zx:A.B)*, T*)
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort cumu((Zx:Az.By)*, (Ex:A.B)*)
[;x:A;y:BFf(R3 cumu(R3, (P (x, )zx:A.B)")
(INF-E-ELIM)

'+ Elimg((x:A).(y:B).f,¢,P) 1 Pc
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(6) Somme implicite gauche

T'~ANS; NF_BI(S]) = s1 € Sort Ix:AEB(S, NF_BI(S;) = sz € Sort
I'2[x:A]l.B ) RulePrime(sy, $2)

(INF-I-Z-L)

FEAfSA . T-afR cumu(R*, A*)
Dx:AFBf Sp I'+b{R cumu(R?, (B [x/al)*)
NF_BI(S%),NF_BI(S}) € Sort 2 2’

(INE-I-PAIR-L)
' ([a], b)sixa).B 1 Z[x:A].B

THPAR, hnfr(Ry) = Mx: T.U

'FcN Ry NF_BI(U*) e Sort

THASA hnfr(Ry) = £[x:Az]. By .
\ Tix:AFBlSE \ cumu((E[x:Al.B)*, T*) xeFV(T)

NF_BI(S}),NF_BI(S) € Sort cumu((Z[x:Az].By)*, (Sx:A].B)*)

[;x:A;7:BF f(Rs cumu(R3, (P ([x], ¥)x(xa).B) ™)

' Elimy, ([x:Al.(y:B).f,¢,P) f Pc (INF-I-ELIM-L)

(7) Somme implicite droite

T'FARS x:AEB Sy NF_BI(S]),NF_BI(S;) € Sort
['=Zx:A.[B] ff NF_BI(S])

(INF-I-Z-R)

FEAfSA I TFafR cumu(R*, A¥)
Lix:AFBf Sp T+b{R cumu(R?, (B [x/al)*)
NF_BI(S}),NF_BI(S}) € Sort 2 2’

(INF-1-PAIR-R)
' (a,[bDsxa. B N Zx:A.[B]

I'cHR hnfr(R) ==Zx:A.[B]
'kmi(onA

(INF-I-ELIM-R-1)

I;y:BEfNR

cumu(R}, P*)

cumu((B; [x/m1(c)])*, B¥)
yeEFV(f")

'FehRy hnfr(R)) =Zx:A;.[B]

'P(S; NF_BI(S]) € Sort
I'=B1S, NF_BI(S;) € Sort

. (INF-I-ELIM-R-2)
I+ EllmfR([y:B].f, oP) P
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Résumé

Cette these propose un langage permettant de développer des programmes certifiés purement
calculatoires. Pour cela deux systemes de types sont présentés. Le premier, ICCys, est une exten-
sion du Calcul des Constructions Implicite de Miquel (ICC), enrichi avec des sommes dépendantes.
ICCs est un systeme a la Curry avec des opérateurs de type implicite. Ces opérateurs permettent
aux indications logiques de ne pas apparaitre explicitement dans les termes, rendant possible I'écri-
ture de de programmes certifiés purement calculatoires. Lajout des sommes dépendantes donne
plus d’expressivité au systéme et est un premier pas en vue de I'ajout des types inductifs, déja
présents dans l'assistant de preuves Coq. Une limitation de ICCs est que I'inférence de type est
vraisemblablement indécidable. Pour contourner ce probléme, nous définisssons un deuxieme sys-
téme : le Calcul des Constructions Implicite Annoté avec sommes dépendantes, noté AICCs. AICCx
est un systéme de types équivalent a ICCyz, mais avec une syntaxe bicolore a la Church. Les indica-
tions logiques des programmes apparaissent explicitement, rendant I'inférence de type décidable,
mais peuvent étre marquées. AICCy est muni d’'un mécanisme interne d’effacement qui transforme
un terme de AICCy avec indications logiques en un terme de ICCy purement calculatoire. Nous
prouvons que cet effacement est correct et complet, ce qui signifie que les programmes valides
de AICCs correspondent exactement a ceux de ICCs. Nous définissons également un algorithme
d’inférence de type correct et complet. La combinaison de cet algorithme et du mécanisme d’effa-
cement rend possible la programmation certifiée dans ICCs.

Mots clés : Théorie des types, arguments implicites, programmation certifiée, sommes dépen-
dantes, langages fonctionnels, inférence de type.

Abstract

This thesis presents a programming language for developing purely computational certified
programs with no explicit logical information. We present two type systems. The first one, ICCs, ex-
tends Miquel’s Implicit Calculus of Constructions (ICC) with dependent sums. ICCy is a Curry-style
system with implicit type operators. With these operators, logical information may remain implicit,
which makes it possible to write purely computational certified programs. Adding dependent sums
gives more expressive power to the system and is a first step towards adding inductive types that the
Coq proof assistant already has. One drawback of ICCs is that type inference is likely to be undeci-
dable. To solve that issue, we define a second system : the Annotated Implicit Calculus of Construc-
tions, AICCs. AICCs is a type system equivalent to ICCsz but with a bicolor Church-style syntax.
Logical information may appear explicitly, thus making type inference decidable, but is flagged. A
built-in erasure procedure transforms an annotated AICCy term into a purely computational ICCs
term. We prove that this procedure is correct and complete, which implies that valid AICCs pro-
grams correspond exactly to valid ICCs ones. We also define a correct and complete type inference
algorithm. This algorithm, combined with the erasure procedure makes certified programming in
ICCs possible.

Keywords : Type theory, implicit arguments, certified programming, dependent sums, functio-
nal languages, type inference.
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