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Résumé

Plusieurs lois de comportement mécaniques possédent une formulation tensorielle,
comme c'est par exemple le cas pour I'étude des matériaux élastiques. Dans ce cas in-
tervient un sous-espace de tenseurs d'ordre 4, noté&la et appelé espace des tenseurs
d'élasticité. Les questions de classi cation des matériaux élastiques passent alors par la
nécessité de décrire les orbites de I'espac&la sous l'action du groupe SO(3). Plus gé-
néralement, on est amené a étudier la géométrie d'un espace de tenseurs sUR®, via
I'action du groupe O(3).

Cette géométrie est tout d'abord caractérisée par ses différentes classes d'isotropies,
encore appelées classes de symétries. Chaque espace de tenseurs posséde en effet un
nombre ni de classes d'isotropies. Nous proposons dans notre travail une méthode ori-
ginale et générale pour obtenir les classes d'istropie d'un espace de tenseurs quelconque.
Nous avons ainsi pu obtenir pour la premiére fois les classes d'isotropie d'un espace de
tenseurs d'ordre 8 intervenant en théorie de I'élasticité linéaire du second-gradient de la
déformation.

Dans le cas d'une représentation réelle d'un groupe compact, l'algébre des polynémes
invariants sépare les orbites, ce qui motive donc la recherche d'une famille génératrice
minimale de polyndémes invariants. Celle-ci se fait en exploitant le lien existant entre
les espaces de tenseurs et les espaces de formes binaires et plus précisément la théorie
classique des invariants. On ne fait donc plus intervenir le groupeSO(3) mais le groupe
SL(2; C). Nous avons ainsi repris et ré-interprété les approches effectives de cette théo-
rie, notamment développées par Gordan au XIX siécle. Cette ré-interprétation nous a
permis d'obtenir de nombreux résultats, notamment la détermination d'une famille gé-
nératrice minimale d'invariants pour I'élasticité mais aussi pour la piézoélectricté. No-
tons aussi que nous avons pu retrouver d'une facon simple des relations importantes
intervenant en théorie classique des invariants, a savoir les fameuses séries de Gordan,
ainsi que des relations plus récentes d'Abdesselam—-Chipalkatti sur les transvectants de
formes binaires.

Mots clés : Théorie classique des invariants, transvectants, covariants de formes bi-
naires, Elasticité linéaire



Abstract

Tensorial formulation of mechanical constitutive equations is a very important matter
in continuum mechanics. For instance, the space ofelastic tensorss a subspace ofdth
order tensors with a natural SO(3) group action. More generaly, we have to study the
geometry of a tensor space de ned onR3, under O(3) group action.

To describe such a geometry, we rst have to exhibit its isotropy classes, also named
symetry classes. Indeed, each tensor space possesses a hite number of isotropy classes.
In this present work, we propose an original method to obtain isotropy classes of a given
tensor space. As an illustration of this new method, we get for the rst time the isotropy
classes of ath order tensor space occuring in second strain-gradient elasticity theory.

In the case of a real representation of a compact group, invariant algebra seperates
the orbits. This observation motivates the purpose to nd a nite generating set of poly-
nomial invariants. For that purpose, we make use of the link between tensor spaces and
spaces of binary forms, which belongs to theclassical invariant theory We thus have to
deal with SL(2; C) group action. To obtain new results, we have reformulated and rein-
terpreted effective approaches of Gordan's algorithm, developped during XIXth century.
We then obtain for the rst time a minimal generating family of elasticity tensor space,
and a generating family of piezoelectricity tensor space. Using linear algebra arguments,
we were also able to get important relations of classical invariant theory, such as the
Gordan's series and the Abdesselam—Chipalkatti's quadratic relations on transvectants.

Key-Words : Classical invariant theory, transvectants, covariants of binary forms, Li-
near elasticity.
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Introduction générale

La formulation tensorielle des lois de comportement linéairesoccupe une part
trés importante dans diverses théories physiques, touchant des domaines allant de
I'électromagnétisme la mécanique des milieux continus

dans le cadre de [Elasticité linéaire le tenseur des contraintes (d'ordre 2) et le
tenseur des déformations (d'ordre 2) d'un matériau sont liés par la loi de Hooke
généralisée = C". LetenseurC, d'ordre 4, est appelétenseur d'élasticité

dans le cadre de lapiézeoélectricitéle tenseur des déformations" (d'ordre 2) et le
tenseur électriquée (d'ordre 1) sont liés par la loi tensorielle " = PE , ou le tenseur
piézoélectriqueP est un tenseur d'ordre 3;

Dans ces formulations tensorielles, lesmatériaux sont décrits par des tenseurs mais
une telle correspondance n'est pas univoque. Elle dépend en effet dedtientation du
matériau dans lI'espace. Du point de vue mathématique, cela correspond adction du
groupe des rotationsur l'espace des tenseurs étudié. Ainsi, poureconnaitreet identi er
un matériau, il est nécessaire de connaitre et d'identi er I'orbite du tenseur associé.

De méme, il est tout aussi important de tenir compte dessymétriesdu milieu [Cur94].
Les symétries matériels peuvent étre directement déduites des caractéristiques microsco-
pigues du milieu. D'un autre c6te, les symétries physiques du matériau, qui sont dé nies
pour un comportement donné, se déterminent théoriqguement en étudiant lesisotropies
de I'espace des orbites.

On remarque donc que cette formulation tensorielle sous-tend des questions mathé-
matiques qui ont leur intérét (et leur dif culté) propre. A savoir : une fois donnée une
représentation tensorielle (T; ) du groupe G = O(3) ou G = SO(3), comment obtenir
des méthodeseffectivegpour

déterminer les classes d'isotropide cette représentation ;
décrire lI'espace des orbitesT=G.

Ces deux questions, bien sdr, ne sont pas spéci ques aux représentations tensorielles
du groupe O(3) ou SO(3). Par la suite, on se place donc dans le cas d'une représentation
linéaire (V; ) d'un groupe de Lie compacQu'il s'agisse de questions relatives aux classes
d'isotropie ou bien a l'espace des orbites, il existe de nombreux résultats théoriques
importants que nous rappellerons. Mais dans ces deux cas, les questions d'effectivité
restent dif ciles.

Calcul e ectif des classes d'isotropie

Etant dans le cas d'une représentation d'un groupe compact, I'espacéV; ) se décom-
pose en une réunion nie et disjointe de classes d'isotropie (ou strateg. Chacune de
ces strates correspond ainsi a une symétrie donnée, indexée par une classe de conjugai-
son d'un sous-groupe fermé deG. Un probléme important et pour lequel il n'existe pas
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de méthode effective générale, est de déterminer explicitement les différentes classes
d'isotropie de cette représentation.

Dans le cas d'une représentation tensorielle du grouped(3) ou SO(3), les classes d'iso-
tropie du tenseur d'élasticité n'‘ont été obtenues qu'en 1996 par Forte et Vianello [FV96].
Par la suite, cette méthode a permis d'établir d'autres résultats [GWO02 ; FV97; LH11].
Néanmoins, il semble que cette approche n'ait pas permis de dégager une méthode sys-
tématique.

Dans le cas d'unereprésentation irréductibledu groupe G = O(3) ou G = SO(3), les
classes d'isotropie ont été obtenues par lhrig et Golubitsky [IG84]. A partir de ces résul-
tats, nous avons développé un outil, baptiséopération de clipspermettant de déterminer
les classes d'isotropie de la somme directd; T, de deux représentations deG = O(3)
ou G = SO(3), connaissant celles deT; et T,. Nous avons pu en déduire un algorithme
pour toute représentation (de dimension nie) de G = O(3) ou G = SO(3).

A partir de cette nouvelle approche, nous avons aussi pu etablir des théorémes géné-
raux (théoremes 4.4.3 et 4.4.7) concernant les classes d'isotropie associées a tout type
de lois de comportement, modélisées par un espace de tenseurs d'ordre pair [OA13] ou
d'ordre impair [OA14]. On a pu ainsi clore dé nitivement la question relative aux classes
d'isotropie d'une représentation tensorielle quelconque?.

Espace des orbites et structure semi-algébrique

Dans le cas d'une représentatiorréelled'un groupe compactG, l'algébre des invariants
sépare les orbiteCette observation permet de construire une structuresemi-algébrique
sur l'espace des orbitesvV =G de toute représentation réelle de dimension nie de G. Un
procédé systématique permettant, a partir de la donnée d'unefamille génératrice d'inva-
riants polynomiaux, d'engendrer une telle structure a été décrit par Abud—Sartori [AS83]
puis rigoureusement établi mathématiquement par Procesi—Schwarz [PS85]. Il s'agit
d'une généralisation de laméthode de Hermitequi permet d'obtenir les inéquations que
doivent satisfaire les coef cients d'un polyndme réel pour avoir toutes ses racines réelles
(dans ce cas particulier, G est le groupe symétrique qui agit par permutation des coor-
données surR").

La strati cation en classes d'isotropie peut alors (en théorie) étre décrite par de nou-
velles équations/inéquations. Une telle étude, dans le cas du tenseur d'élasticité, a été
initiée par Auffray, Kolev et Petitot dans [AKP14].

Dans tous les cas, les calculs associés nécessitent la connaissance d'temaille généra-
trice nie de l'algébre des polynémes invariants

Algebres d'invariants : calculs e ectifs

Sur ce point, qui touche a la théorie des invariants il existe de nombreux résultats
théoriques. Le plus fameux est notamment le résultat de nitude de Hilbert. En effet,
pour toute représentation (réelle ou complexe) d'un groupe algébrique linéaire réductif,

a. Nous avons obtenu, en particulier et pour la premiére fois, les classes d'isotropie du tenseur de
comportement d'ordre 6 intervenant en théorie de I'élasticité du second gradient [Min64 ; OA14].
b. Un tel groupe peut étre vu comme un sous-groupe du groupe linéaire.
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l'algébre des invariants est detype ni. Théoriquement, il existe donc une famille géné-
ratrice nie de l'algébre des polyndmes invariants mais sa détermination effective reste
un probléme tres dif cile ©.

La premiére preuve de nitude de Hilbert est essentiellement existentielle [Hil90].
Face a de nombreuses critiques formulées par ses contemporaifls il proposa une
deuxiéme preuve, plus constructive, trois ans plus tard [Hil93]. Finalement, suite a ce
résultat de Hilbert, il y eut un désintérét certain pour les questions d'effectivité en théorie
des invariants [Fis66 ; Cri88].

A partir des années 1955, cependant, de nombreux travaux de mécanigue des milieux
continus ont abordé ces questions de calculs effectifs dans le cas des espaces de ten-
seurs d'ordre inférieur ou égal a 2. De telles questions avaient été initiées par Rivlin—
Ericksen [RE5S5]. C'est ensuite vers les années 70 que des résultats complets furent
obtenus, essentiellement établis par des procédés géométriques eélémentaires [Wan70;
Smi71]. D'autres travaux [Bet87 ; BKO94 ; SB97] ont alors abordé des espaces de ten-
seurs d'ordre 3 ou 4 mais en utilisant principalement des résultats déja connus sur les
formes binaires.

Dans les années 80 et du fait de I'émergence de l'informatique, il y eut un regain
d'intérét pour les questions relatives aux calculs effectifs sur les algébres d'invariants
en mathématique. Les approches étaient essentiellement in uencées par les travaux de
Hilbert et des outils de géométrie algébriqueOn trouve ainsi dans [Der99; Stu08] une
formulation moderne de cette méthode, qui s'applique dans des situations trés générales.
Mais a notre connaissance, les exemples traités demeurent assez simples.

Dans le cas spéci que des formes binaires, de nouveaux résultats ont été obtenus
réecemment [BP10a; BP10b]. Les méthodes de calcul sont elles aussi basées sur des
outils de géométrie algébrique et s'appuyent en grande partie sur les travaux de Dixmier
et al [Dix81; Dix82; DL88]. Par ces méthodes, il a été possible d'obtenir des familles
génératrices nies (et minimales) pour les invariants de formes binaires de degré 9 et
10.

Néanmoins, cette approche trouve ses limites lorsqu'il s'agit de calculer des bases
d'invariants joints (en particulier des bases decovariantg car une des étapes essentielles
consiste a déterminer unsysteme de parametre®r il n'existe pas, a notre connaissance,
d'algorithme général pour obtenir un tel systéme pour une algébre de type ni donnée.
De plus, un résultat théorique établi par M. Brion [Bri82, Théoréme 3] montre qu'il est
particulierement dif cile, dans le cas générique, de trouver un systéme de paramétres
d'une algebre dinvariants joints.

Invariants de tenseurs et formes binaires

Par un procédé de complexi cation, le calcul des invariants de tenseurs se raméne au
calcul des polyndmesSL(2; C) invariants sur I'espace deformes hinairesce qui constitue
la théorie classique des invariant®Iv99].

c. Ce point délicat ou intervient un résultat théorique d'existence qui n'est pas associé a une construc-
tion e ective, a été I'objet de nombreux débats épistémologiques au XIX ¢ siecle [Bon04].

d. Sa premiére preuve de nitude fut notamment relue par Gordan qui se serait écrié Ce n'est pas
de la mathématique mais de la théologie .
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Historiguement, cette théorie, qui est née au début du XX siécle, est en fait le ber-
ceau de la théorie des invariants. Les préoccupations des « anciefi, étaient tout autant
effectives que théoriques. Ainsi, un résultat di & Gordan [Gor68] établi la nitude des
algebres decovariants des formes binaires. Par sa preuvealgorithmique, il obtint une
percée importante dans la détermination effective de familles génératrices nies de co-
variants.

Calcul symbolique et morphismes équivariants

Les démonstrations que nous connaissons de cette preuve de nitude de Gordan
sont basées sur le calcul symboliqué€ [GY10; Glel5]. En suivant la démarche de
Weyl [Wey97], nous avons réinterpréeté les opérations symboliquesgurant au coeur de
leurs calculs explicites (I'opérateur de Cayleyet les transvectant3, en termes de mor-
phismesSL(2; C) équivariants.

Par cette approche, un covariant n'est rien d'autre qu'un morphisme équivariant, dé ni
sur destenseurs symétrique<€n travaillant alors sur des produits tensoriels nous pouvons
exploiter la décomposition de Clebsch—Gordaton découvre alors que les transvectants
forment des bases (vectorielles) naturelles de morphismes équivariants. La dif culté,
bien sdr, est de repasser des produits tensoriels (non symétriques) aux produits tensoriels
symétriques”.

Relations fondamentales

Les transvectants forment des projecteurs naturels sur les décompositions en irréduc-
tibles de produits tensoriels de formes binaires. On sait aussi que de tels transvectants
permettent de construire une famille génératrice in nie de l'algébre des covariants.

De cette famille in nie, il faut donc étre capable d'en extraire une famille nie. Avant
cela, nous montrons comment, par de simples arguments d'algébre linéaire, il est pos-
sible de retrouver certaines relations fondamentales sur les algébres de covariants.

La premiére famille de relations concernent lesséries de Gordanessentielles dans les
calculs effectifs de bases d'invariants, voir notamment les travaux de Shioda [Shi67] ou
de von Gall [Gal80].

La deuxieme famille de relations a été établie dans le cadre de lathéorie du re-
couplagé directement issue de la mécanique quantique [CFS95 ; KL94]. Dans ce cadre,
les travaux d'Abdesselam—Chipalkatti [AC09, Théoréme 1.2] établissent un théoréme
sur des relations quadratiques entre covariants, essentiellement démontré par des outils
homologiques et de géométrie algébrique. Dans notre approche, ce théoréme se réduit a
un résultat d'algebre linéaire. Notons aussi que I'approche développée dans cette théorie
du re-couplage est une version duale de notre travail.

e. Tels Boole, Cayley, Sylvester, Clebsch, Gordan, Aronhold, etc [Cri86; Cri88; Par89].

f. von Gall [Gal80] fut notamment le premier & obtenir une famille génératrice nie (non minimale)
des covariants d'une forme binaire de degré8, en 1880.

g. Il existe une version moderne de cette preuve dans [Wey93], dont la formulation est trés algébrique.
A notre connaissance, une telle approche n'a pas permis d'obtenir de nouveaux résultats e ectifs.

h. La diculté de ce passage au quotient est particulierement visible dans I'approche de Kung Rota
par le calcul Umbral [KR84].

i. A travers notamment les questions relatives aux 6 symbols et aux 9  symbols qui formalisent
les changements de bases sur des projecteurSL(2; C) équivariants.
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L'algorithme de Gordan re-visité

Le cceur de l'algorithme de Gordan consiste a extraire, de la famille génératrice in -
nie de transvectants, une famille nie. Néanmoins, pour pouvoir appliquer un tel algo-
rithme, nous avons choisi de le reformuler [Oli14], de maniére a développer des mé-
thodes de calcul ef caces dans le cas des bases de covariants joints.

Une telle reformulation avait déja été tentée par Pasechnik [Pas96] puis par Croni [Cro02]
mais il ne semble pas qu'ils en aient déduit de nouveaux résultats effectifs. De méme,
Olver avait aussi proposé une méthode appeléenéthode de GordarfOIv99]. Mais cette
méthode, qui ne correspond pas a l'algorithme de Gordan original, a été corrigée et
complétée par Brini et al. dans [BRT06]. Sa faiblesse principale est de ne fournir qu'une
« borne glissante » sur les degrés des covariants a calculer, ce qui rend les calculs pra-
tiques assez délicats.

De nouveaux résultats

Dans notre cas, l'algorithme de Gordan, une fois optimisé, nous a permis d'obtenir
pour la premiére fois des bases de covariants joints qui étaient restées jusqu'a présent
inaccessibles, a savoir une famille génératrice nie minimale de covariants de I'espace

S 4

des formes binaires de degré6 et 4.

Mais par cette reformulation, nous avons surtout pu répondre a une question vieille
de plus de 30 ans en mécanique des milieux continus : calculer effectivement une famille
génératrice nie des invariants du tenseur d'élasticité .

En plus de ce résultat, il nous a également été possible d'obtenir pour la premiére
fois une famille génératrice minimale des polynémes SO(3) invariants de l'espace des
tenseurs piézoélectriques.

En résumé, au cours de ce travail de thése, nous sommes parvenu a :

produire une méthode générale et algorithmique pour déterminer les classes d'iso-
tropie d'une représentation tensorielle quelconque;

produire des théorémes généraux sur les classes d'isotropie des espaces de tenseurs
associés a desois de comportement

obtenir pour la premiére fois une famille génératrice minimale de l'algébre des
invariants polynomiaux (sous SO(3)) du tenseur d'élasticité ;

obtenir une famille génératrice minimale des polynémes SO(3) invariants de l'es-
pace des tenseurs piézoélectriques.

Notons aussi que l'algorithme de Gordan posséde une variante qui permet de calcu-
ler une base de covariants d'une forme binaire de degrén, connaissant des bases de
covariants pour les formes binaires de degrék < n. Un travail commun avec R. Ler-
cier [OL14] va donner pour la premiére fois une famille génératrice minimale de cova-
riants des formes binaires de degréd et 10. Nous avons également bon espoir que cette

j- Seule une partie de cette base était connue [BKO94], laquelle base ayant été directement déduite
du travail de Shioda [Shi67].
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approche permette de déterminer une famille génératrice minimale de covariants des
formes binaires de degrél2, aujourd'hui inconnue.

Plan de la thése

Le chapitre 1 commence par une présentation assez générale du contexteécanique
gui a motivé notre travail de thése. La sous-section 1.1.2 présente ainsi les notions essen-
tielles de théorie de I'élasticité linéaire puis nous introduisons dans la sous-section 1.1.3
guelques situations faisant intervenir des espaces de tenseurs d'ordre 3, notamment le
cas de la piézoélectricité.

Nous explicitons ensuite dans la section 1.2 les problématiques physiques associées
aux formulations tensorielles, a savoir les questions relatives a l'identi cation, la re-
connaissance et les symétries physiques d'un matériau élastique. Nous montrons dans
la méme section comment ces problématiques se formulent mathématiquement, ce qui
nous permet d'aboutir au cadre proprement mathématique de notre thése, qui consiste
a développer des méthodes effectives pour

déterminer les classes d'isotropie d'une représentation linéaire(V; ) d'un groupe

compact;

déterminer une famille génératrice nie de l'algébre R[V]® des polynémes inva-
riants.

décrire I'espace des orbitesV =G d'une représentation linéaire d'un groupe de Lie
compactG;

Nous nous sommes particulierement intéressés aux approchesffectives appliquées
aux cas des représentations tensorielles du group®(3) ou SO(3).

Dans le chapitre 2, nous rappelons quelques propriétés essentielles des représentations
linéaires des groupes compacts. La section 2.2 aborde ainsi les questions liées aux classes
d'isotropie, a la strati cation et a la géométrie des espaces d'orbites. Nous précisons
ensuite dans la section 2.3 la notion de systéeme de parameétres, la structure d€ohen—
Macaulayde ces algébres et leursérie de Hilbert Nous montrons dans la section 2.4 qu'il
est possible de considérer des familles deséparants qui est une alternative intéressante
a la notion d'invariants. La sous-section 2.4.3 reprend d'ailleurs les résultats établis en
mécanique des milieux continus sur les séparants d'espaces de tenseurs d'ordre inférieur
ou égal a2.

Le chapitre 3 spéci e un certain nombre de résultats généraux du chapitre 2 au cas
des représentations linéaires des groupes(3) et SO(3). On aborde ainsi dans la sec-
tion 3.1 la décomposition harmoniquales espaces de tenseurs, qui consiste a décompo-
ser les représentations tensorielles en espaces irréductibles (dont un modeéle est donné
par des espaces de tenseurs ditharmoniqueg. Les sous-section 3.1.2 et 3.1.3 détaillent
la décomposition harmonique de l'espace des tenseurs piézoélectriques et élastiques.
Nous précisons ensuite dans la section 3.2 des résultats sur les classes d'isotropie des
représentations irréductibles de O(3) et SO(3), ce qui nécessite de décrire dans la sous-
section 3.2.1 la géométrie de leurs sous-groupes fermés. En n, dans la section 3.3 nous
explicitons un isomorphisme entre le complexi é des représentions tensorielles et les re-
présentations irréductibles du groupe SL(2; C). En termes dinvariants, le probléme se
raméne ainsi a la théorie classique des invariants.

Dans le chapitre 4, nous dé nissons lopération de clipssur les classes d'isotropie et
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nous donnons le résultat de ces opérations de clips sur les sous-groupes fermés &O(3)
(théoreme 4.2.7) puis de O(3) (théoreme 4.2.8). A l'aide de ces résultats, on peut dé-
duire les classes d'isotropie de toute représentation tensorielle et nous illustrons cette
démarche dans le cas de la piézolélectricité (sous-section 4.3.1) puis dans le cas de
I'élasticité (sous-section 4.3.2). La section 4.4 présente alors les théoréemes généraux sur
les classes d'isotropie des lois de comportement tensorielles, d'abord dans le cas des ten-
seurs d'ordre pair (théoréme 4.4.3) puis dans le cas des tenseurs d'ordre impair (théo-
reme 4.4.7). Les section 4.A et 4.B donnent les démonstrations des théorémes 4.2.7
et 4.2.8 sur les opérations de clips des sous-groupes fermés d80(3) et O(3). La sec-
tion 4.C donne en n des résultats utiles a la description de la géométrie des espaces
d'orbites dans le cas des représentations des groupeSO(3) et O(3).

Dans le chapitre 5, nous introduisons lathéorie classique des invariantdans la sec-
tion 5.1, nous dé nissons les notions d'invariant et de covariant d'une forme binaire,
puis nous introduisons dans la section 5.2 la notion demorphismeSL(2; C) équivariant.
Ces morphismes sont construits a partir de bpérateur de Caylegt destransvectants dé-
nis dans la sous-section 5.2.1. lIs permettent notamment d'avoir une forme explicite de
la décomposition de Clebsch—Gordabans la sous-section 5.2.2, nous représentons gra-
phiqguement les morphismes équivariants a I'aide demoléculesce qui permet ensuite de
dé nir les covariants moléculairesa la base de I'algorithme de Gordan. Nous montrons
alors dans la sous-section 5.2.3 comment passer des transvectants aux covariants molé-
culaires. En se placant dans l'espace des morphismeSL(2; C) équivariants dé nis sur
des produits tensoriels(non symétriques), nous exhibons dans la sous-section 5.3.1 des
bases vectoriellede transvectants, ce qui nous permet de re-démontrer (par des argu-
ments élémentaires) que l'algébre des covariants est engendrée par la famille in nie des
transvectants (théoreme 5.3.10). Certaines des relations obtenues a partir de ces bases
vectorielles de transvectants aboutissent alors a deselations fondamentalesque nous
détaillons dans la sous-section 5.3.2 : il s'agit des séries de Gordan (corollaire 5.3.13) et
des relations quadratiques d'Abdesselam—Chipalkatti (théoreme 5.3.15), que nous avons
pu re-démontrer par de simples arguments d'algébre linéaire.

Dans le chapitre 6, nous présentons différentes approches pour les calculs effectifs de
famille génératrice d'une algébre d'invariant. Nous présentons tout d'abord laméthode
de Hilbertdans la section 6.2, principalement basée sur la notion denilcéne, dé nie dans
la sous-section 6.2.1. Nous donnons ensuite dans la sous-section 6.2.2 les techniques
récentes de Brouwer—Popovisciu [BP10a] utilisées dans le cas des invariants des formes
binaires de degré 9 et 10. Aprés cela, nous présentons deuxlgorithmes de Gordan:
celui concernant les covariants joints dans la sous-section 6.3.1, puis celui concernant
les covariants simples dans la sous-section 6.3.2. La sous-section 6.3.3 illustre ensuite ces
algorithmes dans un certain nombre de situations nouvelles, telles celles des covariants
deSs SypuisdeSs S S

En guise de conclusion, nous produisons dans le chapitre 7 une famille génératrice
nie de I'espace des tenseurs piézoélectrique ainsi qu'une famille génératrice nie (mi-
nimale) de I'espace des tenseurs d'élasticité, ce qui, a notre connaissance, n‘avait pas été
obtenu jusqu'a présent.
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1. Motivations mecanigues

La mécanique des milieux continus® repose en grande partie sur l'utilisation d'un
formalisme tensoriel. Méme si ce formalisme est commun a d'autres domaines de la
physique, comme par exemple I'électromagnétisme, la spéci cité de la mécanique des
milieux continus P est son utilisation de tenseurs d'ordre supérieur 42. Pour ces tenseurs
d'ordre supérieur, I'analyse classique au travers de représentations vectorielles ou ma-
tricielles ne suft pas. De fait il y a en mécanique des milieux continus de nombreux
problémes ouverts associés a ces espaces de tenseurs.

Parmi ces problémes, nous nous sommes particulierement intéressé a :

1. la détermination effective de leur strati cation isotropique ;

2. la détermination effective d'une famille génératrice nie de leur algebre d'inva-
riants (sous l'action des groupesSO(3) et/ou O(3)).

A notre connaissance, il n'existe pas a ce jour de réponse globale et systématique a
ces deux questions. Au cours de notre travail, cependant, nous avons pu produire un
algorithme effectif pour la détermination de la strati cation isotropique, et nous avons
aussi repris et développé des concepts et outils permettant d'obtenir, pour la premiére
fois, une famille génératrice nie des algebres d'invariants associées aux deux espaces
de tenseurs suivants :

Ela := S*(S*(R%));

Piez := S%(R®) R3;

Le but de ce premier chapitre est d'introduire les problémes physiques qui ont mo-
tivé cette thése. Comme nous le verrons par la suite, ces questions de strati cation et
d'algebres d'invariants sont liés a des problématiques expérimentales qui concernent la
reconnaissancet l'identi cation de matériaux élastiques et piézoélectriques. Au cceur de
ces questions se pose le probléme de la description géométrique explicite des espaces de
tenseursEla ainsi que Piez

Il est important de noter que ces questions de description géométrique d'espaces de
tenseurs d'ordre supérieur (modulo O(3) ou SO(3)) constituent des problemes de ma-
thématique et de calculs effectifs a part entiére.

a. Pour une approche générale et détaillée de la mécanique des milieux continus, nous proposons au
lecteur de se reporter aux ouvrages classiques [Tru66 ; GM80; Sid80; Gur81; MH94 ; Cia05; For+09].
Notons aussi que des notes historiques intéressantes sur cette discipline, assez jeune (elle est nait au
XIX ¢ siecle), se trouvent dans [Tim53; Dug88; Tru03; Maul3].

b. Une telle discipline englobe la mécanique des uides et la mécanique des solides déformables comme
sous domaines. Dans le cadre de cette these, seule la mécanique des solides déformables sera considérée.
De fait, nous parlerons de mécanique des milieux continus de maniére un peu abusive.
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1.1. Invitation a la mécanique des milieux continus

De maniére a contextualiser notre travail de thése dans le domaine scienti que qui
a motivé ces questions, nous proposons un bref panorama de la mécanique des solides
déformables. L'exposé visant a une certaine concision, nous nous placerons dans toute
la suite en :

1. Statique: les effets d'inertie sont ainsi négligés par la suite;

2. Petite Transformation: les con gurations initiale et nale du domaine matériel ne
sont pas distinguées;

3. Réponse Linéaire les lois de comportement qui modélisent les propriétés de la
matiére sont linéaires donc tensorielles.

Ces hypothéses seront précisées dans les paragraphes suivants.

1.1.1. Equations canoniques

Au niveau le plus général, la mécanique des milieux continus est dé nie en dehors de
tout comportement et de tout matériau. Les concepts associés a ce niveau traitent d'une
part de la cinématique du milieu, et d'autre part de I'équilibre du milieu ¢. Comme nous
le verrons, ces équations sont insuf santes pour résoudre un probléme donné.
Cinématique

Précisons a présent l'objet de notre étude. On modélise ursystéme de points matériels
par une variété différentielle nue, désignée par I'anglicisme Body. Une con guration de
ce body, noté B, est un plongementde B dans I'espace euclidienR?, muni de sa métrique
canonique g. Un mouvementde ce body est un chemin dans I'espace des con gurations

t7! ; :B! R®
On dé nit alors une transformation du body par
t =t 01 . PO P t-

ou Py et P, désignent, respectivement, les con gurations initiale et actuelle du body.

c. Il est & noter que la dénomination d'équations canoniques est abusive, en e et elles reposent sur
des choix de modélisation. Toutefois elles se situent & un niveau plus fondamental que celui des lois de
comportement.
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Figure 1.1. Transformation d'un Body

L'hypothése des petites transformations que nous avons retenue consisgghysiquement
a considérer la transformation comme une perturbation de la con guration initiale. Par
conséquent, sous cette hypothése, on confond con gurations initialePg et actuelle Py.
Mathématiquement, le mouvementt 7!  est dans ce cas le ot d'un champ de vecteur
u dé nisur P := Pg. Ce champu représente ledéplacement in nitésimaldu milieu.

En tant que tel, u ne nous renseigne pas directement sur la déformation de la ma-
tiere. Pour ce faire, on introduit une nouvelle quantité, appelée le tenseur des petites
déformations

.._ 1@
= E@t[( (@ Al
ou (q) désigne le pull-back de la métrique par la transformation . Notons que, la

transformation  étant le ot du champ u, il revient au méme d'écrire

| L I— 1 .
= E'—u(q),

ou L, désigne la dérivée de Lie selon le champ des déplacements. Au dela de cette
interprétation géomeétrique, la dé nition la plus usuelle de ce tenseur est la suivante :

1 T
":—r + -
5 u+(ru) ;

ol r est l'opérateur gradient? et T désigne la transposition. De maniére évidente,"
appartient a I'espaceS?(R®) des tenseurs d'ordre2 symétriques surR3.

d. Il s'agit en fait de la connexion canonique de la métrique q.
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Statique

A coté de la description cinématique, il nous faut des équations pour déterminer I'équi-
libre d'un body soumis & un ensemble de forces.

Pour cela, il faut déterminer la nature des efforts qu'un élément de matiére est capable
de supporter. On suppose dans le cadre de la mécanique des milieux continus classique
gu'un élément de matiére est soumis a

des efforts a distance modélisés par une densité volumique d'effort{);
des efforts de contact a son interface modélisés par une densité surfacique d'effort.
Ces hypothése$ conduisent a I'existence d'un tenseur d'ordre 2, appelé tenseur des
contraintesmodélisant les efforts internes. Les équations d'équilibre volumiques s'écrivent
alors' (
r +f=0
T=0

La premiére équation indique la nullité de la somme des forces, et la seconde la nullité

de la somme des moments. Comme dans le cadre de la mécanique des milieux continus

classique, de tels moments ne sont pas pris en compte, cela impose la symétrie du tenseur
. De fait, estun élément de S?(R3), et I'équilibre se résume & :

Cet équation constitue I'expression locale du principe fondamental de la statique.

Physiquement, le concept de contrainte représente les efforts deohésionau sein de
la matiére [MH94]. Il s'agit en fait d'une notion duale de la déformation, qui traduit
les efforts in nitésimaux qui s'opposent a elle. La sommation, sur le volume, du produit
contrainte-déformation donne I'énergie de déformation du corps étudié. Nous revien-
drons sur ce point lorsque nous parlerons d'élasticité.

Loi de comportement

Ces concepts de déformations et de contraintes, ainsi que leurs équations associées,
dé nissent une classe de modéle mais ne permettent pas de résoudre un probléme en
particulier. En effet, nous faisons le constat suivant :

il y a 9 inconnues provenant des champs de déplacement et de contraintes;
il y a 3 équations provenant du principe fondamental de la statique.
Il nous faut donc des équations supplémentaires pour fermer le problemé.

e. De nombreux résultats et travaux justi ent I'existence d'un tel champ de tenseurs [Nol59; Ger73;
GM80; MH94; DS95; TNO04; For+09] qui a été introduit par Cauchy. Nous avons fait ici le choix de
postuler son existence. L'approche historique est basée sur la méthode dite dutétraédre de Cauchy qui
consiste a écrire la conservation de la quantité de mouvement pour un volume tétraédrique tendant vers
0. Une approche plus actuelle repose sur le principe des puissances virtuelles, et construit les quantités
de type contrainte via un processus de dualité. Une derniére approche, peu exploitée a ce jour, repose
sur l'approche par tenseurs distributions proposée par Souriau [Sou91; Kol04].

f. Dans la dé nition compléte du probleme il ne faut pas oublier la prise en compte des conditions
aux limites. Toutefois ce point se situe en dehors du cadre de notre étude.

g. Ce probléme de fermeture des équations n'est nullement lié & une insu sance de la mécanique des
milieux continus mais est une caractéristique générale des théories physiques de champ.
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Remarquons ainsi qu'a ce niveau, les équations que I'on posséde ne précisent pas :
1. de modéle de comportement;;
2. de matériau.

En toute généralité, de telles équations peuvent donc tout aussi bien décrire le com-
portement élastique du bois que I'élasto-plasticité d'un acier. Ainsi, avant de parler de
matériau, il nous faut choisir un modéle de comportement. Ceci est réalisé via l'introduc-
tion d'une loi de comportement qui relie, sous certaines hypothéses et dans une certaine
plage de parameétres, le tenseur des contraintes a celui des déformations. De maniére gé-
nérale cette loi de comportement n'a aucune raison particuliére d'étre linéaire. Comme
précisé en amont, nous ferons néanmoins cette hypothese de linéarité dans la suite.

En mécanique des solides déformables, le comportement fondamental est I'élasticité.
On peut d'une certaine maniére considérer tout autre comportement comme une exten-
sion de ce dernier.

1.1.2. Elasticité linéaire

Du point de vue physique, un comportement élastiqueest caractérisé par le fait :

1. que la contrainte ne dépend que de I'état nal, c'est-a-dire qu'il n'y a pas de dé-
pendance au trajet de chargement;

2. que la suppression du chargement ayant provoqué la transformation ramene le
solide dans sa con guration initiale.

Cela signi e donc qu'il y a réversibilité du phénomeéne et gu'il n'y a pas de déformation
résiduelle.

Le prototype de I'élasticité en mécanique des milieux continus est le modéle duessort
ou on a la relation linéaire
f= ku

qui est la loi de Hooke établie en 1678. En latin, cette loi s'exprime ut tension sic vis
ce qui signi e : « telle extension, telle force ». La constantek est la constante de raideur
du ressort. Laloi de Hooke généraliséest la version tensorielle de cette relation. Il s'agit
d'une relation linéaire entre le tenseur des déformations" et le tenseur des contraintes

. Une telle relation linéaire entre les espaces de tenseurs et est alors obtenue a
partir d'un tenseur C d'ordre 4"

I =il
ij
Du fait de I'existence d'une métrique euclidienne, nous pouvons cependant ne plus dis-
tinguer entre les indices covariants et contravariants. Ensuite, du fait des symétries des
tenseurs" et ,ona
Ciw = Cjw = Ciji (1.1.1)

Pour plus de concision, on résumera ces symétries, ditepetites symétriegn mécanique,
de la maniére suivante :

h. Dans cette écriture, et de maniére plus générale dans la suite de cette thése, nous avons utilisé la
sommation d'Einstein sur les indices répétés.

23



ou la notation (::) désigne l'invariance par permutation des indices entre parenthéses.

On peut a présent revenir sur la notion d'énergie de déformation évoquée précédem-
ment. Dans le cadre de I'élasticité linéaire, on dé nit I'énergie élastigue W- du systéme
en posant

Z VA
W-("):= =" W«("):= . W ( ")vol = P(C :"): "ol

ou : désigne la double contraction des tenseurs d'ordre2 et vol la mesure volume surP.
On peut alors remarquer que cette énergie dé nit une 1-forme sur I'espace des tenseurs
" . Pour préciser les choses, noton§&’TP le bré des tenseurs d'ordre 2 symétriques sur
P et

. STPIP

la projection associée. Notons alors |'espace vectoriel des champs de tenseurs, i.e des
sectionsdu bré S°TP

= fs: P! STPj] s=idg

On voit ainsi que I'énergie W- est une 1-forme sur . Lorsque I'énergie provient d'un
potentiel, autrement dit, lorsque cette 1-forme est exacte, on dit que le milieu esthyper-
élastique Puisque est un espace vectoriel, cela reviendra au méme de dire qudV- est
une 1-forme fermée. Dans le cas d'un milieu hyper-élastique, la condition de fermeture
se traduit alors par la symétrie supplémentaire, dite grande symétrie

Cijyky = Coai) (1.1.3)

La grande symétrie traduit le fait que I'application linéaire entre " et est auto-adjointe.
On résumera I'ensemble des symétries indicielles du tenseur d'élasticité de la maniere
suivante :

Ci) (m) (1.1.4)

ou la notation :: :: désigne une invariance par permutation des blocs soulignés.
Ceci hous amene a dé nir le premier des deux espaces de tenseurs que nous étudierons
de maniére explicite au cours de cette thése.

Dénition 1.1.1.  L'espace vectoriel des tenseurs d'élasticité, notela, est le sous-espace
vectoriel' des tenseursC d'ordre 4 sur R® possédant les symétries (1.1.1) et (1.1.4). Cet
espace, de dimensior21, est I'espace des tenseurs d'ordr@ symétriques surS?(R®) :

Ela = S2(S(R®))

Remarque 1.1.2 Dans la plupart des cas étudiés en mécanique des milieux continus, le
nombre de composantes d'un tenseur d'élasticité est ramené 2 car on suppose que la
réponse mecanique ne dépend pas de la direction par rapport a laguelle le matériau est
sollicité. Dans cette situation, il existe plusieurs choix possibles pour ces coe cients. Les
plus couramment utilisés sont lescoe cients de Lamé ; ou bien le couplecoe cient

i. En toute rigueur, on devrait supposer que ces tenseurs sont dé nis positifs pour que la notion
d'énergie élastique ait un sens. Notre étude ne concerne cependant que I'espace vectorietla.
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de Poisson et module d'Young E. Un tenseur d'élasticité dé ni par ses coe cients de
Lamé ; sera notéC.

Avant de conclure cette sous section, introduisons un point de terminologie qui sera
utilisé par la suite. Quand I'on considére une loi tensorielle de la forme

i = Cijx "k

celle-ci implique deux types de tenseurs de natures physiques différentes :

C qui représente la loi de comportement, sa nature tensorielle vient de la linéarité
du modéle de comportement choisi. Nous quali erons de tels tenseurs detenseurs
de comportement

et" qui représentent I'état de la matiére en un point donné. Leur nature tenso-
rielle est indépendante des hypotheses faites sur le modéle de comportement. Nous
quali erons de tels tenseurs de tenseurs d'étatle premier étant du type sthénique
le deuxiéme du type cinématique

1.1.3. Des tenseurs d'ordre 3 en mécanique

La relation de comportement élastique est l'archétype des relations de comportement
linéaire que I'on peut trouver en mécanique. Dans son formalisme, elle ne fait intervenir
gue des tenseurs d'ordre 2 et d'ordre 4. De fait, tout modéle faisant intervenir des ten-
seurs d'ordre 3 sera une généralisation du modéle élastique. On va considérer 2 de ces
généralisations :

la piézoélectricité ;
I'élasticité a gradient de déformation.

Dans la premiére approche, le tenseur d'ordre 3 est introduit comme un tenseur de
comportement, tandis que dans la deuxiéme, il est introduit comme un nouveau tenseur
d'état.

Extension du comportement : Piézoélectricité

L'archétype du comportement décrit par un tenseur d'ordre 3 est la piézoélectricité. Ce
phénoméne apparait dans certains cristaux, quand on étudie des comportements de type
électro-mécanique. Il traduit la propriété qu'ont certains corps de se polariser électrique-
ment sous l'action d'une déformation, et réciproquement. Il s'agit d'un comportement
assez bien étudié pour des raisons :

pratiques : les couplages électromécaniques sont a la base de la technologie des
capteurs, actionneurs et autres matériaux intelligents [Wel04 ; Yan09] ;

historiques : les premiers travaux sur la symétrie des phénoménes physiques de
Pierre Curie concernaient la piézoélectricité [Cur94].

Dans sa modélisation linéaire, on considere comme variables cinématiques générali-

sées :
le tenseur des petites déformations” ;
le tenseur du champ électriqueE (d'ordre 1).
et comme variables sthéniques généralisées :
le tenseur des contraintes ;
le tenseur du déplacement électriqueD (d'ordre 1).
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Le couplage entre les processus mécaniques et électriques s'exprime, dans sa version
linéaire, a l'aide du tenseur d'élasticité C, du tenseur de permitivité¢  (d'ordre 2) et du
tenseur piézoélectriqul (d'ordre 3):

Cooscemape

D P + E

Dans cette formulation, La transposition est dé nie par la permutation des p premiers
indices avec lesq derniers, avecp l'ordre du tenseur image d'un tenseur d'ordre g.

Ceci nous améne a dé nir le deuxiéme espace de tenseurs que nous étudierons de
maniére explicite au cours de cette thése :

Dé nition 1.1.3.  L'espace vectoriel des tenseurs piézoélectriques, noBéez, est le sous-
espace vectoriel des tenseui® d'ordre 3 sur R® possédant la symetrieP ;). Cet espace,
de dimension18, est

Piez = $(R%) R®

Extension de I'état : Elasticité & gradient de déformation

L'élasticité a gradient est une généralisation non-classique de la mécanique des mi-
lieux continus. En effet, ici, ce n'est pas tant la loi de comportement qui est changée que
la description de la cinématique élémentaire, et donc la description des efforts associés
[Min64 ; For06 ; Auf+13]. Ainsi on quitte le cadre du modele standard pour rentrer dans
celui de la mécanique des milieux continus généralisés raison d'étre de ce genre de mo-
déle est a la fois d'introduire des longueurs internes en mécanique des milieux continus
et de doter les surfaces d'une énergie élastique propre. Cette approche permet de modé-
liser des phénoménes comme, entre autres, la capillarité et la tension super cielle des
liquides [Min65 ; Sou91l ; Sep96]

Dans sa modélisation linéaire, on considere comme variables cinématiques générali-
sées :

le tenseur des petites déformations” ;
le tenseur du gradient de la déformation, noté , d'ordre 3, symétrique sur ses
deux premiers indices et dé ni en coordonnées par

ik = @)

Ensuite, pour modéliser les contraintes, nous dé nissons :
le tenseur des contraintes
le tenseur d'hyper-contraintes , qui posséde les mémes symétries indicielles que

La loi de comportement s'exprime, dans sa version linéaire, a I'aide du tenseur d'élasticité
C, du tenseur de couplage élastiqueM (d'ordre 5) et du tenseur d'élasticité du second
ordre A (d'ordre 6). Elle est donnée par :

(

=C:"+M)
=MT:"+A)
j- L'opérateur @ est la dérivée spatiale @x’
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Dans ces relations,) désigne le produit contracté triple. Les tenseurs de comportement
Cc®;M ©®;A® sont caractérisés par les symétries indicielles suivantes :

Ciy amys MiHamyns Ak gmn

Dans ce modeéle, l'espace des tenseurgradient de la déformation est identique a celui
des tenseurs piézoélectriques.

1.1.4. De maniére générale

Revenons au cas général des tenseurs de comportement et des tenseurs d'état. Fixons
un espace de tenseurs d'étatinématiquesE; ainsi qu'un espace de tenseurs d'étasthé-
niques E,. Une loi de comportement linéaire est postulée via une application linéaire
L 2 L (E1; E2). Or, un tel espace est isomorphe au produit tensorielE; Ez, qui est donc
identi &, via la métrique canonique de RS, au produit tensoriel E := E; E,. Dans le cas
ou les espaces; et E; sont en dualité, I'application L est auto-adjointe, et le tenseur
associé est donc un élémentdde;  SE; (produit tensoriel symétrisé). La table 1.1 donne
guelques exemples qui illustrent cette construction.

] Propriété \ E; \ E, | Produit tensoriel |
e o Tii T .
Elasticité linéaire ( défor%;tion) (contﬁ ) i)nte) Symétrique
T, Ti
Piézoélectricité e (déplacement Standard
(déformation) , .
électrique)
icité Tij ) )
du prgsisglrcgfadient (gradient qle la (hyperTc(gr)1|':rainte) Symetrique
déformation)
T )k Ti
Flexoélectricité (gradient de la (déplacement Standard
déformation) électrique)

Table 1.1. Lois de comportement et tenseurs d'état

Cette construction sera utilisée en section 4.4, pour établir des résultats généraux sur
la strati cation de lois de comportement quelconques.

1.1.5. Une donnée supplémentaire, I'anisotropie

Une fois spéci é un type de comportement linéaire, on arrive au niveau ou I'on peut
prendre en compte dans la modélisation la nature des différents matériaux. Il se pose
alors la question du nombre de parametres minimal nécessaires a la description d'un
matériau donné. Cette question est d'importance pratique car elle déterminera le nombre
d'essais mécaniques qu'il faudra réaliser pour identi er 'ensemble de ces paramétres.

La réponse a cette question n'est pas automatique. Elle nécessite d'identi er les sy-
métries microscopiques que posséde le matériau (on parlera de symétrie matérielles)

k. 1l ne faut jamais oublier que la mécanique des milieux continus propose une description phénomé-
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ainsi que leurs conséquences vis-a-vis du comportement physique considéré. Pour une
propriété donnée, on parle ainsi d'isotropie lorsqu'elle ne dépend pas de l'orientation du
matériau, et d'anisotropiedans le cas contraire.

De fait, une question naturelle survient, sur laquelle nous reviendrons dans la suite de
cette thése, qui est de savoir, pour un comportement donné, quelles sont ces différents
types d'anisotropie. En plus de cette connaissance, on doit prendre en compte le fait que
certains phénoménes, comme l'effet piézoélectrique, ne se produisent que pour certaines
symétries matérielles [Cur94 ; Wel04].

Le cadre mathématique concernant la notion de classe d'anisotropie va étre précisé
dés la section suivante. A partir de maintenant, nous quittons le cadre général des lois
de comportement linéaires pour nous concentrer plus spéci guement sur I'élasticité li-
néaire, et la caractérisation des matériaux élastiques.

1.2. Caractérisation des matériaux élastiques

Le cas de Elasticité linéaireoffre, a nos yeux, un cadre privilégié pour comprendre
les questions soulevées par les modélisations tensorielles associés a des lois de compor-
tement linéaires. L'observation initiale est que, dans ce modéle, nous associons a un
matériau donné un certain tenseur d'élasticité C. Concrétement, ce sont lescoordonnées
de ce tenseur qui sont mesurées dans un référentiel donn€'. Du point de vu physique,
ces données nous renseignent donc sur le comportement du matériaulans une orien-
tation donnée Or les caractéristiquesphysiques du matériau ne doivent pas dépendre
de l'observateur. Il est donc important de pouvoir caractériser le comportement d'un
matériau, indépendamment de son orientation dans I'espace. De méme, nous devons
étre assuré qu'un méme matériau, étudié dans deux laboratoires différents, sera iden-
ti é comme le mémematériau. Notons que, si cette question est transparente pour un
matériau isotrope, son importance croit lorsque les symétries du matériau diminue, et
devient capitale pour un matériau triclinique (sans symétrie). Au nal, nous retiendrons
ces trois questions :

1. Quelles sont les différents types d'anisotropies possibles pour un matériau élas-
tique ?

2. Un matériau élastique étant donné, comment connaitre son type d'anisotropie
éventuelle ?

3. Une fois connu le tenseur d'élasticité C d'un matériau, par quelle(s) méthode(s)
pouvons nousidenti er ce matériau élastique ?

nologique (et donc macroscopique) des phénoménes physiques a I'+uvre au niveau microscopique. De
fait, ces symétries matérielles traduisent une organisation de la matiére a une échelle inférieure a celle
de la description macroscopique. Ces symeétries peuvent étre liées a la structure cristalline du matériau,
a l'arrangement périodique de phases di érentes, etc...

I. Tout ce qui va étre dit par la suite pourra, bien évidemment, se transposer peu ou prou a la
piézoélectricité ainsi qu'a tout autre comportement linéaire.

m. On pourra se reporter a l'article [FGB98] pour avoir un exemple de détermination expérimentale de
ces coordonnées. Notons que la détermination expérimentale de I'ensemble des composantes d'un tenseur
d'élasticité est un tour de force. Il existe peu de résultats dans la littérature donnant ces résultats pour
des matériaux divers.
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1.2.1. Changement d'orientation

Ces guestions, essentielles du point de vue physique, se traduisent naturellement dans
le cadre mathématique sous-jacent. Ainsi lorsque I'orientation d'un matériau est modi-
ée dans l'espace, cela se traduit par I'action d'ungroupe Dans le cas qui nous occupe, ce
groupe est le groupe” SO(3). Ce groupe va donc agir, non pas en tant que changement
de référentiel mais sur le matériau lui-méme. En notant C le tenseur d'élasticité du ma-
tériau (avant changement d'orientation), et C le tenseur d'élasticité du méme matériau
mais obtenu aprés une transformationg 2 SO(3), nous avons en fait la relation

Cijki ‘= gim Gin GkpYigC mnpq: (1.2.1)
Nous dé nissons ainsi, pour tout g 2 SO(3), une représentation
(9:C 7' (g)(C):=C; Ela! Ela

Remarque 1.2.1 Il y a ici une subtilité importante a comprendre. Un tenseur covariant
T d'ordre n sur R3 n'est rien d'autre qu'une forme multilinéaire

Un tel objet ne dépend donc pas du choix d'un repére. Bien sir, si on veut obtenir
les coordonnées d'un tenseur dans deux repéres donnés, nous pouvons établir des for-
mules (classiques) de changements de coordonnées. Ces formules ne font que traduire le
caractere covariant d'un tenseur. Si, par contre, on xe un tenseur T et une rotation

g 2 SO(3), on peut dé nir un nouveau tenseurpar

et dans ce cas, dans un méme repére de l'espace, les tensélurst g T n'auront pas les
mémes coordonnées. En quelque sorte, on peut dire que, dans le premier cas, on xe un
tenseur puis on fait tourner le repére. Dans le deuxiéme cas, on xe un repére puis
on fait tourner un tenseur.

1.2.2. Classes d'isotropie

Nous avons conclu la section précédente sur la notion d'anisotropie. Il nous faut com-
prendre comment traduire mathématiquement cette problématique liée a l'identi ca-
tion des types d'anisotropies éventuelles d'un matériau. Ces questions concernent les
symétries [Cur94] caractéristiques du matériau. Mathématiquement, on cherche les
éléments g du groupe SO(3) tels que C = C, ce qui revient a considérer le sous-groupe
d'isotropiedu tenseur C :

Hc :=fg2 SOQ)jg C = Cg:

n. Notons qu'on ne considére pas de symétriesplanes du fait de la parité de I'ordre d'un tenseur
d'élasticité.

0. C'est dans le domaine de la cristallographie que cette notion a été le plus développée [Ste94]. La
recherche, dans ce domaine, reste d'ailleurs encore trés active, & voir notamment les questions liées aux
quasi-cristaux [Sen95].
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En fait, un tel sous-groupe d'isotropie est nécessairement ursous-groupe ferméle SO(3)
[ZB94]. Ainsi, les symétries d'un matériau proviennent nécessairement de l'un de ces
sous-groupes. Néanmoins, il est naturel de se demander si tout sous-groupe fermé de
SO(3) est le groupe de symétrie d'un matériau élastique. En fait, la question ne va pas
porter sur un sous-groupe fermé en particulier mais sur laclasse de conjugaisode ce
sous groupe n N

[H]:= gHg % g2S0(@) :

Pour déterminer les symétries possibles d'un matériau élastique, il faut donc étre ca-
pable de déterminer les classes d'isotropi@le I'espaceEla, c'est-a-dire les classes des
sous-groupes fermésH qui peuvent étre réalisées en tant que sous-groupe d'isotropie.

Exemple 1.2.2 Prenons I'exemple évident de l'action naturelle du groupeSO(3) sur
l'espaceR3. Dans ce cas, les seules classes d'isotropie possibles sont : la cldS&(3)]
qui est la classe d'isotropie du vecteur nul ou bien la classO(2)] qui est celle de
n'importe quel vecteur non nul.

La question des classes d'isotropie du tenseur d'élasticité a été résolue par Forte et
Vianello [FV96]. lIs ont en effet établi I'existence de huit classes de symétried, a savoir
la classeisotrope [SO(3)], la classecubique[O], la classeisotrope transversdO(2)], la
classetétragonale [D4], la classetrigonale [Ds3], la classe orthotropique [D»], la classe
monoclinique[Z;] et en n la classe triclinique [1].

Remarquel.2.3 Il a fallu un certain temps pour que la communauté mécanique dé nisse
de fagon univoque cette notion de symétrie d'un matériau €lastique. Du fait de ce manque
de dé nition, le nombre de symétries possible n'avait de cesse de changer. Il a fallu
attendre l'article de Forte Vianelle [FV96] pour que cette notion de symétrie soit dé nie
en tant que classe d'isotropie et que le nombre de classes soit le méme pour tous.

1.2.3. Identi cation

Si I'on revient a I'équation (1.2.1) le constat est que pour un mémemateériau, il n'y
aura non pas un unique tenseur d'élasticitéC qui lui sera associé mais plutét tous les
tenseursC obtenus par changement d'orientation, ce qui revient a considérer lbrbite de
ce tenseur sous l'action(1.2.1) :

Orb(C) = fg Cjg2 SO(3)g:

On observe donc que, du point de vue mathématique, un matériau élastique est un ten-
seur d'élasticité modulo le groupe SO(3). Décrire les matériaux élastiques revient donc
a décrire l'espace des orbitdsla=SO(3).

Pour décrire un tel espace, les approches considérées dans la littérature sont de deux
types :

1. Approche spectrale;

2. Approche par invariants polynomiaux.

p. Le détail sur les sous-groupes fermés deSO(3) peut étre obtenu en sous-section 3.2.1.
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Approche spectrale

Cette approche est a la base de la majorité des travaux actuels [Ryc84 ; MC91 ; Fra95;
BBS04a; BBS04b; BBS07; BBS08]. L'idée consiste a remarquer que l'espakda est
constitué d'endomorphismes auto—adjoints deS?(R3), lequel est un espace de dimen-
sion 6. On peut alors véri er que l'action de SO(3) sur Ela peut étre vue comme une
restriction de I'action par conjugaison de O(6) sur Ela. Nous avons ainsi [Ryc84] :

Théoreme 1.2.4 (Rychlewski 1984). Etant donné un tenseur d'élasticité C 2 Ela et
\% S?E® un espace propre deC associé a la valeur propre . Alors, g 2 SO(3) est
dans la classe de symétrie d€ si et seulement si il préserve tous les espaces propres
deC.

Il est ensuite possible d'établir des conditions spéci ques sur ces espaces propres
pour identi er les classes de symétrie. Citons par exemple le cas de la classeubique
[O] [BBSO7] :

Proposition 1.2.5. Etant donné un tenseur d'élasticité C tel que

1. C posseéde trois valeurs propres distinctes;; »; 3 de multiplicité respectivem; =
Imy=2 etmy=3;

2. Les sous-espaces propreg , etV , sont tels que
a) tout vecteur propre” 2 V ;| a une valeur propre de multiplicité trois;
b) tous les vecteurs propres 2 V , possédent trois vecteurs propres en commun;
Alors le tenseur C a pour classe de symétrie la classe cubique.

A notre connaissance et dans une perspective expérimentale dans laquelle les données
sont nécessairement bruitées, le fait d'avoir a calculer deux fois de suite des valeurs
propres (qui sont des invariants algébriques) et des vecteurs propres rend cette approche
dif cile @ mettre en ceuvre.

De plus, si cette approche permet de reconnaitre la classe de symétrie d'un tenseur
donné (question 2), sa capacité a distinguer les matériaux (et donc a répondre a la
guestion 3) n'est pas évidente. En fait nous verrons au paragraphe suivant qu'il n'en est
rien.

Approche par les invariants polynémiaux

Considérons le cas de I'action du groupeSO(3) sur I'espaceS?(R®) des tenseurs d'ordre
2 symétriques. Dans ce cas, les trois invariantsr A ;tr A2 et tr A3 permettent de séparer
les orbites : deux tenseurs sont dans la méme orbite si et seulement si ces trois invariants
sont égaux?. Cette situation n'est pas spéci que a lI'action du groupe SO(3) sur I'espace
des tenseurs d'ordre2 symétriques. En effet, dans le cas d'une représentation réelle d'un
groupe compact les invariants polynomiaux vont toujours séparerles orbites'.

L'espace des orbitesS?(R3)=SO(3) est donc facilement décrit & I'aide d'invariants poly-
nomiaux. Cette observation motive les questions relatives aux invariants d'une représen-
tation tensorielle quelconque. De nombreux articles [Wan69; Smi71; Liu82; Boe87;

g. Il reviendrait bien str au méme ici de considérer comme invariants les valeurs propres de la matrice
mais ces invariants sont algébriques et leur détermination est moins directe.
r. Toutes ces questions seront reprises et détaillées au sous-section 2.3.4.
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Zhe93] de mécanique des milieux continus ont abordé ces questions dans le cas d'es-
paces de tenseurs d'ordre inférieur ou égal a2. L'article [Zhe94] offre a ce propos une
synthése de ces questions qui seront détaillées en sous-section 2.4.3.

L'extension au cas de l'espace des orbiteEla=SO(3) est un enjeu important en mé-
canique des milieux continus et répondrait a notre question 3. Une famille d'invariants
polynomiaux a été proposée par Betten [Bet82] en 1982. L'idée consiste simplement
a considérer le tenseur d'élasticité totalement isotropeC . (remarque 1.1.2) puis a
construire le polynédme

Be(; )=det(C C. ):

Les coef cients de ce polyndme forment ainsi une famille de polyndmesSO(3) invariants
mais cette famille ne permet pas de séparer les orbites de I'espacela=SO(3) [AKP14].

Par un procédé de complexi cation, Boehler et al. [BKO94] ont pu reformuler ce pro-
bleme de recherche d'invariants polynomiaux a l'aide de lathéorie classique des inva-
riants, c'est-a-dire en termes d'action du groupeSL(2; C) sur I'espaceSg des formes bi-
nairess de degré 8. En exploitant des résultats de Shioda [Shi67], ils ont ainsi pu obtenir
un systeme d'invariants qui séparent certains tenseurs génériques [AKP14, Théoréme 2].
Ce résultat, essentiel, gure ci-dessous.

Proposition 1.2.6. Les 9 invariants fondamentaux de la partie déviatoriqué d'ordre 4
de l'espaceEla sont donnés par

i =tr( dy); k=2;:::;10:

avec
dy=tr 13(D?) dz=tr 13(D3) ds= d3
d5 = ddez de = dg d7: d%Ddz
d8 = d%Dzdz dg = d%Dd% d]_(): d%Dzd%

Dans ce résultat, le produit de deux tenseursD et C d'ordre 4 sera un tenseur d'ordre
4 donné par
(DC)jjk := Dijpg Cpgui:

On aura donc, par exemple
(d2)ij = DipgDkjpq

On peut donner une forme graphique a ces invariants. Le principe est de représenter
un tenseur d'ordre 4 par un atome de valence4. Chaque aréte représente une opéra-
tion de trace sur ce tenseur. La gure 1.2 donne les invariantsJ,;  ;Jip sous forme
graphique.

s. Espace de polynémes homogénes de degen (x;y) 2 C2. Se reporter au chapitre 5 pour plus de
détails.

t. Il s'agit de la partie sans trace. La dé nition rigoureuse de cette notion sera donnée dans la
section 3.1 quand il sera question de décomposition harmonique.
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Jo Js Ja Js

Jg J1o

Figure 1.2. Invariants moléculaires d'un déviateur d'ordré de Ela

Cette famille d'invariants étant connue, elle permet d'obtenir des relations dé nissant
les classes d'isotropie de I'espace des déviateurs d'ordré de Ela. Ces questions seront
reprises et détaillées dans la sous-section 2.3.4.

On propose ici de donner le schéma de bifurcatior( gure 1.3) obtenu par Auffray et
al. [AKP14]. Nous expliquons, sur un exemple, la signi cation de ce schéma : une fois
donné un déviateur d'ordre 4 de Ela ayant au moins la classe de symétrie trigonaldD3],
il posséde la classe cubique lorsque

3J; J2=0; J,60
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Figure 1.3. Chemins de bifurcation pour les classes d'isotropie du déviateur d'ordidun
tenseur d'élasticité
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2. Représentation linéaire d'un groupe
compact

Nous allons introduire ici tous les concepts fondamentaux qui interviennent pour dé-
crire I'espace des orbites d'une représentation linéaire d'un groupe compact. Aucun des
résultats de ce chapitre n'est original et la plupart sont issus de [Bre72 ; Ste94].

2.1. Préambule

Du chapitre précédent, nous avons fait émerger plusieurs questions essentielles liées a
I'étude deslois de comportement tensoriellea savoir celles concernant l'identi cation et
la classi cation des matériaux, puis celles concernant lessymétriediées a ces matériaux.
Ces questions se traduisent mathématiquement par la nécessité de décrire upspace
d'orbites

Or, I'une des dif cultés principales concernant ces espaces d'orbites est qu'ils ne sont
pas munis, en général, d'une structure de variété différentiable. Pour s'en rendre compte,
prenons l'action du groupe SO(3) sur I'espaceS?(R3). Dans l'orbite de tout tenseur S 2
S?(R?), il existe une unique matrice diagonale

0 1
L 0 0
B0 ., ok
0 0 s

ol ; 2 3. On peut donc identi er I'espace des orbites S?(R%)=SO(3) avec
PN 3 © 3
= (1 232R, 1 2 3 R

Un tel espace, dont la géométrie est donnée par la gure 2.1, se décompose en réunion
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Figure 2.1. Géométrie de I'espaceés?(R3)=SO(3)

Chaque sous-espace'; est caractérisé par deséquationsou des inéquations polynd-
miales On dit ainsi que " peut étre munie d'une structure de variété semi-algébriquéCos02].

En fait, cette situation est générale a toute représentation réelleV (de dimension nie)
d'un groupe de Lie compactG. Il existe en effet dans ce cas un nombre ni de classes
d'isotropie, et la strati cation isotropique de V est donnée par la réunion disjointe

V= ot t n

ou chaque strate ; est une sous-variété différentiable deV caractérisée par une cer-
taine classe d'isotropie[H;]. L'article d'Abud—Sartori [AS83], complété et généralisé par
Procesi—Schwarz [PS85], montre que cette strati cation fait de I'espace des orbitesvV =G
une variété semi-algébrique donc dé nie a partir de certaines inégalités sur lespolynémes
invariants, ce qui nous améne donc, tout naturellement, a nous intéresser a élgébre des
polyndmes invariants

Etant dans le cas d'une représentation linéaire(V; ) d'un groupe compact, nous sa-
vons par le théoreme de Hilbert [Hil78] que l'algebre des polynémes invariants posséde
toujours une famille génératrice nie. Nous savons aussi que de telles algébres possédent
la propriété d'étre de Cohen—Macaulayce qui se traduit par le fait d'étre un module libre
de type ni. Théoriquement, il existe donc pour ces algébres d'invariants un systéeme
d'invariants primaires (qui un systéme de parameétrgsinsi qu'un systeme d'invariants
secondaires. En n, les séries de Hilberide ces algebres, qui codent les dimensions des
espaces homogenes, sont toujours defonctions rationnellesqui peuvent, la plupart du
temps, se calculera priori.

Néanmoins, d'un point de vue effectif, nous devons trouver un moyen d'exhiber une
telle famille génératrice. Ce probléme est classique erthéorie des invariants Précisons
a ce sujet que le théoreme de Hilbert est essentiellement un théoréme éXxistence qui
s'appligue dans le cas général des groupebnéaires réductifs[Hil78]. La détermination
effective d'une famille génératrice nie reste un probléme dif cile en pratique, qui a
donné lieu jusqu'a présent a de multiples publications [Wey97; DC70; VP89 ; MFK94 ;
KPOO; Pro07; Stu08].

Plusieurs travaux de mécanique des milieux continus [RE55; SR62] ont abordé la
recherche d'une famille génératrice nie dans les cas des espaces de tenseurs d'ordre
inférieur ou égal a 2. Une telle famille est désignée dans ces textes par le terme dbase
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d'intégrité. Dans un premier temps, l'enjeu s'est porté sur le cas des espaces composeés
de n tenseurs symétriques, dep tenseurs antisymétriques (tous d'ordre 2), ainsi que
de g vecteurs. En s'appuyant sur le premier théoréme fondamental de Weyl sur les vec-
teurs [Wey97], il fut établi que ces algebres sont engendrées par des familles (in nies) de
polynémes invariants, construits a partir d'opérations detrace. En utilisant des procédés
algebriques [SR59a; SR62], il fut alors possible d'extraire, de ces familles, des familles
nies, non nécessairement minimales. Par des procédés essentiellement géométriques,
des travaux plus récents [Wan70; Smi71; Zhe94] obtinrent des familles de séparant<,
appeléesbases fonctionnelles

Nous proposons de récapituler ici I'ensemble de ces idées.

2.2. Notions de base

Dans cette partie, G désigne un groupe compact etV un espace vectoriel réel de
dimension nie. Une représentation linéaire(V; ) du groupe G sur V est un morphisme
continu

G GL(V):

Pour simpli er, on notera cette action g v := (g)(v).

2.2.1. Strati cation isotropique

L'orbite d'un vecteur v 2 V est notée
Orb(v):=fgv;, g2Gg V,;
et le sous-groupe d'isotropid'un vecteur v, encore appeléstabilisateur, est noté
G, =fg2G;, gv=vg G:

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 2.2.1. Pour tout vecteur v 2 V, le sous-groupe d'isotropieG, est un sous-
groupe fermédu groupe G. En particulier, lorsque G est un groupe de Lie, il est natu-
rellement muni d'une structure de groupe de Lie.

La classe de conjugaisoriH ] d'un sous-groupeH de G est dé nie par :
[H]:=fgHg % g2 Gg:

Il existe un ordre partiel sur les classes de conjugaison des sous-groupes d'un groupe
compact :
[H1] [H2] siHj est conjugué a un sous-groupe deH ;: (2.2.1)

Une telle relation d'ordre est clairement ré exive et transitive. L'antisymétrie est plus
délicate a obtenir et n'est démontrée, a priori, que dans le cas d'un groupe ni ou com-
pact [Bre72].

a. |l s'agit d'une famille nie de polynébmes invariants qui permet de séparer les orbites autant que
les invariants. Dans la plupart des cas, le cardinal d'une telle famille minimale est strictement plus petit
que celui d'une famille génératrice minimale.
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Dé nition 2.2.2.  La classe d'isotropied'un vecteur v 2 V est la classe de conjugaison
[Gy] de son stabilisateur. Une classe de conjugaisdii ] d'un sous-groupe ferméH de G
est une classe d'isotropie ssH est le sous-groupe d'isotropie d'un vecteuv de V.

Remarque 2.2.3 Il est clair que, pour tout vecteur w 2 V,
w 2 Orb(v)) Gy 2 [Gy]:

Mais la réciproque de ce résultat est fausse. Pour s'en rendre compte, il sut de considé-
rer I'action naturelle du groupe SO(3) sur R3. Dans ce cas, la classe d'isotropie de tout
vecteur non nul est[O(2)]. Or deux vecteurs non nuls ne sont pas nécessairement dans
la méme orbite.

Dé nition 2.2.4.  Pour toute classe d'isotropie[H], la strate H] V associée gH]
est I'ensemble de tous les vecteurg 2 V ayant [H] pour classe d'isotropie :

m=fv2Vv, G 2[H]g

Selon la remarque 2.2.3, il est clair que 4; est une partie stable parG. Notons aussi
gue la relation d'ordre (2.2.1) induit un ordre partiel (inversé) sur les strates

Ha a0 [Hi  [H2l
Nous avons alors le théoréme suivant [Bre72] :
Théoreme 2.2.5. Soit (V; ) une représentation linéaire de dimension nie d'un groupe
de Lie compactG. Alors
1. Chaque strate p4; est une sous-variéte lisse d¢ ;

2. Le bord topologique de ) contient les strates inférieures a [y;
3. Il existe une strate maximale [,; qui est un ouvert dense de/ ;
4

Une orbite Orb(v) appartenant a la strate maximale [, est une orbite génériqueet
la strate maximale [,) est appeléestrate genériqueLa décomposition deV en réunion
disjointe de strates est appeléestrati cation isotropique.

Exemple2.2.6 Si nous reprenons I'exemple de I'espad&?(R3); SO(3)), on peut préciser
les isotropies d'un tenseurS en fonction de la multiplicité des valeurs propres :

pour trois valeurs propres identiques, on obtient la class¢SO(3)];

pour deux, et deux seulement, valeurs propres identiques, on obtient la classe

[O(2)];

b. Dans le cas général on parle plutdt de structures d'orbites [Bre72].
c. Dans le cas de l'action du groupe O(3) sur les espaces de tenseurs, un tel résultat est connu en
mécanique des milieux continus en tant que conséquence du théoréme d'Herman [Her45 ; Auf08a].
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enn, pour trois valeurs propres distinctes, on obtient la classe d'isotropie du
groupe diédral [D,] , ou le sous-groupeD, est engendré par les retournements

0 1 0 1
1 0 O 10 O
x:=%0 1 Og ety::%pO 1 Og:
0 0 1 0 0 1

On obtient ainsi la strati cation isotropique

2 3\ —
S(R)= gt pEnt [so@E)

ol [p,] est la strate générique.

2.2.2. Espace de points xes et tranches linéaires

Pour tout sous-groupeH, on note :
vh=fv2V; hv=v; 8h2Hg
son espace des points xes et
N(H):= fg2 G; gHg '=Hg

son normalisateur.

Remarque 2.2.7. Pour tout sous-groupe H, I'espace des points xesVH est un sous-
espace vectoriel dev/. De plus

v2VvH) H Gy

On peut aussi remarquer que, pour tout vecteurv, H Gy si et seulement si 'orbite de
v rencontre V" . En n, par dé nition méme d'une strate, lorsque H est un sous-groupe
d'isotropie,

V2VH\ [H]) GV=H:

Du point de vue géométrique, nous avons le lemme suivant :
Lemme 2.2.8. Pour tout sous-groupe ferméH, I'espace V" est N (H)-invariant. De

plus, si H est un sous-groupe d'isotropie alors N (H) est le plus grand sous-groupe de
G laissant V' invariant.

Démonstration. Pour tout g2 N (H) et pour tout h 2 H on sait que hg = gh® pour un
certain h°2 H ; mais alors, pour tout vecteurv 2 VH on a

h (g v)=(hg) v=(gh) v=g v

et donc VP est bienN (H) invariant. Supposons maintenant queH = G, est un sous-
groupe d'isotropie. Si un sous-groupeK laisseV" invariant, on veut montrer que K
N (H). Soit donck 2 K. Par hypothésev 2 VH donck v2 VH etk 1 v 2 VH. Ainsi,
pour tout h 2 H,

k (h((k?!v)=k(k?!v)s=yv;
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ce qui montre quekhk * 2 G, = H et donc k 2 N(H). Remarquons que si on ne
fait pas I'hypothese queH est un sous-groupe d'isotropie, on pourrait seulement écrire
khk 12 G, H. O

Remarque 2.2.9 Lorsqu'un sous-groupeH = G, est le sous-groupe d'isotropie d'un
vecteur non nul, le sous-espace vectorif " n'est pas trivial puisqu'il contient au moins
la droite engendrée parv. A l'opposé, si on suppose que le sous-espace vectorigf!
n'est pas trivial, on ne peut pas en déduire queH est e ectivement un sous-groupe
d'isotropie. Reprenons en e et I'exemple 2.2.6 de I'espacéS?(R3); SO(3)). Soit le sous-
groupeH =Z, engendré par le retournement

0 1
1 0 O
X:=%)O 1 OX:
0 O 1

L'espace des points xesV 42 est de dimension trois mais nous avons vu en 2.2.6 qu2;]
n'était pas une classe d'isotropie. Ainsi, pour détecter les isotropies d'une représentation
donnée, il ne sut pas de détecter les ensembles de points xes non triviaux.

Grace au lemme 2.2.8, nous pouvons restreindre l'action deG sur VM en une action
du normalisateur N(H). Dans le cas ouH est un sous-groupe d'isotropie, lI'action de
N (H)=H surVH est déle ¢ . De plus, comme souligné dans la remarque 2.2.7, l'isotropie
de chaque vecteur de l'intersection 7\ VH est exactement le sous-groupeH .

Ces observations permettent de réduire (localement sur chaque strate 47) I'action
du groupe G sur V en l'action du groupe ( H) := N(H)=H sur VH. Lorsque ( H) est
trivial, chaque orbite rencontre V" en au plus un point, et V" est donc une tranche
lineaire pour la strate ;. Dans le cas ou( H) est ni, on parlera encore de tranche et
on désignera ( H) par le terme de groupe de monodromigle la tranche.

Détaillons maintenant cette idée de réduction. Pour cela, notons

Ny - N(H) ! GL(vT)

I'action induite par  sur VM. LorsqueH est un sous-groupe d'isotropie, nous avons la
représentation dele

(hy & (H)! GL(VH)ou (H)= N(H)=H:
Lemme 2.2.10. Etant donné un sous-groupe d'isotropieH , et deux vecteurs
viva 2 VAR s

v, et vy sont sur la méme orbite sous l'action dgV; ) si et seulement si ils sont sur la
méme orbite sous l'action de V" (H) -

Démonstration. Par hypothese, on en déduit directement (remarque 2.2.7) qu&,, = H
(i =1;2). Si maintenant on suppose qu'il existeg 2 G tel que v, = g v1, on sait alors
que pour tout h 2 H on aura(ghg !) v, = v, etdoncghg 2 Gy, = H, ce qui montre
queg 2 N(H). La réciproque est évidente. O

d. Une représentation (V; ) est dite dele si le noyau de est réduit a l'identité.

40



Grace a ce lemme 2.2.10, on vient donc de réduire la description de l'espace des
orbites
( i\ V=G
a celui de I'espace des orbiteg 7\ VH)=( H), pour chaque strate H]-

Exemple2.2.11 Reprenons ici l'action adjointe de SO(3) sur I'espaceS?(R3) traité dans
I'exemple 2.2.6. Les classes d'isotropie sont :

[D2]; [O()]; [SOE)I:

La strate générigue correspond a la classe d'isotropie du groupB,. D'aprés la sec-
tion 4.C, on a
N(D2) = O; N(D2)=D;= S3

ou O désigne le groupe des symétries du cube &3 le groupe des permutations a trois
éléments.

L'espaceV P2 est exactement I'espace des matrices diagonales, et il s'agit dans ce cas
d'une tranche linéaire globale (ce qui est trés rare en général). L'intersection

vPz) [D2]

correspond aux matrices diagonales ayant trois valeurs propres distinctes, et l'action du
groupe de monodromie est simplement l'action deS 3 par permutation sur ces valeurs
propres.

LorsqueG est ungroupe de Lie compagla dimension d'une strate p4; est directement
liee a celle du normalisateur N (H) :

Lemme 2.2.12. Pour tout sous-groupe d'isotropieH on a
dim( g) =dim( V") +dim( G) dim(N(H))
Démonstration. La restriction de la projection
VI V=G

a une strate
"t w6
estun bré de bre type G=H. Localement, une strate est donc du type [41=G G=H.
On a ainsi
dim( 1) =dim( G=H) +dim( (411=G)

ou dim(G=H) =dim( G) dim(H).

Lintersection VH\ 4 est un ouvert dense de&v" constitué de vecteurs devt ayant
tous pour classe d'isotropie[H ]. Par le lemme 2.2.10, on en déduit que la base;=G du
brée [y est di éomorphe (on peut se référer a [Bre72] sur ce point) v H]D= H.
Ainsi

dim( 41=G) =dim(( V"' \ = ")=dim(Vv") dim( )
dim( 1) =dim( V") +dim( G) dim(N(H))
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Remarque 2.2.13 La dimension deV" se calcule a l'aide d'uneformule de trace sur
I'opérateur de Reynold§GSS88]. En notant  le caractére de la représentior(V; ), on
a ainsi 1 X

dim(vH)= — (h)

IHT o

dans le cas d'un groupe ni. Dans le cas d'un groupe compact, il sut d'utiliser une
formule équivalente a I'aide d'une intégrale de Haar. La section A explicite ces dimensions
dans le cas des représentations des group€x3) et SO(3).

2.3. Algebre d'invariants

Dans cette section, nous rappelons quelques notions générales sur les algebres d'inva-
riants. Pour une présentation plus générale et plus compléte, nous renvoyons le lecteur
a [VP89; KP0OQ].

On désigne par| le corps R ou C. On xe une représentation linéaire (V; ) d'un
groupe G. Un sous-espacaV.  V est dit stablesi (g)(W) W pourtout g2 G. On dit
ensuite que la représentation est irréductible si les seuls sous-espaces stables sonet V
lui-méme. En n, la représentation est dite complétement réductible si V se décompose
en somme directe de sous-espaces irréductibles.

Le groupe G est dit linéaire algébriquesur | siG  GL(n;]|) pour un certain entier
n letsiG estdé nipar des eéquations polynomiales en les coordonnéeqgi )1 ij n-

Dé nition 2.3.1.  Un groupe linéaire algébriqueG est dit réductif si toute représenta-
tion rationnelle © de dimension nie de G est complétement réductible.

Exemple 2.3.2 Les groupes compacts classiqued(n) et SO(n) sont linéaires réductifs
(notamment par le théoreme de Peter Weyl [Ste94]). Il en est de méme des groupes
SU(2) et SL(n; C) (n  1).

Pour toute la suite, on xe donc une représentation linéaire (V; ) de dimension nie
d'un groupe linéaire algébrique réductif G.
2.3.1. Théoreme de nitude

Nous pouvons identi er I'espaceV a| " (n 2 N ). L'algebre des polynémesur V, notée
| [V], s'identie &
[ IVI" [ [X1;::5 %]
ou (X1;  ;Xp) désignent des indéterminées. Pour tout vecteurv 2 V, on note

le sous-espace vectoriel des polynémes homogénes de degdé

e. (V; ) estune représentation rationnellesiG !  GL(V) est un morphisme de groupes qui est aussi
un morphisme de variétés.
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L'action de G sur V induit une action naturelle (& gauche) de G sur l'algébre | [V]
par
(9 P)(V):=p(g * V)
oup2|[V]etg2G.

Dé nition 2.3.3.  L'algébre des polynémes invariantassociée a la représentatioqV; )
est donnée par

|VI®:=fp2|[V], g p=p; 832Gy
Dé nition 2.3.4.  Une famille p1;  ;pn est unefamille génératrice nie ' de I'algébre
| [V]C si
IIVI® = [[p1;  ipnD

Une telle famille estminimale si toute sous-famille stricte n'est plus génératrice.

Théoreme 2.3.5 (Hilbert - 1890). Pour tout groupe linéaire algébrique réductif G,
l'algébre des invariants| [V]® posséde une famille génératrice nie .

On peut trouver plusieurs démonstrations de ce théoréme, initialement établi dans [Hil90].
Une version moderne se trouve par exemple dans [Der99].
Exemple 2.3.6. Considérons l'action naturelle deSO(3) sur R® R3. Les polynémes

P1(V1;V2) == kvik?  pa(Vi;va) i= kvak? et ps(Vi;va) i= Wi Vai

forment une famille génératrice nie [Wey39; AS83] de l'algébreR[R® R3]SCG). On
montre directement qu'une telle famille est minimale. Une autre famille génératrice mi-
nimale est par exemple donnée par

kv1k? + kvok?: kvik? k vok?: tvyivai:

Exemple 2.3.7. Notons S, le groupe des permutations den éléments, et l'action deS
surV = | " dé nie par

(X1;::55Xn) == (X 15t X 1qpy):

Une famille génératrice minimale [Stu08] de I'algébrg [V]S" est donnée par lesn fonc-
tions symétriques élémentaires
X
k(X) = Xip iiiXi o, k=1;:5n
1 i1 0 g n
Une autre famille génératrice minimale s'obtient aussi a partir des sommes de Newton
X

p(x)= x5 k=1;:n:
i=1

f. Certains textes utilisent aussi la notion de base de Hilbertou encore celle debase d'intégrité. Nous
avons choisi de bien faire la distinction entre une base(pour un espace vectoriel) et une famille génératrice
nie (pour une algebre).
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2.3.2. Structure de Cohen-Macaulay

Pour mieux comprendre les propriétés d'une algébre d'invariants, nous allons tout
d'abord rappeler certaines propriétés générales concernant les algébres graduées de type
ni. Nous mettrons ainsi I'accent sur la notion de systéme de paramétrepuis nous pré-
ciserons la propriété de Cohen—Macaulaydes algébres d'invariants de groupes linéaires
algébriques réductifs. En n, nous introduirons la série de Hilbertd'une algébre graduée,
qui est une fonction rationnelle pouvant dans la plupart des cas se calculea priori.
Notons A une | algébre graduée detype ni,

M
A= Aj
i 0

ouApg = |, etchaqueA; estun| espace vectoriel de dimension nie tel que
AiAj A i+j

Un élémenta 2 A]_i est appelé élémenthomogéne de degrié
Notons A+ = 5 o Aj, l'idéal gradué de A engendré par les éléments non constants.
Le lemme suivant est une conséquence immeédiate du caractere ni de l'algebreA :

Lemme 2.3.8. L'algébre

B:= A=(A.)?= M Ai=(A+)? ot (As)2:=(AL)2\A
i 0

est une algébre graduée de dimension nie suf.

Lemme 2.3.9. Si aj; ;an est une famille génératrice de l'algébréA, alors
N dmB 1

De plus, il existe une famille génératrice nie de l'algébreA de cardinal exactement
dmB 1.

Démonstration. |l est d'abord clair que les projetésa; de a; dans B forment une famille
génératrice deB, ce qui montre la premiére partie du lemme. Ensuite, pour déterminer
e ectivement une famille génératrice de l'algébreA de cardinaldimB 1, il sut de
considérer dans chaque espac®; une base d'un supplémentaire d€A?);. O

Remarque 2.3.1Q Pour tout algébre d'invariants | [V]®, le nombre n(V) :=dim B 1
est le cardinal minimal d'une famille génératrice nie. Le lemme 2.3.9 montre qu'une
telle famille génératrice minimale existe mais aussi que son cardinal ne dépend pas du
choix d'un systeme de générateurs minimal. Dans la pratique, nous ne connaissons pas
de méthode e ective pour calculer cet invariant. Dans les cas que nous avons étudiés,
seule une détermination e ective d'une famille génératrice nie minimale nous a permis
de I'obtenir.

Nous allons maintenant introduire la notion de systéme de paramétrafune algébre de
type ni. Pour cela, nous rappelons dans un premier temps les notions de famille libre,
de famille liée, et en n celle d' extension entiére

44



Dé nition 2.3.11. Une famillefa;; ;ang A est dite algébriquement liées'il existe
un polyndme non nulp 2 | [X1;  ;Xn]telque p(ai; ;an) =0. Dans le cas contraire,
on dit que la famille est algébriquement libre

Le cardinal d'une famille algébriquement libre de A est majoré par la dimension de
Krull ¢ de l'algébre A, notée dimg (A). En notant F(A) le corps des fractions deA, on
peut véri er que dimg (A) est en fait le degré de transcendanade F (A) sur | [KnaO7].

Exemple 2.3.12 Nous avons déja vu que pouV = | ", l'algébre A = | [V]S" est engen-

famille est algébriquement libre[Stu08]. De plus, nous savons qudimg (A) = n.
L'algébre B = |[V]A" o0 A, est le groupe alterné est engendrée par les fonctions
symétriques élémentaires ainsi que par le discriminant :

Y
(x):= 04 xi); B=[[ ;5 a5 alk

i<j

La dimension de Krull de B est encoren, et lafamillef ; 1;:::; ngestalgébriguement
liée. Eneet 22 |[V]S" et donc

22101 al

Dé nition 2.3.13. Pour toute sous-algébreB de A, un élémenta 2 A est dit entier
sur B s'il existe un polynéme unitaire p 2 B[x] tel que

p(a)=0:
On dit que A est entier sur B si tout élément de A est entier sur B.

Dé nition 2.3.14. Etant donné une algébre A graduée de type ni, la famille algé-
briguement libre 1; ; ¢ est un systeme de paramétressi I'une des deux conditions
équivalentes est Vvéri ée :

1. A est entiére sur la sous-algébré[ 1;  ; sl;
2. Aestun|[ 1; ; s]-module de type ni.
Dans ce cas, le nombres est la dimension de Krull de A.

Exemple 2.3.15 On considére l'algébre

A =[xy z[9%?  yzi = |[X ;7]

ouX; y;Z désignent les projections respectives de y; z. Par construction méme, la famille
fy;zg est algébriquement libre etx est entier sur| [y;z]. On remarque aussi que

A= ly:zZl+ x| y:z]:

Ainsi, la famille fy;zg est un systéeme de parametres dé.

g. Il s'agit du nombre maximal d'idéaux dans une chaine strictement croissante d'idéaux premiers
inclus dans l'algebre.
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Exemple 2.3.16 Soit l'algébre A = | [a%;a%; b; alj. La famille a;b est algébriquement
libre, et on remarque que

(@)%=(a)%  (ah?= a*(h)’
et donc a’;b est un systétme de parameétres. On peut aussi remarquer que
A = a°| [a%; b + ab [a%; b]:

Par le lemme de normalisation de Noethelan02], une algébre de type ni possede
toujours un systéme de paramétres. Dans le cas d'une algebre graduée, on peut toujours
faire en sorte que tous les éléments du systéme de parametres soieritomogénesOn
parle dans ce cas desystéeme homogéene de parameétres

Remarque 2.3.17. Un systeme de parametres forme nécessairement une famille algébri-
guement libre maximale. Mais la réciproque est fausse. Si nous considérons en e et
l'algebre

| X y;z]=xy  zi

on peut véri er que la dimension de Krull de cet algebre est2, et que les projections
X; Z de x; z forment une famille algébriquement libre maximale. Mais la projectiony de
y ne peut pas étre entiére suj [X; z]. Ainsi la famille fX; zg ne forme pas un systéme de
parametres.

Comme nous l'avons précisé, le lemme de normalisation de Noether nous assure que
toute algébre de type ni possede toujours un systeme de paramétres, ce qui montre
gu'on peut toujours réaliser une telle algébre comme un certain module de type ni
(sur une sous-algébre). Nous pouvons maintenant exiger une propriété plus forte : celle
d'étre un module libre de type ni.

Dé nition 2.3.18. Une | algebre graduéeA de type ni est dite de Cohen-Macaulay
si I'une des deux conditions équivalentes est véri ée :

1. Il existe un systéme de paramétres,; ; stelqueA soitun|[ 1; ; s]-module
libre ;

2. Pour tout systéme de parameétresy; ;s l'algébre A estun|[;  ;”s]-module
libre.

Tout algébre de Cohen—Macaulay peut ainsi s'écrire :
A= q|[1 sl TN (2.3.1)

Cette décomposition étant appeléedécomposition de Hironaka
Exemple 2.3.19 En reprenant I'exemple 2.3.15, on a

|y z1=® yzi = | [xy;2]= | [yiZ) x| [y:2):
Par contre, dans le cas de I'exemple 2.3.16, nous avons la relation
a’(h aha@®) =0

et donc | [a%; a%; b; alj n'est pas un| [a; b] module libre.
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Exemple 2.3.20 Dans l'algébre C[x1; X»], notons"
o= X2+ X3; lg:= x3x3; Jz:= x1x53 x3x,

En utilisant des bases de Grdbner [Stu08; CLOOQ7; GS], on peut véri er que la famille
flo;1ag  Cll2;14;d4] est algébriquement libre et queds est entier sur C[l2;14]. Plus
précisément :

JZ2 14l,+412=0

Finalement, on peut directement montrer que l'algébreC|l »; | 4; J4] est de Cohen Macaulay.
Une décomposition de Hironaka de cette algébre est par exemple donnée par

Cll2;14;34] = C[l2;14]  J4C[l2;14]
Nous avons alors le résultat suivant [HR74] :

Théoréme 2.3.21 (Hochster Roberts - 1974). Pour toute représentation linéaire (V; )
de dimension nie d'un groupe linéaire algébrique réductifG, l'algebre des invariants est
Cohen Macaulay.

2.3.3. Série de Hilbert

Pour toute algebre graduée de type ni, chaque espace homogéne est de dimension
nie. La série de Hilbert consiste a coder ces dimensions a l'aide d'une série formelle.
Lorsque l'algébre est engendrée par une famille algébriguement libre, cette série s'ob-
tient directement. Dans le cas général, une telle série estationnelle et peut tres souvent
se calculera priori.

Dé nition 2.3.22. La série de Hilbert d'une algébre graduéeA, de type ni, est la
série formelle dé nie par X _
Ha(2) = dim(A;)z':

i 0
Remarque 2.3.23 Dans le cas d'une algébramultigraduée, il est possible de dé nir une
série de Hilbert associée a cette multigraduation. Si nous avons par exemple une double

graduation M
A= Adl;dz
dy;do O
on peut dé nir X
H(z1;2,) = (dim Ag,.q,)2823:
di;d2 O

Nous savons alors facilement déterminer les séries de Hilbert pour les sommes directes
et les produits tensoriels :

Hag (2) = Ha(2) + Hg(2) (2.3.2)
Hag (2) = Ha(z) Hg(2)

h. 1l s'agit en fait de trois polyndmes invariants sous l'action du groupe Z4 sur C2.
i. Une telle série est aussi appelée quelques foisérie de Poincaré.
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Le résultat suivant est une conséquence directe de la formulg2.3.2) sur le produit
tensoriel :

Lemme 2.3.24. SiA =|[1;, ; s]estengendrée par la famille algébriquement libre
f 1; ; s0, composée de polyndmebomogenes ; de degrés respectifsl;, alors
1
Ha(2z) =

1 z%) @ z%)

Nous avons ensuite, comme conséquence directe du théoréme des syzygies de Hil-
bert [AM69], le résultat suivant :

Théoreme 2.3.25 (Hilbert Serre) . La série de Hilbert de toute algébre graduéd de
type ni est de la forme

f(2)
@ z%) (@ z%)

Ha(2) =

ouf 2 Z[z.

Dans le cas patrticulier d'une algébre de Cohen-Macaulay, le résultat suivant est une
simple conséquence du lemme 2.3.24 et des formule$2.3.2) appliquées a la décompo-
sition de Hironaka (2.3.1) :

Corollaire 2.3.26.  Etant donné une algebre de Cohen-Macaulay dont la décomposition
de Hironaka est donnée par

A= 1[0 sl Pl sk
en notantd; =deg ; et =deg j, alors

Zel+ + Zer .
1 z%) (@ z%)°

Ha(z) =
Exemple 2.3.27. Reprenons I'exemple 2.3.20 ol nous considérions l'algébre
A = C[l2;14;34] = Cll2;14]  JaC[l2;14]:

On a directement
1+ 24

1 z59@ z%
Comme nous l'avons précisé, les séries de Hilbert d'une algébre d'invariants peuvent
souvent se calculera priori. Dans le cas d'un groupecompact nous avons :

Ha(z) =

Théoreme 2.3.28 (Formule de Molien Weyl [Wey68]). La série de Hilbert de la re-
présentation (V; ) d'un groupe compactG sur un espace vectoriel de dimension nie
s'écrit z

H(z) = !

cdetid (92" @
ou Id est l'identité de GL(V) et d est la mesure de Haar[Ste94] surG.
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Remarque 2.3.29 Ce théoréme s'applique en particulier aux représentations du groupe

O(3) ou SO(3) sur les espaces de tenseurs. De plus, dans cette situation, il existe un
package développé sous Maple par Bedratyuk [Bed11b], qui permet d'obtenir directement

ces séries de Hilbert.

Remarque2.3.3Q Si nous considérons le cas des algebres d'invariants, qui sont de Cohen
Macaulay (théoreme 2.3.21), nous savons que leurs séries de Hilbert associées peuvent
toujours s'écrire sous la forme

A S IV A

H(Z)=(1 zd) (1 z%)

(2.3.3)

Mais dans le cas général, une telle écriture n'est pas nécessairement unique :

1+z+ 22+ 23+ 2% 1+22+ 23+ 2%+ 25
1 21 3 (1 21 29

Cependant, on peut dé nir une forme minimale de H comme étant une forme ration-
nelle 2.3.3 pour laqueller est minimal [Dix82]. Une telle forme minimale n'est pas né-
cessairement unique, et Dixmier énonce alors deux problémes [Dix82] :

1. Ce phénomeéne de non-unicité peut-il se produire pour une série de Hilbert associée
a une algebre d'invariants ? La réponse est positive

2. Une fois donnée une écriture minimale d'une série de Hilbert d'une algebre d'inva-
riants, cette écriture provient-elle d'un systéme de paramétres ? La réponse, néga-
tive, est apportée par [Sta78, ex 3.8] dans le cas d'un groupe ni.

2.3.4. Structure semi-algébrique sur I'espace des orbites

Pour toute représentation réelle de dimension nie d'un groupe compact, les poly-
ndmes invariants séparentles orbites. La propriété suivante est attribuée a Weyl [Wey39] :

Proposition 2.3.31.  Soit (V; ) une représentation linéaire réelle de dimension nie
d'un groupe compactG. Alors

Orb(v1) 6 Orb(v2) ) 9 p 2 RIVI®; p(v1) 6 p(v2)

Démonstration. Soitv 2 V et K un sous-ensemble compact d¥. Ayant xé une norme
k Kk surV, on dé nit la distance de v a K par

d(v;K)=min kv wk:
w2K
Posons maintenantK ; et K> deux G-orbites distinctes dansV. La fonction

_ d(v;Ky1) d(v;Kyz)

FV)= Gk + dviKy)

est continue surV, avecf (v)= 1, pourv2 Kjyetf(v)=+1, pourv 2 K.

j. Elle est apportée par l'algébre des invariants C[S;]5-¢© ou S; est I'espace des formes binaires de
degré 7.
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Comme le groupeG est compact, les orbites sont compactes et il est donc possible de
déterminer une boule ferméeB dansV qui contienne les deux orbitesK ; et K,. On peut
maintenant appliquer le théoréme de Stone-Weierstrasgjui nous assure que l'espace des
fonctions polyndmialesréelles forme un sous-espacce dense dans l'espace des fonctions
continues dé nies surB (avec la normesup). Ainsi, il existe une fonction polynémiale p
sur V telle que

p(v) %; 8v 2 Ky, p(v) %;BV 2 Ky:

Et il en est de méme pour la fonction polyndmiale invariante
y4

p= g pd
G

ou estla mesure de Haar suiG. Un tel polynéme sépare les orbiteK ; et K. O

Remarque2.3.32 Ce résultat est spéci que au cas de la représentation réelle d'un groupe
compact. Dans le cas complexe, il sut en e et de considérer la représentation du groupe
G = C sur C? donnée par simple multiplication :

t (z1;22) == (tz1;12p):

Dans ce cas, l'algébre des polynémes invariants est exactement l'algébre des polynémes
constants.

Dans le cas d'une représentation réellgV; ) d'un groupe compact, on va maintenant
décrire comment une famille génératrice d'invariants permet d'obtenir la structure de
variété semi-algébrique de I'espace des orbites. Aprés avoir présenté un résultat théo-
rigue di a Procesi—Schwarz [PS85], nous proposons de détailler I'approche originale
adoptée par Auffray et al. [AKP14] dans le cas de I'élasticité.

Structure semi-algébrique par la matrice de Gram

On xe ici une représentation réelle (V; ) d'un groupe compact G. D'aprés le théo-
réme de Hilbert 2.3.5, l'algébre R[V]® est engendrée par une famille nie de polynémes

v7l (V)= a(v); ao(v)iiir n(v) ;o VIRN;

induit un homéomorphisme entre I'espace des orbitesV=Get (V) RN. Un tel en-

semble est muni d'une structure de variétésemi-algébriqugCos02] de RN, c'est-a-dire

dé nie par des inégalités polyndmiales. Plus précisément [AS83; PS85], considérons la
matrice de Gram(ou Bezoutiant)

::(<d i;dj >G)1 ij N

ou< ; >g désigne un produit scalaireG invariant ¥ surV. Les coordonnées de étant

des polyndmesG invariants, on en déduit que estfonctiondeX :=( 1; ; n)2 RN,
: : ; . . . R

k. Il est toujours possible de construire un tel produit scalaire en considérant < vi;vy; >g:= <

G
g vi;0 V2> d ou estlamesure de Haar surG.
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Théoreme 2.3.33 (Procesi Schwarz 1985). Pour toute représentation réelleV d'un
groupe de Lie compactG,

n 0
V=G' X 2RN: (X) est semi dé nie positive

Remarque 2.3.34 Ce résultat est en fait une généralisation d'un résultat di a Sylves-
ter [Pro78] sur les racines réelles d'un polynéme a coe cients réels. Notons en e et

px)=x"  x" t+ o+ )",

Alors le nombre de racines réelles distinctes dp est égal a lasignature de la matrice de
Frankel'

B(P):=(Si+j 2); ij n

N P . - .
ouSc:= M, (i)etles ; sont les racines dep. En particulier, les racines dep sont
toutes réelles si et seulement B (p) est semi dé nie positive.

Le théoreme 2.3.33 peut étre complété par certains résultats obtenus par Abud—
Sartori [AS83]. Avant cela, rappelons que la décomposition isotropique (sous-
section 2.2.1) de V permet d'écrire

oll on suppose que 4, est lastrate maximalede V.

On considére ensuite I'ensemble () RN dé ni par les matrices de Gram  (semi-
dé nie positive) de rang exactement k :

n 0
(.= X 2 RN; (X) est semidé nie positive; rang( (X)) = k

Dans ce cas

Lemme 2.3.35. Pour tout entier 0 k  dim( 4,)), les composantes connexes de
(k) sont en correspondance bi-univoque avec les strates de dimensikn

Dans la pratique, cependant, il est dif cile de déterminer des inéquations explicites
lorsqu'il existe plusieurs composantes connexes, hotamment du fait de la taille de la
matrice de Gram (reliée a une famille génératrice minimale de I'algébre des invariants).
Dans l'exemple qui suit, seule une étude géométrique spéci que a permis de lever cette
ambiguité.

Exemple2.3.36 Nous reprenons ici un exemple directement issu de [AS83]. On considére
l'action du groupe O(3) sur R® RS2 donnée par

g(x;y) :==(g x;(det(g))g y)
Une famille génératrice minimale est donnée par

10y) = kxk?;, o(x;y) = kyk%; a(x;y) = hx;yi?

I. Schwarz Porcesi parlent ici du Bezoutiant .
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ot h ; i désigne le produit scalaire canonique suR®. La matrice de Gram est donnée
par 0
0 3

1
1
X)=4B0 ;X

3 3 (1+ 2) 3

eton a
det( )=64( 1+ 2) 3(12 3)

La stratégie adoptée par [AS83] consiste ensuite a étudier la strati cation en fonction
du rang de la matrice™
le rang de est 3, ce qui correspond a la classe d'isotropie minimale [1]; les

inéquations associées étant
12> 3>0

le rang de est2. Il y aici deux classes d'isotropie possibles :
la classe d'isotropie[SO(2)], dont les inéquations sont données par

1, 2> 0

la classe d'isotropie[Z>], dont les inéquations sont données par

( 120

1, 2>0

le rang de estl. Il y aici encore deux classes d'isotropie possibles :
la classe d'isotropie[O(2)], dont les inéquations sont données par

la classe d'isotropie[Z, SO(2)], dont les inéquations sont données par

Equations par les invariants polynomiaux

Pour obtenir explicitement les inéquations des strates, Auffray et al. [AKP14] ont pro-
posé une approche originale que nous proposons ici d'expliciter. Leur objectif était de
pouvoir établir les équations de bifurcationassociées a la strati cation d'un certain sous-
espaceV Ela (espace de tenseurs d'ordre4 totalement symétriques et de trace nulle,
voir section 3.1 pour plus de détails). De telles équations ont déja été présentées dans la
gure 1.3.

On se situe donc a nouveau dans le cas d'une représentation réellev/; ) d'un groupe

m. Rappelons que, dans tout les cas, cette matrice doit étre semi-dé nie positive.
n. La sous-section 3.2.1 donne la classi cation des sous-groupes fermés de(3).
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compact G. La question est de pouvoir déterminer les inéquations qui caractérisent la
strate y; V d'un certain sous-groupe d'isotropie H. A cette n, on établit en fait
les relations qui dé nissent la strate fermée® 7[H] a l'aide d'une famille génératrice nie

f 1;:::; ngde l'algébre R[V]C. La stratégie proposée est la suivante :

1. On xe un sous-groupe H 2 [H] ainsi que des coordonnées linéairegx;)1 i q sur
VH . On évalue ensuite les polyndmes ; sur ces coordonnéesk; puis on cherche a
résoudre leséquations implicitesdu systéme

k = Pe(X1;:iiXg); K=1;:000N; P2 R[Xq; 0 Xl (2.3.4)

satisfait par la restriction des polynémes ; sur VH.

Dans le cas général, il s'agit d'une étape dif cile [CLOQ7]. De plus, il est possible
que la variété algébrique V, dé nie par un tel systéeme d'équations implicites soit
plus grosse que la variétéVp dé nie par le systéme (2.3.4). En plus de cela, nous
travaillons sur le corps des nombres réels, qui n'est pas algébriquement clos.

2. Pour contourner ces dif cultés, Auffray et al. [AKP14] ont utilisé le fait que la res-
triction des polynémes ; sur VM est ( H) invariante (lemme 2.2.10). On peut
ainsi en déduire que ces polyndmes s'expriment en fonction d'une famille géné-
ratrice nie 1;:::;  de l'algébre des polynémes ( H) invariants sur V" . On a

k=P( 155055 1)y k=1;:00 N, pr 2 RIX ;0 X ] (2.3.5)
Pour cela, on peut utiliser des bases de Grobner [CLO07] ou unechaine régu-
liere [Bou+09].

3. Dans chacune des situations étudiées, le systemg.3.5) permet d'obtenir un sys-
teme de relations qui caractérise la strate fermée

Si(1 20005, N)=0; jJ=15:01 S 2R[Xq; i XN, (2.3.6)

des cas, de telles expressions rationnelles ne sont pas uniques. Cependant, si on
peut exprimer un certain ; en fonction de P;=Q; ainsi que deP,=Q;, alors P1Q>
P>Q: appartient a l'idéal engendreé par lesS;.

4. Sachant que les solutions sont rationnelles, on peut alors exploiter le fait que le
corps de base est le corps des réels et non celui des complexes. En effet, chaque so-

0. On obtient ainsi I'ensemble des vecteurs dont la classe d'isotropie est inférieure ou égale a[H],
selon la relation d'ordre (2.2.1).

p. Soulignons ici que le fait d'avoir une expression rationnelle n'est pas issu d'une propriété générale :
elle a simplement été observée dans le cas étudié par [AKP14].
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de cela, il faut calculer un nouveau systéme d'inégalités sur les ; ou, ce qui est
équivalent, sur les j, permettant d'exclure les solutions complexes de

i = Qi(Xx1iiiXg); i=1;:inn Qi 2 R[Xy;:ii1 Xgl:

5. Dans les cas étudiés par [AKP14], les seuls groupes de monodromi¢ H) = 1;S>
ou S3 intervenaient. Mais alors, dans le cas ou le groupe de monodromie est le
groupe des permutations S, avec pour action l'action standard, les invariants

p)=2" 12" '+ (D"

Ainsi, dans ce cas, le probléme consiste a obtenir les conditions sur; pour que les
racines dep soient réelles, ce qui peut se faire a partir de la matrice de Frankel
(2.3.34).

2.4. Polarisation et séparants

2.4.1. Théorémes fondamentaux

Nous allons maintenant présenter quelques résultats généraux sur les familles généra-
trices d'une algébre d'invariants. Les énoncés sont essentiellement dus a Weyl [Wey97].
L'idée consiste a étudier des familles génératrices dg copies d'un espaceV et d'exhi-
ber des méthodes de construction de ces familles. Le premier cas que nous présentons
concerne les invariants devecteurs

Notons pour celaO(n) le groupe des transformations orthogonales surV = | " (muni
d'une forme quadratique non dégénérée) et considérons son action naturelle. On véri e
immédiatement que l'algébre des invariants | [V]°(") est engendrée par le carré de la
norme.

Considérons ensuite I'espaceV P := P_ VvV muni de I'action diagonale de O(n).
Le résultat suivant est connu en tant que premier théoréme fondamental sur les vec-
teurs[Wey97 ; KP0O] :

Théoreme 2.4.1 (Weyl - 1939). Pour tout entiers naturels n et p non nuls :
1. L'algébre des invariants| [V P]°(") est engendrée par les produits scalaires

hjic(veiinvp) 7hviovy, 10 pe

2. L'algébre des invariants| [V P]SC( est engendrée par les produits scalairel; j i
et, lorsquep n, par les déterminants

Ce premier théoreme fondamentdl signi e en quelque sorte qu'il n'y a « qu'une seule

g. Il existe un deuxiéme théoréme fondamentalsur les vecteurs, qui concerne lesrelations entre les
invariants. Nous ne détaillerons pas ce point qui se trouve dans [Wey97].
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facon » d'obtenir des polynbmesO(n) (ou SO(n)) invariants de p copies de vecteurs.
Notons que la famille génératrice donnée par le théoréme de Weyl est une famillenie .

Remarque2.4.2 Une conséquence importante de ce théoréme est que, pour caractériser
l'orbite de p 3 vecteurs deR" sous l'action naturelle deO(n), il sut de caractériser

entrainent que’
Orbony (V) = Orb ony(V) 0 Orbony(visvj) = Orb oy (ViiVy); 8i;j

Si on considére maintenant I'action deSO(n) surp n copies deR", un méme argument
montre qu'il sut de considérer les sous-familles composées da vecteurs :

Orbgony (V) = Orb somy(V) 0 Orbsom) (Vi) = Orb somy(Vi); 8l =(ig;:::5in)

Nous avons des résultats équivalents sur lesnatrices [Pro07]. Notons Mp(|) l'es-
pace vectoriel des matrices carrées d'ordren. On peut dé nir I'action par conjugaison
du groupe O(n) sur My(| ) par:

g M:=gMg "’
On en déduit ainsi une action diagonale deO(n) sur (M (| ))P. Nous avons alors [Pro07] :

Théoréme 2.4.3. L'algébre des invariants de(M (] ))P (p 1), sous l'action diagonale
de O(n), est engendrée par les polynbmes

tr(Ni;Ni, Ni); Nj, =M ouN; =MT
ou k désigne un entier naturel non nul quelconque.

Remarque 2.4.4. Contrairement au cas du premier théoréeme fondamental sur les vec-
teurs, un tel théoréme ne donne qu'une famille génératricén nie de l'algébre des inva-
riants. Dans les cas de I'espac&?’(R?), muni de l'action du groupe SO(3) par conju-
gaison, Young [You99] a obtenu une famille génératrice minimale de chaque espace
((S?(R®)P;SO(3)) (p  1). Dans tous les cas, on remarque que le degré maximal d'un
polynéme invariant est de 6.

En prenant par exemplep = 3, une famille génératrice minimale est ainsi composée
de 28 invariants, donnés paf

r. On note Orbg(v) l'orbite d'un vecteur v sous l'action du groupe G.
s. Ces résultats ont été véri és, notamment a l'aide des résultats gurant dans [BP11] obtenus dans
le cadre desformes binaires.
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Degré Expression # | Cum
1 tr(Aj) 3| 3
2 tr A? 3| 6

tr(AiAj);i<]j 3 9

3 tr A? 3] 12
tr A?A; ;i8] 6 | 18

tr(A1A2A3) 1 19

4 tr AZA? ;i<] 3| 22
tr AZAjA¢ ;i6ji 6Kkj<k 3| 25

5 |tr (AA))?Ax ;k6ik6ji<j | 3| 28

On peut ensuite remarquer que le nombre d'invariants augmente considérablement :

Degré des invariants p=3 | p=4 | p=5
1 3 4 5

2 6 10 15
3 10 20 35
4 6 20 50
5 3 20 76
6 - 10 70

Cardinal d'une famille

PP - 28 84 251
génératrice minimale

2.4.2. Famille de séparants et polarisation

Une fois xée une algébre d'invariants | [V]®, nous avons toujours l'implication
Orb(vi) = Orb(vz)) p(va)= p(va); 8p2|[V]®

Nous avons aussi vu (exemple 2.4.6) que la réciproque est fausse dans le cas général.
Dans le cas d'une représentation réelle(V; ) d'un groupe compact G, cependant, la
réciproque est vraie (propriété 2.3.31). Une famille génératrice nie de R[V]® permet
donc de séparer les orbites. Mais dans la pratique (voir par exemple la remarque 2.4.4),
le cardinal d'une telle famille génératrice peut s'avérer trés important. On peut donc se
demander si, parmi ces générateurs, certains ne sont pas super us, voire méme s'il n'est
pas pertinent de chercher des invariants non-polynomiaux rationnels. Nous proposons
donc dans cette section de dé nir la notion d'ensemble sépararfiDK02 ; Kem03]. Dans
le cas desespaces de tenseurs d'ordre inférieur ou égaR,aplusieurs articles [Wan70;
Smi71; Zhe93; Boe77] de mécanique des milieux continusnt pu obtenir des familles
de séparants particulierement réduites : en reprenant I'exemple de(S?(R?®))#, on obtient
ainsi une famille de 39 séparants, alors que la famille génératrice minimale de l'algebre
compte, elle, 84 invariants.

Dé nition 2.4.5. On se xe une représentation linéaire (V; ) d'un groupe linéaire
algébrique G. Un famille S de polyndmes invariants est unensemble séparanti, pour
tout vecteur v, et vo deV

9p 2 | [VI®; p(v1) 6 p(v2) )9 h 2 S;h(vy) & h(vy)
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Une sous-algébreA | [V]® qui véri e cette condition est appelée algébre de séparants

Une sous-algébre engendrée par un ensemble séparant est nécessairement une algébre
de séparants. Notons qu'en mécanique des milieux continus le terme employé est plutot
celui de base fonctionnelle!.

Exemple2.4.6. La notion d'ensemble séparant est distincte de celle de famille génératrice
nie. On peut citer, comme premier exemple, celui donné par Boehler et al. [BKO94].
Une famille génératrice nie (minimale) de (S?(R%); SO(3)) est donnée par

I1(A):=tr( A); 12(A):==tr A? etlzg(A):=tr A3

En remarquant quel2(A) 0O, on en déduit que la famille

n , 0
[1;(12)7;13

est un ensemble séparant qui n'est pas une famille génératrice.

Le deuxieme exemple est donné par Dufresne [Duf08]. Notons po@ le groupe cy-
clique d'ordre 3, engendré par une racine cubique de l'unité. Ce groupe agit surV = C?2
par le morphisme I

0

7, 2G6L2C)

En notant C[V] = C[zy; z2], on Véri e directement que
CIVI% = C[Z}; 2222, 2125, 23]

Or, pour z; non nul, on a

et dans le cas olz; = 0 on aussiz;z = 0 ; au nal I'ensemble f z3; z2z,; zZ3g est donc un
ensemble séparant.

Processus de polarisation

Nous partons ici d'une représentation linéaire (V; ) de dimension n d'un groupe" G.
L'idée est de généraliser le théoreme de Weyl 2.4.1 sur les vecteurs en construisant des
familles génératrices par un processus de polarisation.

lllustrons tout d'abord ce procédé sur I'exemple simple de I'espacdS?(R?3); SO(3)). On
souhaite construire, par polarisation, des polynémes invariants sur(S?(R3%)) 2 a partir
de polyndmes invariants sur S?(R?®). Pour cela, on se donne I'application linéaire

(A1;A2) 2 (SP(R%) 271 auA1+ A 2 SY(R):

t. L'idée est en e et de déterminer de familles de fonctions invariantes, méme si en pratique les
invariants sont essentiellement polynomiaux [Boe77].

u. Dans cette situation, il n'est pas nécessaire de supposer que le groupe est linéaire réductif. Mais
nous restons néanmoins dans le cadre xé par notre travail.
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En considérant le polyndmep(A) = tr A2, on obtient ainsi le polynéme
( P)ALAL) =tr( A1+ aA)”

Les coef cients de ce polynémes sont des invariants qui déterminent legolarisés

n o
Pol2(p) = tr AZ;tr A% 2tr AsA,

Dans le cas général, notons
A=(aj)1igrjp:lPt |9

une application linéaire quelconque. Ensuite, notons

On dé nit en n le morphisme ,de|[V 9 sur|[V P], par

p7! (P)VLVaiinvp) = pAAW); IV 9! [V P

Dé nition 2.4.7. Pour tout polynébme p 2 | [V 9], on note Polg(p) 'ensemble des
coe cients de ( p), vu en tant que polynéme ena; . Si S désigne un ensemble de
polyndmes, alorsPolf(S) est la réunion desPolfi(p), pour p 2 S.

Notons quelques résultats immédiats :
Si p est un polyndbme homogéne de degréd, alors tout élément de Polg(p) est
encore homogeéne de degréd;
SiS [[V 9%, alorsPol(S) |[V PI°.

L'énoncé qui nous intéresse, directement déduit de [DKWO08], est le suivant :

Théoreme 2.4.8 (Draisma Kemper Welhau (2008)) . Pour tout entier p  n =dim(V),
si S est un ensemble séparant de I'algébtgV "], alors Pol?(S) est un ensemble séparant
de|[V "]

Remarque 2.4.9 Ce résultat nous intéresse car il concerne les familles de séparants. En
e et, comme nous le verrons dans la cas des espaces de tenseurs d'ordre inférieur ou égal
a 2 (proposition 2.4.12), il peut étre plus intéressant de considérer une telle famille plut6t
gu'une famille génératrice minimale de polynémes invariants. Notons cependant que le
théoréme 2.4.8 posséde une version similaire dans ce cas. On parle alorshiréme de
Weyl [KP0OO, Théoréme 2.5A)].

Le théoreme 2.4.8 signi e donc que, pour construire une famille de séparants dep
copies d'un espaceV de dimensionn, il suf t de construire une famille de séparants pour
seulementn copies. Une conséquence de ce résultat concerne I'espa¢€’(R3); SO(3)).
Pour un tel espace, le théoréme 2.4.8 montre qu'une famille de séparants d@ 6 copies
de S?(R®) s'obtient par polarisation d'une famille de séparants de6 copies. Nous allons
maintenant voir que, par certains arguments géométriques [Wan70; Smi71; Zhe94], il
est possible de ramener ce nombre & (par la proposition 2.4.11).
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2.4.3. Séparants d'espaces de tenseurs d'ordre inférieur ou égal a 2

Nous reprenons ici des résultats issus de la communauté mécanique. lls trouvent leur
source dans des articles de Rivlin, Spencer et Pipkin [SR59a; SR59b; SR62; PR59] et
concernent des familles génératrices nies de

(S(R%) " (WR®) P (R G

sous l'action du groupe O(3). Dans cette somme,W(R?®) désigne I'espace des tenseurs
antisymétriques d'ordre 2 et I'action de O(3) est donnée par

g (S;W;v):=(gSg";gWg";gv); 8g2 O@3):

Sur les espacess?(R?®) et W(R?), l'action se réduit donc a I'action du groupe SO(3).

Aprés avoir obtenu des familles génératrices (non nécessairement minimales) des
invariants de ces espaces [SR62; PR59], les travaux se sont portés sur la recherche
d'une famille de séparants [Wan70; Smi71; Zhe94]. Nous proposons ici de décrire la
démarche adoptée par Wang [Wan70] en nous limitant aux cas des espaces

(S(R%) " (W(R®) P:

L'idée consiste en fait a construire une applicationSO(3) équivariante de cet espace sur
(R3) Gn*P) ce qui permet ainsi d'exploiter le théoréme de Weyl 2.4.1 sur les vecteurs
de R® et donc de réduire le probléme a des familles de3 vecteurs, comme souligné dans
la remarque 2.4.2.

Considérons donc dans un premier temps l'application

SZ(R3) I (RS) 3

qui, a un tenseur S 2 S?(R3), associe, selon :
Les trois vecteurs propres(e1; e»;e3) de S, de norme 1, respectivement associés
aux valeurs propresdistinctes ;< < 3;
les trois vecteurs(e; 0; 0) ou e est le vecteur propre, de normel, associé a la valeur
propre de multiplicité 2;
les trois vecteurs nuls(0; 0; 0), si S ne possede qu'une seule valeur propre de mul-
tiplicité 3.

On véri e immédiatement que  est une application SO(3) équivariante :
(g S)=9 (9); 8g2SOQ
De la méme fagon, on peut dé nir une application SO(3) équivariante sur W(R?) qui, &

tout tenseur antisymétrique W 2 W(R?), associe un vecteurv 2 R3.
Nous pouvons alors naturellement construire une application SO(3) équivariante

v2(R% Gne A2 (S(RY) M (W(RY) P
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on note

Pour toute la suite, on suppose quen+ p 3. Une conséquence immédiate du théoréme
de Weyl 2.4.1 et de la propriété de séparation 2.3.31 est que

Orb(v)=0rb(Vv) () Orb(v,)=0rb(vy); 8I; #I1=3

Lemme 2.4.10. Si pour toute famille d'indice | de cardinal 3 on a Orb(S;) = Orb( S)),
alors Orb(A) = Orb( A).

Démonstration. On considére les vecteuw = { A)etv = { A). Sion prend une famille
d'indice | de cardinal 3, on remarque que chaque famille de trois vecteurg, (resp.v;) va
nécessairement provenir d'une famille composée de maximum trois tenseufs;; T 2; T 3
issus deA (resp. A). On en déduit donc que

Orb(v,)=0rb(v,); 8I; #I 3
ce qui montre queOrb(v) = Orb( V), autrement dit, qu'il existe g2 SO(3) tel que
gv=V: (2.4.2)

En écrivant

I'hypothése entraine queg A; et A; ont les mémes valeurs propres, ce qui montre na-
lement que par la méme rotationg issue de 2.4.1, on a

gA=A;
ce qui conclut la preuve. O

Une fois ce lemme 2.4.10 établi, on peut donc ramener la recherche d'une famille de
séparants de l'espacgS?(R3) " (W(R®) P aux casn+ p =3, ce qui a été effectué
par Wang [Wan70].

Proposition 2.4.11 (Wang - 1971). Pour tout entiers naturels n;p tels quen+ p 3,

une famille de séparants dg((S?(R%) " (W(R3)) P;SO(3)) est obtenu en faisant la
réunion des invariants donnés par la table 2.1 ot on a considéré une familla, de
tenseurs quelconques, ave& = (Sy;:::; S Wi, Wp) et#1 3
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Famille de tenseurs Invariants

S tr Si;tr S?;tr S?

W tr W?

Si;S tr SiS;;tr S7S;;tr S;S7; tr S7S? i<j
Si;Wj tr S{W Z;tr SPW 2;tr SPW 2SW

Wi, W tr WiW i<j
Si; Sj; Sk tr SiSj Sk i<j<k
Si; S Wk trSiSjWk;trSiZSjWk;'[I’SiSJZWk;tI‘SiWESjWk i <j
Si;W Wy tl’SinWk;tl’SinZWk;tl’SinW£ j<k
Wi Wi, Wy tr WiW ;W g i<j<k

Table 2.1. Ensemble de séparants pour les famill&;
Le cas de I'espace
(S'(R%) " (W(R%) P (R &

a été étudié par Boehler [Boe77], faisant suite aux travaux de Smith [Smi71] et de
Wang [Wan70].

Proposition 2.4.12 (Boehler - 1977) Etant donné trois entiers naturels n, p, g, une
famille de séparants de

(S*(R%) " (W(R®) P (R%) %0(3)

est obtenue en faisant la réunion des familles d'invariants données, pour tout famille
A, par la table 2.2, avec
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Tenseurs Famille d'invariants

S tr Si;tr S7;tr S?

Wi tr W2

Vi Vi Vi

Si; Sj tr Si Sj tr SiZSj r'S sz;'[l' S?sz i <j

Si; W tr S{W 2;tr SPW 2;tr SPW 2S;W

Si;Vj Vj SiVj;Vj SiZVj

Wi W tr W W <]
Wi;Vj Vi WiZVj

Vi;Vj Vi Vj

Si; Sj; Sk tr SiSj Sk i<j<k
Si;Sj;Wk tr SiSjWk;'[l’ S?SjWk;'[l'SiSjZWk;tI’SiWESjWk i <j
Si;Wj;Wk tl’SinWk;tI’SinZWk;tI’SinWE j<k
Wi, Wi, Wy tr WiW ;W g i<j<k
Si;Vj;Vk Vi SkVk;Vj S2vi j<k
Wi;Wj;Vk W ivk Wij;WiZVk Wij;Win WjZV i<j
Wi vj; Vi Vi Wivi;v; W2vy j<k
Si;Wi; v Sivik W vi;S2vik Wjv; SiW vy szvk

Si;Sj vk Vi Sivk S§jvi Siv) Sjvi i<jk<l
Si;Wj;Vk;V| SiVj WjV| SiVk WjV| k<l
Wi Wi visvi Wivie Wivi Wivp Wiy i<jk<l

Table 2.2. Ensemble de séparants pous,

Exemple2.4.13 Dans la remarque 2.4.4, nous avons donné urfamille génératrice nie
de l'espace((S?(R®))3; SO(3)), composée de28 invariants. En appliquant la proposi-

tion 2.4.12, nous obtenon22 séparants :

Degré Expression # | Cum
1 tr (Si) 3 3
2 tr S? 3 6

tr(SiSj); i<j 3 9

3 tr S? 3| 12
tr S?S; ;i6j | 6| 18

tr (S1S,S3) 1| 19

4 |tr SES? ;i<j | 3| 22
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3. Représentation linéaire des groupes
O(3) et SO(I)

Nous donnons dans ce chapitre des résultats concernant les représentations linéaires
des groupesO(3) et SO(3). Pour aborder ces questions, hous commencons tout d'abord
par rappeler certains résultats sur ladécomposition harmoniqueles espaces de tenseurs.
Dans ce cas, en effet, les représentations irréductibles sont données par les espaces de
tenseurs harmoniquesDes résultats d'Irhig—Golubistky [IG84] nous permettent ensuite
de donner les classes d'isotropigle ces représentations irréductibles. Avant cela, nous
précisons les caractéristiqgues geométriques des sous-groupes fermés @3) et SO(3).

Ensuite, pour aborder les questions relatives aux invariants des espaces de tenseur,
nous montrons qu'un procédé de complexi cation permet de traduire le probléme ten-
sorielle en termes de théorie classique des invariantsgui concerne les invariants des
espaces de formes binaires sous l'action du group&L(2; C).

3.1. La décomposition harmonique

3.1.1. Représentations irréductibles de  O(3) et SO(3)

Les groupesO(3) et SO(3) étant compactson sait que toute représentation de dimen-
sion nie de I'un de ces groupes estcomplétement réductiblgBre72 ; Ste94], c'est-a-dire
gu'elle se décompose en une somme directe de sous-espaces irréductibles. Nous allons
préciser ici les deux modeéles d'espace®(3) ou SO(3) irréductibles, a savoir les espaces
de polyndmes harmoniques ou de tenseurs harmoniques (suR3). La décomposition har-
moniqued'un espace de tenseurs est alors sa décomposition en espaces irréductibles.

Notons S, (R3) le R—espace vectoriel des polyndmes homogénes de degrésur R3. Il
existe surS, (R®) une action naturelle de O(3) (et donc de SO(3)), notée ,, donnée par

( n(@(P)(V) = p(g * v) pour p 2 $,(R%) (3.1.1)
Il existe aussi surS,(R?®) une autre représentation de O(3), notée ,,, donnée par
n(9) :=det(g) n(9) (3.1.2)

On note ensuite Hy(R%) S, (R®) le sous-espace des polyndmebarmoniquesde de-
gré n sur R3, c'est-a-dire des polyndmes dont le laplacien est nul. Un tel espace est de
dimension 2n + 1. Nous avons alors [GSS88] :

Théoréme 3.1.1. La représentation H,(R®); , de SO(3) est irréductible. De plus,
toute représentation irréductible deSO(3) est équivalente & une représentationH, (R3); ,
pour un certain entier n.
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Corollaire 3.1.2.  Les représentations Hn(R3); , et H,(R%); , de O(3) sont irré-
ductibles. De plus, toute représentation irréductible deO(3) est équivalente a une repreé-
sentation Hn(R3®); , ou bien a une représentation H,(R3); |, pour un certain entier
n.

Démonstration. Remarquons avant tout que, pour toute représentation linéaire(V; ) de
0(3), les sous-espaceSO(3) stables et O(3) stables sont les mémes étant donné que

(9(W) = (det(g)g)(W)

Si on se donne maintenant une représentation irréductible(V; ) de O(3), il sut de
considérer l'action de Id 2 O(3) ou Id désigne l'identité de O(3). Eneet,si ( Id) =
Idy est l'identité de GL(V), la représentation irréductible de O(3) sur V se restreint en
une représentation deSO(3). Mais, par la remarque initiale sur les sous-espaces stables,
cette représentation reste irréductible. On sait donc qu'il existe un isomorphisme

"V H(R®
SO(3) équivariant ou la propriété d'équivariance signi e que le diagramme suivant est
commutatif .
V —Hy(R®)

9
V——1H,(R®)

g

Un tel isomorphisme s'étend naturellement en un isomorphism®(3) équivariant et donc

(Vi) Ha(R®; ,

Lorsque ( Id)= Idy il sut de considérer la représentation
(9) :=det(g) (9)
qui reste elle-aussi irréductible et qui nous raméne au cas précédent. O

Remarque 3.1.3 Pour tout espace de polyndmes harmoniquesizp(R®) de degré pair,
la représentation ,, de O(3) se réduit en fait en une représentation deSO(3). Seules
interviennent donc sur ces espaces les représentationg, du groupe O(3).

Un autre modéle pour les représentations irréductibles des groupe(3) et SO(3) est
donné par I'espace degenseurs harmoniquesNotons dans un premier tempsT" I'espace
des tenseurs d'ordren sur R® :

Th:= "R%:

L'action naturelle de O(3) sur T", notée ~,, est donnée par

(=n(TH(vy; sve)=T g vy, ;9 v ; 892 0(@3) (3.1.3)
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L'action ~, est quant a elle donnée par

~(9) :=det( 9)~n (3.1.4)

On note ensuiteS"  T" 'espace des tenseurs totalement symétriqued sur R3, iso-
morphes &S, (R3). Il n'existe sur S" qu'une seule trace, comme par exemple

X0
trio(T)(Vi; Ve, 5V 2) = T(ei;ei;vi;Ve,  Vn 2):
i=1

ol e;;i = 1;2;3estune base orthonormée deR3. Notons qu'une telle formule ne dépend
pas du choix d'une telle base.

Dé nition 3.1.4. L'ensemble des tenseurdrarmoniques noté H", est I'ensemble des
tenseurs d'ordren totalement symétriques et de trace nulle.

En fait, les espacedH, (R3) et H" sont O(3) équivariants. Du théoréme 3.1.1 et de son
corollaire 3.1.2 on en déduit alors :

Corollaire 3.1.5. Toute représentation irréductible de O(3) est équivalente a(H"; ~,)
ou bien a (H"; ~,) pour un certain entier n, de dimension2n + 1. De méme, toute
représentation irréductible de SO(3) est équivalente §H"; ~) pour un certain entier n.

Nous obtenons alors :

Proposition 3.1.6  (Décomposition harmonique sousSO(3)). Pour toute représentation
linéaire (V; ) de dimension nie de SO(3), il existe un isomorphismeSO(3) équivariant
entre V et
(H™)
i=0
avec pour chaqud, 2 N .

Proposition 3.1.7 (Décomposition harmonique sousO(3)). Pour toute représentation
linéaire (V; ) de dimension nie de O(3), il existe un isomorphisme O(3) équivariant
entre V et
(H™)
i=0
avec pour chaqud, ;2 N et sur chaqueH" la représentation ~, ou bien la représen-
tation ~,.

Remarque 3.1.8 En notant (V; ) une représentation linéaire d'un groupe linéaire réduc-
tif, on peut écrire

v=yv ™ v
ol chaqueV,; est une représentation irréductible deG. Dans cette décomposition, on dit
que
\VARL

a. Dans le cas des tenseurs d'ordre2, nous avons désigné cet espace pas’(R?).
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est la composante isotypiquede V;. La décomposition harmonigue est donc une applica-
tion particuliere de ce résultat, et les composantes isotypiques sont déterminées par les
espaces de tenseurs harmoniques.

Remarque 3.1.9. Reprenons les espaced, (R3) et S"(R®) et notons q := x?+ y2+ 722
S?(R®). On sait alors que [Ste94]

S'R% =Hn(R® gHn 2(R®) i

cette décomposition étant SO(3) équivariante. Ainsi, pour tout entier n, on connait la
décomposition harmonique des espaces de tensel8% :

Sn:Hn Hn2

On remargue dans ce cas que chaque composante isotypique se réduit & un seul espace
de tenseurs harmoniques. Dans un pareil cas, une telle décomposition est alors unique
(2 une homothétie pres) par le lemme de Schur.

Exemple3.1.10 Reprenons I'exemple 2.2.6 ou intervient |'action naturelle deSO(3) sur
S?(R®). Dans une base orthonormée, on a

ou j désigne le symbole de Kronecker. Pour tout tenseus 2 S?(R%), on a
1
S=D+ étr( S)q
ou 1
D:=8S Zt(S)q2 H2:

Cette décomposition, qui est unique etSO(3) équivariante, donne explicitement l'iso-
morphisme SO(3) équivariant
SZ(R3) ' H2 HO

Remarquons que le terme

1

3 1(S)g
correspond a ce que la littérature mécanique appelle lgartie sphérique (également
appelée hydrostatique en mécanique) alors que l'autre partie correspond a lpartie
déviatorique du tenseur S.

3.1.2. Décomposition harmonique de I'espace  Piez

L'espacePiez des tenseurs piézoeélectriques [Yan09] est un espace de tenseurB,
d'ordre 3, sur R3. Il est caractérisé par les symétries indicielles

Pik = Pjik
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Il s'agit donc d'un espace de dimensionl8. On considére surPiez I'action ~3 de O(3),
dé nie par 3.1.3, notée

(9 P)ik = Gr9sPrsi:

Par application du corollaire 3.1.2, on sait que cette action se décompose en espaces de
tenseurs harmoniquesO(3) irréductibles. Pour obtenir effectivement une telle décom-
position, nous considérons dans un premier temps la décomposition dePiez en espaces
GL3(R) irréductibles et nous décomposons ensuite chacune de ces composantes en es-
pacesO(3) irréductibles.

Les espaces de tenseurGLsz(R) irréductibles® sont donnés par des modules de
Weyl [Wey97 ; Stu08]. Ces derniers sont caractérisés par certainesymeétries indicielles
caractérisées par dedableaux de YoundgFul97]. Du fait des symétries déja présentes
dans I'espacePiez et de sa dimension, on a

Piez=S" S,y
ou 5?2;1) est I'espace des tenseurs caractérisés par le tableau de Young standard
1[2]
3

On distingue cet espaceS?z;l) de I'espaces?z;l) caractérisé par le tableau de Young stan-
dard

1[3]
2

L'espaceS),.;, est obtenu a I'aide du projecteur : T3 Sz:1) dé nit par
(e e €)= & ek+e e e e e €& & e €

ot e' (i =1;2;3) est la base canonique du dual deR3.

Lemme 3.1.11. La décomposition de l'espacePiez en composantes irréductibles sous
l'action de GL3(R) est donnée par

P=S L;
ouS2S’etl 2 S, sont dé nis par
1 1
Sik = 3(Pik * Pig + Pwi)i Lik = 3@Pik P Puij)
Remarque3.1.12 Chaque tenseurL 2 ., véri e ldentite

Lijk + Lki + Lig =0 (3.1.5)

b. C'est par la dualité de Schur Weyl qu'on peut déterminer les représentations irréductibles du
groupe spécial linéaire [KPOO].

c. Un tableau de Young est standard si les cases sont numérotées par des entiers strictement croissants
sur chaque ligne et sur chaque colonne.
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Une fois établie la décomposition dePiezen espacesGL 3(R) irréductibles, on construit
sa décomposition harmonique en utilisant des opérations de traces suf® puis sur 8?2;1).

Lemme 3.1.13. Pour tout S2 S?, il existe u 2 H! et D 2 HS3 tels que
1
Sk = Dige + 305 Ut iy + 1g Ui); (3.1.6)

cette décomposition estO(3) équivariante.

Démonstration. On reprend la métrique euclidienne canoniquey de R3. On considére
ensuite le morphismeO(3) équivariant

V2H'7lqg v2S3

ol désigne le produit tensoriel complétement symétrisé :
. 1 .
(@ V)ik = §( i Vit iVt ok Vi)

En notant, pour S2 S3
(tr12(S)« = Sik 2 H::
On véri e directement que 3
trio(q  v)= gV

Il sut donc de considérer
5
u:= étrlz(S)z H'etD:=S q u2H?®

pour obtenir la formule (3.1.6). O

Pour obtenir la décomposition harmonique de Sf,.;,, nous utilisons le tenseur de Levi-
Civita, noté

Lemme 3.1.14. Pour tout tenseur L 2 S, il existe A 2 H? et v 2 H! tels qué’

2 1
Lik = §Ami mik + 2(2 iVk  KVio kiVj); (3.1.7)

cette décomposition étantO(3) équivariante et l'action de O(3) sur H? étant donnée par

2

Démonstration. Pour tout tenseur L 2 5?2;1), notons
(tr12(L))k = Lix 2 HY;
et pour tout vecteur w 2 H1, notons

@ EpWik =2 {jWk (Wi kWj =3 (9 w)

d. Rappelons que nous adoptons ici la convention d'Einstein sur les indices répétés.
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En remarquant quetri>(g w) =4w, on en déduit que le morphismetr 1, est surjectif.
Comme l'espaceS(; . est de dimension8, le noyau

n 0]
Lo2 S?Z;l); trio(Lg)= 0 (3.1.8)

est de dimensionb.
Soit maintenant un tenseur A 2 H? et

(tris(A )ik = Api pk 2 T

Le morphisme
CIA2HET tris(A ) 2SYy,

est injectif et son image est dans le noyau 3.1.8. Comme? est de dimension5, on en
déduit que son image est exactement ce noyau. On va maintenant montrer que, pour
tout g2 O(3),

" o~(9) = ~3(9)
Pour cela, on remarque que~( Id) ' = ' etque

~( ld)(A)= A

Au nal on en déduit que ' réalise un isomorphismeO(3) équivariant de (H?; ~,) sur le
noyau 3.1.8. Ainsi, pour tout tenseurL 2 5?2;1)' il sutde prendre

v =tr 1o(L)

et A 2 H? tels que .
"(A)=L = )V
(A) 29 @
ce qui donne la décomposition 3.1.7. O

Au nal :

Corollaire 3.1.15. La décomposition harmonique de l'espace des tenseurs piézoélec-
triqgues Piez est donnée par
H3 Hl H2 Hl

ou H? désigne I'espacgH?; ~,).

Remarque3.1.16 Nous avons ici donné une démarche et un isomorphisme explicite pour
la décomposition harmonique de l'espac®iez. Une telle décomposition est essentielle en
mécanique des milieux continus et la présence de la composante isotypiqté H? fait
gue cet isomorphisme n'est pas unigue. Ainsi, lehoix que nous avons fait de commencer
par une premiére décomposition en composanteGL3(R) irréductibles est arbitraire. |l
est cependant important de construire des procédés de décomposition qui ont un sens
physique

Comme illustré dans [Aufl3], a travers l'espace des tenseugradients de la déforma-
tion S?(R%) H?! (isomorphe a l'espacePie?) :
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1. Le choix de décomposer en passant par les composant®ek3(R) irréductibles per-
met d'interpréter (voir lemme 3.1.11) le tenseur totalement symétrique S en tant
gue gradient de I'élongation et le tenseurL 2 3?2;1) en tant que gradient de la rota-
tion. Il est intéressant de noter que, en se basant sur des raisonnements physiques,
cette décomposition avait déja été proposée par Mindlin [Min64]. On retrouve ici
ce méme résultat a partir d'une analyse basée sur les représentations irréductibles
de GL3(R). En un sens, ce résultat a un sens physique pour tout tenseur d'ordre
3.

2. Le choix de commencer par décompos&(R3) = H2 HO en sa partie déviatorique
et sa partie sphérique est classique en physique. On obtient alors

82(R3) Hl - ( H2 Hl) (HO Hl)

Dans ce cas, le premier espace s'interpréte en tant qugadient de la distortion et le

deuxiéme en tant quegradient de la dilatation. Il est a noter que cette interprétation

n'a de sens physique que lorsque le tenseur d'ordre trois est construit en tant
gue gradient d'un tenseur d'ordre 2.

3.1.3. Décomposition harmonique de I'espace  Ela

Rappelons ici que l'espaceEla des tenseurs d'élasticité est un espace de tenseurs
d'ordre 4. Du fait de la parité de l'ordre, I'action de O(3) se restreint en fait en une
action de SO(3). La décomposition harmonique® de I'espaceEla a été effectuée par Ba-
ckus [Bac70] :

Lemme 3.1.17. |l existe un isomorphisme SO(3) équivariant entre Ela et
H* H2 H2 HO HO

Pour obtenir une telle décomposition, la procédure est la méme que celle adoptée
dans le cas de I'espacd’iez. Cette procédure est d'ailleurs générale pour tout espace de
tenseurs. NotonsSf‘m) (resp. 5?2;2)) I'espace des tenseurs d'ordre4 caractérisés par le
tableau de Young

1[2 1[3
3l4: resp.[2]4

Lemme 3.1.18. La décomposition de I'espaceEla en composantes irréductibles sous
I'action de GL3(R) est donnée par

ouS2 s et C 2 S, sont dé nis par

1
Sijkd 3(Cik + Cugit *+ Cijii ) (3.1.9)

1
Eijki 5(2Cijk| Ckjit  Cijki ) (3.1.10)

e. Il s'agit de la premiere décomposition harmonique e ectuée en mécanique des milieux continus.
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Une fois cette premiére décomposition effectuée, il faut effectuer une décomposition
des espacesS 2 S*etE 2 8?2;2) par le moyen d'opérateurs de traces, tout comme dans le

cas de la piézoélectricité. Sans détailler cette étape, on obtient pour tout tenseulC 2 Ela
les composantes
(D;A;B;; )2H* H2 H2 H® H°

ou on aura

Cik = Di +( jA+ kAj)+ kBj+ B+ iBjk + jkBi

+ ikt (ki o k)
en notant
_ 1 0. . 2
= éEijij 2HY ¢ = 6Ekk 4 j2H
1 5
= gsijij 2 H%  7sj = 6Sj 3 2 H?
ona
Di = Si g( ikt okt ki)

1

é(sij kit Sk ij ¥Sj ik + Sk jl ¥Sk il +Sil kj)
6A :=2c+s;, 6B :=s ¢
3 =2 +; 3 :=

Remarque 3.1.19 Les quantités (; ) sont appeléscoe cients de Lamé. Remarquons
cependant qu'il n'y a pas de décomposition canonique sur I'espadé® H? ainsi que sur
l'espaceH? HZ2. A la place des coe cients (; ), on peut utiliser le couple (E; ) com-
posé dumodule d'Young et du coe cient de Poisson ou tout autre couple de coe cients
ayant un sens physique (module de cisaillement, module d'élasticité isostatique, module
d'onde de compression, etc). Ce fait est bien connu en mécanique des milieux continus,
bien qu'il ne soit pas exprimé en termes de composantes isotypiques.

3.2. Isotropie des représentations irréductibles

3.2.1. Sous-groupes fermés de O(3) et SO(3)

Pour toute la suite, on note (e1;e,; e3) une base orthonormée deR3 et (x;y;z) les
coordonnées d'un vecteur dans ce repere. Pour tout vecteuv, on note Q (v; ) la rotation
d'angle autour dev.

Classi cation des sous-groupes

Rappelons ici que les sous-groupes fermés d8O(3) se composent :
Des sous-groupes cycliques d'ordre, notés Zy, ;
Des sous-groupes diédraux d'ordre2n, notés Dy, ;
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Des sous-groupes exceptionnel$ , O et| correspondant respectivement aux groupes
de symétrie d'un tétraédre régulier, d'un cube et d'un dodécaedre;
Des sous-groupes maximausO(2) et O(2).
Notons ensuite Z§ le centre de O(3), lequel sous-groupe est isomorphe & (sans lui
étre conjugué).
Pour les sous-groupes fermés de O(3), on distingue trois situations :
lorsque SO(3), on dit que est un sous-groupe de typd ;
lorsque 1 2 , il existe nécessairement un isomorphisme entre et un groupe
K Z§ou K estun sous-groupe fermé deSO(3). On dit alors que est de type II.
lorsque ne contient pas 1 mais n'est pas un sous-groupe desO(3), on dit que
est de type Ill.
Nous allons maintenant détailler les sous-groupes de type lll. Tous ces sous-groupes
sont associés a un couple. H de sous-groupes deSO(3) ou L est un sous-groupe
d'indice 2 dansH [IG84]. La table 3.1 donne tous les couples possibles.

| | H | L |
Z, Z, 1
Zzn ZZn Zn
Dy, Dn Zn
Dgn D2n D n
O @] T
0(2) 0(2) SO(2)

Table 3.1. Couples dé nissant les sous-groupes de type Ill

Le détail de ces sous-groupes de type Ill sera donné dans la section 3.2.1

Structure des sous-groupes de type |
Avant tout, nous précisons la convention d'écriture suivante [GSS88]

Dé nition 3.2.1. Etant donné des sous-groupe& 1, Ko, , Kg d'un groupe . Alors
est la réunion directe desK; si

a) = Ki ; b)Ki\Kj:fGQSiﬁjZ

Une telle union est notéeK = ~_; Kj.

Ensuite, nous spéci ons les sous-groupes fermés suivants :
on note Z9 le sous-groupe cyclique d'axeOz. Pour tout rotation g 2 SO(3), on note
a l'axe engendré parges et Z2 := gZ9%g .

il existe n axeshy;:::;h,, déduit les uns des autres par une rotation d'angIeF
autour de l'axe Oz, appelésaxes secondairest tel que by = Ox ; on note alors
]n
Dd=z0" 270 (3.2.1)
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Pour chaque rotation g 2 SO(3), on désigne para I'axe engendré parges et par b
I'axe engendré parge;. On note en n

D3® = gDfg *

le groupe diédral qui a pour axe principal I'axe a et dont I'un des axes secondaire
est l'axeh.

on note TY le groupe de symétrie du tétraédre Tp := A1A3A7As5 de la gure 3.2.
Ce sous-groupe se décompose en [IG84] :

14 13

TO=" z¢%i 7z (3.2.2)

Dans cette écriture, les axes de sommet du tétraédre sont notést; et les axes des
arétes sont notéset; (voir gure 3.2). Chaque sous-groupe gT Og 1 est caractérisé
par 'ensemble de ses axe¢gvt;; get), g 2 SO(3).

on note O° le groupe de symétrie du cubeG de la gure 3.2 ol

fAig=-1 s=( 1, 1 1)
désigne I'ensemble de ses sommets. Ce sous-groupe se décompose en

0 I® fci 1* VG 1° €q
0] =. Z, . Z3 Z5 (3.2.3)

ou les axes de sommet, d'aréte et de face sont respectivement notés/c, eg et fc;
(voir gure 3.1). Pour chaque rotation g 2 SO(3), le sous-groupeO9 := gO°g 1!

Figure 3.1. Axes de symétrieG

est caractérisé par les axesdfc;; geg;gvq).
on note | © le groupe de symétrie du dodécaédreDq de la gure 3.3. Sur cette
gure, les sommets sont dé nis par ' :

f.  désigne ici le nombre d'or.
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douze sommets du type  §; 2%; 0 , obtenus par permutation circulaire ;
huit sommets d'un cube de coordonnées  §; §; %
Ce sous-groupe se décompose en

IO ]6 d) }LO

e
— ZS vd;

zy0 " 5 (3.2.4)

ou les axes de sommet, d'aréte et de face sont respectivement notésvd;, ed et

fd; (voir gure 3.3). Notons que les axes de sommet vd; sont caractérisés par les
sommetsDj, pourj =1 10

on note SO(2)° le groupe des rotations autour de 'axeOz et 0(2)° 0O(2)° ayant

pour axe principal I'axe Oz.

Figure 3.2. Cube G Figure 3.3. DodécaédreDg

Structures des sous-groupes de type Il

Nous détaillons ici la structure géométrique des sous-groupes fermés d©(3) de type
lll. Notons tout d'abord , la ré exion selon le plan normal a I'axe Oz. De méme, on
dé nit , comme étant la ré exion selon le plan normal a I'axe b. On note ensuite Z, le
sous-groupe engendré par ;. Ce sous-groupe est isomorphe &, et & Z§ mais il ne lui
est pas conjugué. Les sous-groupes conjuguész, sont notésZ," et dé nis par

Z,, =11, w9 (3.2.5)

Puis :
étant donné 23,  Z% (n> 1) ot Z), est le groupe des rotations

2
1; €3, — €3, — ;
Q e iQ es—
enprenantry, = Q es;— 2 73, z%onaalors

Zy, 2222[ ( anZg)

Notons que chaque élément de r,,Z, est une rotation multipliée par une ré-
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exion selon le plan xy. Z,, a pour axe principal Oz. Pour toute rotation g, on
note Z,,(a) := gZ,,g ! ol l'axe a est limage par g de I'axe Oz.

étant donné D8 Z9, on sait que DY contient Z9 ainsi que les rotations d'ordre 2
autour des axesly (3.2.1). On note alors

DY :=Z, Z,° (3.2.6)
j=0

L'exposantv signi e ici que nous avons des ré exions selon des plans verticaux. On
note ensuite DY.(a; b) := gDYg ! ou aest I'axe engendré parge; et bl'axe engendré
par ge;.

étant donné DY,  DZ, on commence par dé nir les axesp; etg (j =0 n 1)

respectivement engendrés par :

2j 2] +1
Vi = Q es; JT er pourp; w;:=Q ez % €1 pour g
(3.2.7)
Onreprendro, = Q es; o On sait alors que
2 4
Dh= 1,Q ex " ;Q es— © Q(voi );QVys );
puis on note
0 — . . . 3 . . . . . . .
rZHDn - Q e31 ﬁ ’ Q esv F ’ 1 Q (WO, ) ’ Q (W]_, ) ’ ’
dont les éléments ne sont pas dand?. On dé nit alors
Dgn :=D2[ ( r2nD2);
qui peut se décomposer en
A I
DY, =2, ZY Z,%: (3.2.8)
j=0  j=0

Dans cette décomposition, remarquons qu'il y an copies de sous-groupes conju-
gués aZ, et n copies de sous-groupes conjugués &, . L'exposanth signi e que
nous avons des ré exions selon des plans horizontaux. On note ensuit®}, (a; b) :=
gD,g ! ol a est I'axe engendré parges et b I'axe engendré parge;.

étant donné O° T 9, on utilise la décomposition suivante :

1? 14

. 16
OO — chu Z\écl ZSQ — TO[ (OO T O)
i=1 j=1 =1
avec
1w
TO - Z3l ] thl] thz] ths
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Remarquons que nous avonszgti Z‘;C‘ . Ainsi, en multipliant chaque élément de
0% T %par 1, on en déduit le sous-groupeO

]3 ]4 v ]6 .
i=1 j=1 I=1

Dans cette décomposition, on obtient six ré exions planes, lesquels plans sont per-

pendiculaires aux axes d'arétes. On rappelle aussi qué&, (f;) est le sous-groupe

Z, d'axe principal f;.

en n, étantdonné O(2) SO(2), on remarque que chaque rotationQ(x; ) d'ordre

2 ou x est dans le plan horizontal xy, n'est pas un élément deSO(2). En notant,
x .=  Q(x; ), ondénit

0@) := 50(2)[ Z,*
X2 Xy

Une fois dé nis tous ces sous-groupes, on donne dans la gure 3.4 les relations d'ordre
partiel entre les classes de sous-groupes d® etdansla gure 3.5 celles entre les autres
classes de sous-groupes fermés de(3).

Figure 3.4. Relations d'ordre partiel entre les classes de sous-groupesdie
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Figure 3.5. Relations d'ordre partiel entre les classes de sous-groupesQi8)

3.2.2. Isotropies des représentations irréductibles

Nous présentons dans un premier temps des résultats établis par Golubitsky—Ihrig [IG84].
Le premier résultat établi dans [IG84] concerne les sous-groupes d'isotropie des re-
présentations irréductibles (H"; ) (3.1.3) de SO(3) :

Théoréme 3.2.2. Les classes d'isotropie associées a la représentation irréductib{él"; ~,)
(n> 0) de SO(3) sont données par :
(@ 1pourn 3; g
<k nlorsquen est impair
(b) Zx (k 2) pour n .
tk > lorsquen est pair
(c) Dk (k  2) pour k n;
(d T pourn=3;6, 7ouk 9;
(e) Opourn61l;2,3,57;11;
() I pourn=6;10,12,15;18ouk 20etn 6 23;29;
(g) SO(2) pour n impair;
(f) O(2) pour n pair.

Pour les représentations irréductibles deO(3) rappelons que la représentation ~, est
donnée par 3.1.4.

Théoréme 3.2.3. Les classes d'isotropies associées a la représentation irréductib(el”; ~,)
(n impair) ou a la représentation irréductible (H"; ~,) (n pair non nul) de O(3) sont don-
nées par :
(@ 1pourn 3;
(b) Zx pour 2 k

NI S

(©) Zy pourg

<

3 ;
1<k n lorsquen est impair
(d) Dx pour ‘ 2

<
1< n lorsquen est pair

77



8
<1<k nlorsquen est impair
(e) Dy pour n :
1<k > lorsquen est pair
(f) D5, pour 1<k n, exceptéDf] pour n =3;
(9 T pourné1l;2;3,5;7;8;,11;
(h) O pourné61;2;3,5;7,11;
(i) O pourné61;245;8;
() | pourn=6;10;1215,16;18oun 20etn 6 23;29;
(k) O(2) lorsquen est pair;
(h O(2) lorsquen est impair.

3.3. Invariants de tenseurs et espaces de formes binaires

Le groupe SU(2) est le revétement universel du groupeSO(3) et le revétement univer-
selle du groupe SO(3; C) (qui est le complexi é du groupe SO(3)) est le groupe SL(2; C).
Il existe donc un lien naturel entre les groupesSO(3) et SL(2; C), établi par un processus
de complexi cation. Dans cette section, nous précisons comment ce processus permet de
passer d'un espace de tenseurs harmoniques a un espace ftmes binaires Un tel pro-
cessus est trés important au niveau deslgebres d'invariantscar il permet de traduire le
probleme en termes dethéorie classique des invariants

3.3.1. Complexi cation d'une représentation réelle

Le contenu de cette section n'a rien d'original. Les références utilisées sont [Vin94;
DKOQ].
Pour tout espace vectoriel réelV, on dé nit son complexi é par

veé=Vv RC' V iV

Nous dé nissons le complexi € d'un groupe de Lie compact en passant par son algebre
de Lie. Sig désigne une algébre de Lie réelle, on dé nit son algébre complexi ée par
g® := g r C, munie du crochet de Lie

[1 12 2l=[12 (12

On véri e alors directement le lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Etant donnég C" " une sous algebre de Lie totalement réelle, c'est-
a-dire vériant g\ ig= f0g. Alors g est isomorphe a la sous-algébre de Lie complexe
g ig cChn

Soit maintenant un groupe de Lie compactG. On sait qu'il existe un plongement de
G dans un groupe linéaire GL(N; R). On peut donc réaliser son algébre de Lieg comme
une sous-algébre totalement réelle deCN N. Notonsg® = g igla complexi cation de
g, puis G l'unique groupe de Lie connexe dansGL(N; C) dont l'algébre de Lie estg®. On
dénitenn GC:= GG comme étant la complexi cation du groupe G.

Comme exemple classique de complexi cation, nous avons

SO(n; R) =SO(n; C); SUM)® =SL(n;C)
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Soit maintenant (V; ) une représentation linéaire réellede dimension nie d'un groupe
de Lie compactG. On peut alors montrer qu'il existe une unique représentation linéaire
complexe (VC; ©) du complexi é G€ qui étend la représentation (V; ). Un polynéme
de l'algébre C[V°] peut étre vu, par restriction, en tant que polynéme dans l'algébre
C[V] (il s'agit d'une identi cation formelle).

Lemme 3.3.2. La restriction induit un isomorphisme C[V¢]®' C[V]®
Démonstration. On doit montrer que la restriction est en fait surjective. Notons p 2
C[V]® et p 2 C[V°] son unique extension. Pour toutg 2 G on aura

(9 Piv=09 P=p=py
et doncp 2 C[VC]°. O
Lemme 3.3.3. On a C[VC]® = C[VC]c".

Démonstration. On xe p 2 C[V]®. Pour tout vecteur v 2 V< on considére I'applica-
tion

v:ig7l w@:=p@tv); G°1 cC:
L'application  est une application holomorphe surG® qui est constante surG. Lo-
calement, on a donc une fonction holomorphe qui est constante suRN CcN. En

appliguant les équations de Cauchy-Riemann, on en déduit que, doit étre constante
et donc p 2 C[VC]S°. L'autre inclusion est immédiate. O

Au nal :

Corollaire 3.3.4. Les algébresC[V]® et C[VC]C° sont isomorphes.

3.3.2. Isomorphisme SL(2; C) équivariant

Soit S,(CY) I'espace des formesd-aires de degrén sur C. Un tel espace est constitué
de polynémes homogenes de degré donnés par :

X |
p(x) := ax; az2c¢C
|
oul :=(i1; ;ig) estun multi-indicetelque i1+ +ig= net

I I PY id.
x' = XX xy:

Notons que S,(CY) est le complexi é de I'espace S, (RY) des formesd-aires de degrén
sur R. Dans ce cas, les coef cientsa; dé nissant p sont simplement réels.
On peut dé nir sur S, (RY) l'opérateur laplacien

e, ,@
@x Q@%
Le sous-espacél, (RY) de S, (RY) des polyndmes dont le laplacien est nul est alors appelé

espace des polyndmes harmoniques réels. Il a pour complexi é le sous-espadd,(CY)
de S,(C% des polyndmes harmoniques complexes.
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