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Introduction

Il y a tellement d’autres choses. Et pourtant, je me concentrerai sur une seule : la séparation
intégrale quadratique. Ce manuscrit n’est pas un résumé de mes travaux de recherche effectués
cette derniere quinzaine années.

Un exercice intéressant aurait été de reconstituer la cohérence entre toutes mes publications.
Voire de parler des résultats qui sont aux interstices. Ceux qui s’obtiennent par combinaison
de résultats existants et que 1’on garde pour soi pour ne pas lasser les reviewers. Une autre
piste aurait été de retracer mon activité de développement de logiciels. Ce serait d’ailleurs une
entrée judicieuse pour parler des interstices qui, s’ils ne sont pas publiés, sont en partie codés.
Mais j’ai bien essayé d’écrire une documentation technique en 2002 [191] et ’exercice n’est
pas épanouissant. Un autre cheminement de pensée aurait pu étre celui des applications. J’ai
eu la tres grande chance de pouvoir confronter mes résultats théoriques a des cas industriels.
Cela a donné lieu a de nombreux rapports techniques [, 6, 7, 18, [10, 9L [14, [11} [13} [12, [16} [17,
15, 1705 1714 214 193) [173), 1170, [171] et méme une loi de commande testée par mon doctorat
Razvan Luzi en conditions réelles sur un satellite [132]. J’aurai aussi pu parler d’autres activités
professionnels telles que 1’enseignement [22, 20, 47,163,164, 23, 24} 168, 166, 167, 169, 186,
172]], mais j’ai choisi une autre voie.

Je souhaite profiter de I’exercice imposé de I’habilitation a diriger des recherches pour en-
trer dans les détails techniques d’une méthodologie sur laquelle je travaille depuis des années.
Une approche théorique que je nomme la séparation intégrale quadratique (IQS). Je reviendrai
en détail sur cette approche tout au cours du manuscrit. Mais, succinctement, elle permet d’uni-
fier dans une méthodologie unique nombre de résultats existants et d’en générer de nouveaux,
sans avoir a recourir a des manipulations mathématiques que I’on pourrait qualifier d’astuces de
calcul. L’approche IQS permet par 1’étude des équations caractérisant les systemes, de générer
de facon systématique, informatisable, des conditions, testables numériquement, prouvant un
grand nombre de propriétés. Par la suite, les tests numériques en question seront exclusive-
ment ceux de la programmation semi-définie (SDP) [148] et les conditions seront des inégalités
matricielles linéaires (LMI), 138, 60].

Les contributions pour lesquelles je suis le plus reconnu, ou du moins le plus cité, ont trait
a une technique publiée en 2000, I’année de ma these, [178]]. Elle est inspirée de deux articles
parus I’année précédente [150, [152] et consiste a faire apparaitre des degrés de liberté nou-
veaux dans des formules mathématiques existantes. De par sa simplicité et son efficacité, la
technique a été tres souvent reprise. Parmi les auteurs 1’ayant exploitée tres tot, je tiens a men-
tionner Yoshio Ebihara [53, [56]] avec lequel une coopération s’est nouée et continue jusqu’a
ce jour. Nous avons longtemps eu différentes appréciations sur la technique. Quand j’insis-
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tais sur la création de variables additionnelles, lui se focalisait sur I’accroissement des tailles
des contraintes (“dilated LMI"). Cependant, I’'un comme 1’autre, nous étions persuadés que
I’approche ne pouvait se résumer a une astuce technique issue du lemme d’élimination, ou du
lemme de Finsler, [224]]. Prochainement paraitra aux éditions Springer un ouvrage co-écrit avec
Yoshio Ebihara et Denis Arzelier, entierement consacré a cette approche que nous nommerons
dorénavant 1’approche par S-variables en hommage a la S-procédure de Yakubovitch [255]].
Pour en résumer a grands traits les caractéristiques, I’approche par S-variables est bien adaptée
a I’analyse robuste des systemes avec incertitudes de type polytopique, ainsi qu’a la synthese de
correcteurs devant respecter certaines contraintes. L’ approche par S-variables permet de réduire
le pessimisme de conditions d’analyse existantes au prix d’une augmentation de la complexité
numérique. Dans le livre [S8]] nous illustrons le compromis entre réduction du pessimisme et
accroissement de la complexité, mais surtout nous donnons les clés pour comprendre les raisons
fondamentales des améliorations, et décrivons les méthodologies a mettre en oeuvre en terme
de programmation pour limiter au mieux la complexité. Ces méthodologies de programmation
sont une version améliorée de [165] et ont ét€ codées de fagon systématique dans R-RoMulOC
[196]. A noter que I’article [165] expose également comment combiner les S-variables avec la
séparation intégrale quadratique dont ce manuscrit d’habilitation a diriger des recherches fait
I’objet. J’avais initialement prévu de consacrer une partie du manuscrit a cette combinaison S-
variables versus séparation intégrale quadratique, mais pour ne pas compliquer le document ce
chapitre a finalement été supprimé.

Si j’évoque ainsi longuement 1’approche par S-variables, c’est que ce cadre de travail a
mis en évidence certains avantages des représentations par équations implicites, autrement dit,
des modeles descripteurs. Des [48]] on peut noter que les S-variables et modeles descripteurs
sont des outils mathématiques s’associant sans difficulté. C’est sous le nom de “descriptor ap-
proach” qu’Emilia Fridman fait référence a la méthode [82) 83]]. Mais mieux que cela, dans
un des tout premiers résultats se rapportant aux S-variables dG a Alexandro Trofino [243]
(étendu par la suite dans [46] et plus récemment dans [244]]), on découvre que cette combi-
naison S-variables et systemes descripteurs permet d’aborder les représentations polynomiales,
voire rationnelles, comme si les modeles étaient affines. Ce résultat se retrouve également dans
[136, 37]]. A peu de frais, nombre de problemes considérés comme complexes se réduisent au
cas le plus simple. Une justification de ces résultats est a trouver dans le lien entre S-variables et
la technique des sommes-de-carrés pour les polyndmes positifs [194]. D’ailleurs, comme pour
les représentations par sommes-de-carrés, la technique permet de construire des suites de re-
laxations au pessimisme garanti pour €tre décroissant. En résumé, les €léments de la suite de re-
laxations sont obtenus en appliquant I’approche par S-variables a des modeles (nécessairement
descripteurs) incorporant un nombre croissant de dérivées des mémes équations différentielles.
L’idée de base proposée dans [[190] a été généralisée dans [59, 185, I57]]. Elle a égalent per-
mis de construire des résultats forts pour les systemes discrets périodiques, dans le cadre de
la these de Christophe Farges que j’ai co-encadrée avec Denis Arzelier [65], résultats par la
suite étendus aux systemes discrets périodiques a mémoire dans la these de Jean-Francgois Tre-
gouét [234]] (co-encadrée elle aussi avec Denis Arzelier). Un exposé complet et détaillé de la
technique employée est donné dans I’ouvrage a paraitre [38]. A la lecture de ce résumé des
résultats de 1’approche par S-variables, on pourrait se dire que les modeles affines descripteurs
sont la clé de toutes choses. Que les représentations linéaires-fractionnaires (LFT) [261, 511,
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aussi appelées formes M-Delta ou formes standard, et communément admises pour représenter
des polynomes et des fractions rationnelles, n’ont plus d’utilit€. Mon postulat est qu’une telle
affirmation est bien évidement fausse. Cependant, il convient de remettre au goiit du jour les
techniques classiques dédiées aux LFT, et en particulier de les adapter elles aussi au cas des
systemes descripteurs. C’est le principal objectif de ce manuscrit.

A ce stade de I’introduction, il est utile de préciser les grandes lignes de mon projet de
recherche. Projet que je décris dans mes rapports au comité national de la recherche scientifique
et que je remets au golit du jour au fur et a mesure de I’avancée des connaissances. Mon domaine
scientifique de départ est la commande robuste des systemes linéaires incertains invariants dans
le temps (LTI). Or, depuis les travaux de Lur’e, il est admis que la modélisation incertaine
est une facon d’aborder certains systemes non-linéaires. Incertitudes bornées en norme et non-
linéarités de secteur sont deux facettes d’une méme piece qui, du point de vue des résultats
théoriques, se traduit par une contrainte H, ou le critere du cercle. Mon projet de recherche
est d’aborder les systemes non-linéaires et variants dans le temps avec les méthodologies issues
de la commande robuste. Pour ce faire, le cadre de travail de la modélisation LFT [51] est a
mon sens le mieux adapté. D’autant qu’il rend compte par construction du principe central de
la commande automatique a savoir la boucle fermée. Ce qui suit concernant mes travaux en
commande adaptative en est une illustration.

Depuis 2004, dans le cadre de coopérations bilatérales co-financées par le CNRS en France
et alternativement par I’académie des sciences et le fond pour la recherche de base en Russie, je
me suis intéressé a la commande adaptative directe. Cette structure de commande, non-linéaire
par construction, et dont les principes ont été élaborés il y a maintenant quarante ans [80, 81,
128, 1146, (79, 125]], n’avait pas été analysée avec les techniques modernes de la commande ro-
buste. Non que la robustesse n’ait été€ abordée, c’est méme une question centrale de beaucoup
de travaux en commande adaptative [29, 73,101,104, 107,123, 145} 153} 204, 245, 105, 126]].
Mais I’étude de la commande adaptative n’a quasiment pas été envisagée avec les outils tech-
niques que sont les LMI et la programmation semi-définie (hormis [253, 132} 133]), ni avec le
point de vue de garantir avec des tests numériques réalisables que, pour des ensembles d’in-
certitudes donnés, les performances des systemes bouclés sont guaranties. Nombre de travaux
en robustesse de la commande adaptative concluent que sous certaines hypotheses, souvent non
vérifiables en pratique, la stabilité est assurée pour toute incertitude, méme non-bornée. Dans
ce domaine, ma contribution a été d’exploiter les liens entre commande adaptative directe et
passivité, propriété équivalente a la robustesse vis-a-vis d’incertitudes positives réelles et pour
laquelle existent des formulations LMI bien connues. Ainsi, dans le cas de la stabilisation de
systemes linéaires, les hypotheses classiques telles que la condition pour le systeme a €tre a
hyper minimum de phase, sont non seulement testables numériquement par LMI [[188]], mais
en plus correspondent a un cas ou la synthese de correcteurs par retour de sortie statique est un
probleme LMI. C’est a dire que dans le cas le plus simple, systemes LTI sans incertitude, non
seulement la synthese de lois non-linéaires adaptatives classiques peut étre systématisée, mais
elle peut tout aussi bien étre remplacée par une loi de commande linéaire bien plus simple et
aisément calculable. Pour des cas plus complexes, par exemple pour le cas de systemes avec
incertitudes, rien d’aussi affirmatif ne peut étre conclu. Mais les travaux effectués avec mes
collegues ont permis de construire des conditions LMI pour la synthese de commandes adap-
tatives avec guaranties de robustesse [[189, [192]]. Une autre contribution a été de concevoir la
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commande adaptative dans le but de limiter la saturation d’actionneurs. Contrairement au point
de vu originel de la commande adaptative de type gradient qui fait d’autant plus croitre les gains
de rétroaction que I’erreur de sortie est grande, nous avons proposé dans [[133] de faire I’inverse.
La loi adaptative que nous avons proposée abaisse le gain de commande quand le systeme est
loin de son fonctionnement nominal, tout en gardant une commande aggressive et précise au
voisinage de 1’équilibre souhaité. Outre le principe de cette loi, la contribution a été¢ de donner
des conditions LMI pour sa synthese, avec pour seule hypothese de départ qu’il existe une loi
LTI stabilisante au voisinage de I’équilibre. Cette hypothese relache fortement les conditions de
passivité, au-dela des conditions proposées par Itzhak Barkana [30, [120].

Ces travaux en commande adaptative illustrent que le point de vu de la commande robuste
peut conduire a des résultats nouveaux pour les systemes non-linéaires. Mais plus encore, a
I’issue de la these de Razvan Luzi [|132]], these consacrée aux structures de commande variant
dans le temps pour la commande en attitude de satellite, la commande adaptative présentée ci-
dessus a été réalisée et appliquée en janvier 2014 en conditions opérationnelles sur le satellite
PICARD alors encore en orbite [[131]. L’étape essentielle qui a permis d’aller jusqu’a ce stade
de développement a été la validation de la loi de commande. Cette validation a été faite avec les
outils classiques de la commande robuste, a savoir les conditions LMI d’analyse robuste d’une
forme LFT, ou M-Delta, ou les incertitudes représentaient les gains adaptatifs de la loi de com-
mande (voir [[132] pour les détails)ﬂ Méme s’il s’agissait ici d’une étape d’analyse relativement
pessimiste, cet exemple montre I’intérét de prolonger 1’étude des systemes modélisés par des
LFT, c’est-a-dire par une boucle d’interconnexion entre un systeme LTI connu et un opérateur
incertain, en particulier quand 1’opérateur incertain inclut des non-linéarités.

La théorie de la séparation intégrale quadratique (IQS) se place dans la lignée des travaux
autour du lemme borné réel (cas de I’analyse de stabilit€ d’une boucle entre un systeme LTI
et un opérateur borné non structuré) et de la p-analyse [S2, 208, 51} 261 154} 153} 163, [154] (cas
ou I’opérateur incertain est borné et structuré). Elle emprunte fortement aux résultats dits des
IQC (contraintes intégrales quadratiques) [115, (117, 84} 140} 64, [116, 118, [139, 217, 248],
aux résultats temporairement dénommés full-block S-procedure [49, 1210, 50, 212]] ou encore a
[61) 2231180, 18, 162, [175] sous d’autres noms. Mais a 1’origine de 1’approche IQS, et de son
appellation, on trouve le livre de Safonov [207] qui propose un cadre théorique tres général pour
les systemes linéaires ou non, décrits par une boucle d’interconnection de deux opérateurs. Le
résultat central dit de séparation topologique traite du bien posé de la boucle d’interconnexion,
et la garantie a la condition de I’existence d’une fonction réalisant la séparation topologique
entre le graph d’un des systemes et le graph inverse de 1’autre. Comme exposé par la suite, ce
résultat peut €tre vu comme une variante (ou une généralisation) de la théorie de Lyapunov [134]]
qui garantie la stabilité a la condition de I’existence d’une fonction, dite de Lyapunov, définie
positive et dont la dérivée le long des trajectoires est définie négative. Comme pour le théoreme
de Lyapunov, la séparation topologique est un résultat tellement général qu’il ne se décline en
conditions numériquement exploitables que dans des cas particuliers. Pour les systemes LTI, les
conditions de Lyapunov se réduisent en la recherche de fonctions quadratiques contraintes par
des LMI. Identiquement, comme démontré dans [[108}[109]], pour ces mémes systemes LTI avec

1. On peut noter que 1’on retrouve la, sous une autre forme, une structure classique pour I’analyse de la fragilité
d’une loi de commande, ot les incertitudes portent sur les gains du correcteur. Voir [[15 (170} 176,169 168, (71} 179}
72, [177] pour des articles auxquels j’ai contribué portant sur ce sujet
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incertitudes paramétriques, la condition de séparation topologique se réduit en la recherche de
séparateurs quadratiques contraints par des LMI. Dans ce manuscrit, le résultat central formule
un cas plus général ou la séparation topologique se réduit en la recherche de séparateurs définis
par I’intégrale d’une forme quadratique (d’ou le terme séparation intégrale quadratique) et
contraints par des LMI et des IQC. Des conditions, pessimistes en général, sont proposées pour
convertir les IQC en LMI et ainsi rendre les conditions numériquement exploitables.

De tous les résultats cités dans le paragraphe précédent, peu abordent de front le cas des
systemes non-linaires. Plus précisément, les non-linéarités sont traitées en général en les en-
globant dans des opérateurs incertains et donc avec pessimisme. Les résultats les plus aboutis
permettant d’aborder la question avec le moins de pessimisme sont probablement ceux du cadre
de travail des IQC, avec par exemple les travaux de [64] pour les systemes LTI avec satura-
tions. Mais, a ma connaissance, aucune condition numériquement exploitable ne traite dans ce
cadre du probleme essentiel pour les systemes non-linaires, a savoir que la stabilité des points
d’équilibre ne peut étre que locale. Notre travail sur I’approche 1QS permet de lever, au moins
partiellement, cette difficulté. Dans [182] nous avons proposé une méthode en ce sens (dans
un objectif initial autre, celui de donner une interprétation IQS de criteres de performances
autres que la norme H,). Dans [195] la méthode a ét€é employée pour la stabilité locale des
systemes linéaires avec saturation. Ces résultats sont repris dans ce manuscrit et décrits avec
plus de détail. Ils sont a mon avis essentiels pour aller plus avant dans 1’étude des systemes
non-linéaires par les outils de la commande robuste.

Outre que le formalisme IQS est adapté aux systemes, linéaires ou non, représentés par une
boucle interconnexion (représentation LFT), son intérét en comparaison d’autres approches,
et ce méme pour des problemes identiques, est de produire des résultats sous forme LMI de
facon systématique. Ce que j’entends par la, c’est qu'une grande partie des manipulations
mathématiques qui s’apparentent souvent a des astuces de calcul (compléments de Schur, opéra-
tion de congruence etc.) deviennent inutiles. Le résultat est directement sous forme LMI et
se construit de facon systématique en sélectionnant des structures de séparateurs quadratiques
dans une bibliotheque. Le processus est informatisable et d’ailleurs une version de test d’un
code informatique existe (version ROMUALD de R-RoMulOC [196]). Initialement le manus-
crit prévoyait un chapitre dédié a la description de cette boite a outils Matlab. Le code est
encore en cours de finalisation alors que les pressions pour soutenir I’habilitation sont fortes,
c’est pourquoi ce chapitre a finalement été retiré.

Le coté systématique de la construction des résultats LMI par 1’approche IQS a un autre
avantage. Il permet d’appliquer la stratégie d’augmentation des systemes dynamiques précédem-
ment exposée pour 1I’approche par S-variables, au cas des systemes bouclés. Comme pour les
S-variables, la stratégie conduit a des suites de conditions LMI au pessimisme décroissant. La
méthode généralise le résultat de [112] ou les deux premier éléments de la suite sont proposés.
De plus, comme la construction des LMI est systématique, la seule difficulté mathématique qui
demeure est celle de manipuler les équations décrivant le systeme. Dans le cas de systemes
avec incertitudes paramétriques constantes, les manipulations de modele consistent a inclure
I’information que les dérivées successives des incertitudes sont toutes nulles. Si les incerti-
tudes varient dans le temps, ’incorporation de dérivées d’ordre supérieur des signaux fait
apparaitre les dérivées des incertitudes, information exploitable par 1’approche 1QS des lors
que les dérivées sont contraintes (bornées, positives, etc.). La méme méthodologie appliquée
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aux systemes a retard permet d’exploiter les connaissances sur le développement en série de
I’opérateur retard. A noter sur ce sujet les travaux de Frédéric Gouaisbaut et ses collegues
[91} 192] 181} 93, 94 |87, 189, 13, 86, 4, 88]. L’un de ces papiers auquel j’ai participé, version
étendue de [93]], n’a fait I’objet que d’un rapport technique. Quelques éléments de ce rapport
sont donnés a la fin du manuscrit pour illustrer la séparation quadratique dans le cadre des
systemes a retards.

Rappelons ici que la séparation topologique peut étre vue comme une variante de la théorie
de Lyapunov. De ce fait, il est naturel que les résultats LMI issus de I’approche IQS combinée a
la stratégie d’augmentation des systemes, aient des interpretations en terme de fonctions de Lya-
punov. Appliqués aux systemes incertains, les résultats IQS correspondent a des fonctions de
Lyapunov quadratiques dépendant des incertitudes de facon polynomiale, voire de facon ration-
nelle. Pour le cas d’incertitudes scalaires, ces résultats sont comparables a ceux de [36], avec un
niveau de complexité mathématique bien moindre. Pour le cas de systemes a retards, le raison-
nement conduit a des fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii d’un nouveau type, fonctionnelles
dépendentes d’un nombre croissant d’intégrales de 1’état. Pour les systémes avec zone-mortes
ou saturation, les fonctions de Lyapunov implicites sont du type quadratique par morceau. Dans
le cas général, elle sont définies de facon implicite et ne sauraient étre imaginées intuitivement.

Le manuscrit est décomposé en cinq chapitres.

Le premier est dédié a des préliminaires mathématiques qui sont principalement des rap-
pels de notations. A noter cependant quelques différences avec ce qui est usuellement considéré
dans la littérature. Les signaux sont définis de maniere générique en tant que fonctions du temps
(continu ou discret), ou de la fréquence, ou de la variable de Laplace et a valeurs matricielles.
Cette généralisation permet par la suite de formuler la théorie de la séparation intégrale qua-
dratique indépendamment du type de modélisation des systemes. Une autre originalité vient de
la définition d’un opérateur s’apparentant a la racine carré du Dirac. Cet opérateur est essen-
tiel pour traiter de performances impulsion-a-norme (qui correspond a la norme H, pour les
systemes linéaires) et impulsion-a-pic, mais permet surtout de tenir compte des conditions ini-
tiales sur les systemes. Enfin, le chapitre se conclut sur la définition des systemes sous forme
implicite. La formulation se différencie des représentations des systemes descripteurs les plus
couramment rencontrées dans la littérature par le fait que I’on ne force pas la partie descripteur
a étre carrée.

Le second chapitre est a vocation pédagogique. Il vise a montrer sur quelques exemples
simples les liens entre la théorie de la séparation topologique et certains résultats classiques
de la littérature. C’est dans ce chapitre que se fait le lien entre bien posé d’une boucle d’inter-
connexion et stabilité, entre existence d’un séparateur et existence d’une fonction de Lyapunov,
entre séparation topologique et critere du cercle. Le cas des systemes linéaires est considéré
avec attention, car dans ce cas la séparation topologique se réduit a la recherche d’un séparateur
quadratique et ce résultat est en lien avec les IQC, la S-procédure, ou encore le calcul de la
valeur singuliere structurée /.

Le chapitre qui suit expose le résultat théorique central a savoir la séparation intégrale qua-
dratique pour une boucle d’interconnexion composée d’un opérateur et d’une transformation
linéaire implicite. Le théoreme formule les hypotheses sous lesquelles le bien posé est garanti
sans pessimisme (conditions nécessaires et suffisantes) par I’existence d’un séparateur intégral
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quadratique contraint par une LMI et une IQC. Une seconde partie du chapitre détaille les
méthodes pour convertir la contrainte IQC en contraintes LMI. Cette conversion est en général
pessimiste (conditions suffisantes pas forcément nécessaires) et peut potentiellement conduire
a des conditions numériquement problématiques (degrés de liberté inutiles). Ces aspects sont
discutés et les problemes numériques €vités autant que possible.

Apres ce chapitre sur le bien posé d’interconnexions abstraites, le résultat de séparation
intégrale quadratique est décliné dans le chapitre 4 pour des exemples classiques de 1’ana-
lyse de stabilité et de performance de systemes linéaires. Les performances traitées sont la
performance norme-a-norme (colit H., dans le contexte des systemes LTI), la performance
impulsion-a-norme (colit [, dans le contexte des systemes LTI) et la performance impulsion-a-
pic. Les résultats LMI sont grande en partie nouveaux pour ce qui est des systemes descripteurs
et tres classiques pour les systemes usuels. Trois autres exemples d’application sont également
présentés, a savoir : la localisation des pdles dans une région convexe du plan complexe; la
performance H,, sur une bande de fréquence ; le calcul de la valeur singuliere structurée j et
sa variante skew- (.

Le cinquieme et dernier chapitre aborde la réduction du pessimisme. A la maniere des
techniques dites de sommes-des-carrés, qui produisent des suites de conditions au pessimisme
décroissant par le biais de représentations polynomiales de degrés plus €levé, on montre que
le pessimisme des résultats IQS se réduit par le biais de représentations des systemes d’ordre
plus élevé. Cette technique pour réduire le pessimisme est tout d’abord illustrée pour le cas de
systemes LTT avec incertitudes paramétriques. Des résultats utilisant cette technique obtenus sur
un exemple de satellite sont rappelés. Une caractéristique essentielle de la technique est qu’elle
est équivalente a la recherche de fonctions de Lyapunov dépendant des parametres sans que cela
se traduise par des manipulations mathématiques complexes. L’extension aux systemes avec in-
certitudes variant dans le temps est relativement triviale. Plus complexe est le cas des systemes
avec saturations. Dans ce cas, la technique permet de rechercher des fonctions de Lyapunov
quadratiques par morceaux pour la stabilité locale d’un point d’équilibre.

Le manuscrit se clot pour finir par des conclusions et des perspectives.



10

INTRODUCTION



Table des matieres

Intreduction|

(1 Preliminaires mathématiques |

1.1 Matricesl . . . . . . ..
1.1.1  Ensemblesl . . .. ... . ... ... .. ... . .. ...

(1.1.3  Inégalités matricielles] . . . ... ... ... ... .. ...

(1.3 Op€rateurs|. . . . . . . . .. . e

(1.3.1  Opérateurs sur les signaux a temps continu| . . . .. .. ..

(1.3.1.1 Opérateurde Dirac| . . ... ... ........

(1.3.1.3  Opérateur troncature. . . . . . ... ... ....

(1.3.1.4 Intégrateurs| . . ... ... ............

[1.3.2  Opérateurs sur les signaux a temps discret| . . . . . .. ...

(1.3.3  Opérateurs incertains| . . . . . . . . . ... ... .. ....

(1.3.3.1  Opérateurs bornés en norme(. . . . . . . . .. ..

(1.3.3.2  Opérateurs passifs| . . . . . .. ... ... ....

(1.3.3.3  Opérateurs impulsion bornée| . . . . . .. .. ..

(1.3.3.4  Incertitudes dissipatives structurées| . . . . . . . .

15
16



12 TABLE DES MATIERES
(1.4.1  Systemes lin€airesusuels|. . . . . . ... ... ... ... ... .. 30

(1.4.2  Systemes descripteurs| . . . . . . . . .. ..o 30

2 Separation topologique et commande robuste | 35
[2.1 Bien-Posé¢ et Séparation Topologique|. . . . . . . .. ... ... ... ..... 35
[2.2  Séparation Topologique et Lyapunov| . . . . . . ... .. ... ... .. .... 38
[2.3  Séparation Topologique et Dissipativite| . . . . . . ... ... ... ... ... 39
2.4 LeproblemedeLur'el . . . . ... ... ... .. ... ... .. ... ... 40
2.5 Casdessystemes LTI} . . . ... ... ... .. ... ... ........... 41
[2.6  Séparation Quadratique et IQC| . . . . . . ... ... ... L. 45
[2.7  Séparateurs quadratiques et S-procédure| . . . . . . . .. ..o 46
[2.8  Séparateurs quadratiques et le calcul de la valeur singuliere structurée| . . . . . 49
[2.9  Motivations pour la s€éparation intégrale quadratique{. . . . . . . . .. ... .. 51

13 Séparation Intégrale Quadratique pour les applications implicites | 53
[3.1 Bien-posé pour les applications imphicites| . . . . . ... ... ... ... ... 54
[3.2  Résultat Central de Séparation Intégrale Quadratiquef . . . . . . .. ... ... 56
[3.3  Séparateur construit a partir de séparateurs €élémentaires|. . . . . . . . .. ... 59
3.3.1  Préliminaires| . . . . . . . . ... 59

[3.3.2  Combinaison linéaire d’opérateurs €lémentaires|. . . . . . ... .. .. 60

[3.3.3  Combinaison linéaire de séparateurs €lémentaires| . . . . . . . .. ... 61

[3.3.4  Construction des séparateurs €lémentaires| . . . . . . . ... ... ... 62

[3.3.5 Séparateurs pour les intégrateurs| . . . . .. ... ... 64

[3.3.5.1  Séparateurs pour I'intégrateur avec conditions initiales nulles| 64

[3.3.5.2  Séparateurs pour I'int€grateur avec conditions initiales non [

nullesl. . . . ... L 65

[3.3.5.3  Séparateurs pour I'intégrateur avec conditions finales| . . . . 66

[3.3.6  Séparateurs pour les systemes décrits par I’opérateur avance| . . . . . . 66
[3.3.7  Séparateurs pour les systemes décrits par I’opérateur variation| . . . . . 67
[3.3.8  Séparateurs pour les opérateurs incertains| . . . . . .. ... ... ... 68
[3.3.8.1  Séparateurs pour les opérateurs bornés en norme| . . . . . . . 68

[3.3.8.2  Séparateurs pour les opérateurs passifs| . . . . ... ... .. 69

[3.3.8.3  Séparateurs pour |I’opérateur impulsion bornée{ . . . . . . . . 70




TABLE DES MATIERES

[3.3.8.4  Séparateurs pour des incertitudes dissipatives structurées|

4 1QS pour ’analyse des systemes |

A1

1QS pour I'analyse de performances| . . . . . ... ... ... ... ......

|

Stabilité asymptotique globale| . . . . . . ... ... ... L.

4.1.2  Performance norme-a-normef . . . . . . . . . . ... ...

Performance impulsion-a-norme| . . . . . . ... ... 0L

Performance impulsion-a-picf. . . . . ... ... ... ... ... ...

%)

Systemes décrits par 'opérateur avance|. . . . . . . .. ... ... ..

4.2.1.1 Stabilit€ globale| . . . . . ... ... ... ..........

4.2.1.3  Performance impulsion-a-norme{ . . . . .. ... ... ...

4.2.1.4  Performance impulsion-a-pic| . . . . ... ... ... ...

K413
U.14
1QS pour les systemes a temps discret| . . . . . . ... ...
“.2.1
4.2.2

Systemes décrits par I’opérateur variation| . . . . . ... ... ... ..

[4.2.2.1 Stabilit€ globale| . . . . .. ... ... .. ... ...

4.2.2.3  Performance impulsion-a-norme{ . . . . .. ... ... ...

4.2.2.4  Performance impulsion-a-pic| . . . . .. ... ... .. ...

A3

Problemes avec incertitudes dissipatives structurées| . . . . . . . ... ... ..

4.3.1 Localisationdepoles| . . . . . ... ... ... ... L.
4.3.2  Performance /1., sur une bande de fréquence| . . . . . . . .. ... ..
“.3.3 Calculde petskew-uf . ... ... ... ... ... ...

[5 Reduction du pessimisme |

5.1

Stabilité robuste des systemes LTI . . . . . ... ... ... ... 0.

[5.1.1  Enoncé€ pessimiste| . . . . ... ... ... ... ... ... ...,
[5.1.2  Augmentationd’ordreun|. . . . . .. ... L Lo
[5.1.3  Augmentation d’ordre supérieur] . . . . . . . . ... ... ... ...
[5.1.4  Exemple : Analyse robuste du controle d attitude d’un satellite| . . . . .

52

Gain L, des systemes avec zonemorte] . . . . . . ... ... L. L

521

Expos¢ du probleme| . . . . . ... ... o oo oL

13

71
74

77
78
78
81
84
89
92
93
93
93
94
96
99
99

100

100

101

103

103

104

104



14 TABLE DES MATIERES

[5.2.2  Informations sur la dérivée des ope€rateurs incertains| . . . . . . . . . . 120

[5.2.3  Exemple numérique| . . .. ... ... ... ... 123

[5.3 Régions d’attraction des systemes avec saturation| . . . . . .. ... ... ... 125

1 1lite un ax ration . . . .. ... 126

[5.3.2  Performance impulsion-a-pic pour I’analyse d’ensembles invariants| . . 127

[5.3.3  Reéduction du pessimisme avec les informations sur la dérivée| . . . . . 129

5.34 Preuvesdestabilite| . . . . . . . ... oo 133

[5.4 Stabilité des systemes aretard| . . . . . ... ... L oL 134
[Conclusions et Perspectives| 139

Bibliographie 145



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Ce chapitre regroupe les notations mathématiques principales utilisées dans ce document. Il
est aussi I’occasion de rassembler des notions et ainsi alléger le propos du corps principal du
document de certains éléments techniques. Méme pour un lecteur spécialiste, il est recommandé
d’y préter une petite attention. En effet, les notations contiennent quelques originalités. Les
signaux sont par exemple par défaut a valeurs matricielles, une notation unique est adoptée pour
les temps continu et discret, un opérateur racine carrée du Dirac est proposé, les systemes sont
par défaut sous forme descripteur qui n’est pas celle classiquement utilisée dans la littérature.

Plus précisément le chapitre se décompose comme suit : En premier, nous exposons quelques
notations/propriétés des matrices. Les matrices sont les éléments de base dont des sous-cas sont
les vecteurs (matrices avec nombre de colonnes égal a 1) ou les scalaires (matrices a une ligne,
une colonne). C’est dans cette section que sont définies les inégalités matricielles linéaires, ou-
til principal pour la formulation des résultats théoriques. La seconde section est consacrée aux
signaux. IIs sont définis comme des fonctions du temps (continu ou discret) et a valeurs matri-
cielles. La troisieme section est consacrée aux opérateurs entre signaux. On retrouve dans cette
section les matrices en tant qu’applications linéaires. On y trouve également des opérateurs fon-
damentaux tels que les intégrateurs ou les sommateurs, mais également des classes d’opérateurs
incertains utilisés dans le cadre de travail de la commande robuste. La quatrieme et derniere
section est consacrée a la définition des systemes linéaires incertains et porte 1’accent sur la
définition des systemes descripteurs. Le Chapitre 4 fournira par la suite les résultats d’analyse
pour ces systemes descripteurs.
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1.1 Matrices

1.1.1 Ensembles

N est ’ensemble des entiers naturels.

R est I’ensemble des nombres réels.

R, est]’ensemble des réels positifs ou nuls.

C est I’ensemble des nombres complexes et j est le nombre imaginaire pur tel que j> = —1.
jR est ’ensemble des nombres imaginaires purs.

C, est’ensemble des nombres complexes dont la partie réelle est positive ou nulle.

R™P et C™P sont respectivement les ensembles de matrices réelles et complexes de dimen-
sions m lignes, p colonnes.

1.1.2 Notations

R(A) est la partie réelle de A, I(A) sa partie imaginaire.

conj(A) = R(A) — jS(A) est la matrice conjuguée de la matrice complexe A.

AT est la matrice transposée.

La transposée conjuguée est notée A* = conj(AT).

Les matrices sont dites Hermitiennes si A = A* et symétriques si A = AT,

Dans certaines formules, pour abréger les notations, on utilise 1’expression suivante A pour
désigner la matrice Hermitienne A" = A + A*.

1, et 0,, ), sont respectivement les matrices identité€ de dimension 7 et z€ro de dimensions m par
p. La plupart du temps les dimensions de ces matrices sont omises car elles peuvent se déduire
du contexte. Si I’une des deux notations peut se déduire du contexte on utilisera les notations
0., ou 0,, , pour le signifier et ainsi éviter d’alourdir les notations. Ainsi, par exemple

[1n Oo,m]:[ln On,m]'
On autorise également les notations suivantes 0,, o et Oy, qui sont les matrices nulles respecti-
vement de dimensions m lignes (et zéro colonnes), p colonnes (et zéro lignes). Si A € C™*P

alors 0, A = 0g, et A0,y = 0,,0. Cette notation permet également de définir des matrices
parbloc tellesde [ A B | qui, si A € R"*™ et B = 0,,, devient

[A B]=[A 0,0 =A

A est la pseudo-inverse de A.
Quand la matrice est carrée et non singuliere, A~! est son inverse.

A~ et A° sont des matrices de rang plein dont les colonnes décrivent respectivement le noyau
et 'image de A. A+ en particulier est telle quel AA+ = 0.

Si A € C™"? est une matrice de rang r alors AX € CP*P~) et A° € C™".

Dans I’outil Matlab©) A~ est donnée par la commande null (A), A° est donnée par la com-
mande orth (A).
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Le calcul de A* et A° peut se faire par décomposition en valeurs singuliéres :
A=[U U, diag(S,0)[ Vi Vo]

en prenant A+ = V; et A° = Uj.

Pour une matrice A € C™*? on remarque que les colonnes de [ At A } forment une base
de C” tandis que les colonnes de [ A"~ A° | forment une base de C™. Un exemple de calcul
de ces matrices est comme suit

A= [ 1m Om,p—m } AJ_ _ |: Om,p—m :| A° = ]-m

Ly m

A*:[Olm 1 AL =0, A*":[ L }

p_m7m Op_m7m

On remarque que OoL,m = 1,, et on a les propriétés suivantes pour des matrices de rang plein :

— Si A est de rang plein en lignes alors AA*T = 1,,, A° = 1,,, A** = 0,9 et A* = A*;
— Si A est de rang plein en colonnes alors ATA =1,, AL =0,,, A°= Aet A* =1.

Pour alléger certaines formules les matrices bloc-diagonales sont écrites comme suit :

A A 0 O
diag( A B C ) =diag g = 8 ﬁ g

A ® B € C™MA™MBXPAPE egt e produit de Kronecker entre les matrices A € C™4*P4 et B €
C™5*PE dont le principe est illustré ci-dessous dans le cas d’une matrice A € C**?

a1 a2 an B a12B
a1 G | ® B=| a1 B axB
asy asp a1 B asB

On rappelle que pour des matrices de dimensions appropriées (A® B)(C® D) = (AC)®(BD).
L’ écriture suivante est fréquemment utilisée pour désigner des matrices diagonales par bloc avec

des blocs répétés :
A0 . A
12®A:{0 A]:dlag<A>'

| A|| désigne la norme spectrale || A[|?> = A\(A*A) ol ) est la valeur propre maximale.

| A|| = désigne la norme de Frobenius || A||% = Tr(A*A) ou Tr est I’opérateur trace.

1.1.3 Inégalités matricielles

Pour les matrices Hermitiennes A > (>)B signifie que A — B est (semi-)définie positive.

Par construction on a A*A > 0, A**AL > 0 et A°*A° > 0.
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Remarquons que si A = Ar+jA; esta valeurs complexes, dire qu’elle est Hermitienne implique
que Ap = AL et A; = —AT. De plus, I'inégalité A > 0 se réécrit comme une inégalité
matricielle a valeurs réelles :

Ap A

A>0 & {—Az Ap

|0

On remarque également que si A > 0 alors conj(A) > 0.

diag ( A B ) > 0 correspond aux contraintes A > 0, B > 0 satisfaites simultanément. De
plus, pour deux matrices définies positives A > 0, B > 0 leur produit de Kronecker est défini
positif A® B > 0.

On dit qu’une contrainte £(X,Y,...) > 0 est une inégalité matricielle linéaire (LMI) si
les variables de décision X,Y,... entrent de facon affine dans la définition de la matrice
L. Les variables de décision sont la plupart du temps elles-méme des matrices. On parle de
probleme LMI quand un résultat est formulé sous la forme de la recherche d’une solution a
un ensemble fini de contraintes LMI (qui peuvent également inclure des égalités matricielles
linéaires). Le probleme est dit faisable s’il existe au moins une solution a ’ensemble des
contraintes. Un probléeme d’optimisation LMI est celui de la minimisation d’un critere linéaire
sous contraintes LMI. Ces problemes LMI sont convexes et peuvent se résoudre en temps po-
lynomial [148, 138]. L’outil YALMIP [129,|130] permet de coder tres simplement les LMI dans
I’environnement MATLAB(©). Il permet d’accéder a de nombreux solveurs dont SeDuMi [225]
et SDPT3 [233] qui sont ceux employés pour les résultats numériques de ce document.

1.2 Signaux

1.2.1 Signaux a temps continu

Ly”"P[R, ] est ’ensemble des distributions t € Ry +— f(t) € C™*? bornées vis a vis de la
norme suivante :

00 1/2 00 1/2
1= (1 { [ rroswa) | = [irora) <o
0 0
Le produit scalaire associé a cette norme est donné par :

<flg>=R [T /fwwww
0

On définit également le produit scalaire et la norme tronqués :

<flgz =R (| [r@ad ]| o fli=< s>
0
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Le terme signal a temps continu désigne dans ce document toute distribution f telle que pour
tout ¢ sa norme tronquée || f||; est bornée. L’espace des signaux est noté L. ”[R. ] et Ly [ R, ]
est le sous-ensemble des signaux bornés.

Dans certains cas, les signaux a temps continu bornés seront représentés par leur transformée

fréquentielle de Fourier jw € jR — f jw) fo e @t f(t)dt € C™ P ou encore par leur
transformée de Laplace s € C — f(s = [ et f t)dt € C™*?. On notera Ly “P[jR] les
signaux dans leur représentation frequentlelle et Ly"*?[C] les signaux dans leur représentation

de Laplace. Les normes et produits scalaires respectent alors la relation de Parseval :

+oo
TR ks N\ A ; AR
<flg>=<flg> =R (1| [ FawsGos || o If =< >
On définit 1a aussi le produit scalaire et la norme tronqués :
+&
£l A [k [ AL s 1/2
<fg>;=R|Tr| [ f(jw)g(jw)dw c Il =< AIf >0

1.2.2 Signaux a temps discret

LyP[N] est I’ensemble des suites k € N — f, € C™P bornées vis a vis de la norme

suivante : -
171l = (Tr (Z f,:fk>> < oo.
k=0

avec le produit scalaire associé :

<flg>=R (Tr (Z f;i‘m;))
k=0

On définit l1a encore le produit scalaire et la norme tronqués :

k
<flg> =N (Tr (Z f;gk» Il =< flf >R

k=0

Le terme signal 2 temps discret désigne toute suite f telle que pour tout & sa norme tronquée
| f |z est bornée. L’espace des signaux est noté Li. ”[IN] et Ly *"[IN] est le sous-ensemble des
signaux bornés.

1.2.3 Représentations génériques des signaux et IQC

Dans leur majorité, les résultats présentés dans ce document sont indépendants de la repré-
sentation temporelle (temps continu ou discret) ou fréquentielle. Pour cette raison, et pour gar-
der le maximum de généralité, la variable ¢, k, jw ou s sera remplacée par la notation ¢ € 3.
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Onadoncs =t, ¥ = R, pour les signaux a temps continu, ¢ = k, 3 = IN pour les signaux a
temps discret, ¢ = jw, 3 = jR pour les représentations fréquentielles, ¢ = s, 3 = C pour les
représentations de Laplace.

Pour un signal borné f € Ly P[] et une fonction © : ¥ — C™*™ a valeurs Hermitiennes
(©(s) = ©%(c)), on appelle (f|O f) une forme intégrale quadratique définie par ©. On parlera
également de contrainte intégrale quadratique (IQC) sur f et définie par © en désignant la
contrainte inégalité suivante :

{(flef) <o (L.1)

Pour alléger les notations, quand il n’y a pas de confusion sur les dimensions, Ly " et Lj. "
sont notés plus simplement Lo et Lo,.

1.3 Opérateurs

Par opérateur on entend une fonction transformant des signaux en signaux : Lo, 7 [3] —

L4:2*P2[3]. Les opérateurs utilisés dans ce document sont principalement des opérateurs linéaires,
mais pas uniquement.

La principale classe d’ opérateurs est celle des applications linéaires Ly “P[3] — Ly2 P[X] :

9(s) = A(S) f(<)

ou A est une fonction a valeurs matricielles ¢ € 3 — A(s) € C™**™' . En complément de
ces applications linéaires usuelles on considere également le cas plus général d’applications
linéaires implicites de la forme :

ou F est également a valeurs matricielles, pas nécessairement carrée ni de rang plein. Dans
de nombreux cas nous considérons F et A indépendantes de ¢. Mais les applications linéaires
variant dans le temps (avec ¢ = t) ou les matrices de transfert (avec ¢ = s) sont également
abordées.

Outre les applications linéaires, nous détaillons dans ce qui suit certains opérateurs impor-
tants employés dans la suite du document.

1.3.1 Opérateurs sur les signaux a temps continu
1.3.1.1 Opérateur de Dirac

L’opérateur de Dirac est noté dy. Il est défini comme un opérateur linéaire sur les signaux

x — dgx tel que :
0>
. 33(9) si 96[91 62]
/[%IKTMT - { 0 sinon.
01
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Cet opérateur de Dirac s’écrit également comme le produit avec la distribution de Dirac [dgx](t) =
d(t — 0)x(t) ou le signal ¢ se définit comme la limite d’une suite de fonctions continues. Parmi
ces suites de fonctions on retiendra la suivante (voir par exemple la définition de delta function
dans http://mathworld.wolfram.com/):

On remarque que le Dirac est abusivement appelé opérateur car son image n’est pas dans Lo..
En effet si x € Lo et 2:(0) # 0 alors ||dgx ||z = 400 pour tout £ > 6.

1.3.1.2 Racine carrée du Dirac

De fagon similaire a I’opérateur de Dirac, nous définissons sa racine carrée, notée ygy. C’est
un opérateur linéaire sur les signaux x — @y tel que :

< 0.yl 00,7 Zi= { 0 sinon

Cet opérateur s’écrit également comme le produit du signal avec le signal ¢ : [pyx](t) = @(t —
0)x(t) ou le signal ¢ se définit comme la limite de la suite de fonctions continues :

VT

t) =1 .
On remarque que si © € Ly alors ppz est également dans Ly : ||@pz|| = ||2(0)||r < +o0. La

racine carrée du Dirac ¢ est un opérateur de Lo dans L,. Son image est une distribution. Cet
opérateur est utilisé dans la suite pour représenter les conditions initiales et finales d’un systeme
sous la forme d’un signal de L.

Cette racine carrée du Dirac est nouvelle dans le contexte de la commande robuste (nous
I’avons proposé dans [[182]). Dans d’autres contextes des auteurs ont également eu le besoin
de la définir, par exemple [39] dans le cadre des équations du champ électromagnétique. Les
fondements mathématiques sont a chercher par exemple dans [95] ou encore dans 1’algebre
de Colombeau [45]. La question revient comme pour notre cas des lors que 1’on exprime des
phénomenes sous la forme de produits de distributions.

1.3.1.3 Opérateur troncature

En complément de la racine carrée du Dirac, nous définissons maintenant I’opérateur tron-
cature. L’ opérateur troncature 7y est un opérateur linéaire tel que :

[Toa(1) = { ) weel.d (12)

Par définition un opérateur F’ est dit causal si pour tout @ € R, ona TgF = TgFT,.
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1.3.1.4 Intégrateurs

Les systemes dynamiques a temps continu sont représentés classiquement dans 1’espace
d’état par des équations différentielles impliquant un état x et sa dérivée . Cette dérivée n’étant
pas définie en tout point, en particulier si I’on considere la réponse de systemes a des entrées
impulsionnelles, cette notation est au sens des distributions. x et & sont deux signaux tels que &
est intégrable, et reliés entre eux par 1’opération d’intégration :

Pour le cas des signaux z a conditions initiales nulles on notera Z I'intégrale telle que Zz =
qui vérifie :
t
[Zz](t) = /j:(T)dT = x(t). (1.3)
0
Dans le cas des signaux représentés par leur transformée de Laplace (et toujours en supposant
les conditions initiales nulles) cette relation s’écrit également :

[Zi](s) = s i(s) = x(s).

De facon a étendre cette définition de 1’intégration en tant qu’opérateur sur des signaux de
Lo au cas des signaux a conditions initiales non nulles, il est nécessaire de définir ces condi-
tions initiales en tant que signal de L. Pour cela nous faisons appel a I’opérateur racine carrée
du Dirac. L’intégrateur est alors un opérateur sur le vecteur constitué¢ de ¢ox et de = tel que

7 ( “00; ) = 7 et qui vérifie :
5 (7 )10 = [ wnleain + itryir

(1.4)
S(r)x(r) + &(7)dr

I
Bos o

0) + (z(t) — 2(0)) = x(t).

Si I’'intégrateur est appliqué cette fois a la troncature de la dérivée, on trouve :
[z, ( vot ﬂ (t) = z(t) = Tox(t) , V[0 0]
Tox

{L< %ﬁ )](t)zx(&) L V>0,

De facon a exprimer la valeur de I’état a I’instant final § comme un signal de L, on considere
le signal pyx et on défini I’intégrateur avec conditions initiales et finales comme suit :

wor \ [ Tox
(%)) .
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1.3.2 Opérateurs sur les signaux a temps discret

Les résultats décrits dans ce document le sont principalement pour le cas des systemes
décrits par des signaux a temps continu, mais se généralisent ais€ément au cas des systemes
décrits par des signaux a temps discret. Cette généralisation passe par I’application des résultats
en remplacant les opérateurs sur les signaux a temps continu par des opérateurs analogues dans
le cas discret. Deux classes de systemes a temps discret sont considérées.

Dans le premier cas, dit cas des systemes a temps discret décrits par ’opérateur avance,
I’opérateur dérivation z est remplacé par :

[ﬂx]k = Tk+1,

I’opérateur de Dirac et sa racine carrée se confondent et se définissent par :

{ [ ] ktn — 0
[QOHZL'L{ = T
I’opérateur troncature est tel que :
[Tix]k<fi = Tk
Tz pox =0
I’opérateur intégration avec conditions initiales nulles est remplacé par le sommateur suivant :
k—1 Kk—1
[Z9x], = Z([ﬂx]k —xp) = (Tpy1 — Tp) = Ty — T = Ty,
k=0 k=0

I’intégrateur avec conditions initiales non nulles devient :

[II ( f;f )]H = i([%oom]k + [79.’13]]{ - l‘k) =9+ i(xk?Jrl — xk) =T,

k=0 k=0

et enfin, pour les signaux tronqués on a :

= (e )= (5 )
Tz PrT

Le cas des systemes a temps discret décrits par 1’opérateur avance est le plus courant dans la
littérature. Sans doute pour la simplicité des formules qui en découlent. Cependant, depuis les
articles de Middleton et Goodwin [[142,85]] il a été établi que, pour la discrétisation de systemes
continus [149, 201]], comme pour I'implémentation de lois discretes [142) [147], 1’opérateur
variation est préférable. Plus récemment [143] a également établi que la représentation par
opérateur variation est préférable pour ce qui est de la fiabilit€é numérique des LMI qui en
découlent. Et pourtant on trouve tres peu de résultats LMI pour les systemes discrets représentés
par ces opérateurs. L’approche de ce manuscrit permet de dériver toutes ces LMI avec la

méme simplicité que pour 1’opérateur avance. A noter une alternative dans [99] qui propose
d’aborder les systemes décrits par 1’opérateur variation sous la forme de systemes descripteurs
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avec opérateur avance. Cette alternative est également exploitable dans le cadre générique des
résultats de ce document.

Le second cas considéré est donc celui dit des systémes a temps discret décrits par I’opérateur
variation, I’opérateur dérivation est remplacé par son approximation au premier ordre

[1996]1@ = (xk:+1 — l‘k)/TS

ou 75 est la période d’échantillonnage. L’ opérateur racine carrée du Dirac est alors tel que :

{ [Pr]js =0

[pr], = TLSSUH

I’opérateur troncature est inchangé

{ [T = T

ﬁx]kzn =0

I’opérateur intégration avec conditions initiales nulles est remplacé par le sommateur suivant :

7
—
=
|

—

[Z0x],. = Ty (Y], = (Tpy1 — XTp) = T — To = Ty
0 0

X
f
iy

I’intégrateur avec conditions initiales non nulles devient

rk—1 k—1
i
22 (5 Y= o, + [001) = a0+ 3 onss = 2) =,
k=0 k=0

et enfin, pour les signaux tronqués on a :
VT [ T
z (7o )= ().

1.3.3 Opérateurs incertains

Les opérateurs qui suivent sont incertains au sens ou ils se définissent comme étant des
éléments d’ensembles d’opérateurs avec des propriétés communes. Ils permettent de représenter
le caractere incertain des données mais, comme nous allons le voir dans le Chapitre s
peuvent avoir d’autres interprétations. Dans ce qui suit nous détaillons un cas relativement clas-
sique d’incertitudes matricielles que 1’on retrouve sous différentes formes dans [219} 162, 110].
D’autres formes d’incertitudes existent également telles que des incertitudes vectorielles dans
[220] ou encore des incertitudes polytopiques [109]. Elles ne sont pas abordées ici mais les
résultats qui y sont exposés peuvent €tre appliqués dans le cadre 1QS sans difficulté majeure.
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1.3.3.1 Opérateurs bornés en norme

La premiere classe d’opérateurs incertains (et sans doute la plus connue) est celle des
opérateurs bornés en norme. Ils se définissent par le fait que la norme du signal de sortie est
bornée par un multiple de la norme du signal d’entrée : ||v|| < %HgH pour faire simple (mais
attention, la définition n’est pas exactement celle-1a).

Plus précisément et en ne se restreignant pas aux signaux bornés, on définit I’ensemble des
opérateurs bornés en norme comme suit :

1
Vn2n = { VnZn DUV = Vnan ) VG, E|C_2 : V§_> G2 5 HUH% S (? _'_G)Hg“? } : (16)

Cet ensemble contient des opérateurs linéaires ou non. Les opérateurs linéaires indépendants
de ¢ de cet ensemble sont les matrices a valeurs complexes V2, € C™*? de norme spectrale
bornée ||V 2, < %

On remarque que, pour 7 = 1, I’ensemble contient I’opérateur retard v(t) = g(t — h) avec
h > 0. En effet :

7 7
V>0, ol = [ o°(e = Rgle ~ ke = gl ~ [ " (Brg(erdt < gl

0 i—h
Par contre, il ne contient pas I’opérateur non-causal avance v(t) = ¢(t + h) avec h > 0. En
effet, si on définit le signal comme étant nul jusqu’a I’instant ¢ (i.e. g(t < ¢) = 0)on a

t t+h
ol = [ 57(t+ Wg(e-+ it = [ g7 (0rg(e)i
0 t

qui ne peut étre borné par €||g||? = 0. Ces deux opérateurs sont tres différents, méme si dans les
deux cas on a ||v|| = ||g|| pour tout signal g € L.

Cette remarque permet de mettre en avant que 1’ensemble des opérateurs bornés en norme
que nous définissons ici ne se limitent pas aux opérateurs causaux. Pour autant, ils n’incluent
pas tous les opérateurs non-causaux et de norme bornée au sens de Vg € Lo , ||v|| < %H qll-

1.3.3.2 Opérateurs passifs

Une autre classe importante d’opérateurs incertains est celle des opérateurs passifs. Ils se
définissent par le fait que le produit scalaire des signaux entrée/sortie est positif :

V,={V, : v=V,g, ¥¢, <v|lg>:>0}. (1.7)

La encore cet ensemble contient des opérateurs linéaires ou non. Ils peuvent s’interpréter au
sens que la sortie va “dans le méme sens que 1’entrée”. Les opérateurs linéaires de cet ensemble
sont les matrices a partie réelle semi-définie positive V,, + V7 > 0. On parle aussi d’opérateurs
positifs réels.
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1.3.3.3 Opérateurs impulsion bornée

L’ opérateur qui suit est une proposition récente. C’est lui aussi un opérateur qui n’est pas
nécessairement linéaire. La sortie de cet opérateur est définie comme un proportionnel de la
racine carrée du Dirac a I’instant initial & = 0 et dont le coefficient de proportionnalité est
borné par la norme L, du signal d’entrée :

1
ViZnZ{ Vion + v=Ving , v=0apy , a € C , |Oé‘ S;HQH } (1.8)

Par construction, cet opérateur n’est pas causal. Pris isolément, les éléments de V2, n’ont pas
de réalité physique mais cet ensemble sera utilisé par la suite, pour caractériser des propriétés
causales pour les systemes.

1.3.3.4 Incertitudes dissipatives structurées

Définition 1 Un matrice incertaine A est dite { @1, o, O3 }-structurée et {V,, Vo, W3 }-dissipative
si elle appartient a I’ensemble défini par les contraines égalité et inégalité suivantes

ey w]fa ]
(1 A*}{‘I\;Z &Hi]go.

Cette définition peut s’étendre a des ensembles décrits par plusieurs contraintes égalité et inégalité.
Volontairement, pour ne pas trop alourdir le propos, et parce que cette définition est bien suf-
fisante pour ce que nous allons considérer, nous restreignons ces ensembles a 1’intersection de
deux contraintes, une de chaque type.

Les ensembles décrits par ces équations sont dans le cas scalaire des droites et cercles pour
ce qui est des contraintes égalité, des demi-plans et des disques pour ce qui est des contraintes
inégalités. Si A est un vecteur, les contraintes sont des ellipsoides et des paraboloides elliptiques
(leur intérieur dans le cas des inégalités). Dans le cas ou A est une matrice, on parle par analogie
d’ellipsoides de matrices (et leurs intérieurs). Des exemples de tels ensembles sont donnés ci-
dessous.

Matrices de norme spectrale bornée. Les matrices telles que [|A|| < % (et qui font par-

tie de I’ensemble des opérateurs bornés en norme) sont {0, 0, 0}-structurées, {—1,0,~7*1}-
dissipatives.

Matrices positives réelles. Les matrices telles que A + A* > 0 (et qui font partie de 1’en-
semble des opérateurs passifs) sont {0, 0, 0}-structurées, {0, —1, 0}-dissipatives.

Localisation de pole. Dire qu’un nombre complexe est {0, 0, 0}-structuré, {ry, ro, 3 }-dissipatif
signifie qu’il appartient a une région du plan complexe délimitée par une droite (si r3 = 0) ou
un cercle (intérieur ou extérieur du cercle).
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Dans la suite nous nous intéresserons a la localisation des poles A d’un systeme dans des
régions ouvertes du plan complexe, décrites par une équation du second ordre :

7"1)\)\* +7’;/\+T2>\*+T3 > 0. (1.9)
Ces régions sont par exemple :
— partie réelle inférieure a o : 1 = 0, 7, = —1, r3 = 2¢;
— partie imaginaire inférieure a w : r; = 0,79 = —j, r3 = 20 ;
— dessous d’une droite passant par le point « et faisant un angle ¢ avec I’axe imaginaire :
rr=0,79 = —e¥, ry = ae ¥ 4+ a*el?;
— disque centré en v etde rayon r : 1y = —1, 19 = o, 13 = 12 — a*au.

Pour ces problemes de localisation de pole nous définissons des incertitudes % appartenant a la
contraposée de la région

L1 1 1
T1+T2F+T2X+T3W <0,

c’est-a-dire des incertitudes {1, o, 73 }-dissipatives (et non structurées).

Spécifications pour des bandes de fréquences. Dire qu’un nombre complexe est

{p1, p2, p3}-structuré, {ry, rq, r3 }-dissipatif
signifie qu’il appartient a I’intersection d’une droite (si p3 = 0) ou un cercle, avec un demi-
plan (si 73 = 0) ou un disque. Ainsi (jw)™! est sur ’axe imaginaire et est borné en fréquence
w € [w w]silest{0,1,0}-structuré, {2, —j(w + ), 2w }-dissipatif. (jw) " est sur I’axe ima-
ginaire et couvre les hautes fréquences w > w > 0 s’il est {0, 1, 0}-structuré, {0, —jw, 2w?}-
dissipatif. e 73 est sur le cercle unité et borné en fréquence w € [w @] s’il est {—1,0,1}-
structuré, {2 cos 232, —ej%, 0}-dissipatif.

—j I

—j @
FIGURE 1.1 — Bandes de fréquences comme intersections d’une courbe et un domaine
Incertitudes scalaires réelles. La définition ci-dessus s’étend par une simple rotation pour

décrire des incertitudes 0 réelles définies dans un intervalle § € [d 4]. Elles sont alors {0, j,0}-
structurées, {260, —(J + ), 2}-dissipatives.
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1.3.4 Zone-morte

Les outils théoriques que nous développons prennent leur origine dans 1’étude de la robus-
tesse des systemes linéaires. Cependant, nous allons également voir qu’ils permettent d’aborder
I’étude de systemes non-linéaires, ou du moins de systemes avec des non-linéarités isolées.
Nous nous concentrons plus particuliecrement sur 1’une d’elle : la zone-morte, définie comme
suit.

w=z+1 siz< -1
w=dz(z): ¢ w=0 sifz] <1 (1.10)
w=z—1 siz>1

Une représentation graphique de cette fonction est donnée dans la Figure

w

FIGURE 1.2 — Opérateur zone-morte

Cette fonction non-linéaire est particulierement utilisée dans la littérature, entre autre pour
modéliser des saturations : sat(z) = z — dz(z). Une représentation graphique de la fonction
saturation est donnée dans la Figure [[.3]

FIGURE 1.3 — Opérateur saturation

Ici la zone-morte et la saturation sont définies en les supposant symétriques et avec des seuils
de valeur 1. Il est trivialement possible de définir des zones-mortes symétriques avec d’autres
seuils z; > 0 en considérant la fonction z,dz(z/zs). Nous n’abordons pas le cas de zones-mortes
dissymétriques.

Inclusion de la zone-morte dans un opérateur incertain. Les techniques que nous utilisons
sont issues de la commande robuste. Pour cette raison, la zone-morte est par la suite abordée
en I'incluant dans une famille d’opérateurs incertains bornés. La stratégie est de démontrer la
stabilité (ou la performance) d’un systeme vis-a-vis de tous les opérateurs bornés et d’en déduire
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de facon pessimiste, que la propriété est également satisfaite pour tout élément de la famille,
donc pour la zone-morte. Deux types de choix d’opérateurs bornés seront effectués.

Le premier suppose qu’aucune information n’est connue sur le signal z. Dans ce cas, la
seule information (en termes de bornes sur le gain de I’opérateur) est que la zone-morte est
inclue dans les réalisations de 1’opérateur incertain Vg 1] tel que

w(t) = Vi y(t)z(t) , 0< V() <1 Vt>0.

Vo 1] est une incertitude, variant dans le temps, {0, j, 0}-structurée, {0, —1, 2}-dissipative.

Le second type d’opérateur incertain que nous considérerons sera sous 1’hypothese que z
est un signal borné tel que |z| < Z ou Z < 1. Dans ce cas, comme 1’indique la Figure il est
possible d’inclure la zone-morte dans un secteur plus réduit et de définir I’opérateur Vg (z_1) /]
tel que

z—1

w(t) = Vo z—1)/5(t)2(t) , 0< Vg z—1y3(t) < > vt > 0.

Vo (3-1)/2 est une incertitude, variant dans le temps, {0, j, 0}-structurée, {0, ==, 2}-dissipative.

FIGURE 1.4 — Opérateur zone-morte en tant qu’élément des opérateurs bornés dans un secteur

Dérivées de la zone-morte. Les signaux sont définis dans ce document au sens des distri-
butions. En cela, il est possible de définir les dérivées du signal w = dz(z) qui ont comme
propriétés que w = Zw, w = Zw, etc. Etant donné la définition de la fonction zone-morte, on
définit comme suit la fonction dz entre les signaux w, z et 2 :

=0 silz] <1

b= 3 silz] > 1 (1D

w = dz(z, 2) : {

La facon d’aborder cet opérateur non-linéaire se fait dans la suite de ce document en 1’in-
cluant comme réalisation particuliere d’un opérateur incertain. A la différence de 1’opérateur
zone-morte, cet opérateur relatif aux dérivées ne prend que deux valeurs possibles. dz est inclus
dans I’incertitude temps-variant suivante

W(t) = Vo (H)2(t) = Vi (t) € {0, 1} vt >0.
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1.4 Systemes dynamiques

1.4.1 Systémes linéaires usuels

Les représentations dans 1’espace d’état des systemes se font a 1’aide d’une application
linéaire comme suit :

vz {In} A Ban B, B, z{In}

za {Tpat _ Ca Daan Day Day wa {Ima} (1.12)
9 {1ps} Cy Dgn Dy Dy, v {Tm,} .
TR Cy Dya Dy, Dy, u{Lmy}

La notation x {J n} est utilisée pour indiquer de fagon compacte que le vecteur x est composé
de n lignes. Il peut étre a valeurs réelles ou complexes tout comme les matrices définissant le
systeme.

Meéme si nous allons nous concentrer sur 1I’étude des systemes a temps continu, les modeles
sont indifféremment a temps continu ou discret. Ainsi ©J est au choix
— D’opérateur dérivée : [Jx](t) = @(t) (dans le cas de systémes a temps continu)
— D’opérateur avance : [Jx];, = 5. (dans le cas de systemes a temps discret décrits par
I’ opérateur avance)
— l’opérateur variation : [Vx], = (zx11 — x1)/Ts (dans le cas de systémes a temps discret
décrits en termes de variations, et ou 7 est la période d’échantillonnage)

Si x est I’état du systeme, les autres vecteurs de sorties/entrées sont :

— za/wa sont des signaux exogeénes utilisés par la suite pour définir des modeles LFT a
I’aide d’un bouclage wa = Az avec une matrice A d’opérateurs incertains.

— g/v sont des signaux dits “de performance”. Ils sont utilisés pour spécifier des ca-
ractéristiques entrées/sorties au systeme. Ils permettent ainsi par exemple de considérer
les effets de perturbations v sur un ensemble de variables g.

— y/u sont les signaux physiques correspondant aux actionneurs/capteurs disponibles pour
réaliser une commande.

Les systemes considérés par la suite sont le plus souvent invariants dans le temps (LTI), mais

le cas ou les matrices définissant le systeéme sont variantes dans le temps (LTV) sera également
abordé.

1.4.2 Systemes descripteurs

Les systemes descripteurs se définissent le plus souvent dans la littérature sous la forme
Ez = Ax + B,u. Mais de fagon plus générale, cela revient a introduire une matrice multipliant
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a gauche le vecteur image de 1’équation (1.12).

z {In}
wa {Ima}

v {Tm,}

u {imy}

&
1) T B B 0 0 B, ][ 20
{(pal} | Ernr Ean 0 0 Ea, za {3pa}
{(ps1} | By E;n 1 0 E,, g%pﬁ
{01} | B Epa 01 By gm}z}
A Ba B, B,
- Ca Dan Day Dau
Cg DgA ng Dgu
Cy DyA qu} Dyu

M

31

(1.13)

Dans la définition que nous adoptons pour les systemes descripteurs, nous faisons les choix

suivants :

— Nous allons considérer, ce qui est assez légitime, que g et y sont des sorties pures. Elles
ne participent pas aux dynamiques ni aux autres mesures. Elles n’influent pas 1’une sur
I’autre non plus. Elles s’expriment comme des fonctions explicites. D’ou la forme des
deux colonnes de la matrice £ composées de matrices nulles et de 1’identité.

— Par définition la matrice F'a est carrée et par hypothese elle est inversible. En effet dans
le cadre d’un bouclage avec wa = Az la matrice Ean — ADana doit étre inversible
pour toutes les incertitudes (dont I’incertitude nulle). Le modele fractionnaire incertain

est décrit par les équations suivantes

EnA) 0 0 Ena)] (™ A(A)
Bp(A) 10 Bn(A) | |0 = | Cy(A)
En(A) 0 1 Eu,(A) Cy(A)
ou les matrices sont des combinaisons linéaires
Egm(A) EgW(A) = ng ng
Ey$<A> EyW(A) Ey;t Ey7r
A(A) " B,(d) Bu(A) A B, B
CQ(A) ng<A) Dgu(A) - Cg D
Cy(A)  Dy(A) Dyu(A) Cy Dy,
vis-a-vis de la matrice rationnelle
Ein Ba
M(A)Z EgA + DgA A
Eya Dyn

B,(A)  Bu(A)

Dygu(A) Dgu(A)

Dyy(A)  Dyu(A)
+M(A) [ Eazr Eax

(Ean — ADpp) "t

Le caractere descripteur réside en partie dans 1’introduction de signaux exogenes 7

n’ayant pas de dynamique propre, mais réalisant un couplage avec les autres signaux
décrivant le systeme et ses performances. Comme nous le verrons plus loin, ces si-
gnaux 7 peuvent par exemple €tre utilisés pour une modélisation affine d’incertitudes
paramétriques entrant de fagon rationnelle dans un modele LTT usuel.

—
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— L’introduction du vecteur 7 induit sans surprise que des équations supplémentaires définissent
les relations a ce vecteur 7. C’est ainsi que p, peut ne pas €tre égal a n.

On peut noter que la définition que nous donnons des systemes descripteurs est plus générale
que le cas le plus couramment traité dans la littérature, a savoir le cas ou p, = n et :

Exx = E ExA = OTMDA Exﬂ' == On,o
Ene =0ppn Ean =1y, Epur =0p,0
Egm = Opg,n EgA - Opg,PA EPgW - 07’970
E

yr — Opy,n EyA = Opy,m Epyﬂ' = Opy,O

(1.14)

Comme ce cas est probablement le plus connu, nous lui porterons une attention particuliere
dans la suite et nous y ferons référence sous 1’appellation systeme descripteur classique.

Pour I’étude des systemes descripteurs classiques, la majorité des travaux de recherche font
appel a un changement de base qui conduit le systeme sous forme dite de Weierstrass. Ce
changement de base est tel que

10 —1 . —1 z
E:U[OO}[Vl ]l o, i=[WV V] x:(x;)

Les équations du systeme s’écrivent alors

U { (1) ] V21 — AVoZy = AViZy + Bawa + Byv + Buu

2n — CaVady = CaAViZ) + Daawa + Dayv + Dagu
g — CgValy = CyViZ1 + Dyawa + Dgyv + Dgyu

ou I’on remarque que le signal 5 a exactement le rdle du signal 7 de la notation (1.13)) et ou

. 1 . . .
la matrice E,, = U { n’est pas carrée. La formulation que nous proposons inclut donc les

0
représentations classiques mais permet aussi de les réécrire sous d’autres formes qui exhibent
la structure induite par le noyau non vide de E.

L autre intérét de la forme plus générale que nous considérons tient en une plus grande
flexibilité de représentation de systemes incertains. Pour s’en convaincre, prenons 1’exemple
tres simple suivant :

(1+61)i = (=1 + &)

Sa représentation sous forme descripteur est directe en posant wa; = d1(—12) et was = Jox :

110 0 i ~1l1 1 ;c 50
110 zar | =1 00 0 Waq ,A:{Olé].
0/0 1 ZA 110 0 Was 2

Pour obtenir la forme LFT usuelle, il suffit dans ces équations de remplacer dans la seconde
ligne & par sa valeur ce qui donne

i -1/ 1 1 x
ZA1 = 1 -1 -1 WA1 s A= |: %1 (g :| .
ZA2 1 0 O WA2 2
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Cependant, cette formulation usuelle ajoute de la complexité car elle repose en réalité sur la

factorisation suivante
T = (—1—1—%)96: (—1+ [ 0 52} { 1'551 })x

:<—1+m S 51”“)

qui est avouons-le non triviale.
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Chapitre 2

Séparation topologique et commande
robuste

L’analyse des systemes descripteurs définis dans le chapitre précédent est menée dans le
Chapitre 4] en se plagant dans le cadre de travail dit de Séparation Topologique. Ce cadre de
travail a été¢ formalisé par Safonov dans les années 80 [207]. S’il est particuliecrement adapté a
I’analyse robuste des systemes, ce cadre de travail est a notre avis malheureusement mal connu.
Deux raisons expliquent le peu d’emploi de ce cadre de travail. L'une d’elles est que le cadre
de travail de la théorie de Lyapunov permet de résoudre dans le domaine temporel bon nombre
de problemes tout aussi simplement qu’avec la Séparation Topologique. Une autre raison est le
fort développement du cadre de travail des IQC (contraintes intégrales quadratiques) et celui de
la valeur singuliere structurée u, qui sont tres adaptés aux problemes formulés dans le domaine
fréquentiel.

Dans ce chapitre, nous montrons que ces différents cadres de travail sont intimement liés.
La Séparation Topologique peut méme se voir comme un moyen de faire le lien entre théorie
de Lyapunov et IQC. Notre démarche est de réinterpréter certains résultats classiques de 1’ Au-
tomatique sous I’angle de la Séparation Topologique. Nous le faisons sans entrer dans tous les
détails mathématiques pour ne pas alourdir le propos. Le Chapitre [3| qui suit est lui consacré a
un exposé€ rigoureux de la contribution centrale de ce document, a savoir la Séparation Intégrale
Quadratique.

2.1 Bien-Posé et Séparation Topologique

La Séparation Topologique s’intéresse au probleme tres général de bien-posé du schéma de
la Figure Dans ce schéma w et z sont les signaux internes de I’interconnexion entre deux
opérateurs G et F'. Ces deux opérateurs sont sous forme implicite, mais formellement, w est
définie comme I’image de z par ’opérateur GG et z est I'image de w par I’opérateur F'. Aux
signaux internes s’ajoutent les signaux w et z qui viennent perturber les équations G(z, w) = 0
et F'(w, z) = 0. Le probleme de bien-posé est de déterminer si les signaux internes sont bornés.
Pour ne pas alourdir les notations, on omet les dimensions des différents signaux (la notation
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w }

Gz, w) =w

A

Y

Fw,z)=2z
Az

FIGURE 2.1 — Interconnexion de deux opérateurs avec entrées de perturbation

w € Ly est utilisée comme abréviation de w € Ly P[X]).

Définition 2 L’interconnexion entre les opérateurs G et F' de la Figure est dite bien-posée
si pour toutes perturbations bornées (10, Z) € Lo X Lo, les signaux internes sont bornés (w, z) €
L2 X L2 N

£

Iy : V(w,z) € Ly x Ly ‘

‘ <7 ‘ 2.1)

2 — 2y z

ou (wo, o) est solution aux équations sans perturbations G(z,w) = 0, F(w, z) = 0.

Remarque 1 La définition du bien-posé que nous adoptons suit celle de [[109]. Elle se distingue
de celle donnée par exemple dans [140] ou le “bien-posé” désigne le fait que les signaux sont
définis de facon unique et le fait qu’ils soient bornés est désigné sous le terme “stabilité”.
[207, 257, 229], adoptent également le terme de “stabilité” ou “stabilité a gain fini” pour la
propriété (2.1) et évacuent la question de I’unicité des signaux. Nous choisissons volontaire-
ment de ne pas adopter le terme de “stabilité” méme si ce choix est critiquable. En effet nous
préférons conserver le terme “stabilité” a sa définition au sens de Lyapunov pour les systémes
dynamiques. Bien entendu, comme nous allons le voir d’ici peu, le “bien-posé” d’une boucle
(signaux bornés) est intimement lié a la stabilité des systemes.

Pour illustrer la définition du bien-posé, prenons deux applications linéaires :
G(z,w) =A1z—w , F(w,z)=Aw — z.

Le schéma d’interconnexion implique alors que w et z sont respectivement solutions des équations
suivantes

(AlAQ - 1)w == Ali —+ w ; (AQAl — 1)2’ == AQ’(I) + Z.

w est donc unique si et seulement si la matrice A; As — 1 est non singuliere (A; A5 n’a pas de
valeur propre égale a 1) et on trouve w = (A; A — 1)7!(A;z + @) qui est borné. Dans le cas
contraire w appartient a un sous-espace et peut prendre des valeurs non-bornées. Si w est unique
on déduit également que z = A,w — Z est également unique et borné.

Le théoreme qui suit reprend le théoreme 2.1 dans [207] qui généralise les résultats de
[257]. On trouve également une réécriture de ce résultat trés général dans [229]. La réécriture
ci-dessous est une simplification de la véritable formulation. Elle se veut plus simple a lire et
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évite de redéfinir de nombreux concept mathématiques (fonctions de classe K, voisinages, gains
des opérateurs non-linéaires, etc.). Le lecteur est invité a consulter la formulation exacte dans
[207].

Théoreme 1 L’interconnexion entre les opérateurs G et F de la Figure est bien-posée si et
seulement si il existe un séparateur topologique 0 : Ly X Ly — R et trois fonctions positives
strictement croissantes ¢1 : R, — R, et ¢ : R, — R nulles enzéro (¢1(0) =0, ¢2(0) = 0)
telles que

C {(w,2) : 6w, ) < 65(|[wl])}
(.2) 2 0w.2) > —on(lzl)y. 4

On dit alors que 0 sépare le graphe de I noté F, du graphe inverse de G noté G'.

Pour I’exemple des deux applications linéaires traité ci-dessus, un séparateur solution du
théoreme est le suivant

o= ()| e i ()

En effet, pour les signaux de G/ (i.e. G(z,w) = Az — w = ) on trouve

O(w, z) = w'w = ||w]|* = ¢a(]|w]])-

Pour les signaux de F (i.e. F'(w, z) = Asw — z = Z) on trouve

O(w, z)= (w (A*A* -1)— ’*A*)((AlAz — 1w — A2)
> H(A Ap — 1)UJH2 — [[Az|? > —[[Asz]* = —¢n(]2]))

car le terme ||(A; Ay — 1)w|| est strictement positif pour tout w non nul dés lors que I’intercon-

nexion est bien-posée (A; As — 1 non singuliere).

Remarque 2 Rigoureusement la preuve de séparation topologique nécessite de trouver les
fonctions ¢y et ¢o. On peut aussi remarquer que pour des signaux de perturbation nuls (0, Z) =
(0,0) la condition de séparation quadratique se résume a montrer

Gl 0) ={(w,2) : G(z,w) =0} C {(w,2) : O(w,z) <0}
F0)={(w,2) : Flw,z) =0} C {(w,z) : 8(w,z) >0}

c’est-a-dire que le séparateur est négatif ou nul sur le graphe inverse de G et strictement positif
sur le graphe de F' (pour des signaux (w, z) non nuls). Par souci de simplifier le propos, on se
contentera dans la suite de ce chapitre de ces conditions simplifiées.
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2.2 Séparation Topologique et Lyapunov

Nous allons maintenant aborder le lien entre Séparation Topologique telle qu’énoncée dans
la section précédente et la théorie de Lyapunov. Pour cela, nous allons considérer le probleme
de la stabilité asymptotique globale du point d’équilibre x = 0 d’un systeme dynamique décrit
par une équation différentielle ©(¢) = f(z,t). De fagon a faire le lien avec la Séparation Topo-
logique nous réécrivons le systeme sous la forme suivante :

G(z:aj’v\,w:m) F(w,2)
[La(rydr —w(t) = a(t) | Flw,t) — (1) = 2(t) 2.3)

ou G est I’opérateur intégration a conditions initiales nulles et —w joue le rdle des conditions
initiales ; F' est une fonction dépendant du temps et Z un vecteur de perturbations.

Par définition, x = 0 est un point d’équilibre si pour des conditions initiales nulles (w0 = 0)
et en I’absence de perturbations (z = 0), la seule solution aux équations est (w,z) =
(z,4) = (0,0). Cette propriété est incluse dans la propriété de bien-posé donnée par (2.1)). En
effet pour (w, zZ) = (0, 0), si le systeéme est bien-posé on trouve (w, z) = (wo, 29) = (0, 0).

Par définition, x = 0 est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable si pour
z = 0 et toute condition initiale w bornée, 1’état du systeme z est lui aussi borné (et donc a
fortiori sa dérivée). On retrouve précisément la la définition du bien-posé des signaux internes
(z =&,w=x).

Ainsi la définition de la stabilité globale de I’équilibre x = 0 de &(t) = f(z,t) etle probleme
du bien-posé de la boucle coincident. Dans le cadre de travail de la théorie de Lyapunov,
la propriété est équivalente a I’existence d’une fonction V' (z, ) telle que V' (0,¢) = 0, il existe
une fonction positive ¢ telle que ¢(||z(t)||) > V(x,t) > 0 pour tout x et la dérivée est négative
V(z,i,t) < 0 le long des trajectoires i(t) = f(z,t). Cette fonction de Lyapunov V' permet de
définir un séparateur topologique prouvant le bien-posé de la boucle :

o0

O(w, 2) :/—V(w,z,t)dt

0

On trouve en effet que pour les signaux de G/ (z¢) (i.e. w = z, 2 = 4, (0) = zp) on a

/—dV

V(2(0),0) = lim V(x(t), 1) < V(zo,0) < ¢({[zol])

t—o00

. ov, . dx
O(x,2) = /—%(:E,x,t)%(t)dt

o
o

ce qui correspond bien a la premiere condition de (2.2) avec ¢» = ¢. Pour les signaux de
F (ie. 2(t) = f(w,t)) on a trivialement §(w,z) > 0, car c’est 'intégrale d’une fonction
(—V(w, z,t) = =V (x, f(z,t),t)) positive a chaque instant.

On constate que la propriété V(x,t) > 0 correspond au fait que le séparateur est négatif
pour les solutions de I’opération intégration x = [ et la propriété V (z, #,t) < 0 correspond
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au fait que le séparateur est positif pour les solutions de F'(w, z) = 0. Le résultat de séparation
topologique est ainsi intimement relié a la théorie de Lyapunov. La différence essentielle est
que la recherche d’une fonction de Lyapunov est remplacée par la recherche du séparateur 6,
sans qu’il apparaisse a ce stade que cette recherche soit plus aisée.

2.3 Séparation Topologique et Dissipativité

Le fait de se placer dans le cadre de la séparation topologique a comme conséquence prin-
cipale qu’il devient alors naturel de manipuler des systemes représentés par des boucles telles
que les représentations LFT. Sans se limiter au cas linéaire, le cadre de la séparation topolo-
gique permet naturellement de considérer la stabilité d’un systeme non-linéaire bouclé par un
opérateur incertain borné en norme (voir page [23) :

.Z.':fl($7’ZUA,t) ) ZA:fQ(l',UJA,t) ) U)A:AZA : AEVTLZTL-

Dans ce cas, en posant z = ( T* ZN )* etw = ( " Wi ) la boucle est constituée
d’un opérateur GG regroupant I’intégrateur et I’incertitude

G(z,w):[% g}z—w,

et d’une fonction non-linéaire F' regroupant les deux équations du systeéme :

Fw, 2) = ( fi(z,wa,t) ) .

fQ(xawAat)

En supposant que V' est une fonction de Lyapunov pour le systeme sans incertitude, le choix
suivant de séparateur topologique vient naturellement

Vi 1
/ V (z,2,t)dt + 7(||wall* — 7—||ZAH )
0

avec 7 > 0. Cette fonction est trivialement négative sur G. Elle permet de prouver la stabilité
robuste s’il existe un 7 tel que le séparateur est positif sur F. Si un tel 7 existe, on prouve alors
la stabilité robuste avec V' fonction de Lyapunov pour toutes les incertitudes A € V ,5,,.

Le cas que nous venons de considérer se généralise aisément a la stabilité d’un systeéme non-
linéaire bouclé par un opérateur incertain quelconque, des lors que les signaux wa et za appar-
tenant a wa = Aza sont contraints au travers d’une fonction a valeurs réelles h(wa(t), za(t), t)
par une inégalité de la forme :
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Dans la terminologie proposée par Willems [250]], I’opérateur A est alors dit dissipatif avec
hy = —h comme "supply rate” (taux d’alimentation) et une “storage function” (fonction d’ac-
cumulation) nulle[[]

Du point de vue de la séparation topologique, le bien-posé de la boucle formée par F' et G
sera démontré par des séparateurs topologiques de la forme

7 V(x,d,t) + h(wa(t), zA(t),t)> dt

ou V' a comme précédemment les caractéristiques d’une fonction de Lyapunov. La condition
de positivité du séparateur topologique sur les trajectoires du systeme (F) implique que la
condition suivante

/(—V(:L‘,:i:,t)—i—h(wA() 2a(t).0)) dt > 0

est satisfaite pour ¢ suffisamment grand. Cette condition s’écrit aussi

V(2(0),0) +/h(wA(t),zA(t),t)dt > V(z(®), 7).

Cette propriété vue du systeme dynamique & = f1(x,wa,t), 2a = fo(z,wa,t) dont I'état est ,
les entrées sont wx et les sorties sont zx, signifie qu’il est dissipatif avec ha(2a (1), wa(t),t) =
h(wa(t), za(t),t) comme taux d’alimentation et V' comme fonction de stockage. On retrouve
ainsi le résultat classique de Willems [250] selon lequel une interconnexion de deux systemes
(ici wa = Aza bouclé avec & = fi(x,wa,t), za = fa(x,wa,t)) est stable s’ils sont dissipatifs
avec des taux d’accumulation satisfaisants by (wa(t), za(t),t) = —ha(za(t), wa(t), ).

2.4 Le probleme de Lur’e

La séparation topologique est par définition adaptée a I’analyse de systemes bouclés. Le
probleme de Lur’e est de cette classe. Il considere un systeme a une entrée et une sortie, LTI,
représenté par sa fonction de transfert F'(w,z) = Tw — Z, ou w(s) et Z(s) sont les trans-
formées de Laplace de w(t) et z(t). Ce systeme est bouclé avec un opérateur non-linéaire et
éventuellement variant dans le temps, de gain borné dans un secteur :

¥(z,t)
z(t)

1. La fonction d’accumulation est une fonction de 1’état du systeéme. N’ayant fait aucune hypothese sur 1’exis-
tence de dynamiques dans le “systeéme” A, la fonction d’accumulation est naturellement nulle.

G(zw) =(z) —w

€ [—kz, —k‘l] ko > k.
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Lappartenance de wz((zt)t ) au segment | —ko, —k; | s’écrit également sous forme d’une inégalité

quadratique comme suit :

(o0 v [ 4ty T () =0

-
S}

qui, si elle est vraie pout tout ¢ € R, reste vraie quand on en prend I’intégrale. On en déduit

donc I'IQC suivante
wo= ()R (2))=

satisfaite pour tous les signaux du graphe inverse G’ (0). On tient 12 une candidate a la séparation
topologique. La boucle sera bien-posée si 0(w, 2) > 0 pour les éléments non nuls du graphe
F(0) ce qui est garanti si pour tout s € C, :

[ T*(s) 1}@{ Tgs)}>0

c’est-a-dire si

(7 + 50+ ,})) (T0+ 5+ 1)) > 1 - 2

Graphiquement, cela revient a dire que I'image de C, par T'(s) est a I'extérieur du disque
de diamétre intervalle | —1/k;, —1/ks |. C’est exactement le critere du cercle : la stabilité est
obtenue en tragant 7'(jw) pour w € R et ensuite en déterminant, en fonction du nombre de pdles
instables de 7', de quel coté se trouve 1'(s) pour s € C+ﬂ Graphiquement le graphe F(0) est
représenté par la fonction de transfert 2 = T'(s) et le graphe inverse G'(0) est représenté par

w(s)
% €| —%, —k—12 |. Le cercle représente le séparateur quadratique qui réalise la séparation

topologique. Un exemple d’application du critere du cercle est représenté sur la Figure La
partie grisée correspond a I’image de C'; par T'(s).

2.5 Cas des systemes LTI

Nous nous intéressons maintenant au cas des systemes linéaires. Il est établi que les fonc-
tions de Lyapunov sont alors a rechercher parmi les formes quadratiques, et ce, sans perte de
généralité. Ceci s’étend a la séparation topologique. Ce résultat fort est dii a Iwasaki et Hara
[109]. Nous le reformulons ci-apres en employant les notations de ce document.

Théoreme 2 [[/09] Dans le cas on G(z,w) = Az — w est une incertitude appartenant a un
ensemble convexe A € A C C"™*? et on F(w,z) = Aw — z est une application linéaire

2. 11 suffit pour cela de déterminer si pour une valeur de Uintervalle k € [ —ko, —k; ] la boucle fermée est
stable.
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Nyquist Diagram

0.4
0.3
0.2

0.1
=1/ky

-1/

-0.1

Imaginary Axis
(=)

-0.2

-0.4

Real Axis

—(s—0.1)(s+1.5)
(s+1)(s+2)(s—0.05)

FIGURE 2.2 — Illustration du critére du cercle pour 7'(s) =

(A € CP"™), la boucle de la Figure|2.1|est bien-posée si et seulement si il existe une matrice
Hermitienne © vérifiant les conditions suivantes
[1 A6 <0, VAeA
(2.4)

[ A 1]6 > 0.

D N

La suffisance de ce théoreme est simple a établir en prenant comme séparateur topologique
la forme intégrale quadratique suivante :

Q(w,z):<(;>‘@(5})>. (2.5)

Pour cette raison, le Théoréme[2]est nommé théoreéme de séparation quadratique : le séparateur
est construit sur la base d’une forme quadratique. En se restreignant aux incertitudes matri-
cielles, la formule (2.4) ne fait intervenir que des inégalités matricielles, sans intégrale. Ceci
explique qu’il n’est pas explicitement fait référence a la forme intégrale du séparateur topolo-
gique. Dans le Chapitre [3] le résultat sera généralisé aux opérateurs incertains. Il fera intervenir
des contraintes intégrales quadratiques. On parlera des lors de séparation intégrale quadra-

tique (1QS).

Un exemple simple d’application du Théoreme [2] est le probleme de stabilité d’un systeme
linéaire © = Awx. Il s’agit alors de montrer que la matrice s1 — A est non singuliere pour
tout s € C*, ou, de fagon équivalente, de montrer que s~ *A — 1 est non singuliére pour tout
s~! € C*. Comme nous I’avons vu dans I’exemple précédent le Théoreme (1} cela revient au
probleme de bien-posé de la boucle de la Figure [2.1|ou

Glz,w)=s"'2—-w , Flw,z)=Aw— z.
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Le Théoreme [2| s’ applique alors en prenant

0o -P .
@—[_P 0}.P_P>O

qui vérifie trivialement

[1 s1]6 [ 3—111 ] =2R(sHP<0, VsteC™ .

La seconde condition de (2.4)) devient alors

A

[ A 1}@[ A

} =—(A"P+PA)>0

c’est-a-dire I’inégalité classique de Lyapunov. On remarque également que s '1 n’est rien
d’autre que I'intégrateur. Le résultat est cohérent avec ceux de la section précédente et la fonc-
tion de Lyapunov est quadratique V' (z) = x* Px.

Le Théoreme 2]est en réalité un corollaire dans 1’ article d’Iwasaki et Hara [109]]. Le théoréme
dont il est issu est reproduit ci-dessous et envisage le cas des application linéaires variant dans
le temps quand ¢ = ¢ ou = k ou dépendant des fréquences quand ¢ = w.

Théoreme 3 [[[09] Dans le cas o G(z,w) = Az — w est une incertitude appartenant a un
ensemble convexe A € A C C™*P etou F(w, z) = Aw—z est défini par une fonction a valeurs
matricielles (A : X — CP*™), la boucle de la Figure est bien-posée si et seulement si il
existe trois scalaires positifs a; > 0, ag > 0, a3 > 0 et © : 3 — C ™ P)X(MED) - Hopmitienne,
vérifiant les conditions suivantes pour tout ¢ € X :

A <

[0 < a2

(1 A ]e() i]go,\meA (2.6)
[ 1]e| A |5 aa

La premiere condition impose que A doit étre bornée pour que la boucle puisse étre bien-
posée. La seconde condition indique que le séparateur est défini par une fonction bornée. Le
résultat de séparation topologique des deux dernieres conditions est obtenu pour la méme forme
intégrale quadratique que précédemment (2.5]).

Un exemple d’application de ce résultat concerne la borne supérieure de la norme H, d’une
matrice de transfert 7'(jw) ol 1’on cherche a monter que ~y vérifie 7% (jw)T (jw) < 7?1, Vjw €
jR. Cette condition sur 7 peut, sans perte de généralité, s’écrire comme I’existence de deux
scalaires g > 0, 7 > 0 tels que

01

(e 1] g 0 ][ T ] et - raren s e v e
2.7)
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On reconnait 1a la derniére inégalité de (2.6). En remarquant que ©, vérifie également la condi-
tion suivante

1
(1 A*}@l{ilszﬂm—l)go , VA A*A§¥1

le Théoreme [3| donne le résultat classique reliant la norme H,, a un probleéme de robustesse
d’une boucle impliquant une incertitude bornée en norme :

Corollaire 1 ||T'||o < 7y si et seulement si la boucle formée des opérateurs suivants
Gl(zl,wl) = AZl —w , Fl(wl, 21) = T(Jw)w1 — 21 (28)

est bien-posée pour tout jw € jR et toute incertitude bornée en norme A*A < 7%1.

Soient (A, B, C, D) les matrices définissant une représentation d’état de 7'(jw) :
T(jw) = D+ C(jwl — A)'B.

Avec ces notations, la boucle formée des opérateurs (2.8) peut aussi s’écrire comme une boucle
formée des opérateurs suivants :

G2(27w):[(jw)011 g]z—w, Fy(w,z) = {é’ g]w—z (2.9)

ol jw € jRet A*A < %21. Un séparateur quadratique pour ces “incertitudes” est

10 10]" [oo oo0]"
oo0|[ 0o -P]|oo 10 10
62_01{—}?0}01+00@100
00 00 01 01

avec P = P*. En appliquant le Théoreme [2} le bien-posé de la boucle constituée des opérateurs
(2.9) est garanti par la LMI

A B[ oP][A B c DY C D
[1 0}[}? 0“1 0}<_@_{0 1}@1[0 1]‘ 2.10)
Or, si on remarque que la condition (2.7)) s’écrit aussi

{ (jwl —1A)1B ] o { (jwl —lA)lB < —asl 2.11)

le raisonnement ci-dessus abouti au lemme de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) [202].

Corollaire 2 (KYP-lemma) Pour des matrices A, B et © données, [’existence d’un scalaire s
tel que est satisfaite pour tout jw € jR, est une condition équivalente a ’existence d’une

solution P = P* a :
A Bl'T oP A B
EHIEREEEE o
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En développant les produit matriciels, on constate également que la condition (2.10) s’écrit

A*P+ PA+7C*C PB+7C*D

BP+rD'C  D'D—mv1 | =0

que I’on reconnait €tre la LMI classique pour 1’analyse de la norme H,, d’un systeme décrit
dans I’espace d’état par les matrices (A, B,C, D). A une nuance pres. En général on prend
P > 0 définie positive. La nuance vient du choix d’avoir fait la séparation quadratique vis-a-vis
de jw : la norme H, est une condition sur la matrice de transfert 7'(s) qui peut étre stable ou
non. Si T'(s) est stable, alors A est Hurwitz stable et P est nécessairement définie positive. Une
autre facon de considérer ce méme résultat est d’observer que si P est définie positive, alors la
séparation quadratique n’est plus vis-a-vis des seules fréquences (jw) ™' € jR mais est réalisée
vis-2-vis de toute variable de Laplace du plan complexe droit s~! € C... La propriété de bien-
posé de la boucle implique donc que les signaux internes, dont la transformée de Laplace de
I’état 2(s), sont uniques et bornés pour tout s € C*. De par les propriétés de la transformée
de Laplace, cette propriété implique que les signaux temporels, donc z(t), sont tous bornés. On
retrouve la la stabilité du systeme dynamique.

2.6 Séparation Quadratique et IQC

Dans la section précédente, A est une incertitude, c’est-a-dire une matrice appartenant a
un ensemble. Un cas plus général considéré dans le cadre de travail des Contraintes Intégrales
Quadratiques (IQC) est le cas ou A est un opérateur (linéaire ou non) pour lequel on fait les
hypotheses suivantes [140] :

Hypothese 1 L’opérateur A satisfait les conditions suivantes :
— il est borné et causal (voir discussion de la section|l.3.3.1
— I'IQC suivante est satisfaite pour tout 7 € [0, 1] et tout w = A(z)

<( Tiv ) H( Ti; )> Z( :u(;l(c;i) )*n(jW) < TZ@S&JL} )dw >0 (2.13)

ou Z et w sont les transformées de Laplace de z et w respectivement.

Avec ces hypotheses, le résultat de stabilité proposé dans [[140] est le suivant :
Théoreme 4 (IQC) La boucle fermée constituée de I’opérateur G(z,w) = A(z) — w et d’un

systeme linéaire stable F(w,z) = T(s)(s) — 2(s) est bien-poséef|si (1 — TTA) est un
opérateur dont 'inverse est causal pour tout 7 € [0, 1] et s’il existe € > 0 tel que

[ T*(jw) 1 ]T(jw) { T(jlw) ] <el , Vjw€ijR. (2.14)

3. Au sens donné a cette notion dans ce document (voir Remarque )
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Sans difficulté majeure on constate que le résultat ainsi défini est un résultat de séparation

topologique ou le séparateur est
) (5))

0w, z) = <(

C’est un séparateur sous forme de 1’intégrale d’une forme quadratique. Ce type de séparateur
est appelé séparateur intégral quadratique (IQS) dans la suite.

SSIRSE
SSIRSE

Un exemple classique d’application du Théoreme 4] est pour le cas ou A est un opérateur
causal borné en norme : ||w|| < % ||z]| si w = A(z). Dans ce cas II peut étre choisie comme

suit :
1 0
n_[ g _721]_

La condition du Théoreme 4 est alors

- . T(jw /s :
[ 7o) 1)) | T4 | e <1<
c’est-a-dire que ||T'|| < . Ce résultat n’est rien d’autre que I'implication i)=-ii) du théoreme
du petit gain. L’ implication inverse se déduit du Corollaire

Théoreme 5 (Petit gain) Les deux conditions suivantes sont équivalentes
i) T est une matrice de transfert stable telle que ||T'||o < 7
ii) la boucle fermée constituée de G(z,w) = A(z) —w et F(w,z) = Tw — z est bien-
posée pour tout opérateur causal borné en norme tel que ||A(2)| < %Hz”

Le cas du théoreme du petit gain illustre que, méme s’il est formulé comme une simple
implication, le résultat IQC du Théoreme [4] est parfois non-pessimiste. En comparaison du
Théoreme 3| qui est formulé en termes de conditions nécessaires et suffisantes, la principale
différence est que le théoreme 4| est formulé pour une matrice II fixée. La réduction du pessi-
misme tient dans le fait de pouvoir décrire la plus grande classe possible de séparateurs. Dans
ce qui suit, certaines techniques classiques pour décrire des séparateurs sont rappelées.

A noter que le lien entre théoreme du petit gain et séparation topologique qui est fait ici
dans le cas des systemes linéaires, a été étudié en détail dans [229] pour le cas d’une boucle
comprenant deux opérateurs non-linéaires.

2.7 Séparateurs quadratiques et S-procédure

Dans les résultats exposés jusqu’ici on trouve deux type de contraintes. Un premier type de
contrainte (derniére contrainte dans (2.6), contrainte (2.14))) est du type LMI, éventuellement a
tester pour toute valeurs d’un parametre scalaire. L’ autre type de contrainte (troisieme contrainte
dans (2.6), contrainte (2.13)) doit étre satisfaite pour tout A appartenant a un ensemble de
matrices, d’opérateurs, etc. Autant le premier type de contrainte est relativement simple a tester,
autant le second est plus complexe de maniere générale.
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Considérons un exemple, le plus facile en réalité. Supposons que 1’ensemble d’incertitudes
A est défini par une forme quadratique (incertitude dissipative, voir page [26))

s-{o i wl[a]e}

Un cas particulier de cela est U; = —1, U, = 0, 3 = 21 auquel cas il s’agit de matrices
de gain borné ||A|| < % Pour aborder le Théoreme [3[de séparation quadratique, il convient de
rechercher une matrice O telle que

ﬁ.Aﬂ@{i}gO,VAEA (2.15)
Pour ce cas, I’ensemble des O est exactement décrit par
AT &
dr >0, @ST[\DS \113}'

Ce résultat est connu pour étre la S-procédure.

Lemme 1 (S-procedure) [256|] S’il existe des scalaires T; > 0 tels que

Qo(z) < Z 7,Q,(2) , Vze€ Z

=17

alors

Qo(2) <0, Vze{Q:1(2) >0, ..., Q;2) >0}

Dans le cas qui nous concerne Z est un espace vectoriel réel ou complexe (suivant que A
est contrainte a étre réelle ou pas) et les fonctions @)y, (), sont des formes quadratiques. Dans
ce cas, [254] démontre que la S-procédure est sans pessimisme (les deux conditions du lemme
sont équivalentes) si :

— 7= 1quand Z est un espace vectoriel a valeurs réelles ;

— 7 < 2 quand Z est un espace vectoriel a valeurs complexes.

De plus, pour 7 au-dela de ces valeurs, le résultat peut étre pessimiste. Il existe des exemples
tels que les conditions ne sont pas équivalentes.

On peut remarquer que la S-procédure (aussi appelée S-lemma) est un résultat purement
mathématique. 11 est d’ailleurs étudié en tant que tel dans la littérature [200]. 11 a cependant
des le départ été employé pour aborder des questions de stabilité des systemes bouclés et se
trouve de facon implicite dans les travaux de Lur’e (voir [[127] pour un tour d’horizon sur la
stabilité absolue). La S-procédure est ailleurs considérée comme 1’outil central pour 1’obten-
tion de conditions sous forme LMI [38]. La S-procédure répond a la question de comment
choisir un séparateur quadratique pour les problemes que nous avons formulés jusqu’ici et qui
sont formulés par la suite. Son pessimisme, ou non-pessimisme, indique si les conditions LMI
construites répondent exactement aux problemes formulés ou pas.

Nous avons vu ci-dessus le cas de la S-procédure relative a des incertitudes matricielles
contraintes par une forme quadratique. On trouve également quelques généralisations de ces
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résultats et qui ont ét€ nommés full-bloc S-procedure dans [49,50]. Nous en détaillons quelques
uns des plus utilisés dans la littérature. La présentation adoptée vis a a respecter au maximum
les résultats les plus récents dans le domaine, en particulier [[110, 111} 215]].

D-scaling Si les incertitudes sont scalaires complexes contraintes par une inégalité sur une
forme quadratique

A:{A:&,aecz[15@[51%1{2]50}
2 3

alors les matrices O telles que (2.15]) sont exactement décrites par

¢1D ¢2D _ )*
@§[¢;D* %D] , D=D">0.

Un exemple de ce D-scaling (le cas originel en fait) est le cas des incertitudes bornées en mo-
dule : || < 6. Onaalors ¢y = —1, ¢, = 0 et ¢h3 = 52 ce qui donne le D-scaling suivant
-D 0
< - = D*
@_{ 0 62D} , D=D">0

Un autre exemple est celui des incertitudes situées dans le demi-plan droit : 6 € C',. Comme
on I’a vu plus haut, cela correspond au cas de 1’opérateur de Laplace quand il opere sur des
signaux stables s~' € C',. On aalors 1), = 0, 1), = —1 et )3 = 0. Le D-scaling s’écrit

0 -P

@S{—P 0

],P:D:W>O

ou on reconnait P la matrice de Lyapunov dans les exemples qui ont précédé.

G-scaling Si on consideére maintenant des incertitudes scalaires complexes contraintes par une

égalité
A:{A:M,éec:[15ﬂ{2i?}{2}:0}
2 3

alors les matrices © telles que (2.15) sont exactement décrites par

nG  9G .
0 < G = G*.
o [ 5G* 3G } ’

La différence avec le D-scaling est que GG n’est pas contrainte a étre définie positive.

L’exemple le plus connu de ce G-scaling n’est autre que le lemme KYP. En effet dire que
0 = jw € jR correspond a prendre ¢; = 0, ¢ = —1, ¢3 = 0 et donne le G-scalling

0 -—-P

@S[—P 0

] P=G=0G"
L’autre exemple, non moins connu car c’est lui qui donne le nom au G-scaling, est le cas des
incertitudes réelles 0 € R, i.e. 6 = ¢*. Cela revient a prendre ¢; = 0, ¢ = j, ¢p3 = O etle
G-scaling est

{0 iG

o<| g 0],G:G



2.8. SEPARATEURS QUADRATIQUES ET LE CALCUL DE LA VALEUR SINGULIERE STRUCTURE

qui, si on se restreint a des séparateurs a valeurs réelles (ce qui est le cas quand les systemes
sont a valeurs réelles), alors le G-scaling prend la forme classique suivante

0o G R R
o< . G=-GT.
_{_G 0],

ou G est la partie réelle de jG et est donc anti-symmétrique.

DG-scaling Par simple combinaison de deux résultats précédents, il est possible de considérer
des incertitudes scalaires complexes contraintes par une égalité et une inégalité

O1 P2 1
ol 2]t
A—dA=61. 5eC : %2 05 || 0
IR
vy Y3 o~

alors les matrices O telles que (2.15]) sont exactement décrites par

011G+ U1 D oG+ 1P D

0 <
T G D g3G D

} , G=G*, D=D">0.
Le résultat est 1a encore sans pessimisme et on peut en trouver une preuve €légante exploitant
la dualité des contraintes LMI dans [215]].

Appliqué par exemple aux incertitudes réelles § € R bornées en valeur absolue |§] < 9, et
en se restreignant aux séparateurs a valeurs réelles, on a le DG-scaling classique

-D G YT T
< A = =— D=D .
@_{_G 5_2D] . G=-G", >0

2.8 Séparateurs quadratiques et le calcul de la valeur sin-
guliere structurée

Pour conclure ce chapitre dédié a I'interprétation de résultats de commande robuste en
termes de séparation topologique, cette derniere section est consacrée au probleme dit de valeur
singuliere structurée. Proposé simultanément par [S3]] et [208], le probleme se formule comme
suit (voir aussi [63,154]) : bien-posé d’une boucle entre une matrice de transfert d’un systeme
stable F'(w,z) = T(s)w(s) — 2(s) et un opérateur incertain G(z,w) = A(s)Z(s) — w(s)
vérifiant les hypotheses suivantes :

Hypothese 2 A est un opérateur bloc diagonal de la forme suivante
A(S) = dlag (511a U 75717-17 ql(s)la U >an(5)17 Al(s)v e aAnf(S))

constitué de
- n, blocs réels répétés avec 6; € R,

0l < 2
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- n. blocs LTI scalaires répétés, causaux, stables, bornés en norme ||q;||c < %
- ny blocs LTI matriciels, causaux, stables, bornés en norme || A || < %

A la différence du théoreme du petit gain (Théoreme [S) 1’incertitude est cette fois-ci struc-
turée. La condition ||T'||« = maxj,ejr |7 (jw)|| < 7 est une condition suffisante de bien-posé
de la boucle, mais comme elle ne tient pas compte de la structure de 1’incertitude, ce n’est
pas une condition nécessaire et suffisante. De facon a formuler une condition analogue tenant

compte de la structure, la théorie de p-analyse introduit la valeur singuliere structurée :
pv(T(jw)) =ming : det(l1 —T(jw)V)#0, VeV (2.16)
ou V est un ensemble de matrices structurées bornées
V = diag (511, 0 L iy g1, A ,Anf)

constitué de
- n, blocs scalaires réels répétés avec §; € R , |§;] < %
- n. blocs scalaires complexes répétés 0, € C' , |g;]| < %
- ns blocs matriciels bornés en norme ||A;|| < %
Le résultat analogue au théoreme du petit gain est comme suit, [232]

Théoreme 6 (-analyse) Les deux conditions suivantes sont respectivement optimistes et pes-
simistes
i) Simaxy, iy (T (jw)) < 7y alors la boucle fermée est bien-posée pour tout A(s) vérifiant
I’Hypothese [2];
ii) S’il existe w tel que pvy (T (jw)) > 7 alors il existe A(s) vérifiant I’Hypothése 2| qui
rend la boucle mal-posée.

Ce résultat indique que 1’analyse du bien-posé de la boucle impliquant des opérateurs dyna-
miques A(s) peut se faire par I’analyse de boucles n’impliquant que des matrices V (montrer
que pv(T(jw)) < 4 est équivalent a prouver le bien-posé d’une boucle entre les applications
linéaires T'(jw) et V € V). Une difficulté majeure est de réaliser un balayage des fréquences w.
L’ autre difficulté est de calculer py (7' (jw)) pour une fréquence donnée. Ceci se fait classique-
ment en appliquant les résultats décrits dans la section précédente

Corollaire 3 v (T) < 4 s’il existe un séparateur quadratique, défini par une matrice O, tel

que
e e,1]1
R
S

structurée de la maniére suivante

A

@1 = dlag <_D17"' >_Dnr7_D17"' 7_Dnc7_7'11,"' 7_Tnf1)
0, = diag (jG1,- -+ ,jGy,,0,---,0,0,--- ,0)
@3 - dlag (fA}ﬂDl’”. ’FA}/2DHT7’A}/2[)17"' 7:)/2Dnm7—1£y217"' 77—nf;)/21)
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ou les différentes matrices sont de dimensions compatibles avec la structure des incertitudes
données dans I’Hypothese |2| et contraintes par

D;j=D;>0, G;=G;, D;=D;>0, 7;,>0.

Le corollaire est une application de la S-procédure (D-scaling et DG-scaling pour les blocs
scalaires et scalaires réels) pour de multiples contraintes simultanément. Par défaut, le résultat
est pessimiste. On sait, d’apres les résultats de la section qu’il est non pessimiste quand
I’incertitude ne comporte qu’un seul bloc. De facon plus précise, 1’article [[141] indique que le
corollaire est non pessimiste si

2(n, +ne) +nyp < 3.

Ce résultat améliore les conditions énoncées dans [254] mais reste décevant, au sens que la
contrainte est extrémement restrictive (pas plus d’un bloc scalaire répété). A cela il faut ajou-
ter que le calcul de la valeur singuliere structurée doit se faire pour toutes les fréquences. En
pratique on peut parfois se contenter de faire le calcul sur un nombre fini de fréquences, au
risque de ne pas observer un pic intervenant a une fréquence (ce qui est possible car la valeur
singuliere structurée peut €tre discontinue en présence de blocs scalaires réels).

2.9 Motivations pour la séparation intégrale quadratique

Les dernieres conclusions concernant le calcul de la valeur singuliere structurée montrent
qu’un probleme encore largement ouvert est celui du pessimisme. Ce pessimisme est i€ a la
capacité de décrire des séparateurs topologiques pour des classes d’opérateurs données. Les
sources de pessimisme sont de trois ordres.

La premiere source de pessimisme vient du choix de la classe de fonctions utilisée pour
décrire le séparateur topologique. Les résultats de séparation quadratique décrits dans la section
22.5)indiquent que les séparateurs peuvent &tre recherchés sans pessimisme parmi les formes qua-
dratiques, quand la boucle est constituée de systemes linéaires et d’incertitudes paramétriques.
Les résultats du cadre de travail des IQC décrits dans la section [2.6) montrent qu’en augmen-
tant cette classe de séparateurs aux intégrales quadratiques, les techniques s’étendent au cas
de boucles avec des opérateurs qui peuvent €tre non-linéaires, respectant certaines hypotheses,
dont la causalité. A notre connaissance ces résultats ne permettent pas de conclure quant au pes-
simisme du choix de forme de séparateur. Un des objectifs du chapitre suivant est de formuler
des hypotheses les moins restrictives possibles sur le probleme de bien-posé de boucle, qui per-
mette de conclure que le choix de séparateurs sous forme intégrale quadratique est nécessaire
et suffisant.

La seconde source de pessimisme vient de la difficulté a rechercher un séparateur dans
une classe de fonctions (par exemple parmi les formes intégrales quadratiques). Les résultats
concernant la valeur singuliere structurée décrits dans la section [2.8| illustrent ce point. Des
améliorations cependant existent pour le cas de parametres réels répétés (voir [213]). Ils em-
pruntent a des techniques spécifiques a 1’analyse de polyndmes positifs : théoréme de Pdlya
pour des incertitudes décrites sur des polytopes ; décompositions en sommes-de-carrés pour des



52 SEPARATION TOPOLOGIQUE ET COMMANDE ROBUSTE

incertitudes décrites sur ensembles semi-algébriques. Il n’en reste pas moins que les résultats
ne couvrent pas toutes les classes d’opérateurs envisageables. En particulier les techniques exis-
tantes ne prennent pas en compte la sé€paration vis-a-vis d’opérateurs non-causaux ou d’opérateurs
en mesure de représenter les conditions initiales des systemes. De fait, cela limite les résultats
existants a I’analyse de performances de type norme induite Lo ou passivité (et variantes) et
ne permet d’assurer que la stabilité globale d’un systeme non-linéaire. Un second objectif du
chapitre suivant, est de proposer des séparateurs topologiques pour les opérateurs permettant
de résoudre des questions d’analyse de performance a des conditions initiales non-nulles (in-
clue le probleéme H, mais aussi le probleme de borner le pic des réponses impulsionnelles). Les
problemes d’analyse de performance en tant que tels sont formulés et résolus dans le Chapitre 4]

La troisiéme source de pessimisme vient de la prise en compte de comportements dyna-
miques des opérateurs. Dans le formalisme des IQC cette question est abordée en recherchant
des matrices II(jw) dépendant de la fréquence. Elles sont classiquement construites sur la base
de combinaisons linéaires de matrices de transfert stables [217], sans qu’il soit possible de
connaitre a priori quels types de matrices stables choisir. Cette approche limite le champ d’ap-
plication aux systemes décrits par des représentations fréquentielles et donc ne permet pas de
prendre en compte des comportements temporels tels que des spécifications sur les conditions
initiales. Une alternative, développée dans le cadre de la séparation quadratique [112], consiste
a enrichir la représentation des systémes en complétant I’équation différentielle de sa dérivée.
Cette opération introduit dans le modele une information sur la dérivée (donc sur la dyna-
mique) des opérateurs incertains. Il est montré que cette information conduit a des conditions
au pessimisme réduit. Le prix a payer pour obtenir les résultats est que le probleme se formule
alors en termes de modeles descripteurs de la forme £ = Az + Bu ou E et A ne sont pas
nécessairement carrées. En découle un troisieme objectif pour du chapitre suivant : celui de pro-
poser des résultats de séparation topologique pouvant inclure le cas des systemes descripteurs.
Une conséquence de ces résultats s’illustre en termes de réduction du pessimisme vis-a-vis des
aspects dynamiques des opérateurs incertains (le Chapitre [ est consacré a cette question), mais
de maniere plus générale le Chapitre 4{ produit, dans la nouvelle approche, des résultats origi-
naux pour I’analyse des systemes descripteurs.



Chapitre 3

Séparation Intégrale Quadratique pour les
applications implicites

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé et formalisé un certain nombre de relations
entre la séparation topologique et d’autres travaux théoriques en commande robuste. Dans ce
qui suit, nous exposons la contribution principale de notre travail. Elle consiste a relacher un
certain nombre des hypotheses formulées par Iwasaki et Hara [109] tout en conservant la forme
LMI des résultats de séparation quadratique finaux.

La principale des hypotheses relachées est que nous nous intéressons aux applications linéaires
implicites : F(w, z) = Aw — Ez. L’étude d’une boucle d’interconnexion (Figure 2.1)) avec une
application linéaire implicite a été pour la premiere fois formulée pas Iwasaki et Hara dans
[112] mais se limitait a une forme particuliere d’application implicite ou £ était de rang plein
en colonne et bloc-diagonale. Nous étendons ces résultats avec le souhait de pouvoir inclure
dans les résultats, I’analyse robuste de systemes descripteurs (tels que décrits en Section |1.4.2)).
Outre que cela étend les résultats a de nouvelles représentations des systémes, nous montrons
que cela permet de construire de nouveaux résultats LMI moins pessimistes pour 1’analyse ro-
buste des systemes. Cette conséquence avait été remarquée dans [112], nous la systématisons et
I’étendons dans le Chapitre [3

La seconde contribution de notre travail est que nous reldchons les hypotheses sur les
opérateurs incertains impliqués dans la boucle : G(z,w) = Vz — w. Nous ne nous limitons
pas aux opérateurs linéaires et, comme dans la théorie des IQC [140], nous les autorisons a
étres non-linéaires et variants dans le temps. De plus, nous incluons dans ces opérateurs de
nouveaux types d’opérateurs non-causaux décrits dans le premier chapitre (Section [I.3). Cette
extension permet de traiter dans un cadre de travail unique, et pour la premiere fois a notre
connaissance, des problemes de stabilité et de performances entrées-sorties. Le Chapitre [4] est
consacré a ces résultats.

L’ organisation de ce Chapitre est comme suit. En premier nous formulons le résultat central
de ce document : le résultat de Séparation Intégrale Quadratique. Puis, nous commentons sur la
difficulté de construire le séparateur pour les opérateurs envisagés. Finalement, nous exposons
comment sur la base du théoreme central, il est possible de formuler des résultats LMI.

53
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3.1 Bien-posé pour les applications implicites

Soit le systeme interconnecté de la Figure [2.1]tel que

G(z,w) = [V2](¢) —w(s) = w(s),
Flw,z) = A)ul<) - £(5)=(s) =

avec les notations suivantes :

— w et z sont les signaux décrivant le systeme ;

— w et Z sont des perturbations ;

— & et A sont des matrices, pas nécessairement carrées, ni de rang plein ;

— V est un opérateur éventuellement non causal, éventuellement incertain, défini par son
appartenance a un ensemble V € V;

— ¢ € Y estindifféremment : ¢ € R, le temps dans le cas des systemes a temps continu ;
k € NN, dans le cas des systemes a temps discret ; ou encore jw € jR, la fréquence dans
le cas de représentations fréquentielles ; s € C',, la variable de Laplace.

(<) (3.1)

Hypothese 3 £ admet une factorisation sous la forme suivante £(s) = E1(¢)E on & est
constante et £, est bornée et strictement de rang plein en colonne :

drer >0 : Vo e X, ||1E16)| < ke
E|I<J52 >0:VeeX , Sf(g)gl(g) > keol ’

Cette hypothese impose que le noyau de £ est entierement décrit par & et qu’il est invariant
dans le temps. Méme asymptotiquement cette propriété doit rester vraie. La propriété implique
que la pseudo-inverse & = (£7&1) "€ est bornée (|€,(c)]| < £1) et que I'image par la

pseudo-inverse d’un vecteur de norme bornée est strictement non nulle (||€;"z|| > ¥52{|z)).
£1

Hypothese 4 La matrice A est bornée :

k>0 Voed, A < ka.

Cette hypothese technique est utilisée dans la preuve de la nécessité du résultat qui suit. On
notera qu’elle n’intervient pas dans la preuve de la suffisance. En pratique, les résultats exposés
dans ce document ne s’intéressent qu’a des cas ou .4 est bornée, le plus souvent constante.

Hypotheése 5 L’ensemble V est tel que pour tout V € V et tout couple de signaux (z1, ), il
existe V € V tel que )
VZl — VZQ = V(Zl — ZQ) (32)

L’Hypothese |3fest trivialement satisfaite si les éléments de V sont des opérateurs linéaires.
C’est le cas des opérateurs définis dans le Chapitre |1} Mais, I’hypotheése ne restreint pas les
résultats aux opérateurs linéaires. Les opérateurs non-linéaires sont cependant en général pris en
compte de fagon pessimiste dans ce cadre de travail. L’exemple qui suit illustre ce pessimisme.
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Soit I’opérateur non-linéaire scalaire suivant

R — R
2 < —Q Yoz
lz| <a = mz
zZ>ta Yz

(3.3)

w'Yl Y2, :

Il fait trivialement partie de I’ensemble d’opérateurs a gains bornés dans un secteur défini
comme suit

[V2](s)
z(s)

Cet ensemble contient tout opérateur a valeurs complexes ou réelles, linéaire ou non, invariant
dans le temps ou non, etc. mais dont le gain est borné dans le secteur défini par v; et 7,. L'en-
semble V., ., satisfait I'Hypothése [5] Ainsi, si I’on prouve le bien-posé de la boucle pour tout
opérateur de V,, ., alors le bien-posé sera prouvé pour v, ., ». Inversement par contre, si la
boucle n’est pas bien-posée pour tout opérateur de V., .., cela n’indique rien quant au bien-
posé pour I’opérateur spécifique 1, , -

¢71772704 € V’Yly’Y2 = { Vo miﬂ{%ﬁz} < ‘

< max{y, 2} V¢ } .

Le systeme interconnecté est dit bien-posé si pour tout opérateur incertain V € V et
pour toute perturbation bornée, les signaux caractérisant le systeme sont uniques et bornés. Plus
précisément, considérons la décomposition de z dans la base [ Et E° ], ie.z=E&" 2 +
E9™°z,. Le systéme interconnecté s’écrit alors avec les équations suivantes

V&P 2 —w=1w—VEz
Aw —EEF 2z, =2 .

Sous cette forme, on constate que VE&,z, joue un role analogue au signal externe w, supposé
quelconque. Il ne caractérise donc pas le systeme. La définition du bien-posé consiste de ce fait
en la condition que les signaux w et z, sont uniques et bornés, car ce sont eux exclusivement qui
caractérisent le systéme. Si a la donnée de (Z, w) les signaux (z,, w) sont démontrés uniques et
bornés, alors z, est une solution, éventuellement non unique, de VSQLZ 1 =VEP 2 +w — w.

Comme &,&5° est par construction de rang plein en colonne, z, est borné si et seulement si
EE5° 2, = Eyz est borné. Le signal z, est dés lors remplacé par £,z dans la définition ci-apres.

Définition 3 Le systéme interconnecté est dit bien-posé si pour tous signaux externes
(w, ) bornés dans Lo, et tout opérateur incertain V € V les signaux internes (w,E»z) sont
uniques et bornés dans Lo, :

S

Pour des perturbations Z et w de L, la condition de bien-posé s’écrit plus simplement

H (922

z
3y >0 : v(M)GL% e SRS H £a

W eV v oY

g

ISR

w

]
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3.2 Résultat Central de Séparation Intégrale Quadratique

Théoreme 7 Le systeme interconnecté est bien-posé si et seulement si il existe une matrice
Hermitienne variant dans le temps ©(s) bornée sur X et un scalaire positif > 0 satisfaisant
les deux conditions suivantes :

W EX, [&() —A[) ] (O() —p) [ &) —A() ] >0 (3.5)
Ve >0 2

_ _ _ 522 522’ 522’
V2 € Lype , 5 : V2> G, < )‘@< >> SEH (3.6)
VWY € v < Vz Vz . Vz

Le résultat du Théoréme [/| est en lien direct avec la théorie de la séparation topologique
décrite dans le chapitre précédent, et plus précisément releve du sous cas de séparation de
type “secteur” du Théoreme 2.2 dans [207]. En cela il est de la méme classe de résultats que
[257] ou la séparation est réalisée par des produits scalaires pondérés (ici par la matrice ©) et
qui définissent des secteurs coniques. En référence a cette théorie, nous disons que © définit
un séparateur topologique pour le systeme interconnecté. Ce séparateur topologique est sous
forme d’une intégrale quadratique. Nous dirons donc pour plus de précision que © définit un
séparateur intégral quadratique (IQS). © définit un IQS si elle satisfait simultanément les
conditions et (3.6). Nous dirons par contre que © est candidate a la séparation quadratique
intégrale, IQS-candidate, si elle satisfait la condition (3.6). La section suivante donne une
méthode pour écrire sous forme LMI, de facon parfois pessimiste, qu’une matrice est 1QS-
candidate. Le probleme de bien-posé pourra alors étre résolu en recherchant parmi les 1QS-
candidates une matrice © solution de (3.3).

La preuve du théoréeme se fait en trois parties. Premierement (preuve A) on montre que si
les signaux (w, £22) sont bornés tels que (3.4)), alors ils sont uniques. Ensuite (preuve B de la
suffisance) on montre que les conditions du théoréme impliquent (3.4). Finalement (preuve C de
nécessité¢) on montre que les conditions de bien-posé impliquent I’existence du séparateur
© du théoreme.

Preuve A: Supposons que (3.4) est satisfaite et que les signaux internes ne sont pas uniques.
Soit donc, pour (V,w, Z) donné, deux solutions (w1, 21) et (ws, 29). Par soustraction on a

VZl—VZQ—(’LUl—wg) :O,
A(”LUl — ’wg) — 5152(21 — ZQ) =0

ce qui d’apres I’Hypothese [5|implique 1’existence de V e V telle que

V(Zl — 22) - (wl - U}2> =Y,

.A w1 — wz) — 8182(21 — 22) =0

o

c’est-a-dire que les signauNX w = w; —wy et 2 = z; — 2o sont solution pour au moins une
réalisation de 1’opérateur V et pour des perturbations (w, z) nulles. D’apres (3.4), les signaux
(w, E2) sont donc nuls. ¢’est-a-dire w; = wy et E321 = E325. On voit ainsi que I’Hypothése
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est essentielle pour garantir I'unicité des signaux internes. Elle remplace ici ’hypothese clas-
sique sur le fait que les fonctions impliquées dans un systeme non-linéaire sont Lipschitz [[122].

|
Preuve B: Supposons les conditions du Théoréme [7 satisfaites. La condition (3.5) implique en
termes de signaux que
v(s) ) - v(s)
O(s) — 11 >0 3.7
<w(g))((§) ’u)(w(g))_ (3.7)

pour tout signaux (v(s),w(s)) solution de

[ &) —A(9) ] ( v(s) ) = 0.

w(s)

Sachant que & est strictement de rang plein en colonne (Hypothese[3) on trouve pour w solution
de BI) que v = & Aw = &2 + £ z. Ainsi (377) s écrit

( E:4(5) + EF (5)Z(s) ) (©(c) - 1) < E:2(s) + EF (6)2(<) > >0

w(s) w(s)

et est valide pour tout ¢. En prenant I’intégrale de cette expression jusqu’a une valeur ¢ > 0
quelconque on a :

Ve . << &z;gfz)

Intéressons nous maintenant a la condition |l En prenant € = £ on obtient que :

w

(O — 1) ( £z &2 >> > 0. (3.8)

vz ((%)]e(%)) <5 %),
S
Pour les signaux de la boucle, Vz = w + w, ceci s’écrit :
. 2
I 1 VE 2 G, << wgfw > ‘®< wgfﬁ) >> = g wgizw (39)
<
En soustrayant la condition (3.8) a (3.9) on obtient I’expression suivante
&z ) Exz
v¢z€2,< - H%}l %{ﬂ 2 >§0 (3.10)
w w _

ou les matrices (M (<), M5(s)) sont données par

Mi(c) = (O(c) = §1)Nz — (6(s) — 1) Ni(<)
My() = N5(O(s) = 51)Na + Ni()(O(s) — A1) N (<)
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avec (N1(s), N2) de dimensions appropriées avec la structure suivante

wo-[4 8] e [5 2]

On note que comme Ef et © sont bornées, M; et M, sont elles aussi bornées. Aussi pour tout
ft quelconque tel que § > fi > 0 il existe un scalaire 7 tel que

~

Vee X, 1> (5= )M (Mi(<) = Ma().
Par complément de Schur cette inégalité implique
iloo Bl My(o) 1
VeeX Col<| 2 . 3.11
{ 0 _71} {Ml () Mas) G
En combinant (3.11)) et (3.10) on trouve
_ ~ 522 ~ z
> <
ese o] =13,
ce qui démontre (3.4) en prenant y = /i et <; = To. [

Preuve C: Supposons que la condition de bien-posé (3.4)) est satisfaite. Du fait de I’Hypothese
en prenant 4 > max{1, \,/{'ZE}?, la condition de bien-posé l| implique
£1

z
3 v(w)EL%’ 3G Ve > G H gfj
UAVE=A Y/

La condition reste vraie pour tout v > 4. Sachant que le systeme interconnecté (3.1)) est tel que
Efz =& Aw — Eyz et w = Vz — w I'inégalité ci-dessus s’écrit aussi apres réarrangement des
différents termes :

&z 1-41 O vS Erz
< Vz | 0 —v1 71 Vz > <0 (3.12)
w ~vS* 1 1—~(S*S+1) w _

ol S(s) = & (s)A(s). Les Hypotheses [3] et [4] font que S(s) est bornée sur . Prenons main-
tenant ~y suffisamment grand (y > max{2,4}) tel que Q(s) = v(S*(c)S(s) + 1) — 1 est
strictement définie positive : Q(¢) > 1. Deés lors Q (<) est définie pour tout s et est bornée :
|Q71(s)|| < 1. La condition (3.12)) étant vraie pour tout (w, z) elle I’est en particulier pour
w=~vQ (S*E + V)z ce qui s’écrit

o>, <<5§Z>‘@<5§2)> <0
<

ol la matrice ©(¢) est donnée par

[ 171 4925()Q7H(<)S(6)  *S()Q7(s)
@(§) = { 72@—1(05*@) —’71+’72Q_1<§) :| . (3.13)
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Ainsi la condition est démontrée pour tout ¢ > 0. De plus, sachant que S et Q' sont
bornées, O est bornée. Reste a démontrer (3.3). Pour cela il faut trouver 1 > 0 tel qu’avec ce
choix de © on ait pour tout ¢ € X

(19 o0 (29 ) zu( 1) (1)

v(s)
w(s)
v(s) = & () A(c)w(t) = S(s)w(s). Dans ce cas (la dépendance vis-a-vis de ¢ est retirée pour
ne pas alourdir les expressions) on a

< v=Sw )*9( U:Sw>
w w
= w* (S*S — yS*S 4+ 25*SQ71S*S +2S*SQ7 + y2Q71S*S — 41 —2PQ Hw
ce qui, en rappelant que vS*S = Q) + 1 — v1, donne :

(Yo ) ooz (1) (1)

La condition (3.3) est satisfaite avec p = 1. |

quand les vecteurs (v(), w(s)) sont solutions de [ & (c) —A(s) ] ( ) = 0. Prenons

Remarque 3 La formule (3.13)) indique que sans perte de généralité :
— La matrice du séparateur © peut étre choisie constante quand les données du probleme
& et A sont constantes ;
— La matrice du séparateur © peut étre choisie a valeurs réelles quand les données du
probleme & et A sont a valeurs réelles.

Le résultat du Théoreme|/|est treés général et potentiellement applicable a des résultats autres
qu’en analyse des systemes linéaires incertains. C’est cependant sur ceux-la que nous concen-
trerons notre attention dans le chapitre suivant avec une série de corollaires du Théoreme |/} Mais
avant cela nous allons prolonger les discussions tres générales sur les conditions du théoreme.

3.3 Séparateur construit a partir de séparateurs élémentaires

3.3.1 Préliminaires

Le but de cette section est de décrire de facon exacte ou approchée les matrices © solu-
tions de (3.6). Ces matrices sont appelées IQS-candidates car candidates a définir un séparateur
intégral quadratique.

Définition 4 Pour une matrice £ et un ensemble NV d’opérateurs donnés, I’ensemble des IQS-
candidates est :

ve>0 Esz Esz Esz
O={0 : Vzel, ,3§2:V§22,<( éz)‘@( V2z>> geH V2z
YW eV g

2

S
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Comme nous le verrons par la suite, il est en général impossible de décrire de fagon exacte cet
ensemble © et nous nous contentons de sous-ensembles. Cependant, il convient de noter que
certaines restrictions sur I’ensemble ® ne sont pas pessimistes, voire sont préférables d’un point
de vue numérique. C’est I’objet de la remarque suivante.

Remarque 4 Si © est une IQS-candidate, que © > 0 est une matrice définie positive et que la
matrice © — O définit un 1QS pour le probleme, alors © définit un IQS pour le probleme.

En effet, si © — ) définit un IQS pour le probléme c’est qu’elle satisfait
[ &) —AQ) 17 (8() —0) —p1) [ &() —A(s) ] > 0.

Dans ce cas on a

[ &) —AG) ] (06) —p1) [ &) —Als) ]
>

€

v

[ &) —AK) ]7O6) [ &() —AW) ] >0,
Donc, sous ces hypotheses, © définit elle aussi un 1QS pour le probleme.

Ainsi on constate que méme si la matrice ©>0 permet de décrire un ensemble plus grand
d’1QS-candidates, elle n’apporte pas de degré de liberté utile au probleme du bien-posé. C’est
pourquoi nous nous efforcons autant que possible par la suite, de décrire ’ensemble © des
1QS-candidates en supprimant tout degré de liberté inutile du type de celui décrit par o.

3.3.2 Combinaison linéaire d’opérateurs élémentaires

L’hypothese principale que nous formulons est que 1’interconnexion a été construite
de fagon que V soit une combinaison linéaire d’opérateurs élémentaires V;—; ; indépendants
deux a deux. Cette combinaison linéaire est supposée constante (n’évolue pas dans le temps) et
exprimée comme suit :

J
V=) JV,K, (3.14)
j=1
ou chaque bloc est indépendant des autres et appartient a un ensemble V;, et ou les matrices
Jj—1..; sont orthonormales :

J;;JjQ =0 si jl 75]2 , J;Jj =1.

Cette représentation est inspirée de [214]. Elle comprend entre autre le cas d’un opérateur V
formé d’une matrice bloc-diagonale des blocs élémentaires V; et de colonnes de zéros :

Vy -+ 0 0
V= )
0 -~ V,; 0

Cette structure est trivialement contenue dans la représentation générale. Il suffit de prendre les

matrices J; et K; sous la forme suivante J; = [ 010 }T, K; = [ 010 ] avec les
dimensions appropriées.
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La structure bloc-diagonale est classique dans le cadre de travail des représentation linéaires
de fractions rationnelles (LFT, [262]). Les manipulations qui conduisent a ce type de représentations
sont détaillées dans [[135]. Ici nous avons introduit la possibilité pour V de contenir des colonnes
de zéro. Cette propriété permet entre autres de considérer des formes implicites tres générales
ou £ et A ne sont pas carrées.

On définit comme suit les deux matrices F7; et Fy; :
Fi = (1= KK)&E): |, Fyy=F &K .

&, est une matrice constante (Hypothese [3)) et la structure (3.14)) n’évolue pas en fonction de ¢
(J; et K; sont des matrices constantes) ; de ce fait, F;; et I'5; sont des matrices constantes.

Dans le cas ou £ = 1 (interconnexion sans caractére descripteur) et si les matrices K; sont
telles que K; K7 = 1 (ce qui est le cas le plus usuel) alors on a Fy; = Kj et Fy; = 1.

Définition 5 Pour un ensemble d’opérateurs incertains V ; et une matrice I,; donnée, on
définit I’ensemble suivant des 1QS-candidates pour I’opérateur élémentaire V ;

©;(Fy) =

V€j >0
@j . VZ]‘ € Lge ,Elfgj . \V/f] Z 62]' , << FVszj' ) ‘@] ( Fé]zj )> S Ej
vvj c Vj Wiad] 177 S

Fyjz;
Vz;

Sj

(3.15)

La définition peut paraitre complexe. Cependant, comme nous le verrons par la suite, dans
la plupart des cas nous recherchons des IQS-candidates élémentaires telles que

VZJ' € LQe _ _ _ FQ'Z' F2‘Z'
.. . > . J=) . =7 <
YV, €V, ECRRACESS <( Vijzj ) ‘@j( Vizj )> =1
&

J

qui appartiennent trivialement a I’ensemble décrit par (3.15).

3.3.3 Combinaison linéaire de séparateurs élémentaires

Théoréme 8
Si ©; € ©;(Fy;) définissent des IQS pour les opérateurs élémentaires, alors la matrice :

J
_ Fi; 0 | Fi; O
@_Z[O Jj]@]{o J;}. (3.16)
7j=1
est une 1QS-candidate (© € ©).

Preuve : Pour commencer remarquons que

EFY, = (1— KIK)EFyy + K K,E5F;,
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Par définition de [, le premier terme s’ annule et donc par définition de Fy; ona F,E = Fy; Kj.
De ce fait, I’équation (3.16)) implique
FQj Kj z
o (7))
g

522 SQZ o d F. 2]'K jR
<( Vz>‘®<v,z )> _Z JiVz
<
Or, en remarquant que J;V = V;K; (du fait que les J; sont orthonormaux), et en prenant

j=1
zj = Kjz, on a pour chaque terme de la somme
0 ( FQJ'Z]' ) .
Vizi )]

FQJ'K]'Z @ FQJK]Z _ FQij
JZ-*VZ J J]*VZ _ Vij
S
FQij

Donc pour tout ¢ > max;—;._ 5%, on a
V;z;

((&))e(&)) <2

Pour finir il suffit de prendre les ¢; tels que

S

J

2.9

i=1

<e€

S

‘ Fyjz;
Vz;

522
Vz

ce qui est toujours possible indépendamment de ¢ car &, et F5; sont constantes et que z; et V;
sont des composantes de z et V. |

3.3.4 Construction des séparateurs élémentaires

Donner une description pour les ensembles ©;(F5;) est un probleme en soi. Cependant,
pour une grande variété d’ensembles d’opérateurs V ; la littérature fournit des descriptions des
ensembles ©;(1). Une question intermédiaire est dés lors, connaissant une représentation de
©,(1), de caractériser O ;(F3;) pour Fy; # 1. Une premiere réponse a cette question est donnée
par le lemme suivant

Lemme 2

50 0 A A
(o, [%5 2)a]% %<6, scomlcom.

Preuve : Sila condition suivante est satisfaite

F;; 0 Fy 0] _ 4
IR

en prenant € tel que €, F5. F5: < €:1 on obtient que
p J que €;L'9;1"2; J q

VEj,ngi |:F(2)] 2:|(@j—€j>|:F(2)j $:|§éj—Aj.
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On en déduit alors que pour tout signaux z; € Lo, tout opérateur V; € V; et tout G; :
( a5z ) o, ( 25z ) || B2
Vizj Vizi )]

Vij

“i | Zj _ e,

= <( Vﬁj) 6]( Viz >> K
S

Par définition de éj € ©;(1), le terme de droite est négatif pour ¢; suffisamment grand ce qui
permet de conclure. u

Sj
Zj

Vjz;

3

A ce stade, la condition est une condition suffisante pour construire les IQS-candidates
quand F,; # 1. Nous conjecturons que cette condition est nécessaire et suffisante, mais la
nécessité reste a démontrer. En rappelant la Remarque ] on constate également que la condition
3.17|conduit inévitablement a sur-paramétrer © ;(F5;). Aussi nous produisons ci-dessous, pour
des situations particulieres, des facons de réduire le nombre de variables de décision.

A- La matrice F,; est de rang plein en colonne, alors a la donnée de ®,(1) les IQS-
candidates sont décrites par

Fi*0la [ F5: 0 2
{@j = |: 26 1 :| @j |: SJ 1 :| s @j € 9](1) } C @j(FQj). (3.18)
B- La matrice F5; est sous la forme suivante Fy; = H; ® ng ou H; est de rang plein en
colonne, et I’ensemble © (1) est décrit par des contraintes de la forme suivante
O, — { T1j®}?j T2j®pj
j

- J | P=Pr>o0.
TP T3j®Pj] T

Dans ce cas, le choix suivant d’IQS-candidates est approprié

0. — (Hi*Y;H ) ® P (H"Ya5) @ (P Fyy + F57°Y5)
’ (T5,H)) ® (PiFy; + F3tY5)* Ts; @ (Fo; Py Fyy) C ©;(Fy)).
F3;PiFy; > 0 519

Pour s’en persuader il suffit de remarquer que H j H; = 1 car H; est de rang plein en colonne
ce qui donne

Hr*® F5. 0 H;®F,;,; O A

J 2j . J J — O,

e Y]

ou lf’] = ngPjFQj. Les termes dépendants de Y disparaissent du fait que F;jF;j = 0.La
matrice Y est une variable totalement libre qui exploite les degrés de liberté relatifs au noyau de
F5; (qui est par construction une composante du noyau de £5). Contrairement a ce qui pourrait
sembler au premier abord, la formulation qui suit

A A H A A A
(H;*TUH].*) ® (P; + {F;jﬂflj} ) (Hj*ng) ® (P Fy; + F;ijgj)
(T5,H;7) @ (PiFy; + F3itYa;)* Ts; @ (F3;P5Fy))

?

@j:
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qui est aussi valide, et qui a une matrice libre Y;; supplémentaire, n’apporte pas de degrés de
liberté utiles. En effet, si on prend P; = P; + {F5;-Y1;}" et Y; = Y3; — Yi;F%; alors on a une
IQS-candidate de la forme (3.19) sans perte de généralité.

Remarque 5 On notera que si la factorisation £ = £,&; est faite de facon a avoir &, de rang
plein en ligne, alors les matrices F3; seront de rang plein en colonne. Dans ce cas FQ"]-L sont
nulles et le nombre de variables des LMI est réduit (pas de variable Y};). Ce type de factorisation
sera donc a privilégier pour des raisons numériques.

3.3.5 Séparateurs pour les intégrateurs
3.3.5.1 Séparateurs pour I’intégrateur avec conditions initiales nulles

Rappelons que I’intégrateur avec conditions initiales nulles est défini comme suit [Zi] = x.
Pour cet opérateur @7 (1) est connu quand on se restreint aux 1QS-candidates constantes :

@I(l):{{ _OP _OP] , on}.

En appliquant les résultats de (3.19), et en tenant compte du Lemme |15} on trouve donc que

0 —PFy — FjY .
= >
{ Oz { CEp o yeEe 0 . F};PFy >0

décrit un sous-ensemble de ©7( Fy7). Mais on se limite 1a a des séparateurs constants. Le lemme
suivant donne la formulation générale pour le cas variant dans le temps.

Lemme 3 L’ensemble suivant

0 —PFy — F3Y _ )
- - : > * >
{ GI l _FQ*IP o Y*FQ*IJ_* _FQ*IPFQI ’ E|t2 Vi >t ? FQIP<t)F2I >0

décrit un sous ensemble de O1(Fyr).

En anticipant légerement sur la suite, remarquons que la matrice P permet de définir une
fonction de Lyapunov quadratique. Elle est sans surprise variante dans le temps quand les
systemes considérés sont variants dans le temps. Il peut au premier abord paraitre surprenant
de contraindre cette fonction de Lyapunov a n’étre définie-positive que pour de grandes va-
leurs de ¢ mais, comme la stabilité asymptotique n’interdit pas des divergences finies avant la
convergence finale, la contrainte s’explique pleinement.
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(%)
om0 ( "0 )a
[0

Preuve: Posons P = F;;PF,z7, alors on a

(2)p (),

i 2(t) — () P(£)i(t) — () P(t)a(t)dt
~ & O P@a(D) - 2*(0) P(0)z(0)]

Les conditions initiales sur z étant nulles on a donc

<( 7 ) 91( 4 )>t_= —2* (O P(D)() < 0.

pour tout ¢ > t,. [ ]

3.3.5.2 Séparateurs pour I’intégrateur avec conditions initiales non nulles

L’intégrateur avec conditions initiales non nulles est défini comme suit

X

La preuve du Lemme [3| nous indique naturellement le résultat suivant.

Lemme 4 L’ensemble suivant
—P 0 0
O, =] 0 0 —PEyr — FY |, 3y : V> 1y, EP(t)For > 0
0 —FpP—Y*F 3 PFyy

décrit un sous ensemble de ©1,(1; ® FQI).

Preuve : On définit P comme précédemment et I’on a

FQAZSO(J% FQAI(,O()LE
Forx Oz, Forx

T xT

= / S (O PM)a(t) — & () PO)x(t) — 2 () P(1)#(t) — 2 (£) P(£)z(t)dt

= —2*(0)P(0)2(0) — [ (D P(B)a(?) — *(0) P(0)a(0)
=~ (OP(D)a(l) < 0

pour tout ¢ > 5. [ |
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3.3.5.3 Séparateurs pour I’intégrateur avec conditions finales

L’intégrateur appliqué a la dérivée tronquée a I’instant ¢ a pour image le signal tronqué ainsi
que les conditions finales en 6. Il s’écrit

7. [ por \ _( Tex
P\ To vor )
La preuve du Lemme [ nous indique naturellement le résultat suivant.

Lemme 5 L’ensemble suivant

-P 0 0 0 0
0 0 0 —PLy — FY 0
Or,=| 0 0 0 0 0
0 —[pP—Y*E:* 0 3 PEyy 0
0 0 0 0 EjPFyy

décrit un sous ensemble de Oz,(H @ ng) on H =

o O =
o = O

Preuve : On définit P comme précédemment et 1’on a pour tout ¢ > 6

F2ISDO$ FQI(,Dox
EyrToi EorToi
< 0 Oz, 0 >
Tox Tox
Yol Yo 7

) j(a@)y@)ﬁ@) #(t) = Toa* () P(t) Towr () — Toa™ (6) P(6)Toi (1) )dt
0 — T () P() Ty (t) + (¢ — 0)a* (1) (D) (1)
)

*(0)P(0)x(0) + 2= (6) P(8) (6

+/ -z a(1) — (1) P(1)i(r) — I*<T)ﬁ<7>x(7)d7

= —2*(0)P(0)z(0) + 2*(0) P(0)x(0) — [x*(@)ﬁ(@)x(@) - x*(O)p(O)x(O)] =0.

On remarque qu’aucune restriction n’est faite sur P. |

3.3.6 Séparateurs pour les systemes décrits par ’opérateur avance

Les séparateurs précédents sont donnés dans le cas ou les systemes sont décrits par des
équations différentielles, ¢’ est-a-dire pour [Jz](t) = &(t). Pour étendre les résultats aux systemes
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a temps discret, il convient principalement de remplacer cet opérateur par 1’opérateur avance
[Yx], = xp41 et en conséquence de redéfinir les IQS-candidates.

Sans en donner la preuve car les arguments sont tres similaires a ceux présentés pour le cas
des systemes a temps continu, voici les IQS-candidates pour le cas des systemes discrets décrits
par I’opérateur avance, [Jx], = Tgi1 :

Lemme 6 L’ensemble suivant

— P 0 7 -
{ O { 0 F3 P.For | 7 W Yk 2k, BBl 20 }

décrit un sous-ensemble de O1(Fyr).

L’ensemble suivant
—P, 0 0
Opr=| 0 —Fp 0 , 3k Vk >k, Fi Pk >0
0 0 F5 P For
décrit un sous-ensemble de O,(1; ® FZI).

L’ensemble suivant

-P., 0 0 0 0
0 —Puyy O 0 0
Or,5=| O o 0 0 0
0 0 0 FyP.Fy 0
0 0 o0 0 F3 P Fyr

décrit un sous-ensemble de Oz, (H @ Fyr) on H =

S O =
o = O

3.3.7 Séparateurs pour les systemes décrits par I’opérateur variation

Voici maintenant les IQS-candidates pour le cas des systemes discrets décrits par I’opérateur
variation, [Jz|, = (zx41 — xx)/Ts :

Lemme 7 L’ensemble suivant

{ 0. — [ ~T Py — Py For — F32Y5,
Tk =

décrit un sous-ensemble de Oz (Fyr).

L’ensemble suivant

— D1 0 0
@I[,k = 0 . _TSPk+1 . _APk+1F21' — FQ*ZL}A/]? ,
0 B P — Yiksk AE5(Po— P by

3k Vk >k, F5; P For >0
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décrit un sous-ensemble de Or,(1y ® FQI).

L’ensemble suivant

. 0 0 0 0
0 TP 0 —PpyFor — F3Y, 0
Ok = 0 0 0 0 0
0 —F3 Py — Y3 0 :/%F2I<Pk — Piy1) g 0
0 0 0 0 EjrPoyi For

10
décrit un sous-ensemble de Oz, (H ® ]3’21) on H=1]0 1
00

On peut remarquer que si 7y tend vers zéro, i.e. I’opérateur variation tend vers la dérivée.
Les séparateurs se comportent de méme et tendent vers les séparateurs pour les intégrateurs a
temps continu.

3.3.8 Séparateurs pour les opérateurs incertains
3.3.8.1 Séparateurs pour les opérateurs bornés en norme
L’ensemble des opérateurs bornés en norme est défini par :
Vo= { T ¢ 0= Vg Ve, B > G ol < (5 + Ol |-
Les IQS-candidates de ©,,5,,(1) sont connues et sont

9"2”(1):{{_61 VQOTl] , r>0}.

Pour s’en assurer il suffit d’écrire

<(%>[‘?—J%]<%)k=ﬂ%MV—MW)

Pour tout €, I’appartenance de 1’opérateur a V5, implique en prenant € < # qu’il existe ¢,

tel que
_ _ q —711 0 qg ~ 2 ~
< - <
W>m<(U>H OT¢J<U)>—ﬂwa
g

La condition (3.15)) est donc bien satisfaite.
D’apres (3.17)) les IQS-candidates de ©,,5,,( F,,2,) sont a rechercher parmi les matrices telles

que
. F2*n2n 0 F2n2n 0 —71 0
fo s [ el Mo d] =18 ] o)

2

9
v

S
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ou I’on remarque que la relation suivant doit étre satisfaite :

[ Fon O]G{FQSQ”} < —711<0.

Cette condition ne peut €tre satisfaite que si Fb,,o, est de rang plein en colonne. On en déduit le
résultat suivant en appliquant le résultat (3.18)

Lemme 8 Si Fy,,2, est de rang plein en colonne alors © 2, (Fopay,) contient les IQS-candidates

suivantes N N
—7F % F 0
{ ®n2n — |: Zn?)n 2n2n 727-1 :| T > 0 } )

3.3.8.2 Séparateurs pour les opérateurs passifs

L’ensemble des opérateurs passifs est défini par (1.7) :
V,={V, : v=V,9, <v|lg>>0}.

Les IQS-candidates de ©,(1) sont connues et sont exactement

@p(1)={{ _Oﬂ _gl] , ¢>0}.

Pour s’en assurer il suffit d’écrire

(]2 51](2)) <

qui est bien négative pour les signaux opérés par les opérateurs de V,,. D’apres (3.17) les 1QS-
candidates de ©,(F%,) sont donc a rechercher parmi les matrices telles que

F5, 0 F,, 0 0 71

: <

{@'{01}@{01— 1 0 |77V

Comme pour le cas des opérateurs bornés en norme, nous allons montrer que 1’existence d’une
telle IQS-candidate nécessite que F5, soit de rang plein en colonne. Nous procédons par contra-

diction. Supposons que le noyau de Fb, est non vide et soit g # 0 un vecteur du noyau. Prenons
un scalaire 5 > 0. D’apres (3.17) I'lQS-candidate doit satisfaire pour tout 5 > 0 :

(o) T Vel ST < (o) T2 ()

ui, comme ¢ est dans le noyau de F5,, s’écrit :
g 2p

B*g [ 0 1}9[2]g§—2fﬁg*9
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Oou encore

g1 0 1]@{2]g§—gg*g-

Pour 7 > 0 et g*g # 0 fixés, cette relation doit étre satisfaite pour tout 5 > 0 ce qui est
impossible (le coté droit de 1’inégalité tend vers —oo quand 5 — 0). Il ne peut donc y avoir de
vecteur g # 0 dans le noyau de F;,. Cette matrice doit donc étre de rang plein en colonne et on
en déduit le résultat suivant en appliquant le résultat (3.18).

Lemme 9 Si I, est de rang plein en colonne alors ©,(F,) contient les 1QS-candidates sui-
vantes .
— 0 _TFann
(o[ 0 ] a0}

3.3.8.3 Séparateurs pour I’opérateur impulsion bornée
Soit I’opérateur impulsion bornée défini par (1.8) :
1
an:{ Vion + v=Ving , v=apy , a€C , | S;HQH }
Les IQS-candidates de ©,5, (1) sont comme suit
—-71 0 2
. — < .
®i2,(1) { [ 0 Q} , Tr@Q < 7v° T>O}

Pour s’en assurer il suffit d’écrire

<( I ol >> = —7llgl + a?[8QI* = ~7llg|* + a*TrQ

v
qui est bien négative étant donné les conditions sur () et sur « pour les signaux opérés par les
opérateurs de V;o,,. D’apres (3.17)) les IQS-candidates de ©,,5,,(F2;2,) sont donc a rechercher
parmi les matrices telles que

) Fyion O Fyion, 0 —71 0 )
(o [% o]o[ P 0] 7 0] mozer . -o0)

ou I’on remarque que la relation suivant doit étre satisfaite :

[ Fion 0}@{F262n}§—71<0.

Cette condition ne peut €tre satisfaite que si Fb;s,, est de rang plein en colonne. On en déduit le
résultat suivant en appliquant le résultat (3.18])

Lemme 10 Si Fy;y, est de rang plein en colonne alors © s, (Fy;2,) contient les IQS-candidates

suivantes P
{ @iZn - |: _TFQi%nFQiQn g :| 9 TrQ S 772 ’ T > 0 } .
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3.3.8.4 Séparateurs pour des incertitudes dissipatives structurées

Les incertitudes {®;, $o, P3}-structurées et {W;, Uy, W3 }-dissipatives sont données par la
Définition [I] Nous allons rechercher les séparateurs pour le cas ol ces incertitudes seraient
répétées r fois sur la diagonale de I’opérateur incertain :

o, o, ][ 1
1 A* =0

Vau={1.0A | ooy o] a ’
s ' I R
\I’; ‘113 A -

Les 1QS-candidates de ®;(1) sont comme suit

YT 7T | Red; R® ds PRV, PoU, | » P=P>0 [

Pour s’en assurer il suffit d’écrire

. 1A 1
[1 1, 0A" |0y L oA

sre (e [ R3] ere (0 2[5 223 ))

qui est bien négative pour tout R et pour P définie positive, quand A est dans V .

Nous allons maintenant décrire @ ,4(Fs,q) pour le cas ol Foyy = ngd ® ngd avec les di-
mensions appropriées : Fyeq € C™". Pour les mémes raisons que dans le cas des opérateurs
bornés en norme et des opérateurs passifs les IQS-candidates n’existent que si [,y est de rang
plein en colonne. La démonstration qui est bien plus complexe, et qui suppose que 1’ensemble
d’incertitudes structurées dissipatives est non dégénéré, est omise. Pour ce qui est de Fheq on
retrouve des propriétés similaires a ce que nous avons vu pour le cas des intégrateurs (condition

@G.19)).

Lemme 11 Si ngd est de rang plein en colonne alors @sd(ﬁésd %y Fzsd) contient les 1QS-
candidates suivantes

( @sd = *
[ RO (ELGEL) (Rt BSYe) © (F®) } S
(RF3sa + F55YR)" ® (23F5,) (FuqRFrq) @ @5 P prs o
n [ P (FgWE,) (Phhat FogYp) ® (F5P) } Y, T
(PFasa + FopgYp)™ ® (V3Fy5,) (F5oP Fasa) ® Uy

Cette formule est complexe, nous allons donc la préciser dans certains cas du Chapitre []
(voir page 26| et pages suivantes).

Matrices de norme spectrale bornée.
Les matrices telles que ||A]| < % sont {0, 0, 0}-structurées, {—1, 0, v*1}-dissipatives. Dans le
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cas ou elles ne sont pas répétées » = 1, on prend sans perte de généralité ngd =1, ngd = Fou
etonnote P = 7 € R. Les 1QS-candidates sont alors

—TF;ngFQJgd 0
0 %1 , 7> 0

qui sont sans surprise les mémes IQS-candidates que pour les opérateurs bornés en norme.

Scalaires répétés.
Pour un nombre complexe s qui est {p1, pa, p3}-structuré, {ry, ry, r3}-dissipatif et répété, la
matrice d’incertitude s’écrit 1 ® s = s1. On prend sans perte de généralité ngd =1let ngd =
F5,4. Les IQS-candidates sont alors

pR+nmnP (p2R + roP) Fosq + Fyon(p2Yr + 12Yp)

@5 = * * *
I { (p2 R+ raP) Fasa + FszEl(mYR +72Yp) F3 4(p3sR +r3P) Fagq

avec R=R*etP =P* > 0.

Un premier sous-cas de scalaire répété est le placement de pole en-dessous d’une droite
passant par le point « et faisant un angle v avec I’axe imaginaire. Le probleme implique alors
un scalaire répété 51 qui est {0, —e/¥, ae ¥ + a*el¥ }-dissipatif. Dans ce cas I'IQS-candidate
est

) 0 —ij(P.FQSd + F;sjc_lYP)
—e YV (PFogq + Fy5Yp)* (e™ 4 a*el¥) P

], P=P">0.

Un autre sous-cas est quand on veut spécifier des contraintes sur une bande de fréquence.
Alors s = (jw) ™! est sur I’axe imaginaire et est borné en fréquence w € [w w . Ml est {0,1,0}-
structuré, {2, —j(w + @), 2ww }-dissipatif. La matrice incertaine avec ce scalaire répété est s1 et
les IQS-candidates sont

2P (R—j(w+@)P)Foeq + F5Y R =R
((R —j(w + @) P) Faeq + FiLY)* QW ES, ;P Fygq " P=P*>0

ouY =Yg + j(w + @)Yp est libre sans perte de généralité.

Un troisieme-sous cas est celui des incertitudes scalaires ) réelles définies dans un inter-
valle 0 € [§ 0]. Elles sont alors {0, j, 0}-structurées, {20, —(d + 9), 2}-dissipatives. Les 1QS-
candidates pour ces incertitudes répétées 01 sont

205P (iR—(0+0)P)Foua+ F5Y | R=R*
(=jR— (0 +90)P)Fyeq + FQ*S%!Y)* 2F5 Pl T P=P*>0

ol Y = jYi — (6 + 6)Yp est libre sans perte de généralité.

Les trois derniers séparateurs sont a valeurs complexes. Or, d’apres la Remarque |3} si les
données du probleme (les matrices £ et .A) sont a valeurs réelles, les séparateurs peuvent étre
choisis a valeurs réelles. Ainsi, les séparateurs a valeurs complexes sont valides vis-a-vis du
probléme considéré mais apportent une augmentation de la complexité qui pourrait étre levée.
C’est I’objet du lemme suivant pour le cas de domaines symétriques par rapport a I’ensemble
des valeurs réelles.
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Lemme 12 Si les données du probleme (les matrices £ et A) sont réelles et que V est tel que
pour tout V € V sa conjuguée est elle-méme dans I’ensemble conj(V) € V, alors, pour tout
© définissant un 1QS, sa partie réelle R(O) définit également un 1QS pour le probléeme.

Preuve: Supposons que © définit un IQS, c’est-a-dire que les conditions (3.5)) et (3.6) sont
satisfaites. Supposons de plus que les données du problemes (les matrices £ et .A) sont réelles.
Dans ce cas, en prenant la conjuguée des conditions (3.5) et (3.6) on trouve :

[&1(5) —A®) ] (conj(O(s)) — ul) [ Ei(s) —A(s) ]" >0, Ve

Esconj(2) : Esconj(2) Vz € Ly
<( conj(V)conj(z) > conj(©) ( conj(V)conj(2) >> =0, YWev o

L, et V sont symétriques par rapport a I’ensemble des valeurs réelles, ainsi la derniere condition

s’écrit également
Exz . Eyz Vz € Lo
<( w)com(@)(vz»éo’ Wev

On en déduit que (O + conj(0)) = R(O) satisfait les conditions (3.5 et (3.6). |

Les situations quand V est symétrique par rapport a I’ensemble des valeurs réelles sont
par exemple les incertitudes {0, 0, 0}-structurées, {—1, 0,721 }-dissipatives pour lesquelles les
IQS-candidates sont réelles des lors que &, est réelle. Un autre exemple moins trivial est celui
des incertitudes {0, j, 0}-structurées, {285, —(J + 0), 2}-dissipatives répétées. Dans ce cas la
partie réelle de © s’écrit comme suit

206 Pr (=Rr — (84 0)Pr)Fosa + F35;Yr | Ri=—RT
((=R; — (8 + ) Pg) Fasa + F55YR)T 2F5 ;PrFbsq " Pr=PL>0
ou I’on retrouve une matrice symétrique Pp et une matrice anti-symétrique 2. Ce résultat est
exactement celui bien connu des D(G-scalings.

Sur la base de la preuve du Lemme|12|il est également possible d’écrire les résultats suivants.

Lemme 13 Si O définit un IQS et que les données du probléme (les matrices £ et A) sont réelles
alors le bien-posé est également prouvé pour tous les opérateurs de 'union des deux domaines
V Uconj(V) o conj(V) = { conj(V) : VeV L

Ce résultat indique que si le bien-posé est démontré vis-a-vis de I’ensemble des incertitudes
{0, —e¥, ae ¥ + a*el¥}-dissipatives, et que les données sont réelles, alors le bien-posé est
également garanti pour les incertitudes {0, —e ¥, ae ¥ + a*el¥ }-dissipatives. C’est donc une
condition de bien-posé vis-a-vis de I’extérieur d’un cone du plan complexe comme illustré sur
la figure On verra par la suite que ceci permet de démontrer que les pdles d’un systeme sont
tous localisés dans ce cone.

Lemme 14 Si O, et O, définissent respectivement un 1QS vis-a-vis des I’ensembles incertains
O, et Oy, alors O + Oy définit un IQS vis-a-vis de leur intersection @1 N O,

Ce lemme permet aisément d’étendre les résultats exposés a des incertitudes décrites par
plus d’une contrainte égalité et une contrainte inégalité telles que dans la Définition [I]
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Y

FIGURE 3.1 — Cone comme intersection de deux demis-plans

Résultats sous forme LMI

Il convient de remarquer que la condition (3.5) n’est pas numériquement exploitable tant
que I’on conserve le quantificateur V¢ € 3. Cependant, le probleme peut se résoudre dans les
cas suivants :

A-

£ et A (et donc ©) sont indépendants de ¢. C’est ce cas qui sera principalement envisagé
par la suite (mais pas uniquement). Il convient alors de trouver un séparateur © solution
d’une LMI définie par une inégalité stricte :

[& —A]7e[& —-A] >o.

& et A prennent un nombre fini de valeurs paramétrées par un ensemble fini {¢; ... }. 1l
convient alors de chercher pour chacune de ces valeurs un séparateur. La aussi I’inégalité
(3.5) se réduit a une inégalité stricte car les inégalités sont a satisfaire pour un ensemble
fini de valeurs :

[ &) —AG) |70 [ &) —Al) ] >0 Yse{a...q}

Cette situation correspond au cas classique du calcul de la valeur singuliere structurée p
ol ¢ = jw, et a défaut de calculer une borne supérieure de p sur toutes les fréquences,
I’on se contente d’un nombre fini de fréquences wy, . . . w;.

[ &1(c) —A9) ]L est un polyndome de degré fini en <. Il est alors envisageable de
chercher O(¢) sous forme polynomiale et de reformuler sous forme de contraintes
LMI en dimension finie a I’aide de techniques dites de sommes-de-carrés (voir [98, 161,
43| 216]). Cette technique se généralise a des polyndmes trigonométriques (quand les
données sont périodiques par exemple), ou encore a des fractions rationnelles. Dans
le cas polynomial une alternative aux sommes-de-carrés est d’appliquer des résultats
reposant sur le théoreme de Polya (voir [2135]]).
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Concernant la condition pour que O soit IQS-candidate, elle n’est en général pas
réductible a des LMI en nombre fini. Cependant, pour les opérateurs qui constituent V dans
ce document nous avons vu dans la section précédente qu’il est possible d’en donner une for-
mulation (en général pessimiste). Cette formulation est schématiquement toujours sous la forme
suivante

{0;(X1y, Xoj,...), F5;X1;F5; >0} CO;

ol O;(Xy;,Xy;...) est linéaire vis-a-vis des variables de décision X,;. Ainsi le probleme
général de bien-posé pourra €tre résolu (avec pessimisme) a condition de résoudre un probleme
du type

LMI(Xy,...,.X,Y)<0, FFX;F,>0Vl=1...1 (3.20)
Cependant, numériquement, les contraintes semi-définies (> 0) sont plus complexes a résoudre
pour les solveurs que les contraintes définies strictes (> 0). C’est pour cela que le résultat

suivant est fourni et sera utilisé par la suite.

Lemme 15 Soit le probléme LMI de la forme (3.20) ou LMZ regroupe éventuellement plu-
sieurs contraintes LMI strictes (définies positives ou définies négatives) et ou Xi,..., X et
Y peuvent étre composées de plusieurs variables mais sont indépendantes entres elles. Ce
probleme LMI est faisable si et seulement si il existe une solution a ce second probleme LMI
composé exclusivement de contraintes strictes

LMI(X1,.. ., X5 Y) <0 , (RF°YX,(FF°) >0Vl =1..1 (3.21)

Preuve : Soit (X 1y--- ,X,—, Y) une solution au probleme 1} Pour tout signaux z; on a
que z F' X Fiz; > 0 est vérifié. Ces vecteurs z; peuvent étre décomposés dans les bases
[ Fﬁ Fre ] sous la forme z; = Fllz 11+ F*°z,. 1l en résulte que

5 By XiFyzm = 25 (FFy°)* Xy(FUFf©) 2 > 0.
Les contraintes F*X;F; > 0 et (F F;°)*X;(F;F°) > 0 sont donc équivalentes ce qui est

suffisant pour démontrer que (3.20) est vraie quand (3.21) est vérifiée. Reste a établir I’inverse.

La contrainte R o
LMI(Xy,...,X;,Y) <0

définit un ouvert. Donc pour des scalaires ¢; > 0 suffisamment petits, la contrainte reste valide
(LMI(Xy,...,X;,Y) < 0)pour X; = X; — gletY =Y. Cette solution est donc telle que
(B ) X (B E°) 2 e(FUET) " (FUE) > 0

qui sont toutes définies positives car F;F;*° est par définition de rang plein en colonne. [

Grace au Lemme (15| on a un outil générique pour éviter des problemes numériques dus a
des contraintes sous forme semi-définie. Il sera systématiquement pris en compte dans la suite
quand on formulera les LMI construites pour une probleme particulier.
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Chapitre 4

1QS pour ’analyse des systemes

Les résultats de séparation intégrale quadratique du chapitre précédent sont maintenant ap-
pliqués a I’analyse des systtmes dynamiques. Comme le résultat de séparation intégrale qua-
dratique s’applique aux problemes définis avec des applications linéaires implicites, il permet
de formuler des conditions d’analyse pour les systemes descripteurs. Ces conditions sont en
grande partie nouvelles, méme si sur des cas particuliers on retrouve des conditions connues de
la littérature.

Une grande partie du chapitre est dédiée au cas le plus simple de systémes sans incertitude
pour lesquels on recherche a faire 1’analyse de stabilité ou de performances. Une originalité
est que, contrairement a la littérature existante, les criteres de performance sont tous refor-
mulés en terme de bien-posé d’une boucle. Ce type de résultat est trés connu pour ce qui est
de I’équivalence entre norme . et robustesse vis-a-vis d’un bouclage avec une incertitude
bornée en norme (théoréme du petit gain page [46)). Le cas de la norme H et des performances
impulsion-a-pic est un résultat plus surprenant, d’autant qu’il implique dans sa formulation de
bien-posé équivalente des opérateurs non-causaux. Ce type de résultat est a notre connaissance
totalement absent du formalisme IQC, méme si on trouve une tentative en ce sens pour le calcul
de la norme H dans [217]].

La fin du chapitre illustre sur le cas classiquement considéré en jp-analyse comment, avec
exactement la méme démarche, on obtient les conditions de stabilité ou performances robustes.
Ces résultats s’appliquent aux systemes de type LFT qui sont les seuls considérés dans ce ma-
nuscrit. Pour les systemes polytopiques, le lecteur est invité a voir [38] ou est également abordé
le cas des systemes descripteurs par 1’approche par S-variables. Ces résultats généralisent ceux
de [74} 141}, 1209, 27, 28].

77
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4.1 1QS pour ’analyse de performances

Dans cette section nous considérons des systemes LTI sans incertitudes et montrons com-
ment un certain nombre de problemes d’analyse de performances des systemes dynamiques
s’interpretent dans le cadre de la théorie de séparation intégrale quadratique. La généralisation
au cas incertain et/ou temps variant de ces résultats est relativement aisée et sera étudiée séparé-
ment sur des cas particuliers.

Pour commencer, le propos est développé pour les systemes a temps continu. Dans la section
suivante nous montrons comment ces mémes résultats se formulent pour le cas des systemes a
temps discret.

4.1.1 Stabilité asymptotique globale

Soit le systeme sous forme descripteur suivant

Bowii(t) + Bunrt(t) = Au(t). @4.1)

L’ étude des systemes descripteurs [249] commence par la définition des réponses du systeéme
qui peuvent comporter des phénomenes impulsionnels. Ces phénomenes impulsionnels se défi-
nissent comme des solutions du type Dirac en réponse a des conditions initiales z(0~) non
nulles. Par exemple, s’il existe une solution a

memol + E:mrﬂ-ol =0 y Lol = _‘I(O_)

alors le signal impulsionnel 7(t) = m,1(¢) est tel que @(t) = ,1(t) et z(t) est identiquement
nul pour tout ¢ > 0. Cette solution n’est pas en soi considérée comme un mode impulsionnel.
Le systeme descripteur fonctionne alors comme une mise a zéro d’une partie des conditions
initiales de fagon a ce que des relations algébriques entre x et 7 soient vérifiées. Si par contre il
existe une solution au systeme linéaire

Emm$o2 + Ez7r7ro2 - Axol

alors 2(t) = 2,0(t), 2(t) = 2,16(t) + 1,201 (t) est solution des équations différentielles.
C’est une solution non identiquement nulle et qui comprend une composante impulsionnelle
sur z(t). On parle alors de mode impulsionnel. D’autres modes impulsionnels avec des dérivées
croissantes du Dirac sont les solutions éventuelles aux équations récurrentes

EreTo, + EgrTo, = A'IO(L—I)

Ces modes sont non souhaités en pratique. Ils existent du fait de la propagation de z,; au travers
des équations du systeme. La question de la stabilité du systeme descripteur est de montrer
qu’il n’y a pas de mode impulsionnel en plus de démontrer que 1’état x(¢) converge vers zéro
en réponse a des conditions initiales non-nulles.
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Conformément a I’analyse menée dans la section le probleme de stabilité conduit a
considérer le bien-posé de la boucle suivante

G((i),x):/t[l 0}(i§:;)d7—x(t):w(t),
F(a:,(i)):Ax(t)—[Em Em]<i§2>:z(t).

Proposition 1 Si la boucle avec les notations suivantes :
E=|Fw Eun], A=A V=I[1 0]

est bien-posée, alors le systeme est globalement asymptotiquement stable.

Preuve : Pour commencer on procede a la factorisation £ = &£,&; avec & de rang plein en
colonne. Par construction, les signaux potentiellement a 1’origine de modes impulsionnels sont
solutions de &, ( Tol Tol )* = (. Les modes impulsionnels sont tels que ||x|| = oo en réponse
az, # 0 alors méme qu’il n’y a pas de perturbation w = 0, z = 0. La propriété de bien-posé
(3.4) implique ||z|| = 0 quand w = 0 et Z = 0. Elle permet donc de conclure qu’il n’y a pas de
mode impulsionnel.

Reste a montrer que les modes sont asymptotiquement stables. Pour cela considérons w(t) =
—xo. Dans ce cas I’opérateur G/( ) x) = —xg est exactement 1’ intégrateur avec conditions

initiales non-nulles. La condition de bien-posé (3.4) avec z = 0 implique que pour tout ¢ suffi-

samment grand on a :
T
E 3 _
pis| & (7) <1 o || =l
t

t

S wi

X

L’état du systeéme ne peut donc pas contenir de mode instable (modes tels que ||z||; diverge
exponentiellement en fonction de 7).

Supposons maintenant qu’il existe un mode en limite de stabilité tel que z(t) = ¢/**z pour
une condition initiale xy dans le sous-espace correspondant a ce mode. Maintenant, en plus de
cette condition initiale non nulle w(t) = x, considérons une entrée de perturbation constante
Z(t) = Awg. La solution du systeme linéaire est alors de la forme x(t) = (1 + at)e™*. La norme
tronquée de ce signal ||z||; diverge a la vitesse de #3/2 alors méme que Z et w ont une norme
tronquée linéaire en ¢. La condition de bien-posé n’est donc pas satisfaite pour ces modes
en limite de stabilité.

On remarque que pour montrer la stabilité asymptotique, on utilise une forme de réciproque
du résultat disant qu’un systeéme exponentiellement stable est entrées/état stable. Ici a I'inverse
le systeme est non divergent pour toute entrée bornée et on en conclut la convergence asympto-
tique (donc exponentielle car le systeme est linéaire). |
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Le probleme de bien-posé de la Proposition[I|entre parfaitement dans le cadre de la séparation
intégrale quadratique du Théoreme [/|avec

E=|Fw Ewn], A=A V=I[1 0]

et ou Z est I’opérateur d’intégration. Reprenant les notations du chapitre précédent on fait les
factorisations suivantes : £ = £,&, avec &; de rang plein en colonne, & = [ Eyw Eoux } et

V:JIIKI . JI:]_, KI: [ 1 0}
Avec ces notations on trouve

Fiz = (1 - K7K0)&)" = E3;,

2xm )

Fyr = Fi7& K5 = B} Foyy. 4.2)

2xm

Les IQS-candidates pour I’intégarteur sont données par le Lemme |3} aussi tous les éléments
sont réunis pour appliquer le résultat central du Théoréeme

Corollaire 4 La stabilité asymptotique globale du systeme E.,i(t) + E..m(t) = Ax(t) est
garantie s’il existe des matrices P = P* et Y solution des LMI suivantes :

(ForF37)" P(FarF37) > 0

Lx 0 —E3L (PFyr + F31Y) 1
(& 40 (| ey Papvyms ; (& 4] >0

2z

Nous allons maintenant voir comment ce résultat se particularise.

Cas des systemes usuels © = Az Pour ces systemes on a £ = 1 qui se factorise trivialement
avec & = let & = &y, = 1. On trouve alors Fy,, = 0, et E:t =1,.0nendéduit Fj7 =1

2xm

et Fo7 = 1. Tres simplement on trouve que [ & —-A ]L = [ “;l } = [ 1;1 } et les conditions

du Corollaire 4] s’écrivent :
P>0 A"P+ PA<DO.

Naturellement, ce sont les conditions LMI de stabilité asymptotique globale issues du cadre de
la théorie de Lyapunov.

Cas des systemes descripteurs les plus courants Fi = Az avec E carrée. Alors on a
& = FE dont nous allons considérer deux factorisations possibles.

e En faisant la factorisation suivante £ = F = FE5, E; = 1 a la premiere étape, on trouve

12 encore [ & —A }L =1

} et les conditions

(EE*)*P(EE™) >0, A" (PE+E*Y)+ (PE+E"Y) A<0
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On retrouve ces mémes conditions (avec quelques nuances pres) dans [246, 106, 40,
42]]. Dans [40] il est démontré qu’elles sont nécessaires et suffisantes pour démontrer la
stabilité de £z = Ax. Du fait du Lemme [13]les conditions s’écrivent aussi

E*PE>0, A" (PE+E“Y)+ (PE+E"Y) A<0
ce qui correspond exactement aux conditions classiques [[137]]
E*P*=PE >0, A*P*+PA<0

quand on prend P* = PE+ E*LY. La différence notable avec les conditions classiques
est que seules des inégalités strictes sont impliquées dans la nouvelle formulation.

e Sil’on factorise en £/ = F; E5 ou F; est de rang plein en colonne et & = Fy = Fy,, est
de rang plein en ligne. On trouve alors Fy, = 0, et E;jw =1,.0nendéduit Fir =1

et Fy7 = Fj. Les conditions du Corollaire 4|s’écrivent :

0 PE,

*0 ) * *0 L
(B2E5°) P(EyE5°) >0, [ By —A | [E;P 0

1
} [ By —A] <o.
On notera qu’il n’y a pas de variable Y car F, est choisie de rang plein en ligne. A
condition de faire la factorisation ¥ = F, E5 avec F; de rang plein en ligne, on trouve
donc sous cette forme une condition LMI avec moins de variables de décision.
Du fait du Lemme [I5]les conditions sont équivalentes a

0 PE,

E;PE, >0, [ By —A]l*{E*P 0
2

}[El “A) <o

D’autre part, on peut montrer que

EF A

(B -a) =] B

] A on A=[(EEf—-1)A"*

En utilisant cette formulation et comme E; est de rang plein en colonne (E;" £} = 1) on
trouve les conditions suivantes

E*XE >0, A(A'XE + E*XA)A < 0.

ou X = E*PE;". A notre connaissance cette formulation est nouvelle. Pour autant elle
n’est pas tres utile car difficilement exploitable pour des questions de robustesse ou pour
de la synthese du fait de la complexité a calculer A.

4.1.2 Performance norme-a-norme

Soit maintenant le systéme descripteur défini par

B (t) + Eper(t) = Ax(t) + Boo(t)

Eyx(t) + g(t) + Egrr(t) = Cyx(t) + Dyyv(t) (4.3)
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Nous nous intéressons a la performance norme-a-norme de ce systeme (aussi appelée norme
induite L, et qui est équivalente a la norme ., dans le cas des systemes LTI). Nous sou-
haitons garantir que, pour des conditions initiales nulles, la norme du vecteur de sortie g est
bornée quand la norme du vecteur d’entrée v est bornée. Mathématiquement, nous allons écrire
ce critere comme la recherche d’une borne strictement supérieure 7 telle que les signaux du
systeme vérifient :

lgll <Allvll, Yo #0, ve L.

La proposition qui suit permet de relier cette performance a un probleme de bien-posé ou inter-
viennent les opérateurs bornés en norme (I.6) dont on rappelle la définition :

_ o 1
Vn2n = { vnQn U= vnQng ’ Ve ) E|§2 DVE > S2, H,UHg < (? + G)HQH? } :
La proposition est en quelque sorte une reformulation du théoréme du petit gain (Théoreme [5)).

Proposition 2 Si la boucle avec les notations suivantes :

E. 0 E,.. | A B, | o0 O
g_{nglEgﬂ}’A_{Cg ng]jv_[ovfﬂno}

est bien-posée, alors le systeme est globalement asymptotiquement stable et sa perfor-
mance norme-a-norme est inférieure a .

Preuve : Laboucle est bien-posée pour tout opérateur V 5, donc en particulier pour I’opérateur
nul. Cette propriété implique que le systeme linéaire est asyptotiquement stable comme démontré
en sous-section précédente. La stabilité asymptotique de 1’état du systeme implique de plus que,
pour tout signal d’entrée borné v € L, la sortie est elle aussi bornée g € L. Nous allons main-
tenant montrer que le rapport des normes est nécessairement tel que ||g|| < 7v||v]|.

Le bien-posé implique que pour des perturbations (Z, w) nulles (qui décrivent les conditions
initiales et autres perturbations supposées nulles dans 1’énoncé du critere de performance) les
seuls signaux internes possibles vérifiant les conditions sur I’opérateur V sont nuls : (2, w) = 0.
On en déduit que les seuls signaux non nuls solutions de n’appartiennent pas au graphe de
Vn2n .

(v,9) #0 = (v,9) €{v=Vumg : Viaon € Voo, }

Ce qui, étant donné la définition de V5, sécrit :

(.9) £0 = (0.9) (Ve >0, 3 1 Vo 23, ol < (= + o)l
En prenant la contraposée de la propriété définissant cet ensemble on trouve

0,9) 20 = (v9) €{3e>0: ¥, 325 ¢ ol >+ gl )

Nous allons maintenant montrer que 1’intersection de cet ensemble de signaux avec les signaux
bornés (v, g) € Ly implique ||g|| < 7||v||. La premiere étape est de remarquer que ||v| > ||v]|c
pour tout ¢. Les signaux vérifient donc la condition suivante

1
Je>0: Ve, Ig>¢S : ||v]| > (;"_G)HQH';
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Comme g € L, on sait que ||g||c converge vers ||g||, ce qui s’écrit :

ve>0,3¢ Vo =<, gl —llglls < lllgll = llglls| < €

Aussi en prenant € < lall

1 1 1 21
vl > (= +€)lgllc > —llgll +€llgll — (= F+€)e> —||g].
ol > +llglle > Zlall +ellgll = (& +€)e> Zllgl

|
Reprenant les notations du chapitre précédent, on fait la factorisation :
10 1 Ep 1 Eg
& &
avec ) de rang plein en colonne. On a également
1 0 Kr=11 0|,
V= JZIKZ+ JnQHVnZnKnZn : JI = |: 0 :| ) Jn2n = l 1 ] ) KiQ?’L_[ [ (]) ] )
Avec ces notations on trouve
FlI: |: 6 :| ) FQI:EQxﬂ—Emcxa F1n2n: |: ngﬂ E{]k :|  Fonon = Fipon |: 1 :| .
4.4)

Tous les éléments pour appliquer le Théoreéme [7] sont réunis (voir Lemmes et[15).

Corollaire 5 Le systéme a une performance norme-a-norme inférieure a v si Fopa, est
de rang plein en colonne et qu’il existe des matrices P, Y et un scalaire T solution des LMI
suivantes :

(FuFg) P(FurF2) >0 , 750 , [& —A]7e[& —A]

0 0| —E3;t(PFy+F37Y) 0
o— 0 0 0 0
T | S(PRy + FZY)ELT 0 0 0
0 0 0 0
anQnFQ—tz;nFQ—;QnFln2n ‘ O 0
+ 0 0 0
0 0 71

On remarque qu’il est toujours possible de prendre 7 = 1 (ou bien toute autre valeur po-
sitive) sans perte de généralité. Auquel cas les conditions LMI permettent d’optimiser v pour
rechercher la plus petite borne supérieure de la performance norme-a-norme.

Nous allons maintenant voir comment le résultat se particularise.
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Cas des systemes usuels. Le cas des systémes sans caractere descripteur est tel que F,, = 1,
Eor = 0np, Eye = 0, Egr = 0, 0. On a alors & = 1 qui se factorise trivialement avec & = 1
et & = 1. On trouve alors E3. = 1, For = 1, Fiu, = [0 1], F, = 1 ainsi que

T

1 } . Les conditions du Corollaire |5|s’écrivent :

P>0, 7>0

*

A B, 0 0 |-P o0 A B,
Cy, Dy 0 —71/ 0 0O Co Dy |
1 0 —P 0 [0 0 1 0
0 1 0 0|0 71| 0 1

ce qui est exactement la condition classique pour le calcul de la norme H ., [38] :

P>0, 7>0

A*P+ PA+7C:C, PB,+7C:D,,

B:P+7D5,Cy 7DDy — 1?71 ] <0

Cas des systemes descripteurs les plus courants. Le cas le plus classique de systemes des-
cripteurs est tel que F,, = E est carrée, Fypr = 0,0, Ege = 0, By = 0y, 0. Plusieurs fac-
torisations de E sont possibles, nous allons nous limiter au cas ou & = 1. Dans ce cas on
trouve

. E*J_* 0 0
E2;j_7r217F21_:17F1n2n:|: 0 1:|7F2n2n:|:1:|

et [ E —-A } est inchangée. Les conditions du Corollalres écrivent :

(EE*)*P(EE*)>0 , 7>0

A*(PE + E*™Y) + (PE + E*Y)* A+ 7C:C, (PE+ E*'Y)*B, + 7C:D,,

B:(PE + E*'Y) + 7D, C, D5, D,y — 271 <0

et correspondent au résultat de [246]. De plus, le choix P* = PE + E*'Y conduit aux condi-
tions 5 .
E*P*=PE>0 , 7>0
A*P*+ PA+1C:C, PB,+71C:Dy,
By P*+ 1Dy, C, 7D, Dyy — 271
qui sont celles proposées dans [203]. Encore une fois, I’avantage de la formulation proposée

en comparaison avec [203] est que la nouvelle formulation ne comprend que des inégalités
matricielles linéaires strictes, ce qui est préférable pour des questions numériques.

<0

4.1.3 Performance impulsion-a-norme

La performance impulsion-a-norme du systeme (4.3) se définit, supposant des conditions
initiales nulles, par une borne supérieure sur la somme des carrés des normes des sorties g en
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réponse chacune a une entrée impulsionnelle sur une composante du vecteur v. Mathématiquement
on peut I’écrire comme suit :

lgll <~ si v=adl,, : aeC | |aof<1

ou dy € R est I’opérateur de Dirac et en définissant dans les équations que x € R™ ™ est
un signal matriciel dont chaque colonne correspond a 1’état du systeme en réponse a chacune
des entrées impulsionnelles et ¢ € RP*™ regroupe les colonnes formées des m, réponses
impulsionelles.

Une autre écriture de cette performance est obtenue en considérant la transformée de Laplace
de la réponse impulsionnelle G = L(g). La relation de Parseval donne alors

+o00

lglP = |GI? = Tt / G (ju) G jw)dw | < 72

o0

ce qui n’est autre chose que la définition de la norme H, du systeme LTI. La performance
impulsion-a-norme est ainsi équivalente pour les systemes LTI a la norme H, des systemes.
Elle a également une interprétation en termes de borne sur la variance de la sortie z en réponse
a un bruit blanc en entrée v.

La proposition qui suit permet de relier cette performance a un probleme de bien-posé ou
interviennent les opérateurs impulsion bornée (|1.8]) dont on rappelle la définition :

1
Vz’2n:{ Vion @ v=Vig , v=oap , |Oé‘ S;HQH }

Proposition 3 Si les matrices du systeme satisfont la condition suivante

|: Ega: Egﬂ' :| [ Erz Eanr :|*O ([ Ea:a: Er7r } [ Ezm E:mr :|*O)+Bv = ng;

[ Eye Eye |[ Eww Eu ] =0 (4.5)

et que la boucle avec les notations suivantes :

E,, 0 |0|E, O
E=| 0 E,|0| 0 E,|, A=

By Z, O 0}
0 E,|1| 0 E,

0|, v=

Qo

est bien-posée, alors le systeme est globalement asymptotiquement stable et sa perfor-
mance impulsion-a-norme est inférieure a .

On remarque que pour les systemes usuels ([ Ey Egr } = 0) la condition || est exac-
tement la condition classique D, = 0 nécessaire pour que la norme H, d’un systeme a temps
continu soit définie.

Preuve : Remarquons que les équations (4.3)) sont une description des dynamiques du systeéme
valables aux instants ou la dérivée de I’état est définie. Du fait du caractere impulsionnel du
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signal v les équations s’écrivent plus précisément comme suit

Ep(x(07) =2(07))  + Eprmo = Bua

E..x(t) + Epom(t) = Az(t) , V>0 4.6)
Eygo(2(0%) —=2(07) + go + Egemo = Dgpr '
Egx(t) +g(t) + Egem(t) =Cyx(t) , Vt>0

ot z(07) sont les conditions initiales (supposées nulles), z(07) —z(07) = x(0™) est le saut des
états dli aux impulsions, md(t) +7(t) et god(t)+g(t) sont des réponses du systeéme comprenant
la réponse impulsionnelle et la réponse continue. Pour simplifier on notera z(0") = z(0) le saut
sur les conditions initiales dii aux impulsions.

Le signal impulsionnel god(t) n’étant pas de norme Ly bornée, une condition nécessaire
pour résoudre le probleme est que gy = 0. Ceci sera satisfait si £, x(0) + E 19 = Dy, pour
toute solution a E,,x(0) + E,,my = B,. Sachant que les solutions de E,,x(0) + E, 7y = B,
sont de la forme

7o

( m(O) ) - [ Ex.z’ Eajﬂ’ }*O([ E:m: E;wr } [ Em Eamr }*O)JFBU + [ Em E” ]J_:E

ou 7 est quelconque, la condition pour que gy = 0 est exactement (4.5]).

A ce stade, les équations du systéme peuvent s’écrire comme suit pour tout ¢ > 0

E..x(0)0(t) 4+ Euxmod(t) = Byad(t)
B @(t) + Epem(t) = Ax(t) 4.7
Egi(t) + (1) + Egar(t) = Cya(l).

avec la définition suivante de 1’état z(t) = x(0) + fg x(7)dr. Cette écriture a I’avantage de
représenter le probleme avec des équations impliquant des signaux définis pour tout ¢, mais a
le désavantage d’impliquer des signaux (le Dirac) qui ne font pas partie de Ls. Les résultats de
séparation intégrale quadratique ne sont donc pas applicables sur cette représentation. Cepen-
dant, sans aucune perte d’information et donc de généralité, la premiere équation de peut
se réécrire en remplacgant le Dirac par sa racine carrée (voir page :

EwaDOw + EmrSDOﬂ- = BUQSDO
E..t + B . = Ax (4.8)
Eyot + g+ Eypm = Cyu.

Cette représentation est compatible avec la définition de 1’opérateur d’intégration avec condi-
tions initiales non nulles défini en page [22]

t

Z; ( ol >](t) = 2(0) + /gz(T)dT = z(t).
0

Le bien-posé implique que pour des perturbations (z,w) nulles (qui décrivent les conditions

initiales et autres perturbations supposées nulles dans 1’énoncé du critere de performance) les

seuls signaux internes possibles vérifiant les conditions sur I’opérateur V sont nuls : (z, w) = 0.
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On en déduit que les seuls signaux non nuls solutions de n’appartiennent pas au graphe de
Vi2n :

(v=0¢0,9) #0 = (v=0p0g) ¢{v=Vimg : Vi € Vizn }
Ce qui, étant donné la définition de V ;o,,, sécrit :

@970 = (o ¢{lal< ol } < @oe{ a2}

Les seuls signaux non nuls possibles sont ceux satisfaisant la performance impulsion-a-norme.
|

Reprenant les notations du chapitre précédent on fait la factorisation

El O 0 Ech 0 0 E2x7r O

g - 0 El 0 0 E2:m: 0 O EZ:mr
0 0 1 0 Eu|1| 0 E,
& &

avec F/; de rang plein en colonne. On a également

Kz=109 1l0l0 0|

1 0lolo 0
}’ Kizn =0 0[1]0 0.

1
V = J{ LK1 + JiognVion Kion + J1z = { 0 } , Jion = [ (1)
Avec ces notations on trouve
Ext 0

* Zam %l E;;_;E2$$ 0 * L%
FlI = 0 E2x7r , FQI = % L% - 12 ® ngﬂ- E2:m: P
0 0 0 Ezmr EZ:(::(: N———
For
1
E; *
Fign = 2 o 1t | Foion = ESe Egy To
o | g ] .. B, | [1
2xm gm

Tous les éléments pour appliquer le Théoréme [7] sont réunis (voir Lemmes et[15).

Corollaire 6 Le systeme a une performance impulsion-a-norme inférieure a -y si la condi-
tion est vérifiée, que Fy;o, est de rang plein en colonne et qu’il existe des matrices P, Y,
Q) et un scalaire T solution des LMI suivantes :

(P F2) P(EyrFy) >0 | 7>0 , TrQ<r? , [& —A]70[& —A] >0
—E5,.PE;.; 0 0 0 0
0 0 0| —Ej- (Pl + F3Y) 0
0= 0 0 0 0 0
0 —(PFr + F57Y)*Es* 0 0 0
0 0 0 0 0
—T Fion Fopn Fojon Frizn [0 0
- 0 0 0

0 0 Q



88 IQS POUR L’ANALYSE DES SYSTEMES

Comme pour la performance norme-a-norme il est toujours possible de prendre 7 = 1 (ou
bien toute autre valeur positive) sans perte de généralité. Les conditions LMI permettent alors
d’optimiser vy et donc de rechercher la plus petite borne supérieure de la performance impulsion-
a-norme.

Cas des systemes usuels. Le cas des systémes sans caractere descripteur est tel que E,, = 1,
Epr = 040, Ege = 0, Eyr = 0p, 0. On a alors & = 1 qui se factorise trivialement avec & = 1
et & = 1. On trouve alors

Byt =1, For=1, Fip,=[0 0 1], Fyp, =1

2xm

ainsique [ & —A }L = [ A

1 } . Les conditions du Corollaire H s’écrivent :

P>0 , 7>0 , TrQ <7192

*

0 B, -P 0 0]0 O 0 B,
A 0 0 0 0 -P 0 A 0
C, 0 0 0 —7r1/0 O0||C, 0]>0
1 0 0 —P 0 |0 0 1 0
0 1 0 0 0|0 Q 0 1

ce qui est exactement la condition classique pour le calcul de la norme H, [38]] :

P>0 , 7>0 , TrQ <772

A*P + PA+7C2C, 0

0 B:pB,—qQ | =Y

Cas des systemes descripteurs les plus courants. Le cas le plus classique de systemes des-
cripteurs est tel que F,, = E est carrée, FEyr = 0,0, By = 0, Eyr = 0,, . Plusieurs fac-
torisations de £ sont possibles, nous allons nous limiter au cas ou & = 1. Dans ce cas on
trouve

R Er* 0 0 0
nglﬂ =1, For=F, Fion = 0 E* 0|, Foon=10
0 0 1 1

et [ & —-A }L est inchangée. Les conditions du Corollaire@donnent :

(EE®)*P(EE*)>0 , 7>0 , TrQ <792

A*(PE + E*Y) + (PE + E*Y)* A+ 7C:C, 0

0 B;PBU—Q] =<0

Cette condition est équivalente a celle proposée dans [103} 251].
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4.1.4 Performance impulsion-a-pic

La performance impulsion-a-pic du systeme (4.3) se définit, supposant des conditions ini-
tiales nulles, par une borne supérieure sur la norme des valeurs instantanées de la sortie g en
réponse a une impulsion d’amplitude bornée sur le vecteur d’entrée v. Mathématiquement, on
peut I’écrire comme suit :

gl <~ V8>0, Yo=0da,aeC™, || <1.

A nouveau, les équations sont une description des dynamiques du systeme valables aux
instants ou la dérivée de 1’état est définie. Du fait du caractere impulsionnel du signal v les
équations s’écrivent plus précisément comme indiqué dans (4.6). Cette représentation permet
d’ailleurs de voir que la performance impulsion-a-pic a une interprétation simple en termes
d’ensembles ellipsoidaux invariants. En effet, démontrer pour un syst¢tme F,,& = Az que
pour toute condition initiale contenue dans 1’ellipsoide z*(0)Qoz(0) < 1 I’état est garanti de
demeurer dans I’ellipsoide z*(¢)Q1z(t) < ~?, revient a écrire la performance impulsion-a-pic
avec By, = 0, B, = QSI/Q, Cy, = Q?[/Q et Dy, = 0.

Pour les mémes raisons que précédemment, pour que le signal g soit borné a ¢t = 0 le
systeme doit satisfaire la condition (4.5)) et les équations se réécrivent aussi comme suit

meQO()CC + E:mSOoﬂ' = BWQOOO[
E,.x + B 7 = Ax
Egx+ g+ Egem = Cyx.

De fagon a faire apparaitre la valeur g(#) sous la forme du signal 5é/ ’q, signal dans Lo, les
dynamiques sont tronquées a I’instant 6 et les équations sont réécrites sous la forme suivante

EmSOOfE + Em@oﬂ = Bv90004

E..Tox + B Tor = ATpx 4.9)
E. ot + Eorpgm = Apyx '
Egopot + pog + Egrpom = Cypgx

ou les signaux oz, Toi, Tox et pox sont reliés entre eux par I'intégrateur suivant Zp donnés

dans (1.5) :
P Tox
F\ Tt vor )

Avec cette réécriture des équations, la performance impulsion-a-pic revient a démontrer que :
1/2
lg@)]] = 1165"%gll <+ V08>0, V||goall <1

ou de fagon plus compacte ]\5;/ gl < 7|lgoal]|. Cest une condition du type performance
norme-a-norme, mais pour les signaux forcés a étre des racines carrées du Dirac. Reformulé
comme un probleme de bien-posé il est donc suffisant de montrer que le systeme d’équations
interconnecté avec g = Vngn(éé/ 2 g) est bien-posé pour tout opérateur borné en norme

1
VnQn = { vn2n LU= vnQng ) HUH < 5”9” }
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Ainsi le probleme de garantir une performance impulsion-a-pic se réécrit comme le bien-posé
de la boucle (3.T)) avec les notations :

E,p 010 |0E, 0 O 0 0B,
£ 0 E,| O|O0O] O E, O A= A 0|0
B 0 0 |E..|0] O 0 Eu.. |’ 10 A0 |’
0 0 |Eg|1] O 0 FEy 0 C,|0
|Zp O 0 O
V= 0 0 V2, O
Reprenant les notations du chapitre précédent on fait la factorisation
Ey 0 0 O Esr O 0 |0|FEy: O 0
c_ 0 EF, 0 O 0 FEyp,| O |0 O FEy, O
1 0 0 E O 0 0 |Es, 0] O 0 Eour
0 0 0 1 0 0 | By (1O 0 Eyr
& &

avec Iy de rang plein en colonne. On a également

1 0
V = JZIFKI+ Jn2nvn2nKn2n : JZ - |: 0 :| ’ Jn2n - |: 1 :| )

1 0/0/|0/O0 0 O
KI_[O 1lololo o 0],Kn2n_[0 0/o|1/0 0 0].
Avec ces notations on trouve
1 Ext 0
FI*I = 0 ixz s FZZ = 0 1 & E;;_:Esz s
E2:c7r O O
0 0 Foz
. 1
T ;
0 2zx gz E;:mr E*ﬂ_ 1
Egmr E;Tl’ I

Tous les éléments pour appliquer le Théoreme [7] sont réunis (voir Lemmes [5] [§] et [I5).

Corollaire 7 Le systéme ({.3) a une performance impulsion-a-pic inférieure a -y si la condition
({.3) est vérifiée, que Iz, est de rang plein en colonne et qu’il existe des matrices P, Y et un
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scalaire T solution des LMI suivantes :

>0 , [51 —A]L*@[gl —A}L>O
[ — B3 PEs 0 00 0 0o 0
0 0 0 0| —Ej. (PFy+ EFY) 0 0
0 0 00 0 0 0
O = 0 0 00 0 0 0
0 —(PFyr+ F32Y)'Ezl 0 0 0 0 0
0 0 00 0 FQ*IPFZZ 0
I 0 0 00 0 0 0
_TFfi2nF;;§nF;;2nF1i2n 00 O
0 00 O
+ 0 00 0
0 0 0 4271

A nouveau on constate qu’il est toujours possible de prendre 7 = 1 (ou bien toute autre
valeur positive) sans perte de généralité. Les conditions LMI permettent alors d’optimiser
pour rechercher la plus petite borne supérieure de la performance impulsion-a-norme.

Contrairement aux corollaires précédents, la condition de positivité (Fyr Fi2)* P(For Fie) >
0 n’est pas imposée sur le matrice P. Ceci s’explique par le fait que la performance impulsion-a-
pic ne nécessite pas que le systeme soit asymptotiquement stable. Seule la combinaison linéaire
des états, g, doit étre bornée. En pratique, si P satisfait (Fhr F32)* P(Fyr F32) > 0 en plus des
contraintes du Corollaire [/ alors le systeme est globalement asymptotiquement stable car les
conditions incluent alors celles du Corollaire

Cas des systemes usuels. Le cas des systémes sans caractere descripteur est tel que £, = 1,
Eer = 0n0, Eye = 0, Egr = 0p, 0. On a alors & = 1 qui se factorise trivialement avec & = 1
et & = 1. On trouve alors

Byt =1, Fyy=1, Fip0,=[0 0 0 1], F3,,=[0 0 1]

2xm

ainsi que [ & —A }l = { A } . Les conditions du CorollaireHs’éerivent:

1
T>0
0 0 B, 1'[-P 0 0 0|0 o o 7[00 0 B,]
A 0 0 0O 0 0 O |—-P O O A 0 0
0 A 0 0 0 0 0|0 0 O 0 A 0
0 C, 0 0 0 0 —71|{ 0 0 O 0 C, 0 |>0
1 0 O 0 -PO0 OO0 0 o0 1 0 O
01 0 0 0 0 0|0 P O 0 1 0
0o 0 1] [ 0 0 O0O O/|O0 O~ *>1]|][0 0 1 |
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ce qui est exactement la condition classique [211] pour le calcul de la performance impulsion-
a-pic :
T>0

A*P + PA
diag 7C,Cy — P < 0.
B:PB, — 4*r1

Cas des systemes descripteurs les plus courants. Le cas le plus classique de systemes des-
cripteurs est tel que F,, = E est carrée, Epr = 0,0, By = 0, Eyr = 0,, . Plusieurs fac-
torisations de £ sont possibles, nous allons nous limiter au cas ot & = 1. Dans ce cas on
trouve

E** 0 0O O 0

« - 0o E* 0 0 0

Ezgfﬂ =1, For=FE, Fipon = 0 0 E** 0 s Fopn = 0

0 0 0 1 1

et [ & —A }L est inchangée. Les conditions du Corollaire@donnent :
T>0
A*(PE+ E*Y)+ (PE+ E*Y)*A
diag 7C,Cy — E*PE < 0.

B:PB, — 11

4.2 1QS pour les systemes a temps discret

Les résultats exposés précédemment pour le cas des systemes a temps continu s’étendent
naturellement au cas des systemes a temps discret

Emz [19.T]k + Emrﬂ'k = AZL’k + vak (4 10)

Egac [ﬁx]k + gk + Egﬂﬂ'k = Cgl’k + ngvk. ’
ou [Yx], = w41 ou = %(mkﬂ — xj) suivant que I’on considere des systémes décrits par
I’opérateur retard ou 1’opérateur variation.

En termes de méthodologie, la modélisation sous forme de bien-posé de boucle s’applique
avec les mémes arguments a la différence que I’opérateur d’intégration Z est remplacé par
I’opérateur discret équivalent tel que Zdx = z (voir sous-section [1.3.2)). La théorie de la
séparation intégrale quadratique s’applique de méme en utilisant les IQC-candidates appro-

priées (voir sous-sections et[3.3.7).
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4.2.1 Systemes décrits par I’opérateur avance
4.2.1.1 Stabilité globale

Corollaire 8 La stabilité asymptotique globale du systeme est garantie s’il existe une
matrice P solution des LMI suivantes :

(FarF3z)" P(Fork5z) > 0

b (| B3 PEs: 0 D R
(& A q A AT

ou les diverses matrices sont définies page
Systeémes usuels 5,1 = Ax,. Avec les mémes calculs que pour le cas des systémes a temps
continu on trouve naturellement les conditions :
P>0, AAPA—-P<O.

qui sont celles de la stabilité asymptotique globale issues du cadre de la théorie de Lyapunov.
Systemes descripteurs les plus courants Fx,,; = Ax, avec E carrée. La factorisation
£ = FE = F,, E; = 1 est la plus simple et nous nous contentons de considérer celle-ci. Elle
conduit avec les méme calculs que pour le cas des systémes a temps continu a

(EE*)*P(EE*™) >0, A*PA— E*"PE < 0.

C’est exactement la condition avec inégalités strictes proposée par [258], variante de la condi-
tion antérieure [252] :

E*PE >0, A*PA— E*PE < 0.
4.2.1.2 Performance norme-a-norme

Corollaire 9 Le systeme (4.10) a une performance norme-a-norme inférieure a y si Fops, est de
rang plein en colonne et qu’il existe une matrice P et un scalaire T solution des LMI suivantes :

(FarF3p) P(FyrF3) >0 , 70 , [& —A]7e[& —A]" >0

—ELPES 0] 0 0 _
i 0 ’ 0 0 0 _TF1n2nF2+nQnF2J¢r12nF1n2n ‘ 0 0
0= 0 0 F5, Pl 0| © g g 7207 )
0 ol o o0

ou les diverses matrices sont définies page|[S3]
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Systemes usuels. Avec les mémes calculs que pour le cas des systémes a temps continu on
trouve naturellement les conditions classiques pour la performance H,., des systemes a temps
discret :

P>0, 7>0

A*PA—P+7C:C,  A*PB,+7C:D,,

B:PA+7D%Cy BiPB,+1D,Dy—°r1 | =

Systémes descripteurs les plus courants. A nouveau on se limite a la factorisation £ = F =
FE5, Fy = 1. Elle conduit a la condition équivalente a celle proposée dans [259, 41]]

(EE®)*P(EE*)>0 , 7>0

A*PA— E*PE+71C:C,  A*PB,+7C;Dy,

BiPA+1D:,C,  BiPB,+7DiDy —%r1 | =%

4.2.1.3 Performance impulsion-a-norme

Nous venons donc de voir que 1’extension des résultats écrits pour les systemes a temps
continu au cas des systemes a temps discret est tres simple, que ce soit pour 1’analyse de la sta-
bilité des systemes comme pour la performance norme-a-norme. Dans le cas des performances
impulsion-a-norme et impulsion-a-pic, une 1égere différence intervient du fait que la condition
peut étre relachée. Pour le comprendre, et en conservant une cohérence avec le cas continu,

définissons les impulsions comme un signal cvp_; intervenant a I’instant k = —1. Pour k = —1
on a alors

Exxl’g + Exﬂ—’ﬂ'_l = BvOé

Egzl‘o +9-1+ Egﬂﬂ'_l = DgUOz.

Ainsi, comme dans le cas continu, les impulsions sont une facon de définir des conditions ini-
tiales z¢ non nulles. Pour £ > 0 les équations sont celles d’un régime libre en réponse a ces
conditions initiales :

E..[0x]; + B, = Axy,

Eq. [19I]k + gk + Egrmy, = Cgl‘k.

En reprenant la formulation des équations qui utilise la racine carrée du Dirac ces équations
donnent

EchO()l' + Ea:rr(p—lﬂ_ = va

E. .9 + B .7 = Ax @.11)
ngSOOI + Y-19 + EgTrQO—lﬂ- = ngv

Evr +g + Egpm = Cyx

ou I’entrée impulsionnelle est v = ad_; et ou 1’on a distingué la réponse due au transfert direct

p_19, du signal engendré par les dynamiques du systeme g. La norme de la réponse impulsion-

¥-19
g

nelle est donnée alors par et le probleme d’analyse de la performance impulsion-a-
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norme se réécrit comme le bien-posé de la boucle (3.1)) avec les notations suivantes :

Ew 0|0 O|E, 0 0 B,
| 0 E.|0 0 0 E,. I [Zx o o
¢=1Eg, o|10/E, o |"* |0 b, ’V_{o Vion 0}
0 E,| 01| 0 E, C, 0

Comme les notations ont 1égerement évolué, on recalcule les différentes matrices nécessaires
pour appliquer le résultat de séparation intégrale quadratique :

E, 0 0O FEsyp, O |0 O|FE5, O
£ 0O FE, 0O 0 FEy,|0 O] 0 Es.,
o 0O 0 1 0 Eye 0 |1 0| Eye 0
0O 0 01 0 Ee |0 1 0 Eyr
& &
avec /4 de rang plein en colonne et
1 0/0 0/0 O
V—JIIIf(I+Ji2an’2né(i2n- K7 = 0 110 olo o’
JI:[O:|,Ji2n:|:1], Ko 001 0|0 O
=10 0/0 1|0 O
Avec ces notations on trouve
Bt 0
. 0 FEj B3yt By 0 vl
Fe=1 0 o | Fﬂ_[ “o E;;,:EQM}JZ@WEQ;EM“
0 0 For
1 0 0O . .
Fie =10 10 0 (12®{E;m E] ) FM"‘W([E;M gl 1)
0001

(4.12)
ce qui permet d’écrire le corollaire du Théoreme [/| suivant.

Corollaire 10 Le systeme (#.10) a une performance impulsion-a-norme inférieure a vy si Fy;o,
est de rang plein en colonne et qu’il existe des matrices P, () et un scalaire T solution des LMI
suivantes :

(P F) P(ByEy) >0 | 7>0 , TrQ<r? , [& —-A]760[& —-A] >0
[ — B3 PEs; 0 00 0 0
0 —EBAPEZ 0 0] 0 0
0 0 00/ 0 0
0= 0 0 00 0 0O
0 0 0 0| FPFy 0
L 0 0 00 0 0 |
~T Fion Fopn Faion Frizn | 00
+ 0 0 0
0 0 Q
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Systémes usuels. Le cas des systémes sans caractere descripteur est tel que F,, = 1, F,, =
0,0, Ege = 0, Egr = 0, 0. On a alors & = 1 qui se factorise trivialement avec & = 1 et
&>, = 1. On trouve alors

. ~ 0010 10
EQ;_WZ]-yFZZ:17F1i2TL:|:O 0 O 1:|7F2i2n:l0 1:|

1
la forme classique des LMI pour le calcul de la norme H> du systeme a temps discret :

ainsi que [ & —A ]L = [ A } . Les conditions du Corollaire |10 prennent alors sans surprise

P>0 , 7>0 , TrQ <792

dia APA-P+7C;C, ) _
8\ B:PB, +7D:,Dy - Q '

Systémes descripteurs les plus courants. Le cas le plus classique de systeémes descripteurs
est tel que F,, = E est carrée, Fyr = 0,0, Ege = 0, Egr = 0, o et en prenant la factorisation
FE; = 1 on trouve :

(EE*)*P(EE*)>0 , 7>0 , TrQ <12

ding [ APA=E'PE+7C;0,\ _
B8\ BrPB, +7D:,Dy — Q '

4.2.1.4 Performance impulsion-a-pic

Maintenant nous passons aux formules qui conduisent aux conditions pour la performance
impulsion-a-pic. A nouveau, comme le transfert direct de I’impulsion est admissible pour les
systemes a temps discret, le ligne supplémentaire intervient dans les équations décrivant le
systeme. De plus il convient de tenir compte que le pic maximal peut intervenir soit sur ¢_1g,
soit sur ¢,.g pour £ > 0. De ce fait, deux opérateurs de V 2, interviennent dans la modélisation.
Si le bien-posé est démontré vis-a-vis des deux opérateurs simultanément alors, et ce de facon
pessimiste, chaque signal ¢_1g et p,g seront garantis €tre bornés. De facon compacte les
équations s’écrivent

E. O 0 |[O|O0|E,, O 0 0 0| 0 |B,
0 FE.,| O |0|0O] O FE, O A 0| 0 |O
E=|E, 0|0 |1|0|E, O O |, A=|0 0 |D,| 0 |,
0 0 |E,|O0]|O0| O 0 L 0O A 0[O
0 0 |Eg|l0/1| 0 o0 E, 0 C,| 0|0
Ir O 0 0 0
V - 0 0 vlngn O 0

0 O 0 Vonon 0O

Les notations ont a nouveau légerement évolué. On recalcule donc les différentes matrices
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nécessaires pour appliquer le résultat de séparation intégrale quadratique :
EFL 0 0 0 O Eyw O 0 |[0|0|Ey, O 0
0O FL 0 0 O 0 FEyp,| O |O]O| O FEoyr O
£ = 0O 0 1 0 O Ey. 0 0 |10 Eyr 0 0
0O 0 0 E O 0 0 |Eyp:|0]0] O 0 FEour
0O 0 0 0 1 0 0 Egp (01 0 0 Egr
& &
avec F; de rang plein en colonne ;
V = JII]KI + Jln2nv1n2nK1n2n + J2n2nv2n2nK2n2n : 1 ololololo 0 O
(1)(1) g g kz=10 1/0/0/0j0 0 0]
JI: 00 7J1n2n: 1 7J2n2n: 0 ; Kln2n:{00010000J7
0 0 0 1 Kopop=10 0{0(0[1({0 0 0.
Avec ces notations on trouve
1, ® B3l 0
0 0 10
Fiz = By, 17| Fr=|01|®EEy,  (413)
EQJ:W FZI
0 0
_ N -
10000 ES Eg 0
001 0O ESr Egn
FrY =101 000 * L0
11n2n 0 1, ® ES..
00010 E;,
0 00 O01 0 0
T * L B
|: EQx:r Egz :| |: 0 :|
£ £ 1
Foinon = 2z 96
0
_ . N -
wol B ] :
E2:L"7r 0
12n2n o o N 5 4722n2 E;xm E;m 1 0
0 A Eyen Egr 1
E2m7r Eg7r ]

ce qui permet d’écrire le corollaire du Théoreme (/| suivant.

Corollaire 11 Le systeme (#.10) a une performance impulsion-a-pic inférieure a y si Fy1,2,, est
de rang plein en colonne et qu’il existe une matrice P et deux scalaires 11, T solution des LMI
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suivantes :
n>0, >0, [& -A]76[& -A] >0
[ —E;jﬂPEgj; 0 0 0O 0 0 0 07
0 —E;ijEg‘j;‘ 0 0O 0 0 00
0 0 0 0O 0 0 00
0 0 0 0O 0 0 00
e = 0 0 0 0O 0 0 00
0 0 0 0 0| F;;PFyy 0 00
0 0 000 0 F5PFy; 0 0
0 0 00O 0 0 00
i 0 0 0 0O 0 0 0 0 |
_7-1FfannFZtZQnFQJEn2nF11n2n — T2F1*2n2nF2J5:;2nF2+2n2nF12n2n 00 0 0
0 00 0 0
+ 0 00 0 0
0 0 0 7721 0
0 0 0 0 Tv%1

Systémes usuels. Le cas des systémes sans caractere descripteur est tel que F,, = 1, F, =
0,0, Ege = 0, Egr = 0, 0. On a alors & = 1 qui se factorise trivialement avec & = 1 et
&> = 1. On trouve alors

Byt =1, For=1, Fip,=[0 0
0o0

2xT 0 0]7F12n2n:17
Flronay = [ 01

} ) F22n2n:1

ainsique [ & —A }L = { Jit }.Les conditions du Corollaireprennent alors la forme LMI

suivante :
>0, >0

A*PA— P
TQC’;Cg - P
TlDZUng —7v2
B:PB, — 7721

diag < 0.

Systeémes descripteurs les plus courants. Le cas le plus classique de systémes descripteurs
esttel que F,, = E est carrée, Eyr = 0,0, By = 0, Eyr = 0, o et en prenant la factorisation
E; =1 on trouve :

71 >0 , Tg > 0

A*PA — E*PE
TQC;OQ — F*PFE
TIDZUng — 1yl

B'PB, — v

diag
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On remarque qu’il est toujours possible de prendre 7; = 1 et 72 = 1 (ou bien toute autre
valeur positive) sans perte de généralité. Auquel cas les conditions LMI permettent d’optimiser
~ pour rechercher la plus petite borne supérieure de la performance impulsion-a-pic.

4.2.2 Systemes décrits par I’opérateur variation

Nous venons d’aborder le cas des systemes a temps discret décrits par I’opérateur avance. Si
maintenant on consideére des modeles décrits par 1’opérateur variation [Vz], = (zg+1 — zx)/Ts,
aucune modification n’est a apporter dans les manipulations de matrices. La seule différence
avec le cas précédent est qu’il faut modifier les IQS-candidates. Les résultats sont donc donnés
en suivant sans plus de détail. A noter que comme démontré dans 185,142,149, 201,147, 143],
les résultats par opérateur variation sont a privilégier des que la période d’échantillonnage est
petite, que ce soit pour des questions de modélisation, de réalisation des correcteur comme pour
la stabilit¢ numérique des solveurs LMI. C’est principalement di au fait que, a mesure que Ts
tend vers z€ro, 1I’opérateur variation converge vers 1’opérateur dérivée et les LMI convergent
vers celles des systemes continus.

4.2.2.1 Stabilité globale

Corollaire 12 La stabilité asymptotique globale du systeme décrit par I'opérateur va-
riation est garantie s’il existe des matrices P et Y solutions des LMI suivantes :

(FarF37)" P(ForF5z) > 0

L ~TE5. PEL By (PRg+ FY) L

2xm

ou les diverses matrices sont définies page

Systemes usuels (xy 1 —2)/Ts = Azg.  Avec les mémes calculs que pour le cas des systémes
a temps continu on trouve naturellement les conditions :

P>0 T,A*PA+ AP+ PA < 0.
qui sont celles de la stabilité asymptotique globale obtenues en considérant la fonction de Lya-

punov V;, = ~-af Py

Systemes descripteurs les plus courants F(x,1 — xy)/Ts = Az avec E carrée. La facto-
risation £ = F = F,, E; = 1 est la plus simple et nous nous contentons de considérer celle-ci.
Elle conduit avec les méme calculs que pour le cas des systeémes a temps continu a

(EE*)*P(EE*) >0, T,A*PA+ A*(PE + E*'Y)+ (PE+ E*Y)*A < 0.



100 IQS POUR L’ANALYSE DES SYST. EMES
4.2.2.2 Performance norme-a-norme

Corollaire 13 Le systéme décrit par I’opérateur variation a une performance norme-a-
norme inférieure a vy si Fo,o, est de rang plein en colonne et qu’il existe des matrices P et Y,

et un scalaire T solution des LMI suivantes :

(FurF2)*P(FourF32) >0 , 7>0 , [& —A]70[& —A] >0
~T,E5, PES.: 0| —FEs (PFr+ F7Y) 0
o_ 0 0 0 0
T | S (PFr+ BEYVEZ 0 0 0
0 0 0 0
_Tan2nF;1§nF;;L2nF1n2n ‘ 0 0
+ 0 0 0
0 0 771

out les diverses matrices sont définies page

Systeémes usuels. Avec les mémes calculs que pour le cas des systémes a temps continu on
trouve naturellement les conditions pour la performance H,, également proposées dans [44] :

P>0, 7>0

T,A*PA+ AP+ PA+7C;Cy T,A*PB, + PB, +7C; Dy,

T.B:PA+ B:P+1D5Cy  TuB'PB,+ D% Dy — 7271 | =0

Systémes descripteurs les plus courants. A nouveau on se limite a la factorisation £ = F =
FEs, By = 1. Elle conduit a

(EE*)*P(EE™)>0 , 7>0

T,A*PA+ (PE + E*YY)* A" 4 7C:C, T,A*PB, + (PE + E**Y)*B, + 7C: D,

T.B;PA+ B:(PE + E**Y) + 1D:,C, T,B;PB, + 7D}, Dy, — 4°71 <0

4.2.2.3 Performance impulsion-a-norme

Corollaire 14 Le systeme ({.10) décrit par I’opérateur variation a une performance impulsion-
a-norme inférieure a vy si Fy;o, est de rang plein en colonne et qu’il existe des matrices P, Y,
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Q et un scalaire T solution des LMI suivantes :

(FourE) P(EyrFye) >0, 7>0 , TrQ<7m?2 , [& -A]70[& —A] >0
[ B PE3Lr 0 0 0 0 0
0 —T,Ei- PE3L 0 0|—E;L(PFy+FHY) 0
o 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 —(PFy + EY)'Ei 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0 0 |
—T 00 Fota Foran Flion |0 0
+ 0 0 0
0 0 Q

ou les diverses matrices sont définies page

Systeémes usuels. En reprenant les mémes calculs que dans le cas des systémes discrets décrits
par I’opérateur avance on trouve

P>0 , 7>0 , TrQ <72

ding [ DA PA+ AP+ PALTCC, N\ _
£ B:iPB, +7D:,Dy — Q '

Systemes descripteurs les plus courants. Le cas le plus classique de systémes descripteurs
est tel que F,, = E est carrée, Eyr = 0,0, By = 0, Eyr = 0,, o et en prenant la factorisation
FE; =1 on trouve :

(EE*)*P(EE*)>0 , 7>0 , TrQ <793

diag ( T,A*PA+ A*(PE+ E*Y) 4+ (PE+ E*'Y)* A+ 7C;C, ) <0
B:PB,+1D},Dy, — Q '

4.2.2.4 Performance impulsion-a-pic

Corollaire 15 Le systeme (#.10) a une performance impulsion-a-pic inférieure a y si Fy1,2,, est
de rang plein en colonne et qu’il existe deux matrices P, Y, et deux scalaires 1, T solutions
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des LMI suivantes :
>0, >0, [51 —A}L*@[Sl —A]L>O
[ —E- PR3 0 000 0 0 00
0 ~T,E3L PE 0 0 0| —Ej-(PFy+ FY) 0 0 0
0 0 000 0 0 00
0 0 000 0 0 00
0= 0 0 000 0 0 00
0 —(PFy+ F52Y)'Ez: 0 0 0 0 0 00
0 0 000 0 F5PEy 00
0 0 000 0 0 00
I 0 0 000 0 0 00
_TlFfannF£;2nFﬂn2nF11n2n — TQFonZnFiE:lQnFZJEnQnFlQnQn 00 0 0
0 00 O 0
+ 0 00 O 0
0 0 0 71 0
0 00 0 7721

ou les diverses matrices sont définies page [97}

Systemes usuels. Avec les mémes calculs que dans le cas des systemes discrets décrits par
I’opérateur avance on trouve :

71 >0 s T >0

T,A*PA+ A*P + PA
TQC;CQ — P
TlD;UDgU it
B!PB, — 171

diag < 0.

Systeémes descripteurs les plus courants. En prenant comme précédemment la factorisation
FE; =1 on trouve :

71 >0 s T >0

T,A*PA + (A*(PE + E*Y))*
TQC;‘CQ — E*PE
TlDZUDgU — Tl"}/Ql

B;PB, — v21

diag < 0.

Toutes les LMI concernant les performances de systemes discrets décrits par I’opérateur
variation sont telles que si 75 tend vers zéro, i.e. le systeme tend vers un systeéme continu, les
LMI convergent vers celles des systemes a temps continu. Quand la période d’échantillonnage
est faible 7y < 1 les LMI relatives au systeémes décrits par I’opérateur variation seront de ce
fait nettement a privilégier devant celles relatives aux systémes décrits par I’opérateur avance
car numériquement mieux conditionnées.
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4.3 Problemes avec incertitudes dissipatives structurées

4.3.1 Localisation de poles

Dans cette sous-section nous nous intéressons au résultat IQS pour prouver que tous les
poles d’un systeme linéaire
E, 0z + E, .t = Ax

appartiennent a une région du plan complexe définie par
TIAN + 13N+ N'rg + 13 > 0. (4.14)
Des exemples de telles régions sont donnés en page

Par définition, les poles sont les valeurs A (éventuellement infinies) telles qu’il existe une
solution non nulle (z,7) # 0 a
E iz + E,..m= Ax

ou encore, en posant £ = Ax, ce sont les valeurs A (éventuellement infinies) telles qu’il existe
une solution non nulle (z,7) # 0 a

B, Em](i):Aa:,x:[il o}(f;).

On reconnait 1a la structure d’une boucle telle que (3.1)). L’existence d’une solution non nulle
revient a dire que cette boucle n’est pas bien-posée. Le probleme de localisation de pdle est donc
équivalent a dire que les valeurs de A qui rendent la boucle mal-posée sont exclusivement dans
la région (1.9). La contraposée indique que le placement de pdle est équivalent au bien-posé de
la boucle pour tout A dans I’extérieur de la région. L’extérieur de la région est défini par

Tl/\>\* + T’;)\ + /\*TQ + 73 < 0.
ce qui revient a dire que % est {ry, re, r3}-dissipative. Les IQS-candidates pour ces incertitudes

sont données par le Lemme [T} ce qui permet d’écrire cet autre corollaire du Théoreme

Corollaire 16 Les poles du systeme E,,i(t) + E..m(t) = Ax(t) sont tous dans la région
définie par (#.14) s’il existe des matrices P et Y solutions des LMI suivantes :

(FarF37)" P(ForF57) > 0

41t r By PES roE - (PFor + F57Y) Rt
[ & =4 } ({ ro(PFor + F3Y ) B3> r3Fy  PFyr [ & —A } >0

2xm

ou les matrices impliquées dans cette formule sont définies page S0}

Bien évidement ces conditions sont exactement celles de la stabilité des systemes a temps

continu quand r, = r3 = 0 ety = —1; celle de la stabilité des systemes a temps discret décrits
par ’opérateur avance quand r; = —1, 7 = 0, r3 = 1; celle de la stabilité des systemes a
temps discret décrits par 1’opérateur variation quand r;, = —T, ro = —1, r3 = 0. Pour le cas

des systemes descripteurs les plus courants ou F est carrée, les résultats sont exactement ceux
de [124].
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4.3.2 Performance H., sur une bande de fréquence

Nous avons considéré précédemment (page([81) le probleme de performance norme-a-norme.
Ce probleme de performance est équivalent (pour les systemes LTI) au probleme H., : mon-
trer que le systeme est stable et que la norme spectrale de sa fonction de transfert est bornée
pour tout s = jw. On trouve également dans la littérature des problemes similaires mais avec
une norme spectrale bornée sur une bande de fréquence w € [w @ | donnée. Dans le cas des
systemes a temps continu, il s’agit alors de démonter que pour tout w borné dans un segment et
pour tout signal v # 0, les solutions des équations suivantes

E.jwx + E .= Ax + Byv

E

grJWT 4+ g+ Egem = Cyx + Dy, “15)

vérifient la condition ||g|| < ~||v||. En accord avec la méthodologie développée jusqu’ici, ce
probleme se reformule naturellement comme un probleme de bien-posé de boucle avec les no-
tations suivantes

= = — Jw
¢ |:ng 1 ‘E'97":|7 A |:Cg ng:|7 v |:0 v”2n 0:|

Dire que w appartient a I'intervalle [ w @ ] est équivalent a dire que = est une incertitude
jw

{0, 1, 0}-structurée, {2, j(w+w), 2ww }-dissipative. Aussi on trouve aisément le résultat suivant.

Corollaire 17 La matrice de transfert de v a g du systeme a une norme spectrale bornée
par ~ pour tout s = jw avec w borné dans Uintervalle | w @ | si Fy,2, est de rang plein en
colonne et qu’il existe des matrices P, R et Y, et un scalaire T solution des LMI suivantes :

(FarF3p) P(FyrF3) >0 , 70 , [& —-A]7e[& —A]" >0

2E;,, PES 0| B (R—jw+w@)P)For + F57Y) 0
o 0 0 0 0
| —(R—jlw+@)P)Fyr + E5Y) B3 0 2w Fy PFyr 0
0 0 0 0
_Tan2nF2_‘;L*2nF2—;2nF1n2n ‘ 0 0
+ 0 0 O
0 0 71

out les diverses matrices sont définies page

La méme démarche peut étre appliquée pour les systemes a temps discret. Dans le cas des
systemes décrits par I’opérateur avance cela revient a remplacer jw par e’“ et donc de considérer

. . ( @ [Tt o . .
des incertitudes {—1, 0, 1 }-structurées, {2 cos “5=, —¢’ "2, 0}-dissipatives (voir pageet sui-
vantes).

4.3.3 Calcul de i et skew-

Reformulé dans le cadre de la séparation quadratique, le probleéme du calcul de la valeur
singuliere structurée p, [S3, 208, 163} 154, 232] est un probleme de bien-posé de boucle ou
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I’opérateur linéaire est une matrice de transfert z = A(jw)w et I’opérateur incertain est de la
forme
V = diag(A;--- Ay)

avec comme possibilité sur les A, d’appartenir a I’'une des trois catégories suivantes :
— Borné en norme, plein : A, est {—1,0, 1}-dissipative ;
— Scalaire complexe borné, répété : A, = §,1 ou ¢, est {—1, 0, 1}-dissipative ;
— Scalaire réel borné, répété : A, = 4,1 ou J, est {0, j, 0}-structurée, {—1, 0, 1 }-dissipative.

Plus précisément, le calcul de u vise pour chaque fréquence a minimiser p(w) tel que la
boucle faite de z = 1/u(w)A(jw)w et ’opérateur V est bien-posée. Le résultat IQS pour ce
probléme conduit a formuler la recherche d’une IQS-candidate ©(jw) (c’est-a-dire des DG-
scallings [63, 141]]) telle que

[ Ai) w1 oo | ) | >0

Pour les types d’incertitudes concernés, le bloc en haut a gauche de © est semi-défini négatif
tandis que le bloc en bas a droite est semi-défini positif. Ainsi p(w) = oo est solution tandis que
p(w) = 0 ne I’est pas. Par résolutions successives de LMI, il est possible de trouver sa valeur
minimale admissible. Une alternative est la fonction mussv de la Control toolbox de Matlab
qui exploite la structure du probleme.

En général les problemes d’analyse formulés sous cette forme consistent a prouver que la
valeur singuliere structurée est inférieure a 1 pour toutes les fréquences : u = sup,, u(w) < 1.
Alternativement, toute valeur p trouvée indique que la boucle sera bien-posée pour toute incer-
titude £V avec k < i Cela permet de chercher un sous-ensemble d’incertitudes admissibles en
maximisant son rayon.

Une version modifiée de ce probleme, appelée skew-y, consiste en la maximisation du rayon
selon certaines composantes de V. Mettons que la minimisation se fait pour les derniers blocs
de V, le probleme se réécrit schématiquement comme suit :

mgx@é%i)ggﬂ(w) : { A*(jw) diag ( H(i)l ) } O(jw) diag (422)1 ) > 0.

Une toolbox dédiée a ce probleme a été développée par Gilles Ferreres et Jean-Marc Biannic
(SMT [776]).

Les deux principales difficultés de ce probleme sont :

— Le balayage sur I’ensemble des fréquences est impossible de fagcon exacte. En pratique
on effectue un échantillonnage des fréquences mais on risque alors de rater des pics de
la valeur p(w), pics qui sont fréquents et peuvent étre trés fins dans le cas des struc-
tures flexibles. Une alternative est de garantir des niveaux de p entre deux valeurs d’un
échantillonnage. Il suffit pour cela qu'une méme [QS-candidate satisfasse I’inégalité
pour une valeur de ;+ donnée sur les intervalles de fréquence. Cette technique est utilisée
dans [75, /7] avec un algorithme associ€¢ qui exploite la structure du probleme. Une
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alternative est de considérer w comme une incertitude (comme c’est fait dans la sous-
section précédente). Cette approche a le défaut de modifier la structure du probleme,
d’introduire une matrice P de grande dimension (nombre de lignes est égal a I’ordre du
systeme) et donc d’étre plus difficile a résoudre numériquement.

L autre difficulté est le pessimisme de I’approche. Comme nous 1’avons, vu la descrip-
tion des 1QS-candidates se fait par des sous-ensembles de candidates. Aussi le calcul
donne des bornes supérieures de p et elles peuvent étre en pratique tres éloignées de la
valeur exacte. Ce probleme est inhérent a la technique IQS et pas uniquement pour le
probléme de la valeur singuliere structurée. Le chapitre qui suit propose une voie pour
réduire le pessimisme.



Chapitre 5

Réduction du pessimisme

Le chapitre qui précede conclut sur le pessimisme des résultats quand il s’agit de résoudre
des problemes d’analyse pour des systemes complexes (plusieurs opérateurs incertains). Le
chapitre qui vient a pour objectif de donner des pistes pour réduire ce pessimisme. La voie
choisie, contrairement a d’autres approches, n’est pas de partir des LMI données dans le chapitre
précédent et de les triturer pour en obtenir de nouvelles, moins pessimistes. L”approche qui est
suivie est de travailler sur la description du systeme de maniere a y incorporer les informations
qui s’averent non inclues quand sont batis les sous-ensembles d’1QS candidates. Cette approche
conduit a construire des systemes sous forme descripteurs, méme quand le systéme initial ne
I’est pas. Pour plus de simplicité dans les formules, nous abordons uniquement 1’analyse de
systemes usuels. Les représentations implicites qui en découlent sont toutes avec une matrice £
de rang plein en colonne. Les résultats peuvent €tre €tendus aux systemes descripteurs mais au
colit de notations mathématiques encore plus complexes.

La technique d’augmentation des systemes est dans un premier temps illustrée en détail
pour le cas de systemes LTI avec incertitudes paramétriques (constantes). Cet exemple le plus
simple permet d’expliquer les mécanismes en oeuvre dans cette méthode. Dans un second temps
la méme méthode est appliquée dans le cas d’un systeme avec une incertitude variant dans le
temps et une non-linéarité. Dans 1’exemple numérique traité, la non-linéarité est non critique
et la stabilité globale du systeme est préservée. Les conditions sont comparées en termes de
pessimisme en évaluant des bornées supérieures d’une performance norme-a-norme (norme Lo
induite). La troisieme section est consacrée a un exemple de systeme avec saturation pour lequel
seule la stabilité locale peut étre démontrée. Ce résultat est tres spécifique car, par le biais des
définitions telles que la racine carrée du Dirac et les intégrateurs sur des signaux tronqués qui
ont été utilisés dans la sections précédente pour évaluer des performances impulsion-a-pic, il
permet de construire des régions d’attraction des points d’équilibre. Ce premier résultat, encore
fortement améliorable, ouvre la piste pour I’analyse de la stabilité locale des systemes non-
linéaire par I’approche IQS. Enfin, en quatrieme section du chapitre, la méme technique est
illustrée pour le cas de systemes a retard. Dans ce cas, I’opérateur sur lequel boucle le systeme
est un opérateur de dimension infinie dont la technique d’augmentation permet de décrire la
série de Taylor avec un reste borné.

107
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5.1 Stabilité robuste des systemes LTI

5.1.1 Enoncé pessimiste

Soit un systeme LTI décrit par :

z _ A Ba T =1z
(ZA)[CA DAA}(WA)’{MA:AZA (51)

ou A est une incertitude composée de blocs élémentaires
J
A= "Jaj(L, @A) Ky,
j=2

ol les matrices .J5; sont orthonormales (voir page [60). Dans un premier temps nous allons
supposer que les incertitudes A; représentent des parametres constants définis comme étant
{®1;, Pyj, Ps;}-structurés et { Wy, Usy;, U, }-dissipatifs (voir définition page 26). Comme on
I’a vu précédemment, cette représentation permet, entre autre, de représenter des incertitudes
scalaires réelles ou complexes, bornées sur des intervalles ou des arcs de cercle. La notation 1,
signifie que chaque incertitude est répétée r; fois dans A.

On s’intéresse a la stabilité robuste de ce systeéme. En suivant la méthodologie exposée
jusqu’ici cela revient a formuler le probleme de bien-posé pour la boucle [3.1] avec

A B 7
e[ B vom
. (5.2)
vl—Ia le[ln OnmA] 71 :[1 npA]a
Vj>2_1’r‘j ®A]7 JJEZZ[Oon Zj} ) K :[ on KA]:|

Les résultats du Chapitre (3| s’appliquent et conduisent au test LMI suivant.

Corollaire 18 Le systeme est robustement stable s’il existe une solution a la LMI suivante

J T

L% K; 0 KJ’ 0 1

[& —A] (Zl[of le@j{o JJT]>[8 ~A] >0 (5.3)
j:

ou les matrices €, A, J; et K; sont données par et out les séparateurs élémentaires sont

donnés par

0 -P .
o } L P=P">0
R; @ @ Rj®q)2j:|+|:Pj®\I]1j Pj®q]2j:| R, =R}

Qe — j
=22 |:R]®(I)§J Rj@q):gj PJ®\I/§J ‘Pj®\113j P]—P*>O

@1 -
(5.4)
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Les dimensions des variables de décision de ce probleme sont :

- P matrice n X n;

- Rj>o et Pj>o matrices 1; X 7;.

Le nombre de lignes de la contrainte LMI principale est n + ma.

Ces quantités correspondent a la complexité numérique du probleme. On les comparera par la
suite aux méme indicateurs de complexité numérique pour des résultats de pessimisme réduit.

La faisabilité des LMI du Corollaire [18| est une condition suffisante de stabilité robuste du
systeme Du fait des résultats de pessimisme commentés dans la fin du chapitre précédent, sa
faisabilité est potentiellement pessimiste. La suite de cette section consiste a montrer comment
générer des conditions moins pessimistes tout en faisant le moins de manipulations mathématiques
possible.

5.1.2 Augmentation d’ordre un

Le premier constat a faire concernant le Corollaire|18|est qu’a aucun moment I’information
sur le fait que les incertitudes sont constantes n’a été utilisée. Les conditions LMI démontrent
de ce fait tout aussi bien la stabilité robuste vis-a-vis d’incertitudes variant dans le temps, méme
si leur dérivée est infinie (sauts entre valeurs de I’ensemble).

Une piste pour réduire le pessimisme est d’inclure I’'information sur la dérivée (nulle) des
incertitudes. Si on le fait directement sur le modele cela donne :

1 0O T A Ba 0 T r=1zx
0 10 ZA = CA DAA 0 WA s WA = AZA
—CA 01 ZA 0 0 DAA IbA IDA = AZA

Ce systeme est trivialement identique a si ce n’est I’ajout de wa = AZa qui reflete le fait
que A est une incertitude paramétrique constante. L’équation contient également la définition
de la dérivée 2p = Cax + Daawa. Elle ne contient par contre pas I'information que wa est
la dérivée de wa. Pour la méme raison que x = Zz représente les dynamiques de z, la relation
wa = Zwpa reflete les dynamiques du signal dépendant des incertitudes. La modélisation sous
forme descripteur permet d’inclure cette information dans le modele sans difficulté et donne le
modele augmenté suivant :

1 0]lo o0 . A 0| B © N

0 1/0 0 w 0 0| 0O 1 »

0 0|1 0 ZA — | Cxr 0|Dax O wA (5.5)
—Cr 0/0 1 A 0 0| 0 Dana A

0 0/0 0 A 0 1| -1 o0 wa

dans lequel les opérateurs intégration et incertitude operent sur les signaux suivants

()27 (i) () =mea(3)

Par construction ce systéme est équivalent au précédent, si ce n’est qu’il comporte en lui I’in-
formation que A est composé exclusivement d’incertitudes dont la dérivée premiere est nulle.
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Sa stabilité peut s’étudier a ’aide de la théorie IQS en construisant les conditions de bien-posé
de la boucle B.Jlavec

1 0|0 o0 A 0| Ba ©
0 1/0 0 0o ol 0 1
E=| 0 0[1 0|, A=|Cx O0[Dan O , V=37 JV,K;
—Cx 0]0 1 0 0| 0 Dan
0 0/0 0 0 1| -1 0
Vv, =1, Ji=[ Lutma Ouoma | Ki=[ Loyms Ousps |,
Viso =1oy, @A, Jisa = [ Oenims 12 ®J}; 1", Kiso=[ Ouuims 1@ Kay].

(5.6)
& est de rang plein en colonne. Le Théoreme [7|d’1QS s’applique et donne :

Corollaire 19 Le systeme est robustement stable s’il existe une solution a la LMI
ou les matrices £, A, J; et K; sont données par (5.6) et ou les séparateurs élémentaires sont

donnés par (5.4).

On constate la simplicité du résultat. Les conditions sont exactement les mémes que celles
du Corollaire[I8] La différence vient de la description du modele issue de manipulations simples
sur les équations du systeme et bien slir des dimensions du probleme a résoudre.

Les dimensions des variables de décision de ce probleme sont dans le Corollaire 19]:

- P matrice (n +ma) X (n+ma);

- Rj>9 et Pj>o matrices 2r; X 2r;.

Le nombre de lignes de la contrainte LMI principale est n + 2ma.

La complexité numérique est augmentée en comparaison du Corollaire |18 Cette augmentation
de la complexité accompagne une réduction du pessimisme.

Techniquement pour montrer la réduction du pessimisme on procede comme suit. Si le Co-
rollaire admet une solution (Fy, Ryj>2, Py;>2) alors pour un € > 0 suffisamment petit, on
montre que le Corollaire[I8|admet une solution telle que

P 0 Ry; 0 Py 0
Pl_{o 61‘| ’RU”—{ 0 o} Pz = g 611'

Les manipulations des formules ne sont pas données car sans grand intéreét.

Rappelons que les résultats IQS s’interpretent comme des résultats de type Lyapunov ou
la fonction de Lyapunov est construite sur la base du séparateur élémentaire utilisé vis-a-vis
des dynamiques (de I’intégrateur). Dans le cas du Corollaire [18|1a fonction de Lyapunov sous-
jacente est donc de la forme Vy(z) = 7 Pz ol x est le signal issu de 1’opérateur intégration.
Dans le cas du Corollaire [I9 on trouve par contre

T T
B T x o7 1 1
‘/1(.’17) o ( WA ) P( WA ) -7 [ A(]_ — DAAA)fch :| P |: A(l — DAAA)ich v
(5.7)
C’est une fonction de Lyapunov dépendant des parametres. Elle est quadratique en A(1 —
DAaA)'CA qui est I'incertitude vue de I’équation dynamique & = Az + Bawa, WA =
A(]. — DAAA)_chZL’.
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5.1.3 Augmentation d’ordre supérieur

Réduire plus encore le pessimisme revient a chercher des matrices de Lyapunov d’ordre plus
élevé dans leur dépendance vis-a-vis des incertitudes. Dans le formalisme des IQS cela peut
se faire en appliquant I’augmentation d’ordre du systeme a nouveau, c’est-a-dire en ajoutant
I’information que les dérivées d’ordre supérieur de A sont elles aussi nulles.

A I’ordre deux on trouve le modele suivant

1 | -4 00/0o0oO 0 00| 0 By O
0 1 00/000 7 A 0O Br, 0 0 N
0| 0 10000 z 0 00/ 0 1 0
0| 0 01/000 WA 0o 00/ 0 o0 1 wa
0 0 00|10 0 in | =1 Cx 0 0/Daa 0 0 A
0 |—-Car 0 0/0 1 0 A 0 00| 0 Dxa O wa

~Cr| 0 00001 in 0 00| 0 0 Daa wa
0| 0 00000 A 0 10/-1 0 0 wa
0| 0 00000 0 01| 0 -1 0

) ) ) S (5.8)

dans lequel les opérateurs intégration et incertitude operent sur les signaux suivants

T T WA ZA
wa | =1 | wa , wa | =13@A | 2a
WA WA WA ZA

On notera que % est isolé dans ce modele et n’est pas relié a & par I’opérateur intégration. I1
est traité comme un signal exogeéne (du type des signaux 7 dans la représentation (1.13)). La
raison de ce choix est que I’écriture de & = Az + Bawa et les différentes autres regles sur
ces signaux & et wa contient en soi le fait que & est la dérivée de =. L’ajouter explicitement
ne serait qu’une information redondante. On pourrait d’ailleurs retirer ce signal en écrivant que
CaZ = Ca(AZ + Bawa). Nous ne le faisons pas car dans ce cas on perd la structure des
données initiales. Cependant, dans les faits, c’est exactement ce qui est fait numériquement
quand on calcule le noyau de [ E A ] dans la formule LMI.

Par construction ce systeme est équivalent au précédent, si ce n’est qu’il comporte en lui
I’information que A est composé exclusivement d’incertitudes dont les dérivées premiere et
seconde sont nulles. Sa stabilité peut s’étudier a 1’aide de la théorie IQS en construisant les
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[ Oe1 1Ix } ®A 0.,
£ — Lynvmat+pa | 0t Rmatpae 0..
ONmA,o ]-N X CA 0.7. ;

ONmA,o 0.7.
_ O )

|: Nll’l :| ®A 00,’ [ ]-N 00,1 :| ®BA

A= 0.. Oue [0u1 1y ]®1,, (5.10)
= ] ’
{ 0 ] ©Cs O Ix41 ® Dan
N1
- 0.’. ]‘NmA |: _]-N 0071 } & 1mA 1
T
J1 = [ 1n+NmA 00,(N+1)mA } ) [ 0. R=1)n n+NmA 0'7(N+1)PA } ,

Jiz2 = [ Oepirma  LIns1 @ J3; ]T K = [ Oupnsnma Inp1 @ Kaj |-

)

conditions de bien-posé de la boucle[3.1]avec

&= A=
[ 1 -A 0 0/0 0 O] [0 0 0] O Ba 0 |
0 1 0 0(0 0O A 0 0| Ba 0 0
0 0O 1 0{0 0O 0O 00| O 1 0
0 0O 0 1{0 0O 0O 005 O 0 1 7
0 0 00(100| |Cyo00|[Dss 0 o |0VTX=liVik
0 —Cah 0 0|0 1 O 0O 0 0f 0 Daa O
—CAr| O O0 0[O0 O 1 0O 00| O 0 Daa
0 0O 0 0|0 OO 0O 1 0| -1 0 0
| 0 0 000 0 O] | 0 0 1] O —1 0 |
Vi :I7 Ji = [ 1n+2MA 00,3mA }Tv [ 0 n+2mA 0.73PA } )
Vizo =13, @ Aj, Jjzo = [ Oepizmy 13® JA; ]T, K]>2 = [ Ouonioms 13®@ Kaj |-

(5.9)

Les augmentations d’ordre supérieur se construisent par récurrence. Pour un ordre N > 1
la formule générique des matrices définissant le probleme LMI est donnée par (5.10). £ est
toujours de rang plein en colonne. Le Théoreme [7|d’1QS s’applique et donne :

Corollaire 20 Le systeme est robustement stable si pour une valeur X > 1 il existe une so-
lution a la LM1 oit les matrices £, A, J; et K; sont données par (5.10) et oil les séparateurs
élémentaires sont donnés par (5.4).

Les dimensions des variables de décision de ce probleme sont dans le Corollaire |20 :
- P matrice (n + Xma) X (n+ Nmap);
i>2 et .PjZQ matrices (N + ]-)Tj X (N + ]-)Tj
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Le nombre de lignes de la contrainte LMI principale est n + (X 4 1)ma.

La complexité numérique croit ainsi en fonction de N. Le nombre de variables croit avec le
carré de Nma ce qui rend en pratique le test numériquement impraticable méme pour de faibles
valeurs d’augmentation N si la taille des incertitudes est grande.

A mesure que R croit, le probleme LMI devient de moins en moins pessimiste. La fonction
de Lyapunov sous-jacente est une fonction de plus en plus complexe des incertitudes. On a vu
précédemment la formule pour X = 1 (5.7))). Pour X > 1 la formule générale est comme suit

T T

x x 1 1
W(x) = w:A P w:A =t Z(A) P Z(:A) T
wy) wy) Z(A)(A(A))* Z(A)(A(A))*

ol Z(A) = A(]_ — DAAA)_ICA et A(A) =A+ BAZ(A)

5.1.4 Exemple : Analyse robuste du controle d’attitude d’un satellite

La méthodologie a été appliquée sur un modele de satellite. Les résultats détaillés ont fait
I’objet de deux rapports techniques [[13,12] et d’une publication [[183] qui résume les résultats.
Ils sont repris ici pour illustration.

Le modele linéaire de satellite est celui de DEMETER [197, [198|, [11]]. Le cas considéré
est celui d’un seul axe influencé par un mode flexible. L’ordre du modele en boucle fermée
incluant le modele de satellite, des actionneurs et de la boucle de commande est n = 11. Les
incertitudes portent sur I’inertie du corps du satellite 6./ ainsi que sur 1’amortissement 6 et
la pulsation propre dw du mode flexible. La modélisation LFT du systéme fait intervenir un
opérateur A € R®*°® ol certains des coefficients incertains sont répétés. Les incertitudes sont
normalisées entre -1 et 1, I’objectif est de trouver les plus grands domaines incertains autour de
z€ro pour lesquels les conditions LMI garantissent la stabilité robuste. Les domaines recherchés
sont de type polytopique. La méthode utilisée pour optimiser la taille des polytopes n’est pas
reprise ici, on peut la trouver dans [183].

Le premier test qui a ét€ mené se limitait a un probléme a deux dimensions. 6./ étant fixé,
il s’agissait de trouver le plus grand polygone a quatre sommets dans 1’espace 6(, dw autour de
z€ro qui stabilise le systeme. Les Figures illustrent graphiquement les domaines
obtenus quand on applique les LMI issues de ’augmentation ¥ = 1. Comme les coins des
polygones touchent les régions paramétriques pour lesquelles le systéme est instable (régions
obtenues par quadrillage) ou bien les limites du domaine d’analyse, on peut conclure que les
conditions LMI sont ici sans pessimisme. Ces résultats sont a comparer avec les conditions
LMI sans augmentation, X = 0. La Figure illustre le plus grand polygone valide pour ces
conditions LMI. Il est significativement plus petit (1I’échelle des axes est modifiée par un facteur
1072).



114

&g,

REDUCTION DU PESSIMISME
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FIGURE 5.1 — Domaine d’incertitudes garanti pour €tre stable (vert) et valeurs instables (points
rouges) obtenus pour 6. = —1 avec X = 1.
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FIGURE 5.2 — Domaine d’incertitudes garanti pour €tre stable (vert) et valeurs instables (points
rouges) obtenus pour 6.J = 0 avec X = 1.
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Uncertainty feasible domain
» Disorefisationdd | =1
08 = I Analyse RoMulOC

06—

04

02-

HEREE R AR R E R R E A R
EEEKERF R A A R R R
P T T L

o
o

08 0.6 0.4 -02 Q 02 04 0.6 08 1

FIGURE 5.3 — Domaine d’incertitudes garanti pour €tre stable (vert) et valeurs instables (points
rouges) obtenus pour 6.J = 1 avec X = 1.
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FIGURE 5.4 — Domaine d’incertitudes garanti pour €tre stable (vert) et valeurs instables (points
rouges) obtenus pour 6.J = 0 avec X = 0.
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Uncertainty feasible domain

[ index=0

1.

FIGURE 5.5 — Domaine 3D d’incertitudes garanti pour étre stable obtenu avec X = 0.

Le méme type de résultat se retrouve dans le cas a trois dimensions ou les trois parametres
incertains sont considérés simultanément. Quand on ne réalise pas d’augmentation, 8 = 0, le
plus grand domaine qui a pu étre obtenu est représenté sur la Figure[5.5] A noter qu’il s’agit 1a
encore d’un zoom avec un facteur 1072 sur chaque axe.

Des la premiere augmentation X = 1 le domaine obtenu est augmenté tres significativement,
voir Figure Contrairement au cas précédent ces conditions LMI se révelent pessimistes. A
la droite, en-dessous et au-dessus du polyedre (et aussi un peu a gauche) se trouve une grande
région pour laquelle le systeme est stable mais les LMI sont infaisables si on inclut ne serait-ce
qu’une partie de cette région dans celle en bleu.

Pour obtenir des conditions moins pessimistes, on procede a I’augmentation suivante, X = 2.
La région faisable obtenue est donnée sur la Figure L’amélioration est flagrante, méme si la
condition se révele encore un peu pessimiste (voir le coin prochede §J = 1,0¢ = —letdw =1
qui n’atteint pas cette valeur faisable). A I’ordre suivant 8 = 3, Figure le polyedre obtenu
est légerement plus grand encore et touche cette fois-ci dans tous ses coins, soit une limite du
domaine d’analyse, soit la région pour laquelle le systeme est instable.

Bien évidement la réduction du pessimisme s’accompagne d’une augmentation de I’effort de
calcul a produire. Le tableau[5.I|résume la complexité numérique induite par ces tests. A mesure
que I’on procede a des augmentations, le nombre de variables et la taille des LMI grandit par
un facteur de deux a trois. Comme le temps de résolution des LMI est polynomial en la taille
du probleme, le temps de calcul augmente par un facteur dix. A ce stade il faut préciser que
pour optimiser les polyedres on procede par résolution itératives de nombreuses LMI (les coins
des polyedres sont optimisés par bisection). L.e nombre d’itérations est d’autant plus grand que
les conditions LMI sont pessimistes. Ainsi entre 8 = 1 et X = 2 le temps global de calcul est
quasiment identique pour un résultat bien meilleur quand X = 2.
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Uncertainty feasible domain

FIGURE 5.6 — Domaine 3D d’incertitudes garanti pour €tre stable obtenu avec X = 1 et valeurs
instables (points rouges).

Uncertainty feasible domain

FIGURE 5.7 — Domaine 3D d’incertitudes garanti pour &tre stable obtenu avec N = 2.

TABLE 5.1 — Numerical complexity and size of LMI

N nb vars dim LMI résoudre une LMI trouver le polyedre
0 216 949x949 0.3s 113s
1 646 2754x2754 3s 746s
2 1614 6185x6185 25s 793s
3 3024 11050x11050 204s 3859s
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Uncentainty feasible domain

dw 6%1

FIGURE 5.8 — Domaine 3D d’incertitudes garanti pour étre stable obtenu avec X = 3.
5.2 Gain L, des systemes avec zone morte

5.2.1 Exposé du probleme

Nous allons présenter les résultats de cette section en se concentrant sur un exemple de
probleme avec zone-morte particulier. Le souhait est d’étre illustratif, la méme méthodologie
pouvant se décliner dans bien d’autres cas. L’exemple considéré est un probleme d’analyse de
performance norme-a-norme pour un systeme avec une non-linéarité scalaire de type zone morte
et un parametre incertain scalaire. On suppose que le probleme est sous forme LFT comme suit
(on se limite a un cas sans caractere descripteur pour plus de clarté) :

{ln} A B, By B, z{ln}
2z {1} _ | ¢i Du D Dy wy {31} (5.12)
Z9 {i mQ} Cy Doy Dyy Doy, Ws {i m2} '
9 {Ip}} . Cy Dg Dy Dy J v {Tm,}
A

Les opérateurs entre les signaux w et z sont tels que

Wo = 522’2

w =dz(z) { 5y € [—1 1]

ou la fonction non-linéaire zone-morte (dz) est celle définie par (1.10). L objectif est de mini-
miser la performance norme-a-norme du transfert v a g (on ne parle pas de performance H
car nous sommes en présence d’un systeme non linéaire).

Le systeme est ici sous forme LFT. Pour le formuler explicitement en fonction de 5 et des
non-linéarités du systeme, on pose les matrices rationnelles en - suivantes (la matrice 1 —d5 Do
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est supposée non-singuliére pour tout o € [—1 1]):

A(dg)  Bi(d2)  By(09) A By B,
C1(02) Di(62) Di(d2) | = | C1 D Dy,
09(52) Dgl(52) ng(52) Cg Dg1 Dy,
By
+d03 | D1 (1—52D22)_1[ Cy Doy Dzv}
Do

et on suppose 1 — Dy; > 0 (sinon la boucle algébrique impliquant la zone morte n’est pas
définie). Avec ces notations le systeme non-linéaire incertain représenté par la LFT s’exprime
aussi comme suit

T

@\ _ | A@2) (1 —Du(d2) 'Bi(d2) Bu(d) , i )
(g ) N {09(52) (1= D11(02)) ' Dg1(d2)  Dygy(d2) dz (C1(62) :Dlv@z) )

En appliquant le cadre de travail IQS, le probleme de performance norme-a-norme avec un
opérateur zone morte et une incertitude scalaire sera résolu si le bien-posé est démontré pour la
boucle constituée de z = Aw et de 1’opérateur

V= dlag( z V[O 1] (521m2 vnzn )

avec Z I’opérateur intégration avec conditions initiales nulles, Vo 1) une incertitude scalaire

comprise dans [0 1] ¢’est-a-dire {0, j, 0}-structurée, {0, —1, 2}-dissipative, o est {0, 7, 0}-structurée,

{—1,0, 1}-dissipative et V5, peut étre vu comme une incertitude {—1, 0, v*1}-dissipative (au
sens ol ils partagent les mémes IQS-candidates). Le Théoreme|[7|avec les IQS-candidates réelles
associées aux opérateurs incertains donne les conditions du corollaire suivant.

Corollaire 21 La performance norme-a-norme du systeme incertain avec zone morte ci-dessus
est garantie d’étre inférieure a vy s’il existe une solution aux LMI suivantes

0 0 0 O0|-Pr 0 0 0]
0 0 0 0|0 —p 0 O
0 0 -P, 0|0 0 —R, 0

’ 0 0 0 -1/ 0 0 0 0 |[A
A5 0 0 0l0 0 0 o [1 >0 G

0 -pp 0 0] 0 2 0 0
0 0 R 0|0 O P 0

0 0 0 0|0 0 0 A1

ou les variables de décision sont : Pr > 0 carrée symétrique avec n lignes; p; > 0 scalaire ;
P, >0et Ry = —RQT carrées avec my lignes.

On notera que le scalaire 7 qui apparait dans les [QS-candidates vis-a-vis de V5, est fixé a
1 de maniére a permettre I’optimisation selon 2.
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Le résultat ainsi formulé est clairement pessimiste. Ce pessimisme vient d’une part de la
description des 1QS-candidates qui, on I’a vu, ne couvre qu'un sous-ensemble de toutes les
1QS-candidates. D’autre part, dans la démarche adoptée, la zone morte a été remplacée par un
opérateur incertain quelconque borné entre O et 1, ce qui est une description fortement simpliste.
Finalement, I’incertitude 5 est elle aussi décrite de fagon pessimiste car a aucun moment on n’a
intégré d’information sur ses dynamiques. Que ce parametre soit constant ou bien a variations
tres rapides on peut pourtant s’attendre a des performances différentes.

5.2.2 Informations sur la dérivée des opérateurs incertains

De facon a répondre aux questions de pessimisme, I’idée que nous suivons est d’ajouter dans
la boucle de bien-posé les équations concernant les dérivées de z; et z; :

Z1 = C1& + Dy + Dygg + Dy
29 = CoZ + D1ty + Doty + Doy 0.

Malheureusement, ces signaux ne sont pas définis car v est totalement libre. Aussi nous procédons
différemment. Dans un premier temps, en remarquant que d, est un opérateur linéaire, nous
réécrivons le bouclage LFT avec les variables additionnelles suivantes

o Wy = 02291 291 = Cox + Dyywy + Dagwoy
W = W1 + W2 , -5 ) -D D
Wag = 022922 Zog = DogWos + Loy,v.

Il devient alors possible de réaliser le calcul de la dérivée de z5; ce qui conduit a
221 - CQ.T + D21w1 + D22w21.

Nous allons utiliser ce signal pour tenir compte dans les données du probleme, du fait que le
scalaire incertain d, est borné en vitesse : d; € [d,; 02,1]. Dans ce cas on a

Wa1 = 02291 + 02221

qui est exploitable dans les équations.

La tendance serait d’appliquer la méme procédure avec la zone-morte, a la différence que
dans ce cas : dz(z11 + 2z12) # dz(z11) + dz(z12). 1l est dés lors impossible de procéder a la
séparation en deux termes de la contribution de 1’état et de la perturbation v dans le signal
entrant de la zone morte. Aussi, il n’est possible de tenir compte de la dérivée selon cet opérateur
que dans le cas ou Dy, = 0 et Dy, = 0. Cela revient a supposer que les perturbations n’entrent
pas directement dans la zone morte, et ce pour tout incertitude (D1, (d2) = 0). Nous supposons
que c’est le cas.

Cette hypothese faite, il convient de considérer I’opérateur entre 2, et w;. Cette analyse est
menée en page [29/ou I’on définit w; = dz(Zy, z1) qui est une fonction incluse dans 1’opérateur

iy = Vit , Vin(t)e{0, 1}
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£
T 1 00/00000O0O0]

~C, 00/10000O0O i

0 00/010000 iy

~C, 00|00 1000 Uy

0 00/0o00DT100 B

0 00/00O0O0T1O0 2

0 00/00O0O0OTO071 do1

0 10/00000O00 o1

0 01/000000 2o

0 00/000O0OO0DO g

0 00/000O0OO0DO

A 00/ 0 B O O B, B B,] N (5.14)
0O 00/D, 0O O O O 0 O .
c, oo/ 0 D O O O O O !
0 00|Dy O Dy Dy 0O 0 0 w21
C,b 00 0 Dy O O Dy 0 O w1

— | 000/ 0 0 0 0 0 Dy Dy W

C, 00 0 Dy O 0 Dy Dgy D, 22"_“21
0 0 0] 1 0 0 0 0 0 0 2421
0 00/0 O 1 1 0 0 O W
o 10/0 -1 0 0 0 0 O Waz

o010 0 0 0 -1 0 O | v

A

Toute matrice Oy} telle que

1 1
[1 O}@{Ozl}{o]ﬁoa [1 1]@{0,1}{1}§0.

est trivialement 1QS-candidate pour cet opérateur.

A ce stade les équations décrivant le systeme et les dérivées des signaux considérés sont
données par (5.14)) ou I’on a volontairement ajouté quatre équations redondantes concernant les
signaux w; et w9 de facon a inclure I’information selon laquelle ces signaux sont des dérivées :

T 1z T
w1 = I’U)l =7 wl
W21 L9y Wa1

Les signaux Z; et z9; sont quant a eux des combinaisons linéaires des signaux impliqués dans
I’opérateur intégration ci-dessus. Aussi, il serait redondant d’écrire que leur intégrales sont
respectivement z; et zo;. C’est pourquoi cette information n’est pas intégrée aux équations.

Ainsi, le probleme de performance norme-a-norme robuste, intégrant les informations dis-
ponibles sur les dérivées des signaux w; et wsyy, est inclus dans un probleme de bien-posé de
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boucle entre I’application linéaire implicite (5.15)) et I’opérateur suivant

T 0 0 0 0 0 0 ]
0 Voiy O 0O 0 0 O
0 0 Vgy 0 0 0 0
g_|0 O 0 0 &1 0 O
0 0 0 &L 0 0 O
0 0 0 0 &1 0 O
0 0 0 0 0 &1 O
0 0 0 0 0 0 Vp,

Il s’exprime sous la forme suivante
V = JZKz+J11Vi,13 K11+ 1V 1]K1+J2,1(521m2)K2,1+J2(5213m2)K2+annvnannzn

avec les matrices .J; qui sont bien orthonormales comme exigé dans (3.14). On remarque que la
matrice &£ est de rang plein en colonne. Donc on peut prendre £ = 1 et pour chaque opérateur
on trouve F; = Kj et I'y; = 1. Le résultat IQS du Théoreme [/|s’applique et donne le corollaire
suivant.

Corollaire 22 Dans le cas oi incertitude est bornée en vitesse do € [QQJ 5271] et que [ D1y Dy, ] =
0, la performance norme-a-norme du systeme incertain avec zone morte défini par est
garantie d’étre inférieure a -y s’il existe une solution aux LMI suivantes

1

(¢ —A]"e[e —A]" >0 (5.15)

out les matrices & et A sont données par et avec les 1QS-candidates

@:[K% OH 0 —Pz,lHKz 0

0 Jr —Pr; 0 0 J;
Kil 0 K171 0 Kik 0 0 —P1 Kl 0
N ] Ot { o Ji } * { 0 4| -m 2m 0o J
i K;; O 2§2,152,1P2,1 —Ryp — @2,1 +021) P4 Koy O
I 0 Jo Ryq — @271 +091) 1 2P, 0 J3,
i Kék 0 —P270 _RZO K2 0
0 Jo Ryy Py 0 J;
0 Jnon 0 721 0 Jron
(5.16)

paramétrées par les variables de décision suivantes : Pr; > 0 carrée avec n + 1+ my lignes ;

1 1
[1 0}@{0,1}{0 <0, [1 1}@{0,1}[1}§0

ou Oy 1y est carrée avec 2 lignes ; p1 > 0 est scalaire; P, > 0 et Ry = —RQT1 sont carrées
avec my lignes; Pog > 0 et Ry = —RQTO sont carrées avec 3ms lignes.
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Le fait d’avoir appliqué le résultat IQS sur le systeme augmenté des dérivées premicres de
21 et 25 conduit a des conditions LMI de taille plus grande. Potentiellement, ces conditions sont
moins pessimistes car elles incorporent des informations sur les dérivées des opérateurs. De
plus, par des manipulations assez triviales, il est simple de voir que si (5.13) est satisfaite, alors
le sera aussi pour un € > 0 suffisamment petit et

PI el
PI,l = dlag € 5 ("‘){071} = 0, P2,1 = 61, R271 = 0, P270 = dlag PQ
el Py

D’autre part, I’exemple qui suit montre que la réduction du pessimisme est réelle.

Avant cela, remarquons la chose suivante : le résultat IQS est nécessairement en lien avec
une fonction de Lyapunov. Cette fonction de Lyapunov est paramétrée par la partie du séparateur
qui réalise la séparation quadratique vis-a-vis de I’intégrateur (c’est-a-dire vis-a-vis du caractere
dynamique du systeme). De facon compacte cette fonction de Lyapunov s’écrit

T
x x

w1 PIJ w1 (517)
W21 Wa1

et la condition démontre que sa dérivée est négative le long des trajectoires décrites
par (5.14) et connaissant les propriétés des différents opérateurs impliqués. Pour connaitre la
formule exacte de la fonction de Lyapunov en tant que fonction de 1’état x, de la fonction zone-
morte et de do, il convient de faire le calcul de la formule explicite de la forme rationnelle issue

de 1a LFT (5.12)). Ce calcul donne

w, = (1 — Dll)fle (Clﬂf) ,
wa1 = 02(1 — 03 D20) " (Cox + Dogwy) .

La formule exacte de la fonction de Lyapunov qui en découle est, avouons-le, non triviale. On
ne I’aurait probablement pas adoptée d’emblée.

5.2.3 Exemple numérique

Nous allons maintenant tester les résultats des Corollaires 2T]et[22]sur un exemple académique.
11 s’agit d’un modele du second ordre de pulsation propre w,, = 1 et d’amortissement 0.5+ 0.3
inconnu borné (0, € [—1 1)) :

. 0 1 0 0
S —2(0.5+0.352)]x+[ 1]u+[ 1%

On suppose ce systeme commandé par un retour d’état saturé (la saturation est égale a I’opérateur
identité moins une zone morte)

u=Kz—dz(Kz), K= -3 -3 ]

1. Le calcul se fait en fonction du signe de wq. Si wy = 0 c’est que z; = Cyz et que |Cyz| < 1, la formule est
valide. Si wy > 0 c’est que wy = Cyx + Dyjwy — 1, donc wy = (1 — Dy1)~1(Cyx — 1) ce qui correspond bien a
la formule quand Cyz > 1. Idem pour le cas ot wy < 0.
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dans lequel le gain de retour d’état est choisi pour placer les pdles du systeme sans incertitudes
(02 = 0) en -2. On s’intéresse a la performance norme-a-norme de ce systéme pour une pertur-
bation en entrée du systéme v et en mesurant son influence sur la premiere composante de I’ état
(si le systeme était linéaire on parlerait de norme H,). Le systeéme bouclé par la zone morte et
I’incertitude s’écrit

. 0 1]0] o |0 i
4 —4|-1]-06]1

=13 370 0 0™ :_dg(zl)

2 0 1]0] 0 |o w2 By 222

g 1 00| 0 |0

Les résultats des corollaires pour ce systeme sont donnés dans le Tableau [5.2] Pour comparaison
on a également appliqué le Corrolaire [21] en retirant la zone-morte. Une borne garantie sur la
performance norme-a-norme (performance ., vu que le systeme est linéaire dans ce cas) est
alors de 0.2941. 1l se trouve que cette norme H ., est atteinte pour ) = —1. La valeur obtenue
par le Corollaire [21] est donc sans pessimisme. Pour le systeme linéaire, il est donc inutile
de rechercher des résultats moins pessimistes en utilisant des informations sur la dérivée du
parametre incertain.

Par contre, sur le systéme non-linéaire, I’information sur la dérivée de d, conduit a des
résultats moins pessimistes. Le Corollaire 22] produit des bornes supérieures sur la performance
norme-a-norme plus faibles que la borne obtenue avec le Corollaire Corollaire[21] Plus la norme
de la dérivée de I’'incertitude est supposée faible, meilleure est la performance garantie. La
réduction du pessimisme est liée a I’emploi d’une fonction de Lyapunov dépendant de la zone
morte comme décrit en (5.17). Un tracé de cette fonction pour les états proches de zéro est
donné dans la figure[5.9] On y observe nettement le changement de courbure quadratique quand
I’état entre ou sort de la zone morte. Les équipotentielles de Lyapunov obtenues ne sont pas des
ellipses mais elliptiques par morceaux.

Borne sur |05 00 10 1 0.1 0.01 nb.var
Corollaire 21 12.0494 6
Corollaire[21|sans dz | 0.2941 5
Corollaire |22 12.0486 11.0102 10.5342 10.4904 25

TABLE 5.2 — Performances norme-a-norme garanties
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FIGURE 5.9 — Potentiel de Lyapunov V() pour la fonction de Lyapunov (5.17)) calculée pour
|02] < 10 et tracée pour 62 = 0

5.3 Régions d’attraction des systemes avec saturation

La présente section reprend les premiers résultats visant a résoudre des questions de stabilité
locale de systemes non-linéaires dans le cadre IQS. Ces résultats ont été publiés dans [[193]
et sont présentés sous I’angle d’une application : le contrdle d’attitude d’un lanceur dans sa
phase balistique. Le probleme a résoudre est de trouver des régions de conditions initiales pour
lesquelles la convergence a I’ origine du systeme est garantie en présence de saturations sur les
actionneurs. Concretement pour le lanceur, cela revient a étudier les conditions initiales créées
a la séparation d’un étage du lanceur.

Estimer des régions d’attraction est un probleme tres étudié et essentiel pour les systemes
non-linéaires. Pour autant il n’est pas entierement résolu. Méme pour un systeme linéaire sou-
mis a de simples saturations sur la commande, la caractérisation exacte des régions d’attraction
de I’origine est une question difficile [206, 205, [121]. La région d’attraction peut &tre non-
convexe, ouverte et non bornée. Une approximation peut éventuellement €tre obtenue par des
campagnes de simulations intensives, mais sa visualisation est quasiment impossible pour des
systemes avec plus de 3 états. Il est des lors utile de trouver des approximations des régions
d’attractions décrites par des formules analytiques telles que des polytopes, des ellipsoides ou
des régions décrites par des contraintes semi-algébriques. De nombreux résultats dans ce sens
ont été développés dans le formalisme de Lyapunov, les régions étant décrites par des courbes
de niveau de fonctions de Lyapunov quadratiques, polytopiques, quadratiques par morceaux,
etc. [34, 114,102, (119, 1} [78 227] ou plus récemment par une approche duale par le probleme
généralisé des moments [97]. Ces travaux nombreux et tres poussés pourraient cependant €tre
améliorés en termes de prise en compte de la robustesse et de performance avec les outils tres
génériques de 1’approche IQC ou IQS. Malheureusement les quelques résultats dans le forma-
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lisme IQC qui traitent de saturation le font en s’intéressant a la stabilité globale [[140, 1139, 247/]].
A I’exception de [64,138]] on ne trouve pas de résultat pour la stabilité locale dans ce contexte.
Méme si le mode de pensée des auteurs de [221]] est celui des IQC, c’est a la Lyapunov que
les résultats sont exposés. Ce qui suit est une réponse a 1’analyse par les IQS de la stabilité
locale de systemes avec saturations. Elle est formalisée en utilisant explicitement les conditions
initiales et finales d’une trajectoire, de la méme fagcon que cela a été fait pour les performances
impulsion-a-pic dans le Chapitre

5.3.1 Satellite un axe avec saturation

Soit le probleme de commande d’attitude d’un axe d’un objet dans I’espace (satellite ou lan-
ceur en phase balistique). En premiere approximation I’ objet est décrit par un double intégrateur
I6 = T. La commande (roues a inerties, tuyeres, autres) est en premiere approximation un
couple 7" réalisable a une saturation pres 7' = u — sz(%u), ot T est le niveau de la saturation.
En négligeant les questions d’estimation des vitesses et les dynamiques des capteurs, la loi de
commande est du type retour d’état (proportionnel-dérivée) : u = —Kpt — K 0. Dans le cadre
d’une étude avec ASTRIUM-ST et ’ESA sur des modeles de lanceur, les données numériques
sont I = 20000, Kp = 1800, Kp = 14400 et T = 240. Cela conduit au modele numérique

suivant :
. 0 1 0
(f ) — | —0.09 —0.7210.012 (Uf )
' 75 60 | 0 '

Contrairement a I’exemple de la section précédente ou le systeme en boucle ouverte était
stable, le double intégrateur est cette fois-ci instable. De ce fait on sait que le systeme commandé
ne peut étre globalement asymptotiquement stable. La question est de déterminer des domaines
de conditions initiales pour lesquelles les trajectoires convergent vers le point d’équilibre. C’est
un probleme d’invariance de domaines dans I’espace d’état. Il peut donc €tre abordé par la
performance impulsion-a-pic.

ou wy, = dZ(21>.

La raison pour laquelle le systeéme en boucle fermée ne peut étre stable pour toute condition
initiale est que si on remplace la zone morte par un gain unitaire (ce qui est le cas asymptoti-
quement quand z; est proche de I’infini), la boucle fermée est instable. On ne peut donc prouver
la stabilité comme précédemment en englobant la zone morte par un opérateur de gain entre 0
et 1. I1 faut tenir compte du fait que le gain équivalent a la zone morte est strictement inférieur
a 1 quand z; est proche de zéro. Plus précisément, pour tout |z;| < Z; la zone morte est telle
que 0 < 2t < Zl L Pour utiliser cette information, il convient de démontrer que z; reste dans
|z1(t)] < z; au cours du temps. La démarche que nous adoptons est de considérer des condi-
tions initiales sur 1’état (équivalentes a une entrée impulsionnelle) telles que |21(0)| < Z;, de
supposer que tant que £ < 6 on a toujours |z (¢)| < z; (donc que la zone morte est de gain borné
dans [0 212—:1]) et de démonter que sous ces conditions |z;(6)| < z;. Si cette inégalité est vraie
pour tout #, la propriété est démontrée.
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5.3.2 Performance impulsion-a-pic pour I’analyse d’ensembles invariants

Soit le probleme de performance impulsion-a-pic pour un systéme avec zone morte qui

suit?:

T A B1 BU T
Z1 = Cl 0 0 w1 . (518)
g c, 0 0 v

que I’on réécrit comme un probleme de bien-posé en utilisant la méthodologie décrite dans
le chapitre précédent. La boucle dont on analyse le bien-posé est composée de 1’application
linéaire

YoT 0O 0|0 B, Tox
Tox | | A 0B O VeT
Tozan | | C; 0] 0 O Town (5.19)
Pog 0 Cg 0 0 Yo
bouclée avec I’opérateur
Tox Ir 0 0 ror
pox Tox
T = 0 dz O T
oW1 0 0 V., 6%1
Yol ¥Yog

L’ objectif est de donner des conditions montrant que |z;(0)| < Z; sous les hypothéses que
— les conditions initiales sont bornées dans un ellipsoide 7 (0)Qox(0) < 1,
— le signal z; est borné |z (t)| < Z; pour tout ¢ < 6.
Si cette propriété est indépendante de 6 on prouvera alors que toutes les trajectoires du systéme
initiées dans I’ellipsoide de conditions initiales vérifient |21 (¢)| < z; pour tout .

En suivant le raisonnement fait dans la sous-section [4.1.4] I'hypothese sur les conditions

L R o . L ~1/2 .
initiales revient a considérer la performance impulsion-a-pic avec B, = @), /2 Ou bien, de
facon équivalente, de prendre B, = 1 et de remplacer I’opérateur V 5, par I’opérateur suivant :

Qal/QSOOOé = [Qal/Qvn2n]3099

L’objectif |21(0)| < Zz; s’écrit également ||@gz1|| < Z;. Dans le cadre de la performance
impulsion-a-pic cela revient a prendre g = 2; (Cy; = (1) et v = Zz;. Les 1QS-candidates pour
’opérateur @), Y 230004 = [Q, 1/ QVngn]go(;g sont comme suit :

©Yog -1 0 Vg o 7 L )
<( Qo oa ) ‘ { 0 E%Qo} (Qol/z%a )> =—a(0) + 7070 < —4(0) + 5 <0

L’hypothese |z (t)| < z; pour tout ¢ < 6 implique |7y, (t)| < Z; et donc que V(g (z,-1)/z]
est un opérateur de gain borné entre 0 et 212—:1 L’hypothese sur Vg (z,-1)/z,] fait que les IQS-

2. On suppose ici D13 et Dg; nulles pour simplifier les conditions. Les résultats peuvent étre obtenus dans un
cas plus général sans trop de difficultés.
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candidates pour ce bloc sont comme suit :

p1 >0 752’1 0 _1;E1p1 7;21
o = 1-z1 ! S 0
Tow; = V[o (2171)/21]7-931 Tow: = P 2m Tow:

J/

-~

O (21-1)/2]

Ainsi nous avons reformulé la propriété que toutes les trajectoires du systeme initiées dans
Iellipsoide 27 (0)Qox < 1 vérifient |z (¢)| < z; pour tout £, comme un probléme de bien-posé
de la boucle composée de 1’application linéaire

Vo 0 0|01 Tox
P09 0 C[0]0] \ Q"0
A
et de I’opérateur suivant
Toz Ir 0 0 Por
PoT Tod:
—7o | =1 9 VoE-uam 0

715201 0 0 0’y Toz1
Qo o 0 T ©og

Le résultat IQS du Théoreme [/|s’applique et donne le corollaire suivant.

Corollaire 23 Pour toute condition initiale telle que x7(0)Qoz(0) < 1 les dynamiques du
systeme

&= Az + Bdz(Ciz) (5.21)

sont telles que |C1x(t)| < Z; pour tout t > 0 s’il existe une solution aux LMI suivantes

A

[ AT 1}@[ 1

} >0 (5.22)

o la matrice A est donnée par ((5.20) et avec les IQS-candidates

[ P, 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 |-Pr O 0 0
0 O 0 oo ofp=2] o0

o_ 0 0 0 |-1] o o 0 0 (5.23)

0 —-P| O ol o o 0 0
0 0 0 0| 0 P| O 0
0 0 [p52] 0 0 0| 2pm 0

0 0 0 ol o o 0 |[zQo |

paramétrées par les variables de décision suivantes : Pr carrée avec n lignes ; p1 > 0 scalaire.
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En développant la formule (5.22) pour © donné par (5.23)) on trouve les conditions suivantes

<0, CTC, <P, P<ZQ. (5.24)

ATP+PA  PBy+p22Cf
BYP+p 215:101 —2m

Ou encore, en posant P = 21_2P etp; = 21_2])1 :

ATP + PA
Bi P+ p 215:1 Cy —2p

<0, CTc, < 7P | P<Q,. (5.25)

Ces conditions sont identiques aux conditions classiques proposées dans [199,1100,155]. Comme
énoncé plusieurs fois dans ce document, P définit une fonction de Lyapunov quadratique V' (z) =

2T Pz. La condition P < @ indique que les conditions initiales 27 (0)Qoz(0) < 1 sont telles
que 1’état initial est dans I’intérieur de I’équipotentielle V' (x) = 1. La premiere LMI de
montre quant a elle que I’équipotentielle est contractante. Une des raisons du pessimisme de
ce résultat est qu’il donne des domaines de conditions initiales (relatifs a des équipotentielles
de Lyapunov) du type ellipsoidaux. Comme on I’a vu dans la section précédente concernant
la stabilité globale en présence d’une zone-morte, ce pessimisme peut étre réduit en introdui-
sant des informations sur la dérivée du signal z;. La réduction du pessimisme s’accompagne de
fonctions de Lyapunov ellipsoidales par morceaux.

5.3.3 Réduction du pessimisme avec les informations sur la dérivée

Comme dans la section précédente, la stratégie adoptée est d’ajouter aux équations décrivant
le systeme, 1’information sur la dérivée de z; :

Toz1 = CiToi , Towr = Vo3 Toz1 ( Toton ) =1r ( oL ) .

PoWy Toun
Ces équations font apparaitre explicitement deux signaux @gw; et pyw; qui n’intervenaient pas
dans les équations jusqu’ici.

Le second de ces deux signaux impose d’ajouter aux équations la condition pgw; = py[dz(z;)].
En remarquant que ¢y[dz(z;)] ne dépend que de la valeur de z; a I'instant 6, on réécrit cette
condition sous la forme @yw, = Vo (z,-1)/z,),0%9%1. En ayant fait I’hypotheése que |2 (t)| < 2
pour tout ¢ < 6 il est aisé de constater que pour tout p» > O ona:

©oz1 0 =2, Yoz1 <0
Powy 1;1'21]92 2ps Pow -

O (21-1)/21,0

Ce choix d’IQS-candidate pour Vo (z,1)/z],¢ est utilisé€ dans la suite.

Venons en maintenant au signal ¢yw;. Nous avons remarqué dans la section précédente que
les fonctions de Lyapunov implicites relatives au systeéme augmenté des informations sur la
dérivée, sont quadratiques en x et wy. Si les équipotentielles de Lyapunov sont fonction de ces
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£
T10 o ololojo]lo]
01 0 o0/0jl0o|O]O PoT
00 1 o0/0|l0|O]O Powr
00 0O 1/0/0|/0]|0O Tot
00 O oO0/1]|0]/0]|O Torin
00 O o0/0|l1|0]O Toz1
00—0100010 Yoz
00 O O0/0|lO|O]1 Toi1
00 O o0/0|lO|O]O ©og
00 O o0/0|lO|O]O
0 0 0 o|o]|o]oO 1 017 (527
0000000{01} Tox
A B, 0 0/0| 01O 0 Towr
0O 0 0 O0|0| 0|1 0 PoT
|, 0o 0o 0|0 ]O0|O 0 Pow1
~l 0o o Cc,o0/0/|0]O 0 Towy
O 0 0 O/O0O/|O0]O 0 Vw1
0O 0 C, 000|010 0 Totin
0O 1 0 0o|-1|/01]0 0 Qo.1p0x
| 0 0 0 1/ 0 |-1]|0 0 |
A

deux signaux, il devient possible de représenter les conditions initiales sous-cette méme forme.
Nous allons donc considérer des conditions initiales contraintes dans un domaine tel que

z(0)
w1(0)

ou (o1 est définie positive.

Le probleme de performance impulsion-a-pic augmenté de 1’information sur la dérivé, se
formule donc comme le bien-posé de boucle impliquant I’application linéaire (5.27) bouclée
avec |’opérateur incertain

Ir 0 0 0 0

0 Vi z-1)/z 0 0 0
V=120 0 Vio@-n/me 0 0

0 0 0 Viy O

0 0 0 0 Qo1Vaion

Le résultat IQS du Théoreme [/|s’applique et donne le corollaire suivant.
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Corollaire 24 Pour toute condition initiale telle que les dynamiques du systeme (5.21
sont telles que |C1x(t)| < zy pour tout t > 0 s’il existe une solution aux LMI suivantes

(¢ —A]Te[e —A] >0 (5.28)
ou les matrices £ et A sont données par et avec les 1QS-candidates
[ [Pao]1| [0 0]]]
0O o —Pr; 0
. 0 . iz
d d g
iag 0 iag PRECY
O110.1y O2(0.1)
C S N— - 0 - (5.29)
B [0 —Pry | ] [To 0 ] '
0 0 0 Pr,
1-z1
: Dr—5— . 2p1
dia 2 dia
§ P25t § 2p2
250,13 3¢0,1}
L L 0 _ | ZQog |

paramétrées par les variables de décision suivantes : Pr; carrée avec n + 1 lignes; p; > 0,
po > 0 et

[ 1 O] 91{071} 02{071} 1 S 0 ’ [ 11 ] 01{0,1} 02{0,1} 1 S 0.
0201y O3(0,1) 0 020013 U310,1)

Pour les besoins de la comparaison avec les résultats du Corollaire nous développons

. P P . o

la condition (5.28). En posant Pr; = Z}” L1211 et apres quelques calculs, la condition
P 7,12 P 7,13

(5.28) est exactement :
ATPryy + PriA— 91{071}ATC'1‘FC'1A *

*
szij + BI Pr11 +p1 2151101 BIPris+ P£1231 — 2 * <0
P%:IZA - 92{0,1}01A P%ZIZBl —93{071}
C’I‘FC& 0 PI,llf *
0 0 Pl —p2 212:101 P13+ 2py

PI,ll PI,12 < 22@
0,1
PI:I:m PZ,13 !

Ces formules montrent que les résultats du Corollaire 24| sont moins pessimistes que ceux du
Corollaire 23] En effet, il est aisé¢ de montrer que les conditions du Corollaire 23] impliquent

I’existence de € > 0 suffisamment petit tel que les matrices suivantes sont solution des condi-
tions du Corollaire 4] :

Pri Prio _ | P O Dy = 0 B3.101) = 0 0ns - 0o 10
Py Pris 0 | " Oy =501y =€ 1 OO 0 e% :
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Pour tester la réduction du pessimisme, les deux corollaires sont appliqués pour I’exemple
de lanceur. Avec comme objectif de maximiser les régions d’attraction les LMI sont résolues
avec les criteres heuristiques suivants :

— Minimisation de Tr(() pour le Corollaire [23|;

T T
— Minimisation de Tr [ L, } Q { L, ] + LTr { Lo ] Q1 [ Ln } pour le
0 0 20 C C
Corollaire 24} ¢’est-a-dire un compromis entre les deux termes quadratiques définissant
la région.
Ces objectifs on I’intérét d’étre linéaires. Ils corespondent a la somme des longueurs des semi-
axes des ellipsoides. Une autre heuristique serait de maximiser les volumes des ellipsoides en
minimisant le determinant de () (probleme convexe mais pas LMI).

Les problemes LMI sont résolus pour différentes valeurs de z;. Pour des valeurs inférieures
a z; = 4 les deux corollaires produisent quasiment les mémes régions d’attraction. Pour z; = 4
ces régions sont données dans la Figure en bleu la région obtenue par le Corollaire 23} en
rouge celle obtenue par le Corollaire 24} Les droites en trait plein sont les limites de la zone ou
le systeme est linéaire (|C'z| < 1). Les lignes en pointillé sont les limites que doivent respecter
les trajectoires |z;| < z; = 4.

0.1

005

-0.05

FIGURE 5.10 — Régions d’attraction obtenues pour z; = 4 représentés dans le plan de phase.

Pour des valeurs z; > 4 les deux corollaires donnent des résultats qui different. Pour z; = 8
les régions obtenues sont tracées dans la Figure La courbe en rouge est quadratique par
morceaux.

Les LMI sont faisables jusqu’a z; = 11.5. Pour z; > 12 les deux corollaires donnent
des conditions infaisables. Cependant, les résultats de [226] permettent de conclure que pour
I’exemple considéré (stabilisation par retour d’état d’un double intégrateur) toute condition ini-
tiale bornée converge vers 1’origine. Ce fait permet de conclure que les conditions LMI pro-
posées sont pessimistes. Des pistes pour réduire plus avant le pessimisme sont envisagées dans
le chapitre final consacré aux conclusions et perspectives de ce travail.
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0.15
0.1
0.05

-0.05

-0.15

FIGURE 5.11 — Régions d’attraction obtenues pour z; = 8 représentés dans le plan de phase.

La réduction du pessimisme entre les deux corollaires est au détriment de la complexité
numérique. Le Tableau |5.3|illustre cette augmentation de la complexité

nb. var. dim. LMI
Corollaire 23 n(n+1)+1 3n+1
Corollaire 24 (n+1)(n+2)+5 3n+4

TABLE 5.3 — Dimension des problemes LMI ou n est I’ordre du systeme

5.3.4 Preuves de stabilité

A ce stade, il a été démontré que les trajectoires partant des domaines ellipsoidaux (ou
ellipsoidaux par morceaux) restent confinés dans une région ou |z;| < z;. L’étape suivante
consiste a prouver que si c’est le cas, alors les trajectoires convergent a I’origine. C’est-a-dire
que les domaines sont des régions d’attraction du point d’équilibre. Ce probleme est en réalité
similaire a ce qui a été trait€ dans la section précédente. Il se ramene a une question de bien-posé
de la boucle :

T AlB T
(2)_{0 0](@),vzl1 0 . (5.30)
Ny N 0 Vi (z-1)/a]

Le théoreme de séparation intégrale quadratique s’applique et donne :
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Corollaire 25 Soit A donné par (5.30), s’il existe P > 0 et p; > 0 telles que la LMI suivante

est faisable
[0 0 |-P 0
A 0 0 0 pmi= A
{ 1 } 5 0 0 0 11> 0 (5.31)
0 m 1;2 0 2py

alors toute condition initiale garantissant |Cyx(t)| < z; le long des trajectoires de & = Ax +
Bdz(Chx), I’état x converge asymptotiquement a I’ origine.

Dans le cas du modele de lanceur la LMI est vérifiée pour tout 1 < z; < oo. Les régions
obtenues précédemment sont donc des régions d’attraction.

5.4 Stabilité des systemes a retard

Parmi les applications de la séparation intégrale quadratique pour 1’analyse des systemes
et la conception de conditions LMI au pessimisme décroissant, il convient finalement de citer
le travail fait par Fédéric Gouaisbaut et ses collegues pour les systemes a retard. Ayant pu y
participer, voici une des contribution sur ce sujet. Ce qui suit est un résumé des travaux dont on
trouve les détails dans [94]].

Les systemes LTI a retard, avec retard / constant se définissent comme suit

(5.32)

(t) = Azx(t) + Agx(t — h), ¥t >0
{ z(t) = ¢(t), Vt € [—h,0]

ou z(t) € R" est I’état instantané et ¢ définit les conditions initiales. Pour reformuler ce
systeme a la maniere d’une boucle d’interconnexion (et au passage réduire la complexité numérique
dans le cas fréquent ou A, est de rang réduit), ce systeme se réécrit avec A; = BC' comme suit

{ i(t) = Az(t) + Bo(t — h)

o(t) = Ca(t) (5.33)

La partie retardée de 1’état en entrée de 1’équation dynamique v(¢ — h) résulte de 1’opérateur
retard de h sur la sortie virtuelle v(t) € RP*.

Dans le cadre simple des retard constants, 1’opérateur retard s’écrit en tant que fonction de
transfert e . Le probléme de stabilité du systéme a retard ainsi formulé est dés lors équivalent
au bien-posé de la boucle formée de 1’application linéaire

()= Le o] (i)

avec I’opérateur
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En remarquant que |e~"*| < 1 quand s € C ’opérateur retard peut étre traité a la maniere
d’un opérateur borné en norme quelconque ce qui conduit a des conditions classiques et connues
dans le littérature traitant des IQC [[140]. Reste que I’opérateur retard est plus que cela et il est
possible d’exploiter les connaissances mathématiques que nous avons de 1’exponentielle.

Dans [90] nous avons proposé une premiere idée reposant sur le fait qu’un retard est la com-

o . P _ _h . ,
position de retards plus petits, ou mathématiquement : e~"* = (¢~ «*)?. Au prix de I’augmenta-
tion de la taille du probleme, cette constatation conduit a un probleme de bien-posé vis-a-vis de
I’opérateur suivant :

s~'1,, 0
Vq = —hg

0 e 1 Lo,
ou un retard plus faible intervient dans le modele (fraction h/q du retard), mais répété de nom-

breuses fois quand ¢ € IN est choisi grand.

], seCy.

Dans [92] ensuite nous avons exploité la connaissance du développement en série de Taylor
du retard a I’ordre k&

o
I=
Il
=

-1
‘ Z(_ES) + z’!( qS) 5k(q5) (5.34)

Il
o

i

ou le dernier terme %(—%s)iék(%s) est le reste dont on peut s’attendre a ce qu’il soit borné. En

réalité le terme qui est borné pour s € C'; c’est 0, (2s) et la Figure Dans [93]] il nous a été

possible d’établir des approximations convexes de ces domaines sous la forme de cercles dont
i i+2

le centre est ¢; = 3 ot le rayon est r; = TSI Ces cercles ont été choisis pour €tre une

bonne approximation régions pour %s proche de zéro, ce qui est le cas quand ¢ est grand.

La définition des cercles a permis de transcrire en termes d’IQC les caractéristiques du
reste de Taylor. Quant aux premiers termes de la série de Taylor (5.34)), ils correspondent a
des opérations de dérivation (s, s etc.). Ainsi le retard peut, aprés quelques manipulations qui
sont détaillées dans [94], se réécrire comme un probleme de bien-posé vis-a-vis de 1’opérateur
suivant :

) _hy
vk,q:dlag[ T ¢ Ly Gi(Ee) Ly Sa(Ee) 1y, o 5k(§s)1p}  seC..

qui rend compte de tous les restes de Taylor du retard. A mesure que ¢ et k sont pris de plus
en plus grands, les conditions LMI qui en découlent sont moins pessimistes (et numériquement
plus difficiles a résoudre).

La technique utilisée ici avec le reste de Taylor est a mettre en relation avec ce qui est
présenté en début de ce chapitre, a savoir la technique d’augmentation pour les systeme avec
incertitudes. En effet, on peut aussi interpréter I’information sur le fait que les dérivées d’une
incertitude constante sont nulles comme un développement de Taylor dont tous les termes sont
nuls sauf le premier :

0 0, 04
Aj(s)—Aj—Aj+ﬂ3+§s +§S
A noter également que le développement en série de Taylor s’est par la suite avéré comme
n’étant pas numériquement le plus efficace. L'utilisation des inégalités de Bessel dans [88]]
permet d’améliorer les résultats.
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FIGURE 5.12 — Régions ol se trouvent les opérateurs &;(s) pour s € C et 7 > 0

Pour conclure, voici un exemple de [260], exemple tres souvent étudié dans la littérature, qui
a été traité dans avec la méthode qui vient d’€tre exposée. Les données sont les suivantes

0 0 1 0 0 117

0 0 0 1 0 0
A —(10+K) 10 0 0 B=1 g C=1y

5 —15 0 —0.25 0 0

La question est de trouver des paires (K, h) telles que le systeme est stable. L’enjeu secondaire
(auquel nous avons également répondu, mais dont nous ne détaillerons pas les développements
qui utilisent les S-variables) est de déterminer des régions dans le plan (K, k) pour lesquelles la
stabilité peut €tre prouvée robustement.

Les résultats obtenus sont résumés sur la Figure [5.13] Les zones en noir correspondent aux
valeurs de K et h qui rendent le systeme instable et qui ont été calculées analytiquement pour
cet exemple tres simple.

Pour K < 0.3 le systeme est stable quelque soit le retard h. Les conditions LMI permettent
de le prouver méme en prenant ¢ = 1 et k = 0, c’est-a-dire sans ajouter d’information sur le
retard.
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-1 1

0 0
10 10 10

FIGURE 5.13 — Régions de stabilité du systeme vis-a-vis des parametres (K, h)

Au-dela de K = 0.3 la stabilit¢ dépend du retard. Seules les LMI construites pour des
développement de Taylor a des ordres supérieurs a k = 1 permettent de trouver des bornes
supérieures sur des retards compris entre 0 et une valeur supérieure h. Les traits horizontaux
situé€s dans cette partie de la figue représentent ce qu’il est possible de démontrer pour k£ = 1 et
pour K pris dans des intervalles (stabilité robuste vis-a-vis de K et h). En augmentant I’ordre
du développement de Taylor k et du découpage q les résultats permettent d’approcher finement
le bas des langues noires inférieures. Ceci est illustré dans le Tableau Pour K =1 le petit
retard maximal admissible est 1.4247.

Ce qui est plus marquant dans ces résultats, ¢’est que pour la premiere fois ils ont permis de
démontrer la stabilité pour des retards non petits. C’est-a-dire pour des valeurs se trouvant entre
des langues sur la figure. Avec £ = ¢ = 3 on peut montrer la stabilité dans la petite poche de
stabilité du bas de la figure, et pour £k = ¢ = 4 on atteint les poches du haut de la figure. Ceci
est bien évidement au prix de calculs tres longs (2300 secondes pour prouver la stabilité robuste
quand les parametres sont dans le triangle situé le plus haut sur la figure).

TABLE 5.4 — Valeurs max de h obtenues pour X = 1 (le nombre de variables de décisions des
LMI est donné entre parentheses)

g=1 q=2 q=3 q=4 q=5
k=11 02528 (37) | 0.2541 (43) | 0.2543 (49) | 0.2544 (55) | 0.2544 (61)
k=21 1.1953(79) | 1.3229 (91) | 1.3432 (103) | 1.3494 (115) | 1.3519 (127)
k=31 13606 (127) | 1.4195 (145)
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Conclusions et Perspectives

Ce mémoire d’habilitation a diriger des recherches est focalisé sur la séparation intégrale
quadratique. Les résultats ont comme caractéristiques : d’€tre en lien étroit avec d’autres ap-
proches théoriques comme la théorie de Lyapunov, la p-analyse, les IQC, (voir le Chapitre |2)) ;
d’étendre des résultats existants en séparation topologique a un cadre générique indépendant
du type de signaux (temps continu, discret, fréquentiel...) et au cas de boucles d’intercon-
nexion comprenant une application linéaire implicite (Chapitre [3)) ; de reformuler dans ce cadre
nombre de résultats existants dont certains n’avaient jusqu’ici pas de représentation en terme
de systemes interconnectés (performances impulsion a norme et impulsion a pic) et d’étendre
tous ces résultats aux systemes descripteurs (Chapitre 4)) ; de formuler des résultats nouveaux
au pessimisme décroissant pour des questions telles que la stabilité robuste vis-a-vis de pa-
rametres constants ou variants dans le temps, la stabilité locale vis-a-vis de non-linéarités ou
encore la stabilité des systemes a retards (Chapitre [5). D’autres applications et implications de
cette approche théorique sont a mon avis possibles et a venir. En voici quelques pistes.

Développement logiciel Ce document est 1’occasion de développer dans les détails un grand
nombre de résultats qui sont autant de déclinaisons d’un seul théoreme, le Théoreme [/ de
séparation intégrale quadratique. Si les formules sont parfois complexes, elles sont par contre
tres générales et ne posent pas de difficulté a étre codées dans un outil logiciel. Comme évoqué
dans I’introduction, ma volonté initiale était de fournir ce logiciel avec ce manuscrit d’HdR.
Pour des raisons de temps cela reste encore un travail a venir. Une version préliminaire du code
existe cependant. C’est une variation nommée Romuald sur un code existant : R—-RoMulOC

[196]. Elle a déja été testée pour I’analyse robuste de systemes avec incertitudes paramétriques
pour un exemple de satellite dans [[12]].

Méthodes probabilistes versus méthodes LMI Le logiciel R—-RoMulOC cité ci-dessus est a
I’origine dédié a I'implémentation de résultats sous forme LMI garantissant des performances
pour toutes les incertitudes. Il s’agit 1a de résultats le plus souvent pessimistes. Une alternative
a ce type de résultat est I’approche probabiliste qui s’affranchit de la contrainte que les per-
formances soient pour toutes les incertitudes, en se contentant de garanties sur la plupart des
incertitudes. Ou plus précisément en donnant des indications sur la (faible) probabilité que les
niveaux de performances soient violés. On parle alors parfois de résultats optimistes. Cette ap-
proche probabiliste est décrite en détail dans [230]]. Ces deux dernieres années, dans le cadre
d’une coopération entre la France et I’Italie, nous avons mené un travail conjoint avec Roberto
Tempo et Fabrizio Dabbene, auteurs de [230]. Le logiciel R—~-RoMul10C (Randomized and Ro-
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bust Multi-Objective Control, [196]) est une premiere €tape de syntheése des deux points de vue
optimiste et pessimiste. D’autres résultats combinant les deux points de vue sont en cours de
développement et devraient étre intégrés dans le logiciel Romuald.

IQS et S-variables Dans I’ouvrage [58] nous décrivons dans le détail une approche dite par
S-variables. Cette technique est complémentaire a 1I’approche IQS ce qui peut se résumer en
quelques lignes. Le Théoreme [/| de séparation intégrale quadratique conduit aux conditions
LMI rappelées ci-dessous :

1L

Ve, [&() —A() |7 (O() —p1) [ &i(s) —Al) ] >0.

L’approche par S-variables consiste (en appliquant un résultat connu sous le nom de lemme
de Finsler, ou lemme d’élimination) a réécrire ces conditions comme 1’existence de variables
additionnelles (S-variables F'(s)) telles que :

Ve e £, 3F(@) : O(c) —pl > {F(o) [ &) —As) ]}

Les avantages de la formulation par S-variables sont que : les matrices des données du probleme
&1(s) et A(s) apparaissent explicitement (et non pas au travers du noyau de [ & (c) —A(s) |
dont I’expression peut &tre non triviale, surtout en tant que fonction de <) ; les matrices O(c)
et celles décrivant le systeme sont découplées. L'inconvénient est que la taille des LMI, tant
en termes de dimensions des conditions, que du nombre de variables de décision, est fortement
augmentée. Il est certain que S-variables et IQS ont un fort potentiel a étre mises en relation,
des lors que la complexité numérique peut étre contenue.

IQS et systemes périodiques Au travers de ’encadrement de deux theses, celle de Chris-
tophe Farges [[65] puis celle de Jean-Frangois Tregouét [234]], j’ai travaillé sur le sujet de I’ana-
lyse et de la commande de systemes périodiques a temps discret. Voir aussi les publications
(187,70, 25 126, [71} 231} 167, 166, |68]] et [240, 241} 237, 239|242, 236/ 235, 238]]. Tous ces tra-
vaux ont été menés avec le point de vue de la théorie de Lyapunov et des S-variables. Un travail
prospectif sera de mettre en lien ces résultats avec 1’approche 1QS et ce avec deux objectifs :
ouvrir les résultats aux systémes périodiques a temps continu ot les opérateurs intégration s~
et retard d’une période e~*T devraient jouer un role important ; établir les connexions entre les
modeles descripteurs issus de la technique d’augmentation pour réduire le pessimisme, tech-
nique discutée dans le Chapitre |3 avec les modeles descripteurs utilisés pour représenter les
systemes périodiques dans [234]. Pour expliquer ce dernier point considérons le modele LTI a
temps discret suivant x, 1 = Ax;. Son modele augmenté d’un ordre se formule sous la forme
descripteur suivante :
1 A 0 Lh+2
[ 0 -1 A } Tk+1 =0
Tk

Considérons maintenant un systeme 2-périodique tel que xo,41 = AgToy €t Togro = A12og41
ou ¢ désigne le nombre de périodes depuis I’instant initial 0. Ce modele-ci s’écrit sous forme



CONCLUSIONS 141
descripteur comme suit :

C1 A Togr1 | =0

0
Togq

Ceux deux représentations peuvent sembler tres semblables et pourtant les conditions LMI
d’analyse que 1’on peut construire pour I’une ou I’autre ont des différences, en terme de nombre
de variables entre autre. Un travail en cours est de faire le lien entre ces deux modeles. I fait
apparaitre des questionnements sur les effets mémoire dans les systemes périodiques ainsi que
sur la causalité des systemes.

IQS et systemes hybrides Les prospectives ci-dessus pour les systémes périodiques ouvrent
plus généralement sur I’étude de systemes avec des dynamiques décrites par plusieurs opérateurs.
C’est le cas par exemple des systetmes 2D ou multidimensionnels, ou encore des systemes
hybrides qui combinent dynamiques continues (les flux) et dynamiques discretes (les sauts).
L’étude de ces systemes impose de formuler avec attention les conditions initiales et finales
de chacune des dynamiques et les liens entre les deux. L’ outil mathématique racine carrée du
Dirac proposé dans ce manuscrit pourrait étre essentiel pour leur étude. Une coopération en
ce sens est actuellement envisagée avec Pavel Pakshin, avec lequel j’ai travaillé par le passé
sur I’application de résultats de syntheése de correcteurs au cas des systemes stochastiques
[159, 1157, 1160, 158, 156], et qui s’intéresse aujourd’hui aux systemes 2D [62].

Systemes discrets décrits par ’opérateur variation et commande adaptative Une ori-
ginalité de manuscrit est de proposer toutes les conditions a la fois pour les représentations
classiques des systemes discrets régis par des équations récurrentes x,; = Axy, et pour des
systemes décrits par des variations de 1’état Tis(xkﬂ — x) = Axzy. Ces derniéres conditions
ne sont pas surprenantes en soi mais peuvent €tre tres utiles quand il s’agit de transformer des
résultats obtenus pour les systemes continus, en une version discrete réalisable en pratique sur
des calculateurs. Cette question se pose en particulier pour ce qui est de la réalisation des lois
de commande adaptatives du type u(t) = K (t)e(t) ot e = y,. — y est I’erreur entre la sortie me-
surée et un signal de référence et ou le gain évolue selon une équation différentielle théorique
du type K (t) = Proj,(—Ge(t)yT (t)T). C’est d’ailleurs dans ce contexte que sont parus les
premiers travaux sur 1’opérateur variation [85]]. Dans [132]] mon doctorant Razvan Luzi a fait
la discrétisation de nouvelles lois de commande adaptatives de ce type de fagcon empirique. En
s’appuyant sur les représentations par opérateur variation, on peut envisager d’aller au-dela. Et
surtout de garantir les propriétés de la version discrete des lois adaptatives, avec les mémes
outils théoriques (conditions LMI prouvant la stabilité robuste) que dans le cas continu.

Analyse robuste de la commande adaptative Pour convaincre le CNES que les lois adap-
tatives proposées dans [132] ne risquent en rien de provoquer des instabilités alors méme que
ces lois sont non-linéaires, la démarche adoptée a été d’appliquer des outils d’analyse robuste
en considérant les gains de commande comme des incertitudes. Sachant que la loi de com-
mande était congue pour guarantir que les gains varient mais restent bornés dans des inter-
valles connus (K (t) € K par construction de 1’opérateur de projection Proj), il était possible
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de traiter de la stabilité de la boucle fermée avec des résultats classiques du type “stabilité qua-
dratique” ou une fonction de Lyapunov commune pour toutes les valeurs possibles des gains
était congue. Ce type de condition est en général pessimiste, sauf si on admet des ‘incertitudes’
variant infiniment vite dans leurs domaines. Heureusement dans le cas industriel considéré,
moyennant quelques considérations techniques, le test LMI correspondant s’est avéré positif et
le CNES a procédé aux essais en conditions réelles de I’algorithme de commande a bord du
satellite PICARD encore en orbite en janvier 2014. Dans d’autres cas le test pourrait échouer
pour cause de pessimisme. Suivant la démarche adoptée dans ce manuscrit, une solution pour
réduire le pessimisme serait, par augmentation de 1’ordre des équations différentielles, d’inclure
les connaissances sur la dérivée des parametres. Or pour les correcteurs adaptatifs, les dérivées
sont précisément connues. C’est méme précis€ment ainsi que sont construites les regles d’adap-
tation : K (t) = Proj,.(—Ge(t)y” (t)T).

Augmentations d’ordre supérieur pour les systémes non-linéaires Dans le Chapitre 5| la
technique d’augmentation des systemes a été appliquée de facon récursive aux incertitudes pa-
ramétriques et aux retards, générant des séquences de conditions LMI au pessimisme décroissant.
Le méme type de résultat est attendu pour des non-linéarités infiniment dérivables. Par contre
pour ce qui est des systemes avec non-linéarités de type zones-mortes, les résultats sont limités
aux augmentations d’ordre un. Plus précisément, ce qui a été ajouté dans les équations décrivant
le systeme, c’est la dérivée TpZ; du signal entrant dans la non-linéarité. Comme ce signal est
une combinaison linéaire de la dérivée de I’état, aucune dérivation additionnelle de I’état n’a été
réellement effectuée. Une question reste ouverte : comment aller au-dela dans I’augmentation
pour les systeémes non-linéaires non-différentiables ? Question qui se confronte au probleme
des discontinuités de . Une réponse possible est de voir alors le systeme augmenté comme un
systeme hybride constitué de sauts intervenant aux limites des zones-mortes (ou saturations) et
de flux entre ces sauts.

Réinterpréter les conditions de secteur généralisées en terme de bien-posé Avant d’ex-
plorer la piste des augmentations d’ordre supérieur proposée ci-dessus, une piste alternative est
celle des conditions dites “conditions de secteur généralisées” [228]. Ces conditions se révelent
étre les plus performantes pour 1’analyse des systemes avec zones-mortes. Elles remplacent les
propriétés sur 1’opérateur zone-morte dz(z;) par des conditions sur dz(z;) — Hz ol la matrice
H est laissée libre. L’interprétation en termes d’interconnexion et de bien-posé reste a faire.
Elle permettra d’exploiter ces conditions généralisées dans le contexte 1QS. Les avantages at-
tendus sont de pouvoir prendre avantage de toutes les flexibilités de 1I’approche IQS (traitement
des incertitudes et de performances) et éventuellement de comprendre plus avant les propriétés
sous-jacentes aux conditions de secteur généralisées, avec comme espoir d’en concevoir une
version au pessimisme encore réduit.

Technique d’augmentation et choix d’une base Un sujet que nous n’avons pas eu le temps
d’aborder dans ce document est celui des liens entre 1QS et les méthodes IQC ou les multi-
plieurs sont des fonctions de la fréquence (s = jw). Nous avons donné une interprétation des
résultats basés sur I’augmentation des systemes en terme de fonctions de Lyapunov dépendant
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des parametres, mais il se trouve que les résultats ont d’autres interprétations exploitables. Pour
expliquer cela, considérons le cas le plus simple d’un systeme LTI a temps continu bouclé avec
une incertitude paramétrique A bornée en norme A*A < 1. Supposons que le systéme est aug-
menté de ses dérivés jusqu’a I’ordre X = 1. Dans ce cas le résultat LMI du Corollaire|18|s’écrit
comme suit :

0 0 —-P 0
1 0 —PA®1y] 0 0 1
(€ —A] —5 0 0 0 (€ —A] >0
0 0 0 PA®1y

En utilisant les équation algébriques contenues dans la représentation descripteur vis-a-vis de
I'incertitude A, ce résultat s’interpréte en terme d’existence d’une matrice de Lyapunov de
la forme M;(A)PM;(A), ou M;(A) est une fonction rationnelle en A. De la méme fagon,
mais cette fois en regardant le bouclage vis-a-vis de 1’opérateur intégration s~!, le résultat
s’interprete comme 1’existence de scalings (dénommés aussi multiplieurs), dépendant de s sous
la forme M (s)PaMs(s), oi Ms(s) est une fonction rationnelle en s, ¢’est-a-dire une matrice
de transfert. Ce résultat est ainsi a rapprocher de ceux développés sous le vocable IQC ou les
multiplieurs sont recherchés sous cette méme forme mais pour des choix a priori de Ms(s).
Ces choix sont en général sous la forme de bases de fonctions de transfert, [222, 217, 218]].
Un travail en cours porte sur un raisonnement en sens inverse visant a construire, pour Ms(s)
donnée, le modele descripteur augmenté sous-jacent.

De I’analyse a la synthese Les résultats présentés dans ce document sont exclusivement des
résultats d’analyse. Il est naturel d’envisager par la suite leur extension a des questions de
synthese, syntheése de lois de commande, de filtres, d’observateurs etc. Malheureusement, si
I’on reste au niveau générique du Théoreme [/|de séparation intégrale quadratique, la synthese
conduit a des conditions qui n’ont pas de structure aisément exploitable telles que :

VeeX, [ &, K) —A(,K) 7 (0%)—ul) [ &(s, K) —A(s,K) ] >0.

oll ©(<) et K sont les parametres a rechercher et o [ &1(¢, K) —A(c, K) }L n’est pas néces-
sairement linéaire vis-a-vis de K (parametres de la loi de commande, de I’observateur, etc.). Un
des grands mérites des travaux de recherche sur la synthese de lois est d’avoir mis en évidence
des astuces mathématiques permettant d’exploiter au mieux la structure dans certains cas par-
ticuliers et aboutir a des conditions LMI. On peut par exemple citer [35] pour le changement
de variable linéarisant qui conduit a des résultats LMI de synthese de lois de commande par
retour d’état. Résultat exploitable pour les systemes avec ou sans incertitudes, mais limité a la
stabilité quadratique ot une fonction de Lyapunov commune a toutes les réalisations du systeme
est recherchée. On peut également citer 211} [113] pour des caractérisations LMI de synthese
de correcteurs par retour de sortie d’ordre plein pour les systemes sans incertitudes. Résultats
qui ont eu de nombreuses déclinaisons pour la commande linéaire dépendant des parametres
[2,213] 144] et plus récemment pour la synthese de filtres robustes [217, 222] 31]]. Méme s’il
reste sans doute des marges d’amélioration de ces résultats de synthese convexe, il est peu pro-
bable qu’ils résoudront le cas générique de synthese de lois structurées, d’ordre réduit, robustes.
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Une méthode alternative est d’appliquer I’approche par S-variables qui conduit a des condi-
tions de la forme :

Vs €X 1 O(c) —pl > {F(o) [ &5, K) —A(s,K) ]},

qui, de manieére générique, peuvent étre exprimées comme des expressions bilinéaires en F'(¢)
et K. Cette facon de considérer la synthese, méme si attrayante, et largement exploitée dans la
littérature 151} (174, 96 19, [74]], est encore en grande partie prospective. En effet, en compa-
raison des méthodes citées plus haut, il n’y a quasiment aucun cas particulier pour lequel un
algorithme de résolution convexe, ou au moins a convergence garantie, existe. Les seuls cas qui
soient partiellement résolus sont la synthese de gains de retour d’état robustes et la synthese
de correcteurs d’ordre plein multi-objectif, pour les systemes a temps discret, [38]. Pouvoir
étendre ces résultats a la syntheése d’observateurs sera une premicre étape de développements
futurs, méme si dans le cas des observateurs robustes de nombreuses questions restent ouvertes
[184].
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