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Résumé

Dans une premiere partie, nous proposons un nouveau modele de chemostat dans le-
quel la population bactérienne est représentée de maniere individu-centrée, structurée en
masse, et la dynamique du substrat est modélisée par une équation différentielle ordinaire.
Nous obtenons un processus markovien que nous décrivons a ’aide de mesures aléatoires.
Nous déterminons, sous une certaine renormalisation du processus, un résultat de conver-
gence en loi de ce modele individu-centré hybride vers la solution d’un systeme d’équations
intégro-différentielles. Dans une seconde partie, nous nous intéressons a des modeles de
dynamiques adaptatives du chemostat. Nous reprenons le modeéle individu-centré étudié
dans la premiere partie, auquel nous ajoutons un mécanisme de mutation. Sous des hy-
potheses de mutations rares et de grande population, les résultats asymptotiques obtenus
dans la premiere partie nous permettent de réduire 1’étude d’une population mutante
a un modele de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant. Nous étudions la
probabilité d’extinction de cette population mutante. Nous décrivons également le modele
déterministe associé au modele individu-centré hybride avec mutations et nous comparons
les deux approches, stochastique et déterministe ; notamment nous démontrons qu’elles
menent au méme critere de possibilité d’invasion d’une population mutante dans une po-
pulation résidente. Nous présentons des simulations numériques illustrant les résultats

mathématiques obtenus.

Mots Clés : modele individu-centré, processus de Markov, chemostat, convergence

étroite, dynamiques adaptatives, fitness d’invasion.
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Abstract

In the first part, we propose a new chemostat model in which the bacterial popula-
tion is mass structured and individual-based and the substrate dynamics are modelized
by an ordinary differential equation. We obtain a Markov process which we describe as
random measures. We determine, under a certain normalization of the process, a result of
convergence in distribution towards the solution of a system of integro-differential equa-
tions. In the second part, we are interested in adaptive dynamic models of the chemostat.
We add a mutation mechanism to the individual-based model which was studied in the
first part. Under rare mutations and large population size hypotheses, the asymptoti-
cal result of the first part allows us to reduce the study of the mutant population to a
growth-fragmentation-washout model in a constant environment. We study the extinction
probability of this mutant population. We also describe the deterministic model related to
the hybrid individual-based model with mutations and we compare these two approaches
(stochastic and deterministic). In particular we prove that the two approaches lead to
the same invasion criteria of a mutant population in a resident population. We present

numeric simulations in order to illustrate the mathematical results.

Key words : individual-based model, Markov process, chemostat, weak convergence,

adaptive dynamics, invasion fitness.
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Notations

Soit F un espace métrique localement compact. D(E, F') désigne I'ensemble des fonc-
tions cadlag de E & valeurs dans F'. Nous désignerons par Cy(E) (resp. Ck(E) et Cy(E))
I’ensemble des fonctions réelles continues tendant vers 0 a I'infini (resp. & support compact,

bornées).

e Parametres du chemostat et de la population bactérienne :
o D taux de soutirage, b taux de division, g vitesse de croissance des bactéries ;

¢ ps dynamique du substrat ;

<&

p(x) fonction de croissance (exemple fonction de Monod) ;
¢ noyau de division des bactéries Q(da) = g(«) da;

o v probabilité de mutation des bactéries, k(c, h) dh noyau de mutation des bactéries.

e Etat du chemostat : S; concentration en substrat, Y; concentration bactérienne (biomasse),
&i(dxz) = ri(x) dz densité de population en masse (modeéle intégro-différentiel), v4(dz) po-
pulation bactérienne (modele individu-centré).

e Notations individu-centrées : 4, j indices des individus; x, y, z... masses des individus; M
masse maximale d’un individu; ¢ trait d’un individu, a I'instant ¢ on note,

o Ny taille de la population;
o y(de) = Zfﬁl dxi(dz) ou v(de,dz) = va:tl dci xi(de,dz), ou X} est la masse de 'in-
dividu ¢ et C} son trait ;
o py(de) = %vaz’l dx;i(dz), m(dz) = %Ef\il dci,xi(dz) les populations renormalisées ;
o n(de) = vaz‘l dx; (dz) modele réduit de v (de, dz) = Zivztl bci x;(de,dx);
¢ N} mesures aléatoires poissonniennes d’intensité n; représentant les entrées a événements
discrets des modeles individu-centrés;
o L générateur infinitésimal.
e Notation du modele intégro-différentiel réduit :
o G opérateur, G* son adjoint ;
my () densité de population en masse;

A valeur propre;

S0 0

i, U, vecteurs propres.






Chapitre 1

Introduction

Le chemostat

Le chemostat, développé en 1950 par Novick et Szilard [54] et Monod [52] pour étudier
la croissance de populations de micro-organismes, est un dispositif expérimental dans
lequel des micro-organismes (bactéries, micro-algues,...) se développent en consommant
une ressource limitante, le substrat. Un apport en alimentation est assuré de maniere
constante et continue. Une sortie, assurée par une pompe, permet de préserver le volume
constant. Le contenu du chemostat est continuellement agité de facon a ce que le mélange

puisse étre considéré comme parfaitement homogene.
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Le chemostat joue un réle important aussi bien en microbiologie qu’en biotechnologie.
Ce procédé est utilisé notamment pour I’étude de croissance de micro-organismes [2] ainsi
que leurs adaptations évolutives [66], mais aussi, & une échelle industrielle, par exemple

pour le traitement des eaux usées [6].
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Le modele de base du chemostat est relativement simple [61], il contient deux variables
d’état et peu de parametres. Il existe toutefois de nombreuses extensions prenant en
compte la formation de flocs, de biofilms, etc. Par exemple, dans le domaine du traitement
des eaux usées par voie anaérobie, les acteurs du domaine s’appuient sur un modele dit
ADM1 (Anaerobic Digestion Model No 1) contenant plusieurs dizaines de variables et

parameétres [5].

Les bioréacteurs fonctionnant selon ce mode sont maintenus dans des conditions de
mélange parfait et dans des régimes d’exploitation permanents ou les populations bacté-

riennes sont de trés grandes tailles.

Ces caractéristiques permettent a ces procédés d’étre modélisés par des systemes dif-
férentiels déterministes, dans la mesure ou en grandes populations et dans certaines situa-
tions, l'aléa démographique peut étre négligé. De plus les conditions de mélange parfait
permettent de négliger la répartition spatiale et d’exprimer ces modeéles en terme de
concentrations moyennes au sein du chemostat. Dans sa version la plus simple, le modele
du chemostat s’exprime sous la forme d’un systéme de deux équations différentielles cou-
plées, pour les concentrations respectives en biomasse et en substrat [61]. Cette approche
s’étend & plusieurs especes bactériennes et a plusieurs substrats. La simplicité des mo-
deles ainsi proposés a permis de faire appel & des outils efficients de 'automatique et a
permis d’améliorer les procédés biotechnologiques associés. Il semble maintenant toute-
fois nécessaire de faire progresser ces modeles. Plusieurs pistes sont possibles comme celle
consistant & prendre en compte les différentes sources d’aléa ou certaines structurations
de la population bactérienne ainsi que sa nature discréte. Tous ces aspects avaient en effet

été négligés dans les modeles précédents.

De plus le développement plus récent des technologies dites “omiques” telles que la
génomique et le séquencage de ’ADN a grande échelle est a la base d’un regain d’intérét
pour les techniques de type chemostat [36]. Ces cultures bactériennes sont notamment un

modele de laboratoire d’étude des phénomeénes de sélection et d’évolution.

Au-dela de ces modeles fondés sur les équations différentielles déterministes, qui né-
gligent toute structuration des populations bactériennes, sont également apparus dans les
années 60 et 70 des modeles de croissances bactériennes structurés en taille ou en masse,
fondés sur des équations intégro-différentielles [25, 56|, voir également la monographie
de Ramkrishna [57] sur ces équations dites de bilan de population (population balance

equations) pour des modeles de croissance-fragmentation.

Quelques travaux sont consacrés a la modélisation stochastique du chemostat. Crump
et O’Young [13] proposent un modeéle de sauts purs pour la biomasse couplé a une équation
différentielle pour le substrat. Stephanopoulos et al. [62] proposent un modele avec fluctua-

tions aléatoires du taux de dilution, le bruit est alors plutét de nature environnemental,



alors que dans le modele précédent il était plutot de nature démographique. Grasman
et al. [29] proposent un modele de chemostat & 3 niveaux trophiques ou ’aléa n’apparait
que dans le niveau supérieur. Imhof et Walcher [41] proposent également un modele de
chemostat stochastique mais, comme dans les modeles précédents, le bruit est additionné
au modele déterministe classique. En revanche, Campillo et al. [9] font émerger le bruit

démographique a partir d’une description de la dynamique a I’échelle microscopique.

Les modéles individu-centrés

On s’intéresse dans cette these a des modeles individu-centrés (IBM pour Individual-
Based Model) de chemostat. En contraste avec les modeéles déterministes et en variables
continues, les IBM sont le plus souvent stochastiques et avec des variables toutes ou
en partie discrétes. Ces modeles sont généralement plus lourds a simuler et difficiles a
analyser, mais ils permettent de rendre compte de phénomenes inaccessibles a 1’aide des
premiers modeles. La majorité des IBM sont décrits dans un premier temps en “langage
naturel” a I'aide de regles simples exprimées au niveau de l'individu. Ils peuvent alors
se décliner en modeles informatiques décrits de fagon algorithmique. Il est important de
noter que cette approche de modélisation n’est a l'origine pas mathématique, elle a été
notamment popularisée par Huston et al. [39], DeAngelis et Gross [17], voir également la
monographie de Grimm et Railsback [30]. Dans certains cas ces modeéles peuvent également
se décrire de facon mathématique a l'aide de processus de Markov. L’intérét de cette
approche est de permettre ’analyse de ces IBM. On peut notamment démontrer, comme
nous le verrons dans cette these, la convergence d’un IBM vers un modele de type intégro-
différentiel. Cette derniere approche a été développée dans une série de travaux : dans le cas
d’un modele simple de position par Fournier et Méléard [24], d’évolution de populations
structurées en trait par Champagnat [10] puis étendu & la prise en compte de 1’dge des
individus par Tran [64, 65].

Les IBM sont souvent des modeéles spatialisés : en modélisation bactérienne on trouve
ainsi des IBM modélisant la croissance de biofilms [43]. Plus récemment Champagnat
et al. [12] ont proposé un modele de chemostat avec ressources multiples ou la population
bactérienne présente un caractére génétique susceptible d’évoluer.

Dans le cadre de modele de croissance-fragmentation, Hatzis et al. [33] proposent un
IBM, sans prise en compte du substrat, et font le parallele entre ce modele et un modele
intégro-différentiel.

Il existe également des modeles informatiques comme celui de Lee et al. [44] qui pro-
posent un modele individu-centré de culture “batch” (c’est-a-dire un chemostat sans en-
trée, ni sortie) avec une population structurée en masse. Dans ce dernier modele, comme

dans celui proposé par Champagnat et al. [12], la dynamique du substrat est décrite a
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I'aide d’équations différentielles déterministes. En effet, la différence d’échelle entre une
cellule bactérienne et une molécule de substrat permet de prendre une équation en limite

fluide pour le substrat et de conserver une description discrete pour les bactéries.

La théorie des dynamiques adaptatives

La théorie des dynamiques adaptatives est une branche relativement récente de la
théorie de I’évolution. Elle a été établie par exemple dans les travaux de Hofbauer et
Sigmund [35], Metz et al. [48, 47] et regroupe un ensemble de techniques permettant
d’étudier ’évolution phénotypique d’une population. L’idée est la suivante : on considere
une population structurée en trait (représentant une caractéristique de la population),
initialement monomorphique (c’est-a-dire que tous les individus possedent le méme trait)
et nous étudions la dynamique d’une population mutante dans cette population monomor-
phique. Pour cela, on définit la fitness d’invasion (ou simplement fitness) de la population
mutante, c’est-a-dire la valeur sélective caractérisant la possibilité d’invasion de la popu-
lation mutante. En dynamique adaptative, deux principales hypotheses sont généralement
posées :

e les mutations sont rares : cela permet de supposer que la population monomorphique

est dans un voisinage de son état d’équilibre lors de 'occurrence d’une mutation ;

e la taille de la population monomorphique est grande : I'effet de la population mu-

tante sur 1’équilibre de la population monomorphique initiale sera alors négligeable

tant que le nombre d’individus mutants sera faible.

Ces dernieres années, les modeles d’évolution ont engendré de nombreux travaux que
ce soit a 'aide d’équations intégro-différentielles par Diekmann et al. [18], Mirrahimi et al.
[51, 50] ou de modeles individu-centrés par Champagnat et al. [12], Tran [64] (1).

Des modeles de dynamiques adaptatives du chemostat ont été proposés pour des po-
pulations structurées en trait dans un contexte déterministe par Doebeli [19] et Mirrahimi
et al. [51] et dans un contexte probabiliste par Champagnat et al. [12]. Nous nous inté-
resserons, dans cette these, a des modeles de dynamiques adaptatives de chemostat ou les

populations seront structurées en trait et en masse.

1.1 Les modéles de chemostat

Au Chapitre 2, nous présentons quatre différents modeles de chemostat. Pour chacun
de ces modeles, nous nous plagons sous des hypotheses de mélange parfait, ce qui permet

de négliger I'aspect spatial du chemostat.

1. Une liste de références sur le développement et les applications de la théorie des dynamiques adap-
tatives est tenue par Eva Kisdi a I’adresse suivante : http://mathstat.helsinki.fi/~kisdi/addyn.htm.
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Tout d’abord, nous présentons le modele le plus simple, donné par un systeme d’équa-
tions différentielles ordinaires décrivant les évolutions des concentrations en biomasse et
en substrat [61].

Nous présentons ensuite un modele intégro-différentiel, dans lequel la population bac-
térienne est représentée par sa densité en masse. Ce modele fait intervenir les mécanismes
de croissance et de division bactériennes et permet une description plus fine des méca-
nismes agissant sur les bactéries. Ce modele fit introduit en 1967 par Fredrickson et al.
[25] et Ramkrishna [56].

Les deux autres modeles présentés dans ce chapitre sont les modeles microscopiques
et aléatoires des deux premiers modeles. Nous présentons un modele hybride dans lequel
la population bactérienne est représentée par un processus de naissance et mort, alors que
la concentration en substrat suit une équation différentielle ordinaire.

Enfin nous présentons un nouveau modele de chemostat : un modele individu-centré
structuré en masse. Ce modele est un modele hybride dans lequel la population bac-
térienne est représentée de maniere discrete alors que la concentration en substrat est
décrite de maniere continue. Nous considérons quatre mécanismes agissant sur le systeme
bactérie/substrat :

e Tout d’abord nous supposons qu'une bactérie de masse = € [0, M] se divise, au

taux b(S,x), ot S est la concentration en substrat, en deux bactéries oz et (1 —
«) z. La proportion de division « est donnée par un noyau de division Q(da), nous
permettant de considérer le cas de la mitose parfaite (les deux bactéries filles issues
de la division ont des masses identiques) ainsi que des cas de division asymétrique.

e Les individus sont soutirés du chemostat, au taux D, ou D est le taux de dilution

du chemostat.

e Un individu de masse x consomme le substrat S présent dans le chemostat pour

croitre en masse a une vitesse g(.5, ).

e Enfin la concentration en substrat (S;):>o suit la dynamique suivante, comprenant

Ientrée/sortie du substrat dans le chemostat (apport en substrat en concentration

si, et soutirage) ainsi que la consommation du substrat par les bactéries :

d ko :
— S =D(sin— 51) — = > 9(S, X{
35t = Dlsu = 5t) Vi:19( 1 Xi)

ou V est le volume du chemostat, k£ un coefficient stoechiométrique et /Ny le nombre

d’individus au temps t.

Les deux premiers mécanismes (division et soutirage) sont discrets et aléatoires alors
que les deux derniers mécanismes (croissance bactérienne et dynamique du substrat) sont

continus et déterministes. La population bactérienne sera décrite a ’aide de la mesure
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aléatoire :
Ny
1) =" by (da)
i=1
ott X}, i=1,..., Ny, représente le i-iéme individu de la population. L’évolution de I'état

(St, 1) du systéme peut alors étre décrite & laide de mesures aléatoires de Poisson, N;
et Ny, décrivant les mécanismes discrets de division et de soutirage de la population. Les
intensités de ces mesures aléatoires de Poisson integrent les mécanismes du modele décrit
précédemment et seront précisées au Chapitre 2. Le processus (S, 14)¢>0 s’écrira alors de

la fagon suivante :

(St;ve) = Ai(So,v0)
+ /_/// 1{J<Nu 1{0<9<b(Su X7 )/b} [At u(Su, Vy- — 5)%-7 + 5aX&, + 5(1_a) Xg,)
[0,t]xN*x[0,1]2
— Ay u(SUa V- )] Nl(du dj, da, d@)

+ / 1{j§Nu—} [At—u(SU7 Vy- — 6Xﬁ,) - At—u(Sua Vu*)} N2 (du, dj)
[0,¢] x N*

ou A; décrit les évolutions continues déterministes (croissance bactérienne et dynamique

du substrat) entre les instants de sauts de la population.

Nous obtenons ainsi un processus markovien, dont I’expression du générateur infinité-

simal, sur une classe particuliere de fonctions, est la suivante :
LO(s,v) E (D(sin — 5) = £ (v,9(5,.))) DF (s, (v, /) + (v, 9(5,.) ') D F (s, (v, f))
+/ b(s, z) / [@(, 2 — 02 + Bae + 01—y 2) — ©(5,)]Q(da) v(dx)
+ D / [@(s,v — b;) — @(s,v)] v(da)
0

pour

A notre connaissance, il s’agit du premier modele individu-centré simple, structuré en
masse, de chemostat. Notons que ce modeéle peut aussi se comprendre comme un processus
markovien déterministe par morceaux. Les résultats présentés ici sont également valables

en culture batch, c’est-a-dire pour D = 0.
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1.2 Convergence du processus microscopique et simulation

Au Chapitre 3, nous considérons le processus (S}, 1" )¢>0 décrit précédemment avec
un volume V" = nV et une population initiale de taille n. Nous décrivons, sous une
certaine renormalisation, le processus renormalisé (S}, v{")¢>0 associé au processus précé-
dent et nous démontrons, sous certaines hypotheses, la convergence en loi du processus
(S}, U )e>0 vers la solution (St,7¢)i>0 du systeme intégro-différentiel :

d kM

7St ( m_St)_i

- = [ a(su ) n) e,

5r1(e) + 2 (9(S02) i) + ((81,2) + D) i)

_2//M3¥ (S, 2) 74 (2) Q(da).

ou la seconde équation est a prendre au sens faible.

Cette convergence consiste a faire tendre le nombre d’individus ainsi que le volume
du chemostat vers 'infini. Pour démontrer ce résultat, nous nous inspirons des méthodes
utilisées pour des modeles spatialisés [24], structurés en trait [11] ou structurés en trait
et en age [65] et nous étendons ces méthodes a notre modele : un modele individu-centré
structuré en masse couplé a une équation différentielle pour la dynamique du substrat.

Ces travaux ont donné lieu a une premiére publication [8].

La convergence du modele individu-centré vers le modele intégro-différentiel sera illus-
trée par des simulations numériques au Chapitre 5, dans lequel nous comparons égale-
ment ces deux modeles structurés en masse aux deux modeles non structurés présentés au
Chapitre 2. Ces travaux ont donné lieu a une seconde publication [26]. Dans ce chapitre

nous faisons également 1’étude numérique du modele de chemostat avec mutations.

1.3 Dynamiques adaptatives

Au Chapitre 4, nous étudions des modeles de dynamiques adaptatives du chemostat.
Nous présentons une démarche probabiliste puis une démarche déterministe et faisons le
lien entre ces deux démarches.

Dans les modeles présentés dans ce chapitre, nous supposons que la population initiale
est monomorphique, c’est-a-dire que tous les individus possedent le méme trait. Nous ap-
pelons cette population la population résidente. Lors de I'occurrence d’une mutation, un
nouveau trait apparait, les individus possédant ce trait constituent la population mutante.
Nous nous plagons sous les hypotheses de mutations rares et de grande population. Ainsi,

nous supposons que la population résidente atteint un voisinage de son équilibre avant
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I'occurrence d’une mutation. La population mutante évolue donc, au voisinage de son
temps d’apparition et aussi longtemps qu’elle reste en faible effectif, dans un milieu sup-
posé constant, 'effet de la population mutante sur 1’équilibre de la population résidente
étant négligeable tant que le nombre d’individus mutants est faible. Les modeles proposés
se réduisent alors a des modeles de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant.

Nous décrivons tout d’abord le modeéle individu-centré présenté au Chapitre 2 pour
lequel nous ajoutons un phénomene de mutation lors de la division bactérienne. La popu-
lation sera alors structurée en trait et en masse. La fitness sera définie, pour ce modele,
comme étant la probabilité de survie de la population mutante. Nous étudions la proba-
bilité d’extinction d’une population mutante en fonction de la masse du mutant. Dans le
cas structuré en age, étudié par Tran [64], 'dge d’un mutant est toujours 0, la probabilité
d’extinction de la population mutante ne dépend donc pas de 'dge du mutant initial.
Dans le cas structuré en masse étudié dans cette these, la masse d’'un mutant est variable,
la probabilité p(z¢) d’extinction d’une population mutante dépend donc de la masse xg

du mutant initial et est solution fonctionnelle de :

p(zo) = /OODe_Dte— f(f b(Au(zo)) du g,
0

+ /OO b(Ai(wo)) e ft: b(Au(z0))du—Dt /1 q(a) p(a Ay(xo)) p((1 — ) Ag(20)) dardt
0 0

ou A; représente le flot de croissance de la population mutante dans 1’équilibre de la
population résidente.

Nous décrivons ensuite le modele intégro-différentiel associé au modele individu-centré
avec mutations. Pour ce modele, la fitness sera définie comme étant le taux de croissance
de la population. L’étude de la possibilité d’invasion se fait alors par I’étude d’un probleme
aux valeurs propres et est caractérisée par le signe de la valeur propre dominante A.

Nous faisons ensuite le lien entre ces deux démarches et démontrons qu’elles menent
au méme critére de possibilité d’invasion d’'une population mutante dans une population
résidente :

(7) si A > 0 alors p(z) < 1, pour tout z;
(it) si A < 0 alors p(x) = 1, pour tout x.

A la Section 5.2, nous déterminerons numériquement, sur un exemple particulier, un
état stationnaire pour le modele intégro-différentiel, correspondant a un trait résident ne
permettant a aucune population mutante d’envahir le chemostat. Le résultat précédent
nous permet alors d’en déduire que ce trait ne permet aucune invasion de population
mutante également pour le modele individu-centré. L’étude de la probabilité d’extinction
du modele individu-centré aurait été plus compexe a calculer que la valeur propre A,

notament lorsque la probabilité d’extinction est différente de 1, mais tres proche de 1.
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Enfin, nous donnons, sous des hypotheéses convenables, un résultat de monotonie de
la probabilité d’extinction de la population mutante en fonction de la concentration en

substrat a 1’équilibre de la population résidente :
psl(w) > pSQ(x), Vo< St < 52

ot1 p°(z) représente la probabilité d’extinction, dans le milieu S (concentration en substrat
a 1’équilibre de la population résidente), de la population mutante partant d’un individu

initial de masse x.

Ce travail a été fait notamment en collaboration avec Nicolas Champagnat (Inria,
Nancy). Les résultats numériques présentés a la Section 5.2 font partie d’une collabo-
ration initialisée avec Otso Ouvaskainen (“Metapopulation Research Group”, Université
d’Helsinki).

1.4 Perspectives

Le principal apport de cette these est la construction d’un modele individu-centré
structuré en masse couplé a une dynamique de substrat décrite de facon continue, ainsi
que son analyse et son implémentation numérique. De tels modeles hybrides rencontrent
un succes grandissant dans divers domaines y compris applicatifs. Les modeles présentés
ici ainsi que les algorithmes de simulation associés s’étendent sans difficulté a des cas a
plusieurs especes bactériennes et a plusieurs types de substrat. En particulier sur le plan
informatique, nous avons adopté un formalisme orienté objet afin de réaliser des codes de
simulation que I'on peut facilement étendre a plusieurs especes et substrats. L’hybridation
peut également porter sur les populations bactériennes, on peut en effet considérer une po-
pulation en grande taille modélisée a I'aide d’un modele intégro-différentiel, couplée a une
population en petite taille modélisée de fagon individu-centrée. Les outils d’analyse ainsi
que les outils de simulation numérique présentés dans cette these s’étendent facilement a
ce cas.

Nous avons démontré un résultat de convergence, en grande population, du modele
microscopique décrit au Chapitre 2. Il serait intéressant d’établir un théoréme central
limite associé a cette convergence afin d’obtenir des vitesses de convergence du processus
microscopique vers la solution du systéme intégro-différentiel.

D’autre part, il serait intéressant d’étudier les déviations exponentielles associées a
cette convergence. En effet, la probabilité d’invasion obtenue au Chapitre 4 nous permet-
trait alors de faire le lien entre le modele microscopique avec mutations et le processus de

Trait Substitution Sequence structuré par masse.






Chapitre 2

Les modeéeles de chemostat

Dans ce chapitre, nous présentons quatre modeles différents de chemostat. Nous intro-
duisons tout d’abord le modele classique, défini par un couple d’équations différentielles,
puis le modele de bilan de population proposé par Fredrickson et al. [25] et un processus
de naissance et mort. Enfin nous proposons un nouveau modele : un modele hybride dans
lequel la population bactérienne est représentée de maniere individu-centrée et structurée
en masse alors que la concentration en substrat est décrite par une équation différentielle.
Nous donnons une description explicite du processus markovien décrivant 1’évolution du
substrat et de la population bactérienne de ce modele individu-centré et nous déterminons

son générateur infinitésimal.

2.1 Le modeéle différentiel classique

Le modele classique du chemostat est donné par le couple d’équations différentielles

suivant [61] :
d
&St =D (Sin — St) — ]{I,U,(St) Y;f (21)
d
&Yt = (u(S) = D) Yy, (2.2)
ou :
e S et Y; sont respectivement la concentration en substrat et la concentration bacté-

rienne (mg/1) qui sont supposées uniformes dans le chemostat ;
D est le taux de dilution (1/h);

Sin la concentration en substrat en entrée (mg/1) :

k est un coefficient stoechiométrique correspondant a l'inverse du coefficient de ren-
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dement.

Le taux de croissance spécifique p peut, par exemple, suivre une cinétique de Monod :

() = Hmax (2.3)

K.+ s

ol [tmax €st le taux maximal de croissance et K la constante de demi-saturation.

Ce modele présente la loi de conservation suivante :

d
&(St‘i‘k}/;f) :D(Sin— (St‘i‘kﬁ)),

ainsi :

S+ kY= (So+kYy—sw)e Plis,.

2.2 Le modeéle intégro-différentiel

Au lieu de représenter la dynamique de la population bactérienne dans le chemostat a
travers la variable d’état global Y;, on peut représenter 1’état de la population structurée

en masse c’est-a-dire considérer la densité de population 7(x), en masse, dans un volume

/m1 ri(x) dz

mo

de référence V. Alors :

représente le nombre d’individus ayant une masse comprise entre mg et m; et le lien avec

la concentration bactérienne est :

M

of 1
« xri(z)de

Vv,
t v /o

ou 0 < M < oo est la masse maximale d’une bactérie. Nous nous restreignons ici au
cas M < oo, c’est-a-dire que nous supposons qu’'une bactérie ne peut pas atteindre une
masse indéfiniment grande, bien que les résultats s’étendent au cas M = oo. Les équations
d’évolution pour le couple (St, r¢(x)) ont été établies par Fredrickson et al. [25] pour des

modeles de croissance-fragmentation, voir également Ramkrishna [56] :

iS—D(S —S)—E " (S, z)ri(x) d (2.4)
dr t — in t % 0 g\ot, ) () AT, .
0 0

o.71(@) + 5= (9(Se, @) re(w)) + (b(St, ) + D) ri()

: —o (1 1h(5,5)n (2) Q@ 2
=2 [ b,z QM) (25)
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pour 0 < x < M. Ici, comme pour le modele précédent, la concentration en substrat Sy
(mg/1) est supposée uniforme dans le chemostat. Ce modele est constitué de I’équation de
bilan de population (population balance equation en anglais) couplée a I’équation de bilan
de masse du substrat.

Dans (2.4)-(2.5), g(s,x) et b(s,x) représentent respectivement la vitesse de croissance
et le taux de division d'une bactérie de masse  dans un milieu dont la concentration en
substrat est s. En cas de division, la proportion de masse des bactéries filles est donnée
par le noyau de probabilité Q(da) définie sur [0, 1].

Détaillons maintenant ces fonctions :
(7) Division bactérienne — Un individu de masse z se divise, au taux b(s, z) en deux
individus de masses az et (1 —a)x :

taux b(s, x)

ol «a est distribuée selon une loi de probabilité de noyau Q(da) sur [0, 1] et s est la
concentration en substrat. Nous supposons le noyau de division Q(da)) symétrique

par rapport a %, c’est-a-dire :
Q(da) = Q(1 — da).

En cas de mitose parfaite, une cellule de masse x se divise en deux cellules de masses
5, de sorte que Q(da) = d; 5(da), I’Equation (2.5) devient donc :
0 0

art(:ﬁ) + %(9(5}, z)re(x)) + (b(Sy, z) + D) ri(z)

Dans les cas a densité Q(da) = g(a) de, ce qui n’est pas le cas de la mitose parfaite,

nous supposons que ¢(0) =¢(1) =0:
T\ )
0 1

Les cellules filles, issues de la division d’une cellule de masse x, ont une masse dis-

. . o1 P " . .
tribuée suivant le noyau de densité q(%), défini sur [0, z]. L’Equation (2.5) devient



14

CHAPITRE 2. LES MODELES DE CHEMOSTAT

alors :

Srrila) + 5= (0(S ) o) + (S ) + D) ele)

ot
zz/be(St’z)q(“) r(z)dz.  (27)

z z

Relativement a leur masse, le noyau de division est donc le méme pour tous les
individus. Ceci nous permet de réduire le modele a un unique noyau de division,

mais des noyaux plus complexes peuvent aussi étre considérés.

Croissance — La fonction de croissance g : Ry x [0, M] — R, décrit I’évolution de
la masse d’un individu dans le chemostat, c’est-a-dire que dans le modele (2.4)-(2.5),

la masse d’une bactérie partant de la masse mg a un temps donné ty évolue selon :

d

Ext - g(Stamt) ) t 2 tO; Tty = Mo

jusqu’au temps de division ou de soutirage. Afin d’assurer que la masse d’une bactérie

reste entre 0 et M, on suppose que :

g(s,0) =g(s,M) =0, Vs>0.

En intégrant 'Equation (2.5) contre % xdx, on obtient ’équation d’évolution de la

concentration en biomasse :

d
dt

y+1/M 9 (4(Sp, ) ro(a)) +1/M b(Si, 2) re(z) dz + DY]
t V() l'axg ty L) T\ T X V X ty L) T\ T X t

V/ / Lb(S,2) e (2) Q(dev) da

en utilisant le théoreme de Fubini et en faisant un changement de variable, on obtient :

/ / Lh(S),2) 7 (2 )Q(da)dx:/OM/Olzb(St,z)aQ(da) ro(z) dz,

de plus, par symétrie de () par rapport a % :

ainsi

[laqua)= [(1-w)Qua) =1~ [ Q).

/Olacz(dco:l
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d’ou
2/ / Ly (S, 2)r (2 )Q(da)da::/OMzb(St,z)rt(z)dz.

Comme de plus g(S,0) = g(S¢, M) = 0, par intégration par partie :

/OM 88%,((&’) / 9(S, ) ri(z) dz.

Dongc, finalement :

dy—1/M (Si,2)ri(z)dz — DY,
dtt—V09t7$Tt$ x t-

On peut alors aisément faire le lien entre le modele (2.4)-(2.5) et le modele classique
du chemostat (2.1)-(2.2). Tout d’abord, le modele intégro-différentiel présente la méme

loi de conservation que le modeéle classique :

d

De plus, supposons que :

v/ 9(Ss, @) ro(z) dz = u(Sh) Y

ce qui est le cas quand la fonction de croissance = — g¢(s,x) est proportionnelle & x (ce
qui ne vérifie pas les hypotheses faites sur g), i.e. g(s,z) = pu(s)x. Alors les concentra-
tions en biomasse et en substrat (St, Y:)¢>0 sont la solution du systéme fermé d’équations
différentielles (2.1)-(2.2).

2.3 Le processus de naissance et mort

Nous considérons un modele hybride ot la concentration en substrat Sy suit la méme

dynamique continue que (2.1) :

d
5 =D (s = 5) — kp(S) 7 (28)

mais ou m est la masse moyenne d’un individu et ); est le nombre d’individus dans
le chemostat. La dynamique de ); est discréte et stochastique, a savoir un processus

stochastique de naissance et mort, ou au temps ¢ et conditionnellement & ), = n, le
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processus saute de n & n+ 1 au taux p(S;) et saute de n a n — 1 au taux D, c’est-a-dire :

1 avec probabilité u(S;)nh+ o(h),

—1 avec probabilité Dnh + o(h),
Vivh =n+ (2.9)
0  avec probabilité 1 — p(Sy)nh — Dnh+ o(h),

1 avec probabilité o(h) for all i # 0,1, —1,i > —n

pour h > 0 infinitésimalement petit.

La simulation du systéme (2.8)-(2.9) se fait a l’aide d’une adaptation de I’algorithme
de simulation stochastique classique, développé par Colin S. Gillespie [28]. C’est un al-
gorithme de simulation exact, dans lequel la seule approximation provient du schéma de
résolution numérique de 'EDO (2.8). Il est “exact” dans la mesure ou il simule une réa-
lisation de la loi exacte du processus (S;,);) donné par (2.8)-(2.9). Pour appliquer cet

algorithme, nous supposons qu’il existe p < oo tel que :
u(s) <p, vs >0.

Alors l'algorithme de simulation du processus de naissance et mort défini précédem-

ment est donné par I’Algorithme 2.1.

tirer (So, Vo)
YW
t<0
tant que t < t,,,, faire
T+ (i+D)Y
At ~ Exp(T)
intégrer I’équation du substrat (2.8) sur [t,¢ + At]
t—t+ At
u~U0,1]
siu < u(Sy)/(p+ D) alors
Y« Y +1 Y% division
sinon si u < (u(S;) + D)/(n + D) alors
Y« Y — 1 % soutirage
fin si
fin tant que

ALG. 2.1: Algorithme de Gillespie du processus de naissance et mort (2.8)-(2.9).

De la représentation (2.9), on déduit que l’espérance du nombre de bactéries dans le
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chemostat suit ’équation d’évolution suivante :

SEON) = B(u(S) - D)%)

Ainsi, en prenant l'espérance des deux concentrations, on retrouve la loi de conservation

obtenue pour les deux modeles déterministes présentés précédemment, a savoir :

%E(St + ém%) = D (s —E(S: + émyt)) '

2.4 Le modéle individu-centré

2.4.1 Description de la dynamique

On considere un modéle de chemostat individu-centré et structuré en masse ou la
population bactérienne est représentée sous forme d’individus se développant dans un
milieu parfaitement mélangé de volume V' (1). Chaque individu est uniquement caractérisé

par sa masse :

x € [0, M].

Ce modele ne tient pas compte de la spatialisation. A I'instant ¢ le systéme est caractérisé

par le couple :
(St, ) (2.10)

ol
o S; est la concentration en substrat (mg/1) supposée uniforme dans le volume;
e 1, représente la population bactérienne. Nous noterons Ny le nombre d’individus de
la population et la masse de 'individu i sera notée X; (mg) pour i = 1,..., N;.
Il sera commode de représenter cette population (th)lzl ~, a linstant ¢ sous la

forme de la mesure ponctuelle suivante :

Ny
vi(dx) = ZéXZ (dx) . (2.11)
i=1

La dynamique du chemostat combine des évolutions discrétes, la division cellulaire
et le soutirage des bactéries, ainsi que des évolutions continues, la croissance de chaque
individu et la dynamique du substrat. Nous décrivons maintenant les 4 composantes de
la dynamique, d’abord les évolutions discretes et ensuite les évolutions continues entre les

événements discrets.
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(7) Division cellulaire — Chaque individu de masse x se divise au taux b(s,x) en deux

individus de masses ax et (1 — )z :

taux b(s, z)
® ax
- @
® (1-a)cz
ot la proportion « est distribuée selon une loi de probabilité Q(da) sur [0,1], et s

est la concentration en substrat.

La fonction b(s, ) est par exemple indépendante de la concentration s en substrat

et est de la forme suivante qui sera utilisée dans les simulations :

)
g 12
§%
.z 08
~
(<D}
= 04
0.0
h 0 2 4 6 3 10

masse ¢ (mg) 10

ainsi en dessous d’une certaine masse my;, on suppose que la cellule ne peut pas se
diviser. Daoutidis et Henson [15], Henson [34] ont proposé des modeles ot ce taux

dépend également de la concentration s.

On suppose que la loi Q(da) est symétrique par rapport a %, ie. :

Q(da) = Q(1 — da).

Elle peut admettre une densité Q(da) = ¢(«) da qui sera donc symétrique :

q(a)

Ainsi le noyau de distribution des masses y des cellules filles issues de la division
d'un individu de masse = est K(z,dy) = Q(2 dy), porté par [0,]. Dans le cas de
la mitose parfaite un individu de masse x se divise en deux individus de masse 5 et

donc Q(da) = §; j2(da).
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On a donc supposé que le noyau de division est identique pour tous les individus
relativement a leur masse. Cela permet de se ramener a un unique noyau de division.

On peut imaginer des scénarios plus complexes.

Soutirage — Chaque individu est soutiré du chemostat au tauxr D. On se place dans
le cadre d’une hypothese de mélange parfait, les individus sont donc uniformément
répartis dans le volume V' quelque soit leur masse. Au cours d’un pas de temps 6,

un volume total DV § est soutiré du chemostat :

R V' (volume total)

%6 . o i Y DV § (volume soutiré durant un intervalle de temps ¢)

et donc, si on suppose que tous les individus ont un méme volume considéré comme
négligeable, durant cet intervalle de temps §, un individu a une probabilité D ¢ d’étre

soutiré du chemostat, D est donc le taux de soutirage.

Sous des hypotheses de mélange non-parfait, on pourrait imaginer des modeles plus
complexes ol le taux de soutirage dépendrait de la masse de I'individu. Dans ce cas, il
ne coinciderait plus avec le taux de dilution du chemostat. La majorité des résultats
présentés dans cette these se généralisent sans difficulté a un taux de soutirage

dépendant de la masse de 'individu, s’il est borné et suffisamment régulier.

Lors de la division d’un individu, la taille de la population passe instantanément de N; a

Ny + 1; lors du soutirage d’un individu cette taille passe instantanément de Ny a Ny — 1;

entre chaque événement discret la taille IV; de la population est constante et le chemostat

évolue selon les deux mécanismes suivants :

(iii) Croissance de la masse de chaque individu — Chagque individu de masse x croit

a la vitesse g(St,x) :

d L
&th = g(St,XtZ), 1 = 1, ,Nt (212)

ou g : Ry x [0, M] — R4 est donnée. En pratique, on considérera le modele de

Gompertz :

g(s,x) © r(s) log (M) x

X
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ou le taux de croissance dépend de la concentration en substrat selon une loi de
Monod :

s
7(8) = max —-

(s) s
(7v) Dynamique de la concentration en substrat — La concentration en substrat

évolue selon ’équation différentielle :

d
aSt = ps(St, l/t) (213)

avec v =Y, 0, et :
e D est le taux de dilution (1/h),

e s;, la concentration en entrée (mg/l),

k Vinverse du coefficient de rendement,
e V le volume représentatif (1).

L’Equation (2.13) s’obtient & I’aide d’un bilan des masses, Sy peut éventuellement

étre aléatoire.

Hypothéses 2.4.1. Afin d’assurer Uexistence et l'unicité des solutions des équations
différentielles (2.12) et (2.13), on suppose que l’application g(s,z) est de classe CO1 (R x
[0, M]) et qu’elle est lipschitzienne en s uniformément en x, c’est-a-dire qu’il existe une

constante kg > 0 telle que :
|9(s1,2) — g(s2,2)| < kg |51 — 52 (2.14)
pour tous s1, s > 0 et tout x € [0, M]. On suppose de plus que :
0<g(s,z)<g (2.15)

pour tous s > 0 et x €]0, M|, et qu’en l'absence de substrat les bactéries ne croissent pas,

c’est-a-dire :

9(0,z) =0 (2.16)
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pour tout = € [0, M]. Afin que la masse d’une bactérie soit comprise entre O et M, on

suppose finalement que :
9(s,0) =g(s,M) =0 (2.17)

pour tout s > 0.

2.4.2 Algorithme

t<«0
tirer (So, o = X1 Ox;)
tant que t < t,,,, faire
N «+ <Vt, 1>
7+ (b+D)N
At ~ Exp(T)
intégrer les équations des masses (2.12) et du substrat (2.13) sur [t,t + At]
t+—t+ At
choisir 2 uniformément dans {X};i=1,..., N;}
w~ U0, 1]
si u < b(Sy,x)/(b+ D) alors
a~Q
ViV — Op + 0qz + 6(1_a)x % division
sinon si u < (b(S;,z) + D)/(b+ D) alors
Vg Vg — 0y h soutirage
fin si
fin tant que

ALaG. 2.2: Simulation de Monte Carlo “exacte” du modéle individu-centré : les seules ap-
proxzimations résident dans la résolution numérique des systémes d’équations différentielles
et dans les générateurs de nombres pseudo-aléatoires.

Dans le modeéle décrit précédemment, le taux de division b(s, x) dépend de la concen-
tration en substrat s et de la masse x de chaque individu qui évoluent contintiment selon
le systeme d’équations différentielles couplées (2.12) et (2.13). Pour simuler les divisions,
on utilise une technique de majoration : on suppose qu’il existe b fini tel que pour tout
(s,x) € Ry x [0, M] :

b(s,z) <b. (2.18)

A un instant ¢ si la population est de taille N, une borne supérieure pour le taux d’événe-
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ment, division et soutirage confondus, au niveau de la population est alors donnée par :

A Vinstant t+ At avec At ~ Exp(7), on déterminera par acceptation /rejet si un événement
est survenu et de quel type il est. Pour cela on fait évoluer les masses des N individus
et la concentration en substrat a l'aide du systéme différentiel couplé (2.12) et (2.13)
sur intervalle [t, ¢ + At]. Ensuite on tire un individu au hasard uniformément parmi la
population v a)-, la population a I'instant ¢ + A¢ avant un éventuel événement. On

note ;4 Aq)- la masse de cet individu, alors :

(i) Avec probabilité

b
(b+ D)
on détermine s’il y a eu division par acceptation/rejet :

e il y aura division, c’est-a-dire :

Vir At = V(4 At~ — 5m(t+m), + 5az(t+m>7 + 5(1_0‘)x(t+At)— avec a ~ ) (2.19)

avec probabilité b(S¢, x(t—i—At)—)/é;
e et aucun événement avec probabilité 1 — b(Sy, ¥y ap)-)/ b.

En conclusion I’événement (2.19) survient avec probabilité :

b(Sy, $(t+At)—) b _ b(St, fU(t+At)—)
b (b+ D) (b+ D)
(ii) Avec probabilité : )
D
(b+ D) (b+ D)

I'individu est soutiré, c’est-a-dire :
Vit nt = Vgt At) - — 5%%”7- (2.20)

En conclusion, on a les événements suivants :

b(St, _
division (2.19) avec probabilité *-2ean~).
(b+D)

. cers D
soutirage (2.20) avec probabilité G+D)

et aucun événement (rejet) avec la probabilité restante. Les détails sont donnés dans
I’Algorithme 2.2.
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Sur le plan technique la numérotation des individus est la suivante : les individus sont
numérotés de 1 & N a l'initialisation ; en cas de division la cellule fille o z reprend 'indice
de la cellule mere et la cellule fille (1 — «) x prend 'indice N + 1; en cas de soutirage

I'individu d’indice N reprend l'indice de la cellule soutirée.

2.4.3 Notations

Avant de proposer une description mathématique explicite du processus (S, v¢)i>0

nous introduisons quelques notations.

Mesures ponctuelles

La notation (2.11) désignant la population de bactéries semble quelque peu abstraite
mais elle permettra de faire le lien entre le “discret” — mesures ponctuelles discrétes de
comptage finies — et le “continu” — mesures continues de densité de population — dans le
cadre d’études asymptotiques en grande population. En effet, pour toute mesure v(dx)
définie sur Ry et toute fonction ¢ : Ry +— R on définit :

déf

v,0) = | w(z)v(de).

Ry

Cette notation est valide dans le cas de mesures continues comme dans le cas de me-
sures ponctuelles comme v;(dz) définie par (2.11). Dans ce dernier cas on a (v, @) =
Zf\itl p(X7).

Sur un plan plus pratique, cette notation permet de faire le lien avec des grandeurs

macroscopiques, ainsi a l'instant ¢ la taille de la population peut s’écrire :
Nt = <Vt, 1>

et la biomasse totale :

déf Sy
X S (1) =) X|
i=1
avec 1(x) =1 et I(z) = z. Enfin :

Nt
T EY = Z‘SX;'(dx)
1=1

désigne un individu parmi {X}, ... ,XtNt}.

On notera M ([0, M]) Pensemble des mesures positives finies sur [0, M] et M p([0, M])
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le sous-ensemble des mesures ponctuelles finies sur [0, M] :
d/f N .
Mp ([0, M]) {Zaﬂ  NeNaie [o,MJ}
i=1
otl par convention Y9 8,: est la mesure nulle. L'ensemble Mp([0, M]) est muni de la
topologie de la convergence étroite.
Flot de croissance

On désigne par :

A Ry xRy x Mp([0,M]) — Ry x Mp([0, M])
(t,s,v) — A(s,v)

le flot différentiel associé au systeme différentiel couplé (2.13)—(2.12) en dehors de tout

événement de division ou soutirage, i.e. :

N
A(s,v) = (Ag(s,y) , ZéAi(Suy)> (2.21)
=1

avec :
N

V= Z O
i=1

ott AY(s,v) et (Al(s,v);i =1,...,N) sont la solution couplée de (2.13)—(2.12) prise a

I'instant ¢ et issue de la condition initiale (s,v), c’est-a-~dire :

d 0 0 al
aAt (8, l/) = ps(At (57 V)> ;514%(5,1/))
ko :
= D (s = Ai(s,v)) = 17 > 9(Al(s,0), Ai(s,v))
=1

%Ai(s,u) =g(AY(s,v), Al(s,v)), i=1,...,N

pour t > 0 avec les conditions initiales :

Ainsi le flot As(s,v) dépend implicitement de la taille N = (v, 1) de la population v.

Le processus (1¢)s>0 présente une dynamique de sauts (division ou soutirage) portée
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par le flot A; entre les sauts. On peut donc généraliser une formule connue pour les

processus de sauts purs :

O(Sy, 1) = (Ay(So, 0)) + Z[@(At,u(su, va)) — (Ao (Su, v ))} L t>0  (2.22)

u<t

pour toute fonction ® définie sur R x Mp([0, M]). La somme 3_, ., ne contient qu'un
nombre fini de termes dans la mesure ou le processus (14)¢>¢ n’admet qu’un nombre fini
de sauts sur tout intervalle de temps fini. En effet, en nombre de sauts, le processus ()0
est majoré par un processus de naissance et mort linéaire de taux de naissance per capita

b et de taux de mort per capita D, voir Allen [1].

Remarque 2.4.2. L’Equation (2.22) doit étre comprise de la maniére suivante : sans
évenement discret, la population au temps t vaut Ai(So,vp) ; d chaque temps d’événement
u, on modifie la population en remplacant sa prédiction au temps t avant [’évenement
par sa prédiction au temps t aprés [’événement, portée par le flot Ai_,,. Plus précisément,
on note ui, ... ,up les instants de sauts de la population dans l’intervalle de temps [0,t].
Entre les instants de sauts, I’évolution de la population est uniquement portée par le flot

Ay, donc pour tout 1 <i<mn-—1:

q)(At*Ui(Sui’ Vuz)) = (I)(At*uwrl (‘S’ui+1 ) VUiJrl*)) )

on obtient alors :

(St,ve) = ©(Se, ) + Z(I)(Atfui(suw Vuz)) - Z(I)(At*m(suz'a Vuz))
i=1 =1
= (I)(St) Vt) - (b(At—un (Sunv Vun)) + Z [(I)(At—ui(suw Vuz)) - (I)(At_ui(sui’ Vui_))]
=1

+ CI)(At—m (SU17 Vm—)) :
De plus, par les mémes arguments :
CI)(At—m (Suu Vul—)) = (I)(At(s()? VO))

et
q)(At—un (Suny Vun)) - (p(Sb Vt) s

on obtient ainsi I’Equation (2.22).
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2.4.4 Processus microscopique

On désigne par (Sy, 1) la condition initiale du modele, il s’agit d’une variable aléatoire
a valeurs dans Ry x Mp([0, M]).

L’Equation (2.22) comporte de l'information sur le flot, i.e. la dynamique entre les
sauts, mais aucune information sur les sauts eux-mémes. Afin d’obtenir une équation
explicite de (S, v4)¢>0 nous allons introduire des mesures aléatoires de Poisson gérant
I’apport de nouveaux individus par division cellulaire d’une part et la disparition d’indi-
vidus par soutirage d’autre part. Pour cela nous considérons deux mesures ponctuelles de
Poisson N (du, dj, dar, df) et Na(du, dj) définies respectivement sur Ry x N* x [0, 1] x [0, 1]

et Ry x N* de mesures d’intensité respectives :

1 (du, dj, da, d6) —bdu(ng dj) da)do,
>1

na(du, dj) < Ddu (- d,(dj))

>1

On suppose que N1, Na, Sy et 1 sont indépendants. On note (F;);>0 la filtration canonique

engendrée par (Sp, ), N1 et No.
On introduit les mesures de Poisson compensées associées aux mesures N7 et Ny :

Ni(du, dj, do, d6) <€ N7 (du, dj, da, d6) — ny(du, dj, da, d6)
NQ(du7dJ) (ﬁfNQ(dua dj) - n2(du7 d]) .

Les mesures N7 et Na, couplées & une méthode d’acceptation/rejet, caractérisent les
sauts de la population. Cette méthode d’acceptation/rejet, similaire a celle décrite pour
la simulation du mécanisme de division de I’Algorithme 2.2, porte a la fois sur le taux de
division (majoré par b) et sur 'indice de 'individu choisi. Ainsi, ’'Equation (2.22) devient,
pour toute fonction ® définie sur R x M p([0, M]) :

(I’(St, I/t) = (I)(At(s(]a VO))
* //// Lij<nuy Lio<o<o(s,,xi ) /o) [q)(At’“(S“’ Vi = Oxg. S+ x.)

[0,¢] x N* % [0,1]2
— ®(Au(Su, )| M (du, dj, dev, d6)

+ // L ) [P(Aeu(Sui = x;)) = B(Ars(Suvi )| No(duydg) . (223)
[0,¢] xN*
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En particulier on obtient I’équation suivante pour le couple (S, 1) :

(St7 Vt) - At(S()a VO)

+ //// Lijeny } Lo<o<o(su,xq ) /oy [At—u(Sus e — x + 00 x4+ 0(1-0) x;)

0,8] x N* x[0,1]2

(0N {01 — Ay—o(Sus v )] M (du, dj, dev, d6)

+ / / Lenay [Ara(Su v — 0xy ) — A u(Sus v )] No(du, dj) (2.24)
[0,¢] x N*

Dans toute la suite nous prendrons des fonctions test ® de la forme :

(I)(S’V) = F(S’ <Vaf>)
avec F' € CHL(RT x R) et f € CL([0, M]).
Nous commencons par donner quelques résultats préliminaires nécessaires pour obtenir

I’expression du générateur infinitésimal, sur ’ensemble des fonctions test décrit précédem-

ment, qui sera donnée au Théoreme 2.4.8.

Proposition 2.4.3. Nous supposons les Hypothéses 2.4.1 et 2.18 satisfaites. Pour tout
t>0:

F(S1, (v 1)) = F(So, (w0, £)
4 [ TS ) OF (S s 1))+ 0t 98100 1) 0F (S (s 1)
+/Ot/OM b(Su, ) /Ol[F(Su, (Vi — O + Bz + S(1—ayzn 1))
— F(Su, (v, /)] Q(de) v (dw) du
+D /Ot /OM [F(Su. (va = 82 1)) = F(Sus (v )] valda) du+ 25 (2.25)

ou ZtF’f = Mtl’F’f + ME’F’f avec :

1 F def
of //// 1{]<N 1 1{0<9<b(su,XJ )/b}

0 N*x
P [P (Sur e = Bxy. +Baxy. + 0y xg+ £)) = F (Sus (s 1))]
x Ni(du, dj, de, d6),

2 [ 1y [P (Su v = 8xg o 0) = F(Sus (v f))] Na(dud).
[0,t] x N*
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Démonstration. D’apres (2.23)

Vta Zf SOaVO

+ //// Liji<ngy 1{0<9<b(5u Xj-)/b}

[0,¢]xN*x[0,1]2 No i1
[ Z f(A;_(Sus v — 5)(]‘ + 00 xj —1—5(1,&))%7))
— Z F (A} (S, v )| Ni(du, dj, de, d6)
Ny — N,
+ / Lij<n, }{ Z; f(Afé_u(Su,vuf—éxy Zf J(Su v ))}/\@(du,dj).
[0,¢] xN* =

D’apres la formule de dérivation des fonctions composées, on a pour v = Zf\il Oyi *

FOAL5)) = £+ [ (A0, 5.0, A (5,0) /(AL 5,)
(a) + / P(A2_(5,0), AL_,(s,v)) dr

pour ¢ < N, avec :

p(s,2) € g(s,z) f'(x).

Donc :

<Vtaf> = I/(),

+ //// Lii<nay 1{o<9<b(Su,X7 )/b}

[0,¢] xN*x[0,1]2 .
x [flaX])+ F(1=a) X[ )~ F(X])] Ni(du, dj, da, d9)

- / Lgj<n, ) F(XI) No(du,dj) + Ty + Ty + Ts
[0,t] x N*
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ou :
déf Yo gt 0 J
T Y [ o250, ), 45(S0,10)) dr
i=1
déf
T = Lgi<ne-y Ljo<o<b(s.,xi)/b}
[0,¢]xN*x[0,1]2 . Nu 11
/ u(SUa Vy- — 5XZ— + 504ij} + 6(170‘) lef)’
N AL (Sus v —0xj + 00 x5 +0(1—a)x7.))
= 2P (S ) (B v )] dr N (du, dj, dov, d6)
déf ! NM ' '
B ey [8 oS~ A (S 0 )
[0,] xN* 1211\7

= D P(AY (S v ), Ao (S, )| dr No(du, dj).
i=1

Le théoreme de Fubini appliqué a 17 et 15 donne :

= / //// Lijenuy X Lio<o<n(s,.xj )/b)

0,7] xN* x
[0,7] Nu +1

[ X AR Oy +axg o)
N Az'—u(SU’ Vy- — 6ijr + 60‘)(&, + 5(1—(1) Xg,))
B Z (p(A?.,u(Su, Vu- ), Ag——u(Sua Vu*))} M (du,dj,da, d) dr

=1

Ny-—
1 [ [ e [ 5 AL S i ) A (Sur 5, )
i=1

[0 T] x N* Ny-

= 3 (A (Sus v )s ALy (Sus v )| Na(du, dj) dr
=1

donc, d’apres (2.23) :

t
To+11 + 15 :/ <I/7—,g0(57—,.)> dr.
0
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Ainsi,
t
(v £) = (o, f) + /O (Vs 9(Sus ) 1) du

+ //// 1{]'§Nu,} 1{0§0§b(SH,X7{,)/5} [f(a XIJJ, ) + f((l - a) X& ) - f(Xi )]
[0,£]xN* x [0,1]2 x N (du, dj, da, d6)

/ Lgjen, 1 f(X3) Na(du, dj).

[0,¢] x N*

Comme f et f’ sont continues et bornées (bornées car définies sur un compact), nous
pouvons conclure cette preuve en utilisant la formule d’It6 pour les intégrales stochastiques
par rapport a des mesures aléatoires de Poisson donnée par Riidiger et Ziglio [59] afin de
développer la différentielle de F(Sy, (v, f)) a l'aide de 'Equation (2.13) et de 'équation
précédente. O

Comume les intégrants dans les intégrales poissonniennes de (2.25) sont (F, )-prévisibles,

on peut faire appel a un résultat d’Tkeda et Watanabe [40, p. 62] :

Proposition 2.4.4. On a les propriétés de martingales suivantes :

(7) si pour toutt >0 :

E(/Ot/OM b(S,, ) /01|F(Su,<uu—5x+5w+5(1_a>x,f>)

— F(Sy, (vu, )| Q(de) v (dz) du) < 400

alors (Mtl’F’f)tzo est une (Fi)i>0-martingale. St de plus, pour tout t > 0

// Suax / ’F U7 — 0z +5az+5(1 a)x7f>)
— F(Sy, (vu, f | Q(da) vy (dx) du) < +o0

17F7f)

alors le processus (M, t>0 est une (Fi)e>o0-martingale de carré intégrable et de

variation quadratique prévisible :

(AL def// b(Sa, ) /[F(Su,(vu—5x+<5m+5(1,a)x,f))
— F(Su, (vu, £))]? Q(da) vy(d) du;
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(70) si pour toutt >0

E(/Ot /OM\F(SU, (V= 82 £)) = F(Su, (v, 1)) () du) < oo

27F7f)

alors le processus (M; >0 est une (Fi)e>o0-martingale. Si de plus pour tout t > 0

B[ [ 1S 0 = 8 1)~ (S (s )P valer) ) < oo

F,f)

alors le processus (Mf >0 est une (Fi)i>o-martingale de carré intégrable et de

variation quadratique prévisible

, t oM
<M2’F’f>t déf D /(] /0 [F(Su, <Vu - 6907 f>) - F(SU’ <VU’ f>)]2 Vu(dl‘) du.

Lemme 2.4.5 (Contrdle de la taille de la population). Soit t > 0, s’il existe p > 1 tel que
E((vp, 1)?) < o0, alors :

E ( sup (v, 1>p> < Cpy

0<u<t

ot Cpy < 0o dépend de p, det et de la condition initiale.

Démonstration. Pour tout n € N, on définit le temps d’arrét suivant :
déf .
Tn, = inf{u >0, N, > n}.

La Proposition 2.4.3, appliquée a F'(s,z) = 2P et f(x) =1, donne :

(ve, )P = (v, )P + //// Lgi<n y Lio<o<b(su,xi )/5}

[0,t] xN*x[0,1]?
< [((vu5 1) + P = (v, 1)P] Ni(du, dj, da, d6)

+ / Len, y (v, 1) = 1P = (v, 1)P] No(du, dy)

[0,] x N*

< (vo,1)? + //// Lgi<n, 3 Yio<o<b(Sa,x7.)/5}

[0, XN+ x[0,1]2
X [((vu-, 1) + 1)P — (v, 1)P] Ni(du,dy, da, d6) .

En utilisant I'inégalité (1 + y)? — y? < C, (1 + yP~!) et en passant au supremum, on
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obtient :

OSSEPM”(%, P <(n,1)P + Cp //// Lij<na-y Tio<o<b(s.,xi )/5)
[0,tATR] xN* X [0,1]2

X [1 + (v 1>p—1} Ni(du, dj, da, d6).

La Proposition 2.4.4, ainsi que I'inégalité (1 + y?~!)y < 2 (1 + »”) nous donnent :

B t
E< sup <yu,1>P> gE(<y0,1>P)+2bcpE/ (14 (v, 1)P) du.
0<u<tATy, 0

Le théoreme de Fubini puis le lemme de Gronwall nous permettent de conclure que pour

tout t < oo :

E( sup (v, 1>p> < (]E((VO, P) +2bC, t) exp(20Cyt) =: Cpy
0<u<tAT,
ou Cp < 0o car E((1rp, 1)P) < oo.

De plus, la suite de temps d’arréts 7, tend vers I'infini p.s., sinon, il existerait Ty < oo
tel que P(sup,, 7, < Tp) = e, > 0; on obtiendrait alors E(supg<, <7 ar, (Vus 1)F) > €1, P,
ce qui contredirait I'inégalité ci-dessus. Ce résultat s’obtient également en utilisant le fait
que le nombre de sauts du processus (/NV;)¢>o reste borné sur tout intervalle borné, le taux

de division étant borné. Le Théoreme de convergence monotone nous donne donc :

E| sup (v,, 1) | =E(liminf su Vy, 1)P
<0<ugt< wl) > (THOO OSU,SII?)/\TH< wl) )

=lim infE( sup (v, 1>p> <Cpt-

n—00 0<u<tAty

Remarque 2.4.6. En particulier, si E{vy, 1) < oo et si la fonction F est bornée, alors
d’aprés le Lemme 2.4.5 et la Proposition 2.4.4, (MtI’F’f)tZO et (ME’F’f)tZO sont des mar-

tingales.

Lemme 2.4.7. Si E(vp, 1) + E(Sy) < 0o alors :

t t
IE(/ \ps(su,yu)ydu> <DtIE(Sg\/sin)+‘]j§E</ (Vu,1>du> < o0,
0 0
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Démonstration. Comme S, > 0 et g est une fonction positive,
ps<Su7 Vu) < Dsy,.

D’autre part, pour tout (s,x) € Ry x [0, M], g(s,z) < g. De plus %St < D (sj — Sp), dou
Sy < So V si,. Ainsi :

Ps(Su, ) > —D (So V sin) — ég (U, 1) .

On en déduit donc que

t k t
/ ]ps(Su,vu)|du§Dt(So\/sin)—i—Vg/<yu,1)du.
0 0

D’apres le Lemme 2.4.5, le dernier terme est intégrable d’otu le résultat cherché. Ol

On introduit 'opérateur :

£0(5,0) & (Dsin — ) — kp(s.0)) DuF (s, (v, £)) + (v, 9(s5,.) ) DuF (s, w1, )

M 1
n / b(s,z) / [©(5,1 — b2 + Boce + 51—y a) — (5, )] Q(d) v(dlz)
0 0
M
4D / [D(s, v — 85) — B(s,)] v(dz) (2.26)
0
défini pour toute fonction ® de la forme ®(s,v) = F(s,{v, f)), on F € CLH(RT x R)

et f € CY([0,M]), et tout (s,v) € Ry x Mp([0, M]). Par la suite LP(s,v) sera noté
LF(s, (v, [))-

Théoréme 2.4.8 (Le générateur infinitésimal). Le processus (S, v4)i>0 & valeurs dans
R4y x Mp([0, M]) est markovien de générateur infinitésimal L défini par (2.26), pour tout
®(s,v) = F(s, (v, f)) avec F € CpH(RT x R) et f € C([0, M]).

Démonstration. On suppose que les conditions initiales Sy = s € Ry et 1y = v €
Mp(]0, M]) sont déterministes. Comme la fonction F' est bornée, d’apres la Proposition
2.4.3 et la Remarque 2.4.6 :

E(F (St (v, 1)) = F(s, (v, ) + E(P(2))
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w(r) /Ot (S ) DsF(Sus (v, 1) du
[ 009080, ) B (S v )
t rM
+/0 /0 /01 b(Su,7) [F (Sus (= 82 + Gax + 01-a)» )
—F(Su, (vu, f))] Q(da) vy(dz) du
t M
+ D A ‘/0 [F(Su7<7/u_5xaf>) _F(SU7<Vu7f>)] Vu(dx) du .
De plus,
%\I/(t)‘ - (D(Sin - S) - kM(Sa V)) 8SF(87 <l/a f>) + <V>g(37 ) f,> 890F(57 <V7 f))

=0
+ OM /01 b(s, ) [F (s, (V=02 + b0z + 0(1-a) e f)) — F(s, (v, f>)} Q(da) v(dz)
M
+D /0 [F(s, (v =60, £)) = F(s, (v, £))] w(da)

donc, comme F, 0sF, 0, F et f’ sont bornées

< D(Sin +8)

k B _
4 (G910 +5 17 10:F g+ 20+ D) [Fll. ) (1)

Le membre de droite de la derniere équation est fini. On peut ainsi appliquer le théoreme
de dérivation sous l'espérance, I'application ¢t — E(F(S, (v, f))) est donc dérivable en
t =0 de dérivée LF (s, (v, f)) définie par (2.26). O

Remarque 2.4.9. Il est suffisant de décrire le générateur infinitésimal sur l’ensemble des

fonctions cylindriques de la forme :
B(s,v) EF(S,(n.f)),  FeCy (R, feC(0,M)

car cet ensemble caractérise la convergence en loi (cf. Proposition A.1.2). L’expression du

générateur sur l'ensemble de ces fonctions caractérise donc la loi du processus (St, vVi)t>0.

Remarque 2.4.10. On définit le temps de lessivage comme étant le temps d’arrét :

Cinf{t >0; N, = (i, 1) = 0}

T
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avec la convention inf () = +oo. Avant 1, le générateur est donné par (2.26), aprés cet
instant v, est la mesure nulle, i.e. le chemostat ne contient plus de bactérie, et le générateur
se réduit simplement au générateur associé a l’équation différentielle dS;/dt = D (sy, — St)

couplée a la mesure nulle (v, f) =0 pour tout f € C*([0, M]).

Remarque 2.4.11. On note Y; = % (ve, I) la concentration en biomasse a linstant t.
Alors en passant a l’espérance, on retrouve a nouveau la loi de conservation énoncée pour

les trois modeles précédents. En effet

%E(St +kY,) = LF(St, (v, f))

avec F(s,z) = s+ % x et f(x) =x. En appliquant le Théoréme 2.4.8, on obtient alors :

d
GE(Si + ki) = Disiy —E(Si + kY)).






Chapitre 3

Convergence du processus
microscopique renormalisé vers un
systeme d’équations

intégro-différentielles

Dans ce chapitre, nous démontrons que le processus microscopique couplé du substrat
et de la population bactérienne (2.10) converge, en grande population, vers la solution
d’un systéme d’équations intégro-différentielles. Afin d’obtenir ce résultat de convergence
en grande population, nous construisons, pour tout n € N* un processus renormalisé
(S{, vf")e>0, dont la taille de la population initiale est d’ordre n et nous démontrons la

convergence de la suite de processus :

((SF 7 )o<t<T) ey

dans l’espace :
C([0,T],R) x D([0, T], Mp([0, M]))

muni de la métrique produit de la norme infinie sur C([0, 7], R) par la métrique de Sko-
rohod sur D([0, 7], M ([0, M])) o M ([0, M]) est muni de la topologie de la convergence

étroite (voir Annexe A.2).

La renormalisation doit avoir pour effet que la densité de la population bactérienne
doit croitre & 'infini pour tout ¢ € [0,7], nous devons alors également diminuer la com-

pétition entre les individus & mesure que I'on augmente la taille de la population. Cette
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compétition est indirecte et intervient dans la consommation du substrat, qui est une res-
source limitante. Nous avons alors deux possibilités : soit nous diminuons la consommation
du substrat par les individus pour une croissance équivalente de biomasse, soit nous aug-
mentons la quantité de substrat dans le chemostat. Nous choisissons cette derniere option,

en considérant un volume croissant en fonction de n.

Pour démontrer le résultat de convergence, énoncé au Théoreme 3.3.1, nous nous inspi-
rons des méthodes utilisées par Fournier et Méléard [24] pour des populations spatialisées,
par Champagnat et al. [11] pour des populations structurées en trait et par Tran [64] pour

des populations structurées en trait et en age.

A la Section 3.1, nous construisons le processus renormalisé. A la Section 3.2, nous
étudions ce processus renormalisé, notamment nous donnons des propriétés de martingales
et de moments ainsi que son générateur infinitésimal. Nous énongons et démontrons le
résultat de convergence de la suite de processus renormalisés & la Section 3.3. A la Section
3.4, nous donnons un résultat d’existence de densité pour le modele limite obtenu a la
Section 3.3.

3.1 Renormalisation du processus

La renormalisation doit avoir pour effet que la densité de population bactérienne doit

croitre a l'infini. Pour cela, d’une part on considére un volume croissant :
Vo=nV

pour tout n € N* et on note (S, v{")i>0 le processus défini par (2.24) ou V est remplacé

NP e . .
par V,,; on note Xgl’l, e ,th’ * les N/ individus de v} ; d’autre part, on introduit le
processus renormalisé :

_ndet 1, X

vp= v neN,t>0 (3.1)

et on suppose qu’il existe {y et Sy des variables aléatoires de Mg ([0, M]) et R, telles

que :

1
oy = Eyg — &o en loi dans Mg([0, M]),

Sg =S, Vn € N*.

&o est la mesure limite apres renormalisation de la densité de population a I'instant initial

que nous supposons telle que (§p,1) > 0 p.s.
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Nous introduisons le sous-ensemble de M ([0, M]) suivant :

N
M0, M]) & {712 Y6 NeNa'e [O,M]} .

i=1
Le processus (S}, }")1>0 est alors défini sur C([0, 7], R4) x D([0, T, M’L([0, M])) par :

d

k M
G5 =D lon =S50 -1 /0 9(Sp, z) v} (de)

kM _ _
=D(sw = 5¢) =3 | 9(S0,2) v (dz) = ps(S, 77')

et
I 5
e Z Ai(sp)
+7 //// Ly Lio<o<o(sy.xps /b}[ Z% Spum )
[

0,t]xN* %[0, 1]2Nn +1
Z 6AL (St s vir- 5Xnﬁ+5axmj+5(1 a)xnu } Nl (du, d],da,d@)

N —1

+ - / 1{]<N" Z 514'” u(S V" ) + Z 5A7' Sn l/" 6X77}J):| NQ(dU,d]) .

0t><N*

Nous allons montrer que la suite de processus renormalisés (S™, V™), cn+ converge en
loi vers la solution (St,&)r>0 d'un systeme d’équations intégro-différentielles introduit
plus loin. Cette asymptotique consiste donc a faire croitre simultanément le volume du
chemostat ainsi que la taille de la population initiale vers I'infini. Comme la concentration
en substrat est maintenue au méme niveau, cela implique que la population tend vers

I'infini.

Remarque 3.1.1. Du fait de la structure du systéme précédent et notamment de [’équa-
tion précédente, il va nous suffire de démontrer la convergence en loi de la composante v}',

celle de S{* s’en déduira automatiquement.

3.2 Etude du processus renormalisé

Dans cette section, nous déterminons tout d’abord la décomposition de la semi-mar-
tingale F'(S7', (vf*, f)) pour des fonctions F' et f régulieres. Nous donnons ensuite des
propriétés de moments, notamment sur la taille de la population, et de martingales qui

nous seront utiles pour démontrer le résultat de convergence énoncé a la section suivante.
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Enfin nous donnons le générateur infinitésimal du processus renormalisé sur une classe

particuliere de fonctions tests.

Lemme 3.2.1. Soient n € N*, F € CLY(RT x R) et f € CY([0, M]). Pour tout t >0,

F(ST, ', 1)) = F(SE, #.,.1))
+ [ (D=5~ & R o(s30)7300)) O (52, (5%, ) du
+ /0 (7229(S%..) 1) O (ST (7 1)) du
+n/0t/[07M]b(SZ,x) /OI[F(S;} (T = 15, 4 Lo0u + L00_ayer 1)
— F(S, (7, 1)] @(da) 7 (d2) du
w0 [ [V [R(S5 0= 30e 1) - F(SE 03 1)) i) duk 2P

. F 1F 2.F,
ou ZI™ = MBI 4 M2 e

17F7 ) (Ef b
M fn 48 Lij<ngy Lio<o<o(sy, xpi) by

[F(S;L, <*n 15X"7+ 6aX"3+n6(1 a)X"Jvf>)
— F(ST, (7", f) )}/\/1 (du, dj, de, d6)

N 0 // Lgeng y [F(SE 7 = Loxpo . 1) = F(SEA7 £))] Na(du, dj)

[0,¢] xN*

[0,t] xN*x[0,1]2

(3.2)

Démonstration. 11 suffit de remarquer que F(Sy, (", f)) = F(Sy", (vf', L f)) et d’appliquer
la Proposition 2.4.3. ]

Lemme 3.2.2. Sisup,on E((7f, 1)P) < 0o pour p > 1, alors :

sup IE( sup (v, 1)p> < Cip

neN* u€(0,t]
ot Cyp ne dépend que de t et p.

Contrairement au Lemme 2.4.5, le lemme précédent nous donne une majoration uni-

forme en la taille initiale n de la population.

Démonstration. Pour tous n € N* et N > 0, on définit le temps d’arrét suivant :

v = inf{t > 0,(r;',1) > N}.
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Le Lemme 3.2.1 appliqué & F(s,z) = zP et f(x) =1, donne :

{7, )P = (g, 1)

+ //// Lyj<ng 3 Lro<o<o(sn, xmi)/6)

[0,6]%N*x[0,1]2 [(< ")+ ) (o )} Ni(du,dj, da, d6)

+ // 1{jSN3} <ag,1>f%)pf<ag,1>19] No(du, dj) .

[0,¢] xN*

En utilisant Pinégalité (1+y)P —y? < Cp (1+yP~1), on vérifie aisément que (% +y)P—yP <

% (14 yP~1). En passant au supremum on obtient ainsi :

sup (o, )P < (g, 1)

u€[0,tATL]
C
Zp //// 1{j§N55} 1{0§9§b(33’x’7‘hj)/5}

OAATR RO g 4 1y0=1y Ay (du, dj, da, d6) .

En prenant I’espérance dans I’équation précédente et en appliquant la Proposition

2.4.4 (pour le cas renormalisé) on obtient :

tATY
E( swp (17 <E((,1)7) +cp1@/ MR / b(S™, ) 7 (dz) du
u€[0,tATE] 0
_ t
S E(<Dg’ 1>p) + bCP 0 E ((1717/\7'1’:”,? 1> =+ <Dg/\7'1’\}7 1)]?) du.
Comme :
< u/\T”71>+< u/\7“71> <2 (1+< u/\7'"71> )
on obtient :

- - t
E( sup (173,1)”) <E({vy,1)?)+2bCprt+2bC, / E( sup <173,1)p> du
[ ] 0 ]

u€[0,tATR u€[0,unT

et en appliquant le lemme de Gronwall, on a

E( sup ]<173,1>p> < (E((Dg,ly’) +21_)Cpt> exp(2bC,t).

u€[0EATY,

La suite de temps d’arrét 7y tend vers I'infini quand N tend vers I'infini pour les mémes

raisons que celles énoncées dans la démonstration du Lemme 2.4.5. D’apres le lemme de
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Fatou, on a donc :

E| sup (v,,1)? | =E{liminf sup (7,,1)"
u€l0,t] N—oo u€[0,IATY]
<liminfE| sup (z;,1)?
N—o0 u€l0,tATY]

< (E ({5, 1)) + 2bCyt) exp(25Cy )

et comme sup,,cn- E ((#7)', 1)P) < 0o, on en déduit le lemme. O

Corollaire 3.2.3. Soient n € N* et f € C1([0, M]). On suppose que E({r},1)?) < oo,

alors pour tout t > 0 :

(v, ) =g, f +/ v g(Se ) £y du
+// l’(Sg’x)/ [flaz)+ f(1-a)z) — f(2)] Q(da) 7 (dx) du
_D// S (@) 73 (dw) du + 27" (3.3)

ol

n def 1
th’ = = //// Lij<ng y Lio<o<b(sp, xim) /by

n
PO (1 XM + £ = 0) X§™) — F(XE™)] K (du, dj. dar, d6)

1 ; ~ .
— o ] sy FOGT) N, dj) (3.4)

[0,¢] xN*

est une martingale de variation quadratique prévisible
@@= [ [T otsie) [ @) + (0 - a)2) - 5@ Qda) 7@ du
M
2 -n
+ E D /0 /0 f(z)* v} (dz) du. (3.5)

Démonstration. L’équation (3.3) est obtenue en appliquant le Lemme 3.2.1 avec F(s,x) =

z. Par ailleurs comme les mesures N; et Ny sont indépendantes, on a :
<Zf7n>t :<M17F’fzn>t _|_ <M2’F’f’n>t .

La Proposition 2.4.4 et le Lemme 3.2.2 nous permettent de conclure. O
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Remarque 3.2.4. Le générateur infinitésimal du processus renormalisé (S}, v{")i>0 est
défini pour tous (s,v) € Ry x M5([0, M]) par :

£ (s5,1) % (Dlsn — 5) — b u(s,) O, (s, (1, 1) + (1,9(5,.) ) 0uF (5, (v, )
+n OM b(s,x) /01 (®(s,v — 26, + 1000 + 20(1_a)2) — ®(s,v)] Q(da) v(dx)

M
+nD /0 (®(s,v — L6,) — ®(s,v)] v(dz)

pour tout ®(s,v) = F(s, (v, f)) avec F € C’;’I(RJr x R) et f € C([0,M]). On note que ce
générateur posséde la méme partie “substrat” que le générateur initial (2.26). Ceci justifie

a nouveau la Remarque 3.1.1.

Pour démontrer 1'unicité de la solution de I’EID limite, nous supposons que 'applica-

tion b(s,x) est lipschitzienne en s uniformément en x :
|b(s1,z) — b(s2,x)| < ky|s1 — s (3.6)

pour tout s1, s2 > 0 et tout = € [0, M]. Cette hypothese ainsi que 'Hypothese 2.14 seront

également utilisées pour démontrer la convergence de I'IBM, voir Théoreme 3.3.1.

3.3 Résultat de convergence

Théoréme 3.3.1 (Convergence en loi de I'IBM vers 'EID). On suppose que E((vg,1)?) <
0o. Sous les Hypothéses 2.4.1, (2.18) et (3.6), la suite de processus ((Sf, Vf")t>0)nen
converge en loi dans Uespace C([0,T],Ry) x D([0,T], Mp([0, M])) vers la solution (St,
&i>o de -

k

Si=50+ [ [Pon-50 -5 [ otSwn)utan)] au, (37)

)=+ [[[ o600 @) ular)
s [7 [ b0 [flaw) + 70 - 0)2) - f)] Qe &ufa)

M
o f<x>su<dx>]du, v e N0, M)). (3.8)
0

Remarque 3.3.2. L’aléa dans la solution (St,&)i>0 de (3.7)-(3.8) ne provient que de la

condition initiale. Si la condition initiale (So, &o) est déterministe alors, sous les hypothéses
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du théoréme précédent, la suite de processus ((Sy', U}')t>0)nen+ converge en probabilité dans

Vespace C([0,T],Ry) x ([0, T], Mg ([0, M])) vers (St, &)e=o0-

Remarque 3.3.3. Supposons que la solution &(dx) de I’Equation (3.8) admette une
densité r¢(x) par rapport d la mesure de Lebesque, alors la seconde équation du systéme
(3.7)-(3.8) est une version faible de la seconde équation intégro-différentiel du systéme
(2.4)-(2.5).

La fin de cette section est dédiée & la démonstration du Théoréme 3.3.1.

Notre situation est plus simple que celle étudiée par Roelly-Coppoletta [58], Méléard
et Roelly [45] dans la mesure ou dans notre cas [0, M] est compact : en effet dans ce
cas la topologie étroite (weak) — la plus petite topologie qui rend continue 'application
v — (v, f) pour toute fonction f continue et bornée — et la topologie vague — la plus
petite topologie qui rend continue l'application v — (v, f) pour toute fonction f continue
a support compact — sont identiques. Cependant le résultat de convergence du Théoreme
3.3.1 s’étend au cas non compact en suivant la démarche générale détaillée dans I’Annexe
A3 consistant a démontrer la convergence en loi d’une suite de mesures (voir [24, 11, 64]).

La démonstration de ce théoréme se fait en quatre étapes. Les trois premieres concernent
la convergence de la suite (™), en+ : I'unicité de la solution de I’équation limite (3.7)-(3.8),
la tension de la suite (7™),en+ et enfin la convergence de la suite. La quatrieme étape
concerne la convergence de la suite (S™)pen+.

Les trois premieres étapes, consistant & démontrer la tension de la suite et 'unicité de
la valeur d’adhérence pour en déduire la convergence de la suite, sont classiques. Contrai-
rement aux travaux énoncés précédemment ([24, 11, 64]), ces étapes sont réalisées pour
un processus (U")pen+ couplé a un second processus (S™)penx.

Les étapes 3 et 4 consistent a démontrer que les valeurs d’adhérence de la suite
(S, 7" )t>0)nen= sont solutions de (3.7)-(3.8). Cela permet d’en déduire directement
'existence de solutions de (3.7)-(3.8).

Etape 1 : unicité de la solution de (3.7)-(3.8)

Soit (St, &t)e>0 une solution de (3.7)-(3.8). Montrons tout d’abord que (&:)i>0 est de

masse finie pour tout ¢ > 0 :

t oM t oM
(&, 1) = (&0, 1) +/O /0 /01 b(Su, ) Q(de) &, (dz)du — D /0 /0 &u(dx) du
< (€0, 1) + (b~ D) /0 {60, 1) du,
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d’apres le lemme de Gronwall, on obtient alors :

(€ 1) <(&, 1) e P <00, (3.9)

On introduit la norme suivante sur Mg([0, M]) :

170l = sup{ 17, )15 € C([0,M]), [ fll0 <1, |1 ]l <1}

et on considére deux solutions (S}, &})i>0 et (SZ,&2)i>0 de (3.7)-(3.8). On a montré précé-

demment que & et &2 sont de masse finie sur R, on peut donc définir :

C = sup (6, +65.1).

0<u<t

Soit f € C1([0, M]) telle que | f|., < 1et ||f], < 1, dapres (3.8) et les conditions
lipschitziennes (2.14) et (3.6),

M
| 7@ [ash o) el da) - €(aa)

t
0

e -¢.n< [

~[9(S5.2) = 9(S, 2)] €:(da) | du

M 1
[ [ st + 10 - w)2) - )] Qlaa)

t
+/
0

[b(S3, @) [€4(da) — €2(dw)] - [b(S2, 2) - b(Sh, 2)] €2(dw)] | du

M
/0 (@) (€ (dz) — €(da))| du

t
/
0

_ t t
< (g+3b+D) [ [Igh = Elldu+Cilky +3ky) [ 1L - 52 du.
0 0

En prenant le supremum sur les fonctions f, on obtient :
1 42 7 Ll 2 bl 2
gt — € < (a+3b+D) [ ek =l dutCi (hy +3k) [ I} = 2 du,
De plus, d’apres (3.7) :
t
Si=sH<D [ 18- sk du
0
ko[t
w5

k t ko[t
< (D+ g Cik) [ 15h =S du+ g [ il - €lldu.

/ " (908, 2) [€1(da) — €2(d0)] - [9(S2, ) — 9(SL, )] €2(de))|
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On pose :
déf _ = k _ k
Mt = max g+3b+D—|—Vg, Ct(kg+3kb)+D+VCtkg
alors :

t
et — €21l +157 = 521 < Mo [ (llet = €21+ 1% — 521) du.

D’aprés le lemme de Gronwall on a donc [|€} — &2 +|SE — S?| = 0 pour tout ¢ > 0, d’ou
& =& et Sp =S}

Etape 2 : tension de la suite (7"),cn-

On montre la tension de la suite (7™),cn+. D’apres Roelly-Coppoletta [58, Théoréme
2.1] cela revient a démontrer la tension de ((¢", f))nen+ dans D(]0,7],R) pour toute
fonction f dans un ensemble dense dans C([0, M]), ici nous prendrons f € C*([0, M]).
Pour montrer ce dernier résultat, d’apres le critére d’Aldous-Rebolledo [42, Corollaire

2.3.3], il est suffisant de vérifier les propriétés suivantes :

(7) La suite ({7}, f))nen+ est tendue pour tout ¢ > 0.

(7) Soient A{ " et Z]" respectivement la partie & variation finie et la partie martingale
de :
i ) = )+ A+ 2

Pour tous t > 0, ¢ > 0, n > 0 il existe 6 > 0 et ng tels que pour toute suite de temps

d’arrét (7,,)p, avec 7, < t:

sup sup P(’A{ﬁ_e — A;;L"| > 77) <e, (3.10)
n>no 0€[0,6]
sup sup P(|(Z5"); 19— (277),,| > n) <e. (3.11)
n>no 0€[0,0]

Preuve de (1)

Pour tout K > 0, d’apres I'inégalité de Markov,

P 1)) > K) < 2 1l sup E(F, 1)
neN*

et en utilisant le Lemme 3.2.2, on déduit (7).
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Preuve de (i7)

On a :
Al = [ gl 1) du
t M 1
+/o /0 /0 b(S, @) [flaz) + f(1 - a)z) - f(z)] Q(da) 7 (dz) du

—D/Ot/OMf(x)u

ainsi, d’apres le Lemme 3.2.2, pour toute suite de temps d’arrét (7,,), avec 7, <t :
f / —~ 7 Tntd
EAL ) = AL < (I 543 17 b+ D IIE [ 1)
< (1f Nl 3+ 3 Iflloc b+ D [ flloc) Crvo,1 6.

En utilisant (3.5), on a également

E|(Z"") 710 = (27™)7,] < = (954 D) [|IfI2, Citan6.

3\'—‘

Ainsi E|AJTC7’::_9 — AL+ E(Z5) 19 — (Z77),] < C 0 et on obtient donc (i) & l'aide de
I'inégalité de Markov.

Donc, d’apres le critére d’Aldous-Rebolledo, la suite (0™),cn+ est tendue.

Etape 3 : convergence de la suite ("), cn-

Pour conclure la démonstration du théoréme il suffit de montrer que la suite (0™),en
possede une unique valeur d’adhérence et que celle-ci est égale a & solution de (3.8). Pour
caractériser cette valeur d’adhérence, pour f € C1([0, M]) fixé, on introduit la fonction
suivante, définie pour tout ¢ € D([0,T], Mg ([0, M])) :

U,(0) < (¢, ) — (o, f) / [/ g(S () Cu(da)
+/ / b(S5, @) [faz) + f(1 —a)2) = f(2)] Q(da) Cu(dz)
-b / 7) Cu(dz) } (3.12)

ol StC est défini de maniére unique par :

s¢ ¥, +/ / 9(S5, ) Cu(da) ) du (3.13)
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Ainsi, si U4(¢) = 0 pour tout t > 0 et tout f € C*([0, M]) alors (S¢,¢) = (S,€) ou (S,&)
est I'unique solution de (3.7)-(3.8).

D’apres Iétape précédente, la suite (™), en+ est tendue. D’apres le Théoreme de Pro-
khorov, on peut donc en extraire une sous-suite (7" ),y convergente en loi dans D([0, T,
Mp(]0, M])) et on note o sa limite.

Sous-étape 3.1 : Continuité p.s. de la limite v.

Lemme 3.3.4. v(w) € C([0,T], Mg([0, M])) pour tout w p.s.

Démonstration. Pour tout f € C([0, M]) tel que || f||,, <1,ona:
—n/ —n! 1 n n
|<Vt vf>_<yt*af>|§ﬁ|<yt ’ >_<Vt*7 >|

Or |1, 1) — <yt”,/, 1)| représente la différence du nombre d’individus entre v et Z/f,/, qui

est au plus égale a 1. Donc :

1
S VR
TV n!

! !
sup HI/ZL e )
t€[0,T]
ol |||y est la norme en variation totale définie en Annexe (A.2). La distance de Prokhorov
étant dominée par la distance en variation totale, on en déduit ainsi que le processus limite

U est presque stirement continu [23, Théoreme 10.2 page 148|. OJ

Sous-étape 3.2 : Continuité de ¢ — V¢(() en tout ¢ continu.

Lemme 3.3.5. Pour tous t € [0,T] et f € CY([0,M]) fixés, la fonction ¥, définie
par (3.12) est continue de D([0,T], Mp([0, M])) a valeurs dans R en tout { € C([0,T],
M ([0, M])).

Démonstration. On considére une suite (¢"),en qui converge vers ¢ dans l’espace D([0, 77,
Mp ([0, M])) au sens de la topologie de Skorohod. Comme la limite ( est continue, la suite

(™ converge vers ¢ pour la topologie uniforme :

sup d " — 0 3.14
ogth pr(CH ) = (3.14)

ou dpg est la distance de Prokhorov (voir Annexe A.2).
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D’apres (3.13), et en utilisant le fait que b(s,x) et g(s,z) sont lipschitziennes en s

uniformément en x et bornées (voir (3.6) et (2.14)), on vérifie aisément que :

57— sfl < [ (185 - 55| [ o050 iGatar) — cutan)
[ l0(5,) — 905" ] Gufa0))
< [(155" - 851+ 1 - G 1)) du

et le lemme de Gronwall conduit a :
N t
S8 =S <0 [ 1 = Gu Dl du. (315)

Ici et dans la suite de la démonstration la constante C' ne dépend que de T', f et des

parametres du modele, et change d’une occurence a 'autre. Ainsi, d’apres (3.12) :

[@1(¢™) = w(Q)] < C (G = G D]+ (G = Go, 1)
t t
" q¢ no_
+ [ 188" = sEldu+ [ G = Gl dy

< C sup |(¢ — ¢, 1)
0<t<T

Soit §; = dpr (¢}, ¢¢), par définition de la distance de Prokhorov :

([0, M]) — ([0, M]) < 6y,
¢e([0, M]) = ¢1([0, M]) < &,

mais comme l’ensemble des éléments de [0, M] a distance d6; de [0, M] est [0, M] lui-méme,
on a [0, M]% = [0, M] donc |¢}([0, M]) — ([0, M])| < &;. D’autre part, |¢7([0, M]) —
¢:([0, M) = |{¢}* — (¢, 1)], donce finalement nous obtenons :

W (C") = We(Q)] < C sup dpr(¢f,Gt)
0<t<T

qui tend vers 0. OJ

Sous-étape 3.3 : Convergence en loi de Wy(0™) vers Uy(D).

La suite (7", converge en loi vers 7 et 7(w) € C([0, T], M ([0, M])) ; de plus Pappli-
cation ¥, est continue en tout point de C([0, 7], Mr(]0, M])), donc d’apres le théoréme

de continuité (“continuous mapping theorem”) par exemple démontré par Billingsley [7,
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Théoréeme 2.7 page 21] :

U (") —2 Wy (). (3.16)

Sous-étape 8.4 : U =& p.s.
D’apres (3.3), pour tout n > 0 :
(") = 21"
ol Z{"™ est défini par (3.4). De plus, (3.5) et le Lemme 3.2.2 donnent :
B(2{"?) = E(ZI™)0 < — @5+ D) I, Cuat,

Ainsi U (2") converge vers 0 dans L? donc également dans L!. Par ailleurs, on montre

facilement que :
(We(Of <Cri sup (Cus 1)
0<u<t

ou Cy, est une constante dépendant de f et t. Ainsi, d’aprés le Lemme 3.2.2, (\I/t(ﬂnl))n/
est uniformément intégrable. La convergence de (W;(#")),s vers 0 dans L', le théoréme

de convergence dominée de Lebesgue et (3.16) impliquent :
0= lim E|U,(7")| = E|¥,(7)].
n/—o0

Donc U4 (7) =0 p.s. et U est p.s. égal a & ou (5, &) est I'unique solution de (3.7)-(3.8).

Nous obtenons finalement la convergence en loi de (V™) en+ vers 7, ou 7 = & p.s.

c’est-a-dire convergence en loi de (I"),en+ vers &.

Etape 4 : Convergence de (S™),cn-

Soient ¢ € D([0, T, Mg ([0, M])) et S¢ défini par (3.13). Pour tout ¢ > 0, S¢ est entiére-
ment déterminé par (Cu)uefo,g, il existe donc une fonction ¢ : D([0, t], Mp([0, M])) — R*
telle que :

St = ().
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Soit (¢")nen une suite de D([0, 7], M ([0, M])) convergeant vers ¢ au sens de la topologie
de Skorohod. D’apres (3.15) :

Tim [(¢") — ¢(¢)] = lim |Sp" — S|

t
<C lim / (¢ — Cuy 1) du=0.
0

n—oo

La fonction ¢; est donc continue.
Comme la suite ((Dg)ue[o,t])

toute fonction F' € Cp(RT) :

converge en loi vers (£y)ye[o,, on obtient alors, pour
neN* ’

lim E(F(S})) = lim E(F(¢0(7"))) = E(F(4()))

n—oo

De plus, par définition de ¢y, Sy = ¢¢(§). Ainsi, la suite (S™,0"™) = (¢(v™), V™) converge
en loi dans C([0,T],Ry) x D([0, T], Mp([0, M])) vers (¢(£), &) = (5,€).

Cette derniere étape clot la démonstration du Théoréeme 3.3.1.

3.4 Existence d’une densité pour le modéle intégro-différentiel

Les résultats présentés précédemment sur la classe de fonctions f € C([0, M]) se
généralisent facilement a des fonctions dépendantes du temps :
Proposition 3.4.1. La solution (S¢, &)i>0 de (3.7)-(3.8) est solution de :

M

t
pu— D . [— m —_—
St S(] +/0 |: (Sm S, ) % 0

9(Su, ) §u(dx)} du, (3.17)
= (eor o+ [ [ [ 00502) 9efulo) + 0ufuta) utan)
[ [ 00 [fulon) + 200 - 0)0) ~ £u(0)] Qo) ()
Y
D [ fula) )] e, (3.18)

pour tout f € CHY (R x [0, M]) : (t,2) — fi(x).
Proposition 3.4.2. Nous supposons les Hypothéses 2.4.1, (2.18) et (3.6) vérifiées. On

consideére la solution (S, &)i>0 du systéme d’équations (3.7)-(3.8). Pour tout (to,t,x) €

Ry x Ry x [0, M] on définit le flot associé a la croissance dans l’environnement variable
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(St)i>0, ou lapplication t — Sy est supposée continue :

t
A(to, t,z) =x+ | g(Su, A(to, u, ) du. (3.19)

to

Alors :
(i) Soientx €]0, M| etty > 0 fivés. L applicationt — A(to,t,z) définit un C*-difféomor-
phisme de R™ dans |0, M.
(i1) Soientx €]0, M| ett > 0 fizés. L applicationty — A(to,t,x) définit un C*-difféomor-
phisme de R™ dans |0, M.
(i) Soient tg,t > 0 fizés. L application x — A(to,t,x) définit un C'-difféomorphisme de
10, M| dans ]0, M].
(iv) A vérifie :
Ao Alto, t,z) + g(Siy, z) Oz Allo, t,2) = 0.

Démonstration. Pour tout S € R4, la fonction x — ¢(S,x) étant continue, elle est loca-
lement lipschitzienne en la variable z. D’apres le Théoréeme de Cauchy-Lipschitz [63], la
solution de (3.19) existe et est unique.

(7) Soient z €]0, M| et ty > 0 fixés. Par hypothese ¢g(S,z) > 0 pour tout S > 0 et
x €]0, M[. L’application ¢t — A(to,t, z) est donc strictement croissante. De plus, elle
est de classe C'(RT) car g € COY(R, x [0, M]). D’aprés le Théoréme de caracté-
risation des C'-difféomorphismes, elle définit donc un C'-difféomorphisme de R*
dans ]0, M].

(i) Soient x €]0, M| et t > 0 fixés. Par les mémes arguments que précédemment, 1’appli-
cation tg + A(to,t, ) est strictement décroissante et définit un C''-difféomorphisme
de RT dans |0, M].

(i) Soient tg,t > 0 fixés. L’application & — A(tg,t,z) est de classe C1(]0, M]) car
g € CO%Y (R, x [0, M]). Elle admet pour fonction inverse la fonction x ~— A(t, to, )
également de classe C1(]0, M[). L’application  — A(to,t,z) définit donc un C'-
difféomorphisme de ]0, M| dans ]0, M.

(iv) Soient ug,ui,uz > 0. En dérivant la relation
A(“Ov uz, Q?) = A(uh uz, A(u()) Uy, l’))
par rapport a la variable u;, on obtient :

0 = Oy A(ur, u2, A(ug,u1, z)) + 0y A(ug, ur, ) 0p A(u1, ua, A(ug, ui, x))
== 815014(@61, uz, A(’U/(],’U,l,.iv)) + g(SuovA(U‘Oa ulax)) amA(UI,UQ,A(UO, ’LL1,.T)) .
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On obtient finalement le résultat pour u; = ug.

0

Proposition 3.4.3. Nous supposons les Hypothéses 2.4.1, (2.18) et (3.6) vérifiées. Soit
(St, &)e>0 la solution du systéme d’équations (3.7)-(3.8). Si & admet une densité ro par
rapport a la mesure de Lebesque, alors pour tout t > 0, & admet une densité ry par rapport

a la mesure de Lebesgue :
&(dx) = ry(x) do.

Démonstration. Soient ¢ une fonction positive de C1([0, M]) et t > 0. Par la Proposition
3.4.1 appliquée a f,(x) = ¢(A(u,t,x)) et le point (iv) de la Proposition 3.4.2, on obtient :

M
(&, 9) < /0 (A(0,t,2)) &o(dx)
t M
49 /0 /0 b(Sa, 7) /01¢(A(u,t,ax))Q(da)gu(dx)du. (3.20)

D’aprés la Proposition 3.4.2, 'application  — A(0, ¢, z) définit un C'-difféomorphisme
de ]0, M| dans ]0, M[. On note A; ' : z+— A;'(z) son application inverse.
Par hypothese, £y admet une densité : {y(dx) = ro(z) dz. En utilisant un changement

de variable, on obtient alors :

M

M
| otaw.ta) so(dn) = [ 6(AQ. 1)) row) do

0

M
_ / é(y) 70 (A;l(y)) Ay AT (y) dy.
0

Soit x €]0, M| fixé. D’apres la Proposition 3.4.2, application u +— A(u,t,z) définit
un C'-difféomorphisme de R* dans ]0, M[. On note flg (y) son application inverse. Par

le changement de variable y = A(u,t,az) (i.e. u = Al (y)), le second terme de (3.20)

t,ax

devient :
/t /M b(Sy, ) /1 d(A(u,t,ax)) Q(da)é,(dx) du
0o Jo 0
M 1 ry/a _—
[/ e S0 D) B ) €1 (0 Q) 9(9)

ot 8y121;;(y) = —1/9(5,4;;(11),11) <0.

Ainsi :

M
(&, ¢) < /0 $(y) U(t,y) dy
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ou V¥ est la fonction positive définie par :
w(t,y) =ro (47 () 0,47 ()
1 ry/a
—2/ / b(S 9y A Olm i dz) Q(da) .
0 At_l(y)/a Atclu( ) ) t ( )§At,;z(y)( )Q( )

La quantité fOM o(y)U(t,y) dy est égale au terme de droite de (3.20). De plus d’apres

(3.9), ((€u»1))u<t est uniformément intégrable, ainsi :

M _ st
| vtpdy < 6.1+ 28 [ (€ du< oo
0 0

la fonction ¥ est donc intégrable.

Soit ¢ = 1p ou B est un ensemble borélien négligeable de [0, M]. Pour tout ¢t > 0,
I'ensemble C([0, M]) est dense dans L'([0, M],&;) [60, page 69]. Or, & étant une mesure
finie, L>([0, M], &) C LY([0, M],&). 1l existe donc une suite (¢;,), uniformément bornée
de C([0, M]) telle que :

(€, 0) = lim (€, dn) < hm/ n(y) U(t,y) dy

Or, W étant positive, intégrable et (¢,,), uniformément bornée :

lim /OM bn(y) W(t,y)dy = /OM o(y) ¥(t,y)dy =0.

n—oo

On en déduit donc que & admet une densité pour tout ¢ > 0. ]



Chapitre 4

Dynamiques adaptatives de
populations bactériennes dans le

chemostat

Dans ce chapitre nous nous intéressons a des modeles de dynamique adaptative du
chemostat. La théorie des dynamiques adaptatives est une branche relativement récente de
la théorie de I’évolution. Elle a été établie notamment par Hofbauer et Sigmund [35], Metz
et al. [48, 47].

Des modeéles de dynamiques adaptatives du chemostat ont été proposés pour des po-
pulations structurées en trait dans un contexte déterministe par Doebeli [19] et Mirrahimi
et al. [51] et dans un contexte probabiliste par Champagnat et al. [12]. Nous nous intéres-
sons ici a des populations structurées en trait et en masse. Des modeles de dynamiques
adaptatives ont déja été proposés pour des modeles structurés en trait et en age par Tran
[64].

Dans les modeles présentés dans ce chapitre, nous supposerons que la population
initiale est monomorphique, c’est-a-dire que tous les individus possedent le méme trait.
Nous appellerons cette population la population résidente. Lors de 'occurrence d’une
mutation, un nouveau trait apparait, les individus possédant ce trait constitueront la
population mutante.

Nous étudions tout d’abord le modele individu-centré décrit a la Section 2.4, pour
lequel nous ajoutons un mécanisme de mutation lors de la division bactérienne. Nous
nous plagons sous les hypotheses suivantes :

Mutations rares : Les mutations sont supposées rares, de sorte que la po-

pulation résidente atteint un voisinage de son équilibre avant I’occurrence
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d’une mutation.

Population résidente de taille grande : La population résidente sera ainsi

approchée par une équation déterministe.

Ainsi la population résidente et la concentration en substrat seront représentées par le
systeme intégro-différentiel limite obtenu au Théoreme 3.3.1. Nous supposerons que ce
systéme admet un équilibre et qu’il est atteint avant l'occurrence d’une mutation (hy-
pothese de mutations rares). La population mutante évoluera donc, au voisinage de son
temps d’apparition et aussi longtemps qu’elle restera en faible effectif, dans un milieu
supposé constant (I'effet de la population mutante sur ’équilibre de la population rési-
dente étant négligeable tant que le nombre d’individus mutants est faible). Elle pourra
alors étre décrite par un modele individu-centré de croissance-fragmentation-soutirage en
milieu constant. Ainsi, comme dans le modele initial I'interaction entre les individus ne
se faisait qu’au travers de la consommation du substrat, ce nouveau modele sera plus
simple. Ces techniques d’approximation de modeles ont été justifiées, par exemple, dans
Champagnat [10] et Méléard et Tran [46].

Nous décrivons ensuite a la Section 4.2 le modele intégro-différentiel associé au mo-
dele individu-centré avec mutations. Nous nous plagons également sous I’hypothese de
mutations rares, de sorte que la population résidente atteigne son équilibre avant ’occu-
rence de la mutation. La population mutante pourra alors étre modélisée par un modele

intégro-différentiel de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant.

Pour les deux modeles, individu-centré et intégro-différentiel, nous définissons la fit-
ness associée a la population mutante, c’est-a-dire la valeur sélective donnant la possibi-
lité d’invasion de la population mutante. Pour le modele individu-centré, elle sera définie
comme étant la probabilité de survie de la population mutante dans le milieu a I’équilibre
de la population résidente. Pour le modele intégro-différentiel, elle sera représentée par le
taux de croissance de la population mutante dans le milieu a ’équilibre de la population

résidente.

Nous comparons ensuite a la Section 4.3 les deux approches, probabiliste et déter-
ministe, présentées précédemment. Notamment, nous démontrons que ces deux modeles
menent bien au méme critére de possibilité d’invasion de la population mutante dans la

population résidente.

Enfin, a la Section 4.4, nous donnons un résultat de monotonie de la probabilité d’ex-
tinction de la population mutante en fonction de la concentration en substrat a I’équilibre

de la population résidente.
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4.1 Deux modéles individu-centrés

4.1.1 Chemostat avec mutations

Nous considérons un modele individu-centré de chemostat, structuré en trait et en
masse. Chaque individu est caractérisé par un trait ¢ € C, ou C est un sous-ensemble
de RY d > 1 et par sa masse © € [0, M]. On représentera un individu par le couple
(c,z) € C x [0, M].

La population, renormalisée par le parametre n € N*) ou n est le nombre d’individus

a 'instant initial sera notée :
1%
_ def
v (de,dx) = - Zé(cg7xg)(dc, dz) (4.1)
i=1

ou N/ est le nombre d’individus présents dans le chemostat au temps ¢. La concentration
en substrat au temps t sera notée S;'.

On note Mp(C x [0, M]) 'ensemble des mesures finies sur C x [0, M] munie de la topo-
logie de la convergence étroite, Mp(C x [0, M]) le sous-ensemble des mesures ponctuelles
sur C x [0, M] et enfin :

a1 X . ,
M'B(C x [0, M])df{n Zé(ci@i) ;s NeN, cteC, z'€ [O,M]}
i=1

ot par convention »_;cq d(ci 51 est la mesure nulle.

La dynamique du modele considéré comprend les composantes suivantes :

(7) Division/mutation : un individu (¢, x) se divise, au taux b(S, ¢, z), en deux indi-
vidus de masses ax et (1 — «)x, ou la proportion « est distribuée selon un noyau
de probabilité Q(c,da) = g(c,a) da et S est la concentration en substrat dans le
chemostat.

e Avec probabilité v € [0, 1], la bactérie fille az est une bactérie mutante, de trait
¢+ h € C, ou h est distribué suivant un noyau de probabilité x(c,h)dh et la
bactérie fille (1 — «) z a le méme trait ¢ que la bactérie mere.

e Avec probabilité 1 — ~, les deux bactéries filles possedent le méme trait ¢ que leur
parent.

taux b(S, ¢, x) . v
ou

.1—’7

1-—a)x [ )



58 CHAPITRE 4. DYNAMIQUES ADAPTATIVES

(it) Soutirage : un individu (¢, x) est soutiré du chemostat au taux D, ou D est le taux

de dilution du chemostat.

(iii) Croissance : entre les instants de division et de soutirage, les individus croissent en

masse a vitesse g(.9, ¢, z), ou S est la concentration en substrat dans le chemostat :

d . o .
X = (S CLX]), i=1,. N (4.2)

(iv) Substrat : la dynamique du substrat est donnée par I’équation suivante :

d mn n k; n 5N
&S =D (si, — S') — V Jexionn g(S;, ¢, x) v (de, dx). (4.3)

Afin de préciser la numérotation des individus dans (4.1) nous supposons que lorsque
un individu ¢ dans une population de taille N se divise, I'un des descendants conserve le
numero ¢ de la cellule initiale et I’autre descendant prend le numéro N + 1. Lorsqu’une
cellule i est soutirée dans une population de taille IV, la population est renumérotée j < j

pour j <iet j<j—1pours<j<N.

Hypotheéses 4.1.1. Le noyau q est supposé symétrique par rapport a 1/2 pour tout ¢ € C :
Q(Ca a) = Q(Ca 1- Oé) ’ Va € [Oa 1] :
On suppose qu’il existe une fonction q : [0,1] — R telle que pour tout ¢ € C :

1
q(c,a) < qa) et /0 q(a) < 0.

Afin d’assurer que le trait d’un mutant appartient bien a [’ensemble des traits C, la fonction
K est supposée telle que k(c,h) = 0 si ¢+ h ¢ C. De plus, on suppose qu’il existe une

fonction k : C — R telle que pour tout c € C :

(e, h) <R(h) et /C R(h)dh < oo.

Afin d’assurer Pexistence et 1'unicité des solutions des Equations (4.2) et (4.3) nous

faisons les hypotheses suivantes :

Hypothéses 4.1.2. Les fonctions g et b sont lipschitziennes en s uniformément en (c,x) :

il existe une constante Cs > 0 telle que

|9(s1, ¢,2) = g(s2, ¢, )| + [b(s1, ¢, ) = blsz, ¢, 2)| < Cspe[s1 — 89
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pour tous si, so > 0, ¢ € C et x € [0, M]. Nous supposons de plus qu’il existe g > 0 et
b > 0 tels que pour tous (s,c,z) € Ry x C x [0, M] :

Enfin, en l'absence de substrat, une bactérie ne peut pas croitre et une bactérie a une

masse mazximale M, c’est-a-dire :

g(O,C,.T) :07
g(s,e, M) =0

pour tout (s,c,x) € Ry x C x [0, M].

Afin d’alléger les notations, l'indice n ne sera parfois pas mentionné sur le processus
)
(St ")~ €t ses composantes ainsi que sur son générateur infinitésimal £ et son flot de

croissance A; que nous définissons maintenant.
Flot de croissance
Pour tout ¢t > 0, on définit :
At Ry x MB(C x [0, M]) 3 (s,v) — Ai(s,v) € Ry x MB(C x [0, M])

le flot de croissance associé au systeme d’équations (4.2)—(4.3) entre chaque événement

discret (division ou soutirage), i.e :
def 1Y
At(S, D) = (A?(S) 17) ) E zjlé(ci,A%(s,l_/))>
défini pour tous s > Oet v = L S°N, O(ci 2y € MB(Cx[0, M]), ot AP (s, D) et (Af(s,v); i =

1,..., N) sont les solutions couplées de (4.2)—(4.3) en tout temps ¢ avec la condition initiale

(s,v), c’est-a-dire :

d . B . o B

aA?(s,u) =D (s, — AV(s, 7)) — v Zg(A?(s,l/),c JAl(s,p)),  Ad(s,v) =s,
i=1

d i N i Aife if. = i

aAt(Svy):g(A?(SaV)7CaAt(S7V))7 AO(S,V):I‘

pour i =1,..., N.
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On introduit les trois mesures aléatoires de Poisson indépendantes N7 (du, dj, da, df)
définie sur R4 xN*x [0, 1] x [0, 1], Na(du, dj, da, dh, df) définie sur R x N*x [0, 1] xC x [0, 1]

et N3(du,dj) définie sur Ry x N* de mesures d’intensité respectives :

n1 (du, dj, dor, d0) = (1 = 7) b (D 6,(dj)) a(a) dardd,

>1
no(du, dj, de, dh, d6) dﬁfvbdu(Zég dj ) )&(h) dadhdd
>1
ng(du, dj) = Ddu (D de(dj))
>1

caractérisant les instants de sauts (division sans ou avec mutation et soutirage) de la

population.

L’équation (2.22) donnée pour le modele sans mutation, se généralise au modele avec

mutations. Ainsi pour toute fonction ® définie sur Ry x M%(C x [0, M]), on a :

(St ) = P(A(So, 1))

* //// Ly Lo<o(su,cio Xio) aCi o)/ (Ba(a)

[0,¢] xN*x[0,1]2
@ (Ar—u(Sus P — 53 00 x3) + 7 0(Ci s xi) T i (1-a) x4)))

= ®(Aru(Su, 7 )| Ni(du, dj, dev, d6)

+ // // Losmuy Lo<h(s..04 X3 ) a(Ci o) w(CY 1)/ (Ba(e) k(1))

[0,¢] xN*x[0,1]2
®(Aru(Sus Pu = 3 004 x4 )+ 7 0(Cy +haxi) + i 0(Cy (1-a) X))

= ®(Aru(Su, 7 )| No(du, dj, de, dh, d)
+ / 1{]<Nu At u(Sfm Vy- — %&C&,,X&,))) - (I)(At—u(su7 Du*))} N3(du7 d]) .

[0,¢] x N*
(4.4)

En suivant la démarche utilisée pour la démonstration du Théoreme 2.4.8, on peut

montrer que le processus (S}, 7{*) est un processus markovien de générateur infinitésimal
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défini par :

£®(s,0) = (D(sin — 5) = (g(s, ), 7)) OF (5, (0, ) + (7, g(s, -) 0uf) uF (s, (7, f))
1
+n /CX[O,M] b(S, C,.T) (1 - 7) /0 [F(Sa <17 - %5(0,:1:) + %5(0,0436) + %5(0,(1704) x)s f>)
— F(s, (7, 1))] ale, @) dav(de, de)
1
+n /CX[O,M] b(Sa ¢, JI) v /C/O |:F(87 <D - %5(0,‘%) + %&c—&—h,am) + %5(0,(1—a) z)s f>)
= F(s, (7. /)] ale, ) davs(e, h) dho(de da)

+Dn / [P (s, (7 = L 8ea), ) = F(s, (7, )] #(de, dz) (4.5
Cx[0,M]
pour toute fonction test de la forme :

O(s,v) = F(s, (v, f))

avec F € O} (RY x R) et f € CO1(C x [0, M]).

Hypothéses 4.1.3 (Loi initiale). Nous supposons qu’a l'état initial t = 0, la population
est monomorphique, c’est-a-dire que tous les individus ont le méme trait déterministe

co € C. La population initiale est donc de la forme :

vy (de, dz) = d¢, (de) wy (co, dz)

ot wh(co,dz) = L370, 5(007%)(00,dx).

Nous supposons de plus que w((co,dx) € Mp([0,M]) et que vf(dc,dx) converge en
loi dans Mp(C x [0, M]) vers :

&o(de,dx) = 0, (de) wo(co, z) dz (4.6)

ot wo(co, x) est déterministe.

D’autre part, nous supposons que pour tout co € C la condition de moment suivante

est vérifiée :

sup E(uf (e, ). 1)?) < oc. (4.7)

En I'absence de mutations le trait ¢ reste constant, donc d’apres le Théoreme 3.3.1,

on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.4. En labsence de mutation, i.e. v = 0, et sous les Hypothéses 4.1.1,
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4.1.2 et 4.1.3,
(S™, 7)) —2L5 (S, €)

dans C([0,T],Ry) x D([0, T], Mp(C x [0, M])) ot (S,€) € C([0, T], R.) x C([0, T, M5 (C x
[0, M])) est tel que pour tout t >0 :

&(de,dz) = dgy (de) wi(co, ) do

et (S, wy(co, ) dx) est lunique solution faible de l’équation suivante :
k M

-v

0 0 ~ ~

—ri(co, x) + = (g(St, co, ) re(co, ) + (b(S, co, ) + D) re(co, x)

ot ox
.
=2 / Mq (co, x) ri(co, z)dz.  (4.9)
0 z z

ggt =D (Sin — gt)

dt g(gt,C(],l') T't(CO,LB) de, (48)

au sens du Théoréme 3.5.1.

Hypothése 4.1.5. Nous supposons que le systéme d’équations (4.8)-(4.9), paramétré par
co admet une unique solution stationnaire stable non triviale (S*(co), 7*(co,.)) et que toute
solution faible issue d’une condition initiale & € Mp(C x [0, M]) non nulle de la forme
(4.6) converge dans Mp(C x [0, M]) vers (S*(co), & (de,dx)) lorsque t — oo ot :

§op(de, d) « ¢ (de) 7*(co, x) dx. (4.10)

L’hypothese précédente suppose que les parametres du chemostat ne meénent pas au
lessivage (c’est-a-dire a l'extinction) de la population résidente. L’existence de ce point de
stabilité sera observé numériquement pour certains jeux de parameétres a la Section 5.1

(voir par exemple les Figures 5.3 et 5.5).

Nous supposons les Hypotheses 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3 satisfaites. La Proposition 4.1.4
nous donne un résultat de convergence, en grande population, du processus renormalisé
vers une limite déterministe (S,¢), en l'absence de mutation. Nous supposons que le
parametre n est suffisamment grand de sorte que la population résidente soit approchée
par sa limite déterministe (S,&) définie & la Proposition 4.1.4 avant l'occurrence de la
premiere mutation.

Nous supposons de plus I’'Hypothese 4.1.5 satisfaite et nous nous placons sous 'hypo-
these de mutations rares, de sorte que la population résidente atteigne un voisinage de
son état d’équilibre (S*(co), &, (de,dz)) avant 'occurrence d’une mutation.

Cette hypothese de mutations rares est relative a la taille de la population résidente.

Nous ne détaillerons pas dans cette these la dépendance de la probabilité de mutation
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en la taille de population n et nous référons aux travaux de Champagnat [10] et Méléard

et Tran [46] pour plus de précision.

Au voisinage de I'instant de la premiére mutation, le nombre d’individus de la popula-
tion mutante, de trait ¢, est en quantité négligeable devant le nombre d’individus de la po-
pulation résidente, de trait co, supposé grand. Son effet sur I’équilibre (S*(co), £, (de, dx))
de la population résidente est donc négligeable (voir Geritz et al. [27]). La population
mutante peut donc, au voisinage de I'instant de mutation, étre modélisée par le processus
de croissance-fragmentation décrit par les mécanismes de division, soutirage et croissance
(7)-(4i)- (@) page 57, avec une concentration en substrat constante S*(cp). Les mutations
étant supposées rares, elles peuvent également étre négligées au voisinage de 'instant de

mutation.

Cette approche suppose que la population résidente reste dans un voisinage de son
état d’équilibre et peut étre justifiée par des estimées de grandes déviations. Nous ne
traiterons pas ces estimées de grandes déviations dans cette theése et nous nous référons
aux travaux de Tran [65] et Méléard et Tran [46] qui justifient cette approche pour des

modeles structurés en trait et en age.

Immédiatement apres 'instant de mutation, la modélisation de la dynamique de la
population mutante peut donc se réduire au modele de croissance-fragmentation-soutirage

en milieu constant, i.e. a substrat constant, présenté a la section suivante.

4.1.2 Modele de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant

Nous considérons maintenant la croissance d’un individu mutant de trait ¢ au sein
d’une population résidente de trait cy. Nous supposerons cette derniere population sta-
bilisée au sein du chemostat de telle sorte que la concentration en substrat S*(cg) soit
constante apres 'instant de mutation, 'impact de la population mutante étant supposé
négligeable tant qu’elle reste en faible effectif. Les parametres S*(c¢p) et ¢ étant invariants

dans ce modele réduit, nous simplifons les notations de la maniéere suivante :

g

b(z) € b(S*(co), ¢, 2)
q(a) = q(c,a),

é

g9(x) = g(5"(co), ¢, ) -

o8
g

La modélisation de la population mutante, au voisinage de l'instant de mutation se

réduit au modele suivant :
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Description du modele
On consideére une population d’individus, caractérisés par leurs masses x € [0, M].
Chaque individu est soumis aux mécanismes suivants :

(7) Division : un individu de masse x se divise, au taux b(z) en deux individus ax et

(1 — @) z, ou la proportion « est distribuée selon le noyau de probabilité ¢(«) da.
(it) Soutirage : un individu de masse x est soutiré du chemostat au taux D.

(ii7) Croissance : entre les instants de division et de soutirage, les individus croissent

en masse a vitesse g(z) :

%xt =g(xt). (4.11)

La population au temps t est représentée par la mesure 7; suivante :

Ny
déf
ne(dz) = Zéxti(dx) (4.12)
i=1
ot N; représente le nombre d’individus dans la population et (X}, i =1,..., N;) sont les

masses des V; individus (ordonnés arbitrairement).
Nous supposons qu’au temps t = 0, la population ne contient qu'un seul individu, de

masse xq :

no(dz) = 05,(dz) .

Remarque 4.1.6. Contrairement au modéle structuré en dge de Tran [65] et Méléard et
Tran [46], pour lequel l’age d’un individu d la naissance est connu et vaut 0, la masse d’un

individu issu d’une division dépend de la masse de sa meére et du noyau de division q.

Remarque 4.1.7. Dans ce modéle, les individus n’interagissent pas entre eux, contrai-
rement au modele présenté a la section précédente dans lequel il y avait une compétition
indirecte entre les individus par la consommation du substrat. Pour tout t > 0, les lignées
engendrées par les individus ; , . . . ,xivt sont donc indépendantes et ce processus peut étre
vu comme un processus de branchement multitype a temps continu, ou les types sont les

masses des individus.

Nous faisons les hypotheses suivantes, dont certaines sont une réécriture des Hypo-
theses 4.1.1 et 4.1.2 pour le modeéle réduit :

Hypothéses 4.1.8. e Le noyau q est supposé symétrique par rapport 4 1/2 :

q(a) = q(1 — ), Va € [0, 1].
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e g(0) =g(M) =0 etg(z) >0 pour tout x €]0, M| (notons que cette hypothése est mi-
neure dans la mesure ou l’on suppose en fait que g est réquliére et non-uniformément
nulle, alors M est Uinfimum des x > 0 tels que g(x) = 0 que l'on suppose fini).

o Il existe my;, € [0, M[ et b > 0 tels que :

b(x) =0 pour x < mg;y ,

0 < b(x) < b pour x €]may, M].

Le processus (1:)i>0 peut étre défini & 'aide des mesures aléatoires de Poisson indé-
pendantes N (du, dj, da, df) et Na(du,dj) définies sur Ry x N* x [0, 1] x [0, 1] et R4 x N*|
d’intensités respectives ni(du,dj, da, df) et na(du,dj) ou

n1(du, dj, da, d0) = bdu (Y- 6,(dj)) g(de) dadd (4.13)
>1

na(du, dj) = Ddu (Y 5(dj)) .- (4.14)
0>1

On suppose que Nj, Ny et 1o sont indépendants. On note (F);>o la filtration canonique
engendrée par 19, N1 et No.

Le processus (1:)¢>0 est alors défini par :

Mt = 04, (xo)
+ / / L<mvuy Yooy /oy [70a, ) + 04 u(axy)
[0,£] xN* x[0,1]2 n 5At_u((1_a) XIJ;?)] N (du, dj, dav, dO)
- // Liena} 04, (xq ) Na(du, dj) (4.15)
[0,¢] x N*

ou A; désigne le flot de croissance défini pour tous ¢t > 0 et = € [0, M] par :

%At@) = g(Ai(@)),  Ao(z) = . (4.16)

On note N (du,dj,da,df) et Na(du,dj, da, d) les mesures de Poisson compensées

associées aux mesures N7 et N3 :

-/\N/’l (duv d]? dy7 de) Cﬁf Nl (dua d]v dy7 de) - nl(du7 dja dy7 de) ’
Na(du, dj) € No(du, dj) — na(du, dj) .

En utilisant la formule d’It6 pour les intégrales stochastiques par rapport a des mesures

aléatoires de Poisson, on peut montrer, en reprenant la démarche utilisée pour démontrer
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la Proposition 2.4.3, la décomposition canonique de la semi-martingale suivante :

Proposition 4.1.9. Soit F € C*(R) et f: (t,x) — fi(z) € CHL(Ry x [0, M]). Pour tout
t>0:

F(ne, fo)) = F({no, fo)) + /Ot [y 900 fu + Oufu) F' ((Pu, fu))] du

t rM 1
+ b(ZL‘) [F(<nu_5m+5ax+5 —o acvfu>)
sy T R s ol at@) dana(de) du

P At /OM [F(<nu - 6I) fu>) - F (<77U7 fu>)] ﬁu(dﬂj) du
B (4.17)

avec !

2 = I temy Yosaoxg o TP = x4 Baxy. + 800y g i)
[0,4]xN*x[0,1]2 — F((nu , fu))] Ni(du, dj, da, d6)

M = // LNy [P (e = dxy s fu)) = F (s fu))] No(du, dj).

[0,¢] xN*

D’apres [40, page 62], on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.10. On a les propriétés de martingales suivantes :

(7) St pour toutt >0 :
t oM 1
E([ [ ba@) [ 1P =0+ bas + 80y o))

— F((nu, fu))]a(@) damy(dz) du) < oo

alors (Mtl’F’f)tZO est une (Fi)i>0-martingale.

(i) Si pour toutt >0 :

B[ I~ 8 o) F (s )] ma(de) ) < o

alors (MtZ’F’f)tZO est une (Ft)i>0-martingale.

En suivant la démarche utilisée pour la démonstration du Lemme 2.4.5, on peut mon-

trer le résultat suivant :
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Lemme 4.1.11 (Contrdle de la taille de la population). Pour toutt >0 et >1 :

E ( sup (1, 1>€> < Cyy

we(0,t]

ot Cpy < oo dépend de { et det.

Probabilité d’extinction

Nous nous intéressons a la probabilité de survie de la population. De maniere équiva-
lente, nous allons étudier la probabilité d’extinction de la population, avec laquelle il sera
plus aisé de travailler.

Dans le cas structuré en age étudié par Méléard et Tran [46], les individus d’une po-
pulation de méme trait sont identiques, d’age 0, a la naissance. Cela permet de donner
facilement une condition de survie de la population, puisque, par analogie avec les pro-
cessus de Galton-Watson, le processus s’éteint presque stirement si le nombre moyen de
descendants d’un individu est inférieur a 1. Dans notre cas, les masses des individus is-
sus d’une division sont différentes. La probabilité d’extinction de la population dépendra
donc de la masse de I'individu initial et sera solution fonctionnelle d’une équation (voir la
Proposition 4.1.13).

On note 7 l'instant du premier événement (division ou soutirage) de la population,

alors au temps 7 la population est définie par :

0 aet ) 0 si soutirage ,
! dx, +0x, sidivision
ou X = aA-(xp) et Xo = (1 — a)Ar(xg) ou la proportion « est distribuée suivant le
noyau de probabilité ¢(a) da.

Nous notons Py, la probabilité sous la condition initiale g .

Lemme 4.1.12. (i) La probabilité qu’un individu de masse xq soit soutiré du chemostat
avant de se diviser et avant un temps tog > 0 vaut :
to

t
Py, (0 = 07 <to) = [ De Pte JotulaoNdu gy,
0

(it) La probabilité qu’un individu de masse xy se divise avant d’étre soutiré et avant un

temps tog > 0 est

g t
Ps,o (17 # 057 < to) = " b(Ay (o)) e Pt e Jo blAu (o) gy
0
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(iii) De plus, pour toute fonction bornée f : [0, M]?> — R :

t
Es, [ {nr 0} Lir<to} S ( X1,X2 / b( Ay (z0)) ~Dt ;= [y b(Au(zo))du

/ Q(O‘) f(Oé At($0)a (1 — Od) At(.l‘o)) dadt.

0

Démonstration. On définit T,; comme le premier instant de saut du processus :
t = N1([0, 1], {1}, [0, 1], [0, b(A¢(0)) /b))
et Ts comme le premier instant de saut du processus :
t— No([0,2),{1}).

Ainsi T, correspond au premier instant de division conditionné par I’absence de soutirage
et Ty correspond au premier instant de soutirage conditionné par ’absence de division. Ty
est de loi exponentielle non-homogene de parametre b(A;(x)) (c’est-a-dire de densité ¢ —
b(Ay(0)) exp(— [3 b(Ay(xo))du)), Ts est de loi exponentielle (homogéne) de paramétre
D. Ty et Ty sont indépendants. On a ainsi :

T=T;NT;s.
Alors :
Ps,,(nr = 0;7 < to) = P(Ts < Tu; Ts < to)
_ /Oto DePtR(T, > ) dt
_ /to DDt o= Jib(Au(o)du gy
0

De la méme maniére, on obtient la probabilité Ps, (nr # 0;7 < tp).

Comme « est distribuée suivant le noyau ¢(a) do :

Es,, [f (X1, X2) Ly, 201 Lir<to}]
= Es,, [Lr=1, L{r<to} Bo,, [f (X1, X2)|7]]

:/tob(At(xo = Jy b(Au(zo))du=Dt /1q(a)f(ozAt(x0), (1— @) Ay(zo)) dadt.
0 0

La probabilité d’extinction de la population sachant que la masse de I'individu initial
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est xg sera notée :
p(ro) « Ps,, (extinction) = P(3t > 0, Ny = 0|no = x,)

ou Ny = (m, 1) représente le nombre d’individus de la population a l'instant ¢. La proba-

bilité de survie sachant que la masse de I'individu initial est x( sera notée :
Ps,, (survie) Ly p(zo) =P(Vt > 0, Ny > 0|ng = dz,) -

Nous aurons également besoin d’utiliser la probabilité d’extinction avant la n-ieme
génération, sachant que la masse de l'individu initial est zg, ou n € N. Cette probabilité

sera notée :
Pn(x0) « Ps,, (extinction de la population avant la n-ieme génération). (4.18)
Proposition 4.1.13. p est une solution positive de :

p(xO) = /Oo De_Dt e fot b(Ay(z0)) du dt
0

+ [T b)) e AT ) p(a 4, (0) p((1 - @) difa) dac
(4.19)

et parmi les solutions positives elle est la plus petite dans le sens ot pour toute solution

positive p on a p(xo) < p(xg) pour tout xg € [0, M].

Ce résultat est similaire a 'expression de la probabilité d’extinction dans le cas d’un

processus de naissance et mort inhomogeéne en temps (voir par exemple Bailey [4]).

Remarque 4.1.14. La fonction f = 1 étant solution de (4.19), la plus petite solution
positive de (4.19) vérifie bien 0 < p(z) < 1 pour tout x € [0, M].

Remarque 4.1.15. Notons que par intégration par partie :
/ De Pte fb u(z0)) du g4

n / b(Au(z0)) f b(A ydu—Dt /01 q(a) pla Ag(xo)) p((1 — @) A(x0)) dadt

=1 [ b Auag)) e o A b
0

X /1 g(a) [plaAi(zo)) p((1 — @) A(z0)) — 1] dadt.
0
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Ainsi, la probabilité de survie vérifie I’équation suivante :
o0 +
1 - b Au du—D
Ps,, (survie) :/0 b(As(xo)) e Jy b(Au(zo)) du—Dt

1
/0 q(a) []P’gaAt(IO)(survie) T P51 0 4y (n) (SUTVEE)

survie) survz’e)} dacdt.

- P(Sa At(zo)( IP)5(1*0‘) At(zo)(

Démonstration. La probabilité d’extinction de la population vaut :

p(.?Uo) = szo (Ehf >0, Ny = 0)
=Ps,, (3t >0, Ny =0 et n =0) + Py, (3t >0,N, =0et n, #0)

= Ps,, (nr = 0) + Es,, (L3157, N=0} L{n,20})
D’apres la propriété de Markov, on obtient :

Es,, (Lztsrn,=0} Lin.20y) = Es, (Es,y (Ligrsr,n=0y Ly 20}77))
= E(Szo (Eézo (1{E|t>T7Nt:0} |"7T) 1{77_,.;&0})
= Eézo (E5X1+5X2 (1{3t>0,Nt:0}> 1{77#0})

On note N/}, respectivement N7?, le nombre d’individus au temps ¢ de la sous-population
engendrée par I'individu de masse X1, respectivement Xo. En utilisant I'indépendance des

lignées, on obtient alors :

Es,, (13t>7,N=0} Ln,0}) = Es,, (IE(SX1 +ox, (1{3t>0,N§:0} 1{3t>0’N3:0}) 1y, 20})
= Es,, (Esx, +5x, Lizso,ni=0y) Box, +ox, (Lizes0,n2=0y) L{n.#0})
= Es,, (Box, (Lze=0,m=0}) Eox, (L{zt>0,8=0}) L{n, 20})
= Es,, (P(X1) p(X2) 1), 20y) -

Finalement, d’aprés le Lemme 4.1.12,
p(flfo) = /Oo De Pte fot b(Au(wo))du dt
0

+ /OO b(Ai(xg)) e Jo bAu(wo))du=D1t /1 q(a) p(a Ag(20)) p((1 — ) Ag(x0)) dacdt.
0 0

Montrons maintenant que p est la plus petite solution de (4.19). Soit p une solution

positive de (4.19). Alors pour tout x, 0 = po(x) < p(z). De plus, en suivant la démarche
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précédente, on montre que :
o t [o.¢] t
pn(xo) — /0 De_Dte_ f() b(Au(:l‘o))du dt +/O b(At(x(])) e~ fO b(Au(zo))du—Dt
1
/0 q(a@) pp—1(a Ay(z0)) pn—1((1 — ) A(z0)) da dt .

Par récurrence, on obtient alors p, (o) < p(zp). En passant a la limite on a alors p(xg) =

limy, 00 Pn(z0) < p(x0). p est donc la plus petite solution de (4.19). Ol

Pour tout x €]0, M[ et y > 0 tels que = < y, on note t(z,y) le temps nécessaire & un
individu de masse x pour atteindre la masse y A M, s’il ne se divise pas. t(z,y) est alors

défini par :

(4.20)

déf Ax_l(y)a Sl$§y<M>
400, siy> M,

ott A1 est I'application inverse du C'-difféomorphisme t — Ay (z).

Théoréme 4.1.16. On a [’équivalence suivante :
Jdz €]0, M|, p(z) < 1 <= Vz €]0, M|, p(z) < 1.

Si le milieu est favorable au développement de la population, il le sera donc quelque
soit la masse de l'individu initial. Mais la probabilité de survie de la population dans ce

milieu dépendra de la masse de cet individu.

Démonstration. Supposons qu'il existe xg €]0, M| tel que p(zg) < 1. Considérons trois
cas :
(7) Cas x €]0,x0].
Le temps t(z,xo) d’atteinte de la masse ¢ est fini. Une possibilité de survie pour
I'individu de masse initiale x est d’atteindre la masse x( sans se diviser, c’est-a-dire
de survivre jusqu’au temps t(z,xo) sans se diviser, et que la population engendrée

par l'individu de masse zg survive. On obtient donc :

t(x,z0)
Ps_(survie) > exp(—Dt(x, xg) — ’ b(Ay,(x))du) x Ps_ (survie) .
x 0 &)

(z,x0)
1 p(@) = (1 - p(ao)) exp(~D (e, ap) - /Ot b(Au(x)) du) > 0
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donc p(x) < 1.

Cas x € [0, T0 V Maiy).

Etant donné que zg < & < may, la population engendrée par un individu de masse
o survit si et seulement si I'individu de masse initiale x( atteint la masse x, c¢’est-a-
dire que 'individu survit pendant une durée de temps t(xg, x), et que la population

engendrée par l'individu de masse x survit. Ainsi :

Ps,, (survie) = e~ PHz02) Py (survie)
d’on

pla) =1— (1 —p(xo)) e 7o) < 1.

Cas x €]z V maiv, M].

On pose 1 = xg V Mgy, ainsi d’apres (i#7) p(x1) < 1. Pour tout individu de masse
z telle que 1 < z < 221 A M, une possibilité de survie est de se diviser avant
d’atteindre la masse 21 A M, c’est-a-dire avant l'instant ¢(z, 2 x1), que la masse du
“premier” enfant soit inférieure a x; et que la population engendrée par cet enfant

survive. Donc :

t(z,221) ot N a1 Ps, (survie)
Pr (survie) > b(A [ b(Au(2))du Dt/ ( Y ) y dudt .
5. (survie) _/0 (Ae(z)) e o o ! Ay(2) Ay(2) Y

Or :

/<ch1 Atl(z) q <A§z)> dy = /0*‘9:(1) ale) da 2 /o; de)da = % -

De plus, d’apres (i), Ps, (survie) = 1 — p(y) > 0 pour tout y < x1, donc :

o) ™ w>e

En outre, b(A¢(z)) > 0 pour tout 0 < ¢t < #(x,2x1) car z > Mmaiy, donc finalement

Ps. (survie) > 0, c’est-a-dire p(z) < 1 pour tout z €|xg V maiy, 2 (xo V maiy) A M. En

itérant ce raisonnement, on montre que p(x) < 1 pour tout = €]zg V maiy, M.

O]

Proposition 4.1.17. Si la fonction de taux de division b est croissante, alors la probabilité

d’extinction p : x — p(x) est décroissante.
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Démonstration. On montre par récurrence que la fonction p, est décroissante, pour tout
n € N*, ou p,, est définie par (4.18). Soit 0 < x < y < M, comme A,(z) < A,(y), pour
tout ©w >0 :

pi(z) =D / ® [ MA@ du-Dt g
0
> D / AL du-De
0
=p1(y)-

La fonction p; est donc décroissante. Soit n € N* on suppose que la fonction p, est

décroissante.

On décompose pp41(z) de la maniere suivante :
Pnt1(x) = p1(x) + Py, (extinction avant la n + 1-iéme génération Nn, # 0),
ou 7 est le premier temps de saut de la population et

Ps, (extinction avant la n + 1-iéme génération N7, # 0)

:/Oob(At(x))e_fotb(A“(’”))d“_Dt /1 ¢(0) po(@ As(2)) pa((1 — ) As(z)) da dt .
0 0

On en déduit alors la relation suivante :

pn-l—l(w) = pl(x) +pn+1(x’777' a O) P§z (777' # 0)
= p1(2) + prt1(z[nr: # 0) (1 — p1(2))

Ps, (extinction avant la n + 1-ieme génération N7, # 0)
1 —pi()

pn+1($’777' 7é 0) =

représente la probabilité que la population, partant d’un individu de masse x, s’éteigne

avant la (n + 1)-iéme génération sachant que le premier événement est une division.

Pour tout t > 0, on a Ay, ) 4+(7) = As(y), par un changement de variable, on obtient
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alors :

/OO b(Ay(x)) e Jo VAu(@) du=Dt /lq(a)pn(aAt(x))pn((l — o) Ay(z)) dadt
t(z,y) 0

— o 1 b Aw(@)) du=D t(ay) /°° b(Ay(y)) e 5 b(Au(y)) du-D1t
0

1
/0 q(@) pn(a Ay (y)) pu((1 — @) Ay(y)) dadt

t(z,y)
— e Jo 7 b(Au(@)du=Di(xy) Ps, (extinction avant la n 4 1-ieme génération N7, # 0)

[ty 2)) du— -
— ¢ o 7 b(Au(@) du=Di(zy) Prt1(yln: # 0) (1 —pi(y)) -

De plus, sur l'intervalle de temps [0, ¢(z,y)], 'individu, avant sa division, a une masse

inférieure & y (i.e. pour tout ¢ € [0,t(z,y)], A:(z) < y). La fonction p, étant supposée
décroissante, on obtient alors :

(zy) t
/0 t b(Ay(x)) e Jo b(Au(@) du=Dt /0 1 q(@) pn(a Ae(2)) pu((1 — ) Ag(z)) dov dt

t(z,y) t
> [T by e A0t [ (0 ) pul(1 - ) ) da

En outre, la fonction p,, étant décroissante,

Ps, (extinction avant la n + 1-ieme génération N7, # 0)

00 t 1
< [ by e WOt [ gta)puay) pal(1 - ) y)da

0 0

1

= (1=p1) [ a@)palay) pa((1 = )y da
d’ou
1
pasa(ylne #0) < [ (@) pulay)pul(1 = ) y) da.

On obtient ainsi,

S5 b(Ay(a)) e o MDD gy
1—pi(x)

_ [Hey) 2))du—Dt(zy) 1 —
e T AL @) dum D) p1(y) pos1 (ylie £ 0)
1—pi(x)

pn+1(35|777 7= 0) > [
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Or,
J " () e o AP gy = i oA =Dt
0
D /t(x’y) o Ji b(Au(@)) du—D1t
0
donc
1D f(;‘,(x,y) o= IN b(Au()) du=Dt 4,
n zn: #0) >
Pr+1(z[nr #0) 1—pi(2)
e fot(x’y) b(Au(x)) du—D t(z,y) pl(y) Prti (y|777' 7& 0) )
1 —pi(x)
De plus,
pi(zr) =D / W s aupe g, 4o o Au(@) du=Dit(oy) p1(y)
0
d’ou
Prt1(x[nr #0) > puri(yln- #0).
Ainsi :

Prt1(z) = Pny1(y) = p1(2) + para(zln: # 0) (1 — p1(7))
—p1(y) = Por1(yn- # 0) (1 —p1(y))
> (p1(z) — p1(y)) (1 = pns1(yln: # 0))

La fonction p,+1 est donc décroissante.

De plus, pour tous x €]0, M|, la suite (p,(x))nen+ est croissante et majorée par 1; elle

est donc convergente, de limite p(z). En passant a la limite, on obtient finalement :

p(x) —p(y) = lim (pn(z) — pa(y)) > 0.

n—o0
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4.2 Deux modeéles intégro-différentiels

Nous présentons, dans cette section, les modeles déterministes associés aux modeles
probabilistes présentés a la section précédente. Nous présentons, dans une premiere sous-
section, le modele de chemostat avec mutations général (sans supposer que la population
monomorphique est en régime stationnaire lors de l'occurrence d’une mutation). Nous
décrivons ensuite le modele de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant cor-
respondant a la description de la population mutante sous une hypothese de mutations
rares, permettant de supposer la population monomorphique en régime stationnaire lors

de l'occurrence d’une mutation.

4.2.1 Chemostat avec mutations

Nous supposons qu’a 'instant initial la population résidente est monomorphique, de

trait cg, et qu’elle suit le systeme intégro-différentiel présenté a la Section 2.2 a savoir :

d kM
— St =D (sin — St) — —/ g(co, Sty z) r(co, x) da (4.21)
dt V Jo

grt(co,x) + 2(g(co, St ) r(co, z)) + (b(co, S, ) + D) re(co, x)

ot Ox
M
=2 / bleo, i, 2) q <CO7 JU) r(co, z) dz. (4.22)
x z z

Nous notons 7 le temps d’apparition d’une population mutante et nous notons c le
trait mutant. Alors avant 'instant 7, le chemostat évolue suivant le systéme précédent et

apres l'instant 7 le chemostat évolue suivant le systeme suivant :

L5 =D s 50— [ gleo, o) rleo. 2)
dt t — Sin t Vv 0 glCo, Ot, L) Tt(Coy T €
kM
- — g(c, S, x)ri(c,x) dz, (4.23)
VJo
0 0
art(co, x)+ ({Tx(g(co, Sty ) re(co, ) + (b(co, St x) + D) r4(co, x)
M
=2 / b(CO’ZSt’z)q (co, i) r(co, z) dz (4.24)
0 0
art(c') :l',') + %(Q(C, St,.??) ’f’t(C,$)) + (b(07 St7 33) + D) T't(C, :U)
M
= 2/ b(c,;SMq (c, i) ri(c, z)dz (4.25)

avec une condition initiale r,(c,.) décrivant la fraction de la population ayant le trait

mutant c.
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De maniére similaire a I'Hypothese 4.1.5, nous supposons que pour tout trait ¢y € C
le systéme d’équations (4.21)-(4.22) admet un unique équilibre stable (S*(cg),r*(co, - )).
Nous supposons également que le systéeme d’équations (4.23)-(4.24)-(4.25) admet un

unique équilibre stable.

FEn général, la coexistence entre les deux traits ¢y et ¢ n’est pas possible. En effet
Hsu et al. [37] ont montré le principe d’exclusion compétitive dans le cas ot la vitesse de
croissance g est de la forme : g(S,z) = p(S) x (voir aussi Smith et Waltman [61]). L’équi-
libre stable de (4.23)-(4.24)-(4.25) sera de la forme (S*(co),*(co),0) ou (S*(c),0,7*(c))
et la population survivant dans le chemostat sera celle qui dégrade le mieux le substrat,
c’est-a-dire que 1’équilibre sera (S*(co),7*(cp),0) si S*(co) < S*(c) et (S*(¢),0,7*(c)) si
S*(co) > S*(c).

Nous supposons que le principe d’exclusion compétitive est vérifié. Alors, deux cas

sont possibles lors d’une mutation :

e ler cas : La population résidente est “meilleure” que la population mutante (pour
I'exemple présenté ci-dessus, la relation S*(cg) < S*(c) est vérifiée). Alors la popula-
tion mutante s’éteint et le couple substrat/population résidente atteint un voisinage
de son état d’équilibre (S™(co),7*(co, -))-

e 2nd cas : La population mutante est “meilleure” que la population résidente (pour
I'exemple présenté ci-dessus, la relation S*(c) < S*(cp) est vérifiée). Alors la po-
pulation mutante peut envahir la population résidente. Dans ce cas, la population
résidente va a l'extinction et le couple substrat/population mutante atteint un voi-
sinage de son état d’équilibre (S*(c¢),7*(¢, -)). La population mutante joue ensuite

le role de la population résidente pour la mutation suivante.

Au voisinage de I'instant de mutation, la population mutante est en tres faible quantité
dans le chemostat. Il n’est donc pas judicieux de modéliser sa croissance par un modele
déterministe, 'aléa étant tres présent. Néanmoins, le modele déterministe nous permet de
déterminer (au moins numériquement) le trait vers lequel la population va converger apres

plusieurs mutations (voir I’étude numérique du modele déterministe a la Section 5.2).

Lorsque la population résidente est dans un voisinage de son état d’équilibre, I’étude de
la croissance du mutant peut se réduire a I’étude d’un modele de croissance-fragmentation
en milieu constant. A nouveau, nous supposons que les mutations sont suffisamment rares
pour que la population résidente atteigne un voisinage de son équilibre avant I’arrivée d’'une
mutation. Apres chaque instant de mutation, aussi longtemps que la population mutante
est supposée rare, son impact sur I’équilibre de la population résidente est négligeable.

Juste apres I'instant de mutation, la modélisation de la population mutante peut donc étre
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approchée par le modele de croissance fragmentation décrit a la section suivante avec :

g(x) = g(e.5%(co), ),
b(z) L ble,S*(co),z), (4.26)

= Q(C7 a) :

4.2.2 Modéle de croissance-fragmentation-soutirage en milieu constant

Tout comme pour ’approche probabiliste, aussi longtemps que le nombre d’individus
mutants est suffisamment faible (inférieur & un seuil € > 0), la modélisation déterministe
de la population mutante se réduit a un modele de croissance-fragmentation-soutirage
en milieu constant. Ce modele correspond au modele déterministe associé au modele

probabiliste décrit & la Section 4.1.2. On suppose qu’un individu de masse x :

(i) se divise, au taux b(z), en deux individus avz et (1 — a) z, oul « est distribué selon

un noyau de probabilité ¢(a) da;

(i) disparait au taux D, (qui peut étre vu, dans ce modele comme un taux de mort et

qui correspond au taux de soutirage de 'individu) ;
(éii) croit a la vitesse g.

L’équation d’évolution de la densité de population correspond donc a I’équation intégro-

différentielle suivante :

9
ot

T

M p(z
my(z) + f?x(g(m) mi(z)) + (b(x) + D) my(x) = 2 /0 b(z) q <) m(z)dz  (4.27)

z

ou my(z) représente la densité de population de masse x au temps ¢; avec la condition
initiale myg, représentant le noyau de distribution de la masse de 'individu mutant. On a

alors : fOM mo(x)dex = 1.

Nous notons G 'opérateur décrivant 1’évolution de la densité m, c’est-a-dire tel quel
omy(x) = Gmy(x) -

x

Gf(@) ™ ~0.(g(x) £(2)) — (D +b(a)) f(x) +2 | Mb(j)q( ) f(z)dz. (4.28)

z
et G* son adjoint :
) 1
G" (@) ™ ~(D+ @) (@) +9(@) 9 (@) + 26(2) [ a(@) dlaa)da. (429
Nous considérons le probleme aux valeurs propres suivant :

Gu(r) = Aa(x) (4.30a)
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M
g(0)a(0)=0, D+A>0,  alz)>0, / a(z)dz =1.  (4.30b)
0
ainsi que son probléme adjoint :

G*o(x) = Ao(x) (4.31a)

o(z) >0, /OM@(x) i(z)dr = 1. (4.31b)

Hypothése 4.2.1. Nous supposons que le systéme (4.30)-(4.31) admet une solution
(4,0, A) telle que 0,d € CL([0, M]).

Remarque 4.2.2. L’ezistence et l'unicité de solution (4,0, ) du probléme (4.30)-(4.31)
ont été démontrées pour des modéles relativement proches du notre. Notamment Doumic
[20] a démontré le résultat pour un modéle de croissance-fragmentation structuré en masse
et en age. Doumic Jauffret et Gabriel [21] étudient un modéle de croissance-fragmentation
structuré en masse, avec une vitesse de croissance g(x) strictement positive pour x > 0 ;
les masses des individus ne sont alors plus contenues dans un compact [0, M|, le domaine

de définition des vecteurs propres est alors [0, +00].

Le taux de croissance de la population est alors donné par la valeur propre A (nous

verrons dans la section suivante qu’elle est unique).

Si les mutations sont suffisamment rares pour que la population résidente atteigne un
voisinage de son état d’équilibre avant 1'occurrence d’'une mutation, alors la population
mutante du modele décrit a la section précédente peut étre modélisée par le modele réduit
ci-dessus avec les notations (4.26). L’étude de la possibilité d’invasion de la population
mutante revient donc a déterminer le signe de la valeur propre A : si A > 0 alors la
population mutante peut envahir la population résidente ; si A < 0 la population mutante

s’éteindra.

4.3 Lien entre les approches probabiliste et déterministe

Le but de cette partie est de faire le lien entre les descriptions stochastique et déter-
ministe de la possibilité d’invasion de ’espéce mutante dans le chemostat. La principale
différence entre ces deux approches est que dans la description probabiliste, la fitness est
généralement représentée comme étant la probabilité de survie de la population mutante
dans la population résidente, alors que dans la description déterministe, la fitness est

donnée par le taux de croissance de la population mutante.
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Le but ici est de montrer que ces deux approches meénent bien au méme critere d’inva-
sion du mutant (voir le Théoreme 4.3.11), bien qu’il n’y ait pas de relation simple entre ces
deux quantités comme dans le cas non structuré étudié par Metz et al. [47], Champagnat
[10], Champagnat et al. [12].

Le résultat obtenu au Théoréme 4.3.11, nous permettra de déterminer numérique-
ment, sur un exemple particulier, un état stationnaire, aussi bien pour le modele intégro-
différentiel que pour le modele individu-centré, correspondant a un trait résident ne per-
mettant & aucune population mutante d’envahir le chemostat (voir le Chapitre 5).

Certains résultats donnés dans cette section peuvent étre déterminés soit par une
approche déterministe en étudiant le probléme aux valeurs propres (4.30)-(4.31), soit
en utilisant une approche stochastique a partir du processus (4.12). Nous adopterons
principalement ’approche stochastique, tout en donnant des éléments de preuve de la
démarche déterministe suivie notamment par Perthame [55], Doumic Jauffret et Gabriel
[21].

Nous supposons 'Hypothese 4.2.1 vérifiée et nous considérons une solution (@, 0, A)

du systéme (4.30)-(4.31) telle que @, 9 € C([0, M]), ainsi que le processus

Ny
m=_ 0x;
i=1

défini par 'Equation (4.12). Nous supposerons dans toute cette section que les hypotheses

suivantes, qui reprennent les Hypotheses 4.1.8, sont satisfaites :

Hypothéses 4.3.1. Nous faisons les hypothéses suivantes :

e Le noyau q est supposé symétrique par rapport a 1/2 :
Q(a) = Q(l - Oé), Va € [Oa 1]

e g(0) =g(M) =0 et g(x) > 0 pour tout x €]0, M.
e bc C([0,M]). I existe ma;, € [0, M[ et b > 0 tels que :

b(x) =0 pour x < mgy ,

0 < b(x) < b pour x €ma,, M].

4.3.1 Processus microscopique et probléme aux valeurs propres

Proposition 4.3.2. Soit f € C([0, M]). Si v est une solution C'(R, x [0, M]) de

av(t,x) =G"v(t,z), t >0, v(0,z)= f(z),z€[0,M]. (4.32)
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ot lopérateur G* est défini d I’Equation (4.29), alors

Ny 4
o(t,z) = Es, [Zf (XZ)] .
=1

Démonstration. Soient v une solution CH(R, x [0, M]) de (4.32) et t > 0 fixé. On pose
N, '
M = Zv(t — s, X3).
i=1

La Proposition 4.1.9 donne :

s [ Nu . . .
My =v(t, Xo) + / <Z 9(X}) Ozv(t — u, X)) — Opv(t — u, X;)) du
0 \i=1

Ny
+ DX ) [o(t —u,aXy ) + ot —u, (1 - a) X))
[0:4x10,1) 7= — vt —u, XJ)]q(e) dadu

s Nu )
—D/ Zv(t—u,Xﬂb)du
0 “
7=1

[0,s]xN*x[0,1]2 —o(t —u, Xi,)] Ni(du, dj, dev, d6)

— // 1{jSNu,}U(t—u,X{;,)/\Nfg(du,dj).

[0,s] x N*

On obtient ainsi :
S Nu . .
M, = o(t, Xo) + / S (GUo(t - u, Xi) — dno(t - u, X3)) du
0 “
j=1

" //// Ly Yo<noxg oy [0(E = 0 aX) +o(t —u, (1 - a) X7)
[0,5] XN+ x [0,1]2 —o(t —u, X2 )] Ni(du, dj, de, df)

_/ 1{j§Nuf}U(t_u7X£)NQ(du,dj).
[0,s] x N*

Comme v est solution de (4.32), le second terme du membre de droite est nul. Par
continuité, v est bornée sur [0, t] x [0, M]; d’apres la Proposition 4.1.10 et le Lemme 4.1.11,
(Mjs)s>0 est donc une martingale. Ainsi Es, (M;) = E;, (Mp) d’ou le résultat cherché. [
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Proposition 4.3.3. Pour tout t > 0, 0 vérifie :
Ny '
Es, [Z ﬁ(XZ)] =eMo(a). (4.33)

Démonstration. En dérivant et 6(z) par rapport au temps on obtient :

d
T <eAt @(:c)) =AM o) = MG () = G* (eAt@(x)) .
eMi(z) est solution de (4.32) avec la condition initiale v(0, ) = ¥(x), le résultat cherché

se déduit donc directement de la Proposition 4.3.2. O

La Proposition précédente nous permet d’obtenir des résultats de convergence des
solutions de (4.32) :

Corollaire 4.3.4. Soit f € C'([0, M]) telle qu’il existe des constantes C~ >0 et CT >0
finies telles que pour tout x €]0, M| :

C™o(z) < flz) <CTo(x).

Soit v une solution CH1 (R x [0, M]) de (4.32) avec f pour condition initiale. Alors pour
tout x €]0, M| :

Co(x) <wv(t,z)e ™ <Ot i(z). (4.34)

Démonstration. D’apres les Propositions 4.3.2 et 4.3.3 on obtient :

Nt Nt
o(t,x) = Es, [Zf (XZ)] < C*tEs, [Z@ (xi)| < ctetlafa).
=1 =1
L’inégalité de droite s’obtient de la méme maniére par minoration de f. O

Remarque 4.3.5. [l existe des méthodes déterministes pour démontrer le Corollaire pré-
cédent. Par exemple, pour A > 0, on peut, en suivant la démarche proposée par Perthame
[55], utiliser le principe d’entropie relative généralisée suivant : Pour v, w et 1) des fonc-
tions de CH (R, x [0, M) telles que v et w sont des solutions de (4.32) avec des conditions

initiales données et 1 est une solution de :

0

azp(t, x) =GyY(t, ), (4.35)
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on peut montrer (voir par exemple [55]) que pour toute fonction convexe H, on a :

(i/@b(t,x)w(t,x)H(U(t’x)) dr <0.

w(t, )

En choisissant :

on obtient alors :

d v(t,xz) e M

— [a(x)d(x)H | ——F—— | dz <0

5 [ @) i) ( e <

donc la fonction dérivée précédemment est décroissante. Pour une fonction H > 0, elle
est positive.

En choisissant H(u) « (u—C%)2, ona:

/ﬂ(x)@(:p)H (igg) dz =0,

donc :

/M@ﬁ@ﬂ?(ﬂggzm>dxzu

Comme pour tout x dans lintérieur du support de i, G(x) > 0 et O(x) > 0, alors :

v(t,z)e A
H( () >—m

on en déduit donc que l'inégalité de droite de (4.34) est vérifiée sur le support de .

L’inégalité de gauche s’obtient par le méme type de raisonnement en prenant :

Proposition 4.3.6. La fonction 0 est strictement positive sur l'intervalle |0, M| :
o(x) >0, x €]0, M].

Pour démontrer cette proposition, nous utilisons une démarche similaire a celle utilisée

pour la démonstration du Théoreme 4.1.16 :

Démonstration. Soit x¢ €]0, M| tel que (xg) > 0 (un tel zg existe car f(fw O(x) a(x)de =
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1).

Pour tout x €]0, M| et y > 0 tels que = < y, t(x,y) représente le temps nécessaire a

un individu de masse = pour atteindre la masse y A M défini par (4.20).

(i) Soit 0 < x < z¢. La probabilité py qu'un individu de masse = atteigne la masse x

sans se diviser et sans étre soutiré du chemostat vaut :

t(x,x0)
Po = exp(—D t(z,xo) — /0 b(Ay(z)) du) > 0.

D’apres la proposition 4.3.3 on obtient ainsi
Nt(ac,aco) )
eMET) p(@) =Bs, | Y 0(Xf(pa0) | = pod(z0) > 0.

=1

Donc ¥ est strictement positive sur ]0, z).

(i) Soit x € [xg,xo V Magiy].

La population engendrée par z( survit jusqu'au temps t(xg,x) si et seulement si

I'individu de masse initiale xy atteint la masse x. On obtient alors :

Nt(mo,-’ﬂ) .
0 < MHE0) §(z0) = Bz, Z U(X(a0.2))
=1

_ €_D t(zo,z) f/(.ﬁU) )

(ii1) x €]zo V maiy, M[. Soit xg V mqy, < x1 < M tel que 9(x1) > 0. Pour tout individu
de masse z telle que z; < z < 227 A M, une possibilité pour qu’au temps t(z,2x;)
il y ait encore des individus dans la population engendrée par I'individu de masse
z est qu’il se divise avant l'instant ¢(z,2 ). L'un des enfants aura alors une masse

inférieure a x1. On obtient alors la minoration suivante :

Nt(z,Q )

M 0(z) =B, | 30X pa)
i=1

t(z,2x t
2/ (z,221) b(Ay(2)) e [, b(Au(2)du—Dt
0

Nt(z,2a:1)—t

T 1 Y .
E 0( X7 .
LG B L | e

i=1
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Or,

De plus, d’apres la Proposition 4.3.3 et (i), pour tout y < z7 :

Nt(z,le)—t
Ey | Y 0(Xfgey)o)| =2 0(y) > 0.

i=1
En outre, b(A;(z)) > 0 pour tout 0 < ¢t < ¢(x,2x1) car z > Mgy, donc finalement
0(z) > 0. Comme 9(zg V maiy) > 0, on en déduit du résultat précédent que (x) > 0
pour tout x €|xg V maiy, 2 (zg V maiy) A M|, puis par récurrence, que 9(z) > 0 pour
tout x €]xg V maiy, M|.

O]

Remarque 4.3.7. La proposition précédente peut également se démontrer a partir du pro-
bleme aux valeurs propres, en suivant par exemple la démarche utilisée par Doumic Jauffret
et Gabriel [21, Lemme 1.3.1] : soit xo €]0, M|, pour tout x € [z, M| on pose :

. _[® A+D+b(y)d
Glx) & () e Je a0 W
alors

b _[® A+D+4b(y) 1
() = —22@) L dy/ g(a) H(az)da < 0.
0

Supposons que ¥ s’annule sur l'intervalle [xo, M| et notons :

déf
= inf {o(z)=0}.
v = nf {o(z) =0}
Alors G(z1) = 0 et, G étant décroissante et positive, on en déduit que O(z) = 0 pour
tout x > x1. D’autre part, fOM w(x) v(x)dx = 1, donc xg étant choisit arbitrairement, il
existe 0 < m < M tel que 0(x) > 0 pour tout x < m. Pour xog < m, on a alors pour tout
Yy 6}1'17 M[ 3

T A+D+b(z)

/: G'(z)dr = -2 /Z ¢ fzo g(;()Z) b(x) /01 q(@) d(az)da < 0

ce qui contredit le fait que ©(x) = 0 pour tout x > x1, car on aurait alors G'(x) = 0 pour

tout x > x1. Donc finalement 0(z) > 0 pour tout 0 < x < M.
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Corollaire 4.3.8. Soient (41,01, A1) et (G2, V2, A2) deuz solutions du probléme auz valeurs
propres (4.30)-(4.31), alors Ay = As.

Démonstration. Comme G*09 = Ag 09 et Gliy = Ay Uy, on a :
)

M M
As /0 i () o (z) dz — /0 i () G () da
= Mgﬁl(a:) Og(z) dz

M
— A /0 i () Do) daz

De plus, d’apres la Proposition 4.3.6, 02(x) > 0 pour tout = €]0, M|, donc :

M
/ i (z) Do(w) dz > 0.
0

On en déduit donc que A1 = Ao. O]

Proposition 4.3.9. Pour tout = €]0, M|, il existe une constante Cy > 0 telle que :
Es, (N;) < Cpelt, vt >0.

Démonstration. Soit € > 0 tel que e < x < M —e. D’apres la Proposition 4.3.6, la fonction
¥ étant continue et strictement positive sur I'intervalle |0, M|, il existe donc une constante
finie C; > 0 telle que :

1<C.o(y), Yyele,M—¢].

Pour tout ¢t > 0, on note K} le nombre d’individus dont les masses sont dans l'intervalle

[e, M — ¢] au temps t, alors, d’apres la Proposition 4.3.3 :

Nt Nt
Es, (Kf) = E;, [Z 1{[E7Ms]}(xg)1 < C.Es, lZ@ (X;)} — C.Mo(a).
=1 =1

Soit maintenant My le nombre d’individus dont les masses sont dans l'intervalle |M —
e, M a linstant ¢t. Soit zg €]M/2, M| tel que z < zg < M — . Alors pour tout individu
de masse X} dans l'intervalle |M — &, M| au temps t, il existe s; < t et un ancétre de
masse X;_ dans lintervalle [g, zo] au temps s; qui a survécu dans le chemostat pendant
un temps ¢t — s; (avec possibles divisions, c’est-a-dire que I'on suit une lignée) et qui est

devenu I'individu X} au temps t. Les X;_ peuvent étre choisis de sorte que les lignées
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soient disjointes. Alors presque slirement :
Mg
€ _ , ,
Mt - Z 1{(ng Ele,M—¢[)N(X}, survit pendant un temps t—s;)} *

=1

Schématiquement avec My = 3 :

M

Xy

X}

4 X2

M —¢ !

To .
o< S
g
0 S1 S3 S9 t

De plus, les masses X:ﬁ;i correspondent aux masses d’individus disjoints. Chacun de ces
individus aura parcouru l'intervalle de masse [xg, M — €| (avec possibles divisions), donc
sera resté dans l'intervalle |e, M — ¢[ pendant un temps au moins égal & t(xg, M — ¢), ou
t(xg, M — ¢) défini par (4.20), est le temps pour un individu de masse xo d’atteindre la
masse M — e sans se diviser. Ainsi, presque stirement :

1 t N
Mg Sm /0 D L{(Xi€le, M—e)N(Xi survit pendant un temps t—s)} 49

i=1

La probabilité, pour un individu, de survivre pendant un temps ¢t — s est indépendante

de sa masse et vaut e P9 ainsi :

1 t Ns
Es (MSY< — | E Leivi —D(t=s)

1 t
< - E K¢ —D(t—s) d

1 ¢
C ~ As —D(t—S)d
S oM =9 Ev(nv)/o e*e s
1 . by e(A+D)t -1
< - - -
= t(wg, M —¢) Cedlz)e A+D
< - b(a)el

txo, M —)(A+ D) *

et Es, (K§ + Mf) < C. el o(x).
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D’apres les Hypotheses 4.3.1, b est une fonction continue telle que b(0) = 0, de plus
A+ D > 0; quitte a réduire € on peut donc supposer que by % maxo<z<e b(z) < A+ D.
Soit L; le nombre d’individus dont les masses sont dans l'intervalle |0, e[ au temps ¢. Alors

L7 est dominé en espérance par un processus de branchement de :

e taux de naissance by,
e taux de mort D,

e taux d’immigration non-homogene 2b (K§ + Mf).

Soit L§ un tel processus de condition initiale L§ = 0, alors

d = - _
3 Ee. (Li) = (bo — D) Es, (Lf) + 2bEs, (K} + My).

Ainsi,

ot
By, (L) = D)1 2b [ By (K + M) el P~ ds
0

< elbo= D)o C () /t eAFD=bo) s g
0
e(A+D—bo)t _ 1
A+ D — b

< ebo=DItop Ch(z)
<20C M b(z).
Finalement, on obtient alors

Es, (M) = Es, (KF + M + L) < CeM ().

4.3.2 Fitness

Lemme 4.3.10. Pour tout x €]0, M[, ({e "t n, ©))i>0 est une Ps, -martingale. Si de plus
A > 0 alors elle est bornée dans L*(Ps,).

Démonstration. La fonction ¢ étant C1([0, M]), elle est bornée par une constante Cy > 0.

Ainsi pour tout ¢t > 0 :
Es, (™" e, ) < Cye ™ s, (V)

qui est fini d’aprés le Lemme 4.1.11, donc (e % n;, ©) est intégrable.
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Soit s > 0,

Es, (<€_A(t+s) Mitss 17)‘7%) = Eéx( —A () Z B(Xf1s)

J

77t)
Nt+s

o~ (t+s) Z Es, (Z t+s)

=1

")

ou {Xt+s, = 1,... ,th+s} représente l'ensemble des descendants, au temps ¢ + s, de
I'individu Xg .

Par la propriété de Markov, I'indépendance des différentes lignées de X}, ... ,XtNt
la Proposition (4.3.3), on a

N]

Es, ({6 s, 0) ) = —wmm (o)

=1
A+ 3 =
—A(t+s 7,
v S e, (e
N, .
efA(lH’S) ZeAs @(Xg)
j=1

= <6_At77t’ '0> .

Donc (e~ 7, ©) est une martingale.

Nous suivons la démarche classique (cf. par exemple Athreya et Ney [3]) pour montrer

que (e, ) est bornée dans L2 si A > 0.

Soit 4 > 0, on pose pour n > 0 :

2 N’VL6 .
on(x) © vars, (Z o( fl&)> .

=1

Par la formule de décomposition de la variance, on a :

Nint1)s '
on+1(z) = Es, {Varéz( Z @(X(ln—&—l)&) 77n6)}
i=1
Nny1ys ‘
s 5{1&5( 30X s) %5) } o)
i=1

On a démontré précédemment que (e*At n¢, U) est une martingale, donc le second terme



90 CHAPITRE 4. DYNAMIQUES ADAPTATIVES

vaut :
Nent1ys Ny s
w80 (3 00 yfis) b= {29 37 o020}
i=1 =1
=
D’autre part, en utilisant 'indépendance des différentes lignées de X}, ..., tN t et la pro-
priété de Markov, on a :
Nits A Ny th+s o
vars, (Y- 00 ) = vars, (30 Y 00X, o)
i—1 j=1 i=1
Ny N A
= > (Z @(X;)) |
j=1 tNi=1

Or, ¥ est majoré par Cj, donc :

Nt+s ) Nt
vars, (Y 00| ) < Co 3 Es, (V2).
i=1 i=1 ¢

De plus, d’apres le Lemme 4.1.11, il existe une constante Cs > 0 (dépendante de s, mais

indépendante de X}) telle que :

Es_ (N2) < Cs.

X3
Ainsi :
Nt+s )
vars, ( Z @(XtI—i-s) 77t> < Cf} Cs Ny .
i=1

On déduit donc de (4.36) que :
Oni1(z) < Cy CsEs, (Nps) + €2 o () .
Or d’aprés la Proposition 4.3.9, Es, (N, 5) < Cy ™% donc :
Oni1(x) < Cs et 4280, (2).

On montre facilement par récurrence que :

on(x) < Cspw 1
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avec w = 9. Ainsi :
vars, ((e*A"‘S Mn s @>) = 2" on(x) < Cs 4

qui est borné si w > 1, c’est-a-dire si A > 0. O

Théoréme 4.3.11. (i) Si A > 0 alors Ps, (survie) > 0, pour tout x.

(@) Si A <0 alors P, (survie) = 0, pour tout x.

Remarque 4.3.12. Les points (i) et (ii) précédents correspondent respectivement auz cas
sur-critique et sous-critique du processus (n:)e>0 (voir par exemple Englinder et Kypria-
nou [22]). Par ailleurs, lorsque A > 0, la population décrite par le modéle réduit peut
exploser pour le modéle individu-centré, il n’y a donc pas de régime quasi-stationnaire. Ce
modele simplifié difféere donc sensiblement des modéles stochastiques de dynamiques des
populations qui le plus souvent présentent un régime quasi-stationnaire et une extinction
en temps fini p.s., bien que nous ne l'ayons pas démontré cela est certainement le cas
pour notre modéle individu-centré de chemostat. De méme, lorsque A > 0, la solution du
modeéle intégro-différentiel réduit explose, il y a en revanche convergence vers un profil

stationnaire.
Démonstration. D’apres le Lemme 4.3.10,

Mt (ﬁf <€7A

t77t, fD)
est une martingale sous la probabilité Ps,, donc pour tout ¢t > 0 :

Es, (My) = Es, (Mo) = (). (4.37)

De plus, pour tout x €]0, M|, M; est une martingale positive, sous la probabilité Ps_, il

existe donc une variable aléatoire intégrable Z telle que :
M; —— Z Ps_-p.s.
t—o0

(i) Si A > 0, d’aprés le Lemme 4.3.10, M; est une martingale bornée dans L?, donc M;

converge vers Z dans L' sous la probabilité Ps,_, i.e.
E(gz (Mt) e E(;I (Z)
t—o0

D’apres (4.37), on obtient donc Es (Z) = o(z) > 0. Or I'évenement {Z > 0} est

inclus dans I’événement {survie} donc P, (survie) > 0.
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(i) Si A <0, comme M; = e~ (1, ©) converge p.s. vers une variable intégrable, alors :

Ny
. 8) = 3 0(X0) 250,
=1

Or 9(z) > 0 pour tout z €]0, M|, donc pour tout & > 0, il existe ¢y > 0 tel que pour
tout ¢t > tp il n’y a plus aucun individu de masse dans l'intervalle [e, M — €] p.s.

Etudions maintenant la population sur les intervalles de masse |M — e, M| et ]0, ] :

a. Supposons que pour t > tp, il existe un individu de masse z; €|M — ¢, M]|.

Quitte a réduire €, on peut supposer que M — & > mg;,. On note :

b, = inf b > 0.
L)

D’apres le Lemme 4.1.12, la probabilité que cet individu se divise avant d’étre

soutiré vaut :

/Oo b(Aul (xt)) €7D ul*foul b(Aug (2¢)) duz duy
0

et est minorée par la constante indépendante de ¢ suivante :
o0 —
/ by e~ PO uqy > 0.
0

En cas de division, au temps u > ¢, la plus petite bactérie fille appartient a

I'intervalle [e, M /2] avec probabilité :

[ aiye(at) = [ gz [ o
= « o o .
- Au() T\ Au@)) V™ Loanen =) 1

M

Quitte a réduire ¢, le minorant ci-dessous est strictement positif, ce qui contre-
dit le fait qu’il n’y a p.s. plus aucun individu dans Uintervalle [e, M — £]. Donc

finalement, pour t > t, il n’y a p.s. plus aucun individu dans l'intervalle [e, M].

. D’apres les Hypotheses 4.3.1, b est une fonction continue telle que b(0) = 0;

quitte a réduire € on peut donc supposer que :

déf
= D.
bo Jnax b(x) <

Alors, pour t > tg, 1; est dominé par un processus de branchement sous-critique
de :

e taux de naissance bg

e taux de mort D

donc le processus s’éteint p.s. [31, Corollaire p.272].
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On en conclut donc qu'il y a extinction p.s. de la population, i.e. Ps, (survie) = 0.

O]

4.4 Etude de la probabilité d’extinction en fonction du milieu

Le but de cette section est de montrer, sous de bonnes hypothéses, la monotonie de
la probabilité d’extinction de la population mutante dans le chemostat en fonction de
la concentration en substrat. Nous reprenons le modele microscopique réduit présenté a
la Section 4.1.2, dans lequel nous considérons la concentration en substrat S, supposée
constante, dans laquelle la population mutante est introduite. Nous supposons ici que le
taux de division est indépendant de la concentration en substrat. Le modeéle considéré est

donc le suivant :

Description du modeéle

On considére une population d’individus, caractérisés par leurs masses x € [0, M].

Chaque individu est soumis aux mécanismes suivants :

(7) Division : un individu de masse x se divise, au taux b(z) en deux individus ax et

(1 — @)z, ou la proportion « est distribuée selon le noyau de probabilité ¢(«) da.
(it) Soutirage : un individu de masse x est soutiré du chemostat au taux D.

(77) Croissance : les individus croissent en masse a vitesse ¢g(5, ) :

d
= g(S,xy) . (4.38)

Hypotheéses 4.4.1. Nous faisons les hypothéses suivantes :

(i) Le noyau q est supposé symétrique par rapport a 1/2 :
q(a) = q(1 — ), Va € [0, 1].
(i7) II existe may, € [0, M[ et b > 0 tels que :

b(x) =0 pour x < myg;, ,

0 < b(z) < b pour x €]mys, M].

On suppose que le taux de division b est une fonction croissante.

(7i) La fonction de croissance g est croissante en la variable S :

g(S', z) <g(S%x), Vrel[o,M],0<S<S?
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dérivable en la variable x et est telle que pour tout x €]0, M|

g(St, x)
5 (g(sm)) >0,

Nous supposons, de plus, que pour tout S > 0, g(S,0) = g(S,M) =0 et g(S,z) >0
pour tout x €)0, M.

Les hypotheses sur la fonction de croissance g sont vérifiées, en particulier, si g est a
variables séparables : g(S,z) = u(S) g(z), o p est une fonction croissante, par exemple

une cinétique de Monod, et g telle que §(0) = g(M) = 0 et g(z) > 0 pour tout = €]0, M.

Pour tout S > 0, on note A;(S, -) le flot associé a la croissance des individus dans le

milieu constant S, i.e. pour tous x €]0, M| et t >0 :
¢
A(S,z) =2 +/ 9(S, Au(S, 7)) du.
0

Théoréme 4.4.2. On suppose les Hypothéses 4.4.1 vérifiées. On note p®(x) la probabilité
d’extinction, dans le milieu S, de la population partant d’un individu initial de masse
x €]0, M|[. Alors :

psl(ac) ZpSQ(:):), Vo< S < S%.

Ainsi, sous les hypotheses du théoreme précédent, plus la concentration en substrat
est élevée dans le chemostat a I'instant ou la population mutante y est introduite, plus la

probabilité que cette population mutante survive dans ce milieu est élevée.

Démonstration. Pour tous n € N* et z €]0, M[, on note p(x) la probabilité que la
population, vivant dans le milieu S, s’éteigne a la n-ieme génération, sachant que I'individu
initial & une masse x. Le Lemme 4.1.12 s’étend au modeéle dépendant du substrat. Alors,
comme pour tout y €]0, M| la fonction S +— g(S,y) est croissante, A, (S, ) < A,(S?, )

pour tout u > 0 et on a :
@) —pf @) =D [Tt [ Joptu(Standu _ o= fio(au(smandu] gy > ¢
0

La fonction S + pf(z) est donc décroissante pour tout = €]0, M|. Soit n € N*, on suppose
que la fonction S+ pS(x) est décroissante pour tout x €]0, M[. Alors :

p,‘zﬂ(:}:) =p(x) + IP’;?; (extinction avant la n 4 1-iéme génération N7, # 0)
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ou 7 est le premier temps de saut de la population et

]P’(;SI (extinction avant la n 4 1-iéme génération N7, # 0)

_ /oo (b(At(S,SU)) o fof b(Aw(S,z)) du—Dt
0
1
< [ a@) (@ A4S0 p3((1 - a) A(S,2)) da ) de
0

représente la probabilité que la population, partant d’un individu de masse = et vivant
dans un milieu de concentration en substrat S, s’éteigne avant la n + 1-ieme génération

et que le premier événement soit une division.

On obtient alors la décomposition suivante :

P () = pY (@) + P (alne #0) (1 - pi(2))

ou

IP’;?E (extinction avant la n 4 1-ieme génération N7, # 0)
(1 —pi(z))

représente la probabilité que la population, vivant dans le milieu constant S, partant

p§+1(l’!"77 7& O) =

d’un individu de masse x, s’éteigne a la (n + 1)-iéme génération sachant que le premier

éveénement est une division.

En utilisant le changement de variable y = A4(S, z), on obtient dy = ¢g(S,y) dt, d’ou

M z -
p§+1(:c|777 7é 0) = L / b(y) - zy gt()g;) dZ_DAS,lx(y)
x

(T—p5@) Jo 9(Sy) ©

[ @ w3 (01~ )y) dady

ol y Agi(y) est 'application inverse de I'application ¢t — A4(S, x).

Le changement de variable précédent nous permet de raisonner en masse plutét qu’en
temps, permettant ainsi d’utiliser la décroissance de la fonction x ~— pS(z), pour S > 0,

donnée par la Proposition 4.1.17.

Comme la fonction S + p2(y) est supposée décroissante pour tout y €]0, M|, on

obtient pour 0 < S! < 82 :

M

P (@l #0) — pi (xln, #0) > / ha(y) /01 g(a)pS (ay)pS (1 - a)y)dady

x
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ou la fonction h, est définie pour tout y € [z, M| par

h @ L M) Al ©
! 1—p7'(z) 9(Shy)
1 bly) - [} f55d=—D Ay @)

e z g(S2,2)

11— pP () 9(S%y)

Par le méme changement de variable que précédemment, on obtient, pour : = 1,2 :

/M b( ) fIyglig(zZ))d DA_ y) dy:/oob(At(SZ,CL‘)) fo w(S%z)) du— Dtdt
T (Sz’y) 0

=1 _pfl(x%

la fonction h, vérifie donc

De plus,
__b(y) vb(2)
ha(y) _g(Sl,y) eXP<—/x mdz) fx(y)
ar,  1—p7 (z) g(S',p) y 1 1 _ _
fe(y) =1 — 1 —p%Q(x) 9(S2, ) exp(/z b(2) (9(5172,) - 9(52’2)) dz+ D (Asix(y) - A8217x(y>)) .

En posant t = Ag;(y), on obtient dt = @(Agé(y)) dy. On a également, y = A;(S, ),
d’ott dy = g(S, A¢(S,x)) dt = g(S,y) dt. On en déduit ainsi que :

donc pour tout y € [x, M|, d’apres 'Hypothese 4.4.1 (i) :

P et ) g(sty)\ | 9(Shy) 11
PO =) lay (9(524/))*9(52,@ )+ D) (g1 g<s2,y>)1

<exp( [ 06:) (Q(Sﬁ,z) - g(sﬁjz)) dz + D (45!, () - A5L, ()

De plus,
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Ainsi, hy(z) > 0, h; est du méme signe que f, qui est décroissante et fé\/[ hy(y) dy = 0,
donc il existe y* € [z, M| tel que

e h,(y) > 0 pour tout y < y*
e hy(y) <0 pour tout y > y*.

D’aprés la Proposition 4.1.17, pour tout S$? > 0 fixé, la fonction y pgz(y) est

décroissante. Comme la fonction h, est positive sur U'intervalle [z, y*], alors :

*

/xy he(y) /01 Q(a)pf(ay)pf((l —a)y)dady

> [ o) (@) (- @)y da [T ko) ay,

De la méme maniere, la fonction h, étant négative sur [y*, M] :

M 1 9 9
/ hx(y)/ () ply (ay)ph (1 —a)y)dady
Y 0

*

! S2 %\, S? * M
> [Ca@)pd @y (1= a)y)da [ hiw)ay.
y*
Ainsi :
P (s # 0) = piy (ale #0)
! S? *\ S2 * M
> [a@)pl @y p (1= a)y)da [ ha)dy =0
d’ott

P (@) = piiy (@) = p3 () + Sy (alne #0) (1 —pf (2))
—p (@) — PS5y (@lny #0) (1 - pf (2))
> (pf (2) = 7" (@) (1= D51 (2ln- #0))

0.

v

La fonction S — p3, (z) est donc décroissante.

De plus, pour tous z €]0, M| et S > 0, la suite (p3()),en+ est croissante et majorée
par 1; elle est donc convergente, de limite p®(z). En passant & la limite, on obtient

finalement :
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Le probléme aux valeurs propres (4.30)-(4.31), s’étend a la prise en compte du milieu

S. On étend les définitions des opérateurs G et G* :

Gs1(0)  ~0,(9(5.2) f2)) —~ D+ ) @) +2 [ D g (L) sieae
G5 (x) ™ ~(D+b(2) f(z) +9(5.) 0./ (@) + 2b(a) [ (@) () dar

et on considere le probleme aux valeurs propres suivant :

Gug(x) = Asts(z), G og(x) = Asdg(w) (4.39)

M
9(S5,0)a5(0) =0, D+Ag>0, as(x)>0, / dg(z)de =1,  (4.39D)
0

M
ts(x) >0, /0 b5 () g (x) dw = 1. (4.39¢)

On étend 'Hypothese 4.2.1 au probleme aux valeurs propres dépendant de la concen-

tration en substrat S :

Hypothése 4.4.3. Pour tout S > 0, nous supposons que le systeme (4.39) admet une
solution (fig, vs, Ag) telle que g, ds € C1([0, M]).

D’apres le Théoreme 4.3.11, on obtient alors le corollaire suivant sur la valeur propre Ag :

Corollaire 4.4.4. Sous les Hypothéses 4.4.1 et 4.4.3, on a le résultat suivant :
(7) S7il existe S1 > 0 tel que Ag, > 0, alors Ag, > 0 pour tout Sy > Si ;

(77) S7il existe S1 > 0 tel que Ag, <0, alors Ag, <0 pour tout Sy < Si.



Chapitre 5

Simulations

5.1 Simulations des modeles de chemostat

Nous présentons les simulations des quatre modeles introduits au Chapitre 2 : le modele
individu-centré (IBM) (2.10), le modele d’équations intégro-différentielles (EID) (2.4)-
(2.5), le modele classique du chemostat représenté par le systeme d’équations différentielles
ordinaires (EDO) (2.1)-(2.2) et le processus de naissance et mort (PNM) (2.8)-(2.9).

En fonction des parametres des modeles et des conditions initiales, ces modeles peuvent
avoir des comportements similaires ou tres différents. Le but de ce chapitre est de comparer
numériquement ces modeles afin de comprendre dans quels cas ils different.

Les simulations du PNM et de 'IBM sont réalisées respectivement & l'aide des Algo-
rithmes 2.1 et 2.2. La résolution du systéme d’équations intégro-différentielles est faite
en suivant le schéma numérique donné en Section 5.1.1, avec un pas de discrétisation
dans l'espace des masses de Az = 5 x 1074 mg et un pas de discrétisation en temps de
At = 0.00125 h. L’intégration numérique de 'EDO (2.1)-(2.2) ne présente pas de difficulté
et est réalisée par la fonction odeint du module scipy.integrate de Python avec les

parametres par défaut.

5.1.1 Discrétisation du chemostat intégro-différentiel

Afin de résoudre numériquement I’équation intégro-différentielle (2.5) du systéme cou-
plé (2.4)-(2.5), c’est-a-dire la version forte de (3.8), nous faisons appel & un schéma aux
différences finies décentré “upwind” classique pour approcher le terme de transport (2.5) ce
qui permet de respecter sa nature conservative [53]. Ce schéma présente certaines qualités
notamment de stabilité mais reste a I’ordre 1, la petite diffusion numérique qu’engendre ce

schéma n’est pas génant dans notre application. En temps, nous faisons appel a un simple
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schéma d’Euler explicite, en effet notre but n’a pas été de proposer une approximation

sophistiquée de (2.5), de nombreuses améliorations pourraient étre envisagées.
On se donne un pas de temps At et un pas de masse Az = L/I, ou I € N*. On
discrétise alors le temps et 'espace des masses de la maniere suivante :
t, =nAt, r;, =1 Ax.
On définit les approximations suivantes :
Tni T, (Ti), Sp = St .

Pour le temps nous utilisons un schéma d’Euler explicite, pour I’espace un schéma décentré

(“upwind”). On utilise le schéma couplé suivant :

Tn+14 — Tn,i Tng — Tni—1

A7 = —9(5n, ;) A — %g(sn,xi) Tni
— (b($p, x:) + D) 1y + 2 Ax i:ib(s’“xj) )
Sny Lg Tni = z; q z; Tn,j

I
Snt1 — Sn K
T =D (Sin - Sn) - V Ax jz::lg(s'n?xj)TnJ

pour n € Neti=1,...I, avec la condition au bord :
Tnt1,0 =0

et les conditions initiales rg; et sop données.

On obtient donc :

Tng — Tni—1

—2 (Sny i) T
Aff 8.’1:9 ny n,t

Tntli = Tnyi + At <—9(Sn, )

I . .
— (b(sny @) + D) 1 + 2 Az Z bsn, ;) q(%) Tn,j> ;

j=1 Lj J

k I
Spa1 = Sp + At (D (Sin — Sn) — v Az Zg(sn,mj) rnJ)
j=1

pour n € Net i =1,...1 avec la condition au bord r,41,0 = 0 et les conditions initiales

ro,; et sop données.
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5.1.2 Parameétres de simulation

Pour les simulations effectuées dans cette partie, nous supposons que pour une concen-
tration en substrat fixée, la croissance bactérienne est donnée par une fonction de Gom-
pertz. De plus, nous considérons que le taux de croissance spécifique de la population

dépend de la concentration en substrat et suit une loi de Monod :

s M M
I — < I — 1
s og(x)x_rmax og(x>:c (5.1)

oU Tmax €st le taux de croissance spécifique maximal de la population, &, est la constante

g(S,l’) = Tmax

de demi-saturation et M est la masse maximale d’un individu.
Nous supposons qu’'un individu ne peut pas se diviser en dessous d’une certaine masse

mgiv. Pour les simulations, nous considérons le taux de division croissant suivant :

b
N log((M — maiy) pp + 1

b(s,z) = b(x) ) log ((# — mai) Py + 1) Lg>my b (5.2)
ol pp > 0 est un parametre de courbure de la fonction. Une fonction particuliere est
représentée a la Figure 5.1.

La proportion o du noyau de division Q(da) = ¢(«) da suit une loi beta symétrique :

g(a) = (a(1—a)”

ot B(pg) = fol (a(1— a))pﬁ*l da est la constante de normalisation du noyau.
Sauf mention contraire, la distribution initiale des individus est donnée par la densité

de probabilité suivante :

1 [z—05x10"10 z—0.5x 10710
d(x> =~ ( 025 X 10_10 ( - 025 % 10_10 1{0.5><10710<$<0.75X10710} (53)

Cyq

ou Cy est une constante de normalisation. Elle est représentée a la Figure 5.2 (gauche).
Cette densité initiale en masse fera apparaitre un phénomene transitoire qui ne peut
étre reproduit par le modele classique du chemostat décrit a ’aide des équations différen-

tielles (2.1)-(2.2), comme présenté a la Figure 5.6.

5.1.3 Comparaison de I'IBM et de I'EID

Nous illustrons la convergence de I'IBM vers le modele EID. Pour cela nous faisons
varier le volume du chemostat et le nombre d’individus & l'instant initial de maniere

proportionnelle. Nous réalisons des simulations a trois échelles de taille de population :
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masse (mg) 1e-10 S masse (mg) le-16

Figure 5.1 — » (Gauche) Taux de division b(x) définit par (5.2) avec b = 1.5 h™!, mg;, =
0.45x 10719 mg et p, = 6 x 10°. » (Droite) Vitesse de croissance maximale pour la vitesse
de croissance de Gompertz (5.1) avec rpa = 1.0 h™1, M = 1.0 x 107!° mg (a savoir le
terme de droite de l'inégalité (5.1)).

o I - ||

08 10 45 02
1e-16

08 1o 9o 02

9% 02 04 06 04 05
masse x (mg) tenio masse x (mg)

04 06
masse x (mg)

densité initiale (5.3) densité initiale (5.5) densité initiale (5.6)

Figure 5.2 — Densité initiale d (gauche), d’ (milieu) et d” (droite) définies respectivement
par les équations (5.3), (5.5) et (5.6)

(i) petite taille : V = 0.05 x 1077 1 et Ng = 100,
(ii) taille moyenne : V = 0.5 x 10~7 1 et Ny = 1000,
(iii) grande taille : V =5 x 1077 1 et Ny = 10000.

Les distributions initiales des masses d’individus sont données par la méme fonction d
définie par (5.3), de sorte que les concentrations initiales en biomasse sont identiques pour
les trois jeux de parameétres. Les volumes considérés dans ces simulations correspondent
a des volumes de micro-chemostats [32].

Pour chacun des trois cas, nous simulons 100 réalisations indépendantes de I'IBM afin
d’observer une réduction de la variance quand nous augmentons le nombre de bactéries
dans le chemostat. L'IDE est approchée numériquement par le schéma aux différences

finies détaillé en Section 5.1.1. Les parametres du modele sont donnés dans la Table 5.1.
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Parametres Valeurs

So 6 mg/1

Sin 10 mg/1

D 0.25 h=!

M 1.0 x 10719 mg
Maiy 0.45 x 1071° mg

b 1.5 h™t

Py 6 x 10°

DB 10
Tmax 1ht

ky 6 mg/1

k 1

Tableau 5.1 — Parameétres de simulation.

La convergence de I'IBM vers I'EID est clairement illustrée dans les Figures 5.3 et
5.4. Les variances des évolutions des concentrations en biomasse et en substrat ainsi que
la variance relative du nombre d’individus diminuent lorsque l'on augmente de nombre
d’individus (voir Figure 5.3). Les distributions normalisées en masse aux temps t = 1, 3
et 80 (h) sont représentées a la Figure 5.4 pour les petite, moyenne et grande tailles de
population. Nous avons adapté le nombre de classes des histogrammes représentant les

distributions d’individus des IBM afin de rendre le résultat plus visible.

La solution normalisée de 'EID (2.4)-(2.5) est représentée a la Figure 5.5. Elle cor-
respond & I’évolution en temps des distributions en masses normalisées. Nous n’avons re-
présenté la simulation que sur un petit intervalle de temps afin d’illustrer un phénomene
transitoire di au choix de la répartition initiale : & I'instant initial, la distribution est
donnée par la fonction (5.3). Ensuite elle devient bimodale. Le mode inférieur correspond
aux bactéries issues de la division d’individus plus gros. Le mode supérieur représente les
bactéries de la distribution initiale avant leur division ou leur soutirage. Ainsi le mode su-
périeur est amené & disparaitre rapidement par division ou soutirage. L’'IBM rend compte
de ce phénomeéne (voir Figure 5.4). En revanche le modele EDO classique de chemostat

(2.1)-(2.2) ne peut pas rendre compte de ce phénomene.

En conclusion 'IBM converge vers I’EID en grande population et la variabilité autour
du modele asymptotique est relativement importante en petite ou moyenne taille de po-
pulation. Noter qu’il n’y a aucune raison pour que I’EID corresponde a la moyenne de

I'IBM, a cause de la corrélation entre les individus.
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Figure 5.3 — Du haut vers le bas : évolutions de la taille de population, de la concentration
en biomasse, de la concentration en substrat et portrait de phase en concentrations pour les
trois niveaux de taille de population (de gauche a droite : petite, moyenne et grande). Les
courbes bleues représentent les trajectoires de 100 réalisations indépendantes de 'IBM. La
courbe verte représente la moyenne des réalisations de 'IBM. La courbe rouge représente la
solution de I’équation intégro-différentielle. Les parametres sont donnés dans la Table 5.1.
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Figure 5.4 — Répartition en masse pour les temps ¢ = 1 h (haut), ¢ = 3 h (milieu) and
t = 80 h (bas) en petite (gauche), moyenne (milieu) et grande (droite) taille de population.
Pour chaque graphique, les histogrammes bleus représentent les répartitions en masse
des individus pour 100 réalisations indépendantes de 'IBM. Pour tracer I’histogramme
nous avons di adapter le nombre de classes selon la taille de la population. La courbe
rouge représente la répartition en masse donnée par 1’équation intégro-différentielle. Les
paramétres sont donnés dans la Table 5.1. A nouveau on constate la convergence de P'IBM
vers la solution de ’EID en grande population.
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Figure 5.5 — Evolution de la répartition en masse normalisée pour I'EID (2.4)-(2.5). Nous
ne présentons la simulation que jusqu’au temps 7' = 8 (h) afin d’illustrer le phénomene
transitoire dit au choix de la répartition initiale (5.3). Apres quelques itérations en temps
cette répartition devient bimodale, le mode supérieur croit en masse et disparait avant

T =8 (h).

5.1.4 Comparaison de I'IBM, de I'EID et de 'EDO

Nous comparons maintenant 'IBM et 'EID au modele classique du chemostat décrit

par le systeme EDO (2.1)-(2.2).

La principale différence entre ces deux types de modele est que d’une part les modeles
sont structurés en masse (IBM et EID) et d’autre part le modele décrit uniquement les
évolutions des concentrations en biomasse et en substrat (EDO).

Dans un premier temps, nous présentons des simulations pour lesquelles nous chan-
geons uniquement la distribution initiale des individus. Nous considérons trois distribu-

tions : pour deux d’entre elles 'IBM et I’EID présentent des comportements ne pouvant

pas étre reproduits par 'EDO.
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Dans un second temps, nous présentons des résultats avec un taux de division b parti-
culier faisant apparaitre des oscillations dans les évolutions des concentrations en biomasse

et en substrat pour 'IBM et 'EID ; phénomene qui ne peut également pas étre reproduit
par ’'EDO.

Le modele de croissance de 'IBM et 'EID est de type Monod, nous prenons donc

également une cinétique de Monod pour le modele EDO

S

—_—. A4
K15 (5:4)

N(S) = HMmax

Les parametres pm.. et K, de cette loi de Monod ne sont pas donnés dans le modele
initial, nous faisons donc appel & une méthode des moindres carrés afin de calculer les
parametres fima, and K qui minimisent la distance quadratique entre (S¢, X¢)i<r donné
par le modele (2.1)-(2.2) et (St,Xt)th, ol S; et X, sont les moyennes des variables S,
et :

1 M
X = v /0 zv(x)dx

données par 'IBM (2.10). La distance quadratique est pondérée par la variance des IBM.

Parametres Valeurs

So 5 mg/1

Sin 10 mg/1

D 0.2h!

M 1.0 x 10719 mg
Maiv 0.4 x 10710 mg

b 1h™!

Db 10 x 10°

P 7
T max 1ht

k, 10 mg/1

k 1

Tableau 5.2 — Parameétres de simulation.

La figure 5.6 représente les évolutions du nombre d’individus, des concentrations en
biomasse et en substrat et les trajectoires dans l'espace des phases pour 60 simulations
indépendantes d’IBM et pour 'EID avec les parametres de la Table 5.2 et différentes den-
sités initiales. Le nombre initial d’individus Ny est adapté de sorte que les concentrations
initiales moyennes soient identiques dans les trois cas.

Nous considérons dans un premier temps une simulation avec la densité initiale d(z)

définie par (5.3). Avec cette densité initiale, I'IBM et I'EID présentent un phénoméne
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transitoire décrit dans la section précédente et illustré dans les Figures 5.5 et 5.4. La Figure
5.6 (gauche) montre une différence importante entre 'IBM et I'EID d’une part et 'EDO
d’autre part, ce dernier modéle ne pouvant rendre compte du phénomeéne transitoire.
Dans les deux premiers modeles, les bactéries individuelles sont lessivées uniformément
et indépendamment de leur masse (une bactérie de forte masse a la méme probabilité
de lessivage qu’une bactérie de faible masse) et comme 1’état initial d(z) présente une
proportion importante de bactéries de masse importante, on constate une décroissance
de la biomasse au début de la simulation. L’EDO n’est naturellement pas en mesure de

rendre compte de ce phénomene.

Inversement, si nous choisissons une densité initiale qui charge les faibles masses,

comme la suivante :

d'(z)

1 [z—0.125x 10710 x —0.125 x 10710
= Cy 0.25 x 1010 T 025 x 10-10 1{0.125><10—10<x<0.375><10—10}

(5.5)

ou Cy est une constante de normalisation, nous observons une importante croissance de la
biomasse et une importance décroissance du nombre d’individus au début de la simulation
pour I'IBM et I'IDE (voir Figure 5.6 (milieu)). Ce phénomene est dii au fait qu’au début de
la simulation, les individus ont une masse trop faible pour se diviser (d’ou la décroissance

du nombre d’individus), mais avec une forte “vitesse de croissance” (voir Figure 5.1).

Au début de la simulation des IBMs, on remarque que ’aléa est tres faible. La méthode
des moindres carrés pondérés par la variance donne donc une EDO qui a une tres forte
croissance de la concentration en biomasse et une forte décroissance de la concentration
en substrat prés de 'instant initial, mais I’état stationnaire de 'EDO (courbe noire)
ne correspond pas a I’état quasi-stationnaire de I'IBM ou ’état stationnaire de I'EID.
Noter qu’avec cette distribution, il est peu réaliste d’ajuster un modele EDO classique de
chemostat sur I'IBM ; en effet il n’est pas possible pour ce modele d’avoir un comportement
similaire a celui de I'IBM, ce qui entraine des valeurs irréalistes pour les parametres du
chemostat (voir la légende de la Figure 5.6). Si nous donnons un poids plus important a
I'état quasi-stationnaire (entre ¢ = 40 h et ¢ = 80 h), nous obtenons une EDO (courbe
magenta) avec un état stationnaire qui correspond a ’état quasi-stationnaire de 'IBM,

mais avec une importante différence a 1’état transitoire.
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Ces phénomenes n’apparaissent plus lorsqu’on fait appel a la densité suivante :

d// (l’)

1 (z-0.35x10710 r—0.35x 10710
= 03 % 10-10 T T 03 x 1010 140.35%10-10 <2<0.65x 1010}

(5.6)

ou Cyr est une contante de normalisation. En effet, d’apres la Figure 5.6 (droite), les diffé-

rents modeles sont comparables, notamment 'EDO et I'EID correspondent sensiblement.

La Figure 5.7 montre des simulations avec le taux de division suivant qui ne dépend

pas de s :

b(s,z) = Bl{mediv} (5.7)

avec b =5h"!, mgy = 0.5 x 10710 mg et le paramétre du noyau de division ps = 100.
On observe des oscillations dans les évolutions des concentrations en biomasse et en
substrat pour 'IBM et ’'EID, qui ne peuvent étre représentées par I’EDO. Ces oscillations
sont dues a la distribution qui reste bimodale avec une alternation de la plus forte densité
entre le mode supérieur et le mode inférieur (voir Figure 5.8). Quand le mode inférieur a
une densité plus forte que le mode supérieur, il y a une forte proportion d’individus qui
croissent rapidement, ce qui entraine une croissance de la concentration en biomasse et
une décroissance de la concentration en substrat. Lorsque le mode supérieur a une plus
forte densité que le mode inférieur, il y a une forte proportion d’individus avec une faible
vitesse de croissance, on observe alors une décroissance de la concentration en biomasse

et une croissance de la concentration en substrat, dues au soutirage des individus.

5.1.5 Etude du lessivage

L’une des principales différences entre les modeles déterministes et les modeles sto-
chastiques réside dans leur faculté a rendre compte du lessivage (ou de I'extinction de la
population dans le cas d’un écosystéme). Lorsque le taux de dilution D est suffisamment
faible, les solutions de 'EDO (2.1)-(2.2) et de 'EID (2.4)-(2.5) convergent vers un point
d’équilibre de biomasse strictement positive. En fait, le lessivage (biomasse nulle) est un
point d’équilibre instable et, en dehors de ce point, ’espace des phases correspond a un
bassin d’attraction conduisant & une solution avec une biomasse strictement positive. En
revanche, d’apres la Figure 5.9, parmi les 1000 réalisations indépendantes de I'IBM, 111
d’entres elles conduisent au lessivage avant le temps t = 1000 h; ainsi la probabilité de
lessivage & cet instant est approximativement de 11%.

L’EDO 1 est ajustée sur les 1000 réalisations de 'IBM. On remarque que la solution a
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Figure 5.6 — Du haut vers le bas : Evolutions du nombre d’individus, des concentrations
en biomasse et en substrat et trajectoires dans ’espace des phases selon les répartitions
initiales en masse (5.3) (gauche), (5.5) (milieu) et (5.6) (droite). En bleu : les trajectoires de
60 simulations indépendantes d’IBM simulées avec V = 3x 1077 1 et Ny = 20000 (gauche),
Ny = 50000 (milieu) et Ny = 25000 (droite). En vert : la moyenne des réalisations de
I'IBM. En rouge : la solution de I'EID (2.4)-(2.5). En noir : la solution du systéme (2.1)-
(2.2). Cette derniere est ajustée par une méthode des moindres carrés sur 'IBM. Les
parametres de la loi de Monod (5.4) sont fimax = 0.329 mg/1 and K, = 2.603 h~! (gauche),
pmax = 11.556 mg/1 et K = 200.0 h=! pour EDO1 et jimax = 9.288 mg/l et K, = 184.547
h~! pour EDO2 (milieu), pmax = 0.397 mg/l et Ks = 3.991 h™! (droite).
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Figure 5.7 — Evolution des concentrations en biomasse (haut) et en substrat (bas) pour
60 simulations indépendantes de 'IBM (bleu), la moyenne des IBM (vert), 'EID (rouge)
et 'EDO (noir) ajustée par une méthode des moindres-carrés sur I'IBM. Les parameétres
de la loi de Monod (5.4) de I'EDO sont pimax = 0.544 h™! et K, = 4.453 mg/l. Le taux
de division est donné par la fonction (5.7). b =5 h™!, mg;, = 0.5 x 10710 mg, pg = 100,
V =1.0 x 1077 1, Ny = 10000. Les autres parameétres sont donnés dans la Table 5.2.
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Figure 5.8 — Evolution de la distribution en masse normalisée pour 'EID (2.5) avec le
taux de division (5.7), b = 5 h™!, mg, = 0.5 x 107° mg, pg = 100, V = 1.0 x 1077 1,
Ny = 10000. Les autres parametres sont donnés dans la Table 5.2.

un comportement similaire a celui de la moyenne. L’EDO 2 est ajustée sur les réalisations
de 'IBM non éteintes et est donc proche de la moyenne conditionnée par la non-extinction.
On peut remarquer que 'EID et 'EDO ne correspondent pas a la moyenne des IBM

puisque seulement la moyenne rend compte du lessivage en temps infini.

Nous considérons maintenant un taux de dilution suffisamment grand D = 0.5 h™!,
correspondant a des conditions de lessivage. La Figure 5.10 (haut) présente 1’évolution
de la concentration en biomasse pour les différents modeles. Les réalisations de I'IBM
atteignent le lessivage en temps fini alors que les deux modeles déterministes, EID et
EDO, convergent exponentiellement vers le lessivage sans jamais 'atteindre en temps
fini. La Figure 5.10 (bas) présente la loi empirique du lessivage calculée a partir de 7000

réalisations indépendantes de 'IBM (courbe rouge continue). On constate une importante

variance de ce temps de lessivage.
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Figure 5.9 — Evolution de la concentration en biomasse. En bleu : 1000 réalisations in-
dépendantes de I'IBM simulé avec V = 0.5 x 10~7 1 et Ny = 30. En vert : la moyenne
des IBM. En rouge : la solution de I'EID. En noir : la solution de 'EDO 1 avec les para-
metres L. = 0.438 et Ky = 5.242 ajustée sur 'IBM pondéré par la variance. En cyan :
la solution de 'EDO 2 avec les parametres pin.. = 0.407 and K, = 4.192, ajustée sur
I'IBM conditionné par la non-extinction, pondéré par la variance des populations non-
éteintes. Le taux de dilution vaut 0.275 h™!. Les autres parameétres sont donnés dans la
Table 5.2. Parmi les 1000 réalisations indépendantes de I'IBM, 111 conduisent au lessi-
vage alors que les modeles déterministes convergent un équilibre avec une concentration
en biomasse strictement positive. La moyenne des 1000 simulations de I'IBM rend compte
de la probabilité de lessivage.

Il est connu que pour un processus de naissance et mort avec des taux constants b
et D qui correspondent respectivement au taux de naissance et au taux de mort et avec

b < D, la densité de probabilité du temps d’extinction est donnée par :

—
S

_ D)2el-D)t (De(E—D)t _ D>N0—1

d(t) =Ny D —— —
(t) =No c®-D)t — py2 \ pe®@-D)t _p

—~~
S

(voir par exemple [31, page 271]).

Quand le taux de naissance n’est pas constant, on peut s’attendre a ce que la densité de
probabilité du temps d’extinction soit de la forme (5.8) ou b est le taux moyen de naissance

de la population. La Figure 5.10 représente la densité de probabilité (5.8) (courbe verte
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en pointillés) ou b est calculé A I'aide d’une méthode des moindres carrés afin d’approcher
la distribution empirique du temps de lessivage (courbe rouge continue).

La constante b dépend des paramétres du modéle, en particulier du nombre d’indivi-
dus a l'instant initial et de la distribution initiale des individus. Dans notre exemple la
distribution initiale contient des bactéries avec des masses plus importantes que la distri-
bution quasi-stationnaire, le taux de division b étant croissant, le taux de division effectif
de la population au temps t = 0 est donc plus important que le taux de division effectif
quasi-stationnaire. Par conséquent la constante b sera plus importante aussi. D’autre part,
plus le nombre initial d’individus Ny est grand, plus le temps d’atteinte de la distribution
quasi-stationnaire sera négligeable et plus la constante b sera proche du taux de division
effectif quasi-stationnaire.

La courbe bleue représente la loi empirique du temps d’extinction du processus de
naissance et mort, calculée a partir de 7000 réalisations indépendantes, ot p dans I'équa-
tions (2.8)-(2.9) est une loi de Monod (5.4) avec les mémes parametres que 'EDO ajustée
sur I'IBM.

5.1.6 Implémentation

L’implémentation a été réalisée a ’aide de I’environnement SciPy de Python :

e La résolution du modele classique d’équations différentielles ordinaires se fait sans
difficulté en utilisant des outils standards d’intégration d’équations différentielles,
en l'occurrence la fonction scipy.integrate.odeint fait appel au package 1soda
de la librairie FORTRAN odepack.

e La résolution du systéme d’équations intégro-différentielles se fait par un schéma
aux différences finies (voir Section 5.1.1).

e Nos efforts se sont concentrés sur 'implémentation de la simulation de Monte Carlo
du modele individu-centré (cf. Algorithme 2.2).

Nous nous concentrons sur cette derniere implémentation.

La simulation du modele individu-centré est gourmande en place mémoire, notamment
en mémoire vive, et nécessite des processeurs puissants. Certains des résultats présentés
aux sections précédentes nécessitent en effet plusieurs jours de simulation. Nous avons
toutefois privilégié la clarté de programmation et la réutilisabilité en adoptant une pro-
grammation orientée objet sous Python. Cette approche permet d’étendre facilement les
programmes développés, par exemple pour un modele prenant en compte I’dge des indivi-
dus ou décrivant les évolutions de plusieurs populations bactériennes et plusieurs substrats.

Nous avons défini les classes suivantes :

Individu
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Figure 5.10 — » (Haut) Evolution de la concentration en biomasse entre t = 20 et t = 90
h. En bleu : 1000 réalisations indépendantes de I'IBM. En vert : la moyenne des IBM.
En rouge : la solution de 'EID. En noir : la solution de 'EDO avec les parameétres
max = 0.578 et Ky = 10.0. Les parametres du chemostat sont V' = 10x 10-71, Ny = 10000
et D = 0.5 h™!. Les autres parameétres sont donnés dans la Table 5.2. Pour les deux mo-
deles déterministes, la concentration en biomasse décroit exponentiellement vers 0 mais
reste strictement positive en tout temps fini. en revanche, toutes les réalisations de I'IBM
atteignent le lessivage en temps fini. » (Bas) La courbe rouge continue représente la
distribution empirique du temps de lessivage calculée a partir de 7000 réalisations indé-
pendantes de 'IBM et tracée a I'aide d’un noyau de régularisation. La courbe bleue en tiret
est la distribution empirique du temps de lessivage calculée a partir de 7000 réalisations
indépendantes du processus de naissance et mort avec les parametres de 'EDO ajustée
sur 'IBM. La distribution est également tracée a 1'aide d’un noyau de régularisation. La
courbe verte en pointillés est la densité de probabilité (5.8) avec Ny = 10000, D = 0.5 et
b= 0.2922.
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Population

Chemostat

Un élément de la classe Individu représente une bactérie de la population. Un élément de
la classe Population décrit I’ensemble des individus présents dans le chemostat, donc un
ensemble d’éléments de la classe Individu. Un élément de la classe Chemostat représente
le couple substrat/population & un instant donné.

Chaque classe possede des méthodes agissant sur les éléments de cette classe. No-
tamment la classe Chemostat possede une méthode Gillespie simulant les évenements
discrets (division et soutirage) ainsi que les événements continus (croissance bactérienne

et dynamiques du substrat) entre ces événements discrets jusqu’a un temps donné.

Afin d’améliorer les temps de résolution des équations différentielles (2.12) modélisant
la croissance des individus, nous avons choisi de vectoriser ces calculs en mémorisant les
masses des individus dans un vecteur masse. Un individu est alors défini par un pointeur
sur ce vecteur de masse et 'indice de ce tableau correspondant a l'indice de I'individu

dans la population :

class Individu(object)
def __init__(self, masse, indice):
self .masse = masse

self.indice = indice

L’évolution du nombre d’individus dans la population au cours de la simulation n’est,
a priori, pas connu a l'avance. Nous choisissons d’allouer la mémoire nécessaire pour un
nombre d’individus fixé au début de la simulation. Dans le cas ou le nombre d’individus
dépasse la capacité maximale allouée initialement, on double la taille du tableau en cours
de simulation. Cela permet ne pas allouer trop de mémoire vive initialement, tout en
gardant Defficacité de lallocation de mémoire initiale ('ajout d’individu est alors plus

rapide que de modifier la taille du tableau a chaque division bactérienne).

5.2 Simulation du modéle déterministe de chemostat avec mu-

tations

Dans cette section, nous faisons I’étude numérique du modele de chemostat avec mu-
tations présenté a la Section 4.2. Les mutations ne porteront, dans ce chapitre, que sur la
proportion « des bactéries filles lors de la division, comme dans I’étude traitée par Michel
[49].
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5.2.1 Le modéle

Nous reprenons le modele d’invasion décrit a la Section 4.2. Nous supposons que le

trait ¢ caractérisant une population n’affecte que le noyau de division ¢(c, o) da.

Nous supposons qu’a 1’état initial, le chemostat contient une population résidente de
trait cr a son état équilibre :
(S*(cr), p*(cr, +))-

Nous nous intéressons a la possibilité d’invasion d’une population mutante de trait
cy- Comme décrit dans la Section 4.2, cette étude revient a déterminer le signe du taux
de croissance de la population mutante dans 1’équilibre de la population résidente.

Nous considérons ainsi le probléme aux valeurs propres (4.30), pour lequel nous éten-
dons les notations aux parametres c et S caractérisant le trait du mutant et la concentra-

tion en substrat, supposée constante, du chemostat :

gS’,caS(ca 33‘) = AS(C) ’&S(Cv .1‘), (59&)

M
9(S,¢,0)6i5(c,0) =0, D+ As(c) >0, as(c,z)>0), / ig(c,z)dz =1, (5.9b)
0

x
C, —

Gsef (1) L —8,(9(S, ) f(x)) — (D + b(z)) f(z) + 2 /OM b(zz) q ( ) f(2)dz.

z
La possibilité d’invasion de la population mutante est déterminée par le signe de la

valeur propre Ag«(c.(cnr)-

Remarque 5.2.1. Pour S = S*(car), la population mutante vit dans le milieu pour

laquelle elle est a 'équilibre, donc Ag«(c,,)(car) = 0.

5.2.2 Parameétres de simulation

Nous supposons que la croissance de chaque individu est donnée par une fonction de
Gompertz modifiée, dont le taux de croissance dépend de la concentration en substrat et

suit une loi de Monod :

T

9(S,x) & Caar(S) {log (M)}“ x4 (5.10)

ou :

aet M [(d\* e
Cod = = () RV
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et :

S

&f
T(S) d: Tmax m

ou M est la masse maximale d’une bactérie, ry.x est le taux de croissance maximum et K,
est la constante de demi-saturation. Plus la constante d de ’'Equation (5.10) est grande,
plus on pénalise la croissance des petits individus. La vitesse de croissance maximum, a
concentration en substrat fixée, est donnée par 7(S) M/e et est atteinte pour z = M e~%/<.
Pour a = d = 1, a concentration en substrat fixée, on retrouve une fonction de Gompertz

classique.

Nous supposons qu’il existe une masse minimale de division mg;, et qu’apres cette

masse, le taux de division est constant. La fonction A est donc de la forme :
b(z) = blizzmg,} -

Le noyau ¢, donnant la proportion de division est donné par :

_ 1
Co,cll

g(a) ((@= (=) (c+1= )" Lagpeterny
+la=1=c=D)(1=ct1- ) aencr1cry ) Locact)

(5.11)

ou Cp,; est une constante de normalisation. Les constantes | et 6 donnent la variance
de la proportion de division et le trait [ < ¢ < 0.5 représente la proportion moyenne de
la plus petite bactérie lors de la division. Des exemples de tels noyaux sont donnés a la
Figure 5.11. Si ¢ = 0.5, alors le mécanisme de division est une division symétrique auquel
on a inclus de la variance. Si ¢ < 0.5, la division est asymétrique.

Les valeurs des parametres sont données dans la Table 5.3.

5.2.3 Résultats

La Figure 5.12 représente le pairwise invasibility plot (PIP) correspondant au para-
metre d’évolution ¢, c’est-a-dire la fitness d’invasion (ou taux de croissance) Ag« (., de la
population mutante en fonction du trait résident cr et du trait mutant cp;. La stratégie
singuliére d’évolution correspond au parametre ¢* tel que le point (c¢*, ¢*) est I'intersection
des deux courbes correspondant & une fitness nulle (I'une de ces deux courbes étant la
premiere diagonale).

La ligne verticale cgr = ¢* est entierement a l'intérieure d’une région dont la fitness est
négative. Cela signifie que lorsque le trait ¢* a envahi la population, aucun autre trait ne

peut le remplacer. Le trait (ou stratégie) ¢* est dit ESS-stable.
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Figure 5.11 — Noyau de division ¢, donné par la fonction (5.11) pour ¢ = 0.2 (bleu),
¢ = 0.445 (vert) et ¢ = 0.5 (rouge). Les parametres de variance sont [ = 0.1 et § = 10.

Parametres Valeurs
Sin 10 mg/1
M 0.001 mg

Maiy 0.0005 mg
A 5h!
0 10
l 0.1

T max 1ht

K, 10 mg/1
k 1
D 0.3 h~!
|4 101
a 1.4
d 1.8

Tableau 5.3 — Parameétres de simulations.

Les régions au dessus de la diagonale avant ¢* et en dessous de la diagonale apres c¢*
sont positives. Ainsi, pour des traits cg et ¢y du méme coté de ¢* (cr et cpr plus petits
que ¢* ou cg et ¢y plus grands que ¢*), seulement un mutant plus proche de ¢* peut

envahir. La stratégie ¢* est dite convergence-stable.

Une stratégie qui est a la fois ESS-stable et convergence-stable est appelée une stratégie

continiiment stable (continuously stable strategy, voir [27]).
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Figure 5.12 — PIP pour le parameétre d’évolution ¢ avec les parametres présentés a la
section 5.2.2.

La Figure 5.13 représente la concentration en substrat a I’état stationnaire, dans le
chemostat & une population, en fonction de la stratégie cpr, c’est-a-dire la valeur S*(cg)
correspondant a I’équilibre stable (S*(cgr), p*(cr,.)) du systeme (4.21)-(4.22). Le minimum
de cette fonction est atteint en la stratégie singuliere ¢*. De plus, on remarque que les
zones positives du PIP, représenté a la Figure 5.12, correspondent aux parametres (cg, car)
tels que S*(cg) < S*(cpr). Réciproquement, les zones négatives du PIP correspondent aux
parametres (cg, car) tels que S*(cg) > S*(cpr). Ainsi, une population mutante peut enva-
hir une population résidente si et seulement si la concentration en substrat a I’équilibre,
pour le chemostat & une population, est plus faible pour la population mutante que pour
la population résidente, c’est-a-dire si la population mutante dégrade mieux le substrat

que la population résidente.
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8.0

Figure 5.13 — Concentration en substrat a 1’état stationnaire pour le chemostat a une
population, en fonction de la valeur du trait c.
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Annexe A

L’espace des mesures finies

Dans la suite de cette annexe, F désigne un espace métrisable localement compact, a

base dénombrable.

A.1 Caractérisation de la convergence en loi dans R, x Mp(FE)

Rappelons quelques définitions d’Ethier et Kurtz [23, p.111] : Une suite (f,)neny C
B(E) est dite bp-convergente (uniformément bornée et convergente ponctuellement) vers
fE€B(E),si:

n—oo

sup || fnlo < o0 et lim f,(z) = f(z), Vz e E.

Un ensemble M C B(FE) est dit bp-fermé si pour toute suite (f,,) C M bp-convergente vers
f€B(E), f € M. On appelle bp-fermeture de M C B(E) le plus petit ensemble bp-fermé
de B(E) contenant M.

On note Cp,(E) 'ensemble des fonctions positives de C(E) et B,(E) 'espace des fonc-

tions mesurables boréliennes correspondant.

D’aprés Dawson [16, Lemme 3.2.1], il existe un sous-ensemble dénombrable V' =
{fi}izo de Cp(E) tel que 1 € V, V est fermé par rapport & 'addition et la bp-fermeture
de V est un élément de B,(E).

On peut alors définir la distance suivante sur Mp(E) [16, p.42] :

Al ) 327 (1A 0 1) — (0 1)
=0



126 ANNEXE A. L’ESPACE DES MESURES FINIES

Pour tout f € V on définit la fonction Fy : Mp(E) — R par :

Fy(v) = e,
On considére par exemple la distance suivante sur Ry x Mp(E) :
d((S,v), (S, w) =15 = S| +d(v, ).

Définition A.1.1. Un ensemble M C Cp(Ry x Mp(E)) sépare fortement les points de
Ry x Mp(E) si pour tous (S,v) € Ry x Mp(E) et 6 > 0 il existe un ensemble fini
{h1,...,h} C M tel que :

inf max |h;(S,v) — hi(S', S0,
d((Sw),(S" 1)) >0 1§i§k| (S, v) (5% w)l

Proposition A.1.2. L’ensemble {F; : F' € C’;’l(RQ),f € CYH(E)} des fonctions de la
forme :

Fr(S,v) S F(S, (v, f)), FeCy (R, feCHE)
(cylindriques en v) sépare fortement les points de Ry x Mp(E) et caractérise donc la

convergence en loi dans cet espace.

Démonstration. Soient (S,v) € Ry x Mp(FE) et 6 > 0. D’apres [16, preuve du Th. 3.2.6],
I’ensemble {Fy, f € V'} sépare fortement les points de M p(E), il existe donc {Fy,, ..., Fy, }
tels que :

o Fy(v) = Fy,(u)] > 0.
d(MLI)lZé/Q 15?;511' 5 (V) = Fr(p)]

Pour tout 1 <14 <k, on pose h;(S,v) « Fr(v) et hyy1(S,v) & ¢=5. On obtient alors :

inf max |hi(S,v) — hi(S,
d((Sw),(S",1))>6 1§i§k+1’ (S,v) (S5 )|
J— 3 . ‘ B ' , ‘
- |S_‘1gI/1|f25/2 1§I§l§a/§{+1 |hZ(S7 V) hl(s a/‘L)| ’
J((S,V),(S/“u))zg
. ' o
s 1, 0 =Sl

d((S),(5",)) =6

> : B / .
= lnf{|sg}|fz§/2 ‘hk-i-l (Sv V) hk+1(S 7[1')’ )

. . _ . /
d(u,g)lg&/Q 1n§1?§Xk S HLL)'} -0
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L’ensemble {Ff : F € Cg’l(RQ),f € CY(E)} sépare donc fortement les points, ainsi,

d’apres [23, Th. 4.5], il caractérise la convergence en loi. ]

A.2 Topologie de Skorohod

L’espace des mesures finies M p(E) est muni de la topologie de la convergence étroite,

c’est-a-dire la plus petite topologie qui rend continues les applications :

¢ (6 = [ f@)¢a)

pour tout f € C(E). Cette topologie est munie de la distance de Prokhorov :

déf .

der(¢,¢) ¥ inf{e > 03 ¢(F) < ¢/(
¢'(F) < ((

)
)

F®)+e,
F®)+¢e, pour toutFCEfermé}
ou :
Fe(ngE;infx— <e
e B inf o -yl <2)

(voir [14, Appendix A2.5]). La distance de Prokhorov est majorée par la distance en

variation totale drv (¢, (") = ||¢ — (/|| ;v associée & la norme définie par :

¢y 2 sup [C(A) 4+ C(A%)| = (o (B) + ¢ (BE) = sup  |(C, f)]
AEB(E)

f continue
flloo <1

pour toute mesure ( finie et signée, ou ¢ = (4 — (_ est la décomposition de Hahn-Jordan
de ¢ (voir [38, p. 36]).

L’espace D([0,T], Mp(E)) est muni de la métrique de Skorohod ds. Au lieu de donner
la définition de cette métrique, voir Ethier et Kurtz [23, Eq. (5.2) p. 117], nous rappelons

une caractérisation de la convergence pour cette métrique [23, Prop. 5.3, p. 119].

Une suite (¢(")nen converge vers ¢ dans D([0,T], Mp(E)), ie. ds(¢", () — 0, si et
seulement si il existe une suite A, () de changements de temps telle que, pour tout n,

t — A () est strictement croissante et continue avec A, (0) = 0, A, () —¢—00 00, Vérifiant :

sup dPR(C?vC/\n(t)) —>n_>oo 0 (A1)
0<t<T
et
sup |An(t) —t| — 0. (A.2)

0<t<T
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Si ((")nen converge vers ¢ dans D([0, 7], Mp(E)) et si ¢ € C([0,T], Mp(E)) alors ¢"

converge vers ¢ dans D([0, 7], Mr(E)) aussi pour la distance uniforme. En effet, on a

sup dpr((;'; ) < sup dPR(glaCAn(t))“‘ sSup dPR(C)\n(t)7<t)'
0<t<T 0<t<T 0<t<T

Le premier terme du membre de droite tend vers 0 par (A.1); le second terme tend vers
0 par (A.2) et 'uniforme continuité de ¢ dans [0, 7.

A.3 Convergences en loi dans D([0, 7], (Mg(E),é))

Nous présentons, dans cette section, les étapes permettant de démontrer la convergence
en loi d’une suite de processus (V")pen+ de D([0,T], Mp(E)).

Définissons tout d’abord les convergences pour les topologies vague, faible et étroite :

Définition A.3.1. Une suite (pn)n converge vers p pour la topologie vague (resp. faible,

resp. étroite) si et seulement si
[ S [ 1n VI € CR(E) (resp. Co(E), resp. Cu(E))

La convergence étroite entraine la convergence faible et la convergence faible entraine

la convergence vague.

Nous noterons (Mp(FE),é) (resp. (Mp(E),v)) pour indiquer que I’espace Mp(FE) est
muni de la convergence étroite (resp. vague).

La démonstration de la convergence de la suite (¢"),cn+ se fait en 4 principales étapes,

présentée ci-dessous.

Soit F(E) une famille dense de Cy(E).

Etape 1 : Tension de ((#", f)),>0 dans D([0, T],R) pour f € F(E)
On montre les propriétés suivantes :

(7) Pour toust >0 et f € F(E), la suite ((}", f))n>0 est tendue dans R.

(7) Soient A} et Z}' respectivement la partie a variation finie et la partie martingale
de :
' f) = vg, ) + A + 2

Pour tous t > 0, e > 0,7 > 0 il existe § > 0 et ng tels que pour toute suite de temps
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d’arrét (7,,), avec 1, <t :

sup sup P(|AZ Ly — AT | > 1) <e,
n>ng 6€[0,6]
sup sup P(|<Z”>Tn+9 —(Z™) 7| > 77) <e.
n>ng 0€[0,5]

Les criteres d’Aldous et de Robolledo nous permettent de conclure que la suite ((¢",

f))n>0 est tendue dans D([0, 7], R) [42, Corollaire 2.3.3].

Etape 2 : Tension de (#"),>0 dans D([0, 7], (Mz(E),v))

On utilise le Théoréme suivant :

Théoréme A.3.2 (Roelly-Coppoletta). Soit (P,), une suite de probabilité sur 2. Soit
fo = 1, (fu)r > 0 une suite de fonctions dense dans Co(E). Si pour tout k € N,
((Py, fx))n est une suite tendue de probabilités sur D([0,T],R) alors (P,), est tendue
sur D([0, T, (Mp(E), f)).

Démonstration. Voir [58]. O

L’Etape 1 et le Théoréme précédent nous permettent directement de conclure que
(0™)n>0 est tendue dans D([0, 7], ( Mp(E),v)).

Etape 3 : Convergence en loi de (Z™)n>0 pour la topologie vague

D’aprés 'Etape 2, la suite (7),,>0 est tendue dans D([0, T], (M p(E), v)). Donc d’aprés
le Théoreme de Prokhorov (voir par exemple [7]), on peut en extraire une sous suite
convergente (v");>o dans D([0, 7], (Mp(E),v)).

La convergence en loi de (7™),,>0 pour la topologie vague consiste a démontrer que la
valeur d’adhérence est unique, c’est-a-dire qu'il existe £ € D([0,T], (Mp(E),v)) tel que
pour toute sous-suite convergente (7");>p on a :

lim (7", f) = (&, f) V[ € Ck(E).

1—00
On en déduit ensuite, par [7, Corollaire du Théoreme 5.1, p. 59], la convergence en loi de
la suite (7"),>0 dans D([0,T], ( Mpr(E),v)).
Etape 4 : Convergence en loi de (Z™)n>0 pour la topologie étroite

Pour démontrer la convergence en loi de ("),>¢ vers une limite ¢ dans l'espace
D([0,T], (Mp(E),é)) il reste & montrer que :
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(i) €€ C([0,T],( Mp(E),v))
(it) (v™,1) converge en loi vers (¢, 1) dans D([0, T, R).

Le théoréme suivant nous permet de conclure :

Théoréme A.3.3 (Méléard et Roelly [45]). Soit (my,), une suite de processus de D([0,T],
(Mp(E), €é) et m un processus de C([0,T],(Mp(E),v)). Alors m, — m en loi dans
D([0,T], (Mp(E), é)) si et seulement si my, — m en loi dans D([0,T], ( Mp(E),v)) et
(mp, 1) — (m, 1) en loi dans D([0,T],R).

Remarque A.3.4. Si E est un ensemble compact, les topologies vague et étroite coinci-

dent, la démonstration se réduit donc auz Etapes 1 d 3.
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