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Résumé

Les logiciels critiques nécessitent ’obtention d’une évaluation de conformité aux normes
en vigueur avant leur mise en service. Cette évaluation est obtenue aprés un long travail
d’analyse effectué par les évaluateurs de logiciels critiques. Ces derniers peuvent étre aidés
par des outils utilisés de maniére interactive pour construire des modéles, en faisant appel &
des analyses de flots d’information. Des outils comme SPARK-Ada existent pour des sous-
ensembles du langage Ada utilisés pour le développement de logiciels critiques. Cependant,
des langages émergents comme ceux de la famille ML ne disposent pas de tels outils adaptés.
La construction d’outils similaires pour les langages ML demande une attention particuliére
sur certaines spécificités comme les fonctions d’ordre supérieur ou le filtrage par motifs. Ce
travail présente une analyse de flot d’information pour de tels langages, spécialement concue
pour répondre aux besoins des évaluateurs. Cette analyse statique prend la forme d’une
interprétation abstraite de la sémantique opérationnelle préalablement enrichie par des
informations de dépendances. Elle est prouvée correcte vis-a-vis d’une définition formelle
de la notion de dépendance, a ’aide de ’assistant & la preuve Coq. Ce travail constitue une
base théorique solide utilisable pour construire un outil efficace pour I’analyse de tolérance

aux pannes.

Mots clés : analyse de dépendances, logiciels critiques, langages fonctionnels, Coq,

preuve de correction, analyse statique, interprétation abstraite






Abstract

Critical software needs to obtain an assessment before commissioning in order to ensure
compliance with standards. This assessment is given after a long task of software analysis
performed by assessors. They may be helped by tools, used interactively, to build models
using information-flow analyses. Tools like SPARK-Ada exist for Ada subsets used for cri-
tical software. But some emergent languages such as those of the ML family lack such
adapted tools. Providing similar tools for ML languages requires special attention on spe-
cific features such as higher-order functions and pattern-matching. This work presents an
information-flow analysis for such a language specifically designed according to the needs
of assessors. This analysis is built as an abstract interpretation of the operational semantics
enriched with dependency information. It is proved correct according to a formal defini-
tion of the notion of dependency using the Coq proof assistant. This work gives a strong

theoretical basis for building an efficient tool for fault tolerance analysis.

Keywords : dependency analysis, critical software, functional languages, Coq, proof of

correctness, static analysis, abstract interpretation
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Introduction

Depuis son apparition jusqu’a aujourd’hui, I'informatique s’est développée & une vi-
tesse phénoménale. Les systémes informatiques sont devenus de plus en plus complexes et
« I'intelligence » de ces systémes a progressivement migré du matériel vers le logiciel. Les
logiciels sont maintenant présents partout et s’occupent de taches de plus en plus impor-
tantes et complexes. On les retrouve aussi bien dans nos téléphones portables que dans nos
voitures. Ils nous permettent de nous divertir, de communiquer mais aussi de piloter des

avions ou de gérer des systémes bancaires.

Compte tenu des conséquences dramatiques que peut engendrer une défaillance dans
certains logiciels, une rigueur particuliére doit étre exigée pour la conception et le dévelop-

pement de ces logiciels dits « critiques ».

Les logiciels critiques sont présents dans divers domaines dont le nucléaire, le transport
(aéronautique, ferroviaire et automobile), le médical, le bancaire et 'armement. Certains
dysfonctionnements peuvent causer des pertes financiéres de 'ordre de plusieurs centaines
de millions d’euros, comme le montrent les exemples récents de dysfonctionnements [Knil2|
dans des logiciels automatiques de spéculation boursiére. D’autres peuvent mettre en jeu
des vies humaines, comme on a pu en étre témoin lors des accidents de voiture provoqués
par des dysfonctionnements du régulateur de vitesse du véhicule. Les conséquences d’un
dysfonctionnement dans le logiciel de pilotage d’un train, d’un avion ou d’une fusée peuvent
se révéler dramatiques. La destruction de la fusée Arianne V lors de son vol inaugural
en 1996 est un exemple bien connu de catastrophe provoquée par un dysfonctionnement
logiciel. Le domaine médical n’est pas non plus épargné. La machine de radiothérapie
Therac-25 a provoqué le décés de plusieurs patients & cause d’un dysfonctionnement logiciel

passé inapergu pendant plusieurs années.
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Evaluation des logiciels critiques

La prise de conscience de 'importance d’un haut niveau de siireté de fonctionnement
des logiciels critiques a conduit les autorités & établir différentes normes selon les différents
domaines d’application (EN-50128 [Sta99] pour le ferroviaire, DO-178B/C [RTC92] pour
Pavionique, ... ). Ces normes spécifient les exigences que doivent respecter les logiciels cri-
tiques de la conception & la mise en fonctionnement voire au démantélement, en fonction de
leur niveau de criticité. La vérification de la conformité d’un logiciel aux normes en vigueur
nécessite de faire appel & un évaluateur indépendant engageant personnellement sa respon-
sabilité pénale. Celui-ci va alors produire une démonstration du respect des normes par le
systéme critique évalué. Cette démonstration est constituée d’un ensemble de documents
ayant pour but de justifier un certain niveau de confiance. La justification est basée sur
I'utilisation de méthodes de développement rigoureuses, de tests unitaires et d’intégration
(avec un taux de couverture raisonnable) voire de preuves mathématiques dans les cas les
plus critiques. La démonstration produite sera alors soumise & ’approbation d’une autorité

de tutelle qui délivre alors 'autorisation de mise en exploitation.

Outils automatiques, interactifs et corrects

La tache d’évaluation d’un logiciel critique est particuliérement cotiteuse en temps et en
main d’ceuvre. On estime [Ayrl1]| le cotit du développement d’un logiciel critique entre 6 et
10 hommes-années pour mille lignes de code dont environ 60% sont attribuables aux phases
de vérification, validation et évaluation. Des outils automatiques permettant de simplifier
une partie de ce travail de vérification peuvent donc étre fortement appréciés, moyennant

le respect de certaines contraintes dues a leur utilisation.

Ces outils automatiques doivent étre utilisés uniquement comme une aide pour 1’éva-
luateur. L’interactivité est primordiale dans ce type d’outil pour que I’évaluateur puisse

utiliser son expertise pour guider I'outil et obtenir ainsi les résultats dont il a besoin.

La question de la correction des outils utilisés par 1’évaluateur de logiciels critiques est
une question essentielle. Pour que ’évaluateur puisse faire confiance a l'outil et utiliser les

résultats fournis par celui-ci pour prendre des décisions, il faut que cet outil bénéficie d’un
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haut niveau de fiabilité. Par exemple une preuve formelle de la correction de 'outil peut

étre un gage de fiabilité acceptable par I’évaluateur.

Pourquoi une analyse de dépendances pour ML ?

Divers outils peuvent permettre d’alléger le travail d’évaluation d’un logiciel critique.
Parmi ces outils, I'analyse des dépendances dans le code source du logiciel a une impor-
tance particuliére. En effet, ce type d’analyse peut permettre a I’évaluateur d’identifier les
parties du programme qui n’ont aucune influence sur la partie critique du systéme évalué.
L’évaluateur peut alors se reposer sur la fiabilité de 1’outil d’analyse pour s’épargner un
long travail de vérification sur les parties du programme pour lesquelles il a une garantie
qu’elles ne peuvent en aucune maniére influencer les fonctionnalités critiques du systéme :

elles ne font alors pas partie de la « cible d’analyse » (Target of Analysis).

D’autre part, ’analyse des dépendances du code source peut permettre a 1’évaluateur
de visualiser les interactions entre les différentes parties du logiciel. Il acquiert ainsi une
meilleure compréhension du logiciel et de sa structure. En particulier, ces informations
se révélent étre précieuses pour construire la « modélisation fonctionnelle du systéme »
qui constitue une des étapes de PAMDEC [X6086, MSAS80|, méthode d’analyse utilisée

fréquemment par les évaluateurs de systémes critiques.

Les analyses de dépendances, comme les analyses de flots d’information, les analyses
de non-interférence, ou encore les analyses d’impact, sont des analyses opérant sur le code
source des logiciels. Elles sont dépendantes du langage de programmation utilisé pour dé-
velopper le logiciel a évaluer. Certains langages de programmation sont mieux outillés que
d’autres. Des outils d’analyse de dépendances existent pour le langage C, particuliérement
répandu. On peut citer par exemple le plug-in d’analyse d’impact de I’environnement d’ana-
lyse de code source Frama-C [CKK™12]. Méme si cet outil n’est pas congu spécifiquement
pour répondre aux besoins des évaluateurs de logiciels critiques, il peut étre utilisé dans une
certaine mesure pour aider & la construction d’une modélisation fonctionnelle. Le langage
SPARK [Bar03], sous-ensemble du langage ADA, est lui aussi équipé d’un outil permettant

de spécifier les dépendances d’un programme et de les vérifier.
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D’autres langages, quant a eux, ne bénéficient pas d’un tel outillage. C’est le cas notam-
ment des langages fonctionnels de la famille ML qui voient leur utilisation commencer a se
répandre dans le cadre du développement de logiciels critiques. Certains développements
industriels utilisent d’ores et déja des langages de la famille ML. La société Jane Street
Capital développe des logiciels critiques d’investissements financiers en OCaml (|[MWO08|)
manipulant des centaines de millions de dollars chaque jour. Le générateur de code embar-
qué certifie¢ SCADE [PACT08]| est lui aussi écrit en OCaml. De nombreux autres logiciels
critiques sont développés en utilisant les langages de la famille ML comme ’analyse sta-
tique Goanna [FHJT06] permettant de rechercher des erreurs dans du code source critique
écrit en C/C++, ou encore la plate-forme logicielle Apropos [JES00] développée par LexiFi

pour la tarification et la gestion de produits financiers.

Contribution

Dans cette thése, nous nous intéressons a ’analyse des dépendances d’un logiciel. Le
langage sur lequel opére notre analyse est un langage comprenant les principales fonc-
tionnalités présentes dans les langages de la famille ML, c’est-a-dire des fonctions d’ordre
supérieur, des constructeurs de données algébriques et du filtrage par motif. Nous partici-

pons ainsi & combler le manque d’outils associés aux langages de la famille ML.

L’analyse que nous présentons a été spécifiquement congue dans le but de répondre aux
besoins particuliers des évaluateurs de logiciels critiques. Ces besoins, présentés ci-dessous,
ont été identifiés suite au retour d’expérience de Philippe Ayrault, lui-méme évaluateur de

logiciels critiques dans le domaine ferroviaire [ABDP12, Ayrl1].

Interactivité et souplesse Notre analyse permet & I’évaluateur d’analyser n’importe
quelle partie du code source du logiciel critique a évaluer, en fournissant un environnement
d’analyse qui est une spécification plus ou moins précise de ’environnement d’évaluation.
Cet environnement d’analyse offre a I’évaluateur la possibilité de paramétrer I’analyse en
donnant pour chaque identificateur présent dans I’environnement une valeur plus ou moins
abstraite. Il est ainsi possible pour I’évaluateur d’analyser les programmes & différents ni-

veaux d’abstraction, de maniére & avoir tantét une vision globale des différents composants
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du systéme, tantot une vision plus fine d'un composant en particulier. C’est ’expertise de
I’évaluateur qui donne la ligne directrice du processus de vérification en utilisant ’analyse
a différentes étapes du processus, & chaque fois en utilisant le niveau d’abstraction qui

convient.

Haut niveau de confiance Pour garantir la fiabilité de notre analyse, nous sommes
remontés jusqu’aux fondements de la notion de dépendance. Nous donnons une définition
formelle de la notion de dépendance en nous appuyant directement sur la sémantique opé-
rationnelle du langage. Nous avons ensuite construit, étape par étape, une preuve formelle
permettant de fournir a4 I’évaluateur une garantie de la propriété de correction dont il a
besoin en établissant formellement le lien entre notre analyse et la notion de dépendance.
Une grande partie de la preuve a été réalisée et vérifiée a ’aide de 'assistant a la preuve
COQ. Nous fournissons dans le présent manuscrit une preuve papier de la partie restantes.
L’intégralité du développement Coq réalisé est disponible librement & I’adresse suivante :

https://github.com/vincent-benayoun/PhD-thesis.

Notre analyse posséde une spécificité supplémentaire : la prise en compte de 'impact
d’un dysfonctionnement sur la terminaison du programme. En consultant le résultat de
I’analyse d’un programme, on peut savoir non seulement quelles sont les parties du pro-
gramme ayant une influence sur les valeurs calculées mais également celles ayant une in-
fluence sur la terminaison. Cette derniére information est intéressante pour ’évaluateur de
logiciels critiques dans la mesure ot la non-terminaison d’'un programme peut constituer

un réel risque de dysfonctionnement.

Plan de la thése

La structure du manuscrit est la suivante :

Chapitre 1 : Etat de I’art Nous présentons le contexte scientifique de cette thése
en mettant en relation notre analyse de dépendances avec d’autres travaux. En premier
lieu, nous expliquons en quoi notre travail s’inscrit dans la continuité de travaux existants

dans le domaine. Puis nous explicitons les liens entre notre analyse de dépendances et
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quelques travaux similaires portant sur la non-interférence et ’analyse de teintes. Enfin
montrons en quoi notre analyse s’inscrit dans le cadre général de 'interprétation abstraite

de programmes.

Chapitre 2 : Notion de dépendance Aprés avoir présenté le langage sur lequel opére
notre analyse ainsi que sa sémantique opérationnelle, nous présentons une définition for-
melle des notions de base utilisée pour exprimer ce que nous appelons dépendances d’un
programme. Nous commencons par présenter l'injection de valeur qui nous permet de
représenter formellement les points de programme dont on veut connaitre 'impact. Nous
définissons alors formellement la notion d’impact en elle-méme, qui est double : I'impact
sur la terminaison et I'impact sur la valeur du programme. Nous pouvons ensuite introduire
la notion de dépendance qui se divise également en deux : les dépendances de terminaison

et les dépendances de valeur.

Chapitre 3 : Analyse dynamique Une fois la notion de dépendance formalisée, nous
définissons une analyse dynamique permettant de calculer les dépendances d’un programme.
Ces dépendances seront fournies par I’analyse dynamique sous forme d’annotations sur cha-
cun des sous-termes de la valeur du programme. Nous appelons cette analyse dynamique
sémantique instrumentée et nous 'introduisons & l’aide de deux sémantiques intermé-

diaires qui nous permettent d’établir la correction de cette sémantique instrumentée.

Chapitre 4 : Analyse statique Ce chapitre touche enfin au but de cette thése : présen-
ter notre analyse statique des dépendances d’un programme. Afin d’atteindre ce résultat,
nous partons de l'analyse dynamique présentée au chapitre précédent. Nous introduisons
alors, & 'aide de deux nouvelles sémantiques intermédiaires, une interprétation abstraite
de l'analyse dynamique que nous appelons sémantique abstraite. C’est cette derniére

sémantique qui constitue notre analyse statique de dépendances.

Chapitre 5 : Implémentation et preuve Nous présentons dans ce dernier chapitre les
développements effectués autour de ’analyse de dépendances. D’une part, nous exposerons

le développement au sein de I'atelier de preuve Coq, qui a permis de formaliser les différentes
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sémantiques présentées dans cette thése ainsi que de construire et vérifier leurs preuves de

correction. D’autre part, nous discuterons des différents prototypes réalisés.

Conclusion et perspectives Enfin, nous présentons un bilan du travail réalisé en ou-
vrant la voie vers de possibles développements futurs. En particulier, nous parlerons des
possibilités d’extension du langage analysé et des pistes d’optimisation de l’analyse (per-

formance et précision).
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Chapitre 1

Etat de Dart

1.1 Analyse de dépendances pour les logiciels critiques

1.1.1 Les langages ML

Cette thése s'inscrit dans la suite de la thése de P. Ayrault [Ayrll, ABDP12] soutenue
en 2011. Elle reprend 'analyse statique de dépendances qui y était présentée, la rend plus
générale en y apportant un certain nombre de modifications et en propose une preuve

formelle vérifiée mécaniquement & l'aide de ’assistant & la preuve Coq.

La premiére modification réside en la maniére d’annoter les programmes pour per-
mettre a ’évaluateur de logiciel critique de désigner les points de programme dont il
souhaite connaitre l'impact. Dans ’analyse de P. Ayrault, on ne pouvait annoter que
les sous-expressions du programme explicitement nommées par une instruction de liai-
son (let x = e). Dans I’analyse que nous présentons, toute sous-expression du programme

peut étre marquée pour analyser son impact sur I’évaluation du programme.

La notion de marquage concret/abstrait présentée par P. Ayrault effectuait simulta-
nément deux opérations distinctes. Premiérement, elle permettait de désigner une sous-
expression pour connaitre son impact. Deuxiémement, elle cachait la valeur de la sous-
expression désignée pour la considérer comme une boite noire. Autrement dit, elle lui
appliquait une sorte d’abstraction. Notre approche est plus générale et permet une sou-
plesse accrue quant a l'utilisation de ces deux opérations. Il est maintenant possible de

réaliser ces deux opérations séparément. Plus précisément, il est toujours possible de consi-
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dérer comme une boite noire toute sous-expression marquée pour ’analyse d’impact, mais
il est également possible de suivre I'impact d’une sous-expression tout en utilisant sa valeur
pour affiner I’analyse d’impact. Il est aussi possible de considérer une partie du programme
comme une boite noire en cachant sa valeur sans pour autant nous intéresser & son impact.
Cette amélioration apporte une solution au probléme de perte de la structure des valeurs.
Ce probléme avait été soulevé dans [ABDP12] au sujet de I'analyse de dépendances qui y
était présentée.

La seconde modification est la distinction entre deux types de dépendance correspon-
dant aux deux types d’impact que peut avoir la valeur d’une sous-expression sur I’évalua-
tion du programme : impact sur la valeur du programme ou impact sur la terminaison de
son évaluation. L’analyse présentée par P. Ayrault n’effectuait pas de distinction entre ces
deux notions d’impact. Ainsi, si un identificateur se trouvait uniquement dans un certain
sous-terme du résultat de I’analyse, on ne savait pas si cet identificateur avait uniquement
un impact sur la valeur de ce sous-terme ou bien si celui-ci avait un impact global sur la
terminaison de I’évaluation du programme. L’analyse statique que nous présentons dans
cette thése apporte une réponse plus précise quant au type d’impact. Si un identificateur se
trouve uniquement dans un certain sous-terme du résultat de 'analyse et qu’il n’apparait
pas dans les dépendances de terminaison du programme, alors on peut étre str qu’il n’a
d’impact que sur la valeur de ce sous-terme précis et qu’il ne peut aucunement affecter les

autres sous-termes de la valeur, ni la terminaison du calcul.

Considérons un exemple simple pour illustrer les différences entre les deux approches :

let a = 32;;

let b = 18;;

let ¢ =b + 8;;

let f x= (a+ 1, x);;

let d =1 c;;

Supposons que nous souhaitons analyser I'impact de a, de b et de c. Dans ’analyse
de P. Ayrault, nous marquons les trois premiéres définitions top-level & I'aide d’un tag

« abstrait ». Dans notre analyse, nous annotons les trois définitions correspondantes &
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I’aide de trois labels [,, I et [.. On obtient alors les résultats suivants :

Analyse de P. Ayrault Notre analyse statique
a:a a: [0 ] [l] T]]
b:b b: [0 ] [ | T]]
c:c c: [0 [l | T]]
f:<Xe(a+1,2),(a,a);...> | f: [0 | [0 | <Az.(a+1,2),(a,...);...>]]
d: (a0 d: [0 [0 ] ([l | T) [l | TDI]

L’analyse de P. Ayrault nous apprend que l'identificateur a ne dépend que de lui-méme.
Elle nous apprend la méme chose pour l'identificateur b et pour c¢. On remarque que
Iidentificateur b n’apparait pas dans le résultat de c. Ceci est dii & la notion de marquage
« abstrait » qui coupe en quelque sorte les dépendances d’un identificateur marqué. C’est
pour cette raison que le théoréme exprimé dans la thése de P. Ayrault n’est en général pas
valable s’il y a plus d’un identificateur marqué. Le résultat obtenu pour f est simplement
une fermeture. Enfin, le résultat pour d nous apprend qu’il s’agit d’un couple dont la

premiére composante dépend de a et la seconde composante dépend de c.

Notre analyse fournit des résultats un peu différents. Pour a (resp. b), on apprend
qu’aucune injection ne peut empécher ’évaluation de cette partie de programme de termi-
ner. Par contre, une injection sur a (resp. b) peut provoquer une modification du résultat
de cette évaluation. Le symbole T indique que la valeur a été abstraite. Pour I'identificateur
¢, 'analyse fournit a la fois la dépendance [, (car la valeur de ¢ dépend de celle de b) et la
dépendance [, (car on a annoté la définition de ¢ avec ce label). Le résultat pour f est une
fermeture. Celui pour d nous indique qu’aucune injection ne peut empécher la terminaison
du programme et que la valeur de d est un couple dont la premiére composante dépend de

l, et la seconde dépend de [ et ..

Un autre apport important par rapport & la thése de P. Ayrault concerne la preuve
de correction de I’analyse. Dans le chapitre 3 de sa thése, P. Ayrault présente une preuve
formelle de son analyse de dépendances. Cette preuve, complexe & vérifier, a été réalisée
sur papier, bien que l'assistant & la preuve Coq ait été utilisé pour vérifier formellement
certaines propriétés (formalisation du langage et de I'analyse, preuve du déterminisme de
I’analyse). De plus, la preuve de correction proposée n’est valable que dans le cas particulier

ol le programme analysé n’est marqué qu’en un unique point. Il n’est donc pas possible de
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se reposer sur ce théoréme lors de ’analyse d’un programme marqué en plusieurs points
(il est facile de trouver des contre-exemples). Nous apportons dans cette thése une preuve
formelle réalisée en Coq. Cette preuve a été réalisée par étapes successives en « instrumen-
tant » (c’est-a-dire en enrichissant) la sémantique opérationnelle du langage pour qu’elle
transporte toutes les informations nécessaires au calcul des dépendances, puis en prouvant
formellement des abstractions successives de cette sémantique jusqu’a obtenir ’analyse
statique désirée. Nous obtenons ainsi une plus grande clarté en mettant en exergue des
résultats intermédiaires importants et compréhensibles permettant de composer la preuve
finale de fagon modulaire. Un avantage certain de cette approche est de pouvoir prouver
une version modifiée de I'analyse statique en réutilisant une grande partie des preuves déja
effectuées. On pourra ainsi proposer par la suite de modifier I’analyse statique pour obte-
nir des résultats plus précis (a I'aide d’une représentation plus fine pour les types sommes,
les entiers ou encore les fonctions) ou pour améliorer les performances de calcul (en ajou-
tant des approximations). La preuve de correction d’une telle analyse sera alors obtenue a
moindre frais puisqu’il faudra uniquement prouver la toute derniére abstraction, toutes les

autres preuves étant réutilisables telles quelles.

1.1.2 SPARK/Ada

Des analyses statiques de dépendances adaptées aux évaluateurs de logiciels critiques
existent déja. C’est notamment le cas pour SPARK [Bar03], un sous-ensemble du langage
Ada, spécialement congu pour le développement de logiciels critiques. Il embarque toute
une série d’analyses statiques prenant en compte les annotations de l'utilisateur afin de
garantir que le programme fonctionne conformément & ses spécifications. En particulier,
SPARK est doté d’un langage d’annotations [CH04| permettant & 'utilisateur de spécifier

diverses contraintes sur les flots d’information et de contréle de son programme.

Il est tout d’abord possible de préciser pour chaque paramétre d’une fonction s’il s’agit
d’une entrée, d’une sortie ou d’une entrée/sortie, ce qui permet de donner une direction aux
flots d’information possibles et de vérifier certaines erreurs statiquement. C’est également
une information précieuse pour l’évaluateur de logiciels critiques pour lui permettre de

comprendre de fagon simple et stire le comportement du programme. Nous ne nous sommes
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pas intéressés a ce type d’annotation puisque la distinction entre les entrées et les sorties
ainsi que la nécessité d’initialiser une variable avant son utilisation découle naturellement

des propriétés intrinséques des langages purement fonctionnels.

Une autre fonctionnalité importante concernant la spécification du flot d’information
est la possibilité de spécifier pour chaque sortie, quelles sont les entrées utilisées pour le

calcul de sa valeur.

Voici un exemple de code annoté en SPARK spécifiant que la seule variable globale
utilisée est Count et qu’apreés 'appel de la fonction, la nouvelle valeur de Count dépend de
son ancienne valeur et de celle de X et la nouvelle valeur de X dépend uniquement de sa

valeur précédente.

procedure Increment (X : in out Counter Type);
—# global Count;

—+# derives

—# Count from Count, X &

—+# X from X;

Le développeur peut ainsi spécifier avec précision le flot d’information pour détecter
d’éventuelles erreurs au plus tét dans le cycle de développement. Cette spécification est
alors vérifiée statiquement par une analyse du code source. Ce type d’annotation est un
élément important dans la phase de vérification d’un logiciel critique. L’évaluateur peut
alors se reposer sur les annotations du développeur puisqu’il sait qu’une analyse du code
source a été faite par un outil logiciel fiable afin d’assurer la correction de ces annotations.
Cette garantie de fiabilité des annotations permet a 1’évaluateur de logiciels critiques de
s’épargner une vérification manuelle fastidieuse et cotiteuse. Cet outil de spécification et de
vérification de propriétés sur le flot d’information du programme disponible pour SPARK
(SPARK FEzaminer) est un outil puissant et fiable que ’évaluateur de logiciels critiques
voudrait retrouver pour d’autres langages de programmation. Notre travail s’inscrit dans
la satisfaction de ce besoin concernant les langages de la famille ML, qui commencent & étre
utilisés pour des développements critiques, soit pour la construction de logiciels nécessitant
un haut niveau de fiabilité [MWO08|, soit pour la construction d’outils logiciels nécessitant
d’étre qualifiés pour leur utilisation dans le développement de logiciels critiques régis par

des normes (EN-50128, DO-178B/C, ...) [PAC+08, FHI*06, JES00).
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Nous présentons dans cette thése une analyse statique des dépendances d’un programme
ML qui pourra étre utilisée comme une base théorique solide afin de développer un outil de
spécification et de vérification de propriétés sur le flot d’information adapté aux spécificités

des langages ML, en s’inspirant de ’outil analogue disponible pour SPARK.

1.2 Analyse de flot pour les langages fonctionnels

L’analyse de flot pour les langages fonctionnels d’ordre supérieur est un sujet qui a fait

I'objet de nombreux travaux dont nous mentionnons les principaux dans la suite.

En 1996, M. Abadi, B.W. Lampson et J.J. Lévy [ALL96| proposent une analyse de flot
d’information pour un lambda calcul. Le but de leur analyse est alors 'optimisation du
temps d’exécution en stockant des valeurs déja calculées. Lors de I’évaluation d’une expres-
sion, si celle-ci a déja été évalué et que depuis cette premiére évaluation les seules valeurs
mofidiées depuis sont indépendantes, alors on utilise la valeur déja calculée au lieu de ré-
évaluer I’expression. Dans le langage qu’ils considérent, n’importe quelle sous-expression du
programme analysé peut étre annotée avec un label. Leur analyse est construite comme une
extension de la sémantique opérationnelle usuelle du lambda calcul en ajoutant une régle
manipulant les labels. Ainsi, il s’agit d’une analyse dynamique qui évalue le programme
pour obtenir une valeur contenant certains des labels présents en tant qu’annotation dans le
programme. Si un label n’est pas présent dans la valeur, cela signifie que la sous-expression

correspondante n’a pas d’influence sur le calcul de la valeur du programme.

Pour illustrer le fonctionnement de cette analyse, reprenons I’exemple suivant que nous

avons déja présenté plus haut :

let a = 32;;
let 18;;
let ¢ b + 8;;

let f x= (a+ 1, x);;

let d f cy;
let d1 = fst d;;
let d2 = snd d;;
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Analyse dynamique de M. Abadi et al. | Notre analyse statique

a:l, 32 a: [0 ] [la] TT]

b:lp:18 be [0 [ | T]]

c:lp,l.:26 C: [Qj‘ [lbalc|—|—]]

f:A2.(32+1,2) f:00] [0 ]<X(a+1,2),(a,...);...>]]
d:(lg:32+1,1p,1 : 26) d: [0 [0] ([la!] TL [lle | T)I]]
dl : 1, :33 dit: [0 | [la | T]]

d2 : Iy, 1. : 26 d2: [0 | [l | T]]

L’analyse dynamique de M. Abadi et al. est définie par une sémantique small-step et les
couples sont encodés sous forme de fonctions, ce qui explique pourquoi la valeur de d n’est
pas complétement réduite. Outre les dépendances de terminaison qui ne sont pas présentes
dans I'analyse de M. Abadi et al. et les valeurs numériques qui sont abstraites dans notre

analyse, les dépendances calculées sont identiques dans cet exemple.

M. Abadi et al. [ABHR99] montrent ensuite que plusieurs formes d’analyses de flot
d’information peuvent étre construites en utilisant le méme calcul de dépendances. Ils

proposent alors un cadre générique pour ces diverses formes d’analyses.

F. Pottier et S. Conchon [PC00| ont alors transformé ’analyse dynamique de |[ALL96|
en une analyse statique en utilisant une « simple » traduction et un systéme de types
standard. Ils affirment qu’en combinant leur travail avec celui de [ABHR99|, leur analyse
statique peut aussi étre utilisée pour toutes les formes d’analyse de dépendances présentées
dans [ABHR99|. Plus tard, Francois Pottier et Vincent Simonet [PS02| ont proposé une
technique pour 'analyse de flot sur un lambda calcul étendu par la gestion des références
et des exceptions. C’est une nouvelle approche, basée sur un systéme de types spécifique,

qui a été proposée pour combler les manques de 'approche précédente [PC00].

Cette derniére approche, utilisée comme base pour la construction de I'outil FlowCaml
[SR03, Flo03], utilise un treillis représentant des niveaux de sécurité dans le but d’assurer
des propriétés de non-interférence. Comme il a été montré précédemment dans [ABHR99],
ce type d’analyse a base de treillis peut étre utilisé pour effectuer diverses analyses de

dépendances en utilisant un treillis adapté.

La notion de non-interférence a été introduite en 1982 par J.A. Goguen et J. Meseguer

[GMS82]. 11 s’agit d’une propriété sur un programme manipulant des données et ayant des
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interaction avec son environnement. En langage simple, cette propriété s’exprime de la
maniére suivante : « Un comportement du programme ayant un niveau de sécurité faible
n’est pas affecté par une donnée ayant un niveau de sécurité élevé ». Cette propriété permet

en particulier de ne pas révéler d’information confidentielle & des personnes non-autorisées.

On retrouve par exemple cette notion sous la forme de propriétés d’isolation sur les

programmes embarqués dans les cartes & puce [ACLO3].

L’analyse de non-interférence de FlowCaml est une analyse de flot d’information pré-
sentant des similarités avec notre analyse de dépendances. On peut attribuer a certaines
valeurs du programme des niveaux de sécurité et définir un treillis spécifiant une relation
d’ordre entre les différents niveaux de sécurité. Un systéme de types permet alors d’inférer
les niveaux de sécurité des valeurs calculées par le programme et de vérifier la cohérence
avec les annotations de I'utilisateur. On peut ainsi vérifier qu’aucune valeur confidentielle

n’a d’influence sur une valeur moins confidentielle.

Dans I'analyse de dépendances dont nous avons besoin, la préoccupation sous-jacente
est de savoir si une défaillance quelconque & un point donné du programme peut ou non
avoir des répercussions sur une valeur considérée comme critique. Cette analyse est par-
ticuliérement utile pour garantir qu'un point de programme (une sous-expression donnée)
n’a aucune influence sur une certaine valeur critique. On peut alors certifier que cette va-
leur restera valide en cas de défaillance au point de programme. On constate que, bien que
le vocabulaire soit différent, notre besoin est assez proche de ce que propose 'analyse de

non-interférence de FlowCaml.

D’aprés nos expérimentations, il est possible d’utiliser FlowCaml pour calculer les dé-
pendances dont nous avons besoin (du point de vue de I'évaluateur de logiciels critiques)
en obtenant des résultats plutét bons, jusqu’a un certain point. Pour cela, on utilise un
treillis plat (relation d’ordre vide) dont les éléments sont des identifiants désignant les
points de programmes dont nous souhaitons connaitre 'impact. L’inférence de type fournit
alors 'analyse de dépendances désirée. Cependant, certains aspects de I’analyse ne sont
pas adaptés. Premiérement, le systéme d’annotation manque de souplesse. Par exemple,
on ne peut annoter que des valeurs mutuellement indépendantes, sans quoi il serait néces-

saire d’expliciter dans le treillis les relations entre les valeurs annotées, ce qui nous ferait
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perdre la tracabilité des différentes dépendances. Il n’est pas non plus possible d’annoter
une valeur structurée (par exemple un couple) par un label unique. On notera également
qu’il n’est pas possible d’annoter un point de programme quelconque, mais uniquement
les valeurs nommées. Deuxiémement, ’analyse de FlowCaml ne permet pas d’abstraire un
morceau de programme en le considérant comme une boite noire. C’est un besoin impor-
tant pour I’évaluateur de logiciels critiques pour lui permettre de se concentrer sur I’analyse
d’un composant particulier du programme, en considérant les autres composants comme
opaques. Cette fonctionnalité peut aussi lui permettre d’analyser facilement un composant
isolé du programme sans connaitre I'implémentation des autres composants utilisés. Par
exemple, un évaluateur peut vouloir effectuer ’évaluation d’un programme faisant appel a

des librairies dont il n’a pas accés au code source.

De plus, 'analyse de dépendances que nous présentons permet a la fois ’analyse d’im-
pact sur la terminaison du programme et ’analyse d’impact sur les valeurs calculées lors
de I’évaluation du programme. Cette distinction entre dépendances de terminaison et dé-

pendances de valeurs n’est pas présente dans FlowCaml.

Toujours sur le méme exemple, voici une comparaison entre 'analyse de FlowCaml et

notre analyse statique :

flow !b < lci;

let a la int = 32;;
let b 'b int = 18;;
let ¢ : !¢ int = b + 8;;

let f x=(a+ 1, x);;

let d = f c;;

Analyse statique FlowCaml | Notre analyse statique
(0] [la] T]]
[0 [ | T
[0 ] [lle | T]]
(0] [0 ]| <Xz(a+1,2),(a,...);...>]]
(01 [0 ([l | T] [lde | T)]]

FlowCaml calcule les dépendances pendant le typage et fournit les résultats de types

:la int

:1b int

: [>1b, 'c] int

:’a ->'!a int * ’a

:la int * [>!'b, !'c] int

Ao o
Ao o

annotés par des informations de dépendances. Les résultats nous indiquent que la valeur de
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I'identificateur a (resp. b) est un entier qui ne dépend que de lui-méme. Pour la définition
de ¢, FlowCaml rejette cette définition si nous n’indiquons pas explicitement la relation
entre b et ¢ & l'aide de la directive flow !b < lc;; qui signifie que 'on autorise un flot
d’information allant d’une valeur de niveau !b vers une valeur de niveau !c. Le résultat de
¢ correspond au type d’une fonction prenant un paramétre et retournant un couple dont
la premiére composante est un entier dépendant de a et dont la seconde composante a le
méme type et les mémes dépendances que 'argument. C’est un résultat bien plus concis
et explicite que le résultat de notre analyse qui embarque le corps de la fonction ainsi que
son environnement. Le résultat de d nous fournit les mémes informations de dépendances

que notre analyse.

Dans notre analyse, nous représentons tous les nombres entiers par la valeur T qui
représente n’importe quelle valeur. Nous pourrions ajouter & notre algébre de valeurs abs-
traites une valeur permettant de représenter uniquement les nombres entiers, mais il n’est
pas évident que ceci ait un réel intérét. Par contre, au sujet de la représentation des fonc-
tions au sein de notre algébre de valeurs abstraites, il serait sans doute intéressant de

trouver une représentation plus compacte, a I'image du type retourné par FlowCaml.

Nous nous sommes inspirés de la méthode utilisée par M. Abadi et al. [ALL96| pour
annoter a ’aide de labels les sous-expressions du programme dont nous souhaitons suivre
I'impact. Notre analyse dynamique suit le méme principe que leur analyse en calculant la
valeur du programme tout en y accumulant les labels utilisés pour son élaboration. Il faut
cependant remarquer deux différences fondamentales. Premiérement, nous utilisons une sé-
mantique big-step contrairement & M. Abadi et al. qui utilisent une sémantique small-step.
L’avantage d’une sémantique big-step est de pouvoir lier directement une expression avec
le résultat de son évaluation, ce qui nous est d’une grande aide lorsque l'on veut parler de
plusieurs évaluations simultanées d’une méme expression. Le choix de la sémantique big-
step nous a permis d’exprimer les définitions de nos sémantiques de fagon plus naturelle, en
particulier pour la sémantique collectrice. Ce choix nous a également permis d’obtenir des
preuves plus simples, en particulier pour les sémantiques collectrice et abstraite. Deuxié-
mement, nous produisons des valeurs structurées dont chaque sous-terme est annoté par

ses propres dépendances, contrairement a leur analyse qui regroupe en téte de la valeur
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produite une liste globale de tous les labels utilisés pour produire la valeur. Notre analyse

permet ainsi d’obtenir un résultat plus précis.

Nous avons ensuite transformé notre analyse dynamique en une analyse statique. Nous
avons alors marqué une rupture avec les autres travaux présentés dans cette section, puisque
contrairement a F. Pottier et S. Conchon, nous n’avons pas formalisé notre analyse sta-
tique sous forme d’un systéme de types. Nous avons fait le choix d’utiliser le formalisme
de l'interprétation abstraite qui nous a permis plus de souplesse dans la définition d’une
analyse adaptée a nos besoins. En particulier, ce cadre nous a permis de définir avec aisance

I’abstraction d’une partie de programme sous forme de boite noire.

1.3 Analyse de teintes

L’analyse de teintes telle que présentée dans [XBS06| est un cas particulier d’analyse de
flot d’information [Kri07]. Ce type d’analyse permet d’identifier les entrées (controlables par
l'utilisateur) ayant un impact sur certaines opérations dites « critiques » ou « dangereuses »
du point de vue de la sécurité. Par exemple, si une valeur controlable par 'utilisateur est
utilisée sans précaution particuliére en tant qu’indice lors de la modification d’une case de
tableau, il peut y avoir une vulnérabilité de type buffer overflow. Dans ce cas, I'utilisateur

peut modifier des valeurs en mémoire auxquelles il ne devrait pas avoir acces.

Pour détecter ce type de vulnérabilité, ’analyse de teinte permet d’identifier tout au
long du programme les valeurs dites teintées (ie. controlables par l'utilisateur) afin de
donner une alerte si une telle valeur est utilisée pour effectuer une opération dangereuse

(accés & un tableau, instruction jump, requéte SQL, ...).

Notre analyse a pour but, quant a elle, d’identifier tout au long du programme les va-
leurs possiblement impactées par certains points de programmes (parties non vérifiées d'un
programme ou bien valeurs possiblement issues d'un dysfonctionnement). Cette informa-
tion peut alors nous permettre d’alerter 'utilisateur si une valeur critique du programme

peut étre impactée par un dysfonctionnement éventuel.

On peut ainsi apercevoir la similarité entre les deux approches en considérant un point

de programme annoté pour notre analyse comme une valeur teintée. L’analyse de teinte
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permettrait alors de faire la distinction entre les valeurs impactées par ce point de pro-
gramme et celles qui ne le sont pas. Cependant, elles différent par plusieurs aspects. Dans
I’analyse de teintes, une valeur est soit « teintée » soit « non teintée ». Il n’y a aucune dis-
tinction entre les différents points d’entrée de I'utilisateur, Bien qu’il soit possible de relier
une valeur teintée & un point d’entrée précis en utilisant des informations supplémentaires

au sujet des chemins d’exécution, ’analyse de teintes en elle-méme ne le permet pas.

Notre analyse permet d’indiquer pour chaque valeur quels sont les points d’entrée dont
elle dépend. C’est une information importante pour aider I’évaluateur & comprendre la
structure du programme et les dépendances entres ses différentes parties. De plus, comme
nous 'avons montré plus haut dans la comparaison avec les analyses de flot d’information,
nous avons besoin de pouvoir considérer certaines parties du programme comme opaques,
ce qui n’est pas le cas des analyses de teintes en général. Enfin, notre analyse s’effectue
sur un langage fonctionnel dans lequel les préoccupations de sécurité sont différentes de
celles de la plupart des analyses de teintes effectuées sur des langages impératifs. En effet,
les accés & des tableaux ou les instructions jump ne sont pas courants dans les langages

fonctionnels purs.

Une piste intéressante détaillée dans [CMP10] pour une analyse de teintes est la pos-
sibilité de garder trace des chemins d’exécution permettant de relier un point d’entrée
a l'instruction impactée. Ce type d’information pourrait étre particuliérement utile pour
notre analyse de dépendances. Ce sujet a d’ailleurs été abordé dans la thése de P. Ayraut

[Ayr11] (Partie III, chapitre 4).

1.4 Interprétation abstraite

L’interprétation abstraite est un cadre mathématique permettant de formaliser des
analyses de programmes et de prouver leur correction. L’idée principale est d’exécuter
des programmes sur un domaine abstrait dont les éléments représentent des propriétés
sur le domaine d’évaluation standard. Pour cela, on définit explicitement des fonctions
d’abstraction et de concrétisation pour établir le lien entre le domaine d’évaluation standard

et le domaine abstrait. Une méthode générique permet alors de prouver la correction de ce
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genre d’analyses de programmes en prouvant certaines propriétés sur la composition des

fonctions d’abstraction, de concrétisation et d’évaluation abstraite.

A Torigine, la théorie de l'interprétation abstraite a été concue par P. et R. Cousot
[CCT77, CCT9] pour des langages impératifs. Les analyses de programmes décrites par cette

méthode sont exprimées sous forme d’une sémantique opérationnelle.

Par la suite, le cadre de I'interprétation abstraite a été adapté aux langages fonction-
nels du premier ordre par A. Mycroft [Myc81|. La théorie sous-jacente est alors différente.
Contrairement au travail de P. et R. Cousot basé sur une description sous forme de sé-
mantique opérationnelle, A. Mycroft fait le choix d’utiliser une sémantique dénotationnelle

pour décrire les analyses de programmes.

G. Burn, C. Hankin et S. Abramsky [BHAS86| ont alors étendu I’analyse de programmes
de A. Mycroft en 'adaptant aux langages fonctionnels d’ordre supérieur. En plus d’étendre
cette analyse qui est un cas particulier d’interprétation abstraite, ils ont également étendu
le cadre général de 'interprétation abstraite aux langages fonctionnels d’ordre supérieur.
Dans la lignée de A. Mycroft, leur travail fait usage d’une sémantique dénotationnelle pour

définir leur analyse.

D’autres travaux, comme ceux de S. Hunt [Hun91| ont appliqué l'interprétation abs-
traite a des langages de programmation fonctionnels en utilisant des sémantiques dénota-

tionnelles. D’autres approches sont présentées par N.D. Jones et F. Nielson dans [Jon94].

Nous présentons ici une approche originale de I'interprétation abstraite pour un langage
fonctionnel d’ordre supérieur. Notre analyse de programme est exprimée sous forme d’une
sémantique opérationnelle, comme pour les langages impératifs. De plus, notre analyse
opére sur un langage de programmation comprenant des constructeurs de données récur-
sives ainsi que du filtrage par motifs. Pour ce qui est des fonctions récursives, nous nous
affranchissons du probléme de la terminaison et de la recherche d’un point fixe & I'aide
d’une approximation permettant de casser la récursion. Cependant, le probléme pourrait
resurgir en recherchant une meilleure représentation des fonctions récursives dans ’algébre
des valeurs abstraites. En effet, il serait souhaitable d’améliorer notre analyse en trouvant

une meilleure représentation des fonctions, ce qui pourrait apporter de nombreux avantages
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autant du point de vue de la précision de ’analyse que du point de vue de la performance.
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Chapitre 2

Notion de dépendance

2.1 Introduction

La notion de dépendance est souvent utilisée de maniére intuitive. De nombreuses
analyses de dépendances se contentent d’une définition informelle. Et quand une définition
formelle est donnée, elle est parfois incompléte et ne refléte que partiellement la notion
utilisée dans l’analyse correspondante. Nous nous appliquons dans ce chapitre & donner

une définition formelle & cette notion de dépendance.

Une particularité de la notion de dépendance que nous proposons est la distinction
entre 2 types de dépendances :

— les dépendances concernant la valeur d’une expression,

— les dépendances concernant la terminaison d’une évaluation.

Les dépendances de terminaison sont rarement prises en compte dans les analyses de dépen-
dances. Pourtant, la modification d’une partie d’un programme peut provoquer une boucle
infinie ou une erreur lors de son évaluation. Dés lors, la connaissance des dépendances de
terminaison constitue une information importante, en particulier pour les évaluateurs de
logiciels critiques.

Apreés avoir présenté la sémantique opérationnelle de notre langage (qui est la séman-
tique usuelle d’un programme ML purement fonctionnel), nous expliquerons comment an-
noter un programme dont on veut connaitre les dépendances. Nous verrons ensuite comment
annoter les valeurs du langage avec des informations de dépendance. Nous pourrons alors

définir la sémantique opérationnelle avec injection qui nous permettra d’introduire
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les notions d’injection de valeur et d’tmpact d’une injection. Nous aurons alors a notre
disposition toutes les notions sous-jacentes nécessaires a la définition formelle de la notion
de dépendance. Nous présenterons alors la définition de la notion de dépendance que nous

proposons.
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2.2 Le langage : algébre des expressions

Le langage sur lequel nous définissons notre analyse est un noyau purement fonctionnel
de la famille ML. Il contient les principales caractéristiques des langages purement fonc-
tionnels : les fonctions d’ordre supérieur, les constructeurs de données (types algébriques),

le filtrage par motif (pattern-matching), la liaison (let-binding).

En plus des constructions habituelles, on ajoute la possibilité d’annoter une sous-
expression & l'aide d’un label. Cette annotation permet de définir un point d’injection

(cf. section 2.4).

e:= n|C|D(e)| (e1,ea) Constructeurs de données

x Identificateur

Az.e | recf.z.e Fonctions (récursive ou non)

el e Application

let x = e1in ey Liaison

if e then ey else ey Expression conditionnelle

match e with p — ey | © — ez Filtrage par motif

Il : e Annotation d’'un point d’injection
p:= C | D(z)| (z1,22) Filtres des données structurées

F1GURE 2.1 — Algébre des expressions du langage

Etant donné un ensemble de constantes numériques noté Z, un ensemble de construc-
teurs de donnée sans paramétre est noté Constr? un ensemble de constructeurs de données

avec paramétre est noté Constr!.

2.3 Sémantique opérationnelle

Il s’agit de la sémantique opérationnelle usuelle. Nous ajoutons une seule régle supplé-

mentaire permettant d’ignorer les annotations dans les programmes.

2.3.1 Valeurs

L’algebre des valeurs comprend les valeurs constantes (entiéres et booléennes), des
constructeurs de données structurées (paramétrés ou non), un constructeur de couple et

des fermetures (récursives ou non).
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v:i= n|b|C|D()]| (vi,v2) Constructeurs de données
< Ax.e,I' > Fermeture
<recfx.e I > Fermeture récursive

2.3.2 Environnements
Un environnement d’évaluation est une liste associative identificateurs — valeur.

= (z1,v1)®...® (xn,v,) Environnement

2.3.3 Reégles d’inférence
Le jugement d’évaluation de la sémantique opérationnelle prend la forme suivante :

I'Fe—o

Hormis la régle de I’évaluation d’une expression annotée par un label que nous avons
ajoutée, les régles d’inférence définissant la sémantique opérationnelle de notre langage

sont usuelles. Ces régles sont récapitulées dans les figures 2.2 et 2.3.

Nous donnons ci-dessous quelques explications concernant I’évaluation des fonctions et

de leur application, du filtrage par motif et des expressions annotées.

Evaluation et application des fonctions Une fonction non-récursive est évaluée en
une fermeture. Celle-ci contient la définition de la fonction ainsi que ’environnement dans
lequel elle a été définie (ce qui permet de retrouver la valeur de chaque identificateur
libre de la définition de la fonction). Une fonction récursive est évaluée en une fermeture
récursive, similaire & une fermeture non-récursive. Les deux types de fermeture permettent

de déterminer quelle régle d’inférence appliquer lors de 'application d’une fonction.

Dans notre sémantique, I’application d’une fonction (récursive ou non) se fait en appel
par valeur. C’est-a-dire que la valeur de 'argument est calculée systématiquement avant
I’évaluation du corps de la fonction (méme si Pargument n’est pas utilisé dans le corps de

la fonction).
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Filtrage & motif unique Une particularité du filtrage par motif dans notre langage est
qu’il ne filtre que sur un seul motif. Si la valeur filtrée correspond au motif, alors I’évaluation
passe par la premiére branche, sinon, ’évaluation passe par la seconde branche. Bien que
cette restriction contraigne la forme des programmes, elle n’affecte en rien ’expressivité
du langage. En effet, il est toujours possible d’écrire des filtrages imbriqués, ce qui donne
la possibilité de réécrire tout programme contenant des filtrages & plusieurs motifs en un
programme équivalent contenant uniquement des filtrages & motif unique en cascade. Notre
langage peut donc étre vu comme un langage noyau n’étant pas directement manipulé par
I'utilisateur. Une phase de réécriture simple sera nécessaire entre le langage utilisé en

pratique par l'utilisateur et le langage sur lequel ’analyse sera effectuée.

Expressions annotées Les annotations sont utilisées pour définir des points d’injection
(cf. section 2.4). Ces points d’injection serviront a calculer les dépendances du programme.
En ce qui concerne la sémantique opérationnelle, ils n’ont aucune signification et sont donc
ignorés. Techniquement, évaluer une expression annotée revient & évaluer sa sous-expression

sans tenir compte de 'annotation.

2.3.4 Sémantique des programmes mal typés et filtrage par motif

Le filtrage par motif que nous présentons est défini par les régles OP-MATCH et OP-
MATCH-VAR ainsi que par le jugement v,p -, e. On considére que le typage garantit que
toute valeur filtrée est soit un constructeur de donnée, soit un couple. Dans ces cas-1a, les
régles d’inférence définissent la sémantique du filtrage. Par contre, nous ne donnons pas
de sémantique & I’évaluation des programmes mal typés pour lesquels I'expression filtrée
ne s’évalue pas en une valeur filtrable (constructeur de donnée ou couple). Par exemple, si
I’expression filtrée s’évalue en une fermeture, le filtrage n’a pas de sens et I’expression n’a

donc pas de sémantique d’évaluation.

Ce choix est cohérent avec la sémantique d’une expression conditionnelle. En effet, nous
) . ) . ) . . . e
n’explicitons pas la sémantique d’une expression conditionnelle dans le cas ou la condition

s’évalue en autre chose qu’un booléen.

Dans un compilateur réel, la sémantique des programmes mal typés peut dépendre du
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OP-IDENT
OP-NUM v = F[.%'] OP-ABSTR OP-ABSTR-REC

I'tfn—n T'Fz—ov T'Flre—<lxel > T'tFrecfaxe—<recfux.el >

OP-APPLY OP-APPLY-REC
I'e =< Axe 'y > I'ep— v v =< recf.x.e,I'y >
T'Feg— vy (,v)®T1Fe—v Theyru (fyv1) ® (z,m) T Few
I'Feleg—wv I'kel eg—w
OP-IF-TRUE OP-IF-FALSE

I't e true I'kFe;—wv; T'kew— false T'Fegr— vy
I'Fif ethen ey elseea— vy T Fif ethen e else eg — vy

0 OP-CONSTR-1 OP-COUPLE
OP-CONSTR- I'Fer—w I'Fel— v I'keyr— vy
r-Cc—=c ' D(e) — D(v) Lt (er,e2) — (v1,v2)
OP-MATCH OP-MATCH-VAR
I'Fe—w U I'Fe—w v,pkp L
I'yel'kFer—un (z,v) BT F eq — v9
'+ match e withp — ey |z — ea—> vy T'Fmatch e with p— e | x — e — vy
OP-LETIN OP-ANNOT
I'kel— vy (z,v1) DT F ea — w9 I'te—ov
I'kletx = e in ey — vy 'l : e—w

FIGURE 2.2 — Reégles d’inférence de la sémantique opérationnelle

OPM-CONSTR-0 OPM-CONSTR-1 OPM-COUPLE

C’C l_P {} D(’U),D(Z‘) l_p {(.23,1})} (1}1,112), ($1,$2) l_P {($1,1}1); (.232,’()2)}

OPM-CONSTR-0-NOT OPM-CONSTR-1-NOT OPM-COUPLE-NOT
p#C p#D'() p#(_,_)
CprpJ— D(U)vapJ— (vlyv2)7prJ—

FIGURE 2.3 — Regles d’inférence du filtrage de la sémantique opérationnelle
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choix de I'implémentation du compilateur. Il est en effet possible que pour des raisons de
performance, le compilateur se repose sur le typage pour limiter le nombre d’opérations
effectuées. Dans le cas de I'évaluation d’une expression conditionnelle par exemple, on
pourrait ne tester que 1’égalité entre la valeur de la condition est la valeur true pour passer
dans la premiére branche et que dans tous les autres cas, on passe dans la seconde branche,
méme si la valeur de la condition n’est pas false mais un couple, une fermeture ou toute

autre valeur.

De méme, dans le cas de I’évaluation d’une expression de filtrage, on pourrait se reposer
sur le typage pour passer dans la seconde branche dans tous les cas ot la valeur filtrée ne
correspond pas au motif, méme dans les cas mal typés oul la valeur de ’expression filtrée

n’est ni un constructeur de donnée, ni un couple.

Ces choix d’optimisation du compilateur se reposant sur le typage n’ont évidemment
pas d’influence sur le résultat de ’évaluation des programmes bien typés. Cependant, notre
approche de ’analyse de dépendances consideére a la fois 'impact des injections bien typées
et 'impact des injections mal typées. Une injection mal typée peut survenir a diverses occa-
sions, par exemple lors du dysfonctionnement d’un capteur ou bien lors d’une perturbation

électromagnétique qui modifierait la mémoire de fagon imprévisible.

47



2.4. POINTS D’INJECTION

2.4 Points d’injection

2.4.1 Dans le programme

On souhaite analyser un programme pour calculer ses dépendances vis-a-vis de certains
points du programme. Ces points de programmes sont appelés « points d’injection » et sont

représentés formellement par des annotations sur les sous-expressions du programme.

Par exemple, si l'utilisateur veut analyser 'impact d’une sous-expression sur 1’évalua-
tion compléte d’un programme, il suffira alors d’annoter cette sous-expression a l’aide d’un

label unique et de lancer ’analyse.

L’utilisateur de I'analyse (évaluateur de logiciels critiques) choisira d’aprés son expertise
quels sont les points de programmes qu’il souhaite annoter. Ces points d’injection peuvent
en particulier correspondre a des parties du programmes non-critiques dans le but de
s’assurer qu’'un dysfonctionnement dans une partie non-critique du programme ne peut

pas se propager & une partie critique de celui-ci.

2.4.2 Dans ’environnement

La valeur d’une fonction est représentée par une fermeture contenant le corps de la
fonction. Celui-ci est une expression contenant possiblement des points d’injection. Au
cours de I’évaluation d’un programme, les points d’injection vont donc naturellement se

retrouver dans ’environnement d’évaluation.
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2.5 Sémantique opérationnelle avec injection

La sémantique opérationnelle avec injection est une extension de la sémantique opéra-
tionnelle usuelle. Son but est de donner une valeur & un programme dans un environnement
donné et ceci pour n’importe quelle injection (& un point du programme ou bien dans son

environnement d’évaluation).

Cette sémantique donne toujours le méme résultat que la sémantique opérationnelle
sur les programmes ne comportant pas de point d’injection (programmes non-annotés). La
seule différence entre la sémantique opérationnelle usuelle et celle avec injection se trouve
lors de I’évaluation d’une sous-expression annotée par un label. La ot la sémantique opéra-
tionnelle ignore tout simplement 'annotation, la sémantique opérationnelle avec injection
va effectuer ce que I'on appelle I'injection. C’est le comportement de la sémantique opéra-
tionnelle avec injection sur les sous-expressions annotées qui constitue précisément notre

définition de la notion d’injection.

La notion d’injection définie ici est & la base de notre notion de dépendance.

2.5.1 Regles d’inférence

Formellement, la sémantique opérationnelle avec injection prend la forme d’un juge-
ment d’évaluation défini par des régles d’inférence. Ce jugement d’évaluation se note de la
maniére suivante :

Iy e v

, ol e est ’expression évaluée, I' I’environnement d’évaluation et v la valeur résultat. Ce
jugement d’évaluation est paramétré par une injection notée en indice (t-.,,), ot [ représente
le point du programme sur lequel on fait 'injection et v; la valeur injectée. On dit que v est
la valeur de I'expression e dans ’environnement I' aprés injection de la valeur v; au point

de programme |.

Les régles d’inférence sont toutes identiques aux régles de la sémantique opérationnelle
hormis la régle d’évaluation d’une sous-expression annotée. Cette derniére régle est divisée
en 2 cas distincts : si ’expression est annotée par le label sur lequel on fait 'injection, alors

sa valeur réelle est ignorée et remplacée par la valeur injectée v;, sinon, I'annotation est
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OPINJ-IDENT
OPINJ-NUM v — F[x] OPINJ-ABSTR OPINJ-ABSTR-REC

by n—=n DIk, xe—=v Tl Ae—<Aze ' > I'bpy, recfr.e »<recfuaxel >

OPINJ-APPLY OPINJ-APPLY-REC
I'Fpy, 1 < Aze, T > 'k, €1 =01 v =<recfx.e '] >
'y, €2 = 02 (,02) BT by e v T hpy, €2 g (fyv1) ® (x,v2) BT by, e 0
'k, €1 €20 I'kpy, €1 €20
OPINJ-IF-TRUE OPINJ-IF-FALSE
Iy, e = true Ity e =01 Ty, e— false | Ry O )
Ity if e then ey else eq — vy Ik, if e then eg else ea — vy
OPINJ-MATCH OPINJ-MATCH-VAR
Ity e v v,pkp Iy I'kpy, e—v v,pkp L
I,®T by, e1 vy (2,0) BT ko, €2 v
by, match e with p — ey | € — ea = vy T by, match e with p — eq | € — ea — v
OPINJ-CONSTR-0 OPINJ-CONSTR-1 OPINJ-COUPLE
- g I e 'y, 1 =1 Iy, €2 = v
I l_l:vl C—C T '_l:vz D(e) — D(’U) I '_lzvl (61, 62) — (111, 1]2)
OPINJ-LETIN
| R o PO (x,v1) BT ko, €2 — 2
I'kpy, let z = e1 tn ea — v

FIGURE 2.4 — Sémantique opérationnelle avec injection : régles d’inférence identiques a la
sémantique usuelle

OPINJ-ANNOT-SAME OPINJ-ANNOT-OTHER
I - Dl esv 1#T

F'_l:vllieHUl FF[;Ull/:eo—)U

FIGURE 2.5 — Sémantique opérationnelle avec injection : régles d’inférence spécifiques

ignorée.

On notera qu’une injection (évaluation d’une sous-expression annotée par le label sur
lequel on fait I'injection) termine toujours. En effet, la sous-expression n’est pas évaluée et

sa valeur (qu’elle existe ou non) est remplacée par la valeur injectée.

Les régles identiques & la sémantique opérationnelle usuelle sont réunies sur la figure

2.4. Les deux régles spécifiques a la sémantique opérationnelle avec injection se trouvent

sur la figure 2.5.
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2.5.2 Correction

2.5.2.1 Enoncé informel du théoréme

Comme nous ’avons dit plus haut, la sémantique opérationnelle avec injection vient
introduire la notion d’injection en remplacant une régle de la sémantique opérationnelle

usuelle par deux nouvelles régles d’inférence.

Il convient de vérifier qu’en ce qui concerne les programmes non-annotés, la sémantique
opérationnelle avec injection fournit exactement les mémes résultats que la sémantique

opérationnelle.

En ce qui concerne la sémantique de la notion d’injection (les deux nouvelles régles d’in-
férence), il n’y a pas de propriété de correction a vérifier puisque ces deux régles d’inférences

constituent notre définition de la notion d’injection.

Cependant, il y a une propriété intéressante concernant la notion d’injection : si un
label n’apparait pas dans le programme évalué, alors aucune injection sur ce label ne peut
modifier la valeur du programme. Cette propriété engloble la propriété d’extension énon-
cée ci-dessus. En effet, I’évaluation avec injection d’un programme non-annoté est un cas
particulier d’évaluation avec injection sur un label n’apparaissant pas dans le programme.

Notre théoréme de correction exprimera donc la propriété la plus forte.

2.5.2.2 Illustration par I’exemple

Afin d’illustrer la notion d’injection et le fonctionnement de la sémantique opération-

nelle avec injection, voici quelques exemples d’évaluation de programmes.

Exemple 1 : programme non-annoté

Sur les programmes non-annotés les résultats de la sémantique opérationnelle avec

injection et de la sémantique opérationnelle sont les mémes.

Notons e le programme suivant :

let t = 18 in
let f x = (x—t, xtt) in

51



2.5. SEMANTIQUE OPERATIONNELLE AVEC INJECTION

f 32

Nous avons les deux jugements suivants :
F e (14,50)

Fi.p, € = (14,50) (pour toute injection (I,v;))

Exemple 2 : programme annoté

Maintenant voyons le cas du méme programme en lui ajoutant une annotation (label

[) sur une de ses sous-expressions.

Notons €’ le programme suivant :
let t = 18 in
let f x = (l:x—t, x+t) in
f 32
Nous avons les deux jugements suivants :
F e — (14,50)
Fi.o, € = (v1,50) (pour toute valeur injectée vy)

Fi.3 € — (3,50) (exemple en injectant la valeur 3)

Lorsque la sous-expression f 32 est évaluée, le corps de la fonction est déplié. On évalue
alors I'expression (1:x—t, x+t) dans ’environnement {(z, 32); (¢, 18)}. La valeur v; est alors
injectée lors de I’évaluation de la premiére composante du couple puisque celle-ci est annotée

par le label . La seconde composante du couple est évaluée de maniére usuelle.

Exemple 3 : programme annoté en plusieurs points

Modifions de nouveau notre exemple pour annoter une seconde sous-expression.

Notons €’ le programme suivant :

let t =17:18 1in
let f x = (l:x—t, x+t) in
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f 32

Voyons le résultat pour une injection sur [, celui pour une injection sur I’ :
celui pour une injection sur un ! n’apparaissant pas dans le programme :
Fe” — (14, 50)

Fio € (v1,50) (pour toute valeur injectée vy)
Fir, €+ (14,32 + vp) (pour toute valeur injectée vy)
Fr.s €’ — (14,37) (exemple en injectant la valeur 5)

U vl//6//(14, 50)

Exemple 4 : programme annoté dans ’environnement

Un environnement d’évaluation peut contenir des points d’injection. En effet, un iden-
tificateur peut étre lié a une fermeture (récursive ou non) dont le corps de la fonction

contient des points d’injection.

Prenons, dans ’exemple ci-dessus, ’évaluation de la sous-expression f 32. Cette évalua-
tion se fait dans un environnement contenant une valeur pour ¢ et une pour f. Ces valeurs
dépendent de I'injection considérée. Dans le cas des fermetures, 'injection est retardée pour

avoir lieu lors de ’application de la fonction.

Par exemple, pour l'injection (I’,7), I'environnement d’évaluation de 'expression f 32
est le suivant :
Fi=(f,<X.(l:x—t,z+1t),{(t, N} >);T7)
On a donc le jugement d’évaluation suivant :

l_l’:7 f 32 — (25, 39)

Dans le cas de l'injection (I, 3), 'environnement d’évaluation de I'expression f 32 est le
suivant :
D= (f,<Xe.(l:z—t,z+1t),{(t,18)} >); (¢, 18)
On évalue alors l'expression (I : © — ¢, x +t) dans I'environnement {(¢,18)} pour obtenir la

valeur (3,50). On a donc le jugement d’évaluation suivant :
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l_l:3 f 32— (37 50)

2.5.2.3 Enoncé formel du théoréme

Théoréme 2.5.1. V(I', e, v),
I'Fer—w
= Vi, ldna_in_eval(l,Te)

= V. I' gy €2 0

Le prédicat ldna_in_eval(l,T", e) signifie que le label [ n’apparait pas lors de I’évalua-
tion de e dans I'. C’est a dire qu’il n’apparait ni dans I'expression e, ni dans les valeurs

dans I' des identificateurs apparaissant dans e.
Le prédicat ldna_in_wal(l,v) signifie que le label [ n’apparait pas dans la valeur v.

Les figures 2.6 et 2.7 fournissent la définition formelle de ces prédicats sous forme de

régles d’inférence mutuellement récursives :

2.5.2.4 Preuve de correction

La preuve de correction se fait par induction sur le jugement d’évaluation de la séman-

tique opérationnelle.

Pour effectuer la preuve par induction, nous avons besoin de prouver une propriété un
peu plus forte que celle énoncée ci-dessus. Nous modifions donc ’énoncé de la propriété
& prouver, notre théoréme de correction en sera une conséquence triviale. La propriété a
prouver se formule alors :

V(T e,v),

I'Fe—vw

= Vl,ldna_in_eval(l,T,e)
= V. I' by e 0

A ldna_in_val(l,v)

Dans la majorité des cas, la preuve est triviale. Les cas intéressants sont :

— le cas Annot
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LDNA-E-CONSTR-1
LDNA-E-NUM LDNA-E-CONSTR-0 ldna_in_eval(l,T,e)
_ _ P

ldna_in_eval(l,T,C) ldna_in_eval(l,T, D(e))

ldna_in_eval(l,T,n)
LDNA-E-IDENT LDNA-E-IDENT-UNBOUND
ldna_in_val(l,T[z]) Av,T[z] =v
ldna_in_eval(l,T,z) ldna_in_eval(l,T,z)
LDNA-E-ABSTR LDNA-E-ABSTR-REC
ldna_in_eval(l,T'€) ldna_in_eval(l,T,e)
ldna_in_eval(l,T; Ax.e) ldna_in_eval(l,T,recf.x.€)

LDNA-E-IF
ldna_in_eval(l,T' e)
ldna_in_eval(l,T,eq)
ldna_in_eval(l,T,es)

ldna_in_eval(l,T,if e then ey else eq)

LDNA-E-APPLY
ldna_in_eval(l,T,eq)
ldna_in_eval(l,T,e3)

ldna_in_eval(l,T, eq e3)

LDNA-E-MATCH

ldna_in_eval(l,T,e) LDNA-E-ANNOT

ldna_in_eval(l,T,ey) 1£U

ldna_in_eval(l,T, eq) ldna_in_eval(l,T,e)
ldna_in_eval(l,T';match e with p — e | x — e2) ldna_in_eval(l,T,1 : e)

LDNA-E-LETIN
ldna_in_eval(l,T,eq)
ldna_in_eval(l,T, es)

ldna_in_eval(l,T',let x = ey in e3)

LDNA-E-COUPLE
ldna_in_eval(l,T eq)
ldna_in_eval(l,T es)

ldna_in_eval(l,T', (e1,e2))

FIGURE 2.6 — Prédicat de non-apparition d’un label lors d’une évaluation

LDNA-V-CONSTR-1
LDNA-V-NUM LDNA-V-BOOL LDNA-V-CONSTR-0 ldna_in_val(l,v)
_ — b

ldna_in_wval(l,b) ldna_in_val(l,C) ldna_in_wval(l, D(v))

ldna_in_wal(l,n)

LDNA-V-COUPLE
ldna_in_val(l,vy) LDNA-V-CLOSURE LDNA-V-CLOSURE-REC
ldna_in_eval(l,T,e)

ldna_in_wval(l,vs) ldna_in_eval(l,T,e)
ldna_in_val(l, (v1,v2)) ldna_in_val(l,< Az.e,I' >) ldna_in_wval(l,< recf.z.e,I' >)

FIGURE 2.7 — Prédicat de non-apparition d’un label dans une valeur
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— les cas effectuant une liaison dans I’environnement (Letin, Match et Apply)

— le cas Ident

cas ANNOT Pour le cas Annot, nous utilisons I’hypothése que le label [ n’apparait pas dans
I’expression évaluée. Dans ce cas, la régle de la sémantique opérationnelle avec injection

est la méme que celle de la sémantique opérationnelle (elle ignore I’annotation).

cas des liaison Pour les cas effectuant une liaison dans I’environnement, nous avons be-
soin de savoir que le label n’apparait pas dans la valeur liée pour appliquer notre hypothése
d’induction. Nous avons cette information grice au renforcement de I’énoncé de notre théo-
réme car toute valeur liée est issue d’une évaluation, donc puisque le label n’apparait pas
dans I’expression évaluée alors il n’apparait pas dans la valeur résultat. Pour illustrer nos
propos, prenons le cas du LET-BINDING. Nous avons évalué la sous-expression liée e; dans le
méme environnement que l'expression globale, donc nous savons par hypothése d’induction
que le label n’apparait pas dans sa valeur. Cette information nous permet de prouver que
le label n’apparait pas dans I’environnement d’évaluation de la sous-expression eo, puisque
la valeur ajoutée a ’environnement est précisément le résultat de 1’évaluation de e;. Nous
pouvons donc appliquer également 1’hypothése d’induction sur la seconde prémisse de la

régle du LET-BINDING et conclure.

cas IDENT La régle Ident de la sémantique opérationnelle avec injection s’applique de
fagon identique a celle de la sémantique opérationnelle. Le jugement de la sémantique
opérationnelle avec injection est donc immédiat & trouver. On déduit que le label n’appa-
rait pas dans la valeur trouvée dans ’environnement a partir de ’hypothése que le label

n’apparait pas lors de I’évaluation.

2.6 Impact d’une injection

Maintenant que la notion d’injection a été clairement définie, nous pouvons aborder
la notion d’#mpact. Cette derniére nous sera utile pour définir formellement la notion de

dépendance.
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Une fois un programme annoté par des points d’injection, on se demande si ces points
d’injection ont un « impact » sur I’évaluation du programme. Autrement dit, on souhaite
déterminer si I'injection d’une valeur & un certain point d’injection va modifier le comporte-
ment du programme. Puisque nous nous limitons & 'analyse de programmes qui terminent,
un changement de comportement peut prendre deux formes possibles. Suite a 'injection,

I’évaluation peut terminer sur une valeur différente ou bien ne pas terminer.

2.6.1 Impact sur la terminaison

Si le programme considéré a une valeur par la sémantique opérationnelle mais qu’il n’a
pas de valeur par la sémantique avec injection pour une injection particuliére (I, v;), alors

on dit que cette injection a un impact sur la terminaison de I’évaluation du programme.

On dira également que ce point d’injection (représenté par le label 1) a un impact sur
la terminaison du programme puisqu’il existe une injection sur ce label ayant un impact

sur la terminaison du programme.

2.6.2 Impact sur la valeur

Si le programme considéré a une valeur par la sémantique opérationnelle et qu’il a une
valeur différente par la sémantique avec injection pour une injection particuliére (I, v;),

alors on dit que cette injection a un impact sur la valeur du programme.

On dira également que ce point d’injection (représenté par le label /) a un impact sur
la valeur du programme puisqu’il existe une injection sur ce label ayant un impact sur la

valeur du programme.

2.7 Dépendances d’une expression

On distingue deux types de dépendances distincts, issus des deux types d’impact pré-

sentés plus haut : les dépendances de terminaison et les dépendances de valeur.

57



2.7. DEPENDANCES D’UNE EXPRESSION

2.7.1 Dépendances de terminaison

La terminaison de ’évaluation d’un programme dépend d’un point d’injection (repré-
senté par un label) 8’il existe une injection sur ce label ayant un impact sur la terminaison
de I'évaluation. On dit alors que ce label fait partie des ¢t-dépendances de ce programme

(dans un environnement donné).

Lors de l'analyse d’un programme, le résultat de ’analyse contiendra un ensemble de

labels représentant ’ensemble des t-dépendances du programme.

2.7.2 Dépendances de valeur

La valeur résultant de 1’évaluation d’un programme dépend d’un point d’injection (re-
présenté par un label) si il existe une injection sur ce label ayant un impact sur la valeur
de I’évaluation. On dit alors que ce label fait partie des v-dépendances de ce programme
(dans un environnement donné). Certains labels peuvent avoir un impact uniquement sur
une partie de la valeur. Dans ce cas, on voudrait savoir le plus précisément possible quelle

partie de la valeur dépend de quel label.

Lors de l'analyse d'un programme, le résultat de I'analyse devra contenir une valeur

structurée dont chaque sous-terme peut étre annoté par I’ensemble de ses v-dépendances.

2.7.3 Illustration par I’exemple

Considérons le programme suivant (noté e) :

let ¢ =1 : true in
let rec f x = match x with
| (a,b) — if a then b else f x

£ (c, 17 : 17)

Ce programme termine lors de son évaluation par la sémantique opérationnelle sur la
valeur 17. On a le jugement suivant :

Fer— 17
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Un label n’apparaissant pas dans le programme Un label I” n’apparaissant pas dans
le programme e ne peut pas faire partie de ses dépendances (que ce soit ses t-dépendances ou
ses v-dépendances) puisqu’aucune injection sur I” n’affecte le comportement du programme.
On a le jugement suivant :

Fyra,, €+ 17 (pour toute valeur injectée vy)

Le label I Le point d’injection représenté par le label [ fait partie des t-dépendances du
programme. En effet, il existe une injection (I, false) ayant un impact sur la terminaison
du programme. La sémantique avec injection ne fournit aucune valeur pour I’évaluation de
e avec U'injection (I, false).

/EU- I_l:false e—v

Le label I’ Le point d’injection représenté par le label I’ fait partie des v-dépendances
du programme. En effet, il existe une injection (I’,18) ayant un impact sur la valeur du
programme. La sémantique avec injection fournit une valeur (i.e. 18) pour I’évaluation
de e avec linjection (I’,18) et cette valeur est différente de la valeur opérationnelle du
programme (i.e. 17).
Fy.1g e — 18

Par contre, le label I’ ne fait pas partie des t-dépendances du programme puisque pour
toute injection sur I, le programme termine :

Fyr., € = vy (pour toute valeur injectée vy ).
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Chapitre 3

Analyse dynamique

3.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter une analyse dynamique des dépendances d’un
programme et sa preuve de correction, étape préliminaire a la définition et & la preuve

d’une analyse statique présentée dans le chapitre suivant.

Notre analyse dynamique est appelée sémantique instrumentée et se trouve présen-

tée a la fin de ce chapitre (cf. section 3.5).

Pour présenter cette analyse et en prouver sa correction, nous devons tout d’abord intro-
duire deux sémantiques intermédiaires : la sémantique avec injection dans un t-environnement
sur-instrumenté (cf. section 3.3) et la sémantique sur-instrumentée (cf. section 3.4). Ces
deux sémantiques intermédiaires permettent de faire le lien entre la notion de dépendance
et la sémantique dynamique étape par étape. Chaque étape a son importance dans la
simplification de la preuve de correction. La figure 3.1 présente une vue globale des dif-
férentes sémantiques intermédaires entre la sémantique opérationnelle avec injection et la

sémantique instrumentée.

L’analyse dynamique (sémantique instrumentée) a pour but d’analyser le programme
au cours de son évaluation. Le résultat fourni est la valeur du programme (au sens de la
sémantique opérationnelle) sur laquelle on ajoute des annotations de dépendance. Chaque
sous-terme de la valeur contient ses propres annotations pour savoir avec précision quelles

parties de la valeur dépendent de tel label et quelles parties n’en dépendent pas. Si on
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Sémantique opérationnelle avec injection : F l_l:vl e v
O id
Sémantique opérationnelle avec injection dans ot
t-environnement sur-instrumenté : tP I_l3'Ul €=U
id Ttui(.)
Y
Sémantique sur-instrumentée : trow-or e —tu®
A
(o) )
Sémantique instrumentée : th I—'L (& I—}t’u,l

Les fleches correspondent a des fonctions injectives entre les ensembles de valeurs
ou entre les ensembles d'environnements pour visualiser les pertes de précision et
pertes de généralité.

FIGURE 3.1 — Sémantiques intermédiaires pour I’analyse dynamique

\levl( i?z(trl))l_lvl e I—>J,l:“l(tu°i)

(e id
\ v

La sémantique avec injection donne la méme valeur Tifl(trl ) l_lzvl e — \Ll Uy (tUOi)

si on instancie I'environnement avant I'évaluation.

id il:m(.)

En instanciant la valeur sur-instrumentée, on peut . . . :
obtenir la valeur (ou I'absence de valeur) du ifl(ﬂ” ) ot e t— tu®
programme pour n'importe quelle injection.

17(e) foi(®)
Il existe une valeur sur-instrumentée pour le . A
programme telle que sa valeur instrumentée est 11 . ti o1
obtenue en supprimant les fonctions d'impact dans la tr l_ € Ttoi(tu )

valeur sur-instrumentée.

Ce diagramme montre le lien entre I'analyse dynamique d'un programme (sémantique instrumentée) et la notion
d'injection (sémantique opérationnelle avec injection).
On peut ainsi visualiser I'enchainement des preuves de correction des 3 sémantiques présentées dans ce chapitre.

FIGURE 3.2 — Enchainement des preuves des sémantiques intermédiaires pour l'analyse
dynamique
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supprime toutes les annotations de dépendance, on obtient exactement la méme valeur

qu’aprés ’évaluation du programme par la sémantique opérationnelle.

Les annotations ajoutées par ’analyse dynamique correspondent aux dépendances du
programme (c’est-a-dire ’ensemble des labels ayant un impact sur I’évaluation de ce pro-
gramme, comme défini plus haut (cf. section 2.7)). Nous prouvons formellement cette af-

firmation par le théoréme de correction de I’analyse dynamique (cf. section 3.6.4).

Pour arriver & cette preuve, nous prouvons successivement la correction de la séman-
tique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté (cf. section 3.3.2), puis la
correction de la sémantique sur-instrumentée (cf. section 3.4.2) et enfin la correction de
la sémantique instrumentée (cf. section 3.5.3). Les propriétés de correction de ces trois
sémantiques s’enchainent pour obtenir le théoréme de correction de ’analyse dynamique.

La figure 3.2 illustre ’enchainement de ces propriétés de correction.

Dans ce chapitre, nous présenterons tout d’abord la sur-instrumentation des valeurs
(cf. section 3.2) qui nous permettra d’introduire la premiére sémantique intermédiaire pour
I’analyse dynamique : la sémantique opérationnelle avec injection dans un ¢-environnement
sur-instrumenté (cf. section 3.3). Nous présenterons ensuite la seconde sémantique inter-
médiaire : la sémantique sur-instrumentée (cf. section 3.4). Enfin nous pourrons présenter
I’analyse dynamique elle-méme : la sémantique instrumentée (cf. section 3.5). La présenta-
tion de chaque sémantique sera accompagnée de I’énoncé de son théoréme de correction par
rapport & la sémantique précédente ainsi que d’une explication sur sa preuve. Nous termi-
nerons ce chapitre avec I’énoncé du théoréme global de correction de I’analyse dynamique
et une explication sur sa preuve utilisant la propriété de correction de chaque sémantique

par rapport a la sémantique précédente.

3.2 Sur-instrumentation des valeurs

Jusqu’a maintenant, nous avons vu comment évaluer un programme a l'aide de la
sémantique opérationnelle (cf. section 2.3) pour obtenir sa valeur opérationnelle (également
appelée valeur de référence du programme). Nous avons également vu comment évaluer un

programme a ’aide de la sémantique avec injection (cf. section 2.5) pour obtenir sa valeur
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aprés injection, pour n’importe quelle injection possible.
Un méme programme posséde donc plusieurs valeurs : sa valeur de référence (obtenue

par la sémantique opérationnelle) et une valeur aprés injection (ou une absence de valeur

aprés injection) pour chaque injection possible.

Nous souhaitons maintenant intégrer toutes ces informations sur un programme en un

seul et unique terme appelé « valeur sur-instrumentée ». La valeur sur-instrumentée d’un
< e , L e .

programme permettra alors de retrouver, a ’aide d’un mécanisme d’instanciation, la valeur

de référence de ce programme ainsi que la valeur (ou I’absence de valeur) de ce programme

aprés n’importe quelle injection.

Pour cela, nous allons annoter la valeur de référence du programme avec des informa-

tions de dépendance sur chaque sous-terme de celle-ci.

3.2.1 Valeurs

Comme nous l'avons vu plus haut (cf. section 2.7), un programme posséde des t-
dépendances (dépendances de terminaison) ainsi que des v-dépendances (dépendances de
valeur). Lors de la sur-instrumentation des valeurs, nous associons a toute valeur (résul-
tat de I’évaluation d’un programme) l’ensemble des ¢-dépendances du programme évalué.
Ensuite, nous associons a chaque sous-terme de la valeur un ensemble de v-dépendances

correspondant aux points d’injection ayant un impact sur ce sous-terme.

Une t-valeur sur-instrumentée (notée tu®) est composée d’un ensemble de t-dépendances

td°" et d’une v-valeur sur-instrumentée 1.

tu® ;== [td° | u"] Valeur avec annotation de t-dépendances

Une v-valeur sur-instrumentée (notée u®) est composée d'un v-ensemble de dépen-

dances d** et d’une valeur simple sur-instrumentée v,

u®”:= [d” | v®] Valeur avec annotation de v-dépendances

Enfin, une valeur simple sur-instrumentée (notée v°) est une valeur simple dont les
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sous-termes sont des v-valeurs sur-instrumentées u°*.

vi= n|b|C| D) | (uf,us’) Constructeurs de données
< Ar.e,I'" > Fermeture
< recf.x.e, I'" > Fermeture récursive

3.2.2 Ensembles de dépendances

On distingue 2 types de dépendances :
— les t-dépendances, concernant la terminaison de 1’évaluation

— les v-dépendances, concernant le résultat de I’évaluation

Un ensemble de t-dépendances td°" est un ensemble de labels dans lequel on associe a
chaque label une t-fonction d’impact. Cette t-fonction d’impact est une fonction booléenne
sur les valeurs nous indiquant pour chaque injection possible, si I’évaluation terminerait
ou non (ce qui permet de modéliser un impact aboutissant soit & une boucle infinie, soit
a une erreur d’exécution). Si une ¢-fonction d’impact retourne true, cela signifie qu’il y a

non-terminaison, sinon, cela signifie que 1’évaluation correspondante termine.

td® :=  (I1,tf1);... (In,tfn) t-dépendances
tf: v — bool t-fonction d’impact
Un ensemble de v-dépendances d°° est un ensemble de labels dans lequel on associe &
chaque label une v-fonction d’impact. Cette v-fonction d’impact est une fonction des valeurs
vers les valeurs nous indiquant pour chaque injection possible, quelle serait la valeur de

I’évaluation avec injection.
d* = (I, f1);...(ln, fn) v-dépendances

f: v—=w v-fonction d’impact

3.2.3 Environnements

On distingue 2 types d’environnements sur-instrumentés :
— les environnements dans lesquels on évalue les expressions
— les environnements qui se trouvent encapsulés dans les valeurs (fermetures et les

fermetures récursives).
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Dans le cas de I’évaluation d’une expression, on a besoin de connaitre les t-dépendances de

chaque identificateur. On utilisera donc la notion de t-environnement sur-instrumenté.

En revanche, pour les environnements encapsulés dans une valeur (via une fermeture), il
suffit de connaitre les t-dépendances globales de cette valeur et il n’est pas nécessaire d’avoir
les t-dépendances de chaque identificateur lié. Dans ce cas, on utilisera un v-environnement
sur-instrumenté sans t-dépendances. En effet, pour qu’un tel environnement ait pu étre
créé et emprisonné dans une fermeture, il faut nécessairement que tout ce qui a précédé
la création de cette fermeture ait terminé. Les valeurs présentes dans l’environnement
proviennent de I’évaluation d’une expression de liaison (liaison let in, filtrage par motif
ou application de fonction). Dans tous les cas possibles, lorsqu’on effectue la liaison d’une
valeur dans ’environnement, les t-dépendances de cette valeur sont toujours ajoutés & la
valeur de l'expression évaluée (cf. figure 3.5, régles OI-LETIN, OI-MATCH, OI-MATCH-VAR,

OI-APPLY et OI-REC-APPLY).

Un t-environnement sur-instrumenté permet de lier chaque identificateur a une t-valeur

sur-instrumentée.

trer = (zq,tu’);...; (o, tul’) t-environnement sur-instrumenté

Un v-environnement sur-instrumenté permet de lier chaque identificateur a une v-valeur

sur-instrumentée.

I := (z1,u");...;(zn,ul) v-environnement sur-instrumenté

3.2.4 Valeur de référence d’une valeur sur-instrumentée

Pour obtenir la valeur de référence d’une valeur sur-instrumentée, il suffit de retirer
toutes les annotations de dépendance. La valeur de référence d’une valeur sur-instrumentée

est notée 1,,,(tu®).

Formellement, I’extraction de la valeur de référence d’une t-valeur sur-instrumentée se

définit comme suit :
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Valeur de référence d’une t-valeur sur-instrumentée :
Ttoil [td” | u]):= Toi(uOi)

Valeur de référence d’une v-valeur sur-instrumentée :
Tl [d7 | v ]) = 1,(v%)

Valeur de référence d’une valeur simple sur-instrumentée :

Y2
< Az.e,T,,(I") >
= < recf.ux.e,1,,(T%) >

1< )\:c.e, I
(< recf.x.e,T% >

Tm( ) = n
Toz(b) = b
Toi(C) = C
to(D(u®)) := Dty (u”))
i (uf U3 ); = (Toi(u), Toi(us’))
>)

Environnement de référence d’un ¢-environnement sur-instrumenté :

. Ttoz’(@) = 0 , .
Troil (2, 1u”) DLLY) i= (2, Ty (Tu™))D T, (11)

Environnement de référence d’un v-environnement sur-instrumenté :

0= |
Toi((‘rv uoz) D Fm) = (x7l]\0i(um))@ Toz‘(FOZ)

3.2.5 Instanciation d’une valeur sur-instrumentée

La valeur sur-instrumentée d’un programme contient toute l'information nécessaire

pour savoir quelle serait le comportement du programme lors de son évaluation par la

sémantique avec injection et ce pour n’importe quelle injection.

Pour extraire la valeur aprés une injection (I,v;) depuis une valeur sur-instrumentée

tu®®, on utilise une fonction d’instanciation notée |"¥(tu).

Tout d’abord, il faut regarder si le label [ appartient a I’ensemble des ¢t-dépendances.

ices , -fonction d’im iée au nous indique si rogramme aurai
Si c’est le cas, la ¢t-fonction d’ act associée au label no dique si le progra e aurait

ou non terminé sur une valeur lors de son évaluation par la sémantique avec injection. Si

le label [ n’appartient pas aux t-dépendances, alors le programme a forcément une valeur

si on I’évalue a l'aide de la sémantique avec injection.
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Ensuite, pour chaque sous-terme de la valeur, on regarde si le label | appartient aux
v-dépendances correspondant au sous-terme considéré. Si c’est le cas, alors la v-fonction
d’impact nous indique la valeur du sous-terme pour l'injection considérée. Si le label [
n’appartient pas aux v-dépendances du sous-terme, alors la valeur du sous-terme aprés
injection correspond & sa valeur de référence dans laquelle on a instancié chaque sous-

terme.

On remarquera que puisque les valeurs simples sur-instrumentées (v°") ne contiennent

. L oi . 5 . . .
que des valeurs sur-instrumentées (u), il n’est pas question de terminaison lors du parcours
de ces sous-termes. Ceci est parfaitement justifié puisque la terminaison est une propriété

globale pour une t-valeur sur-instrumentée.

La fonction d’instanciation d’une t-valeur sur-instrumentée se définit formellement

comme suit :

Instanciation des ¢-valeurs sur-instrumentées :
o[ tdo | wot]) == [F(u®)  sioatifr, (td°F) = false

La fonction d’instanciation des ¢-valeurs sur-instrumentées est une fonction partielle. Elle
n’est définie que lorsque atify.,, (td°) = false. Dans le cas ot ati fi.,, (td°") = true, on dit
que la t-valeur sur-instrumentée n’est pas instanciable et on écrit Av. [FU( [td” | u®]) =

V.

Instanciation des valeurs sur-instrumentées :

W [do | 0% ]) = aify, () sile d
\l/lml( [ 4o | 09 ]) = il:”l(vm) qil g 4o

Instanciation des valeurs simples sur-instrumentées :

)= n
):i= b

)= C |
(D) = D)
= (g, 10g)
)= < Azee, JFU(TO) >
)

)
(< recf.r.e, 9 >) := < recf.x.e, [F(T%) >
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Instanciation des environnements sur-instrumentés :

s ,
J/l:vl((x,uoz) ey Foz) = (x’i/l:vl(uoz))@ \l/l:vl(roz)

Application des t-fonctions d’impact :

atiflivl ((la thi); tdOi) = thi(’Ul) \ atifl:vl (tdOi)
ati fro, (U, tf90);td%) == ati fi.,, (td*) sill #1
ati fia, (0) == false

Application des fonctions d’impact :

@i fio (1, £7);d%) = [ (w)
0 fio (U £9):d%) i= i fi, (d7) si # 1

3.2.6 Conversion

Compte tenu du nombre de notions similaires & propos des environnements et des

valeurs, et pour éviter toute confusion, les conversions seront toujours explicites.

Par exemple, la notation I'” désigne un environnement sur-instrumenté qui n’est pas
forcément en relation avec le t-environnement sur-instrumenté tI'*. Lorsqu’il y a une rela-
tion entre deux environnements, celle-ci est exprimée explicitement & I'aide d’une fonction
de conversion. Par exemple ' = %i(tf‘)i) exprime que l’environnement I'* est le résultat

ot

o .(8) & I'environnement tI% . Cette fonction

de 'application de la fonction de conversion 1
convertit un ¢-environnement sur-instrumenté (resp. une ¢-valeur sur-instrumentée) en un

v-environnement sur-instrumenté (resp. une v-valeur sur-instrumentée).
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3.3 Sémantique avec injection dans un t-environnement sur-
instrumenté

La sémantique avec injection que nous avons présentée plus haut (cf. section 2.5) nous a
permis de définir formellement la notion de dépendance vis-a-vis de laquelle nous pourrons

prouver la correction de notre analyse.

Nous avons également défini (cf. section 3.2) une maniére d’annoter la valeur d’un pro-
gramme avec des informations de dépendance de fagon a intégrer en un seul et méme terme
le comportement du programme pour toute injection. Plus loin, nous définirons (cf. section
3.4) une sémantique permettant d’inférer une valeur sur-instrumentée pour tout programme
dont ’évaluation de référence termine. Cette sémantique sur-instrumentée devra manipuler
au sein de l'environnement d’évaluation des valeurs elles-mémes sur-instrumentées (obte-
nues par ’évaluation d’un programme précédent ou spécifiées par 1'utilisateur) et non des

valeurs simples comme dans la sémantique opérationnelle.

Afin de faciliter la preuve de correction de la sémantique sur-instrumentée, nous in-
troduisons maintenant une extension de la sémantique avec injection. Cette extension
donnera un sens & l’évaluation avec injection d’'un programme dans un environnement

sur-instrumenté.

L’expression est évaluée dans un t-environnement sur-instrumenté, ce qui permet de
spécifier pour chaque identificateur présent dans I’environnement, quelle aurait été sa va-
leur si on l'avait obtenue aprés telle ou telle injection. Le résultat de I’évaluation d’une
expression par la sémantique avec injection dans un ¢-environnement sur-instrumenté est
une valeur sans annotation, tout comme pour la sémantique opérationnelle avec injection
ou pour la sémantique opérationnelle usuelle. Lorsque les annotations du ¢-environnement
sur-instrumenté sont vides, alors la sémantique avec injection dans le t-environnement
sur-instrumenté coincide avec la sémantique avec injection dans son environnement de

référence.
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3.3.1 Reégles d’inférence

Formellement, la sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté
prend la forme d’un jugement d’évaluation similaire & celui de la sémantique opérationnelle

avec injection. On note le jugement d’évaluation de la maniére suivante :

7o Fiw, €2 0

La seule différence par rapport a la sémantique opérationnelle avec injection est I’en-
vironnement d’évaluation. Dans la sémantique que nous définissons ici, I’environnement
d’évaluation est un t-environnement sur-instrumenté. Il contient plus d’information que
I’environnement d’évaluation de la sémantique opérationnelle avec injection. En effet dans
I’environnement opérationnel, chaque identificateur est lié & une unique valeur. Celle-ci re-
présente la valeur de I'identificateur quelque soit I'injection considérée. Par contre, dans un
t-environnement sur-instrumenté, la valeur d’un identificateur dans ’environnement peut

changer en fonction de l'injection considérée.

Cette nouvelle sémantique est plus générale que la sémantique opérationnelle avec in-
jection que nous avions définie pour introduire notre notion de dépendance. En utilisant
la fonction injective 1%°/(e) qui décore tout environnement opérationnel avec des annota-
tions de dépendance vides, on obtient un plongement de I’ensemble des jugements de la
sémantique opérationnelle avec injection vers I’ensemble des jugements de la sémantique

avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté.

Ainsi lorsque nous prouverons la correction de la sémantique avec injection dans un t-
environnement sur-instrumenté, nous en déduirons trivialement la correction de la séman-

tique opérationnelle avec injection par une simple spécialisation du théoréme de correction.

De méme lorsque nous prouverons la correction de la sémantique sur-instrumentée par
rapport a la sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté, nous en
déduirons trivialement la correction de la sémantique sur-instrumentée par rapport a la

sémantique opérationnelle avec injection.

Remarque : de la méme maniére que la sémantique opérationnelle avec injection, la

sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté est paramétrée par le
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label [ sur lequel on effectue l'injection et par la valeur injectée v;. Ces paramétres sont

notés en indice du jugement d’évaluation (k. ).

Bien que l’environnement d’évaluation contienne des annotations de dépen-
dance, la sémantique avec injection ne fait qu’utiliser ces annotations. Cette
sémantique n’a pas pour but de calculer des dépendances. Lors de l’évaluation
d’un programme, elle ne produit aucune annotation. En particulier, lorsqu’une
valeur est ajoutée a l’environnement, elle contient toujours des annotations
vides, la valeur ajoutée n’étant utilisée que pour une injection particuliére :

l’injection se trouvant en paramétre du jugement d’évaluation.

Les régles identiques & la sémantique opérationnelle usuelle sont réunies sur la figure
3.3. Les deux régles spécifiques a la sémantique opérationnelle avec injection se trouvent

sur la figure 3.4.

La majorité des régles sont identiques a la sémantique opérationnelle (modulo 'ajout
d’annotations vides via la fonction 1t%(e) lors de la construction d’un environnement). En
plus des deux régles d’évaluation d’une expression annotée, trois autres régles sont spéci-
fiques & la sémantique avec injection dans un ¢-environnement sur-instrumenté. Lorsqu’on
va chercher la valeur d’un identificateur dans I’environnement, on instancie la t-valeur sur-
instrumentée trouvée pour l'injection considérée. Lorsqu’on construit une fermeture (ou
une fermeture récursive), on instancie le t-environnement sur-instrumenté pour I'injection

considérée avant de 'encapsuler dans la fermeture.

3.3.2 Correction

3.3.2.1 Enoncé informel du théoréme

La sémantique avec injection dans un ¢-environnement sur-instrumenté permet de cal-
culer la valeur d’un programme dans un t-environnement sur-instrumenté. Pour chaque
identificateur, cet environnement contient une ¢-valeur sur-instrumentée. Cette valeur nous
permet de connaitre la valeur opérationnelle de l'identificateur pour n’importe quelle in-
jection. En particulier, lorsque I'on évalue un programme pour une injection particuliére

(I,v;), sa valeur opérationnelle est 'instanciation de sa t-valeur sur-instrumentée pour I'in-
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INJ-LETIN , }
tIe '_l:vl e1 — vy ({L‘7Ttm(1}1)) @t l_l:v, €9 > Vo

ot Fio, let € = e in ea — vy

INJ-NUM

tTo Flw, n =1
INJ-APPLY INJ-APPLY-REC
tre P, €1 < Ar.e,I'1 > tr% by, €1 — U1
t[* l_l:v, €9 > Vo t['* l_l:v, €9 > Vo
(2,1 (02))® 1"9(T1) by e = v (f,17%(01)) & (2, 1(v2))® 1"7(T1) by, €= 0
ot Fiv, €1 €2 — v

v =<recfx.e '] >

ot Fi, €1 €2 — v
INJ-IF-TRUE ‘ INJ-IF-FALSE
tI% .y, € — true tI by, €1 = v1 I by, e— false

t].—‘Oi '_ltvz €9 > Uy
ot Fio, if e then e else ex — vy

ot Fiw, ©f € then e; else ex — vg

INJ-MATCH INJ-MATCH-VAR

tF‘”_h:vl e v v,pkp Iy tro by, e v
Ttm(rp) D tre l_l:'ul e1 — vy

A Fi.0, match e with p — ey | © — eg — vy

_ ' v,pkp L
(2, 11%(v)) ® T .y, €2 — o

tret Fi.0, match e with p — e1 | © — e3 — v

INJ-CONSTR-0 INJ-CONSTR-1 INJ-COUPLE
i - ¢t l_l:vl e—v tre l_l:Uz e] — U1

tret |_l:vl €9 > Vo
tr% by, C > C 1% Iy, D(e) = D(v)

tFOi l7l:1}1 (61762) = (1}1,1}2)

FIGURE 3.3 — Sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté : régles
d’inférence identiques a la sémantique usuelle

INJ-IDENT

) INJ-ANNOT-OTHER
v :U:“l(ﬂ“"’ [xD INJ-ANNOT-SAME

tFOi '_l:vl e—=v ! 7& !
tr(n: l_l;'ul T—v tFOl }_l:vl l: e (% tFOZ l_lzvl l/
INJ-ABSTR

e
INJ-ABSTR-REC

0% by, A€ < Axe, JFU(T9) > 19 by, recf.x.e < recf.x.e, [F(t1%) >

FIGURE 3.4 — Sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté : régles
d’inférence spécifiques
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jection (I, v;). L’évaluation d’un programme dans un ¢-environnement sur-instrumenté pour
une injection (I, v;) doit donc retourner la méme valeur que son évaluation opérationnelle
pour linjection (/,v;) dans I'environnement opérationnel obtenu par instanciation du t-

environnement sur-instrumenté pour 'injection (I, v;).

Dit d’une maniére plus concise, on peut exprimer informellement le théoréme de correc-
tion de notre sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté ainsi : la
sémantique avec injection doit étre la méme si on instancie ou non l’environnement avant

I’évaluation.
3.3.2.2 Illustration par I’exemple

Pour mieux appréhender la signification de ce théoréme de correction, voici un exemple
trés simple d’évaluation de programme par la sémantique avec injection dans un t-environnement

sur-instrumenté et dans son instanciation.

Notons tI'* I’environnement suivant :
(o= (y, (ta | [dg | T])@ (= [ta? | [d2 | 4]])
avec :
td;i = (I, tfé) ol tfé(v) vaut false si v est un entier positif, true sinon
dzi = (I, fé) ol fé(v) vaut le double de v si v est un entier positif, 0 sinon
td? = ()
do = (I', f¥) ou f¥(v) vaut 3 si v est le constructeur de donnée C, 5 sinon
11
Notons e le programme suivant :

let f x = (x, xtz) in
f (y +177:2)

avec [ £ 1" et I' £ 1"

Exemple 1 : impact sur la valeur d’un identificateur

Considérons l'injection de la valeur 8 sur le label [. La sémantique avec injection dans

le t-environnement sur-instrumenté nous donne le jugement suivant :
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T .8 e > (18, 22)
En instanciant le t-environnement sur-instrumenté, nous obtenons :
ST = (y,16) @ (2,4)
La sémantique opérationnelle avec injection dans cet environnement nous donne alors le

méme résultat que la sémantique avec injection dans le t-environnement sur-instrumenté :

(y,16) @ (2,4) b1 e — (18,22)

Exemple 2 : impact sur la valeur d’un identificateur

Considérons l'injection de la valeur C' sur le label I’. La sémantique avec injection dans
le t-environnement sur-instrumenté nous donne le jugement suivant :

tT o e = (9,12)
En instanciant le t-environnement sur-instrumenté, nous obtenons :
V) = (y,7) @ (2,3)
La sémantique opérationnelle avec injection dans cet environnement nous donne alors le

méme résultat que la sémantique avec injection dans le t-environnement sur-instrumenté :

(y, 7) ) (Z, 3) l_l’:C e — (9, 12)

Exemple 3 : impact sur la terminaison d’un identificateur

Considérons 'injection de la valeur —4 sur le label [. La ¢-valeur sur-instrumentée de
I'identificateur y n’est pas instanciable. La sémantique avec injection dans le t-environnement
sur-instrumenté ne fournit donc aucun jugement, puisque la sous-expression y ne trouve

aucune régle d’inférence permettant de déduire un jugement d’évaluation.

Le t-environnement sur-instrumenté n’est donc pas instanciable lui non plus. Nous
sommes dans une situation o ’évaluation de la partie précédente du programme (celle qui

a permi de construire I’environnement) ne termine pas pour l'injection considérée (I, —4).

Il n’est alors pas possible de donner une valeur au programme par la sémantique

opérationnelle avec l'injection (I, —4) puisque I'environnement d’évaluation correspondant
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n’existe pas.

Exemple 4 : impact sur un point d’injection sur programme

Considérons I'injection de la valeur 17 sur le label [”. La sémantique avec injection dans
le t-environnement sur-instrumenté nous donne le jugement suivant :

T g7 e > (24, 28)
En instanciant le t-environnement sur-instrumenté, nous obtenons :
WD) = (y,7) @ (2,4)
La sémantique opérationnelle avec injection dans cet environnement nous donne alors le

méme résultat que la sémantique avec injection dans le t-environnement sur-instrumenté :

(y) 7) S (Z¢ 4) I_l”:17 € — (24> 28)
3.3.2.3 Enoncé formel du théoréme

Théoréme 3.3.1 (Correction de la sémantique avec injection dans un t-environnement

sur-instrumenté).

V(T T, e,v,1,v;), t0% bpyy e 5 v = T = [FU(T%) = T by e 0
3.3.2.4 Preuve de correction

La preuve se fait trivialement par induction sur le jugement de la sémantique avec

injection dans le t-environnement sur-instrumenté.

Voici quelques explications sommaires sur quelques cas de la preuve :

INJ-ABSTR Dans le cas de I’évaluation d’une abstraction (récursive ou non), I’environne-
ment encapsulé dans la fermeture est 'instanciation du ¢-environnement sur-instrumenté.

La sémantique opérationnelle avec injection coincide donc avec notre nouvelle sémantique.

INJ-IDENT Dans le cas de I’évaluation d’un identificateur, il suffit de remarquer que ’'ins-
tanciation de la ¢t-valeur sur-instrumentée d’un identificateur est la méme que la valeur opé-

rationnelle de cet identificateur dans l'instanciation du ¢-environnement sur-instrumenté.
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INJ-MATCH Le cas du filtrage par motif est lui-aussi trés simple.

Supposons que nous avons un jugement de la forme suivante :

INJ-MATCH )
tFm.I—ZM e—v v,pkp Ty
MOUT,) @ 10 by, €1 = 11

T Fi.p, match e with p — e | € — ez — vy

Les hypothéses d’induction nous permettent de déduire ces jugements :
JEv(tred) Fip, €= v
et \lel(TtOi(Fp) D tFOi) Fl:vl €1 = U1

Enfin, puisque 1°(e) n’ajoute que des dépendances vides, nous avons :
J,l:vl(TtOi(Pp) o troi) — pr@ il:”l(tl“‘”')

Nous pouvons alors appliquer la régle de la sémantique opérationnelle avec injection
permettant de conclure :
OPINJ-MATCH
Ll:”l(ﬂ“‘”) Fi, € = v v,pkp Iy
Fp@ U:”l(tl“‘”) l_livz e1 — v
U:”’(tFOi) Fi.o, match e with p — e | x — ez — vy
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3.4 Sémantique sur-instrumentée

Ce chapitre a pour but de présenter une seconde sémantique intermédiaire utilisée pour
la preuve de notre analyse dynamique : la sémantique sur-instrumentée. Cette sémantique
n’est pas nécessaire pour définir 'analyse dynamique mais a pour but de simplifier et de

faciliter la preuve de correction de cette derniére.

Nous avons commencé par définir la sémantique opérationnelle avec injection qui donne
un sens a la notion d’injection lors de I’évaluation d’un programme. Cette sémantique évalue
un programme dans un environnement opérationnel pour une injection donnée. L’environ-
nement d’évaluation doit alors contenir la valeur opérationnelle de chaque identificateur
pour l'injection considérée. Si nous souhaitons considérer plusieurs injections, il nous faut
évaluer le programme dans autant d’environnements, puisqu’a chaque injection correspond

un certain environnement.

Nous avons ensuite présenté la définition de la sémantique avec injection dans un ¢-
environnement sur-instrumenté. Cette sémantique évalue un programme dans un t-envi-
ronnement sur-instrumenté pour une injection donnée. Ce t-environnement sur-instrumenté
regroupe tous les environnements correspondant aux différentes injections. Si on sou-
haite considérer plusieurs injections, il faut toujours effectuer plusieurs évaluations du
programme, mais toutes ces évaluations se font alors dans le méme environnement. En
effet, cette sémantique, bien qu’elle manipule des ¢-valeurs sur-instrumentées dans ’envi-
ronnement d’évaluation, produit uniquement des valeurs simples au sens de la sémantique
opérationnelle, tout comme la sémantique opérationnelle avec injection. La définition de
cette sémantique est un premier pas permettant de faire le lien entre la notion d’injection

et I'analyse dynamique.

Dans cette section, nous allons définir la sémantique sur-instrumentée qui constitue un
pas supplémentaire entre la notion d’injection et ’analyse dynamique. La sémantique sur-
instrumentée évalue un programme dans un t-environnement sur-instrumenté pour fournir
une t-valeur sur-instrumentée. Cette fois-ci, nous avons la possibilité d’analyser un pro-
gramme pour toutes les injections simultanément. En une seule évaluation, nous obtenons

une t-valeur sur-instrumentée contenant toutes les informations nécessaires pour déduire
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le comportement du programme pour toute injection. On se rapproche ainsi de notre ana-
lyse dynamique. Cependant, la sémantique sur-instrumentée n’est pas calculable. C’est
la contrepartie nécessaire pour avoir une sémantique donnant le comportement exact du
programme pour toute injection. Lorsque nous définirons ’analyse dynamique, nous ob-
tiendrons une sémantique calculable fournissant une approximation du comportement du

programme pour toute injection.

3.4.1 Reégles d’inférence

La sémantique sur-instrumentée est représentée formellement par un jugement d’éva-
luation de la forme suivante :

10 10 oy

ou e est I'expression évaluée, tI'”" le t-environnement sur-instrumenté dans lequel on ef-

fectue Iévaluation et tu® la t-valeur sur-instrumentée résultat de I’évaluation.

Les régles d’inférence (figure 3.5) sont en grande partie similaires aux régles habi-
tuelles de la sémantique opérationnelle. Cependant, trois d’entre elles sont notablement
différentes : application de fonction (récursive ou non), la structure conditionnelle et le

filtrage par motif.

Nous allons détailler ci-dessous chacune des régles pour en donner les explications in-

dispensables a leur compréhension.

OI-NUM Le résultat de I’évaluation d’une constante entiére est une t-valeur sur-instru-
mentée comprenant un ensemble de t-dépendances vide, un ensemble de v-dépendances
vide et une valeur simple sur-instrumentée étant la constante elle-méme. L’ensemble des
t-dépendances est vide car aucune injection ne peut avoir d’impact sur la terminaison de
I’évaluation de cette expression. L’ensemble des v-dépendances est vide car aucune injection

ne peut avoir d’impact sur la valeur de cette expression.

OI-IDENT L’évaluation d’un identificateur se fait de maniére habituelle, en allant cher-
cher la valeur correspondante dans ’environnement. Les dépendances de la t-valeur sur-

instrumentée retournée sont celles qui ont été enregistrées dans ’environnement pour cet
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OI-NUM OI-ABSTR

tro s [0 [0 | n]] T Azers [0 ]
OI-IDENT
tuoi — tFoi [1,} OI-ABSTR-REC

ot o s tu®

[0 | <Az.e, 195(tT°) > ] ]

tro o recfae— [0 | [0 | <recfa.e, 195(tT°%) > | ]
OI-APPLY

o % e = [tdy" | [df’ | < Aze, T > ]
tTo% FO ey — tug’ g’ = [tdgt | ugt]
(2, tu")@ 1EITY) F% e s [td” | [d | v°']] deps_spec_apply(tus’, di’) = (td'**,d'*")
tTo 9% g1 eg > [ td$P UtdSt Utd® Utd’®® | [d'°PUd® | v°']]

OI-REC-APPLY o ) ) _ _ _
e F%er = tuy®  tuf' = [td]" | [d]" | <recfw.e,I'{" >]]
tro' 2% eg > tud’ tug' = [tdg" | u3']
(f,tudh) @ (z,tus)® 12T Fol e s [td°f | [d°F | v ] deps_spec_apply(tust,ds?t) = (td'*%,d'*%)
[ d/oi U doi | 7Joi ] }

tTo% 1o g eg > [ td$P U tdS' Utd® Utd®? |
OI-LETIN ] ) ] ]
o - ey o tu' tuf = [tdf | ug' ]

(z,tuS?) @ T %% eg — [tdg' | ug’ |

tro ol et & = e1 in eg > [td$ UtdS | ug’ ]
OI-IF-TRUE o _ _
o ' tr =" ey [td” | [d* | true]] ' _ _
tro H%% e — [ td9* | [d9 | o9 ]] deps_spec_if(tT'°" e1,eq,d’") = (td'°",d'°")
0ot 1o if e then e else ea — | td'°* U td°* U td‘fi | [ d'°'u d‘fi | vi’i 11

OI-IF-FALSE o _ _
o e [td” | [d?' | false]] ' S
tro F% eg — [tdS* | [dS' | v§*]] deps_spec_if(tT°" e1,eq,d’") = (td'°,d'°")
tTo% o i f e then ey else eg — [ td’® Utd®® UtdS® | [d'°PUdS | v§']]

OI-MATCH o ] ) ) ‘ _
I F°% e > tu® tu® = [td” | [d* | v ]]
. o . ot p Iy _ . o
try! @ F% e — [td* | [d9* | 7" ]] deps_spec_match(tI'”, p,x, e1,e2,d") = (td’°*, d’°")
tT°% Fo" match e with p — e1 | @ — eg — [td°PUtd® UtdS® | [d°PUd® | v$']]
OI-MATCH-VAR

tFoi l_oi e — tuoi tuoi — [ tdoi ‘ [ doi | ,Uoi ] ]

. o . o tphpil . . o

(z, tu) T F" ea — [tdS" | [dS* | v§']] deps_spec_match(tl°",p,z,e1, e2,d’") = (td'°",d'*")
tT° Fo match e with p — e | @ — eg — [td®*Utd® Utds' | [d°°Ud3 | v5']]

OI-CONSTR-1 ) )
OI-CONSTR-0 ) R LA [ td°t I w0t ]
trot -2t D(e) — [td°' | [0 | D) ]]

o -t Cs [0 [0 ] CT]

OI-COUPLE . . o . .
0% e s [d9 | u'] TN ep > [tdg' | ug' ]
tTo% 0% (e1,e0) > [tdS US| [0 | (S, ugt)]]
OI-ANNOT o ) ) )

tFOZ '701 e — [tdOZ | [ dO’L | ,UOZ ] }
ot Fo ] e [td° |

[ (1, fun = = x);d*" | v*']]

FIGURE 3.5 — Sémantique sur-instrumentée
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OIM-CONSTR-0 OIM-CONSTR-1

(@ [ (@ [ CILCF [ | (& | D) ], D@) (@ (0] «™ )}

OIM-COUPLE

([t | [d | 1), [tds' | [dg' | wS' 1)), (w1, 22) Fp' {1, [0 | u§ 1) (22, [0 | ug' ]}
OIM-CONSTR-0-NOT OIM-CONSTR-1-NOT
p#C p#D'(_)

(@ | [ | Cllpkg L (W | [d [ D) ]| phy L

OIM-COUPLE-NOT

| I ol T |
([tay" | [dy" | wi"]], [td3" | [d3" | wg']]),pkp' L

FIGURE 3.6 — Sémantique sur-instrumentée : régles de filtrage

oi( [tdoi | uoi ]) — uoz‘

toi

BUD =0 (e ) @ 0% = (@, 10(tu)) @ 193(T%)
FIGURE 3.7 — Valeurs sur-instrumentées : suppression des t-dépendances

identificateur.

OI-ABSTR Dans la t-valeur sur-instrumentée d’une abstraction, I’ensemble des t-dépen-
dances est vide puisque ’évaluation d’une abstraction termine toujours (on ne considére que
des injections pour lesquelles I'environnement est instanciable). Pour la méme raison, les
ensembles de t-dépendances présentes dans ’environnement sont ignorées. On les supprime
a laide de la fonction 1¢%.(e) définie en figure 3.7. L’ensemble des v-dépendances est vide
lui-aussi car ’évaluation d’'une abstraction retourne toujours une fermeture contenant le
méme corps de fonction, seul I'environnement encapsulé peut différer d’une injection a
I’autre. L’impact d’une injection sur ’environnement encapsulé dans la fermeture est déja

encodé a 'aide des v-dépendances des v-valeurs sur-instrumentées de I’environnement.

Attention, le fait qu’aucune dépendance n’est introduite par la régle d’évaluation de
I’abstraction ne signifie pas qu’une fermeture ne contient jamais de dépendances. D’une
part, des dépendances peuvent étre ajoutées a la fermeture lorsqu’elle est le résultat de

I'évaluation d’une expression conditionnelle par exemple (cf. régle OI-IF-TRUE). D’autre
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i) = [0 ] u]

a({h=1{ 2((x,u) ®T) = (2, 152(u)) & THH(T)
FIGURE 3.8 — Valeurs sur-instrumentées : ajout de t-dépendances

part, il y a des v-dépendances présentes dans ’environnement encapsulé dans la ferme-
ture. Celles-ci seront prises en compte lors de I’application de la fonction. Il est également
intéressant de noter que le corps de la fonction peut contenir des points d’injection qui

généreront probablement des dépendances lors de 'application de la fonction.

OI-ABSTR-REC L’évaluation d’une abstraction récursive suit exactement le méme modéle

que I’évaluation d’une abstraction non-récursive.

O1-APPLY La régle de I'application suit le schéma habituel de I’évaluation d’une ap-
plication dans la sémantique opérationnelle. Elle évalue e; et impose que sa valeur soit
une fermeture, puis elle évalue ey avant d’évaluer le corps de la fermeture dans son envi-
ronnement en ajoutant a I’environnement une liaison pour la valeur de I’argument. Pour
évaluer le corps de la fermeture, on doit transformer le v-environnement encapsulé en un
t-environnement. On utilise alors la fonction 1¢%(e) (définie en figure 3.8) qui ajoute des t-
dépendances vides. Cette approche est valide puisque les t-dépendances des identificateurs
utilisés ont déja été pris en compte.

A ce schéma habituel vient s’ajouter le calcul des dépendances qui nécessite une spé-
cification complexe. Compte tenu de la complexité de cette spécification, des explications

détaillées sont données dans la section 3.4.1.1.

OI-REC-APPLY La régle de 'application d’une fonction récursive est similaire a la régle
de 'application d’une fonction non-récursive. Elle suit le schéma d’évaluation habituel en
y greffant une spécification complexe des dépendances. Une explication détaillée de cette

régle d’inférence est donnée en section 3.4.1.1.
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OI-LETIN L’évaluation d’une liaison (let in) se fait de la méme maniére que pour la
sémantique opérationnelle. On commence par évaluer la sous-expression e; pour obtenir sa
valeur, puis on évalue la sous-expression e en ajoutant & I’environnement une liaison pour
la valeur de ej. La t-valeur sur-instrumentée de l'expression évaluée est alors constituée
d’un ensemble de t-dépendances et de la v-valeur sur-instrumentée de es. L’ensemble des
t-dépendances est la concaténation des t-dépendances des deux sous-expressions car si une

des deux n’a pas de valeur, alors I’expression globale n’a pas de valeur non plus.

OI-IF-TRUE et OI-IF-FALSE Pour I’évaluation d’une expression conditionnelle, on évalue
tout d’abord la condition puis 'une des deux branches en fonction de la valeur (de référence)
de la condition. On retrouve alors dans le résultat les t-dépendances de chacune des deux
sous-expressions évaluées. On ajoute au résultat un ensemble de t-dépendance td’®* et un
ensemble de v-dépendance d’* qui permettent de spécifier le comportement du programme
pour les injections ayant un t-impact ou un v-impact sur l’évaluation de la condition.
En effet, si un label a un impact sur I’évaluation de la condition, alors I’évaluation de
Iexpression conditionnelle ne passe pas forcément par la méme branche. Pour de plus

amples détails sur cette régle d’inférence, se référer a la section 3.4.1.1.

OI-MATCH et OI-MATCH-VAR Dans la régle d’évaluation d’un filtrage par motif, on
retrouve le méme principe que dans la régle d’évaluation d’une expression conditionnelle.
Une prémisse supplémentaire permet de déterminer la branche évaluée a 'aide d’un pré-
dicat de filtrage prenant en paramétre la valeur (de référence) de Iexpression filtrée et le
motif de filtrage. On retrouve également les ensembles de dépendance td’* et d’® permet-
tant de spécifier le comportement du programme pour les injections ayant un impact sur
I’évaluation de I'expression filtrée. De plus amples explications sur cette régle d’inférence

sont données dans la section 3.4.1.1.

OI-CONSTR-0 L’évaluation d'un constructeur sans paramétre suit la méme logique que
I’évalution d’une constante numérique. Aucune t-dépendance, ni aucune v-dépendance n’est

introduite.

83



3.4. SEMANTIQUE SUR-INSTRUMENTEE

0I-CONSTR-1 Pour I’évaluation d’un constructeur paramétré, on évalue la sous-expression
en paramétre puis on applique le constructeur de donnée & sa wv-valeur sur-instrumentée.
L’ensemble des t-dépendances est exactement le méme que pour la sous-expression, puisque
I’évaluation d’une telle expression termine sur une valeur si et seulement si I’évaluation de
la sous-expression termine sur une valeur. En ce qui concerne I’ensemble des v-dépendances,
il est vide puisqu’aucune injection ne peut modifier le constructeur de téte de la valeur de
I’'expression. L’impact des injections sur les sous-termes de la valeur est déja encodé dans

la v-valeur sur-instrumentée de la sous-expression.

0I-COUPLE Pour I’évaluation d’un couple, on évalue les sous-expressions pour obtenir les
deux sous-termes de la valeur sur-instrumentée finale que I'on réunit a ’aide du construc-
teur de couple. On concaténe les t-dépendances des deux sous-expressions pour obtenir les
t-dépendances de la t-valeur sur-instrumentée finale, puisque ’évaluation du couple termine
sur une valeur si et seulement si ’évaluation des deux sous-expressions termine. L’ensemble
des v-dépendances est vide pour la méme raison que pour I’évaluation d’un constructeur
paramétré : les v-dépendances correspondant & un impact sur un sous-terme de la valeur

sont déja présents dans les sous-termes de la valeur simple sur-instrumentée.

0I1-ANNOT Une expression annotée a les mémes dépendances que sa sous-expression aux-
quelles on ajoute le label de 'annotation que I'on associe a la fonction identité. Cette fonc-
tion indique que si on injecte une valeur sur un label lors de I’évaluation d’une expression
annotée par ce méme label, alors la valeur de I’expression annotée est directement la valeur
injectée.

C’est la seule régle qui permet d’introduire de nouvelles dépendances. Au moment de
son introduction, une dépendance est toujours associée a la fonction identité. On peut
remarquer également que I'on introduit uniquement des v-dépendances et qu’aucune régle
ne permet d’introduire des t-dépendances sans que celles-ci ne soient déja présentes dans les
t-dépendances ou dans les v-dépendances d’une des prémisses. Ce sont les régles manipulant
des dépendances indirectes (cf. section 3.4.1.1) qui permettent d’associer aux labels des

fonctions autres que l'identité et ce sont elles également qui introduisent des t-dépendances
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a partir de v-dépendances des prémisses.

Reégles de filtrage Les régles de filtrage sont divisées en deux groupes de trois régles.
Le premier regroupe les régles positives (une régle pour chaque forme de motif). Elles
définissent un jugement de la forme tu®, p I—gi I, Ce jugement indique que la t-valeur sur-
instrumentée tu® correspond bien au motif de filtrage p et retourne un v-environnement
sur-instrumentée I'” contenant les liaisons des identificateurs du motif avec les sous-termes
de tu°® correspondants. Le second groupe réunit les régles négatives (une régle pour chaque
forme de motif). Ces régles définissent un jugement de la forme tu®, p I—gi L. Ce jugement

signifie que la t-valeur sur-instrumentée tu® ne correspond pas au motif de filtrage p.

3.4.1.1 Explication des régles avec dépendances indirectes

Dans la majorité des régles d’inférence, le calcul des t-dépendances (resp. des v-dépen-
dances) se fait par simple concaténation des ¢-dépendances (resp. des v-dépendances) pré-
sentes dans les prémisses. Les régles de ’évaluation de ’application, de ’expression condi-
tionnelle et du filtrage par motif nécessitent, quant a elles, une spécification plus complexe
des dépendances. Il n’est pas possible dans ces cas-14 d’obtenir les dépendances du résultat
par simple concaténation des dépendances des prémisses, ni par aucun autre procédé cal-
culatoire. On utilise dans alors des fonctions de spécification des dépendances indirectes.
Nous allons tout d’abord présenter en détail les régles d’inférence concernées, en expliquant
de quelle maniére les fonctions de spécification des dépendances indirectes sont utilisées.
Ensuite nous reviendrons sur ces fonctions de spécification (cf. section 3.4.1.2) en leur

donnant une définition formelle.

OI-APPLY

Rappellons tout d’abord la régle d’inférence que nous allons expliquer :
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OI-APPLY . . . . .
tr E% ey = [tdy" | [df" | <Az, I7 >]]
tr'* F% eg — tus’
g = [tdg | uf]
(o, ) 1) H e [ | [ | o))
deps__spec_apply(tug',dJ") = (td'”,d'")
T F% e1 ey [ td Utdy' Utd” Utd™ | [d”Ud” | v ]]

La premiére prémisse correspond & l’évaluation de la sous-expression e;. Celle-ci doit
obligatoirement avoir pour résultat une fermeture (notée < A\z.e, F‘l’i >) pour que la régle
de 'application non récursive s’applique. A cette fermeture sont associés un ensemble de

t-dépendances (noté td$?) et un ensemble de v-dépendances (noté d$?).

La deuxiéme prémisse est I’évaluation de la sous-expression ey qui retourne une t-valeur
sur-instrumentée (notée tu3') composée d'un ensemble de t-dépendances td$' et d’une v-
ot
2

valeur sur-instrumentée u

La troisiéme prémisse évalue le corps de la fermeture dans I'’environnement de la fer-
meture, en y ajoutant la liaison de la valeur du parameétre. Les composantes de la t-valeur
sur-instrumentée résultant de cette évaluation sont notées td®, d° et v°*. On notera que
pour évaluer le corps de la fermeture, on ajoute des t-dépendances vides & ’environnement
(fonction TZ‘ZZ()) Cette pratique est justifiée par le fait que les t-dépendances sont toujours
regroupées en téte de la t-valeur sur-instrumentée. Les t-dépendances de ’évaluation de
e1 sont donc toutes présentes dans I’ensemble td$® qui fait partie des t-dépendances du

résultat final.

Jusque 14, nous avons suivi la maniére habituelle d’évaluer une application de fonction
dans un langage fonctionnel. En ce qui concerne la derniére prémisse, elle est propre a la
sémantique sur-instrumentée car elle ne participe pas a 1’élaboration de la valeur simple
sur-instrumentée du résultat mais uniquement & ses dépendances. Plus précisément, elle
spécifie les dépendances indirectes td’®* et d’°* qui vont apparaitre dans les dépendances du
résultat final. Pour plus de détails concernant la spécification des dépendances indirectes,

se reporter a la section 3.4.1.2.

Intéressons-nous maintenant au résultat final : la ¢-valeur sur-instrumentée de 'appli-
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cation de e & ey. Celle-ci est composée d’un ensemble de t-dépendances, d'un ensemble de

v-dépendances et d’une valeur simple sur-instrumentée.

L’ensemble de ses t-dépendances est la concaténation des quatres ensembles de t-
dépendances suivants, obtenus dans les prémisses :
— td' et tdg' car si 'évaluation de e; ou celle de ez ne termine pas, alors I'évaluation
de I'application ne termine pas non plus,
— td car si évaluation du corps de la fonction ne termine pas, alors I’évaluation de
I’application ne termine pas non plus,
— et td’® qui spécifie les cas de non-terminaison de I’application pour les labels dont

dépend la valeur de I'expression e .

Notons que le fait d’ajouter I’ensemble ¢d° en entier constitue une sur-approximation
car il est inutile de considérer la non-terminaison de I’évaluation du corps de la fermeture
de la valeur de référence de e; lorsque le label de 'injection considérée a un impact sur la
valeur de e1. En effet, dans un tel cas, la fonction appliquée n’est pas celle de la valeur de ré-
férence mais celle spécifiée par d¢’. Il est donc possible que la sémantique sur-instrumentée
indique qu’une certaine injection provoque une non-terminaison de l’évaluation de ’ap-
plication en ce basant sur le fait que cette injection provoque une non-terminaison de
I’évaluation du corps de la fonction de référence alors que le label en question apparait
dans d‘l’i et que I’évaluation de la fonction correspondante termine. Pour que la sémantique
sur-instrumentée soit exacte, il ne faudrait ajouter que les labels de td° n’apparaissant
pas dans d$’. C’est une amélioration qu’il serait souhaitable d’envisager puisque la séman-
tique sur-instrumentée a pour objectif de spécifier de facon exacte le comportement du
programme pour toute injection sans faire d’approximation. La méme remarque pourrait
étre faite concernant les v-dépendances. On pourrait n’ajouter que les labels de d° n’appa-
raissant pas dans d{’. Cependant, la sémantique sur-instrumentée ne serait en rien affectée
puisque dans les v-dépendances sur-instrumentées, seule la premiére occurence d’un label
est prise en compte (cf. définition de la fonction d’instanciation aifi.,, (e)). Ces améliora-
tions n’auraient cependant aucune influence concernant la précision de 'analyse dynamique

ou de l'analyse statique car les ensembles de labels resteraient identiques.
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En ce qui concerne ’ensemble des v-dépendances du résultat final, il est constitué de
la concaténation des deux ensembles de v-dépendances suivants :
— d'°" qui spécifie la valeur de 'application pour une injection sur un label dont dépend
la valeur de ’expression e,
— et d° car si un label n’est pas dans d’*® (i.e. n’est pas dans d?z) alors la valeur de
I’application pour une injection sur ce label est celle de I’évaluation du corps de la

fermeture < Az.e, T'{ >.

La valeur simple sur-instrumentée du résultat final est la valeur simple sur-instrumentée
v® issue de I'évaluation du corps de la fermeture. En effet, c’est elle qui détermine la valeur
de 'application dans le cas d’une injection sur un label n’ayant pas d’impact sur la valeur

de e; et n’apparaissant pas dans d°.

OI-REC-APPLY
OI—RI’;]C—AII:’PLY . . . . .
tre =% eq — tu’ tul® = [tdY* | [dY* | <recfx.e,I'{" >]]
‘ Tt -0 eg = tygi ‘ tugi = | tdgf | ug ] ‘
(.08 & (o, 1) G(TE) o e o [0 | [d” | %' ]]
deps_spec__apply(tu', dJ") = (td'”,d'”")
T E% e eg s [t Utdy' Utd” Utd™ | [d”Ud” | v ]]

La régle de 'application récursive suit le méme schéma que la régle de I'application.
Les deux premiéres prémisses correspondent & I’évaluation de ej. Elles donnent des noms
aux différentes composantes de sa t-valeur sur-instrumentée et imposent que sa valeur de

référence soit une fermeture récursive.

Les deux prémisses suivantes décrivent I’évaluation de es et donnent des noms aux

différentes composantes de sa t-valeur sur-instrumentée.

La prémisse suivante est un jugement d’évaluation pour le corps de la fermeture de
référence. Lors de cette évaluation, on ajoute dans I’environnement une liaison pour la

fonction récursive et une seconde liaison pour 'argument de la fonction.

On retrouve dans la derniére prémisse la fonction de spécification des dépendances
indirectes deps spec__apply utilisée de la méme maniére que dans la régle de 'application.

Elle permet de spécifier les t-dépendances ainsi que les v-dépendances de 'application dans
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le cas ot la fonction appliquée n’est pas la valeur de référence de e, c’est-a-dire dans le
cas ol le label concerné a un impact sur la valeur de e;. On peut remarquer que le c’est la
méme fonction de spécification qui est utilisée dans la régle de I'application et dans celle
de T'application récursive. Ceci s’explique par le fait que la valeur de I’application dans le
cas d’une injection sur un label ayant un impact sur la valeur de e; ne dépend pas de la
valeur de référence de eq. De plus, une injection peut conduire & une fermeture récursive

pour e; alors que sa valeur de référence était une fermeture non-récursive ou inversement.

Enfin, la t-valeur sur-instrumentée de ’application de e a eq se construit de la méme
maniére que dans le cas de ’application non-récursive. Les t-dépendances sont la concaté-
nation des t-dépendances de e, des t-dépendances de es, de celles de ’évaluation du corps
de la fermeture de référence et des t-dépendances indirectes. De méme pour la v-valeur
sur-instrumentée, il s’agit de la v-valeur sur-instrumentée issue de I’évaluation du corps de
la fermeture de référence a laquelle on a ajouté les v-dépendances indirectes spécifiées par

la derniére prémisse.

OI-IF-TRUE
OI-IF-TRUE . . . .
o M E" e [td™ | [d” | true] ] ‘ o
T =" ey [tdy | [dT | o' ]] deps _spec_if(tT'% ey, es,d”) = (td'”,d"")
tT 91 i f e then e; else ey — [ td'” U td®* U tdfi | [ d"°'U d‘l’i | Ufi ]]

Expliquons maintenant la régle d’inférence de 1’évaluation sur-instrumentée d’une ex-
pression conditionnelle. Nous expliquons tout d’abord la régle OI-IF-TRUE qui correspond
au cas ou la valeur de référence de la condition est true. Nous verrons ensuite la régle
OI-IF-FALSE qui donne la t-valeur sur-instrumentée de 1’expression conditionnelle dans le
cas ou la valeur de référence est false. On peut remarquer qu’on ne donne pas de t-valeur
sur-instrumentée aux expresssions conditionnelles dont la valeur de référence de la condi-
tion n’est ni true ni false. En effet, notre analyse dynamique ne permet d’analyser que

des programmes qui terminent sur une valeur lorsqu’on les évalue sans injection.

La premiére prémisse est un jugement d’évaluation pour la condition e. Elle impose que
sa valeur de référence soit true pour que cette régle puisse s’appliquer. Les t-dépendances

de la condition sont notées td®" et ses v-dépendances sont notées d*
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Puisque la valeur de référence de la condition est true, on doit évaluer la premiére
branche e; par la sémantique sur-instrumentée pour obtenir sa valeur de référence et ses
dépendances. En effet, la valeur de référence de e; est également la valeur de référence
du résultat. Les v-dépendances de e; permettent de spécifier la valeur de l’expression
conditionnelle pour toute injection sur un label qui n’a pas d’impact sur la valeur de

la condition, puisque dans tous ces cas, on passe dans la premiére branche.

Dans le cas d’une injection sur un label ayant un impact sur la valeur de la condition (ie.
un label présent dans d°?), c’est la derniére prémisse qui fournit les dépendances correspon-
dantes a 'aide de la fonction de spécification des dépendances indirectes deps spec if.
L’idée est que l'injection a pu modifier la valeur de la condition et donc qu’on ne passe

plus forcément par la premiére branche.

Le résultat de I’évaluation de I’expression conditionnelle est une t-valeur sur-instrumentée.
Celle-ci est constituée de t-dépendances obtenues par 'union des t-dépendances indirectes
et des t-dépendances directes (les t-dépendances des deux sous-expressions évaluées e et e;
et d’une v-valeur sur-instrumentée construite en ajoutant les v-dépendances indirectes a la

v-valeur sur-instrumentée de e;.

L’ordre des t-dépendances n’a pas d’importance puisque si I'une des sous-expressions
évaluées n’a pas de valeur, alors ’expression compléte n’a pas non plus de valeur. Par
exemple, un label peut apparaitre a la fois dans td” et dans td$’, associé respective-
ment & des t-fonctions d’impact tf et tf2. Pour une certaine injection v, on peut
avoir ¢f%(v;) = true et tf{"(v;) = false et pour une autre injection v], on peut avoir
tfo(v) = false et tf{(v;) = true. Dans les deux cas, ati fi.,, (td°’Utd$) = true. Par contre,
I'ordre des v-dépendances est important car la fonction aifi.,, () ne prend en compte que
la premiére occurence du label. Ainsi, dans notre cas, les v-dépendances indirectes d’°* sont
placées avant les v-dépendances directes d$* puisque ces derniéres n’ont de signification
que lorsqu’on est stir que ’on passe par la premiére branche, c’est-a-dire dans le cas d’une

injection sur un label n’apparaissant pas dans d°° (donc dans d'*?).
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OI-IF-FALSE
OI-IF-FALSE . . . .
179 Fo e vy [¢d% | [d” | false]]
tDo Fo ey s [tdST | [dS' | v§] ] deps _spec_if(t0% ey, eq,d”) = (td',d)
tTo 2 if e then ey else ey [td® Utd® Utds' | [d°Uds | vS]]

Cette régle est pratiquement identique & la précédente. La seule différence est que la
valeur de référence de la condition e est false. C’est donc la sous-expression correspondant
a la seconde branche qui est évaluée pour obtenir la valeur de référence de l’expression
conditionnelle ainsi que les dépendances directes. Les dépendances indirectes sont quant
a elles obtenues de la méme maniére que dans la régle précédente. On utilise pour cela la
fonction de spécification deps spec_if qui est appelée avec les mémes arguments puisque

les dépendances indirectes ne dépendent pas de la valeur de référence.

OI-MATCH
OI-MATCH
troi I—Oi e tuoi tuoi — [ tdoi ‘ [ doi ’ ,Uoi ] ]
O wegprmy
try & tl” E% e — [td)" | ] dy’ | v} ]] ‘
deps _spec_match(tT'”,p,x,eq,e0,d”) = (td", d"")
D% % match e with p — ey |z — ea > [td® Utd® Utds" | [dU0dg | o9 ]]

L’évaluation des expressions de filtrage se définit également & 1’aide de deux régles d’in-
férence. Nous allons expliquer la régle correspondant & une évaluation de référence passant
dans la premiére branche. Nous verrons ensuite la régle correspondant & une évaluation de

référence passant dans la seconde branche.

La premiére prémisse est un jugement d’évaluation sur-instrumentée pour la sous-

expression filtrée e. La t-valeur sur-instrumentée de la sous-expression e est notée tu®.

La deuxiéme prémisse permet de nommer les différentes composantes de tu®. Les t-
dépendances sont notées td”, les v-dépendances d° et la valeur simple sur-instrumentée

est notée v?.

La troisiéme prémisse indique que la t-valeur sur-instrumentée de la sous-expression
filtrée correspond au motif de filtrage p (cf. figure 3.6). Cette correspondance produit un

environnement de liaison I} qui associe a chaque identificateur présent dans le motif p
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une t-valeur sur-instrumentée issue du sous-terme correspondant dans tu®. Ce jugement
garantit que la valeur de référence extraite de tu® correspond elle aussi au motif de filtrage
.

La quatriéme prémisse correspond a I’évaluation sur-instrumentée de la premiére branche
du filtrage. On évalue cette branche-ci puisque ’évaluation de référence passe dans cette

branche. Les composantes de la t-valeur sur-instrumentée de e; sont notées td{*, d{* et v{".

La derniére prémisse est la spécification des dépendances indirectes du filtrage. Elle
utilise la fonction de spécification deps spec _match pour spécifier les t-dépendances in-
directes td'® et les v-dépendances indirectes d’®*. Ces dépendances indirectes décrivent le
comportement de ’évaluation de ’expression lorsque l'injection considérée est faite sur un
label ayant un impact sur la valeur de la sous-expression filtrée. En effet, une modification
de la valeur de la sous-expression filtrée provoquée par une injection peut entrainer un

changement de branche.

Enfin, le résultat de I’évaluation sur-instrumentée de ’expression de filtrage est la t-
valeur sur-instrumentée correspondant & I’évaluation de la branche de référence a laquelle on
a ajouté des dépendances. Les t-dépendances ajoutées sont les t-dépendances indirectes et
les t-dépendances de la sous-expression filtrée. Les v-dépendances ajoutées sont uniquement

les v-dépendances indirectes.

OI-MATCH-VAR

OI-MATCH-VAR

troz’ |_oi e = tuoi tuoi — [ tdoi | [ doi | ,Uoi ] ]
tu®, p I—gi 1
(z,tu’) @I % eg > [tdS' | [dS' | v§]]

deps _spec_match(t0%,p, z, ey, eg,d”) = (td',d"")
tD% " match e with p — ey | — e — [tdUtd® Utdy | [dUdy | v5]]

Cette régle ressemble fortement a la régle correspondant & un passage dans la premiére
branche pour I’évaluation de référence. Nous allons souligner uniquement les différences

entre ces deux régles d’inférence.

La troisiéme prémisse nous indique que cette régle n’est appliquée que lorsque la t-

valeur sur-instrumentée de la sous-expression filtrée ne correspond pas au motif de filtrage.
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La correspondance (ou non-correspondance) d’une t-valeur sur-instrumentée a un motif
est équivalente a la correspondance (resp. non-correspondance) de la valeur de référence
a ce motif. C’est pourquoi cette régle correspond & I’évaluation sur-instrumentée d’un

programme dont ’évaluation de référence passe par la seconde branche.

La quatriéme prémisse évalue la seconde branche au lieu de la premiére puisque c’est

la seconde branche qui est évaluée lors de I’évaluation de référence.
La spécification des dépendances indirectes est identique & la régle précédente.

Enfin, le résultat est construit de la méme maniére, en ajoutant les t-dépendances
indirectes, les t-dépendances de la sous-expression filtrée et les v-dépendances indirectes a la
t-valeur sur-instrumentée résultat de I’évaluation de la branche empruntée par ’évaluation

de référence.

3.4.1.2 Spécification des dépendances indirectes

Dans les régles d’inférence les plus simples, les t-dépendances (resp. les v-dépendances)
du résultat sont des dépendances directes, c’est-a-dire qu’elles sont la concaténation des
t-dépendances (des v-dépendances) apparaissant dans les prémisses. Cest le cas des régles
suivantes : OI-NUM, OI-IDENT, OI-ABSTR, OI-ABSTR-REC, OI-LETIN, OI-CONSTR-0, OI-

CONSTR-1, et OI-COUPLE.

La régle OI-ANNOT, quant & elle, introduit une v-dépendance supplémentaire. La v-
fonction d’impact associée & cette dépendance est toujours l'identité. C’est cette intro-
duction de dépendance qui correspond & la sémantique de l'injection, telle que définie
dans la sémantique opérationnelle avec injection et dans la sémantique avec injection

dans un t-environnement sur-instrumenté. Le théoréme de correction de la sémantique

sur-instrumentée nous fournira une justification formelle de cette correspondance.

En ce qui concerne les autres régles (OI-APPLY, OI-REC-APPLY, OI-IF-TRUE, OI-IF-
FALSE, OI-MATCH, OI-MATCH-VAR), on introduit une fonction de spécification des dépen-
dances indirectes. Ces fonctions permettent de spécifier une partie des dépendances du

résultat en fonction des dépendances des prémisses.
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Dépendances indirectes dans les régles de ’application
deps _spec_apply(tugt, d$?) = (td'*, d"?)

La fonction deps spec__apply est utilisée dans les régles de I'application et de 'appli-
cation récursive. Lorsqu’un label apparait dans les v-dépendances de e, toute injection sur
ce label est susceptible de modifier la valeur de la fonction appliquée. La valeur de retour de
I’application est donc également susceptible d’étre modifiée, c’est pourquoi le label en ques-
tion doit apparaitre dans les v-dépendances du résultat. En ce qui concerne la v-fonction
d’impact associée a un tel label, elle va dépendre de la fonction effectivement appliquée
(valeur de e; pour cette injection) ainsi que du paramétre effectivement passé a la fonc-
tion (valeur de ey pour cette injection). Il se peut également que la fonction effectivement
appliquée ne termine pas, le label en question doit donc apparaitre dans les t-dépendances
du résultat et la t-fonction d’impact associée doit permettre de déterminer pour chaque
injection sur ce label si I'application de la fonction va effectivement terminer ou non. C’est

le réle de la fonction deps spec _apply de spécifier ces dépendances indirectes.

Elle prend en argument la t-valeur sur-instrumentée de es (notée tug’) ainsi que l'en-
semble des v-dépendances de e; (noté d‘l’l) Elle retourne les t-dépendances ainsi que les
v-dépendances qu’il faut ajouter au résultat pour prendre en compte ces dépendances in-

directes.

Il est nécessaire de préciser que cette fonction n’est pas calculable, ce qui rend la

sémantique sur-instrumentée elle-méme non-calculable.

Pour spécifier td’® et d’°’, on commence par définir leur liste de labels comme étant
exactement la méme que celle de d{* (les v-dépendances de e1). Ensuite, il faut associer a
chaque label de cette liste une t-fonction d’impact ou une v-fonction d’impact. La ¢-fonction
d’impact (notée tf') dans td'® et la v-fonction d’impact (notée f’) dans d’ associées a un
certain label sont spécifiées a I'aide de la fonction deps _spec _apply _fun en fonction de la

v-fonction d’impact correspondante dans d{* et d’autres parameétres explicités ci-dessous.

deps_spec_apply_fun(tug’,l, fr) = (tf', f')
On donne en paramétre de cette fonction la ¢-valeur sur-instrumentée de ey (notée
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tug'), un label présent dans d{® (noté [) et la v-fonction d’impact associée & ce label dans
d¢® (notée f1). Pour toute valeur v;, on va spécifier les valeurs de retour de tf’ et de f’ en

fonction de tug’ (la t-valeur sur-instrumentée de es) et de la valeur fi(v;).
On distingue trois cas possibles :

e fi(v;) est une fermeture < \z.e,I" >

Dans ce cas, les valeurs de retour de la ¢-fonction d’impact tf’ et de la v-fonction

d’impact f’ sont spécifiées par la formule suivante :

(w2, ). 4501(tug’) = v2 A (2,19 (02))@ (T by €

= t'(w) = false A f'(v) =)

A

(( Bl ). L (t8) = 03 A (a2, 19%(02))® 11T gy € 5 0)

= tf'(v;) = true A f'(v)) = Udummy)

Cette formule signifie que si eg a une valeur vg pour cette injection (I'instanciation
de tu$’ pour I'injection considérée retourne une valeur vz) et que l'application de la
fermeture & cet argument termine sur une valeur v’, alors I’évaluation de I’application
de e1 a ey termine (¢tf'(v;) = false) sur la valeur v' (f'(v;) =').

Dans le cas contraire (si tug’ n’est pas instanciable ou si 'application de la fermeture
ne termine pas) alors tf’(v;) = true, ce qui signifie que I’évaluation de 1’expression
e1 e ne termine pas pour l'injection (1,v;), et f'(v;) = Vgummy, ce qui signifie que la
valeur de f’(v;) n’a aucune importance puisque tf’(v;) = true.

Remarque : une autre solution serait de définir les v-fonctions d’impact comme des
fonctions partielles et de spécifier ici que f’ n’a pas de valeur pour I'argument vy,
cependant il n’est pas évident que cette solution soit préférable. C’est une piste qui

reste & explorer.

o fi(v;) est une fermeture récursive < recf.xz.e,I' >
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Dans ce cas, les valeurs de retour de la t-fonction d’impact tf’ et de la v-fonction

d’impact f’ sont spécifiées par la formule suivante :

(\1(@2, ). Lo (tug) = vy

A (f, 1< recf.a.e,T >)) @ (z,11%(v2))® 1T by € > v’
= tf'(v)) = false A f'(v) = v’)

AN

((Alv2, ). 4E1(tug’) = vy

A (fo 1< recfa.e,T >)) & (2, 1%(vg))@ 1UT) by, €1 v)

= tf'(v) = true A f'(v) = Udummy)

Le principe est le méme que dans le cas précédent sauf qu’on applique une fermeture
récursive dans le cas présent. On peut remarquer que, comme d’habitude, dans le
jugement d’application de la fermeture, on ajoute deux liaisons & I’environnement :

une pour la fonction récursive et une pour l'argument.

e fi(v;) est autre chose

On a affaire a une erreur de type donc dans ce cas, la spécification est la suivante :

tf/(vl) = true A fl(vl) = VUdummy-

Dépendances indirectes dans les régles de ’expression conditionnelle
deps_spec_if(tT% ey, ez, d) = (td'*, d")

La fonction deps spec_if est utilisée dans les deux régles d’évaluation de 'expression
conditionnelle. Lorsqu'un label apparait dans les v-dépendances de la condition e, toute
injection sur ce label est susceptible de modifier la valeur de la condition et donc la valeur
du résultat de I’évaluation de ’expression conditionnelle. Le label en question doit donc ap-
paraitre dans les v-dépendances du résultat. La v-fonction d’impact associée a ce label est

alors spécifiée par deps _spec_if. Une injection sur un tel label peut également provoquer

96



3.4. SEMANTIQUE SUR-INSTRUMENTEE

la non-terminaison de I’évaluation de la condition e ou bien la terminaison sur une valeur
provoquant une erreur de type. C’est pourquoi le label doit également apparaitre dans les
t-dépendances de la t-valeur sur-instrumentée de I’expression conditionnelle. Ces dépen-
dances indirectes (un impact sur 1’évaluation de la condition e qui provoque soit un impact
sur la valeur de ’expression conditionnelle soit un impact sur la terminaison de ’évaluation

de I'expression conditionnelle) sont spécifiées a I’aide de la fonction deps__spec_if.

Cette fonction de spécification prend quatre arguments : le t-environnement sur-instru-
menté tI'” dans lequel on évalue l'expression conditionnelle, la sous-expression e; de la
premiére branche, & évaluer dans le cas ol la condition est vraie, la sous-expression es
de la seconde branche, a évaluer dans le cas ol la condition est fausse et ’ensemble de
v-dépendances d° de I'expression testée. Le résultat de cette fonction est une spécification
caractérisant de fagon unique les t-dépendances ainsi que les v-dépendances qu’il est néces-
saire d’ajouter a la t-valeur sur-instrumentée de ’expression conditionnelle pour prendre

en compte les dépendances indirectes.

La fonction de spécification deps _spec_if ainsi que ses deux homologues deps spec__apply
et deps spec _match donnent uniquement une caractérisation des ensembles de dépen-
dance td’® et d'** sous forme de formule logique mais ne fournissent pas un procédé calcu-

latoire permettant de construire les fonctions d’impact inclues dans td’® et d'°*.

Pour spécifier td’® et d’*!, on commence par définir leur liste de labels comme étant
exactement la méme que celle de d* (les v-dépendances de l'expression testée). Ensuite,
il faut associer a chaque label de cette liste une t-fonction d’impact dans td’® et une v-
fonction d’impact dans d’®. La t-fonction d’impact (notée tf’) et la v-fonction d’impact
(notée f') associées a un certain label sont spécifiées en fonction de la v-fonction d’impact
(notée f) correspondant & ce label dans d* et d’autres paramétres explicités ci-dessous.
Nous notons alors deps spec_if fun la fonction qui permet de spécifier les t-fonctions

d’impact de td’®" et les v-fonctions d’impact de d’*'.

deps_spec_if _fun(tT”, e1,ez,1, f) = (tf', [')

On donne en paramétre de cette fonction le t-environnement sur-instrumenté (noté
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tT'°%) dans lequel on évalue I'expression, les deux sous-expressions e; et es correspondant
aux deux branches de 'expression conditionnelle, un label présent dans d°° (noté ) et la
v-fonction d’impact associée a ce label dans d” (notée f). Pour toute valeur v;, on va

spécifier les valeurs de retour de tf’ et de f.
On distingue trois cas possibles :

o f(v;) vaut true

Dans ce cas, les valeurs de retour de la t-fonction d’impact ¢f’ et de la v-fonction

d’impact f’ sont spécifiées par la formule suivante :

(Vvl.tFOi Fiy, €1 > U1

= tf'(v)) = false A f'(v) = v1>
A

<( Avy 0% by, e1 = Ul)

= tf'(v) = true A f'(v) = ’Udummy)

Cette spécification fait la distinction entre deux cas : soit il existe une valeur vy
telle que I’évaluation de e; pour l'injection considérée termine sur vi, et dans ce
cas I'évaluation de ’expression conditionnelle termine également pour cette méme
injection (tf'(v;) = false) et sa valeur est vy (f'(v;) = v1), soit il n’existe pas de
jugement d’évaluation de e; pour l'injection considérée, et dans ce cas I’évaluation

de l'expression conditionnelle ne termine pas non plus sur une valeur (tf'(v;) = true

et f/(vl) = Udummy)~

e f(v) vaut false

Dans ce cas, les valeurs de retour de la t-fonction d’impact ¢f’ et de la v-fonction

d’impact f’ sont spécifiées par la formule suivante :
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<VU2.tFOi Fli, €2 > U2

= tf'(v) = false A f'(v)) = vg)

VAN

<( Aug tT Flaw, €2 Ug)

= tf'(v) =true A f'(v) = vdummy>

L’injection considérée entraine le passage dans la seconde branche de l’expression
conditionnelle en donnant false pour valeur & la condition e. La spécification est

donc la méme que la précédente, sauf que 'on évalue eq au lieu de e;.

e f(v;) ne vaut ni true nifalse

On a affaire a une erreur de type donc dans ce cas, la spécification est la suivante :

tf'(v) = true A f'(vi) = Yaummy-

Dépendances indirectes dans les régles du filtrage par motif
deps _spec_match(tT% p,x, ey, es,d%) = (td'*, d'*?)

La fonction deps spec _match est utilisée dans les deux régles d’évaluation du filtrage
par motif. Lorsqu’un label apparait dans les v-dépendances de ’expression filtrée e, toute
injection sur ce label est susceptible de modifier la branche choisie lors du filtrage et donc
la valeur du résultat. Ce label doit donc apparaitre dans les v-dépendances de la t-valeur
sur-instrumentée résultant de 1’évaluation du filtrage. Il doit également apparaitre dans
ses t-dépendances puisqu’une injection sur ce label peut entrainer la non-terminaison de
I’évaluation de l'expression filtrée e ou bien provoquer une erreur de type. La fonction
deps _spec__match donne une spécification permettant de caractériser de fagon unique ces
dépendances indirectes a ajouter aux t-dépendances et aux v-dépendances de la t-valeur

sur-instrumentée du filtrage.

Il est intéressant de remarquer que si l'injection considérée n’a d’impact que sur un
sous-terme de la valeur de ’expression filtrée, alors ces dépendances ne sont pas des dé-

pendances indirectes. Ces dépendances sont prises en compte dans le calcul de la t-valeur
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sur-instrumentée de la branche de référence. En effet, une injection sur un tel label ne peut
pas avoir d’influence sur le choix de la branche et on évaluera donc la branche de référence.
Ceci est dii a notre sémantique du filtrage qui ne discrimine que sur le constructeur de téte
de la valeur filtrée. C’est une maniére courante de définir le filtrage puisque tout filtrage a

une profondeur arbitraire peut étre réécrit en une imbrication de filtrages successifs.

La fonction de spécification deps spec_match prend quatre arguments : le t-envi-
ronnement sur-instrumenté tI'” dans lequel on évalue l'expression de filtrage, le motif de
filtrage de la premiére branche ainsi que l'identificateur de liaison de la seconde branche,
la sous-expression e de la premiére branche, la sous-expression es de la seconde branche
et I’ensemble de v-dépendances d° de I'expression filtrée. Le résultat de cette fonction est
une spécification permettant de caractériser sans ambiguité les t-dépendances ainsi que les

v-dépendances correspondant aux dépendances indirectes de ’expression de filtrage.

Formellement, on ne peut pas exprimer la fonction deps spec__match (ni ses homo-
logues deps _spec__apply et deps _spec_if) sous forme d’une fonction calculable. On définit

cependant le graphe correspondant & cette fonction a ’aide d’un prédicat.

Comme pour les deux autres fonctions de spécification, on définit les listes de labels
de td'” et d'°" comme étant exactement les mémes que celle de d”. Pour spécifier la t-
fonction d’impact (notée tf’) dans td’® correspondant & un de ces labels, ou la v-fonction
d’impact (notée f') dans d’**, on définit la fonction deps spec_match_ fun qui en donne
une spécification dépendant entre autre de la v-fonction d’impact (notée f) correspondant

a ce label dans d°.

deps _spec_match_ fun(tT'% p,x,e1, e, 1, f) = (tf', f')

Les paramétres de cette fonction sont : le t-environnement sur-instrumenté tI'” dans
lequel on évalue I’expression, le motif p correspondant & la premiére branche, I'identificateur
x permettant de lier la valeur filtrée dans la seconde branche, des deux sous-expressions e}
et ey correspondant aux corps des branches, d’un label [ présent dans d°* et de la v-fonction
d’impact f correspondant & ce label dans d°'. Pour toute valeur v;, on va alors spécifier les

valeurs de retour de tf et de f’.
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On distingue trois cas possibles :

e f(v;) correspond au motif de filtrage p (on a f(v;),p Fp I'p)

Dans ce cas, les valeurs de retour de la t-fonction d’impact tf’ et de la v-fonction

d’impact f’ sont spécifiées par la formule suivante :

<Vv1. FOUD,) @ T by, €1 - 01

= tf'(v)) = false A f'(v) = 111)

A

(( Avy. MUT,) & T by, €1 > v1)

= tf'(v) =true A f'(v) = Udummy)

On tente ici d’évaluer e; dans I’environnement tI'” augmenté de 1’environnement de
liaison issu du filtrage I'p,. On distingue alors deux cas : soit I’évaluation retourne
une valeur, soit elle n’en retourne pas. Dans le premier cas, I’évaluation du filtrage
termine sur une valeur, ce qui est traduit par la formule ¢t f/(v;) = false et sa valeur
est v1, ce qui est traduit par la formule f'(v;) = v.

On constate ici qu’il est impossible de définir la fonction de spécification
sous forme de fonction calculable car elle nécessiterait une fonction cal-
culable permettant de déterminer si l’évaluation de e; termine ou non.

Cette remarque est valable pour les trois fonctions de spécification.

e f(v;) ne correspond pas au motif de filtrage p (on a f(v;),p bt L)

Dans ce cas, les valeurs de retour de la ¢-fonction d’impact tf’ et de la v-fonction

d’impact f’ sont spécifiées par la formule suivante :
(Vo (o, 191 (01))) @ AT by €31 v

= t'(u) = false A f'(vr) = v2)
A
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<( /HUQ.(.%,Ttm;(f('Ul))) D tl“m' l_l:vl €9 —> ’Ug)

= tf'(v) = true A f'(v) = Udummy)

Si la valeur de l'expression filtrée ne correspond pas au motif, on évalue alors la
seconde branche du filtrage. Si ’évaluation de cette seconde branche termine sur
une valeur vy, alors on a la spécification suivante : tf'(v;) = false A f'(v;) = va. Si
I’évaluation de es ne termine pas sur une valeur, alors la spécification qui s’applique

est : tf (v) = true A f'(v1) = Vaummy-

e f(v;) n’est pas une valeur filtrable

Ce cas correspond a une erreur de type.

La spécification est donc la suivante : tf'(v;) = true A f'(vi) = Vagummy-

3.4.2 Correction

3.4.2.1 Enoncé informel du théoréme

La sémantique sur-instrumentée permet de simuler en une seule évaluation toutes les
évaluations avec injection possibles. En effet, le résultat de I’évaluation d’un programme
par cette sémantique est une t-valeur sur-instrumentée contenant la valeur de référence du
programme ainsi que, en puissance, la valeur du programme pour toute évaluation avec
injection.

Pour extraire la valeur du programme pour une injection donnée, il suffit
d’instancier la t-valeur sur-instrumentée. Si l'instanciation retourne une va-
leur, alors nous pouvons étre sirs que l’évaluation de ce programme par la
sémantique avec injection termine pour l’injection considérée et que la valeur

retournée est la méme que l’instanciation de la t-valeur sur-instrumentée.

Le théoréme auquel nous nous intéressons exprime le lien qu’il doit y avoir entre la
sémantique sur-instrumentée et la sémantique avec injection dans un ¢t-environnement sur-
instrumenté. En combinant ce résultat avec le théoréme de correction de la sémantique

avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté et le théoréme de correction de
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la sémantique opérationnelle avec injection, il sera possible de déduire que si un label
n’apparait pas dans la t-valeur sur-instrumentée d’'un programme alors ce label n’a pas
d’impact sur ’évaluation du programme. Cependant, cette propriété ne nous intéresse
pas en elle-méme car il n’est pas possible en pratique d’analyser un programme avec la
sémantique sur-instrumentée. On prouvera cette propriété sur la sémantique instrumentée

qui constitue notre analyse dynamique.
3.4.2.2 Illustration par ’exemple

Pour se rendre compte concrétement de la signification du théoréme de correction de
la sémantique sur-instrumentée, nous illustrons ici par quelques exemples le lien entre la
sémantique sur-instrumentée et la sémantique avec injection dans un t-environnement sur-

instrumenté.

Exemple 1 : évaluation d’un couple

Notons e; le programme suivant : (3, 1:7)

Considérons maintenant le jugement d’évaluation de ce programme par la sémantique
sur-instrumentée dans le t-environnement sur-instrumenté vide (son arbre de dérivation est

donné en figure 3.9) :

0 ey — tu” avec tu® = [0 | [0 | ([0 ]3], [(Lid) | 7])]]

ou id représente la fonction identité.

Donnons des noms aux différentes composantes de tu® :
tu = [td” | [d” | ([df | 3], [(L.f2) | T])]]

L’instanciation de tu® retourne toujours une valeur puisque son ensemble de ¢-dépen-
dances td° est vide. L’ensemble de v-dépendances d° est vide lui aussi, ce qui indique
que pour toute injection, l'instanciation de tu® aura toujours une structure de couple.
L’ensemble des v-dépendances de la premiére composante du couple d§ est également

vide, donc pour toute injection, la premiére composante du couple est la valeur 3. En ce
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qui concerne ’ensemble des v-dépendances de la seconde composante du couple, il contient
un unique label [ et sa v-fonction d’impact associée fo. Si on instancie tu® pour une
injection sur un label autre que [, on obtiendra un couple dont la seconde composante est
spécifiée par fy. Si on instancie tu® pour une injection sur le label [, alors le couple résultat
aura pour seconde composante la valeur 7 qui est la valeur de référence de ce sous-terme.

La fonction fo est I'identité donc on a :
Yo 0 (tuf) = (3,v;) et Yoy V0 (tu®) = (3,7) si L # 1/

Maintenant, intéressons nous a I’évaluation de e; par la sémantique avec injection dans
e méme t-environnement sur-instrumenté (1’environnement vide). La sémantique avec in-
1 t t t té (I t vide). L t
jection évalue le programme pour une injection donnée. Considérons une injection que nous

noterons (I, vy).

La figure 3.10 présente I'arbre de dérivation du jugement d’évaluation de e; par la
sémantique avec injection dans le cas ot [ = I’. En réalité, il existe un tel arbre de dérivation
pour chaque valeur de vy, cependant tous ces arbres de dérivation ont la méme structure.

Nous présentons donc un arbre d’évaluation paramétré par la valeur wvy.

Dans le cas ou I # I'; tous les arbres d’évaluation ont eux aussi la méme structure. La
figure 3.11 présente donc un arbre d’évaluation paramétré par 'injection (I’,v;) dans le

casoul # 1.

Nous obtenons les deux jugements paramétrés suivants, correspondant aux deux situa-

tions possibles :

Yoy t0% |_l:’Ul/ (3,1 : 7)— (3,vp)
et V(I op) 0% by, (3,1 7) = (3,7) sil # 1/

Nous pouvons alors constater que pour toute injection possible, I'instanciation de la
t-valeur sur-instrumentée de e; retourne bien la valeur retournée par I’évaluation de ey via
la sémantique avec injection. En outre, la sémantique avec injection termine toujours sur

une valeur (car la t-valeur sur-instrumentée de e; est instanciable pour toute injection).
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OI-NUM

o 7 [0 [0 ] 7]]

OI-NUM

-3 [0 | [0 ] 3]] L 7o [0 [(fune=a) | T]]

OI-COUPLE

(R (3,0 7) = [tdfutdg | [0 | ([0 ]3], [(funae =) | T])]]

FIGURE 3.9 — Exemple 1 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation sur-instrumentée

INJ-NUM INJ-ANNOT-SAME

tFOi l_l:vl/ 3—3 tPOi l_l:”l’ [ 7Ty
t0% b, (3,1 0 7) = (3,0p)

INJ-COUPLE

FIGURE 3.10 — Exemple 1 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation avec injection si [ =1’

INJ-NUM

0% by, T 7 U #1
0% b, L2 T 7
0% g, (3,1 0 7) = (3,7)

INJ-NUM INJ-ANNOT-OTHER

0%y, 353

INJ-COUPLE

FIGURE 3.11 — Exemple 1 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation avec injection si [ # I’
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Exemple 2 : liaison d’une fonction

Notons ey le programme suivant :
let f o =
match o with
| Some(x) — x + I3 : 8
| none — d
in
(f (Some 18), lp : 17)
Remarque : Some est écrit avec une majuscule puisqu’il s’agit d’une constructeur de

donnée alors que none est écrit sans majuscule puisqu’il s’agit d’une variable (cf. algébre

des valeurs sur-instrumentées).

Nous souhaitons évaluer ce programme dans l’environnement suivant :

trg' = (d, [tdg’ | [dg | 26]])

avec t gi = (lg,tfd) et t Colz' = (l4, fd)
Le jugement d’évaluation de ey par la sémantique sur-instrumentée est :

e eas [0 | [0 | ([(,f1) | 26], [(l2yid) | 17])]]

avec f1 = funx = 18+

Pour s’en convaincre, 'arbre d’évaluation de ce programme par la sémantique sur-
instrumentée est présenté dans les figures 3.12 et 3.13. Pour faciliter la lecture de I'arbre
d’évaluation, on écrit & gauche de chaque régle le nom de la régle d’inférence appliquée et
& droite le niveau de profondeur de la régle au sein de ’arbre d’évaluation du programme
complet eo. Le niveau 0 correspond & la racine de l'arbre, le niveau 1 correspond & ses
prémisses et ainsi de suite. Le sous-arbre d’évaluation du filtrage par motif est présenté

dans une figure séparée pour plus de lisibilité.

Notre exemple contient le symbole d’addition. Pour donner une sémantique & ce sym-
bole, il serait nécessaire d’ajouter une régle d’inférence. Nous ne détaillons pas 'ajout
de cette régle ici et cachons le sous-arbre d’évaluation correspondant. Il est possible de
manipuler les nombres entiers dans notre langage sans avoir recours a l'ajout de régle sup-

plémentaire. Pour cela, il suffit d’encoder les entiers & I'aide des constructeurs de données
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et de définir les fonctions usuelles (addition, soustraction, division, multiplication, ... ) di-
rectemement dans le langage. Cependant, nous avons choisi de ne pas utiliser cet encodage

dans 'exemple afin de simplifier la présentation.

Nous pouvons constater que les labels I3 et I4 n’apparaissent pas dans la t-valeur sur-
instrumentée de es. En effet, puisque I’évaluation du filtrage passe toujours par la pre-
miére branche la valeur de 'identificateur d dans I’environnement n’a pas d’importance.
L’analyse donne une ¢-valeur sur-instrumentée a la sous-expression filtrée. L’ensemble des
v-dépendances de cette t-valeur sur-instrumentée est vide donc il n’y a aucune dépendance
indirecte lors de I’évaluation du filtrage (aucune injection susceptible de modifier le choix de
la branche lors de ’évaluation). L’analyse « déduit » donc de cette maniére que 'évaluation

du filtrage passe toujours pas la premiére branche.

Notons tug’ la t-valeur sur-instrumentée de ey dans ¢tI'S'. L’instanciation de tu$’ ne
dépend que des labels I; et l5. Si on instancie pour une injection sur [y, seule la premiére
composante du couple est modifiée. Si on instancie pour une injection sur [y, seule la
seconde composante du couple est modifiée. Si on instancie pour une injection sur un autre

label, on obtient la valeur de référence. Ces trois cas sont récapitulés ci-dessous :

i/h:vzl(tugl:) = (18 + vy, 17)
uzzvh(tugf) = (26,v,)
\Ll:vl(tugl) (26,17) sil#1lyetl#ls

Intéressons-nous maintenant & I’évaluation de ’expression eo & 'aide de la sémantique

avec injection. En fonction du label sur lequel on effectue I'injection, I’arbre de dérivation
du jugement de la sémantique avec injection change de forme. On distingue 3 cas, suivant

qu’il s’agisse d’une injection sur le label [, sur le label [l ou sur un autre label.

Pour une injection sur le label [1, I’arbre de dérivation est donné en deux parties, dans

les figures 3.14 et 3.15.

Pour une injection sur le label s, 'arbre de dérivation est donné dans les figures 3.16

et 3.17.

Pour une injection sur un label autre que l; et Iy, arbre de dérivation est donné en

deux parties, dans les figures 3.18 et 3.19.

On obtient les trois jugements suivants qui correspondent aux troix cas de l'instancia-
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tion de la t-valeur sur-instrumentée du programme :

t08 iy, €2 = (18 + 1y, 17)
ﬂ*\gz' |_525U12 €9 —r (26,’012)
trs' v €2 (26, 17) sil#1lyetl#ls
On constate ainsi que pour tout injection, la sémantique avec injection termine sur une

valeur qui est la méme que l'instanciation de la t-valeur sur-instrumentée.

Pour chaque arbre de dérivation, le niveau 0 correspond & I’évaluation de I’expression
de liaison. On a ensuite deux sous-arbres au niveau 1 : un pour ’évaluation de la sous-
expression liée et un autre pour I’évaluation du couple. La forme du premier sous-arbre est
commune & tous les cas (l1, [ ou autre). Par contre, la forme du second sous-arbre dépend
du label sur lequel on effectue l'injection. Il s’agit de I’évaluation de la sous-expression
couple. Cette évaluation comprend elle-méme deux sous-arbres (de niveau 2), un pour

chaque composante du couple.

On peut constater que le sous-arbre de niveau 2 correspondant & I’évaluation de la
premiére composante du couple est le méme pour toute injection sur un label différent de
[ (c’est-a-dire pour tout label n’apparaissant pas dans ’ensemble des v-dépendances sur-
instrumentées de la premiére composante du couple). De méme, le sous-arbre correspondant
a la seconde composante du couple est le méme pour toute injection sur un label différent
de Iy (c’est-a-dire pour tout label n’apparaissant pas dans I’ensemble des v-dépendances

sur-instrumentées de la seconde composante du couple).
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OI-ABSTR

- - - - 1
tr's' F°° do.match o with... — [0 | [0 | < do.match o with..., 15, (tT9") > 1]

o

[0 | [0 | < o.match o with... 1515 > | ] = ((f, ) & T8)[f]

(fe) @IS fs [0 | [0 | < Xomatch o with..., 128 (tT51) > | ]
OI-NUM - - 4
(f, ) @trs  F* 18— [0 | [0 | 18]]

(f,..) ® IS+ Some 18— [ | [0 | Some([® | 18])]]

OI-IDENT

OI-CONSTR-1

(figure 3.13)

OI-MATCH

deps_spec_apply( [0 | [0 | Some( [0 | 18])]1,0) = (0,0)

— . - 3
(0,...)® TEY19L(tTSY)) F° match o with Some x — x4+ 11 : 8 |none =+ dw [0 | [(l1,funz=184+z) | 26]]

OI-APPLY =
(f,...) Dtrs* F° f(Some 18) — [0 | [(l,funz=18+z) | 26]]
OI-NUM —— 3
() &g o 17 (0] [0 ] 17]]
OI-ANNOT —
(fy) @t 1y + 17— [0 | [, funz=z) | 17]]
OI-COUPLE

OI-LETIN

(fy ) TS O (f(Some 18),12 = 17)+— [0 | [0 | ([(lh,funz=184xz) | 26], [ (2, funz=x) | 17])]]

g% e — [0 | [0 ] ([, funz=18+4=z) | 26], [ (2, funxz =) | 17])]]
FIGURE 3.12 — Exemple 2 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation sur-instrumentée
[0 | [0 | Some([0 | 18])]]= ((0,--)® 152(175t18"))[0]

(0,.)® TSN FoT o [0 | [0 | Some([0 | 18])]]
OIM-CONSTR-1 - 4
[0 ] [0 ] Some([0 | 18])]],Some x bty (=, [0 | 18])

OI-IDENT

OI-PLUS

(x, [0 ] 18]) @ (0,..)0® TMLATIN F 2 +11 : 8= [0 | [(1, funz=18+x) | 26]] 4

deps _spec_match((o,...)® 152121 (t1'51)), Some x,none,x +11 : 8,d,0) = (0,0)
OI-MATCH — —

(0,..)® (9L (#T5Y)) FO8 match o with Some & — x 411 : 8| none =»d— [0 | [ (1, funz=18+x) | 26]]

FIGURE 3.13 — Exemple 2 : sous-arbre de dérivation sur-instrumentée du filtrage

3
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INJ-ABSTR - - - 1
trs* '_llivzl Xo.match o with... —< Xo.match o with..., (d,26) >

< do.match o with..., (d, 26) >=[""(((f,...) ® T[]

(f,...) @ try: Fiyiwy, f < Xo.match o with..., (d, 26) >
INJ-NUM

INJ-IDENT

: 4
(fy ) BTG by, 18118

INJ-CONSTR-1 — 3
(f,...) &3 }_llfvzl Some 18 — Some 18

: (figure 3.15)
INJ-MATCH o7 - 3 INJ-NUM
(0,1"°(Some 18)) @ (d, 26) hlmll match o with... — 18 4+ vy,

: 3
(f,) O by 1717

INJ-APPLY 2 INJ-ANNOT-OTHER

I
&

(f,..) ® Iy’ iy, f(Some 18) = 18 + vy, (f,...) ®try: Fiyag, b2 2 17517

INJ-COUPLE

N

(f, ) ®T Fyy 0y (F(Some 18),1z : 17) = (18 + vy, 17)
INJ-LETIN L

trgt Fiyiy, €2 = (18 + vy, 17)

FIGURE 3.14 — Exemple 2 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation avec injection sur [y

Some 18 ="+ 11 (1t Some 18))
OPM-CONSTR-1

INJ-IDENT Tor 4 4
(0,7*%(Some 18)) @& (d,26) ty;:0, 0 —> Some 18 Some 18, Some x tp (z,18)

INJ-PLUS

- - : 4
(sztm(lg)) e (O7 Ttm('UZ)) [$3) (d, 26) |_l1¢”ll x+1l : 8— 18+ vy,

INJ-MATCH o -
(0,1"°(Some 18)) @ (d, 26) Fiy:0,, match o with Some v — x+11 : 8 | none = d — 18 + vy,

FIGURE 3.15 — Exemple 2 : sous-arbre de dérivation du filtrage avec injection sur [y
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INJ-ABSTR

IS by Ao.match o with... —< lo.match o with..., (d,26) >
2 Mgy,

< Xo.match o with..., (d, 26) >='2"2(((f,...) & tTS)[f])
INJ-IDENT

(f,..) ® Iy’ iy, f =< Xo.match o with..., (d,26) >
INJ-NUM

- 4
(f) @G Fye, 18+ 18 ,
(f,..)® tFSi '_121% Some 18 — Some 18

INJ-CONSTR-1

(figure 3.17)
INJ-MATCH

INJ-APPLY

~ 3
(0,1 (Some 18)) @ (d, 26) Fia:v,, match o with... — 26

(f, ) IS by, f(Some 18) — 26
INJ-COUPLE 2

2 INJ-ANNOT-SAME

(f,-) @ trgi }_lzzvl?’ la -

17 — Vg

INJ-LETIN

(f,...) ® Iyt Fioio, (f(Some 18),12 :

17) — (26, v;,)

trgi Flg:vlz €2 — (26:Ul2)

FIGURE 3.16 — Exemple 2 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation avec injection sur Iy

Some 18 =|'2"12(11°{ Some 18)) 4
(0,1t Some 18)) @ (d, 26) Flyi, 0 Some 18

INJ-IDENT

INJ-PLUS

OPM-CONSTR-1

4
Some 18, Some x Fp (x,18)

INJ-MATCH

(z, 1t°1(18)) @ (0, 1°%(w2)) & (d, 26) Floin,, 412 : 8+ 26

(0, 19 Some 18)) @ (d, 26) Fia, match o with Some ©x — x+ 1o : 8| none — d+— 26

FIGURE 3.17 — Exemple 2 : sous-arbre de dérivation du filtrage avec injection sur Iy
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INJ-ABSTR - 1
tT'5" by, Ao.match o with... —< Ao.match o with..., (d, 26) >

< Ao.match o with..., (d,26) >=|"V(((f,...) ® tTF)[f])
(f,..) ® TS Fp, f < No.match o with..., (d, 26) >
INJ-NUM - 4
(f, ) @IS by, 18+ 18
(f,..)®trg Fi.v, Some 18 — Some 18

INJ-IDENT

INJ-CONSTR-1

(figure 3.19) _
INJ-MATCH o 3 INJ-NUM — 3
(0,1°°(Some 18)) ® (d, 26) ., match o with... — 26 (f,-) @3 Fiyo,, 17— 17
2 INJ-ANNOT-OTHER

INJ-APPLY

I # 13

(f,...) ® LS Fy, f(Some 18) — 26 (f, ) ® S by, Lo 175 17

INJ-COUPLE

(f, ) ® TS Fpy, (f(Some 18),1 : 17) = (26,17)
INJ-LETIN

[y

9" by, 2 — (26,17)

FIGURE 3.18 — Exemple 2 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation avec injection sur | & {l1,l2}

Some 18 =1V (1Y Some 18))
INJ-IDENT o7 4 OPM-CONSTR-1
(0, 1*°(Some 18)) @ (d, 26) F.,, 0 = Some 18

4
Some 18, Some z Fp (x,18)

INJ-PLUS

((E,Ttm(18)) ® (o, Ttm(vz)) @ (d, 26) Fl:vl z+1 : 8— 26

INJ-MATCH o
(0,1°°(Some 18)) @ (d, 26) ., match o with Some x — x +1 : 8| none — d + 26

FIGURE 3.19 — Exemple 2 : sous-arbre de dérivation du filtrage avec injection sur [ & {l;,l2}
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3.4. SEMANTIQUE SUR-INSTRUMENTEE

3.4.2.3 Enoncé formel du théoréme

Théoréme 3.4.1 (Correction de la sémantique sur-instrumentée).
V(tT%, e, tu®) T o e s tu®
= V(1,v;).30.I = Bo(troh)

= Vo.v ="(tu%) = 7% by, e 5 v

Ce théoréme énonce la correction de la sémantique sur-instrumentée. Si I’évaluation
sur-instrumentée d’un programme e dans un environnement tI'” termine sur une valeur
sur-instrumentée tu®, alors cette valeur doit étre correcte. Pour toute injection, si le t-
environnement sur-instrumenté tI' et la t-valeur sur-instrumentée tu® sont instanciables
alors la sémantique avec injection termine sur une valeur et cette valeur est précisément

I'instanciation de la t-valeur sur-instrumentée tu°".

L’hypothése d’instanciabilité du t-environnement sur-instrumenté assure que l’injec-
tion considérée peut conduire a l’évaluation de ’expression e. Autrement dit, si le ¢-
environnement sur-instrumenté n’est pas instanciable, cela signifie que 'injection consi-
dérée provoquera une erreur avant méme 1’évaluation de ’expression e, par exemple lors

de I’évaluation d’une autre partie du programme précédant celle de e.

3.4.2.4 Preuve de correction

La preuve de correction se fait par induction sur le jugement d’évaluation de la séman-
tique sur-instrumentée. Cette induction implique la preuve de quinze cas : un pour chaque
régle d’inférence. Nous allons présenter ici les grandes lignes de la preuve en détaillant

quelques uns de ces cas. La preuve compléte est disponible sous forme de code Coq.

cas OI-NUM Ce cas est trivial. Dans ce cas, I'expression e n’est autre qu'une constante
numérique n, la t-valeur sur-instrumentée tu® ne contient que des dépendances vides et
la valeur simple sur-instrumentée n. L’instanciation de tu® est donc la valeur n et il suffit

d’appliquer la régle d’inférence INJ-NUM de la sémantique avec injection pour conclure.
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3.4. SEMANTIQUE SUR-INSTRUMENTEE

cas OI-ABSTR A partir d’un jugement de la sémantique sur-instrumentée obtenu par la
régle OI-ABSTR, d’une injection (I, v;) donnée, et de la valeur v obtenue par instanciation de
la valeur sur-instrumentée pour 'injection (I, v;), on veut déduire le jugement correspondant

pour la sémantique avec injection.

Voici les trois hypothéses a notre disposition :

OI-ABSTR

troz‘ }_oi A.€ — [ 0 | [ 0 ’ < )\x.e,T%i(tFOi) > ] ]

ar.r =M
v=CL0 ] [0 ] < Aze, 15,(07) > 1)
Puisque tI'° est instanciable pour l'injection (I, v;), alors on a :

\Ll:vl( oi(tl—\oi)) :\Ll:vl(tFOi)

tor
En simplifiant la derniére hypothése, on obtient :
v =< Az.e, PO (7)) >=< Az.e, [P >

tor

On peut alors conclure en appliquant la régle d’inférence suivante :

INJ-ABSTR

0% by, A6 < Aee, JFU(HT) >

cas OI-APPLY A partir d’un jugement de la sémantique sur-instrumentée obtenu par la
régle OI-APPLY, d’une injection (I,v;) donnée, de la valeur v obtenue par instanciation de
la valeur sur-instrumentée pour l'injection (I,v;) et de trois hypothéses d’induction corres-
pondant aux trois jugements de la sémantique sur-instrumentée présents dans les prémisses
de la régle O1-APPLY, on veut déduire le jugement correspondant pour la sémantique avec
injection.

Voici les six hypothéses a notre disposition :
OI-APPLY . . . . .
treE" ey [tdY | [d] | < Az.e,T] > ] ]
tro B2 eg > tud' tug' = [td3' | ud']
(o, )@ TGS o e (1 | [ | 0] )
deps_spec_apply(tug', dJ") = (td'”,d'")
T F% e1 ey [ td Utdy Utd” Utd™ | [d”Ud” | v ]]
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3.4. SEMANTIQUE SUR-INSTRUMENTEE

0T =|(ere) (H)
v =45 [ tdf Utdg Utd Utd® | [dPUdT | o)) (HL)

0L =|F(re)
= VYoo =" [td? | [d¥ | < Az.e,T¢ >]]) (IHy)

= I l_l:vz €1 — v

0T =F(T) = Yoo =" (tugh) = 7% by, €9 5 v (T H>)

31T =1, tug) e 147(TF)
= Yoo =[5 [td | [d | v ]]) (IH)

= (x,tugi)@ Z‘;Z(I"l’z) Fiw, €= v

Nous commencons par utiliser les hypothéses d’induction pour obtenir des jugements
d’évaluation avec injection pour eq, pour es et pour le corps de la fonction appliquée. Nous

pourrons ensuite appliquer la régle INJ-APPLY pour conclure.

Le corps de la fonction appliquée n’est pas le méme selon que le label [ sur lequel on
fait I'injection appartient a d$* ou non. En effet, si | ¢ d$® alors la valeur de e; est bien une
fermeture dont le corps est I’expression e. Dans le cas contraire, si [ € d‘l’i alors la valeur de
e1 est spécifiée par la v-fonction d’impact associée a [ dans d$®. Nous allons donc séparer

la preuve en deux parties pour prouver ces deux cas séparément.
Traitons tout d’abord le cas ot [ ¢ dS".

Nous savons d’une part que I’environnement tI'* est instanciable, ¢’est exactement I’hy-
pothése H T Dautre part, ’hypothése H f“;; nous apprend que la t-valeur sur-instrumentée

inst * n

([td | [d9 | < Az.e,T'9 >]]) est instanciable. En effet, H!“, implique ati 1., (tdg' U

wms

tdg' Utdo Utd' ") = false ce qui implique ati fi.,,(td$") = false. Nous pouvons donc appli-
quer 'hypothése d’induction I H; :

Vgt | [dg | < Awe g > 1)) =< Awe, UITT) >
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3.4. SEMANTIQUE SUR-INSTRUMENTEE

0% by, €1 < Az, JFUTY) >

Pour obtenir un jugement d’évaluation avec injection pour ez, nous procédons de la
méme maniére que pour e;. L’instanciabilité de tI'* est fournie par Hfi:;; . En ce qui
concerne l'instanciation de tugi, on déduit atifi.,, (tdgi) = false & partir de la propriété
ati fi.p, (tdg" U tdg' U td* U td'®") = false qui a déja été montrée. Puisque l'instanciabilité
d’une t-valeur sur-instrumentée dépend uniquement de ses t-dépendances sur-instrumentées
0i

et de l'injection considérée (une v-valeur sur-instrumentée est toujours instanciable), tu$

est instanciable en une certaine valeur vs.
1 [tdg | ug ) =g = v
ﬂwi l_l:vl €9 —r V2

Pour obtenir un jugement d’évaluation avec injection pour e, nous procédons une troi-
siéme fois de la méme maniére. Il faut prouver I'instanciabilité de (z,tug)® 1194(T'¢"). La

t-valeur sur-instrumentée tu$' est instanciable, comme on I’a vu plus haut. L’environne-

toi
o1

toi

ment 142(T'¢%) est instanciable car T'¢" est instanciable et la fonction 1% (e) n’ajoute que

des annotations vides. On a donc :
1o, g 1)) = (2, 00) 4T

Nous prouvons que [td° | [d® | v® ]] s’instancie en v, en réduisant I’hypothése Hf;f;

a laide du fait que ati fi.,, (td§" U td$' U td° Utd'") = false et de 'hypothése [ & dS :

v :il:vl( [ tdrl)i U tdgi U tdoi U td/oi | [ d/oi U doi | Uoi ] ])
:il:vl( [ d/oi U doi | Uoi ]) :il:vl( [doi ‘ Uoi ])
:\Ll:vl( [tdoi ‘ [ doi | ,Uoi ] ])

Cette derniére égalité étant justifiée car nous déduisons atify., (td°) = false de la
propriété prouvée précédemment ati fi.,, (¢dS' U tdst Utd® Utd'®") = false. On obtient ainsi

le jugement de la sémantique avec injection en appliquant I’hypothése d’induction I H :
(, tus")® 10 (TT) Fry € v
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Avant de pouvoir appliquer la régle d’inférence de 'application, il nous faut appliquer la
propriété suivante notée PZ:SJ; (dont la preuve est fournie en Coq). Cette propriété énonce
que si, pour un programme e, la sémantique avec injection dans un t-environnement sur-
instrumenté tI"” termine sur une valeur v alors elle termine sur la méme valeur v dans

I’environnement 1°¢(|1%(T°%)). Cette propriété est trés proche du théoréme de correction

de la sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté.

V(tI%, 1, v, e,v,T), I Fiw, €= v
=T :J/l:vl(tFOi) (Pznj )

inst

=1UT) by €5 v

On obtient alors :
PO (, tug") @ TTT))) b, € v

(o, 1 () 1A TT)) iy € 0 v

(2, 1%(02))® 1"V 5UTT)) by €7 0

Les trois jugements d’évaluation avec injection ainsi obtenus pour ej, ey et e nous
servent alors de prémisses pour appliquer la régle de la sémantique avec injection INJ-

APPLY qui nous permet de conclure :

INJ-APPLY
o Py, €1 < /\x.e,il"’l(Ffi) >
tr l_l:vl €9 — Uy
(@ 1902))6 1) iy 0 0
T Fl:vl e e —= v

Supposons maintenant que [ € d¢’.

On prouve ce cas-la par induction sur la structure de la liste d$*. On élimine le premier
cas, oul d{' est vide, puisque d{® doit contenir au moins /. On suppose donc que d$’ est
de la forme (I, f1); d‘l’ftl pour une certaine v-fonction d’impact f1 et un certain v-ensemble
de dépendances d‘l’ftl. Par la définition de deps spec_apply, on déduit qu’il existe une t-

fonction d’'impact ¢f’ et un t-ensemble de dépendances tdj" tels que td'” = (I',tf'); td]s"
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et qu'il existe une v-fonction d’impact f’ et un v-ensemble de dépendances djS’ tels que

d/oi — (l/,f/);dfffi-

On a alors les propriétés suivantes ainsi que I’hypothése d’induction 1Hy, :

deps _spec__apply(tus’, ?ftl) = (tdg', d)g")
deps_spec_apply _fun(tug’,l', f1) = (tf', f')
Voo =FU( [ tdY Utdg Utd” Utd | [di ud” | v ]])

) (IHd1)
= tI'” l_l:vl e1 ex — v

On distingue alors deux cas, [ =1" oul # I'.
Commencons par supposer [ = I’.

On a forcément la propriété tf'(v;) = false. Si ce n’était pas le cas, la t-valeur sur-
instrumentée [ td$' Utdg' Utd” Utd™ | [dUd® | v° ] ] ne serait pas instanciable,
ce qui contredirait I'hypothése H, tu” Puisque tf'(v;) = false, il y a uniquement deux cas

inst "

possibles pour la valeur de f;(v;) (cf. définition de deps _spec__apply _ fun, section 3.4.1.2).

e fi(v;) est une fermeture < \z’.e/, T’y >
Dans ce cas, il existe deux valeurs v et v' avec les propriétés suivantes :
o tugt) = vy
(& 9 (02))® VT by & 5 0]
fo) =+
De plus, on prouve que v’ = v en réduisant 1’égalité de I’hypothése Hf;j:;
En utilisant les hypothéses d’induction IH; et I Hs, on obtient les jugements d’éva-
luation avec injection suivants pour e; et es :
0% by, €1 < A2l Ty >
tre Fl, €2 > U2
Il suffit donc d’appliquer la régle d’inférence INJ-APPLY pour conclure :

INJ-APPLY
T by, €1 < Aa'.e/, Ty >
4 tr I_l:vl '62 — V2
((IZI, TtOZ(UQ))@ Ttm(rl) }_l:vl e/ v

T Fip, €1 €2 v
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e fi(v;) est une fermeture récursive < recf’.a’.e/,T'y >
Dans ce cas, il existe deux valeurs v et v/ avec les propriétés suivantes :
P (tug’) = v

(£ 149(< roc '€ Ty >)) & (@, 10i(02)) T(T1) by ¢ 5 0

f/(,ul) — U/
Comme ci-dessus, on utilise 'hypothése H f}j:; pour prouver que v’ = v et on déduit les

jugements d’évaluation avec injection pour e; et ex a ’aide des hypothéses d’induction

IH; et ITHs. On applique ensuite la régle INJ-APPLY-REC pour conclure :

INJ-APPLY-REC
tI? Fpy €1 = 1 vi =<recf .x'.e T >
] tre 'fl:vl €2 = U2
(f7 Ttm(vl)) D (1.7 TtOZ(UQ))® Ttm(rl) l_l:Ul 6/ = v

T Fip, €1 €2 v

Maintenant supposons [ # [’.
Puisque [ # I/, on a ’égalité suivante :

v = \Ll:vl( [ td(l)i U tdgi U tdoi U td/oz' ’ [ dloi U doi ‘ Uoi ] ]) (Htum_)

wnst

= ([t utdy Utd” Utdiyt | [diftud™ | v )

On peut alors appliquer I’hypothése d’induction /H,, qui nous permet de conclure ce
dernier cas :

T P, €1 €2 v
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3.5 Sémantique instrumentée

Nous arrivons maintenant a la présentation de la sémantique instrumentée, qui consti-
tue ce que nous appelons notre analyse dynamique. Le but de cette analyse est de pouvoir
évaluer un programme de la méme maniére qu’avec la sémantique opérationnelle usuelle
mais en gardant trace pour chaque sous-terme de la valeur produite des dépendances de ce
sous-terme. On veut alors pouvoir garantir que si un label n’apparait pas parmi les dépen-

dances d'un programme, alors ce label n’a pas d’impact sur ’évaluation de ce programme.

Pour prouver la correction de l'analyse dynamique par rapport & la notion d’impact
présentée en section 2.6, nous prouverons tout d’abord une propriété de correction de
la sémantique instrumentée vis-a-vis de la sémantique sur-instrumentée puis nous nous
reposerons sur la correction des deux sémantiques intermédiaires présentées plus haut : la
sémantique avec injection dans un ¢-environnement sur-instrumenté (cf. section 3.3) et la

sémantique sur-instrumentée (cf. section 3.4).

La sémantique instrumentée évalue une expression dans un t-environnement instru-
menté pour retourner une t-valeur instrumentée. C’est une simplification de la séman-
tique sur-instrumentée. En effet, on peut remarquer dans la sémantique sur-instrumentée
que le calcul de la présence d’un label dans un ensemble de v-dépendances (resp. de t-
dépendances) ne dépend pas des v-fonctions d’impact (resp. des t-fonctions d’impact) qui
sont associées. On peut donc calculer les ensembles de labels sans leur associer de fonction

d’impact. C’est justement ce que fait la sémantique instrumentée.

On obtient ainsi une sémantique décidable sur les programmes qui terminent
puisque le caractére indécidable de la sémantique sur-instrumentée venait de la spécification

des fonctions d’impact.

La sémantique instrumentée constitue en elle-méme ’analyse dynamique de dépen-
dances que nous souhaitions définir, puisque I'analyse qui nous intéresse est justement le
calcul des ensembles de labels. Sa définition ne nécessite aucunement une définition préa-
lable de la sémantique sur-instrumentée ou bien de la sémantique avec injection. L’intérét
d’avoir défini la sémantique sur-instrumentée est uniquement de simplifier et de clarifier la

preuve de correction de la sémantique instrumentée.
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3.5.1 Algébre des valeurs instrumentées

La sémantique instrumentée manipule des valeurs instrumentées. Ces valeurs peuvent
étre vues comme des valeurs abstraites par rapport aux valeurs sur-instrumentées. La fonc-
tion d’abstraction est tout simplement la fonction qui supprime toutes les fonctions d’im-
pact. Ainsi, chaque valeur sur-instrumentée correspond & une valeur instrumentée unique et

plusieurs valeurs sur-instrumentées peuvent correspondre & la méme valeur instrumentée.

Cette section présente la composition des valeurs instrumentées.

3.5.1.1 Valeurs

Une t-valeur instrumentée (notée tu') est composée d’un ensemble de t-dépendances

td* et d’une v-valeur instrumentée u*.

tu':= [td’ | u'] Valeur avec annotation de ¢t-dépendance

Une v-valeur instrumentée (notée u") est composée d’un ensemble de v-dépendances d*

et d’une valeur simple instrumentée v*.

u':= [d' | v'] Valeur avec annotation de v-dépendance

Enfin, une valeur simple instrumentée (notée v*) est une valeur simple dont les sous-

termes sont des w-valeurs instrumentées u'. On note V* l'ensemble des valeurs simples

instrumentées.
vii= n|b|C| D) | (ul,u) Constructeurs de données
< Azr.e,I" > Fermeture
< recf.x.e,I" > Fermeture récursive

3.5.1.2 Ensembles de dépendances

Dans les t-valeurs instrumentées (resp. les v-valeurs instrumentées), les ensembles de

t-dépendances (resp. de v-dépendances) sont simplement des ensembles de labels.

td* == {ly;...;1,} t-dépendances
d':= {li;...;l,} wv-dépendances
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3.5.1.3 Environnements

De méme que pour la sémantique sur-instrumentée, on distingue 2 types d’environne-

ments.

Un t-environnement instrumenté permet de lier chaque identificateur a une t-valeur

instrumentée.
tI'" == (z1,tu});...; (xn,tu),) t-environnement instrumenté
Un v-environnement instrumenté permet de lier chaque identificateur a une v-valeur
instrumentée.

= (z1,u});...;(zp,ul) v-environnement instrumenté
3.5.2 Reégles d’inférence

Le jugement d’évaluation de la sémantique instrumentée prend la forme suivante :
tr' e w— tu'
ou e est I'expression évaluée, tI"” le t-environnement instrumenté dans lequel on effectue

I'évaluation et tu’ la t-valeur instrumentée résultat de I’évaluation.
Ce jugement est défini par les régles d’inférence présentée en figure 3.20.

Les régles simples de la sémantique sur-instrumentée restent les mémes dans la séman-
tique instrumentée, seule la signification de la concaténation de dépendances est différente
puisqu’on concaténe des listes de labels au lieu de concaténer des listes d’associations. En
ce qui concerne les régles contenant des dépendances indirectes, la sémantique instrumentée
n’effectue plus le calcul des fonctions d’impact mais se concente de calculer les ensembles

de labels.

Des explications détaillées de ces régles sont données ci-dessous.

I-NUM La régle d’évaluation d’une constante entiére est identique a celle de la sémantique
sur-instrumentée. L’ensemble des t-dépendances instrumentées est vide, de méme que 1’en-
semble des v-dépendances instrumentées et la valeur simple instrumentée est la constante

entiére.
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3.5. SEMANTIQUE INSTRUMENTEE

I-LETIN ' ' ) ,
I-IDENT tI" e — tui tui = [ tdzl ‘ ui }
-NOM tut = t7%[x] (z,tul) @0 Feg > [tdb | b ]
tTiFn— [0 [0]|n]] MHFz—w T leta = e iney— [td Utdy | ub ]
I-ABSTR

I-ABSTR-REC

e dze [0 [0 | <Aze, Pt >]] T Firecfae— [0 | [0 | <recfa.e TH(tT?) >]]
I-APPLY _ ) ) [-APPLY-REC
' Frer— [tdi | [di | <Az.e,T]>]] tr' F* eq — tu)
T F" ea = tuy tuy = [tdy | up ]
(z, tup)® P(T) F e [td | [d | v']]
M Fleg ea s [tdi UtdbUtd'Udi | [diud | ' ]]

1y tui:_[tdi | [ di \_<recf.x.e,1’"i>}]
D ey tuh tu = [td) | ub]
(fitul) @ (2, tud)® (T F e [td' | [d' | o' ]]
M Fleg ea s [tdi UtdbUtd'udy | [diud | v']]

[-IF-TRUE ) . A . . )
tli'F e [td" | [d* | true]] tr'Fer— [tdy | [dY | v ]]
tT F if e then ey else eg — [d'Utd* Utd: | [d*Udd | vt ]]

I-IF-FALSE ‘ ) o ) ‘ ,
tr' e [td" | [d' | false]] ' ep > [tdy | [db | v3]]
T if e then eg else ea — [dUtd* Utds | [dPudb | v§]]

I-MATCH , , ‘ , ‘ ) o
tr' = e — tu' tu' = [td" | [d" | v*]] tu’,p b, 1T,
tr, @t el [tdy | [dy | vi]]
tT* F match e with p — e1 | — ea — [dUtd' Utd} | [diudi | o1 ]]

I-MATCH-VAR _ ) _ ) . ; ;
tI'* e — tu® tu' = [td" | [d | v']] tu',phty, L
(z,tu") O Feg > [tdy | [dy | v5]]
I ' match e withp — e1 |z — ea— [d'Utd' Utdy | [d'Udb | v5]]

I-CONSTR-1 ] )
' e [td" | u']
e C— [0 ] [0 Cl] tI'H D) [td | [0 | D) ]]

I-CONSTR-0

I-COUPLE ) ) o ) ) I-ANNOT ) ) )
tr' Fr ey v [td | u} ] T eg > [tdhy | uh ] e [td | [d | v']]
T8 (eq,en) — [tdi Utdh | [0 | (ud,ub)]] F e [tdh | [LdE ] vP]]
FIGURE 3.20 — Sémantique instrumentée
IM-CONSTR-0 IM-CONSTR-1

[t | [d' | C1LCH{} [td | [d' | D)]], D)y {(z, [0 | u'])}
IM-COUPLE

[td' | [d | (ui,ud)]], (@1 22) by {(z1, [0 | uf ])s(z2, [0 ] ub])}
IM-CONSTR-0-NOT IM-CONSTR-1-NOT
___p#0C | ___»7 D) .
[td* | [d" | CllLpkp L [td" | [d" | D@")]]pk, L
IM-COUPLE-NOT
_rAL
[td" | [d" | (ui,up)]]ph), L

FIGURE 3.21 — Sémantique instrumentée : régles de filtrage
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Tl [td" | u']) =’

Tad{h ={ Til(@, tu?) ®T7) = (2, ,(tu’)) @ T3,(t17)
FIGURE 3.22 — Valeurs instrumentées : suppression des t-dépendances

I-IDENT Cette régle est identique a celle de la sémantique sur-instrumentée. L’évaluation
d’un identificateur se fait de maniére habituelle, en allant chercher la valeur correspondante
dans l'environnement. Les dépendances de la t-valeur instrumentée retournée sont celles

qui ont été enregistrées dans ’environnement pour cet identificateur.

I-ABSTR De méme que pour la sémantique sur-instrumentée, les t-dépendances et les
v-dépendances sont vides. La valeur simple instrumentée est une fermeture contenant 1’en-
vironnement d’évaluation préalablement nettoyé de ses t-dépendances & 'aide de la fonction

1.(e) définie en figure 3.22.

I-ABSTR-REC L’évaluation d’une abstraction récursive suit exactemement le méme mo-

déle que I’évaluation d’une abstraction non-récursive.

I-APPLY La régle de I'application de la sémantique sur-instrumentée fait partie des régles
avec dépendances indirectes. La régle correspondante de la sémantique instrumentée pré-
sentée ici lui ressemble & une différence prés : les dépendances indirectes ne nécessitent pas

de spécification complexe.

En effet, dans la sémantique sur-instrumentée, la fonction de spécification des dépen-
dances indirectes deps spec apply permettait de spécifier les t-dépendances indirectes
td’®* ainsi que les v-dépendances indirectes d’®*. Cette spécification précisait que la liste des
labels présents dans td’” (de méme pour d’®) était la méme que la liste des labels présents
dans d$® (Pensemble v-dépendances sur-instrumentée de e;) et donnait une spécification
pour chaque fonction d’impact associée & une dépendance indirecte. Dans la sémantique
instrumentée, nous ne considérons plus que les listes de labels et ignorons les fonctions

d’impact. Ainsi, nous pouvons remplacer td'* et d’°* par la liste de labels d}. Le caractére
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i) = [0 | ']
M =0 M) 6T = (o, 1Hiw) o 1)

FIGURE 3.23 — Valeurs instrumentées : ajout de t-dépendances

indécidable de cette régle disparait ainsi, avec la disparition de la fonction de spécification

des dépendances indirectes.

Comme dans la sémantique sur-instrumentée, nous utilisons une fonction ajoutant des
t-dépendances vides & ’environnement encapsulé pour évaluer le corps de la fermeture.

Cette fonction, notée 1%(e) est définie en figure 3.23.

I-REC-APPLY De la méme maniére que pour la régle de 'application d’une fonction non
récursive, cette régle reprend la régle de la sémantique sur-instrumentée en remplagant les

dépendances indirectes par la liste des v-dépendances de la sous-expression ej.

I-LETIN La régle d’évaluation d’une liaison est identique a la régle correspondante dans
la sémantique sur-instrumentée. Elle évalue e; puis ajoute une liaison & ’environnement
pour évaluer es. Le résultat est une t-valeur instrumentée constituée de la concaténation

des t-dépendances des sous-expressions évaluées et de la v-valeur instrumentée de es.

I-IF-TRUE et I-IF-FALSE La régle d’évaluation d’une expression conditionnelle contient
des dépendances indirectes. Dans la sémantique sur-instrumentée, cette régle faisait appel
a la fonction de spécification des dépendances indirectes deps spec_if pour spécifier la
liste des labels des dépendances indirectes ainsi que leurs fonctions d’impact. Cette fonction
n’est plus nécessaire ici puisque la sémantique instrumentée ignore les fonctions d’impact.
Nous reprennons donc la régle de la sémantique sur-instrumentée en remplagant les ¢-
dépendances indirectes et les v-dépendances indirectes par d?, la liste des v-dépendances

de la sous-expression testée.
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I-MATCH et I-MATCH-VAR Comme pour les régles d’évaluation de I’application et de
I’expression conditionnelle, la fonction de spécification des dépendances indirectes n’est
plus nécessaire. Les dépendances indirectes, qui ne sont plus que des listes de labels, sont

données immédiatement par la liste des v-dépendances de la sous-expression filtrée.

I-CONSTR-0, I-CONSTR-1 et I-COUPLE Ces trois régles reprennent a l'identique les
régles de la sémantique sur-instrumentée. Le fait que les dépendances ne contiennent plus
de fonction d’impact n’a aucune influence sur la logique de ces régles. Ceci est di au fait
qu’aucune dépendance n’est introduite, on ne fait que regrouper les t-dépendances des
éventuelles sous-expressions en les concaténant et on construit la v-valeur instrumentée a
I’aide des v-valeurs instrumentées des sous-expressions. La concaténation des dépendances
a une signification légérement différente puisqu’elle concaténe des listes de labels au lieu

de concaténer des listes associatives.

I-ANNOT La régle concernant une expression annotée est elle aussi similaire a son ho-
mologue dans la sémantique sur-instrumentée. Elle ajoute simplement le label [ aux dé-
pendances de la valeur de la sous-expression. La seule différence avec la sémantique sur-

instrumentée est qu’elle n’ajoute pas de fonction d’impact.

Reégles de filtrage De méme que pour la sémantique sur-instrumentée, les régles de
filtrage de la sémantique instrumentée se divisent en deux groupes de trois régles. Le
premier groupe définit un jugement de la forme tu’,p l—;, I qui indique qu’une valeur
instrumentée tu’ correspond au motif p et retourne le v-environnement instrumenté I'. Le
second groupe de régles définit un second jugement qui prend la forme suivante : tu’, p l—;, 1.
Ce jugement signifie que la t-valeur instrumentée tu’ ne correspond pas au motif de filtrage
p. Toutes ces régles d’inférence sont identiques a celle de la sémantique sur-instrumentée,

ce qui se comprend aisément puisque la filtrage ne dépend pas des fonctions d’impact.
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3.5.3 Correction

3.5.3.1 Enoncé informel du théoréme

La sémantique instrumentée est une simplification de la sémantique sur-instrumen-
tée. Elle permet de définir une analyse dynamique calculable pour tout programme dont
I’évaluation de référence termine. Pour obtenir une sémantique calculable, nous avons
retiré les fonctions d’impact de toutes les valeurs. En effet, dans les régles d’inférence avec
dépendances indirectes, les fonctions d’impact contenues dans les dépendances indirectes
sont spécifiées par rapport aux fonctions d’impact des prémisses. Ces spécifications ne
permettent pas de construire les fonctions d’impact des dépendances indirectes et il n’est
pas possible de définir un procédé calculatoire permettant de les construire puisque le

probléme de 'arrét est indécidable (cf. section 3.4.1.2).

On remarque qu’il est possible de supprimer les fonctions d’impact de toutes les valeurs
car dans les régles d’inférence de la sémantique sur-instrumentée, les fonctions d’impact
des prémisses ne servent qu’a définir d’autres fonctions d’impact et ne sont pas du tout
utilisées pour le calcul des autres parties de la valeur (la valeur de référence et les listes de

labels).

Pour assurer la correction de la sémantique instrumentée il nous faut donc montrer
que la seule différence entre la valeur d’un programme par la sémantique sur-instrumentée
et sa valeur par la sémantique instrumentée est I'absence de fonction d’impact dans cette

derniére.

3.5.3.2 Illustration par I’exemple

Pour illustrer le fonctionnement de la sémantique instrumentée ainsi que la nécessité
du théoréme de correction que nous venons d’énoncer informellement, reprenons les deux

exemples présentés précédemment.

Exemple 1 : évaluation d’un couple

Notons e; le programme suivant : (3, 1:7)
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I-NUM

treF 7 (0] [0 ] 7]
M - - I-ANNOT - -
' H 3 [0 [0 ] 3]] L s Te (0] (L] 7))
T F (3,0 2 Ty [tdiUtdy | [0 ] ([0 ]3], (L] 7])]]

I-NU

I-COUPLE

FIGURE 3.24 — Exemple 1 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation instrumentée

Nous avions présenté son jugement d’évaluation sur-instrumentée dans le t-environnement

sur-instrumenté vide :

0" ey — tu avec tu® = [0 | [0 | ([0 ]3], [(Lid) | 7])]]

Intéressons-nous maintenant au jugement d’évaluation instrumenté dans le t-environ-
nent instrumenté vide. L’arbre d’évaluation correspondant est donné en figure 3.24 et voici

le jugement obtenu :

O e tul avectu' = [0 | [0 [ ([0 ]3], [1]T7])]]

On remarque la disparition de la fonction d’impact associée au label [ dans l’en-
semble des v-dépendances de la seconde composante du couple. Outre ce changement,
toutes les autres parties de la valeur instrumentée sont identiques & celles de la valeur

sur-instrumentée car les autres ensembles de dépendances sont vides.

Pour I’évaluation de eq, on obtient donc la méme t-valeur instrumentée, que ’'on évalue
le programme directement par la sémantique instrumentée ou bien en évaluant le pro-

gramme par la sémantique sur-instrumentée puis en retirant toutes les fonctions d’impact.

Exemple 2 : liaison d’une fonction

Notons ey le programme suivant :

let f o=
match o with
| Some(x) — x + I3 : 8
| none — d

in
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(f (Some 18), lp : 17)

Nous allons évaluer ce programme par la sémantique sur-instrumentée dans 1’environ-
nement ¢I'y et par la sémantique instrumentée dans environnement tI'y =17 .(tI'"). On

toi

pose :

trg' = (d, [tdg’ | [dg | 26]])

avec t gz’ = (lg,tfd) et gi = (l4, fd)

L’arbre de dérivation du jugement d’évaluation sur-instrumentée de es a été donné dans

les figures 3.12 et 3.13. On rappelle ici le jugement obtenu :

g ea > [0 ] [0 ] ([(h,f) | 26], [(l2yid) | 17])]]

avec fi1 = funx = 18+ x

En ce qui concerne I'évaluation de eo par la sémantique instrumentée, nous donnons
I’arbre de dérivation dans les figures 3.25 et 3.26. Voici le jugement d’évaluation de ey par

la sémantique instrumentée :

foi(t08) Fea> [0 | [0 ] ([0 | 26], [l2 [ 17])]]

toi

Comme dans l’exemple précédent, on constate que la propriété de correction de la
sémantique instrumentée est également vraie pour I’évaluation de es. En effet, on obtient
exactement la méme valeur en utilisant la sémantique instrumentée ou la sémantique sur-
instrumentée. En évaluant ey par la sémantique sur-instrumentée puis en supprimant toutes
les fonctions d’impact dans la t-valeur sur-instrumentée, on obtient la ¢-valeur instrumentée
[0 | [0 | ([l | 26], [la | 17]) ] ] Aussi, en supprimant dans un premier
temps toutes les fonctions d’impact dans I’environnement d’évaluation tI'§’ puis en utilisant

la sémantique instrumentée pour évaluer es on obtient la méme t-valeur instrumentée

[0 1 [0 ([l [26] [l | 17])]]
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I-ABSTR

— - - 1
T F* do.match o with... — [0 | [0 | < Xo.match o with...,T1{tl'y) > ] ]
[0 [0 | <Xomatch o with...,t3(tT%) >1]1=((f,...) ®I'5)[f] 3
(f, ) @tIo F fs [0 | [0 | < Xo.match o with..., 1(tT%) > 1]
TG emi s (0] (0] 18]
(f..) @IS+ Some 18+ [0 | [0 | Some( [0 | 18])]]

I-IDENT

I-CONSTR-1

 (figure 3.26)
I-MATCH

I-APPLY

(0,..)® TH(1L(tTY)) F* match o with Some x =z +11 : 8 |none —dws [0 | [l | 26]]

(f,..) @ty ¥ f(Some 18) — [0 | [l | 26]]
N G e e (0] (0] 17]]
(f, ) @®troFily = 17— [0 | [la | 17]]

I-ANNOT

I-COUPLE

2

(f,..) @ty (f(Some 18),1p = 17)— [0 | [0 | ([11 ] 26], [l2 | 17])]]

I-LETIN -t
tryFtea— [0 ] [0 ] ([l ] 26], [l2 | 17])]]

FI1GURE 3.25 — Exemple 2 : arbre de dérivation du jugement d’évaluation instrumentée

101 [0 | Some( [0 | 181)]] = ((0,-)@ LTI
(0,-)@ 1T F o [0 | [0 | Some( [0 | 18))]]
IM-CONSTR-1 -

[0 ] [0 | Some([0 | 18])]],Some xzbty, (x, [0 | 18])

I-IDENT

I-PLUS

(@ [0 180)6 (0 )& 1T ~ o1t - 8 (0] [h | 26]]

I-MATCH TR e :
(0,...)8 15 (14(tT%)) F* match o with Some x — x+1; : 8 |none—dw— [0 | [l | 26]]

FIGURE 3.26 — Exemple 2 : sous-arbre de dérivation instrumentée du filtrage
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3.5.3.3 Enoncé formel du théoréme

On veut prouver que la sémantique instrumentée donne les mémes résultats que la sé-
mantique sur-instrumentée hormis les fonctions d’impact. Si un programme a une valeur
instrumentée, alors on peut étre siir qu’il a aussi une valeur sur-instrumentée et qu’en sup-

primant les fonctions d’impact de cette derniére, on obtient la méme valeur instrumentée.

On commence par définir formellement la fonction qui supprime toutes les fonctions
d’impact d’une valeur sur-instrumentée pour obtenir la valeur instrumentée correspon-
dante. Cette fonction est notée 1% (o). On dit que c’est une abstraction des valeurs sur-

instrumentées en valeurs instrumentées.

Abstraction d’une t-valeur sur-instrumentée :
foi [td” | u? ]) = [155(td™) | 1o (u”) ]
Abstraction d’une v-valeur sur-instrumentée :
W [d | v )= [15,(d7) | (™) ]

Abstraction d’un ensemble de t-dépendances sur-instrumenté :

toi(0) == 0 '
foi (L EfO);td”) = 131 (td”)

Abstraction d’un ensemble de v-dépendances sur-instrumenté :

. 27,(@) =0
bl £ ) = 114 (d”)

Abstraction d’une valeur simple sur-instrumentée :

?n(n):: n
i) = b
( )= C
bi(D ( ") = D( Zm(um)) ,
((u17u2 )) = (Z(U1) oi(u5"))
(<)\xe [ >):= < Az.e, 1’ (I“”)
>)

(<recf§ce o > < recf.z.e, 1 (T >

Abstraction d’un t-environnement sur-instrumenté :

i) =0 .
tm((x tum) ©® trm) = (.’1}‘, i?)z( ))@ Ttoz( Fm)
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Abstraction d’un v-environnement sur-instrumenté :

=0
iz, u) ®T%) = (2, 15,(u”))® 15(T*)

Il nous faut également définir formellement la fonction de concrétisation. Cette fonc-
tion transforme toute valeur instrumentée en une valeur sur-instrumentée dont elle est
I'image par la fonction d’abstraction. Pour cela, la fonction de concrétisation doit associer
une fonction d’impact & tout label présent dans un ensemble de dépendances de la va-
leur instrumentée. Le choix de ces fonctions d’impact est complétement arbitraire. Cette

fonction de concrétisation est notée Tt‘”( o).

Notons ¢ fdummy et fdummy une t-fonction d’impact et une v-fonction d’impact quel-
conques qui seront introduites lors de la concrétisation des ensembles de dépendances ins-

trumentés.

Concrétisation d’une t-valeur instrumentée :

FLtd |t ]) = [ |49 ]
Concrétisation d’une v-valeur instrumentée :

WL | o)) = [19(d) | 19(v") ]

Concrétisation d’un ensemble de t-dépendances instrumenté :

) = 0
;qz(l;tdz) : (l tfdummy) Z,n(tdz)

Concrétisation d’un ensemble de v-dépendances instrumenté :

190) 1= 0 y
T;)z(l;dz) = (l fdummy) ng(dz)

Concrétisation d’une valeur simple instrumentée :

)= n
) b
)= C
194D (2)) = D(1{"(u"))
)
>)
>)

T(u,up)) = (19w, 19(u3))
o< Ape, " >) == < Aw.e, POUTY) >
19(< recf.x.e,I'" >) = < recf.x.e, 1T >
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Concrétisation d’un ¢-environnement instrumenté :

o WO=0
() @ 1) = (@ i) 147(rY)

Concrétisation d’un v-environnement instrumenté :

o wo=n
(@) @) = (o, 19 19(T)

Nous pouvons alors énoncer le théoréme de correction :

Théoréme 3.5.1 (Correction de la sémantique instrumentée).
V(T e, tu?) 4T F e v tu’

= J(tuc?). M) Fo e s tu® A tu® =1 (tu?)

Le théoréme de correction énonce que s’il existe un jugement pour la sémantique
instrumentée évaluant un programme e dans un t-environnement instrumenté tT* et re-
tournant une t-valeur instrumentée tu’, alors il existe un jugement évaluant e dans le
t-environnement sur-instrumenté obtenu en ajoutant des fonctions d’impact quelconques
dans tI'"* et en supprimant les fonctions d’impact dans la t-valeur sur-instrumentée obtenue,

on retrouve la t-valeur instrumentée tu’.

La propriété suivante est plus forte que le théoréme de correction. Elle permet de
s’affranchir de la fonction de concrétisation qui n’a que peu de signification puisqu’elle ne
fait qu’introduire des fonctions d’impact quelconques dans les ensembles de dépendances.
Il aurait été sans doute plus judicieux de prouver cette propriété a la place du théoréme de
correction exprimé ci-dessus. Elle exprime que pour tout t-environnement sur-instrumenté
tI'%" . s'il existe un jugement instrumenté pour e dans I'environnement obtenu en supprimant
toutes les fonctions d’impact de tI'°° et que ce jugement retourne une t-valeur instrumentée
tu’, alors il existe un jugement sur-instrumenté dans tI'” et en supprimant les fonctions
d’impact dans la t-valeur sur-instrumentée obtenue, on retrouve la t-valeur instrumentée
tu’. Si on spécialise cette propriété en prenant tI'° =11/(tI'), on retrouve le théoréme de
correction exprimé ci-dessus qui est donc un cas particulier. La preuve de cette propriété

pourra faire 'objet d’un travail futur.

V(T e, tut). 18 (t19) F e s tu!

tot
= A(tu®) 4T % e s tu® A tul =11 (tu®)

toi
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3.5.3.4 Preuve de correction

La preuve est faite par induction sur le jugement de la sémantique instrumentée. Nous
expliquons ici quelques cas pour permettre au lecteur de comprendre facilement la maniére
dont la preuve a été faite. La preuve compléte est disponible sous forme de code source

Coq.

cas I-NUM Ce cas est trivial. Dans ce cas, I'expression e n’est autre qu'une constante
numeérique n, la t-valeur instrumentée tu’ ne contient que des dépendances vides et la
valeur simple sur-instrumentée n. Il suffit d’appliquer la régle d’inférence OI-NUM de la

sémantique sur-instrumentée pour conclure.

cas I-IDENT Dans ce cas, 'expression e est un identificateur que nous noterons z. Cet
identificateur est présent dans I’environnement tI'* associé & la valeur tu’. L’identificateur
z est donc également présent dans l'environnement 112 (tI'%) associé a la valeur 119 (tu’).
Il suffit donc d’appliquer la régle d’inférence OI-IDENT de la sémantique sur-instrumentée

pour conclure :

1(ET) 10 i) At =1 (115t

toi
cas I-ABSTR  Nous avons le jugement de la sémantique instrumentée suivant :
tr' i Azes [0 [0 ] < Azee, t4,(tTY) > 1]
Nous allons montrer que la t-valeur sur-instrumentée suivante convient :

FCL0 1 [0 ] <Aze, 13,007 > 1))
quiest égalea [0 | [0 | < Aw.e, P(1L(ETY)) > ]

Il nous faut alors montrer la propriété suivante :

LG Fol e [0 ] [0 | < Az.e, T2(ML(TY) > ]
ALO T [0 ] <Aze, 1500 > 1] =100 [0 | [0 ] < Aze, 19(15,(17)) > 1)

— ltoi
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La premiére partie de la propriété se montre en appliquant la régle d’inférence OI-ABSTR

et en remarquant que :
TP () =125, (1E7(eT))
La seconde partie de la propriété se montre en remarquant que :

il [01 [0 [ <Aze t7(15007) > 1) = [0 | [0 | <Aze, 75,017 (1,()) > 1]
et T3,(t0") =15,(17(15,(tT)))

cas I-APPLY Nous avons les jugements de la sémantique instrumentée issus de la régle

d’inférence I-APPLY ainsi que les trois hypothéses d’induction suivantes :

tHiFlep s [tdd | [di | < Ave,T% > ]
T = eg > tul
tup = [tdy | uj]
(2, tub)® 135 Hes [td' | [d' | o' ]]
tri ki ey eg > [tdi Utdh Utd*Udi | [diud | v']]

Loi(IT) 10l ey s [td9 | [d | < Az.e, T > 1]

A[tdi | [di | <Ave,Ti>]]=ti([td | [dF | < z.e,T9>1])

— ltoi

M) o7 ea s [t | g’ ]
ALtdy | b ] =15 [tdg' | ug'])

— ltos

i (2, tup)® 17(T)) B e s [d | [d | v ]]
ALtd | [dt | ot T =t ([t | [d” | v ]])

— ltoi

Nous souhaitons dériver un jugement d’évaluation sur-instrumentée pour l’expression
e1 es en utilisant la régle d’inférence OI-APPLY ainsi que les jugements d’évaluation de e et
de es issus des hypothéses d’induction ci-dessus. Il nous manque un jugement d’évaluation

adéquat pour e et une hypothése concernant la spécification des dépendances indirectes.

Tout d’abord, nous remarquons que la fonction de spécification des dépendances in-

directes deps spec__apply est une fonction totale (la preuve de cette propriété est assez
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simple mais nécessite cependant de faire appel a 'axiome du choix ainsi qu’a I'axiome du

tiers exclu). Il existe donc des ensembles de dépendances td’*" et d'' tels que :
deps__spec__apply(tust, d$®) = (td'*, d'?)

En ce qui concerne le jugement d’évaluation sur-instrumentée de e, on reprend celui
qui provient des hypothéses d’induction en ’adaptant. Remarquons tout d’abord qu’il est

possible de réécrire I’environnement d’évaluation ainsi :

P 1 (TI))
M)WWMWW
US DN® 152 (e T (1))
Do 1 (T)

toz((x tUQ)@ th(rz)) — tOl(( toz( [tdgz |
(2. A0 [ 15
(2, 157" (Mol {tdgz I

toz( téz(( €T, dgl

ot

On a donc le jugement suivant :

A, (15 ] g )@ 1TT)) Fo e [ | [ | o]

tt tor

On en déduit qu’il existe un jugement d’évaluation dans le t-environnement sur-instrumenté
(z, [td$ | u$ ])® 1 (T'¢") qui évalue e en une certaine t-valeur sur-instrumentée

[td"" | [d" | v"°"]] qui vérifie les propriétés suivantes :

(.CC, [tdoi ‘ uoi ])@ Z(Z)Z(Ftln) }_oie’_> [td/loi ’ [d//oz‘ ‘ U//m‘]]
B Lt | [ | o) =[] [ ] o))

On peut alors appliquer la régle d’inférence OI-APPLY pour déduire un jugement d’éva-

luation sur-instrumentée pour l'expression e eg :

OI-APPLY ) ) ) ‘ '
o+ ey [tdY | [dY | < Aze,T7 > 1]
tr =% ey > tug’ tug' = [td3' | u3']
(2, tug")® TS Fo e v [td" | [d" | "))
deps _spec__apply(tu3',dy’) = (td'”,d"")
tl-\oi l_oi el €9 [ td(l)i U tdgi U td//oi U td/oi ‘ [ d/oi U d//oi | ,U//oz‘ ] ]

Pour conclure, il ne nous reste plus qu’a prouver qu’en supprimant les fonctions d’impact

de la t-valeur sur-instrumentée de ey ey, on retrouve sa t-valeur instrumentée :

136
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([ doz‘ Utdoi Utd//oi Utd/oi ’ [d/oi d//oi | U//oi ] ])

[ Hoi(tdf)U Tigi(td5")U ig,(td"*)U 1,(¢d"") | [Téi(d’f”)u 1o i(d") | (") 1]
= [ Mo(td?")U 1o,(td3)U 115,(td™)U 1i5,(td) | [15,(d)U 15,(d) | 1o:(v”) ] ]

[ td} U tdl U td'U 122, (td™) | [15(d)ud’ | v*]]

[tdi Utdi Utd'Udd | [diud | v']]
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3.6. CORRECTION DE L’ANALYSE DYNAMIQUE

3.6 Correction de ’analyse dynamique

Nous souhaitons, dans cette section, établir une preuve de correction de notre analyse
dynamique vis-a-vis de la notion de dépendance établie formellement en section 2.7. Pour
cela, nous avons présenté plus haut plusieurs sémantiques intermédiaires en établissant a
chaque étape la correction de la sémantique présentée par rapport a la précédente. Nous
allons maintenant pouvoir enchainer les preuves intermédiaires pour établir un théoréme
de correction de ’analyse dynamique (la sémantique instrumentée) par rapport a la notion
de dépendances introduite formellement a I’aide de la sémantique avec injection (cf. section

3.3).

3.6.1 Enoncé informel du théoréme

Le but de notre analyse est de pouvoir affirmer que si un label n’apparait pas dans le
résultat de I’analyse d’un programme alors ce label n’a pas d’impact sur ’évaluation de ce

programme.

Autrement dit, aprés avoir obtenu un jugement d’évaluation instrumentée du pro-
gramme & analyser et aprés avoir vérifié que le label en question n’apparait pas dans
les dépendances calculées alors on peut affirmer que peu importe l'injection considérée
sur ce label, I’évaluation avec injection de ce programme retournera toujours la valeur de

référence du programme (la valeur du programme lors d’une évaluation sans injection).

3.6.2 [Illustration par I’exemple
Exemple 1 : évaluation d’un couple

Notons e; le programme suivant : (3, 1:7)

Son jugement d’évaluation instrumenté dans le t-environnent instrumenté vide est :

O er— [0 [0 C[O3L[L]7])]]
Seul le label [ apparait dans la ¢t-valeur instrumentée de e;. On peut donc affirmer que
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tout autre label n’a pas d’impact sur I’évaluation de e;. On a en effet pour toute injection

(I, uy) sur un label I" différent de [ :

@ l_l’:'ul/ e1 — (37 7)
Exemple 2 : liaison d’une fonction

Notons ey le programme suivant :

let f o =
match o with
| Some(x) — x + I3 : 8
| none — d + 1y : 8

in

(f (Some 18), I3 : 17)

Voici le jugement d’évaluation instrumentée de es dans un t-environnement instrumenté
Iy = (d, [tdi, | [dY | 26]]) ot d est un identificateur, td’, un ensemble de ¢-dépendances

et dfi un ensemble de v-dépendances :
Ty ea [0 ] [0 ([l ]26], [l ] 17])]]
Le label Iy n’étant pas présent dans la t-valeur instrumentée du programme eg, nous
pouvons en conclure qu’aucune injection sur /s n’a d’impact sur I’évaluation de e :

vle’(da 26) l_lgzvlg € — (26, 17)

Par contre, les labels [; et I3 apparaissent dans la ¢-valeur instrumentée du programme
eo. Il n’est donc pas impossible qu'une injection sur un de ces labels puisse modifier le

comportement du programme, comme le montrent les exemples ci-dessous :

(d,26) Fiy.04 €2 (32,17)

(d,26) Fig.613 €2 — (26,613)
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LDNA-E-I-CONSTR-1
LDNA-E-I-NUM LDNA-E-I-CONSTR-0 ldna in evali(l tri 6)
— — ) )

ldna_in_eval'(1,tT%, n) ldna_in_eval’(1,tT%,C) ldna_in_eval'(1, 1T, D(e))

LDNA-E-I-IDENT LDNA-E-I-IDENT-UNBOUND

ldna_in_wval(l,tT"[z]) x & support(tT*)

ldna_in_eval'(1,tT",z) ldna_in_eval'(l,tT", x)

LDNA-E-I-ABSTR . . LDNA-E-I-ABSTR-REC . .
ldna_in_eval*(1,tT", e) ldna_in_eval*(1,tT", e)

ldna_in_eval'(1,tT% Ax.e) ldna_in_eval®(l,tT%, recf.x.e)

LDNA-E-I-IF

LDNA-B-I-APPLY ' ldna_in_eval{i ({, tfi, e)
ldna_in_eval'(l,tI", e1) ldna_in_eval'(l,tI", 1)
ldna_in_eval®(1,tI", es) ldna_in_eval®(1,tI", e2)

ldna_in_eval'(1,1T% ey ep) ldna_in_eval'(I,tT%,if e then e; else ey)

LDNA-E-I-MATCH

ldna_in_eval‘i(l, tFli, e) LDNA-E-I-ANNOT
ldna_in_eval'(1,1T", e1) L#1 A
ldna_in_eval®(1,tI", e2) ldna_in_eval'(1,tI"e)
ldna_in__eval®(1,tT%, match e with p — e1 | © — e3)  ldna_in_eval®(1,tT%,1 : e)
LDNA-E-I-COUPLE . . LDNA-E-I-LETIN . .
ldna_in_eval"(l,tI", e1) ldna_in_eval'(l,t1I", e1)
ldna_in_eval*(1,tI", e2) ldna_in_eval*(1,tI", eq)
ldna_in_eval' (1,117, (e1,e2))  ldna_in_eval'(I,tT let x = ey in ey)

FIGURE 3.27 — Prédicat de non-apparition d’un label lors d’'une évaluation instrumentée

3.6.3 Enoncé formel du théoréme

Pour énoncer formellement le théoréme de correction, il nous faut tout d’abord définir
formellement les notions de non-apparition d’'un label dans une valeur instrumentée et
dans un t-environnement instrumenté. On définit pour cela les prédicats ldna_in_eval?,
Idna_in_wal® et ldna_in_env'. Leur définition est donnée respectivement en figure 3.27,

en figure 3.28 et en figure 3.29.

Théoréme 3.6.1 (Correction de I'analyse dynamique).
V(I e, tul, 1),

T F e — tu

= ldna_in_env¥ (I, tI'%)

= ldna_in_val®(l,tu’)

= Y. Tti(tf‘i) Fi, € »—>Tti(tui)
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LDNA-V-I-CONSTR-1
ldna_in_wval*(l,u)

ldna_in_wval'(l,n) ldna_in_wval'(l,b) ldna_in_wval'(1,C) ldna_in_wval'(l, D(u))

LDNA-V-I-NUM LDNA-V-I-BOOL LDNA-V-I-CONSTR-0

LDNA-V-I-COUPLE

. 7
ldna_in_val (lv ul) LDNA-V-I-CLOSURE LDNA-V-I-CLOSURE-REC

ldna_in_val*(l,us) ldna_in__eval* (1, t£(I'"), e) ldna_in_eval®(1,1H(T"), €)
ldna_in_val'(l, (u1,ug)) ldna_in_wval'(l,< Az.e,T* >) ldna_in_wval'(l, < recf.z.e,T* >)

LDNA-V-I-V-VAL LDNA-V-I-T-VAL

l¢d ldna_in_wval*(l,v") 1 ¢ td" ldna_in_wval*(l,u")
ldna_in_wval'(l, [d" | v"])  ldna_in_wval'(l, [td" | u'])

FIGURE 3.28 — Prédicat de non-apparition d’un label dans une valeur instrumentée

LDNA—ENV—I—CONS . . )
ldna_in_env'(l,tu") ldna_in_env*(1,tI")

ldna_in_env'(l, ) ldna_in_env'(l, (tu') @ tT'")

LDNA-ENV-I-EMPTY

FI1GURE 3.29 — Prédicat de non-apparition d’un label dans un environnement instrumenté

3.6.4 Preuve de correction

La preuve de ce théoréme repose sur les théorémes déja prouvés précédemment concer-
nant la correction de la sémantique instrumentée vis-a-vis de la sémantique sur-instrumentée,
la correction de la sémantique sur-instrumentée vis-a-vis de la sémantique avec injection
et la correction de la sémantique avec injection vis-a-vis de la sémantique opérationnelle

avec injection.

L’enchainement de ces théorémes permet ainsi d’établir le lien entre la sémantique

instrumentée et la sémantique opérationnelle avec injection.

On part des hypotheéses suivantes :

I+ e > tu
ldna_in_env™(1,tT")
ldna_in_val®(1, tu')
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Rappel du théoréme de correction de la sémantique instrumentée :

V(T e, tu’) 4T o e tu® = 3(tu®). 10T o e tu® A tu® =11 (tu®)

tor

En utilisant le jugement d’évaluation instrumenté et le théoréme de correction de la
sémantique instrumentée vis-a-vis de la sémantique sur-instrumentée, on déduit qu’il existe
une t-valeur sur-instrumentée tu® vérifiant les deux propriétés suivantes :

LU FO e s tu®
tut :th (tum)

toi

D’autre part, puisque le label [ n’apparait pas dans le t-environnement instrumenté ¢tI",
on en déduit que ce dernier est instanciable et I’environnement instancié est son environ-

nement de référence. C’est-a-dire qu’il existe un environnement I tel que :
P = B(IT9) =1, (1T%) =1, (1T

Puisque le label I n’apparait pas non plus dans la t-valeur instrumentée tu’, cette
derniére est instanciable et la valeur de I'instanciation est sa valeur de référence. Il existe

donc une valeur v telle que :
0 =) = tu) =1 (1)

Rappel du théoréme de correction de la sémantique sur-instrumentée vis-a-vis de la

sémantique avec injection dans un t-environnement sur-instrumenté :

0% Ho e s tu® = Y(1,v)).30.T =" (7% = Voo =50 (tu®) = 0% by, e 5 v

On utilise alors ce théoréme pour obtenir :

7o Fiw, €= v

Rappel du théoréme de correction de la sémantique avec injection dans un ¢t-environnement

sur-instrumenté vis-a-vis de la sémantique opérationnelle avec injection :
YVt T, e,v,1,v;), T Fiy, e v=T = U:”’(ﬂmi) =Tk, e—v
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On utilise enfin ce théoréme pour déduire :

| R P

On peut alors conclure en utilisant les égalités ci-dessus concernant I' et v :

(07 Fi, € =gt

143



3.6. CORRECTION DE L’ANALYSE DYNAMIQUE

144



Chapitre 4

Analyse statique

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter une analyse statique des dépendances d’un pro-
gramme et sa preuve de correction. Cette analyse permettra d’analyser tout programme
écrit dans notre langage et de fournir une approximation raisonnable de ses dépendances.
Elle permettra également d’analyser un programme sans en connaitre précisément 1’en-
vironnement d’évaluation. Il suffira de spécifier un environnement d’évaluation abstrait

correspondant & un ensemble d’environnements d’évaluation possibles.

La présentation de cette analyse statique fait suite & la présentation dans le chapitre
précédent d’'une analyse dynamique. La ot I’analyse dynamique permettait d’analyser un
programme uniquement dans un environnement d’évaluation de référence connu, I’analyse

statique permet de spécifier de facon souple 'environnement d’évaluation.

Bien que la définition de ’analyse statique, que nous appelons sémantique abstraite,
soit indépendante de celle de la sémantique instrumentée ainsi que des autres sémantiques
présentées, sa présentation fait suite a la présentation dans le chapitre précédent de I'ana-
lyse dynamique (sémantique instrumentée). En effet, dans le but de faciliter la preuve de
correction de ’analyse statique, nous définissons la sémantique abstraite comme une inter-
prétation abstraite de la sémantique instrumentée. De la méme maniére que dans le chapitre
précédent, nous serons amené a introduire des sémantiques intermédiaires permettant une

preuve par étapes, plus simple qu'une approche directe.
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4.1. INTRODUCTION

Sémantique instrumentée : tI I—l e — Tt
in(e) in(e)
' .
Sémantique instrumentée multiple : tl‘\zm l_zm e —s '
A
7o) 7o)
Sémantique collectrice : tIe |_C er—tuc
A
Ta(e) Ta(e)
Sémantique abstraite : tFa I—a’ e—tu®

Les fleches correspondent a des fonctions injectives entre les ensembles de valeurs
ou entre les ensembles d'environnements pour visualiser les pertes de précision et
pertes de généralité.

FIGURE 4.1 — Sémantiques intermédiaires pour ’analyse statique

La figure 4.1 présente une vue globale des différentes sémantiques intermédaires entre

la sémantique instrumentée et la sémantique abstraite.

Ainsi, dans ce chapitre, nous utilisons la sémantique instrumentée comme une séman-
tique de base dont nous allons proposer une interprétation abstraite en plusieurs étapes.
La preuve de correction de ’analyse statique sera alors constituée de ’enchainement des
preuves de correction des différentes sémantiques intermédiaires. La figure 4.2 propose une

représentation graphique de ’enchainement des différentes preuves de correction.

Tout d’abord, nous présenterons la sémantique instrumentée multiple qui permet d’ana-
lyser un programme simultanément pour un ensemble de t-environnements instrumentés
possibles (cf. section 4.2). Ensuite, nous aborderons la présentation de la sémantique col-
lectrice (cf. section 4.3), qui permet d’analyser un programme dans un environnement
collecteur dans lequel chaque identificateur est lié & un ensemble de valeurs possibles. En-
fin nous présenterons la définition et la preuve de correction de la sémantique abstraite
(cf. section 4.4), dans laquelle les ensembles de valeurs présents dans la sémantique collec-
trice sont remplacés par des valeurs abstraites représentant certains ensembles de valeurs

particuliers.
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4.2. SEMANTIQUE INSTRUMENTEE MULTIPLE

I i e tu’

La sémantique instrumentée multiple

effectue plusieurs évaluations Mm Mm

instrumentées a la fois.

Si un t-environnement instrumenté . . 5 ) im(Ac a
m m, C

appartient a I'ensemble des trem e — v < Tc (tu )S Tc (Ta(tu ))

environnements, alors la t-valeur
instrumentée appartient au résultat.

im(®)

La sémantique collectrice est une

interprétation abstraite de la ¢ (trzm) ¢ e —tul < Tg(tua)

sémantique instrumentée multiple. m

(EO)

| 12(s)
La sémantique abstraite est une

interprétation abstraite de la Tg( fm(tl—‘lm)) I_a e — t’U,a

sémantique collectrice.

Ce diagramme montre le lien entre I'analyse statique d'un programme (sémantique abstraite)
et I'analyse dynamique (sémantique instrumentée).
On peut ainsi visualiser I'enchainement des preuves de correction des 3 sémantiques présentées dans ce chapitre.

FIGURE 4.2 — Enchainement des preuves des sémantiques intermédiaires pour ’analyse
statique

4.2 Sémantique instrumentée multiple

La sémantique instrumentée multiple est la premiére sémantique intermédiaire per-
mettant de faire le lien entre la sémantique instrumentée et la sémantique abstraite. Il
s’agit d’un outil technique permettant de faciliter la preuve de correction de la sémantique

collectrice qui sera présentée dans la section suivante.

4.2.1 Présentation informelle

Un des buts de notre analyse statique est de pouvoir obtenir en une unique analyse un
résultat contenant une approximation des dépendances d’un programme pour un ensemble
d’évaluations possibles. La sémantique instrumentée multiple franchit ce premier pas en
regroupant dans un jugement d’évaluation unique un ensemble d’évaluations instrumentées

possibles.

4.2.2 Deéfinition formelle

La définition formelle de la sémantique instrumentée multiple ne comprend qu’une seule

régle d’inférence. Celle-ci se base sur la sémantique instrumentée précédemment définie.
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4.2. SEMANTIQUE INSTRUMENTEE MULTIPLE

Le point de départ est un ensemble tI"* d’environnements d’évaluations instrumentés
possibles. Chacun de ces environnements instrumentés fournit ou non un jugement d’évalua-
tion instrumenté pour le programme e aboutissant sur une certaine t-valeur instrumentée.
Toutes les t-valeurs instrumentées tu' pour lesquelles il existe un jugement d’évaluation
instrumentée du programme e dans un t-environnement instrumenté présent dans tI™"
sont regroupées dans un ensemble de ¢-valeurs instrumentées v"™ qui est le résultat du

jugement d’évaluation instrumentée multiple.

Il est utile de remarquer que pour tout ensemble de t-environnements instrumentés et
tout programme e, il existe un jugement d’évaluation instrumentée multiple de ce pro-
gramme en un certain ensemble de ¢-valeurs instrumentées (éventuellement vide).

I-MULTIPLE . . . . . .
v = {tu' | I €I AT H e — tu'}

12 DA SN L
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4.3 Sémantique collectrice

La sémantique collectrice a pour but de faire apparaitre le calcul des dépendances lors
de l'analyse simultanée d’un ensemble d’évaluations possibles d’'un programme. La séman-
tique instrumentée multiple permettait d’analyser simultanément un ensemble d’évalua-
tions possibles d’'un programme mais le calcul des dépendances se faisait séparément pour
chacune des évaluations possibles. La sémantique collectrice évalue un programme dans
un environnement collecteur et fournit comme résultat une valeur collectrice. Cette valeur
collectrice comprend des t-dépendances ainsi que des v-dépendances globales (partagées

par toutes les valeurs possibles) ainsi qu'un ensemble de valeurs possibles.

L’intérét d’une telle sémantique est de séparer le calcul des dépendances du calcul des
valeurs dans chaque environnement possible. Cette étape permettra par la suite de définir

une abstraction du calcul des valeurs en gardant le calcul des dépendances défini ici.

4.3.1 Algeébre des valeurs

4.3.1.1 Valeurs

Une t-valeur collectrice (ou simplement « valeur collectrice » puisqu’ici il n’y a pas
d’ambiguité, notée tuc) est composée d'un ensemble de t-dépendances td, d’un ensemble

de v-dépendances d° ainsi que d’un ensemble de valeurs simples instrumentées vs®.

tu:= [td® | d° | vs'] Valeur collectrice

Les annotations de dépendance td€ et d° sont globales et chaque valeur simple instrumentée
présente dans vs' contient des annotations de dépendance concernant ses propres sous-

termes.

Comme dans toutes les autres sémantiques présentées, les ensembles de t-dépendances
ainsi que les ensembles de v-dépendances sont des ensembles nécessairement finis. Par
contre, ’ensemble des valeurs simples instrumentées contenu dans une valeur collectrice

est un ensemble potentiellement infini.
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4.3.1.2 Ensembles de dépendances

Dans les valeurs collectrices, les ensembles de t-dépendances (resp. de v-dépendances)

sont simplement des ensembles de labels, comme dans la sémantique instrumentée.

td® .= {l1;...;l,} t-dépendances
d®:= {li;...;ln} v-dépendances

4.3.1.3 Environnements

Contrairement & la sémantique instrumentée, il n’y a qu’un seul type d’environnement.
La représentation des fonctions sous forme de valeur collectrice est constituée d’un ensemble
de fermetures instrumentées, contenant chacune un v-environnement instrumenté. Il n’y a
donc pas besoin d’'un type d’environnement collecteur spécial pour la représentation des

fonctions.

Un t-environnement collecteur (ou simplement « environnement collecteur » puisqu’ici

il n’y a pas d’ambiguité) permet de lier chaque identificateur a une ¢-valeur collectrice.

tre:= (z1,tu§);...; (zn, tul) t-environnement collecteur
4.3.2 Reégles d’inférence

La sémantique collectrice évalue une expression dans un environnement collecteur et
fournit une valeur collectrice. Tout comme la sémantique instrumentée multiple, elle fournit
toujours un résultat (pour toute expression et tout environnement collecteur, il existe une
valeur collectrice). La valeur collectrice peut éventuellement contenir un ensemble vide de
valeurs simples, ce qui correspond & une erreur d’évaluation. Le jugement d’évaluation
prend la forme suivante :

tI“ F¢ e — tu’

C-NUM La régle d’évaluation d’une constante numérique n’introduit aucune dépendance.
Les t-dépendances ainsi que les v-dépendances sont donc vides. L’ensemble des valeurs
simples instrumentées est réduit & un singleton contenant uniquement la constante numé-

rique correspondant & I'expression.
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C-IDENT C-IDENT-EMPTY
C-NUM tu® = tI"°[z] x & support(tT'®)

tretne— [0 0] {n}] tH°Faz—tu® Kz [0 ] 0] 0]

C-ABSTR ) o C-ABSTR-REC _ o
vs' = {< Az.e,T* > | T* et"(tT°)} wvs' = {< recf.z.e,I* > | T* et™(tI°)}
tre e Aze— [0 | 0 | vs'] tre ¢ recfxer [0 | 0 | vs®]

C-APPLY
e e ey v [td§ | dS | wst ]
I FC e [tdS | dS | vsh | v'™ = multiple _instrumented_application(tds, dS,vs}, tdS, dS, vsb)
(VI. 1 € td° & (3(td*, d*,v®). L etd* A [td' | [d' | ' ]]€v'™))
(VI. 1€ d® & (3(td',d*,v)). led A [tdh | [db | v']]€v™))
vst = {o' | (td},d}). [td' | [d' | v']]€vi™}
tI° ey eg > [td® | d° | ws®]

C-IF-TRUE )
_ _ tre e [td® | d° | ws'] _
true € vs® false € vs* tr’H ey — [td | df | vsy] tu/'c= [d°Utd®Utd | d°Udf | vs} |
tI° € if e then ey else e — tu'c

C-1F-FALSE )
tr’r¢ers [td® | d° | ws']
false € vs* true & vs' tr’kCep—~ [tds | d5 | vsh ] tu/¢ = [d°Utd°Utds | d°UdS | vsh ]
tIC FC if e then ey else eg — tu'®

C-IF-UNKNOWN ) _ ) _
treFCer [td° | d° | ws'] true € vs' false € vs" th°FCep— [tdf | df | vsi]
tH°Feq— [tdS | d5 | vsh ] tu/¢ = [d°Utd°Utd§ Utds | d°UdSUdS | vsl Uwsh ]
tI'° ¢ if e then ey else e — tu'c

C-IF-EMPTY ‘ ) ‘
trekC e [td° | d° | ws'] true ¢ vs® false & vs*
tr°HCif etheneyelseea— [0 | 0] 0]

C-MATCH
tre F€ e — tu®
tu® = [td® | d° | ws'] vs' NSy, wichable 7 0 tu®,p - tI'y try, @t Fer > [td] | di | vsi ]
tI'“ F¢ match e withp — e1 |z = e2 = [d°Utd°ULd] | d°UdS | vs] ]

C-MATCH-VAR ‘
tre k€ e — tu® tu® = [td® | d° | ws']
vs' NSy, grehabie 7 0 tu®,pty L (z,tu®) @tT°FC ez — [tds | dS | vsy ]
tI'° B¢ match e with p — e1 | x — ea — [d°Utd°UtdS | d°UdS | vsh |

C-MATCH-UNKNOWN ) ] )
tre ¢ e — tu® tu® = [td® | d° | vs"] vs* NSy, grchabie 7 0 )
tu,p 7ty try, @0 e — [td] | df | vsi] (z,tu®) @t e — [td5 | d5 | vsh ]
tT¢ ¢ match e with p — ey | @ — ea = [d°Utd® UtdS Utds | d°UdS UdS | vsi Uwsh |

C-MATCH-EMPTY . . .
c e c c _ c c i i i _
tI'“ F¢ e — tu tu” = [ td ‘ d ‘ vs } V8" NUSy qtchable = 0

tI'“ H¢ match e withp —e1 |z —ea— [0 | O | 0]

FIGURE 4.3 — Sémantique collectrice : premiére partie
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C-CONSTR-1 )
tr'FCe [td® | d° | ws']
tre e D(e) = [td® | @ | {D([d® | v'])|v' €ws'}]

C-CONSTR-0

treEeCe [0 0| {C}]

C-COUPLE ) ’
tre ke [td] | df | vsi] tI°FCex— [tdS | d5 | vsh]
t0e - (e, e2) = [tdf Utds | O | {([df | vi], [d5 | v3])|vi €vstAvh € vsh}]
C-LETIN , , _
tre F° ey — tu§ tuf = [td] | df | vsi] vs] #0 (z,tuf) L eq > [tdS | dS | vsh ]
tTC e let © = ey ineg — [td§ UtdS | dS | vsh |

C-LETIN-EMPTY C-ANNOT .
0 ep s [tdS | dS | 0] tHC - es [tdS | d° | vs']
tH’rlets = erinear— [0 | 0 | O] I°FCL : ers [td° | {I}Ud® | vs']

FIGURE 4.4 — Sémantique collectrice : seconde partie

vs’

¢ atehable = LCIVC € Constr®} U {D(u?)|¥D € Constr!,Yu'} U {(ul, ub)|Vul, Vub}

CM CONSTR-0
vs' N st venapie © {CIVC € Constr®}
[ta® | d° | vs'],CH} {}

CM-CONSTR-1 ] ]
o vst N 'Usmatchable C{D")|VD € C_’onstr_l,Vu’} _ _ _
= [Wf3dE.D([d | vi)) € vsl} Viled® s Ad'.led AF.D([d | v']) €vs
[td® | d° | vs'],D(x) b5 {(z, [0 | d° | vs"])}

CM-COUPLE ) _ _ ) _
vs" NS} atenabie S {(u11u2)|vulvvu2} U31 = {Ul\a(d Uz) ([di | vil], [dy | v3]) €vs'}
Viled] & 3dile df /\.El(z.)l7 'U2) ( [d1 | v1 1, [d2 | vz ]) €vs
vsy = {vs|3(d], vi, d3).( [d1 | o1, [dz | v ]) €vs'}

VIl € d§ < 3db.l € db AI(dE, vl vb).([dY | vl I, [ds | v8]) €wst
[td® | d° | s’ ] (w1,02) by {(21, [0 | df | wsi])i(e2, [0 | d5 | vsh])}

CM CONSTR-0-NOT CM CONSTR-1-NOT
vst N {CIVC € Constr®} =0 vs' N {D(w!)|VD € Constr!,Yu'} =0
[td® | d° | Usl],ci—; [td® | d° | vs'], D(x x) by L
CM-COUPLE-NOT
vs' N {(ulvuZ)‘vulrv’U'Q} - @
[td® | d° | vs'],(x1,22) L

M- CONSTR-0-UNKNOWN )
vs' N s venabre L {CIVC € Constr®} vs' N {CIVC € Constr®} # 0
[td® | d° | vs"],CFE? {}

CM-CONSTR-1-UNKNOWN )
vst N vsmatchable Z {D( )|‘v’D € Con.strl,Vul.} . ’
vst N {D(u?)|¥D € Constr? Vul} #0 vs” = {v"“HalI D([d" | v"])€vs'N{D(u")|VD € Constr®, Vu'l}
Viled® o 3dled AF.D([d | v']) €vs' N{D@)|VD € Constr',vu'}
(td® | d° | vs'],D(x) Fp? {(z, [0 | d° | vs"])}

CM-COUPLE-UNKNOWN
) o ) ) vs r_M)Smatcimble < {(ul’UZ)lvulvVUQ}
vs" N {(uy,u3)|Vui, Vus} # 0 vs) = {vl|3(d1,d2,v2) ( [di | vi], [dz | Uz ) €wvs'n {(U1,“2)|VU17VU2}}
Vil € df < 3di.led; /\3(v1,d§,v%) ( [di [ vl [d2 \ vz 1) € vs" N {(ui, ub)|Vui, Yub}
vsy = {’U2|3( 17”1:d1) ( [ | vi ] [dl | v3 ]) € US m{(Uuuz)|\7u1»\7u2}}
Vil € d; < 3ds.l € d2 /\H(d1vv17v2) ([di | o], [dy | U2 ) evs'n {(U17u2)|vu1»vu2}
[td | d° | vs' ], (w1,22) F57 {(z1, 10 | d5 | vst ) (aa, [0 | d5 | vsh )}

FIGURE 4.5 — Sémantique collectrice : régles de filtrage
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C-IDENT La régle d’évaluation d’un identificateur est semblable & celle des autres séman-

tiques. Elle retourne la valeur associée & cet identificateur dans I’environnement.

C-IDENT-EMPTY Une nouvelle régle est introduite pour donner une valeur & un iden-
tificateur dans le cas ou il n’apparait pas dans ’environnement. Dans ce cas, I’ensemble
des valeurs simples est vide pour signifier qu’il n’existe aucune évaluation instrumentée
correspondante. Cette régle est nécessaire pour que la sémantique collectrice soit totale,
c’est-a-dire qu’elle fournisse une valeur pour n’importe quelle expression dans n’importe

quel environnement.

C-ABSTR L’évaluation d’une fonction ne produit aucune dépendance, comme dans les
sémantiques précédentes. En ce qui concerne ’ensemble des valeurs simples instrumentées,
on remarquera qu’il contient un ensemble de fermetures. Puisque I’environnement collecteur
correspond & un ensemble d’environnements instrumentés, on construit une fermeture pour
chaque environnement instrumenté possible. Pour cela, on utilise la fonction 1™ (e) qui
transforme un t-environnement collecteur en ’ensemble des environnements instrumentés

lui correspondant. Cette fonction est définie en figure 4.8.

C-ABSTR-REC Selon le méme principe que pour la régle C-ABSTR, on construit une

fermeture récursive pour chaque environnement instrumenté possible.

C-APPLY La régle de 'application, est plus complexe car il faut construire I’ensemble des
valeurs possibles pour 'application a partir de I’ensemble des valeurs possibles pour e et

€9.

Tout d’abord, on évalue e; et es dans ’environnement collecteur pour obtenir leur valeur
collectrice. On construit ensuite I’ensemble des t-valeurs instrumentées de ’application en
utilisant la fonction multiple instrumented application avec les valeurs collectrices de
e1 et es. A partir du résultat de cette fonction, on extrait alors les t-dépendances, les

v-dépendances ainsi que I’ensemble des valeurs simples instrumentées de ’application.

La fonction multiple instrumented application a pour but de définir 'ensemble des
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multiple _instrumented__application(tds, d$,vst, tdS, ds, vs) =

{ tu® | ( I<Ape, T8 > vsi.
Jvl € vsh.
3(td', t',0"). A
Jtuy = [td; | [d5 [ vy ]].

(@, tus)® A7) Fe s [td | [d' | o' ]]
Atul = [tdfUtdSUtd' uds | [dfudt | v']])
V ( I <recfux.e 'l >cvst.

Jol € vsh.

J(td?, t,v?).

Jtuf = [td§ | [df | <recfw.eT]>]]
Jtuy = [td5 | [d5 | v5]].

(f tuf) @ (z,tub)® TH(CY) He s [td" | [d" | v']]
Atul = [tdSUtdsUtdiuds | [dsudt | v']])}

FIGURE 4.6 — Sémantique collectrice : prédicat d’application instrumentée multiple

t-valeurs instrumentées d’une application de fonction a partir de la valeur collectrice de la
fonction et de la valeur collectrice de I’argument. Cet ensemble est défini par un prédicat
d’appartenance. Une t-valeur instrumentée appartient & cet ensemble si il existe une ferme-
ture (récursive ou non) et une valeur argument telles que I'application de cette fermeture
a cette valeur par la sémantique instrumentée fournit la ¢-valeur considérée. La définition

formelle de cette fonction est donnée en figure 4.6.

Expressions conditionnelles
Pour I’évaluation collectrice d’une expresssion conditionnelle, on distingue 4 cas :

— pour tout environnement possible, seule la premiére branche est évaluée

pour tout environnement possible, seule la seconde branche est évaluée

selon ’environnement possible, 'une ou 'autre des branches est évaluée

— il n’y a aucune évaluation possible

C-IF-TRUE Le premier cas est caractérisé par 'appartenance de la valeur true a l'en-
semble des valeurs possible de la condition (ce qui indique qu’il existe une évaluation
possible passant par la premiére branche) et la non-appartenance de la valeur false (ce
qui indique qu’aucune évaluation possible ne passe par la seconde branche). Dans ce cas,

le calcul des dépendances s’effectue de maniére similaire & la sémantique instrumentée.
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C-IF-FALSE Le second cas est caractérisé de la méme maniére, par 'appartenance de la
valeur false et la non-appartenance de la valeur true a ’ensemble des valeurs possibles
de la condition. Dans ce cas également, le calcul des dépendances s’effectue de maniére

similaire a la sémantique instrumentée.

C-IF-UNKNOWN Le cas incertain, ot ’on peut passer parfois par la premiére branche et
parfois par la seconde branche est caractérisé par I'appartenance des deux valeurs true et
false a I’ensemble des valeurs possibles de la condition. Dans ce cas, les dépendances de la
premiére branche ainsi que celles de la seconde branche se retrouvent toutes les deux dans
les dépendances du résultat. C’est une des sources d’approximation dues a 'incertitude sur

les valeurs de ’environnement.

C-IF-EMPTY Le dernier cas de I’évaluation d’une expression conditionnelle correspond
au cas d’erreur. Le programme analysé est incorrect et son analyse par notre calcul de

dépendances n’a pas d’intérét.

Pattern-matching
Pour I’évaluation collectrice d’un pattern-matching, on distingue 4 cas, homologues aux 4
cas concernant une expression conditionnelle :

— pour tout environnement possible, seule la premiére branche est évaluée

— pour tout environnement possible, seule la seconde branche est évaluée

— selon ’environnement possible, I'une ou 'autre des branches est évaluée

— il n’y a aucune évaluation possible

Cette distinction en 4 cas suit les sémantiques opérationnelles et instrumentées présen-
tées plus haut dans lesquelles seules les valeurs « filtrables » aboutissent a une évaluation.
Par exemple, si I’expression filtrée s’évalue en une fermeture ou un nombre, alors aucune
des deux branches du filtrage n’est évaluée, le résultat est donc une erreur lors de ’évalua-
tion. Il se peut que cette sémantique « théorique » ne corresponde pas a I'implémentation

d’un compilateur en pratique. Ce point est discuté plus en détail en section 2.3.4.
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La discrimination entre les 4 cas se fait tout d’abord en vérifiant si la valeur collectrice

7
matchable

contient au moins une valeur filtrable (cf. définition de vs en figure 4.5). Si c’est
le cas, on distingue alors trois possibilités & ’aide d’un prédicat de filtrage défini en figure
4.5. Ce prédicat est noté tu®, p -3 result ou tu® est la valeur collectrice filtrée, p est le filtre
et result peut prendre trois formes différentes. Il s’agit soit d’un environnement collecteur
(si la valeur est toujours filtrée), soit du symbole L (si la valeur n’est jamais filtrée), soit

du symbole ? accompagné d’un environnement collecteur (si la valeur collectrice contient

a la fois des valeurs filtrées et des valeurs non filtrées).

C-MATCH Le cas ou seule la premiére branche peut étre évaluée est caractérisé par deux
conditions. Premiérement, il doit exister des valeurs « filtrables » dans I’ensemble des va-
leurs possibles de I’expression filtrée (sinon, aucune branche n’est jamais évaluée). Deuxié-
mement, la valeur collectrice de I'expression filtrée est filtrée par le motif (ce qui signifie que
toutes les valeurs instrumentées « filtrables » correspondantes sont filtrées par ce motif).
L’environnement collecteur obtenu par le filtrage contient les liaisons des éventuels iden-
tificateurs contenus dans le motif. Chaque identificateur est 1ié & I’ensemble des valeurs

filtrées par le motif.

C-MATCH-VAR Le cas ot seule la seconde branche peut étre évaluée est aussi caractérisé
par la non-vacuité de I'’ensemble des valeurs « filtrables » de l'’expression filtrée ainsi que
par une seconde condition. La seconde condition impose qu’aucune valeur « filtrable » de

I’expression filtrée ne correspond au motif.

C-MATCH-UNKNOWN Comme pour I’évaluation d’une expression conditionnelle, il existe
un cas incertain otl on ne peut pas garantir que I’évaluation passera toujours pas la méme
branche. On caractérise ce cas par la condition de non-vacuité de ’ensemble des valeurs
« filtrables » de I’expression filtrée et une seconde condition qui impose qu’il existe parmi les
valeurs « filtrables » de I'expression filtrée certaines qui correspondent au motif et d’autres
qui n’y correspondent pas. Dans ce cas, les dépendances des deux branches se retrouvent

dans les dépendances du résultat.
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C-MATCH-EMPTY S’il n’existe aucune valeur « filtrable » pour 'expression filtrée alors

on est en présence d’un programme erroné.

C-CONSTR-0 L’évaluation collectrice d’un constructeur constant est similaire a I’évalua-
tion d’une constante numérique. Les t-dépendances ainsi que les v-dépendances sont donc
vides et I’ensemble des valeurs simples instrumentées est réduit a un singleton contenant

uniquement le constructeur.

C-CONSTR-1 [L’évaluation d'un constructeur paramétré n’ajoute pas de dépendances.
Les t-dépendances sont exactement les t-dépendances de la sous-expression et ’ensemble
des v-dépendances est vide. Pour obtenir I’ensembles des valeurs simples instrumentées, on

enrobe avec le constructeur chacune des valeurs simples instrumentées de la sous-expression.

C-COUPLE L’évaluation d’un couple suit le méme principe que celle d’un constructeur

paramétré sauf qu’il y a deux sous-expressions.

C-LETIN La régle d’évaluation d’une liaison est habituelle. On ajoute simplement comme
condition qu’il existe au moins une valeur possible pour e;. Cette condition n’est pas

absolument nécessaire mais permet a ’analyse de fournir un résultat plus précis.

C-LETIN-EMPTY Dans le cas ou il n’existe aucune valeur pour ej, il n’existe pas non

plus de valeur pour I'expression globale.

C-ANNOT La régle d’évaluation d’une expression annotée est la méme que dans la sé-
mantique instrumentée. On ajoute simplement le label a ’ensemble des v-dépendances de

I’expression.

4.3.3 Correction

4.3.3.1 Enoncé informel du théoréme

On veut montrer que la sémantique collectrice est une interprétation abstraite de

la sémantique instrumentée multiple. C’est-a-dire qu’'une évaluation par la sémantique
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instrumentée multiple peut étre simulée par une évaluation collectrice et que la valeur
ainsi obtenue sera moins précise que celle obtenue par une évaluation directe. Cette si-
mulation nécessite une conversion de I’environnement et de la valeur retournée définies
formellement & 'aide d’une fonction d’abstraction notée 1¢ (o) (cf. figure 4.7) et d’une

fonction de concrétisation notée 17"(e) (cf. figure 4.8).

Le lien entre I’évaluation directe par la sémantique instrumentée multiple et ’évaluation
passant par la sémantique collectrice et les fonctions de conversion, est illustré en figure

4.2.

4.3.3.2 Illustration par ’exemple

Pour illustrer le fonctionnement de la sémantique collectrice ainsi que la signification du
théoréme de correction que nous venons d’énoncer informellement, examinons un exemple
simple. Nous nous limitons & un exemple trés simple car les jugements d’évaluation de-
viennent vite volumineux. Rappelons que la sémantique instrumentée multiple ainsi que
la sémantique collectrice n’ont pas pour but d’étre utilisées en pratique. Leur role est de
simplifier et de rendre modulaire la preuve de correction de ’analyse statique qui, elle, est

utilisable en pratique.
Exemple 1 : évaluation d’un couple

Notons e; le programme suivant : (x, 11:7)

Nous nous intéressons a 1’évaluation instrumentée multiple de ce programme dans un

environnement instrumenté multiple tI'{™ contenant deux t-environnements instrumentés.
7 ={(z, [0 [ [{L} | Col])i( [0 ] [{Ia} | C2] )}

En évaluant le programme e; par la sémantique instrumentée multiple, dans ’environ-

nement instrumenté multiple tI'{™, on obtient le jugement suivant :

= ers {0 [0 ] [0 ([{l} | Col, [{a} | TD]);
[0 1 [0 ([{s} [ Col, [{} I 7TD]] }
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Nous allons maintenant nous intéresser a 1’évaluation du méme programme, dans le
méme environnement, mais en utilisant l'interprétation abstraite fournie par la sémantique

collectrice.

Commencons par abstraire ’environnement instrumenté multiple ¢I'{" en un environ-

nement collecteur que nous noterons tI'{ :
n(t0T) = (2, [0 | {la;ls} | {C;Ca}]) =415

Nous procédons alors & ’évaluation de e; dans I’environnement collecteur obtenu aprés
abstraction :
thitcer— [0 ] 0 | { ([{lsls} | Co], [{U} [ 7))
([{lsts} | Co], [{L} | 7)) }]
Nous obtenons enfin la valeur instrumentée multiple correspondante en utilisant la

fonction de concrétisation :

L0 L0 [ { ([} | Gl [{ln} | 7))
([{losls} | Co], [{l} | 7)) D
={ [0 [0 ([{lsls} | Ol [{li} [ 7D]];
(0] [0 ] C[{lsis} | Co], [{a} [ 7D]] }
Nous constatons alors que la valeur instrumentée multiple obtenue directement est plus

précise que celle obtenue par l'interprétation abstraite. En effet, cette derniére contient des

dépendances supplémentaires. Formellement, nous avons la relation suivante :

(00 (0] (k[ Gl [} | 7D]];
A (01 [0 ([{ls} | Co], [{} 1 7D]] 3
cm{ [0 [0 ([H{lsls | Gl [} 17D
(O 1 [0 [ ([{lsts} [ Co], [{i} [ 7D]] }

4.3.3.3 Enoncé formel du théoréme

Avant d’énoncer formellement le théoréme de correction de la sémantique collectrice, il

nous faut définir formellement quelques notions qui serviront a exprimer le théoréme.

Tout d’abord, nous définissons une fonction d’abstraction (cf. figure 4.7) ainsi qu’une
fonction de concrétisation (cf. figure 4.8). La fonction d’abstraction (notée 1¢ (o)) per-

met de transformer un ensemble de ¢-environnements instrumentés en un environnement
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ABSTB—IM—ENV—EMPTY
" = {{}}

() = {}
im () =
ABSTR-IM-ENV-CONS

I = {(z,tu’) @ tT" | Vtu® € o™ VT € tT¢} ¢ ('™ = tu®
m(t0™) = (2, tu) @ 15,,(47°)

ABSTR-IM-VAL . . . . . .
VIL € td° & Ftd € td AT [td | Wt ] e
VIl € d® & 3d' e d At o). [td | [d | )] € o™
vs' ={o" | Atd",d"). [td" | [d" | v*]] €™}
Ton0™) = (1 | d° | v’

m

FIGURE 4.7 — Sémantique collectrice : Définition de la fonction d’abstraction

collecteur. La régle d’inférence ABSTR-IM-ENV-CONS se lit ainsi : pour abstraire un environ-
nement tI'™ qui est de la forme {(z,tu’) @ tI' | Vtu® € v'™.VtI' € tI'°} pour une certaine
valeur instrumentée multiple v et un certain environnement collecteur tI'¢, on construit
une valeur collectrice tu® pour z a partir de v™ et on ajoute cette liaison a ’abstraction de
tT°. La fonction de concrétisation (notée 19™(e)) permet quant a elle de transformer une
valeur collectrice en un ensemble de t-valeurs instrumentées. Nous pouvons alors composer
ces fonctions avec la sémantique collectrice pour établir une simulation de la sémantique
instrumentée multiple. Pour cela, nous commencons par abstraire ’environnement d’éva-
luation, puis nous évaluons le programme considéré a 'aide de la sémantique collectrice et

enfin nous concrétisons la valeur collectrice.

Il nous faut ensuite pouvoir comparer la valeur instrumentée multiple obtenue direc-
tement a 'aide de la sémantique instrumentée multiple et celle obtenue en passant par la
sémantique collectrice. Pour cela, nous définissons une relation d’ordre (cf. figure 4.9 et
4.10) sur les valeurs instrumentées multiples. Nous exprimerons alors dans le théoréme de
correction que la valeur instrumentée multiple obtenue directement & I’aide de la séman-
tique instrumentée multiple est plus petite (ie. plus précise) que celle obtenue en passant

par la sémantique collectrice.

Le théoréme de correction de la sémantique collectrice s’exprime alors ainsi :

Théoréme 4.3.1 (Correction de la sémantique collectrice).

V(T e, 0™ tuc, t1'°).
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r([tde | de | st )= { [t ] [d°| W' ]]|0f €ws'}
M) :=  append™(tT¢, {})

APPEND-C-IM-EMPTY

tre =4}
append’™ (D¢, tT™) = ¢I"™

APPEND-C-IM-CONS

the = (x, [td° | d° | vs' ) @tI’® T = append ™ (tT'¢, tT"™)
append ™ (tT¢ tT™) = {(x, [td® | [d° | v']]) @I | v* € vs' tT¢ € tT"™}

FIGURE 4.8 — Sémantique collectrice : Définition de la fonction de concrétisation

LE-TD X . LE-D . .
Vietd. letd, Vied.led,
td C td, di C db
LE-TI-VAL . . . . LE-I-VAL . . . .
tdy C td, uj €' uh dy C dy v] C' v

[tdy | i ]S [tdy | wy]  [dy | oi ]S [dy | o5 ]

LE-I-VAL-CONSTR1
LE-I-VAL-NUM  LE-I-VAL-BOOL LE-I-VAL-CONSTRO

up €'
nC'n bClh cc'co D(u}) C" D(ub)
LE'—I—VA'L—C'OUPLE . . . LE—I—VAL—CLOSURE . .
up Cluy  uy Cluy I c'Ty

(uf,uf) CF (ub,uf) < Aze,T) >C'< Ax.e, T >)
LE-I-VAL-REC-CLOSURE . .
ric
<recfa.e, T} >C'< recf.x.e, Ty >)

LE-I-ENV-C'ON'S . . .

u Cup T
< (z,u}) ® T C' (z,uy) @ T
LE—TI-ENV—QONS . . .

tuf Chub DY C DY
< (2, tu}) @ T C' (x, tuy) & I

LE-I-ENV-EMPTY

LE-TI-ENV-EMPTY

FIGURE 4.9 — Relation d’ordre sur les valeurs et environnements instrumentés
LE-IM-VAL o
Viui € o™, Jtuy € vy, tu C' tus

LE-IM-ENV . . o
VTS € tTim, 3tTh € thy™. T CF 4T
™ CimogTym

FIGURE 4.10 — Relation d’ordre sur les valeurs et environnements instrumentés multiples
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(DM M ey i = T =46 ((077) = 40¢ ¢ e 5 tu® = o™ T 4(tu)
4.3.3.4 Preuve de correction

La preuve est faite par induction sur le jugement de la sémantique collectrice. On obtient
alors 20 cas & prouver, suivant les 20 régles d’inférences de la sémantique collectrice. Nous
expliquons ici quelques cas pour permettre au lecteur de comprendre plus facilement la
maniére dont la preuve a été faite. La preuve compléte est disponible sous forme de code

source Coq.

cas C-NUM Ce cas est trivial, tout comme le cas C-CONSTR-0. Nous allons tout de méme
I'expliquer rapidement pour illustrer le principe de la preuve qui est également utilisé dans

les autres cas.

Nous avons les hypothéses suivantes :

tTom i gy i
tTe =f¢, (Tm)
tT'Fene— [0 | 0 | {n}]

On veut alors prouver la propriété ci-dessous :
v ST [0 ] 0| {n}])

La régle de la sémantique instrumentée multiple I-MULTIPLE nous fait appliquer la

régle I-NUM de la sémantique instrumentée. Pour tout environnement tI'* € tI'"™, cette

derniére nous donne la valeur [ | [0 | n]]. On en déduit que v*™ est le singleton
{[0® | [® | n]]} Dautre part, la concrétisation de la valeur collectrice vaut :
g ) 0| {n}])={[0 ] [® | n]]} Pour conclure, il nous suffit donc de

prouver la propriété ci-dessous qui est évidente puisque la relation d’ordre sur les valeurs

instrumentées multiples est réflexive.

{tel olnlpc™{iol [0nlh
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cas C-CONSTR-1 Ce cas est légérement plus complexe que le précédent du fait que

I’expression évaluée posséde une sous-expression.

Nous avons les hypothéses suivantes dont une hypothése d’induction :

I—MULTIPLE . . . . . .
0" = {tu' | HT € T AT H D(e) — tu'}
i pim D(e) — pim

e =< (tT"™)
C-CONSTR-1 )
tr'ECe [td° | d° | ws']
tT e D(e) = [td | O | {D([d° | v"]) | v €wvs'}]
I—MULTIPLE . . . . . .
V= {tu’ | T € T AT H e s tu'}
tFim l_zm e U/im

U/im gzmTsz( [tdc | de | Usi ])

Nous devons alors montrer cette propriété :
o ST [tde | 0] {D([d° | v']) [ o' € ws'}])

Pour cela, nous montrons que pour un élément quelconque de tu' € v"™, il existe un

élément plus grand dans 177 [td® | @ | {D([d® | v']) | v* € vs'}]).

Puisque tu’ appartient a v™, il est issu d’un jugement d’évaluation instrumentée déduit
de la régle d’inférence ci-dessous (en notant tu’ = [td* | [0 | D(u%)]]) :

I-CONSTR-1 o ) )
e [td | u']
tI' ' D(e) v [td" | [0 | D(u')]]

Nous avons alors [ td® | u’] € v et nous pouvons donc appliquer notre hypothése

d’induction pour en déduire qu’il existe une valeur [tds | [db | v4]] telle que :
[tdy | [dy | vy ]]ete([td® | d° | vs'])
[td" | u']C" [tdy | [dy | v3]]

De la premiére de ces deux propriétés, nous déduisons que tdl = td¢, di = d° et v} € vs’.

Nous pouvons alors construire la valeur [td® | [0 | D([d° | v}])]] et montrer quelle
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respecte les conditions nous permettant de conclure :
[td® | [0 | D([d® | wy])]]ere™([td® | @ | {D([d° | v"]) | ' €vs'}])

[td" | [0 | Du)]]C" [ta® | [0 ] D([d° | v3])]]

cas C-IDENT Une des particularités de la sémantique collectrice est d’avoir des régles
d’inférence donnant une sémantique & un programme erroné, par exemple un programme
évalué dans un environnement ol certains identificateurs libres ne sont pas définis. Nous
présentons donc la preuve des cas C-IDENT et C-IDENT-EMPTY pour se rendre compte de

la maniére dont sont traités les cas d’erreur.

Commengons par le cas C-IDENT. Nous avons les hypothéses suivantes :

I-MULTIPLE . . . . . . C-IDENT
v = {tut | T eI AT o tu'} , tu = tT'°[z]
trem = s '™ tre =¢ o — tu®

Nous devons alors montrer cette proriété :
Uzm g’Lm Tlcm(tuc)

Pour cela, supposons que nous avons une t-valeur instrumentée tu’ € v"™ et montrons
qu’il existe une t-valeur instrumentée tub € 197(tu) telle que tu’ C* tu. Puisque tu® € v'™,
il existe un t-environnement instrumenté tI"* € tT'"" tel que :

FIDENT
tu' = tI"[x]
I H et

D’aprés la définition des fonctions d’abstraction et de concrétisation, nous pouvons

déduire qu’il existe une valeur tul, €17(tI°[x]) telle que tu’ C° tub, ce qui nous permet de

conclure.

cas C-IDENT-EMPTY Dans ce cas, nous avons les hypothéses suivantes :

I-MULTIPLE C-IDENT-EMPTY

0™ = Lyt | T € T AT st . z & support(tI¢
{tu" | } e —ge (i) ¢ support(tl'°)

tTom R gy gt o [0 ] 0| 0]
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Et nous devons montrer :
oA 0] D))

Puisque 17( [0 | @ | @]) = 0, il nous faut montrer que v*™ = (). D’aprés la définition
de la fonction d’abstraction, les identificateurs présents dans n’importe quel élément de
tI"™ sont les mémes que ceux présents dans tI'°. Ainsi, puisque 'identificateur = n’est pas
présent dans ’environnement tI'°, alors il n’est présent dans aucun t-environnement instru-
menté appartenant a tI'"™. Il n’existe alors aucune régle d’inférence permettant d’évaluer
'expression x dans un t-environnement instrumenté appartenant a tI'*. On peut donc

conclure puisque v'™ = ().

cas C-APPLY Le cas de 'application est un des cas les plus complexes en raison de la
complexité des régles d’inférence correspondantes dans la sémantique collectrice et dans
la sémantique instrumentée. Nous avons & notre disposition les hypothéses de 1’énoncé du
théoréme ainsi que deux hypothéses d’induction, correspondant aux deux sous-termes de

I’expression :
I-MULTIPLE ) ) o .
V™ = {tut | T € 4T AT e e > tu'}
trim im €1 €2 — v

e =< (tT"™)

C-APPLY
0 ey — [tdf | df | vsi] 0 ears [tds | d5 | vsh]
V"™ = maltiple _instrumented _application(tds,dS, vs}, tdS, dS, vsb)
(V. letd® & (3td' , d'v'). letd A [td | [d | v']]€v™)
(Vi.led & (3(td,d' ). led A [td | [d | v']]ev™)
vs' = {o' | 3(td",d"). [td' | [d' | v']] €™}

tT°F ey eg = [td® | d° | ws']

I—MULTIPLE . . . . . .
o™ = {tu' | I € tI'" AT H e — tu'}

12 LN SN v’im

I—MULTIPLE . . . . . .
oI = {tul | TP € tD AT eg > tu'}
(T Moo s vgm

o S dS | df | vst )

vt S ([ g | d5 | vsh])
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Et nous devons montrer :
vim glm T'ém( [tdc | dc | USZ' ])

Pour cela, supposons que nous avons une t-valeur instrumentée tu’ € v"™ et montrons
qu'il existe une t-valeur instrumentée tu* € t7*( [ td® | d° | ws']) telle que tu’ C° tu't.
Puisque tu’ € v™, il existe une évaluation instrumentée de 1’expression e e en la t-valeur
instrumentée tu’ dans un certain t-environnement instrumenté tI'* € tI'™. Il y a alors deux

cas possibles selon que la régle d’inférence de cette évaluation est I-APPLY ou I-APPLY-REC.

— cas I-APPLY

' Frep s [tdi | [df | < Aw.e,T7 >]]
I o eg > tul tub = [tdy | ub ]
(2, tup)® 1) F e [td' | [d' | 0']]
T Fley eg > [tdi Utds Utd' Ud) | [diud | v']]

tu' = [tdi UtdyUtd' ud, | [diud | v']]

D’aprés nos hypothéses d’induction, nous savons qu’il existe des t-valeurs instrumen-
tées tuf € 1 [ tdS | d§ | wsh]) et tuld € 1 [tds | d§ | wsh]) vérifiant les

propriétés suivantes :
[tdi | [di | <Xz.e, T >]]C" tuff tub C* tulf

Puisque tuf € 19m( [td$ | d§ | vs!]), nous savons qu’il existe une valeur simple

instrumentée v} telle que tu = [td§ | [d§ | vf]]et v € vsi. De méme, il existe
une valeur simple instrumentée vy telle que tufy = [tdS | [dS | v5]] et vi € vsh.

Nous déplions alors la définition de la relation d’ordre pour obtenir les relations

suivantes (en notant tu, = [tds | [db | vi]]):
tdi C' td§ di Ctds < Az.e, T >CHoft
v =< Az.e, I} > i ciry
tdy C*tds dy CtdS vl Cl ol
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Nous utilisons le lemme intermédiaire suivant pour déduire un jugement d’évaluation
instrumentée de l'expression e dans 'environnement (z, tuf)® 1¥(T'}). La preuve de

ce lemme a été réalisée en Coq (Lemma ival_of_in_le_itenv). Voici son énoncé :
V(' T e, tu').(T ' TY) = (I0° F e = tu') = 3tu (0" e = tu )A(tu’ C tu')

Nous obtenons alors une t-valeur instrumentée [ td | [d® | "] ] vérifiant le

jugement d’évaluation instrumentée suivant et la relation d’ordre suivante :
(o, )@ T e [0 | [ | o]
[td' | [d' | o' ]]C" [td" | [d" | v"]]

Pour conclure le cas I-APPLY, il nous faut maintenant montrer que la t-valeur ins-

trumentée [ td® | [d° | 0" ]] convient. C'est & dire qu'elle vérifie les deux
propriétés suivantes : [ td® | [d¢ | v ]] e tm([td® | d° | ws']) et
tut C° [ tde | [de | "]

Commengons par la premiére des deux propriétés a prouver. En dépliant la définition
de la fonction de concrétisation, la propriété a prouver se réduit a v”* € vs'. Pour cela,
il nous faut montrer 3(¢td’, d*). [td* | [d* | v""]] € v'*™. Nous allons donc montrer
que [td§UtdsUtd uds | [d§ud® | v'']] € v""™. Nous déplions ensuite la valeur de
V'™ ainsi que celle de multiple _instrumented _application(tds, ds, vsﬁ, tds, ds, vsé).
Ainsi, la propriété a montrer devient :

[tdfUtdsUtd"Ud§ | [dfud® | v'']] €

{ tut | ( I< \ve, T8 >€ vs).
v € vsh.
J(td?, ¢, vh).
Stuy= (g | [d5 | o3]]
(o, tu)> 10T Foe s [t | [d | o' ]]
Atul = [td§UtdsUtd'UdS | [dSud | v ]])
V ( 3 <recfax.e 't > vst.
v € vsh.
A(td, t,vt).
Eltuéc: [td§ | [dS | <recfa.e, T >]].
Sty = [eds | [ d5 | o)) -
(f, tul) & (2, tup)® 1Y) e [td | [dF | v ]
Atut = [tdfUtdsUtd"ud] | [dfud | v']])}
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Puisque nous sommes dans le cas de I'application d’une fonction non récursive, c’est
la premiére partie de la disjonction que nous allons prouver. Nous prouvons cette

propriété a 'aide des propriétés suivantes déja prouvées plus haut :
< \z.e,T} > vst
Ug € vsé
(o, tulf) HIT) e s[4 | [ | o))

Montrons maintenant la seconde propriété qui nous permettra de conclure. Aprés

avoir déplié la valeur de tu' elle exprime ainsi :
[tdi Utd,Utd' Uds | [diud | ' ]]C [td® | [d° | v']]

En dépliant la définition de la relation d’ordre, nous obtenons les trois propriétés

suivantes & prouver :
Vi€ (tdd Utdy Utd* UdY).l € td® Vie (diud).l e d° vt Choft

Prouvons la propriété concernant les t-dépendances.

Soit [ € (td} Utds Utd' Udy). D’aprés la définition de td®, il nous faut montrer que
J(tdi,divt). Letd A [td | [d | v']] € v Nous savons déja que [ td§UtdsU
td*uds | [diud® | '] ] € v Montrons donc que | € (td§ U td§ U td'* U df).
Cette propriété est issue des relations d’ordre déja montrées et de la compatibilité de
la relation d’ordre avec la concaténation . Les relations concernées sont : td% C° td§,
tdy CUtds, [td | [db | o' ]]CF [td® | [dP ] '] ] et d CFdS.

Prouvons la propriété concernant les v-dépendances.

Soit I € (di Ud?). D’aprés la définition de d°, il nous faut montrer que 3(td’, d',v?). [ €
din [tdh | [db | v']] € v Nous savons déja que [ td§ U tdsUtd® Uds |
[d§ud® | v"]] € v Montrons donc que [ € (d§ U d"). Cette propriété est issue
des relations d’ordre déja montrées et de la compatibilité de la relation d’ordre avec
la concaténation 2. Les relations concernées sont : dd C' d§ et [td® | [d* | v']]C!

[td/i ‘ [d/z‘ ‘ U/i]].

1. Y(tdy,tda,td, tds). (td1 C td}) A (tde C tds) = tdi Utds C td) U tds
2. V(dl,dQ,dll,dIQ). (d1 - dll) A (d2 (- d/2) = dy Udy C d/l U d/2
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La propriété concernant les valeurs simples instrumentées vient directement de la
relation [td® | [d' | v']]C% [td® | [d? | v""]] prouvée précédemment.
Le cas I-APPLY est donc complétement prouvé.
— cas I-APPLY-REC
I-APPLY-REC ) ) . . .
tI'Fer—tuy tuy= [tdy | [d} | <recfax.e, T >]]
M Fr ey tuhy tupy = [tdy | ouh ] '
(f,tuy) @ (@, tup)® 17T F e [td' | [d' | v']]
I Fley e > [td, Utds Utd' Udi | [diud | v']]

tut = [tdi Utd,Utd' udi | [diud | v']]

D’apreés nos hypothéses d’induction, nous savons qu’il existe des t-valeurs instrumen-
tées tuf € 1 [tdS | d§ | wsh]) et tull € P [tdS | d§ | wsh ]) vérifiant les

propriétés suivantes :
[tdi | [dY | <recfax.e,Ti>]]Ct tuf tub C* tulf

Puisque tuf € 19m( [td$ | d§ | wvsi]), nous savons qu’il existe une valeur simple

instrumentée v} telle que tuff = [td§ | [d | vf']] et v} € vsi. De méme, il existe
une valeur simple instrumentée v telle que tuf = [tdS | [dS | v5]] et vi € vsb.

Nous déplions alors la définition de la relation d’ordre pour obtenir les relations

suivantes (en notant tub = [tdy | [dy | vi]]):
tdj C' tdj di C'ds < recfa.e, 'Y >Clof
Vil =< recf.x.e, T} > i ciry
WSl B Cd i

Comme dans le cas précédent, nous utilisons le lemme intermédiaire suivant pour

déduire un jugement d’évaluation instrumentée de l'expression e dans l’environne-
17 1% ti (T PP EPUR T

ment (f,tuf) & (x,tuy)® 17" (7). La preuve de ce lemme a été réalisée en Coq

(Lemma ival_of_in_le_itenv). Voici son énoncé :
V(T4 T e, tu?). (T €' TY) = (tT° F e v tu') = Tt . (17" H e tu/)A(tu’ CF tu/?)
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Nous obtenons alors une t-valeur instrumentée [ td | [d* | "] ] vérifiant le

jugement d’évaluation instrumentée suivant et la relation d’ordre suivante :
(f,tuf) @ (2, tuz)@ 1Y) H e [td" | [d" | 0"]]

[td" | [d" | o' ]]C" [td" | [d" ] v"]]

Pour conclure le cas I-APPLY-REC, il nous faut maintenant montrer que la t-valeur
instrumentée [ td® | [d° | v"]] convient. C'est & dire quelle vérifie les deux
propriétés suivantes : [ td® | [d° | v ]] e€rm([td | d° | ws']) et
tut CF [ tde | [de ] V"] ]
Commencons par la premiére des deux propriétés a prouver. En dépliant la définition
de la fonction de concrétisation, la propriété a prouver se réduit a v”* € vs'. Pour cela,
il nous faut montrer 3(¢td’, d*). [td* | [d* | v"*]] € v'™™. Nous allons donc montrer
que [td§{UtdsUtd"UdS | [d{ud® | v"]] € v""™. Nous déplions ensuite la valeur de
V"™ ainsi que celle de multiple instrumented _application(tds, dS, vsi, tdS, dS, vss).
Ainsi, la propriété a montrer devient :
[tdfUtdSUtd"Ud§ | [dfud® | v'']] e
{ tu® | ( I< \ve, T8 >€ vs).

dvy € vsh.

J(td?, ¢, v).

Jtuy = [tdy | [d5 | vy]]. o

(o, )@ (T Fe s [td' | [d | o]

Atu' = [tdfUtd; Utd" Uds | [diud | v"]])

V ( I <recfux.eI'| >€vsi.

Jvy € vsh.

A(td", t*,v").

Ftuy = [td | [df | <recfux.e Ty > 1]

Jtuy = [td5 | [df | v5]]. A S

(f tuf) ® (z,tuy)® Tfl(rﬁ) Few [td | [d | o']]

Atu' = [tdfUtdSutd' ud§ | [d5ud | v"]])}
Puisque nous sommes dans le cas de 'application d’une fonction récursive, c’est

la seconde partie de la disjonction que nous allons prouver. Nous prouvons cette

propriété a 'aide des propriétés suivantes déja prouvées plus haut :
< recf.r.e, T} >c vst
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vg € vsé
(ftuf) © (@, tug)@ (T e [td" | [d" | 0" ]]

Montrons maintenant la seconde propriété qui nous permettra de conclure. Aprés

avoir déplié la valeur de tu' elle exprime ainsi :
[tdi Utd,Utd' Uds | [diud | ' ]]C" [td® | [d° | v"]]

En dépliant la définition de la relation d’ordre, nous obtenons les trois propriétés

suivantes a prouver :
Vi€ (tdd Utdy Utd* UdY).l € td® Vie (diud).l e de vt Choft

Nous procédons de la méme maniére que dans le cas I-APPLY.

Prouvons la propriété concernant les t-dépendances.

Soit [ € (td} Utds Utd' Udy). D’aprés la définition de td®, il nous faut montrer que
J(tdi,divt). Letd A [td | [dP | v']] € v Nous savons déja que [ td§UtdsU
td*Uds | [dud® | '] ] € v""™ Montrons donc que | € (td§ U td§ U td'* U df).
Cette propriété est issue des relations d’ordre déja montrées et de la compatibilité de
la relation d’ordre avec la concaténation. Les relations concernées sont : tdi C? tdf,
tdy Chtds, [td' | [db | o' ]]CF [td® | [dP ] '] ] et d CFdS.

Prouvons la propriété concernant les v-dépendances.

Soit [ € (di Ud?). D’aprés la définition de d°, il nous faut montrer que 3(td’, d*,v?). [ €
din [tdh | [db | v']] € v Nous savons déja que [ td§UtdsUtd® Uds |
[d§ud® | v'"]]e€v™ Montrons donc que I € (d§ U d"). Cette propriété est issue
des relations d’ordre déja montrées et de la compatibilité de la relation d’ordre avec
la concaténation. Les relations concernées sont : di C*d§ et [td' | [d' | v']]C!
[td" | [d" | v"]]

La propriété concernant les valeurs simples instrumentées vient directement de la
relation [td® | [d' | v']]C? [td® | [d? | v""]] prouvée précédemment.

Le cas I-APPLY-REC est donc complétement prouvé.

Ce qui conclut le cas C-APPLY.
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4.4 Sémantique abstraite

Ce chapitre présente enfin la sémantique abstraite, qui constitue ce que nous appelons
notre analyse statique. Le but de cette analyse est de calculer les dépendances de n’importe
quel programme écrit dans notre langage et de permettre a l'utilisateur de spécifier les

environnements d’évaluation possibles avec souplesse.

La sémantique abstraite est une interprétation abstraite de la sémantique collectrice
présentée dans le chapitre précédent. La sémantique collectrice avait permis de faire res-
sortir le calcul des dépendances lors d’'un ensemble d’évaluations instrumentées simulta-
nées. Cependant, cette sémantique n’était pas calculable compte tenu des ensembles de
valeurs simples instrumentées éventuellement infinis présents dans les valeurs collectrices.
La sémantique abstraite vient résoudre ce probléme de non-calculabilité en remplagant ces

ensembles de valeurs simples par un nombre fini de valeurs simples abstraites.

Elle présente deux intérets par rapport & la sémantique instrumentée. D’une part, elle
permet d’analyser un programme sans avoir besoin de connaitre avec précision son en-
vironnement d’évaluation. En effet, un environnement abstrait permet de représenter un
ensemble d’environnements instrumentés. Et une seule évaluation abstraite permet de si-
muler un ensemble d’évaluations instrumentées possibles. D’autre part, cette sémantique
termine pour n’importe quel programme a évaluer et n’importe quel environnement d’éva-
luation. On est donc certain d’obtenir un résultat en un temps fini. En effet, dans la
sémantique instrumentée, deux cas pouvaient provoquer la non-terminaison de ’évaluation
d’un programme : une erreur de type ou une boucle infinie. La sémantique abstraite permet
de résoudre ces deux cas. Le cas d’une erreur de type résulte en une valeur spéciale qui
indique qu’il n’existe aucune évaluation instrumentée correspondante. Le cas de la boucle
infinie est résolu a ’aide d’une sur-approximation des dépendances et de la valeur de retour

qui permet de stopper les appels récursifs infinis.

4.4.1 Algébre des valeurs

La sémantique abstraite manipule des valeurs abstraites. Ces valeurs constituent une

abstraction des valeurs collectrices. Les fonctions d’abstraction et de concrétisation sont
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définies formellement en figures 4.11, 4.12 et 4.13.
4.4.1.1 Valeurs

Une t-valeur abstraite (notée tu®) est composée d’'un ensemble de t-dépendances td* et

d’une v-valeur abstraite u®.

tu® ;= [td® | u*] Valeur avec annotation de t-dépendance

Une v-valeur abstraite (notée u®) est composée d'un ensemble de v-dépendances d® et

d’une valeur simple abstraite v®.

u*:= [d* | v*] Valeur avec annotation de v-dépendance

Enfin, une valeur simple abstraite (notée v®) est une valeur simple dont les sous-termes

sont des v-valeurs abstraites u?.

v?:= C| D(u?) | (uf,uy) Constructeurs de données
< Az.e, I > Fermeture
<recfx.e,I'* > Fermeture récursive
il Aucune valeur
T Valeur quelconque

On peut remarquer qu’il n’existe pas de valeur abstraite permettant de représenter une
constante numeérique ou bien un booléen. En effet, toute valeur numérique ou booléenne
est abstraite en la valeur T, comme on peut le constater dans la définition formelle de la
fonction d’abstraction (cf. figures 4.11 et 4.12). En pratique, cette approximation permet a
I’analyse de gagner en rapidité sans trop perdre en précision. En effet, les valeurs numériques
et booléennes sont rarement connues statiquement, lors de l'analyse d’'un programme. Il
aurait été possible d’abstraire ces valeurs de fagon moins brutale (par exemple a l'aide
de listes d’intervalles représentant les valeurs possibles), cependant, ce n’est pas l'objet
de notre analyse et il sera tout & fait possible de proposer par la suite une interprétation

abstraite plus fine de la sémantique collectrice.
4.4.1.2 Ensembles de dépendances

Dans les valeurs abstraites, les ensembles de ¢t-dépendances (resp. de v-dépendances)

sont des ensembles de labels, comme dans les sémantiques instrumentée et collectrice.
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Abstraction d’une t-valeur collectrice :

ABSTR-C-VAL . . i
i({ [d° | v' ]| 0" cvs'}) =u’
Te([td® | d® | vs"]) = [td® | u®]

Abstraction d’un ensemble de v-valeurs instrumentées :

ABSTR-IM-A-VAL-EMPTY

(@)= [0 | L]

ABSTR-IM-A-VAL-CONTR-0

us' c{[d" | C]|vd'} us' # () d_of wus'(us')=d"
fm(us’) = [d* | C]

ABSTR-IM-A-VAL-CONTR-1
us' C{ [d" | D) ]| V(d,u")} us® # ()
d_of us'(us’)=d" 1o ({u' | 3d. [d' | D(u')] € us'}) = u®
fm(us’) = [d® | D(u")]

ABS'.TR—IM—A—VA‘L—COUPI‘_AE . ) ) ) ) ' ‘
us' C{[d" | (uj,up) ][ V(d' ui,up)}  us'#0  d_of us'(us') =d"
o ({ub | 3(dul). [d | (uf,ub) ] € us'})

im(us') = [d* | (uf,ug) ]

ABSTR—IM—A—VAL—CLOSURE . . . . X
us' C{[d | <Aze,I">]|V(d, T} us' #0
d_of wus'(us')=d* o (T | 3d'. [ d' | < Aze, T > ] €us'}) =T"
4 (us')y = [d* | < Az.e, T > ]
ABSTR—IM—A—VAL—QLOSURE—REC . . . .
us' C{[d" | <recfux.eI">][V(dTI")} us' #0
d_of wus'(us')=d* e ({3 [d" | <recfux.e, T >]|€cus'}) =T
4 (us') = [d* | < recf.x.e,T% > ]

w40 wsig{ld | C) vy
Cus'g {[d | D) ][ V(d' )} ous' g {[d | (uj,uy) ]| V(g ug))
us* ¢ {[d" | <Az.e,T">1]| V(" T} us' ¢ {[d" | <recfax.eI">]|V(d, T}
fa(us’)y = [0 | T]

FIGURE 4.11 — Sémantique abstraite : Définition de la fonction d’abstraction (partie 1/2)
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Récolte des v-dépendances d'un ensemble de v-valeurs instrumentées :

ABSTR-IM-DA

Vi€ d < 3(d,v)led A [d | v']cus
d_of us'(us’) =d*

Abstraction d’un ensemble de v-environnements instrumentés :

ABSTR-IM-A-ENV-CONS

rm = {(x,uz) a T \ Vul € us'.T? € F/"m}

ABSTR-IM-A-ENV-EMPTY ?m(usi> =y zizm(rlim) — T@
im({}) ={} i) = (z,u*) &1

Abstraction d’un t-environnement collecteur :

ABSTR-C-A-ENV-CONS
ABSTR-C-A-ENV-EMPTY Tg(tuc) — tua T?(tl"c) — tl"a

T{hH =14 To((@, tu®) © %) = (2, tu®) © 117

FIGURE 4.12 — Sémantique abstraite : Définition de la fonction d’abstraction (partie 2/2)

Concrétisation d’une t-valeur abstraite :
ta([td® | [a* | v*]]):= [td* | d* | 15(v?) ]

Concrétisation d’une valeur simple abstraite :

Ta(C) == {C} , ,
Ta(D([d | v ])) = AD([d* | v"]) | Vo' efg(v?)} ,
TalCldy [ ot ], [dy [ g ])):= {C[d} | vi], [dg | w5 ]) | Vop € To(of).Voy € 15(05)}

(< Az.e, T >)
1e(< recf.r.e, I >)
Ta(L)

1a(T)

Concrétisation d’un v-environnement abstrait :

ta{d) = {{}} , o A
Tallz, [d* [ v* )@l = {(z, [d* [ o"])@T" | Vo' efg(v®).vT" 15(l*)}

= {<recfa.e, "> |V f4(%)}
=0

= {<Az.e,[" > | VI €1¢(I9)}
= {’Ui | Vvi € VZ}

Concrétisation d’un t-environnement abstrait :

ta{d) = {{}}
Tal(z, tu®) © 0% = (z, T5(tu”))@ 16(0?)

FIGURE 4.13 — Sémantique abstraite : Définition de la fonction de concrétisation
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td* := {l1;...;0,} t-dépendances
d*:= {l1;...;lym} wv-dépendances

4.4.1.3 Environnements

De méme que pour la sémantique sur-instrumentée et la sémantique instrumentée, on

distingue 2 types d’environnements.

Un t-environnement abstrait permet de lier chaque identificateur & une t-valeur abs-

traite. Ce sont les environnements abstraits dans lesquels sont évalués les programmes.

tI'* .= (x1,tuf);...;(xn, tul) t-environnement abstrait

Un v-environnement abstrait permet de lier chaque identificateur & une v-valeur abs-
traite. Ce sont les environnements abstraite encapsulés dans les fermetures (récursives ou
non).

r'*:= (z1,uf);...;(zp,ul) v-environnement abstraite

4.4.2 Reégles d’inférence

Le jugement d’évaluation de la sémantique abstraite prend la forme suivante :

tI'* F* e — tu®

ou e est 'expression évaluée, tI'® le t-environnement abstrait dans lequel on effectue 1’éva-

luation et tu® la t-valeur abstraite résultat de 1’évaluation.
Ce jugement est défini par les régles d’inférence présentées en figure 4.14.

Des explications détaillées de ces régles sont données ci-dessous.

A-NUM La régle d’évaluation d’une constante entiére est semblable & celle de la séman-
tique instrumentée. L’ensemble des t-dépendances instrumentées est vide, de méme que
I’ensemble des v-dépendances instrumentées. Par contre, en ce qui concerne la valeur simple

abstraite, elle vaut T qui est une abstraction de la constante entiére.
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A-IDENT A-IDENT-EMPTY
A-NUM

tu® = tI'*[z] x & support(tT'®)
tr°tne— [0 ] [0 T]] tr*Fz—tu® T2 [0 ] [0 ] L]]
A-ABSTR A-ABSTR-REC
tr*t xze— [0 | [0 | <Aze, P (tT%) >]] tI'*+F%recfxer— [0 | [0 | <recf.x.e, i, (tT%) >]]
A-APPLY
A-LETIN tre % e [tdf | [df | <Az.e,I'T>]]
tr* =% eq — tuf tuf = [td} | ui] tr* = eg — tug tu§ = [tdg | u§ ]
(z,tu]) ® 0" F ez = [td | uj ] (z, tul)® 16 (C]) F* e~ [td® | [d® | v"]]
tr*F%letx = er1inex— [tdfUtdy | us] tT°F% e ea — [tdf Utds Utd* Ud] | [dfUd® | v*]]
A-APPLY-REC
tr“+%ey — [td} | [d] | <recfx.e, Il >]] tu¢ = [td} | [d_of freevars(recf.x.e,tT'*) | T]]
tr* B eg +— tug tug = [tdg | ug ]
(f, tuf) @ (z, tuf)® 15°(0F) F* e [td® | [d® | v ]]
tr*F* e ex = [tdf Utdg Utd® Ud] | [dfud® | v*]]
A-APPLY-UNKNOWN
tr*+%e; — [tdf | [df | vF]] tFr*F*ex— [tdg | [dS | v§]]
V(f z, e, I)of #< Az.e, I > Avf #< recf.x.e,I'{ >
tr*F% e eg — [tdfUtdsUdiUdS | [dfuds | T]]
A-TF
tr* e [td® | [d* | v*]] tr*r%er — [tdf | [df | v ]] tr*+%ep — [tdg | [dS | v5]]
tr* H% if e then ey else ex — [d*Utd® Utdf Utds | [d*udfuds | T]]
A-MATCH
tre % e — tu® tu® = [td* | [d* | v*]] tu®,p F3 1T
try @TY % er = [tdf | [df | v ]]
tr'* % match e withp — e1 |z —ea — [d*Utd* Utd? | [d®Ud] | o] ]]
A-MATCH-VAR
tr* % e — tu® tw® = [td® | [d* | v*]] tu®,pty L
(z,tu®) @I Fex — [tdg | [dS | v§]]
tI'* - match e withp — e1 |z —ea— [d*Ud* Utds | [d*UdS | v§]]
A-MATCH-UNKNOWN
tr* +% e — tu® tu® = [td® | [d* | v*]] tu®,p 57 tly
try @ tr* F e1 > [tdf | [df | of]] (z,tu®) @tr* F ea > [tdg | [dS | v5]]
tr'* - match e withp —e1 |z — e2 — [d®Utd* Utdf Utds | [d*uUdfuds | T]]
A-MATCH-ERROR
tr* e [td* | [d* | v*]] tu®,p -y x
tr'* % match e withp - ey |z —ex— [0 | [0 | L]]
0 A-CONSTR-1
A-CONSTR- tT% 2 e [tda I u? ]
tr*r*Ces [0 [0 C)] tK*H*D(e)— [td* | [0 | Du®)]]
A-COUPLE A-ANNOT
tr*+%e; — [td} | uf] U+ eg — [tdS | u§ ] tr*r* e [¢d® | [d* | v*]]
tr* % (e1,e2) — [tdfUtds | [0 | (uf,ug)]] tre 21 c e [¢d* | [5;d* | v*]]

FIGURE 4.14 — Sémantique abstraite
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d_of freevars(e,tI'®) :=

dof aux(n,tl'*, bvars, acc) :

dof aux(C,tI'*,bvars, acc) :

dof aux(D(e),tI'®, bvars, acc) :
dof aux(x,tT'*, bvars, acc) :

dof aux(z,tI'*, bvars, acc) :

dof aux(Az.e,tI'*, bvars, acc) :
dof aux(recf.xz.e, tT'*, bvars,acc) :
dof aux(ey e2,tI'*, bvars, acc) :

dof aux(if e then e else ea, tI'*, bvars, acc) :
dof aux(match e with p — ey | ¢ — e2,tI'%, bvars, acc) :

dof aux((e1,e2),tI'*, bvars, acc) :

dof aux(l : e,tI'*, bvars,acc) :
dof aux(let x = ey in ea,tI'*, bvars, acc) :

binders_of(C)
binders _of (D(z))
binders _of ((xz,y))

FIGURE 4.15 — Sémantique abstraite :
pression

AM-CONSTR-0 AM-CONSTR-1

dof _auz(e,tI'®,0,0)

acc

acc

dof aux(e, tI'®, bvars, acc)

acc si x € bvars

d* Uacc si x & bvars AtI%z] = [ td® |
dof aux(e,tI'*, z; bvars, acc)

dof aux(e,tI'?, f;x; bvars, acc)

dof aux(ez,tI'®, bvars, acct)

pour accy = dof _aux(e1,tI'®, bvars, acc)
dof aux(e,tI'®, bvars, acct)

pour accy = dof _aux(e1,tI'®, bvars, acc)
et acco =dof aux(e,tI'®, bvars, acc)
dof aux(ez,tI'®, x;bvars, accy)

pour accy = dof _aux(e1,tI'®, binders _of (p); bvars, acco)
et acco =dof auz(e,tI'®, bvars, acc)

dof aux(ez,tI'®, bvars, accy)

pour accy = dof _auz(e1,tl'®, bvars, acc)

dof aux(e,tI'®, bvars, acc)

dof aux(eg,tI'®, z;bvars, acc)

pour accy = dof aux(e1,tl'®, bvars, acc)

{
{z}
{z;y}

[d* | v*]]

v-dépendances des identificateurs libres d’une ex-

[td* | [d* | C]],CHp{}

AM-COUPLE

[ed® | [d*

| D(®)]],D(@) by {(z, [0 | u*])}

[td® |

AM-CONSTR-0-NOT

p#C

[d* | (uf,ug) ], (@r,@2) By {(za, [0 ] u ])i (22, [0 ] w3 ])}

AM-CONSTR-1-NOT

p# D()

[td* | [d* | C]lpkp L [td®

AM-COUPLE-NOT

p#(_,

| [d* | D) ]]pty L

)

[td* |

AM-CONSTR-0-UNKNOWN

[d | (uf,u3)]]phy L

AM-CONSTR-1-UNKNOWN

[ta® | [a* | T]LCH?2{}y  [ta® | [d* | T]1]LD(@)Fp?{(=, [0 | [0 | T]D}
AM-COUPLE-UNKNOWN
[td* | [d* | T])(zr,@2) bp? {(ze, [@ | [0 ] T]Di(xe, [0 ] [0 ] TID}
AM-ERROR
VOu' £C VYD #£D( ) v £ (, ) v #T
[ta* | [d* | v*]],pkg x

FIGURE 4.16 — Sémantique abstraite : régles de filtrage
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Tal [2d* [ w]) = u®

Tta({}) ={} Ta((z, tu®) @ t0?) = (2, 15,(tu?)) & 15,(t0?)
FIGURE 4.17 — Valeurs abstraites : suppression des t-dépendances

A-IDENT Cette régle est identique & celle de la sémantique instrumentée. L’évaluation
d’un identificateur se fait de maniére habituelle, en allant chercher la valeur correspondante
dans I'environnement. Les dépendances de la t-valeur abstraite retournée sont celles qui

ont été enregistrées dans I’environnement pour cet identificateur.

A-IDENT-EMPTY Comme dans la sémantique collectrice, une régle a été ajoutée pour
permettre I'analyse d’'un programme dont certains identificateurs ne sont pas liés dans
I’environnement. La valeur simple abstraite retournée est la valeur 1, ce qui correspond a
une erreur (I’évaluation d’un tel programme par la sémantique opérationnelle ne retourne

aucune valeur).

A-ABSTR L’évaluation abstraite d’une fonction n’a rien de surprenant. Comme dans la
sémantique instrumentée, les dépendances sont vides. La valeur simple abstraite est une
fermeture encapsulant ’environnement abstrait d’évaluation préalablement nettoyé de ses

t-dépendances a I'aide de la fonction 1¢,(e) définie en figure 4.17.

A-ABSTR-REC Selon le méme principe que pour la régle A-ABSTR, on construit une

fermeture récursive encapsulant I’environnement abstrait d’évaluation.

A-LETIN La régle d’évaluation d’une liaison est identique & la régle correspondante dans
la sémantique instrumentée. Elle évalue e; puis ajoute une liaison & I’environnement pour
évaluer ey. Le résultat est une t-valeur abstraite constituée de la concaténation des t-

dépendances des sous-expressions évaluées et de la v-valeur abstraite de es.

A-APPLY La régle de I'application d’une fonction non-récursive est identique & son ho-

mologue de la sémantique instrumentée.
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Ta)= [0 u]
=0 10@u) ol = (z,15(u)) © 17(T)

FIGURE 4.18 — Valeurs abstraites : ajout de t-dépendances

Comme dans la sémantique instrumentée, nous utilisons une fonction ajoutant des t-
dépendances vides & 'environnement encapsulé pour évaluer le corps de la fermeture. Cette

fonction, notée 1t%(e) est définie en figure 4.18.

A-APPLY-REC La régle d’évaluation abstraite d’une application de fonction récursive
ressemble a celle de la sémantique instrumentée. Il y a cependant une différence importante.
Lorsque le corps de la fonction récursive est évalué, 'identificateur représentant la fonction
récursive est lié a la valeur T. Cette abstraction permet d’empécher les appels récursifs
lors de 'analyse d’un programme. A chaque appel récursif, au lieu de déplier le corps de la
fonction une nouvelle fois, on renvoie la valeur T accompagnée de toutes les dépendances

de tous les identificateurs libres présents dans le corps de la fonction.

A-APPLY-UNKNOWN La sémantique abstraite posséde une régle d’évaluation d’une ap-
plication dans le cas ol on ne connait pas le corps de la fonction & appliquer. On caractérise
ce cas en spécifiant que la valeur abstraite de e; n’est pas une fermeture. Si le programme
est bien typé, alors la valeur abstraite de e; est forcément T. Cependant, il serait possible
de rendre la sémantique abstraite plus précise en utilisant une réprésentation des fonctions
ayant un niveau de précision intermédiaire entre la fermeture, contenant le corps de la

fonction, et la valeur T ne fournissant aucune information.

Lorsque l'on ne connait pas le corps de la fonction & appliquer, on effectue 1'approxi-
mation suivante : tout label présent dans les v-dépendances de 'argument fait partie a la
fois des t-dépendances et des v-dépendances du résultat. Il fait partie des t-dépendances du
résultat car une modification de la valeur de 'argument peut provoquer la non-terminaison
du corps de la fonction (qui est inconnu). Il fait également partie des v-dépendances du

résultat la valeur de 'argument peut étre utilisée pour élaborer la valeur de retour de la
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fonction.

A-TF Contrairement aux autres sémantiques, la sémantique abstraite ne contient qu’une
seule régle d’inférence pour décrire ’évaluation d’une expression conditionnelle. En effet,
I’algébre des valeurs abstraites ne permet pas de réprésenter les valeurs booléennes. Il
est donc impossible de déterminer laquelle des deux branches sera évaluée a partir de la
valeur abstraite de la condition. Nous évaluons donc les deux branches de I'expression pour
recueillir les dépendances du résultat. L’ensemble des ¢-dépendances du résultat contient
les t-dépendances des trois sous-expressions ainsi que les v-dépendances de la condition
(car une modification de la valeur de la condition entraine nécessairement un changement
de branche, ce qui peut provoquer la non-terminaison de ’évaluation). L’ensemble des

v-dépendances du résultat contient les v-dépendances des trois sous-expressions.

A-MATCH Cette régle décrit ’évaluation abstraite d’un filtrage lorsqu’on sait statique-
ment que ’évaluation passe toujours par la premiére branche. Elle ne présente pas de

particularité par rapport a la sémantique instrumentée.

A-MATCH-VAR Cette régle décrit ’évaluation abstraite d’un filtrage lorsqu’on sait sta-
tiquement que l’évaluation passe toujours par la seconde branche. Elle ne présente pas de

particularité par rapport a la sémantique instrumentée.

A-MATCH-UNKNOWN Cette régle décrit I'évaluation abstraite d’un filtrage lorsqu’on
ne sait statiquement par quelle branche ’évaluation va passer. Elle correspond & la régle
C-MATCH-UNKNOWN de la sémantique collectrice. On évalue alors les deux branches pour

récolter les dépendances du filtrage.

A-MATCH-ERROR Cette régle décrit ’évaluation abstraite d’un filtrage dans le cas ol
la valeur abstraite de ’expression filtrée ne correspond pas a une valeur filtrable. Il s’agit
d’une erreur de type. La valeur simple abstraite est donc 1, ce qui indique qu’il n’existe

aucune évaluation opérationnelle correspondante.
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A-CONSTR-0 A-CONSTR-1 A-COUPLE A-ANNOT Ces quatres régles sont identiques a

leurs homologues de la sémantique instrumentée.

4.4.3 Correction

4.4.3.1 Enoncé informel du théoréme

La sémantique abstraite est une interprétation abstraite de la sémantique collectrice.
C’est-a-dire qu’une évaluation par la sémantique collectrice peut étre simulée par une éva-
luation abstraite (avec l'aide de fonctions d’abstraction et de concrétisation) et que la
valeur ainsi obtenue sera moins précise que celle obtenue par une évaluation directe. Les
fonctions d’abstraction et de concrétisation sont définies formellement en figures 4.11, 4.12

et 4.13.

Le lien entre I’évaluation directe par la sémantique collectrice et ’évaluation passant

par la sémantique abstraite et les fonctions de conversion, est illustré en figure 4.2.
4.4.3.2 TIllustration par ’exemple

Exemple 1 : évaluation d’un couple Notons e; le programme suivant : (x, [1:7)

Nous nous intéressons ici a 1’évaluation de ce programme par la sémantique collectrice

dans I’environnement collecteur ¢tI'{ :

] = (z, [0 | {la;ls} | {C1;C2}])

Voici le jugement d’évaluation :

e [0 1 0] { ([{lsls} | O], [{l} | 7))
([{lsts} [ Co ], [{} [ 7] }]

La sémantique abstraite étant une interprétation abstraite de la sémantique collectrice,
on peut simuler toute évaluation collectrice par une évaluation abstraite. Pour cela, on

commence par abstraire I’environnement d’évaluation :

1ery) = (z, [0 [ [{lsls} | T]])=1tIt
On peut ensuite évaluer e; dans ’environnement abstrait a ’aide de la sémantique abstraite.

On obtient le jugement suivant :
triF*er= [0 | [0 ] ([{lsls} | T] [{l} [ TDI]
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Il ne reste plus qu’a concrétiser la t-valeur abstraite obtenue pour produire une va-
leur collectrice qui se trouvera étre moins précise que celle obtenue directement par la

sémantique collectrice.

L0 [0 (Tt} [ TL [{h} [ TDID
= [0 10 | {([{lsls} | i ], [{0} | v]) | Voi €V Vs €V} ]

Les ensembles de dépendances sont vides et 1’ensemble des valeurs simples obtenu di-

rectement est inclus dans I’ensemble des valeurs simples obtenu aprés abstraction :

{([{isls} | O ({0} [ 7)) € {([{lsla} | of ], [{l} | 05 ]) | Vof € Vi, Voh € V')
([{lsls} [ Co ], [} | 7]}
Voici quelques exemples d’évaluations instrumentées correspondant & 1’évaluation col-

lectrice présentée ici :
(@, [0 | {lo} | CiD)Frerms [0 ] [0 ] ([{2} | O], [{l} | 7D]]
(@, [0 | {Is} | C2D)Frerms [0 ] [0 ] ([{Is} | Co], [{l} | 7D]]
4.4.3.3 Enoncé formel du théoréme

Ce théoréeme de correction exprime le fait que la sémantique abstraite est une interpréta-
tion abstraite de la sémantique collectrice. Autrement dit, pour tout jugement d’évaluation
collectrice, il est possible de simuler cette évaluation en commencant par abstraire ’envi-
ronnement d’évaluation, puis en évaluant I’expression par la sémantique abstraite pour
enfin concrétiser la valeur abstraite. La valeur collectrice ainsi obtenue est alors moins

précise que celle obtenue directement par la sémantique collectrice.

Pour exprimer formellement ce théoréme, il nous faut d’abord définir formellement la
relation d’ordre sur les valeurs collectrices qui exprime le fait qu’'une valeur collectrice est

plus précise qu'une autre. Cette définition est donnée en figure 4.19.

Théoréme 4.4.1 (Correction de la sémantique abstraite).
V(tre, e, tu®, tI'e, tu®).

T H e — tu® = t0% =19(tT€) = {0 F2 e 5 tu = tu® C° 1<(tu®)
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LE-C-VAL . . . LE—S‘I—VAL . . . . . .
td§ C td§ ds C ds vs§ C¥ vsh Yol € vs]. vy € vsy. v] T vy
c c 7 c c c 7 7 st 7
[tdi | di | vsi]C° [td5 | d5 | vsh] vsy C7 vsy

FIGURE 4.19 — Relation d’ordre sur les valeurs collectrices

4.4.3.4 Preuve de correction

La preuve de correction de ce théoréme est similaire & la preuve de correction de la sé-
mantique collectrice. Il s’agit de prouver qu’une sémantique est une interprétation abstraite

d’une autre, étant données une fonction d’abstraction et une fonction de concrétisation.

On procéde par induction sur le jugement d’évaluation de la sémantique abstraite. Il
v a 18 cas a prouver, correspondant aux 18 régles d’inférences de la sémantique abstraite.

Nous présentons ici la preuve de quelques uns de ces cas.

cas A-NUM Ce cas est trivial, tout comme le cas A-CONSTR-0. Nous allons tout de méme
I’expliquer rapidement pour illustrer le principe de la preuve qui est également utilisé dans

les autres cas.

Nous avons les hypothéses suivantes :

treEene— [0 ] 0| {n}]
T = je(ir)
tr*Fene— [0 | [0 ] T]]

Il reste uniquement & prouver la propriété ci-dessous qui est une conséquence directe

de la définition de la relation d’ordre C¢ donnée en figure 4.19 :

[0 10 | {np]celO] [0 T

cas A-CONSTR-1 Ce cas est légérement plus complexe que le précédent du fait que

I’expression évaluée posséde une sous-expression.

Nous avons les hypothéses suivantes dont une hypothése d’induction :

C-CONSTR-1 )
tretECes [td® | d° | ws']
tre ¢ D(e) = [td® | O | {D([d° | v'])|v" €wvs'}]
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0 = 12(tT°)
A-CONSTR-1
trH e [ td® |

[d* | v*]]
0% 9 D(e) s [ td® |

[0 | DCLd* | v*])]]

[td® | d° | vs']COte([td® | [d® | v*]])

Nous devons alors montrer cette propriété :

[td® [ 0 | {D([d® | v"]) o' €wvsy ] Ce([td® | [0 | D([d" | v*])]])

Une fois simplifiée a I'aide des définitions de la relation d’ordre et de la fonction de

concrétisation, il nous reste & prouver les propriétés suivantes :

td® C td* {D([de | v']) | v" €ws'} CGD([d® | v ]))

Nous simplifions alors la seconde propriété en plusieurs étapes

Vop € {D([d° | v']) [ o' €ws'}. Fvy €1g(D([d* | v*])). v} & v}
Vil € vst. Jub €t5(D([d* | v D). D([d&° | v} ]) C' of

Vol € wst. Fvh € {D([d* | v']) | Vot €1(v?)}. D( [ d°
Vol € vst. Jul etS(v®). D([d° | vi]) € D([d®

Vol € wst. Job €15(v?). d¢ C d* A vl C ol
dc C d@

| vi]) o)

| w3 ])

Vol € vst. Jvl €1¢(v?). vi CF ol

De notre hypothése d’induction, nous déduisons les propriétés suivantes, en utilisant

simplement les définitions de la relation d’ordre et de la fonction de concrétisation :

td° C td® e Cd* vst C¢1e(v) Vol € wst. ok e15(v®). vi CP ol

Ce qui nous permet de conclure immédiatement.

cas A-APPLY Comme d’habitude, le cas de ’application fait partie des cas les plus com-
plexes & prouver.
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Nous avons les hypothéses suivantes dont trois hypothéses d’induction :

C-APPLY . .
tr’tey— [tdf | df | vs}] tretey = | td§ | d5 | vsh ]
V"™ = multiple mstrumented _application(tdy, dy, vsy, td3, d3, vss)

(VL. L € td° & (3(td', &', v'). L e td' A [ td' | [dl\pi}]eam))
(Vl.ledC A(d', d'0"). led A [td | [d | o' ]]ev™)
vs' = {v' | El(tdz,dz). [td" | [d" | v']]e€v™}
tT°F ey eg — [td® | d° | ws']

' = 1%(tr°)

A-APPLY

tr*+e; — [tdf | [df | < v.e,TT>]]
tr'* H* eg — tu§ tug = [tdy | [d§ | v5]]
(z, tug)® 18 T]) F e = [td* | [d* | v*]]
T ey eg— [tdjUtdsUtd*UdS | [dfud® | v*]]

[tdf | df | wsi]Cote([tdf | [df | <Aze,T§>]])

[td5 | d5 | vsy] COG([tds | [d5 | v5]])

V(T tuS). t0° FC e v tu® = (z, tul)® 1409) =p9(0°) = tu® C4°([td® | [d® | v*]))

Nous devons alors montrer cette propriété :
[td® | d° | vs'] CE1([tdf UtdiUtd®*Udd | [déud® | v*]])
Aprés simplification, nous devons donc montrer les trois propriétés suivantes :
td® C td§ Utdg Utd® U df dc Cdfud® Vol € vst. Jul €1¢(v?). vi C¥ vl

Prouvons tout d’abord quelques propriétés préliminaires concernant I’évaluation collec-

trice de e ainsi que son évaluation instrumentée multiple.

Puisque la sémantique collectrice est totale, nous savons qu’il existe un jugement d’éva-
luation collectrice pour e dans l'environnement 1< ((z, tu$)® 14(T'9)). 11 existe donc une

valeur collectrice [td’¢ | d'® | vs"] telle que :
Tol(a, tug)® 1)) o e s [td° | d° | vs"]

La composition de la fonction de concrétisation et de la fonction d’abstraction est

I’identité. Nous en déduisons donc la propriété suivante :
re(tal(@, tug)® 154I1))) = (w, tug)@ 15%(TY)
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On utilise alors la troisiéme hypothése d’induction pour établir la relation d’ordre entre

les valeurs collectrice et abstraite de e. Nous obtenons :
[td | d° | vs" ]SOt [td® | [d* | v*]])

La sémantique instrumentée multiple est elle aussi totale. Il existe donc un jugement
de la sémantique instrumentée multiple pour ’évaluation de e dans I’ensemble d’environ-

nements instrumentés suivant : 17(15((z, tug)® 124T$))). Voici le jugement :

I-MULTIPLE . . . . . .
o™ = (| I € 1o tug) 1)), T e v )
1 (1el (2, tug)® T0(TD)) F™ ey o™

Commengons maintenant par prouver la premiére des trois propriétés :

td° C td% Utds U td* U d?

Soit [ € td® on veut alors montrer que [ € tdf U tdg U td* U df
D’aprés la définition de td°, on a (td, d*, v®) tels que : | € td'A [td' | [d' | v']] € v'™

Il y a alors 2 cas possibles d’aprés la définition de multiple instrumented _application.
Il s’agit soit de I’application d’une fonction non-récursive, soit de I’application d’une fonc-
tion récursive. Nous prouvons plus loin que le second cas est impossible. Commencons par

nous placer dans le premier cas, on a alors :

< Az.e,T{ > € vst vl € vsh tub = [tds | [dS | vi]]
(z, tuy)@® T Fem [t | [d | v*]]
[td' | [d' | v']]= [tdfutdsUtd®Ud§ | [dfud® | v'']]

On remarque que {(z, tuj)® 17(T'7)} ™ 1"(15((2, tug)® 154(T)))
Puisque la sémantique instrumentée multiple est croissante, la valeur de e dans l’en-

vironnement {(z,tub)® 1¥(T%)} est plus précise que la valeur de e dans I'environnement

M4 ((z, tud)® 124(T%))). Ce qui nous donne :
[led® | [ ] o))y Cm o™
D’aprés le théoréme de correction de la sémantique collectrice, on a :
o S [ | | e ))
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On utilise alors la transitivité de la relation d’ordre sur les valeurs instrumentées mul-

tiples pour déduire :
Ll | [ | o)1) Cmgin [d® | d© | v )
En composant cette relation ainsi que la relation d’ordre entre la valeur collectrice de
e et sa valeur abstraite ( [ td’¢ | d'¢ | vs" ] C¢1S([td® | [d® | v*]])), on obtient :

td" C td" C td
D’autre part, nos hypothéses d’induction nous disent que :
tdi C tdf tds C tds di C df

Puisque [ € td§ Utd§ Utd" Ud§, on déduit donc la propriété voulue pour conclure le cas

de I'application d'un fonction non-récursive : [ € tdf U td§ U td* U df

Montrons maintenant que le cas de I'application d’une fonction récursive est absurde.

Dans ce cas, on a les propriétés suivantes :

<recfx.e,I'Y > € vs! vh € vsh
tu}: [tdS | [dS | <recfaw.e, T >1]] tub = [tdS | [d§ | vi]]
(f,tuh) & (o, 1)@ P(TY) i e [t | [ | o]
[td | [d | vi]]= [td;UtdSUtd" Uds | [dSUdi | o] ]

Or la premiére propriété < rec f.a:.e,l"i > € vsﬁ contredit notre premiére hypothése
d’induction qui implique que vst C™ 1¢(< Az.e, T >)

Ceci nous permet de conclure la preuve de td° C td{ U tdg U td* U df

On procéde de méme pour montrer que d° C df U d*

Soit [ € d° on veut alors montrer que [ € df Ud*

D’aprés la définition de d, on a (td’,d’,v") tels que : [ € d'A [td' | [d' | v*]] € v'™

Il y a alors 2 cas possibles d’aprés la définition de multiple instrumented _application.
Il s’agit soit de I’application d’une fonction non-récursive, soit de I’application d’une fonc-

tion récursive. Pour la méme raison que dans le cas précédent, le cas de 'application d’une

fonction récursive est absurde. Plagons nous donc dans le premier cas, on a alors :
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< Az.e,I} > € vst v} € vsh tub = [tdS | [d§ | vi]]
(@, 05)6 H(T) Hems [t | [ ] o]
[td" | [d | v']]= [tdfutdsutd®ud§ | [d{ud® | v"]]

On remarque que {(z, tuj)® 17(I'9)} ™ 1"(15((2, tug)@ 154T)))
Puisque la sémantique instrumentée multiple est croissante, la valeur de e dans l’en-

vironnement {(z,tu})® 1(T%)} est plus précise que la valeur de e dans environnement

Pm(¢((z, tud)® 14(T¢))). Ce qui nous donne :
{[ta® | [d" | o"]]}C™ o™
D’aprés le théoréme de correction de la sémantique collectrice, on a :
v S A [tde | de | vs])
On utilise alors la transitivité de la relation d’ordre sur les valeurs instrumentées mul-

tiples pour déduire :

{ [td/i | [dlz | v/i ] ]} gzm sz( [tdlc | d/c | vs/i ])

C

En composant cette relation ainsi que la relation d’ordre entre la valeur collectrice de

e et sa valeur abstraite, on obtient d’* C d'¢ C d®
D’autre part, nos hypothéses d’induction nous disent que :
di C df

Puisque | € d§ U d", on déduit donc la propriété voulue pour conclure : | € d$ U d®
Ceci nous permet de conclure la preuve de d° C df U d*

Il nous reste alors & montrer cette troisiéme et derniére propriété :
Yol € vs'. Jvy € 15(v?). v] C* v
Pour cela, on prend v] € vs’ et on procéde une troisiéme fois de la méme maniére, en

faisant le lien entre I’évaluation instrumentée correspondant a vj et I’évaluation abstraite

de e.
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D’aprés la définition de vs’, on a (td?, d?) tels que : [td® | [d' | vi]]€v™

Il y ala aussi 2 cas possibles d’aprés la définition de multiple instrumented application.
Il s’agit soit de 'application d’une fonction non-récursive, soit de ’application d’une fonc-
tion récursive. Pour la méme raison que précédemment, le cas de 'application d’une fonc-

tion récursive est absurde. Plagons nous donc dans le premier cas, on a alors :

< Ar.e,T} > € vst v} € vsh tub = [tdS | [d§ | vi]]
(w, tus)® 1(0Y) e [td" | [d7 | 0" ]]
[tdt | [d | vi]]= [td§UtdsUtd"UdS | [dsud® | v ]]

On remarque que {(z, tus)® 1{(I'})} €™ 1" (15((2, tug)@® 151(T9)))
Puisque la sémantique instrumentée multiple est croissante, la valeur de e dans l’en-

vironnement {(z,tu})® 11(T%)} est plus précise que la valeur de e dans environnement

M4 ((z, tud)® 119(T%))). Ce qui nous donne :
{[tad" | [d" | vp]]pC™ o™
D’aprés le théoréme de correction de la sémantique collectrice, on a :
G I L4 | | o)

On utilise alors la transitivité de la relation d’ordre sur les valeurs instrumentées mul-

tiples pour déduire :
{[td® | [d" | oi ]} ™ [tde | d° | vs"])
De cette derniére relation, nous déduisons qu'il existe une valeur v4 € vs" telle que :
i <o
Nous utilisons alors la relation d’ordre entre la valeur collectrice de e et sa valeur
abstraite pour déduire qu'il existe une valeur vé € 1¢(v?) telle que :
4 <o
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La transitivité de la relation d’ordre nous permet alors de conclure :
v €' of

La preuve du cas A-APPLY de notre induction est alors terminée.
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4.5 Correction de I’analyse statique

Nous établissons enfin la correction de notre analyse statique. L’analyse statique ainsi
que I'ensemble des sémantiques intermédiaires ont été introduites dans le but de simplifier

la preuve du théoréme présenté ici et de la rendre modulaire.

Cette modularité permettra de réutiliser une grande partie des preuves présentées ici
lors d’une modification de I’analyse statique. Par exemple, si on modifie ’algébre des valeurs
abstraites afin de proposer une représentation différente des fonctions ou bien si on modifie
les régles d’inférence pour améliorer la précision ou l'efficacité de I'analyse, il suffira de
reprendre la preuve de la sémantique abstraite par rapport a la sémantique collectrice sans

avoir & refaire les preuves des sémantiques précédentes.

4.5.1 Enoncé informel du théoréme

De méme que pour la correction de l'analyse dynamique, notre but est de pouvoir
affirmer que si un label n’apparait pas dans le résultat de 'analyse d’un programme alors

ce label n’a pas d’impact sur I’évaluation de ce programme.

La différence essentielle entre I'analyse dynamique et 'analyse statique est que cette
derniére considére de facon simultanée un ensemble éventuellement infini d’évaluations
possibles. En effet, I’environnement abstrait utilisé lors de I'analyse statique correspond
& un ensemble éventuellement infini d’environnements possibles alors que I’environnement
instrumenté utilisé lors de I'analyse dynamique correspond & un environnement de référence

unique.

Plus précisément, aprés avoir obtenu un jugement d’évaluation abstraite du programme
X X PR . ; . .,
a analyser et aprés avoir vérifié que le label en question n’apparait pas dans les dépen-
dances calculées alors on peut affirmer que peu importe I'injection considérée sur ce label,
I’évaluation avec injection de ce programme dans n’importe quel environnement possible
retournera toujours la valeur de référence du programme (la valeur du programme lors

d’une évaluation sans injection).
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4.5.2 Illustration par I’exemple

Exemple 1 : évaluation d’un couple

Notons e; le programme suivant : (3, 1:7)

Son jugement d’évaluation abstraite dans le t-environnent abstrait vide est :

O e [0 [ [0 CLOTTLIEITHII

Seul le label [ apparait dans la t-valeur abstraite de e;. On peut donc affirmer que
tout autre label n’a pas d’impact sur I’évaluation de e;. On a en effet pour toute injection

(I, uy) sur un label I" différent de [ :

0y, €17 (3,7)

Exemple 2 : liaison d’une fonction

Notons ez le programme suivant :

let f o =
match o with
| Some(x) — x + I3 : 8
| none — d +lp : 8

in

(f (Some 18), I3 : 17)

Définissons le t-environnement abstrait dans lequel nous souhaitons effectuer ’analyse

statique du programme ey :
trg =(d, [tdg | [dg | T]])
Le jugement d’évaluation abstraite de eo dans cet environnement est :

trgtteg— [0 [ [0 [ ([ [ T[] TDI]

Le label Is n’étant pas présent dans la t-valeur abstraite du programme es, nous pouvons

en conclure qu’aucune injection sur lo n’a d’impact sur ’évaluation de es et ceci, quelque
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soit la valeur de d dans 'environnement :

V(vlz,vd).(d, ’Ud) |_52;v12 €9 —r (26, 17)

Les dépendances de l'identificateur d présent dans ’environnement ne sont pas présentes
non plus, ce qui indique que la valeur de cette identificateur n’a aucune influence sur le

résultat du programme.

Par contre, les labels 1 et l3 apparaissent dans la ¢-valeur instrumentée du programme
e2. Il n’est donc pas impossible qu'une injection sur un de ces labels puisse modifier le

comportement du programme, comme le montrent les exemples ci-dessous :

(d, 26) F11;24 €9 H—r (42, 17)

(d,32) Fiy:613 €2 — (26,613)

4.5.3 Enoncé formel du théoréme

Pour énoncer formellement le théoréme de correction, il nous faut tout d’abord définir
formellement les notions de non-apparition d’un label dans une valeur abstraite et dans un
t-environnement abstrait. On définit pour cela les prédicats ldna_in_eval®, ldna_in_val®
et ldna_in__env®. Leur définition est donnée respectivement en figure 4.20, en figure 4.21

et en figure 4.22.

Théoréme 4.5.1 (Correction de I’analyse statique).
V(tI, e, tu®, ). tI'* F* e — tu® = ldna_in_env®([,tI'*) = ldna_in_val®(l, tu®)

= VI € PIm(1E(t09)) Vo Tl H e = tul =71,(t1°) Fray, e —1,(tud)
4.5.4 Preuve de correction
Nous avons les hypothéses suivantes :

tre +* e — tu® ldna_in_env®(l,tT'*) ldna_in_val®(l, tu®)

tTe € 1m(1<(419)) T F e — tu’
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LDNA-E-A-CONSTR-1
LDNA-E-A-NUM

ldna_in_eval®(1,tT% )
ldna_in_eval®(1,tT'*, D(e))

LDNA-E-A-IDENT-UNBOUND

ldna_in_wval®(l,tT'*[z]) x & support(tI'®)
ldna_in_eval®(1,tT*, ) ldna_in_eval®(l,tT%, )

LDNA-E-A-ABSTR

LDNA-E-A-CONSTR-0

ldna_in_eval®(l,tT*,n) ldna_in_eval®(l,tI'*,C)

LDNA-E-A-IDENT

LDNA-E-A-ABSTR-REC
ldna_in_eval®(l,tT', e) ldna_in_eval®(l,tT%,e)

ldna_in_eval®(1,tT'*, Ax.e) ldna_in_eval®(l,tT'*, recf.x.€)

LDNA-E-A-IF
LDNA-E-A-APPLY ldna_in_eval®(1,tT% e)
ldna_in_eval®(l,tT'?, e1) ldna_in_eval®(l,tT%, e;)
ldna_in_eval®(l,tT%, e3) ldna_in_eval®(l,tT?, es)

ldna_in_eval®(l,tT*, e1 e2) ldna_in_eval®(l,tI'*,if e then ey else e3)

LDNA-E-A-MATCH
ldna_in_eval®(l,tT%, e) LDNA-E-A-ANNOT
ldna_in_eval®(1,tT', e1) 1£1
ldna_in_eval®(1,tT'*, es) ldna_in_eval®(l,tT%, e)

ldna_in_eval®(l,tT*, match e with p — ey | x — e3) ldna_in_eval®(l,tT%1 : )

LDNA-E-A-COUPLE
ldna_in_eval®(1,tT'* e1)
ldna_in_eval®(l,tT'*, es)

LDNA-E-A-LETIN
ldna_in_eval®(1,tT'% e1)
ldna_in_eval®(1,tT', es)

ldna_in_eval®(1,tT%, (e1,e2)) ldna_in_eval®(l,tT% let x = ey in e3)

FI1GURE 4.20 — Prédicat de non-apparition d’un label lors d’une évaluation abstraite

LDNA-V-A-CONSTR-1
LPNA-V=A-TOP ldna_in_wval®(l,u)

ldna_in_wal®(l, D(u))

LDNA-V-A-BOTTOM LDNA-V-A-CONSTR-0

ldna_in_val®(l, T) ldna_in_val®*(l,L1) ldna_in_val®(l,C)

LDNA-V-A-COUPLE
ldna_in_val“(l, Ul) LDNA-V-A-CLOSURE
ldna_in_wval®(l, usz) ldna_in_eval®(l,1:%T%), )

ldna_in_val®(l, (u1,u2)) ldna_in_val®(l, < Az.e, T >)

LDNA-V-A-CLOSURE-REC

ldna_in_eval®(l,1:%T%), )
ldna_in_wval®(l,< recf.x.e,'* >)

LDNA-V-A-V-VAL LDNA-V-A-T-VAL

l¢d* ldna_in_wval®(l,v*) ¢ td” ldna_in_val®(l,u®)
ldna_in_wval®(l, [d* | v*]) ldna_in_val®(l, [td* | u®])

FI1GURE 4.21 — Prédicat de non-apparition d’un label dans une valeur abstraite

LDNA-ENV-A-CONS
ldna_in_wval®(l, tu®) ldna_in_wal®(l,tT%)
ldna_in_env®(l,0) ldna_in_wval®(l, (tu®) & tT'?)

LDNA-ENV-A-EMPTY

FIGURE 4.22 — Prédicat de non-apparition d’'un label dans un environnement abstrait
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4.5. CORRECTION DE L’ANALYSE STATIQUE

Nous voulons montrer :

(07 Fi, € =Pt

Tout d’abord, nous utilisons le fait que les sémantiques collectrice et instrumentée

multiple sont totales pour déduire les jugements d’évaluation suivants :

1E(T) FC e > tu®

I-MULTIPLE ) ) o .

™ = {tut | T EPIAS(IT?)). T H e s tu')
LT ) T e v

Nous appliquons alors le théoréme de correction de la sémantique abstraite (cf. section

4.4.3.3) en utilisant le fait que 1¢(15(tI'*)) = tI'?, ce qui nous donne :
tu C°15(tu®)

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de correction de la sémantique collectrice (cf.

section 4.3.3.3) en utilisant le fait que 15 (19(15(t1'?))) =1<(t0'%), ce qui nous donne :

vim glm ngn(tut:)

On remarque que puisque ldna_in_env®(l,t1'%) et tI' € 19" (1< (tI'%)) alors on a
ldna_in_env' (1, tI'?)

D’autre part, on remarque que tu’ € v™.

En utilisant la relation d’ordre issue de la correction de la sémantique collectrice on
déduit quil existe un tul, €17 (tuc) tel que tu’ CF tub.

Puis en utilisant la relation d’ordre issue de la correction de la sémantique abstraite on
déduit quil existe un tu €1m(15(tu?)) tel que tub CF tu.

Enfin, puisque ldna_in_val®(l,tu®) alors ldna_in_valt (1, tu}) et ldna_in_val®(l, tu?).

Nous appliquons enfin le théoréme de correction de ’analyse dynamique pour conclure :

(07 Fi, € =Pt
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Chapitre 5

Implémentation et preuve

Nous présentons dans ce dernier chapitre les développements effectués autour de I’ana-
lyse de dépendances. D’une part, nous discutons des différents prototypes réalisés. D’autre
part, nous exposons le développement au sein de I'assistant a la preuve Coq, qui a permis
de formaliser les différentes sémantiques présentées dans cette thése ainsi que de construire

et vérifier leur preuve de correction.

5.1 Prototypes implémentés en OCaml

Trois prototypes ont été développés sous la forme d’une implémantation directe en
OCaml. Le premier prototype correspond a I'analyse présentée dans [ABDP12]. 1l a permis
de cerner les besoins de ’analyse et les améliorations possibles. Un exemple de programme

sur lequel nous avons testé ce premier prototype est disponible dans [ABDP12].

Les deux autres prototypes correspondent respectivement a notre analyse dynamique
et & notre analyse statique. Cependant, ces derniers ont été développés dans une phase
préliminaire, avant de réaliser le développement Coq. Il en résulte qu’ils ne sont pas a jour
par rapport aux analyses présentées dans la thése. En effet, le travail de preuve réalisé en
Coq a permis d’identifier différents problémes qui nous ont conduit & modifier la définition
de nos analyses. En particulier, c’est lors de la preuve Coq de la sémantique instrumentée
que nous avons identifié la nécessité de faire la distinction entre les t-dépendances et les

v-dépendances.

Afin d’obtenir une implémentation a jour par rapport au développement Coq, nous
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5.2. DEVELOPPEMENT COQ

envisageons une extraction vers OCaml des définitions inductives des sémantiques corres-

pondantes (cf. 5.3).

Il convient de noter que les triplets ont été encodés sous forme de couples imbriqués et le
filtrage sur les triplets a été traduit en une imbrication de filtrages de téte & deux branches
et d’expressions conditionnelles. Afin de tester des exemples plus complexes, il serait bon
d’ajouter aux prototypes un préprocesseur permettant de traduire automatiquement un
langage de programmation réaliste vers notre langage noyau. On aurait besoin en particulier
d’une traduction d’un filtrage par motifs quelconque vers notre filtrage de téte a deux
branches. Ce type de traduction est bien connu, il suffirait de I'intégrer a notre prototype

afin de pouvoir accepter des programmes écrits de fagon plus naturelle.

5.2 Développement Coq

5.2.1 Contenu du développement

Les sémantiques présentées dans cette thése permettant de définir et de prouver la
correction de nos analyses dynamique et statique ont été formalisées en Coq. Cette for-
malisation prend la forme d’un ensemble de définitions inductives pour la sémantique opé-
rationnelle, la sémantique avec injection, la sémantique sur-instrumentée, la sémantique
instrumentée, la sémantique instrumentée multiple, la sémantique collectrice ainsi que la

sémantique abstraite.

Le développement Coq est constitué de la définition de ces 7 sémantiques ainsi que des
algeébres de valeurs correspondantes, de 6 théorémes concernant la correction des séman-

tiques et 233 lemmes intermédiaires utilisés pour la preuve des théorémes.

Le code Coq donnant la définition des sémantiques est donné en annexe A. Le code Coq

des énoncés des différents théorémes de correction des sémantiques est donné en annexe B.

Le code Coq complet, disponible en ligne [BVil4] contient 16 621 lignes de code réparties

de la maniére suivante :
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5.2. DEVELOPPEMENT COQ

Définition des algébres de valeurs : 3%
Définition des sémantiques : ™%
Conversions entres les algébres de valeurs : 3%
Corps des preuves : 30%
Lemmes intermédiaires : 57%

La preuve de correction de la sémantique abstraite par rapport a la sémantique collec-
trice n’a pas été terminée par manque de temps. Cependant, la preuve a été suffisamment
avancée sur papier pour garantir un certain niveau de confiance. Pour compléter le travail
de preuve formelle présenté ici, il faudra envisager de terminer cette derniére étape de la

preuve.

5.2.2 Intérét du choix de Coq

Le fait d’avoir choisi Coq pour formaliser et prouver nos différentes sémantiques plutot
que d’opter pour une version papier uniquement offre bien entendu une confiance accrue
en la correction de notre analyse. Cependant, ce n’est pas le seul bénéfice. En effet, en
tant qu’assistant a la preuve, Coq nous a imposé une certaine rigueur qui nous a permis
d’identifier des problémes dans la définition des sémantiques ainsi que dans ’approche de

la preuve.

En particulier, la distinction entre les t-dépendances et les v-dépendances s’est imposée
au cours de la preuve Coq de la sémantique instrumentée. Lorsque nous avons entamé
cette preuve, il n’y avait qu'une seule notion de dépendance et la sémantique avec injection
n’était définie que dans un environnement opérationnel. Nous avons essayé de prouver la
propriété suivante : « si un label n’apparait pas dans la valeur instrumentée d’une express-
sion alors deux évaluations quelconques avec injetions sur ce label fournissent forcément la
méme valeur ». Une preuve par induction a été entamée et lorsque nous sommes arrivés au
cas de I’évaluation d’une expression de liaison, il n’a pas été possible d’en faire la preuve.
Nous avons rapidement compris la nécessité de définir une algébre de valeurs contenant
I'information nécessaire pour connaitre la valeur de I'expression considérée pour toute in-
jection possible. C’est ainsi que 'algébre des valeurs sur-instrumentées est née, dans le but
de définir la sémantique avec injection dans des environnements sur-instrumentés. Il nous

a ensuite fallu faire le lien entre cette nouvelle sémantique avec injection et la sémantique
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5.3. EXTRACTION DE COQ VERS OCAML

instrumentée, ce qui a donné naissance a la sémantique sur-instrumentée. Et c’est enfin lors
de la définition formelle en Coq de la sémantique sur-instrumentée que nous avons identifié

la nécessité de séparer les t-dépendances des v-dépendances.

Coq nous a ainsi permis d’identifier rapidement un trou dans notre définition formelle de
la notion d’injection, ce qui nous a entrainé dans un processus qui aurait été probablement

beaucoup plus long sans ’aide de 'assistant a la preuve formelle.

5.3 Extraction de Coq vers OCaml

Une piste intéressante pour I'implémentation de notre analyse de dépendances est 1'ex-
traction & partir de Coq vers OCaml. Les différentes sémantiques que nous avons présen-
tées ont toutes été formalisées en Coq. Leurs jugements d’évaluation sont représentés sous
forme de prédicats définis inductivement. Ce style de définition ne fournit pas de fonction
d’évaluation. Cependant, les travaux de P.N. Tollitte et al. [TDD12] ont rendu possible

I'extraction de code & partir de prédicats définis inductivement.

Leur outil [CRE13] permettrait ainsi d’extraire vers OCaml, & partir de nos définitions
Coq, une implémentation de nos analyses dynamique et statique. Ces implémentations
auraient I’avantage de correspondre parfaitement & leurs définitions formelle et de pouvoir

étre mis a jour facilement en cas de nouvelle version de ’analyse.

Il serait éventuellement possible d’obtenir une garantie formelle de la correction de
I'implémentation en utilisant leur outil [CRE13| d’extraction d’une relation inductive Coq

vers une fonction Coq, puis en utilisant I'extraction [CEC| des fonctions Coq vers OCaml.

Outre les différentes sémantiques intermédiaires non-calculables que nous avons définies
pour les besoins de la preuve et qu’il n’est pas question d’implémenter, nous pouvons nous
intéresser & l'extraction de la sémantique instrumentée et de la sémantique abstraite. Ces
deux sémantiques calculables constituent respectivement la définition de notre analyse

dynamique et de notre analyse statique.
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CONCLUSION

Bilan

Nous avons présenté dans cette thése une analyse statique de programmes ML permet-
tant de cerner I'impact d’une injection (dysfonctionnement ou modification de code) sur
le comportement d’un programme et sur sa valeur. Cette analyse de dépendances a été
spécialement étudiée pour répondre aux besoins exprimés par des évaluateurs de logiciels
critiques. De plus, afin d’offrir un niveau de confiance élevé, nous avons effectué une preuve

de correction de notre analyse & l'aide de I’assistant & la preuve Coq.

Afin de parvenir a ce résultat, nous avons commencé par fournir une définition formelle
de la notion d’impact. Cette définition, basée directement sur la sémantique opérationnelle
du langage, nous a permis de donner un sens précis a la notion de dépendance. Nous nous
sommes alors appliqués & prouver la correction de notre analyse vis-a-vis de cette définition

formelle.

La preuve formelle s’est déroulée en deux temps. Il a tout d’abord fallu enrichir la
sémantique opérationnelle pour qu’elle puisse transporter les informations de dépendance
nécessaires a I'analyse, ce qui a donné lieu a la notion de sémantique sur-instrumentée. En-
suite, nous avons procédé par abstractions successives, jusqu’a obtenir une analyse statique
permettant d’analyser des programmes dans un environnement partiellement inconnu. La
premiére de ces abstractions a abouti a la définition de la sémantique instrumentée qui
constitue une analyse dynamique calculable des dépendances d’un programme. Nous avons
ensuite étendu la sémantique instrumentée afin de pouvoir effectuer un ensemble d’évalua-
tions simultanément, étant donné un ensemble d’environnements d’évaluation. C’est ce que
nous avons appelé la sémantique instrumentée multiple. A partir de cette derniére, nous
avons encore effectué deux abstractions successives afin d’obtenir la sémantique collectrice
puis enfin la sémantique abstraite. C’est cette derniére qui constitue l'analyse statique
désirée.

Toutes ces sémantiques ont été formalisées en Coq. Le code source, contenant également
les preuves de correction, est disponible & 1’adresse suivante :

https://github.com/vincent-benayoun/PhD-thesis.

203


https://github.com/vincent-benayoun/PhD-thesis

CONCLUSION

Perspectives

Vers un outil utilisable dans I’industrie Ce travail constitue un premier pas vers
un outil utilisable en pratique. Il donne une base théorique solide & I’analyse d’impact
en définissant formellement la notion d’impact et en proposant une maniére efficace de
cerner I'impact d’un éventuel dysfonctionnement par I’analyse directe du code source du
programme. Il reste encore plusieurs étapes a franchir avant de pouvoir utiliser cette analyse

en pratique.

Tout d’abord, il faudra terminer la preuve Coq du théoréme de correction de la sé-
mantique abstraite vis-a-vis de la sémantique collectrice. Celle-ci n’a pas été terminée par
manque de temps. Cependant, nous avons entamé de fagon significative la preuve sur papier
4.4.3.4 en procédant par induction sur le jugement d’évaluation de la sémantique abstraite.
Parmi les dix-huit cas de I'induction, nous en avons traité quatre, dont le cas de 'appli-
cation qui est vraisemblablement un des cas les plus complexes & prouver. Cette preuve

permettra de cloturer la preuve compléte de 'analyse statique.

Ensuite, il faudra envisager d’étendre le langage sur lequel s’effectue I'analyse pour
prendre en compte les fonctionnalités présentes dans les langages ML utilisés dans 'indus-
trie. En particulier il sera nécessaire de gérer les variables mutables et éventuellement les
tableaux de valeurs mutables. Cette extension nécessitera probablement une modification
de toutes les sémantiques, ce qui aura sans doute un impact conséquent sur les preuves des
théorémes de correction. Une piste intéressante pour éviter la modification de toutes les
sémantiques serait d’utiliser une traduction pour transformer tout programme en un pro-
gramme équivalent ne contenant pas de mutables. Ce type de traduction peut étre réalisé
de facon naive en encodant I’environnement des mutables dans le langage et en ’ajoutant
en argument et en valeur de retour de toutes les fonctions. On peut aussi utiliser une

analyse d’effets pour n’ajouter en argument que les valeurs nécessaires.

Le but de l'analyse est de fournir au développeur ainsi qu’a ’évaluateur de logiciels
critiques un outil de spécification et de vérification du flot d’information, a I'image de
celui présent dans SPARK. Il faudra donc définir un langage d’annotation permettant

de spécifier les relations entre les entrées et les sorties d’un sous-programme. On pourra

204



CONCLUSION

ensuite utiliser notre analyse pour inférer les dépendances du sous-programme et vérifier

I’adéquation entre les dépendances inférées et la spécification donnée par I'utilisateur.

Optimisation de 1’analyse Outre le travail consistant & compléter ’analyse pour en
faire un outil utilisable en pratique, différentes pistes d’optimisation de I’analyse sont envi-
sageables. Certaines permettront d’améliorer les performances de ’analyse afin de faciliter
le passage a I’échelle pour analyser des programmes de taille importante. D’autres permet-

tront de raffiner 'analyse pour obtenir des résultats plus précis.

En particulier, deux pistes nous semblent prometteuses : I’amélioration de la repré-
sentation abstraite des fonctions dans l'algébre des valeurs et ’ajout d’une représentation

abstraite pour les types sommes.

La représentation actuelle des fonctions dans ’algébre des valeurs abstraites se présente
sous forme d’une fermeture. Celle-ci contient le corps de la fonction qui est analysé & chaque
endroit du programme ot la fonction est appliquée & un argument. L’idée d’amélioration
est de trouver une représentation compacte des fonctions ne contenant pas leur corps mais
uniquement une information synthétique concernant le lien entre la valeur de retour de la
fonction et son paramétre. Une telle représentation ressemblerait probablement aux types
des fonctions dans FlowCaml. ’avantage serait double. D’une part le temps d’exécution
de I'analyse pourrait étre considérablement réduit en analysant le corps de chaque fonction
une fois pour toute (probablement & l’aide d’une exécution symbolique) et non & chaque
site d’appel de la fonction. D’autre part, 'analyse pourrait gagner en précision puisque
I'union de deux fonctions abstraites ne serait plus nécessairement la valeur abstraite T

mais pourrait étre une approximation moins brutale dans le treillis des valeurs abstraites.

En ce qui concerne les types sommes, le but serait d’améliorer la précision de 'analyse.
Le fait de pouvoir représenter les types sommes dans l'algébre des valeurs abstraites nous
permettrait de rendre plus riche le treillis des valeurs abstraites. On pourrait ainsi profiter
de connaissances plus fines sur les valeurs possibles d’une expression filtrée afin d’éliminer

certains cas du filtrage.
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A.l. SEMANTIQUE OPERATIONNELLE

A.1 Sémantique opérationnelle

Inductive val_of : env — expr — val — Prop :=

Val_of _num: forall (v: Z) (c: env), val_of ¢ (Num v) (V_Num v)

Val_of_ident : forall (c: env) (i : identifier) (v : val),
assoc_ident_in_env i ¢ = Ident_in_env v — val_of c (Var i) v

Val_of _lambda : forall (c:env) (x:identifier) (e:expr),
val_of c (Lambda x e) (V_Closure x e c)

Val_of_rec : forall (c:env) (f x:identifier) (e:expr),
val_of ¢ (Rec f x ) (V_Rec_Closure f x e ¢)

Val_of_apply : forall (c cl: env) (el e2 e : expr) (x: identifier) (v2 v: val),
val_of c el (V_Closure x e c1) — val_of c e2 v2 — val_of (add_envx v2cl)ev
— val_of ¢ (Apply el e2) v

Val_of _apply_rec : forall (c cl: env) (el e2 e : expr) (f x: identifier) (v2 v: val),
val_of ¢ el (V_Rec_Closure f x e c1) — val_of ¢ e2 v2
— val_of (add_env f (V_Rec_Closure f x e cl) (add_envxv2cl))ev
— val_of c (Apply el e2) v

Val_of_let : forall (c: env) (x: identifier) (el e2: expr) (vl v : val),
val_of c el vl — val_of (add_envx vl c) e2 v — val_of c (Let_inx el e2) v

Val_of_If_true: forall (c: env) (e el e2: expr) (v : val),
val_of c e (V_Bool true) — val_of celv —val_of c (If eel e2) v

Val_of _If_false : forall (c: env) (e el €2 : expr) (v : val),
val_of c e (V_Bool false) — val_of c e2 v — val_of c (If e el e2) v

Val_of_Match : forall (c c_p: env) (e el : expr) (p : pattern) (v v_e : val) (br2: option (identifierxexpr)),
val_of c e v_e — is_filtered v_e p = Filtered_result_Match c_p — val_of (conc_env c_pc)el v
— val_of ¢ (Expr_match e (p,el) br2) v
Val_of_Match_var : forall (c: env) (e el e2: expr) (p : pattern) (v v_e : val) (x : identifier),
val_of c e v_e —» is_filtered v_e p = Filtered_result_Match_var — val_of (add_envx v_e c) e2 v
— val_of ¢ (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2))) v
Val_of _Constr0 : forall c n, val_of ¢ (ConstrO n) (V_ConstrO n)

Val_of_Constrl : forall cne v, val_of c e v — val_of c (Constrl n e) (V_Constrln v)

Val_of_Couple : forall c (el e2: expr) (vl v2: val),
val_of ¢ el vl — val_of c e2 v2 — val_of ¢ (Couple el e2) (V_Couple vl v2)

Val_of_Annot : forall c (1 : label) (e : expr) v,
val_of c e v — val_of c (Annot 1 e) v.
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A.2. SEMANTIQUE AVEC INJECTION

A.2 Sémantique avec injection

Inductive val_of_with_injection : label — val — oitenv — expr — val — Prop :—
| Val_of_with_injection_Num : forall (1l:label) (vl:val) (v:Z) (c:oitenv),
val_of _with_injection 1 vl ¢ (Num v) (V_Num v)

| Val_of_with_injection_Ident :
forall (1:1abel) (vl v:val) (c:oitenv) (i:identifier) (uu:oitval),
assoc_ident_in_oitenv i ¢ = Ident_in_oitenv uu
— Some v = instantiate_oitval 1 vl uu
— val_of _with_injectionlvl c (Var i) v

| Val_of_with_injection_Lambda :
forall (1:label) (vl v:val) (c:oitenv) (c’:env) (x:identifier) (e:expr),
Some ¢’ = instantiate_oitenv 1l vl ¢ — v = V_Closure x e ¢’
— val_of _with_injection 1 vl ¢ (Lambda x e) v

| Val_of_with_injection_Rec :
forall (1:label) (vl v:val) (c:oitenv) (c’:env) (f x:identifier) (e:expr),
Some ¢’ = instantiate_oitenv 1 vl ¢ — v = V_Rec_Closure f x e ¢’
— val_of _with_injectionl vl c (Rec fxe)v

| Val_of_with_injection_Apply :
forall (1:label) (vl:val) (c:oitenv) (cl:env) (el e2 e:expr) (x:identifier) (v2 v:val),
val_of _with_injection 1 vl c el (V_Closure x e c1)
— val_of_with_injection 1 vl c e2 v2
— val_of _with_injection 1 vl (OITEnv_cons x (val_to_oitval v2) (env_to_oitenv cl)) e v
— val_of _with_injection 1 vl ¢ (Apply el e2) v

| Val_of_with_injection_Apply_rec :
forall (1:label) (vl:val) (c: oitenv) (cl: env) (el e2 e: expr) (f x : identifier) (v2 v : val),
val_of_with_injection 1 vl c el (V_Rec_Closure f x e cl)
— val_of _with_injection 1 vl c e2 v2
— val_of _with_injection 1 vl (env_to_oitenv (add_env f (V_Rec_Closure f x e cl)
(add_env x v2 cl))) ev
— val_of _with_injection 1 vl ¢ (Apply el e2) v

| Val_of _with_injection_Let_in :
forall (1:label) (vl:val) (c : oitenv) (i : identifier) (el e2: expr) (vl v2: val),
val_of_with_injection 1l vl c el vl
— val_of _with_injection 1 vl (OITEnv_cons i (val_to_oitval vl) c) e2 v2
— val_of _with_injection 1 vl ¢ (Let_in i el e2) v2

| Val_of_with_injection_If_true :
forall (1:label) (vl:val) (c : oitenv) (e el e2 : expr) (v : val),
val_of _with_injection 1 vl c e (V_Bool true)
— val_of_with_injectionlvlcelv
— val_of _with_injection1lvl c (If eel e2) v
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| Val_of_with_injection_If_false :
forall (1:1abel) (vl:val) (c : oitenv) (e el e2: expr) (v : val),
val_of _with_injection 1 vl ¢ e (V_Bool false)
— val_of _with_injectionlvlce2v
— val_of _with_injectionl vl c (If eel e2) v

| Val_of_with_injection_Match :
forall (1:1abel) (vl:val) (c:oitenv) (c_p:env) (e el : expr)
(p : pattern) (v v_e:val) (br2: option (identifierxexpr)),
val_of_with_injectionl vl ce v_e
— is_filtered v_e p — Filtered_result_Match c_p
— val_of _with_injection 1 vl (conc_oitenv (env_to_oitenv c_p) c) el v
— val_of _with_injection 1 vl ¢ (Expr_match e (p,el) br2) v

| Val_of_with_injection_Match_var :
forall (1:label) (vl:val) (c : oitenv) (e el e2: expr) (p: pattern) (v v_e :val) (x: identifier),
val_of_with_injectionl vl cev_e
— is_filtered v_e p — Filtered_result_Match_var
— val_of _with_injection 1 vl (OITEnv_cons x (val_to_oitval v_e) c) e2 v
— val_of _with_injection 1 vl ¢ (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2))) v

al_of_with_injection_ConstrO : fora :labe vl:ival) c n,
Val_of_with_inj i C 0:f 11 (1:1label l:ival
val_of_with_injection 1 vl c (ConstrO n) (V_ConstrO n)

| Val_of_with_injection_Constrl : forall (1:label) (vlival) cn e v,
val_of_with_injectionlvlcev
— val_of_with_injection 1 vl ¢ (Constrl n e) (V_Constrl n v)

| Val_of_with_injection_Couple : forall (1:label) (vlival) c (el e2: expr) (vl v2 : val),
val_of_with_injection 1 vl c el vl
— val_of _with_injection 1 vl c e2 v2
— val_of_with_injection 1 vl ¢ (Couple el e2) (V_Couple vl v2)

| Val_of_with_injection_Annot_eq: forall (1l:label) (vl:val) c (e : expr),
val_of_with_injection 1 vl ¢ (Annot 1 e) vl

| Val_of_with_injection_Annot_neq : forall (1l:label) (vl:val) c (1’ : label) (e : expr) v,
val_of _with_injectionlvlcev
— neq_label 11’
— val_of_with_injection 1 vl ¢ (Annot 1’ e) v.
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A.3 Sémantique sur-instrumentée

Inductive oival_of : oitenv — expr — oitval — Prop : =
| 0IVal_of _Num: forall (v:Z) (c:oitenv), oival_of c¢ (Num v) (0IV nil (0IV_ nil (0IV_Num v)))

| 0IVal_of_Ident : forall (c:oitenv) (x:identifier) (uuw:oitval),
assoc_ident_in_oitenv x ¢ = Ident_in_oitenv uu — oival_of c (Var x) uu

| 0IVal_of_Lambda : forall (c:oitenv) (x:identifier) (e:expr) (uu:oitval),
uu = 0IV nil (0IV_ nil (0IV_Closure x e (oitenv_to_oienv c))) — oival_of ¢ (Lambda x e) uu

| 0IVal_of_Rec : forall (c:oitenv) (f x:identifier) (e:expr) (uu:oitval),
uu = 0IV nil (OIV_ nil (OIV_Rec_Closure f x e (oitenv_to_oienv c)))
— oival_of ¢ (Rec f x e) uu

| 0IVal_of_Apply : forall (c:oitenv) (cl:oienv) (el e2 e : expr) (x : identifier)
(uu2 uu:oitval) (u2:oival) (d d’ dl:oideps) (tdl td2 td td:oitdeps) (vioivalO),
oival_of c el (OIV tdl (0IV_ d1 (0IV_Closure x e cl)))
— oival_of c e2 uu2 — uu2 = 0IV td2 u2
— oival_of (OITEnv_cons x uu2 (oienv_to_oitenv c1)) e (0IV td (0IV_ d v))
— deps_spec_Apply uu2 d1 td’ d’ (* specification des dependances td’ et d’ *)
— uu = 0IV (conc_oitdeps tdl (conc_oitdeps td2 (conc_oitdeps td td’)))
(0IV_ (conc_oideps d’ d) v) (x resultat de 1’application *)
— oival_of ¢ (Apply el e2) uu

| 0IVal_of_Apply_Rec :
forall (c:oitenv) (cl:oienv) (el e2 e : expr) (f x:identifier)
(uul wu2 uwoitval) (u2:oival) (d d’ dl:oideps) (tdl td2 td td:oitdeps) (v:ioivalO),
oival_of c el uul
— uul = (0IV tdl (0IV_ d1 (0IV_Rec_Closure f x e cl)))
— oival_of c e2 uu2 — uu2 = 0IV td2 u2
— oival_of (OITEnv_cons f uul (OITEnv_cons x uu2 (oienv_to_oitenv c1))) e
(OIV td (OIV_ d v))
— deps_spec_Apply uu2 d1 td’ d’ (* specification des dependances td’ et d’ *)
— uu = 0IV (conc_oitdeps tdl (conc_oitdeps td2 (conc_oitdeps td td’)))
(OIV_ (conc_oideps d’ d) v) (* resultat de 1’application *)
— oival_of c (Apply el e2) uu

| 0IVal_of_Let_in:
forall (c:oitenv) (x:identifier) (el e2:expr) (uul uu2:oitval) (tdl td2:oitdeps) (ul u2:oival),
oival_of ¢ el uul — uul = (OIV tdl ul)
— oival_of (OITEnv_cons x uul c¢) €2 uu2 — uu2 = (0IV td2 u2)
— oival_of ¢ (Let_in x el e2) (0IV (conc_oitdeps tdl td2) u2)

| 0IVal_of_If_true:
forall (c:oitenv) (e el e2:expr) (td tdl td:oitdeps) (d d1 d’:oideps) (uul:oitval) (v1l:0ivalO),
oival_of ¢ e (OIV td (0IV_ d (0IV_Bool true)))
— oival_of ¢ el uul — uul = (0IV td1 (0OIV_ d1 v1))
— deps_spec_If c el e2d td’ d’ (* specification des dependances td’ et d’ *)
— oival_of ¢ (If e el e2) (0IV (conc_oitdeps td’ (conc_oitdeps td tdl))
(0IV_ (conc_oideps d’ d1) v1))
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| 0IVal_of_If_false:
forall (c:oitenv) (e el e2:expr) (td td2 td:oitdeps) (d d2 d’:oideps) (uu2:0itval) (v2:0ival0),
oival_of ¢ e (OIV td (0IV_ d (0IV_Bool false)))
— oival_of ¢ e2 uu2 — uu2 = (0IV td2 (0IV_ 42 v2))
— deps_spec_If c el e2d td’ d’ (* specification des dependances td’ et d’ *)
— oival_of ¢ (If e el e2) (0OIV (conc_oitdeps td’ (conc_oitdeps td td2))
(0IV_ (conc_oideps d’ d2) v2))

| 0IVal_of_Match :
forall (c c_p:oitenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier) (uu uul:oitval)
(td tdl td:oitdeps) (d d1 d’:oideps) (v vi:oival0),
oival_of c e uu
— uu = (0IV td (0IV_ d v))
— is_filtered_oitval uu p — Filtered_oitval_result_Match c_p
— oival_of (conc_oitenv c_p c) el uul
— uul = (OIV td1 (OIV_ d1 v1))
— deps_spec_Match c px el e2d td’ d’ (x specification des dependances td’ et d’ *)
— oival_of c¢ (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2))) (0IV (conc_oitdeps td’ (conc_oitdeps td tdl))
(0IV_ (conc_oideps d’ d1) v1))

| 0IVal_of_Match_var :
forall (c:oitenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier) (uu uu2:oitval)
(td td2 td:oitdeps) (d d2 d’:0ideps) (v v2:0ivalO),
oival_of c e uu
— uu = (0IV td (0IV_d v))
— is_filtered_oitval uu p — Filtered_oitval_result_Match_var
— oival_of (OITEnv_cons x uu c) e2 uu2
— uu2 = (0IV td2 (0IV_ d2 v2))
— deps_spec_Match c px el e2d td’ d’ (* specification des dependances td’ et d’ *)
— oival_of c¢ (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2))) (OIV (conc_oitdeps td’ (conc_oitdeps td td2))
(0IV_ (conc_oideps d’ d2) v2))

| 0IVal_of_ConstrO : forall (c:oitenv) (n:constr),
oival_of ¢ (ConstrO n) (0IV nil (0IV_ nil (0IV_ConstrO n)))

| 0IVal_of_Constrl : forall (c:oitenv) (n:constr) (e:expr) (td:oitdeps) (u:oival),
oival_of c e (0IV td u)
— oival_of ¢ (Constrl n e) (OIV td (0IV_ nil (0IV_Constrl n u)))

| 0IVal_of_Couple : forall (c:oitenv) (el e2:expr) (tdl td2:oitdeps) (ul u2:oival),
oival_of ¢ el (0IV tdl ul) — oival_of c e2 (OIV td2 u2)
— oival_of c¢ (Couple el e2) (0IV (conc_oitdeps tdl td2) (0IV_ nil (0IV_Couple ul u2)))

| 0IVal_of_Annot : forall (c:oitenv) (1:label) (e:expr) (td:oitdeps) (d:oideps) (v:ioivalO),

oival_of ¢ e (0IV td (0IV_d v))
— oival_of ¢ (Annot 1 e) (0IV td (0IV_ (cons (1, fun x= x) d) v)).
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A.4 Sémantique instrumentée

Inductive ival_of : itenv — expr — itval — Prop :—
| IVal_of_Num: forall (v:Z) (c:itenv),
ival_of ¢ (Num v) (IV nil (IV_ nil (IV_Num v)))

| Ival_of_Ident : forall (c:itenv) (x:identifier) (uu:itval),
assoc_ident_in_itenv x ¢ = Ident_in_itenv uu
— ival_of c (Var x) uu

| IVal_of_Lambda : forall (c:itenv) (x:identifier) (e:expr) (uwitval),
uu = IV nil (IV_ nil (IV_Closure x e (itenv_to_ienv c)))
— ival_of c¢ (Lambda x e) uu

| IVal_of_Rec:
forall (c:itenv) (f x:identifier) (e:expr) (uu:itval),
uu = IV nil (IV_ nil (IV_Rec_Closure f x e (itenv_to_ienv c)))
— ival_of c (Rec f x e) uu

| IVal_of_Apply :
forall (c:itenv) (cl:ienv) (el e2 e : expr) (x : identifier)

(uwu2 uw:itval) (u2:ival) (d dl:ideps) (tdl td2 td:itdeps) (v:ivalO),
(* construction de la valeur )
ival_of c el (IV tdl (IV_ dl (IV_Closure x e cl)))
— ival_of c e2 uu2
—uu2 = IV td2 u2
— ival_of (ITEnv_cons x uu2 (ienv_to_itenv c1)) e (IV td (IV_ d v))
(* resultat de 1l’application *)
— uu = IV (conc_itdeps tdl (conc_itdeps td2 (conc_itdeps td d1))) (IV_ (conc_ideps d1 d) v)
— ival_of c (Apply el e2) uu

| IVal_of_Apply_Rec :
forall (c:itenv) (cl:ienv) (el e2 e : expr) (f x:identifier)

(uul wu2 uwitval) (u2:ival) (d dil:ideps) (tdl td2 td:itdeps) (v:ivalO),
(* construction de la valeur )
ival_of c el uul
— uul = (IV td1 (IV_ d1 (IV_Rec_Closure f x e c1)))
— ival_of c e2 uu2
— ival_of (ITEnv_cons f uul (ITEnv_cons x uu2 (ienv_to_itenv c1))) e (IV td (IV_ d v))
— uu2 — IV td2 u2
(* resultat de 1l’application *)
— uu = IV (conc_itdeps tdl (conc_itdeps td2 (conc_itdeps td d1))) (IV_ (conc_ideps d1 d) v)
— ival_of c (Apply el e2) uu

| Ival_of_Let_in:
forall (c:itenv) (x:identifier) (el e2:expr) (uul uu2:itval) (tdl td2:itdeps) (ul u2:ival),
ival_of c el uul
—uul = (IV td1 ul)
— ival_of (ITEnv_cons x uul c) e2 uu2
— uu2 = (IV td2 u2)
— ival_of c (Let_in x el e2) (IV (conc_itdeps tdl td2) u2)
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| IVal_of_If_true:
forall (c:itenv) (e el e2:expr) (td tdl:itdeps) (d dl:ideps) (uul:itval) (v1:ivalO),
ival_of c e (IV td (IV_ d (IV_Bool true)))
— ival_of c el uul — uul = (IV td1 (IV_ 41 v1))
— ival_of c (If e el e2) (IV (conc_itdeps d (conc_itdeps td tdl)) (IV_ (conc_ideps d d1) v1))

| IVal_of_If_false:
forall (c:itenv) (e el e2:expr) (td td2:itdeps) (d d2:ideps) (uu2:itval) (v2:ival0),
ival_of c e (IV td (IV_ d (IV_Bool false)))
— ival_of c e2 uu2 — uu2 = (IV td2 (IV_ 42 v2))
— ival_of c (If e el e2) (IV (conc_itdeps d (conc_itdeps td td2)) (IV_ (conc_ideps d d2) v2))

| IVal_of_Match :
forall (c c_p:itenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier) (uu uul:itval)
(td tdl:itdeps) (d dl:ideps) (v v1:ivalO),
ival_of c e uu
—uu = (IV td (IV_d v))
— is_filtered_itval uu p = Filtered_itval_result_Match c_p
— ival_of (conc_itenv c_p ¢) el uul
—uul = (IV td1 (IV_ 41 v1))
— ival_of c (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2))) (IV (conc_itdeps d (conc_itdeps td tdl))
(IV_ (conc_ideps d d1) v1))

| IVal_of_Match_var :
forall (c:itenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier) (uu uu2:itval)
(td td2:itdeps) (d d2:ideps) (v v2:ival0),
ival_of c e uu
—uu = (IV td (IV_d v))
— is_filtered_itval uu p = Filtered_itval_result_Match_var
— ival_of (ITEnv_cons x uu c) e2 uu2
— uu2 = (IV td2 (IV_ d2 v2))
— ival_of c (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2))) (IV (conc_itdeps d (conc_itdeps td td2))
(IV_ (conc_ideps d d2) v2))

| IVal_of_ConstrO : forall (c:itenv) (n:constr),
ival_of ¢ (ConstrO n) (IV nil (IV_ nil (IV_ConstrO n)))

| Ival_of_Constrl : forall (c:itenv) (n:constr) (e:expr) (td:itdeps) (u:ival),
ival_of c e (IV td u)
— ival_of c (Constrln e) (IV td (IV_ nil (IV_Constrl n u)))

| Ival_of_Couple : forall (c:itenv) (el e2:expr) (tdl td2:itdeps) (ul u2:ival),
ival_of c el (IV tdl ul)
— ival_of c e2 (IV td2 u2)
— ival_of c (Couple el e2) (IV (conc_itdeps tdl td2) (IV_ nil (IV_Couple ul u2)))

| Ival_of_Annot : forall (c:itenv) (l:label) (e:expr) (td:itdeps) (d:ideps) (v:ivalO),

ival_of c e (IV td (IV_ d v))
— ival_of c (Annot 1 e) (IV td (IV_ (coms 1 d) v)).
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A.5 Sémantique instrumentée multiple

Inductive imval_of : imenv — expr — imval — Prop :=
| IMVal_of :
forall (imc:imenv) (e:expr) (imv:imval),
imv = (fun itu =
exists (itc:itenv), In _ imc itc
A ival_of itc e itu)
— imval_of imc e imv.
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A.6 Sémantique collectrice

Inductive ctval_of : ctenv — expr — ctval — Prop :—
| CTVal_of_Num: forall (ctc:ctenv) (v:Z),
ctval_of ctc (Num v) (CTVal nil nil (Singleton _ (IV_Num v)))

| CTVal_of_ConstrO : forall (ctc:ctenv) (n:constr),
ctval_of ctc (ConstrO n) (CTVal nil nil (Singleton _ (IV_ConstrO n)))

| CTVal_of_Constrl :
forall (ctc:ctenv) (n:constr) (e:expr) (td:itdeps) (d:ideps) (ivs ivs’:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc e (CTVal td 4 ivs)
— ivs’ = SetMap (fun iv = IV_Constrln (IV_d iv)) ivs
— ctval_of ctc (Constrl n e) (CTVal td nil ivs’)

| CTVal_of_Apply :
forall (ctc:ctenv) (el e2:expr)
(tdl td2 td:itdeps) (d1 d2 d:ideps) (ivsl ivs2:Ensemble ivalO)
(ctvictval)
(imv:Ensemble itval),
ctval_of ctc el (CTVal tdl d1 ivsl)
— ctval_of ctc e2 (CTVal td2 d2 ivs2)
— imv = (fun itu = (exists x e icl iv2 itd id iv,
In _ ivsl (IV_Closure x e icl)
AIn _ivs2 iv2
A ival_of (ITEnv_cons x (IV td2 (IV_ d2 iv2)) (ienv_to_itenv icl))
e (IV itd (IV_ id iv))
A itu = IV (conc_itdeps tdl (conc_itdeps td2 (conc_itdeps itd d1)))
(IV_ (conc_ideps d1 id) iv))
V (exists f x e ic iv2 itd id iv,
In _ ivsl (IV_Rec_Closure f x e ic)
AIn _ivs2 iv2
A ival_of (ITEnv_cons f (IV tdl (IV_ d1 (IV_Rec_Closure f x e ic)))
(ITEnv_cons x (IV td2 (IV_ d2 iv2)) (ienv_to_itenv ic)))
e (IV itd (IV_ id iv))
A itu = IV (conc_itdeps tdl (conc_itdeps td2 (conc_itdeps itd d1)))
(IV_ (conc_ideps d1 id) iv)))
— (forall l:label, List.In 1 td
+ (exists td’, List.In 1 td’
A In _ (SetMap (fun itu = match itu with
| IV td (IV_d iv) = td end) imv) td’))
— (forall 1l:label, List.In1d
> (exists d’, List.In1 &’
A In _ (SetMap (fun itu = match itu with
| IVtd (IV_d iv) = d end) imv) d’))
— ctv = CTVal td d (SetMap (fun itu = match itu with | IV td (IV_ d iv) = iv end) imv)
— ctval_of ctc (Apply el e2) ctv

| CTVal_of_Ident : forall (ctc:ctenv) (x:identifier) (ctv:ctval),

assoc_ident_in_ctenv x ctc = Ident_in_ctenv ctv
— ctval_of ctc (Var x) ctv
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| CTVal_of_Ident_empty :forall (ctc:ctenv) (x:identifier),
assoc_ident_in_ctenv x ctc = Ident_not_in_ctenv
— ctval_of ctc (Var x) (CTVal nil nil (Empty_set _))

| CTVal_of_Lambda :
forall (ctc:ctenv) (x:identifier) (e:expr) (ctv:ctval) (ivs:Ensemble ivalO),
ivs = SetMap (fun itc = IV_Closure x e (itenv_to_ienv itc)) (ctenv_to_imenv ctc)
— ctval_of ctc (Lambda x e) (CTVal nil nil ivs)

| CTVal_of_Rec :
forall (ctc:ctenv) (f x:identifier) (e:expr) (ctvictval) (ivs:Ensemble ivalO),
ivs = SetMap (fun itc = IV_Rec_Closure f x e (itenv_to_ienv itc)) (ctenv_to_imenv ctc)
— ctval_of ctc (Rec f x e) (CTVal nil nil ivs)

| CTVal_of_If_true:
forall (ctc:ctenv) (e el e2:expr) (td tdl:itdeps) (d dl:ideps) (ivs ivsl:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc e (CTVal td d ivs)
— In _ ivs (IV_Bool true)
— (not (In _ ivs (IV_Bool false)))
— ctval_of ctc el (CTVal tdl dl ivsl)
— ctval_of ctc (If e el e2) (CTVal (conc_itdeps d (conc_itdeps td tdl))
(conc_ideps d d1) ivs1)

| CTVal_of_If_false:
forall (ctc:ctenv) (e el e2:expr) (td td2:itdeps) (d d2:ideps) (ivs ivs2:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc e (CTVal td d ivs)
— Same_set _ ivs (Singleton _ (IV_Bool false))
— In _ ivs (IV_Bool false)
— (not (In _ ivs (IV_Bool true)))
— ctval_of ctc e2 (CTVal td2 d2 ivs2)
— ctval_of ctc (If e el e2) (CTVal (conc_itdeps d (conc_itdeps td td2))
(conc_ideps d d2) ivs2)

| CTVal_of_If_unknown :
forall (ctc:ctenv) (e el e2:expr)
(td tdl td2:itdeps) (d d1 d2:ideps) (ivs ivsl ivs2:Ensemble ivalO),

ctval_of ctc e (CTVal td d ivs)

— Included _ (Couple _ (IV_Bool true) (IV_Bool false)) ivs

— ctval_of ctc el (CTVal tdl dl ivsl)

— ctval_of ctc e2 (CTVal td2 d2 ivs2)

— ctval_of ctc (If e el e2) (CTVal (conc_itdeps d (conc_itdeps td (conc_itdeps tdl td2)))
(conc_ideps d (conc_ideps dl d2))
(Union _ ivsl ivs2))

| CTVal_of_If_empty :
forall (ctc:ctenv) (e el e2:expr) (td tdl:itdeps) (d di:ideps) (ivs ivsl:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc e (CTVal td d ivs)
— (not (In _ ivs (IV_Bool true)))
— (not (In _ ivs (IV_Bool false)))
— ctval_of ctc (If e el e2) (CTVal nil nil (Empty_set _))
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| CTVal_of_Match :
forall (ctv:ctval) (ctc ctc_p:ctenv) (e el:expr)

(br2:option (identifierxexpr)) (p:pattern)
(td tdl:itdeps) (d dl:ideps) (ivs ivsl:Ensemble ivaloO),

ctval_of ctc e ctv

— ctv = (CTVal td d ivs)

— Inhabited _ (Intersection _ ivs ivs_of_matchable)

— is_filtered_ctval ctv p (Filtered_ctval_result_Match ctc_p)

— ctval_of (conc_ctenv ctc_p ctc) el (CTVal tdl d1 ivsl)

— ctval_of ctc (Expr_match e (p,el) br2) (CTVal (conc_itdeps d (conc_itdeps td tdl))

(conc_ideps d d1) ivsl)

| CTVal_of_Match_var :
forall (ctv:ctval) (ctc:ctenv) (e el e2:expr)

(p:pattern) (x:identifier)
(td td2:itdeps) (d d2:ideps) (ivs ivs2:Ensemble ivalO),

ctval_of ctc e ctv

— ctv = (CTVal td d ivs)

— Inhabited _ (Intersection _ ivs ivs_of_matchable)

— is_filtered_ctval ctv p Filtered_ctval_result_Match_var

— ctval_of (CTEnv_cons x ctv ctc) e2 (CTVal td2 d2 ivs2)

— ctval_of ctc (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2))) (CTVal (conc_itdeps d (conc_itdeps td td2))

(conc_ideps d d2) ivs2)

| CTVal_of_Match_unknown :
forall (ctv:ctval) (ctc ctc_p:ctenv) (e el e2:expr)
(p:pattern) (x:identifier)
(td tdl td2:itdeps) (d d1 d2:ideps) (ivs ivsl ivs2:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc e ctv
— ctv = (CTVal td d ivs)
— Inhabited _ (Intersection _ ivs ivs_of_matchable)
— is_filtered_ctval ctv p (Filtered_ctval_result_Match_unknown ctc_p)
— ctval_of (conc_ctenv ctc_p ctc) el (CTVal tdl d1 ivsil)
— ctval_of (CTEnv_cons x ctv ctc) e2 (CTVal td2 d2 ivs2)
— ctval_of ctc (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2)))
(CTVal (conc_itdeps d (conc_itdeps td (conc_itdeps tdl td2)))
(conc_ideps d (conc_ideps d1 d2))
(Union _ ivsl ivs2))

| CTVal_of_Match_empty :
forall (ctv:ctval) (ctc ctc_p:ctenv) (e el:expr)

(br2:option (identifierxexpr)) (p:pattern)
(td tdl:itdeps) (d dl:ideps) (ivs ivsl:Ensemble ivalO),

ctval_of ctc e ctv

— ctv = (CTVal td d ivs)

— not (Inhabited _ (Intersection _ ivs ivs_of_matchable))

— ctval_of ctc (Expr_match e (p,el) br2) (CTVal nil nil (Empty_set _))
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| CTVal_of_Couple :
forall (ctc:ctenv) (el e2:expr) (tdl td2:itdeps) (d1 d2:ideps) (ivsl ivs2 ivs’:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc el (CTVal tdl d1 ivsl)
— ctval_of ctc e2 (CTVal td2 d2 ivs2)
— ivs’ = SetMap2 (fun ivl iv2 = IV_Couple (IV_ d1 iv1l) (IV_ d2 iv2)) ivsl ivs2
— ctval_of ctc (language.Couple el e2) (CTVal (conc_itdeps tdl td2) nil ivs’)

| CTVal_of_Annot :
forall (ctc:ctenv) (l:label) (e:expr) (td:itdeps) (d:ideps) (ivs:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc e (CTVal td d ivs)
— ctval_of ctc (Annot 1 e) (CTVal td (cons 1 d) ivs)

| CTVal_of_Let_in:
forall (ctc:ctenv) (x:identifier) (el e2:expr)
(ctvl ctv2:ctval) (tdl td2:itdeps) (d1 d2:ideps) (ivsl ivs2:Ensemble ivalO),

ctval_of ctc el ctvl
— ctvl = (CTVal td1 d1 ivsl)
— (exists (ivl:ival0), In _ ivsl ivl)
— ctval_of (CTEnv_cons x ctvl ctc) e2 ctv2
— ctv2 = (CTVal td2 d2 ivs2)
— ctval_of ctc (Let_in x el e2) (CTVal (conc_itdeps tdl td2) d2 ivs2)

| CTVal_of_Let_in_empty :
forall (ctc:ctenv) (x:identifier) (el e2:expr)
(ctvl:ctval) (tdl:itdeps) (dl:ideps) (ivsl:Ensemble ivalO),
ctval_of ctc el ctvl
— ctvl = (CTVal tdl d1 ivsl)
— not (Inhabited _ ivsl)
— ctval_of ctc (Let_in x el e2) (CTVal nil nil (Empty_set _)).
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A.7 Sémantique abstraite

Inductive atval_of : atenv — expr — atval — Prop :—
| ATVal_of_Num: forall (v:Z) (atc:atenv),
atval_of atc (Num v) (ATV nil (AV nil (AV_Top)))

| ATVal_of_Ident : forall (atc:atenv) (x:identifier) (atw:atval),
assoc_ident_in_atenv x atc = Ident_in_atenv atu
— atval_of atc (Var x) atu

| ATVal_of_Ident_empty : forall (atc:atenv) (x:identifier) (atu:atval),
assoc_ident_in_atenv x atc — Ident_not_in_atenv
— atval_of atc (Var x) (ATV nil (AV nil (AV_Bottom)))

| ATVal_of_Lambda : forall (atc:atenv) (x:identifier) (e:expr) (atu:atval),
atu = ATV nil (AV nil (AV_Closure x e (atenv_to_aenv atc)))
— atval_of atc (Lambda x e) atu

| ATVal_of_Rec : forall (atc:atenv) (f x:identifier) (e:expr) (atwatval),
atu = ATV nil (AV nil (AV_Rec_Closure f x e (atenv_to_aenv atc)))
— atval_of atc (Rec f x e) atu

| ATVal_of_Apply :
forall (atc:atenv) (acl:aenv) (el e2 e : expr) (x : identifier)
(atu2 atu:atval) (au2:aval) (ad adl:adeps) (atdl atd2 atd:atdeps) (av:avalO),
(* construction de la valeur )
atval_of atc el (ATV atdl (AV adl (AV_Closure x e acl)))
— atval_of atc e2 atu2
— atu2 — ATV atd2 au2
— atval_of (ATEnv_cons x atu2 (aenv_to_atenv acl)) e (ATV atd (AV ad av))
(* resultat de 1l’application *)
— atu = ATV (conc_atdeps atdl (conc_atdeps atd2 (conc_atdeps atd adl)))
(AV (conc_adeps adl ad) av)
— atval_of atc (Apply el e2) atu

| ATVal_of_Apply_rec :
forall (atc:atenv) (acl:aenv) (el e2 e:expr) (f x:identifier)
(atu2 atu atu_f:atval) (au2:aval) (ad adl:adeps) (atdl atd2 atd:atdeps) (av:avalO),
(* construction de la valeur *)
atval_of atc el (ATV atdl (AV adl (AV_Rec_Closure f x e acl)))
— atu_f = ATV atdl (AV (deps_of _freevars (Rec f x e) (atenv_to_aenv atc)) AV_Top)
— atval_of atc e2 atu2
— atu2 — ATV atd2 au2
— atval_of (ATEnv_cons f atu_f (ATEnv_cons x atu2 (aenv_to_atenv acl))) e
(ATV atd (AV ad av))
(* resultat de 1l’application *)
— atu = ATV (conc_atdeps atdl (conc_atdeps atd2 (conc_atdeps atd adl)))
(AV (conc_adeps adl ad) av)
— atval_of atc (Apply el e2) atu
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| ATVal_of_Apply_unknown :
forall (atc:atenv) (el e2: expr)
(atu:atval) (atdl atd2:atdeps) (adl ad2:adeps) (avl av2:avalO),
(* construction de la valeur )
atval_of atc el (ATV atdl (AV adl avl))
— (match avl with

| AV_Closure _ _ _ = False
| AV_Rec_Closure _ _ _ _ = False
| _ = True

end)
— atval_of atc e2 (ATV atd2 (AV ad2 av2))
(* resultat de 1’application *)
— atu = ATV (conc_atdeps atdl (conc_atdeps atd2 (conc_atdeps adl ad2)))
(AV (conc_adeps adl ad2) AV_Top)
— atval_of atc (Apply el e2) atu
(* amelioration possible :
pour une analyse plus precise, si la valeur de el ou e2 est Bottom, retourner Bottom *)

| ATVal_of_Let_in:
forall (atc:atenv) (x:identifier) (el e2:expr) (atul atu2:atval) (atdl atd2:atdeps) (aul au2:aval),
atval_of atc el atul
— atul = (ATV atdl aul)
— atval_of (ATEnv_cons x atul atc) e2 atu2
— atu2 = (ATV atd2 au2)
— atval_of atc (Let_in x el e2) (ATV (conc_atdeps atdl atd2) au2)

| ATVal_of_If :
forall (atc:atenv) (e el e2:expr) (atd atdl atd2:atdeps)
(ad adl ad2:adeps) (atul atu2:atval) (av avl av2:avalO),
atval_of atc e (ATV atd (AV ad av))
— atval_of atc el atul
— atul = (ATV atdl (AV adl avl))
— atval_of atc e2 atu2
— atu2 — (ATV atd2 (AV ad2 av2))
— atval_of atc (If e el e2) (ATV (conc_atdeps ad (conc_atdeps atd (conc_atdeps atdl atd2)))
(AV (conc_adeps ad (conc_adeps adl ad2)) AV_Top))

| ATVal_of_Match :
forall (atc atc_p:atenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier)
(atu atul:atval) (atd atdl:atdeps) (ad adl:adeps) (av avl:avalO),
atval_of atc e atu
— atu = (ATV atd (AV ad av))
— is_filtered_atval atu p — Filtered_atval_result_Match atc_p
— atval_of (conc_atenv atc_p atc) el atul
— atul — (ATV atd1 (AV ad1 avil))
— atval_of atc (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2)))
(ATV (conc_atdeps ad (conc_atdeps atd atdl))
(AV (conc_adeps ad adl) avl))
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| ATVal_of_Match_var :
forall (atc atc_p:atenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier)
(atu atu2:atval) (atd atd2:atdeps) (ad ad2:adeps) (av av2:avalO),
atval_of atc e atu
— atu = (ATV atd (AV ad av))
— is_filtered_atval atu p — Filtered_atval_result_Match_var
— atval_of (ATEnv_cons x atu atc) e2 atu?2
— atu2 = (ATV atd2 (AV ad2 av2))
— atval_of atc (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2)))
(ATV (conc_atdeps ad (conc_atdeps atd atd?2))
(AV (conc_adeps ad ad2) av2))

| ATVal_of_Match_unknown :
forall (atc atc_p:atenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier)
(atu atul atu2:atval) (atd atdl atd2:atdeps) (ad adl ad2:adeps) (av avl av2:avalO),

atval_of atc e atu
— atu = (ATV atd (AV ad av))
— is_filtered_atval atu p — Filtered_atval_result_Match_unknown atc_p
— atval_of (conc_atenv atc_p atc) el atul
— atul = (ATV atdl (AV adl avl))
— atval_of (ATEnv_cons x atu atc) e2 atu?2
— atu2 = (ATV atd2 (AV ad2 av2))
— atval_of atc (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2)))

(ATV (conc_atdeps ad (conc_atdeps atd (conc_atdeps atdl atd2)))

(AV (conc_adeps ad (conc_adeps adl ad2)) AV_Top))

| ATVal_of_Match_bottom :
forall (atc atc_p:atenv) (e el e2: expr) (p:pattern) (x:identifier)
(atu:atval) (atd:atdeps) (ad:adeps) (av:aval0),
atval_of atc e atu
— atu = (ATV atd (AV ad av))
— is_filtered_atval atu p — Filtered_atval_result_Error
— atval_of atc (Expr_match e (p,el) (Some (x,e2)))
(ATV nil (AV nil AV_Bottom))

| ATVal_of_ConstrO : forall (atc:atenv) (n:constr),
atval_of atc (ConstrO n) (ATV nil (AV nil (AV_ConstrO n)))

| ATVal_of_Constrl : forall (atc:atenv) (n:constr) (e:expr) (atd:atdeps) (au:aval),
atval_of atc e (ATV atd au)
— atval_of atc (Constrl n e) (ATV atd (AV nil (AV_Constrl n au)))

| ATVal_of_Couple : forall (atc:atenv) (el e2:expr) (atdl atd2:atdeps) (aul au2:aval),
atval_of atc el (ATV atdl aul)
— atval_of atc e2 (ATV atd2 au2)
— atval_of atc (Couple el e2) (ATV (conc_atdeps atdl atd2) (AV nil (AV_Couple aul au?2)))

| ATVal_of_Annot :
forall (atc:atenv) (1l:label) (e:expr) (atd:atdeps) (ad:adeps) (av:avalO),
atval_of atc e (ATV atd (AV ad av))
— atval_of atc (Annot 1 e) (ATV atd (AV (cons 1 ad) av)).
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Annexe B

Enoncés des théorémes en Coq

B.1 Correction de la sémantique avec injection

Dans la version Coq de notre travail, nous avons défini la notion d’injection en forma-

lisant directement la sémantique avec injection dans un ¢-environnement sur-instrumenté.

Cependant, dans le manuscrit de thése, nous avons choisi de présenter la sémantique
avec injection en deux étapes pour des raisons de clarté dans la présentation. En effet,
nous souhaitions commencer par introduire la notion d’injection telle que nous pouvons la
concevoir de fagon intuitive avant d’entrer dans les détails de la sur-instrumentation des

valeurs et des environnements.

Il convient de remarquer ici que la preuve de correction de nos analyses dynamique
et statique ne dépend d’aucune maniére de la preuve de correction de la sémantique avec
injection. En effet, c’est la sémantique avec injection qui pose la définition de la notion
d’injection, qui est le fondement de la notion de dépendance. Le théoréme de correction
que nous apportons n’est donc pas nécessaire a la preuve de nos analyses par rapport &
la notion d’injection. Cependant, il constitue une justification de la définition formelle de

Iinjection par rapport & la notion intuitive que nous en avons.

Voici le théoréme de correction de la sémantique avec injection qui a été prouvé en Coq.

Theorem injection_correctness :
forall (1:label) (vl:val) (c:env) (c:oitenv) (e:expr) (vival),
label_does_not_appear_in_expr 1 c’ e
— ¢ = oitenv_to_env c’
—+val_of cev
— val_of_with_injection lvl c’ e v.

229




B.2. CORRECTION DE LA SEMANTIQUE SUR-INSTRUMENTEE

B.2 Correction de la sémantique sur-instrumentée

Le théoréme présenté dans le manuscrit pour la correction de la sémantique sur-
instrumentée (cf. section 3.4.2.3) est identique a celui prouvé en Coq. Nous avons sim-

plement déplié la définition du prédicat is_instantiable_oitenv.

Theorem oival_of_correctness :
forall (c:oitenv) (e:expr) (uuwoitval),
oival_of c e uu
— forall (l:label) (vl:ival),
is_instantiable_oitenv 1 vl c
— forall (v:val),
Some v = instantiate_oitval 1 vl uu
— val_of _with_injectionl vl cev.

B.3 Correction de la sémantique instrumentée

Le théoréme présenté dans le manuscrit pour la correction de la sémantique instrumentée

(cf. section 3.5.3.3) est identique & celui prouvé en Coq.

Theorem ival_of_correctness :
forall (itc:itenv) (e:expr) (itu:itval),
ival_of itc e itu
— exists (oitwioitval),
(oival_of (itenv_to_oitenv itc) e oitu
A oitval_to_itval oitu = itu).
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B.4 Correction de la sémantique collectrice

Le théoréme présenté dans le manuscrit pour la correction de la sémantique collectrice

(cf. section 4.3.3.3) est identique a celui prouvé en Coq.

On peut peut remarquer une petite différence de notation concernant la fonction de
conversion d’un environnement instrumenté multiple en un environnement collecteur. En
Coq, cette conversion est définie sous la forme d’un prédicat inductif alors que dans le
manuscrit de thése, nous utilisons une notation fonctionnelle. Il s’agit uniquement d’une
différence de notation. La définition donnée dans le manuscrit (cf. figure 4.7) est la méme

que sa version Coq.

Theorem ctval_of_correctness :
forall (imc:imenv) (e:expr) (imv:imval)
(ctvictval) (ctc:ctenv),
imval_of imc e imv
— imenv_to_ctenv imc ctc
— ctval_of ctc e ctv
— le_imval imv (ctval_to_imval ctv).

B.5 Correction de la sémantique abstraite

Le théoréme présenté dans le manuscrit pour la correction de la sémantique abstraite
(cf. section 4.4.3.3) est identique & celui prouvé en Coq. La preuve de ce théoréme en Coq
n’a pas été terminée par manque de temps. La version de la preuve présente dans le ma-
nuscrit (cf. section 4.4.3.4) est un peu plus compléte puisque le cas de application, qui est

un des cas les plus complexes, a été prouvé.

Theorem atval_of_correctness :
forall (e:expr) (ctc:ctenv) (ctvictval)
(atc:atenv) (atu:atval),
ctenv_to_atenv ctc atc
— ctval_of ctc e ctv
— atval_of atc e atu
— le_ctval ctv (atval_to_ctval atu).
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le cham Analyse de dépendances ML le cham

pour les évaluateurs de logiciels critiques

Résumé :

Les logiciels critiques nécessitent I'obtention d’une évaluation de conformité aux normes en vigueur avant
leur mise en service. Cette évaluation est obtenue aprés un long travail d’analyse effectué par les évaluateurs
de logiciels critiques. Ces derniers peuvent étre aidés par des outils utilisés de maniére interactive pour
construire des modéles, en faisant appel a des analyses de flots d’information. Des outils comme SPARK-
Ada existent pour des sous-ensembles du langage Ada utilisés pour le développement de logiciels critiques.
Cependant, des langages émergents comme ceux de la famille ML ne disposent pas de tels outils adaptés.
La construction d’outils similaires pour les langages ML demande une attention particuliére sur certaines
spécificités comme les fonctions d’ordre supérieur ou le filtrage par motifs. Ce travail présente une analyse
de flot d’information pour de tels langages, spécialement congue pour répondre aux besoins des évaluateurs.
Cette analyse statique prend la forme d’une interprétation abstraite de la sémantique opérationnelle
préalablement enrichie par des informations de dépendances. Elle est prouvée correcte vis-a-vis d’une
définition formelle de la notion de dépendance, a I'aide de ’assistant a la preuve Coq. Ce travail constitue
une base théorique solide utilisable pour construire un outil efficace pour I'analyse de tolérance aux pannes.

Mots clés :
analyse de dépendances, logiciels critiques, langages fonctionnels, Coq, preuve de correction, analyse
statique, interprétation abstraite

Abstract :

Critical software needs to obtain an assessment before commissioning in order to ensure compliance to
standards. This assessment is given after a long task of software analysis performed by assessors. They
may be helped by tools, used interactively, to build models using information-flow analysis. Tools like
SPARK-Ada exist for Ada subsets used for critical software. But some emergent languages such as those
of the ML family lack such adapted tools. Providing similar tools for ML languages requires special
attention on specific features such as higher-order functions and pattern-matching. This work presents
an information-flow analysis for such a language specifically designed according to the needs of assessors.
This analysis is built as an abstract interpretation of the operational semantics enriched with dependency
information. It is proved correct according to a formal definition of the notion of dependency using the
Coq proof assistant. This work gives a strong theoretical basis for building an efficient tool for fault
tolerance analysis.

Keywords :
dependency analysis, critical software, functional languages, Coq, proof of correctness, static analysis,
abstract interpretation
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