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Pour ceux qui ne connaissent pas les mathématiques, il est difficile d’avoir un réel sentiment pour la beaute,

la plus profonde beauté, de la nature ... Si vous voulez en apprendre davantage sur la nature, pour apprécier
la nature, il est nécessaire de comprendre la langue qu’elle parle.

R. Feynman




Résumé

Au cours des deux derniéres décennies avec la montée des ordinateurs et des logiciels de CAO dans 1’architec-
ture, il a été une fois de plus un intérét croissant pour les mathématiques. Toutefois, cet intérét a de nom-
breuses conséquences paradoxales. C’est parce qu’au cours des deux derniers siécles ces deux disciplines ont
augmenté dans des directions presque opposées sur la compréhension de I’espace et des objets en elle. Cette
recherche examine ces conséquences paradoxales, il part de ’hypothése que les mathématiques modernes
peuvent une fois de plus étre la base de la compréhension de I’espace dans ’architecture. Cela signifie que
toutes les constructions abstraites de la géométrie moderne serait 1’outil pour comprendre, concevoir et
manipuler I’espace architectural et les objets qu’elle contient. En prenant cette position de nombreuses ques-
tions se posent. Questions de technicité en termes de connaissances mathématiques a acquérir et questions de
nature philosophique en termes de ce que cela signifie pour I’architecture de comprendre 1’espace mathéma-
tiquement. Cette recherche examine ces deux dimensions de cette position, a savoir que d’une part il y a une
construction mathématique compléte des espaces et des objets en elle, couplés avec des réflexions
philosophiques sur le sens de ces constructions dans 1’architecture. A coté du formalisme mathématique, ces
constructions sont également traduits en une série de programmes courts qui alors peuvent effectivement étre
utilisés comme outils de calcul et de visualisation. La recherche tente d’assembler divers fragments de dif-
férentes branches mathématiques en un seul corps du savoir mathématique qui est pertinente d’un point de vue
de la conception architecturale, comprise dans huit chapitres. Le premier chapitre traite principalement les
conséquences philosophiques de cette prise de position entre 1’architecture et les mathématiques; expliquant le
contexte de leur relation et éclairer la nature esthétique de la recherche. Dans le chapitre deux, nous essayons
de préparer la fondation pour les constructions mathématiques, a savoir examiner la relation entre la géométrie
et de la perception. Nous expliquons aussi la différence entre les espaces formels et physiques, et nous définis-
sons formellement les notions de base de la spatialité en utilisant la topologie et enfin nous construisons le
principal objet géométrique de la recherche, qui est la variété différentiable (en particulier & deux dimensions a
savoir la surface). La logique de structuration des constructions mathématiques dans la recherche provient
essentiellement de 1’approche intuitive de la conception architecturale de définir d’abord une forme de base,
puis appliquer des modifications. Par conséquent, nous avons deux parties générales des constructions mathé-
matiques la premicre est la définition des formes et la deuxiéme partie est les opérations sur les formes. Dans
le chapitre trois, nous donnons une explication de la différence entre nos deux types principaux de définitions
de formes a savoir la définition paramétrique et la définition algébrique. Dans le chapitre quatre, nous donnons
une explication sur les deux principales techniques de définitions de forme utilisés par les logiciels de CAO a
savoir les meshes et les splines (en particulier les NURBS). Ceci est couplé avec une réflexion philosophique
sur I'utilisation de logiciels de CAO et de sa relation a la connaissance géométrique, et sur une perspective
plus large, la relation entre cette recherche et 1’architecture numérique. Dans les trois chapitres suivants, nous
définissons trois types d’opérations différentes qui peuvent étre appliquées a des formes que nous avons
définies, a savoir les opérations algébriques, analytiques et algorithmiques. Comme il ressort de leurs noms,
ces opérations correspondent aux différentes branches de la géométrie: la géométrie affine (en particulier
euclidienne) et la géométrie projective, puis la géométrie différentielle et enfin la géométrie combinatoire et
computationnelle. Dans le chapitre cing, 1’accent est sur les opérations algébriques, nous commengons par
expliquer les différents espaces en question et de passer ensuite la notion de la symétrie par lesquels ces
différents types de géométrie sont constitués une dans 1’autre (cf. programme d’Erlangen). Dans le chapitre
six, nous nous concentrons sur la géométrie différentielle (en particulier des courbes et surfaces), avec une
variété de résultats analytiques qui permet un large éventail d’outils et techniques de conception. Tous ces
résultats sont couplés avec des exemples des conceptions architecturales élaborées a ’aide de ces calculs.
Dans le chapitre sept nous déplacons vers des opérations algorithmiques, qui sont divisés en deux parties: la
premiere partie traite de géométrie combinatoire et computationnelle et la seconde porte sur les méthodes
d’optimisation tels que les algorithmes génétiques. Nous concluons finalement la recherche au chapitre huit,
dans lequel nous revenons une fois de plus a nos réflexions philosophiques. Nous prenons trois grandes
idéologies en architecture a savoir, le fonctionnalisme, la sémiotique et la phénoménologie et essayer de voir
comment cette recherche se rapporte aux leurs points de vue.
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1.Introduction

1.1. Objectif

Tout au long de l'histoire, l'architecture et les mathématiques ont été¢ profondément liées, et méme dans
certaines périodes les deux disciplines étaient indiscernables, a savoir les architectes étaient aussi des mathé-
maticiens et vice-versa. Cela était dii au fait que I'architecture offerts les mathématiques (qui, dans le monde
antique était plein de symbolisme et de mysticisme) un moyen d'exprimer, visualiser et de manifester ces
relations divines dans la pierre. Ceci peut étre vu dans le monde antique de I'Egypte, la Gréce et Rome, les
cathédrales médiévales de 1'Europe et les grandes mosquées du monde islamique et tout le chemin a la Renais-
sance italienne. Tout au long de toutes ces périodes une relation intime entre la spiritualité et les mathéma-
tiques a été exprimé dans la relation entre la beauté et de l'architecture. Nous trouvons dans la Grece antique,
la philosophie pythagoricienne dont les adeptes (les pythagoriciens) comprenaient les mathématiques comme
la base de toutes les choses physiques et métaphysiques, avec les nombres en son coeur. Au moyen age, nous
pouvons voir dans l'architecture de la cathédrale comment les mathématiques a été écrit dans la pierre; symbol-
isme provenant de relations géométriques divins sont dans presque tous les aspects de sa conception. Le
nombre de piliers, la proportion de I'aménagement de la fagade, jusqu'aux détails de la division de la rosace,
tous expriment les relations géométriques divines avec d'importantes signification métaphysique que la
personne médiévale comprise et appréciée. Dans la renaissance de la relation de I'architecture aux mathéma-
tiques a atteint son apogée avec la montée de I'humanisme et de la figure de I'nomme de la Renaissance,
hommes comme Léonard de Vinci et Albrecht Durer, qui a donné des représentations détaillées du corps
humain et de sa relation a des proportions géométriques, en particulier le nombre d'or. D'autres, comme le
maitre de la Renaissance Andrea Palladio qui a proposé l'utilisation de séquences dans les dimensions des
picces dans ses célebres Les Quatre Livres de l'architecture, et le polymathe Leon Battista Alberti qui consid-
érait les mathématiques comme un fondement commun de I'art et de la science. Cependant, avec la montée du
modernisme dans la culture occidentale a la fin du XVIlle siécle, un changement de paradigme commengait
un changement fondamental dans la pensée occidentale dans la philosophie, l'art et la science; a tel point que,
pour comprendre toute discipline contemporaine nous devons extrapoler revenir a ce changement de
paradigme [1]. En ce qui concerne la relation entre 1'architecture et les mathématiques qui est au cceur de cette
recherche, nous trouvons deux aspects importants de ce changement de paradigme est nécessaire de compren-
dre. Le premier est le changement de paradigme dans 1'esthétique qui a conduit a une esthétique plus kantienne
qui a porté sur l'ceuvre d'art elle-méme a la place de l'esthétique classique qui a été porté sur la nature. Le
deuxieme est le changement de paradigme en mathématiques qui a conduit a l'interprétation moderne de la
géométrie avec l'accent uniquement sur le formel-logique a la place de l'ancienne interprétation de la
géométrie qui nécessitait une connaissance a priori de ses objets (tels que des points, des lignes et des sur-
faces). Avec ce bref apercu du contexte dans lequel nous nous trouvons aujourd'hui concernant l'architecture
et les mathématiques, nous allons formuler 1'objectif de la recherche montrant sa double nature et ses limites.

L'objectif de cette recherche:

Application de la géométrie moderne en architecture dans le sens de fournir une approche mathéma-
tique formelle pour la conception de formes architecturales et a la compréhension de I'espace.

Avec ce dit, nous allons maintenant montrer quelques points importants concernant la nature de cet objectif,
ses limites et les difficultés qu'elle implique, aprés que nous nous concentrerons sur le contexte dans lequel
nous nous trouvons lorsque vous faites une telle recherche. Cette idée contextuelle serait donné par faire la
lumiére sur la relation entre 1'architecture contemporaine et les mathématiques, une relation qui a été défini
principalement par le changement de paradigmes dans 'esthétique et les mathématiques.
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1.2. Objectif et sa double nature

Cet objectif a par définition une nature double et presque paradoxal: d'un coté, il est tout a fait pratique
d'apporter une base mathématique a la génération de forme dans l'architecture, ce qui permettra un meilleur
controle et une compréhension des formes, pour ne pas mentionner un terrain commun mieux adapté pour la
correspondance avec les ingénieurs et les conseillers techniques. D'autre part la géométrie moderne est assez
loin dans son abstraction et son formalisme de la géométrie descriptive traditionnelle que les architectes
connaissent, avec des notions comme des variétés, et la topologie qu'il serait presque absurde du point de vue
de l'architecture d'avoir un tel niveau d'abstraction qui n'est pas nécessaire; ici nous rencontrons l'autre coté
fondamental de la recherche qui est le coté esthétique. En un mot, 1'objectif de la recherche du début a la fin
contient deux motivations adverses: une motivation pratique et une esthétique. Avec ce dit, nous nous trou-
vons dans une position particuliere en soulevant de nouveau la question de l'architecture et les mathématiques
dans nos temps modernes. Cette particularité vient du fait que, méme si l'intérét de 'architecture en mathéma-
tiques reste encore tout a fait clair, il n'y a pas de cadre contextuel approprié¢ pour héberger une telle question
de maniere scientifique; ceci est 'une des premiéres limites de la recherche. Il n'est pas un corps important des
recherches en combinant les deux disciplines a partir de laquelle nous pouvons avoir assez de ressources ou de
points de départ, les deux disciplines ont été assez séparés depuis au moins deux siécles. Il existe bien sir de
la recherche en architecture orientée vers la géométrie mais 1'objectif principal est la génération de forme et
beaucoup moins concentrer sur la construction formelle abstraite, et il y a la recherche en mathématiques qui
ne se rapporte pas beaucoup aux disciplines artistiques comme l'architecture. Ainsi, afin de surmonter cette
limitation, nous devions aller et extraire les constructions formelles issus des mathématiques et puis essayer de
les assembler de la maniére la plus cohérente possible du point de vue de 'architecture. Ceci peut étre vu dans
la structure de la recherche qui est divisé en définitions des formes, puis les opérations (algébriques, analy-
tiques et algorithmique) sur ces formes, cette logique ne vient pas de mathématiques, mais plus de l'architec-
ture; car, dans l'architecture, nous commengons naturellement par une forme de base, puis nous modifions et
développons avec le processus de conception. Une autre limitation qui nous avons rencontré dans cette
recherche est que les notions géométriques qui sont d'intérét contemporain dans la conception architecturale, a
savoir les sujets concernant courbure, géodésiques entre autres, sont assez intuitive du point de vue de l'archi-
tecture architectural; mais ils sont des sujets assez avancés dans la géométrie moderne. Cela signifie que leur
construction formelle nécessiterait un niveau avancé de connaissances mathématiques et un nombre important
de constructions mathématiques qui y meénent. Encore une fois cette limitation a été surmontée par l'extraction
de ces concepts et toutes leurs constructions issus des mathématiques et de les assembler de maniére cohérente
qui peut étre pédagogique du point de vue architectural; mais cela est venu au coit que le niveau mathéma-
tique de la recherche a également été soulevée. Ces deux limitations et en particulier la premiére nous offre un
apercu du contexte problématique de la recherche et nous montre que cette recherche combinant géométrie et
l'architecture ne peut jamais étre simplement une recherche scientifique dans le sens de l'ingénierie ou les
sciences naturelles, car une grande partie de sa motivation est I'appréciation esthétique. Cela conduit a la
conclusion que faire une telle recherche est un acte esthétique, le mot esthétique est ici essentiel et nous
expliquer son importance plus tard. Le produit final est donc un objet esthétique sur trois niveaux différents
d'appréciation esthétique. Nous avons d'abord I'esthétique austére des constructions mathématiques formelles;
deuxiémement les conceptions architecturales avec leur esthétique plus accessible et enfin I'acte de utiliser ces
constructions mathématiques dans la conception architecturale avec sa dimension poétique. En plus des
constructions mathématiques formelles, il y a le codage numérique de ces constructions qui nous permettent
de calculer et d'analyser des informations sur les formes; ce qui donne la recherche sa dimension intrinséque-
ment pratique. Cette dualité entre la motivation esthétique et une pratique est une caractéristique fondamentale
non seulement de cette recherche, mais de la discipline architecturale en général. Maintenant que nous avons
mentionné l'importance de cette dualité entre 1'esthétique et la pratique dans cette recherche, nous avons
besoin de comprendre précisément ce que nous entendons par un objet esthétique; et ce qui fait que 1'utilisa-
tion des construction mathématiques dans la conception architecturale avoir une dimension poétique. Donc,
nous allons donner deux brefs récits sur ces changements de paradigme, ce qui nous permettra d'expliquer la
dimension poétique de travailler entre disciplines.




1.3. Changement de paradigme dans I'esthétique

Bien siir, nous n’allons pas donner un exposé¢ complet sur 1’esthétique moderne qui pourraient faire 1’objet
d’une recherche compléte par elle-méme, a la place, nous allons nous concentrer ici sur quelques idées clés de
I’esthétique moderne qui pourraient étre utiles pour nous plus tard, quand nous parlons de la poétique de la
connaissance. En résumé, I’esthétique moderne commence autour du XVIlle siécle avec les travaux de
penseurs allemands et britanniques qui ont souligné la beauté comme 1’élément clé de I’art et celui de 1’expéri-
ence esthétique et vu I’art comme nécessairement visant a la beauté absolue. Le premier a utiliser le terme
«esthétique» dans son sens moderne était le philosophe allemand A.G.Baumgarten pour qui, I’esthétique est la
science de 1’expérience des sens, plus proche de la logique et de la beauté est donc la forme la plus parfaite de
la connaissance que 1’expérience de sens peut avoir. Un des récits les plus cruciales et les plus influents sur
I’esthétique est celle de Kant dans son livre Critique du jugement, a savoir sa formulation du jugement esthé-
tique et sa conception du sublime; qui, selon Jean-Frangois Lyotard est essentiel pour 1’art moderne. Kant se
trouve en plein milieu d’un changement historique complet dans le point central de I’esthétique; avant Kant,
I’esthétique a pris ses principaux exemples de la beauté et de la sublimité de la nature, aprés Kant I’accent est
porté sur I’ceuvre d’art elle-méme. Ceci est crucial pour nous, car c’est précisément a partir de ce point que les
mathématiques et 1’art démarrer leurs trajectoires divergentes modernes; qui donne toute tentative de les réunir
une position presque paria. Avec le déplacement de la valeur esthétique d’une ceuvre d’art de la nature
(comme la manifestation de I’harmonie divine) a I’ceuvre elle-méme, les artistes ont perdu leur intérét pour les
mathématiques qui a toujours été considéré comme la langue dans laquelle le divin a créé la nature. Et ils se
sont concentrés davantage sur leur propre vision du monde, leur psychologie et perceptions; menant vers I’art
contemporain, ou il n’y a absolument pas de cadre de référence objectif pour juger la valeur du travail. Malgré
cette position apparemment non universel en ce qui concerne la valeur esthétique d’une ceuvre, Kant considére
I’expérience esthétique de la beauté comme un jugement de la vérité subjective, mais encore universel;
puisque tous les gens devraient conviennent qu’un certain rose est belle mais la beauté ne peut pas étre réduit
a un ensemble de base des caractéristiques de cette rose. Cette notion de «subjective pourtant universel” est
également essentielle, car elle nous sauve de I’attitude réductrice de dire «tout est permis» et nous donne une
compréhension de la notion kantienne du jugement esthétique. Dans le cadre de cette recherche, nous avons
deux motivations pour comprendre le compte de Kant du jugement esthétique, Tout d’abord, le jugement
esthétique est au cceur du processus de conception architecturale, méme lorsque les architectes utilisent un
raisonnement pratique derriére leur préférence d’une certaine forme sur une autre, il reste dans le domaine du
jugement esthétique. La deuxiéme motivation vient de la nature de indisciplinaire de cette recherche
(indisciplinaire ici est dans le sens du concept de Jacques Ranciére de la poétique de la connaissance), qui
repose principalement sur le compte kantienne du jugement esthétique. Maintenant, nous allons donner une
bréve explication du jugement esthétique de Kant. Dans la Critique du jugement, Kant définit jugement
comme la subsomption d’un particulier sous un universel. Si I’'universel est la faculté de comprendre, qui
fournissent des concepts. et la raison est celle qui tire des conclusions, alors le jugement sert d’intermédiaire
entre ’entendement et la raison en permettant des actes individuels de subsomption. Cela conduit a une
distinction entre les jugements déterminés et réflexifs. Cependant, dans les jugements réflexifs, le jugement
doit procéder sans concept, parfois dans le but de former un nouveau concept; Kant met le jugement esthé-
tique dans la catégorie de jugement réflexifs [2]. Ici, nous pouvons voir clairement que I’opposition entre les
arts et les mathématiques ne sont pas simplement une distinction entre les jugements universels et particuliers.
Mais plut6t, que dans I’art les concepts universels ne peuvent pas déterminer un jugement sur le cas particulier
d’une maniére directe comme ils le font dans les mathématiques et les sciences en général. Bien sir, cela est
di au déplacement de la valeur de I’art de la nature a 1’ceuvre elle-méme. L’architecture a une place partic-
uliére dans cette distinction des jugements déterminés et réflexifs, car dans certains domaines, I’architecture
peut fonctionner en utilisant un jugement déterminant, par exemple sur les aspects techniques. Néanmoins, le
jugement global en architecture est réflexive, car il ne peut pas étre obtenue directement a partir de concepts
universels. Que notre contexte est artistique ou scientifique, presque immédiatement une question se pose
sujet de la convenance de la nature au notre jugement, Kant soutient ce principe de convenance et il I’appelle
la finalité ou la détermination de la nature au notre jugement. Il ajoute que sans ce principe, la science ne
serait pas possible, comme toutes les sciences doivent assumer la disponibilité de ses objets pour notre juge-
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ment. De méme, sans un tel principe nos jugements sur la beauté ne serait pas exposer la communicabilité, ou
la tendance a I’universalité méme en I’absence d’un concept, ce qu’ils font. Le probléme de le jugement est
d’une grande importance, puisque, pour Kant, le jugement sert d’intermédiaire entre deux branches de la
philosophie, la philosophie théorique mettant 1’accent sur la connaissance de la nature sensible et la philoso-
phie pratique mettant 1’accent sur la possibilité d’une action morale et sur la nature sensible. Kant constate un
probléme dans notre faculté de raisonner contre elle-méme, puisque dans son emploi théorique, la raison exige
absolument la soumission de tous les objets a la loi, mais dans son utilisation pratique, raison exige également
la possibilité de la liberté. Kant résout ce probléme en utilisant 1’idéalisme, a savoir chaque objet doit étre
congu de maniére double: d’abord comme une apparition, sous réserve de la compétence nécessaire de cer-
tains concepts de base et les formes de I’espace et le temps, d’autre part, comme une chose en lui-méme, dont
plus rien ne peut étre dit. Nous allons utiliser cet idéalisme kantien dans cette recherche quand nous allons
décrire les objets géométriques. A savoir qu’il y a effectivement deux fagons de concevoir une forme
géométrique, son apparence physique que ce soit représentée graphiquement ou construit comme un objet du
monde physique et sa description mathématique qui nous allons considérer que 1’objet en lui-méme. Nous
allons traiter cette question dans le chapitre suivant sur I’espace et la géométrie, pour 1’instant nous revenons a
la définition de Kant du jugement esthétique, et montrer comment la position de cette recherche se rapporte a
elle. Kant affirme que les jugements esthétiques (ou jugements de gout) doivent avoir quatre principales
caractéristiques distinctives. D’abord, ils sont désintéressés, ce qui signifie que nous prenons plaisir & quelque
chose parce que nous jugeons que c’est beau, plutdt que de juger que c’est beau, parce que nous trouvons
agréable. Deuxiémement, ils sont universels, ce qui signifie en gros que c’est une partie intrinséque de I’activ-
it¢ d’un tel jugement d’attendre que les autres sont d’accord avec nous. Troisiemement, elles sont nécessaires,
la beauté se comporte comme si elle était une propriété réelle d’un objet, comme son poids ou sa composition
chimique. Enfin, de beaux objets semblent étre utile sans but (parfois traduit comme définitive sans fin) [3].
Nous expliquons maintenant que ces quatre caractéristiques du jugement esthétique de Kant pourrait étre
trouvée dans la position de cette recherche; tout d’abord il est désintéressé, car il prend plaisir & ’emploi des
constructions mathématiques dans la conception simplement parce qu’il juge que c’est beau, et pas dans
I’autre sens. Deuxiémement, il prend une position universelle de la beauté de cet emploi, et ne dit pas qu’il est
seulement belle personnellement. Troisiémement, il a un caractére nécessaire, et enfin le résultat final de cette
recherche ne semble utile sans but. Aprés avoir défini les quatre critéres de du jugement esthétique, Kant porte
a décrire I’expérience esthétique. Il affirme que, comme 1’expérience naturelle, I’expérience esthétique qui
conduit a un jugement déterminant est explicable que a 1’aide d’une dimension intuitive et conceptuelle qui
signifie que la beauté est cognitive. Le deuxiéme type de base de I’expérience esthétique de Kant est le
sublime, le sublime décrit des expériences qui nous accablent et nous donnent le sentiment que nous ne
pouvons pas les saisir pleinement. Le deuxiéme type de base de 1’expérience esthétique pour Kant est le
sublime, le sublime décrit des expériences qui nous accablent et nous donnent le sentiment que nous ne
pouvons pas nous saisir pleinement. Le sublime est un concept essentiecl dans la compréhension de 1’art
moderne ou il y a eu un changement clair de la beauté au sens classique de la beauté qui a vient de 1’effet
écrasant. La plupart de 1’art contemporain, vise a assurer sous une forme ou une autre un sentiment étre
bouleversé par le travail au lieu de pleasured par sa beauté harmonieuse. Ce sentiment d’étre bouleversé par le
travail est la caractéristique récurrent dans presque tout 1’art contemporain, son but est de choquer 1’observa-
teur. La question de savoir si c’est 1égitime ou pas est un autre débat. Nous nous intéressons ici au compte de
Kant sur le sublime, puisque 1’architecture contemporaine tombe ainsi dans cette tendance pour le choquant et
I’écrasante. Ceci peut étre vu en particulier dans le nouveau mouvement de I’architecture numérique et son
appétit croissant pour les conceptions de plus en plus choquantes. Kant divise le sublime en deux types: la
mathématique et de la dynamique. Si notre capacité de I’intuition est accablé par taille, comme un immense
batiment, ce serait une expérience sublime mathématique et si notre capacité de vouloir ou de résister est
accablé par la force, comme une énorme tempéte, ce serait une expérience sublime dynamique. Kant soutient
que ce qui est sublime n’est pas du tout 1’objet, mais nos idées de la raison: a savoir les idées de la totalité
absolue dans le sublime mathématique et la liberté absolue dans le sublime dynamique. Toutefois énorme est
le batiment, ou puissante est la tempéte, ils ne sont rien par rapport a la totalité absolue et la liberté absolue, le
sentiment sublime est donc une alternance rapide entre la crainte de 1’écrasante et le plaisir particulier de voir
ce écrasante accablé [4]. Maintenant, nous allons diriger notre attention vers une autre notion kantienne
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important que 1’idée esthétique; ce qui est crucial pour nous dans cette recherche en raison de sa position entre
I’art et la science et la dualité de 1’esthétique et le pratique. Apres avoir défini 1’esthétique et la sublime Kant
se tourne vers la définition de 1’art et sa relation avec ses concepts de I’idée esthétique et le génie. Kant croit
que le cognition part a 1’évaluation des beaux-arts est similaire a la cognition part a 1’évaluation beauté
naturelle et que ce qui donne dme aux beaux-arts est 1’idée esthétique et que le talent du génie est de produire
des idées esthétiques. Une idée esthétique est une contrepartie a 1’idée rationnelle: si celui-ci est un concept
qui ne pourrait jamais étre exposé de maniére adéquate sensiblement, le premier est un ensemble de présenta-
tions sensibles & laquelle aucun concept est suffisante [5]. Ainsi I’art pour Kant se référe a 1’activité¢ de
fabrication selon une notion qui préceéde, si je fais une chaise, je dois savoir a ’avance ce une chaise est, qui le
rend différent de la nature; étant donné qu’une ouverture de la fleur se passe sans notion préalable de 1’ouver-
ture par la fleur. Il différencie aussi 1’art de la science, 1’art est une compétence distingué d’une connaissance
de type, une capacité pratique irréductible a des concepts déterminés, qui se distingue d’une simple compréhen-
sion de quelque chose. La science peut étre enseignée, tandis que ’art bien que soumis a la formation, il
s’appuie sur le talent natif. Ainsi, pour Kant, il n’y a aucune telle chose comme un génie scientifique, parce
qu’un esprit scientifique ne peut jamais étre radicalement originale, c’est-a-dire que les icones scientifiques
comme Isaac Newton et Albert Einstein sont des génies artistiques dans le domaine de la physique. Nous
pouvons accord ou en désaccord avec I’affirmation de Kant, mais ce qui est important de comprendre ici, c’est
le sentiment qu’il vise, a savoir qu’il essaie de montrer que 1’esthétique n’est pas seulement limitée aux
disciplines de I’art comme dans le sens classique du terme. Mais il s’agit plutdt d’un concept plus large et
générale plus liée a ’originalité et la créativité dans notre pensée quelle que soit notre domaine de travail. Ceci
est encore pertinente dans le contexte de cette recherche puisque, par définition, nous essayons de faire des
objets esthétiques en utilisant le langage de la science a savoir les mathématiques; et nous n’avons pas a notre
disposition la dimension mystique harmonieux global unifiant art et la science comme a I’époque classique.
Kant ici est en quelque sorte rassurant pour nous une valeur esthétique a I’ceuvre sur la base de son concept de
I’idée esthétique a la place de I’esthétique classique. Cette esthétique kantienne et le rapport de I’art a la
science marque le début du changement de paradigme moderniste de I’esthétique (de la nature a 1’ceuvre d’art
elle-méme). Qui d’une part signale la disparition des figures des polymathes de la Renaissance et le divorce
entre ’art et la science, mais d’autre part ouvre une nouvelle facon de penser entre les disciplines, notamment
scientifiques et des disciplines artistiques. Le passage de I’esthétique antique et médiévale ou I’harmonie des
proportions et la symétrie sont fondamentales et ou les mathématiques avec ses pouvoirs mystiques ont trouvé
une maison naturelle en architecture a I’esthétique moderne kantienne, signifiait que le rapprochement de 1’art
et de la science aurait besoin d’un nouveau cadre de travail conceptuel : indisciplinarité. Ce concept n’est pas
un concept kantien par défaut, mais un concept développé par le philosophe francais Jacques Ranciere, qui
sera essentiel pour nous de comprendre davantage 1’esthétique de la position de la recherche entre ’art et la
science. Nous allons faire face a cette situation lorsque nous allons expliquer la poétique du travail entre
disciplines, a savoir, dans ce contexte les mathématiques et 1’architecture. Pour le moment, aprés avoir décrit
le changement de paradigme dans 1’esthétique de la perspective kantienne, nous allons décrire un également
important changement de paradigme, c’est le changement de paradigme en mathématiques.
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1.4. Changement de paradigme en mathématiques

Il semble maintenant que ce sont les artistes qui ont perdu 1’intérét pour les mathématiques avec le change-
ment de la valeur esthétique de la nature a I’ceuvre d’art elle-méme, mais ce n’est qu’un cté de ’histoire. Il y
a eu une perte égale mutuelle d’intérét de la part des scientifiques et surtout les mathématiciens en méta-
physique ou plus précisément 1’ontologie de la science. On peut dire que la science moderne et les mathéma-
tiques modernes comme nous les connaissons ont commencé aussi @ ce moment-la, ou le sens et le symbol-
isme ont été purgés de leurs domaines, ne laissant que la logique formelle et les expériences positivistes que
leurs seuls sujets. Cela permettra également de jouer un réle également crucial que le changement de 1’esthé-
tique dans I’histoire de I’art et de la science, et par conséquent toute tentative moderne de les réunir. Apres
avoir discuté le changement de paradigme dans ’esthétique, nous allons maintenant discuter du changement
de paradigme en mathématiques a savoir I’interprétation ancienne et moderne de la géométrie. Avant d’entrer
dans les détails de cette ancienne et moderne distinction, nous allons montrer intuitivement quel est le prob-
léme et comment il se rapporte a 1’architecture. Quand on pense a des mathématiques en architecture immédi-
atement on pense a des applications pratiques, par exemple, des calculs de structure, qui est tout a fait justifié
mais ce n’est pas la principale contribution des mathématiques a 1’architecture ou de I’intellect humain en
général pour cette question. Ce que se passe avec les mathématiques est quelque chose de vraiment remar-
quable d’un point de vue philosophique, a savoir, que c’est seulement par 'utilisation d’un systéme de sym-
boles et de relations logiques que nous sommes en mesure de créer des représentations de phénoménes
physiques. Cela semble tout a fait naturel pour nous, car nous sommes habitués au fait que les mathématiques
peuvent décrire le monde physique, mais si nous prenons un peu de recul et de penser, ce n’est pas du tout
évident que ces deux mondes des phénoménes et I’esprit humain peuvent étre liés si étroitement. Dans les
temps pré-modernes, il a été tout simplement compris que les mathématiques avaient une signification mys-
tique et par le savoir nous se rapprochent de la divine. Cela a fonctionné parfaitement pour ’art et 1’architec-
ture depuis les mathématiques et la géométrie en particulier leur a donné la langue par laquelle I’artiste
pourrait manifester 1’esthétique classiques basés sur la nature. Mais avec la modernité, cette harmonie globale
est détruite et comme nous avons décrit dans le changement de paradigme dans ’esthétique, ’art et les
mathématiques n’étaient plus compatibles. Cela a laissé la question de savoir comment les mathématiques
décrits si parfaitement le monde physique grande ouverte. En fait, ce probléme est tout a fait un vieux prob-
Iéme et il ne se limite pas a ’architecture, mais a la physique et les sciences exactes et naturelles en général;
cette question sur la géométrie et 1’expérience a été soulevée par Albert Einstein dans sa conférence devant
I’ Académie des sciences de Prusse en 1921. Ce probléme est bien siir un probléme métaphysique car du point
de vue scientifique moderne, la question de savoir pourquoi les mathématiques décrit la réalité est moins
important que comment nous pouvons utiliser les mathématiques pour décrire la réalité. Ayant fait ce constat,
nous n’allons pas tenter de répondre a cette question, qui peut faire 1’objet d’une thése par lui-méme. Mais
nous allons diriger notre attention sur comment en soulevant cette question Albert Einstein montre 1’évolution
des mathématiques de 1’ancienne a la nouvelle interprétation de la géométrie. C’est en quelque sorte encore
plus important dans notre contexte que la question elle-méme, puisque dans plusieurs fagons 1’un des princi-
paux obstacles entre 1’architecture et les mathématiques aujourd’hui est due a la différence entre I’ancienne et
la nouvelle interprétation de la géométrie. Einstein a demandé comment se pourrait-il que les mathématiques,
étant aprés tout un produit de la pensée humaine qui est indépendante de I’expérience, est admirablement
adapté aux objets de la réalité? Est la raison humaine, alors, sans expérience, simplement en prenant la pensée,
capable de sonder les propriétés des choses réelles? Sa réponse a été trés bref: En ce qui concerne les proposi-
tions des mathématiques se référent a la réalité, ils ne sont pas certains, et dans la mesure ou elles sont cer-
taines, elles ne se référent pas a la réalité¢ [6]. Einstein a ensuite continué a clarifier sa réponse en faisant
référence a la montée de I’axiomatique comme une branche des mathématiques, ses progrés dans la séparation
de la logique formelle de mathématiques de son contenu intuitif ou objectif. Cela a été en parallele avec
I’essor de la science positiviste qui est venu a étre compris comme la seule interprétation légitime de la réalité,
¢liminant tout besoin pour la métaphysique et de provoquer le divorce entre la foi et la raison et par con-
séquent I’art et la science. Les mathématiques qui a été considéré par les anciens philosophes jusqu’a ce que
les polymathes de la Renaissance comme Alberti la base pour les arts et les sciences ont di subir une transfor-
mation fondamentale. Une transformation a faire €tre capable d’étre le langage de la science positiviste
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moderne, elle devait étre purgé de tout symbolisme métaphysique, devenant ainsi une discipline purement
formelle dépourvue de sens mystique. Comme précisé Einstein, selon axiomatique, que la logique formelle
constitue 1’objet des mathématiques, qui n’est pas concerné par ’intuitif ou tout autre contenu non associ€.
Cette nouvelle interprétation des mathématiques et de 1’émergence de la géométrie moderne ont eu un impact
fondamental sur I’architecture et sa relation avec le reste des beaux-arts. Alberto Perez Gomez explique dans
son livre Architecture et la crise de la science moderne que la purge des mathématiques de tous les sens
externe ou valeur a forcé 1’architecture a une situation difficile, une existence de scission entre le couple
science et I’art moderne, récemment divorcé. C’était parce que la géométrie, qui est 1’outil fondamental pour
la conception architecturale, a di abandonner son “caractére sacré” et tout le bagage symbolique, il portait
avec lui, afin d’évoluer dans une discipline scientifique moderne approprié¢e. Cette géométrie moderne purgé
de toute signification est précisément la géométrie que nous allons utiliser dans cette recherche; construit a
partir de la logique purement formelle sans nécessairement de rapport avec les mondes physiques ou symbol-
iques. Nous allons montrer en détail plus loin comment cette constructions formelles de 1’objet géométrique et
de les utiliser dans des conceptions architecturales a une dimension poétique, ce qui n’est pas basée sur le
symbolisme mystique comme ce fut le cas dans les périodes pré-modernes. Mais nous devons d’abord revenir
a ’explication d’Albert Einstein de I’ancienne et la nouvelle interprétation de la géométrie. Albert Einstein a
expliqué la différence entre I’interprétation ancienne et moderne de la géométrie en donnant un exemple de
I’axiome: par deux points dans 1’espace, il passe toujours un et un seul ligne droite. Dans 1’ancienne interpréta-
tion cela sera considéré comme vrai en raison de son évidence, ce qui signifie qu’il fait partie d’une connais-
sance a priori ce qui est une ligne et ce qui est un point. Dans I’interprétation moderne, que la validité¢ de
I’axiome est supposé sans avoir besoin d’une connaissance a priori sur les objets: la ligne et les points (i.e.
axiomes sont considérés comme des définitions implicites, Schlick: épistémologie). Cependant la géométrie
est née de la nécessité d’étudier le comportement d’objets réels et cela ne peut étre fait en utilisant uniquement
le systéme de la géométrie axiomatique, comme il ne peut pas faire des affirmations sur le comportement des
corps réels. Pour étre capable de faire cela, nous devons ajouter la proposition: les corps solides sont liés par
rapport leurs dispositions possibles, de méme que les organismes dans la géométrie euclidienne a trois dimen-
sions. Einstein appelle cela: la géométrie pratique complété par opposition a la géométrie purement axioma-
tique et il ajoute que toutes les mesures de longueur en physique, y compris les mesures de longueur
géodésiques et astronomiques constituent la géométrie pratique en ce sens, si I’on utilise la loi empirique que
la lumiére se propage en ligne droite , et méme en ligne droite dans le sens de la géométrie pratique [6]. 11 est
clair que tandis que les physiciens et les ingénieurs ont adopté l’interprétation moderne de la géométrie
purement axiomatique, qui est ensuite complété dans la géométrie pratique. Les architectes s’approprient
I’ancienne interprétation de la géométrie, ce qui a donc conduit a une compréhension des formes basées sur
nos sens et de la perception. Dans un sens, cela est tout a fait compréhensible puisque, aprés tout pourquoi un
architecte va passer du temps sur la compréhension des espaces abstraits qui sont dans la plupart des cas pas
possible de visualiser, tandis que le seul espace qui est en fait un intérét architectural est I’espace euclidien a
trois dimensions. Et cet espace euclidien et sa géométrie euclidienne peuvent étre totalement compris en
utilisant I’ancienne interprétation de la géométrie, a savoir que tous les objets sont comprises aussi comme des
objets physiques qui peuvent étre soit dessinés ou construits. Cependant il y avait un prix, 1’architecture a di
payer pour s’en tenir a la simplicité de I’ancienne interprétation, a savoir que 1’écart entre 1’architecture et les
mathématiques a augmenté au point les architectes d’aujourd’hui ont prés de zéro idées de ce que la géométrie
moderne est. Encore une fois ce ne serait pas du tout un probléme si les architectes ont juste rester avec leur
ambition de conception dans la tradition euclidienne, ce qui n’est pas le cas. Si quoi que ce soit il y a un
appétit toujours croissante dans ’architecture contemporaine pour les constructions géométriques complexes,
et pour des concepts abstraits qui ont développé au cours des trois cents ans en mathématiques. Et dont
I’architecture n’a pas de n’importe quelle maniére exhaustive intégrée dans son discours, qui est resté fonda-
mentalement fidele & I’ancienne interprétation de la géométrie.Dans cette recherche, nous allons tenter une
nouvelle fois de mettre a jour ’architecture avec la géométrie moderne, a savoir d’accueillir ces constructions
provenant des mathématiques modernes dans la conception architecturale. Et d’une fagon essayer de voir
quelles pourraient étre les possibilités pour I’interprétation moderne de la géométrie dans 1’architecture.
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1.5. Disciplinarité, indisciplinarité et interdisciplinarité

Nous verrons par la suite que, pour comprendre cette dimension poétique nous nous appuierons sur le compte
de Kant sur I’esthétique que nous avons mentionné ci-dessus. Pour cela, nous allons maintenant remettre en
question la distinction entre la disciplinaire, indisciplinaire et interdisciplinaire, a travers le travail de Ranciére
sur la poétique de la connaissance. Cette recherche envisage les possibilités et les conséquences de 1’adoption
de l’interprétation moderne de la géométrie dans la conception architecturale comme un acte esthétique; il
demande quel est-il de concevoir 1’aide de la connaissance de 1’espace tel qu’il est compris par les mathéma-
tiques modernes? Quel type d’un objet esthétique peut sortir de cet acte? Le mot esthétique est ici crucial, car
le produit n’est pas une conception architecturale, ni un article mathématique ou philosophique, il n’est pas
non plus simplement une boite a outils d’ingénierie ni un apergu historique sur 1’architecture et la géométrie,
et pourtant il touche I’ensemble de ces territoires, d’ou son caractere esthétique. Cette attouchements entre ces
différents territoires, n’est pas simplement de les mélanger dans une sorte de mélange interdisciplinaire, mais
cette recherche pourrait étre considérée comme une famille de ponts (pour utiliser la métaphore de Ranciere)
qui relient ces territoires distincts ensemble. I est important de comprendre que ce travail ne vise pas en tout
cas de créer une discipline hybride entre I’architecture et les mathématiques, ou a déterritorialiser des concepts
géométriques dans ’architecture et de leur donner une nouvelle signification. En fait cet acte de déterritorialisa
tion des concepts est 1’une des principales critiques que nous avons contre 1’architecture numérique, sur lequel
nous aurons une analyse plus approfondie plus loin dans la recherche. Au contraire, nous insistons sur la
présentation des concepts mathématiques en utilisant leur langage propre a aucune tentative pour abus de
langage; avec certains schémas et textes pour les expliquer au lecteur non mathématiquement qualifié. En
d’autres termes cette recherche peut étre considérée comme ce que le philosophe frangais Jacques Ranciére
appelle un travail indisciplinaire, une esthétique de connaissances résultant de la pensée entre les disciplines.
Selon Ranciére de parler d’une dimension esthétique de la connaissance est de parler d’une dimension de
I’ignorance qui divise I’idée et la pratique de la connaissance eux-mémes [7]. Ranciére affirme que la multiplic
ité est essentielle pour la construction de ces ponts entre les disciplines. Cette notion d’ignorance est aussi
d’une grande importance dans ce contexte, car au contraire de ce que nous pensons intuitivement que la
maitrise de deux disciplines méne a la maitrise de leur somme, la réalité est plus subtile; a savoir en allant plus
profondément dans deux territoires déconnectés le résultat est la maitrise d’aucun d’eux. C’est parce que
d’une certaine maniére en creusant dans le nouveau territoire une certaine ignorance de 1’autre territoire
grandit avec elle, en d’autres termes, si I’on peut étre bien formés dans deux disciplines, on a aussi deux
ignorances sur ces deux disciplines qui viennent avec cette formation. Dans la partie qui suit, nous allons
montrer comment Ranciére explique cette notion d’ignorance et les ponts entre les disciplines. Selon Ranciere
les disciplines forment une orthodoxie d’un c6té de 1’eau sans avoir a ouvrir la possibilité pour d’autres
connaissances de 1’autre coté, néanmoins, quand on est le pont, on touche les deux cotés sans appartenir a I’un
d’eux. Il ajoute que, avec ce pont, les deux parties deviennent égaux et peuvent étre atteints et que indisciplinar
ité est ’espace signifiant textuel dans lequel le pont d’un mythe a I’autre est visible et pensable, contrairement
a I’interdisciplinarité, qui est tout simplement intensifie d’une discipline pour un autre. La valeur esthétique
d’une ceuvre indisciplinarité n’est pas simplement la somme des valeurs de chacune des disciplines comme
c’est le cas de ’interdisciplinarité, mais plutot 1’esthétique de la création d’un pont entre les disciplines. Cette
valeur esthétique est créé par la double négation que le travail n’est pas limitée dans le territoire de I’'une des
disciplines, d’ou il évite les orthodoxes dogmatiques, les frontiéres que les disciplines tentent de défendre.
Dans la Critique du jugement, Kant explique que la double négation constitue 1’expérience esthétique 1’aide
d’un certain déconnexion des conditions habituelles de 1’expérience sensible [7]. Ainsi, dans un sens kantien,
cette recherche est présentée comme un objet d’appréhension esthétique qui est caractérisée comme ce qui
n’est ni un objet de connaissance, ni un objet de désir et apprécié comme une forme sans concept. Tout cela
semble un peu abstrait, mais au fond il est une idée simple, a savoir que ’architecture et les mathématiques
comme toute autre discipline forment une certaine défense contre les autres a I’aide de 1’orthodoxie pour
protéger son mythe. Ce mythe n’est pas visible de I’intérieur de la discipline, il n’est visible que lorsque 1’on
s’engager entiérement dans une autre discipline, en gagnant un point de vue depuis le pont entre les disciplines
qui est essentiellement poétique, car il expose ces mythes. En mythe ici on n’entend pas faux, mais ce que les
gens dans une certaine discipline, se soucient profondément. Ce serait la méme si cette sphére a été construit a
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partir d’acier ou de béton, serait d’une grande importance pour 1’architecte et presque pas d’importance pour
le mathématicien, méme si dans les deux exemples les deux ont travaillé sur la méme forme géométrique: la
sphére. Cela peut nous donner une meilleure compréhension de ce que nous entendons par le mythe créé par
une discipline, et que lorsque nous sortons de la discipline sommes nous capable d’apprécier la dimension
poétique de soins mathématicien de la construction abstraite et 1’architecte se soucier de la construction
matériel. Ce cours entre les disciplines a une double négation qui est liée a 1’expérience esthétique kantienne
que nous I’avons mentionné plus tot, parce qu’il regarde la forme seule, sans les frontiéres sociales. Cette
double négation n’est pas seulement définie par les nouvelles conditions d’appréciation des ceuvres d’art, elle
définit également un certain suspension des conditions normales d’expériences sociales. Voila ce que Kant
illustre avec I’exemple du palais, dont le jugement esthétique isole la forme seulement pour étre esthétique-
ment apprécié, désintéressé a savoir si le palais sert la vanité des riches oisifs et pour qui la sueur des tra-
vailleurs a été passé afin de construire. Il est important de clarifier cette nature esthétique de la recherche afin
d’éviter toute confusion, une confusion qui est caractéristique de toute recherche effectuée dans la discipline
de I’architecture; c’est parce que contrairement a ce qu’il semble étre, I’architecture est I’une des disciplines
moins clairement défini. C’est pourquoi, lorsque 1’on fait la recherche en architecture on se retrouve immédiate
ment dans le territoire d’une autre discipline que ce soit les mathématiques, 1’ingénierie, de la philosophie, de
la sociologie ou de I’histoire, d’ou I’importance de indisciplinarité et 1’esthétique de la connaissance. Cela
souleéve naturellement des questions sur le sens de la connaissance et de sa relation a 1’ignorance, la manifesta-
tion la plus simple de cette sensibilité, est comment certains mots comme «espace» ont une existence et une
structure complete dans des disciplines différentes. Maintenant, chaque discipline voit «1’espace», selon sa
propre structure qui ne s’oppose pas a celle des autres disciplines, mais plutdt ignorer. C’est-a-dire que chaque
connaissance vient avec une forme d’ignorance qui lui est intrinséque. Cela va contre I’idée générale commun
de connaissances (détenus par des sociologues comme Pierre Bourdieu) qui est tout simplement: il existe la
vraie connaissance qui est conscient et libére et fausse connaissance qui ignore et opprime. Maintenant, la
neutralisation esthétique de la connaissance suggére qu’il n’y a pas une seule connaissance, mais que la
connaissance est toujours double: il est I’ensemble des connaissances (le savoir-faire) et une distribution
organisée de positions et que chacun de ces connaissances a ignorance comme son inverse. Par conséquent, il
est aussi des connaissances qui réprime et 1’ignorance qui libére [7]. Nous pouvons voir que dans 1’exemple
des pratiquants des disciplines utilisant le concept «espace»; chacun d’eux a une double connaissance, le
savoir faire en fonction de chaque discipline et la connaissance de leur état disciplinaire sociale. Par exemple,
comme un architecte ou un mathématicien, vous €tes cens¢ regarder I’espace de la maniére dictée par votre
discipline et pas en d’autres fagons provenant d’autres disciplines, ce qui est une forme d’ignorance. Nous
pouvons voir que encore dans 1I’exemple de Kant du palais: les constructeurs de possession du palais connais-
sances techniques et de leur condition de travailleurs qui ne possédent le palais. Chacune de ces deux savoirs a
une ignorance comme son inverse: ceux qui savent comment travailler avec leurs mains sont censés étre
ignorants en ce qui concerne I’appréciation de 1’adéquation de leur travail a une fin supérieure. Platon dit que
c’est suffisant pour eux d’agir sur une base quotidienne, comme si ¢’était le cas: il suffit que leur jugement
font leur savoir-faire accord avec leur connaissance de leur état. Il dit que c’est une question de croyance qui
déterminent le rapport des deux savoirs et les deux ignorances. Un autre exemple paralléle a celle des tra-
vailleurs du palais est que la présence des ingénieurs et mathématiciens dans des cabinets d’architectes pour la
résolution des problémes structurels et géométriques; a cause de leur capacité technique, ils sont censés étre
ignorant de la motivation artistique de I’ceuvre. Qui vient précisément de leur connaissance de leur état
disciplinaire sociale, a savoir en tant que professionnel technique, vous étes présumé ignorants des significa-
tions artistiques. Le méme pour les architectes, avoir la connaissance de comment concevoir et de créer est
livré avec une connaissance de leur condition sociale d’étre artistique, qui suppose qu’ils soient ignorants des
connaissances techniques géométrique impliqué. Cette recherche prend la position de Ranciére et Kant, a
savoir une position indisciplineaire esthétiquement neutre, ou les conditions sociales disciplinaires sont
simplement suspendus ou ignorées toutes ensemble permettant une appréciation désintéressée. Ranciére suit
Kant dans faisant valoir que les travailleurs sont en mesure de prendre une position désintéressée et apprécier
la beauté du palais sans tenir compte de leur position sociale comme les travailleurs, tandis que les socio-
logues font valoir que cela est réservé uniquement pour ceux qui ne sont ni les propriétaires ou les travailleurs
de la palais. L’expérience esthétique dérégle cette disposition, il est donc bien plus qu’une fagon d’apprécier
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des ccuvres d’art, il neutralise la relation circulaire entre la connaissance que le savoir faire et les connais-
sances que la distribution des rdles. Ceci explique I’importance de 1’expérience esthétique dans cette recherche
car elle nous permet d’échapper a la répartition sensée des roles: architecte, mathématicien, ingénieur et
philosophe et leurs compétences et d’apprécier le résultat d’une position neutre désintéressé. Maintenant que
nous avons montré I’importance de 1’esthétique de Kant dans la compréhension des concepts de Ranciére sur
la poétique de la connaissance et de travail entre les deux disciplines, ce qui est essentiel pour la compréhen-
sion de la dimension esthétique de cette recherche, nous allons maintenant analyser plus en détail la notion de
“discipline “. Selon Ranciére une discipline n’est pas simplement la définition d’un ensemble de méthodes
appropriées pour un certain domaine ou un certain type d’objet, mais c’est la constitution méme de cet objet
comme un objet de pensée, une certaine idée de la relation entre la connaissance et une distribution de posi-
tions. En d’autres termes, une discipline est une manifestation d’une idée de la connaissance, ou une idée de la
connaissance doit étre comprise comme le rapport entre les deux savoirs et deux ignorances. C’est toujours
plus qu’un ensemble de procédures qui permettent la pensée d’un territoire donné d’objets, c’est la constitu-
tion de ce territoire lui-méme et donc la création d’une certaine répartition du pensable. En tant que tel, il
suppose une coupure dans le tissu commun de manifestations de la pensée et de la langue. Pensée disciplinaire
dit: nous avons notre territoire, nos objets et nos méthodes qui leur correspondent. Disciplines sont donc en
guerre avec la allodoxie de jugement, mais ce qu’ils appellent allodoxie est en fait dissensus esthétique, la
déhiscence entre le corps et ce qu’il sait dans le double sens de la connaissance, la pensée indisciplinaire est
donc une pensée qui rappelle le contexte de la guerre. Pour ce faire, il doit pratiquer une certaine ignorance, il
faut ignorer les frontiéres disciplinaires pour restaurer ainsi leur statut comme des armes dans un conflit [7].
C’est exactement ce que nous essayons de faire dans cette recherche, de 1’idée de base de I’application de la
géométrie moderne dans la conception architecturale tout au long dans les moindres détails; notions fondamen-
tales de mathématiques, les sciences et la philosophie mettre dans le contexte, comme s’ils pouvaient étre
utilisés comme outils de conception architecturale. Cette mise de concepts d’une discipline dans leur forme
brute et les mettre dans un nouveau contexte d’une autre discipline avec toutes leurs structures rigoureuses
intactes, c’est ce que révéle cette confrontation violente des orthodoxies de disciplines. Par exemple, les
notions mathématiques sont effectuées sur le territoire de la conception architecturale avec tout leur bagage
mathématique structurale sans les privant de leur contenu ou les vulgariser afin d’étre adapté dans le nouveau
contexte. Cela montre les deux savoirs et les deux ignorances en jeu; la connaissance du savoir-faire permet
I’écriture de ces notions, alors que la connaissance du role d’un mathématicien ignore les valeurs de ces
notions pour la conception architecturale. Dans le méme temps la connaissance de la conception architecturale
permet 1’utilisation créative de ces notions mathématiques tandis que la connaissance du réle de I’architecte ne
tient pas compte de la valeur d’acquisition de ces connaissances techniques. Cela, réinvente efficacement la
relation entre une situation donnée et les formes de visibilité et les capacités de la pensée qui y sont attachés;
la pensée indisciplinaire créer le texte et I’espace signifiant dans lequel cette relation du mythe au mythe est
visible et pensable. Ceci est un réle important de indisciplinarité en général et dans cette recherche en partic-
ulier, il est un rappel constant que la fondation de la fondation est une histoire, un mythe, un beau mensonge
qui est la réalité de la vie pour la majorité des gens. Cela ne veut pas dire de toute fagon que ces histoires sont
nulle ou sans effet, cela signifie simplement que ce sont des armes dans une guerre, ils ne sont pas les armes
qui facilitent simplement I’examen d’un territoire, mais des armes qui servent a établir les limites incertaines.
Il n’ya pas de limite assurée entre les disciplines, et de retracer ce limites est de tracer la fronti¢re entre ceux
qui ont pensé a cette question et ceux qui n’ont pas. La poétique de la connaissance ainsi, ne prétendent pas
que les disciplines sont fausses connaissances, mais plutdt les moyens d’intervenir dans la guerre entre les
raisons de 1’égalité et ceux de I’inégalité. Avec cela, nous terminons notre explication de la dimension esthé-
tique de cette recherche et dans la partie qui suit, nous allons commencer la prepration pour la construction de
I’espace formel.
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2. Géométrie et espace

2.1. Géométrie, la perception et ’expérience

Dans le chapitre dernier nous nous sommes concentrés sur le contexte général de cette recherche, portant
principalement sur sa position entre les deux disciplines de 1’architecture et les mathématiques. Nous avons
¢galement mis ’accent sur affichant la double nature de la recherche motivée par des raisons esthétiques et
pratiqueset, et puis nous avons donné un bref compte rendu de I’esthétique de Kant qui a servi dans la com-
préhension de la dimension esthétique de 1’ceuvre. Enfin, nous avons utilisé le concept de Jacques Ranciére
pour montrer la dimension poétique de travail entre disciplines. Dans ce chapitre, nous allons laisser la
situation générale et commencer a se concentrer sur 1’objet de la recherche a savoir ’utilisation de la
géométrie moderne en architecture. Bien sir, cela nécessite une certaine préparation avant de plonger dans les
formules et les constructions abstraites, cette préparation est essentiellement de comprendre quelques dif-
férences fondamentales importantes entre la vision de I’espace et de la géométrie des architectes et des
mathématiciens. We have already hinted at this distinction when we explained the paradigm shift in mathemat-
ics resulting in the old and new interpretation of geometry. Cependant, maintenant nous allons lier cette
distinction a deux points dominants de vue de I’espace dans [’architecture: les cartésiennes et
phénoménologiques, avec plus d’emphase sur le point de vue phénoménologique dans les derniéres décennies.
Nous allons de nouveau utiliser certaines notions de 1’ontologie Kant quand nous expliquons cette distinction.
Le théme de I’espace et de la géométrie est un vaste sujet dans la philosophie et en particulier 1’ontologie de
I’espace et du temps; dans cette recherche, nous allons mettre 1’accent sur certaines notions spécifiques qui
sont pertinentes a notre contexte. Des notions telles que la distinction entre I’espace formel et 1’espace
physique, qui sont liés a ’ancienne et la nouvelle interprétation de la géométrie. Autres notions importantes
sont liées a la perception et la compréhension espace a travers nos sens et d’autres notions phénoménologiques
tels que ’expérience corporelle. Cela nous aidera a obtenir une meilleure compréhension de la relation entre
I’espace, la géométrie et de notre perception. Il y a eu un grand nombre d’ouvrages philosophiques consacrés a
I’étude de I’espace et de la perception, surtout depuis le début de la phénoménologie comme un mouvement
philosophique et jusqu’a mouvements ultérieurs comme 1’existentialisme, le structuralisme et le post-structural-
isme qui ont été tres influencés par cette ligne de pensé. Ces travaux ont eu une influence considérable pour I’
compréhension de I’espace dans ’architecture, ce qui contribue d’une certaine maniére a la problématique de
I’application de la géométrie moderne a la conception architecturale en particulier et au divorce entre la
science et I’art moderne en général. L’idée de base de la problématique est dans 1’opposition entre deux points
de vue fondamentaux: I’ontologie cartésienne sur la base du cogito et 1’ontologie phénoménologique par
exemple, que des corps-sujet de Merleau-Ponty. Il y a beaucoup de comptes ontologiques phénoménologiques
anti-cartésiens, mais nous tenons a mentionner en particulier celle de Merleau-Ponty en raison de son attitude
douteuse explicite en ce qui concerne les connaissances scientifiques comme le vrai compte de la réalité.
Merleau-Ponty utilise référence a la technique anti-perspective de Cézanne a la peinture, la considérant
comme une maniére plus profonde pour capturer 1’expérience humaine de I’espace [1]. Ce point de vue ne
pouvait pas étre plus loin du point de vue de la renaissance ou la perspective était censé étre un moyen de
capturer 1’espace réaliste humaniste. Nous pouvons déja voir I’hostilité entre 1’ontologie cartésienne adoptée
largement par la science et les mathématiques modernes avec leur compréhension abstraite de 1’espace et
I’ontologie phénoménologique qui met 1’accent sur 1’expérience. Cela donne plus d’explications pourquoi les
mathématiques jouent un rdéle important dans les arts de la Renaissance, alors qu’elle est totalement absente si
pas en position opposée aux arts dans les temps modernes. Merleau-Ponty poursuit en expliquant cette opposi-
tion entre les mathématiques modernes et la science en général et I’art moderne. Selon Merleau-Ponty, la
science est a I’opposé de I’art, ou 1’art de capturer la perception individuelle, la science est fondamentalement
anti-individualiste, a savoir positiviste. Dans son livre (la phénoménologie de la perception) Merleau-Ponty
décrit la science comme une abstraction ex post facto, et qu’il néglige la profondeur des phénomeénes qu’il
cherche a expliquer [2]. En d’autres termes, cette géométrie moderne (également de la géométrie pratique
complété de la physique) avec toute sa rigueur, en quelque sorte ne peut pas saisir pleinement la profondeur
du phénomeéne de I’expérience des objets réels. La position de Merleau-Ponty en ce qui concerne la compréhen
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sion de I’espace et des objets dedans, est la position générale d’architectes que ce soit par conviction ou
simplement en suivant la convention de la discipline. Nous n’allons pas ici plaider en faveur ou contre cette
position, nous mentionnons simplement comme partie de notre préparation du terrain pour la construction de
I’espace formel. Principalement pour donner une idée du contexte actuel de la compréhension de 1’espace en
architecture avant de commencer a importer la compréhension de 1’espace des mathématiques dans ce terri-
toire. Nous pouvons étre d’accord ou en désaccord avec la position de Merleau-Ponty, le fait est qu’il est vrai
que les formules ne peuvent pas saisir pleinement 1’expérience humaine, mais ce n’est pas ce qu’ils sont faits
pour. Cependant, ils capturent certain type de connaissances sur 1’objet réel qui n’est pas accessible aux sens.
Pour rendre cette idée plus claire, nous prenons un exemple concret de représentant une forme connue, par
exemple le cercle. Il s’agit d’une forme que nous connaissons tous, parce que nous avons vécu dans la réalité,
par exemple en regardant la pleine lune. Alors, ou un cercle tracé a la main plutdt déformé par un artiste
représente mieux la perception individuelle du cercle, il ne parvient pas a nous dire ses propriétés intrinséques,
quelque chose que 1’équation du cercle peut dire avec beaucoup de détails. Cela peut sembler une observation
triviale mais c’est précisément la position problématique de I’architecture depuis un coté, nous devons étre
capables de dire des informations précises sur les formes que nous concevons, tout en exprimant une vision
individuelle artistique d’eux. Ce probléme n’existerait pas dans 1’ingénierie puisque ce qui est important est
I’information intrinséque, et il n’apparait pas dans la peinture ou la sculpture parce que c’est la vision individu-
elle est ce qui compte. Au 18&me siécle, le mathématicien frangais Gaspard Monge a développé une méthode
de représentation intermédiaire: la géométrie descriptive, portant le processus rigoureux de construction
mathématique en utilisant le dessin au lieu de formules. Géométrie descriptive a été trés adapté a 1’architecture
et le dessin technique, qu’il est resté jusqu’au ’essor de dessin & I’ordinateur et des logiciels de CAO, la
dominante et parfois la seule géométrie enseignée dans les écoles d’architecture. Cependant, malgré les
fondements mathématiques de la géométrie descriptive, son processus est entierement phénoménologique a
savoir que les constructions sont basées sur notre vision. Pour cette raison, nous ne pouvons pas considérer
son application en architecture d’une application de la géométrie moderne et son espace n’est pas un espace
formel. Contrairement aux dessin a la main ou a I’aide de la géométrie descriptive, 1’écriture d’une équation
pour le cercle crée un saut que le dessin ne peut pas faire, c’est parce que, apres tout, le dessin est une tentative
de recréer 1’expérience de voir le contour (par exemple de la pleine lune ) en utilisant une autre expérience
qui, est de voir le cercle graphique dessinée. Maintenant ce que nous obtenons avec une équation en termes de
perception n’a rien a voir avec le cercle puisque visuellement tout ce que nous voyons sont des symboles
mathématiques, donc le lien a la forme du cercle n’est pas un visuel, mais un lien mental. C’est comme donner
le cercle une double existence, I’un comme une forme phénoménologique et 1’autre comme une relation
logique entre les symboles, c’est remarquable, car il est équivalent a avoir un autre moyen de comprendre et
d’apprécier les formes uniquement a travers nos esprits. Toutes les informations sur la forme peut étre com-
prise de cette maniére, par exemple, ou elle se courbe ou ou il n’est pas lisse, et puis peuvent étre observés
phénoménologiquement et ont trouvé étre parfaitement assorti. Cela nous améne au probléme d’Einstein du
chapitre précédent lorsque nous avons soulevé la question de savoir comment les mathématiques décrivent le
monde physique avec une précision étonnante. Cette distinction entre les propriétés d’un objet qui peut étre
compris que par I’esprit et ceux observés par les sens, peut étre retracée aux idées et formes de Platon, mais
mises de 1’avant dans les temps modernes par Emmanuel Kant dans son livre Critique de la pure raison
comme noumeéne et phénomeénes. Cette distinction pourrait étre compris comme des choses en soi et les
choses comme elles apparaissent. Ces notions sont des notions importantes de la philosophie transcendantale
de Kant qui ont besoin profonde étude de la philosophie de Kant a comprendre pleinement. Dans le cadre de
cette recherche, nous allons tenter d’interpréter ces concepts afin de les intégrer dans notre discours sur
I’ancienne et la nouvelle interprétation de la géométrie, ce qui est important pour nous, en montrant la dif-
férence entre I’espace du point de vue de ’architecture et du point de vue des mathématiques modernes. Nous
allons mener cette tentative en utilisant a nouveau I’exemple de la représentation du cercle par le dessin et par
I’équation mathématique. Simplement, en considérant la représentation mathématique comme noumeéne et la
représentation graphique dessiné comme phénomeéne, tant représenté sur la figure ci-dessous.
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Noumena (la chose en soi)
Un objet posé ou de I’événement, qui est connu sans [’utilisation des sens
= {x eR? | fxX)=x3+x3= 1} , ici f représente une propriété intrinséque du cercle comme noumeéne

a savoir que chaque point sur le cercle vérifie cette relation.

Phénoménes (la chose telle qu’elle apparait)
Un objet posé ou de I’événement, qui apparait aux sens

Représentation du cercle ici comme un phénomeéne visible (un cercle de rayon = 1).

Le point de vue de Kant est la suivante: lorsque nous utilisons un concept de décrire ou de classer noumeénes
nous sommes en fait en employant des méthodes pour décrire ses manifestations ou des phénoménes observ-
ables [3]. Il continue de classer les méthodes par lesquelles les humains tentent de comprendre le monde tel
qu’il est, qu’il a appelé, catégories de I’entendement: 1’esthétique transcendantale, analytique transcendantale,
la logique transcendantale, et déduction transcendantale. Selon Kant, afin de transcender une observation
directe ou une expérience, les humains utilisent la raison et classifications, pour corréler entre les interrelations
entre les phénomenes que 1’on observe, cependant, ils ne peuvent jamais connaitre les choses en elles-mémes
directement. Plutot, nous devons déduire la mesure dans laquelle les pensées correspondent avec les choses en
elles-mémes par nos observations des manifestations de ces choses qui peuvent étre détectés, c’est des
phénomeénes [3]. Aussi abstrait que cela puisse paraitre, nous pouvons voir des €léments de cette théorie en
mathématiques et en géométrie, en particulier, a savoir que par 1’usage de formules, nous sommes en mesure
de puiser dans certaines informations sur la forme (par exemple le cercle), mais ces informations comme la
courbure en un point, peuvent tre observés seulement si la forme est dessinée ou trouvé dans un objet
physique, mais ce qui est le cercle en soi est inconnaissable. Ces idées de la distinction kantienne entre
noumene et phénomeénes sont trés importants dans notre contexte, car ils peuvent nous montrer les origines de
la suite a venir: ontologie phénoménologique de 1’espace. Cela commence par le travail d’Edmund Husserl
pére de la phénoménologie transcendantale et mathématicien qui a pris les idées de Kant et les a développé
davantage. Dans ce qui suit nous allons continuer plus loin, en mettant ’accent sur les notions d’espaces
physiques et formelles et la perception, a travers de brefs comptes rendus des travaux de Husserl, Rudolf
Carnap et Martin Heidegger. Husserl était préoccupé par les phénomenes de notre perception de I’espace. 1l se
demandait en quoi consistent la spatialité de notre perception, en d’autres termes comment pouvons-nous
appréhender I’espace et comment pouvons-nous décrire. Dans son livre (Idées I), il définit le concept de
époché comme processus impliqués dans le blocage des préjugés et des hypothéses pour expliquer un
phénomeéne en termes de son propre systéme inhérent de signification. Et bracketing comme un processus de
mise systématiquement sur le coté, nos diverses hypothéses et nos croyances sur un phénomene, afin d’exam-
iner comment le phénomeéne se présente dans le monde du participant. Bracketing implique donc mettre de
coté la question de I’existence réelle d’un objet envisagé, ainsi que toutes les autres questions sur la nature
physique ou objectif de I’objet; ces questions sont laissées aux sciences naturelles [4]. Par exemple, le fait de
voir un cheval est considéré comme une expérience mentale, que 1’on voit le cheval en personne, dans un réve,
ou dans une hallucination. Bracketing le cheval suspend tout jugement sur le cheval comme nouméne et a la
place, analyse le phénoméne du cheval dans le mental humain. Cela signifie que pour Husserl perception est
notre principale forme de savoir et n’existe pas en dehors de 1’a priori de la structure de I’organisme et de son
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engagement dans le monde. Dans ces exemples, nous pouvons voir déja la distinction entre les notions d’es-
pace formel et physique, et la premiére formulation de Husserl de la compréhension phénoménologique de
I’espace qui cherche a devenir sans présupposés au moyen de la réduction phénoménologique. Husserl, étant
un mathématicien naturellement favorisé une version transcendantale de la phénoménologie ou 1’accent de
notre compréhension de 1’espace et des objets dedans, se fonde sur notre perception ignorant leur existence
physique, laissant cette question aux sciences naturelles. Nous verrons tout a fait un point de vue
phénoménologique différente plus tard avec Heidegger, ou 1’accent est mis beaucoup plus sur la présupposi-
tion que nous avons sur le monde, conditionné par le fait que la personne est jeté dans le monde. Nous verrons
plus loin, un point de vue phénoménologique tout a fait différente avec Heidegger, ou 1’accent est mis beau-
coup plus sur la présupposition que nous avons sur le monde, conditionné par le fait que la personne est jeté
dans le monde. En Logique formelle et transcendantale Husserl tente de géométriser la perception. A savoir,
qu’il corréle les concepts géométriques avec le sens phénoménologique pure et il donne une utilisation intra-
descriptive aux outils de la géométrie; traitant ainsi les concepts et les outils opérationnellement et non
objectivement. Il décrit le corps comme le lieu de toutes les formulations sur le monde; non seulement il
occupe ’espace et le temps mais comporte également de la spatialité et la temporalité, et il a une dimension
[5]. Ce que Husserl appelle la géométrie de 1’expérience pourrait étre comprise comme les significations que
nous recevons quand nos corps se déplacent dans 1’espace polarisant la réalité extérieure. Pour lui la concep-
tion architecturale est une extension de cette géométrie de I’expérience au-dela du corps [6]. Husserl congoit la
constitution de ce qu’on appelle 1’espace objectif a la fois des aspects statiques / dynamiques et mono / inter-
subjectives. D’un c6té, il constitue un espace objectif comme le corrélat de la transformation intentionnelle
mono-subjective de la variété de champs dits sensuels que nous faisons lors de notre activité mobile corporels.
De I’autre c6té comme le corrélat de la transformation intentionnelle inter-subjective de structures d’espaces
ressentis subjectivement, (c’est a dire empathie transcendantale) au sein de notre communauté de sujets
transcendantaux qui communiquent entre eux. Le travail de Husserl a influencé de nombreux philosophes,
logiciens et mathématiciens, 'un d’eux était le philosophe allemand Rudolf Carnap, qui était membre du
cercle de Vienne et un protagoniste du positivisme logique. Le travail de Rudolf Carnap couvre de nombreux
domaines, en se concentrant principalement sur les fondements de disciplines, telles que la logique, les
mathématiques et la physique, comme un éléve de Husserl, il utilise certaines de ses idées, mais il les pousse
d’une maniére tout a fait différente. Carnap comme nous 1’avons mentionné est un positiviste logique, et ainsi
sa position est beaucoup plus anti métaphysique, mais nous devons donner un bref compte rendu des idées de
Rudolf sur les espaces formels et physiques dans le cadre de notre préparation générale pour les constructions
formelles qui suit. Rudolf Carnap a développé sa théorie philosophique de I’espace dans son ouvrage sur les
fondements de la géométrie, il distingue trois types d’espace: formels, physiques et perceptives. Selon Carnap,
les espaces formels sont les espaces mathématiques, limitée seulement par ne pas étre contradictoire en soi
d’un point de vue logico-déductive, tandis que 1’étude des inter-relations entre les objets déterminés de
maniére empirique constitue espaces physiques. Enfin, les espaces perceptuels sont le domaine d’expériences
sensorielles immédiates aussi connu comme Anschauungen (ou espace visuel). La distinction de Carnap des
trois espaces est assez directe et claire par rapport a la phénoménologie transcendantale de Husserl, ou le
formel et le perceptif sont plus liés; dans le cadre de cette recherche lorsque nous utilisons le terme: espace
formel, nous serions alors parlons de des espaces mathématiques de Carnap. Qui sont évidemment basée ce
que Einstein distingue comme la nouvelle interprétation de la géométrie, sous la seule réserve formelle et
indépendante de toute présupposition a priori sur ses objets ou de toute existence physique logique. Cette
position a une saveur beaucoup plus scientifique qui est siir, naturel pour le cercle de Vienne avec leur rejet de
la métaphysique; cette position dans la compréhension d’espace, est la position classique de 1’ingénierie et des
sciences naturelles, mais I’architecture ne partage pas cette position. Compréhension architecturale de 1’espace
est plus liée a I’autre école de pensée engendré par la phénoménologie transcendantale de Husserl, mais a pris
une direction philosophique plus continental avec l’influence de Heidegger, par opposition a la direction
philosophique analytique de Carnap et la logique positiviste. Martin Heidegger qui a également été influencé
par Husserl, néanmoins développé une position philosophique trés différentes de celles de Husserl et Carnap.
Heidegger est aussi un philosophe trés influent avec un grand corps de travail, mais nous allons nous concen-
trer ici uniquement sur son travail concernant 1’espace. Nous allons remarquer immédiatement la différence de
la langue et de la pensée de Heidegger par rapport a ce que nous avons vu jusqu’a présent chez Husserl et
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Carnap dans le sens ou Heidegger en revanche a Husserl et Carnap n’est pas orienté vers les mathématiques et
sa version de la phénoménologie est fondée dans les présupposés que les humains ont de 1’espace. Ces présup-
posés que Husserl essayait de bracket, Heidegger creuse profond en eux et développe son concept d’étre jeté
dans le monde, aussi sa langue est beaucoup plus orienté vers les conditions de vie de tous les jours avec
I’humeur et I’anxiété. Sa position concernant la science est naturellement opposé aux philosophes analytiques
et positivistes logiques, qui considerent les connaissances scientifiques pour étre le plus proche de la réalité,
en revanche Heidegger trouve autant de vérité dans la poésie et les arts sur la réalité comme dans les enquétes
scientifiques. Cela nous donnerait une idée de pourquoi la phénoménologie de Heidegger était beaucoup plus
répandue en architecture, qui, vers le 20éme siécle est devenu de moins en moins liée aux mathématiques.
Dans ce qui suit, nous allons présenter le concept de Heidegger de ce que nous appelions jusqu’ici espace
formel ou de I’espace mathématique, et comment il contraste avec la notion de lieu, on remarque immédiate-
ment la différence de la langue et de 1’intérét par rapport a la langue séche de Carnap, qui se concentre unique-
ment sur les constructions formelles et logiques. Pour la premiére fois, nous rencontrons une compréhension
différente de I’espace qui est fondamentalement liée a la perception, mais pas de la manicre anti-présupposition
nelle comme chez Husserl, mais bien au contraire en se concentrant sur le sens de la place de I’homme.
Heidegger, il est trés clair que 1’espace dans la tradition mathématique cartésienne ou le calcul peut étre fait a
propos de ses fonctions, n’a rien a voir avec la place qui est I’environnement dans lequel nous vivons. Heideg-
ger est trés clair que I’espace dans la tradition mathématique cartésienne ou le calcul peut étre fait a propos de
ses fonctions, n’a rien & voir avec la place qui est I’environnement dans lequel nous vivons. Dans son essai
(batiment, le logement, la pensée), Heidegger explique espace phénoménologique, par les notions de distance
ou de spatium en latin et I’extension ou extensio. Il continue alors de définir d’abord, la distance de la maniére
suivante: une distance est un espace intermédiaire ou un intervalle, donc la proximité ou I’¢loignement entre
les hommes et les choses peuvent devenir de simples intervalles d’espaces intermédiaires. 11 ajoute ensuite que
dans un espace qui est représenté a titre purement spatium, toute entité apparait comme une simple chose a
une position qui peut étre occupé a tout moment par quelque chose d’autre, ou remplacé par un simple mar-
queur. Ce qui est plus, les simples dimensions de la hauteur, la largeur et la profondeur peuvent étre extraites
de I’espace sous forme d’intervalles. Ce qui est si abstraite, nous représentons comme une variété pure de trois
dimensions [7]. Cette définition de la distance est essentiellement la définition de la distance dans la tradition
cartésienne ou les entités sont représentées par des coordonnées en trois dimensions d’espace homogéne, mais
Heidegger explique que cette distance peut étre prélevée encore plus loin pour devenir une extension. Il
raconte ce a la construction de variétés qui sont en quelque sorte, une nouvelle abstraction de l’espace
cartésien euclidienne. Il explique ensuite qu’une picce fait par cette variété est également plus déterminée par
la distance, il n’est plus un spatium, mais maintenant pas plus que extensio, encore plus, il y a méme encore
un autre niveau d’abstraction de I’espace comme extensio qui sont: variétés purement mathématiques. Il leur
explique comme des constructions purement mathématiques de dimensions arbitraires prises que par des
relations algébriques abstraites analytiques. L’espace prévu pour cette maniére mathématique peut étre appelé
I’espace, une espace en tant que tel, mais dans ce sens 1’espace contient pas de lieux [7]. Ici, il fait clairement
la distinction entre 1’espace et le lieu qui d’une maniére subtile est différente de la distinction formelle et
physique de I’espace de Carnap et de la vieille et la nouvelle interprétation de la géométrie d’Einstein. Cette
distinction heideggerienne est le plus proche pour expliquer la différence entre 1’espace compris en architec-
ture et I’espace compris par les mathématiques et la science, ce n’est pas seulement que les architectes com-
prennent 1’espace a travers la vieille interprétation de la géométrie et de 1’espace physique, ils comprennent
I’espace surtout que le lieu. Par contraste aux scientifiques en particulier des physiciens et ingénieurs qui sont,
par définition, concernés par I’espace physique avec la géométrie pratique complété d’Einstein; leur espace
physique contient également pas de lieux. En bref, ce qui fait I’espace en architecture n’est pas seulement sa
construction formelle comme en mathématiques, ni ses propriétés matérielles comme en physique, ni la facon
dont il est per¢u psychologiquement par nos sens, mais qu’il est toujours fondamentalement constituée
d’endroits. Heidegger manifeste alors de sa position poétique concernant la réalité de 1’espace, en disant que
I’espace formel avec sa géométrie formelle ne peut jamais saisir la profondeur de ce que un lieu est. Il dit que
spatium et extensio permettre a tout moment la possibilité de mesurer les choses en termes de distances,
portées et les directions, et de calculer ces grandeur. Mais le fait qu’ils sont universellement applicables a tout
ce qui a une extension, ne peut en aucun cas faire les grandeurs numériques la base de la nature des lieux et
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des espaces qui sont mesurables a I’aide des mathématiques [7]. La phénoménologie de Heidegger était tres
influent a I’intérieur et a I’extérieur de la philosophie, en particulier dans la théorie architecturale, fournissant
un moyen de comprendre I’espace non pas comme un espace neutre abstraite (espace mathématique formelle),
mais plutét comme ’espace d’expériences vécues. Les phénoménologues essaient de récupérer une dimension
ontologique a I’environnement bati, une dimension qu’ils croient a été érodée progressivement depuis I’inven-
tion de la perspective linéaire, il y a eu une tendance a percevoir 1’espace comme de plus en plus abstraite et
¢loignée du corps et ses sensations. Ils prétendent que les sens doivent étre traitées, et 1’espace doit étre percu
avec toutes les associations phénoménologiques autant que ce soit par des moyens visuels de représentation,
par exemple la visualisation de formules mathématiques. Puisque cette recherche est centrée autour de 1’appli-
cation de la géométrie moderne dans la conception architecturale, a savoir le traitement de 1’espace dans sa
forme la plus abstraite, nous sommes enclins a penser qu’il s’agit d’une approche anti-phénoménologique,
cependant, ce ne serait pas un jugement tout a fait correcte. C’est parce que, malgré le fait que tous les espaces
et les formes qui vont étre définis ici sont purement formelles, sans aucun lien avec des expériences monde
physique, ils ne sont pas considérés comme une architecture au sens plein, nous pourrions les considérer
comme des candidats virtuels ou proto-architecture qui pourraient étre développées davantage en objets
architecturaux. Avec ces brefs comptes rendus, nous avons une idée du contexte dans lequel nous nous
trouvons en tenter d’apporter I’espace formel et la géométrie moderne dans la conception architecturale; avec
cela, nous procédons maintenant a nos constructions mathématiques.
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2.2. Les espaces formels et variétés
2.2.1 Notions topologiques de base

Puisque la majorité des travaux dans cette recherche utilisent la géométrie moderne et I’espace formel, nous
devons comprendre quelques concepts fondamentaux qui sont essentiels a sa construction, le premier d’entre
eux sera la topologie. La topologie est 1’étude mathématique concerné avec les propriétés qualitatives les plus
¢lémentaires de formes et d’espaces, tels que la connectivité, de la continuité et de la limite, les propriétés qui
sont conservées sous déformations continues, y compris étirement et de flexion, mais pas déchirer ou collage.
Topologie a de nombreux sous-champs: la topologie générale, qui établit les aspects fondamentaux de la
topologie et examine les concepts inhérents aux espaces topologiques (exemples incluent la compacité et la
connectivité). Topologie algébrique, qui tente de mesurer le degré de connectivité en utilisant des construc-
tions algébriques tels que les groupes d’homotopie et homologie, et la topologie différentielle principalement
des études de variétés différentiables et leurs plongements dans d’autres variétés.

Espace topologique [11]

Soit X' un ensemble, P(X) /'ensemble de parties de X,

T cP(X) alors 7 estune topologiesi Qe T et X €T

T eststable par intersections finies: 4, €7, VYie{l, .,n} =L, 4, €T
A;eT

T est stable par réunions quelconques : 4, €7, Viel = ;s
= le couple (X, 77) s' appelle espace topologique

U estun sous ensemble de X inclus dans 7, U estun ouvertde X
7 est une topologie séparée < V x, ye€ X distincts, AU, VeT |xeU, yeVandUNV =¢

Le diagramme suivant explique la topologie d' un ensemble X = {a, b, c}

Le bas a gauche n' est pas une topologie parce que la réunion {b} U {c} =1{b, ¢} ¢ T ={¢, X, {b}, {c}}
En bas a droite n' est pas une topologie car /' ntersection {a, b} (" {b, ¢} ={b} ¢ T ={¢, X, {a, b}, {b, c}}

La relation de la topologie a la conception architecturale n’semble pas tout a fait clair, compte tenu de la
nature abstraite de la topologie, par contraste a la relation de la géométrie a 1’architecture qui est un peu
évident. D’un point de vue quantitatif ¢’est vrai; la géométrie a beaucoup plus a offrir, mais il y a un paralléle
fondamental sous-jacent entre la topologie et 1’architecture, a savoir I’analyse qualitative des formes et des
espaces. L’architecture n’est pas seulement concerné par la nature quantitative des formes mais aussi leurs
propriétés qualitatives par exemple compacité et la connectivité. Des termes comme voisinage, ouvert, fermé,
intérieur, extérieur, frontiére, densité entre autres apparaissent simultanément entre 1’architecture et la topolo-
gie, mais il n’a jamais été une recherche importante sur la corrélation entre ces analogies. Cette recherche
porte sur ’application de la géométrie moderne a I’architecture, ce qui signifie que les questions de la topolo-
gie seraient naturellement adressées puisque la géométrie moderne est intrinsequement liée a la topologie,
mais ces questions topologiques ne constituent pas 1’objet principal du travail.

| 25



Espace métrique [8]
d: XxX—R,, ds'appelle une métrique sur /' espace topologique X, if Vx, y,ze X

séparabilité : d(x, y) =0 e<x=y

positivité : d(x, y)=0

inégalité triangulaire : d(x, z) <d(x, y) +d(y, z)
= le couple (X, d) s'appelle un espace métrique

1
Yx,yeR", dyx, y) = (X Ixi — yil?)»

d, est la distance euclidienne et (R”, d>) est /' espace euclidien de dimension

Le premier de ces concept sera le voisinage. Le voisinage est I’un des concepts fondamentaux de la la topolo-
gie et donc fondamentale pour la géométrie en particulier la géométrie différentielle, intuitivement un voisi-
nage d’un point dans un espace topologique est un ensemble contenant ce point, ou I’on peut déplacer ce point
une certaine quantité sans quitter I’ensemble. Le voisinage est étroitement liée a la notion d” un ouvert et de
I’intérieur.

Voisinage et ouvert [8]
(X, 7)) estun espace topologique, p€ XetV € P(X)

V estunvoisinagede p < AU T | pe U c V', nousnotons V, /' ensemble des voisinages de p

(X, d) estun espace métrique, pe XetV e P(X)etB(p, r)={ye X | d(p, y) <r}estune boule ouverte
V estun voisinagede p < B(p, r)c V

(X, 7)) estun espace topologique, U c X estunouvert < VYxe U, U eV,
(X, d) estun espace métrique, U C X estunouvertsiVpe U Je>0 | Vxe X, d(x, p)<e=>xe U

Représentation de ' comme un voisinage de p, ¥ > U un ouvert

Apres avoir défini le voisinage, nous allons maintenant définir I’intérieur d’un espace, son extérieur et sa
limite. Intuitivement, I’intérieur d’un sous ensemble A d’un espace topologique X est I’ensemble des points de
A qui n’appartiennent pas a sa limite, et, naturellement, a 1’extérieur de A est a ’intérieur de son complémen-
taire ou en d’autres termes le complément de son adhérence. La frontiére de A est naturellement 1’ensemble
des points de I’adhérence de A qui ne sont pas a ’intérieur de A, et ’adhérence de A est sa frontiére plus son
intérieur.

Intérieur [8]

(X, 7)) estun espace topologique, S € P(X), x € X estun point intérieurde S < S € V,

§° ={x e X | xpoint intérieur de S} s'appelle /' intérieur de S (le plus grand ouvert contenant S)
(X, d) estun espace métrique, x€ S’ Ar>0 | B(x,r)c S
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Adhérence [8]

(X, 7)) estun espace topologique, S € P(X), x € X estun pointadhérentd S <= VVeV,, V(S+¢
S={xe X | xpointadhérenta S} s'appelle /' adhérence de S (le plus petit fermé contenant S)

S¢ est le complémentaire de S = (S)° = (5°)° et S est la frontiére de S = 95 =S5\ S°

Sestun fermé < S¢estouvert et Sestdensedans X & S=X

SestunfermésiS =S (i.e.¥ x €S = xestun point de accumilation ou un point isolé)

x € X un point de accumilationde SisV Ve V,, VN S\{x} +¢

x € X unpointisoléde S <= AV eV,, VN S\{x}=¢

(X, d) estun espace métrique, xe S ¥ r>0 | B(x, ) S+ ¢

Représentation de x comme un point intérieur de S et y comme un point "' adhérence (de la fronticre ) de S

En outre, nous allons définir la compacité et la connexité d’un espace, mais avant, nous devons définir une
propriété fondamentale de la topologie, a savoir la continuité d’une application entre deux espaces
topologiques (ie les transformations continues). Intuitivement une application continue est une application
pour laquelle petits changements dans I’entrée provoque de petits changements dans la sortie.

Continuité (topologique) [8]
(X, Tx), (Y, Ty) sont des espaces topologiques
f:X =Y, estcontinueenx=V VeV, AU eV, | fio)cv

f estune application continue <= f est continue en toutx € X

Continuité (métrique) [8]

(X, dyx), (Y, dy) sont des espaces métriques, x, x'€ X

f:X -7, estcontinueenxe= Ve>0 35>0 | dy(x, x') <e = dy(f(x), f(x") <o
et f est k — Lipschitz continue <= dy(f(x), f(x") <k dx(x, x")

- o g 4y = o f(,\)fé
frof—— 1L s he

! e =
7
\ firy -z
'

S B ua (e R o2
X-5 % Zi%
continuité (topologique) continuité (métrique)
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Avec la définition de la continuité, nous allons définir la notion de homéomorphisme, ce qui est essentiel dans
I’é¢tude de la topologie; essentiellement un homéomorphisme est une application continue entre deux espaces
topologiques qui a une application inverse continue. Deux espaces avec un homéomorphisme entre eux sont
appelés homéomorphe, et si ces espaces sont des espaces métriques alors ce homéomorphisme s’appelle un
isomorphisme. Ces notions sont importantes pour comprendre la catégorisation des familles de formes qui
vont étre mis en place plus tard dans la recherche. Dans les figures ci-dessous, nous pouvons voir comment
cette compréhension topologique des homéomorphismes d’objets et d’espaces peut étre d’une grande utilité
dans le processus de conception, par exemple ici, nous allons concevoir une maison flottante qui est homéomor
phe a tore T2. Toutes les transformations utilisées dans 1’élaboration de la conception sont continue et
réversible, a savoir qu’ils sont des transformations topologiques; ne conservant que les informations
topologiques sur la forme. Dans ce qui suit nous allons donner des explications précises sur ce que sont ces
informations topologiques, par exemple compacité et la connectivité.

Homéomorphisme [8]

(X, Tx), (Y, Ty) sont des espaces topologiques
f:X =Y, estun homéomorphisme < f est continue, bijective et son inverse /! est continue

Isomorphisme [8]
(X, dy), (Y, dy) sont des espaces métriques, x, x'€ X
f X -7, estunisomorphisme <= dy(f(x), f(x") =dx(x, x")

Homotopie [9]
(X, Tx), (Y, Ty) sont des espaces topologiques, f, g: X — Y continue
H:Xx[0,1]— Y |VYxe X, H(x, 0)= f(x)et H(x, 1) = g(x)= H estune homotopie entre f, g

Représentation des transformations homéomorphiques dans un processus de conception architecturale

Maintenant nous arrivons a la caractérisation des espaces topologiques et métriques, en d’autres termes les
propriétés qualitatives de ces espaces, les propriétés comme la compacité et la connectivité. Chacune de ces
propriétés est intuitivement connu pour les architectes car ils pourraient étre comprises phénoménologique-
ment sur les objets de 1’espace physique tridimensionnel, mais depuis notre travail est dans I’espace mathéma-
tique formelle, nous allons fournir une description formelle de ces propriétés. Intuitivement un espace complet
est un espace métrique sans points manquants, par exemple 1’espace euclidien de nombres réels avec la
métrique de distance habituelle est un espace complet. La compacité est plus intuitive du point de vue architec-
tural, puisque la plupart des conceptions architecturales impliquent un enclos de quelque sorte; géométrique-
ment ces enclos sont sous-ensembles compacts de 1’espace euclidien, ce qui en soi n’est pas compact, car il
n’est pas borné. Semblable a la compacité, la connexité est assez intuitive, un espace topologique connexe ne
peut étre représentée comme étant 1’union d’ouverts non vides disjoints; une notion plus forte, qui est plus
proche de notre notion de connexité dans le monde physique est celui de connexité par arc. Un espace connexe
par arc, est un espace dans lequel deux points quelconques peuvent étre reliés par un chemin continu, par
exemple I’espace euclidien est connexe et connexe par arc mais pas compact.

28 |



Espace complet [8]
(X, d) estun espace métrique, (x,),cn €St une suite de X

x, estune suite de Cauchy &= Ve>0 dneN |V p,geN avec p,g=n , d(xp, xq)<e

(X, d) estcomplet < V (x,), <y une suite de Cauchy X', (x,), <y est convergent

i“\ =
\ s
T
2

(X, d) est complet (X, d) n’est pas complet

Espace compact [8]

(X, 7)) espace topologique, (4;);;une famille de recouvrements ouverts de X < X = (J4;
iel

siJcl et X =JA; = (4,);c estune famille finie de recouvrements (la propriété de Borel — Lebégue)
ieJ

(X, T) est séparé et vérifie la propriété de Borel — Lebégue = (X, 7) compact

(X, d) espace métrique, (x,),cn estune suite de X

x estune valeur de adhérence de (x,), ey &= Vr>0,YNeN An=N| d(x, x,) <r
(X, d) est compact si toute suite de X contient au moins une valeur d' adhérence

(X, d) est compact s'il est fermé et borné

X =JA; famille de recouvrements ouverts X =J4; famille finie de recouvrements
iel iel

Espace connexe [§]

(X, 7)) espace topologique, O, O, ouverts de X et F, F, fermés de X

(X, 7)) estconnexe < les seules parties de X qui sont a la fois ouvertes et fermées sont ¢ et X
(X, T) estconnexe <= siX =F| U F, avec F\ (| F,=¢= soitFjouF, =¢

(X, 7)) estconnexe < si X = O JO, with O1 N0, =¢d=> s0itO;0u0, = ¢

(X, 7)) estconnexe < si f : X —» {0, 1} continue = f constante

Connexité par arc [8]

(X, d) espace métrique, x, y€ X

f:la, b] » X continue, f estunchemindexay, si f(a)=xet f(b)=y

(X, d)estconnexe pararc < Vx, ye X 1 fe€(C(a, b], X)chemindexay
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Composante connexe [8]
(X, d) espace métrique, x € X , A, ={4 € P(X) | 4estconnexe, x € A}

C, = U4 estlacomposante connexe de x (la plus grande partie connexe de X contenant x)
Ae A,

D.={yeX | 3 feC(a, b], X) chemin de x a y} est la composante connexe par arc de x
six,yeX |x#y = C,=Cyor C,(1Cy=¢ et D,cCy

» N

Ly
\.

Ny /' -

C est simplement connexe D est connexe par arc

Poursuivant dans nos définitions d’espaces, nous arrivons a la définition de 1’espace vectoriel normé, c’est un
type fondamental de I’espace, puisque I’espace euclidien du monde physique appartiennent a cette catégorie.
Fondamentalement, un espace vectoriel normé est un espace vectoriel accompagnée d’une norme; plus tard,
nous allons donner une définition détaillée de 1’espace vectoriel lorsque nous aurons affaire a des opérations

algébriques. Pour le moment, nous allons donner une définition générale des espaces vectoriels normés du
point de vue de la topologie, pour cela, nous aurons besoin de définir la notion de norme et des applications

linéaires.

Espace vectoriel normé [8]
E estun espace vectoriel sur un corps K (=R ou C)

N:E—R,, N estunenorme sur £ qui vérifie, Vx, ye £, VAeK
séparabilité : N(x) =0 < x =0 (vecteur nul)
homogénéité positif : N(A x) = [A| N(x)
inégalité triangulaire : N(x + y) < N(x) + N()
= (E, N) estun espace vectoriel normé
siE=R"etN =|.|| = (E, N)= (R", ||.||) est!'espace euclidien
un espace vectoriel normé complet est appelé un
espace de Banach = /' espace euclidien est un espace de Banach

Applications linéaires (caractérisation topologique) [8]

(E, Ng), (F, Nr) espaces vectoriels normés, x € E, et f : E— F linéaire, alors f est continue
& festcontinue en Og, Lipschitzcontinue (i.e. 3k >0 | Np(f(x)) <k Ng(x))

& festbornée : unouvert Ode E, Bg(0, 1), Bg(0, 1) et dBx(0, 1)

z 4

: T“t!l)

o

.,____\/

A

Représentation de 1’espace euclidien de dimension 3 comme ([R3, ||.||)




2.2.2. Construction d’une variété

Avec ces constructions précédentes, nous sommes maintenant en mesure de définir la variété. Intuitivement,
variétés en particulier de une et deux dimensions peuvent étre considérées comme des généralisations des
notions de courbes et de surfaces, qui sont les deux objets mathématiques de base pour la conception architec-
turale. Ainsi, afin d’étudier la conception architecturale du point de vue de la géométrie moderne, il faut
comprendre des courbes et des surfaces non comme des objets physiques, mais comme des cas particuliers de
leurs généralisations abstraites, nommément des variétés des une et deux dimensions. Les variétés sont des
objets essentiels des mathématiques modernes, en plus de leur généralisation des notions de courbes et de
surfaces, elles utilisent les idées de 1’algebre linéaire, la topologie et I’analyse, en outre, certaines catégories
spéciales de variétés ont également une structure algébrique, ils peuvent se comporter comme des groupes, ils
sont appelés groupes de Lie. Historiquement, la notion de variété est liée a la découverte de ce qu’on appelle
géométries non euclidiennes, les enquétes sur ce sujet ont commencé presque immédiatement apres Euclide a
écrit son livre Les éléments, interrogeant précisément le cinquieme postulat également connu sous le postulat
des paralléles. Le cinquiéme postulat dit que si une droite tombant sur deux droites fait les angles intérieurs du
méme coté plus petits que deux droits, ces droites, prolongées a I’infini, se rencontreront du c6té ou les angles
sont plus petits que deux droits. Beaucoup de mathématiciens ont essayé de trouver une contradiction a ce
postulat, a partir des mathématiciens musulmans de thellth, 12¢ et 13e si¢cles comme Ibn Al-Haytham, Omar
Al-Khayam et Nasr El-Din al-Tusi, jusqu’a les mathématiciens européens du 18e siécle comme Giovanni
Saccheri et Johann Lambert. Mais il n’était pas jusqu’au 19¢éme si¢cle avec les travaux des mathématiciens:
Janos Bolyai, Nikolai Lobatchevski, Carl Friedrich Gauss et Bernhard Riemann que les premiers traités de
géométries hyperboliques et elliptiques ont été écrites, et il était Gauss qui a inventé le terme de géométrie
non-euclidienne. Dans la théorie moderne, ces deux notions d’espaces elliptiques et hyperboliques correspon-
dent aux variétés de courbure constante positive et négative; plus loin dans cette recherche, nous allons définir
ces notions formellement.

Hyperbolique Euclidien Elliptique

Une variété est un espace topologique que prés de chaque point ressemble a I’espace euclidien. Plus précisé-
ment, chaque point d’une variété a n dimensions a un voisinage qui est homéomorphe a I’espace euclidien a n
dimensions; dans cette recherche, nous allons nous concentrer uniquement sur variété différentiable. Variétés
différentiables sont également variétés topologiques, mais avec une structure différentiable globale supplémen-
taire et qu’ils sont localement difféomorphe a I’espace euclidien. Nous allons définir la notion de difféomor-
phismes locaux / mondiaux avec la notion générale de différentiabilité plus tard, lorsque nous commengons la
définition des opérations différentielles sur nos formes et espaces; pour le moment, nous allons donner des
définitions générales des courbes et des surfaces comme variétés. Afin de définir des courbes et des surfaces
les collecteurs, nous aurons besoin de définir la notion de sous-variétés en particulier, les sous-variétés de
I’espace euclidien. Cette définition de nos courbes et surfaces en tant que sous variétés peut étre effectué par
divers fagons; dans cette recherche, nous allons nous concentrer principalement sur deux fagons: la submer-
sion et I’immersion ou en d’autres termes des équations algébriques et paramétriques. Ensuite, nous allons
montrer que ces sous-variétés de I’espace euclidien sont en eux-mémes variétés, en choisissant des atlas dont
les cartes sont des restrictions de la forme normale. Nous verrons aussi que 1’immersion ou la définition
paramétrique de nos formes est beaucoup plus pratique, du point de vue de la conception architecturale. Afin
de définir la submersion et I’immersion nous aurons besoin de deux théorémes importants de calcul différen-
tiel: la théoréme d’inversion locale et théoréme des fonctions implicites (ces deux théorémes seront définies
avec la notion de différentiabilité plus loin dans la recherche).
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Submersion [10]

f:UcR?— RY CFsubmersionif Vxe U, f'(x)estsurjective
Immersion [10]

f:UcRP— RY C¥immersionif ¥ x € U, f'(x)estinjective

Sous-variétés de R” [13]

McR", siVxeM 3U eV, et VeV, voisinages ouverts et une forme normale f
f:UCR"— VcR" | f(UNM)=V NRFx{0p}

= M estune sous — variété de R” de k£ dimensions

R

Représentation de la construction d’une sous-variété de R” de k& dimensions

Variété topologique [10]

M est une variété topologique de n dimensions si Mest un espace topologique séparé telle que
VxeM IUcMouvert, xeU etV cR" | h: U— V estun homéomorphisme

Maintenant que nous avons défini la sous-variété nous allons maintenant définir formellement la variété
différentiable, et pour ce faire, nous devrons définir quelques notions importantes: celle d’une carte, d’un atlas
et celle de I’application de changement des cartes. Ce vocabulaire est assez familier a tout le monde, c’est tout
simplement parce que les cartes et les atlas du globe sont des bons exemples de ce que nous essayons de faire.

Carte d’une variété [10]
M estune variété topologique, le couple (U, ¢) est une carte de M

si U c M ouvert (est appelé le domaine de ) et ¢ : U ¢ M — V' Cc R” estun homéomorphisme
(U1, ¢1), (Ua, ¢2) deux cartesde M, alorssi Uy (\ U, # ¢
et si/'application de changement des cartes
©2007" 11Uy N Ua)— ¢p(U; N Uy) CF estun difféomorphisme
= (Uy, ¢1), (Uy, @) sont compatibles

Atlas d’une variété [10]
M estune variété topologique, (U, ¢;);c; une famille de cartes dont les domaines (U;);c; recouvrent M
= A= (U, ¢i)ic; estunatlasde M

Aestdeclasse CksiVi, jel, lescartes (U, ¢)), (Uj, goj) sont compatibles
A est maximale si elle contient toutes les cartes compatibles avec ses propres cartes
= un atlas maximal A de classe C* est appelé une structure différentielle de classe C*
= une variété différentiable de classe C est une
variété topologique avec une structure différentielle de classe C*
= une variété lisse est une variété différentiable de classe C*  (le seul type que nous allons utiliser)
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Les courbes et les surfaces en tant que sous variétés de 1’espace euclidien sont en eux-mémes variétés en
choisissant des atlas dont les cartes sont des restrictions de forme normale, a partir de maintenant, les termes
courbe et la surface se référent a variétés différentiables des une et deux dimensions.

Sous-variété comme une variété [10]
S cR” est une sous — variété de /' espace euclidien R"

p:UCR" > VcR" | oUNS)=VN [ka{O[R,,fk} est une forme normale
larestrictionde 9 a § = (U, ¢)s) estune carte de S
=A= (U, 90i|s)

= S est une variété différentiable dont /' atlas (structure différentielle) est A

iy Estun atlas maximal de S dont les cartes (formes normales restreintes) sont compatibles

Sous-variété S (défini par des équations) [10]
ScR” siVYxeS AU cR”, xe U etune submersion f

fUCR"—S R | UNS= f'({0gss}) = S estunesous — variété de R” de k dimensions
pourn=3 = sik =1, Sestunecourbe, etsik =2, §estune surface (hypersurfaceetsin —k=1)

Sous-variété S (défini par le paramétrage local) [10]
ScR”, siVpeS3IAVCcR", peV et AU cRX, Og+ € U etune immersion

x:UcRF— R" | x(U)=V S homéomorphisme

— S est une sous — variété de R” de k dimensions
pourn=3 = sik =1, Sestunecourbe, etsik =2, S estune surface (hypersurfaceetsin —k=1)

Représentation de la définition paramétrique de la surface S dans R3

Ces constructions sont les bases fondamentales dont nous avons besoin avant de commencer toute opération
de géométrie différentielle sur la variété, méme si ces constructions d’espaces formels (ou variétés) semblent
tout a fait abstrait, Intuitivement, tous tournent autour d’une idée simple. Qui est: une variété cependant
courbée ou de forme complexe, il est traité localement comme espace vectoriel plat, ce “traité” localement
signifie qu’il est difféomorphe a un espace vectoriel plat qui est tout a fait familier et oi nous pouvons faire
toutes nos opérations de 1’algebre et 1’analyse. Nous allons étudier cela en détail, lorsque nous allons travailler
sur les opérations analytiques, et 14 nous allons montrer une famille de techniques pour extraire des informa-
tions a partir d’une variété en les amenant localement dans les cartes a un espace vectoriel plat. En fait, quand
les architectes ont une surface courbe, ils I’appellent un objet en trois dimensions, alors qu’en fait, il est un
objet de deux dimensions plongé ou immergé (selon la surface) dans 1’espace euclidien habituel de trois
dimensions.

|33



2.3. Références

[1] Cézanne’s doubt, Maurice Merleau-Ponty, 1945

[2] Phenomenology of perception, Maurice Merleau-Ponty, 1945
[3] Critique of pure reason, Immanuel Kant, 1781

[4] Ideas I, Edmund Husserl, 1913

[5] Formal and trancendental logic, Edmund Husserl, 1929

[6] Architecture and the crisis of modern science, Alberto Perez-Gomez, MIT press, Cambridge, Massachus-
sets, 1985

[7] Building, dwelling, thinking, Martin Heidegger, trans. A .Hofstadter, New York, 1971
[8] Cours de Topologie generale, Sylvain Durand, Université Paris Descartes, Paris, 2011
[9] Cours de Topologie algébrique, Julien Marché, Université Pierre et Marie Curie, Paris, 2012

[10] Cours de Géomeétrie Différentielle, Laurent Charles, Université Pierre et Marie Curie, Paris, 2012

34 |



3. Définition de la forme

3.1. Définition paramétrique de courbes et de surfaces

Jusqu’a ce point, nous étions occupés a préparer le terrain pour la constructions mathématiques qui formeront
I’essentiel de cette recherche; ces constructions mathématiques peuvent étre considérés comme de deux
familles: les définitions de la forme et des opérations sur la forme, et maintenant nous allons commencer avec
la premicre famille: la définition de la forme. La distinction entre les définitions et des opérations n’est pas
une distinction mathématique, mais elle découle de la vision de cette recherche du processus de la conception.
A savoir, nous commengons par définir une forme initiale, puis appliquer des opérations a elle afin de la
rapprocher de la forme finale souhaitée. Dans ce qui suit, nous allons montrer deux types principaux de la
définition de la forme mathématiquement, a savoir paramétriquement et algébriquement venant de la défini-
tion des variétés par paramétrisation locale et par une équation algébrique. Toutefois, le but est d’amener
toutes les définitions a une définition paramétrique qui est la forme la plus adéquate pour les opérations telles
qu’elles sont définies dans cette recherche. Avant de passer a notre premier type de définitions: la définition
paramétrique de courbes et de surfaces, il convient de mentionner que méme si le mot paramétrique nous
rappelle immédiatement a 1’expression: 1’architecture paramétrique; il faut distinguer la définition
paramétrique de formes architecturales (courbes et surfaces) du terme: ’architecture paramétrique. Bien
entendu, la définition paramétrique des courbes et des surfaces est comprise dans la notion générale de
I’architecture paramétrique, mais ce n’est pas la seule interprétation de celui-ci. Le terme: [’architecture
paramétrique est sans doute le mot plus abusé dans 1’architecture contemporaine, et, naturellement, il est trés
difficile de trouver une définition unifiée pour elle. Le terme: I’architecture paramétrique est sans doute
I’expression la plus abusé dans I’architecture contemporaine, et, naturellement, il est trés difficile de trouver
une définition unifiée pour. Le terme est aussi synonyme a d’autres termes tels que: conception numérique,
conception computationnelle, de modélisation associative et la fabrication numérique, il existe un grand
nombre d’ceuvres de la théorie architecturale développées autour de ce terme, chacun essayant de le définir et
de le transformer en une forme ou d’une autre. En tout cas, cette recherche ne cherche pas a faire la méme
chose, au lieu de I'utilisation du mot: paramétrique ici est strictement dans son sens mathématique. Avec ce
dit que nous commencons par montrer les bases de définitions paramétriques de formes, a savoir quel est un
parameétre et quels sont ses avantages et ses inconvénients. Dans une fonction mathématique, par exemple
f(x)=ax*+bx+c, f estdéfinie par la variable x et les constantes a, b, ¢ ou la variable x est dans la liste
des arguments, alors que les constantes a, b, ¢ ne soient pas, mais leur présence définit toute une famille de
fonctions une pour chaque ensemble de valeurs de ces constantes. Ces constantes sont appelés parameétres
mais dans la définition paramétrique de courbes et surface, nous renvoyons également aux variables indépen-
dantes comme paramétres, qui découle de la notion de I’équation paramétrique d’une courbe ou d’une surface.
La définition paramétrique des courbes et des surfaces est 1’une des plus directe et facile & manipuler; ceci lui
fait une des définitions les plus adaptés pour 1’utilisation dans la production de la forme architecturale. La
définition paramétrique est une méthode de définition d’une relation a I’aide des paramétres, pour 1’essentiel,
il définit la relation comme un ensemble d’équations; par conséquent, il est défini plus précisément comme
une représentation paramétrique. Cette facon d’exprimer des courbes et des surfaces est pratique ainsi que
I’efficacité, par exemple, on peut intégrer et dériver les courbes et surfaces terme a terme, en outre, la représen-
tation paramétrique de courbes, a tendance a €tre inappropriés a I’utilisation dans des applications de CAO. Et
il n’est pas de s’adapter facilement aux transformations géométriques, comme des rotations, des translations et
mise a I’échelle. En outre, la représentation implicite est génant pour produire des points sur une courbe ou sur
une surface, parce que les valeurs de x peuvent étre choisis de telle maniére que le point ne se trouve pas sur la
courbe ou de la surface. Ces problémes sont éliminés par la réécriture des équations sous forme paramétrique,
pour ces raisons, les opérations définies plus tard sont adaptées aux définitions paramétriques de courbes et de
surface, le seul probléme est que les définitions paramétriques a ses limites.
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Exemple de base de la variation de forme basée sur le changement des paramétres

Le cercle unité est définie par « : [0, 2 7] c R—R?2, a(¢) = (Cos(?), Sin (£))
L' ellipse est définie par B:10,27] cR—R2, B(t) = (4 Cos(?), 2 Sin (¢))

Il est clair que 1’équation du cercle est une forme spécifique de 1’équation de ’ellipse ou les fonctions coordon-
nées (x, y) sont (1 Cos(¢), 1Sin(¢)) au lieu de (4 Cos(#), 2 Sin(¢)). La, nous définissons une équation générale
ou 2 et 4 ne sont pas fixes mais les valeurs sont des paramétres a, b et aboutissant a I’équation:

f:10, 271 cR—R?, (¢)(a, b) = (a Cos(t), b Sin (¢))

Représentation de la génération d’un cercle et d’une ellipse en changeant les paramétres

La méme analogie peut étre faite avec des surfaces qui peuvent étre vus comme une généralisation des courbes
a savoir une application f : R?—R>(une définition plus élaborée de courbes et de surfaces paramétrées sera
montré plus tard). Cette idée semble si simple, est trés important dans cette recherche, il montre simplement
comment les variations de la forme peuvent étre produites. Variation qui sont utilisés pour tester le potentiel de
la forme en termes d’esthétique, de la structure, etc. Avant de montrer la puissance et I’étendue de cette
méthode pour générer des formes architecturales, nous allons d’abord sur les définitions formelles de courbes
et surfaces paramétriques, ces définitions nécessite certaines notions importantes que nous allons définir plus
tard dans la section des opérations analytiques. Donc, pour le moment, nous allons donner une formalisation
générale pour une courbe réguliére et pour une surface régulicre.

Courbe réguliére [1]
y:(a, by —R?, y(t) = (x(1), y(£)) estune courbe réguliére (||y' (¢)|| # 0) et différentiables par morceaux

@ (a, b) cR —R? estune courbe réguli¢re if V¢ e (a, b), a estdifférentiableet |la' (¢)]| OL([R,[R3)

siVte(a, b), |la'@®| =1 alorsa aune vitesse unité

Surface réguliére [1]
U cR?open, geUand p = x(q)

X U—MCR3, x(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) is a regular injective patch (a regular surface)

Il est vrai que ce n’est pas intuitif concevoir en utilisant des formules. Cela découle de notre notion de dessin a
la main qui se sent comme interpolation travers des points invisibles. C’est pour cela que I’interpolation est la
méthode la plus populaire pour le dessin parmi les architectes et il n’est pas surprenant que tous les logiciels
de CAO est basé sur une forme ou une autre de points 1’interpolation, que ce soit splines cubiques ou nurbs.
Nous allons montrer prochain, que la conception en utilisant des formules peut étre intuitif aprés un certain
temps et trés manipulatrice comme les interpolations. Le point de départ naturel pour une telle tiche est
d’examiner certaines des courbes et des surfaces classiques en R3, comprendre comment elles fonctionnent et
ensuite commencer a construire de nouvelles formules sur elles. Il existe des exemples fondamentaux, que les
comprendre constitue la base de la création de formules pour de nouvelles courbes et des surfaces. Les exem-
ples suivants de courbes sont trés utiles dans la conception, en particulier I’épicycloide qui est la plus élaborée.
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Quelques courbes de base [1]

Nous allons maintenant donner les formules de base pour les paramétrages de quelques courbes classiques,
I’idée est simplement que par la compréhension de la fagon dont leurs traces se rapportent a leur paramétrage,
nous serons en mesure de construire nos propres courbes d’une certaine forme congue.

L'ellipse
y:Uc|0, 2n] cR—R?, y(¢) = (a Cos(¢), b Sin (£)), avec U ouvert

La spiraled' or
y:Uc[0,2n]cR—R?, y(t) = (a e’ Cos(?), ae?! Sin(t)), avec U ouvert

L' épicycloide
v:Uc|0, 2n] cR—R?, avec U ouvert
Y(8) = (@ (b + 1) Cos(t) — a Cos((b + 1) 1), a (b + 1) Sin(t) — a Sin((h + 1) 1))

L'hélice
a:Uc0,41]cR—R3, a(f) = (a Cos(f), a Sin(?), b ), avec U ouvert

Le noeud de tore
a:Uc]0,21]cR—R3, avec U ouvert
a(t)=((8+3Cos(5¢)Cos(21), (8+3Cos(51)Sin(21), 5Sin(51))

% 0 OO0
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Quelques surfaces de base [1]

Méme que nous n’avons pour les courbes, nous allons faire pour les surfaces, les surfaces montrent ci-dessous
seront les traces d’une des surfaces locales injectives réguliers, en d’autres termes chacun d’eux est
paramétrée par une seule carte, et M = y(U) une surface réguliere. Encore une fois 1’idée est simplement que
par la compréhension de la fagon dont ces traces se rapportent a leur paramétrage, nous serons en mesure de
construire nos propres surfaces d’une certaine forme congue.

Le planR? (i.e. Graphe d ' une fonction h)
h:Uc[0,2n]*—R fonction réelle différentiable de deux variables
x U c [0, 2 7> — M c R? estune surface locale réguliére, ou U ouvert

h(u, v) = Sin(u) Sin(v)
X, v)=(u, v, ah(u, v))

Le cylindre (S'x R)
x U c [0, 2 7> — M cR? estune surface locale réguliére, ou U ouvert
X(u, v) = (a Cos(u), b Sin(u), cv)

La sphére S?
x U c [0, 2 7> — M cR? estune surface locale réguliére, ou U ouvert

X, v) = (a Cos(u) Sin(%), b Sin(u) Sin(%), c Cos(%))

Le tore T2
Y U c 0, 2 71]>— M cR? estune surface locale réguliére, ou U ouvert

X, v) = (Cos(u) (a + b Cos(v)), Sin(u) (a + b Cos(v)), ¢ Sin(v))
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Modification d’une courbe standard
Ces courbes et surfaces classiques peuvent étre utilisés comme base pour les construction de formules
décrivant les formes souhaitées. Ceci est fait par des adaptations de ces courbes et des surfaces classiques, ces

adaptations peuvent étre modification de leurs formules ou par des combinaisons de différents types. Premier
exemple de ces adaptation serait que de passer de I’hélice spirale a une courbe horizontale allongée. Ceci peut
¢galement étre considéré comme une fusion entre la spirale et ’hélice. Un autre exemple plus élaboré est
’adaptation de 1’épicycloide (avec une cuspide i.e. cardioide) a une courbe en forme de coeur. Ici, la modifica-
tion de la formule est plus fondamental, mais I’esprit de 1’épicycle reste présent dans la courbe en forme de
coeur.

Spiral hélice a la courbe en spirale allongée

L’équation de I’hélice spirale est donnée par
-2 -2
B:UCcC0,4n]cR—R?, a(f) = (z, 2ex'Sin(t), 2ex" Cos(t))

et est ensuite modifié pour

¢:Ucl0,47m] cCR—R, ¢(1) = (¢ + Sin(}) - 7= Sin(), Sin(5), 1 - Cos() + Sin( %))

Représentation de la modification de 1’hélice spirale

Epicycloide (avec une cuspide i.e. cardioide) 4 une courbe en forme de coeur
L’équation de I’épicycloide est donnée par

B:Uc[0,2n] cR—R?, a(t) = (2 Sin(t) — Sin(2 ), 2 Cos(f) — Cos(2 £))

et est ensuite modifiée pour 1’équation de la courbe en forme de coeur
@:Uc[0,27] cR—R2, a(t) = (Sin(®)*, (3 + Cos(n) (Cos(¢) (1 - Cost(1))))

Représentation de la modification de cardioide
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Modification d’une surface standard
La méme maintenant peut étre fait pour les surfaces, nous pouvons commencer a partir d’'une forme générale
classique d’un ellipsoide et 1’adapter a une surface en forme de coeur.

Sphére a une surface en forme de coeur

L’équation de la sphére est donnée par
B:UC0,27]x[0, 27] cR*—R3, B(u, v) = (Sin(5) Cos(w), Sin(5) Sin(w), (1 - Cos(3)))

et est ensuite modifiée pour 1’équation de la surface en forme de coeur
Y :UCc|0,2nx]x[0, 271] cR>—R3,
5

x(u, v) = (% Cos(u) Sin(%)s, % Sin(u) Sin(%)s, % (5 + Cos(%)) Cos(g) (1- Cos(%)) +1)

Représentation de la modification de la sphére

Ces exemples donnent une idée de la fagon dont certaines formes en général peuvent étre dérivées des formes
géométriques classiques (comme 1’ellipse et 1’ellipsoide), mais dans le but de prendre ce au niveau de la
conception architecturale, nous avons besoin d’une technique beaucoup plus manipulable. Nous allons mon-
trer que les formes que nous allons concevoir, sont des variantes de la sphére S2, le tore 72, le cylindre

(S‘ x [R) et le plan R2. Si nous sommes en mesure de contrdler la révolution d’une certaine courbe de profil,

nous pouvons parvenir a une assez grande variété de formes précisément congus. Dans la sphére S2, la courbe
de profil est un demi-cercle et la courbe de révolution est un cercle. Dans le tore 72, la courbe de profil et la
courbe de révolution sont tous les deux cercles. Dans le cylindre (S I'x [R), la courbe de profil est une ligne et la

courbe de révolution est un cercle. Dans le plan R?, les deux courbes de paramétrage sont des lignes. L’ensem-
ble des exemples suivant montrent comment nous pouvons étre trés ¢élaboré dans le travail sur les deux
courbes de paramétrage dans les directions u et v, et arriver a des formes qui peuvent facilement étre utiles
dans D’architecture. Les quatre familles de surfaces que nous serons concernés par sont: la sphére S2, le tore
T2, le cylindre (Sl x [R) et le plan R?, les deux premiers sont compact, le cylindre et le plan R? sont non-

compact. Il est important de savoir que nous pouvons construire des surfaces continues paramétrés par une
seule carte seulement jusqu’au degré 1 (du genre topologique). Pour la construction de formes qui ont deux ou
plusieurs trous, soit nous utilisons plusieurs surfaces paramétriques locales ou de définir la forme algébrique-
ment a savoir comme un ensemble de zéros d’une fonction de trois variables.
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3.2. Familles de surfaces

Afin que nous construisons une recherche concluante, nous devons nous limiter a quelques familles de sur-
faces qui couvrent une grande variété¢ de types de batiments architecturaux et alors nous pouvons bien les
modifier et de les analyser. Pour cette tiche, nous allons limiter nous-mémes sur des surfaces qui peuvent étre
paramétrées par une seule surface locale.

Homéomorphe au plan R?(graphe A(u, v))

Ce type de surfaces est trés utile pour la conception de batiments de faible hauteur, couvrant d’une parcelle
rectangulaire. La surface n’est que le graphique de la fonction 4 : (1, v) € R2 — R, il est relativement facile a
comprendre que les autres types et il est adapté pour des conceptions architecturales des grands espaces
comme des ateliers, des salles de sport et de petites usines. Ici, les deux courbes de paramétrage sont des
courbes ouvertes.

nous commengons par construire /' équation A
h:UCcC0,2n]x[0, 27] cR? >R,
h(u, v) = (1~ £ Sin () Sin(v) - Sin(¥)* + Cos(1?) (1 = Cos(¥)™) (1 - Cos(%)”)

puis nous mettrons 4 dans /' équation finale de la surface
X :UC[0,27r]x[0,27] cR*—R3, x(u, v) = (u, v, h(u, v))

X(u, v) = (e, v, (1= 5 Sin (u) Sin(v) - Sin(£)* + Cos)?) (1 - Cos(%)”) (1 - Cos(£)™)

Représentation d’une courbe de paramétrage dans la direction u

Représentation de la famille de surfaces homéomorphes au plan R?(graphe h(u, v))
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Application architecturale
Maintenant que nous avons défini cette famille de surfaces, nous allons montrer un exemple concret de la

facon dont cette surface peut étre utilisé comme forme architecturale. Dans cet exemple, une fois que nous
fixons les famille de surfaces, nous commengons a rechercher des variations en faisant simplement varier les
paramétres de 1’équation de base ci-dessus jusqu’a ce que nous allons faire un choix de la surface qui va étre
I’enveloppe du batiment en fonction de certains critéres.

Représentation d’une conception architecturale choisie de cette famille de surfaces
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Homéomorphe au plan R?(non graphe)

Ce type de surfaces est également trés utile pour la conception de batiments de faible hauteur, couvrant d’une
parcelle non rectangulaire. Bien que cette famille de surfaces est également homéomorphes au plan R? ce
n’est pas un graphe A(u, v) cela signifie que le terrain que nous couvrons peut également prendre diverses

formes.

on commence par la construction de 1’équation de la courbe u
fo:UC[0,27] cR—R, fou)=u+ ‘51 Sin(u)

fi1Ucl0,271cR—R, fiw) =2 + Cos(3 u+n)

3 2
f:Ucl0,27]cR—R, frw)=1 +§Sin[zuz+ﬂ)

f:UCl0,27] cR—R, fi(u)= 1 (1~ Cos(4)")

f:Ucl0,271cR—R?, f(w) = (fou), fi(w) fr(u) f51))

puis nous construisons la courbe v
go: U0, 27]x[0, 27] cR>—R, go(u, v) = (2 + Cos(n u + 1)) ( v—m)+ 11—0 Sin(2 v))
g1:Uc[0,2nr]cR—R, gi(v) =2 - Cos(2v)

g:Uc0,27]CR—R, g(v) =1+ - Cos(2 £)

g:Uc[0,27n]cR—R, g3(v) = ;‘(1 - COS(;)zo)

g2:Uc[0,27x]x[0,27] cRZ—R?, g(u, v) = (g, v), g1(v) 22(v) g3(v))

et enfin nous composons les deux applications dans 1’équation finale de la surface
X UC[0,27]%[0, 2] CR2— R, y(u, v) = ( /o), 7 go(a, v), 3 2100 £V &) fiw) Hrw) fw))

xu, v)= (u + “s’{jﬂ, i (2 - Cos(%)) ((v -7+ % Sin(2 v)),

+ (1= Cos(4)*") (2 - Cos(24)) (1 + %0)”) (1= Cos(%)*") @ - Cos2w)) (1 + L Sin(} (n+ 37“))20))

Représentation de la courbe u

Représentation de la famille de surfaces homéomorphes au plan R%(non graph)
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Application architecturale

Comme dans I’exemple précédent, nous allons fixer une famille de surfaces et commence alors a rechercher
les variations de la surface de base de cette famille qui seraient appropriés pour la conception de 1’enveloppe
du batiment. Il ressort clairement de ces variantes sélectionnées de la surface que I’espace de recherche de
surfaces de la méme famille peut étre trés grande, ce qui permet une grande quantité d’options a choisir et
adapté a de nombreuses applications architecturales.

Représentation d’une conception architecturale en utilisant cette famille de surfaces
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Homéomorphe au cylindre (S1 x [R)

Ce type de surfaces construction est trés utile pour la conception des tours, intuitivement la peau de tours et
immeubles de grande hauteur sont homéomorphes au cylindre (S1 X [R). La méme méthode de la courbe de

révolution u et la courbe de profil v est utilis¢ ici, mais avec plus de précisions sur la courbe de révolution u.
On peut voir cette courbe comme la base du plan de 1’étage a un niveau donné, et en changeant le niveau, la
forme de la courbe de révolution (i.e. de plan de 1’étage) seront également changer. Comme nous le savons le
niveau est rien que la valeur de la courbe de profil v a une v fixée En d’autres termes, nous pouvons voir la
courbe de la révolution en termes de (u, v) au lieu de seulement u. L’exemple suivant illustre cette construc-
tion.

on commence par la construction de 1’équation de la courbe de révolution u

fi U0, 27]x[0, 2 7] c R2—R, fi(u, v) = Cos(u) (1 - @ Sin(2 u)4]

e

£ UC[0, 271x[0, 27] cR2—R, f(u, v) = Sin(w) [1 ) Sin(2 u)4]
frUcl0,2x]x[0, 2] cR2—R?, f(u, v) = (fi(u, v), fou, v))

puis nous construisons la courbe de profil v
g1:Uc|0,2n]cR—R, g;(v) = 1 + Sin(v)?
2:UcC|0,2n]cR—R, g(v) =2 (v - Sin(v))
g:Ucl0,27] cR—R?, g») = (&1(v), 2(»)

et enfin nous composons les deux applications dans 1’équation finale de la surface
X :UC[0,27]x[0, 271 cR*—R>, x(u, v) = (fiw, v) 1), folu, v) ©1(v), g2(v))

9 9
- —v-7

x@u, v) = [Cos(u) [1 - (0)#) (1 +Sin(v)?), Sin(x) (1 - (0)#] (1+8Sin(w?), 2(v - Sin(v)))
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Représentation de la courbe de profil et les famille de surfaces homéomorphes au cylindre (S I'x [R)
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Homéomorphe au disque unité (D')

Ce type de surfaces appartiennent a la famille surface homéomorphe au disque unité (Dl), ils peuvent étre

considérés comme graphes sur des domaines non rectangulaires. Ils sont utiles dans la conception de bati-
ments de faible hauteur, on distingue deux cas: homéomorphes au disque unité et homéomorphes a une
Couronne.

on commence par la construction de 1’équation de la courbe de révolution u
fi:Ucl0, 271 cR—R, fitw) = (1 +(5 Sin2 u)?)) (% + Cos(w)®) Cos(u)
f:UCl0, 271 cR—R, fau)=(1+ (5 SinQ@u))) (33 + Cos()®) Sin(u)
f:UCl0, 271 cR—R?, f(w) = (fi(w), fo(w))

puis nous construisons la courbe de profil v
g1:Uc[0,2nr]cR—R, gi(v)=v

2:Uc[0,27]cR—R, g&2(v)=3 Sin(g)
g:Ucl0,2n]cR—R?, g(v) =(g1(v), £2())

et enfin nous composons les deux applications dans 1’équation finale de la surface
X:UC[0,27]x[0, 271 cR*—R?, x(u, v) = (fi(w) g1(v), fo(u) g1(v), &2(v))

X(u, v) = (v Cos(u) (12 + Cos()®) (1 + 5 SinQ2 u)?), v Sin(u) (13+ Cosw)®) (1 + 3 Sin(2u)*), 3 Sin(%))

Représentation de la courbe u

Représentation de la famille de surfaces homéomorphes au disque unité (Dl)
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Application architecturale

Encore une fois le méme procédé est appliqué, a savoir une famille de surfaces est fixe et ensuite une
recherche de variantes est réglée en modifiant les paramétres de I’équation de base de la paramétrisation, et a
nouveau comme dans les exemples précédents 1’espace des variations est assez grande, ce qui permettra une
riche variété de choix. Ces sélections peuvent étre simplement basés sur les choix esthétiques ou comme nous
allons voir plus tard dans la recherche basée sur des modéles de recherche algorithmiques.

Représentation de I’exploration de différentes surfaces de cette famille

Représentation d’une conception architecturale en utilisant cette famille de surfaces
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Homéomorphe a la sphére (S?)

Ce type de surface est tout a fait utile pour la conception de 1’enveloppe du batiment continu (i.e. la fagade
continuant sur le toit). Cette famille de formes est devenu trés populaire dans I’architecture dans les deux
derniéres décennies en raison de I’intérét des architectes dans la «continuité» comme caractéristique de la

forme. Pour cette raison, la construction des équations qui génére des formes qui sont homéomorphe a la
sphere S est trés utile du point de vue de la conception architecturale contemporaine.

on commence par la construction de 1’équation de la courbe de révolution u
fi:Uc0,2n]cR—R, fi(u) = Cos(u) + % Cos(ﬂ)g

2
f:UC0,27] cR—R, f(u) =2 Sin(w)
f:Ucl0,27] cR—R?, f(u)=(fi(u), fr(w))

puis nous construisons la courbe de profil v
g1:Ucl0,2nr]cR—R, gi(v)= % (2 + % Cos(%)) (1 - Cos(%)6 + Sin(g))
2:Uc[0,2n]cR—R, g(v) =v - Sin(v)

g:Ucl0,2711cR—R?, gv) = (gi1(v), 22()

et enfin nous composons les deux applications dans 1’équation finale de la surface
X:UCO0, 27]x[0, 271] CR*—R>, x(u, v) = (fi() g1(v), fo() g1(v), &2(v))

3 5 8 35 : 6
x(u, v) = (5 (Cos(u) +3 Cos(%) )(2 + s Cos(%)) (1 - Cos(%) + Sm(%)),

3Sin() (2 + = Cos(%)) (1 - Cos(%)° + Sin(%)), v - Sin(v))

Représentation de la courbe u
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Représentation de la famille de surfaces homéomorphes a la sphére S?
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Homéomorphe au tore (72)
Ce type de surfaces est trés utile pour la conception de batiments de faible hauteur, qui a un atrium ou d’une
cour. Dans cette construction, on définit des équations pour les surfaces avec une courbe de révolution u fermé.

on commence par la construction de 1’équation de la courbe de révolution u
fi:Ucl0, 271 cR—R, fi(w)=(3 Cos(u) - £ Cos(3 ) (1 + L Sin(2 u)3) (1+ 5 Sin(u - %))
3

f:UCl0, 271 CR—R, fi(w) =3 (3Sin(w) - 5 SinG ) (1 + 15 Sin(3 )} (1+ 3 Sin(u - £)’)
f:Ucl0,271cR—R?, f(w) = (fi(w), fr(u))

puis nous construisons la courbe de profil v

g1:Uc|0,2x]x[0,27] cR2—R, g(u, v)= % + Cos(v)

g U [0, 271x[0, 271 CR? >R, ga(u, v) =2 Sin(v) (1 + & Sin(3 u)’)

g:UC0,2n]x[0, 27] cR*—R?, g(u, v) = (g1(u, v), g2(u, v))

et enfin nous composons les deux applications dans 1’équation finale de la surface
X :UC0,27]x[0, 271 =R, x(u, v) = (fi(w) g1(u, v), fo(u) g1(u, v), g2(u, v))

xu, v)= ((3 Cos(u) — % Cos(3 u)) (% + Cos(v)) (1 + % Sin(% u)3) (1 + % Sin(u - %)2,
> (3 + Cosv) (3 Sinw) - £ Sin(3 w) (1 + 55 Sin(3 )’} (1 + 3 Sin(u - 7)),

28in(v) (1+ £ Sin(3 u)’))

Représentation de la courbe u

Représentation de la famille de surfaces homéomorphe au tore 72
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Application architecturale
Dans ce dernier exemple, on voit 2 nouveau le méme processus de génération de variations basées sur la

modification des paramétres de 1’équation de paramétrisation de base, suivie d’une sélection d’une variante
qui va étre utilisé comme 1’enveloppe du batiment. Cependant, nous voyons dans cet exemple, le panneautage
de la surface choisie par un composant architectural, ce processus, nous allons expliquer en détail plus tard
avec les opérations algorithmiques.

Représentation d’une conception architecturale en utilisant cette famille de surfaces
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3.3. Définition algébrique (non paramétriques) des courbes et des surfaces

Maintenant que nous avons défini nos familles de surfaces paramétriquement, nous allons maintenant explorer
la définition des courbes et des surfaces par des équations polynomiales, nous avons déja vu cette définition
quand nous avons défini les variétés par des équations. Comme nous 1’avons mentionné avant la définition
algébrique des courbes et des surfaces n’est pas aussi simple que la définition paramétrique, mais il peut
s’avérer plus efficace dans la conception des formes plus complexes. Il s’agit d’une définition beaucoup plus
généralisée des courbes et des surfaces et avec elle, nous sommes capables d’atteindre des formes plus com-
plexes et élaboré, le probléme est qu’il est théoriquement plus complexe et moins pratique en termes de
manipulations par des opérations. Cependant, il est important de donner une idée de définitions algébriques,
car dans la conception architecturale bien sir nous devons explorer les conceptions de I’enveloppe des bati-
ments qui vont au-dela d’un seul paramétrage d’une surface locale. Par exemple, les formes qui ont plus d’un
trou, comme le tore a n-trous, qui pourrait étre utile dans la conception des batiments a plusieurs cours, ici il
est clair que nous aurons besoin de plus qu’une seule surface locale pour couvrir cette surface. Dans ces cas, la
stratégie est de trouver une équation polynomiale, puis de décrire la surface comme 1’ensemble des zéros de
cette équation, puis de trouver des surfaces locales (traités comme des graphes) sur ces surfaces en utilisant les
théoréme des fonctions implicites. Avec cette technique, nous pouvons appliquer toutes les opérations
algébriques, analytiques et algorithmiques nécessaires afin de manipuler et de transformer la forme selon la
conception désirée. Avant de commencer, nous aurons besoin de quelques notion importante de la géométrie
algébrique, la premiére serait I’hyper-plan et ensuite 1’hyper-surface, puis nous allons commencer par définir
les plus élémentaires de définitions algébriques de courbes et de surfaces a savoir les coniques et les
quadriques. Apres cela, nous allons explorer certaines des surfaces algébriques plus complexes et belles et
essayer de trouver des paramétrages pour eux.

Représentation de la surface de genre avec deux trous (paramétrage en deux surfaces locales)
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Hyper plan de R” [2]
L e (R")* ' espace dual deR”

L:R"— R, L(xy, .., x))=a1x;+..+a,x,+ap, die{l, ..,n}|a;#0
H={(x1, ..., x,) €R"| L(xy, ..., x,) =0} =ker L estunhyper plan

Hyper surface de R” [2]
P e Or(R) estun polynome de degré k a n variables

r'={(x, ..., x,) €R"| P(xy, ..., x,) =0} =ker P estune hyper surface

Les formes non linéaires les plus simples seraient ceux du degré 2, dans le cas des courbes, elle est appelée
coniques et dans le cas des surfaces, elle est appelée quadriques

Quadriques de R” [2]

P € 0>(R) estun polynéome de degré 2 en n variables

= {(xl, o X)) ER?| P(xy, ooy Xp) = Xy @i Xi + 27 b xixj+c=A'x +xB'x+c= O} ,
avec A, B e M,(R)etceR

n=2 = I'estune conique etn =3 = T est une quadrique

Les coniques de R? [2]
Les plus basiques des courbes algébriques sont les coniques, leur importance dans I’architecture est trés

significatif, a savoir ils sont largement utilisés en raison de leurs capacités structurelles. Nous avons déja
paramétrages de ces courbes, maintenant, nous allons donner leurs définitions implicites.

L' ellipse
[RP—R, flx0)=5+ ;—2—1
F={(x, ») €R?| flx, y) =0} =ker f

La parabole
[IRR—R, fx, )=y~ ax’
I={(x, ») eR?| flx, y) =0} =ker f

L' hyperbole
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Les quadriques de R3 [2]

Apres avoir défini les coniques nous allons maintenant définir leurs équivalents en deux dimensions & savoir
les surfaces quadriques, leur nom, bien slr vient du fait que leurs polyndmes sont tous de second degré
(équation quadratique).e all of second degree (quadratic equation). Tout comme les coniques nous avons des
paramétrisations de ces quadriques, mais nous allons maintenant les définir comme 1’ensemble des zéros de
leurs polyndmes. Dans la suite, nous allons présenter quelques exemples classiques importants de quadriques
non dégénérée / dégénérés de R>.

L' ellipsoid
- 2 z
SRR, =5+ S S

I'={(x, y,2eR?| f(x, y,2)=0}=ker [

Le paraboloide elliptique

x2 2
f:R?’_)[Ra f(xayaz):a_2+ Z_Z_Z
I={x, »,2eR| f(x, y,2) =0} =ker f

Le paraboloide hyperbolique
2 2
4f:[R3_>R! 4f(-x9y>z): ;_2_ Z_Z_Z

I={(x,y,2eR?| f(x, y,2)=0}=ker [

| 53



Encore de Quadrics de R3 [2]

Le cone elliptique

2
f:R3—>R7 f(xnyaz)zé"-;;—z_z_
I'={(x,y,2)eR3| f(x,y,2)=0}=ker f

Le cylindre elliptique

2
fIRSR, fy,9=5+5-1
I'={x y,2€R?| f(x, y, 2) =0} =ker f

L hyperboloide
.f:[R3_>[R> .f(xsysz): :_;J" T

o
IS}

-1, T'= {(x, ¥, 2) R} f(x,,2)= 0} =ker f (une nappe)

N

<
o
1)

‘CZ
f:R3_)R7 f(xayaz):;’_z_k—__

(\.\Jll\l

+1, T'= {(x, ¥, 2) R f(x, y,2)= 0} =ker f (deux nappes)

Hyperboloide une nappe Hyperboloide deux nappes
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3.3.1. Paramétrage de la surface algébrique

Maintenant on va prendre quelques exemples de surfaces ne pouvant pas étre paramétrées en utilisant une
seule surface locale et essayer de les paramétrer en utilisant plusieurs cartes, comme nous 1’avons mentionné
plus tot que cela est possible en utilisant le théoréme des fonctions implicites. L’idée est de trouver des
voisinages ouverts ¥ cR?, W cR? et une fonction /: W —R? de classe C'de telle sorte que chaque point
(x, ¥, z) € V avec f(x, y, z)=0 (i.e. se trouvant sur la surface) si et seulement si la coordonnée z peut étre
exprimée comme la fonction réelle 4(x, y) =z, ou les coordonnées (x, y) € W et 9, f(x, y, z) est inversible.
Cette méthode peut étre vu dans les exemples suivants ou la paramétrisation est donnée par les surfaces
locales (graphes) sous la forme y(x, y) = f(x, y, A(x, y)) . Dans cet exemple nous avons une surface définie

par un polyndme de degré six, qui sont capables de paramétrer I’aide de deux cartes (surfaces locales).

Le Distel [3]

f:R}*—R, f(x,y,z2)=x>+1*+2° -i—?:OOO()c2 +y2)(x2 +22)(y2 +22)—3,
I'={x y,2€R?| f(x, y, 2) =0} =ker f

= f, y,2)=f(x, y, h(x,») | :R*—> R, h(x, y)=z

la surface peut étre paramétré par deux carte (surfaces locales)
X(u, v) =

s ffo—t & 2y N ! 2 _ 4 8
(u, v, \/ ( e AT Rl Rty ave Ry en yz)(\/(l +36000 x — 6000 x* + 9000 000 x® +

36000 2 — 12000 x2 y? — 6000 y* — 18000000 x* y* + 9000 000 y8)))

4

N

D ¢
‘\!
A s,

b

/9\‘

I

Représentation de la surface donnée par ses ensemble de zéros et par paramétrage par deux surfaces locales
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Plus d’exemples de paramétrisation des surfaces algébriques [3]

Les Chubs
“R3— R, f(x, ,z)=x4—x2+y4—y2+z4—z2+g, I'={(x, y,2)eR?®| f(x, y, z) =0} =ker [
S,y ;

= f(%, 3, 2)= f(x, p, h(x, ) | H:R*— R, h(x, ) =z = x(u, v) = (W, v, h(u, v))

N \/ 5t 45 \/ —3+20x2-20 x*+20 1220 y*
la surface peut étre paramétré par quatre cartes y(u, v) =|u, v, — et
10

Représentation de la surface donnée par ses ensemble de zéros et par paramétrage par quatre surfaces locales

La O

f:R}*—R, f(x,y, z):(x4+y4+z4)—4(x2+y222+y2+22x2+22+x2y2)+21xyz+%,
I'={(x y.2eR?| f(x, y,2) =0} =ker f

= f(x, 3, 2)= f(x, p, h(x, ) | B:RP— R, h(x, y) =z = x(u, v) = (W, v, h(u, v))

Représentation de la surface donnée par ses ensemble de zéros et par paramétrage par quatre surfaces locales
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4. L’ordinateur et la conception

4.1. Bref historique de la conception assistée par ordinateur

L’introduction des ordinateurs dans les domaines de la conception «action-centrée» comme 1’architecture
n’était pas simplement une transition en douceur naturelle a partir de la planche a dessin a I’ordinateur, cela
est di au fait que les ordinateurs sont essentiellement des machines rationnelles qui suivent des algorithmes et
la conception architecturale est fondamentalement intuitive. Contrairement a cela, nous constatons que dans la
conception «raison-centrée» comme 1’ingénierie, 1’introduction des ordinateurs étaient un plus naturel et ils
sont devenus intrinséque a la conception de I’ingénierie moderne. Le probléme pour la conception architec-
turale est qu’il s’appuie sur le jugement esthétique qui est au sens kantien un jugement réflexif, a savoir qu’il
ne vient pas comme une simple détermination partir du concept universelle a une instance particuliere par la
raison. En d’autres termes, il n’existe pas de formule universelle ou étapes prédéterminées, qui peuvent étre
suivies pour produire une conception qui peut étre jugé comme ayant une cohérence interne. En conséquence,
peu d’approches différentes ont été prises dans I’introduction de I’informatique dans la processus de concep-
tion architecturale, mais surtout il y a deux tendances fondamentales. Le premier était de simplement consid-
érer la conception architecturale comme une conception «raison-centrée» semblable a la conception technique,
I’autre était d’utiliser déductivement 1’ordinateur comme une planche a dessin électronique, en d’autres termes
pas de processus de calcul, que le dessin en utilisant I’ordinateur. Cette seconde approche est également connu
comme conception assistée par ordinateur ou CAO (et notamment a la conception architecturale: modélisation
3d). CAO est essentiellement 1’utilisation de systémes informatiques pour aider a la création, la modification,
I’analyse ou 1’optimisation d’une conception, il décrit essentiellement le processus de création d’un dessin
technique en utilisant I’ordinateur. CAO a également été la force motrice majeure pour la recherche en
géométrie algorithmique, infographie et la géométrie différentielle discréte; la conception de modéles
géométriques des objets, en particulier, est parfois appelé conception géométrique assistée par ordinateur. Le
terme CAO, a été inventé par 1’informaticien Douglas T. Ross, qui a été inspiré par les opérateurs de radar de
début des années 50. Les concepteurs de ces tout premiers ordinateurs ont découvert qu’ils pouvaient créer des
symboles électroniques et des figures géométriques a étre utilisé pour créer les schémas de circuit et les
organigrammes. Ils ont réalisé que I’objet une fois établi, il pourrait étre reproduit a volonté, son orientation,
ses liens et son ampleur, mais il a fallu dix ans avant le précurseur de logiciels de CAO: Sketchpad a été
développé par I’informaticien Ivan Sutherland dans les années 60. Sketchpad a permis au concepteur d’intera-
gir avec son ordinateur graphique, cela signifie que la conception a été alimenté dans 1’ordinateur, en s’ap-
puyant sur un écran cathodique avec un crayon optique. D’autres travaux importants qui ont influencé le
développement de logiciels de CAO, ont été les travaux sur les courbes et les surfaces polynomiales par les
ingénieurs Pierre Bézier et Paul de Casteljau a savoir le développement de courbes splines. Ensemble avec les
développement de la 3D dans les années 70, la modélisation solide dans les années 80 et les noyaux de la
modélisation solides B-rep dans les années 90; une application plus souple et pratiquement omniprésent de
I’ordinateur dans la conception architecturale a été créé. Une caractéristique fondamentale et importante d’un
systeme de CAO est la modélisation 3D, qui est le processus d’élaboration d’une représentation mathématique
d’une surface d’un objet en trois dimensions, le produit est appelé un modéle 3D et est divisé en deux caté-
gories: les modéles volumiques et surfaciques. Les modéles solides définissent le volume de I’objet qu’ils
représentent (comme une pierre), ces modeles sont principalement utilisés pour la simulation non visuels tels
que la simulation médicale et de I’ingénierie. Les modéeles surfaciques représentent la limite de I’objet, elles
sont utilisées dans presque tous les modeles visuels des objets a partir jeux vidéo jusqu’aux domaines du
design. Il y a deux fagon populaire pour représenter un modele 3D: modélisation polygonale en utilisant des
maillages polygonaux reliant les points dans I’espace 3D, et modélisation Nurbs de courbes et de surfaces en
utilisant 1’interpolation de points dans 1’espace. Modélisation polygonale est une approche pour la modélisa-
tion des objets en représentant ou en rapprochant leurs surfaces en utilisant des maillages polygonaux.
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4.2. Modé¢lisation de maillage polygonal
4.2.1. «Box modeling» et «winged edge data structure»

Une des méthodes les plus populaires et les plus simples de constructions de maille, est «box modeling», ou
on commence par une primitive comme un cube pour faire la forme de base et de 1a on sculpte la forme finale
a I’aide a plusieurs reprises deux outils simples: extrusion et subdivision. L’outil d’extrusion est appliquée a
une face, il crée nouvelle face identique et déplacée, et puis relier chacun de ses bords a des bords existants
par une face. L’outil de subdivision sépare les faces et les arétes en petits morceaux en ajoutant de nouveaux
sommets, par exemple une face carrée serait subdivisé en ajoutant un sommet au centre et un au chaque cote,
créant quatre nouvelles faces carrés plus petites. Un des éléments les plus importants dans construction de
maillage est sa structure de données, un maillage polygonal est constitué¢ d’un ensemble de sommets, arétes et
faces avec leurs relations topologiques. En général, il y a deux grandes tendances dans les structures de
données de maillage: basés sur les faces et basés sur les arétes. Les structures de données basées sur les faces,
enregistre pour chaque face, des pointeurs vers ses sommets et ses faces voisines, ce qui permet de naviguer
autour de chaque sommet et visiter ses faces voisines. Néanmoins, un traitement spécial est nécessaire, lorsque
la navigation passe au-dessus des éléments avec valence variable (par exemple mailles qui combine des
quadrilatéres et des triangles). Les structures de données basés sur les arétes, enregistre pour chaque bord, des
pointeurs vers les sommets et les bords voisins, et puisque les bords ont toujours la méme structure
topologique, il est possible de manipuler des polygones avec des valences variables dans un seul maillage. Un
exemple important de la structure de données basés sur les arétes est «winged edge data structure», qui
enregistre pour chaque bord références a ses sommets, a les deux polygones partageant cette aréte, et les
quatre les bords voisins (ou ailes). Traversant le voisinage nécessite un distinction de cas par étape, car un
bord ne code pas pour son orientation explicitement; la «half edge data structure» résout ce probléme en
divisant chaque bord en deux moitiés, ou chaque demi bord est pointé vers son demi bord opposé, un sommet
incident, un polygone incident [1].
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Représentation de «winged edge data structure»

L’algorithme suivant crée un maillage par une succession d’extrusions «box modeling», puis crée une struc-
ture de données «winged edge data structure» du maillage résultant, les extrusions sont atteints par une
combinaison de trois simples opérations algébriques: translation, homothétie et de rotation. Cette combinaison
se retrouve dans la plupart des systémes de logiciels de modélisation CAO avec «box modelingy, car il est
assez intuitive permettant au concepteur de sculpter la forme désirée facilement. La structure de données doit
étre capable de s’adapter aux différentes topologies a savoir lors de la création de trous dans le maillage en
supprimant et souder ensemble des faces, mais dans 1’algorithme suivant, nous restons dans le méme genre
topologique: 0 de la sphére (i.e. sans trous). L’extrusion est que la premiére partiec de la modélisation de la
boite, la deuxiéme outil essentiel serait le lissage de maillage au moyen la subdivision, de nombreux algo-
rithmes sont peuvent étre utilisés dans cette opérations comme la subdivision de Catmull-Clark.
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Le code pour la création d’une modélisation «box modeling» avec la structure «winged edge data structure»

ofi J:={{{4(i+1)+1, 4 (1+1)+2}, {4 (1+1)+2, 4 (1+1)+1}}, {{4(i+1)+2, 4 (1+1)+3}, {4 (1+1)+3, 4 (1+1)+2}},
{{4(i+1)+3, 4 (i+1)+4}, {4 (i+1)+4, 4 (i+1)+3}},
{{4(i+1)+4, 4 (i+1)+1}, {4 (i+1)+1, 4 (i+1)+4}}};

Eo[i_J[AA_] := {o[i] [[1]], o[i][[2]), o[i][[3]], o[i][[4]],
{(oli] (11, 1, 1]], AAL[L]])}, (AA[[L]], of4][[1, 1, 1]]}},
{(oli] 12, 1, 1]], AA[[2]]}, (AA[[2]], o[i][[2, 1, 1]]}},
{(oli][[3, 1, 1]], AAL[3]]}, (AA[[3]], o[4][[3, 1, 1]]}},
{(oli][[4, 1, 111, AA[[4]]}, (AA[[4]], o[i][[4, 1, 1]]}}}:
Tri[A_] := {{A[[1]], AL[2]], A[[3]]}, {A[[1]], AL[3]], A[[4]]}}:
Par[A_J[u_, v_] :=A[[1]]+u (A[[2]]-A[[1]]) +v ((A[[4]]+u (A[[3]]-A[[4]])) - (A[[1]]+u (A[[2]])-A[[1]])))+
deru([x_J([u_, v_] :=0uw x[uu, vv] /. {uu->u, vv->v};
dervix_][u_, v_] := 0y x[uu, vv] /. {uu->u, vv-v};
xNor[x_J[u , v_] :=

Cross[derulx] [u, v], derv[x] [u, v]] /J (Cross[deru([x] [u, v], derv[x] [u, v]].Cross[deru[x][u, v], derv([x][u, v]]);

cen[A ] :=Par[A][0.5, 0.5];
fN[A ] := xNor[Par[A]][0.5, 0.5];
] := {cen[A], cen[A] +0.3 £N[A]};

fNIn([A_
Ori[A_] := {A[[1]] -cen[A], A[[2]] -cen[A], A[[3]] -cen[A], A[[4]] -cen[A]};
Ext[A_J[A_] := {A[[1]] +A£N[A], A[[2]] +A£N[A], A[[3]] + A £N[A], A[[4]] + X EN[A]};

MSR[$ , 6, ¥ , A1, A2, A3, A_][A ] :=

Cos[B] Cos[¥] -Cos[¢] Sin[¥] +Sin[¢] Sin[O] Cos[¥] Sin[¢] Sin[¥] +Cos[¢] Sin[O] Cos[¥] A1l 0 0
{ Cos[6] Sin[¥] Cos[¢] Cos[¥] +Sin[¢] Sin[6] Sin[¥] -Sin[¢] Cos[¥] +Cos[d] Sin[6] Sin[¥] [ 0 A2 0 |.Ori[Ext[A][A]] [[1]]} +
-Sin[6] Sin[¢] Cos[6] Cos[¢] Cos[6] 0 0 23
cen[Ext[A] [A]],
Cos[6] Cos[¥] -Cos[¢] Sin[¥] +Sin[¢] Sin[O] Cos[¥] Sin[¢] Sin[¥] +Cos[¢] Sin[6] Cos[¥] A1 0 O
[ Cos[0] Sin[¥] Cos[¢] Cos[¥] +Sin[¢] Sin[6] Sin[¥] -Sin[¢] Cos[¥] +Cos[d] Sin[6] Sin[¥] [ 0 A2 0 |.Ori[Ext[A][A]] [[2]]] +
-Sin[6] Sin[¢] Cos[6] Cos[¢] Cos[6] 0 0 23
cen[Ext[A] [A]],
Cos[6] Cos[¥] -Cos[¢] Sin[¥] +Sin[¢] Sin[6] Cos[¥] Sin[¢] Sin[¥] +Cos[¢] Sin[6] Cos[¥] Al 0 O
[ Cos[6] Sin[¥] Cos[¢] Cos[¥] +Sin[¢] Sin[6] Sin[¢¥] -Sin[¢] Cos[¥] +Cos[d] Sin[6] Sin[y] [ 0 A2 0 |.ori[Ext[A][A]] [[3]]] +
-Sin[6] Sin[¢] Cos[©] Cos[¢] Cos[6] 0 0 23
cen[Ext[A] [A]],
Cos[0] Cos[¥] -Cos[¢] Sin[¥] +Sin[¢] Sin[O] Cos[¥] Sin[¢] Sin[¥] +Cos[¢] Sin[O] Cos[¥] Al 0 0
[ Cos[6] Sin[¥] Cos[¢] Cos[¥] +Sin[¢] Sin[6] Sin[¥] -Sin[¢] Cos[¢¥] +Cos[¢p] Sin[6] Sin[¥] 0 A2 0 |.Ori[Ext[A]([A]] [[4]]] +
-5in[6] Sin[¢] Cos[O] Cos[¢] Cos[6] 0 0 a3

cen[Ext [A] [A]] }:

vl={0,0,0}; v2={1,0, 0}; v3={1,1, 0}; v4
v5={0, 0, 1}; v6={1, 0, 1}; v7 ={1, 1, 1}; v8
Vr = {vl, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8};
ve = {{9, 1, 4}, {10, 2, 1}, {11, 3, 2}, {12, 4, 3}, {8, 5, 9}, {5, 6, 10}, {6, 7, 11}, {7, 8, 12}};
ev = {{{1, 2}, {2, 1}}, {{2, 3}, {3, 2}}, {{3, 4}, {4, 3}}, {{4, 1}, {1, 4}}, {{5, 6}, {6, 5}}, {{6, 7}, {7, 6}},
47, 8}, {8, 7}}, {{8, 5}, {5, 8}}, {{5, 1}, {1, 5}}, {{6, 2}, {2, 6}}, {{7, 3}, {3, 7}}, {{8, 4}, {4, 8}}};
ef = {{1, 6}, {2, 6}, {3, 6}, {4, 6}, {5, 1}, {5, 2}, {5, 3}, {5, 4}, {1, 4}, {2, 1}, {3, 2}, {4, 3}};
ee = {
{49, {5, 11}, {10, {2, 6}}, {2, {3, 2}}, {4, {1, 4}}},
{410, {6, 2}}, {11, {3, 7}}, {3, {4, 3}}, {1, {2, 1}}},
011, {7, 3}}, {12, {4, 8}}, {4, {1, 4}}, {2, {3, 2}}},
412, {8, 4}}, {9, {1, 5}}, {1, {2, 1}}, {3, {4, 3}}},
{48, {8, 5}}, {6, {6, 7}}, {10, {2, 6}}, {9, {5, 1}}},
45, {5, 6}}, {7, {7, 8}}, {11, {3, 7}}, {10, {6, 2}}},
{6, {6, 7}}, {8, {8, 5}}, {12, {4, 8}}, {11, {7, 3}}},
7, {7, 8Y}, {5, {5, 61}, {9, {1, S5}}, {12, {8, 4}}},
{45, {6, 5}}, {1, {1, 2}}, {4, {4, 1}}, {8, {5, 8}}},
{6, {7, 6}}, {2, {2, 3}}, {1, {1, 2}}, {5, {6, 5}}},
47, {8, 7Y}, {3, {3, 41}, {2, {2, 3}}, {6, {7, 6}}},
{48, {5, 8}}, {4, {4, 11}, {3, {3, 4}}, {7, {8, T}}}}:
Fv = {({Ve[[1]], ve[[2]], Ve[[6]], Ve[[5]]}, {Ve[[2]], Ve[[3]], Ve[[7]], Ve[[6]]}, {Vr[[3]], Ve[[4]], Ve[[8]], Ve [[7]]},
{(Ve[[4]], Vel[[1]], Ve[[5]], Ve[[8]]}, {Ve[[5]), Ve[[6]], Ve[[7]], Vr[[8]]}, {Ve[[1]], Ve[[4]], Ve[[3]], Vr[[2]]}};
fv = {{1, 2, 6, 5}, {2, 3, 7, 6}, {3, 4,8, 7}, {4, 1,5, 8}, {5,6, 7,8}, {1, 4, 3, 2}};
Fe = {{ev[[1, 1]], ev[[10, 2]], ev[[5, 2]], ev[[9, 1]]}, {ev[[2, 1]], ev[[11, 2]], ev[[6, 2]], ev[[10, 1]]},
{ev[[3, 1]], ev[[12, 2]], ev[[7, 2]], ev[[11, 1]]}, {ev[[4, 1]], ev[[9, 2]], ev[[8, 2]], ev[[12, 1]]},
{ev[[5, 111, ev[[6, 1]], ev[[7, 1]], ev[[8, 1]]}, {ev[[4, 2]], ev[[3, 2]], ev[[2, 2]], ev[[L1, 2]]}};
fe = {{1, 10, 5, 9}, {2, 11, 6, 10}, {3, 12, 7, 11}, {4, 9, 8, 12}, {5, 6, 7, 8}, {4, 3, 2, 1}};

{0, 1, 0};
{0, 1, 1};
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ndV = 8; ndF = 6; ndE = 12;
Do

i = RandomInteger[{1l, ndF}];
A=Fv[[i]]; AA = fv[[i]]; B=Fe[[i]]; BB=fe[[i]];
6=0";0=0";y=01;0=2;02=2;3=1>;
16 16 16 2 2 2
A = RandomReal[{0.3, 2}];
Vr = Flatten[{Vr, MSR[¢, 6, ¥, A1, A2, A3, A][A]}, 1];
ndV = Length[Vr];
Fv[[i]] = {Vr[[ndV-3]], Vr[[ndV-2]], Vr[[ndV-1]], Vr[[ndV]]};
fv[[i]] = {ndV-3, ndV-2, ndV-1, ndV};
EFv = {{A[[1]], A[[2]], Vr[[ndV-2]], Ve[[ndV-3]]}, {A[[2]], A[[3]], Vr[[ndV-1]], Vr[[ndV-2]]},
{A[[3]], A[[4]], Vr[[ndV]], Vr[[ndV-1]]}, {A[[4]], A[[1]], Vr[[ndV-3]], Vr[[ndV]]}};
Efv = {{AA[[1]], AA[[2]], ndV-2, ndv-3}, {AA[[2]], AA[[3]], ndV-1, ndv-2},
{AA[[3]], BA[[4]], ndV, ndV-1}, {AA[[4]], BA[[1]], ndV-3, ndV}};

Fv = Flatten[{Fv, EFv}, 1];

fv = Flatten[{fv, Efv}, 1];

ndF = Length[Fv];

ev = Flatten[{ev, Eco[k] [AA]}, 1],
ndE = Length[ev];

ve[[AA[[1]]]] = Flatten[{ve[[AA[[1]]]], ndE-3}, 1];
ve[[AA[[2]]]] = Flatten[{ve[[AA[[2]]]], ndE-2}, 1];
ve[[AA[[3]]]] = Flatten[{ve[[AA[[3]]]], ndE-1}, 1];
ve[[AA[[4]]]] = Flatten[{ve[[AA[[4]]]], ndE}, 1];

Eve = {{ndE-4, ndE-7, ndE-3}, {ndE
ve = Flatten[{ve, Eve}, 1];

V = Table[{Vr[[i]], ve[[i]]}, {i, 1, ndV}];

Fe[[i]] = {ev[[ndE-T7, 1]], ev[[ndE-6, 1]], ev[[ndE-5, 1]], ev[[ndE-4, 1]]};
fe[[i]] = {ndE-7, ndE-6, ndE-5, ndE-4};

EFe = {{B[[1]], ev[[ndE-2, 2]], ev[[ndE-7, 2]], ev[[ndE-3, 1]]},
(B[[2]], ev[[ndE-1, 2]], ev[[ndE-6, 2]], ev[[ndE-2, 111},
(B[[3]], ev[[ndE, 2]], ev[[ndE-5, 2]], ev[[ndE-1, 117},
{B[[4]], ev[[ndE-3, 2]], ev[[ndE-4, 2]], ev[[ndE, 1]]}}:

Efe = {{BB[[1]], ndE-2, ndE -7, ndE - 3},

(BB[[2]], ndE-1, ndE- 6, ndE -2},
(BB[[3]], ndE, ndE -5, ndE- 1},
(BB[[4]], ndE-3, ndE -4, ndE}};

Fe = Flatten[{Fe, EFe}, 1];
fe = Flatten[{fe, Efe}, 1];

If[MemberQ[BB, ee[[BB[[1]]]]1[[1, 11]],
ee[[BB[[1]]]
ef[[BB[[ 111

e[[BB[[1]]
ef[[BB[[ ]
If[MemberQ[

e[[BB[[2]

= {ndF-3, ef[[BB[[1]]]][[2]]},

= {ef[[BB[[1]]]]([[1]], ndF-3}];
ee[[BB[[2]]]][[L, 1]1],

ef[[BB[[ ] = {ndF-2, ef[[BB[[2]]]][[2]]},
e[[BB[[2] = {ee[[BB[[2]]]][[1]], ee[[BB[[2]]]][[2]], {ndE-2, {ndV-2, AA[[2]]}}, {ndE-1, {AA[[3
ef[[BB[[ ] {ef[[BB[[2]]]][[1]], ndF-2}];

]
B
]
]
]
]
If[MemberQ[B
e[[BB[[3]]
]

]

]

B

]

]

]

]

ef[[BB[[ ] = {ndF-1, ef[[BB[[3]]]][[2]]},

e[ [BB[[3] = {ee[[BB[[3]]]]([[1]], ee[[BB[[3]]]][[2]], {ndE-1, {ndV-1, AA[[3]]}}, {ndE, {RA[[4
ef[[BB[[ = {ef[[BB[[3]]]]([[1]], ndF-1}];
If[MemberQ ee[[BB[[4]]]][[L, 1]1],

]

]
11
11
B,
11
11
11
11 =
B, ee[[BB[[3]]]][[1, 1]]],
11 =
11
11
11
B,
11 =
11 =
11 =
11 =

]
[
e[[BB[[4]
]
]
]

ef[[BB[[ {ndF, ef[[BB[[4]]]][[2]]},
ee[[BB[[4 {ee[[BB[[4]]]][[1]], ee[[BB[[4]]]][[2]], {ndE, {ndV, AA[[4]]}}, {ndE-3, {AA[[1]], ndV-3}}};
ef [[BB[[4 {ef[[BB[[4]]]][[1]], ndF}];

Eee = {{{ndE-4, {ndV, ndV-3}}, {ndE-6, {ndV-2, ndVv-1}}, {ndE-2, {AA[[2]], ndV-2}}, {ndE-3, {ndV-3, BA[[1
{{ndE-7, {ndvV-3, ndv-2}}, {ndE-5, {ndV-1, ndv}}, {ndE-1, {AA[[3]], ndV-1}}, {ndE-2, {ndV-2, BA[[2
{{ndE-6, {ndV-2, ndv-1}}, {ndE-4, {ndV, ndv-3}}, {ndE, {AA[[4]], ndV}}, {ndE-1, {ndv-1, BA[[3
{{ndE-5, {ndvV-1, ndv}}, {ndE-7, {ndV-3, ndv-2}}, {ndE-3, {AA[[1]], ndV-3}}, {ndE, {ndV, AA[[4

411, {AA[[4]], AR[[1]]}}, {ndE-4, {ndV-3, ndV}}},

A[[2]]1}}, {ndE-7, {ndV-2, ndV-3}}},

, {RA[[2]], AR[[3]]}}, {ndE-6, {ndV-1, ndV-2}}},

111}, {ndE-5, {ndV, ndv-1}}}};

{{ndE-7, {ndvV-2, ndv-3}}, {BB[[1]], {AA
{{ndE-6, {ndvV-1, ndv-2}}, {BB[[2]], {RA
{{ndE-5, {ndV, ndv-1}}, {BB[[3]], {BAA[[3
{{ndE-4, {ndv-3, ndv}}, {BB[[4]], {BAA[[4

[1]11, AA[
[]] AA[
1, AA[[4]
1, AA[[1]

111y, {BB[
111, {BB[
11, {BB[[2]
11, {BB[[3]

[ [2
[ [3 111, {2a[[1]], A
] ]
] ]

¢+ {BA[[3]], AA[[4

Eef = {{i, ndF-3}, {i, ndF-2}, {i, ndF-1}, {i, ndF}, {ndF-3, ndF}, {ndF-2, ndF-3}, {ndF-1, ndF-2}, {ndF, ndF-1}};

ee = Flatten[{ee, Eee}, 1];
ef = Flatten[{ef, Eef}, 1];
» {k, 1, 20}
edge[i_] := {Vr[[
Ver = Table[{Vr[[i
Fac = Table[{fv[[i
Edg = Table[{ev[[i

ev[[i, 1, 1111, Ve[[ev[[i, 1, 2]]]]};
,vellill}, {i, 1, ndV}];

, fe[[i]]}, {i, 1, ndF}];
, ef

v
]
]
11, ef[[i]], ee[[i]]}, {i, 1, ndE}];

[
]
]
]

i
i
i

7, ndE-6, ndE-2}, {ndE-6, ndE-5, ndE-1}, {ndE-5, ndE-4, ndE}};

= {{ndE-3, {ndv-3, AA[[1]]}}, {ndE-2, {AA[[2]], ndV-2}}, ee[[BB[[1]]]][[3]], ee[[BB[[1

= {ee[[BB[[1]]]][[1]], ee[[BB[[1]]]][[2]], {ndE-3, {ndV-3, AA[[1]]}}, {ndE-2, {AA[[2

{{ndE-2, {ndV-2, AA[[2]]}}, {ndE-1, {AA[[3]], ndV-1}}, ee[[BB[[2]]]][[3]], ee[[BB[[2

{{ndE-1, {ndV-1, AA[[3]]}}, {ndE, {AA[[4]], ndV}}, ee[[BB[[3]]]][[3]], ee[[BB[[3

{{ndE, {ndv, AA[[ 113}, {ndE-3, {AA[[1]], ndV-3}}, ee[[BB[[4]]]][[3]], ee[[BB[[4
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La «winged edge data structure» pour le maillage polygonal extrudé deux fois a partir faces 4. puis 8 [1]

Représentation du maillage polygonal extrudé deux fois

Vertices cartesian coordinates edges connected
Face by vertices by edges 1 0,0,0 9,1,4,18,25
1 1,2,6,5 1,10, 5,9 2 1,0,0 10,2, 1
2 2,3,7,6 2, 11,6, 10 3 1,1,0 11, 3,2
3 3.4,8, 7 3,12, 7, 11 ) 0, 1,0 12, 4, 3, 17
4 9,10, 11, 12 |13, 14, 15, 16 5 0,0, 1 8,5,9, 19,26
5 5.6, 7,8 5.6, 7,8 6 Lo, 1 5,6, 10
6 1,4,3,2 4,3,2, 1 7 1, 1,1 6,7, 11
7 4,1,10,9 |4, 18,13, 17 3 0, 1, 1 7.8, 12, 20
8 13, 14, 15, 16 | 21, 22, 23, 24 9 —0.794935, 0.780844, 0.30735 16, 13, 17
9 5,8,12, 11 | 8,20, 15,19 10 —0.717928, 0.296162, 0.21168 13, 14, 18, 28
10 8,4,9,12 12, 17, 16, 20 11 —0.605065, 0.219156, 0.69265 14, 15, 19, 27
11 1,5,14,13 9, 26, 21, 25 12 —0.682072, 0.703838, 0.78832 15, 16, 20
12 |5, 11,15, 14 |19, 27, 22, 26 13 -0.468568, —0.517789, 0.187873 24,21, 25
13 |11, 10, 16, 15 | 14, 28, 23, 27 14 —0.355705, —0.594795, 0.668843 21,22, 26
14 |10, 1,13, 16 |18, 25,24, 28 15 —0.698288, —0.522794, 0.601005 22,23,27
16 —0.812786, —0.45923, 0.388049 23,24, 28

Edges | by vertices | symetric | face left | face right | prevedg | direction | nextedg | direction |prevsym [ direction |nextsym | direction
1 1,2 2,1 1 6 9 5,1 10 2,6 2 3,2 4 1,4
2 2,3 3,2 2 6 10 6,2 11 3,7 3 4,3 1 2,1
3 3,4 4,3 3 6 11 7,3 12 4,8 4 1,4 2 3,2
4 4,1 1,4 7 6 17 9,4 18 1,10 1 2,1 3 4,3
5 5,6 6,5 5 1 8 8,5 6 6,7 10 2,6 9 5,1
6 6,7 7,6 5 2 5 5,6 7 7,8 11 3,7 10 6,2
7 7,8 8,7 5 3 6 6,7 8 8,5 12 4,8 11 7,3
8 8,5 58 5 9 7 7,8 5 5,6 19 11,5 20 8,12
9 51 1,5 1 11 5 6,5 1 1,2 25 13,1 26 5,14
10 6,2 2,6 2 1 6 7,6 2 2,3 1 1,2 5 6,5
11 7,3 3,7 3 2 7 8,7 3 3,4 2 2,3 6 7,6
12 8,4 4,8 10 3 20 12,8 17 4,9 3 3,4 7 8,7
13 9, 10 10, 9 4 7 16 12,9 14 10, 11 18 1, 10 17 9,4
14 10, 11 11, 10 4 13 13 9, 10 15 11, 12 27 15, 11 28 10, 16
15 11, 12 12, 11 4 9 14 10, 11 16 12,9 20 8, 12 19 11,5
16 12,9 9,12 4 10 15 11, 12 13 9, 10 17 4,9 20 12,8
17 9,4 4,9 7 10 13 10, 9 4 4,1 12 8,4 16 9,12
18 10, 1 1, 10 14 7 28 16, 10 25 1,13 4 4,1 13 10, 9
19 11,5 5,11 9 12 15 12, 11 8 58 26 14,5 27 11, 15
20 12,8 8, 12 10 9 16 9,12 12 8,4 8 58 15 12, 11
21 13, 14 14,13 8 11 24 16, 13 22 14, 15 26 5, 14 25 13,1
22 14, 15 15, 14 8 12 21 13, 14 23 15, 16 27 11, 15 26 14,5
23 15, 16 16, 15 8 13 22 14, 15 24 16, 13 28 10, 16 27 15, 11
24 16, 13 13, 16 8 14 23 15, 16 21 13, 14 25 1,13 28 16, 10
25 13,1 1,13 11 14 21 14, 13 9 1,5 18 10, 1 24 13, 16
26 14,5 5, 14 12 11 22 15, 14 19 5,11 9 1,5 21 14,13
27 15, 11 11, 15 13 12 23 16, 15 14 11, 10 19 5,11 22 15, 14
28 16, 10 10, 16 14 13 24 13, 16 18 10, 1 14 11, 10 23 16, 15
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Créer une forme extrudée

Maintenant, nous allons utiliser I’algorithme afin de générer un maillage polygonal sculptural de 20 extrusions
de faces choisies au hasard avec des distances de translation aléatoires, nous pouvons voir immédiatement le
potentiel architectural de ce type de modélisation, mais lorsque les extrusions sont faits au hasard, nous
devons les diriger précisément, afin de ne pas avoir d’auto intersection dans la maille. Une fois que le modele
est prét, un algorithme de subdivision est appliquée a la maillage afin de parvenir a un maillage lisse. Dans la
partie suivante, nous allons voir les différentes applications architecturales de cette technique de modélisation,
nous allons montrer exemples de modeles architecturaux faites a 1’aide de différents logiciels de CAO qui
utilise la modélisation «box modeling». Nous allons également montrer un exemple ou cette modélisation se
fait en utilisant des algorithmes qui permettent beaucoup plus I’exploration de formes plus complexes, qui
sont difficiles a modéliser manuellement en utilisant d’extrusions successives.

Représentation d’un maillage polygonal créé par «box modeling»
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4.2.2. Conception en utilisant «box modeling»

Comme nous 1’avons mentionné ci-dessus, que cette méthode de modélisation 3D est assez répandue parmi les
cabinets d’architectes en particulier ceux intéressés par les formes curvilignes, c’est parce que cette méthode
est trés intuitive et facile a manipuler. Cette méthode simule le processus de pate & modeler et de la sculpture,
a savoir a partir d’un morceau d’argile, le former et I’é¢tendant a une forme désirée. Cette extension et de
déformation est créée numériquement par I’extrusion des faces et ’application de transformations affines,
suivie enfin par le lissage du maillage obtenu en utilisant 1’algorithme de subdivision tel que 1’algorithme
Catmul-Clark. Maintenant que nous avons expliqué la méthode de modélisation «box modeling» présente
dans la plupart des systémes logiciels de CAO, nous allons montrer quelques formes architecturales générés
en utilisant cette technique avec 1’aide d’un systéme de CAO.

Représentation du maillage polygonal faites par «box modelingy» a I’aide un logiciel de CAO

Maintenant, nous allons montrer un exemple d’une conception architecturale ou la «box modeling» a été
utilisée afin de générer la forme.

Représentation d’une conception architecturale en utilisant la «box modeling»
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Plus de conception en utilisant la «box modelingy

Dans I’exemple précédent, nous avons montré comment la modélisation «box modeling», pourrait étre
appliquée pour générer une forme maillée fermée (homéomorphe a la sphére), mais la méme technique
pourrait étre appliquée a n’importe quel maillage initial. Dans cet exemple, nous allons commencer avec un
maillage plan ouvert contrairement a une primitive fermée (le cube) comme dans 1’exemple précédent.
Ensuite, en appliquant le méme procédé d’extrusion des faces et transformations affines, nous sommes en
mesure d’atteindre des formes plus complexes, et pourtant la topologie resterait le méme (i.e. homéomorphe
au plan).

Représentation de 1’application de la «box modeling» au maillage planar ouvert forme comme initiale

Représentation de la conception architecturale résultantde 1’application de «box modeling» au maillage planar
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Sculpture numérique

Cette méthode de la modélisation «box modeling» est également utilisé dans le logiciel de CAO orienté vers
la sculpture numérique, nous allons maintenant montrer un exemple de sculpture numérique a 1’aide le logiciel
de CAO. Les logiciels de sculpture numérique ne sont pas largement utilisé¢ dans I’architecture autant que dans
les animations, puisque leur flexibilité dans la génération de formes est couplé avec un manque de rigueur
concernant le controle géométrique sur la forme. L’image suivante montre la forme résultant d’un processus
de sculpture par une succession d’extrusions et des transformations affines comme homothétie et rotation.

Représentation du processus de génération de forme architecturale utilisant un logiciel de sculpture numérique

Représentation d’une sculpture architecturale en utilisant la modélisation «box modelingy
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Plus d’exemples de modélisation «box modeling»
Maintenant, nous montrons un autre exemple de sculpture numérique orientée davantage vers des objets
fonctionnels, par exemple une maison-bateau flottant.

Représentation d’une forme architecturale générée a I’aide de «box modeling»
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4.2.3. La conception et la manipulation de la structure de données

Les exemples précédents de sculpture numérique et de conception architecturale crée essentiellement des
formes qui resteront toujours homéomorphe a la sphére (ou la boite), a savoir que, pendant le processus de
conception d’extrusions et transformation affine pas de trous ont été ajoutés a la forme. Cela signifie que
seulement le nombre d’arétes, les sommets et les faces augmenté, mais il n’y avait pas de suppression et de
collage au cours du processus, car cela nécessiterait une plus grande complexité dans le traitement de la
structure de données. La structure de données «winged edge data structure» que nous avons défini précédem-
ment sont capables de calculer ’information topologique des arétes, faces et les sommets seulement dans la
plage d’extrusions que nous avons indiqués ci-dessus. Néanmoins, les logiciels de CAO sont capables d’avoir
une structure de données qui permettra de calculer la topologie des formes ou la suppression et le collage ont
eu lieu. Cela peut étre utile du point de vue de la conception architecturale, puisque nous sommes en mesure
de créer des formes plus élaborées, par exemple en travaillant sur une partie différente en utilisant le procédé
d’extrusion, puis coller ces piéces ensemble pour produire un maillage continu. Dans I’exemple suivant, nous
allons montrer une autre sculpture numérique dans lequel le processus consiste a travailler sur des composants
distincts, puis nous allons les coller ensemble pour produire une forme continue qui serait lissée aprés. On
commence par appliquer les extrusions et les transformations affines sur les différentes primitives initiales
distinctes (cubes), résultant en une famille de formes extrudées en modifiant les valeurs pour lesextrusion et
les transformations affines.

&
Représentation des cubes initiaux avec leurs plages d’extrusion et la famille de formes extrudées
Maintenant que nous avons ces picces extrudées, chacun dans sa position correcte par rapport a son voisin,

nous pouvons voir que les faces externes (haut, bas, droite, gauche, avant et arriére) de chaque forme extrudée
sont supprimés, pour se préparer au processus de connexion pour obtenir un maillage continu.

Représentation du recollement des différents éléments extrudés en un forme continue
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Algorithme pour créer des formes extrudées connectés

Maintenant, nous aimerions faire des variations sur les extrusions qui donneront lieu & une forme beaucoup
plus déformée. La difficulté dans le processus d’automatisation est que, avec la suppression et le collage, la
structure de données dans le logiciel de CAO va recalculer les indices des les bords, les faces et les sommets
qui signifie que nous aurions besoin d’un algorithme qui fait deux tiches principales. La premiére consiste a
créer les formes extrudées avec les variations désirées, la seconde est d’étre capable de faire correspondre
correctement les sommets indexés afin d’€tre jointes ensemble pour n’importe quel matrice de formes
extrudées en trois dimensions (i.e. (i x j x k) nombre de formes extrudées le long des directions x, yetz). En
d’autres termes, étant en mesure de prédire I’index d’un sommet (a joindre) sur la base du systéme d’indexage
de la structure de données intégrée dans le logiciel, lors de la création d’une famille de formes extrudées a
assembler.

Représentation d’autres modifications de la forme connectée
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Le code pour créer la forme connectée

//Animal +

/
//nitial Population

//description: This is the definition of the size of the matrix (Cx,Ax,GXx), the fractal order (Lx), the scale of the geometry (Sx)
/I

$Lx=1;$Cx=3;$Ax=3;$Gx=3;$Sx=1;

int $Geodef];float $base[];

for ($r=0;$r<($Cx*$Ax*$Gx);$r+=1)

{ int $rng=rand(0,6); $Gcode[$r]= $rng; } //alternative:$Geode[$r]=$rng;$1%6

/lprint $Gcode;print “\n”;

//description: The Loop generates an individual genetic identifier for each cell in the matrix then put them

//all in one array $Gcode[]

for ($r=0;8r<($Cx*$Ax*$Gx);$r+=1)

{ float $rnd=rand(1.0,7.0);$base[$r]=$rnd; } //alternative:$Base[$r]=$rnd;

//print $base; print “\n”;

//description: The Loop generates an individual size identifier for each cell in the matrix then put them
//all in one array $Base[]

/I

//Cell Base

//description: Fundumental Vectors | Base Cell creation
/

string $cell_c, $Scell[], $Cellvector[];

int $v1,8v2,$v3;

float $vx[],$vy[1.$vz[].$vxe,Svxp,Svyc,$vyp,$vze,Svzp, $Sc[],$B[];

for($k=0;Sk<$Gx;$k+=1)

{$e3= $k*(($Cx)*($AX));

if($k==0){ $v3=0; } if($k>0){ $v3=1; }

/ldescription: $e3 is counter increases with k | The two conditions $k=0 & $k>0 activate the unit Vector $v3

for($j=0;$j<8 Ax;$j+=1)

{$e2=$j*(SCx);

if($j==0){ $v2=0; } if($j>0){ $v2=1; }

//description: $e2 is counter increases with j | The two conditions $j=0 & $j>0 activate the unit Vector $v2

for($i=0;$i<$Cx;$i+=1)
{$e1=8i; Se=Sel+Se2+$e3;
if($i==0){ $v1=0; } if($i>0){ $v1=1; }

/ldescription: $el is counter increases withi & Se is the cell number | The two conditions $i=0 & $i>0 activate the unit Vector $v1

$Sc[$e]=Sbase[$e]*$Sx*20; $B[Se]=$Sc[$e]*12;

Scell_c="COP"+(Se); $cell[$e]="COP"+($e);

polyCube -n Scell_c -w $Sc[$e] -d $Sc[$e] -h $Sc[Se];

/ldescription:$Sc[$e] is the size assigned to each cell and it is equal to the (base number).(General scale).(Zoom constant)
//$B is the size of the bubble around each base cell

/I$cell[$e] is filling the array $cell[] with {Cop0, Copl.......CopN}

/IpolyCube is the creation of the base Cell, naming it $cell_c & assigning it the size of Sc[$e] to its width, depth & height
/lprint(“cell(“+$e+*)B: “+$B[$e]+“\n”);

if($i==0){ $vyc=8B[Se]; Svyp=0; } if($i>0){ $vyc=$B[$e-1]+$B[S$e]; }

if($j==0){ $vxc=$B[S$e]; $vxp=0; } if($j>0){ $Svxc=$B[$e-SCx]+$B[Se]; }

if($k==0){ Svzc=$B[Se]; Svzp=0; } if($k>0){ Svzc=SB[$e-(SCx*$AX)]+$B[S$e]; }

$vy[Se]=8v1*(SvyctSvyp);

$vx[Se]=8v2*(SvxctSvxp);

$vz[$e]=$v3*($vzc+Svzp);

/Idescription:The condition assign the value of V_current either as ($B[$e]) or as ($B[$e] + $B[of the proper previous cell])
//Each vector is a product of its unit vector and the sum of V_current and V_previous

//$Cellvector[$e]="[“+int(Svx[$e])+*, +int(Svy[Se])+*, +int($vz[$e])+*]";
/lprint (“Cell(“+$e+*)="+$Cellvector[$e]+*“\n");

/lprint (“vxp: “+8vxp+ vxe: “+$vxet vx: “+$vx[$e]+“\n”);

/lprint (“vyp: “+Svyp+ vyc: “+§vyct vy: “+$vy[$e]+\n”);

/lprint (“vzp: “+$vzp+* vze: “+$vzett vz: “+$vz[Se]+“\n”);

if($i>0){ Svyp=Svy[Se]; }

if($j>0){ Svxp=$vx[$e-$Cx+1]; }

if($k>0){ $vzp=8vz[$e-(SCx*SAx)+1]; }

//description:Here we cast the value V_previous to be ready for the next round of the loop

move -r $vx[Se] Svy[Se] $vz[Se];

//description:This moves each cell to its 3 dimensional vector namely its ($vx[$e],Svy[Se],$vz[Se])
}

}

}
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/I
//Cell Development

//description: Extrusion Sequence | Fractal Growth
I

int $zd[].Sad[];

int $h[],8d[1,Su[],$[1,$bf[1,$rf[1,$1f],$dfT],$ufl];

int $dad[],$dI[],$sdI[],$edl[];

int $U1,$U2,8U3,8F1,$F2;

float $Hx,$Hy,$Hz,$Hsx,$SHsy,$Hsz;

float $Hax,$Hay,$Haz,$Harx,$Hary,$Harz,SHasx,$Hasy,$Hasz;

float SLDx,$LDy,$LDz1,$LDz2,8L.Dz3,$L.Dz4,$LDrx,$LDry,$LDrz,$LDsx,$LDsy,$LDsz;
float SLUx,$LUy,$LUz1,$LUZ2,SLUZ3,$LUrx,$LUry,$LUrz,$LUsx,$LUsy,$LUsz;
float SLFx,SLFy,$LFz1,$LFz2,SLFz3,$LFrx,$LFry,SLFrz,$LFsx,$LFsy,SLFsz;
float SLBx,$LBy,$LBz1,$LBz2,$LBrx,$LBry,SLBrz,$LBsx,$LBsy,$LBsz;

float SLDdx,$LDdy,$LDdz,$LDdrx,$LDdry,$LDdrz,SLDdsx,$LDdsy,$LDdsz;
float $LDux,$LDuy,$LDuz,$LDurx,$LDury,$LDurz,$LDusx,$LDusy,$LDusz;
float SLRx,$LRy,SLRz1,$LRz2,SLRrx,$LRry,SLRrz,$LRsx,$LRsy,$LRsz;

float SLLx,SLLy,$LLz1,$LLz2,$LLrx,$LLry,SLLrzSLLsx,$LLsy,$LLsz;

float SARX,$ARy,$ARz,$ARrx,$ARry,$ARrz,$ARsx,$ARsy,$ARsz;

float SALx,$ALy,SALrx,$ALry,$ALrz,$ALz $ALsx,$ALsy,$ALsz;
for($k=0;8k<$Gx;$k+=1)

{$e3= $k*(($Cx)*($AXx));

for($j=0;$j<$Ax;$j+=1)

{$e2=$j*($Cx);

for($i=0;$i<SCx;$i+=1)

{$e1=8i; Se=Sel+3e2+%e3;

$g=$Gcode[Se]; float $S=8Sc[Se];

/ldescription:Casting the $g number from the $Gcode[Se] and the $S from the $Sc[$e] | the $g numbers is the

//face number from which we start the extrusion sequences

//The Fractal

for($1=0;$1<SLx;S1+=1)

{

if($1==0){

$zd[$1]=1; Sh[$1]=$g+1; SFS1]=118; $bi[$1]=119; $rf[$1]=159; $1fT$1]=160; $df[$1]=140; Suf[$1]=130;
if($g==0){ $d[$1]=110; Su[$I]=105; }
if($g==1){ $d[$1]=109; Su[$I]=110; }
if($g==2){ Sd[S1]=111; Su[$1]=107; }
if($g==3){ $d[$1]=107; Su[$1]=109; }
if($g==4){ $d[$1]=110; Su[$1]=106; }
if($g==5){ $d[$1]=104; Su[$I]=108; }
}

$Hx=1; $Hy=1; $Hz=1; SHsx=$Hsy=$Hsz=1.3;

if(($g==4)(/(Sg==5)){ $Hax=1; $Hay=1; $Haz=1;$Hasx=$Hasy=$Hasz= 0.8; $Harx=-10 ;$Hary=0;$Harz=0; }
else{ $Hax=1; $Hay=1; SHaz=1;$Hasx=$Hasy=$Hasz=0.8; $Harx=-10 ;$SHary=10;$Harz=0; }
//description:Head Antena controllers

if($i==0) {

$LDx=0;$LDy=0; $LDz1=10;$LDz2=10;$LDz3=10;$LDz4=60;

$LDrx=5; SLDry=10; SLDrz=0;

if(($g==2)(/($g==3)) {$LDsx=0.8; $SLDsy=1.2;$LDsz=1.2;} else {$LDsx=$LDsy=SLDsz= 1.2 ;}

}else {

SLDx=0;$LDy=0; SLDz1=$LDz2=$LDz3=$LDz4=2;

$LDrx=5; $LDry=0; $LDrz=0; //$LDrx=5; $LDry=0; $LDrz=0;

if(($g==2)||(Sg==3)) {SLDsx=0.8; $LDsy=1.2;$LDsz=1.2;}else{$LDsx= 1.2 ; SLDsy= 1.2 ;$LDsz= 1.2 ;}
}

/ldescription:Down body controllers

if(Si==$Cx-1) {

SLUx=0;$LUy=-1;SLUz1=10;SLUz2=10;$LUZz3=60;

$LUrx=-5; SLUry=-10; $LUrz=0;
if($g==5){SLUsx=0.8;$LUsy=1;$LUsz=1.5;} else {$LUsx=1.5;$LUsy=1.1;$LUsz=1.5;}
Jelse {

$LUx=0;$LUy=-1; SLUz1=$LUz2=$LUz3=3;

$LUrx=-5; SLUry=0; SLUrz=0; /$LUrx=-5; $LUry=0; $LUrz=0;
if($g==5){SLUsx=0.8;$LUsy=1;$LUsz=1.5;} else {$LUsx=1.5;$LUsy=1.1;$LUsz=1.5;}
}

//description:Upper body controllers

if($k==8Gx-1){

SLFrx=5;8LFry=0;$LFrz=0; SLFz1=10;$LFz2=10;$LFz3=60;

if(($g==2)/(Sg==3)) {$SLFsx=0.8; SLFsy=1.2;$LFsz=1.2;}else {SLFsx=1.2; SLFsy=1.2;$LFsz=1.2;}
else {

SLFx=0;8LFy=0; if($g==5) {$LFz1=$LFz2=$LFz3= 5;}else{SLFz1=$LFz2=$LFz3=2;}
SLFrx=5;SLFry=0;SLFrz=0;

if(($g==2)||(3g==3)) {SLFsx=0.8; SLFsy=1.2;$LFsz=1.2;}else {SLFsx=1.2; SLFsy=1.2;$LFsz=1.2;}
}

//description:Front body controllers
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if($k==0){

$LBx=0;$LBy=0; $LBz1=10;$LBz2=60;

$LBrx=-5;$LBry=0;$LBrz=0;

if(($g==2)|/($g==3)) {SLBsx=0.8; SLBsy=1.2;$SLBsz=1.2;}else {SLBsx=8LBsy=$LBsz=1.2;}
else {

$LBx=0;SLBy=0; $LBz1=$LBz2=2;

$LBrx=-5;$LBry=0;$LBrz=0;

if(($g==2)||($g==3)){SLBsx=0.8; SLBsy=1.2;$LBsz=1.2;}else{SLBsx=8SLBsy=$LBsz=1.2;}
}

//description:Back body controllers

$LDdx=0;8LDdy=0;$LDdz=4; SLDdsx=$LDdsy=$LDdsz=0.9; SLDdrx=-5;SLDdry=0;$LDdrz=0;
//description:D-U connection D part controllers

$LDux=0;SLDuy=0;$LDuz=4; SLDusx=$LDusy=$LDusz= 0.9 ; SLDurx=20;SLDury=0;$LDurz=0;
/ldescription:D-U connection U part controllers

if(8j==0){

SLRx=0;SLRy=0; $LRz1=20;SLR22=100;
$LRrx=5;8LRry=30;$LRrz=5; //$LRrx=0;$LRry=0;$SLRrz=0;
$LRsx=0.8; SLRsy=0.5;$LRsz=0.8;

Jelse {

SLRx=0;$LRy=0; $LRzI=$LRz2=4;
SLRrx=5;$LRry=0;$LRrz=5; /SLRrx=0;$LRry=0;SLRrz=0;
$SLRsx=0.8; SLRsy=0.6;$LRsz=0.8;

}

/ldescription:Right body controllers

if($j==SAx-1){

$LLx=0;$LLy=0; $LLz1=20;$LLz2=100;
$LLrx=-5;$LLry=-30;$LLrz=-5; //SLLrx=0;SLLry=0;$LLrz=0;
SLLsx=0.8; $LLsy=0.5;$LLsz=0.8;

}else {

SLLx=0;$LLy=0; SLLz1=$SLLz2=4;
$LLrx=-5;$LLry=0;$LLrz=-5; //$LLrx=0;$LLry=0;$LLrz=0;
$LLsx=0.8; $LLsy=0.6;$LLsz=0.8;

}

/ldescription:Left body controllers

$ARx=0;$ARy=0;$ARz=10;$ARsx=$ARsy=$ARsz=1; $ARrx=-20;$ ARry=-20;$ARrz=0;
//description:Tail Right controllers

$ALx=0;$ALy=0;$ALz=10;$ALsx=8ALsy=$ALsz=1; SALrx=20;$ALry=20;$ALrz=0;
//description:Tail Left controllers

//description:Setting the prequisites for the extrusion

//$zd[] is the magnification factor | Sh[] is the face number for the head extrusion

//$d[] is the face number for the downward extrusion | $u[] is the face number for the upward extrusion
//$dfT] is the down face number for the d-u connection | $uff] is the up face number for the d-u connection

//8rf[] is the face number for the right extrusion | $1f[] is the face number for the left extrusion

I

JAfSI=1){

/fint$zp=8$zd[S1-1];
/1$zd[$1]=(Szp*50);

//$ad[$1]=264; Sh[$1]=$h[$]-1]+123;

//if($g==0){$d[$1]=375; Su[$I]=369:SsdI[$1]=368;}
J/if(Sg==1){$d[$1]=375; Su[$1]=371;SsdI[$]=368;}
Jif($g==2) {$d[$1]=370; Su[$1]=371;$sdI[$I]=368:}

//$dad[$1]=1;SdI[S1]=(($dad[$1]*8)-1);

//$edI[S1]=$sdI[SI]+$dI[S1];

"y

IAESI>1){

//int$zp=$zd[$1-1]; intSap=Sad[$I-1];

//82d[$1]=(Szp*50); Sad[S1]=(Sap*2);

//Sh[$T]=$h[$1-1]+$ad[$I-1]; $d[$1]=$d[$I-1]+Sad[$1]; Su[$I]=Su[$I-1]+Sad[$I];

/lint$dap=$dad[$1-1];

//$dad[$1]=((Sdap*2)+1); $dI[$1]=(($dad[$1]*8)-1);

//$sdI[$1]=($d[$1]-7); $edl[S1]=$sdI[$1]+$dI[SI];

"y

//print “\n”;//not in Animal+

Jlprint (“zd="+$zd[SI[+* h="+$h[$I]+ d="+$d[$I]+* u="+Su[$I]+*n");//not in Animal-+

/lprint (“dad="+$dad[S1]+* dI="+$dI[S1]+* sdI="+$sdI[$1]+* edl="+$edI[$]1]+*\n”);//not in Animal+
/I

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hax) ($S*$zd[$1]*$Hay) ($S*$zd[$1]*$Haz) -Is $Hasx $Hasy SHasz -Ir $Harx $Hary $Harz (Scell[$e]+“.f[“+($h[$1]-1)+°]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*Szd[$1]*$Hax) ($S*$zd[$1]*$Hay) (8S*$zd[$1]*$Haz) -Is $Hasx $Hasy $Hasz -Ir $Harx $Hary $Harz (Scell[$e]+.{]“+(Sh[$1]-1)+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hax) ($S*$zd[$1]*$Hay) ($S*$zd[$1]*$Haz) -Is $Hasx $Hasy SHasz -Ir $Harx $Hary $Harz (Scell[$e]+“.f[“+($h[$1]-1)+°]");
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polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hax) ($S*$zd[$1]*$Hay) ($S*$zd[$1]*$Haz) -Is $Hasx $Hasy SHasz -Ir $Harx $Hary $Harz (Scell[$e]+“.f[“+($h[$1]-1)+°T");

polyExtrudeFacet kft true -It (5S*Szd[SI]*$Hx) ($S*$zd[$1]*SHy) (5S*Szd[$1]*$Hz) -Is SHsx SHsy SHsz -Ir -20 -40 0 ($cell[Se]+.f[“+Sh[S1]+]");
polyExtrudeFacet -kft true -t ($S*Szd[SI]*$Hx) ($5*$zd[$I]*SHy) (5S*Szd[$1]*$Hz) -Is SHsx SHsy SHsz -Ir -20 -40 0 ($cell[Se]-+.f[+Sh[SI]+*]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hx) ($S*Szd[$1]*$Hy) ($S*$zd[$1]*$Hz) -Is $SHsx $SHsy $Hsz -Ir -20 -40 0 ($cell[Se]+“.A]“+$h[$1]+]");
select -cl; select -r (Scell[$e]+“.f[“+$h[$1]+]"); Delete ($cell[Se]+.f[“+Sh[SI]+]");

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hx) ($S*Szd[$1]*$Hy) ($S*$zd[$1]*$Hz) -Is SHsx $SHsy $Hsz -Ir -10 -20 0 ($cell[Se]+.{“+Sh[$1]+°]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hx) ($S*Szd[$1]*$Hy) ($S*$zd[$1]*$Hz) -Is $Hsx $Hsy $Hsz -Ir -10 -20 0 ($cell[Se]+“.f[“+$h[$1]+°]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hx) ($S*Szd[$1]*$Hy) ($S*$zd[$1]*$Hz) -Is $SHsx $SHsy $Hsz -Ir -10 -20 0 (Scell[Se]+“.“+$h[$1]+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hx) ($S*$zd[$1]*$Hy) ($S*S$zd[$1]*$Hz) -1s $Hsx $SHsy $Hsz -Ir -10 -20 0 (Scell[$e]+.f“+$h[$1]+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$Hx) ($S*Szd[$1]*$Hy) ($S*$zd[$1]*$Hz) -Is $SHsx $Hsy $Hsz -Ir -10 -20 0 ($cell[Se]+.f[“+$h[$1]+]");
select -cl; select -r (Scell[$e]+.f]“+$h[$1]+]"); Delete ($cell[Se]+.f“+Sh[S1]+]);

/ldescription:PolyExtrudeFacet is the growth command, for each facet we need to specify the LT (translation), LS(scaling), LR(rotation)

select -cl; select -r Scell[$e]; polyMirrorFace -ws 1 -direction 1 -mergeMode 2 -ch 1 $cell[$e]; select -cl;

//description:Selecting the Cell so far and mirroring it to produce the head

I/

Jf(S1>0) {//select -r (Scell[Se]+“ f“+SsdI[SI]+ +$edI[$1]+]”):// Delete;

//if(8g==0){ select -r (Scell[$e]+ f[“+$sdI[$1]+:"+(SedI[$1]-1)+“]");Delete; select -r (Scell[Se]+.f[“+($edI[$1]-3)+°]"); Delete; }
/if($g>0){ select -r ($cell[Se]+ f[“+SsdI[$1]+"+Sed][$1]+]"); Delete; } }

I

polyExtrudeFacet -kft true -It ($5*$zd[SIJ*SLDx) ($S*$zd[$1]*SLDy) ($S*$zd[SI]*$LDz1) -Is SLDsx $LDsy $LDsz -Ir SLDrx $LDry SLDrz (Scell[$e]+ f[“+$d[SI]+]");

] ] [ [SI+77);
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LDx) ($S*$zd[$1]*SLDy) ($S*$zd[$1]*$LDz2) -Is SLDsx $LDsy SLDsz -Ir $LDrx $LDry $LDrz (Scell[$e]+.f]“+$d[S1]+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LDx) ($S*$zd[$1]*$SLDy) ($S*$zd[S1]*$LDz3) -Is SLDsx $LDsy $LDsz -Ir SLDrx $LDry $LDrz (Scell[$e]+.f[“+$d[$1]+°17);

] ] [ [SI+77);
[ >

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LDx) ($S*$zd[$1]*SLDy) ($S*$zd[$1]*$LDz4) -Is SLDsx $LDsy SLDsz -Ir $LDrx $LDry $LDrz (Scell[$e]+.f]“+$d[S1]+]");
select -cl; select -r (Scell[$e]+“.f[“+$d[$1]+17); Delete ($cell[Se]+.“+Sd[S1]+17);
//description:The part of the sequence generate the lower body

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*SLUx) ($S*$zd[$1]*SLUy) ($S*$zd[$1]*$LUz1) -Is SLUsx $LUsy SLUsz -Ir $LUrx $LUry $LUrz (Scell[$e]+.f]“+$u[S1]+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LUx) ($S*$zd[$1]*SLUy) ($S*$zd[$1]*$LUZ2) -Is SLUsx $LUsy SLUsz -Ir SLUrx $LUry $LUrz (Scell[$e]+.f]“+Su[$1]+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LUx) ($S*$zd[$1]*SLUy) ($S*$zd[$1]*$LUZ3) -Is SLUsx $LUsy SLUsz -Ir SLUrx $LUry $LUrz (Scell[$e]+.f[“+Su[S1]+]");
select -cl; select -r (Scell[$e]+“.f]“+$u[$1]+]"); Delete ($cell[Se]+.f“+Su[S1]+]);

//description:The part of the sequence generate the upper body

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LFx) ($S*$zd[$1]*SLFy) ($S*$zd[$1]*$LFz1) -Is SLFsx $LFsy SLFsz -Ir SLFrx $LFry $LFrz ($cell[$e]+.f[“+$ff[$1]+°]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LFx) ($S*$zd[$1]*SLFy) ($S*$zd[S1]*$LFz2) -Is SLFsx $LFsy SLFsz -Ir SLFrx $LFry $LFrz ($cell[Se]+ fT“+$[$1]+°]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*SLFx) ($S*$zd[$1]*SLFy) ($S*$zd[$1]*$LFz3) -Is SLFsx $LFsy SLFsz -Ir SLFrx $LFry $LFrz ($cell[Se]+.f]“+$ff[$1]+°]");
select -cl; select -r (Scell[$e]+.f[“+$f$1]+°T"); Delete ($cell[Se]+ T “+SFSI]+T");

//description:The part of the sequence generate the front body

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LBx) ($S*$zd[$1]*$LBy) ($S*$zd[$1]*SLBz1) -Is $LBsx $LBsy $LBsz -Ir SLBrx $SLBry $LBrz (Scell[$e]+.f“+Sb[$1]+]7);
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LBx) ($S*$zd[$1]*$LBy) ($S*$zd[$1]*SLBz2) -Is SLBsx $LBsy $LBsz -Ir SLBrx $LBry SLBrz (Scell[$e]+.f“+Sbf[$1]+77);
select -cl; select -r (Scell[$e]+“.f[“+$bi[$1]+°T"); Delete ($cell[Se]+.f[“+SbI[SI]+T");

//description: The part of the sequence generate the back body

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*SLDdx) ($S*$zd[$1]*SLDdy) ($S*$zd[$1]*$LDdz) -Is SLDdsx $LDdsy SLDdsz -Ir $LDdrx $LDdry $LDdrz (Scell[$e]+.f[“+Sdf[$1]+])

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LDdx) ($S*$zd[$1]*SLDdy) (8S*$zd[$1]*$LDdz) -Is $LDdsx SLDdsy $LDdsz -Ir $LDdrx $LDdry $LDdrz (Scell[$e]+<.f[“+Sdf$1]+]7);

select -cl; select -r (Scell[$e]+“.f[“+$df[$1]+°T"); Delete ($cell[Se]+.f[“+SAf[SI]+1");
//description:The part of the sequence generate the down part of the d-u connection

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LDux) ($S*$zd[$1]*SLDuy) ($S*$zd[$1]*$LDuz) -Is SLDusx $LDusy SLDusz -Ir $LDurx $LDury $LDurz (Scell[$e]+.f[“+Suf[$1]+]");

select -cl; select -r (Scell[$e]+“.f[“+$uf[$1]+°T"); Delete ($cell[Se]+“.[“+Suf[S1]+17);
//description:The part of the sequence generate the up part of the d-u connection

polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($cell[Se]+“.vtx[164]”) (Scell[$e]+“.vtx[168]");
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($cell[Se]+“.vtx[165]") (Scell[$e]+“.vtx[168]");
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($cell[Se]+“.vtx[167]") (Scell[$e]+“.vtx[168]");
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($cell[Se]+“.vtx[166]") (Scell[$e]+“.vtx[168]");

//description:*first use topological unification | PolyMergeVertex is used to mesh unification

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*SLRx) ($S*$zd[S1]*$LRy) ($S*$zd[$1]*SLRz1) -Is SLRsx $SLRsy $LRsz -Ir SLRrx SLRry SLRrz (Scell[Se]+ f]“+Srf[S1]+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LRx) ($S*$zd[$1]*$LRy) ($S*$zd[$1]*SLRz2) -Is SLRsx $LRsy $LRsz -Ir SLRrx SLRry SLRrz ($cell[Se]+“ f“+$rf[S1]+]");
select -cl; select -r (Scell[$e]+.f[“+$rf[$1]+°]"); Delete ($cell[Se]+.“+Srf[SI]+17);

//description:The part of the sequence generate the right body

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$LLx) ($S*$zd[$1]*SLLy) ($S*$zd[$1]*SLLz1) -Is SLLsx SLLsy $LLsz -Ir SLLrx SLLry SLLrz (Scell[$e]+“ A “+SIf[$1]+°]");
polyExtrudeFacet -kft true -It ($5*$zd[$1]*SLLx) ($S*$2d[SI]*SLLy) ($S*$2d[$1]*$LLz2) -Is $LLsx SLLsy SLLsz -Ir SLLrx SLLry SLLrz (Scell[Se]+“ f1“+$U[$11+<]");
select -cl; select -r (Scell[$e]+“.f[“+$I[S1]+]"); Delete (Scell[$e]+.f“+SI[$1]+“]);

//description:The part of the sequence generate the left body

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$ARX) ($S*$zd[$1]*$ARy) ($S*$zd[$1]*$ARz) -Is SARsx SARsy $ARsz -Ir SARrx SARry $ARrz ($cell[Se]+.f]“+(Sh[S1]-1)+]);
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$ARX) ($S*$zd[$1]*SARy) ($S*$zd[$1]*$SARzZ) -Is $ARsx SARsy $ARsz -Ir SARrx SARry $ARrz ($cell[Se]+“.{[“+(Sh[S1]-1)+T");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$ARX) ($S*$zd[$1]*$ARy) ($S*$zd[$1]*$ARz) -Is SARsx SARsy $ARsz -Ir SARrx SARry $ARrz ($cell[Se]+.f]“+(Sh[S1]-1)+]);
polyExtrudeFacet -kft true -It ($S*$zd[$1]*$ARX) ($S*$zd[$1]*$ARy) (8S*$zd[$1]*$ARzZ) -Is $ARsx SARsy $ARsz -Ir ARrx $ARry $ARrz ($cell[Se]+.f“+(Sh[$1]-1)+]");
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polyExtrudeFacet -kft true -It ($S*$zd[SIT*SARx) ($S*$zd[$IT*$ARy) ($S*$zd[$I]*$ARZ) -Is SARsx SARsy SARsz -Ir SARrx SARry SARrz (Scell[Se]+.f[“+(Sh[SI]-1)+T");

polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$ALx) ($S*$zd[$1]*SALy) (SS*$zd[SI]*$ALz) -Is SALsx $ALsy SALsz -Ir $ALrx $ALry $ALrz (Scell[$e]+“.fT“+(Sh[$1]-1+52)+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$ALx) ($S*$zd[$1]*SALy) (SS*$zd[SI]*$ALz) -Is SALsx SALsy SALsz -Ir $ALrx $ALry $ALrz (Scell[$e]+“.fT“+(Sh[$1]-1+52)+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*SALx) ($S*$zd[$1]*SALy) ($S*$zd[$I]*$ALz) -Is SALsx SALsy SALsz -Ir $ALrx $ALry $ALrz (Scell[Se]+ f]“+(Sh[$1]-1+52)+“]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*$ALx) ($S*$zd[$1]*SALy) (SS*$zd[S1]*$ALz) -Is SALsx $ALsy SALsz -Ir $ALrx $ALry SALrz (Scell[$e]+“.AT“+(Sh[$1]-1+52)+]");
polyExtrudeFacet -kft true -1t ($S*$zd[$1]*SALx) ($S*$zd[$1]*SALy) ($S*$zd[$I]*$ALz) -Is SALsx SALsy SALsz -Ir SALrx $ALry $ALrz (Scell[Se]+“ f]“+(Sh[$1]-1+52)+“]");
/ldescription:The part of the sequence is additional | namely it doesnt change the topology. Only the $vtotal has to increase if new extrusions are made

}

/Iselect -r $cell[$i];/not in Animal+

//move -r ($i*(-3000)*$Sx); select -cl;/not in Animal+

}

}

}

select -r $cell; $animal_c="AOP”+(0); polyUnite -ch 1 -n $animal_c;

/ldescription:Selecting the array $cell and putting it in one element $animal_current

/I
//Topological unification

// description: equations that describe the numbers of the vertices for the merging

/I

int $ni,$nj,$nk, $vtotal;

int $idu,$iduc,$jdu,$jduc,Skdu,Skduc,$c,$ck,$Nsmall, $Nbig;

int $BNstart,$BNstart_p,$Nino,$Ninc,$Ninc_start,SNino_p,SNin[];

int $BGstart,$BGstart_p,$Gigo,$Ginc,$Ginc_start,$GincUnit;

int $BTstart, $BTstart_p,$Tito,$Tinc,$Tinc_start, $IT,SIT_p,$ITinc,$IA,$ITunit,SITunit_p,$Tit_p,$Tit[];

$vtotal=224;

$ni=127+((1)*$vtotal); $nj=172+(3Cx)*$vtotal-(SCx-1)*4; $nk=156+((SCx*$Ax)*$vtotal)-(($Cx-1)*$Ax*4)-((SAx-1)*$Cx*4);
/lprint (“ni:+$ni+* nj:"+$nj+* nk:"+$nk+n”);

// description: This part calculates the ni,nj,nk (the equations)

/i

if($Cx<$Ax){ $Nsmall=$Cx;$Nbig=8Ax;$GincUnit=8Cx*4; } else { SNsmall=$Ax;$Nbig=8Cx;$GincUnit=($Ax+1)*4; }
if($Nsmall>2){for($i=0;$i<SNsmall-2;$i+=1) {

if($i==0){ $Ninc=3;$BNstart_p=0;$Ginc=24;$BGstart_p=24:if(SCx<$Ax){ $Tinc=12;$BTstart_p=32; }else{ $Tinc=12;$BTstart_p=24; }}
$BNstart=SBNstart_p+$Ninc; $BNstart_p=$BNstart;

$BGstart=SBGstart_p+$Ginc; $BGstart_p=$BGstart;

$BTstart=$BTstart_p+$Tinc; $BTstart_p=$BTstart;

$Ninc=$Ninc+2; $Ginc=8Ginc+8; $Tinc=3$Tinc; }} else { $BNstart=0;$BGstart=24; if(SCx<$Ax){ $BTstart=32; }else{ $BTstart=24; } }

$Nino=$BNstart+(($Nsmall-1)*($Nbig-$Nsmall)); $Gigo=$BGstart-+(($GincUnit)*($Nbig-$Nsmall));

if($Cx<8Ax){ $Tito=$BTstart+(8*(SNbig-$Nsmall-1)); }else{ $Tito=$BTstart+(4*(SNbig-$Nsmall)); }

/fprint (“Nino:"+$Nino+“\n”);print (“Gigo:"+$Gigo+“\n"); print (“Tito:"+$Tito+"“\n");

// description: This part calculates the starting numbers $BNstart->Nino|$BGstart->Gigo|$BTstart->Tito | which special numbers needed for the unification equations

// These numbers are complex to predict so a graph was made to mapp these numbers through trial and error

if($Nsmall>2) {for($i=0;$i<SNsmall-2;$i+=1){ if($i==0){ if(SCx<$Ax){ SITinc=3;$IT_p=-2; }else{ $ITinc=2;$IT_p=-2; }}
SIT=SIT_p+$ITinc; $IT_p=8IT; if($Cx<$Ax){ $ITinc=SITinc+2; }else{ $ITinc=8ITinc+2; } }}else{$IT=2;} //print(“IT +SIT+n");

// description: This part calculates the initial incrementing unit for each base of Tito:IT

if($Nsmall<3){ if($Cx<SAx){ $ITunit=-2;

}else{for(8$i=0;$i<=$Nbig-$Nsmall;$i+=1){ if($i==0){ $ITunit_p=S$IT;$IA=0;} $ITunit=$ITunit_p-SIA; $ITunit_p=$ITunit;$IA=$Nsmall-1; } $ITunit=-1*$ITunit; }
Yelse{ if(SCx<$Ax){ for(8$i=0;$i<SNbig-$Nsmall;$i+=1){ if($i==0){ $ITunit_p=SIT;SIA=0; } $ITunit=8ITunit_p+$IA; $ITunit_p=8ITunit;$IA=$Nsmall-2; }

telse{ for($i=0;8i<=$Nbig-$Nsmall;$i+=1){ if($i==0){ $ITunit_p=$IT;$IA=0; } $ITunit=8ITunit_p+SIA; $ITunit_p=$ITunit;$IA=$Nsmall-1; } }}
$ITunit=$ITunit*4;

/fprint(“ITunit”+$ITunit+“\n”);

// description: This part calculates the incrementing unit for each entry (Cx . Ax) of Tito:ITunit

for($k=0;8k<$Gx;$k+=1)

{

if($k==0){ $Nino_p=-$Nino;$Tit[$k]=0; } $Nin[$k]=$Nino_p+SNino; $Nino_p=$Nin[$k];

if($k==1){ STit[$k]=$Tito;$Tit_p=S$Tit[$k]; }

if($k>1){ $Tit[$k]=STit_p-SITunit; $Tit_p=STit[$k]; }

/fprint (“Nin[“+$k+*]:"+$Nin[$k]+“\n”);//print (“Tit[“+Sk+“]:"+$Tit[Sk]+“\n”);

}

// description: This part calculates the propagation(k) the incrementing unit for Tito->Tit[k] Nino->Nin[k]
/

for($k=0;8k<$Gx;$k+=1)
{$e3=$k*(($Cx)*($Ax));
for($j=0;$j<$Ax;S$j+=1)
{$2=$*(SCx); Sc=Sj+(Sk*$AX);
for($i=0;$i<SCx;$i+=1)

{$e1=8i; Se=Se1+$e2+$e3;
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$idu=(Se-$c)*4; Siduc=(Se-$c)*4;

if(Sil=$Cx-1){

polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(136+(Se*$vtotal)-($idu))+*]”) ($animal_c+“.vtx[“+(($ni)+($e*$vtotal)-(Siduc))+17);
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(137+(Se*$vtotal)-($idu))+“]”) ($animal_c+*.vtx[“+(($ni-1)+($e*$vtotal)-(Siduc))+“]");
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+*.vtx[“+(138+(Se*$vtotal)-($idu))+“]”) ($animal_c+*.vtx[“+(($ni-2)+($e*$vtotal)-(Siduc))+]");
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(139+(Se*$vtotal)-($idu))+“]”) ($animal_c+“.vtx[“+(($ni-3)+($e*$vtotal)-(Siduc))+<]")
}

}

}

}

// description:This part Unifies in the i-direction (connecting the cells up and down) | The idu & iduc equations describe the number of vertices lost in every connection act

for($k=0;8k<$Gx;$k+=1)

{8e3= $k*((SCx)*($AX));
for($j=0;$j<$Ax;$j+=1)
{$e2=$j*($Cx); Sc=Sj+($k*$Ax);
for($i=0;$i<SCx;$i+=1)

{$e1=9$i; Se=Sel+$e2+%e3;

$jdu=(Se*8)-(($cH(SCx-1))*4)-($Sk*($Cx*4));
$jduc=($e*8)-($c*4)-(Sk*(SCx*4));

if($j==0){ $jdu=(Se*4)+($k*($Nino*4)); }

if($j1=$Ax-1){

polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(180+(Se*$vtotal)-($jdu))+*
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+*.vtx[“+(181+($e*$vtotal)-($jdu))+*
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(183+($e*$vtotal)-($jdu))+
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+*.vtx[“+(182+(Se*$vtotal)-($jdu))+*
}

/lprint (“e:"+$e+ ¢:"+8c);

/lprint (“* jdu:"+$jdu+* jduc:"+$jduc+“\n");

/lprint (“Vside_giv:"+(164+($e*168)-($jdu))+* Vside_rec:™+($nj+($e*168)-($jduc))+“\n”);
}

}

}

”) ($animal_ct+“.vtx[“+($nj+(Se*$vtotal)-(Sjduc))+*
") ($animal_ct+.vtx[“+($nj+(Se*$vtotal)-(Sjduc))+*
) ($animal_c+“.vtx[“+($nj+(Se*$vtotal)-(Sjduc))+
”) ($animal_c+“.vtx[“+($nj+($e*$vtotal)-(Sjduc))+*

)
")

)
")

N

// description:This part Unifies in the j-direction (connecting the cells right and left) | The jdu & jduc equations describe the number of vertices lost in every connection act and the irregularities

described by $Nino

for($k=0;8k<$Gx;$k+=1)

{$e3= $k*(($Cx)*($Ax)); //print (“Tit[“+$k+<]:"+8Tit[Sk]+*“\n”); //print (“Nin[“+$k+]:"+$Nin[$k]+*“\n");
for($j=0;$j<$Ax;S$j+=1)

{$e2=$j*($Cx); $c=Sj+(Sk*$Ax);

for($i=0;$i<$Cx;$i+=1)

{$e1=8i; Se=Sel+3e2+%e3;

$kdu=($e*12)-($c*4)-($k*($Cx*4))-$Gigo;
Skduc=(Se*12)-($c*4)-($Sk*(SCx*4))-(SCx*4);

if($j==0) {Skdu=(Se*12)-((Se-$c)*4)-STit[Sk]; Skduc=(Se*12)-(($e-SNin[$k])*4);}
if($k==0){Skdu=($e* 12)-(Sc*4)-(Sc*4)-($Cx*4);if( $j==0) { Skdu=(Se* 12)/3;Skduc=(Se* 12)-($e*4);}

if($k!=8Gx-1){

polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(148+(Se*$vtotal)-($Skdu))+“]”) (Sanimal_c+“.vtx|
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(149+(Se*$vtotal)-(Skdu))+“]”) (Sanimal_c+“.vtx|
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(151+(Se*$vtotal)-(Skdu))+“]”) (Sanimal_c+“.vtx|
polyMergeVertex -d 0.01 -am 1 -ch 1 ($animal_c+“.vtx[“+(150+(Se*$vtotal)-($kdu))+“]") (Sanimal_c+*“.vtx|
}

/lprint (“e:™+$e+ c:"+Sc);

/lprint (“* kdu:"+Skdu+* kduc:+$kduc+“\n");

/lprint (“Vfront_giv: +(164+($e*168)-($jdu))+ Vfront_rec:”+($nj+($e*168)-($jduc))+“\n”);

}

}

}

// description: This part Unifies in the k-direction (connecting the cells front and back)

“+($nk+($e*Svtotal)-($Skduc))+17);
“+(Snk-+($e*S$vtotal)-(Skduc))+]7);
“+H(Snk+($e*$vtotal)-($Skduc))+]");
“+($nk+($e*Svtotal)-($kduc))+1");

// The kdu & kduc equations describe the number of vertices lost in every connection act and the irregularities described by $Gigo, $Tit[k], $Nin[k]
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4.3. Modélisation par interpolation

4.3.1. Interpolation polynomiale

La seconde technique de modélisation majeur qui est de loin le plus utilisé dans la conception architecturale
est ’interpolation a travers des points discrets, I’interpolation est largement répandu dans le contexte de
I’ingénierie, en raison de sa capacité a rapprocher solution de problémes pour lesquels nous n’avons pas une
formule explicite. Malgré la propagation de la modélisation par interpolation en architecture, il n’y a pas
beaucoup d’architectes qui construisent ou sont conscients de la construction mathématique de la méthode
d’interpolation qu’ils utilisent. Dans cette recherche, nous nous concentrons a donner des formules explicites
pour les formes que nous concevons, mais dans certains cas ou la forme est souhaitable de passer par des
points discrets spécifiques, il est beaucoup plus facile de construire une interpolation polynomiale. Nous
allons voir un exemple de ce cas plus tard, quand nous construisons une surface passant par des points discrets
recueillies a partir d’une mesure externe, nous donnerons également la construction mathématique des courbes
et surfaces de Bézier et NURBS, qui sont les interpolations les plus largement utilisés dans les systémes de
CAO aujourd’hui. Un systéme de modélisation CAO typique peut étre considéré comme constitué¢ de 1’interac-
tion entre une interface graphique d’utilisateur (GUI) avec une géométrie: NURBS et /ou de représentation de
limite de données (B-rep) par I’intermédiaire d’un noyau de modélisation géométrique. «Non uniform rational
basis spline» (ou NURBS) est un modéle mathématique pour générer et représenter des courbes et des sur-
faces avec une grande souplesse et précision. La représentation de limite (B-rep) est une méthode pour
représenter des formes a 1’aide des limites; un solide est représenté comme un ensemble d’éléments de surface
reliés, la limite entre solide et non solide. Nous trouvons que la majorité des logiciels de CAO d’aujourd’hui
qui sont couramment utilisés dans la conception architecturale repose sur cette définition de NURBS de
courbes et de surfaces. Pour cette raison, et puisque dans cette recherche, nous nous intéressons a la géométrie
moderne et I’espace formel, nous allons expliquer la définition mathématique formelle de NURBS. Afin de
comprendre les NURBS, nous devons commencer par la notion de base de I’interpolation des courbes ou des
surfaces a travers un ensemble de points discrets, qui nous conduira a des méthodes d’interpolation plus
complexes tels que splines (bi)cubiques, Bézier et finalement NURBS. L’interpolation est un procédé de
construction de nouveaux points de données a I’intérieur de la plage d’un ensemble discret de points de
données connus. Une des méthodes d’interpolation les plus simples est I’interpolation linéaire (Lerp), une
interpolation linéaire est simplement la ligne droite entre deux points donnés dans 1’ensemble discret. Naturelle
ment, dans une interpolation polynomiale, I’interpolant est un polyndme qui passe exactement a travers d’un
ensemble donné de points, et, dans une interpolation spline, 1’interpolant est un type particulier: polynomiale
par morceaux appelée spline.

Fonction polynomiale [2]
est une fonction qui peut étre définie par /' évaluation d' un polynéme

une fonction f & un argument est appelé une fonction polynomiale si elle satisfait
fX)=apx" + ... +a,x" = " oa;x

Anneau de polynomes K[X] [2]
[' ensemble de tous les polyndmes avec des coefficients dans le corps K (avec K =R ou C)

K,,[X] espace vectoriel des polyndmes de degré n et K[ X] est un anneau commutatif,
le symbole X est couramment appelé la variable

P, 0eK,[X], ReK,[X], piqirieKpouri=0, ..,netj=0, ..,m
PX)=Yopi X', Q(X)=31oq:i X' et R(X)= X" or; X/

PX)+Q(X)=(P+ Q) (X) = XL (pi +q) X' et PX)RX) = Zpd Sy jmi piri) X
le corps K peut étre remplacé par n' importe quel anneau commutatif comme R,
donnant lieu a /' anneau de polynomes sur R qui est notée R[X]
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Avant de commencer a construire les polynomes d’interpolation plus élaborés que nous allons utiliser dans la
conception architecturale, nous devons d’abord commencer par les bases de I’interpolation polynomiale, pour
cela, nous allons montrer la matrice de Vandermonde. Le probléme de cette méthode est que le degré du
polyndme va augmenter avec ’augmentation du nombre de points qui donnent lieu a un polyndme moins
stable avec un grand nombre d’oscillations. Nous allons résoudre ce probléme lorsque nous allons construire
les splines cubiques et bi-cubiques, ou la courbe est faite a partir de segments, chacun est un polyndme de
degré trois.

Interpolation polynomiale [2]
est /' interpolation d' un ensemble de points donné

par un polynéme qui passe exactement a travers de ces points
pieR?, pouri=0, ..,n (unensembleden + 1 points de données) | Vi, jel0, ., n}, xi=x;i=j
Viel0, .., n}, P(x;)=y;, Pestl'unique interpolation polynomiale deg(P) < n
pour  + 1 points(x;), P:K™!—IK,[X] estune bijection linéaire,
Viel0, ., n}, P(x)=2toar X =apxd+ .. +a,x! =y

pour trouver les coefficients a; pour k =0, ..., n de!'interpolant P nous résolvons le systéme
L oxg o %G (a0 Yo
MA=B=A4=M""B, ouM estlamatrice de Vandermonde 1 x} h x.’f a_l =
U lla) L

Interpolant P avec deg(P) =3

= {p,» =(x;, y)€R?, fori=0, .., 3} est un ensemble de quatre points distincts
po=(-1,3). p1=(0,0), p=(1, -3)et ps =(2, 0)
P e K3;[X] est un polynéme d' interpolation de degré =
3| Pxp) = Zizoakxf-‘zaox? +a x} +a2x12 +a3xl3 =y
B="(y9, ..., y3)="(2, 0, =2, 0) estle vecteur connu

A="ay, ..., az)estle vecteur des coefficients de P et M est la matrice de Vandermonde
1
I oxy x5 x ag Yo ao 1 -1 1 -1y 3 02
1 xt x|« »i | a 1 0 0 O 0 )
MA=B = = —A=M1B = = -
1 xé x% x5 || a2 2 a, 1 1 1 _% 0
1 x; x% xg as V3 as 1 2 4 8 0 _é

=P:R—R, P0)=0)x"+(-2)x' +(0) 2+ (-1) P =-Z 1 =

Représentation d’un polynéme d’interpolation de degré 3 a travers 4 points

|77



4.3.2. Splines cubique et bicubique

Avec la définition du polynéme d’interpolation clarifié nous allons définir maintenant le spline cubique et
bicubique. Une spline est une fonction polynomiale suffisamment lisse par morceaux polynom; les types les
plus courants sont: B-spline cubique et cubique splines de Bézier. Une courbe cubique peut avoir qu’un seul
point d’inflexion, de faire une courbe avec trois points d’inflexion, nous devons ajouter des points de contrdle
supplémentaires et utilisant un polynome de degré supérieur (degré = 3). Néanmoins, ces polynomes de degré
supérieur sont sensibles a la position des points et ne font pas toujours des formes lisses. De construire un
polyndéme par morceaux est de laisser chaque paire de points de contréle représenter un segment (polyndome
cubique) de la courbe.

Construction générale de splines cubiques (forme non paramétrique) [2]
pi€R?, pouri=0, ..,n (unensembleden + I points de données) | Vi, jel0, .,n}, x;=x;j=i=j

Pi(xi) = Yhoo@ri Xk = a; X} + ay; X} +az; X} +az;x; = y; (le segment entre p; & pj.1)
les dérivés des segments

P (xiv1) =ar; +2 az; (Xie1) +3as; (xi1)? et Py (xis1) = @11 + 2 @01 (Xiv1) + 3 a3,01 (Xig1)?
Pi" (xir1) =2 ag; +6 a3 (xi41) €t Piyy " (xi1) =2 ag i1 46 a3541 (Xis1)

les conditions qui construisent le systéme

Pi(x;) = yiet Pi(x11) = yis1 (CO continuité) et P;' (x;11) = Piy1' (xi41) (C' continuité)
P;" (xis1) = Pi1 " (xiz1) (C7 continuité) ,

Py' (xg) =50 et P,_1'(x,)=s, (Pentesaux points des extrémités)

les équations du systéme

a0+ 2 azg (xo) +3asg(x0)* =50

ao; X +ay;xt +ay; x}+ay;x=y;

A0, Xy1 + @1 X[y + @2 Xy + A3 0G0 = Vit

ari+2az; (Xie1) +3a3; (6i1)* = anien =2 g1 (ie1) =3 3441 (641)* =0

2a; +6 az; (xi1) =2 aze1 =6 43,41 (xi41) =0

aip-1+ 2 azn-1 (x,) +3 a3 n-1 (xn)2 =S8n

pour z + 1 points que nous avons besoin de n segments = 4 n équations
= le systéme pour # = 4 (i.e. 5 points de données)

01 2x,33200 0 0 00 0 0 0O0 0 0

Ixb % 00 0 0 00 0 0 00 0o o [[®) (5
I'xx 2 ¥ 00 0 0 00 0O 0 00 0 0 Z;z o
01 2xf 3 0 -1 =24 300 0 0 00 0 0 [f, o |¥»
00 2 6400 2 65400 0 0 00 0 0 [fg 8
00 0 0 1 o d 00 0 0 00 0 0 flaf],
00 0 0 1 x i3 ¥ 00 0 0 0 0 0 0 az) 5
00 0 0 01 2x3 322 0-1-2x 3200 0 0 ||asy 0
00 0 000 2 6xX 00 -2 6500 0 0 [laa| |0
00 0 0 0O 0 0 1 x ¥ ¥» 0 0 0 0 aip Y2
00 0 000 0 0 1x 2 B 00 0 o0 |[|@® y03
00 0 0 00 0 0 0 1 2x 33 0-1 -2x} -3:3||®2 0
00 0 0 00 0 0 00 2 6x1 00 -2 -6x]|]% s
00 0 0 00 0 0 00 0 0 1 x 2 23 a3,
00 0 000 O 0 00 0 0 1 x5 2 A :z 54
00 0 000 O 0 00 0 0 01 2x 33 -
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Splines cubique a travers 5 points de données (forme non paramétrique)
= { pi=(x;, y)eR? pouri=0, .., 4} estun ensemble de 5 points de données distincts

po=(0,1), p1=(2,3), pp=(4 -1,
p3=(6, et py=(8, 0)etlapente de débutsy) = —1 et la pente du bout s4 =2
P; e K;[X] estun polyndme d' interpolation de degré =

3| Pix) = 22:0 Qi xf? =a, x? +ay, x} +ay, xl2 + a3, x? =y
B="(s0, ¥0, 1,0, 0, y1, ¥2, 0, 0, ¥2, 3, 0, 0, y3, y4, 54) est le vecteur connu
A ="aop, a0, az0, azo, Ao,1, A1.1, A1, 431, 402, A12, 422, 32, A3, A1 3, U235 A33, A0y A1 45 245 A3 4)
A estle vecteur des coefficients de /' interpolant P
et M est le systeme de matrice d’équations M 4 = B

= A=M"'B
ap,0
o 010000 O0 O OO O 0 0O 0 0 \'(-1
" 100000 0 O OO O O 0O O 0 1
20 124800 0 0 000 0 0O0 0 0 3
430 014120-1-4-1200 0 0 00 0 0 0
0.1 0021200 -2-1200 0 0 00 0 0 0
ai 00001 2 4 8 00 0 0 00 0 0 3
a 0000 T1 4 16 66 00 0 0 00 0 0 -1
4 |@|_{0000 0 1 8 48 0-1-8-4800 0 0 0
“lax| 000000 2 2400 -2-2400 0 0 0
ars 000000 O O 1 416 64 00 0 0 -1
P 00000O0O O O 1 6 362600 0 0 1
. 0000O0O0O O 0O O I 12 108 0 -1 —-12 —108 0
a0’3 000000 O O 0O 2 3 00 -2 -36 0
. 000000 0O 0 0O 0 0 1 6 36 216 1
13 0000000 O 0O O 0 1 8 64 512 0
923 00000O O O OO 0 0 0 1 16 192 2
ass
/' interpolant P(x) est égal a
2 3
si xosx<x1=P0(x)=l—x+Sz;: —%
. 163 503x  1527x% = 335x°
sixp=x<xm=Pi()=-T7+%7 - 448
. 1097 1387 2253x%  295%3
Sl Xy <x<x3=P(x)= 7= - 28x+ 024 44;
2 3
Si vy <<y = Py(y) = L 4 1S L2 i

Représentation d’une spline cubique a travers 5 points de données (forme non paramétrique)
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Construction générale de splines cubiques (forme paramétrique)

Il s’agissait de la forme générale de la spline cubique mais ce qui est plus intéressant du point de vue de la
conception architecturale est la paramétrisation de cette forme, comme cela, nous sommes en mesure de
libérer la variable x a aller en avant et en arriére si nous sommes dans R? et que nous pouvons commencer a
dessiner des courbes dans R3. Ces courbes dans R? sont largement utilisés dans le logiciel de CAO et ils sont
également la base pour la construction des surfaces qui les relient; cependant I'utilisateur du systéme de CAO
n’a pas acces a aux fonctions d’interpolation polynomiales de ces courbes, elles sont la plupart du temps caché
dans la bibliothéque du logiciel. Cependant, dans cette recherche, puisque nous construisons ces fonctions
nous-mémes, nous avons accés a leur structure, et nous pouvons choisir entre les différentes techniques
d’interpolation, en fonction de nos besoins, ce qui sera montré plus tard, quand nous allons utiliser ces fonc-
tions d’interpolation dans notre processus de conception. Nous allons maintenant définir une forme
paramétrique de la spline cubique

Construction générale de splines cubiques (forme paramétrique) [2]
pieR3, pouri=0, ..,n (unensembleden + 1 points de données) Vi, jel0, ...n}, xi=x;=i=j

maintenant le parameétre ne sera pas la variable x,

mais u sur n intervalles I; = [¢;, d;] pouri =0, ..., netpour A € {x, y, z}

i = fiw) | file)=0et fitd)=1et = 2L =1

[' équation de la courbe cubique paramétrique

Pi(t) = Pr(fi W) = Yi_oady, fi)F =adg; f; @) +ady, f; (w)' +ady; f; w)? +ads; fiw)® = A,
Py (t)=ako; 2 +al;,;t] +ady; 2 +ads; 3 =A; (le composant A pour le segment entre p; & pjy1)

dérivés par rapporta f (i.e. ) et par rapport a u

Dy TPu(fi )] = 2 = aly+ 2k (fiw) +3aks, (fiw)?
D3 [Py )] = %72 = 2ads; +6aks, (fiw)
Dy [Py(f; )] = 52 S5 = D [Pyl )] = Py’ (fia)

D2 [Py )] = (525 S2) 55 = D3 [Pt o) = Py (i)

les conditions qui construisent le systéme

Pu(f; () = A et Pa(fi(di) = Aiy1 (CP continuité) et Py (fi(d)) = Paze1' (fir1(cis1))  (C' continuité)
Py" (fid)) = Paisr " (fi1(ci1)) (C” continuité),

P "(folco)) =so et Py,—1' (fu-1(dy-1)) = s, (Pentes aux points des extrémités)

les équations du systéme

Pao " (folco)) =al o + 2 adao (folco)) +3adsg (folco))? =so = adig=sp ... (1)

Py (fi () = alo, fi () + ady; fi (c)' + aday fi (¢)? + ads; file)® =X = adg;=A; ... (2)
Pr(fi (d) =ako; fi (d)° +ady; f; (d)' +ady; f (d)* +ads; fi(d) = Ay

- a)((),,‘ + 3/115,‘ + a/\zbl‘ + a/\3,,< = Ai+1 (3)

Py (fild) = Priv1" (fis1(ciz1))

= ady; +2ady; (fid)) +3ads; (fi(d)* =ady i1 + 28k 1 (fir1(cin) + 3 aks 1 (firr(cirn))?
i a)(u +2 a/\z,[ +3 a/\3’,~ — 3/11,,‘_,.1 =0 ... (4)

P " (fid) = Priv1 " (fix1(cix1)

= 2aly; +6al3; (fi(d) =2aly ;1 +6ad3 141 (fis1(civ)) = 28l ; +6ad3; —2ady;1 =0 ... (5)
Pruct (Fum1(@y-1)) = @k oy + 2 @401 (fam1(dnm1)) + 3 aA3 -1 (fum1 (dne1))? =sp

£ a/ll,,,_l +2 a)Lz,,,_l +3 a7t3,,,_1 =Sy ... (6)
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pour n + 1 points que nous avons besoin de n segments = 4 n équations = le systéme pour n =

4 (i.e. 5 points de données)

aXOq()
010000 0 00O 0000 0 0|0
100000 0 00O 0 00 0 0 0]][axy
111100 0000 000 0 0 0]|axs
01230-10000 02000 00]f, .
002600—2000000000axll
00001 0 0 00O 0 0O0TO0 0O ’
00001 1 1 100 0000 0 0]
00000 1 2 30-1020020 0 0f][axs
000000 2 600 2000 0 0]]ax
000000 001 0 0000 0 0[]ax,
000000 001 1 1 100 00f,
000000 0 0O0T1 2 30-1200 ’
000000 0000 2600 —20]||™
000000 0 00O 0 O0O1 0 0 08203
000000 0 00O 001 1 1 1]|]axy
000000 0000 000 1 2 3)|axy

aX3,3

aYo0,0
ayio
ayr0
ays o
aYo,1
ayy
ays
ays
Yoo
ayi s
ayr2
ay3 o
ayo3
ayis
ays3

ays3 3

aZOq()
az, 0
azz,o
az3 o
az,1
azy1
azp |
az3 |
aZ(),z
azy»
azy o
az3p
azp3
az| 3
azm

aZ3q3

Splines cubigue a travers 5 points de données (forme paramétrique)

I'= { pi=(x;, yi,z)€R3, pouri=0, .., 4} est un ensemble de 5 points de données distincts

SXo
X0
X1

X1
X2

X2
X3

X3
X4

SX4

Po=(2,0,0), p1=(1,0,2), p=(1, 1, 1), p3=(=1,2, Det p4=(3,3,5)

les pentes au début s0 = (sOx, s0,, sOZ) = (-1, —1, —1) etles pentes au bout s4 = (s4x, s4,, 542) =2, -2,-2)

= fi=u—i | file)=0et fild)=Tet %=L =

pouru e l; =[c;, dj]pouri =0, ..., netpourd € {x, y, z}

Py; € K3[X] est un polyndme d' interpolation de degré = 3 tel que
Pu(t) = Yioaritf =ado; 20 +ady;t] +ady; 2 +ads; £ = A
By =1(s0y, Ao, A1,0,0, 41, A2, 0,0, A3, A3, 0, 0, A3, A4 s4,) estle vecteur connu

1
Ay = (a0,0; apo, d2,0, 43,0, do,1> 41,1, 42,1, 43,1, do,2, 41,2, d22, 32, 403, d1,3, A23, A3 3, A4, A1 4, d24, a3,4)

est le vecteur des coefficients de /' interpolant P)

et M est le systéme de matrice d' équations matrix M Ay, = ByouA=(Ax A, A.)etB=(B:. B, B.)

010000 0000 000 O
100000 0000 0000
111100 0000 000 0
01230-10000 000 0
002600 2000 000 0
00001 0 0000 000 O
00001 1 1 100 000 0

i, 000001 230-10000

A=M"B=1400000 2600 2000
000000 0010 000 0
000000 001 1 1 100
000000 000 1 2 30 -1
000000 0000 260 0
000000 0000 001 0
000000 0000 001 1
000000 0000 000 1

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
-2 0
0 0
1 1
2 3

|
—_

—_ 0 O = = O O = N

|
—_

|
—_

0 0
0 2
0 0
0 0
0 2
1 1
0 0
0 0
1 1
2 1
0 0
0 0
2 1
3 5
-2 =2

SYo
Yo
Y1

Y1
2

2
V3

V3
Y4
SY4

SZ
20

2]

21
2

2
z3

23
24
SZ4
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1" interpolant P(f(u)) = (Po(f @), Py(f(w), P-(f(w)) est égal a

si0O<u<1, P(f(w)=

sil<su<2, P(f(w)=

si2<u<3, P(f(u)=

si3<u<4, P(f(u)=

PxO(fO(u))
Py (fo (w)
Po (fo ()

le(fl (Ll))
Py, (fi )
Py (fi W)

Px2 (fZ(u))
Py, (> )
P2 (f2 (W)

Px3 (f3 (u))
Py (fs )
P23 (f3(w)

]=
]:

]=

]=

2 - 27 u? 2743
28 28
—u+ 176 38
14 14
1814 9743
THT T T s
l-u 27 2 53 3
L+ S+ T Gl 4w’ = 2 (=1 +u)

u. 4 2_ 5 (_ 3
Sl + - (l+uw)’ = 2 (-1+uw)

8 _B 2,39 3
2+ S (l+w) - (~1+w? + (=1 +uw

101

11 3
" (-2 +u)

1- 2 (24w - 2 (-2+up+
o _ L 2,9 3
L+ 2 (24w = 5 (-2+u)’ + 7 (=2 +u)
15, 1. 2433 (_ 3
== (24w + 5 (24w’ + 35 (-2+w)

127
28

2 (=3 +u) -

3
” (-3+u)

41
—1+%(—3+u)+

25 0, 2_ 3L, 3
2+ 5 (34w + = (34w’ - (34w

167
28

JIE LEIPIE S S A S
I+ 55 (B3 +w+ 5 (3 +uw) (=3 +u)

Représentation d’une spline cubique (forme paramétrique)
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Méthode itérative

La méthode précédente est trés simple pour dessiner la spline cubique, le seul probléme est que le nombre de
points détermine le nombre d’équations a résoudre donc la matrice M devra étre réglée si nous ajoutons ou
supprimer des points dans le processus de conception, qui n’est pas trés efficace. Alors maintenant, nous
allons limiter la taille de la matrice a 4x4 et utiliser une boucle itérative pour calculer les coefficients des
polyndmes a travers les segments. Nous allons définir trois types importants de splines cubiques: ’Hermite

cubique, Catmull Rom et la spline Cardinal, qui peuvent étre utilisés dans 1’itération.

Méthode itérative pour dessiner la spline cubique [2]
pieR3, 7,€R3, pouri=0, ..,n (unensembleden + 1 points de données)

Prlt) = Ticoari th =ako; 1) +ady ;1] +aky; 22 +ads; 1} =
(le composant A pour le segment entre p; & p;i1)
t = fitw)=u—i|filc)=0et fi(d;)=1et % = % =1 pouruel;=[c;, dj]pouri =0, ..,

netpourd € {x, y, z}

Pit) =
0 1 2 3 . 4 12
P i(t) aXo;l; +axy;t; +axXg; t; +ax3; ¢ axj;+2axy;t;+3ax3, 4
N 1 2 _ 2
Pi(fiw) =| Py @) |=| ay,, ) +ay, 1] +ay,, 7 +ays, 6; |et Pi'(t;)=| ay,; +2ay,,; t; + 3ay;
P i) azg,; 1 +azy;t} +azy,; 1} +azy,; azy;+2azy; t; +3azy; 1
Tix
My =
Tix B X

Tiy

Yir1=Vi

T[,Z _ Tiz
m; ;=

Zi+17Zi

T; =| Tiy |estlatangente donnée en p; etm; =| My, = est la tangente mise a /' échelle enp;,

les conditions qui construisent le systéme
Pi(0)=p;, Pi(1)=pir1, P;'(0)=m; etP;' (1) =mjy
le systéme pour le segment entre (x;, y;, z;) et (Xj+1, Vi+1, Zi+1) €st donnée par

1 0 0 0)(aXo0,; Yo, aZo, X; Vi z;

I 1 1 1[]axy; ay;; azy, Xirl Vi1 Zit1

0 1 0 0] axy; ay,; azy; m; x m; m; x

0 1 2 3/\axy; ayy; azs; Mivlx Mivly Miylz
Tix

>

dans le cas d' Hermite cubique spline 7; = | 7i, | est donnée a chaque p;

Ti,z
Xir1—Xi—
Ti,x — /+l2 i—1
dans le cas de Catmull Rom spline 7; = % =| 1y = %
Zix1 —Zi-1
Ti,Z - *T
_ =0 (Xip1=Xi1)
Tix= 5
. . (1-¢) (pis1—pi-1) 1-¢) (Viv1—Vie
dans le cas de la spline Cardinal 7; = % =| 71, = W
o= U9 @z
iz 5

(i.e. un paramétre de forme c est ajouté pour contrdler la courbure autour de p;)
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Maintenant, nous allons montrer une spline cubique construit en utilisant une itération, en passant par les
points a interpoler, comme nous 1I’avons mentionné il y a quelques méthodes pour créer cette interpolantion.

Iteration through n points using the Catmul Rom spline
r= { pi=(x;, yi,z)€R?, pouri=1, .., n} estun ensemble de n points de données distincts

la spline ne passe pas par p; et p, ils ne sont utilisés que pour donner la tangence aux extrémités de la spline
pour n =8 la spline interpole 6 points = nous aurons un systéme de 24 équations, lieu de cela nous allons
créer une itération

p1=00,0,0), pr=(3. 5. 3)» P3=(2,0,1), py=(4,0,4),
Ps=(43,2), po=3,4,4), p1=(5,5,5) et pg=(6, 6, 6)

n = Card(I') = 8etc = 1 (une valeur de comptage initiale)

nous itérons pour i =2, ..., n—2
ap 1 00 0\'( pi
_ (Pi+1=Pi-1 _ (Pis2—Pi-2 a | _ 1111 Pi+1
m=(F5) m =500 =0 10 o | omy
as 0123 myp

Pu)=ao + aj (u—(c—1)) + a2 (u—(c—1))* + a3(u—(c— 1))}
c=c+1

/" interpolant P(u) est ¢gal a

siO<u<l1l, Plwy=Pi(u), si l <u<2, Pwu)=Pr(u), si 2<u<3, Plu)=P;(u)
si3<u<4, Pluy=Ps(u), sid<u<5, Plu)=Ps(u), si 5<u<6, Pu)=Psc(u)

Représentation d’une itération a travers 8 points en utilisant la spline de Catmull Rom

84 |



Spline bicubique

Maintenant que nous avons construit la spline cubique, il est naturel de construire son analogue sur une grille
bidimensionnelle de points, a savoir une spline bicubique qui est une surface paramétrique qui passe par ces
points de grille. La spline bicubique est la premiére des trois types d’interpolation a deux dimensions que nous
allons construire dans le cadre de cette recherche, la deuxiéme serait la surface de Bézier et la troisiéme sera la
surface NURBS. Maintenant, nous allons définir I’interpolation bicubique qui est une extension de 1’interpola-
tion cubique destiné a interpoler des points de données sur une grille réguliére a deux dimensions, il est
souvent choisie de préférence a I’interpolation bilinéaire et la méthode du plus proche voisin dans le rééchantil-

lonnage d’image.

Spline bicubique [3]

I= {p,-,j eR3, i=0, .,metj=0, .., n} estun ensemble de (m + 1)x(n + 1) points de données et 7; € R3

_v3 V3 kol _ ;
P Ai,j(tis S./‘) = Dho im0k i b s} = A (le composant A pour le carré entre p; j, pir1,j» Pitl,j+1» Pi, j+1)

— 0,0 0,,1 0,2 0,3
P)L’,J(li, Sj) = a)(o,(],,"j L a)(o’lji,j L'V + akoﬂz,w’ v+ 8/10,3 o v

1.0 1,1 1,2 1,3
+a)L1,0’,-,j t; Sj + akl,l,i,j ti Sj + all,z’i,j t,‘ Sj + 3/11’3’1"1' t,‘ Sj

2.0 2.1 2,2 2.3
+ady 0t )0+ a1 7S+ Ak 1T ST Ak 1S

3.0 3.1 3.2 3.3
Fal3 7S5+ A3 1 7Sy F a3t S T A ads 3l S = Ay

la surface interpolée sur un carré ( Dijs Di+l,j> Pi+l,j+1 Pi, j+1) est donnée par
Py, (tir 57) = Py, (filw), g;(v))

Pij(u, v) =| Py, (8, s;) = Py, (fiw), g;(»)
PZ,',_/ (ti’ S./) = Pzi,j(ﬁ(u)’ g/(v))

ti = filwy=u—iets; =g;V)=v—j| filc) =0, fild)= l,gj(ej)zo, gj(hj)zl
di; _dfi _ds; _ dg;

=—==—=—=1pouru,vel ;=|c, d,-]x[ej, hj]pourizo, .,metj=0, .. netpourd € {x, y, z}

les dérivés dans les directions u, vetu v
_v3 3 k=11
P, A,-_»,-(tia S,/) = Q=0 =0k aki it s

— 0,0 0.1 0,2 0.3 1.0
P, (tis s7) = akio s, + ki 10 s +aki 1057 +adis, 1057 + 2ad0,, 8" s,

+2 alz,l,,-,j tl'l Sjl +2 a)kz,z,,-,j tl'l sz +2 alz,g,,-,j tl‘l Sj3

+3 a)t3,05i,j l,’z Sjo +3 a)(ll,i,j tiz SJ'I +3 a)t3,2,i,j tiz sz +3 a?t3,3,,<jj l‘,'2 Sj3

Py, (l‘i, Sj) = Vi Dol aky ;1 s/

Pv)ti’,.(l,', Sj) = a/lo,l,i,_,- tio Sjo +2 a/lo,z,i,j lio Sjl +3 a)to,3,l',j lio sz
+a)L1,1,,-,j tl*l Sjo +2 a)tl,z,,-,j tl*l Sjl +3 aA1,3,,-,j til sz

+a)L2,1,,<,j tiz Sjo +2 a)kzﬂzjijj l‘,'2 S_]'l +3 a)kzsjijj l‘iz sz

3.0 3.1 3.2
+a]L3,1,i’j t; s+ 2 aA3,2,i,j t; s; + 3 3.13,3’1‘,]‘ t; §;

—v'3 3 k-1, 1-1
Py, (fi, Sj) =g i klad it s

— 0,0 0.1 0,2
Puvl,-,j(ti; Sj) = a/ll,l’i,j t; S +2a/11,2’l-’j t; S+ 3 311’3’1"]' t; S
+2 a)(zjlji’j l‘,’1 Sjo +4 a)(zjzbi’j l,’l Sjl +6 a)L2,3,i,j til sz

+3 a)L3,1,,-,j tiz Sjo +6 a](3,2,i,j tiz Sjl +9 a)t3,3,,-,j tiz sz
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les conditions qui construisent le systéme
Py (0,0)=24; =2k,
Py (1, 0)= A1 ;=2akg,;+aki g, +akso,;+ a0,
Py, 0, 1)= Aij+1=adgg;;+alg1;;+akoo;;+ado3;;
Py (1, 1) =20 S hoake
Py, (0,0)=aA; g,
P, M/(l’ 0)=adyp;;+2akyp;;+3ak30,;
Pyy, 0, )=akg,;+ady1;;+akip,;+adis;;
Py, (1, =300 Slokads s
Py, ;(0,0)=adg;,
Py, (1, 0)=ad;;+ady 1, ;+ady,;+ads
PMLJ,(O, D)=adg,;;+2aloo,;+3ako3;
P, (1, 1) = 3300 X L ade s,
Py 0, 0) =2k,
Py, (1, 0)=ady1;;+2aky,;+ 383,
,”A (0 D=ady;;;+2alkp;;+3ak3;;
Py, (L 1) =300 By kladg

le systeme est donnée par

aX00,; 8Yo0,; 4200, P, 0,00 P, (0,00 P (0,0)
100000000000000 0|3 oy i) Py, (1,0) Py, (1,0) P (1,0)
1000100010001 000 ]||a%2: 8, %2, P ,0,1) P, (0,1) P, (0,1)
11 1100000000000 0||axosy ays, azsy P, (1,1 P, (11 P,”(l 1
PLh T h T b T LT L 0y azi,; Py (0,0)  Pyy, (0,0) Py, (0,0)
8 g g g 1 8 g g (2) 8 g 8 (3) 8 g g axiiiy @, 4Zuiy || Pan,(LO) Puy, (1,0) Puz,,/(l,O)
00001 11100000000 ]|>20 Mg 3207 || Pux 01 Puy, (0.1 Puz 0, 1)
0000111 122223333]||3X3i 3, 323 Py, (1, 1) Pyy, (1, 1) Py, (1,1)
010000000000000O0||ax0y ay, a20u | | P00 Py, 0,00 Py (0,0
0100010001 00O0OT1O00O0 Ao AYy1,,; %214 p”,./(]’o) Py, (1 0) p””(l,o)
0000010000000 O0O0O0[|> Py 8230 Pox, (LD P”w(l DA, 4D
0000010002000 300|[>04 Wi 3200 Puvx, 0, 0) Puyy,; (0,0) Pyyz,; (0,0)
0000012300000000||axsiiy ays,,, 3z, Puys(1,0) Puyy, (1,0) Py (1,0)
00000123024603609)|axss; ays,, azay Puvi (0,1) Pyyy (0,1) Pyys (0, 1)

ax33; Ay3s;; 4733, Py, (1, 1) Pyyy, (1, 1) Pyyz (1, 1)

C’est le systéeme de base a résoudre pour le carré (i, j), ceci devra étre mis en une boucle itérative pour
calculer les surfaces d’interpolation pour toutes les carrés (i, j); c’est ce que I’on va montrer dans I’exemple
suivant ou nous interpolons a travers une grille de 4x4 points.
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Maintenant, nous allons montrer le premier exemple concret de la construction d’une surface interpolée
travers des points discrets, comme nous 1’avons mentionné ci-dessus, il y aura deux autres types de surfaces
d’interpolation: les surfaces de Bézier et les surfaces NURBS. La spline bicubique ne se propage pas dans les
pratiques architecturales autant que les Bézier et les NURBS, mais dans cette recherche, nous allons I'utiliser
en raison de sa bonne précision.

Itération a travers 4x4 points en utilisant la spline bicubique
I'= {p,] (x,j,y,j,z,J)e[R pouri=1, ..,metj=1, ..,n}
est un ensemble de m x n points de données distincts
11 1 1 1
p11=(0,0,0), pro=(- Y 2) pi3= ( 2, —‘)9P1,4=(0, 3, ;),
5
P2,1=(1,—1 ) pa2=(1,1,0), pp3=(1,2, - ) paa=(L 5,0)

Pa=(2,0,0) p32=(2. 1, 3), p33=(22,0), psa=(2.3, ;).

pa1=(3,0, i), Pap = ( 1, ) paz=(3,2, %)etp4,4 =(3, %, %)

les tangentes aux extrémités
S, =(1,0,0),8,=(0,1,0),S,,=(1,1,0), E,=(1,0,0), E,= (0, 1, 0) et E,, = (1, 1, 0)

facteur d’échelle ¢, = %
Qi = (anlij’ Wk 1o aZklij), P,—,j(t;, sj) = (Px”(t,«, sj), wa_(t,-, sj), Pz,-,j(ti, Sj))
Pu (i 87) = (Pu, (81 $)s Puy, (ti ), Puz, (8 5)))
(tl’ SJ) ( vx,,(tla s/) vy,j(fz,S]) VZl](tlysj))
Puviﬁj(tis s‘,») = (Puvx,-,,,-(ti’ s‘,‘), Puvy,-_j(ti, S‘,‘) v (fz, s/))

m=4etn=4
nous itéronspour i = 1, .., m—1letj=1, ..,n—1

Conditions pour les tangentes
sii=1, Py, (0,0)=1,8, sinon P, (0, 0) = ty(pis1,; = pi-1,))

et Py, (0, 1)=1,8, sinon Py, (0, 1) =tp(pis1 js1 = Pi1,+1)

sii=m—1, P,, (1,0) =1, E, sinon P, (1, 0) = t,(pis2,; — pij)
et Py, (1, 1) =1, E, sinon P, (0, 1) = tp(pis2,js1 = pijs1)

sij=1, Py, (0,0)=1,5, sinon P, (0, 0) = tp(pijs1 ~ pij-1)
et Pv,)_,v(la 0)= tp S, sinon Pv,)_,v(la 0)= tp(p[+l,j+1 - pi+1,‘j71)

sij=n—1, P, (0,1) =1, E, sinon P, (0, 1) =t,(pi js2 - pi;)
et P, (1, 1) =1, E, sinon P, (1, 1)=t,(pi1js2 = pis1 )

sii=1V j=1, Py, (0,0)=1, S, 500 Pyy, (0, 0) = ty(pist ju1 = Pis1,jot = Pi-t ju1 = Pic1j-1)
sii=m—1V j=1, Py, (1,00 =1, S,,sinon Py, (1, 0) = t,(pis2 js1 = Pisajo1 = Pijs1 = Pij1)
sii=1V j=n-1, Py, (0,1)=1,8,,sinon Py, (0, 1)= to(Pir1,j+2 = Pl = Pi-t,jv2 — pi—l,j)
sii=m—1V j=n-1, Py, (1, 1) =t, E,ysinon Py, (1, 1) = ty(pia je2 = Pia,j = Pijs2 = Pij)
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Le systéme est donnée par

X000 o0 Y00 Py, 0,00 Py, (0,00 P (0,0
oij oy 30l |1 0000000000000 0 0yt PubO P00 P A0
X024 Woni; 3202 1000100010001000 Py, 0, 1) Py 0, 1) P (0, 1)
Wo3i) Boas, 03 1111000000000000 P (L) P, (D) P, (1,1
axii; g, azigqy | (DL LD DL P 0,00 Py, (0,0) Py, (0,0)
00001000000000O0O0 ' ’ '
axXyq;; ay,,.; AZii; Py (1,00 Py, (1,0) P, (1,0)
L &Yy 821y 0000100020003000 5
X1 2,0,/ ayl_z_,’_'/‘ aAZy24,j 0000111100000O0O00O0 Pu.\',.,(oa D Puy,», O, 1) Puz,., O, 1)
axXi3;; Y 3,; AZ13; 0000111122223333 Puy, (L1 Puy, (LD Py (1, 1)
W0, Y50, 205y | (00100 000000000000 | Py (00 Py 0.0 P (00
Aoy WYy A2y (0) : g g g (‘) (0) g g (1) g g (0) (‘) g (0) Py, (1,0) Py, (1,0) Py (1,0
Ao, AY,,,: AZyni; P, (0,1) Py, (0,1) Py, (0,1)
220 W22ap A2 1o 1 2301230123001 23
ax23,:‘,] ang,iJ aZZ,3,i,j 000001 0000O0O0OO0OOO0ODO0 va‘/(l,l) va,_,(l, 1) Pvz,‘,(lyl)
X304/ AY30;; 3730, 0000010002000300 Pyyy, (0,0) Py, (0,0) Py, (0,0)
a1y AYs,, Ay 0000012300000000[ [Py (1,0 Puy (1,0) Py (1,0)
X300 Yy, Az, | 00 0000 123024603697 |p, 0,1) Py, (0.1) Py, 0, 1)
aX3zi; Y33, 8233 Pyvy, (L1 Pyyy (1, 1) Pyyz (1, 1)

ti = fiu)=u—(-1ets;
Py, (u, v)=
a0 +ako1i; (v—(G— D) +akoo;; (v—(— D) +akes;,;(v—(G—-D)P +adg;;(u—G—1)+
alp;(w—(=1)(v=(G-D)+adig;;w—-(-1D))(v=(G-DP+ak sz, @->G-D)v-G-1)°+
alyg;; (u— (-1 +ady,;;u—G-1D))>v-(G-D)+
Ay (u— (-1 (= -1 +akys;;w— G- 1)) v-(-D+

=g =v=0-1), Pijuv)= (P, (u,v), Py (u,v), P (u,v)) ol

ks (=G~ 1P +adsy,;,; (w—G-DP =-G-1)+
s == (v=(-Dy +aksz;;@->G-1)°v=-(G-D)

[' interpolant P(u, v) est égal a

si0=u<1lAO=v<l, Pu,v)=P (u,v), siO<su<lAl=sv<2,

P(u, v)=Pio(u,v), si0=su<1A2=<v=<3, Pu,v)=Pi3u,v)

sil=u<2A0=v<l, Pu,v)=Py (u,v), si lsu<2Al=sv<2,

P(u, v)=Pyo(u, v), si 1 =u<2A2=v=<3, Plu,v)=P3u,v)

si2=u<3A0=v<l, Pu,v)=P3 (u,v), si2<u=<3Al=sv<2,

P, v)=Pso(u, v), si2<u=s3A2=<v=<3, Pu,v)=P;3u,v)

Représentation d’une itération a travers 4x4 points en utilisant la spline bicubique
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Construire une surface a partir de données collectées

Maintenant que nous avons expliqué comment construire une surface bicubique a partir d’un ensemble de

points donnés

, nous allons montrer comment il pourrait tre trés utile pour le processus de conception architec-

turale, a savoir la création d’un mode¢le mathématique d’un certain contexte.

Collecte des points de données de la surface de la statue

L’ensemble des 17x11 points de données

pts = {({{7.4, 0
{12.65, 0.,
({6.59937, 2

., 0.}, {5.9, 0., 3.45575}, {8.65, 0., 6.9115}, {9.25, 0., 10.3673}, {11.65, 0., 13.823}, {11.95, 0., 17.2788},
20.7345}, {12.65, 0., 24.1903}, {7.95, 0., 27.646}, {7.6, 0., 31.1018}, {7.1, 0., 34.5575}},
.73355, 0.}, {6.6376, 2.74938, 3.45575}, {7.99156, 3.31021, 6.9115}, {8.03165, 3.32682, 10.3673},

{12.2664, 5.08089, 13.823}, {11.7128, 4.85161, 17.2788}, {10.5399, 4.36578, 20.7345}, {11.0146, 4.5624, 24.1903},
{7.42396, 3.0751, 27.646}, {7.21927, 2.99032, 31.1018}, {6.91556, 2.86452, 34.5575}},

{{4.98519, 4

.98519, 0.}, {4.87878, 4.87878, 3.45575}, {4.52606, 4.52606, 6.9115}, {5.05635, 5.05635, 10.3673},

{5.76382, 5.76382, 13.823}, {6.25869, 6.25869, 17.2788}, {5.41066, 5.41066, 20.7345}, {5.87011, 5.87011, 24.1903},
{5.26807, 5.26807, 27.646}, {5.4447, 5.4447, 31.1018}, {5.02046, 5.02046, 34.5575}},

{{2.41091, 5

.82044, 0.}, {2.31523, 5.58947, 3.45575}, {1.68381, 4.06507, 6.9115}, {1.16718, 2.81783, 10.3673},

{1.07151, 2.58686, 13.823}, {2.31523, 5.58947, 17.2788}, {2.71705, 6.55954, 20.7345},

(2.87013, 6.9291, 24.1903}, {2.9658, 7.16007, 27.646}, {3.138, 7.57581, 31.1018}, {3.46329, 8.36111, 34.5575}},
{{0., 6.05, 0.}, {0., 5.2, 3.45575}, {0., 3.4, 6.9115}, {0., 2.05, 10.3673}, {0., 1.8, 13.823}, {0., 3.25, 17.2788},
{0., 6.05, 20.7345}, {0., 5.85, 24.1903}, {0., 7.75, 27.646}, {0., 8.35, 31.1018}, {0., 10.75, 34.5575}},

{{-1.16718,

2.81783, 0.}, {-1.39679, 3.37216, 3.45575}, {-1.10978, 2.67925, 6.9115}, {-0.650562, 1.5706, 10.3673},

{-0.593159, 1.43201, 13.823}, {-1.24372, 3.00261, 17.2788}, {-2.41091, 5.82044, 20.7345},

{-2.1813, 5
{-2.80312,
{-3.27279,
{-5.51543,
{-7.52962,
{-6.28238,
{-9.05402,
{-9.05, 0.,
{-14.35, 0.
{-9.05402,
{-7.06768,
{-8.82305,
{-6.47003,
{-4.20729,
{-3.51127,
{-3.40588,
{-1.97082,
{-1.24623,
{{0., -3.15,
{0., -1.35,

26611, 24.1903}, {-2.58311, 6.23619, 27.646}, {-3.17627, 7.6682, 31.1018}, {-4.13298, 9.9779, 34.5575}},
2.20312, 0.}, {-2.22028, 1.02028, 3.45575}, {-2.94454, 2.34454, 6.9115}, {-2.09602, 1.09602, 10.3673},
2.27279, 13.823}, {-3.50018, 3.50018, 17.2788}, {-7.17713, 7.17713, 20.7345}, {-5.26795, 5.26795, 24.1903},
5.51543, 27.646}, {-7.03571, 7.03571, 31.1018}, {-8.3085, 8.3085, 34.5575}},

3.11887, 0.}, {-4.98634, 1.32277, 3.45575}, {-8.82305, 3.65463, 6.9115}, {-3.70918, 1.30796, 10.3673},
2.60225, 13.823}, {-6.8829, 2.85099, 17.2788}, {-11.2251, 4.6496, 20.7345}, {-9.28499, 3.84597, 24.1903},
3.7503, 27.646}, {-10.3013, 4.26692, 31.1018}, {-9.00783, 3.73116, 34.5575}},

0.}, {-9.55, 0., 3.45575}, {-11.3, 0., 6.9115}, {-11.55, 0., 10.3673}, {-11.05, 0., 13.823}, {-13.45, 0., 17.2788},
, 20.7345}, {-13.55, 0., 24.1903}, {-10.2, 0., 27.646}, {-12.05, 0., 31.1018}, {-9.85, 0., 34.5575}},

-3.7503, 0.}, {-8.82305, -3.65463, 3.45575}, {-7.76059, -3.21454, 6.9115}), {-6.28238, -2.60225, 10.3673},
-2.92753, 13.823}, {-10.3013, -4.26692, 17.2788}, {-8.82305, -3.65463, 20.7345}, {-7.6682, -3.17627, 24.1903},
-3.65463, 27.646}, {-9.65454, -3.99904, 31.1018}, {-8.73066, -3.61636, 34.5575}},

-6.47003, 0.}, {-6.39932, -6.39932, 3.45575}, {-5.58614, -5.58614, 6.9115}, {-4.10122, -4.10122, 10.3673},

-4.20729, 13.823}, {-3.6416, -3.6416, 17.2788}, {-4.09602, -2.79602, 20.7345}, {-4.06569, -2.56569, 24.1903},
-3.51127, 27.646}, {-5.69221, -5.69221, 31.1018}, {-2.01525, -2.01525, 34.5575}},

-8.22253, 0.}, {-3.17627, -7.6682, 3.45575}, {-2.50658, -6.05141, 6.9115}, {-1.79861, -4.34223, 10.3673},

-4.75798, 13.823}, {-1.35853, -3.27977, 17.2788}, {-1.49749, -1.50104, 20.7345}, {-1.24874, -1.00052, 24.1903},
-2.20157, 27.646}, {-2.64052, -6.37477, 31.1018}, {-0.593159, -1.43201, 34.5575}},

0.}, {0., -1.8, 3.45575}, {0., -2.4, 6.9115}, {0., -0.95, 10.3673}, {0., -4.05, 13.823}, {0., -3.45, 17.2788},
20.7345}, {0., -0.65, 24.1903}, {0., -1.75, 27.646}, {0., -5.45, 31.1018}, {0., -1.35, 34.5575}},

{{1.35853, -3.27977, 0.}, {1.5271, -1.75537, 3.45575}, {1.51844, -2.41731, 6.9115}, {1.58268, -2.02388, 10.3673},
{1.93255, -4.66559, 13.823}, {1.74121, -4.20365, 17.2788}, {1.63143, -2.0244, 20.7345}, {1.58701, -1.39291, 24.1903},

{1.5271, -2

.25537, 27.646}, {2.08562, -5.03514, 31.1018}, {0.593159, -1.43201, 34.5575}},

{{5.33862, -5.33862, 0.}, {3.80399, -2.50399, 3.45575}, {3.55894, -3.0894, 6.9115}, {3.68841, -3.08841, 10.3673},
{5.58711, -5.58711, 13.823}, {4.98637, -4.98637, 17.2788}, {3.5712, -3.2712, 20.7345}, {3.51011, -2.31011, 24.1903},
{3.55876, -3.05876, 27.646}, {4.7025, -4.7025, 31.1018}, {1.62758, -1.62758, 34.5575}},

{{7.35095, -3.04486, 0.}, {5.49045, -2.27422, 3.45575}, {7.04219, -2.91697, 6.9115}, {7.04272, -2.91719, 10.3673},
{9.49738, -3.93394, 13.823}, {9.14163, -3.78659, 17.2788}, {10.1048, -4.18555, 20.7345}, {6.9007, -2.85836, 24.1903},
(5.84168, -2.4197, 27.646}, {6.98193, -2.89201, 31.1018}, {6.5991, -2.73344, 34.5575}},

({7.4, 0., 0.
{12.65, 0.,

}, {5.9, 0., 3.45575}, {8.65, 0., 6.9115}, {9.25, 0., 10.3673}, {11.65, 0., 13.823}, {11.95, 0., 17.2788},
20.7345}, {12.65, 0., 24.1903}, {7.95, 0., 27.646}, {7.6, 0., 31.1018}, {7.1, 0., 34.5575}}};
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Or, ces points peuvent étre utilisés par la spline bicubique pour générer la surface d’interpolation suivante. Par
exemple, pour créer une structure de robe autour d’une statue (ou un corps humain) qui est précisément adapté
a ce corps, nous aurons besoin de définir une représentation de la surface de ce corps, mais nous pouvons
recueillir que des points discrets de nombre fini de la surface (normalement effectué a 1’aide d’un scanner 3D).
Ici, la spline bicubique nous offre un moyen pour interpoler ces points discrets et en nous fournissant une
surface paramétrique continue, qui peut s’approcher de plus en plus la surface de la statue en recueillant plus
de points de données. Dans ’exemple suivant, nous allons utiliser un nombre relativement faible de points
collectées de la surface de la statue, afin de créer une surface d’interpolation spline bicubique, qui en elle-
méme va €tre utile plus tard pour 1’adaptation de la conception.

Représentation d’une I’interpolation de points de données en utilisant la spline bicubique

Cet exemple est cruciale, car elle nous permet de créer une surface paramétrique a partir des points discrets
par interpolation, ce qui signifie que nous pouvons commencer a relier nos constructions géométriques qui
sont continu aux données du monde physique qui sont toujours discrétes. Et avec cette surface d’approxima-
tion a notre disposition, nous montrerons comment 1’adapter a une autre surface, en utilisant par exemple des
transformations homotopes, tout cela est possible parce que nous avons transformé les points discrets a une
surface continue. Apres cela, nous allons créer des éléments architecturaux reliant ces deux surfaces, des
¢léments qui pourraient &tre utilisés pour les attacher ensemble d’une maniére structurelle.
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4.3.3. Bézier et NURBS

Aprés avoir défini les splines cubiques et bicubiques nous allons maintenant définir la courbe de Bézier et la
surface de Bézier qui sont un type important de méthodes d’approximation. Les courbes et surfaces de Bézier
sont fréquemment utilisés dans 1’infographie et dans autres domaines similaires beaucoup plus que les splines
cubiques et bicubiques en particulier dans les systémes de logiciels de CAO. Courbes et surfaces de Bézier,
sont entiérement contenues dans I’enveloppe convexe de ses points de contrdle. Pour définir la fonction de
Bézier, nous devons définir le polyndme de Bernstein qui est une combinaison linéaire de polyndmes de
Bernstein de base, puis nous définissons la courbe et surface de Bézier et leurs versions rationnelles. Les
versions rationnelles, ajoute simplement des poids réglables pour fournir des approximations plus proches de
formes arbitraires.

Polynéme de Bernstein [4]
un bindme est un polyndme a deux termes (la somme de deux mondmes) avec le cas particulier donné par

1 1_ —k
e yn+ - (X _ y) ZZ:O X" y/f
bindme élevé a la n — iéme puissance est donnée par (x + y)" =

n VU n KO yr=yr " X% & onle coefficient g g
0 R Vo= zik=o| Yoo k)T km-h!

B(x) = Y7_obrn(x) Br , ou By sontles coefficients de Bernstein et by, sont les n +

1 polynémes de Bernstein de base de degré n

ou bk,,,(x):(Z)(l —xykxk, pourk =0, . n

Courbe de Bézier (rationnelle) [4]
I'={p;eR?, i=0, .., n}estunensemble den + 1 points de données

n .
B(t) =" 0bin(t) pi = l’-’:o( ; )(1 — "¢ p; estlacourbe de Bézier pour I

Lol ) A= po
B(t) = (n)— est la courbe de Bézier rationnelle pour I" et w; sont les poids
ol a-om i w,
=0’ i i

Surface de Bézier (rationnelle) [4]
Ir= {pi,_/ eR?, i=0, .,metj=0, ..,n } estun ensemble de (m + 1) X (n + 1) points de données

Bt ) = it Zheabin@)510) iy = S Eeo 7 |1 =" )1 = vy

est la surface de Bézier pour I'

m

. (n P
2?;027:0[ , )(1,u)m,, u( i] A= v py

est la surface de Bézier rationnelle pour I' et w; ; sont les poids

en fixant le parameétre u ou v (i.e. u = ug ou v = vy) la surface
de Bézier se réduit a une courbe de Bézier (courbes isoparamétriques)

B(u, vo) = Y1 ¢i bi,m(”) , Ci = 27:0 bj,n(Vo) pij et B(up, v) = Zj’:o Cj bj,n(v) , Cj= 20 bim(uo) Dij
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Approximation_a travers 4 points en utilisant la courbe de Bézier (rationnelle)

I'= { pij= (x,;_ > Yij» Zi, j) eR?, pouri=1, .,n } est un ensemble de n points de données distincts
111 1 1 1

p1=(0,0,0), po= (—4—, 2 5), p3 = (5, 2, —;)etm = (0, 3, Z)

etlespoidssontw; =1, w, =3, wy=3etwy =1

la courbe de Bézier pour I'
BH)=30-02t+6(1 -0 +382,6(01-02t+3(1 -0 +28,7

la courbe de Bézier rationnelle pour I'
Bt = 9 (112 146 (1-1) £+3 1 18 (1-1)% 143 (1-1) P42 1 A
T =349 (102 43 (1=0) 2487 (1=0P+9 (1=10 143 (1=8) 2+8 " (1= +9 (1=0% t43 (1—1) 2+

Représentation d’une approximation a travers 4 points en utilisant une courbe de Bézier (rationnelle)

Approximation a travers 4x4 points utilisant les surface de Bézier (rationnelle)
r= {p,-,j = (x,»,j, Vijs zi,j)e[li3, pouri=1, .., metj=1, .., n}

estun ensemble de m x n points de données distincts

P11 :(03 03 O)a pl,Z:(_is %9 %)s p1,3:(%92’ _i)s]?lA:(O, 35 i)’

pz,l = (19 _i, _AlT)a p2,2 = (17 17 0)7 p2,3 = (1, 2, _AIT) > p2,4 = (17 %7 O)
P =(2.0,0), p32=(2. 1. 3), p33=(2.2,0), psa=(2.3, ;).

1 5 1 1 501

p4,l = (39 07 4_)5 p4,2 = (59 19 _4_)’ p4,3 = (39 29 5) etp4,4 = (39 55 E)

les poids sont

wii=lhwo=1, wiz=1l,wia=1, wayi=1Lwipa=1wy3=1,ws=1

wit=1,w32=10, wiz=1,w3a=1, w1 =1, wap=1, wg3=1etwyy=1

la surface de Bézier approximant I'
3

B(u, v)=3(l—u)2u(l—v)3+6(l—u)uz(l—v)3+3u3(l—v)3—Z(l—u)3(1—v)2v+

9(1—u)zu(l—v)2v+l8(1—u)u2(1—v)2v+%u3(1—v)2v+%(l—u)3(l—v)v2+
91 —-wu(l -V +181-wi? (1 -V +9u3 (1 =MV +30=w)?uv  +6(1 —w)u* v + 31313,
—%(l—u)zu(l—v)3+%(1—u)3(1—v)2v+9(1—u)zu(l—v)2v+9(l—u)u2(l—v)2v+
330 -v)Pv+6(1-u)P (1 -V +1810-wlu(l-MV+180-wu? (1 -+
6u3(1—v)v2+3(1—u)3v3+12—5(1—u)2uv3+9(1—u)u2v3+5uzi,
2 —wPu (= L A=+ 20— (1= v+ S (= (1= vPv— TP (1= vy -

2U-w A== 20— wPu -0+ 23 (=P L 1w+ 21—y 4
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la surface de Bézier rationnelle approximant I'

B(u,v)=
((3(1—u)zu(l—v)3+6(l—u)uz(l—v)3+3u3(l—v)3—%(l—u)3(l—v)2v+9(l—u)2u(l—v)2v+

180 (1 —w) 2 (1 —=v)2v+ %u3(1—v)2v+%(1—u)3(1—v)v2+9(l—u)2u(1—v)v2+
18(1—u)u2(1—v)v2+9u3(1—v)v2+3(l—u)zuv3+6(l—u)u2v3+3u3v3)/

((1—u)3(1—v)3+3(1—u)2u(1—v)3+3(1—u)uz(l—v)3+u3(l—v)3+
31— =v)2v+9(1 —w)?u(l —=v)?v+90(1 —w)u? (1 —v)?v+
3 (1=v2v+30-u A=V +91-uwlu(l-V+9(1-u)u?(1-v)»* +
3u3(1—v)v2+(l—u)3v3+3(1—u)zuv3+3(1—u)u2v3+u3v3),

(—%(l—u)zu(l—v)3+%(1—u)3(1—v)2v+9(1—u)zu(l—v)2v+90(1—u)u2(1—v)2v+

33 (1 -v2v+6(1-uw)l -V +18U0-wlu(l-mV*+180 -uw)u?® (1 -v)vV*+
6u3(l—v)v2+3(1—u)3v3+lz—s(l—u)zuv3+9(1—u)u2v3+Suzi)/

(- A= +30-wu(l =y’ +3(0-w > 1 -+ (1 - v+
3L -u)P A -v2v+9(1 —w)?u(l —v)?v+90(1 —w)u?* (1 —v)2v+
33 (1 -v2v+30 - -V +90 -wu(l-MvV*+91 -wu? (1 -+
3u3(1—v)v2+(1—u)3v3+3(1—u)zuv3+3(1—u)u2v3+u3v3),

(—%(1—u)2u(1—v)3+jTu3(1—v)3+%(1—u)3(1—v)2v+45(1—u)u2(1—v)2v—

%u3(1—v)2v—%(l—u)S(l—v)v2—%(l—u)zu(l—v)v2+

3 0301 _na2alr N3 3.3 y,2.3, WV
2u(l v)v+4(l u)v+4(1 u)uv+2)/

(A= A= +30-wud=vP+3A-wu> (1 -v> +u3 (1 -v)* +
30 =-w)Pd=v2v+9(1 —-w)u(l=v2v+90(1 —w)u? (1 -v)2v+
33 (1=v2v+30 =P A=V +90 =-w2u(l-MV*+91 -wu? (1 -+

3u3(l—v)v2+(1—u)3v3+3(1—u)2uv3+3(1—u)u2v3+u3v3))

Représentation d’une approximation a travers 4x4 points en utilisant une surface de Bézier (rationnelle)
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NURBS

Apres avoir défini les courbes et surfaces de Bézier nous allons maintenant définir le plus populaire des
méthodes d’approximation utilisées dans les logiciels de CAO aujourd’hui, a savoir les NURBS (non uniform
rational B-spline) courbes et surfaces. NURBS sont une généralisation des courbes et surfaces de Bézier (i.e.
la représentation de Bézier est un simple cas de B-splines lorsque le nombre de points de contrdle = 1’ordre de
k). Pour définir la NURBS, nous devons définir la fonction B-spline et le vecteur de nceud.

Courbes et surfaces NURBS [5]
I'={p;,eR?, i=0, ..., n}estunensembleden + 1 points de données

T =A{ty, ..., tm} | to <...<t, estlevecteur de nceud

la méme valeur ¢; ne doit pas apparaitre plus d' une fois ou k

k =1["ordre de la B — spline (i.e. le degré = /' ordre — 1)

la courbe NURBS de base est donnée par N(¢) = 2\'_on:4(t) p; ou

1;x(¢) est la fonction B — spline de degré (k — 1) associé au vecteur de nceud 7'

pourk=1, n; () =1site[t, t;x1] et Osinon etpourk > 1, n; (1) = i1k 10

L <t<tiyr = Nix(H)>0,
foststiettyy<t<typ = Nt)=0etty_; <t<t,,; = XLonix(t) =1 (propriété¢ de normalisation)
# nceuds = # points de contrdle + /' ordre de la courbe (degré + 1) = (m+ )=+ 1)+k—=m=n+k

(pour 5 points de controle i.e. n = 4)

vecteur de nceud uniforme (périodique) = ¢; — ¢;_; = constant

= T7={0,1,2,3,4,5, 6,7} avec une plage de paramétres: (k—1)<t=<m+1)

vecteur de nceud non périodique = k valeurs répétéesalafin = 7={0,0, 0, 1, 2, 3, 3, 3}
vecteur de nceud non — uniforme = k valeurs répétéesala fin— 7=1{0, 0, 0, 1.5, 2.3, 3, 3, 3}
avec une plage de paramétres 0 <t < (n—k +2)

2i—oMix (&) Wi p;

N@) =
@) ZimoMix() wi

est la courbe NURBS avec w; sont les poids

I'= {p,] eR3, i=0, .,metj=0, ., n} estun ensemble de (m + 1)x(n + 1) points de données
{uo, . } 0 <...<u, vecteur de noeud dans la direction uet

V= {vo, s vq} | Vo < ... = v, vecteur de nceud dans la direction v

la méme valeur u; (resp. v;) ne doit pas apparaitre plus que & (resp./) fois ou
k ="' ordre de la B — spline dans la direction u (resp./ dans la direction v)
la surface de NURBS de base est donnée par N(u, v) = Y20 X0 Mix(w) 7,4(v) pi;

ou n; x(u) etn;,(v) sont des fonctions B — splines de degré (k — 1) et (/ — 1)
associé aux vecteurs de nceud U et V'

# nceuds = # points de contrdle + /' ordre de la courbe (degré + 1)

= p+)=m+D)+k= p=m+ket@g+)=(n+D+I=qg=n+!

Z;noZ'; orhk(u) Un M w;, J Pij

N(u, v) =
( ’ ) Z;"()Z] ()nl/((u)nj[(v)w/lj

est la surface NURBS rationnelle avec w; ; sont les poids
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Approximation a travers 9 points utilisant la courbe NURBS d’ordre 3 avec un vecteur de nceud non périodique

I'= {p,-, J= (x,-, i Yijs Zi, j) eR?, pouri=1, .., n } est un ensemble de 7 points de données distincts
P1 2(17 27 O), P2 =(2’ 4’ 1)9 P3 =(3, 2, 0)3 p4=(49 19 2)> Ps 2(43 73 9):

Pe6 = (59 _27 6)’ P71 = (67 37 3) » P8 = (75 05 2) etp9 = (85 _1, 4)

lespoidssontw; =1, w, =3, w3 =3, ws=2, ws=4, wg=1, w; =3, wg=1etwg=1

le vecteur de nceud non périodique est donnée par {0, 0, 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,7, 7}

Représentation d’une approximation a travers 9 points utilisant la courbe NURBS d’ordre 3

Comme nous I’avons mentionné plus tot, I’interpolation (approximation) NURBS serait la troisiéme méthode
d’interpolation, nous allons définir dans cette recherche. Modélisation NURBS a gagné grande popularité ces
derniers temps dans les logiciels de CAO destinés a conception architecturale et ils sont a la base de ces
systémes. Il était important pour nous dans le cadre de cette recherche de donner une construction mathéma-
tique des courbes et des surfaces NURBS, car il y a certaines parties des conceptions architecturales créés ici
faites en utilisant des logiciels de CAO basé sur NURBS. De cette fagon, nous pouvons procéder dans la
conception de ces formes a ’aide ces systémes logiciels mais avec la compréhension mathématique de la
fagon dont ces outils de conception sont construits. Cela signifie restant en conformité avec le discours initial
de la recherche, a savoir fonder le processus de conception sur une compréhension mathématique compléte
des méthodes géométriques impliqués. Les courbes et les surfaces de NURBS sont largement utilisés dans la
conception de des formes qui nécessitent des lignes de courant et de continuité qui est le cas dans la concep-
tion automobile et la conception aéronautique. Dans notre contexte architectural nous allons montrer des
conceptions de formes qui partagent certaines de ces caractéristiques, de cette maniére, nous sommes en
mesure de montrer la capacité et I’intérét pour 1’utilisation et la construction de ces outils de modélisation.
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Approximation a travers 5x5 points en utilisant la surface NURBS d’ordre 3
I'= {pl,/ = (xi,j s Viyjs Z,',j) S [R3, pouri= 1, e m etj = 1, . N }

est un ensemble de m x n points de données distincts
PL1i=00,0,0, pra=(-7. 3. 3)> 213=(5.2=3), P1a=(0.3, 7). P15 = (0,4, 7).
p21=(1, _ia —41‘1), p22=(1,1,0), pp3=(1,2, —i) , p2a=(1, g, 0), ps=(1,4, Z)’
Pa=(2,0,0), p32=(21,3), p33=(2,2,00, p3a=(2,3, ;). p3s=(2 4 3);
pa1=(3,0, i), Dap = (g, 1, —i)’ pa3=(3,2, %), paa=(3, %7 %)’ pas=(3,4, i),
psi=(4,0, 3}), psa=(4.1, _JT)’ ps3=(4.2, %), psa=(4 g, %)etps,s =(4, 4, 3})
les poids sont
wii=lLwio=1, wiz=1l,wia=1, wayi=Lwpa=1wy3=1,ws=1

wit=1,wip=1, wyz=1,w34=1, wa1 =1, wap=1,wy3=1letwyy=1

le vecteur de noeud non périodique dans la direction u est donnée par {0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3}
le vecteur de nceud non périodique dans la direction v est donnée par {0, 0, 0, 3, 4, 5, 5, 5}

Representation of an approximation a travers 5x5 points en utilisant la surface NURBS d’ordre 3

Avec cet exemple, nous terminons la construction mathématique des courbes et des surfaces NURBS, qui a
son tour termine les constructions de I’interpolation polynomiale, que nous avions I’intention de faire dans
cette recherche. Dans la partie suivante, nous allons montrer quelques exemples de conceptions architec-
turales, faites en utilisant la modélisation NURBS avec 1’aide d’un systéme de logiciels de CAO. Aprés ces
exemples, nous aimerions réfléchir sur la vague actuelle de I’intérét de 1’architecture dans ces outils de
modélisation, de leur application de base comme outil de dessin utilisant une interface utilisateur graphique,
aux applications plus sophistiquées utilisant des scripts et des simulations. Cette vague a développé au cours
des deux derni¢res décennies, possédant des noms différents et des convictions différentes, dans cette
recherche, nous allons choisir le terme: architecture numérique, de se référer a cette vague dans le sens le plus
large.
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4.3.4. Concevoir utilisant NURBS

Maintenant que nous avons a notre disposition la construction mathématique des courbes et surfaces NURBS
nous allons montrer une certaine génération de forme en utilisant la modélisation NURBS avec ’aide d’un
systétme de CAO. Nous allons définir une surface NURBS définie par une série de courbes NURBS planes,
dont chacune est située dans un plan perpendiculaire a une courbe de base.

4

—

Représentation du processus de génération de la forme architecturale utilisant Nurbs

Représentation des courbes et des surfaces NURBS faites en utilisant un systéme de logiciel de CAO
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Plus d’exemples de conception utilisant NURBS

Maintenant, nous allons montrer un exemple de génération de forme a I’aide d’une modélisation Nurbs pour la
conception d’une maison-bateau, ces exemples montrent la capacité des NURBS pour gérer conception de
surfaces courbes telles que celles dans les coques de bateaux et des conceptions d’automobiles.

Représentation du processus de génération de forme en utilisant des courbes et des surfaces NURBS

Représentation d’un dessin fait en utilisant les NURBS dans un systéme de logiciel de CAO
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Exemple de conception en utilisant NURBS en combinaison avec la «box modeling»
Jusqu’a présent, nous avons montré des conceptions en utilisant soit la modélisation «box modeling» ou

I’interpolation utilisant des surfaces NURBS, dans cette partie, nous allons montrer que nous pouvons com-
biner les deux méthodes a savoir que la peau externe pourrait étre congu utilisant la modélisation «box model-
ing» et I’intérieur pourrait étre élaboré en utilisant la surfaces NURBS.

Représentation de I’intérieur d’une maison-bateau congu en utilisant des surfaces NURBS

Représentation de la conception extérieure de la peau en utilisant la «box modelingy
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Plus d’exemples de conception utilisant NURBS en combinaison avec «box modeling»
C’est un exemple de plus d’avoir la peau extérieure congu en utilisant la «box modelingy» tandis que 1’intérieur

est travaillé a 1’aide de surfaces de NURBS.II est important de présenter ces exemples qui sont établis utilisant
de logiciels de CAO, car ils montrent I’étendue de la liberté et aussi la limitation de 1’utilisation des interpola-
tions méthodes (NURBS) dans la conception architecturale.

Représentation de I’intérieur d’une forme que nous avons développé en utilisant la «box modeling»

Représentation d’une autre partie intérieure de la méme forme architecturale

100 |



4.4. Critique de la conception assistée par ordinateur

Dans les deux premiers chapitres, nous étions occupés des questions relatives a la position de cette recherche
entre les deux disciplines de 1’architecture et les mathématiques (chapitre 1) et la préparation pour la construc-
tion de I’espace formel: variétés (chapitre 2). Dans le troisiéme chapitre, nous avons construit I’espace comme
une variété et nous avons donné les définitions formelles de des formes comme des sous-variétés de I’espace
euclidien utilisant submersion (définition algébrique) et I’immersion (dans la plupart des cas un plongement -
définition paramétrique). Dans ce chapitre, nous avons donné des approximations de formes continue en les
définissant utilisant des maillages polygonaux et des interpolations polynomiales, qui, comme nous 1’avons
mentionné sont le type le plus utilisé de la définition de la forme dans la conception architecturale en raison de
leur utilisation dans les systémes de logiciels de CAO. Malgré leur large diffusion, peu de architectes ont
connaissance de leurs constructions mathématiques, cela dit, nous aimerions a ce point avant de commencer
les définitions des opérations sur les des formes, de prendre un certain recul et de réfléchir sur ces méthodes
de conception utilisant CAO. Nous aimerions comprendre la raison de leur succés et de quelle manicre ils
différent des méthodes traditionnelles de dessin architectural en utilisant la géométrie descriptive. En cela,
nous ferions une fois de plus I’utilisation des noumeénes et les phénomeénes de Kant pour comprendre sur le
plan ontologique I’expérience de simulation de dessin. En plus de Kant, nous apporter quelques concepts de la
théorie critique, en particulier de philosophes: Jean Baudrillard et Gilles Deleuze pour nous aider a compren-
dre le contexte global de la réussite de ces technologies numériques. Nous allions enfin réfléchir davantage
ponctuellement sur les mouvements architecturaux réunis sous le parapluie de 1’architecture dite numérique.
Le succes de la conception utilisant de logiciels de CAO, c’est parce qu’elle est fondée sur I’idée intuitive de
I’interpolation de points qui sont donnés par I’entrée du créateur a travers 1’interface graphique (la souris) sans
la nécessité d’avoir des connaissances mathématiques sur la fonction d’interpolation. C’est en substance rend
I’ensemble du processus de dessiner en utilisant 1’ordinateur rappelle le processus de dessiner utilisant le
crayon et de la planche a dessin, car il n’y avait pas de transcendance de 1’expérience au sens kantien a été
impliqué. Ceci, certainement augmenté la vitesse de production et la précision des dessins, mais il n’y avait
pas de changement de perspective. Les architectes ont pensé et ont dessiné de la méme manicre que précédem-
ment, seulement maintenant en utilisant I’ordinateur, dans d’autres terme, ils ont simulé I’expérience du
dessin, mais ce qui est plus problématique est la simulation de la connaissance qui se pose avec le logiciel de
CAO, qui dans le cas de la conception architecturale est la simulation de la connaissance en géométrie. Nous
sommes capables de voir le probléme dans un exemple simple: si I’on prend la tiche de dessiner deux lignes
perpendiculaires, d’abord a la main et ensuite par 1’ordinateur: dans le premier cas, nous sommes confrontés a
un probléme classique des mathématiques qui est celui de la construction et afin de réaliser la tiche, nous
appliquons les méthodes de la géométrie descriptive. Néanmoins, dans le deuxiéme cas a savoir, en utilisant
un interface graphique du logiciel de CAO, nous allons chercher les icones dans le menu du programme qui
correspondent au dessin d’une ligne et qui correspond a trouver la perpendiculaire a cette ligne. Maintenant, la
connaissance mathématique nécessaire pour effectuer cette tache est entiérement caché de 1’utilisateur dans la
bibliothéque du programme; ce qui est perceptible au concepteur est la connaissance de la fagon de gérer
I’interface. Cette situation est problématique, non pas parce que d’une idée romantique que 1’expérience de
dessin est plus authentique, mais il est problématique parce que la simulation créée par le logiciel de CAO
donne au concepteur I’illusion d’avoir la connaissance géométrique nécessaire pour effectuer la tache. C’est-a-
dire que le logiciel de CAO modifie la nature du probléme d’un probléme de géométrie a un probléme d’inter-
face, et dans ce saut il existe une perte importante de connaissances qui n’est pas nécessairement remarqué et
qui va devenir de moins en moins remarqué que les interfaces de logiciels de CAO deviendront de plus en
plus intuitive. Ce probléme de la simulation n’est en aucun cas limité a la conception architecturale, En fait, il
s’agit de la version architecturale d’un probléme plus large de la société, un probléme qui a été prévu par le
théoricien critique Guy Debord dans son livre La société du spectacle et a été au centre du travail de
philosophe Jean Baudrillard dans de son traité philosophique Simulacres et simulation. Justement, en appli-
quant la géométrie moderne dans la conception architecturale, nous soulignons le probléme en créant une
turbulence dans la simulation de la connaissance que les systémes logiciels de CAO établissent, pour compren-
dre cette turbulence nous devons d’abord comprendre comment 1’architecture contemporaine se rapporte a la
société du spectacle de Debord. L’idée de Debord tourne autour de la dégradation de la société moderne dans
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laquelle la vie sociale authentique a été remplacé par sa représentation a savoir que les expériences humaines
qui étaient autrefois vécu sont devenu simples représentations, la dégradation selon Debord se passe par le
déclin d’étre a avoir a apparaitre [6]. Le compte de Baudrillard sur la société est tout a fait similaire de nom-
breux égards, comme il le prétend que notre société actuelle a remplacé toute la réalité et la signification par
des symboles et des signes et que I’expérience humaine est une simulation de la réalité. Donc, a partir Alberti
et Desargues (deux architectes et mathématiciens) ayant une connaissance approfondie de la géométrie comme
la langue de la conception architecturale, aux architectes dits paramétriques maitrisant leur dernier logiciel de
CAO, on peut voir clairement cette dégradation de la connaissance aux apparences. Quand les architectes
paramétriques utilisent des termes comme géométrie complexe ce qu’ils signifient réellement: sont des formes
qui apparaissent complexe a savoir par leur nature courbée, alors que le processus de leur création contient
peu de connaissance de la géométrie. 11 s’agit d’un abus de langage assez fréquent, qui est toujours négligé en
raison de la confusion entre la connaissance et la simulation de la connaissance, 1’utilisation du terme: simula-
tion ici ne signifie pas simplement faire semblant. Baudrillard dans Simulacres et simulation, définit la
dissimulation, comme le semblant de ne pas avoir ce que I’on a, et la simulation est feindre d’avoir ce que I’on
n’a pas. Il explique que la simulation est plus complexe que feindre ou faire semblant, en donnant I’exemple
de simuler la maladie; il explique que, pour prétendre qu’on est malade, on reste tout simplement dans le lit et
faire croire aux autres on est malade. Alors que si I’on simuler la maladie, on produit en soi certains des
symptdmes. La différence fondamentale ici est clair, faire semblant conserve la réalité intacte, tandis que la
simulation menace la différence entre le vrai et le faux. Quelque chose de cette nature peut étre vu quand les
architectes utilisent des logiciels de CAO pour représenter et résoudre certains des problémes géométriques de
leur conception; la vraie connaissance n’est pas simplement remplacée par semblant (a savoir I’architecte est
conscient de I’ignorance) mais cette connaissance est simulé a 1’aide symptomes (i.e. gestion de I’interface),
laissant 1’architecte ignorent de la différence entre le vrai et le faux. Le deuxiéme concept important dans le
livre de Baudrillard est: simulacres, il définit simulacre, non comme cacher la vérité, mais comme la vérité qui
cache qu’il n’y en a pas. Simulacres sont des copies qui représente des choses qui soit n’avaient pas une réalité
pour commencer, ou N’ayant plus un original, tandis que la simulation est 1’imitation des opérations d’un
processus du monde réel par la production de certains de ses symptomes [7]. La progression actuelle, et la
vitesse de développement de logiciels de CAO de plus en plus complexe, capable de faire la stimulation
visuelle de plus en plus avancé: D’architecture paramétrique, est un exemple de simulacre, ou le mot
paramétrique a perdu son sens mathématique original et est devenu une référence sans un référent. Baudrillard
décompose la relation entre I’image et la réalité en quatre étapes qu’il relie plus tard a des périodes his-
toriques. La premiére étape est une relation fidele, entre I’image et la copie, ou le signe est le reflet d’une
réalité profonde, il associe ce stade avec la période pré-moderne ou la représentation est clairement un porte-
lieu artificiel pour la vraie chose. La deuxieme étape est la perversion de la réalité, nous croyons que le signe
est copie infidele, qui masque et dénature la réalité comme une apparence, Baudrillard associe ce stade avec la
modernité et la révolution industrielle ou la distinction entre la représentation et la réalité a été rompu en
raison de la prolifération des copies produites en masse d’articles, qui les transforme en produits de base. La
troisiéme étape, masque 1’absence d’une réalité profonde, ou simulacre prétend étre une copie fidéle, mais
c’est une copie sans originale; Baudrillard associé ce stade avec la postmodernité et le capitalisme tardif ou
simulacre précéde 1’original. La quatriéme étape est la simulation pure, dans laquelle le simulacre n’a pas de
relation, a aucune réalité que ce soit. Ici, les produits culturels ne seraient méme pas besoin de faire semblant
d’étre vrai au sens naif car les expérience des vie des consommateurs sont essentiellement artificielles, il a
utilisé le terme: ’hyper-réalité pour décrire cette réalité¢ qui est de plus en plus notre vie quotidienne [7]. On
peut voir une corrélation entre les étapes de Baudrillard de la relation entre I’image et la réalité et le développe-
ment de la relation entre I’architecture et les mathématiques. Les périodes médiévales et la Renaissance
représentent la premiere étape de la relation image-réalité, ou la connaissance de la géométrie visant a 1’u-
tiliser pour représenter une réalité profonde d’un univers harmonieux de divines proportions et géométrie
sacrée. L’expression parfaite de cette étape, était dans I’invention de la perspective linéaire par les poly-
mathes: Alberti, Brunelleschi et Desargues, ici on peut voir presque une tentative littérale d’utiliser 1’image
comme un reflet fidéle de la réalité, a savoir la peinture basée sur la perspective. Avec ’arrivée de la moder-
nité¢ et de la domination du cogito cartésien de la science positiviste et la révolution industrielle, la deuxiéme
étape est claire, il y a une méfiance dans les apparences et la perception comme ’accés a la réalité. Ici, I’image
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est une copie infidéle qui dénature la réalité, I’architecture et 1’art ne sont plus des représentations de pro-
fondes réalités harmonieuses, 1’esthétique kantienne avec 1’accent mis sur I’objet d’art lui-méme remplacé
I’esthétique classique ouvrant la voie a 1I’art moderne. L’intérét en mathématiques pour représenter fidélement
la réalit¢ a diminué hors de la faveur, cela peut étre vu dans les mouvements de la peinture moderne de
I’impressionnisme au cubisme et leurs équivalents architecturaux, de I’art nouveau au Bauhaus et le style
international ou la géométrie est enfin détaché de I’architecture. Au méme temps, la science est devenue
excessivement positiviste, rejetant la métaphysique et les apparences comme trompeuses et ne comptant que
sur la raison humaine comme le seul accés a la réalité objective des choses qui est obscurcie par nos sens, cela
peut étre vu dans I’interprétation moderne de la géométrie et en physique des particules. La période post-
moderne capitaliste tardive est caractérisée par la troisieme phase de la relation image-réalité, c’est I’¢re de la
communication de masse, la mondialisation et la consommation ou 1’image ne représente plus un original et
méme masques |’absence de réalité profonde. Mouvements postmodernes dans ’art et I’architecture expriment
clairement cette propriété, ce qui peut étre vu, de 1’essor du pop art a I’ajout de motifs classiques de I’architec-
ture postmoderne; clairement la position de la géométrie dans I’architecture a atteint son point le plus bas. Ce
qui est plus intéressant, c’est ce qui se passe aujourd’hui, qui commence a la fin du postmodernisme, et que
nous pouvons identifier comme la quatrieme étape de la relation image réalité, a savoir la simulation pure ou
le stade hyper-réalité. Dans ’art et en particulier dans 1’architecture il y a une augmentation de ce qu’on
appelle I’art numérique, et au sein de la communauté architecturale: 1’architecture paramétrique; on peut déja
voir dans le nom, les premiers symptomes d’une juxtaposition problématique. Numérique, étant synonyme de
données informatisée numériques, qui est le monde des mathématiques discretes de calcul, couplés avec 1’art,
le monde que depuis plus de deux siécles a rejeté les mathématiques. Ce couplage semble a premiére vue étre
un renouveau de ’utopie prémoderne de la renaissance mais cela ne pouvait pas étre plus loin de la vérité. En
fait, il est un symptome parfait de la quatriéme étape de Baudrillard de la relation image-réalité ou le simu-
lacre n’a plus aucun rapport avec la réalité et les signes se référent seulement a d’autres signes [7]. Un bon
exemple de cette propriété peut étre vu dans I’intérét retourné en géométrie dans I’architecture paramétrique,
ce retour est fondamentalement et purement simulée sans lien véritable avec 1’étude moderne de la géométrie.
Cette simulation est réalisée par la création d’un mythe, a savoir inventer de nouveaux termes, expressions, un
systéme de signes référant seulement a d’autres signes sans réalités originale ou, dans certains cas avait une
réalité originale qui n’est plus 1a. Par exemple, des mots comme: paramétrique, continue, morphogenése et
topologie, sont coupés de leurs origines mathématiques et donné une nouvelle vie dans le systéme simulé.
Méme termes fondamentaux, comme la «géométrie» lui-méme ne se réfeérent plus a son sens mathématique
universelle, mais cela signifie tout simplement la forme. Le probléme ici, n’est pas simplement un probléme
de vulgarisation des termes scientifiques comme c’est le cas dans de nombreuses ceuvres philosophiques et
littéraires, il est beaucoup plus problématique. Il est compréhensible de faire des actes individuels de vulgarisa-
tion pour exprimer certains concepts philosophiques, il a toujours été fait par les philosophes et des artistes,
mais ici ce qui se passe n’est rien de moins que d’une tentative pour une fausse universalité. A savoir, que, par
exemple, quand un mot comme “géométrie” (ou “paramétrique”) est utilisé dans son sens hyper-réel simulg, il
est entendu par tout le monde, et créant ainsi un mythe a propager. Le long de la méme ligne de Simulacres et
simulation, nous rencontrons un autre phénoméne important du capitalisme tardif, a savoir le passage de
discipline au contréle, ce concept a été ¢laboré par le philosophe frangais Gilles Deleuze, dans un de ses
derniers essais intitulé Post-scriptum sur les sociétés de contréle. Dans ce post-scriptum, nous trouvons un ton
beaucoup plus politique par rapport aux écrits précédents de Deleuze, en substance Deleuze exprimer une
préoccupation envers la technologie et en particulier ce qu’il appelle les machines de troisiéme génération:
ordinateurs; une position qui rappelle la position de Heidegger envers la technologie. Il élabore des thémes
soulevés par le philosophe frangais Michel Foucault sur les sociétés disciplinaires; Deleuze explique que ces
sociétés disciplinaires ont évolué vers des sociétés de controle. Foucault situé les sociétés disciplinaires dans
le 18¢me et 19¢me siecles, elles ont atteint leur hauteur au début de la 20¢me. Elles initient I’organisation de
vastes espaces d’enclos; I’individu ne cesse passer d’un milieu fermé a un autre, chacun ayant ses propres lois:
d’abord, la famille, puis 1’école, puis la caserne, puis 1’usine, parfois 1’hopital ou méme la prison, I’instance
prééminent d’enclos. Le projet idéal de ces milieux de enclos, est de distribuer dans 1’espace, et d’ordonner
dans le temps; de composer une force productive dans la dimension de 1’espace-temps dont I’effet sera plus
grand que la somme de ses forces composantes [8]. Deleuze affirme que nous ne sommes plus dans ces
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sociétés disciplinaires, nous sommes dans une crise généralisée par rapport a tout I’environnement d’enclos:
famille, école, usine, hopital, prison. Les administrations en charge ne cesse d’annoncer des réformes néces-
saires; de réformer les écoles, de réformer les hopitaux, de réformer les prisons, alors que tout le monde sait
que ces institutions sont finis, quelle que soit la longueur de leurs périodes d’expiration. Les sociétés de
contrdle, sont maintenant dans le processus de remplacement de ces sociétés disciplinaires, le contrdle est le
nom du nouveau monstre, qui Deleuze et Foucault reconnaissent comme notre avenir immédiat. Deleuze
exprime sa préoccupation en ce qu’il considére comme un passage de 1’analogique au numérique (ou digital).
Il dit que dans les sociétés disciplinaires, les différents espaces de enclos a travers laquelle I’individu passe,
sont des variables indépendantes avec un langage commun analogique, en les reliant. Alors que, dans les
sociétés de contrdle, on obtient a la place de différents espaces de enclos, des mécanismes de contréle dif-
férents qui sont des variations inséparables avec un langage commun numérique. Les enclos sont des moules,
des moulages distincts, mais les contréles sont une modulation, comme un moulage auto-déformant qui
continue changer d’un moment a ’autre, ce qui peut étre vu dans la différence entre 1’usine et la corporation;
I’usine était un corps qui a tenu ses forces internes a un niveau d’équilibre, mais la corporation, qui I’a rem-
placé, est un esprit ou un gaz. Comme la corporation a remplacé 1’usine, la formation perpétuelle tend a
remplacer 1’école, et le contrdle continu I’examen, ce qui est le plus siir moyen de livrer de 1’école a la corpora-
tion. Dans les sociétés disciplinaires, on a commencé toujours a nouveau; de I’école a la caserne a ’usine,
tandis que dans les sociétés de contrdle, on n’est jamais fini avec quoi que ce soit, la corporation, le systéme
éducatif, les services armés, sont tous des états métastables coexistent dans un et la méme modulation, comme
un systéme universel de déformation [8]. C’est tout a fait clair, dans la fagon dont les écoles d’architecture
d’aujourd’hui sont liés a des agences des architectes qui sont a la fois les enseignants et les patrons. Et com-
ment la dynamique des studios de design et des cabinets d’architectes se ressemblent de plus en plus, devenant
variations de la méme chose, donc un étudiant en architecture qui a suivi une certaine doctrine d’un certain
architecte peut commencer sa vie professionnelle dans le bureau de cet architecte sans jamais se sentir la
transition. Alors que, dans le passé, la transition de la vie étudiante a la vie professionnelle a été trés clair, ou
comme le dit Deleuze: I’étudiant repartir de zéro en passant d’un enclos a I’autre i.e. de 1’école au bureau.
Dans les sociétés disciplinaires, 1’individu a été désigné par une signature et a ét¢ indiqué dans les masses par
un numéro; dans les sociétés de contrdle ce qui est important n’est pas la signature ou le nombre, mais un
code: le code est un mot de passe, qui marque 1’accés a informations ou la rejette. Nous nous trouvons plus,
face a la paire: masse / individu, les individus sont devenus dividus, et les masses des échantillons, des
données, des marchés ou des banques. L’homme disciplinaire était un produit d’énergie discontinu, mais
I’homme de la société de contrdle est ondulatoire, en orbite, dans un réseau continu, partout, le surf a déja
remplacé les les sports anciens. Sociétés disciplinaires se équipés de machines portant sur I’énergie, avec le un
danger passif de 1’entropie et le danger actif du sabotage, les sociétés de contrdle fonctionnent avec les
machines du troisi¢éme type, les ordinateurs, dont passive un danger est le brouillage et dont un danger actif est
le piratage et I’introduction des virus. C’est le capitalisme de production d’ordre supérieur. Il n’achéte plus des
matieres premicres et ne vend plus les produits finis: il achéte des produits finis et assebles parties, ce qu’il
veut vendre est un service et ce qu’il veut acheter est des stocks [8]. La conception d’un mécanisme de
contrdle, donnant la position d’un élément dans un environnement a un instant donné, est devenu une réalité
avec le «smart phone». La ville imaginée par psychanalyste frangais Félix Guatari, ou on serait en mesure de
quitter son appartement, sa rue, son quartier, grace a de une carte électronique individu qui souléve un barier
donné ou étre rejetée sur un jour donné ou a certaines heures, est en grande partie réaliser. Ce qui compte n’est
pas la barriére, mais 1’ordinateur qui permet de suivre la position de chaque personne licites ou illicites et
effectue une modulation universelle [8]. On peut facilement le voir, dans le nombre écrasant des réseaux
sociaux, les blogs et les plates-formes numériques pour I’échange d’informations, sur nos activités et nos
emplacements, qui prolifére en permanence chaque partie de nos vies. Dans [’architecture c’est tout a fait
tangible dans 1’explosion des blogs et des communautés numériques favorisant ’architecture paramétrique, ce
qui est I’architecture de controle par excellence, 1’idéologie favorise I’efficacité et le contrdle sur la concep-
tion et la production de la forme architecturale. Cependant, nous devons étre trés vigilants ici, parce que méme
si il semble une motivation raisonnable pour un architecte d’étre en contréle de la conception de la forme, il
est bien loin d’un type de contrdle technique qui vient de la formation disciplinaire. Dans les sociétés disci-
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plinaires contrdle est livré avec des connaissances disciplinaires, a savoir ’architecte devrait recevoir la
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formation adéquate, par exemple, dans I’analyse structurelle et a partir de 14 un contrdle en termes de connais-
sances disciplinaires est atteint. Alors que la plupart des logiciels de CAO aujourd’hui essaient indéfiniment a
fournir aux architectes avec de plus en plus d’informations sur 1’objet congu; informations qui dépassent la
connaissance de I’architecte et méme son intérét; informations qui sont en quelque sorte inutile, c’est comme
si I’objectif de controle est le contréle lui-méme. C’est tout a fait comparable a ces heures interminables de
vidéos de caméras de sécurité, pour fournir des quantités infinies d’informations, dans 1’espoir que certaines
d’entre elles pourrait se révéler utile si certains attaque se produirait pour traquer les attaquants. La question
de savoir si nous avons besoin de ce montant de la surveillance est un autre débat, mais ce qui est clair, c’est le
lien entre leur informations superflues et les informations superflues du logiciel de CAO, a savoir que sous-
tend les deux, n’est pas une question de 1’utilitt comme au sens disciplinaire mais plutét 1’idéologie de
controle. 11 est devenu aujourd’hui un avantage pour un architecte d’avoir un logiciel qui permet de calculer la
pression du vent sur I’objet, sans que 1’architecte ait la moindre idée de ce que cela signifie du point de vue de
la science de I’ingénierie structurelle. Autant il est devenu important pour un téléphone portable, d’indiquer le
taux de battre cardiaque de son utilisateur sans que 'utilisateur ait la moindre idée de ce que cela signifie du
point de vue médical. Nous pouvons voir dans ces exemples ce que Deleuze tentait de souligner avec sa
préoccupation au sujet de la prolifération des ordinateurs dans notre vie humaine, ils alignent simplement tout
dans un seul plan a I’aide d’un code numérique.
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4.5. Concernant l'architecture numérique

L'influence de la montée des ordinateurs sur l'architecture est vraiment remarquable, en dehors de I'influence
évidente, en termes de productivité efficace rendue possible par les logiciels de CAO (et modélisation 3D),
l'influence est idéologique et assez problématique. Cette problématique vient du fait que, méme si les ordina-
teurs rendent les choses plus faciles, plus rapides et plus efficaces, il y a un cott indirect; que ce soit hyper
réalité de Baudrillard, la société de spectale de Debord ou la société¢ de Deleuze de controle. Malgré le fait que
l'architecture numérique dans n'importe quelle saveur il arrive, est informé, efficace et visuellement complexe;
dans de nombreux aspect pourrait étre considérée comme supérieure aux mouvements architecturaux
antérieures, c'est l'architecture de I'hyper réalité par excellence. C'est précisément dans ce passage de l'ana-
logue aux outils numériques, nous pouvons voir la prédiction de Deleuze de I'aplatissement de tout dans un
seul plan du code numérique, et ou les disciplines sont toutes des variations dans ce plan, ce qui explique
l'inondation des concepts scientifiques a l'architecture numérique avec une facilité absolue. La relation de
l'architecture aux disciplines scientifiques a toujours existé, mais elle a exigé un grand effort de transgression
disciplinaire des architectes; résultant dans le fait que l'utilisation de concepts scientifiques dans 'architecture
est restée dans une large mesure métaphorique. Et si l'utilisation d'un concept scientifique n'allait pas étre
métaphorique alors ce concept n'était pas d'une complexité scientifique de haut niveau; cette modestie dis-
parait avec l'architecture numérique en raison de l'ordinateur. L'architecture numérique utilise des concepts
scientifiques de la plus haute complexité et actualités: de la topologie a la théorie du chaos, les architectes
pour la premicre fois ont la possibilité d'utiliser ces concepts non métaphoriquement sans avoir a passer a
travers les difficultés de transgression disciplinaire. Tout cela rendu possible parce que l'ordinateur était
capable de simuler les connaissances nécessaires pour utiliser et manipuler ces concepts scientifiques sous la
forme d'une interface conviviale du logiciel de CAO. De ce point de vue, on peut voir que, méme si il est vrai
qu'il y a un changement dans la pensée scientifique vers des concepts de complexité, il est tout a fait exagéré
de penser que l'architecture numérique a son fondement dans cette nouvelle tendance scientifique. Ceci est
simplement dii au fait que la science moderne et en particulier la physique et les mathématiques se concentre
uniquement sur la logique formelle et 1'expérimentation positiviste sans aucune attention a l'ontologie, tandis
que l'architecture (numérique ou non) restera toujours ontologiquement compris. En d'autres termes la science
moderne a atteint un niveau auquel il est fortement déconnectée de 1'existence quotidienne intuitive, que la
fagon dont les individus moyens comprennent les faits scientifiques est similaire a la fagon dont les individus
antérieures ont compris leurs mythes de la création. Par exemple, tout individu aujourd'hui connait les con-
cepts scientifiques de I'ADN ou de la physique quantique, et serait en mesure de dire a peu prés certains de
leurs mécanismes. Ce qui manque toutefois, c'est une compréhension ontologique, en d'autres termes, com-
ment la compréhension de 1'individu de son existence quotidienne est différente avec la connaissance de ces
concepts scientifiques; qui sont dans bien des cas tout a fait contre-intuitive. Un architecte numérique a la
méme position que l'individu moyen, car méme si les logiciels CAO peuvent simuler certains concepts
scientifiques comme I'évolution ou les systémes dynamiques non linéaires, l'architecte qui l'utilise, n'a aucune
compréhension formelle ou expérimentale de ces concepts. Ce qui signifie que I'architecte ne peut pas étre
pleinement conscient de I'évolution de la pensée scientifique, plus que l'individu moyen, en d'autres termes,
pour que l'architecture numérique faire partie de ce changement scientifique, les architectes ont besoin de
transgresser l'architecture vers les disciplines scientifiques et non seulement les simuler. Mais méme si cela
arrive et que les architectes regu la connaissance scientifique disciplinaire appropriée, ils sont maintenant
confrontés au probléme de 1'ontologie: comment rendre ces concepts scientifiques formelles significatives
pour l'existence humaine quotidienne. Aujourd'hui, nous assistons de plus en plus dans les écoles d'architec-
ture des programmes éducatifs orientés vers une approche scientifique, ce qui signifie que les les architectes
qui sortent de ces programmes auraient en quelque sorte une compréhension plus profonde des sciences en
question de l'individu moyen. Cependant, nous voyons que l'ensemble de ces connaissances scientifiques est
médiée par l'ordinateur, puisque tous ces programmes éducatifs sont fondées sur la compréhension numérique
des concepts scientifiques, et non sur les cours disciplinaires réguliers qui bien siir serait prendre beaucoup
plus de temps et d'efforts a saisir. Le fait est que, malgré la forte progression de l'architecture numérique, elle a
encore un long chemin avant de donner une véritable nouvelle architecture; c'est parce qu'elle doit surmonter
deux difficultés. Tout d'abord, elle a besoin de travailler durement pour correspondre a ses ambitions scien-
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tifiques et, deuxiémement, elle doit travailler encore plus dur pour fournir 1'ontologie appropriée pour elle-
méme, et que, tout en étant informée par la science moderne, elle n'a pas perdu son sens artistique et poétique
et se réduite a un probléme d'optimisation. Une autre question fondamentale qui semble étre souvent négligé
est pourquoi ce grand intérét pour la science qui caractérise l'architecture numérique. Il est vrai que la relation
entre l'architecture et la science a une longue histoire, d'un coté des raisons pratiques de l'ingénierie du bati-
ment, et de l'autre coté, les analogies entre les méthodes de conception et des phénomeénes naturels, mais
l'architecture numérique se rapporte a la science dans une maniére totalement nouvelle dépassant a la fois la
pratique et le raisonnement analogique. Malgré l'apparence extérieure de fonctionnalité que l'architecture
numérique donne a son intérét pour la science, la vérité est que la science entre dans 'architecture numérique
comme un obscur objet du désir, un objet de fascination pure. Ceci peut étre vu dans le trés grand nombre de
publications, des cours théoriques et pratiques, tous dédiés sous une forme ou une autre d'utiliser des
phénomenes scientifiques en tant que donateur de la forme architecturale, au point que 1'on s'interroge sur le
sens de ces conceptions. En dépit de leur force visuelle, ces conceptions clairement n'abordent pas les ques-
tions architecturales, comme I'espace, la circulation, etc. Et s'ils le font, il est fait d'une maniére assez réduc-
trice, comme si ces questions étaient des problémes quantitatifs simplement positivistes (parameétres), ils
n'abordent pas non plus des questions scientifiques ou techniques, aprés tout une enquéte scientifique exige
des connaissances disciplinaires et pas seulement du logiciel de CAO. Ainsi, la question de 1'intérét de I'archi-
tecture numérique dans la science n'a rien a voir avec la relation historique entre l'architecture et la science,
mais une fois de plus, il fait partie d'un plus grand probléme social contemporain qui se manifeste dans
l'architecture a travers le couvert de l'architecture numérique. Le probléme a a voir avec la position de la
science moderne dans la société contemporaine en général, et comment elle a changé dans I'ére numérique. Il
ne fait aucun doute, que la science a toujours été motivée par la fascination, a savoir la fascination du scien-
tifique avec un certain phénoméne et son envie de le démystifier, cela signifiait que la science (au moins
depuis le siecle des Lumiéres) traite de fascinations sans étre un objet de fascination en soi. Maintenant, avec
l'ordinateur, la science devient I'objet de fascination en soi, ce qui peut étre vu dans la montée de ce qu'on
appelle les "geeks" (a ne pas confondre avec les informaticiens). La différence est la suivante: compte tenu
n'importe quel phénomeéne physique, un scientifique serait fasciné par ce phénomeéne lui-méme, tandis que les
geeks plupart du temps dépourvus des connaissances disciplinaires, seraient intéressés par la simulation
offerte par l'ordinateur pour étudier ce phénoméne. Par exemple, les geeks qui peuvent montrer tout l'aspect
d'un logiciel pour enregistrer, analyser et manipuler le son, sans aucune connaissance ou un intérét dans la
physique des ondes sonores. Cela signifie que dans notre société¢ d'ordinateurs, des réseaux sociaux et des
smartphones, la science acquiert un important nouvelles caractéristiques: le «scientific look», ce qui est au
ceeur de la fagon dont il est entendu par 1'individu moyen. Dans notre société de 1'hyperréalité de Baudrillard,
il ne suffit pas de simplement faire de la science telle qu'elle se fait traditionnellement en utilisant les connais-
sances disciplinaires, la science plus que tout doit avoir le «scientific look», pour qu'elle soit acceptée par la
société dans la science. Ce «scientific look» est ce qui fait de la science un objet de désir dans les yeux de la
personne moyenne contemporain, il est ce qui est fait des ordinateurs et smartphones se vendent trés bien,
parce que lors de l'utilisation d'un logiciel ou d'une application, il semble que si l'on fait la science. Main-
tenant, 'architecture numérique traite la science le long de ces mémes lignes, un logiciel de CAO contempo-
rain serait capable de modéliser des formes géométriques complexes de certains phénomeénes physiques et un
geeks serait capable de la maitriser sans intérét ou des connaissances dans le science elle-méme. Le logiciel de
CAO donne l'ingrédient magique pour le travail, notamment son «scientific look». L'ironie est que si un
travail d'architecture aurait eu une étude scientifique sérieuse derriere lui, mais il n'est pas fait a 1'aide d'un
logiciel de CAO, il serait pergu comme moins scientifique qu'un travail fait en utilisant le logiciel de CAO,
mais sans science derriére. Cela nous améne a la conclusion que l'architecture numérique n'est pas intéressé a
faire entrer la science dans le travail, mais simplement le «scientific look»; qui est ensuite complété par
I'utilisation abusive des termes scientifiques d'une grande complexité. On ne peut pas commencer a compter le
nombre de publications de l'architecture numérique qui utilisent constamment des termes tels que la topologie,
fractale, paramétrique, code génétique pour n'en nommer que quelques-uns.
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5. Opérations algébriques

5.1. Construction des espaces vectoriel et affine

A ce stade, nous arrivons a la fin de la premiére partie des constructions mathématiques a savoir les défini-
tions de formes; dans cette partie, nous avons vu le définitions paramétriques et algébriques de courbes et de
surfaces, en plus nous avons vu les techniques de approximations de formes en utilisant des mailles et interpola
tions qui sont a la base des systemes de logiciels de CAO. Ici, la qualité de la définition des formes mathéma-
tiquement va commencer a montrer son potentiel, & savoir lorsque nous sommes en mesure d'utiliser les
formules pour extraire des informations sur la forme et les utiliser pour générer d'autres formes. En d'autres
termes, dans la partie qui suit, nous allons nous concentrer sur la facon de modifier ces formes que nous avons
définies en utilisant des opérations mathématiques. Ces modifications sont une partie essentielle de la concep-
tion depuis tant qu'architectes nous commengons toujours par une forme de base qui se fait adaptée au long du
processus de conception pour des raisons différentes esthétiques et pratiques. Ces opérations mathématiques
que nous allons utiliser pour modifier les formes sont classés en trois types: les opérations algébriques,
analytiques et algorithmiques. Cette catégorisation est tres clair, & savoir que dans les opérations algébriques
nous allons utiliser des applications linéaire, affine et projectives, ce qui signifie que les géométries con-
cernées ici sont des géométries affine, euclidienne et projectives. La fagon dont nous allons construire les
opérations algébriques: linéaire, affines et projectives, serait entre des espaces vectoriels en utilisant des
matrices de transformation, ce sont des opérations familiers comme les traductions, les rotations, mise a
1'échelle et la projection. Dans la partie analytique, nous allons utiliser les opérations de calcul différentiel et
intégral, ce qui signifie que la géométrie de cette partie est la géométrie différentielle, nous devrions utiliser
ces opérations pour calculer des informations cruciales sur la forme a savoir les dérivés, courbures, des
longueurs d'arc, les zones et volumes, etc. Ensuite, utilisez ces informations pour générer des variantes de la
forme de champs de vecteurs, par exemple les surfaces minimales, trouver géodésiques sur la surface, sont
tous des outils de conception utiles et intéressants. Enfin dans la partie algorithmique, nous utiliserons des
algorithmes et traitions des éléments géométriques discrets qui signifie que les géométries concernées ici sont
des géométries computationnelle et combinatoires. Dans cette derniére famille d'opérations; différentes
méthodes numériques computationnelle vont étre utilisés, par exemple des algorithmes d'optimisation et des
algorithmes de recherche (comme la méthode de Monte Carlo) et des formes générées de maniére itérative,
modele computationnelle. Maintenant que nous avons une idée générale des trois types d'opérations dif-
férentes, nous allons commencer par le premier type: les opérations algébriques. Les opérations algébriques
sont les bases sur lesquelles tout repose, il y a beaucoup de notions que nous connaissons intuitivement dans
l'architecture comme un espace tridimensionnel euclidien, la distance, la projection et beaucoup d'autres, mais
nous ne connaissons pas leur formulation mathématique. Dans cette recherche comme mentionné plus tot,
nous essayons de combler 1'écart entre 1'abstrait et 1'intuitive, de sorte qu'une approche mathématique appro-
prié pour la conception peut fonctionner. Nous commengons par expliquer le monde ou nous faisons toutes
ces formes a savoir l'espace euclidien a trois dimensions, il est aussi I'espace dans lequel nos variétés sont soit
immergées ou submergées et ou nous allons appliquer nos opérations. Il est tout d'abord un R-espace
vecteuriel normé avec une norme appelée la norme euclidienne. Afin de bien définir un espace euclidien nous
avons besoin de quelques autres notions qui nous aideront a comprendre sa construction mathématique, le
premier de ces serait la notion fondamentale d'un groupe et comment nous pouvons aller de groupe a l'autre en
utilisant des applications linéaires (morphismes).
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Groupe et morphisme de groupe [1]
est une structure algébrique constituée d' un ensemble non vide G, muni d' une loi interne associative o,

admettant un élément neutre, et tel que tout x € G, x posséde un inverse

six oy=yox = G estappelé un groupe abélien ou commutatif

Nous disons que G est un groupe si et seulement si

o associative:Va, x, y € G, (aox)oy=ao(xoy)
deest/'élémentneutre:Ya € G, eca=ace=a

da'est!'inversedea:Ya € G, aca'=a'ca=e

H c Gestunsous — groupede GsiVx, ye H, x'oy e H

Z(G)={ze G |VYge H, zog=goz}estlecentre du groupe G

H,, H, c G sous groupes conjuguésde GsiVh e H;, dgeGet hheH, | Iy =g'hg
(G, o)et(G'y ), deux groupeset f:G—G',

f estun homomorphisme < Vx,y € G f(xoy)=f(x)*f(y)

f estun isomorphisme si bijective et f est un endomorphisme si (G, ¢) = (G', *)

Action de groupe [1]
G un groupe, X un ensemble alors /' action de G sur X est donnée par

GxX— X, (g, x) » g.x vérifiant que

Ve, eG, VxelX, g.(gx)=(g2)x et 1g.x=x (ou lg = élément neutre de G)
siVx, ye X, dge G| y= g.x ['action est transitive

siVxe X, gx =x & g=1¢ ['actionest libre

x, y€ X, ~ estunerelationd'équivalence si et seulement si il est

réflexive : x ~ x, symétrique :x ~y =y~ x ettransitive: x ~yety~z = x~z

X /G estl'ensemble quotient de la relation d' équivalence y ~ x si y = g.x

m:X— X /G, x Xestlaprojection canonique
Xx=Gx={yeX|y=gx,VgelGl={yeX|y~x}

L'espace vectoriel
Aprés avoir défini le groupe, nous pouvons passer a la définition de l'espace vectoriel sur un corps de
scalaires, le corps de scalaires est tout simplement l'ensemble ou les coordonnées d'un vecteur viennent. Tout

vecteur est un tuple de cette forme (vq, ..., v,) ou les v; pour i=1,..,n sont des nombres réels (mais ils peuvent
aussi étre des nombres complexes ou des éléments de n'importe quel corps). Nous verrons ci-dessous que un
espace vectoriel est un ensemble E d'éléments appelés vecteurs (c. coordonnées des points) avec une loi
interne de I' addition de vecteurs et une loi externe de la multiplication par les scalaires (éléments du corps K)
ou I'ensemble E muni de la loi d'addition est un groupe abélien. Cela semble un peu abstrait, mais il est assez
intuitive, par exemple, lorsque nous additionnons deux vecteurs (points) dans l'espace euclidien nous obtenons
encore un vecteur dans le méme espace euclidien et si I'on divise ce résultat par deux on obtient le point milieu
entre ces deux points initiales.

: //,Z'V‘!lw.f

.- -t

Z X-Value

Représentation d'un espace vectoriel de dimension trois
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Espace vectoriel [2]
K un corps de scalaires (K =R ouC)

E un ensemble dont les ¢léments sont appelés vecteurs,

E adeux lois

une loi interne « + » : EZ - E, appelée loi d' addition ou somme vectorielle, (E, +) est un groupe abélien
une loi extérieure a la gauche « * » : KX E — E, appelé multiplication par un scalaire

Yu,veE,et YA, u eK

u+v=v+uetu+w+w)=wm+v)+w, (i.e.commutative etassociative )

J0g élémentneutre | Og +v=v

Yue Eaopposéun, noté —u | u+(—u)=0g

Ao(w+v)=QA*u)+(A+v), (i.e. distributive sur la gauche par rapport alaloi « + » de E)
A+p)eu=QAu)+(neu), (i.e.distributive sur ladroite par rapport a/' addition du corps K)

A eu=2As(neuw), (i.e. associatives sur la droite par rapport a la multiplication dans K)
leu=u,

(i.e. I' élément neutre multiplicatif du corps K, noté 1 est neutre sur la gauche pour la loi externe « * »)

A*0g=0g, (i.e. Og est absorbant a droite pour la loi « *» )
Ok *u=0g, (i.e. le produit de tout vecteur de E par un scalaire)
—leu=-u, (i.e. —v (I' opposé de v) est le produit de v par le scalaire — 1)

Base de I'espace vectoriel [2]
€= (ey, ..., ey) une famille de vecteurs linéairement indépendants

Y, o ) ER”, 3 4e,=0 = Viell, ..,n}, ;=0
VxeE, A, .., ) | x=2"1A¢
= e=(ey, ..., e;)uncbasede F

Il est tout a fait naturel aprés avoir défini l'espace vectoriel; de définir le sous-espace vectoriel, par exemple un
sous-espace vectoriel de 1'espace euclidien a trois dimensions, est le plan euclidien qui contient les vecteurs
qui ont coordonnée z nulle.

Sous-espace vectoriel [2]
FCE, F+Q

stable pour /' addition vectorielle et la multiplication par un scalaire (combinaison linéaire)
Yu,veFetVA u ek
Au+ uver

ce sous ensemble F contient /' opposé de chacun de ses vecteurs

YueF AveF |u+v=0g (le.v=—u)

F estle sous — groupe de (E, +)

F et F; sont des sous — espaces de E sont en somme directe F1 @ F, < Fy () F, ={0g}

F| et F, sont des sous — espaces de E sont complémentaires < F1 @ F, =F

Fy, ...F, sontdes sous —espacesde £, alors Y7 Fi={x€ E|A(x1, ..., X,) EF1x..xF, , X=X| + ..+ X,}
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La norme

Venons-en maintenant a la définition de la norme euclidienne qui conduit a la définition de l'espace euclidien.
Pour ce faire, nous définissons de quelques notions importantes a savoir la forme bilinéaire symétrique et sa
forme quadratique et la signature de cette forme quadratique.

Norme euclidienne [3]
Il.Il :E—R, , ||.Jl norme euclidienne sur £ qui vérifie, Vx € E

séparabilité : ||x|| =0 < x =0 vecteur nul
positivité : YA €K, |[Ax]|| = |x| || x|

inégalité triangulaire : || x + || < ||x]| + ||¥l
1

lIxll, = (L xil?)r , xe E= R”, |11

Forme bilinéaire symétrique [3]
E estun R — espace vectoriel,

¢: E>*—R estune forme bilinéaire symétriquesiV A, ueR andV x, y, u,ve E
PAx+pu, ) = p(x, y) + pp(u, y) and @(x, Ly + pv) = 1ex, y) + pelx, v)

Forme quadratique [3]
E estun R — espace vectoriel, dimE=n ,

¢ estune forme bilinéaire symétrique et ¢ : £ — R quadratic form
q(x) = @(x, x) and q(x) = TL a5 X7 + X 1cicjenij Xi X

plx, y) = ;-[q(x +¥) —q(x) —q)],

pOx, ¥) = X1 i Xi yi + % Z aij (x;i v +x; i)
Isi<jsn
apres la réduction de Gauss et de la signature 3 n formes linéairement indépendantes : vy, ..., v,
g=a;[vil’>, a;€{l,0, -1}, Sign(q)={#{i:a; =1}, #{i:a; =—-1}}
q est définie positive si sa signature est (r, 0) = (dim E, 0), asavoir Yx€ E, ¢q(x)=¢(x, x)>0

Enfin, nous définissons le produit scalaire qui est l'ingrédient principal pour fabriquer 1'espace euclidien. Il
s'agit essentiellement de la régle selon laquelle on mesure la distance entre deux points x, y dans 'espace. En

d'autres termes la longueur de leur vecteur xﬁy =v=y—xwhichis V{v, v)

Produit scalaire [3]
est une forme bilinéaire symétrique définie positive, ||.|| lanorme associée

VxeE, Ixll =V{x,x), Yx,y€E, |x+yl*=IxlI?+2(x, y)+ Iyl
inégalité triangulaire : [|x + y|| < ||x]| + [|VI]
inégalité de Cauchy Schwarz : [(x, )| < ||x|| ||y||

| _ ey _ xp)
Vx, yeE, fangleentrex, y ou §€ [0, 7], cosf= I — -1= T~

Maintenant, avec les définitions précédentes, nous sommes en mesure de définir 1'espace euclidien comme suit

Espace euclidien [3]
estun R — espace vectoriel muni d' un produit scalaire, dim £ = n
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L'espace euclidien

L'espace euclidien de dimension trois est un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire, dim E = 3 avec la
base canonique (e;, e;, e3) comme sa base ou e, est le vecteur colonne (1,0,0), e; est le vecteur colonne (0,1,0)
et esest le vecteur colonne (0,1,0). Maintenant que nous avons défini l'espace euclidien R® nous pouvons
commencer par définir la transformation qui nous permettra de générer de nouvelles formes a partir des
initiales, nous allons nous concentrer principalement sur les transformations linéaires, affines et projectives,
nous devons aussi voir les définitions de formes dans la base canonique. On a vu a cette définition du cylindre
X(u, v) = (a Cos(u), b Sin(u), ¢ v), cette définition peut aussi s'écrire plus explicitement comme une combinai-

son linéaire des vecteurs de base canoniques (e, e;, e3), & savoir dans cette forme y(u, v)= (a Cos(u)) e; +
(b Sin(u)) e+ (c v) e3. Dans cette forme, nous pouvons voir clairement que 1'application y(u, v) est rien d'autre
qu'une application a valeurs dans R?, ce qui signifie que I'évaluation de y(u, v) |, va donner un vecteur qui
est une combinaison linéaire de (e, e,, e3). Cela signifie que pour le méme équation écrite dans une autre base

va donner une version déformée du cylindre.

Définition de la forme dans une base de l'espace euclidien R?

1 0 0
(e1, €2, e3) est la base canonique, e; = 0 [, e;=| 1|, e3=[ 0
0 0 1

X, v)=(1,1,0)+ 3 Cosu) ey + 3 Sin(u)er + L e

Maintenant, si nous prenons la méme équation et I'écrire est une autre base de l'espace euclidien R3 (b1, b2, b3)
ou il n'est pas une base orthonormée, nous pouvons voir dans la figure ci-dessous la déformation de la forme
(cylindre). Cependant, dans cette recherche, nous considérerons toujours la base canonique la base de notre
espace euclidien R3

1
1 0 3

(b1, by, b3) est la base canonique, b; = % ,bh=|1],b3=]1
5

0 0 1

X, v) = x(u, )= (1, 1,0) + 3 Cos(u) by + 5 Sin(u) by + ¥ by

-

[

Représentation d'un cylindre dans la base canonique et d'une base non orthonormé de I'espace euclidien R?
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Applications entre espaces vectoriels

Premiérement, nous allons considérer la transformation linéaire a savoir de transformation qui sont produites
en multipliant le vecteur par une matrice nommée matrice de transformation. La translation n'est pas une
transformation linéaire mais une transformation affine dont la partie linéaire est la matrice d'identité. Nous
allons montrer plus en détail comment les transformations affines fonctionnent et comment elles sont utiles
dans la conception architecturale, en fait, toute transformation affine est un produit semi-direct de traduction et
une transformation linéaire. Alors d'abord, nous définissons une application lin€aire, a savoir une application
qui prend des vecteurs comme ses variables et c'est la fagon dont nous nous déplagons entre différents espaces
vectoriels ou dans le méme espace vectoriel. Dans cette recherche, nous allons nous concentrer principalement
sur les applications linéaires qui envoie un espace vectoriel dans lui-méme a savoir endomorphismes c'est
parce que la plupart de nos objets sont définis dans R3et les images de leurs transformations sont également
dans R3.

Application linéaire (homomorphisme de K-espaces vectoriels) [3]
E, F sontdesK — espaces vectoriels, f estune application f:E — F telleque YA, peKetVx, ye E

fAx+puy)=Af(x)+u f(y), f estadditif ethomogéne

si f estbijective = f estun isomorphisme, si £ = FF = f est un endomorphisme,

si fisbijective et £ = F = f estun automorphisme

L(E, F)est!'espace vectoriel des applications linéaires de £ a F,

Isom(E, F)est!' ensemble des isomorphismes de £ a F

L(E) est!' espace vectoriel des endomorphismes de £, G L(E) est le groupe des automorphismes de £
les applications linéaires peuvent étre représentés dans une base donnée par une matrice

Théoréme du rang [3]
Ker(f)={xeE| f(x)=0} = £~1({0}) estlenoyaude f°

Im(f)={yeF|IxeFE, f(x)=y}=f(E) est!'imagede f
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(£)

Matrice de transformation [4]
E estunK — espace vectoriel, T: E —FE , T(x)=Ax,

transformation linéaire, € = (ey, ..., ¢,) base canonique de £
= A=mat(T)=(T(e1) .. T(ey))

A .0
parexemple, sileK, T(x)=Ax = A=A1I,=

0 .. A

En deux dimensions, les transformations linéaires peuvent étre représentés en utilisant une matrice 2x2

Endomorphisme d'un espace vectoriel [3]
R” estunespace vectorieldedim=n, u:R"—R"” , A:R"—R", ue L(R") estunendomorphisme

A =mat.(u) estlareprésentation matricielle de # dans la base e,
A estun inversible (non singulier) application linéaire
A préserve [' orientation si det(4) > 0 et 4 renverse /' orientation si det(4) < 0

Orthogonal endomorphism [3]
u est un endomorphisme orthogonal (4 est une transformation orthogonale) si

Vx, yeR”, u)IP =14 Xl = lIxl| > ='x x = (x, x)
u), u(y)=(Ax, Ayy="x'"4d4y="xy=(x, y)
une rotation de R” est une transformation orthogonale qui préserve /' orientation

114 |



L'espace affine
Une autre notion importante est l'espace affine. Par exemple, si nous voulons faire pivoter un objet en réalité,

nous le faisons en choisissant une origine et un axe autour duquel il sera tourné. Ce choix de l'origine peut étre
considérée comme une translation ou d'un déplacement de I'espace vectoriel a partir de 1'origine canonique a la
nouvelle origine, cette copie déplacé est un espace affine.

Espace affine [5]

E est ensemble non vide, muni ' un action de groupe libre et transitif de /' espace Vectoriel(E , +) sur £
(E, +)><E—> E, (;, p) - ;.p =p+ v vérifiant que

VYp,qg€eE, HGEE‘ q= p+;1) (i.e;:p_q)) andifp+;>:p =>3=OE , ordimE =dimE

Sous-espace affine [5]

- - -
SoitOeE ,YFCE, F=0+F estlesous — espace affine avec un sous — espace vectoriel directeur F' Cc £

Coordonnées barycentriques et cartésiennes [5]
S={po, p1, .., pr} € E= F ={(S) estle plus petit sous — espace affine contenant S

les p; sont affinement inpedendant siV 7,

—
les vecteurs { pipj,j=0, ... kand i+ j} sont linéairement indépendants

— dim(S) =k et ¥ pe(S), A1 (Ao, .., i) €K1, TE A, =1etVo € E, 0 p=Y oA 0
(A9, ..., A) sont les coordonnées barycentriques par rapporta S,
et nous pouvons écrire : p = Ag po + ... + Ax px

—

. — —_—
soitpg=0 = op=A,0op;+..+A; 0p;
(Ay, ..., Ax) sont les coordonnées cartésiennes

de p parrapport a /' origine o et la base et {Tpf y e m } de F

Vectorialization de l'espace affine £ a I'espace vectoriel R”(non — canonique) [5]

- -
E espace affine, E son espace vectoriel directeur avec (el Y e en) comme sa base canonique

soito € E sera appelé /' origine, 8,: E—FE, 6,(p) = E est une bijection avec 051(7) —o+u

= nous pouvons ajouter a F une structure d' un espace vectoriel £, appelé le vectorialization de £ en o
N —

— — — L,
parles formulesp+qg=7r |op+og=o0r, Ap=2Aop etsonélémentneutre Og, =0

fR"—E, f(A1, .., 4,)=P=0+1 ei + ...+, e: estun isomorphisme deR” a £,
= (44, ..., A;) sont les coordonnées cartésiennes of p relative to the origin o and the canonical base

L'extension vectorielle de l'espace affine (canonique) [5]

E espace affine, E son espace vectoriel directeur

E est I extension vectorielle de E ‘ E hyperplan affine, ;3 hyperplan vectoriel
E=EUx|xeE, 1K) avec 1 x=x

h: E—> Kest une forme linéaire ‘ h(v)=0sive Z?eth(?/) =Asiv=2Ax

E=kerhetE=h"'(1)
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5.2. Symétrie et géométrie

L'intérét dans les opérations algébriques a été intrinséque dans la conception architecturale a travers toute son
histoire, cela est dii a I'importance de la notion de symétrie dans 1'architecture. Depuis la conception architec-
turale est largement basée sur la composition, elle repose sur la symétrie dans de nombreuses fagcons pour
générer des formes et des motifs, de la conception des plans d'étage aux facades et toitures. En effet, les
opérations algébriques comme la translation, I'homothétie et la rotation ont formé la palette générale de
transformation dans la conception architecturale pour la plupart de son histoire. Que tres tard, que les archi-
tectes ont commencé a avoir un intérét dans d'autres types de transformation, a savoir infinitésimal au lieu de
algébrique. Jusqu'au milieu du XXe siecle, les transformations d'éléments architecturaux en rapport a une
surface de base (par exemple des ouvertures sur la fagade) ont été confinés a des surfaces planes. Mais, avec
l'intérét croissant pour les surfaces courbes un autre type de transformation sera définie, a savoir celle qui
utilise un champ de vecteurs comme une direction variable au lieu d'un seul vecteur. Ce type de transforma-
tion est considéré dans la section des opérations d'analyse de cette recherche ou les notions de champs de
vecteurs et courbes intégrales sont considérés.

0....0'*"‘.600-
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Représentation d'un plan d'étage de basilique romaine

Nous allons maintenant définir la symétrie du point de vue de la théorie des groupes, a savoir la définition du
groupe de symétrie d'un objet. Le groupe de symétrie d'un objet est le groupe de toutes les isométries sous
lequel I'objet est invariant, avec la composition comme la loi du groupe, c'est un sous groupe du groupe
d'isométrie de 1'espace concerné. Le principal groupe de symétrie sur lequel nous allons nous concentrer dans
cette recherche est le groupe de symétrie de I'espace euclidien connu comme le groupe euclidien qui est un
sous groupe du groupe affine. Le groupe de symétrie est parfois appelé le groupe de symétrie compléte afin de
souligner ce qu'il comprend les isométries qui renversent l'orientation (comme la réflexion), sous lequel la
forme est invariante. Le sous groupe des isométries qui préservent l'orientation (comme translations et rota-
tions) qui laisse "objet invariant est appelé le groupe de symétrie propre. Tout groupe de symétrie dont les
¢léments ont un point fixe commun, ce qui est vrai pour tous les groupes de symétrie finis et les groupes de
symétrie des figures bornées sont représentés comme un sous groupe du groupe orthogonal en choisissant
l'origine pour étre le point fixe. Le groupe de symétrie propre est un sous groupe du groupe spécial orthogonal
aussi connu comme le groupe de rotation. Les groupes de symétrie peuvent étre soit des groupes de symétrie
discrétes ou continues. Le groupe de symétrie discréte vient dans trois types: les groupes de ponctuels finis, y
compris seulement des réflexions, des rotations, des inversions et roto-inversions, les groupes de réseau infini,
y compris que des translations et le groupe d'espace infini qui combine des éléments des deux types. Le
groupe de symétrie continue, qui contient de rotation d'angles arbitrairement petits et de translations de
distances arbitrairement petites, ces groupes de symétrie sont étudiés comme des groupes de Lie. Deux figures
géométriques sont considérées comme étant du méme type de symétrie si leurs groupes de symétrie sont des
sous groupes conjugués du groupe euclidien.

Groupe de symétrie [6]
X estun ensemble, G estun groupe et Gx X — X, (g, x) — g.x estune action de groupe de G sur X

g.x=y = yestsymétrique a x
S={ge G| gx=x}cG estle groupe de symétrie des objets dans X
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Les groupes de symétrie d'une forme
Afin de clarifier cette notion de symétrie, nous allons donner un tableau des différents types de groupes de
symétrie principalement celles de I'espace affine, 1'espace euclidien et 1'espace projectif (i.e. les groupes de

transformations affines, euclidien et projectives) et leurs géométries respectives. En plus des transformations
topologiques continus qui ne conserve que des notions topologiques (comme l'ouverture, la fermeture, la
compacité, la connexité, etc) qui est liée plus a la géométrie différentielle. L'idée générale est illustrée dans
l'image ci-dessous, qui montre toutes les fagons dont un carré peut étre transformée. La transformation dans la
rangée 1 est la dispersion, la seule propriété qui est préservée dans ce cas est que chaque point correspond a un
point. La transformation de la ligne 1 est: dispersion, la seule propriété qui est préservée dans ce cas est que
chaque point correspond a un point. La transformation dans la rangée 2 est continue et de préserver également
la séquence de points résultant en une figure topologiquement fermé. Sous la transformation de perspective
dans la rangée 3, la propriété: ligne droite, est également conservé. La transformation affine, dans la rangée 4
conserve tout ce qui a précédé et aussi le parallélisme, d'ailleurs quand le vrai angle est conservé, la forme
peut encore étre transformé par mettre a I'échelle, les formes restent les mémes comme dans la rangée 5. Enfin
a la ligne 6, la taille réelle est également conservée, ce qui signifie que la forme conserve toutes ses propriétés,
mais peut encore étre transformé par la translation et deux opérations de symétrie: réflexion et de rotation. Les
deux niveaux inférieurs sont liés a la géométrie métrique descendu de 1'antiquité grecque, le troisiéme niveau
concerne la géométrie affine, le quatriéme niveau de la géométrie projective, et le cinquiéme niveau de la
topologie. En géométrie métrique (euclidienne), le carré est toujours représenté par un carré dans le sens
habituel, alors que dans la géométrie affine tout parallélogramme y compris le carré métrique représente un
carré; qui illustre le fait que la géométrie (euclidienne) métrique est comprise par la géométrie affine: la
derniére est plus grand, plus riche et plus abstrait, et dans ce sens plus complexe que la précédente. La
géométrie Affine est a son tour comprise par la géométrie projective, ou tout quadrilatére peut représenter un
carré donc un nouveau niveau de complexité est atteint, et par cette logique, un niveau encore plus élevé de
complexité est atteint avec la topologie, depuis le carré peut maintenant étre représentée par toute forme
fermée. Cela nous donne une idée intuitive du programme d'Erlangen de Félix Klein ou chaque géométrie est
considérée comme un cas particulier de son prédécesseur plus abstrait; du début intuitive nous allons main-
tenant formaliser ces notions en donnant leur description mathématique en utilisant le langage de la théorie
des groupes.
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Représentation des groupes de symétrie d'une forme carrée
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5.3. La géométrie euclidienne vs I'arithmétique pythagoricienne en architecture

Avec les définitions formelles des différentes géométries comme les différents groupes de symétrie, nous
voudrions donner une certaine attention a la plus pertinente de ces groupes a l'architecture a savoir le groupe
euclidien et sa géométrie: la géométrie euclidienne. Sa présence en architecture a été et est toujours le plus
important de tous les autres géométries, mais il est moins connu que la géométrie euclidienne n'était pas la
seule présence des mathématiques en architecture, il a eu le systéme arithmétique pythagoricienne de propor-
tions comme son principal rival. En montrant ce bref historique, nous allons compter sur un article publi¢ dans
Nexus Journal en 2001 par le professeur Michele Sbacchi de 'université de Palerme intitulé: Euclidism et la
théorie de l'architecture [7]. La géométrie euclidienne est 1'une des branches fondamentales de géométrie, elle
est restée presque inchangée, nous I'utilisons encore aujourd'’hui comme elle a été codifié par Euclide d'Alexan-
drie en treize livres appelé les éléments. Ce livre trés influent traité géométrie planaire et contient les défini-
tions de base des €léments géométriques tels que les célébres point, ligne et surface, un point, c'est ce qui n'a
pas de part, une ligne a une longueur sans largeur et une surface est celle qui a longueur et la largeur. En plus
de toute une série de propositions ou les caractéristiques des figures géométriques plus complexes sont définis.
Euclide fournit également des procédures pour générer des formes et des solides planes et a résoudre des
problémes géométriques. 1 est assez impressionnant que jusqu'au 17éme siécle, la géométrie euclidienne a été
tout simplement la géométrie tout court, car ce n'est qu'a partir de la seconde moitié de ce siécle que d'autres
branches de géométrie ont été développés, notamment la géométrie analytique et projective et beaucoup tard
la topologie. Ces disciplines plutdt que de contester la validité de la géométrie euclidienne, elles ont ouvert
des compréhensions complémentaires; confirmant ainsi 'efficacité de la géométrie euclidienne, mais certains
sujets euclidiennes subi des attaques violentes et encouragés d'immenses débats, par exemple le Séme postulat
(le postulat des paralléles). Euclide n'était guére un génie isolé; historiens ont précisé qu'il a attiré d'autres
sources essentiellement Theatetus et Eudoxs, donc plutoét que d'inventer il a surtout systématisé un corpus de
connaissances qui ont circulé autour de savants dans des formes un peu rugueuses. Les éléments, représentait
un grand pas en avant en particulier par rapport a la fagon fragmentaire dans lequel la géométrie a été connu et
transmis, il est vite devenu un livre extrémement utile pour tous les domaines ou la géométrie a été appliquée.
Optique, mensuration, l'arpentage, la navigation, l'astronomie et l'architecture, tous bénéfici¢ en diverses
maniéres de ce nouvel ensemble complet de régles capables de surmonter les problémes géométriques. Suite
au destin de la plupart des textes scientifiques grecs, il fut bient6t traduit en arabe et a été connu a travers cette
langue pendant prés de quinze siécles, une traduction latine bien connue a été faite par Adelard de Bath dans
le 12éme siécle mais c'était traduction en latin de Campano de 1482, le premier a étre publié. La premiére
traduction anglaise est due a Henry Billingsley en 1570. Non moins important sont les commentaires sur les
¢léments, si ce n'est que parce qu'ils ont été témoins des débats continus que les érudits ont eu sur le texte.
L'architecture, la discipline concernée avec la fabrication de formes, peut-étre le plus profité de cette connais-
sance, il est tout a fait évident, la relation entre 'architecture et la géométrie euclidienne; de Vitruve et jusqu'a
l'architecture moderne. Il est vrai que d'autres branches de géométrie qui ont résulté de la 17¢éme siécle, ont
affecté l'architecture comme la géométrie projective et la topologie mais cela reste loin d'étre comparable a
l'utilisation écrasante de la géométrie euclidienne dans la conception architecturale a travers I'histoire. La
pertinence des méthodes euclidiennes pour la réalisation de I'architecture a été soulignée par de nombreux
spécialistes, et parmi les magons et les charpentiers les procédures euclidiennes étaient répandues beaucoup
plus qu'on ne le pensait jusqu'ici. Nous pouvons croire que pendant le moyen age, pour faire de 'architecture,
la lignes euclidiennes, facilement établis et visualisées, étaient le plus souvent une bonne alternative a des
calculs numérologiques plus complexes. Par conséquent, nous pouvons supposer qu'une culture euclidienne
associée a l'architecture existait depuis longtemps et qu'il a été prééminente parmi les masses et les tra-
vailleurs, mais parmi les cercles raffinés de clients et des architectes la tradition assez différente de Vitruve
était également en vigueur. Cette tradition a été fondée sur 1'idée platonique de Pythagore que les proportions
et les rapports numériques réglementés 1'harmonie du monde, toute la théorie, dont le domaine est bien sir
beaucoup plus large que la simple application d'architecture a été construit autour de la notion de proportion,
comme Platon compris dans le Timée. 11 a été fondé sur l'analogie entre les rapports musicaux et visuels
établis par Pythagore: il a soutenu que des rapports numériques existaient entre les hauteurs de sons, obtenus
avec une certaine musique et l'architecture. En architecture, les numéros utilisés a des fins différentes: la
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détermination des proportions globales dans les batiments et la construction modulaire des ordres architec-
turaux, le premier considéré les dimensions réciproques de 1'hauteur, la largeur et la longueur dans les cham-
bres ainsi que dans le batiment dans son ensemble. Le second était un module mis en place généralement a
partir de la moitié du diametre de la colonne a partir de laquelle toutes les dimensions des ordres pourraient
étre dérivés. L'ordre déterminé le systéme numérique a adopter, et donc chaque élément de I'ordre architec-
tural a ét¢ déterminée par un rapport au module. En effet, il était possible d'exprimer l'architecture par un
algorithme, simplement en mentionnant le style une formule numérique a été impliqué et les dimensions de
l'ordre pourrait étre construit. Si I'on compare maintenant & nouveau ces procédures avec celles euclidiennes, il
semble que la différence entre les deux systémes est significative. Selon Vitruve, multiplications et divisions
de nombres réglementées les formes et dimensions architecturales, mais en adoptant des constructions euclidi-
ennes, l'architecture et ses éléments ont été faite de lignes a l'aide d'un compas et une régle. La théorie
pythagoricienne des nombres et la géométrie euclidienne des lignes établies ainsi une polarité au sein de la
théorie de l'architecture, la dichotomie était une plus générale, étant donné que chaque forme peut étre déter-
minée soit par le tracage d'une ligne ou par calcul numérique. Pendant le moyen age, la procédure euclidienne
et la procédure de Vitruve empiriquement coexistaient dans la pratique de la construction, pendant la Renais-
sance l'avénement d'une théorie de l'architecture établi basé sur le texte de Vitruve, promus l'aspect de la
numérologie néo-pythagoricienne de l'architecture. Leon Battista Alberti, le plus important théoricien de
l'architecture de la Renaissance, était bien conscient de la géométrie euclidienne mais il était dans la tradition
orthodoxe de Pythagore-Vitruve de rapports numériques. Pour Alberti, le nombre était encore la source la plus
fondamentale. Il n'était pas jusqu'a ce que Francesco di Giorgio Martini que les définitions euclidiennes de
point, ligne et surface ont fait leur premiére apparition dans un traité d'architecture, mais plutdt d'une maniére
non systématique. Serlio va ensuite plus loin, y compris dans son livre des définitions et des constructions
euclidiennes, principalement comme motif pour la perspective que pour l'architecture. Dans le 17¢éme siécle,
la situation subirait un changement important; avec le travail de Guarino Guarini, la géométrie euclidienne fait
son apparition ouvert dans un traité. Cela est dii a plusieurs raisons, d'abord il était un mathématicien qui lui a
fait obligés de considérer la géométrie euclidienne, et il a enseigné les mathématiques a Messine, ou des
érudits Cela est di a plusieurs raisons, d'abord il était un mathématicien qui lui a fait obligés de considérer la
géométrie euclidienne, et il a enseigné les mathématiques a Messine, ou des érudits euclidiennes distingués
enseignaient. Pourtant, il est probable que son intérét pour la géométrie euclidienne élargi, car il y rencontra
un milieu scientifique animé et en particulier le mathématicien Francois Millet de Chales, qui 1'a influencé
profondément. Guarini dans son traité Architecttura Civile déclare ses intéréts géométriques en disant que,
depuis l'architecture en tant que discipline utilise des mesures dans chacune de ses activités, elle dépend de la
géométrie, et au moins veut savoir ses ¢léments primaires, et donc il s'est mis ces principes géométriques qui
sont les plus nécessaires. Le traité contient neuf définitions de point, ligne, surface, angle, angle droit, angle
aigu et des lignes paralleles; avec des chapitres consacrés a des surfaces, formes rectilignes et des formes
circulaires. Le tout premier traité continue essentiellement de cette maniére avec les postulats, d'autres
principes et plusieurs transformations euclidiennes typiques, par exemple instructions géométriques comme la
fagon de tracer une ligne d'un point afin de toucher le cercle. Le cinquiéme traité porte sur la discipline
euclidienne de géodésie: la manicre de diviser et de transformer des formes planes en équivalents, certains
d'entre eux sont peu développées dans la lumiére de leur application architecturale. La position de Guarini est
clairement géométrique, par opposition a la tradition arithmétique de Vitruve; dans Architecttura Civile le
cceur de la numérologie de Vitruve est éclipsé par 1'approche géométrique alternative. Remarquablement la
procédure modulaire, enracinée en nombres, est remplacé par un systéme mixte ou la dimension des éléments
architecturaux sont déterminés par des constructions géométriques et seulement dans certains cas, par des
opérations numériques. Guarini n'était pas le seul a faire revivre cette culture euclidienne dans la théorie
architecturale, le traité de 1'architecte milanais Carlo Osio également intitulé Architecttura Civile, présente un
systéme pour les ordres qui est, encore plus géométrique que celui de Guarini. Avec Guarini et Osio la tradi-
tion euclidienne est consciemment reconnu dans le domaine de la théorie savant et non plus appartenu a une
culture orale et empirique; avec la particularité des leurs traités ou les géometres Euclide et Chales sont
préconisés comme autorités architectural, méme dans les piéces les plus typiquement architecturales. En
Architecttura Civile les éléments de géométrie assez souvent deviennent simplement les éléments de l'architec-
ture, par exemple un mur est une surface et un dome est une demi-sphére, par conséquent, la conception
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architecturale semble le plus souvent étre identifiées avec le dessin architectural. Comme un véritable
géometre Guarini décrit la production du projet plutdt que la production du batiment, sans tenir compte de
l'aspect constructif de 'architecture en faveur des descriptions détaillées techniques de dessin, a cet égard, il
est assez curieux que des outils de dessin sont en fait regroupés sous le titre : instruments architectural. Le
probléme pour lui n'était pas la fagon de construire mais comment dessiner, donc la géométrie euclidienne est
devenu une partie de la théorie architecturale, mais elle a aussi entrainé avec lui son essence linéaire. Nous
tenons également & mentionner que la raison pour laquelle la géométrie euclidienne était capable de passer de
la reconnaissance timide de Martini et Serlio a la grande inclusion de Guarini dans l'architecture est due aux
travaux de savants tels que Francesco Barozzi.
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5.4. Géométrie affine et euclidienne

5.4.1. Définition du groupe

Nous allons maintenant donner une catégorisation générale de ces opérations de transformations affines a
savoir les ¢léments du groupe affine qui est une extension du groupe linéaire. Un important sous-groupe du
groupe affine est le groupe euclidien aussi connu comme le groupe de symétrie de I'espace euclidien (ie le
groupe des isométries de l'espace euclidien); ce groupe de symétrie est cruciale pour la conception architec-
turale et 'utilisation historique en architecture est tout a fait évidente. De ce point de vue (Programme d'Erlan-
gen de Félix Klein), nous lisons la géométrie euclidienne, la géométrie du groupe de symétries euclidien
comme une spécialisation de la géométrie affine. Tous les théorémes affines s'appliquent avec le facteur
supplémentaire de la distance euclidienne, dont I'angle peut étre déduite. Nous commengons par définir les
groupes linéaires et affines, puis nous allons définir la notion de symétrie qui nous permettra de définir le

groupe de symétrie de l'espace euclidien.

("15)

L 0{ Ine.
! I-m»;[:fvmho’l
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Représentation d'une transformation affine dans R? d'un triangle a l'autre

Groupes linéaire et affine [5]

=

bijection} est le groupe linéaire (si E=K'= GL(E) = GL,(K) )

GL,(K)={4 €M, (K) | Aestinversible (i.e. det 4 # 0)}
SL,(K)={4 e GL,([K) | detA =1}estle groupe spécial linéaire

G4 (E)={f:E— E | bijection} est le groupe affine

n:G4(E)— Gy (E) , ()= ; est la projection canonique

T(E)=Kern= { feGyE) ‘ ; = idE} est le groupe de translation, T'(E) sous groupe de G4 (E)
le groupe quotient G4 (E)/T(E) est isomorphe a GL(T?)

le groupe de translation 7(E) est isomorphe a (Z? , +) (i.e. ' espace vectoriel)

Gy(E)= (E , +) X GL(E) produit semi directe

(i.e. feGy(E),

f peut étre considéré comme un produit semi direct d' un vecteur de translation et une application linéaire)
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Le groupe euclidien

Comme nous avons défini le groupe affine comme le produit semi direct du groupe de translation et le groupe
linéaire général, nous allons maintenant définir le groupe euclidien comme le produit direct de semi du groupe
de translation et le groupe orthogonal. Le groupe orthogonal de la forme bilinéaire symétrique ou une forme
quadratique sur un espace vectoriel est le groupement d'opérateurs linéaires inversibles sur l'espace qui
permettent de préserver la forme. Dans cette recherche, nous allons seulement se concentrer sur le produit
scalaire sur l'espace euclidien comme notre forme bilinéaire alors le groupe orthogonal correspondant est un
ensemble de n matrices carrés orthogonales.

CITARNOEE:

g 3 "
T, \ ' |
‘ﬂ————-dl---r-..- - - e - -
] B e
1
¢ gyl :T

Représentation de transformation euclidienne R?

Groupe orthogonal [4]
¢ :R"xR"”—R estune forme bilinéaire symétrique et ¢ : R” — R forme quadratique

ou ¢ = (, ) estun produit scalaire
(eq, ..., ey) estune base orthonormée de R” (par choix ou par le processus de Graham — Schmidt)
A= [ai:j]lsi,jsn =V i, ] (S {1, veey i’l} , Q= <p(e,-, e(,') =1sii= ] et (,0(6,', 8_1') =0 ifi+ ]

pourque 4 = [ai, j] préserve ¢

1<i,j<n
= ¢ler, ;) = p(Ae), Ale;)) = o(Th-y aij e, Xirajier) = X oy i ajy @lex, €)= They iy ajy
ou('AA) ;=i 1aixaj =lsii=jet0sii+j ="'44=1,

= 0,R)={4€GL,R) |'"AA=A"4 =1,} estle groupe orthogonal

SO, (R)={4 € 0,(R) | det A = 1} est le groupe spécial orthogonal

0, (R) c E, (le groupe euclidien), O, R) =E, () GL,(R)

Groupe euclidien [8]
E,cGy(E)ou E=R"= GL(E) =GL,(R), O, (E) =0, [R)et SO, (E) =50, (R)

=

n.E,— GL(E) , n(f) = f estlaprojection canonique

T(E)=Kern= { fekE,| f= idg} est le groupe de translation, 7'(E) sous groupe de E,,

le groupe quotient £,/ T(E) est isomorphe a O,, (E )

le groupe quotient E;/T(E) estisomorphea S O, (75)

E, = (75 , +) X On(lg) produit semi directe

E, = { feGyE) ‘ ]7 € O,,(Z?)} est le groupe euclidien (le groupe de symétrie)

Er = { feGuE) ‘ feSo, (E)} est le groupe de symétrie propre

Maintenant, avec l'espace affine, le groupe affine et le groupe euclidien définis, nous pouvons définir le plan
affine (et éventuellement la transformations affine).
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Application affine [5]

- -

E, E'espaces affines et E, E' leurs espaces vectoriels directeurs | E=(o, e;, .., e,) etE'= (o', e1', .., en")
SN N —_— —_— - -

—B= (0 €1, .., oe,,)etB' =lo'e', ..., 0'e,"' |deuxbasesde E et E'

f 1 E— E'estune application affinesido € E et

f=flo+op) =f@+/@p)

- o -

f : E— E' I'application linéaire attachée

_—

f can be represented by the transformation matrix 4 € M, ,,(K) = f(p) =o'+ v+AX , ou V=o' f(o)

nous identifions £ avec K" avec [' origine o (i.e. E, =[K") et E' avec K" avec /' origine o' (i.e. E,' =K™)
—

— — -
peEE=E, =K'= p=xpo+xjej+..+x,e, = op=x10e;+..+x,0e, = p=x dans £, =K"
- .

x =(x1, ..., x,) avec les coordonnées cartésiennes

—

de p par rapport a /' origine o et la base {o—el> y e O e,,} de E, =K"

:»_f(p)=f(§)=3+A§

il est commode d' écrire cette représentation de f comme f

-

oﬁpz;eEonz[K” estreprésentéparfa:[)i ]efi:[K"H

—

f‘zé‘=ﬂ<”+1—>E'=u<m+1,f(ia)=f(")=$+f(§)=(/1 )(](A)

1 0 1 1 1
A A — B — —
siE=E'= R3nousavons £ = E'=R* , (0e1 s e oe,,)z (o'el', e o’em') eto=0'= f(0)
X1
X a aiz a3
~ 2 . C .
VpeE =p= , A=| a1 axp a3 | € M3(R) estlatransformation linéaire
X3
1 as) dzp d4aszs
ai aip aiz Vi X1 a1 Xy +appxy+aizxz+v q1
2. m4 4 _ peany | @ azp ax3z v X2 a1 Xy +axp Xy a3z xz+ vy q2
/S R*—RY, f(p)=f(p)= = =
a1 azp a3 vi || X3 az 1 Xy +azp Xy +az3zx;+v3 q3
0 0 0 1 1 1 1

si 4 estune matrice orthogonale = f est une transformation euclidienne

avec cette construction, nous sommes en mesure de transformer des formes dans l'espace euclidien R3en

X1
X1
ajoutant simplement 1 comme quatriéme coordonnée a un point (i.e. p=| x [eR?* - p= 2 eR?%)
X3 1
puis en appliquant le plan affine (représenter par une matrice augmentée de M4(R)) puis enlever enfin le 1 a
q1
q1
nouveau du vecteur 1'image (i.e. f(f)) - © eR*= f(p)=| 2 [eR?)
qf q3
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5.4.2. Transformations affines isométriques (i.e. transformation euclidienne)

Symétrie de translation

La premicre transformation affine nous construisons est la translation aussi connu comme symétrie de transla-
tion. La traduction est l'un des la transformation la plus connue et utilisée dans la conception architecturale a
travers son histoire. De copier éléments dans un, deux ou trois directions (par exemple, colonnes, poutres,
arcs, fenétres, escaliers marches, etc) est la forme la plus basique et la plus simple de la composition des
formes et des motifs. La translation est une symétrie isométrique savoir qu'il garde la forme non déformée
aprés son application. La translation dans une direction a été utilisé dans l'organisation des éléments struc-
turels par exemple colonnes, poutres, arcs et des poutres etc alors que la traduction dans deux directions a été
le principal outil de conception de fagade en créant un tableau a deux dimensions de fenétres. La translation en
trois dimensions peut étre utilisé dans I'étude de la composition volumétrique dans la premicre phase de la
conception. Les exemples de symétrie de translation en architecture sont trés nombreux puisque l'on peut a
peine imaginer l'architecture sans translation. Classique styles architecturaux ont fait usage de la traduction
des colonnes et des arcs pour la conception des temples et des églises mais le style qui a poussé a sa limite
traduction comme un outil esthétique serait le haut modernisme.

Translation (symétrie isométrique propre) [5]
E:<03 e, €, 63>=R33f:E—> E7

f(p=t-(p)=p+ v estla translation, f estuneisométrie<= ||f(p)|| = ||pl|

E=R* , f’ (p) est la matrice représentant la translation dans E=R*

X1 Vi 1 00 v X1 X1 +v;

4 ~ _|x* AW ZoaN 01 0 w» X2 Xy + V)

vP’VE[R’p_ X3 ety= V3 :>f(p)_ 001 V3 X3 - X3+ V3
1 1 0001 1 1

Translation d'une forme dans l'espace euclidien R3
Nous allons utiliser le cylindre comme notre forme initiale et appliquer la traduction sur elle. Depuis affine (de

cartes linéaire prolongée) prend vecteurs comme des variables, nous définissons notre forme comme un
ensemble de vecteurs qui sont I'image de l'application paramétrique.

\4

Li(x)={peR*| p=x(u,v), ot x(u, v) = (Cos(w)) e, + (Sinw)) e + (5 ) e3 , (u,v) €0, 2x]x[0, 2 7]}

soit y=t (2, 2, 0) le vecteur de translation

t- : E— Flatranslation par le vecteur v , t-(p) =2+ Cos(u)) ey + (2 + Sin(u)) e; + (%) e3
v v

()
s

~7

|
A

<7
7~—f
7]
A
N,

>

<7

Gae
NE

<

]
\{

Représentation d'une translation d'un cylindre dans I'espace euclidien R?
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Symétrie de rotation en architecture

la Symétrie de rotation est également fait partie des symétries isométriques, et est une technique de composi-
tion trés important dans la conception architecturale. Comme toutes les autres opérations algébriques, il a été
plus utilisé dans l'architecture classique que dans l'architecture moderne et contemporaine. Il a été poussé a
son comble avec le style architectural byzantin et son intérét dans les structures en forme de dome. L'architec-
ture islamique montre quelques-uns des exemples les plus élaborées de l'utilisation de la symétrie de rotation
non seulement dans les domes, mais aussi dans les motifs graphiques utilisés pour décorer les facades et les
intérieurs.

Rotation (symétrie isométrique propre) [5]
Fix () ={p € E | r(p) = p} est!' axe de rotation
E={o, e, e, e3)=R*, r:E—E,

r(p) = r(m +m p) = m + ry(m p) estlarotation de centre m et d ' angle 6

5
rg rotation vectorielle sur les axes x, y et z est représenté par la matrices orthogonales

1 0 0 cos() 0O sin(6) cos(@) —sin(@) O
Feo=|0 cos® -sin@) |, Fo=| O 1 0 |, F.y=mat(u)=]|sin@® cos@® O
0 sin(f) cos(6) —sin(#) 0 cos(H) 0 0 1

- -

- -
_ . . . . .
Teou = Tzy Ty I'xp Préserve /' orientation correspondant a la rotation

dans le sens horaire avec les angles d' Euler ¢, 6, y avec la convention x, y, z

N cos(f) cos(iy) —cos(@) sin(y) + sin(¢) sin(6) cos(yy)  sin(P) sin(y) + cos(¢) sin(6) cos(¥)
Tegu =| cos(®) sin(¥y)  cos(¢) cos(¥) + sin(¢) sin(f) sin(y)  —sin(¢h) cos(iy) + cos(¢) sin(6) sin(y)
—sin(6) sin(¢) cos(6) cos(¢) cos(6)

—
ma
—

llmall

—

. r r AY -
rotation générale autour d'unaxe ma ou u =

= (uy, Uy, u3) est son vecteur normalisé

cos(f) + u%(l — cos(0)) uy up(1 — cos(0)) — uz sin(0)  uy uz(1 — cos(h)) + uy sin(6)

rﬁ g = | e (1 = cos(8)) + u3 sin () cos(f) + u%(l — cos(0)) uy u3 (1 — cos(6)) — u; sin(6)
’ uy uz (1 — cos(f)) — up sin(@)  up uz (1 — cos(6)) + u; sin(d)  cos () + u% (1 = cos (0))

E=R* , "(p) estlamatrice représentant la rotation dans E=R*

X1 Vi
~ X2 ~ V2
¥p,veR* p= etv=
D, > P X Vs
1 1

cos(f) cos(yy) —cos(¢) sin(y) + sin(¢) sin(f) cos(y)  sin(¢) sin(y) + cos(¢) sin(d) cos(y) v, X
cos(f) sin(yy)  cos(¢) cos(¥) + sin(¢) sin(6) sin(iy) —sin(¢p) cos(y) + cos(P) sin(@) sin(¥y) v, || x2

i"¢,9,w(p )= —sin(6) sin(¢) cos(6) cos(¢) cos(6) V3 X3
0 0 0 1 1
et
cos(f) + u%(l — cos(6)) uy up(1 — cos(6)) — uz sin(0)  uy uz(1 — cos(d)) + up sin(@) v, x|
5 (A) | w1 up (1 = cos () + u3 sin (6) cos(6) + u%(l — cos(#)) up uz (1 — cos(0)) — uy sin(6) v, X3
u.f P uy uz (1 = cos(8)) — up sin(0)  up uz (1 — cos(d)) + uy sin(@)  cos (6) + u% (1-=cos(8) vy ||*3

0 0 0 AR
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Rotation d'une forme dans l'espace euclidien R?

Comme mentionné avant toute transformation affine est composé d'une transformation linéaire et une transla-
tion, pour la rotation affine (i.e. la rotation + translation) nous devons choisir son centre et souvent ce centre
n'est pas a l'origine de R?. Nous devons donc composer notre rotation avec une translation d'un vecteur

(vecteur entre l'origine et le centre de rotation) et utiliser son inverse comme le vecteur de translation de la
rotation affine.

Nous allons utiliser le cylindre a nouveau comme notre forme initiale a laquelle on applique la rotation.
L) ={peR®| p=xw,v), ot x(u, v) = (Cosw)) e + (Sin(w)) ez + (5 ) e3 , (u, v) €[0, 27]x[0, 2 7]}
soitm =(0, 0, ;—r), a=10, -3, 721) eR? tel que ma estl'axe de rotation, § = ;—r [' angle de rotation

R
soitm O = ‘(O, 0, — ;—r) le vecteur de translation, afin de coincider /' origine avec le centre de la rotation

—
ma

I ., .
soit u = est le vecteur normalisé de /' axe de rotation

—

llmall
v

t?(p) = (0 + Cos(u)) e; + (0 + Sin(u)) e; + ((5) - 721) ez estla forme translatée

. - I . .
soit v = ’(0, 0, %) = O m le vecteur de translation de la rotation affine

z

r:E—> E estlarotationd'axema et angle 6 = 3

\4

VY pel(y), r(%(p)) = (2~ ¥)er + Sin@) ey + (3 + Cos(w)) e3

Représentation d'une rotation d'un cylindre le long d'un axe dans I'espace euclidien R?
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Symétrie de réflexion (bilatéral)

La symétrie bilatérale avec la translation est I'opération algébrique la plus utilisée dans la conception architec-
turale. Historiquement, la majorité des batiments étaient symétriques autour d'un axe; spécialement, les
batiments importants, puisque cette esthétique symétrique donné un sens d'équilibre et de puissance. Cette
technique de composition utilisé sur tous échelle dans la conception architecturale de la plus petite des
meubles aux grands plans d'urbanisme. La raison de cet intérét dans la symétrie bilatérale vient de la croyance
en la beauté du corps humain qui est bien slir symétrique, et que, puisque Dieu a créé I'homme a son image
donc symétrie a une certaine forme de divinité en elle. Les exemples de la symétrie bilatérale est beaucoup
plus évidente dans l'architecture classique que dans l'architecture moderne, mais elle reste bien présente.
Seulement a la fin du 20¢me siecle, avec 1'intérét pour des formes courbes que cette importance de la symétrie
bilatérale diminue considérablement, donnant lieu a des effets plus cinématographique de la dynamique plutot
que l'ancienne intérét dans I'équilibre statique.

J-“—‘-’L r~—Lt | J_——L 1 !

Représentation de l'utilisation symétrie de réflexion (bilatéral) dans 1'architecture

Réflexion (symétrie isométrique) [5]

s: E— E, réflexion affine, s E — E, réflexion vectoriel

F c E sous — espace affine dont le sous — espace vectoriel directeur est 1—7) ,

G c E sous — espace affine dont le sous — espace vectoriel directeur est 8

;7 = I_*: @ 8 —=VpeE,

s est la réflexion vectorielle de ;? par rapport a Ij" paralléle a Z?,

0y =vi &, = 5(v)=vi@(-n ), §|a =—id.

= G=ker(s +idJetF =ker(5 -id.) = E=ker(s +id.) @ker(s -id.|

— Z(?) = id, (i.e. involution) , Fix(s) = F
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Réflexion (symétrie isométrique) [5]

E=(o,ej, e, e3)=R*, F=(0,e1,)=R?, G=(0,e3)=R

s:E— E, s(p)= s(o + E) =0+ Z(E) est la réflexion de p par rapport & F parallele a G

, . . —
est la réflexion vectorielle de o p

.
s
E=R*, §(p) estlamatrice représentant la réflexion dans £ = R*

Vp,veRY, p= iz
3

1

100 n
AA_010V2
SP= 0 01
000 1
100\/1
AA_O—IOVQ
SPI=10 0 1
00 01
100V1

S
SP=1o 0 -1 1
00 0 1

X1
X2
X3

X1
X2
X3

X1
X2
X3

Vi

—X1 +Vv;
X2+ W
X3+ V3

X1+ v
—X2 + VWV
X3+ V3

X1+
X2+ W
—X3 + V3

laréflexion surle plan y — z

la réflexion sur le plan x — z

la réflexion sur le plan x — y

Réflexion d'une forme dans l'espace euclidien R?

Nous allons utiliser le cylindre a nouveau comme notre forme initiale a laquelle nous appliquons la réflexion

affine.

L) ={peR®| p=xw,v), ot x(u, v) = (Cosw)) e + (Sin(w)) ez + (3 ) e3 , (u, v) €[0, 27]x[0, 2 7]}

soit v = (0, =2, 0) le vecteur de translation de la réflexion affine

s : E— E laréflexion affine par rapport au plan x — z
¥ p € Ly(x), s(p)=Cos(u) e; + (=2~ Sin(w)) e + () e3

Représentation d'une réflexion d'un cylindre dans I'espace euclidien R?
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5.4.3. Transformation affine non-isométrique

Homothétie (mise a I'échelle)

Le deuxiéme type de transformation affine nous construisons est I'homothétie et mise a 1'échelle non uniforme.
Mise a I'échelle comme une symétrie est non isométrique a savoir que la forme est déformée apres son applica-
tion. Historiquement, ce type d'opérations algébriques n'a pas été utilisé autant que les symétries isométriques
comme la translation et la rotation mais on peut encore le voir dans la répétition de certains éléments architec-
turaux de différentes tailles, souvent comme une technique de décoration. Homethety peut étre vu clairement
dans la pagode chinoise traditionnelle comme chaque calque du toit a la méme forme que la précédente, mais
de plus petite taille ou dans la tour de Pise ou les colonnes sont plus petits a chaque niveau. Homothétie est
beaucoup plus utilisé aujourd'hui en raison de I'intérét dans des formes courbes, ce qui est visible lorsque 1'on
veut créer un tableau a deux dimensions d'éléments sur une surface courbe, par exemple pavage sur une fagcade
courbe ou d'un toit. En raison de la courbure, chaque tuile ou élément sera similaire aux autres, mais a une
échelle différente pour une meilleure approximation de la surface courbe. Homethety est poussé a sa limite
esthétiquement avec 'utilisation des opérations algorithmiques qui automatise la mise a 1'échelle des ¢léments
donnant le sentiment cinématographique du mouvement des éléments variables.

Représentation d'une homothétie dans R? d'un triangle a I'autre

Homothétie (symétrie non isométrique) [5]
Fix(h)={pe€E | h(p)= p}
E=(o,e,e,e3)=R*, h: E— E,

h(p) = h(m + m4p)) =m+ h(m4p)) =m+2A idg(ﬁ) est /' homothétie de centre m et un rapport A

h=A idfs est /' homothétie vectorielle (mise a /' échelle uniforme)

mh(p) = (M)W: le rapport A = nhp)
mp
E=R*, h(p) estlamatrice représentant /' homothétie dans £ = R*
X1 \4 A0 0 v X1 Axy+v
n X n %) A 0A 0 wn X Axy+ vy
R4 = = = =
Vp,VE ' P X3 ety V3 :h(p) 00 A V3 X3 AX3+V3
1 1 000 1 1 1
A 0 0 v X1 AL xp+ vy
B = 0 4% 0 wflx| [Lx+wn ¢ la mise 4 /' échell "
(p)= 0 0 A vs ||xs| 7| s 4w est lamise a /' échelle non uniforme
0 0 0 1 1 1
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Homothétie (et mise a 1'échelle non uniforme) d'une forme dans 1'espace euclidien R3

Comme mentionné ci-dessus toute transformation affine est composé de une transformation linéaire et une
translationtion, pour 'homothétie (et mise a I'échelle non uniforme) nous avons besoin de choisir son centre et
souvent ce centre n'est pas l'origine de R*. Nous devons donc composer notre homothetie avec une translation
par un vecteur (vecteur entre l'origine et le centre de I'homothétie) et utiliser son inverse comme le vecteur de
translation de I'homothétie affine.

Homothetie
L) ={peR®| p=x(u,v), ob x(u, v) = (Cos(w)) e + (Sin(w)) ez +(3) e3 , (u, v) €[0, 271]x[0, 2 7]}

soitm =" (0, 0, g) le centre de /' homothetie

e
soitmO =" (O, 0, - ;—r) le vecteur de translation, afin de coincider /' origine avec le centre de /' homothety

t(p)= (0 + Cos(u)) e; + (0 + Sin(w)) e; + ((;) - ’21) ey est la forme translatée

—
soit v = ‘(O, 0, ;—r) = O m le vecteur de translation de /' homothety

h: E— E est/"homothétie de centre o et de rapport %

¥ pe (0, Mt s(p)= 5 Cosw ey + S Sinwy ez + (5 ((5) = 3)+ 5 ex

Non uniform scaling
Li(x)={peR*| p=x(u, v), o x(u, v) = (Cos(w)) e; + (Sinw)) e + () €5 , (u, v) € [0, 27]x[0, 2 7]}

soito =" (0, 0, ’21) le centre de la mise a /' échelle non uniforme

/e
soitm O = t(O, 0, — 5) le vecteur de translation,

afin de coincider /' origine avec le centre de la mise a /' échelle non uniforme

t—(p) = (0 + Cos(u)) e; + (0 + Sin(w)) e; +((3) — ) e5 estla forme translatée
mO 2 2

N —
soit v ="* (O, 0, ;—r) = O m le vecteur de translation de la mise a /' échelle non uniforme

h:E— FE estlamisea/'échelle non uniforme de centre o etrapports A; =2, A; = % etA; = 41

\4

¥ pe (0, Mt s(p)=2Coswes + 3 Sinwyex + (5 ((5) = 3)+ 5) ex

R gl
-

Représentation d'une homothetie et une mise a I'échelle non uniforme d'un cylindre dans I'espace euclidien R*
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5.4.4. Projections orthogonales

Maintenant, nous allons examiner certains des transformation affine les plus traditionnellement utilisé dans
l'architecture a savoir les projections affines. les projections orthogonales affines sont généralement connus
dans l'architecture que le plan, élévation, coupe, et il n'est pas nécessaire de souligner l'importance de ces
types de représentations de formes dans l'architecture. En fait, les projections orthogonales sont un type
particulier de projections affines ou la direction de la projection est perpendiculaire au sous-espace affine sur
lequel nous projetons. Pour la perspective, nous avons besoin de comprendre quelques notions de la géométrie
projective afin de la définir, mais il y a aussi une version affine qui la plus souvent utilisée dans l'architecture.
Ces projections orthogonales affine: le plan, 1'élévation et la section sont connus comme le dessin technique
d'un batiment ou un projet qui correspond a la définition de I'architecture. Ils sont utilisés pour développer une
idée de conception en une proposition cohérente, de communiquer des idées et des concepts et convaincre le
client des mérites d'une conception et de permettre a un entrepreneur pour le construire. Ils sont aussi utilisés
comme un dossier du travail accompli, et de faire un enregistrement d'un batiment qui existe déja.

LS

et st VY

plan

Représentation de la projection orthographique architectural

Projection [5]

p: E— E, projection affine , ; : E— E, projection vectoriel

F c E sous — espace affine dont le sous — espace vectoriel directeur est F,

G c E sous — espace affine dont le sous — espace vectoriel directeur est G

- -

E=FeG=VpekE, F() (p + G) ={p(p)} unpoint (i.e. la projection de p sur F parallele a G)
;est la projection vectorielle de £ sur F paralléle a G, ou V= vj EBVZ = ;)(;) = \?1 , 'BI~ = id;

F
= G=kerp etF =ker (p - 1d;:) = E=kerp @ker(p - 1d75)

= p(p)=p , Fix(p)=F etp(E)=F
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Projection [5]
E=(o,ej,e,e3)=R*, F=(0,e1,,)=R?, G=(0,e3)=R

p:E— E, p(p)= p(o + E) =0+ B(E) la projection de p sur F paralléle a G

B est projection vectorielle de E

E=R* , p(p) estlamatrice représentant de la projection dans E=R*

X1 Vi
4 ~ _| X2 |7
Vp,veR* p= 5 ety = .
1 1
1 00w X1 X1+
o(p) = 0 10w ilxn) Jxtv rojection sur le plan x —
PPI=10 00 v ||xs || 04w [PV p Y
000 1 1 1
000 v X1 0+ v
o(p) = 0 10 vy e || X2+ | e ction sur le plan y — 2
Pp)= 001 V3 X3 - X3+ V3 Proj P Y
000 1 1 1
1 0 0 v X1 X1+
Aoy O 0 0 » x| [ 0+wn .. _
D=0 o 4 o el N projection sur le plan x — z
000 1 1 1

Affine projection orthogonale d'une forme dans 'espace euclidien R3

Nous allons utiliser le cylindre & nouveau comme notre forme initiale a laquelle on applique la projection
affine.

Lix)={peR3| p= x(u, v), ot x(u, v) = (Cos(u)) €] + (Sin(u)) e + (3)es » v elo,2a1x[0, 27}

soit v = (1, 1, 0) le vecteur de translation de la projection affine
p: E— E estlaprojection affine sur le plan x — z

¥ pe L), p(p)=Cosw)er +3er+ (%) es

Représentation d'une projection orthogonale d'un cylindre dans I'espace euclidien R*
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5.4.5 Conception en utilisant la géométrie affine

Maintenant que nous avons défini ces transformation affine essentiel, nous allons maintenant montrer com-
ment lesutiliser comme outils pour la conception, dans la partie qui suit, nous allons montrer quelques projets
architecturaux ou l'idée principale de la conception a été basée sur la transformation affine. L'idée était de
créer un batiment de faible hauteur qui sera composée d'une série des composants, ces composants peuvent
étre considérés comme des ensembles de vecteurs ou de points qui seront progressivement transformé le long
de la longueur du batiment, en utilisant des transformations affine comme mise a I'échelle et translations.

Représentation de la série des composants qui transforment le long de la longueur du batiment

Représentation de la forme architecturale générée a partir des série de composants
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Plus de conception utilisant des transformations affines
Maintenant que nous avons montré le principe de base, nous allons montrer des conceptions plus élaborées

utilisant cette méthode des transformations affines.

| )1 1135

Représentation de la maniére dont ces éléments se transforment dans le plan et dans la coupe

Représentation du batiment de faible hauteur congu par des transformations affines
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Plus de conception utilisant des transformations affines
Dans ces deux exemples suivants, les transformations des composantes sont liées a certaines propriétés

ambiantes des activités, qu'ils abriteront en termes de programme architectural. Ces propriétés ambiantes n'ont
pas été testés en termes de ingénierie environnementale, mais notre accent est mis sur la méthode géométrique
en utilisant des transformations affines et le lien avec les ambiances est plus hypothétique. Dans ce premier
exemple, les transformations sont liées a la chaleur des activités dans chacun des composants, allant d'un
extréme a l'autre.

Représentation de la manicre dont les composants ont différentes températures

Représentation des différentes activités intérieures avec leurs différentes températures
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Plus de conception utilisant des transformation affines
Dans ce second exemple, c'est le flux d'air chaud qui est stimulé par les différentes formes de composants qui,
comme dans le premier exemple créerait des différents espaces ambiantes pour différentes activités.

Y,
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U)ottt
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W~
'

)

RO o
QLN o &
SN

D =
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>
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)
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a

TS

Représentation des différentes ambiances provoquées par les différentes composantes
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Plus de conception utilisant des transformation affines

Dans ce qui suit, nous allons présenter une autre application de transformation affine, cette fois au lieu de
travailler a 1'échelle du batiment, nous allons transformer les composants a 1'échelle éléments de fagcade pour
créer des pavages. Dans cet exemple, il existe deux principales transformations affines: le premier est sur le
réseau ou se trouve le composent, ce qui a son tour déforme le composant elliptique et la seconde est la

rotation de ce composant.

Représentation de la transformation affine du réseau et le composant

Représentation du motif généré en utilisant une transformation affine sur le réseau et le composant
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5.5. Géométrie projective

5.5.1. Espace projectif et groupe projectif

Notre étude de symétrie nous a amené a comprendre la géométrie euclidienne comme 1'étude des propriétés
géométriques invariantes par le groupe euclidien (de transformations euclidiennes) comme une spécialisation
de géométrie affines qui en elle-méme I'étude des propriétés géométriques invariantes par le groupe affine
(des transformations affines). De méme, la géométrie projective serait 1'étude des propriétés géométriques
invariantes par le groupe projectif (des transformations projectives); naturellement, la géométrie projective a
un contexte différent avec des notions telles que I'espace projectif, homographie, coordonnées homogenes. Un
aspect important de la géométrie projective qui est différente de la géométrie euclidienne est que les lignes
paralléles se rencontrent aux points a l'infini; cette notion a son origine dans l'invention de la perspective
linéaire par des artistes de la Renaissance. En géométrie euclidienne, les angles et les distances sont invari-
antes par transformations euclidiennes, en géométrie affine, colinéarité, le parallé¢lisme et des rapports de
distance le long de lignes paralléles sont invariantes par transformation affine. En géométrie projective, la
structure de l'incidence et de la relation de conjugués harmonique projective (entre autres) sont conservées
sous des transformations projectives. Avant de discuter en détail la perspective, nous allons d'abord définir
I'espace projectif et la transformation projective, qui est plus radical dans son expression que les transforma-
tions affine et euclidienne, exprimé par une translation et une transformation linéaire.

b

Représentation du plan projectif réel comme une sphére S? ot les points antipodaux sont identifiés

Espace projectif [5]

S

E estun K — espace vectoriel et K est un corps commutatif et K* =K\ (g
d d - - -

K*xE\j0,— E\joy, ()t, x) — A.x =Ax estuneaction de groupe

P(E) =E\ / [K* est/' espace projectif de £ (l 'ensemble de droites de E)

x=Pkx)e P(E) estun point dans /' espace projectif de E, x = Orb(x) = {; e E\ ‘ ; = )L;}
dim P(E) =dimE-1

SiE=R"'= P(E) = P,(R) I'espace projectif réel et x =[x : ...: x,] les coordonnées homogénes
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Espace projectif comme une variété [9]
U;c P,(K) ouvert, U;={[xp: ...:x,] | x;# 0}
pouri=0, .., n ou P,(K) = b, U; et (U;, ¢;) estune carte de P,(K)

A
wi:UcP,(K)y— K", [xp: ...:x,] — (x—o, 2 i—] est un difféomorphisme lisse

Xi Xi i

toutes les cartes de /' atlas maximal A = (U;, ¢;);c; sont compatibles = P,(K) est une variété différentiable

Sous-espace projectif [5]

- -

F c E sous — espace vectoriel = P(F ) C P(E) est le sous — espace projectif

=

si H estun hyperplan vectoriel (i.e. codim H = 1) = P(H ) estun hyperplan projectif

-

S ={po, .., pr} estunensemble de points de P(E) = (S) est le plus petit sous —

-

espace projectif de P(E) contenant S

Do =P(D;), ouD; =K \7, est une droite vectorielle £ et F = VeCt({\Z ,i=0, .., k})
pouri=0, .., k,

\7[ sont linéairement indépendant—= p; = P(D;) = P([K \7,) sont projectivement indépendants

Transformation projective (homographie) [5]

E, E'deux espaces vectoriels, P(E), P(E ’) leurs espaces projectifs associés

- o -

- -
f : E— E'estune application linéaire continue = V D C E estune droite vectorielle

- -

f (D) = OE' si Dcker f ou f (D) = D'une droite vectorielle de £’
= P(f) : P(E) ( ﬁ) — P(E') , P(f) (D)= P(f(D)) =P (D') estune application projective
\P| ker f

-

si f est un isomorphisme = P( f ) est une transformation projective (ou une homographie)

Groupe projectif [5]
GP (;:) -
{P(;) : 75 — E‘, transformation proj ective} est le groupe projectif muni de la loi P(;) OP(§) = P(]7 og)
P: GL(E’) — GP (ZZ) est un groupe de isomorphism
Z(GL(Z")) = {)L.idz_ ,AE [K*} isomorphe a K* = GL(E)/[K*'ME =PG, (E) est le groupe projectif

siE=K"""'= GL,,; (K) / K* = PGL,;(K) est le groupe linéaire projective

Le perspective (projective) est une homographie qui est un élément du groupe projectif
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5.5.2. Bref historique de la perspective

Le systéme de perspective que nous tenons pour acquis aujourd’hui est une invention relativement récente
dans l'histoire de l'art. Avant le 14éme siécle, il n'y avait presque aucune tentative de dépeindre de facon
réaliste le monde en trois dimensions dans I'art dans la maniére dont nous sommes maintenant habitués a voir.
L'art des périodes byzantines, médiévales et gothiques riches comme il était, il n'a fait aucune tentative pour
créer l'illusion de la profondeur et de I'espace. Il n'était pas jusqu'a ce que les peintres de la pré-renaissance,
comme Giotto et Duccio qu'une idée précoce de perspective a été en cours d'expérimentation. Ils ont utilisé les
ombres a grand effet de créer une illusion de profondeur, mais il était encore loin d'étre le genre de perspective
que nous connaissons aujourd’hui. La premicre image connue a utiliser la perspective linéaire a été créé par la
polymathe Filippo Brunelleschi, il dépeint le baptistére de Florence a partir de la grille d'entrée de la cathé-
drale inachevée. Le systéme de la perspective linéaire projeté l'illusion de profondeur sur un plan a deux
dimensions par l'utilisation de points de fuite a laquelle toutes les lignes convergent, au niveau des yeux sur
I'horizon. Masaccio a été le premier grand peintre du début de la Renaissance qui a démontré commandement
intégral des nouvelles régles de la perspective, les personnages de ses peintures ont un volume et les batiments
et le paysage se retirent de fagon réaliste dans la distance. Mosaccio est considéré aujourd'hui comme 1'initia-
teur du nouveau style de réalisme florentin. A la fin du 15éme siécle, les artistes étaient en commande totale
de la perspective et ont réussi a créer dans leur art un monde beau et réaliste. Derriere ces changements dans
les méthodes artistiques et I'utilisation de la perspective était un désir renouvelé a décrire la beauté de la nature
et de déméler sa beauté mathématique, avec les ceuvres des maitres de la Renaissance comme Léonard de
Vinci. Les développements dans la perspective linéaire n'ont pas été seulement limitées & la Renaissance
italienne, mais aussi la Renaissance du nord dans les ceuvres des maitres hollandais tels que Jan van Eyck,
dont les peintures ont exprimé un haut niveau de détails en perspective. Cette corrélation entre les arts et les
mathématiques a atteint son apogée avec le développement de la géométrie projective ayant ses origines dans
la théorie de la perspective; les mathématiciens et les artistes étaient intéressés par les principes qui ont régi
cette technique artistique. En particulier, 1'intérét pour les lignes de vue et les lignes paralléles qui convergent
a un point de fuite, qui est connu plus tard comme le points a l'infini. La théorie de la perspective représente
un moment unique ou l'architecture, I'art et les mathématiques ont partagé un intérét commun directe, un
moment ou de nouveaux concepts en mathématiques ont été créés a partir des origines artistiques. Le mathé-
maticien et architecte Girard Desargues était I'un des premiers a poser les bases de ce qui sera la géométrie
projective; sur la base de son travail sur la perspective. Desargues introduit une nouvelle technique pour
I'élaboration de la perspective sans attirer le point de fuite (i.e. qu'ils se situent en dehors du plan de I'image);
contrairement aux techniques de la perspective linéaire communes qui commencent par dessiner les points de
fuite. Cette technique repose sur des mesures de l'objet, et des constructions des échelles dans le plan de
l'image, ces échelles sont construits a partir des mesures et sont utilisés de maniére a préserver la distance et la
dimension dans I'image. Une fois les échelles ont été établies, 1'artiste peut tout simplement utiliser un compas
et une régle pour décrire le sujet souhaité de maniére appropriée en perspective. Suite a cette construction de
la perspective, Desargues crée son théoréme qui stipule que si trois lignes droites reliant les sommets correspon
dants de deux triangles, les trois intersections des paires de cotés correspondants se trouvent sur une ligne
droite.

Représentation du systéme des miroirs de Filippo Brunelleschi pour construire la perspective
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Théoréme de Desargues

T . 'ﬁ
- 4 " » B
Nzim e e =
. R Q__.
l‘ P -
- - "
At~ - AN !
. 4
N T~
théoréme de Desargues (affine) théoréme de Desargues (projective)

Théoréme de Desargues (affine) [5]
soit (4 BC)et(A4' B' C') deux triangles dans un plan affine £

telqued+A',B+B'andC+C', (BCO)//(B'C"),(CA)//(C'A"Yand (4 B)//(A'B")
= (4 A"), (BB")and (C C") sont paralléles ou concurant

Théoréeme de Desargues (projective) [5]
soit 4, B, C (et A', B', C") trois points projectivement indépendants dans un plan projectif

telqued+A',B+B'etC+C', P=(BC)(Y(B'C"), OQ=(CA)((C'AYetR=(AB)((4'B")
alors P, O, Rsontalignés <= (4 A"), (B B") et (C C') sont concurant

,
s

-
-
-

7’
£
Représentation de la pyramide visuelle de Alberti montrant le théoréme de Desargues

Il existe un lien clair entre ce théoréme et la perspective linéaire ceci peut étre vu dans l'image représentant la
technique de la pyramide visuelle d'Alberti. Ici, le triangle 4 B C se trouve dans le plan de sol (la base de la
pyramide), le triangle 4 ' B ' C' se trouve dans le plan de I'image, le point E au cours de laquelle la lignes de
vue (raccordement sommets correspondants) se rencontrent est 1'eeil de la l'artiste , la sommet de la pyramide
visuelle. Ce théoréme établir le lien entre les études de la perspective a la géométrie projective moderne.
Considérons par exemple l'intersection (4 B) () (4'B') si elle est dans le plan contenant les deux lignes, c'est
garanti par le théoréme, Cependant, si les droites sont paralléles, dans le plan dans lequel ils se trouvent, ils ne
se coupent dans ce plan. Cependant, le théoréme garantit ces lignes se croisent; Desargues introduit un point
ou deux lignes paralléles se croisent a savoir le point a I'infini.
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5.5.3. Points a l'infini

Depuis I'époque de Desargues, la géométrie projective a été élargi pour devenir un champ unique en mathéma-
tiques comme nous l'avons montré avec ses propres réglages et opérations (espace projectif, transformations
projectives), mais cet espace projectif moderne peut étre développée de la méme maniére qu'il était en
géométrie projective classique. Nous avons construit plus tot 1'espace projectif réel comme I'ensemble des
droites de 1'espace euclidien, maintenant, nous allons montrer comment ce connecter a 1'idée des lignes de vue
de I'art de la perspective. Nous allons nous concentrer uniquement sur l'espace euclidien R? et le plan projectif
réel P>(R) et puis nous allons donner la définition générale formelle de l'espace projectif abstrait. Voyons
d'abord prétendons que sur une ligne de vue, il est seulement un point que 'on voit, 1'objet qui est le plus
proche contiendra ce point, donc pour une ligne de vue que vous choisissez, le résultat est que vous voyez un
seul point correspondant a la ligne de vue comme on le voit dans la formulation suivante. Voyons d'abord
prétendons que sur une ligne de vue, il y a seulement un point que 1'on voit, 'objet qui est le plus proche
contiendra ce point, donc pour une ligne de vue que vous choisissez, le résultat est que vous voyez un seul
point correspondant a la ligne de vue comme on le voit dans la formulation suivante.

R*x R3\(,— R3\p), ()L, ;c))—nl;c) =X x estune action de groupe,
P5(R) =R3, (o) /R* estle plan projectif deR
x= (x1, X2, x3) estéquivalenta Ax=Ax= ; =(Axy, Axy, Ax3) (i.e.ls se trouvent sur la méme ligne de vue)

X = P(x) € P,(R) est un point dans le plan projectif, ¥ = Orb(x) = {; eR3 ‘ ; = A;}

Nous procédons maintenant a construire le plan projectif réel; Imaginez que vous étes debout a l'origine et il y
a une toile dans l'espace euclidien R3au niveau du plan y = 1. Vous pouvez regarder dans n'importe quelle
direction et vous verrez un point situé sur la ligne de vue; cette ligne de vue lorsqu'il est étendu a 1'infini ferait
I'une des deux choses, soit elle coupe le plan y = 1 ou elle est parall¢le a savoir dans y = 0 plan. Si la ligne
coupe le plan y = 1 au point d'intersection, par exemple (x;, 1, x3) dans l'espace euclidien R? alors (x|, 1, x3)
est dans le point d'intersection dans le plan projectif. Toutefois, si la ligne est paralléle au plan y = 1, le point
dans le plan projectif d'intersection serait (x;, 0, x3) (i.e. le point a l'infini). Cela nous indique que le plan
projectif est 'union de I'ensemble des points dans le plan y = 1 (isomorphe a R?) et I'ensemble de points a
l'infini, donc P>(R) =R3 | {points a co}. Maintenant, nous définissons les lignes dans le plan projectif
(i.e. par['équation a X + b X5 + ¢ = 0), en accord avec notre toile y = 1 plan, si nous pensons d'une ligne dans
ce plan compte tenu de notre relation d'équivalence, nous pouvons prendre le point (x;/x;, 1, x3/x;) en tant
que représentant de certain point (xi, X, x3) dans R3with (X} =x;/x,and X3 = x3/x»). De cette fagon,
I'équation de la ligne aX;+bXs3+c=0 est bien définie dans le plan projectif puisque
a(x /x)+b(xs/x)+c=ax;+bxs+cx;=0c¢t ax;+bx;+cx, =0 est bien défini dans le plan projectif.
Clest parce que tout point (Axy, Axp, Axz)est wune solution de 1'équation  puisque
alx;+bAx;+cAxy;=NMax; +bx;+cxy)=21.0=0. Maintenant, nous regardons ce qui se passe aux droites
paralleles dans le plan projectif. Nous savons que les lignes paralléles ont la méme pente si I'on considére les
lignes X3 =(a/b) X1 +c=0et X3=(a/b) X1 +d =0 avec (a/b) la pente en commun, maintenant en multipli-
ant les équations par b et substitution par X; =x;/x;et X3 = x3/x;, nous obtenons les deux équations
bxs—axi—cbx;=0etbx;—ax; —dbx,=0. Pour trouver le point d'intersection nous supposons x, = 1, ce
qui nous donne les équations x; = (b/a) — (cb/a) x, et x; = (b/a) — (d b/a) x; qui donne le point d'intersection
(b/a, 0, 1), Cela signifie que les points d'intersections des lignes paralléles en effet se situent sur le plan 'y = 0
(i.e. a l'infini) [10]. Maintenant que nous avons compris le construction mathématique de la perspective
linéaire du point de vue de la géométrie projective moderne, nous allons maintenant donner la définition
générale et abstraite des points a 'infini en utilisant des coordonnées homogenes et aller plus loin pour définir
le perspective tant que transformation projective.
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5.5.4. Construction de la perspective

Coordonnées homogénes [5]

E=K"'= P(E) = P,(K) = P(K"*) est son espace projectif associé

Siv=(Xg, o X)), v =(Xo'y s X)) ’ D=vv', A1eK’, X;=A X, pouri=0, .., n

-

pe P,(K), ﬁ:P(D) =[Xo: ... X]=[X": .0 X,'"]

H={p=[Xo: ...: X;] € P,(K) | X;=0}estun hyperplan projectif

Projectivisation de l'espace affine [5]

N

E estK — espace vectoriel, E estson espace affine associé¢ a E son extension vectoriel

— P(E)=EU P(E) est la projectivisation de £

ol E est un ouvert affine de P(E) avec un complémentaire le hyperplan projectif P(E ) =FE,
Points a l'infini [5]

E=K"'= P(E) = P,(K) est son espace projectif associé

Hy= {p =Xy, ..., Xp) €E ’ X = 0} est /' hyperplan vectoriel

P(HO) = Hy={p=1[Xp: ...: Xy] € P,(K) | Xp =0} est/"hyperplan projectif associé

- \¢
—_ — X Xy
P(Ho) = Hy estun ouvert affine dans P,(K) = pe Hy, p=|1:x; = 7‘ N
0 0
- - - L.
Hy = ey + Hy avec ¢y comme origine et (¢}, ..., €,) comme base = p € H,,
p=(xy, ..., x;) coordonnées cartésiennes
de méme, si £ unespace affine, dimE=n | E={0, ej, ..., e, ) =K" et E = K@K" son extension vectoriel
— pekE, p=(xy, ..., X,) coordonnées cartésiennes et p € E, p = (xq, X1, ..., X,) coordonnées cartésiennes

= P,(K) = P(K"!) = P(E)=E\JE,,

E={[1:x1: ...:x,], (x1, ..., xp) € K"}
E,, = P({xg = 0}) ['ensemble des points a /' infini

Représentation d'un point a 1'infini ou deux lignes parall¢les se coupent
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Perspective
Maintenant, nous allons donner la définition formelle de la perspective du point de vue de la géométrie

projective et la géométrie affine.

Perspective (projective) [5]

- - - - - -
D c E estune droite vectorielle, O c E estun plan vectoriel et H C E est un hyperplan vectoriel

-

0= P(D) € P(E) ,D= P(Q) c P(E) est une droite projective, H = P(H ) est un hyperplan projectif

on'estpasdans H, oe D, D(1H =0" = Dc Q et D n'estpasdans H

= Q) H est une droite projectiveet o' =D (| H = P(Q N H)

= Vpe P(E) ‘ P + 0 ladroite projective o P estdéfiniet oP(\H = p'

-

T P(E) — H, n(p) = p' estlaprojection centrale de centre o sur A
\(o)

-

soit H'= P(H ’) un autre hyperplan projectif | o n'est pas dans H'

— 7+ H'— H une bijection appelée la perspective (projective) de centre o de H' sur H

|H

Perspective (affine) [5]
E estunespace affine, o€ £, H, H, C E sontdes hyperplans affines | H, paralléele a H eto € H,

f 1 E\y,— H estlaprojection centrale de centre o sur H ot f(p) =0 P\ H
soit H'un autre hyperplan affine | o n'est pas dans H'
= fi - H'— H une bijection appelé la perpective (affine) de centre o de H' sur H

Projection en perspective [11]
Maintenant que nous avons défini les versions projectives et affines de la transformation perspective, nous

allons utiliser la version affine de construire notre propre projection en perspective, qui sera utilise pour créer
des images en 2 dimensions des objets géométriques.

p.c, 0, e 6, reR3etf, seR?

p = (p1, p2, p3) estle point a projeter

¢ =(cy, ¢y, c3) estla postion de la caméra

® = (6, 0,, 63) est ' orientation de la caméra

e =(ej, ey, e3) estla position de /' observateur par rapport a la surface d' affichage

B=(Bi, B2) estlaprojectionde p
0 = (01, 02, 03) est la position de p défini par la caméra

0 =Ry, 9,.0,(p =)
01 cos(6h) cos(f3) —cos(f;) sin(f3) + sin(f;) sin(f,) cos(f3)  sin(f) sin(f3) + cos(6) sin(6) cos(H3) p1—cl

[ 0> ] = [ cos(f,) sin(f3)  cos(¢p) cos(83) + sin(f,) sin(h,) sin(f3)  —sin(f;) cos(f3) + cos(6) sin(b,) sin(63) ][ P2 —C ]
03 —sin(6,) sin(6;) cos(6,) cos(6r) cos(6) p3—C3

Bi R
B= ( B ) = @ ) ei est la projection du point d transformée sur le plan y — z
2 3-e3) 5
1
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Projection en perspective d'une surface réguliére
L' équation de la surface de base cylindrique est donnée par

x:Ucl0,27]x[0,27] cR*—R3, x(u, v)=(3.5, 3.5, 0)

+(Cos(u) (1 - (_"_")*] (1+ Sin(v)?), Sin(u) (1 - @) (1 + Sin()?), 2 (v - Sin(v))

9

L,(x) = {p eR3 | p=xw,v), (u,v) [0, 2nx]x[0, 271]} est /' objet a projeter

o= LEXED - (35,35, 2.5) estla position de la caméra

Xo(u, v) = x(u, v) — xet
e=(ey, ez, €3) = (2, 3, 2) estla position de /' observateur
6,=0,0,=0, 6;= % est /' orientation de la caméra

Ty (u, v) = Roy 0,0, (X @, v) = Xet) = (T1 (s v), oy, ), T3 (1, v))
Im(TX) = {q eR3 |q =T,(u,v), (u,v)eUc|0,2r]x[0, 2 n]} est la position de /' objet dans la caméra
= Vgel(Ty), Aw,v)eUcl0,27a]x[0,27] |g=Tyu, v) =(q1, g2, 43)

Brelits V) = ((To (. v) = e2) 70 (Taglae ) = €3) =55 ) = (Bt v, Bl v)
Ln(Br,.c)={peR?| b=Br, (u,v), (u,v)eUc|0,2nr]x[0, 2]} is the projected object
= Vbel(Br,..). A, v)eUc[0,2x]x[0,2x] |b=Br, (u,v) = (b, b))

Représentation de la projection en perspective d'un objet géométrique sur le plan y-z
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5.6. Conception utilisant la géométrie affine et la géométrie projective

Représentation des transformations affines et puis une projection en perspective
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6. Opérations analytiques

6.1. Bases de calcul différentiel

Cette partie contient la majorité des opérations utilisée dans cette recherche, analytique ici se réféere a des
opérations de dérivation et d'intégration par opposition aux opérations algébriques qui est basé sur 1'addition et
la multiplication. En utilisant des opérations analytique, nous allons définir un grand nombre de notions
importantes comme les champs de vecteurs et la courbure, qui seront des outils puissants pour génération de
formes; ces objets sont les fondements de la géométrie différentielle, ainsi nous commencons par donner un
bref apercu de cette branche de la géométrie. Géométrie différentielle est la discipline mathématique qui
utilise les techniques du calcul différentiel et intégral, ainsi que l'algébre linéaire et multilinéaire pour étudier
les problémes de géométrie. La théorie des courbes planes et spatiales et de surfaces dans I'espace euclidien de
dimension 3 a été la base pour le développement de la géométrie différentielle au cours des 18éme et 19¢me
siécles, depuis lors, elle est devenue un domaine concerné, plus généralement, avec des structures
géométriques sur les variétés différentiables. La géométrie différentielle est étroitement liée a topologie
différentielle, et des aspects géométriques de la théorie des équations différentielles, ce qui peut étre vu
clairement dans le sous champ de la géométrie différentielle des surfaces. L'étude de la géométrie différen-
tielle en particulier des courbes et des surfaces, est cruciale pour l'application de la géométrie moderne a la
conception architecturale; cela est dii a 1'intérét croissant de 'architecture dans des formes courbes, pour cette
raison, nous allons donner suffisamment d'attention a ce sujet. L'un des premiéres rencontres de surfaces en
géométrie étaient les polyedres de I'espace euclidien, telles que la limite d'un cube. Il est également possible
de définir des surfaces lisses, dans lequel chaque point a un voisinage difféomorphe a un ensemble dans le
plan euclidien; cette élaboration nous permet d'appliquer le calcul différentiel aux surfaces et de prouver de
nombreux résultats. Les surfaces lisses équipés de métriques riemanniennes sont d'une importance fondamen-
tale en géométrie différentielle, cette métrique apporte la surface avec les notions de distance, la superficie et
géodésiques. Cela permettra a la définition de quelques classes importantes de surfaces en géométrie extrin-
séque, a savoir les surfaces développables, réglées, de révolution et minimales. Les surfaces développables
sont celles qui peuvent étre aplatis a un plan sans étirement, les surfaces réglées sont ceux qui ont au moins
une ligne droite passant par chaque point, les surfaces de révolution sont ceux qui sont obtenus par rotation
d'une courbe dans le plan x — z sur l'axe z et les surfaces minimales sont celles qui minimisent l'aire pour des
conditions des limites données. Dans cette section, nous allons étudier et définir les catégories de cette sur-
face, montrant aussi leur importance du point de vue de la conception architecturale. Une autre notion fonda-
mentale que nous allons étudier est la courbure, ce qui permet & une classe supplémentaire de surfaces,
nommément surfaces de courbure gaussienne constante; ces surfaces peuvent étre représentées comme des
groupes de Lie qui sont des groupes de symétrie continues de 'espace euclidien, la sphére et I'espace hyper-
bolique. Avant de commencer a donner I'analyse des courbes et des surfaces a 'aide de la géométrie différen-
tielle, nous devons définir quelques notions importantes de calcul différentiel et I'algebre linéaire comme la
dérivabilité d'applications, difféomorphisme et le théoréme d'inversion locale.

Représentation de la sphere (variété de deux dimensions) et son espace tangent
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Nous allons commencer par donner des éléments de base de 'algebre linéaire et du calcul différentiel

Déterminant, trace et inverse [1]
A € M,(R) une matrice inversible, 4 = (al- j

Tr(4)=27,a;;, estlatracede 4
det(A) = ;-1:1 (—1)i0+j aioj det(A,-O j) .

est le déterminant de 4 ( A;, j estlamatrice 4 a la suppression de la ligne 7, et la colonne j)

)lsi,jsn

-1

 det(4)

‘com (4) , est!'inverse de 4

(avec com (4); ;= det(Al- J ) et A;; is the matrix 4 with the removal of the line 7 and column j)
det(4 B) = det(4) det(B), Tr(4 B) =Tr(B 4),
si 4 est diagonalisable (i .e.3P e M,(R)inversible | P! 4 P est une matrice diagonale)
= det(P~! 4 P) =det(P)~" det(4) det( P) = det(4) and Tr(P~' AP)=Tr(4 P P~')=Tr(4)

Produit vectoriel [1]
a,beR>, e=(ey, ey, e3) labasecanoniquedeR3 alorsa = (ay, as, a3) =aje; +ar e + az e3

. . e e a as ay as a a
le produit vectoriel axb =det| a1 a, az |= det( ) e — det( ) e+ det( ) e3
b b b b2 b3 b1 b3 b] bz
1 by b3

le produit vectoriel pour a, b, ¢, d € R ales propriétés suivantes
axb=-bxa , (a+b)xc=axc+bxc
Aa)yxb=A(axb)y=ax(Ab) , oudeR
{axb, cxd)=<a, c){b, d)—{a, d){b, c)
llaxbl* = llall* 161> - (a, by
(axb)yxc={a,c)yb—{a, byc, {axb,c)={a, bxc)
llaxb|| = Sinf ||a|| ||b]] , ou6feR estl'angle positif entre a et b
||laxb]| est!'aire du parallélogramme engendré par a et b
ap a as
le produit mixte (abc)=det| by by b3 [=ax(b, c)={a, bxc)
1 C C3

Différentiabilité cas général [2]
(E, || Ilg) et (Fy |l .Jlp) deuxK — espaces vectorielsnormés, f:UcCcE—F , Uunouvertde £, ac U

on dit que f est différentiable en a s' il existe une application linéaire L qui vérifie

m(f(“h)—f(a)—L(h))’i? Op . h%0

si elle existe, elle dépend de a etestnotée f'(a)=L , ou f'(a) € L(E, F)

o (fa+h) = f(@) - @S 0p L h0 , Veso,

An:llhllg > telque Il f@+h) = fl@)~ f' @bl <e

festdifférentiableena < f(a+h)= f(a)+ ' (a).h +||hl||g.€h) , ou e(h) hl? 0 , h#0

Aapplications composées [2]
E, 1 lg) , (Fyll.lp)and (G, || .llg) trois espaces vectoriels normés

fiUcCE—F, g:VcF—G ,

supposons f(a)=beV et W = f~'(¥)c U unouvertde E, ac W

h=gof: W c E— G supposons f estdifférentiable en a et g est différentiable en b = f (a)
alors / est différentiableena et ' (a) = g' (f (@) f' (a)

ou f'(@el(E F), g'(@eLF,G), h(aeLE, G)
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Différentiabilité d'applications [2]
cas: 1

E,F,, ... F, n+1espacesvectorielsnormés, UouvertdeE, f:UCE—F=FX...

yeF = y=0y1, ..., yp) telquepour l1<i<n
1

vi€ Fry Wl = (S ils?)r et Ivle = Sup lyilr,

i=1,..n
projection, p;: F—F; , pi(y)=y;
injection canonique, u;: F;—F , u(y;))=(0, ., 0, y;, 0, ..., 0)
pour 1 <i<n , p;etu;sontdes applications continues linéaires donc différentiable
picu;=1idp, et Y uop;=idp
pour a € U, f estdifférentiableena < Vi=1, ...,
n fi=piof :UcE—F; estdifférentiable en a et
S@=2Luefi' (@, ou f'(a)e L(E, F) et fi'(a) e LIE, F))

cas:2
Ey, .., E, F n+1espaces vectoriels normés,
Uouvertde E=E|xX..XE, , f:UCE=E/X..XE, —F

xe€E = x=(x1, ..., Xn) , |xllg= Sup |xilg
i=1,..,n

pourae U, a=(ay, ..., a,) et h=(hy, ..., hy)

application partielle foA;, A;: E;—E

(i) = a+ui(x; — a;) = (@1, .y @in1y Xiy Aixls ooy @n) = @ = ui(a;) + u(x;)
A; estdifférentiableen x;et A;' (x) =u;, foA;: A, (U)cE,—F ,
foA; estdifférentiable car A; et f sont différentiables

pour a € U, f estdifférentiableena < Vi=1, ...,
n les applications partielles sont différentiables en les a;

cette différentielle est notée ﬁ (a) ladérivée partielle par rapporta x; ena

a. ] 1 n l? 1 7 a
a‘—;(a):f(a)ou,» . @)= izlyj;(a)Opi — poura, he U, f'(a).h= ;:15—;_

cas:3

E=R", F=R? espaces vectorielsnormés, U ouvertde E,
FUCE—DF , fx1, o %)= (001 coos Xu)y cos fp(X1s s X))

[ estdifférentiable <= Vi=1, .., p, ¥Vj=1, ..,n f; estdifférentiable
fi:R"—R = ['existence de %(x) , ou %(x) e LR,R) R

la matrice jacobienne
pour a, h €R”

an

Fi) i afi
7 A (a) A (a) 1

(a) . a a a a . g”(a) hl
Ji(a) = S . S (@.h=Jga)h=

oy Uy p Ay h
™ (a) .. o, (a) o, (@) .. o, (a) n

. Cwn Of
lignei: X7, é (a).hy

xF,

(a).h,‘
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Maintenant, nous allons donner deux théorémes fondamentaux équivalents en calcul différentiel, a savoir, le

théoréme d'inversion locale et le théoréme des fonctions implicites.

Difféomorphisme [2]
E, F deux espaces vectoriels normés, U C E ouvert
f:Uc E—F C(i.e. différentiable et sa dérivée est continue), bijective et /! est C!

= f estun C! difféomorphisme

Théoréme d'inversion locale (difféomorphisme local) [2]

E, F sont des espaces de Banach, x € U c E ouvert

f:UcCE—F estC'est f'(x): E— F estun isomorphisme

= 3AVeV,etWeVyy | f:V— W estunC' difféomorphisme

Théoréme des fonctions implicites [2]

E, F, G sont des espaces de Banach, (x, y)e Uc ExFouvert, f:UCExF—G
tel que f(x, y) =0, festC'surU et 0, f(x, y) e Isom(F, G)

= 3AVeVyy, WeV,etp: W— F C!

eV, fn, =0 xelW, y=¢x) et ¢'x) =—(3,f (x, ¢ (¥)) 20, f(x, ¢(x))

Théoréme des fonctions implicites (en dimension finie) [2]
f:UcR"<xR?—R”, f(x,y)=0, festC'surU et det(Jacfy(x, y)) +0

= dVeV,, WeV, | VxW cU cR"xR? et ¢: V— W C!
xeV,yeW, fx,)=0=xeV, y=¢(x)

=0

Z= F(KIY)

Représentation de la théoréme des fonctions implicites

Ces théorémes sont en fait équivalent, et le théoréme des fonctions implicites a été utilisé plus tét dans la
définition des surfaces locales qui recouvrent une surface algébriquement définis; et qui permettent alors de

faire toutes les opérations définies plus tard.

| 151



6.2. Géométrie différentielle des courbes
6.2.1. Définition d'une courbe réguliére

Auparavant, nous avons donné une définition plus généralisée des courbes et des surfaces, comme des variétés
de dimensions un et deux, définies par paramétrage local, maintenant nous allons les définir plus en détail
avec des explication des notions mathématiques nécessaires.

Courbe paramétrée [1]
a:I c(a, b)) cR—R”"

est une courbe parametrique a condition que @ can be

étendue en fonction différentiable par morceaux a partir de (a, b) aR”
a(l)estlatraced'a et S CR” estparamétréeparasid/cR |a(l)=S

Courbe réguliére [1]
a:(a, b)cR —R" une courbe réguliéresi V¢ e (a, b) a estdifférentiable et ||a' (D] # 0,k R

si Yte(a, b) |la' (@) =1 alorsa estde vitesse unité

Maintenant, nous définissons les champs de vecteurs sur la courbe et le repére de Frenet et aprés la courbure
des courbes et leur longueurs de l'arc. Intuitivement la courbure d'une courbe, mesure I'échec d'une courbe
pour étre une ligne droite, plus la vitesse tourne le long d'une courbe, plus la courbure. Maintenant, nous
démontrons le contrdle de la forme en utilisant I'analyse, & savoir en tout point de la courbe nous savons son
espace tangent, la longueur de la courbe, sa courbure et sa torsion, avec cette information, nous pouvons
concevoir et décider beaucoup de choses sur cette courbe.

Représentation du rayon de courbure d'une courbe en un point
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Vélocité de la courbe [1]
a:IcR —R” unecourbe avec a(?) = (a1(?), ..., a,(?)), tel

alors la vélocité de f est donnée par /' applicationa' (t) = (a;' (¢), ..., a,'(?)) ,
oua'(t)e LIR,R") , a'(f) estuneapplication linéaire

w(t) = ||la' (?)|| estlavitessedeaent, a" (¢) est!'accélérationde went
pourn=3, a:(a, b) —R3, a() = (1), as(t), a3())

lavélocité , /' accélération et la vitesse sont donnés par

a'(B)= (' (1), @' (1), 3" (1) et vi(0) = lla" D)l

a" ()= (1" (@), a2" (1), a3" (1) et va(?) = lla" (D]

" ()= (" (D), " (1), 3" (1) et v3() =lla" ()xa" (9|

Champ de vecteur de la courbe [1]
un champ de vecteurs le long @ est une application Y qui associe a chaque t €

(a, b)un vecteur Y (¢) au point ()
YO =01, ..., ya(0), Yestdifférentiablee= Vi=1, ...,n y;:(a, ) — R estdifférentiable
parfois, nous devons faire la distinction entre le vecteur Y (¢) en a(¢) et le vecteur paralléle a celui a /' origine
soit f': (a, b) — R , f différentiable et X, ¥ champs de vecteurs le long @ alors
fYO=fOY®O) , ((V)=,Y+[Y
X+)'=X"+Y" , (X, N'=X",V)+(X,Y"
JY)'=JY", oud estlastructure complexe, (J(x, y)=(-y, X))

Champs de vecteurs tangente et normale normalisé de la courbe plane [1]
v:(a, b) —R2, v(®) = (x(2), ¥(¢)), une courbe réguliére (||y' (¢)|| # 0) et différentiable par morceaux

Y @®

T2() = ol est le vecteur tangent a la courbe normalisé y at ¢ € (a, b)

N2 =J ( ﬁ) est le vecteur normal a la courbe normalisé y att € (a, b) ,

ouJ est la structure complexe (J2 = —id[Rz)

Repére de Frenet le long d'une courbe dans l'espace [1]
@:(a, b)) cR —R? estune courbe régulieresi Y ¢ € (a, b) a estdifférentiable et ||a' (¢)]| + OL(R,[R3)

T@®) = ﬁ est le champ de vecteur tangent unitaire de «
N(t) = B(t)xT(t) estle champ de vecteur normal principal de «
B(t) — a' (Hxa" (1)

— est le champ de vecteur binormale unité de o
lla' (O)xa" @Il

Homotopies de la courbe réguliere [1]
A:R—R est fonction scalaire qui pourrait étre remplacée par les fonctions de la longueur de /' arc,

la courbure ou la torsion
@, Br, B, Bz : (a, b) c R —R? courbes réguliéres
Br() = a(®) + XD T(2)
Bn(0) = a(®) + M N(@)
Ba(t) = () + |A@)] B(r)

T Ly, NLoas BLg o i (a, b)) cRx[0, 1]—R3

TLoa(t, ) =a@) +uld@®)|T(&) | T Lo a(t, 0)=a(t) et T Ly (¢, 1) = Br(?)

N Lo a(t, u)=a(@®) + u MO N(@) | N Lo, (t, 0) = a(t) et N Lo (8, 1) = By(2)
BLyat, w)=a() +u|A®)| B() | BLg (¢t 0)=a(t) et BLya(t, 1) = Bp(¢)

T Ly, 2, N Ly a et B Ly ) sont des homotopies entre « et Sr, Sy, S respectivement
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6.2.2. Analyse d’une courbe régulié¢re

Courbure de la courbe plane [1]
y:(a, b) —R?, y(t) = (x(1), y(¢)), une courbe réguliére (||y' (1)|| # 0) et différentiable par morceaux
_Y0OIYO X0y O-X0yo _ R OO

K, () = = = estla courburedevy ,
i Iy I 2@ +y2 )" Iy 1P Y

ro() = K% est le rayon de courbure
Y

siy'()=0 ou y'(¢) n'existe pas = «,(f) n'estpas définietsi y" (1) =0 = «,(¢) s'annule

B:(c, d) —R?, une courbe de vitesse unité (||8' (s)l|=1, Vse(c, d) = B"= kgJ B'sacourbure signée

La courbure et la torsion d'une courbe de I'espace [1]

K@) = W est la fonction de courbure de @,
(42

rg() = KL(O est le rayon de la fonction de courbure de @

@' ()xa" (1), @™ (1))

o' (" (OF est la fonction de torsion de «
(02 xXa

(1) =

Kg(s)= 118" (s)ll estlacourburede (ne s"annule jamais et Kz = |/<ﬁ| si B est contenu dans [Rz)

La longueur de l'arc [1]
a:(a, b)cR —R" une courbe, soit/ =(a, b) supposons « est defind et différentiable en a et b

L(a) = j: lla' (®)]| ds estlalongueur de @ ne dépend pas de la paramétrisation de a

So(t) = JtZHa/' (u)|| du estla fonction de longueur de /' arc de @ a partir de ¢y € (a, b)

Sp(t) =
jtZII,B‘ w)||du =t -ty estlalongueurde!/'arc d'une courbe de vitesse unité S : (¢, d)—R” a partir de ¢,

Analyse d'une courbe réguliére [1]
L'équation de la courbe de base est donnée par
. 3 — (L) — L g in( L in( £
w:Uc[0,41]cR—R”, ¢(?) = (t+ Sm(z) ~ T Sin(z), Sm(z), 1 —Cos(z) + Sln(z))
0 0
T P
le repére de Frenet |y=3 = {T, N, B}|p¢=30=1[ 0 |. | vio [.| vio [}
0 -3 1

vio vio
la longueur de l'arc |(=3 = 12.1154 , la courbure |4(=3 ) = 0.774992 et la torsion|y=3 -y = 0

Représentation du repére de Frenet sur une courbe réguliére
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Jusqu'a présent, nous avons défini le repére de Frenet sur une courbe qui va nous permettre de définir les

champs de vecteurs sur la courbe, qui a son tour est un outil de conception utile. Ensuite nous avons défini
l'analyse de courbure et la longueur de I'arc de la courbe qui peut étre également utilisé dans la conception
d'autres courbes a partir de la courbe initiale. Avant de commencer a concevoir de nouvelles courbes a partir
de courbes initiales a I'aide de ces définitions, nous allons définir une autre analyse utile qui est de trouver des

points d'intersection entre les courbes.

Points d'intersection
si @, §deux droites, avec a, b, x, y €R?

ai(?) Bi(s) ay — by —X1 Y ;
ay=a+ix et f)=b+sy = a)=ps) = | &0 |=| fuo) | =| ar=bs |=| =12 1 (s)
as(?) B3(s) az — bs —X3 )3

si @ estune courbe et 5 est une droite,
nous pouvons toujours trouver des points d' intersection algébriquement en résolvant a(f) = S(s)

si @ est une droite et y un plan, avec a, ¢, x, y, z€R?
a(?) X1(u, v)
al)=a+tx et y(u,v) =c+uy+vz = a(t)= yu,v) = | &2(6) |=| x2(u, v)
a3(1) Xx3(u, v)

-1

a;—ci X1 Y1 Z1 t t X1 Y1 Z a—ci
— | Ay —C|=| —X2 V2 22 u | = ui|l=|—XxX2 ) 23 a) —C
as —¢3 —X3 V3 Z3 v v —X3 Y3 Z3 as —¢3

si @ est une courbe et y un plan,

nous pouvons toujours trouver des points d ' intersection algébriquement en résolvant a(f) = x(u, v)

Les points d'intersection de ligne / courbe et de courbe / plan

@, B:UC[0,1]cR —R?, a(t)=(2Cos@nt~n),2Sin@nrt—7x), ) | Bs)=(4s,0,275 —7)

2
Y UcC[-2,2]x[-2,2]cR* —=R?, y(u,v)=(0,u—-2,v)

a(t) = B(s) = le point d' intersection est (2, 0, 0)

a(t) = xy(u, v)= le point d "' intersection est (0, —2, —0.785)

Représentation des intersections de ligne / courbe et de courbe / plan
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6.2.3. Conception en utilisant I'analyse d’une courbe réguliére

Avec ces définitions, nous pouvons déja donner un exemple sur la facon d'utiliser 1'analyse pour générer de
nouvelles formes de celles définies précédemment. Par exemple, la courbe spirale allongée que nous avons
défini plus haut va étre utilisé comme notre courbe de base et nous allons définir son champ de vecteur normal
et sa courbure et les utiliser pour dessiner une autre courbe. La courbure et la torsion peuvent étre visualisées
sur le domaine de la courbe, afin de voir clairement ou elles sont les plus importantes et ou elles ne sont pas
définies.

Conception en utilisant 'analyse (homotopies sur une courbe réguliére)

Le champ de vecteur normal défini sur cette courbe nous donne I'homotopie
N Ly(t, u) = @) + u|rg (O] N(©)

lle' @I

rk:UcC|0,4n]cR—R, rg(t) = L le rayon de courbure

K0~ lig' (0xg" Ol

Représentation des deux courbes reliées par une homotopie

Représentation des tubes ou le rayon de la section transversale varie avec la courbure
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6.2.4. Tubes le long des courbes

Maintenant, on peut construire une surface a partir d'un champ de vecteur le long d'une courbe, a savoir un
tube le long de la courbe

Tube le long d'une courbe [1]
@ :(a, b) —R3 une courbe, avec (7, N, B) est le repére de Frenet de «

N et B sont perpendiculaires a ¢ au point¢, V¢ e (a, b), (N, B) former une base orthonormée dans R?
Ji, :u—> Cos(u) N(tp) + Sin(u) B(fy) enunf, fix¢, le cercle f; (u) est perpendiculaire a a(#y)

pourte(a, b), lecercle f; (u) se déplace le long « et la trace de f est appelé le tube autour de @

le tube autour de «@ est définie par
X UCR?> SR, xo o ut, u) =a(t) + (Ar) Cos(u) Nolt) + p(t) Sin(u) B, (1))

ou A, u: U cR—R sontdeux fonction scalaire

Tube autour de le noeud de tore
L' équation de la courbe de base est donnée par

¢:Uc[0,2n]cR—R3,
o) =((8+3Cos(5¢)Cos(21), (8+3Cos(5¢))Sin(2¢), 5Sin(51¢))

nous définissons les fonctions scalaires A, u et /' équation pour le tube le long de ¢
Lu:UcCR—R, A=3, u(n)=100K,(»?
Xo:  UCR>—R3, x,(t, u) = o(t) + (A Cos(u) Ny(t) + pu(?) Sin(u) By(1))

ou K,(1) est la fonction de courbure de ¢ et Ny(f), B,(¢) sont les vecteurs normale et binormale de ¢ au point ¢

Représentation d'une surface tube autour d'un noeud de tore
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6.2.5. Conception utilisant des tubes

Avec cette définition du tube le long de la courbe, nous allons montrer un exemple comment d'utiliser cette
définition pour générer des surfaces de potentiel architecturale.

/' équation de la courbe de base est donnée par

p:Ucl0,271cR—R3, ¢(t) = (Cos(3 ), SinQu), = (L +Sin(3 w)))
[' équation du tube le long de la courbe ¢

XU CRP SR, xy(u, v) = @) + 3 (5 Cos(%) By(w) + 3 Sin() Ny(w)

ou Ny(u), By(u)sont les vecteurs normale et binormale de ¢ au point u

—_—
— \Z\\
~

\ ™~

/

Représentation de la courbe de section transversale en mouvement le long de la courbe de trajectoire

Maintenant, nous allons démontrer avec un exemple concret I'application de 1'analyse d'une courbe réguliére
dans une conception architecturale. L'idée de la génération de forme était de travailler & partir d'une courbe
dans I'espace et de générer une surface a partir de cette courbe.

Représentation l'application en architecture pour la conception utilisant des tubes
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Conception en utilisant le tube le long de la courbe en CAD

Maintenant que nous avons défini le tube le long d'une courbe et la fonction de NURBS plus t6t, nous allons
montrer d'autres exemples de l'utilisation de cette méthode d'un tube le long d'une courbe pour générer des
formes architecturales, ces exemples ont été réalisées en utilisant le logiciel de modélisation NURBS.

Représentation du processus de la création de courbes transversales le long d'une courbe

Dans cet exemple, nous pouvons voir la qualité sculpturale qui peut étre introduit en utilisant le procédé d'un
tube le long d'une courbe et la variation de la taille de la courbe transversale en utilisant une fonction a valeurs
réelles le long de la courbe.

Représentation de la surface tube en suivant les courbes transversales le long de la courbe de trajectoire
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Plus de conception utilisant des tubes
Dans cet exemple, on montre une conception de la forme d'un batiment construit entierement a partir d'un tube

le long d'une courbe avec des variation de 1'échelle et de la rotation de la courbe transversale telle qu'elle
progresse le long de la courbe de trajectoire. La surface tube peut étre recoupé par des plans horizontaux pour
obtenir des plans d'étage de base.

Représentation des plans d'étage internes obtenus par l'intersection de la surface tube avec des plans
horizontaux

Représentation de la forme d'un batiment construit par la méthode du tube le long d'une courbe
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Plus de conception utilisant des tubes

Maintenant, nous allons montrer d'autres exemples de générer une forme architecturale utilisant cette méthode
du tube le long d'une courbe, cet exemple a également été congu a 1'aide d’un logiciel de CAO. On voit ci-
dessous que dans ces exemples, nous n'avons pas créé une surface, mais les courbes transversales ont été
utilisés pour créer des €léments discrets; ces éléments pourraient étre des éléments structurels.

Représentation d'une forme structurelle développée en utilisant le tube le long de la courbe montrant les
sections
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6.3. Géométrie différentielle des surfaces

6.3.1. Calcul vectoriel

Nous commencgons par 'analyse d'une application f :R”—R™ et en particulier pour le cas n =2 et m =3,
c'est ce qu'on appelle une surface locale ou un patch. La surface locale est de plusieurs manicres 1'analogue en
deux dimensions de la courbe dans I'espace, que nous avons défini plus tot.

Représentation de l'espace tangent a une surface réguliére

Vecteurs tangents a R” [1]
Un vecteur tangent v,, a /' espace euclidien R” se compose d' une paire de points v, p € R”

v est appelé la partie vecteur et p est appelé le point d' applicationde v,

Espace tangent R [1]
soit p € R", ['espace tangentde R” en p est/' ensemble R, = {vp | ve [R"},

I' espace tangentR’, est une copie de /' espace vectoriel R”

il y a un isomorphisme canonique entre eux donnée par v, = v

ce qui nous permet de transformer R’, @ un espace vectoriel avec toutes ses propri€tés
¥ p,v,w eR", AR, etJ lastructure complexe de R? (J2 = —1)
vptwp=(tw),, A(Vp) =@y, <Vp> Wp> =, W), |<Vp’ Wp>| = ” vp” ” WP”
Jvp=(JV)p, <J Vps J Wp> = <Vpa Wp>

Vp,v,weR?, Vpxwp =(vxw), , ”vPXWP”Z = ”"p”2 ”Wp”2 - <Vp’ Wp>2
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Tangent vectors as directional derivatives [1]
/> g:R"—R fonctions différentiables, v, , w, vecteurs tangentsaR"en p cR”, A, ueR

vplfl= % S +1tv)|=0 (1a dérivée directionnelle dans la direction vp) , volf1=2 B%f(p) Vi

(Avp + uwy )L 1=, [T+ pwylf1,

Vpld f+ugl=Av,[f1+uv,lgl, volf gl=f(p)vylgl+gp)v,ylf]

g1, - gk :R"—R et F:R¥—R fonctions différentiables

vy, wp vecteurs tangents aR" en p eR” et [ = F(g1, ..., &) , v,[f1= 20, aiF &1(p); - (PN vylgil

Difféomorphisme [1]
UcCR"ouvert, AcU, F:UcCR"—R"

]:"(p) = (f~1(p), ey fm(p)), ﬁ :R"—R fori=1, .., m (I:" différentiable carﬁ- différentiable)
F:AcR"—R™, F=F | 4 (F est la restriction de £ ):>F est différentiable

un difféomorphisme F entre U et ' cR™ est une application différentiable
F:U—V quiauninverse différentiable F~': V — U

Application tangente [1]
U cR"ouvert, F:U—R™ application différentiable, pe U, Vv, eR),

F, :R},—RF%, estappelé /' application tangente de /" en p
F.(vy)=F(p+1tv)'(0) (lavélocité initiale de la courbe t - F(p + 1v)), Fy(vp)=(vp[lAils wooey vyl fm])F(p)
si@: (a, b)— U une courbe = (Fo)' (t) = F.(a' (1)) etsiv, =a'(0)eta(0) = p = F.(v,) = (Fea)' (0)

Champ de vecteurs [1]
U cR”" ouvert,

un champ de vecteurs V est une application qui associe a chaquep € U un vecteur tangent V(p) € R,

f : U—R différentiable, alors V agitsur f par V[f](p)=V(p)[f]
le champ de vecteurs est dit étre différentiable a condition que V[ f]: U — R est différentiable si f /' est

V' estun champ de vecteurs il existe des fonctions v; : U — R (pouri=1, ..., n)telque V =37, v U;

Fonctions coordonnes naturelles et repére naturel [1]
Fonctions coordonnes naturelles de R” {u, ..., u,} are defined by u;(p) = p;, pour p =(p1, ..., Pn)

dans les cas particuliers deR , RZ, R? 1
les fonctions coordonnes naturelles sont désignés par ¢, {u, v} and {x, y, z}

le champ de vecteurs Ui(p) = (0, ..., 1, ..., 0), avecle 1 apparaissant dans la i€ position

le repére naturel de R” {U, ..., U,} il est évident que U;[ f] = Z‘T): pour toute fonction différentiable f

Matrice jacobienne [1]
U cR”"ouvert, F:U—R"™ application différentiable,

peU, F=(fi, ..., fu), lamatrice jacobienne est la matrice
o, P - G (D)

J(F)(p)=
o Ofm
o, P G (D)

Gradient

n 9

f:R"—R fonction différentiable, le gradient de f est le champ de vecteurs grad ' = >/, ™

Ui
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6.3.2. Définition d'une surface régulicre

Nous pouvons maintenant définir ces notions de champs de vecteurs et la tangence a une surface locale (patch)
qui, avec les notions de l'injectivité et la régularité sont les ingrédients essentiels pour définir les champs de
vecteurs et la tangence a une surface réguliére.

Surface locale (patch) dans R” [1]
UcR?ouvert, AcU, ge U, y:U—R"estune application différentiable

x : A— R" estune surface locale a condition que y peut étre étendue a y, y(4)estlatracede y

une surface locale peut étre écrit comme un n — uplet de la fonctions y(u, v) = (x;(&, v), ..., X, (u, v))

Les dérivées partielles de la surface locale [1]
U cR?ouvert, ge U

X : U —R" une surface locale = X*(% |q) = (%‘ (@), s %” (q)))((q) = Xu(9),
ou y, est/'application de poussée en avant de y

Xulu, v) = (% (u,v), ..., 032, (u, v)) , Xo(u, v) = (%‘ (u, v, ..., % (u, v))
Nuu(u, v) = (% u, v), .., (22;” (u, v)) , XYoo, v) = (% u, v), .., (;z;” (u, v))

Xt V) = (2 (B2 w1, v), s 2 (22) (@, v) = o, v)

Normes
Vilu, v) = xuCu, VI, Vo(u, v) =1 x, VI, Vo, v) = |y, v) <y, v

Jacobienne
U cR?ouvert, y : U —R" une surface locale = est la matrice jacobienne est /' application

Ix Oxm

——w,v) .. —=(u,v) L
Jo0w=| 2 ;’X” =(Mre)

“Hv) L S, v) Ayt

Injectivité de la surface locale [1]
U cR? ouvert, g € U, y: U—R"une surface locale injective a condition que

Y (uy, vi) et(ua, i) e U, x(uy, vi) = x(uz, v2) = (u1, vi) = (u2, v2)

Régularité de la surface locale [1]
X : U —R" une surface locale réguliere <= J(y) (u, v) est de rang 2 pour tous (u, v) € U

ce qui est équivalentaV (u, vy e U,
<mmﬂmmqﬂ
<XV7 /\/u> <XV7 /\/V>

X : U—R" une surface locale réguliere eng € U — y. :Rj— R, estinjective

X : U—R" une surface locale réguliere en € U = I U, un voisinage de g |

Xu(u, v) et x,(u, v) sont linéairement indépendants, sens de det(

Y U,— )((‘qu) est un difféomorphisme
X : U—R3 une surface locale réguliere en g € U < y.(q)x x.(q) # 0

Pour définir la tangence de la la surface, nous allons utiliser l'idée intuitive d'une courbe dont la trace se trouve
dans la surface. Cette idée est tout a fait essentiel dans la géométrie différentielle des surfaces dans l'espace
euclidien a trois dimensions, car une tangente a la surface peut étre considérée comme une tangente a cette
courbe.
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Naturellement, la surface locale vient avec les deux courbes de paramétres dans les directions u et v si nous
commengons par les définir et nous définissons une courbe générale dont la trace se trouve dans cette surface
locale.

Courbes de paramétres [1]
U cR? ouvert, (ug, vo) € U, y: U—R"une surface locale alors les courbes

u x(u, vo)and vi> y(ug, v) sont appelées les courbes des paramétres u et vde y

Courbe dont la trace se situe sur la surface locale [1]
U cR? ouvert, p= y(uo, vo) € x(U),

X : U —R" une surface local régulier telle que y : U — y(U) est un homéomorphisme
a: (a, b)— R" une courbe dont la trace se situe sur la trace y(U) = 3! u,

v:(a, b)— R différentiable telle que

a(t) = x(u(®), v(1)) pourt€(a, b), a'(®)=u"(®) yu(u(®), v®)) +v' (1) x,(u(®), V(1))

un vecteur tangenta y en p est un vecteur tangent v, € R, esttel que @(0) = peta'(0)=v,

Espace tangent a la surface locale [1]
U cR?ouvert, pe xy(U), x:U—R"une surface locale réguliere

on note /' ensemble des vecteurs tangents a y en p par x(U),
ou x(U), forme un espace vectoriel de dimension 2 qui est engendré par x,(uo, vo) et x(uo, vo)
XU, ={z, eRY |V v, € x(U), . (zp, vp) =0} etR? = Y(U),® (U,

Champs de vecteurs sur la surface locale [1]
U cR?ouvert, ge Uet p= x(q), x : U —R" une surface locale,

o . . "
un champ de vecteurs V' sur y est une application qui associe a chaque g € U un vecteur tangent V'(¢g) € R,

Vesttangenta y siV(g) € x(U) ) Yq€U, Vestnormaléxsi(V(q), vp) =0VYv,ex(U),etVqgeU

Champ de vecteurs normal unitaire [1]
U cR?ouvert, y: U—R3 une surface locale injective ,

XuXXv . N
U, v)= m (u, v) le vecteur normal unitaire a la surface locale

Enfin, nous allons maintenant définir les notions de la tangence, des champs de vecteurs d'une surface
réguliére (variété de dimension two par paramétrisation locale).

Surface réguliére (variété lisse de deux dimension par paramétrisation locale) [1]
U cR? ouvert, M c R" est une surface réguliére a condition que

¥ peM TVunvoisinagedela petR"etd y : U— (V () M) cR" ou
x estdifferetiable,

X:U—V M estun homéomorphisme et y : U — M est une surface locale réguliere
X : U— R" estune surface locale réguliere = V g € U U, un voisinage de g |
)(((qu) est une surface régulicre

X : U — R"une surface locale injective réguliere — X(‘llq) est une surface régulicre

A partir de maintenant, nous allons toujours utiliser le terme surface réguliére pour désigner une variété
riemannienne lisse de deux dimensions (qui signifie tout simplement une variété lisse de deux dimensions
avec une meétrique riemannienne), cette définition d'une surface réguliére est également connu comme une
surface abstraite.
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6.3.3. Analyse d’une surface régulicre

6.3.3.1. Champs de vecteurs

Carte d'une surface régulicre [3]
X : U — Mestune surface locale réguliere sur M,

(x(U) = U) c Mouvert, ( x = go) : U — R? homéomorphisme

Une carte sur une surface régulicre est définie comme le couple : (U, ¢) ou (U, x)

Fonction sur la surface [3]
f:Wc M— R estdifférentiable en p € ‘W a condition que pour

x:U— M avec p € y(U) c W lacomposition fo y : U — R est différentiable en y~!(p)
si f est différentiable en tout points de ‘W on dit que f est différentiable sur W

f : M— R estdifférentiable (ou lisse) a condition que
YpeM, (U, p)cartede Men p | fogp‘l 1 (U)— R est différentiable (ou lisse)

Différentiabilité d'une courbe sur une surface réguliére [3]
U cR? ouvert, M c R” estune surface réguliére , y : U — M une surface réguliére ,

a:(a, b))—R" |Vte(a, b) at)e M ,
@ est différentiable a condition que y~'oa: (a, b)— U est différentiable

Vecteur tangent a la surface réguliére [3]
M c R" estune surface réguliére, p € M, C(p, M) est!' ensemble des couples (/, @) | @: I— M , a(0)=p

~ estune relation d' équivalence sur C(p, M) telle que
(I, 1)~ (I, @) équivalent <= Y (U, ¢) cartede Men p, ¢: U c M— R?, (poa;)' (0) = (poa,)' (0)
= un vecteur tangent a M en p est une classe d' équivalence [/, a] = v, | a(0)=panda'(0)=v,

M, est[' ensemble des vecteurs tangents a Men p,

2
w(p)

Dyo:Mp,— R2 . Dpo(ll, @) =D, ¢(vy) = (9oa)' (0)

M, estisomorphe a R? (et son espace tangent R ) par [" application

Application tangente [3]
x : U c R>— M surface locale réguliere, g € U cR?, x(q) = p e M et (U, ¢) carte de M

Y (I, 1)~ (h, v2) € Cg, R?)= (I, xoyD)~ (L, x°¥2) eta; = xoy; pouri=1,2

= nous pouvons définir /' application tangente entre les espaces tangents de la surfaces réguli¢res U et M
= T, x Uy cRE— My, Ty x(U ¥ =Ty x(ve) = U, xovl =11, el =v,

Dy elv,) = Dy ¢(I1, xo¥) = (0o x°7)' (0) = Dy o x(7' (0))

Espace tangent a la surface réguliére [3]
U cR? ouvert, M c R” estune surface réguliére, g Uetpe Met v, estunvecteur tangenta Men p

M, = {vp eR/, | v, vecteur tangent a M en p} est/' espace tangenta Men p,

un sous — espace vectoriel de R’ de dimension 2

si y : U — M estune surface locale régulicre (i.e. un plongement) = T, ¥(U) =
Im (T, x U, cRZ— M) =M,

My ={z, R [Vv,eM, , (z,,v,)=0} and R" = M, &M},
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Intuitivement, un champ de vecteurs sur une surface M est une application qui associe a chaque point p un
vecteur tangent v, mais ici nous allons définir la généralisation d'un champ de vecteurs comme une section du

fibré tangent sur une surface régulicre.

Vector Bundle to a regular surface [3]
M une surface réguliere, E est/' espace total, P: E— M is a vector bundle of rank =#,

3 U c Mouvert | ¢: P~ (U)— UxR" un difféomorphisme
VpeM,YeeE,et ¢,: P\ (p)— R" (P7!(p) = E, lafibre est)
¢: P\ (p)— {p}x R", ¢(e) = (P(e) =p, ¢p(e)) isomorphisme d' espaces vectoriels

Fibré tangent sur une surface régulicre [3]
M une surface réguliére, p € M, M, estson espace tangenta p

TM=UpepM, = {(p, vp) | pe Metv, e Mp} est le fibré tangent de M
VM—TM, V(p)=v, e M,, V estappelée une section de T M qui est un champ de vecteurs tangent
I'(M, TM) estl' ensemble de toutes les sections

Fibré normal sur une surface réguliére [4]
M une surface réguli¢re, M estune sous — variété de N =R", p e M, M, est son espace tangenta p

N, is M, estorthogonal & /' espace tangenten p,

Vy M=Upem N,/ M, estle fibré normal de M

NM=UemNy ={(p. np) | p € Metn, € M} } estle fibré normal de M

NM—Vy M, (p, n,) & (p, [n,]) est un isomorphisme canonique

N:M—NM, N(p)=n,e M, N estappelée une section de NM qui est un champ de vecteurs normal
VpeM, ge F(N, T* N®2) une métrique riemannienne sur N' = gp(vp, np) =0

I'(M, NM) est /' ensemble de toutes les sections

Fibré contangent et fibré alterné sur une surface réguliére [3]
M une surface régulicre, p e M, M = L(M s [R) est le dual de son espace tangent en p

" M=UpemM, = {(p, /\p) | peMetd, e M;} est le fibré cotangent de M
LM—T*M, Mp) =21, € M; , Lestappelée une section de 7* M qui estune 1 — forme différentielle

['(M, T* M) est ' ensemble de toutes les sections
AT M=
Upem s M= {(p, Ap) | peMetd, e s M;} est la k™ puissance du fibré cotangent de M
ALM— AT M, Mp) =2, e M,
A est appelée une section de A¥ 7* M qui est une k — forme différentielle
F(M, N T M) est /' ensemble de toutes les sections (commedim M =2, £=0, 1, 2)

Systeme de coordonnées pour une surface réguliére [3]
U c Mune surface réguliére, x;, x, € C*(U, R) | ¢ : U—R2, ¢(p) = (x1(p), x2(p)) difféomorphisme

= (U, ¢) estun systéme de coordonnées

= (dx1, dx,) estunrepere de TM et (d x1, d x,) estun repére de 7* M

X=X 0x1 + X50x) eTM, TM), feC(M,R),A=Q1dx;+2,dxy) e (M, T* M)
df=0yfdxi+0.,fdx;, ou X;=X[x;]=(dx;, X) etd;=(A, dx;)pouri=1, 2

XU 1=4d f, X)= X1 0, f + X0 0, f
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Pousser en avant des champs de vecteurs sur la surface réguliére [3]
U c R? estune surface réguliére, y : U c R?— M une surface locale réguliére

U c U ouvert, (u, v) e C*°(U, R) | ¢0:U—R?, ¢(q) = (u(q), v(g)) difféomorphisme

= (U, @) est un systéme de coordonnées

YVel(U, TU), V=" % + 1, :—V estun champ de vecteurs tangent de U, ou V', V, € C*°(U, R)
Vy:I— U, y©) = @), ) ,

V@)=V =y =@y ® (5 bo) 0o O (5 o)

= x.(V) e T(M, TM) un champ de vecteurs tangent de M

YpeM, y.(V)(p)= TX,I(p) )([V()(‘l(p))] =T, x[V(q)] estle poussé enavant de V'

)(*(V)Z Vl X*(%)"' V2X*(;_v)= Vl Xu ™t VZXV
Va:l— M, a(t)= x(y(1) = x (@), v(1)
XLV (p) = x.(V) (@) = ' (1) = o) () (Xu lyo) + @oy)' @) (xv o)

Produit extérieur [3]

E, F espaces vectoriels, w: E¥—s K estune forme k — linéaire, o7 le groupe de permutation de {1, ...

Voeor, WiXely, - Xo) = €7 W(X1, ..., X) = west antisymétrique

VX1, o xp) €EN i j | xi=x; = wxy, ..., ;) =0 = westalternée
walternée < w antisymétrique

N* E* est [' ensemble des formes k — linéaire alternées

N E* =K, A' E* = E* = L(E, K) et A¥ E* estla k'®™ puissance extérieure de E*
f 1 E— F estune application linéaire ,

ae N F* = f*: NCF*— AFE*, f*a e Nf E* estle tiré en arriére de o
fra:EF— K, ffalxy, .., x0)=a(f(x1), ..., f(xp)

Tirer en arriére des formes différentielles d'une surface réguliére [3]
UcR", VcR"ouvert, pec U

QKU) = C=(U, N (R")")est!' espace des k — formes différentielles de U avec Q°(U) = C*(U, R)

f:U—Vlisse, Dy f:U,— Vi, (D f) 2 LR — AF R

ae V) = 1 QFV)— QXU), f*ae QXU) estlatirée en arriére de
fra:U— MR, fa(p) e MR, f*a(p)=(D, f) a(f(p)

= [T ap) R % . xR"—R, [*a(p) (x1, oy ) = (S (P)[Dy fX1), s Dy f(x1)]
M une surface réguliére, p € M, M, estson espace tangenten p,

(U, @) estune carte de Men p, AF T* M le fibré des k — formes alternées de M

» k)

D,p: M,— R, isométrie, (D,¢) : A (R2,) — MM: =[(D,0) " NMM;— N ([R2,)

w(p w(p)

bijection

= [(M, N T* M) —— QKU), aw (p [(D,¢) ] ap)

Vecteurs unitaires tangent et normal a la surface réguliére [1]
U cR?ouvert, ge Uet p= x(q)

Y :U—MCR?, y(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)) une surface locale injective réguliére

xulu, v)= ”f” (u, v) estle champ de vecteur tangent unitaire dans la direction u

xv(u, v)= ”))g—”” (u, v) estle champ de vecteur tangent unitaire dans la direction v
v, v) = % (u, v) estle champ de vecteur unitaire normal a la surface

[Rfj =M, GBM;; = Vect({ yu, Xr, X~} estun espace vectoriel de dimension 3 en p
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Homotopies d' une surface réguliére
X:R?—R est fonction scalaire qui pourrait étre

remplacée par la courbures gaussienne ou moyenne ou une constante
X, Wy, Wy, Wy Ux[0, 1]—R3
wy(u, v) = xu, v) +[Au, v)| xu(u, v)
wy(u, v) = x(u, v) +Au, v)| xr(u, v)
wn(u, v) = x(u, v) +[Au, V)| xn(u, v)

Upxs Vias Nyt Ux[0, 1]1—R3

Uy 2, v, w) = x(u, v) +w |A(u, v)| xu(u, v) | Uy, v, 0)= x(u,v) et Uy a(u, v, 1) = wy(u, v)
Vi, v, w) = x(u, v) +w A, V| xr@u, v) | Vi (u, v, 0) = x(u, v) et Vi (u, v, 1) = wp(u, v)
Nya(u, v, w) = x(u, v) +w|A(u, v)| xn(u, v) | Ny (u, A 0) = x(u, v) et Ny, (u, A 1) =wn(u, v)
Uy, Vyaet N, sontdes homotopies entre y et wy, wy, wy respectivement

Morphisme des surfaces [1]
U c R? ouvert, M, N sont des surfaces réguliéres ,

X:U— MetY:U— N surfaces locales injectives régulieres
F : M— N est différentiable a condition que Y=o Fo y est différentiable
et F est appelée un morphisme des surfaces (application lue dans les cartes)
un difféomorphisme entre M et N est une application différentiable F : M— N
qui a un inverse différentiable G: N — M | GoF = 1, ['identit¢de M, FoG = 1 ['identité¢ de N
¢: U c M— N estun difféomorphisme local en p € U a condition que
AV cUunvoisinagede p | ¢|q : V— @(V) C N estun difféeomorphisme

Examples
U c R? ouvert,

X : U— M une surface locale réguliere = y est un difféomorphisme entre les surfaces réguli¢res U et M
F :R"— R" est un difféomorphisme,

M c R” est une surface réguliere = F | : M— F(M) estun difféomorphisme de surfaces régulieres

i.e. toute transformation euclidienne de R” donne lieu & un morphisme de surfaces

Représentation d'une homotopie entre deux courbes
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Maintenant, nous démontrons le contrdle sur la forme a 1'aide de notre premiére analyse, a savoir en tout point
de la surface, nous savons son espace tangent qui est essentiellement une copie de I'espace vectoriel R%en ce
point.

Premiére analyse d'une surface réguliére
L'équation de la surface de base est donnée par
Y:UCc[0,27]x[0,27] cR?—R3

X, ) =+ B2, (2 - Cos(3)) ((v—m) + 55 Sin@ v),

L (1= Cos(4)) (2 Cos(24)) (1 + <) (1 - Cos(%)™") 2 — Cos(2 ) (1 + £ Sin(

s 2)7)

1072

0.928 0 ~0.067
— (YUs X7 XN}|X(MZW_” v_n)={[ —0.367], [0.999], [ ~0.016 ]}

0.056

espace tangent de la surface réguliére |x(u— 175 n)

1072

0.016 0.997

Représentation de l'espace tangent [Rf) =M, ® M, en un point p

Pousser en avant d'un champ de vecteurs
U [0, 2r]x[0, 2n] et y(U) =M sont des surfaces régulicres, a, b € R

V =a ;—u +b ;—v est un champ de vecteurs constant de U = y..(V) st un champ de vecteurs constant de M

Vg=@w,veU, V(g =V(u,v)=(a b) = x.(V)(p)=Tuw xVu, v)]= ax.u, v)+b x,(u, v)

Représentation du poussé en avant d'un champ de vecteurs a partir du plan a la surface
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6.3.3.2. Conception en utilisant des champs de vecteurs

Avec ces définitions, nous pouvons déja donner un exemple de comment utiliser 1'analyse pour générer de
nouvelles formes de celles définies précédemment. Par exemple, on peut définir le champ de vecteur normal
sur une surface réguliére et en utilisant une fonction scalaire on peut faire varier ce champ le long de la
surface. Cette fonction scalaire peut étre, par exemple, la courbure de la surface en un point donné. Puisque
nous n'avons pas encore défini la courbure de la surface, nous allons utiliser la hauteur d'un point dans la
direction z.

Conception a 'aide de notre premiére analyse (homotopies sur une surface réguliére)

Le champ de vecteurs normal défini sur cette surface nous donne I'homotopie
Ny alu, v, w) = x(u, v) + wAu, v)| xn(u, v)

A:UC0,27]x[0, 27] cR2—R, A, v) = ﬁ + %){3(14, V)

Représentation des deux surfaces reliées par une homotopie

Maintenant que nous avons défini le champ de vecteurs normal a une surface réguliére, nous allons montrer
une application architecturale concrete de ce champ de vecteurs, & savoir sur des points discrets sur la surface;
en chacun d'eux, nous pouvons extruder un é¢lément architectural dans la direction de la normale .

Représentation d'une série de cones orientés avec des la normale a la surface
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Exemple de conception architecturale a I'aide d'un champ de vecteur et une homotopie

Dans l'exemple suivant, nous allons utiliser l'analyse consistant & déterminer le champ de vecteur normal a une
surface et une homotopie entre deux surfaces pour concevoir un auvent au-dessus d'un champ. Nous prenons
le méme nombre de points discrets sur chacune des deux surfaces telles que nous avons une famille de cubes
de huit points ot un élément structurel serait mis. Le cube posseéde des faces supérieure et inférieure de quatre
points chacune. Cet élément structurel est composée de quatre éléments lin€aires; 1'un des éléments est la
normale a la face supérieure du cube et les trois autres relient la normale aux trois points de la face inférieure.

Pt

Représentation de la conception de 1'auvent congu en utilisant le champ de vecteurs normal et les surfaces
homotopes
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Exemple de la conception a l'aide de 1'inclinaison du vecteur normal
Maintenant, nous allons montrer un autre exemple ou l'inclinaison du champ de vecteurs normal détermine la

taille de I'ouverture de la composante architecturale, a savoir que la plus horizontale le vecteur normal le plus
ouvert le composant serait.

/|

Représentation des différentes tailles des ouvertures en proportion de 'inclinaison des vecteurs normaux

.
-
Yy
\

P 7e e me r
L iraTaTaVav,y
A P00
'J"""""":‘. a
VaVAVAVAVAVavav v
""""""".‘.. -
VaVaVavavars::
Va Ve (4:' 2

Représentation de la conception ou la taille de I'ouverture est propotional a 1'inclinaison du vecteur normal
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L'équation de la surface de la robe et de 1'adaptation
Maintenant, nous allons utiliser la surface bicubique du chapitre quatre, afin de créer un champ de vecteurs
entre elle et la surface de la robe, d'abord nous définissons la surface de la robe comme suit.

L'équation de 'amplitude
X:N?—N, ift>0, X, 1) = ‘7*, ift=0, X, t,)=0

R, ty, fFrs Prs 77r) :UC|0,2n]cR—R,

i) 1
R(t, b, s pra ) ) = (1 + f, Sin( DD 4 ) Sin(pr ‘[M])

L'équation du profil
P(Fos Fas Fes Fds Pa> Pbs Pes Ma) = U € [0, 271]x[0, 2 1] c R?—R?

P(Fos Fas Fes Fds Pas Pbs Pes Na) (U, V) =
(px(fo: fas Fes Fds Pas Pbs Pes na) (un V)n py(/co, Fas Fes Fds Pas Pbs Pes na) (ua V))
p(FOs Fas Fes Fds Pas Pbs Pes na) (u, V) =

(v + Fo Fe Sin(p, u) Sin(pp v), (1 + /‘o(2 + COS(Pa(V + ;T_a))) (1 tFa Sin((pa Fa) (V * pl))n)))

L'équation totale de la robe
XD(0T3 fps Laa ana Lba bes LC’ Lxca fbs fm faa fc> fds pa, pb; pca nay Icr’ p}‘, n}) :
U [0, 27]x[0, 2 7] cR?—R?

XD((9T3 fps Laa an’ Lba bes LC’ LXC’ fbs f07 faa fc> fds pa: pb; pC9 nay Icr’ p}‘, n}) (Z/l, V) =
((Cos@r v) (Cos(Fp L)' ((ta + 1) CosW) Rlas Lias s Pr 1) (@) + £ COS((ty + 1) ) +
. vi4
Sin(fp 5)" (s + 1) Cos@) R(tp, Lebs Frs rs 1) () + Fp COS((ty + 1) ) +
. v\8
Sin(fp 7) (e + 1) Cos) Rtes txes frs Prs 1) () + £ COS((te + 1) ) =

Sin(d7 v) (Cos(Fp £)" (L + 1) Sin) Rltay Lyas Frs Prs 1) () + i Sin((ty + 1) ) +
Sin(f, £)' (@ + 1) Sin@) R, tep Fro pr 1) () + Fy Sin((ty + 1) ) +
Sin(fy 2)° (e + 1) Sin(w) R, tres Fro prs 1) @) + Fp Sin(Ge + 1) )
Py(Fos Fas Fes Fds Pas Pbs Pes Ta) Uy V),

(Cos(@rv) (Cos(Fy 2)° ((ta + 1) SINW) Rltar Lras Fra Prs 1) () + £ Sin((tg + 1) 1)) +
Sin(fy 2)* (s + 1) SIn) R, Lxps Fra Prs 1) (@) + £ SIn(( + 1) 1)) +
Sin(fy 2)° (e + 1) Sin(w) Rees Lees Fra Pro 1) () + Fp SIN((e + 1) 1)) +

Sin(d7 v) (Cos(Fp £)° (L + 1) Cosw) Rltas Lyas Fra Pr 1) () + £ Cos((ta + D) ) +
Sin(Fy 2)* (@ + 1) CoS@) RUps Lyt fir 1 1) (W) + £ COS((y + 1) 1)) +
Sin(Fy 2)° (e + 1) CoS@) Rlter Lyes i 1 117) () + £ COS((te + 1) )
Py(Fos Fas Fes Fds Pas Pbs Pes Ma) (U, V),

(ta+ s+ tc+ 1) px(For Fas Fes Fds Pas Pbs Pes M) (1, V)
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Les paramétres de 1'option choisie pour la surface de la robe
&T=0'37fp= lal’azoal’xaz lal'b=371'xb= 17L0:25 Lxczzafb:O'OS’f():l,fa:0'97

fe=-06,F,=03, 0,=2.5, pp=2.9, p. =2, 77a=2:fr=0-119,0r=19 ]]r=2

Xe» B:UC[0,27]x[0, 271] cR*—R? | Bestlasurface d' une spline bicubique
Xe= XD(&T:» Fps Las bxas Lbs Lxbs Les Lxes Fbs Fos Fas Fes Fds Pas Pbs Pes Nas Frs Prs 7]1)

Vyop: (U0, 271x[0, 27])x [0, 1] cR*—R?
Vi gy v, ) = xo(u— (9T v), v) + £ (B(u, v) — x(u— (9T v), v)) est/'homotopie entre y. et 3

xu, )=V, ﬂ(u, v, %) est la surface déformée "adapte"

Représentation de la surface adapté a I'aide de 'homotopie
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6.3.3.3. Courbes intégrales et systémes dynamiques

L'étude des champs de vecteurs nous ameéne naturellement a I'étude de flot et des courbes intégrales et des
systémes dynamiques continus par la suite. Donc, nous commengons par définir la notion de courbe intégrale
et le flot d'un champ de vecteurs, puis plus tard, nous allons examiner certains systémes dynamiques du plan et
leur poussé en avant sur une surface régulicre.

Ty

Représentation d'un systéme dynamique (flot d'un champ de vecteurs dans R?)

Courbe intégrale d'un champ de vecteurs [3]
M surface réguliére, V € I'(M, TM) est un champ de vecteurs tangent de M

IcRouvert, a:1— M | Vtel, a' () =V(a(t) = (I, @) estappelée la courbe intégrale deV
si0 el et a(0)=p = (I, @) estd'origine p, I, est!'intervalle de vie de p et a,(¢) est la courbe intégrale

si M est compacte le champ de vecteurs est completet /, =R

Flot d'un champ de vecteurs [3]
M surface réguliere, V € I'(M, TM) est un champ de vecteurs tangent M

Q= {(t, p)ERxM, telp} (etsiV estcomplet Q =R xM) ,

®: 00— M, ®(t, p) = ap(?) estune application lisse

VteR, Q= {p eM | te Ip} , ©:0— M, &(p) =a,(t) estappelée le flot de V'
=V peQcM Gug(p)=p . Ouy(p) =Do®y(p) et T, &,V (p)] = V()]

X : U cR*— M surface locale réguliere, V est un champ de vecteurs tangent de U
= x.(V) e ['(M, TM)un champ de vecteur de tangente de M,

si @, estleflotde V = yod,o y~ ! estle flotde y.(V)

Maintenant, nous allons étudier certains des systemes dynamiques du plan, puis nous allons utiliser le poussé
en avant pour le flot du champ de vecteurs d'une surface régulicre.

Systéme dynamique comme le flot d'un champ de vecteurs [5]

F estun champ de vecteurssur U cR”, ¥V x € R", F(x) = (fi(x), ..., fu(x))est CF (k= 1)
dx _
; —_

F(x), estlesystéme différentiel % = fi(x) fori=1, .., n
le flot ® (¢, x) est la solution de i—f = F(x) qui dépend de la condition initiale x

telle que ®,—o(x) =x , By 5(x) = D, 0D((x) estun systéme dynamique continu sur U cR”
un point fixe est le point x € R” | F(x) = 0 (i.e. le champ de vecteurs est nul en x)

. . d
si le systéme est sous la forme d—): =

F(x) = Ax avec 4 € M,(K) il est appelé un systéme dynamique linéaire
= ®,(x) = €' .xq estleflotde F, a,(f)=®,(x) = x(f) est la courbe intégrale et Ok~ est le seul point fixe

ke gk
A t“ A
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Systéme dynamique du plan [5]
V estun champ de vecteurs sur U cR%, Vg e U , V(u, v) = (Vi(u, v), Va(u, v))

le systéme est ‘;—Lt' =7(u,v), f{—: =1(u, v)

le flot @ (¢, g) est la solution du systéme, @ (¢, g) = y,(¢) est une courbe intégrale de V'

<

dv ay axn J\v a1 an

du

. . o dr ap ap \(u ap; ap

si le systéme est linéaire, il est dans cette forme = , avec =AeMR)
dt

dans ce cas, le seul point fixe est (0, 0) la nature de ce point fixe est déterminée par les valeurs propres de A

cas: A, L, eR, A1 # A, #0

A1, A2 > 0=(0, 0) estrépulsif, A;, A, <0 = (0, 0) est attractif , A; <0, A, > 0= (0, 0) est col
cas: Aj =2,

Re(A)) = Re(A,) = 0= (0, 0) est centre

Re(1) > 0= (0, 0) est foyer répulsif, Re(1) < 0= (0, 0) est foyer attractif

Le flot de poussé en avant d'un champ de vecteurs linéaire

U c [-n, n]x[-n, 1] et Y(U) = M sont des surfaces régulicres,

Y UCR>— MCcR3, y(u,v)= (Cos(u +7) Sin( (V;m ), Sin(u + ) Sin((V;—m), 1- Cos((vz—m))

V=" % + 1, (% est champ de vecteursde U = y.(V) =Vy yu + V2 x» estchamp de vecteurs de M

du
el dt v(?) . o
le systéme différentiel est [ Zi ] = ( (o) ) est un systéme dynamique linéaire
dt

y:I— U, y(O)= @), D) | Vg)=Vy@®)=y"(®
=y(t) =¥Y,(u, v) = (u®), v(t)) = (ug Cos(?) + vy Sin(z), vy Cos(#) — uy Sin(?)) est le flot de V'

a:I— M,
a(t) = x(y(®) = xu@®), v®)) | x«(V) (p) = x.(V) (a@) =u" @) x,(u@), v(©)) +v' (&) x,(u(?), V(1))
= a(t) = O, (x(u, v)) = yo¥ro x ' (x(u, v)) = xo¥,(u, v) = x(y(0) = x(u(®), v(t)) estleflotde y.(V)

a(t) = (—Cos(uy Cos(#) + vy Sin(t)) Sin( (x + vo Cos(?) - up Sin(1))),
—Sin(5 ( + vo Cos(t) — u Sin(1))) Sin(utg Cos(¢) + vo Sin()), 1 = Cos(5 (x + vo Cos(t) — g Sin(1))))

‘\‘\\\

=

Représentation du flot d'un champ de vecteurs linéaire du plan et son poussé en avant dans la surface
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Le flot de poussé en avant d'un champ de vecteurs non linéaire
U c [-n, n]x[-n, 1] et y(U) = M sont des surfaces régulieres,

X:UCR* > McR3, x(u, v)=(Cos(u + ) Sin( (V;") ), Sin(u + ) Sin( (V;”) ), 1- Cos((w;—”)))

V=" :—u +V; :—V est champ de vecteursde U = y.(V) =V, yu + V2 x, est champ de vecteurs de M

du
e dr —u(t) . . L
le systeme différentiel est = ,, . | estun systéme dynamique non linéaire
Z,_V v(t) + u?(t)
t

yiI— U, y@)=u®),v®) | Vg=Vy®)=y'@®)
=) =¥, (u, v) = (u(?), v(t)) = (uo e, (vo + ?) e - (?) e2 ’) estle flotde V'

a:I— M,
a(®) = x(y(0) = x@(@®), v®) | x.V)(p)= x.(V) (@) =u" (&) x.(u@®), v(t)) +v' () x,(u@®), v(t))
= a(t) = D x(u, v)) = x(y(t)) estleflotde y.(V)

0=t o o ) ()

150 e 5)e= () 1ol o= 5 ~(5))

Représentation du flot d'un champ de vecteurs non linéaire du plan et son poussé en avant sur la surface

La courbe intégrale d'un champ de vecteur d'une surface peut étre utilis¢é comme un outil de conception, car
apres tout, c'est une courbe paramétrique dont la trace se trouve sur la surface qui permet toutes les opérations
que nous avons définies sur les courbes réguliéres. Maintenant, en utilisant une surface et un systéme
dynamique linéaire que nous avons défini plus tot, nous nous allons concevoir une homotopie de la courbe

intégrale.
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6.3.3.4. Conception en utilisant des courbes intégrales

La courbe intégrale
a(t) = (—Cos(ug Cos(?) + vy Sin(#)) (1 + Sin(vy Cos(?) — uo Sin(1))?)
(1= 2(=m+ 55 (x + vo Cos(t) — ug Sin(1))) Sin(2 (r + o Cos(1) + vo Sin(1)))*),

—(1 + Sin(vy Cos(?) — ug Sin(#))?) Sin(ug Cos(?) + vo Sin(1))
(1= 2(=m+ 55 (7 + vo Cos(t) — ug Sin(1))) Sin(2 ( + 1o Cos(#) + vo Sin(1)))"),
2 (m + vo Cos(1) — ug Sin(?) + Sin(vy Cos(?) — ug Sin(2))))

L'homotopie
Le champ de vecteurs normal défini sur cette courbe nous donne /' homotopie

N Lo(t, u) = a(t) + u [rg ()] N(2)

Représentation d'une homotopie entre une courbe intégrale et la courbe définie par sa normale et sa courbure
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6.3.3.5. Métrique riemannienne sur une surface réguliére

Nous commengons par définir la distance infinitésimale qui définit la métrique riemannienne (soit la premiére
forme fondamentale) sur une surface régulicre (comme une image d’une surface locale régulicre injective).
Géométriquement ds peut étre interprété comme la distance infinitésimale d’un  point
xw,v)ayx(w + du,v + dv) mesurée le long la surface, De méme, nous allons définir I’aire de la surface
courbe en utilisant la méme logique de la distance courbe. Ces analyses serait la deuxiéme analyse, nous
réalisons sur notre surface réguliére, il nous donne des informations comme 1’aire de la surface, mais aussi des
informations sur la courbe se situant dans la surface. Cet outil est d’étre en mesure d’envoyer des courbes
planes du plan a une surface réguliére, il offre beaucoup de possibilités de conception pour les architectes
intéressés dans la conception sur des toits ou des facades incurvées. Depuis que nous avons défini plus haut
nos surfaces comme des variétés différentiables de deux dimensions en utilisant le paramétrage local et les
cartes, la métrique riemannienne décrit les distances et les aires dans chaque carte locale, et cette surface a
alors la structure d’une variété riemannienne de dimension deux. Chaque sous-variété lisse de R” a une
métrique riemannienne induite g sur chaque espace tangent qui est une restriction du produit scalaire de R”,
qui est un (0, 2) tenseur défini positif. Dans chaque carte locale une métrique riemannienne est donnée par
Pattribution d’une matrice 2x2 définie positive a chaque point; quand une carte différente est adoptée, la
matrice est transformée selon la matrice jacobienne du changement de coordonnées. Une variété riemannienne
connexe porte la structure d’un espace métrique dont la fonction de la distance est la longueur de I’arc d’une
géodésique minimisante.

Variété riemannienne [6]
M variété lisse, p € M, g, estun produit scalaire sur son espace tangent M,,

X, Y eI'(M, TM) sont des champs de vecteurs tangents de M,
gy MyxM,— R | p g,(X(p), Y(p)) fonction lisse

= (M, g) variété riemannienne et la famille g, de produits scalaires est appelé une métrique riemannienne

Métrique riemannienne [6]
X : U— M une surface locale sur la surface réguliere , U ¢ Mouvert, p € U

(u, v) systéme de coordonnées de U = (Ju, dv)

est une base de vecteurs tangents a U et (d u, d v) est la base duale
(x1, xp) estun systéme de coordonnées sur M
= (0x1, 0x,) estune base de vecteurs tangents a M and (d x;, d x;) est la base duale
ge F(M, T* M®2) est le tenseur métrique
g=2,;8dxi®dx;=g11(dx))* +2g12dx1dx;+g5(d x2)* = (d 5)*
YpelU, g :g(@x,—, 6xj) = <6xl-, axj> = pouri, j=1,2 estlacomponantdu tenseur métrique
¥ Q2(M) — QX(U), x* g est latiréeenarrierede g, y* g€ QX(U), x* ' g: U— T US?
X g@eT U, ougeU, du, dve U,
X g(@): UyxUy;— R, x* g(p) Bu, 8v) = g(x(@))[ Dy x(0u), Dy x(0V)]| = g(p) (x+(0u), x.(OV))
ou dxy = x.(0u) = y,etdxy = x.(0v) = x, = gri°x =E, gipox=g1°x=F, g2°0x=G
Xg= )(*[glﬂl(dxl)z +2gi2dx;dxy+ g2,2(d)C2)2:| =Edul+2Fdudv+G(dv)>
siUcR", (Quy, ..., Ou,)estlerepére natureli.e. du; =e; = (0, ..., 1, ..., 0)avec 1 alai®™ position
= g, UpyxU,— R, (Na;0u;, ¥,;b;0u;) ~ Ya; b;

= g,= (e,-, e j> = 0; ; lamétrique riemannienne est la métrique euclidienne canonique

Les coefficients de la premiére forme fondamentale [1]

E
EF.GIR' =R, E= Il o F=(r ) G=IulP etlamatice( ;¢

) est définie positive
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La distance infinitismal (i.e. la premiére forme fondamentale) [1]
X :U— R" apatch, (d SP=Edu)’+2F[du)(dv)+G(dv) estla premicre forme fondamentale

a: (a, b)— R" a curve whose trace lies on the trace y(U),

a(t) = y(u(®), V(o) et % = \/E(j—;‘)z +2F (24 (&) + 6 (L)

s(t) = js\/E(‘;—':)z + 2F(2—;‘) (‘;—:) + G(%)2 dt estlafonction de longueur de /' arc de a a partir de a(c)

L’aire infinitismal [1]

dV =dx A..ndx, estl'élément volume infinitésimalde R*, d A= VEG-F?> duxdv,

ou VEG- F2 = |xuxxoll = lLxull L xyll sind est ' aire du parallélogramme engendré par || v, || et || .||

X : U — R” une surface locale injective réguliere, A(x(U)) = ﬁﬂ/ EG-F? duxdv estl'airede y(U)

Variété riemannienne comme espace métrigue [6]
(M, g) variété riemannienne, p, g € M

¢ (a, b)—> Mune courbe dans M = L2(c):= ['Vg(c' (0, ¢'(0) dt = ['llc' 0l d ¢

avec un changement de variables nous paramétrer ¢ par sa longueur de /' arci.e. YVt € (a, b), |lc' ()| =1

d: MxM—R,,

d(p, q) = inf L(y) est la borne inférieure sur toutes les courbes différentiables y a partir de p et finissant a ¢

Connexion sur une surface réguliére [6]
M une surface réguliére, une connexion ou dérivée covariante sur M est /' application

D:TIM, TM)xTM, TM)—TM, TM) |VX,Y,ZeTM, TM), f,ge C°(M,R)

Dy :T(M, TM)— I'( M, TM)

DA/'XJrgy:fDX-i-gDY , Dx(Y+2)=DxyY +Dx Z, D)((fY)ZX[f]Y-i-fDXY

avec le systéme de coordonnées de Mest (x1, x), Y =Y10x1+ Y, 0x;= Dy Y = X[Y1]0x1 + X[Y>] 0x;

Champ de vecteurs le long d’une courbe dans une surface réguliére [6]
M une surface réguliere, X, Y, Ze I'(M, TM), I cRouvert, @:]— Mune courbe intégrale de X

a' () =X(a@®), Y(a@) =Z(a@)= Dy Y(a@®) = Dx Z(a(?))
V estun champ de vecteurs le longasiVte I, V(t) € My

sia:I— M estune courbe réguliére injective = V' (1) = Dy (y V , ou V(a(®) = V(2)

Symboles de Christoffel [6]
M aune surface réguliére (muni d ' une métrique riemannienne),

D est sa connexion riemannienne, (x|, x;) est son systéme de coordonnées
= I“f-‘ ;= d xk(D,gx[ ox j) pouri, j, k=1, 2 sontles symboles de Cristoffel D par rapport a (x, x;)

= Dy, 0x;=T};0x1 +T7,0x;0u I}, =T*%,
X : U —> R” une surface locale réguliére, alors les symboles de Christoffel ¥ jpour i,

J, k =1, 2 correspondants a y sont définis par

[l = GE2FFAFE 1 _ GE-FG, | _26R-GG-FG
L1 2EG-F2) 127 2(EG-r2) " 22 2(EG-F?)
[2 _ 2EFEE-FE 2 _ EG-FE 13 _ EG-2FF+FG,

L1 2EG-F2) 127 2(EG-r)’ " 22 2(EG-F?)

avec I'l, =T} and I'7,=T13,
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Maintenant, nous démontrons le contréle de la forme a 1’aide de notre deuxiéme analyse, a savoir donner 1’aire
de la surface, la longueur de la courbe entre deux points quelconques sur la surface et le tracage de la courbe
qui se trouvant sur la surface.

Deuxiéme analyse d’une surface réguliére
L’équation de la surface de base est donnée par
Y:UCc[0,27]x[0,271] cR?—R3

X1, v) =2 (Cos(u) + 3 Cos(%)") (2 + = Cos( %)) (1 - Cos(%)° + Sin(%))

X2, v) =3 Sin(u) (2 + = Cos(%)) (1~ Cos(¥)° + Sin( %))

X3, v)=v=Sin(v), x(u,v)=(x1(, v), x2(u, v), x3(u, v))

I’équation de la courbe plane dont la trace se situe dans le domaine
2 303
q1, 92 eU, q1 = (E T, 7T) andqz :(E , Eﬂ)
2 5 du 5 dv 1
y:UCl0, 271 cR—R?, ¥ =1 + 37 (g2 - q1) = @, v0) = (57 + 3, m+3), where Jh= 7, fo=1

1’équation de la courbe o dont la trace se trouve dans la surface
a:Uc[0,27]1cR—R?, @)= (xoy) (1) = Yu(®), v() = (@1(1), ax(?), a3())

(1) = )1 (@), V(1) =
22+ % Cos(% [+ £)) (1= Cos(} (m + £))° + Sin(+ (7 + £))) (3 Cos(5 (2 + 2£))° - sin(Z + %))

@s(0) = Ya(u(t), (1) =3 (2 + 35 Cos(5 (x+ £))) Cos(E + 22) (1 = Cos(5 (x+ 1))’ + Sin(3 (x+ 1))

a3() = y3((®), (1) =+ % + Sin(%)

(0) = x(q1) = x((0), W0)) = py and a(27) = x(g2) = YW ), V2 1) = p

VieU, a' ()= (xon' 0= xulu®), v0) () +xou), v0) (5) = (Ocor)i 0, (ov)s 0, (oy) )

la longueur de I’arc entre p; et p, dans la surface
E7 F> G:[R3—>[R7 E= ||Xu||2 > F= <Xll> /\/v> > G= I|XV||2

% = \/ E (%)2 +F ((2—1;) (j—:) +G (%)2 est la premiére forme fondamentale

S@) = jz\/E(i—':f + F(%) (%) + G(%)2 est la fonction de longueur de /' arc de @

S(2 1) =23.298 estlalongueur de /' arc de a a partir de a(0) = p; et finissanta a(2 ) = p,
L’aire de la surface

Ay [ (o, vo), (tn, va)l = jv:"fo"\/ EG-F? duxdv estlafonction de /' aire de y
A,[(0,0), 27, 2m)] = 1213 est!'aire de y a partir de x(0, 0) et finissanta y (2, 2 1)

>

Représentation de la courbe entre deux points sur une surface réguliére
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6.3.3.6. Conception en utilisant la métrique riemannienne

Exemple de conception en utilisant la longueur de I’arc d’une courbe dans une surface réguliére
L’équation de la courbe « dont la trace se situe dans la surface
@:UCl0,27] cR—R?, (1) = (x°y) (1) = x(u(), (1))

(1) = (—Cos(Cos(1)) Sin(5 (% + Sin()), —Sin(Cos(») Sin(3 (& + Sin()), 1 - Cos(5 (£ + Sin(»))))

S22 m)=4.375 estlalongueur de /' arc de ¢ a partir de ¢(0) et finissant a ¢(2 )
N Ly(t, u) = o(t) + u S(t) N(2) estle champ de vecteurs normal défini sur cette courbe

Représentation de I’envoi d’une courbe du plan a une surface régulicre

Représentation d’une conception utilisant une courbe dans la surface et son champ de vecteurs normal
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Exemple de conception utilisant 1’aire de la surface

Dans I’exemple suivant, nous allons montrer le calcul d’aire peut étre utilis¢é comme un outil de conception, a
savoir dans la conception de la tour ci-dessous, 1’aire de chaque plancher horizontal détermine la hauteur du
plafond au-dessus de lui. Ceci a son tour détermine la taille des ouvertures, ce qui permet par exemple lumicre
d’atteindre plus profondément dans le plancher avec des aires supérieures.

Représentation de la variation des hauteurs de plafond en fonction de la superficie de chaque étage
Maintenant que nous avons créé une variation de la hauteur du plafond & chaque étage porportional a la

superficie de chaque étage (plafond plus haut pour une aire plus grande), nous allons de maniére similaire
créer des variations dans la taille des ouvertures en porportion a I’hauteur du plafond.

s
444444

LR R = =S
CERRS

T2 tTTS

M

Représentation de la variation de la taille des ouvertures a chaque étage en fonction des aires
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6.3.3.7. Volume contenu par une surface réguliére

Aprés le calcul de I’aire d’une surface réguliére en intégrant d A=+ EG—F? dundv qui est une forme
différentielle (donnée localement dans la carte (x1, x;) et labase dundv = x*(d x; Ad x3) ou (d x1, d x») est

le repére pour 7% M ). Cette forme différentielle est de méme degré que la dimension de la variété a savoir de
degré deux. Cette forme différentielle est appelé une forme de volume puisqu’elle n’est jamais nulle sur la
variété et son degré est égale a la dimension de la variété, donc du point de vue de la variété, le volume est
I’intégration de la forme de volume. En d’autres termes, puisque la surface est une variété de deux dimensions
ce que nous appelons ’aire est essentiellement le volume de la surface, mais dans ’architecture, nous sommes
également intéressés au volume dans R3contenue par le plongement de la variété dans R3 Dans cette perspec-
tive, nous allons traiter la surface comme une application de deux variables avec son image dans R?, et
calculer le volume de solide contenue par cette surface a 1’aide des techniques usuelles de changement des
variables dans R3 (coordonnées polaires, sphériques et cylindriques). En plus du changement de variables,
nous allons utiliser aussi la technique de balayage volumétrique, qui est simplement calculer 1’aire de la
surface plane obtenue en coupant le volume par un plan, puis I’intégration de cette aire en tant que fonction
réelle le long de direction de la hauteur. Ce volume contenu par la surface est la troisiéme analyse, nous allons
faire sur une surface réguliére, son application dans I’architecture est tout a fait clair. Dans cette recherche,
nous allons montrer un exemple comment le calcul du volume peut étre utilisé en combinaison avec le calcul
de I’aire comme un outil pour tester ’aptitude de certaines variations d’une surface donnée dans un algorithme
d’optimisation. Par exemple, étant donné un grand espace de variations d’une surface, nous aimerions trouver
ceux avec un plus grand rapport volume / surface en d’autres termes, nous essayons de s’approcher de la
sphere algorithmiquement.

Représentation du volume du cylindre
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g-algébre (tribu) [7]

E un ensemble non vide, A, C sont des classes des parties de £, A estune o — algebre (tribu)si¢ € A,
side A= A e Aetsi(4,),s0 une suite d' ¢léments de A = 504, € A

0(C) =cqA estlatribuengendrée, etsi

C={(a, b)ouvert| —co<a=b <o, a, beR}= o(C) = B(R) est la tribu borélienne

U estune topologie sip, E € U, si(0,),( une suite d' éléments de U

= U0 On € U et si(0y)p<,=n Une suite d' éléments de U = ( Y<oy On € U

dans un espace topologique (£, U) la tribu borélienne B(U) = o(U)

Fonctions mesurables et boréliennes [7]

fi(E, A)— (F, B) estmesurable= YBe B, ' (BYCA, [:(E, A)— (E\x..xE,, A1 ® ...QA,),
x— (fi®), ..., fu(x))estmesurable <=Viel, ..,n, f;:(E, A)— (E;, A;) est mesurable
fi(Eix..xE), A ®...Q0A,)— (R, B(R)),

(X1, vy Xp)— f(x1, ..., Xp) eStmesurable =Viel, ..., n, f :(E;, A)— R, B(R)) est mesurable
fi(E, A)— (R, B(R)) estmesurable <= YacR, f((a, 0)={f>a}cA

f(E, U)— (F, V) est continue,

B(U)=0(U) = festborélienne [ : (E, B(U))— (F, B(V)) est mesurable

Mesure de Lebesgue et fonction A-intégrable [7]

FE un ensemble non vide, A une tribu

m:(E, A)— [0, 0], A € A—m(A4) | m(¢) =0et (4,),> suite d' éléments 2 a 2 disjoints,
MYyt An) = 2ps1 M(A4,) = m est une mesure positive

etpour f: (E, A, m)— (ﬁ, B(ﬁ)) mesurable = m(4) = fA fdy

AR, B(R))—[0, o] | VB BR), VxeR, A(B)=Ax+B),

Aa, b]) =b — a etA({a}) = 0 = A est lamesure de Lebesgue

/R, BR))— (R, B(R)) mesurable, f estA — intégrable si ﬁ{ |fl1dy < +o0

Théoréme de convergence dominé de Lebesgue [7]

E estun ensemble, A estune tribu, B est la tribu borélienne et m est une mesure

fr (B, A)— (ﬁ, B(ﬁ)) fonctions mesurables | ¥ x € E lim,q f,(x) = f(x)

etsidg:(E, A)— (ﬁ, B(ﬁ)) m — mesurable

tellequeVxeE, YneN, |f,(x)| <g(x) = f mesurable, m — intégrable et lim,,_,, fEf,, d, = fEf dy,

Mesure produit et sections [7]
E=FE| xE;estunensemble, A=A @A, =c({4d1 x4, | A1 € Ay, Ay € A}) latribu produite
m (A1 xAy) =my (A1) Xmy (A4;) est la mesure produit sur (Ey X E, , A; @A) avec my et my, o — fini

A, ={y e Ey|(x, y) € A x 4>} est la section pour un x fixé
m(AyxA2) = [, my (4;) dy, (%)

Théoréme de Fubini [7]
fi(E1XE;, A @A) — (R, B(R)), ouB(R) latribu borélienne produite
SiF1 ()= [ [ ) d, () et Fy(0) = [ £ ) d, (x)

sont des fonctions mesurables ou si fElx E Lf Ce, p)d(m @ my) (x, y) < +o0

= Jpp, SO0 DA @mo) (6, ) = [p fo f 06 9) diy(0) i, (0 = [ [ £ 9) i, () iy ()
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Intégration par changement de variables (formule générale) [7]
a, BER, a< B, I cR ferméborné,

g:la, B]—1 fonctiondeclasse C'et f: [—R = g(fg)f(t)dtz Lﬁfog(u)g'(u)du

D, AcR"ouverts, t, xeR", p:A— D,

=ty s 1) — (D) = (@1(0), .., @u(2)) difféomorphisme (i.e. J(@) (1) = (‘Z—f

) inversible
j/1<i,j<n

f : D—R fonction borélienne alors A— R, t— fop(¢) |det J(¢) (t)] est borélienne et positive
= [0 dY"(x) = [\ fop)|det () ()] dy" ()

Intégration par changement de variables (coordonnées polaires, cylindriques et sphériques) [7]
x=rCos6, y=rSin6 sontles coordonnées polaires

o(r, 0) =(rCos 0, rSin6) = |detJ(p) (r, O)| =r

= fof G @ )= [ LT fop(r, 6)rdi(r) dy(6)

x=rCos6, y=rSinf, z= A sont les coordonnées cylindriques

o, 6, 1) =(rCos b, rSinf, A) = |detJ(p) (r, 6, )| =r

= [ f @y, D@0 da@) = [ LT[ fopr, 6, 1) rda() dy®) dyd)
x=rCosfSing, y=rSinfSing, z=rCos ¢ sont les coordonnées sphériques

o(r, 8, ¢) = (r Cos 8 Sin ¢, r Sin 8 Sin ¢, r Cos ¢)

= |detJ(p) (r, B)] = 7* Sin ¢

= [ 2 D@ ) i@ = [ LT[ f o, 6, 2) rdi(r) dn®) di(9)

dV =rd\(r)d)(0) estl' élément volume pour les coordonnées polaires

dV =rd\(r)d\(0) d\(A) est]' élément volume les coordonnées cylindriques

dV =12 Sin¢ dy(r) dr() dr(A) est [' élément volume pour les coordonnées sphériques

Volume contenu par une surface réguliére
(U = E| xE») cR? ouvert, y : I« — R3 une surface locale injective réguliére

Volume sous un graphe sur un domaine rectangulaire

X, v) =, v, h(u, v)) = V(x(UH)) = ﬁ,{ h(u, v) d)(u) d)(v) is the volume of y(U)

Volume sous un graphe sur un domaine non — rectangulaire (en coordonnées polaires)

X, v) =(Cos(u) f(u) v, Sin(u) f(w)v, g)=(x, y,z) ouf:Ejc R— Retg:E,c R— R
0 :RZ2— R?, o(u, v) = (@1 (u, v), ¢1(u, v)) = (Cos u) f(u) v, (Sinu) f(u)v) et ¢! :R?— R2,
@7, ») = (7' (e ), 931 (x, ) = (u, W)

FiR*— R, Flx, y)=g(¢3'(x, )

= V(x(U)) = quocp(u, v) [det J () (u, v)| da(u) dy(v) estle volume de y(U)

Volume des surfaces cylindriques/sphériques (en utilisant les coordonnées cylindriques/sphériques)

X(u, v) =(Cos(u) f(u, v), Sin(u) f(u, v), gv)) = (x, y, z) ou

f:U=E XE,cR*>—> Randg:E,c R— R

¢ :R3*— R3, (r, u, v) = (r Cos(u) f(u, v), r Sin(u) f(u, v), g(v)) (pour cylindrique)
¢ :R3— R3, (r, u, v) = (r Cos(u) f(u, v), r Sin(u) f(u, v), r g(v)) (pour sphérique)
= V(x(U)) = jo’l | jl;’] sz [det J(@) (, u, v)| da(r) dr(u) d\(v) estle volume de y(U)
Balayage volumétrique

X, v) =(x, y, z) et Sy(y) est une section transversale perpendiculaire a la direction 7,

ou’ € [a, b] (une dimension de la figure)
=TV(x(U)) = L bl A(Sy(x)) dr(h) estle volume de y(U)
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Troisiéme analyse d’une surface réguliére

Domaine rectangulaire
L’équation de la surface de base est donnée par
X:UC[0,27]x[0,27] cR*—R?, x(u, v) = (u, v, h(u, v))

h(u, v) = (1 = Cos(%)™) (1 - Cos(£)™) (1 + Cos(v)? - Sin(%)** ~ I Sin(w) Sin(»))

le volume en dessous de la surface
V[, vo), (n, vi)] = ﬁ:”ﬂ)”h(u, v)d u x d v estla fonction de volume de y

V[0, 0), 27, 27m)] =44 estle volume en dessous de y a partir de x(0, 0) et finissanta y(2 7, 2 )

Domaine non rectangulaire (en coordonnées polaires)

L’équation de la surface de base est donnée par
Y :UC|0,2x]x[0,271]cR?—R3et ¢:UcR>— R?

x(u, v) = (v Cos(u) (1= + Cos)®) (1 + 3 Sin2 w)?), v Sin(u) (13+ Cosw)®) (1 + 3 Sin2 w)?), 3 Sin(3))
@(u, v) = (v Cos(u) (% + Cos(u)®) (1 + 3 Sin(2u)*), v Sin(u) (%Jr Cos(u)®) (1 + 3 Sin2 u)’))
u=g7'(x, y) etv=¢3'(x, y)

F:UcCR*>—>R, F(x, y)=3Sin(@)
Fx, y)=
3 Sin((S (xz + yz)lz_1 (13 X0 +39x4 32 +39x2 )4 +13 )5 - 107\ % + )7 ))/(69 x10+1052 x4 3% +
276 x13 3 + 4432 x12 y* + 3380 x!! 3° + 9364 x19 10 + 6760 x7 7 + 11830 x% 38 +
6760 x7 3 + 9464 x° 10 + 3380 x° y!! + 4732 x* 12 + 676 x> y13 + 1352 %% y'* + 169 ylé))

le volume en dessous de la surface
VIF, (uo, vo), (ty, vi)] = ﬁ;”ﬂ”Fow(u, v) |det J(¢) (u, v)| d u x d v estla fonction de volume de y

V. IF,(0,0), (2m, 2m)] =491.287 le volume en dessous de y a partir de (0, 0) et finissanta y(2 7, 2 7)

Représentation du volume sous la surface (aussi en utilisant les coordonnées polaires)
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Balayage volumétrique

L’équation de la surface de base est donnée par
Y UC0,27]x[0, 27] cR*— R, x(u, v) = (fiw), folu, v), f3(u, v))

X, v) = (4 B2 (2 Cos(2)) (v = m) + 55 Sin@ v),

é (1 - Cos(%)zo) (2 - Cos(%”)) (1 + CO%OV)ZO) (1 - Cos(%)zo) (2 —Cos(2v)) (1 + % Sin(% (71 + 37“))20))
n:R— R, n(h) =u (ici h estla direction x)
Sp(x) (t, v) =1 —=1) (fien(h), 0, 0) + ¢ y((h), v) estlasurface de la section transversale en un point /

V) =a(l=+7t, 5 (-m+v+ 11—0 Sin2v), § (1- COS(%)ZO) (1 + C+0>2°) (2 — Cos(2 v))
A(S),_, IO, 0), (1, 27m)] = 1.299 est/'airede §),_ (x) apartirde §),_ (x) (0, 0) et finissanta S}, (x) (1, 2 7)
le volume en dessous de la surface

Vil(ho, hy)] = j}z”A(Sh(,\()) d h estlafonction de volume de y

V[0, 27)] =6.292 le volume en dessous de y a partirde 2 =0 et finissanta 2z =27

Volume de surfaces cylindrique / sphériques
L' équation de la surface de base cylindrique est donnée par

¥ :UC0,2x]x[0,27] cR>—R3, x(u,v)=(fi(u, v), fr(u, v), V)

9 9
(_ V- — V-

X, v) = [Cos(u) [1 - %) (1 + Sin(v)?), Sin(u) (1 - ()#] (1+Sin(?),2(v - Sin(v)))

¢:RP— R, o(r, u, v) = (r fi(u, v), r ou, v), 5(V))
[' équation de la surface de base sphérique est donnée par
X:UCO0,27]x[0, 2] cR*—R?, x(u, v) = (fi(w, v), folw, v), fs(u, v))

x(u, v) = (% (Cos(u) + % Cos(%)g) (2 + % Cos(%)) (1 - Cos(%)6 + Sin(%)),

3Sin(u) (2 + = Cos(%)) (1 - Cos(%)° + Sin(%)), v - Sin(v))
0:RP*—= R3, o, u,v) = r filu, v), ¥ fo(u, v), r f3(u, v))

le volume contenu par la surface

Vil(ro, uo, vo,)s Fus th, Vi)l = ﬂ”ﬂ"ﬂ"ldetﬂtp) (r, u, v)|dr x du x d v estlafonction de volume de y
V[0, 0,0), (1,27, 27)] = 104.573 estle volume de la surface cylindrique x (/)

V,[(0,0,0), (1,27, 2m)] =2425.59 estle volume de la surface sphérique y(U)

{ (77
NS
\» ;!)‘! ,

X

Représentation du calcul du volume en utilisant balayage volumétrique, coordonnées cylindrique / sphériques
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6.3.3.7. Courbure d’une surface réguli¢re

La partie a venir s’articule autour des notions de courbure, nous commengons par expliquer la notion de base
de courbure d’une surface a partir de la courbure normale ensuite aller plus loin pour définir la notion de et les
courbures gaussienne et moyenne. Cette étude est fondamentale pour le contrdle de la conception de formes
courbes. La géométrie extrinseque de surfaces étudie les propriétés des surfaces plongées dans un espace
euclidien, a savoir la fagon dont nous avons défini nos surfaces comme variété lisse de deux dimensions en
utilisant le paramétrage local. En géométrie intrinséque, deux surfaces sont les mémes si il est possible de
déplier une sur 1’autre sans 1’étirer, a savoir un morphisme de la surface sur I’autre en préservant la distance.
En géométrie extrinséque, deux surfaces sont les mémes si elles sont conformes a 1’espace euclidien ambiante,
i.e. qu’il existe une isométrie de I’espace euclidien portant une surface sur I’autre. Méme si 1’invariant princi-
pal de I’étude de la géométrie intrinséque des surfaces est la métrique riemannienne (la premicre forme
fondamentale: (Edx + 2Fdxdy + Gdx)) et la courbure gaussienne, certaines propriétés des surfaces
dépendent également de le plongement dans I’espace euclidien, le plus important est la deuxiéme forme
fondamentale. Il peut étre compris en prenant un point (x, y) sur la surface dans une carte locale, la distance
euclidienne a partir d’un point proche (x + d x, y + d y) au plan tangent en (x, y) i.e. la longueur de la perpen-
diculaire abaissée du point voisin au plan tangent a la forme (ed x + 2 fdxd y + gd x) plus des corrections
d’ordre trois ou plus. Cette expression est la deuxiéme forme fondamentale qui est une forme bilinéaire
symétrique , décrit par une matrice 2x2 symétrique; la courbure gaussienne peut étre calculée comme étant le
rapport des déterminants de la deuxiéme et premiere formes fondamentales (e g—f 2) / (E G-F 2) et la

courbure moyenne comme étant la somme des deux courbures principales (eG+gE -2 f F) / (E G-F 2).

Remarquablement Gauss a prouvé que la courbure gaussienne est un invariant intrinséque de la surface mais
la courbure moyenne ne 1’est pas.

Représentation de la deuxiéme forme fondamentale

Nous commengons par introduire la notion de I’opérateur de forme, puis nous définissons la deuxiéme forme
fondamentale qui nous aidera a définir la courbure normale d’une surface. Essentiellement 1’opérateur de
forme est le lien entre 1’étude de la géométrie d’une surface réguliere M dans R? et la géométrie de R3.
L’application de Gauss est une application a partir d’une surface a la sphére unité U : M— §2, ou U(p) est la
normale unitaire 8 M en p, la différentielle de cette application est connu comme 1’opérateur de forme ou
I’application de Weingarten. Puisque ’espace tangent en chaque point p € M est un espace préhilbertien,
I’opérateur de forme a un point p est une transformation linéaire S: M,— M, qui mesure comment M se
courbe dans une certaine direction. La courbure normale k est une variante de 1’opérateur de forme. pour
vy e M, k(vp) mesure combien la surface se courbe dans la direction v,, au signe prés, c’est la courbure
signée de la courbe plane formée par I’intersection de M avec le plan passant par v, et perpendiculaire a M.
Les valeurs propres de I’opérateur de forme en p sont les valeurs maximale et minimale de la courbure
normale en p maximale et (i.e. les courbures principales & et k). En particulier, le déterminant de I’opérateur
de forme en p est la courbure gaussienne et la moitié de sa trace est la courbure moyenne, et les vecteurs
propres de I’opérateur de forme déterminent les directions dans lesquelles la surface se courbe en chaque point.
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Opérateur de forme [1]
M c R? surface réguliére, pe M, v,, w, e M,,,

¥ : U —> R3 une surface locale injective réguliére sur M, U :R?>—s R? est normale unitaire a la surface
SM,—M,, S(vp) =-D,U et <S(vp), wp> = <vp, S(wp) ) = <S(Wp), vp>

Sxw)=-D,U=-U, et S(x,)=-D,U=-U,

@ : (@, b)—R3 une courbe dont le tracé se situe sur M alors (@", U) = (S(a"), ")

3y U, xu) =(Us, xu) + U, xuv) =0 = (=Uy, xu) = U, xuv) = S, Xu) = U, Xuv)

(SOxs Xvy =U,s xvu) = U, xuv) ={(S(Xv)s Xu)

Courbure normale [1]

L c M, (sous — espace a dim 1) est une direction, v,, u, € M, et ||up|| =1
(S p)vp)

= k(up) = (S(up), up) et k(vy)= ﬁ

@ : (@, b)—R3 une courbe dont le tracé se situe sur M alors k(') = (", U)={(S(a"), a"

si k(L) =0 alors L est une direction asymptotique de méme, si k(vp) =0 alors v est un vecteur asymptotique
les max.et min. valeurs de k(v p) sont les courbures principales de M en p notées k et k,

les vecteurs unitaires e; , e; € M, oli ces valeurs apparaitre sont les vecteurs principaux

B (c, d)—R3 une courbe de vitesse unitaire (||3' (s)|| =1, Vs € (¢, d)) dont le tracé se situe sur M ou
BO)=p et '(0)=u,

Kp(s) = 118" (9)|| estlacourbure de B et N estle champ de vecteurs normal principal de 8

k(up) = (S(up), up) =(B" (0), U(p)) = (Kp(0) N(0), U(p)) = K5(0) Cost) => k(u,,) = ZK(0)

Section normale [1]
H(u p U( p)) est le plan défini par u,, U(p) ou M) H(u s U( p)) est la section normale dans la direction u,,

par conséquent, la section normale est une courbe plane dont la courbure signée est donnée par k(u p)
k(u p) positive = la section normale se courbe dans la direction de U(p)
k(u p) négative = la section normale se courbe dans la direction opposée a U(p)

k(u p) = (0 = la courbure de la section normale s' annule en p

Les coefficients de la seconde forme fondamentale [1]
X : U— R3 une surface locale réguliere, U :R?>— R3 estlanormale unitaire a la surface

e, f, g:R3— R, sont les coefficients de la seconde forme fondamentale
XuX Xv >_ X Xu_ Xv)

- V EG-F?

XXl

e=(SWxu), X =Us xu)=U, xuuw) = <qus I

f= <S(Xu)’ XV) = <_U“’ XV) = (U, Xvu) = <Xvu9 ﬁ>

= Wer Ko %) = <Ua Xuv) = <_Uva Xu) = <S(Xv)> /\/u> = </\/uva . >= Wy Ko XV))

[ EG-F? [ xll [ EG_F?
_ v Xu Xv)

— —(_ _ _ XuXXv
= (S0 X0 = (~Usy 2> = (U, Xo) = (s 70 = N

Les équations de Weingarten [1]
x : U —> R? une surface locale réguliere, y(U) » = Vect({ xu xv})

F-eG F-fE F-fG F-gkE
—S()(u)=Uu_f e el-f _gF-f fr-g

T EG_F? Xut EG-F2 Xv et =S(x,)=U, = EG-F? Xu Tt EG-F2 Xv
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Courbure normale en termes de formes fondamentales [1]
M c R3 surface réguliére, y : U — R* une surface locale réguliere sur M, M [, = Vect({xu, xv})

pe M, p :X(MOs Vo), Vp € Mp = Vp= aXu(UO, vo) + b)(v(u()s Vo)
G(vps vp) = {vps v) =
52("1% "p) = <S(Vp)= "p)
=aSx)+bS(xy),axu+by,y=a*e+2ab f+b*>g (ladeuxiéme forme fondamentale)
k( )_ SOpvp) — Hvpvy)

) = el - 2t

vl Gvp.vp)

vp”2 =llax,+bx*=a>E+2abF +b*G (lapremicre forme fondamentale)

Les valeurs propres de 1’opérateur de forme [1]
M,, est un espace vectoriel de dimension 2 avec un produit intérieur (, )

et §: M,— M, estune transformation linéaire symétrique par rapporta (, )

= les valeurs propres (ky, k») de S sont réelles et S diagonalisable

= June base orthonormée {e;, e,} de M, | S(ey)=kieretS(ex) =k er

ou ki, k, sont les courbures principales de Men p et e, e, sont les vecteurs principaux correspondants
u,=Cosfe, +Sinfe; = k(u,) = ki Cos® § + k, Sin* ¢

Maintenant que nous avons clarifié les notions de 1’opérateur de forme, la courbure normale et les courbures
principales, nous sommes maintenant en mesure de définir les notion les plus importantes dans la géométrie
des surfaces dans R3, a savoir la courbure gaussienne et la courbure moyenne. Elles jouent un role essentiel
dans I’analyse de la forme, par exemple la disparition de la courbure gaussienne détermine la planéité d’une
surface et la disparition de la courbure moyenne détermine si la surface est une surface minimale. La courbure
gaussienne en un point est le produit des courbures principales, elle est une mesure intrinséque de courbure i.e.
elle ne dépend que de la fagon dont les distances sont mesurées sur la surface, et pas sur la fagon dont la
surface est plongée dans I’espace. La courbure moyenne est pourtant une mesure extrinseque de la courbure
qui dépend de la paramétrisation de la surface, elle est importante dans I’analyse des surfaces minimales qui
ont une courbure moyenne nulle et dans 1’analyse des interfaces physiques entre des fluides tels que le film de
savon qui a une courbure moyenne constante. Pour avoir une idée intuitive de la différence entre ces deux
mesures intrinséque et extrinséque de courbure, nous considérons un morceau plat de papier, il a zéro des
courbures moyennes et gaussienne nulles. Mais si nous roulons le papier dans une forme cylindrique (disons
avec un rayon unitaire), les courbures principales le long de 1’axe et la section transversale circulaire sont
respectivement O et 1, donc la surface a maintenant une courbure moyenne 1/2 et une courbure gaussienne
encore 0. En général, la courbure moyenne est une propriété d’un plongement, ce qui signifie qu’elle dépend
de la fagon dont la surface est plongée dans 1’espace ambiant. Cependant la courbure gaussienne dépend de la
surface elle-méme (i.e. ne dépend que de la métrique), et ne dépend pas du plongement. C’est naturellement
important du point de vue de la conception architecturale et en particulier la fabrication, car il est beaucoup
plus facile et moins colteux de construire des éléments du batiment qui peut étre déplié aux morceau plats i.e.
avec courbure gaussienne nulle, ce genre de surface sont appelées surfaces régles plates ou surfaces dévelop-
pables.

lanes
Z‘ Hha :
Prma’rd’

CATvES

Représentation des deux courbures principales en un point d’une surface réguliére
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Courbures gaussienne et moyenne [1]
M cR? surface réguliere, pe M, v,, w, € M,, S: M,—> M, est!' opérateur de forme

K: McR>*— R, K(p)=det(S(p)), estlacourbure gaussienne de Men p
H:McR}*— R, H(p) = % Tr(S(p)), estlacourbure moyenne de Men p

dans une base orthonormée de M, la matrice de /' opérateur de forme est.S =

kO
(01 A ) = K(p) =k ks et?-((p)=%(k1+k2)
2

x : U —> R3 une surface locale réguliere, y(U) » = Vect({ xu, b,

TEG-F°  EG-F
gr-yG6  fFgE
EG-F? EG-F>

fF-eG eF-fE
{xu> Xv}n'estpasnécessairement une base orthogonale alors S = [ ]

K(=%Kox): U— R, estlacourbure gaussiennede y en p = y(u, v)
_fFfeG _eFffE
K(u, v) = det[ EG-F*  EGI l

_ eg—fz — uu Xu Xv) oy Xu Xv)=(Xuv Xu Xv)z

EG-F? (Ll Il P = o))

gF-fa SF-gE
EG-F? EG-F?

H(=Hoy): U— R, estlacourbure moyenne de yen p = y(u, v), H(u, v)=

2 _gF-fG _ fF-gE 2(EG-F?)
EG-F? EG-F?

fF-eG eF-fE
LTr[ EG-F? EG-F? ] _eG-2fF+gE

tun o ) D6lP=2Cxun X x0) €t ) + Ctow X 1) Il / (z(nxun2 Dl = s m)z)?)

Caractérisation des points sur la surface [1]
K (p) est positive (i.e. sign(k) = sign(ky)) = p estun point elliptique

K (p) est négative (i.e. sign(k|) = —sign(k,)) = p estun point hyperbolique
K (p) =0 (avec une seule des courbures principales s' annule, S(p) # 0) = p estun point parabolique
K(p) =0 (avec les deux courbures principales s' annulent, S(p) =0) = p estun point planaire

Propriétés corrélatives [1]
La définition de la courbure est indépendante du choix de la matrice représentant S

méme si H et S dépendent de la normale unitaire U, K est indépendante de ce choix

une surface minimale dans R? est une surface o # s' annule identiquement

une surface plane R? est une surface ot X s' annule identiquement

si K(p) estnégative = 12 directions asymptotiques en p coupé en deux par les directions principales
et sont perpendiculaires < H(p) =0

etS(r) = s =kietS(v) = § =k

g

G

sif=F=0= S:(i

les courbures principales k1, k, sont les valeurs propres de /' opérateur de forme
mais aussi les racines de /' équation quadratique k> — 2 H k + K =0

= k=H+\VH -K et h=H—-\H*-K

{1, &, {3 sont les trois formes fondamentales —= 3 -2 H H + K (=0
G MpxM,— R, {I(Vp’ Wp) = <Vp’ Wp>

OHiMpxM,— R, {Z(S(vp), wp) = <S(vp), wp> = (S(wp), vp>

& Mpx Mp— R, 55(S(vp), S(w,)) = (S(vp). S(wy))

S(vp)xS(wp) =K(p)v,xw, et S(vp)xwp + vpxS(wp) =2H(p)v,xw),
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Avec ces définitions, nous sommes en mesure de calculer les courbures d’une surface paramétriquement
définie; maintenant nous allons définir les courbures gaussienne et moyenne d’une surfaces non
paramétriques, en plus de la fonction de support.

\

+We

Représentation de courbure gaussienne positive et négative

Courbures gaussienne et moyennes pour les surfaces non paramétriques [1]
M c R surface réguliére, pe M, v,, w,e M,

Z champ de vecteurs non nul perpendiculaire a M,
V et W champs de vecteurs tangents a M tels que Vx W =Z

Z,Dy ZxDy Z —Z,Dy ZxW+VxDy Z
—% = 7 et = S )

Mz{P=(P1,P2,P3)C[R3|g(p)=a1p’f+a2p’2‘+a3p’§—1=0} ol ¢;eR, a;#0 pouri=1,2,3

1

2,2k=2, 2 2k=2, 2 2k-2
\/lll u] +a2 llz +113 M3

h=

est la fonction de support de M ou wu;(p) = p; pouri=1,2,3

(k=1)* ay ay ay (uy up u3)"2 4 2 )
K= 2.2k=2, 2, 2k=2, 2 2k-2)2 =h (k_ 1) ay daz das (ul U2 u3)
(ul ul +(12 llz +a3 M3 )

H = ((k— 1)(a1 ay (uy up )2 (a1 u’l‘ + a u’2‘ )+a2 as (up uz )¥2 (a2 u’§ + aj ué‘ )+

azay (w1 )72 (azif + auf )))/(2 (afui 2 + a3 uz 2 + a3 H)%)
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6.3.3.9. Conception en utilisant la courbure

Maintenant démontrer le controle de la forme en utilisant la quatriéme analyse, a savoir en tout point de la
surface, nous savons son espace tangent, sa courbure gaussienne et moyenne et avec cette information, nous
pouvons concevoir une nouvelle surface comme un champ de vecteurs sur la surface de base qui varient en
termes de la courbure.

Quatrieme analyse d’une surface réguliere
L’équation de la surface de base est donnée par
Y :UCc|0,2n]x[0, 27] cR?—R?

x1(, v) = 2 (Cos(u) + > Cos(4)") (2 + 2 Cos(%)) (1 - Cos(%)° + Sin(¥))

X2, v) = 3 Sin(u) (2 + - Cos()) (1 - Cos(%)° + Sin(¥))

X3, v) =v—Sin(v)
X, v) = (xi(u, v), xao(u, v), x3(u, v))
-1 0.051 5.658
I’espace tangent de la surface réguliére |X(u:§,v:z3—”) ={xu, Xv» XN}|X(M=£ zl)={ 0 ],10.659|,] 0.750 [}
: 0 0.749 —0.660

2773
la courbure gaussienne de la surface réguliére | . 2. =0.086
u=—,yv=—
2 3

la courbure moyenne de la surface réguliere | . .. =-0.504
u==-,y=—
273

Conception en utilisant quatriéme analyse
Le champ de vecteurs normal défini sur cette surface
Nya: U0, 27]x[0, 2 7] cR?2—5R3, Ny a(u, v, )= x(u, v) + t|Au, v)| xn

A:UC0,2x]x[0,27] cR>—R, Au, v) =70 K(u, v) , ouX estlacourbure gaussienne

Représentation de 1’utilisation de la courbure gaussienne comme une fonction scalaire multipliant la normale
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Conception utilisant le courbure gaussienne
Dans I’exemple précédent, nous avons utilisé la courbure gaussienne pour définir une homotopie de la surface
par mise a I’échelle le champ de vecteurs normal a une surface de base, maintenant, nous allons 1’utiliser pour
varier la taille de I’ouverture sur la surface.

Représentation de la variation de la taille des ouvertures d’une autre surface
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Exemples de conception en utilisant la courbure gaussienne
Dans I’exemple suivant, nous allons montrer comment le calcul de la courbure gaussienne d’une surface en

des points discrets peut étre utilisé comme un paramétre qui varie la forme d’un élément d’architecture
répétitive. Ici, ces ¢élément architectural discret est composé d’une pyramide et un quadrilatére, a son
extrémité, on va faire varier la hauteur du sommet de la pyramide en fonction de la courbure gaussienne de la
surface en ce point. A savoir la hauteur de la pyramide augmente avec I’augmentation de la courbure gaussi-
enne.

Représentation de I’élément architectural répété qui varie en fonction de la courbure gaussienne

Représentation d’une conception architecturale en utilisant la courbure gaussienne
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6.3.3.10. Asymptotes dans une surface réguliére

¢s avoir défini urbu u i a trouv v 1été

Apres avoir défini les courbures nous allons maintenant commencer a trouver des formes avec des propriétés
particuliéres par rapport a ces courbures, ce en particulier est trés intéressant du point de vue de la conception
architecturale. C’est a cause de I’intérét dans le rapprochement des formes a double courbure en plates formes
pour faciliter la fabrication d’ou I’'importance de 1’étude des asymptotiques, surfaces développables et réglées.
La premiére de ces études seraient les surfaces locales asymptotiques et pour cela nous avons besoin de définir
les courbes asymptotiques sur une surface réguliére (i.e. une courbe sur une surface dont le vecteur vitesse
pointe toujours dans une direction asymptotiques), puis nous devons étre en mesure de trouver ces asympto-
tiques sur la surface.

Caractérisation des points et des courbes asymptotiques sur la surface [1]
M c R3 surface réguliére, p e M

p estun point elliptique = ! 3 directions asymptotiques

p estun point hyperbolique— 3 deux directions asymptotiques

p estun point parabolique = June direction asymptotique

p estun point planaire = toutes les directions sont des directions asymptotiques

Courbe asymptotique et la courbure normale [1]
M cR? surface réguliére, @ : (a, b)— R estune courbe dans M | V7 € (a, b),

k(a'(t)) =0 = aestasymptotique
« est asymptotique < a" e M, (comme k@) =(S@"), a"={(a", U), k(@) ||e'|?=0 = (", U) = O)

x : U —R3 une surface locale réguliere,
@ : (a, b)—R? une courbe dont le tracé se situe sur la trace y(U), a(t) = x(u(t), v(1))
Yte(a, b), a'(@)=u"@) x,(u@), v@©) +v' () x,(u), v(t)) écrit succinctement comme (a'=u' y, +Vv' xy)
L', a)=(a, aY =P =lu' xu +v' x> =u?E+2u'v' F+v'2G (lapremiére forme fondamentale)
OHla', @) =(S@"), a') =
W' SO +v' SO, u' xu+v' xy)y=ue+2u'v' f +v? g (ladeuxiéme forme fondamentale)
S(a),a')

a est asymptotique < k(a') = e
@

H@a) u?et2u'v f+? g _ . . 2 (] 2
L@ - B e G 0 (z.e. a estasymptotique &< u'"e+2u'v' f+v'-g= O)
XMM XMV XVV
éz(/\/um Xuva> =det{ xu |, f:<XllVa Xux/\/v> =det| xu et§=()(w, )(uva> =det| xu
Xv Xv Xv

@ estasymptotique & u? e +2u'v' f +v25=0
— nous avons deux familles de solutions (A u'+ Bv")=0 et (Cu'+Dv")=0 ou A4,
B, C, D sont des fonctions réelles

Propriétés corrélatives [1]
M c R3 surface réguliére, @ est une courbe réguliére dans M ,

{T, N, B}estlerepere de Frenet de « et U est la normale a M
a est asymptotique sur M < K(a) =0 (i.e. (N, U) =0)
@ est asymptotique sur M, K(a)#0 = Koa = -1(a)’
a est asymptotique sur M une surface réguliere a courbure négative constante = « a une torsion constante
surface locale asymptotique sur M est une surface locale dont u —
X(u, vo) etvi= x(up, v) courbes de parametres sont asymptotiques

X : U—R" une surface locale, pour laquelle /' +0 = y estasymptotique <= e=0etg=0
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Nous allons également donner deux exemples de trouver des courbes asymptotiques des surfaces a courbure

négative, nous commengons par trouver les courbes asymptotiques d’une surface réglée (la hyperboloides
elliptique) en résolvant une équation différentielle & (a'(¢)) = 0, ensuite nous allons faire la méme chose pour

une surface non réglée. L’exemple le plus simple de trouver les des courbes asymptotiques d’une surface
réglée est le paraboloide hyperbolique, cette surface est en fait une surface locale asymptotiques parce que ses

courbes de paramétres sont asymptotiques.

Courbes asymptotiques d’une surface réglée
L’équation de la surface de I’hyperboloide elliptique est donnée par

Y :UC0,2x]x[0, 27] cR?—R3, x(u, v) = (Cos(u) — (v — ) Sin(u), Sin(u) + (v — 1) Cos(u), (v — 7))

I’équation de la courbe plane y dont la trace se situe dans le domaine
(uo, vo) €U, (uo, vo) = (37, ), ¥: U [0, 271 cR—R2, () = (u(t), (1)

I’équation de la courbe asymptotique dans la surface est a(f) = y(u(¢), v(¢))

[' équation différentielle & (o' (¢)) = 0

e=—J(1+m-27v+1?), f=-3Tet g=0

3
2
= [' équation différentielle : —% w1+ =2rnv+1?)u' +2v)=0

premicre solution (supposons v(t) =t + vy, v' (£) = 1)
u' ()=0= u(®)=uy = y() = (uo, t +vo) = a(t) = x(uo, t + vo)
2 = u(t) = % (3 7 — 4 ArcTan() + 4 ArcTan(r — 1))

1+m2 =2 7w t+£

u'(t)=—

= (1) = (), t +vo) = a(t) = x(u(), 1+ vo)

deuxiéme solution (supposons u(t) = ¢+ ug, u' () = 1)

V'(f) = % (1= +27v@®) - v(tP)= v() =7 - Tan(§)=> Y(&) = (t + up, V(1)) = a(t) = x(t + up, V()

Représentation des courbes asymptotiques d’une surface réglée
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Maintenant on va donner un autre exemple de courbe asymptotiques qui n’est pas une ligne droite en utilisant
une surface non réglée comme notre surface de base.

Courbes asymptotiques d’une surface non réglée

L’équation de la surface de base est donnée par
X:UC[0,27]x[0, 271 cRZ—R3, x(u, v)=((1+ (v —m?)Cos(w), (1 + (v—n)?) Sin(w), 3 (v — 7))

1’équation de la courbe plane y dont la trace se situe dans le domaine
(uo, vo) € U, (g, vo)=(3m, Z), y: U [0, 271 cR—R2, y(t) = (u(®), (1))

I’équation de la courbe asymptotique dans la surface est a(¢) = y(u(?), v(t))

[' équation différentielle & (a' (7)) =0
e=-3(1+m-2av+ ), f=0etg=6(1+n—2av+?)

— [' équation différentielle : —3 (1 +m2-2nv+ v2) ((1 +mr-2nv+ vz) W)y -2 (v')z) =0

premiére solution (supposons v(t) =¢+ vy, v' (f) = 1)
N2

A 1+m2=2 7t t+£%

= u(t)= 3 (37222 ArcSinh(r) + 2 V2 ArcSinh(r - 1))

= y(t) = (@), t +vo) = a(t) = x(u(@), t + vo)

u' (==

deuxiéme solution (supposons u(t) =¢+ug, u' () =1)

+ v 1+ =2 mv(O)+v(t)? . - . x
V()= TR — (0 = 1~ Sinh( (+V2 1+ 2 AreSinh( )
= y(O) = (t + uo, V(1)) = a(t) = (¢ + ug, V(1))

Représentation des courbes asymptotiques d’une surface non réglée
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6.3.3.11. Courbes principales dans une surface réguliere

Nous avons déja mentionné la courbe principale sur une surface comme la courbe dont le vecteur vitesse
pointe dans la direction de la courbure principale. Maintenant on va montrer comment les trouver sur une
surface donnée. Un systéme triplement orthogonal des surfaces se compose de trois familles de surfaces tels
que chaque membre de chaque famille est orthogonale a chacun des membres des autres familles, ce systéme
permet de connaitre des courbes principales, car les surfaces des différentes familles se coupent en des courbes
principales.

Représentation des courbes principales et la section normale

Courbes principales [1]
M c R3 une surface réguliére , « : (a, b)— R? est une courbe dans M,

peM,vpeM,ouv,=ay,+by,
a est principale < S(a') = k; @' ou k; est une courbure principale de M
v, est principale < S(v,)xv, =0

b —ab o
vyestprincipale < det| E F G |=0< (fE-eF)a*+(@E —-eG)ab+(@gF —fG)b* =0
e f g

v, estprincipale < (f E—eF)u? +(@E —eGQu'v'+(gF - fG)v?* =0

M, M, c R? surfaces réguliéres, @ c M; (| M, estune courbe,
U;, U, sont les normales unitaires des surfaces, (U, U2)a is constant

alors a est principale dans M; < « est principale dans M,

M, c R3 surface de révolution réguliére , a c [] courbe de profil, L c [] est une ligne (/' axe de révolution),
= []M courbe méridienne, L* () M courbe paralléle sont a la fois principale

Surface locale principale [1]
¥ : U —R3 estune surface locale principale = u — y(u, vo),

v x(ug, v) les courbes de parametres sont principales

¥ : U —R? estune surface locale principale = F = f =0
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Courbes principales de ’hyperboloide

L’équation de la surface de base est donnée par
X :UC[0,2x]x[0,27] cRZ—R3, x(u, v) = (Cos(u) — (—x + v) Sin(u), (=7 + v) Cos(u) + Sin(u), —7 +v)

I’équation de la courbe plane y dont la trace se situe dans le domaine
(uo, vo) € U, (g, vo) = (37, 7), y: U0, 271 cR—R?, y(t) = (u(®), (1))

I’équation de la courbe principale dans la surface est a(¢) = y(u(?), v(¢))

[' équation différentielle : (f E — e F)ju” +(QE —e Dy u' V' + (@ F = [ Gy v =0

2V (14 =2 v+v?) ' +v')

V 142 22 =4 mv+2v?

= ['équation différentielle : =0

premiére solution (supposons v(t) =¢, v' (£) = 1)
u' ()= ! = u(t) = % (3 -2 ArcTan(r) + 2 ArcTan(rr — £))

—1-2+2 m t—1>

= (1) = (), t +vo) = a(t) = x(u(), 1+ vo)

deuxiéme solution (supposons u(t) =¢, u'(f) =1)
V' (1) = 0= v(t) = vo= y(t) = (t + ug, vo) = a(t) = x(t + ug, vo)
V(@) =-1-m2+271v(t) —v(t)* = v(t) =1 — Tan(H) = y(t) = (t + ug, V(1)) = a(t) = x(t + ug, v(1))

Représentation des courbes principales d’une surface réguliére
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6.3.3.12. Courbes géodésiques dans une surface réguli¢re

Grosso modo une géodésique est une courbe dont la longueur est la distance la plus courte entre deux points.
Cette notion a un sens non seulement pour les surfaces dans R3ainsi que dans les variétés riemanniennes
générales, afin d’étudier les géodésiques nous avons besoin la notion de connexion sur une variété différen-
tiable et en particulier les connexions de Riemann. Comme les surfaces réguliceres sont variété riemannienne
lisses de dimension deux; la connexion que nous allons définir ci-dessous est également une connexion
riemannienne. Pour motiver la définition de géodésique considérons d’abord le cas d’une surface M, soit @
une courbe dedans et puisque c’est également une courbe dans R”, il y a deux accélérations concurrentes de «,
a savoir " et Dy @', ou D est la connexion riemannienne de M.

C{_ a‘({fSl\,

Représentation d’une courbe géodésique sur un cylindre

Courbe géodésique dans une surface réguliére [6]
M une surface réguliere, U est le champ de vecteurs normal unitaire,

I cR ouvert, a:I— Mune courbe dans M, D est une connexion sur M

["accélération de & par rapport a D est le champ de vecteurs Dy @':t = Dy @' ()

la composante tangentielle " de /' acceleration dans R” est /' accélération de @ par rapporta D

Dya' =a"-(S(@").a" U

siVtel, Dypa'()=0

= la courbe a est géodésique pour D (la composante tangenticlle " de /' acceleration dansR” s' annule)
une droite dans R? qui est contenu dans M est une géodésique

Equation de la géodésique [6]
M c R une surface réguliére, y : U —> M est un paramétrage de M

= les géodésiques sur M sont déterminées par les équations différentielles de deuxieme ordre
@") + 1) +2T] ' v) + T, =0
")+ T2 ) +2T2,w'v) + T3, =0

| 203



Courbe géodésique sur 1’hyperboloide

L’équation de la surface de base est donnée par
X :UC[0,2x]x[0,27] cRZ—R3, x(u, v) = (Cos(u) — (—x + v) Sin(u), (=7 + v) Cos(u) + Sin(u), —7 +v)

I’équation de la courbe plane y dont la trace se situe dans le domaine
(uo vo) € U, (g, vo) = (m, 2F), v: U [0, 2711 cCR—R, () = (u(t), v(1))

I’équation de la courbe géodésique dans la surface est a () = y(u(?), v(¢))

la direction de la géodésique est donnée par (ugy', vo') = (1, 1)

les équations différentielles

" 1 12 1 1o, 1 n2 _
(u )+1"1’1|(u,v)(u) +21"1,2|(W)(u v)+l"2’2|(u,v)(v) =0

' 2 2 2 ' 2 2 _
v+ F1’1|(1A,V)(u’) +2 Iﬂ1v2|(u,v)(u v+ F2’2|(1A,V)(V‘) =0

= les équations différentielles

(=7+v) ') +4 (—7+v) ! v’+(l +2 -4 v+2 vz) u”’

=0

142 M2 =4 mv+212
((71+7r3—37r2v+37rv2—v(1+v2))(u’)2+2(7r—v)u’v’+(1 +27r2—47rv+2v2)u”)/
(1 +27r2—47rv+2v2)=0

Représentation de la courbe géodésique sur une surface réguliére
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6.3.3.13. Courbes d’intersection entre les surfaces réguli¢res

Maintenant, nous allons étudier un autre important outil d’analyse qui peut étre utilisé beaucoup dans la
conception architecturale; a savoir I’intersection des surfaces.

P

Représentation d’une intersection de deux surfaces

Courbes d’intersection de deux surfaces régulicres [8]
si y et w sont des surfaces régulicres (surfaces locales injectives régulieres),

N, et N, sont leurs champs de vecteurs normal respectifs

NXxNu,

[INyx Noll

= c= est le champ de vecteurs transversal

det(c xv Ny)

' <Ny, N> M(t) Ho
det(Xu ¢ Ny)
= MM soit Y(£) = O et Yo =
det(c wy Ny) s(1) S0
] <N, Ny,>
det(ws ¢ Ny)
<N, N>

w o< =
=
S
N
<
(=)

X, v) = w(s, w) =

S

z
S

(=)

=Y'(@)=F(Y() et Y(0)=7Yy
systéme de équations différentielles ordinaires avec le probléme de la valeur initiale

det (c(u(®), (1), s(), w(®))  xy(u(®), (1)) N (u(®), (1))

du

I <N (t), VD), N (D), W(0)>

dv i@, v @, s, w®) det (X0, W(0) ¢ @(®), v(0), 50, (1) Ny (), W0) )

_ i | | L@@, v©®,s@®,w®) | <Ny (ult). v(0), Ny ult), v(0))>

Z_s Fi (@), v(0), s @), w(?)) det (c (u(®), v(0), 50, W(1) @, (5(0), w(®) No(s(0), w(0)))
t No(s(t), , No(s(2),

aw | V@@, v, 50, w©) LD O OO

- det (@y(s(0, w(0) ¢ (D), v(0), s, w(1) N, (5(0), w(©)))
t

<Ny (s(0), w(1)), No,(s(0), w(t))>
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Courbe d’intersection entre une sphére et un tore

Les équations des surfaces de base sont donnés par
Y, w:UC[0,27]x[0,27] cR*?—R3

x(u, v) = (Sin(3) Cos(w), Sin(3) Sin(w), Cos(3))

2 2 2

nous devons trouver le point de départ de la courbe d' intersection i.e. g =

(uo, vo) et g2 = (s0, wo) | x(uo, vo) = w(so, Wo)

siug =0etso=m = les courbes de parametres y(u, v) et w(sy, w) se coupent en hauteur =

N | =

en utilisant des fonctions inverses nous sommes en mesure de trouver vy et wy
Y'@)=F(Y() et Y(0) =Yy = Y(1) = (u(), (1), s(2), w(1))

les équations des des courbes planes y et § dont les traces se situe dans les domaines [0, 2 7] x [0, 2 7]
(1o, vo) € U, (uo, vo) = (0, 2.0944), y: U c [0, 27] cR—R?, ¥(1) = (u(t), W(1))

(s0, wo) € U, (s0, wo) =(m, 3), B:U 0,27l cCR—R?, B1) = (®), V(1))

les équations de la courbe d’intersection de la surface sont a(t) = y(u(z), v(t)) = w(s(?), w(z))

Représentation de la courbe d’intersection de deux surfaces réguliéres
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6.3.3.14. Conception en utilisant I’intersection entre les surfaces réguliéres

Maintenant que nous avons défini I’intersection de surfaces paramétriques, nous allons montrer comment ces
intersections peuvent étre utiles du point de vue de la conception architecturale. Dans cet exemple, on montre
que la forme des ouvertures dans la peau d’un batiment peut étre déterminée par la courbe résultant de I’inter-
section d’une surface cylindrique avec la surface principale de la forme. Cette surface cylindrique est réalisé
en extrudant une courbe dans I’espace tangent a la surface principale en un point donné le long de la normale
en ce point; outre on peut faire varier le rayon de la base du cylindre en le définissant comme une fonction de
la distance entre le point donné et un autre objet.

S
)

SRR R Earaaan,

"

Représentation des ouvertures dans la peau du batiment basées sur des courbes d’intersection
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6.3.4. Surfaces spéciales
6.3.4.1. Surfaces non orientables

Maintenant, nous allons définir une famille importante des surfaces ce sont les surfaces non orientables.

Y /L — @ ‘ws?"l)‘l';& fion Qﬁf)l}‘aut

+ Y —> Annulus Drign i’au'a

S

-

Torus  Orientable

v A — Q@ Iﬂﬁ;‘e non orien[ub/e_

Reak
Pro\s’ech've
P“”‘ e

1 N Non ouen{‘aue_

Représentation des surfaces non orientables

Orientation d’un espace vectoriel [3]
E espace vectorie | dim £ < oo, E adeux classes d' équivalence d' orientation sur ses bases

B, B' € {basesde E}, Béquivalentea B' & det M g >0, ouM g' est la matrice de changement de base
R" admet une orientation canonique avec la base canonique, qui est dans le sens direct
f:UcR"— ¥V cR"difféomorphisme, f préserve /' orientation sidetJac, f >0, pourxe U

Orientation d’une variété [3]
M variété différentiable, {(U;, ¢;)} atlas de M est orientable si

Vi, j detlac,pop;! >0, pourxegol-(U,-ﬂ Uj)

M variété différentiable est orientable si son atlas maximal est orientable

(O P)pe M famille d' orientations de /' espace tangent M,,, O, est continue si
VYpelU, d,pi: M,— R" préserve [' orientation

M variété différentiable est orientable < (0 P)pe Ay Cstune famille continue

Orientation des surfaces réguliéres [1]
M c R surface réguliére, M est orientable <= 3 une application continue U : M—> M, , pU(p)

ou U(p) estun vecteur normal unitaire a M en point p

si Mest la trace d' une surface locale injective réguliére = M est orientable
si M est une surface orientable connexe

= M a exactement deux vecteurs normal unitaires définis globalement
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Ruban de Mobius et la bouteille de Klein [3]
M le ruban de Mé&bius est construit comme le quotient R? / Z parl'action de groupe

ZxR> — R?, (k, (u,v)) =k.(u,v) = (u+k, (-DFv)
K la bouteille de Klein est construit comme le quotient de R? / Z? par['action de groupe
7>xR* — R?, ((k, ), (u, v)) = (k, D.(u, v) = (u+ k, (=D} v+ 1)

nous pouvons construire un plongement du ruban de Mébius et
une immersion de la bouteille de Klein dans R? by the parametrizations
xu :RZ—R3,
Xu(, v) = ((1+2 7+ (v =) Cos(5)) Cosu), (1+2 7+ (v—n) Cos(%)) Sin(w), (v— ) Sin(3))
Xk ‘RZ—R?,
Xk, v) = (Cos(u) (7 - COS(;—’) Cos(v) — Sin(;—’) Sin(2 (v — 7)),
Sin(u) (7 — Cos() Cos(v) = Sin() Sin(2 (v = 7)), =Cos(v) Sin(%) + Cos(%) Sin(2 (v - 7))

Représentation du ruban de Mébius montrant la famille non continue d’orientations (O P)pe Y

Représentation de la bouteille de Klein montrant son non orientabilité et un ruban de Mdbius dedans
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6.3.4.2. Conception en utilisant des surfaces non orientables

Maintenant, nous allons montrer un exemple d’une conception architecturale basée sur une surface non
orientable. Dans cet exemple, nous allons utiliser le plongement du ruban de Méobius dans R?>, cela peut
entrainer dans de nombreuses applications architecturales. A savoir que la distinction entre 1’extérieur et
P’intérieur du batiment n’est plus 13, qui donne lieu a un jeu beaucoup plus riche entre le sentiment d’étre a

I’intérieur ou a I’extérieur.

Représentation d’une conception architecturale utilisant le ruban de Mobius
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6.3.4.3. Surfaces réglées et développables

Avec ces définitions des courbes asymptotiques nous allons maintenant définir les surfaces réglées et dévelop-
pables, comme nous 1’avons mentionné plus t6t, ils sont d’une importance particuliere pour la conception
architecturale parce qu’elles contiennent des lignes droites qui rend la réalisation de ces formes plus facile. Par
exemple, la tangente développable a une hélice peut étre construit a partir d’une feuille de papier en découpant
un disque et tournant la partie restante autour d’un cylindre.

Yu,Q;‘.nrj

Représentation de la construction d’une surfaces réglée

Surfaces réglée [1]
M c R? surface réguliére, a, y:(a, b)) cR—R3 avec a'#0,

X U—>M, x(u, v)=a(u)+vy(u) estlaparamétrisation de M

x estune surface locale réglée,

a est la courbe de base directrice et y est la courbe génératrice (vecteur directeur)

v x(ug, v) = a(ug) + vy(up) sont les lignes droites dirigeantes (i.e. des courbes asymptotiques)

M a deux surfaces locales réglées distinctes sur elle = M est doublement réglées
M estune surface réglée = V p e M, K(p) la courbure gaussienne est non positives
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Il existe deux formes extrémes des surfaces réglées: les surfaces réglées planes et les surfaces réglées non
cylindriques. Les surfaces réglées planes sont celle qui ont une courbure gaussienne nulle (i.e. développables),
géométriquement elles sont de trois types, la développable tangente, le cylindre et le cone;

Surfaces réglée plane [1]
M estune surfaceréglée, p, geR3, a:(a, b)) cR—R3, y : U— M, estlaparamétrisation de M

X(u, v)=a(u) + va'(u) estladéveloppable tangente

X, v) = a(u) + vq estlecylindre généralisé

X, v)=va(u)+q le cone est généralisée

M estune surface réglées plane = g=0 = f=0etV pe M,

K (p) =0 la courbure gaussienne est égale a zéro

B:(c, d) cR—R3, estune courbe de vitesse unitaire et y(u, v) = B(u) + v B' (1) est la tangente développable
= E=1+VKg*, F=1letG=1,

le coefficient de la premiére forme fondamentale dépend uniquement de la courbure de 3

régularité
x estune développable tangente alors est réguliére partout sauf sur @ (ou @ est une courbe réguliére, K(a) #0)

X estun cylindre généralisé alors est réguliere partout tant que 'xq # 0

X estun cone généralisé alors est réguliére partout tant que vaxa' 0

Surfaces réglées non cylindriques [1]
M c R? surface réguliere, a, y:(a, b)) cR—R> avec a'#0 ,

xY:U—M, x(u,v)=a(u) +vy(u) estlaparamétrisation de M
M est une surface réglées non cylindrique siy xy' # 0 partout sur M

Courbe de striction [1]
X, v) = a(u) + vy(u) estune surface réglée non cylindrique

et y(u, v) = o(u) + v 6(u) est un reparamétrage ou [|0]| =1et(c', 6") =0
= o estla courbe de striction de y (il ne dépend pas du choix de la courbe de base)
Xxu, v) =
o (u) + v 6(u) est un reparamétrage ou ||0|| = 1 = y paramétrisation d' une surface réglées plane telle que
siog'(u) =0 = Mestun cone
sid' (u) =0 = Mestun cylindre
sio', §' + 0 = M est une tangente développable

Parametre de distribution [1]

(0',0%6")

T est le paramétre de distribution

X(u, v) = o(u) + v 5(u) est une surface réglée non cylindrique = p =
X, v) =0 (u) + vd(u) estune surface réglée non cylindrique

le long de v - v 8(u) la courbure gaussienne K(u, v)v_)—o>o 0

Ku, v)=0 < pu)=0

pu) # 0 = K(u, v) est continue et |K(u, v)| assume son maximuma v =0

x estune surface réglée = y est régulicre lorsque v + 0 ou lorsque v=0e¢t p(u) # 0
—p(u)

la courbure gaussienne d' une surface réglée est donnée par K = e
pu) +v
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Surface réglée (développable) [1]

L’équation de la surface réglée développable tangente est donnée par
@:Ucl0,47]cR—R?, a()=(Cos(w), Sin(w), %)
x:UCc|0,47x]x[0, 2] cRZ—R3,

o' (u) (C 3ySin(u) 3 vCos(u) . u v )
= - + +
@l os(u) o ' o Sin(u), 3 —

I’équation de la surface réglée cylindre généralisé est donnée par

@:Uc[0,27] cR—R3, a(u) = (2 Cos(u), Sin(2 u), 0) , q=(1,0,1)

Y :UC|0,27x]x[0, 2] cRZ—R3, y(u, v) = au) +vqg=(v+2Cos(u), Sin(2 u), v)
I’équation de la surface réglée cone généralisé est donnée par

a:Uc[0,27]cR—R3, a(u)= (2 Cos(u), Sin(2u), —2) , ¢=(0,0, —1)
Y:UC[0,27]x[0,2] cR?—R3, y(u, v) =va(u)+qg=Q2vCos), vSinQ2u), =1 —2v)

X, v) =a(u) +v

Surface réglée (non cylindrique) [1]

L’équation de la surface hélicoidale est donnée par

o,0:Uc0,2n]cR—R3, o(u)=(0, 0, u), 5(u)=(Cos(x), Sin(u), 0),

avec 0(u)x0'(u) = (0, 0, Cos(u)? + Sin(u)z) (i.e. s' annule jamais)

Y :UC0,2r]x[0, 271] cRZ—R3, x(u, v) = o-(u) + v(u) = (v Cos(u), v Sin(u), u)

o' (u)=(0,0,1), 6" ()= (- Sin(u), Cos(u), 0) et (o' (1), 5' (u)) =0 = o estla courbe de striction
_ (o' (w),0()xd" (u)) _ Cos(u)*+ Sin(u)? _ N © e .

p(u) = @@ 1 = 1 est le paramétre de distribution

1’équation de la surface de paraboloide hyperbolique est donné par

0,6:Uc[0,2n] cR—R3, o(u)=(u, 0, 0), §(u)=(0, 1, u),

with 6(u)xd' (u) = (1, 0, 0) (i.e. never vanishes)

¥ :UC0,2x]x[0, 271] cRZ—R3, x(u, v) = o-(u) + v(u) = (u, v, uv)

o' (u)=(1,0,0), 6'w)=(0,0,1) et (c'(u), 6' (1)) =0 = o estlacourbe de striction

(o' @ 8@)xd' W) _ 1

Représentation des surfaces réglées non cylindrique
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6.3.4.4. Conception en utilisant les surfaces réglées

Aprées notre étude de surfaces réglées, nous allons montrer un projet de conception architecturale ou ces
méthodes ont été utilisées pour concevoir la forme.

Conception en utilisant les surfaces réglées (homotopies sur un courbes réguliéres)
Les équations des courbes

@:[0, 271 CR—R3, o) = ((4 Cos(u) - % Cos(4 u)), (4 Sin(u) - % Sin(4 u)), 4)
v:10, 271 c R—R3, y(u) = (12 Cos(u), 12 Sin(u) , 0)

A:[0,27] cR—R3, A(u) =3 Cos(u), 3 Sin(u), 0)

B:10,27] cR—R3, B(u)=(10Cos(x), 10 Sin(u), 4 + 2 Sin(3 u))

Les équations des surfaces
X+ [0, 271x[0, 1] CR?— R, xap(u, v) = Bw) +v (@) - fu))

Xpy 110, 27]x[0, 1] cRZ—R3, xp,(u, v) =y(u) + v (Bu) — y(u))
Xaa 10, 27]x[0, 11 cR?2—R3, yoalu, v) = Aw) + v (a(u) — Au))

W
= \

(=
e

U

Représentation d’une conception architecturale en utilisant les surfaces réglées
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Plus des conceptions architecturales en utilisant surfaces réglées

L’intérét de P’architecture dans les surfaces réglées en général et les développables (plates), en particulier
parce que leur construction peut étre réalisée en utilisant des éléments plats (i.e. €léments de courbure gaussi-
enne nulle); qui est bien siir moins cher et plus facile d’un point de vue pratique.

Représentation des dirigeantes de la surface qui devient les éléments structurels

Représentation d’une conception architecturale en utilisant des surfaces réglées
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6.3.4.5. Surfaces de révolution

Notre étude des courbes asymptotiques et la définition de comment les trouver nous a conduit a 1’étude des
surfaces réglées, qui, comme nous 1’avons mentionné plus tot sont d’une grande utilit¢ dans la conception
architecturale surtout les développables. De maniére similaire, notre étude des courbes principales et la
définition analytique de la fagon de les trouver nous conduiraient a I’é¢tude des surfaces de révolution, qui sont
aussi d’une grande importance dans la conception architecturale pour leur symétrie rotationnelle.

Représentation d’une surface de révolution

Surface de révolution [1]
[Tun plan dans R3, L c [] est une ligne (axe de révolution)

et C c []unensemble de points (courbe de profil) = M est une surface de révolution de C autour de L

Supposons [Jestleplanx —zet Lest/'axezeta : (a, b)) cCR—C,

a(v) = (e(v), Y(v)) estlaparamétrisation de C qui est différentiable

X UM, x(u,v)=(p(v)Cos(u), p(v) Sin(u), ¥(v)) estle paramétrage standard de M
[TNM est une courbe méridienne et L* () M est une courbe paralléle
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Courbure de la surface de révolution (surface locale principale) [1]
a:(a, b)) cR—R?, a(v) = (¢(v), Y(v)) estune courbe de profil

X :U—M, x(u,v)= (o) Cos(u), ¢(v) Sin(u), Y(v)) estle paramétrage standard de M
E, F,G, e, f, g, ki, ko, K, H sont tous constantes le long des paralléles

E= 2 F=0. G= '2+ 12 — —lel ' =0
¢, ; YT, e W,f ;

sign(ep) (' Cos(u)—y' Sin(w),¢")

g= sign(y) (¢" ¢¥'—¢'¥") et Ulu, v) =

[ g N

0 : Worr_ 2 o Vo n ("Y'= ") — ' 2 442

klzgziab,k2:%:slgn(¢)(¢l//3¢l//),(](Z wwzwzwzw of H = VS ‘”(f ¥?)
lol V @2 +y? (@'Z-Hp'z)? ‘P(‘P +Y ) 214l (90'2+¢'2);

sia(v) = (¢(v), ¥(v)) a une vitesse unitaire (i.e. Vv € (a, b), |la(v)|| = 1) alors nous avons
E=¢*, F=0, G=1, e=—|gly', =0,
g =sign() (¢"¥' — "' Y") et U(u, v) = sign(p) (¥' Cos(u) — ¢' Sin(u), ¢")
-y g
ki =

Co = mign() ("0 - 0", K= L et H = L signte) ("0 -y - L)

M surface de révolution qui est minimale = M est contenu dans un plan ou une caténoide

Surface de révolution [1]

L’équation de la surface caténoide est donnée par
a:Ucl0,27] cR—R?, av) = (e(v), ¥(v) = (Cosh(v), v)

Y :UC|0,2nx]x[0, 271] cR?—R3,
X(u, v) = (@(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), ¥(v)) = (Cos(u) Cosh(v), Sin(u) Cosh(v), v)

1
Cosh?(v ’

1 ki+ ky , e ..
= H = —2 = (0 = lacaténoide est une surface minimale

ki = £
! G Cosh?(v) 2

e
E ky =

Représentation d’une surface de révolution (caténoide)
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Conception utilisant la surface de révolution

Les surfaces de révolution ont été un outil fondamental de conception en architecture, c’est bien sir trés claire
dans la conception des domes et des coupoles. Dans cet exemple, nous allons montrer la conception d’un
dome a I’aide de la répétition d’un élément profil le long de la base circulaire et la hauteur de cet élément
profil est en relation avec sa distance par rapport au centre de la base circulaire. Cela signifie qu’il va étre
identique partout, nous donnant des éléments propres de la surface de révolution.

- - - = = \ B
e weam m e e e it

Représentation de la répétition de 1’élément profilé le long de la base circulaire

Représentation de la structure en dome résultante
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Plus de conception en utilisant la surface de révolution
Maintenant, on va étendre 1’idée de révolution en utilisant différentes formes de la courbe de base autre que le

cercle et les différentes positions pour le point central, ce qui conduirait & des éléments de surface non iden-
tiques, et ne produirait pas une surface de révolution. Mais I’idée de la construction d’un élément profil le long
d’une courbe de base est toujours respectée et les résultats pourrait tre intéressant du point de vue architec-
tural.-

Représentation des composants générés le long de n’importe quelle forme de la courbe de base
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6.3.4.6. Surfaces a courbure constante

Maintenant, nous allons définir les surfaces de révolution a courbure constante abord a courbure positive et
ensuite a courbure négative, pour cela nous avons besoin d’utiliser la notion de la fonction elliptique et
I’intégrale elliptique. La sphére de rayon a présente une courbure Gaussienne constante positive (K =1 / az),
Imaginez maintenant prendre la moitié de cette sphere et le plier de différentes manieres sans 1’étirer, et
puisqu’il n’y a pas d’étirement la courbure gaussienne est un invariant isométrique (la sphére compléte est
cependant rigide). Maintenant, nous essayons de trouver ces surfaces (dans cet exemple, les différentes demi
sphéres) en trouvant des restrictions sur une paramétrisation y de M. L’intérét de cela d’un point de vue
architectural est tout a fait évident, a savoir parce que ce sera un outil de conception trés utile de trouver la
famille de surfaces qui ont la méme aire, mais différentes formes.

Consf"a.ni"

g

(mva‘we

Cons taul™
poa‘hve.

Cu rva\‘urf.

Cons"ani'

Xero wwa‘u \\r\’

Représentation des espaces a deux dimensions de courbures constantes négatifs, positifs et zéro
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Elliptic integral [1]
E(p|m)= K ( 1 — m Sin? (19))2 d 0 est!'intégrale elliptique du second type,

E(;—r | m) est /' intégrale elliptique compléte
Yoe (— ;—r, ;—T) , E(¢|1) =Sin(¢) = E(¢ | m) est une généralisation de la fonction sin

—iE(i¢ | —m) = ﬁ(l -m Sinhz(t_‘)))2 d8 = —iE(i¢ | —m) est une généralisation de la fonction sinh

Surfaces de révolution a courbure constante positive [1]
M c R? surface de révolution, ¥ pe M,

K(p) = Lz = M est contenue dans une surface M paramétrée par y(u, v) = (¢(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), ¥(v))

a(v) = (¢(v), Y(v)) courbe de profil, ¢(v) = b Cos (i), Y(v) = K 1- z—z(Sin(ﬁ))Z dt = aE(ﬁ };—z)

S(a, b) est une surface de révolution dont la courbe de profil est @

m Ve
i
sibe (0, a)= ve[—oo, oo] et S(a, b) estune broche (surfaces en forme de football )

sib=a=ve [ ] et S(a, a) est la sphére de rayon a

siae (0, )= ve [—a ArcSin( %), a ArcSin(%)] et S(a, b) est un renflement (surfaces en forme d"'un baril )

Surfaces de révolution a courbure négative constante [1]
M c R? surface de révolution, ¥ pe M,

K(p) = —al—z = M est contenue dans une surface M paramétrée par y(u, v) = (¢(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), ¥(v))
a(v) = (¢(v), Y(v)) courbe de profil, qui « trois types

Pseudosphére

v 21 v 21
a(v):(aeT, ﬂVl—eT cﬂt), VYO<sv<oo et a(v)=|aeq, ﬂ l—-e%, dt]|, V—oo<v<0

Hyperboloide
bpositive, ve [—a Sinh‘l(%), a Sinh‘l(%)] = ¢(v) = b Cosh (i) ,

w(v)zg\/l - L (sinh (£)) dt =—iaB(2| )

Conique

he(,d], ve [—a smh-l(

l//(v)zﬂ\/l - i—z(Cosh(ﬁ))z dt =—iN a® - b E(%

\/sz] aSinh‘l[m
b b

: )] = ¢(v)=bSinh (%),

—p?
a’-b? )
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Les trois types de surface de révolution a courbure constante positive

on fixe a = | = la courbure gaussienne constante = |

I’équation du type broche S(l, %) est donnée par

y:Uclo, 2n]x[-§, g] cR2—R?,

X, v) = (p(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), Y(v)) = (% Cos(u) Cos(v), % Sin(u) Cos(v), E(v‘ g))
. n /s

son aire A|S(1,§)[(O, —5), (2 T, 5)] =8.377

I’équation du type sphére S(1, 1) est donnée par

x:Uclo, Zﬂ]x[—’zl, ’21] cRZ—R?,
X(u, v) = (p(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), ¥(v)) = (Cos(u) Cos(v), Sin(u) Cos(v), E(v| 1))

son aire Ajs1,1[(0, -3). (2n, %)] =47

I’équation du type renflement S(l, %) est donnée par
¥ :UCcC[0,2nx]x [—ArcSin(%), ArcSin(%)] cR?—R?3,
x(u, v) = (@(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), ¥(v) = (5 Cos(w) Cos(v), 3 Sin(u) Cosv), 3 £(v| 7))

1I’équation du type renflement S(1, 2) est donnée par
x:UC[0,2n]x [—ArcSin(%), ArcSin(%)] cR?—R3,

X(u, v) = (p(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), ¥(v)) = (2 Cos(u) Cos(v), 2 Sin(u) Cos(v) , E(v|4))

I’équation du type renflement S(1, 3) est donnée par
y:UC0,2n]x [—ArcSin(é), ArcSin(%)] cR?—R3,

X(u, v) = ((v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), Y(v)) = (3 Cos(u) Cos(3Y), 3 Sin(u) Cos(3), E£(v|9))

3
2

leur aires A|S(1 )[(0, —ArcSin(%)), (2 T, ArcSin(%)) =

|
A‘S(Lz)[(o, —ArcSin(%)), (2 , ArcSin(%))] = A|5(1,3)[(0, —ArcSin(%)), (2 T, ArcSin(%))] =4r

Représentation des trois types de surface de révolution a courbure constante positive
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Les trois types de surface de révolution a courbure négative constante

on fixe a = 1 = la courbure gaussienne constante = —1

the equation of the pseudo sphere type is given by
Y :UC|0,2nx]x[0, 271] cR>?—R?,

X(u, v) = (e(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), Y(v)) = (Cos(u) Sin(v), Sin(u) Sin(v), Cos(v) + Log(Tan(%)))
son aire A[(0, 0), 2x, 271)] =25.132

the equation of the hyperboloid type is given by

X 1 U c [0, 27 x[-ArcSinh~! (1), ArcSinh~!(1)| c R? —R?,

X, v) = (p(v) Cos(u), ¢(v) Sin(u), ¥(v)) = (Cos(u) Sin(v), Sin(u) Sin(v),, =i E@ v | —1))

son aire 4[(0, —ArcSinh~!(1)), (27, ArcSinh~'(1))] =17.519

the equation of the conic type is given by
¥ :UCcC[0,2nx]x [—ArcSin"(\/?), ArcSin"(\/?)] cR2—R3

X, v) = (e(v) Cos(u), (v) Sin(w), Y(v)) = (% Cos(u) Sinh(v), 5 Sin(u) Sinh(v), —@ E(i v

23
son aire A[(0, —ArcSin~'(2)), (27, ArcSin~!(2))] = 1.91

Représentation des trois types de surface de révolution a courbure négative constante
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6.3.4.7. Surfaces minimales

Dans cette section, nous allons étudier une autre propriété importante d’analyse de surface qui est pratique
dans la conception architecturale, a savoir la capacité a trouver la surface minimale dans une famille de
surfaces. Une surface minimale est une surface d’aire minimale au sein d’une famille de surfaces, et elles est
aussi une surface dont la courbure moyenne est identiquement nulle. Afin de montrer 1’équivalence de ces
deux définitions, nous devons définir la fonction de la variation normale qui représente la fagon dont la
surface M change lorsqu’elle est tiré dans le sens normal, et comment la courbure moyenne est nulle si et
seulement si la dérivée premiére de la fonction de 1’aire s’annule.

Domaine borné et région [1]
M c R” surface réguliére,,
O ¢ Mestun ouvert connexe (domaine) | ¢ : ST — ¢(S 1) =00 la frontiére de O,

¢ homéomorphisme différentiable

[" application tangente ¢, # 0 sauf pour un nombre fini de points, et A =0 |J O est une région de M
AestbornéesidmeR |V peA, |pll<=m

X : U— M estune surface locale réguliere, A C M est une région bornée

A(A):L,I(A)\/EG—FZ dudv :L,I(A)H)(ux)(vlldu dv estl'airede A

Variation normale et la disparition courbure moyenne [1]

x : U—> R3 estune surface locale réguliere,  c U estune région bornée,

h: QQ— R différentiable, € >0, U estlanormale unitaire

x: (=€ xQ— R, x() (u, v) = x(u, v) + t h(u, v) U(u, v) est la variation normale de y et Q)

E@Q =) Oy, X D),

F@t)=(x (0, x (0),) etG()={x (©),, x (1),) | pour € suffisamment petite £(0)=E, F(0)=FetG(0)=G

A = fn\/E(t) G()-F@)? duxdv estl'airede y(¢) (u, v)

A'(O):—2th?-{\/EG—F2 duxdv , ouH estlacourbure moyenne

X estminimal sur ) < A'(0) = 0 pour une variation normale de y et ) par rapport a toute 2 : A— R

Représentation de la surface Enneper (exemple d’une surface minimale)
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7. Opérations algorithmiques

7.1. Dessin automatisé

Apres avoir défini une palette d’opérations (algébrique et analytique), nous allons maintenant définir certaines
opérations algorithmiques qui utilisent dans une large mesure a la fois les deux autres opérations. Les opéra-
tions algorithmiques sont probablement les plus accessibles pour les architectes car elles sont moins abstraites
que les opérations algébriques et analytiques. Dans cette partie de 1’¢tude, nous allons voir quelques applica-
tions architecturales des propriétés définies dans les chapitres précédents qui €taient assez abstraites et loin du
domaine architectural. Les algorithmes sont rien d’autre que des ensembles d’instructions qui peuvent étre
exécutées automatiquement et souvent de maniére itérative, pour cette raison, ils sont les méthodes utilisées
pour accomplir des taches répétitives avec une grande précision et pour un grand nombre de fois. Les opéra-
tions algorithmiques traite des objets géométriques discrets en utilisant des méthodes computationnelles donc
elles sont naturellement liés & des notions de géométrie discréte et combinatoire, ainsi que la géométrie
computationnelle. Les géométries discrétes et combinatoires sont des branches de géométrie qui étudient les
propriétés combinatoires et des méthodes constructives des objets géométriques discrets, tandis que la
géométrie computationnelle est une branche de I’informatique consacrée a I’étude des algorithmes qui peuvent
étre déclaré en termes de la géométrie. La géométrie computationnelle peut étre divisé en géométrie computa-
tionnelle combinatoire et numériques; la computationnelle combinatoire est naturellement porté sur 1’utilisa-
tion des algorithmes pour résoudre des problémes combinatoires. Alors que la géométrie computationnelle
numérique (aussi connu comme la modélisation géométrique) est plus soucieux de la modélisation et la
représentation des courbes et des surfaces en utilisant des méthodes paramétriques telles que splines de Bézier
et NURBS. 11 existe de nombreuses fagons d’appliquer les opérations algorithmiques dans 1’architecture, mais
nous allons définir deux directions principales que nous allons appeler: le dessin automatisé et la méthode de
recherche. Le dessin automatisé est essentiellement d’automatiser le processus de dessin des éléments répéti-
tifs, un exemple classique de cela, sera le dessin de panneaux, fenétres, poutres, escalier, etc. Cette pratique a
connu une croissance trés populaire récemment aupres des architectes en raison du développement de logiciels
basé sur des scripts qui permet aux architectes de réaliser ces taches. Dans le dessin automatisé, nous allons
utiliser des notions et des techniques de la géométrie combinatoire et computationnelle, par exemple créer des
pavages et de trouver le point le plus proche d’un point donné dans un ensemble fini. Mais avant d’entrer dans
les techniques combinatoires et computationnelles, nous allons montrer comment créer des surfaces qui
peuvent étre utilisés comme des €léments architecturaux dans la peau générale défini par la surface principale.
Jusqu’ici, nous avons été préoccupés seulement par la création de cette surface principale qui pourrait étre
comprise comme 1’enveloppe du batiment, mais bien siir, la conception architecturale est non seulement la
conception de I’enveloppe extérieure, il comprend également la conception de ’organisation interne, par
exemple escalier et subdivisions internes. Nous tenons a regrouper ces opérations relatives a 1’organisation
interne avec les opérations algorithmiques, méme si elles ne sont pas entierement computationnelles, c’est
parce qu’ils traitent des surfaces séparées (éléments), par exemple, les niveaux différents de sol ou des étapes
dans un escalier. Apres ceux-ci nous allons nous concentrer davantage sur les techniques computationnelles et
combinatoires a générer des motifs d’objets architecturaux. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre a savoir la
méthode de recherche, nous allons explorer les techniques des optimisations et nous aurons un supplément de
la biologie de 1’évolution afin de nous aider a comprendre les origines de la terminologie dans les algorithmes
génétiques. Pour le moment, nous commengons avec le dessin automatisé pour créer des éléments d’organisa-
tion interne.
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7.1.1. Organisation interne
7.1.1.1. Circulation verticale

La premiére de ces applications serait la création d’éléments d’organisation interne de base par exemple des
connexions verticales comme les escaliers et les séparateurs d’espace comme les surfaces de séparation
verticales et horizontales.

L’équation du cylindre de base est donnée par
X :Uc[0,27]x[0, 27] cR*—R3, x(u, v) = (Cos(u), Sin(w), g)

I = [(i -1 (22—:1), 0) (22—;)], les intervallesdei =1, ..., 2m, oum estle nombre d'étages

[' équation de la courbe plane par morceaux y dont la trace se situe dans le domaine (m = 3)
estdonnée par y: U c [0, 271] cR—R2, y(£) = (u(?), v(t))

sitelh, y()= (21~ an), site b, y() =1, ézn)

sitely, y()=(t. 21— 5 27),site ly, ¥ = (&, §2n)

sitels, y()=(t.2t- 3 2n), sitels, y()=(t 3 27)

[' équation de la courbe par morceaux dans le cylindre est a(¢) = y(u(), v(¢))

site h, a(t)=(Cos(t), Sin(¢), 5 (21— §2n)), site b, a(t)=(Cos(), Sin(1), 5 (5 27))
site 5, a(t) = (Cos(t), Sin(t), 3 (21— 5 27)), sit€ I, a(t)=(Cos(), Sin(), 5 (3 27))
site Is, a(?) = (Cos(r), Sin(0), % (2t~ § 21)), sitels, a(t)=(Cos(®), Sin(), % (§ 27))
[' équation de la surface est un escalier Y (¢, u) = y(u(?), v(¢)) + u |A(6)| xnu(?), v(¢))

ou A(?) = 1 est une fonction scalaire ety (u(?), v(t)) est lanormale a la surface du cylindre restreinte a «

site ]y, Y(t, u)=(Cos(t) (1 +u), Sin(t) (1 +u), 3 (21— §27)),

[\)
S

sitel,, Y(t, u)=(Cos(?) (1 + u), Sin(¢) (1 + u),
Cos(?) (1 + u), Sin(?) (1 + u),

(

site I, Y(t, u)=(
sitely, Y(t, u)=(Cos(r) (1 +u), Sin(2) (1 +u),

(

(

N

v
~—

sitels, Y(t, u)=(Cos(®) (1 + u), Sin(?) (1 + u),

N

\_/
~—

>
(
(
(
(
(

N|— = N—= =~
Wi N wio N ow—
N
Nt LMIN Nt L»-‘I'— N

[\®]
)

sitels, Y(t, u) =(Cos(?) (1 +u), Sin(¢) (1 + u),

Représentation de 1’élément de circulation verticale
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7.1.1.2. Séparation et la division de I’espace

Aprés ’escalier, nous allons définir les murs et les sols qui divise 1’espace interne

I’équation de la surface de base est donnée par
Y :UCc|0,2n]x[0, 27] cR?—R?
x(u, v) = (% (Cos(u) 42 Cos( ) )( + ﬁ Cos( )) (1 - Cos(%)é + Sin(%)),

:
3Sin(u) (2 + 2 Cos(%)) (1 - Cos(¥)" + Sin(%)), v - Sin(v))

les points dans le domaine U c [0, 2 ]x[0, 2 7]
q1 = (05 3?71)’ q2 = (0’ 111_0ﬂ)’ q3 = (ﬂ-’ 3?7.{)’ q4 = (777 111_077)’ qs = %5 de = (2 T, 3?”)’ q7 = q];q(‘

les équations des courbes dans le domaine
§:U 0,271 cR—R2, 60)=¢2+ 5~ (g5 — 42) = (51(1), 5:(0))

o:UC0,27] cCR—R2, o) = g4 + 5- (g5 = 44) = (01(1), 02(1))
n:Ucl0,27]1cR—R%, n(0)=gs + 5~ (q7 - ¢3) = (@), ()
6:U 0,271 CR—R2, 6(0) = s + 5~ (g7 = 46) = (B1(0), 62(1))
y:UCl0, 271 cR—R2, y() = q1 + 3~ (92— 41) = (1(0), 72(0))
B:Ucl0,27]cR—R?, A1) = g3+ 5~ (44— ¢3) = (Bi(0), Ba()

les équations des éléments de séparation (murs et sols)

Xt U0, 27]1[0, 11 CR*— R, Yu(t, ) = x(y1(0), y2(0) + u (Y (B1(0), B2(0) = x(¥1(D), y2(1)))
7 UC[0,27]x[0, 11 CR*— R, x 7, (2, u) = x(61(8), 62(0) + u (Y(01(2), 02(8) = X(61(8), 62(2)))

Xt UC[0,27]x[0, 1] cR*—R>, x4t w) = x(01(2), m2(0) + u (x(01(2), 62(0)) = x (1 (1), 12(0)))

Représentation des ¢léments de séparation et de division de I’espace
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7.1.1.3. Renflement et transition douce

Aprés les murs et les sols qui divise 1’espace intérieur, nous allons définir une maniére plus fluide pour
désigner les différentes zones de I’espace, un peu comme un paysage avec des renflements.

I’équation de la surface de base est donnée par
Y:UCc[0,27]x[0,27] cR?—R3

x(, v) = (v Cos(u) (15 + Cos(w)®) (1 + 5 Sin2 w)?), v Sin(u) (3+ Cos(w)®) (1 + 5 Sin(2u)*), 3 Sin(}))
I’équation de la surface renflée

I, hy: U 10, 27] CR—R, hy(u) = Sin(2)" and hy(v) = Sin( %)’
xr:UcI0,2n]x[0,27] cR?—R3

X, v) = (v Cos(u) (% + Cos(u)S) (1 + Lsin@ u)3), v Sin(u) (§+ COS(u)S) (1 + Lsin@ u)3), 3Sin(%) () hz(v))

0

Représentation de la surface renflée

Maintenant, nous allons montrer un exemple concret ou la fonction de renflement a été utilisé pour générer
des variations de la surface du sol qui peuvent étre utilisés a différentes fins architecturales par exemple des
¢éléments de sieges.

Représentation de 1’utilisation architecturale de la fonction de renflement
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7.1.2. Taches répétitives
7.1.2.1. Opération géométrique répétée

Une autre forme de dessin automatisé est faire des tiches répétitives, nous démontrons dans I’exemple suiv-
ant: le calcul de ’intersection d’un ensemble de droites et les plans d’un cube; ici ces droites sont tangentes a
une courbe spirale contenue dans le cube.

k=4;max =10; b={1, 1, 1}; a={max/2, max/2, 0} +b;

Tmin = -0.5; Tmax = 1.; ndiv = 200; Ts = 0.0;
Tstep = (Tmax - Tmin) / ndiv;

F[T_] :=a+{Exp[T] Cos[8T], Exp[T] Sin[8T], 4Exp[T]};
G[T_] := {Cos[8T]-8Sin[8T], Sin[8T] +8Cos[8T], 4};
L[T_, t_] :=F[T]+t G[T]/

xPlnorth[u_, v_] := {u, max, v};

xPlsouthfu , v_] := {u, 0, v};

xPleast[u_, v_] := {max, u, v};

xPlwest[u_, v_] := {0, u, v};

XPlbottom[u_, v_] := {u, v, 0};

xPlup[u_, v_] := {u, v, max};

TabL = Table[L[T, t], {T, Tmin, Tmax, Tstep}];

Planes = {xPlnorth[u, v] +b, xPlsouth[u, v] +b, xPleast[u, v] +b, xPlwest[u, v] +b, xPlbottom[u, v] +b, xPlup[u, v] +b};
PlanesViz = {xPlnorth[u, v], xPlsouth[u, v], xPleast[u, v], xPlwest[u, v], xPlbottom[u, v], xPlup[u, v]};

Clear[P, c];

Pair = Table[, {i, 1, ndiv+1}];

Do [
P = Table[, {c, 1, 2}];
c=1;
MLine[t_] = TabL[[i]];
Do [
Mplane[u_, v_] = Planes[[]]];
test = CSInt[MLine, Mplane, 1];
If[(max+1>test[[1]] =1)A(max+1=>test[[2]] 21)A (max+1>test[[3]]=1),
P[[c]] = test;
c=c+1;]
{3, 1, 6}
Pair[[i]] = {P[[1]] -b, P[[2]] -D};
, {1, 1, ndiv+1}];
MarcLines = Table[Line[{Pair[[i]][[1]], Pair[[i]][[2]]}], {i, 1, ndiv+1}];

MarcPoints = Flatten[Pair, 1];

K0

Représentation d’un dessin automatisé d’une tache répétitive
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7.1.2.2. Elément architectural répété

Une autre forme de dessin automatisé est le dessin des éléments architecturaux similaires qui sont légérement
différents les uns des autres; pour montrer cela, nous allons revenir a notre exemple de la surface de la robe.
Nous allons construire des éléments entre la surface adaptée et a la surface de la robe.

Tn=2n;Un=2m; Vn=2m;

ndu = 30; ndv = 307

us = Un/ndu; vs = Vn/ndv;

uf = 71/4.0; vE=7/4.0;

Vox([u_, v_] := Fox[u, v] -Body[u, v];

Voxnor[u , v_] := \/((Vox[u, vI[[11])%+ (Vox[u, v][[2]])?+ (Vox[u, v][[3]])2>

FlPoints = Table[Fox[u, v], {u, 0, Un, us}, {v, 0, Vn, vs}];
F2Points = Table[Body([u, v], {u, 0, Un, us}, {v, 0, Vn, vs}];
MV = Table[Voxnor[u, v], {u, 0+ (0.5us), Un- (0.5us), us}, {v, 0+ (0.5vs), Vn- (0.5vs), vs}];

MaxMV1 = Max[Flatten[MV, 1]];
MSvVal = Table [MV[[i, j]] /MaxMV1l, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];
Composantl = Table[, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];

Do [
Do [
al = FlPoints[[i, j]]; bl = FlPoints[[i, j+1]]; cl = FlPoints[[i+1, j+1]]; dl = FlPoints([[i+1, j]];
a2 = F2Points[[i, j]]; b2 = F2Points[[i, j+1]]; c2 = F2Points[[i+1, j+1]]; d2 = F2Points[[i+1, j]];
x=0.2 (MSVal[[i, §]]); y=0.8 (MSVal[[i, j]]);

Mla =al+x (bl-al); Mlb =al+y (bl-al); M2a =a2+x (b2-a2); M2b =a2+y (b2-a2);
M3a =bl+x (cl-bl); M3b =bl+y (cl-bl); Mda =b2+x (c2-b2); Mdb =b2+y (c2-b2);
M5b =cl+x (dl-cl); M5a =cl+y (dl-cl); Méb =c2+x (d2-c2); M6a =c2+y (d2-c2);
M7b =dl+x (al-dl); MJa=dl+y (al-dl); M8b =d2+x (a2-d2); M8a =d2+y (a2-d2);

Lla =Mla+0.4 (M2a-Mla); Llb =Mla+0.6 (M2a-Mla); L1d =Mlb+0.4 (M2b-Mlb); Llc = Mlb+0.6 (M2b-Mlb);

Dev2a = M3a+0.4 (M4a-M3a); Dev2b = M3a+0.6 (M4a-M3a); Dev2d = M3b+ 0.4 (M4b-M3b); Dev2c = M3b+ 0.6 (M4b-M3b);
R3a =M5a+0.4 (M6a-M5a); R3b = M5a+0.6 (M6a-M5a); R3d = M5b+ 0.4 (M6b-M5b); R3c = M5b+ 0.6 (M6b-M5b) ;

Derd4d = M7a+0.4 (M8a-M7Ja); Derd4c = M7a+0.6 (M8a-MT7a); Derd4a = M7b+ 0.4 (M8b-M7b); Derdb = M7b+ 0.6 (M8b-M7b);
Topba = M2a + x (M6a-M2a); TopSb = M2a+y (M6a-M2a); TopS5c = M2b+y (M6b-M2b); Top5d = M2b +x (M6b - M2b) ;

Baseba = Mla+x (M5a-Mla); Base6b = Mla+y (M5a-Mla); Basebc = Mlb+y (M5b-Mlb); Base6d = Mlb+x (M5b-Mlb) ;

Aal =al+x (c2-al); Bbl =bl+x (d2-bl); Ccl =cl+x (a2-cl); Ddl =dl+x (b2-dl);
Aa2 =a2+x (cl-a2); Bb2 =b2+x (dl-b2); Cc2=c2+x (al-c2); Dd2 =d2+x (bl-d2);

MIA = Aal+x (Bbl-RAal); MIB = Ral+y (Bbl-Aal); M2A = Ra2 +x (Bb2-Ra2); M2B = RAa2 +y (Bb2-RAa2);
M3A = Bbl +x (Ccl-Bbl); M3B = Bbl+y (Ccl-Bbl); M4A = Bb2 +x (Cc2-Bb2); M4B = Bb2 +y (Cc2-Bb2);
M5B = Ccl+x (Dd1-Ccl); M5A = Ccl+y (Ddl-Ccl); M6B = Cc2 +x (Dd2-Cc2); M6A = Cc2+y (Dd2-Cc2);
M7B = Dd1 +x (Aal-Ddl); M7A = Ddl +y (Aal-Ddl); M8B = Dd2 + x (Ra2-Dd2); M8A = Dd2 +y (Ra2-Dd2);

L1A =MIA+0.4 (M2A-MIA); L1B =MIA+0.6 (M2A-MIA); L1D = MIB+0.4 (M2B-MI1B); L1C = MIB+0.6 (M2B-MI1B);

Dev2A = M3A+0.4 (M4A-M3R); Dev2B = M3A+0.6 (M4A-M3A); Dev2D = M3B+0.4 (M4B-M3B); Dev2C = M3B+ 0.6 (M4B-M3B);
R3A =M5A+0.4 (M6A-M5A); R3B=M5A+0.6 (M6A-M5A); R3D = M5B+ 0.4 (M6B-M5B); R3C = M5B+ 0.6 (M6B-M5B);

Der4D = M7TA+0.4 (M8A-M7TA); Der4C = M7JA+0.6 (MBA-MTA); Derd4A = M7B+0.4 (M8B-M7B); Derd4B = M7B+ 0.6 (M8B-M7B);
TOpPSA = M2A + x (M6A -M2A) ; Top5B = M2A +y (M6A - M2A) ; Top5C = M2B +y (M6B - M2B) ; Top5D = M2B + x (M6B - M2B) ;

Base6A = MIA+x (M5A-MI1A); Base6B = MIA+y (M5A-M1A); Base6C = M1B +y (M5B -MI1B); Base6D = MIB+x (M5B -MIB) ;

Composantl[[i, j]] = Polygon[{{Lla, Llb, Llc, L1d}, {R3a, R3b, R3c, R3d}, {Dev2a, Dev2b, Dev2c, Dev2d},
{Der4a, Derdb, Derdc, Der4d}, {Baseba, Basebb, Base6c, Base6d}, {Lld, Lla, Baseba, Base6bd},
{Topb5a, Top5b, Top5c, Top5d}, {Dev2a, Dev2d, Base6c, Basebd}, {Basebc, Basebb, R3a, R3d}, {Basebb, Baseba, Der4dd, Derda},
{Top5b, Top5c, R3c, R3b}, {Topba, Top5d, Llc, Llb}, {Top5d, Top5c, Dev2c, Dev2b}, {Top5b, Topb5a, Der4c, Der4db},
{L1a, 1L1B, L1C, 11D}, {R3A, R3B, R3C, R3D}, {Dev2A, Dev2B, Dev2C, Dev2D}, {DerdA, DerdB, Der4dC, DerdD},
{Base6A, Base6B, Base6C, Base6D}, {L1D, L1A, Base6A, Base6D}, {Top5A, Top5B, Top5C, Top5D},
{Dev2A, Dev2D, Base6C, Base6D}, {Base6C, Base6B, R3A, R3D}, {Base6B, Base6A, Der4D, Der4A},
{Top5B, Top5C, R3C, R3B}, {Top5A, Top5D, L1C, L1B}, {Top5D, Top5C, Dev2C, Dev2B}, {Top5B, Top5A, Der4C, Der4B},
{Top5b, Top5B, Derd4B, Der4db}, {Der4B, DerdA, Der4da, Derdb},
{Der4A, Derda, Baseb6b, Base6B}, {Top5b, Top5B, R3B, R3b},
{R3C, R3c, R3d, R3D}, {R3d, R3D, BasebC, Basebc},
{Top5c, Top5C, R3C, R3c}, {R3B, R3b, R3a, R3A},
{R3a, R3A, Base6B, Basebtb}, {Top5c, Top5C, Dev2C, Dev2c},
{Dev2C, Dev2c, Dev2d, Dev2D}, {Dev2d, Dev2D, Base6C, Basebc},
{Top5d, Top5D, Dev2B, Dev2b}, {Dev2B, Dev2b, Dev2a, Dev2A}, {Dev2a, Dev2A, Base6D, Base6d}, {Top5d, Top5D, L1C, Llc},
{L1c, Llc, L1d, L1D}, {L1ld, L1D, Base6D, Basebd}, {Top5a, Top5A, L1B, Llb}, {L1B, Llb, Lla, L1A},
{Lla, L1A, Base6A, Baseb6a}, {TopS5a, Top5A, DerdC, Derdc}, {Der4C, Derd4c, Derdd, Der4D}, {Der4D, Derdd, Baseba, Base6bA}
i
, {i, 1, ndu}], {3, 1, ndv}];
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Représentation du dessin automatisé d’un élément architectural répétitif

Maintenant, nous allons montrer un exemple concret ou nous générons un élément architectural répétitif qui
varient dans leur taille et position.

Représentation de 1’¢élément architectural répété
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Plus d’exemples de I’é1ément architectural répété

Comme dans I’exemple précédent, nous allons montrer une application de 1’opération algorithmique, a savoir
la répétition d’un élément architectural, dans cet exemple, 1’élément comme indiqué dans la figure ci-dessous
sera transformé en utilisant des transformations affines tant que sa position varie sur la surface.

Représentation de la conception a 1’aide de 1’élément architectural répété
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7.1.2.3. Génération des variants

Voici la puissance des opérations algorithmiques peut étre ressenti, nous allons construire une formule qui est
capable de générer une grande variété de formes homéomorphe au cylindre (S I'x [R) puis on va définir un petit

algorithme qui génére des valeurs aléatoires pour les paramétres de cette formule. En faisant cela, nous
sommes en mesure de visualiser de nombreuses possibilités au hasard avant de commencer a préciser la
recherche ou la guider a une forme particuliere désirée. Le choix de la famille du cylindre est due au désir de
générer des formes différentes pour les robes. L’algorithme pour générer les différentes robes est tout simple-
ment une boucle qui génére a chaque itération un ensemble de valeurs aléatoires pour les paramétres et les
stocker dans une matrice pour étre en mesure de se reproduire a nouveau la robe désirée.

Apocalypse = 12;
ParamVal = Table[, {p, 1, Rpocalypse}]; Plots = Table[, {p, 1, Apocalypse}];
Do
OT = RandomReal[{0, 1}]; Fp = RandomInteger[{1, 1}];
ta = RandomInteger[{0, 3}]; tb = RandomInteger[{0, 3}]; tc = RandomInteger[{0, 3}];
txa = If[ta > 0, RandomInteger[{1l, ta}], 1];
txb = If[tb > 0, RandomInteger[{1l, tb}], 1];
txc = If[tc > 0, RandomInteger([{1l, tc}], 1];
Fb = RandomReal [{0, 1.0}]; rFo = RandomInteger[{1, 1}];
{0, 1}]; Fc = -RandomReal [{0, 0.9}]; Fd = RandomReal [{0, 1}];
{1, 3}]; pb = RandomReal[{1l, 3}]; pc = RandomInteger[{1l, 3}]; na = RandomInteger[{1l, 4}];
{0, 0.7}]; pr = RandomInteger[{1l, 1}]; nr = 2 RandomInteger[{1l, 6}];

Fa = RandomReal
pa = RandomReal

[
[
[
Fr = RandomReal [
Plots[[p]] = ParametricPlotBD[XDress[LST, Fpo, ta, Lxa, tb, txb, tc, Lxc, Fb, Fo, Fa, Fc, fd, pa, pb, pc, na, fFr, pr, nrllu, vl,

r 2 2

{u, 0, 27}, {v, 0, 271}, PlotStyle - {Black}, Mesh —» {Range 0, 2, 771], Range[o, 2, 771]},
L 20 20

MeshStyle - {{Thickness[0.002], White}, {Thickness[0.002], White}}, BoundaryStyle -» {Thickness[0.008], White},

PlotRange —» All, PlotLabel - {"n°" , p}, Boxed —» False, Axes - False};

paramval([[p]] = {{"n°", p}, {OT, Fo, ta, txa, tb, txb, tc, txc, fb, Fo, Fa, Fc, Fd, pa, Pb, OC, Na, Fr, Pr, nr}};

, {pr 1, Apocalypse}}:

{n°, 1} {n°, 2}

{n°, 5) {n°, 6}

{n°, 9}

Representation of the random parameters values resulting in different dresses
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Exemple architectural utilisant la génération des variations au cours du processus de la conception
Maintenant, nous allons montrer un exemple concret ou nous générons des variations d’une conception initiale

d’une forme architecturale, ce qui donne une grande possibilité de choix et d’exploration.

.

Représentation des variations produites pour une forme architecturale
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7.1.3. Géométrie computationnelle
7.1.3.1. Problémes de géométrie computationnelle (le paire la plus proche)

Le probléme de la paire de points la plus proche est un exemple classique d’un probléme de géométrie compu-
tationnelle, étant donné » points dans un espace métrique, nous voulons trouver la paire de points avec la plus
petite distance entre eux. Le probléme de la paire la plus proche pour les points dans le plan euclidien a été
parmi les premiers problémes géométriques qui ont été traités a I’origine de 1’étude systématique de la com-
plexité de calcul des algorithmes géométriques. Nous pouvons voir immédiatement 1’intérét architectural dans
un tel probléme et des problémes du méme type; pour cette raison, nous allons présenter ici un algorithme qui
peut résoudre ce probléme pour I’espace euclidien de dimension n. La résolution de ce probléme peut étre fait
par une maniére plus sophistiquée, mais ici nous allons résoudre en utilisant la solution naive brute, a savoir
un algorithme de recherche de la distance entre toutes les paires et ensuite sélectionner le paires avec la
distance

mini-
male.
ClosePt[j_, Pts_] := Module|{n, m, Ds, ¢, o, Ps, Test, Chosen, ChosenT, WinDist, WinPt},
n = Length[Pts]; o = Table[, {i, 1, n-1}]; Ds[p_, g_] :=V (g-p).(d-p) ;
c=1;
Do[If[3 #4i, o[[c]] =1i; c=c+1;], {i, 1, n}];
Ps = Table[Pts[[o[[1]]]], {i, 1, n-1}];
Do[Test = Ds[Pts[[j]], Ps[[k]]]/
Which[
k = 1, Chosen = Test; ChosenT = {Ps[[k]], o[[k]]};,
k > 1, If[WinDist < Test, Chosen = WinDist; ChosenT = WinPt, Chosen = Test; ChosenT = {Ps[[k]], o[[k]]}]];

WinDist = Chosen; WinPt = ChosenT;
» {k, 1, n-1}7;

{WinDist, WinPt} |;

ClosePair[Pts_] := Module[{n, Dees, kozen, kozenI, WDist, WI},
n = Length[Pts]; Dees = Table[ClosePt[i, Pts], {i, 1, n}];
Do [

Which |
k =1, kozen = Dees|[ [k, 1]]; kozenI = k;,

k> 1, If[WDist < Dees[[k, 1]], kozen = WDist; kozenI = WI, kozen = Dees[[k, 1]]; kozenI = k]];

WDist = kozen; WI = kozenI;

L, {k, 1, n);

{WDist, {WI, Dees[[WI, 2, 2]]}, {Pts[[WI]], Pts[[Dees[[WI, 2, 2]]1]1]1}}];
a=1;
pl={0, 0, 0}; p2=1{a, 0, 0}; pP3=1{a, a, 0}; p4 = {0, a, 0};
p5={0, 0, a}; p6={a, 0, a}; p7 = {a, a, a}; P8 = {0, a, a};
cube = {{pl, p2}, {p2, p3}, {pP3, P4}, {p4, P1}, {P5, p6}, {p6, P7}, {P7, P8}, {P8, PS5}, {PS, P}, {p6, P2}, {P7, P3}, {P8, P4}};
V = Table[{RandomReal[{0, a}], RandomReal[{0, a}], RandomReal[{0, a}]}, {i, 1, 100}];
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Représentation de 1’algorithme pour trouver la paire la plus proche dans un nuage de 100 points
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7.1.3.2. Motif computationnelle

Automates cellulaires

programme court pour générer des automates cellulaires classique

u=11; v=11;
Array[H, {u, v}]; Start={0, 0, 0,0, 0,1, 0,1, 0,0, 0}; Start[[1]];

Do[ Do [
If[i=1, H[i, J] =start[[3]],

Which[

j=1,

Which[
H[i-1, v] = 1A j+1] =1, H[i, j] =0,
H[i-1, v] = 1A j+1] =0, H[i, 3] =0,
H[i-1, v] = 1A j+1] =1, H[i, j] =1,
H[i-1, v] = 1A j+1] =0, H[i, 3] = 0,
H[i-1, v] =0A j+1] =1, H[i, j] =1,
H[i-1, v] = 0A +1] =0, H[i, j] =1,
H[i-1, v] =0A j+1] =1, H[i, j] =0,
H[i-1, v] =0A i j i-1, 3+1] =0, H[i, J] =1

1

J=v,

Which(
H[i-1, j-1] =1AH[i-1, J] =1AH[i-1, 1] =1, H[i, j] =0,
H[i-1, j-1] =1AH[i-1, J] =1AH[i-1, 1] =0, H[i, j] =0,
H[i-1, j-1] =1AH[i-1, J] =O0AH[i-1, 1] =1, H[i, j] =1,
H{i-1, §-1] =1AH[i-1, 3] =O0AH[i-1, 1] =0, H[i, 3] =0,
H[i-1, j-1] =O0AH[i-1, J] ==1AH[i-1, 1] =1, H[i, j] =1,
H[i-1, j-1] =O0A H[i-1, J] ==1AH[i-1, 1] =0, H[i, j] =1,
H[i-1, j-1] =OA H[i-1, j] ==O0AH[i-1, 1] =1, H[i, j] =0,
H[i-1, j-1] =0A H[i-1, j] = O0AH[i-1, 1] =0, H[i, J] =1

1s

J#1IAF #v,

Which[
H[i-1, j-1] = 1A H[i-1, 3] =1AH[i-1, j+1] =1, H[i, j] =0,
H[i-1, j-1] ==1AH[i-1, 3] =1AH[i-1, j+1] =0, H[i, j] =0,
H[i-1, j-1] =1AH[i-1, 3] =O0AH[i-1, J+1] =1, H[i, J] =1,
H{1-1, 3-1] =1AH[1-1, 3] = OAH[i-1, j+1] =0, H[1, J] =0,
H[1-1, 3-1] =O0AH[1-1, 3] = TAH[i-1, J+1] =1, H[1, J] = 1,
H[i-1, j-1] =O0AH[i-1, 3] =1AH[i-1, j+1] =0, H[i, J] =1,
H[i-1, j-1] =O0AH[i-1, 3] =O0AH[i-1, j+1] =1, H[i, J] =0,
H[i-1, j-1] =O0AH[i-1, J] =O0AH[i-1, J+1] =0, H[i, J] =1

]
1]
» {3, 1, v, {4, 1, u}]

HH = Table[H[1i, j], {i, 1, u}, {3, 1, v}];

initiale (0, 0, 0,0, 0, 1,0, 1,0, 0, 0) initiale (0, 0, 0,0,0,1,0, 1, 1,0, 0) initiale (0, 1,0,0,0,1,0,1, 1,0, 0)

Maintenant, nous allons donner un autre exemple des modeles computationnelle basée sur 1’interaction locale
entre la cellule et de ses voisins. Cette fois, nous allons fixer la tuile et nous ne sommes autorisés a donner
transformation euclidienne savoir rotations et de réflexion (pas de déformation de la forme), la seule regle
locale est que chaque cellule doit trouver la transformation euclidienne approprié¢ afin de s’adapter a ses
voisins précédents. Le résultat est un motif irrégulier résultant de la méme tuile.
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Motifs a partir des interactions locales

ndu = 10; ndv = 10; Un=10; Vn =10; us = Un/ndu; vs = Vn/ndv; uf = 0; A = 0.25; F[u_, v_] := {u, v}; Jp = Table[F[u, v], {u, 0, Un, us}, {v, 0, Vn, vs}];
id = Table[, {i, 1, ndu}, {3, 1, nav}]; frame = Table[, {i, 1, ndu}, {3, 1, ndv}]; Composant = Table[, {i, 1, ndu}, {3, 1, nav}];
Do[which[l = 1Aj =1, Comb = Random|Integer, {1, 8}], 1 # 1Aj =1, Which[
id[[i-1, 5]] =1\/1a[[i-1, 5]] =5\/4a[[i-1, 3]] =7\/4id[[1-1, j]] = 8, Combi = {2, 6, 7, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 4}]]],
id[[i-1, 5]] =2\/1a[[i-1, 5]] =3\/4a[[i-1, 3]] = 4\/4a[[1-1, §]] = 6, Combi = {1, 3, 4, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 4}]]]
], i=1A34#1, Which[
id[[1, 5-1]) =1\/ia[[i, 3-1]] =3\/1d[[1, 5-1]] = 6\/ia[[i, 3-1]] = 7, Combi = {1, 4, 6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 4}]]],
id[[1, 3-1]) =2\/4ia[[i, 3-1]] =4\/1d[[1, 5-1]] = 5\/id[[i, 3-1]] =8, Combi = {2, 3, 5, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 4}]]]

}, itIANT £, wmch[

ia[[i-1, 3]] =1 /\1d[[i, 5-1]] =1, combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =1 /\1d[[i, 5-1]] =2, combi = {2, 7}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =1 /\1d[[i, 5-1]] =3, combi = {6, 8}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =1 /\1d[[i, 5-1]] = 4, combi = {2, 7}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =1 /\1d[[i, 5-1]] =5, combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =1 /\ia[[i, 3-1]] =6, Combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =1 /\ia[[i, 3-1]] = 7, Combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 5]] =1 /\ia[[i, 3-1]] = 8, Combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] = 2/\id[[l, j-1]] =1, compi = {1, 4}; comb = Combi [ [Random[Integer, {1 2}]]],
id[[i-1, 3]] =2 /\ia[[i, 3-1]] = 2, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =2 /\ia[[i, 3-1]] =3, Combi = {1, 4}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =2 /\ia[[i, 3-1]] = 4, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =2 /\ia[[i, 3-1]] =5, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =2 /\ia[[i, 3-1]] =6, Combi = {1, 4}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] = ZAid[[l, j-1]] =7, Combi = {1, a}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1 2}]]]
id[[i-1, 3]] = 2Aid[[1, j-1]] =8, combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = BAid[[l, j-1]] =1, compi = {1, a}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = BAid[[l, j-1]] =2, combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = BAid[[l, j-1]] =3, Combi = {1, a}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = BAid[[l, j-1]] =4, compi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = BAid[[l, j-1]] =5, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = 3Aid[[1, j-1]] =6, Ccombi = {1, a}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = BAid[[l, j-1]] =7, combi = {1, a}; Comb = Combi [ [Random[Integer {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = BAid[[l, j-1]] =8, combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = 4Aid[[1, j-1]] =1, compi = {1, a}; Comb = Combi [ [Random|Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = 4Aid[[1, j-1]] =2, combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = 4Aid[[i, j-1]] =3, combi = {1, a}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = 4Aid[[i, j-1]] =4, compi = {3, 5}: Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] = 4Aid[[i, j-1]] =5, combi = {3, 5} comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]]
id[[i-1, 3]] =4 /\1d[[i, 5-1]] = 6, Combi = {1, 4}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] = 4 /\1a[[i, 5-1]] = 7, Combi = {1, 4}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =4 /\ia[[i, 3-1]] = 8, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 5]] =5 /\ia[[i, 5-1]] =1, Combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =5 /\id[[i, 3-1]] = 2, Combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =5 /\id[[i, 5-1]] = 3, Combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =5 /\id[[i, 5-1]] = 4, Combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =5 /\id[[i, 5-1]] = 5, Combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =5 /\id[[1, 3-1]] = 6, Combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =5 /\id[[1, 3-1]] = 7, Combi = {6, 8}; Comb = Combi[ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =5 /\id[[1, 3-1]] = 8, Combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] = 6Aid[[1, j-1]] =1, combi = {1, 4}; Comb = Combi [ [Random|Integer, {1, 2}]]]
ia[[i-1, 3]] =6 /\id[[1, 3-1]] = 2, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =6 /\id[[1, 3-1]] = 3, Combi = {1, 4}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =6 /\id[[1, 3-1]] = 4, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =6 /\id[[1, 3-1]] = 5, Combi = {3, 5}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =6 /\id[[1, 3-1]] = 6, Combi = {1, 4}; Comb = Combi[ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =6 /\id[[1, 3-1]] =7, Combi = {1, 4}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =6 /\id[[i, 3-1]] = 8, Combi = {3, 5}; Comb = Combi[ [Random|Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =7 /\id[[i, 3-1]] =1, Combi = {6, 8}; Comb = Combi[ [Random|Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =7/\1d[[i, 5-1]] =2, combi = {2, 7}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =7/\1d[[i, 5-1]] =3, combi = {6, 8}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =7 /\1d[[i, 5-1]] =4, combi = {2, 7}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =7/\1d[[i, 5-1]] =5, combi = {2, 7}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =7/\1d[[i, 5-1]] =6, combi = {6, 8}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =7/\1d[[i, 5-1]] =7, combi = {6, 8}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =7 /\1d[[i, 5-1]] =8, combi = {2, 7}; Comb = Conbi [ [Random|Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =8 /\1d[[i, 5-1]] =1, combi = {6, 8}; Comb = Conbi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
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id[[i-1, 3]] =8 /\1d[[i, 5-1]] =2, combi = {2, 7} Comb = Conbi [ [Random|Integer, {1, 2}]]],
ia[[i-1, 3]] =8 /\1d[[i, 5-1]] =3, combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random|Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] = 8Ald [i, 3-1]] =4, combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =8 /\1d[[i, 5-1]] =5, combi = {2, 7} Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, j]] = 8Ald [i, 3-1]] =6, combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, j]] = SAld [i, 3-1]] =7, combi = {6, 8}; Comb = Combi [ [Random[Integer, {1, 2}]]],
id[[i-1, 3]] =8 /\1d[[i, 5-1]] =8, combi = {2, 7}; Comb = Combi [ [Random|Integer, {1, 2}]]]
I
Which|
Comb == 1,

id[[i, 3]] = 15
{a, b, ¢, d} = {gp[[i, 3]], gp[[i+1, 3]], gp[[i+1, 3+1]], ap[[i, 3+1]]},

Comb = 2,
id[[i, 3]] = 27 (b, a, &, ¢} = {gp[[i, 3]], op[[i+1, 3]], Op[[i+1, 5+1]], Op[[i, 3+1]]},
Comb = 3,
id[[4, 3]] = 35 19, a, b, e} = {9p[[4, 3]], 9p[[1+1, 3]], gp[[1+1, 3+1]], ap[[1, 3+1]]},
Comb == 4,
1al[5, 3]] = 45 (@, ay op oy = (o[ [0, 3]0 e[ [een, 5]]s e[ fien, 51]]s ool [5, 5 +1] ]}
Comb = 5,
id[[i, 3]] = 57 {c, d, a, b} = {Ip[[i, 3]], gp[[i+1, 3]], gp[[i+1, 3+1]], op[[i, 3+1]]},
Comb = 6,
id[[4, 3]] = 6; {4, ¢, b, a} = {Ip[[i, 3]], gp[[1+1, 3]], op[[i+1, 3+1]], op[[i, 3+1]]},
Comb = 7,
id[[i, 3]] = 7: (b, ¢, 4, a} = {Jp:[i, 311, ap[[i+1, 3]], op[[i+1, 3+1]], op[[4, j+1]]},
Comb = 8,

id[[i, 3]] = 8 {c, b, a, a} = {Ip[[i, 3]], gp[[i+1, 3], gp[[i+1, 3+1]], op[[i, 3+1]]}

s

ab=a+x(b-a);
dc=d+A(c-d);
cb=c+x(b-c);
ad =a+A(d-a);
m=ab+2A (dc-ab);
n=dc+2x (ab-dc);
ml = ad+2 (m-ad);

(
(
(
(

2
nl =cb+ - (n-cb);

n2 = cb+ = (n-ch);
3
frame[[i, j|] = Line[{{a, b}, {b, c}, {c, d}, {d, a}}];
composant [[1, 3]] = Line[{{ad, m}, {m, n2}, {n2, cb}, {ab, dc}}];

, {i, 1, nau}, {3, 1, nde;
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Représentation de la tuile et le motif irrégulier résultant de son interaction locale avec ses voisins
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Maintenant que nous avons donné un type des automates cellulaires et présentait un profil résultant des
interactions locales, nous allons donner un exemple de générer des motifs de base de comportement cellulaire
local. Dans cet exemple qui suit, ’apparition et la couleur de la cellule est déterminé par ses interactions
locales avec ses cellules voisines.

Représentation du motif générés par des interactions cellulaires locales

Nous allons maintenant utiliser ce modele calculé a informer 1’épaisseur et la hauteur des poutres d’une
structure de recouvrement pour permettre une plus grande ouverture et plus de hauteur au-dessus des zones les
plus sombres.

Représentation de la structure informé par le motif calculé
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Plus d’exemples de motifs résultant des interactions locales
Nous allons maintenant montrer un autre exemple du motif résultant de I’interaction locale entre chaque

composant du motif et des points spécifiques sur le site au lieu des voisins directs. In this example we are
going to change the height of a given structural component proportional to its distance to the closest one of the
specific points. Dans cet exemple, nous allons modifier la hauteur d’un élément structurel donnée proportion-
nelle a sa distance de 1’un des points spécifiques le plus proche.

[T,
[T

[N LA
Ak Sy
\ i l "?"'T‘v |,'.

Représentation de la conception d’une structure ou les hauteurs des composants varient proportionnellement
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Motif itératif
Un autre exemple de I’application de motifs générés a partir d’interactions locales comprennent le motif
itératif.

\’/_\ /

NS

| NS /Z/
/ N2
[INA fi

4N

/ /
AX—\\—\
I

Représentation de 1’élément destiné a étre répété a différents niveaux d’itération

Représentation des quatre niveaux de itération de I’élément congu
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Plus des motifs itératifs

Comme dans I’exemple précédent, nous montrons un autre exemple de la génération d’un motif en utilisant
les itérations en répétant la méme construction géométrique encore et encore sur des échelles plus petites. Ce
procédé de génération de motif peut étre adaptée dans un contexte plus spécifique afin de produire des struc-
tures efficaces.

Représentation du motif aprés avoir itéré quatre fois
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Plus des motifs itératifs

Dans cet exemple, nous poursuivons avec les motifs itératifs qui peuvent étre utilisés dans la conception
structurelle, cet exemple peut étre vu, d’une part en tant que concept d’une structure arborescente similaire a
I’exemple précédent. D’autre part, il pourrait étre considéré avec le bon nombre d’itérations a titre d’approxi-
mation d’une structure en forme de dome. Il est important de souligner que ce qui nous concerne dans cette
recherche est la construction géométrique et ces exemples sont suggestives sur le niveau de la mécanique des
structures, et pas précisément testé structurellement.

Représentation de 1’élément de base de la structure arborescente et la quatrieéme itération approchant un dome

Représentation de la structure arborescente aprés nous avons itéré quatre fois
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Application des motifs itératifs
Nous allons maintenant montrer un exemple architectural ou cette méthode de génération de motif itératif a

été utilisé pour la conception d’une structure d’une coque. A chaque niveau d’itération les surfaces sont
subdivisés pour produire une surface globale plus fine.

Représentation d’une subdivision itéré trois fois
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7.1.4. Problémes de géométrie combinatoire (pavage)
7.1.4.1. Pavage et I’architecture

Le pavage est traditionnellement le labourage du plan en utilisant un ou plusieurs formes géométriques sans
chevauchements et aucun écart; I’importance du pavage dans I’architecture et I’art est tout a fait évident, il a
été utilisé pour créer des motifs décoratifs depuis les temps anciens. Les pavages mosaiques ont été utilisés par
les Romains pour décorer leurs murs et sols; d’autres civilisations ultérieures et en particulier la civilisation
islamique a utilisé le pavage largement. Un des plus beaux exemples ont été faites par les Maures en Espagne
dans leurs pavages de I’Alhambra a Grenade et La Mezquita de Cordoue. le pavage est une branche des
mathématiques qui étudie comment les formes, appelées tuiles, peuvent étre organisées pour remplir un plan
sans lacunes. Il y a seulement trois pavages réguliers en utilisant exactement une sorte de polygones réguliers
identiques disposées bord a bord, mais de nombreux autres types de pavages sont possibles, différentes dans
les contraintes qui sont choisis a appliquer. En général, les cotés des polygones dans un pavage ne sont pas
nécessairement identiques aux bords des carreaux, si ce serait le cas, alors le pavage est appelé un bord a bord
tessellation. Un pavage normal est un pavage pour lequel chaque carreau est topologiquement équivalente a un
disque, I’intersection de deux carreaux est un ensemble connexe unique ou un ensemble vide et I’ensemble
des tuiles sont uniformément bornée. Un carrelage monohedral est un pavage dans laquelle toutes les tuiles
sont congruents, il n’a qu’un seul protopavé, un variant spécial de ce carrelage est le carrelage isohédral, dans
lequel toutes les tuiles sont dans la méme classe de transitivité (i.e. transformées du protopavé sous la symétrie
groupe de carrelage). Les types les plus communs de pavages sont les pavages réguliers et semi-réguliers
(d’Archiméde) , que nous allons étudier plus en détail; autres types de pavages plus complexes sont le pavage
de Voronoi (ou de Dirichlet) et le pavage apériodique par exemple les tuiles de Pensrose. Les pavages
peuvent étre étendues aux espaces autres que le plan euclidien (par exemple ’espace euclidien de dimension
trois), en utilisant ce que les mathématiciens appelés polytopes. Ces polyédres peuvent étre empilés dans un
motif régulier ou cristal pour remplir ’espace en trois dimensions, ces pavages sont aussi appelés nids
d’abeilles.

les pavages réguliers et semi-réguliers
Un pavage est dit régulier si le groupe de symétrie du carrelage agit transitivement sur les drapeaux du car-
relage (pour deux drapeaux, il existe une opération de symétrie qui envoi une sur 1’autre). Ceci est équivalent

au carrelage soit bord a bord par des polygones réguliers congruents. 11 doit y avoir trois hexagones réguliers,
quatre carrés ou six triangles équilatéraux a un sommet, ce qui donne les trois pavages réguliers. Si I’exigence
de la transitivité de drapeau est détendu a une transitivité d’un sommet , tandis que la condition de bord a bord
de I’aréte est gardé, alors il y a huit pavages supplémentaires possibles, connus sous le nom pavages semi-
réguliers ou d’Archiméde. Une troisiéme variant de pavages réguliers est le pavage demi-réguliére ou polymor-
phe , il n’y a pas de définition précise; ils sont essentiellement des pavages ayant plus d’une classe de transitiv-
ité de sommets (qui conduit & nombre infini de pavages possibles).

&

Représentation des pavages réguliers avec leurs drapeaux: 6°, 4% and 3°
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7.1.4.2. Groupes ponctuels discrets et groupes de «wallpaper»

Dans les arts et 1’architecture, nous avons souvent besoin des motifs plus décoratifs que les pavages réguliers
ou semi-réguliérs, ce qui peuvent servir comme des réseaux de deux dimensions ou un certain motifs peut étre
superposée sur eux avec une certaine transformation (i.e. un groupe de «wallpaper»). Précédemment, nous
avons ¢tudié le groupe de symétrie de 1’espace euclidien (le groupe euclidien), maintenant, nous allons étudier
les groupes de «wallpaper» qui sont des groupes de symétrie du plan euclidien et qui sont intermédiaires dans
la complexité entre les groupes de frise et les groupes cristallographiques (le groupe d’espace). Avant de nous
concentrer sur les groupes de «wallpaper», nous donnons une idée générale des groupes de symétrie en trois
dimensions. Nous avons déja mentionné que les groupes de symétrie peuvent étre soit discret ou continu, et
que les groupes de symétrie discrets sont de trois types: points, réseau infini et groupes de 1’espace infini; nous
avons également mentionné que les groupes de symétrie continues sont étudiés comme des groupes de Lie. En
un dimension, les groupes d’isométrie (ou, pour tous les points de I’ensemble des images sous les isométries
est topologiquement fermé): le groupe trivial Cj, les groupes isomorphes a C,, les groupes de symétrie dis-
crets infinis isomorphes a Z et a son groupe diédre généralisée Dih(Z) et le groupe isomorphe a R et a son
groupe diédre généralisée Dih(R). En deux dimensions, les groupes ponctuels discrets sont conjugués soit a
des groupes cycliques Cj, ..., C, ou les groupes diédres Dy, ..., D,, les groupes d’isométrie restants (ou, pour
tous les points de 1’ensemble des images sous les isométries est topologiquement fermé): le groupe spécial
orthogonal S O, et le groupe orthogonal O,. Le groupe S O, est également appelé le groupe de cercle S! et est
constitu¢ de I’ensemble des rotations autour d’un point fixe, et est la version continue de C,; tandis que O, est
aussi appelé le groupe diédre généralisée Dih(S'), et est constitué de toutes les rotations autour d’un point et
les réflexions dans n’importe quel axe fixe par ce point. Pour les formes non bornées, les groupes d’isométrie
supplémentaires peuvent inclure des translations; les fermés sont les sept groupes de frise et les dix-sept
groupes de «wallpaper». Et les groupes constitués par les groupes de symétrie dans un dimension, et le groupe
de toutes les translations dans la direction perpendiculaire (méme avec des réflexions sur une ligne dans la
premiére direction). En trois dimensions, les groupes ponctuels discrets (a conjugaison pres) sont constitués de
sept séries infinies et sept distincts; en cristallographie ils sont limités pour étre compatibles avec la symétrie
de translation discret d’un réseau cristallin. Cette restriction cristallographique des familles infinies de groupes
ponctuels généraux donne trente-deux groupes cristallographiques ponctuelles (vingt-sept des séries infinies et
cinq des autres), et les groupes ponctuels continus comprennent ceux de symétrie cylindrique et sphérique.

Représentation du groupe de symétrie ponctuelle discréte C3 du triangle équilatéral
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Revenons maintenant aux groupes de «wallpaper», nous allons nous concentrer sur les groupes de symétrie
ponctuels discrets en deux dimensions a savoir les groupes cycliques et diedres avec bien sir la translation
supplémentaire, ce qui signifie que chacun des groupes de «wallpaper» (dépouillés de la translation) peut étre
représenté par un groupe cyclique ou diedre. Il est au total 17 groupes de papier peint. Il existe 17 groupes de
«wallpaper» au total. Les groupes de «wallpaper» catégorisent les motifs par leurs symétries, des différences
subtiles peuvent placer des motifs similaires dans les différents groupes, tandis que les motifs qui sont dif-
férents dans le style, la couleur, 1’échelle ou d’orientation peuvent appartenir au méme groupe. Une symétrie
d’un motif est essentiellement un moyen de transformer le motif de sorte qu’il reste exactement le méme apres
la transformation; un groupe de «wallpaper» est un groupe discret d’isométries du plan euclidien qui contient
deux translations linéairement indépendants.

Groupe cyclique [2]
Gest appelé un groupe cycliquesidn € Z | G=(g)={g"|neZ}

G=C,={C ¢!, .., 'Y,

2mi

par exemple G = {go, g, ., g" ! g= eT} est un groupe cyclique sous la multiplication de /' ordre n

Groupe diedre [3]
pour tout polygone régulier a n aréte,

il possede 2 n différent symétries (n symétries de rotation et # symétries de réflexion)
D, =(r,s)= {rk s=1, s =lets'rs= r‘l} les rotations et les réflexions des ce polygone associés

Groupe «wallpaper» [4]
E, groupe de symétrie du plan euclidien, L c R? estun réseau a2 dimensions

W c E, estun groupe de «wallpaper» si son sous — groupe de translation
H est engendré par deux translation indépendant et son groupe ponctuel J est fini
L= {ye[R2|heH, y:h(O[Rz)} ={nt1 +mty |n,meZ, (t, tz)unebasede[Rz}

iln' y a que 5 types de réseaux : obliques, rectangulaire, rectangulaire centrée, carrées et hexagonales

Théoréme de restriction cristallographique [4]
L’ordre de rotation dans un groupe de «wallpaper» ne peut étre que 2,3,4 ou 6

On note les groupes «wallpaper» avec la notation cristallographique, le nom complet est composé de quatre
symboles: le premier symbole représente le type de réseau, p pour pour primitive et ¢ centrée. Ceci est suivi
par un chiffre n indiquant les symétrie de rotation: 1 (aucun), 2, 3, 4 ou 6, les deux symboles suivants sont soit
m, g ou 1. Un m(oug) a la place de la troisieme symbole signifie qu’il y a une ligne de réflexion (ou une
ligne de réflexion glissée) perpendiculaire a I’axe x, tandis que 1 signifie qu’il n’y a pas de ligne de n’importe
quel type. Enfin, le dernier symbole m (ou g) représente une ligne de réflexion (ou une ligne de réflexion
glissée) & un angle @ avec ’axe x, I’angle dépend du plus grand ordre de rotation comme suit: @ = 90" pour
n=1,2; =60 pour n=3, 6; =45 pour n =4. La courte notation supprime des chiffres ou un m qui peut
étre déduit. Par exemple, le groupe p3m 1 représente un groupe avec 120° rotation, une ligne de réflexion
perpendiculaire & 1’axe x, et aucune réflexion ou ligne de réflexion glissée & un angle de 60°. Les opérateurs de
chaque groupe de «wallpaper» utilisent le symboles bien établis présentés dans le tableau suivant.
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Les groupes de «wallpaper»
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Représentation des opérateurs des groupes de «wallpaper»

Dans les groupes de «wallpaper», nous avons trois types de réseaux: obliques, carrées et hexagonales, ce qui
est naturel parce que nous 1’avons mentionné plus t6t que les seuls pavages réguliers du plan sont carré,
triangulaire et hexagonale, et chacun des groupes de «wallpaper» en avoir un de ces pavages réguliers comme

son réseau.

Wallpaper group |crytallographic |[shortened |point group |underneath lattice

1 pl 1 C; oblique

2 p2 2 C, oblique

3 pm m Dy rectangular
4 jole] m D; rectangular
5 cm m D; rectangular
6 p2mm 2 mm D, rectangular
7 p2mg 2 mm D, rectangular
8 P2g99g 2 mm D, rectangular
9 c2mm 2 mm D, rectangular
10 p4 4 Cy square

11 p4mm 4 mm Dy square

12 p4dgm 4 mm Dy square

13 p3 3 Cs3 hexagonal
14 p3ml 3m D3 hexagonal
15 p31lm 3m Ds3 hexagonal
16 pb6 6 Ce¢ hexagonal
17 p6mm 6 mm D¢ hexagonal

Représentation des 17 groupes de «wallpaper» avec leurs notations et réseaux
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7.1.4.3. Conception en utilisant le groupe de «wallpaper»

Nous allons maintenant mettre 1’accent sur 1'un de ces groupes afin de montrer comment [’utiliser dans la
conception architecturale, le groupe, nous allons étudier est p3m 1. Ce groupe a un groupe ponctuel D3, un
réseau hexagonal, trois centres rotation différentes d’ordre 3 et trois réflexions dans les trois cotés d’un
triangle équilatéral, et trois réflexions de glissées dans trois directions distinctes, dont les axes sont situés en
mi-chemin entre les axes paralléles adjacents de réflexion. Le réseau hexagonal est construite par les vecteurs
{t1, ,} ou tiest un vecteur de longueur minimum et #, = R(#;), avec R une rotation de 120°. si J = Dj, alors
groupe ponctuel contient trois réflexions; avec les lignes de réflexions séparées par des angles de 60°, comme
M est une réflexion dans Dj, alors M R est une réflexion dont la ligne de réflexion fait un angle de 60 avec
celle de M. Les lignes de réflexion pour D3 doivent étre des lignes de réflexion pour Dg car Dj est un sous-
groupe de Dg; cela indique que Ds peut agir de deux fagons par rapport a un réseau hexagonal proposée. Les
lignes de réflexion peuvent étre 30°, 90° et 150°par rapport au ¢,. La rotation par 120° et la ligne de réflexion
sur 30° générent le groupe Ds, ou / signifie longue. Ce groupe contient une ligne de réflexion sur 1507, qui est
la grande diagonale du parallélogramme et le groupe de «wallpaper» associé¢ a D3 est p 3 m 1. De méme, les
lignes de réflexion peuvent étre 0°, 60° et 120° par rapport au #;. La rotation par 120° et la ligne de réflexion
sur 0" générent le groupe Ds, ou s signifie court. Ce groupe contient une réflexion sur 60°, qui est la petite

diagonale du parallélogramme et le groupe de «wallpaper» associé a D3 est p3 1 m.

p—
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;AVA’ZAVA’\
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L

| \a 74
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Représentation d’un pavage utilisant le groupe de «wallpaper» p3m 1 et montrent la domaine fondamental

Les paramétres de /' option choisie
0r=03,F,=1,
w=0,ta=1,0=31,=1,1=2, t,,=2,
Fr=0.08, F,=1,

Fa=09, . =-0.6, r; =03,
Pa=25,py=29, p. =2,

77a=2,fr=0-11,Pr=1, nr=2
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Méme que nous avons fait pour générer un grand nombre de surfaces qui sont candidats a la forme générale

d’une conception a I’aide d’un petit algorithme, nous pouvons utiliser un autre algorithme pour automatiser le
processus de dessin des éléments répétitifs. Par exemple, si nous tenons a couvrir la surface de la robe avec le

pavage ci-dessus, nous aimerions €crire les instructions pour dessiner un élément, puis un processus itératif

pour dessiner le reste.

L’algorithme de pavage de la surface

Un=2rm; Vn:n(\/B);

A=7(6); ndu=A; ndv =A; us =Un/ndu; vs = Vn/ndv;

Flu_, v_] := Fo)([u, G };
g5

p = Table[F[u, v], {u, 0, Un, us}, {v, 0, Vn, vs}];

pm = Table[F[u, v], {u, 0.5us, Un-0.5us, us}, {v, 0.5vs, Vn-0.5vs, vs}];
pU = Table[F[u, v], {u, 0.5us, Un-0.5us, us}, {v, 0, Vn, vs}];

pV = Table[F[u, v], {u, 0, Un, us}, {v, 0.5vs, Vn-0.5vs, vs}];
datta = Flatten[p, 1];

cod = Table[, {j, 1, ndv-1}];

Do [
e=1;
cody = Table[, {i, 1, ndu/3}];
Do [
Which[Mod[], 2] =1,
cody[[e]] = F[i (us), j (vs)];
; Mod[], 2] =0,
cody[[e]] =F[(i+2) (us)-0.5us, j (vs)];];
e=e+1;
, {i, 1, ndu, 3}];
cod[[J]] = cody;

{3, 1, ndv-1}];
dattam = Flatten[cod, 1];

Sc=0.5;

paul = Table[, {j, 1, ndv-1}]; caul = Table[, {j, 1, 2}]; d=1;
Do [

c=1;

poly = Table[, {i, 1, ndu/3}]; coly = Table[, {i, 1, ndu/3}];
Do [

Which[Mod[]j, 2] =1,

MP = cod[[], c]];

hl=pU[[i, J]]; h2 =pU[[i+1, §]]; h3 =p[[i+2, J+1]];
h4 =pU[[i+1, J+2]]; h5 =pU[[i, J+2]]; h6 =p[[i, J+1]];

H1 =MP+Sc (hl1-MP); H2 = MP+ Sc (h2-MP);
H3 =MP+Sc (h3-MP); H4 = MP+Sc (h4 -MP) ;
H5 = MP + Sc (h5-MP) H6 =MP+Sc (h6-MP);
al = H4+ac (H5-H4); a2 = H4 +ac (H3-H4);

H1 -H6);

(

(

(

(
bl = H6+ac (H5- H6), b2 = H6 + ac

cl =H2+ac (

(

(

(

(

)
( )
( )
( )
( )

H1-H2); c2 = H2+ac (H3-H2);

( )
( )
( )
( )

ol =hd+cc (H5-h4); a2 =hd4+cc (H3-h4);

Bl =h6+cc (H5-h6); B2 = h6+cc (H1-h6);

Yl =h2+cc (H1-h2); ¥y2 =h2+cc (H3-h2);

nl =hl+nc (H1-hl); n2 = h3+nc (H3-h3); n3 = h5+nc (H5-h5)

poly[[c]] = Polygon[{{MP, H1, H2}, {MP, H2, H3}, {MP, H3, H4}, {(MP, H4, H5}, {MP, H5, H6}, {MP, H6, H1},

{H4, a2, a2, h4}, {al, H4, h4, al}, {H6, bl, B1, h6}, {b2, H6, h6, B2}, {H2, cl, ¥1, h2}, {c2, H2, h2, ¥2},
{n2, h3, h4, o2}, {h4, h5, n3, al}, {n3, h5, h6, p1}, {h6, hl, ni, B2},
{nl, hl, h2, ¥1}, {h2, h3, n2, ¥2}}];

, Mod[3, 2] =0,

Which[i == ndu-2,

MP = cod[[], c]];

hl=p[[i+2, 3]); b2 =p[[i+3, 3]]; h3 =pU[[1, J+1]];

h4d =p[[i+3, J+2]]; h5=p[[1i+2, j+2]]; hé =pU[[i+1, J+1]1];
hl-MP ~MP) ;

17

H1 = MP + Sc ( ); H2 = MP + Sc (h!

H3 = MP +Sc (h3-MP); H4 = MP + Sc (h4 MP) ;
H5 = MP + Sc (h5-MP); H6 = MP+Sc (h6-MP);
al = Hd+ac (H5-H4); a2 = H4d+ac (H3-H4);
bl = H6+ac (H5-H6); b2 = H6+ac (H1-H6);
cl =H2+ac (HL1-H2); c2 = H2+ac (H3-H2);
al =hd+cc (H5-hd); a2 =hd+cc (H3-h4);
Bl =h6+cc (H5-h6); B2 = h6+cc (HL-h6);
¥l =h2+cc (H1-h2); ¥2 =h2+cc (H3-h2);
nl =hl+nc (Hl-hl); n2 = h3+nc (H3-h3); n3 = hS+nc (H5-h5);
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poly[[c]] = Polygon[{{MP, H1, H2}, {MP, H2, H3}, {MP, H3, H4}, {MP, H4, H5}, {MP, H5, H6}, {MP, H6, H1},
{H4, a2, a2, h4}, {al, H4, h4, al}, {H6, bl, B1, h6}, {b2, H6, h6, B2}, {H2, c1, y1, h2}, {c2, H2, h2, ¥2},

{n2, h3, h4, a2}, {h4, h5, n3, al}, {n3, h5, he, 1}, {h6, hl, ni, B2},
{nl, hl, h2, ¥1}, {h2, h3, n2, ¥2}}1;
, Mod[], 2] =0,
Which[i == ndu-2,
MP = cod[[], c]];
hl=p[[i+2, J]]; h2=p[[1+3, J]]; h3=pU[[1, J+1]];
h4 =p[[1i+3, jJ+2]); hS=p[[1+2, jJ+2]); h6 =pU[[1i+1, j+1]];

]
H1 = MP +Sc (h1-MP); H2 = MP+Sc (h2-MP); H3 = MP+Sc (h3-MP); H4 = MP +Sc (h4 -MP); H5 = MP + Sc (h5-MP); H6 = MP+Sc (h6-MP) ;
al =H4+ac (H5-H4); a2 = H4+ac (H3-H4); bl = H6+ac (H5-H6); b2 = H6+ac (H1-H6); cl = H2+ac (H1-H2); c2 = H2+ac (H3-H2);
al =hd+cc (H5-hd); a2 = hd+cc (H3-h4); Bl = h6+cc (HS5-h6); B2 = h6+cc (H1-h6); yl = h2+cc (HL-h2); ¥2 = h2+cc (H3-h2);
nl =hl+nc (Hl-hl); n2 = h3+nc (H3-h3); n3 = hS+nc (H5-h5);
poly[[c]] = Polygon[{{MP, Hl, H2}, {MP, H2, H3}, {MP, H3, H4}, {MP, H4, H5}, {MP, H5, H6}, {MP, H6, H1},

{H4, a2, a2, h4}, {al, H4, h4, al}, {H6, bl, B1, h6}, {b2, H6, h6, B2}, {H2, cl, ¥1, h2}, {c2, H2, h2, ¥2},

{n2, h3, h4, o2}, {h4, b5, n3, ol}, {n3, b5, h6, p1}, {h6, hl, nl, B2},
{nl, hl, h2, ¥1}, {h2, h3, n2, ¥2}}];

, 1#ndu-2,
MP = cod[[], c]]:
hl=p[[i+2, 3]); h2 =p[[i+3, j]]; h3 =pU[[i+3, J+1]];
h4d =p[[i+3, J+2]]; h5=p[[i+2, J+2]]; h6 =pU[[i+1, j+1]];
H1 =MP+Sc (hl1-MP); H2 = MP+Sc (h2-MP); H3 = MP+ Sc (h3-MP
H5-H4); a2 = H4+ac (H3-H4); bl = H6+ac
)
)

(

( H5 - H6
al = h4+cc (H5-h4

(

al = H4d +ac

nl =hl+nc (Hl1-hl); n2 =h3+nc (H3-h3); n3 =h5+nc (H5-h5

) ( ); H4 = MP +Sc (h4 -MP); H5

) ( ); b2 = H6+ac (H1-H6); cl
; a2 =hd+cc (H3-h4); Bl =h6+cc (H5-h6); 82 =h6+cc (Hl-h6); vyl

) ( )

MP+Sc (h5-MP); H6 = MP+Sc (h6-MP);
H2 +ac (H1-H2); c2 = H2 +ac (H3-H2);
h2+cc (H1-h2); ¥2 = h2+cc (H3-h2);

poly[[c]] = Polygon([{{MP, H1, H2}, {MP, H2, H3}, {MP, H3, H4}, {MP, H4, H5}, {MP, H5, H6}, {MP, H6, H1},
{(H4, a2, a2, h4}, {al, H4, h4, al}, {H6, bl, B1, h6}, {b2, H6, h6, B2}, {H2, cl, y1, h2}, {c2, H2, h2, ¥v2},

{n2, h3, h4, a2}, {h4, h5, n3, ol}, {n3, h5, he, A1}, {h6, hl, nl, B2},
{nl, hl, h2, ¥1}, {h2, h3, n2, ¥2}}1:1:1;

Which[j -1,

Which[i ==ndu-2,
h6 =pU[[i+1, J]]; h3 =pU[[L, 3]/

h6+h3
h4 =p[[i+3, J+1]]; h5=p[[i+2, J+1]]; MP = ;
2

H3 = MP +Sc (h3-MP); H4 = MP+Sc (h4 -MP); H5 = MP + Sc (h5-MP); H6 = MP + Sc (h6-MP) ;
al =H4+ac (H5-H4); a2 = H4d+ac (H3-H4); bl = H6+ac (H5-H6);
al =hd+cc (H5-hd); a2 = hd+cc (H3-hd); Bl = h6+cc (H5-h6);

( )

n2 =h3+nc (H3-h3); n3 = h5+nc (H5-h5

coly([[c]] = Polygon[{{MP, H3, H4}, {MP, H4, H5}, {MP, H5, H6}, {H4, a2, a2, h4}, {al, H4, h4, ol}, {H6, bl, 81, h6},

{n2, h3, h4, a2}, {h4, h5, n3, al}, {n3, h5, h6, 1}}];,
i#ndu-2,

h6 =pU[[i+1, J]]; h3=pU[[i+3, J]]; hd =p[[i+3, J+1]]; hS=p[[i+2, J+1]]; MP =

H3 = MP+Sc (h3-MP); H4 = MP+ Sc (h4 -MP)

al =H4+ac (H5-H4); a2 = H4+ac (H3-H4); bl = H6+ac (H5-H6);
(H5-h4); a2 =hd4+cc (H3-h4); Bl =h6+cc (H5-h6);
(H3-h3); n3 = h5+nc (H5-h5)

al =hd+cc
n2 = h3+nc

; H5 = MP + Sc (h5-MP); H6 = MP+Sc (h6-MP) ;

h6+h3

;

2

coly[[c]] = Polygon[{{MP, H3, H4}, {MP, H4, H5}, {MP, H5, H6}, {H4, a2, a2, h4}, {al, H4, h4, al}, {H6, bl, B1, h6},

{n2, h3, h4, a2}, {h4, h5, n3, al}, {n3, h5, h6, B1}}];|;
, J=ndv-1,

Which|i == ndu-2,

h6 =pU[[i+1, J+2]]; hl=p[[i+2, J+1]]; h2 =p([[i+3, J+1]]; h3=pU[[1l, J+2]]; MP =

H1 = MP +Sc (h1-MP); H2 = MP+Sc (h2-MP); H3 = MP + Sc (h3-MP); H6 = MP + Sc (h6-MP) ;
b2 = H6+ac (H1-H6); cl = H2+ac (H1-H2); c2 = H2+ac (H3-H2);

B2 =h6+cc (HL-h6); yl =h2+cc (HL-h2); y2 = h2 +cc (H3-h2);

nl =hl+nc (H1-hl); n2 =h3+nc (H3-h3);

coly[[c]] =

h6+h3

2

Polygon[{{MP, H1, H2}, {MP, H2, H3}, {MP, H6, H1}, {b2, H6, h6, B2}, {H2, cl, ¥1, h2}, {c2, H2, h2, ¥2}, {h6, h1, nl, B2},

{nl, hl, h2, ¥1}, {h2, h3, n2, ¥2}}];,
i#ndu-2,

h6+h3

h6 =pU[[i+1, 3J+2]]; hl=p[[i+2, J+1]]; h2=p[[1+3, J+1]]; h3=pU[[i+3, jJ+2]]; MP = —;

H1 =MP+Sc (hl-MP); H2 = MP+Sc (h2-MP); H3 = MP+ Sc (h3-MP); H6 = MP+ Sc (h6-MP);
b2 = H6+ac (H1-H6); cl = H2+ac (H1-H2); c2 = H2+ac (H3-H2);

B2 =h6+cc (H1-h6); Yyl =h2+cc (H1-h2); ¥2 =h2+cc (H3-h2);

nl =hl+nc (Hl1-hl); n2 = h3+nc (H3-h3);

coly[[c]] =

2

Polygon[{{MP, H1, H2}, {MP, H2, H3}, {MP, H6, H1}, {b2, H6, h6, B2}, {H2, cl, ¥1, h2}, {c2, H2, h2, ¥2}, {h6, hl, nl, B2},

{n1, 01, h2, ¥1), (2, h3, 02, ¥23}): )i

c=c+1;, {i, 1, ndu, 3}|;

paul [[j]] = poly;
f[§J =1V3j =ndv-1, caul[[d]] =coly; d=d+1;];

{3, 1, ndv-1}];
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Le pavage appliqué
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Représentation de 1’application du pavage réguliére a partir du plan a une variété 2D
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Plus de conception en utilisant des groupes de «wallpaper» (p2)

Dans ce qui suit nous allons montrer plus d’applications de conception en utilisant les groupes de «wallpaper»
a savoir les motifs entrelacés générés par les deux groupes (p2) et (p4 gm), bien que ces groupes sont des
groupes de symétrie du plan euclidien, une fois que le motif est généré dans le plan il pourrait étre envoyer a
n’importe quelle surface par une application.

Représentation d’un motif généré par le groupe de «wallpaper» (p2)

Représentation de I’image du motif de (p 2 ) envoyé par une application sur une surface
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Plus de conception en utilisant des groupes de «wallpaper» (p4 gm)
Comme nous 1’avons fait dans 1’exemple ci-dessus, nous allons générer un motif dans le plan en utilisant le
groupe de «wallpaper» (dans cet exemple: ( p4 gm) ) et ensuite a une surface en utilisant une application.

Représentation de I’'image du motif de (p 4 g m ) envoyé par une application sur une surface
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7.2. Optimisation (méthode de recherche)

7.2.1. Probléme d’optimisation

La méthode de recherche est essentiellement un terme collectif décrivant les méthodes heuristiques
numériques a la recherche de solution pour les problémes d’optimisation. Il y a un assez grand nombre de
techniques, des algorithmes génétiques, et MonteCarlo aux automates cellulaires; bien siir, nous n’allons pas
définir chacune d’elles, mais plut6t nous allons donner des exemples qui peuvent étre utiles lors du processus
de conception. C’est ici, dans la méthode de recherche que nous allons utiliser quelques-unes des notions des
processus évolutionnaires de biologie, formalisées dans les algorithmes d’optimisation, des algorithmes
évolutifs et génétiques a savoir pour résoudre des problémes d’optimisation. Optimisation est tout simplement
le choix d’un meilleur élément en ce qui concerne certains critéres de certain ensemble d’alternatives
disponibles. Dans sa plus simple des cas, un probléme d’optimisation consiste & maximiser ou & minimiser une
fonction réelle en choisissant systématiquement des valeurs d’entrée a partir d’un ensemble autorisé et le
calcul de la valeur de la fonction.

Probléme d’optimisation [5]
Aunensemble, f: 4—R une fonction, recherche: xp€ 4 | Yxe 4, f(xo) < f(x) (minimisation) or f(xp) = f(x) (maximisation)

Beaucoup de problémes du monde réel et théoriques peuvent étre modélisés dans ce cadre. Le domaine 4 de f
est appelé ’espace de recherche, tandis que les éléments de A sont appelés candidat (ou solutions possibles).
La fonction f est appelée la fonction objective, une solution possible qui maximise ou minimise cette fonction
objective est appelé une solution optimale. La formulation standard d’un probléme d’optimisation est énoncé
en termes de minimisation; généralement moins que 1’objectif et la région réalisable sont convexes, il peut y
avoir plusieurs minima locaux, qui sont définis comme suit:

x* estun minimum localsi 36 >0 | Vxe 4 avec [lx —x*|| <6 = f(x) =< f(x)
x* estun maximum local si 36 >0 | Vxe€ 4 avec |lx - x*|| <6 = f(x*) = f(x)

Un grand nombre d’algorithmes proposés pour résoudre des problémes non convexes ne sont pas capables de
faire la distinction entre les solutions optimales locales et la solution optimale globale, les algorithmes et les
méthodes utilisées dans la résolution de ces problémes non convexes (c’est a dire la convergence vers une
solution optimale en un temps fini) appartiennent a la domaine de ’optimisation globale. Il existe trois
approches principales pour les problémes d’optimisation globale: méthodes déterministes comme les méth-
odes de plan de coupe, les méthodes stochastiques comme les méthodes de Monte Carlo et (méta) heuristiques
comme les algorithmes évolutionnaires. Dans cette recherche, nous allons nous concentrer principalement sur
stochastiques et (méta) heuristiques, spécialement les algorithmes évolutionnaires.

La méthode de Newton [6]
f:R" > R" Cletf'(x)£0, xeR"

. ) : 1
supposonsj(x):xz—a = f'(x)=2x = xXn+l =X, — ;((m)) = E(ani) avec xn - Va
S (xn xn n—oo

['"équationdelalimite : x = x — C f(x), avec C= ﬁ, nous allons /' utiliser pour trouver la solution de f(x) = x> — 3
flx ] :=x?-3; 6£[f ][x ] := Evaluate[8;f[x]] xo = 10.0; Xp = x0;

Do|xC = Xp - &; If[xc == xp, xk = XC; Break[], xp = xc];, {i, 1, 20} |;
SE[f] [xp]

L’algorithme a été en mesure de trouver une approximation de la racine carrée de 3, x = 1.73205
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7.2.2. Conception et la science

Méme si cette recherche est centrée sur I’application de la géométrie moderne dans la conception architec-
turale, ce ne doit pas étre interprété comme une tentative pour créer un modele de conception rationnelle (c’est
a dire de la conception «raison-centrée»); I’application de la géométrie ici sert a I’expansion intellectuelle de
la compréhension des formes a concevoir. Compte tenu de la diversité des disciplines de conception, il n’y a
pas une définition universelle de la conception, mais les théoriciens s’accordent, que la conception est sur la
virtualité, pas la réalité et que, dans sa création, elle est a propos de quelque chose de vague, indéterminée, et
incertain. Ce n’est pas nécessairement 1’apparition soudaine d’une forme (pour cela €tre certain), mais plutot
sur une combinaison de pensées qui ménent a la création d’une form. Ralph et Wand fourni une définition
formelle de la conception comme une spécification d’un objet, qui se manifeste par un agent, destiné a attein-
dre des objectifs, dans un environnement particulier, en utilisant un ensemble de composants primitifs,
satisfaisant un ensemble d’exigences, soumis a des contraintes; a créer un dessin, dans un environnement.
Théoriciens de la conception Dorst et Dijkhuis décrivent deux modéles de base principaux des processus de
conception, «raison-centrée» et «action-centrée» [7]. Psychologue Herbert Simon est crédité de développe-
ment du modéle «raison-centrée» également connu comme le modéle rationnel. Il postule que les concepteurs
tentent d’optimiser un candidat de conception pour des contraintes connues, et que le processus de conception
est un plan, conduit et compris en termes de séquence discréte de stades. Ce modele «raison-centrée» est basé
sur la philosophie rationaliste selon laquelle, la conception doit étre informé par la recherche et la connais-
sance d’une maniere prévisible et controlée. Il est assez clair que la conception d’ingénierie tombe directement
dans le modéle «raison-centrée», puisque la rationalité technique est le principe directeur du processus.
Cependant, le modele «action-centrée» postule que le concepteur utilise la créativité et les émotions pour
générer des candidats de conception et que le processus de conception est improvisé avec aucune séquence
universelle d’étapes apparent ou I’analyse, la conception et la mise en ceuvre sont inextricablement liés. Le
modéle «action-centrée» est bas¢ sur la philosophie empiriste, et comme le modéle «raison-centréey, il voit la
conception guidées par la recherche et les connaissances. Cependant, contrairement au «raison-centrée», la
recherche et la connaissance sont amenées par le sens commun, le jugement professionnel et 1’expérience en
fonction du contexte du concepteur, au lieu de par le processus prévisible et controlé. 11 est clair que 1’architec-
ture appartient au modele «action-centrée», car il n’y a pas de séquence universelle d’étapes de la conception
et que le principe directeur central est a travers le bon sens et ’expérience professionnelle de 1’architecte.
Herbert Simon dans son livre La science de [’artificiel, développe une étude scientifique de la conception et
les méthodologies de conception systématiques pertinentes aux nombreuses disciplines de conception. Cette
étude scientifique de la conception ne nécessite pas que les actes de conception sont eux-mémes scientifiques.
Cette clarification de la relation entre conception et science est d’une importance cruciale en particulier dans
les disciplines de conception «action-centrée» comme 1’architecture, ou ’intuition et le bon sens du concep-
teur domine le processus. L’intérét croissant des architectes contemporains dans la science finit par créer une
certaine confusion sur la nature de I’architecture comme une discipline de conception et une incompréhension
significative des sujets scientifiques d’intérét. Cette vulgarisation des théories scientifiques est vu a plusieurs
reprises différentes dans I’architecture; reprises ou les architectes les utilisent comme sources d’inspiration et
parfois réclamer comme base pour les conceptions. Ces disciplines scientifiques varient de sciences naturelles
comme la physique et la biologie aux sciences sociales comme la sociologie et la philosophie. Mais les
sciences qui ont été les plus vulgarisé sont les mathématiques et la biologie, mais la position des mathéma-
tiques dans I’architecture est plus importante en raison de la relation intime entre la conception et la géométrie
tandis que la biologie a un rapport plus critique a la conception architecturale. Tout au long de I’histoire de
I’architecture la biologie était d’une maniére ou d’une autre trainée dans le processus de conception, cela a
continué jusqu’a ce jour. Mais maintenant, avec la montée des logiciels de CAO, des idées plus complexes de
la biologie moderne sont amenées dans ’architecture, des idées comme la théorie de 1’évolution, la génétique
et la biologie du développement.

| 257



7.2.3. Notions de base de la biologie évolutive

La raison pour laquelle les idées biologiques sont les plus associés et utilisés dans le processus de conception
architecturale, sont les analogies directes, on peut faire entre 1’architecture et la biologie. C’est parce que les
caractéristiques des objets congus comme des batiments, et les caractéristiques de la fagon dont les concep-
tions sont produites se prétent bien aux métaphores biologiques. Les idées de 1’intégrité, de la cohérence et de
la corrélation qui sont utilisées pour exprimer la relation organisée entre les parties d’un organisme
biologique, peuvent étre appliqués pour décrire des qualités similaires dans des objets bien congu. L’adapta-
tion de I’organisme a son environnement, sa forme, peut étre comparée a la relation harmonieuse du batiment
a son contexte. C’est également la biologie de toutes les sciences, qui a confronté d’abord le probleéme de la
téléologie de la conception dans la nature; c’est pourquoi elle attire I’intérét particulier des architectes. En
regardant la conception architecturale du point de vue de la science de I’artificiel, nous voyons qu’elle peut
emprunter un grand nombre de concepts de la biologie comme la science de la vie et ses systémes. Concepts
biologiques comme 1’évolution, la classification, 1’hérédité entre autres peuvent offrir beaucoup a 1’architec-
ture, sur les niveaux formels, abstraits et métaphoriques. L’utilisation de ces notions biologiques en général
dans un sens abstrait formel et de les appliquer au processus de conception architecturale pourrait faire 1’objet
d’une théese en elle-méme, mais dans le cadre de cette recherche, nous ne faisons que passer a explorer certains
aspects de la théorie de I’évolution et ses mécanismes. Dans le domaine de I’intelligence artificielle, nous
trouvons une abstraction formelle de certaines notions biologiques de I’évolution dans une famille de méth-
odes de calcul appelé calcul évolutif; dont les algorithmes considérent des méthodes d’optimisation métaheuris:
tiques globales. Les algorithmes évolutionnaires et en particulier les algorithmes génétiques sont un sous-
ensemble de calcul évolutif, qui utilisent des mécanismes inspirés par I’évolution biologique tels que la
reproduction, la mutation et la sélection afin de résoudre des problémes d’optimisation. Les solutions candi-
dates jouent le role des individus dans une population et la fonction de la valeur sélective «fitness» détermine
la qualité de la solution. Avant de définir les processus d’évolution sur un niveau formel pour utiliser dans la
conception architecturale, nous devons d’abord comprendre ces processus dans leur contexte biologique. Nous
commencons par donner une bréve explication de la théorie de 1’évolution et quelques-uns de ses mécanismes
importants, comme 1’hérédité, le croisement, la mutation et la sélection du point de vue de la biologieet
ensuite nous montrons comment ils sont prélevée et utilisé dans le domaine de 1’intelligence artificielle.

Evolution et variation génétique [8]

L’évolution peut étre définie comme la variation dans les caractéristiques héritées des populations biologiques
au cours des générations successives. L’idée est que toute vie sur terre descend d’un ancétre commun; la
spéciation répétée et la divergence de la vie peuvent étre déduites a partir des ensembles communs de carac-
téres biochimiques et morphologiques ou par des séquences d’ADN communs. La théorie scientifique de
I’évolution a été présentée par Charles Darwin dans son livre L origine des espéces, ou il a expliqué 1’évolu-
tion par la sélection naturelle. Vers le milieu du 20éme siécle, une synthése moderne de I’évolution stimulée
par le développement de la génétique des populations a connecté la sélection naturelle et la génétique mendéli-

enne dans une théorie unifiée qui est généralement appliqué & n’importe quelle succursale de la biologie; cette
synthése moderne a été étendue pour inclure la biologie évolutive du développement. Cette synthése moderne
définit I’évolution comme la modification des fréquences alléliques dans une population causés par les quatre
processus évolutifs: la sélection naturelle, la mutation, le flux de genes et la dérive génétique; avec la sélection
naturelle comme le mécanisme le plus important. L’étude moderne de ces fréquences alléliques dans une
population est appelée la génétique des populations, elle étudie leurs changements et distribution sous I’influ-
ence des quatre processus évolutifs, tout en prenant en compte les facteurs de recombinaison génétique,
subdivision de la population et de la structure et de tenter d’expliquer les phénoménes d’adaptation et de
spéciation. Le phénotype d’un organisme individuel résulte de son génotype et de I’influence de 1’environ-
nement, une partie substantielle de la variation de phénotypes est causée par la différence entre les génotypes.
La sélection naturelle va provoquer I’évolution si il y a assez de variation génétique dans une population. La
variation génétique vient de remaniement des génes par la reproduction sexuelle, la mutation dans le matériel
génétique, la migration entre les populations (flux de génes).
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L ’hérédité (recombinaison génétique) [8]

La génétique est la science des genes, hérédité et la variation dans les organismes vivants. Elle concerne le
procédé de transmission des caractéres des parents aux enfants, y compris la structure moléculaire et la
fonction des génes, le comportement des génes dans le contexte d’une cellule ou un organisme, la distribution
et la variation des géne et le changement dans les populations. La science moderne de la génétique commence
au 19¢me siecle avec les travaux de Gregor Mendel, qui a observé que les organismes héritent des traits au
moyen des unités discrétes d’héritage. Cette unité des transmission est définie dans le sens moderne comme
un gene qui est une partie de séquence ADN qui code pour une fonction cellulaire connue. La séquence de
nucleotides dans un géne est lu et traduit par une cellule pour produire une chaine d’acides aminés qui a leur
tour se replient spontanément en protéines; 1’ordre des acides aminés dans une protéine correspond a I’ordre
de nucleotides dans le géne. L’information contenue dans ’ADN est maintenu dans la séquence des unités
répétitives le long de la chaine d’ADN, ces unités sont de quatre types de nucleotides (A, T, G et C) et la
séquence de nucleotides stocke I’information dans un alphabet appelé le code génétique. Lorsqu’un géne est
lue par une cellule, la séquence ADN est copié¢e dans une molécule similaire appelé ARN par un processus
appelé transcription; la copie d’ARN est ensuite alimenté a travers une structure appelée un ribosome, ce qui
traduit la séquence d’ARN en une séquence d’acides aminés et les joindre ensemble en une chaine de protéine.

R ATIGReaRT ERENE DN
\L f"mnscfiphon,

PITITTY

Y ARLTPZEEK prokein

Représentation du processus de formation de la protéine par la lecture du code ADN

Les différentes copies d’un géne ne donnent pas toujours exactement les mémes instructions, chaque forme
unique d’un seul geéne est appelée alléle. Parfois, différents alléles peuvent entrainer différents traits phénotyp-
iques observables. La plupart des organismes multicellulaires ont deux ensembles de chromosomes (i.e. ils
sont diploides) avec une copie de chaque géne sur chacun des deux chromosomes; si les deux alléles sont
identiques 1’organisme est homozygote et si les alléles sont différents, alors il est hétérozygote. Les chromo-
somes sont des structures organisées d’ADN, des protéines et d’ARN présentes dans les cellules. Il s’agit d’un
seul morceau d’ADN enroulée contenant des nombreux génes, des éléments régulateurs et d’autres séquences
nucléotidiques, en plus des protéines qui emballent ’ADN et contrélent les fonctions. L’ADN chromo-
somique codant pour la plupart ou la totalité¢ de I’information génétique de 1’organisme. La compression des
chromosomes dupliqués lors de la mitose et méiose résultats dans la structure classique a quatre bras avec le
centromere situé au milieu.

Représentation d’un géne et de son emplacement sur un chromosome
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La plupart des animaux et certaines plantes ont des chromosomes paires (diploides), un contribué par le parent
femelle dans son ovule et un par le parent méle dans son sperme, qui sont reliés par recombinaison chromo-
somique lors de la fécondation. La recombinaison chromosomique joue un rdle essentiel dans la diversité
génétique, ceci est expliqué par ce que 1’on appelle aujourd’hui la génétique classique, qui intégre un modéle
théorique de la génétique mendélienne avec la théorie chromosomique de 1’hérédité. Nous allons maintenant
donner deux exemples classiques de combinaisons alléliques avec un trait et avec deux traits pour illustrer la
relation domination / récessivité et les lois de Mendel. La premiére loi de Mendel aussi connu comme la loi
d’uniformité de la premicre génération, stipule que si les deux parent sont homozygotes, tous les descendants
de la premiére génération F1 seront identiques. La deuxiéme loi de Mendel aussi connu comme la loi de
disjonction des alléles, stipule que chaque individu posséde une paire d’alléles pour un trait particulier et que
chaque parent passe une copie (alléle) sélectionné au hasard d’une de cette paire a sa descendance. La domi-
nante entre ces deux alléles détermine comment les descendants exprime ce trait. Par exemple, nous consid-
érons la couleur de 1’organisme comme un trait, le géne codant pour ce trait existe dans deux versions
alléliques R (noir) dominante et w (blanc) récessif. Nous commengons par deux parents homozygotes, chacun
a une paire d’alleles: RR et ww, ils vont produire une génération F1 hétérozygote dont chaque descendant a
une paire d’alléles: Rw. En retour, ils produiront génération F2 (RR, Rw, Rw et ww) avec un rapport de 3:1
entre phénotypes dominants et récessifs; ce qui montre les premiére et deuxiéme lois. La troisiéme loi de
Mendel aussi connu comme la loi d’indépendance dans la ségrégation des caractéres (dihybridisme). Pour
illustrer cela, nous faisons maintenant le mélange avec deux traits au lieu d’un, par exemple la couleur avec
deux versions alléliques B (noir) et de b (blanc) récessif, et la longueur de la queue avec deux versions
alléliques S (court) dominante et s (longue) récessif. Nous recommencgons avec deux parents homozygotes:
male (ss BB) et femelle (SS bb) ils produisent une génération F1 hétérozygote dont chaque descendant (Ss
bB) a une paire d’alléles: Ss pour la couleur et bB pour la longueur de la queue. A leur tour, vont produire une
génération F2 de 16 possibilités: 9 descendants (noir, queue courte), 3 descendants (blanc, queue courte), 3
descendants (noir, queue longue) et une descendants (blanc, queue longue). Alors que le premier exemple de
mélange avec un trait résulte en un rapport de 3:1 entre dominante et récessif, le second exemple de mélange
avec deux traits résulte dans les rapports 9:3:3:1. Ceci illustre le fait que chacun des deux genes est hérité
indépendamment, avec un rapport phénotypique de 3:1.
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Représentation du mélange avec un trait génétique  Représentation du mélange avec deux traits génétiques
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Mendel a conclu que différents traits sont hérités indépendamment les uns des autres, ce qui est vrai si ces
deux genes ne sont pas liés. La liaison génétique est la tendance de geénes qui sont situés proximale a I’autre
sur le chromosome a étre hérités ensemble au cours de la méiose, ce qui signifie qu’ils sont moins susceptibles
d’étre séparés sur différentes chromatides pendant le «crossover» chromosomique. Le «crossover» chromo-
somique est I’échange de matériel génétique entre les chromosomes homologues qui résulte en des chromo-
somes recombinés, c’est ’une des phases finales de la recombinaison génétique qui se produit au cours de la
méiose. Il se produit lors de I’appariement des régions sur des chromosomes correspondant se brisent et
ensuite se reconnecter a I’autre chromosome. La méiose est un type particulier de division cellulaire néces-
saire pour la reproduction sexuelle chez les eucaryotes (organismes dont les cellules contiennent le noyau et
d’autres structures fermées a I’intérieur de la membrane). La méiose commence avec une cellule diploide
contenant deux copies de chaque chromosome (un de la mére et I’autre du pére); la cellule se divise deux fois,
produisant quatre cellules haploides ou gameétes qui sont soit male ou femelle (spermatozoides ou ovules). Le
«crossover» chromosomique compte également pour la variation génétique, car aprés 1’échange de matériel
génétique, les chromatides maintenues ensemble par le centromérene sont plus identiques. Ainsi, lorsque les
chromosomes vont en méiose 2 et se séparent, les cellules filles recoivent des chromosomes avec alléles
recombinées, ce qui a été vu dans le deuxiéme exemple ou une descendants F1 (Ss bb) produit pour les génes
S et B aprés le «crossover», les gamétes recombinés SB, Sb, sb et sB.
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Mutation [8]

La prochaine mécanisme de variation génétique nous allons expliquer est la mutation du matériel génétique.
La mutation est le changement de la séquence nucléotidique du génome d’un organisme, elle peut provenir
des dommages non réparés des génomes de I’ADN ou de I’ARN, a partir des erreurs dans le processus de
réplication, ou de I’insertion ou délétion de segments de I’ADN par des éléments génétiques mobiles. Les
mutations peuvent ou pas produire des changements perceptibles dans le phénotype d’un organisme, d’ou
jouer un role dans le processus de I’évolution. Les mutations peuvent impliquent la duplication de grandes
sections d’ADN, généralement par recombinaison génétique; ces duplications sont la principale source de
matiéres premicres pour 1’évolution de nouveaux genes. Des séquences d’ADN portables tels que le transpo-
son dans les plantes et la séquence Alu dans le génome humain jouent le role de réguler 1’expression des
geénes, et comme ils se déplacent ils peuvent muter ou supprimer des génes existants produisant une diversité
génétique. Mutation peut étre classé par I’effet sur: la structure, la fonction, la forme physique, I’impact sur la
séquence de la protéine, par héritage ou par des cas particuliers. Les mutations dans la structure des genes
peuvent étre a petite échelle comme des mutations ponctuelles, des insertions ou des suppressions ou a grande
échelle comme des amplifications (duplication de genes), les suppressions de grandes régions chromo-
somiques, translocation chromosomique ou perte d’hétérozygotie. Mutations par effet sur la fonction peuvent
étre par la perte ou le gain de fonction, mutations négatives dominante, mutations 1étales; mutations par effet
sur la condition physique peuvent étre nocifs, bénéfiques ou neutres, a savoir diminuer ou augmenter 1’apti-
tude du phénotype de 1’organisme.

Représentation de mutation par effet sur la structure: la suppression, la duplication et inversion

Le flux de génes [8]
Il est le transfert des alléles ou des geénes d’une population & une autre, les migrations dans et hors d’une

population peut étre responsable d’un changement marqué dans la fréquence des alléles, I’immigration peut
aussi entrainer 1’ajout de nouveaux variants génétiques a la ressource génétique établie d’un espéces partic-
uliéres. Un des facteurs les plus importants qui affectent le flux de génes est la mobilité, comme une plus
grande mobilité d’un individu tend a lui donner plus de potentiel migratoire. Le flux de génes maintenue entre
deux populations peuvent également conduire a une combinaison des deux ressources génétiques, ce qui
réduit la variation génétique entre les groupes, c’est pour cette raison que le flux de génes travaille contre la
spéciation. Le flux de génes entre les espéces comprend la formation d’organismes hybrides.

Représentation des flux de génes entre deux populations de fréquences alléliques en noir et blanc
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Dérive génétique [8]

C’est le changement dans la fréquence des alléles d’une génération a I’autre qui se produit parce que les
alleéles sont sujettes a 1’erreur d’échantillonnage, par conséquent, quand les forces sélectives sont absents ou
relativement faible, la fréquence des alléles ont tendance a dériver vers le haut ou vers le bas de fagon aléa-
toire. Cette dérive s’arréte quand un alléle devient finalement fixe, soit par la disparition de la population, ou
un remplacement des autres alleles enti¢rement; la dérive génétique peut donc éliminer certains alléles d’une
population due au hasard seulement. Méme en I’absence de forces sélectives, la dérive génétique peut
entrainer deux populations distinctes, méme si elles ont commencé avec la méme structure génétique a la
dérive en deux populations divergentes avec différents ensembles d’alléles. Certaines théories suggérent que
la dérive génétique est éclipsé par d’autres forces évolutives stochastiques tels que 1’auto-stop génétique, ce
qui est le processus par lequel un alléle peut augmenter en fréquence en vertu d’étre lié & un géne qui est
positivement sélectionnée. Le temps pendant lequel un alléle neutre se fixe par la dérive génétique dépend de
la taille de la population, avec fixation survenant plus rapidement dans les petites populations.

Sélection naturelle [8]

Aprés avoir expliqué le processus différent qui provoque des variations génétiques dans une population, nous
allons maintenant expliquer la plus importante et aussi la plus ancienne du processus d’évolution, que la
sélection naturelle. La sélection naturelle est le processus naturel progressive par lequel des traits biologiques
deviennent plus ou moins commun dans une population en fonction de ’effet des traits hérités au succes
reproducteur des organismes qui interagissent avec leur environnement. La sélection naturelle est un mécan-
isme clé¢ de 1’évolution développée avant I’existence d’une théorie valable sur I’hérédité et il agit sur le
phénotype (les caractéristiques observables d’un organisme), mais c’est le génotype de 1’organisme qui est
héritée. Du point de vue de la synthése moderne de I’évolution, la sélection naturelle est le processus par
lequel la variation génétique qui améliorent la reproduction devient et reste plus fréquente chez les générations
successives d’une population. Il en résulte nécessairement de trois faits simples: la variation héréditaire existe
dans la population des organismes; organismes produisent plus descendants qui peut survivre et ces descen-
dants varier dans leur capacité a survivre et se reproduire. Ces conditions produisent la concurrence entre les
organismes pour la survie et la reproduction. Par conséquent, les organismes ayant des caractéristiques qui
leur donnent un avantage sur leurs concurrents passent ces traits avantageux, tandis que les traits qui ne
conférent pas un avantage ne sont pas transmis a la génération suivante. Au centre de la sélection naturelle est
le concept de la valeur sélective, il est défini par le succes de 1’organisme a se reproduire (i.e. transmettre ses
geénes), qui détermine la taille de sa contribution génétique a la génération suivante. Si un alléle augmente la
valeur sélective plus que les autres alléles de ce géne, alors avec chaque génération cet alléle deviendra plus
fréquent dans la population; de méme, si un alléle provoque moins bonne condition physique, il finira par
devenir plus rares. La sélection naturelle dans une population peuvent étre classés en trois types différents; la
premiére est une sélection directionnelle, qui est un changement dans la valeur moyenne d’un trait au cours du
temps. La deuxieme est la sélection perturbatrice, qui est la sélection des valeurs de traits extrémes et elle
résulte souvent en deux valeurs différentes deviennent plus courante, avec la sélection contre la valeur
moyenne. Et la troisiéme est une sélection stabilisant, ce qui est contre les valeurs extrémes de traits sur les
deux extrémités, et qui provoque une diminution de la variance autour de la valeur moyenne et moins de

diversité.
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Représentation du mécanisme de la sélection naturelle avec une mutation provoquant la variation génétique
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Un type spécial de la sélection naturelle est la sélection sexuelle, qui est une sélection pour tous les traits qui
augmentent le succés d’accouplement en augmentant 1’attractivité d’un organisme a des partenaires potentiels.
Evolution influence tous les aspects de la forme et le comportement des organismes; les plus importants sont
les adaptations comportementales et physiques qui sont le résultat de la sélection naturelle. Ces adaptations
augmentent la valeur sélective en aidant des activités telles que la recherche de nourriture, éviter les prédateurs
ou attirer les femelles. Les organismes peuvent également répondre a la sélection en coopérant les uns avec les
autres en s’engageant dans une symbiose mutuellement bénéfique. Sur le long terme, 1’évolution produit de
nouvelles especes en divisant des populations ancestrales des organismes en groupes qui ne peuvent pas ou ne
veulent pas s’accoupler. Une idée fausse commune est que 1’évolution a un but, en fait, il n’a pas de but et ne
produit pas nécessairement une plus grande complexité. Bien que les especes complexes ont évolué, ils se
produisent comme un effet secondaire de 1’augmentation du nombre global des organismes et forme de vie
simple qui restent encore plus fréquent dans la biosphére. Nous devons aussi précise ici que la céleébre phrase
du philosophe anglais Herbert Spencer: «la survie du plus apte» , décrivant la sélection naturelle pourrait étre
détourné en raison de la mauvaise compréhension de la signification des mots «survie» et «plus apte». Dans le
contexte de la biologie évolutive, la survie est simplement une condition préalable a la reproduction, et le plus
apte se référer a une différence de taux de reproduction d’une génération a I’autre. Par conséquent, il ne s’agit
pas de savoir si I’organisme est en bonne forme physique, plus grand, plus rapide ou plus fort ou mieux dans
n’importe quel sens. Dans la partie qui suit, nous allons montrer quelques-uns des résultats importants de
I’impact de I’évolution sur les organismes, a commencer par 1’adaptation.

Adaptation [8]
C’est le processus qui rend les organismes mieux adaptés a leur habitat, il peut également se référer a un trait

qui est important pour la survie de I’organisme; adaptations sont produites par la sélection naturelle. L’adapta-
tion est définie par le biologiste ukrainien Theodosius Dobzhansky comme le processus évolutif par lequel un
organisme est mieux en mesure de vivre dans son habitat, ou ’adaptabilité est le degré auquel un organisme
est capable de vivre et de se reproduire dans un ensemble donné des habitats. 11 définit également un trait
adaptatif comme un aspect du développement de 1’organisme, ce qui permet ou améliore la probabilité de
survie et de reproduction de cet organisme. L’adaptation se fait par la modification progressive des structures
existantes, par conséquent, des structures avec des organisations internes similaires peuvent avoir différentes
fonctions dans les organismes liés. Au cours de 1’évolution, certaines structures peuvent perdre leur fonction
d’origine et devenir des structures rudimentaires, ces structures peuvent avoir peu ou pas de fonction dans une
espéce actuelle, mais qui ont une fonction claire dans une espéce ancestrale ou dans une autre étroitement liées.

e

Human D°3 Rird whale

Représentation des os homologues adaptées dans différentes espeéces: homme, chien, oiseaux et baleines
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Co-évolution [8]

Interaction entre les organismes peut produire a la fois des conflits et de la coopération, lorsque 1’interaction
entre un pathogéne et un hote par exemple,est une co-opération, et c’est un conflit si elle est comprise entre un
prédateur et proie. Ces espeéces peuvent développer des ensembles assortis d’adaptations, a savoir 1’évolution
d’une espéce entraine des adaptations dans la seconde espéce, qui a son tour provoquer des adaptations dans la
premiére espece. Ce cycle est appelé co-évolution.

Spéciation [8]

C’est le processus ou une espece diverge en deux ou plusieurs espéces de descendants. Il y a plusieurs fagons
de définir la notion d’espece, le choix de la définition dépend des particularités de 1’espece concernée. Malgré
la diversité des différents concepts d’espéces, ces différents concepts peuvent étre placés dans 1’une des trois
grandes approches philosophiques: métissage, écologique et phylogénétique. Le mécanisme de spéciation le
plus courant chez les animaux est la spéciation allopatrique, qui se produit dans des populations initialement
géographiquement isolées, comme par fragmentation de 1’ habitat ou la migration. Le deuxiéme mécanisme
de la spéciation est la spéciation péripatrique, qui se produit quand une petite population d’organismes devient
isolée dans un nouvel environnement. Cela différe de la spéciation allopatrique en ce que la population isolée
est beaucoup plus petite que la population parentale, ici I’effet fondateur provoque une spéciation rapide apres
une augmentation de la consanguinité augmente la sélection sur la homozygote, ce qui conduit a une modifica-
tion génétique rapide. Le troisiéme mécanisme de la spéciation est la spéciation parapatriques, ce qui est
similaire a la spéciation péripatrique en ce qu’une petite population entre dans un nouvel habitat, mais différe
en ce que il n’y a pas de séparation physique entre ces deux populations. Au lieu de cela, la spéciation résulte
de I’évolution des mécanismes qui réduisent le flux génétique entre les deux populations. Le dernier type de la
spéciation est la spéciation sympatrique, ou les espéces divergent sans isolement géographique ou de change-
ment de 1’habitat, il s’agit d’une forme rare de la spéciation. La spéciation est important dans la théorie de
1I’équilibre ponctuel, qui compte pour les courtes rafales de 1’évolution dans les archives fossiles, entrecoupées
par des périodes relativement longues de stase, ou les espéces demeurent relativement inchangés.

A“QPuh-C Pe-.paJnc PMQ?Q?r.c Sympni'n'c

e O O O O
slg® b OF CF O

barner e habitd e habitsl b
Crvalioy. e NG oﬁ“

fvolu\frmof §
e ( ) .
l:n a (:l\ l GP | il nf W
[{
ik, il it oo,

Rl ® @ @ @

j« ra ‘“L
) ran&%
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Extinction [8]

Un autre résultat de I’évolution est 1’extinction, qui est la disparition de toute une espéce. Extinction n’est pas
rare, tout comme les espéces apparaissent régulierement par la spéciation et ils disparaissent par 1’extinction.
L’extinction est en fait le sort ultime de toutes les espéces.

| 265



Visualisation du processus évolutif simplifié

Dans la partie qui suit, nous allons montrer quelques utilisations des mécanismes évolutifs tels que la sélection
naturelle et de I’hérédité dans les problémes d’optimisation, mais avant cela, nous aimerions donner une
visualisation de la facon dont ces idées peuvent &tre mises en pratique. Pour cela, nous allons donner un
exemple simple en utilisant un ensemble de 10 colonnes, chaque colonne aura 10 unités de différentes échelles
de gris, qui représenteront le marqueur génétique de cette colonne. L’idée, bien siir, est de mélanger ces
colonnes en utilisant les mécanismes de 1’évolution pour générer une nouvelle famille de colonnes qui
porterait les traits favorables; dans ce cas, nous avons privilégié les tons plus clairs qui signifie la colonne
avec le ton le plus léger sera celui qui passe ses génes a la génération suivante. Cet exemple n’est pas un
algorithme génétique rigoureuse comme ils sont congus de fagon classique, mais il est 1a pour donner une idée
plus claire de la fagon dont les traits favorables seraient plus dominante dans une population au cours du
temps, ce qui est la base de la sélection naturelle.

Tn=2n; Un=2n; Vn=2rn;

ndu = 10; ndv = 10; ndT = 5000;

us = Un/ndu; vs = Vn/ndv;

Mat[u_, v_] := {u, v}

Pts = Table[Mat[u, v], {u, 0, Un, us}, {v, 0, Vn, vs}];
BH = Table[, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];

MH = Table[, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];

Gn = Table[, {k, 1, ndT}]; OGn = Table[, {k, 1, ndT}];
Hom = Table[, {k, 1, ndT}];

GDess = Table[, {k, 1, ndT}]; ODess = Table[, {k, 1, ndT}];
Comp = Table[, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];

OV = Table[, {i, 1, ndu}];

A=0;
Do [
a=Pts[[i, J]]s b=Pts[[i+1, J]); c=Pts[[i+1, J+1]);d=Pts[[i, J+1]];
Col = RandomInteger ({1, 9}]; BH[[i, j]] =Col; A =BH[[1, J]]+A;
Comp[[i, j]] = {GrayLevel[0.1Col], Polygon[{a, b, c, d}]};
, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];

OC = A; dess = Table[Graphics[Comp[[i]]], {i, 1, ndu}]; NInd = 0; OP = 0;

Do [
Do [
Do[If[j ==1, tp =BH[[i, J]]; tc=tp, tc=BH[[i, j]]+tp; tp = tc], {J, 1, ndv}];
OV[[i]] = tc, {i, 1, ndu}];
Do[If[OV[[i]] == Max[OV], HV = i; Break[]];, {i, 1, ndu}];
I£[0OC > OP, OP = OC; Hom[[k]] = OC; NInd = NInd+1;
ODess[[k]] = Table[Graphics[Comp[[i]]], {i, 1, ndu}];
oGn[[k]] = BH, OP = OP; Hom[[k]] = 0; ODess[[k]] = 0; OGn[[k]] =0];
Gn[[k]] = BH; GDess[[k]] = Table[Graphics[Comp[[i]]], {i, 1, ndu}];
cros = RandomInteger[{0, 1}]; A =0;
Do [
a="Pts[[i, jJ]]ib=Pts[[i+1, J]];c=Pts[[i+1, J+1]];d="Pts[[i, J+1]];
Col = RandomInteger[{1l, 9}];
Which [
cros =0, If[j =5, MA[[i, j]] = BE[[HV, j]], MH[[i, j]] = Col],
cros =1, If[j <5, MH[[i, J]] = BH[[HV, J]], MH[[i, J]] = Col]];
A=MH[[i, J]]+A; Comp[[i, J]] = {GrayLevel[0.1MH[[i, J]]], Polygon[{a, b, c, d}]};

, {1, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];
OC = A; BH = MH;
; {k, 1, ndT}];

q=1;
HomC = Table[, {q, 1, NInd}]; ODessC = Table[, {q, 1, NInd}]; OGnC = Table[, {qg, 1, NInd}];
Do [
If[Hom[[k]] # 0, HomC[[g]] = Hom[[k]]; OGnC[[qg]] = OGn[[k]]; ODessC[[q]] = ODess|[[k]];
a=q+1];

» {k, 1, ndT}];
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Représentation de la population initiale des colonnes avec des différentes teintes de gris

Représentation des étapes intermédiaires ou les tons de la population ont été s’allegent

Représentation de la derniére génération apres 5000 itérations avec des tons plus clairs
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7.2.4. Optimisation en utilisant un algorithme génétique

Maintenant que nous avons donné une bréve explication de 1’évolution biologique et de ses mécanismes, nous
pouvons commencer a définir une abstraction formelle de ces processus a savoir de calcul évolutif qui est un
sous-champ de I’intelligence artificielle. Le calcul évolutif contient des problémes d’optimisation continue et
combinatoires, dont les algorithmes sont des méthodes d’optimisation globale avec une caractére métaheuris-
tique (stochastique) d’optimisation et sont la plupart du temps appliqué pour aux problémes sans dérivés
connus. Un sous-ensemble de calcul évolutif sont les algorithmes évolutionnaires qui, comme nous 1’avons
mentionné plus tot, utilisent des mécanismes de 1’évolution biologique sous une forme abstraite.

Les algorithmes évolutionnaires utilisent des procédés biologiques de 1’évolution [9]

1. Générer lapopulation initiale au hasard

2. Evaluer 1' aptitude de chaque individu dans cette population

3. Répéter 1' opération sur cette génération jusqu' a la fin
3.1. Sélectionnez la personne lamieux appropriées pour la reproduction
3.2. Reproduire de nouveaux individus par «crossover» et mutation
3.3. Evaluer 1 ' aptitude des nouveaux individus

3.4. Remplacer lesmoins aptes dans la population par les nouveaux individus

Les algorithmes génétiques [10]
Un algorithme génétique est une heuristique de recherche (méta) qui appartient a la catégorie plus large des

algorithmes évolutionnaires, il imite le processus de 1’évolution naturelle, et est couramment utilisée pour
générer des solutions utiles aux problémes de optimisation. Comme nous 1’avons mentionné plus tot pour les
algorithmes évolutionnaires en général, les algorithmes génétiques utilisent des mécanismes inspirés par
I’évolution comme 1’hérédité, la mutation, la sélection et le «crossover». Dans les algorithmes génétiques, une
population des solutions candidates appelé (phénotypes) a un probléme d’optimisation est évolué vers des
meilleures solutions. Chaque solution candidate a son chromosome ou génotype qui peut étre muté et modifié;
traditionnellement ces génotypes sont représentés comme des chaines de caractéres binaires de 0 et de 1, mais
d’autres codages sont possibles. L’évolution commence généralement a partir d’une population d’individus
générés aléatoirement et est un processus itératif, avec la population de chaque itération appelé une génération.
Dans chaque génération I’aptitude de chaque individu de la population est évaluée; la valeur sélective est
généralement la valeur de la fonction objective dans le probléme d’optimisation a résoudre. Les individus plus
en forme sont stochastiquement choisis parmi la population actuelle, et le génome de chaque individu est
recombinés et peut-étre mutés au hasard pour former une nouvelle génération. La nouvelle génération de
solution candidate est ensuite utilisé¢ dans la prochaine itération de 1’algorithme. Généralement, I’algorithme se
termine quand soit un nombre maximum de générations a ét€ produit, ou un niveau de valeur sélective satis-
faisante a été trouvée pour la population.
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Représentation du diagramme d’un algorithme génétique simple
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Encodage [11]
Avant un algorithme génétique peut étre mis a travailler sur un probléme, une méthode est nécessaire pour

encoder les solutions possibles a ce probléme en une forme afin qu’un ordinateur peut les traiter. Une
approche courante consiste a encoder des solutions comme des chaines de caracteres binaires, le moyen le plus
populaire d’encodage binaire est de la forme: chromosome = 1101 100100110110. Il y a beaucoup d’autres
fagons d’encodage, par exemple, ’encodage de la valeur (nombres entiers ou réels) est de la forme: chromo-
somes = 1.2 .... 6.3 ou I’encodage de permutation (permutation des entiers) est de la forme: chromosome =2 5
6 1 3 4. Dans I’encodage binaire, le chromosome dans sa forme binaire représente le génotype tandis que la
valeur décodée de I’individu est son phénotype, ou les chaines de caractéres de n bits peuvent représenter 2”
entiers. Par exemple, dans une population d’entiers x =0, ..., 15 chaque entier (phénotype particulier) est
représenté par une chaine de caractéres de 4 bits avec x” = 0 a un génotype de (0000) et xV = 15 a un génotype
de (1111). En général la chaine de caracteres de »n bits (s;..s,) est décodé¢ par la formule
D(sy ...s,) = ;’-;(1) 2/ s, et de trouver la valeur de phénotype x de ce génotype (s ... s,) qui est entre les deux

xtetxV nous utilisons la formule de conversion x=x%+ (x¥ —xt) D(s; ...s,)/(2" = 1). Ce décodage est

important car il est sur le phénotype que nous mesurons la valeur sélective. Initialement nombreuses solutions
individuelles sont générés habituellement au hasard pour former une population initiale. Traditionnellement, la
population est générée de fagon aléatoire, ce qui permet toute la gamme des solutions possibles.

Opérateurs génétiques et sélection [11]

Opérateurs génétiques sont utilisés dans les algorithmes génétiques pour maintenir la diversité génétique, qui
est nécessaire pour le processus de 1’évolution, les opérateurs génétiques sont analogues a ceux qui se pro-
duisent dans la nature a savoir, la sélection, le «crossover» et la mutation. En plus de ces opérateurs, il y a
d’autres paramétres importants d’un algorithme génétique, par exemple la taille de la population, qui dépend
normalement de la nature du probléme d’optimisation. Il est le premier opérateur génétique appliqué sur la
population; de la population, les chromosomes sont choisis pour étre les parents pour faire le «crossover» et de
produire des descendants. Selon la sélection naturelle dans 1’évolution biologique des individusles plus aptes
doivent survivre et créer une nouvelle progéniture; ici la sélection dans un algorithme génétique différe
fondamentalement de sélection naturelle dans la nature téléologique. Dans les algorithmes génétiques, nous
visons des solutions optimales tandis que la sélection naturelle est aveugle et le plus apte dans la nature ne
signifie pas la meilleure en aucune facon physique, il se référe uniquement a la capacité de produire une
descendance. Aprés avoir clarifié ce point, nous définissons 1’opérateur de sélection comme les mécanisme
qui extrait un sous-ensemble des génes a partir d’une population existante selon une définition de la qualité
(valeur sélective). La fonction de la valeur sélective quantifie 1’optimalité d’une solution (chromosome) afin
qu’une solution particuliére peut étre classé contre toutes les autres solutions. Il existe de nombreux types des
opérateurs de sélection, tous choisissent essentiellement de la population actuelle les chaines de caractéres
dessus de la moyenne et insérent leurs multiples exemplaires dans la piscine de 1’accouplement de maniére
probabiliste. Les opérateurs de sélection les plus courants sont la sélection de la roue de la roulette (sélection
proportionnelle & la valeur sélective), la sélection de rang, la sélection de Boltzmann, la sélection de tournoi et
la sélection de 1’état stable. La de sélection de Boltzmann est un procédé utilisé pour minimiser ou maximiser
une fonction, il simule le processus de refroidissement lent du métal en fusion pour obtenir la valeur minimum
de la fonction dans un probléme de minimisation. Nous allons nous concentrer principalement sur la sélection
de la roue de la roulette. La sélection de la roue de la roulette repose sur la probabilité de la i*™ chaine de
caractéres dans la population ou p; = f;/ 3L, f; avec f; est la valeur sélective de la /™ chaine de caractéres
exprimée en f(x) ou f est la valeur sélective, n est le nombre des individus dans la population et nx p; est le
nombre prévu. La chance d’un individu d’étre sélectionné est proportionnelle a valeur sélective, plus ou moins
des valeurs sélectives de ses concurrents. Par exemple, la roue de la roulette simule 8 individus avec des
valeurs sélectives f; marquée a la circonférence; comme le 5™ individu a une valeur sélective plus que les
autres, la roue de la roulette le choisirait plus que les autres. L aptitude de I’individu est calculé quand la roue
de la roulette est lancée 8 fois, et a chaque fois sélectionne une instance de la chaine de caractéres, choisi par
le pointeur de la roue, avec le comte prévu = (n = 8) x p;.
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Représentation de la sélection par la roue de la roulette d’une population de 8 individus

«Crossover» et Mutation [11]

Le second opérateur génétique est le croisement, elle combine deux chromosomes ou parents afin de produire
une nouvelle progéniture de chromosome. L’idée derricre le «crossover» est que le nouveau chromosome peut
étre meilleur que les deux parents si il a les meilleures caractéristiques de chacun des parents, le «crossover»
sélectionne les génes des chromosomes parents et crée une nouvelle progéniture. L’opérateur de croisement
dispose également de divers types: un ou deux points de croisement, uniformes, arithmétiques et croisements
heuristiques, ces opérateurs sont choisis en fonction de la fagon dont les chromosomes sont encodés. L’un ou
deux point de croisement sélectionne un ou deux points dans un chromosome et échange les deux chromo-
somes des parents entre ces points pour produire une descendance. L’opérateur de croisement uniforme décide
avec une certaine probabilité connu comme le rapport de mélange, lequel des parents contribuera les valeurs
de genes dans les chromosomes de la progéniture, il se mélange au niveau du geéne, au lieu de au niveau du
segment. L’opérateur de croisement arithmétique combine linéairement les vecteurs des deux chromosomes
des parents pour produire deux nouveaux descendants selon les équations: descendant 1 =
(a)parent 1 + (1 —a) parent 2 et descendant 2 = (1 — a) parent 1 + (a) parent 2 avec un facteur de pondération
aléatoire. L’opérateur de croisement heuristique utilise les valeurs sélectives des deux chromosomes parents
pour déterminer la direction du la recherche selon les équations: descendants 1 = meilleur parent + » (meilleur
parent - pire parent) et descendants 2 = r meilleur parent, avec un nombre aléatoire r entre O et 1. Nous allons
nous concentrer principalement sur 1’opérateur de croisement d’un point. L’opérateur de croisement d’un
point sélectionne au hasard un point de croisement puis copie tout ce qui est avant ce point du premier parent,
puis tout ce qui suit du deuxiéme parent, ce serait se présenter comme suit parent 1 = 0 1 | 1 0 1 et parent 2
=11 001, alorsdecendant 1 =01 |00 1etdecendant2=11 | 1 0 1 avec le signe vertical représen-
tant le point de croisement. Aprés une croisement est réalisée, la mutation a lieu. Mutation se produit au cours
de I’évolution en fonction d’une probabilit¢ de mutation définie par 1’utilisateur, généralement fixé a une
valeur assez faible. Mutation modifie une ou plusieurs valeurs dans un chromosome, ce qui peut entrainer des
nouvelles valeurs de génes étant ajoutés au patrimoine génétique, avec ces nouvelles valeurs de génes, 1’algo-
rithme génétique peut étre en mesure d’arriver a une meilleure solution que ce qui €tait possible auparavant.
La mutation est une partie importante de la recherche en génétique, qui aide a prévenir la population de
stagner en tout optima locaux. Il existe également différents types de mutations en fonction de la facon dont
les chromosomes sont encodés, des types comme renverser bit, limite, non uniforme, uniforme et gaussien.
L’opérateur de mutation limite, remplace la valeur du géne choisi par la partie supérieure ou la limite
inférieure pour ce géne (choisi au hasard); Cette mutation ne peut étre utilisé que pour 1’encodage de la valeur.
La mutation non uniforme augmente la probabilité telle que la quantité de la mutation sera proche de 0 lorsque
la génération augmente. La mutation uniforme remplace la valeur d’un géne choisi avec une valeur aléatoire
uniforme choisie par les utilisateurs et spécifiée entre la limite supérieure et inférieure pour ce geéne. L opéra-
teur de mutation gaussienne ajoute une valeur gaussienne aléatoire distribuée au géne choisi; la nouvelle
valeur de geéne est tronqué si elle tombe a I’extérieur des bornes supérieures ou inférieures pour ce gene
spécifiés par I’utilisateur. Nous allons nous concentrer principalement sur le renverser bit; cette mutation
inverse tout simplement la valeur d’un géne choisi de dire de 0 a 1 et 1 a 0. Ce type de mutation peut étre
utilisée uniquement pour 1’encodage binaire de la maniére suivante: descendant = 0 1 0 1 1 est mutée au
decendant=0 0 0 1 1 avec la mutation sur le géne marqué en gras.
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Nous allons maintenant donner un exemple d’un algorithme génétique pour optimiser la fonction objective

f(x)=x2

ndu = 2 (2); ndv = 5; Xlow = 0; Xup = 31;
£[X_] :=x?; Opt =2000;

Fsum=0; 1 =1;
While |Fsum < Opt,

If[l =15, Break[]];
If[l ==1, PGenTyp = Table[RandomInteger[{0, 1}], {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}]];

Print["initial population=", PGenTyp];
DV = Table 379%™ (29) PGenTyp[[i, ndv-3]], {i, 1, ndu}];

Xup-Xlow . . X .
X:Table{xlow+57DV[[l]], {i, 1, ndu}|; F = Table[f[X[[i]]], {i, 1, ndu}];
2ndv_y
FI[i]] (1-) . ndu i i i
P = Table[i, {i, 1, ndu}|; Fsum = 37V F[[i]]; nP = Table[nduP[[i]], {i, 1, ndu}];

SNTFLLi]]
Bin = Table[, {i, 1, ndu}]; BB =0;
Do[Bin[[i]] = {BB, BB+P[[i]]1}; BB =pBB+P[[i]];, {i, 1, ndu}];

ao = Table[RandomReal [{0, 1}], {i, 1, ndu}]; kk = Table[, {i, 1, ndu}];
Do[Do[If([Bin[[i, 1]] =aa[[k]] =Bin[[i, 2]], kk[[k]] = 1i; Break[]];, {i, 1, ndu}];, {k, 1, ndu}];

SPGenTyp = Table [PGenTyp|[ [kk[[1]]]], {i, 1, ndu}];

Print["initial population decoded=", X];

Print["initial population Fitness=", F, ", with total fitness=", Fsum];
Print["initial population probabilty=", P];

Print["initial population Bins=", Bin];

Print["selected population indices=", kk];

Print["selected population=", SPGenTyp];

Per = Table[, {i, 1, ndu}];

Do [
oo = RandomInteger[{1l, ndu}];
If[i=1, Per[[i]] = 0O,
k=1;
While[k =i-1,
If[Per[[k]] == 0o, oo = RandomInteger[{1l, ndu}]; k=1, k=k+1]];

Per[[i]] = oo

1:
, {i, 1, ndu}];

Pairs = Table[{Per[[i]], Per[[i+1]]}, {i, 1, ndu, 2}];

Print["Pairing=", Pairs];

Parents = Table[SPGenTyp|[ [Per[[i]]]], {i, 1, ndu}];

Offspri = Table[, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];

Do [
nn = RandomInteger {1, ndv-1}];
Do [
If[3 =nn,

Offspri[[i, j]] = Parents[[i, j]];
Offspri[[i+1, j]] = Parents[[1i+1, j]]:,
Offspri[[i, j]] = Parents[[i+1, J]];
Offspri[[i+1, j]] = Parents[[i, 3]]/]

; {3, 1, ndv}];

, {i, 1, ndu, 2}];

Print["parents=", Parents];

Print["offspring=", Offspri];

MutOffspri = Table[, {i, 1, ndu}, {j, 1, ndv}];

Do [
pup = RandomInteger([{1, 100}];
Do [
I£[] == up,
MutOffspri[[i, j]] = 1-Parents[[i, j]];
’
MutOffspri[[i, j]] = Offspri[[i, j]]/

il
» {3, 1, ndv}];
, {1, 1, ndu}];

Print["mutated offspring=", MutOffspri];
PGenTyp = MutOffspri;

1=1+1};
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7.2.5. Optimisation en utilisant la méthode de Monte-Carlo

L’approche suivante que nous allons utiliser pour résoudre des problémes d’optimisation globale est d’utiliser
des méthodes stochastiques a savoir les méthodes de Monte Carlo. Ces méthodes sont une large classe d’algo-
rithmes de calcul qui reposent sur un échantillonnage aléatoire répétée pour obtenir des résultats numériques;
i.e. en exécutant des simulations a plusieurs reprises afin de calculer ces probabilités heuristiquement; c’est
comme jouer et enregistrer vos résultats dans une situation de casino réel.

M¢éthodes de Monte Carlo mettent en ceuvre ce processus [12]

1. Définir undomaine d' entrées possibles
2. Générer des entrées demaniere aléatoire a

partir d' une distribution de probabilité sur la domaine
3. Effectuer un calcul déterministe sur cette entrée

4. Agréger les résultats

Un programme court en utilisant la méthode de Monte Carlo pour trouver le centre d’un carré.

cc=1;
Ala_] :=a?
dess[a_, x_, Y_, z_, w_] := Show[Graphics[{EdgeForm[Directive[Thin, Dashed, Black]], White, Rectangle[{0, 0}, {a, a}]}],

Graphics[{EdgeForm[Directive[Thick, Black]], Black, Rectangle[{0, 0}, {x, v}]}],
Graphics[{EdgeForm[Directive[Thick, Black]], White, Rectangle[{a, a}, {a, a}-{z, w}]}]];

dess[1l, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5];

surflla_, x_, y_] :=xy;

surf2fa_, z_, w_] := (a-2z) (a-w);

surf3fa , x , v , z ,w_] := (Ala] -surfl[a, x, y] -surf2la, z, w]) /2;
objla_, x_, v ,z_,w ] := (surflla, x, y] -surf3[a, x, y, z, w])?+

(surf2(a, z, w] -surf3(a, x, y, z, w])%+
cc (surflla, %, y] -surf2[a, z, w])?;

numta = 1000; aaa = Table[, {i, 1, 1}]; bbb = Table[, {i, 1, 1}]; bbb[[1]] =1000; j = 2;
Do [
xxX = RandomReal[]; yy = RandomReal[]; zz = RandomReal[] (1 -xx); ww = RandomReal[] (1-vyy)’;
buffer = obj[1, xx, yy, 2z, wWww];
If [buffer <bbb[[j-1]], bbb = Append[bbb, buffer];
aaa = Append[aaa, dess[1, xx, yy, zz, ww]]; j =J+1]

, {i, 2, numta}];

Représentation de la convergence vers le centre du carré
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Optimisation volume / aire

Maintenant, nous allons utiliser les deuxiéme et troisiéme analyse des surfaces que nous avons définies dans
les opérations analytiques, a savoir 1’aire et le volume du solide délimité par la surface. En outre, nous allons
définir leur rapport et a définir un algorithme pour trouver au sein d’une famille de surfaces, la surface avec le
plus grand rapport de volume / aire. En substance, cet algorithme est a la recherche pour des surfaces qui se
rapprochent de la forme de la sphere qui a le plus grand rapport de volume / aire.

Ala_] :=(1/(2a));

Rla_, r_,m , b ]J[u ] :=(l+rSinfa (u+ (1-Afa]) ) /2]") (L+bSin[(u+ (1-A[a]) ) /2]")
flla, r ,m ,b ,n ,k ,d ,e J[u, v ] :=e (Cos[u])R[a, r, m, b][u] (v+dSin[v/2]");
f2la_, r ,m ,b ,n ,k ,d,e J[u,v_]:=e(Sinfu]) R[a, r, m, b] [u] (v+dSin[v/2]");
£3[k_, c_J[u_, v_] :=c (1+Cos[v/2]");

xScarletla_, r_,m_,b_,n_, k ,c_,d ,e_ J[u_, v_] :=
{flla, r, m, b, n, k, d, e] [u, v], f2[a, r, m;, b, n, k, d, e] [u, V], £3[k, c][u, v]};

OFUN[a , r ,m ,b ,n ,k ,c ,d , e ] :=

vsC|[xScarlet(a,r,m,b,n,k,c,d,e],1][0,0,0,1,27,27)

IAreaN|[xScarlet[a,r,m,b,n,k,c,d,e]][0,0,27,27]

Apocalypse = 10;

OV = Table[, {p, 1, Apocalypse}]; OF = Table[, {p, 1, Apocalypse}]; Plots = Table[, {p, 1, Apocalypse}];
BGraph = Table[, {p, 1, Apocalypse}]; RGraph = Table[, {p, 1, Apocalypse}];

OP=0; NInd=0; g=1;

Do

a = RandomInteger[{1l, 4}]; r = RandomInteger[{0, 1}]; m = 2 RandomInteger[{1, 20}];
b = RandomInteger[{0, 2}]; n = RandomInteger[{1, 5}]; k = 2 RandomInteger[{0, 1}] +1;
c = RandomInteger[{4, 10}]; d = RandomInteger[{0, 2}]; e = RandomInteger[{3, 3}];

OC = OFUN[a, r, m, b, n, k, ¢, d, e]; BGraph[[p]] = {p, OC};

Plots[[p]] = ParametricPlotBD[xScarletLa, r, m, b, n, k, ¢, d, e] [u, v],

2 2
{u, 0, 27}, {v, 0, 27}, PlotStyle » {Black}, Mesh - {Range[o, 2, 7/7}, Range[o, 27, 77‘[]},

20 10
MeshStyle - {{Thickness[0.001], White}, {Thickness[0.001], White}}, BoundaryStyle - {Thickness[0.008], White},

PlotRange - All, PlotLabel - {"n"" , p}, Boxed -» False, Axes - FalseJ;

If|oc > op,
OP = OC;
ov[[p]] =0C;
OF[[p]] = ParametricPlot3D[)(Scarlet[a, r, m, b, n, X, ¢, d, e] [u, v],

2 2
{u, 0, 27}, {v, 0, 27}, PlotStyle -» {Black}, Mesh » {Range [O, 2, = 71} , Range[o, 21, — N} },

20 10
MeshStyle » {{Thickness[0.001], White}, {Thickness[0.001], White}}, BoundaryStyle - {Thickness[0.008], White},
PlotRange - All, PlotLabel - {"n"" ’ p}, Boxed —» False, Axes - False] ;

RGraph[[p]] = {p, OC};

NInd = NInd+1;
, OP = OP;
ovl[p]] =0;

» {p, 1, Apocalypse} |;

OVC = Table[, {g, 1, NInd}]; OFC = Table[, {qg, 1, NInd}]; RGraphC = Table[, {q, 1, NInd}];

Do [
If[oV([([p]] # 0,
ovC[[q]] =ov[[p]];
OFC[[q]] =OF[[p]];
RGraphC[[q]] = RGraph[[p]];
q=q+1];

» {p, 1, Apocalypse}];
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{n°, 1} n°,3) {n°, 8}

volume _ 349 volume _ 4.74 volume _ 5.25

aire aire aire

Représentation des options qui ont montré une augmentation du rapport volume / aire

Ces résultats sont présentés sur le graphe ci-dessous avec 1’axe horizontal représente 1’indice de la surface de
candidat et I’axe vertical représente son rapport volume / surface, les lignes épaisses montrant les candidats
qui ont montré une augmentation de ce rapport, ici, sur dix candidats, nous avons eu seulement 3 qui ont

montré une augmentation.

Représentation du graphe entre les candidats et leur rapport volume / surface
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8. Qu’est-ce que l'architecture

8.1. Architecture

A la fin de cette recherche qui met I’accent sur les mathématiques et de créer des outils pour les calculs et les
représentations géomeétriques, on peut se demander si cette recherche doit étre toujours considérée comme
dans le domaine de la recherche architecturale. La réponse est tout simplement oui. Malgré le langage tech-
nique dans lequel il est écrit, ce travail ne peut étre fait que dans I’architecture, car il représente 1’esprit de
I’architecture contemporaine avec tous ses paradoxes. En d’autres termes, il est dans la nature fondamentale
de l’architecture que 1’on retrouve des paradoxes, et en faisant la recherche ces paradoxes nous apparaitra,
principalement dans la position de 1’architecture dans le fossé irréconciliable entre 1’esthétique et le fonction-
nel. En d’autres termes, il est dans la nature fondamentale de 1’architecture que 1’on retrouve des paradoxes, et
en faisant la recherche ces paradoxes nous apparaitra, principalement dans la position de I’architecture dans le
fossé irréconciliable entre 1’esthétique et le fonctionnel. Dans ce dernier chapitre, nous allons mettre I’accent
sur ces paradoxes et sur la question de la frontiére de 1’architecture en tant que discipline, et si oui ou non cette
limite existe, nous allons demander la simple question «quelle est 1’architecture?” et en essayant d’y répondre,
nous verrions la pertinence de cette recherche a 1’architecture. Pour commencer, ce n’est pas une question
évidente depuis I’architecture en tant que discipline n’est pas si facile a définir en dépit du fait que tout le
monde semble savoir ce qu’un architecte mais de plus prés on peut trouver une variation parmi les architectes
ne trouve pas dans n’importe quelle autre discipline. Par exemple, il arrive souvent qu’un architecte spécialisé
dans la sociologie aurait plus en commun avec un sociologue que disons un architecte intéressé par la struc-
ture qui serait beaucoup plus proche aux ingénieurs. Pour cette raison, I’essence de la discipline de I’architec-
ture repose pas sure une idéologie globale, mais des idées de plus en plus petites qui se rapprochent des
définitions individuelles de la discipline, ce fait seul met ’architecture en dehors du domaine des sciences
sociales et naturelles. Si ’on regarde la définition standard que nous trouvons dans les dictionnaires nous
trouvons quelque chose de ce genre: [’architecture est ’art et la science de la conception et de la construction
de batiments et d’autres structures physiques; une définition qui est largement acceptée et semble cohérente et
sincére, mais sur une plus proche observation nous pouvons voir que cette définition est problématique et
essentiellement pré-moderne. Nous avons expliqué plus tot dans la recherche, les conséquences de ’arrivée de
la modernité sur la relation entre I’art et la science et la rupture irréparable entre eux causés par le changement
de paradigme moderne. Donc, pour continuer a définir 1’architecture comme un art et une science montre
simultanément la nature problématique intrinséque de cette discipline dans la perspective moderne, en d’autres
termes 1’architecture en quelque sorte jamais accepté la modernité car elle n’a jamais trouvé sa place dedans.
Ceci est visible dans les opinions contradictoires sur ce qu’est 1’architecture et son rdle a travers le mod-
ernisme de montée dans le 18™ siécle et en particulier de la fin du 19" siécle jusqu’a aujourd’hui. C’est aussi
cette nature contradictoire qui donne I’architecture une position unique parmi les disciplines modernes, une
position d’un terrain fertile pour la recherche expérimentale ou comme nous 1’avons décrit précédemment une
position indisciplinaire avec assez de distance pour éviter 1’orthodoxie d’une discipline donnée. Ceci a été
démontré dans cette recherche a plusieurs reprises ou certains concepts scientifiques rigoureux sont prises a
partir de leurs territoires et mis dans le contexte de la création artistique. Cet acte particulier d’oscillation
continue entre les disciplines artistiques et scientifiques est essentielle a la compréhension de I’architecture du
point de vue moderne. L’idée de ’oscillation est importante car elle signifie qu’il ya eu une transgression
entre les différents champs, contrastant le temps pré-moderne ou ces différents domaines ont été considérés
comme des facettes d’un ensemble harmonieux de la connaissance divine. Avec la modernité, les disciplines
sont allés a définir leurs territoires et les défendre avec 1’orthodoxie, mais cela reste difficile et dans un certain
sens inaccessible pour I’architecture. Néanmoins, de nombreuses tentatives ont été faites pour établir les
limites de la discipline de 1’architecture, influencé par de nombreuses écoles de pensée moderne, de 1’utili-
tarisme et le positivisme au post-structuralisme et la déconstruction. Dans la modernité, 1’architecture est venu
a étre compris comme le produit d’une fagon de penser, qui signifie que si les problémes de 1’architecture
doivent étre tracées a leurs racines, alors attention doit se concentrer sur la pensée et les considérations qui
informent sa production. Par conséquent, pour comprendre I’architecture de la modernité, il faut non seule-
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ment que la pensée traditionnelle de 1’architecture sera radicalement repensé, mais aussi les limites mémes par
lesquelles elle a été délimitées comme une zone distincte doivent étre réexaminées. Le refus d’étre limité par
des frontiéres implique que la notion méme de frontiére qui définit 1’architecture doit étre reconsidérée, et la
relation entre ce qui est a 'intérieur et a I’extérieur doit étre réexaminée. Méme si nous avons supposé que la
définition de I’architecture se décompose au des définitions individuelles, ces définitions individualisées ont
tendance a se regrouper sous des idéologies principales qui sont liées aux différents points de vue
philosophiques. Notre stratégie dans la partie a venir est de présenter trois idéologies dominantes dans 1’archi-
tecture depuis le changement de paradigme de la modernité, et de montrer que chacun a une définition de la
discipline qui, dans de nombreux aspects en contradiction avec les autres. En outre, nous allons évaluer la
pertinence du travail accompli ici dans cette recherche compte tenu de ces différentes définitions, ce qui va
étre fait en utilisant des comptes de philosophes qui écrivent sur ’architecture. Les trois définitions
idéologiques que nous allons prendre en compte sont: 1’architecture comme fonction, 1’architecture comme
communication et 1’architecture comme une expérience vécue. Ces trois définitions correspondent a trois
écoles de pensée: 1’esthétique, la sémiologie et la phénoménologie (respectivement) et les philosophes dont les
comptes que nous allons utiliser sont Theodor Adorno, Umberto Eco et enfin Georg Gadamer et Henri
Lefebvre.
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8.2. Idéologies architecturales dominantes

8.2.1. L’architecture comme fonction

Le premier point de vue, nous allons considérer serait 1’esthétique et en faisant cela, nous allons confronter la
premiere caractérisation importante et influente de 1’architecture dans la modernité a savoir I’architecture
comme un but ou fonctionnelle, avec le slogan emblématique de Louis Sullivan: la forme suit la fonction. Le
fonctionnalisme est de loin 1’idéologie la plus dominante que a défini I’architecture et qui continue a le faire
de nos jours, c’est le discours de ’architecte moyenne qui essaie de comprendre sa conception comme un
produit remplissant une certaine fonction. Méme si cela est vrai a de nombreux niveaux et les conceptions
architecturales faire remplir certaines fonctions, la relation entre I’esthétique et le fonctionnel n’est jamais une
ligne claire. Dans cette recherche, nous avons compté sur 1’esthétique comme une motivation importante pour
le travail, et plus t6t nous avons souligné la notion de la poétique de la connaissance résultant du travail entre
les deux disciplines. Maintenant, nous tenons a creuser plus profondément dans la question du fonctionnal-
isme de I’architecture et de voir si cette vision de I’architecture est adéquate et comment cette recherche
pourrait porter sur elle. Certes, la partie pratique d’avoir des outils mathématiques pour mesurer et calculer
propose une relation forte a des problémes d’ingénierie en architecture, d’ou la fonctionnalité, mais c’est plus
la dimension esthétique que nous aimerions étudier. Pour cela, on va s’appuyer sur le compte de philosophe
Theodor Adorno dans son essai fonctionnalisme aujourd’hui, ou il aborde la question du fonctionnalisme en
architecture et ses paradoxes. Selon Adorno, les arts avec but et sans but peuvent étre jamais absolument
séparés, détenus dans une relation dialectique. Les arts sans but ont souvent une fonction sociale, alors qu’il
n’existe aucune détermination pure, par conséquent le fonctionnalisme en architecture ne peut jamais étre un
fonctionnalisme pur et le rejet du style devient un style en soi, puisque, pour Adorno le fonctionnel peut attirer
le symbolique. Les symboles sont nés de la nécessité d’identifier avec son environnant et I’homme attache une
importance symbolique, méme au plus technique des objets [1]. Cela nous raméne a la caractérisation de
jugement dans la conception architecturale comme un jugement esthétique, peu importe combien nous
essayons d’étre pragmatique dans un processus de conception, et méme si toute la méthode est basé sur les
mathématiques rigoureuses, a la fin, le fait demeure que la conception architecturale met notre jugement de
retour dans la catégorie esthétique. Kant mise a la terre cette philosophie dans la formule de la finalité sans fin,
la question du fonctionnalisme ne coincide pas avec la question de la fonction pratique, cette notion kantienne
est presque omniprésente dans cette recherche, a tout moment, il y a un sentiment de détermination sans but.
Kant mise a la terre cette philosophie dans la formule de la détermination sans but, 1a question du fonctionnal-
isme ne coincide pas avec la question de la fonction pratique, cette notion kantienne est presque omniprésente
dans cette recherche, a tout moment, il y a un sentiment de détermination sans but. La vision d’Adorno de la
détermination contraste celle des architectes fonctionnalistes, il affirme que les arts sans but et avec but ne
font pas I’opposition radicale comme imputé par les architectes fonctionnalistes tels que Adolf Loos, la
différence entre le nécessaire et le superflu est inhérente a un travail, et n’est pas défini par la relation du
travail a quelque chose en dehors de lui [1]. Dans le cas de cette recherche, nous prenons une position a peu
prés conforme a celle d’Adorno, cela se voit dans I’introduction des techniques qui sont traditionnellement
utilisées pour des buts, a savoir les notions mathématiques utilisées en physique et en ingénierie, mais afin de
générer des formes d’appréciation artistique, cela est une forme de décadence ornementale, car évidemment il
n’y a aucune raison pragmatique pour cet exces. Toutefois, compte tenu de la recherche comme un objet
esthétique, et le fait que nous pouvons aussi utiliser les mathématiques codées ici d’une maniére productive
réelle, montre le pliage intrinséque de ce qui est avec but au sein du ce qui est sans but et vice versa. Pour
Adorno n’existe rien comme un objet esthétique en soi, mais seulement dans le domaine de tension de cette
sublimation, il n’y a donc pas de détermination pur avec but mis en place comme 1’opposé de 1’esthétique sans
but. Méme les formes les plus pures de but sont nourris par des idées comme la transparence formelle qui sont
en fait issus de 1’expérience artistique [1]. Aprés avoir clarifié cette relation subtile entre le fonctionnel et
I’esthétique; Adorno tourne son attention vers I’essence d’étre un architecte, qu’il pense étre un sens de
I’espace architectural et il relie cette notion au but de cet espace. C’est un point important pour nous dans cette
recherche puisque toute thése est basée sur application du sens mathématique de 1’espace dans la conception
architecturale. Dans cette tentative de mettre les mathématiques modernes dans la conception architecturale
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nous sommes allés aux grandes étendues dans la définition de 1’espace formel des mathématiques; utilisant
des formules abstraites et les phénoménes de leurs représentations graphiques. Cependant, nous ne pouvons
pas considérer ces constructions géométriques comme des espaces architecturaux, nous allons les appeler
conceptions d’espaces architecturaux potentiels, de nouveau en conformité avec Adorno qui établit une
distinction entre 1’espace géométrique et 1’espace architectural. Pour Adorno de parler de 1’espace architec-
tural, nous devons d’abord parler d’un sens de 1’espace dans I’architecture. Ce sens de 1’espace n’est pas une
essence abstraite pure comme dans les espaces formels mathématiques, ni un sens de la spatialité lui-méme
comme dans 1’espace de la cognition visuelle, puisque 1’espace architectural est concevable que comme un
espace concret avec des dimensions spécifiques. Un sens de I’espace est étroitement liée au son but. Méme
quand I’architecture tente d’élever ce sens au-dela du domaine du but, il est encore simultanément immanent
dans le but, la réussite de cette synthése est le principal critére pour une grande architecture. En d’autres
termes Adorno essaie de nous dire une fois de plus que 1’utile et le sans but sont inextricablement li¢s, ou de
les mettre dans une langue deleuzienne: ils sont repliés 1’un sur 1’autre, ce qui signifie que les conceptions
architecturales ne peuvent jamais étre totalement des sculptures libres. C’est parce que le sens de ’espace
architectural est fusionnée a la notion du but, mais en méme temps, il ne peut jamais étre purement fonction-
nel. Adorno va ensuite expliqué que I’architecture s’enquiert: comment un certain but (a utiliser dans le sens le
plus large du mot) peut devenir un espace; sous quelles formes et quels matériaux; tous les facteurs sont liés
entre eux réciproquement. L’imagination architecturale est, selon cette conception, la capacité¢ a articuler
I’espace vers un but. Il permet aux buts, de devenir I’espace et construit les formes selon ces buts. Inverse-
ment, I’espace et le sens de ’espace peut devenir plus qu’un but pauvre que lorsque I’imagination les
imprégne. Imagination éclate des connexions immanentes du but, a laquelle elle doit son existence méme [1].
Adorno tire ensuite une comparaison entre le sens de I’espace architectural et le sens de la musicalité, la
comparaison est importante, car les deux partagent une relation similaire aux mathématiques. A savoir que les
deux, I’espace architectural et les compositions musicales sont complétement expliquées a 1’aide des mathéma-
tiques, mais cette description abstraite ne peut pas étre considéré comme I’architecture ou la musique; elles
doivent étre affectées avec un sens de 1’espace architectural dans le cas de I’architecture et un sens de la
musicalité dans le cas de la musique. Le sens de 1’espace architectural est I’essence d’étre un architecte,
contrairement a I’idée abstraite de 1’espace, ce qui correspond dans le domaine visuel a la musicalité dans le
acoustique. La musicalité ne peut pas étre réduit a une conception abstraite du temps, par exemple la capacité
néanmoins bénéfique de concevoir des unités de temps sur un métronome sans devoir écouter un. De méme, le
sens de ’espace ne se limite pas a des images spatiales, méme si ceux-ci sont probablement prérequis pour
chaque architecte, s’il veut lire ses lignes et ces plans la fagon dont un musicien lit son score. Un sens de
I’espace semble d’exiger plus, & savoir que quelque chose peut se survenir a 1’artiste de 1’espace lui-méme, ce
qui ne peut pas étre quelque chose d’arbitraire dans I’espace et indifférents a I’égard de I’espace. De maniére
analogue, le musicien invente ses mélodies, ses structures musicales sont en effet fabriqués a partir du temps
et de la nécessité d’organiser le temps. Les relations simples ne suffisent pas, car ils sont indifférents a 1’événe-
ment musical concret, ni ’invention des passages ou des complexes musicaux individuels, car leurs structures
temporelles et leurs relations temporelles ne sont pas congus avec eux. Dans la partie suivante Adorno com-
mente sur la double nature des arts avec but et en particuliere ’architecture, et comment le role du but con-
cerne le role de I’esthétique formelle; ce qui est d’une grande importance pour nous, puisque nous avons
insisté sur la facon dont la tension entre I’esthétique et la pratique a été la caractéristique fondamentale de
cette recherche et que cette tension est essentiel dans I’architecture. Adorno explique que dans le sens de
production de 1’espace, le but reprend dans une large mesure le role du contenu, par opposition au constituant
formelle qui rend possible toute la création artistique et se communique a travers le but en particulier dans les
arts avec buts. L’architecture serait donc atteindre un niveau plus élevé, le plus intensément elle médiatise
réciproquement les deux extrémes: la construction et la fonction officielle. L’architecture est autonome et avec
but, elle ne peut pas simplement nier les hommes tels qu’ils sont, et encore elle doit faire précisément ¢a, si
elle veut rester autonome, c’est avec la volonté générale contre la volonté de tous. Par conséquent, il y a ceux
a qui Parchitecture 1égitime apparait comme un ennemi, elle retient d’eux ce qu’ils, par leur nature veulent et
méme doivent [1]. Enfin Adorno souligne I’importance de 1’esthétique et de la réflexion esthétique en architec-
ture et en les arts avec buts en général, ce qui est la plupart du temps, soit sous-estimée comme gotit personnel
ou stigmatisée et rejetée au nom du fonctionnalisme. Au début de cette recherche, nous sommes allés dans une
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large mesure dans la définition et la réflexion sur la nature esthétique de 1’ceuvre, en essayant de mettre la
pensée esthétique au stade central de I’architecture en double relation avec la pratique. Adorno affirme que
I’architecture est un art avec but qui exige une réflexion esthétique constante; esthétique ici ne signifie pas
certaines lois formelles d’une beauté éternelle, qui ne sont plus que des recettes pour la production éphémeére
et kitsch. En fait, le contraire doit étre le cas dans la véritable esthétique. Elle doit absorber précisément les
objections qu’elle a soulevées en principe une fois contre tous les artistes. L esthétique se condamnerait si elle
continuait sans réfléchir, d’une maniére spéculative, sans une implacable autocritique. L’esthétique comme
une facette intégrante de la philosophie attend une nouvelle impulsion qui doit provenir des efforts de réflex-
ion. L’esthétique devient une nécessité pratique une fois qu’il devient clair que des concepts tels que 1’utilité
et I’inutilité dans 1’art, comme la séparation de 1’art autonome et avec but, et comme 1’imagination et 1’orne-
ment, doivent étre a nouveau discutées. Une fois votre activité vous oblige a des considérations esthétiques,
vous livrez-vous a son pouvoir, vous ne pouvez plus détacher et évoquer des idées arbitrairement au nom de
I’expertise pure et approfondie. L’artiste qui ne poursuit pas énergiquement la pensée esthétique tend a tomber
dans des hypothéses dilettantes et des justifications incertaines dans 1’intérét de la défense de sa propre
construction intellectuelle. Aujourd’hui, la beauté peut avoir aucune autre mesure sauf la profondeur a laquelle
un travail résout les contradictions. Un travail doit couper a travers les contradictions et les surmonter, pas en
les couvrant, mais en les poursuivant. La beauté formelle simple, quelle qu’elle soit, est vide et dénuée de
sens, la beauté de son contenu est perdu dans le plaisir sensuel pré-artistique de 1’observateur. Une esthétique
modifiée décrira son propre objet avec de plus en plus de clarté car elle commence a se sentir plus intensément
la nécessité¢ de 1’étudier. Contrairement a ’esthétique traditionnelle, elle ne verrait pas nécessairement le
concept de I’art comme son corrélat, elle faut dépasser 1’art en pensant art. elle dépassera donc 1’opposition
actuelle de 1’utile et sans but, sous laquelle le producteur doit souffrir autant que 1’observateur [1]. Avec ces
réflexions sur I’importance de I’esthétique et de la pensée esthétique, nous terminons notre analyse concernant
la premicre définition de 1’architecture a savoir comme fonctionnelle et ses paradoxes. Il était clair que le
point de vue d’Adorno sur le sujet est d’une importance cruciale, car elle décrit un grand nombre de convic-
tions théoriques de base de cette recherche, il nous a aussi donné une des premiéres idées sur la fagon dont la
définition de 1’architecture n’est pas une évidence. Méme dans la plus basique et réductrice des définitions de
I’architecture: 1’architecture comme un accomplissement d’une fonction programmatique; Adorno nous a
montré les nuances et les subtilités cachées dans cette apparente simplicité. Avec le compte d’Adorno, nous
pouvons voir que la certitude par laquelle la majorité des architectes distinguent 1’esthétique purement
formelle et la pratique fonctionnelle n’est pas fondée, puisque les conceptions architecturales ne peuvent
jamais étre purement esthétique ni purement fonctionnelles.

280 |



8.2.2. L’architecture comme communication

Maintenant que nous avons expliqué la caractérisation de 1’architecture en termes de fonctionnalité, nous
allons maintenant analyser plus en détail la deuxiéme définition de I’architecture en termes de la sémiotique, a
savoir I’architecture comme communication. L’analyse précédente a été axée sur les paradoxes concernant la
relation entre I’esthétique et le fonctionnel, mais le point de vue d’Adorno sur ce sujet est largement mod-
erniste, a savoir fonction signifie comment cet objet va étre utilisé. Dans cette analyse qui suit, nous allons
regarder le fonctionnalisme de 1’architecture d’un point de vue plus post-moderne, a savoir en mettant I’accent
sur la dimension symbolique de ce fonctionnalisme. Dans la premiére définition de I’architecture, nous avons
montré la complexité de la relation entre ’esthétique et le fonctionnel, dans cette définition, nous allons
montrer la complexité de la relation entre les fonctions dénotatives et connotative de 1’architecture. En cela,
nous allons montrer une fois de plus que la certitude par laquelle la majorité des architectes reconnaitre la
fonction de leur conception n’est pas fondée, en d’autres termes un objet architectural n’est jamais aussi
innocent que sa fonction programmatique désignée. Méme le plus technique d’objets peut étre rempli par des
significations et de symbolisme comme Adorno explique, cela jouera un role important dans la compréhension
de la position des mathématiques dans 1’architecture en général et dans cette recherche en particulier. Afin de
effectuer cette analyse, nous allons nous appuyer sur le compte du sémioticien italien Umberto Eco sur le sujet
dans son article Fonction et signe: Sémiotique de [’architecture. Eco croit que D’architecture fonctionne
comme une forme de communication de masse, il fait la distinction entre la fonction primaire: I’architecture
comme un objet fonctionnel et la fonction secondaire: 1’architecture comme un objet symbolique. C’est dans
cette dualité que les mathématiques jouent un double réle dans la conception architecturale; tout d’abord, un
role fonctionnel dans le sens de la géométrie de la mécanique des structures et le second est plus ambigué dans
le sens du symbolisme de la géométrie. Ce symbolisme de la géométrie n’est plus aujourd’hui référant a la
volonté divine comme dans les rapports sacrées, mais il fonctionne encore comme une connotation de 1’esprit
du temps, de I’orthogonalité de 1’architecture moderne jusqu’a la curvilinéarité du mouvement numérique
contemporain, 1’architecture utilise la géométrie a coder une idéologie. Eco applique cette théorie a I’exemple
extréme du pavillon, il fait valoir que, dans les foires du monde et des contextes similaires, la fonction princi-
pale du pavillon est réduite tandis que la fonction secondaire exagéré [2]. Dans cette optique, il ne devrait pas
étre une surprise que la plupart des batiments et des conceptions de l’architecture dite paramétrique sont
essentiellement des pavillons, puisque I’intention principale est de montrer cette idéologie, plutdt que d’avoir
vraiment un pavillon. Et de la méme perspective, le rejet de ’ornementation et la focalisation sur le pratique
devient ornemental en soi, puisque I’apparence minimaliste devient un style dans son propre droit, et tandis
que sa fonction primaire est pratique sa fonction symbolique est idéologique. Cette dualité entre des fonctions
explicite et implicite peut étre comprise comme deux modes de communication dans lequel un objet architec-
tural se manifeste, c’est un autre notion importante pour nous dans cette recherche que nous allons expliquer
du point de vue de Eco. Eco explique que I’architecture a deux modes de communication qui correspondent a
des fonctions primaires et secondaires d’un batiment. L’objet d’usage est dans sa capacité de communication,
le véhicule de signe du sens précisément et conventionnellement désigné: sa fonction, en d’autres mots, le
sens premier d’un batiment est ce qu’il faut faire afin de 1’habiter, 1’objet architectural dénote une forme d’une
habitation. Outre cette dénotation de la fonction, 1’objet architectural pourrait connoter une certaine idéologie
de la fonction, mais il peut aussi connoter autres choses, la maison, par exemple, dénote une fonction de
logement, mais aussi connote la famille, la sécurité et les environnement familiers [2]. Nous pouvons voir que
la croyance de I’architecte en la forme qui suit la fonction serait plutdt naif sauf si elle reposait vraiment sur
une compréhension des processus du codification en cause. Ainsi, le titre: fonction, devrait étre étendue a
toutes les utilisations de 1’objets d’usage (dans notre point de vue, a divers communication, ainsi que a les
fonctions dénotées), pour ce qui concerne la vie en société, les capacités symboliques de ces objets ne sont pas
moins utiles que leurs capacités fonctionnelles. Tout comme Adorno a souligné I’importance de la pensée
esthétique dans I’architecture, Eco souligne I’importance de la fonction connotative de 1’architecture, comme
il Pexplique qu’il doit étre clair que nous ne sommes pas métaphorique en appelant les connotations symbol-
iques fonctionnel. Parce que méme si elles ne peuvent pas étre immédiatement identifiées avec des fonctions
strictement définies, elles représentent et communiquent dans chaque cas une véritable utilité sociale de
I’objet. 11 faut dire que parler des fonctions primaires et secondaires d’un objet architectural ne donne pas une
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discrimination axiologique (comme si une fonction est plus importante que 1’autre), mais plutét un mécanisme
sémiotique, en ce sens que les fonctions secondaires reposent sur les dénotation des fonctions primaires [2].
Eco nous donne ensuite un exemple de la fagon dont ces fonctions primaire et secondaire interagir; I’exemple
est celui de I’ogive gothique. Nous pouvons voir la subtilité de I’interaction entre les fonctions primaires et
secondaires dans la comparaison des registres des différents historiens de ’architecture sur la valeur struc-
turelle de I’ogive du votte croisée de I’architecture gothique. Trois hypotheéses majeures ont été présentées, la
premiére était que I’ogive a une fonction structurelle, la seconde était qu’elle n’avait pas de valeur structurelle,
et ce sont les nervures de la voite ogivale qui étaient structurelles et la troisieéme était qu’elle avait une valeur
structurelle en cours de construction, mais plus tard, ce sont les nervures qui étaient structurelles. Peu importe
a quelle interprétation on pourrait adhérer, personne n’a douté que 1’ogive a dénoté une fonction structurelle,
la controverse porte plutdt sur le référent de cette dénotation: est la fonction dénotée une illusion? Méme si
elle était, la valeur communicative des nervures ogivales reste incontestable. Ce débat a fait les historiens se
rendre compte que le code de la gothique a également une dimension symbolique; en d’autres termes que les
¢léments des cathédrales gothiques ont des complexes de fonctions secondaires pour eux et ici ils ont utilisé
les mathématiques (géométrie sacrée) pour désigner ces fonctions secondaires [2]. Or, ces fonctions sec-
ondaires peuvent étre définies encore et encore, sur la base des sous codes connotatives ¢laborées fondées sur
les conventions culturelles et le patrimoine intellectuel des groupes donnés et des périodes déterminées et
fixées par des perspectives idéologiques particuliers, avec lesquels elles sont en harmonie. Par exemple,
I’interprétation romantique standard, de sorte que la structure de la cathédrale gothique a été congu pour
reproduire la volte des foréts celtiques, et donc le monde pré-romaine de la religiosité druidique. Et a 1’époque
médiévale, des légions de commentateurs et allégoristes se mettent a définir, selon des codes d’une précision
et une subtilité redoutables des significations individuelles de tous les simples éléments architecturaux. En
effet, dans le 19°™ siécle on a assisté a un phénoméne typique de Ihistoire de I’art, quand dans une période
donnée, un code dans son intégralité s’agit de connoter une idéologie; on avait au moment de 1’identification
de style gothique = religiosité et le grec temple = harmonie équilibrée. 11 est clair que dans le cours de 1’his-
toire, les fonctions primaires et secondaires pourraient subissent des pertes, des recouvrements et des substitu-
tions de types divers; qui sont communs a la vie des formes en général, et constituent la norme au cours de la
lecture des ouvrages de ’art [2]. Avec ces exemples de connotations symboliques des différentes périodes de
I’architecture et ’exemple de 1’ogive gothique, nous avons montré une fois de plus que les mathématiques ont
joué un role crucial dans le codage de ces fonctions symboliques connotatives. Dans la modernité comme
nous 1’avons expliqué dans le début de la recherche, ce role des mathématiques a changé, et a mis ’accent
uniquement sur les fonctions dénotatives telles que les calculs pratiques, mais avec 1’analyse de Eco nous
sommes a nouveau conscients que la fonction connotative ne peut jamais laisser I’architecture, méme si nous
sommes maintenant moins enclins a y faire face. Cela a été évoqué dans notre critique de I’architecture
numérique en particulier avec sa revendication d’une approche purement dénotative basée sur 1’analyse de
I’efficacité, la critique était que D’architecture ne peut jamais étre que dénotative et que ces images
paramétriques sont essentiellement idéologique. Cela signifie que les mathématiques derriére ces conceptions
si les architectes sont conscients ou pas, jouent un role similaire a celui des mathématiques de la géométrie
sacrée des proportions de I’architecture pré-moderne; seulement maintenant les mathématiques sont plus
complexes et les codes connotés ne sont pas déclaré, mais leur présence idéologique est plus forte que jamais.
C’est pourquoi ces modeéles paramétriques sont tous semblables et sont immédiatement reconnus par les autres
membres ou partisans de cette vague, c’est comme si ces conceptions paramétriques connotent ’alliance de
leurs concepteurs a cette vague. Cela dit, nous allons maintenant creuser plus profondément dans la
mécanique de ces codes dénotatifs et connotatifs, dans ce qui suit, nous allons présenter une variété de dif-
férents codes de 1I’architecture a travers laquelle ’architecture communique. Eco explique que les signes
architecturaux sont dénotatifs et connotatifs selon des codes, ces codes et sous codes font des lectures dif-
férentes possible dans le cours de I’histoire. L’architecte travaille avec la probabilit¢ de son travail soit
soumise a la variété de lectures, des vicissitudes de la communication, en concevant pour des fonctions
primaires variables et des fonctions secondaires ouvertes, ouvertes dans le sens ou elles sont déterminées par
les codes imprévisibles de 1’avenir. Ceci est un apercu important pour nous dans cette recherche avec notre
accent sur des modeles génériques construits mathématiquement la place de conceptions particulieres spéci-
fiées; ce qui est implicite dans I’analyse de Eco est que les architectes doivent comprendre le large spectre
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d’interprétations a la fois des fonctions dénotatives et connotatives de leur conceptions. Ceci dans un certain
sens peut €tre comprise comme un appel pour des conceptions plus génériques avec des programmes non
déclarés ambigués, mais cela serait une maniére réductrice de le faire. Au lieu de cela Eco essaie de dire que
ces fonctions qui guident les conceptions soit pratique ou symbolique sont liées aux temps et lieu ou elles sont
et que dans un contexte différent, elles seront décodées de maniére totalement différente, et pour Eco, 1’archi-
tecture est capable d’étre réinterprété dans plusieurs contextes différents. Cette question est cruciale, car elle
capture I’une des différences les plus fondamentales entre la compréhension mathématique et la compréhen-
sion architecturale de I’espace, a savoir que les mathématiques s’efforcent pour la généralisation tandis que
I’architecture aspire a la particularisation dans le traitement de 1’espace. L’espace architectural est un espace
comme nous 1’avons mentionné au début de la recherche faite sur des endroits particuliers tandis que I’espace
mathématique est un espace général ou les particularités sont constamment mis sous une forme générale, ce
qui est I’un des points principaux de tension soulevés par cette recherche. La construction de I’espace formelle-
ment comme en mathématiques et créer toutes ces constructions géométriques qui peuvent étre spécialisés
éventuellement dans un contexte particulier donné en une conception architecturale, est un processus étranger
pour la discipline architecturale ou le travail sur les projets commence seulement a partir d’un contexte
spécifique. Cependant, C’est un pas de plus vers 1’idée de Eco: des conceptions architecturales ouvertes pour
une variété de lectures, en ce sens que 1’une de ces constructions formelles est assez ouverte pour étre relu
fonction d’un contexte particulier. On peut voir ces constructions géométriques comme des prototypes des
conceptions (espaces mathématiques), reliés entre elles que par des relations logiques et une fois un contexte
est fixé elles sont transformées en des modéles réelles (espaces architecturaux). Cela dit, nous allons main-
tenant expliquer comment les codes architecturaux sont construits, pour ceci nous nous appuyons sur le
compte de Eco et son application des méthodes de la sémiotique pour expliquer comment le code architectural
se rapporte au code mathématique pour décrire 1’espace, il va montrer ¢a en comparant ceci au langage verbal.
Eco explique que dans le traitement des codes, nous constatons que les éléments d’articulation sous un code
donné peuvent étre syntagmes d’un autre code plus analytique ou les syntagmes d’un code peut se révéler étre
des éléments d’articulation d’un code plus synthétique [2]. Ceci doit étre gardé en téte tout en traitant les
codes architecturaux, pour on trouve généralement que ses articulations appartiennent vraiment, soit a un code
plus analytique ou un code plus synthétiques se trouvant en dehors de I’architecture; dans cette recherche, ceci
était tout a fait clair par le fait de porter le langage de la géométrie moderne dans le domaine de la conception
architecturale. Cependant, avant de commencer a comparer les codes architecturaux et mathématiques, nous
devons faire une distinction importante lorsqu’il s’agit des codes de I’architecture, c’est la distinction entre les
codes de lecture de I’objet et les codes de lecture de la conception de 1’objet, mais nous remarquons que les
codes de notation de la conception, tandis que conventionnalisés de maniére indépendante, sont dans une
certaine mesure des dérivés des codes de 1’objet. Ils fournissent des fagons pour transcrire 1’objet, tout comme
pour transcrire la langue parlée il existe des conventions pour représenter des ¢léments tels que les sons des
syllabes ou mots [2]. Cela dit, nous allons maintenant montrer la relation du code architectural au code
mathématique basé sur la comparaison de Eco de I’architecture a la langue. Eco explique que dans 1’architec-
ture, nous pourrions émettons 1’hypothése qu’il existe quelque chose comme une double articulation similaire
a celui trouvé dans les langues orales et supposons que le niveau le plus élémentaire de ’articulation c’est une
question de géométrie. Si I’on considére I’architecture d’étre I’art de 1’articulation de 1’espace, alors peut-étre
que nous avons déja en géométrie une bonne définition du code rudimentaire de I’architecture. Dans cette
double articulation si ’on considére I’articulation de base reposant sur des ¢éléments de géométrie, alors
’articulation supérieure impliquerait des éléments spatiaux de plus haut niveau, avec leurs combinaisons en
des syntagmes spatiales d’une sorte ou d’une autre [2]. En d’autres termes les courbes et les surfaces pour-
raient étre des éléments d’articulation de base, un niveau auquel les éléments ne sont pas encore significatifs,
mais sont distincts, et leurs combinaisons, tels que des polygones, des polyédres et des compositions des
courbes et des surfaces peuvent étre des ¢léments de I’articulation supérieure, d’un niveau au cours de laquelle
les éléments commencent a étre significatifs, par exemple un syntagme de deux polygones, par exemple un
rectangle a ’intérieur d’un autre rectangle comme un fenétre dans un mur. Cette description de Eco des deux
niveaux d’articulation de 1’architecture avec les mathématiques comme D’articulation de base et I’architecture
comme [’articulation supérieure est assez intuitive et conformément a ce que nous avons fait dans cette
recherche, a savoir fournir un ensemble rudimentaire des €éléments dépourvus de signification pour étre

| 283



transformé plus tard par des combinaisons en €léments architecturaux significatifs. Alors, quand nous faisons
une construction géométrique pour une famille des surfaces et une opération de transformation; ceux-ci restent
dépourvues de signification, elles sont seulement des articulations au niveau de base, cependant, lorsque dans
un contexte particulier une transformation particuliere a été appliquée sur une surface particuliére de la
famille; le résultat est maintenant significatif et appartient a ’articulation de niveau supérieur. Cette analogie
de double articulation aux langues verbales posées par Eco est une fagon intuitive et claire d’expliquer com-
ment une conception architecturale difféere d’une construction géométrique; précisément il s’agit d’une
articulation d’un niveau supérieur qui utilise les constructions géométriques comme ses ¢léments pour créer
des constructions architecturales. Apres avoir expliqué cela, nous devons étre prudents dans la compréhension
de cette affinité¢ entre les codes architecturaux et géométriques, le probléme est bien sir que ce code
géométrique n’appartient pas uniquement a 1’architecture, en plus couché derriére certains phénoménes
artistique le code sous-tend clairement les formulations de la géométrie dans 1’sens étymologique du mot a
savoir ’arpentage et d’autres types de transcription du terrain. Ce pourrait méme étre identifié avec le code
gestaltique présidant sur notre perception du toutes ces formes, ce code géométrique que nous avons ici est un
code capable de servir comme un métalangage pour 1’ articulations et pour une certain nombre d’autres codes
plus synthétiques [2]. Cette relation non exclusive entre le code architectural et son code géométrique ¢lémen-
taire ne devrait pas étre comprise comme un désavantage, le fait que la géométrie sert comme un code de base
pour de nombreux autres codes synthétiques montrera ses avantages pour 1’architecture. Cela devient évident
dans le coté pratique de cette recherche, a savoir que, en décrivant les articulations architecturales utilisant un
métalangage: les mathématiques, nous sommes en mesure de comparer les phénomenes architecturales avec
les phénoménes appartenant aux autres langues, par exemple, la physique et particulier la mécanique, en
utilisant les mémes termes de ce métalangage. A la fin, nous tenons a souligner une fois de plus que, méme si
I’architecture peut étre décrite en termes de la géométrie, elle ne peut pas étre simplement réduite a 1’articula-
tion d’un code géométrique, elle aura toujours besoin de 1’articulation supérieure de la conception de I’architec-
ture manipulant ces constructions du code géométrique. Eco donne un exemple de langues verbales pour
clarifier ce fait, il souligne que, aprés tout a la fois le chinois et I’italien peuvent étre considérés comme une
question d’amplitudes, des fréquences, des formes d’ondes, etc, mais cela ne signifie pas qu’ils reposent sur
un seul et méme code, il montre simplement que pour certaines fins ils peuvent étre réduits a un systéme
commun de transcription [2]. De méme, bien que 1’architecture et la physique ont la géométrie comme code
d’articulation de base, elles ne peuvent pas étre simplement réduites au méme code. Aprés avoir expliqué
comment le code architectural se rapporte a son code élémentaire mathématique avec la double articulation,
nous allons maintenant nous concentrer sur le code dans son ensemble et ce qu’il communique. Eco décrit
trois types des codes architecturaux, chacun avec un autre mode de communication, il explique que 1’architec-
ture comme nous I’avons montré peut étre décrit par le métalangage du code géométrique qu’elle peut le
partager avec d’autres disciplines, mais les codes architecturaux peuvent plus ou moins étre divisés en: codes
techniques, syntaxiques et sémantiques. Les codes techniques: articulations du genre traitées dans la science
de I’ingénierie architecturale, I’architecture se résout en des poutres, systémes de planchers, des colonnes, etc,
il n’y a pas de contenu de communication a ce niveau de codification, seulement la logique structurelle. Les
codes syntaxiques: sont illustrés par des des codes typologiques concernant I’articulation dans les types
spatiaux (plan circulaire, le plan en croix grecque, etc) avec les autres conventions syntaxiques tels que, d’une
chambre c’est généralement adjacente a une salle de bain. Les codes sémantiques: sont concernés par les
¢léments architecturaux, ou les relations établies entre les signes architecturaux individuels (ou des syn-
tagmes) et leur significations dénotatives et connotatives. Cela pourrait étre subdivisée a savoir si les élé-
ments: désignent les fonctions primaires, ont des fonctions secondaires connotatives, connotent des idéologies
d’habitation ou a grande échelle ont une signification typologique sous certains types fonctionnels et soci-
ologiques [2]. Avec ces description Eco s’interroge comment 1’architecture peut étre créative tout en restant
dans les limites de I’adhésion a ses codes, ce probléme se pose bien sir le plus synthétique le code serait. Eco
souligne que ce qui ressort de ces codes architecturaux, est que dans I’ensemble ils semblent étre, assez
communicatifs, mais ils sont en fait assez limités dans les possibilités opérationnelles. Ces limitations sont
dues au fait que ces codes pourraient étre considérés comme codifications des solutions déja travaillés, des
codifications qui rendement des messages standardisés, ce qui est assez contrasté aux codes linguistiques
verbales qui sont capables de générer d’innombrables messages trés différents [2]. Cette limitation est assez
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intuitive et claire, par exemple, si I’on prend 1’exemple d’un appartement il n’y a pas vraiment un nombre
infini de combinaisons architecturales des différentes piéces qui seraient sensibles en termes architecturaux.
En revanche si le sens architectural est éliminé, nous avons un nombre infini de combinaisons géométriques
de ces ¢éléments, comme un exemple simple: un escalier aprés une certaine inclinaison ou une certaine taille
des étapes devient architecturalement absurde, bien que géométriquement et méme physiquement, il reste
possible. Cela montre une fois de plus comment le code géométrique est beaucoup plus rudimentaire par
rapport au code architectural; avec cela dit, il semble que 1’innovation dans 1’architecture est en opposition
avec rester dans la syntaxe architectural. Comme Eco explique, que reposant sur ces codes, le message
architectural devient quelque chose d’un appel de masse, quelque chose qui peut étre pris pour acquis, et
pourtant il semble que 1’architecture peut aussi se déplacer dans la direction du contenu innovant, allant a
I’encontre des rhétoriques existantes et des attentes idéologiques. ce ne peut pas étre le cas, cependant, que
lorsque I’architecture se déplace dans cette direction, elle s’écarte entiérement des codes donnés, car sans la
base d’un code quelconque, il n’y aurait pas de communication efficace [2]. En d’autres mots pour produire
une nouvelle architecture, I’architecte est obligé avant de penser comme un architecte, de penser comme un
mathématicien, philosophe, sociologue, etc d’étendre et d’explorer d’autres territoires que I’architecture
touche et d’essayer de travailler a partir de 1a. Eco pense que 1’architecte doit identifier une série des exigences
sociales, un systéme des fonctions qui satisferaient ces exigences et, enfin, un systéme des formes qui corre-
spondent a ces fonctions, et seulement a ce niveau nous pourrions trouver quelque chose a comprendre comme
architecture. Ainsi, alors que les éléments de I’architecture se constituent en un systéme, ils deviennent un
code uniquement lorsqu’il est couplé avec des systémes qui se trouvent en dehors de ’architecture, et 1’archi-
tecte, dans la pratique, est toujours obligés d’étre autre chose qu’un architecte [2]. Ce point de vue est essen-
tiel pour nous dans cette recherche, dans le sens qu’il y a certainement un esprit de sortir du territoire de
I’architecture afin de faire quelque chose d’innovant et d’une maniére impliquer un sentiment d’obligation
pour les architectes a faire ¢a. Ce sortir de 1’architecture afin de faire une nouvelle architecture serait toujours
problématique a la majorité des architectes qui préférent rester confortablement dans leur territoire et d’inviter
plutdt des experts de ces autres territoires dans un travail d’équipe. Toutefois, ayant des experts des différents
domaines ne change pas beaucoup la situation concernant I’innovation de 1’architecture, méme si le travail
d’équipe rend le processus moins une question de deviner. C’est tout simplement parce que les architectes
restent ignorants de ces domaines et forcés de trouver des formes qui donneront forme aux systémes sur
lesquels ils ont aucun pouvoir ou connaissances. En conséquence, 1’architecte qui est a la recherche de I’innova
tion va étre toujours forcé a articuler des langues qui expriment quelque chose d’extérieur a 1’architecture, ce
qui signifie que I’architecte est tenu dans le travail de penser en termes de totalité [2]. Ce pensée en termes de
la totalité exigerait 1’architecte de s’efforcer pour des connaissances techniques disciplinaires d’autres disci-
plines que ce soit les mathématiques, la philosophie ou la sociologie, entre autres. Cela doit étre fait, peu
importe combien il semble que I’architecte est devenu un technicien, un spécialiste ou une personne prévu a
des opérations spécifiques plutdt que des questions générales. Cela est évident dans le cas de ’esprit général
de cette recherche a savoir en ce qui concerne la discipline des mathématiques, nous n’avons pas hésit¢ de
aller aux grandes étendues de technicité qui semble étre trop spécialisé pour un architecte a acquérir, mais
pour Eco ce processus est d’une grande importance afin de créer de I’innovation dans ’architecture. De ce
point de vue, nous arrivons a trois interprétations de quel est le réle de 1’architecte selon Eco, les deux pre-
mieres sont extrémes et la dernicre est la plus raisonnable. Dans la premicre interprétation, nous pourrions
comprendre 1’architecte comme quelqu’un qui n’a plus qu’a trouver les formes appropriées pour répondre aux
demandes programmatiques proposées et accepter sur la foi certaines déterminations sociologiques et
idéologiques faites par d’autres. Dans le second, 1’architecte devient un démiurge ou un artisan de I’histoire.
Enfin, la plus raisonnable serait que 1’architecte doit concevoir pour des fonctions primaires variables avec des
fonctions secondaires ouvertes [2].
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8.2.3. L’architecture comme une expérience vécue

Jusqu’a présent, dans notre enquéte sur la définition de I’architecture, nous avons donné deux définitions
importantes la premiere était celle de 1’architecture comme une fonction, ou nous avons traité la relation entre
I’esthétique et le fonctionnel, nous 1’avons fait a travers le compte de Theodor Adorno sur le sujet. La deux-
iéme définition est celle de 1’architecture comme la communication, ot nous avons traité la relation entre les
fonctions dénotatives et connotatives de 1’architecture, en plus de la relation entre le code de 1’architecture et
le code mathématique. Nous avons terminé cette deuxiéme partie par I’affirmation que les architectes ont
besoin de sortir du territoire de 1’architecture afin d’atteindre 1’innovation dans la discipline, nous 1’avons fait
a travers le compte de Umberto Eco sur le sujet. Maintenant, nous allons étudier la derniére de nos trois
définitions dominantes de 1’architecture: I’architecture comme un expérience vécue; cette définition sera
principalement phénoménologique couplé par une bréve analyse de la nature politique de I’architecture. La
phénoménologie est une importante école de pensée qui a dominé de nombreuses théories architecturales,
inspirés par ’ceuvre de Heidegger et son ¢éléve Hans Georg Gadamer et les ceuvres du philosophe frangais
Henri Lefebvre qui est plus politiquement orientée. En essence, la phénoménologie implique une dimension
interprétative profonde de la réalité sous la forme de ’herméneutique, ce qui permet pour la réception et la
compréhension de cette vérité. Participer a 1’architecture phénoménologiquement implique une ouverture non
seulement au domaine du sensible, mais aussi a la révélation d’une vérité potentiel. Phénoménologie offre une
compréhension de I’architecture et de 1’espace qui est en quelque sorte plus profonde que la compréhension
sémiotique donnée plus t6t dans le compte de Eco, et le compte esthétique proposée par Adorno, elle cherche
a aller au-dela de la capacité de codification de la sémiologie de révéler une compréhension plus riche du
monde. Cette profondeur et I’insistance sur 1’authenticité est aussi la faiblesse de la phénoménologiecar elle
devient un systéme d’auto-référentiel, sans fondements normatifs pour 1égitimer ses revendications, et ¢’était
la chose qui Adorno a critiqué en elle. Néanmoins, en dépit de sa faiblesse épistémologique la phénoménolo-
gie continue de jouer un rdle important dans la théorie de I’architecture jusqu’a aujourd’hui, surtout a I’ére de
la réalité virtuelle et les sociétés de controle de la question de la corporalité est plus pertinent que jamais.
Apres avoir souligné 1’importance de la phénoménologie dans la théorie architecturale moderne, nous devons
souligner que méme si le fondateur de cette école de pensée était Husserl qui était aussi un mathématicien, sa
phénoménologie différe de la phénoménologie dominante actuelle qui est due au travail de Heidegger.
Comme nous 1’avons mentionné au début de la recherche la phénoménologie de Husserl était transcendantale,
ayant une saveur plus mathématique dans sa description de I’espace et de la cognition sans tenir compte des
présuppositions personnels. En revanche, la phénoménologie de Heidegger a mis ces présuppositions person-
nels au centre de la scéne avec son concept important de ’homme (de Dasein) d’étre jeté dans le monde, ce
point de vue heideggérien reste une position trés forte dans la théorie architecturale. C’est assez facile a
comprendre que, car sa focalisation est fondamentalement concernée par le particulier, avec le lieu des
expériences individuelles et non I’espace de calculs abstraits. Cela a été également reflété dans le rapport
soupconneux des phénoménologues a la science positiviste en tant qu’autorité sur la vérité de la réalité,
I’espace et les objets dedans. L’ceuvre d’art et particulieérement I’architecture était une préoccupation majeure
pour Gadamer et Heidegger, ils croyaient qu’il a transmis la vérité de maniére pas moins que le raisonnement
scientifique, et qu’il joue un role important dans la représentation ontologique. Gadamer dans son essai Le
fondement ontologique de I’occasionnel et le décoratif, exprime I’importance de 1’occasion pour I’ceuvre d’art
a savoir, ’occasion ou la situation a partir de laquelle le travail est apparu, il souligne que I’ceuvre d’art
contiendra plus que il aurait sans cette occasion [3]. Nous pouvons immédiatement commencer a remarquer
I’idéologie architecturale dominante concernant le traitement de 1’espace avec son accent sur le particulier, ou
comme le dit Gadamer 1’occasion; ce que nous avons mentionné plus tot, c’est I'un des points critiques de
cette recherche qui met ’accent sur une approche a I’espace plus générale provenant d’une idéologie mathéma-
tique. Gadamer met également 1’accent sur les questions de I’esthétique et la sémantique qui nous avons
soulevées ci-dessus dans les comptes antérieurs, mais il fait valoir I’importance de la situation ou 1’occasion
comme le donateur du sens aux ceuvres architecturales. Il souligne qu’il est important de voir que 1’ceuvre
d’art ne doit pas son véritable sens a une institution, c’est plutot déja une structure avec une fonction signifi-
ante, comme représentation picturale ou non picturale, avant d’étre affecté sa fonction. Pour cette raison, les
ceuvres d’art peuvent assumer des fonctions réelles définies et résister a d’autres: par exemple des fonctions
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publics ou privées, religieuses ou laiques. IIs sont institu€s et mis en place en tant que monuments commé-
moratifs de respect, d’honneur ou de piété, seulement parce qu’ils se prescrivent et contribuent a créer ce
genre de contexte fonctionnel. Ils revendiquent leur place, et méme si elles sont déplacées, par exemple,
placée dans un musée moderne, la trace de leur objectif initial ne peuvent pas étre détruits. Il fait partie de leur
étre parce que leur étre est la représentation [3]. Maintenant dans une certaine mesure, on peut interpréter le
point de vue de Gadamer comme un moyen d’attacher plus aux codes déja faits de 1’architecture, par exemple
les codes syntaxiques des différentes typologies que Eco décrit. A savoir que la conception d’un batiment
n’est pas seulement attachées intrinséquement a la fonction dénotative que ce soit un hopital ou une école, etc,
mais aussi son sens est profondément liée au temps et au lieu de sa conception. C’est par contraste a la vision
plus dynamique de Eco ou I’architecture s’ouvre aux interprétations différentes et les architectes congoivent
des fonctions primaires variables et des fonctions secondaires ouvertes, ici nous avons une vision beaucoup
plus statique: une architecture liée a 1’endroit et au moment de sa conception et incapables de perdre ce lien.
Pour Gadamer ceci peut étre vu dans la transformation des vieux batiments pour abriter des nouvelles fonc-
tions, par exemple des anciens entrepdts et des églises en d’autres espaces fonctionnels, les traces originalles
de I’industrie et de la religiosité persistent dans les €léments de 1’architecture. C’est pourquoi Gadamer a
considéré I’architecture comme formes d’art la plus grande et la plus distinguée pour exprimer 1’occasion; une
ceuvre d’architecture s’étend au-dela d’elle méme en de deux fagons, elle est autant déterminée par 1’objectif
qu’elle doit servir, que par I’endroit ou elle va prendre dans un contexte spatial totale [3]. Gadamer se concen-
tre ensuite sur la question de I’esthétique qui, selon lui est intrinséquement une fois liés a 1’occasion du travail,
qui, dans le cas de I’architecture le contexte dans lequel cet objet est concu. Gadamer pense que chaque
architecte doit considérer a la fois les fins et le contexte de la construction, le plan est influencé par le fait que
le batiment doit servir un objectif de vie particulier et doit étre adaptée aux situations architecturales partic-
ulieres; par cette double commande le batiment présente une augmentation réelle de I’étre: il s’agit d’une
ccuvre d’art. Ce n’est pas une ceuvre d’art si elle se tient tout simplement n’importe ou, comme un batiment
qui est une tache sur le paysage, mais seulement si elle représente la solution du probléme de la construction
(dans le sens de 1’occasion); ce point de vue est plus créatif dans le traitement de la relation dialectique entre
I’esthétique et la fonctionnalité de 1’architecture [3]. Voyant que précisément la réponse du batiment au
contexte dans le sens de son occasion est ce que lui donne son caractére artistique, contrairement a la com-
préhension conventionnelle qui s’accroche a I’autonomie artistique de 1’architecture sur un effacement superfi-
ciel de son occasion. Si un batiment est une ceuvre d’art, il est non seulement la solution artistique d’un
probléme de construction posé par les contextes de but et de la vie a laquelle il appartient a 1’origine, mais de
toute fagon il conserve ceux-ci, de sorte qu’ils sont visiblement présents méme si la manifestation présente des
objectifs premiers est étrange. Ainsi 1’architecture est la plus statuaire de toutes les formes d’art, le but d’un
batiment, a travers lequel elle appartient au contexte de la vie, ne peut pas étre séparé d’elle sans lui faire
perdre une partie de sa réalité [3]. L’avis de Gadamer sur ’esthétique est également dans une large mesure en
opposition a la vue de ’esthétique que nous avons définie au début de la recherche, & savoir la doctrine
kantienne de I’esthétique avec sa non prise en compte les paramétres contextuels et sociologiques dans lequels
I’ceuvre d’art est congu. Kant a expliqué cela par ’exemple des travailleurs du palais étant en mesure d’ap-
précier I’esthétique du palais, en dépit du contexte du palais comme un signe de I’oppression sociale et un
rappel de la différence de classe entre les travailleurs et le propriétaire. Dans cette recherche, nous avons pris
le point de vue de Kant et de Ranciére sur I’esthétique plutdt que celui des phénoménologues. Ce point de vue
nous permet d’apprécier I’esthétique des constructions géométriques que nous avons développés dans cette
recherche, qui dans leur état actuel sont dépourvues de contextes architecturaux dans le sens du lieu et du
temps. Avec la position désintéressée de Kant nous sommes en mesure d’isoler ces objets et de trouver leur
beauté comme ils sont, comme dit Kant: en eux-mémes, et qui est pour Ranciére une forme de démocratie ou
tout le monde peut accéder a cette esthétique. Avec la position désintéressée de Kant nous sommes en mesure
d’isoler ces objets et de trouver leur beauté comme ils sont, comme dit Kant: en eux-mémes, et qui est pour
Ranciére une forme de démocratie ou tout le monde peut accéder a cette esthétique. Le contraste en vue entre
Kant et Gadamer continue dans le concept de Gadamer de décoration et du génie artistique, a savoir que la
complexité de I’ceuvre en elle-méme n’est pas ce qui la rend génie, puisque pour Gadamer, 1’ceuvre est réduit
aux compétences techniques. Gadamer affirme que I’architecture tant qu’art qui crée 1’espace, elle le fagonne
et le laisse libre, elle englobe non seulement tous les aspects décoratifs de la mise en forme de 1’espace, y
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compris I’ornement, mais elle-méme est de nature décorative. C’est notamment a attirer 1’attention du specta-
teur a elle-méme, pour satisfaire son goiit et ensuite lui rediriger loin d’elle vers le plus grand ensemble du
contexte de la vie qui ’accompagne. Le concept de la décoration ici est congu comme une antithése a une
véritable ceuvre d’art a partir de son origine dans I’inspiration de génie au sens kantien, I’argument était que ce
qui est seulement décoratif n’est pas un art de génie, mais simple savoir-faire qui peut étre remplacé, comme
tous les autres moyens subordonnés a une fin, par un autre moyen approprié [3]. Il est clair que le point de vue
de Gadamer est dominant dans 1’architecture, puisque la majorité des discours architecturaux adhére a 1’idée
que Darchitecture ne peut pas étre suffisamment innovante sauf si ce travail a été une réponse a un certain
contexte. En fait la plupart des étudiants dans les écoles d’architecture sont enseignés le méme discours de
différentes fagons que: la forme en elle-méme n’est pas une architecture sauf si elle a été justifiée par le
raisonnement contextuel. Il ne fait aucun doute que les constructions géométriques elles-mémes ne sont pas
une architecture, mais elles ont toujours des valeurs et d’esthétique architecturale en elles-mémes; qui pour-
raient étre adaptées a un contexte donné. Néanmoins, cette approche est la plupart du temps rejetée par la
majorité des institutions d’architecture en raison de leur croyance dans ’occasion d’étre la donatrice de la
valeur d’une conception architecturale et dans de nombreux cas, si cette occasion est suffisante, ce serait assez
pour considérer la conception précieuse, méme si la construction géométrique n’est pas trés développée.
Cependant, dans cette recherche, nous adhérons a la vue kantien ou le travail (dans ce cas, la construction
géométrique) a une valeur esthétique et architecturale en lui-méme en dehors du contexte dans lequel ces
constructions géométriques peuvent étre appliquées. Gadamer affirme cependant que la décoration doit étre
libéré de cette relation antithétique a la notion de I’art de I’expérience et étre ancrée dans la structure
ontologique de la représentation, que nous avons vu comme un mode d’étre de 1’ceuvre d’art. Il est nécessaire
de récupérer la vision ancienne dans laquelle les significations d’origine de I’ornement et de la décoration
¢taient la beauté comme telle, elles sont également déterminées par leur rapport a ce qu’elles décorent, une
vue que méme Kant approuvera [3]. Cela dit, Gadamer précise que I’ornement (ou la décoration) fait partie de
gott, il n’est pas d’abord quelque chose par lui-méme, qui est ensuite appliqué a autre chose, mais appartient a
la présentation de son porteur, il fait partie de la présentation comme un événement ontologique ce qui signifie
qu’il est une représentation. Ce que Gadamer entend par représentation est des éléments universels
ontologiques structurelles de ’esthétique, un événement ontologique et non pas un événement expérientiel qui
se produit au moment de la création artistique et est répétée a chaque fois dans I’esprit du spectateur [3]. Avec
¢a, nous obtenons une description claire dans cet essai de la position de Gadamer concernant 1’esthétique des
objets étant fondées dans leurs contextes, comme nous 1’avons dit c’est une position a laquelle la majorité des
architectes adhérent. A coté du compte de Gadamer nous voudrions donner un autre point de vue important
phénoménologique et politique de 1’architecture et de la production de 1’espace, a savoir, le compte de Lefeb-
vre sur le monument architectural et 1’espace dans son livre La production de [’espace. Encore une fois, nous
allons voir une forte différence entre la définition de 1’architecture donnée ici par Lefebvre et celles présentées
plus tot par Eco et Adorno et par conséquent celle de cette recherche qui est en accord avec eux. L’avis de
Lefebvre que nous allons discuter est plus politiquement orientée, critiquant I’aliénation du corps et le sens de
la compréhension architecturale de 1’espace causée par ’abstraction, a savoir 1’abstraction causée par une
pensée mathématique de 1’espace. Lefebvre fait valoir que le privilege de I’image a conduit a une compréhen-
sion appauvrie de 1’espace, transformant I’espace social en une abstraction fétichisée, il estime que I’image tue
et elle ne peut pas rendre compte de la richesse de I’expérience vécue [4]. Il pense que les architectes sont
complices dans toute la nature aliénante de 1’existence contemporaine, non seulement ils sont dominés par le
capitalisme bourgeois, mais avec leurs méthodes abstraites de la représentation, ils ont réduit le monde a un
domaine de bleus. Lefebvre appel a une restauration de préoccupation pour le corps, I’espace doit étre connu
par tous les sens, non seulement I’approche de la codification de la sémiologie puisque nous ne sommes pas
face au texte, mais a la texture. Il fait valoir que cette approche de codification de la sémiologie, qui vise a
classer les représentations, les impressions et les évocations comme des termes dans le code de la connais-
sance, le code de sentiments personnels, le code symbolique, ou le code herméneutique, est tout a fait inca-
pable de couvrir toutes les facettes de I’architecture. Car il est le résidu, irréductible, ce qui ne peut étre classé
ou codifié selon les catégories congu a la suite de la production, qui est le plus précieux et le plus essentiel, le
diamant au fond du pot de fusion [4]. Nous pouvons voir clairement dans 1’avis de Lefebvre le sentiment anti-
abstraction, il est critiquant de la sémiologie et des lectures sémiologiques de 1’architecture comme celle de
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Eco que nous avons décrit plus haut, et bien sir, il est critiquant des toutes les approches similaires ou les
expériences vécues sont réduites aux codes. Par conséquences, il serait en opposition a la codification de
I’espace architectural dans les codes mathématiques qui serait les plus abstraits et aliénants. Il est clair que
nous ne adhérons pas enti¢rement a ce point de vue dans cette recherche, mais il est important pour nous
d’apporter le compte de Lefebvre puisque dans son opposition, nous pouvons comprendre certaines des
raisons pour lesquelles les mathématiques modernes et I’architecture ne sont pas naturellement combinés. Ceci
dit, nous devons souligner que Lefebvre est juste de considérer ce qui est irréductible aux codes comme le
plus précieux mais on ne peut nier la beauté et I’importance de ce qui est codée; aussi nous ne devons pas
oublier que I’irréductible est dialectiquement li¢ au réductible. En d’autres termes, il n’y aurait pas irréductible
s’il n’y avait pas réductible ou codifié, c¢’est parce que nous sommes capables de coder de nombreux aspects
de la réalité que nous apprécions les aspects que nous ne pouvons pas coder. En d’autres termes, il n’y aurait
pas d’irréductible s’il n’y avait pas de réductible ou codifié, c’est parce que nous sommes capables de coder de
nombreux aspects de la réalit€ que nous apprécions les aspects que nous ne pouvons pas coder. Comme nous
I’avons mentionné plus tot dans cette recherche, nous ne sommes pas en aucune fagon en train de réduire le
processus architectural en un probléme scientifique positiviste en utilisant le langage mathématique pour
décrire I’espace, c’est au contraire une tentative pour étendre notre appréciation poétique de ce processus.
Lefebvre poursuit sa description de la raison pour laquelle 1’architecture ne peut pas étre réduit a une langue, il
convient qu’un monument architectural est le résultat d’une pratique signifiante et une fagon particuliére de
proposer une signification, mais il ne croit pas qu’elle peut étre réduite ni a une langue ou un discours, ni aux
catégories et concepts développés pour I’étude de la langue [4]. C’est parce que Lefebvre estime que 1’architec-
ture comme une ceuvre spatiale contient une complexité fondamentalement différente de la complexité du
texte, les actions de la pratique sociale sont exprimable mais pas lu, 1’architecture comme la musique n’a pas
des signifiés, a plutdt un horizon de signification. Une multiplicité de significations, une hiérarchie mobile
dans laquelle aujourd’hui I’un, tantét 1’autre signification vient momentanément au premier plan, par le biais
de (et pour le bien de) une action particulieére; 1’opération sociale et politique d’une ceuvre architecturale
traverse les différents systémes et sous-systémes des codes, qui constituent et fondent la société concernée [4].
C’est pour cela que 1’architecture pour Lefebvre est plus que toutes les fonctions dénotatives et connotatives,
I’architecture dépasse ces codes et sous-codes et implique un super-codage, en ce qu’elle tend a la présence de
la totalité. Lefebvre croit également que I’architecture efface les traces de la violence et de la négativité dans
la pratique sociale par une puissance tranquille et une certitude qui peut englober la violence et la terreur [4].
Cela signifie que par un monument architectural, la pratique sociale transcende les limites par lesquelles autres
pratiques signifiantes et donc autres arts, y compris les textes dits littéraires sont bornées, de cette fagon un
consensus, un accord profond est atteint. Nous pouvons voir la nature politique dans le compte de Lefebvre, il
essaie de montrer que I’architecture a aussi et sur tout une dimension politique, mais cette dimension est un
dépassement subtil et de signes simplistes. Cela est compris en regardant les monuments qui ont été faites
pour imposer ou exprimer certaine idéologie politique; par exemple les batiments des vieux régimes totali-
taires. Méme si ces batiments disposent une fois des fonctions dénotatives comme batiment du gouvernement
et une fonction connotative comme 1’idéologie de ce régime, les batiments selon Lefebvre transcende cette
violence totalitaire avec leur silence et leur présence continue bien aprés que ces régimes sont partis. Pour
cette raison Lefebvre pense qu’un monument architectural ne doit pas étre considéré comme un collections de
symboles, ni comme une chaine de signes, il n’est pas un objet ni une agrégation des objets divers. Lefebvre
met ensuite ’accent sur la relation entre le corps et 1’objet architectural, il souligne que malgré le fait que son
physique, sa position comme un objet social est rappelée a chaque instant, peut-&tre par la brutalité¢ des
matériaux ou des masses en jeu, ou peut-&tre au contraire par ses qualités douces; ce n’est pas une sculpture,
ni une figure ni simplement le résultat des procédures des matériaux [4]. Un monument architectural est défini
par ce qui peut y avoir lieu; les qualités monumentales ne sont pas uniquement plastiques pour étre
appréhendées que en regardant, elles possédent également des propriétés acoustiques; par exemple, dans une
maison de priére la silence est sa musique, 1’espace est mesuré par 1’oreille. Les sons, les voix et le chant se
répercutent dans un jeu analogue a celle entre les sons les plus élémentaires et les tons et a I’interaction mis en
place lors de la lecture vocale insuffler une nouvelle vie dans un texte écrit. Les volumes architecturaux
assurent une corrélation entre les rythmes qu’ils divertissent et leur résonance musicale, c’est de cette maniére
et a ce niveau, dans le non visible que les organismes trouvent de I’autre [4]. Ici, nous pouvons voir le coté
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phénoménologique / politique du compte de Lefebvre avec son accent sur les sens et I’expérience, ce senti-
ment poursuivra par la suite ou il critique les architectes et leurs roles dans 1’aliénation du corps de I’espace
architectural avec leur accent sur les images et la représentation graphique. Il explique que c’est facile d’imag-
iner que I’architecte aurait une tranche ou un morceau de I’espace comme une donnée et ensuite travailler sur
elle selon un certain got, les compétences techniques, les idées et les préférences en toute liberté. Ce n’est pas
ce qui se passe réellement, mais la section de I’espace attribuée a I’architecte par un développeur ou un
organisme gouvernemental est affectée par des calculs, que 1’architecte ne connait pas trés bien; cet espace
n’est pas un espace innocent: il répond aux tactiques particuliéres et stratégies. C’est tout simplement ’espace
du mode de production dominant, et donc 1’espace du capitalisme régie par la bourgeoisie [4]. Voici Lefebvre
attire notre attention aux forces politiques cachées derriére le processus de la pratique architecturale, et encore
plus important de ce qu’il appelle I’espace de 1’architecte, ce qui est I’espace de la représentation architec-
turale: des dessins et des images. Lefebvre explique que 1’architecte n’est pas plus innocent que le lot donné
ou le papier blanc pour le premier croquis, I’espace de I’architecte est frété avec des significations trés objec-
tives, il est un espace visuel, un espace réduit a des plans, a de simples images. Ces réductions sont accentuées
et justifiées par la régle de la perspective linéaire, ces tendances de stérilisation ont été dénoncées depuis
longtemps par 1’architecte George Gromort, qui a démontré comment elles servaient a fétichiser la fagade. La
tendance a faire des réductions de ce genre: réductions aux parcelles, aux images, au fagades qui sont faites
pour étre vu et de voir de, renfor¢ant ainsi I’espace visuel pur est une tendance qui dégrade I’espace [4]. On
peut dire du discours architectural qu’il imite trop souvent ou caricature le discours du pouvoir, et qu’il souffre
de I’illusion que la connaissance objective de la réalité peut étre atteint par des moyens de représentations
graphiques. Dans la pratique spatiale de la société moderne, 1’architecte a une représentation de 1’espace liée a
des ¢éléments graphiques, des feuilles de papier, des plans, des élévations, des coupes, des vues en perspective
des fagades, des modules et ainsi de suite. Cet espace est considéré par ceux qui font usage de celui-ci d’étre
vrai, malgré le fait ou peut-étre en raison du fait qu’il est géométrique: parce que c’est un milieu pour les
objets, un objet lui-méme, et un lieu de I’objectivation des plans. Son lointain ancétre est la perspective
linéaire développé pendant la Renaissance: un observateur fixe, un champ perceptif immobile, un monde
visuel stable [4]. Nous pouvons voir clairement dans cette partie, de le sentiment anti-abstraction de Lefebvre,
concernant la connaissance de I’espace et la réalité, il critique les architectes de croire en la représentation
graphique avec sa base géométrique d’étre la vraie connaissance objective de la réalité. Nous pouvons imag-
iner que son opposition serait plus forte en ce qui concerne une autre abstraction de 1’espace a savoir une
comme celui que nous faisons dans cette recherche en utilisant la construction mathématique. Il est important
pour nous cependant de mentionner ce point de vue, car il a une présence importante dans 1’architecture, de
nombreux architectes pensent que les dessins et les images géométriques dégrade I’espace, et que le moins
mathématique le dessin est le mieux. Cela nous rappelle également le compte de Merleau-Ponty préférant
I’approche anti-perspective de Cézanne a la peinture sur la peinture avec perspective linéaire telles que celles
de la renaissance. Avec ces points de vue ayant une présence importante dans 1’architecture, nous pouvons
voir pourquoi la relation entre 1’architecture et la géométrie a été en régression depuis la renaissance, et
pourquoi cette tentative de mettre une fois de plus I’architecture et la géométrie ensemble est problématique. 11
est clair pourquoi Lefebvre et Merleau-Ponty critiquent en particulier la perspective linéaire, puisque c’était
précisément son invention qui a abouti a la hauteur I’affinité entre les arts et les sciences en général et 1’archi-
tecture et les mathématiques en particulier. En d’autres termes lorsque 1’art et la science partagent une base
commune de compréhension de I’espace et de la réalité et une notion commune de la beauté et de ’harmonie
écrit dans le langage de la géométrie donnée a I’homme par le divin. Lefebvre résume enfin quel est le critére
principal du plan architectural, qui est inconsciemment déterminé par ce champ perceptif, a savoir si ou non il
est réalisable; tout plan qui mérite un considération doit étre quantifiable, rentable, transmissible et réaliste.
Mettant ’accent sur toutes les questions relatives a ce qui est trop pres ou trop loin, ou relatives a I’environ-
nement et sur la relation entre privé et public [4]. Une fois encore, nous voyons un rejet clair de tout valeur de
I’architecture qui n’est pas fondée sur I’expérience vécue, en d’autres mots les ceuvres architecturales qui sont
basées sur I’imagination ou des utopies fictives. Enfin a partir de ’espace de ’architecte Lefebvre tourne
I’attention cette fois a I’espace de I’utilisateur, il pense tout d’abord que la notion d’utilisateur et habitant sont
péjoratives et qu’il n’y a pas des termes bien définis avec des connotations claires pour désigner ces groupes.
L’espace de I’utilisateur est vécue non représentés ou congu, par rapport a 1’espace abstrait des experts
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(architectes, et urbanistes), I’espace des activités quotidiennes des utilisateurs est concret, c¢’est-a-dire, subjec-
tive [4]. En tant qu’espace de sujets plutot que des calculs, comme un espace de représentation, il a une
origine et cette origine est I’enfance; avec ses difficultés, ses réalisations et ses manques; I’espace vécu porte
le cachet de conflit entre un inévitable, si long et difficile processus de maturation et de manque de maturité,
qui laisse certaines ressources et réserves originales intactes. C’est dans cet espace que le domaine privé
affirme lui-méme, quoique plus ou moins vigoureusement, et toujours de fagon conflictuelle contre celui du
public. La restauration du corps signifie, d’abord et avant tout, la restauration de la sensorielle sensuelle de la
parole, de la voix, de I’odorat, de 1’entendre, bref, du non-visuel et du sexuel mais pas dans le sens du sexe
considéré isolément, mais plutét dans le sens de I’énergie sexuelle dirigée vers une décharge spécifique et
circulant selon des rythmes spécifiques [4].
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Avec cela, nous terminons les trois définitions idéologiques principales de l'architecture que nous avons
trouvé le plus dominant dans I'architecture aprés la modernité, en plus de la derniére courant dans l'architec-
ture: architecture numérique que nous avons discuté plus tot dans notre analyse de l'ordinateur et la concep-
tion. Il est important de comprendre que ces comptes ne sont pas utilisés ici pour donner un historique concis
complet de la définition de l'architecture en tant que discipline. Mais ils sont 1a pour montrer que la discipline
de l'architecture n'est pas clairement définie ou une discipline fixe, c'est une discipline qui est ouverte a des
interprétations et résiste une définition universelle. C'est une différence fondamentale que I'architecture a en
comparaison avec les sciences naturelles et humaines, et ou elle reste connectée a ses racines artistiques. C'est
précisément ce caractére d'ouverture a l'interprétation que font de l'architecture un terrain fertile pour le travail
expérimental; expérimental dans le sens de remettre en cause les principes fondamentaux et non seulement le
travail le long des grandes lignes déja décidées. C'est quelque chose qui aurait été assez difficile dans les
recherches en sciences dures car les grandes lignes de recherche sont dans la plupart des cas prédéterminées
par la communauté scientifique. Dans cette recherche, nous avons profité de cette liberté offerte par la
recherche en architecture afin de soulever la question fondamentale de la géométrie et 'architecture une fois
de plus dans un contexte moderne. Nous avons commencé par expliquer la nature esthétique de cette
recherche et sa relation avec le coté pratique d'avoir des descriptions techniques mathématiques, des dessins
architecturaux. Nous avons ensuite examiné la notion de l'espace lui-méme et la fagon dont les différentes
définitions de I'espace qui viennent de différentes disciplines pourraient se rapporter, puis nous avons établi
les bases théoriques pour la construction de l'espace mathématique formelle. A partir de 1a, nous avons fait
nos constructions mathématiques; qui sont divisés en deux catégories principales: définitions (paramétrique,
algébriques et d'interpolation) et opérations (algébriques, analytiques et algorithmique). Enfin nous sommes
retournés a I'analyse théorique avec notre enquéte sur la définition de I'architecture et comment ces définitions
portent sur le travail accompli dans cette recherche.
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