N

N

Stratégies de calcul intensif pour la simulation du
post-flambement local des grandes structures composites
raidies aéronautiques

Ludovic Barriere

» To cite this version:

Ludovic Barriére. Stratégies de calcul intensif pour la simulation du post-flambement local des grandes
structures composites raidies aéronautiques. Mécanique des structures [physics.class-ph]. INSA de
Toulouse, 2014. Francais. NNT: . tel-01018592

HAL Id: tel-01018592
https://theses.hal.science/tel-01018592

Submitted on 4 Jul 2014

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01018592
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université

de Toulouse T H E S E

En vue de I'obtention du
DOCTORAT DE L’UNIVERSITE DE TOULOUSE

Délivré par:
Institut National Supérieur des Sciences Appliquées de Toulouse (INSA)

Discipline ou spécialité:
Génie Mécanique, Mécanique des Matériaux

Présentée par
Ludovic BARRIERE

Sujet de la these:
Stratégies de calcul intensif pour la simulation du post-flambement local des
grandes structures composites raidies aéronautiques

Soutenue le 30 Janvier 2014

Jury:
Bruno CASTANIE Professeur des Universités a I'INSA de Toulouse Directeur
Christian REY Professeur des Universités au LMT, ENS Cachan  Rapporteur
David DUREISSEIX Professeur des Universités a I'INSA de Lyon Rapporteur
Olivier PoLIT Professeur des Universités au LEME, Paris X Président
Steven MARGUET Maitre de Conférence a I'Université de Toulouse Co-directeur
Jean-Charles PASSIEUX  Maitre de Conférence a I'INSA de Toulouse Co-directeur
Philippe CRESTA Ingénieur de Recherche, Airbus Group Innovations Invité

Ecole doctorale:
Mécanique, Energétique, Génie civil et Procédés (MEGEP)

Unité de recherche:
Institut Clément Ader EA-814







Remerciements

Je tiens & remercier en premier lieu Bruno CASTANIE pour m’avoir proposé ce sujet de
these et pour 'avoir dirigé de la meilleure maniere possible. Son exigence, son ouverture d’es-
prit et son expérience scientifique m’ont été tres utiles. Son souci de la valorisation m’a en
outre permis de participer a plusieurs conférences internationales (et de visiter notamment
la cote Est Australienne!). Et enfin sa sympathie a rendu ces trois ans (et un peu plus) tres
agréables.

Mes co-encadrants, Steven MARGUET, Jean-Charles PASSIEUX et Philippe CRESTA, ont
été tres complémentaires et ont toujours su me motiver, m’aider, me guider ou me laisser
prendre mes responsabilités selon les circonstances. Sans les échanges que nous avons eus,
ce travail n’aurait pas été le méme. Sans leur disponibilité et sans leurs nombreuses qualités
humaines, que je n’ai pas la place d’énumérer, je n’aurais pas passé d’aussi bonnes années
de these. Merci a eux.

Qu’il me soit permis de remercier tout particulierement Olivier POLIT d’avoir accepté de
présider le jury de ma soutenance. Lui et les rapporteurs, Christian REY et David DUREIS-
SEIX, que je remercie également, m’ont fait I'immense honneur d’examiner mes travaux. Par
leurs remarques et par les discussions que nous avons eues, ils ont contribué a améliorer la
qualité de ce mémoire. Je leur en suis tres reconnaissant.

Je remercie chaleureusement Damien CROZES pour son aide, mais aussi pour sa gentillesse
et sa disponibilité. Ce sont des collaborations spontanées comme celles-ci qui donnent de la
profondeur a une expérience professionnelle. C’est dans le méme esprit que j’ai eu la chance
de cotoyer Joseph MORLIER. En plus de ses conseils, sa curiosité et sa bonne humeur m’ont
permis d’avancer, je I’en remercie.

Ayant été accueilli au Département de Mécanique des Structures et Matériaux de I'Ins-
titut Supérieur de I’Aéronautique et de I’Espace, je remercie son directeur et les personnels
scientifiques et techniques. Merci a Marie-Odile MONSU et Luc TOUCHET pour les services
administratifs rendus efficacement.

Qu’auraient été ces trois ans de these sans les collegues doctorants et chercheurs de 1'Ins-
titut Clément Ader 7 Je remercie donc dans le désordre, Amélie, Elsa, Teddy, Thomas, Julien,
Pablo, Léo, Simon, Etienne, Benjamin, Jean-Sebastien, Haris, Sing, Hakim, Laurent, Flo-
rian, Nicolas, Victor, Simon D., Luc, Joél, Floran, Loic, Ameur, Jean-Francois, Christophe,
Sam, Miguel, Guilhem, Christian, Soraya, Jean-Phi, Sylvain, Greg, Irene, Jean-Emmanuel,
Michael, Isabelle, Laure, Kamel, John, et tous les stagiaires, pour les moments partagés de
doutes, de joie, de délire, de science (quand méme un peu) et de pétanque... Je remercie
également les amis d’ici et d’ailleurs, Loic et Gaélle, Nichou, Manu, les basketteurs de I’AS
ISAE, les amis de longue date, Jean et Ysa, JB et Steph, Mika et sa troupe, Guigui, Vanessa,

These de doctorat - L. Barriére - 1ii -



Remerciements

Chacha et tous les autres, que j’ai toujours plaisir a retrouver.

Mes remerciements vont bien sur a ma famille. Mes parents et mes grands-parents ont
su me transmettre leurs valeurs et m’ont mis dans les conditions de réussir tout ce que j’ai
entrepris. Leur amour m’a porté et je leur dois beaucoup. Merci aussi a Vincent et Elise,
aux cousins et cousines et aux oncles et tantes, qui sont tous exceptionnels.

Enfin, je terminerai en remerciant Nathalie. Car une these, c’est bien, mais a deux, c’est
mieux! La fin aura été un peu intense, mais nous avons pu profiter de ces trois ans pour
vivre une belle expérience, faire de beaux voyages, partager nos passions, nous supporter
et nous soutenir dans l'adversité. Beaucoup d’amour, de tendresse et d’attentions qui ne
laissent présager que du bonheur pour la suite, un peu plus au nord, en Belgique.

-iv - These de doctorat - L. Barriére



Résumé

Cette these s’inscrit dans le cadre de I'étude du post-flambement local des grandes struc-
tures composites raidies. Le post-flambement de telles structures concerne effectivement, en
priorité, les éléments de peau entre les raidisseurs, appelés mailles. La simulation du post-
flambement par la méthode des éléments-finis est aujourd’hui limitée par le cotit du calcul,
en particulier pour les grandes structures. Seules des zones restreintes peuvent étre étudiées,
en négligeant les interactions global/local.

L’objectif de cette these est de proposer une stratégie de calcul performante pour la simu-
lation du post-flambement local des grandes structures raidies a partir des connaissances sur
le comportement mécanique des structures en post-flambement et d’un découpage naturel le
long des raidisseurs favorable au calcul parallele.

Plusieurs stratégies de résolution ont déja été proposées dans la littérature. Parmi celles-
ci, les méthodes de réduction de modele adaptative ont démontré leur capacité a réduire
le nombre d’inconnues tout en maitrisant 1’erreur d’approximation de la solution des pro-
bléemes non-linéaires. La construction d’une base réduite a faible cotit et 'amélioration de
I'efficacité de la procédure adaptative font partie des défis actuels concernant ces méthodes.
Par ailleurs, les méthodes de décomposition de domaine avec localisation non-linéaire sont
particulierement adaptées au calcul parallele en mécanique des structures en présence de
non-linéarités locales. L’équilibrage des charges et 'extensibilité du probleme d’interface en
sont les principales limites.

Les travaux de these portent dans un premier temps sur une stratégie de réduction de
modele adaptative. La base réduite initiale est formée de seulement deux composantes, cal-
culées en début de résolution a faible cofit. Les informations qui y sont contenues permettent
de trouver un compromis entre leur cotit de constitution et le coiit de la procédure d’adap-
tation, qui est choisie du type “a la volée”. Cette stratégie est évaluée sur un probleme de
post-flambement en cisaillement d’une plaque raidie et donne lieu a une publication. Dans
le cas d’un flambement localisé sur quelques mailles d’une grande structure raidie, comme
celle d'un fuselage, une combinaison avec une méthode de décomposition de domaine pri-
male est ensuite formulée. La réduction de modele par projection est partionnée, ainsi que
la procédure d’adaptation. Le traitement des zones en post-flambement est différencié par
localisation non-linéaire réduite et le cofit de la procédure d’adaptation est rationalisé.

Toutes les méthodes sont implémentées dans un code de recherche programmé pendant la
these. L’expérience du développement de code pour I’évaluation de méthodes de résolution
est capitalisée a travers la conception et la programmation d’une bibliotheque éléments-finis
orientée objet.
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Abstract

This thesis is part of the study of local post-buckling of large stiffened composite struc-
tures. Post-buckling of such structures actually rather concerns skin between stiffeners, called
the elementary mesh of the structure. The finite element simulation of structures subjected
to post-bucking still faces computational limits, especially for large structures. Only restric-
ted area may be studied for now, neglecting global/local interactions.

The aim of the thesis is to propose an efficient computational strategy for local post-
buckling analysis of large stiffened structures from knowledge on mechanical behavior of
post-buckling structures and a natural partitionning along stiffeners conducive to parallel
computation.

Several strategies have already been proposed in response to this issue. Among them
are the adaptive model reduction solving techniques which demonstrated their ability to
drastically reduce the number of unknowns as well as to control the approximation error of
solving non-linear problems. The challenges regarding these techniques are the computation
of a reduced basis at lower cost and the use of an efficient adaptive procedure. Furthermore,
domain decomposition methods with a non-linear local step are suited to parallel compu-
tation in structural mechanics in the presence of local non-linearities. Load balancing and
scalability of the global step are their main limits.

Our work deals first with an adaptive model reduction strategy. An initial reduced basis
is made of two components only, which are computed at a low cost. They contain relevant
information enabling to find a compromise between the cost of building them up and the cost
of the “on the fly“ adaptivity. This strategy is evaluated in the case of shear of a stiffened
panel and has just been published. In order to adress larger stiffened structures subjected to
local post-buckling, like an aircraft fuselage, partitioning is then performed. The model re-
duction, as well as the adaptive procedure are written in the framework of the primal domain
decomposition method with a non-linear local step. Local problems and interface problem
are solved using a reduced basis. The adaptive procedure is rationalized over subdomains
and interface. The partitioned strategy is also tested in the case of shear of a stiffened panel.

The methods are implemented in a research code developed for the purpose of the thesis.

Experience and feedbacks on software development for the evaluation of solving methods are
capitalized in a finite element object oriented library.
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Introduction

La derniere décennie a vu ’aboutissement de grands programmes aéronautiques inno-
vants. Les A380, B787 et A350 ont notamment intégrés dans leurs structures des matériaux
composites a base de fibres de carbone et de matrice organique, dans des proportions de plus
en plus importantes. L’innovation est effectivement nécessaire dans un secteur aussi concur-
rentiel que 'aéronautique. Elle doit étre un levier pour 'amélioration des performances et
des services rendus par ’avion, et pour la réduction de son impact environnemental. Mais il
s’agit aussi, sous une autre forme, de réduire les cofits de production et les temps des cycles
de développement (Time To Market) pour améliorer la rentabilité des programmes.

Une partie du cycle de développement d’un aéronef consiste a concevoir la structure pour
qu’elle réponde aux criteres de performance et aux normes de sécurité. Cette phase s’appuie
sur des essais et des simulations qui permettent de tester, de comprendre et de valider les
concepts technologiques proposés de 1’échelle d’'un coupon a celle de la structure compléte,
en passant par les échelles intermédiaires :

— détails structuraux (jonctions collés ou boulonnées)

— sous-structures (panneaux de fuselage, portes)

— sous-ensemble (trongon de fuselage, aile)
Aujourd’hui, un grand nombre d’essais et de simulations sont réalisés aux petites échelles.

Ce nombre diminue a mesure que ’échelle augmente, comme le montre la Figure 1a. Il est
certain que le colit d'un essai est fonction de I’échelle du composant. Les enjeux concernant
les essais sur la cellule compléte d'un avion sont donc particulierement important.

A VARS

FIGURE 1 - Organisation des essais et simulations dans l'industrie aéronautique, (a) actuelle
et (b) prévue dans le cadre du Virtual Testing. Source : EADS

La maximisation de la confiance dans les essais les plus critiques est un des objectifs du
Virtual Testing. Le concept du Virtual Testing vise ainsi a augmenter la part de la simulation
dans le processus de conception comme l'illustre la Figure 1b. La simulation doit en effet
permettre d’aboutir a des prototypes de structures virtuelles optimisées par rapport aux
critéres donnés et suffisamment fiables pour que le premier essai soit le bon ( Getting it right
the first time ! selon les termes anglophones). La fiabilité du prototype virtuel repose sur les
comparaisons essais/simulations réalisées aux échelles inférieures, et une certaine maturité
des modélisations utilisées. De cette maniere le Virtual Testing doit pouvoir participer de la
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Introduction

réduction des cotits et des délais de développement.

En ce qui concerne les performances, les standards de conception des structures aéro-
nautiques fixent les priorités en termes de modélisation des phénomenes physiques. Il est
ainsi primordial que le comportement de la structure soit de nature réversible pour des
charges inférieures aux charges ultimes. La charge ultime correspond en effet a la charge
maximale supportée par la structure en phase d’exploitation, ou charge limite, multipliée
par un coefficient de sécurité (actuellement 1.5). La premieére nécessité est donc de pouvoir
modéliser le comportement linéaire de la structure et prédire l'initiation des phénomenes
irréversibles ou dégradations (endommagements, déformation plastique, ...). Cependant, les
structures aéronautiques sont constituées d’éléments élancés (plaques, poutres) susceptibles
de flamber lorsque la charge appliquée dépasse leur charge critique de lambement. La phase
de post-flambement qui s’ensuit est réversible jusqu’a un certain niveau de chargement a
partir duquel des dégradations apparaissent. Ces dégradations peuvent étre de nature et de
localisation différentes de celles qui apparaissent sans flambement, du fait de la modification
du mode de travail de la structure. C’est le cas du décollement des raidisseurs induit par
les concentrations de contraintes a leurs jonctions avec la peau en flambement. La Figure 2
montre que le lambement des structures raidies aéronautiques est en effet prioritairement
localisé, la peau du fuselage formant par exemple des cloques entre les raidisseurs.

FI1GURE 2 — Flambement local du fuselage d'un Falcon 7X lors d’un essai statique. Source :
Dassault Aviation

Dans les standards de conception actuels des structures composites, le flambement est
autorisé autour de la charge limite (voir Figure 3a). Autrement dit, le post-flambement doit
étre réversible jusqu’a la charge ultime, soit environ 1.5 fois la charge critique de flambe-
ment. La réduction de la masse est un facteur de performance important et I'autorisation
du flambement donne une marge supplémentaire pour alléger les structures. En effet, en
réduisant les épaisseurs des éléments élancés, ou en choisissant des matériaux de masse vo-
lumique plus faible (ce qui induit souvent une rigidité plus faible), la charge critique de la
structure diminue. Lorsque la charge critique est inférieure a la charge ultime, le critere de
flambement devient limitant pour la réduction de la masse, devant les critéres de réversibi-
lité du comportement. C’est la raison pour laquelle, de nouveaux standards de conception
ont été proposés dans le cadre d’un projet Européen sur le post-flambement des structures
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composites. Ils visent a élargir la plage de chargement en phase de post-flambement (voir la
Figure 3b).

Futurs standards de conception
Standards actuels de conception

Charge
Charge g A
A Ruine
Ruine
R 2 X S
' O -
Nox tolérg @ Initiation
des dégradations 5 o R e D
Marge de 17 A Charge ultime (CU) Qo CL
sécurité y @
Charge limite (CL)
Autorisé en - \ CC
condition Charge critique de flambement (CC)
d'exploitation
L R > == >
Déplacement Déplacement

(a) (b)

F1GURE 3 — Standards de conception des structures composites actuels et a venir avec 1'élar-
gissement du domaine de post-flambement autorisé. La charge critique de flambement doit
passer d’environ 100% de la charge limite (généralement de I'ordre de 105%, mais cela dépend
des structures) a 40% de la charge ultime pour les structures composites. Source : Projet
européen COCOMAT

Dans le cadre du Virtual Testing et en vue de 'allegement des structures, la simulation
du post-flambement local des grandes structures raidies prend toute son importance. De
nombreux défis restent néanmoins a relever. Alors que la modélisation des coupons ou des
panneaux est aujourd’hui suffisamment précise pour représenter les phénomenes observés,
celles des sous-structures et de la structure compléete ne permettent pas de prédire les effets
locaux non-linéaires comme le post-flambement, ni leurs impacts tant sur les dégradations
a 1’échelle microscopique, que sur la réponse globale de la structure. Une des raisons tient
de la complexité des modeles qu’il faudrait mettre en place et de la taille des systémes
d’équations a résoudre. Pourtant, les ressources informatiques n’ont cessé de croitre, avec
notamment l’ere des super-calculateurs et des processeurs multi-cores, dotés d’espaces mé-
moire toujours plus grands. Ces nouveaux moyens reposent sur une approche différente de
la puissance informatique. Autrefois il s’agissait d’augmenter la fréquence des opérations
réalisées. Maintenant, pour des raisons technologiques, la tendance est a la parallélisation
des taches. Le saut en termes de taille et de multiplicité des probléemes a résoudre est trop
important pour pouvoir s’appuyer uniquement sur l'accroissement des ressources informa-
tiques. Les méthodes de calcul doivent aussi changer, et s’adapter notamment aux nouvelles
architectures paralléles des nouveaux ordinateurs et plate-formes de calcul.

Les méthodes de calcul mises en place aujourd’hui permettent de contourner le probleme
du cotit du calcul des problemes de grande taille par la parallélisation mais n’apportent
pas de solution suffisamment précise et prédictive pour étre employées dans le cadre du
Virtual Testing. Il s’agit en effet de méthodes basées sur une sous-structuration, qui dans
le domaine linéaire permettent de calculer une solution exacte en parallélisant les calculs
par sous-structure. Dans le domaine non-linéaire, comme pour le post-flambement local, les
interactions entre les sous-structures et la structure globale ne sont pas prises en compte
par ces approches dites “descendantes”. Les efforts transitent ainsi de I’échelle globale vers
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les échelles locales mais les modifications de raideurs locales ne sont pas répercutées dans la
modélisation de la réponse globale.

Pour réaliser un réel couplage entre les modeles fins locaux, éventuellement non-linéaires,
et les modeles globaux, des méthodes multi-échelles sont développées dans les laboratoires de
recherche en mécanique numérique. Les méthodes de décomposition de domaine ont prouvé
leur capacité a résoudre efficacement, avec précision, des problémes de grandes tailles en
exploitant les ressources paralleles. Elles bénéficient surtout d’une bonne extensibilité. Au-
trement dit, I'accélération du calcul est conservée, voire améliorée, lorsque la taille des pro-
blémes et le nombre de processeurs en parallele augmentent. Les méthodes de décomposition
de domaine sont matures et sont méme implémentées dans certains logiciels de simulation
commerciaux. Leur faiblesse réside toutefois dans la prise en compte de phénomeénes non-
linéaires localisés, qui engendrent soit un surcotit global, soit un déséquilibre entre les charges
de calculs affectées aux processeurs en parallele.

Outre le recours au calcul parallele, des recherches s’orientent depuis longtemps déja (W.
Ritz fin 19e siecle, R.-R Craig fin des années 60, A.K. Noor a la fin des années 70) vers ['uti-
lisation d’une représentation réduite de la solution pour diminuer la taille des problemes.
Aujourd’hui, cette idée donne lieu a quelques méthodes qui font 'objet de nombreux tra-
vaux. Il y a d'une par les méthodes de réduction de modele par base réduite qui permettent
d’utiliser des connaissances sur le probleme a résoudre, acquises notamment par I’expérience
et les multiples simulations déja réalisées sur un modele similaire dans le cadre d’une optimi-
sation par exemple (méthodes dites base réduite (RB) et décomposition orthogonale propre
(POD)). Et il y a d’autre part, les méthodes qui construisent une représentation réduite de
la solution dans tout un espace de parametres, a moindre cofit, par séparation de variables
(méthode dite décomposition propre généralisée (PGD)). Ces différentes approches sont tres
efficaces pour des problémes linéaires, mais nécessitent des aménagement en présence de non-
linéarités (post-flambement). Par ailleurs, pour construire une représentation réduite, il faut
souvent étre capable de résoudre le probleme initial pour différentes valeurs des parametres,
ce qui peut constituer un défi en soit, comme pour le post-flambement local des structures
aéronautiques.

Objectifs et apports de la these :

L’objectif de nos travaux de recherche est donc de proposer une stratégie de calcul adaptée
au probleme du post-flambement local des grandes structures raidies aéronautiques. L uti-
lisation de la compréhension mécanique du phénomene de post-flambement local, a travers
une représentation réduite, et la mise a profit du découpage naturel des structures raidies
dans une méme stratégie, constituent la voie d’étude choisie. La réduction de modele par
projection et la décomposition de domaine sont les principaux ingrédients que nous avons
associés dans cette stratégie. A la facon de la méthode de Craig-Bampton [Craig et Bamp-
ton, 1968] pour les problemes dynamiques de grande taille, notre proposition recherche un
équilibre global a partir de représentations réduites locales. Une difficulté réside dans la non-
linéarité du phénomene local.

Cette these a été réalisée dans le cadre d’une convention entre I'Institut Clément Ader
et EADS Innovation Works. Elle s’inscrit dans la suite des travaux menés par Julien Berto-
lini sur I’étude de I'influence du post-flambement sur le décollement de raidisseurs dans les
structures composites raidies [Bertolini, 2008]. Elle découle également des recherches de Phi-
lippe Cresta, sur des méthodes de décomposition de domaine en présence de non-linéarités
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locales [Cresta, 2008]. Le manuscrit s’articule de la fagon suivante :

La premiere partie regroupe les chapitres qui permettent de situer les travaux de cette

these dans la littérature :

— Le premier chapitre introduit le probleme mécanique du post-flambement et sa
modélisation. Les méthodes classiques de résolution sont présentées et leurs faiblesses
sont mises en évidence.

— Le second chapitre présente des stratégies de calcul avancées qui ont fait leurs
preuves dans la résolution de problemes présentant des caractéristiques communes a
celui du post-flambement local des grandes structures raidies.

La seconde partie présente les contributions personnelles sous la forme de trois chapitres :

— Le troisieme chapitre est en effet consacré a une méthode réduction de modele
adaptative en post-flambement. Une représentation réduite du phénomene est ainsi
construite efficacement malgré la non-linéarité du post-flambement.

— Le quatriéeme chapitre présente l'extension de la précédente méthode au cas du
post-flambement local des grandes structures raidies. Cette extension est réalisée au
moyen dune combinaison avec une méthode de décomposition de domaine.

— Enfin, le cinquiéme chapitre présente les réflexions et les travaux autour de la pro-
grammation de stratégies de calcul avancées dans une bibliotheque Python orientée
objet.

En annexe, un chapitre décrit une voie d’étude intéressante mais seulement partiellement
explorée au cours de cette thése et un autre formalise une extension d’une méthode de dé-
composition de domaine dite hybride.

Valorisation scientifique :
Les travaux de cette these ont été valorisés a travers la publication d’un article dans
une revue a comité de lecture [Barriere el al., 2013] et la participation a des conférences

nationales et internationales [Barriere et al., 2012 ; Barriere et al., 2013b ; Barriere et al.,
2013c ; Barriere et al., 2013a].
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Premiere partie

Etat de ’art en simulation du
post-flambement des structures et
stratégies de calcul avancées
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La premiere partie de ce manuscrit a pour but de préciser le cadre de I'étude. La simu-
lation du phénomene de post-flambement des structures nécessite en effet trois étapes. La
premiere étape est celle de ’expérience, des observations et de la compréhension mécanique
du phénomeéne qui permettent notamment d’énoncer des hypotheses simplificatrices. La se-
conde étape consiste en la mise en équation du probléme, sa modélisation. Enfin, la troisieme
étape, qui nous intéresse particulierement, est celle de la résolution. Cette partie regroupe
donc deux chapitres :

e Le premier fait le point sur le phénomene de post-flambement des structures raidies
d’une part et sur les méthodes plutét classiques de mise en équation et de résolution
d’autre part.

e Dans le second chapitre, nous avons voulu présenter des méthodes de résolution plus
innovantes, souvent plus performantes, en élargissant la perspective a des méthodes
qui n’ont probablement pas encore été appliquées a la résolution de probleme de post-
flambement, mais qui, par certains aspects, présentent un intérét pour la résolution de
problémes non-linéaires de grande taille qui nous préoccupent.
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CHAPITRE

Post-flambement des
structures raidies et
méthodes classiques de
résolution

Résumé

Le post-flambement a fait l'objet de nombreuses études depuis les années 40, de
la simple poutre aux structures raidies complexes. Malgré cela, il reste un théme
de recherche dynamique. La sensibilité auzr défauts, l’optimisation de la masse des
structures, les dommages induits par ce mode de déformation particulier sont autant
de problématiques scientifiques. Les questions sous-jacentes concernent les aspects
de modélisation et de résolution de ces problemes non-linéaires. Ce chapitre consti-
tue un bref état de l'art des réponses classiquement apportés a ces questions.
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1.1 Introduction

1.1 Introduction

Ce chapitre présente le gadre général des travaux de these réalisés. Les phénomenes de
flambement et post-flambement, qui concernent les structures élancées, sont décrits dans une
premiere section. Une attention particuliere est portée aux structures raidies aéronautiques,
notamment celles en matériaux composites. Dans une seconde section, la modélisation de ces
structures est présentée et les équations qui gouvernent le flambement et le post-flambement
sont formulées. Enfin, les deux dernieres sections sont dédiées aux méthodes de résolution.
Les méthodes semi-analytiques, rapides et peu cofiteuses mais restreintes aux problémes
géométriquement et matériellement simple sont, d'une part, exposées. D’autre part, une
revue de méthodes numériques éprouvées, basées sur les éléments-finis et adaptées a une
grande diversité de probleme, mais plus cofiteuses, est établie.

1.2 Phénomene de post-flambement

L’étude du post-flambement, comme son nom l'indique, décrit le comportement d’une
structure apres un certain niveau de chargement appelé chargement critique de flambement.
Le flambement, ou flambage, concerne toutes les structures dites “élancées”, qui présentent au
moins une dimension tres petite devant les autres. Dans le cas des plaques et coques, cette
dimension est 1’épaisseur. Pour les poutres, il s’agit des dimensions de la section, faibles
devant la longueur. Le flambement des structures de base, plaques, coques et poutres est
d’abord introduit. Ces structures de base s’assemblent pour former des structures raidies qui
héritent de la sensibilité au flambement de leurs composants. Une attention particuliere est
donc porté ensuite a ces structures qui sont largement utilisées en aéronautique.

1.2.1 Flambement général des structures élancées

L’instabilité de flambement est liée a la géométrie de la structure et a son chargement. Une
structure élancée chargée en compression dans son plan ou le long de son axe, par opposition
a un chargement transverse ou en flexion, entre dans un état d’équilibre instable a partir
d’un certain niveau de chargement. Autrement dit, au dela de ce niveau de chargement, une
perturbation infinitésimale modifie le mode de déformation de la structure [Timosenko et
Gere, 1963]. Le flambement correspond donc & un changement de branche d’équilibre, de la
branche fondamentale a une branche secondaire, tel que décrit Figure 1.1.

P P

’
’
’

/ point limite

2

point de bifurcation

u u

FI1GURE 1.1 — Phénomene de flambement. Changement de branche d’équilibre.
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Chapitre 1 : Post-flambement des structures raidies et méthodes classiques de
résolution

La charge critique de flambement défini un point théorique de la courbe reliant les efforts
au déplacement, appelé point de bifurcation ou point limite.

Apres flambement (en phase de post-flambement), la structure se déforme dans les direc-
tions transverses a l’axe ou au plan de chargement. Une partie de I’énergie de déformation
dans le plan, ou selon 'axe, est donc transformée en énergie de déformation de flexion et
de cisaillement transverse. Le nouvel état d’équilibre peut-étre lui-méme stable ou instable
dans le sens ou une perturbation de I'effort imposé entraine une augmentation indéterminée
de la déflexion.

FI1GURE 1.2 — Stabilité d’une branche d’équilibre en post-flambement. Influence du pilotage
en effort ou déplacement.

Il est intéressant de noter qu'un chargement par déplacement imposé conduit nécessai-
rement a une branche secondaire stable, par projection de celle-ci dans le plan formé par le
déplacement imposé et la déflexion Figure 1.2. De fagon générale, une branche d’équilibre
instable conduit a la ruine immédiate de la structure. Mais la branche d’équilibre peut éga-
lement étre initialement instable puis retrouver sa stabilité. C’est le cas du snap-through, ou
phénomene de claquage, schématisé Figure 1.3.

- instable
— stable

w(M)

FI1GURE 1.3 — Snap-through, ou claquage d’'une membrane sphérique.

Dans le cas d’un post-flambement stable, le comportement de la structure peut rester
réversible (élastique), puis devenir irréversible (plastification) ou méme rompre. Il peut y
avoir également de nouveaux changements de branche d’équilibre, appelés flambements se-
condaires ou changements de mode.
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1.2 Phénomeéne de post-flambement

Quelques cas de flambement général de poutres droites sont représentés Figure 1.4. La
charge critique P,.. dont une expression est donnée par la formule d’Euler (1.1), dépend des
conditions limites & travers un facteur ¢, de la raideur E et du moment quadratique I de la
poutre (donc de la forme de la section) et enfin de sa longueur I.

F1GURE 1.4 — Exemple des poutres d’Euler

Le facteur ¢ prend en compte les conditions d’appui. Il vaut 4 dans le cas d’un double
encastrement, 1 pour une poutre articulée et i pour une poutre encastrée-libre.
2
P, = c”l]ff (1.1)
En post-flambement, la branche secondaire est théoriquement instable (horizontale) [Stolz,
2003], mais en pratique le chargement peut augmenter légérement avec la déflexion a cause
de non-linéarités géométriques. Dans le cas des plaques et des coques, les conditions limites
et le type de chargement (compression, cisaillement) jouent aussi un réle important sur la
charge critique et sur la stabilité de la réponse apres flambement. Les charges critiques d’une
plaque rectangulaire en compression (1.2) ou en cisaillement (1.3) (de longueur a, de largeur
b et d’épaisseur h, de module E et de coefficient de Poisson ), exprimées en contraintes, o,
et 7., sont ainsi de la forme suivante [Timosenko et Gere, 1963] :

E (h\

E (R
Tcrzkl_yz <b> (13)

Des abaques permettent de déterminer les coefficients k et k' en fonction des conditions
limites.

Dans le cas d’une plaque homogene, isotrope et rectangulaire, les configurations pour les-
quelles les bords sont libres se rapprochent du cas d’une poutre et présentent une plus faible
raideur en post-flambement [Vescovini et Bisagni, 2012]. Lorsque les bords sont appuyés
ou retenus de maniere élastique, la déformée de flambement est sinusoidale dans les deux
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L

e

(a) (b)

FIGURE 1.5 — (a) Plaque a bords libres en compression (instable), (b) Plaque a bords appuyés
ou retenus de maniere élastique (stable)

directions (longueur et largeur) dont les longueurs d’ondes dans ces directions dépendent
des dimensions Figure 1.5. Dans ce cas, le post-flambement est stable, méme si la raideur
peut diminuer sensiblement. Dans tous les cas, le flambement est lié a une contrainte de
compression. Ainsi le flambement en cisaillement résulte d'un état de traction/compression
dans les directions principales [Timosenko et Gere, 1963]. Les cloques se forment selon ces
directions, c’est a dire a 45°. De maniere générale, le post-flambement des plaques et coques
induit la transformation d’une partie de 1'énergie de déformation de membrane en énergie
de flexion ou de cisaillement transverse. La répartition des contraintes est aussi modifiée par
le couplage membrane-flexion qui traduit le non-allongement du plan moyen [Timosenko et
Gere, 1963]. Le phénomene est mis en évidence en Figure 1.6 par la simulation du post-
flambement d’une plaque rectangulaire en cisaillement.

Le flambement, caractérisé notamment par une charge critique et un mode de défor-
mation, est sensible a des défauts initiaux qui peuvent étre de deux origines. D’une part
les défauts de fabrication (géométrie, matériau), et d’autre part les défauts de chargement
(montage désaxé). La tendance est a l'abaissement de la charge critique avec 'amplitude
des défauts, comme l'illustrent les travaux de [Morgan et al., 1965], avec une charge critique
mesurée systématiquement inférieure a la charge critique théorique.

Les défauts alterent donc la réponse avant et apres la charge critique dans une mesure
qui dépend de leur position, de leur type et de leur taille [Simitses, 1986] mais aussi de la
structure elle-méme, plus ou moins sensible, comme le montre la Figure 1.7 (jusqu'a 75%
d’abattement de la charge critique pour une coque cylindrique fine).

Bien que la réponse en présence de petits défauts soit asymptotiquement égale a celle de
la structure théorique idéalisée [Rivello, 1969] et que le passage de la bifurcation soit plus ré-
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1.2 Phénomeéne de post-flambement
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FIGURE 1.6 — (a) Cloque a 45° et (b) distribution du flux de cisaillement dans une plaque
rectangulaire en post-flambement sous sollicitation en cisaillement pur (avant flambement le
flux est homogene). source : simulation par Abaqus.

gulier, il convient d’évaluer 'abattement de la charge critique pour le dimensionnement. Des
facteurs d’abattement de charge critique peuvent étre calculés. Les approches stochastiques
tentent d’élaborer des conceptions robustes et fiables et moins conservatives que celles obte-
nues par approche déterministe [Lee et al., 2010 ; Castro et al., 2013]. L’exemple des facteurs
d’abattement obtenus dans les années 60 pour des structures de type coques cylindriques
(voir Figure 1.7) montre le conservatisme de cette derniére approche [Arbocz et Starnes Jr,
2002].

A=P/P,
1.0
. Improved probabilistic iower bound
iee? e . + Caltech (1968)
" e ot L
] - P l\’. . N Present deterministic lower bound
A o o9 -+ HR .
0Sf \. ve¢ T~
oe r! L ] o S —— . ®
L ® g0 i e . e, M
<& o .. :. e :
| SRR e Wyl :
. (] L I ] s °
o P i\‘R/t.\‘\.—'—
— =1-0902(1-¢16 )
[ FPer
» 2 o re 2 2 Y o N " P . 2 2 [ Py 2 " 2 1
0 500 1000 1500 2000
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FIGURE 1.7 — Définition d’un facteur d’abattement a partir de données d’essais sur cylindre
sous chargement axial [Morgan et al., 1965]. Avec P la charge critique mesurée, P, la charge
critique théorique et % le rapport rayon sur épaisseur du cylindre.

L’importance du facteur d’abattement dépend de la méthode de conception de la struc-
ture. Si le but est d’empécher tout flambement, alors ce facteur est déterminant. Sinon, il
donne une information sur le comportement de la structure sans restreindre nécessairement,
dans le cas d'une branche secondaire stable, le domaine de chargement.
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Chapitre 1 : Post-flambement des structures raidies et méthodes classiques de
résolution

1.2.2 Réponse des structures raidies en post-flambement

Les structures élémentaires sont assemblées pour former ce que I'on appelle les structures
raidies. Ces structures se retrouvent dans le génie civil et dans le transport, notamment
aérien, et dans le spatial, pour leur haute résistance et leur faible masse. La plupart des
structures raidies dans le secteur du transport sont en effet constituées d’une peau et d'un
systeme de raidisseurs. Ce type d’assemblage permet de concevoir des structures a forts
moments quadratiques pour un minimum de masse. L’étude de la sensibilité de ces structures
au flambement, et de leur réponse en post-flambement fait ’objet de nombreux travaux.

Le systeme de raidisseurs des fuselages est formé par des cadres dans le plan perpendi-
culaire a I’axe du fuselage et par des lisses entre les cadres comme illustré par la Figure 1.8.
Il existe d’autres systémes de raidisseur, comme ceux des structures géodésiques [Vasiliev
et al., 2001 ; Meyer et Gaudin, 2011], qui ne sont pas détaillés ici.

Lisse

\_—>\

Cadre
FIGURE 1.8 — Structure de fuselage typique.

Dans un cadre aéronautique, ces structures sont congues avant tout pour travailler sous
des chargements macroscopiques de flexion et torsion (éventuellement combinés) [Perrais
et Finance, 2001}, qui se traduisent au niveau des composants (panneaux raidis) par du
cisaillement, de la compression, de la traction et leurs combinaisons.

Par opposition au flambement d’ensemble des structures élancées en général, les struc-
tures raidies présentent essentiellement des instabilités locales dans les zones en compression
et cisaillement. Le flambement local se produit lorsqu’un composant de la structure est tra-
versé par un flux d’effort supérieur a sa propre charge critique (avec des conditions limites
particulieres qui dépendent des liaisons avec le reste de la structure). L’échelle intermédiaire
de la longueur d’onde de flambement est alors introduite entre celle d’un détail structural et
celle d’une maille structurale élémentaire (peau entourée de raidisseurs). Le caractére multi-
échelle du phénomene de flambement des structures raidies en ressort, notamment celui des
fuselages.

Le flambement de la peau entre les raidisseurs se distingue des autres modes de flambe-
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1.2 Phénomeéne de post-flambement

ment pour deux raisons. La premiere raison est liée a la charge critique généralement plus
faible de ce mode de déformation (voir Figure 1.9), qui en fait le premier mode de flambe-
ment observé dans les structures raidies aéronautiques (voir Figure 2). La seconde raison est
liée a son admissibilité.

Al Bl

FiGure 1.9 — Un mode de flambement local et un mode de flambement global associés
respectivement a la lére et a la 17éme charge critique d’un panneau composite raidi [Boni
et al., 2012].

Les flambements locaux non-admissibles conduisent soit & un endommagement immédiat
de la structure, soit a la ruine si ’équilibre post-flambement est instable. Dans ce dernier
cas, la charge supportée avant flambement par les zones flambées n’est pas repris par le reste
de la structure. Le flambement des parties d’un raidisseur (talon, 4me, semelle) conduit a
des modes de rupture qui seront détaillés dans la section suivante.

Les flambements locaux admissibles entrainent en revanche une modification de la raideur
locale et une re-répartition des efforts dans la structure qui doit continuer de résister a
la charge appliquée dans un premier temps. L’autorisation, dans un certain domaine de
chargement, du flambement local de la peau des structures raidies aéronautiques conduit
par ailleurs a un gain de masse significatif. 1.’équilibre de la structure reste stable mais le
niveau des déformations et des contraintes augmentant, des lambements secondaires non-
admissibles ou des endommagements peuvent apparaitre.

C’est I'objet de la sous-section suivante d’aborder les endommagements et ruptures in-
duits par les flambement locaux.

1.2.3 Endommagements et ruptures induits

Les déformations dues au flambement local de la peau dans les structures raidies sont
parfois tres éloignées de celles observées dans leur mode de déformation fondamental. Des
modes d’endommagement et de rupture sont donc induits, qui ne se rencontreraient pas
autrement qu’en post-flambement.

Les flambements locaux non-admissibles concernent avant tout les raidisseurs. La Fi-
gure 1.10 représente quelques modes de rupture induits rencontrés en aéronautique.

Dans le flambement admissible de la peau d’une structure raidie, le couplage membrane-
flexion dans les plaques modifie la distribution des efforts de cohésions (donc des contraintes).
Notamment, les moments fléchissant sont les plus importants aux points stationnaires de la
déflexion, tandis que les moments de torsion sont maximum aux points d’inflexion [Meeks
et al., 2005]. Ces moments étaient a priori nuls avant flambement. En ce qui concerne les
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Crippling
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Flambement de 1'ame
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FIGURE 1.10 — Flambements locaux non-admissibles au niveau d’un raidisseur et modes de
rupture induits.

efforts de membrane, certaines zones sont déchargées et d’autres assurent la résistance de la
structure face aux efforts extérieurs.

Cette distribution d’efforts non-homogene induit une localisation des endommagements
et de la plasticité. Des modes de ruptures tels que le décollement de la peau et des rai-
disseurs pour les structures composites apparaissent et font 1'objet de nombreuses études
(voir Figure 1.11 et Figure 1.26) [Bertolini et al., 2009 ; Orifici et al., 2008a ; Orifici et al.,
2008b ; Perret et al., 2011]. Ces modes de ruptures sont également sensibles & des sollicita-
tions en fatigue, par flambement répété [Krueger et al., 2002].

FIGURE 1.11 — Test de décollement de raidisseur en flexion sept points [Van Rijn, 2000].

Il est donc finalement important de pouvoir prédire l'initiation de ces dommages pour
vérifier 'intégrité de la structure avant la charge ultime. Ensuite, I’étude de leur évolution
permet de définir des niveaux de criticité et des procédures spécifiques a mettre en ceuvre.
Dans le cadre de cette theése, nous nous limitons donc au cadre du comportement réversible
des structures en post-flambement local (ou post-flambement élastique).
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1.3 Modélisation des structures élancées et non-linéarités géométriques

1.3 Modélisation des structures élancées et non-linéarités
géométriques

La modélisation du post-flambement des structures raidies repose sur celle des éléments
constitutifs que sont les poutres, les plaques et les coques. Dans les applications aéronau-
tiques, la modélisation des structures se limite souvent a des plaques planes et des poutres
droites, les courbures étant représentées par la juxtaposition de plusieurs plaques planes
(facétisation). Ce sont les modélisations qui sont retenues dans ces travaux de theése et pré-
sentées dans cette section. Les équations d’équilibre sous leur forme faible, ou Principe des
Puissances Virtuelles (PPV), sont ensuite formulées.

1.3.1 Cinématiques des structures élancées

Le champ de déplacement des structures élancées est décrit par celui de leur axe ou plan
moyen. Le champ de déplacement dans 1’épaisseur ou la section est exprimé différemment
selon que les cisaillements transverses sont pris en compte ou non.

Théories sans cisaillement transverse :

Ay géométrie initiale

(b)

FIGURE 1.12 — Cinématique de poutre (a) sans cisaillement (théorie de Bernouilli) et (b)
avec cisaillement (théorie de Timoshenko).

Le cisaillement transverse dans les plaques minces et les poutres fines est généralement
négligé. Selon les hypotheses de Bernouilli pour les poutres, ou de Love-Kirchhoff pour les
plaques et coques, les sections ou les fibres droites restent droites et perpendiculaires a 1’axe
ou au plan moyen de la structure (voir Figure 1.12 et Figure 1.13).

Le champ de déplacement d’'un point M de coordonnées (x,y, z) dans une plaque mince
s’écrit alors :

u(x,y, z) g — 250
Q($7y7z) = U((L’,y, Z) = Yo — 28871;() (14)

QU([L', y) Wo

ou (ug, vy, wp) est le déplacement du point My de coordonnées (z,y, 0), projection ortho-
gonale du point M sur I’axe ou le plan moyen en configuration non-déformée.
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géométrie initiale

(@) ()

FIGURE 1.13 — Cinématiques de plaque (a) sans cisaillement (théorie de Love-Kirchhoff) et
(b) avec cisaillement (théorie de Reissner-Mindlin).

Cette théorie est la plus répandue dans les calculs analytiques pour sa simplicité et son
faible nombre d’inconnues (pas d’inconnues de rotation).

Théories avec cisaillement transverse :

Le cisaillement n’est plus négligeable dés lors que rapport entre la longueur caractéristique
et I'épaisseur est inférieur a 10. Il est pris en compte par les hypotheses de Timoshenko pour
les poutres et de Reissner-Mindlin pour les plaques et coques. Selon ces hypotheses, les
sections ou les fibres droites initialement perpendiculaires a I’axe ou au plan moyen restent
droites, mais les angles de rotation des sections ou des fibres ne sont plus égaux aux gradients
de déplacement transverse (voir Figure 1.12 et Figure 1.13). Cette cinématique est la plus
répandue dans les applications numériques pour le réalisme de la représentation du milieu
3D et son adaptabilité !

Le champ de déplacement d’un point M de coordonnées (z,y, z) dans une plaque épaisse
s’écrit alors :

u(z,y, 2) uo(z,y) + 20,
u(z,y,z) =4 v(z,y,2) » =1 wvolz,y)— 20, (1.5)
w(x,y) wo(:c,y)

Mesures de déformations et contraintes en non-linéaire géométrique :

Dans I’hypothese des petites perturbations (HPP), la géométrie initiale est confondue
avec la géométrie finale, ce qui permet d’écrire toutes les grandeurs dans un repére unique.
Ceci est valable lorsque les déplacements et les déformations restent infinitésimaux. Lors-
qu’on passe en grandes déformations et/ou en grands déplacements, il faut prendre en compte
la nouvelle géométrie. C’est cette dépendance du domaine d’étude vis-a-vis des déplacements
qui induit la non-linéarité géométrique. Méme si on peut considérer qu’en flambement élas-
tique des structures raidies, les déformations restent petites et les rotations modérées (< 10°),

1. Il est en effet possible de représenter des plaques minces, bien que pour des méthodes de résolution ap-
prochée, certaines précautions numériques soient nécessaires pour maitriser le rapport entre ’approximation
de Dénergie de cisaillement et celle de I'énergie de flexion en O(1/h?) [Zienkiewicz et Taylor, 1967].
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les déplacements sont suffisamment grands pour devoir actualiser la géométrie ou ne pas né-
gliger les ordres élevés dans 'expression des déformations. Surtout, la prise en compte de
ces ordres élevés permet de modéliser les couplages membrane-flexion et les instabilités,
caractéristiques du phénomene de flambement.

Dans le cadre des grandes déformations, grands déplacements et grandes rotations, la
mesure des déformations peut se faire par le tenseur de Green-Lagrange £ dont la version
linéarisée est utilisée en HPP. E représente la partie symétrique du tenseur gradient de la
transformation F dont les termes quadratiques sont conservés en grands déplacements (1.6).

F=1d+V(u)
E=1(F"F - Ld) (1.6)
E=1(Yw)+Yw") + 5V (uw)¥(uw)"

Pour une cinématique de plaque, seuls les termes quadratiques hors-plan sont conservés
par I'introduction des hypotheses de Von Karman : les déplacements dans le plan sont petits
devant le déplacement hors-plan et les rotations sont modérées. Les déformations Fs33 sont
négligées du fait de la faible épaisseur et des conditions de bords libres. Les déformations de
Green-Lagrange deviennent donc, en notation “ingénieur” vectorielle :

E gim %(g%) _%
By ot 2(5,) &
E={ 2B, p=4 3+ g + a—wa—w —z 892 i 901 (1.7)
2F5 w1 g, )
2Fos 9 — 0

Les déformations sont alors exprimées sous leur forme généralisée (1.8). Ce formalisme
permet de mettre en évidence les modes de déformation de ces structures : membrane (£,,),
flexion (k) et cisaillement transverse (v,) :

Ez{ﬂfﬁ“} (18)

Vs

Une décomposition de FE,, mets en valeur les contributions des déplacements plan et
hors-plan dans la déformation membranaire :

ou l(@)?

E,=FE By = i i(g—f")2
m — &m + m - 0 + 2\ 09 (19)

(u.v) (w) ou Y ov ow %w

oy T or o 0y

En grandes transformations, le tenseur de Piola-Kirchhoff de seconde espece (PK2) S
mesure ’état de contrainte résultant d’une force sur la configuration initiale par unité d’aire
non déformée. Il est conjugué énergétiquement aux déformations de Green-Lagrange. Il est
relié au tenseur des contraintes de Cauchy ¢ par la relation (1.10).

B 1
27 (B

Les contraintes PK2 n’ont pas la pertinence physique des contraintes de Cauchy, qui
permettent d’établir, par exemple, des lois d’écoulement. Néanmoins, pour des petits dépla-
cements, les deux mesures coincident. En notation vectorielle et en contraintes planes, le
tenseur des contraintes PK2 devient :

Q

[igs!
[

FT (1.10)
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Sll
5’22
s=1 s, :{ S } (1.11)
S13 ==
So3

Les contraintes généralisées (appelées aussi flux d’efforts ou efforts de cohésion), conju-
guées des déformations généralisées, sont calculées par intégration dans I’épaisseur (ou la
section) des contraintes (Cauchy ou PK2).

M= | —z5,dz (1.13)
Q= S.dz (1.14)

La loi de comportement généralisée qui relie contraintes et déformations généralisées
se calcule également par intégration de la loi de comportement a travers 1’épaisseur (sous
I'hypothese des contraintes planes et des déformations transverses négligeables).

On considere la loi de comportement d’un matériau isotrope et homogene dans 1’épaisseur
(X et u sont les coefficients de Lamé) qui s’écrit :

A+20 A 0 0 0
A A+2u0 0 0 0
S = 0 0O pu 00|E (1.15)
0 0 0 u O
0 0 00 u
D

Dans le cas général d’'un matériau dont les propriétés varient dans 1’épaisseur (par exemple
un composite stratifié), la loi de comportement généralisée prend la forme suivante :

N A B 0 Ey,
M i=|B D 0 K (1.16)
Q 0 0 G Vs

A ce stade, il est intéressant de noter que la matrice de couplage membrane-flexion B est
nulle pour des structures symétriques dans leurs épaisseurs, mais qu’'un couplage membrane-
flexion non-linéaire est introduit par £,,. Par ailleurs, un facteur multiplicatif est introduit

dans la matrice de raideur en cisaillement transverse G (% pour un matériau homogene), afin

de compenser 'écart avec I'énergie de déformation obtenue en 3D [Batoz et Dhatt, 1990].

En effet, les contraintes de cisaillement transverse s’annulent sur les surfaces inférieures et

supérieures de la plaque. Sous I'hypothese d'un profil réel parabolique de ces contraintes

dans ’épaisseur, d’amplitude unitaire, une énergie de cisaillement équivalente est obtenue
5

pour un profil constant de valeur 7{—; ~ ¢ (voir Figure 1.14).
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T 0a3(2) I Go3(2)

(a) (b)

FIGURE 1.14 — Répartition des contraintes de cisaillement transverses (a) réelles, (b) appro-
chées par la cinématique de Reissner-Mindlin.

0y,

\*ﬁ

F1GURE 1.15 — Représentation d’un solide occupant un domaine €2, soumis a un champ d’ef-
fort extérieur volumique et & un champ d’effort sur un contour 92, verifiant des conditions
essentielles sur un contour 0€2,,.

1.3.2 Equation d’équilibre : principe des puissances virtuelles

L’équilibre d'un solide déformable € (voir Figure 1.15) se traduit par la vérification du
Principe des Puissances Virtuelles (PPV).

Ce principe découle de la formulation intégrale faible de 1’équilibre local, telle que le
champ de déplacement u soit cinématiquement admissible (ensemble de solution noté C.A.(€2)).
Le champ virtuel du est également cinématiquement admissible et s’annule sur 0, (en-
semble de solutions noté C.A.4(€2)). Une condition de régularité sur les champs est imposée
qui correspond au premier espace de Sobolev, noté H'(Q), regroupant les fonctions de carré
intégrable sur €2 et dont les dérivées sont également de carré intégrable. Cette condition est
généralement intégrée dans la définition des ensembles cinématiquement admissibles.

En termes énergétiques, la variation de I'énergie interne doit étre égale a la variation
d’énergie externe. Autrement dit, la variation de ’énergie potentielle totale est nulle a ’équi-
libre. Le PPV s’écrit donc, en statique :
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ol = [ de(du,) : caV — [ oul fav — [ ol .Fas =0
Q - = 0 = g

\ueCA(Q), Vou, € C.AHNQ) (1.17)
En dynamique, cette variation est égale a la variation du travail des forces inertielles.

Dans I'équation (1.17), les puissances sont calculées par rapport a la configuration cou-

rante inconnue. La variation d’énergie interne est exprimée en fonction du tenseur des dé-
formations de Green linéarisées et du tenseur des contraintes de Cauchy. Il est néanmoins
plus aisé de travailler relativement a une configuration connue par changement de variables :
pour un élément de volume dV = det(F)dVy et pour un élément de surface orienté par sa
normale ndS = det(i)i’lﬂodso.
En formulation lagrangienne totale, la configuration initiale €y est donc utilisée. Son contour
est noté 0€)y. Le changement de variables amene a utiliser les tenseurs de contraintes et dé-
formations introduit précédemment, qui prennent en compte la différence entre géométrie
déformée et géométrie initiale : Piola-Kirchhoff de seconde espéce S et Green-Lagrange E.
Le PPV en Formulation Lagrangienne Totale (FLT) s’écrit donc :

Sl = [ 6E©u): S dViy — @T.idvo—/ su”.F dS,

Qo Qo 0o

\ueCAQ), You € C.AyQ) (1.18)

avec la variation des déformations due aux déplacements virtuels :

0L = ;(V(éuy) + V(6u,)") + V(u)V (du,)” (1.19)

Cette expression du PPV constitue au sens général le probléme a résoudre en formulation
lagrangienne totale. Selon les modélisations cette expression est pré-intégrée, dans I’épaisseur
h pour les plaques et coques, dans la section S pour les poutres, afin de faire intervenir les
déformations et contraintes généralisées et de constituer les équations d’équilibres simplifiées
des structures élancées, utilisées en calcul analytique.

L’expression de la puissance des efforts internes pré-intégrée dans 1’épaisseur devient :

§TL,,, = / BT Sy — 08,7 Sy + 07,78, dzdSy (1.20)

puis
STL,, — / Sy N + 6" M + 67,7.Q dSy (1.21)
wo

avec wy la surface moyenne de la plaque. Soit p = h f(z,y), I'expression du PPV pour les
plaques est la suivante :

[ 0BT N+ T M+ 50,7.Q dSo = | oulplay) dSo+ [ sulF dsp,
\ueCAWQ), Vou, € CAQ) (1.22)
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1.3.3 Probléme de flambement

Le probleme de flambement est caractérisé par une charge critique correspondant au
point de bifurcation ou point limite de la branche d’équilibre, des modes de déformations et
une évolution non-linéaire sur la branche d’équilibre en post-flambement.

L’analyse linéaire de flambement est une premiere approche qui permet de déterminer les
charges critiques et les modes de déformations associées. Cette approche ne renseigne pas sur
I’'amplitude des déformations mais est tres utilisée pour le dimensionnement des structures
dans le cas ou le flambement n’est pas admissible.

Pour fixer les idées, le cas d’une plaque est considéré. Considérons un effort extérieur
@0 = (F,, F})) plan sur un contour de la plaque 0Q2p. Le PPV pour I'équilibre des plaques
(1.22) se décompose en partie plane et partie hors-plan du fait de 'indépendance des champs
virtuels correspondants :

6B, NdSy+ (6ty, 00,).Fyy dSy =0 (1.23)
wo —{w) o, F —0
0Em (N + 0" M +07,'Q dSy =0 (1.24)

wo

L’équation (1.23) permet de déterminer un équilibre membranaire et donc un champ
d’effort Ny et un champ de déplacement (ug,vy) valables pour un champ de flexion (w, 6)
nul. Cette solution caractérise la branche d’équilibre fondamentale d’une plaque, pour tout

@:)‘ﬂo’ tel que :

(u,0) = A(uo, vo) (1.25)
(w,0) = (0,0) (1.26)
N = AN, (1.27)
M = Q=0 (1.28)

A est appelé facteur de charge. Cette hypothese de linéarité est a la base de la théorie
du flambement d’Euler. Un développement asymptotique au premier ordre de I’équilibre en
flexion permet d’étudier la stabilité de la branche d’équilibre fondamentale.

(w,0) = (0,0) + a(ws, 61) (1.29)
M = alM, (1.30)
Q = aQy (1.31)

De cette maniere ’équation d’équilibre en flexion se résume a ’expression suivante :

Sk M + 67,7Q dSp + A 6Em(Tw)% dSy =0, ¥V (6w,, 60,) € C.Ao(Q)  (1.32)

wo

qui peut se mettre sous la forme d’un probleme aux valeurs propres :
(0wy, 08,,) (ke(w, ) — Mky(w)) =0, V (6w, 960,) € C.A.x(Q2) (1.33)

Pour chaque valeur propre A.,., qui défini un point de bifurcation ou un point limite, une
expression de la fleche non-nulle satisfait aux conditions limites et a I’équilibre en flexion ainsi
linéarisé, il s’agit du mode de flambement. Dans ’équation (1.33) l'opérateur k. représente
la rigidité élastique de flexion, et 'opérateur k, la rigidité géométrique, due aux grands
déplacements et a 1'é¢tat de pré-contrainte Np.
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Un développement asymptotique & des ordres supérieurs [Nguyen, 2000] permet d’étudier
la stabilité de la branche secondaire au voisinage du point de bifurcation. Mais pour une
connaissance du comportement apres la charge critique de lambement, une autre approche
appelée analyse non-linéaire de flambement ou analyse de post-flambement, doit étre menée.
Elle renseigne sur I'amplitude de la déformée ainsi que sur la redistribution des contraintes qui
se produit effectivement dans ce domaine de chargement. Dans ce cas, une résolution itérative
du probleme s’impose. D’apres la procédure de Newton-Raphson, ’équation d’équilibre est
linéarisée pour faire apparaitre le probleme tangent. Cette procédure est détaillée dans la
suite (voir sous-section 1.5.2).

1.4 Méthodes de résolution semi-analytiques

Les méthodes purement analytiques de résolution des équations d’équilibre ont montré
leurs limites lorsqu’il s’agit de résoudre des problémes linéaires complexes ou non-linéaires
[Timosenko et Gere, 1963|. Leur avantage est cependant de proposer des solutions exactes
sous forme d’expressions analytiques, précieuses pour I'optimisation, 'analyse de sensibilité,
et dont le calcul pour un jeu de parametres donné est trés peu cotiteux. Le terme semi-
analytique désigne des méthodes qui proposent :

— D'expression de solutions approchées sous forme analytique d’un probléme linéaire.

— ou l'expression des équations d’équilibre non-linéaires intégrées analytiquement a ré-

soudre par un schéma numérique itératif.

Ces méthodes permettent de résoudre de nombreux problémes, notamment ceux du flam-
bement et post-flambement des structures élancées [Bloom et Coffin, 2001]. Elles sont li-
mitées sur la représentation de géométries complexes autres que des plaques rectangulaires
ou circulaires et des coques cylindriques ou sphériques, mais les solutions approchées sont
obtenues sous forme analytique et leur évaluation reste d’'un coftit tres faible. Les méthodes
semi-analytiques sont donc particulierement attractives en phase de pré-dimensionnement.
Ces dernieres constituent d’ailleurs un champ de recherche actif malgré I'avenement de mé-
thodes numériques telles que celle des éléments-finis (voir Résolution par la méthode des
éléments-finis ) plus versatiles mais aussi plus cotiteuses.

Quelques approches sont présentées ici dans leur application a I’étude du post-flambement
des plaques et des structures raidies.

1.4.1 Méthode de Ritz-Galerkin

La méthode de Ritz-Galerkin revient a choisir le champ solution w et le champ virtuel
ou,, de la formulation variationnelle (ou PPV) (1.18), comme une combinaison linéaire de
fonctions cinématiquement admissibles :

u=>,0;9i(w,y,2) = g (x Y, 2)a
du, =, Bigi(x,y, 2) = g" (x,y,2) (1.34)

L’expression des déformations de Green-Lagrange et de leur variation, approchées par la
méthode de Ritz-Galerkin s’en déduisent alors :

1
a)a

)8

I

(1.35)

H
&
&

J

+5079(9) V()
0E = (V(9)" +a"V(9)"V(9)) B

o
o (@
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Comme le PPV est vérifié pour tout champ virtuel cinématiquement admissible, les ;
sont éliminés et il en résulte un systeme d’équations linéaires en « :

[ 6B, (@)DB,()dSy a = [ g"fdso+ [ g"Fds, (1.36)

Les fonctions g; peuvent étre choisies sur une base trigonométrique ou polynomiale, gé-
néralement par troncature. Elle forment une base d’approximation ou base de Ritz, et leur
choix est guidé notamment par ’admissibilité cinématique. La précision du calcul dépend
toutefois directement du choix de la base et de l'ordre de troncature.

Dans le cas des plaques planes, les fonctions de contraintes d’Airy sont souvent utilisées
comme inconnues & la place des champs de déplacement du plan (u et v) [Timosenko et Gere,
1963]. Les fonctions d’Airy vérifient les relations (1.37) qui satisfont 1'équilibre des plaques
en membrane.

N, = X,y aNy = X2z 7ny = ~X,zy (137)

Les fonctions d’Airy sont alors approchées par une combinaison de fonctions trigonomé-
triques, statiquement admissibles, et introduites dans ’expression du PPV.

[Timosenko et Gere, 1963] et [Bloom et Coffin, 2001] résolvent une grande variété de
problemes de flambement et post-flambement de poutres, plaques et coques, par la méthode
de Ritz-Galerkin.

Par exemple, une plaque carrée de coté 2a est soumise a de la compression dans un cadre
rigide. Un choix d’approximation du champ de déplacement par un seul terme est proposé :

cos(7Y) (1.38)
(52)

avec e le raccourcissement dans la direction y.

Ce choix simplifié de fonctions d’approximation de Ritz traduit la connaissance a priori
de la forme du champ de déplacement avec notamment la forme en cloche de la déformée
hors-plan. Avec une telle approximation, la résolution des équations est tres peu cofiteuse.
Les coefficients C,,, C, sont calculés en fonction de C,,. C},, le raccourcissement critique e,
et la contrainte de compression correspondante o.. sont ensuite obtenus en cherchant les
valeurs non-nulles de C,, pour lesquelles ’équilibre est vérifié. L’état de contrainte peut étre
alors calculé pour toute valeur de e = ne.,.. Une représentation des contraintes aux bords est
donnée pour n = 10 Figure 1.16.

Néanmoins, a cause de I'approximation du champ de déplacement a un seul terme, la
raideur de la plaque et I'expression de la largeur effective sont surestimées par rapport a
I'expérience. L’ajout de termes dans la représentation des déplacements améliore ces résultats
mais alourdi le calcul. L’expression des termes supplémentaires est en outre moins intuitive.

Une étude de I'influence du nombre de termes des bases trigonométriques tronquées est
proposée dans [Bisagni et Vescovini, 2009]. Les séries trigonométriques utilisées sont des
doubles séries de sinus et cosinus pour représenter a la fois les variations longitudinales et
transversales. Ces séries sont bien adaptées aux domaines rectangulaires et sont de fait tres
utilisées pour les études analytiques. Dans 'étude citée précédemment, des séries de 3x3
a 12x12 termes en déplacement hors-plan et fonction d’Airy sont comparées. Il est montré
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FI1GURE 1.16 — Répartition des contraintes en post-flambement aux bords d’une plaque carré
en compression selon I'axe y pour n=10. [Timosenko et Gere, 1963].

notamment que la raideur converge et qu’elle diminue avec I'augmentation du nombre de
termes en déplacement hors-plan.

Finalement, la précision des méthodes de Ritz-Galerkin pour le post-flambement dépend
de termes d’ordres plus élevés que ceux qu’il est possible d” intuiter. Malgré le nombre d’in-
connues qui se rajoutent (une inconnue par terme), leur nombre total reste bien inférieur a
celui d’une approximation par éléments-finis. La limite de ces approches reste donc liée a la
géométrie des structures pour lesquelles il faut disposer d’une base de fonctions cinémati-
quement ou statiquement admissibles.

1.4.2 Approche par développement asymptotique en post-flambement
initial

La théorie générale de la phase initiale de post-flambement [Koiter, 1945] repose sur
I’hypothese que pour un chargement au voisinage de la charge critique de flambement, I’état
d’équilibre est obtenu par une petite variation autour de I’état d’équilibre fondamental. Cette
phase se traduit par une faible non-linéarité de la réponse, des rotations modérées et petites
déformations, soit le domaine de validité des hypotheéses de Von Karman. Dans le cas des
plaques et coques raidies cette phase se termine souvent par 'apparition d’endommagement,
ce qui signifie que I'ensemble du post-flambement élastique peut étre considéré comme post-
flambement initial.

L’approche consiste a tirer profit de 'hypothese de proximité des états d’équilibre par
un développement asymptotique du champ de déplacement en post-flambement w,,,; au
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voisinage du point de bifurcation :

Upost = G0Upre + ajuy + ou (139)

Uy est le champ de déplacement avant le flambement, sur la branche fondamentale. u,
est le mode de flambement correspondant a la bifurcation, calculé par analyse de flambement
linéaire, et a; son amplitude. du regroupe les termes d’ordres supérieurs, qui représentent
effet des redistributions de contraintes, dont une expression est calculée [Koiter, 1956] sous
la forme d’un développement en série trigonométrique. L’amplitude des premiers termes de
cette série est proportionnelle & a2. du est donc petit devant la contribution du mode de
flambement.

Cette théorie a par exemple permis de calculer la réponse initiale en post-flambement
d’enveloppe cylindrique [Hutchinson, 1967]. [Hui, 1988] a comparé cette approche a la mé-
thode de Ritz-Galerkin et montré son domaine d’application (niveau de chargement) pour
un probléme de poutre en compression sur support élastique.

Plus récemment, [Vescovini et Bisagni, 2012] ont développé une approche intéressante par
rapport a la théorie de Koiter, pour une plaque rectangulaire en compression longitudinale,
simplement supportée et retenue de maniere élastique sur ses bords longitudinaux par des
ressorts de torsion (voir Figure 1.17).

FIGURE 1.17 — Plaque retenue de maniére élastique [Vescovini et Bisagni, 2012]

L’approche consiste en une approximation du déplacement hors-plan par I'unique fonction
du mode de flambement, calculée au préalable par une méthode de Ritz-Galerkin comme
expliqué précédemment (voir Méthode de Ritz-Galerkin ). L’approximation est de la forme
donnée par 1’équation (1.40), ou A est 'amplitude, m,, le nombre entier de demi-longueur
d’onde du premier mode de flambement et k la raideur des ressorts de torsion.

w(z,y) = A sin(memx)[cos(my) + (1 + cos(2my)) (1.40)

471']

Les efforts de membrane sont approchés au moyen d’une fonction d’Airy. Les dérivées de
la fonction d’Airy s’ajoutent a la partie proportionnelle au champ d’effort avant flambement
Ny (en compression, seul N, est non nul avant flambement).

Nx = vay + B NO 7Ny - X,Z‘Z‘ 7Na:y - _Xﬂ;y (141)

Ainsi, par rapport a I'approche de [Koiter, 1956], les termes d’ordres supérieurs en dé-
placement hors-plan sont négligés. Dans le plan, ces termes sont représentés par les dérivés
de la fonctions d’Airy.

La comparaison des résultats de cette approche avec ceux d’un modele élément fini a
montré la bonne concordance du champ de déplacement hors-plan, du raccourcissement et
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de la force appliquée (erreur relative inférieure a 6%) ce qui permet un suivi précis de la
courbe effort-déplacement. Toutefois, la faiblesse de cette approche est mise en évidence par
I’étude de la distribution des contraintes, notamment la contrainte longitudinale. Selon la
raideur du ressort de torsion et le ratio de la plaque (a/b), le maximum de lerreur relative
atteint localement 2 & 13% (voir Figure 1.18) pour des niveaux de chargement de 2 a 2.5 fois
la charge critique de flambement.

S, S11
LAYER_1 (middle) |
(Avg: 75%)
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11l
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FI1GURE 1.18 — Distribution des contraintes en post-flambement dans une plaque en com-
pression retenue de maniere élastique sur ses bords [Vescovini et Bisagni, 2012].

Les différences observées sur la distribution des contraintes sont, d’apres les auteurs,
dues a la représentation par le seul mode de flambement du champ de déplacement hors-
plan, autrement dit, aux termes d’ordres supérieurs négligés. Ces différences peuvent avoir
des conséquences sur la prédiction des phénomenes locaux d’endommagement. Néanmoins
elles sont relativement faibles au regard de la réduction du nombre d’inconnues du probléme
et elles évoluent de facon croissante avec le chargement.

Ces résultats permettent de valider, d’une part le role prépondérant des termes d’ordre
1 (mode de flambement) du développement asymptotique proposé par [Koiter, 1945] et
d’autre part, 'importance des termes d’ordres supérieurs pour représenter avec précision la
redistribution des contraintes.

1.4.3 Pré-dimensionnement de panneaux raidis

Le calcul analytique du champ de contrainte d’une plaque rectangulaire en compression
(voir Figure 1.16) permet de déterminer une largeur effective qui s’oppose a la force totale
de compression en fonction du facteur de charge n [Timosenko et Gere, 1963] :

0.377
n

P=—-h oydr = 2a (0.623 +

—a

> hnoe, (1.42)

largeur effective

La notion de largeur effective a donnée lieu a des méthodes simplifiées de conception en
post-flambement des structures aéronautiques [Bruhn, 1973]. Notamment la méthode dite
des “super-raidisseurs” pour le dimensionnement d’un panneaux raidis en compression tel
que celui Figure 1.21. Selon cette méthode, la contrainte de compression avant flambement
est la méme dans la peau et dans les raidisseurs. Une fois la contrainte critique o, de la
peau atteinte (voir équation (1.2)), celle-ci ne croit plus sur une certaine largeur de bande
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FIGURE 1.19 — Répartition des contraintes de compression en post-flambement dans un
panneau raidi.

au centre de la peau et le surplus de charge se réparti sur les bords de la peau et sur les
raidisseurs. L’allure de cette répartition est présentée Figure 1.19.

La méthode des “super-raidisseurs” considere donc qu’en post-flambement, le panneau
raidi est équivalent aux raidisseurs et aux bandes de peau de largeur ¢, sous la méme
contrainte o. Le rapport entre la largeur de bande et la largeur b de I'écartement des
raidisseurs évolue en fonction du rapport - selon les formules empiriques de Marguerre
ou Karman [Marguerre, 1937]. Bien qu’empirique et conservative, la méthode des “super-
raidisseurs” est largement utilisée a ce jour en pré-dimensionnement aéronautique. Aucune
information n’est cependant donnée sur la déformée et la ruine du panneau raidi est supposée
lorsque la contrainte critique de flambement des raidisseurs est atteinte.

De maniere plus prédictive, les approches semi-analytiques ont été étendues au flambe-
ment et post-flambement de panneaux raidis. Initialement des conditions de raidisseur infi-
niment rigides en flexion et infiniment souples en torsion sont introduites par des conditions
limites de bords simplement appuyés, comme dans [Timosenko et Gere, 1963] ou [Romeo et
Frulla, 1997]. Dans [Byklum et Amdahl, 2002] et [Byklum et al., 2004], apres avoir étudié
successivement le post-flambement d’une plaque simplement supportée puis encastrée pour
en tirer des champs de déplacement hors plan (w; et w,) et des fonctions d’Airy (ys et x.)
admissibles, le cas d’un raidisseur est vu comme une condition limite intermédiaire. Les so-
lutions du probleme de post-flambement d’une plaque munie d’un ou plusieurs raidisseurs
sont recherchées comme des combinaisons des solutions simplement supportées et encastrées
(voir Figure 1.20).

Une extension originale de cette théorie permet d’étudier des plaques raidies de maniere
irréguliere [Brubak et Hellesland, 2007].

Dans les travaux de [Bisagni et Vescovini, 2009], une méthode est proposée pour I’étude
du post-flambement local de panneaux raidis longitudinalement. La raideur de torsion des
raidisseurs est prise en compte par une approche de Saint-Venant [Paik et Thayamballi,
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Sx—>
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FIGURE 1.20 — Solutions simplement supporté et encastrée au niveau des raidisseurs [Byklum
et al., 2004]

2000]. Le probléme est résolu sur un élément de plaque compris entre deux raidisseurs dont
la raideur est divisée par deux de maniere a représenter les éléments de structures adjacents
(voir Figure 1.21). Dans ce cas, I'énergie de déformation de la plaque s’ajoute a ’énergie
de torsion des raidisseurs et une condition d’équilibre entre les moments de torsion des rai-
disseurs et les moments de flexion de la plaque est imposée. La condition de déplacement
hors-plan nul au niveau des raidisseur est prise en compte dans le choix des champs cinéma-
tiquement admissibles.

FIGURE 1.21 — Panneau raidi idéalisé en approches semi-analytiques par [Bisagni et Vesco-
vini, 2009].

Une approche simplifiée, proposée par [Stamatelos et al., 2011}, repose sur I’hypothese
que la peau en post-flambement entre les raidisseurs a des rigidités négligeables en flexion
et en compression dans le sens du chargement, et qu’elle affecte les raidisseurs seulement
par ses raideurs en torsion et en tension perpendiculairement au chargement. Ainsi apres
flambement local de la peau, le probléme est équivalent a des raidisseurs avec des conditions
élastiques aux bords (Figure 1.22a). La ruine de la structure correspond alors au flambement
des raidisseurs (Figure 1.22b).

Dans toutes ces approches, il est intéressant de constater que la résolution fait appel a
des hypotheses simplificatrices sur le comportement d’un panneau raidi en post-flambement.
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FIGURE 1.22 — (a) Raidisseur retenu élastiquement par les peaux adjacentes en post-
flambement, (b) Réponse approchée d’'un panneau raidi par la méthode de [Stamatelos et al.,
2011].

Notamment, les raidisseurs sont souvent considérés comme étant suffisamment rigides pour
que le flambement soit localisé au niveau des éléments de peau. C’est en parti di au fait
que le flambement des raidisseurs entraine généralement la ruine [Stamatelos et al., 2011],
surtout pour des structures raidies de maniére purement longitudinale. Le bon accord des
solutions calculées par ces méthodes avec celles des modeles éléments-finis de référence valide
en tout cas les hypotheses réalisées. Méme si ces approches sont limitées sur la représentation
des détails structuraux, nombreux dans les structures raidies, elles n’en sont pas moins
performantes et suffisamment prédictives pour des études de pré-dimensionnement. Il existe
d’ailleurs des outils numériques qui integrent les développements présentés ici et qui sont
utilisés aussi bien pour des travaux de recherche académique (StiPAn [Bisagni et Vescovini,
2009]) que pour la certification de structures industrielles (PULS [PULS, 2006] distribué par
Det Norske Veritas). La comparaison des temps de calcul avec la méthode des éléments-finis
montre la pertinence de ces outils (quelques secondes contre plus de 1000 par éléments-
finis [Bisagni et Vescovini, 2009]).
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1.5 Résolution par la méthode des éléments-finis

La méthode d’approximation et de résolution par éléments finis est tres utilisée en calcul
de structure pour sa polyvalence notamment. Elle permet de modéliser une grande variété de
structures et de résoudre les équations d’équilibre en prenant en compte plusieurs physiques si
nécessaire. C’est une méthode utilisée pour résoudre de nombreux problemes physiques basés
sur des équations différentielles (thermo-mécanique, mécanique des fluides, magnétique).

1.5.1 Discrétisation du PPV

La résolution des équations d’équilibre par élément finis passe par la discrétisation. La
formulation intégrale faible, ou principe des puissances virtuelles, s’y préte parfaitement. Le
domaine d’intégration est ainsi décomposé a l'aide de formes géométriques simples appe-
lées “éléments” qui forment un maillage. Aux nceuds des éléments sont définis les fonctions
d’interpolation qui constituent une base de I’espace d’approximation de la géométrie et des
inconnues du probléme (approche iso-paramétrique). Les valeurs des inconnues aux noeuds
sont ses degrés de liberté. Dans la forme la plus courante de la méthode des éléments finis en
calcul de structure , ces inconnues sont les 3 translations (ug, us, u3) et 3 rotations (6, 0o, 03)
de l'espace 3D (formulation en déplacement). Ces trois inconnues peuvent étre complétées ou
remplacées par des inconnues de contraintes et donner lieu a une formulation en contraintes
ou mixte & 2 champ par exemple [Reissner, 1950].

Chaque élément représente un domaine ¢, tel que J, Q¢ = €2,  étant le domaine
d’étude complet. Il existe un grand nombre d’éléments qui different par leur dimension
(1D, 2D ou 3D), leur interpolation, leurs nceuds, dont certains sont représentés Figure 1.23.
Les éléments surfaces et linéaires, contrairement aux éléments volumes, integrent de fagon
spécifique (analytique ou numérique) le PPV dans I’épaisseur ou la section (voir I’équation
(1.22)). 11 existe cependant des éléments volumes dédiés a la modélisation de structures
élancées qui permettent le collage de maillage entre des structures minces (cinématique de
coque) et des structures épaisses modélisées par éléments volumiques [Trinh, 2009].

Linéaires

— N L

Quadratiques

~ N L

FIGURE 1.23 — Quelques éléments classiques [Dhatt et al., 2013].
Le champ de déplacement est approché (@) sur Q¢ au moyen de l'interpolation élémen-
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taire :
w(x) = N°(x)q” (1.43)

ou V¢ est la matrice des fonctions d’interpolation élémentaires et ¢¢ est le vecteur des incon-
nues nodales (translations et rotations). Dans la suite la notation des grandeurs approchées
[J est délaissée au profit de la lisibilité. Les déformations de Green-Lagrange sont donc
également approchées :

B = (B} + 3 Byld)a" = B(d)a’ (1.49)

Bj est la matrice gradient des fonctions d’interpolation et la matrice By (¢°) est issue de la

partie quadratique des déformations (Son expression détaillée se trouve dans des ouvrages
tels que [de Borst et Crisfield, 2012] ou dans [Drapier, 2010]).

Les déformations dues au champ de déplacement virtuel du,, lui méme discrétisé dans le
méme espace que 4, s’écrivent donc sous leur forme discrétisée d’apres (1.19) :

SE = (B + By, )iq, (1.45)

L’introduction des équations (1.43), (1.44) et (1.45) dans ’équilibre (1.18) au niveau
élémentaire donne :

out° = 3¢ | (Bf+By)"S dVo— 8¢l | NT.f avo—ogT [ NTFas,
- 6 — 7 Jo

05

Vg € C.Ao(Q) (1.46)

La loi de comportement (1.15) permet d’écrire la variation d’énergie interne en fonction
des déplacements uniquement, avec pour chaque élément S¢ = DE® = DBq° :

1
O, = 0g°) | (B + Biy)"D(BL + 5 Buy(a) dVag® (1.47)
B bi

et d’exhiber la matrice de raideur élémentaire :

1
K= /Q (BL+ Bivy)" D(BL + 5 By (4) Vo (1.48)

e 2
0

Par ailleurs I'intégration de la variation du travail des efforts extérieurs (volumiques et
sur le contour) permet de constituer un vecteur des efforts extérieurs équivalents aux noeuds :

OILE,, = 0¢°T FY, (1.49)

ext
Finalement le systeme d’équations caractérisant ’équilibre élémentaire s’écrit :

K¢ ~ Fo =

ext int

S FL, =0 (1.50)

Un assemblage des équilibres élémentaires contribue a former 1’équilibre global, soit le
résidu des efforts intérieurs et extérieurs a annuler :

R(g) = K(9)g — Feur =0 (1.51)

L’intégration sur le domaine élémentaire se fait numériquement, classiquement par la
méthode des points de Gauss et apres transformation de 1’élément réel dans un élément
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de référence. L’étape d’intégration est délicate puisqu’elle influe sur I'apparition de modes
de déformation élémentaires a énergie nulle ou de phénomenes de verrouillage en cisaille-
ment pour les plaques et coques. La sous-intégration sélective (intégration non-exacte du
comportement en cisaillement) permet par exemple de le controler. D’autres méthodes de
représentation discrete du cisaillement transverse ou de formulation mixte peuvent cependant
étre appliquées favorablement [Batoz et Dhatt, 1990].

1.5.2 Probleme tangent et méthode de Newton-Raphson
Principes généraux :
La matrice de raideur (1.48) dépend des déplacements. Par conséquent la résolution du

probleme non-linéaire se fait par linéarisation de Newton [de Borst et Crisfield, 2012] de
I'équation (1.51). Soit par un développement limité au premier ordre :

5q =0 (1.52)

Dans la suite, les efforts extérieurs sont supposés conservatifs et le comportement du

matériau est élastique linéaire. D’out le calcul de la matrice de raideur tangente élémentaire
e .
Ky

OF:, 0

Ke¢(¢¢) = == = B¢ + B% )T S dV, 1.53

:t(i) g ¢ Qg(iL—i_ ) S dVy ( )

1 .
Ke(q°) = oB% TS dvi / B¢ + B% T DOE dv; 1.54
:t(i) ¢ Jos NL 2 0+8q: QS(7L+ Vi) DOE dVj ( )

En substituant £ d’aprés (1.45),

1
K{(¢°) = 3¢ Jor OBS. TS dV + Q@(Bi+B§;,L)TQ(BE+B;,L) dv (1.55)
8¢ ¢ Jog A bl

et en remarquant que 0B%,;* S peut s’écrire sous la forme H 'TH 0q°, ot T est la matrice

de I'état des contraintes et H une matrice gradient des fonctions d’interpolations, il vient
I'expression de la matrice de raideur tangente comme une somme de contributions :

K = Ko+ Ky + Ky (1.56)

avec K la matrice de raideur du probleme linéaire, Ky la matrice de raideur tan-
gente des grands déplacements et K la matrice de raideur géométrique associée a 'état de
contrainte existant dans la configuration courante, calculé dans la configuration initiale.

Le probleme tangent (1.57) est alors résolu et les opérateurs mis a jour (K;(q) et R(q))
jusqu’a convergence du déplacement ou du résidu des efforts. o

Ki(q)dq = —R(q) (1.57)

La résolution du systéme suppose que le probléme soit bien posé au regard des conditions
limites notamment. Elle peut se faire de maniére directe (factorisation) ou itérative (gradient
conjugué). Chaque résolution du systeme est une itération de Newton qui corrige le vecteur
solution ¢. Le critere d’arrét des itérations est souvent normalisé par rapport a une grandeur
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caractéristique [Crisfield, 1991] pour étre moins dépendant du probléme. Le critere le plus
utilisé est le résidu normalisé par les efforts extérieurs avec un seuil de convergence 7y, d'un
ordre de grandeur compris entre 1072 et 107¢ selon le niveau de précision souhaité [Dhatt
et al., 2013].

Aspects pratiques :

Au voisinage de la solution, la convergence est quadratique (1'opérateur de raideur tangent
y est défini positif) sauf aux points de bifurcation et points limites ou la seconde variation de
I'énergie est inférieure ou égale a 0 (I'opérateur tangent n’est plus défini positif) et la solution
instable. Pour s’assurer de la convergence de 'algorithme de Newton-Raphson, il convient
donc de découper le chargement en incréments afin de rester au voisinage de la solution.
Il s’agit alors d'une procédure incrémentale-itérative. Comme le chargement est réalisé au
moyen d’efforts extérieurs et/ou de déplacements imposés, un facteur de charge A peut étre
défini. L'effort extérieur a I'incrément n vaut Fepr = A Fepr. Pour les déplacements imposés,
on peut décomposer le vecteur des degrés de liberté en une partie libre ¢;, inconnue, et une
partie contrainte, connue, qui vaut G, = Angp & l'incrément n. o

La taille des incréments A\, 1 = \,411 — A, est cependant arbitraire sans connaissance
préalable de la solution. C’est pour cette raison que des procédures adaptatives ont été
proposées afin de réduire ou agrandir la taille de I'incrément pendant le calcul en fonction de
la convergence. Une approche se base sur un nombre d’itérations optimal Ni,, pour évaluer
la taille du prochain incrément, en fonction du nombre d’itérations réalisées Ni,, :

Nigpt

" Ni,

L’incrément initial est défini en fonction de I'expérience de I'utilisateur. L’Algorithme 1
décrit la procédure avec une incrémentation a efforts imposés.

Par ailleurs, certains comportements nécessitent un pilotage particulier de 'incrémenta-
tion. Les deux cas de figure suivant sont notamment concernés :

— le snap-through Figure 1.24a : il s’agit d’'un point limite que 'on retrouve dans les
cas de claquage d'une coque soumise a un chargement transverse ponctuel ou réparti
(pression).

— le snap-back Figure 1.24b : ce phénomene a été décrit initialement par [Karman et
Tsien, 1941] dans le cas du flambement de coques cylindriques. Il est observé également
en propagation de fissure fragile [Carpinteri, 1990].

Dans le cas d’une incrémentation a effort imposé (A fixé pour l'incrément), le passage
d’un snap-through induit un incrément de déplacement de tres grande amplitude ce qui
empéche la bonne convergence de I'algorithme de Newton. De la méme fagon, une incrémen-
tation a déplacement imposé (Ag, fixé pour 'incrément) ne convient pas au passage d'un
snap-back. o

Une procédure élégante qui permet d’analyser ces comportements est la méthode de
longueur d’arc (arc-length), proposée par [Wempner, 1971] et déclinée ensuite en plusieurs

Adni1 = AN (1.60)
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Algorithme 1 : Méthode de Newton-Raphson (efforts imposés)
initialisation : AX = 1/n,, A = AN, n=0,g, =0
tant que \ < 1 faire (boucle incrémentale)

n=mn-+1;

Feat,, = Aleat;

4,0~ 4,1

assembler ﬁ(gﬂvo) et E(Qn,o’

1= 0;

tant que e > 1y, faire (boucle itérative de correction)

Few,) (prédiction);

imposer les conditions limites d¢q, = 0;
7,0
résoudre Ky(q, )0q, | = —R(q, ; Fear,);
Gpiv1 = Loy T @n,¢+1;
1=1+1;
| mettre & jour ﬁ(gm) et B(gm, Feat,);
Ni
AN = AN=22
A=A+ AX\
k k
£ &
[} [}
l' l'
snap-through ‘/
g
i
g
%
déplacement déplacement

(a) (b)

F1GURE 1.24 — Courbes d’effort-déplacement pour les comportements de snap-through et
snap-back

variantes, dont notamment la méthode de Riks [Crisfield, 1991]. Il s’agit d’imposer une
contrainte sur la taille de I'incrément n défini par (Ag , AA,) et de résoudre itérativement
un probleme augmenté (1.61). Par la méthode de Riks, la contrainte consiste a orthogonaliser
les pas de correction a l'itération i par rapport au pas de prédiction (indicé par 0).

{ &<g’“)@"ﬂ - _E<gn7i7 /\”ﬂ)

Ag,, 047+ A o8 =0 (1.61)

La Figure 1.25 illustre le fonctionnement de ces techniques de suivi de branche d’équilibre.
Dans le cas du post-flambement local des structures raidies et méme de la plupart des
plaques sans condition de bord libre (voir Réponse des structures raidies en post-flambement
), la forme générale de la branche d’équilibre ne justifie pas l'utilisation de telles techniques.
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effort

}\n+1,0

déplacement déplacement

(a) (b)
FIGURE 1.25 — Technique de suivi de branche d’équilibre : (a) Arc-length sphérique, (b) Riks

Dans le cadre de cette these, le pilotage en déplacements et/ou efforts imposés suffit donc a
parcourir les branches d’équilibre.

Quelques variantes :

L’assemblage et la factorisation de la matrice de raideur tangente sont cotiteux numéri-
quement et peuvent rendre certains calculs irréalisables (besoins en mémoire vive, temps de
calcul). Pour ces raisons, des approximations de la raideur tangente ont été proposées. Cela
a donné lieu a trois procédures qui remplacent avantageusement la procédure de Newton-
Raphson dans de nombreux cas.

— La procédure de Pseudo-Newton, la plus simple, consiste a n’évaluer la matrice de rai-
deur tangente (assemblage et factorisation) qu’a la premiére itération et a la conserver
pour les itérations suivantes. La convergence s’en trouve altérée mais le cotlit de cal-
cul est fortement réduit. Cette approche n’est pertinente que pour des cas faiblement
non-linéaires mais reste robuste de fagon générale. Bien siir, elle ne convient pas au
passage de snap-through ou de snap-back, pour lesquels 'opérateur tangent change
radicalement au cours de I'incrément.

— La procédure de Quasi-Newton construit une approximation de 'opérateur de raideur
tangent par corrections successives au cours des itérations. Son assemblage n’est réalisé
qu’au premier incrément. Les corrections sont calculées a partir de I'incrément d’efforts
intérieurs qui résulte de l'incrément de déplacement calculé a l'itération précédente
(1.62).

(ﬁz + &i—kl)(sq = oF

“Hip1 T Zointiyg (1.62)

Des expressions de 0 K; - d’ordre 1 ou 2 [Dennis et Moré, 1977 ; Dennis et Schnabel, 1983]

qui satisfont I’équation (1.62) évitent d’assembler la matrice de raideur tangente a chaque
itération. Pour éviter aussi la factorisation, une solution consiste a corriger directement
la matrice tangente factorisée [Broyden, 1970]. La convergence de la procédure de Quasi-
Newton n’est pas quadratique comme celle de Newton-Raphson mais d'un ordre compris
entre 1 et 2. Bien que des gains significatifs aient été obtenus avec cette méthode, une perte
de stabilité numérique a aussi été rapportée [Crisfield, 1979]. Comme pour la procédure
de Pseudo-Newton, le passage de fortes non-linéarités n’est pas le point fort des méthodes
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d’approximation de l'opérateur de raideur linéarisé.
Application au post-flambement :

Comme évoqué plus haut, la méthode de Newton-Raphson est tres couramment utili-
sée pour la résolution des problemes de post-flambement modélisés par éléments-finis. Elle
est implémentée dans a peu pres tous les codes du commerce. L’utilisateur peut avoir la
possibilité de régler les parametres de la méthode. Cependant, dans le cadre de ’étude du
décollement peau/raidisseurs en post-flambement, [Bertolini et al., 2009] ont proposé un mo-
dele de panneau raidi adapté a la représentation du phénomene de flambement. La taille de
la structure (de 'ordre du metre) et une modélisation fine des conditions limites (carré dé-
formable) ont aboutis a un modele de plus de sept millions de degrés de libertés Figure 1.26,
avec des temps de résolution par une méthode de Newton-Raphson prohibitifs.

FIGURE 1.26 — Modele éléments finis d’un essai de post-flambement d'une plaque raidie en
composite [Bertolini et al., 2009].

Ce genre de modele représente les limites actuelles de la méthode de Newton-Raphson
pour la résolution de probléemes de post-flambement.

1.5.3 Approche global/local

Dans le cadre du calcul non-linéaire sur des problemes de grande taille, présentant des
phénomeénes multi-échelles, lorsque 1'utilisation de méthodes d’approximation de la matrice
de raideur tangente (voir Probléme tangent et méthode de Newton-Raphson ) ne suffit pas
a rendre le calcul abordable, d’autres approches sont proposées. On s’intéresse ici aux ap-
proches utilisées actuellement pour la conception en bureau d’études des structures d’aéronefs
par exemple [Cornuault, 1998].

Le principe repose sur 'utilisation de modeles distincts pour les différentes échelles des
constituants et des phénomenes de la structure, conformément a I’organisation de la pyramide
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des essais-calculs présentée en Introduction générale.

Flux extraction

FI1GURE 1.27 — Approche global-local descendante en dimensionnement des structures. Mo-
dele global AIRBUS et modeles locaux par [Bertolini, 2008].

Des modeles linéaires peu raffinés sont utilisés aux plus grandes échelles. Bien qu’idéali-
sant fortement la géométrie, ces modeles sont déja de taille conséquente. Ils permettent de
calculer la réponse de la structure aux sollicitations macroscopiques et d’en déduire les flux
d’efforts.

A mesure que Péchelle diminue, la géométrie est moins idéalisée, jusqu’a la modélisa-
tion compléte en 3 dimensions des détails structuraux. A partir d’un certain niveau, les
endommagements et les contacts peuvent étre pris en compte.

Le couplage de ces modeles se fait d’'une maniére descendante par extractions des flux
d’effort (conditions statiques) ou des déplacements (conditions cinématiques) a un niveau
supérieur, et leur utilisation comme conditions limites au niveau inférieur (voir Figure 1.27),
ceci de maniere récursive, mais unidirectionnelle. Cette approche, qui est également mise en
ceuvre dans de nombreux travaux de recherche [Bertolini, 2008], est souvent jugée conserva-
tive.

Modéle
local fin

FIGURE 1.28 — Modélisation en approche descendante (a) et en raffinement local (b) [Cresta,
2008].
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Une évaluation de 'approximation réalisée par les approches descendantes pour le post-
flambement local d'un panneau raidi est proposée dans [Cresta, 2008]. Par comparaison de
I’approche descendante par extraction de conditions cinématiques avec une modélisation to-
talement raffinée et une modélisation localement raffinée, cette étude quantifie les limites
d’une telle approche dans son application au post-flambement local d’'un panneau raidi (Fi-
gure 1.28).

Il résulte de cette étude que le couplage par extraction des conditions cinématiques induit
une erreur importante (20% en amplitude de déplacement) sur la réponse en post-flambement
local (Figure 1.29). Le couplage par conditions statiques est plus conservatif puisque les
efforts sont généralement surestimés par le calcul global grossier. L’approche par raffinement
local est quant a elle assez précise sur la déformée. Il faut cependant connaitre a priori la zone
a raffiner et étre certain que les zones avoisinantes ne flamberont pas, suite a la redistribution
des efforts par exemple.
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FIGURE 1.29 — Comparaison des déformées locales obtenues par (a) modele raffiné, (b)
modele raffiné localement et (c) approche descendante [Cresta, 2008].

En conclusion, dans un cadre non-linéaire, 1'utilisation de ’approche global-local des-
cendante peut s’avérer hasardeuse et surtout incapable de prédire les interactions entre le
phénomene local et la réponse globale de la structure. Du point de vue du Virtual Testing,
I’'augmentation de la part de simulation aux grandes échelles ne passe donc pas par 1'utili-
sation de cette approche. Elle permet cependant de mettre en ceuvre des modeles raffinés
qui sont capables de prédire l'initiation de phénomenes non-linéaires locaux (charge critique
de flambement) et/ou non-réversibles (délaminage, décollement de raidisseur). Enfin, les
modeles raffinés peuvent étre développés indépendamment en comparaison avec les essais
“coupons” et recevoir in fine les efforts provenant du modele global. Cette approche permet
donc de sous-traiter les calculs locaux sur plusieurs niveaux.

1.5.4 Méthodes alternatives

Quelques méthodes qui permettent de résoudre efficacement des problemes non-linéaires
en mécanique des structures sont présentées. Elles se positionnent comme des méthodes al-
ternatives a celle de Newton-Raphson. La méthode asymptotique numérique et la méthode
LaTIn (Large Time Increment) sont des méthodes non-incrémentales, dites de continuation.
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Elles permettent de connaitre la solution sur tout un intervalle de temps de maniere conti-
nue. Une méthode qui consiste a modéliser un comportement non-linéaire géométrique par
un matériau équivalent endommageable dans le but de réduire le cotit du calcul est égale-
ment introduite.

Méthode asymptotique numérique :

La méthode asymptotique numérique (MAN), a laquelle un ouvrage est dédié [Cochelin,
2007], est basée sur un développement asymptotique de la solution du probléme non-linéaire
a la maniere de [Koiter, 1945]. Le développement asymptotique choisi est celui des séries
entieres tronquées a un ordre NN en fonction d’'un parametre de chemin a qui représente un
point sur la branche d’équilibre R(U, \) = 0. Dans le cadre d’une discrétisation par éléments-
finis, le développement en série entiere est vectoriel pour le vecteur déplacement g et scalaire
pour le facteur de charge A :

q(a) = qo +aqy + d®qa + ... + aVgn
(1.63)
Aa) = Ao+ al + a’do + ...

Le parameétre de chemin est défini en général comme une pseudo-longueur d’arc (1.64).
D’autres définitions peuvent étre utilisées non sans influer sur les performances de la méthode,
comme par exemple a = .

a=(q" —q )a+ (A=) (1.64)

L’objectif de la résolution par la MAN est de déterminer les termes des séries et leur
domaine de validité a,,,, pour une précision donnée.

Le calcul des termes de la série se fait en injectant les développements (1.63) dans I’équa-
tion d’équilibre R(g(a),A(a)) = 0. Cette derniére étant cubique en fonction du vecteur
déplacement, une variable intermédiaire est introduite pour retrouver un probléme quadra-
tique qui présente de meilleures propriétés pour un développement en série, notamment un
calcul tres simple des seconds membres [Baguet, 2001]. Le point (go, Ao) étant une solution
de I'équilibre, et ce dernier devant étre vérifié pour toute valeur du parametre de chemin, N
équations linéaires sont obtenues, une par ordre, avec la particularité d’avoir toutes le méme
opérateur et des seconds membres dépendant des ordres inférieurs uniquement :

g0t M =0

OR OR
gy + LN, = F ;A
8g@ oX "2 2(ﬂ 1) (1.65)

%@ﬂL S = Fp(a, 0y Gp=1y ALy s Apt)

Ce systeme d’équations est complété par celui obtenu par injection du développement en
série dans ’équation (1.64). La résolution se fait alors de maniere séquentielle, de 'ordre 1
a l'ordre V.

Le domaine de validité est calculé ensuite soit par différence entre les troncatures a I’ordre
N et N — 1 qui s’écartent a proximité du rayon de convergence, soit par une approximation
asymptotique du résidu. Si le domaine de validité n’englobe pas la totalité de la branche
d’équilibre étudiée, plusieurs morceaux sont calculés en développant successivement des séries
depuis les bords des domaines déja résolus : go = o,amaz](Gmaz)s Ao = A0,amaz] (Gmaz)-
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La méthode asymptotique numérique est robuste et fiable. Elle permet de parcourir des
branches d’équilibre présentant des bifurcations soit en traversant les bifurcations soit en les
empruntant [Baguet, 2001 ; Boutyour et al., 2004]. Si elle a été initialement congue pour
des problemes de post-flambement, plusieurs problémes de mécanique non-linéaire ont été
résolus avec succes [Zahrouni, 1998 ; Cadou et al., 2006]. Enfin le cotit du calcul est faible
devant celui d’'une méthode de prédiction-correction de type Newton-Raphson grace a la fac-
torisation d’un unique opérateur pour tous les ordres et des domaines de validité beaucoup
plus grands que les pas de I'incrémentation de Newton. Si le calcul des seconds membres et
la séquentialité du calcul des ordres des séries peuvent s’avérer limitant, des développements
ont permis d’améliorer les performances de la méthode sur de nombreux aspects tels que la
largeur du domaine de validité [Cochelin et al., 1994].

Méthode LaTlIn :

La méthode LaTIn (Large Time Increment) est une méthode de résolution non-incrémentale
des problemes d’évolution, c¢’est a dire qu’une approximation de la solution est recherchée sur
tout un espace-temps de maniere itérative [Ladeveze, 1999]. Elle repose sur trois principes
de base énoncés ici :

— Le premier principe de la méthode LaTlIn est de séparer les difficultés dans la formu-
lation du probleme. Deux groupes d’équations sont formés, celui des équations linéaires
(équilibre global) qui permettent de vérifier I'admissibilité de la solution (variété A, de
I'espace des solutions) et celui des équations locales, éventuellement non-linéaires (com-
portement local), qui permettent de vérifier la loi de comportement sur I’espace-temps
(variété I" de I'espace des solutions). Ce premier principe est schématisé en Figure 1.30.

— Le second principe indique que le probléme est résolu par itérations succéssives entre
les deux groupes d’équations. Pour cela, des directions de recherche sont définies, E™
et £F~. Connaissant 'approximation de la solution a l'itération n sur Ay, la direction
E* permet de résoudre les équations locales (par exemple en fixant les contraintes) a
l'itération n+ 1/2. De méme la direction £~ permet de résoudre les équations globales
a l'itération n + 1 (par exemple dans 'espace tangent a I').

— Le troisieme et dernier principe repose sur l'utilisation d’une approximation des
inconnues du probléme linéaire comme une somme de termes, chaque terme étant le
produit d’une fonction scalaire du temps et d’une fonction de ’espace. Cette méthode
est connue sous le nom d’approximation radiale. La résolution du probleme linéaire
se fait par un algorithme itératif qui permet de calculer les termes de I’approximation
radiale.

La méthode LaTIn a démontré son efficacité notamment sur les problemes de non-linéarité
matériaux de plasticité [Cognard, 1989] et de délaminage [Allix, 1987]. Un point intéressant
concerne l'initialisation des fonctions d’espace de I'approximation radiale qui peut permettre
d’introduire des connaissances acquises de calculs précédents, rendant la méthode pertinente
pour des études paramétriques [Boucard, 2001].

Dans le cas des non-linéarités géométriques, une attention particuliere doit étre portée a
la vérification du premier principe de la méthode. En effet, le changement de configuration
est pris en compte au niveau global en formulation lagrangienne totale, ce qui conduit a une
non-linéarité sur A,;. Néanmoins cette non-linéarité est jugée “douce” et la résolution est
toujours possible en actualisant A, & chaque itération. Une formulation corotationnelle [Fe-
lippa et Haugen, 2005] permet cependant de transférer les non-linéarités géométriques au
niveau des équations locales. C’est la stratégie employée par [Boucard et al., 1997] pour la

These de doctorat - L. Barriére - 47 -



1.5 Résolution par la méthode des éléments-finis

FIGURE 1.30 — Schéma géométrique associé a la méthode LaTIn [Ladeveze, 1999]. Variétés
de l'espace des solutions et schéma itératif.

résolution efficace (8 itérations) d’un probleme de post-flambement.
Approche par matériau équivalent :

L’approche proposée dans [Barrau et Castanié, 2005] est basée sur ’observation de 1’état
des contraintes dans I’ame d’une poutre soumise a un effort vertical. Comme observé précé-
demment dans [Kuhn, 1956], 'ame passe d'un état de cisaillement avant flambement a un
état de tension a 45° avec une contrainte diagonale en compression qui stagne.

L’idée développée consiste a reproduire I’évolution des contraintes de la Figure 1.31b dans
un matériau orthotrope virtuel par I'utilisation de variables d’endommagement. Concrete-
ment, le panneau A est divisé en zone centrale orthotrope endommageable et zones de bords,
plus rigides, qui sont traitées avec le matériau isotrope initial. La largeur des zones de bords
est déterminée grace a la méthode de la largeur effective déja présentée dans ce manuscrit
(voir Méthode de Ritz-Galerkin ). Cette formulation, introduite dans un modele éléments-
finis au niveau de la zone en flambement permet de grossir le maillage et de réduire le cotit
du calcul grace a une convergence rapide des variables d’endommagement.

L’approche par matériau équivalent endommageable peut étre vu comme une méthode
basée sur I’homogénéisation. Elle repose cependant sur une connaissance préalable du com-
portement non-linéaire local, a la différence d’autres méthodes basées sur I’homogénéisation
dans lesquelles la résolution de probléemes locaux fait partie intégrante du processus [Feyel
et Chaboche, 2000]. Cette approche perd donc en prédictibilité et son adaptation a des
matériaux orthotropes n’est pas directe.
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FIGURE 1.31 — (a)Schéma du dispositif de poutre soumise a un effort vertical. (b) Contraintes
de cisaillement et de tension diagonale au centre du panneau A [Barrau et Castanié, 2005].

1.6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, le phénomene de post-flambement des structures raidies a été introduit
avec sa modélisation classique. Une breve revue des méthodes usuelles de résolution a ensuite
été présentée.

A travers les méthodes de résolution semi-analytiques, les solutions classiques de post-
flambement des plaques permettent de bien appréhender le phénomene grace a leur forme
analytique. Cependant, les restrictions portant sur ces méthodes, comme notamment la prise
en compte de détails structuraux et de formes géométriques complexes, ne leur permettent
pas de répondre a tous les besoins industriels. Elles jouent en revanche un role important en
phases de pré-dimensionnement et d’optimisation des structures en post-flambement.

La méthode des éléments finis et les méthodes de résolution associées, également intro-
duites dans ce chapitre, sont capables de résoudre des problemes plus complexes, au dela
méme du post-flambement élastique. Les éléments-finis sont aujourd’hui utilisés aussi bien en
phase amont de conception qu’en phase avancée, lorsque les détails structuraux ont été défi-
nis. Quelle que soit la phase, la modélisation du post-flambement requiert une discrétisation
assez fine, engendrant un nombre d’inconnues considérable. Bien que 1'étape de discrétisa-
tion en éléments-finis s’integre de plus en plus dans le processus de conception grace, par
exemple, au lien CAO-MEF et que son découpage en sous-structures soit aisé, la taille des
modeles en terme de mémoire vive est critique et la résolution des grands systemes matriciels
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traduisant 1’équilibre est cofiteuse, surtout en non-linéaire. Cela limite donc les possibilités
d’optimisation des grandes structures en post-flambement.

Aussi bien pour les méthodes de résolution semi-analytique qu’éléments-finis, les ques-
tions de robustesse et de précision, de temps de calcul et de taille des modeles sont donc
primordiales. Les méthodes de résolution exposées dans ce chapitre atteignent a ce propos
leurs limites plus ou moins rapidement. L’élargissement de ces limites a déja été fait soit
par amélioration de I'existant (Pseudo-Newton, développement asymptotique), soit par rup-
ture avec 'existant (MAN, LaTIn). Notre objectif est d’élargir les limites actuelles du calcul
des grandes structures en post-flambement local. Dans le chapitre suivant, nous établissons
une revue de stratégies avancées, développées notamment pour améliorer la résolution de
problémes non-linéaires de grande taille en mécanique des structures.
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CHAPITRE

Stratégies avancées en
mécanique non-linéaire
des structures et

problemes de grande
taille

Résumé

Ce chapitre présente une revue non-exhaustive des méthodes de résolution inno-
vantes qui tentent d’apporter des solutions a la problématique du cott de calcul des
problemes non-linéaires de grande taille tout en en préservant la précision. Les mé-
thodes de réduction de modéle et de décomposition de domaine prennent une place
conséquente dans ce chapitre mais nous l’avons élargi a d’autres méthodes parfois
moins dédiées a la performance numérique qu’a la précision, la prédictivité et la
robustesse de la simulation. Cette revue est néanmoins centrée sur l’intérét que pré-
sentent les différentes méthodes pour la simulation du post-flambement local des
structures raidies.
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2.1 Introduction

2.1 Introduction

Les problemes de grande taille et non-linéaires, tels que celui du post-flambement local de
structures raidies, peuvent engendrer des systemes d’équations a plusieurs dizaines de million
d’inconnues. L’espace mémoire occupé, ainsi que les temps de constitution des opérateurs et
de résolution des systemes linéaires deviennent incompatibles avec les ressources disponibles
et les délais de conception actuels. Ceci malgré 'avenement des super-calculateurs et les
progres dans les algorithmes de résolution de systemes linéaires directs ou itératifs.

C’est pour cela que des stratégies ont été développées autour des solveurs de systémes
linéaires et en amont, au niveau de la mise en équation (voir Figure 2.1). Deux concepts
ont été particulierement explorés. Celui de la réduction de modele tente d’approcher la
solution au moyen d’une représentation réduite bien choisie de ’espace des solution. Celui
de la décomposition de domaine répartit les efforts de calcul sur I’ensemble des processeurs
disponibles.

Stratégie de résolution

3 Modification de 3 Modification de

la formulation la résolution
Probleme Mise Axr=1b Résolution de Solution
> . y > e ¢ Y °§
en equation »  systéme linéaire

FI1GURE 2.1 — Schéma de principe de 'action des strategies de résolution.

Nous présentons dans ce chapitre un état de I'art des méthodes qui découlent de ces
concepts. Le premiere section est dédiée a la réduction de modele. Trois approches y sont
introduites : par projection, par réduction a priori, par séparation de variables. La seconde
section traite du calcul parallele par décomposition de domaine.

Dans la troisieme section, nous nous intéressons a des approches qui combinent les avan-
tages de différentes méthodes avancées afin de repousser les limites du calcul haute perfor-
mance.

2.2 Réduction de modeéle

Etant donné un modéle mécanique qui se traduit par une équation d’équilibre & résoudre
sur un domaine avec des conditions de Neumann et de Dirichlet, la réduction de modele
consiste dans un sens général a trouver une expression peu cotiteuse, éventuellement appro-
chée, de la solution de ce probleme bien posé sans résoudre directement le systeme initial
d’équations. Cela peut se traduire de différentes manieres, dont nous proposons un état de
Iart tout en exhibant les applications a 1’étude du post-flambement local des structures
raidies.

2.2.1 Reéduction de modele par projection

La réduction de modele par projection est une version discréte de la méthode de Ritz-
Galerkin (voir Méthode de Ritz-Galerkin ), appliquée a la méthode des éléments-finis.
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Probleme:
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Modes de déformation: Solution approchée:
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FIGURE 2.2 — Principe de la réduction de modele par projection : approximation par com-
binaison linéaire de quelques modes globaux de déplacement ou de déformation. Ici, les
inconnues du probleme se résument aux coefficients « et .

La Figure 2.2 montre le principe d’approximation par combinaison linéaire de modes de
déformation sur lequel repose la réduction de modele par projection.

Les modes de déformations constituent une base C' d’un sous-espace de RY, ot N est
la dimension du probleme discret initial. La solution du probleme est recherchée dans le
sous-espace Im(C), comme une combinaison des vecteurs de la base C de dimension NV, tres
inférieure a N.

Ciay (2.1)
i=1
Les a; sont les facteurs multiplicateurs des colonnes C; de la base réduite, également
appelés coordonnées modales ou inconnues généralisées, qui deviennent les N, inconnues du
probleme réduit. Comme pour la méthode de Ritz-Galerkin, le vecteur dg des inconnues
virtuelles est également choisi comme une combinaison linéaire des vecteurs de la base C'. Il
en découle le PPV projeté dans le sous-espace Im(C) :

C'TKCa=C"Fu (2.2)

Mz

i

quZ Q:

Soit 'annulation de la projection résidu des efforts :
CTR=0 23)
En non-linéaire, par linéarisation du résidu projeté, le probleme tangent (1.57) devient :

C"Ky Cba=—-C'R (2.4)
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2.2 Réduction de modéle

Avec da I'incrément des inconnues généralisées. Le critere d’arrét, qui caractérise la conver-
gence des itérations du probleme tangent réduit, s’exprime donc avec le résidu et les efforts
extérieurs projetés :

ec < TINew (25)
CTR
avec ec = 7&?@” (2.6)

La résolution des systemes projetés de taille N, x N, est a priori beaucoup moins cofiteuse
que celle des systemes de taille N x N. D’autant plus que la complexité de I'algorithme de
résolution d’un systéme linéaire n’est pas linéaire (en O(N?) pour le Pivot de Gauss). Il faut
cependant tenir compte de la phase de projection qui diminue le gain en temps de calcul.
L’opérateur de raideur projeté est, par ailleurs, plein, ce qui rend la résolution moins efficace
qu’avec I'opérateur de raideur par bande initial.

Sur ce principe relativement simple, de nombreuses applications ont été proposées, a la
fois en calcul de structure linéaire statique et dynamique [Hurty, 1965 ; Hughes et Skelton,
1981] ou en mécanique des fluides [Rowley, 2005 ; Lieu et al., 2006], et aussi en calcul non-
linéaire [Noor et Peters, 1980 ; Volkwein, 2005].

L’erreur d’approximation par réduction de modele e,,,, peut étre définie comme une
norme de la différence entre la solution et la solution approchée au moyen de la réduction
de modele :

€rom = ||Q—@|| (27)

Mais ¢ étant généralement inconnu, I'erreur d’approximation est plutot évaluée par une
norme euclidienne des efforts résiduels [Noor et Peters, 1980], égale a celle utilisée dans le
critere d’arrét de la procédure de Newton-Raphson sur le probléme complet (voir Probleme
tangent et méthode de Newton-Raphson ), qui caractérise I’écart a 1’équilibre :

_ 1R(go)l|

Crom = € = ————
o || Fea|

L’approximation de la solution est ainsi obtenue avec une certaine précision qui dépend
d’une part du choix de la base réduite et d’autre part des moyens mis en ceuvre pour controler
I'erreur d’approximation. Le niveau de précision 7),.,,, est fixé selon les besoins de 1'utilisateur,
dans le cadre d’un compromis précision/cotit. Dans le cas ou l'on désire obtenir la méme
précision que par résolution du probleme complet 7,0m = Nvew-

(2.8)

La mesure d’erreur e, concerne ’erreur du modele entier. Il se peut que 1'utilisateur ne
cherche seulement a obtenir qu’'une approximation de certaines quantités dites “d’intérét”.
Dans ce cas, une mesure d’erreur ciblée sur des quantités d’'intérét est possible [Florentin
et Diez, 2012 ; Hoang et al., 2013]. Cette approche permet, de manieére plus fine et plus
physique, de définir la qualité d’'une base réduite et de décider de la nécessité de mettre en
ceuvre une procédure pour 'améliorer.

2.2.1.1 Constitution d’une base réduite

Comme les bases de Ritz en approche semi-analytique, il existe une grande variété de
choix de base réduite. Ce choix fait appel a une connaissance préalable qui peut résulter
d’une analyse modale, de précédents calculs pour différents parametres, d'un développement
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asymptotique, etc. La phase de constitution d’une base réduite est souvent appelée phase
hors-ligne (ou offline), par opposition a la phase de résolution des systémes réduits, dite
phase en ligne (ou online). Cette distinction est souvent réalisée parce que la constitution
des bases réduites a un cotit qui réduit fortement le gain de la réduction de modele. Pour
autant cette phase peut étre menée indépendamment, en amont et étre rentabilisée par
plusieurs phases online.

Phase offline

_ —3 acquisition des—3= construction d'une
~P(x,t,py) —E connaissances —E représentation réduite
Phase online
P X,t, > ’ .
(x.t.p) __ s.résolution __ 3 =S(x,t,p1)
ROM
L Phase online

> résolution 3 =~S(x,t,,pPy)
ROM

FIGURE 2.3 — Concept de calcul offline/online

Les méthodes de constitution de base réduite :

Les principales bases réduites utilisées dans la littérature sont les suivantes :

— Les bases modales tronquées sont classiquement utilisées en réduction de modele par
projection. L’avantage des bases modales tronquées vient du fait que leur calcul est
réalisé par des méthodes éprouvées d’analyse modale (probleme aux valeurs propres)
et qu’elles ont une certaine pertinence mécanique. En effet, par définition, la base mo-
dale permet de représenter tous les modes de déformation de la structure et ’ordre de
troncature élimine les modes a plus faibles valeurs propres, qui ont un impact moindre
sur I'erreur en énergie de la solution. Relier I'ordre de troncature a ’erreur d’approxi-
mation de la réduction de modele est cependant hasardeux et le choix de I'ordre de
troncature d’une base modale est comparable a celui d’une série trigonométrique pour
les méthodes semi-analytiques : il faut tester la convergence de I'erreur d’approxima-
tion.

— La décomposition propre orthogonalisée (POD) (aussi connue sous le nom de analyse
des composantes principales (PCA), décomposition auz valeurs singuliéres (SVD) ou
décomposition de Karhunen—Loeve (KLD)) est une méthode issue des statistiques qui
permet d’extraire une représentation optimale d’un échantillon de vecteurs (snapshot),
avec un nombre réduit de composantes. Autrement dit, en phase offline, un snapshot
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peut étre constitué a partir de solutions pré-calculées (ou mesurées expérimentalement)
de problémes similaires au probleme a résoudre. Soit () ce snapshot de N, vecteurs, une

base réduite CP°? de taille NP? est recherchée telleau’elle minimise l'erreur .J(CP°?)
[Volkwein, 1999] :

d
NE°

N,
J(Crh) =3 0Qi — Y- CTR.CIP (2.9)
i=1 j=1

L’erreur minimisée est celle de la représentation du snapshot par un nombre restreint
de vecteurs et a ne pas confondre avec celle de 'approximation par réduction de modele
du probleme online.

— En non-linéaire, les techniques de perturbation statique, dont s’inspire la méthode
asymptotique numérique (voir Méthodes alternatives ), fournissent une série de dé-
rivées du vecteur des inconnues par rapport a un parametre de chemin [Thompson et
Walker, 1968]. Leur calcul ne nécessite la factorisation que de la matrice tangente et
les dérivées successives du vecteur g sont évaluées séquentiellement. Cette base réduite
requiert des mises a jour pour rester dans son domaine de validité.

Cas d’applications et limites :

En dynamique linéaire, la base tronquée des modes de vibration est la plus couramment
utilisée [Hintz, 1975 ; Hughes et Skelton, 1981 ; Wilson et al., 1982 ; Kline, 1986]. Une bonne
précision est obtenue pour un nombre restreint de modes. La base tronquée est souvent
associée a une condensation de Guyan pour des grandes structures [Craig et Bampton,
1968]. Dans le cas d’une application & l'identification inverse en dynamique linéaire par
erreur en relation de comportement, [Deraemaeker et al., 2002] ont proposé de compléter la
base réduite modale par des réponses statiques.

En statique linéaire, les bases modales sont peu utilisées. La POD a montré en revanche
sa pertinence pour des applications ou il est nécessaire de faire un grand nombre de simu-
lations similaires. Par exemple, il est possible d’effectuer un échantillonnage dans un espace
paramétrique pour générer des snapshots. La base POD ainsi constituée sert a explorer le
reste de I'espace paramétrique a moindre cotit [Gogu et al., 2010]. Néanmoins, la robustesse
d’une base réduite POD vis a vis d’'un changement de parametre peut étre faible et dépend
a la fois de l'application (sensibilité aux parametres) et de ’échantillonnage initial.

Dans le cas de la mécanique non-linéaire, les bases réduites initiales, constituées en phase
offline, ne peuvent suffire a représenter la solution et son évolution non-linéaire, sans at-
teindre des tailles qui réduiraient 'efficacité de la réduction de modele. Les bases réduites
obtenues par perturbation statique ont en effet un certain domaine de validité [Noor et Pe-
ters, 1980]. En dynamique non-linéaire, la base modale tronquée doit étre mise a jour ou
adaptée en cours de résolution [Chang et Engblom, 1992 ; Touzé et Amabili, 2006 ; Amabili
et Touzé, 2007 ; Touzé et al., 2008]. [Kerfriden et al., 2011] ont proposé I'utilisation des bases
POD dans un cadre non-linéaire en ayant recours a une adaptation de la base en cours de
calcul. Il est en effet plus complexe et plus coliteux de générer un snapshot qui prenne en
compte les non-linéarités.

Une application de la POD au post-flambement est cependant proposée par [Yvonnet

et al., 2007] en combinaison avec la MAN (voir sous-section 2.4.3). Une technique d’échan-
tillonnage particuliere est développée. Son cofit reste toutefois élevé. Plus classiquement en
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post-flambement, la base tronquée des modes de flambement est utilisée mais n’est généra-
lement pas suffisante pour atteindre un bon niveau de précision. Elle a été complétée (ou
remplacée) par les modes issus de la perturbation statique [Nagy, 1979 ; Almroth et al.,
1978 ; Noor et Peters, 1980 ; Kling et al., 2006]. Malgré cela, une mise & jour ou une com-
plétion de la base réduite online reste nécessaire.

2.2.1.2 Maitrise d’erreur et base réduite adaptative

Rappelons que la solution du probléme complet ¢ appartient a I’espace des vecteurs de
RY. Soit le sous-espace Im(C) générée par la base réduite, il existe alors un sous-espace
supplémentaire Im(C)* tel que :

RY = Im(Q) @ Im(C)™* (2.10)

ot [0+ défini une condition d’orthogonalité. Le vecteur ¢ peut donc s’écrire comme la somme
de deux vecteurs :

q= q£+§ tel que gc € Im(C) et @ € Im(g)L (2.11)
La premiere composante est calculée par la résolution du probleme réduit tandis que la
seconde composante, inconnue, est directement liée a 1'erreur d’approximation :

||Qé” = €rom (212)

Pour un probleme linéaire, I’erreur d’approximation découle directement du choix de la
base réduite initiale. La représentation d’états intermédiaires le long d'une branche d’équi-
libre non-linéaire augmente la complexité puisqu’il s’agit de représenter une famille de vec-
teurs incréments {&1, Aq,, - &n} qui ne sont pas tous colinéaires.

Afin de maitriser 'erreur d’approximation par réduction de modele par projection, dans
le cadre d’une résolution incrémentale-itérative, plusieurs solutions sont proposées dans la
littérature. Ce sont des procédures adaptatives qui mettent a jour ou completent, en phase
online, la base réduite initiale par des vecteurs additionnels. Nous proposons de classer ces
solutions en deux catégories : les procédures a posteriori et les procédures a la volée. Leurs
fonctionnements sont illustrés Figure 2.5.

— Procédure d’adaptation a posteriori (a 1'échelle des incréments) :

Ce type de procédure repose sur ’évaluation de 'erreur d’approximation apres conver-
gence d'un incrément réduit. Si le critere de précision (2.8) n’est pas vérifié, une action
de correction est enclenchée. [Almroth et al., 1978] ont proposé d’utiliser la solution
approchée comme un prédicteur et d’ajouter a la base réduite initiale le vecteur solu-
tion orthonormalisé de la correction (par Newton-Raphson) sur le probléme complet.
La solution de la correction, Ag_ ., est orthonormalisée et ajoutée a la base réduite C'.
Au lieu d’ajouter le vecteur solutlon orthonormalisé de la correction, la base réduite
peut étre mise a jour, surtout lorsqu’il s’agit d’'une base modale tronquée ou obtenue
par perturbation statique [Noor et Peters, 1980 ; Kling et al., 2006].

Par ailleurs, I'utilisation d’un parametre de raideur courante (current stiffness parame-
ter) permet de rationaliser les complétions dans les zones de faible non-linéarité [Kling
et al., 20006].
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Procédure d’adaptation d la volée (a I’échelle des itérations) :
Dans cette procédure, I'incomplétude de la base réduite est détectée pendant les ité-
rations de correction de Newton. Plus exactement, un test est réalisé en méme temps
que le test de convergence a l'itération ¢. Un critere basé sur la comparaison entre 1’er-
reur d’approximation e, et ’erreur a convergence du probleme réduit e est présenté
par [Kerfriden et al., 2011] :

ec < k €rom (2.13)

Le parametre k£ traduit une différence d’ordre de grandeur en vitesse de convergence
entre les deux erreurs. Selon sa valeur, la complétion est déclenchée plus ou moins tot,
comme le montre le schéma de la Figure 2.4.

€rom
.......... ec
——k €rom
=~ .
S |
©
g Lok d
Y us gran
ol g T
s\
\ s N
\\ déclenchement de la complétion
€ .
.".\.
TINew — .
\\ _____ k plus petit

itérations
FIGURE 2.4 — Illustration du critére de complétion a la volée.

Si une complétion est déclenchée, l'itération est enrichie du calcul de dg5° qui est
ensuite orthonormalisé et ajouté & la base réduite. Concrétement 'itération enrichie
peut simplement consister en une résolution du systéme tangent complet.

Dans le cas d'un opérateur tangent symétrique défini positif (définissant un produit
scalaire de RY), [Kerfriden et al., 2011] ont proposé d’augmenter I'itération du probléme
réduit par un gradient conjugué projeté. Autrement dit, la solution du systeme tangent
réduit initialise le probleme projeté qui recherche la partie de la solution dans le sous-
espace orthogonal I'm(C) 7. Un projecteur Kp-orthogonal est défini :

P=1-C(CTEC)'CT (2.14)

L’espace R est ainsi décomposé en sous-espaces supplémentaires Im(C) et Im(C)* #r.

De cette fagon la résolution du systeme tangent complet est équivalente & la résolution
découplée du systeme tangent réduit (2.4) et du systéme projeté par P (2.15).

ggéqé% —-P'R (2.15)

Le systeme (2.15) est résolu efficacement par un gradient conjugué, et permet d’obtenir
: 1L . .
directement 5qCKT. Tant que la matrice tangente n’est pas actualisée, ce vecteur peut
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e A -0 itération réduite
e itération compléte
oe itération convergée e < Nnew

-0

(a) \\0 “~°\ \ "o itération convergée € > NNew

nNew ______ ~;~Q"’--_.___ - - - - - - -~ ‘~_.: _______ \_.Q""--_. _________________
i i i — —>>
mcréments
€A
(b)
TINew
i i i — —>
mcréements

FIGURE 2.5 — Illustration des procédures adaptatives (a) d la wvolée et (b) a posteriori.
Complétion a posteriori réalisée par passage a l'incrément suivant (1) ou par correction de
I'incrément initialisé (2).

étre ajouté a la base réduite apres simple normalisation.

Les procédures d’adaptation d la volée présentent I’avantage de ne nécessiter la résolution
que d’un seul systeme tangent complet a la fois. A Dinverse, apres convergence du probleme
réduit, tout un incrément doit étre résolu (plusieurs itérations) par la procédure a posteriori.
De plus, I'utilisation d’un gradient conjugué projeté, préconditionné par la projection, peut
réduire le colit des itérations enrichies. D’autant plus que [Kerfriden et al., 2011] ont montré
qu'une approximation grossiére de dgZ suffit, soit un trés faible nombre d’itérations du gra-
dient conjugué projeté. Néanmoins, seule une comparaison du nombre et du cotit total des
complétions sur un probleme donné peut permettre de définir 'approche la plus efficace. Ce
genre d’étude n’a cependant pas été trouvée dans la littérature.

Les procédures adaptatives qui completent la base réduite initiale requierent la mise en
place d’une gestion de la taille de la base réduite. En effet, a force de complétions la taille
de la base réduite augmente et le gain réalisé diminue. Il se peut aussi que certains vecteurs
ou modes de la base réduite deviennent obsoletes dans la représentation des incréments
successifs. Certaines méthodes de gestion de la base réduite sont introduites ici, parmi de
nombreuses possibles :

e La base réduite de trop grande taille peut étre considérée comme un snapshot pour
une POD [Kerfriden et al., 2011].

e Pour la procédure de complétion d la volée, I'ensemble des vecteurs additionnels d’un
incrément peuvent étre réduits en une seule contribution avant de passer a l'incrément
suivant [Kerfriden et al., 2011].

e Seul le vecteur solution du dernier incrément est conservé [Noor et Peters, 1980 ; Kling
et al., 20006].

e Pour un systeme symétrique, I’étude de la convergence entre deux itérations de Newton
des valeurs de Ritz (projection de 'opérateur dans la base réduite), permet également
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de sélectionner efficacement les composantes les plus pertinentes [Gosselet et Rey, 2003].

Ces méthodes peuvent cependant engendrer des complétions supplémentaires si une infor-

mation importante (comme un mode de déformation) est retirée de la base réduite [Kerfriden
et al., 2011].

2.2.2 Réduction de modele a priori

La constitution d’une base réduite initiale peut étre un handicap pour les méthodes de
réduction de modele par projection présentée ci-avant. Leur robustesse face a un changement
de parametre est difficilement acquise. Surtout, les opérateurs du probléeme tangent doivent
étre évalués a chaque itération (au moins le vecteur résidu). Deux approches sont présentées,
qui constituent des alternatives a la réduction de modele par projection reposant sur une
base réduite constituée offline.

Hyper-Réduction A Priori :

Une alternative aux procédures adaptatives de base réduite et a 1’évaluation des opéra-
teurs sur tout le domaine est proposée par [Ryckelynck, 2005] sous le nom d’ Hyper-Réduction
A Priori (APHR). La méthode APHR repose sur trois principes :

e Une base réduite a priori :
Une base réduite est constituée sans besoin d'une compréhension mécanique du pro-
bleme. Il s’agit de la base d'un sous-espace de Krylov généré a partir du résidu
des efforts intérieurs et extérieurs &T(ﬁ, R"). Les espaces de Krylov permettent de
construire, par de simples opérations de type produit matrice-vecteur, des sous-espaces
affines trés pertinents pour chercher des approximations de la solution d'un systeme
linéaire. Dans [Ryckelynck, 2005], une base de trois vecteur est ainsi formée.

e Adaptivité par intervalle :

La méthode APHR est incrémentale. A la fin de l'incrément n, résolu par le modele ré-
duit avec la k*™¢ base C, , erreur d’approximation est estimée par le calcul du résidu
complet R". Si le critere d’erreur n’est pas satisfait, 'incrément est recalculé avec une
base réduite adaptée C') .- L'adaptation de la base réduite se fait en deux étapes. La
premiere étape consiste a réaliser une POD sur les solutions réduites des incréments
précédents ([a! o? ... a”], n le dernier incrément calculé) pour obtenir une matrice de
sélection V. Dans la seconde étape, la base réduite adaptée C', 4, est constituée de C, V.
et de la base de Krylov calculée avec le résidu R".

Cop = |CV K (Kr, B (2.16)
L’estimation de I’erreur d’approximation peut avoir lieu tous les 3 incréments réduits.
Dans ce cas, ce sont les incréments intermédiaires qui sont recalculés. Le pas [ est
variable en fonction de I’adaptation ou non de la base réduite lors du dernier intervalle.

Le principe de 'adaptivité par intervalle est schématisé en Figure 2.6.

e Intégration réduite des équations d’équilibre :
Le calcul des solutions réduites ne se fait pas par projection du probleme complet. Il se
fait sur un nombre réduit de degrés de liberté du probléeme complet, appelés variables
de contrdle en référence a des mesures expérimentales qui pourraient étre réalisées en
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| intégration réduite

R"? Rr"

Y Rn_2 e (D intégration compléte
| | M | | | | | | | | M | | | | |
I Y I I I I I I I Y I | I I I I )

ney nont Incréments

‘:."- . . , e
................... adaptivité ..
k=k+1

FIGURE 2.6 — Principe de I'adaptivité par intervalle de la méthode APHR ( A Priori Hy-
perReduction).

certains points du domaine d’étude. Une matrice de restriction P, construite a partir
d’'une cartographie des niveaux d’erreurs, permet d’obtenir les équations d’équilibre
restreintes aux degrés de liberté de controle, qui sont résolues par projection dans la
base réduite.

P'EPq = Fey (2.17)

Les opérateurs de ce systeme restreint ne sont évalués qu’aux points d’intégrations des
éléments connectés aux variables de controle ce qui réduit fortement leur cotit et ce qui
explique pourquoi le résidu complet n’est calculé que tous les [ incréments. La matrice
de restriction est déterminée par rapport aux plus grandes valeurs du résidu.

@ nocud de controle

A élément intégré

FIGURE 2.7 — Intégration sur les éléments connectés aux noeuds de controle.

Le principe d’intégration réduite des équations d’équilibre est une approximation du
systeme d’équations a résoudre. On trouve également des approximations des opérateurs
non-linéaires par base POD “statique” [Chaturantabut et Sorensen, 2010] [Astrid et al.,
2008] [Nguyen et al., 2008], avec une évaluation des coefficients sur un domaine d’intégration
réduit. Ces méthodes sont rassemblées sous le terme de gappy POD.

Ces méthodes sont sensibles au choix de la matrice de restriction mais sont tres efficaces
en présence de non-linéarités tres localisées. Le cas du post-flambement n’a semble-t-il pas
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été traité, mais comme les non-linéarités géométriques affectent le domaine dans une grande
proportion, les performances pourraient étre limitées. Dans le cas d’'un post-flambement lo-
cal, en revanche, ces méthodes paraissent intéressantes.

Proper Generalized Decomposition :

Une autre approche, la Proper Generalized Decomposition (PGD), connait un dévelop-
pement accéléré. Il ne s’agit pas a proprement parler d’'une méthode de réduction de modele
au sens ou elle ne résout pas le probleme en phase online a partir d'une représentation par
base réduite constituée en phase offline ou online. La PGD est plutot une méthode pour
construire une représentation dans un espace de parametre défini, non pas sous la forme
d’une base réduite, mais par une série de produit de fonctions a variable séparées. Il s’agit
d’une étape offline. En phase online, 'acces a la solution pour un point de I'espace de para-
metre est quasiment instantané.

L’approximation du champ solution par une série de produit de fonctions a variables
séparées, reprend ainsi les idées de la méthodes LaTIn [Ladeveze et al., 2010] (voir sous-
section 1.5.4) en I'étendant & d’autres parametres que le temps et 1'espace :

u"(z,5 € [1,n] ZHX’ ;) (2.18)
i=1j=1
ou les z;, j € [1,n], sont les parametres du modele (position, temps, géométrie, matériau,
)y X;: les termes de la série associés a chaque parametre. m est 'ordre d’approximation,
supposé petit.

L’approximation est le plus souvent introduite dans les équations d’équilibre sous leur
forme faible, comme par exemple le PPV. Chaque n-uplet de fonction est déterminé sé-
quentiellement comme une meilleure approximation de rang 1. ’approximation u™ est donc
construite par m corrections successives de rang 1 (algorithme de type glouton ou greedy en
anglais) tel que pour le k-iéme n-uplet :

(IJ,] e [L,n]) = Zl f[le ;) f[lXJk(x]) (2.19)

—_———
k—1 n-uplets connus correction par un n-uplet inconnu

Chaque correction de rang 1 conduit a un systeme de n problemes variationnels couplés
dont la résolution est rendue indépendante par un algorithme de point fixe.

La résolution du PPV en quasi-statique, avec un Champ d’effort extérieur dépendant du
temps F(z,t), est présentée bridvement ici pour n = 2 (X%(x) pour 'espace et X¥(t) pour
le temps). Supposons connue l'approximation au rang k — 1 et déterminons la correction de
rang 1 a apporter. Le champ de déplacement virtuel donne dans un premier temps :

duy (1;) = 0Xy () X5 (1) + X1(2)0 X3 (¢) (2.20)

Le PPV (sans forces de volume) s’écrit donc :
/ / Se : o(u*) dtde— / / (6X5 () X5 (1) + X¥(@)SXE(1)) .Elx,t) didz =0 (2.21)
01— — oQp J10,T]

avec de = £ (V(duy) +V(0u,)") et g(u*) = g : €(u¥). La résolution se réalise en deux étapes :
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— Le probléme en espace, sachant X5 () (6X5(¢) s’annule) :

4 / /0 0,77 V(0Xi(z)) + V(X1 (x) T) X3(t): D (y<ll1€) + Y(l’f)T)XQ“(t)) dtdr =

; /Q /[O,T] (V(6XF(2)) + V(X3 (2)") X5(8) : D : elu)deda (2.22)
— Le probléme en temps, sachant X% (x) (§X%(x) s’annule) :
1 / 017 | (VX @) + D @)T) 6x5(0) < D (V) + V(XHT)XE () ddt =
/0 o X 3(t) ( /8 o X’f(x).F(x,t)dx) dt—
2/[0T]/ ©)) + V(X5 (2)") 6 X5 (t) D e(uf ) dwdt (2.23)

— Les itérations de point fixe entre (2.22) et (2.23) convergent vers un couple (X¥(2),X%(t)).

A la fin du processus, une approximation de rang m est connue pour toutes les valeurs des
parametres dans leurs intervalles respectifs, comme une abaque obtenue en offline et resti-
tuée online a faible cofit, voire en temps réel.

De nombreuses applications de la PGD ont été proposées notamment aux problemes
multi-paramétriques de grande dimension [Ammar et al., 2006 ; Chinesta et al., 2007 ; Chi-
nesta et al., 2008], aux problémes & variables stochastiques [Nouy, 2010 ; Gallimard et al.,
2013], & la simulation en temps réel pour 'haptique [Bordeu et al., 2011}, & des problémes de
plaques 3D [Bognet et al., 2012] et de plaques composites [Vidal et al., 2013], puis également
a la corrélation d’image [Passieux et Périé, 2012].

La PGD est aussi utilisée dans un cadre non-linéaire par I'intermédiaire de la méthode
LaTIn et de son étape linéaire [Ladeveze et al., 2010]. L’application de la méthode seule
requiert en effet quelques aménagements puisque les termes non-linéaires dépendant de u*
doivent étre mis a jour ou linéarisés d’une maniere ou d’'une autre [Chinesta et al., 2010].
Dans le cadre de la résolution par la méthode des éléments frontieres en thermique non-
linéaire, [Joyot et al., 2011] ont proposé de décomposer les opérateurs, dépendant du champ
inconnu u, sous forme séparée a chaque étape du calcul (A I'étape k, Vopérateur A(u*) =

K i1 Aj(z5)). Le surcoflit engendré n’est pas négligeable et des améliorations ont été
proposées dans [Joyot et al., 2013], comme par exemple le développement de Taylor des
opérateurs, ou un couplage avec la MAN qui revient a calculer en méme temps les X ]k et les
Ag‘? exprimés en séries entieres.

Dans [Niroomandi et al., 2013], une application dans le cadre des solides hyper-élastiques

est proposée et résolue de maniere explicite sous une forme linéarisée (enrichissement de
I'approximation PGD & chaque pas de temps).
Il n’existe pas, a notre connaissance, d’application de la PGD aux problémes non-linéaires
géométriques. Cependant, au vu des méthodes développées pour prendre en compte la non-
linéarité, cela semble aujourd’hui possible. Dans le cadre du post-flambement, la prise en
compte des bifurcations et du changement de branche n’est toutefois pas trivial et reste a
explorer [Chinesta et al., 2010].
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2.3 Calcul parallele par décomposition de domaine

Outre la réduction de modele, une stratégie consiste a tirer profit des ordinateurs a archi-
tecture parallele. Ces ordinateurs sont en effet congus pour réaliser un grand nombre d’opé-
rations élémentaires par seconde (FLOPS - Floating Point Operation Per Second) grace, non
pas a une fréquence d’horloge plus élevée, mais plutot a un nombre important de processeurs
en réseaux et a une gestion performante de transmission des données. Ce type d’architec-
ture s’est également développé, a plus petite échelle, a 'intérieur méme des ordinateurs de
bureau griace aux processeurs multi-cores (jusqu'a 10 cores actuellement). Sans entrer plus
dans les détails technologiques, cela permet de réaliser plusieurs taches en paralléle et donc
d’accélérer les calculs selon, en théorie, la loi d’Amdahl [Amdahl, 1967] :

S = (1—31)+ (2.24)

ou s est la proportion parallélisable de la procédure sur N processeurs. En pratique, se-
lon les applications, il faut souvent prendre en compte des temps de communication entre
processeurs et des temps d’attente liés a une répartition inégale des charges de calcul entre
les processeurs dans la phase distribuée, qui réduisent ’accélération S. La notion de pro-
portion parallélisable ne fait effectivement pas la distinctions entre taches indépendantes et
dépendantes comme le représente le schéma Figure 2.8.

taches tache taches
indépendantes séquentielle dépendantes
—_— —~ = e ——

attente

O e R [N R
} communication

Py [T

>
temps

FiGURE 2.8 — Taches exécutées en parallele sur N processeurs. Distinction entre taches
indépendantes et dépendantes.

Ainsi, il convient de développer des méthodes de résolution adaptées au calcul paral-
lele. Les méthodes de décomposition de domaine en font partie. Initialement proposées
par [Schwarz, 1870], il existe deux grandes classes de méthodes qui sont celles avec et sans
recouvrement. Nous présentons dans cette section la version de la méthode dans laquelle la
décomposition du domaine d’étude se fait sans recouvrements. Cette méthode est la plus
répandue en calcul de structure, notamment en raison de sa simplicité de mise en ceuvre.
Une revue des méthodes sans-recouvrement a été réalisée par [Gosselet et Rey, 2006].
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2.3.1 Décomposition de domaine sans recouvrement

Les méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement reposent sur une résolu-
tion de I'équilibre local par sous-domaine et de I’équilibre global des interfaces.

FIGURE 2.9 — Décomposition d'un domaine €2 sans recouvrement.

Soit €2 le domaine d’¢tude, décomposé en n, sous-domaines Q) et T' = Uy (5 (092 N 9)
I'interface entre les sous-domaines, 1’équilibre du probleme décomposé est caractérisé par :
— Padmissibilité statique pour tout sous-domaine s (PPV local) :

Vou, € (C.A.), / Se(du,) : odV — Su,.FdS
Qe — = 99\ \ Tnan)

— Su, APdS =0 (2.25)
rnons)

ot A®) représente les efforts imposés sur le sous-domaine s par ses voisins (A®) est nul
a l'intérieur des sous-domaines).

— l'admissibilité cinématique aux frontieres :

Vs, u'® =U; sur 8@&5) (2.26)

— la continuité des déplacements a 'interface :

Vs, u® =u®  sur 900 not®, QB =\ (2.27)

— et ’équilibre de l'interface :

Vs, A9 42O =0, sur 90 Nnonw® (2.28)

Les équations (2.27) et (2.28) forment les conditions de raccord.
Discrétisées par la méthode des éléments-finis ces équations deviennent ! :

1. Le formalisme de [Gosselet, 2003] est repris ici.
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K ¢ = F&) 4 \©) (2.29)
s s s 5T
ty) ¢ =1 A7 (2:30)
> AV ¢¥ =0 (2.31)
B
> A AP =0 (2.32)
D)

out, Aet é sont les opérateurs de trace, d’assemblage et d’assemblage signé sur l'inter-
face. t4, Ag sont les opérateurs de trace et d’assemblage sur 0€2q.

Lopérateur d’assemblage signé peut étre décrit simplement en prenant le cas ns = 2
pour lequel A = — AW et A®? = A@) afin que la condition de continuité soit vérifiée :
AU gt + A® 2 ¢* = 0.

La discrétisation par éléments-finis entre les domaines voisins a l'interface peut étre coin-
cidente? ou non, compatibles® ou non. Le cas de non-coincidence et de non-compatibilité
est bien géré par la technique des mortars [Bernardi et al., 1993 ; Abdoulaev et al., 1999]
qui réalise un “collage” au sens faible le long de l'interface. D'un point de vue pratique, la
technique des mortars, au niveau des interfaces, revient a modifier les opérateurs d’assem-
blage et a introduire des multiplicateurs de Lagrange pour vérifier les conditions de raccord

au sens faible. Cette approche a notamment été proposée dans [Amini, 2008 ; Amini et al.,
2009].

Nous nous limitons a la présentation du cas coincident qui correspond au découpage d’un
modele éléments-finis existant le long des contours des éléments et qui est le plus répandu
dans les applications de la décomposition de domaine. La compatibilité est donc celle du
modele initial.

2.3.2 Formulation du probleme d’interface

Le systeme des équations (2.29) a (2.32) peut se résoudre directement en prenant comme
inconnues les ¢° et A, ce qui conduit & une formulation & trois champ [Marini, 1994]. Ce-
pendant cette méthode est délaissée au profit des approches suivantes qui définissent des
inconnues propres a 'interface.

Approche primale [Mandel, 1993] :

Une unique inconnue d’interface en déplacements g, est définie, qui permet de vérifier a
priori la condition de continuité a l'interface (2.31) :

T
Vs, A g, = () ¢ = Qés) (2.33)

2. 1l s’agit d’une correspondance nceud a nceud de part et d’autre de l'interface
3. 1l s’agit d’une continuité C?, voire C!, de I'interpolation & travers I'interface.
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En notant 7 I'indice des degrés de libertés internes au sous-domaine, et b I'indice des degrés
de liberté d’interface, le systeme d’équation a résoudre est réécrit sous la forme suivante :

[ OKD. 0 L 0 KO, ADT ) (g Fll,
0 .. 0 : - -
- 0 : : = :
0 .. 0 KW K A" g™ Foy,
Ng ZS s ; S ST B s 1(5)
AW KO A g0 5 AW KO AW q, Yo AV oy,
(2.34)

ol les réactions Al(,s) s’éliminent naturellement au second membre par la condition d’équilibre
(2.32), et les A sont nulles par définition.
Le systéme (2.34) est d’abord résolu a linterface puis a lintérieur de chaque sous-
domaine. Pour cela les inconnues internes sont éliminées par condensation :
(s) () AT )
Vs, K2, q7 + K5, AT g = oy,

e e (2.35)
¢ = KW (Fe(xzq. - K©, A0 qb)

Et par substitution dans la derniére ligne de (2.34), le probléeme d’équilibre de I'interface est

obtenu :
S S S T S S
Z(A”Sé)A“>qb=ZA”bé) (2.36)
S S
S bp

ou S, est le complément de Schur primal, assemblage des compléments de Schur des sous-
domaines tels que :

SO =KO, — K K(s);1 K©) (2.37)

ib

les b;s) sont les opérateurs primaux des efforts condensés a l'interface des sous-domaines et
by, leur assemblage sur l'interface :
by = Foy, — KO, KO R, (2.38)

exty

Enfin, une fois ¢, calculé, I'équation (2.35), dite de localisation, permet de déduire les
QZ(.S) indépendamment par sous-domaine.

Jusque la, cette approche est identique a la sous-structuration classique avec condensation
de Guyan [Guyan, 1965]. Il faut noter par ailleurs que le probléme de localisation est un
probléeme a interfaces fixes, bien posé, ce qui justifie 'existence et 1'unicité de la solution
[Gosselet et Rey, 2006].

Approche duale [Farhat et Roux, 1991] :

De la méme facon que I'approche précédente, une unique inconnue ), est définie pour
les inter-efforts d’interface telle que I’équilibre des réactions d’interface (2.32) est vérifiée a
prioTY :

V s, A,()S) = A(S)T

Ay (2.39)

L’équilibre par sous-domaine (2.29) devient :

K ¢ = F) 4 (" 40Ty,

(2.40)
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Afin d’exprimer le probleme d’interface, il faut éliminer les inconnues en déplacement et
inverser la matrice X*). Le probléme étant mal posé (conditions de Neumann sur l'interface),
il est fait appel & une matrice pseudo-inverse (généralement celle de Moore-Penrose), notée
K(S)+, telle que :

Vze Im(EW),KY KO 'y =g (2.41)

De cette maniere, il est nécessaire de prendre en compte une partie rigide du déplacement (a
énergie nulle), appartenant au noyau de K (ker(K®)). Soit R une base de ker(K®)),
et a®) amplitude des modes rigides, le vecteur déplacement s’écrit

) = K(s)+(F(sg + /\b) + R®) /8 (2.42)

avec la condition que les efforts extérieurs Fe(;z + QTA(S)TAI, appartiennent & Im(K®)), ce

qui s’écrit comme une condition d’orthogonalité par rapport & R®) :

s)T

RO (FS) ) =0 (2.43)

Autrement dit, les efforts extérieurs au sous-domaine s ne doivent pas exciter ses modes
rigides de déplacement, leur résultante doit étre nulle. La substitution de ¢(®) dans I’équa-
tion de continuité cinématique (2.30) par son expression (2.42) abouti, sous la contrainte
d’admissibilité (2.43), au systéme en ), et a = {...,a®), ...}T suivant :

A(s) o) a7 pes)
Y AY ST AV G| (X _ [ X AN (2.44)
G 0]\« —e

tu

S =) KO 0" (2.45)
ﬁ est le second membre condensé dual,
by =t KOTES) (2.46)
et G et e sont les opérateurs de contrainte :
G = [ AG) () R(s) }
(2.47)

e={.. RYEY . }T

La contrainte portant seulement sur les modes rigides, elle peut étre améliorée en ajoutant
des contraintes sur le déplacement, telles que la continuité en moyenne sur les interfaces, ou
la continuité des déplacements des « coins » pour les problemes de plaques et coques [Farhat
et al., 2000]. Ces contraintes ont pour effet d’améliorer 'extensibilité de la méthode. Les ap-
proches duales sont généralement regroupées sous le nom de méthode FETI (Finite Element
Tearing and Interconnecting), qui, selon les contraintes supplémentaires sur les déplacements,
s’appellent FETI-2 ou FETI-DP. La gestion des redondances aux noeuds d’interfaces entre
plus de deux domaines est également source de variantes de la méthode FETI mais n’apporte
généralement aucun avantage particulier.
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Il est enfin intéressant de noter que les opérateurs des approches primales et duales sont
reliés par les relations suivantes :

S S +
s)T
S = g8 (2.48)

Approche hybride [Gosselet et Rey, 2006] :

Cette approche propose un formalisme qui permet d’intégrer les approches primales et
duales dans un méme probleme. Une partie des degrés de libertés de l'interface peuvent étre
définis comme variables primales, et I’autre partie comme variables duales. Un choix judicieux
permet par exemple de supprimer les modes de déplacement rigide des sous-domaines pour le
calcul des inter-efforts. Ce type d’approche donne également une grande modularité dans la
programmation des méthodes de décomposition de domaine. A notre connaissance, elle n’a
été employée que dans un cadre dual/primal. Une extension de la formulation est proposée
dans cette thése (en Annexe B), qui intégre également les interfaces mixtes, présentées ci-
apres.

Approche mixte [Glowinski et Le Tallec, 1990 ; Series et al., 2003] :

Dans les approches mixtes, il n’est pas supposé d’égalité a priori des inter-efforts ou
des déplacements d’interface. Les approches mixtes de type FETI-2-Champs reposent sur
I'introduction d’une inconnue d’interface p sous la forme d’une combinaison linéaire des
réactions et des déplacements d’interface :

Vs, om) = + 1) (2.49)

avec la matrice de raideur 7, b(s), qui représente la raideur de 'interface du sous-domaine s. Les

conditions de raccord (2.31) et (2.32) sont alors reformulées en tenant compte de la raideur
d’interface. Pour chaque sous-domaine s, on peut écrire :

AP 4 A® 4 i (g,(f) _ Qz(f)) =

()

(2.50)

Ot les D,(f) sont les grandeurs d’interface des voisins directs du sous-domaine s restreintes a
'), Soit :

sT k s _sT —
Vo, AT S 4O 4 TS A = 0 (251)

En substituant I'expression de Al(,k) obtenue & partir de ’Equation 2.49 :

Vi, A0S A0 - (A5 AT - TORTS A <0 (252)
k k - - i

Par assemblage, et en introduisant la notation par bloc (0 (voir encadré ci-apres), les

conditions de raccords mixtes s’écrivent :

Aty - (A A - AT A o) =0 (253
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La notation par bloc, introduite notamment par [Gosselet, 2003], permet une écriture
simplifiée des équations en décomposition de domaine :
— Les opérateurs d’assemblage :

A° = [AD AP et A = [AD .. Ae)] (2.54)
— Les vecteurs d’efforts, déplacements, résidus, ... :
Q(l)
0o = : (2.55)
gs)
— Les opérateurs de raideur, compléments de Schur, ... :
gm
0° = (2.56)

Q("%)

Dans ce manuscrit, cette notation sera principalement utilisée en Annexe B.

Par ailleurs, pour chaque équilibre local, I'introduction de I'inconnue mixte dans 1’équa-
tion d’équilibre locale, apres condensation sur l'interface, ameéne le systéeme suivant :

(5155) n Tb(s>> ) = b + (2.57)

Sous I’hypothese que Tb(s) est choisie telle que (S](,S) + Tb(s)> soit inversible, I’expression de

qés) tirée de (2.57) est introduite dans la condition de raccord (2.53). Cela permet d’obtenir

le systeme global en Hz? :
0T 40 0T yorpo _ 0 70T 70 o o) )0
AT A0 — (4T AT - TOATA) (S5 T ) ) ud =

-1

(47207 ~ TPATA0) (804 1Y) B (2.58)

Ce systeme possede donc environ deux fois plus d’inconnues d’interface que ceux des

approches primales et duales puisqu’il n’est pas défini d’inconnue unique d’interface. Deux
aspects pratiques doivent par ailleurs étre soulignés :

e Cette approche n’est pas bien adaptée aux interfaces ponctuelles pour lesquelles il
n’est pas aisé de déterminer une raideur d’interface ayant un sens mécanique (voir
le deuxiéme aspect). Ainsi, une connectivité simplifiée est définie, qui ne prend en
compte que les sous-domaines deux a deux, en éliminant les interfaces ponctuelles.
Cette connectivité simplifiée n’empéche en rien de déterminer I’équilibre et ce méme
pour les approches primales et duales. La programmation en est d’ailleurs moins com-
plexe.
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e Le choix des matrices de raideur d’interface pour chaque sous-domaine est un parametre
important de la méthode mixte. De maniere optimale d’un point de vue mécanique,
la matrice d’interface d’un sous-domaine devrait étre égale a 'opérateur de raideur du
reste de la structure condensé sur cette interface (c.a.d. le complément de Schur du
complémentaire du sous-domaine dans la structure). Mais ce choix n’est absolument
pas optimal du point de vue calcul parallele puisque d’une part il ne respecte pas la
localisation des données et entraine des échanges d’opérateurs pleins, et d’autre part
le calcul de ces opérateurs est tres cotiteux. Pour remédier a cela, des approximations
ont été proposées comme par exemple le complément de Schur du sous-domaine voisin
ou d'une zone “proche” de l'interface (bande d’éléments d'une profondeur a définir)

[Cresta, 2008]. Tous ces choix vérifient I’hypothese d’inversibilité de (Sz(f) + Tb(s)). La

derniére possibilité constitue Ialternative la plus répandue, bien qu’elle nécessite de
définir la zone “proche” de l'interface, qui influe sur la convergence de la méthode. Il
est par ailleurs possible d’utiliser les approximations [lumped et super-lumped de cet
opérateur qui seront présentées dans la sous-section suivante.
Le formalisme de I'approche mixte présenté ici, en est un parmi plusieurs possibles. Un
autre formalisme est introduit par [Cresta, 2008] spécifiquement pour les cas non-linéaire.
Celui-ci est présenté en sous-section 2.3.4.

Autres types de raccords :

Nous avons détaillé jusqu’a présent les différentes approches dans le cadre d’interfaces
parfaites. Il est également possible d’'intégrer dans les conditions de raccord une description
d’interfaces de contact avec ou sans frottement entre les sous-domaines [Champaney et al.,
1997 ; Passieux, 2008]. Cela ouvre notamment la possibilité de traiter des problemes mettant
en ceuvre un nombre important de contacts [Alart et al., 2012 ; Visseq et al., 2012].

2.3.3 Résolution itérative du probleme d’interface

Toutes les approches présentées précédemment définissent un probleme global sur les in-
connues d’interface et un probleme de localisation par sous-domaine. Ce dernier se résout
généralement au moyen d’'un solveur direct. Le probléme global peut également se résoudre
de maniére directe par factorisation du complément de Schur. Ce calcul est tres cotiteux
(opérateur plein) et une des raisons d’étre des méthodes de décomposition de domaine ré-
side dans l'utilisation d’un solveur itératif de type Krylov (gradient conjugué, GMRES). En
effet, la nature additive du complément de Schur permet de réaliser la majeure partie des
produits matrices/vecteurs indépendamment par sous-domaine [Farhat et Roux, 1991] tout
en évitant un assemblage des compléments de Schur locaux. Seule une étape de sommation
des contributions entre sous-domaines voisins est nécessaire a chaque itération.

La force des méthodes de décomposition de domaine est de disposer de préconditionneurs
efficaces pour les algorithmes itératifs, ce qui améliore sensiblement les performances de la
résolution du probleme d’interface. En outre, un probleme grossier peut étre défini pour
initialiser 'algorithme itératif et réduire le nombre d’itérations. Ces deux points sont abordés
brievement ici.
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Préconditionnement :

Un préconditionneur mathématiquement optimal est I'inverse de I'opérateur de raideur du
probléme. Mais ce préconditionneur n’étant pas accessible a 1’échelle du probleme d’interface
- surtout si le complément de Schur n’est pas assemblé - des approximations sont obtenues a
moindre cotit. Une méthode classique consiste a approcher I'inverse de I'opérateur de Schur
global par I’assemblage des inverses des compléments de Schur locaux :

S =Xl

—1 (s)T

AT T (2.59)

H&

T

A (2.60)

&

S A(S)

Les matrices W) et W) sont des matrices diagonales de pondération (scaling) sans les-
quelles le préconditionnement n’est pas aussi performant, notamment en présence d’hété-
rogénéités de part et d’autre de l'interface et pour les problémes multiphysiques [Gosselet
et al., 2002]. Dans ce cas, les matrices de pondération sont constituées des termes diagonaux
de la matrice de rigidité d’interface KG) bb) normalisés.

L’inverse des compléments de Schur locaux est souvent remplacée par la pseudo-inverse,
ce qui permet d’utiliser les propriétés (2.48) reliant compléments de Schur primal et dual. De
cette manieére aucune inversion de matrice n’est nécessaire. On parle alors de préconditionne-
ment de type Neumann pour ’approche primale et de type Dirichlet pour I’approche duale.
Le recours aux pseudo-inverses introduit cependant une condition sur le résidu pondéré qui
doit se trouver dans I m(SI(f)) en approche primale et dans [ m(ﬁ ) en approche duale.

Cette condition d’optimalité du préconditionneur est déja prise en compte par la contrainte
d’admissibilité en approche duale.

Il est possible de donner une approximation plus grossiére du préconditionneur dual (2.60)
en approchant les compléments de Schur primaux S par les blocs K , des matrices de

raideur locales (version lumped), ou par leurs dlagonales diag(K, Igb) ) (Versmn super-lumped).

Un compromis est recherché entre un conditionnement optimal et le cotit de calcul des
préconditonneurs.

Problémes grossiers :

Les problemes grossiers servent a initialiser le solveur itératif du probleme d’interface.
Par cette initialisation, le but souvent recherché est de propager une information dans toute
la structure. Cette stratégie améliore sensiblement la convergence des solveurs et la rend
indépendante du nombre de sous-domaines [Widlund, 2009].

Un probleme grossier peut résulter d'une contrainte d’admissibilité, comme c’est le cas
des méthodes duales, une condition d’optimalité, comme pour la méthode primale précon-
ditionnée, et/ou d’'une contrainte optionnelle guidée par une compréhension mécanique et
une anticipation des difficultés de convergence. Dans le premier cas, I'idée est de vérifier
une contrainte du type G* T, = e par l'initialisation, puis de calculer le reste de la solution
dans un sous-espace supplémentaire & I m(G), grdce a un projecteur. Dans les autres cas,
comme en réduction de modele, une matrice C' définit un sous-espace de solutions grossieres
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dans lequel est recherchée I'initialisation, le reste de la solution étant également calculé par
projection orthogonale dans le sous-espace supplémentaire.

En ce qui concerne les contraintes optionnelles, la matrice C peut étre composée de
modes rigides d’interface (c’est le cas de la méthode primale préconditionnée), de modes
propres, de base de déformation ou d’efforts macroscopiques pour chaque interface entre deux
domaines (extension, vrillages, etc.) [Cresta, 2008]. Dans le cas d'une résolution multiple du
probleme d’interface (optimisation, calcul non-linéaire), il est également possible de réutiliser
les sous-espaces de Krylov générés par les résolutions itératives précédentes [Risler et Rey,
2000 ; Rey et Gosselet, 2003 ; Gosselet et Rey, 2003]. Cette derniére technique peut accélérer
de maniere remarquable (gain de 60 dans [Gosselet et Rey, 2003]) la résolution des problémes
d’interface successifs, Elle donne lieu aux variantes GIRKS (Generalized Iterative Reuse of
Krylov Subspaces) et SRKS (Selective Reuse of Krylov Subspace) [Gosselet et al., 2012].

2.3.4 Newton-Krylov-Schur et localisation non-linéaire

Les méthodes de décomposition de domaine s’appliquent a la résolution des systemes
d’équations linéaires de grande taille. Y compris ceux des problémes tangents obtenus par
linéarisation de Newton dans le cas d’un probleme non-linéaire. Dans ce cas on parle de mé-
thode Newton-Krylov-Schur (NKS), pour exprimer la combinaison entre le schéma de New-
ton, la condensation de Schur par sous-domaine pour obtenir un probleme d’interface et des
problemes locaux indépendants, et les solveurs itératifs paralleles de Krylov. L’Algorithme 2
montre les différentes étapes de la résolution par des méthodes NKS & travers 'approche
primale. Les méthodes NKS ont été notamment utilisées dans [Rey, 1994] sur un probleme
non-linéaire élastique hétérogene et dans [Farhat et al., 2000] pour traiter des non-linéarités
géométriques.

Les techniques GIRKS et SRKS ont été développées en partie pour les problemes d’in-
terfaces en non-linéaire qui sont résolus a chaque itération (ligne 1 de I’Algorithme 2).
Néanmoins des changements trop important des matrices de raideur peuvent rendre les
sous-espaces de Krylov des itérations précédentes obsoletes. Cela se produit par exemple en
post-flambement [Cresta, 2008].

Au dela du préconditionnement du solveur itératif du probleme d’interface, les méthodes
NKS ne sont pas bien adaptées aux non-linéarités localisées. De fait, la présence d’une non-
linéarité au sein d’un sous-domaine pénalise I’ensemble de la procédure aussi bien au niveau
de l'interface que des autres problemes locaux. Le processus itératif qui permet de faire
converger le probléme non-linéaire englobe effectivement la méthode de décomposition de
domaine, comme cela est représenté sur le schéma Figure 2.10.

Solveur de Krylov Localisation linéaire

L L L L

NL | — L >

LIL L||L

Itérations de Newton l

FIGURE 2.10 — Schéma de principe des méthodes NKS. Source : [Cresta, 2008]
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Algorithme 2 : Méthode de Newton-Krylov-Schur en approche primale
initialisation : A = A\
tant que A < 1 faire (boucle incrémentale)

pour chaque Sous-domaine s faire

assembler Kt(s) et R®):

factoriser Kt(s) i
11

-1
condenser le résidu r®) = R, — Kt(s)b‘Kt(s) R;;

tant que e > 1y, faire (boucle itérative globale)
1 résoudre S;0q, = r (solveur de Krylov);

B = @ + 0
pour chaque Sous-domaine s faire (localisation)

s s)~1 s s T
R K;()m (—RE ) K! )ibﬁ @>;
0 = ¢ +9q.”;
assembler @ et R);

factoriser K\

17
condenser le résidu r®);

| caleuler e = ||r]|/[|AFeatl];
A=A+ AN

Dans le but de différencier le traitement des non-linéarités locales, [Cresta et al., 2007 ; Pe-
brel et Rey, 2008] ont proposé une procédure de Newton a deux niveaux. L’étape de résolu-
tion du probleme tangent condensé a l'interface reste inchangée mais la localisation se fait
comme un probléme non-linéaire a part entiere. Cette stratégie, appelée localisation non-
linéaire, permet de différencier le traitement de chacun des sous-domaines et de réduire le
nombre d’itérations du schéma de Newton global. Le schéma de principe Figure 2.11 met
en évidence l'imbrication des procédures de Newton et permet une comparaison avec les
méthodes NKS classiques.

Localisation
Solveur de Krylov non-linéaire
L L NL NL
NL | — L > >
L ‘ L NL | | NL

Itérations de Newton ,

FI1GURE 2.11 — Schéma de principe des méthodes NKS avec localisation non-linéaire. Source :
[Cresta, 2008]

La localisation non-linéaire permet d’appliquer les conditions limites d’interface de ma-
niere incrémentale et adaptative. Plusieurs schémas d’incrémentation ont été proposés dont
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I'incrémentation a partir de la solution de la derniere itération globale, ou 'incrémentation
a partir de la solution du dernier incrément global ou de la configuration initiale. Dans un
cas, il s’agit d’une technique de sous-cyclage différentiée par sous-domaine, dans I'autre, cela
s’apparente a un calcul complet de la solution locale pour les nouvelles conditions limites a
I'interface. Ce dernier cas peut étre tres cotiteux mais permet de prendre en compte un effet
d’histoire ou une sensibilité de la solution a l'incrémentation. En ce qui concerne le post-
flambement, les deux approches produisent généralement la méme solution [Cresta, 2008].

L’Algorithme 3 de la méthode NKS avec localisation non-linéaire montre qu’un parametre
de convergence local 7,0 doit étre défini. Ce parametre n’a pas d’influence sur la précision
du résultat obtenu qui est pilotée par le critere de convergence global. Mais d’apres [Cresta
et al., 2007], il existe une valeur optimale & donner au critére de convergence local pour
minimiser le nombre d’itérations globales et locales. Cette valeur est en général bien plus
élevée que celle du critere global (typiquement 7iocar = \/1New)-

Algorithme 3 : Méthode de Newton-Krylov-Schur avec localisation non-linéaire
initialisation : A = A\
tant que A\ < 1 faire (boucle incrémentale)

pour chaque Sous-domaine s faire

assembler @ et R ;

factoriser K\*) :
1

-1
condenser le résidu r®) = R, — Kt(s)b‘Kt(s) R;

tant que e > ny., faire (boucle itérative globale)
résoudre S;0q, = r (solveur de Krylov);

pour chaque Sous-domaine s faire (localisation)
tant que e;, > M faire (boucle itérative locale)

s s -1 S s S
oq = K (<R — K A0 5g,);
a” = ¢ +6g;
assembler ﬁ et R®):

factoriser K\*
1

| calealer ¢ — [[B|/| |2
S S S T
a = aq” + A bq;

condenser le résidu : r®);

| calculer e = ||r[|/|[A Feg[;
A=A+ AN

Enfin, une comparaison des performances des méthodes avec et sans localisation non-
linéaire met en évidence la pertinence du traitement local des non-linéarités. [Cresta et al.,
2007] montrent ainsi dans une application au post-flambement local d'un caisson en flexion
que le nombre d’itérations globales de Newton est diminué d’un facteur 3.6, et que le nombre
d’itérations locales (tous sous-domaines confondus) reste stable.

Il est également intéressant de noter que des raccords de type mixtes offrent de meilleures
performances que les raccords primaux. Une approche mixte est en effet proposée par [Cresta,
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2008 ; Hinojosa, 2012] dans le cadre de la localisation non-linéaire. Cette approche mixte
differe de celle présentée en sous-section 2.3.2 par 'introduction de champs U et F' propres
a l'interface. Une condition relie la trace des inconnues des sous-domaines sur l'interface
gl(f) et Al(f) aux champs de l'interface. La résolution doit mener a 'annulation du saut en
déplacement et en effort de part et d’autre de l'interface, grace a un algorithme a deux
directions de recherche comme celui de la méthode LaTin (voir sous-section 1.5.4). Le schéma
Figure 2.12 illustre la définition particuliere de 'interface dans cette approche.

@' N7 7 @A)

QS - | =—> Qs’

FIGURE 2.12 — Schéma de principe de la formulation mixte pour la localisation non-linéaire.

La direction de recherche locale peut s’écrire de la fagon suivante :

(Aés) _ E(s)) +£(S) (gl()s) —Q(S)) =0 (2.61)
ot U = A(S)TQ et F©®) = A(S)TE sont les restrictions des champs d’interface a l'interface
du sous-domaine s. Ainsi ’étape locale tangente mixte par sous-domaine, connaissant U et
F, s’écrit :

)T )T

R() 4 () (E(S)AU(S)+E(S)) (2.62)

<K§?) + ¢

k<5>t<8>> 5q = —

S)T

ol AU® = A® [ — gl(f) est le saut de déplacement a l'interface du coté du sous-domaine s.

Le champ Al(,s) = E(S)M () 4 F) est déterminé d’apres VEquation 2.61 une fois le champ de
déplacement local actualisé. Ce probleme tangent local est bien posé grace a 'ajout d’une
raideur d’interface Es). Cette raideur, considérée comme une direction de recherche pour
le probleme local, est définie de la méme maniére que pour les approches mixtes classiques
(approximation du complément de Schur tangent du reste de la structure).

L’étape globale consiste ensuite a actualiser les champs U et F', les champs locaux étant
déterminés précédemment. Pour fermer le probléeme, une direction de recherche est définie
de part et d’autre de l'interface (indépendamment par sous-domaine) :

E(S) (Q(s) . ql()S)> — Fl _ AI()S) (2.63)

La raideur Es) est naturellement prise égale a 'opérateur de Schur du sous-domaine s. Par
linéarisation de Newton, le probleme global a I'interface s’écrit :

SpdU = 1™ (2.64)
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avec

Sp =3 A8 58 AT o ym =y 49 ( + R - K KPS R§S>> (2.65)
Apres actualisation du champ de déplacement d’interface U, une étape indépendante par
sous-domaine permet de calculer les efforts d’interface F', qui découle de I'Equation 2.63 :

® =AY+ 80 (UW - ) (2.66)

Le probleme global, Equation 2.64, est ainsi trés proche des méthodes NKS primales, &
ceci pres qu'un terme lié a 1’écart en déplacement des deux cotés de I'interface est introduit
dans le résidu condensé mixte ™. Cela simplifie la mise en ceuvre de cette approche, et
surtout les préconditionneurs et problemes grossiers sont identiques a ceux de l'approche
primale. L’avantage de la méthode est la relaxation des conditions limites imposées aux
sous-domaines a I’étape de localisation.

Conformément aux attentes et pour les deux types de raccords, le plus grand nombre
d’itérations locales se produit au niveau des sous-domaines soumis au post-flambement, ce qui
a pour effet de déséquilibrer la répartition des charges de calcul a travers les processeurs. Un
équilibrage des charges a la volée est possible dans le cas ou le nombre de sous-domaines est
plus grand que le nombre de processeurs disponibles. Autrement, c’est le découpage initial des
sous-domaines qui permet d’ajuster les charges bien qu’il soit difficile de distinguer a priori
le comportement linéaire ou non-linéaire des zones. Par ailleurs un découpage favorable aux
méthodes de localisation non-linéaire se fait de maniere a ce que les phénomenes non-linéaires
restent le plus possible localisés a l'intérieur des sous-domaines [Hinojosa, 2012]. C’est le cas
pour le post-flambement local des panneaux raidis avec un découpage privilégié le long des
raidisseurs.

2.4 Approches combinées

Si les méthodes de réduction de modele et de décomposition de domaine font partie des
approches classiques en calcul haute performance, elles s’associent également avec d’autres
approches, spécialisées dans la résolution de certains types de problémes, pour donner lieu a
des méthodes particulierement intéressantes et performantes. La combinaison des approches
permet en effet de tirer le meilleur de chacune d’elles. Notamment dans le cas de problemes
multi-échelles et non-linéaires, le recours a une méthode de décomposition de domaine ou a
une méthode de réduction de modele au sein méme de la méthode de résolution dédiée a ce
type de probléme, permet d’améliorer 'extensibilité et de traiter des problémes de grande
taille. Nous proposons donc d’étendre la revue des stratégies de calcul avancées a quelques
approches combinées.

2.4.1 Méthode LaTIn micro/macro

La méthode LaTIn micro/macro [Ladeveze et al., 2001] peut se traduire comme la combi-
naison de la méthode LaTIn (voir sous-section 1.5.4) et de 'approche mixte de décomposition
de domaine. Une décomposition du domaine temporel est également envisageable mais ne
sera pas présentée ici [Passieux et al., 2010]. En plus de cela, une séparation d’échelle est
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réalisée pour les grandeurs d’interface. Une quantité “micro” (exposant () et une quantité
“Macro” (exposant (M) sont distinguées pour les champs d’efforts et de déplacements :

A =AM gl (2.67)
af ="+ (2.68)

Le probléme de référence est formulé par sous-domaine (groupes d’équations locales et
d’équations linéaires) auquel s’ajoute I'admissibilité des variables “macro” (équation linéaire
globale) et le comportement de 'interface (équation locale, éventuellement non-linéaire).

Un sous-espace “grossier” est défini pour les quantités spatiales “macro”, qui comporte
en pratique des modes rigides et de déformation macroscopiques de l'interface (extension,
flexion, etc.). Le cas les plaques et coques est présenté par [Cresta, 2008].

De cette maniere, I’étape locale a l'itération n + 1/2 est réalisée indépendamment par
sous-domaine et fait intervenir un parametre de raideur d’interface (approche mixte). L’étape
linéaire, se résout en trois phases :

— Vérification de I’équilibre “micro” par sous-domaine sachant les efforts calculés a 1’étape

n+1/2.

— Mise a jour des variables “macro” d’interface pour vérifier 1’équilibre global des inter-

faces entre sous-domaines, connaissant 1’équilibre “micro”.

— Second calcul “micro” par sous-domaine avec les efforts et déplacements “macro” d’in-

terface a jour.

L’approximation radiale utilisée dans I’approche LaTIn, qui repose sur le méme principe
que la PGD (voir sous-section 2.2.2), est elleeméme employée pour les variables “micro” et
“macro” par sous-domaine. Les fonctions spatiales macro sont données par le sous-espace
grossier [Ladeveze et al., 2010].

L’intérét de ’approche micro/macro réside dans la description peu cotiteuse de 1’équilibre
global des sous-domaines entre eux. Cela permet d’améliorer 'extensibilité de la méthode,
notamment quand le nombre de sous-domaines augmente et par conséquent la taille de I'in-
terface. En cela elle se rapproche du concept de probleme grossier introduit en décomposition
de domaine pour la résolution du probleme d’interface sous-section 2.3.3.

2.4.2 Autour des éléments finis généralisés

La méthode des éléments finis généralisés (GFEM), ou étendus (XFEM), a été mise au
point par [Melenk et Babuska, 1996] et [Belytschko et Black, 1999]. Grace a la partition de
I'unité dans un domaine (2, réalisée par un jeu de N fonctions ¢;(x) :

S i) =1, VYreQ (2.69)

i€[1,N]

Cette partition de I'unité est déja réalisée par les fonctions classiques d’interpolation éléments-
finis N;(x). N’'importe quelle fonction ®(x) peut alors enrichir 'interpolation élément fini par
son produit avec les ¢; :

i(r) =3 Ni(w)ui + 3 di(x)P(x)a (2.70)

Les «; sont des inconnues qui permettent de moduler ’enrichissement. En pratique, les
mémes fonctions d’interpolation V;(z) et ¢;(x) sont utilisées. Les fonctions d’enrichissement
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permettent alors de représenter des singularités et leur évolution par l'utilisation de fonc-
tions level set, et cela sans avoir a modifier le maillage. Les fonctions level set définissent
implicitement les contours d’une singularité [Sethian, 1999].

La X/GFEM est principalement utilisée en mécanique de la rupture, avec des fonctions
d’enrichissement pour la représentation de la fissure et d’autres pour 'approximation du
champ de déplacement en pointe de fissure par des solutions asymptotiques obtenues analy-
tiquement [Moés et al., 1999]. L’enrichissement de Iinterpolation peut également rendre, par
exemple, une approximation conforme a la flexion des plaques pour un maillage initialement
non-conforme. Ce concept d’adaptation de l'enrichissement et du maillage est connu sous
le nom de hp-adaptation, méthode développée notamment par [Duarte et Oden, 1996], et
donne lieu au méthodes GFEM adaptatives [Arndt et al., 2010]. L’enrichissement est alors
simplement constitué de fonctions polynomiales.

De fagon générale, le cadre de I'enrichissement permet de rendre 1'analyse plus versatile,
le maillage indépendant de la localisation des discontinuités, des géométries complexes, des
singularités et du degré d’interpolation, et d’introduire des connaissances mécaniques (champ
de déformation en pointe de fissure) dans la formulation.

Un point important de la méthode concerne I'intégration numérique, qui, pour étre exacte,
nécessite une adaptation en rapport avec lenrichissement de l'interpolation [Strouboulis
et al., 2000]. L’ajout d’inconnues aux nceuds et l'augmentation du coit de l'intégration
numeérique sont ainsi un premier frein a l'extensibilité de la méthode.

X/GFEM et multi-échelle :

Afin de traiter des problemes de grande taille, des zones restreintes d’enrichissement
peuvent étre définies, seulement ol cela est nécessaire (par exemple autour et en pointe
de fissure). La gestion de la non-conformité induite entre zones enrichie et non-enrichie
est alors réalisée de différentes manieres dont notamment, 1'utilisation d’une fonction de
pondération décroissante de ’enrichissement au niveau de la transition entre les zones non-
conformes [Chahine et al., 2008a ; Ventura et al., 2009] Figure 2.13.

O neceud enrichi pour la représentation
de la fissure

neceud enrichi par les fonctions
asymptotiques de pointes de fissures

zone de transition

o noeud d'annulation des fonctions
d'enrichissement asymptotiques

FI1GURE 2.13 — Enrichissement de I'interpolation sur une zone restreinte a la fissure. La zone
de transition entre éléments enrichis par les fonctions asymptotiques en pointe de fissure et
éléments non-enrichis est matérialisée en rouge.
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Le développement de la combinaison de la GFEM avec des approches multi-échelles
existantes est apparu pour plusieurs raisons.

Il y a d'une part la constitution de fonctions d’enrichissement grace a un dialogue entre
un modele local fin et un modele global grossier et enrichi. [Duarte et Kim, 2008] ont ainsi
proposé d’évaluer les fonctions d’enrichissement a ’aide d’une formulation global/local et
d’un modele local fin qui permet de générer des fonctions d’enrichissement pertinentes a
utiliser au niveau global (Mesh Based Handbook).

Il'y a d’autre part l'intégration de 'approche X/GFEM dans un modéle élément fini stan-
dard et le couplage entre un code élément fini commercial ne disposant pas de la formulation
X/GFEM et un code dédié. L’idée est de rendre possible le traitement d’un phénomene local
dans un modele global a priori inadapté. [Wyart et al., 2008 ; Wyart et al., 2009] ont pour
cela combiné X/GFEM et décomposition de domaine duale. Un couplage non-intrusif est
développé par [Passieux et al., 2013b ; Rannou et al., 2009 ; Gerstenberger et Tuminaro,
2012] sur la base d'une combinaison avec une méthode multigrille localisée.

Enfin, [Guidault et al., 2006 ; Guidault et al., 2008] ont voulu prendre en compte le
caractere multi-échelle dans une combinaison avec la méthode LaTIn micro/marco présentée
dans la sous-section 2.4.1 précédente. Sur la base d’'une décomposition de domaine mixte,
les champs de déplacement et d’effort aux interfaces sont séparés en partie macro et partie
micro, avec une base macro prenant en compte les discontinuités. Cette approche permet
un traitement efficace des interactions local/global dues a la présence d’une fissure, qui est
décrite indépendamment du maillage et de la décomposition de domaine.

X/GFEM et réduction de modeéle :

La méthode des éléments finis généralisés requiert d’avoir a disposition un certain nombre
de fonctions d’enrichissement pour la description du champ de déplacement, comme par
exemple les solutions asymptotiques en pointe de fissure. Ces fonctions sont parfois com-
plexes voire impossibles a obtenir analytiquement, notamment pour une fissure propageant
a l'interface de deux matériaux [Chahine et al., 2008b]. Un certain nombre de connaissances
sur la solution peuvent étre acquises en amont du calcul (offline) a la maniére des mé-
thodes de réduction de modele. Ce concept a été proposé par [Chahine et al., 2009] pour
une approximation des fonctions d’enrichissement en pointe de fissure a l'interface de deux
matériaux. Un modele éléments finis fin, restreint en pointe de fissure, est sollicité sous deux
modes d’ouverture de la fissure (mode I et mode II) et deux fonctions d’enrichissement sont
générées.

[Aquino et al., 2009] ont développé dans le méme temps une approche POD-GFEM,
qui permet de générer des fonctions d’enrichissement a partir de données expérimentales
ou numériques, les snapshots. Il est intéressant de constater que cette approche fournit une
meilleure précision que la réduction de modele par POD, du fait de la modulation des
fonctions d’enrichissement par les coefficients nodaux «;. Le maillage plus grossier utilisé dans
I’approche POD-GFEM en comparaison avec le modele éléments-finis, et un faible nombre
de fonctions d’enrichissement obtenues grace a la POD, agissent comme une réduction de
modele, avec I'avantage que le support des modes POD et celui du probléme online peuvent
étre différents.

L’approche présentée par [Niroomandi et al., 2012b], illustre la variété des couplages
possibles entre X/GFEM et réduction de modele par base réduite. Le probléme considéré ici
est celui de la simulation en temps réel d’opération chirurgicale, pour laquelle il existe une
base réduite POD capable de représenter les principaux modes de déformations de 'organe
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opéré. Cependant, la modélisation de la fissure ne convient pas a la réduction de modele
par projection. C’est le but du couplage local avec la XFEM sur un domaine 27, incluant la
fissure, qui est réalisée au moyen de 'approximation du champ de déplacement suivante :

N
a(z) =) C;(2)alOP + > Ni(x)uF + > Ny (2)®(2)at FEM (2.71)
j=1 i€Qy, k
De cette approximation découle un couplage dans les opérateurs entre degrés de libertés
généralisés af©P (multiplicateurs des modes POD) et degrés de liberté locaux ul et aj F'EM.
Une intégration numérique spécifique doit étre faite localement, mais la méthode permet de
conserver les tres bonnes performances de la réduction de modele tout en rendant possible la
prise en compte de fissures et plus généralement d’un phénomene local complexe qui n’était
pas représentable par une combinaison de modes POD reproduisant le comportement global
de la structure. Il faut toutefois que la modification du comportement global due a la fissure
soit prise en compte par la base POD utilisée.

Une autre approche consiste a réduire par POD un modele X/GFEM. Dans le cadre
de la propagation de fissure en sollicitations cycliques, les travaux de [Galland et al., 2011]
présentent une approche XFEM-POD avec un morphing du maillage qui suit la pointe de
fissure. La validité de la base POD est ainsi maintenue sur plusieurs pas de propagation et
celle-ci est complétée (a partir du résultat du calcul complet) lorsque l'erreur d’approxima-
tion est trop importante.

Nous ne connaissons aucune application des méthodes X/GFEM au flambement ou au
post-flambement. La combinaison des éléments finis généralisés (ou étendus) avec les mé-
thodes multi-échelles et les techniques de réduction de modele ouvrent néanmoins des pers-
pectives sur des applications au post-flambement local des grandes structures raides. Une
proposition est ainsi formalisée et testée en Annexe A.

2.4.3 Meéthode asymptotique numérique et POD

Une étape limitant les performances de la Méthode Asymptotique Numérique (voir sous-
section 1.5.4) est celle du calcul des termes de la série par la résolution séquentielle des
systemes linéaires associées. La combinaison de la MAN avec la réduction de modele par
POD, proposée par [Yvonnet et al., 2007] pour le post-flambement de microstructures cellu-
laires, meéne donc a une méthode plus efficace pour la continuation de branches d’équilibres.
Chaque terme de la série entiere est en effet lui-méme développé sous la forme d’une com-
binaison linéaire des vecteurs de la base POD. La taille des problemes a résoudre est donc
fortement réduite. La combinaison de la MAN et de la POD a été étendue par la suite a la
résolution de problemes hyper-élastiques par [Niroomandi et al., 2010] et associée pour plus
d’efficacité a une technique d’interpolation des coefficients de la base POD et des termes
non-linéaires du second membre dans [Niroomandi et al., 2012a).

Ces approches ont montré d’excellentes performances, notamment parce que le rayon de
convergence de la MAN n’est pas altéré par la réduction de modele. Le couplage avec la POD
requiert de porter une attention particuliere a la difficulté et au coiit de la constitution de
snapshots pertinents, surtout pour les problemes non-linéaires ou I’échantillonnage doit se
faire tout au long des chemins de chargement. [Yvonnet et al., 2007] proposent a ce propos
une stratégie d’échantillonnage dans un espace de chargements macroscopiques normalisés,
le long de chemins définis par une combinaison linéaire des chargements et un seul parametre
d’évolution (voir Figure 2.14).
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FIGURE 2.14 — Stratégie d’échantillonnage pour la POD pour les problémes non-linéaire
d’évolution. a; et as sont les amplitudes normalisées de deux types de chargement. Source
[Yvonnet et al., 2007]

Cette stratégie, appliquée au post-flambement d’une structure cellulaire, peut permettre
de contruire des bases réduites pertinentes mais a un cotlit malgré tout élevé. Les modes
de déformation doivent étre relativement peu sensibles aux variations de répartition du
chargement (entre a; et ag). Dans le cas contraire la multiplication des chemins de chargement
échantillonnés risque de rendre la phase offline prohibitive.

2.4.4 Partition de la réduction de modéle

Afin d’améliorer 'extensibilité des méthodes de réduction de modeéle qui sont limitées
notamment par le cofiit de la projection et de la mise a jour des opérateurs, une idée, illustrée
sur la Figure 2.15, consiste a décomposer le domaine d’étude.

N — el
Probléme: . |~
-1 =
7 L7
- =
— =
_l Q =
Modes de déformation par sous-domaine: Solution approchée:
Q( 1) @ e
\

FIGURE 2.15 — Réduction de modele partitionnée.

La combinaison de la réduction de modele et de la décomposition de domaine trouve ses
racines dans les travaux de [Craig et Bampton, 1968]. Dans cette approche, désormais assez
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classique en bureau d’étude pour I’analyse dynamique des grandes structures, une séparation
par sous-structure est réalisée entre degrés de liberté internes et a l'interface comme pour
I'approche primale en décomposition de domaine (voir équation (2.34)). L’expression des de-
grés de liberté internes peut étre décomposée en une contribution des modes de déplacement
a interface fixe de la sous-structure @Ef et une contribution des modes contraints CIDEE) tels
que :

g = 80al? + 80

=1

—1
o 8 = K KL

7

(2.72)

Le calcul des modes a interfaces fixes est réalisé indépendamment par sous-structure (par
analyse modale) et seule une troncature de la base modale est conservée dans @ff ) de maniere

a réduire la dimension du probléme. Une base réduite locale ) s’exprime donc :

Y of)

Q Ib,]RNb

LS
A
w
&
I

(2.73)

Ce qui, par projection de Galerkin, donne lieu a I’équation d’équilibre locale exprimée en
termes de degrés de liberté d’interface et de coordonnées généralisées des degrés de liberté
. (s) . . . . . )
internes ;. La matrice de raideur et la matrice de masse (en dynamique) deviennent :

A K®) 0
KO =0 Kol — | == =
0 Ky + K%

A . M(Sj)c) 0 (2.74)
MG — 6" M Pls) — | =—— N
0 My + @) MDY

Il est intéressant de noter le caractere diagonal des matrices de raideur et de masse asso-
ciées aux modes internes a interface fixe (par K et M orthogonalité des modes vibratoires).
L’assemblage des problemes locaux se fait sans condensation des coordonnées généralisées
locales puisque d’une part leur nombre est sensé rester tres faible et d’autre part elles sont
justement découplées. Une application a ’analyse de flambement a été proposée par [Huang
et Wang, 1993], mais le post-flambement n’a semble-t-il pas été abordé de cette maniére a
cause de la non-linéarité du phénomene. Il faut noter une contribution de [Rixen, 2004] sur
une version “duale” de la méthode de Craig et Bampton.

Plus récemment [Ryckelynck et Missoum Benziane, 2010] ont présenté la méthode APHR
(voir sous-section 2.2.2) combinée a une méthode de décomposition de domaine de type duale.
La méthode APHR Multi- Niveau tire donc profit du calcul parallele a la fois pour le calcul des
coefficients du modele réduit, au niveau de ’adaptation de la base et a celui de I'intégration
réduite. Seule I’étape d’adaptation de la base réduite fait appel au solveur de décomposition
de domaine pour atteindre un équilibre global.

La partition de la réduction de modele par POD est réalisée par [Kerfriden et al., 2012,
dans ’application a la mécanique de la rupture. La méthode établie repose sur la constitution
d’une base POD pour chaque sous-domaine. L’approximation ne concerne que la partie
interne du champ de déplacement par sous-domaine comme le décrit I'Equation 2.75.

5%(3) } { Cl-éai(s) }
94i — ] == 2.75
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Le probleme linéarisé par sous-domaine devient donc, apres projection de Galerkin :

~(s) [ da; } A (5)
K =—R 2.76
ou
S T S

R'(s) B g( ) 0 e g( ) 0
=t 0 ILgw | = 0 Irm 2.77)

RY = a” o |’ R |

o 0 ILygm -

Le probleme global condensé a l'interface, formulé a partir d’'une approche primale de
décomposition de domaine, n’est pas réduit mais tient compte des approximations internes
a travers les opérateurs projetés et condensés :

Spday = b, (2.78)

En revanche, la localisation est réalisée dans un sous-espace réduit :

A —1 A A
50y = K& (—RY, — K A0 54,) (2.79)

0 ib

Dans le cas ou une base réduite locale conduit a une erreur d’approximation trop impor-
tante, le sous-domaine concerné est traité de maniere complete, sans réduction de modele
(voir Figure 2.16). C’est le cas, dans les travaux de Kerfriden et al, d'un sous-domaine tra-
versé par une fissure.

Modes de déformation par sous-domaine: Solution approchée:

FI1GURE 2.16 — [llustration du traitement spécifique d’un sous-domaine en cas d’erreur d’ap-
proximation trop importante.

Cette méthode permet de concentrer les efforts de calcul dans les zones présentant de
fortes non-linéarités. Sans un découpage adapté, ’équilibrage des charges de calculs entre
sous-domaine peut cependant étre détérioré. Par ailleurs, une technique d’approximation des
opérateurs par sous-domaine a été employée, basée sur un domaine d’intégration réduit et
une approximation des opérateurs par POD (gappy POD [Nguyen et al., 2008], voir sous-
section 2.2.2). Une perspective de ces travaux concerne la réduction de l'espace des degrés
de libertés d’interface pour une étape globale moins cotiteuse.
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2.5 Bilan du chapitre

Nous avons présenté une revue, non-exhaustive, des méthodes et stratégies de résolution
avancées en calcul de structure qui s’adressent a des problemes de grande taille a travers
deux axes :

e l'axe de la réduction de modele par une représentation minimale de la solution.

e |’axe du calcul parallele par une séparation du traitement des échelles globale et locale.

Les méthodes de réduction de modele par projection et de décomposition de domaine
font figure d’approches fondamentales dans le calcul intensif en mécanique des structures.
Toutefois, il faut souligner les nouvelles approches développées récemment et surtout la
multitude de concepts proposées sur la base de combinaisons de méthodes plus ou moins
éprouvées, qui débloquent certains verrous comme par exemple celui de la simulation en
temps réel.

Nous proposons, en bilan de ce chapitre, de résumer les principaux concepts mis en ceuvre
dans les méthodes présentées, et de voir en quoi ils peuvent étre intéressant du point de vue
du calcul des grandes structures raidies en post-flambement local.

e le concept des problemes offline et online en réduction de modele permet de distinguer
la phase de production de la solution (online) de celle de la construction d'une repré-
sentation minimale (offline). Ce concept suppose qu’il existe un temps et des moyens
suffisants pour lesquelles il est possible de construire une représentation réduite per-
tinente, robuste et précise de toute solution dans un espace de parametres borné. Ce
concept convient bien aux applications dédiées a la simulation en temps réel de mo-
deles de taille petite a intermédiaire. Mais pour les problemes de grande taille, le temps
et les moyens peuvent manquer pour réaliser I’échantillonnage (POD) ou la résolution
gloutonne (PGD). En cela, ce concept ne peut débloquer a lui seul le verrou du calcul
des grandes structures raidies en post-flambement local, sauf a étre combiné a une
approche de séparation d’échelles globale et locale. Enfin, la présence de non-linéarité
complexifie I'étape offline puisque, notamment, le niveau de chargement devient un
parametre. Les méthodes de réduction de modele en post-flambement ont recours a
une adaptation de la base réduite modale en phase online, conformément au concept
suivant.

e le concept d’adaptation de la représentation réduite en cours de calcul (c’est a dire en
phase online) permet d’envisager de disposer d'une représentation initiale incomplete
(voire inexistante dans le cas de la méthode APHR) et de la compléter en fonction de
I'erreur observée a posteriori ou d'un défaut de convergence (a la volée). Cela permet
d’une part de réduire les efforts pour constituer la représentation initiale, et d’autre
part de prendre en compte les non-linéarités avec précision, a faible cotit additionnel.
C’est un concept intéressant pour la réduction de modele en post-flambement bien
que vraisemblablement peu extensible du fait de 1’étape de complétion. La encore,
la combinaison avec une méthode de décomposition de domaine, comme celle de la
méthode Multi-level APHR, peut débloquer ce verrou.

e le concept de probleme global grossier pour les méthodes de décomposition de domaine
permet de répartir efficacement une information dans toute la structure et d’obtenir
la déformation macroscopique. La résolution du probleme global a l'interface est ac-
célérée. Les conséquences d'un phénomene non-linéaire localisé sont donc évaluées a
moindre colit. Ce concept a déja été appliqué au calcul en post-flambement local des
structures raidies et il a démontré sa robustesse et amélioré 'extensibilité. Un enjeu
est de déterminer des problémes grossiers adaptés.

These de doctorat - L. Barriére -85 -



2.5 Bilan du chapitre

e le concept de traitement local spécifique rationalise la résolution des problemes pré-
sentant des non-linéarités ou singularités locales. Les méthodes adaptées a la prise en
compte de ces phénomeénes sont appliquées sur une zone restreinte du domaine. A tra-
vers la localisation non-linéaire, ce concept a déja permis de résoudre efficacement le
probléme de post-flambement local des grandes structures raidies. Le traitement local
devient alors le processus limitant les performances des méthodes.

Finalement, une nouvelle approche en résolution des problemes de post-flambement local
des grandes structures raidies peut tirer partie de chacun de ces différents concepts. L’en-
jeu est donc de réaliser la combinaison dune représentation initiale réduite qui utilise les
connaissances sur le phénomene de post-flambement, d'une adaptation en cours de calcul
qui tient compte de la non-linéarité, et d’'une décomposition de domaine avec un probléme
global grossier et un traitement local spécifique.
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Deuxieme partie

Contribution au calcul haute
performance pour le post-flambement
local des structures raidies
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La partie précédente a permis de dresser un état de 'art a la fois sur le phénomene phy-
sique étudié et sur les méthodes de résolution, plus ou moins performantes, auxquelles il est
possible d’avoir recours.

Dans cette seconde partie, sont présentées les contributions de la these au probleme du
cotit de calcul de la simulation en post-flambement des grandes structures composites raidies
aéronautiques. La compréhension mécanique du probléme est exploitée. Deux aspects sont
notamment fondamentaux :

— la connaissance d’une forme approchée de la déformée de flambement grace a I'analyse

linéaire de flambement et sa contribution dans la représentation du post-flambement.

— la localisation du phénomene de flambement admissible d’une structure raidie aéro-

nautique au sein des mailles structurales élémentaires (cloquage de la peau entre rai-
disseurs). Ceci n’étant valable que pour une plage de chargement qui dépend de la
structure elle-méme.

Le Chapitre 3 rend compte de la proposition d'une stratégie de réduction de modele
adaptative pour le post-flambement. L’originalité de l'approche réside dans la définition
d’une base réduite initiale minimale et 1'utilisation d’une procédure d’adaptation a la volée
dans le cadre du post-flambement. Ce chapitre fait ’object d’'une publication [Barriere et al.,
2013] et d’une communication [Barriere et al., 2012].

Le Chapitre 4 tente d’apporter une réponse au caractere local du post-flambement des
structres raidies et propose une combinaison entre la stratégie de réduction de modele adap-
tatvie pour le post-flambement et une méthode de décomposition de domaine avec loca-
lisation non-linéaire. Ce chapitre a fait 'objet de trois communications [Barriere et al.,
2013b ; Barriere et al., 2013c ; Barriere et al., 2013a).

Ces deux premiers chapitres ont nourri une réflexion sur la conception d’une bibliotheque
dédiée au développement de méthodes de résolution avancées en calcul de structures. Le
résultat de cette réflexion est présenté dans le Chapitre 5.
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CHAPITRE 3
Réduction de modele

adaptative en
post-flambement

Résumé

Une contribution a la réduction de modele pour la simulation du post-flambement
est présentée dans ce chapitre. Une stratégie est proposée qui montre de bonnes per-
formances dans la représentation, a moindre cout et a moindre complexité de mise
en ceuvre, du post-flambement des structures raidies dans un contexte aéronautique.
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3.1 Introduction

3.1 Introduction

Ce chapitre se concentre sur une approche en réduction de modele pour le post-flambement.
Les méthodes de réduction de modele ont été introduites dans le chapitre précédent, en par-
ticulier celles utilisées pour la résolution des problémes de post-flambement. La recherche
d’un compromis entre les cotlits des phases offline et online, avec la contrainte de maitriser le
niveau de précision de 'approximation réalisée, constitue encore une problématique ouverte.
Une stratégie est donc proposée ici, qui repose sur une base réduite initiale de taille minimale
inspirée des approches semi-analytiques et une procédure d’adaptation a la volée.

Dans une premiere section, la stratégie proposée est présentée. Le choix d'une base ré-
duite initiale minimale pour la résolution du post-flambement y est motivé et la procédure
d’adaptation détaillée. Les sections suivantes sont consacrées aux tests numériques. Dans un
premier temps I'implémentation de la stratégie dans un code de recherche est expliquée et va-
lidée par comparaison avec un logiciel du commerce. Puis, le comportement de la stratégie est
étudié afin de valider le choix de la base réduite et de la procédure d’adaptation. L’influence
des parametres de la méthode est mise en évidence. Enfin, a travers un cas d’application sur
une structure raidie, les performances en termes de cotit de calcul sont analysées.

3.2 Stratégie PBAMR (Post-Buckling Adaptive Model
Reduction)

La réduction de modele par projection pour la résolution du post-flambement repose, dans
la littérature (voir sous-section 2.2.1.1), sur une base réduite constituée d'une troncature de
la base des modes de flambement & un ordre p,,s [Nagy, 1979] [Kling et al., 2006] et/ou de
vecteurs issus d'une perturbation statique jusqu’a un ordre p,, [Noor et al., 1981 ; Kling
et al., 2006] et/ou d'une base POD construite a partir d'un échantillonnage adapté au non-
linéarités [Yvonnet et al., 2007].

Certaines des stratégies de la littérature reposent sur une adaptation a posteriori (voir
sous-section 2.2.1.2) de la base réduite afin de maitriser ’erreur d’approximation. Et ceci mal-
gré les efforts consentis pour constituer une base réduite initiale en phase offline (calcul de
Pmys modes de flambement, p,, dérivées d’ordres supérieurs). D’autres approches consacrent
encore plus de ressources sur la phase offline, a travers I’échantillonnage adapté, afin d’ob-
tenir une base réduite suffisamment complete pour atteindre la précision souhaitée, sans
toutefois de garanties. Les ordres de troncature ou de développement asymptotique (p,,s et
Pps), ainsi que I'échantillonnage en POD, sont des parametres importants des stratégies de
résolution existantes qu’il est difficile de maitriser. Le cotit de la phase offline en dépend
fortement, sans garantie de précision en phase online en raison des non-linéarités.

C’est en réponse a cette difficulté et ce cotit associé a la constitution d’une base réduite
pertinente pour I'étude du post-flambement que nous proposons une stratégie qui tire pro-
fit d'une base réduite initiale minimale et une procédure adaptative efficace. L’objectif est
double :

— minimiser I'investissement initial en partant du principe que de nouveaux investisse-

ments seront nécessaires en cours de calcul : phase offline simplifiée pour 'utilisateur
et moins cofiteuse.
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— minimiser les investissements en cours de calcul : phase online performante.

3.2.1 Une base réduite initiale minimale

Le choix d’une base réduite initiale s’inspire des méthodes semi-analytiques présentées en
Section 1.4, en particulier de 'approximation du champ de déplacement par développement
asymptotique en post-flambement initial de [Koiter, 1945] et des travaux plus récents de
[Bisagni et Vescovini, 2009 ; Vescovini et Bisagni, 2012].

En effet, I’équation (1.39) décrit le champ de déplacement en post-flambement comme
une combinaison du champ de déplacement de la branche d’équilibre fondamentale, du mode
de flambement et de termes d’ordres supérieurs. Le role prépondérant des deux premiers
termes a été montré sur une application semi-analytique par [Vescovini et Bisagni, 2012] et
est appuyé par les développements analytiques de Koiter sur 'amplitude des termes d’ordres
supérieurs.

La base réduite initiale C'; .. proposée est donc composée d'un mode de déplacement so-
lution de la branche d’équilibre fondamentale g /||g, ||, calculé par un calcul statique linéaire
ou non-linéaire, et d’un seul mode de flambement ¢, de plus faible charge critique, issu
d’une analyse de flambement linéaire :

Co=| T %] (3.1)

Cette base réduite initiale est associée a une procédure d’adaptation décrite ci-apres en
sous-section 3.2.2, qui permet de prendre en compte les termes d’ordres supérieurs dans
I'expression du développement asymptotique du champ de déplacement (1.39).

A ce stade, la base réduite initiale repose sur I’hypothese qu’il n’existe pas d’instabilités
secondaires de flambement dans la plage de chargement étudiée. Il s’agit, pour un flambe-
ment global de la structure, d’'un changement de mode. Or le changement de mode (mode
switching en anglais) peut se produire dans de nombreuses configurations [Falzon et Hit-
chings, 2003 ; Bertolini et al., 2009], avec parfois des charges critiques de flambement tres
proches les unes des autres voire confondues. Pour un flambement localisé, le lambement
secondaire peut se traduire par un flambement successif de différentes zones de la structure.

Dans le cadre de ces travaux de these, le cas des premieres charges critiques tres proches
est résolu par la perturbation selon le premier mode de flambement. Mais cela ne prévient
pas des changements de branche d’équilibre ultérieurs. Bien que la procédure d’adaptation
donne a la stratégie une certaine robustesse qui permettra de calculer la solution méme en
cas de changement de mode ou flambements locaux successifs, il est probable que le cofit
engendré soit élevé et rende la stratégie inefficiente.

Pour traiter ces cas de figure, il est envisagé plusieurs solutions :

— l'extension de la base réduite initiale aux modes de flambement dont la charge critique
se trouve dans le domaine de chargement. Malgré 'erreur d’approximation des charges
critiques obtenues par analyse linéaire, celles-ci sont en général sur-estimées ce qui
confere a cette approche un certain conservatisme. Il est cependant important que le
changement de mode ou les flambements successifs locaux soient prédits par I’analyse
de flambement.

— la détection des points de bifurcation secondaires [Baguet, 2001], et la mise a jour de
la base réduite au moment de les franchir.

— la définition d’un nombre maximal d’appels a la procédure d’adaptation par incrément,
au dela duquel un incrément est résolu sans réduction de modele. Une fois I’équilibre
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déterminé, la base réduite est par exemple réinitialisée avec la solution fondamentale
normée et la derniere solution calculée orthonormée. Cette approche rejoint les mé-
thodes d’adaptation a posteriori déja mises en ceuvre en post-flambement.
Dans un premier temps il a été choisi de restreindre 1’étude aux cas sans flambement
secondaire. L’objectif est en effet de caractériser la pertinence de la base réduite initiale
minimale.

3.2.2 Une procédure d’adaptation a la volée

La procédure d’adaptation d la volée, proposée par [Kerfriden et al., 2011}, est appliquée
ici dans le cadre du post-flambement. L’avantage de cette méthode pour I'adaptation de
base réduite en post-flambement, par rapport aux méthodes dites a posteriori (voir sous-
section 2.2.1.2), réside d'une part dans sa plus grande flexibilité et d’autre part dans le
caractere progressif de la non-linéarité géométrique et des redistributions de contraintes
qui se produisent entre chaque état d’équilibre en post-flambement. En réalisant une seule
itération de complétion de la base réduite a la fois, au cours de la résolution itérative d’un
incrément par la méthode de Newton-Raphson, cette procédure est a méme de compléter
la base réduite incrément par incrément. De plus, la faible amplitude des termes d’ordres
supérieurs de I'approximation du champ de déplacement en phase initiale de post-flambement
(1.39) permet de faire I'hypothese d’un faible nombre de complétions par incrément.

Dans le cas d'un opérateur symétrique, défini positif, le calcul d'un vecteur additionnel
par complétion a la volée peut se réaliser sous la forme d’un probléeme découplé comme expli-
qué en sous-section 2.2.1.2. A la résolution du systéme tangent réduit, s’ajoute la résolution
du systeme tangent projeté dans le sous-espace des vecteurs manquants a la solution pour
satisfaire 'annulation du résidu. Cette derniere est réalisée de maniére itérative par un al-
gorithme de type gradient conjugué [Kerfriden et al., 2011]. Or le cadre du post-flambement
des structures présente quelques restrictions importantes a 1'usage d’un algorithme de type
gradient conjugué projeté.

Premierement, en présence de non-linéarités géométriques, I'opérateur tangent en formu-
lation Lagrangienne perd sa symétrie hors équilibre [Simo et Vu-Quoc, 1986]. Il faut alors
recourir a une forme plus simple de la complétion a la volée, & savoir la résolution complete
du systéme tangent (1.57), éventuellement initialisé par la résolution du systéme tangent
réduit :

£T5q7K =—R— £T5C]70 (3.2)

Etant donné la non-symétrie de K, il est alors nécessaire d’orthonormaliser dgx par rapport
a Im(C). 1l est aussi possible de symétriser 'opérateur tangent [Simo, 1992], sans perdre ni

le sens mécanique, ni la convergence vers I’équilibre.

Deuxiemement, l'opérateur est également mal conditionné du fait des ordres de gran-
deur différents des raideurs selon les degrés de libertés (plans, hors-plan et rotations). Cela
concerne principalement les modélisations de plaques et coques sur la base de cinématiques
de type Reissner-Mindlin [Gee et al., 2005]. Le mauvais conditionnement n’est pas favorable
a une résolution du systeme linéaire par un algorithme itératif. Méme si un projecteur consti-
tue un pré-conditionnement du systéme, I’avantage du gradient conjugué projeté, méme avec
un critere de convergence élevé, pourrait ainsi étre perdu.
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Le choix d'une procédure d’adaptation a la volée basée sur la résolution du systeme
tangent complet, éventuellement, initialisé est donc privilégié. Ce choix élimine la nécessité
de déterminer un critere de convergence d'un algorithme itératif. La précision du vecteur
additionnel ainsi calculé étant maximale, il permet d’obtenir en théorie un nombre minimal
de complétions. Le critere de complétion proposé par [Kerfriden et al., 2011] est conservé
(voir sous-section 2.2.1.2). Il sert a déclencher la procédure de complétion et fait intervenir
le parametre de complétion k. La valeur optimale de ce parametre reste a identifier pour les
problemes de post-flambement.

3.2.3 Algorithme général

Comme la plupart des méthodes de réduction de modele par projection, I’algorithme de la
stratégie PBAMR repose donc sur celui de Newton-Raphson ou une des variantes existantes
(voir sous-section 1.5.2).

L’Algorithme 4 présente la version de la stratégie qui a été retenue et étudiée par la
suite. Le choix d’une actualisation des opérateurs a chaque itération, ligne 5, assure une
convergence plus rapide pour les applications a suivre, et permet surtout de s’affranchir
de parametres supplémentaires a ce stade du développement de la stratégie. Dans la suite,
les performances de la stratégie sont donc comparées a celles d'un algorithme de Newton-
Raphson complet. L’influence de la mise a jour des opérateurs sur la stratégie pourra faire
I'objet d'une étude a part entiere. Par ailleurs, le méme critere de convergence est utilisé
par la stratégie PBAMR ligne 4, cela de maniére a comparer les méthodes pour un méme
niveau de précision. Selon le contexte et la précision attendue de la résolution par réduction
de modele adaptative, le parametre de convergence 1y, peut cependant étre ajusté par
I'utilisateur.

Dans cet algorithme, la résolution du systeme tangent est réalisée par projection sur la
base réduite, ligne 10. Si le critére de complétion, ligne 6, est vérifié, la résolution du sys-
teme réduit est remplacée par la résolution du systéeme complet ligne 7. La procédure de
complétion s’acheve par I'orthonormalisation de la solution par rapport a la base réduite et
I'ajout du vecteur additionnel. La nouvelle base réduite ainsi constituée peut faire 1’objet
d'un contréle de sa taille ligne 9. Plusieurs possibilités pour maitriser la taille d’une base
réduite ont déja été évoquées sous-section 2.2.1.2. Ici, nous nous attendons d’une part a un
faible nombre de complétions et d’autre part a ce que toutes les composantes de la base
réduite conservent leur réle dans la représentation de la solution. Pour ces raisons, toutes
les composantes de la base réduite sont maintenues au cours des itérations et incréments.
Dans le cas d'un changement de mode, il peut cependant étre pertinent de mettre en place
ce genre de méthode.

La constitution de la base réduite initiale est réalisée en deux étapes. ligne 1, la com-
posante de la branche fondamentale est calculée. Un calcul linéaire est possible de méme
qu’un incrément non-linéaire qui permet de prendre en compte d’éventuelles non-linéarités
de la branche fondamentale. A partir de état d’équilibre obtenu, (go,FmO), une analyse de
flambement est réalisée ligne 2. Seuls le premier mode de flambement Uy et son facteur de
charge critique associé \.. sont calculés.

Une fois la base réduite initiale constituée, le prochain incrément de déplacement est
initialisé g‘lj ligne 3. Plutét que de repartir d’'un champ de déplacement nul, la solution

These de doctorat - L. Barriére - 95 -



3.2 Stratégie PBAMR (Post-Buckling Adaptive Model Reduction)

Algorithme 4 : Algorithme de la stratégie de réduction de modele adaptative pour le
post-flambement (PBAMR)

initialisation : gg =0

calcul de la base réduite initiale :
Calcul de I'équilibre fondamental : (g, Feat);

[uy

Calcul du premier mode de flambement : (M., ¢,5);
g
=

3 initialisation : g(l) =0 ou g(l’ =g, ou g(l) = Aerq

[\

pour n =1 a max faire

initialisation : ¢ =0

4 tant que H‘ILSEJlH < Nnew faire
5 mise a jour des opérateurs :
OFint(q’ ) |
£T - dq )
E: Fextn +%(in)a
6 IC B g LEL alors (Résolution du systéme tangent complet)
ICTF gl IE gl
7 £T57q = -k
complétion de la base réduite :
8 orthonormalisation de dg par rapport a C : %;
Ce[C b ;
9 controle de la taille de la base réduite;
sinon (Résolution du systéme tangent réduit)
10 CTK,Coo = ~C"R:
| 9g = Coa;
4" =q, + ¢
| i i+ 1
L QSH =4,
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Chapitre 3 : Réduction de modéle adaptative en post-flambement

du premier incrément (linéaire ou non-linéaire) peut étre utilisée. Il est également possible
de tirer profit du facteur de charge critique pour initialiser I’équilibre proche de la charge
de flambement (e.g. & 95%) et de la franchir au cours de I'incrément de chargement. Cet
incrément et les suivants sont résolus par réduction de modele adaptative.

3.3 Implémentation et validation du code de recherche

Un code de recherche a été développé dans le cadre de ces travaux de these. Son implé-
mentation est brievement décrite pour permettre au lecteur d’en comprendre les limites. Le
langage de programmation choisi est Python [Van Rossum et Drake, 2001], disposant d'un
grand nombre de bibliothéques scientifiques, notamment pour le calcul numérique (Algebre
linéaire - linalg). Il permet en outre la programmation orientée objet.

Ce code repose sur un élément fini de plaque quadratique a huit nceuds. La cinématique
retenue est celle des plaques épaisses de Reissner-Mindlin. La formulation lagrangienne totale
est utilisée. Les calculs des matrices de raideur tangente et des efforts intérieurs sont décrits
en Section 1.5. Une intégration réduite est choisie de maniere a prévenir le verrouillage en
cisaillement transverse. Chaque noeud possede 3 degrés de liberté en déplacement et 2 degrés
de liberté en rotation. Le troisieme degré de liberté de rotation autour de la normale au plan
de la plaque, dit spin, n’est pas pris en compte puisque le code a été initialement congu pour
des structures planes.

La structure du code s’articule autour de quelques classes représentées en Figure 3.1. Au
plus bas niveau se trouve la classe Node. Au dessus de la classe Element se trouvent la classe
Substructure et la classe Structure. Cette construction proche des entités éléments-finis
permet notamment d’implémenter des approches de sous-structuration ou de décomposition
de domaine. En ce qui concerne la réduction de modele, la classe Substructure possede
un attribut subspace qui contient les vecteurs constituant la base réduite. Ces classes sont
instanciées dans un programme principal a partir d’un fichier d’entrée définissant la géomé-
trie, le maillage et les conditions limites, puis transmises a une fonction solveur du module
Solver. La stratégie PBAMR est implémentée dans ce dernier, avec également la procédure
de Newton-Raphson. A ce stade, les méthodes étudiées ne requiérent aucune partition de la
structure. Le probleme est donc défini par une seule instance Substructure.

La mesure de performance est réalisée par décompte des différentes opérations (incré-
ments, itérations, assemblages, complétions de base réduite, ...) et mesure des temps de
calcul respectifs.

Outre les cas tests réalisés sur I'élément de plaque et son assemblage, le code de re-
cherche est validé en flambement et post-flambement par comparaison avec le logiciel com-
mercial [Abaqus, 2007]. Cette validation est présentée dans la suite de cette section.

Le cas d’étude choisi est celui d'une plaque en cisaillement pur (voir Figure 3.2), qui
correspond a une sollicitation rencontrée par les mailles structurales des structures raidies
aéronautiques. Les conditions limites nominales en déplacement sur tout le contour sont les
suivantes :

— u(x,y) =0.001 x y

— v(z,y) = 0.001 x z
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3.3 Implémentation et validation du code de recherche

Structure

SubStructure
subspace

!

Element

Node

F1GURE 3.1 — Diagramme de classe minimal du code de recherche.

~w(z,y) =0,=0,=0

Leur amplitude est fixée empiriquement de maniere a atteindre un certain niveau de post-
flambement en terme de facteur de charge critique de flambement. Dans le cadre du dimen-
sionnement des structures raidies aéronautiques, rappelons que l'objectif actuel est d’auto-
riser le flambement de la structure a partir de la charge limite et jusqu’a la charge ultime
(1.5 fois la charge limite, voir Figure 3). Le chargement nominal est défini ici de maniére a
dépasser 2.5 fois la charge critique de flambement. Les propriétés du matériau sont choisies
homogenes et isotropes et 'épaisseur de la plaque est constante (voir Tableau 3.1).

FIGURE 3.2 — Définition du cas d’étude : plaque en cisaillement pur, bords rigides articulés
aux coins (carré déformable).

Géometrie Propriétés matériau
longueur 1000 mm B 70000 MPa
largeur 700 mm v 0.33

épaisseur 7 mm

TABLEAU 3.1 — Géométrie et propriétés matériau de la plaque en cisaillement

Une analyse de flambement linéaire est d’abord réalisée. L’état pré-contraint est obtenu
par application de 10% des déplacements nominaux imposés sur le contour. Le Tableau 3.2
récapitule les trois premiers facteurs de charge critique de flambement obtenus. Les modes de
flambement associés sont quant a eux comparés Figure 3.3. La faible erreur relative sur les
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Chapitre 3 : Réduction de modéle adaptative en post-flambement

Facteurs de charge critique Abaqus Code de recherche FErreur relative

A1 4.55 4.75 4.4%
A2 4.78 4.99 4.4%
A3 7.95 8.29 4.3%

TABLEAU 3.2 — Facteurs de charge critique de flambement calculés sur une configuration
pré-chargée a 10% des déplacements imposés nominaux.

charges critiques et les fortes similitudes de forme des modes de flambement correspondants
valident ’analyse de flambement réalisée par le code de recherche.

Le post-flambement est ensuite analysé. Le chargement est appliqué en 10 incréments
fixés. La charge critique de flambement est dépassée a 'incrément 5 (le déplacement imposé
atteint 50% du déplacement nominal alors que la premiere charge critique vaut A; x 10%=
47.5%). Dans le but de déclencher le flambement de la plaque sans défaut, une perturbation
est introduite au début de I'incrément 5. La perturbation se fait selon le premier mode de
flambement d’une amplitude égale a la moitié de I’épaisseur de la plaque.

Dans le code de recherche, la stratégie PBAMR est utilisée pour la résolution avec le méme
critére de convergence que la procédure de Newton-Raphson, nye, = 1073, Les distributions
des flux de cisaillements en post-flambement a 'équilibre des incréments 6 et 10 montrent
une bonne corrélation Figure 3.4, de méme que les valeurs maximales au cours des incréments
Figure 3.6a avec une erreur relative inférieure a 2.3% (1.6% a l'incrément 10) entre les valeurs
de la stratégie PBAMR du code de recherche et celles d’Abaqus.

En ce qui concerne la déflexion, les distributions correspondent également de maniere
satisfaisante aux incréments 6 et 10 Figure 3.5. L’erreur relative sur la déflexion maximale
au cours des incréments ne dépasse pas 5.6% (3.1% a l'incrément 10) Figure 3.6b.

Le niveau des erreurs relatives en effort et déplacement peut s’expliquer par une différence
dans la formulation de I’élément de plaque en non-linéaire géométrique et/ou dans la défi-
nition du critére de convergence qu’il serait intéressant d’examiner plus en détail [Abaqus,
2007]. Toutefois, I'erreur reste faible et permet de valider le calcul en post-flambement par le
code de recherche pour la suite des travaux. Par ailleurs, en raison du critére de convergence
commun a la stratégie PBAMR et a la procédure de Newton-Raphson implémentés dans le
code de recherche, les erreurs relatives entre ces deux méthodes sont négligeables, comme
attendu en Section 3.2.

Maintenant que la qualité des solutions obtenues par le code de recherche, aussi bien par
la méthode de Newton-Raphon que par la stratégie PBAMR, a été démontrée en comparaison
avec Abaqus, notre étude se concentre sur le comportement et les performances de la stratégie
PBAMR.
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3.3 Implémentation et validation du code de recherche

(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)

FiGURE 3.3 — Comparaison des premiers modes de flambement normalisés avec un code
commercial (Abaqus). Champs de déplacement normalisé du premier, second et troisieme
mode de flambement calculé par (a, ¢ et ) Abaqus et par (b, d et f) le code de recherche.
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N12
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de-

463620402
463290402
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Ti340:03 1.12e+03
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11086103
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Toieins
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855¢

197310102 1.00e+03
196080:02
+9.484e+02

9.60e+02

9.36e+02

(c) (d)

F1GURE 3.4 — Comparaison des distributions des flux de cisaillement obtenus aux incréments
6 et 10 par (a et ¢) Abaqus et par (b et d) le code de recherche. Les résultats du code de
recherche sont obtenus par la stratégie PBAMR. Le rendu par Abaqus est réalisé tel qu'une
cellule correspond a un élément fini, alors que le rendu du code de recherche attribut une
cellule par point d’intégration, ce qui explique la différence de résolution.
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w
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FIGURE 3.5 — Comparaison des champs de déflexion obtenus aux incréments 6 et 10 par (a
et ¢) Abaqus et par (b et d) le code de recherche. Les résultats du code de recherche sont
obtenus par la stratégie PBAMR.

1200—————F—+——+————7————— 71—+ 70,1 ——Y—————7 "1 10,1
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H-2-  code recherche (PBAMR) [ -~ code recherche (PBAMR) ]
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g [ <> erreur relative (PBAMR vs Abaqus) 1™ . " <> erreur relative (PBAMR vs Abaqus) I
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FIGURE 3.6 — Comparaison de ’évolution du flux de cisaillement maximum (a) et de la
déflexion maximale (b). L’erreur relative est calculée entre d’une part les résultats de la
stratégie PBAMR et d’Abaqus, et d’autre part entre les résultats de la stratégie PBAMR et
de la méthode de Newton-Raphson.
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3.4 Comportement de la stratégie et étude paramé-
trique sur un cas simple

Cette premiere partie de I'étude de la stratégie s’attache a mettre en évidence la perti-
nence du choix du sous-espace initial et de la procédure adaptative. L’influence des para-
metres de la stratégie (e, et k) est également vérifiée. Le cas d’étude reste celui présenté
dans la section précédente Figure 3.2.

Tout d’abord, avec ey = 1 x 1073 et k = 1072, un suivi des coordonnées généralisées des
composantes du champ de déplacement permet de mesurer 'importance de chaque vecteur
de la base réduite dans la représentation de la solution. Dans la Figure 3.7 nous étudions
séparément la partie plane et la partie hors-plan du champ de déplacement, au cours des
itérations. Elles sont projetées respectivement dans les parties plane et hors-plan de la base
réduite (orthonormalisées).
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100— ‘ | i i ‘ fac‘teur de ‘charge criti'que’

+

r | —®— mode de flamb. 1
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o
T
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FIGURE 3.7 — Suivi des coordonnées généralisées de la partie hors-plan (a) et plane (b) du
champ de déplacement au cours des itérations. Les lignes pointillées verticales représentent
les incréments, exprimés en facteur de charge critique de flambement.

Ainsi, dans la phase de post-flambement, le mode de flambement semble rester pré-
pondérant dans le domaine de chargement étudié (jusqu’a 2.88 fois la charge critique de
flambement). Il est donc tout a fait pertinent de I'inclure dans la base réduite initiale. Il en
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est de méme pour les composantes planes du champ de déplacement, dont la représentation
repose en grande partie sur le mode fondamental avant flambement. Par ailleurs, les modes
additionnels, issus des cinq complétions a la volée, apparaissent au fur et a mesure des in-
créments mais semblent contribuer a la représentation des états d’équilibre postérieurs. Cela
justifie leur conservation dans la base réduite. Il est néanmoins intéressant de constater que
les derniers modes additionels ont une contribution tres faible qui augmente peu. Cela peut
indiquer que la procédure de complétion n’est pas déclenchée de fagon optimale. Malgré cela,
le nombre de complétions a la volée est petit, soit seulement cing itérations de complétion sur
I’ensemble de la résolution, ce qui confirme I'hypotheése d’un faible nombre de complétions
en phase de post-flambement initial.

De maniere qualitative, I’étude de la déformée permet de comprendre le role mécanique
des vecteurs additionnels. Le suivi d’un ratio de forme de la déformée est réalisé. Ce ratio
est défini & partir du petit axe a et du grand axe b de l'ellipse formée par les iso-valeurs,
en terme de déplacement hors-plan, de la cloque principale de flambement (voir Figure 3.8).
L’iso-valeur & 75% du déplacement du sommet de la cloque est considérée.

FIGURE 3.8 — Solution du calcul en post-flambement du panneau en cisaillement (a), le
premier mode de flambement (b), et les deux premiers vecteurs additionnels de la base
réduite (c, d) calculés par la procédure adaptative d la volée. Le champ de déflexion est
identifié par la coloration.

L’évolution du ratio a/b au cours des incréments est présentée Figure 3.9. Le ratio de
la déformée du mode de flambement est de 0.48 tandis que celui de la solution en post-
flambement passe de 0.43 a 0.33 entre le premier et le dernier incrément de chargement. Cette
évolution traduit un allongement et un resserrement de la cloque qui sont bien représentés
par les vecteurs additionnels en Figure 3.8c et Figure 3.8d. Ce changement de forme est le
résultat de la redistribution des contraintes, sous la forme ici d’une tension diagonale a 45°,
qui n’est pas prise en compte par la base réduite initiale.

D’une maniere plus quantitative, 'influence des vecteurs additionnels sur I’approxima-
tion est évaluée en comparant la résolution par la stratégie PBAMR a celle d’une réduction
de modele non adaptative avec la méme base réduite initiale. La Figure 3.10 reporte, pour
chacune des résolutions, 1’évolution de la déflexion maximale d'une part et celle du cisaille-
ment maximal d’autre part. Avant le flambement qui se produit a 'incrément 5, aucun écart
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FIGURE 3.9 — Evolution du ratio de forme du champ de déplacement au cours du chargement,
exprimé en terme de facteur de charge critique de flambement.

n’est observable entre les courbes. L’effet de I'adaptivité est visible par la suite principale-
ment sur le déplacement maximal. Bien que le flux de cisaillement maximal soit relativement
bien approché sans 'adaptivité de la base réduite, sa distribution, présentée Figure 3.12, est
sensiblement affectée par la non prise en compte des effets non-linéaires. Ces résultats sont
en accord avec ceux des méthodes semi-analytiques obtenus par [Bisagni et Vescovini, 2009]
(voir sous-section 1.4.2).
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FIGURE 3.10 — Comparaison de la déflexion maximale (a) et du flux de cisaillement maximal
(b) obtenus par la stratégie PBAMR et la réduction de modele non-adaptative.

Enfin, 'erreur d’approximation des états d’équilibre successifs n’est pas maitrisée sans
procédure adaptative et dépasse rapidement les 10% (voir Figure 3.11). A Tlinverse, la stra-
tégie PBAMR, comme la procédure de Newton-Raphson, respecte le critere de convergence
NNew fixé auparavant.

Les vecteurs additionnels calculés par la procédure adaptative permettent donc de prendre
en compte l'effet de la redistribution des contraintes sur le champ de déplacement. Ils pilotent
ainsi la précision de la résolution des états d’équilibre en post-flambement. Les parametres
de la stratégie PBAMR pilotent quand a eux lefficacité de la méthode. L’objectif étant
de minimiser le nombre de complétions de la base réduite tout en satisfaisant un certain
niveau de précision et en maitrisant le nombre d’itérations. Les influences du parametre de
complétion k et du parametre de convergence nye, sont donc évaluées. Rappelons que ce
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F1GURE 3.11 — Comparaison de I'erreur d’approximation obtenue par Newton-Raphson com-
plet, la stratégie PBAMR et la réduction de modele non-adaptative. Le parametre de conver-
gence Nne, est identifié par la ligne rouge en pointillés, et détermine la précision des deux
premieres méthodes seulement.

sont les seuls parametres de la méthode.
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F1GURE 3.12 — Comparaison de la distribution du flux de cisaillement obtenu par la stratégie
PBAMR (a) et la réduction de modele non adaptative (b).

L’influence du parametre de complétion k est évaluée dans lintervale 1.107* - 5.1071
(5 points). Celle du parameétre de convergence nye, est évaluée autour de la valeur 1.1073
(3 points). Cette valeur est considérée comme une référence de précision qu’il est possible
d’ajuster dans le respect d’un ordre de grandeur et ce pour les besoins des performances de
la méthode de résolution.

Quinze tests numériques sur le méme probleme sont ainsi réalisés dont les résultats en
terme de nombre de complétions et de nombre d’itérations sont reportés Figure 3.13 et Fi-
gure 3.14. D’apres ces graphes, un nombre minimal de complétion est atteint pour une valeur
de k en dessous de 1072. Cela signifie qu’il est nécessaire de réaliser un nombre minimal de
complétions pour satisfaire a la précision de 'approximation. En deca, le nombre d’itéra-
tions augmente sensiblement avec la diminution de la valeur de k en raison du retardement
du déclenchement des complétions nécessaires. C’est effectivement le comportement observé
par [Kerfriden et al., 2011] dans le cas de la réduction de modeéle adaptative par POD.

L’influence du parametre de convergence ny.,, est quant a elle moins marquée. Il est ce-
pendant intéressant de noter qu'un relachement assez faible sur la précision demandée peut
réduire de quelques unités le nombre de complétions et le nombre d’itérations.
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F1GURE 3.13 — Influence du parametre de complétion k et du parametre de convergence ny e
sur le nombre de complétions.
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F1GURE 3.14 — Influence du parametre de complétion k et du parametre de convergence 1y,
sur le nombre d’itérations de la stratégie PBAMR.

Enfin, une dépendance au probleme des parameétres, notamment k, est a envisager. La
valeur optimale de k identifiée ici est déja différente de celle obtenue par [Kerfriden et al.,
2011] sur un probléeme de treillis de barres endommageables. Néanmoins, le post-flambement
initial qui nous intéresse est caractérisé par une non-linéarité géométrique, relativement
modérée, répartie sur l'ensemble des incréments. Dans la suite nous choisissons donc de
retenir la valeur de k = 1072
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3.5 Etude des performances numériques : application
a un panneau raidi

L’étude des performances de la stratégie PBAMR est réalisée sur un modele plus représen-
tatif d’'une structure raidie, a la fois par la taille, et par le comportement en post-flambement.
Le modele, représenté Figure 3.15, est composé d'une plaque raidie au moyen de conditions
limites sur les déplacements hors-plan et rotations. Une sollicitation en cisaillement est ap-
pliquée de la méme maniere que sur le cas simple précédemment utilisé, c’est a dire par
conditions limites en déplacement qui reproduisent 1’essai typique du carré déformable [Ber-
tolini, 2008]. L’écart entre les raidisseurs n’est pas uniforme ce qui implique un flambement
privilégié dans la zone la plus large du panneau raidi. Les déplacements nominaux imposés
sont les suivants :

— u(z,y) =0.018 x y

- v(z,y) =0.018 x

~w(z,y) =0,=0,=0

L’effort F, représenté sur la Figure 3.15, est la réaction équivalente sur les coins oppo-
sés du dispositif. Lorsque les déplacements nominaux imposés sont atteints, 'effort F' vaut
9130kN, soit 2.75 fois 'effort critique F., = 3320kN.

— Raidisseurs artificiels

F1GURE 3.15 — Flambement local d'un panneau raidi artificiellement.

La résolution du probleme est réalisée en 10 incréments, par déplacements imposés. Le
premier incrément est résolu sans réduction de modele et sert, avec une analyse de flam-
bement linéaire, a la constitution de la base réduite initiale. Les incréments suivants sont
résolus par réduction de modele adaptative conformément a la stratégie PBAMR. Le para-
meétre de complétion k est choisi & partir de la précédente étude paramétrique a 1072, Le
parameétre de convergence est fixé a 5 x 1073 a la fois pour la stratégie PBAMR mais aussi
pour la procédure de Newton-Raphson de référence.

La charge critique de flambement est atteinte entre le second et le troisieme incrément,
ce qui permet de considérer 8 incréments dans le domaine de post-flambement. Une pertur-
bation selon le premier mode de flambement est réalisée afin de déclencher le changement
de branche d’équilibre, d'une amplitude d'une demi-épaisseur de la peau du panneau raidi.
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Afin d’évaluer l'extensibilité de la stratégie PBAMR, trois niveaux de raffinement de
maillage sont considérés. La convergence du maillage est déja atteinte pour le premier ni-
veau a 5254 degrés de liberté (d.d.l.). Les niveaux supplémentaires a 11066 d.d.l. et 16774
d.d.l. permettent de résoudre des problemes de taille conséquente qui ne sont toutefois pas
représentatifs des problemes industriels (e.g. 7 millions de d.d.l. [Bertolini, 2008]).

Le comportement de la stratégie PBAMR pour la résolution de ce probléme est présenté
Figure 3.16. La taille de la base réduite y est observée au cours des incréments. Initialement
composé de deux vecteurs, la base réduite est complétée de maniere assez réguliere dans
le domaine de post-flambement. Le nombre de complétions semble diminuer avec le raffi-
nement du maillage. Un total de 8 complétions est réalisé pour le maillage le plus grossier
et seulement 6 pour le maillage le plus fin. A l'inverse, le nombre d’itérations augmente
légerement avec le raffinement en Figure 3.17, quelle que soit d’ailleurs la méthode de réso-
lution (PBAMR ou Newton-Raphson complet). Ce comportement est exhibé ici parce que
I’étude de V'extensibilité est basée sur le raffinement d’un méme modele. Sans modifier la
solution obtenue, 1’évolution du maillage entraine une modification de la mesure de 'erreur
utilisée pour les criteres de convergence et de complétion. Malgré cela, avec moins d’une
complétion par incrément en phase de post-flambement et moins d’itérations par la stratégie
PBAMR, le critere de complétion et son parametre k identifié précédemment, semblent avoir
une robustesse suffisante.

1

o

[ |
fpre-ﬂambemen%l post-flambement
|

taille de la base réduite
o
T

—e— 5254 d.d.L
: base réduite initiale —\— 1 1066 ddl. 1
oL | —e— 16774d.dl | |
. . . | . | . | . . . | . . . | . . . | .
0 2 4 6 8 10
incréments

FIGURE 3.16 — Evolution de la taille de la base réduite au cours des incréments pour différents
raffinements de maillage.

Les résultats obtenus en terme de nombre de complétions et d’itérations laissent présager
d’une bonne performance sur la réduction du temps de calcul. La Figure 3.18 présente les
temps de calcul cumulés au cours des itérations de la résolution du probleme tangent. Les
temps d’assemblage des opérateurs ne sont pas pris en compte. Etant donné le nombre d’ité-
rations relativement proche entre la stratégie PBAMR et la procédure de Newton-Raphson,
la comparaison des temps de résolution seuls, reste pertinente et permet de s’affranchir des
aspects liés a la programmation.

De plus l'opération d’assemblage est la méme pour les deux méthodes et est plus dé-
pendante de I'implémentation du code de calcul que 'opération de résolution qui repose en
partie sur des bibliotheques standard de calcul numérique ou des algorithmes éprouvés.
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F1GURE 3.17 — Nombre d’itérations obtenues par la stratégie PBAMR et par Newton-
Raphson complet (NR).
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FI1GURE 3.18 — Temps de résolution de la stratégie PBAMR en comparaison avec la méthode
de Newton-Raphson. Trois raffinements de maillage sont testés.

Les temps de résolution cumulés illustrent bien la problématique de I'extensibilité de la
méthode de résolution. Une analyse plus approfondie est donnée par la Figure 3.19. Le ratio
entre une itération sur le probleme réduit (projection puis résolution du systeme réduit)
montre tout 'intérét de la réduction de modele. En revanche 'adaptivité est payée au prix
d’une itération de complétion (résolution puis complétion de la base réduite) légérement plus
cotiteuse que l'itération de Newton complete.

Finalement, la réduction du temps de résolution des itérations atteint 77% pour le pro-
bléme le plus finement maillé. L’évolution de ce gain en fonction du raffinement est croissante.
Il faut cependant nuancer cette extensibilité favorable au regard de la différence du nombre
de complétions. En revanche, le cotit d’une itération sur le probleme réduit tire bien profit de
I’augmentation de la dimension du probleme. Cela concerne aussi les itérations augmentées
qui s’améliorent du fait de la complexité de 'opération de complétion de la base réduite (or-
thonormalisation en O(N?)) inférieure & la complexité de la résolution du systéme complet

(O(N?)).

- 110 - These de doctorat - L. Barriére



Chapitre 3 : Réduction de modéle adaptative en post-flambement
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FIGURE 3.19 — (a) Réduction du temps de calcul par la stratégie PBAMR par rapport a
la méthode de Newton-Raphson. (b) Rapport entre une itération réduite et une itération
complete de Newton. (c) Ratio entre une itération augmentée et une itération compléte.

3.6 Bilan du chapitre

Une stratégie de réduction de modele adaptative pour le post-flambement (PBAMR) a
été présentée et étudiée dans ce chapitre. Une base réduite initiale minimale pour le post-
flambement est introduite. Par son faible cofit, elle est constituée en phase online. Gréace a
une procédure adaptative a la volée, appliquée pour la premiere fois & un probleme de post-
flambement, la base réduite est complétée au cours des itérations. L’étude du comportement
de la stratégie valide les hypotheses selon lesquelles, d'une part les composants de la base
réduite initiale sont pertinents dans la représentation du champ de déplacement en post-
flambement, et d’autre part le nombre de complétions est faible et réparti au cours des
incréments. Cela dans la limite de la représentativité des cas d’applications étudiés et du
niveau de chargement qui dépasse malgré tout le domaine de post-flambement des structures
aéronautiques.

L’analyse des performances montre le potentiel de cette stratégie dans le cadre de la
simulation du post-flambement des grandes structures raidies. Une réduction du temps de
résolution de 77% est observée pour un modele de panneau raidi artificiellement de pres de
17000 degrés de libertés. L’extensibilité, bien que contrastée, laisse présumer des gains tout
aussi intéressants sur des modeles de plus grande taille.

Ces caractéristiques font de la stratégie PBAMR une alternative aux méthodes de réduc-
tion de modele basées sur une base réduite certes plus compléte mais qui requiert une phase
offline importante sans réelles garanties d’'une meilleure précision ou d’un cotit online plus
faible.

Toutefois, les limites actuelles concernent la prise en compte du phénomene de flambe-
ment secondaire qui peut se produire dans les structures raidies notamment. Des aménage-
ments sont proposés mais n’ont pas été implémentés. La détection et la prédiction du mode
de flambement associé a cette seconde instabilité sont a priori les points les plus critiques.
La représentation de ’état d’équilibre sur la nouvelle branche, si le mode de flambement
correspondant est connu, doit en effet répondre aux mémes criteres que ceux de la branche
d’équilibre précédente.
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Nous avons choisi de laisser ce point en suspend au profit de 'amélioration de la stratégie
par rapport au traitement des non-linéarités locales. En effet, le cofit de la procédure de com-
plétion, limitant les performances de la stratégie, pourrait étre rationalisé par un traitement
spécifique de la non-linéarité locale. Cette problématique fait ’objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE

Réduction de modele
adaptative et
décomposition de
domaine pour le
post-flambement local

Résumé

Dans ce chapitre, le caractere local du post-flambement des structures raidies est
pris en compte dans une stratégie qui permet notamment de rationaliser le cotut de
Uadaptivité de la base réduite. Cette approche combine réduction de modéle adap-
tative et décomposition de domaine dans un formalisme assez général, mais son
application, notamment le choir des bases réduites, est résolument orientée vers la
problématique du post-flambement local des structures raidies aéronautiques.
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

La localisation du post-flambement ouvre des perspectives d’amélioration de la stratégie
PBAMR décrite dans le chapitre précédent. [Kerfriden et al., 2012] ont proposés une com-
binaison entre réduction de modele et décomposition de domaine pour une application en
mécanique de la rupture non-linéaire (voir sous-section 2.4.4). Nos travaux se sont également
orientés dans cette voie pour la résolution du post-flambement local, avec les spécificités qui
seront détaillées dans ce chapitre.

La combinaison entre ces deux approches peut en effet répondre a la problématique po-
sée par le post-flambement local. D’une part la stratégie PBAMR est capable de réduire la
dimension d’un probleme de post-flambement mais est limitée par le cotit de la projection et
I’adaptivité. D’autre part la décomposition de domaine permet de séparer le traitement des
différents sous-domaines pour plus de flexibilité et un cofit partagé entre plusieurs proces-
seurs. Ses performances en termes de résolution sont limitées par un déséquilibre des charges
de calcul entre sous-domaines et par I'extensibilité du probleme d’interface.

Nous présentons donc une stratégie de combinaison pour 'analyse du post-flambement
local. La premiere section décrit la méthode. Cette derniere est validée dans une seconde
section sur le méme cas d’étude que celui de la stratégie PBAMR.

Ce chapitre a fait 'objet de deux communications orales [Barriere et al., 2013b ; Barriere
et al., 2013c| et d’'un poster [Barriere et al., 2013a].

4.2 Stratégie PBAMR et décomposition de domaine

Cette section présente la formulation d’une stratégie qui repose sur la combinaison de
la stratégie PBAMR et d’'une méthode de décomposition de domaine primale. La méthode
de Newton-Krylov-Schur primale (voir sous-section 2.3.4) a en effet été choisie pour cette
combinaison. La partition se fait ici en deux étapes :

— partition de la réduction de modele par projection

— partition de la procédure d’adaptation

4.2.1 Partition de la réduction de modele par projection

La partition du probleme tangent par sous-domaine s’écrit (pour les notations se référer
a la Section 2.3) :

EY 6q9 = —R® 4 2® (4.1)
ZA(S) no ‘iq(s) -0 (4.2)
ZA(s) t& A = ¢ (4.3)

La partition de la réduction de modele introduit une base réduite par sous-domaine C'*)
pour 'approximation des incréments de déplacement tel que :

56]70(5) — O §5a) (4.5)
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post-flambement local

Dans le cadre d’une approche primale (voir sous-section 2.3.2), la séparation entre degrés de
liberté internes (indice 7) et a l'interface (indice b) d’un sous-domaine implique une partition
de la base réduite comme suit :

Sqc'® ce) Sa®
Ao L i = : 4.6
{ dgc,” 0 CY, |1 éaf” o

vl

Il faut noter que cette séparation augmente le sous-espace engendré par la base réduite.
Par ailleurs, I’égalité a priori des inconnues primales d’interface impose la définition d’une
unique base réduite d’interface C,, associée aux coordonnées généralisées day,, telle que :

dgel) = AW’ C da, ¥ s (4.7)

Par projection de Galerkin, 'équation (4.1) devient :

sl | _
¢ day
ce o 1" (s) 0
Q A(s) Qb Eb Ab

o

co o 1" [cw
T R g
b

0 Al

o
o

Ainsi, apreés assemblage et élimination des multiplicateurs de Lagrange, le probléeme de
localisation réduit par sous-domaine s’écrit de la fagon suivante :

17

-1
baf? = (CO] K 0V) (-0 RO, - COT K A9 C 0y) Vs (49)

Le probleme d’interface réduit s’exprime par condensation des opérateurs locaux projetés
dans leurs bases réduites respectives :

St dow, = —# (4.10)

Le complément de Schur global réduit & peut s’écrire comme la somme des projections
des compléments de Schur locaux approchés :

T

Sp o= Yoy AV S AY ¢ (4.11)
4(5) (s) ) ) (ST 16 A\ AT )

Le résidu condensé réduit se calcule de la méme facon :

Po= SO AW 0 (4.13)
-1
i = B, - K O (cOT kP c9)) el RY, (4.14)

L’approche NKS avec localisation mixte développée par [Cresta, 2008] (voir sous-section 2.3.4),
peut se préter également a la partition d’une base réduite de 'espace des d.d.l. primaux.
Comme le champ de déplacement du sous-domaine est différencié de celui de l'interface, il
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n’est a priori pas nécessaire de séparer les inconnues internes et d’interface dans le probléme
de localisation réduite mixte. Néanmoins, il faut pouvoir exprimer une base réduite pour les
champs de déplacement d’interface U et gés). Par exemple, la trace de la base réduite du
sous-domaine :

s) _ 4(s s (s) _ s (s) s) s s
C( )b =+ ), tel que , U )—Qbﬁ , et ,gé) —ng” (4.15)

D’ou la direction de recherche du probleme local réduit :
S T S s S T S s S S
ct, (A = £9) + ¢, k¢, (0 - 89) = 0 (4.16)

Puis le probleme de localisation :

o6’ ( K9 + t(sﬁk(s)t(s)) 950 — o7 <_ RO 1 (t(s)Tk(s>t<s> AT T F<s>)>
(4.17)

ol AU(S) — 06 (é(s) _ g(s))‘

La direction de recherche du probleme global réduit, définie par sous-structure, peut se
réduire également.

T,

W YY), (89— of)) = ¢ (E© — ) (4.18)

Une unique base réduite d’interface doit étre définie pour pourvoir assembler le probleme
global réduit, qui prend la méme forme que celui de I'Equation 4.10 avec un résidu réduit
modifié (voir sous-section 2.3.4). Dans le cas ou les bases réduites sont compatibles, mais
différentes, il s’agit donc de minimiser I'écart entre les deux représentations du champ U
des deux cotés de l'interface. Des multiplicateurs de Lagrange a l'interface A, pour forcer
I’égalité des solutions réduites a l'interface, peuvent étre introduits et le probleme global
réduit devient :

o= 4.19
g g g™ | | 58" pmin) (4.19)
AW ) A Ol 0 A 0

0

Il n’est toutefois pas certain que cette approche soit plus performante que la définition
d’une unique base réduite d’interface.

Dans le cas d'une approche duale, la séparation des inconnues internes et a l'interface
n’est pas nécessaire, ce qui permet de définir une base réduite indépendamment par sous-
domaine. Néanmoins, il faut alors identifier un sous-espace pertinent pour les multiplicateurs
de Lagrange ), de l'interface, et garantir que les bases réduites sont compatibles de part et
d’autre de l'interface. Des travaux ont été menés sur le choix d’un espace approprié pour
la représentation des inter-efforts [Desmeure et al., 2011], mais nous avons choisi de nous
intéresser en priorité a I’approche primale.
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post-flambement local

4.2.2 Partition de la complétion a la volée

Nous proposons de partitionner la procédure d’adaptation qui s’est avérée étre pénali-
sante pour la réduction de modele, notamment dans la stratégie PBAMR. Dans I'approche
développée par [Kerfriden et al., 2012] (voir sous-section 2.4.4), certains sous-domaines sont
traités sans réduction de modele. Ce sont les sous-domaines qui contiennent de fortes non-
linéarités locales et dont la base réduite n’est pas suffisamment complete a priori. Dans le
cadre d’une base réduite constituée par POD, un critere de validation croisée est proposé
et permet de définir, pour une dimension donnée de la base POD, le traitement réduit ou
complet d'un sous-domaine. Il n’y a donc pas de procédure d’adaptation en phase online
dans cette approche.

Lorsqu'une procédure d’adaptation est pertinente pour un probléme donné (ici le post-
flambement), sa partition peut pourtant se réaliser. I’objectif est d’obtenir une procédure
indépendante par sous-domaine et pour l'interface de maniere a différencier la gestion de
I'incomplétude des bases réduites locales et d’interface.

Dans le cas général, la procédure d’adaptation a la volée repose sur la résolution d’une
itération de Newton complete. La partition est alors directe, puisqu’il s’agit d’une itération
de NKS présentée en sous-section 2.3.4. Le systeme tangent complet peut aussi étre initialisé
par la solution de l'itération réduite dgc, comme dans 'équation (3.2). Le probléme tangent
partitionné et initialisé s’écrit alors pour tout sous-domaine s :

K 6q® = —RY) — K §g0) + A (4.20)
ZA(S) o) 5(17[((8) -0 (4.21)
ZA(S) o) A(S) -0 (4'22)
9 6qx® = 0 (4.23)

L’initialisation se retrouve, apres assemblage et élimination des multiplicateurs de La-
grange, dans les équations de localisation pour chaque sous-domaine :

)1 s s oT s s s
b = K T (<BY - K A9 (3gc? + dax?) ) — dac'” (424)

—

et également dans le probleme d’interface :
Sr dqx}” = —r — Sr duc, (4.25)

L’initialisation du probleme d’interface par la solution du probleme réduit peut étre vue
comme un probléme grossier (voir sous-section 2.3.3). Un algorithme de Krylov-augmenté
peut donc permettre de résoudre efficacement le probleme d’interface issu de la procédure
d’adaptation de la base réduite. Le cadre de la réduction de modele offre ainsi un probleme
grossier pertinent qui peut étre enrichi par des considérations présentées en sous-section 2.3.3.
Cela va dans le sens d’une résolution itérative efficace du probleme d’interface pour la com-
plétion de la base réduite. Un préconditionnement de type Neumann dans le cadre de la
décomposition de domaine primale est en outre possible (voir sous-section 2.3.3).

Dans le cas d'un opérateur tangent symétrique défini positif, la partition du probleme
projeté dans Im(C) #r (introduit en sous-section 2.2.1.2) n’est pas envisageable. En effet,
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le projecteur P (2.14) n’est pas indépendant par sous-domaine ce qui rend sa construction
inefficiente. En revanche, I'algorithme de Krylov-augmenté pour la résolution du probleme
d’interface peut prendre la forme d'un gradient conjugué projeté (4.25). Un projecteur P,

1

réalise alors la projection dans [ m(gb) 2L De la méme fagon, pour le probleme de localisa-
LKéf) )

=i, Mais comme les

tion, un projecteur P(S)Z. peut réaliser une projection dans [/ m(C(S)i)

opérateurs tangents locaux K}S )” sont factorisés pour le calcul des compléments de Schur,
17

un solveur direct sera plus approprié pour le calcul des vecteurs additionnels locaux 5qK§s).

Un point important de la partition de la procédure d’adaptation concerne la différencia-
tion par sous-domaine et pour U'interface. L’étape de localisation (4.24), comme la localisation
de la méthode NKS, respecte bien I'indépendance entre les sous-domaines mais dépend de
I'incrément des degrés de liberté d’interface. Toutefois, la complétion de la base réduite d’in-
terface n’est pas nécessaire a la complétion des bases réduites locales (il s’agit du cas ou
(5(]7[((8) =0).

Le critere de complétion utilisé pour la stratégie PBAMR, (voir Chapitre 3) est basé sur
une mesure de 'erreur globale. Cette erreur est mesurée en décomposition de domaine par
le résidu condensé normalisé (voir la convergence des méthodes NKS sous-section 2.3.4). Le
critere de complétion associé est donc le suivant :

12| JE&]

~ <
[h21 2]

(4.26)

ou k, est le parametre de complétion global. Ce critere prend en compte 'erreur globale de
la solution approchée sans distinguer les sous-domaines et l'interface. Nous faisons le choix
d’utiliser ce critere comme une condition nécessaire au déclenchement des étapes d’adapta-
tion locales.

Un critere sur l'erreur résiduelle a l'interface sert donc a déclencher plus précisément la
résolution du probléeme de complétion a I'interface :

||QbTEb|| || ||

b
||Q1)T@b|| ||%b||

(4.27)

ou ky est le parameétre de complétion a l'interface.
Enfin un critére pour chaque sous-domaine permet de déclencher la résolution des problémes
de localisation indépendamment les uns des autres :

sT
NICOTRI _, IR
1O Fogll [Pl

1

(4.28)

4.2.3 Considérations pour le post-flambement local

A ce stade, la partition de la réduction de modele et de la procédure d’adaptivité sont
présentées dans un cadre général. Une bonne efficacité de la stratégie repose toutefois sur une
adéquation avec le probléeme étudié, en I'occurrence celui du post-flambement local des struc-
tures raidies. Trois aspects sont abordés dans cette section. Les deux premiers concernent
la constitution des bases réduites initiales. Le dernier introduit la localisation non-linéaire
réduite pour différencier le traitement des non-linéarités locales de la résolution de 1’équilibre
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global.
Choix des bases réduites :

Nous nous plagons, dans un premier temps, dans le cas d’un flambement localisé au sens
de la décomposition de domaine. Un découpage le long des raidisseurs et un flambement
local de la peau correspondent & cette hypothése. A ce propos, [Cresta, 2008] a montré
que les méthodes de décomposition de domaine en post-flambement local sont plus per-
formantes lorsque les non-linéarités sont concentrées a l'intérieur des sous-domaines (voir
sous-section 2.3.4).

Dans ce cadre et conformément a la stratégie PBAMR, nous proposons de constituer la
base réduite initiale de chaque sous-domaine a partir du mode de déplacement fondamental
et d’'un mode de flambement. Le calcul du champ de déplacement fondamental de ’ensemble
de la structure, g, peut étre réalisé¢ par décomposition de domaine comme dans le cas de la
constitution des snapshots POD par [Kerfriden et al., 2012]. Les champs par sous-domaine
q(() 5) et & linterface Do sont ainsi obtenus dlrectement et en mettant a profit les possibilités
de calcul parallele.

Quant au mode de flambement, il peut se calculer indépendamment par sous-domaine
sous I'hypothese d’un flambement a interfaces fixes. Les modes de flambement a interfaces
fixes sont issus d’une analyse de flambement telle que les d.d.l. d’interface sont considérés
encastrés. La base réduite initiale pour chaque sous-domaine s s’écrit donc :

q(s)
c = T OZII a5 (4.29)
4do,i

Par hypothese, I'interface est suffisamment rigide pour que le probleme condensé ne pré-
sente pas d’instabilité dans le domaine de chargement étudié. Des lors, il n’est pas nécessaire
d’introduire de mode de flambement d’interface dans la base réduite initiale correspondante.
Celle-ci est donc simplement constituée du mode de déplacement fondamental :

c, - [ Lo ] (4.30)

g, ]

Si 'interface n’est pas soumise a du flambement, elle peut subir néanmoins l'effet de la
redistribution des contraintes due au flambement interne des sous-domaines. Cet effet est
pris en compte par la procédure d’adaptation partitionnée.

Un avantage offert par le partitionnement doit concerner le flambement local successif, au
cours du chargement, de plusieurs sous-domaines. En effet, la stratégie PBAMR ne prend en
compte que le premier mode de flambement de la structure, peu importe sa localisation. Ce
mode est inutile a la représentation d’un nouveau mode local qui peut apparaitre sans modi-
fier le premier. Il est donc intéressant de noter que le cadre de la partition permet d’aborder
le premier mode de flambement de chaque sous-domaine sans mise a jour ou augmentation
de la taille des bases réduites initiales.

Dans un second temps, nous envisageons le cas d'un flambement traversant l'interface.
Sans parler de flambement global (qui sort du cadre de notre étude), il peut étre en effet
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complexe de définir a priori le découpage d’une structure raidie de maniére a respecter les
hypotheses précédentes de localisation du flambement.

Pour définir les bases réduites initiales des sous-domaines et de l'interface, le calcul des
modes de flambement a interfaces fixes ne suffit plus. Une méthode simple mais coliteuse,
consiste a réaliser ’analyse de flambement sans décomposition de domaine et de partitionner
a posteriori les modes de flambement ainsi obtenus. De maniere plus performante, I’analyse
de flambement peut se réaliser dans le cadre d’une partition. Il s’agit de I'application de la
méthode de [Craig et Bampton, 1968] au flambement proposée par [Huang et Wang, 1993]
(voir sous-section 2.4.4). Dans ce cas, les modes de flambement sont directement partitionnés,
au prix d'un calcul global et d’une troncature des modes de flambement a interfaces fixes de
chacun des sous-domaine.

Afin de s’affranchir d’un calcul global, tout en prenant en compte des modes de flambe-
ment pour lesquels I'interface ne peut pas étre considérée comme effectivement fixe, nous pro-
posons une méthode inspirée notamment des méthodes analytiques de pré-dimensionnement
au flambement de panneaux raidis (voir sous-section 1.4.3). Le probleme de flambement local
avec une raideur d’interface définie a partir du reste de la structure, peut en effet permettre
de représenter certains modes de flambement qui ne sont pas exactement locaux au sens
de la décomposition de domaine. Comme pour les approches mixtes de décomposition de
domaine, en particulier la localisation non-linéaire mixte [Cresta, 2008], un complément de
Schur du reste de la structure peut étre évalué. Les seuls sous-domaines voisins, voire méme
une bande d’éléments autour de I'interface, peuvent étre considérés pour le calcul & moindre
colt de cet opérateur et pour rendre compte d’une raideur locale au voisinage de l'interface.
L’étendue de cette zone de condensation dépend du mode de flambement a prédire, comme
I'illustre la Figure 4.1.

Une approche prenant en compte 'effet de la structure a plus grande distance de maniere
efficace est proposée par [Gendre et al., 2011] pour le couplage non-intrusif de code. Selon le
principe de Saint-Venant, le complément de Schur calculé combine la raideur locale conden-
sée d’'une bande d’élément autour de l'interface, avec la raideur globale condensée du reste
de la structure, homogénéisée par une projection dans le sous-espace des efforts macrosco-
piques d’interface. Cette approche est utilisée pour la résolution d’un probléme non-linéaire
mais il faudrait évaluer I'influence de I'homogénéisation sur le probleme de flambement local.

Il parait donc possible d’étendre la stratégie PBAMR-DD a I’étude de cas de flambement
traversant ou impliquant des raidisseurs. En améliorant la pertinence des bases réduites
locales calculées, la stratégie peut devenir moins sensible au découpage en sous-domaines
réalisé a priori.

Soit 7® le complément de Schur de la zone de condensation sur linterface du sous-
domaine s. Le probleme de flambement local discrétisé s’écrit donc :

(K8 +19" 2 4 A (K8} +197 7)) 80 -0 (431

ou Tés) et T](VS% sont respectivement la partie élastique et la partie non-linéaire de 1'opé-

rateur de Schur 7). Cette idée mérite des développements supplémentaires pour gérer le
cas ou le mode de flambement calculé dans un sous-domaine n’est pas compatible avec celui
calculé dans le sous-domaine voisin. Cela peut se produire, par exemple, lorsque la zone
d’approximation du complément de Schur du reste de la structure est mal définie.
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FIGURE 4.1 — Analyse de flambement local a interfaces mixtes. Définition d'une zone de
condensation de la raideur autour de l'interface. Mode de flambement localisé sur un sous-
domaine et (1) ses voisins directs ou (2) aux abords de l'interface.

Prise en compte des mouvements de corps rigides locaux :

Lorsqu’un sous-domaine subit un déplacement de corps rigide, les modes de déplacement
dus a des déformations qui constituent la base réduite locale ne permettent plus de représen-
ter 'état d’équilibre alors méme que le mode de déformation reste inchangé. Ce cas de figure
est tout a fait a méme de se produire en présence de non-linéarité locale, comme schématisé
en Figure 4.2.

Afin de conserver la pertinence d'une base réduite, il suffit de lui ajouter les modes rigides
du sous-domaine, correspondant aux champs de déplacements suivants :

— 3 champs de déplacement de translation des points M du sous-domaine s :

1 0 0
ud(My=1{ 0|, wn)=|1], udm)y=|0 |, (4.32)
0 0 1

— 3 champs de déplacement par rotation des points M du sous-domaine s autour de son
centre de rotation G©) :

1 0 0
u(M)y=[ 0 | AGOM, u)(M)=|1 |AGIM, udM)=|0 |AGIM
0 0 1

(4.33)

Il est intéressant de rappeler que des modes de corps rigides sont utilisés pour former un

sous-espace grossier pour le probléme d’interface en décomposition de domaine et accélérer la

résolution. Ici, ils permettent de propager au niveau local une information sur le mouvement
global de la structure.
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~_

déplacement
rigide

flambement

-

FIGURE 4.2 — Cas d'un déplacement de corps rigide d’un sous-domaine provoqué par le
flambement d’un autre sous-domaine.

Localisation non-linéaire réduite :

Ayant fait ses preuves pour le calcul du post-flambement local par décomposition de
domaine, la localisation non-linéaire est introduite dans la stratégie proposée (voir Algo-
rithme 3). Des itérations sur le probléme de localisation réduit par projection (4.9) sont
ainsi réalisées. Le probléme de complétion de la base réduite locale (4.24) peut donc consti-
tuer une itération de la localisation non-linéaire si le critere de complétion locale est vérifié.

Deux implémentations de ’adaptivité au niveau local sont envisagées :

— adaptivité locale simple : lorsque le critere de complétion est vérifié avant 1’étape
de localisation, la premiere itération est enrichie du calcul d’un vecteur additionnel
pour la complétion de la base réduite (4.24). Les itérations suivantes sont réalisées sur
le probleme local réduit avec la base réduite complétée. La convergence au sens du
probleme réduit défini alors le critéere d’arrét local :

)T

C(s E(S)
CO'E,,®

<L (4.34)

ou 7, est le parametre de convergence dans le sous-espace réduit. Le potentiel de la
base réduite locale complétée est ainsi exploité pour représenter les effets non-linéaires
locaux a moindre cotit. L’idée de cette approche est de répercuter les effets d’une
complétion de la base réduite locale sur le probleme global avant d’entamer une nouvelle
adaptation.

— adaptivité locale multiple : Si, comme pour la méthode NKS avec localisation non-
linéaire (voir sous-section 2.3.4), le critere de convergence local est basée sur l'erreur
du probléme complet (4.35), il est alors nécessaire de permettre plusieurs adaptivités
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locales successives.

B(S)
Fow < (4:35)

D’apres [Cresta et al., 2007], un parametre de convergence relativement large pour
les itérations de localisation non-linéaire (/7fnew) est optimal. Le nombre d’itérations
enrichies d'une complétion de la base réduite doit donc rester faible pour chaque étape
de localisation. Malgré cela, il est possible que les vecteurs additionnels soient moins
pertinents a la prochaine étape de localisation, aprés une nouvelle étape globale. C’est
le risque pris en complétant la base réduite plusieurs fois par étape de localisation
non-linéaire a interfaces fixes.

Le schéma en Figure 4.3 illustre ces deux variantes de ’adaptivité locale.

L L L L L L
e —_—
L ALS L _ALS
% er, er, % er,
NLR | |© NIR || |® o NLR ||| ®
o 4 o) © o
itérations locales itérations locales itérations locales’
% : : >
A ~ itérations
L L globales
—_—
T @ itération locale de complétion
L ¢, ALM , )
\> o itération locale réduite
NLR ® o ALS adaptivité locale simple
®5 ALM adaptivité locale multiple
itérations locales

FIGURE 4.3 — Schéma de principe de ’adaptivité locale simple ou multiple. La premieére étape
de localisation représentée ne requiert pas de complétion. La procédure d’adaptivité est en
revanche déclenchée dans les suivantes. L représente un sous-domaine réduit et condensé
sur son interface. NLR désigne la localisation non-linéaire réduite dont la convergence de
Ierreur, avec ou sans procédure d’adaptivité, est schématisée a coté.

4.2.4 Algorithme général d’une stratégie de résolution pour le
post-flambement local : PBAMR-DD

L’Algorithme 5 présente I'implémentation qui a été retenue pour la validation de la
stratégie de combinaison. ligne 1, la fonction RBInit initialise les bases réduites locales se-
lon le principe du flambement localisé au sens du découpage en sous-domaine. La version
RBInit-nonlocal peut permettre d’initialiser les bases réduites locales pour du flambement a
interfaces non fixes.

Pour chaque incrément, les itérations globales sont réalisées tant que le critere de conver-
gence de l'erreur globale n’est pas vérifié ligne 2. Le critere de complétion global est évalué
ligne 3. La résolution du probléme condensé a l'interface est conditionnée par le critere de
complétion d’interface ligne 4. Aprés résolution, réduite ou enrichie de la complétion de la
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base réduite d’interface, I’étape de localisation non-linéaire par sous-domaine ligne 5 est choi-
sie du type adaptivité locale simple. Selon la vérification du critere de complétion local
ligne 6, une itération enrichie de la complétion de la base réduite locale est résolue. ligne 7,
les itérations de localisation non-linéaire réduite sont ensuite réalisées jusqu’a convergence
dans le sous-espace réduit.

Fonction RBInit
Calcul de I'équilibre fondamental (algorithme NKS) : V s, g(()s) ;

o[
2,

pour chaque Sous-domaine s faire
Calcul du premier mode de flambement a interfaces fixes : (Agi),qé(s));

(s)
S ql S .
c()i[ B ()],

lla

Fonction RBInit-nonlocal
Calcul de I'équilibre fondamental (algorithme NKS) : V s, g(()s) ;

pour chaque Sous-domaine s faire
Calcul du premier mode de flambement a interfaces mixtes

(it
/\cr »4dB 3

(s)
C(s) — | 0. qB(s)
=i | lla)
pour chaque interface locale entre deux sous-domaines 'y, faire

1) g(s
_ | =2—0p ().
Cn= {wqwo 4B

Y

Assemblage des bases réduites des interfaces locales : C';

Dans une premiere approche le parametre de convergence dans les sous-espaces réduits
locaux ), est pris égal a Ny, par défaut. Les parametres de complétion kg, k; et k; sont
fixés & la méme valeur de 1072 (valeur prise pour la stratégie PBAMR au Chapitre 3).
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Algorithme 5 : Stratégie de résolution en post-flambement par réduction de modele
adaptative et décomposition de domaine (PBAMR-DD).

initialisation : A = A\
1 RBInit()

tant que A < 1 faire (boucle incrémentale)

pour chaque Sous domaine s faire
assembler K et RO
2 tant que e > ny., faire (boucle itérative globale)
3 COMPL = AL < ke
|| Feat||
IC] Ry || |\Rb|| e 1
4 1CT For | kbll et COMPL alors (complétion a l'interface)
=p —ELL
pour chaque s calculer : ﬁ et r®) :
résoudre S; dq, = —r (solveur de Krylov augmenté);
orthonormaliser dg, par rapport a C, : %b;
L.
|G, |G, a8
else
pour chaque s calculer : @ et £ :
résoudre S, doy, = —7 (solveur direct);
| 04, =C, 0y
5 pour chaque Sous—domaz’ne s faire (localisation)
. ICO TR IR
6 si e 2™ < P t<S)H et COMPL alors (complétion locale)
s s)—1 s s T s
60 = K (<BY - K A0 5q);
orthonormaliser (ngs) par rapport a C’(S)Z : %ZS);
CO). [, 5],
Mettre é_jour les_d.d.l._locaux
¢ = qz '+ 64"
qlES) qbf + —ﬂ Oy
(qu = O
assembler Kt et RG)
7 tant que é;, > 7, faire ( localisation non-linéaire réduite)
-1
baf = (CO K @) (-c] RY - O K A9 5g,);
Mettre é_jour les_d.d.l._ locaux();
assembler K et R©);
leul Ic© " RO)|
calculer GL @,
| caleuler e = [|r|/[[AFex ||
A=A+ AN
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4.3 Validation

Nous proposons de valider la stratégie PBAMR-DD, de combinaison entre la réduction de
modele adaptative et la décomposition de domaine. Le cas du panneau raidi artificiellement,
soumis a une sollicitation de cisaillement pur (voir Section 3.5) est utilisé dans les mémes
conditions qu’au Chapitre 3 pour une comparaison avec la méthode PBAMR. Le modele
a 5254 d.d.l. est décomposé en quatre sous-domaines le long des raidisseurs comme illustré
Figure 4.4. Le flambement se produit ainsi de maniere localisée au sens du découpage en sous-
domaine. Plus précisément, le domaine 2 est le seul a flamber dans la plage de chargement,
selon un mode de flambement a interfaces fixes. Les domaines voisins restent en déformation
de membrane pure.

W (mm)
11.3

(o]

LT T

RN

Raidisseurs artificiels

FIGURE 4.4 — Partition en quatre sous-domaines d’un panneau raidi en cisaillement pur.

Ce probleme présente une caractéristique intéressante pour valider les concepts mis en
ceuvre dans la stratégie PBAMR-DD. Certains domaines ne sont en effet pas soumis a une
instabilité de lambement, ce qui doit permettre la mise en évidence de la rationalisation de
la procédure d’adaptation par sa partition. Par ailleurs, les conditions aux limites en dépla-
cements imposées sur le contour du panneau sont partagées par tous les sous-domaines, ce
qui prévient, dans un souci de simplification, de tout mode de déplacement de corps rigide
des sous-domaines.

Un suivi de la taille des bases réduites est donc réalisé et présenté Figure 4.5. La base
réduite d’interface, initialement composée d’un seul vecteur, est complétée a quatre reprises.
Celle du domaine 2, initialement composée de deux vecteurs, est également complétée a
quatre reprises mais pas nécessairement aux mémes incréments ce qui confirme l'efficacité
du découplage entre le probleme de complétion de la base réduite d’interface et des bases
réduites locales. L’indépendance entre les sous-domaines est quant a elle démontrée par
I’absence de complétions dans les domaines 1, 3 et 4. Il est intéressant de noter que le champ
de déplacement des domaines ayant un comportement linéaire sont bien représentés par leurs
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bases réduites initiales.

14 ; .

T T T T T

—4A— domaine 2
—&— interface
- O - rappel PBAMR

-
N
T T T

—_
(=}
T T

pré-flambement <T> post-flambement o

[o=]
T T

| -

Taille de la base réduite

bases réduites initiales
0 . | | | . | . |

0 2 4 6 8 10
Incrément

FIGURE 4.5 — Suivi de la taille des bases réduites au cours des incréments.

Le rappel des complétions réalisées par la stratégie PBAMR contraste avec celles obte-
nues par partition. Les complétions du domaine 2 sont en effet concentrées aux premier et
deuxieme incréments de post-flambement et la base réduite ainsi complétée reste valide pour
les six incréments suivants.

Les vecteurs additionnels dans la base réduite d’interface, qui apparaissent de maniere
étalée au cours des incréments, refletent la redistribution progressive des contraintes aux
bords du domaine 2. La Figure 4.6 illustre ce propos par le relevé des efforts de membrane
et des déplacements plans le long du raidisseur artificiel situé entre les domaine 1 et 2. Les
efforts de cisaillement, homogenes avant flambement, subissent par exemple une perturbation
d’amplitude inférieure & 2.5% au premier incrément de post-flambement et & 15% pour le
dernier incrément. L’amplitude des efforts axiaux, nuls avant flambement, passe de 5% a
30% de I'amplitude moyenne du cisaillement entre le premier et le dernier incrément de
post-flambement. Le champ de déplacement associé subit une perturbation inférieure a 7%
pour u(x) au dernier incrément et entre 2.5% et 20% pour v(z). La perturbation sur le champ
de déplacement a l'interface n’est vraisemblablement pas suffisamment élevée pour induire
une erreur résiduelle importante et nécessiter des complétions de la base réduite du domaine
1. Avec un critere d’erreur plus précis, il faut donc s’attendre a réaliser des complétions dans
les sous-domaines voisins d'un sous-domaine en post-flambement. Néanmoins, une rigidité
axiale des raidisseurs (ici nulle) doit minimiser les variations observées sur ce panneau.

Une perspective sur la performance de la stratégie PBAMR-DD est donnée par compa-
raison avec la méthode NKS avec localisation non-linéaire (NKS-NLL) (approche primale,
parameétres e, = 7 = 5 X 1073). Le nombre et la durée (temps de calcul) des itérations
globales et locales, le nombre et la durée des complétions des bases réduites sont rassemblés
dans le Tableau 4.1.

L’approche PBAMR-DD semble ainsi générer plus d’itérations globales que sont homo-
logue non-réduite avec, dans ce cas précis, un facteur de 1.3. De la méme facon, le nombre
d’itérations locales (les itérations réduites et enrichies d’une complétion sont confondues) est
plus élevé d'un facteur allant de 1.26 a 1.41. L’augmentation du nombre d’itérations va dans
le sens de ce qui a été observé pour la stratégie PBAMR, dans une proportion toutefois plus
importante (facteur inférieur a 1.1).
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FIGURE 4.6 — Efforts de membrane (a, c et e) et champs de déplacement (b, d et f) le long
du raidisseur artificiel entre les domaines 1 et 2, mesurés aux incréments 3 (a et b), 6 (c et

d) et 10 (e et f).

La mesure des temps de calcul pour la résolution de chacune des itérations permet d’établir
des temps moyens par itération. Dans le cas de la stratégie PBAMR-DD le temps moyen
par itération correspond a celui d’une itération de résolution d’un systeme réduit. Pour la
méthode NKS-NLL, il s’agit d'une résolution d’un systéme non-réduit. Le temps moyen pour
une itération enrichie d'une complétion est présenté a part. Un bilan des gains réalisés par
itération est donné par la Figure 4.7. Sachant que la taille des problemes locaux et d’inter-
face est tres inférieure a celle du probleme entier, les ordres de grandeur du rapport entre les
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itérations  itérations  dont com- itération complétion
globales locales plétions (temps moy. (temps moy.
(nombre) (nombre) (nombre)  en ms) en ms)
PBAMR-DD global | 30 - 4 2.5 20
dom. 1 | - 49 0 7 0
dom. 2 | - 55 4 28 450
dom. 3 | - 49 0 21 0
dom. 4 | - 53 0 10 0
NKS-NLL global | 23 - - 15 -
dom. 1 | - 37 - 39 -
dom. 2 | - 39 - 360 -
dom. 3 | - 36 - 250 -
dom. 4 | - 42 - 94 -

TABLEAU 4.1 — Récapitulatif des performances de la méthode PBAMR-DD en comparaison
avec la méthode de NKS avec localisation non-linéaire (NKS-NLL).

itérations sont comparables a ceux obtenus avec la stratégie PBAMR. En ce qui concerne
les itérations globales, il faut préciser que les systemes ont été résolus de maniere directe.

T

LN L e s e

133%

—
125%

0 I ol
global dom.1 dom.2 dom.3 dom.4 global dom.1 dom.2 dom.3 dom.4

(a) (b)

FIGURE 4.7 — Ratio (en %) entre les temps de résolution des itérations par la stratégie
PBAMR-DD et par NKS-NLL . (a) itérations réduites, (b) itérations enrichies d'une com-
plétion.

En Figure 4.8, il est intéressant de noter que le calcul des compléments de Schur locaux est
réduit dans des proportions équivalentes a la réduction des itérations locales (factorisation
de la matrice tangente locale projetée dans un sous-espace réduit).

Enfin, le déséquilibrage des charges induit par la différence de non-linéarité entre les
sous-domaines, et observé pour les méthodes NKS avec localisation non-linéaire (voir sous-
section 2.3.4), ne semble, quant a lui, pas amélioré par la stratégie PBAMR-DD. Méme si
dans ce cas, le déséquilibrage provient avant tout de la différence de dimension des problemes
locaux, ’écart de cofit entre les sous-domaines a comportement quasi-linéaire et celui qui
est soumis a du post-flambement, est amplifié par le cotit de I'adaptivité. Néanmoins, le
colit de résolution du probleme local du sous-domaine 2 est réduit par rapport a se version
non-réduite.
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FIGURE 4.8 — Comparaison des temps de calcul des compléments de Schur locaux. Ratio
entre la condensation réduite et la condensation non-réduite.

Pour pouvoir parler du gain en temps de calcul apporté par la stratégie PBAMR-DD,
il faut cependant que le nombre d’itérations (locales et globales) soit proche. Dans le cas
présent, I’écart nous semble trop important pour négliger les opérations d’assemblage des
opérateurs induites. Le gain annoncé serait donc trop dépendant du code de mise en ceuvre
de la stratégie. A ce stade, il parait donc intéressant d’envisager I'utilisation d’une méthode
d’intégration sur un domaine réduit, comme celles introduites en sous-section 2.2.2, et mises
en ceuvre par [Kerfriden et al., 2012] dans le cadre d’une partition du domaine d’étude. De
tels développements pourraient constituer une voie d’amélioration intéressante des stratégies

PBAMR et PBAMR-DD.

Malgré cela, le cas du panneau raidi artificiellement permet de valider le concept de par-
titionnement de la réduction de modele adaptative en montrant notamment 'indépendance
du déclenchement des complétions des bases réduites d’interface et des sous-domaines et la
réduction du cotlit des étapes locales et globales.

4.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, une stratégie dédiée a la résolution de probléemes de post-flambement
local de structures raidies est proposée et mise en ceuvre. Comme pour la stratégie PBAMR,
le post-flambement initial est considéré et l'idée de constitution d’une base réduite initiale
minimale, en phase online, est conservée. Mais une réponse est apportée au caractere local
du phénomene par la combinaison avec une méthode de décomposition de domaine primale.

La partition de la réduction de modele par projection est ainsi formalisée. Contraire-
ment aux précédentes approches de combinaison de méthodes de réduction de modele et de
décomposition de domaine [Craig et Bampton, 1968 ; Kerfriden et al., 2012], le probleme
d’interface est réduit. Comme les probléemes grossiers utilisés en décomposition de domaine,
le probléeme réduit a l'interface doit permettre une meilleure extensibilité de la stratégie.
Les bases réduites par sous-domaine et pour le probleme d’interface peuvent étre définies de
plusieurs manieres. Nous nous sommes restreint dans cette thése au cas d’'un flambement
localisé a I'intérieur d'un sous-domaine, ce qui permet de constituer les bases réduites locales
indépendamment par sous-domaine au prix d’'un découpage adapté. La procédure d’adapta-
tion a la volée est ensuite rationalisée. Des criteres sont donc définis pour le déclenchement
indépendant des complétions des bases réduites locales et de I'interface. La localisation non-
linéaire réduite est enfin utilisée pour différentier le traitement des non-linéarités locales et
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ce a moindre cofit.

La stratégie PBAMR-DD est comparée avec la stratégie PBAMR et la méthode NKS
avec localisation non-linéaire. Les résultats obtenus permettent d’une part de valider I'indé-
pendance des complétions locales et d’autre part de mettre en lumiere les gains potentiels en
termes de temps de calcul. Néanmoins, I’étude s’est limitée a un seul modele et 'influence des
parametres, a savoir les parametres de complétion locaux et a l'interface, et les parametres
de convergence des étapes de localisation non-linéaire réduite, mériterait d’étre investiguée
davantage. La suite des travaux sur cette stratégie doit se concentrer sur ces aspects, ainsi
que sur les problématiques du flambement successif dans les sous-domaines voisins et des
possibles interactions entre flambements locaux. La problématique du changement de mode
(mode switching) reste également a résoudre mais est inhérente a la stratégie PBAMR.

De la méme facon que pour la stratégie PBAMR, les hypotheses sur le comportement
de la structure ont finalement permis de proposer une stratégie sur-mesure. Malgré une
contrainte supplémentaire sur le découpage en sous-domaines, il est intéressant de constater le
bénéfice mutuel que s’apportent les méthodes combinées dans cette stratégie. Une extension
de cette stratégie a été envisagée, notamment a travers la constitution efficace de bases
réduites initiales pour des flambements non-locaux au sens du découpage en sous-domaine.
L’accélération de la résolution des itérations de complétion des bases réduites (globale et
locales), a travers un solveur itératif adapté, peut également faire partie des voies d’études
pour améliorer les performances de la stratégie.
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CHAPITRE

Une bibliotheque Python
pour le développement
de stratégies de calcul
avancées

Résumé

Ce chapitre est le fruit

des réflexions menées pendant la these sur la définition

d’un outil modulaire pour l'aide au développement de stratégies de résolution en
mécanique des structures. Le paradigme objet, offert par le langage Python, déja
utilisé pour le code de recherche développé initialement, permet d’envisager une
boite a outil pour le chercheur qui souhaite implémenter et tester des méthodes de
résolutions sur des cas représentatifs avec une grande souplesse.
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5.1 Introduction

5.1 Introduction

Le développement de méthodes de résolution nécessite de disposer d'un code pour leur
implémentation et I’étude de leurs performances numériques. Pour développer efficacement
de nouvelles méthodes ou stratégies de résolution, il faut pouvoir réutiliser tout ou partie
des développements existants ou greffer des fonctionnalités a différents endroits dans ’archi-
tecture d’un code éléments finis. Cela peut se situer au niveau d’un seul ou d’'un ensemble
d’éléments, comme au niveau d’'un domaine géométrique, ou encore celui d'une formulation
ou d’'un solveur.

La parallélisation est également importante. On peut considérer deux types de parallé-
lisme selon 'architecture, sachant que les deux types peuvent étre associés dans une méme
application. Il y a donc le parallélisme a mémoire distribuée et le parallélisme a mémoire
partagée. Le premier permet de lancer des calculs sur des clusters de calcul a architecture
distribuée, mais est plus intrusif que le second en termes de programmation. C’est pourquoi
il est nécessaire de le prendre en compte des la conception du code.

Enfin, il est important pour un laboratoire de recherche de capitaliser les développements
réalisés au fil des années, des contrats et des theses. Cela donne une cohérence supplémentaire
et accélere les avancées de la recherche. Néanmoins, il faut garder a l'esprit que toutes
les méthodes ne peuvent étre implémentées dans un méme code. A moins d’avoir identifié
clairement tout un pan de recherche relatif a quelques méthodes, qu’il sera possible d’explorer
avec un seul et méme outil, I'investissement d’un laboratoire doit étre mesuré. Les éditeurs
de logiciels commerciaux sont d’ailleurs confrontés aux limites des choix initiaux en termes
de langage ou de conception, et le changement représente alors un cofit (en temps et en
argent) qui peut freiner les velléités en termes d’innovation.

Nous avons donc choisis de capitaliser les développements sous la forme d’une biblio-
theque écrite en langage Python [Van Rossum et Drake, 2001] de maniére orientée objet,
que nous avons nommée ICAFE (Institut Clément Ader Finite Elements). Le format d’une
bibliotheque se préte en effet a la réutilisation de tout ou partie des développements. La co-
hérence des composantes de cette bibliotheque permet d’associer les fonctionnalités désirées
dans un programme nouveau. Enfin, ce format est favorable au développement incrémental,
par couches successives. Le paradigme objet augmente par ailleurs la modularité et la ra-
pidité de développement de greffons. Pour finir, le langage Python, de plus en plus utilisé
pour la recherche scientifique, tous domaines confondus, est privilégié pour plusieurs raisons.
La premiere tient de la simplicité et de la rapidité de développement permises par ce lan-
gage interprété grace a un typage dynamique et une syntaxe épurée. La lisibilité du code
est également renforcée par la sensibilité aux tabulations. La question de la performance est
souvent un argument formulée a ’encontre de ce langage. Bien que pour certaines applica-
tions critiques il soit préférable de travailler avec des langages plus proches de la machine
(C/C++/Fortran), il est tout a fait possible d’utiliser Python pour du calcul haute perfor-
mance [Klockner et al., 2009]. D’autant plus que Python peut faire appel a des fonctions en
C/C++ ou Fortran de maniére efficace et relativement simple pour le programmeur [Behnel
et al., 2011]. Certaines bibliotheques Python d’algebre linéaire sont d’ailleurs implémentées
en C (basées sur LAPACK, ATLAS, PETsc). Dans le but de développer de méthodes avan-
cées, de démontrer des concepts, de tester et comparer des algorithmes, Python apparait
donc comme un bon compromis en termes d’investissement en programmation de la part des
chercheurs et de performance des codes de calcul scientifique.

Premierement, un bref état de ’art des concepts proposés pour la programmation orientée
objet de la méthode des éléments finis en mécanique des structures, ainsi que pour les
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méthodes de décomposition de domaine, est présenté dans ce document. Dans un second
temps, la conception retenue et ’état actuel de la bibliotheque ICAFE, sont exposés. Cet
outil de recherche n’est pas achevé au terme de cette these, aussi les outils de collaboration
et de gestion de version sont introduits dans un troisieme temps.

5.2 Programmation orientée objet pour les éléments
finis et les méthodes de résolution associées

La programmation orientée objet offre plus de modularité, de ré-utilisabilité et de flexi-
bilité quune programmation procédurale. De plus en plus d’outils de simulation numérique,
académiques ou industriels, reposent sur le paradigme objet, notamment en langage C+—+.
Les concepts de base de la programmation orientée objet peuvent se résumer a l’encap-
sulation, I'héritage et le polymorphisme [Meyer, 1988]. Cependant de nombreux patrons de
conception peuvent étre constitués a partir de ces simples concepts [Wolfgang, 1994 ; Gamma
et al., 1999]. Ces patrons de conception (ou Design Patterns) répondent a des problématiques
récurrentes en conception logiciel. [Heng et Mackie, 2009] ont proposé des Design Patterns
pour la conception d’un code éléments-finis. Nous proposons une bréve revue des conceptions
choisies dans la littérature.

Dans le cadre de la simulation numérique par la méthode des éléments-finis, des re-
cherches ont donc été menées sur la facon de concevoir un code modulaire qui réponde
aux forts besoins d’évolutivité de la méthode (formulation de nouveaux éléments, nouvelles
équations constitutives, nouvelles méthodes de résolution, ...). Des classes de base qui dé-
crivent les entités d’'un modele éléments finis (degré de liberté, nceud, élément, maillage) ont
été introduites par [Miller, 1988]. La formulation du probléme en est indépendante et peut
former une autre classe [Peskin et Russo, 1988]. Dans un cadre non-linéaire matériau, le
point de Gauss et le matériau peuvent avantageusement faire partie des objets de base [Me-
nétrey et Zimmermann, 1993]. [Dubois-Pelerin et Pegon, 1998] se sont concentrés sur la
conception des objets supervisant le modele éléments finis pour ’analyse non-linéaire. Une
classe Problem contient le modele, une méthode de continuation et une méthode de résolu-
tion. La méthode de résolution peut faire appel a des classes dérivées d’une classe abstraite
(i.e. dont certaines méthodes ne sont pas implémentées) NonLinearSolver ou d’une classe
abstraite LinearSolver selon les caractéristiques du probleme. Il est alors aisé d’ajouter
des classes NewtonRaphson, ModifiedNewtonRaphson ou BFGS qui implémentent la classe
NonLinearSolver. De la méme fagon ’ajout de solveurs linéaires est simplifié par les classes
abstraites qui définissent les entrées/sorties et les méthodes des solveurs linéaires et non-
linéaires.

La problématique d’amélioration de la performance numérique a été abordée par [Pantale,
2005] a travers la parallélisation de I’assemblage dans un code orienté objet, ayant sensible-
ment la méme structure de classe que celle présentée plus tot. L’encapsulation des données
dans les classes de maniere hiérarchisée (du degré de liberté au maillage complet) donne en
effet une indépendance entre les éléments qui permet de paralléliser tres directement le calcul
des opérateurs élémentaires, via un protocole de multi-threading & mémoire partagée comme
OpenMP [Dagum et Menon, 1998]. La parallélisation de la résolution peut se faire égale-
ment par I'implémentation de méthodes de décomposition de domaine. Dans une bibliotheque
existante (logiciel ZéBuLoN [Northwest Numerics, 2013]), [Gosselet, 2003] a ainsi proposé
I’ajout d’une classe PARALLEL._FORMULATION. Cette classe dérive d'une classe IT_S_OPERATOR
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qui réalise les opérations classiques d’une boucle d’un solveur itératif ITER_SOLVER (produit
matrice/vecteur, produit scalaire, préconditionnement, projection). La formulation parallele
repose sur une description des sous-domaines et de leurs interfaces par des objets spécifiques.
Le traitement de chaque sous-domaine est affecté a un processeur, ce qui assure la localisation
des données. Les degrés de liberté d’interface sont également stockés au niveau local dans une
classe BOUNDARY. Une représentation des interfaces locales entre les domaines deux a deux
(par connectivité) est privilégiée pour la communication entre les sous-domaines voisins.
Les opérateurs d’interface (complément de Schur, préconditionneur, scaling, second membre
condensé) sont aussi représentés par une classe qui dérive de la classe B_OPERATOR. Gréce a
une instance d’'une classe EXCHANGER qui propose des méthodes de communication (envoie et
réception de message), la résolution itérative du probleme d’interface (par un algorithme de
type Krylov) peut étre effectuée en paralléle. Les objets “compléments de Schur” disposent
ensuite d’'une méthode pour la localisation de la solution a l'intérieur des sous-domaines.
Cette implémentation orientée objet de la méthode de décomposition de domaine autorise
la définition de plusieurs types d’interface (primale, duale ou mixte) et 'ajout de différents
opérateurs comme les préconditionneurs, les scalings, les problemes grossiers.

En ce qui concerne la réduction de modele, [Aquino, 2007] a proposé un implémenta-
tion orientée objet de la POD. Une classe POD gere le sous-espace (snapshots, matrice de
corrélation, base réduite POD). Le modele réduit est également représenté par une classe
ReducedModel qui réalise I'intégration des opérateurs élémentaires dans le sous-espace réduit
plutét que de projeter le systeme assemblé. La classe ReducedModel hérite, comme la classe
FullFEModel du modele complet, d'une classe BasePDE, ce qui rend possible le passage d'un
modele complet a un modele réduit, et permet d’ajouter d’autres types de modeles réduits.

Une implémentation orientée objet de la méthode XFEM est proposée dans [Bordas et al.,
2007]. D’une part, les classes de base d’un code éléments finis sont modifiées, ceci notamment
pour intégrer I'ajout de degrés de liberté a certains noeuds. Le calcul de la matrice d’inter-
polation et de la matrice des dérivées des fonctions d’interpolation des éléments est adapté
pour prendre en compte l’enrichissement. Au niveau du probleme global, I’enrichissement
mene parfois a des dépendances linéaires dans la matrice de raideur qui sont supprimées par
une méthode spécifique. D’autre part, des classes supplémentaires sont créées pour gérer les
fonctions d’enrichissement (EnrichmentFunction) et la description des entités physiques et
géométriques nécessitant un enrichissement tels que les fissures, les trous ou les interfaces
entre matériaux. Une classe particuliere pour les régles d’intégration numérique est proposée
(classe IntegrationRule) ce qui permet de dériver plusieurs méthodes de la littérature [Be-
lytschko et al., 2009].

5.3 Conception de la bibliotheque ICAFE

La conception de la bibliotheque ICAFE répond a un cahier des charges concernant le
type de méthode qu’elle doit permettre de développer. Sans pouvoir tout implémenter a
court terme, il est nécessaire d’anticiper les contraintes qui pourraient empécher ’extension
rapide vers les différents types de méthodes identifiés.

5.3.1 Les méthodes et leurs contraintes

L’étude bibliographique des stratégies de résolution avancées en Chapitre 2 a permis de
mettre en lumiere quelques approches actuelles mais il n’est bien sur pas envisageable de
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construire un code de recherche qui les integre toutes. Au regard des travaux de cette these,
des perspectives qui sont ouvertes, et des activités du laboratoire en termes de développement
de méthodes numériques [Passieux et al., 2013b ; Gogu et al., 2010] certaines méthodes, et
leur combinaison, sont privilégiées. Nous présentons ces méthodes et les contraintes associées
en termes de fonctionnalités d’un code de recherche :

— Décomposition de domaine : différentes méthodes de décomposition de domaine
sans recouvrement ont été présentées en Chapitre 2. Plusieurs types de raccords doivent
pouvoir étre définis afin d’étudier leur influence pour un probléeme donné, les précondi-
tionneurs et les problemes grossiers les plus adaptés. Il peut étre également intéressant
de définir une décomposition de domaine imbriquée (multi-niveaux) pour traiter effi-
cacement des problemes fortement multi-échelles.

— Réduction de modele par projection : ces méthodes nécessitent de pouvoir construire
une base réduite et de réaliser une projection de Galerkin du systéme d’équations. L’in-
troduction de cette fonctionnalité, dans un solveur, ne présente pas de difficulté par-
ticuliere. L’intégration réduite des équations d’équilibre doit cependant étre possible
pour améliorer les performances de la réduction de modele comme cela est envisagé
pour les stratégies PBAMR et PBAMR-DD (voir sous-section 2.2.2 et Chapitre 4).

— Méthodes X/GFEM : l'enrichissement d’interpolation par les méthodes X/GFEM
offre une grande flexibilité pour augmenter le degré d’interpolation ou introduire une
description implicite de la géométrie. Pour cela, il faut prévoir ’'ajout de degrés de li-
berté aux nceuds et leur association avec des fonctions d’enrichissement. Les fonctions
d’enrichissement doivent pouvoir faire appel a une description implicite de la géomé-
trie (e.g. fonctions level set). Cette fonctionnalité permettrait d’approfondir I’étude de
I’approche par enrichissement en post-flambement local présentée en Annexe A.

— Méthodes multi-grilles : dans ces méthodes, plusieurs discrétisations sont associées
a la méme zone géométrique, et celles-ci ne sont pas toujours imbriquées et ne coin-
cident pas forcément entre elles sur leurs contours. Il est donc important de pouvoir
associer plusieurs maillages a une zone géométrique et de pouvoir construire les opéra-
teurs de prolongation et de restriction qui permettent de transférer I'interpolation d’un
champ d’un maillage a un autre. Certaines méthodes multi-grilles (Arlequin [Ben Dhia,
1998]) font évoluer un maillage raffiné local par dessus un maillage grossier (suivi d'un
phénomene local, propagation de fissure) [Ben Dhia et Jamond, 2010 ; Passieux et al.,
2013b].

5.3.2 Organisation générale

La bibliotheque ICAFE ne vient pas se greffer sur un outil existant, ce qui laisse plus
de liberté mais oblige a traiter I'ensemble des composantes d'un code éléments-finis. La Fi-
gure 5.1 montre l'organisation de la bibliotheque proposée sous la forme d’un diagramme
UML (www.uml.org). Elle s’articule autour de package (ensemble de classes) pour en faci-
liter la réutilisation par entité fonctionnelle. Chaque package est représenté avec ses classes
principales.

Nous proposons ainsi sept packages relatifs aux différentes fonctionnalités d’un code
éléments-finis. Les quatre packages qui suivent regroupent des fonctionnalités génériques
d’un code éléments finis :

— le package problem fournit les outils pour définir un probléme mécanique a résoudre,

une ou plusieurs fois, sur un domaine donné par une méthode donnée. La classe Problem
contient donc des instances des classes des autres packages et des méthodes pour
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FIGURE 5.1 — Organisation en package de la bibliotheque ICAFE
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initialiser et lancer la (multiple) résolution du probleme.

— le package ioparser regroupe les outils pour la lecture et ’écriture de fichier de don-
nées, sur la description du modele discretisé (classe ParserModel), sur les opérateurs
(classe ParserQOperator) ou sur les résultats du calcul (classe ParserFields).

— le package userInterface permet d’implémenter des interfaces utilisateurs pour la ges-
tion des parametres d’exécution, de chargement, de résolution, etc. (classe PreProcWindow).
Des fenétres de visualisation des résultats peuvent également y étre implémentées
(classe PostProcWindow).

— le package stepManager offre un cadre pour la programmation de méthodes de gestion
et de pilotage du chargement et des conditions limites. La classe StepManager permet
d’organiser les cas de chargements et les méthodes associées (dans la classe Step).
Chaque cas de chargement est une combinaison de conditions limites de Neumann ou
Dirichlet (classe Condition).

Ces packages viennent en support du cceur de métier de la bibliotheque ICAFE, qui reste
les méthodes de résolution. Le développement de celles-ci se fait au niveau des packages
analysis, domain et mesh :

— le package analysis est articulé en trois classes qui représentent les différents ni-
veaux de résolution d’un probleme mécanique. La classe abstraite Analysis s’implé-
mente pour chaque type d’analyse (statique, dynamique, ...) et définie les opérateurs
et schémas incrémentaux-itératifs requis. Pour la résolution des équations d’équilibre,
elle fait appel a une stratégie de résolution, implémentation de la classe abstraite
SolutionStrategy. Enfin, au plus bas niveau de résolution sont définis des solveurs
de systeme linéaire a partir de la classe LinearSystemSolver.

— le package domain sert a la représentation des domaines géométriques d’un modele.
La classe Domain et la classe Edge permettent de décrire un domaine et ses bords. Un
domaine est capable de construire ses opérateurs grace aux instances de la classe Mesh
qu'il contient (voir point suivant).

— le package mesh contient la discrétisation d’'un domaine (implémentation de la classe
abstraite Mesh). La classe InterpMesh , qui hérite de la classe abstraite Mesh, représente
une interpolation sur un bord de domaine. Elle n’implémente pas de méthode de calcul
d’opérateur de raideur ou de masse, mais peut construire un vecteur second membre.

Nous détaillons les caractéristiques originales des derniers packages domain et mesh dans
les sous-sections qui suivent. L’implémentation du package analysis, notamment pour le
lien entre solveur de systéme linéaire et formulation parallele, s’est inspirée directement de
celle proposée dans [Gosselet, 2003].

5.3.3 Zoom sur le package domain

Un objet de la classe Domain représente une géométrie. La description de cette géométrie
peut reposer sur un ou plusieurs maillages. Ainsi un objet Domain possede plusieurs instances
de la classe Mesh. Cela permet d’envisager notamment 'implémentation de méthodes multi-
grilles par domaine géométrique. Un domaine peut également contenir des objets Edge qui
en sont simplement une variété géométrique et permettent de définir des conditions sur
un bord du domaine (efforts, déplacements). Les objets Edge reposent sur les traces des
interpolations par éléments-finis du domaine auquel ils appartiennent. Ce sont aussi des
entités géométriques définies par un ou plusieurs maillages mais qui sont réduits a leurs
interpolations (instances de la classe InterpMesh).

La décomposition de domaine (avec ou sans recouvrement) engendre la définition de
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——— Edge
—— LocalBoundary
[ | SubDomain

[ ] GlobalDomain

FI1GURE 5.2 — Illustration de la description des sous-domaines, de leurs bords et des interfaces
locales dans la bibliotheque ICAFE

plusieurs sous-domaines qu’il faut pouvoir raccorder. Nous proposons de gérer le découpage
en sous-domaines au niveau géométrique, c’est a dire au sein du package domain. D’apres
les travaux de [Gosselet, 2003], les interfaces entre domaines doivent étre définies deux a
deux. Nous respectons ce principe en associant dans une interface locale LocalBoundary les
objets Edge de deux domaines voisins. L’'interface locale possede sa propre interpolation et
ses propres degrés de liberté (objet InterpMesh) afin qu’il soit possible de définir par exemple
des opérateurs mortar entre les Edges de part et d’autre de l'interface, ou bien de différencier
inconnues d’interface et inconnues des sous-domaines dans le cadre de la localisation mixte
(voir sous-section 2.3.4). Le schéma Figure 5.2 récapitule la description géométrique choisie.

La question se pose alors sur la gestion de l’ensemble des sous-domaines et de leurs
interfaces locales (éventuellement redondantes). Pour y répondre, nous proposons de créer
deux classes d’objets qui sont des domaines avec des fonctionnalités supplémentaires :

— la classe SubDomain est un domaine qui sait construire son complément de Schur en
fonction des interfaces locales avec ses voisins. Elle possede également une méthode de
localisation.

— la classe GlobalDomain est également un domaine. Elle permet de gérer un ensemble
de sous-domaines et leurs interfaces locales. La connectivité globale y est construite
par assemblage des interfaces locales.

Nous introduisons a ce stade le pattern decorator. Il permet en effet de réaliser une par-
ticularisation dynamique d'un domaine (en SubDomain ou GlobalDomain). L’idée est de
gagner en flexibilité et de permettre une décomposition de domaine a la volée. La classe
DomainDecorator transforme une instance de la classe Domain ou d’une classe qui en hérite,
en surchargeant ou en ajoutant des méthodes et des attributs. Le pattern decorator pré-
voit que la classe DomainDecorator hérite elle-méme de la classe Domain afin qu'un objet
“décoré” puisse étre “décoré” a nouveau dynamiquement et soit toujours vu de 'extérieur
comme un objet Domain. La classe DomainDecorator est explicitée ici :
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premier niveau

second niveau

——— Edge

—— LocalBoundary
[ ] SubDomain
[] GlobalDomain

FIGURE 5.3 — décomposition de domaine multi-niveaux

class DomainDecorator(Domain) :
def __init__(self, instanceOfDomain):
’?’Constructeur du decorateur. ’7’°
# recuperation des atiributs de 1 objet Domain a decorer
meshes = instance0OfDomain.meshes
edges = instanceOfDomain.edges

# constructeur de Domain
super (DomainDecorator,self) . _init__(self,meshes,edges,...)

Les classes GlobalDomain et SubDomain sont donc des décorateurs de domaine dans
le sens ou ils décrivent un domaine géométrique discrétisé avec des bords. Pour autoriser
la décomposition de domaine multi-niveaux (voir Figure 5.3), il faut ensuite fournir a la
classe GlobalDomain, les méthodes d'un sous-domaine (calcul de compléments de Schur et
localisation), par exemple par héritage multiple. Il faut également prendre la précaution de
définir des interfaces locales entre les sous-domaines et les bords du GlobalDomain afin de
pouvoir y condenser ses opérateurs.

Le pattern decorator est également utile pour définir le type d’interface locale. La classe
BoundaryDecorator permet de modifier le comportement d’une instance de la classe LocalBoundary.
Notamment, lorsqu’elle est de type mixte, il est important que l'interface construise les opéra-
teurs d’assemblage adaptés (deux fois plus d’inconnues) et assure I’échange des opérateurs de
raideur d’interface. Le type d’interface étant défini localement, il est possible de les associer
dans un méme probleme. Cependant le calcul du complément de Schur des sous-domaines
en est modifié. Par exemple, [Gosselet, 2003] a formulé un complément de Schur dans une
approche hybride primale-duale. En Annexe B, nous étendons cet approche hybride aux in-
terfaces mixtes. Avec ce type de formalisme, la méthode de calcul du complément de Schur
d’un sous-domaine est rendue générique. Toutefois il est préférable de définir une classe abs-
traite Schur et ses différentes implémentations pour maximiser la modularité du code, a
'instar de la proposition de [Gosselet, 2003]. De méme, afin d’envisager I'implémentation de
la localisation mixte, la méthode de localisation des sous-domaines doit faire appel a une
instance de classe dérivant d'une classe abstraite Localise.
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La conception générale du package domain est résumée dans le format UML en Figure 5.4.

5.3.4 Zoom sur le package mesh

Le package mesh fournit les classes pour la construction des opérateurs des équations
d’équilibre sur un domaine discrétisé par éléments finis. La classe abstraite Mesh définit un
maillage contenant notamment des degrés de liberté, des noeuds, des éléments, mais dont
la fonction d’assemblage des opérateurs n’est pas implémentée. En effet, nous proposons de
dériver deux types de maillages :

— la classe OwnedMesh implémente un maillage propre a la bibliotheque ICAFE, réalisant
I'intégration et I’assemblage des opérateurs grace aux éléments dont il est constitué.

— la classe InterfacedMesh implémente un maillage interfacé avec un code externe ayant
la capacité d’assembler les opérateurs du modele éléments-finis. Cette sous-traitance
permet de se concentrer sur la résolution du probleme tout en ayant acces a des fonc-
tionnalités de modélisation avancée, possédées par le code externe. Les classes du pa-
ckage ioparser sont utilisées pour I’écriture de fichier d’entrée et la lecture des opé-
rateurs renvoyés par le code externe. Selon les codes externes, il est possible de définir
un interfacage dynamique (par librairie dynamique) sans passer par la lecture/écriture
de fichier.

A ce jour, la classe InterfacedMesh a été implémentée dans le cadre d’une lecture /écriture
de fichier. Seules les fonctionnalités de parsing pour le logiciel Nastran [Nastran, 2010] ont
été implémentées. Avec ce logiciel il est possible d’ordonner, dans le fichier d’entrée, la lecture
et I’écriture de fichiers d’opérateurs (matrices de raideur, vecteurs).

Nous implémentons, dans la classe OwnedMesh, une fagon de prendre en compte ’enri-
chissement d’interpolation par méthode X/GFEM. La classe Mesh possede en attribut une
liste de fonctions d’enrichissement (attribut enrichments). Les fonctions sont des instances
de la classe Enrichment, définies sur tout ou partie du domaine interpolé par le maillage.
Lorsque les noeuds du maillage n’appartiennent pas au domaine de définition de la fonction,
la contribution de leur fonction d’interpolation enrichie n’est pas prise en compte. Un map-
ping (mise en correspondance) permet de relier les fonctions au type de champ (ou type de
degré de liberté) dont elles enrichissent Iinterpolation (numéroté entre 0 et 5 pour le cas
3D). Chaque fonction d’enrichissement se voit également associée, toujours par mapping, a
un nouveau degré de liberté aux nceuds (a partir du numéro 6 dans le cas 3D).

Pour réaliser I'intégration numérique, les objets “éléments” possedent des instances de la
classe IntegrationPoint et des méthodes de quadrature pour déterminer leurs positions.
Dans le cas de I’enrichissement de 'interpolation, il faut relier la fonction d’enrichissement a
la quadrature et proposer éventuellement des méthodes de partition des éléments [Holdych
et al., 2008 ; Belytschko et al., 2009 ; Ventura, 2006 ; Bordas et al., 2007]. Ce point n’a pas
été abordé plus en détails dans le cadre de cette these, tout comme la description implicite
de la géométrie et son lien avec I’enrichissement. Toutefois, de notre point de vue, la capacité
d’ajout de degrés de liberté et le lien avec les fonctions d’enrichissement est un des aspects
les plus intrusifs des méthodes d’enrichissement d’interpolation, ce qui laisse 'opportunité
d’implémenter des méthodes X/GFEM dans la bibliotheque ICAFE dans le cadre de futurs
travaux de recherche a I'Institut Clément Ader.
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FI1GURE 5.4 — Diagramme des classes du package domain

These de doctorat - L. Barriére

- 143 -



5.3 Conception de la bibliotheque ICAFE
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FIGURE 5.5 — Diagramme des classes du package mesh
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5.3.5 Implémentation pour le calcul parallele

Il existe, en python, plusieurs bibliotheques pour la programmation parallele en MPI.
Pour ce projet, nous avons choisi mpidpy développé par [Dalcin et al., 2005 ; Dalcin et al.,
2008]. Elle fournit la grande majorité des fonctions des protocoles MPI et MPI-2.

Parallélisation dynamique et peu intrusive en décomposition de domaine :

La conception de la bibliotheque ICAFE a pour l'instant été présentée sans aborder les
aspects relatifs au parallélisme. Néanmoins il est important de les prendre en compte des
la conception a cause du caractere intrusif des requétes MPI. Pour une bonne performance,
le calcul parallele doit respecter la localisation des données. En effet, le partage d’informa-
tion entre les processus engendre des temps de communication et donc d’attente. Dans les
méthodes de décomposition de domaine, une attention est portée a ce principe. La program-
mation orientée objet permet de renforcer la localisation par I’encapsulation des objets. Une
stratégie de parallélisation consiste donc a affecter un sous-domaine et ses données a chaque
processus. Toutes les opérations d’assemblage, de calcul de complément de Schur (primal
et dual) et de localisation sont strictement locales. Dans le cas d’une approche mixte, des
échanges de direction de recherche (matrices de raideurs) entre sous-domaines voisins sont
nécessaires. La parallélisation du solveur itératif avec probleme grossier requiert également
des échanges entre les sous-domaines [Gosselet, 2003].

Afin d’assurer la localisation des données tout au long de la simulation, avec des ap-
pels successifs aux différentes méthodes des sous-domaines (getSchur (), localise()) il est
possible d’avoir recours a un mécanisme de parallélisation de type client-server ou master-
worker. La fonction MPI Spawn permet d’engendrer a la volée une relation client-server
entre les processus en spécifiant une fonction exécutable. La possibilité de réaliser des appels
successifs a différentes méthodes sur les processus worker peut étre donnée par une fonction
waitForJob et un passage de mots clés (par broadcasting).

Nous avons traduit cette fonctionnalité MPI en donnant la capacité a un GlobalDomain
d’engendrer des processus pour ses sous-domaines SubDomain. Chaque processus engendré
via la fonction spawnProcesses() de la classe GlobalDomain, fait appel a un fichier exé-
cutable workers.py. Ce fichier initialise les sous-domaines a partir de leurs données d’en-
trée (sous forme de fichier ou par réception depuis le GlobalDomain) et lance leur fonction
waitForJob(). Le concept de Wait For Job, a été implémenté au niveau du décorateur de
domaine comme le montrent la Figure 5.7, la Figure 5.8 et la Figure 5.9.

Les communicateurs (inter et intra) sont des attributs de la classe DomainDecorator.
Chaque sous-domaine peut donc communiquer avec le GlobalDomain qu’il constitue a travers
I'inter-communicateur master. Les sous-domaines peuvent également communiquer entre eux
grace a l'intra-communicateur coworkers. Enfin, un domaine global, ou par imbrication un
sous-domaine décoré en GlobalDomain, peut avoir des sous-domaines et communiquer avec
eux par 'intercommunicateur workers.

L’intérét de cette implémentation réside dans la non-intrusion du parallélisme dans les
méthodes locales des sous-domaines. Il est intéressant de noter que la différence entre le
programme séquentiel et parallele concerne simplement les boucles d’appel des méthodes
par sous-domaines. Un exemple est donné Figure 5.10.

De plus cela permet une adaptivité de la décomposition de domaine par I'allocation dyna-
mique des processus. Le processus master, correspondant & une instance de GlobalDomain,
gere 'ordonnancement des taches parallélisées. Mais il peut aussi, par imbrication, avoir
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FIGURE 5.6 — Schéma de principe du parallélisme dynamique par la fonction MPI spawn.
Concept de mise en attente, ou Wait For Job (WFJ), des processus esclaves.

class DomainDecorator (Domain) :

def

__init__(self, instanceOfDomain, intracomm=None,
parent_intercomm=None, child_intercomm=None) :
??’Constructeur du decorateur. ’’’
# recuperation des attiributs de 1 objet Domain a decorer
meshes = instance0OfDomain.meshes
edges = instanceOfDomain.edges

# constructeur de Domain
super (DomainDecorator,self). _init__(self,meshes,edges,...)

# inter-communicateur avec un processus
= parent_intercomm
# intra-communicateur entre les processus ‘‘co-workers’’

self .master

self.cowork

ers

= intracomm

‘““‘master’’

# inter—-communicateur avec des sous-processus ‘‘workers’’

self .worker

s =

child intercomm

# dictionnaire de methodes de communication

self.jobs =

DO W N

{0:
self
self
self
self
self

self .recv,
.send,
.reduce,
.scatter,
.isend,
.irecv,

FIGURE 5.7 — Implémentation du constructeur de DomainDecorator pour le calcul parallele.
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def waitForJob(self, parent_intercomm=None, intracomm=None) :
’?’ Methode d’attente et de gestion des
taches ordonnees par le processus maitre’’’

msg=None
# tant que le maitre ordonne de travailler
while 1:

# reception des ordres

jobid,args,kwargs = self .master.bcast(root=0)

# interpretation des ordres:
# les arguments contiennent une methode statique
if jobid == ’staticmethod’:
args[0] (self, *args([1:], *xkwargs)
# ordre de deconnection
elif jobid==’disconnect’:
try:
self .workers.bcast((’disconnect’, [],{}),root=MPI.ROOT)
except AttributeError:
pass
msg=’disconnect’
break

# ordre de rapatriement des donnees du domaine avant deconnection
elif jobid==’domain’:
msg=’domain’

try:
# execution d’une methode de communication
jobid = self.jobs[jobid] (*xargs, **kwargs)
except KeyError:
# execution d’une methode du sous-domaine
msg = self.call method(jobid,*args,**kwargs)

if msg:
break

return msg

FI1GURE 5.8 — Implémentation de la méthode waitForJob de la classe DomainDecorator.
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def call method(self, method, *args, **kwargs):

??7 Appel d’une methode par son mom ’°’°

try:
m = getattr(self,method)

except AttributeError:
return O

else:
# renvoi le resultat de la methode appelee
return m(*args,**kwargs)

FIGURE 5.9 — Implémentation de la méthode call_method de la classe DomainDecorator.

# gdomain est une instance de GlobalDomain
# calcul des operateurs locaux en sequentiel:
for domain in gdomain.domains:
domain.computeOperators(lhslist,rhslist)
# calcul des operateurs en parallel:
gdomain.workers.bcast ((’computeOperators’, [lhslist,rhslist],{}),root=MPI_ROOT)

FIGURE 5.10 — Implémentation séquentielle et parallélisée du calcul des opérateurs des sous-
domaines. Diffusion du mot clé computeOperators correspondant au nom de la méthode a
exécuter en paralléle.

a réaliser des opérations de condensation et de localisation comme n’importe quel sous-
domaine.

5.4 Bilan du chapitre

Ce chapitre a présenté les travaux menés dans le cadre de cette these sur la conception et
la programmation d’un outil de développement de méthodes avancées en calcul de structure.
Il s’agit d’un projet a long terme qui a été initié en cherchant a fermer le moins de portes
possibles. A ce jour, implémentation s’est concentrée, d’une part sur la partie maillage et
interface avec le logiciel Nastran afin d’ouvrir la possibilité de traiter des modeles industriels
de post-flambement local des structures raidies, et d’autre part sur I'implémentation des
aspects relatifs aux domaines et a leur décomposition pour permettre I’étude des différents
types de raccords sur la stratégie PBAMR-DD. Des étapes de validation intermédiaires ont
permis de conforter certains choix mais le fonctionnement général de la bibliotheque n’a
pas pu étre attesté. Des dispositions relatives au développement collaboratif ont été prises
(dépot, gestion de version, documentation) pour assurer aussi une continuité avec de futurs
travaux.

Ce sont donc essentiellement des concepts qui ont été présentés dans ce chapitre et qui
devront étre éprouvés par l'implémentation et le test de méthodes avancées, dont celles
proposées dans cette these en Chapitre 3 et Chapitre 4. Ces méthodes pourront alors étre
évaluées sur des modeles plus représentatifs des structures aéronautiques raidies. L’extension
vers des conditions de raccord duales ou mixtes sera simplifiée.
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Conclusion

Ce travail de these a contribué a trouver une réponse a la problématique de la simula-
tion du post-flambement local des grandes structures raidies aéronautiques. Ce phénomene
non-linéaire résulte d’une instabilité locale dans les structures raidies. Il affecte leur réponse
globale et modifie les modes de sollicitation des composants. Des modes de dégradation spé-
cifiques sont en jeux, particulierement critiques pour des structures composites (décollement
peau/raidisseur). Motivée par un besoin de réduction de masse des aéronefs, 1’évolution des
méthodes de conception vers ’élargissement du domaine de post-flambement rend donc né-
cessaire la simulation précise de ce comportement multi-échelle non-linéaire. Non-linéarité
et multiplicité des échelles sont des caractéristiques qui impactent considérablement le cotit
de la simulation. Les ressources étant limitées et les besoins croissants, le développement
de nouvelles stratégies de calcul s’impose. Nous avons donc cherché dans le cadre de cette
these, a contribuer a ces développements. Nous avons retenu une approche par combinaison
des méthodes de réduction de modele et de décomposition de domaine en non-linéaire.

Le méthodes de décomposition de domaine en non-linéaire, aussi appelées méthodes de
Newton-Krylov-Schur, ont fait 'objet d’un certain nombre de travaux avant cette these. Au
niveau des itérations du probleme global condensé linéarisé, résolu par un algorithme itératif
de Krylov préconditionné et augmenté, la réutilisation (sélective) des sous-espaces de Krylov
a déja permis une accélération tres importante du calcul. Au niveau local, en présence de
non-linéarité localisée, 'imbrication d’un algorithme de Newton a également contribué a
mieux prendre en compte le caractére multi-échelle du comportement non-linéaire local dans
des travaux précédents. Néanmoins, ces deux approches permettant d’accélérer la simulation
de nombreux phénomenes non-linéaires éventuellement localisés, ne tirent pas profit d’une
connaissance a priori sur le post-flambement local.

L’utilisation d’'une compréhension mécanique du post-flambement peut se réaliser par
des méthodes de réduction de modele. La réduction du nombre d’inconnues est une autre
approche qui permet d’accélérer la résolution des équations d’équilibre. La constitution d’une
représentation réduite a fait ’objet de nombreux travaux pour différentes applications. Par
troncature de base modale, par des méthodes statistiques d’analyse d’échantillon vectoriel
(POD), par réutilisation de solution calculée (ou de sous-espace de Krylov) ou encore par
séparation de variables, les moyens sont multiples mais tous présentent une certaine faiblesse
devant les non-linéarités. Seule, la représentation réduite constituée par ces méthodes avant
résolution du probléme non-linéaire, est généralement tres cotiteuse et/ou peu robuste. Elle
requiert ’adjonction d’une procédure adaptative (par intervalle, a la volée ou a posteriori).
C’est notamment le cas de la réduction de modele en post-flambement. Nous avons donc pro-
posé une stratégie de réduction de modele adaptative pour le post-flambement (PBAMR).
Ce qui permet a cette stratégie d’étre efficace, c’est sa pertinence par rapport a la description
du post-flambement initial donnée par les méthodes semi-analytiques sous forme de déve-
loppement asymptotique. En effet, d'une part la base réduite initiale minimale (donc peu
coliteuse) reprend les deux premiers termes du développement. D’autre part, la non-linéarité
de post-flambement, prise en compte dans les termes d’ordres supérieurs du développement
asymptotique, permet de ne compléter la représentation réduite qu'une seule fois en moyenne
par incrément de charge, jusqu’a pres de trois fois la charge critique de flambement (ce qui
satisfait les besoins actuels en termes de conception). En effet, I'adaptivité a un cotit qu'’il
convient de limiter en y recourant le moins possible.

Ayant défini une représentation réduite adaptative pour I'utilisation des connaissances a
priori sur le post-flambement, nous avons proposé de l'introduire dans les méthodes de dé-
composition de domaine qui, comme mentionné, n’en tiraient pas profit jusqu’alors. Dans le
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méme temps qu’elle réduit le nombre d’inconnues des problemes locaux et global issus de la
décomposition de domaine, cette combinaison permet de rationaliser le cotit de 'adaptivité
grace a un critere de déclenchement multi-niveaux. La réduction de modele concerne en effet
a la fois les problemes locaux et le probleme d’interface. La constitution des bases réduites
est également rationalisée dans I'approche présentée.

La stratégie PBAMR est une approche de réduction de modele purement online. Elle
peut aussi constituer un moyen de réduire le cotlit de constitution de snapshots pour la
représentation du post-flambement dans un domaine paramétrique donné. Sa force réside
aussi dans le faible nombre de parametres, ce qui la rend applicable en milieu industriel. Par
ailleurs, 'adaptivité a la volée, qui n’avait pas été appliquée aux non-linéarités géométriques
de post-flambement, a montré sa pertinence dans la stratégie PBAMR. La combinaison avec
une méthode de décomposition de domaine primale, avec un découpage adapté en sous-
domaines, offre une réponse a la problématique du post-flambement local de la peau entre
les raidisseurs d’une grande structure raidie aéronautique.

La stratégie PBAMR et sa combinaison avec la décomposition de domaine (PBAMR-
DD) présentent cependant quelques limites. Le changement de mode de flambement (mode
switching), qui peut survenir par la présence de bifurcations secondaires, n’est pas pris en
compte. Bien que la procédure adaptative confére une certaine robustesse a la stratégie, le
nombre de complétions de la base réduite, en cas de changement de mode, risque de la rendre
inefficiente. Nous avons proposé quelques pistes pour traiter le mode switching (mise a jour
de la base réduite, augmentation de la taille initiale, etc.). En ce qui concerne la combinaison
avec la décomposition de domaine, bien que la partition soit guidée par des considérations
mécaniques (raideur importante des raidisseurs), une contrainte est imposée par I'implémen-
tation actuelle. Le calcul du mode de flambement par sous-domaine est en effet réalisé a
interfaces fixes. Cela permet de rendre indépendantes les constitutions des bases réduites
par sous-domaine mais impose que les raidisseurs, le long desquels le découpage est réalisé,
ne flambent pas. Dans le cadre du post-flambement local des grandes structures raidies, il est
possible de se ramener a ce genre de configuration mais cela impose une connaissance a priori
de la réponse de la structure. Pour plus de flexibilité dans la méthode nous avons également
proposé des pistes concretes pour la prise en compte d’un flambement non local, strictement,
au sens de la décomposition en sous-domaine. Les limites de notre étude concernent donc
I'extension vers le mode switching et le lambement non local en décomposition de domaine,
mais aussi I’évaluation de l'influence des parameétres de déclenchement de 'adaptivité et de
convergence multi-niveaux pour la stratégie PBAMR-DD.

Les perspectives de ces travaux sont donc les suivantes. La stratégie PBAMR-DD pourrait
tirer parti d’une localisation non-linéaire mixte qui a montré qu’elle permettait d’améliorer
les performances des méthodes de décomposition de domaine en présence de non-linéarités
locales. L’investigation des méthodes de constitution de bases réduites locales pour le post-
flambement est aussi une voie d’étude intéressante pour rechercher une facon de les rendre
indépendantes par sous-domaine tout en capturant des modes a interfaces non-fixes. L’'inté-
gration réduite des équations d’équilibre en réduction de modele peut permettre d’accélérer
la phase d’assemblage des opérateurs qui n’a pas été abordée par les stratégies PBAMR et
PBAMR-DD. L’adaptivité de la base réduite d’interface pourrait éventuellement faire appel
a des solveurs itératifs et leurs méthodes d’accélérations utilisées pour les problémes globaux
en décomposition de domaine (GIRKS, SRKS, probleme grossier). Le post-flambement étant
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localisé, il n’est aussi peut-étre pas nécessaire de réaliser le calcul d'un vecteur additionnel
pour la base réduite d’interface sur I’ensemble de I'interface. La résolution du probléme com-
plet sur une restriction de I'interface peut ainsi rationaliser un peu plus le colit de I'adaptivité.
On peut aussi imaginer, dans le méme esprit, une décomposition de domaine multi-niveaux.

Dans l'idée de constitution d’une représentation réduite du post-flambement dans un
espace de parametre (chargement, géométrie, matériau, séquence d’empilement des com-
posites stratifiés, etc.), il est certainement avantageux de travailler sur des sous-structures
(bien moins coiiteux). La difficulté réside alors dans I'intégration de ces représentations lo-
cales dans un assemblage de sous-structures. La question de la description de 'espace des
conditions limites (efforts ou déplacement) aux bords des sous-structures est ici primordiale.
Cette question a été abordé dans les travaux de J. Yvonnet pour la POD [Yvonnet et al.,
2007] et une voie intéressante est développée par A. Ammar avec la PGD [Ammar et al.,
2011]. Ce domaine de recherche constitue clairement une perspective pour nos travaux, dans
le but d’évoluer vers une simulation online toujours plus performante et de capitaliser des
ressources offline.

Enfin, en terme d’étude du post-flambement local des grandes structures raidies, les
perspectives de nos travaux seraient d’intégrer une analyse locale d’initiation du décolle-
ment de raidisseurs sur la base de criteres développés précédemment au sein de 'Institut
Clément Ader. L’interaction entre les différents flambements locaux présente également un
intérét pour fournir des méthodes de pré-dimensionnement. L’intégration d’une description
des incertitudes pourrait permettre d’étudier la sensibilité du post-flambement des grandes
structures aux défauts géométriques, matériaux ou de chargement. Et finalement, le lien avec
des essais de post-flambement (post-traitement, identification, pilotage dynamique) pourrait
étre rendu plus performant grace au développement de méthodes de corrélation d’images
avancées sur la base des méthodes de réduction de modele adaptative [Passieux et Périé,
2012 ; Passieux et al., 2013a ; Bazilevs et al., 2012].
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A.1 Introduction

A.1 Introduction

La mise a profit d’'une compréhension ou d’une expérience acquise sur un probléme donné
peut se faire dans le cadre de la réduction de modele par projection, comme cela a été réalisé
dans le Chapitre 3 et le Chapitre 4. Dans ce chapitre, nous présentons une autre facon
d’incorporer une connaissance a priori dans un modele, avec le méme objectif de réduire le
coiit du calcul. La méthode X/GFEM introduite en sous-section 2.4.2 permet effectivement
d’enrichir l'interpolation avec des fonctions qui, sans raffinement du maillage, apportent
une précision supplémentaire. Un compromis entre 1’enrichissement de l'interpolation et le
raffinement du maillage doit étre trouvé de sorte que l'intégration numérique n’engendre pas
de cofit excessif. Dans la méme sous-section, nous avons présenté des approches existantes,
combinant X/GFEM et réduction de modele. Ce chapitre s’en inspire et tente de dessiner
les contours d’une approche pertinente pour la simulation du post-flambement.

Cette approche a été étudiée en début de theése en parallele avec les approches de ré-
duction de modele par projection. Nous avons choisi de nous concentrer sur les secondes
pour des raisons de facilité d’implémentation (les approches X/GFEM étant plus intrusives
dans la formulation EF). Néanmoins, I’étude qui est rapportée ici montre la pertinence de la
combinaison X/GFEM et réduction de modele pour I'analyse du post-flambement et ouvre
des perspectives de recherche intéressantes de notre point de vue, particulierement dans le
cadre du pré-dimensionnement de panneaux raidis.

A.2 Stratégie de calcul par GFEM en post-flambement
local

Par analogie avec la stratégie PBAMR, et les méthodes analytiques de développement
asymptotique, il est possible de considérer que 'interpolation élément fini standard entre les
neeuds du modele convient a la représentation de 1’état d’équilibre fondamental. Les fonctions
d’enrichissement ont alors la charge de représenter les variations dues au post-flambement,
a savoir le mode de flambement et les termes d’ordres supérieurs.

Un mode de flambement peut donc étre introduit comme fonction d’enrichissement. I1
est soit déterminé analytiquement, soit interpolé par une fonction — par exemple une spline,
une série sinusoidale ou autre — apres un calcul par éléments finis sur un maillage adapté,
selon le principe des mesh-based handbook [Strouboulis; 2003] ou d’enrichissement global-
local [Duarte et Kim, 2008]. La régularité d’'un mode de flambement (C'*) est un atout
a la fois pour l'interpolation d'un vecteur de mode de flambement calculé par éléments
finis mais aussi pour l'intégration numérique qui ne requiert pas de partitionnement des
éléments [Ventura, 2006].

Les termes d’ordres supérieurs ne sont quant-a-eux pas forcément connus a priori, de la
méme fagon qu’en réduction de modele par projection. Il sont le résultat de la redistribution
de contrainte par l'effet non-linéaire géométrique. La difficulté de I'enrichissement en post-
flambement réside donc dans leur représentation.

Une solution consiste a utiliser des fonctions calculées de maniére semi-analytique (voir
Section 1.4). A partir de la représentation du post-flambement d’un élément de structure
simple (poutre, plaque rectangulaire, cylindre, ...), tel que les méthodes semi-analytiques le
permettent, il est possible d’introduire cette représentation au niveau local d’un probleme
plus complexe, de grande taille, initialement inadapté a la représentation du post-flambement
local. Dans ce cas, 'enrichissement prends en compte leffet non-linéaire géométrique. Le
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Annexe A : Evaluation d’une approche par éléments finis enrichis pour le
post-flambement local

cadre des X/GFEM est d’ailleurs utilisé en ce sens pour la description du champ de dépla-
cement en pointe de fissure [Moés et al., 1999].

Une approche de type global/local, comme proposée par [Duarte et Kim, 2008], peut
également permettre de déterminer les fonctions d’enrichissement d’un probleme grossier a
partir de modeles fins locaux. L’intérét d’une telle approche réside dans la prise en compte des
interactions global/local & moindre cofit, apres avoir calculé une représentation des réponses
locales indépendamment (voir sous-section 1.5.3). Ce concept est illustré en Figure A.1.

Modéle grossier d'une
structure raidie

Raidisseurs_/

Conditions limites
données par le
modele grossier

Fonctions
d'enrichissement

Modele fin local

FIGURE A.1 — Illustration du concept Global/Local pour I'enrichissement d’un modeéle gros-
sier en post-flambement local.

A.3 Evaluation sur un cas simple de poutre

Un outil a été développé pendant cette these pour tester I’enrichissement en post-flambement.
Il s’agit d’un code basé sur des éléments finis de poutres dont I'interpolation des différents
champs de déplacement peut étre enrichie. La stratégie proposée est donc évaluée dans le
cas du post-flambement d’une poutre droite, avec une cinématique de Timoshenko, soit 3
degrés de liberté par nceud (voir sous-section 1.3.1).

L’enrichissement du champ de déplacement axial est représenté par la fonction f,(z).
Dans le cas général, f,(z) n’est pas calculable par analyse linéaire de flambement. Dans le
cas des poutres, la redistribution des contraintes en post-flambement est linéaire. C’est a dire
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A.3 Evaluation sur un cas simple de poutre

W\ IONe)

F1GURE A.2 — Cas d’étude en post-flambement d’une poutre.

que le mode de flambement correspond a la déformée de post-flambement. Par conséquent
'enrichissement selon u(x) peut étre calculé analytiquement de maniere exacte. Un dévelop-
pement asymptotique de u(x) au premier ordre et une substitution du mode de flambement
dans I’équilibre axial permettent d’y aboutir. Pour simplifier I’écriture, replacons nous dans
le cadre des poutres de Bernouilli en grands déplacements. Soit f,(z) le mode de flambement.
La fleche étant proportionnelle au mode de flambement : v(z) = af,(x). Posons, par déve-
loppement a lordre 1, 'expression du champ axial en post-flambement : u(z) = ag x + f,.(z).
Alors I’équilibre axial s’écrit :

N'(z) =0 soit f(z) = —a fi(z) f/(z) (A1)

avec N leffort normal dans la poutre.

L’expression de f,(x) est donc calculée dans 'exemple traité par dérivation de la fonction
du mode de flambement. L’expression obtenue est ici un sinus (sin(4wz/L)). En pratique, les
modes de flambement sont calculé par éléments finis puis interpolés. Nous avons choisi une
interpolation par fonction spline. Ainsi, ’enrichissement axial peut se déduire numériquement
par dérivation des fonctions splines du mode de flambement.

Type u(x) v(x) 0

EO aucun aucun aucun
El aucun mode de flambement mode de flambement
E2  fu.(z) mode de flambement mode de lambement

TABLEAU A.1 — Types d’enrichissements par degré de liberté.

Trois types d’enrichissement sont définis dans le Tableau A.1. Nous proposons en effet
de tester le cas d’'un enrichissement des champs v(z) et f(x) seulement, afin d’évaluer 1'in-
fluence de I'enrichissement axial. Dans ce cas, une des questions est également de déterminer
comment le maillage initial de la zone enrichie (ici la poutre en entier) influence le résultat.
La question sous-jacente est la suivante : Peut-on se passer de ’enrichissement axial dont la
détermination a un coilit et qui ajoute des inconnues ?

Trois raffinement de maillage sont pris en compte et identifiés dans le Tableau A.2. Le
maillage le plus fin correspond a la convergence de la solution pour des éléments a interpo-
lation linéaire et non enrichie.

Pour chaque maillage et pour chaque enrichissement, une étude de convergence du nombre
de points d’intégration a été menée afin d’obtenir une intégration exacte. Des méthodes plus
avancées pour la détermination de la quadrature sont proposées dans [Belytschko et al., 2009].
Evidemment, sans enrichissement, il faut un nombre suffisant d’éléments pour représenter
le post-flambement, c¢’est pourquoi les maillages de types MO et M1 ne sont pas considérés
pour EO.
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post-flambement local

maillage nombre d’éléments

M1 1
M2 5
M3 20

TABLEAU A.2 — Niveaux de raffinement de maillages.

nombre de d.d.l. points d’'intégration
E0 E1 E2 |E0 E1l E2

MO | - 10 12 - d 5
Ml1| - 54 72 - 7 7
M2 |63 105 126 | 20 20 20

TABLEAU A.3 — Nombre de degrés de liberté et de points d’intégrations pour les différents
maillages et enrichissements.

Les tracés des déformées obtenues en post-flambement pour différentes combinaisons de
maillage et d’enrichissement (décrits dans le Tableau A.3) sont présentés en Figure A.3. La
solution exacte étant contenue dans l'enrichissement E2, la déformée se superpose des le
maillage le plus grossier MO, c¢’est a dire pour un seul élément. Le cotit du calcul est ainsi
réduit par rapport a la solution de référence EO__M2 (éléments finis standards) grace a un
nombre total d'inconnues (12 contre 63) et un nombre de points d’intégration (5 contre 20)
faible. Il est néanmoins plus intéressant de constater que sans enrichissement axial (E1), la
solution obtenue pour les maillages M0 et M1 n’est pas satisfaisante. Le non-enrichissement
du champ wu(z) se traduit par une augmentation de la rigidité en flexion pour le maillage
MO et par une bifurcation sur un mode de flambement différent pour le maillage M1, dont
la déformée est vraisemblablement plus adaptée a I'interpolation du champ wu(z) avec 5 élé-
ments linéaires. Lorsque le maillage est suffisamment fin pour que I'interpolation linéaire du
champ u(z) soit conforme, lerreur sur la solution est alors tres faible.

Il est donc important, dans le cas du post-flambement d’une poutre, de disposer d’une
fonction d’enrichissement adaptée pour chaque degré de liberté. Le maillage permet toute-
fois d’ajuster la représentation mais pas toujours suffissamment. Dans le cas des plaques, le
probléme se complexifie donc d’autant plus qu’il n’existe généralement pas d’expression ou
de relation exacte entre le mode de flambement et les termes d’ordres supérieurs des champs
de déplacement du plan.

These de doctorat - L. Barriére - 175 -



A.3 Evaluation sur un cas simple de poutre

y (mm)

y (mm)
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Déformée
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FiGURE A.3 — Comparaison des déformées pour différents maillages et enrichissements. La
solution de référence éléments-finis est EO__M2. (a) Enrichissements portés par un maillage
de type MO. (b) Enrichissements portés par un maillage de type M1. (c¢) Enrichissements

portés par un maillage de type M2.
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Annexe A : Evaluation d’une approche par éléments finis enrichis pour le
post-flambement local

A.4 Bilan du chapitre

Les résultats obtenus dans cette courte étude sur l'application des méthodes GFEM
pour le post-flambement ouvrent des perspectives pour le développement de stratégies de
calcul en post-flambement local des grandes structures raidies. Le ratio du nombre d’in-
connues sur le nombre de points d’intégration est en effet favorable. Les verrous identifiés
a ce stade concernent la détermination des fonctions d’enrichissement représentatives des
effets non-linéaires du post-flambement. Cependant, dans cette étude sur une simple poutre,
nous montrons que le maillage influence le résultat obtenu lorsque I'enrichissement n’est pas
adapté. Cela signifie aussi que 'enrichissement ne doit pas nécessairement contenir la solu-
tion exacte, comme cela a été d’ailleurs observé par [Aquino et al., 2009]. Ainsi, un maillage
suffisamment fin (néanmoins plus grossier que pour 'interpolation standard) doit permettre
la représentation de la solution non-linéaire a moindre cofit.

Une autre approche peut consister a adapter les fonctions d’enrichissement elles-mémes
en utilisant des points de contrle, comme ceux des fonctions NURBS (Non-Uniform Ra-
tional Basis Splines) utilisées pour l'interpolation iso-géométrique [De Luycker et al., 2011].
Les approches iso-géométriques avec fonctions d’interpolation NURBS ont été utilisées pour
I'analyse vibratoire ou de flambement [Cottrell et al., 2006 ; Valizadeh et al., 2012]. Les
travaux de [Le-Manh et Lee, 2013] montrent le potentiel de ces méthodes pour I'analyse du
post-flambement. On peut citer également des travaux, plus anciens, sur la méthode spline
finite-strip en post-flambement initial qui tirent également parti des fonctions splines pour
réaliser une interpolation d’ordre élevé [van Erp et Menken, 1991].

Finalement, dans le cadre du post-flambement local, bien qu’il nous paraisse abordable

de générer ces fonctions par des calculs éléments-finis locaux, une solution peut donc venir
de I'introduction d’un enrichissement adaptatif.
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B.1 Introduction

B.1 Introduction

La rédaction de ce chapitre est motivée par la définition d’'un formalisme favorable a
I'implémentation des différentes méthodes de décomposition de domaine. L’approche hybride
proposée par [Gosselet, 2003] a déja permis de combiner dans un méme probléme des inter-
faces primales et duales. Naturellement, I’approche hybride est équivalente a une approche
primale si toutes les interfaces sont définies par des conditions de raccord primales. Il en
est de méme pour 'approche duale. Nous proposons donc d’étendre cette approche hybride
primale-duale aux interfaces mixtes, d’ou le nom d’approche hybride primale-duale-mixte.
Nous suivons la méme démarche que celle exposée dans [Gosselet, 2003] pour 1'approche
hybride primale-duale.

B.2 Extension de I’approche hybride

Soit un domaine €2 partitionné en n, sous-domaines 2°, sans recouvrement. L’équilibre
discrétisé de chaque sous-domaine s’écrit :

Vs, K¢ = p) 4 \6) (B.1)

ol les K sont les matrices de raideur, les ¢'® sont les vecteurs des inconnues primales

(déplacement), les F () sont les vecteurs des efforts extérieurs et les A(S) sont les réactions
d’interfaces avec les sous-domaines voisins, qui sont nulles a l'intérieur des sous-domaines
par définition.

On pose q(s) = t( )q( et )\(S = tl(, °) A la trace sur Dinterface des inconnues primales et
duales du sous-domaine s. L’équilibre global est défini par les équilibres par sous-domaines
et les conditions de raccords suivantes :

Zﬂgﬁﬁ =0 (B.2)
Z AN = (B.3)

Dans 'approche hybride, une partie de I'interface est définie comme étant primale (indice
p). Une unique inconnue en déplacement q, est définie. t(s) est 'opérateur de trace vers

I'interface primale du sous-domaine s. La condltlon de continuité en déplacement est donc
vérifiée a priori sur les interfaces primales. La condition de raccord sur les interfaces primales
devient donc simplement une condition sur les réactions :

ZAP 7p =0 (B.4)

ou Al(f) est 'opérateur d’assemblage sur l'interface primale. De la méme fagon, sur la partie

de l'interface définie comme étant duale (indice d), une unique inconnue de réaction )\, est
commune aux sous-domaines voisins. t((f) est I'opérateur de trace vers l'interface duale du

sous-domaine s. L’annulation des réactions est donc vérifiée a priori. La condition de raccord
ne concerne que les déplacements sur cette partie de l'interface :

2 4740 =0 (B.5)
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ou ¢¥) = tfi:S)g(s)-
Enfin, le troisieme type d’interface peut étre attribué a une derniere partie. C’est I'inter-
face mixte (indice m), le long de laquelle une relation entre inconnues primales et duales est

définie en introduisant une raideur d’interface T{*) et une inconnue Hﬁi) telles que :

~

b = X+ 18t (B9

ou QS) = tgs)g(s). () est 'opérateur de trace vers l'interface mixte du sous-domaine s. La

condition de raccord le long de interface mixte s’écrit donc (notation par bloc) :

AL S0 - (AL AT - THALTAS) f, = 0° (B.7)

L’indice 7 identifie les inconnues internes aux sous-domaines, ce qui permet d’écrire I’équa-
tion d’équilibre global :

— ]_ T -
KO KK KA
0 a7
K K ! KAy i
(1) 1 47T q
sym sym K, KD AD 4,
ne) 4T ns
S ol e 4"
s ns (n2) A(no)T 4"
0 o K] kG || KA S
(ns) ng Ng T =m
sym  sym K3 K’r(np)Az() ) q,
i sym sym > A](JS)KISZ)AZ()S)T |
o 0
L o
E,’ Ay A
F (1)
i AT,
EG / )
Y AYE, 0

avec les conditions de raccord (B.5) et (B.7). L’objectif est de condenser le probleme
global sur les inconnues d’interfaces (gp7 Ad, H?n)

Du systéme de 'Equation B.8 sont extraites les n, premiéres équations (notation par
bloc) :

K K  Kp, & Ky 7O 0
e E =) — K T - =T
swm Kgy o K |0 |+ | Ky | Aq = | By 4] AT | (B9
sym sym Ko, +7T5 |\ &, K5, |~ o T
o FO
Kby <, .
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Un indice p a été introduit, qui regroupe les inconnues en déplacements interne et aux
interfaces duale et mixte tel que :

q°

0 _ 400 _ | 4

4= =1 g (B.10)
9,

De maniére générale, la notation OJ ou O est un indice (ou une somme d’indices) sera
utilisée pour désigner les inconnues dont l'indice n’est pas [J.
L’expression de qg est donnée par I’équation (B.9), par inversion de la matrice Kp%. Afin

de prendre en compte des problémes locaux mal posés (sous-domaine ne possédant que des
interfaces duales), le recours & une pseudo-inverse et une condition de non-excitation des
modes rigides sont retenus dans la suite (comme pour approche duale et hybride primale-
duale [Gosselet, 2003]) :

0
O C) A 10T 0 <>T O 0
o _r
JaN
avec "
Ry a
O o _ :
ﬁ = et o = o (B.12)
Réns) g Ns

et R (=) ¢ k:er(K ) les modes rigides du sous-domaine s et o®) leur amplitude. La condition

de non-activation des modes rigides s’écrit :

0
B Ep | AL A | - KA, | =0 (B.13)
£ 0
La (n, + 1) équation du systéme global (B.8) s’écrit :
00 o0 00 20T, — A0
Ap K + ApKp AL g —iﬂp (B.14)

ol gg est finalement substitué par son expression de ’'Equation B.11 :

O 10 AT A0 10 g0 T g0 40T O 10 o0t T 70T
(A9 K, 49" = AD Ky 1S G, ADT) g, A Ky KT " 4G A

AY Ky K" twg” 1l + AY Ky RY of = A) F) — A) Ky K57 F) (B.15)

Notons que les opérateurs de trace introduits ici sont simplement une restriction des opéra-
teurs de trace définis précédemment, tels que :

tyy = tty (B.16)
T
top = tt” (B.17)

Pour définir le probleme global condensé a l'interface, il reste a traduire les conditions de
raccord en remarquant simplement que :
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— pour 'Equation B.5, g&s) = tfl;-) Q:SSS)' L’expression de la condition devient par substitu-

tion :
qug—AOt = Ag tip K<>+( K A<>q + 15 Al Ad+tmpTu )+
AG 15, B <>—|—A<>tde<>+E<?:O (B.18)

— pour 'Equation B.7, QEZ) = tg{% gz(;)' Par substitution et a la condition que (AifnTA%T,%—

o1 7 o . . s . .
T A0~ A ) soit inversible !, 'expression de la condition de raccord mixte devient :

(16 7™ 1 A A~ 1 Ks>.+ K0 A<>T

Pp p

KF+R>—0 (B.19)

Finalement, I’assemblage du probléme global condensé (équations (B.15), (B.18) et (B.19))
peut s’écrire :

A9 Sp o Sp Spm | AT .
—— _ o T DY DY —— =p
A9 ~Spa Sia Sim AT M| =
= = —r == o
Lol Son —Sim  Sim L] N
Spdm
o
A % A Ky
A —b5 |- | Aiti; | RS a® (B.20)
L ]\ ~bm g
bpdm

ol Spam est le complément de Schur primal-dual-mizte assemblé et ou les composantes des
compléments de Schur des sous-domaines ont les expressions suivantes :

Sep = Ky = Koy Koy K8, . Spa= Ky Ko tas . S0 = Ky Kyt

p 7}7

Soy =ty K315

S
— -1
ngmZ(AifnTAS@TO QT%A Af%) AOTAi t<> K<>+t<>T

Il est possible de reconnaitre dans les composantes des compléments de Schur des sous-
domaines, les compléments de Schur primaux S’ °) et duaux SC([;) déja introduits en sous-

section 2.3.2. Le complément de Schur mixte S<> est modifié par rapport a I'expression en

Equation 2.58. Cela est nécessaire pour obtenir une symétrie (ou anti-symétrie) entre les

composantes S° Spd et Sffp, S<> et Sﬁfw, Sod et Sdm

1. 11 suffit pour cela que les raideurs d’interface soient définies comme elles le sont classiquement en
approche mixte (complément de Schur du sous-domaine voisin, d’une bande d’éléments, etc.)
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Dans 1’Equation B.20, bpam est le second membre condensé, dont les composantes par
sous-domaines s’expriment de la facon suivante :

O _ o O 70 T o
b =5 Ly By L
ba :tgﬁ K%Jr Eg

0 _ 40 g0t o
b = tmp K55 L5

La prise en compte de la contrainte d’admissibilité sur les modes rigides Equation B.13
se fait (voir I'approche duale en sous-section 2.3.2) en notant :

T T T, T 70T T, T
Gy =Ry KO A Gi= Ryt AL Gl = By id

_ poT 0
ete=1y; L

d’ou le systéme contraint :

_ ot \ 1
- q
Spdm GgT v, b
o = (B.21)
—m = _
((aa ) o . ‘

Comme pour I’approche hybride primale-duale, le probleme obtenu correspond a la résolu-
tion d’un systeme linéaire sous contrainte. Contrainte qui tient de la possible non-inversibilité
des matrices de raideur KI%) de chaque sous-domaine, traduite par la présence éventuelle de

modes rigides selon la définition des interfaces. L’anti-symétrie partielle de 'opérateur peut
se corriger en posant Ay = —)\; :

] oo
gpdm GgT ip b
—ooT ;g =| " (B.22)
T T T - z;g e
(@' ai -a") o
tel que :
0
Sop ~Spt Spm
N AT N A
Spin = | 5 ~Sia Sin (B.23)
% S S

L’opérateur symétrisé reste toutefois non-positif, ce qui oriente le choix d’un solveur
itératif pour le probléme d’interface vers la méthode GMRES (Generalized Minimal RESidual
method), et cela de la méme fagon que pour 'approche hybride primale-duale.
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Préconditionnement et probléme grossier :

Le préconditionnement de 'approche hybride primale-duale proposé par [Gosselet, 2003]
repose sur une analyse mécanique des compléments de Schur locaux. En effet, une approxi-
mation du préconditionneur idéal (I'inverse ou pseudo-inverse du complément de Schur com-
plet), s’écrit comme la somme des inverses des compléments de Schur locaux. Dans ’approche
primale, celui-ci n’est autre que le complément de Schur dual. Inversement, dans 'approche
duale, il s’agit du complément de Schur primal. En considérant 1’équilibre d’un sous-domaine
sous un chargement qui n’excite pas les modes rigides, P. Gosselet a mis en évidence 'expres-
sion de la pseudo-inverse du complément de Schur hybride primal-dual. La méme analyse
peut étre a priori menée dans le cas de 'approche primale-duale-mixte. Considérons donc
I’équilibre local sous chargement équilibré :

(s) i

I R i B 321
sym  sym Kéz) Kéf% q(si Ail)
sym sym sym K + T I, Hon
Par condensation des inconnues internes, il vient :
q(s) /\(S)
p 2p
Spam | A | = | o (B.25)
=) U

En définissant Sﬁjﬂlp comme l'opérateur d’interface qui associe les réactions sur les incon-

nues duales et mixtes et les déplacements sur les inconnues primales a une réaction imposée
sur les inconnues primales et une condition de Dirichlet sur les inconnues duales et mixtes,
on obtient :

A\ (9
S | 45 | =1 AY (B.26)
7, 1)
avec :
St =
s (s) + s T s (s) + (s) s (s) + (s)
i Kd-‘rm d+m i _i Kd-‘rm d+m d+m d i Kd+m d+m d+m m
(s) (s) (s) T r(s) (s) (s) (s) T r(s)
—sym i~ Byl am Baima Kim = By B amm Katmm
S S + S
sym sym Kgm + Ts) o K7(n)d+m tg-‘:m d+m c(l-:m m
(B.27)

Cet opérateur est donc la pseudo-inverse du complément de Schur primal-dual-mixte
local. Il peut étre utilisé pour le préconditionnement du probléme global tel quel ou dans
une version lumped ou super-lumped (voir sous-section 2.3.3). Notons cependant que nous
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n’avons pas trouvé dans la littérature de préconditionneur pour 'approche mixte. Peut-étre
convient-il mieux de ne pas en utiliser, auquel cas, (B.27) devient :

s (s) + 9T s (s) + (s)
b Ko 1 ) Krmwm Barma 0
SO | o) g e T ) g g T () B.28
mdp <£ Konaom Hom ) Ku — K, b anan Nama 2 ( )
0 0 1)

ol on peut reconnaitre le préconditionneur de I'approche hybride primale-duale.

En ce qui concerne les problémes grossiers, ils peuvent étre introduits de la méme maniere
que pour les approches primales, duales, mixtes et hybrides (voir sous-section 2.3.3).

Cas de la localisation mixte :

L’approche de type mixte, proposée par [Cresta, 2008] pour la localisation non-linéaire
peut étre introduite dans cette formulation hybride primale-duale-mixte par le biais des
interfaces primales. En effet, le systéeme global condensé pour cette approche (voir sous-
section 2.3.4) consiste en un complément de Schur primal, un vecteur déplacement d’in-
terface et un second membre condensé modifié par ’ajout d’une contribution du “saut en
déplacement a l'interface”.

B.3 Bilan et perspectives

L’approche hybride primale-duale est étendue aux interfaces mixtes. L’approche hybride
primale-duale-mixte n’a pas forcément pour objectif d’étre une méthode de décomposition de
domaine en elle-méme. Il s’agit plutot de réunir dans une méme écriture tous les ingrédients
qui permettent d’aboutir a un large panel de méthodes de décomposition de domaine sans-
recouvrement existantes.

La combinaison des différents types d’interface peut toutefois s’avérer intéressante. C’est
le cas notamment en présence d’hétérogénéités, comme le montre P. Gosselet pour I'ap-
proche hybride primale-duale. I’approche mixte présentée ici ne tient en outre compte que
d’interfaces parfaites mais elle peut également étre un bon moyen d’intégrer des interfaces
avec ou sans frottements [Champaney et al., 1997 ; Passieux, 2008]. Des travaux ont déja
permis d’'intégrer ces types d’'interfaces dans 'approche duale [Dureisseix et Farhat, 2001].
Une extension de 'approche hybride primale-duale-mizte a d’autre types d’interfaces peut
constituer une perspective pour unifier les méthodes de décomposition de domaine et offrir
un cadre pour en découvrir les meilleurs combinaisons. On peut penser aussi a formaliser
la possible non compatibilité des sous-domaines de part et d’autre de 'interface en incluant
les raccords de type mortar [Bernardi et al., 1993], déja mis en ceuvre dans le cadre d’une
approche duale par [Amini, 2008|.
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