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❘és✉♠é

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t très r❛♣✐❞❡ ❝❡s

❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈✐❡

❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ sé❝✉r✐té ❢❛❝❡ à ❞❡s ❛❧é❛s ♥❛t✉r❡❧s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦②❡♥s ❞❡

s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❝♦♥✜é❡s ❛✉① ♠✐♥✐❞r♦♥❡s s✉♣♣♦s❡♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦✐t

♣❧❛♥✐✜é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ s♦✐t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

▲❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❝❡s ♠✐ss✐♦♥s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✴❣✉✐❞❛❣❡ ♣♦✉r

❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♠é❧✐♦ré❡s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈♦❧ ét❡♥❞✉ ❡t s✉r ✉♥❡

♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥s ❞✐✈❡rs✐✜é❡s✳

❆✐♥s✐ ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s s♦♥t ✐❝✐ ❛♣♣ré❤❡♥❞és ❝♦♠♠❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ très

s♦✉✈❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡s✱ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ❡t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s

❞✬êtr❡ s♦✉♠✐s à ❞❡ ❢♦rt❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡♥t ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡

❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

♣❧❛t❡✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣✮ ✐♥té❣r❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❞❡s

♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ❞❡

t②♣❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✿

❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ❡t ❞é❝♦❧❧❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❣r❛♥❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❛❜✐❧✐té ♠ê♠❡ à

❜❛ss❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ s♦♥ ✈♦❧ ❛ été ♠♦❞é❧✐sé❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❞✉ ♠♦❞è❧❡ r❡t❡♥✉ ♦♥t été ❡①♣❧♦✐té❡s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦♥t ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦♥t été é✈❛❧✉é❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡✳
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❆❜str❛❝t

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ r❛♣✐❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐❛t✉r❡ ❯❆❱s t♦ ♠♦✲

♥✐t♦r✐♥❣ ♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤✐s ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐s ❢♦r ❡✐t❤❡r ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ♦r t♦

♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s❡❝✉r✐t② ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡r✳ ❆ ♠✐♥✐❛t✉r❡ ❯❆❱ ❡♥tr✉st❡❞ ✇✐t❤ ❛

♠✐ss✐♦♥ ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ ❡✐t❤❡r ❛ ♣r❡✲♣❧❛♥♥❡❞ ♦r ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❡✜♥❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛

❯❆❱ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❧♦s❡❧② ✐s ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡

t♦ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❣✉✐❞❛♥❝❡✴♣✐❧♦t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛♥

❡♥❧❛r❣❡❞ ✢✐❣❤t ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♠✐ss✐♦♥ s❡t✳ ❋r♦♠ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ♠✐♥✐❛t✉r❡ ❯❆❱s r❡♣r❡s❡♥t ♦❢t❡♥

✉♥st❛❜❧❡✱ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✱ ✇❤♦s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧②

❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t t♦ str♦♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧

❧❛✇s ✭❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧② ✢❛t ❝♦♥tr♦❧✱ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✉s✐♥❣

❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣✲

t❡r✱ ❛ t②♣❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✢✐❣❤t ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✿ ✈❡rt✐❝❛❧ t❛❦❡♦✛ ❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣✱

st❛t✐♦♥❛r② ✢✐❣❤t ❛♥❞✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♠❛♥♦❡✉✈r❛❜✐❧✐t② ❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ✢✐❣❤t ❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛

❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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❆✉① ❛❜s❡♥ts✱ q✉✐ ♦♥t ♠❛❧❣ré t♦✉t ♣❛r❢♦✐s r❛✐s♦♥✳
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✻✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✻✳✷ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✻✳✸ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✵ ❞❡❣rés✳ ✳ ✶✶✸
✻✳✹ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✽✵ ❞❡❣rés✳ ✶✶✹
✻✳✺ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé ❛✈❡❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✻✳✻ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✻✳✼ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❣✉✐❞é à ✉♥❡ r❛❢❛❧❡ ❞❡ ✈❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✻✳✽ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❣✉✐❞é ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
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✼✳✶ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛rrêt✲❛rrêt✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✼✳✷ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✼✳✸ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
✼✳✹ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
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✼✳✼ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❤é❧✐❝❡ t♦r♦ï❞❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
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①



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉
✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t très r❛♣✐❞❡✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ sé❝✉r✐té ❢❛❝❡ à ❞❡s ❛❧é❛s ♥❛t✉r❡❧s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦②❡♥s ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✬✐♥✲
tér❡ss❡♥t ❛✉ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s
é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❛♥tér✐❡✉rs✳

▲❡s ♣r♦❣rès t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥❣✐♥s ❛t♠♦✲
s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s②stè♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲
s❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥t r❡♥❞✉ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❞❛♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❝♦♥✜é❡s ❛✉① ♠✐♥✐❞r♦♥❡s s✉♣♣♦s❡♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
s♦✐t ♣❧❛♥✐✜é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ s♦✐t ❞é✜♥✐❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦♥t r❡❧❡✈é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ré❛❧✐sé ❛✉ ♠✐❡✉①✳ ❊♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✱ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❜❛sés s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭P■❉✮ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s
❧♦♥❣t❡♠♣s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧♦rsq✉❡
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s ✭♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✈❡♥t✱ ♣❧✉✐❡✮ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ é✈♦❧✉❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✭❧❛r❣❛❣❡ ♦✉ ❛♠❛rr❛❣❡
❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❝❡s s②stè♠❡s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ❡t ✐❧ ❢❛✉t r❡✈❡♥✐r
❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡✱ ✈♦✐r❡ ❛✉ ♣✐❧♦t❛❣❡ ♠❛♥✉❡❧ ❞❡ ❝❡s ❡♥❣✐♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t
♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ s②♥t❤ès❡
❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✴❣✉✐❞❛❣❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♠é❧✐♦ré❡s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈♦❧
ét❡♥❞✉ ❡t s✉r ✉♥❡ ♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ ♠✐ss✐♦♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✈❡rs✐✜é❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s s♦♥t
✐❝✐ ❛♣♣ré❤❡♥❞és ❝♦♠♠❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ très s♦✉✈❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥st❛❜❧❡s✱ ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s ❡t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ s♦✉♠✐s à
❞❡ ❢♦rt❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭✈❡♥t✮✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡
♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥té❣r❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

✶



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐✲
❞r♦♥❡ ❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✿
❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ❡t ❞é❝♦❧❧❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❣r❛♥❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❛❜✐❧✐té
♠ê♠❡ ❛✉① ❜❛ss❡s ✈✐t❡ss❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ■❧ ♣♦rt❡ ✉♥ ❛❝❝❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①✐✲
❣❡♥❝❡s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛✈✐♦♥✐q✉❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ s♦♥t r❡❧❡✈é❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉s✳ ■❧ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ♠✐s❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t r❡♣r❡♥❞ ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞❡❣rés r❡❧❛t✐❢s ❡t ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ❞❡
st❛❜✐❧✐té ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉s q✉✐ ♥❡ ❢❛ss❡♥t ♣❛s ❧✬✐♠♣❛ss❡ s✉r ❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ✐♥✲
tr✐♥sèq✉❡s ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✳ ❆✐♥s✐ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡t ❛♥❛❧②sé❡s ✿ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡ ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡✳
❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s✱ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s
❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉r ✉♥ ❱❚❖▲ ✭❱❡rt✐❝❛❧ ❚❛❦❡ ❖✛ ❛♥❞ ▲❛♥❞✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ✈é❤✐❝✉❧❡ à
❞é❝♦❧❧❛❣❡ ❡t ❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛✉①✮ é✈♦❧✉❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛❜♦r❞❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ q✉✐ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡✱ ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ à ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
❛ss✉r❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡
✐♥❞✐r❡❝t❡✱ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s✳ ■❝✐ ❛✉ss✐ ❞✐✈❡rs❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t
r❛♣♣♦rté❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✐❧❧✉str❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ♣r♦♣♦s s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡ ❧♦♥❣s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ à ✉♥❡ ❧♦✐
❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❱❚❖▲ é✈♦❧✉❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r q✉✐ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡t ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❝✐ ❧✬❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s s✉r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❡t s✉r s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭❝ré❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❢♦r❝❡ ♠♦tr✐❝❡ ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts s✉r ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s q✉✬✐❧
♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❡st ét✉❞✐é✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧ ❞✉ ❞r♦♥❡
q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r s❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❛♥❛❧②sé ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t



✸

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❡st ♠✐s❡
❛✉ ♣♦✐♥t✳ ❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡
❣✉✐❞❡r ❧✬❡♥❣✐♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥té❣r❛♥t
♦✉ ♥♦♥ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ✈❡♥t ♦✉ ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡t ❛♥❛❧②sé❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ s✉✐✈❛♥t
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❡rt✐❡❧s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✳

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ❡t ✐♥✲
❞✐q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬ét✉❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡s
♠✐♥✐❞r♦♥❡s✳



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▼✐❝r♦✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s

▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❛♥s ♣✐❧♦t❡✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧és ❞r♦♥❡s✱ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣❛②s❛❣❡ ❛ér✐❡♥
❞❡♣✉✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ sér✐❡ ❞❡ ❞r♦♥❡s ❉✲✷✶✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
♣❛r ▲♦❝❦❤❡❡❞ ❛✉t♦✉r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ❧❛♥❝é ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❜♦♠❜❛r❞✐❡r
❢✉rt✐❢ ▼✲✷✶ ❇❧❛❝❦❜✐r❞✱ ét❛✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛
❚❡rr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡st✐♥é❡s ❛✉ r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛ss❡
✐♠♣♦s❛♥t❡✱ ♣r♦♣✉❧sé ♣❛r ✉♥ ré❛❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡ r❛♠❥❡t✱ ✈♦❧❛♥t à ♠❛❝❤ ✸ à ✉♥❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡
✸✵ ✵✵✵ ♠ètr❡s✱ ❧❡ ❝♦ût ♣❤é♥♦♠é♥❛❧ ❡t ♥♦♥ ♣✉❜❧✐é ❞❡ ❝❡s ❡♥❣✐♥s ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t s❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❣✉❡rr❡ ❢r♦✐❞❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧♦rs✱ ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❛♥s
♣✐❧♦t❡ ❡st ❛❧❧é ❝r♦✐ss❛♥t ❡t ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞r❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦ût✱ ❧❡✉r ♦✉✈r❛♥t
♣❛r ❧à ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❱✉❡ ❞✬❛rt✐st❡ ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ ❉✲✷✶ ❧❛♥❝é ❞❡♣✉✐s ✉♥ ❜♦♠❜❛r❞✐❡r ❇❧❛❝❦❜✐r❞✳

✺



✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ▼■❈❘❖❱➱❍■❈❯▲❊❙ ❆➱❘■❊◆❙

✶✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

✶✳✶✳✶ ❉r♦♥❡s

❯♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥ s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ♦✉ ❞r♦♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❣❧♦✲
s❛①♦♥♥❡ ✶ ❝♦♠♠❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❆♥ ❛✐r❝r❛❢t ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣✐❧♦t t❤❛t ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
✕ q✉❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❝♦♥trô❧é✱ ✐✳❡✳ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❀
✕ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❞❡♣✉✐s ❧❡ s♦❧ ♦✉ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❀
✕ q✉❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡①❝❧✉t ❧❡s ❜❛❧❧♦♥s s♦♥❞❡ ❡t ❧❡s ♠✐ss✐❧❡s✮✳

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✈❛ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞✐r❡❝t✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ✉♥
❛ér♦♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ à ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ à st❛❜✐❧✐té ❛✉❣♠❡♥té❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s
♣❛r ❧❡ ♣✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❛✈✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡r♥❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡
❣✉✐❞❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭♦✉ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✮✱ s❡♠❜❧❛❜❧❡s à ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s ❋▼❙ ❞❡s ♠ê♠❡s
❛✈✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡r♥❡s✳ P♦✉r ❧❡s s❝é♥❛r✐✐ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥trô❧❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t ❝❡❧✉✐ r❡♥❝♦♥tré ♣❛r ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞✉ tr❛✜❝
❛ér✐❡♥✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛té❣♦r✐s❡r ❧❡s ❞r♦♥❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛tr❡
s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✭✶✳✶✮✮ ✿

✕ ♠❛ss❡ ❀
✕ r❛②♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❀
✕ ❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ✈♦❧ ❀
✕ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ ✭t❡♠♣s ❞❡ ✈♦❧✮✳
❈❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉✐ ❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t é✈♦❧✉❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❡✳ ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s à ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉
❦✐❧♦❣r❛♠♠❡ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❞❡s ❛✉t♦♥♦♠✐❡s ❞❡ ✷✹ ❤❡✉r❡s ✷✳ ▲❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ à ♠♦t❡✉r à ❝♦♠❜✉st✐♦♥
❚❆▼ ✸✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ✺ ❦✐❧♦❣r❛♠♠❡s✱ ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧✬❆t❧❛♥t✐q✉❡ ❡♥ ✷✵✵✸ ✿
✉♥ ✈♦❧ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✸✽ ❤❡✉r❡s ❡t tr♦✐s ♠✐❧❧❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s✳

✶✳✶✳✷ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♠✐♥✐✴♠✐❝r♦❞r♦♥❡s

❉❡ ♣❛r ❧❡✉r ♠❛ss❡✱ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ✈♦❧ ❡t ❧❡✉r ❝♦ût✱ ❧❡s ❣r♦s ❞r♦♥❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❧❡s ❛ér♦♥❡❢s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

✶✳ ❆✉ ✶✻ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶✱ ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❚▲❋■ ❤tt♣✿✴✴❛t✐❧❢✳❛t✐❧❢✳❢r✴t❧❢✳❤t♠ ♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞❡

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t ❞r♦♥❡

✷✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s❦②✲s❛✐❧♦r✳❡t❤③✳❝❤✴ ❛❝❝é❞é❡ ❧❡ ✶✺ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶

✸✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❛r♥❛r❞♠✐❝r♦s②st❡♠s✳❝♦♠✴▲✹❊❴❛t❧❛♥t✐❝❴❝r♦ss✐♥❣❴■■✳❤t♠ ❛❝❝é❞é❡ ❧❡ ✶✺ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶
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▼✐❝r♦ ▼✐♥✐ ❈❘ ❙❘ ▼❘ ▲❆▲❊ ▼❆▲❊ ❍❆▲❊

❘✳ ❞✬❛❝t✐♦♥ (km) < 10 < 10 30 70 200 > 500 > 500 > 2000

❆❧t✳ ♠❛①✳ (m) 250 3000 3000 3000 5000 3000 8000 5 à 15000

❆✉t♦♥♦♠✐❡ (h) 1 < 2 2 à 4 3 à 6 6 à 10 > 24 24 à 48 24 à 48

▼❛ss❡ (kg) < 5 < 30 1 50 200 1250 10000 12000

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦♥❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r r❛②♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥✱ ❧❡✉r ❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡
✈♦❧ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡✉r ❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❡t ❧❡✉r ♠❛ss❡ ✭❈❘✱ ❙❘ ❡t ▼❘ ♣♦✉r ❈❧♦s❡✱ ❙❤♦rt ❡t ▼❡❞✐✉♠

❘❛♥❣❡✱ ❊◆ ✿ ❊♥❞✉r❛♥❝❡✱ ▲✭▼❍✮❆▲❊ ✿▲♦✇ ✭▼❡❞✐✉♠✱ ❍✐❣❤✮ ❆❧t✐t✉❞❡ ▲♦♥❣ ❊♥❞✉r❛♥❝❡✮✱
❞✬❛♣rès ❬❇r✐ss❡t✱ ✷✵✵✹❪✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é♣♦rt ❞✉ ❝♦❝❦♣✐t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛✉
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ r❛❞✐♦✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❣é♥èr❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ré❣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s✳

▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✳
❊❧❧❡ ✈✐❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❡t ❧❛ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❡t ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡♠❡✉r❡ ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r ♦✉ ❛❞❛♣t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ✿

❇❡s♦✐♥ ❞❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s sé✈èr❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ r❡♥❞
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬❛✈✐♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✈✐❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

❋❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ P♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ r❡♠✲
♣❧❛❝❡ ✉♥ ❛ér♦♥❡❢ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣❤♦t♦ ❛ér✐❡♥♥❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r ❥✉sq✉✬à ❞✐① ❢♦✐s
♠♦✐♥s ❝❤èr❡s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ❛ér♦♥❡❢ ❤❛❜✐té✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞♦✐t
êtr❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❜❛❧❧♦♥s✲s♦♥❞❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳

❋❛❝✐❧✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ▲❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛♥❝és à ❧❛ ♠❛✐♥ ❞❡♣✉✐s ❞❡
♣❡t✐ts t❡rr❛✐♥s s❛♥s ❛♠é♥❛❣❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t❡❧ q✉✬✉♥❡ ♣✐st❡ ❞❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡✱ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
❞❡ ❝❛t❛♣✉❧t❛❣❡ ♦✉ ❞❡s ✜❧❡ts ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✈♦❧
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥✱ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❛✐❧❡ ✈♦❧❛♥t❡ ❇❧❛❝❦ ❲✐❞♦✇ ❞✬❆❡r♦✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ❀ à ❞r♦✐t❡ ✿ ♦r♥✐t❤♦♣t❤èr❡ ❉❡❧✢② ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❉❡❧❢t✳

❇❡s♦✐♥ ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡✱ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ✈♦❧ ❡t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈és s♦♥t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t r❡q✉✐s ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ ❡t
♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❡s ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳

✶✳✶✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♠✐♥✐✴♠✐❝r♦❞r♦♥❡s

❙✐✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ♦♥t été ❞❡st✐♥és à ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦ût é❧❡✈é ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s
♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡ ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦✉ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s à ✈♦❝❛t✐♦♥ ❝✐✈✐❧❡✳

▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐r ❧❡s ♠✐ss✐♦♥s
❞✬♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞é✈♦❧✉❡s ❛✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣✐❧♦tés ❞❡ t❛✐❧❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ■❧s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉♠✐s
❛✉① ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ sé❝✉r✐té✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥❡ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♠✐ss✐♦♥s✱
♠❛✐s ❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞é❣âts s✉r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❡t ❧❡s ♠❛tér✐❡❧s ❛✉ s♦❧ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝r❛s❤✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✜♥❛♥❝✐èr❡s✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠✐♥✐✴♠✐❝r♦ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡♥ ❢❛✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✉ ❝r❛s❤ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ ✶✵✵ ❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t très ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s
❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✬✉♥ ❦✐❧♦✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✈♦❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱
♠♦✉ss❡ ❡①♣❛♥sé❡ ♦✉ ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ❥♦✉❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞é❣âts
♦❝❝❛s✐♦♥♥és ♣❛r ✉♥ ❝r❛s❤✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♠✐✲
❝r♦❞r♦♥❡s✱ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝r❛s❤ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥
♦✐s❡❛✉ ♦✉ ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞✬✉♥ ❜❛❧❧♦♥✲s♦♥❞❡✳

P♦✉r ❧❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s✱ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✬❡♠♣♦rt ❞❡
❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✱ ♣❛r ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛✉t♦♥♦♠✐❡✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ ❧❛ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t r❡♥❝♦♥tré❡
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❡t ♠❛ss❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♦♥ ♣❡✉t
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ▲❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ❙❯▼❖ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ✐❝✐
❡♥ ■s❧❛♥❞❡ ❡♥ ✷✵✵✽✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛❧❧♦♥s✲s♦♥❞❡s ♣♦✉r s♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
÷✉✈r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❉é❝♦❧❧❛❣❡ ❞✉ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ❙❧❛②❡r ♣❛r ✉♥ ❧❛♥❝❡r ♠❛♥✉❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ Pr♦t♦t②♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ❙♣✐r✐t ♦❢ ❈♦rs✐❝❛ à ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❞✬✉♥❡
❡♥✈❡r❣✉r❡ ❞✬✉♥ ♠ètr❡ ❝✐♥q✉❛♥t❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛✈❡rsé❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ❋r❛♥❝❡✲❈♦rs❡ ❡♥
s♦❧✐t❛✐r❡ ❡t s❛♥s ❡s❝❛❧❡✳

❛✉ss✐ ❝✐t❡r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ✭t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❤✉♠✐❞✐té✮✱ ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❞❡
t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ♦✉ ❞❡s é♠❡tt❡✉rs✲ré❝❡♣t❡✉rs r❛❞✐♦✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❝❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❝♦♥s✐st❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s ▲❡s ♠✐❧✐t❛✐r❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞é❥à ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ❘❛✈❡♥✱ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❆❡r♦✈✐r♦♥♠❡♥t ❡t ❞♦♥t
❧✬❛r♠é❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ❛ ❛❝q✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✺ ✵✵✵ ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ♠❛❥♦r✐té✱ ❧❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s s♦♥t
✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❧✬÷✐❧ ❞✉ ❢❛♥t❛ss✐♥ ♣♦✉r ✈♦✐r ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ❝♦❧❧✐♥❡✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s
s♦✉✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♠♦②❡♥s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡✉rs ❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦ût
❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✱ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❥❡t❛❜❧❡s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❡✉r ❝♦ût très ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ r❡st❡ ❞❡
❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ♠✐❧✐t❛✐r❡✳

P♦✉r ❧❡s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✱ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦✲

❧♦❣✐❡s ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡t ♥✬❡st ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣❛s s♦✉♠✐s❡ ❛✉① r❡str✐❝t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
r❡♥❝♦♥tré❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ❞✬❛r♠❡♠❡♥t✳

▲❡ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s à ✈♦❝❛t✐♦♥ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ❡st ❛ss❡③ ❜✐❡♥ r❡✢été ♣❛r ❧❡
❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s é♣r❡✉✈❡s ❡t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s ✭♣❛r
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❡①❡♠♣❧❡ ▼❆❱✵✽ ✹ ❡♥ ■♥❞❡✮✳

▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝♦♥❝♦✉rs ❡♥ ■♥❞❡ ❡♥ ✷✵✵✽ ét❛✐t ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✐❧
s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬❛ss✐st❡r ✉♥ ❝♦♠♠❛♥❞♦ ❝❤❛r❣é ❞❡ ❞é❧✐✈r❡r ❞❡s ♦t❛❣❡s r❡t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s t❡rr♦r✐st❡s
❡♥ ❧♦❝❛❧✐s❛♥t ❞❡s ♠✐♥❡s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❝♦♠♠❛♥❞♦ ❡t ❡♥ ❧♦❝❛❧✐s❛♥t ❧❡s t❡rr♦r✐st❡s à ❧✬✐♥té✲
r✐❡✉r ❞✉ ❜ât✐♠❡♥t ♦ù ét❛✐❡♥t r❡t❡♥✉s ❧❡s ♦t❛❣❡s✳ ▲❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s r❡♣érés ♣❛r ❧❡s t❡rr♦r✐st❡s
ét❛✐❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ♣❡r❞✉s✳ ❉❡s r♦❜♦ts t❡rr❡str❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t ❝♦♦♣ér❡r ❛✈❡❝ ❧❡s r♦❜♦ts
❛ér✐❡♥s s✐ ❜❡s♦✐♥✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ét❛✐❡♥t ❞❡s
❝r✐tèr❡s ✐♥✢✉❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡ à ✈♦❝❛t✐♦♥
♠✐❧✐t❛✐r❡ s♦♥t ✿

✕ ▲❛ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ q✉✐ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ❛✜♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣✉✐ss❡♥t
êtr❡ tr❛♥s♣♦rtés ❞❛♥s ❧❡ s❛❝ à ❞♦s ❞❡s s♦❧❞❛ts✳

✕ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t ❞❡ s❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ ✭❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❞é❝♦❧✲
❧❛❣❡✮ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡ t❡♠♣s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧
❧❡ s♦❧❞❛t ❡st ✈✉❧♥ér❛❜❧❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✳

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞r♦♥❡ ❞♦✐t ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦❧❞❛t ♣✉✐ss❡ ❧❛ r❡♠♣❧✐r✳

✕ ▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐s❝r❡ts✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❢❛✐r❡ ♣❡✉ ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❡t êtr❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡
t❛✐❧❧❡✱ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡s à r❡♣ér❡r ♣❛r ❧✬❡♥♥❡♠✐✳

✕ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞é♣♦s❡ ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❛✉ s♦❧ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥
♦✉ ❞❡ r❡❧❛②❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr❛♥s♠✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❡♥ ♣❧❛❝❡✳

✕ ▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ♥❛✈✐❣✉❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s✱
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦♥t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡s✳

✕ ▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞♦✐t ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥
❞✬êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡ s❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ s❡s ❝❛♣t❡✉rs✳

✕ ■❞é❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ✈♦❧❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts✱ s❡ ♣❡r❝❤❡r
s✉r ❝❡✉①✲❝✐ ❡t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ r❡❞é❝♦❧❧❡r✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✱ q✉✐ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s t❤éâtr❡s ❞❡ ❣✉❡rr❡ ♦✉ ❞❛♥s ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ❛ér✐❡♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡
❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❝✐✈✐❧❡s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té ❝✐✈✐❧❡ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té ❝✐✈✐❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✳ ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s
♠❛✐s ♣❡✉ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s ✭✈♦✐r
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳✺✮✳

✹✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♥❛❧✳r❡s✳✐♥✴▼❆❱✵✽✴ ❛❝❝é❞é ❧❡ ✶✺ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶
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■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥
♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❡✉ ❞❡ ❢♦rêt à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥
❛ été ♠❡♥é❡ ♣❛r ❧✬❊◆❆❈ ❡♥ ♣❛rt❡♥❛r✐❛t ❛✈❡❝ ❞❡s ❜r✐❣❛❞❡s ❞❡ s❛♣❡✉rs ♣♦♠♣✐❡rs ❞✉ s✉❞ ❞❡
❧❛ ❋r❛♥❝❡✳ ▲❡s ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ét❛✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s ✿ ❝❤♦✐①✱ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡t
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❡t❝ ❀ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♠❛❥❡✉r ❡t ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛ ❝♦♥s✐sté ❡♥ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
ré❣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ✈♦❧s ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡
❢♦rêt ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s s❛♣❡✉rs ♣♦♠♣✐❡rs ❡t s✐t✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛✜❝
❛ér✐❡♥ ❞❡♥s❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠✐❝r♦✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s ♥✬♦✛r❡♥t ♣❛s ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❢❡✉① ❞❡ ❢♦rêt✱ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ❣✉❡tt❡✉rs s✉r
❞❡s t♦✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❝❤✐♠✐q✉❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣ré❝♦❝❡ ❞✉ ❢❡✉✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❞✬❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ♠✐♥✐✲
❞r♦♥❡s ❛♣♣♦rt❡r❛✐❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥t ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ✉♥ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡
éq✉✐♣é ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❝❤✐♠✐q✉❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛❧❧❡r ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ t♦①✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛✐r ❛✉✲❞❡ss✉s ❧❛
③♦♥❡ s✐♥✐stré❡ ❛✈❛♥t ❞✬② ❡♥✈♦②❡r ❞❡s s❛♣❡✉rs ♣♦♠♣✐❡rs✱ ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✐♥❤❛❜✐té r❡✈êt❛♥t ✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✐♥❝❡♥❞✐❡s✱ ✉♥ ❢♦✐s ❧❡ ❢❡✉ ét❡✐♥t✱ ✉♥ ❣r♦s ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♥❝♦♥tré ♣❛r ❧❡s
♣♦♠♣✐❡rs ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❤❛✉❞s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧❡ ❢❡✉ ♥✬❛ ♣❛s été
s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡✐♥t ❡t ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣❛rt✐r✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts ❝❤❛✉❞s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❞ét❡❝t❡r
❝❛r ✐♥✈✐s✐❜❧❡s à ❧✬÷✐❧ ♥✉ ❡t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ③♦♥❡ à ♣✐❡❞✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
✉♥ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡ éq✉✐♣é ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✱ ❧❡ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❞❡st✐♥és
❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té ❝✐✈✐❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❡t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥❝♦✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥❝♦✉rs ❖✉t❜❛❝❦ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ✺ ♦r❣❛♥✐sé ♣❛r ❧✬❆✉str❛❧✐❛♥
❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥t ❞✉ ◗✉❡❡♥s❧❛♥❞✱ ❆✉str❛❧✐❡✱
❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ✿

✕ ❧♦❝❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♣❡r❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞és❡rt s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ✽ ❦✐❧♦♠ètr❡s ❝❛rrés
s✐t✉é❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ✶✵ ❦✐❧♦♠ètr❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡ ❀

✕ tr❛♥s♠❡ttr❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞❡ s❡❝♦✉rs ❀
✕ ❧✉✐ ♣❛r❛❝❤✉t❡r ✉♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✉r✈✐❡ ♣♦✉r ❧✉✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s
s❡❝♦✉rs✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s
♦✉ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ③♦♥❡s ✐♥♦♥❞é❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❛t❛str♦♣❤❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦♥t été ❡①♣ér✐♠❡♥té❡s✳

✺✳ ❤tt♣✴✴✇✇✇✳✉❛✈♦✉t❜❛❝❦❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳❝♦♠
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❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s s♦♥t ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❡t ✈❛r✐é❡s✳ ❊❧❧❡s r❡♥❝♦♥tr❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ❛✈❡❝ ❧❛ ré❣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣❡✉♣❧é❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❛✉t♦r✐s❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❡✉r ❝♦♥❞✉✐t❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❋▲❖❍❖❋ ✭❋❧♦✇ ♦✈❡r ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ❍♦❢s❥ö❦✉❧❧✮
♠❡♥é❡ ❡♥ ■s❧❛♥❞❡ à ❧✬été ✷✵✵✼✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ♠❡♥é❡ ❛✉ ❙♣✐③❜❡r❣ ❡♥ ❢é✈r✐❡r✲♠❛rs ✷✵✵✽✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲
t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ●é♦♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇❡r❣❡♥✱ ❧❛ s♦❝✐été ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ▼❛rt✐♥
▼ü❧❧❡r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❡t ❧✬➱◆❆❈✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ✉♥ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ❙❯▼❖♠❡s✉r❡ ❞❡s
♣r♦✜❧s ✈❡rt✐❝❛✉① ❞✬❤✉♠✐❞✐té✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡♥t ❥✉sq✉✬à ✸✺✵✵
♠ètr❡s ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞❡st✐♥é❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♣♦❧❛✐r❡s✳ ▲✬❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❜❛❧❧♦♥✲s♦♥❞❡ ✉t✐❧✐sé
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦♥trô❧é❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡
♣r♦✜❧s ✈❡rt✐❝❛✉①✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ❜❛❧❧♦♥ ❛ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧✐❜r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡
❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ✭✈❡rt✐❝❛✉① ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✮✳

▲❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ♦♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té q✉✐
♣❡r♠❡t à ❞❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s❛♥s ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣✐❧♦t❡ ♥✐ ❞✬✉♥
♠é❝❛♥✐❝✐❡♥✳

▲❛ s♦❝✐été ▼❛rt✐♥ ▼ü❧❧❡r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❡t ❧✬➱❝♦❧❡ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❩✉r✐❝❤ ❢♦♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ✈♦❧❡r ✉♥ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡ à ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬é♦❧✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s
t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❛❧❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♦✉
❞✬❛♣♣❛r❡✐❧❧❛❣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t
♥♦♠❜r❡✉s❡s ✿

✕ ▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♣❡rt✉r❜❡r ❧❡ ✢✉① ❞✬❛✐r à ♠❡s✉r❡r
❡t ♣♦✉✈♦✐r ✈♦❧❡r ❡♥tr❡ ❧❡s é♦❧✐❡♥♥❡s✳

✕ ▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧é❣❡r ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❡♥❞♦♠♠❛❣❡r ❧✬é♦❧✐❡♥♥❡
❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

✕ ▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥ r❛②♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠♦♥t❡r à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞✉ s♦♠♠❡t ❞❡s é♦❧✐❡♥♥❡s ✭❤❛✉t❡✉r ❞✉ ♣②❧ô♥❡ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ ✶✵✵ ♠ètr❡s ❡t s♦♠♠❡t
❞❡s ♣❛❧❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ✷✵✵ ♠ètr❡s✮ ❡t ❝♦✉✈r✐r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬é♦❧✐❡♥♥❡s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s s♦♥t ❛❞❛♣tés à t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r r❛②♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡
❉r♦♥❡s ❞❡ ❧✬➱◆❆❈ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✿

✕ ❧❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❛ï♥❡s s✉r ❧❡ ❧✐tt♦r❛❧
❛q✉✐t❛✐♥ ❀

✕ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ r❡❧❡✈és ❞❡ ✈é❣ét❛t✐♦♥ ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛✐❡ ❞✉
▼♦♥t✲❙❛✐♥t✲▼✐❝❤❡❧ ❀
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✕ ❧❡ r❡❝❡♥s❡♠❡♥t ❡t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ s❛✉♠♦♥s ❞❛♥s ❧❡s r✐✈✐èr❡s✱ ❧❡s ♣♦✐ss♦♥s
ét❛♥t éq✉✐♣és ❞✬é♠❡tt❡✉rs r❛❞✐♦ ❀

✕ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞✉ ▼✐❞✐✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s s♦♥t ❡①trê♠❡✲
♠❡♥t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s ♠❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❡✉ ré♣❛♥❞✉❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s✳

◗✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞r♦♥❡s ❞❡ ❧✬➱◆❆❈ ❡♥
❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉r ❢❛✐s❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✕ ▲✬❡①❛♠❡♥ ❞✬♦✉✈r❛❣❡s ❞✬❛rt ♣♦✉r ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❞é✲
♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❛❢❛✉❞❛❣❡s ❛✉① ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥❝❡✳

✕ ▲❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❝❤✐♠✐q✉❡s ❡♠❜❛rq✉és ❞❡s ③♦♥❡s ✐♠♣❛❝té❡s ♣❛r ❧❛
♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉s✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛✐❞❡r à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❞❡s ♣♦❧❧✉❛♥ts✳

✕ ▲❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ❞❡s ❝✉❧t✉r❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❞♦♠♠❛❣❡s ❝❛✉sés
♣❛r ❞❡s ♥✉✐s✐❜❧❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❞♦s❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❤②t♦s❛♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦✐s✐r ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧♦✐s✐r ❞❡ t②♣❡ ❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡✳ ▼ê♠❡ s✐ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t
s❡♠❜❧❡r ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ✐❝✐✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❉✉
❢❛✐t ❞✬✉♥ ♠❛r❝❤é ✈❛st❡ ❡t ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ♠♦②❡♥s ✜♥❛♥❝✐❡rs ❡t ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳

▲❡s ♣r♦❣rès ré❛❧✐sés s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✭♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s✮ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ✭♠♦t❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s ❜r✉s❤❧❡ss✱ ❜❛tt❡r✐❡s ❧✐t❤✐✉♠✲
♣♦❧②♠èr❡✱ ♠✐❝r♦ré❛❝t❡✉rs✮ ♣♦✉r ❧✬❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡ ❞❡ ❧♦✐s✐r ♦♥t été r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♠✐s à ♣r♦✜t
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✳

✕ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❞✬❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❢♦rt❡s
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥s ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ✈é✲
❤✐❝✉❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣❧❛♥❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❋✸❇ ♦✉
❋✸❏ ✭❞✉ré❡✴✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ♠✐s❡ ❡♥ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛✉ tr❡✉✐❧✮ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝♦♠♣r♦♠✐s
✜♥❡ss❡✴❧é❣èr❡té✴rés✐st❛♥❝❡✳

✕ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡
♠✐s❡s s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❛♣♣♦rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✴❝♦ût✳
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❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ s♦♥t r❡♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡s ♠❛r❝❤és ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❡t
❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞❡s ✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥ts ❡t ❞✉ ❞②♥❛♠✐s♠❡ ❧✐és à ❧✬❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡ ✿

✕ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦✉r❛♥t
❞❛♥s ❧✬❛ér♦♠♦❞é❧✐s♠❡✳ ■❧s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s à
✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡ ♣❛r ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✉t✐✲
❧✐sés ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✭❜❛rr❡ ❞❡ ❇❡❧❧✮ ♣❛r ✉♥❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ✭❤é❧✐❝♦♣tèr❡s ✢②❜❛r❧❡ss✮✳
■❧s ♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡ ❝♦♥st✐✲
t✉és ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ r♦t♦rs à ♣❛s ✜①❡ ❡t ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ q✉❛❞r✐r♦t♦rs✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡
t♦t❛❧❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ r❡♥❞ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s très ❜♦♥ ♠❛r❝❤é
❡t ❧❡✉r ❝♦♥❢èr❡ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❞✉r❛❜✐❧✐té ✻✳

✕ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ té❧é♠❡s✉r❡ s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❝♦✉r❛♥t s✉r ❧❡s ❛ér♦♠♦❞è❧❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t
✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣✐❧♦t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
t❡❧s q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ■❧s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ss✐ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ♣✐❧♦t❡s ❞❡ ♣❧❛♥❡✉rs ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✈♦❧ t❡❧s q✉❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✐r ♦✉ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳

✶✳✶✳✹ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠✐♥✐✴♠✐❝r♦❞r♦♥❡s

❉❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs s②stè♠❡s ❞❡ ❞r♦♥❡s à ✉s❛❣❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ❛ été ❞❡
❞é♣♦rt❡r ✉♥ ❝♦❝❦♣✐t ❞✬❛✈✐♦♥ ❛✉ s♦❧ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣✐❧♦t❡s ❞✬❛✈✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❈❡tt❡
s♦❧✉t✐♦♥ s✬❛✈èr❡ ❧♦✉r❞❡ ❡t ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ ❝♦❝❦♣✐t
❛✉ s♦❧ ❡st ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❧♦❝❛❧ s♣é❝✐✜q✉❡ éq✉✐♣é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① é❝r❛♥s ❡t
❝♦♥trô❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❝❦♣✐t ❞é♣♦rté ♦❜❧✐❣❡ à ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❧♦t❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣❛r
❞r♦♥❡ ❡♥ ✈♦❧ ✭✉♥ ♣✐❧♦t❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣✐❧♦t❡r ❞❡✉① ❛✈✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✮✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞r♦♥❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣✐❧♦t❡✳ ❙❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ■❧ ❞♦✐t
❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ✈♦❧✱ ✈ér✐✜❡r s❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✱ ♣❧❛♥✐✜❡r s❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ■❧ ❞♦✐t ❡♥s✉✐t❡
♣✐❧♦t❡r ❧❡ ❞r♦♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬♦r✐❡♥t❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡ ❣✉✐❞❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ à
❧✬❛✈✐♦♥ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❡t ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ ❞✉ ❞r♦♥❡✳ ■❧ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❛✈♦✐r à ♦♣ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞r♦♥❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉
♣✐❧♦t❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ér✐❡♥✱ ❛✈❡❝ ❞❡ s✉r❝r♦ît ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✳ ■❧ ❞♦✐t
❞♦♥❝ s✉r✈❡✐❧❧❡r ❡t s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ♣✐❧♦t❡✱ ✐❧
♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ❤♦rs ❞❡ ✈✉❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬❛❧❧é❣❡r s❛ ❝❤❛r❣❡
❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❞é❧é❣❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡t ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❛✉t♦♠❛t✐sés✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ♣❡✉t êtr❡ ré✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛✈✐❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t

✻✳ ❤tt♣ ✿✴✴❛r❞r♦♥❡✳♣❛rr♦t✳❝♦♠✴♣❛rr♦t✲❛r✲❞r♦♥❡✴✉s❛✴ ❛❝❝é❞é❡ ❧❡ ✶✺ ❥✉✐♥ ✷✵✶✶
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❞❛♥s ❧❡s ❛✈✐♦♥s ♠♦❞❡r♥❡s ❧❡s ❝♦❝❦♣✐ts é✈♦❧✉❡♥t✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥
♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉t♦♠❛t✐sé❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳

▲❡s ❣r♦s ❞r♦♥❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦♣érés ♣❛r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❧❡sq✉❡❧s ♥✬♦♥t
♣❛s ❧❡ ❞r♦♥❡ à ✈✉❡✱ ❡t ♣❛r ✉♥ ♣✐❧♦t❡ ❞❡ sé❝✉r✐té q✉✐✱ ❧✉✐✱ ❛ ❧❡ ❞r♦♥❡ à ✈✉❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠
♣♦✉r ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡ ❡t ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st
s♦✉✈❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜✐❡♥ ❝♦♥trô❧é❡s ✭✈❡♥t✱ s♦❧❡✐❧✱
✐♥t❡♠♣ér✐❡s✮ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ❡♥❝♦r❡ s❛ tâ❝❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❡t ❞✉ ♣❡✉
❞❡ r✐sq✉❡s ❣é♥érés ♣❛r ❧❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♣✐❧♦t❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✳

P♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✈✐❧❡s✱ s♦✉✈❡♥t ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❧♦✉❡♥t ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡t ré❝✉♣èr❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ❡st ♣❡✉ ❢réq✉❡♥t q✉❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
❢❛ss❡♥t ✈♦❧❡r ❧❡ ❞r♦♥❡ ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞r♦♥❡✳ ❈❤❛q✉❡
❢❛❜r✐q✉❛♥t ❞❡ ❞r♦♥❡ ❛ s❛ ♣r♦♣r❡ é❝♦❧❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r s❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡
❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❡t s✉r ❞❡s ✈♦❧s ré❡❧s✳

✶✳✶✳✺ ❘é❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐♥✐✴♠✐❝r♦❞r♦♥❡s

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s ♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧✐❡✉ s✉r ❞❡s t❤éâtr❡s ❞❡ ❣✉❡rr❡ ♦ù ❧❛ ré❣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝✐✈✐❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ❖♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r à
❝❡ t✐tr❡ ✉♥ ✐♥❝✐❞❡♥t s✉r✈❡♥✉ s✉r ❧✬❛ér♦♣♦rt ❞❡ ❇❛❣❞❛❞ ❡♥tr❡ ✉♥ ❇♦❡✐♥❣ ❡t ✉♥ ❞r♦♥❡ Pr❡❞❛t♦r
♦ù ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧ ❛ été é✈✐té❡ ❞❡ ❥✉st❡ss❡✳

▲✬❛✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡t ❧❡s rè❣❧❡s q✉✐ ❧❛ ré❣✐ss❡♥t ♦♥t ❞❡s ✐♠♣ér❛t✐❢s ❞❡ sé❝✉r✐té très
é❧❡✈és✳ ▲❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t très ❧♦✉r❞❡s ❡t ❧❛ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡
❞❡ ♠❛tér✐❡❧ ♦✉ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡♥
♣r♦✉✈❛♥t ✉♥❡ ♥♦♥✲❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s
s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ❛ ♣♦sé ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥é❞✐t ❛✉① ♦r❣❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ✿
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❜❛s❡r ❞❡s ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♣r♦❝é✲
❞✉r❡s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ❣r♦ss❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❛♥s ♣✐❧♦t❡✱ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❣r❛♥❞❡✉r✳ P♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s✱ ❞♦♥t ❧✬❛ttr❛❝t✐✈✐té t✐❡♥t
❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❡t à ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
s❡r❛✐❡♥t ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❝✐ ❝✐t❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛s♣❡❝ts ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ♣❛r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s❛♥s ♣✐❧♦t❡✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣✐❧♦t❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ér✐❡♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❛ér✐❡♥♥❡✳ ▲❡s r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés s♦♥t ♣❛rt❛❣é❡s✳ ▲❡
♣✐❧♦t❡ ❛ ♣♦✉r r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞❡ ✈♦✐r ❡t é✈✐t❡r ✭s❡❡ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡s ♣r♦❣rès
❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❛✈✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡r♥❡s ♦♥t é❧❛r❣✐ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ✈♦✐r ❡t é✈✐t❡r



✶✳✷✳ ❈❊▲▲❯▲❊❙ ✶✼

✈❡rs ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❡t é✈✐t❡r ✭❡✳❣✳ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❛♥t✐✲❝♦❧❧✐s✐♦♥✮✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ✈♦✐r ❡t é✈✐t❡r✱ ❞❛♥s ✉♥
❝❛s✱ à ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐❧♦t❡ ❞✬❛✈✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ❛✉ s♦❧ ❡t sé♣❛ré ❞❡ s♦♥
❡♥❣✐♥ ♣❛r ✉♥ ❧✐❡♥ r❛❞✐♦é❧❡❝tr✐q✉❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧✐r ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞r♦♥❡s✳

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢❛❜r✐❝❛♥ts ❛tt❡♥❞❡♥t ❧❡s ✉s❛❣❡rs✱ ❧❡s ✉s❛❣❡rs ❛tt❡♥❞❡♥t ❧❛ ré❣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ré❣❧❡♠❡♥t❡✉rs ❛tt❡♥❞❡♥t ❧❡s ❢❛❜r✐❝❛♥ts✳ P❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❛❝t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t à ❧✬÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞é❜❧♦q✉❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

✶✳✷ ❈❡❧❧✉❧❡s

▲❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ♥✬❛❝❝✉❡✐❧❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡ à s♦♥ ❜♦r❞✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❞❡ s❡ ❧✐❜ér❡r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✿ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢✉sé❡ ❞❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡✱ ❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ❡♥ ✜❧❡t✱ ❡t❝✳ ❈❡❝✐
♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✐♥♥♦✈❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❤②❜r✐❞❡s ❜❛s❝✉❧❛♥t
✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ P❤❛♥t♦♠ ❙❡♥t✐♥❡❧✱ ❝❡❧❧✉❧❡ r♦t❛t✐✈❡ ❀ à ❞r♦✐t❡ ✿ ◗✉❛❞s❤♦t✱ ✈é❤✐❝✉❧❡
❤②❜r✐❞❡ ❜❛s❝✉❧❛♥t✳

✶✳✷✳✶ Pr♦♣✉❧s✐♦♥

❉❡♣✉✐s ❧❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧✬❛✈✐❛t✐♦♥✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❞❡s ❡♥❣✐♥s ✈♦❧❛♥ts ♦♥t t♦✉✲
❥♦✉rs été ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠♦t❡✉rs à ❡①♣❧♦s✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛r❜✉r❛♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦♥st✐t✉❛✐t ❧✬✉♥✐q✉❡
s♦✉r❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡♥s❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r
❧❡ ✈♦❧✱ ❡t ❧❡s ♠♦t❡✉rs à ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❧é❣❡r✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞é❢❛✉ts ❞❡s ♠♦t❡✉rs à ❡①♣❧♦s✐♦♥ s♦♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥✱
❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡t ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s q✉✬✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛ ❧✐♠✐té ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦t❡✉r s✉r ❞❡s très ♣❡t✐ts ✈é❤✐❝✉❧❡s
✈♦❧❛♥ts ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❡t✐ts ♠♦t❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s
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◆✐✲❈❞ ◆✐✲▼❤ ▲✐✲P♦ ▲✐✲❙

❙♣❡❝✐✜❝ ❊♥❡r❣② (Wh/kg) ✹✵ ✽✵ ✶✽✵ ✸✺✵

❊♥❡r❣② ❉❡♥s✐t② (Wh/l) ✶✵✵ ✸✵✵ ✸✵✵ ✸✺✵

❙♣❡❝✐✜❝ P♦✇❡r (W/kg) ✸✵✵ ✾✵✵ ✷✽✵✵ ✻✵✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❜❛tt❡r✐❡s ✭❞✬❛♣rès ❧❡s ❢❛❜r✐❝❛♥ts✮✳

✭♠♦t❡✉rs ❜r✉s❤❧❡ss✮ ❡t ❧❡s ♣r♦❣rès s✉r ❧❡s ❜❛tt❡r✐❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ✭✈♦✐r t❛❜❧❡ ✶✳✷✮
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ♣❧❡✐♥ ❡ss♦r ❞❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s✳ ❏✉sq✉✬❡♥ ✷✵✵✸ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s ♠✐✲
❝r♦❞r♦♥❡s à ♠♦t❡✉r à ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❧♦rs ❞❡s ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥s ❞❡ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ t♦✉t❡s
❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t à ♠♦t❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r à ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❈♦① P❡❡ ❲❡❡✱ ❞✬✉♥❡ ❝②❧✐♥❞ré❡ ❞❡ ✵✳✸
cm3 ❀ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❞r♦♥❡ ❚❆▼✺✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s ♣r♦❣rès s✉r ❧❡s ♠♦t❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s s♦♥t t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s s♦♥t éq✉✐♣é❡s ❛✈❡❝ ❝❡s ♠♦t❡✉rs✳ P♦✉r ♣r❡✉✈❡✱ ❧❡ ❍❡❧✐♦s✱ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥ s❛♥s
♣✐❧♦t❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥✈❡r❣✉r❡ ❞❡ ✻✵ ♠ètr❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✽✮✳

✶✳✸ ❆✈✐♦♥✐q✉❡

▲✬❛✈✐♦♥✐q✉❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛tér✐❡❧ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r✱
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡✱ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r r❡ç♦✐t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ✭✐♥❡rt✐❡❧s✱ ●P❙ ♦✉
❛✉tr❡s✮ ❡t ❛❣✐t s✉r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ■❧ ✐♥t❡r♣rèt❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❍❡❧✐♦s✱ ❱❆❙P à ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥✈❡r❣✉r❡ ❞❡ ✻✵ ♠ètr❡s✳

❝♦♥s✐❣♥❡s ❞❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ❡♥t✐té ❡①t❡r♥❡ ✈✐❛ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❡♠❜❛rq✉és ❞✬✉♥ ♠✐♥✐❞r♦♥❡

✶✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t❡✉rs

❉❛♥s ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥ s❛♥s ♣✐❧♦t❡✱ ❧❡ ♦✉ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❛❢r❛î❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs✳

P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❉❡♣✉✐s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵✱ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥✬❛ ❝❡ssé ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱
✈ér✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ▼♦♦r❡ ❡t ❢♦r♠✉❧é❡ à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡
♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦✲❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ■♥t❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠✐♥✐❞r♦♥❡✱ ❙❂s❡r✈♦s ✭❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✮✱ ❇❂❜❛tt❡r✐❡✱
❘❂❛✈✐♦♥✐q✉❡✱ ▼❂❣r♦✉♣❡ ♠♦t♦✲♣r♦♣✉❧s❡✉r✳

❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♠❜❛rq✉és ❢✉t ❧❡ ❆●❈ ✭❆♣♦❧❧♦ ●✉✐❞❛♥❝❡ ❈♦♠✲

♣✉t❡r✮✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡ ✷ ▼❍③✱ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡ ✻✹❦♦ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❞❡ ✷❦♦ ❞❡
♠é♠♦✐r❡✱ ♣❡s❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✸✺ ❦❣ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ✼✵ ❲✱ ✐❧ ❛✈❛✐t ❡♥
❝❤❛r❣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳

➚ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❞❡ ❧❛ té❧é♣❤♦♥✐❡ ❡t
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s s✉♣❡r❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é❝❡♥♥✐❡ ♣❛ssé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡ ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉
❲❛tt✮✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ✉t✐❧✐sés s✉r ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s s♦✉♠✐s ❛✉① ♠ê♠❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛✈✐❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♦✉ ❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❢❛✐t q✉❡
❝❡s ♣❡t✐ts ✈é❤✐❝✉❧❡s s♦♥t à ♠ê♠❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss❡✉rs
❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❡t ❞✐s♣♦s❡♥t ❛✐♥s✐✱ ♣❛r❛❞♦①❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❡✉rs ❣r❛♥❞s ❢rèr❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❆●❈ ❀ à ❞r♦✐t❡ ✿ ♠♦❞✉❧❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❝❡ss❡✉r ◆✈✐❞✐❛
❚❡❣r❛ ✷✱ ❆❘▼ ❝♦rt❡① ❆✾ ❞♦✉❜❧❡ ❝÷✉r ❝❛❞❡♥❝é à ✶✳✺ ●❤③✳
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❘❛②♦♥♥❡♠❡♥ts é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s

❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s é❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✿ ❧❛ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs✱ é♠❡tt❡✉rs✲ré❝❡♣t❡✉rs✱ ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❛♥t❡♥♥❡s s♦✐❡♥t ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré✲
❞✉✐t ✭✶✳✶✸✮✳ ▲❡s é♠✐ss✐♦♥s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐♥✐♠✐sé❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉❡ ❧❡s
s②stè♠❡s ♥❡ s❡ ♣❡rt✉r❜❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
♠♦❜✐❧❡ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❜♦ît✐❡r s✉r ❜♦ît✐❡r ✭P❛❝❦❛❣❡ ♦♥ P❛❝❦❛❣❡✱ P❖P✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✮ ♦ù
❧❡ ❝✐r❝✉✐t ✐♥té❣ré ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❝❡❧✉✐ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ♣❧❛❝és ❧✬✉♥
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❝réé ♣❛r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✉ ❜✉s ♠é♠♦✐r❡ à ❤❛✉t❡
❢réq✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ P♦P✳

❙②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣s ré❡❧

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜str❛✐r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r
❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣✐❧♦t❡s ❞❡ ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❛✉
♣r✐① ❞✬✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❢♦✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❧✐é❡s
❛✉ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

▲❡s ♥♦②❛✉① t❡♠♣s ré❡❧ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
♣♦✉r ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ très ♣❡t✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ très r❛♣✐❞❡✱ ♦✉
♣♦✉r ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s très ✐♥st❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ é❧❡✈é❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ré❡❧ très ❞✉r❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧✬✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥
s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❛ss✉r❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❡✳❣✳ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s rés❡❛✉①✮ ♦✉
♣✐❧♦t❛♥t ❞❡s ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s s♦♣❤✐st✐q✉és ✭❡✳❣✳ ❝♦✉♣❧❡✉r ❊t❤❡r♥❡t s❛♥s ✜❧✮✱ ❧✬❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❛♥t s❛♥s s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❛ss✉r❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❞✉r❡s ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡
❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣✐❧♦t❛❣❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ P❤♦t♦ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡ ❙❧✐❝❡r ❞❡ ✸✵❝♠ ❞✬❡♥✈❡r❣✉r❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬❡①✐❣✉ïté ❞✉
❝â❜❧❛❣❡✳

✶✳✸✳✷ ❈❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és

▲❡ ✈♦❧ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
✐♥❡rt✐❡❧❧❡✳ ▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ✐♥❡rt✐❡❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s ❡t ❣②r♦♠ètr❡s✱ ét❛✐❡♥t ❞❡s s②s✲
tè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♠❛ss❡s ❡♥ r♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❣②r♦♠ètr❡s✱ ♠❛ss❡s s✉s♣❡♥❞✉❡s ❡t
❛♠♦rt✐❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s✳ ▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ré❝❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧✬❛✈✐❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡♥t
❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣②r♦♠ètr❡s ❧❛s❡r ✭✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡✮✳
▲❡s ♣r♦❣rès ❞❡s s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✱ ♣♦✉ssés ♣❛r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ s❡❝t❡✉rs ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♠♠❡
❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s ✭❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ❛✐r❜❛❣s✱ ❣②r♦♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✮ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs
à très ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût✱ ❢❛✐❜❧❡ ♠❛ss❡ ❡t ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❤②s✐q✉❡ s✉r
❧❡q✉❡❧ r❡♣♦s❡♥t ❝❡s ❣②r♦♠ètr❡s ✈✐❜r❛♥ts ❡st ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❈♦r✐♦❧✐s ❛✉ ♠♦②❡♥
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✈✐❜r❛♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥s❡❝t❡s q✉✐ ♠❡s✉r❡♥t ❧❡s ✈✐✲
t❡ss❡s r♦t❛t✐♦♥❡❧❧❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬♦r❣❛♥❡s ✈✐❜r❛♥ts ❛♣♣❡❧és ❤❛❧tèr❡s✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❡rs✐♦♥s
✉t✐❧✐s❛✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞❛✐t ❢r❛❣✐❧❡s
❡t s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s
❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ♠✐❝r♦✉s✐♥é ✭▼✐❝r♦ ❊❧❡❝tr♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ♦✉ ▼❊▼❙✮ ❡t ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s
❝❡s ❞é❢❛✉ts✳ ▲❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ▼❊▼❙✱ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❢❛❜r✐q✉❛♥ts
■♥✈❡♥s❡♥s❡ ♦✉ ❙❚ ▼✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❛ ✈✉ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts à s♦rt✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❛❧❡s ✐♥❡rt✐❡❧❧❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❈❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ▼❊▼❙
❛✈❡❝ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ✐♠♣r✐♠és ❇♦♦③✱ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ▼❊▼❙ ♣❧❛t❡
❆s♣✐r✐♥

♣❧❛t❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧✬■▼❯ ❆s♣✐r✐♥ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✮✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❣②r♦♠ètr❡s
▼❊▼❙ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❛✐t q✉✬✉♥ ❛①❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛r ❜♦ît✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❛✐t ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ✐♠♣r✐♠és ♣♦✉r ❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ✐♥❡rt✐❡❧❧❡s ❡t ❡♥❣❡♥❞r❛✐t ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳

❈❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ s✉r
❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❛✈✐❛t✐♦♥✱
♠❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ❜♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ r❡✲
♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♠❛❥❡✉r ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❆✐♥s✐ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭❬❘✐♣❦❛ ❡t ❚✐♣❡❦✱ ✷✵✵✼❪✮
t❡❧s q✉❡ ❣②r♦♠ètr❡s✱ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s ❡t ré❝❡♣t❡✉rs ●P❙ ♣♦✉r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t r❡♥❞✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱
❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ✈✐s✐♦♥✳

✶✳✹ P✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐❞r♦♥❡

▲✬❛✈✐❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡
à ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ ❡t ❞❡ s❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ▲❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s ré❛❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡
❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧❡✉r ✭−1.5◦ < θ < 2.5◦ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦s ♣♦rt❡✉r ❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧✐ss❡✮ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞✉ t❡♠♣s✱ ❧✬❛✈✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡
❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣❡t✐ts ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞r♦♥❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s ❡t ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛♠❡♥és à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s ❡①trê♠❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡s
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♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❡✉r ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉
♣♦✐♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡ ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈♦❧ r❡str❡✐♥t s♦♥t
s✉✣s❛♥ts ✿ ❡✳❣✳ ❧❡ ❘❛✈❡♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✮✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥❡✉r ❞♦✉❜❧❡
❞✐è❞r❡✱ ❡①trê♠❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ✭❣é♦♠étr✐❡ ✐ss✉❡ ❞✉ ✈♦❧ ❧✐❜r❡✮✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✈♦❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡t
❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡♠❛♥❞é❡s s♦♥t ❧❛r❣❡s✳ ▲✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ ❞❡❣rés✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t♦✉s ❧❡s ❘❛✈❡♥ s♦♥t ❡ss❛②és ❡t ré❣❧és ❡♥
✈♦❧✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♦♥ér❡✉s❡ ❡t ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✳
P♦✉r ✉♥ ♠✐♥✐ ♦✉ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛✉ss✐
ré❞✉✐t❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡✉rs ♠✐ss✐♦♥s✱ ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♠❡♥és à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❞✬✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡✉r ♠❛ss❡ ❡t ❧❡✉r ✐♥❡rt✐❡✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉♥❡ ❛❣✐❧✐té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡st r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛r✲
❝❤❛♥❞❡✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡s ♦✉ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛✐♥s ✭❣❛✐♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮ ♣❡✉t êtr❡ é✈✐✲
té❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❛tt❡♥❞r❛ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
✢❡①✐❜✐❧✐té ❡t ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳

▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♠✐♥✐❞r♦♥❡
♣❡✉t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✭♣❛s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦ût ❢❛✐❜❧❡✮✱ ❢♦♥t ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts
❝❛♥❞✐❞❛ts ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺ ✕ ▼✐♥✐❞r♦♥❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ❘❛✈❡♥

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s
r❡❝♦♥♥❛îtr❡ q✉❡ ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✐♠♣❛rt✐❡ à ✉♥ ❞r♦♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
❞❡ t♦✉t ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦❤ér❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐r❡ ✈♦❧❡r✱ ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s❡
tr♦✉✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡❣♠❡♥t s♦❧ ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮✳
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✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ s✬❡♥ t✐❡♥t ❛✉① ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✱ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❢❛✐t q✉❡✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ✭♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ très ♣rés❡♥t❡✱ ❢❛✐❜❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ♣♦✐❞s✱ ❢❛✐❜❧❡ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✱ ❡t❝✳✮✱ ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡t ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞❡✈r❛ êtr❡ ré❛❧✐sé ♣r❡sq✉❡ ❛✉
❝❛s ♣❛r ❝❛s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
s✉♣♣♦rt ✭t❡❧ q✉❡ P❛♣❛r❛③③✐✱ ✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✮ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❛st❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥

❧✐♥é❛✐r❡s

❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳
▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝❤✐♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♠❛✐s ♣❛r❢♦✐s ❛✉ss✐ ♥♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦✉rs ❞❡s ❛❝t✐♦♥s à
❧❛ ❇♦✉rs❡✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧ ❞❡s ♠✐♥✐✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥
rés✉❧t❛♥t s♦♥t ♣rés❡♥tés✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢♦rt ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✱ ❧✬❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s s✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✷✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t

▲❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✳ ▲✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡
❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r X ∈ R

n, n ∈ N✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦✉ ❞✬❡♥tré❡s U ∈ R

m,m ∈ N r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r
❧❡ s②stè♠❡✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ Y ∈ R

r, r ∈ N r❡♣rés❡♥t❛♥t ♥♦tr❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ f : R

(n+m+1) → R
n ❡t g : R

(n+m+1) → R
r✱ ❛♣♣❡❧é❡s

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❧❛ss❡s C∞ ✿

Ẋ = f(t,X, U) ✭✷✳✶✳✶✮

Y = g(t,X, U) ✭✷✳✶✳✷✮

✷✼
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▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ ❡✛❡t ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ s✉r ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❯♥ t❡❧ ❡✛❡t ❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦✐s ré❣✐ss❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❧❛
❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

Ẋ = f(t,X, U) ✭✷✳✶✳✸✮

Y = g(t,X) ✭✷✳✶✳✹✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t s♦✉✈❡♥t ✉♥ s❡❝♦♥❞ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡s✱ V ✱ ❛♣♣❡❧é ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡s ❡♥tré❡s ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s✮✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

Ẋ = f(t,X, U, V ) ✭✷✳✶✳✺✮

Y = g(t,X) ✭✷✳✶✳✻✮

▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é✱ r❡❧✐é❡s ❡♥tr❡s ❡❧❧❡s
♣❛r ❞❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❙✐ Φ : Rn → R

n ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ t❡❧ q✉❡ X̃ = Φ(X)✱ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✉t✐❧✐s❛♥t X̃ ❝♦♠♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

˙̃X = Ẋ
d

dt
Φ(X) Y = g(t,Φ−1(X̃)) ✭✷✳✶✳✼✮

˙̃X = f
(

t,Φ−1(X̃), U
) d

dt
Φ
(

Φ−1(X̃)
)

✭✷✳✶✳✽✮

˙̃X = f̃(t, X̃, U) Y = g̃(t, X̃) ✭✷✳✶✳✾✮

❙②stè♠❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t
t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭❚✐♠❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ♦✉ ❚■ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t
❞❡✈✐❡♥t ✿

Ẋ = f(X,U) ✭✷✳✶✳✶✵✮

Y = g(X) ✭✷✳✶✳✶✶✮

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s à ♣r♦✜t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✈❛✲
r✐❛♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♣r❡s ❛✉①
s②stè♠❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞♦♣tés✳
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❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♣❛r❛♠étré❡

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥♥✉❡✱ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ♣❤②s✐q✉❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s
❢♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ♦✉ ❧❡s t♦rs❡✉rs
✐♥❡rt✐❡❧s ❞❡s s♦❧✐❞❡s✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬❛✐r✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❡t❝✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❡✉✈❡♥t s♦✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ♦✉ ♠❡s✉rés✱ ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡❧❛✲
t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬é✈♦❧✉❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ s♦✉✈❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs s❡ ❞é❣r❛❞❛♥t ❛✉ ✜❧ ❞✉
t❡♠♣s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉s✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✉♥ ✈❡❝✲
t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ré❡❧s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s η ♣❡✉t êtr❡ ❛❥♦✉té à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t
q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t

Ẋ = f(η, t,X, U), η ∈ R
k ✭✷✳✶✳✶✷✮

❯♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♣❛r❛♠étré❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✐t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étré❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡
s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ét❛♥t ❝♦♥st✐t✉és
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

f(η, t,X, U) =
k
∑

i=1

ηkfk(t,X, U) ✭✷✳✶✳✶✸✮

❋♦r♠❡ ❛✣♥❡ ❡♥ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❯♥❡ ❢♦r♠❡ très ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✐t❡ ❛✣♥❡ ❡♥ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n×m ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

Ẋ = f(t,X) + h(t,X)U ✭✷✳✶✳✶✹✮

Y = g(t,X) ✭✷✳✶✳✶✺✮

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ Ẋ = f(X,U)✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡♥ ✈✐t❡ss❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡ ❞❡
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❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✿

˙(
X

U

)

=

(

f(X,U)

0

)

+

(

0

1

)

U̇ ✭✷✳✶✳✶✻✮

❙②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

▲❡s s②stè♠❡s ❞✐t ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✣♥❡s ❡♥ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞✬ét❛t✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳

Ẋ = A(t)X +B(t)U ✭✷✳✶✳✶✼✮

Y = C(t)X ✭✷✳✶✳✶✽✮

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A✱ B ❡t C s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ❧✐♥é❛✐r❡

t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭▲✐♥❡❛r ❚✐♠❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ♦✉ ▲❚■ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬ét❛t ❞❡✈✐❡♥t ✿

Ẋ = AX +BU ✭✷✳✶✳✶✾✮

Y = CX ✭✷✳✶✳✷✵✮

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ❡①♣❧♦✐t❡r
s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❡ ❧❡✉r tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t X0 ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t0✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0

X(t) = eA(t−t0)X0 +

∫ t

t0

eA(t−τ)BU(τ)dτ ✭✷✳✶✳✷✶✮

▲❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s à ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❧❡♥t❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t✱ ❧✬ét✉❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦♥st❛♥ts s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❉❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞✬✉♥❡ s♦rt✐❡

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ Y ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ U ❡t Y s♦♥t ❞❡
♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✐t ✏❝❛rré✑✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ✱ g ❡t h s♦♥t
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ C∞✮ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞❡❣rés r❡❧❛t✐❢s ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉
s②stè♠❡✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ▲❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ième ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞ér✐✈❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♠♦✐♥s ✉♥❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛rré ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬ét❛t s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X =







x1
x2
x3






U =

(

u1
u2

)

Y =

(

y1
y2

)

✭✷✳✷✳✶✮

Ẋ = f (X,U) =







−2x2
x1 − x2 + u1 − u2

−x1 + x2 + x2(u1 + u2)






✭✷✳✷✳✷✮

Y = g (X) =

(

x1
x3

)

✭✷✳✷✳✸✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷✳✷✳✷✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

ẏ1 = ẋ1 = −2x2 ✭✷✳✷✳✹✮

ÿ1 = −2ẋ2 = −2 (x1 − 2x2 + u1 − u2) ✭✷✳✷✳✺✮

y1 ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 1✳

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✷✳✷✳✷✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

ẏ2 = ẋ3 = −x1 + x2 + x2(u1 + u2) ✭✷✳✷✳✻✮

y2 ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 0✳

▲❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬❡♥tré❡✲s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✷✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢✳
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✷✳✸ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡❣rés r❡❧❛t✐❢s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ✭q✉✐
❡st ❛✉ss✐ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ♥✬❡st ♣❛s
r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à s❡s s♦rt✐❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡
à ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ ❛✉① s♦rt✐❡s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡❧❧❡s ❡♥ s♦♥t
❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣❡♥❞✉❧❡
✐♥✈❡rsé t❡❧ q✉❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♣❡♥❞✉❧❡ ✐♥✈❡rsé

❞✬♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X =
(

x ẋ θ θ̇
)T

U =
(

F
)

Y =
(

x
)

✭✷✳✸✳✶✮

Ẋ =













ẋ
F+maθ̇2−mg sin(θ) cos(θ)

M+m sin2(θ)

θ̇
−F−maθ̇2 sin θ cos θ+(M+m)g sin θ

a(M+m sin2(θ))













✭✷✳✸✳✷✮

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ z ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ 1✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ét❛♥t ❞❡ 3✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ F ✱ ♥♦✉s ♦❝❝✉❧t♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱
❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣❡♥❞✉❧❡ ❡t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❛ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ t♦♠❜❡r✳
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✷✳✹ P♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥

❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (Xe, U e) ∈ (Rn,Rm) ❛♥♥✉❧❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ✿

f (t,Xe, U e) = 0n ✭✷✳✹✳✶✮

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ s✐ (Xe, U e) ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t q✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t
t0✱ X(t0) = Xe✱ ❛❧♦rs✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t t ≥ t0✱ X(t) = Xe✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✐❧ ② r❡st❡✳

■❧ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥
❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s (Xr(t), U r(t)) ∈ (R → R

n,R → R
m) ✈ér✐✜❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ✿

Ẋr(t) = f (t,Xr(t), U r(t)) ✭✷✳✹✳✷✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡rr❡✉r
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ s✐ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ② r❡st❡ t❛♥t q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ r❡st❡ é❣❛❧❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✷✳✺ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬ét✉❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✳ ❙♦✐t (Xr, U r) ✉♥❡ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t δX = X −Xr ❡t δU = U − U r ❧❡s é❝❛rts ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❝♦♥❞✉✐t à

δẊ =
∂f

∂X
(Xr, U r)δX +

∂f

∂U
(Xr, U r)δU +O(δX2, δU2) ✭✷✳✺✳✶✮

❊♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❙♦✐t ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡♥ ♦r❜✐t❡ ❣é♦st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ éq✉❛t♦r✐❛❧✳ r(t) ❡t θ(t) r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
s❛t❡❧❧✐t❡✲❚❡rr❡ ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ q✉❡ ❢❛✐t ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛①❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳
ur(t) ❡t uθ(t) ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♣♦✉ssé❡s r❛❞✐❛❧❡ ❡t t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳

❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t X =
(

r θ ṙ θ̇
)T

❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r

˙









r

θ

ṙ

θ̇











=











ṙ

θ̇

rθ̇2 − β

r2
+ ur

−2ṙθ̇
r

+ uθ
r











✭✷✳✺✳✷✮

♦ù β ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t
04✱ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✿

Xr(t) =











r0
ωt

0

ω











, Ur(t) =

(

0

0

)

❛✈❡❝ ω =

√

β

r30
✭✷✳✺✳✸✮

✈ér✐✜❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t δX = X − Xr✱ δU = U ✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

δẊ =











0 0 1 0

0 0 0 1

3ω2 0 0 2r0ω

0 0 −2 ω
r0

0





















δr

δθ

δṙ

δθ̇











+











0 0

0 0

1 0

0 1
r0











(

δur
δuθ

)

✭✷✳✺✳✹✮

q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s é❝❛rts à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳



✷✳✻✳ ❙❚❆❇■▲■❚➱ ✸✺

✷✳✻ ❙t❛❜✐❧✐té

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡
❞✉ s②stè♠❡ à s✬é❧♦✐❣♥❡r ♦✉ à s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✭♦✉ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✮ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡♥ ❡st é❝❛rté✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐t ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ✐✳❡✳ ❧❡s
s②stè♠❡s s❛♥s ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡t
❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡✲ré❛❝t✐♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐t ❛✉t♦♥♦♠❡✳ P♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥tré❡s ❜♦r♥é❡s ✲ s♦rt✐❡s

❜♦r♥é❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ✿

✕ ✐♥st❛❜❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✐✱ é❝❛rté ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✐❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ s♦♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❀

✕ st❛❜❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✐✱ é❝❛rté ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✐❧ s✬❛rrêt❡ à ♣r♦①✐✲
♠✐té ❀

✕ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✐✱ é❝❛rté ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱
✐❧ t❡♥❞ à ② r❡✈❡♥✐r ❡t à s✬② ❛rrêt❡r✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❧❧❡ r♦✉❧❛♥t ❛✈❡❝ ❢r♦tt❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t Ẋ = f(X)✳ ❯♥

♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe ❡st ❞✐t st❛❜❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀ǫ ≥ 0✱ ✐❧

❡①✐st❡ VXe(ǫ)✱ ✉♥ ♦✉✈❡rt ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ Xe t❡❧ q✉❡ ✿

X(t0) ∈ VXe(ǫ) ⇒ |X(t)−Xe| ≤ ǫ, ∀t ≥ 0 ✭✷✳✻✳✶✮
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❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞✐t ✐♥st❛❜❧❡✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s
❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ r❡st❡
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Xe✱ s✐ s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞é❥à s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Xe ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❙t❛❜✐❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe ❡st ❞✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡st st❛❜❧❡ ❡t

s✐ ✿

∃α ≥ 0 : |X(t0)−Xe| ≤ α ⇒ lim
t→∞

X(t) = Xe ✭✷✳✻✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❙t❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳

▲❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡
♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe ❡st st❛❜❧❡ ♠❛✐s q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ♣♦✐♥t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ X(t0) ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
t❡♥❞ ✈❡rs Xe q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
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▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✼✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe ❡st ❞✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡st ❛s②♠♣t♦✲

t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡t s✐ ✿

∃β ≥ 0 : |X(t)−Xe| ≤ e−βt ✭✷✳✻✳✸✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❙t❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ❙✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✈❡rs ✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t

❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ X(t0)✱ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❞✐t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳

❙♦✉✈❡♥t✱ à ❞é❢❛✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ét❛❜❧✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛
s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ t❡❧s
q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ❞é✜♥✐r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥
❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ♦✉ ✐♥✜r♠é❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ♥✉✲
♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
ét❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧♦✉r❞❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❛ été ❛♣♣♦rté❡
❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞ès ✶✽✾✷ ♣❛r ❧❡ s❛✈❛♥t r✉ss❡ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ▼✐❦❤❛❧♦✈✐❝❤ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ▲②❛♣✉✲
♥♦✈ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
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st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♦❜é✐ss❛♥t à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♥✬♦♥t été r❡❝♦♥♥✉s ❡t ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✻✵✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❛ été ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝✐❡♥s ❡t ❧❡s ❝②❜❡r♥ét✐❝✐❡♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ L : Rn → R
+ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ L ❡st ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❀

✕ L(0) = 0, L(X) > 0 ∀X 6= 0 ❀

✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s a : R+ → R
+ ❡t b : R+ → R

+✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♠♦♥♦t♦♥❡s✱

❝r♦✐ss❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ a(0) = b(0) ❡t ∀X ∈ R
na(|X|) ≤ L(X) ≤ b(|X|)

❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ L(X) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥ L(X) = ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛♣♣❡❧é❡s éq✉✐♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✽✮✱ ❞é❧✐♠✐✲
t❛♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ t❡❧s q✉❡ s✐ D1 = {X|V (X) < c1} ❡t
D2 = {X|V (X) < c2}✱ ❛❧♦rs c1 < c2 ⇒ D1 ⊂ D2✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ➱q✉✐♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ L(X) ❞♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s

s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ VXe ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe t❡❧s q✉❡ ✿

✕ L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❀
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✕ Lf ✱ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ U(X) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ Ẋ = f(X)✱ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s❡♠✐✲

❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ VXe

❛❧♦rs Xe ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛❜❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r







ẋ1 = x1 (x
2
1 + x22 − 2)− 4x1x

2
2

ẋ2 = x2 (x
2
1 + x22 − 2) + 4x2x

2
1

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t Xe =

(

0

0

)

❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L(X) = 1
2
(x21 + x22)

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡
❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

Lf = x1ẋ1 (x1, x2) + x2ẋ2 (x1, x2) ✭✷✳✻✳✹✮

Lf =
(

x21 + x22
) (

x21 + x22 − 2
)

✭✷✳✻✳✺✮

Lf ❡st s❡♠✐ ❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ B = {X|x21 + x22 < 2} ✭❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r
❧✬éq✉✐♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ▲✭①✮ ❂ ✶✮✳ Xe ❡st ❞♦♥❝ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡
♦✉✈❡rt❡ B✳

❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡r❛ st❛❜❧❡ ♦✉ ✐♥st❛❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✳ ❯♥ s②stè♠❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡
♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ à s❛✈♦✐r
❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳✶✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞✉ s②stè♠❡✱ q✉✐ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐
❧❡ s②stè♠❡ s❡r❛ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦♥t
❛✉ss✐ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❯♥ t❡❧ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s s♦♥t à ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡st ❞✐t ❍✉r✇✐t③✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❛tér❛❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ✈♦❧❛♥t
❡♥ ❝r♦✐s✐èr❡ ✭❬▼♦r❛✲❈❛♠✐♥♦✱ ✷✵✵✺❪✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

˙









β

r

p

φ











=











−0.056 −1 0 0.04

0.46 −0.115 −0.032 0

−0.995 0.23 −0.465 0

0 0 1 0





















β

r

p

φ











+











0 0.02

0 −0.58

−0.9 0.34

0 0











(

δa
δd

)

✭✷✳✻✳✻✮

♦ù β r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞ér❛♣❛❣❡✱ p ❡t r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❞❡ ❧❛❝❡t✱ φ
❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t δa ❡t δd ❧❡s ❞é✢❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❛✐❧❡r♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦♥t

λs = −0.0012 λr = −0.5629 λrh1 = −0.0359 + 0.7147i λrh2 = −0.0359− 0.7147i

❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t s❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ♥❛t✉r❡❧s ✭♠♦❞❡ s♣✐r❛❧❡✱ ♠♦❞❡ r♦✉❧✐s ♣✉r ❡t ♠♦❞❡ r♦✉❧✐s

❤♦❧❧❛♥❞❛✐s✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡s q✉❛tr❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t à ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡r❛ ❞✬ét✉✲
❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✈♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✷✳✼ ❈♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ❣♦✉✈❡r♥❛❜✐❧✐té

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬❛♠❡♥❡r s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t é♥❡r❣✐❡ ✜♥✐❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡ à ❞✐st❛♥❝❡
✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❈♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t Ẋ = AX + BU ✳ ▲❡

s②stè♠❡ ✭♦✉ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B)✮ ❡st ❞✐t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✐♥st❛♥t t1 > 0 ❡t ❞❡✉①

♣♦✐♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t X0 ❡t X1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

U(t) : [0, t1] → R
m✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡

❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ X(0) = X0 ❧✬❛♠è♥❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t1 à ❧✬ét❛t X(t1) = X1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❑❛❧♠❛♥ ♣♦✉r q✉✬✉♥ s②s✲

tè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s s♦✐t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❜❧♦❝s

Cc =
(

B AB . . . An−1B
)



✷✳✼✳ ❈❖▼▼❆◆❉❆❇■▲■❚➱✱ ●❖❯❱❊❘◆❆❇■▲■❚➱ ✹✶

s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ n ✭❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Cc ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬▲é✈✐♥❡✱ ✷✵✵✹❪✳

▲♦rsq✉✬✉♥ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❛♠❡♥❡r s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ✐❧ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s
êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t Ẋ = AX + BU Y =

CX✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭♦✉ ❧❡ tr✐♣❧❡t (A,B,C)✮ ❡st ❞✐t ❣♦✉✈❡r♥❛❜❧❡ s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✐♥st❛♥t

t1 > 0 ❡t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡ Y 0 ❡t Y 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s U(t) : [0, t1] → R
m✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡

rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ Y (0) = Y 0 ❧✬❛♠è♥❡ à

❧✬✐♥st❛♥t t1 ❡♥ Y (t1) = Y 1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❛✲

r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s s♦✐t ❣♦✉✈❡r♥❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❜❧♦❝s

Cg =
(

CB CAB . . . CAn−1B
)

s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ r ✭❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Cg ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❣♦✉✈❡r♥❛❜✐❧✐té✳

❈♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥✲
❞❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té

❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

❈♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ Ẋ =

f(X,U) ❡t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ (Xr(t), Ur(t))✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s

é❝❛rts à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✹ ♣❛r

δẊ = AδX +BδU, A =
∂f

∂X
(X,U), B =

∂f

∂U
(X,U) ✭✷✳✼✳✶✮

▲❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞✐t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✐ ❧❛ ♣❛✐r❡ (A,B) ❡st ❝♦♠✲

♠❛♥❞❛❜❧❡✳
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❈♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ▲❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ Ẋ = f(X,U) ❡st ❞✐t

❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ (Xe, Ue) s✐ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

ré❡❧ η > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts (X0, X1) s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♣♦✐♥t

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✐✳❡✳ |X0 −Xe| < η ❡t |X1 −Xe| < η✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ U(t) ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉① s✉r [0, ǫ] t❡❧❧❡ q✉❡ |U(t)| < ǫ ∀t ∈ [0, ǫ] ❡t
∫ ǫ

0
f(X(τ), U(τ))dτ = X1

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ❙✐ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t

(Xr, U r)✱ ✐❧ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❡♥ ❝❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ s♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé ♥❡ ❧✬❡st
♣❛s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❤❛r✐♦t é✈♦❧✉❛♥t ♣❛r r♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥s ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❡t ❞♦♥t ❧❡s r♦✉❡s ❛✈❛♥t s♦♥t ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡t ♠♦tr✐❝❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✾✮ ✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t

▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t é✈♦❧✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿

ẋ1 = sin θ1 cos θ2u1 ✭✷✳✼✳✷✮

ẋ2 = − cos θ1 cos θ2u1 ✭✷✳✼✳✸✮

θ̇1 = sin θ2
u1
l

✭✷✳✼✳✹✮

θ̇2 = u2 ✭✷✳✼✳✺✮
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♦ù u1 ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❡t u2 ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ ❞❡s r♦✉❡s ❛✈❛♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞
l = 1✳

❯♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st t❡❧ q✉❡ Xe =
(

0 0 0 0
)T

❡t ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r
❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✬é❝r✐t ✿











δẋ1
δẋ2
δθ̇1
δθ̇2











=











0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0





















δx1
δx2
δθ1
δθ2











+











sin θ1 cos θ2 0

− cos θ1 cos θ2 0

sin θ2 0

0 1











(

δu1
δu2

)

✭✷✳✼✳✻✮

❈❡ ❧✐♥é❛r✐sé ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❛❧♦rs q✉✬à ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡
❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱
✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ▲✐❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛✲
❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✮✳

❆✐♥s✐✱ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡ ✿

Ẋ = f(X) + g(X)U ✭✷✳✼✳✼✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ▲✐❡ ❛ss♦❝✐é à f ❡t g ♣❛r ✿

[f, g] =
∂g

∂X
f − ∂f

∂X
g ✭✷✳✼✳✽✮

♦✉ ❡♥❝♦r❡

[f, g] =
(

❛❞1
f , g
)

✭✷✳✼✳✾✮

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ ❞❡s ❝r♦❝❤❡ts ❞❡ ▲✐❡ ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ✿

(

❛❞2
f , g
)

= [f,
(

❛❞1
f , g
)

] ✭✷✳✼✳✶✵✮
✳✳✳ ✭✷✳✼✳✶✶✮

(

❛❞nf , g
)

= [f,
(

❛❞n−1
f , g

)

] ✭✷✳✼✳✶✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

f(X) = AX ❡t g(X) = B ✭✷✳✼✳✶✸✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té Cc ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

Cc =
(

B
(

❛❞1
f , B

) (

❛❞2
f , B

)

. . .
(

❛❞n−1
f , B

)

)

✭✷✳✼✳✶✹✮
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➱❝r✐✈❛♥t BU =
∑m

i=1Biui ✱ Cc s❡ réé❝r✐t ❛✉ss✐ ✿

Cc =
(

B1 . . . Bn

(

❛❞1
f , B1

)

. . .
(

❛❞1
f , Bn

)

. . .
(

❛❞n−1
f , B1

)

. . .
(

❛❞n−1
f , Bn

)

)

✭✷✳✼✳✶✺✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ très ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡
❛❞❞✐t✐✈❡ ✿

Ẋ = f(X) +
m
∑

i=1

gi(X)ui ✭✷✳✼✳✶✻✮

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❬❙❧♦t✐♥❡ ❡t ▲✐✱ ✶✾✾✶❪ ❛s✲
s♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿

Cc =
(

g1 g2 . . . gn
(

❛❞1
f , g1

)

. . . . . .
(

❛❞n−1
f , g1

)

. . .
(

❛❞n−1
f , gn

)

)

✭✷✳✼✳✶✼✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ x0 ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺ P♦✉r t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ X0 ❞❡ R
⋉✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ C(X) ❡st ❞❡ r❛♥❣ n

q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t X ❞❛♥s V ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛♥✱ ♦♥ ❛ (f(X) = 0) ✿

Cc(X) =











sin θ1 cos θ2 0 sin θ1 sin θ2 sin θ1
− cos θ1 cos θ2 0 − cos θ1 sin θ2 cos θ1

sin θ2 0 − cos θ2 0

0 1 0 0











✭✷✳✼✳✶✽✮

❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st é❣❛❧ à sin 2θ1✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Cc(X) ❡st ❞♦♥❝ ré❣✉❧✐èr❡ s✉r R
4 ❡t ❧❡

s②stè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ▲✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s

s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✷✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲♦♥❣t❡♠♣s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s✬❡st rés✉♠é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉r ❧✐♥é❛r✐sés
❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ♦✉ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡✉r
❝♦♠♠❛♥❞❡✱ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r❢♦✐s ❞é❝❡✈❛♥ts✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s ♣r♦❣rès ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♣ré❞✐r❡ ❧❡✉r
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❛ ❝♦♥séq✉❡♠♠❡♥t ❞é❜♦✉❝❤é s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥
❡st ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛ été très ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✐t❡ ♠♦❞❡r♥❡ ✭❬❑❛❧♠❛♥✱ ✶✾✻✵❪✱
❬❋r✐❡❞❧❛♥❞✱ ✶✾✽✼❪✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r
❞✬ét❛t ✿ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦❞❛❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣ô❧❡s ❡t ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❡t❝✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛✐♥s q✉✐ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ été ❛✉♣❛r❛✈❛♥t é❧❛❜♦ré❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé
❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❥à ❡①trê♠❡♠❡♥t ❧♦✉r❞❡✱ ❡t s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r❛♠étrés ❞❡✈✐❡♥t q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡♣✉✐s ✉♥❡
✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ❞❡ ❧✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❬✐s✐✱ ❪✱ ❬❙✐♥❣❤✱ ✷✵✵✾❪✱ ❬❋❧✐❡ss✱ ✶✾✽✻❪✱
❙✐r❛✱ ▼❛rq✉❡③✱ ❡t❝✳✮ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ t❡rr❡str❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡✳ ❈❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t ❛✉ss✐ s♦✉❧❡✈é❡s ✉♥ ✈✐❢ ✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❆ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡
♣✉✐s ❝✐✈✐❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✭tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣✮ ♣♦✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥
s♦✉❧✐❣♥❛♥t ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣

✹✺
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❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡✳

✸✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❋❡❡❞✲

❜❛❝❦ ▲✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❉②♥❛♠✐❝ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❛ été ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ✭❬❙❤❡♥✱ ✶✾✾✺❪✱ ❬❖str♦✛ ❡t ❇❛❝♦♥✱ ✶✾✾✾❪✱
❬●❤♦s❤ ❡t ❈✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ❬▼✐q✉❡❧✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❆s❡♣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✮✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Z = Z(X)

♦ù Z ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt Ω ∈ R
n ❡t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

u = u(X, v) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ [Z, v] s♦✐t ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ v ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✈❡rs ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞és✐ré❡✳

✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❛rré ✭dim(u) = dim(y)✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡

{

Ẋ = f(X) + g(X)U X ∈ R
n U ∈ R

m

Y = h(X) Y ∈ R
m

✭✸✳✷✳✶✮

♦ù f : Rn → R
n✱ g : Rn → R

n × R
m ❡t h : Rn → R

m s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s
s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❛❞♠❡tt❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t X0 ❞❡s ❞❡❣rés

r❡❧❛t✐❢s
(

r1 . . . rm

)

✳ ❈❡s s♦rt✐❡s ♦❜é✐ss❡♥t à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

yi
(ri+1) = ai(X) + Bi(X)U i ∈ 1 . . .m

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st q✉❡ ❧❡s s♦rt✐❡s r❡❥♦✐❣♥❡♥t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ st❛❜❧❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ét❛♥t ✜①é ♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré
r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ s♦✐t ✿







y1
(r1+1)

✳✳✳
ym

(rm+1)






=







∑1
i=r1

α1iy1
(i) + α10(y1 − y1c
✳✳✳

∑1
i=rm

αmiym
(i) + αm0(ym − ymc






✭✸✳✷✳✷✮

♦ù ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s λrj+1 −∑rj
j=0 αjiλ

j j = 1..m ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s à ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♥é❣❛✲
t✐✈❡✳
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❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B =
(

B1(X) . . . Bm(X)
)T

❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❝♦♥❢èr❡ ❛✉① s♦rt✐❡s ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ♣ré❞é✜♥✐❡s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✿

U = B(X)−1













∑1
i=r1

α1iy1
(i) + α10(y1 − y1c
✳✳✳

∑1
i=rm

αmiym
(i) + αm0(ym − ymc






−







a1(X)
✳✳✳

am(X)












✭✸✳✷✳✸✮

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ à ✉♥ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s♦rt✐❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢❛✐s❛♥t
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❧❛tér❛❧ ❞✬✉♥
✈é❤✐❝✉❧❡ à ❛✐❧❡s ✜①❡s✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ s♦✉✈❡♥t ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ❞ér❛♣❛❣❡ ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭β✮ ❞❡
❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ✭φ✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛✈✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ❞ér❛♣❛❣❡
❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ✈✐r❛❣❡✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡r❛
♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞é❝♦✉♣❧é❡ ✭✐✳❡✳ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s r❛♣✐❞❡✮ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦✐❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐sés✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

✕ ▲❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛♠❡♥és ❡♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✭❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❡♥
✈✐t❡ss❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

✕ ▲❡ s②stè♠❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞♦✐t êtr❡ st❛❜❧❡ s✐♥♦♥ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❡r❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳

✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣rét❡♥❞ ✐♥✈❡rs❡r✱ s✐♥♦♥ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ❛✉r❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à
s✬ét❛❜❧✐r✳

✸✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① r♦t♦rs s♦❧✐❞❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❜r❛s ❡t ❛str❡✐♥t à
s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ♥♦té❡ m✱ s♦♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡
❡♥ t❛♥❣❛❣❡ J ✱ ❧❡s ♣♦✉ssé❡s ❞❡s r♦t♦rs F1✱ F2 ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té l ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

❊♥ ♥♦t❛♥t x, y ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ θ ❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡
❡t ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

mẍ = −sin(θ) (F2 + F1) ✭✸✳✷✳✹✮

mz̈ = cos(θ) (F2 + F1)−mg ✭✸✳✷✳✺✮

Jθ̈ = l (F2 − F1) ✭✸✳✷✳✻✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣❧❛♥ à ♣♦✉ssé❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳

❊♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✐✈❛♥t ✿

ut =
1

m
(F1 + F2) ✭✸✳✷✳✼✮

ud =
l

J
(F2 − F1) ✭✸✳✷✳✽✮

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s❡ réé❝r✐✈❡♥t

ẍ = −sin(θ)ut ✭✸✳✷✳✾✮

z̈ = cos(θ)ut − g ✭✸✳✷✳✶✵✮

θ̈ = ud ✭✸✳✷✳✶✶✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

X =
(

x z θ ẋ ż θ̇
)T

U =
(

ut ud

)T

✭✸✳✷✳✶✷✮

Ẋ = f(X) + g(X)U =





















ẋ

ż

θ̇

0

−g
0





















+





















0 0

0 0

0 0

−sin(θ) 0

cos(θ) 0

0 1





















(

ut
ud

)

✭✸✳✷✳✶✸✮

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

θ̈ = ud ✭✸✳✷✳✶✹✮
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▲❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ θ ❡st 1 ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

ud = −2ξθωθθ̇ − ω2
θ (θ − θc) ✭✸✳✷✳✶✺✮

♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬✐♠♣♦s❡r à θ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ st❛❜❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❧❡ r❛♠❡♥❛♥t ✈❡rs
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ θc✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ✭♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✮ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

ẍ = − sin(θ)ut ✭✸✳✷✳✶✻✮

z̈ = cos(θ)ut − g ✭✸✳✷✳✶✼✮

■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✉♥ ❞❡❣ré
r❡❧❛t✐❢ ❞❡ 1 ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❡st s✉♣♣♦sé❡
❞é❥à st❛❜✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛❞♦♣t❡r ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ st❛❜❧❡ ❡t ❞é❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❣♥❡ Xc =
(

xc zc

)T

(

ẍ

z̈

)

=

(

−2ξxωxẋ− ω2
x (x− xc)

−2ξzωz ż − ω2
z (z − zc)

)

✭✸✳✷✳✶✽✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✸✳✷✳✶✻✮ ❡t ✭✸✳✷✳✶✽✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

ut =

√

ẍ2 + (z̈ + g)2 ✭✸✳✷✳✶✾✮

θc = −❛t❛♥

(

ẍ

z̈ + g

)

✭✸✳✷✳✷✵✮

θc = −❛t❛♥

( −2ξxωxẋ− ω2
x (x− xc)

−2ξzωz ż − ω2
z (z − zc) + g

)

✭✸✳✷✳✷✶✮

♣✉✐s

ud = −2ξθωθθ̇ − ω2
θ

(

θ + ❛t❛♥

( −2ξxωxẋ− ω2
x (x− xc)

−2ξzωz ż − ω2
z (z − zc) + g

))

✭✸✳✷✳✷✷✮

▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✷ ❡t ✸✳✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❛✉ ❱❚❖▲ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ 10 ❞❡❣rés s✉r s♦♥ ❛ss✐❡tt❡ θ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✮ ♣✉✐s ✉♥❡ ❡rr❡✉r
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ♠ètr❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
r❡✈✐❡♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ✷ s❡❝♦♥❞❡s s❛♥s q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs
♥❡ s❡ ♠❡tt❡♥t ❡♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡
❡♥ ✸✳✷✳✶✽✳ ❈❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ 10 ❞❡❣rés ❡♥ ❛ss✐❡tt❡ ❡st ❞é❥à ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❧❡ ❱❚❖▲
♣❧❛♥ ❡st é❝❛rté ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭∆x = 1m✱ ∆z = 1m✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡



✺✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❖▼▼❆◆❉❊ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ◆❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ t②♣❡ ◆▲■ à ✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ 10 ❞❡❣rés ❡♥ θ✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ θ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ◆▲■ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ◆▲■ ♣♦✉r ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

♣r♦♣♦sé ❧❡ ❢❛✐t✱ ❧à ❛✉ss✐✱ r❡✈❡♥✐r à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥ ✷ s❡❝♦♥❞❡s s❛♥s ♣rés❡♥t❡r
❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❞✉ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❙✐✱ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✱ ❧❡ r❡t❛r❞ ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ 0.2 s❡❝♦♥❞❡✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r
✉♥ r❡t❛r❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡✳

▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛✐♥s✐ ré❛❧✐sé❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ C∞✳

✸✳✸ ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣

✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❛ été
❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵ ♣❛r ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞♦♥t P❡t❛r ❱✳ ❑♦❦♦t♦✈✐➣ ❬❑♦❦♦t♦✈✐➣✱ ✶✾✾✷❪✱
❘✳ ▲♦③❛♥♦ ❡t ❇✳ ❇r♦❣❧✐❛t♦ ❬▲♦③❛♥♦ ❡t ❇r♦❣❧✐❛t♦✱ ✶✾✾✷❪✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é✱ ❡❧❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡
❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐s❛♥t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ ✭str✐❝t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢♦r♠✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t s❡ ♠❡t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
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s✉✐✈❛♥t❡ ✿


















































Ẋ = fx(X) + gx(X)z1

ż1 = f1(X, z1) + g1(X, z1)z2
✳✳✳

żi = fi(X, z1, . . . , zi) + gi(X, z1, . . . , zi)zi+1

✳✳✳

żk = fk(X, z1, . . . , zk) + gk(X, z1, . . . , zk)u

♦ù

✕ X ∈ R
n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❀

✕ z1, . . . , zk s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❀

✕ u ❡st ❧✬❡♥tré❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❀

✕ fx, f1, . . . , fk s✬❛♥♥✉❧❡♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❀

✕ g1, . . . , gk s♦♥t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥térêt

❡st ❞✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ str✐❝t ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
ux st❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❡ s♦✉s s②stè♠❡ Ẋ = fx(X) + gx(X)ux ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Vx
♣r♦✉✈❛♥t ❝❡tt❡ st❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
st❛❜✐❧✐s❛♥t z1✱ ♣✉✐s z2✱ ❥✉sq✉✬à zk✱ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u st❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t s✉✐✈❛♥t❡

Ẋ1 = X2 ✭✸✳✸✳✶✮

Ẋ2 = g(X2, U) ✭✸✳✸✳✷✮

♦ù X1 ❡t X2 ❝♦♥s✐t✉❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ U ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t g ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r U ✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r X1 ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r X1c✳ X2

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ X1 ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡X2 ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é❡ ♣❛r U ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡X2 = G(X1, X1c)

st❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ X1 ❛✉t♦✉r ❞❡ X1c ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V1(X1 −X1c)

♣r♦✉✈❛♥t ❝❡tt❡ st❛❜✐❧✐té✱ ✐✳❡✳

V̇1(X1 −X1c) =
∂V1
∂X1

T

G(X1, X1c) ≤ −W (X1 −X1c) ✭✸✳✸✳✸✮

♦ù W (X1 −X1c) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥

G(X1, X1c) = −Λ (X1 −X1c) ✭✸✳✸✳✹✮
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♦ù Λ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s

V1(X1 −X1c) = W (X1 −X1c) =
1

2
(X1 −X1c)

T (X1 −X1c) ✭✸✳✸✳✺✮

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡

Ẋ1 = G(X1, X1c) + z ❡t ż = w ✭✸✳✸✳✻✮

♦ù

z = X2 −G(X1, X1c) ✭✸✳✸✳✼✮

❡t

w = g(X2, U)−
∂G

∂X1

X2 ✭✸✳✸✳✽✮

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st

V (X1 −X1c, z) = V1(X1 −X1c) +
1

2
zT z ✭✸✳✸✳✾✮

▲❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ V s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

V̇ (X1 −X1c, z) =
∂V1
∂X1

T

(G(X1, X1c) + z) + zTw ✭✸✳✸✳✶✵✮

■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs

V̇ (X1 −X1c, z) ≤ −W (X1 −X1c) +
∂V1
∂X1

T

z + zTw ✭✸✳✸✳✶✶✮

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t w t❡❧ q✉❡

w = − ∂V1
∂X1

− Ωz ✭✸✳✸✳✶✷✮

♦ù Ω ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st
❞é♠♦♥tré❡ ❝❛r

V̇ (X1 −X1c, z) ≤ −W (X1 −X1c)− zTΩz ✭✸✳✸✳✶✸✮

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r

U = −g−1(X2)

(

∂V1
∂X1

+ Ω (X2 −G(X1, X1c))

)

✭✸✳✸✳✶✹✮
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✸✳✸✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ tr❛✐té ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t ✿

X =
(

x z θ ẋ ż θ̇
)T

U =
(

ut ud

)T

✭✸✳✸✳✶✺✮

Ẋ = f(X,U) =





















ẋ

ż

θ̇

−sin(θ)ut
cos(θ)ut − g

ud





















✭✸✳✸✳✶✻✮

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✐❝✐ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ❧✬✉♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐❡tt❡✱ ❧✬❛✉tr❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥✳

◆♦t♦♥s θ̃ = θ − θc ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧✬❛ss✐❡tt❡ ❡t ✉♥❡ ❛ss✐❡tt❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ θc✳ ❆❞♦♣t❛♥t ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ θ̇v t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

θ̇v = θ̇c + α1θ̃ ❛✈❡❝ α1 > 0 ✭✸✳✸✳✶✼✮

♦♥ ❛ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ v1 = 1
2
θ̃2 ✿

v̇1 = θ̃
(

θ̇ − θ̇c

)

= −α1.θ̃
2 ✭✸✳✸✳✶✽✮

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ˜̇θ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

˜̇θ = θ̇ − θ̇v = θ̇ − θ̇c − α1.θ̃ ✭✸✳✸✳✶✾✮

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ v2 = 1
2

(

θ̃2 + ˜̇θ2
)

s✬é❝r✐t ✿

v̇2 = θ̃ ˙̃θ + ˜̇θ
(

θ̈ − θ̈c − α1

(

θ̇ − θ̇c

))

✭✸✳✸✳✷✵✮

♦ù θ̈ = ud

❆❞♦♣t❛♥t ♣♦✉r ud ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

ud = −θ̃ + α1θ̇ − α2
˜̇θ ✭✸✳✸✳✷✶✮

♦♥ ❛ ✿

v̇2 = −α2
˜̇θ2 − ˜̇θθ̈c − θ̃θ̇c ✭✸✳✸✳✷✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣
à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ 10 ❞❡❣rés ❡♥ θ✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ θ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡✳

❈♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ θc ✈❛r✐❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿

v̇2 = −α2
˜̇θ2 ✭✸✳✸✳✷✸✮

❡t ❧✬❛ss✐❡tt❡ s❡ st❛❜✐❧✐s❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r θc✳

■♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❡♥tré❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ux t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ux =
1

ut

(

x̃− αẋ
(

˙̃x+ αxx̃
))

✭✸✳✸✳✷✹✮

❛✈❡❝ x̃ = x− xc✱ αẋ > 0 ❡t αx > 0✳ ❖♥ ♣r❡♥❞r❛ θd = −asin(ux)
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛❞♦♣t❛♥t ♣♦✉r ut ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

ut =
1

cos(θ)

(

z̃ + g − αż
(

˙̃z + αz z̃
))

✭✸✳✸✳✷✺✮

❛✈❡❝ z̃ = z − zc✱ αż > 0 ❡t αz > 0

❆✐♥s✐✱ z ❡t x ♦❜é✐r♦♥t à ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s st❛❜❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡r♦♥t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs zc ❡t xc✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈✱ ✐❧ s✉✣r❛ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛❞éq✉❛t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♣♦✐♥t z = zc, x = xc✳



✺✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❖▼▼❆◆❉❊ ❉❊❙ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ◆❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❇❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ ♣♦✉r
✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✳✹ P❧❛t✐t✉❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

✸✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ♠♦✐♥s ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté q✉❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛✈✐♦♥ ❞♦✐t s✬✐♥❝❧✐♥❡r ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st t❡❧ q✉❡ s❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞✬ét❛t ❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦rt✐❡ ❡t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡s ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s♦rt✐❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧❛t ❡t ❧❛ s♦rt✐❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ S ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t

Ẋ = f(X,U) X ∈ R
n U ∈ R

m ✭✸✳✹✳✶✮

S ❡st ❞✐t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧❛t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦rt✐❡ Y = g(X,U) ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ m✱ ❛♣♣❡❧é❡ s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡✱ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs r ❡t s ❡t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Ψ : X×(Rn)s+1 →
R
m✱ ❞❡ r❛♥❣ m ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✱ ❡t (φ0, φ1) : R

(m+2)r → R
n × R

m✱ ❞❡ r❛♥❣

n +m ❞❛♥s ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✱ t❡❧ q✉❡ Y = ψ(X,U, . . . , U (s)) X = φ0(Y , . . . , Y
(r)) ❡t

U = φ1(Y , . . . , Y
(r+1))✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ φ̇0 = f(φ0, φ1) ét❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s r❡ss♦rts✳

▲❡ s②stè♠❡ S ❡st ❞✐t ▲✐❡✲❇ä❝❦❧✉♥❞ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ tr✐✈✐❛❧ s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù v ❡st ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡♥tré❡ ✿

Y (r+1) = v ✭✸✳✹✳✷✮

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡ ❡t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t → (X(t), U(t)) ❞✉ s②stè♠❡ (S) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
t → (Y (t), . . . , Y (r+1)(t)) ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳

■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦rt✐❡s ♣❧❛t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬▲é✈✐♥❡✱ ✷✵✵✹❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ (y1, y2)
❡st ✉♥❡ s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❞❡✉① ❡♥tré❡s✱ ❛❧♦rs (z1, z2) = (y1 + yk2 , y2) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡
s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦rt✐❡s ♣❧❛t❡s ♣♦✉rr♦♥t ❛✈♦✐r ✉♥ s❡♥s
♣❤②s✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ ❛✉① s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡s ✉♥❡ ❝❡r✲
t❛✐♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦rt✐❡s ♣❧❛t❡s ♣♦✉rr♦♥t ♥✬❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳

✸✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ s②stè♠❡ ♠❛ss❡s✲r❡ss♦rts

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ ✭❬▲é✈✐♥❡✱ ✷✵✵✾❪
♣❛❣❡ ✶✸✸✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ♠❛ss❡s ❝♦♥♥❡❝té❡s ♣❛r ❞❡✉① r❡ss♦rts
❡t ❛str❡✐♥t❡s à s❡ ❞é♣❧❛❝❡r s✉r ✉♥ ❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t❡❧ q✉❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ◆♦t♦♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x1 ❡t x2 ❧❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡s ♠❛ss❡ m1 ❡t m2✱ k1 ❡t k2 ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ r❛✐❞❡✉r ❞❡s r❡ss♦rts ❡t γ1(ẋ1) ❡t γ2(ẋ2) ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✢✉✐❞❡s s✬❡①❡rç❛♥t s✉r
❧❡s ♠❛ss❡s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉♣♣♦sé❡s ❞❡✉① ❢♦✐s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✳
❯♥❡ ❢♦r❝❡ u✱ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡st ❡①❡r❝é❡ s✉r ❧❛ ♠❛ss❡ m2✳
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▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿

m1ẍ1 = −k1x1 + k2 (x2 − x1)− γ1(x
(1)
1 ) ✭✸✳✹✳✸✮

m2ẍ2 = −k2 (x2 − x1)− γ2(x
(1)
2 ) + u ✭✸✳✹✳✹✮

❊♥ réé❝r✐✈❛♥t ✭✸✳✹✳✸✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

x
(0)
2 =

m1

k2
x
(2)
1 +

k1 + k2
k2

x
(0)
1 +

1

k2
γ1(x

(1)
1 ) ✭✸✳✹✳✺✮

♣✉✐s ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

x
(1)
2 =

m1

k2
x
(3)
1 +

k1 + k2
k2

x
(1)
1 +

x
(2)
1

k2
γ̇1(x

(1)
1 ) ✭✸✳✹✳✻✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

x
(2)
2 =

m1

k2
x
(4)
1 +

k1 + k2
k2

x
(2)
1 +

1

k2

(

x
(3)
1 γ̇1(x

(1)
1 ) + x

(2)
1 γ̈1(x

(1)
1 )
)

✭✸✳✹✳✼✮

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t x(0)2 ✱ x(1)2 ❡t x(2)2 ❞❛♥s ✭✸✳✹✳✹✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

u =
m1m2

k2
x
(4)
1 +

(

m2.k1
k2

+m2 +m1

)

x
(2)
1 + k1x1 + γ1(x

(1)
1 )

+
m2

k2

(

γ̈1(x
(1)
1 )x

(2)
1

2
+ γ̇1(x

(1)
1 )x

(3)
1

)

+ γ2

(

m1

k2
x
(3)
1 +

1

k2

(

(k1 + k2) x
(1)
1 + γ̇1(x

(1)
1 )x

(2)
1

)

)

✭✸✳✹✳✽✮

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ♣❧❛t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦rt✐❡ x1✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❡①♣r✐♠é s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t

(

x1 x2 ẋ1 ẋ2

)

❡t s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✭u✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ x1✳

✸✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷ s✉r
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ◆▲■✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ s❡r❛ tr❛✐té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s♦rt✐❡
Y =

(

x z
)T

✭✸✳✹✳✾✮

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ✭✸✳✷✳✾✮ ♣❛r ✭✸✳✷✳✶✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

θ = −arctan
(

x(2)

z(2) + g

)

✭✸✳✹✳✶✵✮
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❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✸✳✹✳✶✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

θ̇ = −
(

z(2) + g
)

x(3) − x(2)z(3)

(z(2) + g)
2
+ (x(2))

2 ✭✸✳✹✳✶✶✮

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ✸✳✹✳✶✵ ❡t ✸✳✹✳✶✶✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

X =

























x(0)

z(0)

−arctan
(

x(2)

z(2)+g

)

x(1)

z(1)

−(z(2)+g)x(3)−x(2)z(3)

(z(2)+g)
2
+(x(2))

2

























✭✸✳✹✳✶✷✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠é ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t X ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ Y

X = φ0

(

Y (0), Y (1), Y (2), Y (3)
)

✭✸✳✹✳✶✸✮

❉✬❛♣rès ✭✸✳✷✳✼✮✱ ut ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❊♥ é❧❡✈❛♥t ❛✉
❝❛rré ✭✸✳✷✳✾✮ ❡t ✭✸✳✷✳✶✵✮ ♣✉✐s ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉①✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

ut =

√

(x(2))
2
+ (z(2) + g)

2 ✭✸✳✹✳✶✹✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✸✳✹✳✶✶✮ ♣✉✐s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✭✸✳✷✳✶✶✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

ud =

[

x(4)(z(2) + g)− z(4)x(2)
] [

(z(2) + g)2 + (x(2))2
]

−
[

2(z(2) + g)z(3) + 2x(2)x(3)
] [

x(3)(z(2) + g)− z(3)x(2)
]

(

(

z(2) + g
)2

+
(

x(2)
)2
)2

✭✸✳✹✳✶✺✮

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ✸✳✹✳✶✹ ❡t ✸✳✹✳✶✺✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

U =







√

(x(2))
2
+ (z(2) + g)

2

[x(4)(z(2)+g)−z(4)x(2)][(z(2)+g)2+(x(2))2]−[2(z(2)+g)z(3)+2x(2)x(3)][x(3)(z(2)+g)−z(3)x(2)]
(

(z(2)+g)
2
+(x(2))

2
)2






✭✸✳✹✳✶✻✮

U = φ1

(

Y (0), Y (1), Y (2), Y (3), Y (4)
)

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠é ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡
❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ Y ✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛é✲

r❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧❛t ❡t q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ Y =
(

x z
)T

❡st ✉♥❡ s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽
✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ s✉r
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳

✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡ x✳ ➚ ❧✬✐♥st❛♥t t = 0.75 s❡❝♦♥❞❡✱
✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❥❡❝té❡ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ x✳ ❈❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❧❧✉str❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ ❡st à ♠ê♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s✉r s❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♠❛✐s q✉✬❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧❡ st❛❜✐❧✐s❡ ♣❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❧ét♦♥s ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❆❥♦✉t ❞✬✉♥❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ●râ❝❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t Xr ❡t ❞✬✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s✉r ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡
tr❛❞✉✐t ♣❛r

Ẋr = f(Xr, U r) ✭✸✳✹✳✶✼✮

❊♥ ♣♦s❛♥t

δX = X −Xr δU = U − U r ✭✸✳✹✳✶✽✮

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❡ ✭✸✳✷✳✾✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✿

δẊ = AδX +BδU ✭✸✳✹✳✶✾✮
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❛✈❡❝

A =
∂f

∂X
(X,U) =





















0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 − cos(θr)utr 0 0 0

0 0 − sin(θr)utr 0 0 0

0 0 0 0 0 0





















B =
∂f

∂U
(X,U) =





















0 0

0 0

0 0

− sin(θr) 0

cos(θr) 0

0 1





















✭✸✳✹✳✷✵✮
▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ A s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

P (λ) = det(λI − A) = λ6 ✭✸✳✹✳✷✶✮

❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥✬❡st
♣❛s st❛❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

Qc =
(

B AB A2B A3B A4B A5B
)

✭✸✳✹✳✷✷✮

s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝ ❡♥ ♥♦t❛♥t

A =

(

0 I
A1 0

)

B =

(

0

B1

)

✭✸✳✹✳✷✸✮

✐❧ ✈✐❡♥t

B =

(

0

B1

)

AB =

(

B1

0

)

A2B =

(

0

A1B1

)

✭✸✳✹✳✷✹✮

A3B =

(

A1B1

0

)

A4B =

(

0

A2
1B1

)

A5B =

(

A2
1B1

0

)

✭✸✳✹✳✷✺✮

❛✈❡❝

A1B1 =







0 −cθut
0 −sθut
0 0






A2

1B1 =







0 0

0 0

0 0






✭✸✳✹✳✷✻✮

Qc1 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡t✐r❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♥✉❧❧❡s ❞❡ Qc✳

Qc1 =





















0 0 −sθ 0 0 −cθut
0 0 cθ 0 0 −sθut
0 0 0 1 0 0

−sθ 0 0 0 −cθut 0

cθ 0 0 0 −sθut 0

0 1 0 0 0 0





















✭✸✳✹✳✷✼✮
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❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡

det(Qc1) = −u2t ✭✸✳✹✳✷✽✮

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❡st ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❞ès ❧♦rs q✉❡ ut ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t st❛❜✐❧✐s❛♥t ❧❡s
é❝❛rts ❞✉ s②stè♠❡ à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s é❝❛rts ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞♦✐t êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s é❝❛rts ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ✐♠♣♦s❡r à θ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ st❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

δud = −2ωθξθδθ̇ − ω2
θ(δθ − δθc) ✭✸✳✹✳✷✾✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧❡♥t❡s ❞❡ δx ❛♥❞ δz✱ δθ s✉✐t δθc✱ ❧❡s
❧✐❣♥❡s ✹ ❡t ✺ ❞❡ ✭✸✳✹✳✷✵✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à

(

δ̈x

δ̈z

)

= −
(

sin(θr) cos(θr)utr
− cos(θr) sin(θr)utr

)(

δut
δθc

)

✭✸✳✹✳✸✵✮

▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st utr✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞ès ❧♦rs
q✉❡ utr ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡

(

δut
δθc

)

= −
(

sin(θr) − cos(θr)
cos(θr)
utr

sin(θr)
utr

)(

δ̈x

δ̈z

)

✭✸✳✹✳✸✶✮

❙✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐♠♣♦s❡r à δx ❛♥❞ δz ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ st❛❜❧❡✱
❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ωx, ωz ❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥ts ξx, ξz✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t

(

δut
δθc

)

= −
(

sθ −cθ
cθ

utref

sθ
utref

)(

−ω2
x 0 −2ξxωx 0

0 −ω2
z 0 −2ξzωz

)











δx

δz
˙δx

δ̇z











✭✸✳✹✳✸✷✮

(

δut
δθc

)

=

(

ω2
xsθ −ω2

zcθ 2ξxωxsθ −2ξzωzcθ
ω2
xcθ

utref

ω2
zsθ

utref

2ξxωxcθ
utref

2ξzωzsθ
utref

)











δx

δz
˙δx

δ̇z











✭✸✳✹✳✸✸✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ ❡t r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ♣♦✉r
✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❊♥ r❡♣❧❛ç❛♥t δθc ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✹✳✷✾✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡

(

δut
δud

)

=

(

ω2
xsθr −ω2

zcθr 0 2ξxωxsθr −2ξzωzcθr 0
ω2
θ

b

ω2
xcθ

autref

ω2
θ

b

ω2
zsθ

autref
−ω2

θ

b

ω2
θ

b

2ξxωxcθ
autref

ω2
θ

b

2ξzωzsθ
autref

−2ξθωθ
b

)





















δx

δz

δθ
˙δx

δ̇z

δ̇θ





















✭✸✳✹✳✸✹✮

❆✐♥s✐✱ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ ✭❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✮ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✸✳✹✳✶✹✱ ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ❝♦r✲
r❡❝t✐♦♥ ✭❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✮ ❞❡ ✸✳✹✳✸✹✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ st❛❜✐❧✐sé à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❧♦rs ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ x✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✽✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st rés♦r❜é❡ ❡♥
✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ s❡ r❡♠❡t à s✉✐✈r❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❘❡♠❛r✲
q✉♦♥s q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♥❡
♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳
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✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s❛♥s êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢✱ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡st✐♥é❡s ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉♣♣♦s❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ s❡ ♣rêt❡ à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✲
✈❡rs✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣rés❡♥tés ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡s ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s ♦ù ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❛❞♦♣té❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦rt✐❡s ❞❡s s②stè♠❡s ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s à ❞❡s s❛t✉r❛t✐♦♥s s♦✉✲
t❡♥✉❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❛ été ✐❝✐ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❛❞♦♣tés ♥❡ ♣rés❡♥t❛✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡✱
❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s❡s ♠✐ss✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐
❡st ❛❜♦r❞é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
à ❝♦♠♠❛♥❞❡r✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡
♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s q✉✬❛✈❡❝
✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐é❡s à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥✲
t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t s♦✉✈❡♥t à ♥é❣❧✐❣❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❞é❣r❛❞❛♥t ❞❡ s✉r❝r♦ît ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❛♥❛❧②s❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s
✈❛r✐❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡
❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t✱ ♦✉ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❝t✐♦♥♥❡✉r ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✉s✉r❡
♠é❝❛♥✐q✉❡✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❆ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❛t❡♥t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵✱ ❧❡s é❝❤❡❝s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
✭❝r❛s❤ ❞✉ ❳✶✺ ❡♥ ✶✾✻✼ ❬❉②❞❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✱ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❧✐♠✐té❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✜r❡♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢✉r❡♥t r❡❧é❣✉é❡s ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡
♠ét❤♦❞❡s q✉✐ à ❧✬é♣♦q✉❡ ét❛✐❡♥t ♣❧✉s ❛✉ ♣♦✐♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡
❣❛✐♥ ✭❣❛✐♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❝❡♥t ❡♥

✻✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡✳

❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❬❙❧♦t✐♥❡ ❡t ▲✐✱ ✶✾✾✶❪✱ ❬❲❛❧❛❝❤ ❡t ❲✐❞r♦✇✱ ✶✾✾✻❪✱ ❬❆str♦♠ ❡t ❲✐tt❡♥♠❛r❦✱ ✶✾✾✹❪✱
❬❑rst✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✮ ❡t s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ♥❡ ❞❛t❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r✲
♥✐èr❡ ❞é❝❛❞❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❛té❣♦✲
r✐❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡①tr❛✐❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ✐♥❞✐r❡❝t❡s

✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ r❡♣♦s❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé
♣❡r♠❡t ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦✐✲
té❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❈❡ tr♦✐s✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✱
♦✛r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐✲
r❡❝t❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❡t ❧❡s ✐❧❧✉str❡r♦♥s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡ à ♣❛s ✜①❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣❛ss❡r♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❞✐✛é✲
r❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡t ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① s❛t✉r❛t✐♦♥s✳

✹✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡s ❡①tr❛✐❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❡r♠❡
✐♥té❣r❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r P■❉ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞✬✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ❞❡

ré❢ér❡♥❝❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝❧❛rté ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
◆♦✉s ❧❛ ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉✐ s✉✐t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭▼❘❆❈✮

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣❛r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✶✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❜❧♦❝s ✿ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♠♠❛♥❞❡r✱ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ s♦✉❤❛✐té❡ ❞✉ s②stè♠❡
❝♦♠♠❛♥❞é✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❥✉st❛❜❧❡s ❡t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠❡♥❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s s✉r ❝❡s q✉❛tr❡ é❧é♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❡st s✉♣♣♦sé ❛✈♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ô❧❡s ❡t ❞❡ ③ér♦s ❡st ❝♦♥♥✉ ♠❛✐s ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥
❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st
❝♦♥♥✉❡ ❡t s❡✉❧s ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠✲
♠❛♥❞é✱ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬♦r❞r❡ ❡t ❞❡ ❞❡❣rés r❡❧❛t✐❢s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❛✈❡❝ s❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r ❡t ❞❡ rés✐st❛♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❧❛
s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ③ér♦ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳



✻✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❈❖▼▼❆◆❉❊ ❆❉❆P❚❆❚■❱❊

✹✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ▼❘❆❈ ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❘❆❈ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❧❡
s✉✐✈❛♥t ✿

z̈ =
1

m
F − g ✭✹✳✷✳✶✮

♦ù z r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ♠❛tér✐❡❧✱ F ❧❛ ♣♦✉ssé❡
♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r s♦♥ r♦t♦r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ g
❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r✱ ❡t m ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✐♠♣❛r❢❛✐✲
t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢❛ss❡ q✉❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ωr ❡t ❞❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ξr ♣✐❧♦té ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ zc

z̈r = −2ξrωrżr − ω2
r(zr − zc) ✭✹✳✷✳✷✮

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳

❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡m ét❛✐t ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡✮ ✿

F (z, ż) = m(z̈r − 2ωcl ˙̃z − ω2
clz̃ + g) ✭✹✳✷✳✸✮

♦ù z̃ = z−zr ♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ωcl ❡t ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✶✳ ❙✐
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ♠❛✐s q✉✬❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ m̂
❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ✭✹✳✷✳✸✮✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs

F (z, ż, m̂) = m̂(z̈r − 2ωcl ˙̃z − ω2
clz̃cl + g) ✭✹✳✷✳✹✮

❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❡ ♠❡t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

m(ṡ+ ωcls) = m̃v ✭✹✳✷✳✺✮

♦ù
s = ˙̃z + ωz̃ ✭✹✳✷✳✻✮

❡st ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❡♥ ✈✐t❡ss❡✱ m̃ = m̂ −m ❡st
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❡t v ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞é✜♥✐ ♣❛r v = z̈r − 2ω ˙̃z − ω2z̃✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✺✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s ❡st ❧✐é❡ à
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ m̃ ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ st❛❜❧❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛ss❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♣❛r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❞❡ t②♣❡ ▼❘❆❈✳

❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡

˙̂m = −γvs ✭✹✳✷✳✼✮

♦ù γ ❡st ✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ m̂✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ➚
❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ✐❧ ♥✬❡st ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♥✉❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✵✳✵✸ ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ γ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥ ✷ s❡❝♦♥❞❡s✳

✹✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ ♦✉ ▼■❆❈ ✭▼♦❞❡❧ ■❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✮✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ♣❛r❛♠étr❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
❝♦♥♥✉❡s✱ ❞♦♥t s❡✉❧❡s ❧❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✿

Y =
∑

i

aifi(X, u) ✭✹✳✸✳✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✳

♦✉ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ A ét❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿

Y = F (X, u)A ✭✹✳✸✳✷✮

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ A✱ Â✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r Ŷ ✱ ❧❛
s♦rt✐❡ ♣ré❞✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿

Ŷ = F (X, u)Â ✭✹✳✸✳✸✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ e1 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

e1 = Ŷ − Y ✭✹✳✸✳✹✮

▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Ã = Â−A

♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

e1 = F (X, u)Â− F (X, u)A

e1 = F (X, u)Ã ✭✹✳✸✳✺✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ F (X, u) ❝♦♥t✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❡✉t s❡r✈✐r à ❡st✐♠❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s A✳

✹✳✸✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ▼■❆❈ ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✬✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ tr❛✐té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

F (m,Xdes, X) = m.(g + z̈des + 2ξω(ż − żdes) + ω2(z − zdes)) ✭✹✳✸✳✻✮

♣❡r♠❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡Xdes =
(

zdes żdes z̈des

)T

❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡
❢❡r♠é❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω ❡t ❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
ξ✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡✳

❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ m✳ ❉✬❛♣rès ✭✹✳✷✳✶✮✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ z̈ ✭♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡✮ ❡t ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

z̈ + g = F
1

m
✭✹✳✸✳✼✮

■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡st✐♠é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳

✹✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✐♥❞✐r❡❝t❡

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡t
✐♥❞✐r❡❝t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❛❞❛♣t❡ ❧❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
✐♥❞✐r❡❝t❡ ❛❞❛♣t❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✜♥
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t s✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✭✜❣✉r❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✹✮✳
❊❧❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t
✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡①t❡r♥❡ ❡st✐♠❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❡st à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ✢❡①✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥✬✐♠♣♦s❡

♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳

♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✭❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✉✐✈✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛✉✈r❡s ✭❞ér✐✈é❡s ❞❡ r❛♥❣ s✉♣ér✐❡✉r
♥✉❧❧❡s✮✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡r ❡t ❝♦♠♣r♦♠❡ttr❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ❝❛s ❡t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
♣♦✉r ❧✬❡♥r✐❝❤✐r✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ✐♠♣♦s❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❣❛r❛♥t✐❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✉✐✈✐❡✳

✹✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣✲

t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❞✐t❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡r✲
r❡✉r ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ✐♥❞✐r❡❝t❡s ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉♥✐✜és✱ ❧❡s ❞❡✉①
s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❞✐t❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s s❡✉❧❡s✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥s ❞✬❛❞❛♣t❛✲
t✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈és✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ t♦✉t ❡♥ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉① ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧✬❤é❧✐✲
❝♦♣tèr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡
❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ s✉r ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛rrêt✲❛rrêt✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡
❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ s✉r ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✳
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˙̂m = −γvs ✭✹✳✺✳✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ré❝✉rs✐❢s à ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

˙̂m = −PWep ✭✹✳✺✳✷✮

❯♥❡ ❧♦✐ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧♦✐s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ à s❛✈♦✐r ✿

˙̂m = −P (vs+Wep) ✭✹✳✺✳✸✮

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ❣❛✐♥ P ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻✳✷✳
❆✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✉✐✈❛♥t❡

♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✿

V =
1

2

(

ms2 + P−1m̃2
)

✭✹✳✺✳✹✮

❙❛ ❞ér✐✈é❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

V̇ = −λms2 − 1

2
W 2m̃2 − 1

2
λP−1m̃2 ✭✹✳✺✳✺✮

q✉✐ r❡st❡ ♥é❣❛t✐✈❡ t❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛rr✐✈é❡ à s♦♥ t❡r♠❡✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✼ ❡t ✹✳✽ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡

❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t
r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ s✉✐✈✐ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

✹✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ y(t) ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ W (u, t) ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❡t a(t) ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r✳ ■❧s s♦♥t t❡❧s q✉❡ ✿

y(t) = W (u, t)a(t) ✭✹✳✻✳✶✮

❙✐✱ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ â(t) ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ♣ré❞✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿

ŷ(t) = W (u, t)â(t) ✭✹✳✻✳✷✮

▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ep(t) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡

ep(t) = ŷ(t)− y(t) ✭✹✳✻✳✸✮



✹✳✻✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼❊❙ ❉✬❆❉❆P❚❆❚■❖◆ ✼✺

▲✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥

ã(t) = â(t)− a(t) ✭✹✳✻✳✹✮

❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ep(t) = W (u, t)ã(t) ✭✹✳✻✳✺✮

✹✳✻✳✶ ❉❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❡❧é ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡
à ❥♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ q✉❛♥✲
t✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥❡❧❧❡ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ s♦✐t ✿

˙̂a = −γ
∂(eTp ep)

∂â
✭✹✳✻✳✻✮

♦ù γ ❡st ❛♣♣❡❧é ❣❛✐♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✭✹✳✻✳✻✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

˙̂a = −2γ
∂(ep)

∂â

T

ep ✭✹✳✻✳✼✮

♣✉✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✻✳✺✮✱ ˙̂a ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥ ✿

˙̂a = −2γW T ep ✭✹✳✻✳✽✮

❙t❛❜✐❧✐té ❡t ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r
✭✹✳✻✳✽✮ ❡t ✭✹✳✻✳✺✮ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡

˙̃a = ˙̂a

˙̃a = −2γW TWã ✭✹✳✻✳✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
V = ãT ã ✭✹✳✻✳✶✵✮

❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ❡t ❡st ♥é❣❛t✐✈❡

V̇ = −4γãTW TWã ≤ 0 ✭✹✳✻✳✶✶✮

♣r♦✉✈❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ❣❛✐♥s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ à ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ❣❛✐♥s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ à ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳

❊✛❡ts ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳✸✳✶ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ à ❞❡s✲
❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡
s✉♣♣♦s✐♦♥s✱ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛✲
❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❧❡✈é❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❢❛✈♦r✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❧❛❝❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✼✮ ✿

z̈ + g + ν = F
1

m
✭✹✳✻✳✶✷✮

ν ét❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ r❡♣rés❡♥t❛♥t s♦✐t ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐ss✉❡
❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✮ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ é❧❡✈é✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ r❡♥❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t
❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡✛❡t ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ❣❛✐♥s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ à ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ❣❛✐♥s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ à ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳

q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❡st✐♠❡r ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡
❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ 0.6 r❛❞✐❛♥s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮
♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❙✐ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦✐t
êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛✈❡❝ s♦✐♥✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ r❡♥❞❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❜r✉✐ts✱ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ❧❡ r❡♥❞❛♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✹✳✻✳✷ ▼♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ré❝✉rs✐❢s

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ❝❛rré ❞❡
❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

J =

∫ t

0

|y(r)−W (r)â(r)|2dr ✭✹✳✻✳✶✸✮
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❊♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t J ♣❛r r❛♣♣♦rt à â✱ ❡t ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

(∫ t

0

W T (r)W (r)dr

)

â(t) =

∫ t

0

W T (r)y(r)dr ✭✹✳✻✳✶✹✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡
∫ t

0
W T (r)W (r)dr ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ â ♠✐♥✐♠✐s❛♥t

❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

â(t) =

(∫ t

0

W T (r)W (r)dr

)−1 ∫ t

0

W T (r)y(r)dr ✭✹✳✻✳✶✺✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✉ ❢✉r ❡t
à ♠❡s✉r❡ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ✐❧ ❡st ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞ès q✉✬✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t

P (t) =

(∫ t

0

W T (r)W (r)dr

)−1

✭✹✳✻✳✶✻✮

❡t ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✳✶✺✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❞♦♥♥é❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡

˙̂a(t) = −P (t)W (t)ep(t) ✭✹✳✻✳✶✼✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P (t) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ✭✹✳✻✳✶✻✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s

d

dt

(

P−1(t)
)

= W T (t)W (t) ✭✹✳✻✳✶✽✮

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té

d

dt

(

P−1P
)

=
d

dt
(P )P−1 + P

d

dt

(

P−1
)

= 0 ✭✹✳✻✳✶✾✮

s♦✐t

Ṗ (t) = −P (t)W T (t)W (t)P (t) ✭✹✳✻✳✷✵✮

❈❤♦✐① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠é❡ ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ â(t0) ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❣❛✐♥ P (t0)✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r â(t0) ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✳✶✻✮ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ P ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❊✛❡ts ❞✉ ❣❛✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ à ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼■❆❈ à ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t ❡t à ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❊✛❡t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳

❋❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ré❝✉rs✐❢s ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t ♣rés❡♥t ❡t ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ✉♥❡
❜♦♥♥❡ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❜r✉✐ts✱ rés✐st❛♥❝❡ s✬❛♠é❧✐♦r❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✹✳✻✳✶✻✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ P ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❞é❝r♦îtr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ à ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐♠✐✲
♥✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ét❛♥t ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞é❝r♦ît ❛✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s✳ P✐r❡ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ré❝❡♥t❡s✱ ✐ss✉❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
ré❝❡♥ts✱ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳

P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐t❡ à ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬â❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

J =

∫ t

0

e−
∫ t

s
λ(r)dr|y(s)−W (s)â(t)|2ds ✭✹✳✻✳✷✶✮

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s r❡st❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ s♦✐t ✿

˙̂a(t) = −P (t)W (t)ep(t) ✭✹✳✻✳✷✷✮

❡t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡✈✐❡♥t

Ṗ (t) = λ(t)P (t)− P (t)W T (t)W (t)P (t) ✭✹✳✻✳✷✸✮

❋❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ à ❣❛✐♥ ❜♦r♥é ❙✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❡st ♣❡t✐t✱ P ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✵ ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❡①❝✐t❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❡st ❣r❛♥❞✱ P
✈❛ ❝r♦îtr❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡①❝✐t❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ r✐sq✉❡ ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ❊✛❡t ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés à ♦✉❜❧✐
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ s♦✉♠✐s à ❞❡s s✐❣♥❛✉①
❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ P ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡
W ✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦rré❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ λ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ P ✱ ❝❡ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λ(t) = λ0

(

1− |P |
Ps

)

✭✹✳✻✳✷✹✮

♦ù λ0 ❡t Ps s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ P ✳

✹✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥

❘é❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ✉♥
r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❛ ♠♦♥tré êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡r
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ t♦✉t ❡♥ r❡❥❡t❛♥t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ✺✵✪
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭♠❛ss❡ ❡t ✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r ✉♥❡
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t
❡♥ x ❡t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r st❛t✐q✉❡ ❡♥ z✳

❆✜♥ ❞❡ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ét❛♥t ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ✈❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ ❡t ❧❡ r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ✺✵✪ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à

√

ẍ2 + (z̈ + g)2 =
1

m
.ut ✭✹✳✼✳✶✮

θ̈ =
l

J
.ud ✭✹✳✼✳✷✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ♣❛r❛♠étr❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ré❝✉rs✐❢s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛✲
t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❙❧♦t✐♥❡ ❡t ▲✐✱ ✶✾✾✶❪✳
❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ✭✹✳✼✳✷✮✱ ❡t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r 1

p+λ
✭✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s✮✱ ♦ù λ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❡t p ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱

✐❧ ✈✐❡♥t
1

p+ λ
pθ̇(p) =

l

J
.

1

p+ λ
ud(p) ✭✹✳✼✳✸✮

◆♦t♦♥s

udf (p) =
1

p+ λ
ud(p) ✭✹✳✼✳✹✮

❡t

θ̇f (p) =
1

p+ λ
θ̇(p) ✭✹✳✼✳✺✮

❧❡s s✐❣♥❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡✲❜❛s à ud ❡t θ̇✳ ✭✹✳✼✳✸✮ s❡ réé❝r✐t✱ ❛♣rès
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❧❛t❡ ❡t ❧❡ r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ❛✈❡❝
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

r❡tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✿

θ̇(t)− λθ̇f (t) =
l

J
.udf (t) ✭✹✳✼✳✻✮

❊♥ ♥♦t❛♥t

y =

(
√

ẍ2 + (z̈ + g)2

θ̇(t)− λθ̇f (t)

)

W =

(

ut 0

0 udf

)

a =

(

1
m
l
J

)

✭✹✳✼✳✼✮

✭✹✳✼✳✶✮ ❡t ✭✹✳✼✳✻✮ s❡ réé❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✿

y = W.a ✭✹✳✼✳✽✮

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r a ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ré❝✉rs✐❢s ♣rés❡♥té❡
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻✳✷✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ✉♥
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛rrêt✲❛rrêt à ❤❛✉t❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❡st✐♠é
❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❝❛rré ré❝✉rs✐❢ à ♦✉❜❧✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ λ = 0.75

❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ s♦♥t ❡♥t❛❝❤é❡s ❞❡ 50% ❞✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
❡st✐♠é❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥ 2 s❡❝♦♥❞❡s ❡t q✉❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s✉✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞és✐ré❡✳
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✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♦♥t ❝♦♥♥✉ ❢❛❝❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té
✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝♦♥❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝✐s✐✈❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❯❆❱✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①✐❣❡♥❝❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❱❚❖▲ ♣❧❛♥✳
❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐r♦t♦r s❡r❛ ♠✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❛♥❛✲
❧②sé❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡
❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡♥❣✐♥ ❛✉① ✉s❛❣❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t ❛✐♥s✐ à s❛ r♦❜✉st❡ss❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t à s❛ ♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞r♦♥❡ à

♣♦✉ssé❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❯♥ ♠✐♥✐✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ér✐❡♥ ❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ✹✵✵ ❣r❛♠♠❡s✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s ❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r à ♣❛s ✜①❡ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉s ❞❛♥s
❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡
s✐♠♣❧✐❝✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❜❛s ❝♦ût ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥
❛✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡✲❣✉✐❞❛❣❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❈❡❝✐ s❡r❛ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✽✺
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ têt❡ ❞❡ r♦t♦r ❞✬❤é❧✐❝♦♣tèr❡ à ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ r♦t♦r
à ♣❛s ✜①❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

✺✳✷ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♥s✐❞éré

▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ét✉❞✐é ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r✐❣✐❞❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝r♦✐① ❛✉① ❡①tré♠✐tés
❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ✜①és q✉❛tr❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t
❞✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ à ♣❛s ✜①❡✳ ▲✬❛✈✐♦♥✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❜❛tt❡r✐❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛
❝r♦✐①✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦✛r❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❝✉r❡r ✉♥❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r
❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ✐♥❡rt✐❡❧s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❡rt✐❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① ❤é❧✐❝♦♣tèr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r♦t♦rs à ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❝♦❧❧❡❝t✐❢ ❡t
❝②❝❧✐q✉❡✮ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r à ♣❛s ✜①❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ s✐♠♣❧✐❝✐té
♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉✐ ❧❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❝♦ût ❡t ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✳

✺✳✷✳✶ ❍✐st♦r✐q✉❡

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ✈é❤✐❝✉❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢✉r❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡s ❛♥✲
♥é❡s ✶✾✷✵ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♣❛r ❊t✐❡♥♥❡ ❖❡♠✐❝❤❡♥✱ ✐♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été P❡✉❣❡♦t
❡t ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s ♣❛r ●❡♦r❣❡ ❞❡ ❇♦t❤❡③❛t ♣♦✉r ❧✬❛r♠é❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ▲❡s ❢❛✐❜❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠♦t♦r✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧✱
q✉✐ r❡♥❞❛✐❡♥t s♦♥ ♣✐❧♦t❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t✱ ✜r❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢✉t ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t
❛❜❛♥❞♦♥♥é❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✐♥✐❛t✉r✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢✉t ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✶✾✾✾ ♣❛r ❧❛ s♦❝✐été ❛♠ér✐✲
❝❛✐♥❡ ❙♣❡❝tr♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❝❛♥❛❞✐❡♥♥❡ ❉r❛❣❛♥✢② s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
❘♦s✇❡❧❧ ❋❧②❡r ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ▲✬❛♣♣❛r❡✐❧ ét❛✐t éq✉✐♣é ❞✬✉♥ st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡
❣②r♦♠ètr❡s ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♠♦t❡✉rs é❧❡❝tr✐q✉❡s
à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥tr❛î♥❛♥t ❧❡s ❤é❧✐❝❡s à tr❛✈❡rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳ ▲❛
♠❛ss❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉é ❞❡ s✉r✲
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s q✉❛❞r✐r♦t♦r ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❖❡♠✐❝❤❡♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣❛r ❞❡
❇♦t❤❡③❛t ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ▲❡ ❘♦s✇❡❧❧ ❋❧②❡r ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡
✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❈❆❖ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

❝r♦ît ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s ❞❡ t②♣❡
❝❛❞♠✐✉♠ ♥✐❝❦❡❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬é♣♦q✉❡ ❝♦♥❢ér❛✐❡♥t ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ r❛♣♣♦rt ♣♦✉ssé❡✲
♣♦✐❞s✱ à ♣❡✐♥❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥✱ ❡t s②♥♦♥②♠❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ ✈♦❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥❡
❛✉t♦♥♦♠✐❡ ré❞✉✐t❡ à q✉❡❧q✉❡s ♠✐♥✉t❡s✳

▲❡s ♣r♦❣rès ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✺ ❞❡s ♠♦t❡✉rs
é❧❡❝tr✐q✉❡s s②♥❝❤r♦♥❡s à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ ✭♠♦t❡✉rs ❜r✉s❤❧❡ss✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ❈❡s ♠♦t❡✉rs✱ ♣♦s✲
sé❞❛♥t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ♣✉✐ss❛♥❝❡✴♠❛ss❡✱ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❡♥❞❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❡r♠✐r❡♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠✐♥✐✲❤é❧✐❝♦♣tèr❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛♣✲
♣❛r✐t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛t❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s ❛✉ ❧✐t❤✐✉♠✲♣♦❧②♠èr❡✱ ♣♦ssé❞❛♥t
✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❧✉s ❞❡ q✉❛tr❡ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛✉ ❝❛❞♠✐✉♠✲♥✐❝❦❡❧✱
❝♦♥❢ér❛ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡♥❣✐♥ ✉♥❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✸✵ ❡t ✻✵ ♠✐♥✉t❡s ❞❡ ✈♦❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ♠♦t❡✉rs à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ à ❜❛❧❛✐s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t s❛♥s
❜❛❧❛✐s ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

✺✳✷✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ét❛♥t éq✉✐♣é ❞❡ r♦t♦rs à ♣❛s ✜①❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❣✐r s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r q✉✬❡♥
♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❤é❧✐❝❡s✳ ▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ q✉❛tr❡ ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs
♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r s✐① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ■❧ ❢❛✐t à ❝❡ t✐tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
s♦✉s✲❛❝t✐♦♥♥és✳ ■❧ ❞♦✐t s✬✐♥❝❧✐♥❡r ♣♦✉r ♦r✐❡♥t❡r ❧❛ ♣♦✉ssé❡ ❞❡s r♦t♦rs q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡
❞é♣❧❛❝❡r✳

▲❡s ❞❡✉① ♣❛✐r❡s ❞❡ r♦t♦rs ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛①❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ t♦✉r♥❡♥t ❡♥ s❡♥s ♦♣♣♦sés✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♠♦t❡✉rs t♦✉r♥❡♥t t♦✉s à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❡s ♣♦✉ssé❡s ❞❡s q✉❛tr❡ r♦t♦rs s♦♥t
é❣❛❧❡s ❡t ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s r♦t♦rs s✬❛♥♥✉❧❡♥t✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛tr❡ r♦t♦rs✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡ s❛♥s
❝ré❡r ❞❡ ♠♦♠❡♥t✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ❛❝❝é❧ér❛♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ r♦t♦rs ♦♣♣♦sés ❡t ❡♥ r❛❧❡♥t✐ss❛♥t ❧✬❛✉tr❡✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ♠♦♠❡♥t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♣♦✉ssé❡ t♦t❛❧❡ ♥✐ ❝ré❡r ❞❡
♠♦♠❡♥t ❞❡ r♦✉❧✐s ♥✐ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛❝❝é❧ér❛♥t ✉♥ r♦t♦r ❡t ❡♥ r❛❧❡♥t✐ss❛♥t ❧❡ r♦t♦r ♦♣♣♦sé✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝ré❡r ✉♥ ♠♦♠❡♥t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ♦✉ ❞❡ r♦✉❧✐s s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♣♦✉ssé❡ t♦t❛❧❡ ♥✐ ❝ré❡r
❞❡ ♠♦♠❡♥t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r♦t♦rs ❞✬✉♥
q✉❛❞r✐r♦t♦rs ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ♣✐❧♦t❡r ❡t ❞❡ ❧❡ ❣✉✐❞❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ▲❛ ✢è❝❤❡ ❣r✐s❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ✈é❤✐✲
❝✉❧❡ ❀ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ✢è❝❤❡s ✈❡rt❡s s②♠❜♦❧✐s❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✺✳✷✳✸ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s à ♣❧✉s ❞❡ q✉❛tr❡ r♦t♦rs

■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❛♥t ♣❧✉s ❞❡ q✉❛tr❡
r♦t♦rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s très ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿

❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ P♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s r♦t♦rs✳ ▼❛✐s ♣❛s ✐♥✜♥✐♠❡♥t ✿ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡
♣❛❧❡s ❞❡✈✐❡♥t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❞❛♥❣❡r❡✉① ❝❛r ❧❡s ❣r♦s
r♦t♦rs ♦♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡t ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞é❣âts ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦t♦rs✳

❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ ✉♥ r♦t♦r ❞é❢❛✐❧❧❡✱ ✉♥
✈é❤✐❝✉❧❡ à q✉❛tr❡ r♦t♦rs ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳ ❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦t♦rs✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✉♥ r♦t♦r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❛✐ss❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❛❝❝♦♠♣❧✐r s❛ ♠✐ss✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✳

❉✐✈❡rs✐té ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❆✈❡❝ q✉❛tr❡ r♦t♦rs✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❝r♦✐① ❡st ♦❜❧✐❣❛✲
t♦✐r❡✳ ❆✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ r♦t♦rs✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉r ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r♦t♦rs✱ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❱é❤✐❝✉❧❡ ❤❡①❛r♦t♦rs ❛s②♠étr✐q✉❡✳

✈é❤✐❝✉❧❡ ✭tr❛♥s♣♦rt ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ ✭❞é❣❛❣❡r ✉♥ ❛①❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣♦✉r
✉♥ ❝❛♣t❡✉r✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡♥ ❍ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✼✮ ❡st à ❝❡ t✐tr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞é❣❛❣❡
✉♥ ❛①❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳

▼é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ ❣r♦s r♦t♦rs q✉❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❡t✐ts r♦t♦rs ✭✐❞❡♠ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❡t ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❞❡ ♠♦t❡✉r✮✳

✺✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦t♦rs

❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦t♦rs ❉✬❛♣rès ❬❲❛s❧❛♥❞❡r✱ ✷✵✵✹❪✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ r♦t♦r ♣❡✉t êtr❡
r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐ s✉✐✈❛♥t❡

ω̇ = −1

τ
ω −KQω

2 +
KV

τ
V ✭✺✳✸✳✶✮

❛✈❡❝
✕ ω ré❣✐♠❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡♥ r❛❞✴s
✕ V t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞✉ ♠♦t❡✉r ❡♥ ✈♦❧ts
✕ τ, KQ, KV ❝♦♥st❛♥t❡s ♣r♦♣r❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦t❡✉r✲❤é❧✐❝❡✲❝♦♥trô❧❡✉r✳

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❝✐♥ét✐q✉❡ ♦ù ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ♠♦♠❡♥t
✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❢r❡✐♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ rés✐st❛♥t ❡t
❧❡ ♠♦♠❡♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣✉❧s❡✉r ❜r✉s❤❧❡ss ❡st très
❢❛✐❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
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❞✉ r♦t♦r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ ♣r♦♣✉❧s❡✉r ✭♠♦t❡✉r ❜r✉s❤❧❡ss ✰ r♦t♦r✮ à
✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♣r♦♣✉❧s❡✉r
❡st ❝❡rt❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ très ❢❛✐❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡♥
é❝❤❡❧♦♥✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ V0 ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♦❜é✐ss❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✳✶✮
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

ω(t) =ω1 +
e−

t

τ ′

1
ω(0)−ω(1)

+KQτ
′

(

1− e
− t

τ
′

) ✭✺✳✸✳✷✮

❛✈❡❝

ω1 =
1

2τKQ

(

√

1 + 4KVKQτV0 − 1
)

✭✺✳✸✳✸✮

❡t

τ
′

=
τ

√

1 + 4KVKQτV0
✭✺✳✸✳✹✮

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ τ ′ ≪ τ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✉ ♣r♦♣✉❧s❡✉r r❡ss❡♠❜❧❡ à ❝❡❧❧❡
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s τ ′✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t✐è♠❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡t ♦♥ ❛
❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ω0 = ω1✳

❆♥❛❧②s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝réés ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦♣✉❧s❡✉r✳
▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✐r ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣❛❧❡s ❞✉ r♦t♦r ❝ré❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡
rés✐st❛♥t✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t θ ❧✬❛♥❣❧❡
q✉❡ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✱ α ❡st ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡t
❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡st φ = θ − α✳

❙✉r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛❧❡ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ∆r✱ ❧❛ ♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ❧❛ tr❛î♥é❡ s✬é❝r✐✈❡♥t

∆L =
1

2
ρV 2cCL∆r ✭✺✳✸✳✺✮

∆D =
1

2
ρV 2cCD∆r ✭✺✳✸✳✻✮

♦ù ρ ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐r✱ c ❧❛ ❝♦r❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡t CL ❡t CD ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧♦❝❛✉① s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ CL = a · α✮✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❝réé❡
♣❛r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬é❝r✐t

∆F = ∆L cosφ−∆D sinφ ✭✺✳✸✳✼✮

▲❛ tr❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ r♦t♦r ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

T =
N

2π

∫ 2π

0

∫ R

0

∆F

∆r
· dr · dψ ✭✺✳✸✳✽✮
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t st❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♠♦t♦♣r♦♣✉❧s❡✉r✳ ❊♥
♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ♠❡s✉r❡s ❀ ❡♥ ❧✐❣♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♠♦❞è❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❘❡♥❞❡♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♠♦t♦♣r♦♣✉❧s❡✉r✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡
✐❞é❛❧❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❞❡ ✶✵✵ ❣r❛♠♠❡s ♣❛r r♦t♦r✱ s♦✐t ✹✵✵ ❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r
♠❡s✉ré✳
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♦ù R ❡st ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡s N ♣❛❧❡s ❞✉ r♦t♦r ❡t ♦✉ ψ ❡st ❧✬❛③✐♠✉t ❞❡s ♣❛❧❡s✱ ♣r✐s ♥✉❧ à ❧✬♦♣♣♦sé
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s σ✱ µ ❡t λ ❞♦♥♥és ♣❛r

σ =
Nc

πR
✭✺✳✸✳✾✮

♦ù c ❡st ❧❛ ❝♦r❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣❛❧❡s

µ =
V

Rω
✭✺✳✸✳✶✵✮

q✉✐ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥

λ =
V sinφ− Vz

ωR
✭✺✳✸✳✶✶✮

♦ù Vz ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ r♦t♦r✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

T =

(

NR3ρac

((

1

6
+

1

4
µ2

)

θ − 1

4
λ

))

ω2 ✭✺✳✸✳✶✷✮

T =KT · ω2 ✭✺✳✸✳✶✸✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ rés✐st❛♥t ✿

Q =

(

NR3ρacσ

(

1

8a

(

1 + µ2
)

Cd + λ

(

1

6
θ − 1

4
λ

)))

· ω2 ✭✺✳✸✳✶✹✮

♦ù CD ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛î♥é❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛❧❡

Q = KQω
2 ✭✺✳✸✳✶✺✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ r♦t♦r ♦♣ér❛♥t ❛✈❡❝ µ = 0.3✳
❊♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♠♦t❡✉rs✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs très ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦t♦r ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣r❡♥❞r❡ µ = 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦✉ à ❢❛✐❜❧❡
✈✐t❡ss❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ λ = 0✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❛♥t ♥❡ t✐❡♥t
♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞✉ s♦❧ ♦✉ ❞❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ♦❜st❛❝❧❡ q✉✐✱ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛✐r ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ r♦t♦r✱ ♠♦❞✐✜❡r❛✐t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝réés✳

✺✳✹ ▼✐ss✐♦♥s ❡t ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

❈♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧❡s ♠✐ss✐♦♥s ❛ttr✐❜✉é❡s ❛✉① ♠✐♥✐✲✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s♦♥t ❞✐✲
✈❡rs❡s ❡t ✈❛r✐é❡s✱ ♠❛✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ r♦t♦r ♦♣ér❛♥t ❛✈❡❝ µ = 0.3✳

❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és✳ ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❧✐és à ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r
❡st q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡
s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛❝❡t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ❛✈✐♦♥ q✉✐ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s❡s s✉r✲
❢❛❝❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ❞❡ s❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❛❜✐❧✐té✳

▲❡s ♠✐ss✐♦♥s à ré❛❧✐s❡r s❡ ❢❡r♦♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ✭✈❡♥t✱ ♣❧✉✐❡✱ ✈✐s✐❜✐❧✐té✮ ❡t ❛✉① ❝❤❛r❣❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ♠✐s✲
s✐♦♥s s♦♥t à ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❘❛r❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s✉♣♣♦s❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ s✉r
❧❡ t❡rr❛✐♥ ✭❞é♣ôt ♦✉ ❡♠♣♦rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ✉t✐❧❡s✮✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡s
♠✐ss✐♦♥s✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ tr❛✐té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡st ❧❡ t②♣❡
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡ ❡st ❝❡♥sé ré❛❧✐s❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ♠✐ss✐♦♥s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛
❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✕ ❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ♠♦♥té❡✴❞❡s❝❡♥t❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s ❞❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡
❡t ❛tt❡rr✐ss❛❣❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛♣ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧
♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s✳

✕ ❯♥ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ✭❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛♣✮ ♦✉ ❢♦❝❛❧✐sé❡ ❡t
❝❡❝✐ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈❡♥t q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳

✕ ❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t ré❛❧✐sé à
✈✐t❡ss❡ ❛ss❡③ é❧❡✈é❡ ♣♦✉r ❞é♣❧❛❝❡r ❧✬❡♥❣✐♥ ❞✬✉♥ ❡♥❞r♦✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ à ✉♥ ❛✉tr❡✳

✕ ❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛♥t ✉♥ r❡♣èr❡ ❛✉ s♦❧ ✭✈♦✐❡ ❢❡rré❡✱ ♦❧é♦✲
❞✉❝✳✳✳✮ ❛✈❡❝ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧✬♦✉✈r❛❣❡✳

✕ ❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s à ❝❛r❛❝tèr❡ ❧♦❝❛❧✱ ré❛❧✐sé à ❜❛ss❡ ✈✐t❡ss❡✳



✺✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✾✺

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✐❝✐ ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥✜♥é ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t✮✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣réét❛❜❧✐❡ ♦✉ ❣é♥éré❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛
♠✐ss✐♦♥ ❀

✕ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ ❝♦♥✜♥é❡ ♠❛✐s ré❛❧✐sé❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥t
♦♥ s✉r✈❡✐❧❧❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❧❡s ♣✐❧❡s ❞✬✉♥ ♣♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s à s✉✐✈r❡ s♦♥t ♣❧❛♥✐✜é❡s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s♦✉♠✐s❡s
❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ s♦✉s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
✭❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s✱ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ♦✉ s♣❤ér✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❛s✮✱ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
✭❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇❡③✐❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✭❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ à ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✈❡rs ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s♦✉❤❛✐té❡✮✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉❡s✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ rés✉❧t❡r❛
❞✬✉♥ s②♥t❤ès❡ ✭✈♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✉ré❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✮ ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥
éq✉✐♣é ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s à s✉✐✈r❡ s♦♥t ❣é♥éré❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦❜st❛❝❧❡s ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❛♥÷✉✈r✐èr❡s ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛
êtr❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛s✱ té❧é♦♣éré❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ♦✉ ré❛❧✐sé❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥
♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳

◗✉❡ ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦✐❡♥t ♣❧❛♥✐✜é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♦✉ ❣é♥éré❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ s❡r♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳ ■❧
❡♥ s❡r❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ q✉❛♥❞ ❝❡✉①✲❝✐
s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬é✈♦❧✉❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✉
♠✐♥✐❞r♦♥❡✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡ s✉❝❝ès ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞é✈♦❧✉❡s ❛✉① ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❞é♣❡♥❞ ♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ✭✶❉✱ ✷❉✱ ✸❉ ♦✉ ✹❉✮✳ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés à s✉r♠♦♥t❡r ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✿

✕ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧s
❛✈❡❝ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❀

✕ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭♠❛ss❡s✱ ✐♥❡rt✐❡s✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✮ ❀
✕ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❡st✐♠❡r ✭✈✐t❡ss❡✲❛✐r ❢❛✐❜❧❡✱ ❡✛❡t ❞❡ s♦❧✮ ❀
✕ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s très ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞✐✈❡rs✐té ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s à s✉✐✈r❡✱ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s très ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s✳✳✳✮✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡s ❞r♦♥❡s ❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❡s

ét✉❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s ❞❡ ❧✬❆✈✐❛t✐♦♥ ❈✐✈✐❧❡ ✈✐s❛♥t
à ❛✉t♦r✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦♥❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ tr❛✜❝ ❛ér✐❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs
❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts ✈✐s❛♥t à ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ s②♥t❤ès❡
❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ♣ré❝✐s✱ r♦❜✉st❡s ❡t ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❡✉ ❡①✐❣❡❛♥t❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✬✉♥

q✉❛❞r✐r♦t♦r

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♠✐s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❛✣♥❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s
❞❡ s❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❡t ❞❡
st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳

✻✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

■❧ s✬❛❣✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❞✐✈❡rs❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✳

✻✳✷✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s ❛❞♦♣té❡s

P♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✉ q✉❛❞r✐r♦✲
t♦r ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✿

✕ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦t♦rs ✿ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦t♦rs ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ♣♦✉ssé❡ ❞❡s r♦t♦rs✱ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦t♦rs ét❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡
❝♦♥s✐❞éré✳

✕ ❆ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s r♦t♦rs ✿ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝réés ♣❛r ❧❡s
r♦t♦rs s♦♥t s✉♣♣♦sés ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❛✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts

✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳

r♦t♦rs✳
✕ ❆ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❛ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡①❡r❝é❡s s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ s♦♥t

s✉♣♣♦sé❡s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳
✕ ❚❡♥s❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ ✿ ▲❡ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❯♥❡ é✈❛❧✉❛✲

t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❈❆❖✱ ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛✉ ♣❡♥❞✉❧❡ ❞❡ t♦rs✐♦♥✱
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉① s♦♥t ❡♥✈✐r♦♥ ❝❡♥t ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
❞✐❛❣♦♥❛✉①✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡r❛ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✿

J =







Jxx 0 0

0 Jyy 0

0 0 Jzz






✭✻✳✷✳✶✮



✻✳✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ❙❨◆❚❍➮❙❊ ❉❊ ▲❆ ▲❖■ ❉❊ ❈❖▼▼❆◆❉❊ ✾✾

✻✳✷✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ s♦❧ ❝♦♥s✐❞éré ✐♥❡rt✐❡❧ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t
DCM ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ r❡♣èr❡ s♦❧ ❡t ❧❡ r❡♣èr❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

m







ẍ

ÿ

z̈






=







0

0

mg






−
(

DCM
)T







0

0

Ff + Fr + Fb + Fl






− Cd







ẋ− wx
ẏ − wy
ż − wz






✭✻✳✷✳✷✮

✭✻✳✷✳✷✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡







ẍ

ÿ

z̈






=







−Cd
m
(ẋ− wx) −Ff+Fr+Fb+Fl

m
DCM(3, 1)

−Cd
m
(ẏ − wy) −Ff+Fr+Fb+Fl

m
DCM(3, 2)

g −Cd
m
(ż − wz) −Ff+Fr+Fb+Fl

m
DCM(3, 3)






✭✻✳✷✳✸✮

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

J







ṗ

q̇

ṙ






= l







Fl − Fr
Ff − Fb

0






+ k







0

0

Ff + Fb − Fl − Fr






−







p

q

r






∧ J







p

q

r






✭✻✳✷✳✹✮

q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥







ṗ

q̇

ṙ






=







−Jzz−Jyy
Jxx

qr + l
Jxx

(Fl − Fr)

−Jxx−Jzz
Jyy

pr + l
Jyy

(Ff − Fb)

−Jyy−Jxx
Jzz

pq + k
Jzz

(Ff + Fb − Fl − Fr)






✭✻✳✷✳✺✮

❱❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❆✉ ✈✉ ❞❡ ✭✻✳✷✳✸✮ ❡t ✭✻✳✷✳✺✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✐✈❛♥t

ut =Ff + Fb + Fl + Fr

up =Fl − Fr

uq =Ff − Fb

ur =Ff + Fb − Fl − Fr ✭✻✳✷✳✻✮
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♦✉ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✿










ut
up
uq
ur











=











1 1 1 1

0 0 −1 1

1 −1 0 0

1 1 −1 −1





















Ff
Fb
Fr
Fl











✭✻✳✷✳✼✮

♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✿










Ff
Fb
Fr
Fl











=
1

4











1 0 2 1

1 0 −2 1

1 −2 0 −1

1 2 0 −1





















ut
up
uq
ur











✭✻✳✷✳✽✮

◆♦t♦♥s
(

δJx δJy δJz

)

=
(

Jzz−Jyy
Jxx

Jxx−Jzz
Jyy

Jyy−Jxx
Jzz

)

✭✻✳✷✳✾✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✺✮ s❡ réé❝r✐t ❛❧♦rs






ṗ

q̇

ṙ






=







−δJxqr + l
Jxx

up

−δJypr + l
Jyy

uq

−δJzpq + k
Jzz

ur






✭✻✳✷✳✶✵✮

❊①t❡♥s✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ q✉❛tr❡ r♦t♦rs

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N r♦t♦rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s Ri, i ∈ [1 : N ]✱
❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s ❡t ❧♦❝❛❧✐sés ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (xi, yi), i ∈ [1 : N ] ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧✐é ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✱
❝❤❛q✉❡ r♦t♦r t♦✉r♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ di, i ∈ [1 : N ], di ∈ [−1; 1] à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ωi, i ∈ [1 : N ]✳
❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✻✳✷✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s s✬é❝r✐t







ẍ

ÿ

z̈






=







−Cd
m
(ẋ− wx) −DCM(3,1)

m

∑N

i=1 Fi
−Cd

m
(ẏ − wy) −DCM(3,2)

m

∑N

i=1 Fi
g −Cd

m
(ż − wz) −DCM(3,3)

m

∑N

i=1 Fi






✭✻✳✷✳✶✶✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts s✬é❝r✐t ✿






ṗ

q̇

ṙ






=







−Jzz−Jyy
Jxx

qr + 1
Jxx

∑N

i=1 −yi.Fi
−Jxx−Jzz

Jyy
pr + 1

Jyy

∑N

i=1 xi.Fi

−Jyy−Jxx
Jzz

pq + k
Jzz

∑N

i=1 di.Fi






✭✻✳✷✳✶✷✮

❆✉ ✈✉ ❞❡ ✭✻✳✷✳✶✶✮ ❡t ✭✻✳✷✳✶✷✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✐✈❛♥t ✿

ut =
N
∑

i=1

Fi up =
N
∑

i=1

−yi.Fi uq =
N
∑

i=1

xi.Fi ur =
N
∑

i=1

di.Fi ✭✻✳✷✳✶✸✮
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♦✉ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✿










ut
up
uq
ur











=











1 . . . 1

−y1 . . . −yN
x1 . . . xN
d1 . . . dN

















F1

✳✳✳
FN






✭✻✳✷✳✶✹✮











ut
up
uq
ur











= P







F1

✳✳✳
FN






✭✻✳✷✳✶✺✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 4×N ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s N r♦t♦rs✳ ❙♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ P s♦✐t ❞❡ r❛♥❣ ✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬✐♥✈❡rs❡s
à ❣❛✉❝❤❡ Q ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳







F1

✳✳✳
FN






= Q











ut
up
uq
ur











✭✻✳✷✳✶✻✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ✐♥✈❡rsé✱ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ à ♣❧✉s ❞❡ q✉❛tr❡ r♦t♦rs s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r

❘❡✈❡♥❛♥t ❛✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r✱ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡DCM ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❣❧❡s
❞✬❊✉❧❡r s❡❧♦♥ ✭❇✳✸✳✸✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✜♥✐ ❡♥
✭✻✳✷✳✻✮✱ ✭✻✳✷✳✸✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡







ẍ

ÿ

z̈






=







−Cd
m
(ẋ− wx) −ut

m
(cφsθcψ + sφsψ)

−Cd
m
(ẏ − wy) −ut

m
(cφsθsψ − sφcψ)

g −Cd
m
(ż − wz) −ut

m
(cφcθ)






✭✻✳✷✳✶✼✮

➚ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s✬❛❥♦✉t❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ✭❇✳✸✳✶✵✮✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t

X =
(

x y z ẋ ẏ ż φ θ ψ p q r
)T

∈ R
12

❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

U =
(

ut up uq ur

)T

∈ R
4
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♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ẋ =

















































ẋ

ẏ

ż

−Cd
m
(ẋ− wx)− ut

m
(cφsθcψ + sφsψ)

−Cd
m
(ẏ − wy)− ut

m
(cφsθsψ − sφcψ)

g − Cd
m
(ż − wz)− ut

m
(cφcθ)

p+ sφtθq + cφtθr

cφq − sφr
sφ
cθ
q +

cφ
cθ
r

−δJxqr + up
l
Jxx

−δJypr + uq
l
Jyy

−δJzpq + ur
k
Jzz

















































✭✻✳✷✳✶✽✮

q✉✐ ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

Ẋ =

















































ẋ

ẏ

ż

−Cd
m
(ẋ− wx)

−Cd
m
(ẏ − wy)

g − Cd
m
(ż − wz)

p+ sφtθq + cφtθr

cφq − sφr
sφ
cθ
q +

cφ
cθ
r

−δJxqr
−δJypr
−δJzpq

















































+

















































0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

− 1
m
(cφsθcψ + sφsψ) 0 0 0

− 1
m
(cφsθsψ − sφcψ) 0 0 0

− 1
m
(cφcθ) 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 l
Jxx

0 0

0 0 l
Jyy

0

0 0 0 k
Jzz



























































ut
up
uq
ur











✭✻✳✷✳✶✾✮

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡

❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ DCM ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥
✉♥✐t❛✐r❡ ✭✈♦✐r ✭❇✳✹✳✸✮✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✜♥✐ ❡♥
✭✻✳✷✳✻✮✱ ✭✻✳✷✳✸✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡







ẍ

ÿ

z̈






=







−Cd
m
(ẋ− wx) −ut

m
2(ηxηz + ηiηy)

−Cd
m
(ẏ − wy) −ut

m
2(ηyηz − ηiηx)

g −Cd
m
(ż − wz) −ut

m
(η2i − η2x − η2y + η2z)






✭✻✳✷✳✷✵✮
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➚ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s✬❛❥♦✉t❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✭❇✳✹✳✼✮✳

❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t X =
(

x y z ẋ ẏ ż ηi ηx ηy ηz p q r
)T

∈

R
13 ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U =

(

ut up uq ur

)T

∈ R
4 ✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❞✬ét❛t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡

Ẋ =





















































ẋ

ẏ

ż

−Cd
m
(ẋ− wx) −ut

m
2(ηxηz + ηiηy)

−Cd
m
(ẏ − wy) −ut

m
2(ηyηz − ηiηx)

g − Cd
m
(ż − wz) −ut

m
(η2i − η2x − η2y + η2z)

1
2
(−pηx − qηy − rηz)
1
2
(pηe + rηy − qηz)

1
2
(qηe − rηx + pηz)

1
2
(rηe + qηx − pηy)

−δJxqr +up
l
Jxx

−δJypr +uq
l
Jyy

−δJzpq +ur
k
Jzz





















































✭✻✳✷✳✷✶✮

❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✱ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❊❧❧❡
♣❡✉t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

Ẋ =





















































ẋ

ẏ

ż

−Cd
m
(ẋ− wx)

−Cd
m
(ẏ − wy)

−Cd
m
(ż − wz)

1
2
(−pηx − qηy − rηz)
1
2
(pηe + rηy − qηz)

1
2
(qηe − rηx + pηz)

1
2
(rηe + qηx − pηy)

−δJxqr
−δJypr
−δJzpq





















































+





















































0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

− 1
m
2(ηxηz + ηiηy) 0 0 0

− 1
m
2(ηyηz − ηiηx) 0 0 0

− 1
m
(η2i − η2x − η2y + η2z) 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 l
Jxx

0 0

0 0 l
Jyy

0

0 0 0 k
Jzz































































ut
up
uq
ur











✭✻✳✷✳✷✷✮
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✻✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡

✻✳✸✳✶ P❧❛t✐t✉❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s♦rt✐❡ Y =
(

x y z ψ
)T

✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ✐❝✐ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s
q✉❛tr❡ s♦rt✐❡s s♦♥t ❞❡s s♦rt✐❡s ♣❧❛t❡s ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s ut✱ up✱ uq✱ ur✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛
❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
♣❧❛t❡✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s q✉❛tr❡ s♦rt✐❡s s♦♥t ♣❧❛t❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡
❝❡s q✉❛tr❡ s♦rt✐❡s✳

❱❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t

▲❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s x, y, z, ψ, ẋ, ẏ, ż, ψ̇ ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❡①♣r✐♠❡r φ, θ, p, q, r✳
▲✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ✭❇✳✸✳✾✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ✈✐✲
t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ s♦✐t ✿







p

q

r






=







1 0 −sθ
0 cφ sφcθ
0 −sφ cφcθ













φ̇

θ̇

ψ̇






✭✻✳✸✳✶✮

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❡①♣r✐♠❡r φ, θ, φ̇, θ̇ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❧❛t❡ ❡t ❞❡
s❡s ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ✹ à ✻ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✭✻✳✷✳✶✽✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
réé❝r✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿







ẍ+ Cd
m
(ẋ− wx)

ÿ + Cd
m
(ẏ − wy)

z̈ + Cd
m
(ż − wz) −g






= −ut

m







cφsθcψ + sφsψ
cφsθsψ − sφcψ

cφcθ






✭✻✳✸✳✷✮

P♦s♦♥s

a =







ax
ay
az






=







ẍ+ Cd
m
(ẋ− wx)

ÿ + Cd
m
(ẏ − wy)

z̈ + Cd
m
(ż − wz) −g






✭✻✳✸✳✸✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ut✱ cφ ❡t cθ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ③ér♦✱ ❡t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡t ❞❡✉①✐è♠❡s ❧✐❣♥❡s
❞❡ ✭✻✳✸✳✷✮ ♣❛r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

ax
az

= tθcψ + tφ
sψ
cθ

✭✻✳✸✳✹✮

ay
az

= tθsψ − tφ
cψ
cθ

✭✻✳✸✳✺✮
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❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✻✳✸✳✹✮ ♣❛r cψ✱ ✭✻✳✸✳✺✮ ♣❛r sψ✱ ♣✉✐s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❞❡✉①✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

tθ =
axcψ + aysψ

az
✭✻✳✸✳✻✮

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✻✳✸✳✹✮ ♣❛r sψ✱ ✭✻✳✸✳✺✮ ♣❛r −cψ✱ ♣✉✐s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❞❡✉①✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

tφ =
axsψ − aycψ

az
cθ ✭✻✳✸✳✼✮

✭✻✳✸✳✻✮ ❡t ✭✻✳✸✳✼✮ s✉❣❣èr❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r b✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ a ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ z ❡t ❞✬❛♥❣❧❡ ψ✳

b =







bx
by
bz






=







cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1













ax
ay
az






✭✻✳✸✳✽✮

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ b s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❝♦♠♠❡

ḃ =







ḃx
ḃy
ḃz






=







cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1













ȧx
ȧy
ȧz






− ψ̇







sψ −cψ 0

cψ sψ 0

0 0 0













ax
ay
az






✭✻✳✸✳✾✮

b̈ =







b̈x
b̈y
b̈z






=







cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1













äx
äy
äz






− 2ψ̇







sψ −cψ 0

cψ sψ 0

0 0 0













ȧx
ȧy
ȧz






✭✻✳✸✳✶✵✮

+







−ψ̈sψ − ψ̇2cψ ψ̈cψ − ψ̇2sψ 0

−ψ̈cψ + ψ̇2sψ −ψ̈sψ − ψ̇2cψ 0

0 0 0













ax
ay
az






✭✻✳✸✳✶✶✮

◆♦t♦♥s c ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ b ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ xz

c =
√

b2x + b2z ✭✻✳✸✳✶✷✮

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡ ❡t s❡❝♦♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ c s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❝♦♠♠❡

ċ =
bxḃx + bz ḃz

c
✭✻✳✸✳✶✸✮

c̈ =
ḃ2x + bxb̈x + ḃ2z + bz b̈z − ċ2

c
✭✻✳✸✳✶✹✮

■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✻✳✸✳✻✮

θ = ❛t❛♥

(

bx
bz

)

✭✻✳✸✳✶✺✮
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❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té
cos (❛t❛♥ (x)) =

1√
1 + x2

✭✻✳✸✳✶✻✮

✐❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✻✳✸✳✶✺✮

cos θ =
|bz|
c

✭✻✳✸✳✶✼✮

✭✻✳✸✳✼✮ s❡ réé❝r✐t

tanφ = −s✐❣♥ (bz)
by
c

✭✻✳✸✳✶✽✮

❞✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t

φ = −s✐❣♥ (bz) ❛t❛♥

(

by
c

)

✭✻✳✸✳✶✾✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✻✳✸✳✶✺✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

θ̇ =
ḃxbz − bxḃz

c2
✭✻✳✸✳✷✵✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✻✳✸✳✶✾✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

φ̇ =
ḃyc− by ċ

|b|2 ✭✻✳✸✳✷✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té
sin (❛t❛♥ (x)) =

x√
1 + x2

✭✻✳✸✳✷✷✮

✐❧ ✈✐❡♥t
sin θ = s✐❣♥ (bz)

bx
c

✭✻✳✸✳✷✸✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✸✳✶✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

p =
ḃyc− by ċ

|b|2 − s✐❣♥ (bz)
bx
c
ψ̇ ✭✻✳✸✳✷✹✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r θ✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡

cosφ =
c

|b| ✭✻✳✸✳✷✺✮

❡t
sinφ =

by
|b| ✭✻✳✸✳✷✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✸✳✶✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

q =
ḃxbz − bxḃz

|b|c +
bybz
|b|c ψ̇ ✭✻✳✸✳✷✼✮

❡t

r = − by
|b|
ḃxbz − bxḃz

c2
+
bz
|b| ψ̇ ✭✻✳✸✳✷✽✮
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▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❡t ❞❡ s♦♥ ❝❛♣ ✿

X = Φ0(x, ẋ, ẍ, y, ẏ, ÿ, z, ż, z̈, ψ, ψ̇, ψ̈)

♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿
















































x

y

z

ẋ

ẏ

ż

φ

θ

ψ

p

q

r

















































=





















































x

y

z

ẋ

ẏ

ż

−s✐❣♥ (bz) ❛t❛♥
(

by
|b|xz

)

❛t❛♥
(

bx
bz

)

ψ

−s✐❣♥ (bz)
|b|xz ḃy− ˙|b|xzby

|b|2
− ψ̇ bx

|b|xz
ḃxbz−bxḃz

|b|
+ bybz

|b||b|xz
ψ̇

− by
|b|xz

ḃxbz−bxḃz
|b|

+ bz
|b|
ψ̇





















































✭✻✳✸✳✷✾✮

❱❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✷✮ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡






ẍ− Cd
m
(ẋ− wx)

ÿ − Cd
m
(ẏ − wy)

z̈ − Cd
m
(ż − wz) −g






=







ax
ay
az






=
(

DCM
)T







0

0
ut
m






✭✻✳✸✳✸✵✮

DCM ét❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♥♦r♠❡s✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝

(ut
m

)2

= a2x + a2y + a2z ✭✻✳✸✳✸✶✮

ut ét❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❝❛r s♦♠♠❡ ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛♥t✐tés ♣♦s✐t✐✈❡s✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

ut = m
√

a2x + a2y + a2z ✭✻✳✸✳✸✷✮

❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✳✶✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t






up
uq
ur






=







Jxx
l
(ṗ+ δJxqr)

Jyy
l
(q̇ + δJypr)

Jzz
k
(ṙ + δJzpq)






✭✻✳✸✳✸✸✮
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❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✻✳✸✳✶✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

ṗ = φ̈− cθθ̇ψ̇ − sθψ̈ ✭✻✳✸✳✸✹✮

q̇ = − sφφ̇θ̇ + cφθ̈ + cφcθφ̇ψ̇ − sφsθθ̇ψ̇ + sφcθψ̈ ✭✻✳✸✳✸✺✮

ṙ = − cφφ̇θ̇ − sφθ̈ − sφcθφ̇ψ̇ − cφsθθ̇ψ̇ + cφcθψ̈

✭✻✳✸✳✸✻✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✻✳✸✳✷✶✮ ❡t ✭✻✳✸✳✷✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

φ̈ =

(

b̈yc− by c̈
)

|b|2 − 2

(

ḃyc− by ċ
)(

ḃxbx + ḃyby + ḃzbz

)

|b|4 ✭✻✳✸✳✸✼✮

θ̈ =

(

b̈xbz − bxb̈z

)

c2
− 2

(

ḃxbz − bxḃz

)(

bxḃx + bz ḃz

)

c4
✭✻✳✸✳✸✽✮

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ✭✻✳✸✳✸✸✮✱ ✭✻✳✸✳✸✹✮✱ ✭✻✳✸✳✸✺✮✱ ✭✻✳✸✳✸✻✮✱ ✭✻✳✸✳✸✼✮ ❡t ✭✻✳✸✳✸✽✮✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❥✉sq✉✬à
❧✬♦r❞r❡ q✉❛tr❡ ✿

U = Φ1(Y
(0), Y (1), Y (2), Y (3), Y (4))

✻✳✸✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

X =
(

XT
p XT

v XT
e XT

ω

)T

✭✻✳✸✳✸✾❛✮

❛✈❡❝

Xp =
(

x y z
)T

✭✻✳✸✳✸✾❜✮

Xv =
(

ẋ ẏ ż
)T

✭✻✳✸✳✸✾❝✮

Xe =
(

φ θ ψ
)T

✭✻✳✸✳✸✾❞✮

Xω =
(

p q r
)T

✭✻✳✸✳✸✾❡✮

❡t

f =
(

fTp fTv fTe fTω

)T

✭✻✳✸✳✹✵❛✮
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♦ù

fp =







ẋ

ẏ

ż






✭✻✳✸✳✹✵❜✮

fv =







−Cd
m
(ẋ− ẋw) −ut

m
(cφsθcψ + sφsψ)

−Cd
m
(ẏ − ẏw) −ut

m
(cφsθsψ − sφcψ)

−Cd
m
(ż − żw) −ut

m
(cφcθ)






✭✻✳✸✳✹✵❝✮

fe =







p+ sφtθq + cφtθr

cφq + sφr
sφ
cθ
q +

cφ
cθ
r






✭✻✳✸✳✹✵❞✮

fω =







−δJxqr + up
l
Jxx

−δJypr + uq
l
Jyy

−δJzpq + ur
k
Jzz






✭✻✳✸✳✹✵❡✮

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s é❝❛rts à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❏❛❝♦❜✐❡♥s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✳
■❧ ✈✐❡♥t

∂f

∂X
=











O
3

I
3

O
3

O
3

O
3 −Cd

m
I
3 ∂fv

∂Xe
O

3

O
3

O
3 ∂fe

∂Xe

∂fe
∂Xω

O
3

O
3

O
3 ∂fω

∂Xω











✭✻✳✸✳✹✶❛✮

❛✈❡❝

∂fv
∂Xe

=− ut
m







−sφsθcψ + cφsψ cφcθcψ −cφsθsψ + sφcψ
−sφsθsψ − cφcψ cφcθsψ cφsθcψ + sφsψ

−sφcθ −cφsθ 0






✭✻✳✸✳✹✶❜✮

∂fe
∂Xe

=







tθ (qcφ − rsφ) (1 + t2θ) (qsφ + rcφ) 0

−qsφ + rcφ 0 0
1
cθ
(qcφ − rsφ)

sθ
c2
θ

(qsφ + rcφ) 0






✭✻✳✸✳✹✶❝✮

∂fe
∂Xω

=







1 sφtθ cφtθ
0 cφ sφ
0

sφ
cθ

cφ
cθ






✭✻✳✸✳✹✶❞✮

∂fω
∂Xω

=







0 −δJxr −δJxq
−δJyr 0 −δJyp
−δJzq −δJzp 0






✭✻✳✸✳✹✶❡✮
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❖♥ ❛ ❛✉ss✐

∂f

∂U
=











O
4×3

∂fv
∂U

O
4×3

∂fω
∂U











✭✻✳✸✳✹✶❢✮

❛✈❡❝

∂fv
∂U

=− 1

m







cφsθcψ + sφsψ 0 0 0

cφsθsψ − sφcψ 0 0 0

cφcθ 0 0 0






✭✻✳✸✳✹✶❣✮

❡t

∂fω
∂U

=







0 l
Jxx

0 0

0 0 l
Jyy

0

0 0 0 k
Jzz






✭✻✳✸✳✹✶❤✮

✭✻✳✸✳✹✶✐✮

❉é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s é❝❛rts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r ✿

δX = X −Xfct ✭✻✳✸✳✹✷✮

❡t

δU = U − U fct ✭✻✳✸✳✹✸✮

❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♥é❛r✐sé❡ s✬é❝r✐t

˙









δXp

δXv

δXe

δXω











=











O
3

I
3

O
3

O
3

O
3 −Cd

m
I
3 ∂fv

∂Xe
O

3

O
3

O
3 ∂fe

∂Xe

∂fe
∂Xω

O
3

O
3

O
3 ∂fω

∂Xω





















δXp

δXv

δXe

δXω











+











O
4×3

∂fv
∂U

O
4×3

∂fω
∂U











δU ✭✻✳✸✳✹✹✮

♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ rés✉♠é❡

δẊ = AδX +BδU ✭✻✳✸✳✹✺✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ∂f

∂X
❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r

❜❧♦❝s ❡t s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡s ❜❧♦❝s ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳

P (λ) = Pp(λ)Pv(λ)Pe(λ)Pω(λ) ✭✻✳✸✳✹✻✮
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❛✈❡❝

Pp(λ) = λ3 ✭✻✳✸✳✹✼✮

Pv(λ) = (λ+
Cd
m

)3 ✭✻✳✸✳✹✽✮

Pe(λ) = λ
(

λ2 − tθ (qcφ − rsφ)λ+
(

1 + t2θ
) (

q2s2φ − r2c2φ
))

✭✻✳✸✳✹✾✮

Pω(λ) = λ3 −
(

δJyδJzp
2 + δJxδJzq

2 + δJxδJyr
2
)

λ+ 2δJxδJyδJzpqr ✭✻✳✸✳✺✵✮

∂f

∂X
♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠♦❞❡ tr✐♣❧❡ ♥✉❧ ❛ss♦❝✐é à Xp✱ st❛❜❧❡ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ✉♥

♠♦❞❡ tr✐♣❧❡ ❡♥ −Cd
m

❛ss♦❝✐é à Xv✱ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ Pe(λ) ❡t Pω(λ) ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ s✐❣♥❡s ♦♣♣♦sés✱ ✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ à ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱
❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ❡t s❡
r❡tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡♥❣✐♥s ✈♦❧❛♥ts à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s s❡♠❜❧❡
✐♠♣ér❛t✐✈❡✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✭✻✳✸✳✹✹✮ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ δU s✐ φ ❡t θ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ +/− π

2
❡t ut ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ③ér♦✳

❆✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✻✳✷✳✶✽✮ s❡r❛✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

✻✳✹ ➱❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❡t ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❀
✕ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❀
✕ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❣é♥ér❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♠✐♥❛❧❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❡t
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

✻✳✹✳✶ ❇♦✉❝❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡
❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡
✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s
❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r♦✉❧✐s ❡t ❞❡ t❛♥❣❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ❡st ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ♣♦✉r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ t❛♥❣❛❣❡ ❞❡ +/− π

2
✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ✉s❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐❢ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✱ ♣❡✉ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ♣❛r q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❛ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥
r❡❧❛t✐❢ ❛✉① ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❧✐és ❛✉ r❡♣èr❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ❛①❡s s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧s s✬❡①❡r❝❡♥t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

❊♥ ♥♦t❛♥t η
ref

❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t η s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ η
e
✱ ❞é✜♥✐

❝♦♠♠❡

η
ref

= η
e
⊗ η ✭✻✳✹✳✶✮

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❧✐é ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ⊗ ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✹✳✹✮✳
▲❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡✱
❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ s✐♥✉s ❞✉ ❞❡♠✐✲❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳

η
e
= η

ref
⊗ η−1 ✭✻✳✹✳✷✮

❆✜♥ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ st❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣✐❧♦té❡ ♣❛r ηref

˙





p

q

r






=







−2ξpωpp+ ω2
pηex

−2ξqωqq + ω2
qηey

−2ξrωrr + ω2
rηez






✭✻✳✹✳✸✮
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✵ ❞❡❣rés✳

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿






up
uq
ur






=







Jxx
l

(

−2ξpωpp+ ω2
pηex + δJxqr

)

Jyy
l

(

−2ξqωqq + ω2
qηey + δJypr

)

Jzz
k
(−2ξrωrr + ω2

rηez + δJzpq)






✭✻✳✹✳✹✮

❡st ✉t✐❧✐sé❡✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ❡♥ ❛❞♦♣✲

t❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬▲❡❡✱ ✷✵✶✵❪✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ❞é❝r✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st s♦✉♠✐s à

✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ 10 ❞❡❣rés✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
s♦♥t ✉♥❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ 1200 ❞❡❣rés ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❡t ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡ 0.7✳
P♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ 10 ❞❡❣rés s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛①❡s ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
40% ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ 180 ❞❡❣rés✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡
❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣✉❧s❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ♦♥ été ré❞✉✐t❡s à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 600 ❞❡❣rés ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥
❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♠ê♠❡ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥✲
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✽✵ ❞❡❣rés✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✽✵ ❞❡❣rés
❛✈❡❝ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳



✻✳✹✳ ➱▲❆❇❖❘❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ▲❖■ ❉❊ ❈❖▼▼❆◆❉❊ ✶✶✺

t❛t✐♦♥ ❞❡ 180 ❞❡❣rés✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣✉❧s❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s à 1200 ❞❡❣rés ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ✭③♦♥❡s ❣r✐sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ F ✮ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
❞❡❣rés ❡♥ ❧❛❝❡t ❡t ❡♥ t❛♥❣❛❣❡ ✭❝♦✉r❜❡s θ ❡t ψ✮✱ é❝❛rt q✉✐ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t rés♦r❜é
❞ès ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s s❛t✉r❛t✐♦♥s✳

✻✳✹✳✷ ❇♦✉❝❧❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧❡♥t❡s ❞❡ δXp✱ ❧✬é❝❛rt ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥
r♦✉❧✐s ❡t t❛♥❣❛❣❡ δφ ❡t δθ s✉✐t ❧❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s δφc ❡t δθc✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✹ à ✻ ❞❡ ✭✻✳✸✳✹✹✮ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t
à







δ̈x

δ̈y

δ̈z






= − 1

m







Cd ˙δx+ ut (−cφsθsψ + sφcψ) δψ

Cdδ̇y + ut (cφsθcψ + sφsψ) δψ

Cdδ̇z






+

− 1

m







cφsθcψ + sφsψ ut (−sφsθcψ + cφsψ) utcφcθcψ
cφsθsψ − sφcψ ut (−sφsθsψ − cφcψ) utcφcθsψ

cφcθ −utsφcθ −utcφsθ













δut
δφc
δθc






✭✻✳✹✳✺✮

❊♥ ♥♦♠♠❛♥t F ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t G ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✭✻✳✹✳✺✮ s✬é❝r✐t







δ̈x

δ̈y

δ̈z






= − 1

m






F (X,U, δXv, δψ) +G







δut
δφc
δθc












✭✻✳✹✳✻✮

▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ G ✈❛✉t u2t cφ✳ G ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ut 6= 0 ❡t φ 6= ±π
2
❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡

s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

G−1 =







cφsθcψ + sφsψ cφsθsψ − sφcψ cφcθ
− sφsθcψ−cφsψ

ut
− sφsθsψ+cφcψ

ut
− sφcθ

ut
cθcψ
utcφ

cθsψ
utcφ

− sθ
utcφ






✭✻✳✹✳✼✮

❙✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐♠♣♦s❡r à
(

δx δy δz
)T

✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱

st❛❜❧❡✱ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
(

ωx ωy ωz

)

❡t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥ts
(

ξx ξy ξz

)

✱ à
s❛✈♦✐r







δ̈x

δ̈y

δ̈z






=







−2ωxξx ˙δx− ω2
xδx

−2ωyξy δ̇y − ω2
yδy

−2ωzξz δ̇z − ω2
zδz






✭✻✳✹✳✽✮
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❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✻✳✹✳✻✮ ❡t ❞❡ ✭✻✳✹✳✽✮






δut
δφc
δθc






= G−1






−m







−2ωxξx ˙δx− ω2
xδx

−2ωyξy δ̇y − ω2
yδy

−2ωzξz δ̇z − ω2
zδz






− F






✭✻✳✹✳✾✮

✻✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r s❛♥s ❛❞❛♣t❛✲

t✐♦♥

▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✻ à ✻✳✾ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r s✉✐✈r❡ ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭r❛❢❛❧❡s ❞❡ ✈❡♥t✱ ❡rr❡✉rs ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r ré♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❡♥ é❝❤❡❧♦♥
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ✭♣❛s
❞✬❡rr❡✉r✱ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ♥♦t♦✐r❡✮ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥ 1.5 s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡♥❞✉
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ♣r♦♣✉❧s✐❢✱ q✉✐✱ ❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ♣rés❡♥t❡
❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞✐①✐è♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ à ✉♥❡ r❛❢❛❧❡ ❞❡ ✈❡♥t ❞❡ 10 ♠ètr❡s ♣❛r
s❡❝♦♥❞❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛rrêt✲❛rrêt✳ ▲❛ r❛❢❛❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡
q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ ❝❡♥t✐♠ètr❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛①❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r à ✉♥❡ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❛rrêt✲❛rrêt ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❛❢❛❧❡ ❞❡ ✈❡♥t ❞❡ 10♠ètr❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✱ q✉✐ t❛r❞❡ à ❞✐s♣❛r❛îtr❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ r❡st❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡♥❣✐♥ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡
❡rr❡✉r ❞❡ 50% ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡
❞✉ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✿

✕ ♣❡rt❡ ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉✐ ♠❡t ❞✉ t❡♠♣s à s❡ rés♦r❜❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s st❛❜✐❧✐sé❡s ❞❡
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❀

✕ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❝✐ ❛✉ss✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ r❡st❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ❛❝t✐✈❡r ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❖♥
❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ♠❛✐s ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥❝❡ ♥✬❛✛❡❝t❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
❣✉✐❞❛❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♠❛♥÷✉✈r❡ ❛rrêt✲❛rrêt✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r st❛❜✐❧✐sé à ✉♥ é❝❤❡❧♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r à ✉♥❡ r❛❢❛❧❡ ❞❡ ✈❡♥t ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛rrêt✲❛rrêt
s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s x✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛rrêt✲❛rrêt s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s x ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ✺✵✪ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛rrêt✲❛rrêt ❞❡ ❢♦rt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♣r♦✈♦❝❛♥t ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳
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✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❡♥❣✐♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ♠❛♥÷✉✲
✈r❛♥t✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛tt✐t✉❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ rés✉❧t❛♥t ❛ ❛❧♦rs été ❛♥❛❧②sé ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❧❛t✐✲
t✉❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s♦rt✐❡s (x, y, z)✱ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡
❣r❛✈✐té✱ ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝❛♣ ψ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥✳ ▲✬✐♥st❛❜✐❧✐té ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬❡♥❣✐♥ ❛ été
✐❞❡♥t✐✜é❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡
q✉❡ s❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛♥t ❧❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❛ ❛❧♦rs été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❛✈❛♥t
❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés ❛♥♥♦♥❝❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ♠ê♠❡ s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ② ❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉r
♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t q✉✐ s❡r❛
tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳



✶✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ●❯■❉❆●❊ ❉❯ ◗❯❆❉❘■❘❖❚❖❘



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

▼✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s❡ ré✈è❧❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❛✈❡❝
♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s✬é❧♦✐❣♥❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♥♦♠✐♥❛❧❡s✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t à s❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬✐♥❡rt✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ s♦♥t s♦✐t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡s✉r❡r✱ s♦✐t
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❡r ❞✬✉♥ ✈♦❧ à ❧✬❛✉tr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✱
♦✉ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ✈♦❧✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❛❞❛♣t❡r
❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞✉ t②♣❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡ t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✹ s❡♠❜❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é s✐ ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✳ ■❧ s✬❛❣✐r❛ ❞♦♥❝✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s
s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✳

✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✳✸✷✮✱ ❧❛ ♣♦✉ssé❡ t♦t❛❧❡ ❞❡s q✉❛tr❡ r♦t♦rs s✬é❝r✐t ✿

ut =
(√

a2x + a2y + a2z

)

.m ✭✼✳✷✳✶✮

✶✷✸
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❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ✭✻✳✷✳✶✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t







l.up
l.uq
k.ur






=







Jxxṗ+ Jyyqr − Jzzqr

−Jxxpr + Jyy q̇ + Jzzpr

Jxxpq − Jyypq + Jzz ṙ






✭✼✳✷✳✷✮

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✷✮ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❡t q✉✐
s❡r✈✐r♦♥t ❞❡ ❜❛s❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬✐♥❡rt✐❡✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s
♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ré❝✉rs✐❢s s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✐♥✲
t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✳✷✳✷✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♠❡s✉ré❡s
♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣rés❡♥ts s✉r ✉♥ t❡❧ t②♣❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ s❡✉❧❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡
❡st ♠❡s✉ré❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬✐♥❡rt✐❡ ♣❡✉✈❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ ❡st✐♠és ❛ss❡③ ❢❛✲
❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❙❧♦t✐♥❡ ❡t ▲✐✱ ✶✾✾✶❪✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t
s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ✭✼✳✷✳✷✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t







l.up(s)

l.uq(s)

k.ur(s)






=







Jxx.s.p(s) + Jyy.qr(s)− Jzz.qr(s)

−Jxx.pr(s) + Jyy.s.q(s) + Jzz.pr(s)

Jxx.pq(s)− Jyy.pq(s) + Jzz.s.r(s)






✭✼✳✷✳✸✮

❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ✭✼✳✷✳✸✮ ♣❛r 1
s+λ

✱ ♦ù λ ❡st ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s 1

λ
✮✱ ✐❧

✈✐❡♥t






l.up(s)
s+λ

l.uq(s)
s+λ

k.ur(s)
s+λ






=







Jxx.
s

s+λ
.p(s) + Jyy.

qr(s)
s+λ

− Jzz.
qr(s)
s+λ

−Jxx.pr(s)s+λ
+ Jyy.

s
s+λ

.q(s) + Jzz.
pr(s)
s+λ

Jxx.
pq(s)
s+λ

− Jyy.
pq(s)
s+λ

+ Jzz.
s

s+λ
.r(s)






✭✼✳✷✳✹✮

◆♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
(

upl uql url

)

❧❡s s✐❣♥❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡

❜❛s à
(

up uq ur

)

✱
(

pl ql rl

)

❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ à
(

p q r
)

❡t
(

qrl prl pql

)

❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ à
(

qr pr pq
)

✳ ❊♥ ré❛rr❛♥❣❡❛♥t

✭✼✳✷✳✹✮ ♣✉✐s ❡♥ r❡♣❛ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ✐❧ ✈✐❡♥t







l.upl(t)

l.uql(t)

k.url(t)






=







Jxx. (p(t)− λ.pl(t)) + Jyy.qrl(t)− Jzz.qrl(t)

−Jxx.prl(t) + Jyy. (q(t)− λ.ql(t)) + Jzz.prl(t)

Jxx.pql(t)− Jyy.pql(t) + Jzz. (r(t)− λ.rl(t))






✭✼✳✷✳✺✮

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✳✷✳✺✮ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐
s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬✐♥❡rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ❧❡q✉❡❧ ♥❡ ❢❡r❛ ♣❧✉s ❛♣♣❡❧
q✉✬à ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
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s✉r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ◆♦t♦♥s

y =











ut
l.upl
l.uql
k.url











, W =











√

a2x + a2y + a2z 0 0 0

0 p− λ.pl qrl −qrl
0 −prl q − λ.ql prl
0 pql −pql r − λ.rl











❡t a =











m

Jxx
Jyy
Jzz











✭✼✳✷✳✻✮
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✳✷✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✳✺✮ s❡ réé❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✿

y = Wa ✭✼✳✷✳✼✮

q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés
ré❝✉rs✐❢s ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✻✳✷✳

✼✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ W ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ét❛♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❧✐❣♥❡
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬✐♥❡rt✐❡ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❧✬✉♥❡
❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❡st ❝❡♥sé ❢❛✐r❡ ✉♥ ❛❧❧❡r✲r❡t♦✉r
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✐t✉és à ❧❛ ♠ê♠❡ ❤❛✉t❡✉r✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡s
✐♥❡rt✐❡s ❢♦✉r♥✐❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ 50%✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡
s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛♥♦❡✉✈r❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐sé❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✱ ❝❛r ❧❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❡st à ❧❛
❢♦✐s ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡❥♦✐♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞é❡ ✭✐❧ ♦s❝✐❧❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸
s❡❝♦♥❞❡s✮ ❡t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✐❧ ♣❡r❞ ✐rré♠é❞✐❛❜❧❡♠❡♥t s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✈♦❧ ✐♥✐t✐❛❧✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ré❛❧✐s❡r ♣r❡sq✉❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦✉rs✉✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❡♥sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ❢♦rt❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ θ✮ ❛✉t♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❛♥÷✉✈r❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣♦✉ssé❡ ❞❡♠❛♥❞é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts r♦t♦rs✱ ♦♥
s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦s❝✐❧❧❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t
❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✉ssé❡s
❞❡♠❛♥❞é❡s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♠♦❞éré❡s ❡t ♥✬❛tt❡✐❣♥❡♥t ♣❛s✱ ✐❝✐ ♥♦♥ ♣❧✉s✱ ❧❡s s❛t✉r❛t✐♦♥s✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♠♣✐✲
r✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ λ0 ❡t ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ Ps✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡t❡♥✉❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0.3 ❡t 100✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ✺✵✪ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬✐♥❡rt✐❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❞❡s ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s✱ ✐❧ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ ❞é❝r✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡
t❛♥❣❛❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥÷✉✈r❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ à 95% ✈❡rs ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥ 1 s❡❝♦♥❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧❡♥t❡✱ ❝❛r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é
q✉✬❛✉① ✐♥st❛♥ts ♦ù ❧✬❛ss✐❡tt❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥♥❛ît ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❡rt✐❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ✐❧
s❡r❛ ❜é♥é✜q✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡①é❝✉t❡r ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s s✉r ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡♥❣✐♥ ✈♦❧❛♥t s♦✉♠✐s
❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ✭✈❡♥t✱ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s✮✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♣♦✉rr❛ êtr❡ r❡♥❞✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
❛✈❛♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①❝✐t❡r
❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s✳ ❈❡❝✐ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡
♠❛♥÷✉✈r❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ à ❝❛♣ ❝♦♥st❛♥t✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ✈✉ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✬✉♥ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥tè❣r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ✺✵✪ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬✐♥❡rt✐❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ✺✵✪ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬✐♥❡rt✐❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ✺✵✪ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞✬✐♥❡rt✐❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ ✭❢❡❡❞ ❢♦r✇❛r❞✮✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭❢❡❡❞✲
❜❛❝❦✮ ❡t ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡
à ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ ❛✉ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s très ✈❛r✐é❡s ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡
❧✬❡♥❣✐♥✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ❡st ♠✐s à ♣r♦✜t ♣❛r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐
❡♥ ❝❛s ❞❡ ✈♦❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é s❡r❛✐❡♥t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ✈♦❧✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❝♦❧❧❛❣❡
❥✉sq✉✬à ❧✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✕ ❤é❧✐❝❡ t♦r♦ï❞❛❧❡



✼✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✸✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✕ ❞é❝♦❧❧❛❣❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❡tt❡ t❤ès❡ r❡tr❛❝❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❛❧✐sé ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❡♥
✈✉❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✳

■❧ s❡♠❜❧❡ ✉t✐❧❡ ✐❝✐ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ♥❡ ❞❛t❡ ♣❛s
❞✬❤✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ ♥✬ét❛✐t q✉✬✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧♦✐s✐r s✬❡st✱
❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❢❛❝❡ ❛✉① ❞é✜s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s à s✉r♠♦♥t❡r✱ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ été ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ ✭P❛♣❛r❛③③✐✮✳ ❈❡tt❡ ❛❝t✐✈✐té ❛ très
✈✐t❡ r❡ç✉ ❧✬❛♣♣✉✐ ❞❡ ❧✬➱◆❆❈✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ② ✈♦②❛♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût✱ ♠♦t✐✈❛♥t
♣♦✉r ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts✱ ❡t ❞és✐r❛♥t ❛✉ss✐ êtr❡ à ❧❛ ♣♦✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐✈✐❧❡s
❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡✈❡♥❛✐t ❛✐♥s✐ ♦♣♣♦rt✉♥❡✳

▲❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ été ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬ét❛t
❛❝t✉❡❧ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❧✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦rt❡ s✉r
❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡t s✉r
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐❡s ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❆✐♥s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣❡r♠✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ét❛t ❞❡
❧✬❛rt ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞❡s s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ✐❧❧✉stré ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❞✉ ✈♦❧ ❞❡
❞✐✛ér❡♥ts ✈é❤✐❝✉❧❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

✶✸✺
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❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ❞❡ t②♣❡ q✉❛❞r✐r♦t♦r ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✐♥st❛✲
❜✐❧✐té✮✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❡ ♣❧❛t✐t✉❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s✳ ▲❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛tt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣✐❧♦t❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧❛t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡
❣✉✐❞❛❣❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
❉✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r
à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ ❛❧♦rs ♣♦rté s✉r ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❣✉✐❞❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉r ✉♥ q✉❛❞r✐r♦t♦r ❛ été
ré❛❧✐sé❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❆❧♦rs q✉❡
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❞❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s à très ❢♦rt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ●P❙ ✉t✐✲
❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t s♦♥t ❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❛ ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥
●P❙ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❜r♦✉✐❧❧é❡ ✭✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♦✉ ♥♦♥✮✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ ❬❋■❳▼❊ r❡❢❪ ❡t ❧❡s
♣✐st❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ té❧é♠ètr❡s ❧❛s❡r ❡t ❞❡
❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ✈✐s✐♦♥✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✐ ♥✬❛ été q✉❡ ♣❡✉ ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧♦rs ❞❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s à
❢♦rt❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉✐ s♦❧❧✐❝✐t❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♠✐♥✐❞r♦♥❡✳
▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ét❛♥t ❞é❥à
✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❢❛✐t❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡
♠❛♥÷✉✈r❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡s s❛t✉r❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s é✈✐t❡r✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❝❡s
❣é♥ér❛t❡✉rs ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ♦✉ ❞é♣❧♦②és ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛✐♥s✐
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦♠❡tt❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ●é♦♠étr✐❡ ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs s❡r❛✐t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦t♦rs ♦✉ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s r♦t♦rs à ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡s ♠✉❧t✐r♦t♦rs r❡❞♦♥❞❛♥ts ✭♣❧✉s ❞❡ q✉❛tr❡ r♦t♦rs✮ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ❈❡❝✐ ❞♦✐t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥✐tés ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s à ❢♦rt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦✉ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r
❣ér❡r ❞❡s ré❣✐♠❡s ❞é❣r❛❞és rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r♦t♦rs✳ ❖♥ ♣❡✉t
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❛❧♦rs ❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳
▲✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s à ✈♦✐❧✉r❡ t♦✉r♥❛♥t❡ ❡st r❡❧❛t✐❢ à ❧❡✉r

s②stè♠❡ ❞❡ s✉st❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s r♦t♦rs ❞♦✐✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♥tr❡✲
❜❛❧❛♥ç❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❡♥❣✐♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♣é♥❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❡t ❧❛ ❝❤❛r❣❡
✉t✐❧❡ ❡♠❜❛rq✉❛❜❧❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ♠✉♥✐r ❧❡
♠✉❧t✐r♦t♦r ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♣♦rt❛♥t❡s ❛❝t✐♦♥♥é❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈♦❧
❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧✬❆ér♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
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❆♥♥❡①❡ ❆

P❛♣❛r❛③③✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P❛♣❛r❛③③✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❥❡t ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s
s❛♥s ♣✐❧♦t❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♠♣r✉♥té ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❛r✐té ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡st q✉✬✐❧ ❝♦♥ç♦✐t✱ ♣✉❜❧✐❡ ❡t ❞♦❝✉♠❡♥t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧♦❣✐❝✐❡❧s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ♣❧❛♥s ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❡♠❜❛rq✉é ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r✱ ❝❛♣t❡✉rs✮ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à
❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ❈❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❡st ♣✉❜❧✐é s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
à ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥ ❞✐s♣♦s❡r✱ ❞❡ ❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ❡t ❞❡ r❡❞✐str✐❜✉❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❛ ❞é❥à ♣r♦✉✈é s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té s✉r ❞❡s ♣r♦❥❡ts ♣✉r❡♠❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♠❡
❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ●◆❯✴▲✐♥✉①✱ ❧❡ s❡r✈❡✉r ✇❡❜ ❆♣❛❝❤❡ ♦✉ ❧❡ ♥❛✈✐❣❛t❡✉r ❋✐r❡❢♦①✱ ❛
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ P❛♣❛r❛③③✐ q✉✐ ❡st ❞❡✈❡♥✉ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ✉♥
st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✳

❆♣rès ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡✳

❆✳✶ ❍✐st♦r✐q✉❡

▲❡ ♣r♦❥❡t ❢✉t ✐♥✐t✐é ❡♥ ✷✵✵✸ ✶ ♣❛r P❛s❝❛❧ ❇r✐ss❡t✱ ❡♥s❡✐❣♥❛♥t✲❝❤❡r❝❤❡✉r à ❧✬❊◆❆❈ ❡t ♣❛r
❧✬❛✉t❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ ❧♦✐s✐r✳ ▲❡ ❜✉t ✐♥✐t✐❛❧ ét❛✐t ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s
r❡♥❝♦♥tr❡s ❞❡ ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✱ ▲❡s tr♦✐s✐è♠❡s ❥♦✉r♥é❡s ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s✱ ✷ ♦r❣❛♥✐sé❡ ♣❛r ❙✉♣✬❆ér♦ ❡t
▲✬➱◆❙■❈❆✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛ ❡t r❡♠♣♦rt❛ ❧✬é♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✈♦❧ ❛✉t♦♥♦♠❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ✷✵✵✺✱
❧✬➱◆❆❈ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉r ♠❛❥❡✉r ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❡ ❞❡♣✉✐s ❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt
♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t P❛♣❛r❛③③✐ s✬❡st ♠✉é ❡♥

✶✳ ▲✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❥❡t s✉r ❣♥✉✳♦r❣ ❡st ❞❛té ❞✉ ✶✾ ❢é✈r✐❡r ✷✵✵✸✳

✷✳ ❤tt♣✿✴✴❛❡r♦♠❛✈✳❢r❡❡✳❢r✴▼❆❱✵✸✴ ❛❝❝é❞é❡ ❧❡ ✸ ♠❛✐ ✷✵✶✶

✶✸✾



✶✹✵ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ P❆P❆❘❆❩❩■

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ P❛♣❛r❛③③✐

✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡t ❛ ❣❛❣♥é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ♣r✐✈és✱
♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧s ❡t ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s✳

❆✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

▲♦rsq✉✬♦♥ é✈♦q✉❡ ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✱ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♣✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❡s♣r✐t✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❛♥s ♣✐❧♦t❡ r❡q✉✐❡rt ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ✈❛st❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ❆✳✶✮✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ s❡❣♠❡♥t s♦❧ ❡t ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

▲❡ ♣✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣✐❧♦t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s❡❣♠❡♥t s♦❧ r❡♠♣❧✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ✿ ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✐❧ ♣ré♣❛r❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ✈♦❧ ❀ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ✐❧ s✉♣❡r✈✐s❡ ❧❡
✈♦❧✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❡✱ ❡t ❡♥ ❛r❝❤✐✈❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❀ ❛♣rès ❧❡ ✈♦❧ ✐❧ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡✳

❉❛♥s P❛♣❛r❛③③✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭s✉r ✈é✲
❤✐❝✉❧❡s à ❛✐❧❡s ✜①❡s ❡t à ✈♦✐❧✉r❡s t♦✉r♥❛♥t❡s✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡t ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳



❆✳✸✳ ❙❊●▼❊◆❚ ❙❖▲ ✶✹✶

❆✳✸ ❙❡❣♠❡♥t s♦❧

▲❡ s❡❣♠❡♥t s♦❧ ❞❡ P❛♣❛r❛③③✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ❝♦♠♠✉✲
♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❜✉s ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❣❡♥ts
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✷ ✿

✕ ●❈❙ ❡st ❧❛ st❛t✐♦♥ s♦❧ ✲ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❧❛ s✉✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✈♦❧ ❡t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✳

✕ ▲✐♥❦ ❡st ❧❛ ♣❛ss❡r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ rés❡❛✉ ✏❛✐r✑✳
✕ P❧♦tt❡r ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ tr❛❝é ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✕ ❙❡r✈❡r ❡st ❧❡ s❡r✈❡✉r ❝❡♥tr❛❧✱ ✐❧ ré❛❧✐s❡ ❧✬❛✐❣✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts ❛❣❡♥ts ❡t ❡♥r❡❣✐str❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s à ❞❡s ✜♥s ❞❡ r❡❥❡✉ ♦✉ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳

✕ ❙✐♠✉❧❛t♦r ❡st ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❡♠❜❛rq✉é ❞✉ ♣✐❧♦t❡ ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤ôt❡ à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♦✉ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✕ P❛②❧♦❛❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐q✉❡✱ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s ✿

✕ ❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à
s♣é❝✐✜❡r✱ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡t à ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t✳

✕ ❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❛❞❛♣té à
❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ♦✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✮ ♦✉ ❛✉①
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧✬❛❣❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡
❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳

✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧♦❝❛❧✐sés s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐
❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

✕ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝é ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ♣ré❡①✐st❛♥ts ❡♥
❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✉♥❡ ♣❛ss❡r❡❧❧❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉ ♠✐❞❞❧❡✇❛r❡✳

✕ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤✐✳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛❡rt❡ ♣❛r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t s♦❧ ❛ été
❞é♠♦♥tré ♣❛r ❧✬❛✉t❡✉r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✷✹❈✸ ✸ ❞✉ ❈❤❛♦s ❈♦♠♣✉t❡r ❈❧✉❜ à ❇❡r❧✐♥ ❡♥
✷✵✵✼✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛ér✐❡♥s s❛♥s ♣✐❧♦t❡ ♦♥t été ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❡♣✉✐s ❧❛ s❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ❧✬✉♥ é✈♦❧✉❛♥t ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ à ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦r❞
❞❡ ❧✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ à ❍✐❧❞❡s❤❡✐♠✳ ▲❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥trô❧és ❞❡♣✉✐s ❧❛ s❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡
❡t r❡tr❛♥s♠❡tt❛✐❡♥t ❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✈♦❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✈✐❞é♦ ❛ér✐❡♥♥❡ s✉r ❧✬é❝r❛♥ ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ rés❡❛✉ ❡♥tr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡t ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ét❛✐t

✸✳ ❤tt♣✿✴✴❡✈❡♥ts✳❝❝❝✳❞❡✴❝♦♥❣r❡ss✴✷✵✵✼✴❋❛❤r♣❧❛♥✴❡✈❡♥ts✴✷✷✷✺✳❡♥✳❤t♠❧ ❛❝❝é❞é❡ ❧❡ ✸ ♠❛✐ ✷✵✶✶
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t s♦❧ P❛♣❛r❛③③✐✳

❝♦♥st✐t✉é ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉ ■♥t❡r♥❡t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés ♣♦✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ✉♥❡ ❧✐❣♥❡
♣r✐✈é❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❙▲ ❡t ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ✉♥ ❛❝❝ès ❞❡ t②♣❡ té❧é♣❤♦♥✐❡ ♠♦❜✐❧❡ ✭●❙▼✮✳ ❈❡ ❣❡♥r❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❞r♦♥❡s ❞é♣❧♦②és ❡♥
■r❛q ♣❛r ❧✬❛r♠é❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ s♦♥t✲✐❧s ❝♦♥trô❧és ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❋❧♦r✐❞❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ s❛t❡❧❧✐t❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ♣❡✉ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞r♦♥❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳

❯♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞✉
s❡❣♠❡♥t s♦❧ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt❛❣❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❧✬✉♥ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡
❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ❧✬❛✉tr❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✳

❆✳✹ ❙②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és

▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡♠❜❛rq✉é P❛♣❛r❛③③✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s q✉✐ s✐♠✲
♣❧✐✜❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ❆✳✸✮ ❡t ❞❛♥s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r P❛♣❛r❛③③✐
s✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ré♣❛rt✐ss❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r✐t✐❝✐té✳



❆✳✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❊▼❇❆❘◗❯➱❙ ✶✹✸

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ ✿ s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡♠❜❛rq✉é✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♠❜❛rq✉é❡ ✿ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✺ ✕ ❈❛❧❝✉❧❛t❡✉rs P❛♣❛r❛③③✐✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❞♦✉❜❧❡ ❆❱❘ ✽❜✐t ✶✻▼❤③ ✭✷✵✵✹✮✱
s✐♠♣❧❡ ❆❘▼✼ ✸✷❜✐t ✻✵▼❤③✭✷✵✵✻✮✱ ❈♦rt❡① ▼✸ ✸✷❜✐t ✼✷▼❤③ ✰ ❖▼❆P✸✺ ✸✷❜✐t ✻✵✵▼❤③
✭✷✵✶✵✮✱ ❈♦rt❡① ▼✸ ✸✷❜✐t ✽✵▼❤③ ✭✷✵✶✶✮✳

❆✳✺ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡

▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡t ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈✬❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
❝r✐t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ✿

✕ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬❡rr❡✉r ❀
✕ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❀
✕ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❀
✕ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s✱ ♦ù ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥❡ s♦✐t ♣❛s s♣é❝✐❛❧✐sé✱ ❡✳❣✳ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r q✉✐ ✈❡✉t s✉r✈❡✐❧❧❡r s♦♥ ❝❤❛♠♣✱ ❧❡
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉✐ ✈❡✉t ❢❛✐r❡ s❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❧❡ s♦❧❞❛t q✉✐ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ P❛♣❛r❛③③✐ ❛ s✉✐✈✐ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à s✬✐♥s♣✐r❡r
❞✬✉♥ ❝♦❝❦♣✐t ❞✬❛✈✐♦♥✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❝❤❛♥❣é✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s♣é✲
❝✐✜q✉❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡ ❝♦❝❦♣✐t ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❛❞❛♣té✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛
été r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ str✐♣s ❡t ❞❡ ❝❛rt❡s✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦❝❦♣✐t ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ♣✐❧♦t❡✳ ■❧ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r é❞✐t❡r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ✈♦❧✱ s✉♣❡r✈✐s❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✈♦❧ ❡t✱ ♠♦✐♥s
❢réq✉❡♠♠❡♥t✱ ❛❥✉st❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ♠✐♥✐✲
❞r♦♥❡s ❡♠♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞♦✐t ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡
à ❡♥ ❛ss✉r❡r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡✣❝❛❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t❡✉r s✉r✈❡✐❧❧❡ s❛ ✈✐❞é♦✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❧✐é❡ ❛✉
♣✐❧♦t❛❣❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ré❞✉✐t❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st à ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡r❣♦♥♦♠✐❡✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✻ ✕ Pr❡♠✐èr❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s P❛♣❛r❛③③✐ ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❝♦❝❦♣✐t ❞✬❛✈✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✼ ✕ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ♠❛q✉❡tt❡ ♣❛♣✐❡r ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❀ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣r♦t♦t②♣❡
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ à str✐♣s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❢❛✐t ✈♦❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞r♦♥❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥t❡♥s✐✈❡
❡t ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐❧♦t❡s ♣❧✉s ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❛ér✐❡♥✱ ❞✬♦ù
❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r
❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

❆✳✻ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ✈♦❧

❯♥ ❛s♣❡❝t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ P❛♣❛r❛③③✐ ❡st ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ✈♦❧✳ ❆❧♦rs q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✱ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ✈♦❧
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ♣❛ss❛❣❡✱ P❛♣❛r❛③③✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❝♦♠♣❧❡t ✭❚✉r✐♥❣✲❝♦♠♣❧❡t✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ✈♦❧✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s r❡❧✐❛♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ♣❛ss❛❣❡✱ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ré❛❝t✐✈❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ❆✳✶✶✮✳



✶✹✻ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ P❆P❆❘❆❩❩■

❋✐❣✉r❡ ❆✳✽ ✕ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ P❛♣❛r❛③③✐ ❛❝t✉❡❧❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✾ ✕ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ P❛♣❛r❛③③✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r ✉♥ P❈ ❛✈❡❝
é❝r❛♥ t❛❝t✐❧❡✱ à ❞r♦✐t❡ ✉♥ t❛❜❧❡t✲P❈✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s P❛♣❛r❛③③✐
❡♥ ❡①tér✐❡✉r✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣❧❛♥s ❞❡ ✈♦❧ ✿ à ❣❛✉❝❤❡✱ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ❀ à ❞r♦✐t❡✱
❆♥é♠♦t❛①✐s✳



✶✹✽ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ P❆P❆❘❆❩❩■

❆✳✻✳✶ ❈ô♥❡

▲✐st✐♥❣ ❆✳✶ ✕ ▼♦♥té❡ s✉r ✉♥ ❝ô♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡ ❡♥ ✈♦❧ ♣❧❛♥é
❁❜❧♦❝❦ ♥❛♠❡❂✧❝♦♥❡✧❃

❁❝ ✐ r ❝ ❧ ❡ ✇♣❂✧❝♦♥❡✧ ✈♠♦❞❡❂✧❝❧ ✐♠❜✧ ❝❧ ✐♠❜❂✧✶✧ r❛❞ ✐✉ s❂✧✺✵✰✭❡st✐♠❛t♦r❴③−❣r♦✉♥❞❴❛❧t ✮ ✴✷✧

✉♥ t ✐ ❧❂✧✶✵ ❃ P♦✇❡r❱♦❧t❛❣❡ ✭ ✮ ✧✴❃

❁✴❜❧♦❝❦❃

❆✳✻✳✷ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡

▲✐st✐♥❣ ❆✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛tt❡rr✐ss❛❣❡
❁❜❧♦❝❦ ♥❛♠❡❂✧ ❧❛♥❞✧❃

❁❝ ✐ r ❝ ❧ ❡ r❛❞ ✐✉ s❂✧♥❛✈❴r❛❞✐✉s✧ ✉♥ t ✐ ❧❂✧◆❛✈❈✐r❝❧❡❈♦✉♥t ✭ ✮ ❃ ✵ ✳✺ ✧ ✇♣❂✧❴❇❆❙❊▲❊●✧✴❃

❁❝ ✐ r ❝ ❧ ❡ r❛❞ ✐✉ s❂✧♥❛✈❴r❛❞✐✉s✧ ✉♥ t ✐ ❧❂✧❆♥❞✭◆❛✈◗❞r❈❧♦s❡❚♦ ✭❉❡❣❖❢❘❛❞✭ ❜❛s❡❧❡❣❴♦✉t❴q❞r ✮−✭

♥❛✈❴r❛❞✐✉s✴ ❢❛❜s ✭ ♥❛✈❴r❛❞✐✉s ✮ ✮ ∗✶✵✮ ✱ ✶✵ ❃ ❢❛❜s ✭ ❡st ✐♠❛t♦r❴③ − ❲❛②♣♦✐♥t❆❧t ✭❲P❴❴❇❆❙❊▲❊●✮ ✮

✮ ✧ ✇♣❂✧❴❇❆❙❊▲❊●✧✴❃

❁✴❜❧♦❝❦❃

❁❜❧♦❝❦ ♥❛♠❡❂✧ ❢ ✐ ♥ ❛ ❧ ✧❃

❁❡①❝❡♣t ✐♦♥ ❝♦♥❞❂✧❣r♦✉♥❞❴❛❧t ✰ ✶✵ ❃ ❡st✐♠❛t♦r❴③ ✧ ❞❡r♦✉t❡❂✧ ❢ ❧ ❛ r ❡ ✧✴❃

❁❣♦ ❢r♦♠❂✧❆❋✧ ❤♠♦❞❡❂✧ r♦✉t❡ ✧ ✈♠♦❞❡❂✧ ❣ ❧ ✐ ❞ ❡ ✧ ✇♣❂✧❚❉✧✴❃

❁✴❜❧♦❝❦❃

❁❜❧♦❝❦ ♥❛♠❡❂✧ ❢ ❧ ❛ r ❡ ✧❃

❁❣♦ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣❴t✐♠❡❂✧✵✧ ❢r♦♠❂✧❆❋✧ ❤♠♦❞❡❂✧ r♦✉t❡ ✧ t ❤ r ♦ t t ❧ ❡❂✧ ✵ ✳✵ ✧ ✈♠♦❞❡❂✧ t ❤ r ♦ t t ❧ ❡ ✧ ✇♣❂✧❚❉✧

✴❃

❁❛t t ✐ t ✉❞ ❡ r ♦ ❧ ❧❂✧ ✵ ✳✵ ✧ t ❤ r ♦ t t ❧ ❡❂✧ ✵ ✳✵ ✧ ✉♥ t ✐ ❧❂✧❋❆▲❙❊✧ ✈♠♦❞❡❂✧ t ❤ r ♦ t t ❧ ❡ ✧✴❃

❁✴❜❧♦❝❦❃

❆✳✻✳✸ ❆♥é♠♦❚❛①✐s

❆♥é♠♦t❛①✐s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡st
✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥s❡❝t❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❢❡✉① ❞❡ ❢♦rêts✳

▲✐st✐♥❣ ❆✳✸ ✕ ❆♥é♠♦t❛①✐s
❁❜❧♦❝❦ ♥❛♠❡❂✧❆♥❡♠♦t❛①✐s✧❃

❁❝ ❛ ❧ ❧ ❢✉♥❂✧♥❛✈❴❛♥❡♠♦t❛①✐s❴❞♦✇♥✇✐♥❞ ✭❲P❴❈✱ ✸✵✵✮ ✧✴❃

❁❣♦ ❢r♦♠❂✧❍❖▼❊✧ ✇♣❂✧❈✧ ❤♠♦❞❡❂✧ r♦✉t❡ ✧ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣❴t✐♠❡❂✧✵✧✴❃

❁❝ ❛ ❧ ❧ ❢✉♥❂✧♥❛✈❴❛♥❡♠♦t❛①✐s❴✐♥✐t ✭❲P❴❈✮✧✴❃

❁❝ ❛ ❧ ❧ ❢✉♥❂✧♥❛✈❴❛♥❡♠♦t❛①✐s ✭❲P❴❈✱ ❲P❴❈✶✱ ❲P❴❈✷✱ ❲P❴P▲❯▼❊✮✧✴❃

❁✴❜❧♦❝❦❃



❆✳✼✳ ❙■▼❯▲❆❚❊❯❘ ✶✹✾

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞✬✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r✳

❆✳✼ ❙✐♠✉❧❛t❡✉r

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❝❛♣t❡✉rs ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és
❞❛♥s ❧✬❛✈✐♦♥✳

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ P❛♣❛r❛③③✐ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤❛♥❣és ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s
s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és ♠❛✐s
s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❛❧✐st❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳

P❛♣❛r❛③③✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❏❙❇❙■▼ ✹✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦♣❤✐st✐q✉é
❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡✳

❆✳✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❥❡t P❛♣❛r❛③③✐ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t r❡❝♦✉✈r❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡♥❝♦♥trés ♣♦✉r ❧❡s ♠✐♥✐❞r♦♥❡s ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✐♥❞✉str✐❡✱ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♠✐❧✐✲
t❛✐r❡✱ sé❝✉r✐té ❝✐✈✐❧❡✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿

✕ Pr♦❥❡t ❙♣② ❆rr♦✇✱ ❚❤❛❧❡s ✿ ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✺✱ ✺ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❚❤❛❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡
à ✈♦❝❛t✐♦♥ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ s②stè♠❡ P❛♣❛r❛③③✐ ❀

✕ ❧❛ st❛rt✲✉♣ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ▼✐r❛t❡rr❡ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s ♣♦❧②✈❛❧❡♥ts

✹✳ ❤tt♣✿✴✴❥s❜s✐♠✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t ❛❝❝é❞é ❧❡ ✸✵ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶

✺✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t❤❛❧❡s❣r♦✉♣✳❝♦♠✴P♦rt❢♦❧✐♦✴❉❡❢❡♥❝❡✴▲❛♥❞❏♦✐♥t❴Pr♦❞✉❝ts❴❙P❨❴❆❘❘❖❲✴ ❛❝❝é❞é ❧❡

✸✶ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶



✶✺✵ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ P❆P❆❘❆❩❩■

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ P❛♣❛r❛③③✐ ✻ ❀
✕ ❧❛ s♦❝✐été ❆❧❧❡♠❛♥❞❡ ▼❛rt✐♥ ▼✉❧❧❡r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✼ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡

♠✐❝r♦❞r♦♥❡s P❛♣❛r❛③③✐ ❝♦♠♣❧❡ts ♣♦✉r ❞❡s ✉♥✐✈❡rs✐tés ♦✉ ❞❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❝❡tt❡ s♦✲
❝✐été ❢♦r♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❝❤❡t❡✉rs ❛✜♥ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t ♦♣ér❡r ❧❡✉rs ♠✐❝r♦❞r♦♥❡s ❡✉①✲
♠ê♠❡s ❀

✕ ❧❛ st❛rt✲✉♣ ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❋❧②✬♥ ❙❡♥s❡ ✽ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞r♦♥❡s ❡t ❞❡s s❡r✲
✈✐❝❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞r♦♥❡s ❜❛sés s✉r ❧❡ s②stè♠❡ P❛♣❛r❛③③✐ ❀

✕ ❧❛ s♦❝✐été ❝❛❧✐❢♦r♥✐❡♥♥❡ ❏♦❜② ❊♥❡r❣② ✾ ❛ ♠❡♥é ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡ ♣❛r t✉r❜✐♥❡s ✈♦❧❛♥t❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ P❛♣❛r❛③③✐✳

✻✳ ❤tt♣✿✴✴♠✐r❛t❡rr❡✳❝♦♠✴ ❛❝❝é❞é ❧❡ ✸✶ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶

✼✳ ❤tt♣✿✴✴♣❢✉♠♣✳♦r❣✴ ❛❝❝é❞é ❧❡ ✸✶ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶

✽✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❢❧②✲♥✲s❡♥s❡✳❝♦♠✴ ❛❝❝é❞é ❧❡ ✸✶ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶

✾✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❥♦❜②❡♥❡r❣②✳❝♦♠✴ ❛❝❝é❞é ❧❡ ✸✶ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✶



❆♥♥❡①❡ ❇

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥

✈é❤✐❝✉❧❡

❇✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s❡ ♣♦s❡ à t♦✉t❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡
❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ❛tt✐t✉❞❡ ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♠❡♥❡r ✉♥ r❡♣èr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡
❛✈❡❝ ✉♥ r❡♣èr❡ ❧✐é ❛✉ s♦❧✐❞❡✳

▲✬✐♠❛❣❡ ṽ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r v ∈ R
3 ♣❛r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ u ❡t ❞✬❛♥❣❧❡ α ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡

♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❘♦❞r✐❣✉❡s ✿

ṽ = cos(α)v + sin(α)u ∧ v + (1− cos(α))(u.v)u ✭❇✳✶✳✶✮

❚❖❉❖ ✶✳ ❢❛✐r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ✲ ♠❡ttr❡ ✉♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r ✉♥ ❜♦✉q✉✐♥

❇✳✷ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥

❇✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❊♥ t❛♥t q✉✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ R
3 → R

3✱ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡ 3 × 3✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

✉♥✐t❛✐r❡ u =
(

ux uy uz

)T

❡t ❞✬❛♥❣❧❡ α ❡st ❛✉ss✐ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

R =







0 −uz uy
uz 0 −ux
−uy ux 0






sinα +

(

I− uuT
)

cosα + uuT ✭❇✳✷✳✶✮

✶✺✶



✶✺✷ ❆◆◆❊❳❊ ❇✳ ❘❊P❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆❙ ❉❊ ▲✬❖❘■❊◆❚❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❱➱❍■❈❯▲❊

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t✱ ✐❧ ✈✐❡♥t

R =







u2x + (1− u2x)cα uxuy(1− cα) + uzsα uxuz(1− cα)− uysα
uxuy(1− cα)− uzsα u2y + (1− u2y)cα uyuz(1− cα) + uxsα
uxuz(1− cα) + uysα uyuz(1− cα)− uxsα u2z + (1− u2z)cα






✭❇✳✷✳✷✮

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐t❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ❞✐r❡❝t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉r ✐♥✈❡rs❡
❡st ❧❡✉r tr❛♥s♣♦sé❡ ❡t q✉❡ ❧❡✉r ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✈❛✉t ✉♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥
❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ R

3 ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦té SO3✳

▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣❛r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝❡✲✈❡❝t❡✉r ✿

vb = Rabva ✭❇✳✷✳✸✮

▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧ ✿

Rac = RbcRab ✭❇✳✷✳✹✮

❇✳✷✳✷ ❈✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡

▲❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω =
(

p q r
)T

s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡

Ṙ = RΩ ✭❇✳✷✳✺✮

♦ù Ω ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ω ❝♦♠♠❡

Ω =







0 −r q

r 0 −p
−q p 0






✭❇✳✷✳✻✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ♣♦✉r ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ω ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

R(t) = R0e
Ωt ✭❇✳✷✳✼✮

❇✳✸ ❆♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r

❚♦✉t❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s r♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t
❞❡s ❛①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐t❡ ❡♥ ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r s❡ ❜❛s❡ s✉r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡s tr♦✐s r♦t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳
▲❡s ❛①❡s ❞❡ ❝❡s tr♦✐s r♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳



❇✳✸✳ ❆◆●▲❊❙ ❉✬❊❯▲❊❘ ✶✺✸

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛①❡s ❞❡s tr♦✐s r♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
r❡♣èr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s♦♥t ❞✐t❡s ❡①tr✐♥sèq✉❡s✳ ❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱
❧✬❛①❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡s
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s♦♥t ❞✐t❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ❡st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦✉r s♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈✐té✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡
❛✉ss✐ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❙❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s♦♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❛①❡s ✭❞✐✛ér❡♥ts ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐tés
✭♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛♥❣❧❡s✱ ❧❡s r♦t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✮✳

Repère

de

réf érence

ψ θ φ
Repère

véhicule

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✸✲✷✲✶ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❧❛❝❡t✱
♣✉✐s t❛♥❣❛❣❡ ♣✉✐s φr♦✉❧✐s✳

▲❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❆ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❡t ❡st ❞✐t❡ ✸✲✷✲✶ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
r♦t❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ❛①❡ ✭❛①❡ ❞❡s z✮ ❞✉ r❡♣èr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❀ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛❝❡t ❡t ❞és✐❣♥é ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ ψ✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡
❛✉t♦✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❛①❡ ✭❛①❡ ❞❡s y✮ ❞✉ r❡♣èr❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ét❛♥t
❛♣♣❡❧é t❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞és✐❣♥é ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ θ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡
❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛①❡ ✭❛①❡ ❞❡s x✮ ❞✉ r❡♣èr❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡ tr♦✐s✐è♠❡
❛♥❣❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é r♦✉❧✐s ❡t ♥♦té φ✳

❇✳✸✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥

▲❡s tr♦✐s r♦t❛t✐♦♥s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❆ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ét❛♥t ❡✛❡❝t✉é❡s
❛✉t♦✉r ❞✬❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡s r❡♣èr❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Rψ =







cψ sψ 0

−sψ sψ 0

0 0 1






Rθ =







cθ 0 −sθ
0 1 0

sθ 0 cθ






Rφ =







1 0 0

0 cφ sφ
0 −sφ cφ






✭❇✳✸✳✶✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡ DCM ✭♣♦✉r ❉✐r❡❝t ❈♦s✐♥❡ ▼❛tr✐①✱ ♦ù
♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦s✐♥✉s ❞✐r❡❝t❡✉rs✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥



✶✺✹ ❆◆◆❊❳❊ ❇✳ ❘❊P❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆❙ ❉❊ ▲✬❖❘■❊◆❚❆❚■❖◆ ❉✬❯◆ ❱➱❍■❈❯▲❊

❝✐✲❞❡ss✉s✱ s♦✐t

DCM = RφRθRψ ✭❇✳✸✳✷✮

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

DCM =







cθcψ cθsψ −sθ
sφsθcψ − cφsψ sφsθsψ + cφcψ sφcθ
cφsθcψ + sφsψ cφsθsψ − sφcψ cφcθ






✭❇✳✸✳✸✮

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ✿

R =







r(1,1) r(1,2) r(1,3)
r(2,1) r(2,2) r(2,3)
r(3,1) r(3,2) r(3,3)






✭❇✳✸✳✹✮

■❧ ✈✐❡♥t

φ = atan(
r(2,3)
r(3,3)

) ✭❇✳✸✳✺✮

θ = −asin(r(1,3)) ✭❇✳✸✳✻✮

ψ = atan(
r(1,2)
r(1,1)

) ✭❇✳✸✳✼✮

❇✳✸✳✷ ❈✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡

▲❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❊✉❧❡r ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ω✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✿

ω =







p

q

r






=







φ̇

0

0






+Rφ ·







0

θ̇

0






+Rφ ·Rθ ·







0

0

ψ̇






✭❇✳✸✳✽✮

P✉✐s ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✿






p

q

r






=







1 0 −sθ
0 cφ sφcθ
0 −sφ cφcθ













φ̇

θ̇

ψ̇






✭❇✳✸✳✾✮

q✉✐ s✬✐♥✈❡rs❡ ❡♥ ✿






φ̇

θ̇

ψ̇






=







1 sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0

sφ
cθ

cφ
cθ













p

q

r






✭❇✳✸✳✶✵✮
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❇✳✸✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tés

P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❛♥❣❛❣❡ ❞❡ π
2
✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t

DCM =







0 0 −1

sφcψ − cφsψ sφsψ + cφcψ 0

cφcψ + sφsψ cφsψ − sφcψ 0






✭❇✳✸✳✶✶✮

♦✉

DCM =







0 0 −1

sin(φ− ψ) cos(φ− ψ) 0

cos(φ− ψ) − sin(φ− ψ) 0






✭❇✳✸✳✶✷✮

■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ r♦✉❧✐s ❞✉ ❧❛❝❡t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✳✾✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ θ é❣❛❧❡ à π

2
✳

❇✳✹ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥s

❇✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s
❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❯♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t ❞❡

ré❡❧s q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ u =
(

ux uy uz

)T

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛①❡
❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ α ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

η =











ηe
ηx
ηy
ηz











=











cos(α
2
)

sin(α
2
)ux

sin(α
2
)uy

sin(α
2
)uz











✭❇✳✹✳✶✮

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♥✬❛②❛♥t q✉❡ 3 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r s❛ ♥♦r♠❡✱
à s❛✈♦✐r ✿

|η| =
√

η2e + η2x + η2y + η2z = 1 ✭❇✳✹✳✷✮

▲✬✐♠❛❣❡ vb ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r va ♣❛r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ η ❡st ♥♦té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬♦♣❡r❛t❡✉r ⊙ ❡t ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

vb = η ⊙ va =







η2e + η2x − η2y − η2z 2(ηxηy + ηzηe) 2(ηxηz − ηyηe)

2(ηxηy − ηzηe) η2e − η2x + η2y − η2z 2(ηyηz + ηxηe)

2(ηxηz + ηyηe) 2(ηyηz − ηxηe) η2e − η2x − η2y + η2z













vax
vay
vaz







✭❇✳✹✳✸✮
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▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

η3 = η1 ⊗ η2 =











η3e
η3x
η3y
η3z











=











η1eη2e − η1xη2x − η1yη2y − η1zη2z
η1eη2x + η1xη2e + η1yη2z − η1zη2y
η1eη2y − η1xη2z + η1yη2e + η1zη2x
η1eη2z + η1xη2y − η1yη2x + η1zη2e











✭❇✳✹✳✹✮

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s q✉❛✲
t❡r♥✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

▲✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ η = t
(

ηeηxηyηz

)

s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

η−1 = t
(

η−1
e η−1

x η−1
y η−1

z

)

= t
(

ηe −ηx −ηy −ηz
)

✭❇✳✹✳✺✮

❡t ❡st t❡❧ q✉❡

η ⊗ η−1 = η−1 ⊗ η = t
(

1 0 0 0
)

✭❇✳✹✳✻✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳

❇✳✹✳✷ ❈✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡

▲❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ η ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω = t
(

p q r
)

s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡

η̇ =











η̇e
η̇x
η̇y
η̇z











= −1

2











pηxqηyrηz
−pηe − rηyqηz

−qηe + rηx − pηz
−rηe − qηx + pηy











✭❇✳✹✳✼✮

▲❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t
♠❛tr✐❝✐❡❧ ✿

η̇ = −1

2











0 p q r

−p 0 −r q

−q r 0 −p
−r −q p 0





















ηe
ηx
ηy
ηz











✭❇✳✹✳✽✮

η̇ = −1

2
Ωη ✭❇✳✹✳✾✮

▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω ❝♦♥st❛♥t❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡

η(t) = Φ(t, t0)η(t0) ✭❇✳✹✳✶✵✮



❇✳✹✳ ◗❯❆❚❊❘◆■❖◆❙ ✶✺✼

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Φ(t, t0) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Φ(t, t0) =e
(t−t0)Ω ✭❇✳✹✳✶✶✮

q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡

Φ(t, t0) = cos(
(t− t0)

2
|ω|)I +

sin( (t−t0)
2

|ω|)
|ω| Ω ✭❇✳✹✳✶✷✮

▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥s✳

η(t) = η(t0)⊗













cos( (t−t0)
2

|ω|)
p

|ω|
sin( (t−t0)

2
|ω|)

q

|ω|
sin( (t−t0)

2
|ω|)

r
|ω|

sin( (t−t0)
2

|ω|)













✭❇✳✹✳✶✸✮
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◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

✕ x̂ ✿ ❡st✐♠é❡ ❞❡ x
✕ x̃ ✿ ❡rr❡✉r ❡♥ x
✕ x ✿ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ x
✕ x ✿ ✈❡❝t❡✉r
✕ xT ✿ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
✕ E[x] ✿ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ①
✕ ḟ ✿ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❢
✕ f̈ ✿ s❡❝♦♥❞❡ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❢
✕ f (n) ✿ nieme ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❢

❆❝r♦♥②♠❡s

✕ ❈❆❖ ✿ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❆ss✐sté❡ ♣❛r ❖r❞✐♥❛t❡✉r ❀
✕ ❉❈▼ ✿ ❉✐r❡❝t ❈♦s✐♥❡ ▼❛tr✐①✱ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦s✐♥✉s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❀
✕ ❉❙▲ ✿ ❉✐❣✐t❛❧ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ▲✐♥❡
✕ ➱◆❆❈ ✿ ➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❆✈✐❛t✐♦♥ ❈✐✈✐❧❡ ❀
✕ ➱◆❙■❈❆ ✿ ➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬■♥❣é♥✐❡✉rs ❞❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❆ér♦♥❛✉t✐q✉❡s ❀
✕ ●◆❯ ✿ ●♥✉ ✐s ◆♦t ❯♥✐① ❀
✕ ●❙▼ ✿ ●❧♦❜❛❧ ❙②st❡♠ ❢♦r ▼♦❜✐❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❀
✕ ●P❙ ✿ ●❧♦❜❛❧ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠✱ s②stè♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❀
✕ ■▼❯ ✿ ■♥❡rt✐❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♥✐t✱ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐♥❡rt✐❡❧❧❡ ❀
✕ ▼❊▼❙ ✿ ▼✐❝r♦ ❊❧❡❝tr♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠ ❀
✕ ▼■❆❈ ✿ ▼♦❞❡❧ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❀
✕ ▼❘❆❈ ✿ ▼♦❞❡❧ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❀
✕ ◆▲■ ✿ ◆♦♥ ▲✐♥❡❛r ■♥✈❡rs❡ ❀
✕ P■❉ ✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧✱ ■♥té❣r❛❧✱ ❉ér✐✈❛t✐❢ ❀
✕ P❖P ✿ P❛❝❦❛❣❡ ❖♥ P❛❝❦❛❣❡ ❀
✕ ❚▲❋■ ✿ ❚rés♦r ❞❡ ❧❛ ▲❛♥❣✉❡ ❋r❛♥ç❛✐s❡ ■♥❢♦r♠❛t✐sé ❀
✕ ❯❆❱ ✿ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡ ❀
✕ ❱❆❙P ✿ ❱é❤✐❝✉❧❡ ❆ér✐❡♥ ❙❛♥s P✐❧♦t❡ ❀
✕ ❱❚❖▲ ✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ❚❛❦❡ ❖✛ ❛♥❞ ▲❛♥❞✐♥❣✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✐s✐✱ ❪

❬❆s❡♣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪ ❆s❡♣✱ ❘✳✱ ❙❤❡♥✱ ❚✳ ❏✳✱ ❆❝❤❛í❜♦✉✱ ❆✳ ❑✳ ❡t▼♦r❛✲❈❛♠✐♥♦✱ ❋✳ ✭✶✾✾✸✮✳
❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✢✐❣❤t✲♣❛t❤ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❙②st❡♠s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ▲❛s ❱❡❣❛s✳

❬❆str♦♠ ❡t ❲✐tt❡♥♠❛r❦✱ ✶✾✾✹❪ ❆str♦♠✱ ❑✳ ❏✳ ❡t ❲✐tt❡♥♠❛r❦✱ ❇✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡

❈♦♥tr♦❧✳ ❉♦✈❡r✳

❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✾✼❪ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ❘✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛tr✐① ❆♥❛❧②s✐s✳ ❙■❆▼✱ ✷ é❞✐t✐♦♥✳

❬❇♦②❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ❇♦②❞✱ ❙✳✱ ●❤❛♦✉✐✱ ▲✳ ❊✳✱ ❋❡r♦♥✱ ❊✳ ❡t ❇❛❧❛❦r✐s❤♥❛♥✱ ❱✳ ✭✶✾✾✹✮✳
▲✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞

❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✭❙■❆▼✮✳

❬❇r✐ss❡t✱ ✷✵✵✹❪ ❇r✐ss❡t✱ P✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❉r♦♥❡s ❝✐✈✐❧s ✿ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡t ré❛❧✐tés✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ ❊◆❆❈✳

❬❇r②s♦♥ ❡t ❍♦✱ ✶✾✼✺❪ ❇r②s♦♥✱ ❆✳ ❊✳ ❡t ❍♦✱ ❨✳✲❈✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ✿❖♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ●r♦✉♣✳

❬❉②❞❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❉②❞❡❦✱ ❩✳ ❚✳✱ ❆♥♥❛s✇❛♠②✱ ❆✳ ▼✳ ❡t ▲❛✈r❡ts❦②✱ ❊✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆❞❛♣✲
t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛s❛ ①✲✶✺ ♣r♦❣r❛♠ ✿ ❆ ❝♦♥❝✐s❡ ❤✐st♦r②✱ ❧❡ss♦♥s ❧❡❛r♥❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦✈❛❜❧②
❝♦rr❡❝t ❞❡s✐❣♥✳

❬❋❧✐❡ss✱ ✶✾✽✻❪ ❋❧✐❡ss✱ ▼✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧

t❤❡♦r②✳ ❉✳ ❘❡✐❞❡❧ P✉❜✳ ❈♦✳

❬❋r✐❡❞❧❛♥❞✱ ✶✾✽✼❪ ❋r✐❡❞❧❛♥❞✱ ❇✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ❉❡s✐❣♥✳ ▼❝ ●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ✷ é❞✐t✐♦♥✳

❬●❤♦s❤ ❡t ❈✳✱ ✷✵✵✵❪ ●❤♦s❤✱ ❘✳ ❡t ❈✳✱ ❚✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥✈❡rs❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r
♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ✢✐❣❤t✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ ❆■❆❆ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡✲

r❡♥❝❡✳

❬●♦❧✉❜ ❡t ✈❛♥ ▲♦❛♥✱ ✶✾✾✻❪ ●♦❧✉❜✱ ●✳ ❍✳ ❡t ✈❛♥ ▲♦❛♥✱ ❈✳ ❋✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▼❛tr✐① ❈♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❏♦❤♥s ❍♦♣❦✐♥s ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

✶✺✾
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❬●✉r❞❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ●✉r❞❛♥✱ ❉✳✱ ❙t✉♠♣❢✱ ❏✳✱ ❆❝❤t❡❧✐❦✱ ▼✳✱ ❉♦t❤✱ ❑✳✲▼✳✱ ❍✐r③✐♥✲
❣❡r✱ ●✳ ❡t ❘✉s✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❢♦✉r✲r♦t♦r ✢②✐♥❣ r♦❜♦t ❝♦♥tr♦❧✲
❧❡❞ ❛t ✶❦❤③✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✳

❬❍❡❞r✐❝❦ ❡t ●✐r❛r❞✱ ✷✵✵✺❪ ❍❡❞r✐❝❦✱ ❏✳ ❑✳ ❡t ●✐r❛r❞✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡r❦❡❧❡② ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✳

❬❍♦✛♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❍♦❢❢♠❛♥✱ ●✳ ▼✳✱ ❲❛s❧❛♥❞❡r✱ ❙✳ ▲✳ ❡t ❚♦♠❧✐♥✱ ❈✳ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳
◗✉❛❞r♦t♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆■❆❆ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞

❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳

❬❍♦r♥ ❡t ❏♦❤♥s♦♥✱ ✶✾✾✵❪ ❍♦r♥✱ ❘✳ ❆✳ ❡t ❏♦❤♥s♦♥✱ ❈✳ ❘✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ▼❛tr✐① ❆♥❛❧②s✐s✳ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬■❢❛ss✐♦✉❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ■❢❛ss✐♦✉❡♥✱ ❍✳✱ ●✉✐ss❡r✱ ▼✳ ❡t ▼❡❞r♦♠✐✱ ❍✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❘♦❜✉st
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐❛t✉r❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ✉s✐♥❣ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝✲
t✉r❡✳ ❲♦r❧❞ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✻✳

❬■s✐❞♦r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ■s✐❞♦r✐✱ ❆✳✱ ▼❛r❝♦♥✐✱ ▲✳ ❡t ❙❡rr❛♥✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❘♦❜✉st ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥tr♦❧✱ ✹✽✭✸✮✳

❬❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❑❛♥♥❛♥✱ ✷✵✵✷❪ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❊✳ ◆✳ ❡t ❑❛♥♥❛♥✱ ❙✳ ❑✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ✢✐❣❤t
❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ❆■❆❆ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞

❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳

❬❏♦s❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❏♦s❤✐✱ ❙✳ ▼✳✱ ❑❡❧❦❛r✱ ❆✳ ●✳ ❡t ❲❡♥✱ ❏✳ ❚✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❘♦❜✉st ❛tt✐t✉❞❡
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝

❈♦♥tr♦❧✱ ✹✵✭✶✵✮✿✶✽✵✵✕✶✽✵✸✳

❬❑❛❧♠❛♥✱ ✶✾✻✵❪ ❑❛❧♠❛♥✱ ❘✳ ❊✳ ✭✶✾✻✵✮✳ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❙▼❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇❛s✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✭✽✷ ✭❙❡r✐❡s ❉✮✮✿✸✺✕
✹✺✳

❬❑♥✉t❤✱ ✶✾✾✽❪ ❑♥✉t❤✱ ❉✳ ❊✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❆rt ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②
Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧✳

❬❑♦❦♦t♦✈✐➣✱ ✶✾✾✷❪ ❑♦❦♦t♦✈✐➣✱ P✳ ❱✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❏♦② ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡✱
✭✶✾✾✶ ❜♦❞❡ ♣r✐③❡ ❧❡❝t✉r❡✮✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ❈❈❊❈✲✾✷✲✵✷✵✼✳ P✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❈♦♥tr♦❧
❙②st❡♠s ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✶✷ ✿✼✲✶✼✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✷✳

❬❑♦❦♦t♦✈✐➣ ❡t ❆r❝❛❦✱ ✷✵✵✶❪ ❑♦❦♦t♦✈✐➣✱ P✳ ❱✳ ❡t ❆r❝❛❦✱ ▼✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✿ ❆♥ ❛❜r❡✈✐❛t❡❞ st❛t✉s r❡♣♦rt✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥ ❈♦♥❢❡✲

r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✳

❬❑rst✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❑rst✐❝✱ ▼✳✱ ❑❛♥❡❧❧❛❦♦♣♦✉❧♦s✱ ■✳ ❡t ❑♦❦♦t♦✈✐➣✱ P✳ ❱✳ ✭✶✾✾✺✮✳
◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❉❡s✐❣♥✳ ❲✐❧❡②✲■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✳
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❬▲❡❡✱ ✷✵✶✵❪ ▲❡❡✱ ❚✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ r✐❣✐❞
❜♦❞② ♦♥ s♦✭✸✮✳

❬▲♦③❛♥♦ ❡t ❇r♦❣❧✐❛t♦✱ ✶✾✾✷❪ ▲♦③❛♥♦✱ ❘✳ ❡t ❇r♦❣❧✐❛t♦✱ ❇✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
r♦❜♦t ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ✇✐t❤ ✢❡①✐❜❧❡ ❥♦✐♥ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✸✼✭✷✮✿✶✼✹✕✶✽✶✳

❬▲é✈✐♥❡✱ ✷✵✵✹❪ ▲é✈✐♥❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❆♥❛❧②s❡ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ➱❝♦❧❡
◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s✳

❬▲é✈✐♥❡✱ ✷✵✵✾❪ ▲é✈✐♥❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙②st❡♠s✱ ❛ ❋❧❛t♥❡ss✲

❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❬▼✐q✉❡❧✱ ✷✵✵✹❪ ▼✐q✉❡❧✱ ❚✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r

❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❛ér♦♥❡❢s✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧ ❙❛❜❛t✐❡r ❞❡
❚♦✉❧♦✉s❡✳

❬▼♦r❛✲❈❛♠✐♥♦✱ ✷✵✵✺❪ ▼♦r❛✲❈❛♠✐♥♦✱ ❋✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P♦✲
❧②❝♦♣✐é ❞❡ ❝♦✉rs ❊◆❆❈✳

❬❖str♦✛ ❡t ❇❛❝♦♥✱ ✶✾✾✾❪ ❖str♦❢❢✱ ❆✳ ❏✳ ❡t ❇❛❝♦♥✱ ❇✳ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❋♦r❝❡ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢

❆■❆❆ ●✉✐❞❛♥❝❡✱ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳

❬P❤✐❧❧✐♣s ❡t ❍❛✐❧❡②✱ ✷✵✵✶❪ P❤✐❧❧✐♣s✱ ❲✳ ❋✳ ❡t ❍❛✐❧❡②✱ ❈✳ ❊✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ❛✐r❝r❛❢t ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ ❏❖❯❘◆❆▲ ❖❋ ❆■❘❈❘❆❋❚✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✽✳

❬Pr✐♠❜s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ Pr✐♠❜s✱ ❏✳ ❆✳✱ ◆❡✈✐st✐❝✱ ❱✳ ❡t ❉♦②❧❡✱ ❏✳ ❈✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✿ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞❡❞✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❆s✐❛♥
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✭✶✮✳

❬❘❛❜❜❛t❤✱ ✷✵✵✺❪ ❘❛❜❜❛t❤✱ ❋✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❆rt ♦❢ t❤❡ ❇♦✇✳ ❆✈❛♥t ❇❛ss✳

❬❘✐♦s✲❇♦❧✐✈❛r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❘✐♦s✲❇♦❧✐✈❛r✱ ▼✳✱ ❙✐r❛✲❘❛♠✐r❡③✱ ❍✳ ❡t ❩✐♥♦❜❡r✱ ❆✳ ❙✳ ■✳
✭✶✾✾✺✮✳ ❖✉t♣✉t tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✈✐❛ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✿ ❛ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✹t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳

❬❘✐♣❦❛ ❡t ❚✐♣❡❦✱ ✷✵✵✼❪ ❘✐♣❦❛✱ P✳ ❡t ❚✐♣❡❦✱ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▼♦❞❡r♥ ❙❡♥s♦rs ❍❛♥❞❜♦♦❦✳ P❛✈❡❧
❘✐♣❦❛ ❛♥❞ ❆❧♦✐s ❚✐♣❡❦✳

❬❘♦❣❡rs✱ ✷✵✵✼❪ ❘♦❣❡rs✱ ❘✳ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❙②s✲

t❡♠s✳ ❆■❆❆ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ s❡r✐❡✱ ✸ é❞✐t✐♦♥✳

❬❙❤❡♥✱ ✶✾✾✺❪ ❙❤❡♥✱ ❚✳ ❏✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▲❡s ❘és❡❛✉① ◆❡✉r♦♥❡s ❆✣♥❡s ❡t ▲❡✉r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛

❈♦♠♠❛♥❞❡ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❱♦❧✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✳

❬❙✐♠♦♥✱ ✷✵✵✻❪ ❙✐♠♦♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❙t❛t❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲✐❧❡② ■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✱ ✶ é❞✐t✐♦♥✳
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❬❙✐♥❣❤✱ ✷✵✵✾❪ ❙✐♥❣❤✱ ❙✳ ❑✳ ✭✷✵✵✾✮✳ Pr♦❝❡ss ❈♦♥tr♦❧ ✿ ❈♦♥❝❡♣ts ❉②♥❛♠✐❝s ❆♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧ ❖❢ ■♥❞✐❛ P✈t✳ ▲t❞✳

❬❙❧♦t✐♥❡ ❡t ▲✐✱ ✶✾✾✶❪ ❙❧♦t✐♥❡✱ ❏✳✲❏✳ ❊✳ ❡t ▲✐✱ ❲✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧✳ P❡rs♦♥
❊❞✉❝❛t✐♦♥✳

❬❙♦♥♥❡✈❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❙♦♥♥❡✈❡❧❞t✱ ▲✳✱ ✈❛♥ ❖♦rt✱ ❊✳✱ ❈❤✉✱ ◗✳ ❡t▼✉❧❞❡r✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳
◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛❞❛♣t✐✈❡ ✢✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ q✉❛❧✐t✐❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ✹✽t❤ ■❊❊❊
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳

❬❙t❡♥❣❡❧✱ ✶✾✾✹❪ ❙t❡♥❣❡❧✱ ❘✳ ❋✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉♦✈❡r P✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳

❬❚❛②❡❜✐ ❡t ▼❝●✐❧✈r❛②✱ ✷✵✵✻❪ ❚❛②❡❜✐✱ ❆✳ ❡t ▼❝●✐❧✈r❛②✱ ❙✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆tt✐t✉❞❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ✈t♦❧ q✉❛❞r♦t♦r ❛✐r❝r❛❢t✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✹✭✸✮✳

❬❚❛②❧♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❚❛②❧♦r✱ ❇✳✱ ❇✐❧✱ ❈✳ ❡t❲❛t❦✐♥s✱ ❙✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❍♦r✐③♦♥ s❡♥s✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❆ ❱▼❈ ❛✉t♦♣✐❧♦t✳ ■♥ ✶✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❯❆❱ ❙②st❡♠s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❇r✐st♦❧✳

❬❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ✷✵✵✺❪ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❙♣r✐♥✲
❣❡r✳

❬❚✐tt❡rt♦♥ ❡t ❲❡st♦♥✱ ✷✵✵✺❪ ❚✐tt❡rt♦♥✱ ❉✳ ❍✳ ❡t❲❡st♦♥✱ ❏✳ ▲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❙tr❛♣❞♦✇♥ ■♥❡r✲

t✐❛❧ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆■❆❆✱ ✷ é❞✐t✐♦♥✳

❬❲❛❝❤♦✇s❦✐ ❡t ❲❛❝❤♦✇s❦✐✱ ✷✵✵✵❪ ❲❛❝❤♦✇s❦✐✱ ▲✳ ❡t❲❛❝❤♦✇s❦✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ❆rt ♦❢
t❤❡ ▼❛tr✐①✳ ◆❡✇♠❛r❦❡t Pr❡ss✳

❬❲❛❧❛❝❤ ❡t ❲✐❞r♦✇✱ ✶✾✾✻❪ ❲❛❧❛❝❤✱ ❊✳ ❡t❲✐❞r♦✇✱ ❇✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ■♥✈❡rs❡ ❈♦♥tr♦❧✳
Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧✳

❬❲❛♥❣ ❡t ❙t❡♥❣❡❧✱ ✷✵✵✺❪ ❲❛♥❣✱ ◗✳ ❡t ❙t❡♥❣❡❧✱ ❘✳ ❋✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘♦❜✉st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✢✐❣❤t
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✐r❝r❛❢t✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✸✭✶✮✳

❬❲❛s❧❛♥❞❡r✱ ✷✵✵✹❪ ❲❛s❧❛♥❞❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❙t❛r♠❛❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❪ ❲❡✐✱ ❇✳✱❲❡✐ss✱ ❍✳ ❡t ❆r❛♣♦st❛t❤✐s✱ ❆✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦
r❡❣✉❧❛t♦r ❢♦r s♣❛❝❡❝r❛❢t ❡✐❣❡♥❛①✐s r♦t❛t✐♦♥s✳ ❆■❆❆ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●✉✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱
✶✷✭✸✮✿✸✼✺✕✸✽✵✳

❬❲❡♥❞❡❧✱ ✷✵✵✼❪ ❲❡♥❞❡❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ■♥t❡❣r✐❡rt❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥s②st❡♠❡✳ ❖❧❞❡♥❜♦✉r❣ ❲✐ss❡♥✲
s❝❤❛❢ts✈❡r❧❛❣ ●♠❜❍✱ ❘♦s❡♥❤❡✐♠❡r ❙t ✶✹✺✱ ❉✲✽✶✻✼✶ ▼ü♥❝❤❡♥✱ ✶ é❞✐t✐♦♥✳

❬❲❡rt③✱ ✶✾✼✽❪ ❲❡rt③✱ ❏✳ ❘✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❙♣❛❝r❡❝r❛❢t ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ❑❧✉✲
✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✶✵ é❞✐t✐♦♥✳

❬❲✐♥❦❧❡r✱ ✷✵✵✼❪ ❲✐♥❦❧❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❩✉r ❙❡♥s♦r❞❛t❡♥❢✉s✐♦♥ ✐♥t❡❣r✐❡rt❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ss②s✲

t❡♠❡ ✉♥❜❡♠❛♥♥t❡r ❑❧❡✐♥st✢✉❣③❡✉❣❡✳ ❙❤❛❦❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✱ ✶ é❞✐t✐♦♥✳
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