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Etudes mathématiques et numériques des problémes paraboliques avec des conditions aux limites.

REsumE

Cette these est centrée autour de 1’étude théorique et de 1’analyse numérique des équations parabo-
liques non linéaires avec divers conditions aux limites.
La premicre partie est consacrée aux équations paraboliques dégénérées mélant des phénomenes non-
linéaires de diffusion et de transport. Nous définissons des notions de solutions entropiques adaptées
pour chacune des conditions aux limites (flux nul, Robin, Dirichlet). La difficulté principale dans I’étude
de ces problemes est due au manque de régularité du flux pariétal pour traiter les termes de bords. Ceci
pose un probléme pour la preuve d’unicité. Pour y remédier, nous tirons profit du fait que ces résultats de
régularités sur le bord sont plus faciles a obtenir pour le probleme stationnaire et particulierement en di-
mension un d’espace. Ainsi par la méthode de comparaison "fort-faible" nous arrivons a déduire 1’unicité
avec le choix d’une fonction test non symétrique et en utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires.
L existence de solution se démontre en deux étapes, combinant la méthode de régularisation parabolique
et les approximations de Galerkin. Nous développons ensuite une approche directe en construisant des
solutions approchées par un schéma de volumes finis implicite en temps. Dans les deux cas, on combine
les estimations dans les espaces fonctionnels bien choisis avec des arguments de compacité faible ou
forte et diverses astuces permettant de passer a la limite dans des termes non linéaires. Notamment, nous
introduisons une nouvelle notion de solution appelée solution processus intégrale dont I’objectif, dans le
cadre de notre étude, est de pallier a la difficulté de prouver la convergence vers une solution entropique
d’un schéma volumes finis pour le probléme de flux nul au bord.
La deuxieme partie de cette these traite d’un probleme a frontiere libre décrivant la propagation d’un
front de combustion et 1’évolution de la température dans un milieu hétérogeéne. Il s’agit d’un systeéme
d’équations couplées constitué de I’équation de la chaleur bidimensionnelle et d’une équation de type
Hamilton-Jacobi. L’objectif de cette partie est de construire un schéma numérique pour ce probléme
en combinant des discrétisations du type éléments finis avec les différences finies. Ceci nous permet
notamment de vérifier la convergence de la solution numérique vers une solution onde pour un temps
long. Dans un premier temps, nous nous intéressons a 1’étude d’un probleme unidimensionnel. Tres vite,
nous nous heurtons a un probléeme de stabilité du schéma. Cela est dii au probléme de prise en compte
de la condition de Neumann au bord. Par une technique de changement d’inconnue et d’approximation
nous remédions a ce probleme. Ensuite, nous adaptons cette technique pour la résolution du probléme
bidimensionnel. A 1’aide d’un changement de variables, nous obtenons un domaine fixe facile pour la
discrétisation. La monotonie du schéma obtenu est prouvée sous une hypothése supplémentaire de pro-
pagation monotone qui exige que la frontiere libre se déplace dans les directions d’un cOne prescrit a
I’avance.
Classification A.M.S 2010 : 65N08, 65M60, 65L10, 58J35 35K05, 35R35.
Mots clés :probleme parabolique dégénéré, probléme stationnaire, solution entropique, solution inté-
grale, théorie de semi-groupes non linéaires, méthode des volumes finis, probleme a frontiere libre,
équation de Hamilton-Jacobi, méthode d’éléments finis conforme, schéma monotone, solution onde



Mathematical and numerical studies of parabolic problems with boundary conditions.

Abstract

This thesis focuses on the theoretical study and numerical analysis of parabolic equations with boundary
conditions.

The first part is devoted to degenerate parabolic equation which combines features of a hyperbolic conser-
vation law with those of a porous medium equation. We define suitable notions of entropy solutions for
each of the boundary conditions (zero-flux, Robin, Dirichlet). The main difficulty in these studies resides
in the formulation of the adequate notion of entropy solution and in the proof of uniqueness. There is
a technical difficulty due to the lack of regularity required to treat the boundaries terms. We take ad-
vantage of the fact that boundary regularity results are easier to obtain for the stationary problem, in
particular in one space dimension. Thus, using strong-weak uniqueness approach we get the uniqueness
with the choice of a non-symmetric test function and using the nonlinear semigroup theory. The exis-
tence of solution is proved in two steps, combining the method of parabolic regularization and Galerkin
approximations. Next, we develop a direct approach to construct approximate solutions by an implicit
finite volume scheme. In both cases, the estimates in the appropriately chosen functional spaces are com-
bined with arguments of weak or strong compactness and various tricks to pass to the limit in nonlinear
terms. In the appendix, we propose a result of existence of strong trace of a solution for the degenerate
parabolic problem. In another appendix of independent interest, we introduce a new concept of solution
called integral process solution. We exploit it to overcome the difficulty of proving the convergence of
our finite volume scheme to an entropy solution for the zero-flux boundary problem.

The second part of this thesis deals with a free boundary problem describing the propagation of a com-
bustion front and the evolution of the temperature in a heterogeneous medium. So we have a coupled
problem consisting of the heat equation of bidimensional space and a Hamilton-Jacobi equation. The ob-
jective is to construct a numerical scheme and to verify that the numerical solution converges to a wave
solution for a long time. Recall that an existence of wave solution for this problem was already proven in
an analytical framework. At first, we focus on the study of a one-dimensional problem. Here, we face a
problem of stability of the scheme. This is due to a difficulty of taking into account the Neumann boun-
dary condition. Through a technique of change of unknown, we can propose a monotone scheme. We
also adapt this technique for solving two-dimensional problem. Using a change of variables, we obtain
a fixed domain where the discretization becomes easy. The monotony of the scheme is proved under an
additional assumption of monotone propagation that requires the free boundary moves in the directions
of a cone given beforehand.

2010 A.M.S Classification : 65N08, 65M60, 65L10, 58J35 35K05, 35R35.

key words : Degenerate parabolic problem, Stationary problem, Entropy solution, Integral solution,
Nonlinear semigroup theory, Finite volume scheme, Free boundary problem, Hamilton-Jacobi equation,
Finite element method, Monotone scheme, Wave solution
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Introduction générale

Les travaux de recherche présentés dans cette these concernent 1’étude théorique et numérique des
équations aux dérivées partielles paraboliques non-linéaires. Ils s’articulent autour de deux grands themes
de recherche :

1. Etude théorique et numérique de probléme parabolique dégénéré avec des conditions de bord.
2. Etude d’un systéme couplé d’équations paraboliques décrivant un probléme i frontiére libre.

Ces deux themes seront présentés séparément. Nous présenterons dans cette introduction un apergu sur
les motivations et aussi les résultats obtenus tout au long de ces années de recherches.

0.1 Premiere partie : Probleme parabolique dégénéré

La premicere partie de cette these est consacrée a 1’étude de 1’équation parabolique suivante :
u +div f(u) — Ap(u) =0dans Q = (0,T)xQ, T >0, QCR": (Ep)

Nous nous intéressons a I’étude des problemes paraboliques mélant des phénomenes non-linéaires de
diffusion et qui présentent la particularité que le mécanisme de diffusion est inhibé en deca d’une valeur
critique de I'inconnue que nous noterons u.. Ces équations jouent un rdle important dans le domaine
de I'ingénierie pétroliere voir par exemple le livre "Analyse mathématique de modeles non linéaires de
I’ingénierie pétroliere" de G. Gagneux et M. Madaune-Tort et Gagneux [44] : lors de 1’étude d’écoule-
ments diphasiques de deux fluides (huiles et gaz) incompressibles et immiscibles en milieu poreux pour
la récupération assistée des hydrocarbures.

Donnons une liste non exhaustive de modeles faisant intervenir des problémes paraboliques dégénérés :

1. Lafloculation des argiles lors d’envasements d’estuaires par hydro-sédimentation (voir par exemple
[25] et ces références). Lorsque la concentration de particules atteint une valeur critique, il y a for-
mation d’agrégats et le phénomene de diffusion moléculaire devient inexistant. Seul subsiste le
processus de transport convection.

2. Les écoulements forcés de fluides en milieux poreux : diverses modélisations font apparaitre des
courbes de perméabilité relative plates en deca d’une certaine valeur résiduelle de la saturation du
constituant considéré. Il s’ensuit que le processus darcéen ! de diffusion est inopérant en deca d’un

1. Qualifie un écoulement qui peut &tre décrit par la loi de Darcy.



certain seuil de saturation, alors qu’existe un phénomene de convection forcée. De tels modeles
se rencontrent également en pédologie, lorsqu’il s’agit de décrire des processus d’humidification
des sols (voir par exemple [31]).

3. L’évolution d’un trafic autoroutier : dans ce cas le terme de diffusion traduit un effet d’anticipation
des conducteurs qui corrigent leur vitesse instantanée en fonction des variations locales de densité
de la circulation a partir d’un certain seuil « bouchon ».

Pour résoudre le probleme (E)), il faut y ajouter une condition initiale
(0, x) = up(x); xe€Q, o))

et des conditions aux limites, pour (¢, x) € (0,7) X X lorsque Q C RY. Une des difficultés majeures dans
I’étude des problemes avec des conditions prescrites sur le bord du domaine est la prise en compte de la
condition au limite qui peut &tre délicat. Il convient alors de trouver une formulation entropique adaptée
pour voir dans quel sens la condition au bord doit étre vérifiée afin d’avoir un probléme bien posé.

Nous passons en revue quelques théories dont la connaissance a été essentielle pour mener a bien
cette premiere partie de la these.

0.1.1 Lois de conservation

Etant donné un ouvert Q de R, on considére 1’équation suivante :
u; +div f(u) = 0dans Q = (0,T)xQ, T >0, QCRY (En)

munie d’une condition initiale et en plus d’un condition au bord lorsque Q c R. Il est bien connu
que méme avec des données tres régulicres, il est difficile de trouver des solutions classiques (continu
par exemple). Par contre en se tournant vers la notion de solution au sens des distributions (solution
dite faible), on arrive a trouver des solutions qui peuvent contenir d’éventuelles discontinuités. Ainsi, en
considérant le probleme de Burgers (f(u) = “72) avec une condition initiale ug(x) = —1six <Oetuy =1
si x > 0, la fonction donnée par u(t, x) = up(x) est bien une solution faible de 1’équation de Burgers. On
remarque aussi que la fonction définie par :

-1 six<-—t
v(t, x) = T osifx <t
1 sit<x

est aussi une solution faible. D apreés les observations faites sur les modeles physiques, la multiplicité
des solutions n’est pas du tout réaliste et admissible. Il convient alors de chercher un cadre plus général
permettant d’avoir un probleéme bien posé au sens de Hadamard. La notion de solution dite entropique

2

obtenue par approximation visqueuse < ou par la méthode des volumes finis permet d’obtenir existence

et unicité. Pour une fonction f localement Lipschitzienne, S. N. Kruzhkov ([49]) défini une solution

2. Dans plusieurs situations du monde réel, le modele ainsi régularisé correspond & une prise en compte plus
fine de la réalité physique ; en ce sens, la loi de conservation hyperbolique doit étre vue comme une limite singuliere
de I’équation parabolique avec diffusion qui tend vers zéro.
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entropique u# € L*(Q) du probleme de Cauchy (Ej) si pour tout k € R, la fonction u vérifie I’inégalité
dite entropique suivante :

Byl — k| + div(sign(u —K)(f(u) f(k))) <0 dans D'((0,T) x RO). )

La technique qu’il utilise pour obtenir 1’unicité de la dite solution entropique est basée sur "le dédou-
blement de variables". Cette méthode consiste a supposer u(t, x) et (s, y) deux solutions entropiques de
(Ep). En prenant k = u (respectivement k = #1) dans les formulations entropiques correspondantes, on
arrive a I’inégalité suivante :

(0 + d9)lu — 1] + (divy + divy)(sign(u — )(f(u) — f(ﬁ))) <0 dans D'((0, T) x RY). 3)

Ainsi, avec le choix d’une fonction test & = £(t, x, s, y) symétrique par rapport aux variables d’espace et
de temps (i.e. (V, + V)é =0, (8, + 0,)¢ = 0), S. N. Kruzhkov arrive a avoir une contraction L! qui est
synonyme d’unicité.

Il existe dans la littérature plusieurs généralisations de cette notion de solution entropique dans le cas ol
le probléeme (E}) est muni de condition aux limites.

La condition au bord ayant regu le plus d’attention est celle de Dirichlet. Le papier de Bardos, Leroux
et Nédélec [14] y fait figure de référence. Pour avoir une idée de la difficulté quant a la prise en compte
de la condition de bord, considérons le probleme (Ej) en prenant f(u) = u sur un intervalle de la droite
réelle QQ = (0, 1) avec une condition initiale et pour condition de Dirichlet u(t, 0) = a(¢) et u(t, 1) = b(t),
t > 0. Il apparait en prenant a(f) = 0, b(#) = 1 pour tout ¢ et en démarrant avec une donnée initiale
nulle, une couche limite > en x = 1. Ceci traduit le fait qu’en imposant a la solution une valeur en x = 1
au bord, le probleéme devient insoluble. Ainsi, en analysant le probleme de Dirichlet non homogene
u(t,x) = uP(t,x) sur T = (0,T) x 0Q et en étudiant la limite ¢ — O du probléeme approché, Bardos,
Leroux et Nédélec s’appuyent sur la notion d’ une solution entropique au sens de (2) a I'intérieur du
domaine qu’on appellera au Chapitre 2 ’solution entropique locale’. Pour traitement du bord, Bardos,
Leroux et Nédélec [14] n’imposent pas a la solution « de vérifier la condition de bord «”, mais plutdt
I’'inégalité suivante :

sign(yu — k)(f(yu) — f(uP)).n > 0 pour k € [min(yu, uP), max(yu, u?)]. (4)

Cette condition appelée condition 'BLN’ (initiale des trois auteurs) restreint le cadre d’étude dans L™ N
BV, car I’appartenance de la solution a I’espace BV des fonctions a variations bornées justifie I’existence
de la trace yu au bord. Plus tard, F. Dubois et Ph. LeFloch (voir [37]), adaptent le cadre 'BLN’ en tra-
vaillant avec un graphe maximal monotone, dans ce cas la condition de Dirichlet se présente en terme de
graphe 8 = {u”} x R. Récemment Boris Andreianov et Karima Sbihi [12] généralisent ces résultats avec
un graphe maximal monotone avec dépendance en (t, x) i.e. 5;x = {uP(t, x)} x R.

Dans le cadre L™, Félix Otto, propose une formulation intégrale entropique de bord sans 1’utilisation
de trace de la solution. Il prouve I’existence et ’unicité. La liste des papiers traitant du probleme de
Dirichlet est longue, nous pourrions citer entre autre [73, 72, 4, 29] qui nous ont beaucoup aidé dans la
compréhension de la prise en compte des conditions aux bords tout au long de ces années de recherches.

3. Le schéma numériques s’efforce de respecter la condition au bord, et cela entraine des phénomenes purement
numérique au bord



Une autre condition au bord tout aussi importante du point de vue des applications est la condition
de flux nul au bord. S’inspirant des travaux de Vasseur [74], sur I’existence de trace forte au bord pour
la convergence L' des lois de conservation, résultat généralisé plus tard par Panov [65], Biirger, Frid
et Karlsen proposent une formulation entropique incluant le terme de bord sign(yu — k)f(k) dans la
formulation entropique. Cette quantité a bien un sens, en effet, la fonction sign étant discontinue en k =
yu, en ce point de discontinuité, grace a la trace forte de u et la continuité de f; on a f(yu) = yf(u) =0
sur X. L’existence de solution est obtenue par la méthode de viscosité évanescente. Biirger et al, prouvent
’unicité par les techniques de dédoublement de variables. Ils arrivent a ce résultat

(@, + 8l — fi] + (div, + divy)(sign(u — ) (f(uw) - f(ﬁ)))
+ sign(yu — i) f(yu) p()dH T (x) + sign(u — yi) f(u).n(x)dH " (y) < 0 dans D' ((0, T) x Q).

Les termes de bords disparaissent en faisant x — y grace a la trace forte de flux qui est nulle au bord.
Ainsi le choix d’une fonction test symétrique assure facilement I’unicité. Notons que dans leur papier, la
condition ” f(u) = 07 est vérifiée de facon littérale i.e obtenue comme limite quand € — 0 du probléme
approché, grace a une hypotheése supplémentaire f(0) = f(#max), iIC1 Umax €St Supposé étre une valeur
infranchissable de la solution due par exemple aux contraintes physico-chimiques (par exemple le cas
d’un probleme de saturation).

0.1.2 Probleme parabolique dégénéré

Dans le cas de I’équation parabolique dégénérée (E,), les techniques issues des lois de conservation
peuvent étre appliquées et une solution entropique pour le probleme de Cauchy (E,) dans I’espace R
tout entier vérifie 1’inégalité suivante

VkeR, Ofu—kl + div(sign(u - k)( f(u) — fk) - V¢(u))) <0 dans D'((0,T)xR). (5

En traitant le probléme d’unicité par le dédoublement de variables, on se heurte au traitement du terme
non-linéaire V¢(u). Pour contourner cette difficulté, José Carrillo a eu 1’idée d’introduire 1’ensemble
suivant :

Q, ={x e Q| ¢u(r,x) =0} (6)
et déduit a travers la formulation entropique une information sur la dissipation d’énergie :
VkeQ, VYDeR', dlu—k + div(sign(u - k)( Fu) - Fk) — Ve(u) — D))

< lim é1{_(,<¢<u>_¢<k><a;V¢(u>(D ~ V(u)) dans D'((0,T) x R"). (7)
o—

Ainsi, en combinant I’inégalité entropique pour k appartenant au complémentaire de €, et I’information

sur la dissipation d’énergie pour k € Q,, José Carrillo [28] généralise de la méthode de dédoublement

des variables de Kruzhkov pour les problemes paraboliques dégénérés.

Tout comme pour les lois de conservation, il existe plusieurs papiers traitant des condition de bords de

Dirichlet pour le probleme (E,). On peut citer entre autre pour les conditions de Dirichlet homogene
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[28, 68, 28] et pour les conditions de Dirichlet non homogene [58, 59, 71, 42, 18]. 1l existe tres peu de
références qui traitent de la condition zéro-flux et a notre connaissance, elles traitent presque toutes du
probléme en une dimension d’espace (pour I’unicité). Dans [23], Biirger Frid et Karlsen, proposent un
résultat d’existence et d’unicité en s’appuyant sur le cadre fonctionnels des champs vectoriels dont la
divergence est une mesure. Ce cadre leur permet de donner un sens a la formulation de Green-Gauss
dans le traitement du flux au bord. Récemment, H. Watanabe et O. Shinnosuke dans [45] ont prouvé
I’existence et I'unicité de solution entropique, pour une condition au bord qui peut s’apparenter a une
condition de Robin sous certaines hypothese sur le flux de convection. Notre démarche tout au long de
cette these sera une approche différente. Nous profiterons entre autre des résultats de régularités plus
facile a appréhender pour le probleme stationnaire associé€ au probleme (E),) et ainsi en se basant sur la
théorie des semi-groupes non linéaires, on arrive a prouver 1’unicité.

0.1.3 Théorie des semi-groupes non linéaires

La théorie des semi-groupes est une théorie riche dans le sens qu’elle s’applique a une large famille
de problémes concrets et permet d’avoir des résultats d’existence et d’unicité dans un cadre abstrait.
Dans notre travail, elle fournit I’unicité de probleme d’évolution avec trés peu de résultat de régularité
disponible, comme nous le verrons tout au long de cette these. Elle s’appuie sur I’étude des opérateurs m-
accrétifs (I'unicité est assurée par 1’accrétivité de I’opérateur). Contrairement a la théorie de Kruzhkov,
s’appuyant sur I’espace L™, la théorie des semi-groupes a pour cadre fonctionnel les espaces de Banach
(dans les applications qui nous intéressent, I’espace est L'). Néanmoins, ces deux théories peuvent étre
complémentaires. On désigne par X un espace de Banach muni de la norme ||.|| et du crochet [.,.] défini
comme suit :

lla + abl| — |5l
—_— ®)

[a,b] = lim
a—0
Considérons le probleme d’évolution abstrait gouverné par un opérateur dans 1’ espace de Banach X

u +Aush, u(0)=up. ©)

Elle offre un cadre propice d’étude d’existence et en ce qui nous intéresse 1’unicité de solution pour
I’étude des problemes d’évolution généraux. Pour cela considérons le schéma implicite du probleme (9)

(10)

iyl . .
e le 4 Aul sk i=1,.,N, >0
u

li=li-1 o
0 _
o - uO(x),
et (fo, ...ty : hl, ..., hY) une discrétisation définie par

h=0<y<..<ty<T; max |t,—ti-| <O

i=1,...,

T—tN<O'ethf,.=h(l,‘) i=

|
=

L’ objectif est de construire u, : [0, T] — X tel que :

Il
=

0 ufr pour tout ¢ € [#i_1, 5[ i
u =
v ug pour tout € [ty, T[



et u!_est donnée par (10). On a alors

(“fr -t - ti—l)Aué—) > (”fr_l + (i - fi—l)hfr) i=1..,N a1

Ainsi, pour résoudre (11), on a besoin que I’inverse de 1’opérateur (I + AA) soit bien défini et univoque.
Dans ce cas

. _1 . .
W = (1 — (- ti_l)A) (uﬁ;l -t - ti_l)hﬁ,) i=1,..N. (12)

Pour construire, par la suite, une théorie permettant d’obtenir la convergence de u, vers une limite u
lorsque sigma tend vers zéro, on a besoin que la résolvante (I + AA)~! soit une contraction dans X. La
propriété contractante (au sens large) de la résolvante s’interprete sous forme d’accrétivité de 1’ opérateur
A. Lopérateur A est dit accrétif si :

lx =3l <llx =X+ Ay =9I 120,(x,y),(&.3) € A. (13)

Dans le cas o I’opérateur est accrétif, notons Jf = (I+2A) ! larésolvante de A. On note que le domaine
de la résolvante est ’image de 1’opérateur (I + AA) i.e D(Jf) = R(I + AA). Revenons a la relation (14)
qui s’écrit formellement :

Wo=Jh = (uﬁ;l - tl._lmg,) i=1,..,N. (14)

Cette équation indique qu’a part I’accrétivité de I’opérateur, on a tout aussi besoin d’une condition sur
I’image de la résolvante pour bien assurer 1’existence de la solution i.e D(Jf) = R(I + 1A) = X. Ainsi,
on dit que I'opérateur A est m-accrétif si et seulement si A est accrétif et R(/ + 1A) = X pour tout
A > 0. On défini ainsi une notion de solution appelé bonne solution du probléme abstrait (9) qui est la
limite de u, lorsque o tends vers zéro. On a I’existence grace au Théoréme de Crandall-Liggett dont une
généralisation dans le cas i # 0 peut étre trouvée dans la these de Ph. Bénilan (voir [16]). Ce théoréme
indique qu’il existe une unique bonne solution du probléme (9) si A est m-accrétif et la donnée initiale
ug € D(A). De plus cette *bonne solution * est appelée solution intégrale et vérifie :

d
Y(v,2) € A Elu—vl <

u—v,h—z]. (15)

Il est également montré dans [16] que la propriété (15) suffit, a elle seule, a définir la notion de solution
pour laquelle le probleme d’évolution est bien posé. C’est la notion de solution intégrale, qui jouera un
r6le majeur dans la premiere partie de cette these.

0.1.4 Méthode de volumes finis

Dans cette section, nous rappellerons la méthode des volumes finis appliquée a I’étude des problemes
paraboliques dégénérés. On suppose que Q est un ouvert polygonal de R’ et on se donne un maillage
O de Q. Un maillage O de Q est un découpage de Q en petits volumes polygonaux K appelés volumes
de contrdle. Le domaine temporel [0, T est subdivisé en 6 > 0 pas de temps c’est a dire [0,T] =
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N
U[n&t, (n+ 1)6t[ avec N = (% + 1. On integre ensuite 1’équation (E),) sur [ndt, (n + 1)01[XK :

n=0
(n+1)ot (n+1)6t
f(u((n + 1)ot, x) — u(ndt, x))dx + f f div f(u)dxdt — f f Ap(u)dxdt = 0. (16)
K not K not K

Par la formule de Stokes, (16) donne

(n+1)ot (n+1)5t
f (u((n + 1)6t, x) — u(nét, x))dx+ f F(u)mdydt - f f Ve(u).ndydt = 0,
K not 0K not oK

ol 77k est le vecteur unitaire normal a 0K extérieur a K. On décompose ensuite le bord de chaque volume
de controle K en arétes du maillage c’est a dire 0K = U o ou Eg représente 1’ensemble des arétes

o 681(
(interfaces) de K. On obtient alors

1
Ef;((u((’“r 1)6t,x)—u(n5t,x))dx+ fo(u).m(ﬂdy— va¢(u).l71(,(rdy=0,

0’681{ g O'GSK g

ol 77k est le vecteur unitaire normal a o extérieur a K. On pourra opter pour un schéma implicite qui
a I’avantage de réduire le temps de calcul et éviter une éventuelle condition de Courant-Friedrichs-Levy

n+1

x et le terme

(CFL). Pour cela, on approche le terme u((n + 1)0t, x)dx par I’'inconnue discrete u
K

f u((n + 1)d1, x)dx par uy. La grande difficulté est de trouver une bonne approximation des termes
K

de convection et de diffusion. Pour obtenir donc un schéma numérique, il nous reste a exprimer le flux
numérique de convection et de diffusion en fonction des inconnues discretes (u’;(”) Keo, associées aux
mailles et (u"!) eg, associées aux arétes : Pour des raisons d’interprétations des phénomenes physiques
liés a ces problemes, la discrétisation du flux de convection doit tenir compte du rendement entre le flux
entrant et sortant a travers 1’interface o~ donné séparant deux volumes de contrdle (cc = dK N JL avec L
un volume voisin de K), ce qui est un des avantages de la méthodes des volumes finis par rapport aux

autres méthodes d’approximations numériques. Pour cela, on posera :

Fro(g ug)) ~= f Sk dy. (17)
o
Ce flux numérique doit étre monotone, conservatif, régulier et consistant :
Va,b,e R FK,O'(a’ a) = m(O')f(a)-UK,m et abFK,(r(aa b) <0< aaFK,a'(a’ b)

Il existe dans la littérature des exemples de flux numériques satisfaisant ces conditions, on peut citer par
exemple le flux numérique de Godunov et celui de Rusanov.

Il reste a discrétiser le terme issu du flux de diffusion, ce qui suggere une approximation du gradient
continue d’une fonction en gradient discret. Une facon d’approcher le gradient est la suivante :

Sl — pu)
m

dK,O'

- f Vo) ngody = - (), (18)

ou dg - est la distance du point x a I’aréte o et m(o) la longueur de I’aréte (voir Figure 1 incluant no-
tamment une condition d’orthogonalité). On a ainsi approché le probleme (E),) par une suite de solutions



approchées obtenue par la méthode Euler implicite en temps, volumes finis en espace, sur un maillage
admissible O incluant notamment une condition d’orthogonalité (voir, e.g., [42, 59] et aussi la Figure 1).

Une inconnue discrete u’;(“ pour chaque volume de contrdle K € O et tout n € N est introduite et le
schéma est défini par
m(K)ur;(H_u';( n Z F (un+1 Mn+1) _ Z - (¢(Mn+1) _ ¢(un+l)) -0 (19)
ot O'GSK K"T K > K’U- 0'681( K’O- K’U- K - ’

Ici, 7k = %(;) appelé transmissibilité est le rapport de la mesure (£—1)-dimensionnelle m(o) de o sur
la mesure {-dimensionnelle m(K) de la maille K.

Une condition de démarrage est nécessaire pour permettre de faire les calculs. La donnée initiale sera
discrétisée comme suit :

1
ourKeO, u)=—— f updx.
P K7 &) Jx

La prise en compte de la condition au bord peut s’avérer tres délicate. Par exemple dans le cas d’une
condition de Dirichlet homogene, on peut créer des points fictifs hors du domaine et ainsi pour le bilan
des flux, imposer une relation entre le flux sortant et entrant au bord en fonction de la donnée de Dirichlet
homogene en supposant que les points fictifs sont tous nuls (voir [59]). En ce qui concerne la condition
de flux nul qui sera décrite au Chapitre 3, la condition de flux zéro est imposée dans (19) au sens littéral
puisque les termes de flux sur les arétes de K incluses dans JQ2 sont absentes (puisqu’ils sont supposés
nuls).

Si ce schéma implicite possede une solution, on dira que la fonction continue par morceaux ug g(t, X)
définie par : up 5(t, x) = u’}(“ pour x € K et t €]ndt, (n+1)dt], est solution approchée de (E,). L’existence
de up s s’en découle par des arguments de degré topologique. On retrouve dans [42] des estimations a
priori suivantes nécessaire pour passer a la limite : les bornes L™ de ug s;, une estimation L*0,T; H'(Q))
discrete, des inégalités entropiques discretes puis continues du type (5) avec un terme reste, et des estima-
tions des translatées L? en espace-temps pour ¢(up ;). 1l est alors possible de prouver qu’une sous-suite
des solutions ug, 5,,, ou h désigne la taille des discrétisations, converge en un sens non-linéaire faible-x

vers une limite v dite solution processus-entropique, définie, en posant u = fo v(a) da, par

1 1
Vk € R ( fo () — da/)[ + V( fo sign(v(@) — k)[ F(@)) - f(k)] da) — Alp(w) — $(K)| <0

dans D'((0,T) x Q), ou v : (t,x,a) € [0, T]xQx][0, 1] est une fonction mesurable & valeurs dans R et
la variable a permet de tenir compte d’éventuelles oscillations dans la famille (ug, s1,),,- Il ne reste plus
qu’a montrer que cette solution processus-entropique est en faite une solution entropique, c’est a dire :
v(t, x, @) = v(t, x) et vérifie donc (5).

0.1.5 Résultats principaux de la premiere partie

Cette premiere partie de la thése comporte quatre chapitres : Nous présentons ici un résumé des
résultats obtenus par chapitre.
Dans le premier chapitre, nous considérons le probleme (E,) avec une condition dite de flux nul ie
(f(u)—V(u)).n = 0sur £ = (0, T) x Q. Dans ce chapitre, on supposera I’hypotheése f(0) = f(umax) =0
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Ficure 1 — Condition d’orthogonalité pour un maillage volumes finis



avec Umax = 0. S’inspirant de la définition de solution entropique proposée par Biirger, Frid et Karlsen
pour le probléme hyperbolique avec une condition zéro flux dans 1’article ([22], 2007), nous introduisons
une nouvelle notion de solution entropique : Une solution entropique de (E,), définie dans [9], est une
fonction a valeurs dans [0, umax] Vérifiant pour tout k € [0, umax] et telle que u € C([0,T1; L'(Q)),
u(0) = uop.

Vk € [0, tan] Oilu—k| + div(sign(u—k)(f(u)— f(k)—V¢(u))) < 1f()qldHE in D0, T)XRY), (20)

Dans le papier de Biirger, Frid et Karlsen [22] grice a I’existence de trace forte yu de la solution u du
probléme hyperbolique (on pourra se référer aux deux papiers [74, 66]) et a la continuité de f et par la
stabilité de I’opérateur trace forte par rapport a la continuité f(yu) = v f(u). Les auteurs arrivent a prou-
ver I’existence et I’unicité de solution du probléme hyperbolique. Notre donnons une généralisation de
leur définition pour le probléme parabolique dégénéré sans tenir compte de la trace au bord. Nous prou-
vons 1’existence de solution par la méthode de viscosité artificielle et au passage en utilisant un résultat
de precompacité forte due a Panov ([66]). La difficulté principale dans notre cas est la preuve d’unicité .
Bien qu’on arrive a prouver I’existence de trace forte pour le probléme parabolique dégénéré (voir 1’ An-
nexe A de cette these et aussi dans [50]) il faudrait aussi I’existence d’une trace forte du flux total, or la
présence du terme V¢ (u) dans la condition de bords rend inopérant la méthode adoptée par Biirger, Frid
et Karlsen. La principale difficulté pour établir I’unicité d’une solution entropique réside dans le manque
de régularité du flux total (f(u) — Vé(u)) sur le bord. L’ existence de la trace L' forte (au sens [74, 65]) de
la composante normale (f(«) — Vé(u)).n semble étre difficile a obtenir notamment lorsque u. € (0, tmax)-
L’idée pour pallier a cette difficulté est d’exploiter la comparaison du type “fort-faible”” entre une solution
entropique générale u et une solution entropique & dite a trace réguliere (cf. [7]). Or, la régularité est plus
facile a appréhender pour le probléme stationnaire ; par exemple, dans le cas £ = 1 on a I’observation
élémentaire (f(u) — Vop(u) € C(ﬁ). Ainsi, on commence par 1’étude du probleme stationnaire. A 1’issue
de cette €tude, grace a la continuité du flux jusqu’au bord on peut définir un opérateur associ€ Ay,g, in-
corporant la trace-régularité dans la définition du domaine D(A), et montrer sa m-accrétivité dans les cas
décrits par le probleme abstrait d’évolution (théorie des semi-groupes non-linéaires) . Ainsi on prouve
que la solution entropique est la bonne solution (solution intégrale) qui est unique grace au théoreme de
Crandall-Liggett. la premiere partie de ce chapitre est s’inspire d’un article ([9]) en collaboration avec
mon Directeur de thése Boris Andreianov publié dans la revue ZAMP (Zeitschrift fiir angewandte Ma-
thematik und Physik) et traite de la condition flux nul au bord pour le probleme (E,) sous 1’hypothese
f(0) = f(umax) pOUr Un umax > 0 donné. Une généralisation de ce travail pour le probleme de Robin non
linéaire dans la derniere partie de ce chapitre a fait I’objet d’une présentation orale au " 14th International
Conference on Hyperbolic Problems : Theory, Numerics, Applications. June 25-29, 2012 - University of
Padua, Italy" et est publié dans les actes du congres (voir [47]).

Dans le second chapitre, on s’intéressera a la résolution de (E,) avec une condition de Dirichlet non
homogene. On s’intéresse au cas ou €2 est un intervalle de la droite réelle R.
Malgré le fait que ce probleme a été résolu notamment dans les travaux de Carrillo [28] et de Otto [63]
(voir également les contributions [58, 59, 71]), nous réexaminons la définition d’une solution afin d’en
donner une interprétation plus intuitive de la condition aux limites. En effet, nous décrivons explicite-
ment le graphe maximal monotone qui relie les traces de u et du flux pariétal total ¥ [u].n dans le cas
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ou les traces existent ; la connaissance de ce graphe permet toutefois de définir une solution aussi dans
le cas ou lesdites traces n’existent pas, par un jeu bien choisi des inégalités entropiques dans 1’esprit de
I’approche de Carrillo [28].

Dans ce chapitre, nous proposons des notions de solutions entropiques équivalentes en prenant en consi-
dérons que la preuve d’existence de solution ne nécessite pas 1’existence de trace au bord. Par contre la
notion de trace au bord facile a obtenir pour le probleme stationnaire permettra obtenir I’unicité grace
a la comparaison "faible-fort" en passant par la théorie des semi groupes non linéaires. Une générali-
sation dans le cas d’un graphe maximal monotone quelconque pourra étre envisagée notamment avec
I’existence de trace forte établie dans 1’ Appendix A de cette thése voir aussi [50]. Cette généralisation
sera un travail en collaboration avec Boris Andreianov et Guy Vallet du Laboratoire de Mathématiques
Appliqués, IPRA de I’université de Pau.

Dans le troisieéme chapitre, nous étudions la convergence vers une solution entropique du probleme
(Ep) avec flux nul au bord des solutions approchées par la méthode des volumes finis sur de maillage
admissible. On introduit, un nouveau concept de solution appelé solution intégrale-processus, de nature
purement technique, qui trouve son origine dans les difficultés rencontrées lors de 1’étude de la conver-
gence de notre schéma. Une suite de solutions approchées est obtenue en discrétisant le probléme avec
flux nul au bord par une méthode volumes finis implicite en temps, d’inspiration [42, 59] I’idée de solu-
tion intégrale-processus surgit alors en lien avec la compacité non-linéaire faible-* (voir, e.g., [42, 59]),
en un sens proche des mesures de Young, de cette suite. Ce chapitre est un travail soumis pour publica-
tion et disponible sur le site Hal (Hyper Articles en Ligne).

Le dernier chapitre de cette premicre partie est consacré a I’analyse des résultats numériques obtenus
et au réle que joue certaines hypotheses énoncées dans les chapitres précédents.

0.2 Deuxieme partie : Probléme a frontiere libre

La deuxieme partie de la thése concerne un cadre numérique d’étude de probléeme couplé d’équa-
tions paraboliques. Un probleme a frontiere libre non-linéaire est un systeme d’équations non-linéaires
dont I’inconnu est le couple formé de la solution et du paramétrage de la fronticre libre. Ces équations
interviennent dans de nombreux modeles physiques. On peut citer par exemple la modélisation d’un
phénomene de feux de brousse. L’interface (frontiere libre) est décrit par le front de flamme qui se pro-
page dans I’environnement considéré. Ces feux de brousse causent des millions de dégats matérielles
sans compter les victimes humaines chaque année a travers le monde et particulicrement en Afrique.
Il convient de bien comprendre ce phénomene sur un plan scientifique en étant capable de prévoir la
direction de propagation de la flamme. Ainsi, on pourra vite intervenir et ainsi sauver des vies.

0.2.1 Motivation physique

La motivation physique de ce travail est la combustion auto entretenue d’un milieu solide hétérogene
formé de deux matériaux superposés horizontalement et de fagon périodique. Le cas d’un milieu pério-
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dique avec des striations verticales a été traité par Brauner, Namah et Schmidt-Lainé dans [20]. Dans
cette these, nous allons considérer le probléme dans le plan spatial (x, y) avec un domaine périodique de
période un dans la direction y (voir Figure 2). On s’intéresse a 1’existence des "solutions ondes", leurs
propriétés physiques dans le temps et aussi du traitement numérique.
La plupart des études faites précédemment 1’ont ét€ pour un modele faisant intervenir uniquement I’équa-
tion du front (voir e.g. [62], [60]). Bien que cette représentation géométrique peut s’ avérer suffisante pour
certains calculs, un modele plus complet doit prendre en compte 1’effet de la température sur la propaga-
tion. Dans ce cas, la propagation du front de flamme est alors représentée par le systeme couplé suivant
formé par I’équation de propagation du front (H) couplée avec I’équation de la chaleur (P) :
E+rKup)J1+& = eiyz y€lo,1[, >0
1 +&5
(H) §e,1) =£@,0) >0,
& 1) =60,0 >0,
&g =600 y€[0,1].

u —div(d Vu) =0 (x,y) ey, t>0

0
da—zu,.,y) =08V,  (uy el >0

(P) u(t,x,y) =0 X — —00
u(t,x,1) =u(t, x,0)
uy(t,x,1) = uy(t,x,0)

u,_, =up(x,y).

Le domaine spatial * repéré a chaque instant ¢ > 0 (voir la Figure 2) est donné par :

Q ={(x,y) /y€l0,1[ avec x < &(z,y)},
I ={(x,y) /[x =&y},

[ =0Q;n{y =0},

I =0, n{y=1}.

Ici, I'inconnue u = u(t, x, y) représente la température et I’hétérogénéité du milieu est caractérisée par
le parametre physique d qui représente la diffusivité thermique et le parametre chimique r qui représente
le taux de combustion. Ces deux parametres dépendent uniquement de la variable d’espace y et sont
périodiques. La fonction K est la fonction cinétique de type Arrhenius? et qui est généralement une
fonction du type exponentielle. Les parametres 5 et 6 sont respectivement la quantité de chaleur dégagée
et la fraction d’énergie produite qui sert a entretenir la combustion. Dans la suite, on normalise ces
parametres, en supposant que § = 8 = 1.

. 0 .
La dérivée normale au front est représentée par ™ et la vitesse normale au front par V,. Comme YV, est
v
donnée par

—&

n—1+§)2,

4. Le domaine n’est pas fixe, car dépend du mouvement du front. C’est donc un probleéme a frontiere libre.
5. En référence a la loi d’ Arrhenius qui permet de décrire la variation de la vitesse d’une réaction chimique en
fonction de la température en cinétique chimique.
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FiGure 2 — Illustration de la propagation d’un front dans un matériau hétérogene.
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I’équation du front peut s’écrire :
YV, = rK(u) + €K,

ou K est le terme de courbure (voir [62]). Cela signifie que le front se propage avec une vitesse normale
qui dépend du taux de combustion du matériau via le parametre r, de la température au front et de la
courbure. Ceci semble €tre le cas le plus réaliste.

Dans un récent travail [2], N. Alibaud et G. Namah ont démontré que le systtme (H — P) admet une
solution onde ; ¢’est a dire un triplet (c, v, u) avec ¢ € R, v = v(y) et u = u(x, y) tel que le front s’écrit sous
la forme : &(t,y) = —ct + v(y), la constante ¢ étant la vitesse de propagation du front, v le profil établi du
front et u la température stationnaire dans le domaine.

L’ objectif principal de cette seconde partie de la these est la construction d’un schéma numérique pour
la résolution du systeme (H — P) et vérifier qu’en temps long, la solution numérique converge vers une
solution onde telle que décrite plus haut.

0.2.2 Solution onde pour I’équation de Hamilton-Jacobi (H) dans le cas
ou K(u) =1

Nous passons en revue la notion de solution onde, ses propriétés et des résultats connus pour I’équa-
tion de Hamilton-Jacobi (H) avec K(u) = 1. Cette notion nous servira d’inspiration pour envisager
I’étude du systeme (H — P). On considérera dans un premier temps, une propagation sans courbure c’est
a dire € = 0. Dans ce cas on a une équation de Hamilton-Jacobi d’ordre un. On sait que le probléme (H)
est bien posé dans la classe des solutions de viscosité (voir Crandall et Lions (cf [34]). En effet, pour tout
& € Wh*([0, 1) il existe une unique solution de viscosité & € whe([0, 11 x [0, T]) pour tout 7 > 0. On
défini maintenant la notion de solution onde :

Définition 0.2.1. Soit le paramétre physique r, périodique en y. On appelle solution onde du probleme
(H), le couple (c,v) ot ¢ € R est la vitesse de propagation et v = v(y) le profil du front de sorte que le
front s’écrit sous la forme : £(t,y) = —ct + V().

Le théoreme suivant donnera le comportement asymptotique de la solution de viscosité.

Théoreme 0.2.2. ( G. Namah, [60]) Supposons € = 0. Alors la solution de viscosité & converge quand

t — +oo vers une solution onde se propageant a la vitesse r* = sup(r(y)).
y

Dans le cas d’un milieu homogene, la solution onde se propage avec la vitesse r représentant le
taux de combustion. Si la propagation se fait dans un milieu hétérogéne composé par exemple de deux
matériaux (cas qui nous intéresse), la solution onde se propage avec la vitesse de propagation du milieu
le plus conducteur. Ce résultat peut étre observé sur un point de vue numérique. En partant d’un front
initial droit, on constate qu’a partir d’un certain temps, le profil du front devient stationnaire et la vitesse
de propagation est constante (voir Figure 3). Les calculs nous montrent bien qu’a partir du moment ot le
profil devient stationnaire, le front se propage avec la vitesse du milieu le plus conducteur (sur la Figure
3, on voit bien que le milieu le moins conducteur est compris entre y = 0.4 et y = 0.6). Ces mémes
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Ficure 3 — Convergence vers une solution onde avec un front initial droit

observations sont aussi valables pour un front quelconque (voir la Figure 4 pour I’exemple d’un front
initial sinusoidal).

Notons aussi que dans le cas d’une propagation avec terme de courbure c’est a dire € # 0, une
extension du théoréme 0.2.2 existe (voir [33]). La solution onde se propage avec une vitesse r2 qui tend
vers r* lorsque € tend vers zéro.

0.2.3 Résultats principaux de la deuxieme partie

Cette partie de la thése comporte également quatre chapitres. Donnons un résumé des principaux
résultats obtenus.
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Ficure 4 — Convergence vers une solution onde avec un front initial sinusoidal



Dans le Chapitre 5, on étudie une propagation purement géométrique du front (en négligeant I’ effet

de la température). Différents cas de figures sont abordés pour mieux comprendre le role de certains
parametres, a savoir r et € dans I’évolution du front.
Nous proposons une définition de propagation monotone dont I’intérét réside dans la preuve de monoto-
nie du schéma qui sera proposé pour le systeme (H — P). Cette notion de propagation monotone suppose
en résumé que le front se propage pour tout temps donné vers les x négatifs. Nous donnons une condition
suffisante sur les parametres r, d et la donnée initiale pour avoir une telle propagation. Ce résultat, nous
permet de prouver la monotonie du schéma numérique que nous proposons pour le systeme (H — P) au
Chapitre 7.

Dans le Chapitre 6, on s’intéresse au cas unidimensionnel avec K(x) = 1 et un front initial donné par
une droite en milieu homogene :

é:[ =17, t> 0
(Ho)
e =
ur—du,, =0 dans x < &(¢), t >0
du, = sur x = &(t), t>0
(Poyd r x = &(1)
u(t, x) -0 x— -0, t>0
u(0, x) =upg(x) dans x < £(0).

L’ étude de ce probleme simplifié est trés utile car elle nous permet de comprendre la ’prise en compte ” de
la condition de Neumann au front. Ainsi, on propose un schéma numérique pour le systeme (Hp — Pp) en
passant par une technique de changement d’inconnue pour la prise en compte de la température au front.
Nous prouvons aussi de fagon analytique la convergence vers une solution onde en un temps long (ici
la solution onde sera un couple (r, u), r la vitesse de propagation du front et u la température stationnaire).

Le Chapitre 7 consacré a I’étude de notre systeme (H — P) comporte plusieurs parties. En premier
lieu, on procéde a un changement de variable, I’objectif de ce changement de variable est de se ramener
a un domaine spatial fixe. L’ inconvénient de cette transformation, est qu’on passe d’une équation simple
(équation de la chaleur), a une équation plus complexe (une équation de convection-diffusion), mais avec
pour avantage un domaine spatial fixe qui est plus facile pour une discrétisation numérique. Puis, nous
proposons un schéma pour le systeme (H — P). La discrétisation de la température au front se fera a
travers une généralisation de la technique adoptée au Chapitre 6 dans le cas unidimensionnel. Enfin, on
prouve la monotonie du schéma grice a une hypothese supplémentaire sur la propagation du front ( la
condition de propagation monotone vue au Chapitre 5).

Pour finir, dans le dernier chapitre de cette deuxiéme partie, on vérifie par des tests numériques
que la solution numérique converge pour un temps long vers une solution onde. Plusieurs illustrations
numériques sont proposées.
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Rappels et Notations générales

L’objectif de cette partie est de rappeler I’essentiel des notions et résultats classiques qui seront
utilisés tout au long de cette these. En premier lieu, on rappelle quelques définitions et résultats sur les
espaces de Lebesgue, les espaces de Sobolev et les espaces de mesures. On présentera ensuite quelques
résultats de compacité. La section 0.5 est consacrée a quelques fonctions et inégalités élémentaires. Dans
la section 0.6, on donnera des résultats sur des solutions d’équations différentielles. Enfin, dans la section
0.7, on rappelle divers techniques utiles pour des résultats d’analyse numérique que nous utiliserons dans
cette these.

0.3 Espaces de fonctions et de mesures

On suppose que Q est un ouvert borné régulier (Lipschtzienne ou de classe C') de R. L’ensemble
des fonctions de classe C* a support compact dans Q est noté D(Q). Pour 1 < p < oo, on note L?
I’espace défini par

LP(Q) = {u : Q — R mesurable telle que f [ulPdx < +o0}
Q

muni de la norme

1

lilly = ( f |u|f’dx);
Q

L”(Q) = {u : Q — R mesurable telle que ess — sup |u| < +oo}
Q

et pour p = co, on note

muni de la norme

|||z = ess — sup |ul.
Q

On suppose que X désigne un espace de Banach et T > 0. On désigne les espaces suivants :

C(0,T];X) ={u :[0,T] — X continue }
T
LP(0,T;X) ={u:[0,T] — X mesurable telle que f ||u(t)||§dt <o), 1 <p<o
0
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muni de la norme

1

T 1
P
lillzro.7:) = ( f ||u(r>||§dt)
0

et
L*(0,T;X) ={u:[0,T] — X mesurable telle que : 3 C > 0; |lu(®)||lx < Cp.p.t},
muni de la norme

lullz=,7:x) = Inf{C > O: [lu(®)llx < Cp.p.t}.

Nous définissons ensuite les espaces de Sobolev W!? qui s’interprétent comme des fonctions d’énergie
finie en physique :

WhP(Q) = {u € LP(Q);3Af1, ... fr € LP(Q),ffifdx = —f ug—fdx, Vé € D(Q)}
Q Q i

muni de la norme

1
P
llllwrr = (Ilullip + IIVMIIZ)

et pour p = co
il = (||u||Loo + ||VM||L°°)-

On désigne par Wé’p (Q) I’adhérence de D(Q) dans W(Q). Le dual de Wé’p est noté W~ avec p =
1%' Dans le cas oll p = 2, on note par H' 1’espace W!2. On désigne par H(l)(Q) I’adhérence de D(Q)
dans H'(Q). Le dual de H(l)(Q) est noté H1(Q). On peut caractériser les éléments de H™'(Q) comme
suit : V € H71(Q), alors il existe vy, ..., v € L*(Q) telles que

<Vf>=fvog+§[]v-@dx
’ Q i=1 0%,

et [[Vllg-1 = maxi<i<¢ ||Vill 2.

L’espace H(l)(Q) est constitué des fonctions qui s’annulent sur le bord dQ puisque tel est le cas des fonc-
tions de D(Q).

En dimension ¢ > 2, les fonctions de H'(Q) ne sont pas continues. Comme pour toute fonction mesu-
rable, on ne peut donc parler de la valeur ponctuelle d’une fonction v € H'(Q) que *presque partout’ dans
Q. En particulier, il n’est pas clair de savoir si on peut définir la ’valeur au bord’, ou ’trace’ de v sur le
bord 0L car 2 est un ensemble négligeable ou de mesure nulle. Fort heureusement pour les problemes
aux limites, il y a tout de méme un moyen de définir la trace v|,, d’une fonction de H'(Q). Ce résultat
essentiel, appelé théoreme de trace, est le suivant :

Théoréme 0.3.1. Soit Q un ouvert borné régulier de R. On définit I’application trace
y:H'(@QNCQ) — L*0Q) NCOQ)

VoD YV = Y,
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Cette application vy se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q) dans
L*(0Q) notée encore y. En particulier, il existe une constante C > 0 telle que pour tout v € H'(Q)
ona

IVllz200) < ClVilg @)

Grice a ce théoréme, on peut donc parler de la valeur d’une fonction de H'(Q) sur le bord Q. Ce
résultat est remarquable car il n’est pas vrai pour une fonction de L*(Q).
Le résultat suivant permet d’avoir une convergence pour une suite dans L*(]0, T[xQ) au bord (au sens
des traces) sous réserve d’une estimation a priori dans L*(0,T; H(Q)).

Lemme 0.3.2. Considérons ¥ € L*(]0, T[XQ) et soit (¥ ) jen une suite vérifiant pour tout j € N :
”\Pj”Lz(O,T;HI(Q)) <Cet ‘“Pj — ¥ danst(Q).

Alors y¥; — y¥ dans L2(X), avec y I'opérateur trace.

Nous n’avons pas trouvé dans la littérature une preuve détaillée de ce théoreme néanmoins nous
proposons une preuve dans le Chapitre 1 (voir Lemme 1.5.8).
Un autre espace fonctionnel qu’on utilise dans cette these est I’espace des mesures. On désigne par
M(€) ensemble des formes linéaires continues positives sur C.(£2). L’espace C.(Q2) est I’ensemble des
fonctions continues a support compact sur €.
Un élément de M(Q) est représenté comme suit :

G.9) = [ sdu ¥g < cue. @
Q
A présent, on rappelle un résultat de convergence dans 1’espace des mesures.

Lemme 0.3.3. Soit Q un ouvert borné de R’ tel que 0 € CY%1. Soit {vi} € M(Q) une suite bornée dans
M(Q). Alors pour 1 < g < % il existe v.e W™14(Q) et une sous suite {vkj} C {wl telle que vy, — v dans
w-L4(Q) quand j — +co.

Pour la preuve on renvois le lecteur au livre "Weak and Measure-Valued Solutions to Evolutionary
PDEs" page 38.
On énonce le Théoreme de Lusin

Théoreme 0.3.4. Pour un intervalle [a, b), soit f : [a,b] — C une fonction mesurable. Alors pour tout
€ > 0, il existe un compact E C [a,b] tel que la restriction a E de f est continue (pour la topologie
induite sur E) et la mesure de Lebesgue du complémentaire de E est inférieure a €.

0.4 Résultat de compacité
Dans cette section, on rappelle quelques résultats classiques de compacité.
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Définition 0.4.1. Soit Q un ouvert de RY, T > 0 et (uy)nen une suite bornée de Uespace L™(]0, T[xQ)).

. oo . L. ,onl—x . .
On dit que (u,)nen converge au sens non linéaire faible étoile noté X7 8l existe une fonction u €
L*>(0, T[xQx]0, 1]) tel que :

1
Vh e CR,R), h(uy)— f h(u(., @))da weakly — x dans L*(]0, T[XQ). (22)
0

Cette forme de convergence permet de passer a la limite sur des schémas numériques volumes finis
et de montrer I’existence d’une notion de solution appelée solution processus entropique introduite dans
la thése de Claire Chainais-Hillairet [30] (voir Chapitre 3 pour 1’adaptation de cette notion pour le cas
du probléme que nous étudions).

On peut noter que la convergence non linéaire faible étoile correspond a la convergence vers une me-
sure de Young. Avec les notations de la Définition 0.4.1, la suite u, converge vers la mesure de Young
(M1,3)(t,0)€10,T[x définie par

1
(rx by = f h(u(t, x,@))da Yh € C(R,R) pour presque tout (z, x) €]0, T[XQ. (23)
0

[—*
Lemme 0.4.2. Supposons que la suite u,(.) N u(., @) au sens de le convergence non linéaire faible
étoile, et soit g une fonction continue et croissante telle que g(u,(.)) — 0 fortement dans L'(]0, T[XQ).

1
Alors, 6 = g(u(., @) = g(u) avec u(t, x) = f u(t, x, @)da.
0

Pour la preuve de ces résultats, on pourra se référer au Chapitre 3 (voir aussi [42]).

Théoreme 0.4.3. injection de Sobolev
Soit Q un ouvert borné de R’ de bord Lipschitzien. Les assertions suivantes sont vraies

1. Si p < ¢, alors Wl’p(Q) c LP” (Q), avec p* = ff—_pp, et linjection est continue, c’est a dire qu’il
existe C > 0 tel que Yu € WHP(Q), llull, ,» < Cllullyr» : on note ceci

WhP(Q) — L (Q).
On a en particulier
WH(Q) — LET(Q) et WHH(Q) < L(Q) pour € = 1.
2. Sip>¢{ alors
Lp 0,1-£
WHP(Q)cC” r(Q)
on, pour @ > 0, C*%(Q) est I’ensemble des fonctions Holdériennes d’exposant a.

Théoreme 0.4.4. Fréchet-Kolmogorov( voir dans H. Brézis [21])
Soit ©Q un ouvert de R’ et w cc Q. Soit ¥ un sous-ensemble borné de LP(Q) avec p € [1,+oco[. On
suppose que :

Ve > 0;36 > 0;6 < dist(w, RA\Q) tel que

ltnf = fllirw) < €¥h e RE avec |h| < SetVf e F

ou 7, f désigne la translatée de f par h, c’est a dire 7, f(x) = f(x — h).
Alors ¥, est relativement compact dans LP(w).
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Théoreme 0.4.5. Dunford-Pettis( voir dans H. Brézis [21])

Soit Q un ouvert borné de R’. Soit ¥ un sous-ensemble borné de L' (Q) .

Alors 7 est relativement compact pour la topologie faible o-(L!, L) si et seulement si il est équi-
intégrable.

Définition 0.4.6. Une partie F de L'(Q) est dite équi-intégrable si :

supf |fldx|=0.
feF JIflza

lim

a—+oo

0.5 Fonctions et inégalités élémentaires

Dans cette these, nous utiliserons les fonctions sign et leurs approximations :

signt: R — R sign": R - R
1 si r>0 0 st r>0
. + — i - =
r = sign(r) { 0 si r<0 r = sign (r) { 1 s r<0
sign: R — R sign: R — R
1 si r>0 1 si r>0o
r b sign(r)=40 si r=0 roe signg(r)={ - si |[fl<o
-1 si r<0 -1 si r<-o
signt: R — R signy: R — R
ro signi(r) = Clrmin(rJr, o) ro signt = %max(—r‘, -0)

ou r* = max(r, 0) et ¥~ = max(—r, 0).
Nous utiliserons aussi la fonction troncature définit comme :

T[a,b]iR — R
a sir<a,
r +— T =9 rsiasr<b,
b si r>b.

On rappelle le résultat suivant dont la preuve se trouve dans [41], et aussi dans le Chapitre 3.

Lemme 0.5.1. Soit G : [a,b] — R une fonction monotone Lipschitzienne, de constante de Lipschitz
L>0eta,beR. Alors pour tout c,d € [a,b], on a

fd(G(x) - G(c))dx

Passons maintenant aux opérateurs maximaux monotones. H désigne un espace prehilbertien dont le

1

2_
2L

(G(d) - G(c))2.

produit scalaire est noté (., .) et la norme ||.|.
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Definition 0.5.1. Soit T : H — H une multifonction. ® Dans la suite on identifiera I’opérateur par son
graphe. On note par G(T) = {(x,y) € HX H : y € Tx} le graphe de ’opérateur T. On dit que T est
monotone si :

Y(x,y) € G(T), V(x',y) e G(T) (y-y,x=")>0. (24)

L opérateur T est maximal monotone s’il est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur monotone T tel
que le graphe G(T) est strictement inclus dans le graphe G(T1) c’est a dire

[v=y.x=x) 20, Y(x.») e GD)| = (.y)eGT). (25)

Notons que H peut étre remplacé par un espace de Banach réflexif. Voici quelques exemples de
graphe maximal monotone :
-1 si x<0,
Bx)=4 [-1,1] si x=0,
1 six>0.

Le graphe "coin" définit comme suit :

-0 six<O,
Be(x) =4 [0,+00[ si x=0,
0 six>0.

Le graphe "réflexion" définit comme suit :

Br(x) = =Bc(=x).

A cela il faut aussi noter les fonctions "sign” qui sont aussi des graphes maximaux monotones définit sur
R.

On rappelle aussi ”le crochet” qui est un élément important dans la théorie des semi-groupes non linéaires
largement utilisée dans cette these.

Pour tout A # 0 et X un espace de Banach, on définit le crochet [, ] comme suit :

LI: XxX — R
lla + ADllx — llallx
A
ou ||.||x désigne la norme de X. Rappelons quelques propriétés du crochet. Tout d’abord le crochet est
upper-semi continue, soit a,b,c € X et o, € R alors :

(a,b) +— [a,b] =lim
A-0

[aa,Bb] = |Blla, b] siaB >0

[a,aa + b] = alld||lx + [a, b]

[a,b] = 0, siet seulement si ||la + Ab|| > ||a|| pour 2 > 0
la,b] = —[a,-b]

[a,b+c] =[a,b] + [a,c].

Notons que dans le cas ou X = LY(Q) alors [a, b] L@ = f sign(a)bdx + f |bldx.
Q {a=0}

6. C’est une application définie sur H a valeur dans les parties de H : si x € H, T'(x) = Tx est un sous ensemble
éventuellement non vide de H.
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0.6 Solution des équations différentielles

On énonce d’abord le théoreme de Cauchy-Peano-Arzela qui garantit qu’un probleme de Cauchy
posseéde toujours au moins une solution locale, sous réserve que la fonction définissant 1’équation diffé-
rentielle soit continue

Théoreme 0.6.1. Cauchy-Peano-Arzela

Soient

e f une fonction continue a valeur dans R, définie sur un cylindre compact K = [ty — a, to + a] X B(xo, 1)
de R x R,

e M un majorant de la norme de f sur K.

e ¢ = min(a, §;).

Alors, il existe une solution

Xx:[to—c,to+c] — B(xp, 1)
au probleme de Cauchy

x(tg) = xg et x' = f(1, x).

Dans certaines méthodes d’approximation numérique, un outil pour trouver 1’existence d’une solu-
tion discrete d’un schéma implicite en temps est basé sur les arguments de degré topologique. Considé-
rons que I’équation suivante :

F(x)=y, (26)

avec ¥ : R — R’. L’idée principale du degré est de suivre les solutions au fur et a mesure que 1’on
modifie 7. On commence par partir d’une fonction ¥ assez simple, pour laquelle on sait dire qu’il
existe des solutions a Fy(x) = y, et on cherche a modifier continiment cette fonction pour arriver a ¥
(en terme précis, on utilise une homotopie entre ¥ et 7 ), tout en suivant le devenir des solutions de
(26) au cours de cette modification pour espérer en conserver au moins une jusqu’au bout, qui sera donc
solution de F(x) = y. Ceci n’est bien sur pas faisable en général : les solutions que I’on suit peuvent
sortir du domaine, ou bien disparaitre tout simplement (prendre une parabole sur R orientée vers le haut
et ayant deux zéros, et la monter progressivement : a un moment donné, ses deux zéros se rejoignent,
puis disparaissent). Dans notre construction du degré, il faudra donc éliminer ces deux situations. La
premiere (fuite d’une solution par le bord du domaine concerné) sera évitée en ne regardant que des
fonctions pour lesquelles les solutions éventuelles de # (x) = y restent éloignées du bord du domaine.
La deuxiéme situation (disparition des solutions principalement parce qu’elles se rassemblent avant de
s’évanouir) sera réglée en collant a chaque solution de ¥ (x) = y une étiquette (un signe : qu’on appellera
degrés) indiquant si elle est susceptible ou non de disparaitre apres s’étre rassemblée avec une de ses
consoeurs.

Definition 0.6.1. Soit € et E des espaces de Banach et A un fermé de €. Une application ¥ : A — E est
dite compacte si elle est continue et si pour tout R > 0, ¥ : (AN E(O, R)) est relativement compact dans
E. Il est équivalent de dire que, pour toute suite (x,),>1 bornée dans A, on peut extraire de (F (x,))n>1
une suite qui converge dans E.
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Voici le résultat d’existence du degré topologique en méme temps que ses propriétés principales.

Théoreme 0.6.2. (Leray, Schauder) Soit E un espace de Banach et A I’ensembles des triplets (Id —
F,Q.,y) on Q est un ouvert borné de E, y € E et F : Q —> RE est compact et telle quey & (Id—F)(0Q).
1l existe une application degre : A — Z telle que

o Siye Qalorsdegre(ld,Q,y) =1.

o Si Q et Q, sont des ouverts disjoints inclus dans Q tels que y ¢ (Id—F )(Q\(QUQy)) alors degre(Id—
F,Q,y) = degre(Id, Q1,y) + degre(ld, Q,, y).

e Sih:[0,11xQ — E est compact, y € C([0,1]; E), et pour tout t € [0,1], y(t) ¢ (Id — h(t,.))(0Q),
alors degre(1d — h(0,.), Q,y(0)) = degre(Id — h(1, .)Q2, y(1)).

L’application degre est appelée degré topologique de Leray-Schauder.

Un autre résultat qu’on utilisera dans cette thése notamment au Chapitre 5 : le principe de maximum
faible pour des équations paraboliques.
On considere 1’équation parabolique suivant :

Vi + LV = f dans Q =]0, T[xQ

ou L est un opérateur différentiel de la forme

t t

LV == a"Vyy + > bV, + eV,
ij=1 i=1

les coefficients a’/, b’, ¢ sont continues et bornés. On suppose qu’il existe 6 > 0 tel que :

t
V(t,x) €10, TIxQ, £ R Y a(, 0ée; > 0P,

ij=1
qui est une condition d’uniforme parabolicité. On suppose de plus a™/ = a/' (i, j = 1,...,£). On énonce

alors un résultat appelé principe de maximum faible.

Proposition 0.6.3. Soit V € C*(Q) N C(Q) et ¢ > 0 dans Q.
(i) Si V, + LV < 0dans Q.
Alors

max V< max V*
(y)eQ (1.y)€0\Q

(ii) Si V; + LV > 0 dans Q.
Alors

min V>- max V.
(#.y)eQ #)EO\Q

En particulier, si V; + LV = 0 a Uintérieur de Q, alors

max |V|= max |[V].
t.yeQ (t.y)€Q\Q

C’est a dire V atteint son maximum et son minimum sur le bord parabolique Q\Q.
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0.7 Résultats techniques utilisés dans I’analyse numérique

En algebre linéaire, une matrice carrée a coeflicients réels ou complexes est dite a diagonale stricte-
ment dominante lorsque le module de chaque terme diagonal est strictement supérieur a la somme des
modules des autres termes de sa ligne. On rappelle une propriété d’une telle matrice :

Lemme 0.7.1. Si M = (m; )i jej0,1] est une matrice a diagonale strictement dominante alors M est
inversible.

On énonce ensuite un résultat ”géométrique" appelé la formule du centre.

Lemme 0.7.2. ( Formule du centre) Soit ¢ un polynéme de degré un et S une surface donnée. Alors

fs ¢dS = IS|¢(c). 27)

Avec |S| la mesure de la surface et c le point situé au centre de la surface.

Preuve. Ce résultat est basé sur des formules dites de quadrature, de type

K
fs $)dS ~ > wilSIg(ci)
k=1

ou les ¢ sont des points choisis dans S et les wy sont des coefficients positifs de pondération (indépen-
dants de §), de sorte que pour tout ¢ € Py on a :

K
e [ owds =Y wisioa. 8)
k=1

Donc (il faut prendre dans (28) :¢(x) = 1)
wi+..+wg=1.

La formule de centre s’obtient donc en prenant K = 1 et dans ce cas le point ¢, sera le centre de gravité
de la surface S'. O

Un autre résultat dans le méme ordre d’idée est le suivant :

Lemma 0.7.1. ( voir J Droniou [35]) Soit K un ouvert polygonal non vide de R’. Pour tout o € &g, on
désigne par x, le centre de gravité de o et par ng - le vecteur normal extérieur a o de K. Alors, pour tout
vecteur V € R et pour tout point xx € K, on a:

mK)W = > m(@)WVng o (xr = xg). (29)

(}'E(‘_')K
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Maintenant, plagons nous dans un maillage admissible O de Q c R’. Considérons la fonction
constante par morceaux ug (¢, x) définie par :

uo s:(t, x) = u';;'] six € K ett€lnot,(n+ 1)dt], p.p. 30)
avec K C Q un volume de contrdle donné, et 6¢ > 0. En supposant que K et L sont deux volumes voisins,
on définit le gradient discret comme suit :

n+1 n+1

uwtt —u
Vmuo =LK dKLK NK.L 3D

ou K|L représente I’interface entre K et L, I/<I\L représentant le diamant” construit a partir des volumes
de contrdles K et L, dg 1 est la distance entre le centre xg du volume K et x;, de L et enfin 5k 1, le vecteur
normal extérieur dirigé de K vers L (voir le Chapitre 3 pour plus de détails sur la compréhension du
maillage). On donne le résultat de convergence discréte suivant :

Lemme 0.7.3. Considérons la famille des fonctions ug s satisfaisant les estimations suivantes

N N
Doty mK)g Y <€ Y sty ki (Viguo)® < C. (32)

n=0 KeO n=0 K|L

Alors il existe u € L*(0, T; H'(Q)) et une sous suite extraite encore notée uost tel que ug sy — u converge
faiblement dans L*(10, T[xQ) et Vou — Vu dans (L*(10, T[xQ))¢ faiblement.

28



Premiere partie

Degenerate hyperbolic-parabolic equation
with boundary condition
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Chapitre 1

Entropy formulation of degenerate
parabolic equation with zero-flux and
Robin boundary condition

1.1 Zero-flux boundary problem

Let Q be a bounded open set of R with a Lipschitz boundary 4Q and 7 the unit normal to Q outward
to Q. We consider the zero-flux boundary problem :

u; +div f(u) — Agp(u) =0 in 0=(0,T)xQ,
(P1) u(0,x) =up(x) in Q,
(f(u) = Vow).n =0 on X=(0,T)x0Q.

We assume that the convection flux f is a Lipschitz-continuous function. Moreover, we require that
f(0) =0, f(umax) =0 for some umax > 0. (H1)

Accordingly, the initial datum is a measurable function taking values in the interval [0, umax], which
will be the invariant domain for the solutions of (P;) under assumption (H1). With a slight abuse of
terminology, we will say that f is compactly supported in order to refer to (H1) along with the choice of
[0, uynqx]-valued data. Further, the function ¢ is continuous non decreasing on [0, uyax]. This assumption
means that the problem (Py) is of degenerate parabolic-hyperbolic type. For the sake of simplicity, we
will treat the case where ¢(.) is constant on [0, u.] with 0 < u, < umax and @(.) is strictly increasing on
[4c, umax]- The case of a general ¢ can be treated without additional difficulty (see Carrillo [28]).

The framework (E,) includes hyperbolic conservation law as a particular case and it is well known
that in general, global classical solutions may not exist; and that weak solution in the sense of distri-
butions may not be unique. The standard way to fix this problem is to work with the so-called entropy
solution (see Kruzhkov [49] for the case of conservation laws, and Carrillo [28] for the adaptation of
this notion to the case of degenerate elliptic-parabolic-hyperbolic equation). There exist many papers in
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the literature dealing with Dirichlet boundary condition for (E,). The main reference is the fundamental
paper of Carrillo for homogenous Dirichlet boundary condition [28] which establishes the uniqueness
technique. In [68], Rouvre and Gagneux prove also existence and uniqueness for homogenous Dirichlet
condition under strong regularity requirement on the data. The general Dirichlet boundary condition
received much attention, see Mascia and al [58], Michel and Vovelle [59], Vallet [71]. However, the Di-
richlet boundary condition may not always provide the most natural setting for this kind of problem on
bounded domains. Equation (E,) occurs in several applications, for example it comes from the theory
of porous media flow, phenomenological theory of sedimentation-consolidation processes, road traffic.
In practice, it is often supplemented with the zero-flux (homogeneous Neumann boundary condition), at
least on a part of the boundary (see [23]).

Let us describe in more detail one application. Problem (P;) is of interest in describing pressure
filtration of flocculated suspensions. The domain € is a filter medium, which lets only the liquid pass, by
a piston which moves downwards due to an applied pressure. The material behavior of the suspension
is described by two model functions, the flux density function or hindered settling factor f and the
effective solid stress function ¢, both functions only of the local solids concentration u. Here f is a
nonpositive Lipschitz continuous function with compact support in [0, umax], Where upmax < 1 is the
maximum concentration and the function ¢ satisfies ¢(u) = 0 for u < u., with 0 < u, < umax, where u, is
a critical concentration value, and ¢’ (1) > O for u > u,.. Notice that these assumptions are exactly those
that we have taken in this paper. According to the phenomenological sedimentation-consolidation theory
[23], the evolution of the concentration distribution is subject to Neumann boundary condition at least
on a part of the boundary, and this is our motivation.

In [22] Biirger and al. consider the problem (P;) with ¢(u#) = 0. They introduce a notion of entropy
solution based on the existence of strong trace u™ on dQ2 under some assumption on the boundary (see
[74]) and the flux f which satisfies (H1). They prove existence and uniqueness of entropy solution. The
purpose of this chapter is to extend the result of Biirger and al. ([22]) to degenerate parabolic-hyperbolic
equation. The extension is not trivial, and as a matter of fact, we are unable to prove uniqueness in
dimension ¢ > 2 although we believe that the notion of entropy solution we introduce in this paper is
relevant for any dimension. Let us explain the difficulties and the techniques we use to overcome them.
Since the total flux in (E),) contains the diffusion flux term V¢(u) which is only L%, we cannot ensure the
existence of a strong trace for this term. Therefore, we suppose that this boundary condition is satisfied
in the weak sense only. We propose a new entropy formulation that incorporates a boundary term which
does not contain any trace of u. Its main advantage over the definition of [22] is that the stability under
the L'(Q) convergence of solutions is evident. Notice that we do not need existence of traces of entropy
solutions u of (E)), even if it could be ensured (see Appendix A of this thesis).

To prove existence of entropy solution, we use a classical vanishing viscosity approximation and
get the a priori estimates useful for passing to the limit in the approximate problem. The main point for
passing to the limit is based on a rather involved local compactness argument of Panov [66]. We manage
to apply this result in our case and prove that the limit of entropy solutions of approximate problem is an
entropy solution of (Py).

Now, let us focus on the question of uniqueness of entropy solution for (Py). For this aim, we prove a
version of an important proposition due to Carrillo [28]. This proposition identifies the entropy dissipa-
tion term which is a key ingredient of the uniqueness technique. Then, it is easy to prove uniqueness of
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ZERO-FLUX AND ROBIN BOUNDARY CONDITION

solutions such that the boundary condition is satisfied in the sense of strong boundary trace of the normal
component of the flux (f(u) — Vé(u)). Unfortunately, we are able to establish this additional solution
regularity only for the stationary problem (S ;) associated to (P;) (see section 1.4) and only in the case
of one space dimension. Therefore, we adapt the hint from the paper [7] (see also [8]) and compare a
general solution to (P;) with a regular solution to (S ). We conclude by a standard application of the
notion of integral solution coming from the nonlinear semigroup theory [17]. Eventually, we prove the
uniqueness result in space dimension one.

Let us stress that the problem of uniqueness is still open in multiple space dimensions. Uniqueness
of regular solutions to (Pq) is trivially true, and the absence of regularity near the boundary makes the
problem technically very delicate. The definition of strong traces of the solution with respect to the lateral
boundary of the domain Q is possible if for example the diffusion term ¢(u) is such that f(u) — Vé(u)
is continuous up to the boundary 9Q. If there existed « sufficiently many » solutions (in the sense of
[7], [8]) having this regularity, uniqueness would follow, by comparison of a general solution with an
ad hoc sequence of regular solutions. We leave the investigation of this regularity question to a future
work. Another open question is how to define entropy solutions in the case where assumption (H1) does
not hold. Indeed, as in [22], assumption (H1) ensures that the zero-flux boundary condition is satisfied
literally. When this assumption is dropped, we expect that the boundary condition should be relaxed, as
in the case of Dirichlet boundary condition (see [14]). One example for the zero-flux hyperbolic problem
is given in [11].

The rest of this chapter is organized as follows. In section 1.2, we state our definition of entropy
solution. Section 1.3 is devoted to existence of approximate solutions and passage to the limit to prove
existence of an entropy solution of (P1). In section 1.4 we study the abstract evolution equation associated
with (P1) and prove uniqueness of entropy solution in one space dimension. Finally, in section 1.5, we
present the generalization of our method and result to nonlinear Robin boundary condition.

1.2 Definition of Entropy Solution of (P;)

In this section, we give our entropy formulation for the problem (P).

Definition 1.2.1. Let ug be a measurable [0, umax|-valued function. A measurable function u taking
values on [0, umax] is called weak solution of problem (P1) if : ¢(u) € L*(0,T; H'(Q)) and for all ¢ €
L%(0,T; H'(Q)) such that & € L'(Q) and &(T,.) = 0, one has

fo ng {u& + (f(u) ~ V¢(u)).V§} dxdt + fg 1oé(0, x)dx = 0. (1.1)

Definition 1.2.2. A measurable function u taking values on [0, umax| is called an entropy solution of
the initial-boundary value problem (P1) if the function ¢(u) € LZ(O, T; HY(Q)) and Yk € [0, umax], V¢ e
C™([0, T) x RY), with & > 0, the following inequality hold
T
fo fg {lu = kg, + sign(u — k)(f(u) = f(k) = Vo(u)).VE} dxd

T
+ f f |f(k).n(x)| £, x)dH (x)dr + f lug — k|0, x)dx > 0. (1.2)
0 JoQ Q
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Here H represents the (£ — 1)— dimensional Hausdorff measure on 6Q.
If we remplace (1.2) by one of the following inequalities

T
fo fQ (=l & + sign® (u - k)(f(w) - £(k) - Vo(w)).V¢] dxdt

T
+ f (F(K) .m0 Et, X)dH T (xo)dt + f (1o — k)" €0, x)dx > 0, (1.3)
0 JoQ Q

T
fo fQ (= k& + sign™(u - k) f(w) - f(k) - Vo(w)).Ve] dxdt

T
+ ff (fk).n(x))~&(t, x)dH " (x)dr + f(uo —k)"€(0, x)dx > 0. (1.4)
0 JoQ Q

We obtain notions of entropy sub-solution and entropy super-solution respectively. Obviously, a function
u is an entropy solution if and only if « is entropy sub-solution and entropy super-solution simultaneously.

Remark 1.2.3. 1. For the case ¢ =0, solution of [22] is solution in our sense. The converse assertion
is also true at least for €=1, this is the consequence of the uniqueness of a solution in the sense of
Definition 1.2.2.

2. The entropy solution in the sense of Definition 1.2.2 is in particular a weak solution in the sense
of Definition 1.2.1. Indeed, take in (1.2) k = 0 and k = upmax and use (H1); we find (1.1).

3. Let us stress that, in particular, the zero-flux boundary condition (f(u) — Vé(u)).n = 0 is verified
literally in the weak sense. This contrasts with the properties of the Dirichlet problem (see [14]) ;
we expect that the boundary condition should be relaxed if assumption (H1) is dropped (see [11]).

4. The initial condition is satisfied as a limit in the following L' sense :

ess limf lu(t, x) — up(x)|dx = 0. (1.5)
t—0 Q

To show that (1.5) is satisfied, we choose in (1.2) the test function &(t,x) = &1(1)éx(x), where
&1(D) € CPI0,T), &(x) € CP(Q), &1,E 2 0. Set

A(r) = fo fg sign(u — k)| f(u) = f(k) = Vo(u)|. Vérdxds, (1.6)

A is an absolutely continuous function and

T T
f 51 f = Kiga()dxdt + f £ A (Ddt + f o — Kéx(x)dxér (0)
0 Q 0 Q

T
- [« [ | - kexcoax - ac)
0 Q

T
=f0 f{‘l’(t)dHfgluo—klfz(X)dX&(O)20, (1.7)

dt + fg 1o — Kéx(x)dx1 0)

where

Y(r) = fg; |u(t,.) — klé2(x)dx — A(2).
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Then, Y is a non-increasing function.
Since it is bounded, the essential limit at t = 0% exists and as A(0) = 0, one has that

0 <esslim¥(r) = esslim | |u(t,.)— kléx(x)dx < f lug — klér(x)dx
t—0 =0 Jo Q

for all k € [0, umax] C R. In particular, there exists a set Z of full-measure in 10, T[ such that for
all k € Q,

lu(z, ) = klg2(x)dx < j;; |uo — klg2(x)dx.

lim
t—0

teZ Q

n

For any positive 6 > 0, there exist w, = Z kila, a simple function with values in Q, bounded by
i=1

ltlloo, sUCh that

llwo = wallzrq) < 3

and, foranyi=1,..,n, & € CS"(Q), & > 0, such that

0

Lo =&l < gy
|| A, leLl(Q) - 4nmaX(”u“c>o’ 1)

Thus, since

f lu(t,.) — ugldx = I f lu(t,.) — uoldx — f lu(t,.) — w,,ldx| + f lu(t,.) — wyldx
Q Q Q Q
< f ltg — wyldx + f lu(t,.) — wyldx
Q Q
< lug — wyldx + f u(t,.) — killa,dx,

one gets that

6 n n
Jotutee —wlax < 5 3 [ty - kg + 2l Y, [ 1, - g,
Q i1 v i=1 V&

and

lim supf lu(t,.) — ugldx < 6.
Q

t—0
teZ

Since 0 is arbitrary chosen, (1.5) is proved.

1.3 Existence of Entropy Solutions of (P;)

To apply a strong precompactness result needed for the proof of the existence of entropy solution,
we assume that the couple (f(.), #(.)) is non-degenerate in the sense of the following definition.
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Definition 1.3.1. (Panov [66]). Let ¢ be zero on [0, u.], strictly increasing on [u., umax] and a vector
f = (ft, .-, fr). A couple (f(.),#(.)) is said to be non-degenerate if, for all £ € RA\{0}, the functions
¢

A ;f:(1) are not « affine » on the non-degenerate sub intervals of [0, u.].
g
i=1

The main result of this section is the following theorem :

Theorem 1.3.2. Assume that (H1) holds and (f, ¢) is non-degenerate in the sense of Definition 1.3.1.
Then there exists an entropy solution u for the problem (P1).

1.3.1 Viscosity Regularized Problem

To show the existence of entropy solution, we approximate ¢(u) by ¢(u) = ¢p(u€) + eld(u®) for each
€ > 0. We obtain the following regularized problem (P9) :

uf +div f(u€) = Age(u) =0 in Q0=(,T)xQ,
(PY) u(0,x) =uj(x) in Q,
(f(u®) = Voe(u)n =0 on X=(0,T)x09Q,

where (ug)E is a sequence of smooth functions that converges to ug a.e and respects the minimum/maximum
values of uy.

Definition 1.3.3. A function u¢ € L*(0,T; H'(Q)) is called weak solution of the initial-boundary value
problem (P5) if for all € € L*(0,T; H'(Q)) such that & € L'(Q) and &(T,.) = 0, one has

T
ff {ueft + (f(ue) - V¢E(ue)).V§} dxdr + f upé(0, x)dx = 0. (1.8)
0 Jo Q

Definition 1.3.4. A measurable function u¢ € L*(0,T; H (Q)) taking values in [0, umqy] is called an
entropy solution of (Pf) if Vk € [0, umax ], Y€ € C™([0,T) x RY), & > 0, the following inequality hold

T
fo fg {lu€ = klg, + sign(u® - k)(f(u®) = f(k) = Voe(u)).VE} dxd
T
+ f |f(k).n(x)| £, X)dH (x)dt + f lug — kIE(O, x)dx > 0. (1.9)
0 Joo Q
Theorem 1.3.5. Assume that uy € [0, umax] and (H1) holds. Then the problem (P{) admits a weak

solution u® which is also an entropy solution. In particular, we have 0 < u® < unax. In addition, there
exists C independent on € such that

Il ‘/EVM6||L2(Q) <G (1.10)

lpeell 20,711 @) < C. (1.11)
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Proof. For the sake of completeness, we give a full proof of Theorem 1.3.5. We denote by C a generic
constant independent of the approximation parameters € and m. Otherwise, the dependence of C is made
explicit in the notation. We need four steps for this proof.

First step : By Faedo-Galerkin method (see e.g., [54]), we construct a sequence of approximate solu-

tions. We choose V;;, = (e1(x), ..., e(x)) with (e;):2, a regular Hilbert basis of H 1(Q) and formulate our
m

problem in terms of the new unknown w® = ¢.(u). We seek wr, (1) = Z cim(tei(x), then
i=1

Projy, (¢c' (ws): + div (7' (W5)) — Aws,) = 0. (1.12)

Here Projy, is the orthogonal projection, in L?*(Q), on the subspace V,,. The function ¢! is Lipschitz
continuous, and (¢;1)’ < % To start with, we assume that ¢ is Lipschitz continuous ; then (¢;1)’ >a>0.
The equation 1.12 is rewrites as

Projy, ((qs;l)/(w;) D Cmeilx) + div f(ws,) -

m
i=1 i=1

Cim(t)Aei(x)) = 0;

where f =fo ¢;1. To determine the family {c;,}; ¢ C!([0, T1), we write the weak formulation of the
above equation in  with e; as test function, we get

m

Z c;m(t) f(qﬁ;l)/(w;)ei.ejdx - f (f(wfn) - Z cimVei(x)] Vejdx = 0;
p Q Q

i=1

1 < j < m. Recall that wt,, depends on x and (c;,);. Notice that the matrix

M(cit, ..., Cim) = (f((ﬁzl)'(an)ei.ejdx)
Q

i,j

is invertible due to the fact that for all b = (b4, ..., b,,) € R™,
m
(Mb,b) = f (@) )l > bieil® = const(m)albl.
Q i=1

We obtain a system of non-linear differential equations, which is completed with initial condition w;,(0) =
m

W(E)m ; wgm = Z Bime; where B;, are chosen to ensure that wgm — ¢E(u8) in L2(Q).

By the Cauchl)_/}Peano theorem of the classical ODE theory, we have existence of solution w¥,(f) in some
interval [0, #,], #,; > 0. Note that existence of u, is ensured by the fact that ¢, is bijective, moreover,
we, = ¢e(ul) and i, is in CYH0, tyy; V).

Now, we have to prove that ¢, = T.

Second step : a priori estimates.

We can take wy, as a test function and integrate over [0, ] ; we get

! t
fg fo 0c(WS,)sdl sdx — j; fg PGl Vs dads +IVWe I ) = 0. (1.13)
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€
Win

Here 6.(wy,) = rd¢§1(r) and we have used the chain rule for C! functions of variable 7. It is also

0
possible to rewrite the function 6.(wy,) as

€
U

Yeluy,) = A pe(r)dr.

Since f has its support in [0, unax ], the second integral of (1.13) can be upper bounded as follows

f f div ( f f(r)dtz)e(r))dxds f f ( f(r)dd)g(r)) ndH " (0dss
oQ

< dde([0, umax DIl f1l=10QIT
< (¢(umax) + 1)||f||L°°|aQ|T
< C = C(T, 0, fllL),

with d@([0, umax]) the measure of [0, upax] With respect to the Stieltjes measure d¢.. Hence,

fQ Oe(We (D + VW2, o) < C + fQ 0.(wE)(0)dx. (1.14)

1
The last term in the right-hand side of inequality (1.14) is bounded uniformly in m by — sup ||w8m||iz. In
€ m

fact,

m(o) 1
fg 0w (O)dx = fg [ oY @ran < 6L Y el B gy < 5 5P By
0

Then Vw¢, is bounded in L?(€2) uniformly in m.

Without loss of restriction, we can assume ¢ = 0 on (—c0,0] and ¢ = P(Umax) ON [Umax, +0). (Indeed,
we show in the last step that u takes values in [0, umax ], therefore the values of ¢ outside [0, upnx] do not
matter.) Then ¢ = € outside [0, umax]. Hence, for w ¢ [0, ¢(umax) + 11, we have (¢gl)’(w) = % Therefore

We > < C(e)(1 + Be(wfy)). (1.15)

This means that t,, = T and w¥, is bounded in L2(0, T, H'(Q)) uniformly in m.
Now, fix ¢ and consider ¢ such that [¢, ¢ + 6] C [0, T']. We integrate over s € [¢, ¢ + 6f]. Next, we take (by
approximation) (wy, (¢ + 6t,.) — wy,(t, .))1[0,7—s1 as test function

T—-0t pt+0t ,
f f (g (5,.)) (wi(t + 61, ) = w1, ) )dxdrds
0 t Q
T—6t Ht+6t
- f f Fug).V(wh(t + 6t,.) — wh,(t. ) )dxdsdt
0 t Q

T—6t Ht+6t
+ f f f Vv, (5, ). V(W5 (¢ + 6t,.) — w(t, ) )dxdtds = 0. (1.16)
0 t Q

Denote the three terms in the left-hand side of (1.16) by A, B and D respectively. We calculate

T—6t Ht+6t ,

= f f f (g (5,.)) (Wi (¢ + 6t,.) = w8, ) dxdrds
0 t Q
T—5t 1+6t ,

= f f (w2 + 61, — wi(8,.) f (s, (s,.)) dsdxdt
0 Q t

= f Htf (w2 + 61, ) = w8, )) s (¢ + 6t,.) — iy (2, ) )dacd; (1.17)
0 Q
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T -0t Ht+6t
|B| = ’_ f f £l (5,0). V(W (¢ + 0t,.) = w, (1, ) )dxdrds
0 t Q

<

T—6t Ht+0t
f f £ (s, ).V (e (¢ + 6t,.) = wi (¢, ) )dxdrds
0 t Q

T-ot T-ot
SC(e)dt[f fle;(t+6t,.)|+f flefn(t,.)l}.
0 Q 0 Q

By a change of variable in the first integral (7 = f + 6¢), using Cauchy-Schwarz inequality we obtain

IB| < 2C(e)SHIVWS Nl 201 oll 2y < C(E)5. (1.18)

The last integral of (1.16) is treated similarly :

T—6t Ht+0t
f f f V(. ). V(Wi (¢ + 6t,.) — w,(t, ))‘
0 t Q

T—6t f+0t
< 2ff [Vw;, (T, -)-|(f [Vwe (s, .)Ids)d‘rdx
QJ0 t
T—ot 146t 2 %
< 2[Vwp iz o) [ff (f [Vwe (s, .)Ids) d‘rdx] .
QJ0 t

Using Jensen’s Inequality,

D] <

2

t+0t
< f V(WS (s, )IPds,
t

t+0t
( f V(W Gs. .>>|ds)

T  r+6t
ID| < 2[IVwllr2c0) \/ f f f [Vws,(s, )2 < C(e) Vot. (1.19)
QJ0 t

The sum of (1.17), (1.18) and (1.19) gives

hence we obtain

T—6t
f f ’(wfn(t +0t,.) = wh, (1, ) gt + 6t,) — uS (1, ))| < C(e)(5t + Vor).
0o Ja
Now, using the fact ¢_! is Lipschitz, there exist another constant C(e) such that
Nl (2 + 61,.) = uly(t, Ni20.1—-sr:0) < CEN VST + 61). (1.20)

By the characterization theorem for H 1(Q) (see [21]), since V,, ¢ H'(Q), and IVwillr2 ) < C, we have
for all open subset w cc Q

lluay, (2, x + 6x) — 14y, (8, Ol 20, 7:00) < C(E)Ox. (1.21)
Finally, we obtain
llets, (2 + 6, x + 6x) — wp, (2, | 120 7510y < C(E) Vo1 + 6t + 6x). (1.22)
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Third step : Passage to the limit (m — +00).

By the estimate [lwy,|lz20.7:m1q) < C(€), by (1.22) and Fréchet-Kolmogorov compactness criterion,
(u;,,)m is relatively compact in the space L*(0,T; H(Q)) weakly and in Lﬁoc((O, T) x Q) strongly. Moreo-
ver, |lug,|lz2g) < C(€), then uy, is relatively compact in L'(Q) strongly.

We can take &(7)e;(x) as test function in the weak formulation where & € D[0, T), for m > 0, we have

T T
ff ufnfleidxdt + ff(f(u;) - wan).Veifdxdt + f ug,,£(0)e;dx = 0.
0Jo 0Jo Q

We can extract a subsequence w¢, such that Vw;, — Vw€ in L*(Q) and u, — ufin L'(Q) and ae..
The Lebesgue theorem, continuity and boundedness of f permit at last to pass to the limit. Finally we
conclude that (1.2.1) holds, this means that u° is a weak solution of (P{) by the density of the linear span
of D(0, T) x D(Q) in D([0, T) X Q).

At this point, we can also drop the Lipschitz continuity assumption on ¢. Indeed, approximating ¢ with
a sequence of Lipschitz continuous functions ¢,, one can have uniform estimates in « (1.22). Then one
can pass to the limit as @ goes to zero in the equation corresponding to ¢ = ¢,, with the same argument
as above.

Its remains to prove that u€ is an entropy solution.

Fourth step : Now, we prove that weak solution of (P) is also an entropy sub-solution and entropy
super-solution.

Since u® is a weak solution of (Pf), then u® — k is a weak solution of the following problem

(€ = k) + div(f(u) = Vo) ~ fk)) =0 in Q,
(P4 u0,x) -k =u§(x)—k in Q
(@S = Voe(us) - f))n =—fU)n  on X.

Take sign}(u€ — k)¢ in the weak formulation of this problem with & € C*([0, T[xRY), &E>0.
We get (see [3] and [44] for the use of H'(Q)* — H(Q) duality)

T T
j(;((”e = k), Sl’g”:;—(”E - k)f>H1(Q)*,H1(Q) - j(;f;g Sig”;r-("iE - k) f(k).né

T
- j(;jg;(f(”s) - que(ue) - f(k))fvSign;r_(uE — k)

T
- fo fQ signg (u€ = k) f(u) = Voe(u) - f(K)).V¢ = 0. (1.23)
The first integral of 1.23 gives (see [3] and [44] for the use of Chain rule)

T T e
fv((u6 — k), signg (u€ — k)E) = — ff {f signy(r — k)dr} &dxdt
0 0JQ k
_ f { f " sign(r - k)dr} £0, x)dx.
Q k

Passing to the limit as o goes to 0, we obtain :

T u€ T
ff {f signy(r — k)dr} Edxdt — ff(uf — k)" & dxdt,
0JQ k 0JQ

f {f“o signg(r — k)dr} &0, x)dx — f(uf) — k)"0, x)dx.
Q k Q
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The limit of the second integral of (1.23) can be upper bounded as follows :

T T

tim [ [ signsw - orwaes [ [ @ e

=0 Jo Joa 0 JoQ
The third integral of (1.23) can be written as

- [ evoauervsignsw -+ [ [ erae) - fa0) Toigniat - b
Q Q

Here, the first integral is non-positive. Moreover, the second one tends to zero as o — 0. In fact, we set
Fo(r) :fkr_(r(f(s) - f(k))sign:;’(s — k)ds. We have |F,(r) <2 sup |f(s)— f(k)|. Using the Green-Gauss

|k—s|<o
formula, we find

| fQ signy (u° ~ V(1) — e = | fQ o]

<2 sup If(S)—f(k)l(L|V§|+fml§l)—>0aso-—>0.

|k—s|<o

Finally, we obtain
T
fo fQ {e = ky*e, + sign* (ue = k)(f ) = Vope(u) = f(K)).Ve] dxdt

T
+ f(ug — k)T &0, x)dx + f f (fk).n(x))*" EdHT (x)dt > 0.
Q 0 Joo
Therefore u® is entropy sub-solution of (P7). In the same way, we prove that u€ is entropy super-solution
of (P}).

Now we prove that u€ is bounded. To this aim take & = &(r), (i.e., V&€ = 0), take k = 0 in (1.3), and use
(H1) and the fact that ug € [0, umax]. We get

T T
f )(0,)6(0, ) + f f W)~ (1, & = f ( f ((ME)_(t,X)—(MS)_(X)))fz20-
Q 0Ja 0 \Ja

Let us introduce the function

G(t) = fg((uf)‘(z, x) = (ug)_(x))dx for t € (0,T),
0 for te (-T,0).

dG
We have ' < 0in D' (-T,T) and therefore, since G(t) vanishes for r < 0, we deduce that

f(uf)_(t, x)dx < f(uf))_(x)dx =0, ie., u,x) > 0.
Q Q

In the same way, we prove that u€(¢, x) < Upax.-
Now, we go back to the technique used to get (1.14), recall that we can rewrite 6.(w*) as ¥(u€). We find

fQ DD + [T < C + fg e 0). (1.24)
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The last term is now bounded uniformly in €, due to the L* bound on u€. Therefore,

Wl 20,701 @) < Cs (1.25)

with C that is now e—independent.
Finally, if we take u€ as test function in (1.8), we find

1 € 2 €12 1 €2
EHM (t)”LZ(Q) + ” \/EVM ||L2(Q) <C+ EIIMOHLZ(Q)'

Then
€12
| VeVu ||L2(Q) <C. (1.26)

This concludes the proof of the Theorem. O

1.3.2 Strong pre-compactness result and passage to the limit in ¢

Theorem 1.3.6. (Panov [66]). Assume that (f, ¢) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1.
Suppose u€, € > 0, is a sequence such that

dd > 1,Ya,b e Rwitha < b
T1ap1(u); + diV( f(Tiap)(U)) = V(Tiap (1)) is pre-compact in W, (Q).

Moreover, suppose u¢, f(u€), ¢p(u) are equi-integrable locally on Q. Then, there exists a subsequence
(T1a,p)(uf))e that converges in L' (0).

Loc

To prove Theorem 1.3.6, we need the following result.

Lemma 1.3.7. Suppose (f, $) is non degenerate and let u® = u(t, x) be an entropy solution of (P{). Then
forall a,b € R such that 0 < a < b < upay,

Tia1 () + AiV(f(T1ap)(U)) = Vhe(Tiap) ) = 5, in D'(Q)

with k&, € M(Q). Here M(Q) represents the set of all Radon measures on Q. Moreover, for each compact
set K C Q, we have V(H‘K; »(K) < C(K, a,D), uniformly in € € (0, 1).

Proof. By the well known representation property for non-negative distributions, we derive from (1.9)
that for each k € [0, umax]

1€ = Kl + div(sign(u — K(F@®) = £(0) = VIpe®) = pe(k)l) = —& in D'(Q)

where «; € Mp(Q), k; = 0. Further, for a compact set K ¢ Q we choose a non-negative function
& = &k (1, x) € C(Q), which equals 1 on K. Then, we have the estimate

T
K,f(K)SfO Lf(t,x)dkli(t,x)

= L {|u€ _ k|§t + (Sign(uE — k)(f(uf) _ f(k)) -V |¢E(u5) _ ¢E(k)|)Vé‘:}

< f (J€ + J) max (£, V€, |A€]) dxdt =: A(K, k, JS), (1.27)
0
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where Ji(t, x) = [u] + | f ()] + |¢p(u)| and Jo = |k| +|f (k)| + |pe(k)| are bounded in L' due to the fact that
ut, f(u), ¢p<(u) are bounded in L™, uniformly on € (see Theorem 1.3.5). Therefore KZ(K) can be upper
bounded by some quantity A(K, k). Further, notice that for each a, b € R and for any function g

1
8(Tap(r)) = 5(sign(r = a)(g(r) = g(@)) = sign(r = b)(g(r) - g(b))
1
+3 (g(a) + g(0)) .

From (1.27), we have with g = Id, g = f and g = ¢,
Tlam1 ) + div(£(T1a ) = Vo Tiap ) = K5, in D'(Q), (1.28)

with K;’b = %(Kb — K,). Moreover, we have

Vark ,(K) < %(A(K, a) + A(K, b)) =: C(K,a,b).

This concludes the proof. a

Notice that for all a,b € R, a < b, we have Ti4p)(Tj0upn,)) = Tzp With a = max(a,0) and b =
min(b, umax). In order to justify the passage to the limit, we need the following easy lemma :

Lemma 1.3.8. Suppose that for all compact set K C Q, the sequence ¥, is bounded in L™ (K), and
converges a.e. to Y. Assume that the sequence (0,) converges weakly in L*(K) to ®. Then ¥,,®, converges
to YO weakly in L*(K).

Now, we are able to prove Theorem 1.3.2.

Proof of Theorem 1.3.2. Take some countable set of values € — 0. We derive from Lemma 1.3.7 and the
above remark, that foralla,b € R, a < b,

Tiap)(u); + diV(f (T1ap) () = V(T1ap) (ue))) = K5, + €AT(ap)(u) in D'(Q);

here (Kib)e is a bounded sequence in Mp(K) for each compact set K C Q. Moreover, due to (1.10), we
have that eATT,;)(u€) tends to zero in H Q). By Sobolev embedding we have H Q) =w12Q) c
W=4(Q), d < 2, therefore €AT,p1(uf) tends to zero in W-14(Q). Since M, (K) is compactly embedded
in WI(K) for each d € [1,51), we see that Tiap(u€); + div(f(Tiap(u)) = V(Tiap)(u))) is pre-
compact in W~4(K). Since (f, ¢) is assumed to be non-degenerate, then applying Theorem 1.3.6 we
find To,,. @) — Tjo.u,.1() as € — 0 in L'(K), for a subsequence. Covering Q by a countable of
compact subsets K and using the Cantor diagonal extraction argument, we get u¢ — u in L _(Q) (.and
actually in L'(Q), because u€ take their values in [0, umax]). Extracting a further subsequence if necessary,
we can assume that 4 — u a.e.in Q as € — 0.

It remains to derive the entropy formulation (1.2) for u. Passing to the limit in inequality (1.9), we claim
that the limit function u = u(t, x) satisfies the inequality (1.2) for all k € [0, umax] such that the level set
u~' (k) has zero measure. Indeed, by the continuity of f, we have sign(u® — k)(f(u¢) — f(k)) — sign(u —
k)(f(u) — f(k)) as € — 0 a.e. in Q. Further, since ¢¢(u,) is bounded in L*(0, T; H'(Q)) and converges a.e
to the limit that is readily identified with ¢(u), we deduce by Lemma 1.3.8 that sign(u® — k)Vo(u) —
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sign(u — k)Ve(u) in L*(Q) for k such that u~' (k) has zero measure. Notice that the set of such values of
k is dense in [0, umax]. It is easy to see that the left-hand side of (1.2) is continuous with respect to k,
because Vg(u) = 0 a.e. on the set [u = k] (see Lemma 1.4.4 below). Therefore, by density we inherit
(1.2) for all k € [0, umax]. We conclude that u(z, x) is an entropy solution of (Py). m]

1.4 Uniqueness result for entropy solutions of (P) in one space
dimension

The main result of this section is the following theorem :

Theorem 1.4.1. Suppose that Q = (a, b) is a bounded interval of R, then (P1) admits a unique entropy
solution.

Let us first recall an essential property of entropy solutions, based on the idea of J. Carrillo [28].

Proposition 1.4.2. Let & € C*([0, T[xRY), & > 0. Then for all k € [u¢, umax), for all D € R and for all
entropy solution u of (P1), we have

T
fo fQ {lu — kg, + sign(u — k)(f(u) = f(k) = Vo(u) + D).V¢] dxdt

T
+ f o — KIE(O, )dx + f f (P = D)) €dH (x)de
Q 0JoQ
> Tim L f f V(). (Vb(u) — D)E. (1.29)
=00 ON{—a<g(u)—p(k) <o)

Remark 1.4.3. Notice that this proposition makes explicit the information on the dissipation. Let us
stress that in (1.2), D = 0 and k € [0, umax] while in (1.29) D € RY but k € [u, timax ).

Proposition 1.4.2 is a key ingredient of the uniqueness technique. To prove this proposition, we need
the following remarks. Firstly, for all u € [0, umax] and for all k € [uc, umax], one has sign(u — k) =
sign(¢(u) — ¢(k)). Secondly, recall

Lemma 1.4.4. For all entropy solution u of (Py), one has :
Vo(u) = 0 a.e. on the set {(t, x) € Q such that u(t, x) € [0, u.]}.

Proof. This result comes from Marcus and Mizel lemma (cf. [57]) which states that for p € (1, o0)
and F in W', VF = 0 a.e on F~!'(N), where N is a set of zero measure on R. Applying this for

ae.t € (0,T), for u € [0,u.], we have Vo(u) = 0 on [¢(u)]"'{0} with ¢p(u) € H'(Q). Let Ey,y =
{(¢, x) such that u(t, x) € [0, u.]} and En(¢) = {x such that u(z, x) € [0, u.]}. Then, by Fubini theorem,

T
|Ens1| = f |[Enx()ldt = 0.
0
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Proof of Theorem 1.4.2. Since u is a weak solution of (Py), then for all k € [u,, umax] and all D € R, u
is a weak solution of the following problem :

(u — k), + div((f ) = V() - (f(k) - D))
(Pr) u(0,x) —k

(o) = V) = (fK) = D).y

Take the test function sign,(¢(u) — ¢(k))& in the weak formulation of this problem with & € C*([0, T) X
RY). Using the formalism of [3], we have

0 in Q,
up(x) — k on €,
—(f(k)— D). onZ.

T
fo (= By, signg (9(u) = $NEV oy a1y
T
- fo fg sign(¢(u) = pU)((f(w) = Vw)) = (f(k) = D)).VE
T
- fo fQ &((F) = Vow) - (f(k) = D)).Vsigne () - $(k))

T
- j; f; 5 signe(p(u) — (k) (f(k) — D).ng = 0. (1.30)

By the chain rule (see [3], [44]) the first integral of (1.30) gives :

- f f f signa (¢(r) — d(R))dre, - f f Signa (¢(r) — SRNre(O, x).
0 Jk Q Jk

Using the fact that k € [u,, umax] and passing to the limit as o goes to 0, we obtain :

T ] T
ff {f signg(p(r) — ¢(k))dr} &dxdt — ff lu — k|&dxdt,
0JQ k 0JQ

fg {fk signg(p(r) — ¢(k))dr} &0, x)dx — fg lug — kI£(0, x)dx.

After passing to the limit as o goes to 0 in the second integral of (1.30), and using the fact that k €
[#4c, umax], we obtain the expression

T
fo fQ sign(u— k)((f(w) = V() - (f(k) - D)).VE.
The third integral of (1.30) can be written as
f fQ E(f(w) = f(K)).V signy(u - k) - f fQ E(V(u) = D).Vsigny(p(u) - $(k).

By passing to the limit, the integral in the first term goes to 0, and the second term becomes
T
lim f f &(Vp(u) — D) .Vsigng(¢(u) — (k)
o—0 0JQ

_— T ’
= lim fo fg & (Vo(u) — D) sign(¢p(u) — $(k)).Vp(u)

o—0

— 1
= lim — Vo(u).(Vo(u) — D)E.

=0 0 Jon{-o<pw)-pk)<o)
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The limit of last integral of (1.30) can be upper bounded as follow :

o—0

T T
lim f f signg (¢(u) — p)(f(k) — D). < f f I(f(k) = D).
0JoQ 0JoQ

Then, we obtain the required inequality (1.29). |

Now, we consider the stationary problem associated to problem (Py) :

(S ) u+ le(f(Lt) - V¢(u)) =g in Q,
1 (f(u) —Vow)).n =0 on Q.

Remark 1.4.5. If u(x) independent of t is solution of (S 1) then u(t, x) = u(x) is solution of (P) with the
source term g —u. Then, we can deduce from Definition 1.2.2 and Proposition 1.4.2 their equivalent form
for the stationary problem.

Definition 1.4.6. Let g a measurable function taking values in [0, umax . A measurable function u taking
values in [0, umax | is an entropy solution of (S 1), if p(u) € H'(Q) and forall ¢ € C®(RH*, Yk € [0, tmax],

- L sign(u — k) u édy + L sign(u — k)(f(u) - f(k) - V¢(u)).V§dy
+ j; . | (k).n(y)| EAHET () + L sign(u — k)g&dy > 0. (1.31)

Proposition 1.4.7. Let & € C®(RY); then for all k € [uc, umax], for all D € R, for all entropy solution u
of (S1), we have :

- f sign(u — k) u dy + f sign(u — k)(f(u) = f(k) = Ve(u) + D).Védy
Q Q
s fa 070 = D)l H ) + fg sign(u — k) g £dy

— 1
> lim — Vo(u)(Vep(u) — D)E. (1.32)
=0 0 Jon(-o<du)-pk)<o)

From now on, we will suppose that Q2= (a, b) is a bounded interval of R.

Proposition 1.4.8. For all measurable function g taking values in [0, unax] the problem (S 1) admits a
solution u such that (f(u)—¢(u)y) is continuous up the boundary, i.e., (f(u)—¢u),) € C(la, b]). Moreover,
fu) —¢(u)y iszeroaty =aandy = b.

Proof. For existence of entropy solution, we can refer to [54, Chap 2], using Galerkin approximations,
in a way similar to Theorem 1.3.5 and 1.3.2.

Since u is a weak solution of (S 1), this means that (f(u) — ¢(u)y), = g —u in O’. Then (f(u) — ¢p(u),), €
L*([a, b]), which implies that (f(u) — ¢(u),) € Wh([a, b]) c C([a, b)).

Now, as in Remarks 1.2.3, item 3, from (1.31) we deduce that (f(u) — ¢(u)y)},, = O in the weak sense.
Therefore f(u) — ¢(u), € Co([a, b)). m]
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To continue, we will recast problem (P;) under the abstract form of an evolution equation governed
by an accretive operator, in order to apply classical results of the nonlinear semigroup theory (see, e.g.,
[17]). Let us define the (possibly multivalued) operator A4 by it resolvent

(u,2)€Arg = { u such that u is an entropy solution of (S), with g = u + z}.

For an operator A : LY(Q) —» LY(Q), denote by R(A) its range, by D(A) its domain and by m, m
their closures in L'(Q) respectively.

Let us stress that for ue D(A), f(u) —¢(u), € Co([a, b]) due to Proposition 1.4.8.

Recall (cf. [17]) that an operator A is accretive if [,8 - B, - &]LI(Q) > 0 for all (8, @), (B, &) € A, where

for 8, @ € L'(Q) the bracket [., ] L\ is defined by [B, @] ;1 q) = f sign(B)a + f |ar|. If A is accretive
Q [8=0]

and R(I + AA) = L'(Q) for some A > 0, then A is m-accretive.

Proposition 1.4.9. Let (1,7) € Ay, (1,2) € Ay . Then for & € C¥(Q)*

e dledy-+ [ signtu= (100 - 160> - 000, + @), sy

< f sign(u — (g — §édy + f g~ glédy = [u-ng-2| . (133)
Q [u=0] LY(Q)

Proof. (Sketched) The proof of Proposition 1.33 is actually contained in the proof of Theorem 1.4.13
below, due to Remark 1.2.3. Actually a simpler argument applies, because both f(it) — ¢(i1), and f(u) —
¢(u), have strong trace in the context of the stationary problem (S ). m|

Somewhat abusively, we will write LY(€; [0, umax]) for the set of all measurable functions from [a, b]
to [0, #max]-
Proposition 1.4.10. The following properties hold true.

1. Apgis accretive in L1(Q).

2. For all A sufficiently small, R(I+ AAf4) contains LY(€Q; [0, tmax ).

3. D(Azg) = L' ([0, thmax]):

Proof. 1.Let(u,z) € Arg, (i1,2) € Ay 4. Applying Proposition 1.4.9 with ¢ = 1 in (1.33) and the standard
properties of the bracket (see [17]), we get

lu =l < [u—-it,g - 8lq
< [u—ﬁ,u—ﬁ+z—2]L1(Q)
< |lu- IthLl(Q) +[u—it,z - 2]LI(Q)'

We deduce that [u — &1,z — Z]11(q) = 0, so that Ay 4 is accretive.
2. For A > 0, consider the problem

spl ™ + A(f(up) — (P(u)y)y =g in Q,
A(f(u) = p(ur)y).n(y) =0 on 9Q.
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Notice that the notion of solution for (S ,) is like the Definition 1.4.6. Let g € LY(Q; [0, ttmax]), and 2 > 0
then, there exists u, entropy solution of (S ;) (see Proposition 1.4.8) such that (u,, g}”‘) € Ayg. Hence
g € R(I + AAy4) and therefore R(I + AA74) D LY€% [0, tmax]), Which was to be shown.

3. Let PC([a, b]; [0, umax]) be the set of piecewise constant functions from [a, b] to [0, umax]. Then

PC([a, b]; [0, umax]) is dense in Ll([aa D]; [0, umax]). Take g € PC([a,b]; [0, umax]), § = Z Cil(a,-,b,-)

i
where the (a;, b;) are disjoint intervals. There exists u, € L™(a,b) entropy solution of (S:), i.e, we
have (u, n(g — u,)) € Ayg. For k € [0, umax], for all £ € CJ(R) we get

1 b
[ sientun = () - 700 - 0,000) 0,y
b 1
| s~ -y + [ 1 nolgde 20 (1349

For every i, one can construct &' such that & — 1(,, 5, as n — oo, suppé? C (a;, b)), 10,7~ < 24n
and &' = 1 in (a; + 61, b; — &}) with &}, = %
Take k = ¢; and & = £ in (1.34).

b; =5, 1 (b
f |ty — cildy < p f - sign(uy — ¢;)(f(un) — f(ci) — 0yp(un)))0yE;' dy

i+6h i+,

2 1
< b —al IS llzl10y€7 NI + ||%ayfﬁ(un)lly.ll@yf?lly-

Then, for all § > 62, u, — g a.eon U;(a; + 0, b; — 6). We conclude by the Lebesgue theorem that u,, — g
in L'([a, b]).
In conclusion, D(A4) is dense in PC([a, b]; [0, umax]) and therefore, it is also dense in LY [0, ttmax]).

O
Now, we can exploit the notion of integral solution (see, e.g., [17, 18]).
Definition 1.4.11. Suppose that h € LY(Q) and uy € L'(Q). A Sfunction
v e C(0,T]; L' ([a, b]; [0, tmax])) is an integral solution of the problem
vi+Arg(v) 3 h,  v(t=0)=up, (1.35)

ifv(0,.) = up(.) and for all (u,z) € Ary

d L
Z IO =l < 0 ~ . h(0) = 21y in D'(O.T).

By Proposition 1.4.10, the operator A is m-accretive ! densely defined in L'(Q; [0, tmax]), by the
general theory of non-linear semigroups (cf. [17, 18, 19]), we have the following result.

1. Rigorously speaking, this statement is false because L'(Q; [0, umay]) is not a Banach space, but its convex
subset. Nonetheless, this subset is invariant for the stationary problem (S 1), therefore the nonlinear semigroups
theory applies without change in our case.
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Corollary 1.4.12. Let Q = (a, b), ug, ity € L'(Q) and h,h € L'(Q). Let v, p be integral solutions of (1.35)
associated with the data (ug, h) and (i, fl), respectively. Then for a.e. t € [0, T).

!
V(@) = YOl < lluo = itol| +f (7)) = h(DlI1dt.
0
In particular, the integral solution is unique.

Theorem 1.4.13. Let Q = [a,b]. Let v be an entropy solution of (P1) and u be an entropy solution of
(S1). Then

d
Ellv(t) —ullpiq) < f sign(v — uw)(u — g)dx in O'(0,T). (1.36)
Q

In particular, v is an integral solution of (1.35) with h = 0.

First, note the following auxiliary result.

Lemma 1.4.14. ([7]) Let 6 be a positive function with support in [-1, 1] and ||]|;1=1. Assume that for all
ze€[-1,11, wa(.,2) = w(.) and h,(.,z) = h(.) in L'(R) as n — oo. If in addition 12 (., DIl ) 18 bounded
uniformly in »n and z, then the below limit exists and the following equality holds :

lim sup f f signwy(x, 2)h,(x,2)0(z) < [w, h]. (1.37)

n—oo

Moreover, if for all neN and a.e. z €[-1, 1], h,(.,z)=0 a.e. on {w,(.,z)=0} and if 2 = 0 a.e. on {w = 0},
then there exists

lim ffsignwn(x,z)hn(x,z)é(z):fsign(w)h. (1.38)

Proof. The claim of Inequality (1.37) follows from the definition and the upper semicontinuity of the
bracket, the definition of ¢ and the Fatou lemma. Inequality (1.38) follows by applying the first one to
wy, hy, and to —w,,, h,,. ]

Proof of Theorem 1.4.13. To start with, note that by the result of [26] an entropy solution v of (P) is
automatically time-continuous with values in LY [0, timax]).

Now, we apply the doubling of variables [49] in the way of [7]. We consider v = v(¢, x) an entropy solution
of (P1) and u = u(y) an entropy solution of (S ). Consider nonnegative function & = £(, x, y) having the
property that &(.,..,y) € C*([0,T) X Q) for each y € Q, £(1, x,.) € CF(Q) for each (1, x) € [0,T) x Q.

We denote Q, = {x € Q;v(t,x) € [0,u.]}; Q, = {y € Q;u(y) € [0, u.]} and Qf, Q; their complementaries
in Q. In (1.29), take & = £(1, x, y), k = u(y), D = ¢(u)y and integrate over Qf. We get

T
fc fof 5 {Iv — ulé; + sign(v — w)(f(v) — p(v)x — f(u) + ¢(M)y)-§y}

T
[ (e - spa|edoday+ [ [ o - 0.5
c JO JxedQ Q5 JxeQ
S T
2 lim — f f f PWx(P(V)x — p(u)y)E. (1.39)
=00 Jag Jo Jxe@n{-o<¢(v)-¢u)<a)
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In the same way, in (1.2) take & = &(¢, x,y), k = u(y), integrate over Q,, and use the fact that ¢(u), = 0 in
Q,. We get

T
L j;f R {|v — ul&; + sign(v — u)(f(V) — o), — f(u) + ¢(”)y)-§y}

T
+ f f f £ () — Bu)y)n)| € + f f 1vo — ul&(0, x,y) > 0. (1.40)
0, Jo Jxesn o, Jxe

Since Q = Q, U Q¢, by adding (1.39) to (1.40) we obtain :

T
fg fo fg {Iv— g, + sign(v = w)( () = pW)x = Fw) + B(u)y) &)

T
+ f f f |(F(w) = pa)y).n(x)| € + f f Ivo — ulé (0, x.,y)
QJo X€OQ QJQ

— 1
> lim —

T
p f f f PW)x(P(V)x — B(u)y)E. (1.41)

=00 Jag Jo JxeQn{-o<g(v)-g(u)<a}

In (1.32), take & = &(t, x,y), k = v(t, x), D = ¢(v), and integrate over (0, T) x QS

T
f f \ f sign(w — u)( f(v) = p(v)x — f() + Glu)y).&,
0 JQg Jyeq

T

+ f f f I(f(v) = ¢(v))-n(y)| Edod xdt
0 Jas Jyeon
T

+f f f sign(v — u)(u — g(y))édxdtdy
0 Jas Jyeq

] T
> Ty L f f f By (D) — BO)E. (142)
o200 Jag Jo o Jyenf-o<pw-¢(v)<a}

Since u(y) is entropy solution, then take in (1.31) € = £(¢, x, ), k = v(t, x), integrate over (0, T') X €, and
use the fact that ¢(v), = 01in (0, 7T) X Q,.

T
f f f sign(v — w)(f() = ¢y = F(u) + P(u)y ) & dydxxdt
0 Ja, Jye

T
+ f f f I(f(V) = ¢(v)2).n(Y)| édodxdt
0 Ja, Jyesn

T
+ f f f sign(v — u)(u — g(y))édxdtdy > 0. (1.43)
0 JQ, JyeQ
By adding (1.42) to (1.43), we obtain

T
fo‘ LL Sign(V - M)(f(v) - ¢(V)x — f(u) + ¢(u)y)§ydyd)€dt

T

+ f f f I(f(v) — ¢(v)2).n(y)| édodxdt
0 Jadyeso
T

+ f f f sign(v — u)(u — g(y))édxdidy
o Jada

| T
> fim f f f (1), (D), — SV)E. (1.44)
=00 Jaog Jo Jyen(-o<gu)-¢(v)<a)
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Now, sum (1.41) and (1.44) to obtain

T
ffflv—ulf,dydxdt+fflvo—ulf(O,x,y)dxdy
0 JaJa QJo

T
+ fo fg fg sign(v — u)((f V) —d()x) — (f(w) + ¢(M)y))-(§x + &)

T

" f f f (£ () — du)y).n()| Edordidy
0 x€0QJQ
T

. f f f IFO) = ¢ ()| Edyderd
0 Jadyesn
T

+ fo f f sign(v — u)(u — g(y))¢é

> lim — f ff lp(v)x — ¢(u)y| &Edydxdt > 0. (1.45)
=00 XQEN{~o<p(v)—p(u)<a}

Next, following the idea of [7] we consider the test function &(7, x, y) = 6(r)pn(x, y), where 0 € C(0,T),
620, pu(x,y)=6,(A) and A=(1 — ;5-)x — y + b Then, p, € DQ x Q) and p,, | (x,y) = 0. Due

to this choice ,
f f f I(f(v) = ¢(v)).n(W)| ppbdydodt = 0.
0 JxeQ JyedQ

By Proposition 1.4.8, (f(u) — ¢(u),) € Co([a, b]). Therefore we have
|(f(u) - ¢(u)y).n(x)| —> 0 when x — y, i.e, as n — oo. We conclude that

T
lim f f f |(f ) = ¢u)y).n(x)| pubdydordt = 0.
=0 Jo JxeoQ Jye

It remains to study the limit, as n — oo

T
I = fo fg fg Osign(v - w)((F) - $()) - (fw) —¢(u>y)),((p,,)x + o)y

; b
We use the change of variable (x,y) — (x,z) withz = n(x - y) — ;=-x + %,

1 T
fl j(;j;z sign(v — u)((f(v) —d(v)y) — (f(u) — ¢(M)y)).5,’1(z)9

=b—a

2 1 T ~b
= > f 1 J(; f sign(v(t,x)—un(x,z))(p(t,x)—qn(x,z))éjl(z)e(t),

where u,(x,2) := u(y), p(t,x) := f(v) — ¢(v)x and g, := f(u) — ¢(u),. For z given, u,(.,z) converges to
u(.)in L' and ¢,(., z) converges to ¢(.) := f(u) — ¢(u), in L'. From Lemma 1.4.14, we deduce that for all
ze[-1,1]

Kq(2) = f sign(vy(t, x, 2))h,(t, x, 2)dxdt — ;0 f sign(v)hdxdt =: K = const,
0 o

where v, := v—u,, h, :== p—q, and h := p—q. Then K,,(.) converges to K independently of z. Moreover,
from the definition of K, one finds easily the uniform L* bound |K,| < 2(|[pllpi1o) + Tligll 1)), Tor n
large enough. Hence by the Lebesgue theorem,

hm K (20 () =K f §'(2) =
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We have shown that the limit of [, equals zero. The passage to the limit in other terms in (1.45) is
straightforward. Finally (1.45) gives forn — oo

T T
ff [v(z, x) — u(y)|& (t)dxdr + ff sign(v — u)(u — g)8 > 0.
0Ja 0 Ja

d
Ellv(t) —ullp o) < f sign(v — u)(u — g)dx in O'(0, T).
Q

Hence

Thus, v is an integral solution of (1.35). O

Now, the claim of Theorem 1.4.1 is a direct consequence of the fact that the entropy solution is also
an integral solution, and of Corollary 1.4.12.
From now, we are able to generalize the result of zero-flux boundary condition in the case of nonlinear
Robin boundary problem for degenerate parabolic equation.

1.5 Nonlinear Robin boundary problem

In this section, we investigate about well-posedness of the following initial boundary value problem

u; + div f(u) — Ad(u) =0 in Q =]0,T[xQ,
(P2)3 u(0,x) = up(x) in Q,
b(u) — (f(u) — Vo(u)).n 0 on X =]0,T[x0Q.

This problem corresponds to the zero-flux boundary problem when b = 0.

We suppose the same hypotheses as for the zero-flux boundary condition on the data ug and the function
¢. Moreover, we assume that the function b is a continuous non-decreasing function on X. In some
situation, b may be a maximal monotone graph on R (see [12] and the next chapter also). Here, we
assume also that b satisfies the following hypotheses :

b = o ¢ where (8 is a non-decreasing Lipschitz continuous function. (H2)

D(tmax) = | f (tmax)-7l- (H3)

Further, the function f is a Lipschitz continuous function. Moreover, we require that
£(0)=0 and b(0) = 0. (H4)

Let us remark that the hypotheses (H3) and (H4) are a generalization of hypothesis (H1).

We propose an adequate entropy formulation for problem (P;) which incorporates two boundary
integrals. In contrast to the entropy formulation of Definition 1.2.2, where the passage to the limit in
the only boundary integral is straightforward, for our entropy inequality, we need the assumption (H2),
which permits to give a sense to the boundary integral with the term b(u) see Definition 1.5.1. Indeed,
we can deduce that b(u«) has a trace on the boundary as a function in Sobolev space H Q).

As in the section 1.3, the proof of existence of our entropy solution employs a vanishing viscosity
approximation. We pass to limit in the interior of the domain Q, by using the local compactness result of
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Panov [66] as in the zero-flux case, for this we suppose some relation between f and ¢ (see Definition
1.3.1). We pay particular attention to to the boundary term (here (H2) is needed).

For the uniqueness result, we use again nonlinear semigroup techniques (see, e.g., [17]) and Kruzh-
kov doubling of variables methods. At the present stage, we can deduce uniqueness in the case where Q
is a bounded open interval of R. Notice that, for the same reasons as for the zero-flux boundary condition,
the problem of uniqueness is still open in multiple space dimensions.

1.5.1 Notion of Entropy Solution of (P,)

Consider the following notion.

Definition 1.5.1. A measurable function u taking values on [0, umax| is called entropy solution of problem
(P2) if p(u) € L*(0, T; H'(Q)), b(u) € L*(0, T; H'(Q)) and the following conditions hold :
Vk € [0, umax], Y& € CX([0, T[XRY), with & > 0 :

T
f f {Iu—kl§,+sign(u—k)(f(u)— f(k)—w(u)).vg} dxdt
0 Q
T
. f g — KIE(O, x)dx + f f R0 — bR £t DdH ™ (i
Q 0 oQ

T
- f f b(u) — b(k)|E(, x)dH ™ (x)dt > 0. (1.46)
0 0Q

Remark 1.5.2. 1. The entropy solution in the sense of Definition 1.5.1 is in particular a weak solu-
tion. Indeed, first take in inequality (1.46) k = 0 use b(0) = 0 and (H4). Next take k = umax and
use (H3).

2. Let us stress that, in particular, the boundary condition (f(u) — Vé(u)).n = b(u) is verified literally
in the weak sense as in the case of zero-flux boundary condition (see [9]). This contrasts with the
properties of the Dirichlet problem (see [14]); we expect that the boundary condition should be
relaxed if assumption (H3) is dropped (see [12, 11]) and numerical tests of chapter 4.

3. The integral in the boundary term is well defined due to the hypothesis (H2). We can use the fact
that the trace of 0(t,.) € H (Q) on 0Q is well defined in L*(0Q) for t € (0,T) a.e.

As in the section 1.4 and according to the idea of J. Carrillo (cf [28]), we give an additional property
of entropy solutions, useful for the uniqueness techniques.

Proposition 1.5.3. Let & € C*([0, T[XRY) ; then for all k € [¢e, umax] ; for all D € RY and for all entropy
solution u of (P3), we have :

T
f f {lu ™ HlEs + signlu - k)(f(”) — f(k) = Ve(u) + D),V?} dxdt
0 Ja
T
+ f lug — k£(0, x)dx — f f () — b(k)| £(t, X)dH ™ (x)dt
® 0 Jaa
T
+ L favg |b(k) — (f(k) — D).n(x)| &(¢, x)d(]'{[_l(x)dt

> ﬁ})l f f Vé(u).(Vou) — D)EE, X). (1.47)
00 ON(-o<d(u)-g(k)<o)
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As for the zero-flux boundary condition, we will see that entropy and integral solution coincide in
the case Q2 = (a, b) an interval of R.

1.5.2 Existence of Entropy solution of (P,)

Following the method of section 1.3 and exploiting (H2) which is used to handle the additional
boundary term in (1.46) which was not present in (1.2) we give the following result :

Theorem 1.5.4. Let £ > 1. Assume that (H4), (H2) and (H3) holds. Suppose that (f, ¢) is non-degenerate
(in the sense of Definition 1.3.1). Then, there exists an entropy solution u for the problem (P).

To show the existence of entropy solutions, we approximate ¢(u) by ¢de(u€) = ¢(u®) + eld(u) for
each € > 0. We construct a sequence of increasing continuous functions S, such that 8,, — £ uniformly
on the compacts of R and set b7 (u;,) = 8, o ¢(ue). We obtain the following regularized strictly parabolic
problem (P7) with unknown u;, (for reasons of simplicity, we write u€ instead of ) :

u; +div f(u€) — Ape(u®) =0 in Q =]0,T[xQ,
(PH3 u(0,x) = ug(x) in Q,
bi(uf) — (f(u) — Vou).n =0 on X =]0,T[x09,

where (1) is a sequence of smooth functions that converges to 1 a.e and respects the minimum/maximum
values of uy.

Definition 1.5.5. A measurable function u€ taking values on [0, umax] is called an entropy solution of the
initial-boundary value problem (P}) if the following conditions hold :
Vk € 0, umax], Y& € CX([0, T[XRY), with & > 0 :

T
f f {mf — ki, + sign(u’ — k)( FWE) = fl) — V¢(uf)).vg} dxd
0 Q
T
¢ [ - godxs [ [ [0 - e v cod
Q 0 oQ

T
- f f b2 (u€) — b (k)|E(t, x)dH ™ (x)dr > 0. (1.48)
0 o0Q

Definition 1.5.6. Let ug be a measurable [0, umax]-valued function. A measurable function u taking
values on [0, umax] is called weak solution of problem (P}) if : V8 € L*(0,T; H'(Q)) N L®(Q) such that
6, € L>(Q) and 6(T,.) = 0, one has

T
f f {0, + (f(u®) — Voe(u)).VO} dxdt + f uy0(0, x)dx
0o Ja Q

T
- f f be)édH " (x)dt = 0. (1.49)
0 IQ

Theorem 1.5.7. For ug € [0, umax], assume (H4), (H2) and (H3) hold. Problem (Pl) admits a weak
solution u which is also an entropy solution. In particular, we have 0 < u€ < unax. In addition, there
exists C independent on € such that

Il ‘/EVMEHLZ(Q) <G
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pe(ullz20.r:m1 @) < Cs

llbe el x) < C and qubZ(ue) <C. (1.50)
z

This result can be proved, e.g., using Galerkin method as in the first part of this chapter (see section
1.3).

Lemma 1.5.8. Assume that the sequence (Wp)y is such that : |¥ull20.7.m1) < C and ¥y, — W in
L*(Q). Then y¥), — y¥ in L*(X), where 1y is the trace operator.

The proof uses localization to a small neighborhood of X.

Proof. Since 0Q is C!, for any point ¢ € dQ, we are able to choose a neighborhood Q, = {b €
Q| dist(a,b) < h}. More precisely, making rotation and a shift of coordinate axes if necessary, we
can assume that a = (0, y) and we consider b = (x1,y) € Q; where x| < h.

For all y € RE! and x; given,

T T T T, )
f (2, a)dr = f (2, 0, y)Pdr < f N (t, x1, y)Pdt + f ] f 61‘I’(t,s,y)ds’ di
0 0 0 0 0

T T T X
f f [P(z, 0, y)|dtdy < f f [®(t, x1, y)*dtdy + f f f
yJO0 yvo y 0 0

Now, we average on x; and set :
T
B = f f [P(2, 0, y)[>dyd.
0 Jy

1 h T 1 " T
B < Ef ff [P(1, x1,y)*dtdydx; + Zf ff f
0 yJo o Jydo Jo
1 h T 1 h T hi )
< Ef ff P(t, x1, y)dtdydx; + f_zf ff f‘al‘P(I, s,y)‘ dsdtdydx,
0 Jy o 0o JyJo Jo
Lt r h T rh )
< —f ff |‘P(t,x1,y)|2dtdydxl+f —dxlff f‘@l‘l’(t, s,y)‘ dsdtdy
h 0 y JO 0 h v Jo 0

< CI¥Iy g, + CIIVHIZ: g, -

2
0¥, s, y)| dsdrdy

Then

2
01, s, y)| dsdtdydx,

Then, we prove this lemma by using the linearity of the trace operator, the strong convergence of ¥, — ¥,
the boundedness of ||[V(¥, — W)|| in L?, and letting A to zero. O

Then Theorem 1.5.4 follows using techniques of section 1.3 and using Theorem 1.3.6 to justify the
passage to the limit in Q and Lemma 1.5.8 for boundary integral.
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1.5.3 Uniqueness result of Entropy Solution of (P,) in one space dimen-
sion

As a generalization of Theorem 1.4.1 we have

Theorem 1.5.9. Suppose that Q = (a, b) is a bounded interval of R, then (P,) admits a unique entropy
solution.

In order to study uniqueness in the framework of nonlinear semigroup theory, we consider for all
bounded function g, the stationary problem associated to problem (P) :

1) u+div(f(u) — Vo)) =g in Q,
2\ bu) - (fw) - Vow)y = on 4.

The notion of entropy solution of (S7) corresponds to the time-independent entropy solution of (P,) with
source term g — u. In the case where Q = (a, b) is a bounded interval of R, we have an important result,
which states that, the total flux is regular at the points a and b. This kind of regularity seem hard to obtain
in multiple space dimensions for (S;), and even in dimension £ = 1 for (P3).

Proposition 1.5.10. For all measurable function g taking values in [0, uma.x] the problem (S ;) admits a
solution u such that ( f(u)—@¢(u)y) is continuous up the boundary, i.e., (f(u)—¢u),) € C([a, b]). Moreover,
b(u) — (f(u) — ¢(u)y).n(y) is zeroaty = aandy = b. (Here n(a) = —1 and n(b) = +1).

From now, let’s define the operator A4, on L' associated with « regular » solutions of (S5) by its
graph :
(u,2)€ Aggp = { u such that u is an entropy solution of (S,), with g = u + z}.

Proposition 1.5.11. 1. Ay is accretive in LY(Q).
2. For all A sufficiently small, R(I+ AAy4 ) contains LY(Q; [0, ttmax]).
3. D(Aggp) = L'(Q; [0, ttmax])-

According to the general results of [17], it follows existence and uniqueness of integral solution in
the sense of Definition 1.5.1 :

Corollary 1.5.12. Let Q = (a,b), ug, fig € L'(Q) and h, h € L'(Q). Let v, $ be integral solutions of (1.35)
(with operator Ay.y ), ) associated with the data (ug, h) and (i, fl), respectively. Then for a.e. t € [0,T).

!
v(®) = ¥Dllpr < lluo — droll s +f 1A(7) = h(T)||1dt.
0

Adapted to our case, we have the following result

Theorem 1.5.13. Let Q = (a,b). Let v be an entropy solution of (Py) and u be an entropy solution of
(S»2). Then

d
Ellv(t) —ullpiq) < f sign(v — u)(u — g)dx in D'(0,T). (1.51)
Q

In particular, v is an integral solution of (1.35) with h = 0.
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CHAPITRE 1. ENTROPY FORMULATION OF DEGENERATE PARABOLIC EQUATION WITH
ZERO-FLUX AND ROBIN BOUNDARY CONDITION

We follow the arguments of the proof of Theorem 1.4.13, focusing on the additional boundary term
in Definition 1.5.1 and Proposition 1.5.3.

Proof of Theorem 1.5.13 and Theorem 1.5.9. We consider v = v(¢, x) an entropy solution of (P,) and
u = u(y) an entropy solution of (S,). Consider nonnegative function & = £(¢, x, y) having the property

that £(.,.,y) € C*([0,T) x Q) for each y € Q, &(t,x,.) € CF(Q) for each (1, x) € [0,T) x Q. Apply the
doubling of variables [49] in the spirit of [9], we obtain this following inequality

T
f f f v — ulé,dydxdi + f f 1vo — k(0. x, y)dxdy
0 JQJUQ QJQ
T
+ fo fg fg sign(v = w)((f(v) = $v)) = (f@) + $(w),))-(6x + &)
T
+ f f f |b() = (fu) = p(u),)n(x)| édydodr
0 xe0QJQ
T
+ f f f Ib() = (F() = p0))(y)| édodxdt
0 JaJyesn
T
+fffsign(v—u)(u—g(y))fdydxdt
0 JQJQ
T T
> f f f |b(u) — b(v)| édodxdt + f f f |b(u) — b(v)| édodydt
0 JxeQ JyedQ 0 JyeQ JxedQ

1 (T
+ lim — f f f lp(v) — p(u),|*édydxdt > 0. (1.52)
=00 Jo QSN (~0<p(v)—p(u)<cr)
Next, following the idea of [7], we take the test function £(2, x, y) = 0(r)pn(x, y), where 0€C(0,T), 620,

a+b

Pu(%, ) =6,(A) and A=(1 = ;5l)x — y + 74P Then, p, € DQx Q) and p,, _ (x,y) = 0. Due to this

choice, ;
f f f Ib(v) = (F(v) = p(¥).) ()| pufdyderd = 0.
0 JxeQ JyedQ

By Proposition 1.5.10, b(u) — (f(u) — ¢(u)y).n(y) € Co([a, b]). Therefore we have
|b(u) - (f(w) — ¢(u)y).77(x)| —> 0 when x — y, i.e, as n — o0. We conclude that

T
lim f f f () = (f ) = p(u)y).(x)| pubdydodt = 0.
=00 Jo JxedQ JyeQ

with the calculation detailed in the proof of theorem 1.4.13, we deduce that

T
fo fg fQ Osign(v - ((f(v) = $0)) = (F@) = $a))-(on)s + (on)y)dydxdr — 0.

The passage to the limit in other terms of (1.52) is straightforward. Finally (1.52) gives for n — oo

T T
ff [v(t, x) — u(y)|0’ (r)dxdr + ff sign(v —u)(u — g)6 > 0.
0Ja 0JQ

Hence, we get (1.51) by passing to the limit in (1.52) with the above choice of &.

d
EHV(O —ullpi) < f sign(v — u)(u — g)dx in O'(0,T).
Q
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Thus, the entropy solution v of the problem (P3) is an integral solution of (1.35). This proves that v is a
unique entropy solution due to Corollary 1.5.12. m|
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Chapitre 2

Strong boundary conditions for entropy
solutions of the Dirichlet problem for
parabolic-hyperbolic balance law

2.1 Introduction

Let Q = (a, b) be an open interval of R. In this context, the boundary of Q is reduced to the points
a and b. To simplify, we work with one point on the boundary, the treatment of another point is similar,
then in the sequel of this chapter, we will work with Q = (—c0, 0) with the initial datum uy compactly
supported in (—o0, 0]. We consider the non homogenous Dirichlet boundary problem :

ur+ (f(u) —pw)y), =0in Q=(0,T)XxQ,
(P3) u(0,x) =ugy in Q,
ut,x) =uP(x) on X =(0,T)x Q.

We assume that the convection flux f is a Lipschitz-continuous function and here the hypothesis (H1)
of Chapter 1 can be dropped, indeed we can ensure the L™ bound on solution with respect to the maxi-
mum/minimum values between uo and u”. Further, the function ¢ is Lipschitz-continuous and non de-
creasing on R. This assumption means that the problem (P3) is of degenerate parabolic-hyperbolic type.
For the sake of simplicity, we will treat the case where ¢ = 0 on (—oo, u.] with u, > 0 and ¢ is increasing
on [u., +00). We suppose also that the couple (f, ¢) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1
(see Chapter 1) ; this helps to prove compactness of sequence of approximate solutions constructed by
vanishing viscosity method.

To study well-posedness for parabolic-hyperbolic equations the standard way is to work with the
so-called entropy solutions (see Kruzhkov [49], for the case of conservation laws, and Carrillo [28] for
the adaptation of this notion to the case of degenerate elliptic-parabolic-hyperbolic equation). Moreover,
as (P3) includes first order conservation laws, it is well known that another major difficulty dealing with
hyperbolic equation is to make precise the meaning of the boundary condition which may generally not
be assumed pointwise in some part of the boundary. In the BV-framework, Bardos, Leroux and Nédélec
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(see [14]) propose a boundary formulation involving strong trace of BV-solution. Vasseur in [74] ge-
neralized the Bardos-LeRoux-Nédélec approach to merely L™ data by proving the existence of strong
boundary traces in this setting, under a non-degeneracy assumption (see also Panov [65]).

Another approach to the entropy formulation in the merely L™ setting was initiated by Otto in [63]. This
approach has been extended to the degenerate parabolic case with inhomogeneous Dirichlet boundary
condition. This problem received much attention, in the framework of divergence-measure fields and
using Otto weak trace technique with some regularity limitation for u” see Mascia, Porretta, Terracina
[58], Michel and Vovelle [59], Vallet [71].

Under strong BV assumption on the data, Rouvre and Gagneux in [68] prove also existence and unique-
ness of strong entropy solution for homogenous Dirichlet condition that provides an explicit non formal
interpretation in terms of the boundary flux. Our goal is similar to the goal of [68] but we use a quite
different way to formulate strong boundary condition. Our approach uses the idea of "effective boundary
condition graph" (Andreianov and Sbihi see [12]) developed for the pure hyperbolic case.

While there exist several papers in the literature dealing with Dirichlet boundary condition for de-
generate parabolic-hyperbolic equation, our starting point is the fundamental paper of Carrillo for ho-

mogenous Dirichlet boundary condition u”

= 0 ( see [28]) which establishes an ingenious unique-
ness technique. Entropy solution in the sense of Carrillo is a bounded measurable function u such that

¢(u) € L*(0, T; H)(—e0,0)), and the following inequalities are satisfied :
— Vk=20,¥¢eC”(0,T)xR),é 20and Yk e R, V€ € Cg°([0, T)X (—0,0)),£>0
T 0
fo | =06+ sign - o700 - 10 - 000, )

0
+ f (1o — k)T (0, x)dx > 0. 2.1)

— Vk<0,¥¢eC”(0,T)xR),é 20and Vk e R, V€ € CSO([O, T)X (—0,0)), >0
T 0
fo f {078 + sign™ (=0 £ = 10 = 9. ) ] dac

0
+ f (up — k)~€(0, x)dx = 0. (2.2)

With the above choice of k and &, inequalities (2.1)-(2.2) implicitly contain a relaxed version of boundary
condition "u(¢,07) = 0”. Indeed, we have the following situation.

— The trace u(¢,07) can be given a rigorous meaning. This is the case in the setting of [68] at a
price of additional assumptions on ug. This is also the case for a wide class of initial-boundary
problems for equation u, +div(f(u) — Vé(u)) = 0, but the existence of boundary trace of u becomes
a difficult result based on very technical arguments (see [50], [1] and also the Appendix A of this
manuscript).

— In general, the strong trace u(¢, 07) of solution of (P3) in the sense of [28] does not verify u(z,07) =
0, which can be seen already in the Bardos, Leroux, Nédélec hyperbolic setting. We refer to [68]
for examples in the degenerate parabolic setting. Therefore, one can say that ”u = 0 on X~ is the
formal homogenous Dirichlet boundary condition.
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CHAPITRE 2. STRONG BOUNDARY CONDITIONS FOR ENTROPY
SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR
PARABOLIC-HYPERBOLIC BALANCE LAW

Our goal, as in [68], is to find an explicit meaning of this formal boundary condition. To this end, we
choose the framework of general dissipative boundary conditions in the spirit of [12]. Indeed for the
purely hyperbolic problem we have the following observations :

— The condition ”u = u”” on X can be expressed under the form (u(z,07), F [ul(z,07)) € B where
Flu] = f(u) is the normal flux and 8 is the maximal monotone graph on R given by 8 = {u”} x R.
This expresses a formal boundary condition which should be understood in the relaxed Bardos-
Leroux-Nédélec sense (see (2.3) below).

— As it was first observed by Dubois and LeFloch in [37], the equivalent form of the BLN condition
is (u(t,07), Flu](,07)) € B where B is another maximal monotone graph on R and ¥ [u] = f(u)
is the flux of the pure hyperbolic conservation law. Following [12] we will say that B encodes the
effective boundary condition.

— Itis possible to extend this terminology to a wide class of maximal monotone graphs (5 prescribing
among others Dirichlet, Neumann, Robin and obstacle conditions. In [12], the projection operation
that brings 5 to B was described and well-posedness and stability results were established.

So, in this chapter we are intended to recast the formal boundary condition
(u(t,07), F[ul(z,07)) € B = (uP} xR
into the effective boundary condition
(u(2,07), Ful(t,07)) € B

where 7 [u] = f(u) — ¢(u), in the degenerate parabolic case.The main point of our work is the description
of the effective boundary condition graph B in terms of f, ¢ and 8 = {uP} x R.We postpone to further
work the generalization of this approach to different graphs 3, including the zero-flux graph 8 = R x {0}
(see Section 4.2 for a preliminary discussion of this condition in the case where the theory of Chapter 1
does not apply).

Further, in this chapter we are also inspired by the general guidelines of Chapter 1 (see also the classical
work of Bénilan-Touré [18]) so that we study first the stationary problem

u =uP on {x=0).

5 { w+ (f(w) = du))x =g in (=o0,0),

Notice that in this setting, the problem was solved by Carrillo [28]. Here, we hope that we can give a
simpler well-posedness argument. We derive also existence and uniqueness for the abstract evolution
problem. Discussion of entropy formulation in terms of B for the evolution problem (P3) is initiated.
We propose equivalent definitions of solutions to problem (P3) based on an explicit interpretation of
the Dirichlet boundary conditions by requiring the couple (U(#), F(¢)) to belong to an explicitly defined
maximal monotone graph. This graph combines a part which corresponds to the Bardos-Leroux-Nédélec
condition in the region of the hyperbolic degeneracy and an obstacle-type part that is due to the non-
degenerate parabolic part. Here r — U(f) and t +— F(¢) represent the traces in a precise sense of the
solution u and of the total flux F[u] = f(u) — ¢(u), on the boundary x = 0. Unfortunately, the different
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formulations (including the already classical Carrillo [28] formulation) are equivalent if one restricts the
framework of entropy solution by assuming more regularity on the parietal flux. This regularity is always
fulfilled for the one-dimensional stationary problem, and we easily prove existence and uniqueness in
this case. Then, for the evolution problem, we rephrase this new definition as in the stationary case in
three different definitions. This leads us to define a new concept of solution called “weakly trace-regular
entropy solution” ; the three definitions are equivalent under the weak trace-regularity assumption. Then
uniqueness is obtained by comparing a solution which can be called “strongly trace-regular entropy
solution” to the stationary problem with a weakly trace-regular entropy solution of (P3). Thus we are
exploiting again the uniqueness framework offered by integral solutions. To sum up, in this Chapter
we find a more explicit expression of the boundary condition and a much simpler uniqueness proof,
compared to the classical work of Carrillo (see [28] ) ; but we impose the additional weak trace-regularity
assumption on the solution.

This chapter is organized as follows. In Section 2.2 we give properties of the effective graph B corres-
ponding to the Dirichlet boundary condition. In section 2.3 we study the stationary problem, we propose
three equivalent definitions of entropy solutions and give well-posedness result. In section 2.4, we de-
duce existence and uniqueness of the integral solution, which is characterized by a family of inequalities
reminiscent of the entropy formulation. Finally in the section 2.5, we study our new notion of solution
for (P3) called weakly trace-regular entropy solution.

2.2 Characterization of the graph prescribing the effective
boundary condition

According to the discussion in section 2.1, in problem (P3), the Dirichlet boundary values condition
u = uP on (0, T) x {0} can be prescribed formally in terms of the maximal monotone graph 8 = {u”} x R.
This means that at the boundary, the couple (u, ¥ [u].n7) is supposed to belong to 5, where 1 the unit
normal to dQ outward to Q (here Q = (—00,0), 9Q = {0} and = 1). This is indeed the case at the
level of approximate solutions obtained by the vanishing viscosity approximation of (P3) or by a finite
volume scheme (see [59], cf. Chapter 3 below). But at the limit, the graph $ in the above statement should
be replaced by an appropriately projected graph that we denote by B. Our purpose is to define entropy
solution and to establish well-posedness through convergence of natural viscosity procedure argument.
To attract the reader’s attention, let us first recall the same problem in the case ¢(u#) = 0 i.e hyperbolic
conservation laws and after we can generalize it to the case where ¢ is non decreasing.

2.2.1 Case of the hyperbolic problem

Consider the following approximate problem

u; + (fw) +eu)y =0in Q=(0,T) X (-00,0),
(P;) u¢(0,x) =ugy in (—o0,0),

(uf, (f () — eu;)) €B ={uP}xR on X =(0,T)x {0}
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CHAPITRE 2. STRONG BOUNDARY CONDITIONS FOR ENTROPY
SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR
PARABOLIC-HYPERBOLIC BALANCE LAW

which is a natural vanishing viscosity approximate of the problem (P3). In this case, we expect that (P3)
is a formal limit of (P5). If we compare two solutions of (P5) with same boundary condition uP and
different initial condition, we are led to L' contraction. If one has enough compactness properties on
sequence (u€), one can pass to the limit into the local weak and entropy formulation of (P3) (cf Chapter
1), moreover one might hope that when passing to the limit € — 0, the boundary condition is satisfied
as limit in epsilon of (uf, (f(u®) - eui)) € . But this is not the case, because LY(0,T) x (—c0,0))
compactness is the strongest property we can prove, and it gives no information on the convergence of
u® on the boundary. In fact, the term eu, becomes singular as € — 0. This explains that boundary layers

D is not the correct

can appear in u€ as € — 0. As matter of fact, in general the boundary condition u = u
limit obtained from u€ as € tends to zero. In [14], Bardos, Leroux and Nédélec state that the Dirichlet
boundary condition should be seen as a formal condition and that is must interpreted by stating that the

trace yu(t) = u(t,07) of u at the point x = 0 belongs to the subset 7 C R defined in terms of u” as
I :{v € R such that sign(v — u®)(f(v) = f(k)) = 0 Vk € [min(u?, yu), max(u?, yu)]. }
Then the effective boundary condition reads :
forae.r€(0,T) yu(t) e 1. (2.3)

This is the celebrated BLN *Bardos-Leroux-Nedelec’ formula. This effective boundary condition can be
interpreted in term of effective maximal monotone graph 8 as explained in section 2.1, see [37, 12] for
details. To be specific, we have

B = {(k, %K) € R? such that if k € (o0, 4”) then K = min f, else K = max f}. (2.4)
[k,uP] [uP k]

2.2.2 Case of the non-degenerate parabolic problem

In the non-degenerate parabolic situation, due to Lemma 1.5.8 of Chapter 1 the passage to the limit
(e — 0) gives the exact boundary condition u(0) = u”. Then, in this case B = S.

2.2.3 Case of the degenerate parabolic problem

Our aim is to adapt formula (2.4) to degenerate parabolic equation ; not surprisingly, the maximal

monotone graph B which expresses the effective boundary condition. Remark that in the degenerate

D

parabolic case, if u” > u., the passage to the limit (¢ — 0) still gives the exact boundary condition

u(0) = uP. On the other side, the case u” < u, is more delicate. In this Chapter, we claim that, the

maximal monotone graph B is constructed from the formal graph 8 = {uP} X R as follows :

(WP} xR if uP > u,;

oPar _
B =\ (u) x [max f,+00) if uP < ug:

uP u,
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0 if uP > u
ifk € (—oo,uP] then K = min f

P = (k, K) c ( IxR; if uP < ith )
s —00, U sy L UT s Ue, Wi .
if k € [uP,u.] then K = max f
[uP k]
Then, we say that
B = gr y gHw (2.5)

is our effective maximal monotone graph. The part BHP of Bis a projection of 8 on the graph of f(u)
restricted to (—oo, u.], cf [37] and (2.4) for the case u. = +co. The part 87" expresses the obstacle condi-
tion induced by the fact that ¢(u);s = ¢(uP).

Remark 2.2.1. Let us stress that according to the definition of BH? s the graph of a monotone conti-
nuous function on the open domain (—oo, u.).

Here, we give an essential property of the graph B.
Lemma 2.2.2. The effective graph 8 defined by (2.5) is maximal monotone.
Proof. If uP > u,, B = Brar = B and the claim is evident. So we assume u” < u,. Let (I, £) such that
,EU (I, £) is monotone.
Consider any point k € (—oo, i), then according to the Remark 2.2.1, there exists a unique K(k) such
that (k, K (k)) € 8P and K (k) depends continuously on k € (—oo, u.) because f is continuous.

Now, we have L = K(I) if | < u,.
Indeed, if k > [ then

L <Kk) k_l; K1),
and if k < [ then
L >K(k) — K.
K

Finally, if / = u., then using only k£ T [ we find £ > llcim K(k) = max f.In this case ([, L) € Brar ¢ B.

Tue [uP u.]

This proves that 8 is maximal monotone graph. |

2.3 Entropy solution of stationary problem

In this section, we consider the stationary problem associated to problem (P3) :

50 { w+ (fw) - du))x =g in (=o0,0),

u =uP on {x=0).

We define the space L((—o0, 0)) as the space of bounded measurable function compactly supported in
Q and we suppose here that g € L’ ((—oo0, 0]).
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CHAPITRE 2. STRONG BOUNDARY CONDITIONS FOR ENTROPY
SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR
PARABOLIC-HYPERBOLIC BALANCE LAW

F1Gure 2.1 — Construction of the graph B

2.3.1 Definitions of entropy solution of (S ;)
Here, we propose several equivalent definitions of entropy solution for (S 3). But before, we give the
usual notion of entropy solution of Cauchy problem called local entropy solution.

Definition 2.3.1. A bounded measurable function u is called a local entropy solution of (S 3) inside of Q
if p(u) € H' (=00, 0) and the following inequality is satisfied :
Jorallk e R, £ € Cy((=0,0)), £>0:

0
f {sign(u —k)(g — u)¢ + sign(u — k)(f(u) - f(k) - ¢>(u)x).§x} dx > 0. (2.6)

(o8]
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Remark that ¢(u) € C((—o0, 0]) for every local entropy solution. In the sequel, we will show stronger
continuity properties for local entropy solution.
The following definition is an interpretation of the definition of Carrillo entropy solution for Dirichlet
boundary condition ”u = u” on dQ” and it will be used for proving existence of entropy solution.
Definition 2.3.2. A bounded measurable function u is called an entropy solution of (S3) if

1. The measurable function u is a local entropy solution

2. The following inequalities are satisfied :
o Vk € [u, +00) , V£ € C (00, 0])

0
f {sign* u = (g = e + sign’ =0 f) = (0 - d0 )& fdx =0, @)

o Vk € (—o0,uP], V€ € CY ((—0,0]),

0
f {sign_(u —k)(g — u)¢ + sign”(u — k)(f(u) - f(k) - gb(u)x).fx} dx > 0. (2.8)

(o8]

3. Moreover,
$u)(0) = p(u®). (2.9)

Remark that in the case u? = 0, then Definition 2.3.2 coincides with the definition proposed by
Carrillo [28].

Proposition 2.3.3. Suppose that (2.9) holds. Then the local entropy solution u is entropy solution in the
sense of Definition 2.3.2 if and only if

0

Vk > uP lim ! ) sign*(u — k)(Fu] - f(k)dx =0, (2.10)
h—0 -
0
Vk <uP lim }ll ) sign™(u — k)(F [u] — f(k)dx > 0, (2.11)
h—0 -

Proof. For the proof, taking £, = min{1, —7} as a test function in (2.7), (2.8) and passing to the limit in /
goes to zero one gets (2.10), (2.11). Reciprocally, combining (2.10), (2.11) with local entropy inequalities
of Definition 2.3.1 written for the test function (1 — &,(x))£(x), one finds (2.7), (2.8). ]

Now, we can reformulate this notion using the graph B defined in the last section.

Definition 2.3.4. A bounded measurable function u is called entropy solution of (S3) if the following
conditions are satisfied :

1. The function u is a local entropy solution.

2. The relation (2.9) holds. Moreover if uP < u. then

— 1 (Y
Yk K) € B, T f sign(u — k)(ﬂu] - 7<)dx >0, 2.12)
- —h
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CHAPITRE 2. STRONG BOUNDARY CONDITIONS FOR ENTROPY
SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR
PARABOLIC-HYPERBOLIC BALANCE LAW

where Fu] = f(u) — ¢(u),.

Remark 2.3.5. Notice that in the case u® > u,, condition (2.12) does not contain any restriction because
B = 0. But in the case uP < uc, this condition expresses, in the degenerate parabolic setting, the
relaxed form of the Dirichlet condition similar to the “BLN” condition (2.3) known in the hyperbolic
setting.

Finally, we give the third definition which will almost readily lead to uniqueness : one only has to
distinguish the case where two solutions coincide at the boundary point x = 0 and the case where they
are different at the boundary point. The definition uses the graph 8 in a direct way.

Definition 2.3.6. A bounded measurable function u is called entropy solution of (S3) if the following
conditions are satisfied :

~

. The function u is a local entropy solution and (2.9) holds.

N

There exists u(0) := lilgl u(x).
x—0~

“w

The total flux F [u] belongs to C((—o0,0]), in particular, there exists F [u](0) = lin(l) Flul(x) .

The couple (u(0), F [u](0)) belongs to B

BN

Lemma 2.3.7. Properties 2. and 3. of Definition 2.3.6 are not restrictive. More precisely,

(i) The item 3. of Definition 2.3.6 is automatically fulfilled for every local weak solution of the equa-
tion u+ (f(u) — p(w)x)x = &, i.e, solution in the sense I’ ((—o0,0)).

(ii) Assume that the couple (f, $) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1. Then the item
2. of Definition 2.3.6 is automatically fulfilled for every local entropy solution of the equation

u+ (f(u) - pu))x = 8

Proof. For the proof of (i) we refer to the paper [50] (see also the Appendix A of this thesis for another
approach). Also the approach of the recent paper [1] is relevant to the item (7).
For (ii), see Proposition 1.4.8 of Chapter 1. O

2.3.2 [Equivalence of the three definitions of entropy solution of (S;)
Here we prove equivalence of the three definitions proposed in the last section.

Theorem 2.3.8. Assume that the couple (f, @) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1. Given
a function u, the following assertions are equivalent

1. The function u is an entropy solution in the sense of Definition 2.3.2.
2. The function u is an entropy solution in the sense of Definition 2.3.4.

3. The function u is an entropy solution in the sense of Definition 2.3.6.
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Proof. The proof is based on Lemma 2.3.7. We know that there exist U := u(0) and F := ¥ [u](0).
This permits to compute the limits in (2.12) for all kK # U. Then Definition 2.3.2 (via Proposition 2.3.3)
implies, also in the case U = k, the properties

if k > uP then sign*(U — k)(F — f(k)) > 0
if k < uP then sign=(U — k)(F — f(k)) > 0 (2.13)
and in all cases, ¢(U) = ¢(uP).

Reciprocally, if (2.13) holds and U # k then we readily get (2.10) and (2.11). The restriction U # k can
be dropped using approximation of the value k = U by k, — U =+ 0 and using the continuity of f along
with the strong convergence of ¥ [u] to F.
Similarly, Definition 2.3.4 reads :

{ U= 4Py and o1

V(k, ) € BHP sign(U — k)(F = K) > 0.

Observe that, in order to get (2.12) from (2.14) in the delicate case where U = k, it is important to recall
that 8P is the graph of a continuous function (see Remark 2.2.1), so that we have K = K(k) with
K(k,) - KU)ask, » U +0.
Finally, Definition 2.3.6 simply reads

(U,F) € 8. (2.15)

First, we establish that (2.14) < (2.15).

By the monotony of the graph B, the relation (2.15) readily implies the second line of (2.14). The first
line of (2.14) also follows by considering separately the case U > u. ( which gives U = u” then
#(U) = ¢p(uP)) and U < u,. ( which implies u” < u. thus ¢(U) = 0 = ¢(uP)).

Conversely, let us show that if (2.14) holds, then BU {(U, F)} is also a monotone graph. Indeed, due to
the second line of (2.14), we have only to prove that

V(l, £) € B sign(U — I)(F — £) > 0. (2.16)

We distinguish two cases.
— If uP® > u, then ¢(U) = ¢(uP) implies U = uP and (I, £) € BFar implies / = u” hence (2.16) is
evident.
— If uP < u, then from the definition of 87", ¢(U) = ¢(uP) implies U € (—o0, u.] and (I, £) € BP"
implies [ = u.. If U = u, then (2.16) is clear. Assume U < uc, for all k € (U, u.) we have
K(k)—F = sign(U — k)(F —K(k)) = 0 where (k, K(k)) € BHP_ Because Kk) T [max]f ask T u,

uP u,

using again the definition of BP @ we find sign(U - )(F -L)=L—-F > [n;ax] f — F > 0 which
implies (2.16). o
Now by Lemma 2.2.2, B is a maximal monotone graph. Therefore the monotony of BU{ (U, F)} implies
(2.15), and the equivalence of (2.14) and (2.15) is justified.
Finally, we establish that (2.13) & (2.14).
The condition ¢(U) = ¢(uP) is contained in both formulations. Further, assume that (2.14) holds ; we
prove the first inequality of (2.13) (the proof of the second one is similar). We have the following case
study :
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— If k > U then sign* (U — k)(F — K) = 0 and there is nothing to prove.
— Ifk < U and u? > u. then, U = ¢~ 1(¢(uP)) = uP and the case k > u” is never realized.

— Finally, if k < U and u? < u,, then U € ¢~ (¢pP)) = ¢~1(0) =] — o0, u.], moreover, we have
sign(U — k)(F = K) > 0 with K = max,» , ; f > f(k). Hence , by (2.14)

sign™ (U = k)(F — f(k)) = F — f(k) > F — K = sign(U — k)(F —K) > 0.

Thus (2.14) implies (2.13).

Now, suppose that (2.13) holds : for arbitrary ¢ > u”, F > f(c) if U > c. Then for every c such that
uP <c<U,k<U,wehave F > f(c). Let (k,'K) € BHP and U > k. We have the following case study.
o If k < uP and k < u., we have K = ming; 0 f, it suffices to take ¢ = uP to have F > f(uP) > K.

o If uP <k < u, then K = maxp,p g f. In this case let d = arg max,n 4 f, we have f(d) = K. Then, it
suffices to take ¢ = d to have F > K.

e If k = u, then U > u,, this means that B = {uP} x R and U = uP, then BHr = @ and there is nothing
to prove.

Thus (2.13) implies (2.14). This ends the proof. m]

2.3.3 Well-posedness result for (S 3)

Now, we prove well-posedness for (S3) in the sense of the three definitions introduced above. The
existence proof is actually contained in [28], we give a sketch of it here for the sake of completeness,
under the simplifying non-degeneracy assumption on the nonlinearities.

Theorem 2.3.9. Assume that (f, ) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1. Assume g €
L ((—=00,0]). There exists an entropy solution of (S 3) in the sense of Definition 2.3.2.

Proof. (outlined) : The argument is analogous to the one of Proposition 1.4.8 (see in particular the
estimates of Theorem 1.3.5) in Chapter 1. Note that the assumption of bounded compactly supported
source term g guarantees a uniform H I estimate for ¢ (u€) = p(u€) + eu where u€ is the weak solution
of problem

(SE){ U+ (f(u) = ¢e(u))x =g in (=00,0),
3

u¢ =uP on {x=0).

The only point that has to be checked because of the difference in boundary condition considered in
(S9) and in (S%) is that u® verifies entropy inequalities analogous to (2.7)-(2.8). These inequalities are
proved using the comparison principle (cf. Proof of Theorem 1.3.5, Fourth Step) and the fact that the
constant k is a super-solution (respectively, a sub-solution) of problem (S5) in the case where k > uP
(respectively, in the case where k < u”). The passage to the limit as € — 0 in the inequalities (2.7), (2.8)
uc is straightforward. Moreover, the analogue of identity (2.9) satisfied by u€ is preserved at the limit, see

Proposition 1.4.8. o

Now, we turn to the proof of uniqueness ; due to the boundary regularity results of Lemma 2.3.7 and
the formulation of the boundary condition in terms of the monotone graph 8, our uniqueness proof is

69



much simpler than the one given in [28]. Indeed, while Carrillo uses the formulation (Definition 2.3.2)
where the boundary condition is encoded in an implicit and very weak way, here we can use the explicit
strong form (Definition 2.3.6) of the boundary condition.

Theorem 2.3.10. Let u an entropy solution of (S3) with source term g € LY’ ((—o0,0)) and it an entropy
solution of (S 3) with source term § € L’ ((—0,0)). Then ;

(o0

0
f - fldx < [u —a,(g— g)] . @2.17)
- L((=0,0))
In particular, the entropy solution of (S3) in the sense of Definition 2.3.6 is unique .

The proof follows by passage to the limit, as & — 1(_« ) in the local Kato inequality (2.18) below.
We give the so-called Kato inequality away from the boundary

Proposition 2.3.11. Let u an entropy solution of (S3) with source term g and it an entropy solution of
(S'3) with source term g. Then for all £ € Cj((—0,0))), £ >0

0 0
f lu— alédx — f sign(u — 12)(‘77[14] - T[it]).fxdx <|u-1iu,(g - g)g] (2.18)

(%Y (%9

LU (-0,0))

For the proof, we utilize Carrillo entropy dissipative information and use doubling of variables tech-
nique in the interior of the domain (see Chapter 1.)

Proof of theorem 2.3.10. Suppose that u and & are two solutions of (§3) in the sense of Definition 2.3.6.
Taking &, = min{1, ——} in the local Kato inequality (2.18), using existence of strong traces of u, it and

Flul, F[a] as h — 0 we find

O —_— —_
f ju — dildx < —sign(k - R)(K - K) + 1K - K1, (2.19)

o0

where k = u(0), k = 2(0) and K = F[u](0), K = F[a](0). Recall that both (k, K) and (k, %) belong to

the same maximal monotone graph B. Therefore, if k # k, by (2.15), the second member of (2.19) is
non-positive then we have u = i a.e. on (—oo,0). It remains to study the case k = k. In this case, the
right-hand side of (2.19) can be positive, and we need to obtain a finer estimate than (2.19). We go back
to the definition of F [u], ¥ [i] and separate the convection and diffusion fluxes

sign(u — )(F [ul - Fid]) = qlu, i) - lp(w) = (@), (2.20)
where q(u, it) = sign(u — it)(f(u) — f(@t)). The diffusion term is obtained as follows :

sign(u — )(@(u)x — Plit)) = sign($p(u) — () (u)x — P(ity)), (2.21)

because (¢p(u) — ¢(ir))x = 0 a.e. on [¢(u) = ¢(i1)], then using the chain rule for Sobolev functions,

sign(u — it)(p(u)x — ¢(ity)) = |p(u) — ¢(i)|.
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In (2.18), replacing the second term by (2.20) we have

0 1 0 0
- f sign(u - (71wl = T 1a1).(€)adx = f i) - f o - oN

h

1 0
) E(f 401 = 19(u) = $DI(0) + ¢(w) - H@N(-1)).

Since u(0) = k = k = #(0), letting & to zero, we have that g(u, 1) tend to g(u(0), #(0)) = 0; in addition,
lp(u) — ¢p(i1)|(0) = 0. Then

0 0
: N . 1 N
- f signtu = )(F ) = F (i) G = f () = @|(~h) > 0.
Whence from (2.18) with &, = min{l, —%} and i — 0 we get u = it a.e. on (—oo, 0) also in the case k = k.
This ends the proof. O

Combining the preceding results, we readily obtain the main result of this section.

Corollary 2.3.12. Assume that the couple (f, $) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1 and
g € L7 ((—00,0]). There exists a unique entropy solution of (S3) in the sense of Definitions 2.3.2, 2.3.4,
2.3.6.

Now, we will make several steps towards the study of the evolution problem (P3) in the setting
inspired by Definitions 2.3.4, 2.3.6 based upon the use of the effective boundary condition graph 8.

2.4 Integral solutions and well-posedness of the abstract evo-
lution problem associated with (P3)

As in the previous chapter, our approach to the evolution problem (P3) relies on the notion of integral
solution as defined in [16]. First, we observe that the above study of the stationary problem (S 3) opens the
way to investigate the associated abstract evolution problem in the setting of mild and integral solutions.
We establish a link with the Carrillo notion of solution to (P3), but postpone the systematic study of
entropy formulations for (P3) to Section 2.5. a link.

2.4.1 Operator associated to (S3)

Here, we establish abstract properties of the differential operator u — (f(u) — ¢(u)y), involved in
(S'3) ; entropy conditions and boundary conditions are taken into account in the definition of the operator.
These abstract properties are needed to apply the classical results of the theory of nonlinear semigroups
governed by accretive operators (see e.g.[17]). Let us define the (possibly multivalued) operator Ag by it
resolvent

, € Ap = .. :
(u,2)€ Ag { of Definition 2.3.6 withg =u + 2

u such that u is an entropy solution of (S 3), in the sense }
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Proposition 2.4.1. The following properties hold true.
1. Agis accretive in L'((—0,0)).
2. For all A sufficiently small, R(I+ AAg) contains L ((—o0,0)).
3. D(Ag) = L' ((=o0,0)).

In particular, the closure A_ﬁ is an m-accretive densely defined operator in L' (=0, 0]).

The proof is fully similar to the one of Proposition 1.4.10 in Chapter 1.

Proof. 1. Let (u,z) € Ag, (i1,2) € Ag. Applying inequality (2.18) with & = 1 as test function and using
the standard properties of the bracket (see section 0.5), we get

llee — @l 11 ((—o0,0y) < [0 — 18, & — 8111 ((—0,0)
Slu—id,u—it+z- 20y
<l = all(—oo,0) + [ = 8,2 = 2] 11 (0 0)-
We deduce that [u — i1, z — 2111 (w0 ,0)) = 0, s0 that Ag is accretive.
2. For A > 0, consider the problem
s {  + Af@) = @) =g in (-,0),

u;y =uP on x=0.

Notice that the notion of solution for (S i) is analogous to the one given in Definition 2.3.6. Let 4 > 0
and g € L’ ((—00,0)), then g € L*((—0,0)) N L*((—c0,0)). Therefore, there exists u, entropy solution of
S /31) (see Theorem 2.3.9) such that (u,, g;’“) € Ag. Hence g € R(I + AAp) and therefore R(I + AAg) D
L ((—00,0]), which was to be shown.

3. Let PC.((—o0, 0]) be the set of piecewise constant compactly supported functions from (—oo, 0] . Then
PC.((—00,0]) is dense in L'((—c0,0]). Take g € PC((—0,0]), g = Z cil(g, b, Where the (a;, b;) are

1
disjoint intervals. There exists u,, € L*((—o0,0)) entropy solution of (Si), i.e, we have (u,,n(g — u,)) €
Ag. For k € R, for all £ € C((—c0,0)) we get

n

1 0
- f sign(uy — k)( f(a) = F(K) = D.(uy)).0,Edx

0
+ f sign(u, — k)(g — uy)édx > 0. (2.22)

For every i, one can construct &' such that &' — 1(,,), as n — oo, suppé? C (a;, by), 10, > < 24n
and &' = 1 in (a; + 01, b; — &}) with &}, = %
Take k = ¢; and & = £ in (2.22). We find

bi—d, 1 bi—o,
f o~ cidx < f " sign(un — c)(fun) — £(c) — Bxp(un))réldx

i +5ﬁ1 i +6;1

2 1
< —lb = al Ifll=ll0xE] 1 + I1—=0xp(un)ll 2107 I 2
n Vn

Then, for all 6 > 65'1, u, — g a.eon Uj(a; + 6, b; — 6). We conclude by the Lebesgue theorem that u,, — g
in L((~c0, 0]).
In conclusion, D(Ag) is dense in PC¢((—o0, 0]) and therefore, it is also dense in L ((~0,0)). O
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2.4.2 Abstract evolution problem associated with Ag

Here we consider the abstract evolution problem
Vi+Agv3h, v(0)=ug (Evol)

governed by Ag and recall existence and uniqueness of mild and integral solution due to the property that
the closure of the associated operator is m-accretive densely defined, proved in the previous section.

Theorem 2.4.2. There exists a mild solution for the problem (Evol). Moreover, the mild solution is the
unique integral solution in the following sense :
v(0,.) = ug(.) and for all (u,z) € Ag

d .y
(0 =l < 0 = w.h(e) = iy in DO, 7). (2.23)
If u an it are integral solutions with data ug and i, respectively, then the L' contraction property holds :
d. . R L,
E”M = ull L1 (—e0.0y) < llito — uollL1 (—c0,0y) i1 D'(0,T). (2.24)

The definition of mild solution is recalled in the introduction of this thesis. The result of Theorem
2.4.2 is a straightforward application of [17] to the closure of Ag. Notice that in the case & = 0 in which
we are interested in this section, the solution can be obtained by the Crandall-Liggett formula, i.e., it is
the limit of the time-implicit Euler semi-discretization scheme with uniform time step.

Remark 2.4.3. A function v € C([0, T], L' (=, 0))) is integral solution of v' + Agv 3 0, v(0) = vg if and

only if :
Y(u,z) € Ag, Y6 € D([0,T))

T 0 0 T 0
_ f f v — ulg’ dxdi — f o — ulf(0)dx < f f (signtu = v)(=2) + mylelodxdr. — (2.25)
0 —00 —00 0 —00

Recall that (u,z) € Ag if and only if u € L*((=00,0)), ¢(u) € H'((—00,0)) satisfy the local entropy
inequality i.e. for allk € R, { € C7((=0,0)), { >0

0
f {sign(u - k)(2)¢ + sign(u — k)(f(u) - f(k) - gb(u)x).{x} dx > 0. (2.26)
and the Dirichlet boundary condition for u holds in the relaxed sense (u(0), ¥ [u](0)) € 8.

Thus, the notion of integral solution is stated under the form similar to (although more complicated
than) different notions of entropy solution. Notice in particular that a test function & in variables (t, x)
of the entropy formulation is replaced by the couple of test functions (6, ) in variables t and x separa-
tely ; and that the boundary condition is imposed directly for u € Dom(Ag) and it is imposed indirectly
for u thanks to the L'-contraction inequalities (2.25). In the sequel, we will take several steps towards
characterization of the unique integral solution of (Evol) as entropy solution of (P3) in the appropriate
sense.
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We postpone in Section 2.5 interpretation of integral solution of (Evol) as an appropriately defined

entropy solution of (P3) in the spirit of Definition 2.3.4 and Definition 2.3.6. In this section, we will only
prove that the mild solution satisfies inequalities (2.28) and (2.29) below. Then, we have existence of
entropy solution of (P3) in the sense of Definition of Carrillo [28] analogous to Definition 2.4.5 below.
Notice that it is not possible to establish with similar argument entropy formulations analogous to Defini-
tion 2.3.4 and Definition 2.3.6. Indeed, it is not at all straightforward to pass to the limit in a relation that
directly involve the boundary values trace of the solution and the flux, such as relation (2.12) or relation
(u(0), F[ul(0)) € B.
Now we give an interpretation of Carrillo entropy solution ([28]) for non-zero Dirichlet boundary condi-
tion for (P3). This Definition leads to existence result, as in [28] ; for the sake of completeness, we give
here the existence proof analogous to the original proof of [28]. But before we recall the local entropy
notion

Definition 2.4.4. A bounded measurable function u is called a local entropy solution of (P3) inside of
[0,T) X Qif p(u) € L*(0,T; H' (-0, 0)) and the following inequality is satisfied :
forallk € R, £ € CF([0,T) X (—00,0)), £ > 0 :

T 0
fo f {lu = ki + signtu = 0 ) = £6) = 600, ) |
0
+ f (uo — k)€(0, x)dx > 0. (2.27)

Definition 2.4.5. A bounded measurable function u is called an entropy solution of (P3) if,
1. The function u is a local entropy solution.

2. The following inequalities are satisfied :
® Vk € [I/lD, +OO), Vé‘: € Cm([o, T) X (—OO, 0])’ é‘: 2 0

T 0
] {w=bres siora=o( e - @ - o, e dxdr
0
+ f (g — k)T €0, x)dx > 0. (2.28)

o0

o Vk € (—oo,uP], V€ € C([0,T) X (-=0,0]), £ 2 0
T 0
[ ] {= e sisn =t a0 - 10 - g0, )tz
0
+ f (uo — k)"€(0, x)dx = 0. (2.29)
3. Moreover, there holds, in the sense of traces of Sobolev functions, the equality ,
$u)(t,0) = p(u”). (2.30)

Notice that (2.28) and (2.29) will be reformulated later as weak trace constraints (2.40) and (2.41)
on sign(u — k)(F [u] — f(k)).

74



CHAPITRE 2. STRONG BOUNDARY CONDITIONS FOR ENTROPY
SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR
PARABOLIC-HYPERBOLIC BALANCE LAW

Theorem 2.4.6. Let uy € L'((—o0,0)) N L®((—c0,0)) and u be the unique mild solution of (Evol) with
h = 0. Then u is an entropy solution of (P3) in the sense of Definition 2.4.5.

Proof. Suppose that u is a mild solution. Recall that it is a limit of the specific e-discretization with
uniform time-step and zero source. For any N € N, we define 6t = % Fori = 0,1, ..., N we define
t; = iot. Fori=1,...,N let u; be the unique solution of

ui—1 €+ 6tAﬁ)ui,

this means that, there exists a measurable function u; entropy solution of (S 3) with source term u;_; and
the flux 677 [.] for 1 < i < N where uy = u(0, x). Moreover similarly to the proof of Theorem 2.3.10 it
follows from the entropy formulation of (S 3) that u; satisfies

lluillo@ < lluicillo@ 1<i<N (2.31)
and therefore
il < lluoll=()- (2.32)
We define the §t-approximate solution u%' by

W =u;fort,; <t<t;and1<i<N.

Since u is mild solution, we know from Crandall-Liggett theorem that
() = u”|l0.7y:11 @)y — O as 6t — 0.
In fact, u% is uniformly bounded in L®(Q) due to (2.32). From the Lebesgue theorem, we deduce that
[|lu(t) — uétlle(Q) — Ofor1 < p <ooasodt— 0. (2.33)

Since u® converges to u in L*((0, T); L'(Q)), we deduce the existence of a subsequence of 9t still denoted

by ot such that
u — yae.in Q as 61 — 0. (2.34)

Now since u; is an entropy solution of (S3) (therefore it is a weak one) in the sense of Definition 2.3.2
with the source term u;_; and flux 6tF[.], 1 <i < N, we have

0
f Eui — uiy) — O1(f (i) — p(ui)x).Exdx = 0 (2.35)

for & e H(l)(Q). In particular, for £ = ¢(u;) — ¢(uP), we have

0
f (ui — w1 ) P(u;) — puP)) + St(f (u;) — d(u) ) p(u;) — puP))rdx < 0.

[Se]
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Because the auxiliary function y/(r) = for @(s)ds is convex, we deduce that
0
|t - o) + oot Pax < coi
here, due to the chain rule have also use the fact that

T
< ot const(f, P, ||luplle) < Cﬁ

0 Ui
ot I S(uip(ui)x =5t‘ fo f(r)de(r)

Since ¥(u;) € L= (Q), then we have

N
f W(lluill o) — Yluo))dx + 6t Z lo(u;)*dx < CT
et i=1

Hence
6™ = pWp20.7.111(0) < Cluo, T)-
Therefore there exist a subsequence of ¢t still denoted by 6t such that
Py — p(uP) =50 x weakly in L*(0, T, Hy(Q)) (2.36)

since u® converges in L*(Q) and ¢(u’") converges weakly in L2(Q). Using (2.33) with p = 2 and the
Lipschitz continuity of ¢, we deduce that y = ¢(u) — ¢p(u”). Let now & € C([0, T] X (-0, 0]) be such
that £ = 0 on ((0,T) x {0} U ({T} x Q)). Then

T 0 Stpy — udt(t — 6
0= f f {M (» Zt (¢ t)f(t) + (¢(I/t6t(l‘))x _ f(u(”(l‘)))fx(t)} dxds

f f { 1y EO= =00 (¢(u5’(t))x—f(u‘”(t)))-é“x(t)}dxdt

=5 j: I . upé(t)dxdt

where u% () = ug for t < 0. By letting 6t — 0 we get

T 0
[ {-ue s, - san)eo)axai- [ wzoax=o.
0 —00 Q

which is the weak formulation of (P3).

We follow the same kind of reasoning to prove that u is entropy solution in the sense of Definition 2.4.5.
Now, since u; is an entropy solution of (S 3) with source term u;_; and flux 6¢(f(u;) — ¢(u;)), we have

fg sign* (u; - k)((ui — i )E + O, + f(K) f(ui))-fx)dx <0

for any k > uP and ¢ € C([0, T) X (—c0, 0)). Therefore
T 0 5t ot
t) — t—ot
0> f f sign* (@' (1) — ko =0 Zt =00 o\t
0 —00

T 0
+ fo f sign™ (W (1) — K@ (O)s — FUD) = FI)ED
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Now, let us observe that

T 0 ot _ ot _
f f sign* ') — k)" ”t =00 o\t =
0 —00

s
T 0 ot ot
N N u(t)—k_u(t—ét)—k
L I . sign™ (u’'(t) k)( 5 5 )g(r)dxdt
T 0 ot _
> f f sign @0 — "D =K evar
0 —00 ot
T 0 Ot(s _ —
- f f sign* (Pt — 51) —k)M)g(t)dxdt
0 —0 ot
T 0 _ —_
_ f f sign* () — k)u®' (1) - k)wczm
0 —00

1 Ot 0
-5 f sign™ (ug — k)(up — k)E(t)dxdt.
0 —00

Then we deduce that

T 0
- f f sign® () — (W () — k) ) - &+ 01 iﬁt + o1 Vdxdt
0 —00

T 0
+ fo f sign™ (u®!(1) —k)(czs(u(r))x T £k —f(u‘”(r)))dxdr

1

ot 0
-5 f sign™ (ug — k)(ug — k)E(H)dxdt < 0.
0 —0

By letting 6t — 0 we get :
o Vk € [uP, +00), V€ € C°([0,T) X (—0,0]), >0
T 0
fo f {(= k" + sign* @ =0 £ = 1) = 30} .} s

0
" f (o — K" &0, )dx > 0. (2.37)

which is (2.28). Further with the same arguments, we have this inequality for all k € R with & €
C([0,T) X (—c0,0)).

Proceeding similarly, we also prove (2.28).

It remains to notice that (2.34) along with (2.9) imply that (2.30) holds. Thus u is an entropy solution of
(P3) in the sense of Definition 2.4.5. |

2.5 Weakly trace-regular entropy solutions
of evolution problem (P5)

In the last section, we proved existence of entropy solution of (P3) in the sense of Definition 2.4.5. Let
us stress that both existence and uniqueness of such solutions were justified in [28] but the uniqueness
argument in [28] was particularly involved. The aim of this section is to give a simpler proof of the
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uniqueness result with initial datum uy € L®((—o0,0)) N L'((~c0,0)) ; moreover, we justify an explicit
reformulation of the boundary condition in terms of the graph 8. To do so, it is natural to give entropy
formulations of evolution problem (P3) similar to Definitions 2.3.4, 2.3.6 for stationary problem (S'3).
But we can give a pointwise sense to the boundary values of the flux ¥ [«] and prove equivalence of the
different ways to define solutions only under appropriate regularity assumptions. Let us define a notion
of weak trace that we will use to overcome the difficulty which appears in the proof of uniqueness. To
start with, we propose a notion of weakly trace-regular solution.

Definition 2.5.1. We say that a local weak solution to (P3) is weakly trace-regular if the family (¥ [u](., X))x<0
of LY((0, T)) functions is equi-integrable in some neighborhood (—€, 0) of the boundary.

Recall that, given (f},),~0 a sequence in LY((0, 7)), it admits a weakly convergent subsequence if and
only if it is equi-integrable (see Theorem 0.4.5).

0
Remark 2.5.2. Notice that if (F [u](., X))x<0 is equi-integrable, this implies that (% f Flul(., x)dx)
—h h>0

is also equi-integrable.

Now, we are ready to give the rather non-standard notion of weak normal boundary trace of the flux
that we have found appropriate in order to give a sense to the relation (u(¢,07), ¥ [u](¢,07)) € B.

Definition 2.5.3. We say that t — F(t) is a weak trace of ¥ [u] at x = 07 if there exists a sequence (hy,),,
with h,, — 0 such that

0
hi f Flul(., x)dx =, -0 F(.) weakly in Ll((O, T)). (2.38)
n J-h,

In the sequel, we denote by y,,7 [u] a generic weak trace of ¥ [u].

Remark 2.5.4. According to the above definition, a weak L' trace of a weakly trace-regular solution is
not unique. This notion is equivalent to the notion of weak trace for divergence-measure fields developed
in particular by Chen and Frid (see [32]). In the Chen-Frid definition, the trace is assumed in a much
weaker duality sense, it is unique and its existence is guaranteed by the fact that F[u] € L* and the
equation u; + F [ul, = 0 is satisfied in the sense of distributions.

Now we give a Definition similar to Definition 2.3.4 of stationary problem.
Definition 2.5.5. A bounded measurable function u is called weakly trace-regular entropy solution of
(P3) if the following conditions are satisfied :

1. The function u is a local entropy solution and it is weakly trace-regular.

2. The relation (2.30) holds. Moreover if uP < u, then there exists a sequence (hy), with h, — 0
such that

_ 0 T
Yk, %K) € BP lim i f f sign(u — k)(?[u] - W){(t)dxdt >0, (2.39)
—h, Jo

ha—0 hy,

forall { € C*((0,T)) with > 0.

78



CHAPITRE 2. STRONG BOUNDARY CONDITIONS FOR ENTROPY
SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR
PARABOLIC-HYPERBOLIC BALANCE LAW

Notice that weak trace-regularity is not necessary to give sense to (2.39), but because we are not
able to prove that entropy solutions in the sense of Carrillo inequalities and those in the sense of (2.39)
coincide, we will also limit our considerations to the weakly trace-regular case. We can reformulate the
Carrillo entropy formulation (Definition 2.4.5) in a form reminiscent of (2.39); for the above reason,
in the applications of the below proposition we will limit our considerations to weakly trace-regular
solutions.

Proposition 2.5.6. Suppose that (2.30) holds. Then the local entropy solution u is entropy solution in the
sense of Definition 2.4.5 if and only if

T 0

Vk > uP lim /11 fo f ] sign™(u — k)(F[u] — f(k)(H)dxdt > 0 , (2.40)
h—0 —h
T 0

Vk <uP lim }11 f f sign™(u — k)(F[u] — f(k)(H)dxdt >0, (2.41)
h—0 0 —h

forall £ € C*((0,T)) with ¢ > 0.

Proof. For the proof, consider &, = min{l1, —fl}. Taking {(#)éx(x) as a test function in (2.28), (2.29) one
gets (2.40), (2.41). Reciprocally, combining (2.40), (2.41) involving {(f) = £&(¢,0) with local entropy
inequalities of Definition 2.4.4 written for the test function £(¢, x)&,(x), one finds (2.28), (2.29). m|

Finally, using the notion of weak L' trace of the flux, in the setting of weakly trace-regular solutions
we can set up a definition of entropy solution similar to Definition 2.3.6 used for the problem (S'3). This
definition opens way to a rather simple proof of uniqueness of a weakly trace-regular entropy solution.

Definition 2.5.7. A bounded measurable function u is called weakly trace-regular entropy solution of
(P3) if the following conditions are satisfied :

1. The function u is a local entropy solution and (2.30) holds.

2. There exists an a.e. defined function U : t — liI(I)l u(t, x) the strong trace of u on the boundary.
x—0~

3. There exists a weak L' normal trace F : t — (ywF [u])(t) of the total flux F [u] such that for a.e.
t € (0,T) the couple (U(t), F(t)) belongs to B.
Remark 2.5.8. Existence of traces in 2. and 3. follows from our assumptions. More precisely,

(i) Assume that the couple (f, §) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1. Let u be a local
entropy solution of (P3). Then existence of a (unique) strong L' trace U of u on the boundary is
guaranteed.

(ii) For a weakly trace-regular solution u of (P3), existence of a (possibly non unique) weak L' normal
trace F of ¥ [u] is guaranteed.

Indeed, the existence of the strong trace is proved in the Appendix of this thesis and the existence of
weak trace is an immediate consequence of the definition.
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2.5.1 Equivalence of the three definitions of entropy solution of (P5)

As expected from the above definitions, we are able to prove equivalence of the three notions of
entropy solution for (P3), when weakly trace-regular solutions are considered. We start by the following
technical remarks that rely on the assumption of equi-integrability of fluxes near the boundary.

Lemma 2.5.9. Let u be a weakly trace-regular solution to (P3) and assume that for some sequence (hy),
converging to zero, and for some (k, i) € R? there holds

0
1) = hlim i f sign(u — k)(?[u] - W)g(t)dxdt >0 (2.42)

—0 hn hn

VL e C*((0, T))with ¢ > 0.
Then inequality (2.42) still holds for all { € L*((0,T)), { = 0.

Proof. Take ¢ € L*((0,T)) with £ > 0. For a first step of approximation, take (), a sequence of
C((0, T)) functions (merely continuous) such that O, = {¢ | £,,(¢) # {(¢)} verifies meas(O,) < % moreover
[|Znllze < |I¢]lz~. Such sequence is given by the Lusin theorem. Then we observe that

T 0 T 0
‘1 f f sign(u — k)(F [u] — K (H)dxdt — 1 f f sign(u — k)(F [u] — K& (Hdxdt
hJo Jon hJo Jon
1 0
<y [ [ @rl KD -0
-h JO,

uniformly in 4 due to the equi-integrability, since meas(0,;) =, 0.

Further, we can approximate a C((0, 7)) function ¢, by a sequence of C*((0, 7)) functions £ in L™ norm,

}ll f_o n [(F [u]l + 1K )dx is bounded uniformly in 4, the convergence ||, — ||z~ — O,
LY((©0,7))

as m — oo, is enough to pass to the limit on /(Z)") and get 1({,).

Thus, for any fixed € > 0, we can choose ¢, € C((0, T)) such that |/({,) - I(£;")| < 5 then £ € C*((0,T))
such that |/({) — 1({,m)| < 5. Hence the claim of the lemma follows. ]

then since

Lemma 2.5.10. Let £ € L>((0,T)) with ¢ > 0. Let u be a weakly trace-regular solution to (P3) and (hy),
a sequence converging to zero. Then

(i) the application

T 0
ki I := lim f hi f sign(u — k)(Flu] - f(k)(t)dxdt
0 n J-h,

h,—0
is continuous.
(i) If
T 0
Ji, = lim f . f sign(u — k) (F [u] — Kn)l (t)dxdt > 0
0 n J-h,

h,—0

Yk, Kon) € Biyp for two sequences (k) such that one of them converges to k + 0 and the other
one converges to k — 0, then also J; > 0.
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Proof. (i) Consider a sequence (k,;,),, such that k,, T k. Then
|sign(u — ky,) — sign(u — k)| < 2.1, <u<k]-

Now, observe that for all fixed ¢, ¢(u), = 0 a.e. on the set [u = c]. In addition, we have in the sense of
uniform convergence on (—o0,0) :

70 = £ (im0 + Y] = 0. (2.43)

Therefore,

T 0 T 0
lim % f f sign(u — k)(F [u] — f(kn)) (H)dxdt — % f f sign(u — k)(F u] — f(k)(H)dxdt
0 —h 0 —h

nm—oo

1 T 0
< lim Zf f 21[k,,1Su§k](|7—-[u]| + |f(k))|)|§(l)|d)€dl‘ (2.44)
0 —h

m—00

But, as k,, — k, for ae. y € [-1,0] we have meas{lk,, < u(.,hy) < k]} —n— 0 and using the
boundedness of |f(k)| and the equi-integrability of |¥ [«]|(., hy), we find that the right hand side of (2.44)
tends to zero uniformly in 4. In the same way, we treat the case &, | k. This concludes the proof of (i).
(i1) According to Remark 2.2.1, BHP is the graph of a continuous function k — %K(k) defined on the
open domain (—oo, u.). We can write

Je=1.+ R,

0
where R, = (f(x) — K(x)) hlimo f sign(u — k)dx (the limits in %, can be taken along a subsequence, if
n— —h

necessary). According to (i), the term Iy, converges to Iy ; also (f(k,,)—K (ky,)) converges to (f(k)—K(k)).
In addition, if k,, < k < k], then we have

Ry, < Rx < Ry,

Hence depending of the sign of (f(k) — K'(k)), we pick the approximation of k from above or from below
and justify (ii). |

Theorem 2.5.11. Assume that the couple (f, ¢) is non degenerate in the sense of Definition 1.3.1. Given
a function u trace regular solution, the following assertions are equivalent
1. The function u is weakly trace-regular entropy solution in the sense of Definition 2.4.5.

2. The function u is weakly trace-regular entropy solution in the sense of Definition 2.5.5.

3. The function u is weakly trace-regular entropy solution in the sense of Definition 2.5.7.

Proof. Recall that from the proof of Theorem 2.3.8 we know that, given a couple (U, F) € R?,
(UF)eB & (UF) fulfills (2.14) < (U,F) fulfills (2.13) . (2.45)

We will apply (2.45) pointwise to (U(t), F(1)) for a.e. t € (0,T), where U(.) is the strong L' trace of u
and F(.) is the weak L! trace of hln f_ Oh Flul(., x) dx along some sequence (;,), (the sequence will be the
same in the three definitions which equivalence we now prove).
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Observe that in (2.13) (respectively, in (2.14)) it is enough to limit our attention to relevant values of
k that belong to some dense subset K of R. This is due to the continuity of f and to the continuity of the
map
k € (—oo,uc) — K(k) such that (k, K(k)) € BP,

respectively (see Remark 2.2.1). Moreover, thanks to Lemma 2.5.10, inequalities (2.39) (respectively,
inequalities (2.40), (2.41) hold with all relevant values of k if and only if they hold for all relevant values
of k in a dense subset K of R.

For all these reasons, in order to conclude the proof of the theorem it is sufficient to find a dense
K c R such that

(i) Inequalities (2.39) hold with & restricted to K if and only if
forae.t€(0,T) Yk, K) € Z?Hyp, keX; sign(U(t) —k)(F(t)—K) =0. (2.46)
(i1) Inequalities (2.40), (2.41) hold with & restricted to K if and only if

Vi > uP, ke K; signt(U(®t) — k)(F(f) — f(k)) >0,

Vk <uP, ke K; sign (U(®t) — k)(F(t) — f(k)) > 0. (2.47)

fora.e.r€(0,7) {

The proofs of (i) and (ii) follow the same lines ; let us detail the justification of (i).

We define K as the set of all £ € R such that meas({t € (0,T)|U(t) = k}) = 0. Considering the
monotone function k — meas({t € (0,7)|U(¢) < k}), we readily see that R \ K is at most countable,
therefore K is dense in R. Next, given k € K we introduce the following sets :

EQ= {1 U@ =ky; Ef ={t [U@ >k} E; ={r [U@t) <k}

Because u(., x) converges to U(.) as x — 07 a.e. on (0,7), fixing a suitable representative of the a.e.
defined function U we have :

Vt e E,j; Ah(r) : forae. x € (—h(),0), u(t,x) >k

Vi€ E; ;dn(r) - forae. x € (—h(),0), u(t,x)<k.
Therefore, setting

1 1
El, = {t €E[; Vx € (——,0) u(t,x)> k}; E = {t €E; Vxe(——,0) ut,x) < k} ,
; m ; m

+

we see that E;Y = Upen+Ey,,- Now, we are ready to prove (i).

First, from (2.39) we deduce (2.46). We fix m and focus on the set E;m Due to Lemma 2.5.9, we can
choose ¢ = 91E2,m in (2.39), with some 6 > 0, 8 € L>((0, T)). Then for all A, that are smaller than %
thanks to the definition of E;m we can simply compute

0 T 0
hi f f sign(u — k)(Fu] - K) £(t) dtdx = f hi f (+D)(Fu] - K) 6(r) dxdt
n J-h, Jo Ef, M J-n,

— f (F(t) =) 0(r) dt (2.48)
E;m
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by the definition of F(.). By (2.39), for arbitrary L™ function 8 > 0 the right-hand side of (2.48) is
nonnegative. Recalling that U(¢) > k on E +m we conclude that sign(U(.) — k)(F(.) — K) > 0 pointwise
on E,jm The same result is obtained pointwise on E;_ , with the same arguments. Finally, since E]? is
of null measure due to the choice k € K, and because UmE]f’m = E}, letting m go to infinity we deduce
property (2.46).

Now, we give a justification of (2.39) starting from (2.46). First, due to the above computation (2.48),
we readily obtain (2.39) with a test function supported in E,jm or (similarly) in E; . Then, setting £ ,Cm =
0,7)\ (Elj,m U E,;m), due to the choice k € K we find meas(E;’m) - meas(E,?) =0asm — oo. We
conclude by equi-integrability of ¥ [u](., x) :

as m — oo. This proves (i). The justification of (ii) being similar, this concludes the proof of the theorem.
O

2.5.2 Uniqueness of entropy solution

Here we establish uniqueness of weakly trace-regular entropy solution of (P3).

Theorem 2.5.12. Assume ug, iip € L®((—o0,0)) N L((—=0,0)). Assume that u and i are weakly trace-
regular entropy solutions of (P3) in the sense of Definitions 2.4.5, 2.5.5, 2.5.7 with the corresponding
initial data uy and iy, respectively. Then

d. . R Ly
EH“ = ull L (—o0,0y) < llito = uollL1 (—c0,0y) i D'(0,T). (2.49)

The result is immediate from the contraction property of Theorem 2.4.2 for integral solutions to the
abstract evolution problem (Evol) and from the following result. In particular, there exists at most one
weakly trace-regular solution of (P3).

Theorem 2.5.13. Consider an initial datum uy € L®((—=0,0)) N L((=0,0)). A weakly trace-regular
entropy solution in the sense of Definitions 2.4.5, 2.5.5, 2.5.7 is the unique integral solution of (Evol)
with the datum uy.

Proof. Suppose that u is a weakly trace-regular entropy solution of (P3) in the sense of Definitions 2.4.5,
2.5.5, 2.5.7 with the initial data ug and # is an entropy solution of (§'3) in the sense of Definition 2.3.6
with the source term g € L((—c0,0)). Using the Carrillo entropy dissipative information and doubling
of variables technique, one gets for all £ € C*([0, T) X (—c0,0))

T 0 T 0
- f f lu — o|édxdt < f f sign(u — 12)(77[14] - T[ﬁ])fxdxdt
0 —00 0 —00
0

+ f luo — €0, x)dx + [u — i, (i - g)§] (2.50)

LI(0,T)X(~00,0)
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By density of C*([0,T)) X C((—oo, ())C)) in C*([0,T) X (—o0,0)), we can take &(t, x) = &,(x){(¢) in the
inequality (2.50) where &, = min{1, _f_z} and ¢ € C™((0,T)), we obtain after passing to the limit in some

sequence h, — 0

T 0
—f f lu — |, dxdt < [u — i, (it — g)g“]
0 —00 L1((0.T)x(=0,0)

N B . X
_ hl,,lI—I>10 E fo f_‘hn sign(u — u)(‘f[u] - T[u])é’dxdt. (2.51)

We introduce k = (0), K = F1&](0) and U(r) = u(t,0) at x = 07, F(¢) = v, F [u](¢). Recall that both
(k, K ) and (U(¢), F(¢)) (for a.e. 1) belong to the same maximal monotone graph 8. To obtain (2.49), we
have to prove that u satisfies (2.23) (i.e. u is an integral solution). For this, it remains to prove for some
sequence (h,), converging to zero that

lim — f f sign(u — u)(?f[u] Flit] ){(t)dxdt > 0. (2.52)

h,—0 hy,
To prove (2.52), we fix a sufficiently large m and for every fixed A, we split the integrals over (0, T') into
the integrals four disjoint subsets :

E+

E/(c)’ El:m’ k,m? El:m

where the residual set £ ,Zm is the complementary of the union of the three other sets defined in the proof
of Theorem 2.5.11. Notice that choosing m large, we can have meas(E,C’m) can be made as small as
desired ; then, due to the weak trace-regularity of u, the contribution of the integral over E;m into (2.52)
can be made as small as desired. Further, for &, small enough, due to the definition of E,;—'m and the strong
convergence of #i(x) to k we can simply calculate the contributions of the integrals over E,fm into (2.52).
Indeed, we have sign(u(t, x) — k) = sign(U(t) — k) for a.e. (¢, x) in the region of integration, therefore we
can pass to the weak L' limit of the flux F[u] as well as for F[ir]. We get the following contribution to

the limit (2.52) :

f —D(F @) - K)dt + f FDF @) —K)dt = f sign(U(t) — k)(F(1) — K).
El:m El:rn Ek_m UE;771

This term is nonnegative because (k, K), (U(?), F(¢)) € B where B is a monotone graph, and since U(¢) #
k on the set E;/ U E;m Finally, although the contribution of the set E]? into (2.52) seems difficult to
estimate directly, we can separate the convection and the diffusion fluxes as in (2.20) in the proof of
Theorem 2.3.10. Then for a.e. ¢ in EO, following the lines of the end of the proof Theorem 2.3.10 we find

lim inf —f f sign(u — it)(Flu] — Fla))dtdx > 0.

n_)o

This concludes the proof of positivity of (2.52) and proves the result of the theorem. m|

2.5.3 On existence of trace regular solution

To conclude the study of (P3) with the new definition of solution suggested in this section, it remains
to explore existence of weakly trace-regular entropy solution, which requires additional assumptions on
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initial data.

Here, we briefly discuss which known techniques could ensure that the flux F[u] is equi-integrable. All
of these techniques are limited to the one-dimensional case. Firstly, a closely related result is contained in
the work of Rouvre and Gagneux [68], for the one-dimensional problem (P3). Under strong assumptions
of regularity on uq the authors justify that the weak normal trace of F[u].v on dQ belongs to L'. But the
sense in which this trace is reached has to be made precise in order to affirm that the solutions constructed
in [68] are indeed weakly trace-regular. Next, in several papers on hyperbolic-parabolic equations on R
(see e.g. [70], [38] and [27]), one shows that F[u] is L™ bounded whenever F[up] is bounded. Notice
that uniform boundedness of the flux trivially implies weak trace-regularity of u.

However, in a domain O C R the applicability of the L™ estimates of the flux also depends on the
boundary condition considered. Let us briefly recall the details. Following the idea of Tadmor (see [70],
and [38]), one can look for the bound

F[u) (@, lle < [1Fu](0, )l

by studying the equation satisfied by

v(t, x) = fx u(t,y)dy = —F[u](0, x).

0

From the weak formulation of (P3), one formally gets a parabolic equation on v. This equation satisfies
the maximum principle, at least for regular solutions. With the above definition of v, we see in addition
that v(¢, —co) = 0 (for regular solutions with vanishing at infinity data) but v(z,0) = —F'(¢, 0), therefore

Iv(, Jllze < max{F(z,0), [[v(0, )z}

While the maximum principle argument can be justified at the level of vanishing viscosity approxima-
tions, we lack estimates on F(¢, 0) in the case of Dirichlet boundary condition. Finally, let us mention that
several papers extend the argument developed in [70] to construct solutions with uniform BV bound on
Flu](t, ). Clearly, such bound guarantees strong trace-regularity of solutions, which implies weak trace
regularity. But here again, the influence of the boundary condition has to be carefully explored. There-
fore, in view of the state-of-the-art, a deeper study of the question of existence of weakly trace-regular
solutions is not trivial and it is postponed to future work.
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Chapitre 3

Degenerate parabolic equation with zero
flux boundary condition and its
approximations

3.1 Introduction

Let Q be a bounded open set of RY, £ > 1, with a Lipschitz boundary dQ and 7 the unit normal to 9Q
outward to Q. We consider the zero-flux boundary problem

u; +div f(u) — Ap(u) =0 in 0=(0,T)xQ,
(P1) u0,x) =up(x) in Q,
(f(u) = Vow).n =0 on X=(0,T)x0Q.

The function f is continuous and satisfy :
f(0) = f(umax) = 0 for some uy,x > 0. (H1)

We suppose that the initial data uy takes values in [0, umax]. In this case [0, umax] Will be an invariant
domain for the solution of (P;) (see Chapter 1). The function ¢ is non decreasing Lipschitz continuous
in [0, umax]. Formally A(¢(u)) = div(¢’(w)Vu). Then, if ¢’(u) = 0 for some (¢, x) € Q, the diffusion
term vanishes so that (P;) is a degenerate parabolic-hyperbolic problem. In our context, we suppose as
in Chapter 1 that there exists a real value u, with 0 < u. < umax such that for u < u,, the problem
(Py) is hyperbolic. This means that ¢ = 0 on [0, u.] and ¢ is strictly increasing in [u., Umax]. Also as in

Chapter 1, we assume that the couple (f, ¢) is non-degenerate, this means that for all & € R, £ # 0, the
¢

functions A +— Z &ifi(A) is not affine on the non-degenerate sub intervals of [0, u.]. It is well know
i=1
that uniqueness of weak solution of degenerate hyperbolic-parabolic problem is not ensured, and one

has to define a notion of entropy solution in the sense of Carrillo [28] (see in the strictly hyperbolic
case Kruzhkov [49]) to recover uniqueness. Inspired by [22], we defined in the Chapter 1, a suitable
notion of entropy solution for (P;). A measurable function u taking values on [0, uyax] is called an
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entropy solution of the initial-boundary value problem (P;) if ¢(u) € L>(0, T; H'(Q)) and Vk € [0, umax],
Vé € C*([0,T) x RH*, the following inequality hold

T
j; fQ {lu = kg, + sign(u — k)| f(u) = f(k) = Vo(u)|.VE} dxd

T
+ f LF (k)0 £(t, x)dH ()t + f luo — kIE0, x)dx > 0.
0 JoQ Q

Let us recall the main theoretical results on problem (P;) obtained in Chapter 1. We prove existence of
solution satisfying (1.2), for any space dimension in the case 0 < u, < upmax. Uniqueness is obtained for
one space dimension. Remark that uniqueness is also true in multi-dimensional situation in two extreme
cases : u. = 0 (non-degenerate parabolic case, see [7]) and u, = umax (pure hyperbolic case, (see [22])).
We refer to section 4.7 for some explanations.

In this chapter, we choose an implicit finite volume scheme for the discretization of the degenerate
parabolic-hyperbolic equation (P;). Under suitable assumptions on the numerical fluxes, it is shown that
the considered schemes are L™ stable and the discrete solutions satisfy some weak BV inequality and
H' estimates. We prove also space and time translation estimates on the diffusion fluxes, which are the
keys to the proof of convergence of the scheme. We prove existence of discrete solution by using Leray-
Schauder topological degree. The approximate solutions are shown to satisfy the appropriate discrete
entropy inequalities. Using the weak BV and H' estimates, the approximate solutions are also shown to
satisfy continuous entropy inequalities. It remains to prove that the sequence of approximate solutions
satisfying these continuous entropy inequalities converge towards a unique entropy solution. In [59],
Michel and Vovelle use the concept of ’entropy-process solution’ introduced by Gallouét and al (see e.g.
[42, 59, 29]) for Dirichlet boundary problem which is similar to the notion of measure-valued solutions
of Diperna [36]. They proved that approximate solutions converge towards an entropy-process solution
as the mesh size tends to zero. Using doubling of variables method, they showed that the entropy-process
solution is unique and is also a entropy solution of Dirichlet problem. In the case of zero-flux boundary
condition, some difficulty due to lack of regularity for the boundary flux appears (see [9]). We are not
able to obtain uniqueness by the doubling of variables method. Thus, the only notion of entropy-process
solution is not enough to prove convergence towards the entropy solution. To solve this difficulty, we
found it useful to consider the general evolution problem of the form :

£ V(O +AW(E) =0 on (0,7);
(E) v(0) = ug.

We propose a new notion of solution called integral-process solution for the abstract evolution problem
(E). This notion is presented in detail in the Appendix B of this thesis. We prove that this new notion of
integral-process solution coincides with the unique integral solution. Then, we apply this notion to the
problem (P) and prove that the approximate solutions converge towardsthe integral-process solution.
Then we conclude that it is an entropy solution.

The rest of this chapter is organized as follows. In section 3.2, we present our implicit scheme. In
section 3.3, we establish a priori estimates, the discrete entropy inequalities and existence of discrete
solution in section 3.4 . We propose in section 3.5 a continuous entropy inequality, and the convergence
result follows in section 3.6. Finally, in section 3.7 we study the abstract evolution equation (E) and
prove uniqueness of entropy solution in one space dimension for degenerate parabolic equation.
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CHAPITRE 3. DEGENERATE PARABOLIC EQUATION WITH ZERO FLUX BOUNDARY
CONDITION AND ITS APPROXIMATIONS

3.2 Presentation of a finite volume scheme
for degenerate parabolic problem
with zero flux boundary condition
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Ficure 3.1 — Control volumes, centre, diamonds

In this section, we consider the problem (P;) and construct a monotone finite volume scheme to
approximate the solution. Let 67 > 0 be the time step. Let O be a family of disjoint connected polygonal
subsets called control volumes of Q such that Q is the union of the closures of the elements of this family
and such that the common interface of two control volumes is included in the hyperplane of R. Let  be
the upper bound for maximum size of the mesh : 4 = sup{Diam(K), K € O}. We suppose that there exists
a > 0 such that :

1
ah’ <m(K), m(@K) < —h""', VK eO, (3.1)
a
then the estimate on the number |O| of control volumes is
Q
01 < " (3.2)
a

where m(K) is the {— dimensional Lebesgue measure of K and m(9K) is the (£ — 1)— dimensional
Lebesgue measure of K. If K and L are two control volumes having an edge o~ in common, we say that
L is a neighbor of K and we write L € N(K). We sometimes denote by K|L the common edge o between

K and L and by ng - the unit normal to o, oriented from K to L. Moreover, £x denotes the set of all edges

for any control volumes K. If K has at least one common edge with the boundary <, we denote by &%

the set of these boundaries edges, that can be regarded as 8?’ = {o € &g, m(o N 0Q) > 0}. Eventually, if

the control volume K has no common edges with a part of the boundary dQ then &% = 0. In all case, for
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all control volume K € O, we have g = ?91(\87(’”. Because we consider the zero-flux boundary condition,

we don’t need to distinguish between interior and exterior control volumes, only inner interfaces between
volumes are needed in order to formulate the scheme. We consider here the admissible mesh of Q ( see
for e.g. [59]), we mean that there exists a family of points (xx)xeo such that the straight line Xxxz is
orthogonal to the interface K|L. We denote by dx ;. = |xx — xr| the distance between xg and x; and by
dk - the distance between xg and the interface o (see Figure 3.1). The point xx is referred as the centre
of K. To simplify the analysis, we consider that xg € K (in general, this assumption can be relaxed,
e.g., one can consider so called Delaunay simplicial meshes). We denote by 7k the ’transmissibility’

through o defined by 7x, = % ifo e si(x’, in addition we denote Tk = %. The diamond denoted

by 1?|Z is a convex hull constructed from neighbor centers xg, x; and K|L. The diamonds are disjoint and
cover Q up to an h-neighborhood of Q. Notice that the {— dimensional measure m(K|L) of K|L equals
to %Lm(K|L) (see Figure 3.1).

A discrete function w on the mesh O is a set (wg)geo. If wg, vk are discrete functions, the corres-
ponding L*(Q) scalar product and norm can be computed as

(W, vy = Y mKWwivk;  IWollag, = D m(K)lwkl.
KeO KeO
In addition, we can define the positive (but not definite) product and the corresponding "discrete H(l)
semi-norm" by
m(K|L)
dk.L

Wo,vo)H, =t

e = wOL =il ol = (wo.wolno ). 33)
KeO LeN(K)

We define the discrete gradient Vowgp of a constant per control volume function wp as the constant per
diamond K|L, R¢-valued function with values

wp — Wk

(V()W())EIZ = VEl\LWO = nK,L- (3.4)

dk.1

For the approximation of the convective term, we consider the numerical convection fluxes Fg , : R> —
Rfor K € O,0 € &
The numerical convection fluxes are monotone :

Fro [0, umax])® — R;(a,b) — Fx,(a,b)

is nondecreasing with respect to a and nonincreasing with respect to b. (3.9)
The numerical convection fluxes are conservative :
For all o = K|L, for all a,b € [0, umax]; Fx.r(a,b) = —F x(b, a). (3.6)
The numerical convection fluxes are regular :

Fg s is Lipschitz continuous and admits m(c)M as Lipschitz constant on
[0, tmax]. (3.7)

The numerical convection fluxes are consistent :

For all s € [0, umax], Fxo(s, 8) = m(o) f(5).ng - (3.8)
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The Godunov, the splitting flux of Osher and Rusanov schemes may be the most common examples of
schemes with fluxes satisfying (3.5)-(3.8).
Notice that the hypothesis (3.7) and (3.8) entail the bound

Ya,b € [0, umax], |Fgo(s, 9 < (Ifllze + Muma)m(o). (3.9)

The discrete unknowns u’,’(“ for all control volume K € O, and n € N are defined thanks to the following
relations : first we initialize the scheme by

),
0
uy = —— | up(x)dx YK €O, (3.10)
K m(K) Jg
then, we use the implicit scheme for the discretization of problem (P1) :
VYn>0, YK €O,
n+1
T S— +§]hA&%&b—}]w4aWM—Wﬁﬂ=o (3.11)

g€€k g€eEk

If the scheme has a solution, we will say that the piecewise constant function ug s (%, x) defined by :
o si(t, x) = ut! for x € K and t €]ndt, (n + 1)dt], ae. (3.12)
is an approximate solution to (Py).

Remark 3.2.1. 1. Notice that using relation (3.8) and the fact that for all s € R div, f(s) = 0, one

gets
Vs € [0, umax], YK € O, Z Fgo(s,8)=0. (3.13)
O'EE_:K
This is equivalent to :
Vs € [0, umax], YK € O, Z Fo(s,s) + Z Fo(s,s) = 0. (3.14)
o€eE 0-68‘)”

2. Notice that the prescribed zero flux boundary condition is in fact included in (3.11). One can

extend the summation over o € €k, and by convention regard the fluxes as :

F - n+1 n+1 . KL
Fro (g, ’}:;)—{ OK (v ) ’l]} Zige'x, (3.15)
n+1 n+1 .
7hwu>ﬂmu{m@m)¢wﬁzfmmu 516
0 if oe€&f.
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3.3 Discrete entropy inequalities

This part is devoted to discrete entropy inequalities. We recall some notations ( see [42]) :
Denote by a_Lb = min(a, b) and aTh = max(a, b). We define 17 (s) = (s — k)* = sTk — k, (respectively
1, (s) = (s — k)™ = sLk — k) and the associated fluxes-functions d)]f called entropy fluxes

@; (s) = sign” (s = b)(f(s) = f(k)) = f(sTk) = f(k);
@, (s) = sign (s — K)(f(s) — f(k)) = f(sLk) — f(k);
Qi (s) = sign(s — k)(f(s) = f(k)).
Therefore, the numerical sub and super entropy fluxes functions are defined by the formulas
Of . (@,b) = Fyo(aTh,bTK) = Fxo(k,K);
O (a,b) = Fxo(k, k) — Fxo(aLk,bLk);
Pk ri(a,b) = Fgo(aTk,bTk) — Fxs(aLk,bLk).

From now, we have the following the discrete entropy inequalities.

Lemma 3.3.1. Assume that (3.2), (3.5)- (3.8) hold. Let up s be an approximate solution of the problem
(Py) defined by (3.10), (3.11), . Then for all k € [0, umax], for all K € O, n > 0 the following discrete
sub-entropy inequalities hold :

nryh) —n

+ (0
u
EEmK) + ) O Gl )

ot g€eEk
= > e (B = g ()
KIL
< Z sigifr(u’;;rl — kym(o) f(k)ng o (3.17)
0'68;”

Also the discrete super-entropy inequalities are satisfied (i.e., n;, Oy

Kok’
and (DI_(,O',k’ sign~ in (3.17).

sign™ can be replaced by 1,

Notice that, if for all K € O, u’}<+1 satisfy both discrete sub-entropy inequality and discrete super-
entropy inequality, then u’}(” can be seen as a discrete entropy solution in Kx]ndt, (n + 1)ot].

Proof. Thanks to the Remark 3.2.1, the constant k € [0, u,x] is solution of :

m(K)%‘ 3 Frotb = " mie(000 - 000) == 3 Folho k. (3.18)
oeEg KIL regl

Substracting from the equality (3.11) the equality (3.18), we obtain :

(0T =0 = =Rk + 3 (Frotul it = Fth 0)

g€e€yk

= > (e - o) - (i - 0m)| = D Frotk b, (3.19)

LEN(K) e
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Multiply (3.19) by (i)’ (u”“) = szgnJ“(u”Jrl k). We recall that for all convex function J, we have for
all z1, zp € R, the convexity inequality (z; — z2)J'(z1) = J(z1) — J(z2). (Here, we may consider J’ as being
multivalued, in the sense of sub differential of J). First, we use this convexity inequality to obtain

sign* (Ut — k)((u"“ k) — (ult — k)) ((u”+1 ot - @l — k)*). (3.20)
Second, due to the monotony of the numerical fluxes, we see that
sign*(uit! — k)(FK,g(u’}(“, wy,) = Fro(k, k)) > i U, (3.21)

Finally, using the convexity inequality and the monotonicity of ¢, we have :

~rY i H| (0 = 90)) - (0 = 9600 | = (i @i = @G D) 322)

Then, we get

1, wtl
5;( -l - g -k )m(K)+ 2 sl )

o€l

= " e @) = gy @)

KIL

< Z sign* (g — kym(o) f(kn.-

O'Eg”t

This prove (3.17). In the same way, we prove the discrete super-entropy inequalities. Finally, we deduce
that u”KJr1 satisfies the discrete entropy inequality in this sense :

() = (L)
5 K m(K) + Z q)K,a,k(Mr[’(H,Mr[?;)

O'E(E:[(

B Z TKIL('I¢<k)(¢(uZ”) T )

KIL

< Z szgn(u”+1 kym(o) f(k)nk o (3.23)

1
gy

3.4 Estimates of discrete solution and existence

We wish to prove that the approximate solution up s satisfies the continuous entropy inequalities
(see section 3.6). To this purpose, we give fundamental estimates useful for proving convergence of the
scheme. First, we prove the L™ stability of the scheme, this comes from discrete entropy inequalities and
the boundedness of the flux f with the relation (H1).
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3.4.1 L* bound on discrete solutions

Proposition 3.4.1. Suppose that K € O, the assumptions (3.2), (3.5)- (3.8) hold. Assume that ug takes
values in [0, umax]. Then, the approximate solution up 5(t, x) of problem (Py) defined by (3.10), (3.11)
satisfies :

0 <ug(t,x) <umax VK€O. (3.24)

Proof. Summing (3.17) over K € O, we get

ny ) - ) e

KeO KeO oe&y

=3 > @) - n¢(k)(¢(u””)))
KeO LeN(K)

<> m@lfnkel (3.25)
KGOO’GSZM

In inequality (3.25), take k = umax and use (H1) to obtain :

m(K) * m(K)
Z 7(’1}?—1 - umax) B Z ot (MK umax) Z Z (DKo'umax ur;;—l’ ’I?—Ol-)

KeO KeO KeO o€k
= Y T @) = 1 0 D) <0
KeO LeN(K)

From now, remark that due to the conservativity of the scheme we have

n+1 n+1 n+1 n+1
Z Zq)l(o-umax Ug KO' Z Z (I)KLM Ug Uup )_

KeOo€e€g KeO LeN(K)
ZZI’M(]()(?S(MHH)) U¢(k)(¢(un+l)))zz Z (77¢(k)(¢(”n+1)) 77¢(k)(¢(”n+1))) =
KeOK|L KeOLeN(K)
Therefore
3 D "~ ) = it~ tman)*) <0, (3.26)
KeO

Since 0 < u® x < Umax, Dy induction we prove (u’“rl

inequality, taking k = 0, use (H1), we also prove that (u”“) <0. |

— Umax)® < 0. In the same way, in the super-entropy

3.4.2 Weak BV and L*(0, T, H'(Q)) estimates

From now, we give the weak BV and L*(0,T, H'(Q)) estimates. The L2(0,T, H'(Q)) as the L™
estimate are necessary for justifying compactness properties of discrete solutions. The weak B V-stability
does not give directly any compactness result, however, it plays a crucial role in the proof of continuous
entropy inequality (see section 3.6). To start with, we recall a Lemma which is one ingredient of the
proof of Lemma 3.4.3 below.

94



CHAPITRE 3. DEGENERATE PARABOLIC EQUATION WITH ZERO FLUX BOUNDARY
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Lemma 3.4.2. Let G : [a,b] — R be a monotone Lipschitz continuous function with Lipschitz constant
L>0anda,b eR. Then forall c,d € [a, b], one has

fd (G(x) - G(c))dx

Proof. In order to prove this result, we assume, for instance, that G is nondecreasing and ¢ < d (the other
cases are similar). Then, ones has G(s) > H(s), for all s € [c, d], where H(s) = G(c) for s € [c,d — ] and
H(s) =G(c)+ (s—d+ )L for s € [d - [,d], with [L = G(d) — G(c), and therefore :

> i(G(a’) - G(c))z.

d d 1 1
f (G(s) - G(e)ds > f (H(s) — G(c))ds = E(G(d) - G(0) = i(G(d) - G(o).

Now, we establish the weak BV-stability of the scheme.

Lemma 3.4.3. (Weak BV-Estimate) Suppose that (3.2),(3.5)-(3.8) hold. Let up s be an approximate

solution of problem (P)) defined by (3.10), (3.11). Let T > 0, and set N = max{n € N,n < %} and

L € N(K) (with convention u’;{“ > u””) Then there exists C = C(||f|l» Umax, T, |Ql) = O such that

N
S (rrso - rsa)

n=0 K|L
+ ot [ max (F ~d,c)-F (ch) 3.27
HZO KzlL amax  (Fio(d,e) = Frole,) \r (3.27)

Proof. Multiplying (3.11) by 6tu”+1 and summing over K € O and n = 0, ..., N yields
AEvol + Acony + Aszf 0 with

Agvol = Z D mE) Wy = wpus

n=0 KeO

N
Acony = Zdtz Z FK,O’( rIl(+l, nK+01_) n+1

n=0 KeO oe€g
Alef — Z6t Z ZTKlL( (un+l ¢(un+1)) n+1'
n=0  KeO K|L

Let us first estimate Ag,,;. Let us first estimate Ag,,;. We use the fact that :

1 1 1
Ya,beR, (a—b)a= E(a — b)2 + Eaz - 5bz’
we get :
AEvul — Z Z m(K)(un+l MK)un+1
n=0 KeO
=5 Z D MK — ) + 5 Z m(K)[(uN+1 - ()| (3.28)
n=1 KeO KEO
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The two first terms are non negative and due to (3.24) there exists C > 0 (that only depends on |Q| and
Umax) Such that —C is a lower bound for the last term, then

AEvor =2 —C. (3.29)

Secondly, using summation by parts

Apify = Z& Z ZTK|L(¢(M"+1 ¢(un+l))( n+l n+1) > 0. (3.30)

n=0 KeO K|L

Now, we study the term Ac,py,. Due to (3.14), it can be rewritten as the sum between Ag’é . and AGC)‘O’W :

N
t +1 +1 +1 +1 +1
Al = D > o Freolal ™) = P Gt i

n=0 K|L

N
— Z Z 6’1,(FK,O_(MI’;{+1, ulz+1) _ FK,O'(MZ+19 MZ+1)) n+1 (331)
n=0 K|L

N
ext _ n+1 n+l _ n+l
AConv - Z ot Z Ug Z FK,O'(MK »Ug

n=0 KeO oegy!

N

:—Zétz ntl Z m(o) f U)o

n=0 KeO et

We can estimate the boundary term A% by
ony

IAGom! < CUIf L, thmax, T, 0. (3.32)

Conv

Let us assign :

oF ¢ d
Wi 1(a) = f (S0 + ’L<s,s>)ds= f 5 Fk(s, 9)ds,
0 0 S

Then

b a
d d
Yk (b) — Yk 1(a) = f s—Fg (s, s)ds — f s—Fk (s, s)ds,
9 - 0 ds 9 0 ds s

= o(Fi(b,b) = Fru(a,b) - af Fra(@,a) = Fro(a.b)

b
- f (FK,L(s,s)—FK,L(a,b))ds. (3.33)

Take a = u’l‘(“ and b = uﬁ” in (3.33) and multiply by 6¢. Summing over n = 0, ...., N and L € N(K), we

int int,1 int,2
obtain A Comy = =A Comw T +A Comv? where :

n+1 n+1

?(t)riv Zz&f FKL(M’}(“,MZ“) Fg.r(s, s))ds

n=0 K|L uyt

n+1

Ap ==Y 5t(‘I‘K LG = Wi ! )

n=0 K|L
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CHAPITRE 3. DEGENERATE PARABOLIC EQUATION WITH ZERO FLUX BOUNDARY
CONDITION AND ITS APPROXIMATIONS

We have Z Wk.r(s) =0, for all s € [0, umax] ; then it appears that A"”j reduces to the sum of o € &%,
G'EEK

and it satisfies |Amt’2 | < C similar to the estimate of A% |
Conv Convy

Now, consider a, b, c,d € R such that a < ¢ < d < b. Using the monotonicity of Fx; and Lemma 3.4.2,
we deduce

fa b(FK,Laa, @)= Fra(s,9))ds > fd C(FK,L<d, 0 - Fra(ds))

2
) W(F k1(d,¢) = Fi1(d, d>) : (3.34)

fa b(FK,Laa, @) = Fiu(s,9))ds > fd C(FK,L<d, 0 - Fru(d,s))

1 2
> W(FK’L(CL c) - Fk(c, C)) . (3.35)

Therefore, we get :

M)11<+1 .
s )= Fia s (Fredse)-Frotd, )
Lgl( k(g up ) —Frp(s,s))ds KD M uﬁ“gi?su';:' k..(d,c)-Fk(d,d)
& +1 +1 1 2
Fr s, u" F ss) §> — max (F d,c)-F c,c).
fu‘?]( kg up )=Fgr(s,s) 2mCKIDM 1 2% ke(d,c)=Fgr(c,c)

Then, we have

A?;,ﬁvzzlzv:o Z o (KIL)M[ max (FK,U(d,c)—FK,(,(d,d))z]

n+1 n+1
<c<d<
K L Ll c<d< Ll

i 2, TR o 128 [Pt 0= P o) (336)

Recalling the equality Aconm = A2+ A™01 4 A2 e find

Conv Conv Conv’

1 2
pe = 30T I e (restdio- ]
Conv Z Z 4m(KIL)M n+1<1’?<a;<un+ K, old,c) - KO’( )

n=0 K|L
1 2
+ ot —[ max (F d, F )] C. 3.37
% KZM TR X (Falds ) = Fio(e,) (3.37)

Set

2
i 5t [ (F d.c) - Fx o (d.d ) ]
Conv = g KzlL 4m(K|L)M ”+1<c<a;<u"+1 K,o—( C) K,O'( )

+Z§t D m[ max (FK,(,(d,c)—FK,U(c,c))z].

n+] <c<d<u"+1
n=0 (gLee!
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Now, as the equality Agyo; + Acony + Apirs = 0 holds and as (3.29) and (3.38) are satisfied, we have
AConv <C.
Moreover, using the Cauchy-Schwarz inequality, we deduce

i&Z[ max (FK,o-(d,C)_FK,a'(dad))]

n+l <c<d<u’”l

n=0 K|L
N
+ ot Z[ max (FK,(,(d, ) - Frolc, c))]
w0 KL e sesdsu!
< —M Zéth(KlL) Acony. (3.38)
n=0 K|L
At the end, take into account the regularity on the mesh (3.2) to deduce that :
X _C
-1 -1
Z(Sth(KIL)<T —h ZI<T h m(Q) <
n=0 K|L K|IL

O

Lemma 3.4.4. (L*(0, T, H' (Q)) Estimate) Suppose that (3.2),(3.5)-(3.8) hold. Let ups: be the approxi-
mate solution of problem (Py) defined by (3.10), (3.11), (3.15). Let T > 0, and set N = max{n € N,n <
%}. Then there exists C = C(||fllz~, Umax, T') = O such that

DXDIPIE

n=0  KeO LeN(K)

ey - ¢(u"+1> <C. (3.39)

Proof. Multiplying (3.11) by 6t¢(u”“) and summing over K € O and n = 0, ..., N yields Bgyo; + Bcony +
Bp; ff = 0 with

B = Z D mE = )i,

n=0 KeO

Bpiff = Z ot Z Z TK\L(¢(M"+1 ¢(M"+1))¢(M"+1)

n=0 KeO K|L

Bcon = Zét D0 D Fro@l g Heaih).

n=0 KeO oe&gk
Let 9(r) = for ¢(s)ds. From the convexity inequality, we have :

Bruor Z > m 96 = 9|

n=0 KeO

=3 m(K)(ﬁ(uN“ ﬂ(u(;()). (3.40)

KeO
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Further, in the term Bp;sy, for every edge K|L the terms involving K and L appear twice. Thanks to the
conservativity of the scheme, we find

N
BDiff = —Z(SIZ Z TKIL

n=0  KeO LeEN(K)

2
Py — puh| . (3.41)

The term Bc,,,, can be rewritten as

N
Boow = D03 D kst (o0 - o).

n=0  KeO LeN(K)

Using the weighted Young inequality and (3.9), we deduce

N
dx.1 2
|BC0nv| < Z5t Z Z M(FK’O-(MII?—]’MZH )

n=0  KeO LeN(K)

N
A3y 3 mfif'LL)|¢<u’;:‘>—¢<u’z“)

n=0  KeO LeN(K)

N
gcusz(l?EH%ZétZ > T

n=0  KeO LeN(K)

2

N |

2

Py — puith

Collecting the previous inequalities, we readily deduce (3.39). This concludes the proof of the Lemma
344, O

3.4.3 Estimates of space and time translates

Recall the following result.

Theorem 3.4.5. (Riesz-Frechet-Kolmogorov) Let an open Q C R and let w cc Q. Consider K a
bounded set of LP, with 1 < p < co. we suppose that : Ve > 0, there exists ¢ > 0, § < dist(w, R\ Q)
such that [|f(x + 1) — f(O)|lzrw) < €Vh € R&! with |4 < 6 and V f € K. Then K is relatively compact in
LP(w).

Now, we derive estimates of space and time translates of the function ¢(up s;) which imply that the
sequence is relatively compact in L2(Q).
Notice that because (¢(uos1))os obey a uniform L™ bound, the local compactness in Q is enough to
deduce the L? compactness.

Lemma 3.4.6. Let, up s be the approximate solution of problem (P1) defined by (3.10), (3.11). There
exists a constant Cy depending on Q, T, |§|n,, that

A

2
Puo,5:(t, x + 1) = Puo 51, x))| dxdt < Ciln| (3.42)
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foralln e R!, where Q, = {x €eQ,[x+n,x]C Q} and there exists Cy depending on Q, T, ¢, f such that

2
dxdt < Cot (3.43)

T—-1
V> 0, fo fQ \¢(uo,5,<r+r,x>>—¢<uo,5t<r,x>>

forallte (0,T).

Proof. e First, we prove (3.42)
Letn € R! with n # 0 and set Q, = {x € Qx+n,x] C Q}. For all K € O and o € &g, define
Xo @ QX Qy — {0, 1} by xo(x,y) = 1if [x,y] N o # O else ys(x,y) = 0. One has

P(uos(t, x + 1) = P(uos(t, x))

< > xkutox+nIDgugl; forae xeQ, (3.44)
LEN(K)

where Dk ¢ is defined as

D¢ = lpus) — ¢

We integrate (3.44) over Q,, and get :

;

Remark that, for all o = K|L € ¢, fg XkL(x, x + n)dx is the measure of the set of points of Q which are
n
located inside the cylinder whose basis is K|L and generator vector is —77. Thus

o5 (t, x + 1) - Yluos(t D)dx <y f XL x+ pIDgldx. (345

y LeEN(K) ¥

f XxiL(x, x + mdx < m(K|L)In|. (3.46)

7

The relation (3.45) gives

J

B(uto.5i(t, x + 1)) = $uo s, O)dx < Inl D m(KIL)IDxyg|
u LeN(K)

<l D mKILIDkyg. (3.47)
LeN(K)

From now, integrate (3.47) over [0, T']

T N D
f f B(uto5(t, x + 1)) = Pl si(t, 0)dxdr < Il Y 6t " m(KIL)dk1 d"'m S (348
0 v, n=0 LEN(K) KL
Remark that :
2
|6ttt x+ 0 - stwott. 0| < 2ol otwontr v m) - ptuosttan| . 349)
L2(Qp) LY(Qp)
Then (3.48) and (3.50) give
T 2
fo fg Buo.51(1, X + 1) — Pluo (8, X))| dxdr < Ciln. (3.50)
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CONDITION AND ITS APPROXIMATIONS

e Finally, we prove (3.43).

Lett e (0,T)and r € (0,7 — 7). Set ng = [t/6t] and ny

It’T —

Since ¢ is Locally continuous with constant ¢, =

T-1
f f ‘¢(u0,5z(f +7,%) — ¢(uo (2, X))
0 Q

where, for almost every t € (0,7 — 1)

sup
0<a<b<umax

= [(t+1)/6t], let

{neN, suchthatr < (n+ 1)0t <t + 7}
J"T = {n € N, such that (n + 1)6t —

T<t<((n+1)ot}.

$(a) — $(b)

, one has :
a-b

2 T—-t
dxdt < ¢Lipf S (t)dt
0

(3.51)

S(0) = fg (¢<uo,5t<t +17,1)) — Bluot, x)))(uo,az(f +1,3) — o st x)))dxdxdr

KeO

KeO T

Use (3.11) and gather by edges. We get

S@) = Z(¢(u’}<‘) - pluy )Z‘”[ 2

KeO T LeN(K)

> m o0l = gt - )

> () = 9i)) Y me (! - )

m(K|LL)(¢( ml) gt )_FK,L(MY;(H, W ]

= Do 3 P 000 - 00 - o) + o o) - )

e KIL

¥ Z St Z(qs(u';g) — o) — P + ¢(u’20))FK,L(u'g“, TARY

e KIL

We can then use the inequality 2ab < a® + b>. We get S(1) < 3S0(t) + 35 1(£) + S2(t) + S3(1) + S4 with :

o=y 5tz m(KlL)

e KIL

S1(f) = Z&Z m(Kl 2

I~ KL
SH(f) = Z o5t
It K|L

(¢( )~ g(ul” )2
(¢< )~ gl )2

(¢( ) g n+l))

Sg(t)—zarZ(qs(u )= 0 Fraup )

I KIL

Satt) = "6t ) (#") - 9 Fiea ™t

I KIL
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We introduce the function y’ such that y’(1) = 1 and x’(0) = 0. We have, for all r € R* and n € N,
X' (I"") = }!(J'T). Therefore

T—1 [T/6t] 2 (no+n)ot+7
K|L
f Sondi< ) 6t ) — sy )( () = puty’ ) f D XAt
0 =0  KIL nodt neN
[T/6t] W™y — u”o (no+n)ot+t
< Z 5zzm(K|L)dK,L w f Z Y (It
n=0 KIL KL nodt neN
[T /61] uno (no+n)ot+t
< oy em (K|L)'¢ f > . (3.52)
n=0  K|L nodt nelN

Notice the following property :

(np+1)ot (ng—n)ot+1
f Z Y'(JMdt = Z f YO<t<tdt=r. (3.53)

00t neN neN (ng—n—1)ot+1

Using (3.39), we find :
T-1
f So(n)dt < Ct. (3.54)
0
We get in the same way

T-1
f Si1(dt < Cr. (3.55)
0

We now turn to the study of the third term :

T—1 (7/51] T—r
K|L
f Sandr < Y oty )(¢( R "“)) f X (It
0 dk.L 0

n=0 K|L

[T/61] n+1 Mn+l (no+n)ot+7

< > oty tm (KlL)‘¢( el f D XU,

n=0 KIL KL nodt neN
Because

T-1
f X' (J"Ndt = min(T - 7, (n + 1)6t) — max(0, (n + 1)6t — 1) < 7,
0
we get
i
f Sr(t)dt < Cr. (3.56)
0
Recall that due to (3.9)
Fk1(a,b)
— | < o+ M). .
mKID |~ (1Al + M) (3.57)
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We have in the same way

T—7 [T /6] T—7
f S3(ndr< ) ot Z(as(u?;) - ¢(u21))FK,L<uz“, ') f X' ()
0 n=0 KIL 0
[T/o1] ny n+l n+1
) — S || Fron ™ )
< Z::O ot KZ|L m(K|L)d 1 i m(KIL)
< (<||f||Lm + M) \/Tm(9>|¢<u>|ﬁo)r. (3.58)
In the same way we prove :
T—-1
fo Sa(t)dt < (<||f||Loo + M) \/Tm<s2>|¢<u)|yo)r. (3.59)
From (3.54), (3.55), (3.56), (3.58) and (3.59), we get :
T-1
f f (U051t + 7, X)) — blutoan(t, )Pddxdt < Cat. (3.60)
0 Q

3.4.4 Existence of a discrete solution

The proof of existence for the scheme (3.10), (3.11) is obtained by applying the Leray-Schauder
topological degree theorem. The idea is to modify continuously the scheme to obtain a system which
admits a solution and if the modification preserves in the same time the estimates (in our case this can
get easily by the L® norm on ug ), then the scheme also has a solution.

Definition 3.4.7. Let E be a real Banach space. We denote by A the set of (Id—g, B,y) whereg : B— E
is a compact with B C E and y € E such that y ¢ {g(x), x € 0B}.

Theorem 3.4.8. (Leray, Schauder) Let E a real Banach space. Consider ‘A in the sense of Definition
3.4.7. There exist an application degree : A —> Z called topological degree, which satisfies :

e degree(ld,B,y) = 1ify e B.

o degree(ld — g,B,y) = degree(ld, B,,y) + degree(ld,B>,y) if BIU B, C B, BN B, = 0andy ¢
{x — g(x),x € B\B| U By}.

o Ifh:[0,1] x B —> E is compact, y € C([0,1]; E) and (1) & {x — h(t,x),x € B} ( forall A € [0, 1)),
then degree(ld — h(A, .), B, y(1)) = degree(ld — h(0,.), B, y(0)) for all A € [0, 1].

Lemma 3.4.9. Suppose (H1) is satisfied. Then for all K € O, there exist u”“ satisfying (3.17).

Proof. For the proof, we consider for every a € [0, 1] the following problem :

VK — a[uK m(K) Z Frxo(iVke) + — (K) Z TK,(T(qﬁ(vK,a)—qﬁ(vK))] =

o€l

VK € O,
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with notation analogous to that of (3.11).
We consider the continuous function ¥ with respect to each of its variables defined by :

o, o

Fla,v) = vk — a/[uK - m

Y, Fralvka) + s ) to{dkn) - 0w G6D
oe&x £

g€elk

The function 7 («, .) is a continuous homotopy between ¥ (0,.) and ¥ (1,.). First, remark that u’;(“ =0
is solution of ¥ (0, u”K“) = 0 for all (n,K) € [0, N] x O. If B is a ball with a sufficiently large radius in
the space of solution of the system, the equation ¥ (.,.) = 0 has no solution on the boundary dB. Indeed
replacing ug, f, ¢ by augy, af, a¢d we can apply the argument of Proposition 3.4.1 to solutions of equation
F (a,v) = 0. Then it is enough to supply the finite dimensional set R? of discrete functions by the norm
|| - ||~ and take B of radius larger than uy,x. Therefore, we can apply Theorem 3.4.8. We get :

degree(F(0,.), B) = degree(F(1,.), B) # 0. (3.62)

Thus there exists at least a solution to equation ¥ (1,.) = 0. This solution is a solution to our scheme. 0O

3.5 Continuous entropy inequality

We prove in this section that the approximate solutions fulfill a continuous entropy inequality in the
sense of Theorem 3.5.2 below. Before, we recall a result that will serve us in the proof of this Theorem.

Lemma 3.5.1. ( see e.g. J. Droniou [35]) Let K be a non empty open convex polygonal set in R’. For
o € £k, we denote by x,- the center of gravity of o ; we also denote by ng - the unit normal vector to o
outward to K. Then, for all vector V € R and for all point xx € K, we have :

mK)W = " m(@)V.ng o (xr = k). (3.63)

O’Eé[(

Proof. We denote by a superscript i, the i— th coordinate of vectors and points in R’. By Stokes formula,
we have :

m(K)V' = f div((x = xk)V)dx = f (' — X))V ngdy(x)
K 0K

- Z f (x' = xb )V ng ody(x). (3.64)

O'EéK

Hence, by the definition of the center of gravity, we have :
f (xi - x;)dy(x) = f xidy(x) - m(o-)xi( = m(a')xf, - m((r)x%. (3.65)
o lon
Remplace (3.65) in (3.64) ; we find (3.63). ]

From now on, as the approximate solutions satisfy the discrete entropy inequalities (3.23), we prove
that its satisfies a continuous form of these inequalities.
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Theorem 3.5.2. Assume that (3.1), (3.5)-(3.8) hold. Let ug s; be the approximate solution of the problem
(Py) defined by (3.10),(3.11). Then the following continuous approximate entropy inequalities hold : for
all k € [0, umax], for all ¢ € C*([0,T) X RY), & > 0,

T
f f {Uk(uo,at)é‘} + ((Dk(uO,ét) - V077¢(k)(¢(uo,5z)))-vé:} dxdt
0 Ja

T
+ L Mi(u0)é(0, x)dx + fo fﬁ 5 |f().n(x)| €, )dH ™ ()t = —vo.n(E); (3.66)

where : ¥¢é € C*([0,T) X RY), vg,(€) — 0 when h — 0. Here

N
Vorlsa@Wos)) = Y Wi Y, Vg Vot @(uoa)-
n=0 K|L
Remark 3.5.3. In the same case, if we replace in (3.66) i by n; (resp 17, ) and | f(k).n(x)| by (f (k).n(x))*
(resp (f(k).n(x))”) we obtain sub entropy inequalities (resp super entropy inequalities). Obviously, the
approximate solution ug s is an approximate entropy solution if and only if ug s; is approximate entropy
sub-solution and entropy super-solution simultaneously.

Proof of Theorem 3.5.2. Let & € C™([0,T) X RY* and k € [0, tmax], we fix T > 0 and set N = % + 1.1t
is enough to suppose that &(t, x) = 6(1){(x), this mean that &2 = 9"+ Zx. By density in C*([0, T[XR)
of linear combinations of such functions, the general case will follow. Depending on the circumstances,
lx = fK { or {x = {(xg) with xg the center of control volume K.

Multiplying inequality (3.23) by 62&""! and summing over K € O and n € {0, ..., N}, yields the inequality

K
Disc Disc Disc .
Lo+ oo + IDl.ff < 0, where :

N
20 = D Y o mt ) - m) e, (3.67)

n=0 KeO

N
Disc n+l  n+lygn+1
IConv = Zétz Z (I)K’O'ak(ul( ’MK,(J')é:K
n=0

= KeO o€y
N
=Yty D sign(ul! - O Fkexk, ES, (3.68)
n=0 KeO g-eg;’(”
N
D3 = = 30t 3 3w o @) = mao @ MR (3.69)

n=0 KeO K|L

To prove inequality (3.66), we have to prove that I$% + IS + Ig;’;’} < vou(é) where IE IE" and
1697 are defined by :

Diff
T
o = - fo fg k(U 5L ()6, (1 dxdt — fg e (u0)0(0) (x)dx,
T T
1o = — f 0 f Dy (4031). Y dxdt — f o f R0 ZCOdH (o,
0 Q 0 oQ

T
ILC)%= f 0 f Vongw ($(uo.s).-Vidxdr.
0o Ja
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Then, we have to compare 125 with 1£°% ; 12" with IS ; and I5%%¢. with 1577

ol Evol °> ~Conv Conv > Dif f Diff* )
Firstly, we have to estimate |/ gﬁ - Igf;’;l Using the definition of ug s, the quantity / gﬁ reads :

N-1
LTRE) ;}m(mnk(u’;{l)( W-g)- Iém(m(nk(u&’()f,& - mGHEp)

n+1

N-1 _¢n
=— Z ot Z m([()nk(u’};r1 K(S—té:K - Z m(K)nk(u‘}()fk

n=0 KeO KeO
N-1 | 0n+1 -9 0l
= - § ot § m(K)mi(u )—5 ik — § m(K)ni(uy )0 {k
t
n=0 KeO KeO

N-1
== 3o mEmta e, f codr= Y mEomaie! f iodx 370

n=0 KeO KeO

In+1
with (8"); = f 0,dt. We deduce that
tn

s = Tvoi| < Vo x(€) + (), 3.71)

where :

N-1
Up &) = ) 6t D mUK Mo s) 1k g 110" J€< {(0dx - L], (3.72)
n=1  KeO
V(&) = > mKmi(u)6! f {(x)dx — Lk |- (3.73)
KeO K
As & € C™, then we have :
fK {Wdx = k| < llih. (3.74)

Then, the quantities vé) (6, vé (&), tend to zero when h — 0.
Secondly, we study the difference between I2%¢ and IS?". We take care separately of what happens

Conv Conv* N

inside and what happens on the boundary of Q. Therefore we write 52" has the sum of Igggé”"t, and
Cont,ext
Leom™

Cont,i g

Ieom™" = = f 0 f Qi (uo,g)-Vidxdt

0 Q
c T
Teon ™ =~ fo 0 fa MO0 SdH ! Coydr. (3.75)

Further, introduce auxiliary values ({ki)ren(x) by {kip = {(xkir), where xgz is the barycenter of K|L.
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Disc : - Disc,int Disc,ext
The term [ Comv® which can be rewritten as the sum between [, Cony  an nd / Cons

D t +1 +1 +1 +1 +1 +1
1™ = Zf” PR I CraNT [(” - & -t - ggh

n=0 oeK|L

Z 1D, 2, Pk HE ~ €0

n=0  KeO LeN(K)

N
Z g+ st Z Z CDK,K|LJ<(M’;(+1’ MTI)@K —{KkL)
=0

KeO LeN(K)
N
== 210"t >0 > kGl u Yk - L), (3.76)
n=0 KeO LeN(K)

[Discext —Zétz D sign(ig = Fk otk bR

n=0  KeO segt
ZQM‘”Z Z sign(ut! — k)F g o (k, k). (3.77)
Ke0 e

Now, we compare Iggz‘t;im and I CDéffv’im. As the numerical fluxes, the numerical entropy fluxes are consistent :
1 n+l 1
Qg (U ug) = f (). ng gdy(x)dt = m(K|L)YD (). ng ..
(on

Simultaneously, for each K € O, we approach £ by the affine function Zx in a neighborhood of K, with
Zk = L(xk), we set Lk, = {(xk|)- Then
L)1k = Zx + o(x — xkP); Lk — Zxie = o(h?); Vg = cston K

IV¢ = Vlrsk) = o(h) and Vig.(xg — xkiL) = {x — ke (3.78)

§Disc,int
I

P , we have
onv

We denote the resulting expression by

jDisc.int _ +1  n+ly gn+l +1
Sy Y e B

n=0 KeO LeN(K)

N
== D0t ), > mKIDOW ) nx @l - &

n=0  KeO LeN(K)

N
= Z 516"} Z Z m(K|L)Dy (" Yok (re — Z)
KeO LeN(K)

N
=- Z st > > mKIL @) nky Vi (xk — xk)
KeO LeEN(K)

= - Z5l9n+1 Z (] (u”+1 . Z m(KIL)VZK.(xIQL - XK)I’IK|L.

KeO LeN(K)
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From now, using Lemma 3.5.1, which states that

D mKILVExnu (e — i) = m(K)Vik, (3.79)
K|L

we find :

[Piscint Z 519" Z (g ym(K)V .

KeO

It is easy to see that

Dtsc mt =Disc.int
C()nv f f ch(uO 51)- V{KdXdl‘ = IConv

| Dzsc int _ Cont mtl |IDtsc Jint Dzsc mtl |IDzsc ,int Com‘,intl
Conv Conv —"Conv Conv Conv Conv

= U3, (€) + U, (&) (3.80)

with :

N
(&) = Z m”“Z

n=0 KIL

T
Up (&) = fo 0 fg Oy(uo.s) VL — Vixldxdt. (3.81)

I+l 1 el .
(q)K,L,k(”r[? ) — Oy uf” ))((K - §K|L) ;

Let us show that vg k(f) and v‘(‘)k(f) tend to zero as 1 — 0. Thanks to (3.78), v40k(§) as h — 0. Now, we
write :

1 (n+1)6t

&) =& = ——
leL otm(KI|L) J,s: KIL

(&(1, x) — &(s, y)dy(y)ds. (3.82)
For all (x,y) € K|L X K|L,

1£(x) = LI < AlIVE]L. (3.83)

We exploit the BV-weak estimates on space derivatives to prove that v(3) (§) tend to zero when h goes to
zero. Indeed, we have

1 1 1 1
[QkLaluy ug") = Prralu™ uf I < max  (Fgg(d,c) = (Fxo(d,d))
ui <esd<ul!

and thanks to (3.83), we get an estimate on the difference between the average value of £ and a control
volume and on one of its edges : there exists C; depending only upon £, such that

VKIL, Ik = il < Ceh.
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Therefore, the following estimate on vg) k(f) holds :

U0k<g>_c,;<h)ZazZ[ max  (Fio(d,) = Fro(d: )|

n+l n+l
n=0 KL Y Sesdsuy

N
+Celh) Y ot Z[ max  (Fgo(d,c) - Fgo(c, c))]

= K|L un+l<c<d<un+l
h
< Cr—

Vh

where the constant C¢ is given by (3.27). Now, it remains to notice that

—[Discext _ Ze’”‘azz D sign(i" = IF ko (k k)

KeO O_E(gext
< Z oo ) Z |Fio(k, )Zg = —150m, (3.84)
KEO exr
Then, we have :
I 120 <0, (:5)

JEonext 4o [Piscext yyo rewrite the term 1215 as

The last step is to compare /, iff Diff bifs

T e @) = mocn @ (1 - £771)

n=0 oeK|L

—ZWH > O @) = ma @ty ) - 1)

oeK|L

~—

= — Z 6t0n+1 Z M(vaan¢(k)(¢(un+l))) (gK K’LQVL -nK|L)

oeK|L ¢
N
== > 60" Y mKIDV o (@)l (3.86)
n=0 oeK|L

where : Kng f V/¢. Notice that

IV = Vizdll ez, = 2.
Therefore we have
Upiss = Ipitsl < vp (&), (3.87)
with :
T
& = [0 | Wom@tuoa Ve - Figzdidsdt. (3.89)

To conclude, we prove that vf) (&) = 0as h — 0. Using Cauchy-Schwarz inequality, we find

Up (&) < 116l IVomgan (¢(uo )l 200h).
Then, using the fact that n7 is 1-Lipschitz, and the estimate (3.39) we prove that v(5) (&) —0ash—> 0. O
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3.6 Convergence of the scheme

The main result of this chapter is the following theorem.

Theorem 3.6.1. (Convergence of the approximate solution towards the entropy solution). Assume that
one of the following hypotheses is satisfied

¢ =1and Q = (a,b) an interval of R; (He=1)
£>1 u.=0, and fop~' €C¥ a>0; (H,,=0)
t = 1 Ue = Umax- (Huczumax)

Let, (uost)o.st be a family of approximate solutions of problem (P1) defined by (3.10), (3.11). Then, under
hypotheses (3.2)-(3.8), we have :

Vp e [l,+00) ups —> uin LP(Q) as max(ét,h) — 0; (3.89)

Vod(uo.n) — Vé(u) in L*(Q) as max(6t,h) —s 0
where u is the unique entropy solution of (Py), i.e u satisfies (1.2).

Remark 3.6.2. It is possible to replace in the Theorem 3.6.1 all the three hypotheses ( (He=1), (H, =0),

(H, )) by the following one, which is much more general :

¢ =Umax

€ > 1 and ug is such that there exist an entropy solution u of (Py) such that
(Hreg(uo))

(f(u) — Vo(u)).n(x) possess a strong trace in L! sense.

Such kind of function u satisfying (Hreg(uo)), will be called trace regular entropy solution (see [5]).
The idea to prove uniqueness of entropy solution is to compare any entropy solution of (P1) with trace
regular entropy solution and break the symmetry in the application of doubling of variables method by
taking test function that is zero on the boundary Q X ((0, T) X 0Q) of Q X Q but non zero on the boundary
((0,T) x 9Q) X Q (see the method of [7, 9]). If (Hreg(uo)) is satisfied for all uy that belong to a certain

subset X such that X”'”L1 = LY(Q; [0, umax]), then uniqueness is true for all uy.

Presently to our knowledge the only results which establish that (Hreg(uo)) hold for a dense subset X is
proved for the case (H, =y, ) (see [22, 66]).

In this pure hyperbolic case existence of the strong trace of the flux is established in [22, 66]. Then
uniqueness of entropy solution follows by standard doubling of variable methods and it is enough to take
a symmetric test function.

In the case where hypotheses (H, -o) or (H¢=1) are satisfied, it is more easy to prove existence of trace
regular entropy solution for the stationary problem with L™ source term. In this case, we even have sense
that the total flux is continuous up to the boundary, i.e (f(u)—Ve(u)).n € C(ﬁ) (see [52]), [18]). Then we
can adopt the same strategy as in the case where (Hreg(uo)) hold , but in the doubling of variable method
we compare entropy solution of (P1) with trace regular entropy solution of (S1). Then using nonlinear
semigroup approach, we prove that entropy solution of (P1) is the unique mild solution (see [9, 7]). The
same strategy is adopted here to prove that entropy-process solution (see Definition 3.6.3) is the unique
entropy solution ( see section 3.7).
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Proof of Theorem 3.6.1. The proof of Theorem 3.6.1 is in two steps. First in Proposition 3.6.8 , we prove
that the approximate solutions converge towards an entropy-process solution. Then in section 3.7 (see
Theorem 3.7.6, and Proposition 3.7.7, 3.7.8, 3.7.9) we prove that entropy-process solution is in fact the
unique entropy solution using the intermediate notion of integral-process solution developed for this
purpose in the Appendix B of this thesis. O

3.6.1 Entropy process solution

Definition 3.6.3. Let u € L*(Q X (0, 1)). The function u = u(t, x, @) taking values in [0, umax] is called
an entropy-process solution to problem (Py) if Vk € [0, umax], ¥é € C*([0,T) x RY), with & > 0, the
following inequality holds :

T 1
fo Lfo {l/‘t(a)u—k|€:t+Sign(ﬂ(Cl’)—k)[f('u)—f(k)].Vé:}dxdtda,
T T
- [ [ v - swrveasars [ [ iwaeoren vare woar
0 Ja 0 JoQ

+ f [uo — kl€(0, x)dx > 0, (3.90)
Q

1
where u(t, x) = f u(t, x, @)da.
0

Remark 3.6.4. If 1 € L¥(Qx(0, 1)) is entropy process solution then, it satisfies for all ¢ € L*(0, T; H'(Q))
such that & € LY(Q) and &T,.) = 0

o ué +fw) — Vo(u) | Vérdxdtda + | upé(0, x)dx = 0. (3.91)
0o Jo Ja Q

We recall the nonlinear weak star convergence for (ups:)0sr Which is equivalent to the notion of
convergence towards a Young measure as developed in [36].

Theorem 3.6.5. ( R. Eymard, T. Gallouét, and R. Herbin, [41]) (Nonlinear weak star Convergence)
Let (u,)nen be a bounded sequence in L*(Q). Then, there exists u € L*(Q X (0, 1)), such that up to a
subsequence, u, tends to u in the nonlinear weak star sense as n — oo, i.e :

1
Vh € C(R,R), h(un)—\f h(u(., @))daweakly — = in L*(Q) (3.92)
0

Moreover, if u is independent on « (i.e u(t, x, @) = u(t, x) for a.e. (¢, x), and for all @), then u,, converge
strongly in L'(Q) towards some u(t, x). In particular, observe that the following holds :

Lemma 3.6.6. Suppose that the sequence u,(.)—u(., @) in the nonlinear weak star sense, assume that g
is a continuous non decreasing function such that g(u,(.)) — 0 strongly in LY(Q). Then, 6 = gu(., ) =
1

g(u) where u(t, x) = f u(t, x, @)da.
0
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Proof. Letv, = g(u,), since g is continuous, then the sequence v, is bounded in L (Q), so that v, (z, x) =

[—x
v(t, x, @) (Where "2" mean the convergence for weak star topology in L°(Q)) and v, — 6 in L'(Q) and
v(t, x, @) := g(u(t, x, @)) is an associated Young measure, since for all 7 € C(R,R)

1 1
h(va(t, x)) = (h o g)(un) — fo hog(u(., @))da = j; h(v(1, x, @))da.

Since v, tend to 6 strongly, one deduces that v(z, x, @) = 6(¢, x) and v does not depend on @. Moreover, if
g is continuous and nondecreasing the level sets g~ ! ({c}) are closed intervals of R. Then for all (7, x) € Q,

p( @) € g 1 ({00)) = u(.) = f u(. @)da € g7 (80D = gu(.) = 6(.). (3.93)

O

From now we give a “discrete L*0,T; H(Q))” compactness result (see [42]).

Lemma 3.6.7. Consider a family of corresponding discrete functions wo s satisfying the uniform bounds.

N N
Z ot Z m(K)WY 1Y < C; Z 5;2 k(g wo) < C, (3.94)

n=0 KeO n=0 K|L

where the discrete gradient VI?E are defined by (3.4) Then there exists w € L*(0, T; H'(Q)) such that, up

to extraction of a subsequence, wo s — W in L*(Q) weakly and Vow — Vw in (L*(Q))¢ weakly.

We wish to prove the convergence of the approximate solution (#p ;) to an entropy solution u of
(Py), i.e. we want to prove that there exists a limit # and that it satisfies (1.2). For that purpose, we prove
first that (1) tends in the nonlinear weak star sense to an entropy-process solution.

Proposition 3.6.8. (Convergence towards an entropy-process solution) Under hypotheses (3.2)-(3.8),
let up s; be the approximate solution of problem (P) defined by (3.10), (3.11). There exists an entropy-
process solution u of (Py) in the sense of Definition 3.6.3 and a subsequence of (uo st)o.st » Such that :

1. The sequence (upst)os: converges to u in the nonlinear weak star sense.
2. Moreover (¢(uos:1))o.5: converges strongly in L*(Q) to o(u) as h, ot tend to zero and
3. (Vod(uos)os — Vu) in (L*(Q))" weakly,

where u(t, x) = fol u(t, x, @)da.

From this result, we deduce Theorem 3.6.1, using additional regularity properties coming from
(He=1), (Hy,=o) or (Hy,=y,,,) (see also Remark 3.6.2 for variants of the concluding argument).
Proof of Proposition 3.6.8. Passage to the limit in the continuous entropy inequality :
Recall that we have proved that vg ,(£) — 0 when (4, 6t) — 0 for & € C™([0, T[xRY). We follow step by
step the passage to the limit for each term of the left hand side of (3.5.2).

Because ugp s is bounded in L*(Q), by Theorem 3.6.5, there exist 4 € L™(Q X (0, 1)) such that up to
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a subsequence, (1¢s;) tends to u in the nonlinear weak star sense as max(dt, 1) — 0. We set u(z, x) =
fol u(t, x, ®)da. Using the continuity of @ (.) and n(.) = |. — k|, we prove that :

T 1 T 1
f f m(uos)dxd — f f f f (0 x. )Edxdida,
0 Q 0 0 QJo
T T 1
f f Oy (o 51).Védxdt — f f f O (u)dxdida.
0JQ 0JQ JO

Due to (3.39) and by the Fréchet-Kolmogorov’s theorem (due to the time and space translation on
&(uos:)) we can apply lemma 3.6.7 for wo 5; = ¢(ups). Notice that in view of Lemma 3.6.6, it appears
that ¢(u) = ¢(u) where u(t, x) = fol u(t, x, a)da. The Lipschtiz continuity of 14 permits to have

T T
[ [ Sonstowomve~ [ [ nsounve
0JQ 0JQ

We conclude that up s, converge to an entropy-process solution . m|

3.7 Integral-process solution and uniqueness
of entropy solution

In this section, we apply the new notion of solution called integral-process solution to the problem
(P1) and present a way to prove uniqueness of entropy solution. In [59], the authors introduced a notion
of entropy-process solution and using the doubling of variable method of Kruzhkov [49] they proved that
entropy solution is the unique entropy-process solution. In our case, we were not able to use the same
argument because we need that the entropy solution possess a strong boundary trace on the boundary in
order that the doubling of variables apply (see [7]). Fortunately, under additional assumptions, we can
ensure the desired boundary regularity for the associated stationary problem :

1) v+div(f(v) = Ve(v)) =g inQ,
: (f0) - Vo) =0 ondQ.

Therefore, firstly we compare the entropy-process solution ¢ of (P) to the solution of (§ ;). This suggests
the use of nonlinear semigroup theory ; more precisely we find that u is also an integral-process solution
to ' + Au = 0, u(a, 0) = up with appropriately defined operator A. Then, proving the m-accretivity of A
and using the result of Appendix B of this thesis, we are able to conclude that u is the unique mild and
integral solution of the abstract evolution problem. At the last step, we use the result of [9] which says
that such solution is the unique entropy solution of (Py).

Recall here the notion of integral process solution (for more details and explanation see the Appendix B
of this thesis.

Definition 3.7.1. Let A be an accretive operator and g € L'(0,T; X). A function v(t, ) is an integral-
process solution of abstract problem v' + Av 5 g on [0, T], v(0, @) = vy, if v satisfy for all (v,z) € A

1 1t
f (Ilv(t, @)= 9~ |Iv(s, @) — f/ll)dczs f f [v(r, @) - 9, 9(7) — z|drda (3.95)
0 0Js
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forO0<s<t<Tand

1
ess-lim f Iv(, @) — upllda = 0. (3.96)
tl0 Jo

Theorem 3.7.2. Assume that A be m-accretive in X and uy € D(A), u is an integral-process solution if
and only if u is independent on a and for all @, u(., @) coincide with the unique integral and mild solution.

Proof. See the Appendix B of this thesis. O

Let us adapt an essential property of entropy solutions to the entropy-process solution, this is based
on the idea of J. Carrillo [28].

Proposition 3.7.3. Let & € C°([0, T[XR?), & > 0. Then for all k €luc, umax], for all D € R’ and for all
entropy-process solution u of (P1), we have

T 1
fo fg fo {lu = ki + signu = )| (o) ~ f(0)].V¢) dxdrda

T
- ff sign(u — k)(VqS(u) - D).Vfdxdt
0Ja

T
" f o — KIE(O, x)dx + f f F ) = D).g(0] EdHE (vt
Q 0JoQ
> Tim + f f V¢(u).(V¢(u)—D)§dxdt. (3.97)
=00 ON{—o<d(u)-p(k) <o}

Proof. The proof follows the arguments of [9]. Let us recall that if u(z, x, @) is entropy-process solution

1
and (HI) hold, then u(z, x) = f u(t, x, ¥)da satisfies in the weak sense for all k € [u., umax] and all
0
DeR’:

(= k), + div[( fo 1 fuda - V¢>(u)) _ ( Flk) - D)] ~0 in o,

- i t,x)—k) = -k Q
(Py) ess tggg(u(,X) ) = up(x) on Q,

(f Foda - Vo) - (6 - D)

Take the test function sign,(¢(u) — ¢(k))é = Hy(d(u) — ¢(k))é in the weak formulation of this problem
with £ € C*([0, T) x RY). Using the formalism of [3], we have

n =—(ft(k)—D).y onZX.

T
L (U = k)1, Ho (d(u) — ¢(k)E) 1y 11 (0o dE

T 1

- fo fg Ho($(u) — p(R))|( fo fwda - Vgw)) - (f(k) - D)|.vé
T 1

- fo fg ¢( fo fwda = V() - (f(k) = D)|. VH(p(u) - (k)

T
_ f f Ho (@) - ¢(0)(f(K) — D).é = 0.
0JoQ
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By the weak chain rule (see [3])

T T
fo ((u = k)1, Ho (p(u) = $()E) g1y 11 () At = — fo fg Ly ()é;dtdx

- f I-(u0)é(0, x)dx (3.98)
Q
1 if r>o0,
where : H,(r) = = if [rf<o, and
-1 if r<-o,

Z
I,:7+— f Hy(¢(s) — p(k))ds — |z —klas o — 0 (3.99)

k

Then, after passing to the limit as o — 0, we have
f lu — k|édxdt = —f sign(u — k)(u — k)&, dxdt
Q Q

1
=- f sign(u — k)( f pda — k)g,dxdt (3.100)
0 0

Now,notice that because k €]u., umax[ and because ¢(u(a)) = const on [0, 1] we find that sign(u(a) — k)
is constant on [0, 1] equal to sign(u — k) Then , we see that

1
f lu — K¢ dxdt = — f f lu — kl&dadxdt. (3.101)
0o 0 Jo

Similarly, we see

JS| . |
L f(; L sign(u — k)[f(,u) - f(k)].Vfdxdt = L L f(; sign(u — k)[f(y) - f(k)].Vfdxdtdcx,
(3.102)

For treatment of the others terms, we refer to the Chapter 1. O

Let us firstly prove that the initial datum is satisfied in the sense of (3.96) (see the Appendix B of
this thesis). This means that the entropy-process solution satisfies the initial condition of integral-process
solution.

Lemma 3.7.4. Let v be an entropy-process solution of (P1) with initial datum vy € L™. Then the initial

datum is taken in the following sense :

X 1
limf f f [v — voldtdxda = 0. (3.103)
510 Jo Ja Jo

Proof. The proof follows the one of Panov in ([67, Proposition 1]). For ¢ € R and s > 0, consider the
functions

1 S 1
Yi(,0) i x€Qr— — f f v(t, x, @) — cl|dtda. (3.104)
s Jo Jo

115



Because v is bounded, the set (‘W,(., ¢))s>0 is bounded in L*(€2). Therefore for any sequence s,, — 0,
there exists a subsequence such that for all ¢ € Q, (W;(., ¢))s~0 converges in L*(€2) weak star to some
limit denoted by ((., ¢)). Fix & € D(Q)*. From Remark 3.6.3 with test function &(t, x) := (1 — f)*f(x)
we readily infer the inequalities

Ve eQ, f Y(x, o)é(x)dx < f lup — clé(x)dx. (3.105)
Q Q

By the density argument, we extend (3.105) to all £ € L'(Q), & > 0. Now for all € > 0, there exists a

number N(€) € N, a collection (cf)?’:(f) C Q and a partition of Q into disjoint union of measurable sets
N(e) N(e)
Q, ...,QIE\,(E) such that |lvo — v{ll,1 < €, where vj := Z cilg;. Because 1 = Z 19;, applying (3.105)
J=1 j=1
with ¢ = cj and ¢ =1 o we deduce
1 Sm 1 N(e)
lim — f f f v = vildrdxda = lim | )W, (x,c5)lgedx
nm—00 Sm 0 0 Jo m—oo0 Q j:[ J J
N(e)
= f Z‘P(x, cj)lge_dx
Q4 J
j=1

N(e)

< f Do = cSlaedx = IIvo = vl < e,
Q“5 !
j_
Using once more the bound |[vo —v(ll;1 < € (in the first term of the previous calculation), we can send € to
zero and infer the analogue of (3.104), with a limit taken along some subsequence of (s,);,>1. Because
($m)m>1 Was an arbitrary sequence convergent to zero, (3.104) is justified. O

Now it remains to prove that the entropy-process solution an is integral-process solution. Let us
define the (possibly multivalued) operator A 4 by it resolvent

v such that v is an entropy solution of (S1), withg =v + z.
(v,2)€ Ary =1 and strong L! trace of (f(u) — Vé(u)).nlsq exists
and equal to zero.

Definition 3.7.5. The normal component of the flux Fu] = (f(u) — Vé(u)).n has a L' strong trace
yFlal € L} (0Q), at boundary 0Q if

Loc

o1
lim —
s—0 5

f EXNF [ul(s, X) — yF [ul(X)ldxdT = 0. (3.106)
0 Jiedn

After having defined this operator, we present the following results.

Theorem 3.7.6. Assume that Ay g is m-acccretive densely defined on LY [0, ttmax ). Then the entropy-
process solution is the unique entropy solution.

Before turning to the proof of Theorem 3.7.6, lets us present three cases where it applies.
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Proposition 3.7.7. Assume (H¢=1) holds. Then, Ay g is m-acccretive densely defined on LY(Q; [0, tmax]).

For the proof, we refer to Chapter 1, Proposition 1.4.10.

Proposition 3.7.8. Assume that, (H, —o), holds. Then A 4 is m-acccretive densely defined on LY(Q; [0, umax]).

Proof. (sketch) The proof is essentially the same as in [7], where the case ¢ = Id has been investigated.
For general ¢ satisfying f o ¢~' € C%, & > 0 we adapt the result of Lieberman [52]. As ¢ is bijective,
we set w = ¢(u) and rewrite the stationary problem as :

div(f o ¢~ (w) — Yw) = g(x) — ¢~ (W) = div(B(w, Vw)) = F(x, w),

where B and F satisfies the hypothesis of [52], then w = ¢(u) € C**(Q),a > 0 and u € C**(Q). We
deduce that (f(u) — V(¢(u)) € C(Q). o

Proposition 3.7.9. Assume that (H,, ) holds. Then At 4 is m-acccretive densely defined on LY€% [0, tmax]).

=Umax
For the proof, we refer to [22, 74, 65] where the existence of strong trace of f(u) has been proved for

pure conservation laws.

In the sequel, we concentrate on the proof of Theorem 3.7.6 in the case (H,=;) holds. The other cases are

similar, using the hint of [7] .

Proof of Theorem 3.7.6. Now, we apply the doubling of variables [49] in the way of [7, 9] (see also
Chapter 1). We consider u = u(t, x, @) an entropy-process solution of (P;) and v = v(y) an entropy
solution of ($1) using in the definition of Ar 4. Consider nonnegative function & = &(z, x, y) having the
property that £(., ., y) € C*([0,T) xﬁ) foreachy € Q, &, x,.) e CS"(ﬁ) foreach (t,x) € [0, T) xQ. Let us
denote the sets on which the diffusion term for the first, respectively for the second solutions degenerate
by

Qp ={x e Qut, x,a) € [0,ucl}; Qy = {y € Qv(y) € [0, ucl}.

We denote by Qf respectively Qf their complementaries in Q. In (3.97), take & = £(t, x,y), k = u(y),
D = ¢(u)y and integrate over Q§ x [0, 1]. We get

T 1
fc fof Qfo {|,U — V& + sign(u — v)[f(,U) —f(V)]-é‘x}dadxdtdy
' T
_ f f f sign(u — v)(¢(u)x - ¢(v)y).§xdxdtdy
0 J0 JxeQ

T
s [ Jemr-empawledoaay+ [ o= ie. sy
¢ Jo Jxeon Q5 Jxe
T
> Tim f f f B0 D), — Bv)y)dxdrdy. (3.107)
o200 Jas Jo Jxean(-o<pu)-¢(v)<o)

1. Notice that the C? regularity assumption on 4, made in [7] is easily bypassed using the variant presented
in [8, Section 4]
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In the same way, in (3.6.3) take & = £(7, x,y), k = v(y), integrate over Q,, and use the fact that ¢(v), = 0
in Q,. We get

T 1
f f f f {Iﬂ—VI§z+sign(/u—v)[f(u)— f(v)]..fx}a'adxdtdy
o, Jo Jxea Jo
T
- f f f sign =)@, - 903, ) & drdy
Q, Jo JxeQ

T
+ f f f |(f0) = ¢(v)y).m(x)| €dodtdy + f f luo — VIEO, x, y)dxdy > 0. (3.108)
Q, Jo Jxed Q,Jxe0

Since Q = Q, U Qf, by adding (3.107) to (3.108) we obtain :

T 1
fg fof Qfo {lﬂ — V& + sign(u — v)[f(ﬂ) - f(v)]-fx}dadxdtdy
Y€ X€

T
- f f f sign(u = v)(@(u), - 909, ) drdy
yeQ JO JxeQ
T
[ [l soaeledoddy+ o= ey
Q J0 Jxei Q JxeQ

— 1
> lim —

T
f f f P(u)x(P(u)x — $(v)y)édxdidy. (3.109)
o200 Jag Jo Jxean(-o<pu)-¢(r)<o)

In the entropy formulation of (S), take & = &(t,x,y), k = u(t,x,a), D = ¢(u)x and integrate over
(t,x,a) € (0, T)xQ{x(0,1)

T 1
[ [ [ sientv=w]s0) - st dadaray
o Jo Jo Jyeo
T 1
- f f f f sign(v — /J)(¢(v)y—¢(u)x).§yda/dxdtdy
o Jo Jo Jyeo
T 1
+f f f f sign(v — w)(v — g(y))édadxdtdy
0o JacJo Jyeo
T 1
e [ - a0 edadodar
0 JocJo Jyeon

T 1
> lim l f f f f dW)y(p(v)y — d())édadydtdx. (3.110)
=00 Joc Jo  Jyeni—o<pu)-p(v)<o} JO

Since v(y) is entropy solution, then take in the entropy dissipative formulation of (S) & = £(¢, x, ),
k = u(t, x,@) €luc, umax[, integrate over (0, T) X Q, X (0, 1) and use the fact that ¢(u), = ¢(u), = 0 in
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0,T) x Q,.

T (1
[ [ [ sientv= ]9 - st dadaray
Q. Jo Jo Jyeq
T 1
- f f f f sign(v — ,u)(¢5(v)y - qﬁ(u)x).{fydadxdtdy
o, Jo Jo Jyen
T 1
+ f f f f sign(v — w)(v — g(v))édadxdtdy
0 Ja,Jo Jyen

T 1
e [ = s00m edadodar > o (3111
0 Ja,Jo Jyesn
By adding (3.110) to (3.111), we obtain

T Al
fff f sign(v—,u)[f(v)—f(y)].‘fyda/dxdtdy
o Jo Jo Jyeq
T Al
—fff f sign(v—,u)(¢(v)y—¢(u)x).§yda/dxdtdy
QJ0 JO JyeQ
T 1
+f ff f sign(v — (v — g(y))édadxdtdy
0 QJ0 JyeQ
T 1
e [ L[ - swnmoedadodsdr
o JaJo Jyesn

1 T 1
> lim — f f f f P (d(v)y — dp(u))édadydtdx. (3.112)
=00 Jac Jo  Jyen(-o<p)-¢)<a} JO
Now, sum (3.109) and (3.112) to obtain

1 T
f f f f lt — viédadydxdi + f f 1o — (O, x. y)dxdy
0 0 JQJQ QJQ
1 T
+ f f f f sign(v = W[ f () = fO)|(€« + &)dadydxd
0 0 JQJQ
T 1
- f f f f sign = v)(@(u). - 90, )€ + & dadydxds
0 JO QJQ
T
+ f f f (£ = 6))0(0)| édordrdy
0 x€0QJIQ
1 T
+ f f f f () - B0 70| Edyderds
0o Jo Jadyesn
1 T
+f fffsign(v—,u)(v—g(y))gdydxdtda
0 0JQJQ

— 1
> lim —

T
f f f lp(v)x — p(u),I*édydxdt > 0. (3.113)
=00 Jo X QN =T <p(v) () <)

Next, following the idea of [7] (see also Chapter 1) in the simple one-dimensional setting, we consider
the test function £(z, x, y) = 0(1)pn(x, y), where 0€ CP(0,T), 020, py(x,y) =6,(A) and A=(1 - m)x -
y+ Zn‘gfa). Then, p, € D(Q x Q) and P, (*>¥) = 0. Due to this choice

T 1
f f f f I(f () — () ).Vl pnbdydordt = 0.
0 JxeQ JyedQ JO
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By the Proposition 3.7.7 and the definition of A4, we prove that for the stationary problem, (f(v) —
#(v)y) € Co(la, b]). Therefore we have
|(f(v) - ¢(v)y).n(x)| — 0 when x — y, i.e, as n — o0. We conclude that

T
lim f f f |(f ) = 6(v))).n(x)| pubdydordt = 0.
=00 Jo JxedQ JyeQ

It remains to study the limit, as n — oo

1 T
I = fo fo fg fg Osign(u — [(F() = $(w)) = (F0) = $0I)|-(0n)s + (on)y )y

i b
We use the change of variable (x,y) — (x,z) withz = n(x - y) — ;=-x + %,

":b—a

1 1 T
fo f 1 fo fQ sign(u = V)| () - $u)) — (fO) - $()y)| 6, @)bdxdrdzder

b
sign(u(t, x, @) = va(x, )| p(t, X, @) = gu(x, 2, @) |6,()0()dxdtdzder,

where v, (x,2) 1= v(y), p(t, x, @) := f(u) — ¢(u), and g, := f(v) — ¢(v),. For z given, v,(., z) converges to
v(.)in L! and ¢,(., z) converges to ¢(.) := f(v) — ¢(v), in L'. We deduce that for all z € [-1, 1] (see [7]
also [9])

1 1
K, (z,a) := ff sign(wy(t, x, 2)h, (¢, x, @)dxdtda — ;0 ff sign(w)hdxdt
0Jo 0vQ
=: K = const,

where w,, 1= u—v,, h, := p—qnand h := p—q. Then K,,(.) converges to K independently on z. Moreover,
from the definition of K, one finds easily the uniform L* bound |K,| < 2(l|pllzig) + TllqllL1q)), for n
large enough. Hence by the Lebesgue theorem,

n—oo

lim K 2(2)0'(2) = K f §'(2) =

We have shown that the limit of [, equals zero. The passage to the limit in other terms in (3.113) is
straightforward. Finally (3.113) gives for n — oo

1 pT 1 pT
f ff lu(t, x, @) — v(y)|0’ (H)dxdtda + f ff sign(v — w)(v — g)0dxdtda > 0.
0 JoJa 0 JoJa

d (! 1 _ .
7 f llu(t, @) = Vil qda < f f sign(u —v)(v — g)dx in D°(0, T).
tJo 0 Ja

Thus, v is an integral-process solution of (E) with A = Ay 4. m|

Hence
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Chapitre 4

Numerical experiments

4.1 Introduction

We end the first part of this thesis by focusing on a purely numerical framework. Several numerical
illustrations are provided. All the tests presented herein are obtained by a time-explicit finite volume
scheme under the appropriate CFL conditions. Several illustrations of solution behavior are proposed.
The rate of convergence of the scheme is then investigated. Our aim is to understand the role of some
assumptions considered in the preceding theoretical study (see Chapters 1 and 2) and to see the robustness
of our scheme. This permits to outlook the opportunities that we could consider in future work. Results
of computation discussed below are focusing both on the purely hyperbolic case and on the degenerate
parabolic case. For the approximation of the convection fluxes, we used Rusanov fluxes and also Lax-
Friederich numerical fluxes.

4.2 Evolution of solutions
and speed of convergence of the scheme

4.2.1 Numerical illustrations of evolution of solution

We present here numerical tests to see the evolution of the numerical solution of equation u; +
fw)y — ¢(u)xx = 0 in the hyperbolic (¢ = 0) and in the degenerate parabolic (¢ continuous, non-
decreasing function) regimes. We investigate about zero-flux, Robin and Dirichlet boundary condition.
The following tests are performed using CFL condition, however CFL condition is more restrictive in
the degenerate parabolic situation.
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Zero-flux boundary condition

Degenerate paratolc zero-lux boundary condiion Hyperbolic zero-flux boundary condition

_t=0 2 ‘\\"l.
- 1=0.04
o t=0.08

itraiterieod

0 02 04 06 08 1

FiGURE 4.1 — Evolution of solution with zero-flux boundary condition

Case convection flux diffusion flux space steps time step
Degenerate parabolic fw) =u(l —u o(u) = (u—0.6)* ox =0.01 6t =210
Pure hyperbolic fw) =u(l —u o(m) =0 ox =0.01 5t =2.1073

TaBLE 4.1 — Data to illustrate Figure 4.1

Here, we consider Q = (0, 1). We can observe that a part (bottom at left, see Figure 4.1) of solutions
of degenerate parabolic and hyperbolic cases coincides. Remark that the hyperbolic solution is forced to
reach the value 1 at the point x = 1. While, the parabolic solution will use moreover the contribution
of the slope ¢(u), of ¢(u) to satisfy the boundary condition. We observe also that the shock through the
parabolic region disappears instantaneously but the shock through the hyperbolic zone is maintained, and
the impact velocity is very different and even slope of ¢(u) to the right hand side of the shock contributes
significantly to the speed (it is clear that the shock propagates much faster here in the degenerate parabolic

case, compared to the hyperbolic case).

Robin boundary condition

In the case of Robin boundary condition, we observe with the same initial condition a similar illustra-
tion of evolution of solution as with the zero flux degenerate parabolic case (see left part of Figure 4.2).
Indeed, in this case b(u) = ¢(u) = (u — u.)* (see Table 4.2) and at the neighborhood of x = 0, due to the
choice of u, (here u. = 0.6) we see that b(u) is zero and then problem coincides with zero-flux boundary
condition. Naturally, in the neighborhood of x = 1 where u takes values above the degeneracy threshold
u. = 0.6, we observe a behavior that is analogous to the zero-flux case but the solution is quantitatively
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CHAPITRE 4. NUMERICAL EXPERIMENTS

different. For the pure hyperbolic case, assumption (H2) forces b(u) to be zero, therefore the Robin case

coincides with the zero-flux case.
Let us consider, as a second example, the framework of W. Hiroshi and O. Shinnosuke (see [45]) by

taking b(u) = f(u)n i.e. b(u) = —f(u) at x = 0 and b(u) = +f(u) at x = 1 (see Table 4.2). According to
theoretical results of [45], if f. is monotone non-decreasing (this requires an x-dependence also in the
flux f = f(x,u)) there exists a unique solution to the corresponding Robin problem which corresponds,

in fact, to the Neumann boundary condition d,¢(u).nn = 0. The solutions verify the maximum principle
with respect to the maximum and minimum values of ug. In our case, we have taken x-independent f(u),
which means the assumptions of [45] are not satisfied. Nevertheless the scheme performs well and we
observe that the numerical solution converge towards a limit which satisfies the maximal principle (see

right part of Figure 4.2).

Hyperbolic Robin boundary condition

Degenerate parabolic with Robin boundary condition 1
1 T T
- S
08t = t=0.01 08 w2002 :‘ 7
“““ t=0.04 o 1008 Vi
AU.6' - 10,08 "p"‘";f‘::‘ “'ﬂ" R 06 116 : |
A Pl I iy
50.4,;, : " 50.4 —— i
[ [}
i i1
|
0 W0 08 1 (Y 05 05 0 1
X X
FiGure 4.2 — Evolution of solution with Robin boundary condition
Case convection flux diffusion flux space steps time steps
Degenerate
parabolic f@) =u(l—u o(u) = b(w) = (u—0.6)" ox =0.01 8t =2.107
¢(u) = 0 and
Pure hyperbolic f@) =u(l —u) b(u) = f(u).n, ox =0.01 6t =2.1073

TaBLE 4.2 — Data to illustrate Figure 4.2

Dirichlet boundary condition

Here, for the sake of completeness we investigate about evolution an initial datum in the case of
Dirichlet boundary condition. Many references exists in the literature dealing with this kind of boundary
condition (see for example [59]). The aim here is the illustrate some phenomena that we describe in the
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Chapter 2 as for example the fact that in the Figure 4.3 we observe at x = 1 a formation of boundary
layer, the solution cannot respect the formal boundary condition. The solution stays bounded between the
maximal and minimal values of the initial data and boundary data without any confinement hypotheses
as we explain in the Chapter 2.

Degenerate parabolic Dirichlet homogeneaus boundary values problem

1 -t
-, {201
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Degenerate parabolic Dirichlet homogeneaus boundary values problem
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Hyperbolic Dirichlet homogeneous boundary values problem
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Ficure 4.3 — Evolution of solution with homogeneous Dirichlet boundary values condition

Case

convection flux diffusion flux space steps time step
Degenerate parabolic fw) =u(l —u ou) = (u—0.6)" ox =0.01 6t =2.107
Pure hyperbolic fw) =u(l —u) o) =0 ox = 0.01 ot =2.1073
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CHAPITRE 4. NUMERICAL EXPERIMENTS

4.2.2 Mesh refinement and speed of convergence

Here we investigate the case of zero-flux boundary condition. The computations of this test are based
on the time-explicit analogue of the finite volume scheme of Chapter 3. The simulations are stopped at

t = 2 sec. Measurements of the numerical error provided when 6x tends to zero are exposed. To measure
N

the error, we use the L! norm of the numerical error given by Z u
i=1
are considered involving, respectively space step ox equal to %, %), ﬁ), % and 10, 20, 40, 80 cells . The
reference function u,.s is the numerical solution with 6x = % and 160 cells. The time step is chosen
accordingly to the CFL condition (6t < Céx if ¢ is set to zero, and 6t < C6x* otherwise). Figure 4.4.

represents the logarithmic scale profile of the error.

app _
i

u;ef |. Several spatial meshes

Rate of convergence for L' rorm: Hyperholic case Rate of convergence for L' norm; Degenerate parabolic case
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FiGure 4.4 — Rate of convergence

4.3 Numerical behavior with and without confinement
assumptions

4.3.1 Further numerical illustrations

In this section, we investigate about the importance of hypothesis (H1) (see Chapter 1 in the case of
zero-flux boundary condition). Further, we propose also an interpretation of numerical observation in the
case of Robin boundary condition by analyzing the role of assumptions (H2), (H3) also of the Chapter 1.
For the zero-flux boundary condition, our entropy formulation is based on the hypothesis (H1). This
hypothesis ensures the L™ bound on the solution. More precisely, if we suppose the initial datum taking
values in [0, umax | then the interval [0, umax ] Will be the invariant domain of the solution. Here we suppose
umax = 1 and consider the initial datum taking values in [0, unax], then if (H1) holds, we observe that
the numerical solution stays in this interval (see the first figure at left hand side of Figure 4.6 and 4.5 for
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both hyperbolic and degenerate parabolic case). But if we drop the assumption (H1) by considering for
example f(u) = % then at some distance from the boundary the sequence of numerical solutions remains
bounded in the degenerate case (see the second at right side of Figure 4.6) and also for the hyperbolic
case, however we observe see also that it’s appear a kind of boundary layer at x = 1 (see Figure 4.5).
This numerical test shows that the confinement assumption (H1) may not be necessary for investigation
of problem (P;). We have observed convergence towards a bounded solution but not in the sense of our
definition of entropy solution. In future work, we hope to find an appropriate formulation which lead to
existence and uniqueness result without (H1).

Secondly, in our Robin boundary condition framework, with considering f(0) = 5(0) = 0, the assumption
(H3) plays a same role of confinement in the sense that it permits to have the numerical solution in
[0, umax]. We remark that in the situation were (H3) is dropped and ug € [0, umax] then the numerical
solution does not satisfy the entropy formulation, because u;, € [0, umax]-

Further, our entropy formulation requires to choose b(u) in the functional space that permits to define
the trace of b(u) on the boundary ; for this reason, assumption (H2) was imposed in Section 1.5. In the
context where assumption (H2) is not taken into account, numerically, we observe a boundary layer
(see Figure 4.7). Now, taking into account these assumptions, the numerical observation seems illustrate
nicely the theoretical results on the well-possedness of problem (P;) (see Figure 4.7 ). As noticed in
Remark 1.2.3, we expect that with this hypothesis, the boundary condition is satisfied literally and if the
numerical solution converges toward the unique entropy solution, then we avoid boundary layer.

Case convection flux diffusion flux space steps
Degenerate parabolic without

(H1) fu) = ”72 o) = (u—0.6)* ox =0.01
Pure hyperbolic without (H1) fu) = ”72 o(m) =0 ox =0.01
Degenerate parabolic with (H1) fw) =u(l —u o(u) = (u—0.6)* ox =0.01
Pure hyperbolic with (H1) fw) =u(l —u ¢(m) =0 ox =0.01

TaBLE 4.4 — Data to illustrate Figures 4.5 and 4.6 for zero-flux problems

Case convection flux diffusion flux b(u) space steps
without (H2) fuy =% o) = w—-06)* | u 5x = 0.01
without (H3) fw) = ”72 o) = (u—0.6)" (u-0.6)* ox =0.01
with (H2) and (H3) f) =u(l —u) o) = (u—0.6)* (u—0.6)" ox =0.01
without (H2) and

(H3) f) =u(l —u) o) = (u—0.6)* u ox =0.01

TaBLE 4.5 — Data to illustrate Figure 4.7 for Robin boundary problems
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CHAPITRE 4. NUMERICAL EXPERIMENTS

u(t,x)

Hyperbolic case without (H1)

Hyperbolic case with (H1)
1 ; 4 ]
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Ficure 4.5 — Hyperbolic zero-flux problem : with and without (HI)
Degenerate parabolic with (H1) Deganerate parabolic case without (H1)
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FiGure 4.6 — Degenerate parabolic zero-flux problem : with and without (H1)
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Robin houndary condition without (H2)
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FiGure 4.7 — Assumptions (H2) and (H3) in the case of Robin boundary problem

4.3.2 Conjectures and perspectives

First, let us describe several theoretical perspectives.
e Bounded entropy solution to the zero-flux problem seems to exist without (H1) (without (H3), for the

Robin problem). We refer, in particular, to the hyperbolic case studied by Andreianov and Sbihi in [12]),
where an entropy formulation has been proposed, with an indirect justification of existence. Because
of the absence of a global L™ estimate on the approximate solutions (due to absence of (H1) or (H3))
convergence of numerical approximations has not yet been proved, even for the pure hyperbolic case
of [12]. In general, it remains to find an appropriate entropy formulation for the degenerate parabolic
problem, possibly using the insight from the new formulation of the Dirichlet case (Chapter 2) where the

role of obstacle-type condition at the point u. has been highlighted.

e Assumption (H2) in the Robin case ensures that the value b(u) present in the integral on the boundary
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CHAPITRE 4. NUMERICAL EXPERIMENTS

makes sense, defined as b(u)|o,ryxae = B(bW)l0,1)xs0)- In this case, in compliance with Lemma 1.5.8
we observe the absence of a boundary layer in the numerical sequence of solutions. Relaxing (H2), we
could still define a boundary trace as b(u)lo,rxoe = b(ulo,1)xs0) using the results of Kwon [50] and
Appendix A of this thesis. But as the above numerical experiments show, a boundary layer may develop
without assumption (H2). Moreover, (H2) was used in our proof of convergence of approximate solutions
in Chapter 1. Therefore, while we think that the entropy formulation of Chapter 1 for Robin boundary
condition is suitable even in absence of assumption (H2), the existence theorem for the Robin case wi-
thout (H2) remains to be justified.

Finally, we briefly indicate two numerical perspectives.
e We expect soon investigate about implementation of the implicit scheme studied in Chapter 3.

e We will look more particularly about 2D implementation, to illustrate the results of Chapter 3.
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Deuxieme partie

Solution onde pour un systeme couplé
dans un milieu hétérogene
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Chapitre 5

Equation de Hamilton-Jacobi :
propagation monotone d’un front

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous n’allons considérer qu’un modele géométrique de propagation de front (on
néglige I’effet de la température), ce qui revient a considérer K(u) = 1 dans 1’équation (H). Dans ce cas,
le probleme (H) se ramene 2 :

+r(y)J1+& = eliyyf%

(Hy) &t 1) =£@,0) >0,
&t 1) =&(1,0) t>0,
£0,y) =&(O) y€[0,1].

Nous avons donc une équation de type Hamilton-Jacobi avec un terme de diffusion. Suivant les caracté-

yel0,1[, t>0

ristiques du milieu, le front peut étre vu comme se propageant dans un milieu homogene (dans ce cas r
est constante) ou dans un milieu hétérogeéne (r varie suivant les différentes couches du matériau consi-
déré). Le parametre € est le coeflicient du terme de courbure.

Nous analyserons ensuite le probleme (H, ) suivant certaines valeurs des parametres r et €. Ainsi, nous
nous intéresserons tout d’abord au cas ou la vitesse de propagation est nulle (» = 0). Dans ce cas, I’ équa-
tion (H,) se réduit a un probleme de diffusion. Ensuite nous regarderons le cas sans terme de diffusion (e
est nul). Enfin, on s’intéressera au probleme complet (c’est a dire r et € sont non nuls). Ces observations
nous permettrons de trouver une relation liant les coefficients € et r pour avoir une propagation monotone
(voir Définition 5.3.3) qui sera utile dans la suite de la these plus précisément au Chapitre 7.

5.2 Evolution du front sous le seul effet de la courbure (r=0)

Dans le cas ol le taux de combustion r n’est pas prise en compte dans 1’équation du front, le pro-
bleme (H,), dégéneére en un probléme parabolique non linéaire. Une discrétisation par la méthode des
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différences finies centrées du terme de diffusion permet d’avoir une approximation numérique de la so-
lution. Ainsi, si on suppose ¢t le pas de temps et Jy le pas en espace, on déduit le schéma suivant :

AT U e),

o2l e) el o]

gl = ¢t + eot (5.1)

J

Ici ff‘ = &(kot, loy) représente la position du front a I’instant k67 > O et au point y = [6y. L’équation (5.1)
peut s’écrire sous la forme :

gl =afl | +(1-20)8) +af)_| (5.2)

eot
avec a = >0

5y +025[( R R G )]2

Pour que f”“ soit une combinaison convexe de f” . f” et & {RE il faut que : 1 + 2a > 0 c’est a dire

2 €ot <1. (5.3)

oo o) loa

Etant donné que

ot ot
: S< =2 (5.4)
oy?
0 +023[e1. -6+ (641, )
alors une condition de stabilité du schéma est donnée par
ot 1
—2 < 2 (5.5)

On obtient sous la condition (5.5), un principe de maximum discret. Il n’y a pas de propagation, le front
reste borné entre la valeur minimum et la valeur maximum du front initial. L’ étude de ce cas s’avere tres
utile dans la compréhension du probleme couplé (H — P). En effet, il peut y arriver pour certaines données
du probleme que la température au front soit telle que K(u) — 0. Cette situation serait donc équivalente
ar = 0. Dans ce cas, un front initial droit restera immobile. Par contre un front initial sinusoidal (par
exemple &y(y) = sin(2my)), va s’ aplatir dans le temps (voir la Figure 5.1). On remarque alors que 55.’“ —f;?
n’a pas un signe constant pour tout j € Z et tout n € N.

5.3 Evolution du front avec » non nul

Dans cette section, on considérera deux cas possibles : le cas ol € est nul et celui ol € est non nul.
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CHAPITRE 5. EQUATION DE HAMILTON-JACOBI : PROPAGATION MONOTONE D’UN
FRONT

[ t=025
|=—t=05 |
|-+ 1=075
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Ficure 5.1 — Evolution d’un front sous le seul effet de la courbure
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5.3.1 Propagation de front sans effet de courbure (¢ = 0)

Dans le cas ot le coefficient de viscosité € est nul (propagation sans effet de courbure), on se retrouve
avec une équation de Hamilton-Jacobi. On propose un schéma de Godunov pour la discrétisation du
probleme (H,). Ce schéma est inspiré des schémas hyperboliques. En effet, si on dérive 1’équation de
Hamilton-Jacobi suivante ( avec r constante pour simplifier)

v, rH(@): 0, (5.6)

ov . . . .
par rapport a y et en posant w = e on obtient I’équation hyperbolique suivante :
y

ow  OH
o + ra—y(w) =0. (5.7)

Le schéma de Godunov pour la résolution de (5.7) est alors donné par :

6 n n
g r—(HGOD(w W) = HGop MWLy, wy)) (5.8)

t
Wi i sy

ou Hgop est le flux numérique de Godunov défini comme suit :

minve[a,b]H(v) sia<b

Hgop(a.b) =
maxyepp,aH W) sinon.

Comme c’est la méme fonction H qui apparait dans les deux équations (5.6) et (5.7), on va utiliser le
méme flux numérique pour approcher (5.6). Nous allons donc discrétiser 1’équation (5.6) comme suit :

A n A 71
V.—V. V. - V.
n+1 i =l Tl J)

Vit = v;? - rjél‘HGOD( Y % (5.9)

Remarque 5.3.1. Le schéma (5.8) est un schéma a trois points et qui peut s’écrire sous la forme

n+l _ no.n n
w; = W(wj,wj_l,ij).

Ce schéma sera dit monotone si W est une fonction croissante par rapport a chacune de ces trois va-
riables. Il est connu que le schéma de Godunov est monotone sous la condition de type CFL suivante :

ot 1

— < —. 5.10

oy ~ 2 max(r) ( )
yel0,1]

1l existe plusieurs type de schémas monotones pour notre probleme (Lax-Frederick, Rusanov, Godu-
nov...). Nous avons choisi le schéma de Godunov pour son caractére upwind et le fait qu’il ne soit pas

‘trop’ diffusif.
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CHAPITRE 5. EQUATION DE HAMILTON-JACOBI : PROPAGATION MONOTONE D’UN
FRONT

5.3.2 Propagation de front avec effet de la courbure (¢ # 0)

Nous traitons maintenant le probleme complet (H, ) i.e. (r et € non nul). Pour avoir un schéma numé-

rique qui prend en compte I’effet de courbure, nous compléterons le schéma (5.9) par une discrétisation
Yy
&

centrée du terme €

On obtient alors le schéma numérique suivant :

g g &
n+l _ ¢n ) °j 2 j-1 S+l J
& —fj_rJ‘StHGOD( 5 o )

( " —f;?)—(f'f- - 7—1) .
5y? + 0.25[( R é’;’) t (57 - ?—1)]2

Remarque 5.3.2. Ce schéma est stable si la condition suivante est vérifiée

+ edt

S 2
ot < min(—y, ‘SL).
maxr 2e
y

Cette condition sur le pas de temps est une conséquence de (5.5) et (5.10).

Notons que la présence du terme de courbure a un effet régularisant sur le front. En effet, comme le
montrent la Figure 5.2 (sans terme de courbure € = 0) et la Figure 5.3 (avec terme de courbure ici
€ = 0.1), on remarque un arrondissement des "coins". Ce constat est prévisible puisqu’on passe d’une
équation d’Hamilton-Jacobi d’ordre un a une équation parabolique.

5.3.3 Illustrations et observations numériques

On propose ici une définition qui jouera un rdle crucial dans la preuve de la monotonie du schéma
qu’on adoptera pour le systeme couplé (H — P) (voir le Chapitre 7).

Définition 5.3.3. On appellera une propagation monotone, une propagation telle que pour tout t > 0 :

Py gl _gn
Z(t,y) <0 Vye[0,1],¢>0c’estadire ——2L <0 ¥Yn>0,j€eN. (5.11)
ot il —In

S’il existe au moins un temps t > 0 tel que (5.11) ne soit pas vérifié, alors la propagation sera dite
non-monotone.

Pour un front initial donné par une droite, la propagation du front se fait de la droite vers la gauche
(voir Figure 5.4, pour un milieu homogene et Figure 5.5, pour un milieu hétérogene). On a bien une
propagation monotone. C’est n’est pas toujours le cas pour un front initial quelconque. Par exemple, en
partant d’un front initial sinusoidal, on peut avoir une propagation non monotone. Si on prend € = 0.1, la
propagation reste monotone dans les deux cas ( voir Figures 5.6 et 5.7). Par contre, avec € = 1, on perd
le caractere monotone de la propagation dans les deux précédents cas (voir Figures 5.8 et 5.9). Ces deux
figures illustrent bien une propagation non monotone suivant la Définition 5.3.3. Cette observation nous
suggere I’existence d’une relation entre r et € pour éviter des propagations non-monotones. Pour des
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CHAPITRE 5. EQUATION DE HAMILTON-JACOBI : PROPAGATION MONOTONE D’UN

FRONT
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FiGure 5.7

raisons de monotonie de notre schéma globale proposé au Chapitre 7 pour la discrétisation su systeéme
(H — P), nous aurons besoin d’écarter les propagations non-monotones. Dans le paragraphe suivant,

nous donnerons une condition suffisante pour avoir des propagations monotones.

Figures Valeurs de € Valeurs de r Type de propagation
5.8 1 1 Propagation non monotone
5.9 1 1 Propagation non monotone
5.6 0.1 1 Propagation monotone
5.7 0.1 1 Propagation monotone

TaBLE 5.1 — Type de propagation avec différentes valeurs de r et €

139



Prapagation non monotone Propagation non monotone

-tz -
114=0.05 i
o e
miz) 15 -2
wii=)2 = clteb
==1z0.25

N —

T A e
e, Ay

() 408 08 -oE '

FIGURE 5.8 FiGuUrE 5.9

5.4 Condition de monotonie

L’objectif de cette partie est d’établir une condition sur €, r et & pour que & soit négative ou nulle,
pour tout # > 0. Pour cela, on va faire appel a un résultat de principe de maximum pour des problemes

paraboliques.
Le principal résultat de ce chapitre est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.1. Pour tout r, &y et & suffisamment réguliéres, on a &, < 0 pour tout y € [0, 1] si

emax ,(0.5) < T (5.12)
Remarque 5.4.2. Notons que dans le cas ott max & ,, = 0 alors &; est strictement négatif pour tout t > 0.
y

Preuve. On sait d’apres [33], pour tout & € W>*(]0, 1[) que le probleme (H,) admet une unique solu-
tion telle que &, € W*(]0, +o0[X]0, 1]).
Posons maintenant V(¢,y) = &. En dérivant la premiere équation de (H,) par rapport a la variable ¢ on

o og(\1+8)- () -

On calcule ensuite les dérivées partielles suivantes
o0& 0V
o o’

P
i A at(”‘fy)_ &)
a’(l 2) 2\/1+§y \/y1+;2,

= —Vy (5.14)

obtient

(5.13)
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CHAPITRE 5. EQUATION DE HAMILTON-JACOBI : PROPAGATION MONOTONE D’UN

FRONT
1+2,)() - ,Q(1+2,)
2( Eyy ) _ ( S Y S &
ot 2) 2
1+ ‘f) (1 n f)%)
1 285,68
= Vy — —22V, (5.15)
(1 +& ) (1 + gf)
Ainsi, d’apres les relations (5.13), (5.14), (5.15), V vérifie I’équation parabolique

Vi + b(y)Vy —a(y)Vyy = 0dans U =]0,T]x]0, 1] (5.16)

avec ©

€
a(t,y)=l+§2
y

bit,y) = ) — 4 S0

JI+& (1+gfl

Les fonctions a et b sont bornées vu que &, et &, sont bornées. Par le principe de maximum, on déduit

alors que
max V(t,y) < max V(0,y)
Ly y

c’est a dire

max (1,y) < max £,(0.). (5.17)
Or
(0, 2
60,y = e— 20D i i+ (&©.9).
L+ (&0,

D’ou £(0,y) < 0 si et seulement si

vy € 10,11 6,0, < )1+ (£,0, y))z)g.

Une condition suffisante pour que &(t,y) < 0 est alors donnée par

Vy € [0,1], €&,,(0,y) < r(y). (5.18)

C’est a dire
emyax E(0,Y) < nin. (5.19)
]

Remarque 5.4.3. Dans le cas ou r = 0 il est claire que & < 0 dés que &, < 0.
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Chapitre 6

Propagation d’un front en milieu
homogene : le cas d’un probleme a
frontiere libre en 1 D

6.1 Introduction

Avant de résoudre le probleme complet (le systeme (H — P)), nous nous proposons ici de regarder le cas
le plus simple d’une propagation d’un front droit en milieu homogene. Cela nous permettra de mettre en
évidence entre autre les problemes liés a la discrétisation de la condition limite au front. On se place en
dimension un d’espace. Le systeme (H — P) se réduit au systeme (Hy — Pp) suivant :

(H()){é:t =r, t>0

£&0) =0.
U —du,, =0 dans x < £(1), t >0
du, =r sur x = &(t), t >0
(Po) &(0)
u(t, x) -0 x— —oo, t>0
u(0, x) = up(x) dans x < £(0).

Ici, u(t, x) représente toujours la température et £(¢) la position du front a 'instant # donné. La vitesse de
propagation du front r est supposée constante tout comme le coefficient de diffusivité thermique d. Le
probléme consiste a trouver la température u dans le domaine délimité par la frontiere libre (ici le front).
Contrairement au cas ou I’interface (la frontiere libre) n’est pas connu d’avance (par exemple dans le cas
des problemes avec changement de phases [69]), la connaissance a priori du mouvement de 1’interface
peut nous permettre de nous placer dans un repere fixe lié au front. Pour cela un changement de variable
pour fixer le front peut étre envisagé. Ainsi a I’aide du changement de variable suivant : z = x — £(¢), on

se ramene au systeme (Hy — Pg) avec

ur+ru; —duy;; =0 z2<0,1t>0
5 ) du =r z=0,1r>0
(Po) ¢

u(t, z) -0 7> —00,t>0

u(0,z) =up(z). —o0<z<0
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Le reste de ce chapitre se présente comme suit : la section 6.2 est consacrée au comportement asympto-
tique en temps la solution du probléme (Po) qui converge vers la solution onde (voir Définition 6.2.1).
Dans la section 6.3, on propose un schéma monotone prenant en compte la condition limite au front.
Enfin, dans la derniére section nous présentons quelques simulations numériques pour vérifier la conver-
gence de la solution numérique vers I’unique solution onde.

6.2 Existence de solution onde du probleme

Dans cette section, on s’intéressera au comportement asymptotique en temps de la solution de (Py).
Remarquons qu’ici nous sommes dans le cas simple d’une équation parabolique linéaire avec des co-
efficients constants. L’existence d’une solution unique est assurée par des résultats classiques (voir par
exemple [53]). La régularité de laquelle dépendant uniquement de celle de la condition initiale.

En utilisant les transformées de Laplace, nous prouverons la convergence vers une solution onde de la
solution du probleme lorsque ¢ tend vers I’infini. Définissons d’abord la notion de solution onde pour le
systéme d’équations couplées (Hy — %) :

6.2.1 Notion de solution onde

Définition 6.2.1. On appelle solution onde du systéme (Ho—Py), le couple (c,u) avec ¢ € R" représentant
la vitesse de propagation du front (£(t) = —ct) et u une température stationnaire dans le domaine.

Remarque 6.2.2. Etant donné que le front se propage avec une vitesse constante r, et exp(52) est solution
du probleme stationnaire associé au probleme d’évolution (Py) alors le couple (r,i(z) = exp(flz)) est une

solution onde du systeme (Hy — ﬁa) (au sens de la Définition 6.2.1). D’ailleurs dans ce cas, c’est ['unique
solution onde.

6.2.2 Convergence vers la solution onde

Soit u la solution du probleme (Py). Définissons pour p > 0, u*(p, z) la transformée de Laplace en temps
de la fonction u(t, z) donnée par :

u*(p,z) = f u(t, z) exp(—pt)dt.
0

Remarque 6.2.3. On sait qu’il existe une relation (théoréme de la valeur finale) entre la limite a ’infini
d’une fonction et la limite en zéro de sa transformée de Laplace. Si les limites indiquées existent alors

lim u(t,z) = lim pu*(p, 2). 6.1)
t—+00 p—0

Preuve. En effet, la transformée de Laplace de la dérivée de u par rapport a t donne :

W)*(p.2) = f ui(t, 2y exp(=pidi = pu* — u(0,2).
0
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D’apres le théoreme de Lebesgue, la limite du membre de gauche quand p tend vers zéro est

+00 —+00 R
lim u,(t, 7) exp(—pt)dt f u,(t,z7)dt = lim f u,(t, z)dt
0 0 R—+00 Jg

p—0

lim u(R,z) —u(0,z)
R—+00

= IEIPOO u(t,z) — u(0, 2). (6.2)

La limite du membre de droite quand p — 0 est
ll,ii% pu* —u(0,z). (6.3)
L’ égalité cherchée s’obtient en comparant (6.2) et (6.3). ]

Théoreme 6.2.4. On suppose que la donnée initiale ug est intégrable. Alors, la solution de (Po) converge
vers la solution onde u(z) = exp(52) lorsque t tend vers Uinfini.

Preuve. Considérons le probleme stationnaire

ru;, —du,, =0 7<0,
(So)s du, =r z=0,
u(z) -0 7> —oo.

La fonction i(z) = exp(5z) est solution du probleme (:%), si bien que la fonction v(¢,z) = u(t,z) — ii(z)
est solution du probleme

vl‘+rvz_dvzz =0 Z<0,t>0
55) Y =0 z=0,1t>0
P4

v(t, 2) -0 7> -0, t>0

v(0, 2) =vo(z). —o00<z<0,

avec vo(z2) = ugp(z) — (z). On est donc ramené a démontrer la convergence de (¢, z) vers 0 quand ¢ — co.
La transformée de Laplace de 1’équation de v donne

pv* 4+ vl —dvi = . (6.4)

Une solution de (6.4) est la somme d’une solution particuliére de (6.4) et d’une solution de 1’équation
homogene associée a (6.4). Considérons alors 1’équation homogene associée a (6.4)

dvl — vy —pv* =0. (6.5)
La solution de (6.5) est donnée par :
v (p,2) = A(p) exp(c12) + B(p) exp(er2) (6.6)

avec

r— Jr? +4dp r+ Jr*+4dp
cj=—————<0etcy = ————

> 7 > 0. (6.7)
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Il nous reste a trouver une solution particuliere de (6.4). Pour cela, cherchons une solution particuliere
de (6.4) sous la forme :

Vv¥(p,2) = A(p, 2) exp(c12) + B(p, 2) exp(c22). (6.8)
La dérivée premiere de v* par rapport a z est :
vi(p,z) = A exp(ciz) + B exp(caz) + c1A exp(ciz) + coBexp(caz).

Cherchons une solution qui vérifie en plus :

A, (p,z)exp(c12) + B;(p, 2) exp(czz) = 0. (6.9)
Calculons ensuite la dérivée seconde de v* par rapport a z :

v;z(p, 7) = c1A; exp(c1z) + 2B exp(cr2) + cfA exp(c12) + C%B exp(c22).

En écrivant que v* est solution de (6.4), il reste, compte-tenue du fait que ¢ et ¢, annulent p + rZ — dZ?,

—dc1A; exp(c1z) — deca B, exp(caz) = vp. (6.10)

On résout alors un systéme linéaire en A, et B, avec les équations (6.9) et (6.10) pour trouver :

Vo
A -0 _
«(p,2) der—cn) exp(—c12)
Vo
B.(p,7) = ——— —c7).
(P, 2) A — ) exp(—c22)
Une solution de (6.4) est alors :
v¥(p,2) = A(p) exp(c12) + B(p) exp(caz) + A(p, z) exp(c12) + B(p, z) exp(caz), (6.11)
ou .
AP =gt [ expands
Z
B(p,z) = mf vo(x) exp(—cax)dx.

Reste 2 déterminer A et B via les conditions aux limites.
Commencons par remarquer que la condition de Dirichlet lim v(f,z) = 0 implique lim v*(p,z) = 0.
7——00

=00

En effet, soit p > 0, puisque v(z,z) tend vers 0 lorsque z — —oo alors d’aprés la définition de v*, il est
facile de voir que Ve > 0, Zl_i)rnoo v¥(p,2) £ —.
Faisons donc tendre z vers —co dans (6.11) et regardons chacun des quatre termes résultants : On voit que
E(p) exp(caz) tend vers zéro a I’infini car ¢; > 0.
Regardons maintenant le terme en A(p, z). On a

1 Y4

A(p,z)exp(ciz) = m f vo(x) explci(z — x)]dx,
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avec c1(z — x) <0, alors

1 Z
A(p,z)exp(c1z) € ——— f vo(x)ldx.
d(C2 - Cl) —00
En utilisant le fait que v est dans L!, il s’en suit que
Z
— lim [vo(x)ldx = 0= lim A(p,z)exp(ciz) = 0.
d(cy — cp) 77— J_ 7—>—00

Examinons le terme B(p, z) exp(c22) :

Z

f vo(x) expleca(z — x)]dx.

1
B(p, 7) exp(c2z) Zm

Dans un premier temps nous allons considérer une condition initiale vy a décroissance rapide plus préci-
sément, nous allons imposer :

Z
lim vo(x) exp(—cx)dx = 0 pour un ¢ > 0 donné. (6.12)

== J_

Par exemple, vo(x) de la forme exp(yx) avec y > ¢ convient.

Remarquons aussi, a ce stade, que ¢; = c(p) via (6.7) et on s’intéresse ici a des p ’petits’ c’est a dire
a la limite quand p — 0. Donc en prenant par exemple ¢ = 7 + 1, sous 1" hypothese (6.12), B tend vers
zéro quand z tend vers moins I’infini.

Ainsi lorsque z tend vers moins I’infini, nécessairement le terme restant Z( p)exp(ciz) est nul, c’est a dire
A(p) = 0. L’équation (6.11) devient :

—_ 1 <
V¥ (p,2) = B(p) exp(caz) + ———— f vo(x) explci(z — x)]dx
d(C2 - Cl) —00

1 Z
+ m j:oo V()(X) exp[cz(z - x)]dx. (613)

Maintenant, nous allons utiliser la deuxieme condition aux limites a savoir v,(t,z = 0) = 0 c’est a dire
vX(p.0) = 0.
En dérivant (6.13) par rapport a z, on a

VE(p.2) = c2B(p) exp(caz) + — f vo(x) expler(z — x)]dx
d(C2 - Cl) —00

C

=2 fz vo(x)explea(z — x)]dx +
- 62) —o0

vo(2) vo(2)
* d(cy

dici —c2)  d(ca—c1)

Ainsi,enz=0ona:

0 0
vi(p,0) = ;[61 f vo(x) exp(—c1x)dx — ¢ f vo(x) exp(—cax)dx
¢ d(C2 - Cl) —00 -

[ee)

+ 2 B(p).

Puisque v} (p, 0) = 0, nous trouvons

_ 1 ) 0 0
B(p) = —[ fvo(x)exp(—clx)dx—f vo(x)exp(—czx)dx].

Cdea—enler Joo oo
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Par conséquent, une expression de v* est donnée par :
1 74
V(00 = 7 [ wtexplerc - Dldx
d(C2 - Cl) —0
1 74
+— - x)]d
A=) ﬁ . vo(x) explca(z — x)]dx

1 0
S S—— f vo(x) exp(—c1x) exp(caz)dx
dico—c1)e2 Jowo

0
+ ; f vo(x) explca(z — x)]dx. (6.14)
d(CZ - C]) —00

Maintenant nous allons vérifier que v* est borné pour tout z lorsque p tend vers zéro. Pour voir cela,
étudions les quatre termes de (6.14) lorsque p tend vers zéro. Pour p tendant vers z€ro, on a ¢ tend vers
z€ro et ¢ tend vers 7, d’ol

4

1 < 1
IIE)% m Ioo vo(x) explci(z — x)]dx = - I vo(x)dx <

(9]

[Ivoll:

Ensuite, sous I’hypothese (6.12) le terme B(p, z) exp(caz) est borné pour tout z. Il reste a examiner les
0

deux derniers termes de (6.14). Tout d’abord, intéressons nous a f vo(x) exp(—c1x) exp(caz)dx on a

0 0
f vo(x) exp(—c1x) exp(caz)dx < f vo(x)dx < |[vollp1 < oo,

(o8] —00

ce qui montre que

-1 0
lim ——— <L f vo(x) exp(—c1x) exp(caz)dx = 0.
p=0d(ca —c1) 2 Jooo

1 0
Regardons maintenant ﬁ f vo(x) explca(z — x)]dx. Ce terme est borné d’apres 1’hypothese
) —C —o0

(6.12) lorsque p tend vers zéro.
Finalement on déduit que v*(p, z) reste borné quand p tend vers zéro, d’out

lim pv*(p,z) = 0.
p—0
On conclut d’apres (6.1), que sous ’hypothese (6.12) de décroissance rapide de la condition initiale, v

tend vers 0 lorsque ¢ tend vers I’infini.

Maintenant, considérons une condition initiale vy générale. On va approcher vy par une suite de
conditions initiales (vo k)« telle que la suite (vo x)x pour tout k, soit a support compact. Comme les (vo )k
vérifient (6.12), la suite de solutions (vi); converge vers O pour ¢ tendant vers +co. On a

v, Ol = [Iv(z, ) = vk, .) + v (@, DIl < V(e ) = viee, DI+ [vede, DI
En utilisant le principe de maximum, on a ||[v — v|| < |[vo — voxll, et donc
(DI < 1Ivo = voll + [lvi(z, II-

En passant d’abord a la limite en k puis en ¢, on obtient la convergence de v vers 0. Finalement en revenant
a u, on a bien la convergence de u(t, z) vers i(z) quand ¢ — +co. O
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6.3 Discrétisation

Cette partie est consacrée a la discrétisation du probléme (Fo). Nous utiliserons ici la méthode des dif-
férences finies. Soit §¢ le pas de temps. Pour les raisons numériques, nous considérerons Q =] — L, 0[
avec un L > 0, suffisamment grand et on prendra u(¢,z = —L) = 0, V¢ > 0. On construit un maillage

,,,,,

on localisera uns point z; par z; = =L + (i — 1)dz avec i € {1, ..., nz}.

6.3.1 Discrétisation a ’intérieur du domaine

Nous utilisons un schéma de différences finies avec une discrétisation centrée pour le terme de diffusion
et décentrée (upwind) pour le terme de convection. Nous obtenons ainsi pour i = 2, ...,nz — 1

5t ot St 5t St
1
it = (g + g+ (1= =2l + gl (@1

6.3.2 Discrétisation de la température au front

Nous pouvons approcher la température au front de plusieurs facons et faire une comparaison des mé-
thodes afin de choisir la meilleure approximation de la température au front. Cette comparaison se base
sur le faite qu’en partant avec une température initiale solution du probleme stationnaire, la solution ap-
prochée du probleme doit €tre proche de la valeur 1 au front. Notons u la température au front. On pose

r . o ... .
@=. On peut discrétiser la condition de Neumann de la fagon suivante :

u;-” = u;ill + adz. (6.16)
En effet,
! =)
duzzrzd : 5 . :r:>u}+1:u;t11+a5z.
Z

Deux autres schémas, pour discrétiser la température au front sont données par les propositions sui-
vantes :

Proposition 6.3.1. Une discrétisation de la condition de Neumann est donnée par :

1n(u;t11) + o7

1 + adz

n+1

W = exp( )- (6.17)

Preuve. On effectue un changement d’inconnue, en posant dans ce cas v(t, z) = In(u(z, z)). Par la dériva-
tion des fonctions composées, on a

u; = exp(v)vy,
Uz = exp(v)v;; (6.18)
Uy = exp(V)vy + exp(v)vg.

On obtient le probléeme suivant :

(6.19)

Ve + 1y, — vg —-dv, =0, pour z < 0,
dv, =rexp(-v); pourz=0.
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On tire profit du calcul de la température u pour le probleme Po alinstant 7 = (n + 1)6t jusqu’au noeud
—d7 pour déterminer v?“

front a I’instant (n + 1)6¢.

. On utilise ensuite le changement d’inconnue, pour déduire la température au

La condition au bord de Neumann pour v se calcule comme suit :

V=V

dv; = rexp(-vy) = d 5

r
=rexp(—=vy) = vy =vp | — 362 exp(—vy).

La solution u(t, x) = exp(ﬁz) tend vers 1 au front. Par conséquent v doit tendre vers O au front, ainsi on
utilise le développement limit€ de exp(—vy) au voisinage de 0, qui nous donne exp(—vy) ~ 1 —vy. On
obtient alors

V-1 t oz

~ . 6.20
g (6.20)
On déduit alors
n+1
o exp(ln(uf_l) + aéz)
! 1+ adz
]

Proposition 6.3.2. Une troisieme facon de discrétiser la condition de Neumann est de la facon suivante :

n+1

Wit~ exp(v;’c”); (6.21)

1+

on v;"i” est solution de V™' — v "

i 11 —adz exp(—vjc“) =0.

Preuve. 1l s’agira de résoudre 1’équation g(vy) = 0 ot g(vy) = vy — vy — adzexp(—vy). Pour rappel, la
méthode de Newton, pour la résolution de g(x) = 0 s’écrit g(x) = 0

Y (€73
el =T gy (622)
x0 = 0;
Par cette méthode, on détermine v solution de g(vs) = 0, et on en déduit alors u’;,” = exp(v’;,“). ]

Comparaison des trois méthodes pour différentes valeurs de «

Pour des raisons de simplicité, nous supposerons r = 1.
Pour des valeurs de d, on donne les valeurs de la température au front obtenus par les trois méthodes.

Valeurs de d | Méthode 1 | Méthode 2 | Méthode 3
1 1.0645 1.0246 1.0246
0.1 2 1.3591 1.4393
0.01 11 2.1387 4.1622
0.001 101 2.5957 21.6678
0.0001 1001 2.6996 144.7435

Nous constatons que la méthode 2 approche mieux la solution u(t, z) = exp(az).
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Remarque 6.3.3. Remarquons aussi que plus le maillage est fin (6z petit), mieux on est proche de la
solution stationnaire.

Lemme 6.3.4. Le schéma (6.15), (6.17) est monotone si la condition suivante est vérifiée :

67
ot < ———. 6.23
roz + 2d ( )
Preuve. Le schéma (6.15) peut s’écrire sous la forme u;.“l = W |, u?,ul ), ou W est une fonction

continue de RXRXxR. Ce schéma est donc monotone si la fonction W est croissante par rapport a chacune
de ses trois variables. Pour cela, il faut que :

ot

= >

62 = 0.

ot ot

= _— >
rs; + d6z2 >0,

ot ot
1-rf—242 > 0.

Ces inégalités sont vraies si et seulement si 6.23 est satisfaite. m|

6.4 Convergence de la solution numérique vers la solution
onde : quelques simulations numériques

Dans cette partie, nous vérifierons a travers des tests numériques que la solution numérique obtenue par
le schéma (6.15), (6.17) sous le condition (6.23) converge vers une solution stationnaire (solution onde)
quand ¢ devient grand. Nous supposons r =d = 1, 6z = %.

En démarrant avec une température initiale donnée par uo(z) = exp(32), et en suivant I’évolution de la
température numérique (voir Figure 6.2 pour différent temps), on remarque qu’il y’a convergence vers
la solution onde. Ce constat est attendu car la donnée initiale considérée est égale a la solution onde. En
principe la solution devrait rester stationnaire, son évolution est due aux erreurs d’approximations.

Pour mieux illustrer cette convergence, nous comparons dans la Figure 6.4, I’évolution dans le temps la
valeur de la solution numérique au front par rapport a la valeur de la solution exacte au front qui est 1.
Considérons une autre condition initiale moins réguliere donnée par :

r 1 =L <
e AR
0 sinon.

Avec une telle donnée initiale, la Figure 6.1 nous indique aussi que la solution numérique converge vers
cette méme solution onde exp(5z) dans ¢ dévient grand.
Enfin, on effectue un autre test numérique avec une condition initiale discontinue donnée par

r ;=1
wo{ @ u <=
0 sinon.

L’évolution de la température a différent temps est illustrée par la Figure 6.3. Ici, aussi ce test numérique
confirme la convergence vers la solution onde.

Remarque 6.4.1. Notons que plus le maillage est fin, plus les solutions numériques sont proches de la
solution onde.
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Chapitre 7

Propagation en milieu hétérogene :
probleme 2D

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a 1I’approximation numérique du probléme complet c’est
a dire la propagation d’un front initial périodique quelconque en milieu hétérogéne (le probleme 2D).
L’objectif final est de vérifier la convergence (pour un temps long) de la solution numérique vers une
solution onde dont I’existence a été prouvée par Alibaud et Namah dans [2]. Nous construisons un
schéma numérique pour notre systeéme couplé (H—P). Pour ce qui concerne la discrétisation de I’équation
du front, nous allons nous inspirer du schéma vu au Chapitre 5 avec K(u) = 1. Pour I’équation de la
température, nous rappelons que nous avons un probleme a frontiere libre c’est a dire dans un domaine
variable en temps €2;. Une solution serait de résoudre dans €2, mais dans ce cas, on doit remailler a chaque
pas de temps. Une autre facon de procéder serait de se ramener a un repere lié au front via le changement
de Variablez(x, v, 1) — (2,5, 1) avec z = x — &(y, t). L’équation se complique avec 1’apparition de dérivées
apres le changement de variable visant a obtenir un domaine fixe par rapport au front, nous proposons un

croisées au profit d’'un domaine fixe. Ici, nous avons choisi d’adopter cette deuxieme méthode. Ainsi,
schéma pour discrétiser le probléme couplé notamment en précisant la prise en compte de la condition
limite au front. Nous prouvons ensuite la monotonie du schéma global. On termine cette deuxiéme partie
de la these par une série de tests numériques (voir chapitre suivant) afin de vérifier la convergence de la
solution numérique vers une solution onde.

7.2 Solution onde pour le systeme couplé (H — P)

Nous rappelons ici le systeme couplé formé du 1’équation du front et de I’équation de la chaleur

é‘:yy
1+ &
(H) &t1,1) =&t0) >0,
& 1) =600 >0,
o =600 y€[0,1].

E+rKup)\1+& =€ y€lo,1[, t>0
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(P)

u, —div(d Vu) =
ou
da(t, 5Y)
ut,x,y) =
u(t, x, 1)

uy(t,x,1) =

ult:(J =

(x,y) €y, t>0

(x,y)ely, t>0

X — —0

0

= Qﬁvn
0
u(t, x,0)
uy(t, x,0)
up(x,y).

Le domaine spatial repéré a chaque instant ¢ > 0 est donné par :

Q; ={(x,y) /y€l0, I[ avec x < &(t,y)},
I ={(y) /x=£&@ )},

[o=0;Nn{y=
I =0,n{y=

0},
1}.

On donne la définition de solution onde telle que présentée par Alibaud et Namah dans [2].

Définition 7.2.1. Soient les parametres r et d 1-périodiques en y. On appelle solution onde du systéme

(H — P), le triplet (c, v, u) avec ¢ € R une vitesse constante de propagation du front, v = v(y) un profil

établi du front et u une température stationnaire dans le domaine, de sorte qu’ a partir d’un certain

temps, le front s’écrit :

et la température

o(t,y) = —ct + v(y).

u(t, x,y) = u(x,y).

On suppose dans toute la suite I’hypothese suivante :

0 < dmin £ d < dmax; 0 < rmin < 7 < rmax et K une fonction positive bornée.

(7.1)

Notre objectif ici est de vérifier qu’on a une convergence de la solution numérique vers une solution onde

pour un temps long. C’est dire qu’a partir d’un certain temps, le profil du front devient stationnaire avec

une vitesse constante et une température stationnaire.

7.3 Changement de variables

L’ objectif du changement de variables est de se ramener a un domaine fixe lié au front. Ce qui évitera un

probleme de maillage lors de la discrétisation du probléme (P). On note y € [0, 1]; ¢ € [0, +oo[ et ; un

ouvert de R_x]0, 1[, de frontiere 4<2;. On suppose que 'y et I'; sont identiques a une translation pres. Le

front £(¢, y) est une fonction réguliere. Nous cherchons a déterminer u solution du probleme :

(P)
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Ju i) (dau o) (dau

o T ox\“ox/ T ay\“oy
dVu(t, x,y).n
u(t, x,y)
M|t=0
u(t,x, 1)
Gu(t,x, 1)

0
&

\/1+g:§,

-0

I/l()(x, )7)

= u(t, x,0)
—%@Lm

(x,y) ey, t>0
(x,y)el;,t>0

X — —o0



CHAPITRE 7. PROPAGATION EN MILIEU HETEROGENE : PROBLEME 2D

La température initiale ug est une fonction positive bornée. De plus, on suppose qu’elle vérifie la condi-
tion de compatibilité a I’infini.
Considérons la bijection suivante :
G R*xQ, - R*xR‘x[Ol]
t
=x=&0,0 (7.2)

t,x,y) +— G129 = y
‘.

> b
1]

Calculons ensuite les dérivées partielles par rapport aux nouvelles variables par la regle de la chaine

9 _ 0
ox ~— 0%
8 _ _+£9 , 9
n= SntH
0 _ _gd o 0
o iz T o
c’est a dire
9 g0 _ 0 40
ﬁdﬁ—axdafc
030 _ o (20 4+ 0 P o, 0
wday = \d\& 5z — ¢ BA))-'-[)yd( fyax"’ay)
_‘ffax

Le changement de variable entraine une modification du domaine spatial. Le nouveau domaine est défini
comme suit :

Q = G(Q) =] - ,0[x]0, 1,

9y = GI) = 9N {2 =0},

a’Q\D = 90N (& > —oo},

=0QnN p=1}=TI4,

FO:BQO{)?:O}:

Ainsi, on se ramene a un domaine fixe. La nouvelle inconnue est alors &#i(G(t, x,y)) = u(t, x,y). Le front

&(F,9) = &1, y) ainsi que les paramatres d(§) = d(y) et #(§) = r(y) ne changent pas.
La condition a I’infini s’écrit alors :

u(t, x,y) = 0 avec x — —oo
) (7.3)
0

(7, %,9) — 0 avec £ — —oo.

La condition de Neumann est dans ce cas :

. ot ot
d[(l +8) -5 ] &, (7.4)
En effet, nous avons 65 =% et 3§ af
d o, oi
dVun = —— (1+ )abf fya ]
[i+& g
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oit oit
(1+8)5 o555 =

d
/1+§§ /1+§§'

En simplifiant par ,on trouve (7.4). Finalement, le changement de variables conduit au probleme

1
‘/1+§§

suivant :
O _ g9 — div(dMVia) =0 dans 10, +oo[xQ
AMViai =-& sur 10, +0o[XdQy
ah, %9 — 0 sur 10, +0o[xdQp
a(0,x,9) =g dans Q
it est y-périodique
dMVﬁ.f est y-périodique.
avec
2 )
M= (1 +§9) 5
—& 1

> 1Y+ (O
et iip(X,9) = ug(x — £(0,y),y),i = (O ) j= (1)

Pour simplifier les écritures, nous omettrons les “chapeaux”. Finalement, on se ramene au probleme

suivant :
W _ g% — div(dMVu) =0 dans 10, +oo[X.
AMVui =-¢& sur ]0, +oo[XAQy
) u(t,x,y) — 0 sur ]0, +oo[XdQp
u(0,x,y) = uo dans Q
u est y-périodique
am Vu.f est y-périodique.

Remarque 7.3.1. La matrice M est symétrique et les deux valeurs propres sont :

1 —
1
A = 5(2+g§ +gy,/4+g§).

Remarque 7.3.2. Pour des raisons de traitement numérique, nous supposerons que le domaine spatial
est Q =] — L,0[ avec L > 0O suffisamment grand.

7.4 Discrétisation

Dans cette partie, nous proposons une discrétisation numérique du systeme couplé (T — H). Nous uti-
liserons une combinaison des méthodes de différences finies et d’éléments finis. On considere les pas
d’espaces ox = h; > 0, 6y = hy > 0 et un pas de temps 6t = 7 > 0. Ainsi, pour y € [0, 1], on pose
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CHAPITRE 7. PROPAGATION EN MILIEU HETEROGENE : PROBLEME 2D

yj = (j— Dhy avec j € {1,..,ny} ot ny = 1+ % De la mé&me maniere, pour x € [-L,0], L > 0
suffisamment grand, on pose x; = —L + (i — 1)h; avec i € {1,...,nx}ounx =1 — % Nous proposerons
une discrétisation a I’intérieur du domaine et une discrétisation des conditions limites pour le probleme
de la température (7). En ce qui concerne I’approximation du front, nous proposerons une discrétisation
similaire a celle vue au Chapitre 5.

7.4.1 Discrétisation de I’équation du front (H)

Pour la discrétisation de 1’équation de Hamilton-Jacobi (H), nous utiliserons un schéma avec un flux
numérique de Godunov. Considérons les notations suivantes :

&—¢ "= E n—E

A — J J , A + — J J , A — J J .

né Ty né T né BT

Une solution approchée est définie comme suit :

e Pour y €]0,1[ c’estadire j = 2,...,ny — 1 et pour toutn > 0

€T AET — A
2 1+ 0.25(AnEt + At )2

& = &) = TR RAE, Angh) + @.5)

avec

&) = &0 (7.6)

Ici, uZ;lJ est I’approximation de la température au front a I'instant # = (n + 1)7 au point y; et g est le flux

numérique de Godunov défini comme suit :

min (V1 +v2)  sia<b

vela,b]

gla,b) =
max (V1 +v2)  sinon.
veE[b,a]

e Pour les conditions de bords, c’est & dire I’approximation du front a I’instant (n + 1)7 aux points y = 0
ety =1(.e. j= 1 et j = ny), nous avons d’apres la condition de périodicité sur £ et &) :
EHH +§;n+1
n+l _ Smy-1 22
& ="
(7.7)

1 _ gn+l
w =8
Lemme 7.4.1. Le schéma (7.5), (7.7) est stable si la condition suivante est vérifiée :

h2
h 2 ) (7.8)

<min[—mM— 2
= mm(ZmaX(r.K(u ) 2e
: |

Remarque 7.4.2. En supposant que 0 < K(u) < 1, alors la relation (7.8) se réduit a :

hy h%)

2Fmax 2€

r< min( (7.9)
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Remarque 7.4.3. Dans (7.5), notre choix sur la discretisation du terme couplé K(uy) s’est porté sur
la température au front a linstant (n + 1)1 en lieu et place de la température a instant nt. Ce choix
est motivé par une interprétation physique du phénomene de propagation. En effet, pour observer la
propagation du front dans le milieu, il est nécessaire de tenir compte de la contribution de la température
qui y regne dans le milieu a ’instant donné plutdt qu’a 'instant précédent.

7.4.2 Construction d’un schéma pour I’équation de la température (7) a
Pintérieur du domaine

Nous nous intéressons ici a la discrétisation du probleme de transport diffusion (7") a I’intérieur du do-
maine €. On utilisera un schéma Euler explicite en temps. En ce qui concerne le terme de transport,
nous I’approcherons par une discrétisation upwind. Pour 1’approximation du terme de diffusion, c’est a
dire — div(dMVu), notons que la discrétisation obtenue par une méthode de différences finies conduit a
un schéma non monotone qui est due a la présence d’un terme de dérivée croisée plus précisément le
terme dgy(fy%.
tiser ce terme de diffusion et ainsi proposer un schéma monotone. On considére un maillage conforme

Pour y remédier, nous utiliserons une méthode d’éléments finis appropriée pour discré-

triangulaire (une triangulation de Q) 77, »,, pour simplifier, nous supposerons que iy = hy = h. Ainsi, on

associe au point P € Q (cf. Figures 7.1, 7.2) ’ensemble formé des triangles e¢; = (PEN), e = (P]/V\ 0),

e3 = (PaS), eq = (P§E) de centres de gravité respectifs ¢,, (k = 1,...,4) et de surface égale a
4

le;] = le] = %hz. On pose ensuite Qp = U eiavec Qp C Qet Q = U Qp. Rappelons que dans le
i=1 P

cas classique ol la matrice M est une matrice diagonale par exemple la matrice identité, la discrétisation
du terme de diffusion par

—AM(P) =~ (Cpup + Cgug + Cyun + Coup + Csug ),

avec les coeflicient Cp = Cp = Cy = Cg = —h% <0, etCp=—-Cg—Cop—Cy —Cg et uy, la valeur
de la solution approchée au noeud * conduit a un schéma monotone. Notre objectif est de donner une
extension de ce schéma dans le cas d’une matrice symétrique. A cette fin, nous allons utiliser la méthode
standard des éléments finis Pj-conforme qui consiste a approcher une fonction f en un point P par fj

donnée par

1

i fépdxdy

gpdxdy ¥
Qp

avec ¢p la fonction d’interpolation classique au noeud P définie de Qp dans R? par : op|, € Py avec
OsiP #P

¢p(P') =
1siP =P
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, & y=t
[ :
I h !
| .
I Sl N x=£(t,y) —)!
l |
| i
I # * N
“h ¥
F,|# . :
| S p by, Sh )
; 0 z 0w—— P
| o’ N
v« h N
l X ; 1S
| o [
o |
x=-L—> No S i
|
| h :
| e
Py

Ficure 7.1 — Discrétisation du domaine
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FiGure 7.2 — Sous-domaine Qp
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CHAPITRE 7. PROPAGATION EN MILIEU HETEROGENE : PROBLEME 2D

Dans ce cas ol la fonction f est suffisamment réguliere, 1’erreur d’approximation est donnée par :

1
o — f(P)] = ‘— (f - f(P)ppdxdy

gpdxdy ¥
Qp

<N = fFPllze < AV .

Proposition d’un schéma monotone a I’intérieur du domaine :

Soit u}, 1’approximation de u au point P et a I'instant n, pour tout point P € €. Nous proposons la
discrétisation suivante pour 1’approximation du probleme (7') dans le domaine € par :

n+1

up = Opuy + Oyuy + (1 — Op)ulp + Oouy, + Osug (7.10)
avec
T 3 3a _
0 = Vil + (24 &™)+ Soe(2 4+ A )
T _ 3 3a _ _
O = 1V}, + fr(l +Aunt€ = D)+ (14 Bun P + A€
T 3 3a _ _
0= 2Vi,+ a1+ Buar + &)+ Za{ 1L (A& = A )
3 3a
On = TﬂT; Os = 7‘1’.
Ici:
1 1 gt ¢
@ =gt diaf B2 gt dif Vie=—T——

V;{n =max(0,V;,); V;, = max(0,-V;,),

et ol on a pris
u, = u(0, P). (7.11)

Détaillons les différentes étapes qui conduisent au schéma (7.10). Rappelons que notre équation s’écrit

0 0
sous la forme a_u - gta—” — div(dMVu) = 0 avec M une matrice symétrique. Nous nous proposons
X

d’abord de discrétiser le terme de transport et ensuite proposer un schéma pour I’approximation de u, —
div(dMVu) = 0 avec M une matrice symétrique générale.

Lemme 7.4.4. Considérons I’équation de transport

ou ou
— t+a— = Q
" a 0 dans

ot « est la vitesse alors un schéma décentré (upwind) de % + a/g—z est donné par la discrétisation

suivante :

n+1 n_,n

Wit —u'} uy,—u .
L P+CZPE]PSI(IPSO,

a_u+a%~ T h
ot ox

n+1 n_.n

usH —u'} uh—u .
F—t+ap Ph10s1a/p>0.
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C’est a dire
ou ou 1 a,T T a,T
—ta— ~ | - Ly —(1— @ —)u"——u"], 7.12
ot ox tL? h E laz] P 0 (7.12)
avec aj, = max(0, ap) et a, = max(0, —ap).
Dans ce cas, on sait qu’il y a convergence du schéma sous une condition de stabilité de type CFL donnée
par

h
T< .
llall e

Passons maintenant a la discrétisation du terme de diffusion. Donnons d’abord un résultat pour une
équation de diffusion plus générale :

Lemme 7.4.5. Soit la matrice symétrique réelle M définie par :

M M
M= ( 1 12)
My My

qui vérifie les hypotheses suivantes

My > max {{M>|, |M2]}

(Hyp)
My > max {|M>|, [M15]}.

Considérons I’ équation de diffusion suivante :
ou .
i div(MVu) = 0 dans Q, (7.13)

alors, on peut trouver des coefficients, Cg < 0,Co < 0,Cy < 0,Cs < 0 et Cp > 0 tels que le schéma
obtenu par la discrétisation de — div(MVu) donnée par :

3
— diV(dMVu)(P) =~ Z(CPMP + Cgug + Cyupn + Coup + Cg us)
soit monotone sous la condition

< —.
"=3c,

Preuve. On applique la méthode des éléments finis P; conforme a f(P) = — div(dMVu)(P) c’est a dire
en I’approchant par f;, comme suit

fh(u)=—; f div(dMVu)¢pdxdy,
Qp

¢pdxdy
Qp

et la solution u sera approchée par :

up = upPp + UEPE + undn + uodo + us Ps. (7.14)
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Les fonctions d’interpolations sont ainsi définies :

x dans e y dans e
1| Odans e 1| ydansep
¢E =+ sON = ;
h | Odanses h | Odans e3
x dans ey 0 dans e4
0 dans e 0 dans e
1] xdansep 1] Odansep
¢o=-7 Lps ==+ ;
h | xdans e;3 h | ydanse;
0 dans e4 y dans ey
etop=1— (P + dn + Po + ¢s) c’est a dire
Xx + y dans e g1(x,y) dans e
op=1 | —x+ydanse; | 1| —ga(x,y) dans e
P h] —-x—ydanse; h | —gi(x,y) dans e3
x —ydans ey g2(x,y) dans ey.

Notons que

4
| orasdy=Y | onae
QP l=1 e;

1
=f de—ﬁf [g1fe1—g1Ie3+82Ie4+82Iez]de
Qp QP

1 1 1 1
= 4le| - —f gidey + —f gides — —f godey + —f gades.
hJ., h Je, hJe, hJ,

2

Ensuite, I’utilisation de la formule du centre conduit a

1 4
dpdady = dlel ~lel-(g1(ce) = g1(ce) + 82(ce,) = 81(cer)) = el
Qp

3
Ainsi,
4 1
= fn(up) = —— (dMVMh)¢P.VdO'—f (dMVuh).ngpdxdy]
3 lel [ Jaq, Qp
1
—l;f (dMVup).Vopdxdy

| Jap
1
= = [ (mVnsp + upsr + uvon + uodo + usés)) Vpdsdy
Qp
4 . . . . .
= Z(C;up + CZ"ME + C;VMN + CIOMO + Cgus)
i=1
ou les C', sont définis comme suit :

; 1
Cl* = E f(dMV(ﬁ*).V(ﬁpdxdy = ((dM)eiV¢*~V¢P)

i

_ ((dM)fi)T(wpw*) (7.15)

lei
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avec

1 2
(dM)° = o f (dM)dxdy = i f (dM)dxdy
€il Je e

i

~ (dM)|Ei.
Comme R .
i dans e j dans e
Vo = 1| 0dans e Vo = 1 fdans e
E — 7 - 5 N — 7 > s
h | 0 dans e3 h | 0 dans e3
i dans ey 0 dans ey
0 dans el 0 dans el
1| 7dans e 1| 0 dans e
Véo=-31 - Vgs =21 :
bo h | idans ez 9s h | jdans es
0 dans ey 7dans ey
i+ fdans eq
Vop = _l i+ fdans e
h| —i— jdans e
Q- 7dans eq;
alors
T T
((dM)el) 2+ ((dM)el) ¥ dans e;
T T
T 1 —((dM)eZ) X+ ((dM)ez) ydans e;
(@me) vop = , r
—((dM)es 7 ((dM)“) 7 dans e

((dM)“)T)?— ((dM)e“)

T
¥ dans ey.

Par conséquent, la relation (7.15) permet d’obtenir :

(dM)11 + (dM)y,
. 1o
=71 0
(dM)1y — (dM)2
0
cor = L) @M = (dM)y
0 h* | (dM)11 + (dM)a
0

et Cyf = (4 €+ Cy + ),

En posant ensuite :
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dans ¢
dans e;
dans e3
dans ey

dans e
dans e
dans e;3
dans ey

(dM) + (dM)12

e 1] (dM)y — (dM)12
NToRz) o
0
0
110

CY = ——
§ h* | (dM)y + (dM)12

(dM) + (dM)12

4
Co= ) C,
i=1

dans ¢
dans e,
dans e3
dans ey

dans e
dans e
dans ej3
dans ey
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et sous I’hypothese (Hyp), on a les coeflicients Cg, Cp, Cn, Cs qui sont négatifs et le coefficient Cp est
positif, nous obtenons la discrétisation suivante :

3
—le(dMVM)(P) X fp(uh) = Z(CPMP + Crug + Cyuy + Coup + Cg MS).

Maintenant, en passant a la discrétisation de I’équation % — div(dMVu) = 0, avec ici u}, la la solution
approchée a I’instant nt, n € N, on obtient le schéma suivante :

3 3
u’;;—] = ZT(CPMI;) + CEM% + CNM;IV + COUZ + Cs ug) + (1 - ZTCP)I’/IZJ‘

Ce schéma est bien monotone sous la condition 7 < %. m]

Application a notre probleme (T) :

Nous proposons maintenant un schéma monotone pour la discrétisation de I’équation suivante :
ou
ot

Nous discrétiserons le terme de convection par le schéma upwind et le terme de diffusion par le schéma

3
g,% — div(dMVu) = 0 dans Q. (7.16)

proposé au Lemme 7.4.5 et le terme temporel par un schéma Euler explicite. En ce qui concerne le terme
de transport, on a

ou ou [ .. ViaT ( r) Vit
e 1=V — = & "], 7.17
o °'ox T[up h “E | j’nlhl “p hy Ho 717

Ensuite pour le terme de diffusion, la matrice M est donnée dans notre cas par
(1 + ff) —&,
¢, 1

On peut donc appliquer le Lemme 7.4.5 sous I’hypothese |£y] < 1. On obtient ainsi

M =

3
—diV(dMVu)(P) X fh(uh) = Z(CPMP + Cgug + Cyuny + Coup + Cgus), (7.18)

ot les coeflicients C, sont déterminés de la fagon suivante :

djs1+d; LV +
L1+ (Auni) = Aua?)  dans ey
co = _ 110 dans e,
E™ 2] o dans e3
dj+dj,1 — 2 —
T(l +(An+1§ ) + Api1é ) dans e4

M(l - An+1§+) dans e,
Cli = _% ‘M(l + An+1§+) dans e,
0 dans e3
0 dans e4
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0 dans e
2
) 1 —dj+12+d‘j(l + (An+1§+) + An+1§:+) dans e
CO _ﬁ dj+d; - ’ -
T(l + (An+1§ ) - An+1§ ) dans €3
0 dans ey
0 dans e
1 0 dans e,
o = - d,-+j_i—1 (1 _ An+lf_) dans e3
dj+£ij—1 (1 + An+1§_) dans ey,

c’est a dire
Cr = —B(l T (A1) - An+1§+) - a(l F(ApiE )+ A,,Hf‘) <0

Co = (1 + (A1 + Ai€”) = o1 + Auni€ P = Ay ) < 0;
Cy=-28<0; Cs=-2a<0;
Cr= B4+ 2(80m&" ) + a4+ 20808 7) > 0,

avec

1

1
a = 2_]/12((1, +dj_1)et,3 = ﬁ(dj_'_l +dj)

On déduit alors le schéma suivant construit alors le schéma avec les relations (7.17) et (7.18) pour I’équa-
tion complete (7.16)

+

3
1 Jn
' :[ PR up

3

3 Vi 3
TUly, — ZTCsug + [1 - (l Z"' + ZCP)T

VJ_," n 3 n
+ o ZCE TUp — ZTCNMN,

c’est a dire le schéma (7.10).

Remarque 7.4.6. L’hypothése (Hyp) est superflue dans notre cas. Cette hypothese dans le cas général
d’une équation de diffusion permet d’avoir les coefficients, Cp < 0, Co <0, Cy <0, Cs < 0 et
Cp = 0, pour assurer la monotonie. Dans notre cas, nous obtenons la monotonie, sans faire intervenir

cette hypothese grdce a la structure de la matrice M et la contribution du terme de transport. En effet,
ona

Lemme 7.4.7. Le schéma (7.10) est monotone sous la condition suivante :

hZ

T< m, avec Vo = maxj,n|Vj,n|. (7.19)

De plus sous I’hypothese (7.19) et en tenant compte de (7.11) on a le résultat de stabilité suivant :

min(u) < uh < max(up). (7.20)
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CHAPITRE 7. PROPAGATION EN MILIEU HETEROGENE : PROBLEME 2D

Preuve. Le schéma (7.10) peut s’écrire sous la forme u’;,“ = W(up, us, uly, up), uy). C’est donc un

schéma a cinq points. Elle est monotone si la fonction W est croissante par rapport a chacune de ces
cinq variables. Compte tenue du fait que les coefficients Cg, Cp, Cy, Cs sont négatifs, alors

bp=—2-2Cp>0; p=-—L-=Cp>0

O T T 0= ET Ty TR
0 3 Cy>0; 6 S Csg >0
=——7 ; =——1Cs > 0.

N q7eN 2 s 47Cs
Ainsi, pour que u}“ soit combinaison convexe de i/}, ug Sy, Wy, u’(‘), il faut que :
T 3 3a _
1- 'Vf"”|E + 7'87'(2 + (An+1§+)2) + 77(2 + (Ap1€ )2) >0, (7.21)

c’est a dire

V; 3 3
- T[% + 7/3(2 n (An+1§+)2) + 7“(2 + (An+1§‘)2)] >0, (7.22)
ou encore
1
T 3B 3
Yl 224 Bung' )+ S (24 Anr 7
1
TS (7.23)
==+ 3B+ 3a
6dmax - e :
De plus, on a 38 + 3a < 2 En utilisant cette inégalité dans (7.23), on obtient
h2 hZ
T< < .
|Vj,n|h + 6dmax |V00|h + 6dmax
avec Voo = max;n|Vjnl. =

Remarque 7.4.8. Une condition moins contraignante que la relation (7.19) dans le cas o K(u) < 1 et
€ petit est donnée par :

h2

L (7.24)

7.4.3 Discrétisation des conditions limites

Dans cette partie, nous allons proposer une discrétisation des conditions au limites. On utilise ici une
méthode des différences finis. Pour chaque point P € 9Q, nous associerons les points voisins (cf. Figures
7.1 et 7.3). D’abord, pour traduire la condition limite & moins 1’infini, on prendra u(t, —L,y) = 0 pour L
suffisamment grand et pour tout ¢ et y. Ensuite, pour tout point Py € I'y UT'» ; k € {0, 1} (voir les Figures
7.1 et 7.3) nous proposons I’approximation suivante :

un+1 + ug+l
1

iy = gt = (7.25)
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FIGURE 7.3 — Domaine périodique
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CHAPITRE 7. PROPAGATION EN MILIEU HETEROGENE : PROBLEME 2D

En effet, rappelons que

o _[d(1+&) -ae) (%
amvuj=| N\ FE) Ty (3; 1°
—d&, 4 )\a) U
il 0
_ d(l+§§)%—d§y% ‘(0)
—dé, 5t + dB 1
ou

ou
=—déy— +d—,
f>ax " oy

est y— périodique. Compte tenue de la périodicité de &, et de d, la périodicité de dM Vu.fse ramene donc
a la périodicité en y de g—;. Ainsi, u et g—;‘, y— périodiques revient a résoudre le systéme suivant

n+l _ n+l  _ n+l _  n+l
Up  —ug = Uy —Up
n+l  _  n+l
Up, = Up -
Ce systeme a pour solution :
n+l1 n+1
uttl = Ny s
Py 2
(7.26)
n+l _  n+l
Up, = Up .

Il reste a discrétiser la température au front. Pour cette discrétisation, nous nous inspirons de la discré-
tisation proposée en dimension un au Chapitre 6. En effet, pour P € I3, nous allons faire appel a la
transformation suivante :

uith = exp(vstl) (7.27)
ou v;” est obtenue en résolvant I’équation
—Ivit 4 9V — 9V = Bexy (7.28)
avec .
U A e 9= UL e
Iy = = (=Au18) 75 Is = —(Ap16)
h h
9p = |14 (A1 + 180nél| + Vi

d:
Dext = #[1 + (A,ng)z] log(uly™) + V.
Remarque 7.4.9. Comme dans le cas du probléme en dimension un (voir Chapitre 6) cette transfor-

mation permet de mieux approcher la température au front qui aurait tendance a devenir tres grand
sinon.
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Détaillons maintenant les différentes étapes qui conduisent a (7.28). La condition de Neumann est donnée
par

dAMVu.i = =& sur 10, +00[X0Qy. (7.29)

L’idée pour avoir une bonne approximation est de s’inspirer du cas du probléme en dimension un (voir
Chapitre 6). Nous effectuons donc un changement d’inconnu en posant :

w(t, x,y) = log(u(t, x, y)) (7.30)
Alors, v satisfait au front :
dMVv.i = —exp(—v)é, sur 10, +00[XIQy. (7.31)

Pour les mémes raisons qu’en dimension un, nous approchons exp(—v) par un développement limité
d’ordre un en zéro c’est a dire par 1 — v.
Nous proposons alors la discrétisation suivante pour (7.31) basée sur la méthode des différences finies

V;_H _ }’(l)+1 _ nN+1 _ vr113+1
a1+ AP )0 = D) 2
+vn+l _ vn+l
ol B )

c’est a dire

d; 2 d; -

|1+ (Awnr€) +1nrél) + Vi |y = (-] 3!
d; + d; 2

= (-tnerg) vt = {1+ (Aure] 5+ Vi

On obtient alors 1’équation (7.28) en posant :

Oy = LBty 05 = LBty

N = Z(_ n+1§) B S = Z(_ n+1§)
_ dj 2

ﬁP = z 1+ (An+l§) + |An+1§| - Vj,n

Vrg—l - Vj,n-

9 —@1+(A 2
CXt_h n+l§)

Ensuite, dans le cas ot le systeme (7.28) est régulier, on déduit alors la solution approchée u’},“ pour tout
point P appartenant au front par :

1 1
up™ = exp(Vp).

Lemme 7.4.10. Une condition suffisante pour [’existence d’une solution approchée au front est donnée
par:

A
Vin = - T >0,vn> 0,jef{l,..,ny}. (7.32)
T
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CHAPITRE 7. PROPAGATION EN MILIEU HETEROGENE : PROBLEME 2D

Remarque 7.4.11. La condition 7.32 correspond a une propagation monotone (voir Chapitre 5).

Preuve. La discrétisation de la condition de Neumann étant obtenue a partir de la résolution d’une équa-
tion matricielle, I’existence d’une température approchée u’l’j'l pour tout point P du front est alors assurée
par la régularité de la matrice. Une condition suffisante pour que cette matrice soit inversible est d’avoir
Vi = 0 pour tout n (c’est a dire une propagation monotone, voir Chapitre 5). En effet, en supposant que
v;‘pj;l est la température approchée au front (obtenue par la transformation (7.30) ) en un point y = (j—1)h,
I’équation (7.28) s’écrit :

n+1 n+1 N+1 . s _
—ﬁN,jvf’jJrl + ﬁpvf’j - ﬁs,.,vﬁj_l =dext,j3 J=1,...,ny— L

En posant :
1 0 0 0 0 -1
52 Op2 —On2 O 0 0
0
i, =
. . . . 0
0 0 0 _19S,ny—1 ﬁP,ny—l _ﬁN»”l)’—l
1 -1 0 o0 0 -1 1
0
V£l 19e>(t,2
vp=| 1 |et N= ;
Vfny ﬁeXt,ny— 1
0

on obtient le systéme matriciel suivant :
Mgvy = N. (7.33)

Ensuite, en prenant en compte la condition de périodicité de £ et & au front, c’est a dire

n+l_ on+l
prrl = Ve e
i1 2
(7.34)
n+l _ . n+l
Viny T Vil»

on déduit le systeme équivalent suivant : M, v} = Njou:
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9,
Op2—=52) Usp —Usp O 0 0
-Js3 dp3 —OInsz O 0 0
0
M, =
0
0 0 0 _ﬂS,ny—Z 19P,ny—Z _ﬁN,ny—Z
—ONny— IN.ny—
% 0 0 T 0 0 _ﬁN,ny—l (ﬁP,ny—l + ”VTI)
Vi2 ﬂext,z
v} = ; N1 =
Vfny-1 0ext,ny71

Une condition suffisante pour que la matrice M soit inversible est par exemple qu’elle soit a diagonale
strictement dominante c’est a dire :

9
[9p2 — 221 > 350,

[Fpil >2[9s,l, j:=3,...ny—2

‘19& —1 3
|19P,ny—1 - %| > jlﬁS,ny—lL

Ce qui revient a prouver que pour tout j = 2,...,ny — 1, [Jp | > 2|Jg j|. Cette dernicre inégalité est bien
vérifiée pour V;, > 0. O

7.5 Propriété de monotonie du schéma global

Dans cette section, nous nous intéressons a la monotonie du schéma proposé pour le systeme (H — P).
Nous donnons les conditions sous lesquelles le schéma proposé est monotone.

Proposition 7.5.1. Le schéma numérique global (7.5), (7.7), (7.10), (7.25), (7.27) est monotone sous les

conditions :
el _gn
Vip=-21—2L>0¥n>0,je{l,..,ny, (7.35)
T
h h? h?
T< min( ) (7.36)

2max r.K(us)’ 2€" [Veolh + 6dmax
: .

La preuve de ce théoréme utilise en plus des résultats de monotonie déja étudiés dans les sections précé-
dentes, la condition d’existence de la température approchée au front qui est donnée par (7.35).

Maintenant nous allons regarder de plus pres la relation (7.35). Dans le Chapitre 5, nous avons trouvé
une relation liant €, r et £5(y) pour que &; soit négative (propagation monotone) dans le cas ol la fonction
d’ Arrhenius est égale a 1. Ici, nous allons généraliser ce résultat pour un certain nombre de fonctions K.
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CHAPITRE 7. PROPAGATION EN MILIEU HETEROGENE : PROBLEME 2D

Proposition 7.5.2. Supposons que la fonction K vérifie I’hypothése suivante :
il existe un réel Ky > 0 tel que pour tout u € R, K(u) > Kj. (7.37)
Alors, pour tout r, &y et € suffisamment régulieres, on a & < 0 pour tout y € [0, 1] si

€ myax &y(0,y) < rminKo. (7.38)

Preuve. Dans le cas ou le taux de combustion est donn€ par rK(uy) avec K satisfaisant 7.37, on a :

&= —rK(up) /1 +§y + e Sy
+&
K(uy) fyy
= —rKy Ko fy f}

(”f) > fyy
:—rKO,/1+§y+rK0,/1+§y 1+§y+61+§§
fyy (f)
= —rKo+/1 + &2 + e—— K(l——)wll z
rKy +§y+61+§§+r 0 2 +&

§Y)

Si ’on se place sous les hypotheses de la Proposition 5.4.1, alors —rKp 4/1 + fy + e ' & < 0 sous
y
la relation (7.38). Pour toute fonction K satisfaisant 7.37 on a 1 — %uof) < 0. Ainsi ft est négative si

I’inégalité (7.38) est vérifiée. m|
Remarque 7.5.3. Notons que dans le cas ou max(&y),y = 0 alors & < 0.
)7

Le théoréme suivant est une conséquence du Proposition 7.5.1 et de la Proposition 7.5.2.

Théoreme 7.5.4. Sous I’hypotheése 7.37 et pour tout r, &y suffisamment réguliéres, le schéma (7.5), (7.7),
(7.10), (7.25), (7.27) est monotone sous les conditions :

h? h? )

T S min s~ o i
(2rmaX 2€ |Volh + 6dimax

em;J.X &y(0,Y) < rminKo.
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Chapitre 8

Simulations et convergence numérique
vers une solution onde dans un milieu
hétérogene

8.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons construit un schéma monotone pour discrétiser le systeme d’équa-
tions (H — P). La validation de notre schéma passe apres 1’étude de la monotonie par une série de si-
mulations numériques. Ainsi ce chapitre sera consacré non seulement a des tests numériques mais aussi
a I'interprétation des résultats. L’ objectif a travers ces tests vise a vérifier la convergence de la solution
numérique pour un temps long vers une solution onde (voir la Définition 7.2.1). C’est a dire qu’en temps
long, observer une température stationnaire, une vitesse de propagation constante et un profil du front
établi. Nous aborderons plusieurs situations possibles. Dans un premier temps, nous nous intéresserons
au cas d’un systeme d’équations quasi-couplé c’est a dire que la propagation du front se fait indépen-
damment de la température du milieu (K(u) = 1). Dans ce cas, on sait déja qu’il existe d’apres les tests
numériques une solution onde numérique décrivant la propagation du front pour un temps long, il ne reste
plus qu’a étudier le comportement de la température numérique dans le temps. On regardera tout d’abord
son évolution au front, puis en un autre point "intérieur" appartenant au domaine 2. Ensuite, nous regar-
derons de plus pres ce qui se passe lorsque la fonction d’ Arrhenius est donnée par K(uy) = exp(—%). On
observera la propagation du front, I’évolution de la température au front et aussi I’évolution de la tem-
pérature hors du front pour des temps long. Enfin, nous donnerons quelques remarques observables sur
la solution onde numérique. On fixera tout au long de nos simulation numérique € = 0.01 et on prendra
pour pas de temps 6y = 6x = 0.1. Toutes les illustrations présentées dans ce chapitre concerneront un
milieu hétérogene. Les parametres r et d varient de fagon périodiques suivant les couches de matériaux
considérées, pour cela nous prendrons dans nos simulations les fonctions r et d données par :

1 s104<y<0.6, 1 s104<y<0.6,
d(y) = . g ry) = . Y
2 sinon 2 sinon.
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8.2 Illustrations et convergence numérique vers une solution
onde dans le cas d’un systeme quasi-couplé (K(u) = 1)

Dans cette section, on s’intéresse au cas d’une propagation s’effectuant avec la fonction d’ Arrhenius don-
née par une constante. Dans ce cas, la température du milieu n’a aucune influence sur la propagation du
front. L’existence d’un front numérique (solution onde) est évidente comme vue dans 1’introduction de
la these. Le profil du front a partir d’un certain temps devient constant et le front se propage avec une vi-
tesse de propagation ¢, qui dépend du coefficient €. De plus, on sait que cette vitesse de propagation tend
Vers rmax = max(ry, r) lorsque € tend vers zéro. Pour vérifier la convergence vers la solution numérique
(r, v, u), il ne nous reste plus a étudier le comportement de la température dans le temps. On s’intéressera
d’abord au comportement de la température numérique au front, ensuite a son comportement hors du
front.

8.2.1 Comportement dans le temps de la température numérique au front

Intéressons nous maintenant au comportement de la température au front pour un temps long. Les Figures
8.1 et 8.2 montrent 1’évolution de la température au front en un point y* donné en partant respectivement
d’un front initial droit et d’un front initial sinusoidal. On constate que les courbes décrivant les Figures
8.1 et 8.2 tendent vers une asymptote c’est a dire que les températures numériques au front deviennent
stationnaire dans le temps.

Evolution de la temperature au front

uf(t, )

Ficure 8.1 — Systéeme quasi-couplé : Evolution de la température au front en un point y donné
avec un front initial droit
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ONDE DANS UN MILIEU HETEROGENE

Evolution de la temperature aau front

Ficure 8.2 — Systeme quasi-couplé : Evolution de la température au front en un point y donné
avec un front initial sinusoidal

Point
Figures Front initial Temperature initiale y* €[0,1]
8.1 &o(») =0 uo(x,y) = exp(—g|x)) 0.5
8.2 §o(y) = sin(2ry) | uo(x,y) = exp(—7|x|) 0.5

TaBLE 8.1 — Données utilisées pour obtenir les Figures 8.1 et 8.2

8.2.2 Comportement dans le temps de la température numérique hors du
front

Dans la sous-section précédente, mous avons vu que le profil de la température au front dévient station-
naire a partir d’un certains temps donné. Il est tout naturel de s’interroger aussi sur le comportement dans
le temps de la température hors du front. Ainsi, avec les mémes données (voir Table 8.1) avec x = —0.4
(Figure 8.3) on observe bien un profil stationnaire (2 ¢ ~ 5). Ce constat prouve bien la convergence vers
une solution onde. On pourra conclure qu’au alentour de ¢ = 5, il existe bien un triple (c, v, u), ou ¢ est
la vitesse de propagation du front; v = v(y) le profil établi du front (¢(¢,y) = —ct + v(y)) et u = u(x,y) la
température stationnaire.
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Evolution de la temperature hors du front

Ficure 8.3 — Systeme quasi-couplé : Evolution de la température en un point (x,y) € Q donné
avec un front initial sinusoidal

8.3 Illustrations et convergence numérique vers une solution
onde dans le cas d’un systeme couplé K(u,) = exp(—#)

Considérons un front de flamme qui se propage dans un milieu hétérogéne donné. Un modele plus réaliste
prendra en compte les interactions entre la température (chaleur) du milieu et la propagation du front, le
systéme sera donc couplé via la fonction d’ Arrhenius. Ici, on prendra la fonction d’ Arrhenius type c’est
adire K(uy) = exp(—%f) pour laquelle on se propose de vérifier sur un plan numérique 1’existence d’une
solution onde. Dans un premier temps, on regardera le comportement du front numérique pour des temps
long et en second lieu, on s’intéressera a I’évolution de la température au front.

8.3.1 Propagation du front

Pour vérifier I’existence d’un front solution onde numérique, on calcule la valeur numérique de la vitesse
de propagation du front en un point donné c’est a dire entre deux temps ¢, et 41 tel que 4] — ¢, = 1
(voir Tableau 8.3 et 8.4). On remarque qu’au cours de son évolution, la vitesse de la propagation tend
vers une constante. On observe aussi un profil stationnaire du front numérique dans le temps (les Figures
8.4 et 8.5).

Figures Front initial
8.4 &o(» =0
8.5 &o(y) = sin(2ny)

TaBLE 8.2 — Données utilisées pour obtenir les Figures 8.4 et 8.5
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ONDE DANS UN MILIEU HETEROGENE

&(tns1, 1) = &(tn, y1)| avec €(tnr1,y2) — &(t, y2)l avec

yi=0letr=1..9 valeur yi=05etr=1..9 valeur
162, y1) — &(1, y1)| 0.5846 €2, y2) = &(1, o) 0.5816
€3, y1) = €2, y1)l 0.9155 €3, y2) = €2, 2) 0.9121
(4, y1) — &3, y1)l 1.0629 l£(4,y2) — €3, ) 1.0582
€5, y1) — &4, y1)| 1.1155 €5, y2) — £(4, ) 1.1126
1£(6,y1) = &(5, y1)| 1.14 1£(6, y2) — &5, 2 1.1383
1£(7, y1) = £(6, y1)| 1.1536 1£(7, y2) — £(6, ) 1.1526
€8, y1) — &(7, y1)l 1.1591 1£(8, y2) = &(7, y2) 1.1589
109, y1) — &8, y1)| 1.1601 €09, y2) = £(8, y2)| 1.1599

TaBLE 8.3 — Calcul de la vitesse numérique de la solution onde avec un front initial droit

&(tns1,y1) = &(tn, y1)| avec €(tnr1,y2) = &(t, y2)l avec
yi=0.1etr=1..9 valeur yi=05etr=1..9 valeur
12, y1) — &(1, y1)| 0.5611 €2, y2) = &(1, o) 0.5833
€3, y1) = &£2, y1)l 0.8534 163, y2) = €2, y2) 0.8794
(4, y1) — €3, y1)l 1.0185 1£(4,y2) = £3, ) 1

€5, y1) — &(4, y1)| 1.0898 €5, y2) — £(4, ) 1.09
1£(6,y1) = &(5, y1)| 1.1249 1£(6,y2) = £(5, y2)| 1.1242
1£(7, y1) = £(6, y1)| 1.1436 1£(7, y2) = £(6, y2)| 1.1434
18, y1) = &(7, y1)| 1.1551 1£(8,y2) = &(7, y2)l 1.1549
€09, y1) — &8, y1)| 1.1599 €09, y2) — &(8, y2)| 1.1598

TaBLE 8.4 — Calcul de la vitesse numérique de la solution onde avec un front initial sinusoidal

Position du front de =0 a t=9

—front initial
—frontat=1..9

FiGure 8.4 — Propagation d’un front initial droit : convergence vers la solution onde
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Position du front de =0 a t=9

—front initial
—frontat=1..9
1
L } } > Ll
I )
8 7 6 5 4 3 2 14 0
&(ty)

F1GurE 8.5 — Propagation d’un front initial sinusoidal : convergence vers la solution onde

8.3.2 Comportement dans le temps de la température numérique au front

Dans cette sous section, on s’intéressera particulierement au comportement de la température au front.
En considérant un point y* € [0, 1] donné, on constate que la température numérique au front au point
y* converge bien vers un profil stationnaire dans le temps, cela peut étre observé sur les Figures 8.6 et
8.7. On remarque que contrairement au cas out K(u#) = 1, le profil stationnaire de la température prend
plus de temps avant de s’établir. En effet, en comparant les Figures 8.1, 8.2 et 8.6, 8.7, on observe que
un régime stationnaire au alentour de ¢ = 5 dans le cas quasi-couplé (K(uy) = 1) contre ¢ ~ 10 dans le
cas qui nous intéresse ici. On vois bien que dans le cas quasi-couplé, la température au front croit avant
de se stabiliser alors que pour le cas couplé avec K(uy) = exp(—uif), elle décroit jusqu’a une température
frontale minimum avant de croitre et enfin se stabiliser ( voir aussi la Figure 8.8 qui est un zoom de la
Figure 8.7 entre t=0 et t=1.5).

Figures Front initial Temperature initiale Point y*
8.6 &o(») =0 uo(x, y) = exp(—7lx)) 0.5
8.7 Eo(y) = sin(2my) | uo(x,y) = exp(—glx)) 0.5

TaBLE 8.5 — Données utilisées pour obtenir les Figures 8.6 et 8.7
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CHAPITRE 8. SIMULATIONS ET CONVERGENCE NUMERIQUE VERS UNE SOLUTION
ONDE DANS UN MILIEU HETEROGENE

Evolution de la temperature au front

Ficure 8.6 — Systeme couplé : Evolution de la température au front en un point y donné avec un

front initial droit

Evolution de la temperature au front

o=
==
>L
I
oL
2 4 (S 8

Ficure 8.7 — Systeme couplé : Evolution de la température au front en un point y donné avec un

front initial sinusoidal
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Evolution de la temperature au front

uty?)

0.6r

1 1.5

FIGURE 8.8 — Zoom de la Figure 8.7

8.3.3 Comportement dans le temps de la température numérique hors du
front

On considere un point de coordonné (x, y) a I'intérieur du domaine. En suivant 1’évolution de la tempéra-

ture en ce point, on observe avec les mémes données (voir Table 8.5) un régime stationnaire (Figure 8.9).

Cette observation confirme une fois de plus, la convergence de la solution numérique vers une solution
onde numérique.

Evolution de la temperature hors du front

o b

Ficure 8.9 — Systeéme couplé : Evolution de la température en un point (x,y) € Q donné avec
un front initial sinusoidal
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CHAPITRE 8. SIMULATIONS ET CONVERGENCE NUMERIQUE VERS UNE SOLUTION
ONDE DANS UN MILIEU HETEROGENE

8.4 Quelques remarques sur la solution onde numérique

Considérons un milieu constitué de deux matériaux superposés de facon périodique (voir Figure 2 dans
I’introduction de la these), I’'un supposé "rapide" et I’autre "lent" ou le matériau "rapide" étant le meilleur
conducteur. Comme attendu, le profil du front est plus avancé dans le matériau "rapide" (voir Figures 8.4
8.5). Par contre, en ce qui concerne la température au front, elle s’avere €tre plus élevée dans le matériau
lent contrairement & I’intuition qu’on peut avoir (voir Figure 8.10 pour un front initial sinusoidal et
Figure 8.11 pour un front initial donné par une droite). De plus, en s’ intéressant au profil de la température
numérique onde (a r = 10 par exemple), en fonction de x en un point y; dans le matériau ‘rapide’ et y;,
dans le matériaux ’lent", on observe bien que la température reste toujours plus élevée dans le milieu lent
(voir Figure 8.12).

Temperature au front dans le milieu hétérogene a t=10

2r A
1.9t

Ficure 8.10 — Avec un front initial sinusoidal

Temperature au front dans un milieu hétérogéene a t=10

Ficure 8.11 — Avec un front initial droit
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Profil de la temperature a t=10 en fonction de x et en differents points y

~uixy,) /
15- ) / .

u(t,x,y,)
T

0.5~

FIGURE 8.12 — Profil de la température en deux points y; donnés a t=10
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Annexe A

Existence of strong trace of solutions to
degenerate parabolic equation

This part is devoted to the proof of existence of strong trace at the boundary of Q reached by L' conver-
gence for the degenerate parabolic-hyperbolic equation (E,). We assume that 6Q is regular. We proceed
as follows : first we set T a regular cut-off function (in the hyperbolic zone) and justify that 7 is a
quasi-solution of the hyperbolic operation v — v; + div f(v). The notion of quasi-solution introduced
by Panov (see [66]), ensures existence of strong trace of solution # under non linearity assumption on f
and ¢ (see Chapter 1, Definition 1.3.1). After, we impose that ¢(u”) € L*(0,T, H'(Q)) which guarantees
the existence of strong trace in the non degenerate parabolic zone. By introducing a bijective function
Y, we prove global existence of strong trace. Moreover, we propose an application for the boundaries
conditions study in this thesis (zeroflux, Robin and Dirichlet). Let us give the definition of strong trace
in the L' sense and some properties. Recall that a general result of existence of strong trace of solution
to degenerate parabolic equation has been prove by Y.S Kwon in [50]. In this Appendix, we give another
way to obtain this result.

A.1 Definition and properties of strong trace

Definition A.1.1 (Vasseur [74]). Let Q c R with Lipschitz boundary'. A function u € L*®(Q) possess a
strong trace yu € L™ (0Q), at boundary 0Q if for every compact set K CC 0€)

esslim | u(s, %) - yu(DIdHE (%) = 0. (A.1)
§— K

Lemma A.1.2. Let u € L*(Q) (respectively v € L*(Q)) such that the strong trace yu € L*(0Q) (respec-

tively yv € L*(0Q)) exists. Then, y(u + v) exists. Moreover y(u + v) = y(u) + y(v).

Proof. This is a direct consequence of Definition A.1.1 since y(u + v) = y(u) + y(v) satisfies the above
limit. |

1. In [66], Panov state the framework of C! regular domains, but as in [74] it can be generalize a Lipschitz
boundary .
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Lemma A.1.3. Let u € L™(Q) such that the strong trace yu € L*(0Q) exists. For all continuous function
G : R — R then y(G(u)) exists and y(G(u)) = G(yu).

Proof. Note first that this result is a direct consequence of Definition A.1.1 if G is a Lipschitz-continuous
function. Then, the lemma holds by using a sequence (G,) of Lipschitz-continuous functions that
converges uniformly to G on [—||u||co, ||¢]|c]- ]

A.2 Notion of quasi-solution

We denote by M(Q) the set of Radon measures on Q, i.e. the dual space of C(Q) :
ve M(Q)if YK cc O, VI(K) < o
and by M}, 5o the set of Radon measures finite up to the boundary of Q i.e

veEMppaif sup V((t,s)Xw)<oo,VO<t<s<T.
wcc

Notice that for v € M50, sup [v|((#, s) X w) can be infinite.
O<t<s<T.

Now, consider a measure u € Mj 5o and the hyperbolic equation :
v + div f(v) = —u in Q =10, T[XQ. (A.2)

We shall state the recent notion of quasi-solution for the operator v +— v, +div f(v) introduced by Panov
(see [65]). In [65], Panov proves, for each k in some dense set of R, the existence of a strong trace of the
normal component of Kruzhkov’s entropy vector flux sign(v — k)( f ) — f (k)).n which can be written by
sign(¥ — k)( f @) - f (k)).n , for any quasi-solution v. Moreover, in the case where f is not constant in a
non-degenerate interval, ¥ € L™ (Z) is unique and it is the strong trace of this quasi-solution v.

Definition A.2.1. A bounded measurable function v € [0, unax] is called quasi-solution of v +— v, +
div f(v) if for k € [0, umax]
v — k| + div(sign(v —k)(f(v) - f(k))) = i in D'(Q), (A3)

where . € My, 50(0).

Remark A.2.2. i) We precise that a function satisfying (A.3) is not a priori a weak solution of (A.2). In
fact from (A.3) with k = 0 it follows that

v + divf(v) = — in D'(Q), with i € Mp0(0).
ii) Remark that if v is an entropy sub- and super-solution, then
d,(v = k)" + div(sign” (v = K)(f(v) = f(@)) = = in D'(Q), (A4)
B,(v = k)™ + div(sign” (v = K)(f(v) = f(k)) = =5, in D'(Q), (A.5)

with u; € M(Q) not necessarily in My gq.
iii) Notice that due to (A.4) and (A.S), if v is quasi-solution then for each a,b € R

Tiap (V) + divf(T[a,b](V)) = —ap in D'(Q), (A.6)

where g, € My, 50(Q).
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ANNEXE A. EXISTENCE OF STRONG TRACE OF SOLUTIONS TO DEGENERATE
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To establish that a given function v is a quasi-solution for the operator v +— v, + div ]7(1/), we will often
use the following version of the argument that can be found in [[65], p 8 — 9] :

Lemma A.2.3. Let ¥ € L*(Q) and assume that divF = p + v, where u is a measure finite up to the
boundary and v is a positive measure. Then v is also finite up to the boundary. In particular, F is a
divergence measure fields on Q.

Proof. Consider {&5)5.0 a boundary layer sequence i.e. &5 is a sequence of cli) n C(ﬁ) such that
(lsin(l) &s = 1 pointwise in Q, 0 < & < 1, ||Vésll1 < cte and &5 = 0 on 0Q. Then, thanks to Lebesgue’s

theorem, we have

T
v(Q) = lim (. £5) —fo fQG""-Vfa < Q) + 1F Nl lIVEslI1 < C.

A.3 Existence of strong trace

Theorem A.3.1. (Existence of strong trace for vanishing viscosity limits) Assume that u = lim¢_,g u® (in
the a.e. sense) and the following estimates hold

|||~ < cst; ||V¢(u5|)|Lz(Q) < cstand IIEVuflle(Q) < cst. (A7)
Then, u is local entropy solution and there exists a strong trace yu € L*((0, T) X Q) on the boundary.

Proof. Consider T € C%(R) such that : T(x) = 0 if x < 0, increasing on [0, u.] and T(x) = u if x > u,
and denote by v = T'(u). Taking in (P,), T’ (u€)é(H)(x) as a test function, we find

T
fo (uf, T oW (0) £
T T
- fo fg FUOWCED) VT (u)dxdi - fo fg FUET ). V() xdi

T T
+ f f Vo )T’ (uOE(). Vir(x)dxdt + f f Vo uEWENT () = 0. (A.8)
0 Q 0 Q

By using chain rule, the first integral of (A.8) gives

T d
A= fo (uf,T’(uf)w(x)>§(t)dt=<a—tT(uE);¢f®f> . (A9)

D.D
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The second integral and third integral of (A.8) gives

T T
- [ [ suweoeo v [ [ raoruoese
0 Ja 0 Jo

T T
——f ff(uE)T"(uf).Vuwadxdt_f ff(uE)T'(uE)f.Vw
o Jo 0 Jo
T U T
——f fV. (f f(s)T”(s)ds)ft,b—f ff(MG)T’(uE).f.VI,[I
0 Jo 0 0o Ja
T u€
=f fV. (f f’(s)T'(s)ds)lﬂf
0 Jo 0

T
= f f div F(T W)W ()EDdxdt. (A.10)
0 Q

The two last integrals of (A.8) give

T T
= f f Ve )T (u)EVY + f f Vo) £V T (1)
0 Q 0 Q
T T
=€ f &) f VT W)V + € f f T (u€)|\Vus Py
0 Q 0 Q

T
=—6<AT(ME),§(I)¢(X)>+6£ fQT"(ue)quelzwf- (A.11)

Now adding (A.9), (A.10) and (A.11), we obtain :

T —_—
<QT(u€); U §> + f f div f(T (u))p(x)&(0)dxdt
ot .0 0 Q
T T
- ef f AT (uEDWY(x) + ef f T )|\ Vus e = 0. (A.12)
0 Ja 0 Ja
We set v¢ = T'(u®), by density of D(0, T) ® D(Q) in D(Q) then we have
Ve +div (V) = eAVE — € in D'(Q). (A.13)
Where u€ = €T (u)|Vu¢|? is an L'(Q) function thanks (A.7) we have assumed.

Take & € C*(Q) and consider 7 = T’(uf)signg(T(uf) — a)¢ with a € [0, u.]. Then, there exists « in the
same interval such that a = T(@) and for any & € C7(Q), (A.18) yields

(T"(uf)signg(T(uf) a) + signy (T(u) - a)|T” (ue)lz)ngE(ue)Vu Edxdt

‘ﬁh

{ f T'(0)sign(T(0) — a)doré, + f ' T'(0)signf(T(0) - a)f(o)doVé)dxdt
foVf T(O’)Slgl’lg(T(O') a)[e+¢(0')]d0'}dxdt
0
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i.e., since T'¢’ = 0 and v¢ = T (u°),

€ f (T”(uf)signg(vf — a) + sign (v — a)|T’(uf)|2)|vuf|2§dxdt
0
= f { f ' T’(o-)signg(T(O') —a)doé + f ' T'(O')signg(T(a') -a) f’(o-)do-Vf}dxdt
0 @ a

€

—ef {Vfo T'(o‘)signE(T(O') - a)dO'}dxdt
[ 17
and, since 77 = 0 in R\]O0, u.[,

li[gnef signgr(v6 — a)|VVe P &dxdt + ef T (u)sign™ (V¢ — a)|Vu|*&dxdt
o o

€

u T-1(v)
= f { f T (o)sign™ (T (o) — a)doé&, + f T (o)sign™ (T (o) — a)f’(o-)do-Vf}dxdt
0 a a

—€ f {vev f ' T’ (0)sign™ (T(c) - a)dor|dxdt.
o

a

Since a = T'(@), one gets that

wi(é) + f sign* (v — a)uEdxdt
0

€ €

vV

f { f ' signt (o — a)do&, + f sign* (o = a)f (T~ (0))do Ve dxd
0 JT(o)

T(a)

€

—ef{Vfo sign+(a'—a)d0'}dxdt
0 T(a)

€

f {[v¢ - al*é + sign* (v - @) ' £/(T7 (o)) doVEdxdt
0

T()

—€ f {Vev (e - a)*dxdt
0

where @¢(&) := € lim f signg’ (v — @)V [*édxdt.
B=0Jo

— T~ [min(ue,r))]
Denoting by f(r) = f f ()T’ (o)do, for any a € [0,u.] and any non-negative £ € C;’(Q),
0

we obtain
f‘(v6 —a)t& + signt (v — a)(FO) — F(a)).VE — eV(© — a)t . Védxdt
0

T
= f f sign* (v — a)uédxdt + @' (&). (A.14)
0 Ja

If a > u,, then both sides of the above equation are null.
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If a <0, then, since ¢ € C(Q) and sign,ﬁJr(vE —a)=0if 8 < —a,
f O —a)* & + signt (v — a)(f(V°) — f()).VE — eV — a)" Védxdt
o
T
= f V& + f(v6).VE — eVVE.Védxdt = f f;ffdxdt
0 0 Ja

T
= f f sign™ (v¢ — a)uédxdt + @i (&).
0 Q

Note that @ exists, irrespective of the approximation of sign?;, and is non negative due to the fact that
the limit of the other terms exists, and of course, it is a non-negative measure.
Now, using the convergence of u€ to u and the continuity of the function 7', we obtain firstly that

lim | 05— @)"& + sign* (< - a)(f(vf) - f(a)).vg — eV(F —a)t Védxdt
€E— Q
= fQ(v —a)té + signt(v - a)(f(v) - JT(a)).Vfdxa’t.

Since sign*(v¢ — a)u€ is bounded in L'(Q), up to a subsequence denoted in the same way, it converges
weakly in the sense of the bounded measures to a bounded measure denoted by p,.

Thus, @, converges in the sense of the distribution to a non negative distribution @y, i.e. a non negative
Radon measure. Then,

fQ v —a)*é, + sign*(v - a)(f(v) - f(a)).vgdxdt = (o &) + (@3 £, (A.15)
and, for b > a,
fQ (v = b€ + sign* (v = b) F) = F(b) ). Vedvdt = Gy, ) + (wp38) (A.16)

with v = T'(u) solution of (A.2). Here the quantities u, and y, are two measures finite up to the boundary
and w,, @} are non negative measure. Then by Lemma A.2.3, we have that @, @), are finite up boundary.
Since (A.15) and (A.16), we deduce

TiasiV)i + divf(Tiap) (V) = =Yap in D'(Q), where Yap = ya + b

Then v is quasi-solution, therefore as fis non degenerate (else f’ o T~! = cte on an interval (a, b), then
f’ = cte on an interval (T~ Ya), T~' (b)) and fis non degenerate), then by Panov argument the strong
trace exist for v = T'(u). Moreover, ¢(u) = lime_g ¢(u€) in L*0,T; H(Q)) and du) — ¢(u)) strongly
in L*>(Q) then thanks to Lemma 1.5.8 (Chapter 1), there exists a strong trace y¢(u) of ¢(u) on X in the L?
sense and then in the L' sense.

Let us note ¥(x) = T'(x)+¢(x)—x". The function ¥ is a continuous bijection from [0, u#max] on Y([0, umax])
and W(u) = v+ ¢(u). v and ¢(u) have a strong trace, yv and y@(u), then by to Lemma A.1.2 ¥(u) possess
a strong trace YW = yv + y¢(u). Afterwards, ¥-1 is continuous on W[0, ], therefore by Lemma A.1.3
u possesses a strong trace

yu =P yPW) =¥ (YT W) + puwy,) = P~ YT (W) + yd(u)).
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A.4 Application for boundary value problems

Here, we apply the result of Theorem A.3.1 of existence of strong trace of the solution for the three kind
of boundary condition (zero-flux, Robin, Dirichlet) that we investigate in this thesis.

Corollary A.4.1. (Case of zero flux boundary problem)

Consider the zero flux boundary problem (P1) under assumption (H1)) and other assumptions of Chapter
1. Then If € > 1, there exists an entropy solution u of (P1) in the sense of Definition 1.2.2 that has strong
trace yu on the boundary. In particular, if € = 1, the unique entropy solution of (P1) has strong boundary
trace.

Proof. This is a consequence of Theorems 1.3.5, 1.4.1 and Theorem A.3.1. O

Remark A.4.2. (Case of Robin problem)

In the same case, we can extend this corollary to the Robin boundary problem. Under the hypothesis of
Chapter 1, for € > 1 there exists an entropy solution u of (Py) in the sense of Definition 1.5.1 that has
strong trace yu on the boundary. In particular, if € = 1, the unique entropy solution of (P3) has strong
boundary trace.

From now, we consider the Dirichlet boundary problem (P3) in a bounded domain Q ¢ R? with Lipschitz
boundary
u, +div(f(u) — Vo(u)) =0 in Q =]0, T[xQ,
(P3) u(0,x) =up in Q
ut,x) =uP(t,x) on T =]0, T[XOQ.
Here ug and u” are bounded measurable functions. We approximate ¢(i) by ¢(u€) = ¢(u€) + eld(uc) for
each € > 0. We obtain the following regularized problem (Pg) :
u; +div f(u€) — Age(u) =0 in 0=(0,T)xQ,
(P5) ui(0,x) =u§(x) in Q,
us(t,x) =uP(t,x) on T =(0,T)X0Q,

where (u)e is a sequence of smooth functions that converges to up a.e and respects the mini-
mum/maximum values of .

Theorem A.4.3. There exists a function solution u€ € L*>(0, T; H (Q))NL*(Q)NC([0, T1, L*(Q)) for the
problem (ﬁg) such that u®(0, .) = ug, uy = uP, u, € L*(0,T; H(Q)) and forall £(t, x) € L*0,T; Hé(Q)) :

[

T T
fo (o gy A = fo fﬂ (Fu) = V() .Védxdt = 0 (A.17)

Proof. The existence (and uniqueness) of such solution to (Fﬁ) follows from standard arguments, see
[71], [58]. O

Remark A.4.4. For any non-negative ¢ € C;([0, T[XQ), any Lipschitz-continuous function n and any
constant «, one has that

fn'(uE)V¢E(uE)VuEt,0dxdt—ffuo n(o)doe(0, )dx¢
0 QJa

= fQ{f n(o-)dmp,+f TI(O')f,(O')dO'V(p—VgDVf n(o-)[e+¢’(o-)]do-}dxdz-
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In particular, for any parameter k, if « = k and n is an approximation of sign(. — k), one gets that
0 < f (e =, + sign®™ (e = LF W) = FU)IVe - VeV(p(u) - p(k))* |dxd
g
—Ef Viu® — k|Vpdxdt + f lug — klp(0, )dx.
0 Q

In particular, u® is a "local entropy solution” of (Fg) in the sense of Definition entrocarrillo-P. Further-
more, set M := max {||uD||Loo(z), lluollz=). If k = M (respectively k < M) we can extend the inequalities
(A.18) up to the boundaries £ U ({0} x Q).

Lemma A.4.5. Assume that uy € L®(Q), uP € L*0,T; H'2(0Q)) N L*(Z) and uP € L0, T; L*(Q)).
Then the estimates (A.7) are satisfied.

Remark A.4.6. Notice that in the case where Q = (a,b) is a bounded interval of R and uP is constant
in t, the assumptions of Lemma A.4.5 hold.

Proof. First, take k = M (respectively k = —M) in the up-to-the-boundary inequality (A.18) (with sign™
respectively sign™), we get |[u€l|.=0) < M. In the sequel, we take f, ¢ restricted to [-M, M].
We take (u€ — uP )1j0.q as test function in (A.17) and use the formalism of [3].

f<(u — uP)u —uP 1(Q)H(Q) ffu, (u€ — uP)dxds
f f Fu).Vus — uP)dxds + f f Ve(u).V(u — uP)dxds = 0. (A.18)

Denote the four terms in the left-hand side of (A.18) by A, B, E and G respectively, we calculate :

1
A = Sl = 1P )l g - ||uf<o )= P01

1
= S, ) = uP(t iz + (A.19)

|- Bl < C(uD)nuf — uP|l o020

Z”” =Pl g 20y + (CWP))?
1
< 7 = 4P a2y + € (A.20)

|E| = —f ff(uf).Vudeds+f ff(uf).VuDdxds
0 Ja 0 Jo

t f
f ff(ue).Vuedxds fff(ué).VuDdxds
0 Ja 0 Ja

t ue
f fdiv (f f(r)dr) dxds
0 Ja 0

t U
f f (f f(r)dr) ndH " ds
0 Joaa\Jo

IA

+

+ CP)Iflloo

IA

IA

+C<C. (A.21)
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! ! !
G =€ f f Vul V(us —uP) + f f Vo u).Vu — f f Vé(u).VuP
0 JQ 0 JQ 0 JQ
f € 1 € ! )
mf |Vuf|2——f f|vuf|2——f f|qu|
0 2 Jo Ja 2 Jo Ja

1 ! a (! I
\v/ E2__ffv 62__ffVD2'
+”¢,”wj(; LI 4O . Q| 4O ; Q| u|

Forall t < T, from (A.19)-(A.22) we have

1 ! !
S, ) = uP (@, 7o + € f Vuf® + C f f V()
2 L@ 0 0 Jo

1 € D)2
<C+ leu —u ||L°°(0,z;L2(Q))‘

Taking the sup over ¢ in [0, T'], we obtain

1 T T
2l = Pl 0 + € f Vuf® + C f f V()
0 0 Q

1
€ D)2
< C+ Z“u —u ||L°°(0,T;L2(Q)).

T T
€ f IVus? + C f f IVou)? < C.
0 0 Q

Corollary A.4.7. (Case of Dirichlet boundary problem)

Therefore

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

Assume that ug € L*(Q), uP € L*(0, T; H'/>(0Q)) N L°(2), utD e L'(0,T; L*(Q)) and (f, $) is non dege-
nerate in the sense of Definition 1.3.1. Then the strong trace yu of solution u for the Dirichlet boundary

problem exists.In particular, for problem (P5) considered in Chapter 2, there exists a subsequence u® that

converges to a limit u a.e.. Moreover, the limit u is a local entropy solution and admits a strong boundary

trace.

We refer to Chapter 2 for the up-to-the-boundary entropy formulation and uniqueness of entropy solution

u to (P3).

Remark A.4.8. Analogous arguments apply for the stationary problem associated to (P3). In particular,

the result holds for problem (S 3) associated to (P3).

195



196



Integral-process solutions in the nonlinear
semi group theory

This part of the thesis is devoted to a generalization of integral solution in the nonlinear semigroup theory.
Given a Banach space X and an m-accretive operator A € X X X, a function u € C([0, T']; X) is called
integral solution (see Bénilan [16] and [17, 19, 15]) of the abstract evolution problem

w +Ausdh, u0)=ug (B.26)

[loa+Av]|—||u]|
0 pl

if, || - || being the norm and [«, v] := lim,, the bracket on X, one has u(0) = uy and

V(@,2) € A lu(®) — all — |lu(s) — ol < f;[u(r) —it, h(t)-7Z] Vs,t€[0,T], s<t. B.27)

We refer to [17] for the proof of uniqueness of an integral solution and to [15] for some generalizations.
Here, we present a variant of the above notion that we call integral process solution. This notion is
motivated by an application in the setting where X is a Lebesgue space on QCR’ and u is a weak limit of
approximate solutions. The inspiration comes from the idea of entropy-process solution closely related
to Young measures’ techniques (see [42] and references therein), in the context of the Chapter 3.

B.1 Notion of integral-process solutions

We consider here a Banach space X (in application to the problem (P;), we will take X = L'(Q)) and
the multivalued operator A : X X X — X defined by its graph. We study the general evolution problem
u' + Au > h, u(0) = up. In our application, A is formally defined by Au = div f(u) — A¢(u) with zero-
flux boundary condition. In the sequel, we suppose that the operator A is m-accretive and ug belongs
to m We refer to [17] for definition and to [7, 9] and Chapter 3 for proof of these properties in our
concrete setting which is our final purpose. In relation with the classical notion of integral solution to
the abstract evolution problem introduced in the thesis of Ph. Bénilan, see e.g. [17], [13] we consider a
new notion of solution called integral-process solution which depend on an additional variable a € (0, 1).
The purpose here is to prove that the integral-process solution of (E) coincides with mild and integral
solutions. Therefore the interest of the notion of integral-process solution resides only in the fact that it
may appear from some weak convergence arguments, (see Chapter 3 for the example we have in mind).
Let us recall the notion of mild solution. In the sequel, ||.|| = ||.||x is the norm in X.

Definition B.1.1. A mild solution of the abstract problem w' + Au > h on [0,T] is a function u €
C([0, T; X) such that for o > 0 there is an o— discretization Df(to, s INS B s BN) Of U+ Au D hoon
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[0, T] which has an o— approximate solution v satisfying
llu(t) —v(®)|| < o fortyg <t < ty. (B.28)

Recall that a o— approximate solution v of ' + Au > h on [0, T] is the solution of an o— discretization
DX(Z‘(), v INS B ey /’lN) :

Vi = Vi-1
|

+Avish;, i=1,2,.,N (B.29)

N
where h ~ Z hily, 1 and |t; — t;i_1| < o. Further, v is an o— approximate solution of the abstract initial

=
value problem (E) if also o = 0 and [|[vp — upl| < 0.

Theorem B.1.2. Let A be m-accretive in L'(Q) and uy € D(A). Then the abstract initial-value problem
w +Au> hon(0,T], u(0) = ug has a unique mild solution u on [0, T]. Moreover u is the unique function
on C([0, T, X) such that for all (it,z) € A

llu(r) = atll = llu(s) — all < f [u(T) — i1, 8(7) — z|dt (B.30)

for0<s<t<T.

+ Ab|| —
Here, [a, b] := lim 12421 — llal
10

fsign(a)bdx+f |bldx.
Q {a=0}

For the proof, we refer to [17].

is the bracket on X (see [17]). In particular if X = L' then [a, bl =

A function u satisfying (B.30) is called integral solution. Here, we consider a seemingly more general
notion of solution inspired by [6] [59], [9].

Definition B.1.3. Letr A be an accretive operator and g € LY(0,T; X). A function v(t, @) is an integral-
process solution of abstract problem v/ + Av 3 g on [0, T], v(0, @) = vy, if v satisfy for all (v,z) € A

I 1t
f(llv(t, a)— V||—|v(s, a)— f/ll)das ff [V(T, a)—,8(1t) — z|drda (B.31)
0 0Js

for 0 < s <t <T and the initial condition is satisfied in the sense

1
ess- limf [lv(t, @) — vpllda = 0. (B.32)
t10 Jo

Such generalization of the notion of integral solution is a purely technical hint, indeed, we show that
integral-process solutions coincide with the unique integral solution in the following sense.

Theorem B.1.4. Assume that A be m-accretive in X and uy € D(A), u is an integral-process solution if
and only if u is independent on a and for all @, u(., @) coincide with the unique integral and mild solution.

The result will follow directly from the proposition given bellow.
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ANNEXE B. INTEGRAL-PROCESS SOLUTIONS IN THE NONLINEAR SEMI GROUP THEORY

Proposition B.1.5. Let A be an accretive operator. If v is an integral-process solution of v/ + Av > g on
[0, T], v(0, @) = v and u is a mild solution of ' + Au > h on [0, T], u(0) = ug then

1 1 ApS|
f [lu(t) — v(t, @)|lda < f [luo — vollda +ff [M(T) —v(t,a), (1) — g(7)|drda (B.33)
0 0 0J0
fora.e.t€[0,T].

Proof. Letuy, k=1

N,, be a solution of the o, discretization D4 (0 = 2, 17, ..
[0, T]. Set 6’,: = -

ty)ofu’ +Au> hon
andlet0 < a < b < T. Since v is an integral-process solution of Vv'(f,@) + Av > g
we have :

1
f (nv(b, @) — ]| - [v(a, @) - uzn)da
ff v(t, @) = uy, g(1) — i + kl]da/df

Sf f[v(r,a)—uZ,g(T)—hZ]da/dT
0 a
1 b
5—12 fo f (”V(Tva’)—uz_lll—||V(T,a/)—uZ||)dadT.

(B.34)
Where we have used the inequality
n_ . n
v(t, @) — uf, g(t) — hy + %] < [v(‘r, @) —uy, g(7) — hZ]
k
1
v y(nv(r ) - i ll-Ivma - wl)  (B35)
which follows from the facts that [X, Y+ Z] <X, Y] + [X, Z] ; [X,eY] = e[X, Y] if e > 0 and | X, Y] <
X + Y| —|IX
M. Multiplying (B.34) by 6 and summing over k = j + 1, j + 2, ...,i we find that :
e
Z f 67 (b ) = 1l = IvGa, @) = il de
k= ]+1
Z 6”f f lfv(r, @) — u;, g(1) - ]drdoz
k=j+1
b
+ fo f (HV(T, a)— u’}ll — v(r, @) — u;’ll)drda. (B.36)
a

Next, we assume that o, — 0 and the o,— approximate solution of u’ + Au > h locally converge
uniformly to the mild solution u on [0, T'[. Set

¢n(L’ /L a’) = ”V(L’ a,) —uy

ukwll for 0 <« < T; where k(2) is defined by 7, -1 < A< t,'c’u).
Then ¢,(¢, A, @) —

[[v(¢, @) — u(A)|| uniformly on [0, T[X[0, T[X[0, 1]. Hence

e, @) = uCll = IIv(e, @) = 1| < N, = (DIl = 0. (B.37)
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Therefore, if we choose i, j depending on 7 so that t;l — ¢, 17 — d asn — co we have

; d
Z Ov(, @) — ]l — f [[v(t, @) — u(A)||dA for ¢ € [0, T. (B.38)
k=j+1 c

Moreover with ¢ = 7, we get

b b
f [lv(T, @) — u?lldT — f |lv(t, @) — u(c)||dT and (B.39)

b b
f v(t, @) = ulldt — f [lv(T, @) — u(d)||d. (B.40)

From now, let

b
F,(4,a) = f [V(T, @) —uy,g(t) = hy|drfort,_ <A<t (B.41)
a

Then

i

> (5an(/1, ) - ff; IZI f b[v(‘r, @) — i, g(7) —h(/l)]drd/l)‘

k=j+1
i )
<> f f 11! = h(D)lldTdA < (b — a) (B.42)
k=l Yl Ve
and therefore
< _ 0 b
nh_)rgo Z 5 Fn(d, ) :nh_)rg0 Z ‘L: f [V(T, @) —uy, 8(t) — h(A) |drdA. (B.43)
k=j+1 k=j+1Y -1V 4

Since uj — u(4) and f; - A as n — 0 and the bracket [-, ] is the upper-semicontinuous, we deduce from
(B.43) that

—00
n a

k=j+1

S

As previously, the convergence is uniform in @ € [0, 1], therefore we can integrate in & under the limit in
(B.39), (B.40), (B.44) and obtain

i b £
lim 5, f [V(T, @) —up, 8(1) — hZ]dT = lim f F,(1,a)dA
J

drd. (B.44)

(7, @) — u(d), g(t) — h(4)

1 d
j(; f(IIV(b,Oz)—u(/l)II—IIV(a,a)—u(/l)ll)d/lda

1 d b
< fo f f [v(.09 = w0, g0) - 1)

1 d
+ fo f (Ilv(T,a)—u(c)Il—IIV(T,oz)—u(d)II)dea. (B.45)

drdAda
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ANNEXE B. INTEGRAL-PROCESS SOLUTIONS IN THE NONLINEAR SEMI GROUP THEORY

Now, we set :
1
W(s,t,a)=f v(s, @) — u(@®)llda
Ol
(s, 1, @) = f [v(5.0) ~ ut@), g(5) = o e
0

Recall that u € C([0, T]; X) and ess- lim, o fol |v(t, @) — upl|lda = 0. Then, v is continuous a.e. for any
Lebesgue point on [0, T']. The function @ and I1 are continuous in ¢ and integrable in s

o(t, 1) — (s, 5) < f t H(r)dt = L t I(r)dt — f(; ' [(7)dr. (B.46)

Then
E(t) = o(t, 1) — j: [(7)dt < (s, s) — ‘fos I[I(7)dTt = E(s) fora.e. t,5s € [0, T]. B.47)
The function Z is continuous at 0", therefore Z(¢) < Z(0). This is equivalent to (B.33). m|
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Conclusion et perspectives

La problématique de cette theése était d’étudier d’une part, les problemes paraboliques dégénérés avec
des conditions aux limites et d’autre part un systeme couplé d’équations paraboliques modélisant un
probléme a frontiere libre.

Dans la premiere partie, nous nous somme intéressés aux problemes aux limites mélant des phénomenes
paraboliques et hyperboliques. Divers outils ont été exploités, notamment les techniques issues de la
théorie des semi-groupes non-linéaires. Elles ont joué un rdle primordial pour contourner les difficultés
résultantes quant a la prise en compte des conditions au bord dans les formulations entropiques pour
établir des résultats d’unicité via un argument de comparaison "faible-fort". Nous avons aussi étudié
une approximation de la solution d’un probleme de flux nul au bord par la méthode des volumes finis
sur un maillage admissible, dans le but d’établir la convergence de la méthode et d’illustrer le compor-
tement des solutions et la facon dont la condition aux limites est réalisée. La grande difficulté ici est
que contrairement au probleme de Dirichlet, ol on arrive a prouver que la solution entropique proces-
sus est en fait une solution entropique, la formulation utilisée pour imposer la condition de flux nul au
bord ne nous permet pas d’arriver directement a ce type de de résultat. Il nous a fallu définir une toute
nouvelle notion purement technique de solution appelée solution processus intégrale ; nous montrons
qu’elle coincide avec I'unique solution intégrale dans la théorie des semi-groupes non-linéaires et que
la limite de notre schéma numérique vérifie bien une formulation processus-intégrale. Nous avons aussi
essayé de comprendre la manieére dont on pourrait définir une notion entropique pour le probleme de
Dirichlet en terme d’un graphe maximal monotone prescrivant le lien entre la valeur de la solution au
bord et celle du flux normal. L’originalité de ce travail tiens du fait que nous arrivons a interpréter la
condition de Dirichlet en mettant en évidence un graphe maximal monotone combinant une contrainte
du type Bardos-LeRoux-Nédélec et une contrainte du type obstacle d’origines hyperbolique et parabo-
lique dégénérée, respectivement. Nous parvenons ainsi a une interprétation explicite de la condition au
bord. Nous avons ainsi essayé d’unifier la plupart des techniques existantes dans la littérature. Ce travail
mérite d’étre enrichi car il pourrait s’étendre a des conditions au bord plus générales. La partie numé-
rique de cette étude nous a donné une vision du réle que pourraient jouer certaines hypotheses théoriques
que nous avons utilisé. Nous pensons qu’on pourra s’ affranchir de certaines de ces hypotheses et affaiblir
d’autres dans des futures travaux.

La deuxieme partie de cette thése traite d’un probleme a frontiere libre. Dans le cas présent la fron-
tiere libre est un front de flamme qui se propage dans un domaine hétérogene périodique. La complexité
du modele qui est décrit ici par 1’équation de la chaleur (température) couplée avec une équation du
front (de type Hamilton-Jacobi) est directement liée au mouvement du front. Nous avons construit en
combinant les méthodes d’éléments finis et de différences finies un schéma monotone pour discrétiser
ce probleme. La grande difficulté, pour garantir la monotonie, réside dans la discrétisation de la tem-
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pérature au front. S’inspirant du modele particulierement simple d’une propagation en dimension un
d’espace, nous proposons une approximation de la température au front en dimension deux d’espace par
une technique de changement d’inconnue. Pour la preuve de la monotonie de notre schéma, il nous a
fallu définir une notion de ’propagation monotone’ liée au mouvement du front pour pouvoir assurer
I’existence de la température discréte au front. Malgré que ce travail se concentre essentiellement sur
I’analyse numérique, cette partie de la thése nous a donné un large apercu des difficultés et certaines
techniques caractéristiques de 1’étude des problemes a frontiere libre. Nous espérons continuer ce travail
sur le plan numérique en essayant par exemple d’autre méthode de discrétisation tel que la méthode des
volumes finis utilisée dans la premiere partie et aussi prouver des résultats de convergence de la suite
des solutions. Cette partie du travail est une suite d’un récent travail de N. Alibaud et G. Namah, qui
ont démontré 1’existence de solution onde. Nous espérons aussi continuer leur analyse théorique et si
possible prouvé un résultat d’unicité de solution onde.

En conclusion, cette theése nous a permis d’aborder plusieurs thématiques liant 1’analyse numérique et
I’étude théorique des équations aux dérivées partielles de type hyperbolique, elliptique et parabolique.
Elle nous offre ainsi une grande ouverture sur des aspects aussi bien théoriques que numériques des ma-
thématiques. Ayant opté pour le monde de la recherche, nous sommes déterminé a élargir nos domaines
de compétence griace a cette belle expérience car comme le disait le célebre mathématicien Laurent
Schwartz :« Trouver quelque chose en mathématiques, c’est vaincre une inhibition et une tradition. ».
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