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Introduction

'ETRE humain a toujours cherché & controler son environnement, dans le but d’améliorer
L ses conditions de vie et celles de ses enfants. Ainsi, lorsque le feu a été découvert,
I’étre humain s’est attelé a inventer des moyens de le produire de fagcon contrélée. De méme,
lorsque les premiers marins lancerent leurs embarcations sur les flots, ils furent vite obligés
d’apprendre a controler leurs déplacements. Une embarcation est un bon exemple de systeme
controlé : elle posséde une position propre sur laquelle I'utilisateur peut agir par différents
moyens comme le gouvernail. Dans le vocabulaire des systemes controlés, on pourrait appeler

contréole 'angle du gouvernail et état du systéme la position de I’embarcation.

Au cours du siecle dernier, les immenses progres accomplis dans les sciences fondamentales
et appliquées ont permis & ’humanité de découvrir un grand nombre de nouvelles propriétés
de I'environnement. Parmi celles-ci, la plupart étaient simplement présentes & des échelles
trop différentes de celle de la vie quotidienne pour étre remarquées au premier abord. Ces
découvertes ont ensuite permis de controler de nouveaux systemes, puis de les utiliser a
grande échelle. Ce fut le cas du spin, propriété purement quantique qui appartient donc au
monde de l'infiniment petit. Le controle du spin a donné naissance a plusieurs technologies
qui font désormais partie intégrante de la société moderne, comme les scanners IRM dans les

hopitaux, et le stockage d’information dans les disques durs.

Penchons nous un peu plus sur cette derniere application. Les disques durs utilisent un
effet nommé magnétorésistance géante (MRG) découvert simultanément par Albert Fert et
Peter Griinberg et leurs collaborateurs en 1988 [I], ce qui leur a valu le prix Nobel de physique
en 2007. Cette découverte a mené a la création d’'un nouveau domaine de la physique, nommé
spintronique, qui décrit le role des spins dans 1’électronique moderne. Il est intéressant de
noter que la MRG a été découverte a la fin du siecle, pourtant le spin lui-méme a été mis
en évidence des 1922 par 'expérience de Otto Stern et Walther Gerlach. Ce délai s’explique
simplement en remarquant que pour observer expérimentalement la MRG, il a fallu réunir
Iexpertise de deux domaines tres différents : les connaissances de physique fondamentale
sur le transport dans les ferromagnétiques nécessaires a la description théorique de la MRG,
et la maitrise expérimentale de la création de couches ultra-minces (quelques nanometres).
Cet exemple met en lumiere un processus courant en recherche : la collaboration de deux
domaines différents permet d’obtenir de nouveaux résultats physiques sur des systemes déja
connus. Ceci est d’autant plus vrai lorsque I'on considere des domaines fournissant des outils
d’analyse générale, puisque ces outils peuvent ensuite étre appliqués a différentes branches

de la physique.
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Ce transfert de connaissance d’'un domaine vers un autre constitue la racine de cette
these. En effet, son but est d’améliorer le controle de systeémes physiques grace a certains
résultats issus de deux branches des mathématiques : la théorie du contréle optimal et les

singularités hamiltoniennes.

La théorie du controle optimal est la conséquence mathématique de cette volonté de
controler le mieux possible un systeme donné. Elle a été dévoloppée sous sa forme moderne
par L. S. Pontryagin et ses collaborateurs a la fin des années 50, originellement pour optimiser
le controle des véhicules spatiaux. Elle s’est ensuite étendue a différents domaines, allant de
la finance & la robotique. Puis, elle fut adaptée pour la mécanique quantique dans les années
80 par David J. Tannor, Herschel Rabitz et leurs collaborateurs [2, 3]. Le controle optimal
signifie qu’il existe un certain colit que nous voulons maintenir le plus bas possible tout en
controlant le systeme. Par exemple, dans le cas des disques durs, on aimerait pouvoir écrire
et lire dessus en minimisant la consommation électrique de I’appareil. Ainsi, un probleme de
controle optimal consiste a controler le systeme en partant d’un point initial donné, tout en
minisant une fonctionnelle de couit. La théorie du controle optimal permet de transcrire un tel
probleme de controle optimal dans un cadre hamiltonien grace au Principe du Maximum de
Pontryagin (PMP). Concretement, Le PMP produit un pseudo-hamiltonien qui décrit la dy-
namique du systeme via les équations de Hamilton. Cette dynamique contient les trajectoires
optimales recherchées. Pour obtenir ces trajectoires, nous pouvons utiliser soit des algorithmes
numériques, soit des méthodes analytiques s’appuyant sur des arguments géométriques. On
parle alors de contréle optimal géométrique. Cette méthode, réservée aux systemes de basses

dimensions, permet une étude globale de la dynamique hamiltonienne produite par le PMP.

Ceci est une illustration supplémentaire du fait que la mécanique hamiltonienne est un
outil couramment utilisé en physique. Cependant, la physique n’utilise pas completement les
avancées récentes des recherches mathématiques dans ce domaine. Par exemple, bien que les
systémes intégrables soient connus depuis longtemps en mécanique hamiltonienne (Liouville
- 1855 [4]), peu de branches de la physique utilisent les singularités que ce formalisme décrit.
En effet, dans un systeme intégrable la dynamique s’enroule sur un tore dans ’espace des
phases. Parmi ces tores, certains sont réguliers, d’autres sont singuliers. Les tores réguliers
correspondent aux trajectoires quasi-périodiques standards dans les systemes intégrables. Les
tores singuliers généralisent les lignes séparatrices présentes dans les espaces des phases de
dimension 2. Cela signifie que les seules trajectoires de périodes infinies se trouvent sur ces
tores singuliers, qui jouent donc un role important dans la structure des trajectoires. Malgré
cela, peu d’études physiques utilisent actuellement ces propriétés. De plus, elles sont a 'ori-
gine d’un autre concept qui s’est également peu diffusé en physique : celui de monodromie
hamiltonienne introduit par le mathématicien Johannes J. Duistermaat en 1980 [5]. Il montra
que la présence de ces tores singuliers empéche de définir globalement les variables action-
angles qui décrivent localement les tores de l’espace des phases. Il en déduit un invariant
topologique : la monodromie hamiltonienne. En physique, 'utilité des invariants n’est plus a

démontrer, pourtant la monodromie hamiltonienne reste trés peu connue, notamment a cause



Chapitre 0. Introduction

de sa découverte récente en mathématique. Il est donc fort probable qu’il suffise d’étudier les

bons exemples de systémes physiques pour mettre en lumiere le potentiel de ce genre d’outils.

Pour choisir les systemes physiques sur lesquels nous appliquerons ces outils, revenons sur
I’exemple de la MRG et des disques durs. Deux éléments clefs ont permis I’aboutissement de
ces recherches : d’abord la possibilité de faire des expériences, ensuite le fait que la théorie
modélisant le systeme étudié était déja bien établie. En effet, les bases théoriques étaient déja
présentes dans la thése de doctorat d’Albert Fert, plus de vingt ans avant la découverte de
la MRG. En suivant ces idées, notre but sera d’appliquer la théorie du controle optimal en
RMN et les singularités hamiltoniennes en optique non-linéaire. Ces choix se justifient par

certaines propriétés de ces systémes, que nous détaillons ci-dessous.

En RMN, les expériences permettent la mise en forme des controles non-continus produits
par le PMP, tout en produisant une trés bonne adéquation entre les prédictions théoriques et
les résultats expérimentaux. De plus, le modele théorique a fait ses preuves depuis plus d’un
demi-siecle. Le principe de la RMN a été découvert en 1936 par Isidor I. Rabi et les premieres
expériences dans sa forme moderne ont été faites indépendamment par Felix Bloch et Edward
M. Purcell en 1946. Cette discipline utilise 'interaction entre des champs magnétiques et les
spins présents dans un matériau pour obtenir des informations sur ce dernier. Elle permet
par exemple d’obtenir la structure spatiale d’une molécule inconnue. En plus d’une simple
mesure, ce processus permet de controler le spin en question. Cette possibilité de controle
est utilisée en permanence dans les expériences de RMN, principalement pour préparer le
systeme avant la mesure. Dans ce systéme, le contrdle est un champ magnétique et ’état du

spin peut se traduire par la position d’un point sur une sphere, nommée sphere de Bloch.

Dans le cas de I'optique non-linéaire, les connaissances expérimentales sont tres dévelop-
pées a cause des applications directes de cette discipline dans I'industrie des télécommunica-
tions, notamment a travers la généralisation de I'usage de la fibre optique. Depuis la découver-
te de cette derniere en 1964, les modeles théoriques n’ont cessé de se développer, si bien qu’il
existe actuellement des modeles pour une grande variété de milieux non-linéaires : fibre iso-
trope, fibre télécom, cristal photonique, etc... Un point commun a certains de ces modeles se
trouve dans 'existence de solutions stationnaires issues de systéemes hamiltoniens intégrables.
Or, ces solutions jouent un role important dans divers effets physiques comme les solitons ou
I’attraction de polarisation. Il est alors naturel de supposer qu’il pourrait étre intéressant de

reprendre ces études du point de vue des singularités hamiltoniennes.

Cette theése possede un double objectif. Le premier est 'amélioration des techniques de
controle en mécanique quantique, et plus particulierement en RMN, grace aux techniques
du controéle optimal géométrique. Le second consiste & étudier I'influence des singularités ha-
miltoniennes dans les systémes physiques controlés. L’organisation de ce manuscrit découle
de ces objectifs. Le premier chapitre introduit les outils mathématiques nécessaires a la
compréhension de la suite du travail. Nous nous restreindrons a une introduction s’appuyant
sur des exemples, aucune démonstration ne sera donnée. Nous commencerons par intro-

duire le controle optimal géométrique, avec notamment le Principe du Maximum de Pontrya-
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guin. Nous présenterons également les points conjugués, qui correspondent & des conditions
d’optimalité du second ordre. Ensuite nous ferons un rappel sur les systemes hamiltoniens
intégrables pour arriver jusqu’a la monodromie hamiltonienne.

Le second chapitre regroupe les projets concernant le controle optimal. I1 débute par une
introduction a la RMN, puis traite trois problemes classiques dans ce domaine : I'inversion
simultanée de deux spins, l'inclusion des termes non-linéaires dans le modele et une méthode
pour optimiser le rapport signal sur bruit, nommée méthode du point fixe dynamique. En-
suite, nous appliquons le PMP au probleme de transfert de population dans un systéme
quantique a trois niveaux. Le but est ici de retrouver avec le controle optimal la méthode
STTIRAP, bien connue dans ce domaine.

Le troisieme chapitre traite du contréle de la polarisation dans les fibres optiques. Nous
commencons par une introduction a l’optique non-linéaire, en résumant notamment les nom-
breuses approximations faites pour arriver aux équations utilisées. Ensuite, nous montrons
comment 1’étude des singularités hamiltoniennes permet de contréler la polarisation dans
différentes fibres optiques. Enfin, nous mettons en évidence un phénomene d’auto-polarisation,
permettant a une onde de se polariser dans un état bien défini en interagissant avec elle-méme.

Le dernier chapitre présente l'influence de la monodromie hamiltonienne en mécanique
quantique et en optique non-linéaire. Nous illustrons d’abord le concept a travers un exemple
issu d’un roman de Jules Verne. Ensuite, nous montrons l’existence d’une monodromie
généralisée dans le spectre vibrationnel de l’acide hypochloreux (HOCI). Enfin, nous don-
nons une méthode de mesure de la monodromie dynamique dans deux systémes classiques

en optique non-linéaire : le modele de Bragg et le mélange a trois ondes.

Ces trois années de recherche ont abouti a la publication des articles suivants :

Second Chapitre :

— E. Assémat, M. Lapert, Y. Zhang, M. Braun, S. J. Glaser et D. Sugny, Simultaneous
time-optimal control of the inversion of two spz'n—% particles, Phys. Rev. A, 82, 013415
(2010)

Résumé : La solution de l'inversion simultanée de deux spins en temps minimum est
présentée. Cet article montre que I'un des deux controéles est inutile dans ce cas précis.
L’implémentation expérimentale du contréle est effectuée et comparée aux prédictions

théoriques.

— E. Assémat, L. Attar, M. J. Penouilh, M. Picquet, A. Tabard, Y. Zhang, S. J. Glaser
et D. Sugny, Optimal control of the inversion of two spins in Nuclear Magnetic Reso-
nance, Chem. Phys. 405, 71 (2012)

Résumé : La solution de I'inversion simultanée de deux spins en énergie minimum
est présentée. Cet article donne une solution visuelle du probleme de tir et compare
les solutions énergie minimum et temps minimum. L’implémentation expérimentale du

controle est effectuée et comparée aux prédictions théoriques.
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Chapitre 0. Introduction

— E. Assémat et D. Sugny, A connection between optimal control theory and adiabatic
passage techniques, Phys. Rev. A, 86, 023406 (2012)
Résumé : Cet article étudie un systeéme a trois niveaux avec dissipation, avec une
structure dite en A. Il utilise les singularités hamiltoniennes pour comprendre la struc-
ture du systeme hamiltonien donné par le PMP. Il montre qu’il est possible de retrouver

le processus STIRAP avec le PMP en utilisant un cott adéquat.

Troisieme Chapitre :

— E. Assémat, S. Lagrange, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Complete nonlinear
polarization control in an optical fiber system, Opt. Lett., 35, no.12, 2025 (2010)
Résumé : L’utilisation des tores singuliers permet de controler complétement la po-
larisation d’un signal dans une fibre optique isotrope. Le controle s’effectue via ’ajus-
tement de la polarisation d’un laser pompe avec lequel le signal interagit de fagon

contra-propagative.

— E. Assémat, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Instabilities of optical solitons and
Hamiltonian singular solutions in a medium of finite extension, Phys. Rev. A, 84,
013809 (2011)

Résumé : Une certaine classe de solitons dans les fibres optiques provient des singu-
larités hamiltoniennes. La stabilité des solitons peut se prédire en observant les singu-

larités présentes dans le systeéme.

— E. Assémat, D. Dargent, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Polarization control in
spun and telecommunication optical fibers, Opt. Lett., 36, no.20, 4038 (2011)
Résumé : L’attraction de polarisation est démontrée numériquement dans des fibres
hautement birefringentes avec torsion et les fibres utilisées en télécommunication. Les
tores singuliers particuliers (bitores) présents dans les fibres avec torsion donnent nais-
sance a une attraction vers une ligne d’états de polarisation, contrairement a I’attraction

ponctuelle observée jusque-la.

— E. Assémat, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Hamiltonian tools for the analysis
of optical polarization control, J. Opt. Soc. Am. B, 29, no.4, 229 (2012)
Résumé : Les détails techniques permettant ’analyse des singularités hamiltoniennes
en optique non-linéaire sont donnés. Cet article, congu pour diffuser ces outils dans
la communauté de 'optique non-linéaire, est illustré par leurs applications dans trois

types de fibres différents.

— J. Fatome, S. Pitois, P. Morin, D. Sugny, E. Assémat, A. Picozzi, H. R. Jauslin, G.
Millot, V. V. Kozlov et S. Wabnitz, A universal optical all-fiber polarizer, accepté a
Scientific Reports (2012)
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Résumé : Une nouvelle sorte de polariseur est décrite. Cet appareil est basé sur I'ef-
fet d’auto-polarisation. L’article présente les tests expérimentaux et les simulations
numériques qui confirment le bon fonctionnement de l'appareil. A cela s’ajoute un

rapide rappel de la théorie.
Quatrieme Chapitre :

E. Assémat, K. Efstathiou, M. Joyeux et D. Sugny, Fractional Bidromy in the Vibra-
tional Spectrum of HOCI, Phys. Rev. Lett., 104, 113002 (2010)
Résumé : Le spectre vibrationnel de la molécule HOCI est analysé. L’article montre

la présence d’une monodromie généralisée : la bidromie fractionnaire.

E. Assémat, C. Michel, A. Picozzi, H. R. Jauslin et D. Sugny, Manifestation of Hamil-
tonian Monodromy in Nonlinear Wave Systems, Phys. Rev. Lett., 106, 014101 (2011)
Résumé : La monodromie hamiltonienne est mise en évidence de fagcon numérique
dans le modele de Bragg et le mélange a trois ondes dégénéré. Une méthode de mesure

dynamique de la monodromie est proposée.
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Chapitre 1
Outils Mathématiques

E chapitre introduit les outils mathématiques nécessaires a la compréhension de la suite

du manuscrit. Le but n’est pas de donner une introduction complete et détaillée incluant

toutes les démonstrations, qui peuvent se trouver dans la littérature. Nous allons plutét

rappeler les résultats importants en les illustrant par des exemples simples tout en donnant
les références nécessaires pour approfondir le sujet.

Cette these utilise principalement des résutats relevant de deux domaines différents, tous

deux liés au formalisme hamiltonien : le controle optimal géométrique d’une part, et les

systemes hamiltoniens intégrables d’autre part.

1.1 Controle Optimal Géométrique

1.1.1 Introduction

La nécessité de controler des systeémes tout en prenant en compte les contraintes matérielles
a donné naissance a la théorie du controle optimal. Par exemple, le controle des trajec-
toires des satellites doit se faire en minimisant la quantité de carburant utilisée, puisque
celui-ci a un cout financier important. Le contrdle optimal se divise en deux approches :
lapproche géométrique [6, [7, 8, @] et Papproche numérique [10, 11, 12, 13, [14]. Le controle
optimal géométrique comnsiste a résoudre le probleme de controle optimal en utilisant des
outils de géométrie différentielle pour obtenir une solution analytique ou numérique avec
une tres grande précision. Le controle optimal numérique utilise des algorithmes itératifs
qui convergent vers la solution optimale a partir d’une solution d’essai. Cette méthode est
généralement moins précise que la premiere, mais elle peut traiter des problemes de dimension
bien plus élevée. Ces deux méthodes sont basées sur le Principe du Maximum de Pontrya-
gin (PMP), développé sous sa forme moderne par L. Pontryagin et ses collaborateurs a
la fin des années 50. D’abord appliqué en mécanique spatiale pour optimiser la trajectoire
des fusées et satellites, ces outils se sont ensuite étendus a de nombreux domaines, allant
de la finance a la robotique. L’approche numérique du contrdle optimal a finalement été
développée en mécanique quantique a la fin des années 80 grace a D.J. Tannor, H. Rabitz et
leurs collaborateurs [2] [3]. Depuis, de nombreux progres ont été effectués au niveau théorique

et expérimental [15] [T6], [I7]. Le contrdle optimal géométrique est apparu plus tardivement en



1.1. Controle Optimal Géométrique

mécanique quantique [I8] 19, 20] et ce n’est que trés récemment que des expériences ont pu
valider ces prédictions [21].

Concretement, le PMP produit un systéme dynamique hamiltonien dont les trajectoires
incluent les trajectoires optimales recherchées. Plus précisément, le PMP correspond a une
condition de maximisation du premier ordre. Les trajectoires obtenues sont donc des extréma-
les du probléeme mais pas nécessairement des optimales. Ces trajectoires optimales peuvent
étre ensuite sélectionnées soit par des algorithmes itératifs (approche numérique), soit par
une étude de la structure des trajectoires (approche géométrique). L’approche numérique per-
met d’obtenir des trajectoires extrémales pour des systemes complexes, mais 'interprétation
physique des solutions est souvent difficile, du fait de leurs structures complexes. Enfin, il
est rarement possible d’affirmer que la solution obtenue est bien la solution optimale globale
et pas un simple extremum. A l'opposé, 'approche géométrique se limite a des systeémes
de faible dimension, donnant une solution analytique ou numérique de haute précision. Ce
type d’étude permet une compréhension fine de la structure des solutions optimales tout en

donnant dans les cas les plus simples la trajectoire optimale globale du systéme.

1.1.2 Définition d’un probléeme de contrdle optimal

Nous rappelons ici ce que 1'on entend par probléeme de controle optimal [22], 23] 24]. On
considere un systéme dynamique dont I’état du systéme est noté z(t) € R™. Ce systeme dyna-
mique dépend d’un parametre externe u(t) que I'on nomme contréle. Dans cette introduction,
nous allons nous restreindre au cas ot u(t) est un scalaire, mais le cas vectoriel peut aussi étre
considéré. On se donne un état initial xg et un cott C'(z,u) que 'on veut minimiser durant
la dynamique. Le but consiste & controler le systéeme grace au parametre u(t) de telle sorte
que le cotit soit minimal sur I'intervalle de temps [0,%¢]. Le temps final t; peut étre fixé ou
non, selon le probleme physique. Le contréle est de fagon générique une fonction mesurable

bornée, il n’est donc pas nécessairement continu :

[O,tf] — UE€ER

u€eU C LP[0,ty] :
08 u(t)

(1.1)

L’ensemble U est le domaine de controle défini par le probleme physique. Les fonctions
u e LP [O,tf]é valeurs dans U forment I'ensemble U des controles admissibles. L’indice p
dépend du type de cotut considéré. Ces différents points définissent un probleme de controle

optimal, que 'on peut résumer ainsi :

Cla,u) = gla(ty)) + /O " POe(t), u(t))dt

= falt), u(t) /
z(0) = xo

1. LP[0,ts] : espace des fonctions dont la puissance & I'indice p est intégrable au sens de Lebesgue.
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ou z est I’état du systeme, xy 1’état initial, u le controle et C(z,u) la fonctionnelle de cotit.
Dans un probléeme de controle optimal tel que défini ci-dessus, on suppose que la dynamique
du systeme est régie par une équation différentielle ordinaire du premier ordre. On peut se
ramener & un tel cas pour un grand nombre de systemes physiques, que ce soit en mécanique
classique ou quantique. En mécanique quantique, on controle en général le systeme par un
champ électromagnétique externe que 'on peut moduler durant la dynamique. Le controle
peut alors étre soumis a des contraintes. En effet, dans le cas ou le systéme est controlé
par un champ magnétique et que u représente I’amplitude de ce champ, on peut vouloir le
borner pour conserver une amplitude en accord avec les possibilités expérimentales. Si une
telle contrainte existe et que le contréle la respecte, on dit qu’il est admissible, i.e. u € U.
On a alors u(t) € U C R, avec le domaine U défini par une relation du type |u(t)] < A, ou A
représente I’amplitude maximale du controle.

On note que le cotit se décompose en deux parties, le terme g(z(ts)) étant le cotit terminal.
Il peut servir a se rapprocher d’une cible x. ou plus généralement a se rapprocher d’un sous-
espace tel que g(x) = 0. Par exemple, si les z;(t) = (x(t)|i) représentent les projections de
Iétat sur les différents niveaux d’un systéme quantique, alors un coiit de la forme g(x) = 1—23
revient & amener le systéme sur le niveau 2. De méme, un coiit de la forme g(x) = x3 signifie
que l'on veut amener le systéme dans le sous-espace des états tel que le niveau 2 n’est pas
peuplé. Notons qu’il est ainsi possible de définir un probleme de contréle sans état cible précis
et que le sous-espace cible n’est pas nécessairement atteignable.

Le terme intégral dans le couit permet de minimiser un cout tout au long du chemin choisi.
Par exemple, on peut vouloir minimiser en permanence 1’énergie utilisée pour controler le
systeme. Quand le controle représente 'amplitude d’un champ électromagnétique, cela se
traduit par un cott de la forme : C'(u) = fgf u?(t)dt. La condition terminale et le terme
intégral ne sont pas forcément présents ensembles dans un probleme de controle optimal, la
forme du cout s’adapte en effet au probleme physique étudiéld.

On dit qu’un état x est accessible s’il existe un controle permettant d’y amener le systeme

depuis I’état initial. L’ensemble des états accessibles définit [’ensemble accessible.

1.1.3 Le Principe du Maximum de Pontryagin

On considére un probleme de controle optimal tel que défini précédemment. Le PMP
permet de le reformuler sous une forme hamiltonienne. En effet, il affirme I'existence d’un
vecteur p et d’un scalaire négatif ou nul py qui ne s’annulent pas simultanément, tels que ’on

puisse écrire un pseudo-Hamiltonien :

H=p- fz,v)+po- fOlz,v), (1.3)

ou le symbole - représente le produit scalaire et v le contréle. Le vecteur p est nommé

état adjoint ou moment conjugué du systeme. Ce pseudo-Hamiltonien produit la dynamique

2. Un probléme possédant uniquement un coit terminal est un probléme dit de Mayer. Un probléeme
possédant uniquement un colt intégral est un probléme dit de Lagrange. L’équation Eq. (L2]) présente un

probleme de type Mayer-Lagrange
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FIGURE 1.1 — Représentation schématique de I’espace des phases d’un probleme hamiltonien

issu du PMP. Il faut choisir le bon moment initial p(0) pour atteindre la cible.

suivante :
T = %—H = f(z,v)
P (1.4)
__oH_ Of@y) 0f%,v)
P= or ox Po ox

Notons que la dynamique de I’état adjoint dépend explicitement du cotit. La recherche de la
trajectoire va donc demander une étude de ’espace des phases de ce systeme. La forme du

controle v est donnée par la condition de maximisation :

v = arg <max(7—[(u))> . (1.5)

uel

Notons que dans le cas anormal (py = 0), le controle ne dépend pas du cotit, mais uniquement
des contraintes imposées sur le controle. La trajectoire optimale recherchée est incluse dans
les trajectoires solutions des Eq. (L4]). Celles-ci correspondent a un probleme de Cauchy, i.e.
dans le cas ou la trajectoire est lisse, toutes les trajectoires de ce systeme sont entierement
définies par les conditions initiales (z(0),p(0)). De plus, I’état initial z(0) est une donnée du
probléme, cela signifie qu’il suffit de trouver le bon moment initial p(0) pour atteindre la cible,
comme le montre le schéma de la Fig. [Tl Le contréle v issu de la condition de maximisation
n’est pas nécessairement continu, ce qui est une des différences essentielles entre le PMP et

le calcul des variations basé sur I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Quand la cible n’est pas un état précis mais un sous-ensemble, il existe une condition
terminale, dit condition de transversalité [23], qui correspond & la minimisation du terme
g(x) au temps final :

dg
P(tf) :PO%’W (1.6)

4
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Dans le cas ou le temps final t; n’est pas fixé il existe une contrainte supplémentaire [23] :

99
H(x(tf)7p(tf)7u(tf)) - _poa‘t:tf' (1'7)
Comme dans la plupart des cas g ne dépend pas explicitement du temps, on en déduit que
I'étude en temps libre inclut la contrainte H(t) = 0.

On peut noter que le couple (p, po) n’est défini qu’a une constante multiplicative pres. En

effet, considérons a(p,pg), avec a > 0 :

JaH OH
rT = - = —
Oap  Op . (1.8)
o _8ozH e _8_H
op= ox p= ox

Dans le cas ou py # 0, que l'on appelle cas normal, on peut donc normaliser py & notre

convenarnce.

Dans toute la suite, nous nous restreignons au cas ou le systeme dynamique dépend
linéairement du controéle. Ceci est valable lorsque ’on considere le premier ordre de I'interac-
tion d’un champ électromagnétique avec la matiere, ce qui constitue le cas le plus courant.

On peut alors écrire le systeme dynamique sous la forme :
t=F(z)+u-Gx). (1.9)

Le terme F(z) est nommé dérive.

1.1.4 Controéle non-borné : cas d’un cout en énergie-minimum

La minimisation de I’énergie dépensée pour le controle sera I'un des problemes traités
dans les chapitres suivants. Nous allons donc détailler ici quelques points spécifiques a ce
type de coiit. Dans ce cas, le domaine U est un ouvert, i.e. le controle n’est soumis a aucune

contrainte, la condition de maximisation (LL3]) implique :

OH

—=0. 1.10
70 (1.10)
Un tel colit suppose que l'origine physique du controle est telle que le carré du controle
est proportionnel a l’énergie injectée dans le systeme. C’est typiquement le cas lorsque le

controle représente ’amplitude d’'un champ électromagnétique. Si 'on souhaite minimiser

cette énergie, le cotit devient :
ty
C(u) = / u(t)?dt, (1.11)
0

5
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et le pseudo-hamiltonien s’écrit :

1
7—l:p-F—|—up-G—§u2, (1.12)
ol py a été normalisé & —3% (cas normal). En utilisant les Eq. (LI0) et (IIZ) nous obtenons

la forme du controle : ©u = p - G et 'hamiltonien devient :
1 2
H=p F+5(p G (1.13)

Notons que si les composantes de F' et G dépendent de facon polynomiale de I’état x, alors
il en va de méme pour ’hamiltonien. Ce genre de cout produit en général des dynamiques

lisses, et donc des controles continus.

1.1.5 Controle borné : cas d’un coiit en temps-minimum en 2 dimensions

On se place maintenant dans le cas & deux dimensions : # € R? [9]. Considérons un
contréle borné par une certaine amplitude limite A. On utilise ce genre de contrainte lorsque
le controle optimal ne doit pas dépasser le seuil de faisabilité expérimentale. Par exemple
si ’on traite un probleme en temps minimum, la solution évidente dans bien des cas est de
prendre un contréle d’amplitude infini, ce qui permettrait d’atteindre la cible en temps nul

si cette amplitude pouvait étre implémentée. Nous avons donc la contrainte :
u] < A. (1.14)

La condition de maximisation (L5 peut alors s’utiliser directement en posant |u| = A.
Observons les conséquences d’une telle contrainte dans le cas du cotit en temps minimum. Ce
dernier est tres utile lorsque la durée allouée a 'expérience est limitée. C’est le cas lorsque
les pertes sont importantes, ou bien en imagerie par résonance magnétique, quand le patient

attend la fin de la mesure. Un tel cout se traduit par :

ty
C:/ dt . (1.15)
0

Ceci produit une constante additive dans le pseudo-hamiltonien, lequel peut étre redéfini
pour absorber cette constante : H = H — po. En temps libre, la contrainte H (t) = 0 devient

alors H(t) = —pp. Dans ces conditions, le pseudo-hamiltonien s’écrit :
H=p-F+up-G. (1.16)

L’expression de la condition de maximisation (L5 dépend ensuite du terme p - G que l'on
nomme fonction de switch et que 'on notera ¢. L’influence de la fonction de switch sur
la dynamique optimale est présentée Fig. Si ce terme est non-nul, alors la solution est

simplement u = sign(¢)A. Dans le langage du controle optimal, ce controle est un Bang. Au
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contraire, si la fonction de switch reste nulle sur un intervalle alors nous avons un contréle
singulier et le lieu de I'espace des phases correspondant se nomme le lieu singulier, noté S.

Ce dernier est donc défini par :
, (1.17)

ou [F,G] = VG-F—VF-G. 1l est intéressant de noter que dans le cas présent le lieu singulier

est indépendant de p, i.e. il forme un sous-espace de I’espace accessible :
S = {z/det(G,[F,G]) = 0}. (1.18)

De fagon générale, il faudrait étudier la structure de I'espace des phases, de dimension 4,
mais ici la structure importante est le lieu singulier, qui se trouve dans ’espace des états, de
dimension 2. Nous pouvons donc limiter ’étude a la structure de ’espace des états, ce qui
permet de visualiser la structure des trajectoires sur des représentations en dimension 2. On
peut de plus obtenir I’expression du controle singulier us; en supposant que le systeme reste

sur le lieu singulier : 4 det(G, [F, G]) = 0. Ce qui donne :

[F [F, Gl
G, [F, Gl

(1.19)

Ug = —

A -
gl

X(0) X

FIGURE 1.2 — Illustration du réle de la fonction de switch ¢. Elle définit un sous-espace (en
rouge) de I'espace des phases. Ce sous-espace structure les trajectoires (en bleu) du systeme.
On observe également sur ce schéma l'influence de la valeur du moment initial pour atteindre
une cible donnée. Elle fixe le temps au bout duquel la trajectoire atteint le lieu ¢ = 0, ce qui

entraine un changement de signe d’un controle Bang.
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1.1.6 Remarques sur 'optimalité des trajectoires
Synthése optimale

Les équations d’Hamilton issues du PMP produisent un ensemble de trajectoires parmi

lesquelles se trouve la trajectoire optimale recherchée. On parle de trajectoire globalement

_01 I I I y I I I
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Temps

FIGURE 1.3 — Exemple simple de synthese optimale : systéme dynamique en 2D. L’état initial
est situé en (0,1). Tous les points de I’ensemble accessible (en blanc) peuvent étre atteints
par une trajectoire Bang-Bang (en bleu). Le controle change de signe entre les deux Bangs

(point rouge). Dans cet exemple, le lieu singulier (en pointillés) ne joue aucun role.

optimale lorsque 'on peut montrer qu’aucune autre n’est plus efficace pour minimiser le
cout, tout en reliant 1’état initial a 1’état cible. On dit que la trajectoire est localement
optimale si elle minimise le cott entre deux points appartenant au méme voisinage. Notons
que certaines trajectoires du PMP ne sont méme pas localement optimale. Pour comprendre
totalement la structure d’un probleme de controle optimale, il faut donc étre capable de
distinguer le type d’optimalité de chaque trajectoire. En basse dimension, on peut ainsi arriver

a connaitre pour un état initial donné I’ensemble des trajectoires globalement optimales pour
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chaque point cible potentiel de I’espace accessible. On dit alors que ’on a réalisé une synthése
optimale, dont un exemple est présenté dans la Fig. [[3l Cet exemple est tiré d’un probléeme
de résonance magnétique nucléaire. La physique de ce type de systeme est traitée dans le
chapitre suivant. On observe sur cette figure que I'on peut d’un simple coup d’oeil connaitre
la facon optimale d’atteindre n’importe quel point : un premier bang nous fait longer le
bord de I’ensemble accessible vers le bas, un deuxieme Bang permet de plonger a l'intérieur
de l'ensemble accessible. Il suffit de faire varier la durée des deux sections de trajectoire
de type Bang pour atteindre n’importe quel point de ’ensemble accessible, représenté par
la région blanche sur la figure. On note également que le passage entre les deux Bangs
correspond effectivement a une discontinuité du controle, au temps ¢ = 0.8 (sans unité). La
figure présente deux trajectoires symétriques, a gauche et a droite. Le controle correspond a
celle de gauche. On obtient le controle équivalent de droite en prenant le méme controle avec

un signe opposé.

Points de coupure

Pour connaitre 'optimalité d’une trajectoire, il est bien str toujours possible de propager
numériquement différentes trajectoires et de comparer les colits obtenus. Mais il existe aussi
des outils géométriques qui peuvent faciliter 'analyse. Ces outils sont détaillés dans plusieurs
articles, livres et mémoires de these [9] [14] 25]. Dans ce mémoire, nous allons nous contenter
de traiter un aspect particulier de la question : la recherche du point ol une trajectoire
optimale perd son optimalité. Un tel point se nomme point de coupure et I’ensemble des points
de coupure pour un probleme donné forme le lieu de coupure. Ce probleme est global et ne
possede pas de solution générale. Toutefois, il existe une méthode pour deux cas particuliers :

les points de recouvrement et les points conjugués.

FIGURE 1.4 — Tllustration du principe des points de recouvrement. Si deux trajectoires (en
vert et bleu) arrivent au méme point B avec la méme longueur, alors elles cessent de minimiser
la longueur par la suite car on peut construire une trajectoire brisée utilisant un pont (en

rouge), qui sera plus courte.

Les points de recouvrement sont les points ou plusieurs trajectoires optimales arrivent
avec un méme cout. Par exemple, dans le cas du temps-minimum, ce sont des points ou des
trajectoires de méme durée se rejoignent. Il est possible d’associer une métrique au probléeme
optimal considéré si la dynamique ne contient pas de dérive. Dans le cas normal, on peut
alors montrer par une inégalité triangulaire que les trajectoires perdent leur optimalité apres

ce point. Ceci est illustré dans la Fig. [L4l On y observe deux trajectoires reliant le point A
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au point B dans un probléeme de minimisation de distance. Apres s’étre rejointes au point B,
les trajectoires ne sont plus optimales. Par exemple, pour atteindre le point D, il est possible
de construire une trajectoire brisée AC'D qui est plus courte que la trajectoire verte AD, ce
qui devient évident en appliquant une inégalité triangulaire dans le triangle BC'D. Une telle
situation se retrouve dans des modeles courants, tels que le contréle d’un spin %, comme le
montrera le chapitre suivant.

Les points conjugués sont le résultat d’une condition du second d’ordre, qui revient a
comparer une trajectoire a des trajectoires voisines. Ce concept fait 1'ojet du paragraphe

suivant.

2

1.5

FIGURE 1.5 — Dans le cas d’un champ de Jacobi scalaire, la famille de trajectoires (en bleu)
dessine une surface a deux dimensions. Le champ de Jacobi correspond alors a la dérivée de
cette surface selon la direction de la coordonnée A (en rouge). Plus cette dérivée est grande,

plus les trajectoires s’éloignent les une des autres, et vice-versa.

1.1.7 Condition du second ordre : les points conjugués
Introduction

Lorsque la dimension du probléme est trop grande pour réaliser une synthese optimale,
on peut utiliser les points conjugués [22 [26] pour déterminer le point ou la trajectoire perd
son optimalité. Pour définir les points conjugués, nous avons besoin d’introduire les champs

de Jacobi. Pour cela, considérons un ensemble de trajectoires optimales 7, (s) qui forment

10
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une famille paramétrée continument par A. La position sur chaque trajectoire est décrite par
une coordonnée curviligne s. Considérons une trajectoire de cette famille : v),. Nous pouvons

alors définir le champ de Jacobi :

5y(s) = 875)(\8) _ (1.20)

Dans une famille de trajectoires, un champ de Jacobi est donc une mesure de la différence
de comportement entre une trajectoire et ses voisines. Cette propriété est illustrée pour
un champ de Jacobi scalaire sur la Fig. Deux points d’une trajectoire 7,, sont dits
conjugués s’il existe un champ de Jacobi non nul qui s’annule en ces deux points. Le temps ¢,
correspondant au point conjugué est nommé temps conjugué. Dans un probleme de controle
optimal, les familles de trajectoires sont définies par des trajectoires partant du méme point

initial mais avec des moments initiaux différents.

FIGURE 1.6 — Illustration du principe des points des points conjugués. Une trajectoire (en
vert) cesse de minimiser la longueur apres le premier point conjugué car on peut construire
une trajectoire brisée plus courte en utilisant un pont (en rouge) et une autre trajectoire de

la méme famille (en bleu).

Dans le cadre d’un probleme de minimisation de distance, nous pouvons comprendre que
le premier point conjugué d’une trajectoire (hors point initial) est effectivement un point de
coupure. Pour montrer cela, nous pouvons utiliser un raisonnement similaire a celui utilisé
pour les points de recouvrement. Le principe est illustré dans la Fig. On considere
une trajectoire localement minimale (en vert). Cette trajectoire appartient & une famille de
trajectoires qui permet de définir le champ de Jacobi associé et de calculer le premier point
conjugué (le point B de la Fig. [[LG]). On considére une autre trajectoire de cette famille, qui
arrive au point B en étant plus longue de ¢ > 0 que la trajectoire minimale. On construit
ensuite un pont (C'D) tel que la longueur (CB) > e. Le but est de montrer que parmi les
trajectoires de cette famille, il en existe une telle que cette construction permet d’atteindre
le point D par un plus court chemin que la trajectoire verte. Par inégalité triangulaire nous

savons qu’il existe L > 0 défini par :
L+ (CD)=(CB)+ (BD) (1.21)

Appelons A; et Ay les longueurs respectives des chemins (ABD)yert €t (ACD)pleu,rouge- NoUus

11
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pouvons décomposer ces longueurs :

\o = (AC) +(CD)
= (AC) +(CB)+ (BD) - L
( )Vert +ée+ (BD) L
=M +e—L

(1.22)

Or, par continuité, nous pouvons choisir une trajectoire suffisamment proche de la trajectoire
minimale pour obtenir € aussi petit que 'on veut, en gardant la longueur (C'B) fixée. Ainsi,

pour cette trajectoire L > e, donc Ay < A1. La trajectoire verte n’est donc pas minimale.

Pour illustrer ce concept, nous allons considérer deux problémes de controle optimal qui se
ramenent a un probléme de minimisation d’une distance sur la sphere. Le premier cas utilise
une métrique riemannienne, et il est suffisamment simple pour pouvoir calculer explicitement
un point conjugué. Le second cas utilise une métrique dite de Grushin, dont la complexité
demande une analyse numérique, mais qui a l'intérét d’intervenir dans des problemes de

controle quantique de basse dimension [18, 27].

Métrique de Riemann

On se place en coordonnées sphériques :

x = sinf cos ¢
y=sinf sing . (1.23)

z =cosf

Nous cherchons a décrire une particule controlée sur une sphere, telle que 'interaction avec

les champs de controle produise la dynamique suivante :

. 0 =u
C - — (ul + UQ)dt, . uo 00 - 0 3 Hc - 3 (124)
0 T

ol u1 et us sont les deux controles. Ce probleme revient a chercher les trajectoires pour
lesquelles ’énergie dépensée est maximale tout en atteignant la cible. Intuitivement la solution

est un simple Bang. En appliquant le PMP, on obtient le pseudo-hamiltonien suivant :

UP, 1
H—u1p9+—z—§( uf + u3) (1.25)
Notons que nous utilisons ici une constante py = —i—% positive. Cela revient a utiliser le

principe du minimum au lieu du principe du maximum, la condition (L3l devient alors une
condition de minisation. Ce choix et le choix du cotit, permettent de retrouver exactement un

probleme de minimisation de distance, comme expliqué par la suite. De plus, on ne considere

ici que des controles réguliers. La condition de minimisation donne u; = pg et ug = 22
sinf’

12
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qui mene & 'hamiltonien minimisé :

1 3 1., -
H=>(p}+—2-)==(6> + ¢*sin?0). (1.26)
2 sin“ 6 2

Or, cet hamiltonien correspond exactement & la métrique euclidienne sur la sphere. En effet :

L:/ds:/\/d:c2+dy2+dz2 :/\/d92+d¢2sin29:/\/92+q32sin29dt. (1.27)

Ainsi, la minimisation de I’hamiltonien de ce probleme correspond & la recherche des trajec-

toires de longueurs minimales sur la sphere. Il existe un sens physique a cette équivalence.
Nous venons de montrer que ce sont les mémes trajectoires qui maximisent I’énergie et qui
minimisent la distance. Or, si I’on considére une particule qui évolue dans un potentiel 2D
possédant des maxima locaux (des ”collines”), alors cette particule pourra avancer en ligne
droite seulement si son énergie est supérieure a tous les maxima du potentiel que la particule
croise sur sa route. On minimise alors le chemin parcouru par la particule en augmentant son

énergie.

Maintenant que le cadre de ’étude est défini, revenons aux points conjugués. Pour cela,
considérons une famille de solutions de ce probleme. Les solutions sont les trajectoires ap-
pelées géodésiques, illustrées sur la Fig. [[17l Chaque géodésique correspond a une trajec-
toire particuliere paramétrée par 6 € [0,7]. L’ensemble des géodésiques forme une famille
paramétrée par ¢ € [0,27]. Notons 74,(f) une de ces trajectoires, dans notre exemple les

trajectoires sont paramétrisées par les coordonnées sphériques standards :

x = sinf cos ¢
Y6(0) : ¢ y=sinf sing (1.28)
z =cosf

Le champ de Jacobi correspondant pour la trajectoire ¢ = 0 se calcule avec la définition

de V'Eq. (20 :

ox =0
Vg (0) = dy =sinb . (1.29)
6z=20

Ce champ s’annule aux deux poles, qui sont donc des points conjugués pour ce probléme. Dans
ce cas particulier le pole est également un point de recouvrement, puisque les trajectoires
y arrivent avec la méme longueur. Cependant, il est intéressant d’observer qu’'un faisceau
de trajectoires se recoupent au niveau du podle. Cette structure de faisceau est typique d’un
point conjugué. On la retrouve par exemple en optique, dans les courbes nommeées caustiques.
Celles-ci constituent un exemple physique directement visible d’un lieu conjugué. En effet,
le trajet des rayons lumineux est solution d’un probleme de minimisation de la distance. Ce

phénomene est illustré dans la Fig. [[L.8]
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FIGURE 1.7 — Illustration du concept des points conjugués sur la sphere.
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FIGURE 1.8 — Exemple physique visuel de lieu conjugué : une caustique formée par la conjonc-

tion des rayons lumineux.
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Métrique de Grushin

Considérons le probléeme de contréle optimal suivant :

T é:ul ™
c=[a 0o =". (1.30)
0 ¢ = —ug cot 0 4

ou la cible n’est pas définie, le but étant de réaliser la synthese optimale. Ce probléeme

correspond au contréle d’un systeme quantique a deux niveaux, e.g. un spin—%7 en temps

minimal. En appliquant le PMP on obtient le pseudo-hamiltonien :
H = u1pg — uapy cot 0 . (1.31)
Comme précédemment, on ne considere que des controles réguliers. La condition de maximi-

sation donne :
Do

\/Pp + 13 cot? 6

ce qui produit I’hamiltonien maximisé :

H = /pj + pj cot? . (1.33)

Cet hamiltonien correspond a la métrique de Grushin sur la sphere :

L L T
L:/ ds:/ \V/dO2? + dg? cot29:/ \/ 62 + $? cot? L. (1.34)
0 0 0

En minimisant le temps total 7" on minimise donc la distance L mesurée avec cette métrique.

pg cot 0

\/P§ + p5 cot? 0

(1.32)

Uy = et U9 = —

Dans un systéme hamiltonien les trajectoires sont notées (z(t),p(t)), on peut alors définir
le champ de Jacobi : (dz,dp). Notons toutefois que le point conjugué est défini pour la
trajectoire de 'espace réel. Ainsi, seule la partie dz du champ de Jacobi doit s’annuler pour
obtenir le point conjugué, on dit alors que le champ de Jacobi est vertical en ce point. En
pratique, il n’est quasiment jamais possible d’écrire explicitement les champs de Jacobi, on
se contente de les propager numériquement grace a I’équation aux variations, appelée aussi

équation de Jacobi :

) 2 2
or = 0 Héw—i— 9 I;Iép
Ox0p Op (1.35)
5, OPH. O?H '
P= "2 %" 0x0Op p

ou H est 'hamiltonien issu du PMP. Cette équation constitue d’ailleurs une autre fagon de
définir les champs de Jacobi. En effet, on peut trouver dans la littérature [24] que le champ

de Jacobi est par définition une solution non-triviale de I’équation aux variations.
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FIGURE 1.9 — Lieu conjugué (en rouge) du modele de Grushin pour des trajectoires partant

de § = /4, ¢ = 0 avec différentes valeurs de py.

Il existe un certain nombre de résultats propres au controle optimal qui donnent des
algorithmes pour obtenir les points conjugués selon le type de cott. Ces méthodes sont
détaillées dans [25] 22 23]. Nous allons présenter le principe de ces méthodes, a adapter
selon le cout, les contraintes, etc. Par définition le temps . est un temps conjugué s’il existe
un champ de Jacobi non-trivial qui soit vertical en ¢g et t.. On considére une base des champs

de Jacobi verticaux a t =0 :
(62;(0) = 0,6p;(0) = €;) avec (ei)ic1,n base de R™. (1.36)

Dans notre cas n = 2. Il existe un champ de Jacobi vertical a la fois en ty et en t. > tg si et
seulement si la matrice (0x1, ...,0x,) est de rang inférieure a n en t.. Il suffit alors de calculer

numériquement le determinant :
D = det(0z1, ..., 0zy). (1.37)

Le point conjugué de cette trajectoire correspond & la premiere annulation de ce déterminant.
Ceci correspond au principe des différents algorithmes. En pratique, on réduit cette condition
a une condition moins lourde numériquement qui consiste & tester le rang de (6x1, ..., dzp—1)
d’une famille de champs de Jacobi tels que dz(0) = 0 et 0p(0)Lp(0). La dimension du

probleme est alors réduite de un. On peut montrer également que cela se ramene a tester
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I’annulation du déterminant suivant :
D =det(0xy, ..., 0001, ), (1.38)

ce qui est souvent plus intéressant numériquement que le test du rang précédent.

Revenons a notre exemple du modele de Grushin, en utilisant la méthode décrite ci-dessus,
nous obtenons le lieu conjugué présenté dans la Fig. [[9 Cette figure présente également
des exemples de trajectoires (trait plein noir et pointillés). Pour ces trajectoires, les points
conjugués des trajectoires en trait plein sont dans la partie haute du lieu conjugué, le point
conjugué de la trajectoire en trait pointillé dans la partie basse. On observe ainsi que les
trajectoires arrivent tangentiellement au lieu conjugué, de la méme facon que les rayons

lumineux arrivent tangentiellement sur la caustique, dans la Fig. [[L8l

1.2 Singularités Hamiltoniennes des systémes intégrables

1.2.1 Introduction

Tout d’abord, nous devons éclaircir les notions de globalité et localité. En effet, dans la
section précédente nous utilisions les termes global et local pour qualifier la solution optimale
parmi I’ensemble de toute les solutions du PMP. Dans la section présente, les notions de
localité et globalité seront utilisées au sens de la géométrie différentielle : nous travaillons
sur des variétés, donc localement difféomorphes a R™. Une grandeur définie globalement sera
définie de fagon univoque sur I’ensemble de la variété, contrairement a une grandeur définie
seulement localement.

Cette section étudie les systemes intégrables en mécanique classique. L'importance de
ces systemes peut se comprendre de deux manieres. Tout d’abord, malgré la complexité du
monde réel, ces systéemes relativement simples que sont les systemes intégrables demeurent
tres présents autour de nous. Certains d’entre eux ont d’ailleurs permis de grandes avancées
technologiques. Le gyroscope et le spin—% en sont de bons exemples : le premier a révolutionné
I’aéronautique alors que le deuxieme est une brique de base de la mécanique quantique, avec
entre autres applications les scanners IRM dans les hopitaux et le stockage d’information dans
les disques durs. Ensuite, les systemes intégrables forment souvent la premiere approximation
d’un systeme plus complexe, ce qui les rend utiles dans la plupart des domaines de la physique.
Par exemple, il est possible de décrire le mouvement de la Terre autour du Soleil par un
systeme intégrable, si I'on néglige les autres corps célestes.

Ainsi, il n’est pas étonnant de constater que 'origine de ce domaine date de plusieurs
siecles. En effet, les premieres équations écrites sur un systéme intégrable (qui ne portait
pas encore ce nom la) sont les célebres lois de J. Kepler (1571 - 1630) sur le mouvement des
planetes. Un siecle plus tard C. Huygens formalise le mouvement du pendule [2§8], un autre
systeme intégrable, et 'applique a la fabrication d’horloges qui étaient les plus précises de
son temps. Mais il fallut attendre le début du 19éme siecle pour assister a la reformulation de
la mécanique classique par W. R. Hamilton et C. G. J. Jacobi, ce qui permit a J. Liouville de

développer la base du formalisme moderne des systemes intégrables. Dans une note de 1855
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[4], il montre que pour un systéme hamiltonien avec n degrés de liberté, la connaissance de n
constantes du mouvement implique la nature quasi-périodique des solutions et l'intégrabilité
par quadrature sous certaines conditions. Un tel systeme est des lors qualifié d’intégrable au

sens de Liouville.

La structure de I'espace n’était pas encore claire a ’époque. C’est le théoreme d’existence
des variables action-angle, dit théoréeme d’Arnold-Liouville qui établit le fait que I'espace des
phases d’un systeme intégrable est structuré par des tores sur lesquels s’enroulent les trajec-
toires. Ce théoreme fut démontré par V. I. Arnold en 1963 [29], mais celui-ci en donnait le
crédit a Liouville. Pourtant, la premiere démonstration de ce théoréme a été effectuée par H.
Mineur en 1935, ses articles [30, B1] ont été ensuite oubliés par la communauté, qui ne les
a redécouverts que récemment. Quelques années plus tard, une autre percée mathématique
est faite dans le domaine par N. Nekhoroshev et (séparément) J. J. Duistermaat [32] [5]. Ils
étudient les obstructions a la définition de variables action-angle globales, les précédentes
études étant jusque la locales. Leurs résultats donnent naissance & la monodromie hamilto-
nienne qui est I'un des sujets d’étude de cette these. Les recherches mathématiques dans les
systemes hamiltoniens intégrables ont ensuite continué a se développer jusqu’a aujourd’hui
[33, B4, [35]. Par contre, le transfert de ces nouveaux résultats vers la physique fut plutét lent.
Il a fallu attendre 20 ans pour que les travaux de Duistermaat soient appliqués en physique,

et 10 ans de plus pour qu’ils atteignent I'optique non-linéaire.

Dans la suite de cette section, nous allons d’abord présenter quelques rappels sur les
systemes intégrables, ensuite nous introduirons brievement la théorie de la réduction sin-

guliere, enfin nous donnerons quelques résultats de monodromie hamiltonienne [36, 33].

1.2.2 Les équations de Hamilton

La dynamique d’un systeme hamiltonien est décrite, par définition, par les équations de

Hamilton que 'on peut écrire localement sous la forme :

:b:%—;[ et p:—%—ij (1.39)
ol z € R est I'état d'un systeme a n degrés de liberté et p € R" son moment conjugué.
L’hamiltonien H (z,p) contient ainsi toute la dynamique du systéme. Notons que cette forme
des équations n’est valable que si les coordonnées (z, p) sont localement définies sur la variété
constituée par l'espace des phases. Dans certain cas il est intéressant de considérer un plon-
gement de cette variété dans un espace plus grand. Pour écrire les équations de Hamilton
dans ce nouvel espace, nous avons besoin d’introduire les crochets de Poisson qui sont définis

localement sur la variété :

_ 991992 091 9gs
{91792} B ZZ: dz; Op; Opi Ox; (1'40)
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On peut alors réécrire les équations de Hamilton :
t={x,H} e p={p,H} (1.41)

Ces crochets de Poisson peuvent étre calculés pour des variables dans ’espace dans lequel on
fait le plongement a partir des variables locales. La nouvelle forme des équation de Hamilton
est alors donnée par I'équation (L4I]). Un exemple d’un tel plongement sera donné en détail
dans le chapitre 3. Les crochets de Poisson permettent également de caractériser les constantes

du mouvement :

K=0 & {KH\=0 (1.42)

On dit alors que K Poisson-commute avec H, ou bien de fagon équivalente : K est invariant
sous le flot de H.

1.2.3 Les variables action-angle et les tores

Un systeme Hamiltonien qui possede autant de constantes du mouvement que de degrés de
liberté est intégrable au sens de Liouville. Le théoréme d’Arnold-Mineur-Liouville, en général
appelé théoreme d’Arnold-Liouville, donne un critére pour déterminer si un systéme est

intégrable. La premiere version, mise au point par Liouville, se concentre sur 'intégrabilité :

Théoréme de Liouville : Un systéme dynamique & n degrés de liberté est intégrable si
et seulement si ce systéme possede n constantes du mouvement K; en involution.

Le fait qu’elles soient en involution signifie qu’elles Poisson-commutent entre-elles. Au-
trement dit, pour tout (7,7), la grandeur K; est constante le long du flot de K. La version
d’Arnold complete cet énoncé en affirmant 1’existence locale des variables action-angle :

Théoréme de d’Arnold-Liouville : On suppose l'existence des n constantes du mou-

vement en involution (K1, ...K,,) et on appelle application énergie-moment :
EM : (¢,p) — (K1, ...Ky) (1.43)

Si (I%l, - Kn) est une valeur réguliére@ de EM telle que I'image Fj,, de EM_l(Kl, - Kn)
est un compact, alors Ej,, est difffomorphe & un tore 7. De plus, si on note (¢;,I;) les
coordonnées canoniques locales@ sur ce tore, alors les actions I; sont des constantes du mou-
vement.

Notons que le tore auquel fait référence ce théoreme est un tore régulier, comme celui de
la Fig. [ 10 (a). La définition du tore utilisée ici est celle de la topologie : un tore 7" est le
produit cartésien de n cercles unité. Si I'on relaxe 'hypothese de régularité de (I% Ly eees Kn),
alors les structures qui apparaissent ne sont plus des tores réguliers, comme nous le verrons
plus loin.

Nous allons maintenant caractériser ces variables angle-action. Pour cela, dans toute la

3. Réguliére au sens de la géométrie différentielle : la forme différentielle dE M est de rang n.
4. (g,p) sont canoniques si et seulement si la forme symplectique prend la forme w = dg A dp.
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(b) )

(d) (e)

FIGURE 1.10 — Exemples de tores de dimension deux (tores T?) plongés dans un espace de
dimension 3. Ces tores illustrent les tores singuliers que I'on peut trouver dans un espace
des phases de dimension 4. Un tore régulier (a) est la structure qui émerge du théoreme
d’Arnold-Liouville. Les tores singuliers comme le tore simplement pincé (b) ou doublement
pincé (c), le bitore (d) et le tore enroulé (e) sont des structures de I’espace des phases qui

correspondent aux valeurs non régulieres de ’application énergie-moment.
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suite nous nous restreindrons au cas n = 2 (espace des phases de dimension 4), qui permet une
illustration plus visuelle des concepts exposés. Considérons un tel systeme intégrable, suppo-
sons de plus qu’il est conservatif. Dans ce cas ’hamiltonien est une constante du mouvement,
et le théoreme précédent nous dit qu’il en existe au moins une seconde, que nous nommerons
K, telle que {H, K} = 0. L’espace des phases est décrit par les variables conjuguées (g;, p;)-
Il nous suffit ensuite de trouver un changement de variable tel que les nouveaux moments
s’écrivent en fonction des constantes du mouvement : P;(H, K). Le systéme dynamique aura

alors la forme :

P, =0
. OH (1.44)
G = S0 = (B K)

Notons que les nouvelles variables P; possedent donc la dimension d’une énergie divisée par

une pulsation, ce qui correspond a la dimension d’une action.

FIGURE 1.11 — Illustration d’une base possible (y1,72) des cycles sur un tore 72

Pour aller plus loin nous devons introduire la notion de cycle. Considérons un tore 72
plongé dans ’espace des phases de dimension 4, sur lequel se déroule la dynamique. Sur ce
tore, un cycle est un parcours fermé que ’on ne peut réduire a un point par une déformation
continue. Deux cycles sont équivalents s’il est possible de passer du premier au second par
une déformation continue. Pour un tore 72, I'ensemble des cycles non-équivalents forment
un groupe abélien libreH dont une base est représentée dans la Fig. [LTIl La loi interne de ce

groupe est la concaténation de deux cycles, i.e. on parcourt chacun des deux cycles une fois.

Considérons (7y1,72) la base des cycles générée par les flots de (I3, I3). Ce sont les cycles
représentés dans la Fig. [LT1]l Par définition 'action I; est constante sur le cycle v et ce cycle
peut étre paramétrisé par 'angle ¢1. Nous avons alors :

2m
% I1d¢1 :/ I1d¢1 == 27TI1. (145)
i1 0

5. Un groupe abélien est un groupe dont la loi interne est commutative. Il est libre s’il posséde une base,
i.e. une partie B telle que tout élément du groupe s’écrive comme combinaison linéaire & coefficients entiers

d’un nombre fini d’élements de B.
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Ce qui mene directement a :

1
I = — Iidoq. 1.46
1= 5 ]il 1dg1 (1.46)

Comme ¢ ne varie pas sur ce chemin nous avons f')/l Irdps = 0, ce qui permet d’écrire :

1
I = 2—7{ ZIkdgbk. (1.47)
7T "ok

Puis, avec la formule de Stokes :

1
L= //51 Zk:dlkdék, (1.48)

olt S est une surface dont le bord est le cycle v1. Or, les grandeurs [/, 5 dIdg; sont des

invariants canoniques de Poincaré, donc :

1
L =— // dprdqy. (1.49)

Ce qui permet finalement de définir les actions a partir des coordonnées de départ :

1

I, = 2—% (pldql —i—pngz). (1.50)
T Jyi

Ap

NN e
NN N 9

T~ _— ] 7 >~

FIGURE 1.12 — Représentation schématique de I'espace des phases du pendule & une di-
mension. On y observe trois types de trajectoires : les trajectoires cycliques (en noir), les

trajectoires ouvertes (en vert) et la séparatrice entre les deux zones (en rouge).

1.2.4 Les tores singuliers

Jusqu’ici, nous avons traité le cas régulier du théoréme d’Arnold-Liouville. Si 'application
énergie-moment n’est pas réguliere au point (H, K) considéré, alors ce point se releve dans

I’espace des phases sur une structure qui n’est pas un tore régulier. Cela peut-étre par exemple
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un point, un cercle ou un tore singulier. Des exemples de tores singuliers sont présentés dans
le Fig. [L10. Cette figure présente en (b) et (¢) un tore pincé et un tore doublement pincé. Ce
type de tore correspond a un tore régulier dont un des rayons devient nul sur le ” pincement”.
En (d) nous avons un bitore qui correspond a deux tores réguliers collés I'un & l'autre le
long d’un cercle. En (e) nous avons un tore enroulé. On peut le voir comme un tore régulier
enroulé sur lui-méme, mais il faut garder a ’esprit qu’il s’appuie sur un cercle de recollement,
comme le bitore. Pour le visualiser plus facilement on peut considérer un bitore que I’on aurait
sectionné, tordu puis recollé. Ce faisant, le cercle de recollement du bitore reste intact mais
les deux tores réguliers qui le composaient sont réunis en un seul tore enroulé, deux fois plus
long. Ces tores sont les principaux tores singuliers d’un espace des phases de dimension 4.
On peut obtenir les autres en composant ces principes. Par exemple, dans le chapitre 4 nous
verrons un bitore enroulé.

Par abus de langage, nous appellerons parfois tore singulier toutes les structures sin-
gulieres de I'espace des phases, notamment les cercles, points et spheres.

Ces tores singuliers jouent un role prépondérant dans la caractérisation des trajectoires
de lespace des phases. En effet, ce sont les seules structures qui possedent des trajectoires
de périodes infinies. Ils correspondent a la généralisation des séparatrices présentes dans les
systemes a un degré de liberté. On peut voir un exemple de séparatrice dans la Fig.
Ces trajectoires tiennent leur nom du fait qu’elles séparent I’espace des phases entre les zones
contenant des trajectoires fermées et les zones de trajectoires ouvertes. Le lecteur doit étre
prudent a ce sujet, car on peut trouver dans la littérature physique 'affirmation que toutes
les valeurs singulieres menent a des trajectoires qui séparent l'espace des phases de cette
maniere, quelque soit la dimension. Or, si les tores singuliers sont bien des généralisations
des séparatrices, ils ne délimitent pas forcément des zones de I'espace des phases contenant
différents types de trajectoires. La propriété fondamentale des séparatrices, que les tores
singuliers possedent, c’est la période des trajectoires qu’elles portent. On observe dans la
Fig. que les séparatrices relient des points fixes (réprésentés en rouge), on en déduit
que la période de cette trajectoire est infinie. De méme, les tores singuliers possedent des
points fixes pour au moins une partie des degrés de liberté du systéme, et les trajectoires
sur ces tores qui relient ces points entre-eux ne peuvent osciller, i.e. la période est infinie.
Plus précisément, les parties singulieres des tores, e.g. pincements ou lignes de recollement,
correspondent a des points ou les 1-formes dH et dK sont colinéaires. Il est toujours possible
d’introduire les variables (x1,x9,J) via une transformation canonique telle que le systéme
est décrit par les variables (z1,z2, K, J) avec K et J les moments conjugués respectifs de x;

et x9. Nous avons :

OH OH OH OH
dH = S dry + S day + 2= dK + S—dJ

T T T STV A (1.51)
dK = dK

Il vient donc immédiatement que la colinéarité de dH et dK entraine a 7 = 0 et donc 23 = 0.
Ainsi, on peut trouver une transformation canonique qui introduit des variables telles que,

sur la partie singuliere d’un tore singulier, au moins un des degrés de liberté est constant.
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Ceci est valable pour tous les tores singuliers : tore pincé, tore enroulé, bitore, etc. La période
associée aux trajectoires qui passent par ces points est infinie. En conclusion, tous les tores
singuliers incluent des trajectoires de période infinie, mais cela ne veut pas dire que toutes
les trajectoires sur les tores singuliers sont de ce type la. Cette derniére propriété est valable
uniquement pour les tores pincés. En effet, sur les tores pincés toutes les trajectoires sont
obligées de passer par le pincement et donc toutes les trajectoires sont de période infinie. Ce
phénomene est illustré dans la Fig.

FIGURE 1.13 — Exemples de trajectoires sur les tores. Une trajectoire oscillante s’enroule sur

un tore régulier. Une trajectoire non-oscillante relie les pincements d’un tore singulier.

Il est souvent utile d’avoir une vue globale de la répartition des valeurs singulieres de
I’application énergie-moment. Pour cela nous définissons le diagramme énergie-moment dont
les deux axes correspondent aux valeurs de K et H. Chaque point de ce diagramme correspond
a un tore de ’espace des phases complet. On peut ainsi repérer aisément la position des tores
singuliers dans 'espace (H, K). Un exemple d’'un tel diagramme pour le pendule sphérique
est présenté dans la Fig. [[14l On observe une singularité isolée en rouge qui correspond &
un tore singulier. La zone grise correspond aux valeurs régulieres.

Un tel diagramme ne donne pas la nature du tore singulier (pincé, enroulé, etc ...) pour
obtenir cette nature il faut passer par une réduction singuliere qui fait ’objet de la section
suivante. En pratique il n’est pas toujours intéressant de faire toute la réduction. Parfois la
position des tores singuliers dans le diagramme énergie-moment est plus intéressante que la
nature des singularités. Dans ce cas la, il est possible de construire le diagramme énergie-
moment sans passer par la réduction. En effet, les points singuliers de I'espace des phases,
i.e. les pincements et lignes de recollement inclus dans les tores singuliers, correspondent
par définition aux points critiques de I'application énergie-moment. En calculant ceux-ci il
est possible d’obtenir la position des tores singuliers dans le diagramme sans connaitre leur
nature. Concretement il faut donc chercher les points pour lesquels les 1-formes dH et dK ne
sont pas linéairement indépendantes. Dans un espace des phases de dimension 4 cela revient

donc & obtenir les valeurs de H et K telles que la matrice :

oH
ox1
OH
0o
OH
0K
oH
aJ

; (1.52)

S = O O
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N g

FIGURE 1.14 — Représentation schématique du diagramme énergie-moment du pendule
sphérique. Ce systéme contient un tore singulier, qui généralise la séparatrice du pendule

a une dimension.

soit de rang 1. Cette chute de rang peut facilement étre étudiée numériquement.

1.2.5 Breve introduction a la réduction singuliere
Réduction

La réduction singuliere peut étre abordée comme un simple changement de variables qui
utilise une constante du mouvement pour réduire la dimension du probleéme. Le nouvel espace
des phases ainsi obtenu s’appelle I'espace des phases réduit. Une introduction mathématique

rigoureuse de ce procédé peut se trouver dans [33].

Considérons un systeme hamiltonien intégrable avec 2 degrés de liberté, donc un espace
des phases de dimension 4. On note H(q,p) et K(q,p), 'hamiltonien et la constante du
mouvement. Grace au formalisme action-angle nous savons qu’il est formellement possible
de trouver un changement de variable tel que la dynamique soit réduite a une combinaison
de trajectoires circulaires. Le but est d’obtenir une dynamique réduite dans laquelle une
de ces trajectoires circulaires a été enlevée. Plus précisément, considérons les coordonnées
(p1, b2, K, J) telles que ¢ et ¢o soient les angles conjugués des actions K et J. Le champ de

vecteur sur lequel repose le flot de H s’écrit dans ces coordonnées :
O On On

XH—a 8(;51 Ok +
K

On
_ o By, — Mo, 1.53
Dr 8,2 7 (1.53)

a¢2
ou les (0;) sont une base de 'espace tangent. Or, par construction, I’hamiltonien ne dépend
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1.2. Singularités Hamiltoniennes des systemes intégrables

pas des angles ¢1 et ¢o, ce qui mene a :
Xy = w16¢1 + WQ3¢2 R (1.54)

ol w; sont les pulsations associées aux angles ¢;. Or, Jy4, et Oy, sont respectivement les
vecteurs sur lesquels reposent les flots de K et J. Cette décomposition du vecteur Xy met en
évidence le fait que la trajectoire est bien le résultat des influences distinctes des deux actions,
et qu’il devrait donc étre possible de travailler dans un sous-espace de I'espace des phases ou
ces influences sont découplées. La réduction singuliere consiste a mettre en évidence un tel
sous-espace, qui est alors appelé espace des phases réduit. En général la forme de la constante
du mouvement K est bien plus simple que celle de H ce qui incite a faire la réduction par

rapport a K. Le sous-espace ainsi obtenu ne contient plus I'influence de K sur la dynamique.

C’est pourquoi nos nouvelles coordonnées qui décrivent la dynamique dans I'espace des
phases réduit doivent étre invariantes sous le flot de K. Nous introduisons dans ce but les
polynémes invariants que nous noterons (7o, 71, T2, m3). Ces variables n’ont pas de raison
d’étre en général des polyndémes, mais comme nous considérerons par la suite uniquement
des systemes résonants, ce seront toujours des polynémes dans ce mémoire. Par construction,

ces polynomes sont invariants sous la dynamique de K :

Ce systeme dynamique n’est pas celui de départ, c’est seulement 1’expression de I'influence de
K sur le systeme étudié. Pour obtenir I'expression des polynomes invariants, le plus simple
consiste a détailler ’équation (L5H]). Celle-ci est en général suffisamment simple pour que les
constantes du mouvement soient évidentes. L’une d’entre elles est bien-stir K lui-méme, que

I'on note souvent .

FIGURE 1.15 — Deux exemples d’intersection entre les surfaces définies par I’espace des phases
réduit (en rouge) et 'hamiltonien (en bleu), a (H, K) constant. Ces exemples sont tirés de

I’étude de systemes en optique non-linéaire, cf. Chapitre 3.
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On peut montrer [33] que ces polynémes invariants sont reliés entre eux par une relation

polynomiale :

P1(7T0’771,7T2,7T3) = 0’ (156)

ol P est un polynome. Cette relation définit un espace des phases réduit de dimension 3
plongé dans 'espace des phases de départ. De plus, on peut également montrer [33] que
sous certaines conditions les polynémes invariants choisis forment une base de I’algebre des
polynémes invariants. Or, dans la plupart des cas I’hamiltonien H est lui aussi un polynome.
Comme il Poisson-commute avec K, il est également un polynome invariant sous le flot de

K. On peut donc exprimer I’hamiltonien en fonction des polynémes invariants :

H:PQ(TFQ,T('l,T('Q,ﬂ'g). (157)

Pour étudier la nature d’'un tore précis, on fixe le couple (H, K) qui définit ce tore. Les
deux équations (L56]) et (L57)) décrivent alors deux surfaces & deux dimensions & 'intersec-
tion desquels se trouve la dynamique réduite qui correspond au tore étudié. Il suffit ensuite
de tracer ces deux surfaces pour connaitre la nature du tore. En effet, si 'intersection est
difféomorphe & un cercle, alors le tore est régulier, puisque le produit cartésien de ce cercle
avec celui produit par le flot de K donne un tore régulier. C’est typiquement le cas dans
I’exemple présenté dans la Fig. a gauche. Il se peut également que l'intersection soit un
cercle pincé, donc homéomorphe a un cercle mais pas difféomorphe. Un exemple d’une telle
situation est donné par la Fig. Dans ce cas, chaque point régulier de 'intersection se
releve encore, via le flot de K, sur un cercle dans ’espace des phases complet. Par contre,
pour les points non-dérivables de I'espace des phases réduit, le flot de K est réduit a un
point. Ils se relevent donc sur des points dans ’espace des phases complet, formant ainsi les
pincements des tores pincés, comme le montre la Fig. De la méme facon, si 'intersection
est un huit comme dans l'exemple de la Fig. a droite, alors le tore correspondant est un
bitore.

Il est intéressant de remarquer que cette étude, en plus de donner la nature du tore
singulier, permet souvent d’obtenir analytiquement les équations des bordures du diagramme
énergie-moment. Ceci n’est pas toujours possible en se limitant a I’étude des points critiques

de 'application énergie-moment.

1.2.6 Monodromie hamiltonienne

Les variables action-angle introduites par le théoreme d’Arnold-Liouville ne sont bien
définies que localement. Il est naturel de se demander dans quelles conditions nous pourrions
les définir globalement. Un élément de réponse a cette question a été apporté par N. Nekhoro-
shev et J. J. Duistermaat [32] [5]. Ils ont montré qu’une obstruction a 'existence de variables
action-angle globales peut étre décrite grace a la notion de monodromie. Dit simplement, la
monodromie étudie le comportement d’une grandeur lorsqu’elle parcourt une boucle dans un

certain espace.
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FIGURE 1.16 — Illustration de la relation entre 1’espace des phases réduit (en bas) et le tore
dans 'espace des phases complet. L’intersection entre I’espace des phases réduit et la surface
hamiltonienne est représentée en pointillés. Les points dérivables de I’espace des phases réduit
se relevent, via le flot de K, sur des cercles dans I'espace des phases complet. Ils forment
ainsi la partie réguliere du tore singulier. Les points non-dérivables se relevent sur des points,
en formant ainsi les pincements du tore. Cet exemple provient de I’étude de la fibre optique

isotrope réalisée dans le chapitre 3.
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Dans le cas de la monodromie hamiltonienne, cet espace est l'image de l'espace des
phases par I'application énergie-moment, i.e. U'espace (H, K) représenté dans le diagramme
énergie-moment. Dans cet espace, nous effectuons une boucle le long de laquelle nous sui-
vons la déformation continue d'une base des cycles d'un tore (v4,74). Aprés avoir parcouru

cette boucle nous observons les cycles obtenus (7{ , 75 ), la matrice de monodromie M décrit

f i
(@) =M <W1> . (1.58)
Y2 Y2

S’il existe un parcours fermé dans 'espace (H, K) tel que cette matrice n’est pas l'identité,

I’évolution des cycles :

alors la monodromie est non-triviale et il ne peut exister de variables action-angle globales.
Ceci est directement lié a la présence des singularités. Par exemple, une boucle qui entoure

une singularité isolée va produire une matrice de monodromie différente de I'identité.

FI1GURE 1.17 — Hlustration de 'angle de rotation © sur un tore régulier. Les flots de K et H
apparaissent respectivement en vert et bleu. Le flot de H recoupe celui de K au bout d’un

temps T, définissant ainsi 'angle de rotation ©.

La base des cycles présentée dans la Fig. [L.T1] est générée par les flots des actions (11, I2)
qui définissent le tore. Il est donc naturel qu'un effet s’appliquant sur les cycles puissent
également se décrire en terme d’effet sur les angles associés (¢1, ¢2) a ces actions. Revenons
a un tore régulier défini par (H, K). Supposons que K est une variable action, dont 'angle
associé est 6. Son flot engendre un des cycles de la Fig. [LTI] choisissons 9 pour illustrer le
processus sur la Fig. [[T7l En général, ’hamiltonien H n’est pas une variable action et son
flot ne va donc pas engendrer directement ;. En effet, au bout d’un tour sur le tore, le flot
se sera décalé d’'un angle © = §(T) — #(0) mesuré selon la direction du flot de K, comme le
montre la Fig. [LT7 Le temps T requis par le flot de H pour recouper le flot de K se nomme
le temps de premier retour, 'angle © se nomme 'angle de rotation. Ces deux grandeurs ne

dépendent que des valeurs de H et K. Elles permettent de définir les champs de vecteurs :

2T
1 0 K

o , (1.59)
Xo = _EXK +TXpy

ot 6 = wi la pulsation associée au flot de K. Ces champs de vecteurs génerent des flots

périodiques par construction. Ils engendrent une base des cycles que 'on note (1, 32). L’in-
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1.2. Singularités Hamiltoniennes des systemes intégrables

fluence de la monodromie sur cette base peut alors directement étre traduite en influence sur

O. Par exemple, si la matrice de monodromie prend la forme :

1 0
M = ( iy ) (1.60)

alors, apres avoir effectué une boucle dans 'espace (H, K) topologiquement équivalente
a la boucle utilisée pour calculer cette matrice, I’angle de rotation subit un décalage de
AO = Oy — ©; = 21 . Par exemple, la forme de la matrice dans I'équation (L&) peut
étre obtenue sur un parcours qui entoure la singularité de la Fig. [L14l Cette singularité
correspond en l'occurence a un tore pincé. Cela signifie que tout parcours entourant cette
singularité produira le méme décalage de 27 . De méme, tout parcours n’entourant pas la
singularité produit une matrice identité et donc A® = 0. La robustesse de cet effet est une
conséquence de sa nature topologique.

De facon générale, si la matrice de monodromie est I'identité, on dit que la monodromie
est triviale, ce qui est équivalent & AO = 0. A P'opposé, si la matrice de monodromie n’est
pas l'identité, alors la monodromie est non-triviale, ce qui est équivalent a A® = 0. Histori-
quement, la monodromie a d’abord été mesurée sur des systemes possédant des singularités
isolées. Dans ce cas A® est un multiple de 27 et les coefficients de la matrice sont dans 7, on
parle alors de monodromie standard. Ensuite, ceci a été généralisé a des systemes possédant
des ensembles continus de singularités. Dans ce cas A©O peut étre une fraction de 27 et les
coefficients de la matrice appartiennent a Q. On parle alors de monodromie généralisée.

Plus de détails sur la monodromie hamiltonienne, incluant des exemples physiques, sont

donnés dans le chapitre 4.
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Chapitre 2

Controle quantique

2.1 Le contréle quantique

E controle quantique [20, B7] est une discipline qui vise a controler I’état de systeémes
L quantiques wia un parametre externe, e.g. un champ électromagnétique appliqué au
systeme. Les premieres expériences de controle quantique remontent a la naissance de la
mécanique quantique, au début du siecle dernier. A cette époque le contrdle n’était pas
un but en soi, mais un moyen de mettre en évidence des effets fondamentaux. C’était par
exemple le cas dans l'expérience de O. Stern et W. Gerlach en 1922. Ils appliquaient un
champ magnétique & des atomes d’argent, ce qui a permis la découverte du spin. Le controle
des systémes quantiques s’est ensuite développé avec le raffinement des modeles et la mise
au point de nouvelles technologies. Parmi celles-ci, les premieres a révolutionner le domaine
du contréle quantique furent le contrdle de spin par résonance magnétique nucléaire (RMN)
de Felix Bloch et Edward Mills Purcell en 1946, et la premiere réalisation expérimentale
du laser au début des années 60. Des les années 70, le laser a été appliqué au controle
de molécules en phase gazeuse, originellement dans le but de casser sélectivement certaines
liaisons moléculaires. Des avancées théoriques importantes ont eu lieu dans les années 80,
notamment quand D.J. Tannor, H. Rabitz et leurs collaborateurs [2, 3] ont appliqué au
controle quantique les outils mathématiques de la théorie du contréle optimal.

De nos jours, le controle quantique est une discipline tres vaste, incluant le controle par
laser de la dynamique de molécules en phase gazeuse, la résonance magnétique nucléaire
(RMN), les jonctions Josephson dans les supraconducteurs, le controle de photons en cavité,
le contréle des ensembles de spins dans les ferromagnétiques, etc. Ces domaines possedent
eux-mémes de nombreuses applications, allant de 'information quantique a l'imagerie par
résonance magnétique, en passant par le controle des réactions chimiques.

Dans ce manuscrit, nous allons nous concentrer sur la RMN, avec une bréve excursion
dans le controle moléculaire, en utilisant le controle optimal géométrique comme méthode
de controle. Nous commencerons par présenter la physique d’un systeme de RMN. Ensuite
nous traiterons trois probléemes de controle : 'inversion simultanée de deux spins, la synthese
optimale avec un terme non-linéaire, dit radiation-damping, et le probleme du point fixe

dynamique en imagerie par résonance magnétique (IRM). Enfin, nous revisiterons le proces-
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sus de controle moléculaire STIRAP en faisant la syntheése des outils du contréle optimal

géométrique et des singularités hamiltoniennes.

2.2 Introduction a la résonance magnétique nucléaire

2.2.1 De la découverte du spin au scanner IRM

La RMN [38, B9] est basée sur l'existence et la compréhension d’une propriété des par-
ticules élémentaires : le spin. Cette propriété purement quantique a été mise en évidence
pour la premiere fois par 'expérience de Otto Stern et Walther Gerlach en 1922. Ils en-
voyaient un jet d’atomes d’argent dans un champ magnétique intense et observaient que le
jet se scindait en deux faisceaux distincts, selon 1'état de spin de chaque atome (+1). La
description théorique du spin fut introduite quelques années plus tard par Paul Dirac. Un
grand nombre d’applications et d’avancées théoriques découlent de cette découverte. L'une
d’entre elles est l'effet de résonance magnétique nucléaire, découvert par Isidor Isaac Rabi en
1936, sur une expérience proche de celle de Stern et Gerlach. Dix ans plus tard, Felix Bloch
et Edward Mills Purcell réalisent simultanément et indépendamment les premiéres mesures
RMN par induction magnétique. Les appareils de RMN modernes fonctionnent encore sur ce
procédé. La méme année Bloch introduit des équations phénoménologiques pour décrire les

expériences en phase liquide, équations que nous utiliserons dans ce manuscrit.

Dans les années qui ont suivi les mesures se sont perfectionnées, a la fois grace aux
nouvelles générations d’appareils et a I'introduction de concepts novateurs. La premiere étape
marquante de cette évolution est I'introduction de la spectroscopie RMN par transformée de
Fourier en 1964 par Richard R. Ernst. Ceci a permis d’obtenir les structures spatiales des
molécules, ce qui a fortement contribué a la diffusion de la RMN en chimie. La seconde
étape correspond au développement de I'imagerie par résonance magnétique (IRM) par Paul
Lauterbur et Peter Mansfield en 1973. Ceci a débouché sur I'introduction et la diffusion de la

RMN en médecine, les scanners IRM étant désormais présents dans tous les grands hopitaux.

Le domaine de la RMN a continué a évoluer, sur le plan théorique et expérimental. Dans
le milieu des années 80, plusieurs groupes ont développé simultanément l'imagerie rapide
par point fixe. En 1986, Steven Conolly et ses collaborateurs utilisent pour la premiere fois
la théorie du controle optimal pour mettre en forme des champs de contréle en RMN [40].
Le controle optimal s’est ensuite diffusé progressivement dans la communauté de la RMN,
notamment grace au développement de l'algorithme GRAPE par Navin Khaneja, Steffen
Glaser et leurs collaborateurs [41] [42], 13| [43] [44]. Enfin, les premiers résultats expérimentaux

utilisant les trajectoires singuliéres du controle optimal géométrique [21] sont publiés en 2010.

La RMN est particulierement intéressante du point de vue du contrdle optimal, car
c’est un domaine qui autorise la mise en forme expérimentale des contrdles avec une grande
précision [14]. En effet, les controles les plus courts sont de I'ordre de la milliseconde alors que
le circuit électronique de mise en forme réagit sur un temps caractéristique qui varie entre la

nanoseconde et la microseconde.
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bobine
supraconductrice
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¥

contrble mesure

FIGURE 2.1 — Représentation schématique d’un spectrometre pour des expériences RMN en

phase liquide.

2.2.2 Le modele physique
Principe d’une expérience de RMN

Une expérience de RMN en phase liquide, telle qu’illustrée sur la Fig. 2.1l peut étre
décrite de fagon macroscopique ou microscopique. Du point de vue macroscopique cela re-
vient & considérer la dynamique de 'aimantation d’un échantillon de taille macroscopique.
Du point de vue microscopique une expérience de RMN manipule les Spins—% de certains
noyaux atomiques. Dans ce cas la dynamique est régie par la mécanique quantique. Il est
possible de démontrer les équations macroscopiques, dites équations de Bloch, a partir de la
dynamique quantique. Les deux modeles sont donc completement équivalents. Nous allons
nous contenter de décrire la physique macroscopique d’un tel systeme parce que I'extension
non-linéaire que nous ferons par la suite se base elle aussi sur un raisonnement macroscopique.
La démonstration quantique se trouve dans plusieurs livres et theses [38] 45, [14].

L’aimantation, ( en anglais ” ‘magnetization”’), correspond au champ magnétique interne
que possede un matériau en réaction a l'application d’un champ magnétique externe B :

M =28, (2.1)

=[x

ol x est la susceptibilité magnétique du matériau et p sa perméabilité magnétique, deux
grandeurs qui caractérisent la réaction du matériau a 'application d’un champ magnétique.

Dans une expérience de RMN, deux champs magnétiques sont principalement mis en
oeuvre. Le premier que 1’on notera g@, est un champ fixe tres intense orienté selon I'axe O,

du laboratoire. Il cause la précession du vecteur de magnétisation M autour de I'axe O, a
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la pulsation wy = vBjy, avec « le facteur gyromagnétique du noyau considéré. Par exemple,
on a pour 'hydrogene v = 27 - 42,57 Mhz/T. Dans les appareils modernes, ce champ est
produit par une bobine supraconductrice refroidie a ’hélium liquide. Pour le spectrometre le
plus puissant existant actuellement [46], ce champ est de 23.5 Tesla. L’influence de ce champ

sur I'aimantation est illustrée sur la Fig. Ce champ étant constant, il est naturel de se

A ,

A

| -

Aw

FIGURE 2.2 — (gauche) : Effet du champ constant By sur I'aimantation dans le référentiel du
laboratoire. (droite) : Effet du champ de controle et de I’écart a la résonance sur ’aimantation

dans le référentiel tournant.

placer dans un référentiel tournant pour simplifier ’étude de la dynamique. En pratique,
nous devons souvent étudier différents spins dont les fréquences de résonance 52 different les
une des autres. Cette différence de la fréquence de résonance peut provenir d’une différence
dans I'environnement chimique ou des inhomogénéités des champs magnétiques, dont nous
parlerons dans la section (2.1.4). Il est donc impossible d’étre simultanément en résonance
avec les différents spins. On choisit alors un référentiel tournant & une pulsation w, tel que
Iécart a la résonance Aw = w, — wq est non-nul. Le deuxieme champ, que I'on notera gl, est
le champ de contréle, qui se trouve dans le plan (z,y). C’est un champ oscillant de pulsation

W

By = Bi,(t) cos(wt)&y + Buy(t) cos(wt + ¢)&,. (2.2)

On choisit w tel que le champ ne soit pas oscillant dans le repere tournant : w = w,.. Dans ce
repére tournant, I’aimantation précesse autour de El, De plus, I’écart a la résonance produit
un mouvement de rotation autour de ’axe O,. Si él est nul et Aw non-nul, 'aimantation va
tourner autour de O,. Au contraire, si 51 est non-nul et Aw est nul, 'aimantation va tourner
autour de Bj. Le cas général est une combinaison des deux mouvements. Ceci est illustré
dans le cas d’un champ constant B, = B, sur la partie droite de la Fig. Ce champ de
controle est produit par deux petites bobines qui produisent un champ d’amplitude variable,
jusqu’a 1074 T.

Ensuite, il faut mesurer ’aimantation. Pour cela, on arréte le controle, et on mesure
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la variation de courant produite par le mouvement de 'aimantation dans les bobines qui
servaient au controle. Les bobines étant faites pour des champs dans le plan (x,y), on ne
peut mesurer que le signal transverse. Pour mesurer la composante sur O, il faut d’abord
appliquer un controle qui amene ’axe O, dans le plan (x,y). Le détail du processus de mesure
est traité dans la section (2.1.3). Une représentation schématique du spectrometre utilisé pour

les expériences résume ces différentes informations sur la Fig. 211

Les équations de Bloch

Pour modéliser ’évolution de I’aimantation, on utilise les équations de Bloch :

dM.
dtx = wyM, — AwM,
dM,
Fy = —w, M, — AWMm ) (23)
dM.
o = WM+ wMy
ol (wg,wy) = —v(Biz, Biy). Notons que cette équation est conservative, le vecteur M reste

a la surface d’une sphere, appelée sphére de Bloch. En pratique, il existe une dissipation
sur 'axe O, régie par un coefficient 71, qui décrit le retour a 1’équilibre thermodynamique
induit par 'environnement. Plus précisément, 'agitation thermique des noyaux entraine des
fluctuations dans le champ magnétique qu’ils produisent. Ce champ magnétique avec fluctua-
tions d’origine thermiques influence a son tour I'aimantation de I’échantillon en la ramenant
a ’équilibre thermodynamique. Il existe également une dissipation transverse, régie par un
coefficient T5, qui ne peut pas se décrire de facon macroscopique. En effet, il correspond a
la décohérence induite par les interactions entre le spin étudié et les spins voisins. Les inter-
actions microscopiques sont elles-méme extrémement complexes puisqu’elles dépendent des
positions des spins voisins, qui varient d’un type de molécule a 'autre, et qui varient dans une
méme molécule a cause des mouvements de pliage et de torsion de la molécule. En ajoutant

ces termes dissipatifs, les équations de Bloch deviennent :

dM. M
dtm =wyM, — AwM, — ?:

dM, M

AM. M, — M,
dtz = wme + mey — ZT

ol M(] = (0,0, Mp) représente 1’équilibre thermodynamique. Les parametres 77 et T sont
généralement compris entre quelques dizaines et quelques milliers de millisecondes. Par
exemple, pour I'eau nous avons 17 = T5 = 2500 ms, pour le liquide cérébrospinal 177 = 2000

ms et T5 = 300 ms. Notons que ces parametres sont soumis a la contrainte 2717 > Th.

Dans le cas ol wy = Aw = 0, la coordonnée z est découplée des deux autres ce qui meéne
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FIGURE 2.3 — (gauche) : Influence de la dissipation sur la dynamique de "aimantation pour
différentes conditions initiales dans le plan (y,z). Le controle est a zéro, ainsi que I’écart
a la résonance. Les coefficients dissipatifs sont en unité arbitraire, de haut en bas : (T} =
10, Ty = 2.5), (T1 = 2.5,T» = 2.5) et (T1 = 1000, 7> = 2.5). (droite) : Influence d’un controle
constant sur la dynamique de 'aimantation. Les coefficients dissipatifs sont, de haut en bas :
(Th = 10,7, = 0.33), (Th = 10,15 = 0.47) et (Th = 10,T> = 2.5).
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a une dynamique dans le plan (M, M.). La dynamique se ramene alors a :

dM
— Y = —w,M, — %
dt 15 (2.5)
M, M- My '
ac et T,

Ces équations seront notamment utilisées dans la section sur le probléeme du point fixe dy-
namique. Elles permettent de visualiser simplement l'influence de la dissipation sur la dy-
namique, comme nous pouvons l'observer sur la Fig. 2.3l Toutes les trajectoires présentées
partent de la sphere de Bloch. La région grise est physiquement interdite, en effet la dissi-
pation a pour effet de réduire le rayon de la sphere de Bloch. Dans le panneau de gauche,
on considere un controle nul, pour observer l'effet de la dissipation. Dans ce cas, toutes
les trajectoires finissent par retourner a ’équilibre thermodynamique (0,1). Dans les pan-
neaux de droite, on considére un controle constant non-nul. Dans ce cas, les trajectoires
sont attirées par un point fixe qui dépend des parametres dissipatifs et de 'amplitude du
controle constant imposé. L’ensemble des points fixes possibles est représenté par l'ellipse
noire, que 'on nomme lieu de colinéarité. Notons que dans le panneau de droite, certaines
trajectoires sont pseudo-périodiques, et d’autres non-périodiques. Ceci se comprend aisément

en considérant I’équation suivante, obtenue a partir de 1’équation (2.5 :

M, 1 1 .dM,

wxMo
d? (ﬁ Tg) dt '

Ty

+ (W2 + )M, + (2.6)

TVT>

Nous obtenons des trajectoires pseudo-périodiques ou apériodiques selon le signe du discri-

minant A de cette équation :

1 1

A=w?|( )2 —4| . (2.7)

wzTh wzTH
Dans le cas d’'un contréle constant w, = wy le signe de A ne dépend que des parametres

dissipatifs, comme le montre la Fig. 2.4]

Extension non-linéaire due au radiation-damping

Nous avons brievement expliqué précédemment que le signal mesuré correspond au cou-
rant électrique produit dans les bobines par I’évolution de I'aimantation. Or, si un courant
électrique parcourt une bobine, il crée un champ magnétique, lequel va a son tour modifier
la dynamique de 'aimantation. Cet effet indirect produit un amortissement du signal mesuré
(en anglais radiation damping) qui n’est pas souhaitable en général dans les expériences.
On doit tenir compte de cet effet lorsque 'amplitude du controle est tres élevée ou lorsque
les especes présentes dans I’échantillon ont une réponse particulierement forte. Cet effet est
connu depuis les débuts de la RMN [47] mais il constitue encore aujourd’hui un sujet de
recherche actif [48] [49] [50] car il peut étre un obstacle a la mesure ou un outil de controle

supplémentaire selon les cas.
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12 ; . . :

10} A>0 1

A<O
A>0

(e, T,)
=

0 2 4 6
(), T)

FIGURE 2.4 — Signe du discriminant A en fonction des parametres de dissipation T} et T5.

La zone grise est interdite par la contrainte 277 > Tb.

Nous rappelons ici la démonstration présente dans [47, 51] qui donne les termes non-
linéaires a rajouter dans les équations de Bloch pour décrire cet effet. Introduisons pour cela

les coordonnées sphériques :

M, = M sin 6 cos ¢
M, = Msinfsinyp .
M, = M cos 0

Supposons que I'aimantation précesse autour de 'axe O, :

M, = M sin 6 cos(wt)
M, = M sinfsin(wt) . (2.8)
M, = M cos 8

Considérons la bobine de mesure orientée selon O,. En supposant que la section A de la
bobine est suffisamment petite nous pouvons écrire le flux du champ comme ¢ = ApgM,.
On consideére 6 constant en premiere approximation, la tension induite dans la bobine s’écrit

dans le repere tournant a la pulsation w :

d
Us = _Nd_(tb = NApowM sin 6, (2.9)

avec N le nombre de spires de la bobine. L’énergie correspondante dissipée par effet Joule
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est :
(N ApowM sin 0)?
2R ’

Ej= (2.10)

ol R est la résistance de la bobine. De plus, I’énergie magnétique de I’échantillon s’écrit :

V (1M + By)?
Ho

E = =VMBycosf + V,LL()M2 + VBg/NOa (2'11)

avec V' le volume de I’échantillon. Supposons maintenant que la seule variation d’énergie

provient de l'effet Joule dans la bobine de mesure :

aw . df  (NApowM sin 6)?
— =-MVB — = . 2.12
dt VBosin 7 2R (2.12)
Nous obtenons ainsi 'amortissement de 'angle 6 :
de sin 6
= _ 2.13
dt T ( )

avec 7, le taux d’amortissement. On en déduit les termes non-linéaires des équations de
Bloch :

¢ dM, M, M,M,

a ~ wrMe =AMy = 28 = 2

dM, M, M,M
dty - _w$MZ - AWMQU - ?231 - TyM(]Z (214)

r
dM, M, — My M2+ M;
— —w, M M, —

dt wy v + Wa Y T1 + TTMO

Nous avons ici des termes polynomiaux d’ordre deux qui proviennent de ’échange d’énergie
entre ’échantillon et le matériel de mesure. Notons que ces termes ne sont pas dissipatifs. En

effet, si 'on ne considére que les termes non-linéaires nous avons :

dMP?

0. 2.15
¥ (2.15)

Normalisation

Pour faciliter la manipulation des équations il est préférable de les normaliser. Les unités

des différentes grandeurs sont :

[M] = Am™!

[t] =s

(T3] =s . (2.16)
(7] =s

w] = rad.s™!



2.2. Introduction a la résonance magnétique nucléaire

On commence par diviser I’équation de Bloch par My, ce qui rend sans dimension les compo-
santes de I’aimantation. Ensuite on choisit une pulsation de référence w,.y pour normaliser
les controles et I'écart a la résonance. Dans le cas ou le controle est borné, on prend wy..y égal

a cette borne. Cela nous donne les grandeurs adimensionnées suivantes :

.M

r=—
My

Wref

2

27 W;
U; =

t =

Wref
27
WrefTQ ’
27
Wrele
_ 21Aw

Wref
27

WrefTr

=

(2.17)

A

k=
Les équations de Bloch prennent finalement la forme suivante :

T =—-To—Ay—kxz+ uyz
y=-Ty— Az — kyz — uzz . (2.18)
F=a(1 = 2) + k(2* + y?) — uyr + ugy

Par la suite nous utiliserons systématiquement cette forme des équations.

2.2.3 Le processus de mesure

Le principe d’une expérience de RMN se décompose en deux phases : une phase de controle
qui vise a exciter I’échantillon, et une phase de mesure pour collecter le signal produit par
cette excitation. C’est cette deuxieme phase que nous allons décrire ici en détail. La mesure
du signal est effectuée par les bobines dans le référentiel du laboratoire. Pour décrire ce signal,
nous introduisons (X, Y, Z) les coordonnées normalisées de ’aimantation dans le repeére du

laboratoire, elles sont liées aux coordonnées dans le repere tournant par les relations :

X = zcos(wyt) — ysin(w,t)
Y = zsin(w,t) + y cos(wyt) . (2.19)
Z=z

Quand la mesure débute, le systéme se trouve dans un certain état initial £y = (xo, Yo, 20),

différent de I’équilibre. Pendant la mesure, la dynamique libre ramene le systeme vers 1’équilibre.
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Si 'on ne tient pas compte du terme non-linéaire, la dynamique libre prend la forme :

z=-Tz—- Ay
y=-Ty—Azx . (2.20)
2=7(1-2)

On remarque que dans ces équations la composante z est découplée des autres. Nous pouvons
donc traiter séparément la mesure de la composante z. Concentrons nous d’abord sur la

mesure des composantes transverses. Pour cela, nous introduisons les coordonnées polaires :

x = pcosb
(2.21)
y = psind

Dans ces coordonées, la dynamique libre transverse devient :

FIGURE 2.5 — (gauche) : Trajectoire oscillante dans le référentiel du laboratoire. (droite) :
Spectre obtenu aprés la transformée de Fourier de la trajectoire oscillante . On obtient ici un

seul pic car on ne considére qu’une seule espece chimique avec un seul spin.

=-T
g (2.22)
0=A
Ces équations s’integrent directement :
p(t) = poe™"* 2(t) = poe " cos(At + ) (2.23)
j .
0(t) = At + 6o y(t) = poe Tt sin(At + 6p)

L’état initial que l'on cherche & connaitre via cette mesure est donc décrit par (pg,0p). La

composante en X dans le réferentiel du laboratoire s’écrit alors de la fagon suivante :

X(t) = poe M cos(wot + 6p) (2.24)
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2.2. Introduction a la résonance magnétique nucléaire

ol wy est la fréquence de résonance, telle que A = wy—w,. Considérons maintenant la variable
complexe X = poe’PeTteiwot Tes spectrometres actuels incluent une part de traitement du
signal qui produit directement la transformée de Fourier du signal. Les grandeurs (po, 6p)

sont ainsi plus facilement accessibles. La transformée de Fourier de X a la forme suivante :

/ X —zwtdt

_ —iw—wy) (2.25)
= e’ F2 + (w — wo)?
= poe'® (A +iB)

Si on considere I'intégration numérique sur un intervalle connu (w;,wy) de la partie réelle de

la transformée de Fourier du signal mesuré, nous savons qu’elle doit étre égale a :

/Re(TF(X)) = po(coseo/A—sineo/B) . (2.26)

Comme [ Aet [ B sont des constantes qui ne dépendent que de I, wp, w; et wy, nous obtenons

0o en cherchant numériquement la correction de phase ¢, telle que :

cos(y + (bc)(/A —sin(6y + ¢¢) / B)=0 . (2.27)

Ce qui donne finalement :

JA
fB ¢C

~ [Re(TF(X))

N cosby [ A—sinby [ B

0y = arctan ——
(2.28)

Ce processus permet d’obtenir la position transverse de 'aimantation dans une expérience
de RMN. Ceci est illustré sur la Fig. 2.5 qui montre la trajectoire de Daimantation (X (t))
et le spectre obtenu aprés la transformée de Fourier Re(TF(X)). Une des conséquences est
qu’il est impossible de suivre expérimentalement une trajectoire. Pour avoir un point d’'une
trajectoire, il faut lancer cette trajectoire I'arréter au temps voulu, faire la mesure. Pour
avoir les points suivants de la trajectoire il faut donc relancer la trajectoire et l'arréter a
différents temps. Pour obtenir la position en z, on doit d’abord appliquer un controle qui
amene quasi-instantanément la composante z dans le plan transverse, avant d’appliquer le
processus décrit pour les composantes transverses. En effet, la présence du champ magnétique
vertical éo empéche toute mesure sur cet axe. Ce qui explique qu’il n’y ait pas de bobine de
mesure orientée selon z, cela laisse également de la place pour le tube a essai qui contient

I’échantillon en phase liquide, comme le montre la Fig2.1l
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2.2.4 Effet de 'inhomogénéité des champs magnétiques

Jusqu’a présent nous avons considéré que les champs éo et B, étaient homogenes ce qui
n’est pas vrai en général. L’effet des inhomogénéités est traité en détail dans plusieurs livres
de références et manuscrits de these [14] [38] 52]. Notons (X,Y, Z) les coordonnées spatiales
de la molécule dans ’échantillon. L’inhomogénéité de Eo fait que, pour une méme espece
chimique, la fréquence de résonance sera décalée continument en fonction de la position
de la molécule dans 1’échantillon. Cela entraine donc une distribution continue d’écart a la

résonance A(X,Y, 7). Les équations de Bloch deviennent :

&t =-Toe—AX,Y,2)y — kxz + uyz
y=-Ty—AX,Y,Z2)x — kyz —uyz (2.29)
F=a(1 = 2) + k(2 + y?) — uyr + ugy

ou l’écart a la résonance est une fonction des coordonnées spatiales. Cette condition ren-
dant les équations extrémement difficiles & manipuler dans le cadre du contréle optimal, on
discrétise en général cette distribution spatiale. Cela revient & considérer N spins avec N
fréquences de résonance différentes. Pour que le contréle soit bien applicable expérimentale-
ment, on s’assure que celui-ci ne contienne pas de fréquences plus grandes que le pas dw de
la discrétisation. On travaille alors sur le controle simultané de N spins, ce qui signifie que
nous avons le méme champ de controle pour les N spins. Physiquement, comme A entraine
une rotation autour de 'axe O,, les IN spins vont tourner a des vitesses différentes autour de
I’axe en I'absence de contrdle. Cette inhomogénéité a donc pour effet de désynchroniser les
différents spins de ’échantillon, i.e. les spins qui partent tous du méme point se retrouvent
étalés dans le plan transverse. L’aimantation moyenne transverse diminue d’autant plus vite.
D’une certaine facon cela revient a considérer un systeme effectif dont la dissipation trans-
verse est plus forte. Ainsi, une facon moins complete mais plus légere de modéliser cette
propriété consiste a prendre un coefficient de dissipation effectif 75 tel que T3 < T5. Cette

approche possede cependant une précision limitée.

Le champ de controle est également inhomogene en pratique. Concretement, cela signifie
que l'intensité du controle pergu par un spin va varier selon sa position a l'intérieur de

I’échantillon. Cet effet peut étre modélisé par un facteur a(X,Y, Z) au niveau des controles :

&t =-Toe—Ay—kxz+a(X,Y, Z)uyz
y=-Ty— Az —kyz—a(X,Y, Z)u,z . (2.30)
t=r(1—2) +k(2* + %) — a(X,Y, 2)uyz + a(X,Y, Z)uzy

La gestion des inhomogénéités demeure un probleme ouvert. Des études théoriques et expérimen-
tales [52) 53] ont permis d’obtenir des controles robustes vis-a-vis des inhomogénéités de By,
mais les solutions numériques obtenues sont difficiles a interpréter a cause de la complexité

de leur structure.
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2.3 Inversion de deux spins 1/2

2.3.1 Motivations

La séquence d’inversion consiste a amener 'aimantation du péle nord au pdéle sud de la
sphere de Bloch. Du point de vue quantique cela revient a passer un spin de I’état fondamental
a état excité. Cette séquence est 'une des deux séquences les plus courantes en RMN,
la deuxiéme étant une rotation de 7/2 utilisée pour amener 'aimantation de 1’équilibre a
I’équateur de la sphere de Bloch. La séquence d’inversion est utilisée dans la méthode usuelle
de saturation [2I], i.e. pour amener l'aimantation d’une espeéce chimique & zéro, comme
illustré sur le schéma de gauche de la Fig. Cela consiste a faire une inversion puis a
laisser agir la dissipation verticale, régie par le coefficient T7. Or, l'espece étudiée se trouve
souvent dans un solvant qu’il faut donc saturer pour éviter d’obtenir un signal indésiré,
la saturation est donc une séquence utilisée tres couramment. Un autre exemple standard
d’utilisation se trouve en IRM, pour augmenter le contraste [54] entre deux espéces quand les
parametres 77 des deux especes so