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Introduction

Nous sommes tous amenés à prendre régulièrement des décisions, que ce soit pour
choisir le contenu de son panier dans un magasin, ou bien encore pour déterminer la
musique à passer en fond sonore d'une soirée. Nos prises de décision sont souvent guidées
par nos préférences, parfois par des contraintes intervenant dans nos choix, ou bien en-
core par la recherche de compromis lors d'une décision de groupe. Fort heureusement, la
plupart des décisions à prendre dans la vie de tous les jours sont assez simples pour que
nous puissions instinctivement faire de bons choix. Néanmoins, il existe des situations
complexes où le processus décisionnel n'est pas aussi évident comme, par exemple, les
décisions à prendre à la tête d'une entreprise, ou encore la détermination de l'emplace-
ment d'un nouvel aéroport (Keeney et Rai�a, 1993).

La théorie de la décision 2 étudie scienti�quement les di�érents éléments intervenant
au sein d'une prise de décision, de manière à la comprendre, la reproduire et à l'étendre
dans des domaines complexes. Cette théorie a mené à l'élaboration d'outils d'aide à la
décision, souvent des logiciels jouant le rôle de � second cerveau � : ils visent à com-
prendre le comportement d'un utilisateur (comme, par exemple, ses préférences), pour
ensuite exploiter toute la puissance computationelle et mémorielle d'un ordinateur pour
proposer les meilleurs choix possibles selon le point de vue de l'utilisateur.

La démocratisation d'internet a favorisé l'émergence des sites commerciaux. A la �n
du vingtième siècle, des nombreux sites se sont dôtés d'un système de recommandation :
un moteur de calcul capable de proposer au client, pendant sa recherche de produits,
d'autres articles pouvant potentiellement l'intéresser. De tels systèmes se fondent sur
l'étude du comportement du client sur le site, de manière à coller au plus près des
véritables préférences de celui-ci. Nous pouvons remarquer une forte analogie avec les
systèmes d'aide à la décision, la principale di�érence étant que les interactions entre le
le décideur et le système doivent parfois se faire de manière implicite. Par exemple, le
système ne demandera pas à l'utilisateur ses préférences sur certains produits, mais devra
réussir à les déduire en fonction de ses actions sur le site (par exemple ses précédents
achats, les liens sur lesquels il a cliqué, etc. . . ).

Le domaine du jeu vidéo a aussi beaucoup évolué ces vingt dernières années, que ce

2. Il est à noter que cette thèse ne s'inscrit pas directement dans le domaine de la théorie de la
décision, mais au croisement entre ce domaine, l'optimisation combinatoire et l'intelligence arti�cielle.
Durant les trois années de travaux ayant conduit à la rédaction de ce manuscrit a eu lieu à Venise
la première conférence internationale (Algorithmic Decision Theory) ayant pour thème ce mélange de
genres, et lui donnant un nom : Théorie de la décision algorithmique.
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2 Introduction

soit du point de vue des graphismes, du scénario, ou du moteur du jeu. Un but recherché
par les éditeurs de jeu est l'immersion du joueur au sein d'un monde virtuel dans lequel
il sera amené à interagir avec des entités arti�cielles, les personnages non-joueurs. Ces
personnages sont gérés par une intelligence arti�cielle, et une telle immersion prendra
toute son ampleur si ces entités ont l'air humaine dans leur comportement en cours de
jeu. De nouveau, la théorie de la décision s'intègre parfaitement dans ce contexte en pro-
posant des modèles calqués sur la décision humaine pour les choix auxquels sera confronté
l'intelligence arti�cielle.

Pour résumer la façon de procéder évoquée dans les exemples d'application précé-
dents, une procédure de prise de décision comporte deux facettes : l'élicitation, qui vise
à modéliser le comportement du décideur (de façon interactive dans un logiciel d'aide
à la décision, implicite dans un système de recommendation, ou encore dé�nie par les
concepteurs ou apprise dans une intelligence arti�cielle). La �nalité de l'élicitation est
une réprésentation de ce comportement exploitable par une machine. La seconde facette
(que nous nommerons le choix) vise à exploiter la représentation des préférences élicitées
pour proposer une solution du problème de prise de décision. Dans le cadre de cette
thèse, nous supposerons que le comportement du décideur a été élicité, et donc que nous
disposons d'une représentation de ce comportement.

Parmi les di�érents problèmes étudiés en théorie de la décision, nous pouvons dé�nir
plusieurs catégories :

� La décision dans l'incertain : Les conséquences des décisions possibles dé-
pendent de facteurs que le décideur ne peut maîtriser. La prise de décision doit
donc prendre en compte l'incertitude sur les conséquences des décisions prises et
l'attitude du décideur vis-à-vis du risque.

� La décision collective : Cette catégorie dé�nit les problèmes où plusieurs déci-
deurs doivent se mettre d'accord sur un choix commun (par exemple, lors d'une
élection), et est la digne héritière des débats de Condorcet et Borda sur la théorie
du choix social.

� La décision multicritère : Les conséquences des décisions sont évaluées par le
décideur selon plusieurs points de vue (les critères) et le décideur a des préfé-
rences bien établies selon chacun de ces points de vue. Ces préférences peuvent être
contradictoires entre elles, menant à des problèmes de recherche de solutions de
compromis entre les di�érents critères. Il est à noter qu'il existe un lien fort entre
décision collective et décision multicritère. On peut en e�et se représenter les dif-
férents critères d'un problème comme des décideurs à part entière devant prendre
une décision en commun.

� La décision multiattribut : Les décisions possibles sont décrites sous forme de
regroupements d'attributs, c'est-à-dire di�érentes facettes caractérisant chaque dé-
cision. C'est le cas, par exemple, du choix de la composition d'un menu dans un
restaurant : les décisions possibles correspondent aux combinaisons d'entrée, de
plat de résistance, de dessert et de vin.

Ces catégories peuvent se combiner entre elles. On peut donc parfaitement imaginer des
problèmes multiattributs portant sur un choix collectif entre plusieurs décideurs, en pré-
sence de multiples critères et avec une incertitude planant sur les conséquences de la
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décision à prendre.

Cette thèse porte sur la décision dans le certain. Nous supposerons donc que les consé-
quences d'une décision sont connues avec certitude au moment où la décision est prise. De
plus, cette thèse est centrée sur le domaine de la décision multiattribut, c'est-à-dire que
l'espace des alternatives (l'ensemble de toutes les décisions possibles) sera dé�ni comme
un produit cartésien d'ensembles (les attributs).

Une première di�culté liée à la présence de multiples attributs vient de la taille de
l'espace des alternatives. Supposons qu'un problème porte sur un espace de n attributs
comportant chacun deux valeurs possibles. Alors le nombre d'alternatives composant cet
espace est exactement 2n. Donc, représenter (et éliciter) l'intégralité des préférences d'un
utilisateur devient impensable dès que le nombre d'attributs devient conséquent. Pour
palier ce problème, di�érents modèles ont été inventés pour représenter les préférences
d'un décideur, que ce soit d'une façon qualitative (comme les CP-nets (Boutilier et al.,
2004a,b) ou les TCP-nets (Brafman et Domshlak, 2002)) ou quantitative (comme les
UCP-nets (Boutilier et al., 2001), les CUI-nets (Engel et Wellman, 2006)).

Les modèles qualitatifs o�rent des représentations compactes ne requérant qu'un
nombre limité de questions pour éliciter les préférences d'un décideur, mais ne permettent
pas de décrire �nement ces préférences. Les modèles quantitatifs exploitent des fonctions
d'utilité permettant une représentation plus approfondie de ces préférences, au détriment
d'une phase d'élicitation plus longue. Nous avons choisi dans le cadre de cette thèse d'uti-
liser le modèle GAI (Generalized Additive Independence (Fishburn, 1970)), un modèle
quantitatif exploitant dans sa représentation les indépendances entre attributs présentes
dans les préférences du décideur. Ce modèle théorique a été étendu pour o�rir des repré-
sentations compactes des préférences dans un formalisme proche des réseaux bayésiens :
les réseaux GAI (Gonzales et Perny, 2004; Braziunas et Boutilier, 2005).

Objectifs de la thèse. Les réseaux GAI possèdent un fort pouvoir descriptif des pré-
férences d'un décideur. L'algorithmique qui leur est associée permet de résoudre des
problèmes comme la détermination de l'alternative préférée d'un décideur, la détermina-
tion des k meilleures alternatives (selon les préférences d'un décideur) ou encore, dans un
contexte mixte entre décision multiattribut et décision multicrère, et sous certaines hypo-
thèses, la détermination de l'alternative engendrant la meilleure solution de compromis
entre les critères (solution agrégée) (Queiroz, 2008). Le but de cette thèse est d'étendre
l'algorithmique associée aux réseaux GAI, en identi�ant les problèmes computationnels
engendrés par certains algorithmes et en proposant de nouvelles approches, ou encore en
abordant de nouveaux problèmes de prise de décision encore non-résolus par une exploi-
tation des réseaux GAI.

Structure de la thèse. Cette thèse est structurée en deux grandes parties : La pre-
mière comporte deux chapitres et contient toutes les connaissances qu'il est nécessaire
d'avoir pour lire la seconde partie. La second partie comporte trois chapitres et présente



les nouveaux algorithmes que nous avons élaborés pour contourner certains problèmes
computationnels ou pour résoudre de nouveaux problèmes dans le domaine des réseaux
GAI. Plus spéci�quement, le contenu des chapitres est le suivant :

� Le chapitre 1 est une présentation des domaines de la décision multiattribut et
de la décision multicritère. Nous y abordons les problèmes de représentation des
préférences d'un décideur, la nécessité d'élaborer des modèles en décision multiat-
tribut, les problèmes de l'introduction de multiples critères et di�érentes approches
pour résoudre ces problèmes (dominance de Pareto, de Lorenz, OWA, intégrale de
Choquet, etc. . . ).

� Le chapitre 2 présente le modèle GAI autour duquel gravite toute cette thèse,
comment intégrer la notion de contraintes aux préférences représentées, et l'algo-
rithmique associée aux réseaux GAI (et plus généralement aux forêts de jonction)
dans la littérature.

� Le chapitre 3 reprend trois algorithmes vus dans le chapitre 2 pour traiter des
structures de préférences pouvant rendre impossible l'utilisation de ces algorithmes.
Une nouvelle approche y est d'abord proposée pour un de ces algorithmes, puis
étendue aux deux autres.

� Le chapitre 4 traite d'un problème encore non résolu dans le domaine des réseaux
GAI : La détermination de la frontière de Pareto en décision multiattribut et multi-
critère. Nous y présentons la NP-complétude du problème abordé. Nous proposons
un algorithme exact pour le résoudre en exploitant la structure d'indépendance
entre attributs des préférences du décideur, et une variante permettant d'approcher
la solution du problème tout en ayant une garantie de performance paramétrable
par le décideur.

� Le chapitre 5 présente un algorithme basé sur la notion de recherche heuristique
dans les réseaux GAI. Nous y montrons comment e�ectuer un précalcul sur le
contenu du réseau GAI pour générer automatiquement de bonnes heuristiques,
puis nous présentons une approche générique capable de résoudre de nombreux
problèmes de décision multiattribut et multicritère : détermination de la frontière
de Pareto, de la frontière de Lorenz, et de la solution agrégée optimale (sous des
hypothèses moins restrictives que l'algorithme de l'état de l'art).

Comment lire cette thèse ? Pour un lecteur ne connaissant pas les bases de la théorie
de la décision, que ce soit dans le domaine multiattribut ou multicritère, la lecture du
chapitre 1 est indispensable.

Pour un lecteur ne connaissant pas le modèle GAI et ses algorithmes, et plus gé-
néralement les algorithmes classiques pour les modèles graphiquement décomposables
(triangulation, programmation dynamique non sérielle), il est vivement conseillé de lire
le chapitre 2.

Concernant les travaux réalisés dans cette thèse, le chapitre 3 peut être lu de manière
tout à fait indépendante des deux autres chapitres, mais une lecture du chapitre 4 est
nécessaire avant d'aborder le chapitre 5. En s'inspirant de l'introduction de Dechter
(2003), on obtient donc le graphe de dépendances entre chapitres de la �gure 1, et les
experts en réseaux bayésiens sauront déduire que, conditionnellement aux connaissances
contenues dans les chapitre 1 et 2, le chapitre 3 est indépendant des chapitre 4 et 5 (voir
l'arbre de jonction de la �gure 2).
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Figure 1 � Graphe de dépendances entre les chapitres
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Figure 2 � Arbre de jonction des dépendances





Notations utilisées

X Ensemble des alternatives
n Nombre d'attributs du problème
m Nombre de critères du problème
X1, . . . , Xn Attributs
x Alternative (x P X )
xi Instanciation d'un attribut (xi P Xi)
x� Alternative préférée
xp1q, . . . , xpkq k meilleures alternatives
u Fonction d'utilité (vectorielle en multicritère)
ui Sous-fonction d'utilité (u �

°
ui)

Ci Cliques (ensemble d'indices d'attributs)
C Ensemble des cliques (C � tC1, . . . , Cqu)
Sij Séparateur entre la clique Ci et la clique Cj (Sij � Ci X Cj)
xCi

Projection d'une alternative x sur les attributs indicés dans Ci

XCi
Produit cartésien des attributs indicés dans Ci (XCi

�
±

jPCi
Xj)

û Utilité approximée
ui Fonction d'utilité du critère i (upxq � pu1pxq, . . . , umpxqq)
v Vecteur à m composantes
vi i-ème composante du vecteur v
U Ensemble des vecteurs de critères
NDP pUq Ensemble de non-dominés (dominance de Pareto)
NDLpUq Ensemble de non-dominés (dominance de Lorenz)
φi,j Message (hypermatrice) transitant sur le séparateur Sij

(algorithmes basés sur une collecte)
ψi Hypermatrice contenue dans la clique Ci

(algorithmes basés sur une collecte)
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Chapitre 1

Prise de décision multiattribut et

multicritère

Résumé. Dans ce chapitre, nous allons dé�nir les notions de base pour représenter les
préférences d'un décideur. Dans un premier temps, la notion de préférence sera forma-
lisée, et nous présenterons les conditions permettant à un modèle qualitatif (la relation
de préférence) d'être représenté par un modèle quantitatif (la fonction d'utilité). Puis
nous resituerons ces notions dans le cadre d'attributs multiples et nous présenterons
l'intérêt d'introduire un modèle qui soit simpli�cateur tout en permettant de représen-
ter une grande diversité de comportements décisionnels. Dans un second temps, nous
introduirons la notion de critère, et nous présenterons les di�cultés qu'impliquent la
prise en compte de critères multiples, avant de �nalement introduire di�érentes problé-
matiques de l'analyse multicritère (frontière de Pareto, de Lorenz, moyenne pondérée
ordonnée, intégrale de Choquet, norme de Tchebyche�).

11
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1.1 Préférence et utilité

1.1.1 Bases pour la prise de décision

Qu'est-ce qu'une bonne décision ? Peut-on tout le temps expliquer les raisons de
ses choix ? Comment di�érencier le comportement de personnes ? Comment les indivi-
dus gèrent-ils l'incertitude sur les conséquences de leurs choix ? Comment des compro-
mis peuvent-ils émerger d'une décision collective ? Comment gérer des critères de choix
contradictoires ? Nous sommes confrontrés à ces questions dans la vie de tous les jours,
mais nous avons souvent des di�cultés pour y répondre. La prise de décision est sou-
vent un processus très complexe, tant d'un point de vue cognitif que d'un point de vue
computationnel. C'est pourquoi, dans la littérature comme dans cette thèse, nous nous
focaliserons sur des modèles de décision simpli�cateurs relativement faciles à appréhender
par le décideur tout en étant proches du � vrai � processus décisionnel du décideur et
justi�ables d'un point de vue rationnel.

Le but de cette thèse est d'élaborer des algorithmes capables de prendre des décisions
automatiquement en se basant sur la perception d'un être humain ou arti�ciel, que nous
nommerons décideur. Nous appellerons alternative une décision particulière. L'ensemble
de toutes les décisions qu'un décideur peut potentiellement prendre sera l'espace des
alternatives. Le décideur doit faire un choix parmi les di�érentes alternatives qui s'o�rent
à lui, et chaque décision implique des conséquences. Nous nous placerons dans le domaine
du certain, c'est-à-dire que l'incertitude n'in�uera pas sur les conséquences d'une décision.
Ainsi, conséquence et décision peuvent se confondre puisque le décideur connaît déjà
exactement les conséquences de ses décisions (par exemple, pour le choix d'un meuble
à acheter, nous connaissons déjà les tarifs, les dimensions du meuble, son apparence
et sa qualité), et les préférences du décideur sur les conséquences de son choix seront
exprimées sous forme de préférences sur les alternatives. De cette façon, le problème du
choix optimal se résume à la détermination de l'alternative préférée du décideur.

Nous noterons X l'espace des alternatives, et nous supposerons que cet ensemble est
�ni (on est donc capable de borner le nombre de décisions possibles). Le long de cette
thèse, nous nous intéresserons à une approche en deux phases, symbolisée par l'algorithme
ci-dessous :

Algorithme 1 : Prise de décision en deux phases

MÐ Eliciter(préférences du décideur);1

retourner Exploiter(M);2

Cet algorithme générique repose sur trois composantes :
� Le modèle M : Il s'agit d'une structure de données permettant de représenter les

préférences du décideur tout étant compacte en mémoire.
� Un algorithme d'élicitation : Il instancie le modèle, c'est-à-dire qu'il remplit la

structure de données choisie pour la faire correspondre aux préférences du décideur.
Ce remplissage peut se faire par l'intermédiaire de questions posées directement au
décideur, ou de façon plus indirecte (comme, par exemple, en analysant ses actions
sur un site internet).

� Un algorithme d'exploitation : Une fois le modèle M instancié, la phase d'exploi-
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tation a pour but de proposer une décision à prendre qui soit optimale selon les
préférences du décideur.

Cette thèse s'intéresse à la phase d'exploitation. Le but de ce chapitre est tout d'abord
d'introduire les notions de base nécessaires à la représentation des préférences du déci-
deur. Puis nous présenterons la notion de décision multiattribut (au sein de la section 1.2),
c'est-à-dire le cas où une alternative peut être représentée comme un ensemble de ca-
ractéristiques ou attributs. Finalement, dans la section 1.3, nous nous intéresserons à
l'introduction de critères, correspondant à l'introduction de di�érents � points de vue �
sur un problème donné.

Bien que ce chapitre n'ait pas pour but d'entrer dans les détails d'un modèle donné,
nous orienterons nos présentations des problématiques de manière à concorder avec le
modèle qui sera présenté dans le chapitre 2.

1.1.2 Relation de préférence

La notion de préférences pour un décideur est très vaste : le décideur peut préférer
une alternative à une autre, les juger incomparables, ou encore être indi�érent entre deux
alternatives. Cette diversité de comportements possibles peut être exprimée sous la forme
d'une relation mathématique binaire sur l'espace des alternatives.

Dé�nition 1 (Relation de préférence) Soit X l'espace des alternatives, on dé�nit Á
une relation de préférence comme étant un ensemble véri�ant Á� X � X .
Soit x P X et y P X , on notera x Á y l'assertion px, yq PÁ.

Cette dé�nition est classique en mathématiques. Toutefois nous allons lui attacher
une sémantique liée à nos préférences. Ainsi, x Á y sera lu � le décideur préfère x à y
ou est indi�érent entre les deux �, et si, pour deux éléments, nous n'avons ni x Á y, ni
y Á x, nous lirons � x et y sont incomparables �.

A partir de cette dé�nition, nous pouvons extraire deux nouvelles relations pour
formaliser au mieux les préférences du décideur : les préférences strictes et la relation
d'indi�érence.

Dé�nition 2 (Relation de préférence stricte) Soit X un espace d'alternatives et Á
une relation de préférence sur X . On appelle relation de préférence stricte issue de Á (et
on notera ¡), la partie asymétrique de Á. On aura donc :

@x P X @y P X x ¡ y ðñ x Á y et Nonpy Á xq.

Dé�nition 3 (Relation d'indi�érence) Soit X un espace d'alternatives et Á une re-
lation de préférence sur X . On appelle relation d'indi�érence issue de Á (et on notera
�), la partie symétrique de Á. On aura donc :

@x P X @y P X x � y ô x Á y et y Á x.

Ces relations fournissent une base pour pouvoir raisonner qualitativement sur les
préférences d'un décideur. Nous supposons que toute personne possède une relation de
préférence, et le but d'une élicitation est d'être capable de déterminer une telle relation
de préférence sous-jacente à un décideur en lui posant des questions.
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1.1.3 Fonction d'utilité

Dans le cadre de nos travaux, nous avons supposé l'existence de certaines propriétés
sur la structure de la relation de préférence du décideur. Ces hypothèses peuvent sembler
restrictives. Toutefois, nous verrons qu'elles sont assez naturelles, et permettent d'utiliser
une nouvelle représentation des préférences : la fonction d'utilité. De plus, de nombreux
travaux en théorie de la décision dans l'incertain s'attachent à dé�nir la rationalité d'un
décideur et décrivent ce type de représentation (voir von Neumann et Morgenstern, 1947;
Savage, 1954). Dans le certain, nous supposerons qu'un décideur rationnel véri�e les
hypothèses que nous allons énoncer. Nous verrons toutefois qu'il peut exister des décideurs
ne véri�ant pas ces hypothèses mais qui ne semblent pas irrationels pour autant. Nous
allons, dans un premier temps, introduire le vocabulaire sur les structures particulières
des relations de préférence que nous allons exploiter.

Dé�nition 4 (Relation ré�exive) Soit R une relation sur un ensemble X , on dit que
R est ré�exive si, et seulement si, @x P X xRx.

Du point de vue des préférences, la ré�exivité correspond au fait que, lorque le dé-
cideur compare deux alternatives identiques, il doit être indi�érent entre elles. Il semble
assez naturel qu'un décideur considère toujours de la même façon une même alternative.

Dé�nition 5 (Relation symétrique) Soit R une relation sur un ensemble X , on dit
que R est symétrique si, et seulement si, @px, yq P X 2 xRy ô yRx.

Considérons non plus la relation de préférence, mais la relation d'indi�érence entre
deux alternatives, cette relation doit être nécessairement symétrique et respectera cette
propriété.

Dé�nition 6 (Relation transitive) Soit R une relation sur un ensemble X , on dit que
R est transitive si, et seulement si, @px, y, zq P X 3 xRy et yRz ùñ xRz.

Des préférences transitives peuvent être vues comme une a�rmation des choix du
décideur : si un décideur préfère une alternative x à une autre y, ou est indi�érent
entre les deux, alors x sera forcément préféré ou indi�érent à toute alternative qui était
dépréciée par rapport à y.

Dé�nition 7 (Relation complète) Soit R une relation sur un ensemble X , on dit que
R est complète si, et seulement si, @px, yq P X 2 xRy ou yRx.

La complétude des préférences supprime la possibilité de ne pouvoir être capable de
comparer deux alternatives. Donc, soit le décideur en préfère une des deux, soit il est
indi�érent entre les deux. Il semble de nouveau assez logique qu'un décideur puisse avoir
des préférences complètes pour réussir à déterminer son alternative préférée.

Dans la suite de cette thèse, nous supposerons que la relation de préférence du décideur
est ré�exive, transitive et complète, et que sa relation d'indi�érence est symétrique.

Remarque 1 Il est à noter qu'il peut exister des décideurs dont la relation de préférence
(et d'indi�érence) ne véri�ent pas les dé�nitions énoncées précédemment. Pour reprendre
un exemple classique dans Luce (1956), Luce et Rai�a (1957, page 346) et Krantz et al.
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(1989, page 301), considérons un décideur appréciant le café sucré et tentons de représen-
ter ses préférences sur la concentration de sucre qu'il apprécie dans son café. Ce décideur
ne sentira jamais la di�érence entre boire son café avec n grains de sucre ou n� 1 grains
de sucre. Donc, si on considère que l'espace des alternatives est l'ensemble des grains
de sucre qu'il peut potentiellement mettre dans son café, on aura n � n � 1. Or, si on
suppose que � est une relation transitive, on aura 0 � n quelle que soit la valeur de n,
ce qui ne correspond pas aux préférences du décideur, puisqu'il préfère un café sucré à un
café non sucré. Pourtant, les préférences du décideur semblent extrêmement naturelles.

Toutefois, nous pouvons relativiser ces exemples en citant les travaux de Wakker
(1989) qui a recensé plusieurs domaines d'application où une modélisation des relations
de préférence respecte les hypothèses énoncées précédemment (par exemple, la théorie du
consommateur, la théorie du producteur, . . . ).

Les dé�nitions suivantes correspondent à des regroupements de caractéristiques don-
nant à une relation des propriétés intéressantes à exploiter.

Dé�nition 8 (Relation d'équivalence) Une relation d'équivalence est une relation
ré�exive, symétrique et transitive.

Sous les hypothèses que nous avons posées, la relation d'indi�érence � est une relation
d'équivalence, au même titre que le symbole � en algèbre. L'intérêt des relations d'équi-
valence est qu'elles permettent de dé�nir des classes d'équivalence : il s'agit d'ensembles
d'éléments liés entre eux par une telle relation.

Dé�nition 9 (Classe d'équivalence) Soit R une relation d'équivalence sur X et x un
élement de X . La classe d'équivalence de x par rapport à R est l'ensemble ty P X {xRyu.

Ainsi, l'ensemble des classes d'équivalence de X selon la relation d'indi�érence �
(aussi appelé ensemble quotient) correspond à des regroupements d'alternatives qui sont
jugées totalement équivalentes entre elles. La notion de classe d'équivalence sera aussi
utilisée par la suite dans la section 2.1.2 pour introduire la notion de composante connexe
d'un graphe.

Dé�nition 10 (Préordre complet) Un préordre complet est une relation ré�exive, tran-
sitive et complète.

En utilisant les travaux de Debreu (1964), il existe une représentation alternative de
la relation de préférence d'un décideur si celle-ci est un préordre complet, en supposant
que X soit �ni : la fonction d'utilité.

Propriété 1 (Fonction d'utilité) Soit Á une relation de préférence sur un ensemble
d'alternatives X �ni, telle que Á soit un préordre complet. Alors, il existe une fonction
u : X Ñ R telle que :

@px, yq P X
2 x Á y ô upxq ¥ upyq.

On dira que u est une fonction d'utilité de la relation de préférence Á.
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Ainsi, la relation de préférence d'un décideur peut s'exprimer de façon quantitative
par une fonction d'utilité, et il su�t donc d'associer à chaque alternative un nombre réel.
Les préférences seront ainsi exprimées par l'intermédiaire des relations de comparaison
classiques sur R (celle utilisée dans la dé�nition des fonctions d'utilité, ou bien celles de
la propriété 2).

Propriété 2 Soit Á une relation de préférence sur un ensemble d'alternatives X repré-
sentable par une fonction d'utilité u. Considérons ¡ et �, les relations de préférence
stricte et d'indi�érence issues de Á. Alors on aura :

@px, yq P X 2 x � y ô upxq � upyq,
@px, yq P X 2 x ¡ y ô upxq ¡ upyq.

Il est à noter que, comme le montre l'exemple 1, la fonction d'utilité n'est pas unique.
La propriété 3 nous montre que, pour une relation de préférence donnée, une in�nité de
fonctions d'utilité représentant cette relation existe. En pratique, il ne faut pas attacher
de sémantique aux valeurs de la fonction d'utilité autre qu'une sémantique ordinale : les
nombres ne servent qu'à se comparer entre eux et n'indiquent aucunement un niveau de
préférence (par exemple, si upxq � 5 et upyq � 10, on peut en déduire que y est préféré
à x, mais cela ne veut pas dire que le décideur préfère � deux fois plus � y à x).

Propriété 3 Soit u une fonction d'utilité de la relation de préférence Á, et f : R Ñ R

une fonction strictement croissante, soit v : X Ñ R la fonction dé�nie par v � f � u,
alors v est une fonction d'utilité de Á.

Exemple 1 Considérons un décideur ayant envie d'acheter de la musique dans un ma-
gasin ne contenant pas tous les styles de musique (pour simpli�er). L'ensemble des alter-
natives sera X � tClassique (C), Jazz (J),Métal (M),Rap (R)u. Ce décideur étant féru
d'envolées de guitare, et de rythmes e�rénés, il préfèrera acheter du métal par rapport aux
autres styles musicaux. Toutefois, il reste amateur de structures musicales étudiées aussi
bien que d'improvisations riches en émotions. Il est donc indi�érent entre le jazz et la
musique classique. Par contre, il n'a jamais pu supporter le rap, et préfèrera de toutes fa-
çons les autres styles de musique à celui-ci. On peut décrire sa relation de préférence par :
M Á M,J Á J,C Á C,R Á R,M Á C,M Á J,M Á R, J Á C,C Á J, J Á R et C Á R.
On en déduit les relations de préférence stricte : M ¡ J,M ¡ C,M ¡ R, J ¡ R,C ¡ R

et d'indi�érence : M � M,J � J,C � C,R � R, J � C,C � J . La relation Á étant
un préordre complet, on peut donc créer des fonctions d'utilité pour la représenter. Par
exemple, en posant :

upMq � 666 upJq � 100 upCq � 100 upRq � 93

vpMq � 1 vpJq � 0.999 vpCq � 0.999 vpRq � 0.998

wpMq � 109 wpJq � 10�9 wpCq � 10�9 wpRq � �10200

On peut remarquer que u, v et w sont trois fonctions d'utilité possibles pour représenter
Á. Seule la comparaison entre les nombres importe, les valeurs ne sont pas importantes
en tant que telles.
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1.2 Utilité sur des attributs

Dans la section précédente, nous avons vu que la relation de préférence d'un décideur
peut se représenter par une fonction d'utilité. Ainsi, la phase d'élicitation de certains
logiciels d'aide à la décision revient à déterminer une fonction d'utilité représentant les
préférences du décideur, puis la détermination des décisions optimales correspondra à un
algorithme exploitant la fonction élicitée. Nous allons maintenant introduire la notion
d'attributs et étudier les di�cultés de représentation des utilités multiattributs.

1.2.1 Utilité multiattribut

Dans l'exemple 1, le décideur devait choisir le style de musique qu'il désirait acheter,
l'ensemble des styles de musique correspondait à l'ensemble des alternatives X . On peut
objecter à cet exemple son aspect extrêmement simpliste. En pratique, il est rare d'entrer
dans un magasin pour acheter un album d'un style sans se soucier des particularités d'un
groupe de musique, mais ces particularités peuvent être multiples, et chaque groupe de
musique peut être vu comme une � collection � de ces particularités. Adopter un tel
point de vue sur l'ensemble des alternatives revient à raisonner en présence de multiples
attributs. Pour formaliser et généraliser une telle approche, il est nécessaire de redé�nir
l'espace des alternatives pour intégrer la notion d'attributs.

Dé�nition 11 (Attributs) Soit X un espace d'alternatives, et X1, . . . , Xn des ensembles.
On dit que X1, . . . , Xn sont les attributs constituant X si, et seulement si, X �

±n
i�1Xi.

Les éléments d'un attribut Xi sont appelés modalités de Xi.
Fixer la valeur d'un attribut à une de ses modalités se nomme aussi instancier Xi et la
modalité choisie est dite instanciation de Xi.

Exemple 2 Notre décideur mélomane a décidé de revoir sa façon d'appréhender ses
goûts musicaux. Pour lui, chaque album possède son style de musique (X1), une note
de la critique spécialisée (X2), un prix d'achat (X3), et un niveau de rareté (X4). Son
ensemble d'alternatives X devient donc le produit cartésien (ou, dans certains cas, un
sous-ensemble du produit cartésien) de ces attributs (X � X1 � X2 � X3 � X4), et
chaque alternative sera ainsi représentée par un n-uplet. Par exemple pM, 5, 10,Courantq
correspondra à un album du style M (voir l'exemple 1), noté 5 par la critique, coûtant
10 euros, et considéré comme facile à trouver en magasin.

L'espace des alternatives devient donc un produit cartésien d'ensembles appelés attri-
buts. Ainsi, une alternative particulière sera un n-uplet composé d'instanciations de ces
attributs. Dans la suite de cette thèse, nous noterons soit x pour se référer à l'intégralité
du n-uplet, soit px1, . . . , xnq avec @i P t1, . . . , nu xi P Xi. Nous allons supposer que tous
les attributs sont des ensembles �nis (donc leur produit cartésien sera un ensemble �ni).
Sous les hypothèses énoncées en 1.1.3, la relation de préférence du décideur est de nou-
veau exprimable sous forme d'une fonction d'utilité u, et nous noterons indi�éremment
upxq ou upx1, . . . , xnq.

Nous supposerons que @i P t1, . . . , nu |Xi| ¥ 2. Il est en e�et di�cile d'envisager
un attribut ne contenant pas d'éléments, et un attribut contenant un unique élément ne
présente que peu d'intérêt : il su�t d'instancier à chaque fois cet attribut avec sa seule
valeur possible. La propriété 4 montre que l'espace X contient un nombre d'alternatives
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qui est exponentiel par rapport au nombre d'attributs du problème. Cette explosion
combinatoire rend déraisonable une représentation exhaustive d'une fonction d'utilité
portant sur l'espace des alternatives dès lors que le nombre d'attributs est élevé. De plus,
il devient inenvisageable d'éliciter les préférences du décideur, car le nombre de questions
à poser est bien trop élevé.

Propriété 4 (Ordre de grandeur de l'ensemble des alternatives) Si X �
±n

i�1Xi

avec @i P t1, . . . , nu |Xi| ¥ 2, alors |X | P Ωp2nq.

Preuve. Supposons que X �
±n

i�1Xi avec @i P t1, . . . , nu |Xi| ¥ 2, alors on aura
|X | �

±n
i�1 |Xi|, d'où |X | ¥

±n
i�1 2 � 2n. On a donc bien @n ¥ 0 Dn0 P N n ¡ n0 ùñ

|X | ¥ 2n. En passant en notation asymptotique, on a donc : |X | P Ωp2nq. �

Une conséquence de cette observation est la nécessité de dé�nir un nouveau mode
de représentation des préférences pour réussir à contourner ce problème de stockage et
d'élicitation. Il existe dans la littérature de nombreuses propositions de modèles, que ce
soit d'un point de vue qualitatif (comme les CP-nets (Boutilier et al., 2004a,b) ou les
TCP-nets (Brafman et Domshlak, 2002)), ou quantitatif, en travaillant sur la fonction
d'utilité (comme les UCP-nets (Boutilier et al., 2001), les CUI-nets (Engel et Wellman,
2006), les utilités additives (Fishburn, 1970) ou encore les utilités multilinéaires (Keeney
et Rai�a, 1993; Bacchus et Grove, 1995)). Dans le cadre de cette thèse, nous avons choisi
de travailler dans le formalisme des réseaux GAI (Gonzales et Perny, 2004). Ce modèle
réalise un bon compromis entre la compacité de la représentation et son expressivité,
tout en restant simple d'utilisation. Les réseaux GAI feront l'objet de l'intégralité du
chapitre 2.

1.2.2 Exemple de décomposition : les utilités additives

Une première approche pour réduire la taille de la représentation de la fonction d'uti-
lité est de considérer que chaque attribut possède sa propre fonction d'utilité, et que la
fonction d'utilité de la relation de préférence du décideur est obtenue par sommation de
l'utilité de chaque attribut (chaque attribut sera donc considéré indépendamment des
autres, voir Fishburn (1970); Krantz et al. (1971); Bacchus et Grove (1995)).

Dé�nition 12 (Décomposition additive) Soit u une fonction d'utilité dé�nie sur l'es-
pace X �

±n
i�1Xi, on dit que u se décompose additivement si, et seulement si, @i P

t1, . . . , nu Dui : Xi Ñ R véri�ant @px1, . . . , xnq P X upx1, . . . , xnq �
°n

i�1 uipxiq.

Propriété 5 (Ordre de grandeur de la décomposition additive) Soit u une fonc-
tion d'utilité dé�nie sur l'espace X �

±n
i�1Xi décomposable additivement en upx1, . . . , xnq �°n

i�1 uipxiq, alors l'espace occupé en mémoire par cette représentation est en Opknq avec
k � maxni�1 |Xi|.

Preuve. Pour représenter u en mémoire, il su�t de représenter chaque ui et, à chaque
alternative x P X , on pourra associer upxq par sommation des ui. Soit k � maxni�1 |Xi|.
On a donc @i P t1, . . . , nu |Xi| ¤ k. On en déduit une borne supérieure du nombre de
valeurs réelles à stocker pour représenter tous les ui :

°n
i�1 |Xi| ¤

°n
i�1 k � kn. Chaque

valeur réelle ayant une représentation de taille constante en mémoire, on en déduit que
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l'espace occupé en mémoire par cette représentation est en Opknq. �

Une telle approche est à la fois simple et compacte (voir la propriété 5), mais suppose
une indépendance complète en terme de préférences entre les attributs du problème,
indépendance qu'il est rare de rencontrer en pratique, comme le montre l'exemple 3, très
inspiré de Gonzales et Perny (2004).

Exemple 3 Notre mélomane préféré, après s'être délecté de douces symphonies, sent
soudainement la faim lui tirailler le ventre. Il se rend donc dans un restaurant et doit
choisir les aliments faisant partie de son menu. Le menu comprend un plat de résistance
à choisir parmi X1 � tviande pV q, poisson pP qu, un dessert X2 � tcake pCq, sorbet pSqu
et du vin X3 � trouge pRq, blanc pBqu. L'ensemble des menus composables correspondra
donc à X � X1 �X2 �X3.

Ce décideur appréciant que le vin s'accorde avec son plat, il préfèrera boire du vin
rouge avec de la viande, et du vin blanc avec du poisson. En sachant qu'il préfère en
second lieu la viande au poisson, et que, dans une moindre mesure, il préfèrera manger
du sorbet s'il a mangé de la viande (a�n d'éviter que le repas ne soit trop lourd), et du
cake s'il a mangé du poisson.

Ces préférences sont incompatibles avec une représentation des préférences par des
utilités additives : En sachant que pV,R,Cq ¡ pP,R,Cq, on aura u1pV q � u2pRq �
u3pCq ¡ u1pP q � u2pRq � u3pCq et donc u1pV q ¡ u1pP q, mais en prenant en compte
que pP,B,Cq ¡ pV,B,Cq, on aura en suivant le même raisonnement u1pP q ¡ u1pV q.
Cette incompatibilité est dûe aux interactions entre les attributs : le plat et le vin ne
peuvent se déterminer séparément. Il en est de même pour le plat et le dessert. Toutefois,
le problème reste tout de même décomposable : Posons deux fonctions u1,2 : X1�X2 Ñ R

et u1,3 : X1 �X3 Ñ R, alors il est possible de déterminer u1,2 et u1,3 de telle sorte que
@px1, x2, x3q P X upx1, x2, x3q � u1,2px1, x2q � u1,3px1, x3q, en posant par exemple les
valeurs suivantes :

u1,3pV,Rq � 6 u1,3pP,Bq � 4 u1,3pV,Bq � 2 u1,3pP,Rq � 0

u1,2pV, Sq � 1 u1,2pP,Cq � 1 u1,2pV,Cq � 0 u1,2pP, Sq � 0

Une telle décomposition est dite additive généralisée ou GAI-décomposition. Nous
l'étudierons en détail dans le chapitre 2. Supposons maintenant que le menu soit plus
varié et que le nombre de plats, desserts ou vins di�érents ne soit plus de 2 mais de k,
alors stocker exhaustivement la fonction d'utilité u nécessitera la représentation de k3

réels, tandis que stocker u1,2 et u1,3 nécessitera de représenter 2k2 réels. On observera
donc un gain de stockage à partir du moment où k ¡ 2.

1.3 Décision multicritère

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés à un décideur ne possédant
qu'un seul point de vue sur l'espace des alternatives, ce point de vue étant représenté par
une relation de préférence. La décision multicritère traite des problèmes liés à la présence
de plusieurs points de vue de la part du décideur, chaque point de vue ayant sa propre
relation de préférence. Nous appellerons critères les di�érentes relations de préférence
correspondant à ces points de vue. À un décideur, nous n'associerons donc plus une
relation Á mais m relations Á1, . . . ,Ám, où Ái correspondra à la relation de préférence
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du décideur associée au critère i. En procédant ainsi, la relation de préférence globale du
décideur n'est plus forcément représentable par une fonction d'utilité (contrairement aux
relations liées aux critères). De nouveaux problèmes apparaissent donc naturellement :
Comment peut-on comparer deux alternatives entre elles ? Qu'est-ce qu'une alternative
préférée en présence de multiples critères ? Comment chercher une solution de compromis
entre plusieurs critères contradictoires ?

Cette section présentera dans un premier temps les problématiques liées à la prise
de décision en présence de multiples critères (en 1.3.1) pour aboutir à une première
formulation de problèmes sous la forme d'une recherche d'un ensemble d'alternatives
intéressantes. Dans la section 1.4, nous étudierons une autre approche des problèmes
multicritères et nous reformulerons un nouvel ensemble de problèmes visant à rechercher
une alternative préférée.

1.3.1 Problématiques

Le premier problème que nous aborderons est lié à la comparaison de deux alterna-
tives. Comment, par exemple, comparer une alternative x et une alternative y, en sachant
que x Á1 y et y Á2 x ? Une approche classique, l'agrégation des préférences, consiste à
exploiter les relations de préférence de chaque critère pour construire une relation globale
de préférence Á ou d'indi�érence �. Toutefois, établir une telle relation semble di�cile
car elle peut nécessiter plus d'informations de la part du décideur que ses simples préfé-
rences sur chaque critère, comme par exemple l'importance qu'il attache aux di�érents
critères, ou encore la possibilité d'une synergie sur un sous-ensemble de critères. Mais
même sans posséder toutes les informations nécessaires, on peut tout de même remar-
quer qu'il semble logique qu'un décideur préfère x à y si @i P t1, . . . ,mu x Ái y. E�ectuer
des comparaisons entre alternatives ne nécessite donc pas forcément de relation de préfé-
rence agrégée. Parmi les di�érentes approches développées dans le domaine de la décision
multicritère, nous pouvons retenir deux catégories :

� Agréger puis comparer : Cette approche consiste à bâtir une relation agrégée,
puis à e�ectuer des comparaisons en utilisant cette relation.

� Comparer puis agréger : Cette approche exploite d'abord les relationsÁ1, . . . ,Ám

pour comparer les alternatives entre elles (ou par rapport à un pro�l de référence),
avant de bâtir une relation de préférence globale Á.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous situerons dans la catégorie � agréger puis
comparer �. De plus, de la même façon que nous avions précédemment supposé que la
relation de préférence du décideur était représentable par une fonction d'utilité, nous
allons supposer chaque relation Ái est représentable par une utilité ui (Vincke, 1989).
Toutefois, pour découvrir d'autres façons de procéder en décision multicritère, nous vous
renvoyons à la lecture de Roy (1985); Jacquet-Lagrèze (1975); Roubens et Vincke (1985);
Greco et al. (2000)).

Nous disposons donc des fonctions d'utilité u1, . . . , um. Comment comparer deux al-
ternatives entre elles ? Considérons x P X et y P X , ainsi que deux fonctions d'utilité u1 et
u2 associées à deux critères. Dans le cas où u1pxq � 1, u2pxq � 0, u1pyq � 0 et u2pyq � 1

(on aura donc x ¡1 y et y ¡2 x), il semble di�cile de comparer x et y sans faire d'hy-
pothèse supplémentaire sur l'importance que le décideur attache aux di�érents critères.
De plus, lorsque nous avons introduit la notion de fonction d'utilité, nous avons précisé
que la seule sémantique à leur attacher est ordinale, les valeurs d'utilité de chaque critère
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ne sont donc pas forcément commensurables entre elles. Cette di�culté supplémentaire
pour comparer deux alternatives se répercute sur certaines problématiques classiques de
la prise de décision (comme, par exemple, la détermination de l'alternative préférée d'un
décideur ou le rangement de ces alternatives (Roy, 1985; Vincke, 1992)). Il est à noter
qu'en pratique, le décideur humain réussit à bâtir une relation de dominance générale
pour comparer les alternatives (Montgomery, 1987; Berthoz, 2003).

Une solution couramment répandue est d'utiliser une somme (éventuellement pondé-
rée) entre les valeurs d'utilité de chaque critère, et de comparer les alternatives en fonction
de cette somme. Cette solution peut paraître simple et logique. Nous avons longtemps
été conditionné à ce raisonnement (par exemple, les fameuses moyennes pour classer des
étudiants à un examen), mais l'exemple 4 (inspiré de Bouyssou et al. (2000)) nous montre
que cette première intuition n'est pas forcément la plus intéressante.

Exemple 4 Considérons un laboratoire ayant obtenu des �nancements pour recruter un
doctorant en décision algorithmique. Une annonce est e�ectuée au sein des étudiants de
master désirant continuer en thèse. Ces candidats sont classés selon deux aspects : leur
résultat dans une unité d'enseignement théorique, et leur résultat dans une unité d'ensei-
gnement liée à la programmation. Les �nancements ne permettant de recruter qu'un seul
thésard, il devra exceller dans ces deux domaines de façon à concevoir des algorithmes
reposant sur des bases théoriques intéressantes, tout en étant capable de les programmer
e�cacement pour rédiger les sections expérimentales de ses futurs articles. Huit candi-
dats se présentent. Leurs notes (sur 20) en programmation (P) et en décision (D) sont
représentées par des cercles �gure 1.1. Nous avons donc : p5, 5q, p6, 10q, p9, 18q, p10, 15q,
p12, 4q, p13, 13q, p15, 11q et p18, 9q.

P

D

5 10 15 20

5

10

15

20

Figure 1.1 � Exemple des notes

Bien que cet exemple contienne un aspect très subjectif, nous pouvons classer les
candidats en trois catégories : tout d'abord ceux correspondant aux notes p5, 5q, p6, 10q et
p12, 4q semblent assez inintéressants par rapport aux autres candidats, les deux candidats
p9, 18q et p18, 9q sont les meilleurs sur une des matières, mais semblent assez faibles sur
l'autre enseignement. La dernière catégorie de candidats (contenant p10, 15q, p13, 13q et
p15, 11q) semble réaliser un compromis entre les deux matières, et le candidat possédant
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13 à ces deux enseignements a l'air d'être le plus équilibré. Classons les candidats par
rapport à la moyenne qu'ils ont obtenu, nous avons donc :

Notes : p5, 5q p6, 10q p9, 18q p10, 15q p12, 4q p13, 13q p15, 11q p18, 9q
Moyenne : 5 8 13.5 12.5 8 13 13 13.5

Les candidats ayant les meilleures moyennes sont donc les spécialistes d'un seul do-
maine, ce qui ne semble pas correspondre au pro�l recherché. On peut tenter d'intégrer
des pondérations au sein de la moyenne, mais elles s'avèrent ine�caces pour obtenir
n'importe quel autre candidat. En e�et, une moyenne pondérée ne permet d'atteindre
que des candidats appartenant à l'enveloppe convexe de la �gure (en pointillé nous avons
indiqué la zone de l'enveloppe convexe intervenant dans le cadre d'une moyenne sans
pondération). Ce phénomène s'explique assez simplement : Supposons que nous cher-
chions une pondération de manière à ce que le candidat p13, 13q soit avantagé par rap-
port au candidat p18, 9q, il s'agit donc de déterminer deux coe�cients λ1 et λ2 tels que
13λ1 � 13λ2 ¡ 18λ1 � 9λ2, on aura donc 4λ2 ¡ 5λ1 d'où : λ2 ¡ 5

4
λ1. En suivant un

raisonnement similaire entre p13, 13q et p9, 18q, on en déduit que pour que p13, 13q puisse
battre les deux spécialistes, les coe�cients doivent respecter :$&

%
λ1 ¡ 5

4
λ2,

λ2 ¡ 5
4
λ1.

Il n'existe donc pas une telle pondération, et donc on ne pourra jamais choisir p13, 13q.
Pourtant il semble être le meilleur compromis entre les deux critères.

Les problèmes multicritères ont été dans un premier temps étudiés en économétrie
pour devenir un domaine ayant pris une grande importance ces quarante dernières an-
nées. De ces travaux ont émergé di�érents outils pour traiter ce type de problèmes, que
nous pouvons ranger en deux catégories de problèmes : la détermination d'un ensemble
d'alternatives intéressantes (que nous présenterons dans le reste de cette section pour
�nalement formaliser les problèmes en 1.3.3), et la recherche d'une unique alternative
(qui sera le thème de l'intégralité de la section 1.4).

1.3.2 Comparaison de solutions vectorielles

Dans la suite de ce chapitre, nous nous situerons dans un problème à m critères, et
nous associerons à chaque critère une fonction d'utilité uj : X Ñ R (pour j P t1, . . . ,mu).
Dans l'exemple 4, nous avons manipulé les candidats à une thèse sous forme de vecteurs
de notes. En suivant un raisonnement similaire, nous pouvons dé�nir la notion de fonction
d'utilité multicritère.

Dé�nition 13 (Fonction d'utilité multicritère) Soit X un espace d'alternatives et
pu1, . . . , umq une famille de fonctions d'utilité sur X . On appelle fonction d'utilité mul-
ticritère issue de pu1, . . . , umq la fonction u : X Ñ R

m telle que @x P X upxq �
pu1pxq, . . . , umpxqq.

A chaque alternative, il est donc possible d'associer un vecteur correspondant aux
valeurs d'utilité dans les di�érents critères. Toujours par analogie avec l'exemple 4, nous
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avions représenté les candidats au sein d'une �gure, cette �gure était une représentation
dans l'espace des critères.

Dé�nition 14 (Espace des critères) Soit X un espace d'alternatives, et u : X Ñ R
m

une fonction d'utilité multicritère, on dé�nit l'espace des critères comme étant l'ensemble
U � R

m dé�ni comme étant l'image de X par u, c'est-à-dire :

@l P U Dx P X upxq � l.

Les travaux en décision multicritère manipulant des valeurs numériques se référent à
une comparaison de base pour évaluer des vecteurs entre eux : la dominance de Pareto.
Issue de l'économie, cette relation exprime une idée assez intuitive. Supposons que nous
ayons deux vecteurs : v P U et v1 P U , on sera sûr de préférer v à v1 si v est au moins
aussi bon que v1 sur tous les critères (on parle alors de dominance faible), tout en étant
strictement meilleur sur au moins un critère. Cette notion, une fois formalisée, donne les
dé�nitions suivantes :

Dé�nition 15 (Dominance faible de Pareto) Soit v P R
m et v1 P R

m deux vecteurs.
On dit que v domine v1 au sens faible de Pareto, et on note v ÁP v1, si, et seulement si,
@j P t1, . . . ,mu vj ¥ v1j.

Dé�nition 16 (Dominance de Pareto) Soit v P R
m et v1 P R

m deux vecteurs. On dit
que v domine v1 au sens de Pareto, et on note v ¡P v1, si, et seulement si, v ÁP v1 et
Dj P t1, . . . ,mu vj ¡ v1j.

Ces dé�nitions peuvent s'interpréter schématiquement : étant donné un vecteur v
dans l'espace des critères, on peut extraire une zone de l'espace dans laquelle tous les
vecteurs sont dominés au sens de Pareto par v : on parle alors de cône de dominance, en
référence à la forme de cette zone (voir l'exemple 5).

Exemple 5 Reprenons l'exemple de nos prétendants au doctorat. Nous avions déterminé
intuitivement trois types de candidats : ceux réalisant des prouesses dans une matière au
détriment de l'autre, ceux semblant être de bons compromis entre les deux matières, et
ceux ne semblant pas intéressants. En appliquant la dominance de Pareto sur les vecteurs
de notes des candidats (la représentation des cônes de dominance pour chaque vecteur
est donnée sur la �gure 1.2), nous pouvons nous apercevoir que les trois candidats ne
semblant pas intéressants (en noir sur la �gure) sont tous dominés par au moins un
vecteur, tandis que les deux autres catégories de candidats sont incomparables : aucun de
ces vecteurs n'en domine un autre.

1.3.3 Détermination de frontières

L'exemple 5 fait apparaître que la dominance de Pareto permet d'éliminer des vecteurs
qui ne sont pas intéressants. En e�et, si un vecteur est dominé au sens de Pareto par
un autre vecteur, alors l'autre vecteur ne peut qu'éveiller notre intérêt à son égard,
puisqu'il est au moins aussi bon que le premier sur tous les critères. En se basant sur ce
raisonnement, on aboutit à la dé�nition d'un premier type de problème : la détermination
de la frontière de Pareto.
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Figure 1.2 � Représentation des cônes de dominance

Dé�nition 17 (Frontière de Pareto) Soit X un espace d'alternatives, u une fonction
d'utilité multicritère, et U l'espace des critères engendré par u. On appelle frontière de
Pareto (ou ensemble de non-dominés au sens de Pareto), et on note NDP pUq l'ensemble
de vecteurs dé�ni par NDP pUq � tv P U{Ev1 P U v1 ¡P vu.
On introduit de la même façon l'ensemble des alternatives engendrant la frontière de
Pareto par : ArgNDP pX , uq � tx P X {Ex1 P X upx1q ¡P upxqu.

Exemple 6 Dans la �gure 1.2, les vecteurs composant la frontière de Pareto sont :
tp9, 18q, p10, 15q, p13, 13q, p15, 11q, p18, 9qu. En e�et, il n'existe aucun autre vecteur pour
les dominer, tandis que pour les trois autres vecteurs, on a p9, 18q ¡P p5, 5q, p9, 18q ¡P

p6, 10q et p13, 13q ¡P p12, 4q.

Déterminer les alternatives engendrant la frontière de Pareto permet donc d'obtenir
un ensemble de solutions pouvant potentiellement intéresser le décideur. Toutefois, il
est possible de construire des instances de problèmes tels que NDP pUq � U , comme le
montre l'exemple 7 (inspiré de Hansen (1980)). Donc, si le nombre de vecteurs contenus
dans U est grand (comme par exemple dans le cas d'un produit cartésien ou d'un espace
combinatoire), alors NDP pUq peut potentiellement être aussi grand.

Exemple 7 Considérons un espace d'alternatives construit comme un produit cartésien
d'attributs : X �

±n
i�1Xi avec @i P t1, . . . , nu Xi � t0, 1u, et deux fonctions d'utilité

u1 et u2 telles que : u1px1, . . . , xnq �
°n

i�1 2
ixi et u2px1, . . . , xnq �

°n
i�1 2

ip1 � xiq. On
a donc @x P X u1pxq � u2pxq �

°n
i�1 2

irxi � p1 � xiqs �
°n

i�1 2
i � 2n�1 � 2. Soit u

l'utilité multicritère engendrée par u1 et u2, et U � R
2 l'espace des critères. L'ensemble

des vecteurs pv1, v2q P U seront donc alignés selon l'équation de droite v1�v2 � 2n�1�2.
Donc ils seront tous incomparables au sens de Pareto (voir la �gure 1.3 avec n � 3). On
en déduit donc que NDP pUq � U . De plus, tous les vecteurs étant distincts, on aura donc
|NDP pUq| � |X | � 2n, la frontière de Pareto contiendra donc 2n éléments.

La frontière de Pareto contient donc toutes les solutions potentiellement intéressantes
pour un décideur, mais avant même de chercher un algorithme pour résoudre ce problème,
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Figure 1.3 � Exemple de NDP pUq � U

nous avons pu remarquer l'éventualité d'une saturation de la mémoire dans la simple
représentation de la solution du problème. Cette approche n'est pas à rejeter pour autant :
il est rare que |ArgNDP pX , uq| � |X | en pratique, mais cette remarque fait apparaître
un manque d'expressivité de cette frontière et la nécessité de dé�nir d'autre types de
problèmes tenant compte de nouvelles propriétés.

Nous allons, dans un premier temps, songer à � renforcer � la dominance de Pareto,
c'est-à-dire déterminer une nouvelle relation de dominance telle que tout vecteur dominé
par un autre au sens de Pareto le soit aussi au sens de la nouvelle relation (voir la
propriété 6). On peut donc songer à spécialiser une relation de dominance de façon à
privilégier certains types de vecteurs en particulier. Nous avons évoqué dans ce chapitre
de façon intuitive la notion de compromis, sans jamais l'avoir véritablement dé�ni. Une
manière de voir les vecteurs réalisant des compromis entre plusieurs critères correspond à
maintenir un équilibre entre les di�érents critères. La théorie du choix social a formalisé
cette recherche d'équilibre sous la forme d'un axiome connu sous le nom de transfert de
Pigou-Dalton (voir la propriété 7, et plus généralement le livre de Sen et Foster (1997)).

Propriété 6 (Compatibilité avec la dominance de Pareto (P-monotonie)) Soit
v P R

m, v1 P R
m, et Á? une relation sur R

m. On dit que Á? est compatible avec la domi-
nance de Pareto, ou encore que Á? est P-monotone, si et seulement si, on a :

v ÁP v1 ùñ v Á? v
1.

Propriété 7 (Principe de transfert) Soit v P R
m, Á? une relation de dominance sur

R
m, et pi, jq P t1, . . . ,mu2 tels que vi ¡ vj. On note ez avec z P t1, . . . ,mu le vecteur

composé de 0 sur toutes ses composantes, sauf la z-ième qui prendra une valeur de 1.
On dit que Á? respecte le principe de transfert si, et seulement si, pour tout ǫ véri�ant
0 ¤ ǫ ¤ vi�vj

2
, on a v � ǫei � ǫej Á? v.

Le principe de transfert pour caractériser les relations privilégiant les vecteurs de
compromis est assez intuitif à saisir : si on considère deux critères i et j tels que l'un
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est meilleur que l'autre (vi ¡ vj), alors tout vecteur équilibrant ces deux critères sans
modi�er les valeurs sur les autres critères (v� ǫei� ǫej , le fait que 0 ¤ ǫ ¤ vi�vj

2
garantit

l'équilibrage de ces deux critères) sera au moins aussi bon que le vecteur initial.
Dans la littérature, Kostreva et Ogryczak (1999) ont utilisé une relation pour un

problème multicritère particulièrement intéressante : la dominance de Lorenz généralisée.
Cette relation est compatible avec la dominance de Pareto et respecte le principe de
transfert (voir les travaux de Hardy et al. (1934)). En pratique, elle correspond à la
dominance de Pareto appliquée à une transformation des vecteurs.

Dé�nition 18 (Transformée de Lorenz) Soit v P R
m un vecteur. On appelle trans-

formée de Lorenz du vecteur v, et on note Lpvq, le vecteur des sommes cumulées du tri
en ordre croissant de v. Ainsi, si vpjq correspond à la j-ième plus petite composante de
v, on aura donc :

Lpvq �
�
vp1q, vp1q � vp2q, . . . ,

m̧

j�1

vpjq
�

Dé�nition 19 (Dominance (généralisée) de Lorenz) Soit v P R
m et v1 P R

m deux
vecteurs. On dit que v domine v1 au sens Lorenz, et on note v ÁL v

1, si, et seulement si,
Lpvq ÁP Lpv1q.

Propriété 8 La relation de dominance généralisée de Lorenz est compatible avec la do-
minance de Pareto et respecte le principe de transfert.

La dominance de Lorenz n'est pas, au même titre que la dominance de Pareto, une
relation complète sur Rm. Il existe donc des vecteurs qui sont incomparables entre eux.
La formulation d'un problème de recherche de solutions optimales au sens de Lorenz est
donc proche de la frontière de Pareto.

Dé�nition 20 (Frontière de Lorenz) Soit X un espace d'alternatives, u une fonction
d'utilité multicritère, et U l'espace des critères engendré par u. On appelle frontière de
Lorenz (ou ensemble de non dominés au sens de Lorenz), et on note NDLpUq l'ensemble
de vecteurs dé�ni par NDLpUq � tv P U{Ev1 P U v1 ¡L vu.
On introduit de la même façon l'ensemble des alternatives engendrant la frontière de
Lorenz par : ArgNDLpX , uq � tx P X {Ex1 P X upx1q ¡L upxqu.

Exemple 8 Reprenons l'exemple de nos candidats à une thèse. Sur le tableau ci-dessous,
nous indiquons pour chaque couple de notes des candidats, leur tranformée de Lorenz.

Notes : p5, 5q p6, 10q p9, 18q p10, 15q p12, 4q p13, 13q p15, 11q p18, 9q
Lorenz : p5, 10q p6, 16q p9, 27q p10, 25q p4, 16q p13, 26q p11, 26q p9, 27q

Nous sommes dans le cas particulier d'un espace à deux critères. Appliquer la dominance
de Pareto aux transformées de Lorenz revient donc à comparer les vecteurs initiaux selon
leur moyenne et leur note minimale. La frontière de Pareto des transformées de Lorenz
sera donc : tp9, 27q, p13, 26qu, et on aura donc NDLpUq � tp9, 18q, p13, 13q, p18, 9qu, c'est-
à-dire que les deux solutions spécialistes auront été conservées de par leur haute moyenne,
mais on ne conservera qu'une solution de compromis, qui est la plus équilibrée au niveau
des résultats obtenus.
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La frontière de Lorenz est donc l'ensemble des solutions non-dominées au sens de
cette nouvelle relation. Une conséquence directe de la compatibilité de la dominance de
Lorenz avec la dominance de Pareto est donnée dans la propriété 9. Toutefois, il est
possible de créer de nouveau une instance pathologique où NDLpUq � NDP pUq � U (voir
l'exemple 9, inspiré de Perny et al. (2006)).

Propriété 9 NDLpUq � NDP pUq � U

Exemple 9 Considérons un décideur devant prendre une décision dans un espace d'al-
ternatives à n attributs : X �

±n
i�1Xi avec @i P t1, . . . , nu Xi � t0, 1u. Deux critères

interviennent dans sa décision, leurs fonctions d'utilité associées, u1 et u2, étant dé�nies
par : "

u1px1, . . . , xnq �
°n

i�1 2
i�1xi

u2px1, . . . , xnq � 2n�1 � 1�
°n

i�1 2
ip1� xiq

Soit u la fonction d'utilité multicritère associée à u1 et u2. Etant donné que @x P
X u1pxq ¤ u2pxq, on aura donc :

@x P X Lpupx1, . . . , xnqq �
�°n

i�1 2
i�1xi, 2

n�1 � 1�
°n

i�1 2
ip1� xiq �

°n
i�1 2

i�1xi
�

�
�°n

i�1 2
i�1xi, 2

n�1 � 1� 2
°n

i�1 2
i�1p1� xiq �

°n
i�1 2

i�1xi
�

�
�°n

i�1 2
i�1xi, 2

n�1 � 1� 2
°n

i�1 2
i�1 �

°n
i�1 2

i�1xi
�

�
�°n

i�1 2
i�1xi, 2

n�1 � 1� 2n�1 � 2�
°n

i�1 2
i�1xi

�
�
�°n

i�1 2
i�1xi, 2

n�2 � 1�
°n

i�1 2
i�1xi

�
�
�
y, 2n�2 � 1� y

�
avec y �

°n
i�1 2

i�1xi

Sous cette forme, on remarque que @px, x1q P X 2 Lpupxqq1 ¡ Lpupx1qq1 ùñ Lpupxqq2  
Lpupx1qq2, nous pouvons donc en déduire que l'intégralité des transformées de Lorenz du
problème sont incomparables au sens de Lorenz, et donc NDLpUq � U et ArgNDLpX , uq �
X .

1.4 Agrégateurs et solution agrégée optimale

Dans la section précédente, l'incomplétude des relations de dominance imposait de
formuler un problème de décision sous la forme de la détermination d'un ensemble de vec-
teurs non dominés. Nous allons maintenant nous intéresser à des relations de dominance
complètes : deux vecteurs ne pourront pas être incomparables, et, pour les mêmes raisons
que celles permettant de passer d'une relation de préférence à une fonction d'utilité, nous
représenterons ces relations par des fonctions qui, à un vecteur de R

m, associent une
valeur dans R.

Dé�nition 21 (Agrégateur) Soit X un espace d'alternatives, u : X Ñ R
m une fonc-

tion d'utilité multicritère et U l'espace des critères engendré par u. On appelle agrégateur
de U toute fonction A : U Ñ R.
On appelle solution agrégée de l'alternative x P X la valeur Apupxqq.

Il en résulte naturellement qu'étant donné un agrégateur, on souhaite déterminer
l'alternative engendrant la solution agrégée optimale, c'est-à-dire argmaxxPX Apupxqq.
Dans cette thèse, nous nous intéresserons principalement à trois agrégateurs : OWA, la
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norme de Tchebyche� et l'intégrale de Choquet, mais la plupart des algorithmes que
nous présenterons peuvent se généraliser à de nombreux autres agrégateurs. Pour plus
de détails sur les autres agrégateurs et leurs propriétés, nous vous renvoyons à la lecture
de Grabisch et Perny (2003) et Fodor et Roubens (1994).

1.4.1 La somme ordonnée pondérée (OWA)

Nous avons vu précédemment que la moyenne était un agrégateur pouvant favoriser
l'apparition de solutions spécialistes. Cet agrégateur peut toutefois être modi�é pour
avoir un comportement beaucoup plus expressif (Yager, 1988). L'idée fondamentale de
l'agrégateur OWA est de ne pas assigner une pondération à un critère particulier, mais
au positionnement des critères triés par ordre croissant. En raisonnant ainsi, on obtient
l'agrégateur OWA (Ordered Weighted Average) :

Dé�nition 22 (OWA) Etant donné un espace des critères U � R
m, et un vecteur de

pondérations µ � pµ1, . . . , µmq, véri�ant @j P t1, . . . ,mu µj P r0, 1s et
°m

j�1 µj � 1, la
fonction OWAµ : U Ñ R est un agrégateur OWA selon µ si, et seulement si :

OWAµpv1, . . . , vmq �
m̧

j�1

µjv
pjq

vpjq étant la j-ième plus petite valeur du vecteur pv1, . . . , vmq.

Avec cette dé�nition, OWA généralise certains agrégateurs connus, comme par exemple
le maximin (qui consiste en la maximisation de la valeur minimale des critères, l'agréga-
teur est donc la fonction qui à un vecteur d'utilité cherchera sa composante minimale),
qui revient à a�ecter la valeur 1 à µ1 et 0 aux autres coe�cients. La moyenne est aussi
un OWA particulier : il su�t de poser @j P t1, . . . ,mu µj � 1

m
.

Exemple 10 Revenons à nos candidats à la thèse, et comparons les selon un agrégateur
OWA. Nous allons dé�nir deux pondérations particulières : µ1 � p3

4
, 1
4
q et µ2 � p1

4
, 3
4
q.

Le calcul des di�érentes valeurs agrégées est représenté ci-dessous :

Notes : p5, 5q p6, 10q p9, 18q p10, 15q p12, 4q p13, 13q p15, 11q p18, 9q
OWAµ1 : 5 7 11, 25 11, 25 6 13 12 11, 25

OWAµ2 : 5 9 15, 75 13, 75 10 13 14 15, 75

Comme nous pouvions nous y attendre, la pondération µ1 privilégie les résultats dont la
plus basse note n'est pas critique, tandis que µ2 s'intéresse surtout aux notes maximales.
Il est toutefois intéressant de constater autre chose : la pondération µ1 a pour solution
optimale agrégée p13, 13q, qui est parfaitement équilibrée, et d'une façon générale µ1 a
tendance à préférer les solutions équilibrées.

Dans le cadre de la dominance de Lorenz, nous avions présenté la représentation de
la notion d'équité par l'intermédiaire des transferts de Pigou-Dalton. Ogryczak (2000) a
montré que l'agrégateur OWA respectait ce principe de tranfert à condition d'utiliser un
vecteur de pondération décroissant (voir la propriété 10).
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Propriété 10 Soit µ � pµ1, . . . , µmq un vecteur de pondération véri�ant @j P t1, . . . ,mu µj P
r0, 1s,

°m
j�1 µj � 1 et µ1 ¥ . . . ¥ µm. L'agrégateur OWAµ respecte le principe de transfert

de Pigou-Dalton.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéresserons essentiellement au cas où la
pondération est décroissante. Il est à noter que les travaux récents de Golden et Perny
(2010) ont permis d'établir un lien entre l'agrégateur OWA et une application successive
de transformées de Lorenz. Il résulte de ces travaux un jeu de poids particulièrement
adapté à la recherche de solutions équilibrées en posant µj � sinp pm�1�jqπ

2m�1
q.

1.4.2 La norme de Tchebyche�

Nous avons pour l'instant raisonné sur l'espace des critères en supposant qu'il y ait un
sens à e�ectuer des sommes entre di�érentes valeurs d'utilité des critères. En pratique,
nous avons vu dans la section 1.1.3 qu'une fonction d'utilité exploite ses valeurs pour
comparer des alternatives, mais n'attache en aucun cas une importance sur le nombre en
soi (si upxq � 1 et upyq � 10, y n'est pas 10 fois préférable à x). Ainsi, nous pouvons
parfaitement avoir une fonction d'utilité pour le premier critère dont toutes les valeurs
seront comprises dans l'intervalle r0, 1s, et une autre fonction d'utilité pour un second
critère dont les valeurs seront comprises dans l'intervalle r�109, 1051s. La norme de Tche-
byche�, utilisée dans le cadre de la programmation multi-objectifs dans Steuer et Choo
(1983), est une tentative d'agrégateur pour résoudre ce problème. Son principe consiste
en la détermination de deux vecteurs (le point idéal et le point Nadir), qui vont servir
à redimensionner l'espace de manière à ce qu'un critère ne soit pas prépondérant par
rapport aux autres uniquement parce que les valeurs de son utilité sont signi�cativement
plus grandes que les valeurs des utilités des autres critères.

Dé�nition 23 (Point idéal) Soit X un espace d'alternatives, u : X Ñ R
m une fonction

d'utilité multicritère formée à partir des fonctions d'utilité pu1, . . . , umq. Le point idéal
selon u est le vecteur I � pI1, . . . , Imq P R

m véri�ant @j P t1, . . . ,mu Ij � maxxPX u
jpxq.

Le point idéal est donc un vecteur n'existant pas nécessairement dans U , composé des
meilleures valeurs qu'il est possible d'obtenir à partir des di�érentes fonctions d'utilité. Il
domine donc au sens de Pareto tous les vecteurs de U et peut être vu comme fournissant
une � borne supérieure � des solutions de U .

Le point Nadir va fournir la borne opposée, mais contrairement à ce que l'on pourrait
intuitivement attendre, ce vecteur n'est pas composé des pires valeurs qu'il est possible
d'obtenir dans chaque critère, mais des pires valeurs des solutions spécialistes :

Dé�nition 24 (Point Nadir) Soit X un espace d'alternatives, u : X Ñ R
m une fonc-

tion d'utilité multicritère formée à partir des fonctions d'utilité pu1, . . . , umq. On note
@j P t1, . . . ,mu x�j � argmaxxPX u

jpxq et pv1j , . . . , v
m
j q � upx�j q. Le point Nadir selon u

est le vecteur N � pN1, . . . , Nmq P R
m véri�ant @j P t1, . . . ,mu N j � miniPt1,...,mu v

j
i .

Remarque 2 Nous allons maintenant introduire la norme de Tchebyche�. Sa formu-
lation peut sembler étonnante étant donné que le nom de l'agrégateur contient le terme
� norme � alors que les valeurs renvoyées sont des nombres négatifs. Cette impression
est uniquement dûe à une formulation cohérente de la dé�nition de cet agrégateur à un
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problème de maximisation de la valeur agrégée. En réalité, la dé�nition de la norme de
Tchebyche� est plus générale que celle présentée dans cette section, mais nous avons
choisi de la présenter de cette façon pour deux raisons :

� En la dé�nissant par rapport à un point idéal et un point Nadir, cette norme remplit
toutes les conditions nécessaires pour être compatible avec la dominance de Pareto,
comme nous le verrons dans la propriété 11.

� Cette dé�nition est celle utilisée en pratique par Gonzales et al. (2008). L'utilisa-
tion d'un point idéal permet d'interpréter la formule de la norme comme traitant
directement sur les regrets de chaque critère.

Dé�nition 25 (Norme de Tchebyche�) Soit X un espace d'alternatives, u : X Ñ
R
m une fonction d'utilité multicritère engendrant l'espace des critère U . On considère

I le point idéal selon u et N le point Nadir selon u. Une norme de Tchebyche� est un
agrégateur dé�ni par :

Tchebypv1, . . . , vmq � � max
jPt1,...,mu

Ij � vj

Ij �N j
.

Cette formule peut s'interpréter de la façon suivante : le point idéal dé�nit comme
son nom l'indique un idéal que l'on aimerait atteindre. Le point Nadir va permettre
d'identi�er une zone de l'espace contenant les solutions intéressantes (voir exemple 11).
L'espace des critères subit une transformation : à chaque composante vj d'un vecteur on
associe Ij�vj

Ij�Nj , Ij � vj représente une distance à l'idéal, et la division par Ij � N j est
une mise à l'échelle de cette distance de façon à harmoniser les di�érents critères. Pour
chaque vecteur, on s'intéresse au critère maximisant cette valeur, donc à la valeur Dpvq
de la plus grande distance harmonisée. La solution agrégée optimale au sens de la norme
de Tchebyche� sera celle qui maximisera �Dpvq, donc celle qui minimisera Dpvq, ce qui
revient donc à chercher la solution qui sera la moins éloignée de l'idéal (au sens de la
norme in�nie et après harmonisation des di�érents critères).

Exemple 11 Une nouvelle année s'annonce, et de nouveaux candidats à la thèse sont
arrivés. Les unités d'enseignement n'ont pas changé mais les correcteurs ne sont pas les
mêmes. Le nouveau correcteur en programmation note maintenant sur 15 les étudiants,
et a tendance donner facilement des bonnes notes. De son côté, le nouveau correcteur
en décision note sur 20 et a la main lourde sur ses notations. Les notes des nouveaux
candidats sont p7, 13q, p10, 10q, p8, 7q, p11, 6q, p13, 8q, p15, 4q, p14, 1q et p12, 9q. Le point
idéal sera donc issu des solutions spécialistes p15, 4q et p7, 13q, et on aura donc I �
p15, 13q. Le point Nadir sera les pires valeurs des spécialistes et donc N � p7, 4q. La
�gure 1.4(a) représente les candidats et ces deux points.

Le calcul d'une norme de Tchebyche� peut se décomposer en deux étapes : tout d'abord
l'espace des critères subit une transformation en fonction de I et N . Dans notre exemple,
à chaque vecteur pv1, v2q, on associera le vecteur

�
15�v1

8
, 13�v2

9

�
(cette transformation est

représentée sur la �gure 1.4(b)). Puis, les candidats seront classés dans l'espace trans-
formé en fonction de leur distance maximale sur chaque critère au point idéal. Cette
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(a) Les nouveaux candidats, avec le
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(b) Changement d'échelle dans la norme de
Tchebyche�

Figure 1.4 � Exemple d'application de la norme de Tchebyche�

succession de calculs est représentée dans le tableau suivant :

Notes Transformation Distance max
p7, 13q p1, 0q 1

p10, 10q p5{8, 1{3q 5{8
p8, 7q p7{8, 2{3q 7{8
p11, 6q p1{2, 7{9q 7{9
p13, 8q p1{4, 5{9q 5{9
p15, 4q p0, 1q 1

p14, 1q p1{8, 4{3q 4{3
p12, 9q p3{8, 4{9q 4{9

Il ne reste plus qu'à maximiser l'opposé des distances maximales, c'est-à-dire à déter-
miner le minimum des distances maximales. La solution agrégée optimale au sens de la
norme de Tchebyche� est donc celle dont la distance maximale est 4

9
. Il s'agit du candidat

ayant obtenu pour résultats scolaires p12, 9q.

Wierzbicki (1986) a étudié les propriétés de la norme de Tchebyche� dans sa formu-
lation générale. En utilisant la dé�nition avec un point idéal et un point Nadir, cette
norme véri�e la compatibilité avec la dominance faible de Pareto.

Propriété 11 La norme de Tchebyche� est compatible avec la dominance faible de Pa-
reto :

@v P U @v1 P U v ÁP v1 ùñ Tchebypvq ¥ Tchebypv1q.

1.4.3 L'intégrale de Choquet

L'intégrale de Choquet est un agrégateur appartenant à la catégorie des intégrales
�oues (Sugeno, 1974) et permettant de quanti�er l'importance des critères d'un décideur.
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Les quanti�cations sont souvent vues comme des pondérations, mais les pondérations ne
permettent pas d'exprimer des importances conjointes entre les critères (par exemple,
un décideur peut avoir peu d'intérêt pour les critères 1 et 2 pris individuellement, mais
avoir un fort intérêt lorsque ces deux critères ont coinjointement de grandes valeurs).
L'intégrale de Choquet remplace les pondérations par une notion plus générale : les
capacités (Choquet, 1953).

Dé�nition 26 (Capacité) Soit E un ensemble et 2E l'ensemble des parties de E. Une
capacité sur E est une fonction µ : 2E Ñ r0, 1s véri�ant :

� µpHq � 0

� µpEq � 1

� @F P 2E @F 1 P 2E F � F 1 ùñ µpF q ¤ µpF 1q.

Dans le cadre qui nous intéresse, on aura E � t1, . . . ,mu. Donc une capacité prendra
en argument un sous-ensemble de l'espace des critères, et renverra un nombre correspon-
dant à l'intérêt que l'on peut éprouver du point de vue de l'ensemble conjoint des critères
passés en argument, ce qui permet de quanti�er la notion de synergie entre critères (Gra-
bisch, 1996). Une intégrale de Choquet se calcule de la façon suivante (Murofushi et
Sugeno, 1991) :

Dé�nition 27 (Intégrale de Choquet) Soit X un espace d'alternatives, u : X Ñ R
m

une fonction d'utilité multicritère engendrant l'espace des critères U , et µ une capacité
de t1, . . . ,mu. L'intégrale de Choquet selon µ est une fonction Choquetµ : U Ñ R dé�nie
par :

Choquetµpv
1, . . . , vmq �

m̧

j�1

pT pjq � T pj � 1qqvpjq � vp1q �
m̧

j�2

pvpjq � vpj�1qqT pjq

Avec p.q un opérateur de classement (on aura donc vp1q ¤ . . . ¤ vpmq) et T pjq l'ensemble
des m� j � 1 indices des meilleurs critères pour v : T pjq � µptpjq, . . . , pmquq. On aura
donc T pm� 1q � µpHq � 0 et T p1q � µpt1, . . . ,muq � 1.

L'intégrale de Choquet possède donc deux formulations équivalentes. La deuxième
écriture de la dé�nition est la plus simple à interpréter : supposons que l'on ait v �
p5, 1, 10q, l'intégrale de Choquet s'écrira donc 1µpt1, 2, 3uq � p5 � 1qµpt1, 3uq � p10 �
5qµpt3uq. On est sûr d'avoir une valeur d'au moins 1 sur tous les critères, puis nous
sommes sûrs, si l'on excepte le critère 2 que cette valeur minimale soit augmentée de
5 � 1. On pondère donc cette augmentation par l'importance des critères 1 et 3 pris
conjointement, et �nalement, nous sommes sûrs de gagner au moins 10� 5 sur le critère
3, et on pondère de nouveau ce gain pour l'intérêt porté au troisième critère. D'une
façon générale, cette formule peut donc être vue comme une somme de gains en utilité
(représentée par la di�érence d'utilités classées) pondérée par l'importance conjointe des
critères restant (représentée par la capacité).

La forme de la capacité possède des propriétés intéressantes en représentation des
préférences (voir la dé�nition 28). Ainsi, une capacité convexe donnera une plus forte
valeur aux combinaisons de critères par rapport à une somme de sous-combinaisons et
permet de représenter des décideurs préférant des solutions de compromis entre les cri-
tères, tandis qu'une capacité concave représentera plus d'attachement aux critères pris



individuellement qu'à leur regroupement, et correspondra plutôt à des décideurs préférant
des solutions spécialistes.

Dé�nition 28 (Capacités particulières) Une capacité µ : 2E Ñ r0, 1s est dite convexe
(ou supermodulaire) si, et seulement si, @A P 2E @B P 2E µpA Y Bq � µpA X Bq ¥
µpAq � µpBq.

Une capacité µ : 2E Ñ r0, 1s est dite concave (ou sousmodulaire) si, et seulement si,
@A P 2E @B P 2E µpAYBq � µpAXBq ¤ µpAq � µpBq.

Une capacité µ : 2E Ñ r0, 1s est dite additive si, et seulement si, elle est à la fois
convexe et concave, soit : @A P 2E @B P 2E µpAYBq � µpAXBq � µpAq � µpBq.

Une capacité µ : 2E Ñ r0, 1s est dite symétrique si, et seulement si, @A P 2E @B P
2E |A| � |B| ô µpAq � µpBq.

Soit µ : 2E Ñ r0, 1s une capacité, la capacité duale de µ est une capacité µ̄ : 2E Ñ
r0, 1s véri�ant @A P 2E µ̄pAq � 1� µpEzAq.

Propriété 12 Une capacité µ : 2E Ñ r0, 1s est additive si, et seulement si, @A P
2E µpAq �

°
ePA µpteuq.

Une capacité additive permet une représentation moins coûteuse en mémoire des
capacités, car la propriété 12 permet de dé�nir la valeur de la capacité d'un ensemble
en fonction des singletons contenus dans l'ensemble. Toutefois, calculer une intégrale
de Choquet en utilisant une capacité additive revient en réalité à calculer une somme
pondérée, étant donné que

°m
j�1pT pjq�T pj�1qqvpjq �

°m
j�1pµptpjq, . . . , pmquq�µptpj�

1q, . . . , pmquqqvpjq �
°m

j�1 µptpjquqv
pjq �

°m
j�1 µptjuqv

j .

Remarque 3 Dans le domaine de la représentation de l'incertain, une capacité additive
correspond à une probabilité. E est l'univers, 2E les évènements et les singletons sont les
évènements élémentaires.

Une propriété intéressante des intégrales de Choquet est qu'elles généralisent les agré-
gateurs OWA : Prenons une capacité symétrique, alors la valeur de la capacité d'un
ensemble A ne dépendra pas du contenu de A mais du nombre de critères contenus
dans A. Posons µj � µpAq � µpBq avec |A| � j et |B| � j � 1. Par dé�nition, on a
T pjq � µptpjq, . . . , pmquq, donc T pjq est une valeur de capacité d'un ensemble à m�j�1

éléments, et donc T pjq � T pj � 1q � µm�j�1. Il est donc possible de réécrire l'expression
de l'intégrale de Choquet :

°m
j�1pT pjq � T pj � 1qqvpjq �

°m
j�1 µm�j�1v

pjq, ce qui est
exactement l'expression d'un OWA.





Chapitre 2

Décision avec le modèle GAI

Résumé. Ce chapitre introduit le modèle autour duquel gravite cette thèse : les réseaux
GAI. Nous étudierons dans un premier temps (section 2.1) l'intérêt d'une telle repré-
sentation, aussi bien du point de vue de l'expressivité que de la compacité mémorielle.
Puis, nous présenterons l'algorithmique associée aux réseaux GAI dans la littérature :
La section 2.2 sera centrée sur l'algorithmique liée à la représentation des préférences
par des réseaux GAI (triangulation, intégration de contraintes et élicitation des pré-
férences). La section 2.3 présentera deux problèmes monocritères et leur algorithme
de résolution associé : la détermination du choix optimal (alternative préférée d'un
décideur) et du rangement optimal (k meilleures alternatives selon les préférences du
décideur). La section 2.4 abordera l'utilisation des réseaux GAI en décision multicritère
et présentera une façon de résoudre la détermination de la solution agrégée optimale
sous l'hypothèse de l'existence d'une borne supérieure additivement décomposable pour
l'agrégateur choisi.

35
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté des problématiques liées à la présence
de multiples attributs ou de multiples critères. Nous avons pu nous rendre compte de la
nécessité de choisir un modèle qui puisse à la fois réduire le nombre de questions à poser
au décideur durant la phase d'élicitation, qui soit compact en mémoire, qui soit également
capable de représenter une grande diversité de comportements et pouvant être exploité
e�cacement dans un but d'aide à la décision. Ce chapitre présente le modèle qui a été
choisi pour les travaux que nous avons menés et l'algorithmique qui lui est associé.

La section 2.1 présentera la GAI-décomposabilité puis e�ectuera des rappels de théo-
rie des graphes qui seront par la suite utilisés pour dé�nir un modèle exploitant cette
décomposition : les réseaux GAI. La section 2.2 abordera l'utilisation des réseaux GAI
pour représenter des préférences. Bien que cette thèse ne porte pas sur l'élicitation des
préférences, on ne peut songer à exploiter le modèle sans une élicitation préalable. Nous
présenterons donc l'idée générale des algorithmes d'élicitation en 2.2.1, ainsi que des ré-
férences vers les articles détaillant ces algorithmes, pour avoir une vision complète du
processus décisionel. Des travaux ayant déjà été menés sur l'exploitation des préférences
dans le modèle GAI seront exposés en 2.3 a�n de pouvoir étudier leurs limites, et propo-
ser par la suite une nouvelle approche pour résoudre les problèmes algorithmiques qui se
posent. Finalement, la section 2.4 abordera l'utilisation des réseaux GAI pour déterminer
(sous certaines conditions) l'alternative engendrant la solution agrégée optimale pour des
problèmes multicritères.

2.1 Le modèle GAI

2.1.1 GAI-décomposabilité

Nous avons pu voir dans l'exemple 3 qu'il était possible d'exploiter une indépendance
dans les préférences du décideur, mais que cette indépendance n'était pas compatible avec
une décomposition en utilités additives, ce qui nous avait amené à introduire la notion de
décomposition additive généralisée, ou GAI-décomposition (Fishburn, 1970). GAI signi�e
� Generalized Additive Independance � et repose sur un concept d'indépendance moins
restrictif qu'une indépendance additive sur la totalité des attributs du problème. Avant
d'introduire une dé�nition formelle de cette façon de décomposer l'utilité globale, il est
nécessaire de dé�nir ce qu'est la projection d'un n-uplet.

Dé�nition 29 (Projection d'ensemble et de n-uplet) Soit X �
±n

i�1Xi et C �
t1, . . . , nu. On dé�nit le projeté de X sur les attributs indicés par C (on écrira XC par
abus de notation) comme étant XC �

±
jPC Xj.

Soit x � px1, . . . , xnq un n-uplet de X . On dé�nit le projeté de x sur les attributs indicés
par C (et on notera xC) par un élément de l'ensemble XC comportant la même instan-
ciation que x sur chaque attribut indicé par C.

Par abus de notation, lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur l'ensemble C, on pourra
omettre les accolades dans l'écriture de l'ensemble.

Exemple 12 Soit X �
±9

i�1Xi et x P X tel que x � px1, . . . , x9q. Alors xt2,3,5,7u �
px2, x3, x5, x7q P Xt2,3,5,7u. Comme aucune ambiguïté n'est possible entre les attributs, on
pourra écrire xt2,3,5,7u � x2357 et Xt2,3,5,7u � X2357.
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Dé�nition 30 (GAI-décomposition) Soit X �
±n

i�1Xi un espace d'alternatives, Á
une relation de préférence sur X représentable par une fonction d'utilité u, et C1, . . . , Cq

des ensembles véri�ant :
� @j P t1, . . . , qu Cj � t1, . . . , nu
�
�q

j�1Cj � t1, . . . , nu
On dit que u est GAI-décomposable selon C1, . . . , Cq si, et seulement si, il existe des
fonctions uj :

±
iPCj

Xi Ñ R véri�ant @x P X upxq �
°q

j�1 ujpxCj
q.

Remarque 4 Il est à noter que les ensembles Cj ne forment pas nécessairement une
partition de t1, . . . , nu, mais un recouvrement, c'est-à-dire que leurs intersections peuvent
être non vides.

Exemple 13 En reprenant l'exemple 3 dans le formalisme présenté, nous aurons donc
C1 � t1, 2u et C2 � t1, 3u et les sous-fonctions d'utilité u1 : X1 � X2 Ñ R et u2 :

X1 �X3 Ñ R véri�ant @x P X upxq � upx1, x2, x3q � u1pxC1
q � u2pxC2

q � u1px1, x2q �
u2px1, x3q.

Une telle dé�nition réalise une bon compromis entre compacité et expressivité : l'idée
étant d'exploiter les indépendances entre attributs dans les préférences du décideur par
des sous-fonctions d'utilité a�n de réduire l'espace de stockage nécessaire pour représenter
l'utilité globale sans introduire plus d'indépendance de manière à pouvoir garantir que
les préférences du décideur sont bien représentées après la décomposition.

Propriété 13 (Ordre de grandeur d'une GAI-décomposition) Soit X �
±n

i�1Xi

un espace d'alternatives, Á une relation de préférence sur X représentable par une fonc-
tion d'utilité u, GAI-décomposable en upxq �

°q
j�1 ujpxCj

q. L'espace mémoire nécessaire
pour représenter la fonction u est en Θp

°q
j�1

±
iPCj

|Xi|q.

Preuve. De la même façon que pour l'ordre de grandeur du stockage des utilités addi-
tives, l'utilité gloable peut se représenter en mémorisant les sous-fonctions d'utilité. @j P
t1, . . . , qu, le stockage de uj nécessitera de représenter

±
iPCj

|Xi| valeurs réelles. Donc,
représenter toutes les sous-fonctions d'utilités correspondra à représenter

°q
j�1

±
iPCj

|Xi|
valeurs. En supposant une représentation à taille �xe de ces valeurs, l'ordre de grandeur
de l'espace mémoriel pour représenter u sera donc en Θp

°q
j�1

±
iPCj

|Xi|q. �

Remarque 5 Nous avons choisi d'illustrer l'ordre de grandeur avec une borne asympto-
tique précise. Il est possible de déterminer d'autres bornes asymptotiques moins précises
(en Op.q) mais plus concises dans les notations (notamment avec la notion de treewidth
que nous étudierons plus tard).

Remarque 6 La GAI-décomposabilité permet de représenter les utilités additives (si q �
n et @j P t1, . . . , nu Cj � tju) ainsi que l'absence complète d'indépendance (si q � 1 et
C1 � t1, . . . , nu).

Nous avons présenté la GAI-décomposabilité en tant que modèle permettant d'exploi-
ter au maximum les indépendances du décideur pour représenter de façon compacte ses
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préférences. Toutefois, cette modélisation ne permet pas de déduire facilement une pro-
cédure d'élicitation e�cace ou une manière d'exploiter les préférences du décideur pour
guider ce dernier dans ses choix (détermination de ou des alternative(s) préférée(s)). Ces
problèmes peuvent être traités e�cacement par l'utilisation d'une structure de données
exploitant conjointement GAI-décomposabilité et théorie des graphes : les réseaux GAI.
Nous allons brièvement présenter des bases de théorie des graphes dans la section 2.1.2
a�n de pouvoir dé�nir les réseaux GAI (dans la section 2.1.3) et de s'intéresser à l'utili-
sation d'une telle structure en 2.2.

2.1.2 Bases de théorie des graphes

Un graphe est constitué de deux ensembles, l'ensemble des sommets (ou n÷uds),
et un ensemble modélisant une relation entre ces sommets (les arêtes si la relation est
symétrique, les arcs dans le cas contraire). Les graphes disposent d'une représentation
schématique facilitant la compréhension de certains problèmes pour un humain. Cette
thèse ne se situe pas dans le domaine de la théorie des graphes, mais l'utilise comme un
outil pour résoudre certains problèmes, donc nous n'introduirons que les dé�nitions et
propriétés qui sont exploitées dans cette thèse.

Dé�nition 31 (Graphe non orienté) On dit que G � pV,Eq est un graphe non orienté
si, et seulement si, E � P2pV q (P2pV q étant l'ensemble des parties à deux éléments de
V ). Les éléments de V sont appelés sommets ou n÷uds, et les élements de E sont les
arêtes.

Dé�nition 32 (Graphe orienté) On dit que G � pV,Aq est un graphe orienté si, et
seulement si, A � V � V et @px, yq P A x � y. Les éléments de V sont appelés sommets
ou n÷uds, et les élements de A sont les arcs.

Remarque 7 Pour des raisons de simplicité, les dé�nitions introduites sont en réalité
les dé�nitions des graphes simples orientés et non orientés (pas plus d'une arête entre
deux sommets, pas de boucles, . . . ).

La représentation schématique des graphes correspond à dessiner la totalité des élé-
ments de V , puis à tracer un lien entre deux élements x et y si tx, yu P E dans le cas non
orienté, ou une �èche de x vers y si px, yq P A dans le cas orienté.

Exemple 14 On considère le graphe non orienté G1 � pt1, 2, 3, 4, 5u, tt1, 2u, t2, 3u, t3, 1u,
t2, 4uuq et le graphe orienté G2 � pt1, 2, 3, 4, 5u, tp1, 2q, p3, 2q, p3, 4q, p4, 1q, p1, 4q, p3, 5quq.
Leur représentation schématique respective correspond aux �gures 2.1(a) et 2.1(b).

Aux graphes sont associés des dé�nitions intuitives quand on considère une représen-
tation schématique. On peut s'intéresser à la possibilité de parcourir le graphe de manière
à aller d'un sommet à un autre en ne passant que par des arêtes (ou arcs) du graphe.
Il est à noter que les dé�nitions introduites dans le cadre des graphes non orientés sont
valides pour les graphes orientés en considérant que tous les arcs sont des arêtes (on perd
ainsi la notion d'orientation).
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1

3

2 4

5

(a) Le graphe non orienté
G1

1 2

54 3

(b) Le graphe orienté G2

Figure 2.1 � Exemple de graphes

Dé�nition 33 (Chaîne) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et ps1, . . . , spq une
famille de sommets de V . On dit que ps1, . . . , spq est une chaîne de longueur p si, et
seulement si, @i P t1, . . . , p� 1u tsi, si�1u P E.
L'ensemble des arêtes tsi, si�1u sera nommé ensemble des arêtes parcourues par ps1, . . . , spq.

Dé�nition 34 (Chemin) Soit G � pV,Aq un graphe orienté, et ps1, . . . , spq une famille
de sommets de V . On dit que ps1, . . . , spq est un chemin de longueur p si, et seulement
si, @i P t1, . . . , p� 1u psi, si�1q P A.
L'ensemble des arcs psi, si�1q sera nommé ensemble des arcs parcourus par ps1, . . . , spq.

Dé�nition 35 (Cycle) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et ps1, . . . , spq une
chaîne de G, on dit que ps1, . . . , spq est un cycle si, et seulement si, s1 � sp.

Dé�nition 36 (Circuit) Soit G � pV,Aq un graphe orienté, et ps1, . . . , spq un chemin
de G, on dit que ps1, . . . , spq est un circuit si, et seulement si, s1 � sp.

Exemple 15 Sur les graphes G1 et G2 de la �gure 2.1, p1, 2, 3q est une chaîne de G1

mais n'est pas un chemin de G2 car il n'existe pas d'arc p2, 3q. Par transposition de la
dé�nition de chaîne dans le cadre des graphes orientés, p1, 2, 3q est une chaîne de G2.
p1, 2, 3, 1q est un cycle de G1 et p1, 4, 1q est un circuit de G2.

Dé�nition 37 (Corde) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et C un cycle de G,
on dit que l'arête tsi, sju P E est une corde de C si, et seulement si, si et sj sont des
sommets du cycle C et tsi, sju n'appartient pas à l'ensemble des arêtes parcourues par C.

En considérant que l'ensemble des arêtes ou des arcs correspond à une mise en relation
de paires de sommets, les dé�nitions de chaîne et de chemin permettent d'exprimer des
successions de mises en relation, et les cycles et circuits correspondront à des successions
revenant à l'élément de départ. La notion de corde peut être vue comme l'existence
d'un � raccourci � coupant un cycle. En reprenant la notion de chaîne, on peut mettre
en évidence des familles de sommets : les composantes connexes. Ainsi, les sommets
appartenant à une même composante connexe sont en relation directe ou indirecte entre
eux (il existe un chemin ou une chaîne les reliant).

Dé�nition 38 (Connexité) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté. On dé�nit la re-
lation de connexité comme étant une relation binaire R sur V telle que pour tout couple
de sommets px, yq, on a xRy si, et seulement si, il existe une chaîne reliant x et y.
Un graphe tel qu'il existe au moins une chaîne reliant chaque couple de sommets est dit
connexe.
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Propriété 14 La relation de connexité dans un graphe est une relation d'équivalence.

Dé�nition 39 (Composantes connexes) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et
R la relation de connexité. On dé�nit les composantes connexes d'un graphe comme étant
les classes d'équivalence de la relation de connexité.

Les dé�nitions données précédemment caractérisent des familles de sommets ou d'arêtes.
Nous allons maintenant nous intéresser à des formes particulières de graphe. Ces topo-
logies peuvent être intéressantes que ce soit dans un sous-graphe ou dans la globalité du
graphe. Il convient de dé�nir tout d'abord ce qu'est un sous-graphe.

Dé�nition 40 (Sous-graphe partiel) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et E1 �
E. Le graphe G1 est dit sous-graphe partiel de G selon E1 si, et seulement si, G1 � pV,E1q.

Dé�nition 41 (Sous-graphe induit) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et V 1 �
V . Le graphe G1 est dit sous-graphe de G induit par V 1 si, et seulement si, G1 � pV 1, E1q
et E1 � ttsi, sju P E{si P V 1, sj P V 1u.

Dé�nition 42 (Sous-graphe) Soit G � pV,Eq et G1 � pV 1, E1q deux graphes non
orientés. On dit que G1 est un sous-graphe de G si, et seulement si, G1 est le sous-graphe
partiel selon E1 du sous-graphe de G induit par V 1.

Une première topologie intéressante est celle d'une clique, il s'agit d'un sous-graphe
dont tous les sommets sont interconnectés. Identi�er les cliques d'un graphe permet
d'avoir une idée des sommets qui sont fortement en relation entre eux et donne une idée
de la structure interne d'une relation au sein de l'ensemble des sommets.

Dé�nition 43 (Graphe complet) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté. On dit que
G est un graphe complet si, et seulement si, @psi, sjq P V � V tsi, sju P E.

Dé�nition 44 (Clique) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et G1 � pV 1, E1q un
sous-graphe de G. On dit que G1 est une clique si, et seulement si, G1 est un sous-graphe
complet de G et il n'existe pas de graphe G2 � pV 2, E2q tel que G2 soit un sous-graphe
complet de G et V 1 � V 2.

Une autre topologie intéressante correspond aux forêts. Ce sont des graphes tels que,
pour tout couple de sommets, soit il existe une unique chaîne les reliant, soit il n'en
existe pas. Les sommets reliés par une chaîne forment une composante connexe, et chaque
composante sera nommée arbre.

Dé�nition 45 (Acyclicité) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté. On dit que G est
acyclique si, et seulement si, il n'existe pas de cycle au sein de G.

Dé�nition 46 (Forêt) Soit G un graphe non orienté. On dit que G est une forêt si, et
seulement si, G est acyclique.

Dé�nition 47 (Arbre) Un arbre est une forêt connexe.

Propriété 15 Les composantes connexes d'une forêt sont des arbres.
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Propriété 16 Soit G � pV,Eq un arbre, alors pour tout couple ps, s1q P V � V de
sommets, il existe une unique chaîne reliant ces deux sommets.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéresserons à une dernière topologie impor-
tante : les graphes cordaux qui établissent un pont entre les graphes non orientés et les
hypergraphes que nous allons introduire ensuite.

Dé�nition 48 (Graphe cordal) Un graphe non orienté G est dit cordal si, et seule-
ment si, tout cycle contenant au moins 4 arêtes possède au moins une corde.

1

5 2

4 3

(a) Une clique à 5 sommets

5

2 3

4

1

(b) Un graphe cordal

1 2 3

6

987

54

(c) Une forêt contenant 3 arbres (maximaux)

Figure 2.2 � Topologies particulières de graphe

Exemple 16 Les �gures 2.2 donnent des exemples de topologies de graphe : une clique
à 5 sommets sur la �gure 2.2(a), et n'importe lequel de ses sous-graphes induits corres-
pondra lui-même à un sous-graphe complet. La �gure 2.2(b) présente un graphe cordal :
conformément aux propriétés des graphes cordaux, tout cycle de longueur strictement
supérieure à trois possède une corde. Par exemple, le cycle p1, 2, 3, 5, 4, 1q a pour corde
t5, 2u, et le cycle p1, 2, 5, 4, 1q a pour corde t2, 4u. La �gure 2.2(c) correspond à une forêt :
il n'existe donc pas de cycle au sein de ce graphe. Il contient trois composantes connexes :
t1, 4, 5, 7, 8u, t2, 6, 9u et t3u qui sont des arbres (voir la propriété 15). Chaque couple de
sommets de chaque arbre est bien relié par une unique chaîne. Par exemple, les sommets
1 et 8 sont reliés par la chaîne p1, 5, 8q (voir la propriété 16).

Un graphe est un outil permettant de modéliser et de raisonner sur une relation
binaire. Les graphes (simples) ont été par la suite généralisés aux relations n-aires, ce
qui a donné naissance aux hypergraphes. Nous allons présenter succinctement ce qu'est
un hypergraphe, puis nous montrerons quelques modélisations des hypergraphes utilisant
des graphes.
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Dé�nition 49 (Hypergraphe) Soit V un ensemble de sommets. On dit que G � pV, Sq
est un hypergraphe si, et seulement si, @Si P S Si � V et Si � H.
Les ensembles contenus dans S sont nommés hyperarêtes.

La seule di�érence entre un hypergraphe et un graphe non orienté vient donc des
hyperarêtes qui ne lient plus deux sommets entre eux, mais une quantité variable de
sommets. Une représentation schématique des hyperarêtes est plus di�cile à obtenir, et
est moins lisible : les hyperarêtes deviennent des zones du schéma (voir la �gure 2.3(a)).
En pratique, les graphes étant des structures faciles à manipuler, il est courant d'utiliser
des graphes non orientés pour modéliser un hypergraphe. Les deux modélisations les plus
répandues sont le graphe primal et le graphe dual d'un hypergraphe.

Dé�nition 50 (Graphe primal d'un hypergraphe) Soit GH � pV, Sq un hypergraphe
et G � pV,Eq un graphe non orienté. On dit que G est le graphe primal de l'hypergraphe
GH si, et seulement si, G est le plus petit graphe (selon le nombre d'arêtes) véri�ant
@tsi, sju P E DSk P S tsi, sju � Sk.

Dé�nition 51 (Graphe dual d'un hypergraphe) Soit GH � pV, Sq un hypergraphe
et G � pS,Eq un graphe non orienté. On dit que G est le graphe dual de l'hypergraphe
GH si, et seulement si, E � ttSi, Sju{Si P S, Sj P S, Si X Sj � Hu.

Exemple 17 Considérons l'hypergraphe GH � pt1, . . . , 8u, tS1, S2, S3, S4uq avec S1 �
t1, 2, 3u, S2 � t1, 7, 8u, S3 � t4, 5, 6, 7u et S4 � t3, 4, 5u. La représentation schématique
de GH correspond à la �gure 2.3(a). Le graphe primal de GH se déduit facilement en
gardant l'ensemble des sommets, et en générant des arêtes de façon à ce que chaque hy-
perarête corresponde à un sous-graphe complet dans le graphe dual. On obtiendra donc
le graphe de la �gure 2.3(b). Le graphe dual contiendra un sommet par hyperarête (on
représentera les sommets par des ellipses contenant l'hyperarête), et en connectant deux à
deux les sommets ainsi obtenus par une arête si l'intersection des hyperarêtes qu'ils repré-
sentent est non vide. Dans la �gure 2.3(c), l'intersection des hyperarêtes est représentée
par un rectangle sur l'arête contenant cette intersection.

2.1.3 Un modèle graphiquement décomposable : les réseaux GAI

Nous allons maintenant faire le lien entre GAI-décomposabilité et théorie des graphes.
La représentation qui se prête le mieux pour modéliser une GAI-décomposition est un
hypergraphe : l'ensemble des sommets correspondra aux attributs du problème, et il
su�ra de créer une hyperarête pour chaque sous-fonction d'utilité contenant l'ensemble
des attributs sur lesquels porte le domaine de dé�nition de la sous-utilité. En pratique,
cette représentation ne facilite pas les calculs à e�ectuer sur les sous-utilités (comme par
exemple la détermination de l'alternative préférée du décideur). Les réseaux GAI sont
inspirés des travaux menés dans le domaine des réseaux bayésiens, et en particulier des
algorithmes basés sur les arbres de jonction. La représentation est proche du graphe dual
d'un hypergraphe tout en imposant une contrainte supplémentaire : le graphe dual doit
être une forêt.
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Figure 2.3 � Représentation des hypergraphes

Dé�nition 52 (Forêt de jonction) Soit G � pV,Eq un graphe non orienté, et C1, . . . , Cq

des ensembles véri�ant @j P t1, . . . , qu Cj � t1, . . . , nu. On dit que G est un arbre de
jonction de X1, . . . , Xn selon C1, . . . , Cq si, et seulement si :

� V � tXC1
, . . . , XCqu.

� G est une forêt.
� @pXCi

, XCj
q P E � E Ci X Cj � H.

� (Propriété d'intersection courante) Pour tout couple de sommets pXCi
, XCj

q
véri�ant Sij � Ci X Cj � H, il existe une chaîne les reliant dans G et véri�ant
pour chaque n÷ud XCz de la chaîne, Sij � Cz.

Les composantes connexes de la forêt de jonction seront appelées arbres de jonction, les
sommets seront nommés les cliques et les arêtes les séparateurs.

Dé�nition 53 (Réseau GAI) Soit X �
±n

i�1Xi un espace d'alternatives, Á une re-
lation de préférence représentable selon la fonction d'utilité u, GAI-décomposable selon
C1, . . . , Cq en u �

°q
j�1 uj. On dit que pG, tujuq est un réseau GAI représentant u

si, et seulement si, G est une forêt de jonction de tX1, . . . , Xnu selon C1, . . . , Cq et
@j P t1, . . . , qu uj : XCj

Ñ R.
On dira que la sous-fonction d'utilité uj est associée à la clique Cj.
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Remarque 8 On peut objecter à cette dé�nition qu'il peut ne pas exister de réseau GAI
représentant certaines GAI-décompositions. Par exemple, upx1, x2, x3, x4, x5q � u1px1, x2q�
u2px2, x3q � u3px3, x4q � u4px4, x5q � u5px1, x5q ne peut se représenter directement sous
forme de forêt de jonction : soit la propriété d'intersection courante ne sera pas véri-
�ée, soit il existera un cycle dans le graphe. Mais cette GAI-décomposition peut s'écrire
upx1, x2, x3, x4, x5q � v1px1, x2, x4q � v2px1, x4, x5q � v3px2, x3, x4q, en posant :$&

%
v1px1, x2, x4q � u1px1, x2q
v2px1, x4, x5q � u4px4, x5q � u5px1, x5q
v3px2, x3, x4q � u2px2, x3q � u3px3, x4q

Nous supposerons pour l'instant que toute GAI-décomposition est représentable en réseau
GAI, et nous présenterons en 2.2.2 une méthode pour générer automatiquement le réseau
GAI d'une GAI-décomposition par triangulation de son graphe primal.

Les forêts de jonction et réseaux GAI se représenteront schématiquement de façon
identique aux graphes duaux des hypergraphes : les cliques seront des ellipses contenant
les attributs d'une sous-fonction d'utilité, et les séparateurs contiendront un rectangle
dans lequel nous noterons le contenu de XSij

, l'intersection entre deux cliques XCi
et

XCj
adjacentes.

X3X4

X4

X4X7

X3X2X3X9

X3X4X8

X1X2X3

X2X5

X2X3

X2

X3X4X6

Figure 2.4 � Un réseau GAI

Exemple 18 Considérons la fonction d'utilité u d'un décideur portant sur l'espace X �±9
i�1Xi, GAI-décomposable en upx1, . . . , x9q � u1px1, x2, x3q�u2px2, x5q�u3px2, x3, x9q�

u4px3, x4, x6q � u5px4, x7q � u6px3, x4, x8q. Un réseau GAI correspondant à cette décom-
position est représenté sur la �gure 2.4. Nous pouvons constater que la propriété d'inter-
section courante est respectée : quelle que soit la chaîne reliant deux cliques, on trouvera
dans toutes les cliques et tous les séparateurs constituant cette chaîne l'intersection de
ces deux cliques, par exemple la chaîne reliant X1X2X3 à X3X4X8 contient uniquement
des cliques et des séparateurs contenant tX1, X2, X3u X tX3, X4, X8u � tX3u.

Les réseaux GAI permettent de représenter les valeurs des sous-utilités (il su�t d'asso-
cier à chaque clique XCj

la fonction uj sous forme d'hypermatrice), et les indépendances
entre groupes d'attributs : si deux cliques appartiennent à des arbres de jonction dif-
férents, alors les attributs de la première clique seront indépendants des attributs de
la seconde clique. De plus, �xer la valeur d'un ou plusieurs attributs revient à élimi-
ner ces attributs du graphe, et peut donc séparer une composante connexe en plusieurs
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composantes connexes, comme le montre l'exemple 19, ce qui est une transposition des
indépendances généralisées au sein de la GAI-décomposition.

Dé�nition 54 (Indépendance généralisée) Soit Á une relation de préférence sur X �±n
i�1Xi, représentable par une fonction d'utilité u. Soit Ci, Cj et Cz une partition de

t1, . . . , nu, on dit que XCi
est indépendant de XCj

conditionnellement à XCz dans u si,
et seulement si, il existe des sous-fonctions d'utilité u1 et u2 telles que @x P X upxq �
u1pxCi

, xCzq � u2pxCj
, xCzq.

Exemple 19 Reprenons le réseau GAI de la �gure 2.4. Chaque séparateur exploite une
indépendance généralisée présente dans les préférences du décideur. Ainsi le séparateur
X2X3 transcrit l'indépendance upxq � u1px1, x23q � v1px23, x456789q avec v1 � u2 � u3 �
u4�u5, le séparateur X2 exprime l'indépendance upxq � u2px5, x2q�v2px1346789, x2q avec
v2 � u1 � u3 � u4 � u5, et ainsi de suite. Il est à noter que l'indépendance additive est
englobée par cette généralisation en posant Cz � H et sera représentée dans le réseau GAI
par di�érents arbres de jonction. Par exemple, si upx1, x2q � u1px1q�u2px2q, on aura X1

indépendant de X2 conditionnellement à H, et le réseau GAI correspondant contiendra
les cliques X1 et X2 sans aucun séparateur.

2.2 Représentation des préférences par des réseaux GAI

Nous avons dé�ni précédemment toutes les bases pour représenter des préférences
sur des domaines multiattributs à l'aide de réseaux GAI, nous allons maintenant nous
intéresser à l'obtention d'utilités GAI-décomposables dans la section 2.2.1, puis nous
étudierons de façon plus �ne les interactions entre attributs dans les modèles graphiques
pour générer automatiquement des réseaux GAI (en 2.2.2), et la manière d'utiliser ces
méthodes pour intégrer des contraintes dans les réseaux GAI a�n d'avoir une approche
mixte entre préférences et contraintes au sein de la section 2.2.4.

2.2.1 Elicitation de préférences GAI-décomposables

Comme indiqué précédemment, cette thèse ne porte pas sur l'élicitation des préfé-
rences, mais un algorithme d'exploitation des préférences d'un décideur ne peut s'exécu-
ter sans avoir préalablement instancié le modèle au moyen d'un algorithme d'élicitation.
Il nous a donc semblé important de présenter brièvement un algorithme d'élicitation, et
de faire un rapide résumé sur les techniques utilisées. Un algorithme d'élicitation des pré-
férences doit donc être capable de produire un réseau GAI complet pour représenter les
préférences d'un décideur. Comme évoqué dans l'introduction, les domaines d'application
de ces travaux sont divers, et ne présupposent pas tous les mêmes méthodes d'élicita-
tion des préférences. Certains poseront explicitement des questions au décideur, d'autres
tenteront de déduire ses préférences en fonction des interactions que celui-ci peut avoir
avec une application. Certains coderont directement les préférences d'un agent arti�ciel
ou encore on peut imaginer des algorithmes d'apprentissage des préférences en fonction
d'expérimentations (voir à ce sujet les travaux de Degris (2007) et notamment l'applica-
tion d'un algorithme d'apprentissage pour générer des personnages non joueurs dans un
jeu de combat en temps réel).
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Parmi les travaux réalisés pour la génération d'un réseau GAI élicité, Gonzales et
Perny (2004) présente un algorithme d'élicitation dans l'incertain et (Gonzales et Perny,
2005) son pendant dans le certain. Dans (Braziunas et Boutilier, 2005), une autre ap-
proche de l'élicitation est présentée, et la dernière section de l'article fournit les bases
d'une procédure d'élicitation myope, c'est-à-dire n'interrogeant pas explicitement le dé-
cideur, mais mettant à jour sa fonction d'utilité GAI-décomposable au fur et à mesure
de ses interactions avec une application.

Remarque 9 Dans cette thèse, les réseaux GAI présentés sont identiques à ceux des
articles de Christophe Gonzales et Patrice Perny. Les travaux sur l'élicitation de Darius
Braziunas et Craig Boutilier portent sur des réseaux GAI qui correspondent dans cette
thèse au graphe dual de l'hypergraphe des interactions entre attributs. Toutefois ce n'est
pas restrictif et des parallèles peuvent se faire entre les deux représentations grâce aux
algorithmes de triangulation que nous présenterons en 2.2.2.

Les travaux évoqués ont pour hypothèse que la structure graphique du réseau GAI est
déjà connue. Pour reprendre et synthétiser les travaux cités, tous se servent de la GAI-
décomposition pour élaborer une procédure comportant deux opérations importantes :

� L'élicitation d'une sous-fonction d'utilité : En remarquant que si on instancie les
séparateurs du réseau GAI, les sous-fonctions d'utilité sont additives (non géné-
ralisées), elles deviennent facilement élicitables. L'élicitation d'une sous-fonction
d'utilité consiste à assigner les di�érentes valeurs de l'hypermatrice représentant
cette sous-fonction d'utilité. Ces valeurs sont issues des réponses du décideur à
di�érentes questions faisant intervenir des loteries (élicitation dans l'incertain) ou
des séquences standards (élicitation dans le certain). Ces valeurs sont attribuées en
fonction d'une alternative de référence.

� La mise à l'échelle : La sous-fonction d'utilité élicitée est ensuite mise à l'échelle
par rapport aux sous-fonctions d'utilité déjà élicitées en utilisant l'alternative de
référence et les attributs constituant les séparateurs du réseau.

Cette façon de procéder est classique dans l'utilisation des réseaux GAI (et plus géné-
ralement des forêts de jonction), et nous aurons l'occasion de présenter plusieurs autres
algorithmes basés sur cette exploitation de la structure. Il est à noter qu'il existe un
courant ne visant pas nécessairement à représenter explicitement une fonction d'utilité
mais à modéliser une distribution de probabilité sur l'ensemble des fonctions d'utilité
potentielles. L'élicitation consiste alors à essayer de transformer cette distribution en une
loi de Dirac (Chajewska et Koller, 2000; Boutilier, 2002). Un autre courant modélise des
ensembles d'utilités possibles et a donné lieu à la théorie des utilités multiattributs impré-
cises (� Imprecisely speci�ed multiattribute utility theory �) et exploitant de l'incertain
non probabilisé, voir White et al. (1983); Anandalingam et White (1993); Weber (1987);
Blythe (2002); Braziunas et Boutilier (2007). Pour plus d'informations sur l'élicitation
des fonctions d'utilité factorisées et les di�érentes approches utilisées, voir Braziunas et
Boutilier (2008).

Ce qu'il faut retenir de cette sous-section est que s'intéresser aux algorithmes d'ex-
ploitation des réseaux GAI a un sens car les algorithmes d'élicitation existent, et qu'il
est donc possible de dé�nir des processus de prise de décision dans leur globalité.
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2.2.2 Triangulation et construction automatique de réseaux GAI

Dans la remarque 8, nous avions évoqué le fait qu'obtenir une forêt de jonction à
partir d'un ensemble de sous-fonctions d'utilité n'était pas tout le temps évident : nous
avions une fonction d'utilité upx1, x2, x3, x4, x5q � u1px1, x2q � u2px2, x3q � u3px3, x4q �
u4px4, x5q � u5px1, x5q. Si on crée un réseau ayant pour cliques X1X2, X2X3, X3X4,
X4X5 et X1X5, il n'est pas possible de placer des séparateurs respectant à la fois la
propriété d'intersection courante et l'acyclicité du réseau (pour que le réseau soit une
forêt de jonction). Pourtant, nous avons vu qu'il existe une manière de réécrire la GAI-
décomposition pour créer un réseau GAI représentant cette fonction d'utilité. Cette façon
de faire peut être automatisée au moyen d'une structure de graphe intermédiaire (le
graphe primal de l'hypergraphe, que nous appellerons graphe markovien, par analogie
avec les réseaux bayésiens) et de deux algorithmes (la triangulation et la réduction).

Dé�nition 55 (Graphe markovien) Soit Á une relation de préférence sur un en-
semble X �

±n
i�1Xi, représentable par une fonction d'utilité u, GAI-décomposable en

@x P X upxq �
°q

j�1 ujpxCj
q. Le graphe markovien GM de la GAI-décomposition est le

graphe primal de l'hypergraphe GH � pV, Sq, avec V � tXiuni�1, et S � tXCj
uqj�1.

Le graphe markovien se construit donc très simplement : Il su�t de créer un sommet
par attribut composant X , et de générer un sous-graphe complet pour chaque ensemble
d'attributs composant une sous-fonction d'utilité. L'étude d'un graphe markovien per-
met de construire la forêt de jonction nécessaire pour dé�nir le réseau GAI de la GAI-
décomposition d'une fonction d'utilité. Cette construction se nomme triangulation, et le
théorème 1 (adapté de Gavril (1974)) permet de caractériser les forêts de jonction dans
lesquelles chaque clique correspond exactement aux attributs d'une fonction d'utilité.

Théorème 1 (Caractérisation d'une triangulation parfaite) Soit GM le graphe mar-
kovien d'une GAI-décomposition. Il existe une forêt de jonction F réprésentant la GAI-
décomposition telle que toute clique de F corresponde à une clique maximale de GM si,
et seulement si, GM est cordal.

La reconnaissance d'un graphe markovien cordal est un problème polynômial qui
peut être résolu avec des algorithmes simples et e�caces (Rose et al., 1976; Ohtsuki,
1976; Tarjan et Yannakakis, 1984). Ce type d'algorithme permet aussi de contruire ce
que l'on nomme une forêt d'élimination. Une forêt d'élimination est une forêt de jonction
dont les cliques ne correspondent pas nécessairement à des cliques maximales du graphe
markovien. Dans le cas des graphes non cordaux, un algorithme de triangulation doit
ajouter des arêtes au graphe markovien pour le rendre cordal. Ces arêtes sont nommées
� �ll-ins �, et le graphe résultat sera le graphe triangulé, ou la triangulation du graphe
markovien.

Dé�nition 56 (Graphe triangulé, �ll-ins) Soit GM � pVM , EM q un graphe non orienté.
On dit que le graphe non orienté GT � pVM , ET q est une triangulation du graphe GM

(ou encore que GT est un graphe triangulé de GM ) , si et seulement si, ET � EM YEF

et GT est cordal. On nommera les arêtes de EF les �ll-ins.
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Algorithme 2 : Triangulation

Entrée : GM � pVM , EM q un graphe markovien
Sorties :
GT : graphe triangulé,
GA : forêt d'élimination,
σ : ordre d'élimination des sommets
créer le graphe GA � pVA, EAq avec VA � H et EA � H;1

créer le graphe GT � pVT , ET q avec VT � VM et ET � H;2

créer le graphe Temp � pV,Eq avec V � VM et E � EM ;3

pour i variant de 1 à |VM | faire4

choisir un sommet Xσpiq de V (σ : permutation de t1, . . . , nu);5

créer Voisins Ð Ensemble des sommets voisins de Xσpiq dans Temp ;6

créer Ci Ð Voisins YtXσpiqu;7

créer Clique Ð ttXσpiq, Xku{Xk P Voisins u Y ttXk, Xlu{Xk, Xl P Voisins u;8

ET Ð ETY Clique ;9

VA Ð VA Y tCiu;10

E Ð EY Clique ;11

E Ð E � ttXσpiq, Xku P Eu;12

V Ð V � tXσpiqu;13

�n14

pour i variant de 1 à |VM | faire15

soit k � minXσpjqPCi
tj{j � iu;16

si k existe alors17

EA Ð EA Y ttCi, Ckuu;18

�n19

�n20

retourner pGT , GA, σq;21



2. Décision avec le modèle GAI 49

Rose (1970) a montré que trianguler un graphe revient à e�ectuer l'algorithme géné-
rique 2 (dans cet algorithme, nous construirons conjointement le graphe triangulé et la
forêt d'élimination)

Dans cet algorithme, le graphe GA va correspondre à la forêt d'élimination créée par la
triangulation, et GT au graphe triangulé. Temp est un graphe temporaire qui est exploité
uniquement pendant la première boucle. Les lignes 01 à 03 initialisent ces trois graphes :
GA sera un graphe vide, GT un graphe sans arêtes et contenant tous les attributs en
tant que sommets, et Temp une copie de GM qui sera réduite au fur et à mesure (sans
impact pour GM ). La première boucle Pour détermine (à chaque itération i) à la ligne
05 un sommet de Temp Xσpiq, crée deux variables locales : Voisins à la ligne 06 qui
contient l'ensemble des sommets voisins de Xσpiq dans Temp, et Clique qui contiendra
l'ensemble des arêtes possibles entre Xσpiq et ses voisins. La variable Ci correspond juste
aux attributs de Voisins et Xσpiq, puis les trois graphes sont modi�és :

� La forêt d'élimination GA : on ajoute un sommet correspondant à Ci. Celui-ci
devient une clique de la forêt de jonction (ligne 10).

� Le graphe triangulé GT : on forme une clique entre Xσpiq et ses voisins existant
encore dans Temp (ligne 09).

� Le graphe temporaire Temp : Après modi�cation sur les deux autres graphes de
la boucle, on forme une clique entre Xσpiq et ses voisins existant encore (ligne 11),
puis on supprime Xσpiq et toutes ses arêtes adjacentes (lignes 12 et 13).

A la �n de la première boucle Pour (ligne 14), le graphe GT correspond à une trian-
gulation du graphe markovien GM , et la forêt d'élimination GA contient un ensemble de
cliques, mais aucune arête. La seconde boucle Pour (ligne 15) va créer les arêtes de GA

en choisissant (si c'est possible) de lier la clique Ci à la première clique ayant été créée
après Ci par l'élimination d'un attribut de Ci (lignes 16 et 17). A la �n de cette boucle
(ligne 18), on peut garantir que GA est une forêt de jonction. L'ensemble des �ll-ins du
graphe triangulé est donc l'ensemble des arêtes qu'il est nécessaire d'ajouter pour former
une clique entre Xσpiq et ses voisins à la ligne 08 (donc la variable locale Clique contient
des arêtes existant déjà dans E et des �ll-ins).

Il est à noter que la forêt d'élimination générée et le graphe triangulé ne sont pas
forcément uniques. Il est possible d'e�ectuer un autre choix de sommets (représenté par
la fonction σ) pour obtenir une triangulation di�érente. Cette succession de choix de
sommets sera nommée � séquence d'élimination �.

Dé�nition 57 (Séquence d'élimination) Soit GM � pVM , EM q un graphe markovien
tel que VM � tX1, . . . , Xnu. La séquence d'élimination de l'application de l'algorithme
générique de triangulation sur GM est une bijection σ : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu telle que
@i P t1, . . . , nu Xσpiq est le sommet de VM choisi à la i-ième itération de l'algorithme
(ligne 05).

Remarque 10 Lorsque nous avions présenté les forêts de jonction, on pouvait s'inter-
roger sur le choix d'appeler chaque sommet � une clique �, alors que ce nom existait déjà
en théorie des graphe pour symboliser un sous-graphe complet maximal. Cette dénomina-
tion est liée à la triangulation, car chaque clique de la forêt d'élimination GA représente
un sous-graphe complet du graphe triangulé GT , et donc GA n'est qu'une représentation
factorisée de GT respectant les propriétés de forêt et d'intersection courante.
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Il est aussi à noter que nous avons choisi de présenter les algorithmes de triangulation
sous la forme d'une élimination de sommets. Cette approche n'est pas unique (Para et
Sche�er, 1997), mais sera celle qui est utilisée en pratique dans nos expérimentations.

X3X2X1

X7

X4

X5

X6

Figure 2.5 � La graphe markovien à trianguler

X3X2X1

X7

X4

X5

X6

(a) Le graphe cordal obtenu (les �ll-
ins sont les arêtes en pointillés)

X1X2X3

X4X6X7 X5X6X7X6X7 X6X7X6X7

X3X6X7

X1X3X7

X3X7

X6X7

X1X3

X6

X6

(b) La forêt d'élimination obtenue

Figure 2.6 � Graphes produits par l'algorithme de triangulation

Exemple 20 Considérons le graphe markovien représenté dans la �gure 2.5, éxécutons
la procédure de triangulation avec la séquence d'élimination pX2, X1, X3, X5, X4, X7, X6q
et observons le déroulement en fonction des di�érents graphes intervenant dans l'algo-
rithme :

� Temp (voir �gures 2.7) est initialisé comme une copie du graphe markovien donné
en argument. A la première itération, X2 ayant pour voisin X1 et X3, le �ll-in
tX1, X3u sera créé, puis le sommet X2 sera supprimé (avec ses arêtes incidentes).
A la �n de la première itération, on obtiendra donc le graphe de la �gure 2.7(a).
De la même façon sur le graphe résultant, l'élimination de X1 engendrera le �ll-
in tX3, X7u (�gure 2.7(b)), l'élimination de X3 ajoutera le �ll-in tX6, X7u (�-
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gure 2.7(c)). Le graphe étant devenu une clique, toutes les autres éliminations
n'ajouterons pas de �ll-ins (�gures 2.7(d), 2.7(e) et 2.7(f)).

� GT est une copie des sommets du graphe markovien sans arêtes. A chaque itération,
on ajoute au graphe des arêtes appartenant au graphe markovien initial et des
�ll-ins. Il en résulte qu'à la �n de la triangulation, GT correspondra au graphe
markovien et aux �ll-ins ajoutés (représenté dans la �gure 2.6(a)).

� GA est l'arbre d'élimination, ses cliques sont X1X2X3 (élimination de X2), X1X3X7

(élimination de X1), X3X6X7 (élimination de X3), X5X6X7 (élimination de X5),
X4X6X7 (élimination de X4), X6X7 (élimination de X6)et X7 (élimination de X7).
La seconde boucle crée les séparateurs de cet arbre d'élimination, le premier som-
met éliminé de X1X2X3 di�érent de X2 est X1, X1X2X3 sera donc lié à X1X3X7.
En suivant un raisonnement identique pour toutes les autres cliques, on obtient
�nalement le graphe de la �gure 2.6(b).

X3X1

X7

X4

X5

X6

(a) Elimination de X2

X3

X7

X4

X5

X6

(b) Elimination de X1

X7

X4

X5

X6

(c) Elimination de X3

X7

X4

X6

(d) Elimination de X5

X7 X6

(e) Elimination de X4

X6

(f) Elimination de X7

Figure 2.7 � Exemple de triangulation

Nous avons vu comment obtenir un graphe triangulé et une forêt d'élimination à
partir d'un graphe markovien. Toutefois (comme le montre l'exemple 20) cette forêt n'est
pas obligatoirement compacte (certaines cliques peuvent être entièrement contenues dans
d'autres cliques). Obtenir une forêt de jonction compacte est le but d'un algorithme de
réduction comme présenté dans l'algorithme 3.
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Algorithme 3 : Réduction

Entrée : GA � pVA, EAq une forêt d'élimination
Sortie : GA une forêt de jonction
tant que DtCi, Cju P EA avec Ci � Cj faire1

créer Voisins Ð tCk{tCi, Cku P EAu;2

Voisins Ð Voisins ztCju;3

EA Ð EAzttCi, Cku{tCi, Cku P EAu;4

VA Ð VAztCiu;5

pour tous les Ck P Voisins faire6

EA Ð EA Y ttCj , Ckuu;7

�n8

�n9

Le principe de fonctionnement de cet algorithme est d'identi�er deux cliques voisines
dont l'une (Ci) est complètement incluse dans l'autre (Cj) à la ligne 01 (on présente
cette recherche sous forme d'arêtes grâce à la propriété d'intersection courante). Si de
telles cliques existent, on stocke l'ensemble des cliques voisines de Ci dans la variable
locale Voisins (ligne 02), à l'exception de Cj (ligne 03), puis on supprime toutes les arêtes
adjacentes à Ci (ligne 04) pour �nalement supprimer Ci du graphe (ligne 05) et réassigner
toutes les anciennes cliques voisines de Ci comme de nouvelles voisines de Cj (ligne 06 à
09). Ainsi les propriétés de forêt et d'intersection courante sont conservées.

X1X2X3

X3X6X7

X1X3X7

X3X7

X1X3

X6X7 X5X6X7X6X7X4X6X7

Figure 2.8 � La forêt de jonction après réduction

Exemple 21 Considérons la procédure de réduction appliquée à la forêt d'élimination
de l'exemple 20. La clique X6 est complètement contenue dans la clique voisine X6X7.
Elle n'a pas d'autres voisins. On peut donc supprimer X6 et l'arête reliant X6 à X6X7.
X6X7 est complètement contenue dans la clique voisine X3X6X7 et possède d'autres
voisins (X4X6X7 et X5X6X7). Il est donc nécessaire de créer deux arêtes reliant X4X6X7

et X5X6X7 à X3X6X7 avant de supprimer X6X7. Après cette opération, aucune autre
itération n'est possible. On a donc obtenu la forêt de jonction de la �gure 2.8.

Nous disposons donc de deux procédures : la triangulation permet la génération d'une
forêt d'élimination à partir du graphe markovien d'une GAI-décomposition via une tri-
angulation, et la réduction permet de compacter la forêt d'élimination en une forêt de
jonction qui correspondra à la structure du réseau GAI. Pour construire automatique-
ment un réseau GAI à partir d'une GAI-décomposition, il su�t donc d'assigner à chaque



2. Décision avec le modèle GAI 53

clique de la forêt de jonction une hypermatrice correspondant à une sous-fonction d'uti-
lité. L'ensemble des attributs du domaine de dé�nition de chaque sous-fonction d'utilité
est intégralement contenu dans une clique de la forêt de jonction. Si deux sous-fonctions
d'utilité doivent être assignées à une même clique, il su�t de les additionner.

2.2.3 Considérations sur la triangulation

Dans la sous-section précédente, nous avons vu qu'il est possible de compiler toute
expression GAI-décomposable sous la forme de réseau GAI, mais qu'il est parfois néces-
saire de reformuler la GAI-décomposition. Cette reformulation a un impact sur le coût
de stockage du réseau GAI. L'ordre de grandeur donnée dans la proposition 13 doit s'ap-
pliquer à la reformulation de la GAI-décomposition, dont les ensembles de dé�nition des
sous-fonctions d'utilité contiennent plus d'attributs. Il est possible de reformuler cet ordre
de grandeur de manière graphique sur la forêt de jonction :

Propriété 17 (Ordre de grandeur d'un réseau GAI) Soit G � pC, Sq un réseau
GAI. A chaque clique Ci P C est associée la sous-fonction d'utilité ui. Alors le coût de
stockage nécessaire pour représenter un tel réseau est en Θp

°
CjPC

±
XiPCj

|Xi|q.

Cet ordre de grandeur est analogue à celui exprimé dans la proposition 13, la di�érence
étant l'exploitation de la structure graphique. Nous avons vu que le réseau GAI engendré
par triangulation et réduction dépend de la séquence d'élimination des attributs utilisée
dans l'algorithme. Il en vient naturellement qu'en pratique, on ne cherche pas n'importe
quelle triangulation du graphe markovien, mais une triangulation visant à minimiser
l'espace de stockage nécessaire au réseau GAI qui sera engendré. Nous allons reformuler
l'ordre de grandeur de façon moins précise mais faisant bien apparaître ce qui est critique
dans le réseau GAI engendré :

Dé�nition 58 (Treewidth induite) Soit F � pC, Sq une forêt de jonction, on dé�nit
@Cj P C la largeur d'une clique comme étant le nombre d'attributs contenus dans cette
clique moins 1 : |Cj | � 1. La treewidth induite t d'une forêt de jonction est la largeur
maximale des cliques de cette forêt : t � maxCiPC |Ci| � 1.

Propriété 18 (Ordre de grandeur d'un réseau GAI (reformulation)) Soit G �
pC, Sq un réseau GAI. A chaque clique Cj P C est associée la sous-fonction d'utilité uj.
Alors le coût de stockage nécessaire pour représenter un tel réseau est en Op|C|kt�1q, avec
t la treewidth de la forêt de jonction, et k la modalité maximale des attributs.

Preuve. Inspirée de Dechter (2003). Soit k � maxni�1 |Xi| la modalité maximale des
attributs. A chaque clique Cj on associe une sous-fonction d'utilité uj dé�nie sur le
produit cartésien des attributs contenus dans Cj . Il est donc nécessaire pour chaque
sous-fonction d'utilité de stocker

±
XiPCj

|Xi| valeurs. Or, par dé�nition de k, on a

@i P t1, . . . , nu |Xi| ¤ k. Donc,
±

XiPCj
|Xi| ¤ k|Cj | et par dé�nition de la treewith,

on a @j P t1, . . . , qu |Cj | ¤ t � 1, donc k|Cj | ¤ kt�1. On en déduit donc que l'espace
de stockage nécessaire à la représentation du réseau GAI est :

°
CjPC

±
XiPCj

|Xi| ¤°
CjPC

kt�1 ¤ |C|kt�1. Donc, la complexité en espace asymptotique de cette représenta-

tion est en Op|C|kt�1q. �
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De ces deux reformulations, il se dégage les observations suivantes :
� Le nombre maximal d'attributs (représenté par la treewidth dans la propriété 18)
contenus dans une clique est critique pour la complexité en espace : une augmen-
tation de ce nombre se traduit par une augmentation exponentielle de l'espace
mémoire occupé par le réseau.

� L'augmentation du nombre de cliques d'un réseau GAI fait augmenter linéairement
la complexité mémorielle, mais la taille des cliques est souvent bien en dessous de
kt�1. Il est donc plus important de regarder en premier lieu le contenu des cliques
plutôt que le nombre de cliques.

X1X2X3

X1X3

X1X3X4X5 X4X5 X1X4X5X7X3X4X5X3X4X5X6

Figure 2.9 � Une autre triangulation (et réduction) du graphe de la �gure 2.5

Exemple 22 Reprenons l'exemple de triangulation de la section 2.2.2. Après triangula-
tion et réduction nous avions obtenu la forêt de jonction de la �gure 2.8. Toutefois nous
avons vu qu'une triangulation dépend de la séquence d'élimination utilisée. Si nous es-
sayons de trianguler le même graphe avec la séquence d'élimination X6X7X2X5X1X2X3,
nous obtenons (après réduction) la forêt de jonction de la �gure 2.9. Prenons en compte
maintenant que ces opérations ont été faites dans le but d'obtenir des réseaux GAI, et
qu'il faut donc associer à chaque clique une hypermatrice de nombres (pour représenter
les sous-fonctions d'utilité). Si on suppose que chaque attribut peut prendre 10 valeurs
di�érentes, alors la forêt de jonction de la �gure 2.8 (de treewidth 2) nécessitera la repré-
sentation de 103� 103� 103� 103 � 4000 valeurs. La forêt d'élimination de la �gure 2.9
(de treewidth 3) implique le stockage de 103�104�104�104 � 31000 valeurs. En prenant
en compte que ce sont deux triangulations d'un petit graphe à 7 attributs, les problèmes
concrets peuvent nécessiter des espaces de stockage prohibitifs si on néglige la séquence
d'élimination.

Nous avons donc d'une part la treewidth qui est un élément critique dans la com-
plexité du réseau GAI, et d'autre part les triangulations du graphe makovien qui ne sont
pas uniques. Il en vient naturellement que la séquence d'élimination à utiliser dans une
triangulation devrait être calculée pour faire en sorte de minimiser la complexité du réseau
GAI. Dans la littérature, di�érents critères ont été énoncés pour caractériser cette baisse
de complexité au sein des triangulations, allant de la minimisation du nombre de �ll-ins
(dans le cadre qui nous intéresse, cela correspondra à minimiser les dépendances ajoutées
par la triangulation entre les attributs) à la minimisation de la treewidth du réseau GAI
engendré. Ces problèmes sont NP-di�ciles (Arnborg et al., 1987; Yannakakis, 1981), mais
il existe de bonnes heuristiques pour calculer des séquences intéressantes (Kjærul�, 1990;
Leimer, 1993). De plus :

� Le recherche d'une séquence d'élimination optimale peut se paralléliser de manière
à optimiser les temps de calcul (Dahlhaus et Karpinski, 1989).

� Nous avons présenté une façon de calculer la forêt de jonction à partir d'un graphe
triangulé (en construisant la forêt d'élimination et en la réduisant), toutefois cette
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approche n'est pas unique : Golumbic (1980) a dé�ni une approche basée sur un
ordre lexicographique entre nombre de variables contenues dans un séparateur et
le produit des modalités des attributs d'une clique.

� Certaines règles basées sur la topologie du graphe permettent d'a�rmer que l'éli-
mination d'un sommet n'augmentera pas plus la treewidth que le choix d'un autre
sommet (van den Eijkhof et Bodlaender, 2002).

� Il existe des algorithmes visant à produire des triangulations telles que la suppres-
sion d'un �ll-in entraine la suppression de la cordalité du graphe (Kjærul�, 1990;
Peyton, 2001; Berry et al., 2006).

� Un algorithme de triangulation incrémentale basé sur la structure des Maximal
Prime Subgraph permet d'analyser plus �nement l'impact de l'ajout d'une arête
ou de l'élimination d'un sommet (Flores et al., 2003; Madsen et Olesen, 2002).

� Parmi les algorithmes ne cherchant pas à déterminer la triangulation optimale,
il existe des algorithmes avec garantie de performance (Bodlaender et al., 1995;
Shoikhet et Geiger, 1997; Eyal, 2001).

2.2.4 Agrégation et intégration de contraintes dans les réseaux GAI

Les réseaux GAI représentent des préférences. Toutefois pour certains problèmes, il
est nécessaire de mêler ces préférences avec des contraintes (budgétaires par exemple). Les
réseaux GAI permettent de mélanger ces deux concepts, de façon similaire aux réseaux de
contraintes �exibles (Weighted-CSP (Dechter, 2003; Larrosa et Schiex, 2003)), au moyen
d'une opération que nous nommerons agrégation.

Dé�nition 59 (Agrégation de graphes markoviens) Soit G1
M � pV 1

M , E
1
M q et G2

M �
pV 2

M , E
2
M q deux graphes markoviens. On dit que GM � pVM , EM q est le graphe markovien

agrégé de G1
M et G2

M si, et seulement si, VM � V 1
M Y V 2

M et EM � E1
M Y E2

M .
On notera GM � G1

M �G2
M .

Note : l'intersection de V 1
M et V 2

M n'est pas nécessairement vide.

L'agrégation de deux graphes markoviens consiste à former un nouveau graphe mar-
kovien contenant tous les attributs des deux graphes, et l'union de toutes les arêtes de ces
graphes. En procédant de cette façon, nous pouvons être sûrs que toutes les dépendances
sont respectées : toute clique représentant une fonction de sous-utilité se retrouvera dans
le graphe markovien agrégé. En pratique, nous ne manipulons jamais directement les
graphes markoviens, mais une représentation utilisant une forêt de jonction. Nous avons
vu précédemment que la transposition d'un graphe markovien en une forêt de jonction
est simple, et correspond à une triangulation (suivie d'une réduction). La dé�nition de
l'agrégation de graphes markoviens trouve donc naturellement sa transposée pour les
forêts de jonction :

Dé�nition 60 (Agrégation de forêts de jonction) Soit F 1 et F 2 deux forêts de jonc-
tion, de graphes markoviens respectifs G1

M et G2
M . Une forêt de jonction agrégée de F 1

et F 2 est une forêt de jonction obtenue par triangulation (et réduction) de G1
M �G2

M .

L'agrégation de deux forêts de jonction est donc une opération respectant les dépen-
dances de ces forêts étant donné que ce respect des dépendances existe pour l'agrégation
des graphes markoviens et pour la procédure de triangulation. Supposons maintenant



56 2. Décision avec le modèle GAI

que dans le cadre d'un problème donné, nous soyons amenés à manipuler deux réseaux
GAI représentant deux fonctions d'utilité u1 et u2, et que le problème nous amène à
considérer la fonction d'utilité u � u1 � u2. Cette fonction reste GAI-décomposable, et
ses sous-fonctions d'utilité sont les sous-fonctions d'utilité de u1 et u2, le réseau GAI
représentant u doit donc être un réseau respectant toutes les dépendances de u1 et u2. Il
en découle donc la dé�nition suivante :

Dé�nition 61 (Agrégation par sommation de réseaux GAI) Soit X �
±n

i�1Xi

un espace d'alternatives, u1 et u2 deux fonctions d'utilité GAI-décomposables représen-
tables par deux réseaux GAI dont les forêts de jonction sont F 1 et F 2. Le réseau GAI
agrégé de u1 et u2 est un réseau GAI représentant u véri�ant :

� Sa forêt de jonction est une agrégation de F 1 et F 2.
� @x P X upxq � u1pxq � u2pxq.

Puisque la forêt de jonction du réseau GAI représentant u respecte toutes les dépen-
dances de u1 et u2, pour toute sous-fonction d'utilité uij , il existera une clique formant
un sur-ensemble des attributs du domaine de dé�nition de uij . Il su�t donc d'assigner à
chaque sous-fonction d'utilité sa clique correspondante par sommation.

Remarque 11 Nous avons choisi de préciser � par sommation � car nous développe-
rons une nouvelle façon d'agréger des réseaux GAI. Toutefois, quelle que soit la façon
d'agréger ces réseaux, les dé�nitions de base (sur les graphes markoviens et les forêts de
jonction) restent inchangées. Il est donc important de prendre en compte deux aspects de
l'agrégation : la prise en compte des dépendances (aspect qui s'exprime graphiquement)
et la manière de placer les sous-fonctions d'utilité dans les cliques (ici, par sommation).

Une application directe de ces dé�nitions est l'intégration de contraintes dans les
réseaux GAI. Dans la littérature, les contraintes sont souvent représentées par des en-
sembles représentant des restrictions, mais pour faciliter l'intégration des contraintes dans
le contexte qui nous intéresse, nous allons les dé�nir directement de manière fonctionnelle.
Cette dé�nition n'est pas restrictive et est particulièrement adaptée aux raisonnements
par forêt de jonction (voir le livre de Dechter (2003)).

Dé�nition 62 (Contrainte) Soit X �
±n

i�1Xi un espace d'alternatives. On dé�nit
une contrainte sur les attributs indicés par N � t1, . . . , nu comme étant une fonction
c :
±

jPN Xj Ñ t0,�8u.

Cette dé�nition étant proche des sous-fonctions d'utilité, il semble naturel de l'utiliser
au sein d'un réseau GAI pour représenter des associations d'attributs interdites (�8) ou
autorisées (0).

Dé�nition 63 (Fonction d'utilité étendue) Soit X un espace d'alternatives, Á une
relation de préférence sur X représentable par une fonction d'utilité u : X Ñ R et
tc1, . . . , cq1u des fonctions représentant des contraintes. La fonction d'utilité u étendue
aux contraintes tc1, . . . , cq1u (de domaines de dé�nition respectifs XC1

, . . . , XCq1 ) est une

fonction ū : X Ñ RY t�8u véri�ant @x P X ūpxq � upxq �
°q1

i�1 cipxCi
q.
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Propriété 19 (Respect des contraintes) Soit ū : X Ñ RYt�8u une fonction d'uti-
lité u étendue à un ensemble de contraintes. @x P X on a :

� Si ūpxq � �8 alors x ne respecte pas au moins une des contraintes de l'extension.
� Si Da P R ūpxq � a alors x respecte toutes les contraintes de l'extension, et upxq � a.

Ainsi, si un réseau GAI ne représente non plus la fonction d'utilité u mais son ex-
tension à un ensemble de contraintes ū, il est aisé de savoir si une contrainte est violée,
et, dans le cas contraire, la valeur de l'utilité initiale. Dans le cadre de fonctions GAI-
décomposables, on aura donc une fonction ū de la forme ū �

°
i ui�

°
j cj . L'agrégation

par sommation nous permet de générer, à partir d'un réseau GAI représentant u, un ré-
seau GAI représentant ū si on considère qu'à chaque contrainte, il est possible d'associer
un graphe markovien de la façon suivante :

Dé�nition 64 (Graphe markovien d'une contrainte) Soit ci : XCi
Ñ t0,�8u une

contrainte. Le graphe markovien associé à ci est un graphe non orienté GM � pVM , EM q
tel que VM � tXj{j P Ciu et EM � ttXj , Xku{j P Ci et k P Ciu.

Le graphe markovien d'une contrainte est donc une clique sur l'ensemble des attributs
intervenant dans la contrainte. En exploitant cette dé�nition, on en déduit l'algorithme 4
d'intégration de contraintes.

Algorithme 4 : IntégrerContraintes

Entrées :
F : forêt de jonction,
tu1, . . . , uqu : sous-fonctions d'utilité associées aux cliques de F ,
tc1, . . . , cq1u : ensemble de contraintes à respecter
Sortie : F 1 : réseau GAI intégrant les contraintes
GM Ð générer graphe markovien de F ;1

pour j variant de 1 à q1 faire2

G1
M Ð générer le graphe markovien de cj ;3

GM Ð GM �G1
M ;4

�n5

F 1 Ð trianguler (et réduire) GM ;6

pour i variant de 1 à q faire7

Placer par sommation ui dans F 1;8

�n9

pour j variant de 1 à q1 faire10

Placer par sommation cj dans F 1;11

�n12

Ce pseudo-code contient deux parties : l'agrégation des graphes markoviens (lignes 01
à 06) et le placement des sous-fonctions d'utilité (lignes 07 à 12). L'agrégation respecte
les dé�nitions énoncées plus haut : la forêt de jonction F 1 obtenue à la ligne 06 est une
triangulation d'un graphe markovien agrégé (GM ) contenant toutes les dépendances de
la forêt de jonction initiale (ligne 01) et toutes les dépendances des contraintes (ligne 03).
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Nous disposons donc d'une extension des réseaux GAI permettant de prendre en
compte conjointement préférences et contraintes. Dans la suite de cette thèse, nous rai-
sonnerons sur des réseaux GAI � classiques �, mais l'intégralité des algorithmes exploitant
des réseaux GAI s'appliqueront aussi aux réseaux prenant en compte les contraintes.

2.3 Exploitation des réseaux GAI pour la résolution de pro-
blèmes décisionnels monocritères

Nous avons dé�ni dans les sections précédentes ce qu'était le modèle GAI, et sa struc-
ture de données associée : les réseaux GAI. Nous avons évoqué l'existence d'algorithmes
d'élicitation des préférences pour ce modèle, ainsi que les méthodes de triangulation pour
intégrer des contraintes dans les préférences élicitées. Nous allons maintenant nous inté-
resser aux travaux ayant déjà été menés pour l'exploitation de ces réseaux GAI a�n de
résoudre deux problèmes :

� Le problème du choix optimal : il consiste en la détermination de l'alternative
préférée d'un décideur

� Le problème du rangement : problème proche du choix optimal, il ne s'agit plus de
déterminer l'alternative préférée, mais les k meilleures alternatives (au sens de la
relation de préférence du décideur), pour un k quelconque.

Remarque 12 Pour tous les algorithmes d'exploitation des réseaux GAI, que ce soit
dans l'état de l'art ou pour les approches que nous proposerons, nous supposerons que le
réseau GAI est un arbre de jonction avec des sous-fonctions d'utilité stockées dans les
cliques. Une telle approche est plus restrictive que le cas général, mais nous aborderons
toujours à la �n d'une présentation d'algorithme le cas où le réseau GAI a une structure
de forêt de jonction pour appliquer l'algorithme dans le cas général (qui consiste générale-
ment à appliquer l'algorithme pour chaque arbre de la forêt, puis à fusionner les résultats
obtenus pour considérer la forêt dans sa globalité).

2.3.1 Détermination du choix optimal

Le problème du choix optimal consiste à déterminer l'alternative préférée d'un dé-
cideur (voir dé�nition 65). Comme nous nous plaçons dans le cadre des modèles GAI,
nous pouvons garantir que cette alternative préférée existe (propriété 20). Dans ce forma-
lisme, cette recherche consiste à déterminer l'alternative maximisant la fonction d'utilité
(propriété 21).

Dé�nition 65 (Alternative préférée) Soit X un espace d'alternatives, Á une rela-
tion de préférence sur X , et ¡ la relation de préférence stricte issue de Á. On dit que
l'alternative x� P X est une alternative préférée de Á si, et seulement si, Ex P X véri�ant
x ¡ x�.

Propriété 20 (Condition su�sante d'existence) Soit X un espace d'alternatives �ni
et Á une relation de préférence sur X . Si Á est représentable par une fonction d'utilité,
alors il existe une alternative x� P X , préférée au sens de Á.
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Propriété 21 Soit X un espace d'alternatives �ni, Á une relation de préférence sur X ,
représentable par une fonction d'utilité u : X Ñ R, et x� P X . On a :

x�alternative préférée de Áô x� � argmax
xPX

upxq

Remarque 13 Cette alternative préférée existe mais n'est pas forcément unique : plu-
sieurs alternatives peuvent partager la même valeur d'utilité maximale. Le problème du
choix optimal ne traite dans ce cas que la détermination d'une des alternatives préférées,
mais on peut obtenir l'ensemble des alternatives préférées en utilisant l'algorithme de
rangement qui sera présenté ensuite.

Une première approche simple consiste à énumérer toutes les alternatives de X et à
conserver celle d'utilité maximale, mais nous avons vu que la taille de X augmentait de
façon exponentielle selon le nombre d'attributs. Il n'est donc pas raisonnable d'envisager
cette approche dès que le nombre d'attributs devient grand. Dans (Gonzales et Perny,
2004), un algorithme a été proposé pour réduire les calculs nécessaires à la résolution de
ce problème en exploitant la structure du réseau GAI (et donc les indépendances entre
attributs du décideur). Cette approche est une application directe de la programmation
dynamique non sérielle (Bertele et Brioschi, 1972), axiomatisée dans Shafer et Shenoy
(1990); Shenoy et Shafer (1990). Nous allons dans un premier temps utiliser un exemple
pour présenter cet algorithme, puis nous le formaliserons avant d'étudier ses limites.

X1X2

X2

X2

X2X3

X2X4

X3
X3X5

(a) Forêt de jonction

X1

X2 x11 x12
x21 5 7

x22 3 10

x23 15 4
(b) u1px1, x2q

X2

X4 x21 x22 x23
x41 8 1 2

x42 10 12 3
(c) u2px2, x4q

X2

X3 x21 x22 x23
x31 6 5 10

x32 8 8 14
(d) u3px2, x3q

X3

X5 x31 x32
x51 1 8

x52 10 11

x53 5 2
(e) u4px3, x5q

Figure 2.10 � Réseau GAI de l'exemple 23

Exemple 23 Considérons l'espace d'alternatives X � X1 � X2 � X3 � X4 � X5 et la
fonction GAI-décomposable upx1, x2, x3, x4, x5q � u1px1, x2q � u2px2, x4q � u3px2, x3q �
u4px3, x5q représentée par le réseau GAI de la �gure 2.10. La détermination de l'alterna-
tive préférée revient à déterminer x� P X tel que upx�q � maxxPX upxq, ce qui corres-
pond donc à déterminer maxx1PX1

maxx2PX2
maxx3PX3

maxx4PX4
maxx5PX5

u1px1, x2q �
u2px2, x4q � u3px2, x3q � u4px3, x5q. Or, en utilisant les propriétés de commutativité et
d'associativité de l'addition, et le fait que les sous-fonctions d'utilité ne sont pas dé�nies
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sur l'intégralité des attributs du problème, il est possible de réécrire la formule de la façon
suivante :

upx�q � max
x5PX5

max
x3PX3

�
u4px3, x5q� max

x2PX2

�
u3px2, x3q� max

x1PX1

u1px1, x2q� max
x4PX4

u2px2, x4q
��

En introduisant des fonctions φi,j et ψi pour montrer la décomposition des calculs, cette
expression s'écrit de façon plus lisible :

$''''''''''&
''''''''''%

ψ2px2, x4q � u2px2, x4q
φ2,3px2q � maxx4PX4

ψ2px2, x4q
ψ1px1, x2q � u1px1, x2q
φ1,3px2q � maxx1PX1

ψ1px1, x2q
ψ3px2, x3q � u3px2, x3q � φ1,3px2q � φ2,3px2q
φ3,4px3q � maxx2PX2

ψ3px2, x3q
ψ4px3, x5q � u4px3, x5q � φ3,4px3q
upx�q � maxx5PX5

maxx3PX3
ψ4px3, x5q

En utilisant ces notations, les ψi sont des fonctions utilisées pour représenter une sous-
fonction d'utilité et pour réaliser certaines sommes de l'expression, tandis que les φi,j sont
des réductions des ψi sur un sous-ensemble d'attributs en utilisant la maximisation. On
peut faire trois constatations :

� Les fonctions ψi sont exactement dé�nies sur les attributs de la clique contenant
l'utilité ui.

� Les fonctions φi,j sont exactement dé�nies sur les attributs du séparateur connectant
la clique Ci à la clique Cj.

� Ce séquençage de calculs suit un certain ordre le long du graphe.
On peut représenter ce séquençage comme une série d'envois de messages le long des
séparateurs de la forêt de jonction jusqu'à atteindre la clique X3X5 (voir la �gure 2.11).
On nommera cette façon de procéder la � phase de collecte �.

X1X2

X2

X2

X2X3

X2X4

X3
X3X5

ψ4px3, x5qψ3px2, x3q

ψ2px2, x4q

ψ1px1, x2q

φ2,3px2q

φ1,3px2q

φ3,4px3q

Figure 2.11 � Phase de collecte

Posons maintenant x� � px�1 , x
�
2 , x

�
3 , x

�
4 , x

�
5q. Le dernier calcul de la phase de col-

lecte pour déterminer upx�q consiste à maximiser complètement ψ4px3, x5q. Lors de cette
maximisation, on peut déterminer (en e�ectuant un argmax) les instanciations x�3 et
x�5 composant l'alternative x�, ce qui ne résoud pas complètement notre problème. Si on
reprend la manière dont nous avons dé�ni les di�érentes fonctions, on peut se rendre
compte que ψ4px�3 , x

�
5q � u4px�3 , x

�
5q�φ3,4px

�
3q � u4px�3 , x

�
5q�maxx2PX2

ψ3px2, x�3q, donc
x�2 � argmaxx2PX2

ψ3px2, x�3q. En poursuivant ce raisonnement, on obtient donc le sys-
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tème suivant : $''&
''%

px�3 , x
�
5q � argmaxpx3,x5qPX3�X5

ψ4px3, x5q
x�2 � argmaxx2PX2

ψ3px2, x�3q
x�1 � argmaxx1PX1

ψ1px1, x�2q
x�4 � argmaxx4PX4

ψ2px�2 , x4q

X1X2

X2

X2

X2X3

X2X4

X3
X3X5

x�3

x�2

x�2

Figure 2.12 � Phase de di�usion

De la même façon que pour la phase de collecte, une telle opération peut s'interpré-
ter de manière graphique (voir la �gure 2.12) : la dernière clique de la phase de collecte
permet d'obtenir une instanciation partielle de x�. Il su�t ensuite de remonter les mes-
sages de la phase de collecte en sens inverse, en transmettant à chaque fois la projection
de l'instanciation partielle sur le séparateur parcouru. Avec le message transitant et la
fonction ψi calculée pendant la phase de collecte, il est possible de reconstituer au fur
et à mesure l'intégralité de l'alternative optimale x�. Cette seconde phase se nomme la
� phase de di�usion �.

En e�ectuant les calculs des fonctions intermédiaires (voir �gure 2.13), on aura
px�3 , x

�
5q � px32, x52q (puisque 42 maximise toutes les autres valeurs de ψ4), or φ3,4px�3q �

31 � ψ3px�2 , x
�
3q, donc x�2 � x23. De la même façon φ1,3px�2q � 15 � ψ1px�1 , x

�
2q et

φ2,3px�2q � 3 � ψ1px�2 , x
�
4q, donc x

�
1 � x11 et x�4 � x42. On en déduit donc que l'alterna-

tive optimale est x� � px11, x23, x32, x42, x52q.

X2

x21 7

x22 10

x23 15
(a) φ1,3px2q

X2

x21 10

x22 12

x23 3
(b) φ2,3px2q

X2

X3 x21 x22 x23
x31 23 27 27

x32 25 30 31
(c) ψ3px2, x3q

X3

x31 27

x32 31
(d) φ3,4px3q

X3

X5 x31 x32
x51 28 39

x52 37 42

x53 32 33
(e) ψ4px3, x5q

Figure 2.13 � Calcul des fonctions intermédiaires

Cet exemple nous a permis de montrer qu'un raisonnement purement algébrique pou-
vait s'interpréter sur la structure du réseau GAI. Une telle approche est démontrable en
appliquant l'axiomatique de la programmation dynamique non sérielle (voir (Shenoy et
Shafer, 1990)) sur ces sous-fonctions d'utilité avec les opérateurs de maximisation et
d'addition appropriés.

Pour formaliser les techniques utilisées dans l'exemple, il est nécessaire de dé�nir une
clique au sein de l'arbre de jonction, que l'on nommera la clique racine. Le rôle de cette
clique est de faire le pont entre la phase de collecte et la phase de di�usion, tous les
messages de la phase de collecte seront orientés vers cette clique, et elle sera à l'origine
du premier message de la phase de di�usion (le réseau ayant une structure d'arbre, il
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existe une unique chaîne reliant une clique quelconque à cette clique. Dans l'exemple 23,
il s'agissait de la clique X3X5). L'indice de cette clique est transmise dans les deux
arguments de l'algorithme de collecte (voir algorithme 5).

La seule di�érence entre l'éxécution sur l'exemple et cet algorithme est la création
à la ligne 10 de la fonction ArgMaxTabact,succ. Son unique but est d'optimiser les cal-
culs durant la phase de di�usion, ainsi il n'y a plus besoin de parcourir deux fois les
hypermatrices (une fois pour calculer un max, l'autre pour un argmax) : toutes les in-
formations auront déjà été calculées pendant la phase de collecte, et on aura donc d'une
part une fonction φ qui, à une instanciation de séparateur, renverra la maximisation de
la sous-utilité, et d'autre part une fonction ArgMaxTab qui, à une instanciation de sé-
parateur, renverra l'instanciation n'appartenant pas au séparateur ayant servi à obtenir
cette valeur.

Remarque 14 Pour faciliter la lecture des algorithmes présentés dans cette thèse, nous
utiliserons des opérateurs directement sur les hypermatrices.

Ainsi, étant donnée une fonction ψ : XD Ñ R et une fonction φ : XE Ñ R, la
valeur de retour de ψ � φ est une fonction f : XDYE Ñ R véri�ant @x P XDYE fpxq �
ψpxDq � φpxEq.

De la même façon, pour des opérateurs unaires, étant donnée une fonction ψ : XE Ñ
R, maxXE

ψ correspond à la valeur maximale contenue dans la table représentant ψ
(on maximise sur tout le domaine de dé�nition). Tandis que, pour S � E, l'expres-
sion maxXS

ψ s'évalue en une fonction f , dé�nie sur XEzS (les attributs n'ayant pas été
pris en compte par la maximisation), et véri�ant @x P XEzS fpxq � maxyPXS

ψpx, yq.
Il en est de même pour l'expression argmaxXS

ψ, elle s'évalue en une fonction g dé�nie
sur XEzS et véri�ant @x P XEzS gpxq � argmaxyPXS

ψpx, yq.
Par exemple, étant donnée une fonction u : X1 � X2 Ñ R avec X1 � tx11, x12u et

X2 � tx21, x22u et véri�ant upx11, x21q � 27, upx12, x21q � 1664, upx11, x22q � 51 et
upx12, x22q � 33. Si v � maxX1

u, alors on aura vpx21q � maxt27, 1664u � 1664 et
vpx22q � maxt51, 33u � 51. Si v � maxX1�X2

u, comme u est dé�nie sur X1 �X2, v est
un scalaire et on aura v � maxt27, 1664, 51, 33u � 1664.

Considérons une fonction ψ dé�nie sur X1 � X2 (avec X1 � tx11, x12u et X2 �
tx21, x22u) et telle que ψpx11, x21q � 3, ψpx11, x22q � 2, ψpx12, x21q � 1 et ψpx12, x22q �
4. Notons ArgMaxTab � argmaxX1

ψ, alors ArgMaxTab sera dé�ni sur X2 et on aura
ArgMaxTabpx21q � x11 (étant donné que ψpx11, x21q ¡ ψpx12, x21q) et ArgMaxTabpx22q �
x12 (étant donné que ψpx12, x22q ¡ ψpx11, x22q).

Exemple 24 En appliquant le pseudo-code à l'exemple précédent (les cliques Ci sont les
cliques contenant la sous-fonction d'utilité ui), et en supposant que la boucle Pour par-
court les voisins dans l'ordre croissant des indices des cliques, on obtiendra la séquence
de calculs suivante :
Appel à Collecte(4, 4)

Créer ψ4 Ð u4
Appel à Collecte(3, 4)

Créer ψ3 Ð u3
Appel à Collecte(1, 3)

Créer ψ1 Ð u1
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Algorithme 5 : Collecte

Entrées :
act : indice d'une clique,
succ : indice d'une clique
Créer ψact Ð uact;1

pour chaque clique Cj voisine de Cact faire2

si j � succ alors3

Collecte(j, act);4

ψact Ð ψact � φj,act;5

�n6

�n7

si act � succ alors8

Créer φact,succ Ð maxCactzSact,succ
ψact;9

Créer ArgMaxTabact,succ Ð argmaxCactzSact,succ
ψact;10

�n11

Créer φ1,3 Ð maxX1
ψ1

Créer ArgMaxTab1,3 Ð argmaxX1
ψ1

Retour dans Collecte(3, 4)

ψ3 Ð ψ3 � φ1,3
Appel à Collecte(2, 3)

Créer ψ2 Ð u2
Créer φ2,3 Ð maxX4

ψ2

Créer ArgMaxTab2,3 Ð argmaxX4
ψ2

Retour dans Collecte(3, 4)

ψ3 Ð ψ3 � φ2,3
Créer φ3,4 Ð maxX2

ψ3

Créer ArgMaxTab3,4 Ð argmaxX2
ψ3

Retour dans Collecte(4, 4)

ψ4 Ð ψ4 � φ3,4

Il est à noter que l'algorithme de collecte dé�nie une hiérarchie sur les cliques d'un
arbre de jonction : l'ordre de collecte. De cet ordre, on peut déduire deux notions im-
portantes sur les cliques : les prédecesseurs et le successeur (dé�nition 66). Ces notions
seront exploitées par la suite dans d'autres algorithmes que nous présenterons.

Dé�nition 66 (Successeur, prédecesseurs) Étant donné un algorithme de collecte
sur un arbre de jonction, on dé�nit le successeur d'une clique Ci comme étant la clique
Cj reçevant un message φi,j (on note Succpiq � j, et on pose, si Croot est la clique
racine, Succprootq � root). De la même façon, les prédecesseurs d'une clique Cj sont les
cliques Ci ayant engendré un message φi,j vers Cj (on note Predpjq la fonction renvoyant
l'ensemble des indices des cliques ayant produit ces messages).

La phase de di�usion utilise les ArgMaxTab calculés dans la phase de collecte. Sa
structure est la même que l'algorithme de collecte : l'indice de la clique racine est passé
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en double argument de la fonction, et les appels récursifs correspondent à un parcours
en profondeur de graphe (voir algorithme 6).

Algorithme 6 : Di�usion

Entrées :
act : indice d'une clique,
succ : indice d'une clique,
x� : instanciation des attributs du réseau
si act � succ alors1

Instancier partiellement x� avec argmaxXCact
ψact;2

sinon3

Instancier partiellement x� avec ArgMaxTabact,succpx�Sact,succ
q;4

�n5

pour chaque clique Cj voisine de Cact faire6

si j � succ alors7

Diffusion(j, act, x�);8

�n9

�n10

Le problème du choix optimal est donc résolu par un algorithme en deux phases. Il
est intéressant de constater que la phase de collecte e�ectue les calculs coûteux en temps,
tandis que la phase de di�usion réexploite ces calculs mais est bien plus rapide (voir
propriété 22).

Propriété 22 (Complexité temporelle de l'algorithme) La phase de collecte s'exé-
cute en un temps de l'ordre de Ωp

°
CjPC

±
XiPCj

|Xi|q et Op|C|maxCiPC
±

XiPCj
|Xi|).

La phase de di�usion s'éxécute en un temps de l'ordre de Op|C|maxCiPC |Ci|q (Dechter,
2003).

Preuve. Pour la phase de collecte, l'ordre de grandeur en Ω se démontre trivialement en
observant que chaque valeur contenue dans une sous-utilité doit être parcourue au moins
une fois dans l'algorithme. Pour la complexité en O, posons K � maxCiPC

±
XiPCj

|Xi|,

alors les opérations des lignes 05, 09 et 10 sont en OpKq. À chaque appel récursif,
elles doivent être éxécutées OpdpCactqq fois (avec dpCactq le nombre de voisins de la
clique Cact). Donc une récursion a un coût en OpdpCactqKq. Comme on e�ectue une
récursion pour chaque clique, et que le réseau a une structure d'arbre, on aura donc
Op
°

CiPC
dpCiqKq � Op|C|Kq.

Pour la phase de di�usion, chaque appel récursif instanciera OpCactq � OpmaxCiPC |Ci|q
attributs. On e�ectue un appel récursif par cliques, on aura donc Op|C|maxCiPC |Ci|q. �

Supposons maintenant que le réseau GAI ait une structure de forêt de jonction.
Ses composantes connexes sont donc des arbres de jonction, et deux attributs contenus
dans deux arbres di�érents sont donc totalement indépendants. L'algorithme de choix
optimal se généralise donc facilement : il su�t d'éxécuter l'algorithme indépendamment
sur chaque arbre du réseau, puis de recomposer chaque sous-alternative obtenue en une
alternative globale.
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2.3.2 Rangement des meilleures alternatives

Le problème du rangement des k meilleures alternatives selon la fonction d'utilité u
consiste à déterminer une suite d'alternatives xi véri�ant :

@i P t1, . . . , ku xi � argmax
xPX i

upxq avec X
i �

"
X si i � 1

X i�1ztxi�1u sinon.

x1 sera donc l'alternative préférée du décideur (x� dans la sous-section précédente), x2

l'alternative préférée si enlève x1 de l'espace des alternatives, et ainsi de suite. On aura
donc upx1q ¥ upx2q ¥ . . . ¥ upxkq. Gonzales et al. (2008) ont montré que ce problème
peut être résolu par un algorithme proche de celui utilisé pour résoudre le problème du
choix optimal en se basant sur les décompositions d'espace de Nilsson (1998).

Exemple 25 Reprenons le réseau GAI de l'exemple 23. Après une phase de collecte et
une phase de di�usion, on aura calculé l'alternative préférée x1 � x� � px11, x23, x32, x42, x52q.
La détermination du second élément préféré doit donc s'e�ectuer dans l'espace X ztx1u,
ou écrit d'une autre façon :

X1 �X2 �X3 �X4 �X5ztx11, x23, x32, x42, x52u

Posons x2 � px21, x
2
2, x

2
3, x

2
4, x

2
5q, cette alternative devra donc véri�er une des conditions

suivantes : $''&
''%

px23, x
2
5q � px�3 , x

�
5q

ou
�
px23, x

2
5q � px�3 , x

�
5q et px22q � px�2q

�
ou

�
px22, x

2
3, x

2
5q � px�2 , x

�
3 , x

�
5q et px24q � px�4q

�
ou

�
px22, x

2
3, x

2
4, x

2
5q � px�2 , x

�
3 , x

�
4 , x

�
5q et px21q � px�1q

�
Cette réécriture exploite la structure d'arbre de jonction de l'exemple, et l'ordre de

passage dans les cliques utilisé durant la phase de collecte. Nous avions utilisé l'ordre
X1X2, X2X4, X2X3 et X3X5. Cette décomposition de l'espace est liée à cet ordre en sens
inverse : nous �xons d'abord que x2 doit di�érer de x1 selon les attributs X3 et/ou X5

(clique X3X5). Puis les instanciations de X3 et X5 sont �xées à celles contenues dans
x1, mais la di�érence se situe en X2 (clique X2X3, le message envoyé à partir de X2

dans la phase de collecte a transité sur le séparateur X3). Et ainsi de suite. . .Avec une
telle écriture, il est possible de déterminer facilement, pour chacun des quatre ensembles
d'alternatives, l'alternative préférée. Prenons le premier ensemble (px23, x

2
5q � px�3 , x

�
5q),

l'alternative préférée de cette restriction sera la seconde meilleure alternative de la fonc-
tion ψ4. Pour le second ensemble (px22, x

2
3, x

2
5q � px�2 , x

�
3 , x

�
5q et px24q � px�4q), il faudra

déterminer la seconde meilleure alternative de φ3 à valeur de X3 �xée. En procédant ainsi
sur les quatre ensembles, on obtiendra quatre alternatives, et il su�ra de prendre celle de
plus forte utilité.

Supposons maintenant que nous ayons déterminé la seconde meilleure alternative. La
recherche d'une troisième alternative préférée x3 se fera de la même façon : on devra
chercher dans l'espace X ztx1, x2u. Toutefois, supposons que la seconde meilleure solution
soit issue de la décomposition de l'espace px23, x

2
5q � px�3 , x

�
5q et px

2
2q � px�2q, alors générer

une décomposition de la même façon n'a pas de sens sur la clique X3X5 étant donné que
nous aurons x13 � x23 et x15 � x25. Il su�ra donc de suivre l'ordre de collecte en sens
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inverse à partir de la clique ayant généré la décomposition dont est issue x2 (X2X3 en
l'occurence), on obtiendra donc :

$''''''&
''''''%

px33, x
3
5q � px13, x

1
5q

ou
�
px33, x

3
5q � px13, x

1
5q et px32q R tpx

1
2q, px

2
2qu
�

ou
�
px32, x

3
3, x

3
5q � px12, x

1
3, x

1
5q et px34q � px14q

�
ou

�
px32, x

3
3, x

3
5q � px22, x

2
3, x

2
5q et px34q � px24q

�
ou

�
px32, x

3
3, x

3
4, x

3
5q � px12, x

1
3, x

1
4, x

1
5q et px31q � px11q

�
ou

�
px32, x

3
3, x

3
4, x

3
5q � px22, x

2
3, x

2
4, x

2
5q et px31q � px21q

�
En analysant cet exemple, nous pouvons nous apercevoir que trois aspects sont amé-

liorables :
� Au niveau de l'écriture des ensembles restreignant l'espace des alternatives, la re-
cherche d'une alternative partielle revient en réalité à chercher la i-ème meilleure
alternative d'une fonction ψ à valeur de séparateur �xé.

� De plus, il est nécessaire d'obtenir en un temps de calcul rapide une alternative
complète à partir d'une alternative partielle. Dans le problème du choix optimal,
ce problème correspondait à la phase de di�usion et était résolu e�cacement par
la création du tableau ArgMaxTab durant la phase de collecte, qui était ensuite
réexploité pour di�user au sein du réseau des instanciations partielles et recomposer
de proche en proche l'instanciation globale.

� Une fois que des solutions sont assignées à chaque ensemble, il est nécessaire de
les comparer entre elles. Une alternative sera celle qui sera élue pour être la k-
ième meilleure alternative, les autres sont des candidats potentiels pour la pk� 1q-
ième meilleure alternative. Plutôt que de recalculer à chaque fois ces solutions
potentielles, il est possible de représenter cet ensemble de candidats sous la forme
d'un ensemble dynamique qui véri�era les propriétés de tas.

En se basant sur ces constatations, il est possible d'élaborer un algorithme basé sur
trois aspects : une collecte permettant de stocker e�cacement la i-ième alternative par-
tielle préférée d'une clique (à valeur de séparateur �xé), une di�usion pouvant recomposer
une alternative à partir de n'importe quelle clique, et un moteur de rangement permettant
de générer les candidats portentiels à la k-ième meilleure alternative (voir algorithme 7).

Remarque 15 Au sein de l'algorithme 7, nous noterons TablepXD,Rq l'ensemble des
tables indexées par XD et à valeur dans R. Ainsi, dé�nir Toto : XE Ñ TablepXD,Rq
revient à écrire que la variable Toto est une table indexée par XE dont le contenu
(TotopxEq) est lui-même une table, indexée par XD et contenant des nombres réels.

Pour l'algorithme de collecte, nous nous servirons d'une fonction Tri de la façon
suivante : Tripψact, xq (ligne 11) avec x un argument partiel de ψact renvoie un tableau
T de couples tel que @i T ris � px1, aq, où ψactpx, x1q � a et a est la i-ème meilleure
valeur de ψact pour x �xé. Si aucune valeur de x n'est précisée (ligne 16 : Tripψactq),
le tri s'e�ectuera sur l'intégralité de l'hypermatrice. Cet algorithme est donc similaire à
l'algorithme de collecte, seul le stockage des alternatives préférées est modi�é.

L'algorithme de di�usion (algorithme 8) est donc modi�é en conséquence de façon à
exploiter le changement de structure, et être capable de di�user à partir de n'importe
quelle clique. Si la clique à partir de laquelle la di�usion commence est la clique racine,
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Algorithme 7 : RankingCollecte

Entrées :
act : indice d'une clique,
succ : indice d'une clique
créer ψact Ð uact;1

pour chaque clique Cj voisine de Cact faire2

si j � succ alors3

RankingCollecte(j, act);4

ψact Ð ψact � φj,act;5

�n6

�n7

si act � succ alors8

créer ArgMaxTabact,succ : XSact,succ Ñ TablepXCact ,Rq ;9

pour chaque x P XSact,succ faire10

ArgMaxTabact,succpxq Ð Tripψact, xq;11

�n12

créer φact,succ Ð maxCactzSact,succ
ψact;13

sinon14

créer ArgMaxRacine : TablepXCact ,Rq;15

ArgMaxRacineÐ Tripψactq;16

�n17

Algorithme 8 : RankingDi�usion

Entrées :
act : indice d'une clique,
succ : indice d'une clique,
x : instanciation des attributs du réseau (éventuellement partiellement remplie),
i : entier
si act � succ alors1

instancier partiellement x avec ArgMaxRacineris;2

sinon3

instancier partiellement x avec ArgMaxTabact,succpxSactsuccqris;4

�n5

pour chaque clique Cj voisine de Cact faire6

si j � succ alors7

RankingDiffusion(j, act, x, 1);8

�n9

�n10
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on aura act � succ lors du premier appel de la fonction, sinon on utilisera dans succ le
successeur de act dans la phase de collecte.

Avec ces deux briques de base, il est donc possible d'écrire l'algorithme de rangement
des k meilleures alternatives (algorithme 9).

Remarque 16 Il est important de noter dans l'algorithme 9 que la fonction Succ dé-
�nie à la page 63 est utilisée, mais que la notion de cliques Cz antérieures à CC ne
correspond pas à la notion de prédecesseurs introduite dans cette même page, mais des
cliques Cz ayant produit leur message φz,Succpzq avant Cc, c'est-à-dire les cliques Cz

dont l'appel résursif à RankingCollecte(z, Succpzq) s'est achevé avant l'appel récur-
sif à RankingCollecte(c, Succpcq).

Algorithme 9 : Rangement

Entrée : k : entier
créer KMeilleur : Tableau de taille k;1

créer x : instanciation des attributs;2

créer Candidats : Tas;3

créer j Ð 1;4

choisir Croot : une clique du réseau;5

RankingCollecte(root, root);6

RankingDiffusion(root, root, x, 1);7

insérer dans Candidats : px, root, 1q indexé par upxq;8

tant que j ¤ k faire9

px, c, aq Ð Extraire élément de clé maximale de Candidats;10

KMeilleurrjs Ð x;11

créer y Ð x;12

RankingDiffusion(c, Succpcq, y, a� 1) (si a� 1 possible);13

insérer dans Candidats : py, c, a� 1q indexé par upyq;14

pour chaque clique Cz, antérieure à Cc dans la collecte faire15

créer y Ð x;16

RankingDiffusion(z, Succpzq, y, 1);17

insérer dans Candidats : py, z, 1q indexé par upyq;18

�n19

j Ð j � 1;20

�n21

retourner KMeilleur;22

Dans cet algorithme, chaque candidat est représenté par une association pz, x, iq conte-
nant la clique Cz d'où est issu le candidat (qui représente, dans les restrictions d'en-
sembles, les attributs sur lesquels porte la restriction), une instanciation x des attributs
du problème (la solution de cette restriction), et un entier i correspondant à la recherche
de la i-ème meilleure valeur (à valeur de séparateur �xée). Ces associations sont stockées
dans le tas Candidats, indexé par l'utilité de x. A chaque itération, on choisit le can-
didat d'utilité maximale, et on génère de nouveaux candidats en fonction des nouvelles
restrictions du problème.
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Remarque 17 Le problème du rangement est écrit sous la forme de la recherche des
k meilleures alternatives. En pratique, on peut avoir besoin pour certains problèmes,
d'itérer pour obtenir les k meilleures alternatives sans connaître la valeur de k, mais
en ayant un critère d'arrêt des itérations (nous en verrons une illustration en décision
multicritère). Il su�t de modi�er l'algorithme de rangement à la ligne 09 pour insérer
son critère de �n des itérations. En procédant ainsi, on peut voir l'algorithme sous deux
aspects : l'initialisation, et la recherche d'une nouvelle alternative, et l'algorithme peut se
représenter symboliquement par l'algorithme 10 où l'initialisation correspond aux lignes 01
à 08 de l'algorithme de rangement, et l'extraction d'une nouvelle solution correspond aux
lignes 10 à 20.

Algorithme 10 : RangementSymbolique

Initialiser(MoteurRangement);1

tant que Critère non atteint faire2

ExtraireNouvelleSolution(MoteurRangement);3

�n4

Du point de vue du temps de calcul, les tris e�ectués dans la phase de collecte rendent
plus coûteuse cette phase par rapport à l'algorithme de détermination du choix optimal,
mais la complexité asymptotique de la phase de di�usion reste inchangée en notation
O. L'algorithme de rangement e�ectue donc une phase de collecte plus coûteuse, et un
grand nombre des phases de di�usion. D'une façon générale, la complexité temporelle de
la recherche des k meilleures alternatives est (Gonzales et al., 2007) :

Propriété 23 (Complexité temporelle du rangement) Le temps de calcul de l'al-
gorithme de rangement des k meilleures alternatives d'un réseau GAI est en Opqc̄� qk�
qlogpqkq � qc̄logpc̄qq avec q le nombre de cliques et c̄ la moyenne du nombre de valeurs
stockées dans une hypermatrice.

Dans le cas où le réseau GAI a une structure de forêt, l'algorithme est inchangé :
il su�t de dé�nir un ordre global de collecte par concaténation des ordres de collectes
obtenus sur chaque arbre. En procédant ainsi, l'algorithme fonctionnera comme si la forêt
de jonction était un arbre, en reliant implicitement les di�érents arbres contenus dans la
forêt par un séparateur vide.

2.4 Utilisation des réseaux GAI en décision multicritère

Dans le chapitre 1, nous avons eu un aperçu des problématiques posées par la présence
de plusieurs critères, et nous avons formulé des problèmes à résoudre sans toutefois pro-
poser d'algorithme pour le faire. Dans la littérature associée aux réseaux GAI, Gonzales
et al. (2008) ont proposé une approche pour déterminer la solution agrégée optimale en
décision multiattribut et multicritère. Nous allons présenter dans cette section l'approche
développée, en dé�nissant dans un premier temps ce qu'est un réseau GAI scalarisé (sec-
tion 2.4.1), puis en montrant que la résolution du problème peut être vue comme un
rangement du réseau GAI scalarisé (section 2.4.2).
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Il est à noter que nous ne présenterons pour l'instant aucune solution pour la déter-
mination des frontières de Pareto ou de Lorenz, mais nous aborderons ces sujets dans de
nouveaux algorithmes au sein des chapitres 4 et 5.

2.4.1 Réseau GAI scalarisé

Nous allons dans un premier temps reprendre les notions introduites pour dé�nir
l'énoncé du problème abordé. En utilisant le même formalisme que dans le chapitre 1,
nous considérons un espace des alternatives composé de n attributs : X �

±n
i�1Xi. La

prise de décision fait intervenir m critères, et on associe à chaque critère j une fonction
d'utilité uj : X Ñ R. Notons u : X Ñ R

m la fonction d'utilité multicritère associée
au problème. On a donc @x P X upxq � pu1pxq, . . . , umpxqq et U l'espace des critères
associé. On suppose que chaque fonction d'utilité uj est GAI-décomposable selon le réseau
GAI pGj , tujzuq. Nous allons considérer un agrégateur A : U Ñ R, et nous cherchons à
déterminer l'alternative x� P X engendrant la solution agrégée selon A optimale :

x� � argmax
xPX

Apupxqq.

La principale di�culté du problème vient du fait que les trois agrégateurs que nous
avons présentés dans le chapitre 1 ne sont pas linéaires. L'approche proposée par Gonzales
et al. (2008) consiste à construire dans un premier temps le réseau GAI scalarisé du
problème : il s'agit d'un réseau GAI englobant toutes les dépendances entre attributs
de chaque critère, et dont la valeur d'utilité associée à chaque alternative est une borne
supérieure de l'agrégation de tous les critères.

Dé�nition 67 (Réseau GAI scalarisé) Soit X �
±n

i�1Xi un espace d'alternatives,
u1, . . . , um des fonctions d'utilité telles que, à chaque fonction uj, on puisse associer une
représentation en réseau GAI Rj � pF j , tujzuq, et A un agrégateur dé�ni sur l'espace des
critères U engendré par la fonction d'utilité multicritère issue de u1, . . . , um.
On dit que le réseau GAI R̂ � pF̂ , tûzuq est un réseau GAI scalarisé de R1, . . . , Rm selon
A si, et seulement si :

� F̂ est une agrégation des forêts de jonction F 1, . . . , Fm,
� @x P X ûpxq ¥ Apupxqq.

D'un point de vue structurel, exploiter les indépendances d'un réseau GAI scalarisé
revient à exploiter des indépendances présentes dans tous les critères. Nous avons vu
dans la section 2.2.4 un algorithme permettant de générer automatiquement la forêt de
jonction d'un réseau GAI scalarisé. Le principal problème dans la génération d'un réseau
GAI scalarisé est donc la construction des sous-fonctions d'utilité, de façon à ce que
l'utilité globale borne supérieurement l'utilité agrégée pour toutes les alternatives. Ces
sous-utilités dépendent fortement de l'agrégateur choisi. Il est donc nécessaire d'étudier
au cas par cas la génération de ces sous-fonctions.

Pour l'agrégateur OWA, Galand (2008) a démontré que, dans le cadre d'un jeu de
poids décroissant, il était possible de borner la valeur agrégée par une moyenne (voir la
propriété 24, qui est un cas particulier de l'inégalité de la somme de Tchebyche�).
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Propriété 24 (Borne supérieure d'un OWA) Soit U � R
m un espace de critères et

µ1, . . . , µm une famille de réels de l'intervale r0, 1s véri�ant µ1 ¥ . . . ¥ µm et
°m

j�1 µj �
1, alors @v � pv1, . . . , vmq P U on aura :

OWAµpvq ¤
m̧

j�1

µjv
j .

Cette borne est particulièrement intéressante, étant donné que les vecteurs v sont
issus de la somme des sous-fonctions d'utilité. On aura donc une décomposition de la
forme

°m
j�1 µj

°
z u

j
zpxCzq �

°m
j�1

°
z µju

j
zpxCzq. Il su�t donc de pondérer chaque sous-

fonction d'utilité de chaque réseau GAI par un coe�cient µj , et d'intégrer ces sous-
fonctions par sommation dans la clique leur correspondant.

Pour les autres agrégateurs, le raisonnement sera similaire : se ramener à une borne
facilement décomposable par sommation. Ainsi, l'intégrale de Choquet peut être bornée
en utilisant une capacité additive issue du noyau de la capacité convexe (propriété 25,
démontrée par Schmeidler (1986)).

Dé�nition 68 (Noyau d'une capacité convexe) Soit µ : 2E Ñ r0, 1s une capacité
convexe, et µ̄ sa capacité duale (concave), le noyau (core) de µ est dé�ni par :

corepµq � tλ P L{@A P 2E µpAq ¤ λpAq ¤ µ̄pAqu

Avec L l'ensemble des capacités additives dé�nies sur 2E.

Propriété 25 (Borne supérieure d'une intégrale de Choquet) Soit µ : 2E Ñ r0, 1s
une capacité convexe, et λ une capacité additive telle que λ P corepµq, alors on a :

@v P U Choquetµpvq ¤
m̧

j�1

λptjuqvj

Il est à noter que Shapley (1971) a montré que si µ est une capacité convexe, le
noyau de µ est non vide, et donc une telle capacité additive λ existe. Pour déterminer
une telle capacité, on peut se baser sur les valeurs de Shapley, ou bien encore sur les tra-
vaux de Ja�ray (1995) permettant d'obtenir une capacité du noyau d'entropie maximale
(voir l'algorithme 11, la capacité λ renvoyée est entièrement dé�nie par ses singletons,
puisqu'elle est additive).

La borne supérieure de la norme de Tchebyche� s'obtient en remarquant quemaxj f
jpvq ¥

1
m

°
j f

jpvq. En remplaçant les fonctions f j par la transformation faite dans le calcul de
la norme de Tchebyche� sur chaque critère, on obtient la propriété 26.

Propriété 26 (Borne supérieure d'une norme de Tchebyche�) Soit U � R
m un

espace des critères, de point idéal I et de point Nadir N , alors on aura :

@v P U Tchebypvq ¤ �
1

m

m̧

j�1

Ij � vj

Ij �N j
.

Pour résumer, il est donc aisé d'obtenir un réseau scalaire à partir d'un ensemble
de réseaux GAI en utilisant l'agrégation structurelle classique, puis en intégrant par
sommation les sous-fonctions d'utilité modi�ées par la propriété adéquate.



Algorithme 11 : Construction d'une capacité additive d'entropie maximale

Entrée : µ : capacité convexe dé�nie sur 2E

soit µ̄ la capacité duale de µ;1

AÐH;2

B ÐH;3

tant que B � E faire4

AÐ argmint µ̄pBYF q�µ̄pBq
|F | {F � NzB et F � Hu;5

pour tous les j P A faire6

λptjuq Ð µ̄pBYAq�µ̄pBq
|A| ;7

�n8

B Ð B YA;9

�n10

retourner λ;11

2.4.2 Détermination du choix agrégé optimal par rangement

Nous avons vu dans la sous-section précédente comment obtenir un réseau GAI sca-
laire pour représenter un ensemble de réseaux GAI formant un problème multicritère.
Cette sous-section s'intéresse à l'exploitation d'un tel réseau pour déterminer de manière
exacte la solution agrégée optimale.

Il est possible de ramener le problème de détermination de la solution agrégée optimale
en un problème de rangement du réseau scalaire en se basant sur deux constatations :

� Pour une alternative donnée x P X , il est aisé (et rapide) de reconstituer le vecteur
d'utilité multicritère v P U qui lui est associé : il su�t d'instancier chaque sous-
fonction d'utilité de chaque réseau GAI représentant un critère : v � pv1, . . . , vmq �
pu1pxq, . . . , umpxqq � p

°
z u

1
zpxq, . . . ,

°
z u

m
z pxqq.

� Soit A : U Ñ R une fonction d'agrégation, et û : X Ñ R la fonction d'utilité du
réseau GAI scalarisé. Par dé�nition, on aura Apu1pxq, . . . , umpxqq ¤ ûpxq. Notons
x1, . . . , xk les k-meilleures alternatives selon û, et notons ai � maxiPt1,...,kuApu

1pxiq, . . . , umpxiqq.
Supposons qu'à l'indice k nous ayons ak ¡ ûpxkq. On aura donc @z ¡ k, ak ¡
ûpxkq ¥ ûpxzq ¥ Apu1pxzq, . . . , umpxzqq. On aura donc ak � maxxPX Apu1pxq, . . . , umpxqq.
ak est la solution optimale agrégée.

L'algorithme consiste donc à construire le réseau GAI scalarisé, puis à itérer l'algo-
rithme de rangement jusqu'à ce que la valeur maximale obtenue par agrégation sur les
alternatives rangées soit plus grande que l'utilité scalarisée de l'alternative courante. On
aura donc l'algorithme 12.

Nous avons pu voir un aperçu des problématiques qui se posent en décision multi-
critères, et nous avons présenté un algorithme mêlant décision multicritère et décision
multiattribut pour résoudre la recherche de la solution agrégée optimale. Dans les conclu-
sions du chapitre 3, nous présenterons une manière d'améliorer cet algorithme dans un
contexte de réseaux GAI de forte treewidth, puis dans le chapitre 4, nous introduirons un
nouvel algorithme capable de résoudre le problème de la détermination de la frontière de
Pareto. Finalement, dans le chapitre 5, nous présenterons un algorithme heuristique géné-
ral capable de résoudre tous les problèmes d'agrégation et de détermination de frontière
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Algorithme 12 : AgregationOptimale

Entrées :
A : agrégateur,
tRju : m réseaux GAI représentant l'utilité uj

R̂Ð réseau GAI scalarisé des tRju (d'utilité û);1

Ranking Ð MoteurRangement(R̂);2

x1 Ð Ranking.solutionSuivante();3

AgregationMax Ð Apu1px1q, . . . , umpx1qq;4

BorneSup Ð ûpx1q;5

MeilleureAlternative Ð x1;6

tant que AgregationMax ¤ BorneSup et Ranking.pasFini() faire7

xi Ð Ranking.solutionSuivante();8

BorneSup Ð ûpxiq;9

AgregationCourante Ð Apu1pxiq, . . . , umpxiqq;10

si AgregationCourante ¡ AgregationMax alors11

AgregationMax Ð AgregationCourante ;12

MeilleureAlternative Ð xi;13

�n14

�n15

retourner MeilleureAlternative;16

introduits dans ce chapitre.
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Chapitre 3

Exploitation des réseaux GAI de

forte treewidth 1

Résumé. Nous avons pour l'instant étudié trois problèmes de la littérature des réseaux
GAI : le choix optimal, le rangement et la solution agrégée optimale, et nous avons
présenté des algorithmes résolvant ces trois problèmes. Au sein de cette section, nous
nous situerons dans des situations où les réseaux GAI sont de forte treewidth. La
complexité de ces réseaux a un impact fort sur les temps de calcul présentés jusqu'à
présent, et nous proposerons une nouvelle approche pour résoudre ces trois problèmes
dans ces nouvelles situations.
L'algorithme en trois moteurs que nous proposerons sera dans un premier temps pré-
senté pour résoudre uniquement le problème du choix optimal. Toutefois, nous verrons
qu'il peut être généralisé et résoudre aussi bien le rangement que la détermination du
choix agrégée optimal.
Finalement, nous étudierons les nouvelles perspectives ouvertes par cette approche, et
nous présenterons de pistes exploitant la modularité de l'algorithme pour l'améliorer.

1. Travaux publiés dans Dubus et al. (2009a) et Dubus et al. (2009c)
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Dans les chapitres précédents, nous avons présenté les notions de base pour la prise
de décision multiattribut et multicritère dans le contexte des réseaux GAI, ainsi que
les algorithmes de la littérature qui leur sont associés. Dans le cadre de ce chapitre,
nous supposerons que la prise de décision ne fera intervenir qu'un unique critère, et
nous étudierons une limitation forte des algorithmes présentés précédemment. Puis nous
proposerons un nouvel algorithme contournant ce problème. Nous nous intéresserons
dans un premier temps à un problème de détermination de l'alternative préférée du
décideur, mais après présentation et étude expérimentale de cet algorithme, nous verrons
en guise de conclusion comment il peut être étendu pour des problèmes de rangement et
de détermination de la solution agrégée optimale dans les réseaux GAI scalarisés.

3.1 Élément critique et idée d'approche

3.1.1 L'élément critique : la treewidth

Nous avons, pour l'instant, étudié trois algorithmes pour résoudre trois problèmes
di�érents. Le problème du choix optimal d'un décideur a été résolu en 2.3.1 par un algo-
rithme en deux phases : la collecte qui exploitait la structure du réseau GAI pour e�ectuer
un séquençage de calculs, et la di�usion qui permettait de recomposer entièrement l'al-
ternative préférée d'un décideur. Lors de l'analyse de cet algorithme, nous avons vu que
le temps de calcul nécessaire à l'exécution de la phase de collecte s'exprimait comme une
fonction en Op|C|maxCiPC

±
XjPCi

|Xj |q, tandis que la phase de di�usion était beaucoup
plus rapide (Op|C|maxCiPC |Ci|q) car elle exploitait les valeurs calculées dans la phase
précédente.

L'algorithme de rangement des k meilleures alternatives a été présenté en 2.3.2 comme
une adaptation de l'algorithme de choix optimal, comportant une phase de collecte mo-
di�ée et une série de phases de di�usion modi�ées. En supposant que le nombre k d'alter-
natives à ranger reste raisonnable, la phase de collecte de cet algorithme reste critique et
est plus coûteuse que la phase de collecte de l'algorithme de choix optimal, de par le tri
nécessaire de chaque sous-utilité au lieu de la détermination d'une seule valeur maximale.
L'algorithme de détermination de la solution agrégée optimale (présenté en 2.4) possède
le même coût temporel que l'algorithme de rangement à partir du moment où le réseau
GAI scalarisé a été construit, le principal problème étant qu'il est di�cile de connaître
à l'avance une borne précise du nombre de solutions à itérer avant de pouvoir cesser le
rangement.

De ces trois algorithmes, il ressort qu'un élément critique pour le temps de calcul
est lié au parcours (ou au rangement) des hypermatrices contenant les sous-fonctions
d'utilité. Dans la section 2.2.3, nous avions introduit la notion de treewidth de manière à
analyser de façon simple la qualité d'une triangulation. La treewidth est liée de manière
exponentielle à la taille de chaque hypermatrice contenue dans le réseau GAI (en e�et,
si t est la treewidth d'un réseau GAI, et k la modalité maximale des attributs, alors
@Cj P C

±
XiPCj

|Xi| ¤ kt�1), et plus la treewidth d'un réseau augmente, plus les temps
de calculs des algorithmes exploitant ce réseau augmentent de manière exponentielle.

On peut objecter à cette remarque qu'il est di�cile de se représenter un décideur dont
le réseau GAI aurait une forte treewidth, car cela signi�erait que les attributs du problème
ont une très forte interaction entre eux, ce qu'il est rare de rencontrer en pratique étant
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donné les limitations cognitives des êtres humains. L'exemple 26 montre que, d'une façon
générale, même si les préférences d'un décideur se modélisent sous forme d'un réseau GAI
ayant une faible treewidth, l'utilisation d'une agrégation (pour intégrer des contraintes ou
pour former un réseau GAI scalarisé) peut avoir un impact désastreux sur la treewidth,
et donc sur la complexité temporelle et spatiale des algorithmes.

Exemple 26 Nous allons considérer un décideur devant prendre une décision sur l'en-
semble d'alternatives X � X1�X2�X3�X4�X5�X6�X7 avec @i P t1, . . . , 7u |Xi| �
10. Ses préférences sont représentables par une fonction d'utilité GAI-décomposable en
upx1, . . . , x7q � u1px1, x2q�u2px2, x3q�u3px2, x4q�u4px3, x5q�u5px5, x6q�u6px3, x7q.
Une telle GAI-décomposition possède une treewidth de 1, puisque toutes les cliques du
réseau contiennent 2 attributs et que ce modèle GAI ne nécessite pas de triangulation.
De manière plus précise, une telle décomposition nécessitera de stocker 600 valeurs au
sein des hypermatrices. Toutefois, les choix de notre décideur doivent respecter certaines
contraintes dures imposées pour obtenir des alternatives réalisables. Supposons en e�et
que toute alternative px1, . . . , x7q réalisable doit respecter le système :

$''&
''%

x1 � x6
x1 � x7
x6 � x7
x4 � x6

X1X2X3X4 X1X3X4X6X1X3X4 X1X3X6 X1X3X6X7 X3X6 X3X5X6

Figure 3.1 � Réseau GAI après intégration des contraintes

En utilisant la méthode d'agrégation par sommation et la séquence d'élimination
X2X4X5X3X1X6X7 lors de la triangulation, on obtient le réseau GAI représenté sur
la �gure 3.1. Ce réseau a une treewidth de 3 et nécessite de stocker 31000 éléments dans
ses hypermatrices, soit une augmentation d'un facteur supérieur à 51 pour l'intégration
de 4 contraintes simples seulement !

Cette possibilité d'augmentation de la treewidth se retrouve de la même façon dans la
construction du réseau GAI scalarisé, étant donné que le problème est lié à la structure,
et non à la construction des hypermatrices. Dans notre exemple, à séquence d'élimina-
tion égale durant la triangulation, il su�t de remplacer les quatre contraintes par une
fonction d'utilité représentant un second critère, GAI-décomposable en u2px1, . . . , x7q �
u21px1, x7q�u

2
2px1, x6q�u

2
3px4, x6q�u

2
4px6, x7q�u

2
5px2q�u

2
6px3q�u

2
7px5q, et la structure

du réseau GAI scalarisé sera la même que celle du réseau GAI de la �gure 3.1.

Ce chapitre va porter sur l'exploitation de réseaux GAI de forte treewidth, et pré-
senter les résultats obtenus dans Dubus et al. (2009a) et Dubus et al. (2009c). Dans un
premier temps, nous nous intéresserons uniquement à la résolution du problème de choix
optimal dans un contexte de réseau GAI de forte treewidth, mais nous verrons par la
suite comment étendre l'approche que nous allons proposer aux deux problèmes laissés
de côté (rangement et solution agrégée optimale).
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3.1.2 Un algorithme en trois moteurs

L'idée principale de l'algorithme que nous allons proposer est de générer un réseau
GAI qui soit plus simple à traiter par un algorithme d'inférence, et donc qui aura une
treewidth plus faible que le réseau GAI originel. Toutefois, en supposant que le problème
de treewidth ne soit pas dû à un � simple � problème de mauvaise séquence d'élimination
dans la triangulation, la création d'un tel réseau ne pourra représenter exactement la
relation de préférence du décideur. Ce réseau GAI doit donc être une approximation
du réseau GAI originel, et l'algorithme pour le traiter doit donc être capable de traiter
une approximation pour obtenir un résultat qui sera optimal pour le réseau GAI
originel.

En se basant sur le principe développé dans la section 2.4, un tel problème peut se
ramener à un problème de rangement. La proposition 1 dresse une hypothèse (de borne
supérieure) permettant d'obtenir un critère d'arrêt du rangement su�sant pour connaître
le choix optimal du réseau originel.

Proposition 1 (Condition su�sante d'arrêt) Soit u : X Ñ R une fonction d'utilité,
et û : X Ñ R une fonction véri�ant @x P X ûpxq ¥ upxq. Notons x1, . . . , xk les k
meilleures alternatives selon û, alors on aura :

ûpxkq   max
jPt1,...,ku

upxjq ùñ arg max
jPt1,...,ku

upxjq � argmax
xPX

upxq

Preuve. Pour montrer que argmaxjPt1,...,ku upx
jq � argmaxxPX upxq, par décomposi-

tion de X , il su�t de montrer que maxjPt1,...,ku upx
jq ¥ maxk j¤|X | upx

jq.
Supposons que ûpxkq   maxjPt1,...,ku upx

jq. On sait que, par rangement, @j ¡ k ûpxkq ¥
ûpxjq. De plus, par dé�nition de û, on a @x P X ûpxq ¥ upxq. On a donc @j ¡
k ûpxkq ¥ upxjq. Or, par hypothèse, ûpxkq   maxjPt1,...,ku upx

jq, il en résulte que
maxjPt1,...,ku upx

jq ¥ maxk j¤|X | upx
jq.

On a donc bien ûpxkq   maxjPt1,...,ku upx
jq ùñ argmaxjPt1,...,ku upx

jq � argmaxxPX upxq
�

Il est donc possible de ramener le problème de la détermination du choix optimal
sur des préférences représentées par une fonction d'utilité u à un problème de rangement
d'une fonction d'utilité û, à condition que @x P X ûpxq ¥ upxq. L'algorithme résolvant
ce problème dans le cadre de réseaux GAI de forte treewidth doit donc être capable de
générer un réseau GAI représentant û (que nous noterons par la suite R̂) de manière à
ce que û soit une borne supérieure de u, et R̂ doit avoir une treewidth acceptable. Si une
telle génération est possible, alors une exploitation directe de la propriété 1 se traduira
par l'algorithme 13.

Nous appellerons cet algorithme, l'algorithme aux trois moteurs, car trois briques
élémentaires sont nécessaires à sa mise au point :

� Le moteur de rangement : Quelle que soit la méthode de génération du réseau
R̂ utilisée, il sera nécessaire de résoudre un problème de rangement à l'aide de ce
réseau.

� Le moteur d'analyse : A�n de générer un réseau R̂ qui soit une bonne approxima-
tion de R, il est nécessaire de comprendre les dépendances entre attributs causant
une représentation de forte treewidth. Avec une bonne analyse des dépendances,
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Algorithme 13 : ChoixOptTreewidth

Entrée : R : réseau GAI représentant l'utilité u
R̂Ð réseau GAI (d'utilité û) bornant supérieurement u;1

Ranking Ð MoteurRangement(R̂);2

x1 Ð Ranking.solutionSuivante();3

UtilitéMax Ð upx1q;4

BorneSup Ð ûpx1q;5

MeilleureAlternative Ð x1;6

tant que (UtilitéMax ¤ BorneSup) et Ranking.pasFini() faire7

xi Ð Ranking.solutionSuivante();8

BorneSup Ð ûpxiq;9

UtilitéCourante Ð upxiq;10

si UtilitéCourante ¡ UtilitéMax alors11

UtilitéMax Ð UtilitéCourante ;12

MeilleureAlternative Ð xi;13

�n14

�n15

retourner MeilleureAlternative ;16

il peut être possible de conserver des dépendances importantes au sein de R̂ et
d'élaguer d'autres dépendances moins importantes, ou entrainant directement une
augmentation drastique de la treewidth.

� Le moteur d'approximation : La propriété de borne supérieure de û est direc-
tement liée aux sous-fonctions d'utilité composant u. Le moteur d'approximation
doit être capable de collaborer avec le moteur d'analyse de manière à générer des
sous-fonctions d'utilité pour û qui respectent la structure générée par le moteur
d'analyse, tout en réalisant de bonnes approximations des sous-fonctions d'utilité
de u.

3.2 Vers les détails de l'algorithme

Nous avons vu dans la section précédente l'idée générale d'un algorithme pour ré-
soudre le problème du choix optimal dans un contexte de réseau GAI de forte treewidth.
Cette idée s'articule autour de trois moteurs : les moteurs d'approximation et d'analyse
servent à la génération d'un réseau GAI de treewidth raisonnable ayant la propriété de
borne supérieure des utilités initiales, tandis que le moteur de rangement permet de dé-
terminer l'optimum à partir du réseau approximant. Cette section va décrire en détail
les deux moteurs nécessaires à la génération du réseau approximant. Avant d'entrer dans
les détails de cette génération, il est important de garder en tête deux points essentiels
et contradictoires entre eux :

� Le réseau initial est trop complexe pour être exploité. Toutefois cette complexité est
liée aux attributs contenus dans ses cliques, pas nécessairement aux sous-fonctions
d'utilité qui le composent. Ainsi, une clique contenant les attributsX1X2X3X4X5X6

devrait contenir une hypermatrice dé�nie sur tous ces attributs, mais cette hyper-
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matrice peut être elle-même composée d'une somme de plus petites fonctions (nous
verrons que, dans ce cas, les approximations peuvent être optimisées). Par exemple,
après une triangulation, la sous-fonction d'utilité associée à une clique est l'expres-
sion d'une combinaison de plus petites fonctions. La réduction de la treewidth de
ce réseau entraînera des réductions dans la taille des cliques, et donc dans les sous-
fonctions d'utilité. Cette réduction s'exprimera sous forme d'approximations, donc
plus le réseau sera réduit, plus des approximations seront nécessaires à la génération
du réseau approximant.

� Les approximations doivent générer des hypermatrices de manière à obtenir une
borne supérieure de l'utilité initiale. Intuitivement, cette borne supérieure doit être
la plus proche possible de l'utilité initiale, une mauvaise approximation pouvant
augmenter le nombre d'itérations de rangement lors des calculs e�ectués après
la génération. De la même façon, quelle que soit la qualité des approximations,
démultiplier ces approximations augmentera le nombre d'alternatives rangées, et
donc la complexité globale de l'algorithme.

Dans toute cette section, nous noterons R̂ � pF̂ , tûjuq le réseau approximant, et nous
noterons Z l'ensemble des cliques Zj du réseau R̂, tandis que le réseau originel utilisera
les notations classiques précédemment introduites (cliques Ci, etc. . . ).

3.2.1 Moteur d'approximation : le couteau

Au sein de cette sous-section, nous nous intéresserons uniquement aux approxima-
tions, donc à des aspects numériques, sans aucune considération pour les aspects gra-
phiques du réseau GAI. Ce moteur peut donc être vu comme un couteau, le moteur
d'analyse étant le boucher, et les sous-fonctions d'utilité de grandes pièces de viande.
Le boucher déterminera quelles pièces découper et quelle forme il désire obtenir, et le
couteau exécutera ce découpage sans remettre en question les choix du boucher.

Avant d'entrer dans les détails de ce qu'est une bonne approximation, nous savons
que, quelle que soit l'approximation à réaliser, il est nécessaire qu'elle soit une borne
supérieure de l'utilité initiale. On aura donc @x P X ûpxq ¥ upxq, ou encore du point de
vue de la GAI-décomposition, @x P X

°
ZjPZ

ûjpxZj
q ¥

°
CjPC

ujpxCj
q.

Une bonne approximation doit être la plus proche possible de l'utilité initiale pour
toute alternative. Cette propriété peut être vue comme une distance à minimiser pour
chaque alternative. Cette notion peut se traduire, pour une alternative x donnée, par la
minimisation de |ûpxq�upxq|. Étant donné que û est une borne supérieure de u, on aura
donc : |ûpxq � upxq| � ûpxq � upxq. Cette quantité étant positive, on peut modéliser la
généralisation à toutes les alternatives par sommation en : mintûu

°
xPX

�
ûpxq � upxq

�
.

Il est important de noter que nous cherchons le minimum pour toutes les fonctions û
admissibles. Celles-ci pouvent être décrites par des hypermatrices sur X , ceci revient à
dire que nous cherchons un minimum sur un ensemble de |X | paramètres (les valeurs des
cases de l'hypermatrice û).

En mélangeant les contraintes de borne supérieure et la notion de distance d'approxi-
mation à minimiser, on en déduit une première modélisation de l'approximation sous
forme de programme linéaire :#

mintûju

°
xPX

�°
ZjPZ

ûjpxZj
q �

°
CjPC

ujpxCj
q
�

s.c.
°

ZjPZ
ûjpxZj

q ¥
°

CjPC
ujpxCj

q @x P X
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Étant donné que û se décompose comme
°

ZjPZ
ûj , il su�t de minimiser sur l'en-

semble des paramètres de tous les ûj . Donc, dans ce programme linéaire, les variables du
problème correspondent au contenu des hypermatrices à générer, c'est-à-dire les ûjpxZj

q,
tandis que les valeurs de ujpxCj

q sont des constantes issues du réseau GAI représentant
les préférences du décideur. L'exemple 27 présente un cas concret d'approximation en
utilisant cette méthode.

Exemple 27 Supposons que nous désirions réduire la fonction d'utilité GAI-décomposable
upx1, x2, x3q � u1px1, x2q � u2px2, x3q en une fonction approximante ûpx1, x2, x3q �
û1px1q � û2px2q � û3px3q, avec les fonctions ui représentées au sein de la �gure 3.2.

X2

X1 x21 x22
x11 1 10

x12 6 4
(a) u1px1, x2q

X2

X3 x21 x22
x31 8 3

x32 12 5
(b) u2px2, x3q

X1

x11 x12
X2 X2

X3 x21 x22 x21 x22
x31 9 13 14 7

x32 13 15 18 9
(c) u1px1, x2q � u2px2, x3q

Figure 3.2 � Fonctions d'utilité à réduire

Au sein de chaque sous-fonction approximante, on introduit les variables du pro-
gramme linéaire que nous avons représentées dans la �gure 3.3. Les attributs étant bi-
naires, et chaque sous-fonction approximante ne comportant qu'un seul attribut, nous
aurons donc 2� 2� 2 � 8 variables dans le programme linéaire.

X1

x11 û11
x12 û12
(a) û1px1q

X2

x21 û21
x22 û22
(b) û2px2q

X3

x31 û31
x32 û32
(c) û3px3q

Figure 3.3 � Variables dans les fonctions à générer

Il su�t ensuite de générer la fonction objectif et les contraintes comme nous l'avons
présenté précédemment : Pour ce faire, nous parcourons toutes les valeurs d'utilité upx1, x2, x3q
possibles et, pour chaque valeur, nous générons une contrainte et nous enrichissons la
fonction objectif.
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$'''''''''''''''''''''''''''&
'''''''''''''''''''''''''''%

min û11 � û21 � û31 � 9

�û11 � û21 � û32 � 13

�û11 � û22 � û31 � 13

�û11 � û22 � û32 � 15

�û12 � û21 � û31 � 14

�û12 � û21 � û32 � 18

�û12 � û22 � û31 � 7

�û12 � û22 � û32 � 9

s.c. û11 � û21 � û31 ¥ 9

û11 � û21 � û32 ¥ 13

û11 � û22 � û31 ¥ 13

û11 � û22 � û32 ¥ 15

û12 � û21 � û31 ¥ 14

û12 � û21 � û32 ¥ 18

û12 � û22 � û31 ¥ 7

û12 � û22 � û32 ¥ 9

Il est à noter que la fonction objectif peut s'écrire de manière plus factorisée en dé-
terminant les coe�cients devant les variables et en supprimant les valeurs de l'utilité
initiale, qui sont des constantes n'intervenant pas dans la détermination d'un minimum.
On aura donc �nalement le programme linéaire suivant :

$''''''''''''&
''''''''''''%

min 4û11 � 4û12 � 4û21 � 4û22 � 4û31 � 4û32
s.c. û11 � û21 � û31 ¥ 9

û11 � û21 � û32 ¥ 13

û11 � û22 � û31 ¥ 13

û11 � û22 � û32 ¥ 15

û12 � û21 � û31 ¥ 14

û12 � û21 � û32 ¥ 18

û12 � û22 � û31 ¥ 7

û12 � û22 � û32 ¥ 9

Nous avons choisi de laisser les coe�cients 4 dans l'expression de la fonction objectif
au sein de cet exemple, les coe�cients étant généralement di�érents d'une variable à
une autre. Cette écriture factorisée sera étudiée plus en détails en �n de section, lorsque
l'optimisation des programmes linéaires à générer sera abordée.

En analysant cette modélisation des approximations, nous pouvons nous rendre compte
que le programme linéaire possède autant de contraintes que d'alternatives dans X ,
et autant de variables que de valeurs à générer au sein des sous-utilités de R̂, soit
Op
°

ZjPZ

±
XiPZj

|Xi|q variables et Op|X |q contraintes. Une telle approche n'est donc
pas viable en pratique, et il est nécessaire de trouver une nouvelle modélisation.

En gardant le même principe de modélisation, nous allons nous intéresser au dé-
coupage d'une sous-fonction d'utilité uj : XCj

Ñ R. Cette fonction sera découpée en
un certain nombre de sous-fonctions dé�nies sur un sous-ensemble de XCj

et telles que
l'union de ces domaines de dé�nition corresponde à XCj

. Ainsi, il sera possible d'associer
à chaque sous-fonction d'utilité du réseau approximant une unique sous-fonction d'utilité
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du réseau initial. La formalisation de cette notion nous permet de dé�nir l'ensemble de
découpages.

Dé�nition 69 (Ensemble de découpages) Soit Ci un ensemble. On appelle décou-
page de Ci un ensemble Zi � tZju véri�ant :

� @Zj P Zi Zj � Ci

�
�

ZjPZi
Zj � Ci

Soit C � tC1, . . . , Cqu. On appelle ensemble de découpages de C l'ensemble Z �
tZ1, . . . ,Zqu véri�ant @i P t1, . . . , qu Zi est un découpage de Ci.

Dans une écriture plus formelle, à chaque clique Ci est associée une sous-fonction d'uti-
lité ui et un découpage Zi. Ce découpage est une réprésentation des fonctions approxi-
mantes à générer : on aura une fonction ûi,j pour chaque Zj P Zi véri�ant ûi,j : XZj

Ñ R.
Une telle écriture permet de découper le système de contraintes à respecter (pour obtenir
une approximation majorante) en un ensemble de systèmes de taille réduite, comme le
montre la propriété 27.

Propriété 27 (Contraintes découpées) Etant donné Z � tZ1, . . . ,Zqu l'ensemble
des découpages de C � tC1, . . . , Cqu, on a :

@Ci P C@xCi
P XCi

¸
ZjPZi

ûi,jpxZj
q ¥ uipxCi

q ùñ @x P X
¸

ZiPZ

¸
ZjPZi

ûi,jpxZj
q ¥ upxq.

Preuve. Cette propriété s'obtient facilement par sommation : considérons une alter-
native x P X et supposons que, @Ci P C, on ait

°
ZjPZi

ûi,jpxZj
q ¥ uipxCi

q, alors, en
sommant sur toutes les inégalités liées aux Ci P C, on aura :

°
ZiPZ

°
ZjPZi

ûi,jpxZj
q ¥°

CiPC
uipxCi

q � upxq. �

La propriété 27 va nous permettre de découper le système de contraintes en q sys-
tèmes, chacun d'entre eux étant associé à une clique Ci contenant

±
XjPCi

|Xj | inégalités.
A�n de pouvoir généraliser ce découpage au programme linéaire que nous avions initiale-
ment, il est nécessaire de modi�er la fonction objectif. Pour ce faire, nous allons approcher
cette fonction : à chaque clique Ci, on peut associer l'écart entre la sous-fonction d'utilité
qui lui est associée et les fonctions approximantes :

°
xCi

PXCi
p
°

ZjPZi
ui,jpxZj

q�uipxCi
qq.

Il en résulte que nous pouvons bâtir une suite PLi de programmes linéaires pour déter-
miner de bonnes approximations des fonctions découpées :

pPLiq

#
mintûi,ju

°
xCi

PXCi

°
ZjPZi

ûi,jpxZj
q � uipxCi

q

s.c.
°

ZjPZi
ûi,jpxZj

q ¥ uipxCi
q @xCi

P XCi

De nouveau, les variables du problème du programme linéaire pPLiq correspondent
au contenu des hypermatrices à générer (les ûi,jpxZj

q), et les uipxCi
q sont des constantes

issues du réseau GAI initial. L'exemple 28 présente un cas concret d'approximation uti-
lisant des programmes linéaires de la forme pPLiq.

Exemple 28 Le moteur prend maintenant en argument une unique sous-fonction d'uti-
lité, à découper en plusieurs sous-fonctions portant sur un nombre réduit d'attributs.
Supposons que notre moteur d'approximation doive répondre à une requête pour découper
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X1

x11 x12
X2 X2

X3 x21 x22 x21 x22
x31 1 2 6 7

x32 8 5 4 3
(a) u1px1, x2, x3q

X2

X1 x21 x22
x11 û111 û112
x12 û121 û122

(b) û1px1, x2q

X2

X3 x21 x22
x31 û211 û221
x32 û212 û222

(c) û2px2, x3q

Figure 3.4 � Fonction d'utilité à réduire et représentation des variables

u1px1, x2, x3q en û1px1, x2q et û2px2, x3q. Le contenu de la fonction u1 et les variables
associées aux fonctions û1 et û2 sont représentées sur la �gure 3.4.

En appliquant le nouveau principe d'approximation, on en déduit un programme li-
néaire e�ectuant une approximation locale à la sous-fonction u1 de manière indépendante
d'éventuelles autres fonctions d'utilité. On aura donc :$'''''''''''''''''''&

'''''''''''''''''''%

min û111 � û211 � 1� û111 � û212 � 8

�û112 � û221 � 2� û112 � û222 � 5

�û121 � û211 � 6� û121 � û212 � 4

�û122 � û221 � 7� û122 � û222 � 3

s.c. û111 � û211 ¥ 1

û111 � û212 ¥ 8

û112 � û221 ¥ 2

û112 � û222 ¥ 5

û121 � û211 ¥ 6

û121 � û212 ¥ 4

û122 � û221 ¥ 7

û122 � û222 ¥ 3

Ce qui peut être réécrit sous la forme :

$''''''''''''''&
''''''''''''''%

min 2û111 � 2û112 � 2û121 � 2û122
2û211 � 2û212 � 2û221 � 2û222

s.c. û111 � û211 ¥ 1

û111 � û212 ¥ 8

û112 � û221 ¥ 2

û112 � û222 ¥ 5

û121 � û211 ¥ 6

û121 � û212 ¥ 4

û122 � û221 ¥ 7

û122 � û222 ¥ 3

On peut toutefois remarquer que l'attribut X2 apparaît dans les deux sous-fonctions
approximantes. L'ensemble des contraintes du programme linéaire peut être vu comme
l'union de deux ensembles de contraintes correspondant aux deux valeurs possibles de
X2 :

� à la valeur x21 sont liées les contraintes û111�û211 ¥ 1, û111�û212 ¥ 8, û121�û211 ¥
6 et û121 � û212 ¥ 4
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� à la valeur x22 sont liées les contraintes û112�û221 ¥ 2, û112�û222 ¥ 5, û122�û221 ¥
7 et û122 � û222 ¥ 3.

Pour une valeur de X2 donnée, on remarque que chaque variable apparaissant dans
une contrainte liée à cette valeur n'apparaîtra pas dans une contrainte liée à une autre
valeur. Nous sommes donc en présence de deux ensembles indépendants de variables au
sein du programme linéaire : tû111, û121, û211, û212u et tû112, û122, û221, û222u. La fonction
objectif étant linéaire, il est donc possible d'exprimer notre précédent programme linéaire,
en deux programmes linéaires indépendants à résoudre :$''''&

''''%

min 2û111 � 2û121 � 2û211 � 2û212
s.c. û111 � û211 ¥ 1

û111 � û212 ¥ 8

û121 � û211 ¥ 6

û121 � û212 ¥ 4

$''''&
''''%

min 2û112 � 2û122 � 2û221 � 2û222
s.c. û112 � û221 ¥ 2

û112 � û222 ¥ 5

û122 � û221 ¥ 7

û122 � û222 ¥ 3

Les programmes ayant moins de variables et de contraintes, ils pourront donc être
résolus plus rapidement. Une autre façon d'appréhender cette optimisation est de rai-
sonner directement sur la sous-fonction à réduire et les sous-fonctions à générer : Dé-
couper u1px1, x2, x3q en û1px1, x2q et û2px2, x3q revient à découper uX2�x21

1 px1, x3q en
ûX2�x21

1 px1q et û
X2�x21

2 px3q et à découper uX2�x22

1 px1, x3q en û
X2�x22

1 px1q et û
X2�x22

2 px3q,
en posant : uX2�x2i

1 px1, x3q � u1px1, x2i, x3q, û
X2�x2i

1 px1q � û1px1, x2iq et û
X2�x2i

2 px3q �
û2px2i, x3q.

Le principe d'optimisation de l'écriture des programmes linéaires introduit dans l'exemple
28 peut être généralisé, il ne reste donc plus qu'à le formaliser.

Supposons que la requête adressée au moteur d'approximation soit de réduire la sous-
fonction d'utilité uipxCi

q selon un découpage Zi (on aura donc une suite ûjpxZj
q @Zj P Zi

de sous-fonctions approximantes à générer). L'ensemble des attributs en commun dans
le découpage sera représenté par Yi �

�
ZjPZi

Zj . Si Yi � H, alors l'optimisation du
programme linéaire en sous-programmes linéaires de tailles réduites ne sera pas possible.
Nous supposerons donc que Yi � H. Il est nécessaire de dé�nir dans un premier temps
l'application partielle d'une fonction (terme inspiré des langages de programmation fonc-
tionnelle), c'est-à-dire le mécanisme permettant de considérer un sous-ensemble de valeurs
d'une hypermatrice représentant une fonction.

Dé�nition 70 (Application partielle d'une fonction) Soit u : XC Ñ R, et soit
Y � H tel que Y � C. On dé�nit l'application partielle de u sur xY P XY comme
étant une fonction notée uXY �xY : XCzY Ñ R véri�ant @xC P XC uXY �xY pxCzY q �
upxY , xCzY q.

En utilisant cette notion, il est possible d'exprimer une suite de programmes linéaires
dépendant des valeurs de xY et correspondant à une approximation locale de l'hyperma-
trice :

pPLXY �xY

i q

#
min

tû
XY �xY
i,j u

°
xCizY

PXCizY

°
ZjPZi

û
XY �xY

i,j pxZjzY q � u
XY �xY

i pxCizY q

s.c.
°

ZjPZi
û
XY �xY

i,j pxZjzY q ¥ u
XY �xY

i pxCizY q @xCizY P XCizY
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Il reste donc à prouver qu'il est équivalent de résoudre PLi et la suite PLXY �xY

i .
Ce résultat nous est fourni par la proposition 2. L'exploitation de cette équivalence nous
indique qu'il est possible de calculer une approximation selon le découpage Zi en exé-
cutant |XY | programmes linéaires contenant Θp

°
ZjPZi

|XZjzY |q variables et Θp|XCizY |q
contraintes.

Proposition 2 Soit ui : XCi
Ñ R une fonction, Zi un découpage de Ci et notons OpPLiq

la valeur de l'objectif d'un programme linéaire PLi à l'optimum, alors @Y � H véri�ant
@Zj P Zi Y � Zj, on aura :

¸
xY PXY

OpPLXY �xY

i q � OpPLiq

Preuve. Reprenons la dé�nition de la fonction objectif du programme linéaire PLi, on
a
°

xCi
PXCi

°
ZjPZi

ûi,jpxZj
q � uipxCi

q. En faisant apparaître les composantes en XY de

chaque fonction, on aura donc :
°

xCi
PXCi

°
ZjPZi

ûi,jpxY , xZjzY q � uipxY , xCizY q, ce qui

(par dé�nition des applications partielles) est équivalent à¸
xY PXY

¸
xCizY

PXCizY

¸
ZjPZi

û
XY �xY

i,j pxZjzY q � u
XY �xY

i pxCizY q

Ce qui est l'expression de
°

xY PXY
OpPLXY �xY

i q. Il existe donc une bijection entre

l'ensemble des variables de PLi et l'ensemble de toutes les variables des PLXY �xY

i . De
plus, il n'existe aucune variable commune entre les di�érents PLXY �xY

i , il est donc pos-
sible d'optimiser séparément ces programmes linéaires pour résoudre PLi.

Considérons maintenant l'ensemble des contraintes de PLi, on a
°

ZjPZi
ûi,jpxZj

q ¥
uipxCi

q @xCi
P XCi

, ce qui peut se réécrire
°

ZjPZi
ûi,jpxY , xZjzY q ¥ uipxY , xCizY q @xCi

P
XCi

, soit : ¸
ZjPZi

û
XY �xY

i,j pxZjzY q ¥ u
XY �xY

i pxCizY q @xCi
P XCi

On peut donc en conclure que chaque programme linéaire PLXY �xY

i porte sur un
sous-ensemble de variables de PLi, et contient l'intégralité des contraintes associées à ces
variables. La concaténation de l'ensemble des solutions optimales des PLXY �xY

i est une
solution optimale pour PLi, et réciproquement. On aura donc :¸

xY PXY

OpPLXY �xY

i q � OpPLiq

�

On peut donc déduire directement l'algorithme 14 générant automatiquement les
approximations. Ses arguments seront une sous-fonction d'utilité à découper (ui) et un
découpage de cette sous-fonction (Zi). Cet algorithme génère dans un premier temps
l'intersection des attributs contenus dans les sous-fonctions approximantes à générer (Y ).
Si cet ensemble est vide, le problème d'approximation sera résolu par le programme
linéaire PLi, sinon l'ensemble des |XY | programmes linéaires PLXY �xY

i sera exécuté.
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Algorithme 14 : Approximer

Entrées :
ui : XCi

Ñ R : sous-fonction d'utilité
Zi : découpage de la fonction
créer Y Ð

�
ZjPZi

Zj ;1

si Y � H alors2

résoudre PLi;3

sinon4

pour tous les xY P XY faire5

résoudre PLXY �xY

i ;6

�n7

�n8

Remarque 18 Il est à noter que nous avons choisi de présenter les programmes li-
néaires sous forme d'une somme de di�érences entre fonctions approximantes et fonction
approximée pour plus de clarté, mais il est possible de déterminer automatiquement les
coe�cients associés aux variables dans la fonction objectif. Étant donné que l'expression
de l'objectif de PLXY �xY

i est
°

xCizY
PXCizY

°
ZjPZi

û
XY �xY

i,j pxZjzY q � u
XY �xY

i pxCizY q, le

coe�cient d'une variable ûXY �xY

i,j pxZjzY q sera son nombre d'occurences dans les sommes

de di�érences, soit |XCizZj
|. De plus, les constantes de l'objectif (uXY �xY

i pxCizY q) n'in-
tervenant pas dans la détermination d'un minimum, l'objectif peut se réécrire

min
tû

XY �xY
i,j u

¸
ZjPZi

¸
xZj zY

PXZj zY

|XCizZj
|ûXY �xY

i,j pxZjzY q

3.2.2 Moteur d'analyse graphique : le boucher

Nous avons dé�ni notre � couteau � dans la sous-section précédente, toutefois nous
n'avons pas précisé la manière dont les découpages (les ensembles Zi) seront générés. Le
rôle du moteur d'analyse graphique est de manipuler ce couteau pour déterminer de tels
découpages. D'une façon plus formelle, deux aspects entrent en jeu dans la conception
d'un tel moteur :

� La structure du réseau : Le problème initial étant que le réseau GAI à traiter a
une trop forte treewidth, le moteur doit procéder a une analyse �ne du réseau GAI
pour déterminer les relations entre attributs posant des problèmes computationels.
Cette analyse permettra de déterminer un élagage des arêtes du graphe markovien,
et donc de générer un ensemble de découpages à fournir au moteur d'approximation.

� Le contenu des sous-fonctions d'utilité : Le moteur doit élaguer dans la struc-
ture de dépendance des attributs. Toutefois toutes les dépendances ne se valent pas
entre elles. Supposons que le moteur, après une analyse de la structure graphique,
ait le choix entre supprimer la dépendance entre X1 et X2 ou la dépendance entre
X2 et X3, peut-être que l'élagage de la première dépendance conduirait à une ap-
proximation catastrophique, tandis que l'approximation de la seconde dépendance
serait quasiment parfaite dans les valeurs obtenues. Il est donc di�cile de s'intéres-
ser à un critère uniquement graphique, le moteur devra donc traiter la structure
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du réseau de façon conjointe avec des indicateurs sur la qualité de l'approximation
que nous pourrions obtenir.

Pour la conception de ce moteur, nous avons choisi de nous intéresser au graphe
markovien du réseau GAI plutôt qu'à la structure de forêt de jonction, d'une part pour
partir d'une représentation plus �ne des relations entre attributs, et d'autre part pour
permettre aux réseaux GAI obtenus par triangulation de ce graphe d'être analysés en
ayant connaissance des arêtes �ll-ins ajoutées durant le processus de triangulation.

La première question à se poser avant d'entrer dans le vif du sujet est : Sur quel
critère se baser pour préférer utiliser l'approche que nous proposons dans ce chapitre
plutôt qu'un algorithme d'inférence classique sans approximation ? Un premier indicateur
que nous avons présenté précédemment est la treewidth du réseau. Mais, pour raisonner
de façon plus �ne dans le cadre de ce moteur, nous allons nous intéresser à la taille
des hypermatrices à stocker dans les cliques après triangulation du graphe markovien,
c'est-à-dire le nombre de valeurs à stocker au sein d'une hypermatrice. Cet indicateur est
lié à la treewidth lorsque tous les attributs contiennent le même nombre de modalités
(on aura kt�1 comme taille d'hypermatrice, avec k le nombre de modalités d'un attribut
et t la treewidth). Nous allons supposer ici l'existence d'une valeur T indiquant une
taille d'hypermatrice à ne pas dépasser pour obtenir une inférence raisonnable en temps
de calcul. Ainsi, une sous-fonction d'utilité ui : XCi

Ñ R sera jugée trop grosse si±
jPCi

|Xj | ¡ T , ce qui peut s'écrire également
°

jPCi
logp|Xj |q ¡ logpT q, et il sera donc

nécessaire de procéder à un découpage de ui, ce qui se traduira dans le graphe markovien
par une suppression d'arêtes dans la clique des attributs de ui.

La di�culté d'une telle approche est qu'il n'est pas possible de supprimer n'importe
quelle arête : le graphe markovien après triangulation est censé être un graphe cordal,
et donc la suppression d'une arête peut potentiellement e�acer une corde d'un cycle de
longueur supérieure à 3. Il en résulte que le moteur d'analyse graphique est di�cilement
disjoint d'un processus de triangulation. Nous avons donc choisi de traiter conjointe-
ment ces deux aspects. Pour rappel, l'algorithme de triangulation a été présenté en 2.2.2
symboliquement de la façon suivante :

� A chaque itération i, un sommet Xσpiq du graphe Temp est choisi.
� Si ce sommet ne forme pas une clique avec son ensemble de voisins dans Temp, des
arêtes �ll-ins sont ajoutées, une nouvelle clique se forme dans la forêt de jonction,
et les �ll-ins sont ajoutés dans le graphe markovien triangulé.

� Le sommet et ses arêtes adjacentes sont supprimés de Temp et une nouvelle itération
commence.

Le choix d'un sommet Xσpiq à chaque itération de la triangulation engendre une
clique. Il est aisé de déterminer si la clique ainsi formée possède une taille supérieure à T .
Supposons qu'une clique formée ne soit pas de taille acceptable et que nous décidions de
supprimer une arête adjacente àXσpiq. Cette arête tXσpiq, Xσpjqu était peut-être nécessaire
pour assurer la propriété de graphe cordal comme le montre l'exemple 29 : Supposons
qu'il existe une sommet Xσpzq avec z   i et z   j (Xσpzq a donc été éliminé avant
Xσpiq et Xσpjq dans le processus de triangulation), ainsi que les arêtes tXσpzq, Xσpiqu et
tXσpzq, Xσpjqu dans le graphe triangulé �nal (GT ). Cette arête, malgré sa suppression,
aurait de toute façon été ajoutée en tant que �ll-in lors de l'élimination de Xσpzq et
était donc nécessaire pour assurer la cordalité du graphe. Ainsi, si on souhaite supprimer
tXσpiq, Xσpjqu, il est nécessaire de supprimer également tXσpzq, Xσpiqu ou tXσpzq, Xσpjqu
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a�n de préserver la cordalité du graphe.

Exemple 29 Considérons le graphe GM de la �gure 3.5(a) et l'ordre d'élimination X1,
X2, X3, X4, X5, X6 (donc, pour alléger les notations, nous aurons pour cet exemple
Xσpiq � Xi). Le graphe triangulé GT correspondant sera donc celui représenté dans la
�gure 3.5(b).

X2

X3

X1

X5

X4

X6

(a) GM

X2

X3

X1

X4

X6

X5

(b) GT

Figure 3.5 � Les graphes de l'exemple 29

Supposons que nous décidions de supprimer tX4, X5u. Cette arête est un �ll-in dû à
l'élimination de X3. Il est donc nécessaire que X3 ne soit pas voisin à la fois de X4 et
X5 lors de la triangulation. Il est donc nécessaire de supprimer également soit tX3, X5u,
soit tX3, X4u. Toutefois, cela ne su�t pas. Supposons que nous ayons décidé de suppri-
mer tX3, X4u comme arête supplémentaire. En suivant le même raisonnement, il sera
nécessaire de supprimer en plus une arête parmi tX2, X3u et tX2, X4u, la suppression de
tX2, X3u engendrant elle-même un choix de suppression entre tX1, X2u et tX1, X3u.

Si nous associons à chaque arête tXi, Xju une variable eij P t0, 1u telle que eij � 1 si
nous décidons de supprimer l'arête, et 0 sinon, le problème de la suppression de tX4, X5u
sera résolu par le système : $''&

''%
e23 ¤ e12 � e13
e34 ¤ e23 � e24
e45 ¤ e34 � e35
e45 � 1

L'idée de ce système linéaire réside dans le fait que chaque contrainte eij ¤ eik � ejk
oblige eik ou ejk à être égal à 1 dès lors que eij � 1. Autrement dit, la suppression de
l'arête tXi, Xju implique aussi celle de tXi, Xku et/ou tXj , Xku. Pour formaliser cette
façon de procéder, il est nécessaire d'associer à chaque arête un ensemble d'arêtes qui
seront impliquées lors d'une suppression, ce qui nous amène à dé�nir les prédecesseurs
d'une arête.

Dé�nition 71 (Prédecesseurs d'une arête) Soit GT � pVT , ET q un graphe trian-
gulé selon l'ordre d'élimination σ. Soit trois n÷uds Xσpkq, Xσprq, Xσpzq P VT tels que ET

contient les arêtes pXσpkq, Xσprqq, pXσpzq, Xσpkqq et pXσpzq, Xσprqq. Xσpzq est un n÷ud pré-
décesseur de pXσpkq, Xσprqq si et seulement si z   k et z   r. On note PredpXσpkq, Xσprqq
l'ensemble des n÷uds prédécesseurs de pXσpkq, Xσprqq.

On dé�nit l'ensemble des arêtes prédécesseurs de pXσpkq, Xσprqq par PpXσpkq, Xσprqq �
tpXσpzq, Xq P ET {Xσpzq P PredpXσpkq, Xσprqq et X P tXσpkq, Xσprquu. Autrement dit,
PpXσpkq, Xσprqq est l'ensemble des arêtes adjacentes à pXσpkq, Xσprqq et à un prédécesseur
de pXσpkq, Xσprqq.
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Soit SpXσpkq, Xσprqq � tS � PpXσpkq, Xσprqq{@Xσpzq P PredpXσpkq, Xσprqq, DX P
tXσpkq, Xσprqu{pXσpzq, Xq P Su. SpXσpkq, Xσprqq est donc l'ensemble des ensembles d'arêtes
tels que le sous-graphe induit par Xσpkq, Xσprq et PredpXσpkq, Xσprqq est connexe.

Par abus de notation, @S � ET , nous noterons SpSq �
�

pXσpkq,XσprqqPS
SpXσpkq, Xσprqq.

Avec une telle dé�nition, il est aisé de voir que la suppression d'une arête tXσpkq, Xσprqu
doit s'accompagner de la suppression d'un sous-ensemble S1 d'arêtes tel que S1 P SpXσpkq, Xσprqq.
De la même façon, la suppression des arêtes de S1 devra s'accompagner de la suppression
d'un ensemble d'arêtes S2 P SpS1q et ainsi de suite. . . de manière à ce que le graphe résul-
tant soit cordal (ce qui est traduit par la notion de suppression saine dans la dé�nition 72).
La proposition 3 établit le lien entre les dé�nitions précédentes et la notion de suppres-
sion saine. Conformément au raisonnement que nous avons présenté dans l'exemple 29,
cette proposition introduit un système de contraintes à variables booléennes exploitant
la notion de prédécesseur, de manière à montrer que le respect des contraintes implique
une suppression saine.

Dé�nition 72 (Suppression saine) Soit GT � pVT , ET q un graphe cordal, et S � ET .
On dit que S est une suppression saine si, et seulement si, le graphe G1

T � pVT , ET zSq
est cordal.

Proposition 3 Soit GT � pVT , ET q un graphe cordal obtenu par triangulation selon
l'ordre d'élimination σ, et C un ensemble de contraintes sur des variables booléennes
ekr P t0, 1u @tXσpkq, Xσprqu P ET , tel que C véri�e :

ekr ¤ ekz � ezr @tXσpkq, Xσprqu P ET @Xσpzq P PredpXσpkq, Xσprqq.

Posons S � ttXσpkq, Xσprqu P ET {ekr � 1u, alors on a :

tekru véri�e les contraintes de C ùñ Sest une suppression saine.

Preuve. Cette démonstration s'obtient en se basant sur la procédure de triangulation :
si une triangulation de pVT , ET zSq n'ajoute aucun �ll-in, alors le graphe est cordal. Tri-
angulons pVT , ET zSq selon l'ordre d'élimination σ, et notons i le plus petit entier tel qu'à
la i-ième itération (élimination de Xσpiq), la procédure doive ajouter un �ll-in entre Xσpkq

et Xσprq. On aura donc tXσpkq, Xσprqu P S (sinon le �ll-in aurait aussi été ajouté dans le
graphe triangulé GT ). De plus, Xσpkq et Xσprq sont des voisins de Xσpiq véri�ant k ¡ i et
r ¡ i (sinon aucun �ll-in n'aurait été ajouté). Or, il existe une contrainte dans C véri�ant
ekr ¤ eki � eir, l'appartenance à S de l'arête entraîne donc que ekr � 1, donc on aura
eki � 1 ou eir � 1 ce qui contredit le voisinage de Xσpkq et Xσprq, et donc l'ajout de �ll-in.

Donc, par l'absurde, il n'existe pas d'itération ajoutant de �ll-in dans une triangula-
tion de pVT , ET zSq. Donc, pVT , ET zSq est cordal et S est une suppression saine. �

La proposition 3 introduit donc un système de contraintes comportant |ET | variables
booléennes, chaque variable eij étant associée à l'arête tXσpiq, Xσpjqu. Si eij � 1, alors
l'arête doit être supprimée du graphe GT , sinon elle doit être conservée. On peut remar-
quer qu'en posant eij � 0 @tXσpiq, Xσpjqu P ET , le système de contraintes sera véri�é,
et on aura S � H qui est une suppression saine (ce qui est logique, puisque GT est
cordal). L'intérêt d'un tel système est de � �xer � la suppression d'une arête, c'est-à-dire
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qu'à partir du moment où on décide de supprimer une arête tXσpiq, Xσpjqu, il su�t de
poser eij � 1 et de déterminer une solution de ce système de contraintes pour obtenir un
ensemble S d'arêtes à supprimer pour garantir la cordalité du graphe.

Toutefois, une telle modélisation n'est pas su�sante : il su�rait par exemple de
poser ekr � 1 @k@r pour véri�er le système de contraintes. Or, nous n'avons aucune
envie de supprimer toutes les relations de dépendance entre attributs du réseau GAI,
mais uniquement de supprimer un minimum d'arêtes pour obtenir une approximation
du réseau qui soit la plus proche possible du réseau initial, tout en contournant les
problèmes computationels dûs à une trop forte treewidth. Il est important de bien voir
que chaque approximation générée augmentera le nombre de solutions à énumérer lors
du rangement du réseau approximé. Doit-on supprimer un minimum d'arêtes ? Nous
avons choisi de ne pas nous baser sur ce critère, car toutes les suppressions d'arêtes
ne sont pas équivalentes entre elles. En e�et, nous pouvons aisément imaginer que la
suppression d'une arête augmente drastiquement le nombre de solutions à ranger, alors
que la suppression de deux autres arêtes ne l'augmente que très légèrement, car elles
génèrent des approximations presque parfaites. Nous avons donc choisi de prendre plutôt
en compte la qualité d'approximation que l'on pourrait obtenir pour choisir quelles arêtes
supprimer.

Idéalement, une distance d'approximation parfaite serait une fonction d : 2ET Ñ R

permettant de discriminer les ensembles d'arêtes à supprimer, en posant dpAq   dpBq si la
suppression de l'ensemble d'arêtes composant A engendre une approximation de meilleure
qualité que la suppression des arêtes de B. Il su�t alors de chercher l'ensemble S � ET

minimisant dpSq tout en respectant le système de contraintes précédemment énoncé. En
pratique, une telle fonction nécessite non seulement de déterminer énormément de valeurs
(un coût en mémoire en Open

2

q pour une représentation exhaustive), mais demande
aussi de déterminer la qualité d'approximation que l'on pourrait obtenir avec n'importe
quel ensemble d'arêtes. La complexité d'un tel système ne conduit pas à une méthode
opérationnelle en pratique.

Pour contourner ce problème, nous allons supposer que la fonction d est additive-
ment décomposable sur les arêtes composant son argument. Ainsi, nous aurons dpSq �°

ePS dpeq et le problème de la détermination d'un ensemble d'arêtes d'approximation
minimale à supprimer pourra s'exprimer sous la forme du programme linéaire suivant,
quelle que soit la fonction d utilisée (pour des raisons de clarté, nous noterons Npiq �
tj ¡ i{tXσpiq, Xσpjqu P ET u) :

pAq

$'''&
'''%

minekr
°

tXσpkq,XσprquPET
dptXσpkq, Xσprquqekr

s.c. ekr ¤ ekz � ezr@tXσpkq, Xσprqu P ET @Xσpzq P PredpXσpkq, Xσprqq
logp|Xσpiq|q �

°
jPNpiq logp|Xσpjq|qp1� eijq ¤ logpT q @i P t1, . . . , nu

ekr P t0, 1u @tXσpkq, Xσprqu P ET

Le programme pAq permet d'intégrer toutes les notions vues précédemment :
� À chaque arête tXσpkq, Xσprqu P ET est associée une variable booléenne ekr.
� La fonction objectif associe à chaque arête supprimée (symbolisée par la variable
ekr) sa distance d'approximation dptXσpkq, Xσprquq. Ainsi, l'objectif est de minimiser
la distance d'approximation de l'ensemble S � ttXσpkq, Xσprqu P ET {ekr � 1u.

� L'ensemble de contraintes ekr ¤ ekz � ezr est une application de la proposition 3
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et permet d'assurer que l'ensemble S des arêtes à supprimer génère bien une sup-
pression saine. Donc, le graphe GT � pVT , ET zSq est cordal.

� Les contraintes logp|Xσpiq|q �
°

jPNpiq logp|Xσpjq|qp1 � eijq ¤ logpT q permettent
d'assurer l'acceptabilité des tailles des cliques produites dans la forêt de jonction
après suppression des arêtes dans le graphe triangulé : une hypermatrice associée à
une clique ne pourra contenir plus de T valeurs. Si tel n'est pas le cas dans la forêt
de jonction associée à GT , alors ces contraintes initient la suppression d'arêtes.

Toutefois, un problème subsiste : Ce programme à variables booléennes contient
Op|ET |q variables et Opn|ET |q contraintes. Résoudre un programme linéaire à variables
booléennes peut entraîner un temps de calcul prohibitif. Pour pallier ce problème, il est
possible d'approximer le résultat de pAq par programmation dynamique en dé�nissant
une fonction de coût cumulée c à minimiser de la façon suivante :

� On associe à une arête n'ayant aucun prédecesseur dans la triangulation sa distance
d'approximation.

� S'il existe au moins un prédecesseur, on associe à cette arête sa distance d'approxi-
mation à laquelle on ajoute, pour chaque prédecesseur Xσpzq, le plus petit coût
cumulé de tXσpkq, Xσpzqu et tXσpzq, Xσprqu. Autrement dit, si nous devons suppri-
mer tXσpkq, Xσpzqu ou tXσpzq, Xσprqu, on préfèrera supprimer parmi ces deux arêtes
celle dont le coût d'approximation est le plus petit.

Supposons que nous décidions de la suppression d'une arête tXσpkq, Xσprqu. Si elle
n'a pas de prédecesseur, elle peut donc se supprimer sans engendrer de suppression sup-
plémentaire. Sinon, en évaluant la fonction de coût cumulé, et en supprimant les arêtes
engendrant les plus petits coûts cumulés utilisés dans la somme, le système de contraintes
de la proposition 3 sera respecté, et la fonction de coût cumulé sera une estimation de la
distance d'approximation de toutes les suppressions d'arêtes. D'un point de vue mathé-
matique, cette approche se formalise de la façon suivante :

cpXσpkq, Xσprqq �

$'''''''&
'''''''%

dptXσpkq, Xσprquq
si PredpXσpkq, Xσprqq � H

dptXσpkq, Xσprquq�°
XσpzqPPredpXσpkq,Xσprqq

mintcptXσpkq, Xσpzquq, cptXσpzq, Xσprququ

sinon

Ainsi, l'exécution d'une analyse graphique pourra s'exécuter de la façon suivante :
� On triangule le graphe markovien par élimination d'attributs.
� Si à une itération donnée de l'algorithme de triangulation, une clique trop grosse est

formée, on sélectionne des arêtes à supprimer de coût cumulé minimal (en exécutant
la programmation dynamique sur le graphe triangulé courant).

� A la �n de la triangulation, on génère le graphe triangulé, on supprime l'ensemble
des arêtes sélectionnées par la programmation dynamique et on déduit les décou-
pages de cliques nécessaires au moteur d'approximation.

Concernant la distance d à utiliser, elle peut être multiple, à partir du moment où sa
valeur est plus faible sur une arête que l'on préfère supprimer par rapport à une autre
arête. Dans le cadre de nos expérimentations, nous avons utilisé une façon simple d'obte-
nir une distance : Lors de la conception du moteur d'approximation, nous avons dé�ni par
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programmation linéaire une manière de générer les hypermatrices approximantes à partir
d'une hypermatrice représentant une sous-fonction d'utilité et d'un ensemble de décou-
page. Un tel programme linéaire minimise une fonction objectif servant d'indicateur sur
la qualité d'approximation. Pour connaître la distance d'approximation associée à l'arête
tXi, Xju, il su�t donc de déterminer l'ensemble des hypermatrices contenant à la fois
l'attribut Xi et l'attribut Xj , d'exécuter les programmes linéaires permettant de séparer
chaque table ujpXi, XjXAq en û1j pXi, XAq et û2j pXj , XAq, et d'additionner les valeurs de
l'objectif à l'optimum. En procédant de cette façon, nous disposons d'une fonction de
distance d'approximation exploitant directement les méthodes d'approximation que nous
utilisons.

Remarque 19 Nous n'avons pas expliqué comment déterminer le seuil T de l'algorithme.
Il s'agit d'un paramètre pouvant être déterminé par l'utilisateur de l'algorithme en fonc-
tion des caractéristiques techniques de son ordinateur (en supposant que l'algorithme
s'exécute sur une machine dédiée). De manière plus simple, on peut se demander dans le
cas où tous les attributs sont binaires, quelle treewidth t on est prêt à accepter, e�ectuer
le calcul de ce seuil (2t�1), et utiliser ce paramètre dans le cas général.

3.3 Analyse expérimentale de l'algorithme

A�n d'évaluer la viabilité de cette approche, nous avons comparé les temps de calcul
de l'algorithme classique de choix optimal avec l'algorithme en trois moteurs proposé
dans ce chapitre. Pour ce faire, nous avons dans un premier temps généré des graphes
makoviens contenant 20 attributs, chaque attribut pouvant contenir de 3 à 5 valeurs. Un
nombre croissant de sous-fonctions d'utilité sont insérées en formant une clique entre les
attributs sur lesquels elles sont dé�nies, leur contenu étant généré aléatoirement avec des
valeurs comprises entre 0 et 1000. La structure de forêt de jonction est �nalement obtenue
par triangulation du graphe markovien, et les sous-fonctions associées à une même clique
sont additionnées entre elles. En�n, les deux algorithmes sont exécutés sur les mêmes
instances (avec un seuil pour notre algorithme correspondant à T � 500000).

La �gure 3.6 représente les résultats de comparaison obtenus. Sur l'axe des abs-
cisses, nous avons représenté la somme des tailles des cliques du réseau GAI généré (donc°

CjPC

±
iPCj

|Xi|) a�n de servir d'indicateur de la complexité du réseau. Sur l'axe des
ordonnées, nous avons représenté les temps d'exécution des deux algorithmes en secondes.
A�n de rendre la courbe plus lisible, l'axe des ordonnées est représenté sur une échelle
logarithmique. Il apparaît clairement qu'il existe un seuil (vers une somme de taille de
106) à partir duquel l'approche en trois moteurs devient plus avantageuse à utiliser que
l'algorithme de choix optimal. En deçà de ce seuil, les précalculs e�ectués par notre al-
gorithme pour construire un réseau approximé (correspondant au réseau initial lorsque
la plus grande clique possède une taille inférieure à T ) et l'utilisation du rangement le
rendent désavantageux par rapport à l'algorithme classique. Au delà de ce seuil, nous
pouvons voir qu'il prend tout son intérêt.

A�n d'évaluer plus �nement l'algorithme, nous avons cherché dans la littérature un
algorithme tentant de traiter des instances complexes tout en étant capable de renvoyer
la solution optimale du problème original. Kask et Dechter (1999) ont introduit l'ap-
proche par Mini-Buckets avec Branch & Bound pour traiter le problème MPE (Most
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Figure 3.6 � Comparaison des temps de calcul entre l'algorithme de choix optimal (en
pointillé) et l'approche en trois moteurs (en ligne pleine)

Probable Explanation) dans le domaine des réseaux bayésiens. Cette approche peut être
adaptée aux réseaux GAI de façon à résoudre le problème du choix optimal. Nous avons
implémenté cette adaptation de l'algorithme et nous avons e�ectué une comparaison avec
l'approche en trois moteurs de la même façon que précédemment, à la seule di�érence
que les réseaux GAI générés contiennent maintenant 40 attributs.
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Figure 3.7 � Comparaison des temps de calcul entre Mini-Buckets avec Branch & Bound
(en pointillé) et l'approche en trois moteurs (en ligne pleine)

La �gure 3.7 montre qu'il existe de nouveau un seuil (aux alentours de 107 cette
fois-ci) à partir duquel l'algorithme en trois moteurs est plus e�cace que l'adaptation
des Mini-Buckets avec Branch & Bound. Ce seuil existe de nouveau car la méthode de
génération du réseau approximant utilisée dans notre algorithme procède à une analyse
plus �ne du réseau. En deçà du seuil, cette analyse est bien plus coûteuse en temps de
calcul que les maximisations et le Branch&Bound des Mini-Buckets, mais sur des plus
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grandes tailles de problème, nous pouvons nous apercevoir qu'une telle analyse prend
tout son sens.

3.4 Extensions de l'algorithme

Au sein de cette section, nous allons généraliser cette approche pour deux autres
problèmes présentés dans les chapitres précédents : le rangement d'un réseau GAI et la
détermination de la solution agrégée optimale. Puis, nous discuterons de la modularité de
cet algorithme et de la possibilité de remplacer un � moteur � par un autre sans impact
sur le bon déroulement de l'algorithme. Finalement, nous montrerons que l'approche
présentée dans ce chapitre ouvre la voie vers un nouveau concept de triangulation.

3.4.1 Rangement sous forte treewidth

Nous avons présenté dans les sections précédentes une nouvelle approche pour ré-
soudre le problème de choix dans un contexte de réseau GAI de forte treewidth. Cette
approche peut être étendue au problème de rangement dans ce même contexte : Suppo-
sons que le réseau GAI R soit approximé par un réseau GAI R̂ en utilisant les mêmes
techniques que celles vues précédemment, et que nous désirons déterminer les k meilleures
alternatives x1, . . . , xk en fonction de l'utilité u représentable par le réseau GAI R. Ap-
pliquer la même approche que pour le choix optimal revient à déterminer un nouveau
critère d'arrêt du rangement de R̂ et à exploiter les alternatives itérées dans le moteur
de rangement.

Du point de vue du stockage, il su�t d'implémenter un tas permettant de stocker les
informations au fur et à mesure des itérations, l'idée étant de disposer de la primitive
Inserer(x) fonctionnant de la façon suivante :

� Si la structure ne contient pas k alternatives, x est inséré dans le tas (et indexé par
upxq).

� Si la structure contient k alternatives et si upxq possède une valeur supérieure à la
plus petite utilité du tas, alors x est indexé dans le tas, et la tête du tas (d'utilité
minimale) est supprimée.

� Si la structure contient k alternatives et si upxq ne possède pas une valeur supérieure
à la plus petite utilité du tas, la structure n'est pas modi�ée.

L'insertion sera donc réalisée en Oplogpkqq, et il sera donc aisé en �n d'algorithme
de convertir cette structure en un tableau d'alternatives triées selon leur valeur d'utilité
(même principe que le tri par tas, soit un coût de conversion en Opk logpkqq).

La détermination du point d'arrêt sera fera d'une manière similaire au problème de
choix optimal, l'unique di�érence étant qu'au lieu de comparer l'utilité approchée de
l'itération courante avec la meilleure utilité stockée jusqu'à présent, nous la comparerons
avec la plus petite utilité stockée dans notre structure de solutions (donc la tête de tas,
accessible en Op1q).

Proposition 4 (Condition su�sante d'arrêt (rangement de u)) Soit u : X Ñ R

une fonction d'utilité, et û : X Ñ R une fonction véri�ant @x P X ûpxq ¥ upxq. Notons
x1, . . . , xk les k meilleures alternatives selon u, y1, . . . , yz les z meilleures alternatives
(selon û), et ȳ la k-ième meilleure alternative des yi selon u (pour i P t1, . . . , zu), alors
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on a :
ûpyzq   upȳq ùñ ȳ � xk

Preuve. La démonstration est similaire à la condition su�sante d'arrêt utilisée pour le
problème du choix optimal. Supposons que ûpyzq   upȳq. Par dé�nition du rangement,
on aura donc que @l ¡ z ûpyzq ¥ ûpylq, et par dé�nition de û, on aura que ûpylq ¥ upylq.
Donc, on aura @l ¡ z upȳq ¡ upylq. Or, ȳ est dé�nie comme la k-ième meilleure alter-
native des yi selon u (pour i P t1, . . . , zu), donc ȳ est la k-ième meilleure alternative sur
tout X , donc ȳ � xk. �

Il résulte de la condition d'arrêt l'algorithme 15 permettant de résoudre le problème
de rangement dans un contexte de forte treewidth.

Algorithme 15 : RangementTreewidth

Entrée : R : réseau GAI représentant l'utilité u
R̂Ð réseau GAI (d'utilité û) bornant supérieurement u;1

Ranking Ð MoteurRangement(R̂);2

Structure Ð InitStructure();3

xÐ Ranking.solutionSuivante();4

Structure.Insérer(x, upxq);5

BorneSup Ð ûpxq;6

tant que Structure.PlusPetiteUtilité() ¤ BorneSup et Ranking.pasFini()7

faire
xÐ Ranking.solutionSuivante();8

BorneSup Ð ûpxq;9

Structure.Insérer(x, upxq);10

�n11

retourner Structure ;12

3.4.2 Solution agrégée optimale sous forte treewidth

Dans la section 2.4.2, nous avons présenté une approche par rangement pour résoudre
des problèmes de décision multicritère et multiattribut (la détermination de la solution
agrégée optimale). En reprenant cette approche et en la mêlant avec l'algorithme de
rangement sous forte treewidth, il est possible de déduire directement un algorithme de
détermination de solution agrégée optimale sous forte treewidth. Cet algorithme est d'au-
tant plus intéressant que l'algorithme originel se base sur une agrégation des réseaux GAI
représentant les critères (le réseau GAI scalarisé). Or, si les structures de dépendances
sont dissemblables entre les di�érents critères, la treewidth du réseau GAI scalarisé aura
tendance à être élevée.

De plus, la construction du réseau GAI approché se base sur une analyse de la struc-
ture du réseau agrégé pour déterminer un découpage des utilités. Dans ce cas de �gure,
le lien entre utilité scalarisée et utilité des réseaux GAI d'origine peut être exploité.
Ainsi, le moteur d'analyse graphique étudiera la structure du réseau scalarisé, mais le
moteur d'approximation sera exploité directement sur les sous-fonctions d'utilité propres
à chaque critère.
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3.4.3 Extension des moteurs

L'approche en trois moteurs peut être représentée symboliquement par la �gure 3.8 :
La construction du réseau GAI approché nécessite un moteur d'analyse graphique qui
génèrera des découpages pour le moteur d'approximation. Ce dernier génèrera les sous-
fonctions approchées nécessaires à la construction du réseau. Finalement, le moteur de
rangement appliqué au réseau approché permettra de déduire la solution du problème.
Nous avons incorporé dans le moteur d'analyse une notion de distance renforçant les
interactions entre analyse et approximation dans la formulation que nous lui avons donné.

Moteur d'analyse graphique

Distance

Construction du réseau approché

Moteur d'approximation

Moteur de rangement
Solution

Figure 3.8 � Vision symbolique de l'approche par moteurs

L'algorithme présenté au sein de ce chapitre est tout à fait adaptable à de nouveaux
moteurs, et il est sûrement possible de l'améliorer en se basant sur les constatations
suivantes :

� La notion de distance : Nous avons choisi une formulation simple de la notion
de distance d'approximation en utilisant un moteur d'approximation fondé sur la
programmation linéaire. Toutefois, la distance peut devenir un moteur à part entière
et on peut explorer de nouvelles voies telles que l'adaptation de la divergence de
Kullback-Leibler (Kullback et Leibler, 1951) aux fonctions d'utilité, ou encore en
réussissant à déterminer une manière de calculer la divergence entre deux relations
de préférence.

� L'analyse graphique : Nous avons formulé l'analyse graphique comme un problème
général mais trop complexe à résoudre. Cette constatation nous a amené à faire
certaines hypothèses (distance générale décomposable en somme des distances liées
aux arêtes) pour reformuler le problème général en un problème approché solvable
en un temps convenable par programmation dynamique. Il est possible d'imaginer
de nouvelles techniques d'analyse graphique a�n d'améliorer le choix des arêtes à
supprimer du réseau approché.

� L'approximation : Lors de l'élaboration du moteur, nous avons dé�ni un système
de contraintes à respecter. Ce système est indispensable au bon fonctionnement de
l'algorithme (sinon le critère d'arrêt du moteur de rangement ne pourra être véri�é).



Toutefois, nous avons choisi une fonction objectif qui nous semblait intéressante
pour générer de bonnes approximations, mais il se peut que d'autres techniques
améliorent la qualité des approximations obtenues.

3.4.4 Vers une nouvelle approche de la triangulation

De façon plus générale, sans entrer dans les détails des di�érents moteurs ou dans la
génération des sous-fonctions, les travaux que nous avons réalisés pour développer cette
nouvelle approche peuvent être vus comme la possibilité de supprimer des arêtes dans le
graphe markovien tout en ayant un algorithme capable de résoudre le problème initial de
triangulation. La notion de triangulation utilisée pour générer nos réseaux GAI agrégés
ou approchés consiste en général à partir d'un graphe markovien GM � pVM , EM q et à
déterminer un ensemble d'arêtes �ll-ins T à ajouter au graphe pour le rendre cordal. On
obtient ainsi le graphe triangulé GT � pVM , EM Y T q. La possibilité de supprimer des
arêtes peut donc nous conduire à une nouvelle approche de la triangulation consistant en
la détermination d'un ensemble de �ll-ins T et un ensemble d'arêtes à supprimer D tels
que GT � pVM , pEMzDq Y T q soit cordal.







Chapitre 4

Détermination exacte et approchée

de la frontière de Pareto 1

Résumé. Dans ce chapitre, nous présenterons un algorithme permettant le calcul de
la frontière de Pareto lorsque les m critères sont représentés par des réseaux GAI. Dans
un premier temps (section 4.1) nous présenterons la notion de réseau GAI vectoriel.
Nous démontrerons la NP-complétude du problème et nous proposerons un algorithme
exact pour le résoudre. Puis, dans la section 4.2, face aux problèmes computationels
résultant de la NP-complétude du problème, nous adapterons l'algorithme exact pour
proposer un algorithme approché avec garantie de performance. Finalement, les deux
algorithmes seront analysés théoriquement et expérimentalement dans la section 4.3.

1. Travaux publiés dans Dubus et al. (2009d)

103
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Le reste de cette thèse se situera dans un contexte mêlant décision multiattribut et
décision multicritère. Dans le chapitre 2, nous avions présenté di�érentes problématiques
liées à l'aspect multicritère, ainsi qu'un algorithme pour résoudre les problèmes de dé-
termination de la solution agrégée optimale. Le but de ce chapitre est de traiter un des
problèmes que nous avions laissé de côté : la détermination de la frontière de Pareto. Dans
un premier temps (au sein de la section 4.1), nous introduirons une modélisation du pro-
blème adaptée aux réseaux GAI, et nous présenterons un algorithme conceptuellement
proche de l'algorithme de choix optimal pour le résoudre. Étant donné que la frontière de
Pareto peut potentiellement contenir l'ensemble de toutes les instanciations des attributs
du problème, la section 4.2 aura pour but d'exploiter un nouveau concept de dominance
permettant de contourner les problèmes de temps de calcul et de représentation mémo-
rielle. Cette section s'achèvera sur l'introduction d'un algorithme d'approximation avec
garantie de performance. Finalement, dans la section 4.3, nous analyserons l'algorithme
théoriquement et expérimentalement, avant de conclure sur la viabilité de cette approche.

Au sein de ce chapitre, nous supposerons que les fonctions d'utilité associées aux
di�érents critères sont de la forme : uj : X Ñ Z�. Cette hypothèse n'est nullement
restrictive étant donné qu'il est aisé d'ajouter à chaque sous-utilité une constante qui la
rend positive.

4.1 La frontière de Pareto par collecte de messages

Lors du chapitre 2, nous avons introduit les notions nécessaires à l'intégration de l'as-
pect multicritère dans le modèle GAI. Toutefois, l'algorithme de l'état de l'art se basait
sur le réseau GAI scalarisé qui était construit à partir des m réseaux GAI représentant
les critères, et une fonction de borne supérieure de l'agrégateur souhaité. Après avoir
démontré la NP-complétude du problème de la détermination de la frontière de Pareto
(section 4.1.1), nous introduirons un nouveau type de réseau GAI agrégé dans la sec-
tion 4.1.2 nous permettant de manipuler directement des vecteurs d'utilité. Finalement,
nous utiliserons les propriétés de la dominance de Pareto pour déduire un algorithme
exploitant les indépendances du réseau pour calculer e�cacement la frontière de Pareto
(section 4.1.3).

4.1.1 NP-complétude du problème

Nous avons vu précédemment (au sein de l'exemple 7) une première di�culté posée
par la frontière de Pareto : l'ensemble des vecteurs dans la frontière peut être potentiel-
lement aussi grand que X . Nous reviendrons sur cette di�culté dans la section 4.2, mais
une seconde di�culté apparaît en étudiant le problème du point de vue de la théorie de
la complexité.

Dé�nition 73 (Pv : problème de décision (frontière de Pareto)) On notera Pv le
problème de décision (au sens de la théorie de la complexité) associé à la détermination
de la frontière de Pareto dont la formulation est :

� Données : Un ensemble de n attributs Xi avec @i P t1, . . . , nu|Xi| ¥ 2, m en-
sembles Cj véri�ant @Cj

i P C
j C

j
i � t1, . . . , nu, auxquels on associe des fonctions

u
j
i :
±

zPCj
i
Xz Ñ Z�, et un vecteur v P Z

m
� . On notera uj �

°
C

j
i PC

j u
j
i .
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� Question : Existe-t-il une instanciation x de X dont le vecteur d'utilité associé
pu1pxq, . . . , umpxqq domine au sens de Pareto le vecteur v ?

La proposition 5 montre que le problème Pv est NP-complet. Il est donc impossible
de le traiter en un temps polynômial (à moins que P = NP).

Proposition 5 Pv est un problème NP-complet.

Preuve. Nous allons établir la preuve pour un problème bicritère (m � 2). Pour ce
faire, nous allons considérer la version décisionnelle du problème de sac à dos (que nous
noterons KP), dont la formulation est la suivante :

� Données : un vecteur d'utilité pv1, . . . , vmq P Z
m
� , un vecteur de pondération

pw1, . . . , wmq P Z
m
� et deux entiers U et W .

� Question : Existe-t-il x P t0, 1um tel que
°m

j�1 vjxj ¥ U et
°m

j�1wjxj ¤W ?
Étant donné une instance de KP, construisons (en un temps polynômial) une instance

de notre problème : Soit m attributs booléens Xj � t0, 1u@j P t1, . . . ,mu, C1
i � C2

i �
i @i P t1, . . . ,mu, et m sous-fonctions d'utilité pour chaque critère véri�ant u1j pxjq � vjxj

et u2j � wjp1 � xjq. Ainsi, le vecteur d'utilité associé à une instanciation des attributs
correspondra à upxq � pu1pxq, u2pxqq � p

°m
j�1 vjxj ,

°m
j�1wjp1 � xjqq. Donc, déterminer

l'existence d'un vecteur x tel que
°m

j�1 vjxj ¥ U et
°m

j�1wjxj ¤W revient à déterminer
s'il existe un vecteur x dont l'utilité domine le vecteur pU,

°m
j�1wj �W q.

KP étant NP-complet (Garey et Johnson, 1979), notre problème est donc NP-di�cile.
De plus, il est aisé de tester polynômialement si, pour une instanciation x donnée, on a
upxq ¡P v. Donc, Pv est aussi de la classe NP. Le problème Pv est donc NP-complet. �

4.1.2 Réseau GAI vectoriel

Le but de la nouvelle formulation des réseaux GAI que nous exploiterons au sein de
ce chapitre (et du chapitre suivant) est d'utiliser une expression des utilités propice à
l'utilisation de la dominance de Pareto, donc une formulation vectorielle. De la même
façon que pour la construction du réseau GAI scalarisé, la structure sera bâtie par agré-
gation a�n d'englober toutes les dépendances. Les sous-fonctions d'utilité contenues dans
les diverses cliques d'un réseau représentant le j-ème critère seront placées dans la clique
correspondante du réseau agrégé, au sein de la j-ème composante d'un vecteur. Le réseau
GAI vectoriel sera donc conforme à la dé�nition 74.

Dé�nition 74 (Réseau GAI vectoriel) Soit X �
±n

i�1Xi un espace d'alternatives,
u1, . . . , um des fonctions d'utilité telles que, à chaque fonction uj, on puisse associer une
représentation en réseau GAI Rj � pF j , tujzuq.
On dit que le réseau GAI R � pF, tuzuq est un réseau GAI vectoriel de R1, . . . , Rm si, et
seulement si :

� F est une agrégation des forêts de jonction F 1, . . . , Fm

� @x P X upxq � pu1pxq, . . . , umpxqq.

Remarque 20 Tout le long de ce chapitre, ainsi que dans le chapitre suivant, nous ex-
ploiterons des réseaux GAI vectoriels et nous manipulerons des vecteurs à m dimensions.
Nous utiliserons les opérations et relations suivantes pour manipuler les vecteurs :
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� L'addition : @v P Z
m
�@w P Z

m
� v � w � pv1 � w1, . . . , vm � wmq.

� La soustraction : @v P Z
m
�@w P Z

m
� v � w � pv1 � w1, . . . , vm � wmq.

� La comparaison : @v P Z
m
�@w P Z

m
� v ¤ w ô @i P t1, . . . ,mu vi ¤ wi.

De plus, le nom de réseau GAI vectoriel a un sens : on peut en e�et étendre la
GAI-décomposabilité sur des sous-fonctions d'utilité vectorielles en utilisant l'addition
vectorielle. Soit C � tC1, . . . , Cqu les cliques du réseau GAI vectoriel, alors on aura @x P
X upxq �

°
CiPC

uipxCi
q avec ui : XCi

Ñ Z
m
� des sous-fonctions à valeurs vectorielles

associées aux cliques. Il est donc important de noter qu'à partir de maintenant, toute
fonction notée u ou ui sera vectorielle, et que nous ne nous référerons à des fonctions à
valeur scalaire uniquement par ui ou uij.

Le problème de la détermination de la frontière de Pareto au sein d'un réseau GAI
vectoriel consistera donc à calculer ArgNDP pX , uq � tx P X {Ex1 P X upx1q ¡P upxqu.
Un tel algorithme devra être capable d'exploiter la structure d'indépendance des utilités
de manière à optimiser les calculs.

X3X5

X2

X1X2

X3

X2X3X4 X4 X4X6

Figure 4.1 � Réseau GAI vectoriel de l'exemple 30

Exemple 30 Considérons le réseau GAI vectoriel de la �gure 4.1 et tentons de déter-
miner comment reconstituer l'ensemble U de vecteurs d'utilité représenté dans ce réseau
vectoriel. L'ensemble U peut s'écrire sous la forme

U �
¤
xPX

t
¸

CjPC

ujpxCj
qu

Posons Uj la fonction qui, à une instanciation xCj
P XCj

, renvoie le singleton
tujpxCj

qu, et ` l'opérateur qui à deux ensembles de vecteurs, renvoie l'ensemble des
combinaisons possibles par sommation de ces vecteurs, c'est-à-dire :

E ` F � tv � w{v P E et w P F u

En pratique, nous n'allons pas manipuler directement des ensembles, mais des sous-
fonctions d'utilité renvoyant des ensembles. Nous allons étendre l'opérateur ` au traite-
ment de ce type de fonctions. Considérons deux fonctions E et F , dé�nies respectivement
sur XY � XS et XZ � XS avec Y X Z � H, Y X S � H et Z X S � H. Nous allons
dé�nir G � E `F de la manière suivante : Le domaine de dé�nition de G est XYYSYZ ,
et son expression est :

@y P XY @s P XS@z P XZ Gpy, s, zq � Epy, sq` F ps, zq
� tv � w{v P Epy, sq et w P F ps, zqu

L'ensemble U peut donc se réécrire en exploitant la GAI-décomposabilité du réseau
vectoriel :
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U �
�

xPX

Ð
CjPC

UjpxCj
q

avec @Cj P C@xCj
P XCj

UjpxCj
q � tujpxCj

qu.

De plus, nous pouvons remarquer que les opérateurs Y et ` véri�ent les mêmes pro-
priétés que les opérateurs max et �, utilisés dans l'algorithme de détermination du choix
optimal (voir les axiomes présentés dans Shenoy et Shafer (1990)). Donc, en appliquant
un raisonnement similaire à cet algorithme, il est possible d'en déduire une réécriture de
U propice à un algorithme de collecte :$'''''''''''&

'''''''''''%

ψ1px1, x2q � U1px1, x2q
φ1,3px2q �

�
x1PX1

ψ1px1, x2q
ψ1px3, x5q � U2px3, x5q
φ2,3px3q �

�
x5PX5

ψ2px3, x5q
ψ3px2, x3, x4q � φ1,3px2q` φ2,3px3q` U3px2, x3, x4q
φ3,4px4q �

�
px2,x3qPX2�X3

ψ3px2, x3, x4q
ψ4px4, x6q � φ3,4px4q` U4px4, x6q

U �
�

px4,x6qPX4�X6
ψ4px4, x6q

4.1.3 Collecte vectorielle pour le calcul de la frontière de Pareto

Dans l'exemple 30, nous avons vu que la détermination de U avait une forme propice à
un algorithme de collecte. Nous allons maintenant aborder la détermination de la frontière
de Pareto en se basant sur cette idée d'algorithme à collecte vectorielle.

Une di�érence que nous allons introduire par rapport à l'exemple précédent est que
nous ne sommes pas intéressés uniquement par des vecteurs d'utilité, mais aussi par
les instanciations les ayant engendrés. Nous ne ferons donc plus transiter de vecteurs par
message, mais des associations xv, xy où v sera un vecteur, et x l'instanciation d'attributs
ayant engendré ce vecteur. Les messages transitant sur les séparateurs seront donc des
hypermatrices contenant des ensembles de ces associations. Il est donc nécessaire de
modi�er l'opérateur ` :

Dé�nition 75 (Combinaison ensembliste)
Soit X1, . . . , Xn des attributs, Y � t1, . . . , nu, Y 1 � t1, . . . , nu, S � Y X Y 1, E un
ensemble d'associations xv, xy avec v P Z

m
� et x P XY , F un ensemble d'associations

xv1, x1y avec v1 P Z
m
� et x1 P XY 1. L'opérateur de combinaison ensembliste ` est dé�ni

uniquement dans le cas où @xv, xy P E@xv1, x1y P F xS � x1S par :

E ` F � txv � v1, x2y{xv, xy P E et xv1, x1y P F et x2 � pxY , xY 1zSqu.

Il est à noter qu'en respectant le séquençage de calculs induit par un algorithme de
collecte, l'opérateur ` est toujours bien dé�ni : les opérations ne se font qu'à valeur de
séparateur �xée pour les instanciations. Pour reprendre le parallèle avec l'exemple 30, il
faudrait modi�er la dé�nition des fonctions Uj par UjpxCj

q � txujpxCj
q, xCj

yu.
L'idée de notre algorithme de détermination de la frontière de Pareto est d'exploiter

les propriétés de la dominance de Pareto a�n de pouvoir supprimer au fur et à mesure de
la collecte vectorielle des vecteurs dominés. Pour cela, nous utiliserons la propriété 28.

Propriété 28 La dominance de Pareto véri�e :
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� La transitivité : @v P R
m @w P R

m @z P R
m v ¡P w et w ¡P z ùñ v ¡P z

� L'additivité : @v P R
m @w P R

m @z P R
m v ¡P w ùñ v � z ¡P w � z

Exemple 31 La propriété d'additivé permet d'e�ectuer des calculs de non-dominance au
cours de la phase de collecte : Considérons la fonction d'utilité upx1, x2, x3q � u1px1, x2q�
u2px2, x3q, et supposons qu'il existe des instanciations x11, x12 et x21 telles que u1px11, x21q ¡P

u1px12, x21q, alors il n'existera aucune valeur x3 P X3 telle que px12, x21, x3q appartienne
à la frontière de Pareto. Pour s'en rendre compte, il su�t de réécrire la propriété :

@x3 P X3 u1px11, x21q ¡P u1px12, x21q ùñ u1px11, x21q�u2px21, x3q ¡P u1px12, x21q�u2px21, x3q.

Cette réécriture de manière formelle fait clairement apparaître l'utilisation de l'additi-
vité de la dominance de Pareto. L'importance de la transitivité s'exprime par le fait de ne
jamais remettre en cause des solutions que nous avons écartées de la frontière de Pareto :
Prenons trois vecteurs v, w et z. Supposons que v ¡P w, on aimerait supprimer w de la
frontière de Pareto. Cette suppression serait-elle valide si par la suite on a z ¡P v ? Par
transitivité, on a z ¡P w, et donc w sera toujours dominé par un vecteur. Il est donc
possible d'écrire un algorithme exploitant l'additivité et la transitivté pour e�ectuer des
calculs de dominance au fur et à mesure d'une phase de collecte.

Les calculs de non-dominance pourront donc s'appliquer directement après une exé-
cution de l'opérateur `, ou après une union ensembliste. On en déduit donc directement
l'algorithme 16.

Remarque 21 Pour simpli�er la lecture de l'algorithme, nous supposerons l'existence
de deux fonctions :

� NonDominés : Cette fonction prend en argument un ensemble E d'associations
xv, xy et a pour valeur de retour un sous-ensemble F � E contenant les asso-
ciations composant la frontière de Pareto de E. Par exemple, l'appel de la fonction
NonDominés(txp42, 42q, xy, xp51, 1664q, zy, xp1664, 51q, yyu) s'évalue en l'ensemble
txp51, 1664q, zy, xp1664, 51q, yyu.

� NonDominésParCase : Cette fonction prend en argument une hypermatrice H d'en-
sembles d'associations et a pour valeur de retour une hypermatrice correspondant à
un appel de NonDominés sur tous les ensembles que contient H. Par exemple, étant
donné une fonction ui dé�nie sur XCi

, un appel à NonDominésParCase(ui) s'évalue
en une fonction f dé�nie sur XCi

et véri�ant : @x P XCi
fpxq �NonDominés(uipxq).

Pour montrer la validité de l'algorithme 16, nous allons dans un premier temps mon-
trer la validité des combinaisons ensemblistes dans le cadre des utilités additives (pro-
position 6), a�n de pouvoir ensuite étendre ce résultat dans le cas d'une utilité GAI-
décomposable en deux sous-fonctions (proposition 7). Cette proposition va elle aussi être
généralisée au cas où le nombre de cliques est quelconque (proposition 8), pour �nalement
être exploitée pour montrer la validité de l'algorithme 16 (proposition 9).

Proposition 6 (Combinaison pour des utilités additives) Soit pD,Eq une parti-
tion de t1, . . . , nu, et u une fonction d'utilité vectorielle additivement décomposable en
@x P X upxq � u1pxDq � u2pxEq. Alors, on a :

NDP pUq � NDP ptv{DxD P XD u1pxDq � vuq` NDP ptv{DxE P XE u2pxEq � vuq.
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Algorithme 16 : CollecteVectorielle

Entrées :
Ca : clique réceptionnant les messages
Cp : clique destinataire du message à créer
ψa Ð créer hypermatrice véri�ant @xCa P XCa ψapxq � txuapxCaq, xCayu;1

pour chaque Cb clique voisine de Ca faire2

si Cb � Cp alors3

φb,a Ð CollecteVectorielle(Cb, Ca);4

ψa Ð NonDominésParCase(ψa ` φb,a);5

�n6

�n7

si Ca � Cp alors8

φa,p Ð créer hypermatrice dé�nie sur XSap ;9

pour tous les xSap P XSap faire10

φa,ppxSapq Ð NonDominés(
�

yCazSapPXCazSap
ψapxSap , yCazSap

q);
11

�n12

retourner φa,p;13

sinon14

retourner NonDominés(
�

xCaPXCa
ψapxCaq);15

�n16

Preuve. Considérons deux instanciations xD et yD deXD, telles que u1pxDq ¡P u2pyDq.
Par additivité de la dominance de Pareto, on aura donc @xE P XE u1pxDq � u2pxEq ¡P

u1pyDq � u2pxEq. Il n'existe donc pas de vecteur dans NDP pUq résultant d'une addition
vectorielle entre u1pyDq et un vecteur u2pxEq. Pour la même raison, il ne peut exister de
vecteur dans NDP pUq résultant de l'addition de u1pxDq avec un vecteur dominé u2pyEq.
Étant donné que U � tv{DxD P XD u1pxDq � vu`tv{DxE P XE u2pxEq � vu et DXE �
H, on obtient donc NDP pUq � NDP ptv{DxD P XD u1pxDq � vuq ` NDP ptv{DxE P
XE u2pxEq � vuq. �

Proposition 7 (Combinaison pour une utilité GAI-décomposable) Considérons
un réseau GAI vectoriel décomposable en exactement deux cliques : XC1

et XC2
, avec leur

séparateur S12 � C1 X C2. Posons D1 � C1zS12 et D2 � C2zS12. Alors, on a :

NDP pUq �
�

xS12
PXS12

�
N1pxS12

q`N2pxS12
q
�

avec N1pxS12
q � NDP

�
tv{DxD1

P XD1
u1pxD1

, xS12
q � vu

�
et N2pxS12

q � NDP

�
tv{DxD2

P XD2
u2pxD2

, xS12
q � vuq

�
.

Preuve. Cette démonstration est une application directe de la proposition 6 : La pro-
priété d'intersection courante permet d'a�rmer que D1 X D2 � H. Donc, à valeur de
XS12

�xée, u1 et u2 sont des utilités additives. D'où NDP pUq �
�

xS12
PXS12

�
N1pxS12

q`

N2pxS12
q
�
. �
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Proposition 8 (Généralisation de la proposition 7) Considérons un réseau GAI vec-
toriel décomposable selon C � tC1, . . . , Cqu. Soit XS un séparateur partitionnant l'en-
semble des cliques en C1 et C2 (de chaque côté du séparateur). Posons D1 �

�
CiPC1

CizS
et D2 �

�
CjPC2

CjzS. Alors, on a :

NDP pUq �
�

xSPXS

�
N1pxSq`N2pxSq

�
avec N1pxSq � NDP

�
tv{DxD1

P XD1

°
CiPC1

uippxD1
, xSqCi

q � vu
�

et N2pxSq � NDP

�
tv{DxD2

P XD2

°
CjPC2

ujppxD2
, xSqCj

q � vuq
�
.

Preuve. Cette proposition est une généralisation de la proposition 7 : les ensembles de
cliques C1 et C2 permettent de dé�nir un réseau GAI à deux cliques : C̄1 �

�
CiPC1

Ci et
C̄2 �

�
CjPC2

Cj , de sous-fonctions d'utilité respectives u1 �
°

CiPCi
ui et u2 �

°
CjPC2

uj .
Ce réseau a deux cliques représente bien la même utilité vectorielle u que le réseau initial,
la proposition est donc une réécriture de la proposition 7. �

Proposition 9 (Validité de l'algorithme) L'algorithme CollecteVectorielle(XCi
,

XCi
) se termine en renvoyant un ensemble E � txvi, xiyu correspondant aux associations

de vecteurs et d'instanciations composant la frontière de Pareto du problème.

Preuve. Montrons cette proposition par récurrence sur les cliques de l'arbre de jonction,
ordonné en fonction des messages de la collecte vectorielle.

� Considérons une feuille XCi
de l'arbre de jonction, reliée à la clique XCj

par le
séparateur Sij . Considérons un appel à CollecteVectorielle(Ci, Cj). La ligne 01
va former une fonction ψi contenant l'intégralité des associations entre instanciation
de xCi

P XCi
et uipxCi

q. Puisque la seule clique voisine de Ci est Cj , la boucle Pour
(lignes 02 à 07) ne modi�era pas ψi. Puis, les lignes 09 à 13 vont construire une
fonction φi,j qui, à chaque valeur de séparateur xSij

�xé, associe une frontière de
Pareto (sous forme d'association) locale à la clique Ci. La propriété 8 (en posant
C1 � tCiu) nous permet d'a�rmer que toute solution écartée lors de ces calculs
ne peut être complétée pour appartenir à la frontière de Pareto globale du réseau
GAI.

� Soit maintenant une clique Ci qui n'est pas une feuille, et considérons un appel à
CollecteVectorielle(Ci, Cj). Les lignes 02 à 07 de l'algorithme permettent de
combiner (avec l'opérateur `, correspondant à l'opérateur ` prenant en compte les
associations) les messages φz,i reçus avec les associations contenues dans la fonction
ψi. À la �n de l'exécution de la boucle Pour, la fonction ψi contient donc l'intégralité
des associations possibles issues de tout le sous-réseau déjà parcouru, à laquelle on
a supprimé des associations qui ne peuvent appartenir à la frontière de Pareto du
réseau GAI vectoriel. De la même façon que précédemment, les calculs de non-
dominance (lignes 09 à 13) à valeur de séparateur �xé suppriment des associations
qui ne pourront appartenir à la frontière de Pareto (proposition 8 avec S � Sij).

� Au niveau de la clique racine Cr, on aura donc (à la �n de la boucle Pour) une
fonction φr contenant un sur-ensemble de la frontière de Pareto du problème. La
ligne 15 applique un dernier calcul de non-dominance permettant d'obtenir exac-
tement la frontière de Pareto du problème.
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Donc, par récurrence sur les cliques du réseau, un appel à CollecteVectorielle(XCi
,

XCi
) renverra bien la frontière de Pareto du problème. �

Exemple 32 Appliquons l'algorithme de collecte vectorielle sur le réseau GAI vectoriel
de la �gure 4.2.

X3X5

X2

X1X2

X3

X2X3X4 X4 X4X6

(a) Arbre de jonction

X2

X1 x21 x22
x11 p1, 5q p2, 3q
x12 p8, 2q p3, 4q
x13 p7, 1q p6, 2q

(b) u1px1, x2q

X3

X5 x31 x32
x51 p2, 9q p4, 3q
x52 p1, 7q p4, 9q
x53 p4, 1q p4, 8q
x54 p3, 1q p5, 3q

(c) u2px3, x5q

X3

x31 x32
X2 X2

X4 x21 x22 x21 x22
x41 p3, 3q p5, 3q p1, 2q p4, 4q
x42 p2, 4q p1, 4q p6, 2q p2, 5q

(d) u3px2, x3, x4q

X6

X4 x61 x62
x41 p9, 1q p6, 7q
x42 p3, 2q p2, 6q

(e) u4px4, x6q

Figure 4.2 � Exemple de réseau GAI vectoriel (bicritère)

Supposons que l'appel de la fonction se fasse sur la clique contenant u4. L'algorithme
e�ectuera l'enchaînement des appels récursifs (voir la �gure 4.3 pour une représenta-
tion sous forme de di�usion de messages), puis commencera à construire les premiers
messages.

X3X5

X2

X1X2

X3

X2X3X4 X4 X4X6

φ3,4 ψ4
ψ3

φ1,3

φ2,3ψ2

ψ1

Figure 4.3 � Ordre des messages dans l'exemple 32

Dans un premier temps, les sous-fonctions d'utilité u1 et u2 seront converties en
fonctions renvoyant des ensembles d'associations ψ1 et ψ2.
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ψ1px1, x2q X2

X1 x21 x22
x11 txp1, 5q, px11, x21qyu txp2, 3q, px11, x22qyu
x12 txp8, 2q, px12, x21qyu txp3, 4q, px12, x22qyu
x13 txp7, 1q, px13, x21qyu txp6, 2q, px13, x22qyu

ψ2px3, x5q X3

X5 x31 x32
x51 txp2, 9q, px51, x31qyu txp4, 3q, px51, x32qyu
x52 txp1, 7q, px52, x31qyu txp4, 9q, px52, x32qyu
x53 txp4, 1q, px53, x31qyu txp4, 8q, px53, x32qyu
x54 txp3, 1q, px54, x31qyu txp5, 3q, px54, x32qyu

Puis le message φ1,3 sera construit en calculant pour chaque valeur x2 P X2,
NonDominés(

�
x1PX1

ψ1px1, x2q). De la même façon, pour φ2,3, on calculera pour chaque
valeur de x3 P X3 NonDominés(

�
x5PX5

ψ2px3, x5q).

X2 φ1,3px2q
x21 txp1, 5q, px11, x21qy, xp8, 2q, px12, x21qyu
x22 txp3, 4q, px12, x22qy, xp6, 2q, px13, x22qyu
X3 φ2,3px3q
x31 txp2, 9q, px51, x31qy, xp4, 1q, px53, x31qyu
x32 txp5, 3q, px54, x32qy, xp4, 9q, px52, x32qyu

Ensuite, la fonction ψ3 va être mise à jour en e�ectuant cette succession d'opérations :
ψ3 Ð NonDominésParCase(ψ3 ` φ1,3)
ψ3 Ð NonDominésParCase(ψ3 ` φ2,3)
L'état �nal de la fonction ψ3 est représenté par :

X3 X2 X4 ψ3px2, x3, x4q
x31 x21 x41 txp6, 17q, px11, x21, x31, x41, x51qy, xp13, 14q, px12, x21, x31, x41, x51qy,

xp15, 6q, px12, x21, x31, x41, x53qyu
x31 x22 x41 txp10, 16q, px12, x22, x31, x41, x51qy, xp13, 14q, px13, x22, x31, x41, x51qy,

xp15, 6q, px13, x22, x31, x41, x53qyu
x32 x21 x41 txp14, 7q, px12, x21, x32, x41, x54qy, xp6, 16q, px11, x21, x32, x41, x52qy,

xp13, 13q, px12, x21, x32, x41, x52qyu
x32 x22 x41 txp15, 9q, px13, x22, x32, x41, x54qy, xp11, 17q, px12, x22, x32, x41, x52qy,

xp14, 15q, px13, x22, x32, x41, x52qyu
x31 x21 x42 txp5, 18q, px11, x21, x31, x42, x51qy, xp12, 15q, px12, x21, x31, x42, x51qy,

xp14, 7q, px12, x21, x31, x42, x53qyu
x31 x22 x42 txp6, 17q, px12, x22, x31, x42, x51qy, xp9, 15q, px13, x22, x31, x42, x51qy,

xp11, 7q, px13, x22, x31, x42, x53qyu
x32 x21 x42 txp19, 7q, px12, x21, x32, x42, x54qy, xp11, 16q, px11, x21, x32, x42, x52qy,

xp18, 13q, px12, x21, x32, x42, x52qyu
x32 x22 x42 txp13, 10q, px13, x22, x32, x42, x54qy, xp9, 18q, px12, x22, x32, x42, x52qy,

xp12, 16q, px13, x22, x32, x42, x52qyu

Finalement, le message ψ3,4 est obtenu en calculant pour chaque valeur de x4 P X4
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NonDominés(
�

px2,x3qPX2�X3
ψ3px2, x3, x4q).

X4 φ3,4px4q
x41 txp15, 9q, px13, x22, x32, x41, x54qy, xp11, 17q, px12, x22, x32, x41, x52qy,

xp14, 15q, px13, x22, x32, x41, x52qyu
x42 txp19, 7q, px12, x21, x32, x42, x54qy, xp18, 13q, px12, x21, x32, x42, x52qy,

xp12, 16q, px13, x22, x32, x42, x52qy, xp9, 18q, px12, x22, x32, x42, x52qyu

Il ne reste qu'à sommer le dernier message avec la fonction ψ4 et à e�ectuer des
calculs de non-dominance pour chaque instanciation de X4�X6, pour obtenir l'état �nal
de ψ4 :

X4 X6 ψ4px4, x6q
x41 x61 txp24, 10q, px13, x22, x32, x41, x54, x61qy,

xp20, 18q, px12, x22, x32, x41, x52, x61qy,
xp23, 16q, px13, x22, x32, x41, x52, x61qyu

x41 x62 txp21, 16q, px13, x22, x32, x41, x54, x62qy,
xp17, 24q, px12, x22, x32, x41, x52, x62qy,
xp20, 22q, px13, x22, x32, x41, x52, x62qyu

x42 x61 txp22, 9q, px12, x21, x32, x42, x54, x61qy,
xp21, 15q, px12, x21, x32, x42, x52, x61qy,
xp15, 18q, px13, x22, x32, x42, x52, x61qy,
xp12, 20q, px12, x22, x32, x42, x52, x61qyu

x42 x62 txp21, 13q, px12, x21, x32, x42, x54, x62qy,
xp20, 19q, px12, x21, x32, x42, x52, x62qy,
xp14, 22q, px13, x22, x32, x42, x52, x62qy,
xp11, 24q, px12, x22, x32, x42, x52, x62qyu

La dernière étape de l'algorithme consiste à faire l'union de tous les ensembles conte-
nus dans ψ4 et d'e�ectuer le calcul de non-dominance �nal pour obtenir la frontière de
Pareto du problème :

txp24, 10q, px13, x22, x32, x41, x54, x61qy,
xp23, 16q, px13, x22, x32, x41, x52, x61qy,
xp20, 22q, px13, x22, x32, x41, x52, x62qy,
xp17, 24q, px12, x22, x32, x41, x52, x62qyu.

4.2 Un algorithme approché avec garantie de performance

Dans la section précédente, nous avons montré que le problème de la détermination
de la frontière de Pareto dans le modèle GAI est NP-complet et nous avons présenté
un algorithme exploitant la structure des dépendances entre attributs pour résoudre
le problème par l'intermédiaire du réseau GAI vectoriel. Toutefois, lorsque nous avions
présenté la notion de frontière de Pareto dans le chapitre 1, nous avions montré qu'il était
possible que sa taille soit équivalente à la taille de X , donc une taille de frontière pouvant
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augmenter exponentiellement avec le nombre d'attributs du réseau, ce qui implique de
graves problèmes computationels.

Cette section a pour but d'adapter l'algorithme présenté précédemment pour produire
un algorithme approchant la frontière de Pareto et possédant une garantie de perfor-
mance. Dans un problème d'optimisation monocritère cherchant à maximiser une valeur
scalaire, on dit qu'un algorithme est p1� ǫq-approché (avec ǫ ¡ 0), si au lieu de renvoyer
la solution optimale x�, l'algorithme renvoie une solution x véri�ant x� ¤ p1� ǫqx (Vazi-
rani, 2001). Dans le cadre multicritère, nous allons nous baser sur la notion d'ǫ-dominance
(Papadimitriou et Yannakakis, 2000; Laumanns et al., 2002; Perny et Spanjaard, 2008)
qui sera présentée en 4.2.1, pour �nalement déduire un algorithme approché avec garantie
de performance, présenté en 4.2.2.

4.2.1 ǫ-dominance

Comment adapter la notion de p1 � ǫq-approximation à un algorithme renvoyant un
ensemble d'alternatives et de vecteurs ? Une frontière de Pareto est basée sur la notion
de vecteurs non dominés au sens de la dominance de Pareto, il semble donc logique de
prendre en compte l'approximation au sein de la relation de dominance en elle-même.
L'ǫ-dominance est une transformation de la dominance de Pareto (voir la dé�nition 76)
et s'interprète de la façon suivante : � un vecteur v ǫ-domine un vecteur v1 s'il domine v1

au sens de Pareto à un facteur 1� ǫ près �.

Dé�nition 76 (ǫ-dominance) Soient v P Z
m
� , v1 P Z

m
� et ǫ ¡ 0, on dit que v ǫ-domine

v1 (et on note v ¡ǫ v
1) si, et seulement si, on a :

v ¡ǫ v
1 ô p1� ǫqv ¡P v1.

Cette relation de dominance possède des propriétés la rendant très intéressante d'un
point de vue computationnel et que nous présenterons lors de l'analyse théorique de
nos algorithmes (dans la section 4.3.1). Dans le chapitre 1, nous avions donné un vision
schématique de la dominance de Pareto par l'intermédiaire des cônes de dominance. L'ǫ-
dominance étant basée sur la dominance de Pareto, une telle vision est toujours valable,
l'introduction du facteur multiplicatif peut être vu comme un déplacement de la zone de
dominance (voir la �gure 4.4).

Figure 4.4 � Exemple de représentation des cônes d'ǫ-dominance
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Un algorithme p1�ǫq-approché de la détermination de la frontière de Pareto consistera
donc à déterminer l'ensemble des alternatives engendrant l'ensemble des vecteurs qui ne
sont pas ǫ-dominés, pour une valeur de ǫ ¡ 0 �xée, ce qui est aussi connu dans la
littérature sous le nom d'ǫ-couverture.

Dé�nition 77 (ǫ-couverture) Soit X un espace d'alternatives, u une fonction d'utilité
multicritère, U l'espace des critères engendré par u et ǫ un réel strictement positif. On
appelle ǫ-couverture de U , et on note NDǫpUq l'ensemble de vecteurs dé�ni par NDǫpUq �
tv P U{Ev1 P U v1 ¡ǫ vu.
On introduit de la même façon l'ensemble des alternatives engendrant une ǫ-couverture
par : ArgNDǫpX , uq � tx P X {Ex1 P X upx1q ¡ǫ upxqu.

Papadimitriou et Yannakakis (2000) ont montré une propriété intéressante permet-
tant de créer une autre forme de dominance impliquant l'ǫ-dominance. Cette nouvelle
dominance, appelée log-dominance (voir dé�nition 78), permet d'associer à chaque vec-
teur d'utilité un vecteur d'entiers naturels et d'e�ectuer une dominance de Pareto sur les
entiers.

Dé�nition 78 (log-dominance) Soit ǫ ¡ 0, et Φ : Z� Ñ N une fonction dé�nie par

@vi P Z� Φpviq � t logpviq
logp1�ǫq u. Par abus de notation, nous noterons aussi Φ l'extension de

cette fonction aux vecteurs à m dimensions : Φpv1, . . . , vmq � pΦpv1q, . . . ,Φpvmqq.
Soit v P Z

m
� , v1 P Z

m
� . On dit que v log-domine v1 (et on note v ¡log v1) si, et

seulement si, on a :
v ¡log v

1 ô Φpvq ¡P Φpv1q.

Propriété 29 Soit ǫ ¡ 0, quels que soient les vecteurs v P Z
m
� et v1 P Z

m
� , on a :

v ¡log v
1 ùñ v ¡ǫ v

1.

Remarque 22 Cette approche s'interprète facilement graphiquement : Considérons un
vecteur pv1, v2q P Z

2
�, ainsi que deux entiers naturels z et z1 véri�ant p1 � ǫqz ¤ v1  

p1 � ǫqz�1 et p1 � ǫqz
1
¤ v2   p1 � ǫqz

1�1. On aura donc : z ¤ log1�ǫpv
1q   z � 1 et

z1 ¤ log1�ǫpv
2q   z1 � 1, d'où pz, z1q � Φpv1, v2q. La fonction Φ associe donc à chaque

vecteur d'utilité un vecteur d'entiers naturels correspondant à l'indice du coin inférieur
gauche de la région à laquelle il appartient sur la �gure 4.5.

La propriété 29 s'interprète en considérant que s'il existe une dominance de Pareto
entre les indices des régions obtenus par application de la fonction Φ, alors par construc-
tion des régions, il existe forcément une ǫ-dominance entre les vecteurs. De plus, chaque
vecteur d'une même région s'ǫ-dominant mutuellement, il semble naturel de remarquer
que l'ensemble des non-dominés au sens de la log-dominance est une ǫ-couverture du
problème.

4.2.2 Vers un algorithme approché avec garantie de performance

Nous avons vu de nouveaux types de dominance permettant d'approcher la frontière
de Pareto. Nous allons maintenant étudier comment l'algorithme exact présenté dans
la section 4.1.3 peut s'adapter pour donner un algorithme approché avec garantie de
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p1� ǫq41 p1� ǫq2
1

p1� ǫq3

1� ǫ

p1� ǫq2

p1� ǫq3

p1� ǫq4

1� ǫ

Figure 4.5 � Exemple de représentation de la log-dominance

performance. La première idée venant à l'esprit est d'avoir la même démarche que pré-
cédemment et de garder le même algorithme en remplaçant les fonctions NonDominés et
NonDominésParCase par un calcul de vecteurs non dominés au sens de la log-dominance
ou de l'ǫ-dominance. En pratique, un tel algorithme ne peut s'écrire tel quel, car autant
l'ǫ-dominance véri�e la propriété d'additivité (voir la propriété 30), autant la transitivité
n'est pas véri�ée (voir l'exemple 33).

Propriété 30 @v P Z
m
� @v1 P Z

m
� @z P Z

m
� v ¡ǫ v

1 ùñ v � z ¡ǫ v
1 � z.

Preuve. Supposons que v ¡ǫ v
1, alors on a p1 � ǫqv ¡P v1 par dé�nition, et donc

p1� ǫqv� z ¡P v1 � z. Or, étant donné que p1� ǫqpv� zq ¡P p1� ǫqv� z, on aura donc
p1�ǫqpv�zq ¡P v1�z (par transitivité de la dominance de Pareto), d'où : v�z ¡ǫ v

1�z. �

Exemple 33 Posons ǫ � 0.1, et considérons les vecteurs v � p100, 100q, v1 � p105, 105q
et v2 � p112, 112q. On aura 1, 1 � 100 � 110 ¡ 105 donc v ¡ǫ v

1, et 1, 1 � 105 �
115, 5 ¡ 112 donc v1 ¡ǫ v

2. Si ¡ǫ était une relation transitive, on devrait donc avoir
v ¡ǫ v

2, pourtant 112 ¡ 110. La relation ¡ǫ n'est donc pas transitive. D'un point de
vue plus général, cette non-transitivité s'explique facilement en reprenant la dé�nition de
l'ǫ-dominance : Si v ¡ǫ v

1, on a p1 � ǫqv ¡P v1. Si v1 ¡ǫ v
2, on a p1 � ǫqv1 ¡P v2. On

peut donc seulement garantir que p1� ǫq2v ¡P v2.

Pour résoudre le problème de transitivité de l'ǫ-dominance, nous allons bâtir une
nouvelle relation qui nous assurera une plus grande maîtrise de l'exponentiation du facteur
1� ǫ : l'pǫ, wq-dominance.

Dé�nition 79 (pǫ, wq-dominance) Soit v P Z
m
� , v1 P Z

m
� , ǫ ¡ 0 et w ¡ 0. On dit que v

pǫ, wq-domine v1 (et on note v ¡w
ǫ v

1) si, et seulement si, on a :

v ¡w
ǫ v

1 ô p1� ǫqwv ¡P v1.
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De façon triviale, on remarque que l'pǫ, wq-dominance est une ǫ-dominance si (et
seulement si) w � 1. L'intérêt de cette dé�nition est que la relation est additive, et qu'elle
possède une forme de transitivité que nous appellerons � transitivité additive �, c'est-à-
dire que sa transitivité s'exprimera sous la forme d'une relation additive sur l'exposant
w (voir les propositions 10 et 11).

Proposition 10 (Additivité) @v P Z
m
� @v1 P Z

m
� @z P Z

m
� v ¡w

ǫ v
1 ùñ v�z ¡w

ǫ v
1�z.

Preuve. Supposons que v ¡w
ǫ v1, on a donc @j P t1, . . . ,mu p1 � ǫqwvj ¡ v1j . Donc

p1� ǫqwvj�zj ¡ v1j�zj . Or, étant donné que ǫ ¡ 0 et w ¡ 0, on aura donc p1� ǫqw ¡ 1,
donc p1� ǫqwpvj � zjq ¡ p1� ǫqwvj � zj . D'où p1� ǫqwpvj � zjq ¡ v1j � zj . On a donc :

v � z ¡w
ǫ v

1 � z.

�

Proposition 11 (Transitivité additive)

@v P Z
m
� @v1 P Z

m
� @v2 P Z

m
� @w ¡ 0 @w1 ¡ 0 v ¡w

ǫ v
1 et v1 ¡w1

ǫ v2 ùñ v ¡w�w1

ǫ v2.

Preuve. On a v ¡w
ǫ v1 ô @j P t1, . . . ,mup1 � ǫqwvj ¡ v1j , donc p1 � ǫqw�w1

vj ¡ p1 �
ǫqw

1
v1j . De plus, v1 ¡w

ǫ v
2 ô @j P t1, . . . ,mup1� ǫqwv1j ¡ v2j . Donc, p1� ǫqw�w1

vj ¡ v2j .
�

En remarquant que log
�
p1�ǫqw

�
� w logp1�ǫq, il est possible de recréer une relation

de log-dominance, paramétrée par w, de manière à pouvoir utiliser une comparaison entre
entiers naturels.

Dé�nition 80 (plog, wq-dominance) Soit ǫ ¡ 0, w ¡ 0, et Φw : Z� Ñ N une fonc-

tion dé�nie par @vi P Z� Φwpviq � t logpviq
w logp1�ǫq u. Par abus de notation, nous noterons

aussi Φw l'extension de cette fonction aux vecteurs à m dimensions : Φwpv1, . . . , vmq �
pΦwpv1q, . . . ,Φwpvmqq.

Soit v P Z
m
� , v1 P Z

m
� , on dit que v plog, wq-domine v1 (et on note v ¡w

log v
1) si, et

seulement si, on a :
v ¡w

log v
1 ô Φwpvq ¡P Φwpv1q

L'idée de l'algorithme approché va être de paramétrer la fonction NonDominés (ainsi
que son application aux hypermatrices : NonDominésParCase) en fonction de w (on sup-
pose que la valeur de ǫ est déjà dé�nie par l'utilisateur de l'algorithme en fonction de
la qualité d'approximation désirée), de manière à ce que le résultat corresponde à l'en-
semble des vecteurs qui ne sont pas plog, wq-dominés. Au fur et à mesure de la collecte
vectorielle, le paramètre w va évoluer par additivité de façon à ce qu'en �n d'algorithme,
nous obtenions w � 1. Dans l'algorithme 17, nous avons associé à chaque clique une
valeur w � 1

|C| , nous aurons donc bien à la �n de l'éxécution de l'algorithme un dernier

test de non-dominance e�ectué avec w �
°

CjPC
1
|C| �

|C|
|C| � 1.
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Algorithme 17 : CollecteVectorielleApprochee

Entrées :
Ca : clique réceptionnant les messages
Cp : clique destinataire du message à créer
ψa Ð créer hypermatrice véri�ant @xCa P XCa ψapxCaq � txuapxCaq, xCayu;1

w Ð 1
|C| ;2

pour chaque Cb clique voisine de Ca faire3

si Cb � Cp alors4

pφb,a, w1q Ð CollecteVectorielleApprochee(Cb, Ca);5

w Ð w � w1;6

ψa Ð NonDominésParCase(ψa ` φb,a, w);7

�n8

�n9

si Ca � Cp alors10

φa,p Ð créer hypermatrice dé�nie sur XSap ;11

pour tous les xSap P XSap faire12

φa,ppxSapq Ð NonDominés(
�

yCazSapPXCazSap
ψapxSap , yCazSap

q, w);
13

�n14

retourner pφa,p, wq;15

sinon16

retourner NonDominés(
�

xCaPXCa
ψapxCaq, w);17

�n18
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Remarque 23 Il est à noter que dans le cas où le réseau GAI a une structure de forêt
de jonction contenant plusieurs arbres, il est possible d'adapter les algorithmes présentés.
Dans un premier temps, il faudra exécuter l'algorithme sur chaque composante connexe
de la forêt. Ainsi, si le réseau GAI contient k arbres de jonction, nous obtiendrons k
frontières de Pareto (ou approximations de ces frontières), il ne restera plus qu'à les
fusionner entre elles et à e�ectuer une recherche globale de non-dominance.

4.3 Analyse et conclusion

Nous avons présenté deux algorithmes basés sur les notions de collecte vectorielle et de
calcul de non-dominance. Cette section a pour but d'évaluer ces algorithmes, aussi bien
sur le plan théorique (section 4.3.1) que pratique (section 4.3.2), pour �nalement conclure
sur ces algorithmes. Par abus de notation, le cas de l'algorithme exact sera désigné comme
étant l'algorithme approché avec un paramètre ǫ � 0. Cela n'a aucun sens du point de
vue mathématique, étant donné que nous avons posé ǫ ¡ 0, mais du point de vue humain,
il est aisé de comprendre que ǫ � 0 signi�e qu'aucune approximation n'est e�ectuée.

4.3.1 Analyse théorique

Étant donné que la frontière de Pareto peut être de taille équivalente à X , il est néces-
saire de prendre en compte la forme de l'ensemble des solutions potentielles dans l'espace
des critères. Pour cela, nous allons exploiter le choix de Zm

� a�n d'utiliser un indicateur :
Nous noterons K P Z� le plus petit entier véri�ant @x P X @j P t1, . . . ,mu ujpxq ¤ K.
Ainsi, pour un critère donné, les vecteurs peuvent avoir K valeurs di�érentes, et donc
|U | P OpKmq.

Proposition 12 (Complexité de NonDominés) Le temps de calcul d'un appel à la fonc-
tion NonDominés sur un ensemble E de vecteurs à m dimensions est en Opm|E|2q

Preuve. De façon simple, pour déterminer si un vecteur en domine un autre, il est né-
cessaire de parcourir toutes leurs composantes, donc un temps de calcul en Opmq. Pour
déterminer si un vecteur est non dominé, il faudra parcourir tous les autres vecteurs de
E, donc du Opm|E|q. En éxécutant le test de non-dominance pour tous les vecteurs de
E, on aura un temps de calcul en Opm|E|2q. �

Pour simpli�er l'expression des complexités qui suivront, nous noterons |XCmax
| la

taille de la clique maximale, c'est-à-dire : |XCmax
| � maxCiPC

±
XiPCj

|Xi|.

Proposition 13 (Complexité de l'algorithme exact) Le temps de calcul de l'algo-
rithme exact (algorithme 16) est en Op|C||XCmax

|mK2mq.

Preuve. Considérons les opérations se déroulant au sein d'une clique sans se soucier du
temps de calcul des appels récursifs dans un premier temps.

Les premières opérations consistent à recomposer des ensembles (avec l'opérateur `)
par l'intermédiaire des messages transitant le long des séparateurs et des associations
contenues dans la fonction ψ associée à la clique. En remarquant que l'ensemble des
vecteurs composés ne pourra être de taille supérieure à |U | P OpKmq et que le parcours
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d'un sous-ensemble des instanciations des attributs d'une clique ne pourra parcourir plus
d'éléments que |XCmax

|, on en déduit qu'à la �n de la boucle Pour de l'algorithme 16, le
temps de calcul est de l'ordre de Ops|XCmax

|mK2mq, avec s le nombre de messages φi,j
parcourus dans la boucle.

Après la boucle Pour, soit tous les ensembles contenus dans φ seront unis pour ef-
fectuer un dernier test de non-dominance (cas de la clique racine), soit seulement une
partie de ces ensembles subiront cette opération. Dans tous les cas, de la même façon
que précédemment, le temps de calcul sera dans le pire des cas Op|XCmax

|mK2mq. Donc
le temps de calcul global de CollecteVectorielle en exceptant le temps de calcul des
appels récursifs sera en Ops|XCmax

|mK2mq.
D'un point de vue plus général, l'algorithme éxécutera autant d'appels récursifs que

de cliques dans le graphe. Notons si le nombre de messages ayant pour destination la
clique Ci. En remarquant que le réseau GAI est un arbre, son nombre de séparateurs est
lié linéairement au nombre de cliques, donc

°
CiPC

si P Op|C|q. Il ne reste donc plus qu'à
sommer les temps d'éxécutions pour chaque clique, on aura donc :¸

CiPC

si|XCmax
|mK2m P Op|C||XCmax

|mK2mq

�

Bien que l'expression de |XCmax
| soit une exponentielle de la treewidth du réseau

GAI, nous pouvons remarquer qu'en bornant cette valeur et en supposant le nombre de
critères constant, l'algorithme s'éxécute en un temps pseudo-polynômial.

La démonstration de la complexité de l'algorithme approché suit un raisonement si-
milaire, et applique directement un résultat de Papadimitriou et Yannakakis (2000) : Si
K est la borne supérieure des valeurs d'utilité sur chaque critère, alors après la trans-
formation Φ, chaque valeur sur un critère sera bornée par r logpKq

logp1�ǫq s. On en déduit donc
directement que nous ne pourrons manipuler un ensemble de vecteurs de taille supérieure
à r logpKq

logp1�ǫq s
m.

Proposition 14 (Complexité de l'algorithme approché) Le temps de calcul de l'al-
gorithme approché (algorithme 17) est en O

�
|C||XCmax

|mp |C| logpKq
ǫ

q2m
�
.

Preuve. La démonstration est similaire à celle de l'algorithme exact. Analysons la di�é-
rence entre les deux algorithmes. L'a�ectation de la valeur initiale de w et sa modi�cation
au sein de la boucle Pour sont des opérations en Op1q et ne changent rien à la complexité
globale de l'algorithme. La di�érence majeure est contenue au sein des appels à la fonc-
tion NonDominés (et NonDominésParCase). Étant donné que la relation de dominance
n'est pas la même que celle de l'algorithme exact, la borne supérieure sur la taille des
ensembles de solutions di�ère de la précédente démonstration.

La somme des cardinaux des ensembles transitant le long d'un séparateur ne peut être
supérieure à r logpKq

wi logp1�ǫq s
m où wi est la valeur utilisée pour appliquer l'pǫ, wq-dominance

à un certain niveau de récursion. Or, on peut remarquer que nous nous intéressons es-
sentiellement à de petites valeurs de ǫ, le dévelopement limité à l'ordre p de lnp1 � ǫq
est :

lnp1� ǫq �
p̧

i�1

p�1qi�1 ǫ
i

i
� opǫpq
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On aura donc :

lnp1� ǫq ¥ ǫ�
ǫ

2
�
ǫ

2

Étant donné que nous n'appliquons pas directement l'ǫ-dominance, mais l'pǫ, wq-
dominance, avec une valeur initiale de wi pour chaque clique �xée à 1

|C| , on en déduit
que la taille des ensembles est bornée par :

P logpKq
wi logp1� ǫq

Tm ¤
P2|C| lnpKq

ǫ

Tm
On en déduit que les appels à NonDominés et NonDominésParCase ont une complexité

temporelle en Opmp |C| logpKq
ǫ

q2mq. En appliquant le même raisonnement que précédem-

ment, la complexité globale de l'algorithme sera donc en O
�
|C||XCmax

|mp |C| logpKq
ǫ

q2m
�
. �

4.3.2 Analyse expérimentale

Nous allons maintenant analyser expérimentalement nos deux algorithmes. Dans un
premier temps, nous allons montrer que la structure de l'algorithme exact (et donc de l'al-
gorithme approché) exploite pleinement la GAI-décomposabilité du problème. Pour cela,
nous avons généré un réseau GAI en forme de chaîne contenant 17 attributs X1, . . . , X17

et 16 cliques véri�ant @j P t1, . . . , 16u Cj � tj, j � 1u. Les séparateurs sont placés entre
chaque clique Cj et Cj�1 (un tel séparateur sera donc représenté avec l'attribut Xj�1

à l'intérieur du rectangle). Les tables d'utilité sont générées aléatoirement. Après avoir
exécuté l'algorithme exact sur une instance, nous fusionnons les cliques reliées par un sé-
parateur deux à deux (voir �gure 4.6), pour obtenir un nouveau réseau GAI représentant
la même relation de préférence. Nous exécutons l'algorithme sur cette nouvelle instance,
puis nous refusionnons les cliques, et ainsi de suite jusqu'à obtenir un réseau GAI réduit
à une unique clique.

X1X2X3X4X5X6X7X8X9X10X11X12X13X14X15X16X17

X1X2X3X4X5X6X7X8X9 X9X10X11X12X13X14X15X16X17X9

X1X2X3X4X5 X5 X9X10X11X12X13X5X6X7X8X9 X9 X13X14X15X16X17X13

Figure 4.6 � Exemple de structures des réseaux générés dans la première expérimenta-
tion

En procédant ainsi, nous avons dressé le tableau suivant pour un problème à 2 et
à 5 critères, en représentant les treewidths des di�érents réseaux générés. Le contenu
de ce tableau représente les temps de calcul (en secondes) obtenus par l'éxécution de
l'algorithme exact :
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Treewidth
2 3 5 9 17

2 critères 0.055 0.141 1.486 895.556 ¡ 3600
5 critères 31.316 125.726 2467.78 ¡ 3600 ¡ 3600

Nous pouvons nous apercevoir que l'algorithme de collecte vectorielle exploite bien la
GAI-décomposabilité du problème : plus la treewidth est faible, plus la fonction d'utilité
vectorielle sera GAI-décomposable, et plus les temps de calcul sont réduits.

Nous avons ensuite considéré le pire cas possible de l'algorithme pour évaluer le
potentiel de réduction de l'algorithme approché : l'adaptation des instances de Hansen
(1980) aux réseaux GAI. Nous avons généré des réseaux GAI à n attributs binaires
et n sous-fonctions d'utilité vectorielles en posant @i P t1, . . . , n � 1u uipxi, xi�1q �
p2ixi, 2ip1 � xiqq et unpxnq � p2nxn, 2np1 � xnqq. En procédant ainsi, nous obtenons la
même con�guration de solutions que celle décrite dans l'exemple 7 à la page 24, et nous
aurons donc 2n vecteurs dans la frontière de Pareto. Nous avons recensé les temps de
calculs obtenus pour l'éxécution de l'algorithme exact (ǫ � 0), et di�érentes valeurs de
ǫ pour l'algorithme approché. Le tableau ci-dessous présente ces temps de calcul (en
secondes) et le nombre de vecteurs composant la frontière de Pareto (# sol) en fonction
du nombre d'attributs et de la valeur de ǫ.

Nombre d'attributs
10 15 20

ǫ # sol temps # sol temps # sol temps
0 1024 0.008 32768 0.257 106 8.9

0.01 407 0.008 644 0.014 782 0.206
0.05 117 0.002 149 0.004 193 0.010
0.1 58 0.002 72 0.002 109 0.005

Nous pouvons observer l'intérêt de l'algorithme approché : même pour de faibles
valeurs de ǫ (0.01 par exemple), les temps de calcul sont drastiquement réduits, de même
que le nombre de solutions composant la frontière.

Nous avons ensuite réalisé une nouvelle série d'expériences basées sur le même prin-
cipe, mais en s'intéressant non plus à des instances pathologiques mais des instances
aléatoires. Les réseaux GAI sont cette fois-ci générés à partir de leur graphe markovien :
Chaque attribut peut prendre entre 3 et 5 valeurs. Pour chaque attribut, deux arêtes
sont ajoutées aléatoirement entre cet attribut et deux autres déterminés aléatoirement.
Le graphe markovien est ensuite triangulé en une forêt de jonction, et le réseau GAI est
obtenu en associant à chaque clique de la forêt générée une sous-fonction d'utilité bicri-
tère emplie de valeurs tirées entre 1 et 100. Nous obtenons le tableau suivant (chaque
case est une moyenne de 100 expériences) :

Nombre d'attributs
15 20 25 30

ǫ # sol temps # sol temps # sol temps # sol temps
0 94 0.21 390 5.05 537 53.87 1595 103.02

0.01 37 0.029 102 0.064 123 0.30 147 0.64
0.05 9 0.012 14 0.017 17 0.060 18 0.13
0.1 3 0.006 3 0.009 4 0.027 4 0.059



La dernière série d'expérimentations a pour but d'appréhender l'impact de l'augmen-
tation du nombre de critères sur l'algorithme. Pour cela nous avons �xé ǫ � 0.1, nous
avons généré de la même façon que précédemment des réseaux GAI mais pouvant cette
fois-ci englober 2, 5 ou 10 critères. Le tableau suivant fournit les temps de calculs moyens
obtenus (en secondes, chaque case est une moyenne de 100 expériences).

Nombre d'attributs
# critères 5 10 15

2 0.001 0.002 0.003
5 0.003 1.07 32.9
10 0.084 189 589

4.3.3 Conclusion

Nous avons pu voir dans ce chapitre comment utiliser les réseaux GAI vectoriels pour
déterminer la frontière exacte ou approchée de Pareto (et les alternatives engendrant cette
frontière). Ces algorithmes donnent des temps de réponse satisfaisants théoriquement et
expérimentalement, même sur des instances pathologiques.

On peut toutefois faire une remarque : nous avons choisi de nous baser sur la notion
d'pǫ, wq-dominance pour construire la frontière approchée de Pareto, et nous avons posé
une valeur wi � 1{|C| associée à la clique Ci. Toutefois, on peut se demander si la
modi�cation de ces valeurs peuvent améliorer l'algorithme, une condition su�sante sur
les wi pour que l'algorithme reste valide étant que wi ¥ 0 et

°
CiPC

wi � 1 (de manière
à garantir l'ǫ-couverture à la sortie de l'algorithme).





Chapitre 5

Approche �laire pour les réseaux

GAI vectoriels 1

Résumé. Ce chapitre a pour but d'élaborer un algorithme général reposant sur un
concept proche de A*. Il est général dans le sens où le même principe résoudra à la
fois :
� La détermination de la frontière de Pareto,
� La détermination de la frontière de Lorenz,
� La détermination de la solution agrégée optimale (pour des agrégateurs P-

monotones).
Cet algorithme reposera sur des heuristiques majorantes directement liées aux réseaux
GAI vectoriels : Dans une approche de type collecte dans un arbre de jonction, l'heu-
ristique permettra d'obtenir sur chaque séparateur un vecteur qui sera une estimation
majorante du gain qu'une solution potentielle peut obtenir en poursuivant sa phase de
collecte. Il en résultera un algorithme propageant localement des solutions potentielles
entre les cliques et capable de déterminer des situations dans lesquelles il n'est plus
nécessaire de poursuivre la propagation d'une solution jusqu'à la racine de la collecte.
Il est à noter qu'un algorithme de génération d'heuristique sera fourni et servira en
tant que pré-traitement pour l'algorithme d'inférence.

1. Travaux publiés dans Dubus et al. (2009b) et à paraître dans Arti�cial Intelligence Journal
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Ce chapitre a pour but de présenter une nouvelle approche pour la résolution de pro-
blèmes multicritères. Dans les chapitres précédents, nous avons présenté un algorithme de
l'état de l'art pour déterminer les solutions agrégées optimales (chapitre 2). Nous avons
étendu cet algorithme aux cas des réseaux GAI de forte treewidth (chapitre 3), et nous
avons présenté un algorithme exact et un algorithme approché avec garantie de perfor-
mance pour déterminer la frontière de Pareto (chapitre 4). Toutefois deux problèmes ont
été laissés de côté :

� Comment déterminer e�cacement la frontière de Lorenz d'un problème multicri-
tère ?

� Comment déterminer e�cacement la solution agrégée optimale sans posséder une
borne supérieure linéairement décomposable de l'agrégateur choisi ? (par exemple,
lorsque nous avons une intégrale de Choquet avec une capacité non convexe, ou un
OWA avec un jeu de poids non décroissant).

Nous allons présenter une nouvelle approche qui sera à la fois exacte et générale
pour résoudre ces problèmes : elle permettra de déterminer les frontières de Pareto, de
Lorenz, et les solutions agrégées par n'importe quel type d'agrégateur P-monotone. Pour
ce faire, nous allons nous baser sur une heuristique et formuler un algorithme proche de
A* mais adapté aux réseaux GAI. Dans le chapitre 4, nous avions introduit un calcul
exact basé sur une phase de collecte, les messages transitant le long de la structure
d'arbre GAI étant des ensembles contenant des instanciations partielles des attributs et
des vecteurs d'utilité. Les di�érents messages étaient combinés par un opérateur `, et
épurés par un opérateur de non-dominance. L'algorithme que nous allons présenter di�ère
de l'algorithme précédent sur deux points :

� Les associations entre instanciation et vecteur d'utilité ne transitent plus par � pa-
quets � le long de l'arbre de jonction, mais les vecteurs d'utilité de n'importe quelle
instanciation peuvent être envoyés d'une clique vers une autre indépendamment les
uns des autres (en respectant l'ordre de collecte). Ainsi, des associations n'ayant pas
atteint la clique racine de l'arbre de jonction seront des � ouverts � au sens de A*,
c'est-à-dire qu'elles devront continuer à parcourir l'arbre pour que l'instanciation
partielle des attributs devienne l'instanciation de tous les attributs.

� Au fur et à mesure de l'exécution de l'algorithme, certaines instanciations vont
atteindre la clique racine avant les autres et composer une frontière de Pareto tem-
poraire. L'algorithme dispose d'une heuristique sur chaque séparateur du réseau.
Cette heuristique est une estimation majorante du gain sur les valeurs d'uti-
lité que pourrait prendre un vecteur si on continue à le faire transiter le long de
l'arbre de jonction. En procédant ainsi, si une association n'a pas �ni de parcourir
le réseau, mais que la somme (vectorielle) de son vecteur d'utilité et de son heu-
ristique est dominée par un vecteur d'utilité ayant déjà achevé son parcours, nous
pouvons déduire qu'il sera inutile de la faire transiter plus loin car elle aboutira
nécessairement à une solution dominée. Elle pourra donc être supprimée à ce stade
de l'agorithme.

La section 5.1 présentera ce que sont des heuristiques dans le contexte des réseaux
GAI et founira un algorithme générant automatiquement ces heuristiques. La section 5.2
présentera une première version de l'algorithme pour résoudre le problème de la détermi-
nation de la frontière de Pareto. Ce premier algorithme doit être vu comme le socle sur
lequel s'appuie cette nouvelle approche. En e�et, la section 5.3.1 présentera une adapta-
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tion de l'algorithme pour déterminer la frontière de Lorenz, tandis que la section 5.3.2
fera de même pour déterminer la solution agrégée optimale. Finalement, la section 5.4
présentera les résultats obtenus expérimentalement sur des adaptations de problèmes
concrets, ainsi que sur des jeux d'essais aléatoires.

5.1 Fonctions heuristiques pour un réseau GAI vectoriel

Quel que soit le problème auquel nous nous intéresserons dans ce chapitre, nous
aurons besoin d'une heuristique majorante dé�nie sur les séparateurs du réseau GAI
vectoriel. À la di�érence de l'algorithme A*, il semble di�cile de demander au décideur
une heuristique majorante sur ses préférences. Nous allons présenter dans cette section
un algorithme pour générer automatiquement une telle heuristique. Celui-ci doit être vu
comme un prétraitement du réseau GAI vectoriel, exécuté avant les di�érents algorithmes
que nous présenterons par la suite.

5.1.1 Algorithme de détermination des heuristiques majorantes

Avant de présenter l'algorithme de génération automatique d'heuristique, nous allons
dans un premier temps dé�nir ce qu'est une heuristique dans le sens où nous allons
l'exploiter.

Dé�nition 81 (Fonction heuristique) Soit X �
±n

i�1Xi, u une fonction vectorielle
GAI-décomposable selon C � tC1, . . . , Cqu, en upxq �

°q
j�1 ujpxCj

q. Soit XS un sépara-
teur du réseau GAI vectoriel représentant u, partitionnant l'ensemble des cliques en C1 et
C2 (cliques de part et d'autre du séparateur). Soit D �

�
CiPC1

Ci et E �
�

cjPC2
Cj, on

aura donc D YE � t1, . . . , nu et D XE � S. On dit que H est une fonction heuristique
majorante dé�nie sur XS et estimant XE si, et seulement si, on a :

� H : XS Ñ R
m.

� @xE P XE HppxEqSq ¥
°

CjPC:Cj�E ujppxEqCj
q.

L'intérêt de cette dé�nition est d'exploiter directement la GAI-décomposabilité (voir
�gure 5.1) : Si on considère l'ensemble des sous-fonctions d'utilité, la dé�nition parti-
tionne cet ensemble en deux parties : Chaque sous-fonction est dé�nie sur un ensemble
d'attributs dont les indices appartiennent soit à E soit à D, S étant l'ensemble des indices
en commun entre E et D. D'un point de vue graphique, on peut interpréter S comme un
séparateur, et E etD comme deux parties de l'arbre de jonction. Une fonction heuristique
est donc une fonction qui à chaque instanciation du séparateur renverra une estimation
majorante de l'utilité vectorielle qu'il est possible d'obtenir sur n'importe quelle instan-
ciation deXE à valeur deXS �xée. Une conséquence directe de cette dé�nition est donnée
par la proposition 15.

Proposition 15 (Majoration de l'utilité globale) Soit X �
±n

i�1Xi, u une fonc-
tion d'utilité vectorielle sur X GAI-décomposable selon C � tC1, . . . , Cqu. Considérons
un séparateur XS du réseau GAI représentant u, et partitionnant l'ensemble des cliques
en C1 et C2 (de la même façon que dans la dé�nition 81). Posons D �

�
CiPC1

Ci et
E �

�
CjPC2

Cj. Soit H une fonction heuristique dé�nie sur XS et estimant XE et
w �

°
CjPC1

uj. On a :
@x P X wpxDq �HpxSq ¥ upxq
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S

E D

Figure 5.1 � Exemple de positionnement des ensembles D, E et S

Preuve. Le partitionnement de l'ensemble C en C1 et C2 induit un partitionnement de
l'ensemble des sous-fonctions d'utilité en

@x P X upxq �
¸

CiPC

uipxCi
q �
¸

CiPC1

uipxCi
q �
¸

CjPC2

ujpxCj
q � wpxDq �

¸
CjPC2

ujpxCj
q.

Par dé�nition de la fonction heuristique (deuxième tiret), on aura donc bien wpxDq�
HpxSq ¥ upxq. �

Cette proposition introduit donc le fait qu'au fur et à mesure d'une collecte vectorielle,
si, sur chaque séparateur, il existe une fonction heuristique estimant les parties non
parcourues sur réseau, il sera possible à chaque étape de calculer une borne supérieure
de l'utilité qui sera obtenue en �n de collecte. Cette borne pourra donc être exploitée
pour supprimer les solutions partielles qui, combinées à l'heuristique, fourniraient des
solutions dominées à la racine de la collecte.

Nous allons maintenant nous intéresser à la génération de fonctions heuristiques sur
chaque séparateur d'un réseau GAI. Une telle génération sera basée sur un algorithme
de type collecte/di�usion.

Lors de la phase de collecte sur un réseau GAI vectoriel, le but sera d'obtenir sur
la clique collectant les derniers messages (nommée clique racine de la collecte, nous la
noterons Croot), les vecteurs d'utilité dont chaque composante correspondra à la plus
forte valeur d'utilité qu'il est possible d'obtenir dans le réseau. Ce problème est donc
très proche de la phase de collecte de l'algorithme de choix optimal, à la di�érence que
la somme sera une somme vectorielle, et que la maximisation devra se faire composante
par composante sur les vecteurs. De la même façon que les algorithmes de collecte dé�nis
auparavant, nous noterons φi,j le message transitant sur le séparateur reliant la clique Ci

à la clique Cj . Nous noterons ψi la sommation de la fonction d'utilité ui avec l'ensemble
des messages reçus dans la collecte (voir algorithme 18).

Remarque 24 De manière à lever toute ambiguïté, on notera maxparcomp la maximisa-
tion vectorielle (composante par composante), par exemple, maxparcomptp1, 42q, p3, 14qu �
p3, 42q. De la même manière que pour la maximisation scalaire, nous utiliserons la possi-
bilité d'e�ectuer les maximisations directement sur une table. Ainsi, si on pose u : X1 �
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X2 Ñ R
2, avec X1 � tx11, x12u et X2 � tx21, x22u, et upx11, x21q � p10, 0q, upx11, x22q �

p0, 10q, upx12, x21q � p8, 9q, upx12, x22q � p15, 1q. Alors, v � maxparcompX2
u est une

fonction dé�nie sur X1 et véri�ant vpx11q � maxparcomptp10, 0q, p0, 10qu � p10, 10q et
vpx12q � maxparcomptp8, 9q, p15, 1qu � p15, 9q.

Algorithme 18 : CollecteHeuristique

Entrées :
act : indice de la clique actuelle
succ : indice de la clique appelante
ψact Ð uact;1

pour chaque clique Cj voisine de Cact faire2

si j � succ alors3

φj,act Ð CollecteHeuristique(j, act);4

ψact Ð ψact � φj,act;5

�n6

�n7

si act � succ alors8

retourner φact,succ Ð maxparcompCactzSact,succ
ψact;9

�n10

H5,3H3,2

H3,4

H3,1

φ2,3

φ4,5

φ3,5

φ1,3

ψ2

ψ3

ψ5

ψ4ψ1

C1

C2

C4

C5

C3

S35

S13
S34

S23

Figure 5.2 � Représentation des variables de l'algorithme de détermination des fonctions
heuristiques (Croot � C5)

La phase de di�usion aura pour but de déterminer les valeurs heuristiques associées à
chaque valeur des séparateurs. Le réseau sera parcouru en sens inverse de la collecte. Nous
noterons Hj,i l'heuristique obtenue ainsi. Etant donné que les heuristiques transiteront
en sens inverse de la collecte, nous aurons donc en �n de phase de di�usion, pour chaque
message φi,j une heuristique Hj,i. La première fonction heuristique déterminée sera celle
portant sur le séparateur conduisant à la clique racine, il su�ra de maximiser sur les
attributs du séparateur le contenu de ψroot. Ensuite, pour chaque clique Cj recevant une
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heuristique Hz,j , on pourra a�rmer que ψj�Hz,j sera une estimation majorante des plus
fortes valeurs d'utilité vectorielle qu'il est possible d'obtenir. Donc, la fonction heuristique
Hj,i se déduira facilement en maximisant ψj � Hj,i � φi,j . La �gure 5.2 symbolise les
di�érentes variables utilisées dans l'algorithme, l'algorithme de di�usion correspond à
l'algorithme 19.

Algorithme 19 : Di�usionHeuristique

pour chaque clique Cact voisine de Croot faire1

Hroot,act Ð maxparcompCrootzSroot,act
pψroot � φact,rootq;2

�n3

pour chaque clique Cact � Croot en ordre inverse de la collecte faire4

succÐ Succ(act);5

pour chaque clique Cj voisine de Cact faire6

si j � succ alors7

Hact,j Ð maxparcompCactzSact,j
pψact �Hsucc,act � φj,actq;8

�n9

�n10

�n11

Exemple 34 Considérons le réseau GAI vectoriel représenté par la �gure 5.3, et e�ec-
tuons un calcul des fonctions heuristiques en considérant une collecte/di�usion dont la
clique racine sera X3X5X6 (C4 � Croot). On aura donc comme ordre de collecte possible :
X1X2pC1q, X3X4pC2q, X1X3X5pC3q, X5X7pC5q, X3X5X6pC4q. La phase de collecte est
initiée par l'appel de la fonction CollecteHeuristique(4, 4). Les premières tables à être
générées seront ψ1 � u1 servant à produire le message φ1,3 � maxparcompx2PX2

ψ1. La
maximisation se faisant composante de vecteur par composante de vecteur, on aura donc
φ1,3px1q � pv1, v2q, v1 � maxx2PX2

ψ1px1, x2q1 et v2 � maxx2PX2
ψ1px1, x2q2. La fonction

φ1,3 ainsi obtenue est représentée au sein de la �gure 5.4(a). De la même façon, on aura
ψ2 � u2 et φ2,3 � maxparcompx4PX4

ψ2 (représentée par la �gure 5.4(b)).
Les messages φ1,3 et φ2,3 transitent le long de leur séparateur pour atteindre la clique

C3. Ils sont ensuite additionnés avec la sous-fonction d'utilité vectorielle u3 pour former
ψ3 � u3 � φ1,3 � φ2,3, qui est décrit sur la �gure 5.4(c). Cette nouvelle fonction va
ensuite être réduite en φ3,4 � maxparcompx1PX1

ψ3 (voir �gure 5.4(d)). Pour la feuille
correspondant à la clique C5, on aura ψ4 � u4 et φ5,4 � maxparcompx7PX7

ψ5. La dernière
opération e�ectuée par l'algorithme correspondra donc à traiter les messages au niveau
de la clique racine : ψ4 � u4 � φ3,4 � φ5,4 (�gure 5.4(f)), ψ4 correspond donc à une
majoration des vecteurs d'utilité possibles sur X .

Il ne reste plus qu'à e�ectuer la phase de di�usion pour déterminer les fonctions
heuristiques associées à chaque séparateur. La première étape consiste à déterminer les
heuristiques à proximité de la clique racine. Étant donné que ψ4 contient une estimation
majorante des vecteurs d'utilité qu'il est possible d'obtenir dans le réseau GAI, ψ4 � φ3,4
correspondra donc à u4�φ5,4, c'est-à-dire à une estimation majorante du vecteur d'utilité
qu'il est possible d'obtenir dans le sous-réseau GAI composé de C4 et C5 (u4�u5). Donc,
H4,3 � maxparcompx6PX6

pψ4 � φ3,4q restera une estimation majorante de ce sous-réseau,
sous forme d'une fonction portant sur le produit cartésien des attributs en commun entre
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X1X2

X3X4

X1X3X5

X1

X3
X3X5X6

X3X5

X5

X5X7

C1

C2

C3

C4

C5

φ5,4

φ3,4

φ1,3

φ2,3

(a) Arbre de jonction

X1

X2 x11 x12
x21 p1, 5q p2, 3q
x22 p8, 2q p3, 4q
x23 p7, 1q p6, 2q

(b) u1px1, x2q

X3

X4 x31 x32
x41 p2, 9q p5, 2q
x42 p2, 2q p4, 9q
x43 p4, 1q p5, 3q

(c) u2px3, x4q

X3

x31 x32
X1 X1

X5 x11 x12 x11 x12
x51 p3, 3q p5, 3q p1, 2q p4, 4q
x52 p2, 4q p1, 4q p6, 2q p2, 5q

(d) u3px1, x3, x5q

X7

X5 x71 x72
x51 p1, 0q p1, 1q
x52 p1, 1q p2, 1q

(e) u5px5, x7q

X3

x31 x32
X6 X6

X5 x61 x62 x61 x62
x51 p8, 1q p5, 6q p2, 1q p1, 5q
x52 p7, 0q p8, 6q p1, 1q p0, 5q

(f) u4px3, x5, x6q

Figure 5.3 � Réseau GAI vectoriel de l'exemple 34

le sous-réseau et le reste du réseau. Cette table est représentée sur la �gure 5.5(c). De la
même façon, on aura H4,5 � maxparcomppx3,x6qPX3�X6

pψ4 � φ5,4q (voir la �gure 5.5(d)).
Il ne reste plus qu'à parcourir les cliques dans l'ordre inverse de la collecte : C5

étant une feuille, aucune nouvelle opération ne sera e�ectuée. Pour C3, ψ3 � H4,5 cor-
respondra à une estimation majorante de u (sur les attributs formant la clique). Donc,
ψ3 �H4,5 � φ1,3 sera une estimation majorante de u2 � u3 � u4 � u5. On calcule donc
H3,1 � maxparcomppx3,x5qPX3�X5

pψ3 � H4,5 � φ1,3q (�gure 5.5(a)). De la même façon,
ψ3 � H4,5 � φ2,3 sera une estimation majorante de u1 � u3 � u4 � u5, d'où H3,2 �
maxparcomppx1,x5qPX1�X5

ψ3 �H4,5 � φ2,3 (�gure 5.5(b)). Les cliques C2 et C1 étant des
feuilles, aucune nouvelle opération ne sera e�ectuée, et l'algorithme se termine.

5.1.2 Validité et complexité de l'algorithme

Nous allons maintenant montrer que l'algorithme présenté, de type collecte/di�usion,
calcule bien des fonctions heuristiques du réseau GAI vectoriel. Dans un premier temps, la
proposition 16 montre la propriété fondamentale de l'algorithme CollecteHeuristique :
le fait que toute fonction ψi soit une borne supérieure de la somme des sous-fonctions
d'utilité associées à Ci, aux prédecesseurs de Ci, aux prédecesseurs des prédecesseurs,
etc. . . (voir la notion de prédecesseur dans un ordre de collecte, dé�nie page 63). De
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X1

x11 p8, 5q
x12 p6, 4q
(a) φ1,3px1q

X3

x31 p4, 9q
x32 p5, 9q
(b) φ2,3px3q

X3

x31 x32
X1 X1

X5 x11 x12 x11 x12
x51 p15, 17q p15, 16q p14, 16q p15, 17q
x52 p14, 18q p11, 17q p19, 16q p13, 18q

(c) ψ3px1, x3, x5q

X3

X5 x31 x32
x51 p15, 17q p15, 17q
x52 p14, 18q p19, 18q

(d) φ3,4px3, x5q

X5

x51 p1, 1q
x52 p2, 1q
(e) φ5,4px5q

X3

x31 x32
X6 X6

X5 x61 x62 x61 x62
x51 p24, 19q p21, 24q p18, 19q p17, 23q
x52 p23, 19q p24, 25q p22, 20q p21, 24q

(f) ψ4px3, x5, x6q

Figure 5.4 � Tables calculées lors de la collecte dans l'exemple 34

X1

x11 p16, 20q
x12 p18, 20q
(a) H3,1px1q

X3

x31 p20, 16q
x32 p17, 20q
(b) H3,2px3q

X3

X5 x31 x32
x51 p9, 7q p3, 6q
x52 p10, 7q p3, 6q

(c) H4,3px3, x5q

X5

x51 p23, 23q
x52 p22, 24q
(d) H4,5px5q

Figure 5.5 � Tables calculées lors de la di�usion dans l'exemple 34

manière à démontrer simplement ces propositions, nous allons introduire préalablement
la notion d'antécédents d'une clique (dé�nition 82).

Dé�nition 82 (Antécédents d'une clique) Soit C � tC1, . . . , Cqu les cliques d'un
réseau GAI. On dé�nit la fonction � Antécédents � (notée Ant) de la façon suivante :

� Ant : t1, . . . , qu Ñ Ppt1, . . . , quq.
� @i P t1, . . . , qu Antpiq � tiu Y

�
jPPredpiqAntpjq.

Exemple 35 Dans l'exemple 34, on a Antp3q � t1, 2, 3u et Antp4q � t4u.

Cette dé�nition récursive permet de dé�nir par leur indice l'ensemble des cliques
précédant une clique Ci durant la phase de collecte. Ainsi, il est nécessaire de véri�er que
chaque fonction ψi de l'algorithme 18 correspond bien à une estimation majorante de la
somme de chaque sous-fonction d'utilité contenue dans une clique Cj avec j P Antpiq.

Proposition 16 À la �n de l'exécution de CollecteHeuristique(root, root), on a :

@x P X upxq ¤ ψrootpxCrootq.
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Preuve. Cette propriété se démontre facilement par récurrence sur les sous-réseaux
GAI (représentés par la fonction Ant) engendrés par la phase de collecte. Il su�t de
montrer que toute fonction ψi formée dans l'algorithme 18 majore

°
jPAntpiq uj , de même

que toute fonction φi,j .
� Si Cact est une feuille alors Antpactq � tactu, on aura ψact � uact et donc, on aura
bien @xCact P XCact ψactpxCactq ¥ uactpxCactq. De plus, en considérant le séparateur
Sact,succ � Cact, si φact,succ � maxparcompCactzSact,succ

ψact, alors on aura clairement
@x P XCact φact,succpxSact,succq ¥ ψactpxCactq ¥ uactpxCactq.

� Considérons une clique Cact qui ne soit pas une feuille. On aura donc ψact �
uact�

°
iPPredpactq φi,act. Or, étant donné la structure de l'arbre de jonction et l'ordre

de collecte, on aura Antpactq � tactuY
�

jPPredpactqAntpjq. Par hypothèse de récur-
rence, les φj,act sont des bornes supérieures de

°
kPAntpjq uk, donc par construction,

ψact � uact �
°

kPPredpactq φk,act est une borne supérieure de
°

iPAntpactq ui. Dans le
cadre d'un appel à CollecteHeuristique(act, succ), la fonction φact,succ produite
à la �n de l'appel récursif étant dé�nie comme une maximisation de ψact, elle est
donc aussi une borne supérieure de

°
iPAntpactq ui.

Donc, un appel à CollecteHeuristique(root, root) produit bien une fonction ψroot vé-
ri�ant @x P X upxq ¤ ψrootpxCrootq, étant donné que

°
iPAntprootq ui �

°
CiPC

ui � u. �

À partir de cette propriété et de la construction des fonctions ψ et φ, il est ensuite
possible de montrer que les fonctions H calculées par DiffusionHeuristique sont des
estimations majorantes d'une partie du réseau GAI liée à l'ordre de collecte (proposi-
tion 17).

Proposition 17 Les fonctions Hact,j produites par DiffusionHeuristique sont des
fonctions heuristiques du réseau GAI vectoriel dé�nies sur XSact,j

et estimant XE avec
E �

�
iPt1,...,quzAntpjqCi.

Preuve. Première boucle : ψroot est une estimation majorante de l'intégralité du réseau
GAI vectoriel. Par construction (pendant la collecte de l'heuristique), on a ψroot � uroot�°

iPPredprootq φi,root. Donc, ψroot � φact,root � uroot �
°

iPPredprootq φi,root � φact,root. Étant
donné que @i P Predprootq φi,root est une estimation majorante de

°
jPAntpiq uj , on a

donc que ψroot � φact,root est une estimation majorante de
°

iPt1,...,quzAntpactq ui. Donc
Hroot,act � maxparcompCactzSact,root

pψroot � φact,rootq est une estimation majorante de°
iPt1,...,quzAntpactq ui dé�nie sur XSact,root . Hroot,act est donc bien une fonction heuristique

dé�nie sur XSact,root et estimant XE avec E �
�

iPt1,...,quzAntpactqCi.
Seconde boucle : La seconde boucle reprend l'idée de la première, en y introduisant

une fonction heuristique. Supposons que la propriété soit vraie jusqu'à l'itération sur
Cact, les fonctions sont construites par l'expressionHact,j Ð maxparcompCactzSact,j

pψact�
Hsucc,act�φj,actq. Or (voir démonstration 16), on a ψact � uact�

°
kPPredpactq φk,act donc

ψact �Hsucc,act � φj,act � uact �Hsucc,act �
°

kPPredpactq{k�j φk,act. De la même façon que
pour la première boucle, on aura donc une estimation majorante de

°
iPt1,...,quzAntpjq ui. �

Finalement, il ne reste plus qu'à évaluer la complexité globale des algorithmes (propo-
sition 18). Cette complexité est proche de la complexité obtenue pour le choix optimal, à
un facteur m près. Cela n'a rien d'étonnant : Le principe est exactement le même, seul le
contenu des messages et des sous-fonctions change. Les opérations �nales portant sur des
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vecteurs de dimension m, l'algorithme de collecte e�ectue m fois plus d'opérations. L'al-
gorithme de di�usion peut être vu comme une collecte en sens inverse (une redistribution
des messages) et e�ectue des opérations similaires à la phase de collecte (maximisation,
opérations sur des hypermatrices).

Proposition 18 Les fonctions CollecteHeuristique et DiffusionHeuristique s'exé-
cutent en Op|C|mmaxCiPC

±
jPCi

|Xj |q.

Preuve. On remarque le nombre nombre de valeurs contenues dans une fonction (sous-
utilité, messages, heuristiques) est inférieur ou égal à mmaxCiPC

±
jPCi

|Xj | � K, les
opérations d'addition, de maximisation ou de soustraction seront donc en OpmKq.

Dans la fonction CollecteHeuristique, on aura un nombre d'additions et de maxi-
misations de fonctions proportionnel au nombre de séparateurs du réseau GAI vectoriel.
Or, ce réseau a une structure arborescente, on aura donc Op|C|q opérations, et donc la
complexité temporelle globale de l'algorithme sera en Op|C|Kq.

Dans la fonction DiffusionHeuristique, on aura un nombre d'additions, de maxi-
misations et de soustractions proportionnel au nombre de séparateurs du réseau. Donc,
pour les mêmes raisons que précédemment, la complexité temporelle globale de l'algo-
rithme sera en Op|C|Kq. �

5.2 Détermination de la frontière de Pareto

Nous disposons maintenant d'un algorithme permettant de déterminer une fonction
heuristique sur chaque séparateur du graphe étant donné un ordre de collecte. Dans cette
section, nous allons montrer comment exploiter une telle heuristique pour déterminer
la frontière de Pareto d'un problème. Dans un premier temps, a�n de bien comprendre
le fonctionnement de l'algorithme, nous n'exploiterons pas l'heuristique et nous présen-
terons un algorithme ine�cace (mais pédagogique), pour comprendre les méthodes de
déplacement de vecteurs utilisés, puis (en 5.2.2), nous adapterons cet algorithme pour
intégrer des principes de coupe par heuristique.

5.2.1 Approche �laire sans heuristique

Dans le chapitre 4, le principe de détermination de la frontière de Pareto pouvait
être grossièrement vu comme une phase de collecte faisant transiter des vecteurs par
� paquets � le long des séparateurs, et e�ectuant des tests de non-dominance à chaque
� mouvement � de ces paquets. L'idée de l'approche �laire est de faire transiter des
vecteurs un par un, et par petits mouvements, c'est-à-dire uniquement en e�ectuant � un
pas � vers la clique suivante.

Pour formaliser ces notions, nous allons d'abord dé�nir le contenu qui transitera le
long de l'arbre de jonction. Nous sommes intéressés par trois informations :

� La valeur vectorielle d'une solution partielle.
� L'instanciation partielle des attributs engendrant cette valeur vectorielle.
� La position actuelle du message dans l'arbre de jonction.

Nous appellerons ces associations des labels, la dé�nition formelle associée à cette idée
sera donc :
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Dé�nition 83 (Label) Un label est un triplet xv, xD, iy où v est un vecteur de R
m, xD

est une instanciation des attributs de XD, et i est l'indice d'une clique Ci P C.

De façon à convertir une sous-fonction d'utilité en un ensemble de labels, nous uti-
liserons l'opération de � labelisation �, dont le principe consiste simplement à parcourir
toutes les valeurs des sous-fonctions d'utilité, comme le montre l'algorithme 20.

Algorithme 20 : Labeliser

Entrée : ui : XCi
Ñ R

m

V ÐH;1

pour chaque xCi
P XCi

faire2

V Ð V Y txuipxCi
q, xCi

, iyu;3

�n4

retourner V ;5

Nous sommes donc capables de générer des labels à faire transiter à partir d'une clique
du graphe. Nous allons maintenant dé�nir en quoi consiste un pas de notre approche
�laire : il s'agit de sélectionner un label, de le faire transiter le long d'un séparateur pour
atteindre la prochaine clique de la phase de collecte. Pour e�ectuer un tel déplacement,
nous pouvons noter certains aspects importants :

� Le déplacement d'un label vers une clique engendre plusieurs labels sur cette clique :
il doit en e�et être combiné avec tous les labels de cette clique qui lui sont compa-
tibles (à valeur de séparateur �xée).

� Ce phénomène de démultiplication du vecteur par combinaison n'est pas unique-
ment dû à l'arrivée sur une clique, d'autres vecteurs sont peut-être déjà � venus �
sur cette clique à partir d'une autre clique via des séparateurs adjacents. Il est donc
non seulement nécessaire de stocker le label transitant sur le séparateur (nous note-
rons Mij les messages stockés sur le séparateur Sij), mais aussi de le combiner avec
tous les autres vecteurs compatibles ayant déjà transité (et qui sont donc stockés)
sur les séparateurs adjacents.

De manière à simpli�er le pseudo-code et les notations utilisées, nous allons introduire
une série d'opérateurs :

� L'opérateur b e�ectue une combinaison de deux ensembles de labels : si V et
W sont deux ensembles de labels, alors V bW � txv � w, xDYE , iy {xv, xD, iy P
V et xw, xE , jy P Wu. Cet opérateur génère donc l'ensemble des labels qu'il est
possible d'obtenir par une somme vectorielle des vecteurs contenus dans ces la-
bels. Notons que les valeurs des attributs de xD et xE doivent être compatibles :
pxDqDXE � pxEqDXE . Les instanciations des attributs sont regroupées entre elles.
Il est à noter que cet opérateur a un e�et absorbant sur l'indice de la clique contenu
dans les labels (i est toujours conservé).

� Un opérateur (Ñ) permettant de modi�er l'indice de clique contenu dans un en-
semble de labels : VÑj � txv, xD, jy{xv, xD, iy P Vu.

� Tous les labels d'un ensemble contiennent une instanciation du même ensemble
d'attributs, l'opérateur rs vise à extraire l'ensemble des labels compatibles avec
une instanciation partielle de ces attributs : VrySs � txv, xD, iy P V{pxDqS � ySu.
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� VóXE
�
�

xEPXE
NDP pVrxEsq, l'opérateur vise à e�ectuer un test de non-dominance

de Pareto uniquement sur les labels compatibles entre eux selon certains attributs
(XE), puis à reformer l'ensemble des labels.

Algorithme 21 : UnPas

Entrée : xv, xD, iy : un label
j Ð Succ(i);1

Mij Ð Mij Y txv, xD, iyu;2

V Ð Labeliser(uj) btxv, xD, iyu;3

pour chaque z P Pred(j) faire4

si z � i alors5

V Ð pV bMzjq;6

�n7

�n8

si j � root alors9

V Ð NonDominés(V);10

sinon11

succÐ Succ(j);12

V Ð VóXSj,succ
;13

�n14

V Ð VÑj ;15

retourner V ;16

L'algorithme 21 implante cette notion de mouvement et s'interprète de la façon sui-
vante : j est initialisé comme étant le successeur de i dans l'ordre de collecte. Comme le
label va transiter de la clique Ci vers la clique Cj , il est stocké dans la liste des messages
transitant sur ce séparateur : Mij . Le label va ensuite être combiné au contenu de l'uti-
lité uj pour former l'ensemble de labels V , qui va lui même être combiné aux messages
compatibles ayant déjà transité sur les séparateurs adjacents (les Mzj). Finalement, si le
label a atteint la clique racine, un test de non-dominance est exécuté globalement sur V .
Sinon, un test de non-dominance sera e�ectué uniquement à valeur de séparateur XSj,succ

�xée, puis les labels seront modi�és pour prendre en compte le changement d'indice de
leur position actuelle (ils auront transité de Ci vers Cj).

On peut toutefois objecter à cette notion de mouvement qu'il est nécessaire que
les ensembles de labels ayant déjà transité sur des séparateurs adjacents à la clique de
destination (les Mzj) ne soient pas vides. En e�et, si un label transite de la clique Ci

vers la clique Cj , et s'il existe une clique Cz telle que j � Succ(z) avec Mzj � H, alors
il sera impossible d'obtenir une combinaison de labels cohérents à stocker dans Cj . Pour
résoudre ce problème, il est nécessaire d'élaborer un précalcul initialisant les Mzj sur
tous les séparateurs du réseau GAI.

L'idée de l'algorithme 22 est d'initier un déplacement à partir des feuilles du réseau
GAI vers la clique racine. Seul un label pour chaque instanciation possible de séparateur
se déplacera à partir des feuilles. Puis les combinaisons de labels seront e�ectuées, formant
ainsi un ensemble de labels ayant déjà transité vers une clique. De nouveau, un label pour
chaque valeur de séparateur sera choisi pour transiter sur la clique suivante et ainsi de
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suite jusqu'à la clique racine.

Remarque 25 Pour simpli�er l'écriture et la lecture de l'algorithme, nous allons nous
servir d'un � faux � séparateur : Sroot,root = Croot.

Algorithme 22 : InitialiserMouvement

Entrées :
act : indice de clique
succ : indice de l'appelant
V Ð Labeliser(ui);1

pour chaque clique Ci voisine de Cact faire2

si i � succ alors3

InitialiserMouvement(i, act);4

V Ð V bMi,act;5

�n6

�n7

V Ð VóXSact,succ
;8

V Ð VÑact;9

Mact,succ Ð
�

xSact,succ
PXSact,succ

Plus prometteur de VrxSact,succs;10

Lopen Ð Lopen Y pVzMact,succq;11

Il est important de noter deux conséquences de ce précalcul :
� Au fur et à mesure de la propogation des labels jusqu'à la racine, des combinaisons

des labels sont formées sans atteindre la racine, toutes ces combinaisons sont sto-
ckées dans un ensemble noté Lopen. Nous dirons que cet ensemble est l'ensemble
des labels � ouverts � de l'algorithme.

� Un des ensembles M ne correspond pas à un séparateur : il s'agit de Mroot,root.
Cet ensemble correspond aux labels qui ne sont pas encore dominés ayant transité
jusqu'à la clique racine.

Nous disposons maintenant de toutes les briques de base pour dé�nir une première
version de l'approche �laire de l'algorithme de détermination de la frontière de Pareto
(algorithme 23). Le fonctionnement de l'algorithme va consister en un lancement de
InitialiserMouvement dans un premier temps. Le résultat de ce précalcul va ensuite
être exploité : Mroot,root va être stocké dans une variable nommée Lpareto, et tant que
Lopen ne sera pas vide, on choisira un label de Lopen pour lui faire e�ectuer un pas de
déplacement vers la racine. Chaque fois qu'un ensemble de labels atteint la clique racine,
Lpareto est mis à jour pour toujours contenir une liste de labels non dominés ayant achevé
leur déplacement. Lorsque des labels sont déplacés mais qu'ils n'atteignent pas encore la
racine, Lopen est mis à jour pour prendre en compte ces nouveaux labels (ayant besoin
d'e�ectuer de nouveaux déplacements pour atteindre la clique racine).

Remarque 26 L'algorithme 23 a uniquement pour but d'introduire la notion de dépla-
cement de labels, toutefois on peut faire un parallèle avec l'algorithme exact présenté dans
le chapitre 4 : Le principe de ces deux algorithme est exactement le même, à savoir ef-
fectuer des tests de non-dominance locaux et des combinaisons de labels pour déterminer
la frontière de Pareto. La grande di�érence entre ces deux algorithmes est que l'un fait
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Algorithme 23 : ParetoSansHeuristique

DeterminerOrdreCollecte();1

InitialiserMouvement(Croot, Croot);2

LPareto Ð NonDominés(Mroot,root);3

tant que Lopen � H faire4

xv, xD, iy Ð Choisir(Lopen);5

Lopen Ð Lopenztxv, xD, iyu;6

V Ð UnPas(xv, xD, iy);7

si Succ(i) � root alors8

LPareto Ð NonDominés(LPareto Y V);9

sinon10

Lopen Ð Lopen Y V ;11

�n12

�n13

transiter directement l'intégralité des labels (et donc, après extraction des labels d'une
clique, il ne s'intéresse jamais plus à cette clique), tandis que l'autre n'e�ectue que des
petits déplacements d'une clique vers une autre. Cette di�érence à un impact direct sur
les temps de calculs : Dans le cas de ParetoSansHeuristique, il est nécessaire de gérer
de nombreux ensembles qui s'avèrent plus coûteux que la première approche.

5.2.2 Intégration de l'heuristique

Nous avons précédemment vu comment générer des fonctions heuristiques à partir
d'un réseau GAI vectoriel, et un premier algorithme déterminant la frontière de Pareto
par transition de labels. Nous allons maintenant assembler ces deux notions pour bâtir un
algorithme capable d'exploiter ces heuristiques. Dans ParetoSansHeuristique, à chaque
itération, un label de xv, xD, iy P Lopen est choisi pour e�ectuer un déplacement de la
clique Ci vers la clique Cj . Étant donné que Sij � D, pxDqSij

est une projection valide
d'une instanciation de XD sur les attributs de XSij

. On a donc que v �HjippxDqSij
q est

une estimation majorante des vecteurs d'utilité qu'il est possible de produire en faisant
transiter le label jusqu'à la clique racine. Donc, si v � HjippxDqSij

q est dominé par un
vecteur de Lpareto, il n'est plus nécessaire de continuer le déplacement, car n'importe quel
vecteur d'utilité obtenu en �n de déplacement sera lui aussi dominé par un vecteur de
Lpareto. En appliquant cette idée, on obtient donc directement l'algorithme 24.

5.2.3 Validité et complexité de l'algorithme

Nous allons maintenant établir les preuves de validité et de complexité de l'algo-
rithme 24. Pour la validité, il est important de noter qu'il su�t de démontrer la validité
de ParetoSansHeuristique (proposition 19), puis de montrer que les coupes dûes à
l'heuristique sont valides (proposition 20).

Proposition 19 (Validité de ParetoSansHeuristique)
L'algorithme ParetoSansHeuristique calcule la frontière de Pareto (Lpareto) d'un ré-
seau GAI vectoriel.
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Algorithme 24 : ParetoHeuristique

DeterminerOrdreCollecte();1

CollecteHeuristique(Croot, Croot);2

DiffusionHeuristique();3

InitialiserMouvement(Croot, Croot);4

LPareto Ð NonDominés(Mroot,root);5

tant que Lopen � H faire6

xv, xD, iy Ð Choisir(Lopen);7

Lopen Ð Lopenztxv, xD, iyu;8

j Ð Succ(i);9

si v �HjippxDqSij
q non dominé dans LPareto alors10

V Ð UnPas(xv, xD, iy);11

si Succ(i) � root alors12

LPareto Ð NonDominés(LPareto Y V);13

sinon14

Lopen Ð Lopen Y V ;15

�n16

�n17

�n18

Preuve. E�ectuons une récurrence sur les cliques du réseau GAI vectoriel pour montrer
la validité des calculs et le fait qu'il n'y ait pas de � perte � de labels en cours d'exécution
de l'algorithme :

� Si le réseau est réduit à une unique clique, alors InitialiserMouvement e�ectue
un test de non-dominance sur tous les labels composant la clique (étant donné que
Sroot,root � Croot), le résultat sera stocké dans Lpareto, on aura Lopen � H, donc la
boucle � tant que � ne sera pas exécutée. À la �n de l'exécution de l'algorithme,
Lpareto contiendra donc tous les labels composant la frontière de Pareto.

� Sur les feuilles de l'arbre de jonction (en considérant Croot comme la racine de
l'arbre), InitialiserMouvement e�ectue un test de non-dominance à valeur de
séparateur �xé (voir le chapitre 4 pour la validité de ce test), puis fait transiter un
label pour chaque instanciation de séparateur possible, il n'existera donc pas de
message vide pour une instanciation donné du séparateur. De plus, les messages
n'ayant pas transité seront stockés dans Lopen, il n'y aura donc pas de perte de
labels : Soit un label appartient au message du séparateur, soit il appartient à
Lopen. Dans ParetoSansHeuristique, tout label transitant par la suite le long du
séparateur est bien supprimé de Lopen, et stocké dans Mij (j successeur de i dans
l'ordre de collecte).

� Sur une clique Ci n'étant ni une feuille de l'arbre de jonction, ni la clique racine,
InitialiserMouvement combinera les labels envoyés sur les séparateurs par les pré-
decesseurs de i. Ces combinaisons sont valides car les messages Mij (j prédecesseur
de i) ne sont pas vides par hypothèse de récurrence. Puis, la fonction e�ectuera un
test de non-dominance à valeur du séparateur Si,succ �xé (avec succ successeur de
i dans la phase de collecte). De la même façon que pour les feuilles, un label sera
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choisi pour chaque instanciation de XSi,succ
pour composer un nouveau message

vers Csucc. Les autres labels formés sont insérés dans Lopen, il n'y a donc pas de
perte de labels : tout label calculé appartient soit à un séparateur, soit à Lopen.
Dans ParetoSansHeuristique, tout label transitant par la suite sur cette clique se
combine avec les labels compatibles déjà créés pour former un ensemble V qui est
bien stocké dans Lopen et a�ecté à la clique i.

� Sur la clique racine Croot, pour les mêmes raisons que pour les cliques qui ne sont pas
des feuilles, les combinaisons de labels sont valides. Toutefois, InitialiserMouvement
n'e�ectue pas un choix de labels, mais e�ectue un test de non-dominance pour com-
poser Lpareto (étant donné que Sroot,root � Croot), qui correspond bien à la frontière
de Pareto des labels ayant atteint la clique. De plus, pendant l'exécution de la
boucle � tant que �, chaque ensemble V de combinaison de labels arrivant jusqu'à
Croot contient bien la somme de toutes les sous-fonctions d'utilité vectorielles et
une instanciation complète des attributs ayant engendrés ces valeurs. La frontière
de Pareto Lpareto est bien mise à jour et, à la �n d'une itération, contient bien la
frontière de Pareto de tous les labels ayant transité jusqu'à Croot.

Par récurrence, puisque les calculs sont justes, et qu'aucune information ne se perd (tous
les labels transitant se retrouvent bien dans Lpareto ou dans Lopen avec le bon indice de
clique), dès lors que Lopen � H, Lpareto correspond donc bien aux labels de la frontière
de Pareto du problème. �

Proposition 20 (Validité de l'heuristique) Soit v, v1, w et z quatre vecteurs de R
m

véri�ant v1 ÁP v, alors on a :

z ¡P w � v1 ùñ z ¡P w � v

Preuve. Cette preuve est automatique : par dé�nition on a v1 ÁP v, donc w�v1 ÁP w�v,
donc si z ¡P w � v1, on aura forcément z ¡P w � v. �

La proposition 20 permet d'a�rmer que les coupes e�ectuées par l'algorithme ParetoHeuristique
sont valides : v1 correspond à l'estimation majorante obtenue lors de l'extraction du label,
et v à la véritable valeur que l'on pourrait obtenir en poursuivant le mouvement du label
jusqu'à la racine, z est un vecteur contenu dans Lpareto et w le vecteur d'utilité actuel-
lement contenu dans le label. Donc si l'estimation de la valeur �nale du label (w � v1)
est dominée au sens de Pareto par un vecteur composant la frontière de Pareto courante,
nous pouvons être sûrs qu'il ne sert à rien d'e�ectuer son déplacement : il sera de toutes
façons dominé par un vecteur de la frontière de Pareto lorsqu'il atteindra la clique racine.

Nous allons maintenant établir la complexité de l'algorithme (proposition 21). Il est
toutefois à noter que cette complexité n'est qu'une borne théorique, car il n'est pas pos-
sible de prendre en compte les coupes dûes aux fonctions heuristiques dans ce résultat. En
pratique, l'algorithme est bien meilleur, comme nous le verrons dans les expérimentations
(section 5.4).

Proposition 21 (Complexité) L'algorithme ParetoSansHeuristique s'exécute en un
temps en Opm|C||XCmax |

2K3mq, avec K une borne supérieure sur la valeur des utilités
uj et |XCmax | � maxCiPC

±
jPCi

|Xj |.
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Preuve. Pour démontrer �nement la complexité de cet algorithme, nous n'allons pas
suivre exactement l'ordre des instructions présentées dans le pseudo-code, mais un ordre
di�érent correspondant néanmoins aux mêmes calculs. L'algorithme fait des appels à la
fonction UnPas. Cette fonction prend en argument des labels xv, xD, iy et les fait transiter
d'une clique (Ci) vers une clique adjacente (Cj). Pour cela, elle e�ectue toutes les com-
binaisons possibles du label xv, xD, iy avec les labels compatibles de Cj (ligne 03) ainsi
qu'avec tous les labels compatibles envoyés par messages sur les séparateurs adjacents à
Cj (les messages Mzj , ligne 06). Pour un label donné xv, xD, iy transitant sur le message
Mij , la complexité de calcul de la ligne 03 de UnPas est en Opm|XCmax |q. Par hypothèse,
il ne peut exister plus de Km labels di�érents transitant sur le message Mij pour une
valeur xSij

P XSij
donnée. Notons que, pour deux valeurs di�érentes xSij

, ySij
P XSij

,
les combinaisons e�ectuées sur la ligne 03 vont faire intervenir des sous-parties distinctes
de la table uj . Par conséquent, la totalité des combinaisons e�ectuées sur la ligne 03 de
UnPas pour l'ensemble des labels du message Mij est calculé en OpmKm|XCmax |q. À la
�n de l'algorithme ParetoSansHeuristique, on aura appelé UnPas avec les messages de
tous les séparateurs. Donc, globalement, à la �n de ParetoSansHeuristique, l'ensemble
des appels à la ligne 03 de UnPas aura été réalisé en Opm|C|Km|XCmax |q.

La boucle des lignes 04�08 de UnPas e�ectue toutes les combinaisons possibles des
labels de V avec ceux des messages Mzj . Par hypothèse, il ne peut exister plus de Km

labels di�érents transitant sur les messages Mzj pour une valeur xSzj
P XSzj

donnée.
Donc, lorsque l'on e�ectue la première fois la ligne 06 de UnPas pour l'ensemble des
labels de Mij , on réalise OpK2m|XCmax |q combinaisons car, pour chaque xCj

P XCj
, on

est potentiellement amené à combiner Km labels par Km labels. Par hypothèse, on ne
pourra obtenir plus de Km vecteurs di�érents (donc labels di�érents) pour chaque valeur
de xCj

. Donc, globalement, sur une clique donnée, le nombre de combinaisons de labels
réalisées sur les lignes 04�08 est en OpsK2m|XCmax |q, où s est le nombre de séparateurs
adjacents à la clique (moins 1). Donc, globalement, sur tout l'arbre de jonction, et donc à
la �n de ParetoSansHeuristique, les lignes 04�08 auront engendré Op|C|K2m|XCmax |q
combinaisons. Chaque combinaison étant réalisée en Opmq opérations, on aura donc
e�ectué Opm|C|K2m|XCmax |q opérations.

Nous avons vu que, dans la fonction UnPas, V ne pouvait pas contenir plus de
Km|XCmax | éléments. Avec une structure de données appropriée, on peut supprimer en
OpmKm|XCmax |q les vecteurs d'utilité identiques, permettant de restreindre |V| à, au
plus, Km vecteurs/labels di�érents. Ensuite, il ne faut que mK2m opérations pour cal-
culer les non-dominés de la ligne 10. Globalement, dans ParetoSansHeuristique, on
est amené à appeler la ligne 10 de UnPas pour chaque label possible de chaque sépa-
rateur adjacent à root. Autrement dit, on a potentiellement Op|C|Km|XCmax |q appels
possibles. Donc, sur l'ensemble des appels de la ligne 10 de UnPas, on a une complexité
en Opm|C|K3m|XCmax |q opérations. En�n, la ligne 13 de UnPas réalise des projections
de V sur des séparateurs. Chaque appel à cette ligne est réalisée en Opm|XCmax |K

2mq
opérations. Étant donné que UnPas est potentiellement appelé pour chaque label possible
de chaque séparateur, la ligne 13 est appelée Op|C||XCmax |K

mq fois. Donc, globalement,
l'ensemble des appels à la ligne 13, et plus généralement, l'ensemble des appels de UnPas,
est réalisé en Opm|C||XCmax |

2K3mq opérations.

Pour terminer cette démonstration, notons qu'outre les appels à UnPas, la complexité
de ParetoSansHeuristique provient aussi de la ligne 9 de ParetoSansHeuristique (les
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lignes 5, 6, 11 pouvant chacune être e�ectuée en Op1q). Chaque appel à la ligne 9 calcule
des non-dominés sur un ensemble d'au plus Km vecteurs di�érents. Comme nous l'avons
vu dans le paragraphe précédent, cette ligne peut être appelée au plus Op|C|Km|XCmax |q
fois. On a donc une complexité en Op|C|K3m|XCmax |q pour les appels à la ligne 9.
En conclusion, globalement, l'algorithme ParetoSansHeuristique a une complexité en
Opm|C||XCmax |

2K3mq. �

5.3 Extension de l'algorithme à de nouveaux problèmes

Nous avons vu dans la section précédente une approche heuristique pour déterminer la
frontière exacte de Pareto. Dans les chapitres précédents, nous avons présenté di�érentes
problématiques de décision multicritère. Nous allons brosser un rapide résumé de ces
problématiques puis présenter comment il est possible d'adapter notre nouvel algorithme
pour résoudre les problèmes laissés en suspens :

� La détermination de la frontière de Pareto : Ce problème a fait l'objet du cha-
pitre 4 et de la section précédente.

� La détermination de la frontière de Lorenz : Nous n'avons pas, pour l'instant,
présenté d'algorithmes résolvant ce problème. On peut toutefois imaginer une ap-
proche consistant à déterminer la frontière de Pareto, puis calculant la frontière
de Lorenz par non-dominance de Lorenz. Toutefois, il serait sûrement plus intéres-
sant de concevoir un algorithme exploitant directement la dominance de Lorenz.
Nous présenterons dans la section 5.3.1, une adaptation de l'approche �laire pour
résoudre ce problème.

� La détermination de la solution agrégée optimale : Nous avons présenté dans
le chapitre 2 un algorithme de l'état de l'art résolvant ce problème, et en guise de
conclusion du chapitre 3, nous avons montré qu'il était possible d'utiliser une ap-
proche par approximations pour déterminer la solution agrégée exacte du problème.
Toutefois, ces deux approches se basent sur une hypothèse importante : l'existence
d'une approximation de l'agrégateur qui soit à la fois une borne supérieure de la
valeur agrégée quel que soit le vecteur d'utilité, et une fonction linéairement sépa-
rable. Ainsi, un OWA dont les poids ne sont pas décroissants ou une intégrale de
Choquet dont la capacité n'est pas convexe ne peuvent être résolus par ces algo-
rithmes. Nous montrerons dans la section 5.3.2 comment résoudre ces problèmes
en utilisant l'approche �laire.

5.3.1 Détermination de la frontière de Lorenz

Avant d'aborder le problème de la détermination de la frontière de Lorenz, il est
important de déterminer la classe de complexité de ce problème. Le problème de décision
correspondant est décrit dans la dé�nition 84 et la proposition 22 montre que ce problème
est NP-complet. Il ne peut donc exister d'algorithme polynômial pour le résoudre (à moins
que P = NP). Il est donc intéressant d'adapter notre approche heuristique pour calculer
la frontière de Lorenz.

Dé�nition 84 (Lv : problème de décision (frontière de Lorenz)) On notera Lv le
problème de décision (au sens de la théorie de la complexité) associé à la détermination
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de la frontière de Pareto dont la formulation est :
� Données : Un ensemble de n attributs Xi avec @i P t1, . . . , nu|Xi| ¥ 2, m en-

sembles Cj véri�ant @Cj
i P C

j C
j
i � t1, . . . , nu, auxquels on associe des fonctions

u
j
i :
±

zPCj
i
Xz Ñ Z�, et un vecteur v P Z

m
� . On notera uj �

°
C

j
i PC

j u
j
i .

� Question : Existe-t-il une instanciation x des attributs formant X dont le vecteur
d'utilité associé pu1pxq, . . . , umpxqq domine au sens de Lorenz le vecteur v ?

Proposition 22 Lv est un problème NP-complet.

Preuve. Nous allons établir la preuve pour un problème bicritère (m � 2). Pour ce faire,
nous allons considérer la version décisionnelle du problème Partition (que nous noterons
PART), dont la formulation est la suivante :

� Données : Un ensemble �ni A � ta1, . . . , anu, et une mesure s : A Ñ N.
� Question : Est-il possible de partitionner A en deux ensembles A1 et A2 véri�ant°

aiPA1
spaiq �

°
ajPA2

spajq ?
Construisons une instance de Lv à partir d'une instance de PART. Soit v � pβ, βq

avec β �
°

aiPA
spaiq{2, et considérons n attributs booléens Xi � t0, 1u. Posons C1

i �
C2
i � i @i P t1, . . . , nu. Ainsi, à chaque attribut Xi, nous associons les sous-fonctions

d'utilité véri�ant @xi P Xi u
1
i pxiq � spaiqxi et u2i pxiq � spaiqp1� xiq. On aura donc

@x P X u1pxq �
ņ

i�1

spaiqxi et u2pxq �
ņ

i�1

spaiqp1� xiq

Ainsi, pour toute partition pB,AzBq de A, il est possible d'associer le vecteur de
booléens xB P X véri�ant :

@i P t1, . . . , nu xBi �

"
1 si ai P B
0 sinon

L'utilité associée à xB sera donc upxBq � p
°

aiPB
ai,
°

ajPAzB
ajq. Donc, s'il existe un

partitionnement de A de valeur pβ, βq, alors l'instanciation xB est solution de Lv. De
plus, s'il n'existe pas de partitionnement de A de valeur pβ, βq, alors l'utilité associée
à xB sera soit de la forme upxBq � pβ � z, β � zq, soit upxBq � pβ � z, β � zq avec
0   z ¤ β. Dans tous les cas, la transformée de Lorenz du vecteur sera pβ � z, 2βq,
alors que la transformée de Lorenz de v sera pβ, 2βq, on aura donc v ¡L upxBq. Donc,
DxB P X tel que upxBq ÁL v si, et seulement si, il existe une solution à PART. Il en
résulte que PART se réduit polynômialement à Lv, PART étant NP-complet (Garey et
Johnson, 1979), Lv est donc NP-di�cile.

De plus, il est simple de tester polynômialement si, pour une instanciation x donnée,
on a upxq ¡L v, donc Lv est aussi un problème de la classe NP. Donc Lv est un problème
NP-complet. �

Une première idée pour adapter l'algorithme 24 a�n de déterminer la frontière de
Lorenz est de remplacer partout dans cet algorithme la dominance de Pareto par la
dominance de Lorenz. Cette idée est fausse, comme le montre l'exemple 36.

Exemple 36 Considérons un réseau GAI vectoriel comportant trois attributs binaires :
X1, X2, X3 et 2 critères. Supposons les utilités décomposables en upx1, x2, x3q � u1px1, x2q�
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u2px2, x3q. Supposons que la clique X1X2 comporte deux vecteurs Pareto optimaux :
u1p1, 1q � p2, 2q et u1p0, 1q � p3, 1q. La transformée de Lorenz de ces vecteurs sera
donc Lp2, 2q � p2, 4q et Lp3, 1q � p1, 4q. On serait tenté d'éliminer le vecteur p3, 1q par
Lorenz-dominance (étant donné que p2, 4q ¡P p1, 4q et donc p2, 2q ¡L p1, 4q) et d'en-
voyer uniquement le label xp1, 1q, p2, 2q, 1y à la clique X2X3 (pour une valeur X2 � 1

�xée). Néanmoins, ce serait une erreur : Supposons que u2p1, 0q � p1, 3q, alors on a
up1, 1, 0q � p2, 2q�p1, 3q � p3, 5q et up0, 1, 0q � p3, 1q�p1, 3q � p4, 4q. Or, Lp3, 5q � p3, 8q
et Lp4, 4q � p4, 8q. On a donc p4, 4q ¡L p3, 5q. On ne pouvait donc pas se permettre de
couper l'envoi du message xp0, 1q, p3, 1q, 1y.

Néanmoins, la proposition 23 montre qu'il est toujours possible d'utiliser les fonctions
heuristiques majorantes pour e�ectuer des coupes en utilisant la dominance de Lorenz à
la place de la dominance de Pareto.

Proposition 23 Soit v, v1, w et z quatre vecteurs de R
m véri�ant v1 ÁP v, alors on a :

z ¡L w � v1 ùñ z ¡L w � v

Preuve. Étant donné que v1 ÁP v, on a donc w � v1 ÁP w � v. Or, la dominance de
Lorenz est P-monotone. On aura donc w� v1 ÁL w� v. De plus, la dominance de Lorenz
est transitive, donc si z ¡L w � v1 et w � v1 ÁL w � v, alors z ¡L w � v. �

Il résulte de ces constations que, pour adapter l'algorithme �laire de détermination
de la frontière de Pareto, l'heuristique à utiliser peut être la dominance de Lorenz, mais
les tests de non-dominance utilisés localement dans les fonctions InitialiserMouvement
et UnPas doivent se faire au sens de Pareto (la dominance de Lorenz étant P-monotone).
On obtient donc l'algorithme 25, utilisant les mêmes fonctions InitialiserMouvement

et UnPas que pour la détermination de la frontière de Pareto.

5.3.2 Détermination de la solution agrégée optimale

Nous allons maintenant aborder le problème de la détermination de la solution agré-
gée optimale. Les expérimentations �nales porteront sur l'agrégateur OWA dans son cas
général (les poids ne seront pas nécessairement décroissants). Nous allons donc présenter
l'algorithme appliqué à cet agrégateur, mais il sera généralisable à de nombreux autres
agrégateurs couramment utilisés (s'ils sont P-monotones, donc pour un agrégateur A, si
v ÁP v1 alors Apvq ¥ Apv1q, voir remarque 27). Dans le cas d'OWA, une première consta-
tation est la NP-complétude du problème de décision qui lui est associé (dé�nition 85 et
proposition 24).

Dé�nition 85 (Oα : problème de décision (maximisation OWA)) On notera Oα

le problème de décision (au sens de la théorie de la complexité) associé à la maximisation
d'un agrégateur OWA dont la formulation est :

� Données : Un ensemble de n attributs Xi avec @i P t1, . . . , nu|Xi| ¥ 2, m en-
sembles Cj véri�ant @Cj

i P C
j C

j
i � t1, . . . , nu, auxquels on associe des fonctions

u
j
i :
±

zPCj
i
Xz Ñ Z�, et un scalaire α. On notera uj �

°
C

j
i PC

j u
j
i .

� Question : Existe-t-il une instanciation x P X tel que OWApupxqq ¥ α ?
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Algorithme 25 : LorenzHeuristique

DeterminerOrdreCollecte();1

CollecteHeuristique(Croot, Croot);2

DiffusionHeuristique();3

InitialiserMouvement(Croot, Croot);4

LLorenz Ð NonDominéslorenz(Mroot,root);5

tant que Lopen � H faire6

xv, xD, iy Ð Choisir(Lopen);7

Lopen Ð Lopenztxv, xD, iyu;8

j Ð Succ(i);9

si v �HjippxDqSij
q non dominé (au sens de Lorenz) dans LLorenz alors10

V Ð UnPas(xv, xD, iy);11

si Succ(i) � root alors12

LLorenz Ð NonDominéslorenz(L
Lorenz Y V);13

sinon14

Lopen Ð Lopen Y V ;15

�n16

�n17

�n18

Proposition 24 Oα est un problème NP-complet.

Preuve. Nous allons établir la preuve pour un problème bicritère (m � 2). Pour ce faire,
de la même façon que pour la propriété 22, nous allons considérer la version décisionnelle
du problème de partitionnement (notée PART), dont la formulation est la suivante :

� Données : Un ensemble �ni A � ta1, . . . , anu, et une mesure s : AÑ N.
� Question : Est-il possible de partitionner A en deux ensembles A1 et A2 véri�ant°

aiPA1
spaiq �

°
ajPA2

spajq ?
Construisons un problème Oα à partir d'une instance de PART. Soit w1 et w2 les co-

e�cients de l'agrégation OWA, avec w1 ¡ w2, et α � pw1�w2qβ avec β �
°

aiPA
spaiq{2.

Posons n attributs booléens X1, . . . , Xn tels que C1
i � C2

i � i @i P t1, . . . , nu, et
u1i pxiq � spaiqxi et u2i pxiq � spaiqp1 � xiq. Ainsi, pour chaque partition de A de type
pB,AzBq (avec B � A), on peut associer une instanciation des attributs xB P X véri�ant
xBi � 1ðñ ai P B. Par construction, on a upxBq � p

°n
i�1 spaiqx

B
i ,
°n

i�1 spaiqp1�x
B
i qq �

p
°

aiPB
spaiq,

°
aiPAzB

spaiqq.
En procédant ainsi, on a OWApβ, βq � α. Donc, dire que la réponse à Oα est � oui �

est équivalent à dire que la réponse à PART est � oui �. De plus, si la réponse à PART
est � non �, alors tout partitionnement est déséquilibré, et correspondra à une utilité de
type pβ� k, β� kq ou pβ� k, β� kq avec 0   k ¤ β. On aura donc OWApβ� k, β� kq �
w1pβ � kq � w2pβ � kq � α� kpw1 � w2q   α. Donc la réponse de Oα sera � non �.

La transformation de problème étant polynômiale, et PART étant NP-complet (Garey
et Johnson, 1979), Oα est donc NP-di�cile. De plus, comme Oα est un aussi un problème
de la classe NP, Oα est donc NP-complet. �
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Toutefois, de la même façon que pour la dominance de Lorenz, l'agrégateur OWA
possède une propriété nous permettant d'exploiter l'approche �laire pour résoudre le
problème de la détermination de la solution OWA-optimale (proposition 25).

Proposition 25 Soit v, v1, w et z des vecteurs de R
m tels que v1 ÁP v, alors on a :

OWApzq ¡ OWApw � v1q ùñ OWApzq ¡ OWApw � vq

Preuve. Cette proposition se montre de la même façon que pour la dominance de Lo-
renz : On a w � v1 ÁP w � v. Par P-monotonie d'OWA, on aura donc OWApw � v1q ¥
OWApw � vq. Or, OWApzq ¡ OWApw � v1q donc OWApzq ¡ OWApw � vq. �

Remarque 27 Cette propriété est généralisable à tous les agrégateurs A qui sont P-
monotones. En e�et, si w�v1 ÁP w�v, par P-monotonie on aura Apw�v1q ¥ Apw�vq
et donc Apzq ¡ Apw � v1q ùñ Apzq ¡ Apw � vq.

L'adaptation de l'approche heuristique pour déterminer la solution OWA-optimale va
donc être semblable à l'algorithme pour déterminer la frontière de Lorenz :

� Les fonctions InitialiserMouvement et UnPas doivent exploiter la dominance de
Pareto pour réaliser leurs coupes. Par P-monotonie, les coupes réalisées seront
compatibles avec OWA.

� La solution désirée n'est plus une frontière mais une solution unique, les coupes
réalisées par l'heuristique correspondent donc au cas où la valeur agrégée de la
mailleure solution ayant transité jusqu'à Croot est supérieure à la valeur agrégée de
la solution choisie additionnée à l'estimation majorante de ce qu'elle peut obtenir
en continuant son parcours.

En appliquant ce principe, on obtient �nalement l'algorithme 26.

5.4 Analyse expérimentale

De manière à évaluer les performances des algorithmes présentés dans ce chapitre,
nous avons choisi d'utiliser des données concrètes disponibles sur internet 2. Toutefois,
étant donné que les approches que nous avons proposées sont exactes, nous avons choisi
de nous restreindre aux structures d'arbres de jonction dont la treewidth t est inférieure
ou égale à 15. Les expérimentations proposées sur internet étant monocritères, nous les
avons adaptées de manière à concorder avec les problèmes qui nous intéressent. Ainsi, la
structure de dépendance entre chaque attribut reste inchangée, mais chaque sous-fonction
d'utilité monocritère (contenant une valeur minimale uK et une valeur maximale uJ) est
transformée en une sous-fonction bicritère. Donc, toutes les composantes de tous les vec-
teurs sont générés aléatoirement avec des valeurs comprises entre uK et uJ. En procédant
ainsi, nous avons mesuré les temps de réponses des algorithmes calculant la frontière de
Pareto (noté Par�

H
), la frontière de Lorenz (noté Lor�

H
), et une solution agrégée (nous

avons choisi d'utiliser un OWA). Nous avons retranscrit les temps de réponse moyens ob-
tenus sur 100 expériences pour chaque instance dans le tableau de la �gure 5.6, et nous
avons indiqué le nombre d'attributs du problème (n), la treewidth du problème (t), le
nombre moyen de solutions composant les frontières de Lorenz (#L) et de Pareto (#P).

2. http://carlit.toulouse.inra.fr/cflibtars
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Algorithme 26 : AgregHeuristique

DeterminerOrdreCollecte();1

CollecteHeuristique(Croot, Croot);2

DiffusionHeuristique();3

InitialiserMouvement(Croot, Croot);4

SolutionAgregOpt Ð argmaxlabelPMroot,root
Agréger(label);5

tant que Lopen � H faire6

xv, xD, iy Ð Choisir(Lopen);7

Lopen Ð Lopenztxv, xD, iyu;8

j Ð Succ(i);9

si Agréger(v �HjippxDqSij
q) ¡ Agréger(SolutionAgregOpt) alors10

V Ð UnPas(xv, xD, iy);11

si Succ(i) � root alors12

MeilleurDeV Ð argmaxlabelPVAgréger(label);13

si Agréger(MeilleurDeV) > Agréger(SolutionAgregOpt) alors14

SolutionAgregOpt Ð MeilleurDeV ;15

�n16

sinon17

Lopen Ð Lopen Y V ;18

�n19

�n20

�n21
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Fichier n t Par�
H

Lor�
H

OWA #L #Par
GEOM30a_4 30 6 0.315 0.317 0.286 6 16
GEOM40_2 40 5 0.019 0.008 0.007 2 18
dubois30 90 3 0.054 0.046 0.041 1 38
dubois50 150 3 0.152 0.121 0.106 4 66
dubois100 300 3 0.751 0.637 0.568 1 115
pret150_25 150 8 1.032 0.998 0.823 1 55
pret150_40 150 8 0.750 0.705 0.597 6 56
pret150_75 150 9 2.048 1.842 1.644 2 57
hail�nder 56 4 29.302 28.553 27.808 34 169
insurance 27 8 28.279 28.271 28.151 1 58
kbtree5_2_4_5_10_1 62 5 4.335 3.863 3.196 3 46
kbtree5_2_4_5_30_1 62 5 5.109 4.607 4.203 3 47
kbtree5_2_4_5_50_1 62 5 3.530 3.136 2.783 5 42
kbtree5_2_4_5_70_1 62 5 3.026 2.717 2.393 3 42
kbtree5_2_4_5_90_1 62 5 3.692 3.322 3.072 4 49
cnf2.40.100.730621 40 11 0.746 0.730 0.672 3 16
cnf2.40.100.730623 40 12 1.630 1.622 1.433 5 10
cnf2.80.100.735545 80 6 0.050 0.044 0.038 1 16
cnf2.80.100.735549 80 6 0.038 0.034 0.030 2 17
alarm 37 4 0.172 0.150 0.128 23 92

Figure 5.6 � Expérimentations sur les instances classiques transformées en problèmes
bicritères

Comme nous pouvions nous y attendre, les temps de réponse de la détermination de la
frontière de Lorenz et de la solution agrégée optimale sont meilleures que celles du calcul
de la frontière de Pareto. Mais il est toutefois à noter que les attributs des problèmes
précédents sont booléens (à l'exception de hail�nder et insurance, dont les attributs
peuvent prendre jusqu'à 11 valeurs di�érentes), ce qui reste un cas très particulier dans
le cadre d'une prise de décision.

De manière à tester nos algorithmes dans un cadre plus proche de notre domaine d'ap-
plication, nous avons relancé les mêmes expériences, mais en modi�ant les modalités des
attributs. Ainsi, chaque attribut pouvait avoir 4 valeurs di�érentes, et les sous-fonctions
d'utilité étaient remplies par des vecteurs à deux dimensions contenant des nombres tirés
aléatoirement entre 0 et 20. Certaines instances ont engendré des dépassements de la
capacité mémorielle de l'ordinateur faisant tourner ces expérimentations (2 GB). Dans
ce cas de �gure, nous avons remplacé le temps de calcul obtenu par un � � �. Les résultats
sont présentés sur le tableau de la �gure 5.7.

Finalement, nous avons décidé d'observer le comportement de nos algorithmes sur des
problèmes comportant 5 critères con�ictuels. Nous avons choisi d'utiliser des problèmes
générés aléatoirement plutôt que les instances classiques, car l'augmentation du nombre
de critères rend les problèmes bien plus di�ciles à résoudre. Ainsi, nous avons généré
aléatoirement des réseaux GAI dont toutes les cliques contiennent 3 attributs et tous
les séparateurs en contiennent 2. Chaque attribut peut prendre 4 valeurs di�érentes.
Pour chaque clique, nous avons généré aléatoirement 5 hypermatrices di�érentes (chacune



Fichier n t Par�
H

Lor�
H

OWA #L #Par
GEOM30a_4 30 6 1.001 1.037 0.936 4 65
GEOM40_2 40 5 0.394 0.423 0.352 4 64
dubois30 90 3 11.616 10.911 9.904 4 310
dubois50 150 3 54.627 51.974 48.046 15 530
dubois100 300 3 1047.16 949.368 905.818 10 1451
pret150_25 150 8 � � � � �
pret150_40 150 8 � � � � �
pret150_75 150 9 � � � � �
hail�nder 56 4 25.888 23.067 21.095 5 178
insurance 27 8 � � � � �
kbtree5_2_4_5_10_1 62 5 11.955 10.188 9.471 8 269
kbtree5_2_4_5_30_1 62 5 11.781 10.274 7.575 5 199
kbtree5_2_4_5_50_1 62 5 9.099 7.516 7.035 8 304
kbtree5_2_4_5_70_1 62 5 12.299 10.502 9.492 8 243
kbtree5_2_4_5_90_1 62 5 9.955 8.169 7.074 3 254
cnf2.40.100.730621 40 11 � � � � �
cnf2.40.100.730623 40 12 � � � � �
cnf2.80.100.735545 80 6 � � � � �
cnf2.80.100.735549 80 6 � � � � �
alarm 37 4 2.734 2.643 2.416 7 103

Figure 5.7 � Expérimentations sur les instances classiques dont les attributs peuvent
prendre 4 valeurs di�érentes

représentant un des critères) emplies de valeurs tirées entre 0 et 20. Les temps de réponse
obtenus sont présentés dans le tableau de la �gure 5.8. Il est à noter que � � � signi�e
un temps de calcul supérieur à 2400 secondes, et que la colonne � Par � correspond à
l'algorithme exact de détermination de la frontière de Pareto présenté dans le chapitre 4.

Nous pouvons remarquer que l'approche �laire améliore considérablement les temps
de calcul et permet d'atteindre des tailles de problèmes que l'algorithme par � paquets �
ne peut atteindre. De plus, même si les fonctions InitialiserMouvement sont les mêmes
dans chaque algorithme exploitant l'approche �laire, les coupes liées aux fonctions heuris-
tiques (di�érentes selon le problème) entrent en jeu pour permettre à OWA de posséder
des temps de calculs légèrement inférieurs à Lor�

H
qui sont eux-même très clairement

inférieurs à Par�
H
.



n Par Par�
H

Lor�
H

OWA #L #Par
10 1.519 0.451 0.237 0.196 7 2957
11 8.199 3.927 0.398 0.301 21 7134
12 31.512 11.995 7.506 7.143 5 8891
13 55.833 23.389 7.903 7.322 9 11484
14 162.425 44.526 6.055 5.022 22 16928
15 427.137 104.028 76.941 73.707 9 22676
16 2050.512 105.577 60.467 56.931 5 33334
17 � 264.504 70.189 64.836 15 44621
18 � 552.296 190.949 179.853 9 37788
19 � 1620.304 392.702 359.253 11 42655
20 � � 512.344 484.233 13 45245

Figure 5.8 � Expérimentations sur des problèmes aléatoires à 5 critères
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Synthèse des travaux e�ectués. Un réseau GAI permet de représenter de manière
compacte une relation de préférence et en tirant partie des indépendances préférentielles
(conditionnelles) entre les attributs servant à caractériser les alternatives sur lesquelles
porte la relation de préférence. Les algorithmes développés dans cette thèse ont permis
d'étendre l'exploitation des réseaux GAI pour résoudre les problèmes suivants :

� Choix optimal sous forte treewidth : L'approche proposée dans le chapitre 3
analyse les problèmes de dépendances entre attributs induisant des temps de calcul
prohibitifs lors de la résolution des problèmes de choix (détermination de l'alterna-
tive préférée). Suite à cette analyse, nous avons proposé une nouvelle méthode de
résolution exacte des problèmes de choix en résolvant un problème de rangement
avec un réseau GAI approché de faible treewidth déduit du réseau GAI d'origine.

� Rangement sous forte treewidth : La méthode du chapitre 3 a été étendue
au problème du rangement des k meilleures alternatives pour un réseau GAI de
forte treewidth en implémentant une simple structure de données à insérer dans
l'algorithme de choix optimal.

� Solution agrégée optimale sous forte treewidth : Au sein du chapitre 2, nous
avions présenté un algorithme de l'état de l'art pour résoudre la détermination
de l'alternative d'utilité agrégée optimale (sous l'hypothèse de l'existence d'une
borne supérieure linéairement décomposable de l'agrégateur). Cette approche se
basait sur un réseau GAI dit scalarisé obtenu par agrégation (triangulation) des
réseaux GAI représentant chaque critère, ainsi que sur l'algorithme de rangement.
Or, nous avons pu voir que la triangulation des forêts de jonction pouvait générer
une structure de forêt ayant une forte treewidth induite. L'algorithme du chapitre 3
pouvant être étendu au problème de rangement sous forte treewidth, il a donc été
naturellement utilisé pour résoudre le problème de la détermination de la solution
agrégée optimale sous les même hypothèses sur les agrégateurs.

� Frontière de Pareto exacte : La notion de réseau GAI vectoriel introduite dans
le chapitre 4 a permis d'élaborer deux algorithmes pour déterminer l'ensemble
des alternatives engendrant la frontière de Pareto d'un problème multiattribut et
multicritère. Le premier algorithme (présenté dans le chapitre 4) exploitait la pro-
grammation dynamique non sérielle avec des opérateurs combinant des ensembles
de vecteurs. Le second (introduit dans le chapitre 5) se basait sur une approche
�laire et l'utilisation d'une heuristique générée lors d'une phase de précalcul.

� Frontière de Pareto approchée (avec garantie de performance) : L'ago-
rithme exact du chapitre 4 mêle aux opérateurs de combinaison une notion de
coupe basée sur des tests de non-dominance. Nous avons présenté une adaptation
de l'algorithme e�ectuant des tests de non-dominance selon une relation d'pǫ, wq-
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dominance de manière à générer une p1�ǫq-approximation de la frontière de Pareto
(pour un paramètre ǫ ¡ 0 dé�ni par le décideur).

� Frontière de Lorenz : L'approche heuristique développée dans le chapitre 5 peut
se généraliser à de nombreux problèmes de décision multiattribut et multicritère.
Parmi ces problèmes, nous avons montré que la détermination de la frontière de
Lorenz se résoud aisément en utilisant une heuristique majorante adéquate.

� Solution agrégée optimale (généralisée) : Nous avons montré dans le cha-
pitre 5 que l'approche heuristique permet également de résoudre le problème de
la détermination de la solution agrégée optimale. Cette nouvelle approche permet
de repousser les limites posées par les hypothèses de l'algorithme de l'état de l'art.
Ainsi, il n'est plus nécessaire de déterminer une borne supérieure linéairement dé-
composable de l'agrégateur que l'on souhaite utiliser. L'approche �laire que nous
avons développée peut déterminer la solution agrégé optimale de n'importe quel
agrégateur à partir du moment où celui-ci est P-monotone (ce qui est la cas des
agrégateurs usuellement utilisés). Parmi les agrégateurs présentés dans le chapitre 1,
cette approche permet de résoudre le cas où les coe�cients de OWA ne sont pas
décroissants, ou encore le cas où l'intégrale de Choquet est dé�nie avec une capacité
pas nécessairement convexe.

Perspectives de recherche. Nous allons présenter maintenant quelques perspectives
de recherche qu'ouvrent cette thèse et les travaux qu'il serait intéressant d'entreprendre
dans le futur.

� Améliorations de l'approche par approximation : Le chapitre 3 se base sur
la génération d'un réseau approximé pour résoudre exactement des problèmes de
choix, ainsi que leurs dérivés (rangement, etc. . . ). L'algorithme est basé sur di�é-
rents moteurs qui s'appellent mutuellement (le rangement, l'analyse graphique et
l'approximation). Il est intéressant de tester de nouveaux moteurs d'analyse gra-
phique et d'approximation pour étudier leur impact sur les temps de calcul de
l'algorithme. Notamment, nous avons choisi d'utiliser un moteur d'approximation
exploitant la programmation linéaire, mais il est possible de générer de nouvelles
formulations du problème (sous forme de programmes quadratiques par exemple).
De plus, l'algorithme tel qu'il a été présenté, exploite implicitement un quatrième
moteur (évoqué dans les conclusions du chapitre), évaluant des distances d'approxi-
mation. Ces distances sont calculées en fonction de la valeur de la fonction objectif
d'un programme linéaire (lié aux approximations) à l'optimum. Il peut être inté-
ressant de déterminer une fonction de distance liée aux utilités, au même titre que
la divergence de Kullback-Leibler (Kullback et Leibler, 1951) pour les probabilités.
Cette fonction de distance devrait idéalement :
� Renvoyer 0 si une utilité correspond à une transformée linéaire (avec un coe�cient
multiplicatif strictement positif) de l'autre utilité.

� Être symétrique.
� Véri�er l'inégalité triangulaire.

� Une nouvelle approche de la triangulation : L'algorithme du chapitre 3
nous donne la capacité d'exploiter un réseau GAI obtenu par triangulation d'un
graphe markovien auquel il est possible de supprimer des arêtes. Dans la présen-
tation que nous avons faite du moteur d'analyse graphique, nous avons supprimé
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les arêtes après avoir e�ectué la triangulation. Mais si on intègre la notion de
suppression d'arêtes au sein même du processus de triangulation, on obtient un
nouveau problème dont la formulation est : Étant donné un graphe non orienté
G � pV,Eq, comment déterminer des ensembles S � E et F � P2pV qzE, tels
que G1 � pV, pEzSq Y F q soit cordal ? En insérant un objectif à optimiser pour
les ensembles E et F (minimiser la taille des cliques produites, etc. . . ), il est inté-
ressant d'étudier ce nouveau concept de triangulation et de déterminer l'ensemble
des problèmes qu'une telle approche peut résoudre (dans le domaine des réseaux
bayésiens, des CSP, des diagrammes d'in�uence, etc. . . ).

� Généralisation des algorithmes aux autres modèles graphiquement dé-
composables : Les réseaux GAI entretiennent un rapport fort avec d'autres mo-
dèles graphiquement décomposables. Par exemple, un réseau bayésien (Pearl, 1988)
est une représentation graphique d'une probabilité jointe sur un ensemble de n va-
riables aléatoires. Il exploite les indépendances conditionnelles entre variables aléa-
toires pour réduire l'espace mémoire requis pour représenter cette probabilité jointe.
On a donc une décomposition de la forme : P pX1, . . . , Xnq �

±n
i�1 P pXi|PapXiqq

(avec PapXiq un ensemble de variables conditionnantes). Un réseau bayésien peut
se transformer aisément en réseau GAI, il su�t de dé�nir X1, . . . , Xn comme étant
des attributs, alors le logarithme de la loi de probabilité devient :

logpP pX1, . . . , Xnqq � logp
n¹

i�1

P pXi|PapXiqqq �
ņ

i�1

logpP pXi|PapXiqq

En posant uipXi, PapXiqq � logpP pXi|PapXiqqq, on obtient exactement une GAI-
décomposition. En particulier, le problème MPE 3 consiste à déterminer l'instan-
ciation des variables x� véri�ant x� � argmaxP pX1, . . . , Xnq. Or, si x� maximise
la loi de probabilité, il maximise aussi le logarithme de cette loi. MPE peut donc
se ramener à un problème de détermination du choix optimal. Il serait donc in-
téressant d'étudier les parallèles entre les di�érentes problématiques des modèles
graphiquement décomposables pour voir comment certaines approches développées
dans cette thèse peuvent s'adapter pour résoudre d'autres problèmes.

� Vers la décision collective et les systèmes multi-agents : Nous avons évoqué
dans l'introduction de cette thèse qu'il existe un rapport entre décision multicritère
et décision collective. En e�et, un problème comportant un ensemble de m déci-
deurs devant prendre une décision commune peut être traité comme un problème
comportant un unique décideur et m critères, les relations de préférence de chaque
critère correspondant aux relations de préférence de chaque agent. La principale
di�érence entre décision collective et décision multicritère porte ici plutôt sur le
nombre attendu de relations. En décision multicritère, il est rare d'atteindre 20

ou 25 critères, tandis que dans les problèmes de systèmes multi-agents, le nombre
d'agents (les décideurs) peut être de l'ordre de la centaine, voir bien plus. Il se-
rait intéressant de mélanger les di�érentes techniques proposées pour étudier les
temps de calcul obtenus suite au passage à l'échelle sur des systèmes multi-agents
(par exemple, élaborer un algorithme approché avec garantie de performance pour
déterminer la solution optimale d'une intégrale de Choquet non convexe pour un
problème de décision collective).

3. Most Probable Explanation



� Algorithmique parallèle et répartie : Le systèmes multi-processeurs se dé-
mocratisent de plus en plus avec l'émergence des dual-core et quad-core sur les
ordinateurs personnels, la possible présence d'un cluster de calculs au sein des
entreprises, ou tout simplement la mise en réseau des ordinateurs. La structure
des réseaux GAI peut être utilisée pour répartir les calculs. Dans un algorithme
classique de collecte/di�usion, on peut aisément imaginer que chaque � branche �
peut se traiter indépendamment des autres, jusqu'à arriver sur une clique jouant le
rôle de point d'intersection entre les branches. Les messages arrivant à cette clique
doivent alors se situer dans une mémoire partagée. Il serait intéressant d'étudier la
�exibilité des algorithmes proposées dans une optique de parallélisation des calculs,
et d'élaborer des algorithmes spéci�quement adaptés à la répartition des calculs.
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Résumé
Les réseaux GAI sont une représentation graphique compacte et expressive des préfé-
rences d'un décideur en Décision Multiattribut, c'est-à-dire dans des situations où les al-
ternatives sur lesquelles portent les choix du décideur sont décrites à l'aide d'un ensemble
d'attributs (de caractéristiques). L'exploitation de leur structure graphique permet de dé-
�nir des procédures e�caces d'élicitation de préférences (détermination des préférences à
l'aide de questionnaires) ainsi que des algorithmes assez performants de prise de décision
(calcul de l'alternative préférée du décideur ou des k meilleures alternatives). Le but de
cette thèse est double. Tout d'abord elle vise à étendre les algorithmes de prise de déci-
sion dans des cas où les réseaux GAI sont denses, c'est-à-dire dans des situations où leur
structure ne permet pas aux algorithmes de l'état de l'art de s'exécuter en un temps rai-
sonnable. Pour cela, une nouvelle méthode de triangulation approchée a été développée,
qui produit des réseaux GAI approchés sur lesquels des mécanismes d'inférence adaptés
permettent d'obtenir les alternatives optimales des réseaux GAI d'origine. Ensuite, elle
propose de nouvelles méthodes d'inférence en Décision multicritère. Plus précisément, elle
propose des approches pour déterminer des frontières de Pareto (exactes ou approchées
avec garantie de performance) ou des frontières de Lorenz. Elle propose également des
algorithmes pour déterminer des solutions optimales dans les cas où les critères peuvent
être agrégés via des opérateurs tels que OWA (Ordered Weighted Average), l'intégrale de
Choquet ou bien encore la norme de Tchebyche�.
Mots-clés : Aide à la décision, décision multiattribut, décision multicritère, modélisation
des préférences, optimisation combinatoire, graphes, recherche heuristique.

Abstract
GAI networks are a graphical model, both compact and expressive, for representing
the preferences of a Decision Maker in the context of Multiattribute Decision Making,
i.e., in situations where the set of alternatives among which the Decision Maker has to
make decisions are described as a set of attributes (or features). GAI network's graphi-
cal structures are exploited to develop e�cient elicitation procedures (determination of
the Decision Maker's preferences using questionnaires) as well as e�ective Decision Ma-
king algorithms (e.g., computing the preferred alternative or the k-best alternatives).
The goal of this PhD thesis is twofold. First, it extends the aforementioned state-of-the-
art Decision Making algorithms to be able to cope with dense GAI networks, i.e., with
situations where the GAI network's treewidth is too high for these algorithms to com-
plete in a reasonable amount of time. For this purpose, a new triangulation method has
been developed which produces approximated GAI networks on which tailored inference
mechanisms determine the alternatives that are actually optimal for the original GAI
network. Second, we have proposed new inference algorithms for Multicriteria Decision
Making. More precisely, new approaches for determining Pareto-optimal sets (exact and
approximate with performance guarantee) and Lorenz-optimal sets have been developed.
In addition, we have also proposed new algorithms for computing the optimal solutions
in situations where criteria are aggregated using various operators like OWA (Ordered
Weighted Average), Choquet integrals and Tchebyche�'s norm.
Keywords : Decision Aiding, Multiattribute Decision, Multicriteria Decision, Preference
Modelling, Combinatorial Optimization, Graphs, Heuristic Search.


