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département d’Informatique de l’Université de Yaound́e I
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(gentil sans en avoir l’air) pour avoir accepté que je m’introduise incessamment dans vos bu-
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Résuḿe

Sur plusieurs problèmes il est difficile d’avoir un seul algorithme qui résout optimalement
(en temps d’ex́ecution) toutes ses instances. Ce constat motive l’élaboration des approches per-
mettant de combiner plusieurs algorithmes résolvant le m̂eme probl̀eme. Les approches permet-
tant la combinaison d’algorithmes peuventêtre mise en oeuvre au niveau système (en construi-
sant des biblioth̀eques, des langages et composants adaptatifs etc.) ou au niveau purement algo-
rithmique.
Ce travail se focalise sur les approches géńeriques de combinaison d’algorithmes au niveau
algorithmique avec en particulier l’approche du portfoliod’algorithmes. Un portfolio d’algo-
rithmes d́efinit une ex́ecution concurrente de plusieurs algorithmes résolvant un m̂eme probl̀eme.
Dans une telle ex́ecution, les algorithmes sont entrelacées dans le temps et/ou l’espace. Sur une
instancèa ŕesoudre, l’ex́ecution est interrompue dès qu’un des algorithmes trouve une solution.

Nous proposons dans cette thèse une classification des techniques de combinaison d’algo-
rithmes. Dans celle ci nous précisons pour chaque technique le contexte le plus adapaté pour
son utilisation. Nous proposons ensuite deux techniques deconstruction des portfolio d’algo-
rithmes.
La premìere technique est basée sur une adaptation de la méthode des plus proches voisins en
apprentissage automatique pour la combinaison des algorithmes. Cette technique est adaptative
car elle essaie sur chaque instance de trouver un sous ensemble d’algorithmes adaptés pour sa
résolution. Nous l’appliquons dans la combinaison des algorithmes it́eratifs pour la ŕesolution
des syst̀emes lińeaires et nous montrons sur un jeu d’environ mille matrices creuses qu’elle
permet de ŕeduire le nombre d’it́erations et le temps necessaire dans la résolution. En outre, sur
certains jeux d’exṕerimentations, ces résultats montrent que la technique proposée peut dans la
plupart des cas trouver l’algorithme le plus adapté à sa ŕesolution.
La seconde technique est basée sur le probl̀eme de partage de ressouurces que nous formulons.
Etant donńes, un probl̀eme cible, un jeu de données le repŕesentant, un ensemble d’algorithmes
candidats le ŕesolvant et le comportement en temps d’exécution du jeu de données sur les algo-
rithmes candidats, le problème de partage de ressources a pour objectif de trouver la meilleure
répartition statique des ressources aux algorithmes candidats de sortèa minimiser en moyenne
le temps de ŕesolution du jeu de données cibles. Ce problème viseà trouver une solution en
moyenne plus robuste que chacun des algorithmes candidats pris śepaŕemment. Nous montrons
que ce probl̀eme est NP-complet et proposons deux familles d’algorithmes approch́es et exacts
pour le ŕesoudre. Nous validons les solutions proposées en prenant des données issues d’une
base de donńees pour SAT. Les résultats obtenus montrent que les solutions proposées per-
mettent effectivement de béńeficier de la compĺementarit́e des algorithmes résolvant un m̂eme
probl̀eme pour la construction des algorithmes robustes.
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Abstract

On many problems, it is hard to find an algorithm that solves all its instances with the
shortest execution time. We are interested here by the design of approaches for combining
several algorithms solving the same problems in order to determine a good combination over
the whole set of instances. Such approaches can be developedat a system level (with libraries,
adaptive languages and components, etc.) or at an algorithmic level.
In this work we are interested on generic algorithmic approaches for combining algorithms. We
mainly focus on approaches based on the algorithm portfolioconcept. An algorithm portfolio
defines a concurrent execution of many algorithms solving a same problem. The execution of
algorithms is interleaved in time or in space. The executionis interrupted on the instance to
solve when one algorithm finds a solution.

We propose in this thesis a classification of existing techniques for combining algorithms.
In this classification, we define for each technique the most suitable context for its utilisation.
Then, we propose two techniques for designing porftolio of algorithms.
The first technique is based on an adaptation of the nearest neighbour method in machine lear-
ning for the combination of algorithms. This technique is adaptive because for each instance to
solve, we aim at determining the most suitable subset of algorithms that can perform well on
it. We apply this technique to the resolution of sparse linear systems of equations with iterative
solvers and we show experimentally on around one thousand matrices that this technique can
effectively be used to reduce the number of iterations and the execution time necessary on the
resolution. Moreover, on some experimentations, we were able to predict on almost all the cases
the well suited algorithms for solving instances.
The second technique is based on a formulation of the resourcesharing problem. Given a target
problem, a benchmark of problem instances, a set of candidate algorithms, and the behaviour in
execution time of candidate algorithms on the benchmark, the objective in the resource sharing
is to find the best way of deploying ressources to candidate algorithms in order to minimize
of the execution time necessary to benchmark instances. Ourobjective with this problem is to
build a robust algorithm in sharing ressources to candidatealgorithms that are executed in the
portfolio. We show that the formulated problem is NP-complete and we propose two families
of heuristics and exact algorithms to solve it. Then, we validate our algorithms on a database of
SAT problems. The obtained results show that the proposed solutions can serve effectively to
exploit complementarities between algorithms in order to propose more robust algorithms.
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3.7.3 Plan d’exṕerimentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et motivations

L’ évolution de l’algorithmique et des architectures d’ordinateurs est observable de part la
prolifération des biblioth̀eques sṕecialiśees dans la résolution de diff́erents probl̀emes et pre-
nant en compte diverses technologies d’ordinateurs. Un constat que l’on peut en tirer est celui
du nombre croissant d’algorithmes résolvant un m̂eme probl̀eme cible. Ceci est par exemple
le cas sur les problèmes de tri [Bida and Toledo 2006, Li et al. 2004], de multiplication matri-
cielle [Bilmes et al. 1997, Whaley et al. 2001, Goto and van de Geijn 2008]
[Nasri and Trystram 2004, Li et al. 1997, Hunold et al. 2004],de la ŕesolution des systèmes lińeaires
et non lińeaires [Ern et al. 1994, Saad 2003, Houstis et al. 2000, Barrett et al. 1994, Kelley 1995]
ou des probl̀emes d’ordonnancement [Leung et al. 2004].
Le nombre important d’algorithmes disponibles pour la résolution d’un m̂eme probl̀eme pose
aujourd’hui la question de leur exploitation efficace. Sur diverses architectures, les perfor-
mances des algorithmes peuvent varierénorḿementà travers les instances du problème
cible [Ern et al. 1994, Hunold et al. 2004]. Pour un utilisateur, non expert du problème cible il
se pose alors la question du choix de l’algorithme le mieux adapt́e à son usage suivant ses cibles
de performance.

Une approche qui a souventét́e privilégíee dans le choix du ”bon” algorithme est celle
de la meilleure complexité asymptotique dans le pire ou en moyenne. A cet effet, on peut
employer les techniques d’analyse purement théoriques [Knuth 1998, Cormen et al. 2001] ou
prenant en compte leśevaluations exṕerimentales [McGeoch et al. 2000]. Se référerà la com-
plexité asymptotique comporte néanmoins des limites. L’analyse dans le cas moyen est sur
beaucoup d’algorithmes assez difficileà établir ; Elle demeure en outre très probabiliste sur la
distribution des donńees en entrée qui n’est pas toujours facilèa connâıtre. L’analyse du pire
des cas quant̀a elle peut donner une borne trop grossière sur l’efficacit́e ŕeelle des diff́erents
algorithmes car en ǵeńeral, elle ne prend en compte que certaines instances du problème.
Une autre approche pour faire faceà ce probl̀eme aét́e celle du d́eveloppement par problèmes,
d’une ŕeponse propre permettant de combiner au mieux différents algorithmes résolvant le



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

même probl̀eme, notamment avec les concepts d’algorithmes hybrides etpoly-algorithmes
[Cung et al. 2006, Frigo and Johnson 1998, Nasri and Trystram 2004, Ngoko 2006]. L’impor-
tance des problèmes pour lesquels il existe différents algorithmes employables nécessite toute-
fois que ces techniques soient rendues de nos joursà un niveau automatisable. L’exigence d’au-
tomatisation signifie en particulier que les solutions propośees indiquent comment dériver au-
tomatiquement une solution de combinaison d’algorithmes sur une large classe d’algorithmes.

1.2 Positionnement et objectifs de la th̀ese

De nombreux travaux se sont intéresśesà la combinaison automatique des algorithmes. Les
solutions qui y ont́et́e propośees peuvent̂etre sitúeesà deux principaux niveaux :

– Les solutions au niveau algorithmiqueproposant une d́efinition du probl̀eme informa-
tique de la combinaison automatique. Dans cette logique, ont ét́e introduit : le probl̀eme
de śelection des algorithmes [Rice 1979], des problèmes de cascading d’algorithmes
[Frigo and Johnson 1998, Nasri and Trystram 2004, Bida and Toledo 2006] ainsi que d’autres
mod́elisations du problème de combinaison reposant sur des portfolio d’algorithmes
[Sayag et al. 2006, Streeter et al. 2007]. Dans les solutionspropośees ici, la combinaison
automatique des algorithmes est perçue commeétant un probl̀eme particulier auquel il
faut proposer un algorithme de résolution (un poly-algorithme).

– Les solutions au niveau syst̀emeproposant une architecture système pour la combinai-
son des algorithmes. Ici, on peut distinguer : le système LSA [Gannon et al. 2000] pro-
posant une infrastructure permettantà l’utilisateur de composer différents algorithmes,
l’approche SANS [Dongarra et al. 2006b, Demmel et al. 2006]
[Blackford et al. 1997, Berman et al. 2001, Chen et al. 2003] proposant une architecture
de composants permettant d’utiliser plusieurs algorithmes dans la ŕesolution d’un probl̀eme
ou les approches dynamiques [Roch et al. 2006, Buisson et al. 2005] proposant une com-
binaison des algorithmes dépendante deśevènements qui surviennent sur la plate-forme
d’exécution.

Dans cette th̀ese, nous nous intéressons̀a des solutions au niveau algorithmique pour combi-
ner plusieurs algorithmes résolvant un m̂eme probl̀eme afin de minimiser le temps de résolution.
Notre objectif est de proposer,étant donńe un probl̀eme solvable par une liste connue d’algo-
rithmes, des mod̀eles permettant de dériver des algorithmes plus robustes et adaptatifs en se
basant sur ceux connus.
Cet objectif peut̂etre d́ecrit plus formellement comme suit : Considérons les instancesI d’un
probl̀eme et la liste{A1, . . . , Ak} des algorithmes le résolvant. SoitAlgo, l’algorithme que
nous esṕerons d́eriver de{A1, . . . , Ak} et C(Ai, Ij) le temps de ŕesolution d’une instanceIj

avec l’algorithmeAi. L’objectif de robustesse indique qu’en moyenne, le temps d’exécution de
notre algorithme d́erivé soit meilleur que celui de n’importe quel algorithme pris sépaŕement.
Soit alors :

∑

Ij∈I

C(Algo, Ij) ≤ ∑

Ij∈I

C(Ai, Ij). L’objectif d’adaptativit́e veut que l’algorithme

dérivé s’adaptèa chaque instance qu’il résout de sortèa se rapprocher de la meilleure perfor-
mance algorithmique possible. Ceci indique que pour chaque instanceIj la valeurC(Algo, Ij)
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soit minimale. Ce dernier objectif englobe la robustesse mais est plus difficileà atteindre en
géńeral.

1.3 Contributions et guide de lecture

Dans cette th̀ese nous nous intéressons̀a la mod́elisation algorithmique des techniques de
combinaison d’algorithmes. La thèse principale que nous défendons est celle de promouvoir
l’usage des approches par portfolio d’algorithmes dans la combinaison automatique des algo-
rithmes. Les portfolio d’algorithmes ontét́e introduits dans [Huberman et al. 1997] et s’ins-
pirent du probl̀eme on-line de śelection des portfolio [Borodin and El-Yaniv 1998]. Un portfo-
lio d’algorithmes d́efinit une ex́ecution concurrente de plusieurs algorithmes résolvant un m̂eme
probl̀eme. Dans une telle exécution, les algorithmes sont entrelacées dans le temps et/ou l’es-
pace. Sur une instanceà ŕesoudre, l’ex́ecution est interrompue dès qu’un des algorithmes trouve
une solution.
Nous consid́erons en particulier dans cette thèse, les mod̀eles de portfolio d’algorithmes par par-
tage de ressources et de temps introduit dans [Sayag et al. 2006] et auxquels nous ajoutons des
consid́erations pratiques. L’approche géńerale de ŕesolution d’une instance avec les portfolio
d’algorithmes ici comporte les phases suivantes :

– La śelection du sous ensemble d’algorithmesAI qui a priori sur l’instanceI donnera le
plus petit temps d’ex́ecution possible

– La d́etermination du meilleur portfolio d’algorithmes entrelaçant les ex́ecutions des algo-
rithmes dansAI

– L’exécution de ce portfolio afin de résoudreI
Nous d́emontrons l’efficacit́e de cette ḿethodologie en prenant deux approches permettant de
construire des algorithmes hybrides et adaptatifs basées sur les portfolio d’algorithmes.

Ce manuscrit est organisé en 6 chapitres. Le chapitre 2 présente une vue d’ensemble des
techniques de combinaison d’algorithmes en insistant en particulier sur les portfolio d’algo-
rithmes. Il introduit une classification des techniques existantes. Deux classes principales sont
ici consid́eŕees en fonction de l’hypothèse selon laquelle l’on puisse avoir un modèle analytique
de pŕediction des performances des algorithmes que l’on veut combiner.

Le chapitre 3 propose une approche par portfolio d’algorithmes s’appuyant sur les tech-
niques d’apprentissage automatique et en particulier la méthode des plus proches
voisins [Mitchell 1997]. La diff́erence essentielle entre le modèle qui y est pŕesent́e et ceux
existants dans la littérature est dans la possibilité d’ex́ecution concurrente des algorithmes.
L’approche propośee ici est valid́ee sur le probl̀eme de ŕesolution des systèmes lińeaires en
prenant un ensemble de959 matrices issus d’une collection de matrices creuses de l’universit́e
de Floride1.

Le chapitre 4 propose une approche par portfolio d’algorithmes dans un contexte parallèle
et homog̀ene. Cette approche est inspirée du probl̀eme de partage continu de ressources pro-

1http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/

http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/
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pośes dans [Sayag et al. 2006]. Afin de le rendre plus réaliste, nous le modifions en considérant
que les ressources sont discrètes. Nous pŕesentons des résultats de complexité sur le probl̀eme
de partage discret des ressources ainsi que des algorithmesexacts et approchés. Nouśevaluons
les algorithmes et l’int́er̂et du probl̀eme de partage de ressources en effectuant des simula-
tions avec une base de données(SatEx) contenant les performances de solveurs sur le problème
SAT [Simon and Chatalic 2001].

Le chapitre 5 traite du modèle de partage discret de ressources avec l’hypothèse que tous
les algorithmes doivent nécessairement participer au partage. Nous proposons sur cemod̀ele
des ŕesultats de complexité et des algorithmes de résolution exacts et approchés. Nous validons
ensuite les algorithmes proposés en effectuant des simulations sur la base de données SatEx.

Enfin, le chapitre 6 propose uneévaluation ǵeńerale des deux approches par portfolio d’al-
gorithmes que nous avons proposées. Nous pŕesentons sommairement les résultats obtenus, ana-
lysons l’ad́equation de ces approches en fonction du contexte géńerale de la combinaison des
algorithmes et relevons les faiblesses des différentes approches. Nous terminons en présentant
les principales perspectives que nous envisageons suiteà ce travail.



Chapitre 2

Modélisation

Résuḿe : Dans ce chapitre nous présentons diff́erentes mod́elisations visant̀a combiner les
algorithmes ŕesolvant un probl̀eme avec pour objectif de minimiser le temps d’exécution. Nous
proposons en particulier une classification des techniquesexistantes en insistant en particulier
sur les approches par portfolio d’algorithmes.

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la pŕesentation des techniques de combinaison automatique d’al-
gorithmes ŕesolvant un m̂eme probl̀eme. Les approches de combinaison d’algorithmes sont
variées et peuvent̂etre sitúees au niveau algorithmique et au niveau système. Dans tous les cas,
le but de la combinaison est de produire sur chaque instanceà ŕesoudre un ordre d’exécution
des algorithmes dans le temps et dans l’espace. Au niveau algorithmique on peut construire cet
ordre comméetant la solutioǹa un probl̀eme informatique posé. Nous verrons quelques uns de
ces probl̀emes dans la suite. Au niveau système, on joint̀a l’ordre d’ex́ecution un environnement
d’exécution contenant par exemple un ordonnanceur de tâches afin de contrôler l’exécution de
l’instance. Ceci est intéressant car plusieursévènements peuvent pertuber les estimations ini-
tiales faites sur la qualité de l’ordre d’ex́ecution d́efini initialement pour une instance. Il est
important dans ces cas de pouvoir adapter l’exécution de l’instancèa ceux ci. Nous ciblons
uniquement les approches au niveau algorithmique visantà ŕeduire le temps d’ex́ecution en
moyenne et par instances du problème cible.

Plusieurs vues d’ensemble de la littérature sur la combinaison des algorithmes ontét́e pro-
pośees. Dans [Cung et al. 2006], les auteurs proposent une classification des algorithmes hy-
brides et adaptatifs ainsi qu’une technique originale de couplage d’algorithmes dans un contexte
parall̀ele et dynamique. Une autre classification des algorithmes hybrides et adaptatifs áet́e pro-
pośe dans [Gagliolo and Schmidhuber 2006]. Celle ci en particulier distingue les moments et
les différents lieux òu peuvent prendre place le couplage d’algorithmes. Dans lesdeuxétudes
que nous avons relevées, la classification proposée couvre peu le champ des techniques de
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mise en oeuvre permettant de combiner les algorithmes. Dans[Dongarra et al. 2006b], les au-
teurs proposent un survol des techniques de sélection et de calibrage d’algorithmes pour la
résolution des problèmes nuḿeriques. Ce survol qui inclut la mise en oeuvre au sein d’un
syst̀eme des approches de combinaison d’algorithmes couvre très peu le niveau algorithmique.
Dans [An et al. 2003, Guo 2003], d’autres vues d’ensemble destechniques de combinaison
d’algorithmes sont présent́ees. Seulement, celles ci restent très focaliśeesà des ḿethodologies
précises de combinaison d’algorithmes basées sur l’apprentissage automatique.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle classification des approches de combinaison
d’algorithmes. A travers celle ci, nous donnons en comparaison avec les autres travaux existants,
une vue plus centrée sur le niveau algorithmique et couvrant un plus large spectre d’approches.
La classification que nous proposons distingue les approches de combinaison d’algorithmes
en approches clairvoyantes et non-clairvoyantes en fonction de la connaissance ou non a priori
d’une estimation du temps d’exécution. Pour chaque classe d’approches, nous analysons l’adap-
tation des hypoth̀eses sous jascentes pour la combinaison des algorithmes numériques et com-
binatoires et nous présentons quelques exemples d’applications. La différence principale entre
les classes clairvoyantes et non clairvoyantes est dans l’hypoth̀ese selon laquelle on peut avoir
une ḿetrique de performance analytique donnant le comportementdes diff́erents algorithmes̀a
combiner sur les instances du problème cible. Nous nous focalisons plus sur les approches non-
clairvoyantes òu nous montrons l’int́er̂et d’utiliser les approches par portfolio d’algorithmes
dans ce cas.
L’id ée principale dans les portfolio d’algorithmes est d’autoriser l’exécution concurrente de
plusieurs algorithmes résolvant un m̂eme probl̀eme. Si cette approcheà premìere vue souffre de
la redondance des calculs nécessaires̀a la ŕesolution d’un probl̀eme, nous montrons que cette
redondance peut̂etre exploit́ee comme un temps consacré en ŕealit́e à la śelection du meilleur
algorithme.

La suite du chapitre est organisée comme suit : Dans la section 2.2, nous présentons les
approches clairvoyantes de combinaison automatique d’algorithmes. La section 2.3 présente
les approches non clairvoyantes avec en particulier les approches par portfolio d’algorithmes.
Nous tirons un bilan ǵeńeral et pŕesentons les perspectives dans la section 2.4.

2.2 Approches clairvoyantes de combinaison d’algorithmes

Dans cette section, nous présentons les approches clairvoyantes de combinaison d’algo-
rithmes. Nous illustrons ces approches en prenant exemple sur des algorithmes résolvant les
probl̀emes d’alg̀ebre lińeaire dense et les problèmes combinatoires polynomiaux. Nous précisons
que ces domaines ont suscité beaucoup d’int́er̂ets dans la combinaison des algorithmes notam-
ment sur la multiplication matricielle et le tri [Whaley et al. 2001, Bilmes et al. 1997]
[Houstis et al. 2000, Goto and van de Geijn 2008, Bida and Toledo 2006].
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2.2.1 Pŕeliminaires

Les approches clairvoyantes sont basées sur la notion de poly-algorithme. Un poly-algorithme
est un algorithme composé de plusieurs algorithmes résolvant le m̂eme probl̀eme. Lors de la
résolution d’une instance du problème, il choisit d’ex́ecuter un des algorithmes qui le compose.
Les approches clairvoyantes sont basées sur le sćenario 2.2.1 d́ecrit comme suit :

Sćenario 2.2.1.Un utilisateur est facèa un probl̀eme donńe par une infinit́e d’instances et un
nombre fini d’algorithmes (en géńeral faible sur le probl̀eme cible). L’objectif est de construire
un poly-algorithme pour cet utilisateur qui sur chaque instance du probl̀eme va combiner ou
sélectionner les diff́erents algorithmes de sortèa résoudre les instances du problème avec le
plus petit temps d’ex́ecution possible. Plus formellement,étant donńe un probl̀eme calculable
P et un ensemble d’algorithmesA = {A1, A2, . . . , Ak}, on veut construire un poly-algorithme
Poly(.) baśe surA tel que quelle que soit instanceI deP , Poly(I) la résolve avec le plus petit
temps d’ex́ecution possible.

Le Sćenario 2.2.1 áet́e classiquement utilisé dans le calcul haute performance pour construire
des algorithmes adaptatifs [Dongarra et al. 2006b, Whaley etal. 2001, Goto and van de Geijn 2008]
[Nasri and Trystram 2004, Frigo and Johnson 1998, Bida and Toledo 2006, Li et al. 1997]
[Ngoko 2006].

Les approches clairvoyantes admettent l’existence d’un modèle d’estimation du temps d’exécution
des algorithmes sur les instances. Cette hypothèse est raisonnable sur plusieurs problèmes no-
tamment ceux de l’alg̀ebre lińeaire dense et les problèmes combinatoires polynomiaux. En effet,
la littérature autour des noyaux fondamentaux dans ces domaines (multiplication matricielle,
tri) est particulìerement riche en algorithmes pour lesquels les modèles analytiques de la per-
formance ont́et́e d́evelopṕes [Li et al. 1997, Ngoko 2006, Knuth 1998]. La performance analy-
tique des algorithmes est souvent ici donnée en fonction de la taille de l’instance du problème
à ŕesoudre et des paramètres architecturaux de l’environnement d’exécution. Sur le produit de
matrices, par exemple, la taille du cache L1, le nombre de registres ou la forme(triangulaire,
carŕee) de la matrice sont des paramètres architecturaux souvent considéŕes. Dans plusieurs
cas, la pŕecision des mod̀eles analytiques proposés aét́e valid́eeà travers deśetudes
exṕerimentales [Knuth 1998, Whaley et al. 2001, Bilmes et al. 1997, Li et al. 1997].

L’existence d’un mod̀ele d’estimation du temps d’exécution des instances sur les algo-
rithmes est fondamentale dans les approches clairvoyantes.Dans la suite, nous allons présenter
deux types d’approches basées sur cette hypothèse et suivant le scénario ci dessus. Ce sont les
approches par sélection d’algorithmes et celles par combinaison récursive d’algorithmes.

2.2.2 La śelection d’algorithmes

Les approches par sélection d’algorithmes sont inspirées des mod̀eles de śelection d’algo-
rithmes introduit par John Rice [Rice 1979]. Ici, on construitPoly(.) en cŕeant une fonction de
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placement qui doit̂etre capable d’associerà chaque instanceI deP un algorithme dansA. Une
exigence pour avoir une telle fonction est la capacité de pŕedire pour chaque instance son temps
d’exécution sur les algorithmes. En supposant quePerf(Aj, I) donne le temps d’ex́ecution de
l’algorithmeAj sur l’instanceI, la fonction de placement sur l’instanceI va ex́ecuter l’algo-
rithmeAopt qui minimisePerf(Aj, I).

La śelection d’algorithmes est une approche naturelle pour la combinaison d’algorithmes.
Elle est simple et d́epend principalement de la précision de la fonctionPerf . Un avantage
d’utilisation de cette approche en algèbre lińeaire dense ou sur les problèmes polynomiaux est
que dans ces cas, les principaux paramètres souvent utiliśes dans la construction de la fonc-
tion Perf sont ici la taille de l’instancèa ŕesoudre et certains paramètres machines que l’on
peut d́eterminer̀a l’avance. Dans ces cas donc, on peut décider du meilleur algorithme pour la
fonctionPerf sur chaque instance en un temps très court. Ainsi sitime(Poly(I)) est le temps
d’exécution dePoly(.) surI ettime(Aopt(I)) est le temps d’ex́ecution optimal d’un algorithme
dansA ( au sens dePerf ) sur l’instanceI, on atime(Poly(I)) = time(Aopt(I)) + C(I) où
C(I) est le temps necessaireà l’évaluation de la fonction de performance surI.

Dans la suite, nous montrons comment la sélection des algorithmes peutêtre appliqúee pour
automatiser la combinaison des algorithmes de multiplication parall̀ele de matrices.

2.2.2.1 Exemple : Śelection d’algorithmes pour la multiplication parall èle des matrices

Nous nous ŕeférons icià desétudes effectúees dans [Li et al. 1997, Ngoko 2006]. Il existe
aussi deśetudes similaires que l’on peut retrouver dans [Nasri and Trystram 2004]
[Hunold et al. 2004, Blackford et al. 1997]. Considérons le calcul deC = A×B où A ∈ R

m×k

et B ∈ R
k×n dans un contexte parallèle et distribúe. Nous utiliserons ici trois algorithmes. Le

premier est une adaptation de l’algorithme systolique en dimension2 (où la matriceC est sta-
tionnaire) sur une grille carrée de processeurs ; Il aét́e propośe dans [Li et al. 1997]. Le second
algorithme áet́e propośe dans [Agarwal et al. 1994] et est basé sur une formulation bloc du pro-
duit externe des matrices. Le troisième algorithme áet́e propośe dans [Grayson and van de Geijn 1996]
et est baśe sur une parallélisation bloc de l’algorithme de Strassen. L’algorithme de Strassen peut
être ex́ecut́e avec plusieurs niveaux de récursivit́e. Nous consid́erons ici seulement un niveau de
récursivit́e.
Une analyse d́etaillée de ces diff́erents algorithmes áet́e propośee dans [Li et al. 1997]
[Ngoko 2006]. Cette analyse propose des fonctions analytiques de côut des diff́erents algo-
rithmes en supposant que les communications répondent au mod̀ele LogP [Culler et al. 1996]
efficace pour caractériser les côuts de communication en environnement distribué. Désignons
par tadd(x), tmult(x) et tcomm(x) les fonctions de côut analytique d’un de nos algorithmesx.
Consid́erons aussi les notationsδ, γ, α, β pour d́esigner respectivement : le coût d’une addition
flottante, le côut d’une multiplication flottante, la latence et l’inverse de la bande passante dans
le mod̀ele LogP. En supposant que l’on a une grille dep = r2 processeurs, la fonction de coût
analytique du premier algorithme est donnée par :

tadd(1) = mnk
p

δ , tmult(1) = mnk
p

γ,
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tcomm(1) = (8 + 2r)α + 2βk(4mk+4kn+r(mk+kn)
p

)

Pour les autres algorithmes nous avons :

tadd(2) = mnk
p

δ , tmult(2) = mnk
p

γ,

tcomm(2) = r(α + β mk
p

)(r − 1) + r(α + β kn
p

)(r − 1)

et

tadd(3) = (5mk+5kn+8mn
4p

+ 7mnk
8p

)δ , tmult(3) = 7mnk
8p

γ

tcomm(3) = 7r(r − 1)(2α + β(mk+kn)
4p

)

On peut noter ici que ces fonctions de coût sugg̀erent qu’en fonction des matrices et de
l’environnement d’ex́ecution, les diff́erents algorithmes n’auront pas la même performance. En
effet, le côut des communication est différent pour les trois algorithmes. Par ailleurs, le coût
des multiplications et des additions est le même pour le premier et le troisième algorithme. Ces
observations ont en outréet́e vérifiéesà travers diff́erentes ex́ecutions des algorithmes ci des-
sus [Li et al. 1997, Ngoko 2006].
A partir des fonctions de coût ci dessus, on peut construire un poly-algorithme pour la mul-
tiplication parall̀ele des matrices qui en fonction des matrices en entrées et de la plate-forme
cible ex́ecutera l’algorithme qui conduit̀a la minimisation du temps total d’exécution. Un tel
poly-aglorithme áet́e propośe dans [Li et al. 1997] et sa performance est meilleure que celle de
chacun des algorithmes pris sépaŕement.

Il existe plusieurs autres exemples en algèbre lińeaire dense et sur les problèmes polyno-
miaux combinatoires similaires̀a celui que nous avons présent́e. Nous renvoyons le lecteur
principalement aux́etudes faites dans [Lamarca and Ladner 1999, An et al. 2003, Li et al. 2004,
Dongarra et al. 2006b, McCracken et al. 2003, Bilmes et al. 1997, Whaley et al. 2001].

La śelection d’algorithmes est une approche pour automatiser la combinaison de plusieurs
algorithmes ŕesolvant le m̂eme probl̀eme. Elle est simple avec une décision de choix d’algo-
rithmes est peu côuteuse.
L’exemple ci dessus présente toutefois, une combinatoire dans le choix des algorithmes qui
n’est pas exploŕee dans ce cas. En effet, dans l’algorithme de Strassen, la méthode de Stras-
sen n’aét́e appliqúee qu’̀a un seul niveau de récursivit́e. Plusieurs autres niveaux d’applications
peuvent̂etre consid́eŕes avec au bout différentes performances dans la résolution. Cette observa-
tion pose la question de la décomposition optimale du problème initial en sous problèmes quand
on a un algorithme récursif. Nous allons dans la suite proposer une approche de combinaison
d’algorithmes baśee sur ce principe.
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2.2.3 La combinaison ŕecursive des algorithmes

L’approche de composition récursive que nous proposons aét́e appliqúee principalement
pour le calcul de la transforḿee de Fourier discrète [Frigo and Johnson 1998] et le
tri [Bida and Toledo 2006].

Dans la combinaison récursive des algorithmes, nous sommes intéresśes par l’usage op-
timal d’un algorithme diviser-pour-régnerà partir de l’observation suivante :étant donńe un
algorithme ŕecursifA et d’autres algorithmesA = {A1, . . . , Ak} résolvant le m̂eme probl̀eme,
on peut substituer tout appel récursif dansA par un appel̀a un algorithme dansA. Dans la
figure 2.1, nous illustrons ce fait. Ici, nous avons un algorithme ex́ecut́e à trois niveaux de
récursvit́e sur une instance. Le premier niveau décompose l’instancèa ŕesoudre en deux autres.
Sur une de ces instances, on applique l’algorithmeA1 et sur la seconde, on appliqueà nou-
veau l’algorithme ŕecursif. A la fin des appels récursifs, on doit fusionner les résultats obtenus.
Pour cela, nous avons représent́e lesétapes de pré-processing et post-processing représentant
l’exécution de l’algorithme ŕecursif avant et après les appels récursifs.

Preprocessing PostprocessingP

SP2

A1

A2 A2

SP1

FIG. 2.1 – Combinaison récursive d’algorithmes sur un problèmeP à ŕesoudre. Celui ci est
subdiviśe en deux sous problèmes identiquesSP1 etSP2. Le premier sous problème est ŕesolu
par l’algorithmeA1. Le second est̀a nouveau subdivisé en sous problèmes qui sont ŕesolus par
A2.

L’observation ainsi faite indique qu’en fonction de la taille du probl̀emeà ŕesoudre et des
algorithmes disponibles, il existe plusieurs combinaisons possibles permettant de résoudre le
probl̀eme cible. L’id́ee dans la combinaison récursive est donc de trouver pour toute instanceà
résoudre la d́ecomposition optimale basée sur un ou plusieurs algorithmes récursifs conduisant
au plus petite côut de ŕesolution de l’instance. On peutévidemment noter qu’a priori le nombre
de telles d́ecompositions peut̂etre tr̀es important en fonction de la taille de l’instance.

2.2.3.1 Exemple de combinaison récursive sur le tri

Nous proposons ici un exemple simplifié de la combinaison récursive des algorithmes de tri.
Cet exemple est inspiré de l’approche de combinaison récursive d́evelopṕee
dans [Lagoudakis and Littman 2000]



2.2. APPROCHES CLAIRVOYANTES DE COMBINAISON D’ALGORITHMES 27

Supposons par exemple que nous avonsà trier deśeléments avec trois algorithmes dans un
contexte śequentiel : le tri par insertion (Insertion Sort), le Merge Sort et le Quick Sort. Sur
des petites tailles de donnéesn ≤ n0 nous pouvons connaı̂tre quel est le meilleur algorithme
(algorithme le plus rapide) ainsi que son coût d’exécution. Sur des grandes tailles de données
on peut exploiter la ŕecursivit́e des algorithmes de Merge Sort et Quick Sort pour se ramener
à un probl̀eme sur une taille de données plus petite.́Etant donńe un tableau de taillen dans ce
cas, soitOPT (n) la fonction de côut pour le tri optimal. Nous posons

OPT (n) = min{OPTM(n), OPTQ(n), OPTI(n)}

Ici, OPTI(n) désigne le côut du tri si on d́ecide d’appliquer le tri par insertion,OPTM(n)
donne le côut du tri si on d́ecide d’appliquer le Merge Sort et donc de subdiviser le tableau de
taille n en deux sous tableaux de taillen/2 et OPTQ(n) le côut du tri si on applique le Quick
Sort au premier niveau. Ces deux fonctions par ailleurs peuvent être d́ecrites comme suit :

OPTM(n) = M(n) + OPT (⌊n/2⌋) + OPT (⌈n/2⌉),
OPTQ(n) = Q(n) + 1

n

∑n−1
p=1 (OPT (p) + OPT (n − p))

M(n) ici désigne le côut de la fusion du tableau de taillen en deux sous tableauxM(n) =
θ(n). Q(n) désigne le côut du partitionnement d’un tableau de taillen dans l’algorithme de
Quicksort. La somme

∑n−1
p=1 (OPT (p) + OPT (n − p)) est líee au fait qu’̀a la probabilit́e 1

n
on

peut avoir un d́ecoupage du tableauà trier en deux tableaux de taillep, 1 ≤ p ≤ n− 1 etn− p.
Étant donńe un tableau de taillen à trier, on peut en utilisant la fonctionOPT construire un
arbre de d́ecomposition indiquant le meilleur couplage récursif d’algorithmes permettant de le
trier. Dans la construction de cet arbre on peut supposer quesi on a une d́ecomposition optimale
pour une taillen′ donńee, celle ci reste optimale si elle est incluse dans une décomposition de
taille n > n′.

Nous avons pŕesent́e quelques approches pour la combinaison automatique des algorithmes
en admettant que l’on a un modèle analytique estimant le temps d’exécution des algorithmes
sur les instances. L’approche de sélection d’algorithmes est simple et peu coûteuse mais ne
prend pas en comptéeventuellement certaines compositions d’algorithmes. L’approche de la
combinaison ŕecursive consid̀ere un espace de recherche beaucoup plus grand mais nécessite un
temps d’ex́ecution important pour d́eterminer la solution optimale. Dans la suite, nous portons
un regard critique sur les approches clairvoyantes

2.2.4 Analyse critique des approches clairvoyantes

Nous avons justifíe l’hypoth̀ese d’un mod̀ele analytique de la performance des algorithmes
sur les approches clairvoyantes en prenant exemple sur les problèmes d’alg̀ebre lińeaire dense
et les probl̀emes combinatoires polynomiaux. Considérons maintenant cette hypothèse sur les
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probl̀emes difficiles que sont les problèmes d’alg̀ebre lińeaire creuse et des problèmes combi-
natoires difficiles (principalement les problèmes NP complet comme le problème SAT ou les
probl̀emes d’ordonnancement).

Sur ces probl̀emes, l’hypoth̀ese de la pŕedictibilité des temps d’ex́ecution est difficileà
vérifier. Ceci est principalement dû au fait qu’il y a plusieurśeléments inconnus ou très côuteux
à estimer qui sont d́eterminants dans la performance des algorithmes sur les instances. Par
exemple, le temps d’exécution dans la résolution d’un syst̀eme lińeaire creux avec les ḿethodes
itératives d́epend principalement de la distribution des valeurs propres [Saad 2003]. Seulement,
le calcul de ces valeurs propres peutêtre tout aussi côuteux que la ŕesolution du système [Saad 2003].
Sur les heuristiques résolvant les problèmes NP complet par ailleurs, il est très difficile d’estimer
le temps d’ex́ecution dans la résolution d’une instance. Quelques pistes intéressantes̀a cet effet
ont ét́e suivies dans [Lobjois and Lemaı̂tre 1998] sur le problème de satisfaction des contraintes
et dans [Knuth 1975] sur les algorithmes basés sur lebactracking. Néanmoins, les techniques
utilisées sont tr̀es d́ependantes des problèmes cibles et comme montré dans[Knuth 1975]
[Lobjois and Lemâıtre 1998], l’estimation peut conduirèa une tr̀es grande borne supérieure.
Enfin, un ŕesultat ǵeńeral sur la difficult́e de pŕediction des performances des algorithmes peut
être trouv́e dans [Guo 2003].

Sur tous les types de problèmes, les approches clairvoyantes ne sont pas necessairement
ad́equates. Dans la suite, nous allons proposer une autre familles d’approches dites non-clairvoyantes
qui peuvent servir d’alternatives

2.3 Approches non-clairvoyantes de combinaison

Dans les approches non-clairvoyantes, nous ne supposons pas l’existence d’un mod̀ele d’es-
timation du temps d’ex́ecution des algorithmes sur les instances. Nous allons présenter dans
cette partie trois approches de ce type. Ce sont : les approcheson-line, les approches basées sur
l’apprentissage automatique et les approches par portfolio d’algorithmes.

2.3.1 Les approches on-line

Les approches dites on-line de combinaison d’algorithmes proposent de combiner les al-
gorithmes sans connaissance a priori de la nature de l’instance à ŕesoudre. Elles ont́et́e prin-
cipalementétudíees dans [Gagliolo and Schmidhuber 2008, Gagliolo and Schmidhuber 2006,
Streeter et al. 2007]. Ici, on procède en ǵeńeral en d́eclinant le probl̀eme de combinaison d’al-
gorithmes en un problème on-line classique [Auer et al. 2002, Borodin and El-Yaniv1998]. Les
probl̀emes on-line les pluśetudíes ici sont le probl̀eme du bandit manchot [Auer et al. 2002,
Gagliolo and Schmidhuber 2006] et le problème on-line de recherche du plus court
chemin [Streeter et al. 2007]. Ces problèmes sont en ǵeńeral compośes de troiśeléments prin-
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cipaux : une śequence d’entrée, un ensemble fini de stratégiesà choisir sur chaque entrée,
une ḿetrique de côut donnant la ŕecompense occasionnée par le choix d’une stratégie sur une
entŕee. Ces problèmes sont ǵeńeralement adaptésà la combinaison des algorithmes en prenant
la śequence d’entrée comméetant les instances du problèmeà ŕesoudre, l’ensemble de stratégies
commeétant les diff́erentes combinaisons d’algorithmes applicables et la récompense comme
étant le temps d’ex́ecution obtenu par un algorithme sur une instance. Ainsi, une approche de
minimisation des ŕecompenses permet de minimiser le temps d’exécution dans la résolution du
probl̀eme cible.

Les principaux int́er̂ets des approches on-line sont leur géńeŕecit́e et leur simplicit́e. Tou-
tefois ces approches exploitent très peu d’informations sur le problème cible de sorte qu’il est
difficile a priori d’avoir ainsi de bonnes performance en pratique.

2.3.1.1 Śelection on-line des algorithmes par le mod̀ele du bandit manchot

Un mod̀ele de śelection des algorithmes aét́e propośe dans [Gagliolo and Schmidhuber 2008]
à partir d’une adaptation au problème du bandit manchot. Ce problème peut̂etre d́ecrit comme
suit :
BANDIT MANCHOT :
Un joueur doit traiter une séquence den donńees en employant une action parmik actions
distinctes. A chaque donnée trait́ee, le joueur peut observer un retour qui peutêtre un gain ou
une perte en fonction de l’action choisie. Si la donnée i est trait́ee en prenant une actionj,
1 ≤ j ≤ k, ce gain ou cette perte est noté C(i, j). Si j1, . . . , jn est la śequence des données
à traiter, l’objectif du joueur est de maximiser la somme desretours

∑n

i=1 C(i, ji). Toutes les
instances ici sont traitées une seule fois.

Dans la solution proposée dans [Gagliolo and Schmidhuber 2008], la liste des actions est
consid́eŕee comméetant les algorithmes et la séquence des donnéesà traiter comméetant les
instances du problème pour lequel on veut combiner les algorithmes. Les valeurs C(i, j) sont
choisies comméetant l’inverse du temps d’exécution de l’algorithmei sur l’instancej. Avec
cette mod́elisation, le probl̀eme de combinaison des algorithmes est résolu avec les approches
on-line de ŕesolution du probl̀eme du bandit manchot.

Les approches on-line sont une alternative lorsque l’on ne dispose pas d’un modèle don-
nant le temps d’ex́ecution des algorithmes sur les instances. En pratique toutefois, les solutions
qui y sont propośees sont probabilistes et dépendent fortement de la distribution d’arrivée des
instances qui est difficilèa connâıtre. Dans la suite, nous allons proposer deux approches qui
prennent plus en compte les spécificités líees au problème. Dans celles ci, le scénario de com-
binaison des algorithmes est lég̀erement modifíe. Nous commençons par le présenter.
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2.3.1.2 Autre Sćenario pour la combinaison des algorithmes

Sans mod̀ele de pŕediction des performances algorithmique, il est difficile de d́evelopper
une base pour d́efinir la combinaison des algorithmes résolvant le m̂eme probl̀eme. Pour avoir
une id́ee de la performance des algorithmes, une approche consisteà l’observer dans un premier
temps sur un sous ensemble fini d’instances puisà extrapoler l’observation faitèa l’ensemble
des instances du problème. Avec cette considération, la combinaison des algorithmes peutêtre
penśee dans le sćenario 2.3.1 d́ecrit comme suit :

Sćenario 2.3.1. Étant donńe un ensemble fini d’algorithmesA = {A1, A2, . . . , Ak} , nous
avons un utilisateur facèa un probl̀emeP à résoudre qui comporte un ensemble fini connus
d’instancesI = {I1, . . . , In}. L’objectif est de construire un poly-algorithmePoly(.) pour
cet utilisateur en exploitant les connaissances surP etI de sorteà combiner efficacement les
algorithmes dansA de sorteà minimiser le temps d’exécution obtenu dans la résolution des
instances.

Dans le sćenario 2.3.1, un ensemble fini d’instances est introduit afind’avoir une id́ee de
la performance des algorithmes sur les instances. Cette hypothèse peut̂etre justifíee par deux
autreśeléments en pratique. Ce sont :

– La notion de benchmark dans la résolution des problèmes
– La nature des instances régulìerement ŕesolues par un utilisateur.
Étant donńe un probl̀eme calculable, un benchmark est un ensemble fini d’instances qui

sont suppośeesêtre repŕesentatives de la difficulté de ŕesoudre le problème. Quelques exemples
fameux de benchmark sont le benchmark LINPACK [Dongarra et al. 2003] et le benchmark
NAS [Kamath and Weeratunga 1990] qui sont utilisés pourévaluer la performance des archi-
tectures d’ordinateurs. Les benchmarks sont de nos jours régulìerement utiliśes pouŕevaluer la
performance des algorithmes. Sur les heuristiques résolvant les problèmes NP complet, cette
tendance est plus accentuée comme le montre le développement massif des benchmarks dans
ce domaine avec les librairies OR1, CSPLIB 2 ou GGEN3. En prenant donc l’ensembleI
commeétant un benchmark du problèmeà ŕesoudre, on peut espérer capturer̀a travers celui ci
la performance en moyenne des algorithmes sur les instancesdu probl̀eme. Si le choix d’un tel
exemple peut sans doute toujoursêtre discut́e en pratique, nous notons qu’il peut tout le temps
être aḿelioré en ajoutant ou en retirant des instances deI. Une autre motivation pour considérer
un ensemble fini d’instances est que celui ci pourraitêtre adapt́e aux instances régulìerement
résolues par un utilisateur. En pratique en effet, l’activité d’un utilisateur pour lequel on veut
construire un ḿecanisme de combinaison d’algorithmes ne prend pas nécessairement en compte
l’ensemble complet des instances du problème. Dans la ŕesolution des systèmes lińeaires par
exemple, un utilisateur travaillant dans le domaine de l’astrophysique ne manipulera pas au
quotidien les m̂emes matrices qu’un utilisateur travaillant dans l’ingénierie chimique. Il est rai-
sonnable dans ces cas de penserà extraire un sous ensemble d’instances que l’on considère. Le
Sćenario 2.3.1 diff̀ere du premier (sćenario 2.2.1) par l’introduction d’un ensemble fini d’ins-

1http ://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/info.html
2http ://www.csplib.org/
3http ://ggen.ligforge.imag.fr/
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tances pour saisir le comportement des algorithmes. Dans lasuite, nous allons présenter deux
approches basées sur ce scénario.

2.3.2 Approches baśees sur l’apprentissage

Les approches basées sur l’apprentissage [Dongarra et al. 2006b, Bhowmick et al. 2006]
[Xu et al. 2008, Houstis et al. 2000, Guo 2003, Li et al. 2004] sont inspiŕes des techniques d’ap-
prentissage automatique [Mitchell 1997]. La plupart d’entre elles s’appuient sur un modèle de
sélection des algorithmes proposés par John Rice [Rice 1979] il y a longtemps. Dans ce modèle,
chaque probl̀emeà ŕesoudre est caractériśe par un certains nombres d’attributs. Les attributs
sont cenśes avoir un impact sur sa performance avec les algorithmes. Dans la ŕesolution d’un
syst̀eme lińeaire par exemple, des attributs peuventêtre le nombre de valeurs non nulles, la
forme de la matrice (ratio aspect), son conditionnement, le fait qu’elle soit ou pas diagonale
dominante, semi-positive ou symétrique.
Les attributs dans les approches basées sur l’apprentissage permettent de déduire le meilleur
algorithme sur chaque instanceà ŕesoudre. Pour construire une telle règle de d́eduction, on se
sert d’un ensemble finis d’instances du problème. A partir de celui ci, on infère des r̀egles de
prédiction indiquant en fonction des valeurs des attributs quel est le meilleur algorithme (celui
qui minimise le temps d’ex́ecution). L’inférence des règles peut̂etre faite en utilisant diff́erentes
techniques d’apprentissage automatique ; En particulier les arbres de d́ecision [Bhowmick et al. 2006,
Guo 2003], l’analyse statistique [Dongarra et al. 2006a, Fink 1998], l’apprentissage
renforće [Lagoudakis and Littman 2000, Kuefler and Chen 2008] ou les approches
baýesiennes [Houstis et al. 2000] peuvent iciêtre emploýees.

2.3.2.1 L’apprentissage automatique dans la sélection du meilleur solveur avec PYTHIA

PYTHIA [Houstis et al. 2000] propose un mécanisme de sélection d’algorithmes pour la
sélection des solveurs résolvant leśequations aux d́erivées partielles dans un environnement dis-
tribué.Étant donńee unéequatioǹa ŕesoudre et en fonction d’une performance cible (précision,
temps de ŕesolution etc.), l’objectif ici est de sélectionner une paire (ḿethode, machine) et des
param̀etres nuḿeriques ńecessaires̀a sa ŕesolution. PYTHIA cible en particulier leśequations
elliptiques de la forme :

Lu = f surω,Bu = g sur∆ω. (2.1)

Ici, ω est le domaine de définition et∆ω la frontière de celui ci.

Étant donńe une instancèa ŕesoudre, la śelection des solveurs dans PYTHIA est détermińee
par les attributs identifíees sur l’instance. Le processus d’inférence des règles dans PYTHIA
est assez complexe et repose sur les réseaux baýesiens et de neurones [Mitchell 1997]. Les
résultats obtenus avec PYTHIA dans la sélection des solveurs sont très encourageants et en font
sans doute l’un des solveurs les plus efficaces pour la résolution deśequations aux d́erivées
partielles elliptiques.
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Les approches par apprentissage automatique sont parmi lesapproches les plus utilisées
pour la combinaison automatique des algorithmes. Elles onten particulierét́e emploýees avec
succ̀es pour construire le solveur Satzilla [Xu et al. 2008], vainqueur plusieurs fois dans l’une
des plus populaires compétitions annuelles des solveurs SAT4.
La śelection des algorithmes̀a partir d’une approche d’apprentissage est en géńeral efficace
lorsque les attributs d́eterminants dans la résolution d’un probl̀eme sont bien connus. Toutefois,
ceci est difficilèa garantir en th́eorie et en pratique [Dongarra et al. 2006b, Kuefler and Chen 2008].
Ceci est l’une des motivations des approches par portfolio d’algorithmes que nous présentons
dans la suite.

2.3.3 L’approche portfolio de combinaison des algorithmes

En employant les approches basées sur l’apprentissage, on procède en associant un algo-
rithmeà toute instances̀a ŕesoudre. Seulement, on peut dans certains cas ne pas prédire l’algo-
rithme qui conduira au plus petit temps d’exécution. Pour ǵerer cela, on peut considérer plus
d’un algorithme dans la résolution d’un probl̀eme. Seulement, il se pose dans ce cas la question
de l’exécution efficace des différents algorithmes de sorteà minimiser le temps d’ex́ecution re-
quis pour trouver une solution. Si en effet, on exécute les algorithmes les uns après les autres, on
est confront́e à la d́efinition d’un ordre d’ex́ecution efficace dans la mesure où l’on ne connâıt
pas a priori l’algorithme qui en premier va donner une solution au probl̀eme. Facèa cette dif-
ficulté, on peut essayer de déterminerà partir des statistiques d’exécution le meilleur ordre
d’exécution. Une approche similaire aét́e emploýee dans [Bhowmick et al. 2002]. L’idée est de
tester statistiquement les différents ordre d’ex́ecution sur un ensemble finis d’instances et de
choisir celui conduisant en moyenne au plus petit temps de résolution. Seulement dans ce cas,
on a un nombre exponentiel de combinaison possibles etéventuellement un surcoût important
sur les instances ou l’ordre d’exécution d́efini n’est pas efficace.
Pour ex́ecuter efficacement les différents algorithmes sélectionńes pour ŕesoudre une instance,
nous proposons d’adopter le modèle d’ex́ecution par portfolio [Huberman et al. 1997]
[Gomes and Selman 2001] que nous définissons dans la suite.

Clairvoyant 

Portfolio

Non−Clairvoyant

On−line
 Selection. Combinaison.

  Apprentissage.

FIG. 2.2 – Vue d’ensemble des approches de combinaison d’algorithmes

4 http ://www.satcompetition.org
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2.3.3.1 Les portfolio d’algorithmes

Le mod̀ele d’ex́ecution par portfolio áet́e introduit dans [Huberman et al. 1997]
[Gomes and Selman 2001] pour la combinaison d’algorithmes randomiśes. Il est baśe sur une
adaptation du mod̀ele on-line de śelection des portfolio [Markowitz 1999, Borodin and El-Yaniv 1998]
aux algorithmes5.

Supposons que l’on a deux algorithmes interruptiblesA1 et A2 résolvant une instanceI.
Nous consid́erons aussi une unité fixe δt de discŕetisation du temps. Pour résoudreI, à partir
de la datet0 on peut proćeder en ex́ecutantA1 dans les intervalles de temps[t0 + 2αδt, t0 +
(2α + 1)δt[ et A2 dans les intervalles[t0 + (2α + 1)δt, t0 + (2α + 2)δt[, α = 0, 1, . . . jusqu’̀a
ce qu’un algorithme trouve une solution. Si ces algorithmessont parall̀eles,étant donńe m
ressources homogènes, on peut entrelacer leur exécution en ex́ecutantA1 surm1 ressources et
A2 surm2 ressources avecm1 + m2 ≤ m. Ces diff́erentes ex́ecutions d́efinissent des portfolio
d’algorithmes. Plus formellement, nous avons la définition suivante :

Définition 2.3.1. Supposons que nous sommes dans un contexte parallèle avecm ressources
identiques discr̀etes. Supposons aussi que le temps est discrétiśe et que la ŕesolution d’une
instance avec un algorithme prendra au plusB unités de temps. Nous définissons un portfolio
d’algorithmes comme un vecteurV = (v1, . . . , vB) tel que chaquevq = (Sq

1 , . . . , S
q
k) avec

|A| = k, Sq
i,i=1,...,k ∈ {0, . . . ,m},

∑k

i=1 Sq
i ≤ m.

Ce vecteur d́efinit un ordre d’ex́ecution des algorithmes en supposant une discrétisation du
temps. Chaque vecteurvq définit un partage de ressources et a matriceV contient la succes-
sion des partages de ressourcesà travers les unités de temps. Supposons queδt est l’unit́e de
discŕetisation de temps et que l’on commence la résolution d’une instancèa la datet0.
Dans cet ordre d’ex́ecution, sìa la datet0 + qδt une instance n’est pas résolue, alors pendant les
datest0 + qδt et t0 + (q + 1)δt, si vq = (Sq

1 , . . . , S
q
k), on va ex́ecuter sur l’instancèa ŕesoudre

chaque algorithmeAi surSq
i ressources. En particulier, siSq

i = 0, alors l’algorithmeAi ne sera
pas ex́ecut́e.

Une ex́ecution par portfolio d’algorithmes géńeralise l’ex́ecution des algorithmes les uns
apr̀es les autres car cette dernière n’est qu’un portfolio particulier. L’avantage avec ce modèle
d’exécution est de donner beaucoup plus de flexibilité au choix de la bonne combinaison d’al-
gorithmes pour ŕesoudre une instance.
Avec les portfolio d’algorithmes, la résolution des instances d’un problème est pensé en trois
phases. Ce sont :

– La śelection du sous ensemble d’algorithmesAI qui a priori sur l’instance donnera le
meilleur temps d’ex́ecution possible

– La d́etermination du meilleur portfolio d’algorithmes entrelaçant les ex́ecutions des algo-
rithmes dansAI

– L’exécution de ce portfolio afin de résoudreI

5Étant donńe une śequence de prixX = x1, . . . , xn avecxj = (xj1, . . . , xjk)t, le probl̀eme on-line de śelection
des portfolio consistèa choisir une śequenceB = b1, . . . , bn telle quebj = (b1j , . . . , bkj) et

∑k

i=1
bij = 1 de

sorteà maximiser
∑n

j=1
bt
j .xj
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La śelection du sous ensemble d’algorithmesAI peutêtre effectúee en utilisant une approche
baśee sur l’apprentissage automatique avec le sous ensemble fini I d’instances. Ce sous en-
semble peut en outrêetre utiliśe pour ajuster l’entrelacement des exécutions d’algorithmes.

Il existe d’autreśetudes qui consid̀erent les portfolio d’algorithmes avec le temps et les res-
sources non discrètes [Sayag et al. 2006]. Néanmoins, nous pensons que cette hypothèse n’est
pas ŕealiste en pratique. Le modèle d’ex́ecution par portfolio d’algorithmes suggère un nombre
important de possibilit́es de combinaison d’algorithmes. Afin de proposer des solutions efficaces
pour ǵerer la combinatoire importante qu’il contient, l’on se restreint souvent̀a deux mod̀eles
de combinaison particuliers selon que l’on partage le tempsou les ressources.
Dans le partage de temps, on ne prend pas en compte le parallélisme dans l’ex́ecution des ins-
tances. A chaque unité de temps, il y a donc un seul algorithme exécut́e. Un mod̀ele de partage
de temps peut donĉetre d́efini comme une fonctionTs : {1, . . . , B} −→ A. Ici, Ts(t) indique
l’algorithme à ex́ecuterà chaque unit́e de temps sìa cette date l’instance en cours n’est pas
résolue.
Dans le mod̀ele de partage des ressources, l’exécution des algorithmes n’est pas entrelacée
dans le temps. Ainsi, un ordre d’exécution par partage des ressources est défini par un vecteur
(S1, . . . , Sk) tel queSi,i=1,...,k ∈ {0, . . . ,m},

∑k

i=1 Si ≤ m. Avec un tel portfolio, une instance
est ŕesolue en ex́ecutant chaque algorithmeAi sur Si ressources jusqu’à ce qu’un algorithme
trouve une solution.

Algorithmes

Temps

I1 I2

A1

A2

T

FIG. 2.3 – Exemple d’ex́ecution par partage de temps avec deux algorithmes (A1, A2). AprèsT
unités de temps ici, un algorithme est préempt́e.
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Temps

I1

I1

I1

I2

I2

I2

I3

I3

I3

t3t2t1

1

2

1A1

A2

A3

FIG. 2.4 – Exemple d’ex́ecution par partage de ressources avec trois algorithmes ettrois ins-
tances. L’ex́ecution deI1 se termine surA1 apr̀es t1 unités de temps. L’ex́ecution deI2 se
termine surA2 apr̀es t2 − t1 unités de temps. La partie hachurée correspond aux exécutions
redondantes et inutiles
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2.3.3.2 Int́erêt des portfolio d’algorithmes

Il n’est pasévident de bien comprendre l’intér̂et des portfolio d’algorithmes du fait de la
redondance des calculs que l’on a ici dans la résolution de toute instance. A priori, cette ap-
proche parâıt pénalisante en comparaison des approches basées uniquement sur l’apprentissage
automatique dans laquelle on sélectionne un seul algorithme. Seulement, nous faisons lesob-
servations suivantes :

– En supposant que dans une approche par portfolio, on sélectionne (par le biais de l’ap-
prentissage automatique) un ensemble d’algorithmes que l’on ex́ecute en portfolio, on
peut d́eterminer la meilleure exécution par portfolio en testant l’approche complète (śelection
des algorithmes et exécution par portfolio) sur un jeu d’instances sur lequel on teste di-
verses combinaisons par portfolio d’algorithmes. Parmi les ex́ecutions que l’on consid̀ere
ainsi, il y a la situation qui correspond au choix d’un seul algorithme pour ŕesoudre l’ins-
tance cible. L’approche par portfolio d’algorithmes dans ce cas ǵeńeralise la śelection
d’un seul algorithme.

– Lorsqu’il y a une grande variabilité des temps d’ex́ecution entre les instances du problème,
l’exécution concurrente des algorithmes peutêtre tr̀es b́eńefique. En particulier considérons
le jeu de donńees suivant : Supposons que l’on est dans un contexte parallèle avecm res-

C(.) A1 . . . Ak

I1 ǫ γ
... γ

. ..
Ik ǫ

Ik+1 ǫ . . . ǫ
...

...
. ..

...
In ǫ . . . ǫ

TAB . 2.1 – Matrice des côuts d’ex́ecution surn instances aveck algorithmes.

sources et que les coûts ci dessus sont ceux obtenus par les algorithmes exécut́es avecm
ressources sur les instances. Supposons aussi que l’on peutdéduire le côut d’exécution sur
p ressources avec la relationC(Ai, Ij, p) =

mC(Ai,Ij ,m)

p
qui correspond̀a une ŕepartition

proportionnelle. Si la valeur deγ est suffisamment grande en comparaison deǫ (par
exempleγ ≥ max{nm

∑

C(Ai, Ii, 1)}), le choix de n’importe quel algorithmeAi s’avère
plus côuteux que l’ex́ecution concurrente d’au moins deux algorithmes. Cet exemple
montre que si la variabilité des temps d’ex́ecution entre algorithmes est importante, le
surcôut dans l’approche portfolio peutêtre plus ĺeger que le choix d’un seul algorithme.
L’exemple ci contre áet́e ǵeńeraliśe dans [Huberman et al. 1997] sur le cas des algo-
rithmes randomiśes en montrant en particulier que dans ces cas, l’exécution concurrente
de plusieurs algorithmes résolvant le m̂eme probl̀eme repŕesente un meilleur risque.

L’int ér̂et des portfolio d’algorithmes tient donc du fait qu’ils géńeralisent les approches par
apprentissage automatique tout enétant particulìerement efficaces lorsqu’à travers les instances
d’un probl̀eme, on a une grande variation des temps d’exécution.
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2.4 Conclusion

Nous avons pŕesent́e dans ce chapitre différentes approches de combinaison des algorithmes.
Les approches présent́ees sont ranǵees en deux familles : la famille des approches clairvoyantes
et celle des approches non clairvoyantes. Chacune de ces approches se justifie comme nous
l’avons montŕe sur certains types de problèmes. Pour les problèmes combinatoires difficiles en
particulier ainsi que les problèmes nuḿeriques creux, les approches non clairvoyantes sont plus
ad́equates par exemple. Nous nous intéressons dans cette thèseà la combinaison automatique
des algorithmes pour ce genre de problèmes en particulier. Parmi les approches employables
ici, nous proposons d’utiliser les approches par portfolioqui peuventêtre vues comme une
géńeralisation des approches basées sur l’apprentissage avec l’avantage sur les approches on-
line de prendre plus en considération le probl̀eme cible de la combinaison.

Dans la suite de cette thèse, nous allons présenter deux approches par portfolio qui peuvent
être utiliśeesà cet effet. La première au Chapitre 3 visèa d́eterminer dynamiquement pour
chaque instancèa ŕesoudre, la meilleure combinaison d’algorithmes pour donner une solution
à chaque instance en le plus petit temps d’exécution. La seconde approche que nous présentons
dans le chapitres 4 et 5 vise elleà trouver le meilleur portfolio statique d’algorithmes pour
résoudre efficacement un problèmeétant donńe un sous ensemble représentatifs d’instances de
celui ci.



Chapitre 3

Construction dynamique des portfolio
d’algorithmes

Résuḿe : Dans ce chapitre nous présentons une approche dynamique de sélection des
portfolio d’algorithmes. Nous introduisons d’abord le contexte ǵeńeral qui motive notréetude
puis nous pŕesentons une approche dynamique de construction des portfolio. Nous validons en-
suite exṕerimentalement cette approche sur la résolution des systèmes lińeaires creux avec des
méthodes it́eratives.

3.1 Introduction

Afin d’exploiter efficacement la diversité des temps d’ex́ecution observ́esà travers les al-
gorithmes dans la résolution d’un probl̀eme, les approches basées sur l’apprentissage automa-
tique [Mitchell 1997] peuvent̂etre utiliśees. La plupart de ces approches reposent sur l’idée de
trouver pour toute instance du problèmeà ŕesoudre, le meilleur algorithme (celui qui minimise
le temps d’ex́ecution) parmi la liste des algorithmes candidats.

Supposons que l’on ait un problème cibleP à ŕesoudre avec un ensemble fini d’algorithmes
candidatsA. Dans ces approches, on utilise les observations liées au comportement des algo-
rithmes candidats sur un sous ensembleI d’instances deP pour inf́erer un ḿecanisme de choix
des algorithmes. La ḿethodologie ǵeńerale emploýee ici repose sur les points suivants :

1. Pour le probl̀emeP, construire un vecteur d’attributs significatifs etévaluables permet-
tant de caractériser ses instances. Cette phase est délicate car une bonne connaissance du
probl̀eme est ńecessaire. Dans la résolution d’un syst̀eme lińeaire par exemple, des attri-
buts peuvent̂etre le nombre d’́eléments non nuls de la matrice, la forme de la matrice,
son conditionnement, le fait qu’elle soit ou pas diagonale dominante, semi-positive ou
symétrique. Un attribut est dit́evaluable (ou extractible) si l’on dispose d’un algorithme
capable sur une instance de calculer sa valeur.
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2. Sur un ensemble fini d’instances représentativesI, ex́ecuter les algorithmes candidats et
collecter les performances produites (en particulier, il faut collecter le temps d’exécution).

3. Appliquerles techniques d’apprentissage automatiquesur l’ensemble d’instancesI avec
les performances d’exécutions observ́ees pour inf́erer un ḿecanisme de prédictionMP
qui étant donńees des valeurs précises du vecteur d’attributs peuvent lui associer un algo-
rithme.

4. Étant donńee une instance du problèmeà ŕesoudre, extraire les valeurs de son vecteur
d’attributs et ex́ecuter pour le ŕesoudre l’algorithme proposé parMP.

Cette ḿethodologie áet́e utilisée pour impĺementer plusieurs modèles de śelection dynamique
d’algorithmes en employant comme technique d’apprentissage automatique notamment : les
arbres de d́ecision [Bhowmick et al. 2006], les réseaux baýesiens [Guo 2003] ou l’apprentissage
statistique [Dongarra et al. 2006a].

L’usage des techniques d’apprentissage pour la sélection automatique présente toutefois
deux inconv́enients. Ce sont :

– La difficulté d’obtenir unvecteur d’attributspour d́ecider du meilleur algorithme.
– La non prise en compte de l’erreur potentielle commise dansla pŕediction.
Le premier inconv́enient s’observe facilement dans la résolution des systèmes lińeaires

creux avec des ḿethodes it́eratives. Ici en effet, la convergence de la méthode it́erative d́epend de
nombreux́eléments qui parfois ne peuventêtre calcuĺes qu’au prix de la ŕesolution du système.
C’est en particulier ici la distribution des valeurs propres[Saad 2003, Barrett et al. 1996]. Mieux
encore, m̂eme quand th́eoriquement cette convergence est garantie, elle peut ne pasêtre effec-
tive en pratique du fait des erreurs d’arrondis [Saad 2003, Barrett et al. 1996]. Le second in-
conv́enient est líe au fait qu’un mauvais choix d’algorithmes peut dans certaines situations se
révéler tr̀es côuteux. Une telle situation est observable lorsqu’une méthode qui ne convergera
jamais est śelectionńee pour la ŕesolution d’un syst̀eme lińeaire alors que n’importe quelle autre
méthode aurait conduit̀a une convergence.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche de choix d’algorithmes inspiŕee de la ḿethodologie
emploýee dans l’apprentissage automatique. Ici, le choix des algorithmes (en particulier les at-
tributs) prend en compte les observations sur l’exécution des algorithmes sur un benchmark
du probl̀eme cible. En outre, nous tenons compte des erreurs potentielles dans la pŕediction du
meilleur algorithme. Pour cela, nous considérons la possibilit́e de śelectionner via une approche
d’apprentissage plusieurs algorithmes pour résoudre une instance que l’on combine ensuite
dans une ex́ecution concurrente par portfolio. Le résultat que nous présentons ici áet́e publíe
dans [Ngoko and Trystram 2009a]. Il présente plusieurs similitudes d’autres résultats propośes
dans [O’Mahony et al. 2008, Gebruers et al. 2005] pour combiner les solveurs de satisfaction
de contraintes. Les différences entre les deux approches résident essentiellement sur la stratégie
de combinaison des algorithmes une fois un sous ensemble d’algorithmes śelectionńes et le fait
que la śelection des algorithmes dans [Ngoko and Trystram 2009a] n’est pas fond́ee sur une
caract́erisation du probl̀eme. L’approche proposée ici s’inspire en particulier de la ḿethode des
plus proches voisins [Mitchell 1997], de l’algorithmeGAMBLETA [Gagliolo and Schmidhuber 2008]
que nous allons présenter ainsi que des résultats obtenus sur la notion
d’anytime algorithm[Zilberstein and Russell 1996].
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Le reste du chapitre est organisé comme suit : Dans la Section 3.2, nous présentons une adap-
tation de la ḿethode des plus proches voisins pour l’apprentissage automatique dans le choix du
meilleur algorithme. La Section 3.3 présente l’algorithmeGAMBLETA . La Section 3.4 intro-
duit la notion de profil de performance qui nous sertà caract́eriser l’ex́ecution d’un algorithme
sur une instance. Dans la Section 3.5.2, nous proposons un algorithme qui s’adapte sur l’ins-
tanceà ŕesoudre pour trouver la meilleure combinaison algorithmique. Dans la Section 3.7 nous
appliquons l’algorithme proposé pour la ŕesolution des systèmes lińeaires et nous concluonsà
la section 3.8.

3.2 La méthode des plus proches voisins pour la sélection du
meilleur algorithme

La méthodeq-plus proches voisins [Mitchell 1997] est une méthode de classification super-
visée utiliśee dans l’apprentissage automatique. Ici, on range tout nouvel élément que l’on veut
classer dans la classe de l’élément qui est le plus fréquent parmi sesq plus proches voisins au
sens d’une distance donnée sur les attributs. Nous précisons qu’initialement ici, on suppose que
l’on dispose d’une liste préalable d’́eléments dont on connaı̂t la classe.

?

FIG. 3.1 – Illustration de la ḿethode desq-plus proches voisins. On veut classer la boule verte
à partir des triangles et des carrés. Siq = 3, la boule sera mis dans la classe des triangles. Si
q = 5, la boule est dans la classe des rectangles.

La méthode desq plus proches voisins peutêtre adapt́ee pour la śelection du meilleur algo-
rithme en proćedant comme suit :

1. On consid̀ere que l’on a initialement un ensemble fini d’instancesI (benchmark). Sur cet
ensemble, on cherche pour chaque instance quel est le meilleur algorithme parmi une liste
fini d’algorithmes candidatsA

2. Lorsqu’une nouvelle instanceI està ŕesoudre, on compare ses attributs avec ceux deI
et on d́etermine l’algorithmeAi ∈ A correspondant au meilleur algorithme résolvant les
instances les plus fréquentes proches deI parmi sesq plus proches voisins dansI

3. On ex́ecuteAi pour ŕesoudreI.
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Dans cette d́emarche, chaque nouvelle instance est résolueà partir de la proximit́e de ses attri-
buts avec ceux d’une liste d’instances sur laquelle on connaı̂t quel est le meilleur algorithme.
Pour d́efinir la proximit́e, il faut ici employer une ḿetrique. En ǵeńeral, la distance euclidienne
ou la distance de manhattan sont employées dans la ḿethode des plus proches voisins.

Une difficult́e dans la ḿethode des plus proches voisins réside dans la d́etermination de la
valeurq. Diff érentes valeurs deq en effet conduiront certainementà différentes performances en
pratique. Pour d́eterminer la valeur deq, deux grandes approches sont souvent utilisées. Ce sont
l’approche par souśechantillonage et l’approche de la validation croisée. Dans le cas du sous
échantillonage, on suppose qu’on dispose d’un ensemble d’instancesS que l’on a śepaŕees
en sous ensemblesT = S \ I et I. En faisant varierq, on applique la ḿethode des plus
proches voisins avec le benchmarkI sur T et on retient la valeur qui conduit au plus petit
temps d’ex́ecution en moyenne. Dans l’approche de la validation croisée, on śepare l’ensemble
S en k (k est à fixer) partitionsS1, . . . ,Sk. En faisant varierq, on applique la ḿethode des
plus proches voisins en prenant successivement comme benchmark un sous ensembleSi sur le
reste des instancesS \ Si. On retientà la fin la valeur deq ayant conduit au plus petit temps
d’exécution.

La méthode des plus proches voisins a l’avantage d’être particulìerement simple en compa-
raison des autres techniques d’apprentissage automatique[Mitchell 1997]. Elle comporte tou-
tefois les deux limites que nous avonsévoqúees au d́ebut de ce chapitrèa savoir : la rigidit́e du
mécanisme de prédiction qui ne prend pas en compte les potentielles erreursdans le choix du
meilleur algorithme et l’usage de la notion d’attributs.

3.3 GAMBLETA

Une autre mod́elisation pour la śelection du meilleur algorithme áet́e propośee dans
[Gagliolo and Schmidhuber 2008] avec l’algorithmeGAMBLETA . Dans cette mod́elisation,
on admet que le temps est discrétiśe en des unit́es de duŕeeδt. On suppose aussi que l’on peut
exécuter concurremment en parallèle les diff́erents algorithmes sur une fraction des ressources
disponibles. Dans ce modèle, une instance est résolue en faisant des choix de combinaison
d’algorithmesà différentes datesαδt, α = 0, 1, . . . . Un choix de combinaison d’algorithmes
indique une ŕepartition des ressources entre les différents algorithmes que l’on exécute en pa-
rallèle pendant une durée deδt. On proc̀ede ainsi jusqu’̀a ce que l’instance soit complètement
résolue.Étant donńee une instance en cours de résolution, le choix d’une répartition des res-
sources dansGAMBLETA est oṕeŕe en utilisant un mod̀ele inspiŕe du probl̀eme du bandit
manchot [Auer et al. 2003].

GAMBLETA utilise un portfolio d’algorithmes d́etermińe dynamiquement pour résoudre
chaque instance d’un problème. Son inconv́enient majeur est le peu d’informations en prove-
nance du problèmeà ŕesoudre que l’on emploie.

Une id́ee int́eressante dansGAMBLETA est d’utiliser des ex́ecutions en cours des différentes
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FIG. 3.2 – Exemple de résolution d’une instance avec3 algorithmes (A1, A2, A3) dans Gam-
bleta. A chaque ṕeriode de longueurδt, on ex́ecute concurremment un ensemble d’algorithmes.

instances sur les algorithmes pour déterminer la bonne combinaison des algorithmes. Dans la
suite, nous allons proposer une approche utilisant cette idée ainsi que les portfolio d’algorithmes
dans la ḿethode des plus proches voisins. La notion d’attribut employée dans la ḿethode des
plus proches voisins est difficilèa d́etermineŕetant donńe un probl̀eme cible. Nous allons nous
inspirer des ŕesultats obtenus sur les algorithmesanytime[Zilberstein and Russell 1996] pour la
définir dans notre cas. Les algorithmesanytimesont des algorithmes pour des problèmes d’op-
timisation quià chaque unit́e de temps dans l’exécution peuvent proposer une approximation
de la solution garantie commeétant au moins aussi bonne que les préćedentes approximations.
Pour ce faire, on suppose qu’étant donńe le probl̀eme d’optimisation, on est capable d’associer
à toute solution d’une instance une qualité. Plus pŕeciśement,étant donńe une instanceI, un
probl̀eme d’optimisation consiste souventà trouver une solutionSI ∈ S qui minimise ou maxi-
mise une fonction de coût C(SI). Si S∗

I est la solution optimale, on peut définir alors la qualit́e
de la solutionSI commeétant C(SI)

C(S∗
I
)

ou |C(SI) − C(S∗
I )|. Dans tous les cas, la qualité est en

géńeral consid́eŕee comme l’́ecart entre la solution et la solution optimale.

Nous allons dans la suite proposer une approche de combinaison d’algorithmes adaptés pour
les probl̀emes d’optimisation. Dans celle ci, nous manipulons la notion de profil de performance
que nous employons comme attributs. La section suivante explicite cette notion.

3.4 La notion de profil de performance

3.4.1 L’usage des profils de performance dans les algorithmes anytime

L’objectif du profil de performance est d’estimer la qualité d’un algorithme sur diff́erentes
instances. L’une des plus grandes difficultés dans la d́efinition d’un profil de performance est la
définition de la qualit́e de l’algorithme. Cette notion dépend du problème et/ou de l’algorithme
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consid́eŕe [Boddy and Dean 1994, Zilberstein and Russell 1996]. Le profilde performance est
en ǵeńeral plus facileà d́efinir sur les probl̀emes d’optimisation que sur les problèmes de
décision. Dans un problème d’optimisation devant minimiser une fonction de coût par exemple,
la qualit́e d’un algorithme le ŕesolvant peut̂etre d́efinie en utilisant le ratio entre le coût de
la solution actuelle sur le coût connu d’une borne inférieure du probl̀eme. Ceci suppose par
ailleurs que l’algorithme soit capable de fournir plusieurs solutions locales dans son exécution.
Une approche sur les problèmes de d́ecision consistèa indiquer que sur un algorithme exécut́e
avec une instance, le profil de performance vaut0 tant que l’algorithme ne peut pas fournir une
décision et1 sinon [Zilberstein and Russell 1996].

Définition 3.4.1. Soit P un probl̀eme etI la liste de ses instances. Le profil de performance
d’un algorithme ŕesolvantP est une fonctionPP : I × R

+ −→ [0, 1] qui pour toute instance
I ∈ I et instantt indique quelle est la qualité PP (I, t) de l’algorithme lorsqu’il est ex́ecut́e
avec l’instance.

Afin de donner un sens plus précis à la notion de profil de performance, on adoptera la
convention suivante :́Etant donńees une datet et une instanceI quelconque dans l’exécution
d’un algorithme :

PP (I, t) =

{

1 si à partir de la datet, la qualit́e de l’algorithme ne s’aḿeliore plus

∈ [0, 1[ Sinon

La notion de profil de performance a beaucoupét́e étudíee sur les algorithmes ditanytime
[Boddy and Dean 1994, Zilberstein and Russell 1996, Zilberstein 1996]. Plusieurśetudes ont
ainsiét́e meńees dans la composition des algorithmes anytime afin de produire des algorithmes
de meilleur qualit́e. En particulier dans [Zilberstein and Russell 1996, Zilberstein 1996], la com-
position des algorithmes estétudíee en faisant usage de la notion de profil de performance. Dans
cesétudes, on considère pour la composition des algorithmes, la possibilité de pŕedire les pro-
fils de performance ou m̂eme d’en proposer une modélisation analytique. Cette hypothèse est en
outre valid́ee exṕerimentalement sur plusieurs cas d’études. Si l’hypoth̀ese d’une mod́elisation
analytique duPP d’un algorithme a peu de fondements théoriques, ces résultats sugg̀erent que
la notion de profil de performance peutêtre utiliśee afin de combiner efficacement des algo-
rithmes.

Les études faites sur la composition des algorithmes anytime neconsid̀erent le probl̀eme
de combinaison que d’un point de vue global sans tenir comptedes particularit́es líees aux ins-
tances du problème. Il s’agit plus ici de produire un nouvel algorithme hybride que de trouver un
algorithme capable d’adapter son exécution en fonction de l’instancèa ŕesoudre. Nous pensons
toutefois la notion de profil de performance peutêtre emploýee pour combiner automatiquement
les algorithmes̀a partir des instances d’un problème. Dans la suite, nous montrerons comment
la notion de profil de performance peutêtre utiliśee comme alternativèa la notion d’attributs.
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3.4.2 Le profil de performance comme attributs

Nous adopterons dans la suite les profils de performance comme attributs. La notion de pro-
fil de performance n’est pas toujours simpleà d́efinir étant donńe un probl̀eme cible. Toutefois,
on peut noter que plusieurs algorithmes dans les problèmes d’optimisation (ordonnancement,
SAT etc.) et nuḿeriques (ŕesolution deśequations etc.) on trouve dans plusieurs cas des al-
gorithmes qui proc̀edent en calculant successivement des solutions locales. Enoutre, il est en
géńeral possible de comparer cette solution locale avec une borne inf́erieure sur la meilleure
solution possible sur les problèmes combinatoires. Ceci peut donc nous servir pour définir la
qualit́e de la solutioǹa chaque instant. Dans le cas des problèmes nuḿeriques, on peut pour la
résolution deśequations comparer les approximations successives ou estimer le ŕesidu dans le
cas des systèmes lińeaires pour avoir une idée de la qualit́e de la solution qu’on a.
Il est donc possible d’obtenir des définitions du profil de performances notamment sur les
probl̀emes combinatoires et numériques en prenantà différents instants de temps la qualité de
la solution obtenue sur l’algorithme que l’on exécute. Dans la suite, nous allons voir comment
employer cette notion pour la combinaison des algorithmes.L’usage des profils de performance
comme attributs est proche de la technique dulookahead[Coleman 2006] sur les algorithmes
on-line. Sur les algorithmes d’ordonnancement de tâches dans un contexte on-line l’usage du
lookahead suppose que l’on puisse par exemple connaı̂tre lorsque l’on place une tâche un sous
ensemble des tâches̀a placer ult́erieurement. La similitude avec le profil de performance vient
du fait qu’en l’utilisant, on suppose pour sélectionner un algorithme que l’on connaı̂t une partie
de son comportement futur.

3.5 Śelection dynamique des portfolio

L’algorithme que nous proposons dans cette partie (ACPP) est baśe sur les profils de per-
formance. Il s’inspire de la ḿethode des plus proches voisins dans lequel on a introduit les
portfolio d’algorithmes et les profils de performance. Noussupposons ici que les algorithmes
candidats sont interruptibles et que l’on a l’hypothèse de similitude. Le principe deACPP est
donńe ci dessous.

3.5.1 Principe

La méthode desq plus proches voisins pour la sélection des algorithmes décriteà la sec-
tion 3.2 est limit́ee par la rigidit́e du ḿecanisme de prédiction et la notion d’attributs.

Pour rendre le ḿecanisme de prédiction plus flexible, nous proposons ici d’exécuter concur-
remment tous les algorithmes candidats correspondants auxq plus proches voisins connus pour
l’instanceà ŕesoudre. Ainsi, nous réduisons potentiellement le surcoût que l’on peut obtenir si
le plus proche voisin identifíe correspond en faità un algorithme candidat très lent sur l’instance
à ŕesoudre. Seulement, cette réduction entrâıne ńecessairement un autre surcoût lié à la redon-
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dance des calculs nécessaires̀a la ŕesolution de toute instance. Toutefois, nous pensons que la
sélection des algorithmes a son utilité lorsque, les diff́erences de performance entre algorithmes
sont importantes. Dans ces situations donc, un mauvais choix d’algorithme peut facilement se
révéler plus côuteux que les calculs redondants.

Nous consid́erons dans cette ḿethode les attributs comméetant le profil de performance.
Dès lors,à la comparaison de vecteurs d’attributs, nous substituonsla comparaison des profils
de performance.
L’usage du profil de performance se heurte toutefoisà la difficult́e de les comparer mais aussi
de les d́eterminer pour la nouvelle instanceà ŕesoudre. Pour cela, nous supposons que le temps
est discŕetiśe en unit́e de tailleδt. Cette hypoth̀ese nous permet de considérer les profils de per-
formance comme des vecteurs donnant une valeurà chaque unit́e de tempsδt. On peut alors les
comparer en utilisant par exemple la distance euclidienne.Étant donńee une instancèa ŕesoudre,
il est difficile d’avoir son profil de performance. Pour en avoir une id́ee, nous proposons de fixer
une ṕeriode deT unités de temps et déterminer son profil sur celle ci. Pour cela, nous exécutons
l’instanceà ŕesoudre avec les différents algorithmes pendantT unités de temps.

Une autre difficult́e se pŕesente lorsque nous avons détermińe les diff́erents algorithmes̀a
exécuter sur l’instancèa ŕesoudre. Ne sachant pas quel est l’algorithme candidat qui va le plus
rapidement ŕesoudre l’instance, il faut adopter une stratégie intelligente d’ex́ecution afin d’ob-
tenir un ŕesultat le plus rapidement possible. Nous proposons ici d’adopter un portfolio d’algo-
rithmes que nous appelons le portfolio de l’allocation moyenne (MA ). Supposons que l’on ak
algorithmes candidats{A1, . . . , Ak}. DansMA Si on commence l’ex́ecution des algorithmes̀a
la datet0 alors entre chaque datet0 + αδt et t0 + (α + 1)δt, on ex́ecute l’algorithmeAα modk + 1.
L’int ér̂et deMA est de tenir compte du fait que l’on ne sait pas a priori quel est l’algorithme
qui va en premier lieu résoudre l’instance. Son exécution suppose que l’on peut interrompre les
algorithmes sur l’unit́e de temps que l’on s’est fixée.

Une difficult́e importante dans le principe ci dessus est dans le choix de lavaleur deT .
La détermination de cette valeur pose en effet un dilemme exploration/exploitation car intui-
tivement, de grandes valeurs deT permettent d’avoir des profils de performance très pŕecis.
Néanmoins, ceci entraı̂ne un surcôut lié à l’exécution des algorithmes de tous les algorithmes.
Dans la suite, nous présentons l’algorithmeACPP bâti sur le principe ci dessus.

3.5.2 L’algorithme ACPP

L’algorithmeACPP proc̀ede comme suit :

1. Étant donńe un benchmark d’instancesI et un ensemble d’algorithmesA, on construit le
profil de performancePP : I × A −→ [0, 1]T des algorithmes candidats deA surI sur
une duŕee deT unités de temps.

2. On construit la fonctionBest : I −→ A qui indique pour chaque instance du bench-
mark quel est le meilleur algorithme pour lui (celui qui le résout en un temps d’exécution
minimal).
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3. Étant donńee une instanceI à ŕesoudre, on l’ex́ecute sur les algorithmes dansA durant
T unités de temps pour chaque algorithme. On collecte ensuite les profils de performance
de cette instancePP I

i = [PP I
i (1), . . . , PP I

i (T )]T pour chaque algorithmeAi pendant les
périodes de longueurδt.

4. On comparePP I
i ,∀i avecPP (Ij, Ai) et on śelectionne lesq instances du benchmark(Is)

qui sont proches deI.

5. On continue l’ex́ecution deI en utilisant l’algorithme de l’allocation moyenneMA avec
les meilleurs algorithmes (déduit de la fonctionBest ) sur les instances dansIs.

Les q instances les plus proches sont sélectionńees en prenant lesq premìeres instances
Ij minimisantv(i, j) = (‖PP I

i − PP (Ij, Ai)‖2) avec1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ n (n est ici
le nombre d’instances du benchmark). L’algorithmeACPP comporte deux phases. Une phase

Temps

Ressources

Exploration

4T

Exploitation

δt

A4

A3

A2

A1

FIG. 3.3 – Illustration des phases de l’algorithme ACCP avec4 algorithmes. On collecte les
profils de performance sur une durée de4T . On śelectionne ensuite deux algorithmes en se
basant sur ces profils et on les exécute concurremment jusqu’à ce que l’un ŕesolve l’instance.

d’exploration òu pour l’instancèa ŕesoudre on collecte les profils de performance et onétablit
la liste des algorithmes qui doivent rapidement résoudre l’instance et une phase d’exploitation.
Dans cet algorithme, les paramètresT et q doivent être fix́es au pŕealable. Nous allons voir
comment les fixer dans la suite.

3.5.2.1 D́etermination deT et q

Pour fixer les valeurs deT etq, nous adoptons la ḿethode du souśechantillonnage que nous
avons pŕesent́e à la section 3.2. Aussi, on suppose initialement qu’on a un ensemble d’instances
T que l’on doit utiliser pour la validation avecT ∩I = ∅. Nous supposons aussi qu’on exécute
chaque algorithme sur une instance en au plusB unités de temps. En faisant varierT de1 àB et
q de1 àn nous d́eterminons̀a chaque fois le temps moyen d’exécution qu’on met en appliquant
l’algorithmeACPP. A la fin nous prenons les valeurs deT et deq sur lesquels nous obtenons
le plus petit temps d’ex́ecution.
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3.5.3 Complexit́e

Dans cette partie, nous analysons la complexité de la pŕediction avec l’algorithmeACPP
ainsi que celle de l’estimation de ses paramètres en utilisant la technique du souséchantillonage.
Nous adoptons les notations suivantes :|I| = n, |A| = k et |T | = m. Nous supposons que
CMA(q, x) est une borne supérieure sur le temps d’exécution deMA lorsqu’il est ex́ecut́e avec
q algorithmes sur une instance qui a besoin d’au plusx unités de temps pour̂etre ŕesolue par
un des algorithmes. En négligeant les surcôuts liés à la pŕeemption, il est facile d’établir que
CMA(q, x) ≤ qx. Nous supposons aussi que l’exécution d’un algorithme dansA pendant une
période deδt ainsi que la collecte de son profil de performance est enO(1). Nous avons le
résultat suivant :

Théorème 3.5.1.Étant donńee une instance quelconque, l’exploration sur cette instance dans
ACPPpeut se faire enO(n(log n + kT )) et le souśechantillonage pour d́eterminerq et T en
O(mnB(n log n + nkB+1

2
+ CMA(k,B)))

Démonstration.Dans l’exploration, on a troiśetapes. Unéetape d’ex́ecution des algorithmes et
de collecte des profils de performance, uneétape de comparaison des profils de performance et
uneétape de śelection des algorithmes̀a ex́ecuter dans la phase d’exploitation.
D’après les hypoth̀eses pŕećedentes, la première étape est enO(kT ) car on ex́ecutek algo-
rithmes chacun sur une période deT unités de temps. La comparaison des profils de per-
formance d́epend du calcul des valeursv(j) pour Ij ∈ I. Le calcul d’une valeur‖PP I

i −
PP (Ij, Ai)‖2 peut facilement̂etre fait enO(T ) étant donńe que l’on a des vecteurs de taille
T . Aussi, le calcul de toutes les valeursv(j), pour toutIj peut être fait enO(nkT ). Dans la
troisièmeétape, l’on doit śelectionner les algorithmes desq instances ayant les plus petites va-
leursv(j), on peut proćeder en triant le vecteurv ce qui peut̂etre fait enO(n log n). Ainsi, la
complexit́e de la phase d’exploration est enO(n(log n + kT )).
Dans la ḿethode du souśechantillonage, on exécute pour chaque valeurq, 1 ≤ q ≤ n et
T, 1 ≤ T ≤ B l’algorithmeACPP sur les instances dansT . L’exécution d’une instance dansT
peutêtre faite enO(n(log n + kT )) + O(CMA(k,B)). L’exécution des instances dansT étant
donńe une valeur(q, T ) peut donĉetre faite enO(m(n log n+nkT +CMA(k,B))). Aussi toutes
les ex́ecutions peuvent̂etre faites en

∑n

q=1

∑B

T=1 O(m(n log n + nkT + CMA(k,B))) =

O(mnB(n log n+nkB+1
2

+CMA(k,B))). En supposant qu’à la fin de l’ex́ecution des instances
dansT on peut obtenir le temps moyen d’exécution enO(m), on a le ŕesultat. ❏

Ce ŕesultat montre que la taille du benchmark ainsi que la longueur de la phase d’explora-
tion sont importants dans l’exploration avecACPP. Il montre aussi que siCMA(k,B) est une
fonction polynomiale de ses paramètres, alors l’on peut d́eterminer les param̀etres deACPP en
temps polynomial.

Plusieurs variantes peuventêtre propośees pour l’algorithmeACPP. Nous allons pŕesenter
quelques unes d’entre elles dans la section suivante.
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3.6 Autre variantes de l’algorithme ACPP

Plusieurs variantes peuventêtre propośees dans l’algorithmeACPP en modifiant certaines
partie de son ex́ecution. Nous allons ici présenter trois modifications possibles. Ce sont :

1. L’usage des profils de performance multidimensionnels

2. L’usage d’un mod̀ele de portfolio d’algorithmes par partage de ressources

Nous avons jusqu’ici supposé qu’́etant donńes une instance et un algorithme, on avait un
profil d’exécution. Afin d’̂etre plus pŕecis, on peut adopter plusieurs profils d’exécution pour
caract́eriser l’ex́ecution d’un algorithme sur une instance. Dans cette situation le calcul dev(j)
doit tenir compte de tous les profils d’exécution. Cela peut̂etre fait en appliquant la normeF
sur les profils de performance.

Dans un contexte parallèle, on peut trouver une alternativeà l’algorithme de l’allocation
moyenne que nous avons proposé. On suppose que l’on ap ressources etk algorithmes, et que
l’on a la d́ecompositioneuclidiennem = qk + r (où 0 ≤ r < k). On alloueq + 1 ressources̀a
r algorithmesAi, 1 ≤ i ≤ k et q ressources auxk − r restant. Sur une instanceà ŕesoudre, on
exécute alors tous les algorithmes sur les ressources alloués et on s’arr̂ete d̀es qu’un algorithme
trouve une solution.

Dans la suite nous proposons des expérimentations ŕealiśees avecACPP pour la ŕesolution
des syst̀emes lińeaires.

3.7 Application à la résolution des syst̀emes d’́equations linéaires

3.7.1 Probĺematique et algorithmes

Nous consid́erons les systèmes lińeaires d’́equations de la formeAx = b où A ∈ Rp×p, x, b ∈
Rp. Un tel syst̀eme est creux si le ratio des valeurs nulles sur les valeurs non nulles dans la
matriceA est important. Dans la résolution des grands systèmes lińeaires creux, les ḿethodes
itératives sont recommandées pour le bon compromis qu’elles offrent entre le temps de résolution
de l’équation et la qualité de la solution obtenue. Plusieurs méthodes it́eratives ont́et́e d́evelopṕees
dans la ŕesolution des systèmes lińeaires avec en particulier la classes des méthodes de la base
de Krylov. Sur ces ḿethodes, en fonction de certaines propriét́es th́eoriques de la matriceA
(symétrique, d́efinie positive ...), l’on peut avoir différentes vitesses de convergence [Saad 2003,
Nachtigal et al. 1992, Ern et al. 1994]. Néanmoins, il reste difficile de vérifier ces propríet́es en
pratique de sortèa les utiliser pour d́etermineŕetant donńe un syst̀eme quelle est la ḿethode la
plus ad́equate [Saad 2003, Barrett et al. 1996, Bhowmick et al. 2006].
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L’int ér̂et de combiner diff́erents algorithmes issus des méthodes it́eratives est motiv́e en
particulier par la ŕesolution des systèmes non lińeaires. En effet, la résolution des systèmes
non linéaires fait en ǵeńeral usage des algorithmes itératifs non lińeaires qui au fil des itérations
géǹerent des systèmes lińeaires [Kelley 1995]. Les propriét́es de ces systèmes par ailleurs peuvent
changer au cours des itérations non lińeaires de sorte qu’une méthode efficacèa une it́eration
ne le soit plus sur les itérations suivantes [Ern et al. 1994].

Nous allons dans cette partie appliquer la techniqueACPP afin de trouver un meilleur com-
promis dans le temps de résolution d’un ensemble de systèmes d’́equations lińeaires avec un
ensemble finis de ḿethodes it́eratives. Les ḿethodes que nous considérons ici sont :

1. La ḿethode du gradient conjugué carŕe (CGS)

2. La ḿethode du gradient biconjugué (BICG)

3. La ḿethode du gradient biconjugué stabiliśe (BICGSTAB)

4. La ḿethode des résidus minimaux transposé (TFQMR)

Toutes ces ḿethodes sont de la base de Krylov [Saad 2003]. Nous les avons sélectionńees en
raison des complémentarit́es observ́ees entre elles et soulignées dans [Barrett et al. 1996]. Nous
adoptons pour ces ḿethodes les implantations en langage Matlab proposées dans [Barrett et al. 1994].
Nous avons aussi envisagé l’utilisation de la ḿethode des résidus minimaux ǵeńerale (GMRES).
Nous nous sommes toutefois heurtés dans ce casà la difficult́e de d́efinir efficacement la préemption
à cause du red́emarrage interne nécessaire pour limiter la capacité mémoire dans cette ḿethode.

L’utilisation d’ACPP pour combiner des systèmes lińeaires se heurtèa la difficult́e qui est
la justification de la notion de benchmark. Ceci est dû au fait que les systèmes creux sont
caract́eriśes par la grande diversité possible des structures de la matriceA. Toutefois, nous
remarquons que dans la pratique, la plupart des systèmes creux sont souvent issus des domaines
d’applications comme l’astrophysique, l’ingénierie chimique, la mod́elisation oćeanique etc.
Pour ces domaines d’applications, de nombreuses collections de matrices prenant en compte
les structures de matrices les plus observées sont disponibles1 2. Ces collections peuvent donc
servir de benchmark.

3.7.2 Jeu de donńees et profil de performance

Le jeu de donńees que nous utilisons ici provient d’une collection de matrices disponibles̀a
l’université de Floride3. Dans cette collection, nous avons extrait959 matrices ŕeelles et carŕees
dont certaines sont syḿetriques, d́efinies positives, ou quelconques. Les matrices sélectionńees
sont de dimension au plus6000. Ces matrices sont issues de différentes collections faisant in-
tervenir diff́erents domaines comme la mécanique, l’́electronique, l’inǵenierie chimique etc.
Nous avons utiliśe ces matrices dans la résolution des systèmesAx = b avecb = [1, . . . , 1]t.
avec comme approximation initiale le vecteur nul. Avec cette consid́eration, une instance du

1http ://math.nist.gov/MatrixMarket/
2 http ://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/
3 http ://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/
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probl̀eme de ŕesolution des systèmes lińeaires est simplement donnée par une matrice. Sir est
le vecteur ŕesidu obtenùa uneétape,tol une toĺerance que l’on se donne, le critère d’arr̂et pour
tous les algorithmes itératifs dans nos implantations est‖r‖ ≤ tol ∗ ‖b‖ (ici tol = 10−6). Nous
avons ex́ecut́e les diff́erents algorithmes sur au plus700 itérations.

Il n’est pas aiśe de d́efinir un profil de performance adéquat afin de comparer la résolution
de nos syst̀emes avec les algorithmes itératifs. Pour le faire, nous observons d’abord qu’il n’est
pas forćement pertinent de le définir par rapport au temps d’exécution d̀es lors que les infor-
mations qui peuvent nous permettre de jauger la qualité des algorithmes itératifs sont ǵeńeŕes
par it́eration (la duŕee des it́erations n’est pas la m̂eme pour tous les algorithmes). Intéressons
nous maintenant aux informations géńeŕes tout au long de l’ex́ecution. Celles ci sont de deux
sortes principalement : les vecteurs de la base de Krylov et les approximations calculées. Les
bases de Krylov ne sont pas intéressantes pour la comparaison des exécutions du fait qu’elles
sont potentiellement volumineuses. L’approximation calculée toutefois est intéressante car avec
le résidu4, elle permet de nous situer dans la résolution du système.
Consid́erons maintenant deux matrices qui auraient des propriét́es similaires. Notre but est de
définir pour elles un profil de performance adéquat qui permette de les comparer. Pour cela nous
consid́erons l’ex́ecution des algorithmes sur ces matrices. L’approximationinitiale tout comme
le résiduétant líe à la structurèa la matrice initiale, les résidus initiaux pour les différents al-
gorithmes sur ces matrices seront différents. Apr̀es l’ex́ecution dew,w > 1 itérations l’on aura
une nouvelle approximation pour chacune de ces matrices. Siles deux matrices sont similaires
toutefois, nous pensons que la progression des résidus ǵeńeŕes dans la fen̂etre desw itérations
doiventêtre comparables.
A partir de ces observations nous proposons deux définitions pour le profil de performance :
Dans la premìere d́efinition, étant donńee une matriceA utilisée avec un algorithme itératif,
si rA(z) est le ŕesidu obtenu en résolvantAx = b à l’it érationz, nous prenonsPPA(z) =
‖rA(z)‖

‖rA(z−w)‖
avecw > 1 que nous fixons. Dans la seconde définition nous prenonsPPA(z) =

min ‖rA(z′)‖
max ‖rA(z′)‖

avecz − w ≤ z′ ≤ z

Dans la premìere d́efinition,PPA(z) donne l’́evolution relative dude la convergenceentre
une fen̂etre dew itérations. La seconde définition vise a prendre un peu plus en compte les
diff érents ŕesidus obtenus dans la fenêtre d’it́erations. Dans la suite, lorsque nous désignerons
des profils de la formePPA(z) = ‖rA(z)‖

‖rA(z−w)‖
, nous dirons que nous utilisons des profils de type

1. Lorsque nous utilisonsPPA(z) = min ‖rA(z′)‖
max ‖rA(z′)‖

, nous parlerons de profil de type 2.
L’on peut noter que dans ces définitions, le profil de performance sera très pr̀es de1 lorsque
l’algorithme sera pr̀es de converger ou stagnera car dans ces cas, le résidu n’́evolue plus. Nous
tiendrons aussi compte de cette information en considérant en plus de la comparaison des profils
de performance les valeurs de celui ci pour identifier les casde stagnation ou de convergenceà
priori apr̀es quelqueśetapes de résolution du système.

4 Étant donńee une approximationxe, le résidu obtenùa partir de celle ci est́egalà‖b − Axe‖
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3.7.3 Plan d’exṕerimentation

Nous avons effectúe deux śeries d’exṕerimentations en utilisant le logiciel Octave5 qui nous
offre plusieurs facilit́es dans l’́ecriture des solveurs numériques. Les objectifs que nous poursui-
vonsétaient : la pŕediction du meilleur solveur dans la phase d’exploitation et la minimisation
du nombre d’it́erations dans la résolution d’un syst̀eme. Nous pŕecisons que ce dernier objectif
ne correspond pas toujoursà la minimisation du temps d’exécution. Nous l’avons choisià cause
de la facilit́e qu’elle offre dans l’implantation. Nous ajoutons qu’étant donńe que nous n’avons
emploýe que des solveurs de la famille du gradient conjugué, ces deux objectifs se rapprochent
dans la mesure où les diff́erences entre coûts d’itérations de nos solveurs ne sont pas grandes.

1. Dans la première śerie, nous avonśevalúe la capacit́e d’ACPP à pŕedire le meilleur al-
gorithme sur un ensemble de matrices issus des perturbations de notre benchmark. Dans
cette śerie, l’ensemble des959 matrices nous a servi de benchmark. Pour chaque matrice
du benchmarkA, du benchmark, nous avons géńeŕe une matriceA′ = A + αI avecα
qui est une constante. L’intér̂et de cette perturbation est que les distributions de valeurs
propres dansA et dansA′ sont proches.́Etant donńe que la convergence des méthodes de
Krylov dépend de la distribution des valeurs propres, nous pensons donc que la meilleure
méthode surA devrait a prioriêtre la meilleure surA′. Dans ce cas, si le procéd́e de
prédiction est efficace, alors avec la connaissance des matricesA dans son benchmark et
du meilleur algorithme pour ces matrices, il devrait prédire efficacement le meilleur algo-
rithme surA′. Nous avons aussi considéŕe dans cette série les les matricesA′ de la forme
A′ = I − QDQt où Q est la matrice des vecteurs propres deA et D celle des valeurs
propres (dans Matlab et Octave [Q,D] = eig(A)). Les matricessélectionńees dans ce cas
sont toutes symḿetriques.

2. Dans la seconde série d’exṕerimentations, nous avons dans un premier temps utilisé
la technique du souśechantillonage pour d́eterminer les valeurs deq et T . Dans celle
ci nous testonsACPP avec diff́erentes valeurs deq avec pour objectif de minimiser
le nombre d’it́erations dans la résolution d’un syst̀eme (ainsi,T désigne ici le nombre
d’it érations minimal dans la phase d’exploration). Pour déterminerT et q, nous avons
découṕe notre ensemble de matrices en deux sous ensembles de478 et479 matrices choi-
sies aĺeatoirement. Toutefois, nous rappelons que nos matrices appartiennent̀a différentes
collections. Dans la śelection aĺeatoire des matrices, nous avons garanti qu’au moins une
matrice soit pŕesente pour chaque collection. Une fois détermińees les valeurs deq et T ,
nous avons appliqúe ACPP en prenant aléatoirement comme benchmark des proportions
de50%, 33%, 25% et 20% des matrices. Sur chaque proportion, nous avons effectué 50
tirages distincts. Comme préćedemment, au moins une matrice dans chaque collection
devaitêtre pŕesente dans le benchmark6.

5http://octave.org
6Nous avons55 collections de matrices

http://octave.org
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3.7.4 Premìere śerie d’expérimentations

Dans cette śerie, nous avons fix́e T = 10 et q = 1 dans l’algorithmeACPP 3.5.2. Dans
le cas des profils de type 1, nous fixonsw = 1 et pour les profils de type2, w = 2. Dans la
table 3.1, nous donnons la proportion des solveurs que nous avons exactement prédit en utilisant
ACPP sur les perturbations de la formeA′ = A + αI en ayant utiliser les matricesA comme
benchmark. Les proportions que nous obtenons sont intéressantes. Ńeanmoins, nous pensons

Profil Type 1 Profil Type 2
α = 0.1 0.95 0.92
α = 0.5 0.93 0.93
α = 2 0.93 0.93

TAB . 3.1 – Proportion des solveurs exactement prédit

que les ŕesultats sont aussi influencés par le fait que dans plus de73% des cas, nous avions
un seul solveur (le BICGSTAB) qui dominait tous les autres. En particulier, lorsqu’un syst̀eme
n’était pas ŕesolu par une des ḿethodes, nous avons considéŕe que sur ce système, la meilleure
méthode est le BICGSTAB. Nous avons opéŕe cette affectation en notant que sur les systèmes
résolus, le BICGSTAB dominait les autres solveurs.

Afin d’avoir une vue plus d́etaillée du taux de prédiction, il faut le consid́erer par solveurs.
Dans ce cas, nous obtenons encore des résultats int́eressants. Dans la table 3.2, nous présentons
pour le cas des profils de type1 la fiabilité de la pŕediction. Ce ŕesultat montre que sur les sol-

BICGSTAB BICG CGS TFQMR
α = 0.1 1 0.80 0.82 0
α = 0.5 0.99 0.83 0.80 0
α = 2 0.98 0.85 0.79 0

TAB . 3.2 – Taux de pŕediction par solveur dans le cas des profils de type 1

veurs BICGSTAB, BICG et CGS, nous avons obtenu de bonnes prédictions. Nous remarquons
aussi que le taux de prédiction de la ḿethode TFQMR est très faible. Ce taux nous le pensons
est influenće par le fait qu’il y avait trop peu de matrices sur lesquellescette ḿethodeétait la
meilleure dans le benchmark. Avec par exempleα = 0.1, cette ḿethodeétait la meilleure sur
seulement deux matrices. Cette observation nous indique quela qualit́e de la techniqueACPP
est d́ependante du benchmark considéŕe.

Dans cette première śerie, nous avons aussi testé la qualit́e de la pŕediction sur des matrices
de la formeA′ = I − QDQt. Lors des ex́ecutions toutefois sur Octave, nous avons noté que
le calcul de la d́ecomposition[Q,D] = eig(A) était dans certains cas très côuteux. Aussi, nous
nous sommes restreintà un jeu de47 matrices tiŕees aĺeatoirement parmi les959 que nous avons
perturb́es. Avec cette perturbation nousétions capable de prédire le meilleur solveur dans89%
des cas.
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Les ŕesultats que nous avons ainsi obtenus nous montre que l’approcheACPP permet d’ob-
tenir avec des taux de prédiction important le meilleur solveur.

L’ensemble des codes que nous avons utilisés dans ces expérimentations ainsi que les jeux de
donńees sont disponiblesà l’adresse :http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/

3.7.5 Seconde śerie d’expérimentations

Nous avons appliqúe la technique du souséchantillonnage d́ecrite ci dessus pour déterminer
les valeurs optimales deT et q en faisant varierq de 1 à 7 et T de 7 à 20. Après ces tests
nous avons obtenu comme valeurs optimales permettant de minimiser le nombre d’it́erations :
q = 2 et T = 10. Nous pŕecisons que la valeurq = 3 a donńe les m̂emes performances
que q = 2 pour T = 10. Nous avons retenu la valeurq = 2 car l’on peut noter que sìa
l’issue de la phase d’exploration, nous avons plusieurs voisins alors potentiellement on aura une
exécution concurrente des solveurs. Plus on a de voisins, plusle nombre de solveurs intervenant
dans l’ex́ecution concurrente peutêtre important. Aussi, il est préférable de retenir la valeur
conduisant̀a un plus petit nombre de voisins.

Sur la figure 3.4, nous présentons les taux de succès dans la pŕediction que nous avons en
appliquantACPP avecq = 2, et T = 10 en prenant une proportion des instances comme
benchmark. Les diff́erents benchmarks utilisés et l’ensemble des matrices sont accessiblesà
l’adressehttp://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/ . Étant donńe queq =
2, il est possible que dans la phase d’exploitation dansACPP, on ex́ecute deux algorithmes dans
un mod̀ele de partage de temps. Aussi, les taux que nous présentons indiquent la proportion des
succ̀es que nous avons eu en prédisant le meilleur solveur dans un sous ensemble d’au plus deux
solveurs sur les quatre utilisés.
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On peut noter que plus le benchmark est grand, plus le taux de prédiction l’est aussi. Ceci
est toutà fait logique dans l’esprit de la ḿethode des plus proches voisins. On peut aussi re-
marquer que les deux types de profils de performance sont efficaces dans la prédiction. Sur la
figure 3.5, nous présentons le rapport entre le nombre d’itérations obtenus avecACPP, l’allo-
cation moyenne et ceux de la solution optimale. On peut noterqu’en moyenne dansACPP, on
a un meilleur nombre d’it́erations que lorsque l’on utilise l’allocation moyenne. Laproximité
entre le nombre des itérations avecACPP et la solution optimale s’explique aussi par le fait
que dans plusieurs cas, des solveurs ont interrompu leur exécution avant m̂eme d’atteindre le
nombre maximum d’it́erations. Ainsi, la redondance des calculs dans la stratégie de portfolio
s’en trouve ainsi amortie.
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FIG. 3.5 – Proportion des itérations par rapport̀a la solution optimale

Le tableau 3.7.5 donne la moyenne des temps d’exécutions de la techniqueACPP, de l’al-
gorithme de l’allocation moyenne et du meilleur algorithmepar instances. Sur les instances non
résolues, nous avons pris le meilleur algorithme commeétant celui qui se termine le plus rapi-
dement. Dans ces exécutions, nous avons prisδt = 10 itérations pour l’allocation moyenne. Ces
résultats ont́et́e obtenus sur un processeur Dual CPU E2160 @ 1.80GHz. Les tempsque nous
présentons sont obtenus avec le profil de type 1. Sur le profil de type 2, nous avons des temps
d’exécution similaires. Nous pouvons noter ici que la techniqueACPP est plus côuteuse que le

Meilleur Alg par instances MA ACPP(50%) ACPP(33%) ACPP(25%) ACPP(20%)
501 1071.77 1523.03 1243.9 943.13 886.5

TAB . 3.3 – Temps d’ex́ecution avec le profil de type 1.

meilleur algorithmèa chaque fois. Le temps d’exécution augmente avec la taille du benchmark
comme l’a sugǵeŕe l’analyse th́eorique de la complexité. Dans les temps que nous présentons,
il faut néanmoins prendre aussi en compte le temps nécessairèa la ǵeńeration des profils de
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performance. En pratique, on peut en effet les géńerer une seule fois pour multiples exécutions.
Néanmoins, le temps de la techniqueACPP reste important. On peut aussi noter que lorsque
la taille du benchmark est très grande, le temps avecACPP est plus grand que celui de l’allo-
cation moyenne. Ceci en particulier parce que dans ces cas, ladétermination des plus proches
voisins est côuteuse. AvecACPP(20%) on a un ratio sur le temps d’exécution de1.77 avec
l’algorithme optimal sur chacune des instances. Ce ratio estintéressant car nous partons sur une
base de4 algorithmes sans que le temps optimal de résolutionà chaque fois ne soit multiplié en
fin de compte par4. On peut ńeanmoins noter que le rapport entre les temps d’exécution avec
ACPP et l’algorithme optimal̀a chaque fois est plus important que le rapport entre le nombre
d’it érations avecACPP et ceux de la solution optimal. AvecACPP(20%) par exemple, on a un
rapport en moyenne près de1.10 avec les it́erations de la solution optimale. Nous expliquons
cette diff́erence entre autre par les surcoûts induit par la pŕeemption des algorithmes dans cer-
tains cas (si l’on a deux algorithmes dans la phase d’exploitation) ainsi que le temps nécessaire
à la recherche des voisins (qui n’est pas comptabilisé dans le calcul du nombre d’itérations).
Une autre remarque importante que nous avons eu dans les expérimentations est que le temps
d’exécution est largement influencé par la valeur deδt. Il est important d’́elaborer une stratégie
efficace pour la d́eterminer car si cette valeur est petite, le surcoût induit au changement de
contexte est tr̀es important et si elle est grande, on a moins de marges de manoeuvre dans
l’exécution concurrente.

3.8 Conclusion

Nous avons pŕesent́e dans ce chapitre une approche de combinaison des algorithmes afin
d’obtenir en moyenne de meilleures performances. Cette approche s’appuie sur une technique
d’apprentissage automatique dans laquelle nous rajoutonsl’id ée des portfolio d’algorithmes.
L’approche propośee proc̀ede par une adaptationà l’instance pour d́eterminer le meilleur portfo-
lio d’algorithme permettant de la résoudre. Nous l’avons analysée puis valid́ee exṕerimentalement
sur la ŕesolution des systèmes lińeaires afin de minimiser le nombre d’itérations ńecessaires̀a
la résolution des systèmes. Les ŕesultats exṕerimentaux montrent que la technique proposée est
efficace dans la prédiction du meilleur solveur ou d’un sous ensemble le contenant mais est
coûteuse en temps quand la taille du benchmark est importante.Nous envisageons les perspec-
tives suivantes̀a l’issue de ce travail :

1. La prise en compte de la qualité de la solution

2. L’amélioration du choix du benchmark

3. L’introduction d’une phase d’exploration progresssive.

4. L’utilisation d’un mod̀ele math́ematique de qualité

5. Le choix de la valeurδt

Dans les premières exṕerimentations, nous avons par exemple noté que dans la plupart des cas,
nous avions seulement50% des syst̀emes quíetaient ŕesolus. En outre, nous avons observé que
sur certaines matrices, un solveur pouvait s’arrêter plus vite qu’un autre sans que le premier ne
trouve une solution qui converge avec la tolérance que l’on s’est fix́ee. Dans ce cas la question
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du meilleur solveur peut devenir difficilèa d́efinir car sur le temps, le premier solveur est le
meilleur alors que sur la qualité de la solution, le second l’est. Nous avons traité ces cas ici en
décidant qu’en cas de non convergence sur la tolérance fix́ee, le BICGSTAB est le meilleur. On
pourrait ńeanmoins penserà une approche qui prend en compte les deux objectifs de minimiser
le temps d’ex́ecution ainsi que la norme des vecteurs résidus que l’on obtient dans la résolution
des diff́erents syst̀emes.
Les ŕesultats que nous avons obtenus montrent que l’approcheACPP ne conduit pas̀a de bonnes
prédictions sur des solveurs qui ne sont pas efficaces sur les instances du benchmark. Afin
d’améliorer les tests que nous avons effectués, une piste intéressante consiste doncà choisir un
benchmark dans lequel par exemple la méthode TFQMR sera moins dominée par les autres.
L’id ée d’une phase d’exploration progressive s’inspire de l’exécution deGAMBLETA . Elle
consisteà fixer une sous ṕeriode ∆ tel que pendant l’exploratioǹa chaque ṕeriode ∆ on
sélectionne un sous ensemble d’algorithmes selon le principe d’ACPP pour avec lesquels on
on continue l’exploration. L’introduction de la période∆ est int́eressante si très vite, l’on peut
identifierà partir des profils d’ex́ecution de l’instance qui est en cours de résolution quels sont
les algorithmes qui n’auront pas sur celui ci un bon temps d’exécution. Toutefois, ce choix est
pénalisant si l’on ne se trouve pas dans de telles situations.
En se basant sur les résultats obtenus dans les algorithmesanytime, on peut modifier l’algo-
rithme pŕećedent. Pour chaque algorithme candidat,étant donńees les ex́ecutions obtenues du
benchmark, on construit des modèles analytiques de sa qualité. Nous pŕecisons qu’̀a un algo-
rithme, on peut associer plus d’un modèle math́ematique de qualité. Étant donńee une instance
à ŕesoudre,̀a partir de la phase d’exploration on collecte son profil effectif de performance
et on essaie de déduire le mod̀ele auquel il est le plus proche en employant par exemple la
méthode des moindres carrés. L’intér̂et d’utiliser un mod̀ele analytique de la qualité est que
potentiellement, on pourra réduire le temps des comparaisons nécessaires la détermination des
plus proches voisins.
En dernìere perspective, nous pensons qu’il faut introduire une strat́egie efficace pour la d́etermination
en pratique deδt. Sa valeur est en effet déterminante sur le surcoût induit par le changement de
contexte.
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Chapitre 4

Approche de śelection statique des
portfolio d’algorithmes

Résuḿe : Dans ce chapitre, nous présentons une approche statique de sélection des port-
folio d’algorithmes. Dans cette approche, le problème majeur est celui du partage discret des
ressources que nous définissons. La complexité de ce probl̀eme est́etudíee et des algorithmes
sont propośes pour sa ŕesolution.

4.1 Introduction

Dans le chapitre préćedent, nous avons présent́e une approche ayant pour objectif de déterminer
étant donńee une liste d’algorithmes candidats résolvant un problèmeP, la meilleure combinai-
son algorithmique pour résoudre chaque instance deP. Dans la ŕesolution de chaque instanceI
deP, nous avons admis que l’on avait des attributs du problème calculable surI et d́eterminants
dans le comportement deI sur les diff́erents algorithmes candidats. Comme attribut, nous avons
utilisé le profil de performance.

L’hypothèse de la connaissance des informations déterminantes dans le comportement d’un
algorithme sur une instance n’est toujours pas justifiée comme indiqúe dans le chapitre 3. Sur
des probl̀emes tr̀es difficiles et notamment les problèmes de la classe NP-complet, il existe
très peu d’́etudes th́eoriques permettant d’établir un lien entre des propriét́es connues sur une
instance et le comportement des algorithmes le résolvant. Si dans certaines situations, d’ex-
cellents ŕesultats exṕerimentaux permettent de justifier de telles hypothèses [Xu et al. 2008,
Gomes and Selman 2001], celles ci malgré tout restent limit́ees̀a des probl̀emes bien sṕecifiques.
Faceà cette difficult́e, les approches dites on-line [Gagliolo and Schmidhuber 2008]
[Borodin and El-Yaniv 1998] sont envisageables dans la mesure òu elles ne tirent pas partie
des informations issues du problème. Toutefois, les solutions qui y sont proposées admettent
des hypoth̀eses difficiles̀a vérifier comme la connaissance du coût induit par un mauvais choix
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algorithmiquéetant donńe une instance.

Dans ce chapitre, nous proposons une autre approche de combinaison des algorithmes dans
laquelle nous ne prenons pas en compte la possibilité d’utiliser les informations extraites de
l’instance en cours de résolution.Étant donńes un probl̀emeà ŕesoudre et un ensemble d’algo-
rithmes, notre cible est de trouver la combinaison d’algorithmes qui en moyenne conduit au plus
temps d’ex́ecution. En adoptant le modèle de combinaison par portfolio, nous proposons une
formulation inspiŕee des travaux de [Sayag et al. 2006]. Ici, la meilleure combinaison algorith-
mique est repŕesent́ee comme un portfolio d́efinissant un partage de ressources entre les algo-
rithmes. Une partie de l’approche que nous proposons ici aét́e publíee dans [Bougeret et al. 2009a,
Bougeret et al. 2009b, Ngoko and Trystram 2009b]. En comparaison de l’approche proposée au
chapitre 3, cette modélisation est statique dans la mesure où l’on cherche un seul portfolio d’al-
gorithmes pour ŕesoudre toutes les instances. Nousétudions ensuite la difficulté du probl̀eme
de combinaison statique des algorithmes, nous proposons desalgorithmes pour le résoudre et
nous les validons expérimentalement̀a travers des simulations sur les algorithmes résolvant le
probl̀eme de satisfiabilité (SAT) [Garey et al. 1979].

La suite du chapitre est organisée comme suit : Dans la Section 4.2, nous présentons quelques
approches de combinaison statique d’algorithmes que nous analysons sommairement. Dans la
Section 4.3 nous introduisons le problème de partage discret des ressources (dRSSP) que nous
utiliserons pour mod́eliser la śelection statique des portfolio d’algorithmes. Dans la Section 4.4
nous proposons une approche exacte pour résoudre ledRSSP. La Section 4.5 est consacrée
aux algorithmes d’approximation pour résoudre ledRSSP, la section 4.6 pŕesente les ŕesultats
exṕerimentaux obtenus par sur les différents algorithmes que nous proposons et nous concluons
à la Section 4.7.

4.2 Quelques formulations de la śelection statique des port-
folio d’algorithmes

Dans cette partie, nous présentons deux modélisations du problème de śelection statique du
meilleur portfolio d’algorithmes. Ce sont le problème de partage des ressources et le problème
de partage de temps. Ces formulations ontét́e propośees dans [Sayag et al. 2006, Streeter et al. 2007].

4.2.1 Le probl̀eme de partage des ressources

Nous nous plaçons dans un contexte où pour un probl̀emeà ŕesoudre, nous disposons d’une
liste finie d’algorithmes candidatsA ainsi qu’un benchmarkI d’instances représentatives du
probl̀eme.Étant donńe que nous ne prenons pas en compte la possible utilisation desinfor-
mations extraites de l’instance pour déterminer la meilleure combinaison d’algorithmesà appli-
quer, une approche consiste doncà trouver pour toutes les instancesà ŕesoudre une combinaison
fixe d’algorithmes candidats.
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Une telle approche áet́e sugǵeŕee dans [Sayag et al. 2006] avec le problème de partage de
ressources (RSSP). L’hypothèse de base ici est proche de l’idée du voisinage d’instances intro-
duite au chapitre 3. On admet que le comportement (en temps d’exécution) de n’importe quelle
instancèa ŕesoudre sur les algorithmes candidats est similaireà celui d’une instance du bench-
mark. Ensuite,́etant donńee une instance quelconqueà ŕesoudre, on ne connaı̂t pas a priori
l’instance du benchmark dont elle est proche. Cette hypothèse permet de ramener l’espace des
instances du problème en l’espace fini des instancesI. Le meilleur portfolio d’algorithmes peut
ainsi être recherch́e dans une configuration où l’on a des instances un jeu d’instancesJ ⊆ I
à ŕesoudre sans que l’on ne sache en résolvant une instanceI ∈ J à quelle instance deI elle
correspond. En admettant les ressources et le temps continusur le benchmark des instancesI,
le RSSPpeutêtre d́ecrit comme suit :

Resource Sharing Scheduling Problem (RSSP)

Instance : Un ensemble fini d’instancesI = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, des côutsC(Ai, Ij) ∈ R+ pour chaqueIj ∈ I, Ai ∈ H, un nombre ŕeel
T ∈ R+.

Question : Existe t’il un vecteurS = (S1, . . . , Sk) avecSi ∈ [0, 1] et
∑k

i=1 Si ≤ 1 tel que
∑n

j=1 min
1≤i≤k

{

C(Ai,Ij)

Si
|Si > 0

}

≤ T ?

Dans cette formulation, on doit affecter une fractionSi des ressources̀a chaque algorithme
Ai. On suppose que pour chaque instanceIj et algorithmeAi la valeurC(Ai,Ij)

Si
donne le temps

d’exécution deIj surAi lorsqu’il est ex́ecut́e avec une fraction deSi ressources. Ceci signifie
que la performance d’un algorithme est proportionnelle au nombre de ressources dont il dis-
pose, ce qui est parfois observé sur des algorithmes parallèles.Étant donńee une instancèa
résoudre, on ex́ecute tous les algorithmesAi sur elle jusqu’̀a ce qu’un des algorithmes termine

son ex́ecution. Aussi, le temps d’exécution de cette instances estmin
{

C(Ai,Ij)

Si
|Si > 0

}

.

La redondance des calculs nécessaires̀a la ŕesolution d’une instance dans leRSSPpeut être
perçue comme un handicap. Néanmoins, nous remarquons que lorsque les différences de per-
formance entre algorithmes sont importantes, cette redondance peut̂etre infime en comparaison
d’un mauvais choix d’algorithmes.

Dans leRSSP, l’hypothèse de la connaissance des informations extractibles sur les ins-
tances n’est pas prise en compte. L’un de ses principaux défauts duRSSPest le partage en
fraction non entìeres des ressources. Considérons par exemple un contexte parallèle et distribúe
àm ressources. Ici, les ressources peuvent idéalement̂etre prises comméetant les processeurs.
Implémenter dans un tel contexte certains partages continus de ressources peut s’avérer diffi-
cile. Une approche pour cela peut consisterà attribuer dans l’ex́ecution un m̂eme processeurà
plusieurs algorithmes. Seulement, il devient alors difficile d’avoir une fonction de côut pŕecise
dès lors que des exécutions concurrentes d’algorithmes sur un même processeur entraı̂neront
des d́efauts de caches et des ordonnancements de calculs difficilement pŕevisibles.

Une autre formulation similaire auRSSPa ét́e propośee dans [Sayag et al. 2006] puis
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FIG. 4.1 – Exemple d’ex́ecution concurrente de trois algorithmes sur trois instances avec un
mod̀ele de partage de ressources. Ici,S1 = 1

4
, S2 = 1

2
et S3 = 1

4
. On a ici trois instances

résolues conśecutivement. A la datet1, I1 est ŕesolu parA1 ; A la datet2, I2 est ŕesolu parA2 et
à la datet3, I3 est ŕesolu parA3. Les zones hachurées repŕesentent les portions de calcul qui ne
seront pas utiliśes dans la ŕesolution des instances.

dans [Streeter et al. 2007]. Nous allons la présenter dans la suite.

4.2.2 Le probl̀eme de partage du temps

Le probl̀eme de partage de temps entre algorithmes (TSSP) exploite l’idée de l’ex́ecution
concurrente des algorithmes dans le temps. Dans cette formulation, on suppose que les algo-
rithmes sont interruptibles et que le temps est discrétiśe en unit́es de tailleδt. Les algorithmes
sont combińes en utilisant le mod̀ele du portfolio par partage de temps. En admettant que
l’exécution d’un algorithme sur une instance peut prendre au plusB unités de temps, un portfo-
lio d’algorithmes par partage de temps se définit comme une fonctionσ : {1, . . . , kB} −→ A.
Avec une telle fonction, si l’on commence l’exécution d’une instancèa la datet0. Alors entre
les datest0 + (α − 1)δt et t0 + αδt l’on exécute l’algorithmeσ(α).

Le côut de ŕesolution d’une instance sur un portfolio d’algorithmes par partage de temps
est d́etermińe comme suit :́Etant donńe un portfolio par partage de tempsσ, soit C(Ai, Ij) le
temps ńecessairèa la ŕesolution de l’instanceIj sur l’algorithmeAi (on ne prend pas en compte
le paralĺelisme) etC(σ, Ij) le temps de ŕesolution de l’instanceIj avec le portfolioσ. C(σ, Ij)
se d́efinit comme la plus petite datet telle que pour un algorithmeAi, C(Ai, Ij) = |{t1 < t :
σ(t1) = Ai}|. A partir de cette d́efinition, le probl̀eme du partage de temps entre algorithmes
peutêtre d́ecrit comme suit :

Task Switching Scheduling Problem (TSSP)

Instance : Un ensemble fini d’instancesI = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, des côutsC(Ai, Ij) ∈ R+ pour chaqueIj ∈ I, Ai ∈ H, un nombre ŕeel
T ∈ R+.

Question : Existe t’il une applicationσ : {1, . . . , kB} −→ A, telle que
∑n

j=1 C(σ, Ij) ≤
T ?
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Le probl̀eme du partage de temps entre algorithmes est similaire auRSSP. On n’a pas ici le
probl̀eme de partage en fraction des ressources mais on admet l’interruptibilité des algorithmes.
Malgré tout, il reste toujours difficile d’avoir une fonction de coût pŕecise. En effet, les interrup-
tions et les red́emarrages d’algorithmes entraı̂neront dans plusieurs cas des défauts de cache et
des sauvegardes et des chargements de contexte qu’il est difficile d’évaluer. Aussi en pratique,
étant donńee une instanceI, l’estimation de la duŕee de sa ŕesolutionC(σ, I) sur un portfolioσ
peutêtre tr̀es mauvaise. Dans la définition du temps de résolution d’une instance dans le partage
de temps, il faut donc introduire le surcoût nécessaire au changement de contexte.
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FIG. 4.2 – Exemple d’ex́ecution concurrente de trois algorithmes sur trois instances avec un
mod̀ele de partage de temps. On exécute ici successivementA1 puisA2 et A3. A la datet1, I1

est ŕesolu parA1 ; A la datet2, I2 est ŕesolu parA2 et à la datet3, I3 est ŕesolu parA3. La
zone hachuŕee repŕesente les ex́ecutions qui ne permettent pas de résoudre en fin de compte
l’instance en cours. Les zones hachurées repŕesentent les calculs qui ne serviront pas en fin de
compte dans la résolution d’une instance.

Les mod̀eles propośes dans [Sayag et al. 2006, Streeter et al. 2007] sont intéressants pour
définir une strat́egie de combinaison d’algorithmes qui n’extraie aucune information sur l’ins-
tanceà ŕesoudre. Ils proposent toutefois des fonctions de coûts qui ne sont pas toujours faciles
à obtenir en pratique. Dans le cas duTSSP, il faut en particulier introduire les surcoûts liés
au changement de contexte. Ce surcoût est d́ependant du ḿecanisme que l’on adopte pour la
sauvegarde et la reprise du contexte d’exécution et donc difficilèa estimer sans implantation
algorithmique. Nous allons dans la suite considérer uniquement le modèle de partage de res-
sources (RSSP). Pour rendre leRSSPplus ŕealiste, il faut en particulieŕeviter des partages en
fraction non entìeres de ressources. Nous allons dans la suite proposer une adaptation duRSSP
et permettant de prendre plus en compte les spécificités de l’environnement d’exécution des
algorithmes.

4.3 Le problème de partage discret des ressources

Dans cette section, nous proposons une version discrète duRSSPque nous notonsdRSSP.
Nous analysons ensuite sa complexité.
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4.3.1 D́efinition

le dRSSPest une adaptation duRSSPdans laquelle on suppose que l’on est dans un contexte
parall̀ele avec des ressources identiques et discrètes. Le côut d’exécution d’un algorithme est
défini en prenant en compte le nombre de ressources sur lequel il est ex́ecut́e. Formellement, ce
probl̀eme peut̂etre d́efini comme suit :

discrete Resource Sharing Scheduling Problem (dRSSP)

Instance : Un ensemble fini d’instancesI = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, un ensemble dem ressources identiques, des coûtsC(Ai, Ij, p) ∈ R+ pour
chaqueIj ∈ I, Ai ∈ A etp ∈ {1, . . . ,m}, un nombre ŕeel positifT .

Question :Existe t’il un vecteurS = (S1, . . . , Sk) avecSi ∈ {0, . . . ,m} and0 <
∑k

i=1 Si ≤
m tel que

∑n

j=1 min
1≤i≤k

{C(Ai, Ij, Si)|Si > 0} ≤ T ?

Le dRSSPsuppose que les coûts d’ex́ecution sont d́efinis pour chaque algorithme, instances
et nombre de ressources. On peut par ailleurs envisager une extension de d́efinition en contexte
hét́erog̀ene en d́efinissant le côut d’exécution en fonction du sous ensemble des ressources
consid́eŕees. Dans la suite, sauf mention contraire, nous posonsC(Ai, Ij) = C(Ai, Ij,m).

Dans un contexte parallèle, il est logique de supposer que les coûts d’ex́ecution d́ecroissent
lorsque la quantit́e de ressources affectées aux algorithmes est importante. Dans la suite, nous
allons continuer avec une version restreinte dudRSSP(le l-dRSSP) dans laquelle nous ajoutons
une hypoth̀ese de lińearit́e. Cette hypoth̀ese indique que les coût d’exécutions ex́ecution sont
proportionnels au nombre de ressources utilisées (C(Ai, Ij, p) =

C(Ai,Ij ,m)m

p
). Cette hypoth̀ese

est en particulier justifíee sur les algorithmes parallèles qui sont efficaces.

Afin de cerner la diff́erence entre lel-dRSSPet leRSSPnous consid́erons l’exemple suivant.

Exemple 4.3.1.On consid̀ere un partage de ressourcesà définir sur2 ressources avec2 algorithmes(A1,
A2) et 2 instances (I1, I2). On suppose que la matrice des coûts sur l’ensemble des ressources
est la suivante :

C(.) I1 I2

A1 2 10
A2 10 1

TAB . 4.1 – Matrice des côuts d’ex́ecution

Pour d́eduire la solution optimale avec leRSSP, une fractionx d’une ressource doit̂etre
allouée de sortèa minimiser :min

(

2
x
, 10

1−x

)

+ min
(

10
x
, 1

1−x

)

. Le minimum est obtenu pour

x = 2−
√

2. Ainsi, la solution optimale avec leRSSPconsistèa donner2(2−
√

2) ressources̀a
A1 et 2(

√
2 − 1) ressources̀a A2. Cette solution nous conduità un côut total de ŕesolution des

instances de5.8284. La solution optimale avec lel-dRSSPconsistèa donner une ressourceàA1
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et une autrèaA2. Cette solution conduit̀a un côut total de ŕesolution de6. Ce ŕesultat peut̂etre
géńeraliśe comme suit :

Propri éte 4.3.1.Le temps moyen de résolution des instancesI avec lel-dRSSPest suṕerieur
ou égalà celui pris pour leRSSP

La propríet́e 4.3.1 est facilèa d́eduire car toute solution valide pour lel-dRSSPl’est aussi
pour leRSSPsans que la ŕeciproque ne soit vraie. Dans la suite, nousétudions la complexité du
l-dRSSP.

4.3.2 Complexit́e

Théorème 4.3.1.l-dRSSPest NP-Complet.

Démonstration.Il est facile de v́erifier que ce problème est dans NP. Supposons qu’un vec-
teur S = (S1, . . . , Sk) soit une solution candidatèa une instance dul-dRSSPavecm res-
sources etk algorithmes. On peut v́erifier enO(nk) queS vérifie toutes les conditions d’une
solution au probl̀eme en proćedant comme suit : pour chaque instanceIj on trouve la valeur
vj = min

1≤i≤k
{C(Ai,Ij)

Si
|Si > 0}. Ceci peut̂etre fait enO(k). Pour lesn instances on peut déterminer

la somme desvj, j = 1, . . . , n enO(nk).

Nous allons proćeder par une réduction au problème de couverture d’ensembles (unweigh-
ted set cover [Hochbaum 1997]) pour montrer que lel-dRSSPest NP complet.

Le probl̀eme de couverture d’ensembles est le suivant :Étant donńe une valeurm et les
ensembles finisU = {u1, . . . , un}, F = {F1, . . . , Fk} avec

⋃k

i=1 Fi = U , trouver un sous
ensemble deF c ⊆ F tel que

⋃

Fi∈F c = U et |F c| ≤ m . Pour le ŕesoudre, nous allons utiliser le
l-dRSSPcomme suit :
On construit une instance dul-dRSSPavecm ressources̀a partager òuI = {I1, . . . , In}, tel que
chaqueIj ∈ I correspond̀auj ∈ U , A = {A1, . . . , Ak} avecAi qui correspond̀aFi. On fixe

C(Ai, Ij,m) =

{

α > 0 si uj ∈ Fi

nmα + 1 sinon.
etT = nmα. On ŕesout ce problème et si l’on obtient une solution, on prend l’ensembleF c =
{Fi t.q.Si 6= 0} comme solution au problème de couverture d’ensembles. Le caséch́eant, on
répond que la couverture est impossible

La réduction propośee est bien polynomiale. Par ailleurs, l’ensembleF c est de taille au plus
m étant donńe que nous avonsm ressources. Cet ensemble est aussi une couverture d’ensembles
car s’il existait uńelémentuj tel qu’aucun ensembleF c ne le contienne, le côut du probl̀eme de
l-dRSSPassocíe serait au moinsnmα + 1 à cause du temps d’exécution deIj dans la solution
obtenue.
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Réciproquement, s’il existe une couverture d’ensembleF c de taille au plusm, alors le vec-

teurS = (S1, . . . , Sk) où ∀i, 1 ≤ i ≤ k Si =

{

1 si Fi ∈ F c

0 sinon.
est une solution au problème

du l-dRSSPdécrit plus haut. En effet, chaque instanceIj aurait un algorithme avec un coût
d’exécutionα assocíe à qui une ressource serait associée, cela conduit̀a un côut d’exécution
total denmα. ❏

Corollaire 4.3.1. dRSSPest NP complet

Les ŕesultats ci dessus montrent qu’à moins queP = NP , on ne peut pas trouver d’algo-
rithmes qui en temps polynomial donne une solution aul-dRSSP.

Dans la d́emonstration pŕećedente, l’on peut noter que la NP complétude est obtenue parce
que nous avonśeventuellement plus d’algorithmes candidats que de ressources (k > m). Si nous
avons en effet plus de ressources que d’algorithmes, le problème de couverture d’ensembles
n’est pas difficile. En pratique dans un contexte parallèle et distribúe, l’on peut supposer que
l’on aura en ǵeńeral plus de ressources que d’algorithmes. Il est donc intéressant de savoir si
dans ce cas lel-dRSSPreste difficile.

Théorème 4.3.2.l-dRSSPest NP-Complet m̂eme lorsque l’on a plus de ressources que d’algo-
rithmes.

Démonstration.Nous allons exploiter la réduction pŕećedente ici. L’id́ee ici est d’introduire
une instance et un algorithme virtuels de sorte que l’on ne puisse atteindre la borne fixée sur le
l-dRSSPque si l’on ne donne suffisamment des ressourcesà l’algorithme virtuel afin d’obtenir
un l-dRSSP̀a ŕesoudre avec plus d’algorithmes que de ressources sur les instances et ressources
restantes.

On consid̀ere un probl̀eme de couverture d’ensembles donné par : une valeurm ≥ 1 et les
ensembles finisU = {u1, . . . , un}, F = {F1, . . . , Fk} avec

⋃k

i=1 Fi = U , tel que l’on cherche
un sous ensemble deF c ⊆ F avec

⋃

Fi∈F c = U et |F c| ≤ m. Nous proćedons comme suit pour
le résoudre :
Nous construisons une instance dul−dRSSP avecm ressources̀a partager òuI = {I1, . . . , In+1},
tel que chaqueIj, j ≤ n correspond̀auj ∈ U , A = {A1, . . . , Ak+1} avecAi, i ≤ k qui corres-
pondàFi. On fixe

C(Ai, Ij, (k + 1)m) =











α > 0 si (i ≤ k, j ≤ n etuj ∈ Fi

kγ si(i = k + 1 et j = n + 1)

T + 1 sinon.

Ici, T = γ(k + 1) + nm(k + 1)α etγ = nmα(km − 1) + 1.

On ŕesout ce problème en supposant que l’on a(k+1)m ressources et si l’on obtient une so-
lution, on prend l’ensembleF c = {Fi t.q.Si 6= 0} comme solution au problème de couverture
d’ensembles. Le caśech́eant, on ŕepond que la couverture est impossible.
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On peut noter que dans cette réduction, le nombre d’algorithmes candidats(k + 1) est plus
petit que le nombre de ressources(k + 1)m. Nous avons choisiγ tel que si l’on affecte moins
dekm ressources̀a Ak+1, alors il ne serait pas possible d’avoir une solution aul-dRSSPayant
un côut inférieur ouégalà T car alors, le côut d’exécution deIn+1 surAk+1 serait plus grand
que T 1. Aussi, toute solution au problème que nous avons défini donne une solution aul-
dRSSPavec les instancesI1, . . . , In et algorithmesA1, . . . , Ak sur au plusm ressources ; Or,
ceci correspond̀a une solution au problème de couverture d’ensembles.

Nous avons choisi ici(k + 1)m ressources juste pour illustrer un nombre de ressources
suṕerieurà un nombre d’algorithmes. On peut obtenir toutefois une preuve similaire en utilisant
tout nombre de ressources plus grand quek. ❏

La NP compĺetude dul-dRSSPest établie m̂eme lorsque l’on a plus de ressources que
d’algorithmes. Dans la suite, nous allons proposer des algorithmes permettant de résoudre le
l-dRSSP. Nous allons nous intéresser̀a des approches exactes et heuristiques avec garanties.
Nous commençons par les approches exactes

4.4 Résolution exacte dul-dRSSP

Une solution aul-dRSSPest un vecteurS = (S1, . . . , Sk) avec
∑k

i=1 Si ≤ m où m est le
nombre de ressources etk le nombre d’algorithmes. D̀es lors, une approche naive de résolution
du l-dRSSPconsistèa consid́erer toutes les allocationsSq avec0 ≤ Sq

i ≤ m. Parmi ces allo-
cations, on śelectionne le sous ensemble dans lequel chaque allocationq vérifie

∑k

i=1 Sq
i ≤ m.

Pour ce sous ensemble, on calcule le coût moyen de ŕesolution des instances. L’allocation
conduisant au plus petit coût moyen de ŕesolution est alors choisie comme solution. Il est fa-
cile de v́erifier que cette approche donne une solution exacte aul-dRSSPapr̀es un parcours de
(m+1)k allocations. Toutefois, l’on peut remarquer que l’on géǹere ici des allocations invalides
(celles pour lesquelles on a plus dem ressources affectées aux processeurs) que l’onélimine
par la suite. Dans la suite, nous allons proposer un algorithme qui ne ǵeǹere aucune allocation
invalide.

4.4.1 Algorithme

Consid́erons un vecteurS = (S1, . . . , Sk). Nous proćedons ici en donnant différentes va-
leurs auxSi. Afin de ne ǵeńerer que des allocations valides, nous allons géńerer chaque alloca-
tion S en affectant successivement des valeurs (correspondantà des ressources)à S1, S2, . . . ..
jusqu’̀a ce que l’on n’ait plus de ressourcesà allouer (auquel cas le reste des allocations est
défini commeétant nul ou que l’on n’ait atteintSk). Lorsque nous allouons une ressourceà

1 Les d́etails sur le choix deγ etT sont donńes en annexe pour une meilleure présentation de la preuve.
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Si, nous prenons en compte la quantité de ressources déjà alloúeeà S1, . . . , Si−1. Nous utili-
sons pour cela deux variablesindex etsum. La variableindex nous indique l’allocationSindex

que nous voulons d́efinir alors que la variablesum nous donne le nombre de ressources que
nous avons d́ejà utilisés. Nous utilisons aussi une variablemelCout qui nous donne le meilleur
coût obtenúetant donńe une allocation. Le principe ci dessus est implément́e dans l’algorithme
ParcoursdRSSPque nous pŕesentons ci dessous.

Algorithm 1 ParcoursdRSSP(S, index, sum, melCout, Sol)
1: if index = k then
2: Sk = m − sum {Pour le dernier algorithme, on donne le nombre de ressourcesqui

reste}
3: Cout = Cout Portfolio(S) {On calcule le côut du portfolio induit par l’allocation

S et on sauvegarde cela dansCout}.
4: if Cout < melCout then
5: melCout = Cout
6: for j = 1 to k do
7: Soli = Si

8: end for
9: end if

10: else
11: if sum < m then
12: for j = 0 to m − sum do
13: Sindex = j {Si toutes les ressources ne sont pas allouées (sum < m), on

teste toutes les allocations possibles pour l’algorithmeindex puis on passe
aux allocations possibles pourindex + 1}

14: ParcoursdRSSP(S, index + 1, sum + j, melCout, Sol)
15: end for
16: else{ Toutes les ressources sont allouées, on avanceindex pour calculer le côut de

l’allocation}
17: for j = index to k − 1 do
18: Sj = 0
19: end for
20: ParcoursdRSSP(S, k, sum, melCout, Sol)
21: end if
22: end if

DansParcoursdRSSP, on proc̀ede ŕecursivement pour parcourir toutes les allocations pos-
sibles de ressources. A la fin du parcours, la variableSol contient l’allocation qui conduit
au plus petit temps d’exécution. L’algorithme doit̂etre lanće initialement avec les valeurs de
index, sum qui sont nulles etmelCout = +∞.

On peut facilement́etablir queParcoursdRSSP, ne ǵeǹere que des allocations valides. Pour
unk fixé,ParcoursdRSSPdonne une solution en temps pseudo polynomial aul-dRSSP. Cette
solution toutefois sera coûteuse en temps sik est tr̀es grand. Dans la suite, nous allons nous
intéresser̀a la construction des heuristiques efficaces avec un compromis raisonnable entre le
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temps d’ex́ecution et la qualit́e de la solution obtenue sur lel-dRSSP.

4.5 Heuristiques de ŕesolution du l-dRSSP

Dans cette partie, nous nous intéressons̀a la construction d’heuristiques pour lel-dRSSP.
Nous ciblons en particulier les heuristiques garanties. Nous commençons par présenter un
résultat sur l’inapproximabilit́e ǵeńerale dul-dRSSP. Nous d́efinissons ensuite une borne inférieure
pour analyser les heuristiques sur lel-dRSSPpuis nous proposons dans une version restreinte
du probl̀eme plusieurs heuristiques.

4.5.1 Inapproximabilit é du l-dRSSP

Proposition 4.5.1.Le l-dRSSPne peut paŝetre approxiḿe en facteur constant et temps poly-
nomial siP 6= NP .

Démonstration.Ce ŕesultat peut facilement̂etre obtenu pargap reductionen exploitant la
preuve de NP complétude [Garey et al. 1979]. Dans cette réduction, l’on substitue :

C(Ai, Ij,m) =

{

α > 0 si uj ∈ Fi

nmα + 1 sinon.
etT = nmα.

par

C(Ai, Ij,m) =

{

α > 0 si uj ∈ Fi

λ(nmα) + 1 sinon.
etT = nmα.

Si l’on obtient une solution aul-dRSSPde côut ≤ λT alors il est certain que le sous ensemble
d’algorithmes ayant au moins une ressource garantit que pour toute instanceIj,∃Ai|Si ≥
1 etC(Ai, Ij,m) = α. Une telle solution donne donc une couverture d’ensembles. ❏

Ce ŕesultat montre que dans le cas géńeral, l’on ne peut pas approximer en facteur constant
le l-dRSSP. Toutefois, il faut noter qu’il est inspiré de la preuve de NP complétude qui consid̀ere
en particulier lel-dRSSPquand on a plus d’algorithmes que de ressources. On peut doncesṕerer
que quand on a plus de ressources que d’algorithmes (k < m), il est possible de trouver un
algorithme d’approximation aul-dRSSP. En outre, cette hypothèse est raisonnable en pratique.
Nous allons dans la suite considérer uniquement ce cas.
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4.5.2 Bornes inf́erieures

Afin de pouvoir approximer lel-dRSSPdans le cas restreint, nous allons utiliser une borne
inférieure sur le côut total que l’on peut esṕerer dans une solution. Une approche envisageable
pour une borne inf́erieure consistèa prendre la solution optimale duRSSPdans le cask < m.
Ce ŕesultat peut facilement déduit de la propríet́e 4.3.1. Le choix d’une telle borne peut aussi
être motiv́e par la construction des algorithmes d’approximation pourles probl̀emes NP com-
plet à partir de la relaxation d’un programme linéaire en nombre entiers [Hochbaum 1997]. On
consid̀ere ici leRSSPcommeétant la versionrelaxéedu l-dRSSP.
Consid́erer leRSSPcomme borne inf́erieure n’est toutefois pas adéquat. En effet, il est diffi-
cile de ŕesoudre leRSSPpar programmation lińeaire car dans [Sayag et al. 2006], les auteurs
montrent que ce problème est NP complet. La meilleure solution connue pour leRSSṔetant en
O(nk), on aurait un algorithme en temps pseudo polynomial au plus enarrondissant cette solu-
tion. On peut toujours penser construire une solution aul-dRSSP̀a partir d’une approximation
duRSSPaveck < m. Dans ce dernier cas, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.5.2.SoitC1 le côut de traitement des instances avec lel-RSSPetC2 celui obtenu
avec ledRSSP. On peut avoir un jeu d’instances tel queC1

C2
≤ m

m−k+1
+ o aveco ≪ 1

Démonstration.Ce ŕesultat est obtenu dans le cas où l’on an instances avecn > k. Et les côuts
sont tels que :

C(Ai, Ij,m) =











ǫ si i = j et j < k ,

γ si i = 1 et j ≥ k

B sinon.

avecB qui est une tr̀es grande valeur etǫ ≪ γ ≪ nmγ ≪ B. En choisissantn et B suffi-
samment grand, l’on peut avoir une configuration où la solution donńee parRSSPdonnem− x
ressources̀a A1 et partage lesx < 1 ressources restantes auxk − 1 algorithmes restants. La
solution par contre dul-dRSSPdonne au moins une ressourceà tout le monde car la valeur de
B est tr̀es grande etm − k − 1 ressources̀a A1. Avec ces donńees, le côut total donńe par la
solution dul-dRSSPestC1 = ((n−k +1)γ m

m−k−1
+m(k−1)ǫ. Le côut duRSSPen ńegligeant

le côut de traitement des instancesI1, . . . , Ik−1 (carǫ est tr̀es petit) estC2 ≤ (n − k + 1)γ m
m−x

.

C1

C2

≤ m−x
m−k+1

+ (m−x)(k−1)ǫ
γ(n−k+1)

.

∽
m−1

m−k+1

❏

En prenantm = k, ce ŕesultat sugg̀ere qu’̀a partir d’uneα approximation auRSSP, il sera
difficile de construire une approximation meilleure quekα du l-dRSSPen prenant comme borne
inférieure la solution optimale auRSSP. Dans la suite, nous allons utiliser une borne inférieure
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plus simplèa manipuler et qui nous permet d’avoir des approximations tout aussi bonnes qu’en
se basant sur leRSSP.

En supposant quepmax est le plus grand nombre de processeurs affecté à un algorithme
dans la solution optimale, nous proposons alors d’utilisercomme borne inf́erieure, la valeur
Lb = m

pmax

∑n

j=1 min
i
{C(Ai, Ij,m)}.

L’id ée dans cette borne inférieure est d’approcher le temps de résolution de chaque instance par
le plus petit temps possible que l’on peut obtenir dans la solution optimale. On peut facilement
éliminerpmax dans cette formule carpmax ≤ m. Nous allons toutefois garder cela pour donner
une id́ee plus pŕecise des approximations que nous obtiendrons.
La borneLb est facilement atteignable dans l’exemple suivant :

Exemple 4.5.1.On consid̀ere une instancel-dRSSPcontenantk instancesI1, . . . , Ik dans la-
quelle on a les côuts de ŕesolution :

C(Ai, Ij,m) =

{

ǫ si j = i

B sinon.

B ici est tel quemkǫ < B.

Avec les donńees de l’exemple 4.5.1, il faut donner une ressourceà tous les algorithmes
dans la solution optimale ce qui correspondà la borne inf́erieure.
Dans la suite, nous verrons comment construire des algorithmes d’approximation avecLb
comme borne inf́erieure. Nous adopterons les notations suivantes :

– Pour chaque instanceIj, C∗(Ij) = min
i
{C(Ai, Ij,m)}.

– A∗ = {Ai ∈ A ssi∃j |C∗(Ij) = min
i
{C(Ai, Ij,m)}.

4.5.3 Algorithmes par classification-optimisation

Une des difficult́es dans la ŕesolution dul-dRSSPvient du fait que l’on ne connaı̂t pas dans
la solution optimaléetant donńee une instance quelconque, l’algorithme candidat qui sur celui
ci aura le plus petit côut de ŕesolution. Si l’on connaissait cela pour toute instance, ilserait
beaucoup plus simple de trouver la répartition des ressourcesà oṕerer. Suivant cette logique
la résolution dul-dRSSPpeutêtre abord́ee par une approche dite de classification-optimisation
qui proc̀ede en parcourant des affectations possibles d’instances aux algorithmes pour lesquelles
ont d́etermine ensuite la répartition des ressources correspondantes. Plusieurs approches ont́et́e
propośes suivant cette logique.

Dans [Sayag et al. 2006], une solution exacte basée sur le parcours de toutes les affectations
instances-algorithmes possibles aét́e propośee pour leRSSP. Cette solution est ńeanmoins
exponentielle. Une autre solution cette fois heuristique que l’on pourrait appliquer dans notre
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cas aét́e propośee dans [Petrik and Zilberstein 2006]. Cette solution est basée sur un mod̀ele
prédicteur-correcteur pour parcourir les différentes allocations possibles. Initialement, on considère
une affectation d’instances aux algorithmes. Celle-ci est cenśee indiquer pour chaque instance
quel est l’algorithme qui le résout en le plus petit temps d’exécution. Suivant cette affectation,
on d́eduit la ŕepartition des ressources permettant de minimiser le tempsd’exécution total des
instances. On obtient alors une répartition des ressources. Dans celle-ci, on vérifie si le plus petit
temps de ŕesolution des instances est donnée suit la pŕediction que l’on s’est faite initialement.
Si tel n’est pas le cas, on reconsidère la nouvelle pŕediction des instances et on itèreà nouveau.
Sinon on s’arr̂ete. En fonction de l’affectation initiale que l’on a faite,ce proćed́e peut ou pas
converger. Ńeanmoins, m̂eme lorsqu’il converge, il n’est pas certain que l’on ne tombera pas
sur un minimum local.

Les approches par classification-optimisation sont limitées par le nombre d’affectations
instances-algorithmes que l’on peut avoir (≤ kn). Faceà cette difficult́e on pourrait juste se
réduireà une liste d’affectations que l’on jugerait pertinente. Enparticulier, l’affectation qui
donneà tout algorithme les instances sur lesquelles il est le meilleur est int́eressante. Ceci nous
permet de d́efinir l’algorithme de l’allocation proportionnelle qui procède comme suit :

PA (Proportional Allocation)

1. Étant donńe un benchmark d’instancesI et un ensemble d’algorithmesA, on d́etermine
pour chaque algorithmeAi le sous ensembleσi ⊆ I des instances sur lesquellesAi a le
plus petit temps de résolution.

2. On construit le sous ensemble d’algorithmesA∗ ⊆ A tel queAi ∈ A∗ si σi 6= ∅

3. A chaque algorithme candidatAi ∈ A∗, on affecteSi = ⌊ m.wi
Pk

i=1
wi
⌋ ressources òu wi =

∑

Ij∈σi

C(Ai, Ij,m)

4. On partagéequitablement lesm − ∑k

i=1⌊ m.wi
Pk

i=1
wi
⌋ ressources restantes aux algorithmes

A∗ en donnant la priorit́e à ceux ayant d́ejà le moins de ressources affectées.

On peut facilement́etablir que cet algorithme est enO(nk). L’allocation proportionnelle
attribue les ressources aux algorithmes proportionnellement au temps d’ex́ecution des instances
sur lesquels ceux ci sont les meilleurs. Dans le pire des cas,on peut facilement́etablir qu’elle
va produire une solutionm-approch́ee de la solution optimale. Cette situation est observable
lorsque dans l’allocation proportionnelle on a un algorithme Ai ayant un poidswi très faible
en comparaison de celui des autres (de sorte que dansPA on ne lui affecte qu’une ressource)
mais qui dans la solution optimale a toutes les ressources. Ceci arrive en particulier si le temps
d’exécution du dit algorithme sur chaque instance està chaque fois ĺeg̀erement suṕerieur au
temps d’ex́ecution du meilleur algorithme. Ce résultat ŕevèle une faiblesse de l’allocation pro-
portionnelle. Celle-ci est d’autant plus importante que l’on peutétablir que n’importe quelle
allocation d’au moins une ressources aux algorithmesA∗ donne une solutionm-approch́ee pour
l-dRSSP. Dans la suite, nous allons considérer une autre forme d’allocation de ressources aux
algorithmes.
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4.5.4 Algorithmes de l’allocation moyenne

La non connaissance de la bonne affectation instances-algorithmes rend difficile la construc-
tion d’une solution efficace pourl-dRSSP. Étant donńee une ŕepartition des ressources quel-
conque, on peut toutefois faire l’observation suivante :

Propri éte 4.5.1.Étant donńe une solution aul-dRSSPde côut totalC. On a C
Lb

≤ pmax

qmin
où qmin

est le plus petit nombre de ressources alloué à un algorithmeAi ∈ A∗ dans la solution de côut
C.

Démonstration.Étant donńe une instanceIj dans la solution son temps d’exécution estC(Ij) ≤
m

qmin
C∗(Ij). Aussi,

C

Lb
≤ ( m

qmin
)

Pn
j=1

C∗(Ij)

( m
pmax

)
Pn

j=1
C∗(Ij)

≤ pmax

qmin

❏

Ce ŕesultat nous indique donc que le plus petit nombre de ressources alloúes aux algo-
rithmes dansA∗ est d́eterminant pour avoir une bonne approximation aul-dRSSPavec la borne
inférieureLb. Ceci nous am̀eneà proposer une stratégie dans laquelle les différents algorithmes
ont pratiquement le m̂eme nombre de ressources. Cela est fait dans l’algorithme de l’allocation
moyenne ditMean Allocation(MA ). Nous supposons ici queu = |A∗| etA1, . . . , Au ∈ A∗

Algorithm 2 MA (S)
1: q = m div k
2: r = m − k ∗ q
3: for i = 1 to u do
4: Si = q
5: end for
6: for i = 1 to r do
7: Si = Si + 1
8: end for

Proposition 4.5.3.MA est une(2u − 1).pmax

m
approximation pourl-dRSSPenO(k)

Démonstration.Nous allouons dansMA au moinsq, (m = qu + r) ressources̀a chaque algo-
rithme (et donc aussìa celui qui ŕesoutI sur toutes les ressources avec le coût C∗(I)). Aussi,
dansMA chaque instanceI est ŕesolue en un temps deC(I) ≤ m

q
C∗(I) ≤ (u + r

q
)C∗(I).

Étant donńe quer est au pluśegal à u − 1 et q est au moinśegal à 1, nous avons :C(I) ≤
(2u − 1)C∗(I). Aussi

∑n

j=1 C(Ij)

Lb
≤ (2u−1)

Pn
j=1

C∗(Ij)

( m
pmax

)
Pn

j=1
C∗(Ij)

≤ (2u − 1).pmax

m

❏
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Ce ŕesultat montre que la qualité deMA dépend de la cardinalité deA∗.

L’allocation moyenne est une solution garantie pour résoudrel-dRSSP. La cardinalit́e du
nombre d’algorithmes̀a qui l’on affecte des ressources (A∗) détermine sa qualité. Lorsque dans
le jeu d’instances, on a plusieurs algorithmes candidats ayant une instance sur laquelle, ils ont
le plus petit temps de résolution, l’allocation moyenne peut se révéler côuteuse inutilement. En
particulier, consid́erons l’exemple qui suit :

Exemple 4.5.2.Nous avons trois algorithmes candidatsà déployer sur6 ressources. La matrice
des côuts de ŕesolution de ces algorithmes est donnée ci dessous :

C(.) I1 I2 I3

A1 100 100 4
A2 2 3 100
A3 4 1 100

TAB . 4.2 – Côut d’exécution

En appliquant le proćed́e de śelection de l’allocation moyenne ici, on est obligé d’affecter
deux ressources̀a tous les algorithmes. Ceci nous conduità un côut total de ŕesolution des ins-
tances de21. Néanmoins, si l’on avait śelectionńe uniquement deux algorithmes (par exemple
A1 et A2), on aurait eu un côut total de18. Cet exemple nous am̀eneà modifier le proćed́e de
sélection dans l’allocation moyenne pour prendre en compte de telles situations. Ceci est d’au-
tant plus important que le nombre important d’algorithmes candidats devait plutôt contribuer̀a
améliorer la qualit́e du portfolio d’algorithmes.

4.5.5 Ŕeduction du nombre d’algorithmes dans l’allocation moyenne

Dans l’algorithmeMA , nous avons śelectionńe un sous ensemble d’algorithmes auxquels
nous affectons des ressources. Avec cette sélection, nouśeliminons des affections de ressources
qu’il est difficile de prendre en compte dans la borne supérieure deMA . La śelection des al-
gorithmes auxquels l’on affecte des ressources peutêtre ǵeńeraliśee en fixant un seuil∆ et en
red́efinissantA∗ commeétant le plus petit sous ensemble d’algorithmesA∆ ⊆ A∗ tel que si un
algorithmeAi ∈ A∆ alors il existe une instanceIj tel queC(Ai, Ij,m) = C∗(Ij) + ∆. Une
approche similaire pour la réduction du nombre d’algorithmes dans l’allocation moyenne aét́e
publiée dans [Ngoko and Trystram 2009b]. Nous avons le résultat suivant sur la détermination
de l’ensembleA∆ :

Proposition 4.5.4. Le probl̀eme de trouver le plus petit sous ensembleA∆ est équivalent au
problème de calcul de la plus petite couverture d’ensembles

Démonstration.On consid̀ere la formulation suivante pour le problème de calcul de la plus
petite couverture d’ensembles :Étant donńes les ensembles finisU = {u1, . . . , un} et F où
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F = {F1, . . . , Fk} et
⋃k

i=1 Fi = U trouver un sous ensembleF c ⊆ F tel que
⋃

Fi∈F c = U et
|F c| est minimal. Dans le problème de calcul du plus petit sous ensembleA∆, il suffit de prendre
I = U , chaque algorithmeAi comme un ensembleFi tel queIj ∈ Fi si Ai peut ŕesoudreIj en
un temps au pluśegalàC∗(Ij) + ∆. ❏

Corollaire 4.5.1. On peut calculer en temps polynomial une0.72.ln(n) approximationA∆ du
sous ensemble optimal.

Ce ŕesultat est́evident en utilisant l’algorithme glouton du problème de calcul de la plus
petite couverture d’ensembles [Feige 1998].
En utilisant le sous ensembleA∆, nous pouvons lui partager les ressources comme dans l’algo-
rithmeMA . Nous obtenons alors l’algorithmeMA( ∆). L’int ér̂et dans cet algorithme est que si
la valeur de∆ est bien choisie, la cardinalité deA∆ peutêtre plus petite que celle deA∗.

Proposition 4.5.5.Soitu∆ = A∆, MA(∆) est une(2u∆ − 1).pmax

m
(1+nǫ) approximation pour

l-dRSSPen temps polynomial avecǫ = ∆
Lb

.

Démonstration.La preuve est similairèa celle deMA . Pour chaque instanceIj étant donńe
que chaque algorithme dansA∆ a au moinsq ressources(m = qu∆ + r) alors on aC(Ij) ≤
(2u∆ − 1)(C∗(Ij) + ∆). Aussi,

∑n

j=1 C(Ij)

Lb
≤ (2u∆ − 1).pmax

m
.

Pn
j=1

C∗(Ij)+n∆
Pn

j=1
C∗(Ij)

.

≤ (2u∆ − 1).pmax

m
(1 + nǫ)

❏

Ce ŕesultat montre que siu∆ < u, MA( ∆) peut avoir une meilleure approximation queMA .

Nous avons proposé un ensemble d’algorithmes qui permettent de réduire la taille du sous
ensemble sur lequel on partage des ressources dans l’algorithmeMA . Dans ces algorithmes
un seuil∆ doit être donńe en entŕee pour d́efinir la śelection des algorithmes. La difficulté de
cette approche consisteà choisir judicieusement la valeur de∆ de sortèa garantir une qualité
de solution au moins aussi bonne que celle deMA . Le résultat suivant donne une borne sur le
choix optimal de cette valeur.

Proposition 4.5.6.La valeur de∆ conduisant au plus petit coût d’ex́ecution en moyenne dans
MA(∆) peutêtre choisie en parcourantO(nk) valeurs.

Démonstration.Pour choisir∆, nous remarquons qu’il est inutile d’avoir une valeur∆ telle
qu’aucun des côutsC∗(Ij)+∆ pour chaqueIj ne correspondèa un côut C(Ai, Ij,m) pour tous
lesAi. En effet, pour le problème de couverture d’ensemble, siFi est l’ensemble correspondant
à Ai, une instanceIj appartient̀a Fi si C(Ai, Ij,m) ≤ C∗(Ij) + ∆. Consid́erons une valeur
∆1 tel qu’aucun côut C∗(Ij) + ∆ pour chaqueIj ne correspondèa une valeurC(Ai, Ij) pour
tout Ai. Consid́erons aussi la plus grande valeur∆2 < ∆1 telle qu’il y a une instanceIj et un
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FIG. 4.3 – Illustration du choix de∆. Avec la matrice de côuts, on note qu’en prenant toute
valeur∆ dans[1, 4[, on a le m̂eme ŕesultat qu’en prenant∆ = 1.

algorithmeAi avecC(Ai, Ij) = C∗(Ij) + ∆2. Le probl̀eme de couverture d’ensembles avec∆2

est le m̂eme qu’avec∆1 étant donńe que les ensemblesFi avec∆2 sont les m̂eme qu’avec∆1.

Cette observation nous amèneà ne consid́erer que les valeurs∆ qui correspondent̀a une
diff érenceC(Ai, Ij,m) − C∗(Ij) pour chaqueIj et Ai. Le nombre de telles valeurs estégalà
nk. Aussi, pour trouver la bonne valeur de∆, on peut proćeder en calculant pour lesnk valeurs
de∆ le temps duMA( ∆) correspondant et en sélectionnant celui qui conduit au plus petit temps
de ŕesolution. ❏

La valeur optimale de∆ peutêtre choisie en temps polynomial. En outre, on peut facilement
vérifier que l’algorithmeMA( ∆) avec cette valeur aura un coût total de ŕesolution au pluśegal
à celui deMA .
Jusqu’̀a pŕesent nous nous sommes bornésà śelectionner des algorithmes dans le seul but de
réduire la taille du sous ensemble d’algorithmes sur lequel nous partageons les ressources.
Idéalement, il faudrait aussi que ce sous ensemble permette derésoudre plus vite les instances.
Nous allons voir cela dans la suite.

Afin de tenir compte du côut de ŕesolution des instances, nous proposons de modifierMA( ∆)
en associant des poidswi à chaque algorithmeAi. Nous prenonswi =

∑

Ij∈Fi
C(Ai, Ij,m).

Avec cette d́efinition, chaque algorithme a comme poids le temps de résolution des instances
qu’il peut ŕesoudrèa une distance∆ du côut de ŕesolution optimal.
Nous red́efinissonsA∗ commeétant le sous ensemble d’algorithmes de poids minimalAw∆ ⊆
A∗ tel que si un algorithmeAi ∈ Aw∆ alors il existe une instanceIj tel queC(Ai, Ij,m) =
C∗(Ij) + ∆. Sur le sous ensemble d’algorithmesAw∆, nous partageons alors les ressources
en proćedant comme dansMA . Nous obtenons ainsi un nouvel algorithme que nous notons
MA w(∆). Les poids dansMA w(∆) sont d́efinis de sortèa capturer la contribution de l’algo-
rithme s’il est śelectionńe dans le sous ensemble d’algorithmesAw∆. Cette borne n’est certai-
nement pas précise mais nous permet au moins dans la sélection de marquer une préférence
pour des algorithmes a priori moins coûteux.
On peut aiśement́etablir que la śelection du sous ensemble d’algorithmes dansMA w(∆) corres-
pond au probl̀eme de couverture d’ensembles avec des pondérations. Ce problème par ailleurs
comme sa version non pondéŕe peutêtre approxiḿe en temps polynomial. Enfin on peut noter
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qu’avecMA w(∆), on garde la m̂eme garantie d’approximation qu’avecMA( ∆).

Les techniques de réduction d’algorithmes que nous avons proposées ci dessus peuvent
aussiêtreétendues pour d́efinir différents algorithmes d’allocation proportionnelle. Pour cela,
il suffit de remplacer dansMA (∆) etMA w(∆) le partagéequitable de ressources par le partage
proportionnel des ressources.

Nous avons proposé des heuristiques et un algorithme exact pour résoudre lel-dRSSP. Pour
les heuristiques proposées, on a supposé que l’on a plus de ressources que d’algorithmes candi-
dats. L’algorithme exact a une complexité exponentielle en le nombre d’algorithmes candidats
disponibles. La section suivante est consacréeà l’évaluation exṕerimentale de ces algorithmes.

4.6 Exṕerimentations sur SAT

Nous appliquons nos différents algorithmes dans cette partieà la ŕesolution du probl̀eme de
satisfiabilit́e (SAT). Étant donńe une formule en logique propositionnelle donnée comme une
conjonction de clauses, le problème SAT consistèa dire si oui ou non celle ci est satisfiable pour
au moins une interprétation des variables.

Pour nos exṕerimentations sur ce problème, nous utilisons une base de données SAT (Sa-
tEx 2) contenant23 solveurs SAT (algorithmes candidats) et un benchmark de1303 instances
du probl̀eme SAT. Pour chaque couple (algorithme, instance), cette base de donńees donne par
ailleurs le temps d’ex́ecution de l’instance sur l’algorithme en considérant une ex́ecution sur
une machine.

4.6.1 Les instances

Les 1303 instances de la base SatEx sont issus de plusieurs domaines d’application du
probl̀eme SAT. Quelques uns de ces domaines sont : La logistique, lavérification formelle de
microprocesseurs, l’ordonnancement. Ces instances sont aussi issues de plusieurs benchmarks
pour SAT que l’on peut retrouver dans la compétition annuelle SAT la plus populaire3

4.6.2 Algorithmes

Les solveurs SAT contenus dans la base SatEx sont issus de trois familles principales
[Simon and Chatalic 2001]. Ce sont :

– La famille des algorithmes DLL :asat, csat, eqsatz, nsat, sat − grasp, posit, relsat,
sato, sato − 3.2.1, satz, satz − 213, satz − 215, zchaff

2http://www.lri.fr/ ˜ {}simon/satex/satex.php3
3http://www.satcompetition.org

http://www.lri.fr/~{}simon/satex/satex.php3
http://www.satcompetition.org
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– La famille des algorithmes DP :calcres, dr, zres,
– La famille des algorithmes DLL randomisés :ntab, ntab− back, ntab− back2, relsat−

200
– Autres familles :heerhugo, modoc, modoc − 2.0

Nous renvoyons le lecteurà [Chatalic and Simon 2000] pour une connaissance approfondie de
la typologie des algorithmes résolvant le probl̀eme SAT.

4.6.3 Plan d’exṕerimentation

Nous avons effectúe 3 śeries d’exṕerimentations.

1. L’objectif de la premìere śerie est de comparer le meilleur portfolio d’algorithmes avec
le meilleur algorithme. Pour cela, nous avons sélectionńe différents sous ensembles de
2, 3, 4, 5, 6 algorithmes candidats sur lesquels nous avons détermińe le meilleur portfo-
lio. Nous avons ensuitéevalúe le ratio entre le côut produit par ce portfolio dans chaque
cas et le meilleur algorithme candidat. Pour chaque nombre d’algorithmes2, 3..., 30 ti-
rages aĺeatoires ont́et́e effectúe. Dans les tests nous avons considéŕe 10, 15, 20, 25 et 30
ressources̀a partager.

2. L’objectif de la seconde série d’exṕerimentations est de comparer la qualité de solution
et du temps d’ex́ecution de nos diff́erentes algorithmes approchés. Nous avons considéŕe
ici 100 ressources̀a partager et nous effectué 30 tirages de5, 10, 15, 23 algorithmes can-
didats.

3. Dans la dernière śerie, nous avons comparé nos algorithmes approchés avec la solution
exacte. Nous avons considéŕe ici 30 tirages de2, 3, 4, 5, 6 algorithmes candidats avec30
ressources̀a partager.

La base de donńees SatEx donne pour chaque algorithme candidat un coût d’exécution mesuŕe
sur une machine. Nous avons supposé dans nos exṕerimentations que ce coût était chaque fois
celui de l’algorithme candidat sur l’ensemble des ressources. Aussi, siCs(Ai, Ij) est le côut
de l’algorithmeAi sur l’instanceIj dans SatEx, nous avons posé C(Ai, Ij,m) = Cs(Ai, Ij)
lorsque nous effectuions des expérimentations surm ressources. Par hypothèse de lińearit́e, les
autres côuts ontét́e d́eduit. Tous les jeux de données et les algorithmes que nous avons utilisés
sont disponibles̀a l’adressehttp://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/ .

4.6.4 Ŕesultats

4.6.4.1 Premìere śerie d’expérimentations

La figure 4.4 pŕesente le rapport entre le coût d’exécution du portfolio optimal et du meilleur
algorithme candidat. Ce rapport est toujours inférieur à 1. Ceci est fort logique dans la me-
sure òu l’affectation de toutes les ressourcesà un algorithme d́efini un portfolio qui n’est pas
nécessairement optimal. Le fait toutefois que ce rapport soit dans la plupart des cas plus petit
que1 révèle l’intér̂et de construire un portfolio d’algorithmes sur ce jeu de données.

http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/
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FIG. 4.4 – Comparaison du portfolio optimal avec avec l’algorithme candidat optimal.

4.6.4.2 Seconde série d’expérimentations

La figure 4.5 pŕesente une comparaison des coûts des algorithmes issus de l’allocation
moyenne et ceux issus de l’allocation proportionnelle. On aici appliqúe les techniques de
sélection du plus petit sous ensemble couvrant d’algorithmes à l’allocation proportionnelle.
On peut noter sur cette figure que le coût de l’allocation moyenne (MA ) crôıt en fonction du
nombre d’algorithmes. Ceci est dû au fait que l’augmentation du nombre d’algorithmes pour
l’allocation moyenne implique ńecessairement un plus grand partage des ressources. Si les al-
gorithmes ajout́es ne sont pas extrêmement performants sur un nombre important d’instances
alors la qualit́e de l’allocation moyenne est globalement dét́erioŕee. Ce ŕesultat n’est pas satis-
faisant car la qualit́e des ŕesultats dans un portfolio d’algorithmes devrait pouvoirêtre aḿeliorée
par la connaissance d’un grand nombre d’algorithmes. Pour l’allocation proportionnelle (PA)
la croissance des coûts d’ex́ecution en fonction du nombre d’algorithmes n’est pas toujours
observ́ee car ce dernier prend en compte la possibilité d’avoir des algorithmes candidats do-
minants (ce qui áet́e le cas sur plusieurs jeu d’instances). En employant la sélection du plus
petit sous ensemble couvrant d’algorithmes, on observe globalement sur l’allocation moyenne
et proportionnelle une d́ecroissance des coûts d’ex́ecution. Ce ŕesultat est satisfaisant et peut
s’expliquer par le fait que la stratégie de śelection emploýee dans ce dernier cas fait en sorte
que l’augmentation du nombre d’algorithmes accroı̂t les possibilit́es d’avoir un ensemble cou-
vrant d’instances qui soit réduit et moins côuteux en temps.

La figure 4.5 montre aussi que les algorithmes approchés issus de l’allocation moyenne sont
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FIG. 4.5 – Côut d’exécution des algorithmes de l’allocation moyenne et proportionnelle sur100
ressources.

en ǵeńeral moins bon que ceux issus de l’allocation proportionnelle. Nous pensons que ceci est
li é au fait que l’allocation proportionnelle prend en compte la possibilit́e d’avoir des algorithmes
qui dominent d’autres.

Dans la seconde série d’exṕerimentations, nous avons aussi mesure les temps d’exécutions
de nos diff́erents algorithmes approchés. Ces temps ontét́e mesuŕe sur un processeur Dual CPU
E2160 @ 1.80GHz et sont présent́es sur la figure 4.6.

On peut noter qu’en dehors des algorithmes approchésMA etPA, le temps d’ex́ecution crôıt
sensiblement pour tous les autres avec l’augmentation du nombre d’algorithmes candidats. Ceci
confirme l’analyse th́eorique de la complexité des diff́erents algorithmes.

4.6.4.3 Troisìeme śerie d’expérimentations

La figure 4.7 pŕesente les ratio entre les coûts d’ex́ecutions de nos algorithmes et la solution
optimale.

Ce ŕesultat montre que la qualité deMA est moins bonne quand on a plusieurs algorithmes.
On observe aussi qu’en employant la technique de sélection des sous ensembles couvrant d’al-
gorithmes, on reste près de la solution optimale. Par exemple sur6 algorithmes candidats,
lorsque l’allocation moyenne està 4.04 de la solution optimale,MA( ∆) est à 1.52 et PA(∆)
à 1.27. On peut aussi noter que la stratégie de śelection avec pond́eration s’av̀ere plus efficace
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que celle sans pondération. Enfin, la tendance préćedemment observée sur la bonne qualité des
algorithmes issus de l’allocation proportionnelle en comparaison de ceux issus de l’allocation
moyenne est confirḿee.

Dans le cadre de cette série, nous avons aussi comparé les temps d’ex́ecutions entre al-
gorithmes. Ces temps ontét́e mesure sur un processeur Dual CPU E2160 @ 1.80GHz. Les
résultats sont présent́es sur la figure 4.8
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FIG. 4.8 – Temps d’ex́ecution des algorithmes approchés et exacts sur 30 ressources

Ce ŕesultat montrèa nouveau que le temps d’exécution de la plupart des algorithmes croı̂t en
fonction de l’augmentation du nombre d’algorithmes candidats. On peut toutefois noter que l’al-
gorithme exact est meilleur que les algorithmes approchés (MA( ∆), PA(∆), MA( w∆), PA(w∆)
) lorsque le nombre d’algorithmes n’excède pas4. A partir de5 algorithmes candidats, le temps
de l’algorithme exact d́epasse celui des autres et a une croissance exponentielle. Cephénom̀ene
est souvent courant sur les problèmes NP-Complet.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré comment on peut combiner statiquement des algo-
rithmesà traversl-dRSSP. Dans cette approche, la même combinaison d’algorithmes est uti-
lisée pour ŕesoudre toutes les instances d’un problème car on extraie aucune information de
l’instance en cours de résolution. Nous avonśevalúe la complexit́e dul-dRSSPet propośe des
algorithmes exact et approchés pour le ŕesoudre. A travers les expérimentations nous avons



4.7. CONCLUSION 81

évalúe les solutions proposées. Nous avons validé ici l’id ée selon laquelle l’utilisation de plu-
sieurs algorithmes résolvant le m̂eme probl̀eme dans le cadre d’un portfolio peut réduire les
coûts d’ex́ecution et cela malgré la redondance des calculs inhérente au portfolio. Nous avons
observ́e que la śelection d’un sous ensemble couvrant d’algorithmes permetdans la plupart des
cas d’aḿeliorer l’allocation moyenne et l’allocation proportionnelle. Par ailleurs m̂eme si sa ga-
rantie th́eorique est faible, l’allocation proportionnelle a l’avantage de s’adapter plus facilement
à la pŕesence d’algorithmes dominants dans le portfolio.
Nous envisageons les perspectives suivantesà l’issue de ce travail :

1. L’extension dul-dRSSPpour la prise en compte de la qualité des ŕesultats produits par les
algorithmes que l’on combine. Cette perspective est motivée par le fait que sur plusieurs
probl̀emes d’optimisation, il existe des heuristiques conçues qui donnent diff́erentes qua-
lit és de ŕesultats en fonction du temps d’exécution. Dans ce cas, il est important de prendre
en compte la qualité de la solution produite par la combinaison dans la minimisation du
temps d’ex́ecution. Quelques approches pour s’attaquerà ce probl̀eme ont́et́e propośees
dans [Petrik and Zilberstein 2006, Fukunaga 1999, Wu and Beek2007]. Toutefois, les al-
gorithmes qui y sont proposés se ŕevèlent tr̀es heuristiques (garanties difficilesà obtenir)
et exigeant en temps.

2. L’amélioration de la fonction de coût dans leTSSP. Nous ciblons ici la prise en compte
du temps de sauvegarde et de changement de contexte dans le problème du partage de
temps. Une approche pour cela consisteà fixer des points de reprise par algorithmes et
de sauvegarde dans les algorithmesà partir desquels on peut facilement borner le surcoût
li é à l’interruption de l’algorithme. Par exemple, il est plus facile de mesurer le coût des
interruptions d’un algorithme qui n’est interrompu qu’en fin d’une boucle que celui d’un
algorithme qui le serait en milieu d’une boucle. Cette fixation implique ensuite que les
algorithmes ne seront pas nécessairement interruptiblesà toute unit́e de temps.

3. L’extension de notréetude au contexte hét́erog̀ene. Ceci est en particulier motivée par
développement massif des environnements hét́erog̀ene ces dernières anńees. Dans de tel
environnements la variabilité des performances algorithmiques est souvent fréquente du
fait des diverses configurations matérielles sur lesquels les algorithmes sont exécut́es.
Il est donc int́eressant dans de tel contexte d’avoir des mécanismes efficaces de choix
d’algorithmes.
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Chapitre 5

Partage de ressources discret avec
participation de tous les algorithmes

Résuḿe : Dans ce chapitre nouśetudions le probl̀eme de partage de ressources en suppo-
sant que tous les algorithmes doivent avoir au moins une ressource. Nous analysons la com-
plexit́e de ce probl̀eme et nous montrons comment adapter les algorithmes proposés au chapitre
préćedent dans ce contexte. Nous proposons aussi une famille d’algorithmes pour approximer
ce probl̀eme qui proc̀ede par combinaison des solutions partielles exactes et approchées.

5.1 Introduction

Nous avons introduit au chapitre préćedent le probl̀eme de partage de ressources (dRSSP).
dRSSPpermet de mod́eliser statiquement le choix de la meilleure combinaison algorithmique
dans un contexte parallèle et homog̀ene.Étant donńe un probl̀eme cibleP, un ensemble fini
d’instancesI de ce dernier et un ensemble d’algorithmes candidatsA le résolvant, l’on suppose
ici que l’on a une connaissance du problème et des algorithmesà travers les côuts d’ex́ecution de
I surA. On cherche alors̀a adapter la ŕepartition des ressources aux algorithmes en se plaçant
dans un contexte où l’on suppose que les instances du problème ont un comportement similaire
à celui d’une instance dansI. Cette mod́elisation a un int́er̂et si l’ensembleI est repŕesentative
du probl̀eme cible.
dRSSPa ét́e prouv́e comme appartenantà la classe NP-complet. Nous avons vu au chapitre
4 qu’on peut le ŕesoudre en utilisant un algorithme exact polynomial pour unnombre d’algo-
rithmes fix́e ou en employant des algorithmes approchés.

L’id ée de la repŕesentativit́e de l’ensembleI peut sugǵerer une condition portant sur la
répartition des ressources dans toute solution audRSSP. En effet,dRSSPest globalement motiv́e
par le fait que pour un m̂eme probl̀eme cible, on peut trouver des algorithmes différents donnant
diff érents temps d’ex́ecution sur ses instances. Aussi, une condition pour la représentativit́e
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de l’ensembleI impose qu’il comporte des instances montrant les avantagesdans le temps
d’exécution de chaque algorithme. A partir de là, l’on peut envisager que le meilleur partage
de ressources construità partir deI va inclure tous les algorithmes deA dans la ŕepartition
des ressources. En outre, nous avons proposé dans le chapitre 4 des techniques de sélection
d’algorithmes qui permettaient de réduire le sous ensemble d’algorithmes que l’on a dans un
probl̀eme de partage de ressources. Dès lors, la ŕesolution dudRSSPpeutêtre penśee en deux
phases que sont : une phase de sélection des algorithmes suivie d’une phase de partage de
ressources dans laquelle on affecte au moins une ressourceà chaque algorithme. Enfin, nous
présentons̀a la figure 5.1 une comparaison de la solution exacte dans laquelle on fait participer
tous les algorithmes et le meilleur algorithme pris sépaŕement. Dans cette figure pour chaque
nombre d’algorithmes et de ressources, nous avons effectué 30 tirages d’algorithmes. Nous
avons ensuite comparé le temps moyen de résolution de la solution optimale avec celui du
meilleur algorithme.
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FIG. 5.1 – Comparaison de l’approche dans laquelle tous les algorithmes participent avec l’al-
gorithme optimal.

On peut noter sur ce schéma que dans la plupart des cas, le portfolio optimal avec participa-
tion de tous les algorithmes offre un meilleur coût moyen d’ex́ecution. Il existe certes des tirages
sur lesquelles, ce constat n’est pas vrai1. En particulier ce ph́enom̀ene apparâıt quand le nombre
d’algorithmes. Dans ces cas en effet, le fait de donner au moins une ressourcèa tout algorithme
peutêtre ṕenalisant. Toutefois, si le nombre de ressources est important, ce ph́enom̀ene n’est
plus visible. Ensuite, on peut complètement́eliminer le ph́enom̀ene en prenant comme portfo-
lio optimal, la meilleure solution obtenue en considérant le meilleur algorithme et le portfolio

1Les tirages de6 algorithmes avec15 ressources et les tirages de6 algorithmes avec10 ressources
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optimal dans lequel chaque algorithme participe une fois. On peut noter qu’ainsi, la complexité
du calcul du portfolio optimal garde le m̂eme ordre de grandeur.

Nous consid́erons dans ce chapitre ler-dRSSP, version ŕeduite dudRSSPdans laquelle toute
solution ńecessite une affectation d’au moins une ressourceà chaque algorithme candidat. On
est ici dans une vision du problème de partage de ressources dans laquelle le partage optimal
affecte toujours au moins une ressourceà chaque algorithme. L’intér̂et d’une telle hypoth̀ese
est difficile à prouverétant donńe un probl̀eme de partage de ressources. Toutefois elle per-
met desimplifier a priori le probl̀eme de partage de ressources. En effet, nous avonsétabli la
difficulté dudRSSP̀a partir des ŕeductions au problème de couverture d’ensembles qui toutes
impliquaient qu’une solutioǹa ce dernier problème ńecessite que l’on choisisse dansdRSSPle
sous ensemble d’algorithmes auquel des ressources ne doivent pasêtre affect́ees.

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur l’étude dur-dRSSP. Nous analysons sa com-
plexité et nous proposons des algorithmes pour le résoudre. Les résultats que nous présentons ici
ontét́e publíe dans [Bougeret et al. 2009a] puis une version augmentée dans [Bougeret et al. 2009b].
La suite du chapitre est organisée comme suit : Dans la Section 5.2, nous introduisons ler-
dRSSPet nous analysons sa complexité ainsi que son approximabilité visà vis dudRSSP. Dans
la Section 5.3 nous revisitons les algorithmes basés sur l’allocation moyenne proposés dans le
chapitre pŕećedent. Dans la Section 5.4 nous introduisons une famille d’algorithmes baśes sur
la connaissance d’une solution partielle exacte dur-dRSSP. La section 5.5 pŕesente les ŕesultats
exṕerimentaux obtenus par nos différents algorithmes et nous concluonsà la Section 5.6.

5.2 Le problème de partage des ressources avec participation
de tous les algorithmes

5.2.1 D́efinition

Nous nous plaçons dans un contexte où pour un probl̀emeà ŕesoudre, nous disposons d’une
liste finie d’algorithmes candidatsA ainsi qu’un benchmarkI d’instances représentatives du
probl̀eme. Le probl̀eme de partage des ressources avec participation de tous lesalgorithmes
peutêtre formuĺe ainsi :

restricted discrete Resource Sharing Scheduling Problem (r-dRSSP)

Instance : Un ensemble fini d’instancesI = {I1, . . . , In}, un ensemble fini d’algorithmes
A = {A1, . . . , Ak}, un ensemble dem ressources identiques, des coûtsC(Ai, Ij, p) ∈ R+ pour
chaqueIj ∈ I, Ai ∈ A etp ∈ {1, . . . ,m}, une valeur ŕeelleT ∈ R+.

Question :Existe t’il un vecteurS = (S1, . . . , Sk) avecSi ∈ {1, . . . ,m} and0 <
∑k

i=1 Si ≤
m tel que

∑n

j=1 min
1≤i≤k

{C(Ai, Ij, Si)} ≤ T ?
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Comme nous l’avons d́ejà indiqúe, le r-dRSSPest une adaptation dudRSSPdans laquelle
on affecte au moins une ressourceà chaque algorithme. Nous l’avons aussi défini en supposant
que l’on est dans un contexte parallèle et homog̀ene. Comme pour ledRSSP, nous admettrons
ici l’hypothèse de lińearit́e indiquant que la performance des algorithmes soit proportionnelle
au nombre de processeurs sur lesquels ils sont exécut́es. Nous noteronslr-dRSSPpour d́esigner
le r-dRSSPavec cette hypoth̀ese. Dans la suite, nous analysons sa complexité.

5.2.2 Complexit́e

Théorème 5.2.1.lr-dRSSPest NP-Complet.

Démonstration.La preuve de ce résultat est inspiŕee de celle de la NP complétude dudRSSP
dans le cas òu l’on a plus de ressources que d’algorithmes.

Il est facile de v́erifier que lelr-dRSSPest dans NP. Supposons qu’un vecteurS = (S1, . . . , Sk)
soit une solution candidatèa une instance dul-dRSSPavecm ressources etk algorithmes.
On peut v́erifier enO(nk) queS vérifie toutes les conditions d’une solution au problème en
proćedant comme suit : pour chaque instanceIj on trouve la valeurvj = min

1≤i≤k
{C(Ai,Ij)

Si
}. Ceci

peutêtre fait enO(k). Pour lesn instances on peut déterminer la somme desvj, j = 1, . . . , n
enO(nk).

Nous allons proćeder par une réduction au problème de couverture d’ensembles pour mon-
trer que lel-dRSSPest NP complet.

On consid̀ere le probl̀eme de couverture d’ensembles suivant :Étant donńe une valeurm et
les ensembles finisU = {u1, . . . , un}, F = {F1, . . . , Fk} avec

⋃k

i=1 Fi = U , trouver un sous
ensemble deF c ⊆ F tel que

⋃

Fi∈F c = U et |F c| = x. Pour le ŕesoudre, nous allons utiliser
lr-dRSSPcomme suit :
On construit une instance dulr-dRSSPavecm = x + k ressources etn + k instancesI =
{I1, . . . , In+k}, tel que chaqueIj, j ≤ n correspond̀a uj ∈ U , A = {A1, . . . , Ak} avecAi qui
correspond̀aFi. On fixe

C(Ai, Ij,m) =











α > 0 si uj ∈ Fi

β = 2nmα + 1 si j = n + i

T + 1 sinon.
etT = nmα

2
+ β(k − x

2
). On ŕesout ce problème et si l’on obtient une solution, on prend l’en-

sembleF c = {Fi t.q.Si ≥ 2} comme solution au problème de couverture d’ensembles. Le cas
éch́eant, on ŕepond que la couverture est impossible. Dans cette réduction, nous avons utilisé les
instancesIn+1, . . . , In+k et fixé la valeur deβ de sortèa avoir exactementx algorithmes ayant
deux ressources dans toute solution aulr-dRSSP2. On peut facilement v́erifier que l’ensemble
F c est bien une solution au problème de couverture d’ensembles.

2Voir annexe pour les d́etails surT etβ
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Réciproquement, s’il existe une couverture d’ensembleF c de taillem, alors le vecteurS =

(S1, . . . , Sk) où ∀i, 1 ≤ i ≤ k Si =

{

2 si Fi ∈ F c

1 sinon.
est une solution au problème dulr-dRSSP

décrit plus haut. ❏

Corollaire 5.2.1. r-dRSSPest NP complet

Ce ŕesultat indique que pour la version restreinte dudRSSP, il reste difficile de trouver un
algorithme en temps polynomialà moins queP = NP .

Pour ŕesoudrelr-dRSSP, on peut utiliser l’algorithmeParcoursdRSSPque l’on modifie
en imposant au moins une ressourceà chaque algorithme. On peut facilement déduire que la
complexit́e de ce nouvel algorithme est enO(pk(m−k)) oùpk(m−k) est le nombre de partitions
de l’entierm en exactementk parts. Cette complexité est exponentielle.
Une autre approche de résolution consistèa adapter les algorithmes que nous avons proposés
pour lr-dRSSP. La section suivante est consacréeà uneétude dans cette direction.

5.3 Allocation moyenne sur lelr-dRSSP

Dans cette section nous nous intéressons̀a l’adaptation surlr-dRSSPdes algorithmes de l’al-
location moyenne proposés ant́erieurement. Nous commençons par introduire la borne inférieure
que nous allons utiliser pour l’analyse des algorithmes.

5.3.1 Bornes inf́erieures

Pour trouver une borne inférieure aulr-dRSSP, on peut se baser sur le résultat suivant :

Propri éte 5.3.1.Le temps moyen de résolution des instancesI avec lelr-dRSSPest suṕerieur
ou égalà celui pris pour lel-dRSSP

Ce ŕesultat est d́eduit du fait que toute solution aulr-dRSSPest une solution aul-dRSSP. Il
sugg̀ere aussi que l’on pourrait construire une solution aulr-dRSSPpar transformation d’une
solution pour lelr-dRSSPafin de respecter la contrainteSi ≥ 1 ∀i ∈ {1, . . . , k}. Cette approche
est en contradiction avec la motivation qui nous pousseà étudierlr-dRSSPcar elle nous am̀ene
à ŕesoudrèa nouveau lel-dRSSP. De plus, la NP complétude dul-dRSSPrend difficile le calcul
d’une telle borne.

Nous proposons ici de prendre comme borne inférieure l’expression
Lb = m

pmax

∑n

j=1 min
i
{C(Ai, Ij,m)} définie au chapitre 4. On peut facilementéliminer pmax

dans cette expression carpmax ≤ m − k − 1.
La borne inf́erieureLb est facilement atteignable en employant l’exemple 4.5.1 duchapitre 4
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sur lelr-dRSSP.
Dans la suite nous revisitons les algorithmes basés sur l’allocation moyenne sur lelr-dRSSP.

5.3.2 Algorithme de l’allocation moyenne

Nous avons introduit pour résoudre lel-dRSSPdes algorithmes basés sur une allocation
moyenne des ressources sur le sous ensemble d’algorithmesA∗ = {Ai ∈ A ssi∃j |C∗(Ij) =
min

i
{C(Ai, Ij,m)}. Dans ces algorithmes, ilétait important de parvenir̀a une śelection efficace

des algorithmes participant au partage de ressources. Surlr-dRSSP, la śelection des algorithmes
tel que nous l’effectuons auparavant n’est plus justifiée car tous les algorithmes doivent parti-
ciper au partage des ressources. Aussi, nous proposons avecl’algorithmeMA r une red́efinition
de l’allocation moyenne. On peut facilement obtenir le résultat suivant :

Algorithm 3 MA r(S)
1: q = m div k
2: r = m − k × q
3: for i = 1 to k do
4: Si = q
5: end for
6: for i = 1 to r do
7: Si = Si + 1
8: end for

Proposition 5.3.1.MAr est une(2k − 1).pmax

m
approximation pour lel-dRSSPenO(k)

Cette proposition suggère que la version du restreinte dul-dRSSPn’est pas mieux approxi-
mable car sur lel-dRSSP, nous avons obtenu un rapport d’approximation similaire. Endisant
cela, on ne prend néanmoins pas en compte le fait que la valeur depmax dans lelr-dRSSPest
dans le pire des cas plus petite que celle dul-dRSSP. Le résultat suivant permet de mieux cerner
cela

Proposition 5.3.2.Dans le pire des cas,MAr est unek-approximation pourlr-dRSSP

Démonstration.Soit q le plus petit nombre de ressources affectéesà un algorithme dans le
lr-dRSSP. Étant donńe une instanceIj dans la solution son temps d’exécution estC(Ij) ≤
m
q
C∗(Ij). Aussi,

∑n

j=1 C(Ij)

Lb
≤ (m

q
)

Pn
j=1

C∗(Ij)

( m
pmax

)
Pn

j=1
C∗(Ij)

≤ pmax

q

≤ m−k−1
q

≤ qk+r−k−1
q

≤ k + r−k−1
q

≤ k

❏
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Dans le pire des cas, pourl-dRSSP, l’algorithmeMA donne une solution qui est une2k − 1
approximation. Aussi, on peut conclure que la contrainte d’affectation d’une ressource au moins
à chaque algorithme nous permet d’avoir de meilleures approximation.

En utilisant la technique de sélection d’un sous ensemble d’algorithmes candidats, nous
pensons qu’il est difficile de faire mieux que la borne dek dans le pire des cas. Dans la suite nous
allons introduire une nouvelle technique qui procède par hybridation deMA r et de l’algorithme
exact pour obtenir de meilleures approximations surl-dRSSP.

5.4 Approche hybride de ŕesolution du lr-dRSSP

5.4.1 Idée ǵenérale

La difficulté dulr-dRSSPréside dans le choix de la bonne allocation des ressources. L’algo-
rithmeMA r propose une allocation moyenne des ressources et donne une solution k approch́ee.
Si cet algorithme a une bonne complexité en temps, il ne considère que tr̀es peu de partages
parmi l’ensemble de ceux qui sont possibles. Pour améliorer l’approximation fournie par cet
algorithme, une approche consisteà choisir un sous ensemble d’algorithmes candidats pour
lesquels on consid̀ere l’ensemble des allocations de ressources possibles tout en appliquant
le partage de ressources donné par l’algorithmeMA r sur le reste des algorithmes candidats.
Dans cette approche, on fixe une valeurg et on scinde les algorithmes candidats en deux sous
ensembles. Un sous ensembleA+ = {A′

1, . . . , A
′
g} avecA′

i,∈ A,∀i ∈ {1, . . . , g} des algo-
rithmes sur lesquels on teste toutes les affectations de ressources possibles(S1, . . . , Sg) avec
∑g

i=1 Si ≤ m et un sous ensembleA− = {A′
g+1, . . . , A

′
k}, A′

i,∈ A,∀i ∈ {g + 1, . . . , k}
des algorithmes sur lesquels on appliqueMA r sur lesm − ∑g

i=1 Si ressources restantes. Dans
cette approche, on considère plus d’allocations de ressources que dansMA r. Son int́er̂et est
que dans l’ensemble des allocations que l’on parcourt, on estsûr de tomber sur l’affectation des
ressources donnée par l’algorithme exact sur les algorithmes dansA+. Dans ce cas, on ne se
trompeque sur les allocations effectuées aux algorithmes restants (ceux dansA− = A \ A+).
Cette dernìere remarque suggère que le choix du sous ensembleA+ est critique dans la mesure
où l’on peut trouver pour eux l’allocation donnée par la solution optimale. Nous allons dans
cette partie consid́erer deux approches pour un tel choix.

5.4.2 Choix quelconque des ressources

Une premìere approche pour choisir le sous ensembleA+ consisteà les prendre de façon
aléatoire. Dans ce cas, nous avons l’algorithmeMA G1 pour Mean Allocation with Guess 1.
En supposant que dans l’ensembleA+, on a les algorithmes{A1, . . . , Ag}, nous donnons ci
dessous sa formulation.

Cet algorithme hybride l’approche exacte de résolution dulr-dRSSPavec l’algorithme de
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Algorithm 4 MA G1(S, index, sum, melCout, Sol)
1: if index = g + 1 then
2: for j = g + 1 to k do
3: Si = ⌊(m − sum)/(k − g)⌋ {On partage les ressources restantes sur lesk − g

algorithmesAg + 1, . . . , Ak}
4: end for
5: Cout = Cout Portfolio(S) {On calcule le côut du portfolio induit par l’allocation

S et on sauvegarde cela dansCout}.
6: if Cout < melCout then
7: melCout = Cout
8: for j = 1 to k do
9: Soli = Si

10: end for
11: end if
12: else
13: if sum < m − (k − index + 1) then
14: for j = 1 to m − sum − (k − index + 1) do
15: Sindex = j
16: MA G1(S, index + 1, sum + j, melCout, Sol)
17: end for
18: else{ Toutes les ressources sont allouées, on avanceindex pour calculer le côut de

l’allocation}
19: for j = index to g do
20: Sj = 1
21: end for
22: MA G1(S, g + 1, sum, melCout, Sol) {Ainsi on teste toutes les allocations pos-

sibles pourA1, . . . , Ag}
23: end if
24: end if
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l’allocation moyenne. Il doit̂etre ex́ecut́e initialement avecindex = 1, sum = sol = 0 et
melCout = +∞. La complexit́e et l’approximabilit́e deMA G1 sont donńes par le ŕesultat
suivant :

Proposition 5.4.1.MAG1 donne une solutionk−g +1 approch́ee dulr-dRSSPenO((m+1)g)

Démonstration.On peut noter que la complexité de cet algorithme est dominée par le nombre
de partage possibles de la valeurm eng morceaux.
Pour la qualit́e de la solution deMA G1 , nous remarquons qu’en parcourant l’ensemble des
allocations possibles, on tombe forcément sur une allocationS = (Sopt

1 , . . . , Sopt
g , . . . , Sk) où

Sopt
1 , . . . , Sopt

g , sont les allocations de la solution optimale pour les algorithmesA1, . . . , Ag.
Nous allons dans l’analyse borner le coût d’exécution deMA G1 par celui obtenu dans cette
allocation.
Désignons parC(Ij) le côut de ŕesolution de l’instanceIj sur l’allocationS et Copt(Ij) celui
de l’algorithme optimal. Nous allons ici scinder l’ensemble des instancesI en deux. Un sous
ensembleI− des instances qui sont résolus (dans la solution optimale) par les algorithmes dans
A+ et le sous ensembleI− = I \ I+. On a :

∑n

j=1 C(Ij)
∑n

j=1 Copt(Ij)
≤

P

Ij∈I+

C(Ij)+
P

Ij∈I−

C(Ij)

Pn
j=1

Copt(Ij)

≤
P

Ij∈I+

C(Ij)

P

Ij∈I+

Copt(Ij)
+

P

Ij∈I−

C(Ij)

P

Ij∈I−

Copt(Ij)

Or, siIj ∈ I+ alors on sait queC(Ij) ≤ Copt(Ij) car son côut de ŕesolution serait au moins
égal au plus petit côut donńe par un algorithme dansA+. Aussi, on a

∑n

j=1 C(Ij)
∑n

j=1 Copt(Ij)
≤ 1 +

P

Ij∈I−

C(Ij)

P

Ij∈I−

Copt(Ij)

Posonsk′ = k − g et m′ = m − ∑g

i=1 Si. En appliquant l’allocation moyenne pour partager
les ressources̀aA−, on leur affecte chacun au moinsq′ ressources òu q est obtenu par division
euclidienne dem park (m′ = qk′ + r′). Pour chaque instanceIj ∈ I−, soit Cm(Ij) son plus
petit temps de ŕesolution avec un algorithme dansA−. On a∀Ij ∈ I−, C(Ij) ≤ m

q′
Cm(Ij). Étant

donńe que dans la solution optimale, on affecte au plusm′ − k′ − 1 ressources̀a un algorithme
dans∀Ij ∈ I−Copt(Ij) ≥ m

m′−k′−1
Cm(Ij). De ces deux ińegalit́es, on d́eduit que

∑n

j=1 C(Ij)
∑n

j=1 Copt(Ij)
≤ 1 + m′−k′−1

q′
≤ 1 + q′k′+r′−k′−1

q′

≤ 1 + k′

❏
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L’int ér̂et de ce ŕesultat est que nous pouvons choisir différentes valeurs deg et avoir en un
temps polynomial eng une solutionk − g + 1 approch́e dulr-dRSSP.
Nous avons vu qu’il est possible de trouver une meilleure approximation aulr-dRSSPen testant
toutes les allocations possibles pour un nombre quelconquefixé d’algorithmes. Nous avons dans
une premìere approche considéŕe le cas òu les diff́erents algorithmes pour lesquels on cherche
l’allocation exacte sont pris de façon quelconque. Intuitivement toutefois, on peut noter qu’en
consid́erant diff́erent sous ensembles deg algorithmes, on obtient pas dans la solution finale de
MA G1 . Nous allons dans la suite voir comment l’on peut améliorer le choix du sous ensemble
A+

5.4.3 Prise en compte de tous les choix

Afin d’améliorer le choix du sous ensembleA+, nous proposons de prendre en compte tous
les sous ensembles deg algorithmes candidats que l’on peut avoir. Pour cela, on rép̀ete l’algo-
rithmeMA G1 sur toutes les combinaisons deg algorithmes que l’on peut avoir et la combinaison
conduisant au plus petit temps d’exécution est retenue. Nous nommons ce nouvel algorithme
MA G2 . La complexit́e et l’approximabilit́e deMA G2 sont donńes par le ŕesultat suivant :

Proposition 5.4.2.MAG2 donne une solutionk−1
g

approch́ee dulr-dRSSPenO(
(

k

g

)

(m + 1)g)

Démonstration.La complexit́e de cet algorithme peut facilementêtre d́eduite du fait que l’on
choisis tous les sous ensembles deg algorithmes sur lesquels on appliqueMA G1 .
Pour analyser la qualité de la solution produite, nous procédons comme préćedemment.́Etant
donńe un algorithmeAi soit σ(i) l’ensemble des instances dans la solution optimale sur les-
quelles il est le meilleur. SoitCopt(Ai) sa participation dans le partage de ressource optimal pour
la résolution des instances. Cette participation est obtenue enprenant la somme de ses coûts
d’exécution sur les instancesσ(i) (Copt(Ai) = m

∑

Ij∈σ(i)

C(Ai,Ij ,m)

S
opt
i

). A travers son ex́ecution,

MA G2 consid̀ere ńecessairement un sous ensemble d’algorithmesA+ = {A′
1, . . . , A

′
g} et une

allocation de ressourcesS donnant le nombre optimal des ressources aux algorithmesA+ avec
Copt(A′

1) ≥ Copt(A′
g) ≥ Copt(A′

g+i), i ≥ 1. Sans nuirèa la ǵeńeralit́e, nous allons ici suppo-
ser queA′

i = Ai. Soit C(Ai) le côut total de ŕesolution des instancesσ(i) avec l’allocationS
(C(Ai) = m

∑

Ij∈σ(i)

C(Ai,Ij ,m)

Si
). Avec le choix d’algorithmesA+ et l’allocationS, si TMAG2 est le

coût nécessairèa la ŕesolution des instances avecMA G2 , on a

TMAG2

∑k

i=1 Copt(Ai)
≤

Pk
i=1

C(Ai)
Pk

i=1
Copt(Ai)

≤
Pg

i=1
C(Ai)+

Pk
i=g+1

C(Ai)
Pk

i=1
Copt(Ai)

≤
Pg

i=1
Copt(Ai)+

Pk
i=g+1

C(Ai)
Pk

i=1
Copt(Ai)
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Or, on aC(Ai) ≤ m
Si

∑

Ij∈σ(i)

C∗(Ij) et Copt(Ai) = m

S
opt
i

∑

Ij∈σ(i)

C∗(Ij) (C∗(Ij) est le plus petit côut

de ŕesolution possible de l’instanceIj). Aussi,

TMAG2

∑k

i=1 Copt(Ai)
≤

Pg
i=1

Copt(Ai)+
Pk

i=g+1

S
opt
i
Si

Copt(Ai)
Pk

i=1
Copt(Ai)

≤
Pk

i=1
Copt(Ai)+

Pk
i=g+1

(
S

opt
i
Si

−1)Copt(Ai)
Pk

i=1
Copt(Ai)

≤ 1 +
Pk

i=g+1
(

S
opt
i
Si

−1)Copt(Ai)
Pk

i=1
Copt(Ai)

Si consid̀ere un partagéequitable des ressources aux algorithmesAg+1, . . . , Ak alors on a
∑k

i=g+1(
S

opt
i

Si
− 1) ≤ m′

q′
− k′. Ceci se d́eduit du fait que la somme de allocations

∑k

i=g+1 Sopt

est égaleà m′ et que que l’on a partagé équitablement lesm′ ressources restantes enq′ aux
algorithmesAg+1, . . . , Ak On obtient alors

TMAG2

∑k

i=1 Copt(Ai)
≤ 1 + (m′

q′
− k′) Copt(Ag)

Pk
i=1

Copt(Ai)

≤ 1 + (m′

q′
− k′) Copt(Ag)

gCopt(Ag)

≤ 1 + r′

q′
1
g

≤ 1 + k′−1
g

carr′ < k′ et q′ ≥ 1

❏

En prenant en compte tous les sous ensembles possibles d’algorithmes, on peut donćetablir
théoriquement que l’on obtient une meilleure approximation de la solution optimale.
Les approches hybrides que nous avons introduit dans cette partie peuvent aussiêtre appliqúees
directement surl-dRSSP. Néanmoins, nous précisons que dans ces cas, nous n’obtenons pas
les m̂emes rapports d’approximation. En particulier l’analyse est rendue difficile du fait que
certains algorithmes peuvent ne pas avoir de ressources tant dans la solution optimale que dans
les solutions que nous aurons en utilisantMA G1 etMA G2 .
Dans la section suivante, nous allonsévaluer surlr-dRSSPles différents algorithmes que nous
avons pŕesent́e dans ce chapitre.

5.5 Exṕerimentations sur SAT

Pour les exṕerimentations, nous utilisons̀a nouveau la base SatEx considéŕee dans le cha-
pitre 4. Nous rappelons que cette base donne les temps d’exécution de1303 instances sur23
solveurs. Ci dessous, nous présentons notre plan d’expérimentation.
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5.5.1 Plan d’exṕerimentation

Nous avons effectúe 2 śeries d’exṕerimentations.

1.

2. L’objectif de la premìere śerie d’exṕerimentations est de comparer la qualité de solution
et du temps d’ex́ecution des algorithmes proposés dans ce chapitre. Nous avons considéŕe
ici 50 ressources̀a partager entre les23 algorithmes candidats.

3. Dans seconde série, nous avons comparé nos algorithmes approchés avec la solution
exacte. Nous avons considéŕe ici 30 tirages de5, 6 algorithmes candidats avec30 res-
sources̀a partager.

Tous les jeux de données et les algorithmes que nous avons utilisés sont disponibles̀a l’adresse
http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/ .

5.5.2 Ŕesultats

5.5.2.1 Premìere śerie d’expérimentations

Sur la figure 5.2, nous présentons les coûts d’ex́ecutions de nos algorithmes lorsqu’on fait
varier g de 1 à 3. On peut noter que plus la valeur deg crôıt, meilleur est le portfolio pro-
duit. En outre l’algorithmeMA G2 est toujours meilleur queMA G1 ce qui valide les rapports
d’approximatiońetablis pour ces algorithmes.

Sur la figure 5.3, nous présentons les temps d’exécution deMA G1 et MA G2. On peut noter
que le temps deMA G2 est toujours plus grand que celui deMA G1 . Ceci est d̂u au fait que
l’on consid̀ere un plus grand sous ensemble d’algorithmes candidats pour lesquels on parcourt
l’ensemble des allocations possibles dansMA G2.

5.5.2.2 Seconde série d’expérimentations

Sur la figure 5.4, nous présentons sur30 ressources les coûts moyens d’ex́ecution obtenus
avec les algorithmesMA , MA G1, MA G2 et la solution optimale. On peut noter ici globalement
(hormis sur l’allocation moyenne) que la qualité de la solution obtenue est meilleure quand on
passe de5 à 6 algorithmes. Ceci indique que les solutions proposées permettent effectivement
de b́eńeficier de la compĺementarit́e des algorithmes candidats.
Dans plusieurs cas, l’algorithmeMA G2 est tr̀es pr̀es de la solution optimale avec seulement
g = 2. Ceci indique que cette approche est avantageuse dans le cas où pour le portfolio que
l’on cible, il y a un sous ensemble d’algorithmes qui dans la solution optimale ŕesout la plupart
des instances. Cela explique aussi une autre observationà laquelle on aurait pu s’attendre :
théoriquement, le rapport d’approximation des algorithmesMA G1 et MA G2 crôıt de façon
linéaire en fonction du nombre d’algorithmes. En pratique toutefois, nous n’avons pas parti-
culièrement not́e cette observation comme dans le cas de l’algorithmeMA . Nous pensons que

http://moais.imag.fr/membres/yanik.ngoko/
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FIG. 5.2 – Côut d’exécution deMA G1 etMA G2 sur100 ressources avec23 algorithmes.
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l’existence de sous ensemble d’algorithmes dominant dans la solution finale et reṕeŕes par les
algorithmesMA G1 et MA G2 permet d’expliquer cela. En supposant en effet que l’essentiel des
ressources dans un portfolio est concentré entre quelques algorithmes, si l’on trouve donc une
allocation des ressources qui affecte la majeure partie desressources̀a ces derniers en suivant
éventuellement les disproportions existants dans l’affectation des ressources optimalesà ceux
ci, alors on peut̂etre tr̀es pr̀es de l’optimal. On peut aussi noter sur cette figure que la perfor-
mance deMA G1 s’améliore quand la valeur deg crôıt. Cela confirme l’analyse théorique sur le
rapport d’approximation de cet algorithme.
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Sur la figure 5.5, nous présentons les temps d’exécution obtenus dans cette série d’exṕerimentations.
On note une fois de plus que le temps d’exécution deMA G2 dépasse toujours celui deMA G1 .
On peut aussi observer que lorsque la valeur deg est tr̀es grande,MA G2 est beaucoup plus lent
que l’algorithme optimal. Nous pensons que cela peut s’expliquer par l’implantation deMA G2 .
Ici, il faut calculer les diff́erents sous ensemble d’algorithmes candidatsà consid́erer puis tes-
ter toutes les diff́erentes allocations possibles sur ces derniers (dans l’algorithme candidat on a
un seul sous ensemble candidatà consid́erer ce qui facilite l’implantation). En optimisant cette
implantation, nous pensons que l’on peut obtenir un meilleurtemps d’ex́ecution.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit une version restreinte du le l-dRSSP. Nous avons
présent́e des ŕesultats de complexité sur ce probl̀eme et propośe des approches de résolution
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(Celles ci peuvent par ailleurŝetreétendu aul-dRSSP). Les approches de résolution introduites
dans ce chapitre combinent des solutions partielles exactes au probl̀eme avec des solutions
approch́ees. Nous avons analysé la garantie th́eorique des diff́erents algorithmes et nous les
avonsévalúes exṕerimentalement en utilisant une base de données sur les solveurs SAT. Les
exṕerimentations ŕevèlent l’intér̂et de consid́erer une sous solution exacte dans la construction
des portfolio et la justesse des analyses théoriques effectúees. Par exempleMA G1 n’a pro-
duit sur aucune exṕerimentation une solution de meilleure qualité queMA G2. En outre, les
exṕerimentations montrent que les approches hybrides proposées sont avantageuses lorsqu’on
a un sous ensemble d’algorithmes dominants. Avec par exemple MA G2 , la connaissance du
nombre exact de ressources pour seulement deux algorithmesdans plusieurs cas a permis l’ob-
tenition du portfolio optimal.

Les bons ŕesultats obtenus sur lelr-dRSSPsugg̀erent que dans le cas géńeral, il serait
intéressant de privilégier pour d́efinir un partage de ressources une approche en deux phases.
Dans un tel contexte, la première phase procèdeà uneélimination de l’ensemble des algo-
rithmes ne devant pas participer au partage. La seconde phase appliquel-dRSSPsur l’ensemble
des algorithmes restants.

A l’issue de ce travail, nous envisageons essentiellement d’ étendrelr-dRSSPaux environ-
nement h́et́erog̀enes òu comme nous l’avons indiqué au chapitre préćedent, la probĺematique du
choix du meilleur algorithme est en géńeral motiv́ee. Nous envisageons aussi la parallélisation
des approches hybrides et exactes proposées. Ceci est en particulier intéressant dans la mesure
où nous d́efinissonslr-dRSSPdans un contexte parallèle homog̀ene. Nous envisageons enfin
l’utilisation d’une technique de sélection d’un sous ensemble d’algorithmes peu coûteuse afin
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d’optimiserMA G1. L’approche emploýee dansMA G2 est en effet côuteuse en temps lorsque
le nombre d’algorithmes candidats dansA+ est important. On pourrait lui substituer celle em-
ployée au chapitre4 baśee sur le probl̀eme de couverture d’ensembles.



Chapitre 6

Conclusion

6.1 Bilan

Dans cette th̀ese, nous nous sommes intéresśesà la combinaison des algorithmes résolvant
un même probl̀eme avec pour objectif de réduire son temps de résolution. Nous nous sommes
focaliśes sur les solutions algorithmiques. Nous avons présent́e les diff́erentes mod́elisations
que l’on peut adopter dans ce contexte avec en particulier : les techniques de sélection d’algo-
rithmes, de combinaison récursive, d’apprentissage automatique et de portfolio d’algorithmes.
Ces diff́erentes techniques peuventêtre regrouṕees en approches clairvoyantes et non clair-
voyantes.
Nous avons choisi d’étudier plus sṕecifiquement les approches basées sur les portfolio d’algo-
rithmes. Cette approche est intéressante lorsque l’on veut combiner les algorithmes sans modèle
de performance analytique capable de donner une bonne estimation du temps d’ex́ecution des
algorithmes quelle que soit l’instance du problèmeà ŕesoudre. L’approche des portfolio d’algo-
rithmes exploite leśeléments venant des approches on-line et celles basées sur l’apprentissage
automatique. Au niveau des approches on-line, on exploite le mod̀ele par portfolio que l’on
adapte aux algorithmes. Au niveau des approches basées sur l’apprentissage, on exploite la no-
tion de benchmark permettant d’inférer les ḿecanismes de choix.

Deux voies de construction des portfolio d’algorithmes ontét́e propośees dans cette thèse.
La premìere est baśee sur la ḿethode des plus proches voisins en apprentissage automatique.
Cette approche est adaptative car elle procède en d́eterminant le portfolio le plus adapté pour
chaque instancèa ŕesoudre. Celle ci áet́e appliqúee au probl̀eme de ŕesolution des systèmes
linéaires òu nousétions capable dans certaines situations de prédire 94% des cas un sous
ensemble restreint contenant l’algorithme le mieux adapté pour ŕesoudre le problème cible.
Par ailleurs, nous avons pu obtenir de bons temps de résolution en moyenne des instances de
syst̀emes lińeaires.
Dans la seconde voie, on détermine le meilleur portfolio pour un problème uniquement̀a partir
de la connaissance de ses performances sur un jeu de données que l’on suppose représentatif
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du probl̀eme cible. L’objectif dans cette approche est de proposer une solution robuste qui doit
en moyenne ŕesoudre les instances du problème avec un temps d’exécution plus court que ce-
lui de n’importe quel algorithme pris individuellement. Dans la seconde approche, nous avons
propośe un probl̀eme th́eorique pour la construction des portfolio d’algorithmes et analyser sa
difficulté. Nous avons aussi proposé plusieurs solutions̀a ce probl̀eme que nous avons validées
exṕerimentalement en simulant des portfolio pour la résolution du probl̀eme SAT.
Les exṕerimentations ont montré dans plusieurs situations que nos algorithmes pouvaient obte-
nir une solution qualitativement très pr̀es de l’optimale. En outre, elles ont montrées que nous
étions capables d’obtenir de meilleur portfolio d’algorithmes en moyenne (un meilleur coût
de ŕesolution des instances) en utilisant un nombre plus important d’algorithmes candidats. Ce
résultat est important car suggérant qu’avec une plus grande connaissance d’un problème (en
termes d’algorithmes candidats le résolvant) on peut le résoudre plus efficacement.

Les ŕesultats th́eoriques et exṕerimentaux que nous avons obtenus révèlent l’intér̂et des ap-
proches par portfolio d’algorithmes dans un contexte non clairvoyant de combinaison des al-
gorithmes. Nous précisons en particulier qu’il est important que l’on ait une grande variabilit́e
dans les temps d’exécution pour que le surcoût lié à la redondance des calculs dans le port-
folio soit amorti. Ceci est en géńeral le cas avec les ḿethodes heuristiques de résolution des
probl̀emes NP complet ou les algorithmes numériques it́eratifs. Par ailleurs, la représentativit́e
du benchmark utiliśe a un impact sur la qualité du portfolio d’algorithmes. Il est important de
noterà cet effet que leśeléments de la th́eorie de l’́echantillonnage [Kearns and Vazirani 1994]
permettent dans certains cas de caractériser la qualit́e des benchmarks. Ensuite, comme nous
l’avons d́ejà souligńe, pour certains problèmes bien connus notamment en optimisation combi-
natoire, il existe de nombreux travaux visantà élaborer des benchmarks de qualité. Les utiliser
pour construire un portfolio d’algorithmes serait judicieux.

Dans cette th̀ese, nous avons employé deux approches de validation de nos solutions. Dans
la premìere nous nous sommes situés dans un scénario òu à partir d’un sous ensemble fini d’ins-
tances, on doit ŕesoudre un ensemble d’instances beaucoup plus grand. Cette approche s’inspire
de la technique du souséchantillonage en apprentissage automatique [Mitchell 1997] et refl̀ete
le fonctionnement en pratique de plusieurs bibliothèques b̂aties sur les
benchmarks [Whaley et al. 2001, Bilmes et al. 1997, Frigo and Johnson 1998]. La seconde ap-
proche de validation a consisté à construire un portfoliòa partir d’un sous ensemble d’instances
et de tester ce portfolio sur ce sous ensemble. A la différence de la première approche, celle ci
est moins ǵeńerique et est plus adaptée au cadre d’une compétition òu l’on connâıt à l’avance le
comportement des instances que l’on aura sur les différents algorithmes. Cependant, elle n’est
pas d́enúee de tout fondement si l’on se situe dans un contexte où les instances̀a ŕesoudre sont
très prochesd’un sous ensemble connu. De plus, le fait que l’on ne reconnaisse pas̀a chaque
fois les instances que l’on résout dans la seconde approche nous permet de nous situer un peu
dans le cas de la validation par souséchantillonage (on a un benchmark et un ensemble inconnus
d’instances̀a ŕesoudre).
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6.2 Perspectives

Cetteétude a permis de dégager une approche possible pour un problème difficile et souvent
mal pośe. Nous envisageons plusieurs perspectives. Elles portentprincipalement sur :

– L’amélioration de la validation
– Prise en compte des autres contextes d’exécution
– L’ étude des stratégies pour le partage mixte du temps et des ressources
– La prise en compte de la qualité des ŕesultats obtenus

6.2.1 Amélioration de la validation

Dans la validation sur les systèmes d’́equations lińeaires, nous avons ciblés la minimisation
du nombre d’it́erations et non du temps d’exécution. Si la proximit́e des côuts d’itérations entre
les solveurs śelectionńes motive ce choix, il n’est toutefois pas entièrement fid̀ele au mod̀ele de
combinaison que nous avons proposé. En prenant en compte les temps d’exécution en particu-
lier, on peut noter que leseffets de cachesapparâıtront dans la pŕeemption des solveurs ce qui
aura un impact sur les résultats. La m̂eme critique sur la validation peutêtre port́ee sur l’ap-
proche statique de combinaison que nous avons employé. L’usage des solveurs réels dans un
contexte parall̀ele pourra faire apparaı̂tre d’autres consid́erations importantes que nous n’avons
pas relev́e.

6.2.2 Prise en compte des autres contextes d’exécution

Dans ce manuscrit, nous avons considéŕe uniquement les environnements parallèles ho-
mog̀enes en consid́erant un paralĺelisme id́eal. Cetteétude doitêtre étendue aux cas des en-
vironnements h́et́erog̀enes et distribúes. Dans ces cas, les modèles de performance que nous
avons propośes sur le parallélisme des algorithmes ne seraient pas nécessairement valides. Ceci
nécessitera sans doute de revisiter les solutions proposées.

6.2.3 Partage du temps et des ressources

Dans cettéetude, nous avons considéŕe śepaŕement la construction des portfolio par partage
de temps et par partage de ressources. On peut aussi envisagerde construire des modèles par
portfolio dans lesquels on met en oeuvre simultanément les deux types de partage. Le principal
intér̂et de ce choix est d’accroı̂tre la combinatoire possible dans la combinaison des algorithmes.
Dans cette perspective toutefois, il serait intéressant de proposer au préalable un mod̀ele efficace
pour la mesure du temps dans le partage des ressources qui prennent en compte les effets de
la pŕeemption des algorithmes (qui nécessite de sauvegarder le contexte et de redéployer les
donńees).
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6.2.4 Prise en compte de la qualit́e des ŕesultats obtenus

Dans cettéetude, nous nous sommes focalisés à la combinaison des algorithmes afin de
réduire uniquement le temps d’exécution. Certains algorithmes toutefois notamment dans la
résolution des systèmes lińeaires ou sur le problème SAT proposent différentes qualit́e de solu-
tion en fonction du temps d’exécution. Par exemple dans la première śerie d’exṕerimentations
réaliśees au chapitre3, nous avons noté dans certains cas que seuls57% des syst̀emes lińeaires
étaient effectivement résolus. La prise en compte de la qualité des ŕesultats devient ainsi un
facteur important. Une approche dans cette optique aét́e propośee dans [Fukunaga 1999]. Elle
propose de fixer un temps d’exécution maximal pour l’obtention d’une solution et de déterminer
la combinaison conduisantà la meilleure qualit́e de solution possible. De façon géńerale, les
techniques d’optimisation dans un contexte multi-objectif [Saule 2008] pourraient icîetre envi-
saǵees en d́eterminant les meilleurs compromis entre la qualité d’une solution et le temps qu’il
a fallu pour l’obtenir.
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Annexe A

A.1 Choix de T et γ dans la preuve de NP Compĺetude du
l-dRSSPquand k < m

T a ét́e choisi en vue de donner le coût de ŕesolution des instances lorsque : l’on donnekm
ressources̀a Ak+1 et l’on choisit un sous ensemble couvrant d’algorithmes (qui peut ŕesoudre
chaque instance en au plusmα)dont chaque algorithme a une ressource. Le coût de ŕesolution
deIk+1 induit par l’affectation dekm ressources̀aAk+1 estkγ(k+1)m

km
= γ(k+1). Le côut induit

pour la ŕesolution desn instancesI1, . . . , In avec un sous ensemble couvrant d’algorithmes
ayant1 ressource estnmα(k + 1). On en d́eduit la valeur deT .

Pour choisirγ, nous consid́erons le côut T1 de ŕesolution desn + 1 instances si l’on donne
km−1 ressources̀aAk+1. On peut facilement v́erifier queT1 > γ(k+1)m

km−1
. Comme nous voulons

que l’affectation de moins dekm ressources ne puisse pas permettre d’atteindre une somme total
de côut deT , nous posonsγ(k+1)m

km−1
> γ(k +1)+nm(k +1)α ce qui donneγ > nmα(km− 1).

A.2 Choix de T et β dans la preuve de NP Compĺetude du
lr-dRSSP

T est choisi ici de sortèa donner le côut de ŕesolution lorsque l’on a un sous ensemble
couvrant dex algorithmes (qui peut résoudre chaque instanceI1, . . . , In en au plusmα) dont
chaque algorithme possède deux ressources. Dans ce cas en effet, le coût de ŕesolution des
instancesI1, . . . , In est denαm

2
car ces dernières seront ŕesolues par les algorithmes du sous

ensemble couvrant. Parmi lesk instances restantesIn+1, . . . , In+k, l’on aurax instances qui
seront ŕesolues par les algorithmes du sous ensemble couvrant et lesk − x instances restantes
par les autres algorithmes. On en déduit queT = nmα

2
+ β(k − x

2
).

Pour choisirβ, nous imposons que dans toute solution, il n’y ait pas plus dek−x algorithmes
ayant une ressource (pour garantir que l’on a bienx algorithmes ayant deux ressources). Si
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k − x + j ont deux ressources alors, parmi les instancesIn+1, . . . , In+k, k − x + j sont ŕesolues
par un algorithme ayant une ressource etx−j par un algorithme ayant plus d’une ressource. Ce
coût est donc de la formeβm(k−x+ j)+ t(x− j) où t(x− j) est le côut des instances résolues
avec plus d’une ressource. On peut facilement observer que la plus petite valeur det(x− j) est
obtenue quand lesm− (k − x + j) = 2x− j ressources restantes sont partagéeséquitablement
entre algorithmes. Aussi on déduit quet(x − j) ≥ (x − j)mβ x−j

2x−j
. Nous d́eduisonsβ en

imposant que le côut de ŕesolution des instancesIn+1, . . . , In+k dépasseT quand on n’a pasx
algorithmes ayant deux ressources. On pose pour cela l’inéquationβm(k−x+ j)+ (x−j)2mβ

2x−j
>

T . Une solution existe dans cette inéquation siβ >
nm α

2
(2(2x−j))

jx
.
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