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Résumé

Titre : CONTRÔLE DU PROFIL DE FACTEUR DE SECURITE DANS LES
PLASMAS DE TOKAMAK EN DIMENSION INFINIE

Les besoins énergétiques croissants de la population mondiale requièrent le développement,
la maîtrise et la fourniture de nouvelles formes d’énergie. Dans ce contexte, la fusion nucléaire
est une piste de recherche extrêmement prometteuse. Le projet mondial ITER est destiné à
démontrer la faisabilité scientifique et technique de la fusion nucléaire comme nouvelle source
d’énergie. Un des nombreux verrous tient à la maîtrise de la distribution spatiale du profil de
courant dans les plasmas de tokamak, paramètre clé pour la stabilité et la performance des
expériences. L’évolution spatiotemporelle de ce courant est décrite par un ensemble d’équations
aux dérivées partielles non linéaires.

Ce document traite de la stabilisation par un contrôle robuste de la distribution spatiale du
profil de courant en dimension infinie. Deux approches sont proposées : la première s’inspire
d’une approche de type mode glissant et la seconde (de type proportionnelle et proportionnelle
intégrale) est basée sur les fonctions de Lyapunov en dimension infinie. La conception des lois
de contrôle est basée sur l’équation 1D de la diffusion résistive du flux magnétique. Les lois
de contrôle sont calculées en dimension infinie sans discrétisation spatiale préalables.

Mots clés : Contrôle des plasmas de tokamak, équation aux dérivées partielles, fonctions
de Lyapunov, commande par mode glissant, commande H∞, stabilisation asymptotique, LMI
(linear matrix inequality), fonctions de Lyapunov contrôlées.
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Abstract

Titre : CONTROL OF SAFETY FACTOR PROFILE IN PLASMAS OF TO-
KAMAK IN INFINITE DIMENSION

The increasing energy needs of the world population require the development, the control
and the supply of new forms of energy. In this context, nuclear fusion is a track of extremely
promising research. World project ITER is intended to prove the scientific and technical fea-
sibility of nuclear fusion. One of the many key-goal is the control of the current profile spatial
distribution in plasmas of tokamak, which is one of the main parameter for the stability and
the performance of the experiments. The spatiotemporal evolution of this current is described
by a set of nonlinear partial differential equations.

In this document stabilization is proposed considering robust control of current profile spa-
tial distribution in infinite dimension. Two approaches are proposed : the first one is based on
sliding mode approach and the second one (of type proportional and proportional integral) is
based on the Lyapunov functions in infinite dimension. The design of the control law is based
on the 1D equation resistive diffusion of the magnetic flux. The control laws are calculated in
infinite dimension without space discretization.

Keywords : Tokamak plasmas control, partial differential equations, Lyapunov functions,
sliding mode control, H∞ control, asymptotic stabilization, LMI (linear matrix inequality),
control Lyapunov function.
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Notations et abréviations

Notations

Symbole Description Unité
B : Champ magnétique toroïdal T
R : Grand rayon du tore m
µ0 : Perméabilité du vide, 4π × 10−7 Hm−1

I : Courant dans la bobine de champ toroïdal A
ψ : Flux magnétique poloïdal Wb radian−1

φ : Flux magnétique toroïdal Tm2

f : Fonction diamagnétique Tm
< A >: Moyenne scalaire d’une quantité A sur une surface magné-

tique
q : Facteur de sécurité
B0 : Champ toroïdal au centre de la chambre à vide du tokamak T
Ip : Courant total circulant dans le plasma A
R0 : Grand rayon du plasma m
ǫ : Rapport d’aspect ( a

R0
)

jni : Densité de courant non-inductive Am−2

η||(η1 ≤ η|| ≤
η2) :

Composante parallèle de la résistivité du plasma Ωm

a : Petit rayon du plasma m
x : Variable d’espace normalisée
V0 : Tension par tour V
jbs : Courant plasma auto-généré (dit courant bootstrap) Am−2

Zeff : Charge effective des ions du plasma C
me : Masse de l’électron, 9.1096 × 10−31 Kg
e : Charge de l’électron, 1.6022 × 10−19 C
c : Vitesse de la lumière dans le vide, 3 × 108 ms−1

ǫ0 : Permitivité de l’espace libre, 8.854 × 10−12 Fm−1

te : Temps caractéristique de collision électron-électron s
ft : Fraction d’électrons piégés
ν∗e : Paramètre de collisionnalité électronique
C : Facteur de réduction de conductivité due à des collisions

électron-électron
Te : Température électronique dans le plasma eV
Ti : Température ionique dans le plasma eV
ne : Densité électronique m−3

n̄e : Moyenne linéique de la densité électronique m−2

jLH : Densité de courant hybride Am−2
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τE : Temps de confinement s
Nlh: Indice de réfraction
Plh: Puissance Hybride W
χe Coefficient de diffusion m2s−1

R : Corps des réels
C : Corps des complexes
R
N : R−espace vectoriel de dimension N

Γ = ∂Ω : Bord de l’ensemble Ω
Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ K : f mesurable et

∫
Ω |f |p < +∞

}

‖f‖Lp Norme sur Lp(Ω) donnée par ‖f‖Lp =
[∫

Ω |f (ξ)|p dξ
] 1
p

L∞ (Ω) = {f : Ω −→ K : f mesurable et ∃C > 0 telle que |f (ξ)| ≤ C sur Ω}
‖f‖L∞ Norme sur L∞ (Ω) donnée par ‖f‖L∞ =

inf {C : |f (ξ)| ≤ C sur Ω}
H
m (Ω) =

{
f ∈ L2(Ω) : Dαf ∈ L2(Ω),∀α ∈ R

N , |α| ≤ m
}

H
1
0(Ω) : Ensemble des fonctions de H

1 (Ω) qui sont nulles au bord Γ
H

−1(Ω) : Dual de l’espace H
1
0(Ω)

B∗ : Adjoint de l’opérateur borné B
L(H,U) : Ensemble des applications linéaires de H dans U

(S(t))t≥0 : Semi-groupe
H : Espace de Hilbert
D(A) : Domaine de définition de l’opérateur A
ρ(A) : Ensemble résolvant de A
σ(A) : Spectre de A
t : Variable temporelle
|·| = Valeur absolue
eA =

∑
n≥0

An

n!∑
A,B : ż = Az +Bu

zt et zx : Dérivée temporelle et spatiale de z respectivement
i : Unité imaginaire, i2 = −1
C([0, T ];D(A)) : Ensemble des fonctions continues de [0, T ] dans D(A)
C1([0, T ];H) : Ensemble des fonctions de classe 1 de [0, T ] dans H

Wm,p(Ω) =
{
f ∈ Lp(Ω) : Dαf ∈ Lp(Ω),∀α ∈ R

N , |α| ≤ m
}

Abréviations

EDO : Equation Différentielle Ordinaire
EDP : Equations aux Dérivées Partielles
INED : Institut National Etudes Démographiques
MHD : Magnéto-Hydro-Dynamique
ITER : International Thermonuclear Experimental Reactor
CEA : Commissariat à l’Energie Atomique
JET : Join European Torus
LH : Lower Hybride
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Avant-propos

Ce mémoire présente les travaux que j’ai effectués pendant trois ans au sein du LISA (An-
gers) et de l’IRFM (CEA-Cadarache). Le travail présenté est organisé de la manière suivante :

Dans le chapitre 1, après avoir introduit le contexte physique de ce travail, nous présentons
les équations de la magnétohydrodynamique et l’équilibre à symétrie de révolution. Nous nous
intéressons ensuite aux notions de surfaces magnétiques et à la moyenne sur les surfaces ma-
gnétiques. Nous terminerons ce chapitre par la motivation du problème de contrôle du profil de
courant, l’état de l’art et l’approche de contrôle distribué pour le dispositif expérimental utilisé.

Dans le chapitre 2, nous proposons les équations de la diffusion résistive du flux magné-
tique et du transport de la chaleur. Nous nous intéressons ensuite plus en détails à l’équation
de la diffusion résistive du flux magnétique dont nous détaillons quelques propriétés (existence
et unicité de la solution, existence des solutions asymptotiques, ...).

Le chapitre 3 est divisé en deux parties. Dans la première partie qui est largement inspirée
de [76], on va s’intéresser à la construction de contrôles pour stabiliser des EDPs linéaires en
dimension infinie. La deuxième partie, qui est inspirée de [65], est dédiée à la stabilisation des
systèmes non linéaires en dimension infinie.

Enfin, dans les chapitres 4 et 5, nous nous intéressons à la construction des lois de com-
mande pour contrôler le profil de courant en dimension infinie. Dans le chapitre 4, c’est la
méthode par mode glissant qui sera utilisée pour construire le contrôle et dans le chapitre 5,
le contrôle est construit à l’aide d’une fonction de Lyapunov.

Les conclusions relatives à l’ensemble de ce travail sont proposées à la fin du manuscrit.
Quelques perspectives sont alors dressées afin d’envisager des études ultérieures.
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Chapitre 1

Problématique de contrôle du profil de
courant plasma
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Dans ce chapitre, le contexte général des activités de recherche dans lequel se situe la thèse
est exposé. Il s’agit de :

– présenter brièvement les réactions de fusion thermonucléaire en tant que potentielle
nouvelle source énergétique pour l’humanité,

– de décrire le principe des installations expérimentales dédiées a cette recherche,
– discuter la problématique du profil du courant plasma en situant l’approche traitée dans

cette thèse dans l’état de l’art pré-existant.
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1.1 La fusion thermonucléaire contrôlée

Selon l’INED (Institut National Etudes Démographiques), la population mondiale est de
6, 7 milliards d’individus aujourd’hui. Ce chiffre devrait augmenter pour atteindre 9, 2 milliards
d’individus en 2050 et entraîner une augmentation des besoins énergétiques pour des pays en
voie de développement. En 2050, la consommation d’énergie pourrait atteindre deux à trois
fois la consommation actuelle (voir Fig. 1.1 ), on voit sur la figure le scénario haut et le scénario
moyen.

Figure 1.1 – Consommation d’énergie et évolution de la population : Source CEA IRFM

Les énergies fossiles sont très utilisées aujourd’hui dans le monde : près de 88% de l’énergie
primaire consommée provient de carburants fossiles (voir Fig. 1.2).

Figure 1.2 – Prévision des quantités d’énergie : Source CEA IRFM

Les ressources énergétiques fossiles sont limitées et ne pourront répondre aux besoins crois-
sants de la population mondiale. Sans parler du problème de changement climatique global du
à l’effet de serre exacerbé par l’utilisation de ces combustibles. D’où la nécessité de développer
de nouvelles formes de production d’énergie. Celle-ci devront bien évidemment satisfaire des
critères économiques, mais aussi prendre en compte des exigences en terme d’environnement,
de sûreté de fonctionnement et de disponibilité des ressources. L’énergie de fusion représente
une option attractive pour répondre à l’ensemble de ces exigences.
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1.1.1 La fusion comme processus exo-énergétique

Les réactions mises en jeu pour les sources d’énergie fossiles sont des réactions chimiques.
Les énergies obtenues à partir de ces réactions chimiques sont beaucoup plus faibles que celles
obtenues par les réactions nucléaires (typiquement 1 million de fois plus faibles). La possibilité
de réaliser des réactions nucléaires exo-énergétiques tient à ce que l’énergie de liaison d’un
noyau par nucléons varie suivant les éléments (voir Fig. 1.3). En conséquence, la fusion de
noyaux légers comme la fission de noyaux lourds sont des réactions exo-énergétiques, l’énergie
produit étant reliée au défaut de masse entre produits et réactifs par la fameuse formule
d’Einstein E = mc2 où E est l’énergie produite, m la masse disparue et c vitesse de la
lumière.

Figure 1.3 – Énergie de liaison par nucléon des noyaux en fonction du nombre de nucléons :
Source CEA IRFM

B(A,Z) est l’énergie de liaison, A le nombre de nucléon ou nombre de masse et Z est le
numéro atomique.

Les réactions de fusion (de l’hydrogène) sont la source principale d’énergie du Soleil et des
autres étoiles.

1.1.2 La nécessité de confiner un plasma chaud

Pour obtenir une réaction de fusion, il faut rapprocher suffisamment deux noyaux qui,
puisqu’ils sont tous deux chargés positivement, se repoussent. Une certaine énergie est donc
indispensable pour franchir cette barrière et arriver dans la zone, très proche du noyau, où
se manifestent les forces nucléaires capables de l’emporter sur la répulsion électrostatique. La
probabilité de passage de cette barrière peut être quantifiée par la "section efficace". La section
efficace est une grandeur physique correspondant à la probabilité d’interaction entre particules
pour une réaction donnée. La variation en fonction de l’énergie d’interaction, exprimée en keV
(1eV = 1.610−19J), des sections efficaces de plusieurs réactions de fusion est indiquée sur la
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courbe ci-après (voir Fig. 1.4).

Figure 1.4 – Section efficace (m2) : Source CEA IRFM

On note que la réaction qui a la plus grande section efficace, et donc la plus "facile" à faire
est la réaction impliquant le deuterium et le tritium [6, 91] ((1.1) et Fig. 1.5)

D + T →4 He(3.56MeV ) + n(14.03MeV ) (1.1)

C’est sur cette réaction que se concentrent les recherches sur la fusion contrôlée.

Figure 1.5 – Réaction de fusion : Source CEA IRFM

Les températures (qui mesurent l’énergie d’interaction) requises pour la fusion thermonu-
cléaire dépassent la centaine de millions de Kelvins. À de telles températures, les électrons se
sont détachés complètement du noyau ; on dit que l’atome s’ionise et l’on entre alors dans le
quatrième état de la matière, l’état de plasma (voir Fig. 1.6).

Pour atteindre ces températures, il faut autant que possible isoler la matière de l’environ-
nement extérieur et des parois matérielles, autrement dit confiner la matière.

Dans une étoile, la fusion se met en oeuvre quand la matière en son coeur atteint, sous
l’effet des forces gravitationnelles, des densités et des températures suffisantes pour déclencher
des réactions thermonucléaires libérant de l’énergie. Ce mode de confinement est impossible à
réaliser sur Terre. D’autres voies vont donc être explorées.

1.1.3 Rendement énergétique : le critère de Lawson

Le critère de Lawson [18, 27, 83] donne des conditions sur les paramètres du plasma pour
produire de l’énergie à partir de la fusion thermonucléaire.
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Figure 1.6 – Physique de la matière : Source CEA IRFM

Le bilan total de puissance dans le milieu s’écrit

dW

dt
= Palpha + Pextérieure − Ppertes, (1.2)

où, Palpha représente l’énergie que cèdent les particules alpha au plasma par collision, Pextérieure
est la puissance provenant des systèmes de chauffage extérieures et Ppertes correspond à la
puissance perdue par conduction, convection et rayonnement. Le temps de confinement est le
temps caractéristique que met le plasma à se vider de son contenu énergétique si on coupe
brutalement les sources qui l’alimentent.

τE =
W

Ppertes
. (1.3)

En pratique, pour des conditions intéressantes pour un réacteur, on obtient [62]

n · T · τE > 1021m−3 · keV · s avec T ∼ 10KeV (1.4)

avec n la densité de plasma et T la température moyenne plasma.
Autrement dit, pour déclencher suffisamment de réactions de fusion, il est indispensable de

confiner avec un temps caractéristique suffisant τE le plasma suffisamment chaud (température
T ) et suffisamment dense (densité n).

Pour établir les conditions de la relation (1.4), il y a en pratique deux voies :
– confiner sur un temps caractéristique τE de l’ordre de la seconde un plasma de densité
n faible, de l’ordre de 10−5 fois celle de l’air qu’on appelle le confinement magnétique,

– confiner sur un temps caractéristique τE très court de l’ordre de la nanoseconde un
plasma de forte densité n, c’est le confinement inertiel.

Sur la Terre, deux voies sont étudiées pour reproduire ces réactions (voir la figure 1.7). Ces
deux voies de confinement correspondent à deux manières différentes de satisfaire le critère de
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Lawson, c’est-à-dire la relation (1.4) (qui donne une condition sur le produit n · T · τe). Les
deux voies étudiées sont les suivants :

La voie inertielle est une méthode utilisée pour porter un petit volume de matière à une
très haute pression et très haute température. Le volume est compressé en utilisant des lasers,
qui vont produire un plasma très dense mais de très courte durée. Cette voie est principalement
utilisée à des fins militaires pour produire, par exemple, la bombe H [64] .

La voie magnétique, dans le cadre de laquelle nous nous placerons dorénavant, est une
méthode utilisée pour confiner le plasma dans une enveloppe de forme torique créée par des
champs magnétiques. Cette méthode est la plus avancée car elle permet de produire un plasma
de faible densité durant un temps assez long [1].

Figure 1.7 – Les trois approches de confinement existantes : Source CEA IRFM

Ce sont les deux voies qui sont à l’étude dans la communauté internationale. On distingue
plus précisément des conditions pour :

– le "break-even" qui correspond à l’égalité entre la puissance provenant des sources ex-
térieures et la puissance totale produite par les réactions de fusion,

– l’"ignition" qui correspond au cas où la puissance de fusion suffit à elle seule à compenser
la puissance perdue : on dit que le plasma s’auto-entretient.

Comme indiqué à la figure 1.8.
Si on introduit le facteur Q qui est le rapport entre la puissance totale produite par les

réactions de fusion et la puissance provenant des sources extérieures, alors deux valeurs de Q
sont caractéristiques : Q = 1 correspond à "break-even" et Q = ∞ à "ignition". Le facteur Q
est souvent appelé facteur d’amplification de l’énergie.

Les chercheurs du JET (Join European Torus) ont obtenu un facteur d’amplification Q = 1
pour un plasma D-T (du Deutérium et du Tritium) [6, 46].

1.1.4 État des lieux de la voie confinement magnétique

Sur la figure 1.8, on peut voir l’évolution des performances atteintes par rapport au critère
de Lawson, depuis les premières machines russes jusqu’au projet ITER (International Ther-
monuclear Experimental Reactor). ITER a été mis en place dans l’objectif de démontrer la
faisabilité "scientifique" de la fusion thermonucléaire. Les partenaires de ce projet sont l’Union
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Figure 1.8 – Diagramme de performances des dispositifs vis-à-vis du critère de Lawson :
Source www.nuclear-info.com

Européenne, le Japon, la République de Chine ainsi que la Corée du Sud, l’Inde, la Russie
et les Etats-Unis. Le réacteur sera mis en place sur le site français de Cadarache avec un
démarrage prévu en 2019.

1.1.5 Schéma de principe d’un réacteur de fusion par confinement magné-
tique

Depuis longtemps, les physiciens spécialistes des plasmas de fusion ont cherché à définir ce
que pourrait être le futur réacteur. Le réacteur de fusion qui sera utilisé pour le confinement
magnétique va être composé : d’une enceinte pour la production des réactions nucléaires de
fusion et de bobines, afin de limiter la consommation d’énergie. Le schéma de principe du
réacteur est indiqué ci-dessous (voir figure 1.9). En 1, on injecte du Deutérium et du Tritium
au coeur du réacteur où le mélange est chauffé et amené à l’état de plasma dans la chambre à
vide 2. Les particules chargées cèdent leur énergie à la première paroi suite à des collisions en
3. Après récupération de l’énergie des neutrons sous forme thermique en 4, il est transformé
en électricité suivant le processus classique échangeur à vapeur - turbine - générateur en 5.

La réalisation de décharges longues, dans des scénarios spécifiques, demande une bonne
conduite des paramètres du plasma afin d’en assurer le contrôle.
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Figure 1.9 – Schéma d’un réacteur de fusion par confinement magnétique : Source [10]

1.2 La configuration tokamak et la description du plasma comme
fluide conducteur

1.2.1 Principe de la configuration tokamak

Le principe du confinement magnétique repose sur le fait que l’on peut agir sur les tra-
jectoires des particules chargées du plasma (formé par chauffage du milieu initialement sous
forme gazeuse) au moyen de champ magnétique par l’intermédiaire de la force de Laplace.

Si on considère pour commencer une région de champ approximativement rectiligne et
uniforme, on sait que les particules chargées du plasma vont décrire une trajectoire hélicoïdale
autour des lignes de champ (voir figure 1.10).

Figure 1.10 – Influence des lignes de champ sur les particules : Source [10]
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Pour supprimer les pertes trop importantes de particules aux extrémités qui étaient obser-
vées dans les machines dites droites, l’idée a été d’évoluer vers des machines de forme torique
en refermant les lignes de champ magnétique sur elles-mêmes en forme de ligne circulaires
(voir figure 1.11). Le champ magnétique est dit toroïdal et les bobines générant ce champ sont
appelées les bobines de champ toroïdal.

Figure 1.11 – Boîte magnétique torique : Source CEA IRFM

Mais si on suppose uniquement un champ magnétique circulaire, les particules subissent
une dérive verticale. En effet, le champ magnétique toroïdal est donné par le théorème d’Am-
père comme suit

BT =
µ0I

2πR
(1.5)

avec R le grand rayon de la ligne de champ circulaire, µ0 la perméabilité du vide, et I le courant
dans la bobine de champ toroïdal. Le module du champ magnétique BT est inversement
proportionnel au rayon R. Son rayon de courbure dépend de l’intensité du champ magnétique.
Plus le champ magnétique est puissant, plus le rayon de courbure est faible, la particule restant
au voisinage de la ligne de champ. Son rayon de courbure qui est plus élevé sur l’intérieur du
tore que sur l’extérieur engendre une légère dérive verticale des particules dont la direction
dépend du signe de sa charge (voir figure 1.12).

Figure 1.12 – Dérives des particules : Source CEA IRFM
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C’est pour compenser cet effet qu’on applique une composante de champ magnétique
poloïdal pour annuler en moyenne la dérive verticale. Les lignes de champs ont alors des
formes hélicoïdales qui tournent autour de la surface du tore (voir figure 1.13).

Figure 1.13 – Lignes de champ : Source CEA IRFM

Ainsi, les particules dérivent alternativement vers l’intérieur et l’extérieur suivant que la
ligne de champ autour de laquelle elles tournent se situe au dessous ou au dessus d’un plan
équatorial, ce qui permet de résoudre le problème global de dérive.

Le moyen utilisé pour produire des lignes de champ hélicoïdales a donné naissance à deux
machines :

– le tokamak [91] dans le quel le champ magnétique de confinement est produit par des
bobines toroïdales autour de l’axe du plasma et par le courant qui circule dans le plasma
lui même qui génère le champ magnétique poloïdal. La somme de ces deux champs est
le champ de confinement du plasma (voir figure 1.14a).

– le stellarator [89] dans lequel le champ magnétique de confinement est entièrement réalisé
par des bobines complexes autour du tore (voir figure 1.14b).

(a) Tokamak (b) Stellarator

Figure 1.14 – Différents types de machines : Source WWW.newsidenergy.fr et
www.ipp.mpg.de

On utilise de préférence aujourd’hui le tokamak au lieu du stellarator. En effet, à l’heure
actuelle, le tokamak à l’avantage au niveau de performance par rapport au stellarator.
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Les tokamaks sont la configuration de confinement magnétique la plus répandue dans le
monde de la fusion thermonucléaire. Le nom dérive de la fusion des mots russes Toroidalnaya
(toroïdal), Kamera (chambre), et Magnitnaya (magnétique). Développé dans les années 50, le
principe a été rapidement adopté par la communauté scientifique mondiale.

Si l’on considère non plus une particule isolée, mais un ensemble de particules qui consti-
tuent le plasma, il va exister des phénomènes qui influent sur le confinement du plasma dans
la direction radiale :

– la répulsion électrodynamique, qui a tendance à accroître l’inductance de l’anneau, donc
son grand rayon,

– la pression cinétique, qui fait éclater le plasma (comme une chambre à air) dû à sa
résultante radiale.

C’est pour compenser cet effet qu’il est nécessaire d’appliquer en réalité un champ vertical
crée par des bobines de champ poloïdal externes pour assurer l’équilibre du plasma (voir figure
1.15). Le plasma est ainsi confiné par des champs extérieurs (champs toroïdal et vertical),
mais aussi par son propre champ, créé par le courant qui y circule. Ce courant est généré par
induction comme dans un simple transformateur dont le circuit primaire est l’ensemble des
bobines ohmiques et le secondaire, le plasma lui même et par des moyens non inductifs à l’aide
d’ondes électromagnétiques.

Figure 1.15 – Présentation de la géométrie du tokamak : Source CEA IRFM

1.2.2 Description magnéto-hydro-dynamique (MHD) et définition des pro-
fils 1D des grandeurs plasmas

Sur des échelles de temps et d’espace importantes (fréquence inférieure à la fréquence de
giration des ions, longueur supérieure au rayon de Larmor des ions, collisions non négligeable
voir [5], [31] et [58]), le plasma peut être caractérisé localement par un ensemble de grandeurs
macroscopiques : densité n, densité de masse ρ, pression p, température T , vitesse d’un élément
fluide −→v . Il a une densité de courant électrique

−→
j et baigne dans un champ électromagnétique

décrit par le champ électrique
−→
E et l’induction magnétique

−→
B .
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Hypothèse d’équilibre

Sur les échelles de temps que l’on va étudier, on peut considérer que le plasma passe par
une suite d’état où l’équilibre des forces est satisfait, soit dans le cadre de la description MHD :

−−→
grad p =

−→
j ∧ −→

B,

L’étude de l’équilibre de plasma en géométrie axisymétrique date du début des années 60
[79].

Hypothèse de système de révolution

De plus, compte tenu de la forme torique de la configuration de tokamak, on fait classi-
quement une hypothèse d’invariance des grandeurs ψ autour de l’axe principal (hypothèse de
symétrie de révolution).

Plaçons nous dans un système de coordonnées cylindriques (r, ϕ, Z). Soient les fonctions
ψ et f définies par :

ψ(r, Z) =
1

2π

∫

D(r,Z)

−→
B.

−→
ds et f(r, Z) =

µ0

2π

∫

D(r,Z)

−→
j .

−→
ds

où D(r, Z) est le disque ayant pour circonférence le cercle centré sur l’axe du tokamak, de
rayon r, et d’altitude z (voir figure 1.16), ψ est le flux poloïdal et f la fonction diamagnétique.

Figure 1.16 – Repère d’espace : Source [18]

Le champ magnétique est donné par (nous ne donnerons pas ici les preuves, pour plus de
détails voir l’annexe A)

−→
B =

1

r

(−−→
gradψ ∧ −→eT

)
+
f(r, Z)

r
−→eT . (1.6)
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La densité de courant est obtenue en utilisant l’équation d’Ampère :

−→
j =

1

µ0r

−−→
gradf(r, Z) ∧ −→eT + Lψ−→eT

avec

Lψ = − 1

µ0

[
∂(1

r
∂ψ
∂r

)

∂r
+
∂(1

r
∂ψ
∂Z

)

∂Z

]
.

On note
jT = Lψ.

Surface magnétique et profil 1D des grandeurs plasma

Notion de surfaces magnétiques
La notion de surface magnétique permet de passer d’une géométrie 2D en 1D (voir figure

1.17 pour la transformation de 3D en 1D).

Figure 1.17 – Transformation d’une géométrie 3D en 1D : Source CEA IRFM

La conservation de l’induction magnétique oblige une ligne de champ magnétique, définie
comme tangente en chaque point à

−→
B , à rester dans un volume fini et fermée, contenue dans

une surface.
La relation d’équilibre

−−→
grad p =

−→
j ∧ −→

B entraîne d’autre part :

−→
B.

−−→
grad p = 0 et

−→
j .

−−→
grad p = 0.

On peut alors définir une suite infinie de surfaces isopression p = cste (iso-p), où les lignes
de champ magnétique et de courant résident (voir figure 1.18).

En effet, en chaque point de cette surface, l’induction magnétique et la densité de courant
sont toutes les deux orthogonales au vecteur normal

−−→
grad p. Elles sont dans le plan tangent à

la surface en ce point. Ces surfaces sont appelées surfaces magnétiques.−→
B.

−−→
grad p = 0 implique que les vecteurs

−−→
grad p et

−−→
grad ψ sont colinéaires. Les surfaces

isopression qui sont par définition les surfaces magnétiques sont aussi des surfaces iso-ψ. En
conséquence il existe une relation du type p = p(ψ).−→

j .
−−→
grad p = 0 implique de même que

−−→
grad p et

−−→
grad f sont colinéaires. Les surfaces

isopression qui sont par définition les surfaces magnétiques sont aussi des surfaces iso-f . En
conséquence il existe une relation du type f = f(p) = f(ψ).

Les équations d’équilibre du plasma permettent en particulier d’obtenir l’équation de Grad-
Schluter-Shafranov [79] (voir l’annexe A) :
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Figure 1.18 – Configuration du confinement magnétique dans le plasma de tokamak : Source
CEA IRFM

Lψ = r
∂p

∂ψ
+

1

2µ0r

∂f2

∂ψ
. (1.7)

Il s’agit d’une EDP de type elliptique pour une pression p et la fonction f fonction de ψ
supposées connues.

Profil de facteur de sécurité
Certains grandeurs caractéristiques plasma sont uniformes sur les surfaces magnétiques et

peuvent donc être décrites par un profil 1D.
Une grandeur importante est notamment le facteur de sécurité q, définie comme le rap-

port entre le nombre de tours effectués par ligne de champ dans les directions toroïdales et
poloïdales.

q =
1

2π

∮
1

R

BT
Bp

ds. (1.8)

Compte tenu de l’hypothèse de symétrie de révolution, q est uniforme sur une surface
magnétique.

Le facteur de sécurité est lié physiquement au profil de densité de courant plasma j, via
la dérivée spatiale du flux magnétique poloïdal, dont la dynamique est régie par la diffusion
résistive du flux magnétique poloïdal.

1.3 La problématique du contrôle du profil de facteur de sécu-
rité/courant dans le plasma

1.3.1 Motivations

Le facteur de sécurité est un paramètre clé qui joue un rôle principal en déterminant la
stabilité MHD de la décharge de plasma (c’est la raison de l’expression "facteur de sécurité").
Il apparaît aussi comme un facteur important dans la théorie du transport de la chaleur, en
particulier pour basculer vers les scénarios avancés de tokamak avec amélioration de l’énergie
de confinement à cause des barrières internes de transport (voir [85] par exemple). Les trois
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scénarios prévus pour ITER peuvent être schématiquement distingués par différentes formes
de profil de courant q (voir Fig. 1.19).

Figure 1.19 – Formes de profils typiques de facteur de sécurité pour les trois scénarios réfé-
rence d’ITER

C’est pour toutes ces raisons que l’on va s’intéresser au contrôle de profil de q.

1.3.2 Les différents moyens d’actions

Nous allons décrire les différents moyens d’actions utilisés pour agir sur le profil de facteur
de sécurité. Les deux principaux actionneurs sont le système de champ poloïdal, et les systèmes
de chauffage / génération de courant (voir figure 1.20 et 1.21).

Figure 1.20 – Différents moyens d’action

– Le système de champ poloïdal remplit en réalité deux fonctions. Le premier ensemble
de bobines dites de chauffage ohmique est susceptible d’induire du courant dans l’an-
neau de plasma. Le deuxième ensemble de bobines dites de champ d’équilibre permet
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Figure 1.21 – Chauffage additionnel

de maintenir le tore de plasma dans la position souhaitée, voire de donner une forme
particulière à sa section méridienne.

– Le système de chauffage / génération de courant est susceptible de générer du courant
non inductif et de chauffer le plasma (effet sur la diffusion résistive du flux). Le plasma
peut absorber l’énergie d’ondes électromagnétiques aux fréquences caractéristiques du
milieu. Ce chauffage par ondes électromagnétiques est transmis au plasma par des an-
tennes qui tapissent une partie de l’enceinte de confinement. Le choix de la fréquence
permet de définir l’espèce de particule (ions ou électrons) qui sera chauffée et la région
où se fera l’absorption de l’onde et donc le chauffage. On a trois antennes d’émission
d’ondes : Fréquence Cyclotroniques Ioniques (FCI), Fréquences Cyclotroniques Elec-
triques (FCE) et Fréquences dites Hybrides (HYB) (voir les Fig. 1.22a, 1.22b et 1.22c).
Un autre moyen de chauffer le plasma est d’injecter des neutres rapides.

1.3.3 Différentes approches étudiées - état de l’art

La question du contrôle du facteur de sécurité / profil de courant dans les plasmas de
tokamak est très difficile, en particulier en raison des couplages non linéaires entre la densité
de courant et les profils de pression. Plusieurs approches ont été développées au fil des années
et des résultats préliminaires ont été obtenus sur les différentes installations de tokamak dans le
monde entier (JET, JT-60U, DIII-D, Tore Supra, ...) mais ce problème n’est pas résolu jusqu’ à
l’heure actuelle. Le contrôle en boucle fermée d’un paramètre de forme de ce profil basé sur un
modèle semi-empirique de type Single Input - Single Output (SISO) a été expérimentalement
réalisé sur Tore Supra (par exemple dans [92] pour le contrôle de l’inductance interne de
plasma li ou dans [4] pour le contrôle de largeur du profil de dépôt LH). Plus récemment,
des états stationnaires du profil de facteur de sécurité, définis par leurs activités MHD, ont
été contrôlés sur Tore Supra pendant la phase principale de chauffage d’une décharge de
plasma, comme présenté dans [44]. Mais ce n’est manifestement pas suffisant pour répondre
à l’exigence principale qui est la stabilité MHD et / ou l’établissement et le maintien de
barrières internes de transport. Le contrôle du profil de facteur de sécurité sur un nombre fini
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(a) Antenne d’émission d’ondes FCI
de Tore Supra

(b) Antenne d’émission d’ondes
FCE de Tore Supra

(c) Antenne d’émission d’ondes
HYB de Tore Supra

Figure 1.22 – Source de chauffage

de points, basé sur une approche Multi entrées - Multi sorties (MIMO) en dimension finie à été
développé en utilisant l’identification de modèles linéaires à partir de données expérimentales
[61]. Le contrôle des profils magnétiques (facteur de sécurité) couplés avec la pression cinétique
a été expérimentalement implémenté, en particulier sur le tokamak JET (Joint European
Torus) [60]. Cette approche a montré des limitations en termes notamment de sensibilité aux
conditions de fonctionnement. D’autres approches récentes ont été développées en simulations
[97], [66], [67], [94], [95], [96], [68], [16], [17], [70] et [93].

Dans [97], la méthode de la réduction de dynamique par Décomposition Orthogonale aux
valeurs Propres (POD) est proposée. Avec ce modèle réduit, un contrôle optimal est déterminé
en utilisant une stratégie en temps fini pour des systèmes de dimension finie, le contrôle est
calculé en utilisant l’hamiltonien. Dans [66], une étude sur la contrôlabilité du profil de cou-
rant dans les plasmas de tokamak est proposée et la preuve que le profil de courant n’est pas
complètement contrôlable est faite. Dans [67] l’approche contrôle optimal à horizon glissant
basée sur une technique dite de "recherche des extremums" pour obtenir le profil désiré est
proposée. Dans [94], le problème de l’optimisation a été formulé pour obtenir un problème
de programmation quadratique (QP) en dimension finie avec contrainte. Dans [95], la mé-
thode POD est utilisée pour réduire la dynamique du modèle et réécrire le problème comme
un problème de contrôle optimal pour utiliser l’algorithme de programmation quadratique
séquentielle (SQP) afin de determiner le minimum local. Dans [96], le contrôle optimal en
boucle ouverte en temps fini et en dimension finie est proposé en utilisant la théorie des sur-
faces minimales et la méthode des moindres carrés. La théorie des surfaces minimales est
utilisée pour générer la dynamique transitoire voulue, puis un problème de suivi de trajectoire
est formulé pour le contrôle du profil de courant. Dans [68], l’approche proposée est basée sur
la réduction de dynamique par POD. Le problème de contrôle optimal en dimension finie avec
suivi de trajectoire est formulé, et l’hamiltonien est utilisé pour determiner la loi de contrôle.
Dans [16], c’est l’approche contrôle optimal en dimension finie qui est utilisée, et l’équation
de Riccati est résolue pour obtenir le contrôle. Dans [17], l’approche polytopique Linéaires
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à Paramètres Variants (LPV) en dimension finie est utilisée pour la conception du contrôle.
Dans [70], l’approche commande prédictive basée sur un modèle 1D est utilisée. Pour trouver
les actionneurs, une fonction quadratique est minimisée sous contrainte et dans [93], c’est une
première approche basée sur un modèle distribué qui a été développée spécifiquement pour
la synthèse de lois de contrôle. Mais afin de faire un pas en avant vers l’application sur les
grands domaines opérationnels et de s’attaquer aux problèmes de robustesse, des approches
en dimension infinies ont été initiées. Des premiers résultats ont été obtenus en utilisant un
contrôle par mode glissant [35] ou encore un contrôle basé sur les fonctions de Lyapunov dans
[15].

1.3.4 Approche de contrôle distribué et application au tokamak TORE
SUPRA

En réalité le problème de contrôle du profil de courant dans les plasmas de tokamak peut
être analysé globalement de la façon suivante :

La grandeur que nous cherchons à contrôler est le facteur de sécurité q, qui est de dimension
infinie. Pour faire cela, nous disposons d’un nombre fini de variables de commande (voir figure
1.23).

Figure 1.23 – Schéma de contrôle entré finie - sortie infinie

Jusqu’a maintenant, toutes les approches utilisées sont à base de réduction de modèle,
pour trouver un modèle en dimension finie, en faisant des discrétisations spatiales, ou des
développements en séries de Fourier. Ce qui permet d’appliquer les méthodes classiques d’au-
tomatique entrée finie - sortie finie (voir figure 1.24) ou procéder à l’identification d’un modèle
de ce type. L’inconvénient de ces approches est la perte du sens physique des paramètres dans
le processus de réduction ainsi que des problèmes de robustesse.

L’objectif principal de ce mémoire est de développer des lois de contrôles en dimension
infinie, c’est-à-dire entrée infinie - sortie infinie (voir figure 1.25). Parmi les avantages d’une
approche en dimension infinie, on peut citer :

– éviter la perte d’information comme dans le processus de réduction en dimension finie
– garder le plus loin possible les sens physique des paramètres manipulées et donc de

mieux pouvoir traiter les incertitudes de modèle pour essayer de résoudre les problèmes
de robustesse rencontrés par les méthodes en dimension finie

– potentiellement, une meilleure prise en compte des couplages non-linéaires
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Figure 1.24 – Schéma de contrôle entré finie - sortie finie

Figure 1.25 – Schéma de contrôle entrée infinie - sortie infinie

Les cas d’application numérique et de simulation de ce travail sont basés sur les paramètres
de la machine Tore Supra.

Tore Supra est un tokamak français et il fait partie de l’un des cinq grands tokamaks dans
le monde dont le champ toroïdal est créé par des bobines supraconductrices. Il est utilisé pour
sa capacité à exécuter de longues décharges de plasma.

Tore Supra permet d’explorer des décharges longues de plusieurs minutes (6mn) et l’échelle
de temps de la dynamique d’évolution du courant est de quelques secondes. Les autres machines
ont une durée de décharge plus courte (de l’ordre de quelques dizaines de secondes (20s) et
ont des difficultés à atteindre le régime permanent.

Le réacteur Tore Supra offre une occasion unique pour le développement et l’implémen-
tation de lois de contrôle pour le profil de courant dans le plasma sur les échelles de temps
pertinentes (voir Fig. 1.26 et les tableaux 1.1 et 1.2 pour une description technique de Tore
Supra).
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Grand rayon du plasma 2.4 m

Petit rayon du plasma 0.72 m

Volume du plasma 25 m3

Champ magnétique toroïdal au centre du plasma 4.2T

Courant de plasma 1.5 MA

Durée potentielle de la décharge 1000 s

Chauffage additionnel (par ondes HF) 20 MW

Table 1.1 – Caractéristiques principales de Tore Supra

1 Structure mécanique
à 4 K des bobines 8 Limiteur pompé toroïdal

2 Bobinage
superconducteur 1.8 K 9 et 10 Alimentation cryogénique, 1.8 K, 4 K et 80 K

3 Écran thermique 80 K 11 Vers échangeur, eau pressurisée à 220̊ C, 40 bars

4 Cryostat, enceinte
interne 220̊ C 12 Bobines du champ poloïdal

5 Cryostat, enceinte
externe 20̊ C 13 Circuit magnétique

6 Pied support : du cryostat,
des écrans 14 Antenne de chauffage à

la fréquence cyclotronique ionique
7 Première paroi

activement refroidie à 220̊ C 15 Antenne de chauffage à la fréquence hybride

Table 1.2 – Composantes de Tore Supra visibles sur la figure 1.26
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Figure 1.26 – Tore Supra
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1.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, une introduction sur la fusion thermonucléaire est proposée, et l’intérêt
d’utiliser la fusion par confinement magnétique comme nouvelle source d’énergie est discuté.
Après avoir introduit la description macroscopique du plasma comme un fluide conducteur
sur laquelle est basé le modèle physique qui sera utilisé dans ce travail, nous avons montré
comment on peut définir la notion de profil 1D radial d’un certain nombre de grandeurs
physiques. Ceci a permis d’introduire le sujet de cette thèse, à savoir le contrôle du profil de
facteur de sécurité de plasma.

La problématique du contrôle de profil de courant est ensuite exposée. L’état de l’art récent
sur le contrôle du profil de courant dans le plasma des réactions de fusion par confinement
magnétique est exposé et l’approche aujourd’hui développée dans ce travail est introduite.
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Dans le chapitre précédent, il a été précisé que l’évolution spatio-temporelle du facteur de
sécurité

q =
1

2π

∮
1

R

BT
Bp

ds

était un paramètre clé pour la performance de la décharge du plasma. l’équation aux déri-
vées partielles décrivant l’évolution de cette grandeur est détaillée dans ce deuxième chapitre.
L’existence et l’unicité d’une solution sont établies. Quelques solutions analytiques dans des
cas simplifiés sont discutées. Par ailleurs les codes de simulation physiques développés par le
CEA sur lesquels seront effectués les tests des lois de commande sont présentés.

2.1 Modélisation du système physique

Nous allons présenter le modèle physique, basé sur une description du plasma comme fluide
conducteur, qui gouverne l’évolution dynamique du profil de facteur de sécurité étudié. Il s’agit
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d’un modèle à base d’équations aux dérivées partielles, donc un modèle en dimension infinie
(les entrées et les sorties dépendant de l’espace et du temps sont en dimension infinie).

2.1.1 Équation de diffusion résistive du flux magnétique

Évolution du flux magnétique et conditions aux bords

On a vu dans le chapitre précédent la définition du flux poloïdal ψ. Dans ce qui suit, le
flux toroïdal φ est défini par

φ =

∫

D′

−→
B.

−→
dS (2.1)

Figure 2.1 – Définition du flux toroïdal

où D′ est un domaine borné par C ′ qui est l’intersection entre la section méridienne du
tore et la surface magnétique S (voir Fig. 2.1) .

On va maintenant calculer les expressions de φ et le facteur de sécurité q. Les calculs ne
sont pas détaillés (voir l’annexe B pour plus de détails).

φ =

∫

D′

−→
B.

−→
dS =

1

2π

∫

V

f

r2
dV.
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En utilisant la définition du facteur de sécurité (1.8), on peut montrer que nous pouvons
l’écrire sous la forme suivante (voir [91] pour plus de détails)

q = − 1

2π

∂φ

∂ψ
.

En utilisant cette dernière expression de q et l’expression de φ, on a

q = − 1

2π

∂

∂ψ

(
1

2π

∫

V

f

r2
dV

)
= − V ′

4π2 ∂ψ
∂ρ

f <
1

r2
> .

< 1
r2
> est la moyenne de 1

r2
sur la surface magnétique S, V le volume à l’intérieur de la

surface magnétique, V ′ = ∂V
∂ρ

et ρ un index quelconque de surface magnétique (pour plus de
détails voir l’annexe B).

Considérant que le facteur de sécurité est fonction de ψ, l’équation d’évolution de ψ est
proposée. On a la proposition suivante (pour la preuve des propositions voir [7]).

Proposition 1 Les équations d’évolution de ψ et φ sont

∂ψ

∂t
= (−→uρ −−→uψ) .

−→▽ ψ (2.2)

∂φ

∂t
=

1

2π

∂V

∂ψ
<

−→
E .

−→
B > −2πq (−→uρ −−→uψ) .

−→▽ ψ (2.3)

où −→uψ est la vitesse des surfaces à ψ constant définie par

ψ̇ + −→uψ.
−→▽ ψ = 0.

En moyennant l’équation de Grad-Schluter-Shafranov, on obtient la proposition suivante
(voir [7] pour plus de détails).

Proposition 2

−∂ψ
∂ρ

∂

∂ρ

(
C2
∂ψ

∂ρ

)
= µ0V

′ ∂p
∂ρ

+
C3

2

∂f2

∂ρ
(2.4)

avec

C2 = V ′ <
|−→▽ ρ|2
r2

>, C3 = V ′ <
1

r2
> .

Choix de la variable ρ

Un index particulier de surface magnétique est utilisé dans la suite. Il est défini par

ρ =

√
φ

πB0
, (2.5)

où B0 est le champ toroïdal au centre de la chambre vide du tokamak supposé indépendant
du temps. Ce choix est justifié dans [8], [40] et [57]. On va maintenant réécrire l’équation
d’évolution du flux poloïdal avec ρ défini par (2.5). Voici une proposition qui se trouve dans
[7].
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Proposition 3 En utilisant la définition de ρ de (2.5), on obtient

∂ψ

∂t
−

η||ρ

µ0C2
3

∂

∂ρ

(
C2C3

ρ

∂ψ

∂ρ

)
=
η||V

′

4π2ρ
<

−→
jni.

−→
B

B0
> (2.6)

où η|| est la composante parallèle (parallèle au champ magnétique) de la résistivité et
−→
jni la

densité du courant non-inductive.

Avec

f =
4π2ρB0

C3
,

le facteur de sécurité devient

q = −ρB0

∂ψ
∂ρ

. (2.7)

Conditions aux bords

Au centre, pour des raisons de symétrie

∂ψ

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=0

= 0

Pour l’autre extrémité ρ = ρmax, on a (voir l’annexe B pour plus de détails sur les calculs)

Ip =

∫

Ωp

jTdS

= − 1

2πµ0
C2(ρmax)

∂ψ

∂ρ

∣∣∣∣
ρmax

où Ip est le courant plasma total. Donc

∂ψ

∂ρ

∣∣∣∣
ρmax

= − 2πµ0Ip
C2(ρmax)

.

On peut aussi choisir une condition au bord de type Dirichlet ψ(t, ρmax).
Cette dernière condition aux limites est celle qui permet d’introduire l’une des variables

de contrôle de l’évolution dynamique du flux magnétique et du facteur de sécurité, à savoir
la variation temporelle de flux magnétique au bord de plasma, encore appelée communément
tension par tour, alors que la condition aux limites de type Neumann utilise le courant plasma
total qui n’est pas directement en pratique une variable de contrôle.

Hypothèse cylindrique

L’approximation cylindrique consiste à ne garder que l’ordre 0 dans un développement des
équations en fonction du rapport d’aspect

ǫ =
a

R0
,

où R0 est le grand rayon du plasma. C’est une autre manière de dire que

ρ≪ R0.
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On a alors :
V (ρ) = 2π2ρ2R0, V ′(ρ) = 4π2R0ρ

Ainsi, on a

Figure 2.2 – Repère de plasma

C2 = C3 =
4π2ρ

R0
.

L’équation d’évolution (2.6) devient

∂ψ

∂t
−
η||
µ0

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂ψ

∂ρ

)
= η||R0jni, avec jni =

<
−→
jni.

−→
B >

B0
(2.8)

et les conditions aux bords





∂ψ
∂ρ

∣∣∣
ρ=0

= 0;

∂ψ
∂ρ

∣∣∣
ρmax

= − µ0R0Ip
2πρmax

ou ψ(t, ρmax).
(2.9)

Hypothèse petit rayon moyen constant

Cette hypothèse correspond à une situation où la frontière plasma est supposée fixe ou
régulé par ailleurs (on néglige alors les petites variations éventuelles de frontière plasma dans
la mesure où l’échelle de temps de contrôle de la forme de plasma est plus courte que l’échelle
de temps du contrôle du profil de facteur de sécurité).

Une version simplifiée du système à commander (2.8) est proposée en posant

ρ = xa, avec x ∈ [0, 1].

Alors le système (2.8) devient

∂ψ

∂t
−

η||
µ0a2

1

x

∂

∂x

(
x
∂ψ

∂x

)
= η||R0jni (2.10)
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avec les conditions aux bords






∂ψ
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;

∂ψ
∂x

∣∣∣
x=1

= −µ0R0Ip
2π ou ψ(t, 1).

(2.11)

D’ou l’écriture suivante





∂ψ
∂t

− η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
= η||R0jni;

∂ψ
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψ
∂t

(t, 1) = −V0 où V0 est la tension par tour.

(2.12)

2.1.2 Termes sources et coefficients de l’équation, relation aux actionneurs
pour la commande

Nous allons décrire ici les termes sources et coefficients de l’équation du modèle de com-
mande utilisé, et leur relation aux actionneurs réels (voir [93] pour plus de détails).

La résistivité du modèle

Le coefficient de diffusion dans le système (2.12) est proportionnel à la résistivité électrique
du plasma η||(t, x).

La résistivité peut s’exprimer dans le cadre de la théorie dite néoclassique [42] par la
formule approchée

η||(t, x) = ηsZeff
0.73 + 0.27Zeff
0.53 + 0.47Zeff

1

(1 −W )(1 − CW )
, (2.13)

avec
ηs =

me

nee2te
. (2.14)

ηs est la résistivité dite de Spitzer, où me = 9.1096 × 10−31Kg est la masse de l’électron,
e = 1.6022×10−19C est la charge de l’électron, ǫ0 = 8.854×10−12F ·m−1 est la permitivité de
l’espace libre, Te température électronique et te le temps caractéristique de collision électron-
électron

te(t, x) =
12π

3
2m

1
2
e ε20

e
5
2

√
2

T
3
2
e

ne ln Λ
(2.15)

où ln Λ(t, x) est le logarithme du Coulombien des collisions électrons-ions

ln Λ(t, x) = 31.318 + ln

(
Te√
ne

)
(2.16)

avec
– Zeff la charge effective des ions du plasma
– W = ft

1+(0.58+0.20Zeff )ν∗e

où ft désigne la fraction d’électrons piégés

ft = 1 − (1 − xǫ)2(1 − (xǫ)2)−
1
2
(
1 + 1.46

√
xǫ
)−1

, ǫ =
a

R0
(2.17)
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et ν∗e désigne le paramètre de collisionnalité électronique

ν∗e(t, x) =
R0q

(xǫ)
3
2αete

(2.18)

αe(t, x) =

√
eTe
me

(2.19)

et C est la réduction de conductivité due à des collisions électron-électron

C =
0.56

Zeff

(
3.0 − Zeff
3.0 + Zeff

)
. (2.20)

Dans le système (2.12), la densité de courant non-inductive jni = jLH + jEC + jIC + jbs
avec jLH courant généré par l’onde hybride basse, JEC courant généré par l’onde cyclotronique
électrique et jIC courant généré par l’onde cyclotronique ionique est une source externe alors
que jbs le courant de bootstrap une source interne qu’on va intégrer dans le simulateur. Dans le
travail de cette thèse, on n’utilisera que les sources jbs et jLH . D’où la définition des courants
jLH et jbs.

Sur Tore Supra, la génération de courant non inductive est faite essentiellement par l’onde
hybride jLH (Lower Hybride en anglais car il s’agit de l’onde hybride basse).

Courant généré par l’onde hybride basse

Le modèle le plus simple utilisé pour décrire la source de courant non-inductive généré par
l’onde hybride basse est basé sur une expression sous forme de gaussienne tronquée.

jlh(t, x) = υlhe
− (µhxr−x)

2

2σlh (2.21)

avec

σlh(t) =
(µhxr − whxr)

2

2 ln 2
et υlh(t) = Ilh

[
2πa2

∫ 1

0
xe

− (µhxr−x)
2

2σlh dx

]−1

où µhxr est le maximum du dépôt, whxr la largeur du dépôt à mi-hauteur et Ilh(t) = ηlhPlh
neR0

avec

ηlh(t) = 3.39D0.26
n τ0.46

E Z−0.13
eff ou ηlh(t) = 1.18D0.55

n I0.43
p Z−0.24

eff , (2.22)

où Dn(t) ≈ 2.03 − 0.63Nlh, τE temps de confinement et Nlh l’indice de réfraction. Les para-
mètres µhxr et whxr peuvent être obtenus à partir de lois d’échelle [93].

Le courant de bootstrap

jbs(t, x) le courant bootstrap qui est un courant auto-généré, introduit la non-linéarité dans
l’équation de diffusion. Ce courant est généré par des particules piégées et peut être la source
principale de courant non inductif dans certains scénarios spécifiques. Le modèle utilisé se
trouve dans [41] et on peut l’écrire sous la forme

< j.B >

< B.∇φ > =
pe

< 1
R2 >

{
A1

[
1

pe

dpe
dψ

+
pi
pe

(
1

pi

dpi
dψ

− αi
1

Ti

dTi
dψ

)]
−A2

1

T2

dT2

dψ

}
, (2.23)
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où pi(t, x) est la pression des ions

A1(t, x) =
xt

[
0.754 + 2.21Zeff + Z2

eff + xt

(
0.348 + 1.243Zeff + Z2

eff

)]

De
, (2.24)

A2(t, x) =
xt (0.884 + 2.074Zeff )

De
, αi(t, x) =

1.172

1.0 + 0.462xt
, (2.25)

De(t, x) = 1.414Zeff+Z
2
eff+xt

(
0.754 + 2.657Zeff + 2Z2

eff

)
+x2

t

(
0.348 + 1.243Zeff + Z2

eff

)
,

(2.26)
où xt est le ratio de particules piégées. Considérant l’approximation cylindrique et en définis-
sant le courant de bootstrap comme

jbs
.
=
< j.B >

B0
=

1

R0

< j.B >

< B.∇φ >, (2.27)

on a

jbs(t, x) =
peR0

∂ψ
∂x

{
A1

[
1

pe

∂pe
∂x

+
pi
pe

(
1

pi

∂pi
∂x

− αi
1

Ti

∂Ti
∂x

)]
−A2

1

Te

∂Te
∂x

}
. (2.28)

Les relations pe = kbneTe et pi = kbniTi sont utilisées pour exprimer le courant de bootstrap
en fonction de la température

jbs(t, x) =
eR0

∂ψ
∂x

{
(A1 −A2)ne

∂Te
∂x

+A1Te
∂ne
∂x

+A1(1 − αi)ni
∂Ti
∂x

+A1Ti
∂ni
∂x

}
. (2.29)

La résistivité parallèle du plasma η|| et la densité de courant non inductive jni dépendent
de certains paramètres et en particulier de la température Te. Il est donc nécessaire pour les
simulations de modéliser le transport de la chaleur.

2.1.3 Équation de transport de la chaleur

Bilan d’énergie local

La conservation de l’énergie des électrons peut être écrite localement par (voir [40])

3

2

∂pe
∂t

+ ▽
(
Qe +

5

2
peue

)
= j.E −Q△ − ui ▽ pi + s2 (2.30)

où pe est la pression électronique, Qe le flux de la chaleur électronique, j ·E la chaleur due à
l’effet joule, Q△ la perte d’énergie par collision avec des ions, ui la vitesse des ions et s2 une
terme source externe (source de chauffage IC, LH, EC) avec






pe = nekbTe
pi = nikbTi
p = pe + pi
ne = Zni
Q△ = 3me

mi

ne
te

(Te − Ti)

(2.31)
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où Te et Ti sont respectivement les températures des électrons et des ions, kb la constante de
Boltzmann, Z le numéro de charge, me et mi les masses des électrons et des ions respective-
ment, et te le temps de la collision pour les électrons (voir [13]). On pose de plus

Qe = −neχe ▽ Te. (2.32)

On va utiliser la moyenne sur les surfaces magnétiques, en faisant de plus les hypothèses
suivantes :

– le terme convectif de transport de la chaleur est négligeable devant le terme diffusif
considéré,

– les sources et puits internes autres que l’effet joule et le terme d’équipartition électrons-
ions sont négligeables.

Dérivation de l’équation générale

Si on moyenne sur les surfaces magnétiques, le bilan d’énergie (2.30) se traduit par (pour
plus de détails voir [7])

3
2

1

V ′ 23

∂
∂t

(
neTeV

′ 5
3

)
= ∂

∂ρ

(
neχe

∂Te
∂ρ
V ′ < |∇ρ|2 >

)

−Q△V ′+ < s2 > V ′

+η||
[

ρ

µ2
0C

2
3

∂
∂ρ

(
C2

∂ψ
∂ρ

)
∂
∂ρ

(
C2C3
ρ

∂ψ
∂ρ

)

+ V ′

4π2µ0ρ
∂
∂ρ

(
C2

∂ψ
∂ρ

)
<jni.B>

B0

]
(2.33)

Hypothèse cylindrique

Dans le cadre de l’hypothèse cylindrique, on a






V = 2π2ρ2R0

|∇ρ|2 = 1

C2 = C3 = 4π2ρ
R0

(2.34)

L’équation du bilan d’énergie se transforme alors en

3
2
∂
∂t

(neTe) − 1
ρ
∂
∂ρ

(
ρneχe

∂Te
∂ρ

)
=

η||

µ2
0R

2
0ρ

2

[
∂
∂ρ

(
ρ∂ψ
∂ρ

)]2
+

η||
µ0R0ρ

∂
∂ρ

(
ρ∂ψ
∂ρ

)
jni

−Q△+ < s2 >
(2.35)

et comme conditions aux limites : pour des raisons de symétrie, au centre du plasma (ρ = 0),
une condition de Neumann homogène est considérée. Au bord du plasma (ρ = 1), on suppose
que la température peut être observée. Ainsi une condition de Dirichlet est prise en compte
(la température Te(t, 1) étant alors une donnée du problème) :

∂Te
∂ρ

∣∣∣∣
ρ=0

= 0 et Te(t, 1).
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Hypothèse petit rayon moyen constant

Pour simplifier l’écriture du bilan d’énergie, on considère l’hypothèse suivante

ρ = xa, avec x ∈ [0, 1],

ce qui donne une nouvelle écriture du bilan d’énergie

3
2
∂
∂t

(neTe) − 1
a2x

∂
∂x

(
xneχe

∂Te
∂x

)
=

η||

µ2
0R

2
0a

3x2

[
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)]2
+

η||
µ0R0a2x

∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
jni

−Q△+ < s2 > .
(2.36)

Les conditions aux bords se traduisent en

∂Te
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 et Te(t, 1).

2.1.4 Tableaux récapitulatifs

Dans les tableaux 2.1 et 2.2, le résumé des équations du flux magnétique poloïdal et du
transport de la chaleur est proposé.

Hypothèse Hypothèse Hypothèse petit

ρ =
√

φ
πB0

cylindrique rayon constant

Equation
diffusion

résistive
∂ψ
∂t

=
η||ρ

µ0C
2
3

∂
∂ρ

(
C2C3
ρ

∂ψ
∂ρ

)

+
η||V

′

4π2ρ
<

−→
jni.

−→
B

B0
>

∂ψ
∂t

=
η||
µ0

1
ρ
∂
∂ρ

(
ρ∂ψ
∂ρ

)

+η||R0jni

∂ψ
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)

+η||R0jni

Conditions
aux

limites

∂ψ
∂ρ

∣∣∣
0

= 0

∂ψ
∂ρ

∣∣∣
ρmax

= − 2πµ0Ip
C2(ρmax)

∂ψ
∂ρ

∣∣∣
0

= 0

∂ψ
∂ρ

∣∣∣
ρmax

= − µ0R0Ip
2πρmax

∂ψ
∂x

∣∣∣
0

= 0

∂ψ
∂x

∣∣∣
1

= −µ0R0Ip
2π

Expression
du facteur

de sécurité q = − V ′

4π2 ∂ψ
∂ρ

f < 1
r2
> q = −ρB0

∂ψ
∂ρ

q = −a2xB0
∂ψ
∂x

Expression
de la

densité

de courant
< jT

R
>= − 1

µ0V ′×
∂
∂ρ

(
C2

∂ψ
∂ρ

) jT = − 1
µ0R0ρ

×
∂
∂ρ

(
ρ∂ψ
∂ρ

) jT = − 1
µ0R0a2x

×
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)

Table 2.1 – Tableaux récapitulatifs (flux magnétique)
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Équation de Conditions
transport de la chaleur aux limites

Hypothèse ρ =
√

φ
πB0

3
2

1

V ′ 23

∂
∂t

(
neTeV

′ 5
3

)
= −Q△V ′

+ < s2 > V ′

+ ∂
∂ρ

(
neχe

∂Te
∂ρ
V ′ < |∇ρ|2 >

)

+η||
[

ρ

µ2
0C

2
3

∂
∂ρ

(
C2

∂ψ
∂ρ

)
∂
∂ρ

(
C2C3
ρ

∂ψ
∂ρ

)

+ V ′

4π2µ0ρ
∂
∂ρ

(
C2

∂ψ
∂ρ

)
<jni.B>

B0

]
.

∂Te
∂ρ

∣∣∣
0

= 0

Te(t, ρmax)

Hypothèse cylindrique

3
2
∂
∂t

(neTe) = 1
ρ
∂
∂ρ

(
ρneχe

∂Te
∂ρ

)

+
η||

µ2
0R

2
0ρ

2

[
∂
∂ρ

(
ρ∂ψ
∂ρ

)]2

+
η||

µ0R0ρ
∂
∂ρ

(
ρ∂ψ
∂ρ

)
jni

−Q△+ < s2 >

∂Te
∂ρ

∣∣∣
0

= 0

Te(t, ρmax)

Hypothèse petit rayon constant

3
2
∂
∂t

(neTe) = 1
a2x

∂
∂x

(
xneχe

∂Te
∂x

)

+
η||

µ2
0R

2
0a

3x2

[
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)]2

+
η||

µ0R0a2x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
jni

−Q△+ < s2 >

∂Te
∂x

∣∣
0

= 0

Te(t, 1)

Table 2.2 – Tableaux récapitulatifs (transport de la chaleur)

2.1.5 Simulateurs physiques utilisés

Nous allons décrire le code de simulation METIS (Minute Embedded Tokamak Integra-
ted Simulator) développé précédemment au CEA, à l’aide duquel ont été testées les lois de
commande conçues pendant ce travail.

METIS est un outil de simulation de tokamak intégré faisant partie de la suite CRONOS
(voir [3]). Le code METIS a été développé pour simuler l’évolution du plasma à l’aide d’infor-
mations venant de lois d’échelles couplées à des modèles simplifiés 0D ou 1D, d’où le terme
de simulateur "intégré". Il utilise un schéma numérique de convergence rapide qui permet de
simuler une décharge complète de plasma dans un temps raisonnable (de l’ordre de la mi-
nute). Il décrit n’importe quel scénario en fonction du temps, y compris diverses sources de
courant et de chaleur. METIS est conçu pour : la préparation et l’analyse rapide de décharge,
la conception de scénarios, la préparation de simulations CRONOS, la vérification de simu-
lations CRONOS et la conception des futurs tokamaks (ITER). Dans notre cas, METIS sera
utilisé pour valider nos lois de commande grâce à une interface avec Matlab/SimulinkTM .

Sur la figure 2.3, on montre le schéma principe du simulateur METIS.

Le simulateur METIS contient un solveur pour la diffusion complète du courant. La densité
de courant de bootstrap et la résistivité sont calculées en utilisant la formulation de Sauter
(voir [78] pour plus de détails). Les formes des sources de courant hybride sont basées sur
des formulations analytiques simplifiées considérant des lois d’échelle empiriques. Le profil de
densité est décrit au moyen d’un facteur de piquage prescrit ou donné par une loi d’échelle.
La densité linéique moyenne est prescrite. L’énergie contenue dans le plasma est donnée par
une loi d’échelle qui dépend du scénario.
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Figure 2.3 – Schéma de principe METIS

2.2 Problématique et modèle mathématique étudié

2.2.1 Formulation du modèle de commande

La résistivité η|| et la densité de courant jni sont fonction de la température Te, d’ou la
nécessité à terme de considérer les deux équations d’évolutions couplées.

Néanmoins, dans le cadre du travail qui sera présenté ici, qui représente l’une des premières
tentatives de traitement en dimension infinie de la problématique de contrôle du facteur de
sécurité, nous ne considérons pour commencer qu’une seule EDP, c’est-à-dire que dans notre
modèle de commande, on ne considéra pas le système (2.36) qui gouverne l’équation de trans-
port de la chaleur néanmoins celui-ci sera pris en compte en simulation.

Nous allons présenter la formulation du modèle de commande utilisé et les différents types
de contrôles étudiés. Voici le modèle utilisé



2.3 Analyse mathématique de l’équation de diffusion résistive 59

Figure 2.4 – Formulation du problème en dimension infinie






∂ψ
∂t

− η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
= η||R0jni;

∂ψ
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψ
∂t

(t, 1) = −V0

(2.37)

avec le facteur de sécurité

q = −a
2xB0

∂ψ
∂x

. (2.38)

En examinant l’équation (2.37) on peut distinguer trois moyens de contrôle :

1. générer du courant de l’extérieur par des moyens inductifs en utilisant le système de
champ poloïdal (tension par tour à la frontière du plasma) "effet transformateur" →contrôle
frontière

2. générer du courant par des moyens non inductifs → contrôle distribué par :
– injection de particules neutres rapides,
– injections d’ondes à des fréquences bien déterminées HYB, FCE, FCI,
– ou le courant auto généré (bootstrap).

3. chauffage de plasma (effet sur la résistivité) →contrôle de diffusivité

Sur la figure 2.4, on donne la formulation du problème en dimension infinie avec les diffé-
rents types de contrôle.

Dans le cadre de ce travail, nous n’allons utiliser que le contrôle frontière et le contrôle
distribué (on n’utilisera pas le contrôle de diffusivité dans un premier temps).

2.3 Analyse mathématique de l’équation de diffusion résistive

2.3.1 Caractérisation

On va donner ici la caractérisation du système à commander, c’est-à-dire le système suivant






∂ψ
∂t

− η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
= η||R0jni;

∂ψ
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψ
∂t

(t, 1) = −V0.

(2.39)
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Le système (2.39) qui représente l’évolution du flux magnétique poloïdal dans les plasmas
de tokamak est un problème d’évolution d’équation aux dérivées partielles (EDPs) linéaires
de type parabolique.

Il est intéressant de remarquer que tout en étant de type parabolique, l’EDP (2.39) cepen-
dant n’est pas triviale dans le contrôle des systèmes à paramètres distribués, car l’opérateur
différentiel 1

x
∂
∂x

(
x ∂
∂x

)
, contient une singularité en x = 0.

Le contrôle d’un tel type d’EDP n’a pas été développé jusqu’à maintenant. L’objectif
dans ce mémoire est de présenter des stratégies de contrôle pour des systèmes à paramètres
distribués s’écrivant sous la forme (2.39).

2.3.2 Existence et unicité de la solution

L’existence et l’unicité de la solution de l’EDP (2.39) sont établies dans cette section.

Proposition 4 L’équation de la diffusion résistive du flux magnétique (2.39) admet une
unique solution.

Preuve. Pour cela, une nouvelle variable ψr(t, x) est définie comme suit :

ψr(t, x) = ψ(t, x) − ψ(t, 1).

La variable ψr vérifie le système suivant






∂ψr
∂t

− η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψr
∂x

)
= η||R0jni + V0;

∂ψr
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψr
∂t

(t, 1) = 0.

(2.40)

Si on pose

F = η||R0jni + V0,

on a






∂ψr
∂t

− η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψr
∂x

)
= F ;

∂ψr
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψr
∂t

(t, 1) = 0.

(2.41)

Maintenant on va faire un changement de coordonnées (voir Fig. 2.5) pour écrire le système
(2.41) dans une nouvelle base et ceci pour enlever la singularité dans l’opérateur 1

x
∂
∂x

(
x ∂
∂x

)
.

Soit

{
x∗ = x cos θ;
y∗ = x sin θ.

Par définition de ψr, on a ∂ψr
∂θ

= 0. On a le résultat suivant qui donne la relation de
l’opérateur Laplacien en coordonnées cylindriques et cartésiennes (voir [24, 52] pour plus de
détails) :
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Figure 2.5 – Changement de coordonnées

△ψr =
∂2ψr
∂x∗2

+
∂2ψr
∂y∗2

=
1

x

∂

∂x

(
x
∂ψr
∂x

)
+

1

x2

∂2ψr
∂θ2

. (2.42)

Avec ces nouvelles coordonnées, le système (2.41) devient






∂ψr
∂t

− η||
µ0a2△ψr = F ;

∂ψr
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψr
∂t

(t, 1) = 0.

(2.43)

L’existence et l’unicité de la solution de (2.43) sont données dans [15] et [29].

2.3.3 Définition et existence de la solution asypmtotique

Une fois acquises l’existence et l’unicité de la solution de (2.39), on peut s’intéresser à son
comportement asymptotique lorsque le temps tend vers l’infini. D’où la proposition suivante

Proposition 5 Le système (2.39) admet une solution satisfaisant à la relation

lim
t→∞

‖ ψ(t, .) − ψ1(t, .) ‖= 0, (2.44)

ψ1 étant la solution de (2.39) avec

∂ψ1

∂t
(t, x) = −V0

et ceci dans le cas où V0(t) = cste, jni = jni(x) et η|| = η||(x) > 0 sont indépendants du temps
t.

Preuve.
Soit ψ1 la solution de (2.39) avec ∂ψ1

∂t
(t, x) = −V0. Cela donne

s
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

∫ s

0

(−V0

η||
−R0jni(ξ)

)
ξdξ, (2.45)

donc



62 Chapitre 2 . Mise en équations et caractérisation du système étudié

∂ψ1

∂s
=
µ0a

2

s

∫ s

0

(−V0

η||
−R0jni(ξ)

)
ξdξ, (2.46)

ce qui implique que

ψ1(t, x) =

∫ x

1

µ0a
2

s

∫ s

0

(−V0

η||
−R0jni(ξ)

)
ξdξds+ ψ1(t, 1), (2.47)

avec

ψ1(t, 1) =

∫ t

0
−V0(τ)dτ + ψ1(t = 0, 1) = −V0t+ ψ1(t = 0, 1). (2.48)

On pose maintenant

f = ψ − ψ1 (2.49)

et on veut montrer que f → 0 quand t→ ∞. On a les deux systèmes suivants






∂ψ
∂t

− η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
= η||R0jni;

∂ψ
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψ
∂t

(t, 1) = −V0,

(2.50)

et






−V0 − η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ1

∂x

)
= η||R0jni;

∂ψ1

∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂ψ1

∂t
(t, 1) = −V0.

(2.51)

On prend la différence des deux systèmes et on trouve que la fonction f vérifie le système
suivant






∂f
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂f
∂x

)
;

∂f
∂x

∣∣∣
x=0

= 0;
∂f
∂t

(t, 1) = 0.

(2.52)

On suppose que η|| = η||(x) ne dépend pas du temps. On a

x
∂f

∂t
f =

η||(x)

µ0a2

∂

∂x

(
x
∂f

∂x

)
f (2.53)

ce qui donne

x

η||(x)
∂f

∂t
f =

1

µ0a2

∂

∂x

(
x
∂f

∂x

)
f. (2.54)

On intègre

∫ 1

0

∂f

∂t
f

x

η||(x)
dx =

1

µ0a2

∫ 1

0

∂

∂x

(
x
∂f

∂x

)
fdx, (2.55)
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ainsi

d

dt

∫ 1

0
f2

x

η||(x)
dx = − 2

µ0a2

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣
2

xdx+
2

µ0a2

∂f

∂x

∣∣∣∣∣
x=1

f(t, 1). (2.56)

Comme ∂f
∂t

(t, 1) = 0 implique que

f(t, 1) = f(t = 0, 1) = ψ0(1) − ψ1(t = 0, 1),

et si ψ0(1) = ψ1(t = 0, 1), on trouve

d

dt

∫ 1

0
f2

x

η||(x)
dx = − 2

µ0a2

∫ 1

0
η||(x)

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣
2 x

η||(x)
dx. (2.57)

Donc, il vient

d

dt

∫ 1

0
f2

x

η||(x)
dx ≤ − 2η1

µ0a2

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣
2 x

η||(x)
dx (2.58)

avec

0 < η1 ≤ η||(x) ≤ η2.

Maintenant, on a

f(1) − f(x) =

∫ 1

x

∂f(s)

∂x
ds (2.59)

et f(1) = 0 implique que

−f(x) =

∫ 1

x

∂f(s)

∂x
ds. (2.60)

On a

|f(x)|2 =

∣∣∣∣∣∣

∫ 1

x

√
s

η||(s)
∂f(s)

∂x

√
η||(s)
√
s

ds

∣∣∣∣∣∣

2

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∣
∂f(s)

∂x

∣∣∣∣
2 s

η||(s)
ds

)∫ 1

x

η||(s)ds

s

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∣
∂f(s)

∂x

∣∣∣∣
2 s

η||(s)
ds

)
η2 (ln(1) − lnx)

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∣
∂f(s)

∂x

∣∣∣∣
2 s

η||(s)
ds

)
η2 (− lnx)

ainsi
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x

η||(x)
|f(x)|2 ≤

(∫ 1

x

∣∣∣∣
∂f(s)

∂x

∣∣∣∣
2 s

η||(s)
ds

)
η2

η||(x)
(−x lnx)

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∣
∂f(s)

∂x

∣∣∣∣
2 s

η||(s)
ds

)
η2

η1
(−x lnx)

≤ K

∫ 1

x

∣∣∣∣
∂f(s)

∂x

∣∣∣∣
2 s

η||(s)
ds, avec K =

η2

η1
sup

x∈(0,1)
{−x lnx}

donc

∫ 1

0
|f(x)|2 x

η||(x)
dx ≤ K

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂f(x)

∂x

∣∣∣∣
2 x

η||(x)
dx. (2.61)

D’après (2.57), on a

d

dt

∫ 1

0
f2

x

η||(x)
dx ≤ − 2η1

µ0a2K

∫ 1

0
f2

x

η||(x)
dx (2.62)

par conséquent (voir par exemple le lemme de Gronwall qui se trouve dans [36])

∫ 1

0
f2

x

η||(x)
dx ≤ e

− 2η1
µ0a

2K
t
(∫ 1

0
f20

x

η||(x)
dx

)
. (2.63)

Il est clair que

lim
t→∞

∫ 1

0
f2

x

η||(x)
dx = 0 (2.64)

ce qui donne

lim
t→∞

f(t, x) = 0. (2.65)

2.3.4 Solutions analytiques dans quelques cas de référence

Maintenant, on va déterminer analytiquement les solutions asymptotique ψ1 de (2.39) et
ceci en faisant varier les termes, η||, V0 et jni. On a toujours la relation suivante

∂ψ1

∂t
(t, x) = −V0. (2.66)

On va maintenant injecter (2.66) dans (2.39)

−V0 −
η||
µ0a2

1

x

∂

∂x

(
x
∂ψ1

∂x

)
= η||R0jni(x).

En intégrant par parties, on trouve

s
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

∫ s

0

(−V0

η||
−R0jni(x)

)
xdx. (2.67)

Plusieurs cas ont été traités sous forme de propositions.
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Proposition 6 Si on suppose que

V0 = jni(x) = 0

alors, la solution asymptotique (2.39) est donnée par

ψ1(t, x) = cste.

Preuve. Si
V0 = jni(x) = 0

on a

s
∂ψ1

∂s
= 0

ce qui implique que
∂ψ1

∂s
= 0 et

∂ψ1

∂t
= V0 = 0

et donc

ψ1(t, x) = cste.

Le courant total jT est donné par la relation suivante

jT = − 1

µ0a2R0

1

x

∂

∂x

(
x
∂ψ1

∂x

)
= 0

et q le facteur de sécurité par

q = −a
2xB0

∂ψ1

∂x

= ∞. (2.68)

Proposition 7 Si on suppose que

V0 = cste 6= 0, jni = 0 et η|| = η0 = cste,

alors, la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

ψ1(t, x) = −µ0a
2V0

η0

(
x2

4
− 1

4

)
− V0t+ ψ1(t = 0, 1).

Preuve.
Si

V0 = cste 6= 0, jni = 0 et η|| = η0 = cste

alors on a
s∂ψ1

∂s
= −µ0a

2V0

η0

∫ s
0 xdx = −µ0a

2V0

η0
s2

2
(2.69)

et

∂ψ1

∂s
= −µ0a

2V0

η0

s

2
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ce qui donne

ψ1(t, x) − ψ1(t, 1) = −µ0a
2V0

η0

[
s2

4

]x

1

.

Par conséquent, il vient

ψ1(t, x) = −µ0a
2V0

η0

(
x2

4
− 1

4

)
+ ψ1(t, 1), avec ψ1(t, 1) = −V0t+ ψ1(t = 0, 1).

Le facteur de sécurité est alors donnée par

q = a2B0
µ0a

2V0
2η0

= 2η0B0

µ0V0 (2.70)

et le courant total

jT =
V0

η0R0
.

Les résultats sont donnés dans la figure 2.6.
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Figure 2.6 – Distribution spatiale de ψ1(t, .) − ψ1(t, 1), q avec V0 = 0.1V et η0 = 10−7Ω ·m

Proposition 8 Si on suppose que

V0 = cste 6= 0, jni = 0 et
1

η||
= a1x+ b,

la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

ψ1(t, x) = −V0µ0a
2

(
a1
x3

9
+ b

x2

4
−
(
a1

9
+
b

4

))
− V0t+ ψ1(t = 0, 1).



2.3 Analyse mathématique de l’équation de diffusion résistive 67

Preuve.
On a

s
∂ψ1

∂s
= −µ0a

2

∫ s

0

V0

η||
xdx = −µ0a

2V0

(
a1
s3

3
+ b

s2

2

)

ce qui implique

∂ψ1

∂s
= −V0µ0a

2

(
a1
s2

3
+ b

s

2

)
.

Donc pour le flux magnétique, on a

ψ1(t, x) = −V0µ0a
2

[
a1
s3

9
+ b

s2

4

]x

1

+ ψ1(t, 1)

= −V0µ0a
2

(
a1
x3

9
+ b

x2

4
−
(
a1

9
+
b

4

))
+ ψ1(t, 1).

Le facteur de sécurité est

q =
B0

µ0V0(
a1
3 x+ b

2)

et le courant total

jT =
V0

R0
(a1x+ b).

On peut voir les courbes de ces grandeurs dans les figures 2.7 et 2.8.
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Figure 2.7 – Distribution spatiale de ψ1(t, .)−ψ1(t, 1), q avec V0 = 0.1V , a1 = 106 − 107(Ω ·
m)−1 et b = 107(Ω ·m)−1
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Proposition 9 En supposant

V0 = 0 et jni = j0 6= 0,

la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

ψ1(t, x) = −µ0a
2R0j0

(
x2

4
− 1

4

)
+ ψ1(t = 0, 1).

Preuve.
Avec ces hypothèses, on a

s
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

∫ s

0
−R0j0xdx = −µ0a

2R0j0
s2

2

ce qui implique
∂ψ1

∂s
= −µ0a

2R0j0
s

2

donc

ψ1(t, x) = −µ0a
2R0j0

(
x2

4
− 1

4

)
+ ψ1(t, 1).

Le facteur de sécurité est

q =
2B0

µ0R0j0

et le courant total

jT =
η||R0j0

η||R0
= j0. (2.71)

Les courbes sont données dans la figure 2.9.
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Figure 2.9 – Distribution spatiale de ψ1(t, .) − ψ1(t, 1), q avec V0 = 0V et j0 = 106A ·m−2
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Proposition 10 Si maintenant on suppose

V0 6= 0, jni(x) = j0 = cste et η|| = η0,

la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

ψ1(t, x) =
µ0a

2

4

(−V0

η0
−R0j0

)
(x2 − 1) − V0t+ ψ1(t = 0, 1).

Preuve.
Sous ces hypothèses, on a

s
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

(−V0

η0
−R0j0

)
s2

2

ce qui implique
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

(−V0

η0
−R0j0

)
s

2

alors la solution devient

ψ1(t, x) =
µ0a

2

4

(−V0

η0
−R0j0

)
(x2 − 1) + ψ1(t, 1).

Le facteur de sécurité est

q = − a2xB0

µ0a2
(
−V0
η0

−R0j0

)
x
2

= − 2B0

µ0

(
−V0
η0

−R0j0

)

et le courant total

jT = 1
η0R0

(η0R0j0 + V0) = j0 + V0
η0R0

. (2.72)

Les résultats se trouvent dans les figures 2.10 et 2.11.
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Figure 2.10 – Distribution spatiale de ψ1(t, .) − ψ1(t, 1), q avec V0 = 0.1V , η0 = 10−7Ω ·m
et j0 = 106A ·m−2
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Proposition 11 Si on suppose

V0 = 0 et jni(x) = j0(−x+ 1)

alors

ψ1(t, x) = µ0a
2R0j0

(
x3

9
− x2

4
+

5

36

)
+ ψ1(t, 1)

Preuve.
Sous ces hypothèses, on a

s
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

∫ s

0

(−V0

η||
−R0jni

)
xdx

= µ0a
2

∫ s

0
(R0j0(x− 1))xdx

= µ0a
2R0j0

(
s3

3
− s2

2

)

ce qui donne

ψ1(t, x) = µ0a
2R0j0

(
x3

9
− x2

4
+

5

36

)
+ ψ1(t, 1).

Le facteur de sécurité est

q = − B0

µ0R0j0
(
x
3 − 1

2

)

et le courant total
jT = jni = j0 (−x+ 1) .

Les résultats se trouvent dans les figures 2.12 et 2.13.
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Figure 2.12 – Distribution spatiale de ψ1(t, .) − ψ1(t, 1), q avec V0 = 0V et j0 = 106A ·m−2
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Figure 2.13 – La courbe de courant total jT avec V0 = 0V et j0 = 106A ·m−2
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Proposition 12 Et finalement si on suppose que

V0 6= 0, jni(x) = −j0x2 + j0 et
1

η||
=

1

V0
(a1x+ b)

alors, la solution asymptotique de (2.39) est donnée par

ψ1(t, x) = µ0a
2

(
R0j0

x4

16
− a1

9
x3 − b+R0j0

4
x2 − R0j0

16
+
a1

9
+
b+R0j0

4

)
+ ψ1(t, 1).

Preuve. On a

s
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

∫ s

0

(−V0

η||
−R0jni

)
xdx

= µ0a
2

∫ s

0

(
−a1x− b+R0j0x

2 −R0j0
)
xdx

= µ0a
2

(
R0j0

4
s4 − a1

3
s3 − b+R0j0

2
s2
)

donc
∂ψ1

∂s
= µ0a

2

(
R0j0

4
s3 − a1

3
s2 − b+R0j0

2
s

)

d’ou

ψ1(t, x) = µ0a
2

(
R0j0

x4

16
− a1

9
x3 − b+R0j0

4
x2 − R0j0

16
+
a1

9
+
b+R0j0

4

)
+ ψ1(t, 1).

Le facteur de sécurité est

q = − B0

µ0

(
R0j0

4 x2 − a1
3 x− b+R0j0

2

)

et le courant total

jT =
1

R0

(
−a1x− b+R0j0x

2 −R0j0
)
.

Les résultats se trouvent dans les figures 2.14 et 2.15.
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Figure 2.14 – Distribution spatiale de ψ1(t, .) − ψ1(t, 1), q avec a1 = 105 − 106(Ω · m)−1,
b = 106(Ω ·m)−1 et j0 = 106A ·m−2
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Dans les tableaux 2.3 et 2.4, on donne un résumé des solutions asymptotiques de l’équation
de diffusion résistive du flux magnétique avec le facteur de sécurité. Les expressions analytiques
de la solution asymptotique ψ1 et le facteur de sécurité q ont été calculées en faisant varier les
paramètres V0, jni et η||.

Dans le tableau 2.4, on observe la dépendance (inverse) entre le facteur de sécurité et le
profil de courant plasma.

On observe bien aussi que le facteur de sécurité q est d’autant plus grand que la dérivée
spatiale de ψ1 est petite (et réciproquement).

V0 = jni(x) = 0 ψ1(t, x) = cste

V0 = cste 6= 0,

jni = 0 et η|| = η0 = cste ψ1(t, x) = −µ0a
2V0

η0

(
x2

4 − 1
4

)

+ψ1(t, 1)

V0 = cste 6= 0,
jni = 0 et 1

η||
= a1x+ b ψ1(t, x) = −V0µ0a

2(a1
x3

9 + bx
2

4

−(a1
9 + b

4)) + ψ1(t, 1)

V0 = 0 et jni = j0 6= 0 ψ1(t, x) = −µ0a
2R0j0

(
x2

4 − 1
4

)

+ψ1(t, 1)

V0 6= 0,

jni(x) = j0 = cste et η|| = η0 ψ1(t, x) = µ0a
2

4

(
−V0
η0

−R0j0

)
×

(x2 − 1) + ψ1(t, 1)

V0 6= 0,
jni(x) = −j0x2 + j0 et 1

η||
= 1

V0
(a1x+ b) ψ1(t, x) = µ0a

2(R0j0
x4

16 − a1
9 x

3

− b+R0j0
4 x2 − R0j0

16 + a1
9 + b+R0j0

4 ) + ψ1(t, 1)

V0 = 0 et jni(x) = j0(−x+ 1) ψ1(t, x) = µ0a
2R0j0(

x3

9 −
x2

4 + 5
36) + ψ1(t, 1)

Table 2.3 – Tableaux récapitulatifs (solutions asymptotiques)

V0 = jni(x) = 0 q = ∞
V0 = cste 6= 0, jni = 0 et η|| = η0 = cste q = 2η0B0

µ0V0

V0 = cste 6= 0, jni = 0 et 1
η||

= a1x+ b q = B0

µ0V0(
a1
3
x+ b

2
)

V0 = 0 et jni = j0 6= 0 q = 2B0
µ0R0j0

V0 6= 0, jni(x) = j0 = cste et η|| = η0 q = − 2B0

µ0

(
−V0
η0

−R0j0

)

V0 6= 0, jni(x) = −j0x2 + j0 et 1
η||

= 1
V0

(a1x+ b) q = − B0

µ0

(
R0j0

4
x2−a1

3
x− b+R0j0

2

)

V0 = 0 et jni(x) = j0(−x+ 1) q = − B0

µ0R0j0(x3−
1
2)

Table 2.4 – Tableaux récapitulatifs (facteurs de sécurité)
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2.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, on a explicité la modélisation de l’équation de diffusion résistive du flux
magnétique dans les plasmas de tokamak et de l’équation de transport de la chaleur. Diverses
hypothèses réalistes ont été rappelées afin de simplifier le système étudié puis le simulateur
physique utilisé (METIS), développé par le CEA, a été brièvement présenté.

Pour la partie mathématique, après avoir donné la caractérisation de l’EDP qui gouverne
l’évolution du flux magnétique et montré l’existence et l’unicité de la solution de cette EDP,
l’existence des solutions asymptotiques a été établie. Enfin, pour divers cas de référence, des
solutions analytiques ont été déterminées.
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Le système d’équations aux dérivées partielles décrivant l’état qu’il est nécessaire de contrô-
ler a été exposé dans le chapitre précédent. L’existence et l’unicité d’une solution ont été
établies. Il s’agit dans ce troisième chapitre d’exposer les définitions mathématiques liées à la
théorie du contrôle (automatique) des systèmes régis par des EDPs. On peut se référer à l’ou-
vrage de référence de J. L. Lions [53]. Pour ce faire, les notions de contrôlabilité et de stabilité
sont rappelées en dimension finie et en dimension infinie. Quelques méthodes de stabilisations
en dimension infinie sont proposées. Enfin quelques exemples illustratifs sont discutés.

3.1 Notions générales

Dans cette section, on va rappeler quelques notions sur les espaces Lp, la théorie des
semi-groupes et la contrôlabilité des systèmes linéaires.
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On rappelle quelques définitions qui se trouvent dans [14]. Soit Ω ⊂ R
N un ouvert borné

de bord ∂Ω qu’on va noter Γ, et K = R ou C. On note pour tout p ∈ R avec 1 ≤ p < +∞

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ K : f mesurable et

∫

Ω
|f |p < +∞

}
.

On note

‖f‖Lp =

[∫

Ω
|f (ξ)|p dξ

] 1
p

.

‖.‖Lp est une norme sur Lp(Ω). Si p = ∞, on pose

L∞ (Ω) = {f : Ω −→ K : f mesurable et ∃C > 0 telle que |f (ξ)| ≤ C sur Ω} .

On pose

‖f‖L∞ = inf {C : |f (ξ)| ≤ C sur Ω}
‖.‖L∞ est une norme sur L∞ (Ω). On définit

H
m (Ω) =

{
f ∈ L2(Ω) : Dαf ∈ L2(Ω),∀α, |α| ≤ m

}

l’espace de Sobolev de dimension m et H
1
0(Ω) l’ensemble des fonctions de H

1 (Ω) qui sont
nulles au bord Γ et H

−1(Ω) le dual de l’espace H
1
0(Ω). On appelle fonction caractéristique

d’un ensemble E la fonction χE définie par

χE (ξ) =

{
1 si ξ ∈ E
0 si ξ /∈ E

L’adjoint d’un opérateur borné B ∈ L(U,H) est l’opérateur B∗ ∈ L(H,U) défini pour tout
(z, u) ∈ H × U par

(B∗z, u)U = (z,Bu)H

où (·, ·)U désigne le produit scalaire dans l’espace U et

L(H,U) = {l’ensemble des applications linéaires de H dans U} .
Soient E et F deux ensembles quelconques et f une application de E dans F. Soit E

′ une
partie de E. Nous appelons la restriction de f à E

′, l’application g de E
′ dans F qui à tout ξ

de E
′ associe f(ξ), c’est-à-dire telle que

∀ξ ∈ E
′, g (ξ) = f (ξ) .

Cette application g est habituellement notée f|E′ .

Exemple 13 1) Si Bu = χωu avec ω ⊂ Ω, U = L2(ω) et H = L2(Ω) alors B∗z = z|ω .
2) Si Bu = a0u avec a0 ∈ L∞(Ω) et H = U = L2(Ω) alors B∗ = B.

Définition 14 Un semi-groupe sur un espace de Hilbert H est une famille (S(t))t≥0 d’opéra-
teurs linéaires bornés sur H vérifiant
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1. S(0) = I ;

2. pour tout t ≥ 0, s ≥ 0, S(t+ s) = S(t)S(s).

Définition 15 Le semi-groupe (S (t))t≥0 est fortement continu si

lim
t→0+

S (t)ϕ = ϕ, ∀ϕ ∈ H.

Dans la suite, nous les appellerons plus simplement C0 semi-groupe.

Définition 16 Le générateur infinitésimal du semi-groupe (S (t))t≥0 est l’opérateur linéaire

A : D (A) ⊂ H −→ H,

où

D (A) =

{
ϕ ∈ H : lim

t−→0+

S (t)ϕ− ϕ

t
existe dans H

}

défini par

∀ϕ ∈ D (A) , Aϕ = lim
t−→0+

S (t)ϕ− ϕ

t
.

En particulier, si A ∈ L (H), A est le générateur infinitésimal du semi-groupe
(
etA
)
t≥0

.

On va donner une proposition dont la preuve se trouve dans [71, Théorème 2.2].

Proposition 17 Si (S (t))t≥0 est un semi-groupe fortement continu, alors il existe M ≥ 1 et
ω ≥ 0 tels que

∀t ≥ 0, ‖S (t)‖L(H) ≤Meωt. (3.1)

On dit que (S (t))t≥0 est un C0 semi-groupe de contraction si on a (3.1) avec M = 1 et
ω = 0.

Soit

A : D (A) ⊂ H → H.

L’adjoint d’un opérateur non borné A est un opérateur non borné A∗ avec comme domaine de
définition

D(A∗) =
{
z ∈ H : ∃c ∈ R

+, ‖(Ay, z)‖H ≤ c ‖y‖H

}

et défini pour y ∈ D(A) et z ∈ D(A∗) par

(Ay, z)H = (y,A∗z)H .

A∗ est aussi un générateur d’un semi-groupe continu
(
etA

∗)
t≥0

qui vérifie pour tout t ≥ 0

etA
∗

= S∗(t).

Si A = A∗ (resp A = −A∗), on dit que A est auto-adjoint (resp. anti-adjoint).
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Définition 18 On dit que l’opérateur A est fermé si son graphe est fermé ; i.e. {(x,Ax) : x ∈ H}
est un sous-ensemble fermé dans H × H.

Le théorème suivant se trouve dans [21].

Théorème 19 On suppose que le domaine de définition de A est dense et A∗ = −A. Alors
A est générateur d’un groupe fortement continu.

Définition 20 Si z = z1 + iz2 ; Re(z) = z1 est la partie réelle de z et Im(z) = z2 sa partie
imaginaire.

Définition 21 L’opérateur A est dissipatif si

Re (Aϕ,ϕ)H ≤ 0, ∀ϕ ∈ D (A) .

On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble

ρ (A) = {λ ∈ C : λI −A est inversible dans L (H)}
et

σ (A) = C\ρ (A)

le spectre de l’opérateur A.

Théorème 22 Soit (S (t))t≥0 un C0 semi-groupe sur H tel qu’il existe M ≥ 1, et ω ∈ R tel
que pour tout t ≥ 0

‖S (t)‖L(H) ≤Meωt

alors A, générateur infinitésimal de (S (t))t≥0, vérifie

1. ρ (A) ⊃ Pω = {λ ∈ C : Reλ > ω} et pour tout λ ∈ Pω et n ∈ N
∗

∥∥(A− λI)−n
∥∥
L(H)

≤ M

(Reλ− ω)n
;

2. la résolvante de A est donnée, pour tout λ ∈ Pω et ϕ ∈ H, par la transformation de
Laplace

(λI −A)−1 ϕ =

∫ +∞

0
e−λtS (t)ϕdt;

3. on peut retrouver le semi-groupe (S (t))t≥0 à partir de son générateur A par la formule

S (t)ϕ = lim
λ→∞

etAλϕ, t ≥ 0, ϕ ∈ H,

où Aλ ∈ L (H) est l’approximation de Yosida définie pour tout λ > ω par

Aλ = −λA (A− λI)−1 .

Pour la preuve, voir [71].
Nous allons maintenant donner la notion de contrôlabilité des systèmes dynamiques.
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3.2 Contrôlabilité

3.2.1 Contrôlabilité en dimension finie

Système contrôlé

Un système contrôlé est un système différentiel de la forme

Ẋ = f (X,u) , X(t) ∈ M, u(.) ∈ U. (3.2)

En général, le vecteur des états X(t) appartient à une variété différentielle M de dimension
n (on supposera ici que M est un ouvert connexe de R

n) et les contrôles u(.) appartiennent
à un ensemble admissible U, qui est un ensemble de fonctions localement intégrables définies
sur [0,+∞) à valeurs dans R

m. On suppose le champ de vecteurs f suffisamment régulier,
de sorte que pour toute condition initiale x0 ∈ M et tout contrôle admissible u(.) ∈ U, le
système (3.2) admette une unique solution X(t) telle que X(0) = x0 et que cette solution soit
définie sur [0,+∞). Le système (3.2) est dit en boucle ouverte.

Définition 23 Le système contrôlé (3.2) est dit contrôlable en temps T si pour tout x0 et x1

dans R
n, il existe un contrôle u(t) (t ∈ [0, T ]) qui permettre depuis l’état initial x(0) = x0

d’atteindre l’état x(T ) = x1.

Parmi les objectifs principaux de la théorie du contrôle qui seront abordés dans ce mémoire,
il y a les notions de contrôlabilité et de stabilisation. On se propose de définir ces notions et
de rappeler les principaux résultats de contrôlabilité et de stabilisation des systèmes linéaires
(voir Fig. 3.1) de la forme

Ẋ(t) = AX(t) +Bu(t), (3.3)

où A est une matrice n × n appelée matrice d’état et B une matrice n ×m appelée matrice
de commande.

Figure 3.1 – Système linéaire

Les solutions de (3.3) sont données par

X(t) = etAx0 +

∫ t

0
e(t−s)ABu(s)ds. (3.4)

Il faut noter que de nombreux problèmes physiques sont mieux modélisés par des équations
aux dérivées partielles.
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Approximation linéaire d’un système contrôlé

Le système linéaire (3.3) s’obtient généralement par linéarisation du système non linéaire
(3.2) autour d’un point d’équilibre (Xe, ue). En effet, si on pose :

X̃ = X −Xe, U = u− ue, A =
∂f

∂X
(Xe, ue), B =

∂f

∂u
(Xe, ue) (3.5)

on obtient l’équation :
˙̃X = AX̃ +BU + o

(
X̃, U

)
(3.6)

Le système linéaire commandé ˙̃X = AX̃ + BU s’appelle alors l’approximation linéaire ou le
linéarisé du système non linéaire (3.2).

Condition de Kalman

Le théorème suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité du
système autonome (3.3) (le système est autonome si les matrices A et B ne dépendent pas du
temps t). Pour la preuve du théorème, voir l’annexe D.

Théorème 24 Le système (3.3) est contrôlable en temps T (quelconque) si et seulement si la
matrice

C =
(
B,AB,A2B, ..., An−1B

)
(3.7)

est de rang n.

La matrice C est appelée la matrice de Kalman, et la condition rang(C) = n est appelée
condition de Kalman.

Remarque 25 La condition de Kalman ne dépend ni du temps T ni de l’état x0. Autrement
dit, si un système linéaire autonome est contrôlable en temps T depuis l’état x0, alors il est
contrôlable en tout temps depuis tout point.

3.2.2 Contrôlabilité des systèmes linéaires en dimension infinie

Nous rappellerons la théorie générale de contrôlabilité pour des systèmes contrôlés sous la
forme canonique

∑
A,B

: ż = Az +Bu (3.8)

où ż = dz
dt

, A : D(A) ⊂ H → H est un opérateur non borné, B : U → H un opérateur borné,
u le contrôle, H et U sont des espaces de Hilbert réels ou complexes (espaces de fonctions).
On suppose que A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu sur H

et on note ce semi-groupe (S(t))t≥0 ou (etA)t≥0.
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Concept de contrôlabilité

Pour z0 ∈ H, u ∈ L2((0, T ),U), on considère z : [0, T ] → H la solution du problème de
Cauchy : {

ż = Az +Bu,
z(0) = z0.

(3.9)

On rappelle (voir [14] pour plus de détails) que pour tout z0 ∈ D(A) et pour tout u ∈
W 1,1((0, T );U), le problème de Cauchy a une unique solution z ∈ C([0, T ];D(A))∩C1([0, T ];H)
donnée par la formule suivante

z(t) = S(t)z0 +

∫ t

0
S(t− s)Bu(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].

Définition 26 1.
∑

A,B est exactement contrôlable au temps T si pour tout z0, zT ∈ H, il
existe u ∈ L2((0, T ) ;U) tel que la solution z du problème de Cauchy vérifie z(T ) = zT .

2.
∑

A,B est zéro contrôlable au temps T si pour tout z0 ∈ H, il existe u ∈ L2((0, T ) ;U)
tel que la solution z du problème de Cauchy vérifie z(T ) = 0.

3.
∑

A,B est approximativement contrôlable au temps T si pour tout z0, zT ∈ H et ε > 0,il
existe u ∈ L2((0, T ) ;U) tel que la solution z du problème de Cauchy vérifie ‖z(T ) − zT ‖H ≤
ε.

Si on introduit l’opérateur LT défini par :

LT : L2 ((0, T ),U) 7→ H

u 7→
∫ T

0
S(T − s)Bu(s)ds

alors [76]

1. être exactement contrôlable au temps T est équivalent à ImLT = H

2. être zéro contrôlable au temps T est équivalent à S(T )H ⊂ ImLT

3. être approximativement contrôlable au temps T est équivalent à ImLT = H

En dimension finie (i.e. A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m), ces trois concepts sont équivalents, et
équivalents à une condition algébrique, la fameuse condition de Kalman (théorème 24).

Test de contrôlabilité

On va donner ici des conditions nécessaires et suffisantes pour que le système (3.8) soit
exactement contrôlable, zéro contrôlable ou approximativement contrôlable. Les preuves se
trouvent dans [76].

Théorème 27 Le système
∑

A,B est exactement contrôlable au temps T > 0 si et seulement
s’il existe c > 0 tel que ∫ T

0
‖B∗S∗(t)y0‖2

U dt ≥ c ‖y0‖2
H

pour tout y0 ∈ H.
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Théorème 28
∑

A,B est zéro contrôlable au temps T > 0 si et seulement s’il existe c > 0 tel
que :

∫ T

0
‖B∗S∗(t)y0‖2

U dt ≥ c ‖S∗(T )y0‖2
H

pour tout y0 ∈ H.

Théorème 29 Le système
∑

A,B est approximativement contrôlable au temps T > 0 si et
seulement s’il existe pour tout y0 ∈ H,

(B∗S∗(t)y0 = 0 ∀t ∈ [0, T ]) ⇒ (y0 = 0) . (3.10)

La propriété (3.10) s’appelle la Propriété de Continuation Unique (PCU) qui est dans [76].

Contrôlabilité de certaines EDPs

Nous rapportons dans le tableau suivant les principales caractéristiques des résultats de
contrôlabilité pour des systèmes hyperboliques, dispersifs ou paraboliques avec le contrôle
interne (voir table 3.1).

Type d’EDP Contrôlabilité Domaine de contrôle Temps de contrôle
Hyperbolique

(ex : équation des ondes) Exacte Dépend de Ω T ≥ T0

Dispersive
(ex : équation Schrödinger) Exacte Dépend de Ω Pour tout T > 0

Parabolique
(ex : équation de la chaleur) Nulle Pour tout ω ⊂ Ω Pour tout T > 0

Table 3.1 – Résultats de contrôlabilité pour des EDPs linéaires

Dans ce qui suit on note zt = dz
dt

, ztt = d2z
dt2

, zxx = d2z
dx2 et zxxxx = d4z

dt4
.

Exemple 30 On va étudier la contrôlabilité au bord de l’équation des ondes, qui modélise la
propagation d’une onde d’amplitude z (voir figure 3.2) fixée du côté x = 0, à savoir

Figure 3.2 – Amplitude de l’onde
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ztt − zxx = 0, 0 < t < T, 0 < x < π
z(t, 0) = 0, 0 < t < T,
z(t, π) = h(t), 0 < t < T,
(z(0, .), zt(0, .)) = (z0, ż0)

(3.11)

où h ∈ L2(0, T ) est le contrôle et (z0, ż0) représentent les données initiales. La preuve du
résultat suivant pour la contrôlabilité du système (3.11) se trouve dans [76].

Le système (3.11) est exactement contrôlable dans L2(0, π) ×H−1(0, π) au temps T si et
seulement si T ≥ 2π.

Exemple 31 On va étudier la contrôlabilité de l’équation de poutre, qui modélise la vibration
d’une poutre, l’extrémité x = 0 est simplement supporté (voir figure 3.3)

Figure 3.3 – Poutre en flexion






ztt + zxxxx = 0, 0 < t < T, 0 < x < π
z(t, 0) = z(t, π) = zxx(t, 0) = 0, 0 < t < T,
zxx(t, π) = h(t), 0 < t < T,
(z(0, .), zt(0, .)) = (z0, ż0).

(3.12)

où z(t, x) est de déplacement du flexion, h ∈ L2(0, T ) le moment de flexion en x = π est le
contrôle. On va donner un résultat sur la contrôlabilité du système (3.12) dont la preuve se
trouve dans [76].

Le système (3.12) est exactement contrôlable dans H
1
0(0, π) × H

−1(0, π) pour tout T > 0.

Exemple 32 Nous allons étudier ici des propriétés de contrôlabilité de l’équation de la cha-
leur, qui modélise l’évolution du profil de température dans un barre homogène. Toutes les
températures aux bords (x = 0 et x = L) sont fixées (voir figure 3.4). Nous considérons le
problème de contrôle interne suivant :

Figure 3.4 – Équation de la chaleur pour une barre homogène



88 Chapitre 3 . Contrôlabilité et stabilité des systèmes régis par des EDPs






zt − zxx + d(x)z = χ(a, b)f,
z(t, 0) = z(t, L) = 0,
z(0, x) = z0,

(3.13)

dans lequel la température z = z(t, x) est l’état du système, le terme de source chauffant
f = f(t, x) est le contrôle et d(x) le terme de puits. On suppose que d ∈ L∞(0, L), que
f ∈ L2

(
(0, T );L2(a, b)

)
, et que z0 ∈ L2(0, L). Ici a et b sont deux nombres donnés avec

0 ≤ a < b ≤ L.
On va donner un résultat sur la contrôlabilité du système (3.13) dont la preuve se trouve

aussi dans [76].
Le système (3.13) est zéro contrôlable dans L2(a, b) pour tout T > 0.

3.3 Stabilisation

Un contrôle en boucle ouverte est une application t 7→ u(t) d’un intervalle de temps
dans l’espace des contrôles. Un contrôle en boucle fermée, appelé aussi une rétroaction ou un
bouclage, ou encore un feedback, est une application X 7→ u(X) définie sur les variables d’état
du système. Un des objectifs de la théorie du contrôle (voir par exemple [86]) est de déterminer
des feedbacks qui stabilisent le système autour d’un état d’équilibre.

3.3.1 Stabilité en dimension finie

Considérons le système linéaire :

{
Ẋ = AX,
X(0) = x0,

(3.14)

avec A une matrice de taille n. Si X(0) = 0, alors quel que soit t > 0, on a X(t) = 0. Voyons
maintenant ce qu’il se passe si

X(0) = x0 6= 0.

Nous allons d’abord donner la définition d’un point d’équilibre.

Définition 33 On suppose que notre système s’écrit sous la forme

Ẋ = f(X), X ∈ D ⊂ R
n, (3.15)

où f : D → R
n. Le point d’équilibre X ∈ D est dit point d’équilibre de (3.15) si f(X) = 0.

Remarque 34 1. Nous nous limiterons à l’étude de systèmes pour des points d’équilibre
qui, après un évident changement de coordonnées, peuvent se ramener à l’origine.

2. "Système stable" signifie "Origine du système stable".

Une définition intuitive de la stabilité peut être donnée comme suit. Si le système est
initialement "légèrement" perturbé de son point d’équilibre, le système reste "proche" de ce
point (voir Fig. 3.5).
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Figure 3.5 – Illustration de la définition intuitive de la stabilité

Exemple 35 L’équation différentielle du mouvement du pendule de la figure 3.6 est donnée
par :

mlθ̈ = −mg sin θ − klθ̇. (3.16)

En posant x1 = θ et x2 = θ̇, on obtient

{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −g
l
sin(x1) − k

m
x2.

(3.17)

Pour trouver les points d’équilibre du système, il suffit de résoudre le système suivant :

{
0 = x2,

0 = −g
l
sin(x1) − k

m
x2.

(3.18)

Les points d’équilibres sont donnés par (nπ, 0) pour tout n ∈ Z. Physiquement, cela correspond
à l’existence de 2 points d’équilibre (0, 0) et (π, 0).

Figure 3.6 – Pendule simple

Nous avons la définition suivante

Définition 36 On dit que l’état d’équilibre X = 0 est stable si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0
tel que ‖X(0)‖ < δ implique que pour tout t > 0, ‖X(t)‖ < ε. Si de plus, limt→+∞ ‖X(t)‖ = 0,



90 Chapitre 3 . Contrôlabilité et stabilité des systèmes régis par des EDPs

l’état d’équilibre X = 0 est asymptotiquement stable. Et si pour tout X(0), limt→+∞ ‖X(t)‖ =
0 alors l’état d’équilibre X = 0 est dit globalement asymptotiquement stable. Et s’il existe
α, β > 0 tel que ‖X(t)‖ < α‖X(0)‖e−βt pour tout t > 0, alors l’état d’équilibre X = 0 est dit
exponentiellement stable.

La stabilité signifie que, à chaque déviation ε de la solution X(t), correspond une pertur-
bation maximale δ de la condition initiale x0. Si le système est asymptotiquement stable, il
converge vers son état d’équilibre.

Définition 37 Le point d’équilibre X = 0 est dit instable s’il n’est pas stable.

Figure 3.7 – Pour mieux comprendre la stabilité

Dans l’exemple 35, le point d’équilibre (0, 0) est asymptotiquement stable. Pour démontrer
la stabilité de l’équilibre (0, 0), prenons comme fonction de Lyapunov (pour plus de détails
sur les fonctions de Lyapunov voir définition 69 qui se trouve dans l’annexe E)

V (x1, x2) =
g

l
(1 − cosx1) +

1

2
x2

2.

On a clairement, V (0) = 0 et que V est définie positive sur un domaine −2π < x1 < 2π. De
plus la dérivée de V pour le système vaut

V̇ (x1, x2) =
g

l
x2 sinx1 −

g

l
x2 sinx1 −

k

m
x2

2 ≤ 0.

Exemple 38 On considère le système :

Ẋ = −aX, t ≥ 0 et a > 0.

Ce système admet comme solution :

X(t) = x0e
−at, ∀t ≥ 0.

On a X(0) = x0. On voit aussi que le point d’équilibre X = 0 est exponentiellement stable
(voir Fig. 3.8a). Si le paramètre a = 0 le système est stable mais pas asymptotiquement stable.
Et dans le cas où le paramètre a < 0, il est clair que le système est instable (voir Fig. 3.8b).
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Maintenant, le système en dimension finie (3.14) est considéré avec A ∈ R
n×n. On a les

deux théorèmes suivants qui se trouvent dans [76].

Théorème 39 Le point d’origine est asymptotiquement stable (⇔ exponentiellement stable)
pour le système (3.14) si et seulement si

σ(A) ⊂ C− = {z : Re(z) < 0}.

De plus on a

sup{Re(λ) : λ ∈ σ(A)} = inf{µ ∈ R : ∃C > 0, ‖etA‖ ≤ Ceµt ∀t ≥ 0}.

Exemple 40 On considère le système suivant

{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1 − x2.

(3.19)

On peut aussi écrire ce système sous la forme

(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
0 1
−1 −1

)(
x1

x2

)
(3.20)

avec

A =

(
0 1
−1 −1

)
.

On a

σ(A) =

{
−1

2
+ i

√
3

2
,−1

2
− i

√
3

2

}
,

ce qui implique que le système est asymptotiquement stable ou exponentiellement stable.
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Le théorème suivant est connu sous le nom de théorème de Wonham en dimension finie
[76].

Théorème 41 Le système (3.3) est contrôlable si et seulement s’il est exponentiellement sta-
bilisable, i.e.

∀µ ∈ (−∞, 0), ∃K ∈ C
M×N , Ck > 0

∥∥∥et(A+BK)
∥∥∥ ≤ Cke

µt t ≥ 0. (3.21)

3.3.2 Stabilité en dimension infinie

Propriétés de stabilité pour des systèmes en dimension infinie

On va supposer ici que A est un générateur d’un semi-groupe continu (S(t))t≥0 sur H et
considérer les propriétés suivantes :
P1. pour certaines constantes C > 0, µ > 0, et pour tout t ≥ 0, ‖S (t)‖ ≤ Ce−µt;
P2. pour tout z0 ∈ H, S (t) z0 → 0 exponentiellement quand t→ +∞;
P3. pour tout z0 ∈ H,

∫ +∞
0 ‖S (t) z0‖2

H dt < +∞;
P4. pour tout z0 ∈ H, S (t) z0 → 0 quand t→ +∞;
P5. sup {Reλ : λ ∈ σ (A)} < 0.
En dimension finie, ces propriétés sont équivalentes. En dimension infinie, la situation est plus
délicate. Le résultat suivant montre les relations entre ces propriétés (Voir [98] pour la preuve).

Théorème 42 On a les relations suivantes :

1. (P1) ⇐⇒ (P2) ⇐⇒ (P3).

2. mais on a seulement (P1) ⇒ (P4) et (P1) =⇒ (P5) .

Définition 43 Si (P1), (P2) ou (P3) est vérifiée, alors on dit que le semi-groupe (S (t))t≥0

est exponentiellement stable. Quand (P4) est vérifiée, on dit que le semi-groupe (S (t))t≥0 est
fortement stable.

Nous passons maintenant à un résultat pour la stabilité forte donné dans [2]

Théorème 44 (Arendt-Batty) Si (S (t))t≥0 est borné et iR ⊂ ρ (A), alors (S (t))t≥0 est for-
tement stable.

La condition iR ⊂ ρ (A) n’est pas nécessaire pour que le semi-groupe soit fortement stable.
Voici un exemple :

Exemple 45 Soit Au = du
dt

avec comme domaine D (A) = H
1 (0,+∞) et H = L2 (0,+∞) .

Alors A est le générateur d’un semi-groupe (S (t))t≥0 défini par S (t)u (ξ) = u (ξ + t) . (S (t))t≥0

et est fortement stable car :

lim
t→+∞

∫ +∞

0
|S (t)u (ξ)|2 dx = lim

t→+∞

∫ +∞

0
|u (ξ + t)|2 dξ,

= lim
t→+∞

∫ +∞

t

|u (s)|2 ds = 0,
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car u ∈ L2 (0,+∞) . On a aussi iR ⊂ σ (A), car pour tout λ ∈ ρ (A) et pour tout f ∈ H,
il existe un unique u ∈ D (A)tel que (A − λI)−1f = u. Ainsi (A− λI)u = f implique que
Au− λu = f donc u̇− λu = f . La solution de cette équation différentielle est :

u (ξ) =

(∫ ξ

0
e−λtf (t) dt

)
eλξ.

Donc si on prend f = e−t+iat et λ = ia, on a

u (ξ) =

(∫ ξ

0
e−tdt

)
eiaξ.

Il vient |u(ξ)| = 1 − e−ξ et |u(ξ)|2 = 1 − 2e−ξ + e−2ξ /∈ L1 (0,+∞). Donc λ /∈ ρ (A).

Nous allons maintenant donner le théorème de Huang-Pruss qui se trouve dans [43] et [75].

Théorème 46 (Huang-Pruss) On suppose que (S (t))t≥0 est borné. Alors (S (t))t≥0 est expo-

nentiellement stable si et seulement si iR ⊂ ρ (A) et supβ∈R

∥∥∥(iβI −A)−1
∥∥∥ < +∞.

En conclusion, on rappelle le théorème de Liu-Rao donné dans [55].

Théorème 47 (Liu-Rao) On suppose que (S (t))t≥0 est borné, iR ⊂ ρ (A), et que pour un
certain nombre s > 0,

sup
|β|≥1

1

|β|s
∥∥∥(iβI −A)−1

∥∥∥ < +∞.

Alors, pour tout k ∈ N
∗, il existe une constante Ck > 0 telle que

‖S (t) z‖H ≤ Ck

(
ln t

t

) k
s

(ln t) ‖z‖D(Ak) , ∀z ∈ D
(
Ak
)

où Ak = A ◦A ◦ ... ◦A︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Stabilisation des systèmes linéaires en dimension infinie

Pour tout opérateur borné K ∈ L (H,U), on définit l’opérateur AKz = Az + BKz avec
le domaine D (AK) = D (A), et (SK (t))t≥0 le semi-groupe généré par AK , i.e. SK (t) =

et(A+BK).

Définition 48 On dit que le système de commande (3.8) est

1. exponentiellement stabilisable s’il existe K ∈ L (H,U) tel que l’opérateur AK est expo-
nentiellement stable ; i.e. il existe Ck > 0, µ > 0, tels que

‖SK (t)‖ ≤ Cke
−µt, ∀t ≥ 0.

2. complètement stabilisable si pour µ ∈ R arbitraire, il existe K ∈ L (H,U) et une
constante Ck > 0 tels que

‖SK (t)‖ ≤ Cke
−µt, ∀t ≥ 0.
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Le résultat suivant est donné dans [22] ( voir aussi [98, Théorème 3.3]) et relie la contrô-
labilité et la stabilisation.

Théorème 49 Si le système (3.8) est zéro contrôlable, alors il est exponentiellement stabili-
sable.

Le théorème suivant donne une version en dimension infinie du théorème de Wonham (Voir
[76] pour plus de détails).

Théorème 50 On suppose que A est générateur d’un groupe (S (t))t∈R
. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1.
∑

A,B est exactement contrôlable au temps T > 0;

2.
∑

A,B est zéro contrôlable au temps T > 0;

3.
∑

A,B est complètement stabilisable.

Pour les opérateurs anti-adjoints, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 51 ([54, Thèoreme 2.3]) On va supposer que A est un opérateur anti-adjoint.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1.
∑

A,B est exactement contrôlable au temps T > 0;

2.
∑

A,B est zéro contrôlable au temps T > 0;

3.
∑

A,B est complètement stabilisable ;

4.
∑

A,B est exponentiellement stabilisable ;

5. Pour chaque opérateur auto-adjoint défini positif S ∈ L (U), l’opérateur A− BSB∗ est
un générateur d’un semi-groupe exponentiellement stable dans H.

Exemple 52 On considère l’équation des poutres suivante [76]





w
′′

+ ∂4w
∂x4 = ã(x)u, 0 < t < T, 0 < x < 1

w(t, 0) = w(t, 1) = ∂2w
∂x2

(t, 0) = ∂2w
∂x2 (t, 1) = 0, 0 < t < T

(w(0, .), wt(0, .)) = (w0, w1).

(3.22)

On suppose que H = U = L2(0, 1), u ∈ U, L = ∂4

∂x4 de domaine de définition

D(L) =

{
z ∈ H4(0, 1) : z,

∂2z
∂x2 ∈ H1

0 (0, 1)

}

et ã ∈ L∞(0, 1) tel que ãH ⊂ H. L’opérateur L est défini positif et auto-adjoint, donc il admet
une racine carrée. En effet ∀v ∈ H :

(Lv, v)H =

∫ 1

0
Lvvdx =

∫ 1

0

∂4v

∂x4
vdx = −

∫ 1

0

∂3v

∂x3

∂v

∂xdx
=

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂2v

∂x2

∣∣∣∣
2

dx ≥ 0

Comme

(Lv1, v2) =

∫ 1

0

∂4v1
∂x4

v2dx = −
∫ 1

0

∂3v1
∂x3

∂v2
∂x

dx

=

∫ 1

0

∂2v1
∂x2

∂2v2
∂x2

dx = −
∫ 1

0

∂v1
∂x

∂3v2
∂x3

dx =

∫ 1

0
v1
∂4v2
∂x4

dx = (v1, Lv2)
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il vient L∗ = L. On a D
(
L

1
2

)
= H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1). On introduit l’espace Ĥ = D
(
L

1
2

)
×H

muni d’un produit scalaire

((f1, g1) , (f2, g2))Ĥ =
(
L

1
2 f1, L

1
2 f2

)

H
+ (g1, g2)H .

Le système (3.22) peut s’écrire sous la forme canonique (3.8), avec A =

[
0 I
−L 0

]
de domaine

de définition D (A) = D (L)×D
(
L

1
2

)
et B ∈ L

(
U, Ĥ

)
défini par Bu = (0, ãu). L’opérateur

A est anti-adjoint. En effet, pour tout v = (v1, v2) et w = (w1, w2) dans Ĥ on a

(v,Aw)
Ĥ

= ((v1, v2) , (w2,−Lw1))Ĥ =
(
L

1
2 v1, L

1
2w2

)

H
+ (v2,−Lw1)H

=

∫ 1

0

∂2v1
∂x2

∂2w2

∂x2
dx−

∫ 1

0
v2
∂4w1

∂x4
dx

=

∫ 1

0

∂4v1
∂x4

w2dx−
∫ 1

0

∂2v2
∂x2

∂2w1

∂x2
dx = −

(∫ 1

0

∂2v2
∂x2

∂2w1

∂x2
dx−

∫ 1

0

∂4v1
∂x4

w2dx

)

= − (Av,w)
Ĥ

ce qui implique que A∗ = −A. On a aussi

(Bv,w)
Ĥ

= ((0, ãv) , (w1, w2))
Ĥ

=
(
L

1
2 0, L

1
2w1

)

H
+ (ãv, w2)H = (v, ãw2)H = (v,B∗w)H

donc B∗w = ãw2, pour tout w = (w1, w2) ∈ Ĥ. Comme le système (3.22) est exactement
contrôlable et d’après la propriété 5 du Corollaire 51, si on prend S = I ∈ L (U) qui est un
opérateur auto-adjoint défini positif, alors l’opérateur A−BSB∗ = A−BB∗ est un générateur
d’un semi-groupe exponentiellement stable et

BB∗w = BB∗ (w1, w2) = Bãw2 =
(
0
ã2w2

)

donc BB∗ =

[
0 0
0 ã2

]
et

A−BB∗ =

[
0 I

−L −ã (x)2

]
.

Ceci implique que le système

v̇ =

[
0 I
−L −ã(x)2

]
v

est exponentiellement stable pour tout v ∈ Ĥ.
Donc on a pu construire un contrôle u = −B∗v ∈ U, pour tout v ∈ Ĥ tel que le système (3.22)
soit exponentiellement stable.

3.4 Quelques méthodes de stabilisation des systèmes décrits par
des EDPs

3.4.1 Panorama des méthodes

Dans cette sous-section, deux méthodes de stabilisation pour des systèmes dynamiques
décrits par des EDPs en dimension infinie sont données. Dans un premier temps, un contrôleur
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de type proportionnel qui est une généralisation de l’action proportionnelle en dimension finie
(voir [21] pour plus de détails) est présenté. L’inconvénient de ce contrôleur est qu’il n’est
pas applicable sur tous les systèmes dynamiques. On ne peut l’appliquer que sur des systèmes
dynamiques de dimension infinie qui sont exactement contrôlables (voir la Définition 26).

Dans un deuxième temps, c’est le contrôleur par mode glissant appliqué aux EDPs en
dimension infinie qui est présenté. Ce type de contrôle ne s’applique que pour des systèmes
d’EDPs exponentiellement stabilisables. De plus, le contrôle par mode glissant se caractérise
par des propriétés de robustesse, en particulier vis-à-vis des variations des paramètres du
système et des incertitudes sur le modèle. De plus amples détails sur les modes glissants
peuvent être trouvés dans [28], [72] et [87].

Il existe aussi d’autres approches en dimension infinie pour des EDPs, notamment une
approche qui ne s’applique que pour des systèmes de type Pritchard-Salamon (voir [37] et
[45] pour plus de détails). Dans [47] et [48], c’est l’approche H∞ qui a été appliquée sur les
systèmes Pritchard-Salamon, où la loi de contrôle est déterminée par une résolution d’une
équation algébrique dite équation de Riccati en dimension infinie.

Pour l’approche H∞ on peut parcourir les ouvrages suivants [25], [26] et [30]. Dans [32],
c’est l’approche H∞ qui a été utilisée pour le contrôle des systèmes semi-linéaires en dimension
infinie de type parabolique et hyperbolique et dans [11], c’est la commande proportionnelle et
proportionnelle intégrale qui a été mise en oeuvre pour des systèmes linéaires de type Salamon-
Weiss en dimension infinie. Pour plus de détails sur les systèmes de type Salamon-Weiss, on
peut consulter les ouvrages [77], [84] et [90].

3.4.2 Grammien de contrôlabilité et stabilisation exponentielle rapide

Nous expliquons ici comment utiliser l’approche du grammien de contrôlabilité pour la
stabilisation des systèmes de contrôle linéaires en dimension infinie. L’approche du grammien
de contrôlabilité pour des systèmes de contrôle linéaires en dimension infinie est due à

1. Marshall Slemrod [80], dans le cas où l’opérateur de contrôle B est borné (i.e. l’opérateur
B est continu de U dans H ⊂ D(A∗)′),

2. Vilmos Komornik [51], dans le cas où l’opérateur de contrôle B est non borné.

Le résultat suivant se trouve dans [21].

Soit B ∈ L
(
U, D (A∗)

′
)
. On va supposer la propriété de régularité suivante (voir [21,

Chapitre 2, p.52]) :

∀τ > 0,∃Cτ > 0 :

∫ τ

0
‖B∗S∗ (t) z‖2

U dt ≤ Cτ ‖z‖2
H , ∀z ∈ D (A∗) . (3.23)

Le système de commande qu’on va considérer ici est

ẏ = Ay +Bu, t ∈ [0, T ] (3.24)

où t est le temps, u (t) ∈ U le contrôle et y (t) ∈ H l’état. La définition de la solution du
problème de Cauchy {

ẏ = Ay +Bu;
y(0) = y0.
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avec y0 ∈ H et u ∈ L2 (0, T ) , est dans [21, définition 2.36, page 53]. Soit T > 0. On rappelle
que (voir Théorème 27) ce système linéaire est exactement contrôlable au temps T > 0 si et
seulement s’il existe c > 0 tel que

∫ T

0
‖B∗S∗ (t) z‖2

U dt ≥ c ‖z‖2
H , ∀z ∈ D (A∗) . (3.25)

Dans cette section, nous supposons que le système contrôlé linéaire ẏ = Ay +Bu est exacte-
ment contrôlable au temps T . D’après ce qui précède, (3.25) est vérifiée pour tout c > 0. Soit
λ > 0. Notre but est de construire une loi de contrôle u = Ky, avec K : y 7→ Ky pour que
le système ẏ = (A+BK)y soit exponentiellement stable, c’est-à-dire l’existence d’un certain
M > 0, tel que toute solution de ẏ = (A+BK)y satisfait

‖y (t)‖H ≤Me−λt ‖y (0)‖H , ∀t ∈ [0,+∞). (3.26)

Soit

Tλ = T +
1

2λ
(3.27)

et fλ : [0, Tλ] → [0,+∞) définie comme suit

fλ (t) =

{
e−2λt si 0 ≤ t ≤ T,
2λe2λT (Tλ − t) si T ≤ t ≤ Tλ.

(3.28)

Soit Qλ une forme bilinéaire, symétrique, continue sur D (A∗) définie comme suit

Qλ (y, z) =

∫ Tλ

0
fλ (t) (B∗S (−t)∗ y,B∗S (−t)∗ z) dt, ∀ (y, z)D (A∗)2 . (3.29)

En utilisant (3.23) et

S (−t)∗ = S (Tλ − t)∗ S (−Tλ)∗ , ∀t ∈ [0, Tλ] ,

on a

Qλ (y, z) =

∫ Tλ

0
fλ (t) (B∗S∗ (−t) y,B∗S∗ (−t) z) dt;

≤
∫ Tλ

0
fλ (t) ‖B∗S∗ (−t) y‖ ‖B∗S∗ (−t) z‖ dt;

≤ sup
[0,Tλ]

fλ (t)

∫ Tλ

0
‖B∗S (Tλ − t)∗ S (−Tλ)∗ y‖U ‖B∗S (Tλ − t)∗ S (−Tλ)∗ z‖U dt;

= sup
[0,Tλ]

fλ (t)

∫ Tλ

0
‖B∗S (s)∗ S (−Tλ)∗ y‖U ‖B∗S (s)∗ S (−Tλ)∗ z‖U ds, s = Tλ − t;

≤ sup
[0,Tλ]

fλ (t)

(∫ Tλ

0
‖B∗S (s)∗ S (−Tλ)∗ y‖2

U ds

) 1
2
(∫ Tλ

0
‖B∗S (s)∗ S (−Tλ)∗ z‖2

U ds

) 1
2

;

≤ sup
[0,Tλ]

fλ (t)Cλ ‖S (−Tλ)∗ y‖H ‖S (−Tλ)∗ z‖H ;

≤ sup
[0,Tλ]

fλ (t)Cλ ‖S (−Tλ)∗‖2 ‖y‖H ‖z‖H .
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Donc si on pose
Mλ = sup

[0,Tλ]
fλ (t)Cλ ‖S (−Tλ)∗‖2

> 0,

il vient
|Qλ (y, z)| ≤Mλ ‖y‖H ‖z‖H , ∀ (y, z) ∈ D (A∗)2 . (3.30)

Par le théorème de représentation de Riesz , il existe Cλ ∈ L (H) tel que

Qλ (y, z) = (y, Cλz) , ∀ (y, z) ∈ H2. (3.31)

On note que

S (−t)∗ = S (T − t)∗ S (−T )∗ , ∀t ∈ [0, Tλ] , (3.32)

S (−T )∗ S (T )∗ y = y, ∀y ∈ H. (3.33)

En utilisant (3.25), (3.28), (3.29), (3.32) et (3.33), on a

Qλ (y, y) =

∫ Tλ

0
fλ (t) (B∗S (−t)∗ y,B∗S (−t)∗ y) dt;

=

∫ Tλ

0
fλ (t) (B∗S (−t)∗ S (−T )∗ S (T )∗ y,B∗S (−t)∗ S (−T )∗ S (T )∗ y) dt;

=

∫ Tλ

0
fλ (t) (B∗S (T − t)∗ S (−T )∗ y,B∗S (T − t)∗ S (−T )∗ y) dt;

=

∫ Tλ

− 1
2λ

fλ (T − s) (B∗S (s)∗ S (−T )∗ y,B∗S (s)∗ S (−T )∗ y) ds; s = T − t

=

∫ Tλ

− 1
2λ

fλ (T − s) ‖B∗S (s)∗ S (−T )∗ y‖2
U ds;

≥
∫ T

0
fλ (T − s) ‖B∗S (s)∗ S (−T )∗ y‖2

U ds, puisque

[
− 1

2λ
, Tλ

]
⊃ [0, T ] ;

≥ e−2λT

∫ T

0
‖B∗S (s)∗ S (−T )∗ y‖2

U ds;

≥ e−2λT c ‖S (−T )∗ y‖2
H ;

≥ e−2λT c ‖S (T )∗‖−2 ‖y‖2
H .

Donc
Qλ (y, y) ≥ e−2λT c ‖S (T )∗‖−2 ‖y‖2

H , ∀y ∈ H. (3.34)

D’après le théorème de Lax Milgram, (3.31) et (3.34), Cλ ∈ L (H) est inversible dans L (H).
On va maintenant définir l’opérateur K pour qu’on puisse construire le contrôle. Soit

Kλ : Cλ (D (A∗)) → U

défini comme suit :

Kλy = −B∗C−1
λ y, ∀y ∈ Cλ (D (A∗)) . (3.35)

On a alors le théorème suivant, donné dans [51].
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Théorème 53 L’opérateur A + BKλ est un générateur d’un semi-groupe fortement continu
(S (t))t≥0. De plus il existe M > 0 tel que

‖S (t) y0‖H ≤Me−λt ‖y0‖H , ∀t ≥ 0, ∀y0 ∈ H.

Ce théorème montre que le système (3.24) est exponentiellement stable.

3.4.3 Commande par mode glissant

Nous donnons une méthode pour construire une loi de contrôle par mode glissant pour
une classe de systèmes dynamiques en dimension infinie [65]. Ces systèmes s’écrivent sous la
forme

{
ξ̇ = Aξ + f(t, ξ) + b u(t, ξ)
ξ(0) = ξ0 ∈ D(A),

(3.36)

où A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu TA(t) sur H, exponentiel-
lement stable, et b ∈ L(U,H). La fonction f(t, ξ) à valeurs dans H représente la perturbation
du système, cette fonction est supposée differentiable et vérifie la condition suivante:

f(t, ξ) = b h(t, ξ) (3.37)

où la fonction h(t, ξ), a priori connue, est majorée par une fonction scalaire N(ξ) ∈ C1, i.e.

‖h(t, ξ)‖U < N(ξ), ∀ξ ∈ H, t > 0. (3.38)

Tout au long de ce paragraphe, nous supposons que le couple {A, b} est exponentiellement
stabilisable et le spectre σ(A) = σ1(A) + σ2(A) de l’opérateur A est divisé en deux parties :
la première

σ1(A) = {λ ∈ σ(A) : Reλ ≥ 0} ,
est de dimension finie, et l’autre partie

σ2(A) = {λ ∈ σ(A) : Reλ < 0} ,

est un ouvert. Rappelons que le couple {A,B} du système (3.8) est exponentiellement stabi-
lisable s’il existe D ∈ L(X,U) tel que l’opérateur A + BD soit générateur infinitésimal d’un
semi-groupe exponentiellement stable.
Soient P1 et P2 les projections sur les ensembles σ1(A), σ2(A) respectivement, et Hj = PjH,
j = 1, 2. Alors (voir [38, Sec. 1.5])

1. H = H1 ⊕ H2, et AHj ⊂ Hj , j = 1, 2 ;

2. l’opérateur A1 = A |H1 est de dimension finie, i.e. H1 = R
n ;

3. l’opérateur A2 = A |H2 est générateur d’un semi-groupe exponentiellement stable TA2(t)
qui vérifie

‖TA2(t)‖ ≤ ωe−βt, ω > 0. (3.39)

Si l’ensemble résolvant de l’opérateur A est compact, alors le spectre de A est discret, i.e.
σ(A) = {λi}∞i=1, et pour tout β > 0 il existe un nombre entier naturel l tel que σ2(A) =
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{λi}∞i=l < −β. Pour décrire le contrôle en dimension infinie, on va écrire (3.36) avec des
variables ξ1 ∈ H1 et ξ2 ∈ H2,

{
ξ̇1 = A11ξ1 +A12ξ2 + P1f(t, ξ1, ξ2) + P1bu(t, ξ1, ξ2), t ≥ 0, ξ1(0) = ξ01 ;

ξ̇2 = A21ξ1 +A22ξ2 + P2f(t, ξ1, x2) + P2bu(t, ξ1, ξ2), t ≥ 0, ξ2(0) = ξ02 .
(3.40)

Ici ξ1 + ξ2 = ξ, ξ01 + ξ02 = ξ0, Pi est la projection sur le sous espace Hi, Aij = PiAj est un
opérateur de Hj dans Hi, Aj = A|Hj est la restriction de A sur Hj , i, j = 1, 2. Les propriétés
de l’opérateur A permettent de réécrire le système (3.40) de la manière suivante

ξ̇1 = A1ξ1 + P1f(t, ξ1, ξ2) + P1b u(t, ξ1, ξ2), t > 0, ξ1(0) = ξ01 (3.41)

ξ̇2 = A2ξ2 + P2f(t, ξ1, ξ2) + P2b u(t, ξ1, ξ2), t > 0, ξ2(0) = ξ02 . (3.42)

On rappelle que dans le système (3.40), Aij = 0 pour i 6= j, i, j = 1, 2 car AHj ⊂ Hj. On
signale que P1b ∈ L(U,Rn), et la codimension du sous-espace

U2 = ker P1b = {u ∈ U : P1bu = 0}

est égale à l (voir [50]). On rappelle que la codimension d’un sous-espace vectoriel est la
dimension d’un de ses sous-espaces supplémentaires. Donc il existe un sous-espace de dimension
finie U1 = R

m tel que U = U1⊕kerP1b, et d’après (3.37), l’équation en dimension finie (3.41)
donne

ξ̇1 = A1ξ1 + P1bh(t, ξ) + P1b u(t, ξ)

= A1ξ1 + P1b (h1(t, ξ) + h2(t, ξ)) + P1b (u1(t, ξ) + u2(t, ξ))

= A1ξ1 + P1b h1(t, ξ) + P1b u1(t, ξ)

= A1ξ1 + P1b [h1(t, ξ) + u1(t, ξ)]

donc
ξ̇1 = A1ξ1 +B1 [h1(t, ξ) + u1(t, ξ)] (3.43)

avec h(t, ξ, t) = h1(t, ξ) + h2(t, ξ), et

u(t, ξ) = u1(t, ξ) + u2(t, ξ) (3.44)

avec h1(t, ξ) ∈ U1, h2(t, ξ) ∈ U2, u1(t, ξ) ∈ U1, u2(t, ξ) ∈ U2 et B1 = P1b |U1 . Le couple
{A1, B1} est contrôlable, car {A, b} est contrôlable. Par contre, il n’est pas exponentiellement
stabilisable. La solution du problème de rejet de perturbation avec le contrôle est basée sur
les modes glissants. La procédure de conception pour des systèmes de contrôle en dimension
finie proposée dans [88, Chap. 10] nous permet de choisir la variété Cξ1 = 0, C ∈ R

m×l,
det CB1 6= 0 qui assure la stabilité exponentielle

‖ξ1(t)‖ ≤ ω ‖ξ1(T )‖ e−αt, t ≥ T (3.45)

du système en dimension finie (3.43) à partir d’un certain temps T > 0, avec le contrôle

u1(t, ξ) = − [N(ξ) + L‖ξ1‖]
Cξ1
‖Cξ1‖

(3.46)

où α, ω, L sont des constantes positives avec α aussi grand qu’on veut, et la matrice C
est constante (voir l’annexe E.1). Le contrôle discontinu u1(t, ξ) est défini pour assurer la
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convergence vers la surface Cξ1 = 0. Cette commande permet aussi de rejeter les perturbations
h1(t, ξ). Sur la variété Cξ1 = 0, on a d’après (3.43)

Cξ̇1 = CA1ξ1 + CB1 [h1(t, ξ) + u1(t, ξ)]

puisque Cξ̇1 = 0. On peut donc déduire la valeur de u dans cette équation

CA1ξ1 + CB1 [h1(t, ξ) + u1(t, ξ)] = 0

h1(t, ξ) + u1(t, ξ) = − (CB1)
−1CA1ξ1

ainsi
u1eq = − (CB1)

−1CA1ξ1 − h1(t, ξ). (3.47)

Avec ce nouveau contrôle, l’équation (3.43) devient

ξ̇1 =
[
A1 −B1(CB1)

−1CA1

]
ξ1. (3.48)

La commande u1eq est la commande équivalente de u1, elle caractérise la dynamique du système
en mode glissant. Pour l’équation (3.42), on a

ξ̇2 = A2ξ2 + P2b [h(t, ξ) + u(t, ξ)]

= A2ξ2 + P2b [h1(t, ξ) + u1(t, ξ)] + P2b [h2(t, ξ) + u2(t, ξ)] .

Finalement, (3.42) devient

ξ̇2 = A2ξ2 −B21 (CB1)
−1CA1ξ1 +B2 [h2(t, ξ) + u2(t, ξ)] , t ≥ T (3.49)

où B21 = P2b|U1 , B2 = P2b|U2 . D’après (3.39) et (3.45), les systèmes (3.48) et (3.49)
sous les conditions u = f = 0 sont exponentiellement stables. Il reste à utiliser les résul-
tats qui se trouvent dans [65, Section II] pour rejeter la perturbation h2(t, ξ). Soit WA2 =∫ +∞
0 T ∗

A2
(t)TA2(t)dt. Nous définissons la deuxième composante de u(t, ξ) par

u2(t, ξ) = −N(ξ)
B∗

2WA2ξ2
‖B∗

2WA2ξ2‖
. (3.50)

Donc on a prouvé le théorème suivant.

Théorème 54 On suppose que le couple {A,B} est exponentiellement stabilisable. Alors le
système (3.36) est exponentiellement stabilisable par les contrôles (3.44), (3.46), et (3.50) avec
les perturbations (3.37) et (3.38).

Cette méthode sera utilisée pour le système de contrôle du profil de courant dans le chapitre
4.

3.5 Application à la stabilisation de quelques systèmes phy-
siques

3.5.1 Étude complète d’une situation linéaire

Pour cet exemple qui se trouve dans [20], nous allons nous intéresser au contrôle frontière de
l’équation de Korteweg-De Vries (KdV). Plus précisément, un contrôle de type proportionnel
est utilisé comme dans la sous-section 3.4.2. Nous étudions le système suivant
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yt + yx + yxxx = 0,
y(t, 0) = y(t, L) = 0,
yx(t, L) − yx(t, 0) = v(t).

(3.51)

où y(t, .) : [0, L] 7→ R est l’état est du système et v(t) ∈ R est le contrôle avec L > 0 fixé. Ces
équations modélisent la formation d’ondes solitaires dans le contexte d’eaux peu profondes
dans un canal.

En introduisant une nouvelle variable de contrôle u définie par

u(t) = yx(t, 0) + v(t),

nous pouvons réécrire le système (3.51) sous la forme canonique (3.8) en définissant les opé-
rateurs A et B comme suit :

D(A) := {w ∈ H
3(0, L) : w(0) = w(L) = 0, wx(0) = wx(L)} ⊂ L2(0, L),

Aw := −wx − wxxx,

B : s ∈ R 7→ Ls ∈ (D(A∗))′,

Ls : z ∈ D(A∗) 7→ szx(L) ∈ R.

Il n’est pas difficile de voir que A∗ = −A et que

(Aw,w)L2(0,L) = 0, ∀w ∈ D(A).

Par conséquent, l’opérateur A est générateur infinitésimal fortement continu d’un semi-groupe.
Nous voyons également que l’opérateur B est linéaire continu. Les relations (3.23) et (3.25)
pour le système (3.51) sont montrées dans [20]. La contrôlabilité exacte de (3.51) est également
prouvée. Alors, d’après les résultats développés dans la sous-section 3.4.2, l’opérateur Λω défini
par

(Λωz1, z2)L2(0,L) =

∫ ∞

0

(
B∗e−τ(A+ωI)∗z1, B

∗e−τ(A+ωI)∗z2

)

R

dτ, ∀z1, z2 ∈ L2(0, L),

permet de définir le contrôle qui stabilise exponentiellement le système (3.51). La loi de contrôle
est donnée par u = Fωy avec

Fω := −B∗Λ−1
ω .

3.5.2 Étude complète d’un exemple non linéaire

Nous étudions maintenant la stabilisabilité d’un système qui se trouve dans [73]. Il s’agit
d’un bac de fluide soumis à un déplacement longitudinal. Le mouvement du fluide est modélisé
par les équations de Saint-Venant (voir par exemple [82, P. 26] et [69]). Une fonction de
Lyapunov est utilisée pour construire les lois de contrôle qui stabilisent l’état du fluide dans
le bac.

Les équations d’eau peu profonde décrivent le mouvement d’un fluide parfait sous la gravité
g avec une frontière libre :



3.5 Application à la stabilisation de quelques systèmes physiques 103

Figure 3.9 – Un réservoir de longueur L contenant un fluide

{
∂H
∂t

(t, x) + ∂
∂x

(HV ) (t, x) = 0,
∂V
∂t

(t, x) + ∂
∂x

(
gH + V 2

2

)
(t, x) = −D̈(t),

(3.52)

où x ∈ [0, L] est la variable spatiale attachée au réservoir, t ∈ [0, T ] est la variable de temps,
T > 0, H(t, x) désigne la hauteur du liquide, V (t, x) désigne la vitesse horizontale du fluide
dans un référenciel attaché au réservoir, D est la position du réservoir dans les coordonnées
universelles, Ḋ et D̈ sont respectivement la dérivée première et seconde de D par rapport au
temps (voir Fig. 3.9).

Les conditions aux bords sont données par, pour tout t dans [0, T ],

V (t, 0) = 0, V (t, L) = 0. (3.53)

Notons H̄(x) et V̄ (x) les états d’équilibres de (H,V ), i.e.

∂

∂x

(
H̄V̄

)
= 0,

∂

∂x

(
gH̄ +

V̄ 2

2

)
= −Ā,

où Ā est un nombre constant définissant l’accélération constante du réservoir. Nous définissons
la variable de contrôle u par

u = D̈ − Ā.

Pour la stabilisation de l’état du fluide (H,V ), le contrôleur suivant est utilisé

u = α

∫ L

0
(HV ) (t, x)dx. (3.54)

où α > 0. En introduisant les deux fonctions suivantes : l’entropie E (H,V ) et l’entropique
F (H,V )

E (H,V ) =
V 2

2
+ g

(
H − H̄

)2

2
, (3.55)

F (H,V ) = H
V 3

2
+ gV H

(
H − H̄

)
. (3.56)

On a le théorème suivant, qui se trouve dans [73, 74].
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Théorème 55 Pour tout α positif la fonction

R = α

∫ L

0
E (H(t, x), V (t, x)) dx

est une fonction de Lyapunov pour le système (3.52). De plus Ṙ = 0 si (H,V ) =
(
H̄, V̄

)
.

Ainsi le contrôle (3.54) stabilise le système (3.52)-(3.53)

3.6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons effectué une courte présentation des principaux résultats sur
la contrôlabilité et la stabilisation des systèmes dynamiques en dimension finie et infinie. On
a aussi présenté deux méthodes de stabilisation en dimension infinie pour des systèmes décrits
par des EDPs.

L’intérêt majeur de ces approches se situe dans la simplicité de la mise en oeuvre de
la loi de commande. La première méthode, i.e. l’action proportionnelle, permet de stabiliser
rapidement le système de manière exponentielle. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle
n’est applicable que pour des systèmes exactement contrôlables et qu’elle n’est pas robuste
vis-à-vis des perturbations extérieures.

La commande par mode glissant permet de stabiliser le système et de rejeter aussi les
perturbations par rapport aux incertitudes du modèle.

On a aussi donné deux applications à la stabilisation des systèmes physiques en traitant
deux cas linéaires et non linéaires, en utilisant deux stratégies de contrôle des EDPs. Dans le
cas linéaire, on a utilisé la méthode du grammien de contrôlabilité qui délivre une commande
proportionnelle pour stabiliser le système de manière exponentielle. Et dans le cas non linéaire,
le contrôle est obtenu à l’aide d’une fonction de Lyapunov.

Dans ce qui suit, différentes commandes visant à contrôler le profil de courant dans les
plasmas de tokamak seront proposées afin d’assurer robustesse et performance.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier la stabilité de l’équation d’évolution du flux magné-
tique et construire une loi de contrôle robuste en dimension infinie en appliquant une stratégie
de contrôle développée par Yury Orlov dans [65] pour les systèmes régis par des EDPs. L’en-
semble des résultats présenté dans ce chapitre fait l’objet de la référence [34], actuellement en
relecture.

4.1 Mise sous forme canonique de l’EDP

Nous rappelons l’équation du flux magnétique introduit au chapitre 2 par (2.37)






∂ψ
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
+ η||R0jni;

∂ψ
∂x

∣∣∣
x=0

= 0, ∂ψ
∂t

(t, 1) = −V0(t).
(4.1)

La condition au bord
∂ψ

∂t
(t, 1) = −V0(t) (4.2)

implique que

ψ(t, 1) = −
∫ t

0
V0(τ)dτ + ψ(t = 0, 1). (4.3)
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On va définir maintenant une nouvelle variable ψr(t, x) qui est l’écart entre le profil du
flux magnétique et la valeur du flux au bord (au point x = 1)

ψr(t, x) = ψ(t, x) − ψ(t, 1). (4.4)

Le système (4.1) peut être écrit en la variable ψr sous la forme





∂ψr
∂t

(t, x) =
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψr
∂x

(t, x)
)

+ η||R0jni + V0(t),

∂ψr
∂x

(t, x)
∣∣∣
x=0

= 0, ψr(t, 1) = 0
(4.5)

Cette formulation permet d’homogénéiser les conditions aux bords et de transformer le
contrôle frontière en un contrôle distribué .

Nous cherchons à atteindre une cible ψtargetr (x). Pour cela, on va introduire la variable
d’erreur qui est l’écart entre ψr et ψtargetr

ε(t, x) = ψr(t, x) − ψtargetr (x) (4.6)

avec la cible ψtargetr dans l’espace de Sobolev H
2(0, 1) (voir [14]) qui se note aussi :

W 2,2(0, 1) =

{
ψ ∈ L2(0, 1) :

∂ψ

∂x
∈ L2(0, 1) et

∂2ψ

∂x2
∈ L2(0, 1)

}
(4.7)

des fonctions dérivables, dont les dérivées spatiales premières et secondes sont de carré inté-
grable sur l’intervalle (0, 1). La variable d’erreur ε est alors gouvernée par le système suivant






∂ε
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
+

η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ

target
r

∂x

)
+ η||R0jni + V0;

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= − ∂ψ
target
r

∂x

∣∣∣
x=0

, ε(t, 1) = −ψtargetr (1).
(4.8)

Pour régulariser le terme 1
x
∂
∂x

(
x∂ψ

target
r

∂x

)
dans (4.8) et homogénéiser les conditions aux bords,

on suppose que

lim
x→0

∣∣∣∣∣
1

x

∂ψtargetr

∂x

∣∣∣∣∣ < +∞; (4.9)

∂ψtargetr

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

= 0; ψtargetr (1) = 0. (4.10)

Ces hypothèses réalistes conduisent à un système avec des conditions aux bords homogènes :
{

∂ε
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
+

η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ

target
r

∂x

)
+ η||R0jni + V0;

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0.
(4.11)

On va utiliser la théorie des opérateurs sur le système précédent (4.11) pour construire une
loi de contrôle de type mode glissant. Considérons :

η||
x

∂

∂x

(
x
∂ε

∂x

)
=

∂

∂x

(
η||
∂ε

∂x

)
+

(
η||
x

−
∂η||
∂x

)
∂ε

∂x
. (4.12)

Le système (4.11) peut être reformulé en appliquant la transformation suivante

η||R0jtarget = η||R0jni + V0 = η||u+ v (4.13)
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avec u comme contrôle intermédiaire et v vérifiant la relation suivante

v = − 1

µ0a2

(
η||
x

−
∂η||
∂x

)
∂ε

∂x
−

η||
µ0a2

1

x

∂

∂x

(
x
∂ψtargetr

∂x

)
. (4.14)

En injectant (4.13) et (4.14) dans (4.11), on obtient
{

∂ε
∂t

= ∂
∂x

(
η||
µ0a2

∂ε
∂x

)
+ η||u;

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= ε(t, 1) = 0.
(4.15)

Il s’agit d’une EDP de type parabolique dans l’espace

H =

{
ε ∈ H2 (0, 1) :

∂ε

∂x

∣∣∣∣
x=0

= ε|x=1 = 0

}
(4.16)

des fonctions qui vérifient les conditions aux bords du problème (4.15) (voir [14] pour plus
d’informations sur les espaces de Sobelev H2(0, 1)). On équipe cet espace d’une norme

‖ε‖H =

√∫ 1

0
ε2dx+

√∫ 1

0

(
∂ε

∂x

)2

dx+

√∫ 1

0

(
∂2ε

∂x2

)2

dx. (4.17)

L’opérateur A défini par

Aε =
∂

∂x

(
η||
µ0a2

∂ε

∂x

)
, (4.18)

qui apparaît dans le système (4.15) est défini dans le domaine

D(A) = H ⊂ L2(0, 1) (4.19)

et on pose
Bu = η||u. (4.20)

Maintenant, on va ajouter une perturbation au système (4.15) de la forme η||h et on aboutit
à l’équation suivante {

∂ε
∂t

= ∂
∂x

(
η||
µ0a2

∂ε
∂x

)
+ η|| (u+ h) ;

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= ε(t, 1) = 0.
(4.21)

Le système s’écrit alors sous forme canonique

ż = Az +B (u+ h) . (4.22)

Ce type de systèmes a déjà été étudié par Yury Orlov dans [65] sous la condition que le
système sans la perturbation ż = Az +Bu, c’est-à-dire tel que h ≡ 0, soit exponentiellement
stabilisable. Pour qu’on puisse appliquer les résultats qui se trouvent dans [65] au système
(4.21), on va vérifier que notre système satisfait la condition précédente.

Le système (4.21) dans le cas nominal, c’est-à-dire h ≡ 0, est décrit par (4.15) Commençons
par donner un résultat sur la contrôlabilité du système (4.15). Dans [19], les auteurs ont étudié
une certaine classe de systèmes dont fait partie le système (4.15). Ils ont montré que cette
classe de systèmes est zéro contrôlable et que l’opérateur A est un générateur d’un semi-
groupe fortement continu. D’après le Théorème 49, le système (4.15) est exponentiellement
stabilisable. Ceci implique qu’on peut appliquer les résultats qui se trouvent dans [65].

Nous allons même pouvoir montrer que le semi-groupe généré par l’opérateur A est expo-
nentiellement stable, ce qui est plus fort que la condition requise d’être un générateur d’un
semi-groupe fortement continu.
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Proposition 56 L’opérateur A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe exponentiel-
lement stable.

Preuve.
Soit {

∂ε
∂t

= ∂
∂x

(
η||
µ0a2

∂ε
∂x

)

ε(t = 0, x) = ε0
(4.23)

et ε ∈ D(A) avec D(A) défini dans (4.19) (la solution ε vérifie ε(t, .) = S(t)ε0). On a

∂ε

∂t
ε =

∂

∂x

(
η||
µ0a2

∂ε

∂x

)
ε (4.24)

qu’on intègre ∫ 1

0

∂ε

∂t
εdx =

∫ 1

0

∂

∂x

(
η||
µ0a2

∂ε

∂x

)
εdx. (4.25)

En utilisant l’intégration par parties, il vient

d

dt

(
1

2

∫ 1

0
ε2dx

)
= −

∫ 1

0

η||
µ0a2

(
∂ε

∂x

)2

dx (4.26)

avec
0 <

η1

µ0a2
≤

η||
µ0a2

≤ η2

µ0a2
(4.27)

D’où
d

dt

(
1

2

∫ 1

0
ε2dx

)
≤ − η1

µ0a2

∫ 1

0

(
∂ε

∂x

)2

dx. (4.28)

D’autre part, on a

ε(t, x) = ε(t, x) − ε(t, 1) = −
∫ 1

x

∂ε

∂x
dx (4.29)

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

ε2 ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣
∂ε

∂x

∣∣∣∣
2

dx. (4.30)

Ceci implique que ∫ 1

0
ε2dx ≤

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂ε

∂x

∣∣∣∣
2

dx (4.31)

ce qui donne en utilisant la relation (4.28) que

d

dt
‖ε‖2

L2(0,1) ≤ −2
η1

µ0a2
‖ε‖2

L2(0,1) (4.32)

avec

‖ε‖2
L2(0,1) =

∫ 1

0
ε2dx. (4.33)

Finalement, on trouve que

‖ε‖2
L2(0,1) ≤ ‖ε0‖2

L2(0,1)ε
−2

η1
µ0a

2 t, t ≥ 0, (4.34)
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ou encore

‖ε‖L2(0,1) ≤ ‖ε0‖L2(0,1)ε
− η1
µ0a

2 t, t ≥ 0. (4.35)

Ceci termine la preuve.
Le résultat suivant se trouve dans [76].

Théorème 57 Soit z0 ∈ H, u ∈ L2 (0, T ;U), on considère z : [0, T ] → H la solution du
problème de Cauchy {

ż = Az +Bu;
z(0) = z0.

(4.36)

Pour tout z0 ∈ D(A) et pour tout u ∈ W 1,1 (0, T ;U), le problème de Cauchy (4.36) a une
unique solution z ∈ C ([0, T ];D(A)) ∩ C1 ([0, T ];H) donnée par la formule de Duhamel

z(t) = S(t)z0 +

∫ t

0
S(t− s)Bu(s)ds ∀t ∈ [0, T ]. (4.37)

Ainsi, d’après le Théorème 57, le système (4.15) admet une unique solution.
Maintenant, nous allons étudier les propriétés spectrales de l’opérateur A. On va commen-

cer par rappeler la définition d’un opérateur de Sturm-Liouville donnée dans [63].

Définition 58 Soit l’opérateur Λ défini sur son domaine :

D(Λ) =
{
h ∈ L2(0, 1) : h, dh

dx
absolument continues ,

d2h
dx2 ∈ L2(0, 1) et α′

0hx(0) − α0h(0) = α′
1hx(1) − α1h(1) = 0

}
,

(4.38)

où α′
0, α0, α′

1, et α′
1 sont des réels tels que (α′

0, α0) 6= (0, 0) et (α′
1, α1) 6= (0, 0). On dit que Λ

est un opérateur de Sturm-Liouville si pour tout h ∈ D(Λ)

Λh =
1

ρ(x)

(
d

dx

(
−p(x)dh

dx
(x)

)
+ q(x)h(x)

)
, (4.39)

où p(.), dp
dx

(.), q(.), et ρ(.) sont des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs réelles telles que
ρ(.) > 0 et p(.) > 0.

Voici un résultat utile sur les opérateurs de Sturm-Liouville qui se trouve dans [39] et [63].

Théorème 59 Soit Λ un opérateur de Sturm-Liouville défini par (4.39) sur son domaine de
définition. Alors Λ vérifie les propriétés suivantes :

1. Le spectre de Λ est constitué uniquement de valeurs propres dénombrables (λi)i≥1 réelles
et simples, c’est-à-dire de multiplicité 1.

2. {λi, i ≥ 1} est minoré et non majoré. On peut donc supposer sans perte de généralités
qu’on a :

λ1 < λ2 < ... < λi < ... (4.40)

3. Λ est un opérateur auto-adjoint dans l’espace de Hilbert L2(0, 1) muni du produit scalaire

< g, h >ρ=

∫ 1

0
ρ(x)g(x)h(x)dx. (4.41)
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4. Si on note ei(x) la fonction propre normalisée (‖ei‖ρ = 1) correspondant à λi, alors
(ei(x))i≥1 forme une base de L2(0, 1) orthonormée relativement au produit scalaire
< ., . >ρ, i.e. :

∀i, j ∈ N, < ei, ej >ρ= δij . (4.42)

Pour notre opérateur A défini par (4.18), on a

Aε =
∂

∂x

(
η||
µ0a2

∂ε

∂x

)
⇔ −Aε =

∂

∂x

(
−

η||
µ0a2

∂ε

∂x

)
. (4.43)

On voit que l’opérateur −A est un opérateur de Sturm-Liouville [23, P. 126]. D’après le
Théorème 59 le spectre de l’opérateur A est un ensemble discret σ(A) = {λi}∞i=1 et les vecteurs
propres normalisés de A, c’est-à-dire les (ei)i≥1, forment une base orthonormée de L2(0, 1).

On peut donc décomposer l’espace de Hilbert H = L2(0, 1) en somme directe de deux
espaces H1 et H2

H = H1 ⊕H2 (4.44)

définis par
H1 = span{ei}Ndi=0, H2 = span{ei}∞i=Nd+1. (4.45)

On va maintenant calculer explicitement les valeurs propres de l’opérateur A. On pose

ei(x) = cos




(
i− 1

2

)
π

∫ x
0

ds
η||(s)∫ 1

0
ds

η||(s)



 , i = 1, 2, . . . . (4.46)

Il est clair que {
ei(1) = 0;
∂ei
∂x

∣∣∣
x=0

= 0.
(4.47)

De plus, on a

∂ei
∂x

= − 1

η||

(
i− 1

2

)
π

∫ 1
0

ds
η||(s)

sin




(
i− 1

2

)
π

∫ x
0

ds
η||(s)∫ 1

0
ds

η||(s)



 (4.48)

ce qui donne

η||
µ0a2

∂ei
∂x

= − 1

µ0a2

(
i− 1

2

)
π

∫ 1
0

ds
η||(s)

sin




(
i− 1

2

)
π

∫ x
0

ds
η||(s)∫ 1

0
ds

η||(s)



 . (4.49)

Donc, il vient

∂

∂x

(
η||
µ0a2

∂ei
∂x

)
= − 1

µ0a2




(
i− 1

2

)
π

∫ 1
0

ds
η||(s)




2

1

η||
cos




(
i− 1

2

)
π

∫ x
0

ds
η||(s)∫ 1

0
ds

η||(s)



 . (4.50)

D’après (4.18) et (4.46), on obtient

Aei = − 1

µ0a2




(
i− 1

2

)
π

∫ 1
0

ds
η||(s)




2

1

η||
ei (4.51)

et ei est bien un vecteur propre de l’opérateurA associé à la valeur propre λi = − 1
µ0a2

(
(i− 1

2)π∫ 1
0

ds
η||(s)

)2

.
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4.2 Établissement de la loi de commande en dimension infinie
et réglage des paramètres

Pour la robustesse de notre système, l’approche de commande par mode glissant développée
dans [65] pour des systèmes en dimension infinie est adaptée à notre système. Le contrôle
intermédiaire u est construit comme suit

u(ε) = −



N + L

√√√√
i=Nd∑

i=0

(P i(ε))2



 sign

(
i=Nd∑

i=0

ciP
i(ε)

)
(4.52)

où C = (ci)
Nd
i=0 est un vecteur qui va nous servir à définir la surface de glissement, N est

déterminé pour rejeter les perturbations, L doit assurer la stabilité de Lyapunov et Nd est le
nombre des projections P i de l’erreur ε sur les vecteurs propres de l’opérateur A définies par

P i(ε) =
1

I1(i)2

∫ 1

0
εei

dx

η||
, i = 0, 1. . . . (4.53)

avec I1(i) la norme du vecteur propre ei définie comme suit

I1(i) = ‖ei‖ =

√∫ 1

0
e2i
dx

η||
. (4.54)

Nous allons décrire le mouvement de glissement pour des systèmes qui s’écrivent sous la
forme (4.22) le long de la surface de glissement donnée par (3.48) (voir [65] pour de plus amples
détails)

ẋ1 = [A1 −B1 (CB1)
−1CA1]x1 (4.55)

où
x1 =

(
P 0(ε(t, .)), ..., PNd(ε(t, .))

)T
(4.56)

est la projection de l’erreur ε sur les Nd + 1 vecteurs propres de l’opérateur où

A1 = diag {λi}Ndi=0 ∈ R
Nd+1×Nd+1 (4.57)

et B1 les projections de η|| sur les Nd + 1 vecteurs propres de l’opérateur A définies comme
suit

B1 =
(
P 0(η||), P

1(η||), ..., P
Nd(η||)

)T
. (4.58)

On pose
Ac = A1 −B1 (CB1)

−1CA1 (4.59)

et on a
CAc = CA1 − CB1 (CB1)

−1CA1 = 0 ⇔ ATc C
T = 0. (4.60)

Par conséquent, CT est un vecteur propre de la matrice ATc associé à la valeur propre λ = 0.
Posons maintenant K = (CB1)

−1CA1. D’après (4.55), on obtient

ẋ1 = [A1 −B1K]x1. (4.61)
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K est choisie, de telle sorte que la matrice ATc a une valeur propre égale à zéro et les autres
valeurs propres strictement négatives. Puisque S = Cx1 = 0 est un hyperplan de dimension
Nd, on peut exprimer l’état associé à la valeur propre nulle en fonction des autres états qui
convergent vers zéro et donc toutes les composantes Nd + 1 de x1 vont tendre vers zéro.

Montrons que la surface S = 0 est attractive, ce qui permettra de déterminer L. Nous
considérons le système sans perturbations (N = 0)

ẋ1 = A1x1 +B1u (4.62)

et la fonction de Lyapunov V définie comme suit

V (S) =
1

2
S2 > 0, avec S = Cx1. (4.63)

On dérive la fonction V par rapport au système (4.62), en prenant la loi de commande u
donnée dans (4.52) et on trouve

dV
dt

= SṠ = Cx1C (A1x1 +B1u)
= Cx1CA1x1 − Cx1CB1L‖x1‖sign(S).

(4.64)

On a V̇ < 0 si et seulement si

Cx1CA1x1 < CB1L‖x1‖ |Cx1| . (4.65)

On sait que
Cx1CA1x1 ≤ |Cx1| ‖ CA1 ‖ ‖x1‖ (4.66)

et que
CB1L‖x1‖ |Cx1| ≤ |Cx1| ‖ CB1 ‖ L‖x1‖. (4.67)

Pour avoir V̇ < 0 il suffit d’avoir

|Cx1| ‖ CA1 ‖ ‖x1‖ < CB1L‖x1‖ |Cx1| .

D’après les relations (4.66) et (4.67), on obtient

L >
‖ CA1 ‖
‖ CB1 ‖ . (4.68)

On voit que le paramètre L est minoré. De plus la loi de contrôle proposée dans (4.52) pour
le système {

∂ε
∂t

= ∂
∂x

(
η||
µ0a2

∂ε
∂x

)
+ η||u+ α(t, x);

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= ε(t, 1) = 0.
(4.69)

rejette les perturbations qui vérifient la matching condition

α(t, x) = η||h(t, x) (4.70)

et qui sont bornées
‖ h ‖≤ N . (4.71)

En conclusion, on a obtenu le résultat suivant.
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Théorème 60 Considérons le système d’erreur (4.15) et le contrôle par mode glissant (4.52)
tel que (4.68). Le système en boucle fermée (4.15) et (4.52) est globalement exponentiellement
stable dans l’espace d’état L2(0, 1). La stabilité est encore vérifiée pour le système perturbé
(4.69) affecté par une perturbation externe (4.70) satisfaisant (4.71).

Le système (4.15) est approché par un système en dimension finie (4.62) qui est expon-
nentiellement stabilisé par le contrôle par mode glissant (4.52). Le reste du système associé
à la variable d’état x2 ∈ H2, qui est la projection de ε sur H2 en dimension infinie, possède
un spectre à partie réelle négative de sorte qu’il est globalement exponentiellement stable en
boucle ouverte et ne pose pas de problème pour la stabilisation du système (4.15). En effet, cela
est dû au fait que le système d’erreur est naturellement asymptotiquement stable, c’est-à-dire
pour u ≡ 0.
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4.3 Qualification par simulation numérique de cas test en vue
d’expérimentation sur la machine Tore Supra

4.3.1 Simulations en dimension infinie

On considère le cas test suivant, où on veut contrôler l’évolution du flux magnétique ψr
d’un état initial jusqu’à l’état final ψtargetr (x) (voir Fig. 4.1a). Pour commencer, nous avons
effectué une série de simulations de réponses indicielles en dimension infinie (sans le bloc de
recherche des paramètres d’ingénierie, voir l’annexe C) en réglant le paramètre L (voir Fig.
4.1b, 4.2a, 4.2b et 4.3a) (dans la figure 4.4, on remarque que le paramètre Nd ne semble pas
avoir d’influence significative sur le système).

Nous avons également vérifié l’effet d’incertitudes du modèle en ajoutant à t = 10s sur le
courant non inductif 5% du profil cible de courant.

Le comportement du système en boucle fermée est illustré par l’évolution en temps du flux
magnétique ψr au point x = 0.4 (le comportement est similaire aux autres points).
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Figure 4.1 – Profil initial et cible, et evolution en temps de ψr

0 5 10 15 20
0.275

0.28

0.285

0.29

0.295

0.3

0.305

t [sec]

W
b 

ra
di

an
−

1

 

 

ψ
r
(x=0.4) avec N=10, L=103 et N

d
=10

ψ
r
target(x=0.4)

(a) Évolution en temps de ψr à x = 0.4

0 5 10 15 20
0.27

0.275

0.28

0.285

0.29

0.295

0.3

0.305

t [sec]

W
b 

ra
di

an
−

1

 

 

ψ
r
(x=0.4) avec N=10, L=105 et N

d
=10

ψ
r
target(x=0.4)

(b) Évolution en temps de ψr à x = 0.4

Figure 4.2 – Évolution en temps de ψr : L = 103 et L = 105 en fixant N = 10 et Nd = 10



4.3 Qualification par simulation numérique de cas test en vue d’expérimentation
sur la machine Tore Supra 115

0 5 10 15 20
0.24

0.25

0.26

0.27

0.28

0.29

0.3

t [sec]

W
b 

ra
di

an
−

1

 

 

ψ
r
(x=0.4) avec N=10, L=5105 et N

d
=10

ψ
r
target(x=0.4)

(a) Évolution de ψr à x = 0.4

0 5 10 15 20
0.26

0.265

0.27

0.275

0.28

0.285

0.29

0.295

0.3

t [sec]

W
b 

ra
di

an
−

1

 

 

ψ
r
(x=0.4) avec N=2.5105, L=10 et N

d
=10

ψ
r
target(x=0.4)

(b) Évolution de ψr à x = 0.4
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Figure 4.4 – Influence du paramètre Nd

Comme prévu à partir des résultats théoriques,

1. le système en boucle fermée est asymptotiquement stable,

2. pour le paramètre L, l’erreur en régime permanent résultant d’une perturbation est
autant plus petite que le paramètre L est plus grand,

3. le temps de réponse du système peut être réduit en utilisant un paramètre L grand, mais
en provoquant d’éventuels grands dépassements,

4. le paramètre N permet de rejeter les perturbations h (N qui est dans la section 4.2
permet de rejeter des perturbations h si N >‖ h ‖). De grandes valeurs du paramètre
N peuvent accélérer le rejet de perturbation au détriment des éventuels grands dépas-
sements.
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4.3.2 Simulations avec METIS

Dans ce qui suit, le simulateur METIS est utilisé conjointement avec leMatlab/SimulinkTM

pour simuler les décharges de plasma dans Tore Supra.
Premièrement, une simulation METIS en boucle ouverte basée sur des variables d’entrée

d’ingénierie (V0, Plh et Nlh) a été effectuée afin de trouver un profil cible atteignable.
Le contrôleur par mode glissant a ensuite été mis en oeuvre en utilisant les valeurs N =

3.105, L = 105 et Nd = 10.
Dans les simulations suivantes, nous considérons le schéma de contrôle global en utilisant

le modèle physique décrit dans [93]. Pour la robustesse du contrôleur, nous avons ajouté à
t = 19s sur le courant non inductif 5% du profil cible de courant.

A t = 11s le contrôleur est activé afin de forcer le profil du flux magnétique ψr à atteindre
son profil cible. Les évolutions du flux magnétique aux points x = 0.2, x = 0.6 et x = 0.8
sont données dans la figure 4.5b. L’évolution en temps des paramètres d’ingénierie (réalisant
le contrôle) est donnée dans la figure 4.5a. L’évolution du profil de courant (facteur de sécurité
q) est donnée par la figure 4.6a. Les évolutions de jengineering et jtarget sont données dans la
figure 4.6b, la densité de courant LH dans la figure 4.7a et la densité de courant ohmique dans
la figure 4.7b.
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Figure 4.5 – Évolution en temps des paramètres ingénieries et de ψr : N = 3.105, L = 105

et Nd = 10

Dans la figure 4.5a, V0, Plh et Nlh se comportent comme prévu. Juste après l’activation de
la commande, la puissance hybride Plh va croître dans un premier temps avant de décroître et
de se stabiliser, pour décroître une nouvelle fois à cause de la perturbation ajoutée à t = 19s
et d’augmenter après pour se stabiliser. Dans la figure 4.5a, on observe que le profil cible
du flux magnétique ψr est atteint. Dans la figure 4.6b, on voit que le bloc de recherche des
paramètres d’ingénierie arrive à minimiser l’écart entre jtarget qui est donné par le contrôleur
et jengineering = jΩ + jlh + jbs.
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Pour analyser l’influence de paramètre L sur le système, on va augmenter la valeur de L
par rapport à la simulation précédente, la simulation a été faite avec L = 8.105 au lieu de
L = 5.105 en fixant N = 3.105 et Nd = 10. Les résultats de simulation se trouvent dans les
figures 4.8a, 4.8b, 4.9a et 4.9b. On observe sur la figure 4.8b que plus le paramètre L est grand,
plus la vitesse de convergence augmente. L’évolution du profil de courant est donnée dans la
figure 4.9a et dans figure 4.9b on montre le jtarget donné par le contrôleur et jengineering donné
par METIS.
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et Nd = 10
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4.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilité de l’équation du flux magnétique en
construisant une loi de commande en dimension infinie.

On a d’abord régularisé l’opérateur qui apparaît dans l’EDP pour enlever le terme de
singularité et définir un opérateur de Type Sturm-Liouville pour mettre le système sous forme
canonique afin de prouver les conditions nécessaires pour appliquer la stratégie de contrôle de
type mode glissant.

Pour la partie simulation, on a effectué plusieurs cas tests en dimension infinie (sans le
bloc de recherche des paramètres d’ingénierie) en faisant varier les paramètres qui sont dans
la loi de contrôle pour étudier leurs influences sur le système et la robustesse vis-à-vis des
perturbations extérieures et des incertitudes du modèle.

A partir des simulations en dimension infinie, on a choisi les valeurs des paramètres qui
apparaissent dans la loi de contrôle, afin d’implémenter le contrôleur dans le code METIS
qui est un code physique dédié à l’étude des scénarios de plasma et d’étudier l’influence des
paramètres.
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Chapitre 5

Commande PI distribuée à l’aide de
fonction de Lyapunov en dimension
infinie
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Dans le chapitre 4, le contrôle généré par mode glissant est discontinu (à cause de la fonction
signe), il y a donc un risque d’apparition d’oscillations. Dans ce chapitre, la stabilisation de
l’équation d’évolution du flux magnétique (2.37) introduite dans le chapitre 2 est obtenue à
l’aide d’une loi de contrôle distribué et robuste (en dimension infinie) basée sur une fonction
de Lyapunov. L’approche LMI (Linear Matrix Inequality) est mise en oeuvre pour s’assurer
des propriétés H∞ d’un tel contrôleur. L’ensemble des résultats présenté dans ce chapitre fait
l’objet de la référence [33], actuellement en relecture.

5.1 Commande proportionnelle

Voici le rappel de l’équation du flux magnétique, déjà donnée par (2.37)






∂ψ
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ
∂x

)
+ η||R0jni;

∂ψ
∂x

∣∣∣
x=0

= 0, ∂ψ
∂t

(t, 1) = −V0(t).
(5.1)
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La fonction ψr(t, x) représente l’écart entre le profil du flux magnétique et la valeur du
flux au bord (x = 1) comme dans le chapitre 4 (relation (4.4))

ψr(t, x) = ψ(t, x) − ψ(t, 1). (5.2)

Alors la variable ψr est gouvernée par le système ci-dessous (voir (4.5))






∂ψr
∂t

(t, x) =
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψr
∂x

(t, x)
)

+ η||R0jni + V0(t),

∂ψr
∂x

(t, x)
∣∣∣
x=0

= 0, ψr(t, 1) = 0
(5.3)

Cette formulation permet d’exprimer le contrôle V0(t), non plus comme un contrôle fron-
tière mais directement dans l’équation d’évolution.

Soit ψtargetr l’état désiré dans l’espace W défini ci après. La variable d’erreur e(t, x) repré-
sente l’écart entre ψr et ψtargetr

ε(t, x) = ψr(t, x) − ψtargetr (x) (5.4)

W =
{
Ψ ∈ H2 (0, 1) : ∂Ψ

∂x

∣∣
x=0

= Ψ(1) = 0
}
⊂ L2(0, 1). (5.5)

Cet espace W est muni du produit scalaire de l’espace L2(0, 1) avec le poids x :

< Ψ1,Ψ2 >L2(0,1)=

∫ 1

0
Ψ1(x)Ψ2(x)xdx (5.6)

avec la norme

‖Ψ‖L2(0,1) =

√∫ 1

0
|Ψ(x)|2 xdx. (5.7)

La fonction d’erreur ε est gouvernée comme dans (4.8) par le système suivant

{
∂ε
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
+

η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ

target
r

∂x

)
+ η||R0jni + V0;

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0,
(5.8)

sous les hypothèses réalistes (4.9) et (4.10) du chapitre 4.
En introduisant comme dans (4.13) la relation

jtarget = jni +
V0

η||R0
, (5.9)

le système (5.8) s’écrit

{
∂ε
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
+

η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x∂ψ

target
r

∂x

)
+ η||R0jtarget;

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0.
(5.10)

Supposons de manière réaliste que la résistivité du plasma η||(t, x) est bornée par η1 et η2 :

0 < η1 ≤ η||(t, x) ≤ η2 (5.11)

On suppose de plus que la dérivée temporelle de η||(t, x) est bornée
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∣∣∣∣
∂η||
∂t

∣∣∣∣ < △. (5.12)

L’objectif est de construire un contrôle jtarget pour que le système d’équations aux dérivées
partielles décrivant l’évolution ε(t, x) l’erreur du système soit exponentiellement stable.

5.1.1 Stabilisation exponentielle

Afin d’assurer la stabilité exponentielle du système (5.10), on considère la loi de contrôle
suivante

jtarget = − k

η||R0
ε− 1

R0µ0a2

1

x

∂

∂x

(
x
∂ψtargetr

∂x

)
. (5.13)

Alors le système en boucle fermée (5.10), piloté par le contrôleur (5.13), se transforme en le
système suivant

{
∂ε
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
− kε;

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0.
(5.14)

Dans la suite, le contrôleur proposé (5.13) est étudié pour prouver la stabilité exponentielle
du système (5.14). Pour ce faire, le lemme suivant est nécessaire (inégalité de type Poincaré).

Lemme 61 Soit L ∈ W et w(.) une fonction bornée

0 < w1 ≤ w(x) ≤ w2. (5.15)

Alors il existe une constante K = w2
w1 exp(1) > 0 telle que

∫ 1

0
| L(x) |2 x

w(x)
dx ≤ K

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂L(x)

∂x

∣∣∣∣
2 x

w(x)
dx. (5.16)

Preuve.
Il est clair que

L(1) − L(x) =

∫ 1

x

∂L(s)

∂s
ds. (5.17)

Comme L ∈ W, il suit d’après (5.5) que L(1) = 0, ce qui implique que

−L(x) =

∫ 1

x

∂L(s)

∂s
ds. (5.18)

Donc

|L(x)|2 =

∣∣∣∣
∫ 1
x

√
s

w(s)
∂L(s)
∂s

√
w(s)√
s
ds

∣∣∣∣
2

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∂L(s)
∂s

∣∣∣
2

s
w(s)ds

)∫ 1
x
w(s)
s
ds

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∂L(s)
∂s

∣∣∣
2

s
w(s)ds

)
w2 (ln(1) − lnx)

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∂L(s)
∂s

∣∣∣
2

s
w(s)ds

)
w2 (− lnx) .

(5.19)



124
Chapitre 5 . Commande PI distribuée à l’aide de fonction de Lyapunov en

dimension infinie

On a aussi
x

w(x) |L(x)|2 ≤
(∫ 1

x

∣∣∣∂L(s)
∂s

∣∣∣
2

s
w(s)ds

)
w2
w(x) (−x lnx)

≤
(∫ 1

x

∣∣∣∂L(s)
∂s

∣∣∣
2

s
w(s)ds

)
w2
w1

(−x lnx)

≤ K
∫ 1
x

∣∣∣∂L(s)
∂x

∣∣∣
2

s
w(s)ds

(5.20)

avec
K = w2

w1
supx∈(0,1){−x lnx} = w2

w1 exp(1) . (5.21)

Par conséquent l’inégalité (5.16) est établie.
À partir du Lemme 61, le théorème suivant peut être considéré

Théorème 62 Considérons le système d’erreur (5.10) piloté par le contrôleur (5.13) sous
les hypothèses (5.11) et (5.12). Alors le système en boucle fermée (5.14) est globalement ex-
ponentiellement stable pour la norme ‖.‖L2(0,1), sous contrainte que le gain k du contrôleur
vérifie

k > −η
2
1 exp(1)

µ0a2η2
+

△
2η1

. (5.22)

Preuve.
Considérons la fonctionnelle suivante

V (ε(t, .)) =

∫ 1

0
ε2
x

η||
dx (5.23)

qui est définie positive et vérifie

η−1
2 ‖ε‖2

L2(0,1) ≤ V (ε(t, .)) ≤ η−1
1 ‖ε‖2

L2(0,1) (5.24)

où η1 et η2 sont les bornes inférieure et supérieure définies dans (5.11). La dérivée temporelle
de (5.23) est donnée par

dV (ε(t,.))
dt

=
∫ 1
0

∂
∂t

(
ε2 x
η||

)
dx

= 2
∫ 1
0
∂ε
∂t
ε x
η||
dx−

∫ 1
0 ε

2 x
η||

∂η||
∂t

η||
dx.

(5.25)

En utilisant le système (5.14) et l’integration par parties, la dérivée temporelle de (5.25) donne

dV (ε(t,.))
dt

= 2
∫ 1
0
∂ε
∂t
ε x
η||
dx−

∫ 1
0 ε

2 x
η||

∂η||
∂t

η||
dx

= −2k
∫ 1
0 ε

2 x
η||
dx+ 2

µ0a2

∫ 1
0

∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
εdx−

∫ 1
0 ε

2 x
η||

∂η||
∂t

η||
dx

= −2k
∫ 1
0 ε

2 x
η||
dx− 2

µ0a2

∫ 1
0

∣∣ ∂ε
∂x

∣∣2 xdx−
∫ 1
0 ε

2 x
η||

∂η||
∂t

η||
dx.

(5.26)

Par conséquent

dV (ε(t,.))
dt

= −2k
∫ 1
0 ε

2 x
η||
dx− 2

µ0a2

∫ 1
0 η||

∣∣ ∂ε
∂x

∣∣2 x
η||
dx−

∫ 1
0 ε

2 x
η||

∂η||
∂t

η||
dx

≤ −2k
∫ 1
0 ε

2 x
η||
dx− 2η1

µ0a2

∫ 1
0

∣∣ ∂ε
∂x

∣∣2 x
η||
dx−

∫ 1
0 ε

2 x
η||

∂η||
∂t

η||
dx.

(5.27)
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En appliquant l’inégalité (5.16) avec w(.) = η|| et L(.) = ε, on obtient l’inégalité suivante

∫ 1

0
| ε |2 x

η||
dx ≤ η2

η1 exp(1)

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂ε

∂x

∣∣∣∣
2 x

η||
dx (5.28)

ce qui permet de réécrire la relation (5.27) sous la forme

1
2
dV (ε(t,.))

dt
≤ −

(
η2
1 exp(1)
µ0a2η2

+ k
) ∫ 1

0 ε
2 x
η||
dx+ 1

2

∫ 1
0 ε

2 x
η||

∣∣∣∣
∂η||
∂t

∣∣∣∣
η||

dx. (5.29)

Sous l’hypothèse (5.12), (5.29) devient

1
2
dV (ε(t,.))

dt
≤ −

(
η2
1 exp(1)
µ0a2η2

+ k − △
2η1

) ∫ 1
0 ε

2 x
η||
dx

= −
(
η2
1 exp(1)
µ0a2η2

+ k − △
2η1

)
V (ε(t, .)).

(5.30)

Alors

V (ε(t, .)) ≤ V (ε(0, .))e−2ct (5.31)

avec

c =

(
η2
1 exp(1)

µ0a2η2
+ k − △

2η1

)
> 0. (5.32)

La positivité de c est due à la relation (5.22). D’après la relation (5.24), le système en boucle
fermée (5.14) est globalement exponentiellement stable dans l’espace d’état W.

5.1.2 Atténuation des perturbations

L’objectif est de montrer que le contrôleur défini par la relation (5.13) résout le problème de
contrôle H∞ avec l’atténuation des perturbations γ (voir [25] pour plus de détails). Considérons
une perturbation sur le système (5.14)

{
∂ε
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
− kε+ h(t, x)

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0
(5.33)

où h ∈ L2(0,∞;W) est une perturbation. Dans ce cas, on a h(·, x) ∈ L2(0,∞) et h(t, ·) ∈ W
pour tout t ∈ [0,∞).

On cherche une condition sur le gain k, du contrôleur (5.13) qui assurerait la stabilité
asymptotique du système (5.14), afin d’avoir un indice de performance négatif (voir [25] pour
plus de détails)

J =

∫ ∞

0
[‖ε(t, ·)‖2

L2(0,1) − γ2‖h(t, ·)‖2
L2(0,1)]dt− γ2‖ε(0, ·)‖2

L2(0,1) < 0 (5.34)

sur la solution du système perturbé (5.33) pour tout h ∈ L2(0,∞;W) avec γ une constante
positive. Pour résoudre ce problème, nous allons suivre une idée proposée dans [32], et trouver
une condition qui garantisse la négativité de la fonctionnelle W définie comme suit

W(ε(t, .), h(t, .)) = η1γ
2dV (ε(t, .))

dt
+ ‖ε(t, ·)‖2

L2(0,1) − γ2‖h(t, ·)‖2
L2(0,1) < 0 (5.35)
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calculée sur la solution du système perturbé (5.33) avec V (ε(t, .)) donné par (5.23). Une fois
l’inégalité (5.35) garantie, en intégrant W(ε(t, .), h(t, .)) en t de 0 à ∞ et en prenant en compte
que lim supt→∞ V (ε(t, .)) ≥ 0, on obtiendra l’inégalité (5.34). En effet, (5.35) assure que

−η1γ
2

∫ 1

0
ε(0, x)2

x

η||(0, x)
dx+

∫ ∞

0
[‖ε(t, ·)‖2

L2(0,1) − γ2‖h(t, ·)‖2
L2(0,1)]dt < 0 (5.36)

en utilisant (5.11), d’où l’inégalité (5.34).
Pour assurer l’inégalité (5.35), nous allons poser

ζ(t, x) = (|ε|, |h|)T (5.37)

et on calcule la dérivé de (5.23) par rapport au système perturbé (5.33). De même que dans
(5.29), on obtient

W ≤
[
1 − 2η1

η2
γ2
(
η2
1 exp(1)
µ0a2η2

+ k − △
2η1

)] ∫ 1
0 ε

2xdx+ 2γ2
∫ 1
0 |h| |ε|xdx− γ2

∫ 1
0 h

2xdx

≤
∫ 1
0 ζ

TΦγζxdx
(5.38)

où

Φγ :=




1 − 2η1

η2
γ2
(
η2
1 exp(1)
µ0a2η2

+ k − △
2η1

)
γ2

γ2 −γ2



 . (5.39)

Si Φγ < 0 alors W < 0. La LMI ζTΦγζ < 0 est satisfaite (voir [12, P. 7-8] pour plus de détails
sur les LMIs) si

1 − 2η1γ
2

η2

(
η2
1e

µ0a2η2
+ k − △

2η1

)
+ γ2 < 0,

c’est-à-dire

k >
(1 + γ2)η2

2γ2η1
− exp(1)η2

1

µ0a2η2
+

△
2η1

. (5.40)

En conclusion le résultat suivant est obtenu.

Théorème 63 Soit la condition du Théorème 62 satisfaite et soit la condition (5.40) imposée
sur le gain k du contrôleur. Alors le système perturbé (5.33) est (sous condition h ≡ 0) glo-
balement exponentiellement stable. De plus, les perturbations h ∈ L2(0,∞;W) sont atténuées
au sens de (5.34).

Preuve. La stabilité exponentielle (sous condition h ≡ 0) est déjà établie dans le Théorème
62. La condition (5.40) implique que (5.39) est défini négatif, par conséquent (5.38) implique
(5.35). Alors en intégrant (5.35) t de zéro à ∞ et en utilisant que V est défini positif, on obtient
(5.36) ce qui implique directement (5.34). Ceci termine la démonstration du Théorème 63.
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5.2 Commande PI

L’objectif est de construire une loi de contrôle pour qu’on puisse complètement rejeter les
perturbations qui sont invariantes par rapport au temps, en utilisant une loi de contrôle de
type proportionnelle intégrale (PI). Pour cela, on rajoute une hypothèse supplémentaire, sur
la résistivité du plasma

η||(t, x) = f(t)g(x) (5.41)

avec les contraintes
0 < f1 ≤ f(t) ≤ f2, 0 < g1 ≤ g(x) ≤ g2 (5.42)

f1, f2, g1 et g2 étant des constantes. L’hypothèse (5.41) est justifiée dans [68], [67] et [97].
L’espace Wg est défini par

Wg =
{
Ψ ∈ H2 (0, 1) : ∂Ψ

∂x

∣∣
x=0

= Ψ(1) = 0
}
⊂ L2(0, 1) (5.43)

Cet espace est muni d’un produit scalaire de l’espace L2(0, 1) avec le poids x
g(x) :

< Ψ1,Ψ2 >L2(0,1)=

∫ 1

0
Ψ1(x)Ψ2(x)

x

g(x)
dx (5.44)

et de la norme

‖Ψ‖L2(0,1) =

√∫ 1

0
|Ψ(x)|2 x

g(x)
dx. (5.45)

Il est clair que l’espace Wg n’est rien d’autre que l’espace W équipé d’un produit scalaire
équivalent.

5.2.1 Stabilisation asymptotique et rejet de perturbation

On va considérer la loi de contrôle suivante (proportionnelle intégrale)

jtarget = − 1

η||R0
kε− 1

η||R0
k1

∫ t

0
ε(s, x)ds− 1

R0µ0a2

1

x

∂

∂x

(
x
∂ψtargetr

∂x

)
(5.46)

où k et k1 sont des paramètres de poids à définir et jtarget est donnée par (5.9). Alors, l’équation
de l’erreur (5.10), pilotée par le contrôleur (5.46), avec une perturbation constante par rapport
au temps h(x) ∈ Wg, est gouvernée par

{
∂ε
∂t

=
η||
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
− kε− k1

∫ t
0 ε(s, x)ds+ h(x)

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0.
(5.47)

Dans la suite de l’analyse, on donne les conditions sur les gains proportionnel et integral (k et
k1) afin que le système en boucle fermée (5.47) soit asymptotiquement stable sous la condition
h(x) ∈ Wg.

Théorème 64 On suppose que les gains k et k1 du contrôleur vérifient

k > −f1g
2
1 exp(1)

µ0a2g2
, k1 > 0. (5.48)
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Alors le système en boucle fermé (5.47) est globalement asymptotiquement stable dans l’espace
d’état Wg indépendamment de la perturbation externe h(x) ∈ Wg qui affecte le système et par
conséquent εsteady state = 0.

Preuve. Pour une utilisation ultérieure, nous allons introduire une variable auxiliaire
I(t, x) gouvernée par

∂I

∂t
= ε, I(t = 0, x) = 0. (5.49)

Tout en étant couplé à (5.49), le système (5.47) sous l’hypothèse (5.41) est augmenté par :





∂ε
∂t

= f(t)g(x)
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
− kε− k1I + h(x)

∂I
∂t

= ε
∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0.

(5.50)

L’état stationnaire (εss, Iss) du système (5.50) est clairement défini par

∂εss
∂t

= 0,
∂Iss
∂t

= 0 (5.51)

ce qui entraîne

εss(x) = 0, Iss(x) =
h(x)

k1
. (5.52)

Pour le système (5.50), on considère la fonctionnelle

V (ε(t, .), I(t, .)) = 1
2

∫ 1
0 ε

2 x
g(x)dx+ k1

2

∫ 1
0

(
I − h

k1

)2
x
g(x)dx

= V1(t) + V2(t)
(5.53)

qui s’avère être définie positive et radialement non bornée. En effet,

V (εss, Iss) = 0, V (ε, I) > 0 ∀ (ε, I) 6= (εss, Iss) (5.54)

et

V (ε, I) → ∞ quand ‖ ε ‖L2(0,1) + ‖ I ‖L2(0,1)→ ∞. (5.55)

On calcule la dérivée temporelle

dV1(t)
dt

= 1
2

∫ 1
0

∂
∂t

(
ε2 x
g(x)

)
dx

=
∫ 1
0
∂ε
∂t
ε x
g(x)dx

(5.56)

de (5.53) par rapport au système (5.50) et en utilisant l’intégration par parties, on obtient

dV1(t)
dt

= f(t)
µ0a2

∫ 1
0

∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
εdx− k

∫ 1
0 ε

2 x
g(x)dx− k1

∫ 1
0 I (t, x) ε x

g(x)dx+
∫ 1
0 h(x)ε

x
g(x)dx;

= − f(t)
µ0a2

∫ 1
0

∣∣ ∂ε
∂x

∣∣2 xdx− k
∫ 1
0 ε

2 x
g(x)dx− dV2(t)

dt
.

(5.57)
Il s’ensuit que
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dV1(t)
dt

= − f(t)
µ0a2

∫ 1
0 g(x)

∣∣ ∂ε
∂x

∣∣2 x
g(x)dx− k

∫ 1
0 ε

2 x
g(x)dx− dV2(t)

dt

< − f1g1
µ0a2

∫ 1
0

∣∣ ∂ε
∂x

∣∣2 x
g(x)dx− k

∫ 1
0 ε

2 x
g(x)dx− dV2(t)

dt
.

(5.58)

En tenant compte du Lemme 61, appliqué avec w(.) = g(x) et L(.) = ε(t, x), cela entraîne que

∫ 1

0
| ε(t, x) |2 x

g(x)
dx ≤ g2

g1 exp(1)

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂ε(t, x)

∂x

∣∣∣∣
2 x

g(x)
dx. (5.59)

On arrive alors à

dV (ε(t,.))
dt

= dV1(t)
dt

+ dV2(t)
dt

< −
(
f1g

2
1 exp(1)
µ0a2g2

+ k
) ∫ 1

0 ε
2 x
g(x)dx.

(5.60)

Grâce à (5.48), on en conclut que

dV (ε(t, .))

dt
≤ 0. (5.61)

Or, on a
dV (ε(t, .))

dt
= 0 ⇒

∫ 1

0
ε2

x

g(x)
dx = 0 (5.62)

i.e., ε(t, x) = 0 = εss quand dV (ε(t,.))
dt

= 0. En outre, la relation ε(t, x) = 0 = ess, couplé avec

(5.49), assure que I(t, x) = h(x)
k1

= Iss, concluant ainsi que l’invariant maximal de dV (ε(t,.))
dt

= 0
coincide avec (ε, I) = (εss, Iss). Ainsi, en appliquant le principe d’invariance de LaSalle pour le
système parabolique (5.50) (voir [38] pour le principe d’invariance de LaSalle pour les systèmes
paraboliques), la stabilité asymptotique est établie. D’où, le système (5.47) est globalement
asymptotiquement stable dans W sous la condition h(x) ∈ Wg.

5.2.2 Contrôleur H∞

L’objectif est de montrer qu’en plus de rejeter des perturbations qui ne dépendent pas du
temps, le contrôleur proposé (5.46) atténue les perturbations qui dépendent du temps avec un
certain paramètre d’atténuation γ > 0. Supposons que la perturbation h affectant le système
(5.47) varie avec le temps, entraînant ainsi l’équation d’état

{
∂ε
∂t

= f(t)g(x)
µ0a2

1
x
∂
∂x

(
x ∂ε
∂x

)
− kε− k1

∫ t
0 ε(s, x)ds+ h(t, x)

∂ε
∂x

∣∣
x=0

= 0, ε(t, 1) = 0
(5.63)

où h ∈ L2(0,∞;Wg) est une perturbation externe. Une condition supplémentaire sur le gain
k dans le contrôleur proportionnel intégral est proposée, qui fait en sorte que l’indice de
performance soit négatif

Jg =

∫ ∞

0
[‖ε(t, ·)‖2

L2(0,1) − γ2‖h(t, ·)‖2
L2(0,1)]dt− γ2‖ε(0, ·)‖2

L2(0,1) < 0 (5.64)

pour les solutions de (5.63) et les perturbations variant en temps h ∈ L2(0,∞;Wg) avec un
paramètre d’atténuation γ > 0. Comme précédemment la function h(·, x) ∈ L2(0,∞) avec des
valeurs h(t, ·) ∈ Wg pour tout t ∈ [0,∞).

Pour établir (5.64), il suffit de démontrer que
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Wg(ε(t, .)) := 2γ2 d

dt
Vg(ε(t, .)) +

∫ 1

0

(
ε(t, x)2 − γ2h(t, x)2

) x

g(x)
dx < 0 (5.65)

où

Vg(ε(t, .)) =
1

2

∫ 1

0
ε(t, x)2

x

g(x)
dx+

k1

2

∫ 1

0
I(t, x)2

x

g(x)
dx. (5.66)

En effet, l’intégration de Wg(ε(t, .)) en t de 0 jusqu’à ∞ et en tenant compte du fait que
lim supt→∞ Vg(ε(∞, .)) ≥ 0 entraîne (5.64).

On va maintenant exprimer la dérivée temporelle de la fonctionnelle (5.66) pour les solu-
tions de (5.63) :

dVg(ε(t, .))

dt
≤ −

(
f1g

2
1 exp(1)

µ0a2g2
+ k

)∫ 1

0
ε(t, x)2

x

g(x)
dx+

∫ 1

0
h(t, x)ε(t, x)

x

g(x)
dx. (5.67)

On pose

ζ = (|ε| |h|)T , (5.68)

il s’ensuit

Wg ≤
(
1 − 2γ2

(
f1g

2
1 exp(1)
µ0a2g2

+ k
)) ∫ 1

0 ε(t, x)
2 x
g(x)dx+ 2γ2

∫ 1
0 |h(t, x)||ε(t, x)| x

g(x)dx

−γ2
∫ 1
0 |h(t, x)|2 x

g(x)dx

≤
∫ 1
0 ζ

TΨγζ
x
g(x)dx

(5.69)

avec

Ψγ :=

(
1 − 2γ2

(
f1g

2
1 exp(1)
µ0a2g2

+ k
)

γ2

γ2 −γ2

)
. (5.70)

Si Ψγ < 0 alors Wg < 0. En utilisant le lemme de Schur [12], la condition de LMI ζTΨγζ < 0
est satisfaite si

k > −f1g
2
1 exp(1)

µ0a2g2
+

1

2γ2
+ γ2. (5.71)

D’où, Wg < 0 à condition que k soit choisi selon la relation (5.71) et dans ce cas l’inégalité
(5.64) est garantie.

Ainsi, le résultat suivant est établi :

Théorème 65 On suppose que les conditions du Théorème 64 sont satisfaites et on impose
que le gain proportionnel k du contrôleur (5.46) vérifie la relation (5.71). Alors en affectant le
système par une perturbation externe h(x) ∈ Wg, le système en boucle fermée (5.63) est globa-
lement asymptotiquement stable dans l’espace d’état Wg. De plus, toute perturbation externe
dépendant du temps h ∈ L2(0,∞;Wg) est atténuée au sens de (5.64).
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Preuve. La première assertion est établie par le Théorème 64. En utilisant la relation
(5.71), la matrice (5.70) est définie négative. Couplée à (5.69), il en résulte (5.65). Pour justifier
(5.64), il suffit alors d’intégrer (5.65) de t allant de zero jusqu’a l’infini et il en résulte l’inégalité

∫ ∞

0
[‖ε(t, ·)‖2

L2(0,1) − γ2‖h(t, ·)‖2
L2(0,1)]dt+ 2γ2Vg(ε(∞)) − 2γ2Vg(ε(0)) < 0. (5.72)

On enlève le terme positif 2γ2Vg(ε(∞, .)) et on note que 2γ2Vg(ε(0, .)) = γ2‖ε(0, ·)‖2
L2(0,1) est

dû à (5.66). Le Théorème 65 est alors établi.

5.3 Qualification par simulation numérique de cas tests en vue
d’expérimentation sur la machine Tore Supra

5.3.1 Simulations en dimension infinie

Nous considérons le cas test pertinent où nous voulons contrôler l’évolution du flux ma-
gnétique ψr d’un état initial jusqu’à l’état final (voir Fig. 5.1a). Pour commencer, nous avons
effectué une série de simulations de réponses indicielles en dimension infinie (sans le bloc de
recherche des paramètres d’ingénierie) en réglant le gain proportionnel k et le gain intégral k1

(voir Fig. 5.1b, 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5).
Nous avons également vérifié l’effet d’incertitude du modèle par rapport à des perturbations

h en ajoutant à t = 10s sur le courant non inductif 20% du profil cible de courant.
Le comportement du système en boucle fermée est illustré par l’évolution en temps du flux

magnétique ψr au point x = 0.4 (le comportement est similaire aux autres points).
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Figure 5.1 – Profil initial et cible, et évolution en temps de ψr

Comme prévu à partir des résultats théoriques qui se trouvent dans les sections 5.1 et 5.2,

1. le système en boucle fermée est stable à condition que les relations du Théorème 64 et
Théorème 65 soient satisfaites,

2. dans le cas d’une action proportionnelle, l’erreur en régime permanent résultant d’une
perturbation est d’autant plus petite que le gain proportionnel est grand,
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Figure 5.2 – Évolution en temps de ψr : k = 10 et k = 30 en fixant k1 = 0
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Figure 5.3 – Évolution en temps de ψr : k = 60 et k = 80 en fixant k1 = 0
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Figure 5.4 – Évolution en temps de ψr : k1 = 1 et k1 = 5 en fixant k = 1
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Figure 5.5 – Évolution en temps de ψr : k1 = 10 et k1 = 20 en fixant k = 1

3. le temps de réponse peut être réduit en utilisant un gain proportionnel grand, mais
risque de provoquer d’éventuels grands dépassements,

4. le gain intégral permet d’annuler l’erreur en régime permanent résultant d’une pertur-
bation de l’état d’équilibre, de grandes valeurs du gain intégral peuvent accélérer le
rejet de perturbation de l’état d’équilibre mais risque de provoquer d’éventuels grands
dépassements
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5.3.2 Simulations avec METIS

Dans ce qui suit, le simulateur METIS est utilisé conjointement avec leMatlab/SimulinkTM

pour simuler les décharges plasma dans Tore Supra.
Premièrement, des simulations METIS en boucle ouverte basées sur des variables d’entrée

d’ingénierie (V0, Plh et Nlh) ont été effectuées afin de trouver un profil cible atteignable.
L’action proportionnelle et intégrale a ensuite été mise en oeuvre en utilisant les gains

suivants k = 1s−1 et k1 = 0.8s−2.
Dans les simulations suivantes, nous considérons le schéma de contrôle global en utilisant

le modèle physique décrit dans [93]. Pour la robustesse du contrôleur, nous avons ajouté à
t = 16s sur le courant non inductif 20% du profil cible de courant.

A t = 10.1s, le contrôleur est activé afin de forcer le profil du flux magnétique ψr à atteindre
son profil cible. L’évolution du flux magnétique aux points x = 0.2, x = 0.6 et x = 0.8 est
donnée par la figure 5.6b. L’évolution en temps des paramètres d’ingénierie est donnée par
la figure 5.6a. L’évolution du profil de courant est donnée par la figure 5.7a. L’évolution de
jengineering et jtarget est donnée par la figure 5.7b, la densité de courant LH et ohmique est
donnée par la figure 5.8a et 5.8b.

Dans la figure 5.6a, V0, Plh et Nlh se comportent comme prévu, dans la figure 5.6b, on
observe que le profil cible du flux magnétique ψr est atteint et dans la figure 5.7b, on voit que le
bloc de recherche des paramètres d’ingénierie arrive bien à minimiser l’écart entre jengineering
et jtarget.
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Figure 5.7 – Évolution de profil de courant, jengineering et jtarget : k = 1 et k1 = 0.8
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Pour analyser l’influence du paramètre k1 sur le système, nous allons augmenter la valeur
de k1 par rapport à la simulation précédente, la simulation a été faite avec un gain integral
k1 = 1.5 au lieu de k1 = 0.8 en fixant le gain proportionnel k = 1. Les résultats de simulation
se trouvent dans les figures 5.9a, 5.9b, 5.10a et 5.10b. Il est observé sur la figure 5.9b qu’un gain
integral grand fait apparaître un dépassement. L’évolution du profil de courant est donnée dans
la figure 5.10a et dans figure 5.10b on montre le jtarget donné par le contrôleur et jengineering
donné par METIS.
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Figure 5.9 – Évolution en temps des paramètres ingénieries et de ψr : k = 1 et k1 = 1.5
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5.4 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilité de l’équation du flux magnétique en
construisant une loi de commande en dimension infinie en utilisant les fonctions de Lyapunov.

On a commencé par montrer qu’avec l’action proportionnelle, le système devient expo-
nentiellement stable et on a démontré en utilisant les fonctions de Lyapunov et les inégalités
LMIs qu’avec cette loi de commande on a l’atténuation des perturbations (qui ne sont pas
complètement rejetées).

Pour rejeter les perturbations, on a utilisé à la fois l’action proportionnelle et intégrale,
qui permet d’annuler l’erreur statique en présence des perturbations constantes par rapport
au temps.

Pour la partie simulation, on a effectué plusieurs cas test en dimension infinie (sans le bloc
de recherche des paramètres d’ingénierie) en faisant varier le gain proportionnel et intégral pour
étudier leurs influences sur le système et la robustesse vis-à-vis des perturbations extérieures
et les incertitudes du modèle.

A partir des simulations en dimension infinie, on a choisi les valeurs de gain proportionnel
et integral, afin d’implémenter le contrôleur dans le code METIS.



138
Chapitre 5 . Commande PI distribuée à l’aide de fonction de Lyapunov en

dimension infinie



Chapitre 6

Conclusion et perspectives
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Nous présentons dans ce chapitre un résumé des principaux résultats exposés dans ce
mémoire. Nous développons ensuite quelques perspectives de ce travail.

6.1 Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour sujet principal le contrôle du profil de
facteur de sécurité dans les plasmas de tokamak en dimension infinie.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté une introduction générale sur la fusion, plus
précisément sur la fusion par confinement magnétique et la problématique de contrôle du profil
de facteur de sécurité / courant.

Dans le second chapitre, le modèle physique à commander, modélisé par une EDP para-
bolique, est présenté. Nous avons procédé à la caractérisation mathématique du système et
démontré l’existence et l’unicité de la solution et l’existence de solutions asymptotiques.

Dans le troisième chapitre, nous avons traité la contrôlabilité et la stabilisation des sys-
tèmes dynamiques, notamment la stabilisation des EDPs. Nous avons ensuite donné deux
exemples physiques modélisés par des EDPs. Le premier exemple linéaire, qui est modélisé
par les équations de Korteweg-De Vries, est stabilisé en utilisant un contrôle proportionnel.
Le deuxième exemple est non linéaire, modélisé par les équations de Saint-Venant, et stabilisé
en utilisant une fonction de Lyapunov.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude de la stabilisation du profil de courant dans
les plasmas de tokamak en dimension infinie. Nous avons construit un contrôle de type mode
glissant, qui s’appuie essentiellement sur les travaux de Yury Orlov dans [65]. Cette méthode
est l’une des rares méthodes existant en dimension infinie qui présente des propriétés de
robustesse.

Le cinquième chapitre traite de l’étude de la stabilisation du profil de courant en dimension
infinie en utilisant une loi de contrôle robuste qui rejette complètement les perturbations
invariantes par rapport au temps et atténue les perturbations qui dépendent du temps. Cette
loi de commande est déterminée en utilisant une fonction de Lyapunov. En effet, ces dernières
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restent encore aujourd’hui l’un des outils les plus puissants pour l’étude de la stabilité des
systèmes dynamiques en dimension infinie.

Ces deux lois de commande ont été testées numériquement, les résultats obtenus sont
satisfaisants et démontrent l’attractivité des approches proposées. Un intérêt particulier a été
porté sur le faisabilité et la mise en place de telles lois de commande sur le réacteur Tore
Supra.

6.2 Perspectives

L’ensemble du travail accompli sur le contrôle du profil de courant en dimension infinie
doit se poursuivre en collaboration avec l’équipe de Sylvain Brémond du CEA de Cadarache
pour la mise en oeuvre expérimentale des lois de commande construit dans cette thèse.

Au delà de cette étape, il pourra être intéressant à l’avenir, d’aborder le problématique de
contrôle à la fois de l’équation de la diffusion résistive du flux magnétique et du transport de
la chaleur (voir chapitre 2) en dimension infinie en utilisant par exemple la méthode à base
de fonction de Lyapunov mise en oeuvre dans le chapitre 5 de cette thèse.

En effet, le couplage des équations de diffusion résistive du flux magnétique et de trans-
port de la chaleur doit notamment permettre d’utiliser la résistivité parallèle du plasma η||(
η|| ∝ Te

)
non pas comme une entrée du système, mais comme un contrôle (voir discussion du

chapitre 2).
Si les paramètres de l’équation de diffusion résistive du flux magnétique sont bien connus,

ceux de l’équation de transport de la chaleur sont plus incertains quant à leur modélisation
physique. En effet, la physique liée à ce domaine reste encore mal connue. Dans une optique
de contrôle, il sera essentiel de mettre en oeuvre une estimation en temps réel du coefficient
de diffusion χe.



Annexe A

Équation de Grad-Schluter-Shafranov

L’équation de Grad-Schluter-Shafranov est formulée en utilisant l’expression de l’induction
magnétique

−→
B et la densité de courant électrique

−→
j .

D’après la définition du flux poloïdal ψ, dans le chapitre 1, on a

ψ(r, z) =
1

2π

∫

D(r,z)
r′Bzdr

′dθdz =
1

2π

∫ r

0
Bzr

′dr′
∫ 2π

0
dθ =

∫ r

0
Bzr

′dr′

En utilisant div
−→
B = 0 en coordonnées cylindriques, on trouve :

1

r

∂(rBr)

∂r
+
∂Bz
∂z

= 0

et d’après l’expression de ψ on a

∂ψ

∂z
=

∫ r

0
r′
∂Bz
∂z

dr′ = −
∫ r

0

∂(r′Br)
∂r′

dr′ = −rBr

ce qui implique que

Br = −1

r

∂ψ

∂z

et
∂ψ

∂r
= rBz ⇒ Bz =

1

r

∂ψ

∂r

pour déterminer la composante BT (composante sur le vecteur −→eT ) du champ magnétique, on
a :

f(r, z) =
µ0

2π

∫

D(r,z)

−→
J .

−→
ds =

1

2π

∫

D(r,z)

−→
rot

−→
B.

−→
ds =

1

2π

∫ r

0

∫ 2π

0

1

r′
∂(r′BT )

∂r′
r′dr′dθ = rBT

donc

BT =
f(r, z)

r
.

Dans les coordonnées cylindriques (−→er est vecteur radial et −→eT vecteur orthoradial)

−−→
gradψ =

∂ψ

∂r
−→er +

1

r

∂ψ

∂θ
−→eT +

∂ψ

∂z
−→ez
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ainsi −−→
gradψ ∧ −→eT = −∂ψ

∂z
−→er +

∂ψ

∂r
−→ez = r (Br

−→er +Bz
−→ez )

d’où
−→
B =

1

r

(−−→
gradψ ∧ −→eT

)
+
f(r, z)

r
−→eT . (A.1)

On pose
−→
Bp =

1

r

(−−→
gradψ ∧ −→eT

)

et
−→
BT =

f(r, z)

r
−→eT .

Pour la densité de courant, l’équation d’Ampère est considérée :

−→
rot

−→
B = µ0

−→
j

−→
rot

−→
BT =

−→
rot

(
f(r, z)

r
−→eT
)

=

−−→
gradf ∧ −→eT

r

et
−→
rot

(−−→
gradf ∧ −→eT

r

)
= −

[
∂(1

r
∂ψ
∂r

)

∂r
+
∂(1

r
∂ψ
∂z

)

∂z

]
−→eT

donc −→
j =

1

µ0r

−−→
gradf(r, z) ∧ −→eT + Lψ−→eT

avec

Lψ = − 1

µ0

[
∂(1

r
∂ψ
∂r

)

∂r
+
∂(1

r
∂ψ
∂z

)

∂z

]

on note
jT = Lψ

−→
jp =

1

µ0r

−−→
gradf(r, z) ∧ −→eT

on peut encore écrire
jT
r

= −div
(−−→
gradψ

µ0r2

)
.

En effet

div

(−−→
gradψ

r2

)
= div

(
1

r2
∂ψ

∂r
−→er +

1

r2
∂ψ

∂z
−→ez
)

=
1

r

[
∂(1

r
∂ψ
∂r

)

∂r
+
∂(1

r
∂ψ
∂z

)

∂z

]
= −µ0

Lψ
r
.

On va donner ici l’équation d’équilibre de Plasma :

−−→
grad p =

−→
j ∧ −→

B.

En utilisant les expressions de
−→
j et

−→
B en fonction de ψ et f , il vient

−−→
grad p = −1

r

(−−→
grad ψ ∧ −→eT + f−→eT

)
∧
(

1

µ0r
(
−−→
grad f ∧ −→eT ) + Lψ−→eT

)
. (A.2)
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On a
−→
B.

−−→
grad p = 0 et d’après (A.1) on a

−→
B.

−−→
grad ψ = 0. Ceci implique que

−−→
grad p et

−−→
grad ψ

sont colinéaires. Les surfaces magnétiques sont aussi des surfaces iso-ψ. En conséquence, il
existe une relation p = p(ψ). De la même manière on trouve que

−−→
grad p et

−−→
grad f sont

colinéaires. Les surfaces magnétiques sont aussi iso-f . En conséquence il existe une relation
f = f(ψ) et on a forcément la colinéarité entre

−−→
grad ψ et

−−→
grad f . Ceci implique que

(−−→
grad ψ ∧ −→eT

)
∧
(−−→
grad f ∧ −→eT

)
= 0

et par simple calcul on a
(

1

r

−−→
grad ψ ∧ −→eT

)
∧ Lψ−→eT =

Lψ
r

−−→
grad ψ

et
f

r
−→eT ∧

(
1

µ0r

(−−→
grad f ∧ −→eT

))
=

f

µ0r2
−−→
grad f.

Alors (A.2) devient
−−→
grad p = − f

µ0r2
−−→
grad f +

Lψ
r

−−→
grad ψ.

On a −−→
grad f =

∂f

∂ψ

−−→
grad ψ

et −−→
grad p =

∂p

∂ψ

−−→
grad ψ.

(A.2) devient alors
∂p

∂ψ

−−→
grad ψ = − f

µ0r2
∂f

∂ψ

−−→
grad ψ +

Lψ
r

−−→
grad ψ.

On obtient
∂p

∂ψ
= − f

µ0r2
∂f

∂ψ
+

Lψ
r

d’où

Lψ = r
∂p

∂ψ
+

1

2µ0r

∂f2

∂ψ
. (A.3)

Cette équation est appelée équation d’équilibre de Grad-Schluter-Shafranov.
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Moyennage sur les surfaces
magnétiques
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B.1 Notion de moyenne sur les surfaces magnétiques

Définition 66 La moyenne scalaire < A > d’une quantité A sur une surface magnétique S
est définie par

< A >=
∂

∂V

∫

V

AdV

où V est le volume à l’intérieur de la surface magnétique S.

Soit ρ un index quelconque de surface magnétique et dV = dSdρ

|−−→grad ρ|
. Pour simplifier, on va

noter −−→
grad ρ =

−→▽ ρ

alors on a

< A >=
∂

∂V

∫

V

AdV =
∂

∂V

∫

V

AdSdρ∣∣∣
−→▽ ρ

∣∣∣
.

On a aussi

∂

∂ρ
=

∂

∂V

∂V

∂ρ
= V ′ ∂

∂V
V ′ =

∂V

∂ρ

donc

< A >=
1

V ′
∂

∂ρ

∫

V

AdSdρ∣∣∣
−→▽ ρ

∣∣∣
=

1

V ′

∫

S

AdS∣∣∣
−→▽ ρ

∣∣∣
. (B.1)
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On a aussi une relation qui nous donne la moyenne de la divergence d’un vecteur :

<
−→▽.

−→
F > =

∂

∂V

∫

V

−→▽.
−→
F dV (B.2)

=
∂

∂V

∫

S

−→
F .

−→
dS

=
∂

∂V

∫

S

−→
F .

−→▽ ρ

|−→▽ ρ|
dS, avec

−→
dS =

−→▽ ρ

|−→▽ ρ|
dS

=
∂

∂V

[
V ′ <

−→
F .

−→▽ ρ >
]

=
1

V ′
∂

∂ρ

[
V ′ <

−→
F .

−→▽ ρ >
]
.

Ainsi, il vient

<
−→▽.

−→
F >=

1

V ′
∂

∂ρ

[
V ′ <

−→
F .

−→▽ ρ >
]
. (B.3)

Soit ∂
∂t

la dérivée partielle d’une quantité par rapport au temps, Ȧ la dérivée totale de A par
rapport au temps et −→uρ la vitesse des surfaces à ρ constant définie par

ρ̇+ −→uρ.
−→▽ ρ = 0. (B.4)

On a

Ȧ =
dA

dt

=
∂A

∂t
+
∂A

∂ρ
ρ̇

=
∂A

∂t
+
∂A

∂ρ
(−−→uρ.

−→▽ ρ)

=
∂A

∂t
− ∂A

∂ρ
−→uρ.

−→▽ ρ

ainsi
∂A

∂t
= Ȧ+

∂A

∂ρ
−→uρ.

−→▽ ρ. (B.5)

On a
∫

V

∂A

∂t
dV =

∫

V

ȦdV +

∫

V

∂A

∂ρ
−→uρ.

−→▽ ρdV

=

∫

V

ȦdV +

∫

V

∂A

∂ρ
−→uρ.

−→▽ ρ
dSdρ∣∣∣
−→▽ ρ

∣∣∣

=

∫

V

ȦdV +

∫

V

∂A

∂ρ
−→uρ.

−→
dSdρ

=

∫

V

ȦdV +

∫

S

A−→uρ.
−→
dS

ce qui implique que

∂

∂t

∫

V

AdV =

∫

V

∂A

∂t
dV =

∫

V

ȦdV +

∫

S

A−→uρ.
−→
dS. (B.6)
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Les relations (B.1) et (B.6) donnent

∂

∂ρ

∂

∂t

∫

V

AdV =
∂

∂t

∂

∂ρ

∫

V

AdV =
∂

∂ρ

∫

V

ȦdV +
∂

∂ρ

∫

S

A−→uρ.
−→
dS

∂

∂ρ
=

∂

∂V

∂V

∂ρ
= V ′ ∂

∂V

∂

∂t

(
V ′ ∂
∂V

∫

V

AdV

)
= V ′ ∂

∂V

∫

V

ȦdV +
∂

∂ρ

∫

S

A−→uρ.
−→▽ ρ∣∣∣
−→▽ ρ

∣∣∣
dS

∂

∂t

(
V ′ < A >

)
= V ′ < Ȧ > +

∂

∂ρ

(
V ′ < A−→uρ.

−→▽ ρ >
)
.

En prenant A = 1 (< 1 >= 1), il vient

∂V ′

∂t
=

∂

∂ρ

(
V ′ < −→uρ.

−→▽ ρ >
)
.

B.2 Calcul de champ toroïdal φ, du facteur de sécurité q et du
courant total dans le plasma Ip

On a

φ =

∫

D′

−→
B.

−→
dS =

∫

D′

−→
B.dS−→eT car

−→
dS = dS.−→eT

=

∫

D′

BTdS =
1

2π

∫ 2π

0

∫

D′

BTdθdS

=
1

2π

∫ 2π

0

∫

D′

BT
r
rdθdS =

1

2π

∫

V

BT
r
dV

=
1

2π

∫

V

f

r2
dV.

En utilisant la définition du facteur de sécurité (1.8), il vient

q = − 1

2π

∂

∂ψ

(
1

2π

∫

V

f

r2
dV

)
= − 1

4π2

∂

∂ψ

(∫

V

f

r2
dV

)

= − 1

4π2

∂V

∂ψ

∂

∂V

(∫

V

f

r2
dV

)
= − 1

4π2

∂V

∂ψ
<

f

r2
>

= − 1

4π2

∂V

∂ψ
f <

1

r2
>= − V ′

4π2 ∂ψ
∂ρ

f <
1

r2
> .

Et pour le courant total, on a
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Ip =

∫

Ωp

jTdS =

∫

Ωp

1

2πr

∫ 2π

0
jT rdθdS =

∫

Ωp

∫ 2π

0

1

2πr
jT rdθdS

=
1

2π

∫

Vp

jT
r
dV =

1

2π

∫ ρmax

0

∂

∂ρ

(∫

Vp

jT
r
dV

)
dρ

=
1

2π

∫ ρmax

0
V ′ ∂
∂V

(∫

Vp

jT
r
dV

)
dρ,

∂

∂ρ
= V ′ ∂

∂V

=
1

2π

∫ ρmax

0
<
jT
r
> V ′dρ

=
1

2π

∫ ρmax

0
− 1

µ0V ′
∂

∂ρ

(
C2
∂ψ

∂ρ

)
V ′dρ, <

jT
r
>= − 1

µ0V ′
∂

∂ρ

(
C2
∂ψ

∂ρ

)

= − 1

2π

∫ ρmax

0

∂

∂ρ

(
C2
∂ψ

∂ρ

)
dρ = − 1

2πµ0
C2(ρmax)

∂ψ

∂ρ

∣∣∣∣
ρmax

.

Les moyennages sur les surfaces magnétiques permettent de passer d’une géométrie 2D à
une gépmétrie 1D et de calculer l’équation d’évolution du flux magnétique poloïdal.



Annexe C

Construction de la loi de commande à
partir des paramètres d’ingénierie réels

Nous allons montrer, dans cette annexe, la construction des lois de commande réelles, à
partir d’une loi de commande en dimension infinie. La construction des lois de commande se
fait en deux temps (voir Fig. C.1). Dans en premier temps, une loi de contrôle en dimension
infinie (jtarget) est proposée. En suite pour le passage aux leviers de commande réels, un critère
est minimisé sous contrainte comme suit :

Ψ (Plh, Nlh, V0) =

∫ 1

0
(jtarget − (jΩ + jlh + jbs))

2 dx (C.1)

sous les contraintes 




Vmin < V0 < Vmax;
Pmin < Plh < Pmax;
Nmin < Nlh < Nmax;

(C.2)

où jΩ = −V0
η||R0

, jlh est la densité de courant LHCD et jbs la densité de courant bootstrap (voir

[70] pour plus d’informations).
Dans les simulations, les valeurs minimales / maximales des lois réelles seront prises à

partir des contraintes sur le tokamak Tore Supra, i.e.

−5V < V0 < 5V, 0MW < Plh < 7MW, 1.43 < Nlh < 2.37. (C.3)

Figure C.1 – Schéma de contrôle



150
Annexe C . Construction de la loi de commande à partir des paramètres

d’ingénierie réels



Annexe D

Condition de Kalman

Voici un rappel de théorème de Kalman (voir Théorème 24 dans le chapitre 3).

Théorème 67 (Théorème de Kalman) Le système Ẋ = AX + BU est contrôlable en
temps T (quelconque) si et seulement si la matrice

C =
(
B,AB,A2B, ..., An−1B

)

est de rang n.

L’essentiel de la preuve est contenue dans le lemme suivant (voir [86] pour la preuve).

Lemme 68 La matrice C =
(
B,AB,A2B, ..., An−1B

)
est de rang n si et seulement si l’ap-

plication linéaire
Φ : L∞ ([0, T ],Rm) → R

n

u 7→
∫ T

0
e(T−t)ABu(t)dt

est surjective.

Preuve. Supposons tout d’abord que rang(C) < n, et montrons qu’alors Φ n’est pas
surjective. L’application C étant non surjective, il existe un vecteur Ψ ∈ R

n,∗ = R
n\{0}, que

l’on supposera être un vecteur ligne, tel que ΨC = 0. Par conséquent,

ΨB = ΨAB = ΨA2B = ... = ΨAn−1B = 0.

Or d’après le théorème de Cayley-Hamilton, il existe des réels a0, a1, ..., an−1 tels que

An = a0I + a1A+ ...+ an−1A
n−1.

On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,

ΨAkB = 0,

et donc, pour tout t ∈ [0, T ],

ΨetAB = 0.
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Par conséquent, pour tout contrôle u, on a

Ψ

∫ T

0
e(T−t)ABu(t)dt = 0,

i.e. ΨΦ(u) = 0, ce qui montre que Φ n’est pas surjective.
Réciproquement, si Φ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne Ψ ∈ R

n,∗ tel que
pour tout contrôle u, on ait

Ψ

∫ T

0
e(T−t)ABu(t)dt = 0.

Ceci implique que, pour tout t ∈ [0, T ],

Ψe(T−t)AB = 0.

En t = T on obtient ΨB = 0. En suite, en dérivant par rapport à t, puis en prenant t = T , on
obtient ΨAB = 0. Ainsi, par dérivations successives, on obtient finalement

ΨB = ΨAB = ... = ΨAn−1B = 0,

donc ΨC = 0, et donc rang(C) < n. Ce qui termine la preuve du Lemme.
Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théorème. Si la matrice C est de

rang n, alors d’après le Lemme 68 l’application Φ est surjective, i.e. Φ(L∞) = R
n. Or, pour

tout contrôle u, l’extrémité au temps T de la trajectoire associée à u est donnée par

X(T ) = eTAx0 +

∫ T

0
e(T−t)ABu(t)dt,

de sorte que l’ensemble accessible en temps T depuis un point x0 ∈ R
n est

Acc(T, x0) = eTAx0 + Φ(L∞) = R
n,

ce qui montre que le système est contrôlable.
Réciproquement si le système est contrôlable, alors il est en particulier contrôlable depuis

x0 défini par x0 = 0. Or, en ce point l’ensemble accessible en temps T s’écrit

Acc(T, x0) = Φ(L∞),

et le système étant contrôlable, cet ensemble est égal à R
n. Cela prouve que Φ est surjective

et donc, d’après le Lemme 68, on obtient que la matrice C est de rang n. Ce qui termine la
preuve du théorème.
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E.1 Commande par mode glissant

Nous allons présenter brièvement les modes glissants en dimension finie [56]. Supposons
que le système non linéaire à contrôler s’écrive sous la forme

ξ̇ = f(ξ) + g(ξ)u

avec ξ ∈ R
n, u ∈ R

m. La commande u(t) est déterminée en utilisant une fonction S souvent
linéaire. Cette fonction est appelée surface car ses zéros appartiennent à la surface dite de
glissement (une surface sur laquelle on va contraindre l’état du système à glisser) d’équation
S = 0 construite dans l’espace d’état. La surface S = 0 peut être une droite ou un hyperplan
selon l’ordre du système à contrôler.

Le contrôle nécessaire u(t) dépend du signe de la fonction de la surface S. Sous la disconti-
nuité de u(t), le comportement dynamique du système bouclé devient celui du système défini
par S = 0. Il y a ainsi une "structure variable" puisque la dynamique du système à contrôler
est maintenant définie par S = 0 au lieu d’être définie par la transmittance entre la sortie et
l’entrée u(t).

Le contrôle comprend en général deux termes

u = ueq + △u

un terme continu appelé commande équivalente ueq(t) correspondant au régime glissant idéal
pour lequel non seulement le système reste sur la surface, mais aussi pour lequel la dérivée de
la fonction de surface reste nulle et un terme de commande discontinue △u(t) = −ksign(S)
qui impose au point de fonctionnement de rester au voisinage de la surface. Le contrôle peut
aussi s’écrire sous la forme d’un terme d’amplitude constante et proportionnel au signe de la
fonction de surface de la forme u(t) = −Ksign(S).
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Le signe "−" dans le contrôle discontinu u(t) = −Ksign(S) indique le "rappel" du système
vers la surface à tout instant. Dans ce cas, on dit que le surface est attractive (voir Fig. E.1).

Figure E.1 – Comportement en dehors de la surface (S+ si S > 0 et S− si S < 0)

Sur la figure E.2, on montre le schéma de principe d’un système bouclé, où on commande
la position y avec une commande par mode glissant.

Figure E.2 – Schéma de principe d’un système bouclé

Le contrôle par mode glissant trouve sa justification en utilisant la notion de stabilité de
Lyapunov. La stabilité est déterminée à l’aide d’une fonction différentiable V (ξ) de R

n dans
R

+, dite fonction de Lyapunov.

Définition 69 (Fonction de Lyapunov) Une fonction de Lyapunov pour le système ξ̇ = f(ξ)+
g(ξ)u est une fonction V : R

n 7→ R vérifiant

1. V (ξ) > 0 ∀ξ 6= 0,

2. V (0) = 0,

3. V̇ (ξ) ≤ 0 ∀ξ 6= 0.

Le théorème de stabilité fondamental de la théorie de Lyapunov peut maintenant être
énoncé.

Théorème 70 Si une fonction de Lyapunov existe pour un système donné, alors ce système
est stable. Si la fonction de Lyapunov est strictement décroissante, c’est-à-dire que V̇ < 0 pour
tout ξ 6= 0, alors la stabilité est en plus asymptotique.
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Cette fonction sera déterminée à partir d’une surface S car c’est sur la surface d’équation
S = 0 que l’on va forcer le système à glisser. Prenons la fonction de Lyapunov

V (S) =
1

2
S2,

alors V̇ = SṠ. Nous calculons alors

Ṡ = ∂S
∂t

+ ∂S
∂ξ

∂ξ
∂t

= ∂S
∂t

+ ∂S
∂ξ

[f(ξ) + g(ξ)u]

= S1(t, ξ) + S2(t, ξ)u.

En prenant

u = ueq + vn

avec ueq la commande équivalente ueq = −S1(t,ξ)
S2(t,ξ) et vn = un

S2(t,ξ) , nous obtenons donc

V̇ = Sun.

Afin de rendre V̇ < 0 pour S 6= 0, il nous suffit de prendre

un = −Ksign(S), K > 0.

On va donner un exemple illustratif qui se trouve dans [81].

Exemple 71 Soit le système {
ẋ1 = x2

ẋ2 = −ksign(S)

avec l’équation décrivant la surface de glissement choisie comme étant

S(x1, x2) = cx1 + x2

où c est une constante positive. Nous choisissons la fonction de Lyapunov :

V =
1

2
S2.

Alors pour que la surface S = 0 soit attractive, il suffit que :

SṠ < 0. (E.1)

La condition d’attractivité (E.1) donne lieu au développement suivant :

Ṡ = cx2 − ksign(S).

On a

S > 0 et Ṡ < 0 ⇒ x2 <
k

c
;

S < 0 et Ṡ > 0 ⇒ x2 > −k
c
.

En notant respectivement D+
a et D−

a les domaines d’attractivité pour S > 0 et S < 0, on a
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D+
a =

{
(x1, x2) : S > 0 et x2 <

k

c

}

et

D−
a =

{
(x1, x2) : S < 0 et x2 > −k

c

}
.

Alors le domaine de glissement est donné par :

Dg =
{

(x1, x2) : (x1, x2) ∈ D
+
a ∩D−

a

}

où D
+
a et D

−
a sont les plus petits fermés respectivement de D+

a et D−
a (voir Fig. E.3).

Figure E.3 – Domaine de glissement

E.2 Invariance de LaSalle

L’objectif est de présenter les conditions supplémentaires à une fonction Lyapunov définie
par la Définition 69 pour garantir la stabilité asymptotique (voir [59, 9] pour plus d’informa-
tions).

La solution du système ξ̇ = f(ξ) ayant comme condition initiale ξ(0) = x0 sera notée
χ(x0, t).

Définition 72 (ensemble invariant) Un ensemble invariant M, pour un système dyna-
mique ξ̇ = f(ξ), est défini comme un ensemble de conditions initiales telles que la solution
χ(x0, t) reste dans l’ensemble M pour tous les temps, c’est-à-dire

M = {ξ : x0 ∈ M ⇒ χ(x0, t) ∈ M ∀t > 0} (E.2)
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Figure E.4 – Ensemble invariant M

Parallèlement à la notion d’ensemble invariant, celui des points pour lesquels V̇ s’annule
est de première importance (V étant la fonction de Lyapunov). Ceci n’a rien de surprenant,
car un des objets de cette analyse est d’étendre la conclusion de la stabilité asymptotique au
cas où V̇ ≤ 0 au lieu de V̇ < 0 ; la différence entre les deux cas se situe dans la possibilité que
V̇ = 0.

L’ensemble en question sera noté E

E =
{
ξ : V̇ (ξ) = 0

}
(E.3)

Le théorème de Lasalle (qui se trouve dans [59]) peut maintenant être énoncé.

Théorème 73 (Théorème d’invariance de LaSalle) Soit l > 0, et Ωl = {ξ : V (ξ) ≤ l}. Si

1. Ωl fermé et borné,

2. ∀ξ ∈ Ωl on a V̇ ≤ 0,

3. E ⊂ Ωl,

4. M le plus grand ensemble invariant contenu dans E,

alors
∀x0 ∈ Ωl, χ(x0, t) → M lorsque t→ ∞.

Le corollaire suivant est dans [49, P. 129].

Corollaire 74 Soit V : R
n 7→ R une fonction continue différentiable, radialement non bornée,

définie positive telle que V̇ ≤ 0 pour tout x ∈ R
n. On suppose qu’aucune solution de ξ̇ = f(ξ)

ne peut rester identiquement dans l’ensemble E, autre que la solution triviale ξ(t) ≡ 0. Alors,
le point d’équilibre ξ̄ = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Nous donnons un exemple d’étude d’un système dynamique qui se trouve dans [21].

Exemple 75 On considère le système à ressort classique. Le système de contrôle est défini
par

{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = − k
m
x1 + u

m
,

où m est la masse du point attaché au ressort, x1 le déplacement de la masse sur l’axe (Ox),
x2 la vitesse de la masse, k la constante de ressort et u−→ı la force horizontale appliquée à la
masse (voir Fig. E.5). L’état du système est (x1, x2)

T ∈ R
2 et le contrôle u ∈ R.
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Figure E.5 – Le ressort

L’énergie totale E du système est donnée par

E =
1

2

(
kx2

1 +mx2
2

)
.

Le système de contrôle peut être écrit sous la forme

ξ̇ = f0(ξ) + uf1(ξ), ξ = (x1, x2)
T ∈ R

2, u ∈ R, (E.4)

avec

f0(ξ) =

(
x2

− k
m
x1

)
, f1(ξ) =

(
0
1
m

)
, ∀ξ = (x1, x2)

T ∈ R
2.

On a

f0(ξ).∇E(ξ) = 0, ∀ξ = (x1, x2)
T ∈ R

2,

f1(ξ).∇E(ξ) = x2, ∀ξ = (x1, x2)
T ∈ R

2.

D’où, si x2 = 0, il n’existe pas de u tel que

(f0(ξ) + uf1(ξ)) .∇E(ξ) < 0.

Par conséquent, l’énergie totale n’est pas une fonction de Lyapunov stricte. Mais on a

(f0(ξ) + uf1(ξ)) .∇E(ξ) = uf1(ξ).∇E(ξ) = ux2.

D’où, il est normal de considerer la loi de feedback

u(ξ) = −ν∇E(ξ).f1(ξ) = −νx2,

où ν > 0 est fixé. Avec cette loi de contrôle, le système en boucle fermé est

{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = − k
m
x1 − ν

m
x2,

(E.5)
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qui est la dynamique du système masse-ressort-amortisseur. En d’autres termes, la loi de
contrôle ajoute un certain amortissement sur le système ressort-masse. Avec cette loi de
contrôle,

∇E(ξ). (f0(ξ) + u(ξ)f1(ξ)) ≤ 0,

de sorte que (0, 0) ∈ R
2 est stable pour le système en boucle fermée d’après le Théorème 70.

En fait, le point (0, 0) est globalement asymptotiquement stable pour ce système. En effet, si
la trajectoire ξ(t), t ∈ R, du système en boucle fermée est de telle sorte que l’énergie totale
E(ξ(t)) ne dépende pas du temps t (i.e. dE

dt
= 0), alors

x2(t) = 0, ∀t ∈ R. (E.6)

En dérivant (E.6) par rapport au système (E.5), on obtient

x1(t) = 0, ∀t ∈ R,

qui, conjointement avec (E.6) et le principe d’invariance de LaSalle (voir [38] par exemple),
prouve que (0, 0) est globalement asymptotiquement stable pour le système en boucle fermée.
Dans les figures E.6a et E.6b, on montre les simulations avec m = 1 Kg et k = 1 Nm−1.
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(a) Implémentation de la commande avec ν = 0
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Figure E.6 – Illustration de la commande
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Titre : CONTRÔLE DU PROFIL DE FACTEUR DE SECURITE DANS LES
PLASMAS DE TOKAMAK EN DIMENSION INFINIE

Les besoins énergétiques croissants de la population mondiale requièrent le développement,
la maîtrise et la fourniture de nouvelles formes d’énergie. Dans ce contexte, la fusion nucléaire
est une piste de recherche extrêmement prometteuse. Le projet mondial ITER est destiné à
démontrer la faisabilité scientifique et technique de la fusion nucléaire comme nouvelle source
d’énergie. Un des nombreux verrous tient à la maîtrise de la distribution spatiale du profil de
courant dans les plasmas de tokamak, paramètre clé pour la stabilité et la performance des
expériences. L’évolution spatiotemporelle de ce courant est décrite par un ensemble d’équations
aux dérivées partielles non linéaires.

Ce document traite de la stabilisation par un contrôle robuste de la distribution spatiale du
profil de courant en dimension infinie. Deux approches sont proposées : la première s’inspire
d’une approche de type mode glissant et la seconde (de type proportionnelle et proportionnelle
intégrale) est basée sur les fonctions de Lyapunov en dimension infinie. La conception des lois
de contrôle est basée sur l’équation 1D de la diffusion résistive du flux magnétique. Les lois
de contrôle sont calculées en dimension infinie sans discrétisation spatiale préalables.

Mots clés : Contrôle des plasmas de tokamak, équation aux dérivées partielles, fonctions
de Lyapunov, commande par mode glissant, commande H∞, stabilisation asymptotique, LMI
(linear matrix inequality), fonctions de Lyapunov contrôlées.

Titre : CONTROL OF SAFETY FACTOR PROFILE IN PLASMAS OF TO-
KAMAK IN INFINITE DIMENSION

The increasing energy needs of the world population require the development, the control
and the supply of new forms of energy. In this context, nuclear fusion is a track of extremely
promising research. World project ITER is intended to prove the scientific and technical fea-
sibility of nuclear fusion. One of the many key-goal is the control of the current profile spatial
distribution in plasmas of tokamak, which is one of the main parameter for the stability and
the performance of the experiments. The spatiotemporal evolution of this current is described
by a set of nonlinear partial differential equations.

In this document stabilization is proposed considering robust control of current profile spa-
tial distribution in infinite dimension. Two approaches are proposed : the first one is based on
sliding mode approach and the second one (of type proportional and proportional integral) is
based on the Lyapunov functions in infinite dimension. The design of the control law is based
on the 1D equation resistive diffusion of the magnetic flux. The control laws are calculated in
infinite dimension without space discretization.

Keywords : Tokamak plasmas control, partial differential equations, Lyapunov functions,
sliding mode control, H∞ control, asymptotic stabilization, LMI (linear matrix inequality),
control Lyapunov function.


