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Premiére partie

Introduction générale



Résumé

Cette thése est constituée de trois parties pouvant étre lues indépendamment.

Dans la premiére partie, on s’intéresse a la résolution de probléme de controle
stochastique par des méthodes de quantification. La quantification consiste a trou-
ver la meilleure approximation d’une loi de probabilité continue par une loi de
probabilité discréte avec un nombre donné N de points supportant cette loi. Nous
allons expliciter un cadre de programmation dynamique "générique” qui permet
de résoudre de nombreux problémes de controle stochastique comme les problémes
de temps d’arrét optimal, de maximisation d’utilité, d’équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades, de filtrage... Dans ce cadre, nous donnons trois schémas de
discrétisation en espace associée & la quantification d’une chaine de Markov.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons un schéma numeérique pour les équa-
tions différentielles stochastiques rétrogrades doublement réfléchies. Nous nous pla-
¢ons dans un cadre général qui contient des sauts et des processus progressifs dépen-
dant de la trajectoire. On propose une approximation du type schéma d’Euler. Nous
prouvons la convergence du schéma pour les équations différentielles stochastiques
rétrogrades quand le nombre de pas de temps n tend vers 'infini. Nous donnons
aussi la vitesse de convergence pour les game options.

Dans la troisiéme partie, on s’intéresse a la réplication des dérivés sur la va-
riance réalisée. On propose une couverture robuste au modéle de volatilité consti-
tuée de positions dynamiques sur des options européennes. On étend ensuite cette
méthodologie aux options sur fond et aux processus & saut.



0.1. PREMIERE PARTIE : RESOLUTION DE PROBLEME DE CONTROLE STOCHASTIQUE PAR QUANTIFICATION

0.1. Premiére partie : Résolution de probléme de contréle stochastique
par quantification

0.1.1. Quantification optimale et intégration numeérique. On se place
dans un espace de probabilité (2, F,P). La quantification d’une variable aléatoire
X a valeurs dans RY (muni de sa norme euclidienne |.|) consiste en son approxi-
mation par une variable aléatoire Y prenant un nombre fini de valeurs dans R¢.
L’erreur résultant de cette discrétisation est mesurée par la norme LP de | X — Y.
Quand X € LL?, on définit un N-quantifieur LP-optimal de X par la variable aléa-
toire Y* solution de probléme d’optimisation paramétré par la taille de la grille de
quantification N :

min {HX =Y, , Y:Q— R? telle que Card(Y(Q)) < N}.

Soient Y* une telle variable aléatoire et I' = Y*(£2). En considérant une projection
(borélienne) au plus proche voisin sur I' Projp : RY — T et la variable aléatoire

X" = Projp(X),
<|X-Y*: XT est un N-quantifieur

LP-optimal de X. A cette projection correspond un diagramme de Voronoi de R?
induit par T', c’est-a-dire une partition borélienne de 1’espace R? satisfaisant

CZ(F) C {5 S Rd | ‘f - .TZ| = minlSJSN |§ - S(}J|} = él(I‘), L= 1, ,N
ot C;(T) est la fermeture de C;(T).

on peut facilement vérifier que ‘X —XT

F1G. 0.1.1. Quantification optimale de la loi normale dans R? avec
N =100 points
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L’erreur de quantification ey ,(X) = inf { ’ ’X — XFH | T c R4, Card(T) < N}
P

converge vers zéro quand la taille du quantifieur N tend vers linfini. Sa vitesse
de convergence asymptotique est donnée par le théoréme de Zador (ref [Zad82],
[BW82], [GL00)).

THEOREM 0.1.1. (Théoréme de Zador)
Soit p > 0 et X € LPT"(P) pour r > 0. Alors,
Jim N (ex (X)) = Jpallell o
ot Px (d€) = p(&)Aa(d€) +u(d€), mLAg (Mg mesure de Lebesgue sur R?) et J, 4 €
10; +o0].

Le lemme de Pierce établi dans [LP08] donne une vitesse de convergence non
asymptotique.

LEMMA 0.1.2. Soit p > 1,1 > 0. Il exziste une constante Cqp . > 0 et un entier
Ny pn > 1 tels que pour toute variable aléatoire X € LPT" a4 valeurs dans R4, pour
tout N > Ny p .y,

enp(X) < Capy ||X‘|p+n N—a.

Des algorithmes stochastiques d’apprentissage basés sur la simulation comme
l’algorithme CLVQ et I'algorithme de Lloyd permettent de construire des quanti-
fieurs optimaux.

En outre, les quantifieurs LL2-optimaux vérifient la propriété projective, dite de sta-
tionnarité, a savoir que :

E {X\XF} — XT.

Une application majeure de la quantification aux probabilités numériques est
I’intégration numérique.

En effet, la quantification peut étre vue comme une alternative & la méthode de
Monte Carlo pour approximation numérique de l'intégrale E [f(X)], pour X de loi
Px sur (R%, B(R?)) et f une fonction borélienne de R® et f(X) € L. Une formule

de type "cubature” (X est une variable aléatoire discréte) donne l’estimateur :

E {f(XF)} = )P (XF = ac) =" f@)B(X € Cu()),
zel zel

ou I est, si possible, une grille LP-optimale. Les pondérations P (X € C,(T")) sont
des parameétres pouvant étre calculés en méme temps que la construction de la grille
de quantification.

L’erreur d’estimation dépend de la régularité de la fonction f. Rappelons quelques
résultats élémentaires.

o Si f est lipschitzienne de rapport [f]Lip = SUPy4y %, alors on a :

E(f(0] B [f(XD)]| < B [|#x) - £(XT)]

< o |[[X = X7 vz,

T
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Si I' est une N-quantification LP-optimale, alors le théoréme de Zador donne une
estimation de l'erreur :

avec les notations de Landau (o et O).
¢ Si la fonction f est 2 fois différentiable, & dérivée seconde bornée et si I" est

une N-quantification L2-optimale, alors la propriété de stationnarité E [X |X } =X

permet d’établir une majoration d’erreur d’ordre 1 :

E[f(X) —E [f(f(r)} ‘ <[DflLi ‘X - XFHE

= O(N~1).

Dans un cadre plus général, nous allons maintenant nous intéresser a des mé-
thodes liées a la quantification pour résoudre numériquement des problémes de
controle stochastique associé & une chaine de Markov.

0.1.2. Description de probléme de contréle stochastique. Nous nous
nous plagons un cadre a temps discret. Sur un espace de probabilité filtré
(Q,F = (Fr)k=01,..n,P), n € N*, on considére une (Fj)o<k<n-chaine de Markov
(Xk)o<k<n & valeurs dans (R?,|.|) muni de sa norme euclidienne [.|.

De nombreux problémes de controle optimal sont liés au principe de program-
mation dynamique. On pourrait citer des problémes de temps d’arrét optimal (op-
tions américaines ou bermudéennes en finance), des problémes de maximisation
d’utilité, d’optimisation de processus de Markov controlé... Pour les résoudre, la
premiére étape est d’écrire la programmation dynamique. Commencons par illus-
trer cette programmation dynamique pour le probléme d’enveloppe de Snell.

Exemple : La valorisation d’une option bermudéenne de payoft hj(X}) revient
A résoudre le probléme de temps d’arrét optimal :

Yy, = esssup, ¢, E [hr (X7)|F%]

ou 7y, représente l'ensemble des temps d’arréts & valeurs dans {k,..,n}. L’enve-
loppe de Snell {Y} }o<k<n satisfait alors Y3 = yx(Xg), 0 < k < n, ou les fonctions
yr : RY — R vérifient le principe de programmation dynamique rétrograde suivant :

Yn(z) = hy(x), = €R?
yr(r) = max {hi(2); E [yrr1(Xer1) | Xe = 2]}, 2€RL0<k<n—1.

Ainsi, ce probléme de temps d’arrét revient a résoudre le schéma par program-
mation dynamique rétrograde précédent.

Dans le cadre général que nous allons adopter dans ce mémoire, la solution
Y: = yr(X) d’un probléme de controle stochastique sera définie par un schéma par
programmation dynamique descendante. On considére un processus de controle ay,
0(X}y)-mesurable & valeurs dans un compact Ay.
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Oun suppose que Yy = yr(Xj) vérifie le principe de progammation dynamique
générique défini par yr = B (yr+1) :

Yn(z) = h(z)

k() = E [Yrt1(Xe11)Pka(, §p1) [ Xe = 2], 0<k<n-—1,
vp(z,a) = To (T uke(z), 0<k<n-—1,

ye(z) = Ri(x,vp(z,a)), 0<k<n-1,

(0.1.1)

ou les fonctions h : R? — R, ¢pq : RE x R% — RY T}, : RY x RY — R et
Ri : R% x R4 — R sont déterministes et ot (€k)1<k<n une suite de variables aléa-
toires indépendantes identiquement distribuées Fj-mesurables & valeurs dans R
(& est indépendante de Fy_1).

Interprétation : Ce cadre de programmation dynamique générique permet de
résoudre de nombreux problémes en finance. Il est plus général que dans 'article
[PP04]. Nous donnerons différents exemples d’utilisation de cette programmation
dynamique générique : applications pour les options américaines, pour les équations
différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR), applications au probléme de maxi-
misation d’utilité, d’optimisation d’un processus de Markov controlé, de controle
en information partielle.

La fonction h représente la fonction valeur a I'instant final n. Les fonctions uy, 4
nécessitent des calculs d’espérances conditionnelles. Les fonctions ¢y, , pourront étre
par exemple un changement de probabilité (résultat d’une transformation du type
Girsanov) ou représenter des accroissements d’un mouvement brownien comme pour
le schéma pour les EDSR. Les fonctions vy (z, a) représente la fonction valeur pour
un controle a € Ay fixé. La fonction Ry, représentera I'optimisation du controle sur
a € Ay, : il s’agit par exemple de la réflexion dans le cas des options américaines ou
bien d’une maximisation d’utilité...

Cette méthode est particuliérement intéressante quand la dimension devient
grande, typiquement quand d > 4, ce qui arrive fréquemment en finance quand les
options considérées portent sur plusieurs sous-jacents.

0.1.3. Schémas de quantification. Nous venons de décrire un principe de
programmation dynamique générique adapté a de nombreux problémes de controle
stochastique. Nous allons maintenant proposer trois algorithmes liés & la quan-
tification pour résoudre ces problémes de controle stochastique : une régression
sur une base quantifiée, une méthode d’arbre sur une grille de quantification et
une méthode des gerbes. Nous commencons alors pour nous ramener a une struc-
ture markovienne (Xj)o<r<n- A toute date k, nous obtenons le quantifieur X'k
de X} avec sa grille de quantification I'y = {mf,l <3< Nk} de cardinal Nj et
avec son diagramme de Voronoi (CF)i<;<y,. Puis, nous modifions la program-
mation dynamique générique (0.1.1) en remplagant les espérances conditionnelles
E [yk+1 (Xk+1)0k,0(Xk, Ee+1)| Xk] par une estimation associée & I'un des trois algo-
rithmes.

¢ Cas de la régression sur une base quantifiée
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Ici, nous obtenons une discrétisation en espace par une régression linéaire sur

les vecteurs orthogonaux {1 Xkecgc} e Cette méthode peut aussi étre in-
i Ji<i<ivg

terprétée soit comme une méthode de noyaux avec K(z;, X)) = 1,ccr ou soit
comme une approximation par la sous-filtration J(X k). Les espérances condition-
nelles E [yp+1(Xk+1)0k,a( Xk, Ekt1)| Xk] sont alors estimées (via une méthode de
Monte Carlo en général) par

5 Ny E [yk+1(Xk+1)¢k,a(Xka§k+1)1X;€€C}?}
E yk+1(Xk+1)¢k,a(Xka§k+1)|Xk} =y P (X, € CF) Xpeck-
i

i=1

R,

Fic. 0.1.2. Exemple d’une régression du mouvement brownien sur
une base quantifiée

¢ Algorithme par arbre de quantification

L’application projection n’étant pas injective, le processus X}, ne conserve pas
la propriété de Markov de Xj. Cependant, nous définissons des probabilités de
transition & partir des Xk par :

pig =P (X/H-l =25 X = xf)
_ k1 k
—]P)(Xk+1€cj |Xk€Ci).
1l faut supposer ici qu’il existe des fonctions ¥y, , : R4 x R — R? telles que

rra (K> k1) = Vheya (X Xir1)-

Nous pouvons alors approcher les espérances conditionnelles E [yg+1(Xk41) @k o (2, Ept1)| X5 = ]
pour x € C¥ par

Z pf,jykJrl (m?Jrl)wk,a(x?v x§+1).
J
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Fic. 0.1.3. Exemple d’un arbre de quantifcation approchant un
mouvement brownien

o Méthodes des gerbes
Ici, nous supposons que la dynamique de la (Fj)-chaine de Markov (Xj) est
donnée par

X1 = Fr(Xp, &et1)

avec Fy, une fonction déterministe. On approxime le semi-groupe de transition &1
par la variable aléatoire discréte ék+1 indépendante de Fy. Cette discrétisation de
&ky1 peut se faire par plusieurs méthodes : par exemple par Monte Carlo, par
quasi-Monte Carlo, par quantification ou par une méthode de quadrature...

Nous définissons maintenant Pr, un prolongement dans R? des fonctions de
') : pour une fonction f: Ty, — R, on a Pr,(f) : R? — R avec Pr, (f)(z) = f(z)
Vz € I'y. Nous proposerons plusieurs types de prolongement : approximation par le
plus proche voisin, par méhode de noyaux, par interpolation linéaire sur une grille
cartésienne ou sur une triangulation de Delaunay.

Apreés avoir calculé yy 1 en les points de la grille T'y,; = {x?“, 1 <5< Npga}
de maniére rétrograde, on obtient yj sur la grille de quantifcation I'y & l'aide des
estimations des espérances conditionnelles E [yk+1(Xk+1)¢k,a(Xk, Err1)| Xk = xﬂ,
xf € I'y, définies par

E {Prk (Yrt1) (Fr(@f, &rp1)) ¢k,a($§7£k+l)} , 0<k<n-1
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Fic. 0.1.4. Exemple d’'une approximation du mouvement brow-
nien par la méthode des gerbes

0.1.4. Convergence des schémas de quantification. Sous certaines hy-
pothéses de régularité, nous montrons que 'erreur de l'estimation de yx(X}) par
les schémas de quantification 9 (X}) est majorée par

sup [l (Xe) = 31X, < Z (1 +2 5w lunaluip ) [ - %

a€c
Sous certaines hypothéses d’integrablhte de VuTk,a-9k,q, o0 Obtient que la constante
K, peut étre rendue indépendante du nombre de pas de temps n. En appliquant
le lemme de Pierce, la majoration précédente de l'erreur d’approximation devient :

n—1
Sl;p Hyk(Xk) - yk(‘Xk)H < Kd,p n,n Z <1 +2 Sup [uk a}L1p> ||Xka+q7
k=1

La convergence des schémas par quantification ne nécessite alors plus qu’une
régularité lischitzienne des fonctions wuy q.

Dans ce but, nous montrons au cas par cas, a ’aide d’arguments sur la ré-
gularité du semi-groupe, mais surtout sur le flot de la chaine de Markov X, que
les fonctions wuy, , vérifient la propriété lipschitzienne pour les différents problémes
de controle stochatique suivants : les options américaines, les équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades, les équations différentielles paraboliques totale-
ment non linéaires, la maximisation d’utilité, I’optimisation d’un processus de Mar-
kov controlé, la maximisation d’une option bermudéenne en information partielle.
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0.2. Deuxiéme partie : Discrétisation en temps des EDSRs avec
barriéres

Dans la premiére partie, nous avons étudié la discrétisation en espace de pro-
blémes de controle stochastique, plus précisément nous avons présenté des méthodes
de quantification optimale dans un cadre général de la programmation dynamique
générique associée & une chaine de Markov. Lorsque le probléme de controle sto-
chastique se situe en temps continu, la résolution numérique nécessite généralement
de proposer une discrétisation en temps et de prouver sa convergence. Dans cette
deuxiéme partie, nous allons ainsi nous intéresser plus particuliérement a la dis-
crétisation en temps des équations différentielles stochatiques rétrogrades (EDSR)
en mettant en évidence que c’est un cas particulier rentrant dans le cadre de la
programmation dynamique générique étudiée dans la premiére partie.

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) ont été intro-
duites par J.-M. Bismut ([Bis73]) en 1973 dans le cas d’un générateur linéaire et par
E. Pardoux et S. Peng ([PP90]) en 1990 dans le cas d’un générateur non-linéaire.
De nombreux mathématiciens ont contribué et contribuent toujours a la théorie
des EDSR : on pourrait par exemple citer des résultats sur des estimations a priori
(JKPQ97]), sur les relations avec les équations aux dérivées partielles ((BBP97]),
sur des applications a la maximisation d’utilité (JRKO0O] et dans le cadre avec sauts
[Bec05]), pour des problémes de couverture ([ELO05]), pour une extension dans la
cadre des diffusion avec sauts les travaux ([TL94]), sur une discrétisation en temps
dans (|Zha04] et dans le cas des sauts [BEO0S8]).

Différents schémas de discrétisation ont été étudiés : a l'aide d’un algorithme
appelé schéma en quatre étapes ([MPY94]), via un théoréme du type Donsker
(|]BDMO1], [PXO08]), par régression ([Che97], [JLWO05]), par quantification ((BP03a],
[BPPO05], [ DMO06], [DMO08]), par une méthode de Monte Carlo séquentielle ([GLO7]),
avec un schéma progressif ([BRO07]), par calcul de Malliavin ([BT04]).

Les EDSRs avec une barriére sont liées aux problémes de temps d’arréts opti-
maux (comme pour les options américaines), on pourra par exemple citer ([KKPT97])
et ((BP03al), ([BCO08|) pour les approximations numériques. Avec deux barriéres,
ces équations peuvent évaluer une game option (voir [Kif00]), c’est-a-dire une op-
tion ot ’acheteur et le vendeur peuvent excercer le droit de acheter ou vendre I’op-
tion & des prix convenus. L’existence et 'unicité des EDSR avec doubles réflexions
sont étudiées dans ([CK96]) dans le cadre continu et dans ((CMO08]), ((HHO06])
dans le cas avec sauts. Nous proposons ici une généralisation de certains schémas
développés dans un cadre sans saut et sans une fonctionnelle ®; pour le proces-
sus progressif X dans les articles ([Cha09]), ([OtmO08], ([Xu08]), ([Kif06]) : nous
étendons & un processus progressif path-dépendant X; = (S¢, ®;(5)) ou S est un
processus de diffusion avec saut et ®; est une fonctionnelle LL°°-lipschitzienne.

Nous nous intéressons maintenant au probléme de discrétisation des EDSR avec
double réflexions avec sauts :

Y =1VgAuXr) +ft (©y)ds + (K — K') — (Ky — K;)
(02.1) —ft stsT/I/'S—f75 [ Us(e)ii(de,ds), vt e [0,T], P—p.s.

o 1(X:) <Y; < u(X), Vte[OT] P — a.s.
et fy (Vi —IU(X)dET = [§ (Vs —u(X,))dKT =0, P—ps.
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ou K% sont continus et croissants et © := (X,Y, Z,T) avec I := [, p(e)U(e)A(de).
Le processus progressif X; = &, ((SS)O<s<t> a valeurs dans R¢ est une fonctionnelle

du processus S qui est solution de ’équation différentielle stochastique progressive :

St:50+/0tb(5)dr+/ ) AW, +//ﬁ r—, e)i(de, dr).

Ici, W est un mouvement brownien de dimension dyy et 7i est une mesure de Poisson
compensée (fi(de,dr) = u(de,dr) — A(de)ds) indépendante de W.

Etant donnés la "grille d’approximation” 7 = {0 =ty < t; < .. < t, =T} (une
partition de lintervalle [0,7] de module |7|) et X7 le schéma d’Euler de X, on
approche la solution (0.2.1) par le schema rétrograde suivant :

Y7 =1(X7) Vg(X“) Au(XT),

=E|vr, SR,

f;i —-F }/tﬂ' pr E)Zidle ttmt1+1 )|]: :|

Vr—E|yr Hmi} (tisr —t0)f (X7, V770,77,

YT =1(XE) VYT Au(XT).

Remarque : Si X™ est une chaine de Markov, ce schéma discret en temps
peut se réécrire dans notre programmation dynamique générique (0.1.1) avec Y;7 =
yr(X7) -

Yn(2) = h(z) =1(2) Vg (2) Au(z)
uk(®) = E [yi (XT, )0n(€s1)| X7 = 2]
Yr(z)

'n

avec

bk (Ekt1) = (L Wieh — th/EP(e)ﬁ(d@ (tk,tk+1])) ;

uh(@) = E [yt (X, )IXE = 2],

T n n
T — 1 - 1 vo2 03,
k(.’E,U) U+ nf(x7u ’Tu ’TU )a

Rp(z,v) =1(x)VoArg(z), Vke{0,.,n—1},VeeRVoeR.

Le cadre est alors adapté pour appliquer une discrétisation en espace par quantifi-
cation étudiée dans la premiére partie.

Pour montrer la convergence du schéma, nous allons étudier ’approximation
par le schéma d’Euler pour le processus progressif X, puis pour le processus rétro-
grade Y.

0.2.1. Convergence du processus progressif X. On note
7(t) : =sup{t; € w|t; <t}, Vtel0,T],

7| := sup [tiz1 —tif,
0<i<n

L)V (up(2) + L f (2, up(2), Lui(z), Lui(2)) Ag(x), Vo eRLV0<i<n.
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Ici, nous nous focalisons sur Uerreur de la discrétisation du processus progressif.
Nous définissons le schéma d’Euler S™ du processus progressif S par

St = ;r(t)+b(5:(t))(t—7f(t))+0(5;T(t))(Wt—Ww(t))+/Eﬂ(5:(t),e)ﬁ(d€>(W(t)yt])

auquel nous associons le schéma d’Euler constant par morceaux ?Z = S;r(t), 0<
t<T.
On peut montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

E[ sup |St—St”2] < Clml.
0<t<T

En fait, on souhaite controler I’erreur du schéma d’Euler constant par morceaux
|50 - 57,

, Vt € [0,T]. Dans le cas continu (i.e. 5 = 0), on a la majoration suivante

2 1
E{ sup |8, fs;f(t)‘ } < C|n|In(-=).
0<t<T |7

Cependant, cette derniére inégalité est fausse pour une diffusion avec saut. En
effet, si on considére un processus de Poisson IV, le schéma d’Euler ne converge pas
fortement :

E [ sup ’Nt = Nz
0<t<T

2] >P(Np > 1).

Cela pose alors probléme dans le cadre path-dépendant avec saut. Par exemple,
si nous considérons la fonctionnelle @, : RI%7] — R L°-lipschitzienne

o, ((Is)o<s<T> = sup s
== 0<s<t

avec S = N, alors le schéma d’Euler X[ = &, (N ” ) ne converge pas le
7(s) 0<s<T

|

On a besoin de "tordre” un peu le temps et I'espace pour obtenir la convergence
du processus cadlag XJ'. Ainsi, nous proposons d’utiliser la topologie de Skorokhod
(au lieu d’utiliser la topologie uniforme traditionnelle qui autorise uniquement &
“tordre” un peu l’espace) pour obtenir une convergence forte du schéma d’Euler
S".

On se place alors dans D ([O,T],Rd) l’espace des fonctions cadlag avec la mé-
trique de Skorokhod de [0, 7] dans RY :

processus progressif X; = & ((NS)O<S<T) dans L' : en effet, on a

sup N, — sup Nz,
0<s<t 0<s<t

>P(Np > 1)

Bl - X7] = |

:| =E |: sup ‘Nt _N;K'(t)

0<t<T

AEA \ tel0,T) te[0,T)

dp(z,y) = inf ( sup [A(t) — ¢/ + sup Ix(A(t))—y(tN)

ou A représente 1’ensemble des bijections strictement croissantes de [0, 7] dans lui-
meéme.
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PROPOSITION 0.2.1. Awvec la métrique de Skorokhod dp, on obtient la méme vi-
tesse de convergence pour le schéma d’Euler que dans le cas continu avec la distance
uniforme :

E {sup s (5", <S’f)“)2} <Cll,

t,em
E {Sup dp (S’ti (Sw)t")Q} < Cln| ln(i).
tien ’ - ||
ot
zh = x4, Vo e D([0,T],RY),Vt,t; €[0,T).

Il suffit alors de contruire ¢ réguliére par rapport de la métrique dp pour contro-

ler Verreur du schéma d’Euler X[ = &, (S;r(s)> B <T> du processus progressif
0<s<

path-dépendant X; = &, ((Ss)ogs ST) : nous obtenons finalement

1
E [sup X, — Xgﬂ < Clr|In(—).

t,em |7T‘

0.2.2. Convergence du processus rétrograde Y. Dans la seconde section,
nous nous intéressons & ’approximation du processus rétrograde Y. Nous prouvons
que

E| sup [V —Y|”

te[0,T)

—|7|—0 0

dans le cas général et avec une vitesse de convergence d’au moins || In 1| pour les

Ik

game options (avec f independante de (Z,T')). Nous montrons que

nol oty a2 2
E Z/t {‘Zs—Zti’ + |0, - T } 10 0.
1=0 i

sous des conditions de Mokobodski sur les barriéres.

Notre schéma d’approximation en temps, complété par une discrétisation en
espace (qui donne une estimation des différentes espérances conditionnelles, par
exemple, par une méthode de quantification comme dans la premiére partie), permet
donc d’approcher les solutions des équations différentielles stochastiques rétrogrades
dans un cadre général (EDSR doublement réfléchies avec un processus progressif
avec saut et dépendant de la trajectoire).
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0.3. Troisiéme partie : Réplication robuste de dérivées sur la variance
réalisée

L’étude de la volatilité est devenue centrale dans la finance quantitative. En
1973, Black et Scholes ([BS73]) ont introduit leur modéle lognormal ou le prix
d’une action posséde une volatilité instantanée constante. Cependant, ce modéle
est en désaccord avec les prix du marché. Ainsi, les traders qui utilisent le modéle
de Black et Scholes pour la couverture doivent de facon permanente modifier les
paramétres de volatilité pour obtenir les prix de marché. Or, 'introduction des
modéles & volatilité stochastique permet de rester compatible avec le fait que des
options de strikes et de maturités différents ont des volatilités implicites différentes.

Les marchés financiers traitent maintenant de nombreux sous-jacents autres
que les actions et des indices boursiers. En particulier, ces derniéres années, de
nombreux contrats de swap sur la variance réalisée sont échangés sur les marchés
de gré a gré et sont devenus liquides. Des dérivés dont les payoff sont des fonctions
de la variance réalisée (et plus généralement aussi fonctions de l’actif risqué) sont
aussi négociés de gré a gré, tel le swap de volatilité qui est la racine de la variance
réalisée. Notre étude va se concentrer sur la valorisation et la couverture de ces
options sur la variance réalisée. Habituellement, cela nécessite de choisir un modéle
sur la volatilité (car cette derniére n’est pas directement observable) et de définir
une méthode de calibration.

Pour éviter cette problématique, nous proposons dans cet article de donner une
valorisation et une couverture des produits de payoff mixant actif risqué et variance
réalisée par une approche robuste par rapport au modéle de volatilité, c’est-a-dire
indépendante du modéle de volatilité.

Dans un espace filtré (2, F, (F;)o<i<7,P), on considére que le prix de l'actif
risqué S suit ’équation de diffusion continue
dS;
— = g dW,
St t t
ou W est un F;-mouvement brownien, o; un processus F;-adapté et P la probabilité
risque-neutre. Par souci de simplification, on suppose que les taux et les dividendes
sont nuls.
Pour 0 < s <t < T, on note le processus logarithme

S
X,y :=In (;)

t
(X)gs ;:/ o2du.
S

et la variance réalisée

0.3.1. Réplication du variance swap. Un variance swap est un contrat qui
paie (X),, moins un montant convenu fixé. En appliquant la formule d’Ito, on
obtient

T2
<X>o T = —2Xo,r +/ = dSy
. o Su
Ainsi, la stratégie auto-finangée suivante replique le contrat variance swap de ma-
niére indépendante. A toute date ¢ < T, nous portons une position statique sur le
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log contrat —2X¢r = —21In (g—g), plus une position dynamique sur l'actif risqué S
et une position en obligation :
. St
1 log contrat qui paie —2X 7 = —2In <
0

— position sur S
Sy

T2
—dS,, —2 en obligation
0 Su
Sinon, le variance swap peut ainsi étre répliqué indépendamment de tout modéle
avec une position dynamique & la date ¢ sur 'option européenne P;(X; 1) avec

t
2
Pt(.’b) =-2x+2 (eI — ].) - 2X07t + -/0 §dsu

St St ST t 9
Pi(X =21 —_— 21 — —1) —21 —_— —
W Xer) “(St>+ (St ) n<5t>+/0 5, 45

0.3.2. Réplication pour les options de payoff H(Xor,(X), ). Comme
pour les variance swaps, on souhaite répliquer les options de payoft H (X 7, (X >07T)
mixant actif risqué et variance réalisée de maniére robuste au modéle sur la volati-
lité.

Pour cela, nous commencons par définir les fonctions prix h; et “delta” §; a
toutes dates t pour tous niveaux de variance v sous le modéle de Black-Scholes
(modéle a volatilité constante) :

he(v) :=E [H(XO,T, (X)) Fos (XD, 0 = v] . Vo> 0,

)
6(v) = 5 E [H(Xo,p (X)) Fis (XD, 0 = v] . Yo > 0.

Nous proposons alors de résoudre la probléme inverse : a la date ¢, trouver
le payoff F' sur X; 7 tel que l'option européenne F'(X; r) posséde le méme prix et
méme delta que 'option H (X7, (X)) pour tous niveaux de variance déterministe :

E [F(XO,TW,S, (X7 = v] = hy(v), Vo> 0,

0
5oE [F(Xo)|Fi, (X),p = v] = 8(v), Vo >0.

Nous obtenons une formulation explicite de la solution P(hy, d;) de ce probléme
inverse :

P(he,0)(z) = v/med |z L} <6A he <21A)> (22)
YT gy (S, (;A)) (a2),

P(0,6)(z) = ?egsign(x)£_1<)\g 5 (21)\)>(x2),

P(ht,5t) = P(ht,()) +P(0,5t)




0.3. TROISIEME PARTIE : REPLICATION ROBUSTE DE DERIVEES SUR LA VARIANCE REALISER

ou L représente la transformée de Laplace Lf(A) = [, f(s)e **ds.

Nous proposons de valoriser et répliquer I'option de payoff H(Xr, (X)) par
une position dynamique sur 'option européenne de payoff P(hy,d,)(X:, 1) & chaque
date t.

La réplication est exacte et indépendante du modéle sur la volatilité si 'on
suppose que 'actif risqué S; et la volatilité o; sont indépendants.

La réplication est en partie immunisée lorsque ’on relache cette hypothése d’in-
dépendance entre S; et 0;. En effet, nous montrons que la couverture est robuste a
Iordre 2 en la corrélation volatilité-actif risqué.

Ensuite, nous appliquons cette couverture robuste pour différents payoffs parti-
culiérement intéressants en finance. Pour cette réplication robuste, nous retrouvons
le log contrat pour la variance swap, nous obtenons le payoff de réplication donné
dans ([CLO8]) pour les payoffs exponentielles de variance eMX)r. Nous illustrons

aussi la réplication robuste pour le swap de volatilité |/(X), et pour le rapport

X
de Sharpe ==L,
P 0 r
0.3.3. Extension aux options sur fonds. On cherche a couvrir des options
sur fond de maniére robuste par rapport a la dynamique du fond. On suppose que
le fond est li¢ & un indice S; = e**7 et de sa variation quadratique (X), ;.. Plus
précisément, on considére un fond F qui est un processus markovien de loi

Vt<T Fr~Gyr(F, Xer,(X),p.2)

oll Z est une variable aléatoire indépendante de (X 7, (X), 1)

Exemple 1 : Formulation générale d’un fond mutuel benchmarké. Un fond mu-
tuel benchmarké avec une volatilité benchmarkée suit la dynamique
dF; dSy

"

/(1= p2) 207 + caw;t

ott W+ est un mouvement brownien indépendant de S. Le fond F vaut & la date T

Fr =Gyr(Fy, Xer, (X) 7. Z)

2 2
Ger(fyz,v,2) = fepPatay/(1=p?)p2v+e(T—t)— E=piiphelizs

ou Z ~ N(0,1) indépendante de (X¢ 7, (X), 7). Son processus de volatilité satisfait
(oF)? = (052 + .

Exemple 2 : Portefeuille Constant Miz. En prenant p = 1, ¢ = 0, on obtient
la stratégie Constant Mix qui peut étre exprimée comme une puissance de I'indice
corrigée par une fonction de la variation quadratique de I’indice :

dFy _ dS,

F 7S

B
Fr—F, <ST) e ST X
Sy
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De la méme maniére que pour les options de payoff H(Xor,(X), ), nous
obtenons une couverture robuste pour les options sur fond.

Pour la couverture robuste des options call sur un fond mutuel F', nous don-
nons une formule explicite de la position de couverture dynamique sur une option
européenne sur S qui peut étre approchée par la combinaison d’un call et d’un
put sur l'indice sous-jacent S avec des strikes adéquats. Cette stratégie permet de
définir des marchés sur la volatilité échangeable sur des fonds mutuels et permet de
réduire le risque de modéle pour les options sur fond.

0.3.4. Extension aux processus a saut. Ici, nous relachons ’hypothése de
continuité du processus de prix de 'actif risqué S en rajoutant des sauts.

Dans le cas continu, la variance quadratique (X >07T est la variable inconnue.
On a cherché une réplication robuste de l'option de payoff H(Xo,r,(X), ) par
rapport & une modélisation de la variance (X), ;..

On peut aussi interpréter la variance (X ), , comme un changement de temps :
nous réécrivons le processus de prix sous la forme S; = eX0t avec

ViXor =Ly, et Vii=(X),,

ou Ls = Bs—3 est un mouvement brownien avec drift et V; représente le changement
de temps. Il s’agit maintenant d’évaluer le changement de temps qui est la variable
inconnue.

En rajoutant des sauts, on étend notre processus L aux processus de Lévy.
On souhaite trouver une couverture robuste d’option de payoft H(Xo r,Vr) par
rapport & une erreur de modélisation sur le subordinateur V; du procesus de Lévy,
c’est-a-dire par rapport au changement de temps.

Le marché étant devenu incomplet, la réplication n’est plus parfaite. Nous pro-
posons deux méthodes pour réduire le risque : une volarisation robuste par rapport

au subordinateur et une couverture en moyenne variance.
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Deuxiéme partie

Resolution de problémes de controéle
stochastique par quantification



CHAPITRE 1

Quantification optimale d’une variable aléatoire

Issue du traitement du signal et de l'information, la quantification est une
maniére de discrétiser 'espace d’état d’un ensemble d’observables. Cette technique
a été developpée initialement dans le but de quantifier la transmission d’information
(|JGGO0O]). Son utilisation s’est élargie a différents domaines comme la physique,
I'informatique et, plus récemment, les probabilités numériques.

Commencons par quelques rappels sur la quantification optimale d’une variable
aléatoire dans un cadre euclidien et donnons une esquisse de résultats théoriques
pratiques.

1.1. Quantification optimale de variables aléatoires.

Plagons nous dans un espace de probabilité (2, F, P) et considérons une variable
aléatoire X a valeurs dans (R%,|.|) supposé muni de sa norme euclidenne usuelle.
Soit N € N. Un N-quantifieur est défini comme un ensemble

I:={z,..,ox} CR?

avec Card(I') = N. I" peut aussi étre appelé grille. Puis, on peut discrétiser (ou
quantifier) la variable X par ¢(X) ot ¢ : R? — T est une fonction borélienne.
L’inégalité suivante

[X(w) = ¢(X(w))] =2 d(X(w), ) = minycicn [X () — 2], Yw € Q

met en évidence que le meilleur choix pour approcher X est une projection par
plus proche voisin sur T', notée Projp. A cette projection correspond un diagramme
de Voronoi de R? induit par I, ¢’est-a-dire une partition borélienne de I’espace R?
satisfaisant

Ci(T) c {¢ e RY ¢ — x| = mini<jen [€ — 24|} = Ci(T), i=1,..,N

ott C;(T) est la fermeture de C;(T'). Alors la projection par plus proche voisin sur
I" vaut

N
Projp(€) = Z zile,m(§)-

Puis on définit une N-quantification (de Voronoi) de X par
N
XMw) = 2ile,m(X(w) YweQ.
i=1

Il est clair que
X(w) — Xf(w)‘ = d(X(w),T) = minger |X(w) — 23], Yw € Q.

26
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L’erreur IL? de quantification est définie par
. 1
ep(D, X) = || X = XT|| = (B fmini cian | X () = 2:l1}7
p

Quand X € IL?, on définit un N-quantifieur L”-optimal de X par une grille I'}; solu-
tion du probléme d’optimisation paramétré par la taille de la grille de quantification
N :

enp(X) = inf{HX - XF‘ ‘,, U c R, Card(T) < N} .

Des résultats dans [Pag97] montrent que ce probléme admet une solution I'}, =
{z1,...,xy} vérifiant :

Ef|x- Xfm = E [minger | X (w) — /).

L’erreur de quantification ey ,(X) converge vers zero quand la taille du quan-
tifieur N tend vers l'infini. Sa vitesse de convergence asymptotique est donnée par
le théoréme de Zador (ref [Zad82], [BW82], [GLO0O0]).

THEOREM 1.1.1. (Théoréme de Zador)
Soit p > 0 et X € LPT"(P) pour r > 0. Alors,
; F P _
yim N (enp(X)) = Jpallell o
ot Px (d€) = p(&)Na(d€) +(d€), HLAg (Mg mesure de Lebesgue sur R?) et J, 4 €
0; +o0l.

REMARK 1.1.2. On montre que J, 4 correspond & la limite pour la loi uniforme
sur [0,1]¢ :
. P d p
Ip.d = Nliriled (enp(U ([0,1]%)))
Jp.a = liminfy_ 1 o N (en,, (U ([0,1]9)))".

- . . - _ i
La vraie valeur de J, 4 est inconnue pour d > 3, mais on sait que Jp1 = 557y €t

que Ja g ~ ﬁ lorsque d tend vers —+oo.

Le lemme de Pierce établi dans [LP08] donne une vitesse de convergence non
asymptotique.

LeMMA 1.1.3. Soit p > 1,17 > 0. Il existe une constante Cyqp > 0 et un entier
Napn > 1 tels que pour toute variable aléatoire X € LPT" & valeurs dans R?, pour
tout N > Ngp .,

1

eN:P(X) S Cd7p777 ||X‘ |p+'r] N~7d.
Les quantifieurs L2-optimaux vérifient une propriété de stationnarité :
E [Xp%r?‘v] = XTW.,

Cette propriété permettra d’avoir des correcteurs pour des schémas d’ordre 1 pour
les algorithmes de regression ou d’avoir une bonne estimation de l'incrément mar-
tingale pour les schémas par interpolation pour les équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades par exemple.
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1.2. Applications aux probabilités numériques

La quantification peut étre vue comme une alternative a la méthode de Monte
Carlo pour 'approximation numérique de lintégrale E [f(X)], pour X de loi Px
sur (R4, B(R?)) et f une fonction borélienne de R? et f(X) € L. Une formule de

type “cubature” (X est une variable aléatoire discréte) donne Pestimateur :

E {f(XF)} =3 )P (XP - x) =3 f@)P(X € Cu(T)),

zel

ou I est si possible une grille LP-optimale. Les pondérations P (X € C,(T')) sont des
parameétres pouvant étre calculés en méme temps que la construction de la grille de
quantification.

L’erreur d’estimation dépend de la régularité de la fonction f. Rappelons quelques
résultats élémentaires.

© Si la fonction f est lipschitzienne de rapport [f] Lip = SUDgzy mﬁ%ﬁy)‘, alors
on a:
E[f(0)—E [f(XD)]| <E [|7(x) - £(X7)]]
< o |[[X = X7 vz,

Si I' est une N-quantification LP-optimale, alors le théoréme de Zador donne une
estimation de l'erreur :

E[£(X)] ~E[f(XT)] = o(v=1).

avec les notations de Landau (o et O).

o Si la fonction f est 2 fois différentiable, & dérivée seconde bornée et si I’
est une N-quantification L2-optimale, alors la propriété de stationnarité permet
d’établir une majoration d’erreur d’ordre 1 :

B[] - E[£(X7)]] < (DA, [ - 7))

— O(N~1%).

o Si la fonction f est convexe et f(X) € L!, I'inégalité de Jensen donne la
majoration suivante :

E[f(X7)] <E[f(X)].

L’intégration numérique par quantification est une technique déterministe de
calcul d’espérance "optimisée” par rapport & un nombre de points (les grilles et les
pondérations sont calculées offline). Ainsi, cette méthode peut étre utilisée pour
calculer rapidemment des nombreuses espérances conditionnelles.

1.3. Quantification de processus markovien

Pour les algorithmes de quantification par arbre ([BP03a], [BPPO05]), il est
nécessaire de quantifier un processus Markovien & temps discret (X}),. Dans ce cas,
on quantifie chaque variable X avec sa loi marginale et on parle de quantification
marginale (notion différente de la quantification fonctionnelle de processus [LP02],
[PPO5b]). D’abord, a chaque pas de temps, on projette la variable aléatoire Xj
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sur un Ng-quantifieur (ILP-optimal) Ty = {x§’“>, xg\l,c)} suivant la régle du plus

proche voisin, ce qui s’écrit :
Xk = PI‘OJFk Xk Zl‘ Ci(Tk) Xk)

Cependant, le processus quantifié (Xk> n’est pas une chaine de Markov. Mais il

est possible d’approximer les probabilités de transition entre deux dates & 'aide de
(k)

;,; définis par

noyaux de transition p;

pgz) =P (Xps1 € Cj(rk+1)|Xk € Ci(Ty))
=P (Xkﬂ = $§k+1)|Xk = :cik)> .

Ces probabilités de transition peuvent étre calculées hors-ligne (par exemple par
Monte Carlo). On aura ainsi une approximation de l’espérance conditionnelle

E [F(Xs2) | K] ~ E [ (Xi)| X
Nyt

~ Z pl,j ;—k , si Xi € Cz(l“k)

ce qui nous permettra de "forcer” un pseudo-principe de programmation dynamique
sur la variable quantifiée.

1.4. Recherche de quantifieurs optimaux

La recherche d’un N-quantifieur optimal est un probléme d’optimisation assez
délicat, tout particuliérement dans le cas multidimensionnel. En dimension 1, il
arrive que 'on dispose de formules fermées (cas de la loi uniforme) ou de formules
semi-fermées (les cas des loi puissance, des lois exponentielles et de Pareto) ce
qui rend le calcul plus aisé (voir [FP02]). Sinon on peut généralement appliquer
des algorithmes d’optimisation numériques déterministes comme celle de gradient
(Newton) ou de point fixe (Lloyd 1).

Cependant, la situation se complique dans le cas multidimensionnel. La solution
du quantifieur optimal n’est pas unique et les calculs d’intégrales deviennent plus
ardus. Une approche probabiliste est alors préférable. Présentons deux algorithmes
stochastiques d’apprentissage basés sur la simulation.

1.4.1. Algorithme CLVQ. Aussi appelé algorithme de plus proche voisin
ou algorithme de Kohonen & 0 voisin (ref. [BMP90], [Pag97]), l’algorithme CLVQ
(Competitive Leaning Vector Quantization) est un gradient stochastique. Pour p >
1 et pour une taille de grille N fixée, on simule une suite i.i.d. (¢¥), dans L% de loi

X et on définit la suite (X’“)k, partant de X9 € (Rd)N, par

XFH = XE — i Lgrmeoy oy | XE— €72 (XE - M), VI<i<N,
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ol v = (&), est une suite & pas décroissant vers 0 et vérifiant

Zf}/k = o0,
k

Zvi < +00.
k

L’algorithme se décompose en deux phases. Dans une premiére phase, on sélectionne
le plus proche voisin et dans une seconde il s’agit d’apprentisage en modifiant le
plus proche point de la valeur £¥*! et en laissant les autres points inchangés.

1.4.2. Algorithme de Lloyd 1. L’algorithme de Lloyd 1 (cf. [Llo82] et
[GGO00]) permet d’obtenir une quantification L2-optimale en se basant sur la sta-

tionarité de la solution E [X|)A(F7V} = X"V pour X € L2,

Initialisée en X € (Rd)N, on définit la suite (X*), par
X =E[X|X € Cy(X")], VI<i<N.

Cette espérance conditionnelle est calculée par simulation de Monte Carlo. L’algo-
rithme converge vers 1’équilibre se situant dans le bassin d’attraction de la grille
initiale. La phase d’initialisation est donc primordiale.

Pour une loi X sur laquelle on a peu d’information, il peut ainsi étre conseillé
de commencer par initialiser avec des simulations de Monte Carlo, puis d’améliorer
la grille avec l’algorithme CLV(Q pendant un certain temps (pour arriver dans le
bassin d’attraction). Enfin, on applique I’algorithme de Lloyd 1 (cf. [PP03]).

1.5. Exemples

Exemple loi normale. Quantification optimale de la loi normale dans R?
avec M = 100 points :



1.5. EXEMPLES 31

La quantification de la loi normale permet de quantifier de nombreux processus
en finance en ne faisant juste une petite transformation (passage au log, scaling,
changement de probabilité par Girsanov) : dans le modeéle de Black-Scholes, 'actif

risqué est modélisé par une exponentielle de la loi normale : S; = Sy exp ((r — %Q)t + O'Wt).

De plus, la quantification optimale de la loi normale permet un calcul rapide
d’espérances. Ainsi, la quantification optimale pourra étre utilisée pour le calcul
d’espérances conditionnelles.

Exemple : Brownien et son supremum. Quantification optimale de la loi
(T/Vl,supogss1 WS) dans R? avec M = 100 points :
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Un scaling et un changement de probabilité permettent de ramener la loi de
(St, supg<,<; Ss) sous Black-Scholes & une exponentielle de (W1, supy<,<; Ws).

Exemple : Option asiatique. Quantification de la loi de (S, A;) ou S; suit
le modele de Black-Scholes et A; = % fot Ssds. Nous allons quantifier cette loi en
trois étapes.

Tout d’abord, la grille initale est obtenue de maniére aléatoire par un tirage de
Monte Carlo :

.
*
* *
» .
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* ’“ *
St ese

+* R ad
AN ?
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100 ‘ ’.‘;:‘3

. 4~&§ .
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Fia. 1.5.1. Cette grille initiale pour la loi X; = (S;, A;) est obte-
nue par un tirage de Monte Carlo (N = 270). L’erreur de quanti-
fication vaut eo(T", X') = 5, 70.

Ensuite, la grille est ensuite améliorée par I’algorithme CLVQ :
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FiG. 1.5.2. En appliquant algorithme CLVQ & la grille initiale,
on obtient une approximation de la loi X; = (S;, A;) est obtenue
par un tirage de Monte Carlo (N = 270). L’erreur de quantification
diminue et vaut ex(T", X') = 3, 10.

Finalement, on applique obtient ce qui donne une grille plus homogéne en
appliquant Lloyd :
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Fic. 1.5.3. Finalement, on applique l'algorithme de Lloyd pour
obtnenir une grille plus réguliére de la loi de X; = (S, A¢). L’erreur
de quantification diminue et vaut e2(T", X) = 2, 35.

34



CHAPITRE 2

Controéle par quantification

2.1. Introduction

Nous allons appliquer des méthodes de quantification pour résoudre numeéri-
quement des problémes non linéaires associés & une chaine de Markov en dimension
d. Nous allons proposer trois méthodes :
¢ 'une par régression linéaire sur des fonctions constantes par morceaux définies
par la quantification
¢ la deuxiéme en approximant la dynamique de la chaine de Markov par un arbre
défini sur la grille de quantification
¢ la troisiéme est la méthode des gerbes ; les probabilités de transition sont estimées
sur chaque point de la grille.

Dans une premiére partie, nous allons définir un principe de programmation dy-
namique générique adapté & de nombreux problémes de controle stochastique. Dans
ce cadre, nous allons développer ces trois algorithmes liés a la quantification pour
résoudre ces problémes. Nous allons montrer la convergence et donner la vitesse de
convergence des différents schémas. Dans une deuxiéme partie, nous allons appliquer
notre algorithme de programmation dynamique génériques a quelques exemples en
finance. On devra alors se ramener & une structure markovienne, quantifier le pro-
cessus markovien et montrer que les schémas vérifient les hypothéses de convergence
de lalgorithme.

2.2. Probléme a résoudre

2.2.1. Description. Nous nous nous plagons un cadre a temps discret. Sur
un espace de probabilité filtré (Q, F = (Fi)k=01,..n,P), n € N*, on considére une
(Fr)o<k<n-chaine de Markov (Xj)o<r<n & valeurs dans (Rd, H) muni de sa norme
euclidienne [.|. Soit (§x)1<k<n une suite de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées Fj,-mesurables & valeurs dans R% et &, est indépendantes de
Fr—1. On considére un processus de controle aj o(X})-mesurable & valeurs dans
un compact Ay.

De nombreux problémes de controle optimal sont liés au principe de program-
mation dynamique. On pourrait citer des problémes de temps d’arrét optimal (op-
tions américaines ou bermudéennes en finance), des problémes de maximisation
d’utilité, d’optimisation de processus de Markov contrélé... Pour les résoudre, la
premiére étape est d’écrire la programmation dynamique.

EXAMPLE 2.2.1. Par exemple, la valorisation d’une option bermudéenne de
payoff hy(X}) revient a résoudre le probléme de temps d’arrét optimal :

Yy = esssup,cq, | E[h-(X:)|Fy]

35
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ou 7, représente 'ensemble des temps d’arréts & valeurs dans {k,..,n} et (V¥
est aussi appelé I'enveloppe de Snell de {h;(Xy)}i<p<,). L'enveloppe de Snell
{Y% }o<k<n satisfait alors Yy, = yx(Xy), V0 < k < n, ot les fonctions

¢ : RY — R vérifient le principe de programmation dynamique rétrograde
suivant :

Yn(z) = hp(x) z€R?
yr(z) = max {hi,(2); E [yps1(Xpa1)|[ Xe = 2]}, 2€RL0<k<n—1.

Ainsi, ce probléme de temps d’arrét revient a résoudre le schéma par program-
mation dynamique rétrograde précédent.

Dans le cadre général que nous adoptons, on considére Y, = y;(Xj) solution
d’un probléme de contréle stochastique défini par un schéma par programmation
dynamique descendante. On suppose que Yy, = yi(X}y) vérifie le principe de pro-
gammation dynamique générique défini par yx = B (yr+1) :

Yn(z) = h(z)

ug,a(®) = E [Yrt1(Xe11)Pk,a (T, Ep1) | Xk = 2]
vp(z,a) = T o (@, ug,q(2))

yp(z) = Rg(z,vg(z,a)), 0<k<n-—1,

(2.2.1)

ot les fonctions h : R? — R, ¢p, : R x R — RY Tra : RY x RY = R et
R : R? x R4 — R sont déterministes.

REMARK 2.2.2. Interprétation : Ce cadre de programmation dynamique géné-
rique permet de résoudre de nombreux problémes en finance et il est plus général
que dans larticle [PP04]. Nous donnerons différentes exemples d’utilisation de
cette programmation dynamique générique dans la partie suivante : applications
pour les options américaines, pour les équations différentielles stochastiques rétro-
grades (EDSR), applications au probléme de maximisation d’utilité, d’optimisation
d’un processus de Markov controlé, de controle en information partielle.

La fonction h représente la fonction valeur & l’instant final n. Les fonctions
ug,q Décessitent des calculs des espérances conditionnelles. La fonctions ¢y , pour-
ront, &étre par exemple un changement de probabilité (résultat d’une transformation
du type Girsanov) ou représenter des accroissements d’un mouvement Brownien
comme pour le schéma pour les EDSR. La fonction Rj représentera la réflexion
dans le cas des options américaines ou bien la maximisation d’utilité.

2.2.2. Hypothéses. Pour des raisons techniques, on suppose dans la suite
qu’il existe une constante K > 0 telle que Vz,Z € R?, Vk € {0,..,n — 1}, Va € A,

/\

(Tha (2, ) = Tha (8,0)] < K (o = |+ [u— )
Ry (2. f) = Fu (3.F)| < Kl =3+ |r = |,
[h(@) = h(#)| < K |z - .
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NoTaTION 2.2.3. En notant la base orthonormée usuelle e; = (6; j)1<j<ar 1 <
i < d' (ou &;; représente le symbole de Kronecker), nous définissons SAT* sous-
ensemble de R? par

SATk . = {A = (Mi)1<i<ar €RYIVI <i < d',3a € Ay, 3z € R%, 3u € R, 3e € R,
T (@ u+ €e;) — T o (x,0) }}

A € 40;
{ €

REMARK 2.2.4. 1/ Comme la fonction T} , est lipschitzienne de rapport K, on
a la majoration suivante |A| < K, VA € SA7Tx,
2/ 81Ty, € C,}, le support de V, T} qest inclus dans SAT«.
3/ Nous avons une égalité du type du théoréme des accroissements finis : soient
r € R et u = (w)i<i<ar,@ = (@)1<i<ar € R? | il existe une constante \ =
()\Z)lgigd/ S SAT’“ telle que

Tio (z,0) — T (z,u) = A(T —u).

Pour obtenir cette égalité, il suffit de considérer A = (\;)i<i<a € SATk defini par

Th,a (2,0 )= Th,a (z,0 1)
A =

prymrrn si @; # uy
avec U’ = (ﬂjljzi + uj1j<i)1§j§d’-
De méme, en appliquant la formule précédente pour des variables aléatoires

X a valeurs dans R% et U,U a valeurs dans Rdl, il existe une variable aléatoire A
o(X,U,U)-mesurable & valeurs dans S2Tx telle que

Th.a (X, (7) — Thu (X, U) = AU - ).

4/ Soit une fonction bornée ¢, : R? — R considérée comme une petite perturbation
de yi+1- En notant

up o () = E [(yr+1 + €6) (Xir1) Pk a2, §p 1) [ Xk = 2],

on peut observer I'impact de la perturbation € sur un pas de temps dans la pro-
grammation dynamique générique (2.2.1) :

Tha (2,15, 0(2)) = Tha (2, uka(@)) = A (uf o(2) = ura(@))
= e,(2) X X\@p,a(@, Ehg1)

avec A € SATk. 11 semble alors intéressant de majorer le terme \.¢y, 4 (7, &p1) pour
controler la stabilité de la programmation dynamique.

Suite & la remarque précédente, nous donnons des hypothéses liées & la stabilité
L? de schéma. Soit p € [1,+00] et ¢ € [1,+00] son conjugué (i.e. L + 2 =1).

ASSUMPTION 2.2.5. Notons :
o (Pp) Uhypothese suivante : Vk € {0,..,n — 1}, Va € Ay, on a

E[IA\dale, Ge)|]|7 < K, Vo € RY VA € 55T,
o (Hp) Uhypothese suivante : Vk € {0,..,n — 1}, Ya € Ay, on a

K
E [|X-¢k,a(z,Ept1)]?] <1+ — vz € R VA € SATx,
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2.3. Algorithmes pour approximation en espace

Nous allons développer trois méthodes d’approximation utilisant une grille de
quantification T'y, = {mf € Rd}1<i<Nk de taille Ni. On considére les partitions bo-

réliennes {U?Q“le}k avec CF = {z € RY |o — af| < |z — k|, Vj #i}. On définit

la fonction projection sur 'y, par

projp, (z) = folweqﬁ‘-
i=1

On note X = projp, (X&)

2.3.1. Régression sur une base quantifiée. Cette méthode peut étre in-
terprétée de plusieurs maniéres possibles :
¢ soit comme une approximation par la sous-filtration U(Xk) ;
¢ soit comme une méthode de régression linéaire sur les vecteurs orthogonaux

1 } ;
{ XECH [ cien,
¢ soit comme une méthode de noyaux avec K (z;, Xi) = 1,ccon-
Les espérances conditionnelles E [yx+1(Xk+1)0k,qa(Xk, Eu+1)|Xk] sont alors es-
timées (via une méthode de Monte Carlo en général) par

A N, | [yk+l(Xk+1)¢k,a(Xk7fk-i—l)lxkeclk}
E yk+1(Xk+1)¢k,a(Xka§k+1)|Xk} => P (X, € CF) Xy eCk-

i=1

R,

FiG. 2.3.1. Exemple d’une régression du mouvement brownien sur
une base quantifiée

L’approximation en espace de la progammation dynamique générique (2.2.1)
par la régression sur une base quantifié est alors déterminée par le schéma rétrograde
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suivant :
ﬁk(Xk,a) =Ty, (Xk7E {Qk+1(Xk+1)¢k,a(Xk»fk+1)|XkD
91 (Xx) = Ry, (Xk,vk(Xm ))
O(Xk) = 96 (X) + 7(Xp, Xi), VO <k <n,

avec 7y, ()A(;€7 X}) un terme correcteur tentant d’approcher yy (X) — yk(Xk) que 'on
peut rajouter. On suppose que

|7‘k.(projrk(a:),x)| <C |proj1~k(x) - as| , VzeRY
La proposition suivante donne la convergence de 1’algorithme :

PROPOSITION 2.3.1. Supposons Xy € LP VO < k < n. Il existe une constante
C > 0 telle que

sup [|yx(Xk) — 9 (Xi)ll, < K Z €k
k

avec

€ = HXVIC—‘XV]c

_|_

p

sup

Ug,o(Xg) — E [uk,a(Xk)|Xk:| ‘
acAy

P

< (142 sup [ug,q] )HXk_Xk
( aEAk[ LZp

et avec K} < C™ sous U'hypothese (Py,) et K, < C sous l’hypothese (H,).

Avee X, L, -quantifieur optimal de X;, avec Ny, points, le lemme de Pierce donne
la vitesse de convergence : soit n > 0 telle que Xy, € Lyiyy, 3Cqpy > 0, ING 1y,
VNi = Nap,n

%6 = £4|| < Capn Xl N
b

n—1

sup [y (Xe) = 54 (X ), < CapnkSy Z(1+2 sup [ukamp) Xl N5 .
k=1

2.3.2. Algorithme par arbre de quantification. On suppose ici qu’il existe
des fonctions vy, 4 : RY x RY — RY telles que

o (X, Er1) = Vi (X, Xit1)-

L’approximation en espace de la progammation dynamique générique (2.2.1) par
un arbre de quantification donne le schéma rétrograde suivant :

n(X5) = h(X,)
(X, a) =Tgq (Xk,]E {l}k+1(Xk+1)1/)k,a(Xk7Xk+1)\XkD
gk(Xk) =Ry, (Xk,f)k(X]ﬁa)) s VO<k<n.

L’application projection n’étant pas injective, le processus X}, ne conserve pas la
propriété de Markov de X. Cependant, on définit des probabilités de transition &
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partir des X, par :
Py =P (Xpor = 21 % = of)
- k+1 k
_.P()(k+le CZ |)Q€€ C%).
Alors ’algorithme devient :

In(x) = h(z), VzxeTl,
N N N
uk(mf, a) =Ty, (xf» jzkl+1 pﬁjykJrl(x?Jrl)wk,a(va $?+1)>

Ge(al) = P (a4 (a¥,a)), VO<k <n,Vzk eTy.

FiG. 2.3.2. Exemple d’un arbre de quantifcation approchant un
mouvement brownien

La proposition suivante donne la convergence de 1’algorithme :

PROPOSITION 2.3.2. Supposons Xy € LP VO < k < n. Il existe une constante
C >0 telle que

n—1
sup [y (X5) — e (X)ll, < K2 e,
k k=1
ol

€ = HX;C—X;C

+

p

sup |ug,q(Xg) — E [uka(Xk)|Xk} ‘

a€Ayg

P
+ HE [@k+1(Xk+1) <¢k,a(Xkan+1) - W,a(Xk,XkH)) |Xk} Hp,

et avec K} < C™ sous U'hypothese (Py) et K, < C sous l’hypothéese (H,).

Avee X, L, -quantifieur optimal de X, avec Ny, points, le lemme de Pierce donne
la vitesse de convergence : soit 1 > 0 tel que X, € Lyiy, 3Cqpy > 0, INGpp,
VNIC > Nd,p,'r];

N‘é

|6 = %] < Capn 12Xl N
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et

sup lye(Xk) — 9 (Xw)ll, < CapnKy Z (1 +2 SUP ([Uk ol Lip T 101c0 Wk, a}sz)) Xkl sy N 7
k=1

2.3.3. Méthodes des gerbes. Ici, nous supposons que la dynamique de la
(Fk)-chaine de Markov (X})y est donnée par

Xit1 = Fr(Xp, Eet1)

avec Fy, une fonction déterministe. On approxime le semi-groupe de transition &1
par la variable aléatoire discréte ékﬂ indépendante de Fj. Cette discrétisation de
&k+1 peut se faire par plusieurs méthodes : par exemple par Monte Carlo, par quasi-
Monte Carlo, par quantification ou par une méthode de quadrature... On considére
les variables aléatoires X et la (F)-chaine de Markov X i définies par

X5 =Xo =X,
X1 = Fr(XE, Gr)
Xig+1 = projrkﬂ(ykﬂ)-

On considére (ng,a une approximation de ¢ , (cette approximation dépendra de la
méthode utilisée pour x41).

Fic. 2.3.3. Exemple d’une approximation du mouvement brow-
nien par la méthode des gerbes

L’approximation en espace de la progammation dynamique générique (2.2.1)
par la méthode des gerbres est alors déterminée par le schéma rétrograde suivant :

Un(x) = h(z) Vz e R?

op(aF,a) = Thq (1?1 ,E {ykﬂ (Fk( x; ,ék+1)) ng,a(xfaék+l)})
k(@) = Ry, (2%, 0 (aF,a)) VO<k <n,Vzk ey

Or(z) = (prOJFk( )) + 1 (projpk (x),x) . Y0<k<n,VreRe

Qﬁ>

X
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avec r(projr, (), r) un terme correcteur tentant d’approcher yx(z) —yx (projr, ())
que 'on peut rajouter. Par souci de technicité, on suppose que
|rk(projr, (2), 2)| < C'|projy, (z) — 2|
Pour la méthode des gerbes, on donne des hypotheses variantes (P},) et (H,)

au lieu de (P,) et (H,) da & Papproximation de & par .

ASSUMPTION 2.3.3. Pour p € [1,400] et q son conjugué (i.e. 1% +
note :
o (P,) Uhypothése suivante : Yk € {0,..,n — 1}, Va € Ay,

%:1), on

[Adra(e,bi)|| <K, Vo eRevAESAT
q
o (H,) Uhypothese suivante : Vk € {0,..,n — 1}, Va € Ay,

o K
Hx.m,a(x,gkﬂ)]) <1+, Ve eR!WAe S

q

La proposition suivante donne la convergence de 1’algorithme :

PROPOSITION 2.3.4. Supposons X € LP VO < k < n. Il existe une constante
C > 0 telle que

n—1 n—1
Sl;pHyk(Yk) - ?)k(yk)Hp <K} Z er + K2, Z Mhes
k=1 k=1

avec
e = ||un(X0) — (XD | + || % — Xt|
p p
< <1+[yk}Lip) Hylc*XfH ,
p

o= sup |l (Ful@ €e01)) na (@ 600)) — E [y (B, 6u41)) dralas )|

a€A,zER

)

et avec KJ' < C™ sous (P;) et KJ' < C sous Uhypothése (H)).
Avec X,g L,-quantifieur optimal de X, avec Ny, points, le lemme de Pierce donne

la vitesse de convergence : soit n > 0 tel que Xy € Ly, 3Cqp, > 0, INg 0,
YNk 2 Napy

B ) o _1
HXk - XEHP < Capn ||X’€||p+nNk K
J— ~ S = 5
Sip“yk(Xk) _ :[)k?(Xk)Hp < K;Cd,p,n Z (1 + [yk]Lip) ‘|Xk||p+77 N, "+K, an.
k=1 =

Avec la grille cartésienne T, = 7%, on a

%% - %

= |[ Xk = Proji, (X)], -
p

n—1 n—1

sup [y (X) = 56 (X, < K5 D (L4 ) 3+ K% D
k=1 k=1
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Il faut maintenant avoir une majoration du terme 7. Si ék+1 = &gy (et qz@k,a =
®k.a), alors n = 0. Plus généralement, sous (Hs ), K7 est uniformément bornée,

o0
il faut montrer que 7, = o().
Nous allons proposer plusieurs méthodes pour discrétiser le semi-groupe de
transition.

EXAMPLE 2.3.5. Ici, supposons que la variable aléatoire ;11 & valeurs dans R%
est approximeée par un quantificateur optimal 5%_1 a M points. Soit f, ¢ : R% — R,
nous contrélons "approximation du semi-groupe par quantification :

E[f (6p41) 6(Exs1)] — E [f ({'C%rl) ¢(£,i‘ﬁl)} ‘ < ‘E [(f(£k+1) - f(&ﬁl)) ¢(£k+1)} }
+[E 1@ (6(641) - 0(E0)]|
< (If\Lip 18] + 1 floo |¢\Lip) Hf‘““ _"E’ﬁlHl'

Avec ng,a =¢ra=0et f:E&ERS — ypiy (Fe(x,8)) € R, on en déduit Uerreur
donnée par ’approximation du semi-groupe :

e < sup {[ka]Lip IVeFr| o |Pral o + Ukl |V§¢k,a|m} H§k+1 - 5%1“

a€Ayg 1

Le lemme de Pierce permet d’obtenir les majorations :

1
e < K |Gl M 7%

avec K' = Cg, 1, SUD,ca, {[yk+1}Lip \VeFril 1Pkl o + [Ykt1] oo \V§¢k,a|oo} et

n—1

n—1
I I _1 _ L
up |y (X) = 5K, < K5 Capn 3 (1 klrip ) [1Xelly oy Ny HKLET S [l M7

k=1 k=1

Les espérances conditionnelles peuvent étre calculées de différentes maniéres.
Pour de nombreux problémes, {1 suit une loi normale (ou bien une combinai-
son d’une loi normale ou d’un bruit discret (loi de Poisson...)). Par exemple, une
méthode de moments (cubature), une marche aléatoire (si £;41 est une variable
gaussienne), une méthode de Monte Carlo ou la quantification de la variable &1
permettent d’obtenir une approximation discréte de ’espérance conditionnelle.

On souhaite que la méthode utilisée réponde aux critéres suivants :

¢ Le grand nombre de calculs d’espérances conditionnelles nous incite & avoir
une méthode de calcul rapide, donc avec peu de points.

© La méthode de discrétisation doit dépendre de la régularité de y; ; avec une
“faible” régularité, on utilisera la méthode de Monte Carlo, si la fonction yj est
lipschitzienne, on pourra approcher par quantification et si yy est plus réguliére, on
pourra utiliser une méthode de quadrature.

REMARK 2.3.6. Avec £ — ¢ q(2,€) linéaire (par exemple pour les équations
différentielles stochastiques rétrogrades) et &p%, quantifieur Ly-optimal, la formule
de stationnarité permet d’obtenir 1’égalité suivante :

E {yk+1 (Fk(xaék+1)) {¢k,a($,§k+1) - ¢k,a($,€k+1)}] =0,
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N < sup {lyk+1|Lip IVeFi| |¢k,a|oo} H§k+1 - 5%1” :
aC€Ayg 1
Si €k41 suit une loi normale, on peut approcher &7 par exemple par une
loi binomiale ou trinomiale. Dans ’exemple suivant nous montrons que, sous des
hypothéses de régularités des fonctions yi+1 et ¢, la méthode de gerbes converge
en approximant £g1; de loi normale par une loi binomiale ou trinomiale.
On note C}* I’ensemble des fonctions m-fois dérivables aux dérivées bornées.

EXAMPLE 2.3.7. 1/ Avec &1 = Enpi1 = W\;%I ol (W]i+1)1§i§d ~ N(0,14)
de loi normale, on se place dans le cas ou
Xit1 = Fr (X, €nkt1) -
Considérons "approximation binomiale én’k+1 = W\%l définie par

1 .
P ({WH1 - 6i}1<i<d) =g Ve==li=1,.d

Alors, pour f,¢ € C3, on obtient en passant par les gradients Vf, V¢ et les hes-
siennes Af, A¢p de f et de ¢ :

E[f (€nk+1) #(&nkt1)]
E [Biy1 (Af(0)9(0) + 2V f(0)V(0) + f£(0)A(0)) B, 4]

=1(0)6(0) + o +0(n"%)
E Bt (A(0)0(0) + 291 (0)96(0) + S0 20(0) By |
—1(0)6(0) + o +0(n )

=E {f (én,k+1) (b(én,k-&-l)} +0(n3).

Si ykt1 € CP et &€ — {dr.a(z,€), Fr (2,€)} € C} (avec leurs dérivées troisiémes
uniformément bornées en (k,a,x)), erreur dte a approximation du semi groupe
par une loi binomiale est controlée et est majorée par les inégalités suivantes :

_3
ngcn 2,

n—1

1
Z e < Cn™2.
k=0

La vitesse de convergence convergence de l'erreur dte & ’approximation du
. o _1

semi-groupe est ainsi en O(n~2).
2/ Regardons maintenant ’approximation trinomiale.

On considére &,41 = &npt1 = W\%l avec Bry1 ~ N(0,14) (en dimension
d = 1). Soit w > 0, 'approximation trinomiale ka = én7k+1 = W\%l est donnée
par
. A 1
P (Wk—l-l = U) =P (Wk—l-l == 7u> = —7F
2u2
. 1
P (Wit =0) =1- .
U
On a alors :

E [(Wkﬂ)’} =K [(Wi1)], pouri={0,1,2}.
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Avec u = /2, Wy, représente une marche aléatoire & deux pas.
Avec u = /3, les cinq premiers moments sont égaux :

E {(Wm)ﬂ =E[(Wi1)'], Vie{0,1,2,3,4,5}.
On pose

2
n&jiq

QZ)n,k,a (‘Ty \;Lﬁ> =E |:1 ) ¢k,a(x7£k+l) s
Qg’n,k,a (‘T7 %) =E I:(nf]%-i-l + U\/ﬁfk.u) ¢k,a($a€k+1)] )

Pk (JS, —\;%> =E [(n&y1 — uv/néit1) Ora(@, &rr)]

ce qui donne les égalités suivantes :
E {éﬁl,kﬂﬁgn,k,a (xaék—&-l)} =K [§Z,k+1¢n,k,a(ﬂf,fk+1)] , pour i€ {0,1,2}.

Avec ||k ,o(@, Eks1)l], < K et f: & ypp1(Fr(z,€)) = f(§) € Cj, on obtient l'er-
reur d’approximation de E [yx+1(Xk+1)Pk,a(@, Ekr1)| X = 7] par E [yk+1(yk+l)¢;k,a (Iaék—&-l) | Xy = m] :

E [Yx+1 (F (@, Ex11)) Ok (2, Ekr1)] = FOO)E [@k a(2, Epv1)] + f/(O)E [Epr10k,a(, Epr)]

! 2(0)15 (€211 0r.a(@, Eer1)] +O(n"2)

= fr(OE {ék,a (%&4-1)} + f(0O)E {€k+1¢;k,a ($,ék+1)}

é/Q(O)E [él%+1¢3k,a (mvékJrl)} +0(n" %)

=K [yk+1(Fk($7£k+l))ék,a (x,ékﬂ)} + O(n_%).

_|_

+

On obtient finalement la majoration de lerreur die a 'approximation du semi-
groupe de transition par une loi trinomiale :

Si Y41, F € C et||¢k’a(x,§k+1)\|p < K , la vitesse de convergence de 'erreur die

X . . . . St
a 'approximation du semi-groupe est ainsi en O(n~2).

2.4. Preuves

2.4.1. Convergence du schéma par projection :
preuve de la proposition (2.3.1) : Initialement, on a y,(X,) = o (X,) = h(X,).



2.4. PREUVES 46

Pour k < n, la propriété lipschitzienne de Ry (de rapport K en z et 1 en vg)
implique :

yr(Xy) — @k(Xk)‘ = ‘Rk(Xk,vk(Xk,a)) — Ry, (Xm@k(f(k,a))‘

< K‘Xk — Xi| + sup |vp(Xg,a) _@k(kaa)‘

a€Ay

SC‘Xk—Xk + sup
acAyg

Tha (Xis uk,a(Xk)) — Tha (sz aﬁk,a()fk))‘ ,

avec ) R
Gpa(Xg) =E {Qk-&-l(Xk-&-l)(bk,a(-Ta§k+1)|Xk} :

Comme T}, , est lipschitzienne, on a

lyk(X5) — 9x(Xi)| < C \Xk ~ X+ sup
acAyg

ko (Xe) = E [t (X)) Xie| |+ sup | il
acAg

ou
Io =Tha (XkJE {uk,a(Xk)leD —Tha (Xk,ﬁk,a(Xk)) , a€ Ay

D’aprés la remarque (2.2.4), il existe une variable aléatoire A\, o(X})-mesurable
a valeurs dans S27x telle que

Ii.a = Akja- (E [Uk,a(XkﬂXk] - ﬁk,a(Xk)) :
Comme A, est J(Xk)—mesurable, on obtient
Ti,a = Ao (E [Uk,a(Xk)‘Xk} - ﬁk,a(Xk)>
= Aa- (E [ﬂk+1(Xk+1)¢k,a(Xka§k+1)\f(k] —-E [yk+1(Xk+1)¢k,a(Xka§k+1)\XkD
= B (011 (Xes1) = 91 (Xe1)) Moo (X €041)| K]
L’inégalité de Holder appliquée & (§x4+1(Xk+1) — Yk+1(Xk+1)) €t Ak o-Oka (X, Ekg1)

donne
1

Iy <E {|yk+1(Xk+1) — 1 (Xp1)|” ‘Xk} "E [|>\k,a-¢k,a(Xk,§k+1)|q | X,
1

< KE [|yk+1(Xk+1) — Jrr1(Xpg1)[” |Xk} i

avec K, borné sous (P,) et K, < 14+ % sous I'hypothése (H,). L’inégalité de Jensen
entraine :

Q=

sup Iy q
a€Ay

1
< HKPE [|yk+1(Xk+1) — Gr1 (Xng1)[” |Xk} ’
p P

< Kp [|yrs1(Xkt1) = Grr1 (Xe41)l,,
tna(X0) = E [una (X001 %] |

e (Xk) = G (X, < € + Kp [[ye+1(Xns1) = Gt (X1, -

En sommant on obtient :

En notant ¢, = “Xk—Xk“ +HsupaeAk ,on a:
P P

n—1

sup |y (Xk) — 91 (X[, < Z Kle;.
=1
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Finalement sous (H)), on a : pour ¢ <7, on a

, K\’
K;,<<1+) <ef
n

et par conséquent

2.4.2. Convergence du schéma par arbre :

Des schémas par arbre de quantification ont été étudiés par exemple dans ((BP03b],
[BPPO5]) pour des problémes de temps d’arréts optimaux ou dans ([PRS05]) pour
des problémes de filtrage. Nous allons maintenant la preuve de la convergence de
la méthode par arbre de quantification dans notre cadre plus général des schémas
de programmation dynamique générique.

preuwve de la proposition (2.8.2) : Initialement,

[9(X0) = G (Xa)| = [R(X) = h(X)

gc‘xn—f(n

Pour k < n, la propriété lipschitzienne de R implique
Y (Xk) — 91 (Xi)| = ‘Rk(Xkyvk(Xkya)) — Ry, (Xk,flk(f(k,a)> - Tk(Xk,Xk)’

<K ‘Xk — Xp| + sup vk ( Xk, a) — @k(Xkaa)‘ .

ac€Ayg
En notant
Uk,a(Xk) = E [Wrt1(Xpt1)Or,a (Xn, Er1) | X
= E [yp+1(Xbt1)Uk,a(Xi, Xi11)| Xk]
Gp.a(X) =E [gk+1(Xk+1)¢k,a(XkaXk+1)|Xk] ,

et avec T}, , lipschitzienne, on a
’Uk(Xk,a) - @k(Xkaa)‘ = )Tk,a ( Xk uk,a(Xk)) = Tha (Xmﬂk,a(f(k))’

<K ‘Xk - Xk‘ + ‘Tk,a (Xk, ut,a(Xk)) — Tha (Xk,E {Uk,a(Xk)\XkD‘ + k.0l

+K ’Tk,a (Xk,]E {@k-&-l()zk-&-l)d}k,a(XkaXk+1)|Xk}) — T (Xk,]E [fgk-&-l(Xk-&-l)wk,a(XhXk+1)‘Xk]

<K ‘Xk — Xk‘ + K ‘E [Qk+1(Xk+1) (1/)k,a(Xk,Xk+1) - ¢k,a(Xkan+1)) ‘Xk} ’ + I ql

ou

)

Ipo =Tha (le]E [yk+1(Xk+1)¢k,a(Xk7§k+1)|Xk:|) —Tha (leE [ﬂk+1(Xk+1)¢k,a(Xk7§k+1)|XkD .

Comme dans la preuve de la proposition (2.9.1), il existe une variable aléatoire Ay 4
o(Xy)-mesurable & valeurs dans SAT* telle que

Iyo = Aa. (E [yk+1(Xk+1)¢k,a(Xk7fk+1)|Xk} —-E [Qk+1(Xk+1)¢k,a(Xk7fk+1)|XkD

=E Hka(XkH) — @k+1(Xk+1)} Aiya-Pha (X, fk+1)|Xk] .
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D’apres l'inégalité de Holder, on a
1

. P o7 N
kol <E |:‘yk:+1(Xk+1) - Z)k+1(Xk+1)‘ |Xk} E [|)\k,a-¢k,a(Xka§k+1)‘q | X%

Q=

. P oA 13
< KpE Hyk+1(Xk+1) - ?k+1(Xk+1)‘ |Xk} ’

avec K, > 1 borné sous (P,) et K, <1+ £ sous (H,).
En notant

+

p

sup

€ = HXk — X
a€Ay

0 (X5) — E g0 (X0)| X w

_|_

)

P

sup |E {gk+1(Xk+1) (1/Jk,a(Xk,Xk+1) - wk,a(Xk7Xk+1)> |Xk} |
acAyg

on obtient & ’aide de l'inégalité de Jensen :

1
X P 1%
lye(Xk) — 9 (Xi)ll, < Cer + Ky | |E Hyk+1(Xk+1) - Qk+1(Xk+1)’ |Xk}

p

(Xkt1) — Z)k+1(Xk+1)Hp

avec K, > 1 borné sous (P,) et K, <1+ £ sous (H,). En sommant, on obtient :
SI;PHZ/k(Xk) Ge(Xi)ll, < ZK%

Pour i < n, ona (1+ %)l < . Finalement sous (H,), on a :

n—1
sup s (Xk) = e(Xp)ll, < e e
i=1
2.4.3. Convergence de la méthode des gerbes
. Des schémas par méthode de gerbes ont été étudiés. Dans ([PP04], [BPPO05]),
une grille de quantification est utilisée pour la discrétisation en espace (pour la va-
riable X}) et le semi-groupe de transition est exact (il n’est pas approché par une loi
discréte). Les articles ([DMO06], [DMO08|) s’intéresse aux équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades ; la discrétisation en espace (pour la variable
X},) utilise une grille cartésiennes ¢Z<¢, une quantification optimale de la loi nor-
male donne 'approximation du semi-groupe de transition. Nous allons maintenant
la preuve de la convergence de la méthode des gerbes dans notre cadre plus général
des schémas de programmation dynamique générique.

Preuve de la proposition (2.3.4) : Initialement, on a y,(X,) = 9.(X,) =
Pour k < n, la propriété lipschitzienne de Ry (de rapport K en z et 1 en vy)
implique :

+ \yk (X0) = (K9] + [pe(£0) = 3u(X7)
Tk (Xkan)’ + ‘Rk (X5, ve(X§, ) — Ry (Xk,@k(Xﬁaa))‘

vk(Xk,ak) — @k(f(g,ak)‘ .

k(X k) — 91 (X)|

IN

IN

X

‘Xk—Xk + sup
ap€Ag
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Pour a € Ay, la propriété de lipschitzianité de T} , donne
[vk(X5, @) — n(X7, )
= ‘Tk,a (XE,E [ykJrl (Fk(X£»§k+1)) (bk,a(Xlg»ngrl)]) —Tka (XEJE {@kﬂ
< ’Tk,a (XE,E [yk+1 (Fk(Xfé,ka)) ¢k,a(X]§,§k+1)]) —Ta (
+ k.ol
<K ‘]E [Wkt1 (F(, Ek+1)) Pra(@, Ekr1)] — E [yk+1 (Fk(xvék+l)> ék,a(z7ék+1):| ‘ + [ k,al
ou

Ipo =Tha (fC,E |:yk+1 (Fk(xaékJrl)) (ng,a(x7ék+1):|)_Tk,a (%E |:@k+1 (Fk(x7ék+1)> ék,a(xaékJrl)}) .

Ye+1

Fk(Xlgvékle)) ék,a(Xg’é’““)D‘
)

F(X5 €11)) dra(X5 €s0)] )|

(
(

><>
5‘0
&=

Comme dans la preuve de la proposition (2.3.1), il existe une constante Ay, 4 J(Xk)—
mesurable & valeurs dans S27 telle que

I = Miya- (E [yk+1 (Fk(Xk,ék+1)) ng,a(Xk,gk+1)] —E [Qkﬂ (Fk(Xka€k+l)> éf;k,a(kakH)D
=E Hyk-',-l (Fk(Xkaék—i-l)) — Yk41 (Fk(f(lmék-i-l))})\k,a~€Z)k,a(Xk,ék+1)|Xk} .
En notant

e = sSup
a€Ay,r€R

)

E [yrs1 (Fr (2, €rt1)) Or,a(2, Epy1)] — E [yk+1 (Fk(x,ékJrl)) ng,a(xaékﬂ)}
e (X0) = 50 (X0 < [ (K0) = (X5)| + K[ X — X5

E {{yk-i-l(yk-i-l) = Okr1(Xk41) } /\k,a-ék@(Xﬁ,ékH)lXﬁ} ‘ .

+K77k

+ sup
a€Ay

En sommant (et comme ¥, = 4,), on obtient :

+ K ‘Y}C/ — Xg,

0 X0) — (Kol < 3 supE [{ [ Ky = e () K} Agps(@)| X

E—k a€A

avec Ay, (a) = IF ! ‘)\k,aiﬂgi,ai (Xf,éiﬂ)) (et Ay, = 1) pour a = (ao, ..,an-1) €
A= AO X .. X An—l-
L’inégalité de Holder avec ]% + % =1 donne :

n—1

(%) — 3 (X)) < 32 {E o (o) = e (55| 1] sup E |y ()] X
(2.4.1) o
+KE Hm - X,g"’ Ifk} g Ak (@) [Xk] 7 + K sup [Ak i (0) [ X } .
or,

Q=

|

e T I
)\i,ai'(rbi(Xfaai,Ei—o—l)’ |Xf] <K,
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avec K, = C sous (P,) et K, = 1+ % sous (H,,). Comme X¢ est une chaine de
Markov, on a pour k < k'

E Ak’k/(a)q|X]§:| =K [Ak,k/—l(a)qE HAI@/*L“M71‘éklflﬁlk/,l(X;c:’—lvék’)

< KJE [Ak,kl—l(a)ﬂf(ﬂ :

"] 1%]

Par une récurrence descendante, on obtient :
— 1
esssupge o [[Ape (0)|? [ Xi]* <K, YO<E<K <n

avec K' = C™ sous (P}) et KJ' = e sous (HJ) et pour p = 400 (¢ = 1 pour le
terme en 7y) :

esssupge o [[Apw (a) [ Xi] < KL VO <k <k <n.

Le passage de l'inégalité (2.4.1) & la norme L, compléte la preuve :

n—1

I CF0) = 30, < K3 { o () = i)
k'=k

+KHY}<;/ _Xz/
p

4

n—1
+ KK;LO Z 77k:"
k'=k

2.5. Reconstruction de la solution

Dans cette section on précise le terme 7. Le but est de reconstruire 9 sur R¢
pour améliorer la convergence.
Sur la grille T, = {«f, .., 2% }, nous approchons y(z}) ~ E Ye(X3) | Xy = :Uﬂ

par g(z¥). Pour z € R? avec projp, (z) = aF

7, on peut approcher yi(z) par la

méthode du plus proche voisin, donc par g (z¥). Cependant, il est possible d’avoir
une meilleure approximation en ajoutant un terme 7 (2, ) ~ yy (z) — yx (2¥), d’out
y(2) = gr(z}) + ri(af, o).

Nous allons proposer plusieurs méthodes pour obtenir le terme ry.

2.5.1. A ’aide de la grille T';.. Les informations données par (2%, g (z¥))
peuvent permettre de reconstruire .

1<i< Ny

k

2.5.1.1. Par régression linéaire. Soit {xw . xfp} les p plus proches voisins de

k k : _ 1. . .
z¥ dans Ty, \ {z¥} et soient b = {bj},<j<,, un ensemble de fonctions. On fait une
regression linéaire avec les plus proches voisins sur b :

p 2
ks = argming ez Y [Gr(at) = gral)) - ablal — ak)
j=1

On choisit alors 7 par :

P
ri(zl, x) = Zam.b(z - xfj)
j=1
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2.5.1.2. Par interpolation. Considérons une grille {I'x},,,. Pour une fonc-
tion f : Ty — R, on définit fT* : RY — R une interpolation linéaire (qui conserve
le rapport de Lipschitz de f).

Deux types d’interpolation vont tout particuliérement nous intéresser. Si la
grille est quelconque, on utilise 'interpolation linéaire & partir de la triangulation
de Delaunay. Cependant, le nombre de simplexes de cette triangulation augmente
géométriquement avec la dimension d et par conséquent le temps de calcul augmente
fortement. Pour palier ce probléme, il est possible dans certains cas de calculer hors-
ligne les différentes espérances conditionnelles. Dans ce cas-14, il serait sans doute
préférable d’obtenir une quantification duale optimale ; la grille serait alors mieux
adaptée a notre schéma par interpolation (voir [PW10]).

Si la grille est cartésienne, i.e. I'y, = 6Z¢, nous proposons une approximation
multilineaire par morceaux. On définit les fonctions

d
¢=(z) = [[® (6 (@i — 2)), Vze€ 2! Vo e R,
i=1
avec
D(t) = (1- )"

La fonction ¢, est a valeurs dans [0, 1] et

#-(2) = 2,

¢.(x) =0, si|z—z >4,

Z (;52(1‘) =1,

z€8Z4

Z d.(x)z =2

zE8Z4

L’interpolation sur une grille cartésienne sera définie par

P2 @) = 3 6.(2)f(2).

Avec cette interpolation, on prendra :
ri(Projsga(z), @) = Y ¢:()i(2) — G (Projsza(x)).
z€672,
2.5.1.3. Estimations par noyauz. Soit K : R* — R tel que pour v #0, f:t €

R* — K(tv) est décroissante et f(t) —¢_ 1o 0. Alors "approximation devient
Zievk(xk) K(Xg41 — xf)@k(xﬁ) J (X )

— Yr(Xk)-

ZiEVk(Xk) K(x —af)

avec Vi (Xj) un sous ensemble de {1,...,N;} par exemple les indices des p plus
proches de de X} ou bien de X.

(X, Xpt1) =

2.5.2. Méthodes probabilistes. Ici, on suppose que ’on a une approxima-
tion des dérivées de y; par une méthode probabiliste (par exemple par une repre-
sention probabiliste par du calcul de Malliavin). Par exemple, pour les EDSR, on a
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8wyk(f(k)a(f(;€) ~ 7, =E [ng(XkH)AAZ"‘: |X4 Alors on peut prendre r; sous

la forme :

R VA R
Tk (X, Xpy1) = %(Xk — Xp).
o

Xk)

2.5.3. Remarques. Les méthodes par interpolation ou par noyaux donnent
une reconstruction de ¢ assez réguliére (g peut conserver le méme rapport de
Lispchitz par la méthode par interpolation dans certain cas). Cependant, le temps
de calcul est assez long pour l'interpolation linéaire sur les diagrammes de Delaunay
en dimension assez grande (par exemple supérieure a 4, 5). L’estimation par noyaux
nécessite de calculer les p-plus proches voisins de Xj.

Une estimation sur des fonctions locales (sur C¥) par une régression linéaire ou
par une méthode probabiliste permet un calcul rapide de r4(Projr, (7), ).

Quitte & remplacer ri(Projp, (z), z) par ProjB(o,c‘x—Proij_ @) (ri(Projp, (z),2)),
on peut supposer pour des besoins techniques (de convergence de I’algorithme) que
{rk(Proij (:r),x)| <C ’x — Projp, (x)| .



CHAPITRE 3

Exemples d’applications :

3.1. Introduction

Pour les différents schémas, nous pouvons décomposer les différentes erreurs
)
d’estimations sous la forme :

e(schéma) < e(temps) + e(quantif) + e, (¢) + €gerbes (€),

ou :

© e(temps) représente lerreur d’approximation en temps : par exemple lorsque que
I’on fait un schéma d’Euler ou bien que I’on approxime une option américaine par
une option bermudéenne (voir ([BP03a])).

© £(quantif) représente 'erreur donnée par ’approximation par quantification et est
de la forme

e(quantif) = C,, nil HX’“ B Xka
k=0

n—1
_1
<C, Y N,

jk=0

o €,rbre (@) représente erreur d’approximation de ¢ o (Xx, Xi41) par ¢k,a(Xk, Xk+1)
dans l'algorithme par arbre.
© Egerbes (&) représente l'erreur d’approximation de & par ék dans la méthode des
gerbes.

On va donner quelques applications utiles en finance. Le probléme de discréti-
sation en temps est supposé déja résolu.

Rappellons tout d’abord les vitesses de convergence pour les algorithmes de
quantification sous les hypothéses (Pp,) :
¢ pour la méthode de régression :

n—1

b [91(X) = 51 (Xl < Capnksy >

_1
<1 + 2 sup [uk,a]Lip> Xkl Ny ?
=1 a€Ay

¢ pour la méthode par arbre :

n—1
_1
sup [y (Xe) = Gi(Xi)ll, < Capn kD (1 +2 sup ([ukalpip + 1il.c [wk,dmp)) Xkl gy N
’ k=1 Ak

© pour la méthode des gerbes :

o o n—1 5 n—1
sup |y (X&) — yk(Xk)Hp < Ky Capn Z (1 + [yk]Lip) [ Xkl Ny, T HES Z e
k=1 k=1

53
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Pour obtenir la convergence en espace par 'un des algorithmes par quantifica-
tion (par projection, par arbre et par gerbe), il suffit de prouver que I’hypothése
(Hp) ou (P,) est satisfaite et que les fonctions y sont uniformément lipschitziennes
(avec une constante indépendante de k et n).

Des arguments sur la diffusion de la chaine de Markov X sont nécessaires pour
obtenir de la régularité des fonctions y; et uy o. Ainsi nous allons nous focaliser sur
des propriétés lipschitziennes, soit du semi-goupe, soit du flot de X.

Les propriétés lipschitziennes du semi-groupe ont été explorées dans la littéra-
ture pour la convergence de schémas par quantification optimale (voir par exemple
[BP03a], [PP04], [PP05a]).

Dans cette partie, nous allons proposer une nouvelle approche directe par régu-
larité du flot. Cela permet d’obtenir des vitesses de convergence pour les schémas
par quantification, notamment pour des options exotiques inaccessibles jusqu’alors.

NotaTiON 3.1.1. Pour un chaine de Markov X, on notera X,f,’m la variable
aléatoire Xy, sachant Xy = x (pour k' > k).

Pour k € {0,..,n — 1}, on note P{X la probabilité de transition de la chaine de
Markov X & l'instant & :

PEf(@): = ELf (Xesn) | Xe = o] = E[(X}5)]
pour toute fonction f borélienne bornée.

DEFINITION 3.1.2. ¢ La probabilité de transition PkX est lipschitzienne de rap-
port [P]y:. si pour toute fonction lipschitzienne f de R? de rapport | fLip» on
a:

Lip
P f(2) = PEF@)] < [P ]pip [fluip lo = 2], Vo, € RY
Alors on note [PX]Lip = MaXpe(0,..,n—1} [PkX]Lip'
o Pour p > 1, on dira que X posséde un flot L,-lipschitzien de rapport [FX] Lip

sup
k<k'<n

X5 = X5

< [FX]p |t — %, Va,z€RLV0<k<n.
P
On note [F,g(}p le rapport de Lipschitz pour une transition entre k et k + 1 :

k,x k,Z
‘ ’XkJrl - Xk+1

| <[FX],le—dl, ¥rieRLVO<k<n-1
p

REMARK 3.1.3. 1/ D’apreés l'inégalité de Holder, on a pour p’ > p > 1
X X X X
l:Fk' }p/ 2 I:Fk ]p et [F ]p’ 2 [F }p
2/ Un flot lipschitzien implique une probabilité de transition lipschitizienne de
rapport inférieur :

[P Lap <[],
En effet, considérons une fonction lipschitzienne f de R?, on a :
~ k,x k,T
|PX (@) - PX (@) = B [£(XE7) - (XD
ko k@
< [flLip HXk+1 = Xph

< [Fip [FY], o — &

’ 1
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Dans de nombreux cas, la chaine de Markov { X} }o<k<n est une discrétisation
d’un processus Markovien {S;}o<i<7 sur un intervalle [0,T] : X} = Sy, avec ¢y =
0 <ty <..<t,=T.Dans ce cas, on souhaite obtenir des rapports de Lipschitz
du flot et des probabilités de transition de X ne dépendant pas du nombre de pas
de temps n.

REMARK 3.1.4. 1/ En regardant entre deux instants k et k + ¢, le rapport de
Lipschitz est controlé par le rapport [F~ ]p si le flot de X est lipschitzien et par le
i
Lip

rapport géométrique [PX } si sa probabilité de transition est lipschitzienne :

ko ki i ~
B [rextn)] - B[] < [P Lip uip o — &
< [FX}p\xfﬂ, Vo, i e REVO<k<k+i<n.
Pour controéler indépendamment du nombre de temps n, il suffit par exemple que
les probabilités de transition vérifient [PX] <14 % (avec C indépendant de
n c
Lip S ¢
2/ Si [Fkx]p <1+ %, alors les inégalités

Lip
n); on a alors [PX]

), < (7)< (145) <

montrent que le flot de X est lipchitzien avec un rapport de Lipschitz indépendant
de n.

Lorsque les probabilités de transition ne vérifient pas une inégalité du type
[PX] Lip < 1+ € on ne pourra plus montrer directement qu'’il existe une constante

K telle que
‘IE [f(X,S””)] ~E [f(X,S’i)} ‘ <K[flpple =, VfVr,ieRLVO<k<n

4 aide des probabilité de transition. Le rapport de Lipschitz des probabilités de
transition [P }iip entre Xy et X,, n’est pas majoré uniformément en n.

Dans ce cas, il suffit de montrer que le flot de X est lipchitzien uniformément
en n pour contrdler la trajectoire de X :

B[] — B[] < B [sup | £xp) - £X27)
< [F¥), flnip e — &, Vf.Vo, 7 €RLVO <k <n.

Ainsi, la propriété Lipschitzienne du flot va permettre de controler toute la trajec-
toire de la chaine de Markov et de donner la régularité de solution y; du probléme
de programmation dynamique générique (2.2.1). Dans l’exemple suivant, nous al-
lons illustrer un cas o le flot est lipschitzien tandis que I'inégalité [PkX ] Lip <1+ %
n’est pas vérifiée.

EXAMPLE 3.1.5. Soit W un mouvement brownien standard et ¢, = £, 0 <

k < n, une discrétisation en temps de [0,1]. On définit, pour k € {0,..,n}, X =
(X}, X?) = (W, maxo<i<x Wt,) une version discréte du Brownien et de son maxi-
mum. X est une chaine de Markov car sa probabilité de transition entre Xy et X1
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dépend uniquement de X}, et de la variable aléatoire {511 indépendante de Fy, :
Xit1 = (X,i + €g4+1, max (X,%,X,% + €k+1)) , Y0 <k<n,
= Fi (X, €x41)

ol €pr1 =Wy, — ~ N(0, ) est indépendant de Xj. En remarquant que

X,l:fi = <x1 + Wiy, — Wtk) max (xg,xl + Wiy, — Wtk))) , VO<k<Ek+i<n,Vri,zs €R
et avec l'inégalité

‘max(a, b) — max(a, B)‘ <la—al+ ‘ Va,a,b,b e R,

on obtient que le flot est lipschitzien uniformément en n :
pour x = (z1,22),% = (Z1,72) € R?, pour k € {0,..,n}

sup X,’:;m - X,]j,’w
k<k/'<n
SES P
<|| sup x1 — &1, max (mz,wl + Wiy — Wtk)) — max (m,xl + Wy, — Wtk))
kE<k'<n 0<5<i 0<5<i )

< 2)zy — Ty| + |72 — T
< K|z — 7|

En regardant au voisinage du point x; = x2 avec la norme euclidienne f = |.|
(de rapport de Lipschitz 1), on a pour « = (x1,21) et & = (1 — d,21) avec § =
|t —Z| >0etxz; —6>0:

r1—0,x
[ty

} =E[|(x; — §, max(z1,21 — 6 + €x11))]]
= (1 — §)E[|(1,1 4+ max(6, ex11))|] -

D’ou

s (xttro)] e s (st o)
= |21 E[|(1, 1+ max(0, ex41))[] = (21 = HE[(L, 1+ max(8, ex41))|]
> SE[|(1,1 + max(6, ex+1))]]

> 6v2 = 6V2[flrip

On a alors que [P ] Lip = V/2 et donc on ne peut pas controler la chaine de Markov

par le produit de probabilités de transition HZ;& [P,CX } Lip > 2% uniformément par

rapport au nombre de pas de temps n.
D’une part, on vient de voir que travailler directement sur le flot permet de
controéler toute la trajectoire ce qui n’est pas toujours le cas avec les probabilités de

transition. D’autre part, lorsque le flot est peu régulier, on montre dans la remarque
suivante qu’il peut étre préférable de s’intéresser a la probabilité de transition.
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REMARK 3.1.6. Lorsque le flot n’est pas lipschitzien, on peut avoir l'inégalité
suivante :

X X
[P JLip < [F7°], = +oe
Considére par exemple la chaine de Markov
X1 = sign(Xp)€rt1
Xo = o
ol (€);<p<,, €st une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale centrée N'(0,1)

et sign(z) = 1s>0—1y<o (de norme |sign(z)| = 1). Alors laloi de X1 ne dépend pas
Xk : Xge1 ~N(0,1). D’ou [P,CX] = 0. Cependant, le flot n’est pas lipschitzien :

Lip
on a
Xk - X857 | = Isign(lens - sign(-a)ewnll, VEEN,
=2|lex+1ll,, VkEN,Vz £0
d’ou
-
[Fk ]p = 22| —z—0 T00.

On vient d’obtenir I'inégalité extrémale suivante :
[PlﬂLip =0< [FY] =400, VkeN.

Dans les différentes applications que nous regarderons dans la suite, la chaine
de Markov n’aura pas un flot non régulier comme dans la remarque (3.1.6). La
chaine de Markov X dépendra souvent de la trajectoire d’une chaine de Markov S

Xk = (Sk, (S0, -, Sk))

comme dans exemple (3.1.5). La propriété Lipschitzienne du flot de X permettra
alors de donner la régularité des fonctions gy solutions du probléme de program-
mation dynamique générique (2.2.1).

La proposition suivante donne la régularité des fonctions ¥, et uy q sous ’hy-
pothése du probabilité de transition lipschitzienne.

PROPOSITION 3.1.7. Supposons la chaine de Markov X a une probabilité de
transition lipschitzienne et que ¢, = 1, Yk € {0,..,n — 1},Va € Ay, alors les
fonctions yy, et uy o sont lipchitziennes, Vk € {0,..,n} : il existe une constante
C > 0 telle que

K" [PX], —1
p
max{[y] Lip . [ur] Lip} < O Y]

Lip—1

La proposition (3.1.7) montre que le rapport de Lipschitz de y et u sont en
puissance de n. Ainsi 'erreur est géométrique par rapport au nombre de pas de
temps. Si le schéma nécessite une convergence en temps (c’est-a-dire que n — +00),
on souhaite réduire cette erreur. Pour cela, il faudra étudier au cas par cas (on
pourra montrer la stabilité du rapport de Lipschitz de ¥y, par rapport & n en uti-
lisant par exemple des propriétés du flot ou en obtenant une majoration du type
[T [P ]Lip < C' sur le semi-groupe de transition).
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Par souci de simplification, on notera zj pour zj 4, si 2k, est indépendant de
@ avec Zq = Uka, Ok.as Lha OU Yy o (idem pour vg(z) = vg(z,a)). De méme, on
notera ¢ o(,&) = dr,o(x), P (§)... selon la dépendance aux parameétres (a,z, ).

3.2. Options bermudéennes

On s’intéresse, ici, & évaluer une option américaine qui est une option donnant
a son détenteur le privilége d’étre exercée & tout instant durant sa durée de vie ou
A sa maturité, ou & évaluer une option bermudéenne qui est une option de type
ameéricaine ou les périodes d’exercice sont des dates discrétes. Afin de bénéficier du
privilége de I'exercice par anticipation, ’acheteur de ’option doit exercer son option
au meilleur moment possible. Cela revient a étudier un probléme de temps d’arrét
optimal, qui fut développé initialement par Snell (cf [Sne52]) pour les processus
stochastiques en temps discret. De nombreuses recherches se sont focalisées sur
diverses méthodes pour évaluer une option américaine. Des approches par arbre
binomiale (voir par exemple [CRRT79]) ou par différences finies (voir [BS77] et
[JLLI0]) peuvent étre adaptées en trés faible dimension. Cependant, augmen-
tation de la dimension du probléme a motivé le développement de méthodes de
Monte Carlo : méthode de mailles ([BG97]), des approches basées sur la régression
(|[Che97], [LSO1], [TR99], [TROO0]), sur le calcul de Malliavin ([LR02], [BT04]),
approche martingale ([Rog02]), méthode par quantification ([BP03a], [BP03b],
[BPPO5]).

Etant données une chaine de Markov X = {X}},<;, et une suite de fonc-
tions {gy : R? — R}o<k<n lipschitziennes de rapport K, nous nous intéressons au
probléme de temps d’arrét optimal :

Y, = esssupTeTk’n]E [97 (X )| Fk] s

ou 7y, représente 'ensemble des temps d’arréts & valeurs dans {k,..,n} et ¥ est
aussi appelé I'enveloppe de Snell de {gr(Xk)}o<p<p-

Il est connu que l'enveloppe de Snell {Y}, }o<k<n satisfait ¥, = yi(Xg), 0 < k <
n, ot les fonctions boréliennes y;, : R? — R vérifient le principe de programmation
dynamique suivant :

Yn(z) = gn(x) Vo€ RE
yr () = max {gx(2); E [yrs1(Xpr1) | Xe = 2]}, Vz eRLVO<k<n—1.

On rentre dans notre formule de programmation dynamique générique (2.2.1) avec
h = gn,
Gra=1 VO0<Ek<n-—1Vae Ay,
Tpo(z,u) =u, YO<k<n—1YucR,VeecRVac Ay,
Ry (z,v) = max {gx(z),v} VO <k<n—1,VzecRVvecR,
Alors 'hypothése (H,) est trivialement vérifiée pour tout p € [1,00] car X.¢g,q €

{0;1} pour A € STk = {0;1}.
La proposition suivante donne la régularité des fonctions {yx}, et {ux}x.
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PROPOSITION 3.2.1. Supposons que la probabilité de transition de X est lip-
schitzienne, alors les fonctions {y}, et {ur}, sont lipschitziennes de rapport ma-

joré par K [PX]TIL;;

Si de plus, on suppose que le flot de X est lipschitzien, alors le rapport de
Lipschitz de {yx}r et {uy}r est majoré par K [FX]Lip (uniformément en k et n).

Si l’on considére que cette enveloppe de Snell discréte en temps (par exemple, il
s’agit du prix d’une option bermudéenne) converge vers le probléme de temps d’arrét
optimal en temps continu lorque n — oo (en finance, il s’agit de I’approximation
d’une option américaine par une option bermudéenne), alors il est préférable que le
rapport de Lipschitz des fonctions {yy } £ soit uniformément borné indépendamment
du nombre de pas de temps n. C’est la cas lorsque le flot de X est Lipschitzien ou
lorsque la probabilité de transition est majorée par

C
X
[P i <1+

avec une constante C' indépendante de n (on obtient alors [PX}TIZip < eY). Nous
avons alors ’erreur du schéma par quantification majorée par

n—1
e(quantif) < C Z HXk — Xk"
k=0 P

avec la constante C' indépendante du nombre de pas de temps n.
En supposant que Xj € LPT" | on obtient finalement & 1’aide du théoréme de
Zador

n—1

. _1
e(quantif) < Cypn || Xkll, 4, Z N, “.
jk=0

3.3. EDSR avec sauts

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) ont été intro-
duites par J.-M. Bismut ([Bis73]) en 1973 dans le cas d’un générateur linéaire et par
E. Pardoux et S. Peng ([PP90]) en 1990 dans le cas d’un générateur non-linéaire.
De nombreux mathématiciens ont contribué et contribuent toujours a la théorie
des EDSR : on pourrait par exemple citer des résultats sur des estimations a priori
([KPQ97]), sur les relations avec les équations aux dérivées partielles ((BBP97]),
sur des applications a la maximisation d’utilité (JRKO0O] et dans le cadre avec sauts
[Bec05]), pour des problémes de couverture ([ELO05]), pour une extension dans la
cadre des diffusion avec sauts les travaux ([TL94]), sur une discrétisation en temps
dans (|Zha04] et dans le cas des sauts [BEO0S8]).

Différents schémas de discrétisation ont été étudiés : a 'aide d’un algorithme
appelé schéma en quatre étapes ([MPY94]), via un théoréme du type Donsker
(|]BDMO1], [PXO08]), par régression ([Che97], [JLWO05]), par quantification ([BP03a],
[DMO06], [DMO08]), par une méthode de Monte Carlo séquentielle (JGLOT]), avec
un schéma progressif ([BRO07]), par calcul de Malliavin ([BT04]).
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Considérons la solution (S,Y, Z,U) € R? x R x R? x RF de I’équation diffe-
rentielle stochastique rétrograde suivante :

Sy = So+/tb(5)dr+/ ) AW, +//ﬁ ', e)ii(de, dr),
Y: = h(St) + /f dr—/t Z.dW, — // n(de,dr),

o © := (5,Y,Z,T) avec I’ = [, p(e)U(e)A(de). W est un mouvement Brownien
dw-dimensionel, f(de, dr) = p(de,dr) — A(de)dr est une mesure de Poisson com-
pensée (avec A une mesure finie sur £ C R?#) indépendante de W. On suppose les
fonctions b, o et (., €), h et f sont lipschitziennes de rapport K . (Y, Z,U) peuvent
étre associés a la solution (unique au sens de viscosité) v de 'EDP

—Lv — f(z,v,0'Dv,I]v]) =0,
(3.3.1) o(T,z) = h(z),
ou
ov 1 12
Lo(t,x) == a(t,x) + (b, Dv) (t, ) + 5T (00’ D?v] (t,2)
+ /E {v(t,z + B(z,e)) —v(t,x) — Dv(t,z)B(x, e)} A(de),
I)(t, z) == /E {v(t,z+ B(z,e)) —v(t,x)} A(de),

avec Y = v(t,S;), Zi = o(Si—) Du(t,Si—) et Uile) = v(t,Si— + B(Si—,e)) —
’U(t7 Stf).

Tout d’abord, donnons la discrétisation en temps. On se donne une grille ré-
guliere 7 = {t; =kZ,0 <k <n}. On approxime le processus S par son schéma
d’Euler habituel S7 :

Steps = St TO(SE) (trr1 — ) +0(S5) (Weyyy —Wey) / B(SE,, e)n(de, (tr, tr+1])-

Le schéma d’Euler (Y™, Z™,T'™) est construit de maniére rétrograde :

T

Z, =E|Y[

Wtk-+1 — Wtk | i
k I tht1 tk+1 _ tk tr
= [ fE pe e, (tis th1])
T =E |, fk+1 A

Yt‘: =E tk+1|Stﬂ;s:| + f( tht1? { tk+1|S } Ztk’F )

ot Y;" = h(S] ). L’article ((BEO8]) donne la convergence de I’algorithme en temps
(nous donnerons aussi la convergence dans le cas plus général pour des edrs avec

réflexions, cf la partie suivante).
Ce schéma rétrograde est un cas particulier de notre formule de programmation
dynamique (2.2.1) avec les notations suivantes : la chaine de Markov associée vaut
STF

tro

VO <k <n,
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et nous avons yi(Xy) = Y, vérifiant le principe de programmation dynamique
générique (2.2.1) :

Ok (Sk+1) = (LWtHl - Wtka/Eﬂ(e)ﬁ(de’ (tkatk-i-l])) ;

T
Ty (2,u) = uy + — f (2, u', %uQ, %u?’), zeRYu=(u',u?u?) € R x RW x R,
n

Ri(z,v) =v, VzeRYVWoeR.

Le lemme suivant permet de controéler les diffusions avec sauts sur un pas de
temps.

LEMMA 3.3.1. Soit d € N*. Soit p € [1,4+00[. Soient z,b € R‘J, G € RJXdW,
B € R¥%e yérifiant |z| =1 et
existe une constante Cp, prr > 0 (dépendant de p, M et T') telle que

5‘ el ’ﬁ magjoré par une constante par M > 0. Il

T -~ C
T bg + J(Wtk+1 - Wtk) + _/ 5(6)/L(dea (tkvtk+1]) <1+ p,M,T’
E p
T -~ C
\ b+ o Wi~ W)+ [ Beme, ()| | < 220
n E p n2ve

Le controle de la diffusion donné par le lemme précédent donne la régularité
lipschitzienne du flot.

COROLLARY 3.3.2. Le flot de X est L, -lipchitzien pour p €]1,+00] et il existe
une constante C, > 0 (ne dependant que de p) telle que

[F,jf]p <1+ % Vk € {0,..,n — 1}.

Le lemme (3.3.1) permet aussi d’obtenir la stabilité du schéma en temps sous
L, pour p €]1, +o0].

COROLLARY 3.3.3. L’hypothése (H,) est vérifiée ¥p €]1,400].

La proposition suivante nous donne la régularité de yy, ce qui donne la vitesse

de convergence grace au théoréme de Zador. La méthode des gerbes en approxi-
A ) -W,

mant &1 par {g+1 par une méthode de quadrature (par exemple avec t’““h Tk
approximé par une loi binomiale ou trinomiale) nécessite une certaine régularité.

On note C}* I’ensemble des fonctions m-fois différentiables & dérivées bornées.

PROPOSITION 3.3.4. Les fonctions {yx}r et {ug}r sont lipschitziennes de rap-
port bornées uniformément en k et n.
Si on suppose, de plus, que les fonctions b, o, 3(.,e), f,h appartiennent a C]* pour
m € N*, alors y, € CJ* (avec une majorations des dérivées indépendantes de n
et k) : il existe une constante L > 0 (indépendante de n) telle que |D%yi| < L
Ya = (aq,..,aq) € N? vérifiant 1 < ag + ... + ag < m.

La propriété lipschitzienne de la solution y donnée par la proposition précédente
permet de majorer l'erreur du schéma par quantification :

p

n—1
e(quantif) < CZ HXk — X
k=0

avec la constante C' indépendante de n.
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Le théoréme de Zador permet d’obtenir I'inégalité suivante
n—1 .
e(quantif) < Cpn || Xkl Z N, “.
jk=0
REMARK 3.3.5. Ainsi dans le cas continu (8 = 0) et avec tous les paramétres

appartenant & C?, la convergence de l'algorithme par grille (méthode des gerbes)

Wipr =Wt
h

converge si on approxime les variables aléatoires &1 =  par la loi bino-

miale )
P { - ﬁ:l} .
< gk—&-l 1<i<d) 2d

De plus, si X, = W;,, cette méthode des gerbes appliquée sur la grille de quantifi-
cation optimale I'y (de X) avec le nombre de points Ny, > (1 + k)? s’identifie & la
méthode de I’arbre binomiale.

Le corollaire suivant donne un résultat théorique intéressant sur la régularité
sur la solution de ’EDP (3.3.1). En effet, la convergence (voir [BE08|) du schéma
discret en temps qui est uniformément réguliére (3.3.4) entraine la régularité de la
solution de ’équation différentielle stochastique rétrograde.

COROLLARY 3.3.6. Si on suppose de plus que les fonctions b, o, (., ¢), f, h ap-
partiennent a C;* pour m € N*, alors la solution x € R? — y(t,z) de solution
I’EDP (3.8.1) appartient o CJ".

3.4. EDSR généralisée

Ici, on s’interesse aux équations différentielles stochastiques rétrogrades avec
double reflexions. Les EDSR avec une barriére sont liées aux problémes de temps
d’arréts optimaux (comme pour les options américaines), on pourra citer ((KKP+97])
et ((BP03al), ([BCO08|) pour les approximations numériques. Avec deux barriéres,
ces équations peuvent évaluer une game option (voir [Kif00]), c’est-a-dire une op-
tion ot ’acheteur et le vendeur peuvent excercer le droit de acheter ou vendre I’op-
tion & des prix convenus. L’existence et 'unicité des EDSR avec doubles réflexions
sont étudiées dans ([CK96]) dans le cadre continu et dans ((CMO08]), ((HHO06])
dans le cas avec sauts. Des schémas sont développés pour le processus progressif
continu et non path-dépendant dans ([Cha09]), ([OtmO08], ([Xu08)]), ([Kif06]) et
dans le cas général dans la partie sur la discrétisation en temps des BSDE avec
doubles barriéres.

Le processus progressif X est markovien, pathdependant (comme pour les op-
tions asiatiques, lookback...) dans un modéle & saut.

Considérons la diffusion S solution de 1’équation

Sy = So +/0t b(ST)dr+/0ta(Sr)dWT +/Ot/Eﬂ(Sr_,e)u(de,dr)

ou W est un mouvement brownien dy -dimensionel et ou 7i(de, dr) = p(de,dr) —
A(de)dr est une mesure de Poisson compensée (avec A une mesure finie sur £ C R9?)
indépendante de W. On suppose les fonctions b, o et 3(.,e) lipschitziennes et 3
bornées. On construit le processus de Markov X = (S, P) de maniére suivante :
pourt>s >0

X = (St, @4 ((Ss)o<s<t))
X = (Sta Ps,t (Xsa (Su)sguﬁt))



3.4. EDSR GENERALISEE 63

avec @, et ¢, des fonctionnelles L>°-lipschitziennes déterministes (®; = ¢g,). On
s’intéresse a I’équation différentielle stochastique rétrograde réfléchie suivante :

Y, =h(Xr)+ [ f ds—l—(K* K" - (Kp — K;)
—ft ZsdsWy — ft [ Us(e)u(de,dr) Vte[0,T], P—p.s.

1(X3) <Y, <g(X) VtG[O T} P—as

et [ (Yo —UX ) dES = [ (Vs — (X)) dK; =0 P—a.s.

ott K* are continuous non decreasing, © := (X7 Y, Z,T) avec T = [} p(e)U(e)\(de)
et l < h <u.

On suppose les fonctions f, h, [ et g lipschitziennes.

Les articles ([CMO08]) et ((HHO06]) donnent ’existence et I'unicité de la solution
Y sous ces hypothéses.

Notons 7 = {t;} avec t; = L V0 < i < n, n(t) = sup{t; € 7|t > t;} et
(S7)o<i<y, le schéma d’Euler de S

ST, = ST+ b(SE) (i1 — ) + 0(ST) (Waus, — Wa) + / BST , eY(de, (t, tisa]).
E
On définit alors I'approximation X™ de X par

Xﬂ;Jrl = (SZ:+17(pti7ti+l (XtT:ﬂ (S;r(s))tiﬁsﬁti+1)> .

REMARK 3.4.1. {X,}o<i<r est un processus markovien. En effet, soient 0 <
s <t<Teth:R*— R une fonction borélienne bornée, on a

E [A(X)|Fs] = E [ (St, 05,0 (X, (Su)s<ust)) [ Fs]
=E [h (Sta Ps,t (XS7 (Su)sgugt)) ‘XS7 Ss]

car S; est un processus markovien et ¢, ; est déterministe. Comme S; € o(X;), X
est Markovien :

E[h(X,)|Fs] = E[A(X,)|X,], Y0<s<t<T.

De meéme, son approximation en temps Xi est une chaine de Markov. En
effet, comme {S7} _._ ~ est une chaine de Markov et ST € o(X]) pour tout
i€{0,..,n},ona

E [h( t )| T } = [ (SZH,S@ti,tm (XZL (S::(s))tiSSSti+l)) \fu}

h
[h (Sta Ps,t (Xsa (Su>s§u§t>) |Xtﬂ; ) SZZ]
= E [n(X7, X7

On s’intéresse & 'algorithme étudié dans (voir chapitre suivante) vérifiant la
programmation dynamique descendante suivante :

Yn(x) = h ()
up(z) =E {yz+1(Xﬂ;+1)¢k(§k+1)|Xﬂi =z

yr(x) =1(x) VvV (uk(x) %f(x,u,lc(x), %ui(x), %ui(z))) Ag(x), VzeR? V0O<i<n.



3.5. EDP PARABOLIQUE TOTALEMENT NON LINEAIRE 64

Ce schéma peut se réécrire dans notre programmation dynamique générique (2.2.1)
avec

¢k (€k+1) = (L Wtk+1 - Wtka/Ep(e)ﬁ(de’ (tk’tk+1])) ’

uk(e) = B [y (X7, )IXT = 2],

1 n n
1 1 2 3,
T (x,u) =u +—nf(x,u ,—Tu ,—Tu ),

Ri(z,v) =1(x)VvAg(z), Vke{0,.,n—1},Vzc R VuecR.

Le chapitre suivant donnera la convergence de cette discrétisation en temps. Elle
montrera aussi que les fonctions sont yi et uy sont uniformément lipschitziennes.
En outre, 'hypothése (H,) est vérifiée Vp €]1, +o0] (la preuve est identique que
celle du corollaire (3.3.3)).
Ainsi, la régularité de y, et uy et la vérification de ’hypothése (H,) entrainent
la stabilité du schéma en temps sous L, pour p €]1,+00] et la convergence des
schémas par quantification :

n—1
e(quantif) < CZ HXk — X5 ’
k=0 p

avec la constante C indépendante de n. On obtient finalement & ’aide du théoréme
de Zador

n—1

. 1
e(quantif) < Cyp., ||Xk\|p_~_77 Z N, *.
jk=0

3.5. EDP parabolique totalement non linéaire

On dit que (Y, Z,T, A) est une solution d’'une EDSR du second ordre (voir
[CSTV086)) si

dX; = o(t, X;)dW,,
dYy = —f(t, Xy, Yy, Z4, Ty)dt + Zyd Xy,
A7, = Aydt + ThdX,,

(3.5.1) Yr = h(X7).

Considérons I’équation aux dérivées partielles parabolique non-linéaire suivante :

Lv+ f(.,v,Dv,D*v) =0 sur [0,T) x R?,

(3.5.2) v(1,.) =h sur RY,
ou L est Popérateur linéaire du second ordre défini par :
1
Lv:= % + (b, Dv) + gTr [o0’ D?v]

avec b, o de Ry x R? dans R? et M? et la partie non linéaire est donnée par la
fonction f : (t,x,7,p,7) E Ry x REx R x R4 x 8y — f (t,x,7,p,7) € R.
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Alors sous de bonnes conditions de régularités de v solutions de 'EDP (3.5.2),
Particle (JCSTV06]) montre que

Y, = v(t, Xy)

Zy = Do(t, Xy)

I'; = D%u(t, X;)

Ay = (& + L)Du(t, Xy)

est solution de PEDSR du second ordre (3.5.1), ou £ est le générateur infinitésimal
du processus X.

Ainsi, la résolution numeérique de la 2-EDSR (3.5.1) permet de déterminer la
solution de 'EDP (3.5.2) d’une maniére plus adaptée que la méthode des différences
finies lorsque la dimension est importante. Ces équations sont appliquées en finance
par exemple pour des problémes de sur-réplication en modéle de volatilité incer-
taine (voir [ALP95], [GV02]), sous contraintes gamma (voir [ST00], [CSTO05]),
de couverture avec cotts de transaction (voir [Lel85]).

Soient n € N* et la discrétisation en temps {tp < t; < .. < t, = T} avec
ty = ’%T pour k = 0,...,n, on définit la discrétisation par le schéma d’Euler de la
diffusion correspondant & 'opérateur L :

_ _ T _
Xk-i-l = th+1 = th + b(tkvth)E + O(tkath) (Wtk+1 - Wtk) .

On estime v(t,z) par yrp(zr) définie de maniére rétrograde par programmation
dynamique :

yn(x) = h(x), Vx € R,
k,x T k,x d
yp(z) =E [ykJrl(XkLrl)} + Ef (tkﬂf,E [yk+l(Xk;rl)¢k(l‘7Wtk+l - Wt““)D , V0<k<n-—1,VxeR%

On rentre dans notre formule de programmation dynamique générique (2.2.1) en
prenant

2 ZI
or(z,w) = [1,(0)7" %, ()" wTigda_l , VzeRYVuweR?
o ()
T
Tk (x,u) = ug + gf(tk,a?,u) , Vke{0,.,n—1), VzeR:Vu= (uy,usuz)€R xR xR

Ry =1.

On suppose de plus que la fonction f est bornée, lipschitzienne en (r, p,~) et ellip-
tique et strictement dominée par la diffusion de 'opérateur L, i.e. il existe € > 0 tel
que

0<V,f<(1l—¢od
Le lemme suivant donne la stabilité L., de ’algorithme.

LEMMA 3.5.1. Les hypothéses (Hx) et (Pp) pour p € [1;+00] sont vérifiées
(d’ot une stabilité Lo, de l’algorithme).

Dans larticle ([FTW11]), la convergence en temps est montrée et la pro-
priété lipschtzienne de y; (uniformément en k) est prouvé. En la combinant avec
la condition (Hs) (qui est vérifiée), on a la convergence par les trois méthodes de
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quantification proposées avec une vitesse géométrique en le nombre de pas de temps
n:

)

n—1
e(quantif) < C" Z HXk — X
k=0

et a ’aide du théoréme de Zador :

n—1

e(quantif) < Cpy | Xell,py S Nyt
jk=0

3.6. Maximisation d’utilité exponentielle sous contrainte

L’utilité permet de modéliser les préférences d’un agent financier (voir [Mer71]
un article pionner sur 'allocation de portefeuille), de donner un prix d’une option
par indifférence (notion introduite par [HIN89]) dans un marché incomplet.

Soit X une chaine de Markov & valeurs dans R?. On considére un portefeuille
de richesse finale h(X,) — Z?’;ol mi.(Xix1 — X;) avec les contraintes 7 € A =
{Ap, ..Ay—1}. On souhaite maximiser l’espérance de l'utilité de ce portefeuille sur
l’ensemble des stratégies admissibles (i.e. m, € Ay, Vk € {0,..,n — 1}), c’est-a-dire
résoudre la maximisation suivante

)

ouu:x €R — —e 7" est la fonction d’utilité exponentielle avec une aversion au
risque 7.

Comme la fonction exponentielle est additive, cela revient & optimiser un por-
tefeuille sous les contraintes 7, € Ay, :

exp (—7 <h<xn>—zm.< - >>>|Xk]
1=k

avec yi(Xo) = vo. La fonction valeur y vérifie le principe de programmation dyna-
mique rétrograde suivant :

) = L P

Yn = exp —7h,
yr(2) = inf E [eW-(Xffl—ﬂka(X,’jfl)} , Vke{0,...,n—1},Vz € RY,
Tk k

qui peut se réécrire sous la formulation de la programmation dynamique géné-
rique (2.2.1) :
() = exp —vh(z),

V"T’C k+1_w)
)

(bk T (.’L‘ §k+1

[ KDy, (x|, Vae Ay,

kar( Z,u

) =

)

Uk, a(T)
)
Ri(w,u) = inf u(z,a), Vk€{0,..,n—1}Ve € R Vu € R
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On consideére la grille 7 = {¢; = iZ|0 < i <n}. Considérons le schéma d’Euler
S € R4 d’une diffusion avec saut :

Sk+1 =S+ b(Sk)(thrl — tk) + O’(Sk) (V[/vtk_'_1 - Wtk) -‘r-/ ﬁ(Sk,e)ﬁ(de, (tk,tk+1]),
E

ou W est un mouvement Brownien dy -dimensionel et zi(de, dr = u(de, dr)—A(de)dr
est une mesure de Poisson compensée (avec A\ une mesure finie sur £ C R?F)
indépendante de W.

On construit le processus de Markov X = (9, P) € R? de maniére suivante :
pour k' > k

Xy = (Sprs Prr) = (Sks P (X, (Si)r<i<ar))
avec ® L>-lipschitzien : il existe une constante C' > 0 telle que VX, X’ € R
V{Si}ogign ) {Sz(}ogign € Rdsx(n+1)

@ 1 (X, (Si)k<i<h) — P (X', (S)<i<i)| < C|X = X'|4-C o 1S; = Sil, VO<k<K <n.
_Z_ !

On note @4 (X, Sk, Sk+1) = Prkt1(Xk, Sk, Skr1)-
On suppose que les fonctions b, o et (3 sont bornées et Lispchitziennes, alors le
corollaire (3.3.2) implique que X a un flot Lo-lipschitzien :

E[sup Xik’x—Xik’i

k<i<n

2
] < Cyle—z°, Vz,ieR

)

On suppose maintenant que Ay = (A,(CS ,0) avec A,(CS) C R% compact (en finance,

cela revient & dire que ’on peut acheter ou vendre dynamiquement que de l’actif S
et non tout X).
Le lemme suivant donne la stabilité de I’algorithme sous L,,.

LEMMA 3.6.1. Pour p €]1,+00|, Uhypothése (H,) est vérifiée.

La proposition suivante donne la régularité de ’approximation ¥, et permet
d’obtenir la vitesse de convergence des algorithmes par quantification optimale :

PROPOSITION 3.6.2. Les fonctions yj, et ui, sont bornées et lipschitziennes
uniformément en k, n et a.

La propriété lipschitzienne de la solution y donnée par la proposition précédente
permet de majorer I'erreur du schéma par quantification :

n—1
¢(quantif) < C HXk - Xk"

avec la constante C indépendante de n. On obtient finalement & ’aide du théoréme
de Zador

n—1

. 1
g(quantif) < Cypy ||Xk‘|p+77 Z N
jk=0
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3.7. Optimisation d’un processus de Markov contrélé

3.7.1. Introduction. On considére un processus adapté de controle a : Q x
{0,..,n — 1} — A. On note A un ensemble de contrdle admissible. Soit un controle
donné a = (ag, a1, ...,an,—1) € A, on considére un processus de Markov controlé X
a valeurs dans R et défini sur un espace de probabilité (2, F,P?) avec Xy = z et
un noyau de transition de type suivant :

Xit1 = Fr(Xp, Eog1, an),
ie.
P* (Xp41 € dy| X = z) = Py (@, dy).

Ainsi, on suppose que la distribution de X, conditionnée & F est gouvernée par
un noyau de transition P* (X, dy) (sur un pas de temps) qui est & son tour controlé
par ar. Dans ce cadre, nous considérons le probléme de controle optimal suivant :

p(X) = swp B | 37 (X5, 0) + (X)X

a€A k<i<n

On suppose maintenant qu’il existe une mesure de référence P* équivalente a P¢
telle que

E [G(Xpt1)| Xk] = E* [G(Xpt1) k0 (Xk, Eg1)| Xi],  a € A,

avec P} (z, dy) = P*(Xi41 € dy| Xy, = z) et la fonction ¢y, o(z, y) satisfait ¢p > 0 et

E* [¢k,a( Xk, E+1)[ Xi] = 1.
Alors le principe de programmation dynamique générique (2.2.1) devient :

yn(x) = h(),

Xk, a
Yr(x) = sup B {fk(k) + Ui (Xi1) | X = 95]
acA n
Xk, a
= SUBE* [fk(nk) + Y1 (Xit1) Okya (Xies Eog1)| X = l’} , Y0<k<n-1VzeR%
ac

ce qui donne dans la formulation du schéma (2.2.1) : Ty o (z,u) = f’“(g” Q) 4oy et
Ry, (x,v) = sup,e 4 v(a).

Comme E* [|¢ o (X, Ek+1)| | Xk] = 1, Phypothése (Hs) est vérifiée si on sup-
pose la fonction fj, lipschitzienne.

3.7.2. Exemple. On cherche & approcher la solution de I'inégalité variation-
nelle du type

max {SUP(EGZJ + f(t,z,y,a)),y — 9} =0,
acA

y(T,z) = h(x), VreR%
avec h > g et ot L® est le générateur infinitésimal d’une diffusion avec saut :
1
L% = 8tu+ua(x)amu+§Tr(6muaa —|—Z (t,z + B(x,e)) —u(t,z)) va(e)
eck

pour u € C? et avec E un ensemble fini. On suppose que 0,0 > el; Va € A et que
les fonctions f et g sont lipschitziennes.
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En prenant X défini par le schéma d’Euler associé au générateur infinitésimal
L (avec un pas de temps % <inf, . ﬁ) :

X1 = X + pa(Xe) -+ 0a (KAWL, + 3 (X, i,
c€E

avec AWE | ~ N(0, %Id) sous P? et b](CJrl o € Fi+1 indépendantes de Fy, de loi de
Bernouilli P“(bf:;rl =D =rvi(e) L =1- P“(b,(ci)l’a =0).

Définissons v, : E — R par v, (€) = sup,c 4 va(€) et prenons o, vérifiant o, (z)o? (z) >
ou(r)ol(z), Vo € R% Va € A. Soit b,(fll € Fi4+1 indépendantes de Fy, de loi de
Bernouilli P* (bf:j_l,a =1)=vu(e)l =1- ]P’*(b,(igl’a =0).

Sous P*, X suit la dynamique

T e
Xpp1 = X + M*(Xk)g + 0 (XR) AWigr + Y B(Xs, )bz(wh
ecE

avec AWg11 ~ N (0, %Id) sous P*. Les propriétés de o, et v, ont été choisies pour
que X soit plus diffus sous P* que sous P?, ce qui va rendre ’algorithme plus stable
(en norme 1L?).

Supposons qu’il existe une fonction ¢ > 0 et &1 v.a. telle que

E® [G(Xk+1)| Xk]) = E* [G(Xgt1)Ok.a(Xk, Ept1)| Xk
E* [fr,a (X&) Erg1)| Xi] = 1.

Nous pouvons alors définir notre approximation de la solution de I’inégalité varia-
tionnelle par programmation dynamique rétrograde générique (2.2.1) :

Yn(z) = h(z),
ve(z,a) = Th,o (2, B [G(Xp11)Ok,0( Xk, Eot1) | Xk = 2]) ,
yr(x) = max {Sup Uk(%a);g(m)} ,

acA

avec Ty o(z,u) =u+ L f (5L 2 u,a).

La convergence du probléme de controle en temps discret au cas continu pour-
rait étre prouvé par des arguments probabilistes (voir [KID85]) ou par une approche
avec des solutions de viscosité (voir [BS91]). On suppose maintenant que la dis-
crétisation en temps converge, on ne va s’intéresser qu’a la discrétisation en espace
par quantification.

Le lemme suivant précise la forme de ¢y, , pour le processus de Markov controlé.

LEMMA 3.7.1. On a

Ok ( Xk, E1) = Qa(Xi Wi g — Wap) [T 609 (6],
ecFE

avec

e = (W= (42) ., )
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et

B |det(cr*of 5T

Qk,a(xa w)

2
|% lwl2=|og L@ ox @ wt L (na—ps) ()]

|det(0q07 (z))
La convergence du schéma par quantification nécessite les hypothéses (P,) ou

(Hp) qui sont vérifiées par le lemme suivant.

LEMMA 3.7.2. Les hypothéses (Pp) et (Hoo) sont validées pour p €]1,400].
Sl n’y a pas de controle sur o, (i.e. 0. = 04), Uhypothése (Hp) est vérifiée
pour p €]1, o0].

Pour obtenir la vitesse de convergence des algorithmes, on a besoin de connaitre
la régularité de y; donnée par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.7.3. Les fonctions yi. et uy,q sont lipschitziennes uniformément
par rapport a k et n.

La propriété lipschitzienne de la solution ¢y donnée par la proposition précédente
permet de majorer I'erreur du schéma par quantification :

n—1
¢(quantif) < C’Z HXk - X5 ‘
k=0 P
avec la constante C' indépendante de n. On obtient finalement a ’aide du théoréme
de Zador

n—1

. _1
E(quantlf) S Cd,p,n ||X}€Hp+n Z Nk ‘.
jk=0

REMARK 3.7.4. Cette méthode de résolution de problémes d’optimisation d’un
processus de Markov controlé a de nombreuses applications : problémes d’investisse-
ment irréversible, modéles de versement de dividendes d’une firme dans [CTZ03],
valorisation d’options avec des paramétres incertains (surréplication en volatilité
incertaine o, dans [ALP95], maximisation du prix par rapport a un ensemble de
probabilités martingales en marché incomplet).

3.8. Option americaine en information partielle

3.8.1. Introduction. Nous allons maintenant nous intéresser & un domaine
de controle en finance : les problémes avec observation partielle (voir par exemple
[KB61], [Ben92]). Plus précisément, nous souhaitons évaluer une option améri-
caine en information partielle. Des schémas numériques ont été proposé par quan-
tification (voir [PP05a], [PRS05]) et par une méthode de filtre a particules et
regression (voir [Lud09]). Nous nous placerons dans un cadre plus général avec
une démonstration différente de la convergence de notre schéma (reposant sur le
flot du processus observable).

On considére un temps discret {tp =0 < t; < .. < t, =T} (avec t;41 — t; <
%), un processus partiellement observé (V,S) ot V représente le processus d’état
ou de signal qui peut ne pas étre observé, tandis que S représente 1’observa-

tion. Le processus signal {Vi} <<, est une chaine de Markov a valeurs dans
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E = {vy,..,u} un ensemble discret (#(E) = m). L’observation Sy & valeurs dans
R?s est telle que la paire (V,S) est une chaine de Markov. La loi de S; condi-
tionnellement & (Vi—1,Sk—1,Vx) notée qrp(Vi—1,Sk—1, Vi,ds) admet une densité
9k (Vie—1,Sk-1, Vi, 5).
Notons (F;) la filtration engendrée par I'observation S et IIj la loi de Vj
conditionnellement au filtre F;’
I, =P (Vi =w|F;), Vi<i<m.

II; peut étre identifiée & un vecteur aléatoire & valeurs dans le simplexe K, de R™
de dimension m — 1 :

K, = {7‘[‘: (ﬂ—l) eleﬂ_i >0,1 Sigm;|7T|1 :Zﬂ.i = 1}_
=1

Le couple (I, Sk)o<p<,, st une (P, (F;7), )-chaine de Markov.
Soit p la loi discréte initiale. La formule de Bayes donne la loi de II & valeurs
dans R™ :

Iy = P(Vo = v;)
=ut, VI<i<m.
Iy, = {P (Vi = vi|llk—1, Sk—1, %) 1 <icom

_ {P (Ve = vi} N Hp—1|Sk-1, Sk)}
P(kal‘skflask) 1<i<m

_ GPy(Sk-1,SK) M1
|G Py (Sk—1,5k) k1|,
ot GPy(Sk—1,Sk) est une matrice aléatoire de taille m x m donnée par :
GPy(Sk—1,Sk)ij = gr(vi, Sk—1, 05, Sk)P (Vi = vj|Vi—1 = v;)

On considére P un processus dépendant de la trajectoire de S a valeurs dans
R?” sous la forme :

Pk’ = (I)ch’ (Pk7 (Si)kgifk/)
= (I)k’ (P}glfhsk’flask/) .

On note Z = (Sk, P) € R? avec d = dg + dp. Par exemple, P pourra représenter
une option asiatique ou lookback en finance.

Alors (Vi, Sk, Pi) est une (P, (Fy),)-chaine de Markov & valeurs dans E x
Res x R et X}, = (Ilj, Sk, Pi) est une (IE”, (}",f)k)—chaine de Markov & valeurs
dans K, x Rs x ReP,

Simulation de la Fy -chaine de Markov (X},),. Pour k = 0, X, est un vecteur
déterministe valant Xo = (u, So, Pp). Pour k > 1, partant de X1 = (II_1, Sk—1, Pr—1),
¢ on simule V;_1 selon la loi de probabilité II;_, puis on simule V}, sachant

V-1

© on simule Sy, selon la probabilité la probabilité de transition gx(Vi—1, Sk—1, Vi, ds),
puis on calcule Py, = ®5_1(Pgr—_1,Sk-1,5%);

o on calcule I selon la formule

1, = GPy(Sk—1,5K) M1
|G P(Sk—1,Sk) T i1y
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3.8.2. Valorisation d’une option ameéricaine en information partielle.
Ici, on peut considérer par exemple que S représente les actifs risqués et V' le
processus de rendement et/ou la volatilité de Pactif.

On cherche maintenant & résoudre le probléme de temps d’arrét optimal sous
observation partielle :

Vi, Z
Up = Sup E Z M =+ h'r(V'rv ZT)
€15, |o<k<r n

ou 7,%, est I'ensemble des temps d’arrét adapté a la filtration observable F7 =
o (Si,1 <i<u)=0(Z;,1<4i<u) avaleurs dans {k,...,n}}.
Introduisons les fonctions :

fk(’fﬁ Z) = Z fk(vi, z)7ri
i=1

ot Fiy(2) = (fr(vi, 2))1<icm €t He(2) = (hi(vi,2))1<i<p- Or, pour 7 € Ty, on a

~ [ (Va, Z1) _ - _ Je(Vi, Zi)
E kz-oin +h(Ve, Z,)| =E 2017:] > T e (Ve Zy)

0<k<j
- SV, Z
B (Y1) 3 e MERER e s 2)15)
j=0 0<k<j

n

fe(ly, Z)
=E > 1L¢ Y —,, +thil 7))
i—0 0<k<j

=K i M+ilT(XT) :

n
0<k<r

et par conséquent

ug = sup E i 15 (Xe) + ho(X;)

n
TE’ZVOS:H OSk}<T

Comme X est une F°-chaine de Markov, il s’agit maintenant de résoudre un pro-
bléme d’arrét optimal en information compléte. Pour 0 < k& < n, on considére les
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fonctions yy : K,, x R — R définies par :

Vi, Z
yk(-r) = sup E Z M + hT(VT7 ZT)‘X]C =T
€T, |o<k<r n
Fxkey
= sup E Z M + hT(Xf,T>
TeTk),(n _kSi<T "
Par le principe de programmation dynamique, on a ug = yo(Xo) (avec les

mémes notations que sur la partie sur la convergence des algorithmes par quantifi-
cation) avec la fonction yy, : K,, x R? — R définie par la formule rétrograde :

Yn(2) = hp(x), Ve K, xR?,

yr(x) = sup {ﬁk(x), fkfllﬂ) + E [yk+1(Xg+1)| Xk = 1’]} , Vze K, xR

A0 ¢ TN .
= sup E Z %—i—hT(Xf’l)

S
S k<i<r

On a réussi a formuler I'algorithme dans le cadre de la programmation dynamique
rétrograde (2.2.1) avec h = hy,, Tgq = Ig €t

Ry (z,v) = sup {izk(z), fkéz) + v} . VzeElvveR.

LEMMA 3.8.1. Les fonctions fk et hy, sont bornées par K et lipschitziennes de
rapport 2K.

Les fonctions fk et g, étant uniformément lipschitziennes, 'hypothése (H;) est
trivialement vérifiée. Pour obtenir la convergence des algorithmes par quantification,
il suffit de montrer que y; est uniformément lipschitzienne. Pour cela, nous avons
besoin de régularité de la chaine de Markov X.

ASSUMPTION 3.8.2. On suppose que les fonctions fi et hy sont bornées lip-
schitziennes, que S a un flot lipschitzien et la fonction ® est lipschitzienne. Plus
précisément, on suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que Vk € {0, ..,n—1},
Yv e E, V{Si}ogign , {gi}ogign € R, Vp,p € Ré,

Sl}ip {|fk|oo NPl s [fk]Lip ) [gk]Lip} <K,
|, (P, (Si)k<i<ir) — Prer (B, (5i)k<i<ir )| < K {|P -pl+ S |si — S'L}

Sk,(v,sk) . Sk,(v,gk)

i i

E[sup }gzﬂsk—su.

k<i<n

LEMMA 3.8.3. Sous cette hypotheése, le flot de Z est lipschitzien, c’est-a-dire il
existe une constante C > 0 telle que Y0 < k <n, Yv € E, ¥z, 2’ € R¢

Z;;;(’U»z) _ ZZ;(vxz)

]E{sup ]§C|z—§|, Vz, 2 e RL

k<k/<n
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REMARK 3.8.4. Cette derniére inégalité est vérifiée si, par exemple, S est le
schéma d’Euler d’une diffusion avec saut :
T T T
Sk+1 = Sk + b(Sk, Vi, Vk+1)g + 0 (Sk: Vi) Wi g1yz — Wiz ) +/ B(Sk, a, Vi) s (daa (kgv (k+ 1)n]> )
n A
Vi1 = Tk (Vk» (WS)kTTSSS(k+1)% 7(us(da, ds))aeA,kTT<s§(k+1)% 7€k+1) )

ou les fonctions b, o et § sont bornées et lipschitziennes par rapport & la variable

Sk

PROPOSITION 3.8.5. y;, est bornée et lipschitzienne avec un rapport de Lipschitz
indépendant de k et n.

La propriété lipschitzienne de la solution y donnée par la proposition précédente
permet de majorer I’erreur du schéma par quantification :

e(quantif) < Crf HXk - X’“HP
=0

avec la constante C' indépendante de n.

REMARK 3.8.6. L’article [PRSO05] donne une vitesse de convergence en ex-
ponentielle du nombre de pas de temps n. Ici, en montrant que yi est lipschit-
zienne uniformément par rapport & k et n, on obtient une vitesse de convergence
linéaire par rapport & n. On a utilisé la propriété de Lipschiz du flot de Z sans
avoir d’hypothéses contraignantes sur la densité g de la loi de Sy conditionnelle
a (Vk—1,Sk—1,Vk); nous avons juste besoin de l'existence pour pouvoir simuler
le couple (Ilg,Sk). A l'aide d’hypothéses assez fortes sur la densité g, larticle
[PRSO05] montre que la fonction valeur yj est lipschitzienne avec un rapport de
Lipschitz en exponentielle de n.

3.9. Preuves

3.9.1. Options bermudéennes. La proposition (3.1.7) donne le rapport de
Lipschitz de y;, et uy o pour le schéma avec ¢ = 1 quand la probabilité de transition
de X est lipschitzienne .

DEMONSTRATION. Supposons que la probabilité de la chaine de Markov X est
lipschitzienne.

Initialement, on a [yn]Lip = [h] <K.

Lip =
Pour k < n, comme on considére ¢, = 1 (uj, est indépendant de a), on a
ur = PXyr11 avec le rapport de Lipschitz

X
[kl Lip < [P ] Lip [rnlLip -
Comume les fonctions Ty et Ry, sont lipschitziennes de rapport K et yi(z) = Ry (z, Tk (z, ug(z)))
Vz € R on a
elLip < [BelLip + [BrlLip (TklLip + [BrlLip [uslLip
e
< (K +K?) + K [P¥] 14 ealLip

En sommant, on obtient finalement

n—1 o
[yilLip < (K + K%Y K" [Px]iiﬁ
i=k



3.9. PREUVES 75

et donc

K™ [PX]{s, —1
mkax{[yk]Lip Juklpipt <€ I [EDX]]LIP

Lip— 1
0

La proposition (3.2.1) donne le rapport de Lipschitz de yi et ug, pour le
probléme d’enveloppe de Snell.

DEMONSTRATION. Supposons la probabilité de transition de X lipschitzienne.
Pour k£ = n, y, = g, est lipschitzien de rapport K. Pour k < n, comme u; =
P ;;X Yk+1, Ol & :

[welLip = [P Lip We+lLip -

L’inégalité ‘max(a, b) — max(a, 5)‘ < max(|a — al,

b— 5‘) et la lipschtziannité de
gr. de rapport K impliquent

lyr(2) — yx ()| = [max (gx(2), up(z)) — max (g (%), us(¥))|,  Va,& € RY,
< max (|gp(x) — gr(2)|, |Jur(z) — up(2)|), Va,z € RY,

< max ([gk]Lip |l — ], [PkX]Lip [yk+1]Lip |z — ;%|> ., Vr,i € R

Dol [yy]yp, < max (K, [PkX]Lip [yk+1}Lip) et on obtient finalement de maniére
rétrograde

n—1
X
[yr]Lip < max (K T P [?/n]Lip>
i=k
X n—k—1
<KI[P*1ip
Supposons de plus que la chaine de Markov X a un flot L;-lipschitzien. Alors {yg }

et {ug}x sont lipschitziennes de rapport K [F* ]Lip' En effet, on a

lyr () — y(2)| =

sup E [g,(X5)] — sup E[gT<Xf@>]‘

T€T,n TE€Tk,n
< | sup E[QT(Xf’x)—gr(Xf’%)]‘
TGT]@Y"

IN

k k3
X0 =X

|

sup  E [g,(X;)] — sup E[gT(Xf’i)]‘

T€Tkt1,n T€Tkt1,n

< K [F*]

sup [gi]LipE[ sup
k<i<n k<i<n

<K [FX]Lip |z — Z|, Vz,%Z e R,

lug () — ug(T)| =

Lip |z — %], Vz,zecRe
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3.9.2. EDSR. Le lemme (3.3.1) permet de controler les diffusions avec sauts
sur un pas de temps.

DEMONSTRATION. Soit k& € {0,..,n—1}. Soit p > 0, soit « € RY tel que |z| =1
et soient b € R? |5 € R¥W et 3 € R4*42 bornés par M. En notant

T B ~
Ak = bg + O(Wtk+1 - Wtk) +/ ﬁ(e)ﬂ(de7 (tk7tk+1])a
E

il faut montrer que 3C), ar > 0 telle que

¢ C
Axll, < =25 et |\x+Ak||p§1+PT’M

n2\/p

Soit m > 2, on a
e|

A Taide de I'inégalité de Jensen, on obtient l’existence d’une constante C},, > 0 telle
que

[ Bomtde )| | < Gt~ [ [50)] " xae)]
< O KANE) (tgg1 — tr).

Aﬁ@mwmmmﬂb

S ‘
p

2Vp

Lﬁ@mwmmmﬂb
Cl K

nZ\/p

Comme ||Wtk+1 — Wtka < %, on obtient finalement

T
A < —
laul, < ¢ jpT

+ Clal W, = Wall, +¢|| [ Bomtae, (.t
p

p

Q
g

S )

1
n?2ve

Notons p = inf{i € 2N|i > p} (P est paire et p > 2). En appliquant la formule du
bindéme de Newton, on obtient

D P! J
2 = -3y

I

E|lz+ Ak = E [(1 + 2. Ay + A

[NS]

_ P
<1+ 2 EfAdl+Cr Y E [|400].

Jj=2
Comme

V2<j<p,

max {|E[xAk]| B [|Ak|j}} < %,
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on alE [\x + Akﬂ <1+ % Finalement, en appliquant I'inégalité de Jensen, on
obtient le résultat souhaité :

e+ Aull, < [lo + Axll,
<1+ &
n

(]

Le corollaire (3.3.2) montre que le flot de la chaine de Markov X pour les EDSR
avec saut est lipschitzien.

DEMONSTRATION. Soient k € {0,..,n — 1} et ,7 € R? avec x # &, on a

Xph = X0 a—F b(@) —b@ T, o(x) - o)

|z — 2| e -z fe—z] n  |r—7 |z — 7|

Comme les fonctions b, et (3 sont lipschitziennes, on peut appliquer le lemme
(3.3.1) ce qui donne

k,x k,x
Xk+1 Xk-‘rl <14+ ﬂ
|z — Z| - n
P

Comme [F,ﬂp < 1+%, le flot de X est lipschitzien car [FX] [FX] <ef. O

Le corollaire (3.3.3) montre que ’hypothése (H),) est vérifiée dans le cas des
équations différentielles strochastiques rétrogrades avec sauts.

DEMONSTRATION. Soient p €]1, +00] et g son conjugué. Soit A = (Ay, Az, Ag) €
R x R x R%® appartenant & S2T%. Comme

Ok (Sk+1) = (LWtHl - Wtka/Eﬂ(e)ﬁ(de’ (tkatk+1])> ;

T
Ty (z,u) =u1+—f(x,u1,ﬁu2 ﬁu?’), vz € RY, Vu = (ul, u?, u?) € R x R¥W x RYZ,
n

T 'T
et comme f est lipschitzienne, on a

T
‘)‘y|§1+g[f]Lip et max(|\.| ;[ ely) < []Llp

En appliquant le lemme (3.3.1) a

Ak(Eerr) = Ay + Aee Wy, — Wi, ) + AE-/ ple)n(de, (tk, tkr1])
E

on obtient le résultat souhaité :
K
[[A-@k(Epr)ll, <1+ -
O

La proposition (3.3.4) donne la régularité des fonctions {yx }x et {ux}xr dans le
cas de la discrétisation des équations différentielles stochastiques rétrogrades.

- =—— S A (Wi — Wi )+ /%ﬁ

¢)

(de, (tg,ter1])
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DEMONSTRATION. 1/ Montrons que les fonctions {yy}r sont lipschitziennes.
Pour k = n, on a y, = h lipschitzienne. Soient k < n et z,% € R, la propriété
lipschitzienne de T} implique

(@) = @) <T@ E [ (XD 006011 ]) = Tol@ B [ (X0 (€i))|
< [TelLip |2 — &) + [ 1]
ou
Iy =Ty (56,]1*3 [%H(X:fl)(bk(fkﬂ)]) - T(7,E [yk+1(X]I:f1)¢k(£k+l)} :
Il existe alors A € ST telle que

I = A\ {E [yk+1(XlIc€f1)¢k(fk+l)} —E {yk+1(Xlljf1)¢k(§k+l)} }

=E Hka(X;ffl) - yk+1(X1]:f1)} )\k~¢>k(§k+1)} :

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la vérification de I’hypothése (H3) par la propo-
sition (3.3.3) impliquent

[Ik| < Hyi~c+1 (Xph) - yk+1(Xk+1)H [ Ak-Dr (1)l

k,x k,x
Xk+1 XkJrl

C
< [gralpip 1+ )

Comme le flot de [FX], <1+ € dapres le corollalre (3.3.2), on obtient

. c
k, k, -
[k - xka], < (1+n) o — i,

et en regroupant, on vérifie I'inégalité
c C
Wrlnip < o+ Werlnip 1+ )
En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient que les fonctions yj sont unifor-

mément lipschitziennes. Il en est de méme pour u; d’aprés l'inégalité suivante :
Y0 < k < n, V&, i € R?,

ug (@) — ug(T)] <

S “yk+1(X£f1) - yk+1(X;]§f1)H2 H <1a Wtk-+1 - Wtkv/Ep(e)ﬁ(de7 (tk7tk+1]))

k,x k,z
<C [yk+1]Lip HXk-t,-l Xk+1

< Clyrlpip [z — 2]
2/ Supposons b, g, 3(., e) et g appartiennent & C;* pour m € N*. Notons
%Yk
oz
Par souci de simplification des notations, on se place en dimension d = 1.
Montrons par récurrence sur m > 1 que les fonctions {L]'} ..., sont bornées

Li*= sup , VO<k<n.

1<a<m

uniformément.
Pour m = 1, on vient de montrer en (1) que la fonction {yg}x est uniformément
lipschitzienne, donc Li* est bornée VO < k < n.

B [l (627 = 0 (KD} (1 Wi, =W, [ ptelmtdes D)) |

2
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Supposons m > 2 et que ’hypothése de récurrence est vérifiee Vi € {1,..,m—1},
cest-a-dire L} < +oo Vi € {1,..,m — 1}, VO < k < n.

Pour k =n, on a y, = g € C;*, donc L; bornée.

Soit k < n. Avec la fonction uy = (ug 1, Uk 2, uk,3) définie par

ug,i(z) =E |:yk+1(X]]§f1)7"k+1,i

Wi =Wy, [ p(e)i(de, (tr,trt1])
th41—te ter1—tk

et Try1 = (Tht1,1,Tk+1,2, Th41,3) = <1a ); on peut

réécrire la fonction yj sous la forme

yr(x) = ug,1(v) + %f (z,up(x)), VreR™L

On note 6, la fonction 0(z) = (z, uk 1 (), uk,2(x), ug,3(x)).
Pour majorer la dérivée m-iéme de yi, on va d’abord chercher controler des
dérivées de uy, :

o~ o« .
u(z) = o {ykﬂ(X/fh)TkH}

9
=K |:a ayk+1(X:+1)7“k+1:| , VeeRVI<a<m.

Pour a > 1, on utilise la formule de Faa di Bruno pour la dérivée a-iéme de la
fonction composée x — ygt1(X ,]:fl) exprimée en fonction des polynoémes de Bell
Boi(T1, oy Ta—iy1)

« ; k,x k, —q k,
)) _ 0" Yr41 (X ) B OXl 02Xl 9T
ozt k1 Ox = 0z 7 Qpa—itl

a()(
ey (yk+1 (X5

i=1

_ 0%Yr11 8ch+1 — )B auXkﬂ
T O k1 Ort
=1 1<u<a—i+1

ot Bg (21, ..., Ta—it1) représente les polynomes de Bell donnés par :

5 B al T\ [ T2\72 Tacizn \*7
a,i<x17-~,ra—i—1>fzm(p) (5) “\(a—i+ 1)

az+1-
J

ot la somme porte sur toutes les suites ji jo, ..., ja—i+1 d’entiers tels que >,
iety o] g, = a.

On remarque que l'on a les inégalités suivantes : soit p € N*, soient (éi, b;, 05, ﬁi)
1<i<p

w =

S

({0;1} xR x R x RE) bornés par K :

l;i 7|&i‘7

[3100}<K

sup {
1<i<p
alors en posant

Pi:eﬁ@-hwi(WHFWtH/Bm(de,(t,wh]), Vi <i<p,
E
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avec h < T, il existe une constante Ck ;5 (d
que

s1h
E H R < CK,p,T
[1<i<p L+ Creprh
Ckp h
(3.9.1) IT 7| < { weprVh
1<i<p , 14+ CK,ﬁ,Th
Or,
OXF®
L 1 @) (e — )+ 0 (0) W,
ank,w ‘ )
833]?_1 = b(j)(x)(tk+l —tg) + U(J)(x)(WtkH -

et comme b g() et % sont bornées, les

nir les majorations suivantes : pour 1 < i < m,
tel que j, > 1:

80

épendante de K, de p et de T) telle

si ngigﬁ €& =

si ngigﬁ € =

si [licicp& =

si [[1<cp6i =1

0B(x, e)

Or
& B(x,e)

oI

f(de, (tg, try1]),

Wtk)+/E
Wtk>+[E

inégalités (3.9.1) permettent d’obte-
u € {2,..,m} et pour j1,..., jm € N*

ﬁ(dea (tka tk-‘-lDa

8X]€,32 Ji 6ka,9c Jm
E kL) kL <
( Ox ) < omg < Can,
oxii\" (omxin ) -
e | —— <
( Ox omg < Ovam,
2
3Xff1 J1 8le/§f1 Jm
—_— i | ——— <
E ( Oz omz Tht1 G,
k,x J1 m k,x Jm
0X,0 "Xy , < o
Oz omax MU= e
2

avec

sinon

1
Q= f

si Ju € {2,..,m} tel que j, >1

Vr € R,

Ve e R, V2 <7< m.



Cela implique que pour

Ba,i

avec

Ba,i <
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1<«

1
1

-

sit < a

sii = a.

81

auXk?,aZ
k+1
Ba,i (81:“ < Cay,
1<ula—i+1
auXk),w
k+1
Ba,i ( amu S C’w/an,
1<u<la—i+1 2
w vk,x
<8Xk+1 e || < C
Oz -7
1<u<a—i+1
auXk?,Z C
I ktl rest|| < —=
ox —Vvn
1<u<a—i+1 f

2

En combinant les inégalités précédentes avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient les inégalités suivantes pour une fonction f € C} et pour i < «

[ . gux ke
E f(XII:;q)Ba,i ((8;;&) ) Tk+1]
[ k,x 8quljf1
<|E (f(Xk.’H) - f(x)) Bai g Tk+1
[ k,x aqulzfl
<|E |[Alpp [ X0 — 3| | Bas o Tha1
. ouxmT
<[flrip ‘X;'i’ﬂ *IHQ Ba,i ( axljfl) Tk+1
1<u<a—i+1
(3.9.2)

<C <|f\oo + [f]Lip) .

et

X"

+ |E | f(x)Ba.i (( 6xi+1> >Tk+1]
X

+ | floo |E | Bai << axlfjl) >Tk+1‘|

+ 1/l C

2
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< B {111 [ X2 — 4] Ba’i(@“{ﬁﬁ) ) F1fle |E Ba,i<<3"£§fl> )H
GUXk,;E C

S[f]“p ‘X;:fl _xH2 e (< axljjl)K <a—itl ! mmg

(3.9.3) o i

<E (17l + )

Pour o < m, l'inégalité (3.9.2) implique la majoration des dérivées a-iéme de wy, :

« ; k,x k,x a—i kx
Biu ()| =|E Iyt (X" ) Bai 0X2h PXph 0TI
o S et T P R P
- i k,x k,x a—1 k,x
<Z o O"Yr+1 (X, OXply OPXpy 00X
- Oz kAU 9 0 922 7 Qpo—itl
i=1
Ea: 0'Yrt1 0"yt
< C _
o <‘ Ot ’ 9z' | pLip
<CLa+1

En dérivant m fois la fonction yj(z) = up,1(z) + L f (z, ux(z)), on obtient

T af (8 am
R M

6"774 m

e€{1;2;3}
T 8m—1 T
+ oy Z wr,(f,u, l‘)WUk,e(m) + ng,m(m)
e€{1;2;3}

ou Ry m(z) est une fonction des dérivées de f et des dérivées a-iéme de uy avec
0 < a <m —2 et est bornée avec un rapport dépendant de L;”_ﬁl (car f € CJ" et
u € CJ") et ou la fonction

0% f (z,ur(x)) 06;
9006, ox %)

wk,e(fv/uﬁx) = Z

1<i<4

Ve € {1;2;3}

est bornée (par une contante dépendante de L;C’l_ll). D’ou

T 8m71 T
n Z wkvs(fvuvx)Wuk,e(x)‘Fng,m(l') <C

ec{1;2;3}

1+ Ly
n
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Majorons maintenant le terme principal,

o ()+Z 3 of (z,ur(z)) o™

G T Oue drm e ()

e€{1;2;3}
gm ) T
=B | o e (X)) 1+~
X n
e€{1;2;3}

Of (x, uy(z))

Tk+1,
O, ¢

oy (oxfn\” T f (&, ux(x))
=k dx™ ( ox 1+5 Z Ou, Thtle

ec{1;2;3}

e€{1;2;3}

Nous avons, pour ¢ < m,

OYkt1 , ko aquljfl T of (z,uk(z))
E L xkayg [ Lk Ty ozuwl)
[ ox* (Xi31) B, Oxv _ 1+ n Ou,
1<u<m—i+1 e€{1;2;3}

aiyk+1 k,x aqul:f1
= E[ Oxt (Xi1) B Oxv
1<u<m—i+1

T O'Yrkt1 , b 3UXII:$1
+ CE E 8951 (Xk+1>Bm,’i W Tk+1
1<u<m—i+1

< Q 3iyk{r1 i [aiykf1:|

n Oxt oxt Lip

C
< =L
= Pkl

L’inégalité de Holder permet de majorer le dernier terme

O™y (ax,’jf1>m (z uk z))
E m Z 5 Tk+l,e
{ ox ox ceiims) Ue
oxts)"
o ox )
C
< L'y ( + n)

<

r 3 Of (z,ux(x))

1+ — r
a . k+1,e

n
e€{1;2;3}

8myk+1
ox™

2

83

aika k,x auXII:fl -Tuk ))
LB <Xk+1>3mﬂ<<axu v Y !

Tk+1,e }]
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En combinant les inégalités précédentes, on obtient :

ka \ ™
o r Oy [ OXia T Of (,up(x))
i < —|Ri.m E 1+ — T — €
ox™ (@) = n [ B ()| + ox™ ox + n Z Oue T+,
o e€{1;2;3}
N k,x
OYk+1 | vha 0" Xy T Of (x,ux(x))
B T KB | { 5 LT D Ty, e
1<u<m—i+1 e€{1;2;3}
C C

< L7* 1+ — —, VxeR.

> L ( + ’I?,) + n X
D’ou

C C
L < Lm 1+ — —.
S k+1< +n>+n

L’inégalité de Gronwall permet de conclure en donnant la majoration pour tout
ked{0,..,n}

sup L' <C
0<k<n

Le corollaire (3.3.6) donne la régularité de la solution de 'EDSR.

DEMONSTRATION. Suppose de plus que les fonctions b,0,3(.,¢), f, h appar-
tiennent & CJ* pour m € N*, alors le schéma discret avec n pas de temps 7 = {t3) =
k%\O < k < n} appartient & CJ” avec une majoration des dérivées indépendante de
n. La convergence du schéma discret quand n — +oo (voir ((BEO0S8])) permet de
conclure. O

3.9.3. EDP parabolique totalement non linéaire. Le lemme (3.5.1) donne
la stabilité L., de ’algorithme pour les EDP paraboliques totalement non linéaires.

DEMONSTRATION. Soient k € {0,....,n — 1} et € R%. Soit A = (A\y, As, \,) €
8§47+, En notant Br = Wy, ., — Wi, ~ N'(0; L), on obtient

B3
Aop(z,Br) = Ay + As. (0)) ' Bz + Ay (o) ( = 1d> o 1.
Comme
T
Ty (z,u) = uy + Ef (tg,z,u), VzeRI Vu= (Uy, Uz, uy) € R X R? x R4*4

avec f lipschitzienne, on a

M| <1 r A A < r

Ayl <1+ " [ﬂLip et max{| 2loo ] 'Y|oo} = [f]Lip'
L’inégalité

'Br

H/\d)k(xv Br)

<A +]
L <Ml

A (o)

<C, Vpell,+oo,
montre que ’hypothése (P,) est vérifiée pour tout p € [1, +o0l.
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Pour ’hypothése (Hy), on a :

85
[ 1 1 BQZ
]EH)\.@C(x,B%)} =E [+ A (0) " Br A Ay (0) [ —Ta )0
[ 1 1 1B2I C
<E \147.(0')* 0T A () B |+ A () o 4
-_ B T
<E ’1fpk+vpf.(a’) 13%]+Pk+5h,

avec P, = V,f. (¢') "ol > 0et 1— P, > e Or, pour a > 0, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz implique

D’ou,

O
3.9.4. Maximisation d’utilité. Le lemme (3.6.1) donne la stabilité de l’al-
gorithme pour le probléme de maximisation d’utilité.

DEMONSTRATION. Soient k € {0,...,n — 1} et A\ € SAT%. Comme T}, . = I,

A € 82Tk = {0;1}. Soient x = (s,m) € E%, p €]1,+00] et q € [1,+o0[ le conjugué

de p, on a

E [\ ke (2, €41)|] < sup E [P ™ 55 0] < sup E
T EAL

[eqvm-(sffﬁsq
TR EAL

k,s

< sup E[e‘””’“'(skﬂ’s)]

TR EAR

car Ay = (A,(CS), 0). Comme A,(CS) C R9 est compact, on obtient
E [\ Gk m, (@, €k01)|Y] < sup E e (Xaii=o)]
TREAL

< sup E{eﬁ”'(ssz@]
TREAR

C
<14 —.
n

La proposition (3.6.2) donne la régularité lipschitzienne de y et w.
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DEMONSTRATION. Pour k = n, x € R? — y,,(z) = exp(—vh(z)) est bornée et
lipschitziennne car la fonction A est bornée et lipchtizienne.

Soit k < n. .

Comme sup,, ¢4, E [emm-(kal—x)} <1 + % , les fonctions yj, et uy,, sont

bornées : en effet, pour z € R%, on a :

sup{ |y ()| , |uka($)\} < sup E {e—v(h(Xff’“:)—Z?;kl (XS —-XxE z))”

< |e Vh| sup E [6721 )T (XX m)}
TEA

n—k
<le7 ™|, <1 + Cﬂ”’)

< eCr ’e"yh’oo, Y0 < k < n,Vx € RY

Montrons la propriété lipschitzienne sur y; de maniére rétrograde. Soit = (s, p), & =
(3,p) € Ris*dr on a, V0 < k < n,Vr € R4,

lye () — yr(2)] <

nf, E [emk.(xfflfr)ykﬂ(Xll:fﬂ} - nf B [evm'(x',:fli)ykﬂ(X;:ﬂ)”

TR EAR TR EAR
k,x T
< sup |E [ew’“'(x’““fz)ka(Xl]:fﬂ e )yk+1(Xl]§f1)] ‘
TR € AR
k,x T
< sup E {eﬁmk'(s’““_s) ‘ka(Xffl) - yk+1(X1§f1)H
TFkGA;S)
+ sup E [(e'yﬂ'k.(sllzflfs) _ e’Yﬂ'k~(S:f1*§)) yk+1(X]I§f1):| ’ .
Tr]cEAZS)

L’inégalité de Jensen implique :

E [em.<s’;f1—s> Yy (XF5) —ym(x,’jfl)u < Hem.(sﬁfl—@

k, k3
N em——]
CQ k,x k,x
< 1+7 Yk+1(Xp) — k1 (X)) )
En notant Y:fl = (s, ®x(z,5,8)) € Fp pour z = (s,m) € R? (et Xk:+1 =
(s, Oy (z, s, S’,jfﬁ)), on a l'inégalité suivante :
—k,x
’Xk+1 Xph| <

Majorons maintenant le second terme

ks

‘E {(e””"'(sl;fl_s) (S S ) Yr1(X, k+1 }
< ’E Kew’“'(slfszs) R LG ) Yi+ Xk+1 }
[ [ (S — St (s (XER) - e (Ri)] |
ka(Y:fl) étant déterministe, on a

’IE [(67”’“'(5:3:1_5) — e'ywk.(s,’jfl—g)> yk+1(Y’Zf1)} ‘ < |Yrs1loo ‘E [e’”’“'(sffl_s) — e’*”k'(szfl_g)] ’

|z — 2|

< yr+1lo C
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L’inégalité de Holder implique :

™ ks _s i (SEE 3 T ~-k. T
’E [(ey w (S v (83 )) (yk+1(XI]:—70—1) - yk+1(Xk+1))} ‘

. Sk:,s _ . Sk,§ = k& fk,i
< He"”k i ) Hyk+l(Xk+1) = Yr+1(Xp1)

) .

s — 3]
<C———
‘2_ \/ﬁ
|z — 2|
> \/ﬁ 3

k,Z ~k,z ki k.
HykJrl(kal) - yk+1(Xk+1)H2 < [yk+1]Lip HXk—&-wl - X

ks k5 =
He'yﬂ'k.(Sk_:l—s) _ e’Yﬂk'(Sk-:l_s)

.

k.3 -
< ClyrlLip Hskfl -3

] 2
[e+1lLip

< C——F
<C NG

En regroupant les termes, on obtient :

~ CQ k,x k,x
ste) — @) < (14 L) [l (652 — a5

|x — %
+C {|yk+1\oo + [yk-i-l]Lip} TI

puis de méme pour k' > k :

‘ ‘yk’ (XII:/I) — Yi (X:/i)

Co ko ki
‘2 = (1 * n) Hyk/+1(Xk;+1) - yk'+1(Xk7+1)H2

k,x k,T
HXk’Jrl - Xk’+1

+C {|yk’+1|00 + [yk’+1]Lip} " ‘2.

En sommant, on obtient

k,x k,&
HXk’-H B Xk'+1

‘ 2

n—1 kK —k
N C
o) @< X0 (14 2) (Il + il
k'=k

n
C n—=k ~
+ (1 + nz) |y (XE7) =y (XED)]|, -

k
Comme (1 + %) < €2, Y0 < k < n, la fonction y,, est lipschitzienne et comme
X a un flot Ly-lipschitzien, on a, V0 < k < n,

b Ykl oo Wk L
k() — yn(3)] < o —2'[C > { lp}

k'=k

nl]i P V,~€Rd,
n +[y]L1p €T,z

n-l {|yk'+1|oo + [yr 114 }
p
[wlLip <C D - + nILip
k'=k
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En posant
n—l {|yk+1| [ykJrl]Lip}
ce> + WnlLip
k=i
on a
WilLip + Wil
ai—1=a; thﬁ
02
()
avec ¢; = C2%®ilV%lx 16 lemme de Gronwall (discret) permet finalement d’obtenir

le rapport de Lipschitz pour ¥ :

sup [yl]Llp < sup a;
0<i<n 1<i<n

n
< 602 {an +Zel}
i=1

< {[yn]Lip +sup|yiloo}
< C”.

De méme, on obtient le rapport de Lipschitz de u :
ks _ k k5 _ k@
{G'Ya.(sk+1 S)yk+1(ka1) _ 6'ya.(Xk+1 S)yk-i-l(kal)} ‘

|Uk,a(T) — uk,a(Z)| =
k,s —8 s L ,(i‘
< ‘E |:e’YLL-(Sk+1 ) {yk-'rl (X]]:Jrl) — yk_,_l(X]I:Jrl)}} ’
‘]E {eva (519 — o (i S)yk+1(X1]§f1)] ‘
<Clz—%, Y0<k<n-1VzeR
O

3.9.5. Optimisation d’un processus de Markov contréolé. Le lemme
(3.7.1) décrit le changement de probabilité ¢y, , entre P* et P°.
Décomposons X1 avec sa partie continue et sa partie a

DEMONSTRATION.
saut. On a
B [G0,.)] = B [G0, )00 0]
ou, pour b = {0; 1},
(e) Pa(bgcell o~ 1) Pa(bl(cell a 0)
bq7(b) = *T—'_(l_b)*(e—
P (bk+1 = 1) P (bk+1 )
1 —vy(e)L vy (e)
=b————2 +(1-b .
1-v.(e)L o )l/*(e)
Pour le terme en AW, |, on a
" T " T T _wi?2 du
2|6 (@l +awane, )| - [ @ (mac)n ¥ naam)u) o
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Le changement de variable v = o !(z) (aa(x)u + (pa(x) — ,u*(x))\/g) donne

B {G (“G(SE)Z; + Ua(x)AWl?H)] = /Rd G (N*(CU)?; + \/Z@(x)v> Qra(T, \/Zv)e 1y (;j:;

=E* [G (M*(Xk): + U*(Xk)AWk+1) Qk,a(, AWkH)] ,

ou
1 _ 2
Jdet(aaoT@)]F ol = Jor @@ + Ll — p) (@)
Qk,a(xaw) - T €Xp T
|det(oq07 (z))]? 2%
Par indépendance de [ AW (b(e) > on a
k+1» k+1,a ecE ’
E* [G(Xk4+1)| Xk] = E* [G(Xk11)bk,a (X Ert1) [ Xi]
ol €pp1 = | Wetrn — Wk (b(e) ) et ¢ > 0 vaut
ktip e (k1) 2
Pk.a( Xk Ehi1) = Qra(Xp, Wit — Wep) 11 3L (b))
ecE
O

Le lemme (3.7.2) montre que les hypotheses (P,) et (H)) sont vérifiées pour les
processus de Markov controlé.

DEMONSTRATION. Comme T} , (z,u) = w +u, on a SATk = {0;1}. 1l
suffit de considérer \ = 1.
Soit p €]1,+o0[ et g €]1,+00[ son conjugué (i.e. % + % = 1). Soit z € R4, il
faut majorer & majorer le terme
ql

=" [Quale, Wi — W) TTE* [(60001) ]

ecE

IT ¢ 0

eckE

E* [¢k,a($a §k+1)q] =E" le,a(x; W%T - W%T)q

Or,

E* (009 0(0)"| = 607" (47, = 0) + 0 ()" (b, = 1)

) (22

3NN

I
/N
=
|
R

*
O
31N
~_
7 N
AR

*
o
S~—
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W]

et quelques calculs permettent d’obtenir
E" [ Qba(w Wia o — W )]
_ Jdet(o.ot(@))]* / LY o @)oot/ T (o —p) @)
[det (0407 (2))]? (2m)%
|det(Fa($))| | (a—p0) 2
1
 |det(qTa () + (1 — g)Ia)|?
avec Ty = o7 (07) Yo, o et (RS)TRY = 16T (67) 1 (qTa + (1 — q)1a) 0 o —
11,.
Comme o.0! > 0,0l on a
Fa 2 Id7
ql'a(Xk) + (1 —q)1g > 1.
D’ou
det(T,(2))|?
ettt
|det(qTa(z) + (1 — q)14)|2
Comme les fonctions p, — i« et o, Lo, sont bornées, on obtient E* [Q;m(ac7 Wit
bornée et donc la condition (P,) est vérifiée.
Si o, =0, alors 'y, = I, d’ou
E* 9 <E* Wiss o — W E* | (¢l (b
[(bk,a(xa a, §k+1) } = Qk,a(‘ra %T fLT a k+1)
eclE
<en‘Rq Pa—Hx) H(1+CT>
in
ecE
<1+ 9,
n
par conséquent la condition (H,) est vérifiée. O

La proposition (3.7.3) donne les propriétés de Lipschitz pour la solution y; du
probléme d’optimisation d’un processus de Markov controlé.

DEMONSTRATION. Montrons la propriété lipchitzienne pour y (ce qui impli-
quera que uy , est lipschitzienne). Pour k = n, on a y,, = h lipschitzienne.
Pour k£ < n, on définit la fonction vy par

fk(x7a)

vg(z) = sup E* | ———= —|—yk+1(X,’§+1) , VxeRe
acA n
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On a alors yx = vi V g et

T,a z a z',a z’
() — v (2")| = |sup B [fk() + yk+1(XI]::§-1):| —supE [fk() + yk+1(X]’Ccii-1):| '
acA n acA n
z,a) — fr(z',a z 2’
< sup E® |:fk( ) fk?( ) +yk+1(XI]:—’i-1)_yk+1(X]]j"‘rl):H
acA n
[fk]Ll k,x k,x’
< P le =/ el sup B [|X - X

[felLi C

/ p . v~ ’ d
§x—x|{ - +[yk+1]L1p<1+n> , Vz,2’ € R
Avec l'inégalité

k(@) =y (2")] = [or(z) V g(2) — vi(2’) V g(')]
< sup (e (z) — vi(2)], lg(x) — g(z")]), Va,2’ € RY,

on obtient

[yk]Lip < [Uk]Lip v [Q]Lip
< <[fk]nLip + [Z/kﬂ}Lip (1 + i)) vV [Q}Lip'

Le lemme de Gronwall (discret) appliqué a oy = [yk]Lip v [Q]Lip permet d’obtenir
la majoration suivante :

. C . ) .
02}12” [yk]Llp <e {[h]Llp + Oilégn [fk]Llp} v [g]Llp .

O

Trivialement, on obtient alors que uj, est aussi uniformément lipschitzienne
avec

Up,q(z) = E* [ykJrl(Xlljfl)st,a(%karl)} =E* [ykﬂ(Xlljfl)] '

3.9.6. Option américaine en information partielle. Le lemme (3.8.1)
montre que les fonctions f et h sont lipschitziennes ce qui permet d’avoir la régu-
larité nécéssaire pour T et Ry dans la formulation du schéma par programmation
dynamique générique (2.2.1).

DEMONSTRATION. Il suffit de constater que

fr

Fulm, z)‘

= sup
o0 (m,2) €Ky xRE

m
< sup Y |fulo 7

TEK i=1
<K,

’ﬁk‘ <K,
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et que pour (7, 2), (7,%) € K,, x R? on a :

Julm2) = fu(m2)| < | fulm,2) = fulm,2)| + |7 2) - ulm2)|

+ ) fulvi, ) (7 — ')
=1

IN

i

(fi(vi, 2) = fu(vi, 2)) 7'

IA

UelLip 12 = 2| + filoo 17 = 7],
|

Le lemme (3.8.3) donne la régularité de processus de Markov Z en information
partielle.

DEMONSTRATION. Comme la fonction ® est lipschitzienne et que S a un flot
lipchitzien, alors Z a un flot lipschitzien. En effet pour k € {0,..,n}, v € E et pour
z=(s,p),Z=(5,p) €R% ona

E { sup Z,Ij,’(v’z) — Z:}(U’g) ]
k<k/<n
<2 s (0 (i) - (e 5|
k<k/'<n

<Clp—p|l+CE { sup
k<i<n

Skv(“vs) _ Skv(“vg)

|

<Clz-2%.

O

La proposition (3.8.5) indique que la solution {yx},<,, de 'option bermu-
déenne en information partielle est uniformément lipschitzienne.

DEMONSTRATION. Pour k& = n, la fonction y, = h,, est bornée et Lipschit-
zienne.

Soit k£ < n, I'inégalité

T

3 b )
|yk(I)‘ = | sSup E Z @"‘}M—(Xk’x)

TETYE | k<i<r
< sup |fi| + sup |h;
0<i<n|” loo  g<i<n! loo

montre que yi est bornée (avec une majoration indépendante de k et n).
Soit (7, 2), (7, 2) € K, xR Pour k < k' < n, en notant X,’:,’(Tr’z) = (Hﬁ}“, Z:;(ﬂ’z))
la variable X}, conditionnellement & X, = (m, z), on a :

lyk (7, 2)) =y (7, 2))| = [y (7, 2)) — y& (T, Z)|
< lyk((m, 2)) — yu(m, 2)| + [y ((m,2)) — yu(T,2)] .
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La propriété lipschitzienne de f;, h; (d’aprés le lemme (3.8.1)) et du flot de Z
(d’aprés le lemme (3.8.3)) permet de controler le premier terme :
ka((W,Z)) — yk(m,2)|
=|sup E Z filX + he (XET) | — sup E Z
k<i<

TETX | k<i<T TETX

k(ﬂ'z)) k(ﬂ'z))

+ e (X5

e gk (m2) ke gk (=) R . _
< sp [g| Y DONTATTN S AACTETTT) (G (e, ) - (05, 2809

TETX k<i<r n
; k,(m,z k,(m,z
gsupE Z p |: :|L lzk T, z) Zk}(TK‘Z)
TeTX | p<i<r " P
<2K'E [ sup |ZF(™#) _ gk(m2) }
k<i<n
<2K'C'|z —7z|.

Pour le second terme, on va utiliser le fait que

lyx((7,2)) — yk(ﬁ Bl

<| sup E[ Y ~ LR(XECD) 4 (XEED)  sup B (> - LR(xXEED) 4 (xEE)
TET k<z<7’ TET k<2<'r

< swp [B] YD LA(XECD) 4 (B SB[ YD LR(XETD) 4 (x5
TET k,‘<’L<T k<z<7‘

< sup |E[ Z fl Vi, Zi) + he (Vi Z2) (W, Z3,) = (7, %))
TET k:<z<‘r

P %fi(Vi’Zi)+HT(VT’ZT)|(Hk,Zk) (7,2)]|.
k<i<T

Comme 7;¥ C 7, ou 7,, est I'ensemble des temps d’arrét (F;).,., mesurable et
comme (V;, Z;) est une (F;)y<;<,, chaine de Markov, on a

lyi((7,2)) — g (7, 2)| < sup [E[ ) nfz Vis Zi) + he (Ve, Z0)| (Vi Z1) = (03,2)) (a7 — 7))

T€Tn k<i<t
m
<( sup filoo + sup |hil ) |mj =751
0<i<n 0<i<n ._

En regroupant les deux inégalités, on obtient que y; est lipschitzienne :

lyk((m,2)) =y (7, 2)| < 2K'Clz — 2| + 2K |m — 7, .



CHAPITRE 4

Applications numériques

4.1. Options américaines
Soit {X¢, }o<<, une chaine de Markov. On cherche a calculer
Esssup,c7, , By, [h(tr, X7)]

ou 7y, +, est ensemble des temps d’arréts a valeurs dans {¢; > ¢ }. Nous allons
considérer deux types d’options exotiques courantes en finance :

¢ le cas des options lookback ou la chaine de Markov est définie par un actif
risqué Sy, et son maximum Supg<,<;, Su;

¢ le cas des options asiatiques ou la chaine de Markov est définie par un actif
risqué Sy, et son moyenne fot * S, du.

La convergence des schémas par quantification est prouvée dans la partie pré-
cédente et 'erreur de quantification est donnée par

e(quantif) < C’Z Hth — X,
k=0

avec th une quantification de la variable aléatoire X, .

4.1.1. Option Lookback. On suppose que S suit le modeéle de Black-Scholes,
c’est-a-dire
dSy
St
ou W est un mouvement Brownien standart.
On souhaite valoriser ’option américaine suivante :

Py = EsssupTeTTIE]P> {h (7’, S, sup St>}
0<t<r

= (r — p)dt + odW;

= EsssupTeTTEP {h (7’, Soe(T_é)T""’WT7 sup Soe(r_a;)“rgwt)} .
0<t<r
4.1.1.1. Transformation du probléme. Nous allons transformer le probléme pour
se ramener au processus Markovien (By,supy<,<, B;) (ot B est un mouvement
Brownien standart) que ’on pourra quantifier hors-ligne (indépendamment des pa-
ramétres de drift r, p et de volatilité o).
Considérons la probabilité Q définie par

oQ 62
ﬁ‘t = exp (_QWt — 2t> 5

2

g
r—p—%
o '

9:

94
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et B un mouvement Brownien sous Q défini par
By = Wy 4 0t.

Le théoréme de Girsanov nous donne le changement de probabilité suivant :

27'
Py = Esssup, 7, E° Pm—%h <T7 Soe”P7, sup SerBtﬂ '

0<t<r

BTS

A Vaide d’un scaling, le processus B, = (s € [0,1]) est un mouvement brownien

3

standart, ce qui implique que

Py = Esssup,cq, , B {ﬁ (7’, B., sup BL)}

0<s<Tt

avec

~ 2
h(t,x,m) = VTe— 5ty (t\/f7 Soeaﬁw, Soegﬁm) .

Comme (B, , supg<,<q, Bs) et /i (Wi,supg< <y Ws) ont méme loi, il suffit alors
de quantifier une fois pour toute la loi de (W1, supg<,<; Ws)-
Quantification optimale de la loi (W1, supg<,<; Ws) dans R? avec M = 100 points :

375
35
3,25 3
3
275
25 o
225 £ &
2 > 2 e
5175 - —

15 = T @

2
025 ...A'A
* AR A

T

-4 -2 0 2 4

4.1.1.2. Résultats numériques. On applique la méthode de quantification par
arbre avec une restriction sur le nombre de cellules pour le calcul des probabilités
de transition.

Le payoff est h(t, Sy, supg<, < Su) avec h(t,z,m) = e "t sup (m — z,0).

Prenons les paramétres suivants : r = 0.1, T = 1 Sy = 100. Le nombre de
trajectoires pour le calcul des probabilités de transition est 10%. Le nombre de pas
de temps vaut n = 5.

Résultats numériques avec une volatilité o = 20% :
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N1 Nn Prix
10 18 12,291
30 52 12,730
50 86 12,958
100 171 13,180
150 257 13,328
200 342 13,405
250 428 13,467
300 500 13,397
350 599 13,405

FiGc. 4.1.1. Tableau des résultats numériques pour une option
lookback américaine avec une volatilité o = 20% : comparaison
selon la taille de la grille de quantification.

0 orem el

13,5

13,0

Prix

125 -

o,

17

11,0 T

Fia. 4.1.2. Graphique des résultats numériques pour une option
lookback américaine avec une volatilité ¢ = 20% : comparaison
selon la taille de la grille de quantification.

Résultats numériques avec une volatilité o = 40% :
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N1 Nn Prix
10 18 28,626
30 52 30,708
50 86 31,520
100 171 31,926
150 257 32,160
200 342 32,156
250 428 32,284
300 500 32,143
350 599 32,139

FiG. 4.1.3. Tableau des résultats numériques pour une option
lookback ameéricaine avec une volatilité ¢ = 40% : comparaison
selon la taille de la grille de quantification.

D s D O
32,00 -
31,50

31,00

Prix

30,50 |

30,00 |

29,50 |

28,00 —

28,50 \ \ \ \ T \ \
0 50 100 150 200 250 300 350

Fi1G. 4.1.4. Graphique des résultats numériques pour une option
lookback américaine avec une volatilité ¢ = 40% : comparaison
selon la taille de la grille de quantification.

4.1.2. Option asiatique. Ici, on considére le probléme de la valorisation
d’une option ameéricaine asiatique : on pose X; = (S, A;) avec A; = %fot S.ds.
Le payoff est

h(t, St, At) = eiﬂ5 sup {St — At, O} .

4.1.2.1. Réduction de l’erreur avec des variables de contréle. Nous allons amé-
liorer la convergence de l’algorithme de quantification & l’aide de variables de
controle.

On peut récrire le probléme d’enveloppe de Snell sous la forme

Yy = Esssup,c7~Es, [h(tﬁXT)} = Esssup, ¢ - {f} (7-, XT)} + Po(Xo)
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ol Xk est une quantification de la variable aléatoire Xy et ou les fonctions P
et h sont définies selon la variable de controle.
o Dans le cas sans variable de controle, on a

b (th, Xe,) :h(tk,f(k),
Py =0

o Dans le cas “control 17 : la variable de controéle est 'option européenne de maturité
T:

B (th, Xo,) = h (tk, Xk) — Pu(X),

Pu(Xy) = E [ (T, X)X

o Dans le cas “control 2”7 : la variable de controle est 'option européenne de maturité
T et la barriére est conditionnée par rapport & o(Xy) :

h(tr, Xi,) = E [h (ths X2, |Xk} ~ Pu(X),

Pu(Xy) =E [h (t, X1) |Xk] .

4.1.2.2. Résultats numériques. Les paramétres de 'option sont : Sy = 100,
r=0.1, T = 1. Le nombre de pas de temps vaut n = 20.

Pour la construction de la grille de quantification, on commence par appliquer
l’algorithme CLVQ avec M;,;; = 100000 trajectoires, puis on régularise cette grille
en utilisant I’algorithme de Lloyd (50 fois avec 20000 trajectoires).

On utilise M = 108 trajectoires pour le calcul des probabilités de transition.

N1 Normal [ Control Control2
10 8,058 8,150 8,151
50 8,377 8,373 8,388

100 8,387 8,411 8,433
150 8,393 8,417 8,412
200 8,392 8,419 8,448
250 8,425 8,441 8,446
300 8,419 8,457 8,478
350 8,436 8,472 8,481
400 8,427 8,469 8,490
450 8,437 8,469 8,477
500 8,441 8,474 8,483
550 8,439 8. 482 8,492
600 8,428 8,467 8,487
650 8,444 8,478 8,499
700 8,451 8,500 8,515
750 8,443 8,488 8,501

FiG. 4.1.5. Tableau des résultats numériques pour une option
américaine asiatique en fontion de la taille de la grille N;. On
compare les trois cas (sans variable de contrdle, le cas control 1 et
control 2).
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8,55 —
8,50 —

Y0
o
s

|

+ Nomal
v Control1 [
B, 15 B - oo & Control2 |-..

0 100 200 300 400 500 600 700 800
N1

Fia. 4.1.6. Comparaison des trois méthodes (sans variable de
controle, le cas control 1 et control 2) par rapport a la taille de
la grille N7 pour une option américaine asiatique.

4.2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Nous appliquons maintenant les algorithmes par quantification pour la résolu-
tion d’équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR).

Soit X; un processus Markovien.

L’EDSR est définie par

T T
Y= hXr) + [ fls XY Z)ds — [z,
t S

t t
X =Xo+ / b(Xs)ds + / o(Xs)dWy
0 0

On considére 7 = {tg = 0 < #; < ... < t, = T} une partition en temps et
une grille Ty, = {«f,..., 2% } une grille de quantification avec sa partition asso-
cice CM = {z € RY |z —a2F| < |z —2% V1 < j < n} On note Projp, (z) =

Nk .k
Zi:l a:l- 1z€C§k)'
La convergence des schémas par quantification est prouvée dans la partie pré-
cédente et 'erreur de quantification est donnée par

n
e(quantif) < C’Z Hth - Xy,
k=0 P

avec th une quantification de la variable aléatoire X, .

Pour la reconstruction d’une fonction g : R¢ — R & partir de I'y, on notera le
reste de "approximation par le plus proche voisin selon la méthode
© Tinterp (9, Tk, x) pour l'interpolation linéaire sur la grille 'y, (interpolation linéaire
classique sur une grille cartésienne, sinon il s’agit d’une interpolation a l’aide de la
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triangulation de Delaunay) :
g9(x) ~ g(Projr, (z)) + rinterp (9, T'r> ©)

o rg =0, r1(g,Projp, (), ) et r2(g, Projr, (z), z) pour les regressions par des po-
lynomes locaux de degré 1 et 2 & ’aide des p-plus proches voisins.

g(x) ~ g(Projp, (z)) + re(g, Projp, (), x) e ={0;1;2}

avec

P
re(g,Projp, (z Z (Projp, ()).be(z — Projp, (z))

oit pour z¥ € Txet { ,..,xip} les p plus proches voisins de z¥ dans T, \ {xf} et

pour b = {b;} 'ensemble des polynomes de degré inférieur & € (et supérieur a 1),
ay, est défini par régression linéaire

p 2
o (2F) = argmin,, cpa Z yjk(asf]) — Jr(zh) — a.b(xfj — )
j=1
On tire M trajectoires {Wt(m) tk’(m)} ou X7 est le schéma d’Euler de
0<k<n
th :
Xp = X0+ (b — t)b(X]) + o(X) (W, — Way)

4.2.1. EDSR linéaire. Nous allons maintenant nous intéresser ici I’équation
différentielle stochastique rétrograde linéaire suivante :

=W, e R4,

.1
ft,z,y,2) = by+cz— +r, Vtee[0,T],zeR%yeR, zeR?,
Vd
||

h(z) = —=, VacR%L

La solution est indépendante de la dimension d du processus Markovien X. Nous
pourrons ainsi tester la robustesse de nos algorithmes par rapport a la dimension
de ’espace d’état.
On peut résoudre 'EDSR et la solution Y|, & la date initiale est
2

Yo = exp ((b - CZ)T) E {5 exp(\;EWT)} + % (exp(bT) — 1).

On pourra ainsi comparer nos résultats numériques issus de nos algorithmes avec
ceux obtenus par la méthode de Monte Carlo.
Donnons un exemple : on prend les paramétres

b=c=1,
r =0,
T=1.

Le résultat par Monte Carlo donne Yy = 3.171 et Zy = 1.856. Or E[Yr] = E[|W1]] ~
0.7 et E[Zr] = E [sign(W7)] = 0, ce qui montre que le resultat va dépendre essen-
tiellement de la robustesse du calcul de Y;, et de Z;, (qui sont peu expliqués par
leur valeur finale).
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4.2.1.1. Algorithme par régression linéaire. Le schéma par régression linéaire
d’ordre € € {0;1;2} est donné par programmation dynamique rétrograde :
Initialement,

v = n(x{™), V1<m< M.

)

Puis 0 < k <n —1, on calcule

M (m)

ek > m=1 1Xf,;(m)605k)n’“+1 _

M (k) = T S 1<i<NL0<h<n—1,
> m=1 1Xf,;(m>€ka)

(m) _ yq7(m)
PO ym Loen Mo
. r=1 X;'k’”eci(’“) b1 tri1—th _
zjp (x7) = — ) , 1<i<N,0<k<n-1,
D1 K,CJrllXZ;(m)ECEk)

yp (@) = g (aF) + (e — te) f (s 2l TR (2F), 207 (2f)), 1<i< N, 0<k<n-—1,

puis
(421) W = gl (Projp, (X)) + eyt Projr, (X7 ), X1 ).

Le calcul de y} (2F) et 2} (2¥) nécessite une recherche d'un grand nombre de plus
proches voisins. Pour accélérer ce calcul, on utilisera un algorithme rapide (PAT) de
recherche de plus proche voisin basé sur un arbre d’axes principaux (voir [McNO1]).

Avec rg = 0, on obtient pour la fonction valeur Y et son gradient :

Dim=1 (N=100)
Dim=2 (N=500)
Dim=3 (N=500)
Dim=4 (N=500)
Dim=5 (N=500)
Exact

2,3 < <
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2 —
L
1,8
1,6
Dim=1 (N=100)
1,4 Dim=2 (N=500)
1,2 =2 Dim=3 (N=500)
Dim=4 (N=500)
N 1 ] Dim=5 (N=500)
0,8 Exact
0,6 -
0,4 —
0,2
0

n pas de temps

La convergence est améliorée avec le schéma a l'ordre 2 (e = 2).
Avec 19 polynoéme d’ordre 2, on obtient pour la fonction valeur Y et son gra-
dient :

3,2
3,175
3,15
3,125 Dim=1 (N=100)
3,1 Dim=2 (N=500)
3,075 Dfm:S (N=500)
Dim=4 (N=500)
> 3,05 Dim=5 (N=500)
3,025 Exact

2,975
2,95
2,925
2,9
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19
1,85
18
1,75
17
1,65
16
1,55
N 15
1,45
14
1,35
13
1,25
12
1,15

1,1

« Dim=1 (N=100)
v Dim=2 (N=500)
a Dim=3 (N=500)
» Dim=4 (N=500)
< Dim=5 (N=500)
» Exact

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n pas de temps

Il est possible d’améliorer cette algorithme & I’aide d’un schéma progressif donné
par l’article de Bender et Denk ([BRO7]) en remplacant (4.2.1) par

— Ttrga i

avec

fr(@) = (tegr — ti) f (tro 2, G0 (2), 22" (2)), Vo €Ty

Avec rg = 0, on obtient pour la fonction valeur Y et son gradient, :

3,4
3,375 A
3,35 - &
3,325 N & B
3,3 U 77,,,,\ @ Dim=1 (N=100)
3,275 / v Dim=2 (N=500)
3,25 DG . . A Dim=3 (N=500)
3,225 < - 4 » Dim=4 (N=500)
> 3,2 ¥ e S S < Dim=5 (N=500)
3,175 » Exact
3,15
3,125 —
3,1

20

25

30
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1,6 s R :
A <+ Dim=1 (N=100)
1,5 N & A & s |¥ Dim=2 (N=500)
1,4 a Dim=3 (N=500)
1,3 » Dim=4 (N=500)
N 12 4 < Dim=5 (N=500)
l'l Py — » Exact
Yl . <] \
0,9 <
0,8 ) >
0,7 1 )
< <
0,6 I I I I I I \ \ \

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n pas de temps

La convergence est améliorée avec le schéma a l'ordre 2 (e = 2).
Avec 19 polynoéme d’ordre 2, on obtient pour la fonction valeur Y et son gra-
dient :

Dim=1 (N=100)
Dim=2 (N=500)
Dim=3 (N=500)
Dim=4 (N=500)
Dim=5 (N=500)
Dim=6 (N=500)
Dim=7 (N=500)
Dim=8 (N=500)
Dim=9 (N=500)
Dim=10 (N=500)
Exact
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1,9 4
1,85
1,8 1
1,75 Dim=1 (N=100)
1,7 Dim=2 (N=500)
1,65 Dfm:3 (N=500)
Dim=4 (N=500)
N 1,6 Dim=5 (N=500)
1,55 Dim=6 (N=500)
15 Dim=7 (N=500)
' Dim=8 (N=500)
1,45 1 Dim=9 (N=500)
144/ Dim=10 (N=500)
Exact
1,35
13 \ \ \ \ \ \ \ \ \

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n pas de temps

Ce dernier schéma fonctionne bien en grande dimension.

A la date tg, il s’agit d’une regression linéaire sur Ny vecteurs orthogonaux
Lot En reconstruisant & ’aide de polyndmes locaux, on a une approximation
de sz = yr(X¢, ) sur p vecteurs indépendants avec p = Ni(1+d) si e = 1 et
p = Ng(1+d+ W) si e =2 (X;, €R?). Ainsi, cette reconstruction locale
permet d’étre robuste avec la dimension d avec un temps de calcul équivalent.

On regarde maintenant 'impact de la grille de quantification optimale.

Impact de la grille de quantification optimale. On regarde 'impact du grille
aléatoire par rapport a une grille optimale sur le schéma de [JLWO05] et le schéma
progressif de [BRO7].

Les deux graphes donnent les approximations par régression en dimension 2.

Prix Yy :
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3,2 -
3,175 4 - » b
-

3,15 4

3,125 - a R
3.1 .

3,075 -

3,05 -
3,025 4 “

&
3 a

2.975 -

2954 |* Random grid
2,925 1 ?f::\sg:; gg"ljerne}

2,94 |a Optimal grid
Optimal grid (fo d

2,8?5 L scig:nae}gn (forwar

2,85 7 |« Exact
2,825 T T T T T T T T 1

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

number of time stepsn

Incrément martingale Z :

1,91
18

i = 4

17
16

+ Random grid
1:2 7 [+ Random grid
(forvward scheme)
1,1 4 |4 Optimal arid

w Optimal grid (forward
14 scheme)

<1 Colonne AN

5 10 15

20 25 30 35 40 45 50

number of time steps n
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4.2.1.2. Algorithme par arbre. On suppose que X est une diffusion elliptique

et on note

(m) (m)

impliquant

L’algorithme par arbre est alors défini de maniére rétrograde

thel |tk

thr1—tk

~ Y (

iy

th41

T sy )
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etpour 0 < k<n—1letaFely

Niy1

_ ok k,M ~ k
U(xi) = Z Di; yk+1($j+1)
j=1

Nyt

. kM -

Zk(xf) = Z Py yk+1(w§+1)wk(mf,w§“)
j=1

Je(@f) = Tp(@l) + (trgr — ) f (e, 27, Ti(@)), 21 (27))

107

ou les probabilités de transition pf}’jM peuvent étre pré-calculées hors ligne :

M

Domet Lymm) - oy Ly (m) - (i)
pk’M— m=1"X7""ed; Xeni1 €Y
oy ZM 1

m=1

T, (m k
X[ et

~P (X[, € CfMXT € CF)

Ici, on a approché wk(Xg;,Xt’;H) par ¥y (prrk (X7 ), pIT, . (Xt’;ﬂ)) ce qui rajoute

une erreur non négligeable quand la dimension augmente.

3,8
3,75
3,7

3,65

3,55

Dim=1 (N=100)
Dim=1 (N=400)
Dim=2 (N=1000)
Dim=3 (N=1000)
Dim=3 (N=4000)
Exact
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« Dim=1 (N=100)
v Dim=1 (N=400)
a Dim=2 (N=1000)
» Dim=3 (N=1000)
< Dim=3 (N=4000)
» Exact

0,7 I I I I I I \ \ \
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

temps n

Amélioration par extrapolation de Romberg : L’algorithme par arbre avec un
grille de quantification optimale de taille Ny = N donne une estimation de 'erreur
AN
pour §* :

oo . Ch
36°(Xo) — 95 (X0) ||, < 3

ou C,, est une constante indépendante de la taille de grille N (mais dépendant du
nombre de pas de temps n). On fait la conjecture que

3 (X0) = 55°(Xo) + 5 + (<)

1
d Nid

On regarde alors ’approximation de Romberg : pour N < N’ (on prendra dans les
exemple N/ = 4N)

=

/ N'ag (Xo) = N
gé\/,N (XO) _ dyO ( 01)
N'i —N

= §°(Xo) + o(—).

48’ (Xo)

-

1
d

=

En dimension 1 :
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0,225 3
0,2 ,‘;\;\\\\
0,175 \
« Dim=1 (N=100)
0,15 1 v Dim=1 (N=400)
a Romberg
5 0,125 \ (N=100,M=400)
o
LE 0,1 — \\\\\\‘\
0,075 N
! \\\\ e
AN T~
0,05 T,
T o o .
0,025 — T S
o
0 I I I I I I \
5 10 15 20 25 30 45 50
temps n
En dimension 3 :
0,6 7 |e DIm=3 (N=1000) .
0.55 4 |Y Dim=3 (N=4000) —
4 Romberg
054 (N=1000,M=4000) o
0,45 4 ’///
0,4 _—
&
= 0,35
] - v
= 0,3 _— v
w 0,25 : v
3 . / v
0,2 + - v
e —v
0,15 ¢ v N N
AT v N n a
0,1 m . A
.
0,05 . .
0 T T T T T T T T ]
5 10 15 %O 25 30 35 40 45 50
emps n

wm) _pym)
tkt1 'k

4.2.1.3. Méthode par gerbes. On approche la loi normale &1 = i
N(0;14,,) de maniére discréte (é) avec M points. On note

Fi(z,B) =z + (tge1 — tg)b(x) + v/tir1 — tro(z)B

Wi _yym
H s — T k+1 k
ie. X[, = Fr(X], ——=

E [glz-ufkﬂ] =1E [éTfA}

?

). On considére v = d/E [{CTf} ce qui implique
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L’algorithme par la méthode des gerbes est alors défini de maniére rétrograde
Un(z) = h(z), = €RY,
etpour 0<k<n-1

Ui(z}) =E [Z)kﬂ (Fk(a:f,f))} , x; €Ty,

Z(zh) =E

3

N g ’Yé k

Fy(z )7 . akeTy,
Uk+1 ( k(i €) m} i €Lk

g (xF) = T (@) + (tryr — te) (b 2 Gp (), 20 (), af € T,
puis on prolonge sur R?
() = gi(f) + r(Projp, (2), )

avec r(Projp, (v),r) = Tinterp@kvrk’x) pour le prolongement par interpolation
linéaire et r(Projp, (v), ) = rc(yx, Projp, (), ) pour le prolongement par des po-
lynémes d’ordre inférieure e.

On s’interessera & deux discrétisations du semi-groupe £ :
o Soit par quantification L2-optimale avec M points. On a alors la propriété de

R . N 1
stationnarité [§|£] = ¢ et une estimation de l'erreur H§ — §H < CpMw . Par
P

symétrie, E [5213“} = 0. Le paramétre  permet d’avoir une meilleure approxima-
tion du gradient z;. On a v = vy — M — 400 1. Pour une fonction G réguliére et par
symétrie de £ (et £), on a

E |G (I + Vet — tké) \/tkfi_tk = VG(z)yE {éTﬂ + O(tgy1 — tr)
W, - W,
=E |:G (LC + Wtk+1 — Wtk) % + O(tk+1 — tk)
k+1 — Tk

A Dordre 0 :

Dim=1 (N=100)
Dim=2 (N=1000)
Dim=3 (N=1000)
Dim=4 (N=1000)
Dim=5 (N=1000)
Exact
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Dim=1 (N=100)
Dim=2 (N=1000)
Dim=3 (N=1000)
Dim=4 (N=1000)
Dim=5 (N=1000)
Exact

0 I I I I I I I I \
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

n pas de temps

A Tordre 2, I’erreur d’approximation diminue :

34
3,38
3,35 3
3,331

335 + Dim=1 (N=100)
3,28 — ¥ Dim=2 (N=1000)
3,25 & Dim=3 (N=1000)
3,23 - » Dim=4 (N=1000)

x 324 < Dim=5 (N=1000)

3,18 + M Dim=6 (N=1000)
3]15 ] = Exact

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
n pas de temps
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1,85

1,9

4+ Dim=1 (N=100)
v Dim=2 (N=1000)
A Dim=3 (N=1000)
» Dim=4 (N=1000)
< Dim=5 (N=1000)
w Dim=6 (N=1000)
¥ Exact

1,45 I I I I I I I I |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

n pas de temps

¢ Soit par une marche aléatoire a p pas. A un pas, on prend é a valeurs dans
les 2dw points {i‘/dwei}1<i<dw avec P(§ = £Vdwe;) = ﬁ. Pour nos tests

numeériques, on regardera une marche aléatoire & deux pas, c’est-a-dire ¢ & valeurs

dans les (1 + dw + W) points {i dwe, + \/dgVe,} avec P(¢ =

0) = 5h, P(€ = £2dwer) = etp(é: Ve eg) ) = g1 (0 J)-
A%’Sordre 0:

4 Dim=1 (N=100)
v Dim=2 (N=1000
A Dim=3 (N=1000
» Dim=4 (N=1000
< Dim=5 (N=1000
M Exact

2 T T T T | T | | \
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

n pas de temps
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0 I I I T I I

5 10 15 20 25 30 35

n pas de temps
A Tordre 2, erreur numérique diminue :

3,45
3,425
3,4 4\
3,375 \
3,35 1 \
3,325
3,3
3,275
3,25
3,225
3,2
3,175
3,15
3,125
3,1+

>

3,075 T I T I I T
5 10 15 20 25 30 35

n pas de temps

113

Dim=1 (N=100)
Dim=2 (N=1000
Dim=3 (N=1000
Dim=4 (N=1000
Dim=5 (N=1000
Exact

X &4 F B 4 &

)
)
)
)

Dim=1 (N=100)
Dim=2 (N=1000)
Dim=3 (N=1000)
Dim=4 (N=1000)
Dim=5 (N=1000)
Dim=6 (N=1000)
Dim=7 (N=1000)
Exact
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19
1,85
18
1.75
1.7 4 Dim=1 (N=100)
1,65 v Dim=2 (N=1000)
16 A Dim=3 (N=1000)
1,55 » Dim=4 (N=1000)
Sl TN 4 Dim=5 (N=1000)
145 W Dim=6 (N=1000)
14T % Dim=7 (N=1000)
1,35 - B Exact
1,3 .
1,25 4 x
12 = =
1,15 | T T T T T T ¥ \

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

n pas de temps

4.2.1.4. par interpolation sur un grille quantifiée. On résout par 'algorithme
par interpolation avec M = 100 points pour le quantificateur de la loi de transition.

N 100 1000 1000 1000
Mbre pas n | d=1 (N=100) |d=2 (N=1000|D=3 (N=1000jD=4 [N=1000)

3 ERE] 36 30 250

g 325 32 3,12 3

10 324 32 3,13 304

15 322 ERE) 3,15 308

20 3,21 3,15 3,17 3,14

25 32 ERE 32 3,15

30 32 3,18 323 322

3 3,19 3,18 337 325

40 3,19 ERE 33 325

15 3,19 ERE EJEE EE

50 3,19 3,19 36 332
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3,35 4
3,3
3,25
A A
3,2 1 'S ®
il * v T i - g ?
s 3,15 v
c A
2 31-
E 2
5 3,05+
g o d=1 (N=100)
<3 v d=2 (N=1000)
2,95 4 A D=3 (N=1000)
' > D=4 (N=1000)
2,9 < Exact solution
2,85 T T T T T T \ \ ]

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
number of time steps n

4.2.2. EDSR avec contrainte. On considére maintenant une EDSR avec
contrainte sur Y et Z. On considére ’EDSR suivante

T T
(4.2.2) Y, = h(X7) +/ f(s, X, Y, Zs)ds + (Ap — Ay) — / ZsdW
t t
telle que
(4.2.3) do(Ya Z5) = 0

ot T est un ensemble fermé de R x R et d¢ est la distance & C. 1l est clair que la
fonction distance d¢ est Lispchtizienne.

Peng ([Pen99]) définit la plus petite f-supersolution sur [0,7] de 'EDSR
(4.2.2) avec la contrainte (4.2.3).

On définit 'EDSR, suivante par pénalisation :

T T T
Y, :h<XT>+/ f(s,Xs,Ys,Zs)ds+p/ dc(Ys,ngs—/ Z,dW,
t t t

La monotonie induit la convergence par pénalisation.

La convergence du schéma en espace est donnée par les résultats précédents
pour les ESDR en remarquant que les paramétres du générateurs sont maintenant
lipschitziens de rapport p:

Y;(P) —poo Y;

7~ 72| < pettob
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Oun va chercher maintenant & valoriser une option (put) américaine avec l'interdiction
de vente & découvert comme contrainte sur le portefeuille. L’EDSR & résoudre de-
vient alors

T T (7®\ "~ T
Yt<p) =(K - X.r)+ —/ rYs(p>ds+p/ ( s ds —/ ng)dWs
t o t

t

= inf{s > t|v{P < (K - X5)+}

On se place dans le modéle de Black-Scholes avec o = 40%, r = 0.05 et T = 1.
La solution est:

K, te[0,T]
Y; =
(K—-Xr)", t=T

Le premier schéma donne la convergence du schéma pénalisé en fonction de p.
On a utilisé le schéma par interpolation avec une (trés grande) grille homogeéne et
beaucoup de pas de temps.

Y0(p)

10 T T T T T T T T T T T 1
0 25 5 75 10 125 15 175 20 225 25 275 30

FI

La seconde courbe compare le logarithme de ’erreur. Il semble que Yy — Yo(p ) =
O(2).

p
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3,75
3,5
3,25
3]
2,75
2.5
2,25
2
1,754
1,5
1,251
14
0,75
0,5
0,25

O T T T T T T 1
0 0,5 1 15 2 25 3 35

Log(p)
Le graphe suivant illustre les schémas par interpolation avec un pénalisation
p=3.

Log(IY0-YO(R)h

Interpolated algorithms (M=100)

150
140 4 4+ Solution ¥{p}
¥ Interpolation
130 - (cartesian grid)
4 Interpolation
120 (guantization
M=400)
110+
S 1004 « e e e h e h a4
90 4 b b F-F-F g w ®w ®w B E m m m m o omom o omom @
80
70
60
50 T T T T 1
0 20 40 60 80 100

number of time steps n

Le graphe suivant illustre les schémas par régression avec un pénalisation p = 3.
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regression algorithm (M=100.000)
150 -

140
130

1204

110 4 + Solution ¥(p)
I v |nterpolation

o 1004 & Regression
= (N=400)
90 = Regression
204 (forward scheme)

704
60+

50 T T T T 1
0 20 40 60 a0 100

number of time steps n

4.3. Valorisation en volatilité incertaine

Le modéle & volatilité incertaine développé par [ALP95] suppose que actif
risqué suit ’équation de diffusion controlé suivante sous la mesure risque-neutre :
dsS;
Ss
ou le processus de volatilité o; est incertain, adapté a la filtration Brownienne et
appartient a l'intervalle [0ymin, Tmaz)-

Oun cherche & sur-répliquer une option h(St) de maturité 7. Le modéle a volati-
lité incertaine selectionne la volatilité & toute date qui maximise le prix de ’option ;
cela revient & regarder le pire des scénarios.

En notant = I’ensemble des volatilités o, adaptées a la filtration Brownienne, &
valeurs dans lintervalle 0.0, Omaz], 1€ prix de sur-réplication de loption est a la
date ¢
(4.3.1) Y; = sup E [h(S7)|F] .

o€e=

= Utth

Cette valorisation de l'option est aussi la solution (au sens de viscosité) de
l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) avec un controle sur la coefficient de
diffusion (voir [Pha09]) :

0 r20? 0?
—y(t ——y(t = t T R
gute)+ s {TThyea) = 0 DT weR,
y(T,z) = h(z), VzreR,
ce qui peut se réécrire sous la forme
13} 1, 02 5 02
ay(tﬂc) +5 E(@y(t,x)) @y(t, z)=0, Vte[0,T[,VzreR,
(4.3.2) y(T,z) = h(z), VreR,

avec Z(U) = Omin1v<0 + UmawleO-

Nous allons proposer deux méthodes numériques : on considére soit qu’il s’agit
de résoudre une equation aux dérivées partielles de second ordre totalement non
linéraire & l'aide ’EDSR du second ordre (voir [CSTVO06] pour la 2-EDSR et
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[FTW11] pour sa discrétisation en temps), soit qu’il s’agit d’une optimisation
d’un processus de Markov controlé.

4.3.1. Résolution par controle stochastique. On considére 7 = {tp =0 <
t; < ...<t, =T} et E; 'ensemble des volatilités o adaptées, constantes sur chaque
intervalle [t,t;+1[. Le probléme de maximisation (4.3.1) devient

Y] = SéLp E[h(ST)|Fe,], Vix €.
ocEZ
Alors le processus discret Y™ vérifie le principe de programmation dynamique et
nous avons Y;7 = yJ (S, ) ot la fonction yf est définie de maniére rétrograde :

>

Yn =
yi (x) = sup E [y£+1(5tk+l)|5tk = x} , YO<k<n,VxeR.
O'E[Unzin;o'mam
Pour calculer ces espérances conditionnelles, on peut par exemple utiliser la
méthode des gerbes aprés avoir discrétiser 'espace d’état (en prenant un grille §Z
ou bien en quantifiant la variable S;, en fixant sa volatilité & o4, pour construire
la grille). 11 suffit alors de calculer

2 T
oAty

@) = sw B i (senplodWi, - T

0€[Omin,Tmaz]

)ﬂ YO<k<nVreR

avec AW | =Wy, ., — Wy, et Atf, | =ty — U

On peut aussi se ramener 3 une optimisation d’un processus de Markov controlé
(comme dans D'application dans la partie précédente) en considérant le processus
de Markov X vérifiant ’EDS suivant

dX
7: = O'madet

Nous avons alors

yr(x) = sup B [fro (AW )Yk (KXo )Xy, = 2], YO<k<nVreR

O'E[O'minvamal]

avec

A 7 AW
Omax (UWZTMC At;’k:ll + 2ok+1 (02 - 0'7271111'))2 + ( At;;:ll )2
¢k,o(w) = &Xp| -

o 2

ce qui rentre dans le cadre de nos algorithmes par quantification (2.2.1).

4.3.2. EDSR du second ordre. On dit que (Y, Z,T, A) est une solution
d’une EDSR du second ordre (voir [CSTV06]) si

dXt = U(t, Xt)th,
dy; = —f(t’Xt,)/t,Zt,Ft)dt—FthXt,
dZt = Atdt + Fthta

(4.3.3) Yr = h(Xr).
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On considére v la solution de 'EDP parabolique totalement non-linéaire sui-
vante

0

pyad v(t,z) + 2Tr(D v(t,x)oo’ (t, X)) + f (t,z,v(t, z), Du(t,z), D?v(t,z)) = 0
(4.3.4) o(T,x) = h(x)
Alors sous de bonnes conditions de régularités de v solutions de 'EDP (4.3.4),
Particle (JCSTV06]|) montre que

Y: = v(t, Xy)
Zy = Du(t, Xy)
T, = D2u(t, X;)
Ay = (& +L)Du(t, Xy)
est solution de la 2-BSDE (4.4.1), ou £ est le générateur infinitésimal du processus
X.
En notant & = MQFM et o2 = @, I’EDP (4.3.2) pour la valori-

sation en volatilité incertaine devient

) 1, , 02
Y (H2) + 57" 5y

Pour que la 2-BSDE (4.3.3) permet de résoudre la valorisation en modéle de
volatilité incertaine, il suffit d’identifier les EDP (4.3.4) et (4.3.2). Il suffit donc par
exemple de prendre

(t,z) + do2a? =0, Vte|0,T[,VzeR.

82
ﬁy(tv x)

o(t,x) =xzo, Vte[0,T[,VxeR,
ft,z,y,2,7) = 6022 ||, Vte[0,T[,Va,y,z2,vER.

La discrétisation en temps est déterminée par le schéma dans [CSTV06] :
o condition terminale :

Y7 =h(X7)
© processus rétrograde
Vo= BV X+ AL f (0 X0 YL ZTE).
AWT
Z;, = o) E Vi, TN
AW
I7 = o(Xy) 'E [ZZTW Atﬂk+l|th] . YO<Ek<n.

Nous allons aussi considérer le schéma donné dans [[FTW11]] ou I, est calculé en
tant que dérivée seconde du processus Y, c’est-ad-dire on remplace le terme I dans
I’algorithme précédent par :

2
AWE |7 — AT
Ty, =0(X;,)°E Y;;H’ ‘“AlLT kil |th] , YO<k<n.
k+1

Nous allons appliquer le méthode des gerbes pour la discrétisation spatiale.On
approxime AW/, | par AW,ZH =, /Atg+1’yék+1 ol B est une quantification Lo-
optimale de la loi normale et « corrige le moment d’ordre 2 de la quantification,
ie.

E [BB*} = ()7
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En notant

et Xy, = F(X4,, Wy, — Wy,), on approxime X;,,, par F(th,AW,fH),
alors notre schéma 1 (déduit de la discrétisation dans [CSTV06]) devient

Gi@) = B[ (Pl AWED)] + A x f (te2 91 @), 5 (@) TT(@))

Fltna) = 0@ E | (FlAWEL)) <

On peut aussi considérer le schéma 2 (déduit dans [FTW11]) en remplacant le
terme I'7 par

“ 2
‘AW,:H‘ ~ Aty
(Atf1)?

D7) = o(2)E |37 (F(e, AWEL))

4.3.3. Application numérique. On prend maintenant I’exemple du call :
h(z) = (x—K)" avec les paramétres suivants 7 = 0.05, opmae = 0.4, T = 1,
So = 100 et K = 100.

Prix du call Yj :
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prix (vol max=0.4)

—— prix exact

18,08

18,06 1--------->m:- booocoeooooooos beneoeond

18,04

18,02 +

—= schema 1 (M=10)
schema 2 (M=10)

—+— schema 2 (M=100)
rmex cantrd (ME10)

8 A
e — sl — —
17,96 ; ;

0 0,1 02 03
vol min

Delta Zy du call :

delta (vol max=0.4)

04

06278

06276

06274

06272 1

0,627 -

deltz

0,6268 |

0,6266 -

06264 -

06262

—a—schema 1 (M=10)
scherra 2 (M=10)

—s— schema 2 (M=100)

rmax cortrd (M=10),

0,626

1

vol min

122
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L’algorithme est trés efficace. On a agrandi les graphiques pour les mettre a
une échelle adéquate pour comparer les différentes méthodes.

Par convexité de payoff, 0* = 0.maz-

Exemple du bull spread : g(z) = (x — Kmm)+—(x — Koz
40%, T =1, S = 100, K,in = 100 et K, = 120.

Comparaison des différents schémas :

Prix du call spread :

)+. r = 0.05, Oppaz =

prix (vol max=0.4)
—s—prix exact
14 —s—schema 1 (M=10)
schema 2 (M=10)
—— schema 2 (M=100)
max control (M=10)
e,
B,
8 SRR R i
H f
- S SNy SN
44 frommonoooes boomemooenoees R Rl
7Y S T — S T —
0 + : +
0 0,1 02 03 04
ol min

Delta du call spread :
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10)

scherma 2 (M=10)
—— scherra 2 (M=100)
mex cortrd (W

—m— schema 1 (M=10)

-1 —— delta exact

delta (vol max=0.4)

005 01 015 02 025 03 035 04
wvolmin

0

t

incrémen

Comparaison selon la taille de la grille de quantification M (de i

brownien AW) avec la méthode 2

Prix du call spread :
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prix bull spread (schema 2)

—=— quartif M=3
11 awtiwso [ e
quertif M=100 ; |
2 71— moment M=3 |--------- oo frmmeee
0 | i i
0 01 02 03 04

vol min

Delta du call spread :
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delta bull spread (scherma 2)

quatitM=10 |
quantifM=100

—+—delta exact
—a— quantif M=3

014-

03 04

02

vol min
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Troisiéme partie

A Discrete-time approximation for
BSDEs with barriers



We study a numerical scheme for doubly reflected backward stochastic diffe-
rential equations (RBSDE) with possible path-dependant values and with jumps.
We propose an Euler scheme’s type approximation. We prove the convergence of
the scheme for BSDE when the number of time steps n goes to infinity. We give
the rate of convergence for game options.

4.4. Introduction

In this paper, we are interested in the problem of discretization of a back-
ward stochastic differential equations (BSDE) with two reflected barriers with path-
dependent values and jumps :

Y, =1V gAu(Xr) +ft ds+(K+ K" - (Kp — K;)
f ZsdsWs — ft fE Jii(de,ds), Vte[0,T], P—a.s.
I(Xy) <Y:<u(X) Vte [O,T]7 P—a.s.
and [ (Vs —U(X,)dKS = [} (Vs —u(X,)dK; =0, P—a.s.
where K* are continuous non decreasing, © := (X,Y, Z,T') with I" := [, p(e)U(e)A(de).

The forward process X; = &, ((SS)ogsgt) is a R%-valued pathdependent function-

(4.4.1)

nal of a process S which is solution of a forward SDE :

St=50+/0tb(5)dr+/ dW+//5 ', e)i(de, dr).

Here, W is a dy/-dimensional Brownian motion and 7 an independent compensated
Poisson measure fi(de, dr) = p(de, dr) — A(de)ds.

Given m = {0 =1ty <t1 < .. <ty =T} a partition of the time interval [0, T]
with modulus |r| and X™ the Euler scheme of X, we approximate the solution
(4.4.1) by the backward scheme :

Vi = 1(XF) Vg (XP) hu (XF)
Wi

T i+l
Zti_]E t1,+1 tig1— tl |‘7:f ’

fz —F Yﬂ' Jg p(e)E(de,(ti,tit1]) |~7:t:|;

tit1 tigt1—t;
V7 =E Ymm} + (b — ) (X7, V0, Z0.TT ),

For BSDE without reflexion (in (4.4.1) one should take | = —oco and u = o0,
thereby K+ = 0), such approximations have been studied by [BT04] and [Zha04],
see also [BEO8] and [JLW05] for BSDE with jump. The simply reflected BSDEs (in
(4.4.1) one should take u = +oo, thereby K~ = 0) are related to optimal stopping
problem (American option in finance) see [KKP797] and see [BP03a], [BCO08]
for numerical approximation.

Existence and unicity for reflected and doubly reflected BSDEs are studied in
[CK96] for the continuous case and in [CMO08]|, [HHO06] for the case with jumps.
Some numerical schemes are developped in [Cha09], [OtmO08] for a continuous
non-pathdependent forward process X = S.

In our numerical scheme for R2BSDE, we are able to extend to a forward
pathdependent process X; = (S;, ®4(S)) where S is a jump diffusion process and
®, is a L>°-Lipschitz functionnal (see section 2 for precise definition).
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In the first section, we study the forward process X and its approximation
X™ by the Euler Scheme X™ . We show new results for the strong convergence of
this scheme in the jump framework for both the uniform norm and the Skorokhod
metric. We prove some properties of the forward process : some regularity on time
and on the flow.

In the second section, we are interested in the approximation of the backward
process Y. We prove that

E| sup [¥; -7

—|r|—0 0
te[0,T]

in a general case and with a rate of convergence of at least |7|In ﬁ for the game

option (with f independent of (Z,T'), see [Kif00]). It allows us to show that

n—1 tig1 . 2
o (T
i=0 v "

under Mokobodski conditions.

We work with finite time horizon T' > 0, a probability space (2, F,P) and a
filtration F = (F)y<;<p. Let W = (W})y<;<p & dw-dimensional standart Brow-
nian motion and p a Poisson measure with intensity v(de, dt) = A(de)dt, for some
finite measure A in £ C R™ for some m > 1. Suppose W and p independent under P.

2 —
n ’FS -7

NoTATION. We denote by :
o E,; the conditionnal expectation E[.|F] Vt € [0,T];
© i = p — A is the compensated measure associated to p;
o M™? the set of all matrices n x d (and simply R? = M%! and M¢ = M%?),
1
|z| = (Z” |;1ci7j|2) * the Euclidian norm on M™¢.
oD ([0, T],R%) (or D ([0, T]) to simplify) is the space of all cadlag (right continuous
with left limits) functions : [0,7] — R? with the topology J; metric (it is the
Skorokhod space with the Skorokhod topology see in [Bil99])

dp(z,y) = inf [ sup |A(¥) —t[+ sup |z(A(t)) —y(?)]
AEA \ tel0,T) te[0,T]

where A denotes the set of all strictly increasing continuous bijections from [0, T
to itself.

We consider (H, |.|) a Hilbert space (usually H = R?).
o IL2(H) is the space of square integrable H-valued (Fr -measurable) random va-

1

riable V' such that |[V]] . = E [\vﬂ < too

o H2(H) is the space of progressively measurable R?-valued process V such that

Vil = E [ Vil ] < +oo

o H3(H) is the set of mappings V : Q x [0,T] x E — H which are F;-measurable
1

and [Vl = E [fo s |vt(e)|2A(e)dt] < foo.

o 8%*(H) is the set of H-valued adapted cadlag process V such that |[V]|g. =
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Nl

E |supg<ier [Vi* | < +o0.
o For a partition 7 = {tc = 0 < t; < ... < t, = T}, S2(H) is the set of H-valued

{Ft.}4,. -adapted process V' such that [|[V]|5. =E [suptieﬂ Vi, | * < too.

We denote L2, H?, §2, S2 for simplicity, when the context is clear.
Let m = {0 =1ty < t; <. <t, =T} be a partition of the time [0,7]. Throu-
ghout this paper, we shall use the notation

|’/T| (= Ssup |ti+1 — ti‘ s
0<i<n

w(t) :==sup{t; € wlt; <t}, Vtel0,T],
T(t) :=inf {¢; € wlt; > t}, Vte[0,T],
Al =t —t, 0<i<n,
AT W =W, =Wy, 0<i<n.
4.5. The forward process
Consider K > 0, two K-Lipschitz continuous functions b : R% — R9s, o
R?s — M%s9% and a measurable map 3 : R% x E — R%s such that :
sup [3(0,e)| < K,
)
sug |B(z,e) — B(E,e)| < K |z —&|, Va,iecR%s.
e€

Then, it is known that, for any initial condition Sy € R%S, the forward stochastic
differential equation

S = So—i-/b dr—|—/ ) AW, —|—//ﬁ —, e)ii(de, dr)

exists and has a unique solution {St},,<p in S[o 7> see [FK85].
Given m = {0 =t¢p <t; <..<t, =T} be a partition of the time [0,7T], we
approximate S by its Euler scheme S™ defined by

ST = So,
ST, = SF+b(ST)AL, +a(sg;)A;f+1w+[Eﬂ(sg;,e)n(de, (tintin]), i=0,..mn—1,
and we set

ST = 8%+ BSZ)) (¢ = 7(0)) + o (S3) We = Wao) + [ (ST elilde. (r(2).1),
57 =57,

In the following, C' > 0 will denote a generic constant independent of i and n
that may take different values from line to line. It is known that (see [BEO8] for
example) :

E| sup  [Su—S. |f51 <C (1 + |SS\2) h, Vse[0,T],¥h >0,
s<u,v<(s+h)
sup E| sup |St7rfSZ:|2 <C|n|.
0<i<n—1  |ti<t<tiis
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LEMMA 4.5.1. The strong error due to the Euler scheme is known : there exists
a constant C > 0 such that

E[ sup |St—St”2] < Clml.
0<t<T
In the continuous case (i.e. = 0), we have
E{ sup ‘St m)\ } < Clr|In(-1).
0<t<T 7|

see [ZhaO4].
The last inequality is false for a diffusion with jumps. Indeed, if we consider a
Poisson process N; for example, we have

E[ sup ’Nt Nz

2
] > P(Np>1).
0<t<T

So, N" -» N in S2. We need to wiggle space and time a bit to obtain the conver-
gence to the cadlag processus. Therefore, we use the Skorokhod topology (whereas
the traditional topology of uniform convergence only allows us to "wiggle space a
bit") for the strong convergence of the Euler scheme S".

PROPOSITION 4.5.2. With the J, metric on D, we obtain the same convergence
rate as in the continuous case with the uniform distance :

E [sup dp (Sti, (S”)ti)Q] <C|n|,

t;em

E {sup diy (sti, (s’“)ti)g] < Clafin(-2).,

t,em ‘ﬂ-|
where we denote
i = a0, V2 e D([0,T)),Vt,t; €[0,T].

DEFINITION 4.5.3. A functionnal ® : D([0,7]) — R is called L>-Lipschitz, if
there exists a constant K such that

|®(z) — ®(2')] < KOE?ET |z(t) — 2'(t)|, Vz,2’ € D([0,T)).

Now we define the forward process X.
Let K > 0. Suppose that for each 0 < s < ¢t < T, there exits a fonction ®; :
D ([0,T],R%s) — R and ¢, : R x D ([s,T],R%s) — R such that for 0 < s <
t<T,for all z € D([0,T],R%)

0u(@) = pos (Pul@) {2()} st ) -

We suppose that all ¢, (and @, also) is L>°-Lipschitz with a uniformly constant
K.
With the path-dependant process P, = ®;(S;), we define

X = (St,Pt) = (St,@t(st)) € Rd

with d = dg + dp. Since S is Markovian, one can easily see that X is Markovian.
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Using the Euler Scheme of S, we approximate X; = (S, ®:(.5)) by
X7 = (Sg(t)vptw) = (S;rr(tﬁq)t(s;r)) :
Moreover, we suppose that :
K t
(4.5.1) |®y (1) — @4(F)| < Kdp(a', ) + 7/ lzs — Zs|ds, VO<t<T.
0

REMARK 4.54. The functionnals () = supg< <, 7(s) (for the lookback op-

tion), ®;(x fo s)ds and ®;(z) = * fo s)ds (for asian option) are LL.>° Lip-
schltz unlformly in ¢ and is satlsﬁed (4 5 1).

LEMMA 4.5.5. The strong error of the scheme is given by

1
(4.5.2) |1 X — X7||se =E [Sup | X:, — XT ﬂ < C|n| 1n(|?).
i t;em

REMARK 4.5.6. It is possible to approximate X;, by X T, Dy, S")). This
estimation is less convenient to use than ® (S ) =0 ( W(t) ) but the error

0<t<T

is smaller :
_ 2 )
E {sup X, — X[ ] <CE | sup |S;, —ST|"| <Cw
ti€m te[0,T)

with only IL°°-Lipschitz property required by ®. For example, we can simulate
®(S™) for asian and lookback option in continuous case :
& For lookback option Pj, = ®, (5™) = supg<;<;, S7, we have

ptTll;Jrl = sup (Ptk’ SW o(SE, )mek+l)

Wi its(tppr—tr) ~Wi
where ex11 = supg< <1 (Bs + sv/Ter1 — two 1(SE)b(ST.)) (where By = et (ft’”;‘l_f’;; t’“
is a standard Brownian motion by scaling) can be simulate.

o For asian option P[T = &, (X™) = - g’“ STdt, we have

~ 1 ty 1 tey1
0 k1

t t —t. (ST 4+ ST
Lpr 4 ’“{ R +€k+1\/tk+17_tk}

(78] tk+1

Wi, +W. .
where €y = —L1— fttk“ (Wt - %) ds ~ N(0; 1) is independent of
(tkp1—t)2 °°F

(S,ZT]C,SZ;H This scheme is used in [LT01] to simulate asian option fOT Ssds.
For 0 < s <t < T and for a Markov process M, we denote Mt(s’m) for M;

conditioning to My = m.

The following lemma gives the Lipschitz property of the flow of X.
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LeEMMA 4.5.7. There exists a constant L > 0 that Vt € [0,T], V0 < k < n,
Ve = (s,p),a’ = (s,p') € Ris x Rir

} —|—E[ sup
t<s<T

S;T;(tkns) _ S:’;(thSI)

2
]E|:t<su£T’5ts) S(ts) :|<LS—SI|2,

E[ sup ’XWLXW'>
teusT u u

t<u<T

2
]ngx/|2.

We want the process X to be cadlag and therefore we need some time regularity
for ®;. Then we suppose that ¢ — ®;(.9) is right continuous with left hand limits.
We also suppose that R(e) — 0 as ¢ — 0 with

R(e) =E l sup |®.,(S") — <I>t(St)|2] .

0<t<u< (t+e)AT

Then, this implies E [SupogthE [SUPtSug(t+e)AT | Xy — Xt\ZH —0ase— 0. In-
deed

E
0<t<T t<u<(t+e)AT 0<t<T t<u<(t+e)AT

sup E; l sup | X — Xt|2H <CE l sup E; l sup |Su — St|2

0<t<T t<u<(t+e)AT

+CE sup E; sup |®.,(S") — ‘bt(St)|2H
0<t<u<(t+e)AT t<u<(t+e)AT
<CE| sup E; l sup [Su — St|2 + CR(e)

< C{e+R(e)}.

AssuMPTION 4.5.8. We denotes (At) the assumption : there exists a constant
C > 0 such that Ve > 0, R(e) < Celnt <. Then the assumption (At) gives a time
control of X :

sup |Xu - Xt|2

(4.5.3) E [ sup E;
t<u<(t+e)AT

1
< Céln-.
0<t<T €

REMARK 4.5.9. o If there exists C such that
|y (2') — @(a")| S C(A+ sup |z(u)|)h Vh >0,Vt, Vo € D([0, T], R%)
0<u<t

then (Ht) is verified.
o For the lookback option, we have @, (") — ®4(2") = supgc, sy z(uAt) —
SUPg<,<; Z(u) = 0 Va € D([0, T] Rds) and (At) is verified.

¢ For the asian option ®;(x fo u)du, we have ®;,p(2t) — By (a?) = ha(t)
vz € D([0,T],R9) and (At) is satlsﬁed
o For the asian option ®;(z)) = * fo u)du, assumption (At) is satisfied.

Indeed, we have for h > 0
1 ¢ 1 [t
Dy (ST) — @u(SY) = v h ), Ssards — ;/O Ssds

1 t
= [ Sro =50
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where A 5 (s) = (#s) AtV0 < st < T (with [A¢n(s) —sAt] < h). With C. =
eln %, we get
2]

S Ss|” ds
O<t<t+h< (tranT / [Sxnto) = | 1

1 tAC. 9
<E sup f/ |S,\th(s)sz| ds
| 0<t<t+h<(t+e)AT t ’

R(e) =E sup
| 0<t<t+h<(t+e)AT

1 t
+ ] S = Su)as

IN
=

+E

1 2
sup n / |S/\th( ) — SS| ds]
Ce<t<t+h<(t+€)AT

2| ds
sup |S,\t7h(5) —Ss‘ ] —
te[0,T],he[0,€] s

T
<CE| sup |SS—SO|2}—|—/ E
Ce

0<s<C,

<CCc+Ce{lnT —InC.}

1
<C|r|ln—

|
4.6. Backward Process
Now, we shall use the following standing assumptions : the determinist functions
[ RIXRxRYZ xR™ - R, g:RY - R, [ : R? - RU{—00} and u : R — RU{—00}
are Lipschitz continuous with Lipschitz constant K.
REMARK 4.6.1. This condition permits us to treat the situations | = —oo or

u = 400, corresponding RBSDE with a single lower barrier {(X;) and upper barrier
u(Xy) or a classical BSDE (without barrier).

We consider now the R2BSDE :
Y € 82, Z € H?, Ue]I—]I2 K* e 8?2,
Yo =g(Xr)+ [ f ds+(K+ K" - (K; — K[)
— [ ZdsW, — ft [ Us(e)fi(de, dr), Vte[0,T], P—
I(X:) <Y:<u(X;) Vte [O,T], P—a.s.
and [i (Y, — (X)) dKF = [} (Y —u(X,)dK; =0, P—a.s.,

where K* are continuous non decreasing, © := (X,Y, Z,T) with " := [}, p(e)U(e)A(de)
and g =1V gAu.

)

With these hypothesis, we have unicity of the solution of the R2BSDE (4.4.1).
In order to ensure existence and unicity of the solution of this equation (4.4.1) (see
[CMO08] and [HHO06]), we assume that Mokobodski condition is fullfilled : there
exist two supermartingales J*,J~ € S[QmT] such that 1(X;) < J;” — J; < u(Xy)
over t € [0,T].

ASSUMPTION 4.6.2. We denote (Am) the assumption : 3L > 0,Vr = {0 =t9 < ... < t, =T}
such that there exist two supermartingales J™%, J™~ € S[QO’T] such that I(X]) <

JEt — JTT < w(XT) overt € [0,T] and E [|J”*i|2} <L
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We then approximate (Y, Z,T) by (Y”,Zﬂ,fw) defined by the backward im-
plicit scheme

Y7 =g(X7),

7:; =E YZTJA = WHrl |'7:tL )

i T f p(e)/‘(de (tuti 1])

Fti =E Yl+1 “ AZ’+1 - |‘7:t:| )
V=BV IR + AT (OF),

V7 =1(XF) VYT Au(XT), Y0<i<nm,

T

where OF = (X7, V7). Znw Taqry) ¥t € [0,7].

Since (X7),.,<, 15 a Markov chain, there exist determinist functions yf, :
R — R, §7;RY - R, 27 : R — Rand 7 : R? — R Y0 < i < n such that
(yt (X ) yt (Xﬂ-) ZZ:(X;:),’YZ:(X;:)) = (}/tﬁvﬁ?aitwfti)a then (Z/ZTL,Z]ZT“ZZTLKYZZ) iS
defined by the backward implicit scheme

yr(x) =g(x),
AT i
E ytl+1( tl+1) W+l |X )
e de t7,t1 1 -
Elyr, (X M)jEp( I +f ”)\Xf —x}

7
7T
f?

T

E%M<mef4+mﬂﬂ (@),
L) ViF(z) Au(z) VYozeRY, VO<i<n,

27 (z) =
(@) =
(z) =
v, (z) =

where 07 = (14,97, 27 ,7F) Vt; € 7.

Let us introduce the continuous time scheme (Yt“, Y, ZF, Ft> associated
0<t<T

to (Yt th T, ) . By martingale representation theorem, there exists (Z™,U™) €
€

t,em

H? x L3 such that

tit1 tit1
Y7, =B, [V, ]+ / Z7dW, + / / UF (€)7i(de, dt),
t

i

and we define I'T := [}, p(e )A(de). We observe that
1

77‘, tit1
7] =K, { = / Zt”dt} ,
i+1 Jt;

i

A?;Fl i i

. 1 tit1 7
Ft,. — Et . / Ftdt .

' ' A;ZT—‘rl t; .

Then Z,(Ty,, 77T and f: respectively) is the best approximation of Z (I, Z™ and

'™ respectively) in H[t t:11] PY Fi,-measurable random variable (which is constant
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on [ti, ti+1)) :

tita o
E,, [ / V-7,
ti

for (Vi,Vy,) = (Zi, Z4,), (T4, Ty,), (Zf,?;:) or (I‘t,fz_). We prolonge V on [0,T)
by Vt = Vﬂ‘(t)‘

We can define the cadlag process Y™ on [ti, t;+1) and the ladcag process Y™ on
(tistita1] by

9 tita 9
dt] —  inf [ / Vi — V| dt}
VieL2(F,) ‘.

_ tit1 tit1
Y=Y = }/;fﬂ_y(tiﬂ—t)f(@;:)—/ ZdeS—/t Us(e)ii(de,ds) Vt €]t tiza]

S

and the increasing process K™+ by

K% = 3 AK[ and K™= K™F — K™,
ti<t,t;em
. NS _ - +
AKDT = (Ux7) = Y7) and AKDT = (V7 —u(X]))

7

Then, we have the following representation

_ T T T

Y = Y{f+/ f(@;r)derK%—Kf—/ Z;TdWs—/ Us(e)n(de,ds), Vte[0,T].
t t t

Our main result is the following theorem.

THEOREM 4.6.3. We have the convergence of the approximation :
Y =Y"|g: =0

as |w| — 0.
If assumption (Am) is satisfied, then

I =Yg +||2 -7

=7
H2 + HF - HH2 =0 0-

Moreover, if assumption (At) is satisfied and if f(x,y,z,7) is independent of
(z,7), then the rate of convergence is given by :

1
Y-y~ <C In —.
¥ =¥l < O fInlin

To prove this theorem, we need some properties of Y™ given by the following
lemma.

LEMMA 4.6.4. We suppose K || < 1. (y7., 97, 27,77 ) are Lipschitz continuous.

There exists a constant C' > 0 independent of m such that :
@) @)} <CA+al), ¥iVeeR?,

) 9

sup {[y7; (x)], |97 (x)

E| sup (Y7 + |27+ 7+ |[UT(e)’)| <C, Vtelo,T).
s€[0,T),ecE

Assume (Am), then ||[K™*

e <C.
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DEMONSTRATION. 1/ First, we show that |§7 ()| < C (1 + |z]). For t; = T,
the Lipschitz property of (g,,u) implies that § =1V g A w is Lipschitz continuous
with the Lipschitz constant K and gives

|77 ()] < g (z)]
<C(1+|2]).

Let t; < t;, < T. From the Lipschitz property of f, there exists an R x R x R%% x R™-

valued o(X tk’(t“w)) measurable random variable (Ak.q, Ak,ys A,z Ak~ ), €ssentially
bounded by K such that :

£ (07, (X)) = F(0) + Mo X 4 Ay 7, (X0
+ ka2l (Xf,;““w )+ My v (X)),

The definition of g7 , 2 gives

g (XY = By, {QZCH(X;JY{M)) {1 + Akeye AT Wi + Ay /E p(e)f(de, (tkatkﬂDH

122

+ Ak {f(O) + A X, (t“m)} + Moy Af1 05, (X4 k(t I)).

From Cauchy-Schwarz inequality and the inequality || < 1+ \x|2, we have

j

\1+AMA Wiss + M- [ p(e)de (tesths)

b

r (x5 z’)\ (1= K |7) < Af {70) + K ‘Xt’:(tw)

1
2‘|2

JrEtk[

(s 2
747
tk+1 ’ ]Etk

tk41

2 .
< ]Etk |:‘ytk+1 7(t1,-L) ‘ :| 1+2K|7T| +Ak+1 {f(o) +K’Xt7:(t“ )

Since Ay, and Ay, are a(XZ;’(ti’m))—measurable and bounded by K

2
‘1 + /\k7z,AﬂWk+1 + )\k,,y./ p(e)ﬁ(de, (tk,tk+1])‘ |Xt7;7(ti,$)‘| <1+ QKAZ_H,
E

and then
1
2
@&(X&’““”)\SE[ (x| x; “”’”} (L4 CAL)+A7, 0 {1+ |xp )

b

Consider the stopping time

r= it { > g (50) U or g (X ) 2 u(x ) AT

Then, we have 7, (X;") = y7 (X7 for t; < ¢ < 7 and g7(X7"7) =
Z(Xr’(t I)), (XT’(t“T)) or g(X7 (f“T)), therefore

g:<X77_r7(ti,w))‘ <C (1 + ‘X;n(ti,x)
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7(t1ax)) ™

Summing up from t; to 7 with g7 (X] L, (XZ;’(t"’x)), this provides using

Jensen inequality :

NI r
e )| T o+ cagy)

k=i

)| <E|

n—1 2
L0+ 08T E |1+ sup x5
h—i i<k<n

xp )| ]}

§0{1+]E[1+ sup

i<k<n

<C{1+|z[},
and

|7, ()| = [U(z) v 57, (2) A ()]
<C{l+ 2]}

2/ We show now the Lipschitz property of y7 and g7, .

The Lipschitz property of g gives the result for ¢;, = T.

Let t; <tp < T and x,2’ € R? . From the Lipschitz property of f, there exists
(Azs Ay, Az, Ay) € R% x R x R92 x R™ F;, -measurable, essentially bounded by K
such that :

7 (o, ) = p (0, () ) = oy, () — g (x o )))
A (2, (X107 = 2 (X “””>}+A7.{wz;<x>—wx&*“@'b}+Ax.{X:,:““”—Xz:“”’)}.
The definition of g7 , 27 , gives
i, (X5 ) = g (X ) = AT A (X0 — X0
+Ey, | (v, (thiﬁm) 07 (X))
where

o= L+ AT A + AL A Wi + A, / Zi(de, (b, trs1]).

The Cauchy-Schwarz inequality implies

~ w,(t:,x ~T T, ti,z’ T ,(t:,x T, ti,m'
Yty (th( )) -y (th( ))‘ < Ak+1c ‘th( - th,( )

ty

T, ,T T ,(t /,m' 2 2
B |o (27 = 05, 70| B [l ).

Since E, “&Hﬂ < (14 2KA7, ), we have

g (X7 ) — g (x| < Ao xp e - X

tr

T T, , T T 7, (t ,a:' 2 T
(4.6.1) + Ky, Uytkﬂ(xtkﬁk )) - ytkH(thilk )>‘ } (1 + CAIc+1) :
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}

Let t; < T. We consider the stopping time
,(ti,x T T, ti,m’ ,(t:,x T, ti,m’
ytk(X R )) ytk(th( ))‘ SK’th( )_X ( )

ty

7= inf {tk>t‘

trET

Since yT. = § are K-Lipschitz , we have

T w,(t:,T T T, ti,:v' w,(ti,T T, ti,z'
yT(XT( ))_yT(XT( ))’ SK‘th( )_th( )

and consequently 7 < T
For t; < t; < 7, let us show that :

) —yr (x| <

ti

~ 7, (ti,x ~T
(4.6.2) Yty (th( )) — Yy, (X

yr (X7,

ti

7(tz;$ ))’

ti

4
then y7 (X t”I)) # i (X k’(t“x)) for & = x or 2’. By symmetry (on (z,z’) and
(I,u)), we can restrict in the case of y7 (X; k(t“z)) Z(XZ;’(t"’w)). Then

Indeed, supposing

i, () — g (X )| 2 g () — g (e ),

i () =y () 2 0 i xg )

tr

> K ’th»(tivf,) _ Xz;v(tiwz) )

,(ti,x T m,(ti,a’ 7, (ti, o m,(ti,a’
Since ‘ytk(Xk( Ny —yr (X ))‘ > K‘th( ) xp )
(tx < T), we have

by definition of 7

T m,(ts,x’ g 7, (ti,z m,(ti,x’ 7, (ti, @
ytk(th( )) _ytk(th( )) > K‘th( ) - X ()

k

and

> 1(x 7)),

T m,(ti,x") irT ti,x’ m ti,x
yr (X0 s (x| xpter) o x e

Therefore y7. (X[ (ki )) = g7 ANu(X] (ks I)) <, (X,Z;’(ti’m)) we obtain (4.6.2) :

yr (X)) — g (x z))) yf (X 0) =y (X))
< ngk (chv(ti,x )) . gzrk (th,(tl,x))

Combining the inequalities (4.6.1) and (4.6.2), we have for t;, < 7 :
m, (i, ~ T ™,
( )) - ytk (Xt

tr k

~T ti,a’ T m,(ti,x ™, (ti,a’
ytk(X ( ))‘ S Ak+1C’th( ) _th( )

1
~ ,(t;,x ~ w,(ti,x’ 212 T
+ Ky, [ (thil = Ytyoin (thd(rl ))‘ (1+CALL,)-

Summing up this last inequality from ¢; to 7 and we deduce

Ik
| o yt Z Ak+1E |:‘X t“$) 1(t747£ ) :| H 1 + CAJ+1

, ok
) =y |

1
2:|2

+H (1+CAT )E [

j=t

< CE [sup )XZ;’(“"T) - XZ;’(“’I/)




4.6. BACKWARD PROCESS 141

The definition of 7 and the inequality Hf:l (14 CA7, ;) < e permit us deduce

2] 3
The Lipschitz property of the flow of X™ given by lemma (4.5.7) shows :
|97 (x) — 7. ()| < Cle — 2],

and y7 = [V g Awu are also Lipschitz-continuous (since [,u,§] are Lipschitz-
continous).

3.0 37 ()] < CE [sup [ X707 x7 )

(ti,x

3/ By definition of XZZ o ) and because the functionnal ® is L°°-Lipschitz, we

have :
E UXZT_’(“"”) —E [x70] ‘2] <C(1+ef) A,

i1 tit1

It follows that

T ~7 m,(ti,x ATFWz 1
‘Zti (CL‘)| = ‘E |:yti+1 (XtLJr(f )) AT = :H
i+1
~ T, (ti,x Aﬂ-Wz
=< ‘E {yml (]E {Xu(f )D NHH
i+1
. v AW
~1 7, (ti,x ~T 7, (ti,x i+1
e[ (r7) s s ) 23]
1+1

P, (]E [Xw,(ti@)D is determinist, then E [ggﬂ (]E [ngti,m)D AWy } = 0. The

tit1 i1 i1
Cauchy-Schwarz inequality and the Lipschitz property of g7,  imply :

1

21 bl

1
~ m,(t;,x) ~T 7, (t;,x) 2|2
yti+1 (Xti+1 ) - yti+1 (E |:Xti+l ])’ ]

1
212 1
< CE UXQ;(?*” —E [xp07]| } A7, 72

@) <E|

‘AﬂWiJrl

T
A'L‘Jrl

i+1
<O+ z).
Applying the same reasoning to 7, gives that [/ ()| < C (1 + |z|) uniformly in .

4/ Representation gives
- x  \ Waw —Wa
Zf =K |:y7r(t) ( ?(t)) W )

F”:/peIE Yz Sty + B(ST sy, €), Pe(Sy + 1:6(SX 4, € — gz ( XZ A(de),
F= [ (e [y (e + 08Ty 0 2u(ST +18(ST0y, D)) ) = Ty (X )] M)
UZ(e) = Ee |42 ((Sre + B(ST0y, €) ®a(ST + 1iB(ST,0))) ) = Ty (X20)]
and from the Lipschitz property of y™ we deduce
B| s (1ZiP+ il ur)| <
0<t<T,e€E
with M is independent of 7.
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5/ Suppose (Am) satisfied. Let us show that E [‘K;’i ﬂ is bounded indepen-
dently of 7. For t; € w, we define

V=K, |9(XE) A+ > ICHRIE

trem,t; <tp<T
O )UXE) =W, ift,; <T
0 ift,=T
- w(XT) - W, ift, <T
Ul = ‘ .
0 if t; = T.

The dynamic programming principle gives a representation of Y™

Y/ = Esssup, cqeEssinfpersBe, | Y ALA(OF) + HXD)Lrconr + u(X7)lo<rar + 5(XF)

t; <t <TAO
= Vi + D},
where 7;" denotes the set of stopping times 7 € 7 such that 7 > ¢t and
Df = EsssupTeTJEssinfgeT;irE |:I~/:1.,-<9 + U51729j| .

For a process P € 82, we denote {S(P)
defined by

t bi,en its (discret) Snell envelope which is

S(P)i, = eSSSUPTeTwEti [P;], Vit em.
S(P) is the smallest supermartingale such that a.s. S(P) > P.

71—7

Let us consider the supermartingale J Jy € S2 defined by :

Jﬂ' ,+ J7"7 —

Jt7r+ JtTr+ Eti [g(X;")—ﬂ _E’ti Z Zf(@?k)"' )
_thﬂ',tiStk<T i

JT =T B [g(X)T] - B | Y ARSOR) 7|, Wo<i<n,
_tkeﬂ',tigtk<T i

where J™% € S2 are the supermartingale of the assumption (Am). Then
(4.6.3) Ly <Jrt—Jr= <Uf, Ve,

and

E {sup
t;em

jg:7i’2:| < CE |:f51ép (’J27i|2

2)}

Let us consider the sequences {C&)i}tkEW Fi,-adapted defined by : C’tok’i =0
and Vn >0

ot = S(L™ + C™ ) and C~ = S(-U™ + C™7).
The inequality (4.6.3) implies by induction :
o<crt<emtht < gt and o< o <ot < T
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Then, the sequences C™* converge pointwisely to a supermartingale C* which
satisfies
0<Ct<Jitand0<C™ <J7~
and
Ct=S8S(L™4+C )and C~ = S(-U™ +C™).
By Doob-Meyer decomposition, there exist martingales M ™+ and non-decreasing
processes AZ’i = 2;10 AAfkfi (AF* = 0) such that CF = M™* + A™% (where

AAf,;i =E, [C’i - C’tﬂ ). We can easily verify that :

thi1
i —Cr = Li VE, [Cf,, - i, | N OF
- Dy,
and then VO <4 <n
Y =G =G + W
=By, [CF,, = Ciipy + Vi | + ATFOF) + AATT - AT~

=Y+ AKT - AK].

By uniqueness, we have
ARET = (1x7) 7)) = aar,
ARE = (V7 —u(x) = a4
Finally, HK;’iH2 is bounded by a constant independent of 7 :

E|[K7*[] = E [|a5*[]

2

gc) <.

It

S2

]

We can now prove the Theorem (4.6.3) that shows the convergence of the
discrete-time scheme.

DEMONSTRATION. (Proof of Theorem (4.6.3))
1/ For V=Y,2Z,Z T I'U or U, we set 6V =V —-VT.
Let t € [0, T]. We consider the times 7, 7¢ and 7% defined by

7¢ = inf {s > t\/ Loy, sod K7 +/ Loy, codKT > 0} AT,
t t

-\t ~ +
74 = inf {tj €m0 T o, <o (UXT) = V) + Lo, 50 (V7 —u(XT)) > o} AT,
r=7°AT%

7¢ is the entry time of a continous F;-adapted process in a open subset of R and
7% is the entry time of a J; -adapted, discrete-time process in a open subset of R,
therefore 7, 7¢ and 7% are F;-stopping times.
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We use Ito’s formula between ¢t and 7 :

A D S (G R

trem t<tp<t

2 T
) +2/ 8Y (dK} —dK[)
t
(4.6.4)
+/ 6stsds—/ |<SZS|2ds—/ /|6Us(e)|2)\(de)ds+MT—Mt.
t t t E

with 7, = 2 (£(0,) — f(O7))+2 [, 60U, (e)A(de)ds and where My = 2 [} §Y,0 Z,d W+
fot I |6U,(e)| Ti(de, ds) is a martingale. Here we try to estimate each term of this
equality.

Ift), <7 <7%forty, € m, we have

(4.6.5) 8%, | = [Yi, - Vi

<0.
Indeed, there are three cases by definition on 7.
o If }ft: € [I(XT),u(X] )], then YT = }it:
o If Vi < U(X{) and 6Y;, > 0, then YT — Y, < I(X])—Y, = —6Y;, <0 and
‘}/tk - }N/t:‘ > |6Y;5k‘
o If Y7 > w(X[) and 0Y;, <0, then Y7 — Y, > u(X[) - Y;, = —6Y;, > 0 and
Yo, — Y| > 1%,

For s <t <7 < 7°, the definition of 7¢ implies

t
(4.6.6) / §Y; (dK; — dK; ) <0.

For |6Y;|?, we consider all the different cases :
oIf 7 =T, we have [0Y;| < K | X — X7|.
oIf r=r7° e]tk;tk—H[ (tk € 7T) and if 1Y7-=l(X7-)5YT >0, then

0¥ = 1(X,) — Y7
=(X,)—E, [Y%T(T)} — (7(1) —7) f(©F,)
<E, [z(XT) - l(Xt’ch)] +xl | £(OF,)]-
oIf T=71¢ E]tk, tk+1[ and if 1Y.,.:u(X.,.)6YT < 0, then

0V =Ex [V, | = (ten = 7) £ (OF,) = u(X,)

k+1

<E, [u(x,z;H) - u(XT)] +1nl[f (9F,)]-

oIf 7 =7 € 7 and if lsy, <o (z(X;r) —¥7) > 0, then
0¥, = U(X]) ~ Vs
<UXT) —U(X,)

oIf T =71 € 7 and if 15y, 50 (Yf — u(Xf)) > 0, then

[0Y;| =Y —u(XT)
<u(X;) —u(XT).
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By the inequality |©F | < C (1 + | X[ |) V¢, € m given by lemma (4.6.4) and by the
Lipschitz property of (f,g,u), we get :

6Y:| < KE, [|X, = Xago)| + [ Xrr) = XZ)

| +Irle (14 |xz,

E, [|5YT|2} < CE, [ sup E, [|Xs —Xﬂ(s)ﬂ] + CE, {Sup X, — XTI 2]
trem

0<s<T
2)

We note 0 < K; < K a constant such that Vr € RY, Vy € R, Vz,2’ € Riz,
Vv,v € R™

t<s<T

@y, z,7) = fl2,y,2,9) | < Kp (|2 = 2|+ v =),

and Ky = 0if f(x,vy, z,7) is independent of (z,7). From the Lipschitz property of
f and the inequality ab < %‘12 + % (for a > 0) , we get

OV(£(0,) = £(O7) < |V { K | X, = X7y | + K Ve = V7| + Kp |20 - 70|+ Ky [P - TT|}

K 2 - 2 _ _

S {‘X —XZw| T Yae| 107+ |5Fs\}

(0%

(4.6.8)
K 2 2

+2Of{ Z,—Z.| +|0,—T., }+|(5Y52{K+a(2K+Kf)},

and
a 1 2
5. [ 8U.(ede) < G I8V + o ‘ | oo
E a|JE
E

(4.6.9) < % 5Y. 2 + A;a)/E 16U, ()2 A(de).

Combining (4.6.5), (4.6.6), (4.6.7), (4.6.8) et (4.6.9) with (4.6.4), we obtain

0Y,|° < CE, { sup E, [|XS — Xﬂ(s)fH + CE, [sup | X:, — X[ 2}
tre™

0<s<T
T 2
/ ds]
t
T T
[ ivas] v [ R
t t

N (Aéf) _ 1) /E 15T, (e)| A(de).

K
+E, {|7r| C (1 + sup | X[ |2>} + —E,
tpem (0%

S

A

(4.6.10) 4 {2K + (1 + 2K + 2K;)} E,

where

K a2 K .
Py(a) = Ff ‘Zs -7 7\523|2+?f r, T,
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For t, € m\{T}, we have

tht1 2K tht1 o o
E, [/ Ps(a)ds] < Z—1g, [/ }ZS—ZS|2+\FS—FS\2ds}
tr « tr

2Ky | = 2 th1
+Et |:(tk+1 — tk:)Tf |6Ztk| —/ |5ZS|2dS:|

tr

2K | — bt AN(E
FE (-0 2 6T - [ (2 1) [ v aaelas
o e 2« E

Applying Jensen inequality, we obtain

tht1
E, [|5Zk|2} <E, {1/H 5ZS|2ds}
tr

te+1 — Tk

tht1
E, [\mkﬂ <E, {1/'” 51“S|2ds]

Te+1 — tk

< KA(E)E, LM / . / 16U, (e)[2 A(de)d ]

With o* > sup {2K, KK + $)M(E)}, we get

i t
E, [/ w Ps(a*)ds} < iy, [/ w {l2.-Z. +Ir, —Fs|2}ds] :
tk «a tk

Moreover,
2
)

+E,

71'2 TC

Fg _fs

A

S

+

a* s

Pyar) < 2B {

therefore

E, [/; Ps(a)ds] =

SC’Kf|7r|Et[bup \ZT|> + sup |F”|}
0<s<T

T
+ CKE; l/ {|ZS f75|2 + |Fs Fs|2}d5] .
0

The inequality (4.6.10) becomes
T
/ 16V, |% ds| .
¢

T
o = sup E, [‘XS — XF(S)H + sup |th — XZ;P + C/ Yr
trem 0

0<s<T

7 (t) T
/ Ps(a™)ds + Ps(a™)ds
t 7(T)

w(T)
/ Ps(a*)ds
7(t)

6Y:|* < CE, [R™] + CE;

where R™ = R + Ky RT with

2
ds

7(s)

2
+C|7r|{1+ sup |XZ;| + sup |Z§\2+ sup ng},
tpem 0<s<T 0<s<T

T
;f:c/ {12~ Z.] + 0.~ 1. as
0
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Appling the Gronwall Lemma, we obtain :

0Y;|* < CE, [R™],

]E{ sup |6YS|2] < CE[R"].
0<s<T

From lemma (4.6.4), we get

E |sup |XZ;|2+ sup |Z7)* + sup |Ff|2] <C
0<s<T 0<s<T

LtLE™
o ~ 9 s
E |\ = Yo ] <CE /( )(IZZII2+/ Uz (e)* Mde) + | (7)) du
L (s E
T )
E / Y =Y ds| < Clnl.
0

Since || X — X”H?SQ < C|n|In(%;) by Lemma (4.5.2) and

K]
E [supogsg E, [’Xs — Xa() |2H 0 as || — 0, we have E[RZ] — 0 as || — 0.
Otherwise, Jensen’s inequality implies

— _ _ 771,2
12 2| <112 -2 +|Z -2

H2

<||Z = 2| +11Z - 25 -

Z is Fi-adapted, there exists a sequence of adapted processes (Z"), constant on

[ti, ti11) converging to Z in H?. The inequality ||Z — Z| |H2 <inf,,_,, ||z - Z| |1HI2

o [ti tit1] [tirtit1]
implies HZ — Z‘ |H2 < ||Z — Z™||y= and using the same reasoning to I', we obtain

the convergence of (Z,T) to (Z,T) in H? and consequently the convergence of Y™
t0 Y in 82 since E[Rf] = C||Z - Z| |5, + C ||T = T2 — 0 as |x| — 0.

2/ If the assumption (At) is satisfied and f(x,y, z,7) is independent of (z,7),
then the rate of the convergence of the algorithm is known :

18 |I52 < CE[Ro]

1 2
< C ‘7T| ln(m) + E |:02uI<)TEs |:|Xs - XF(S)| :|:|
1
< C\ﬂln(m)-

3/ Assume (Am). Jensen’s inequality implies
2

=T 2 =iy
HZ—Z Hr—r
H2

HZ2

2 —2 — —T
I =T +|[T-T7|,

< Z = Z||ya + 1Z = Z7|[2e + ||T = T| |2 + |7 = T7| 2.

112 - ST 2
<||2-Z|p+|7-2
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Since (Z,T) —x/—0 (Z,T) in H?, we need to prove the convergence of || Z — Z™ || o+
|[I' = I'"||g= to 0 to conclude the theorem. Using Ito’s formula between 0 and 7', we

deduce
2 r 2 r 2
E[|5YO| } YE| [ 62,2 ds+ 16U, ()2 M(de)ds
0 0 E
T
<E ||o¥7[*] +E / 6Y;nsds]
0
-2 T
(4.6.11)  +E | > <|6nk|2— Vi, — Y3, ) +E 2/ |5Ys|(dKj+sz‘)]
trem 0
with

||n||Hz—2H [ suteae) + o) - son)|| <c.

HZ2

Combining (4.6.11) with the inequality
_ 2 . . . 2 |2
0, * = ¥, = V2| < ¥ - VT (AR + AKT) + [AKT [ 4 AT
and using Cauchy-Schwarz inequality, it follows that

1Z = Z7||% +|I0 = T |

T T
/0 6Z,J7 ds + M(E) |o% / [E |5Us<e>|2x<de>ds]

<C18Y || g2 {110Y |l sz + [[V™|l2 + [|BF | + || K7 ]2}
+C IR e+ IKF e} {10V llse + [|AKT |55 + [|AKT |2 }

<E

We have proved that ||0Y||g. — 0 as |7| — 0 and we have

T, + T T +
||AKtk HSE{Z tSkueI:r (l(th)—Y;k) Lo
Y m —r +
< |[swp (10x3) — Eu (U7, + ALFOXE Vi, Z5,0T))

trem L2

1
273
<C|n|+CE [sup } —x]—0 0.

tLE™

E,, {Xg;_ ' }

tet1

We suppose that assumption (Am) is verified. By lemma (4.6.4), HK;:’jEH]L2 <C.
Therefore,||Z — Z7 ||z + ||T = T7||25 — 0 as |7| — 0. 0

Annexe : proofs for the Euler scheme
We now prove the lemma (4.5.1) : 3C' > 0 such that ||S — S™||g. < C/|7].
DEMONSTRATION. (proof of lemma (4.5.1))

We decompose the semi-martingale S; — S = M;+ A; where M is a martingale
and A; a predictable process with finite variation :
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M, = /Ot (o’(St) - G_(S;r(r))) dW, + /Ot/E <ﬂ(5r—,€) - ﬂ(S:(T)_,e)) 7i(de, dr),
A= /Ot (b(5:) = b(S7,)) ) dr-

Consider a(t) =E [supogugt |Sy — S;Tﬂ, we have

() =E | sup 4.+ 04,1

0<u<t
<2E [ sup |Au|2} +2E [ sup |Mu|2} .
0<u<t 0<u<t

We deduce from Burkholder-Davis-Gundy inequality that

E[sup 2| < DaE [,

0<u<t
‘2

§D2/OtEUU(S)—aS’T /‘5 1) = B(ST(py_s€) /\(de)} dr,

t
E{sup |Ay|? <CE[/
0<u<t 0

Combining these inequalities with the Lipschitz property of b, o and (., e), it follows

b(S,) — b(ST,, )‘ dr} .

that
t 2
a(t) < CE [ / dr}
<C’/ [ i) = SE) dr}—l—C/ \S — S| dr}
<c/ F)dr+ C Jx].
Gronwall lemma applied to «(t) leads to the required result. O

The proposition (4.5.2) gives the error of the Euler scheme with the Skorokhod
topology :

E {sup o (5", <s7f>“)1 <Clnl,

t,em

E {Sup dp (sti, (s”)tiﬂ < Clrfin(-1).

t,em 7T-|

DEMONSTRATION. (proof of proposition (4.5.2))
For z,y € D, we have dp(z,y) < |z — y|.,, therefore

E {sup dp (5", (S”)ti)2] <E [ sup |S; — Sfﬂ <C|n|.
tiem 0<t<T

dp is a metric, so

dp (S, (7)) < dp (8%, (57)") + do ((57)", (57)").
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)

where A denotes the set of all strictly increasing continuous bijections from [0, 7]
to itself.

We define C™ (i) = aK (14 |S7|) {/I7|In(£), V0 <i <n— 1, with

ilelg{lb(x)\ ol 18z, e)l (LVA(E))} < K (1+]a]), VYaoeR?

We have

ST, —S-
AEA \ tefo,T] te[0,T] At (At

dD((S“)“,C§”Yi):: inf ( sup |A(t) —t|+ sup

and with o > 1 determinated later. Let us define (t7,07),.,., by

17
tg:to:0
07 =inf {s > t;|[ST — SF| > Clx|} Atiz1 VO<i<n-—1
tr = Lol Vi<i<n
1=t =T

We now consider A™ € A a piecewise linear function defined by : for ¢ € [t;, ;1]

tr if t =t

tit1 if t = 07
A(t) =} Ty if t =t

t7 + e (tivr — ) if t € [t;,07]

tit1 + %(t?ﬂ —tip1) it € [0, tiq]
Then Vt € [0,T], we have 0 < A\™(t) — t < 2|x| and for ¢ € [t;, t;11]
T(AT(t) = tilicor +tit1lisor.
As A™ € A, we obtain :

do (5™, (57)") < sup [AT()) ¢ + sup
T

SZT/\ti - g;r()m(t))/\ti

te[0,7] te[0,T]
and then

sup dp ((Sﬂ')tri’(gﬂ')ti> < 2|r|4+ sup sup |S7 — S,’Tr(m(t))‘—k sup |S7 — ST,
0<i<n 0<i<n—1t;<t<t;41 t€[tn_1,T]
The definition of C, and the construction of m o A™ give us V0 <i <n —1

sup |S} — S:(/\,r(t))‘ < sup |ST-ST|+ sup |ST - St Yor <ty
t; <t<t;y1 tfft<9?<T 9?St<ti+1
<Cx(i)+ sup  |SF = ST | lor<tia-
9;"St<ti+1
From the inequalities
2
E| sup |ST—-SC | |<Cln|,
te€ftn—1,T]

ﬂﬂ wp(ﬁ@]gchm(1>,

0<i<n—1 |7
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we obtain

2
E [ sup dp ((STF)t7;7 (Sﬂ)tiﬂ <E <2 |7] + sup sup  |S] = Sxo ) sup |S{ —SF | )
0<i<n 0<i<n—1t;<t<tii1 t€[tn_1,T)
<ClrP+CE| sup |Se — Si, s |2 +CE [ sup Cﬁ(z)}
t€[tn_1,T] 0<i<n—1
+CE | sup sup |S — 57, 19§’<t¢+1]
0<i<n—10T <t<t;41
n—1
< C|«|ln +C E |1lpr<t, , E sup ST —Sf For || .
I (| |) ; l Pt 07 <t<tiy: St | ‘

We deduce from the Burkholder-Davis-Gundy inequality that

S, —Sr

tit1

E l sup
(

To, (1) <t<tiy1

|f9ﬂ] <CE [<Sﬂ>[eg,t,~+1] |}—9f}
<C (1 + |SZT|2) (tigr — ti).
It remains to estimate
E [Lor<t,,, | F2,]

<P sup
0<u<titi—t;
(i)

gp( sup (Wi = Wl o(S7)| = = f)

t; <U<tl+1

DT )+ o (ST ) (Wipgu — W) + /E B(ST 0y, e)Fi(de, (t:, : + u])

> C”(Z’)l&-)

[ Btz e ot + ] (st [ B(ST- N
/Eﬂ(dev (ti»tiJrl])‘ > 0> ;

T «a T | In(
since ‘b(sg;)u+fE ﬁ(S:(t),e))\(de)u’ <o K(1+|xt,-lgw () (with || <

C’7r ;
—HP’( sup > (Z)]-}i>
ti<u<titi 2

mlin( L)
sup Wiy — Wi | > +IP>(

ti<u<tiyl 2

|7r| In (‘ |) i.e. 7| enough small) and |o(S7)| < K (1+ | X |). We have

7

/Eu(de, (ti,tiH])‘ > 0> < C(tigr — ti)-
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. Wi ol —We; - . . . .
Since By = % is a standard Brownian motion by scaling and since

< 2
E |ef5WPocu<ilBsl” | « 150 for 0 < 8 < %, we deduce :
1
™

P sup Wi — Wi | > ———— | <P | sup |Bs|>
ti§u<t1,+1 2 0<u<1

B 2
ay/In(L)
ﬁ{ SuPUSu<1|BS|27<%> }
e

7| (%) ay/In(3)

2 Ba?
< E [eﬁsupogu<1\Bs| :| |ﬂ-‘ 1

< Clnl,

with o > % Then E [19;'<ti+1|-7:t71} <C|n|.
Combining the inequalities leads to

1
™

n—1
B [da(5, 5] < Clalin (1) + € 3 (141 = 008 [E [1ag, rcuc 72] (1417 )]
=0

1 — e
<Clrtin (1) +O X s =00 p B[4 1521)]
< Clr|ln (1)

Y

O

The lemma (4.5.5) determines the strong error for the approximation of X by
X7 |X = X5 < ClalIn().

I7]
DEMONSTRATION. (Proof of Lemma (4.5.5))
Inequality (4.5.2) and Proposition (4.5.2) imply

E |sup |Xti — XZZ’Q] < CE {sup |Sti — Sg,ﬂ + CE {sup |®y,(S) — @ti(S;r)F]
tiem

tiem tiem

1 [t 2
< C|n|+CE [sup dp (5", (S;)ti)2] + CE |sup (/ Ss = St ds)
tiem tiem \ti Jo
1 1 [h 2
< Clr|ln(—) + CE [sup —/ Ss — S3(s) ds] .
| tiem ti Jo
Then, with Cjr = C|r|In 7, we have
1 t; 2 2 1 ti 2
E {sup —/ Ss = Sx(s) ds} <CE| sup |Ss—574| | +CE sup —/ Ss = Sts)| ds
tiem tz 0 OSSSCM\ tiéﬂ,tizch‘ tl 0

<coc Y /tmEUsssgﬂ ds.
ti

t.
L €Mt 2C)r G
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By E USS - ST ﬂ < C'|n| for s € [t;,t;+1], we obtain the inequality

tita vy
2 tvl /, E[\SS—S;Z\Q}dsgmﬂ ?8

ti€m,ti>C\r i+l Clx|

<Ciein (7).

concluding the lemma. (]

The lemma (4.5.7) shows that the flows of (S, X),¢(o 7 and (S¢ ,X“)t . are
Lipchitz continuous.

DEMONSTRATION. We give the proof of the Lipschitz property of the flow of
S and X (the reasonning is the same for S™ and X™). We decompose the semi-
martingale St(j_’z) St(ii) M, + A, where M is a martingale and A a predictable

finite variation process :

M= [ (o8 = o) aes, + [ [ (50520 = s ) e i),
A= [ (s i) ar
0

R

Consider a(u) = E [supogrgu } we have

a(u) =E { sup |A, +Mu|2}

0<r<u

<2E [ sup |Au|2] +2E [ sup |Mu|2] .

0<u<t 0<u<t

We deduce from Burkholder-Davis-Gundy inequality and Lipschitz property of b, o
and (., e) that

E [OE‘SEU M| < DB,

< D.E / o(58) — a5 d}
’ 2
+ DuE U / (5372, ¢) — B, )| A(de)dr]

<C | a(r)dr

%

u 2
E[sup |Au|2] < CE U b(SEe) — bS] dr]
0

0<u<t

|

Q
c\g

Q

=
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Gronwall lemma applied to a(u) < C fo r)dr gives :
} =a(T -1)

<Ca(0)=Cls—s.

E [ sup ’Sff’s) — 8t

t<u<T

Since ¢ is uniformly IL°°-Lipschitz, we have Xq(f’s) = (S}(f’s)7 0t.u (D, S(t’s)> and

;2 2
E{&m bﬁ“$”—Xﬁ“*”’]§E[&m K%“%%m@ﬁ“Q)—(y”%%u@ 9”:”]
t<u<T t<u<T

<C|p—p'|2+CE[ sup ’S“’) S(“)
t<u<T

712 712
<Clp—p +Cls—5|
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Quatriéme partie

Réplication robuste de dérivés sur la
variance réalisée



4.7. Introduction

L’étude de la volatilité est devenue centrale dans la finance quantitative. En
1973, Black et Scholes ([BS73]) ont introduit leur modéle lognormal ou le prix
d’une action posséde une volatilité instantanée constante. Cependant, ce modéle
est en désaccord avec les prix du marché. Ainsi, les traders qui utilisent le modéle
de Black et Scholes pour la couverture doivent de fagon permanente modifier les
paramétres de volatilité pour obtenir les prix de marché. Or, 'introduction des
modéles & volatilité stochastique permet de rester compatible avec le fait que des
options de strikes et de maturités différents ont des volatilités implicites différentes.

Les marchés financiers traitent maintenant de nombreux sous-jacents autres
que les actions et des indices boursiers. En particulier, ces derniéres années, de
nombreux contrats de swap sur la variance réalisée sont échangés de gré-a-gré et
sont devenus liquides. Des dérivés dont les payoff sont des fonctions de la variance
réalisée (et plus généralement aussi fonctions de actif risqué) sont aussi négociés
de gré-a-gré, tel le swap de volatilité qui est la racine de la variance réalisée. Notre
étude va se concentrer sur la valorisation et la couverture de ces options sur la
variance réalisée. Habituellement, cela nécessite de choisir un modéle sur la volatilité
(car cette derniére n’est pas directement observable) et de définir une méthode de
calibration.

Pour éviter cette problématique, nous proposons dans cet article de donner
une valorisation et une couverture des produits de payoff mixant actif risqué et
variance réalisée qui est robuste au modéle de volatilité, c’est-a-dire, si possible,
indépendante du modéle de volatilité. Dans une premiére partie, nous donnons la
méthode de réplication des dérivés de la variance et du spot, par une couverture en
traitant dynamiquement des options européennes. Il s’agit d’un probléme inverse :
il faut trouver une option européenne possédant les mémes prix et les mémes deltas
donnés pour tout niveau de volatilité dans le modéle de Black-Scholes. On obtient
alors une robustesse par rapport a la corrélation entre I’actif risqué et sa volatilité
(avec une erreur du deuxiéme ordre en la corrélation). Il s’agit d’une extension de
la méthode de réplication donnée dans l'article (JCLO8]). On obtient de plus une
formule fermée pour I'inversion. Ensuite, nous proposons différentes méthodes pour
résoudre cette inversion. Nous illustrons ensuite cette couverture avec le swap de
volatilité et le ratio de Sharpe.

Puis, nous étendons cette méthologie cette couverture pour les options sur fonds
en y ajoutant un effet d’asymétrie sur les diffusions et en y intégrant des bruits
orthogonaux. On peut alors couvrir de maniére robuste des options sur fonds (fond
benchmarké, fond & volatilité benchmarkeé), sur des stratégies tel le constant mix, le
CPPIL. En particulier, nous obtenons une couverture simple (en traitant un call et un
put) pour la réplication d’un call sur fond. Ensuite, nous rajoutons des sauts dans
notre modéle : on travaille alors avec un processus de Lévy avec un changement de
temps et la robustesse de la couverture concerne alors le subordinateur au lieu de la
variance réalisée (dans le modéle continu). Finalement, nous donnons les différentes
preuves dans la derniére partie.

4.8. Probléme inverse

Considérons une maturité 7' > 0 et un espace filtré (2, F, (F;)o<i<7,P). On se
place dans le cas ou les taux sont nuls par souci de simplication. On suppose que
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I’actif risqué S suit I’équation de diffusion :
dS;
— = o dW,
S, taWi
ot W est un Fy;-mouvement Brownien, o, un processus Fi-adapté et P est la pro-
babilité risque-neutre. On note E; 'espérance conditionnelle par rapport a F;.
Pour 0 < s <t < T, on note le processus logarithme

S
X, =1In <St>

t
(X)ys = / o2du.

Par souci de simplification, on note X; := Xo; et (X), = <X>o,t- On suppose que
o; est indépendante de W.
On cherche & couvrir une option de payoff

ér = H(X7, (X)) € L?

et la variance réalisée

de maturité 7.

REMARK 4.8.1. Souvent, 'option & répliquer est H (Xp, V') ot V' est un proxi
de la variance réalisée :

n Stn 2 Stn 2
Vi = Z log(si) = Z 1og(57)
0<t, <T tn—1 0<t, <T tno1

C’est le cas par exemple dans le contrat de variance swap. En fixant T', V' converge
vers (X), quand n tend vers l'infini (avec un pas temps sup;(t;+1 — ¢;) qui tend
vers 0). On approximera alors V' par (X).

La formule de Clark-Ocone donne la réplication de I'option &p :

H (XT7 <X>T)

B [H (Xr. (X)) 1Fi (X)) + [ BL[DH (Xr. (0] W,

T
= X+ [ 8 (00,0 o,
t
ou D, désigne la dérivée de Malliavin (voir ([Nua95])) et avec Vv > 0

hv) = E[H X7, (X)g) B (X0 =],

0
00) = B[ H Cr, (X)) 1R (X) =]
On parlera de couverture robuste lorsque la réplication fonctionne pour toute va-
riance réalisée (X), , indépendante de W.

La couverture robuste dynamique & la date ¢ par une option européenne de payoff
P,(X; 1) de maturité T doit vérifier

E [Pt (Xer) | Fe, (X)y 0 = v] = hy(v),

(4.8.1) %E [Pt (Xe,1) [Fe: (XD 1

Il
<
[
I
(=%
&
—
<
~
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On obtient alors la réplication sous I’hypothése d’indépendance entre

ToP, (Xs1)

AW,
ox 7 )

H@mﬂﬁﬁﬂﬂ&ﬂ+/

ExAMPLE 4.8.2. Lorsque la volatilité devient déterministe, la réplication de
I'option H (X7, (X)) ne nécéssite que 'actif risqué comme instrument de couver-
ture :

St

Pt(Xt,T) = ht +5t <S - 1> .
t

Par exemple, dans le cadre de Black-Scholes (avec une volatilité s = o constante),
en appliquant le lemme d’It6 & u(t, X;) = E [H (X7, (X)) | F]

H(X1,(X)p) =u(T, X7)

u(t, X¢) + / dX+/t(aud +182 d(X),)

Os 2 0x2
u(t, Xy) / e s)odW

0 dSs
fu(t,Xf)+/t 87 (S X)SS

on obtient la réplication de 'option : & la date t, le prix de 'option est u(t, X;) =
hi(o?(T—t)) = E[H (X7, (X)z) |F] et il suffit d’annuler le terme en delta Zu(s, X;) =
8:(0%(T—t)) avec position dynamique en quantité %u(h X1)/Se sur lactif risqué S;.

REMARK 4.8.3. Cette réplication robuste suppose que le marché soit sans fric-
tion (par exemple sans coit de transaction) et que toutes les options européennes
de maturité T existent et sont liquides. Par exemple, il suffit de supposer que
dans le marché, pour une maturité 7', tous les calls et puts sont négociables, alors
loption européenne P;(X, 1) est valorisable et réplicable & 1’aide de la formule de
Carr-Madan ([CMO02]) par une combinaison linéaire de calls et de puts :

St

Pt(Xt,T) Py(In(—4 s, )

/ t 99 n K _ / n K
= P(0) + P’;,(to)(ST—St)jL/OS (K_ST)+P (1 (St))sz(l (5:) e

00 " (In( £ "(In
o ey P00 P)
St

e dK.

4.8.1. Solution. Pour obtenir une solution du probléme (4.8.1), nous définis-
sons une fonction P de (hy,d;) a l’aide de la transformeée de Laplace.
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DEFINITION 4.8.4. Définissons (au sens des distributions) les fonctions P(hy, 0),

P(0,4;) et P(hy,0;) par
z _ e% 1
Ve[|t ( Ty (%)> (@)

P(ht,0)(x)

PO.8)w) = Yetsign(r)c™ (6 (;A)) (),

A2
P(h¢,0:) = P(ht,0) + P(0,0).
ou L est la transformée de Laplace :
LfN) = (s)e~*4ds.
R+

Nous devons maintenant nous placer dans un espace adapté aux fonctions
P(ht,O), P(O,(St) et P(ht,ét).

DEFINITION 4.8.5. On note H;(R) l’ensemble des fonctions g; : R — R Fy-
mesurables telles que

gellsr, = B {l9:(Xe.0)| + 9:(Xe.0) Xo o[ | F2, (X)) p = v| <00 Vo> 0.
La proposition suivante donne la résolution du probléme d’inversion (4.8.1).

PROPOSITION 4.8.6. A la date t, l'option européenne P, vérifiant (4.8.1) est
unique dans H;(R) et vaut P, = P(h,d;). Si P, € Hy(R) vérifiant (4.8.1), alors
P, = P(hy, &) avec P(hy,0), P(0, ;) € H,(R). Réciproqguement si P(h;,0), P(0,d;) €
H:(R), alors P(h:,d:) vérifie (4.8.1).

Nous avons décomposé le payoff P, = P(hs,d:) = P(h,0) + P(0,6;) en deux
options.
La partie P(h;,0)(X; 1) donne le méme prix et est delta-neutre :

E {P(ht,O)(Xt,T)\ft, (X),p = v} = hy(v) et E [P(o, 50) (Xo.0)| Fis (X) o = v} =0
et P(0,6;)(X¢7) a un prix nul et le méme delta que H (X, (X))
E [P (he, 0)(X00)|Fos (XD = 0] =0 et B [P/(0,6)(Xen)| i, (X)y 0 = 0] = 8u(0).

4.8.2. Impact de la corrélation. Nous supprimons ici maintenant ’hypo-
thése d’indépendance entre lactif risqué et la volatilité. Nous regardons 'impact
de la corrélation sur notre couverture robuste. On considére

dS{” = /1= p2o, S\ AW} + po, S\ AW ?
ol |p| <1, W' et W2 sont des mouvements Brownien F;-adaptés et o et W2 sont
adaptés a une filtration H; C F; avec H; et ]-'t‘/v1 indépendants. On a

hv) = E[H () + Xir, (X)7) 1o, (X0 =]

5,5 (’U)

E L%H (n(S{”) + X, (X)) 1Fos (XD = v] .
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La proposition suivante nous donne une estimation de ’erreur induite par la
corrélation.

PROPOSITION 4.8.7. Cette couverture est robuste a l'ordre 2 en la corrélation

volatilité-actif risqué :
S(P)
Py (hl(irp)))
Sy

Dans la suite, on parlera de couverture p-neutre pour la couverture dynamique
avec des options européennes vérifiant (4.8.1).

E, [H (ln S, <X>T)] ~E, +O0(p).
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4.9. Différentes méthodes d’inversion

Trouver la fonction P; revient & résoudre une inversion de Laplace. Dans cette
partie, nous allons proposer plusieurs méthodes pour obtenir le payoff P;.

En remarquant que l'inversion est linéaire en h; et J;, I'idée pricinpale est de
décomposer h; et §; a ’aide de fonction de bases inversibles pour obtenir P;.

4.9.1. A TP’aide de table de transformations de Laplace. On utilise la
table de transformée inverse de Laplace et des propriétés de la transformations de
Laplace comme la convolution L(f * g) = LfLg ou la translation L(f(t)"") =
Lf(.+a). Sila fonction est assez simple (par exemple pour le swap de volatilité, le
ratio de Sharpe), cette méthode est trés pratique et permet d’obtenir une formule
fermée. Le lemme suivant nous incite & utiliser v € R} — v2eP?=% comme fonctions
de base pour obtenir I’inversion.

LEMMA 4.9.1. Soit a > —% et o/ > —%. On a les inversions suivantes :

Ia—% (\/(25 + i)(ﬂﬂ - 29)) 1z2>20

PP =%, 0)(z) = \/?62 || <“””1)
2 28+ 1
atd

T - 2 _ 2
- etsiot) (377) T Ty <\/ 28+ ) - 29)) o5,
4

o¢'+l

1

: . 2_90\ 7 1
P(O,’Ua eﬂ’ufg)(x) :\/§e2sign($) <:;ﬁ_i_i) Ia’+% (26 + Z)((LQ —_ 29) 1I22297
ou I, est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce. Avec f = —% et =0,

on a

ou I' désigne la fonction gamma.

4.9.2. Inversion de la transformée de Laplace. Soit F(p) = Lf(p). Alors
1 ~y+ioco
flx)=L"1F(z) = 7/ e’ F(p)dp
278 Sy oo
ol v est choisi pour que l'intégrale soit convergente, ce qui implique que 7 soit
supérieur A la partie réelle de toute singularité de F(p).

4.9.3. Méthode numeérique : algorithme de Stehfest. La méthode précé-
dente nécéssite de connaitre hy et §; dans le plan complexe, ce qui n’est généralement
pas pratique.

Pour inverser la transformation de Laplace, on peut utiliser 'algorithme de
Stehfest (voir ([Ste70])). Soit F(p) = Lf(p). Pour > 0, on approxime f(x) par

N
) =225 gr (242))
j=1

T
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ot les coefficients @); sont donnés par

v|Z

min(j7 ) N

N k=z (Qk)'
(5 = k)l (k— DG — k)!(2k — 1)1

—Jt1
k=45~

On doit prendre N pair (il est conseillé de le prendre entre 10 et 30). Ici, 'algorithme
a l'avantage d’étre simple, trés rapide et ne demande de connaitre la fonction F
que sur R, ce qui semble plus naturel sachant que I'on travaille avec la variance
(X),r €eRT.

4.9.4. Méthode de Carr et Lee. Carr et Lee ([CLO8]) travaillent des fonc-
tions exponentielles en utilisant l'inégalité suivante :

E, [ex(<X>T—<X>t)+u<XT—xt>} —E, {e““;)zmm} —E, {e(%ipwm)(xT—xt)}

avec p(p, A) = /% + 2\ + p2? — . En appliquant le lemme (4.9.1), on retrouve leur
méthode de couverture p-neutre.

PROPOSITION 4.9.2. Pour la couverture de l'option H(X1, (X)) = eMX)ntnXr

4, 2_ 4,
on a ht(v) — 515(11)//1 — e>‘<X>t+HXtep(’ 2" —p(ed) et

P(ht,0)(x) = eMXitnXe {eg cosh (xp(p, \)) — ¢? sinh (ap(p, \)) } )

2p(p, A)
2 sinh (zp(p, A))
P, A)

Py(z) = MX)tnXies {cosh (xp(p, X)) + p/z,u j) sinh (xp(u, )\))}

— MX) HuXe {< m )\)> e(FHp(N)z 4 (% m )\))e(é—p(uyk))r}

P(0,8,)(x) = XXVt r X1 e

N —

1
avec O(u, \) = m.

Soit une option de payoff (sur la variance et le spot)

£ Xr) = [ P Ner 20 m(a, d

ol m est une mesure qui peut étre obtenue par exemple & ’aide de la transformée
de Fourier. Sous de bonnes conditions d’intégrabilité sur la mesure m (pour pouvoir
appliquer Fubini), cette option peut étre couverte avec une position dynamique a
la date t par

P(Xer) = / F(p, A)el et 20 ((; +9(m)> e(3+p(0) X0

G~ 0, A))e@—pwﬁxtf) m(du, dN).
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4.9.5. Approximation du payoff P,. P; peut étre mal définie comme fonc-
tion (par exemple s’il s’agit d’une distribution, P, peut contenir une masse de
Dirac...) ou bien l'inversion peut étre compliquée. On propose dans cette section de
donner une estimation de P; en inversant une approximation de (h,d;) avec des
éléments de la forme v — v/e~¥. On suppose qu'il existe une constante M > 0 telle
que (X), » < M et que (h¢,d;) est continue sur [0, M].

4.9.5.1. Approzimation uniforme. La proposition suivante nous donne I’estima-
tion du payoff de couverture dynamique par une approximation uniforme & 1’aide
des polynomes de Berstein.

PROPOSITION 4.9.3. Soit

En considérant

. n h x 2k:+1
Paate) = et 3 (o 2 b0 )

k=0 ( ) (k +3) wk 2T (k + 3)
Jim B[P (XI5 (X0, 7] = he((X), )
nll}lloo %E {Pn,t(Xt,T)‘ftv <X>t,T] = 5t(<X>t,T)'

4.9.5.2. Approzimation par régression linéaire. La proposition suivante nous
donne ’estimation du payoff de couverture dynamique par une approximation par
une régression linéaire.

PROPOSITION 4.9.4. Considérons p une mesure sur [0, M] et Q la distribution
de <X>t7T-O" suppose que @ est absolument continue par rapport a i et que % €
L2(pn). Considérons Y p_, akavk et Yoo nkvk les 1L2(p)- projections de v —
eshy(v) et v — e50,(v) sur l’espace {1 vy ...,v"}. En considérant

n

. _\/»g z x2k+1
n,t(x)_ me kZ_Q(nk 2k{ ( ) ]_"(k+ )}+ nk2k+1]__‘(k+)>

on a

ngrfoo E, [Pt (Xe )] =E, |:ht(<X>t,T)} )

) 0
lim %Et [Pri(Xe )] = Ey [5t(<X>t’T)} '

n—-4oo
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4.10. Applications pour la couverture d’options sur la variance et le
spot

Dans cette section, on donne quelques exemples de couverture robuste sur des
produits dérivés sur la variance et 1’actif sous-jacent.

4.10.1. Cas puissance (X)7. On cherche & couvrir une option de payoff
H (X7,(X)p) = (X)7 avec a > —%. Alors

ho(v) = o7,
do(v) =

e
La formule obtenue par le lemme (4.9.1) pour (X);', AT =T avec B=0=0
donne

Rote) = ety ol 1y (5) s ()]

ou I, est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce.
4.10.1.1. Variance swap. Pour le swap de variance (X), r (a =1), on a

vkt {1y (13) st (13)}

Le payoff de couverture robuste pour le variance swap est

Pi(z)

Il

I
DO

S
+
DO

Q)
8

|
B

S S
Py(Xyr) = —2Xy7 + 2607 — 2= —210g(?::) + 2?7; _9

On retrouve ainsi la réplication par le log contrat, proposée et établie dans ([Neu94]),
(JKDZ99]) et (JCMO02]) qui ne nécessite cependant pas I’hypothése d’indépendance
de (W) et de (o).

4.10.1.2. Volatility swap. La volatilité réalisée /(X) . est la racine carrée de
la variance réalisée (X). L’inégalité de Jensen montre que Pespérance de la racine
carrée d’une variable est plus faible que la racine carrée de ’espérance. La différence
entre \/(X), et (X), peut étre vue comme un ajustement de convexité. Le swap
de volatilité admet une surréplication modéle indépendant. En effet, le swap de
volatilité peut étre surcouvert avec de la variance réalisée qui elle-méme admet une
couverture modéle indépendant.
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Variance Réalisée

FiG. 4.10.1. Le volatility swap admet une surréplication modéle indépendant

Cependant, la valorisation du swap de volatilité est généralement considérée
comme trés sensible au modéle sur la volatilité instantanée. [CLO8] et [FGO05]
donnent la valorisation du swap de volatilité & ’aide d’un probléme inverse.

Nous allons résoudre ce probléme en donnant une valorisation et une couverture
modéle indépendant du swap de volatilité avec notre méthodologie (qui annule
Perreur du premier ordre sur la corrélation).

PROPOSITION 4.10.1. Pour le volatility swap m, le payoff de réplication
robuste vaut a la date t =0 (a = %)

e = 551 1 (2) 1. (2)

et a la date t

pio= 5ot (05) -1 3) {1 Yo - e (L))
G [ (0 () () (4 5) - () )

ot erfc désigne la fonction d’erreur complémentaire erfe(a) = == [ e~ = dy.



4.10. APPLICATIONS POUR LA COUVERTURE D’OPTIONS SUR LA VARIANCE ET LE SPUSY

Profil du payoff en <X>=0.0
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Profil du payoff

0253
777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 m2-25
0152
0115
0,51
@o0-0,5

Payoff 1,5-1-

Variance réalisée en t

1,00E-50

Fi1G. 4.10.4. Evolution de la couverture

4.10.2. Sharpe Ratio % Le ratio de Sharpe vise & mettre en rapport la

performance et le risque d’un portheuille. 1l se définit pour un portefeuille, comme
la sur-performance obtenue par rapport & un placement sans risque, divisée par la
volatilité du portefeuille. Lorsqu’il est positif, plus le ratio de Sharpe est élevé, plus
la prise de risque est remunérée. Un ratio de Sharpe négatif signifie simplement que
le portefeuille n’a pas sur-performé un placement sans risque.

Nous montrons maintenant comment le répliquer de fagon modéle indépendant.

eXT —1

PROPOSITION 4.10.2. Pour le Sharpe Ratio \‘/TT, le payoff de couverture
robuste P, = P(h,0) + P(0,0:) vaut ent =0

P(h,0) =0
P(0,00)(z) = \/Ee; sign(x) Iy (g)

etent
Py, 0)(x) = wx%’é /01 ot {11 (“';') ~ sign(x)I (“';') u} (1 - u?)du

26% 55 I w2oayx +
P(0,0:)(z) = ﬂeth/ e Iy (u|:n|) u(1 — u?)du.
(X)7 0 2
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Payoff

05 1 15

S_T/S_0

Fic. 4.10.5. Payoff de couverture du Ratio de Sharpe en t=0

Remarque : Dans le cas de non-corrélation volatilité-actif risqué, nous avons
p.e
Eo[<===L] =0
o=
Cependant, le prix devient non nul avec 'apparition d’une corrélation. On
peut vérifier la robustesse de cette méthode rho-neutre par rapport a la corrélation

en simulant les prix en fonction de la corrélation dans le modéle d’Heston (voir
([Hes93))) :
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Xud

Corrélation

Fi1c. 4.10.6. Prix du ratio de Sharpe et de l'option rho-neutre

Py(Xr) par rapport a la corrélation
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4.11. Options sur fond

4.11.1. Processus asymétriques. On suppose maintenant que 'actif risqué

S suit la dynamique :
dS; = (as + bsS;)odW

avec (oy) et (W) indépendants. Les termes (ag,bg) sont supposés connus (par
exemple obtenus par calibration) et permettent de mieux prendre en compte le
smile de volatilité que dans le cas usuel ((ag,bs) = (0;1)). Ca revient a rajouter
une correlation positive ou négative entre W* et la volatilité. Alors pour t > s, la
résolution donne :

g Ss+asXs sibsg =0
CT(S g )Xo — g5 sibg £0

ou

Xst

)

t 5 bS
O'uqu — ?‘/5715

ags+bgsSy :
5o In (7(1;11);82) si bg # 0
as(St—Ss) si bS =0

t
Vii = / o2 du.
S

On consideére des fonds F; = (Ftl7 e Ftd) qui suivent la dynamique
dF} = (af + bpFY)(Bi00dW +dLy' +dLE), V1<i<d,

ol {L"}ceq1,0},1<i<a sont des processus de Lévy (c’est-a-dire des processus & ac-
croissements indépendants et stationnaires, voir ([Ber98])) indépendants de (o, W*)
et ol (a%, bl )1<i<a sont supposés connus. On note

bei(p) = In(E[eP“"]) Vp e C,Vee {1;2},V1 <i<d,
Ly, =Ly' = LY
On suppose que {Levi}ee{l;g}’lgigd admettent des moments exponentiels, ¢’est-a-
dire
[te,i(p)| < 400, VpeC,Vee {1;2},V1 <i<d.

Alors la résolution donne pour s < ¢

Fit ab{Bi(Xos + 5 Vi) + Ly — Ly’ + L7 — L2}

by

On cherche & couvrir 'option de payoff H(Fr). On peut étendre cette méthode
de réplication dynamique & la couverture en variance moyenne des dérivés sous la
forme &7 telle que

T
H(Fr) = hi(Vi,T) +/ s (Var) osdW2 + Mp — M,
t

s

S 4 M+ — M.
a3+bsSS+ T ¢

T
— h(Vir) + / 55 (Vorr)
t

t =9 4 N b (Bi X ALY 2,y g BIbs =B (b5)? (bi i i
ap i\ 0F (BiXst+ Ly v +L )+ ) —1,i (b))} Vs, —%1,:(p)(t—s) _ ap
(bi + E@)e st i

si bl =

si bl #0
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ott M est une martingale vérifiant [dM, dW?] = 0 et
hi(v) = E[H(Fp)|F, Vi,r =],

DV H(F
(St(v) =K |:75(T)

gt

|‘7:t;‘/t,T = ’U:| )

oit D}V est la dérivée de Malliavin par rapport W (voir ([Nua95])). On peut réécrire
d; sous la forme

5:(v) = a%E [H(Fr)|Fy, Vir = v)
=K [VH(FT).%ZTU-}, Vir = v]
—E [H(FT)(XS,t + bs‘;’T)m, Vir = v]
avec
OF% {a%ﬁi 1- si bl =0
Oz bpBi(GE + FY) sibp #0

On a alors l'extension de la proposition (4.8.6) qui nous donne la couverture
dynamique en moyenne variance par des options européennes sur St.

PROPOSITION 4.11.1. Awvec

2
b5 1

Pl = F e ().

2 2
PO.6)0) = YExEeits (o) - YR A temn, ().

2\ 4 2\

la couverture dynamique avec loption européenne P.(X,r) = P(hy,0)(X¢ 1) +
P(0,6:)(Xy,1) est robuste par rapport & la variance V' :

E [Py(Xe.1)|F, Vior = v] = hi(v),
0
(4111) aE [Pt(Xt,T)lfty ‘/t,T = U] = (St(U).

REMARK 4.11.2. 11 s’agit bien d’une extension de la premiére section sur la
couverture rho-neutre des options des options sur variance réalisée et sur 'actif S.
En effet, en prenant ag = ak =b% = fo = LY = [22 = [12? =0,bg = 31 = a% =
1et Lf’l = ¢, on obtient une option sur l'actif risqué et de la variance réalisée :
(FtlthQ) = (Stv <X>t>

4.11.2. Cas d’un fond. On cherche & couvrir 'option sur un fond H(Fr)
(d =1, Fr = F}) de maniére robuste par rapport a V.
On suppose que le fond F' suit la dynamique :

(4.11.2) dF, = (ap + bpF)) <6patthS + Boe/1 — p2dWi- + st)

avec W9 et W+ indépendants et L; un processus de Levy indépendant de (W*, W+, o).
On a alors :
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SibF#O

b2, 82
Fr = (Ft 1 OE orBp [ oudW S +beBy/1=p? [ ordWE =5 [T o2 dutbp(Lr—Lo)—(T—t)w(br) _ OF
br bp

_32 32
_ (Ft + ar eVFBP X, m+br B/ 1-p? W,TN+MV¢,T+&,T _ar
br br

etsibp =0

b
052 5 Vi +&1)

Fr=F+ar(BpXir+ 08vV1—p?/VirN +
ou N ~ N(0,1) indépendant de F;, de X; 1 et de V;p = ftT o2ds et o L1 =
be(Lr — L¢) — (T — t)3(br) avec ¢(p) = InE [ePL1]. Notons

Hy¢(x) = {Et [H ((Ft T %) ebriettnr — %ﬁ)} sibp # 0
t,€ E,[H (F,+ar(Bx +&.1))] S by = 0

]

3
et ng et Q;& les parties paires de y — Hy ¢ (y) e~ 5% et de y— HL& (y)e "z Y,
c’est-a-dire

bpB bpB
Q0 (a) = Pre@e F v + Hig(—y)es
t,§ 2 )
_bpB bpB
Ol (o) = Hre@e =M+ Hig(myle=
¢ 2 )

PROPOSITION 4.11.3. Le payoff Pi(Xi 1) de couverture robuste (qui vérifie
(4.11.1)) vaut :

P(z)=e? Qel(x)—e 5| /[0 H Q0 (y) /22 — g2 (Hﬁ /22 — y2> o

b . bSQl (y)
+ e%iszgn(m)/{ " (thlﬁ (y) — tT’f Jo (Mﬁ' [a2 — yz) dy
0,|x
e

avec ug = et ou J, désigne la fonction de Bessel de premiére espéce.

2

COROLLARY 4.11.4. Supposons bs,bp # 0. Dans le cas du call H(Fr) =
(Fr — K)+, on a Uapprorimation du payoff p-neutre par un call et un put :

Py(Xir) = (Fy=K) " pmf (S = S0)+(1 = p) m (St — k)T +(1 + p) mf (kf — Sr)"
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ot lg(x) = ag + bsx, lp(z) = ap + bz et

ke = (95 4, ensnmCERI_ oS
bs bs
o= (98 4g,) e mm Rl 95
bs bs
me = ONVEEEE) eS|
' 2 1s(Sy) ’
mp = SVEE)R(E) 2
2 Us(Sy)
lp(F)
0 _
T TSy

4.11.3. Applications. On suppose ici que les dynamiques de S et du fond F
sont respectivement données par

ds dF,
?: =0 dW; et ?: = \/of aw}

(ie as = ap = 0 et bg = bp = 1) avec
’UtF = 620} + 52
On peut réécrire F' sous la forme (4.11.2) :

dF;
?: = Bpo dW + B\/1 — p2odWit + edWf

dsS
= Bp o + V1= pPordWi + cd Wy
t

ott W9, W+ et W€ sont des mouvements Brownien indépendants (et aussi indé-
pendants de o). Alors

Fp — F,eoXeat /10 [T ooaW pe(wi—wi) - S O0er i 200

Donnons quelques exemples de tels fonds :

o Applications aux stratégies dynamiques Constant-Mix et CPPI

On s’intéresse aux stratégies dynamiques pour ’allocation d’actif, plus préci-
sément aux stratégies Constant Mix et Constant Proportion Portfolio Insurance
(CPPI) (voir [PS88]).

Constant Mix : En prenant les taux d’intérét (on utilise les valeurs forwards de
la stratégies et des prix), la gestion Constant-Mix M est un stragégie avec effet de
levier (avec un multiplicateur m) : il s’agit une option mixte telle que

=gt S My = M Xer O

c’est-d~dire # = m, p = 1 et € = 0 avec les notations précédentes pour les
options sur fond.

Le Constant Mix est un portefeuille optimal pour une utilit¢é CRRA dans le
modéle de Black-Scholes.

CPPI : Le CPPI est un fond & coussin (avec une valeur plancher P) avec un
effet de levier La richesse au dessus du plancher P, est investi avec un effet de levier
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(avec un multiplicateur m). Avec des taux d’intérét nuls, le CPPI C peut étre vu
comme la combinaison d’un Constant-Mix et d’une valeur plancher P

dS; m-m
dCy = m(Cy — P)— 5 = Cr = P+ (C; — P)e™X o+ (),
t

¢ Un fond & volatilité benchmarkée dont la dynamique vaut :
= Vol'dWit
dsf = /o dW}

avec v}’ = 3202 + &2 (p=0)
¢ Un fond benchmarké dont la dynamique vaut :

2 2(r_
an *ﬂ—ds’ﬁ +edWE = Py = FyePXurteyToiz- S e is
Fi

ot Z ~ N(0;1) indépendante de X .
¢ Un fond benchmarké avec une volatilité benchmarkée dont la dynamique vaut :

dFy dS
Ft _ a0t \/

p2) 208 + e2dWit

F _ 32
avec v}’ = 320, + €2,

On cherche & couvrir H(Fr). On note P; le payoff de couverture robuste donné
par la proposition (4.11.3) et
9
OF;
A =E¢ [P(Xe7)]-

Af = =B [H(Fr)],

Pour répliquer H(Fr), la stratégie robuste est donnée a la date ¢ par une position
dynamique avec :
o AF futures sur Fr
© une option Pt(ln(g—f))

—A? futures sur Sp
Remarque : La position A" futures sur Fr permet de se couvrir en delta (en F).
La position Pt(ln(%)) — A7 St est delta nulle et permet de se couvrir en véga.

Exemple du call. On cherche a couvrir le call (Fr — K)T. Avec

+
e2(T—t
Hye(a) = E, <Fte[3”“/TtZ(€ . K> . avec Z ~ N(0,1)

et avec Q) (z) et Qf () les parties paires de Hy¢ () e~ % et de Hi(z)e™ =),
on obtient & partir de la proposition (4.11.3)

Pi(z) = £ QY () —e2|w|/ ARV —yJ1<V1 —y>8dy
0 /132
+ e2sign(z) /[OI H (PQtI,g (y)e 7 + Qt >J0< b - \/ )dy
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Si €2 est petit, le profil du payoff sur S peut étre approximé par un call et un
put (sur St) qui sont donnés par le corollaire (4.11.4) : P,(X; 1) ~ P,PP(Sr)

1 +
P (Sr) =(Fy = K)* + pBF, (i’i - 1) +(1-p) DKot (‘Zf - at>

B s 1 Sp\"
+(1+p) 5\/171&70%2 <at - St>
avec ay = exp(% |In (%)‘)

Ce call et ce put permettent de se couvrir en véga (et au premier ordre en
correlation). Il reste & se couvrir en delta. Les deltas sur les options sur le sous-
jacent S sont supposés connus. Il reste & calculer le delta du call sur le fond F de
maniére modéle indépendant. Nous avons :

OB, [(FT - K)*}

F
Ar = OF, ’
A5 _ OB [P (Sr)]

t 85,5 )

La stratégie de couverture a la date ¢ a une position dynamique avec :
o AF contrats futures sur Fr

o une option P;*?(Sr)

o —A¥ contrats futures sur St

REMARK 4.11.5. Al peut étre calculé de maniére robuste en la corrélation
(avec une erreur a l’ordre 2). En effet, comme

Fr
Af =E {1 ]
t t Fr>K Ft

il suffit de trouver le payoff p-neutre sur St en appliquant le résultat de la propo-
sition (4.11.3) & 1p, >k ZF.

Simulation du marché. Pour la simulation, on suppose que S; suit le modéle
de Heston (cf ([Hes93])) :

ds [
Ttt = ’deWtS,
dv? = k(v —v)dt + &JvSdWy,

et pour le fond
dF;
?t = \JoFdW[ avec vl = p?v7 + &2
t
On suppose : <thS,de’> = p%, <thF,ths> =0et <thF,de’> = pt" (avec
(p%)% + (p)? < 1). L’hypothése d’indépendance entre o et W*° n’est pas respectée
(si p° # 0), on va tester la robustesse par rapport & cette corrélation.
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Pour les simulations, les valeurs standards des paramétres sont

Fy, = 1
Sp = 1
T =1
K =1

g = 08
e = 0.05
vS = 0.033
vy = 0.022
E = 062
£ = 055

et les corrélations (p° et pt) sont les paramétres étudiés.
Fond a volatilité benchmarkée. Dans le cas d’un fond a volatilité benchmarkeée,
c’est-a-dire p =0 (ie <thS L AW > = 0), la couverture p-neutre est efficace.

i 1
| |
| i
i
T
i i i 1
i i 4,00% - i i
: : ’ : :
| | | |
,,,,,,, e 300% : R
: : |—-80%
1 1 | |[=——-50%
1 ; ! -30%
1 1 1 0% o
,,,,,,, e 200% R S
| | & || =——30% >
o |sow <
1 1 | |——80% 8
L o |
1 1 1
i i i
| j
!

-100% -50% 0% 50% 100%
rho_S

2.00%

correl Spot - Vol

F1a. 4.11.3. Etude du P&L (moyenne et écart-type) pour une cou-
verture hebdomadaire (1 courbe = 1 niveau de corrélation Fonds -
Vol)
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0,40% -+

0,20% -+

FaWatal)
8,66% T

-100% -50% 0% 50% 100%

FiG. 4.11.4. Etude du P&L (moyenne et écart-type) pour une
couverture journaliére (1 courbe — 1 niveau de corrélation Fonds -
Vol)

Fond benchmarké. On suppose que le fond satisfait la relation suivante

AP gdS
o BSt—i—det

ot (% dW) =0 et (dv®,dWt) =0.
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Ces réplications (journaliéres et hebdomadaires), indépendantes du modéle,
sont acceptables. On constate que la couverture du call sur fonds benchmarké est
légérement plus efficace que celle d’un fonds a volatilité benchmarkée.

Plusieurs raisons expliquent 'imperfection de la couverture :
© Nous avons approximé les payoffs par des calls et des puts (cette approximation
devient moins bonne quand €2 (T — t) devient grand).

o Les prix et les deltas (AF et A) lors de la couverture ont été calculés de ma-
niére rho-neutre, c’est-a-dire qu’ils sont supposés exactes a corrélation nulle et qu’ils
annulent le premier ordre du a la corrélation non nulle. La forme des courbes (pa-
raboliques et non affines) confirme I’annulation de cette erreur de premier ordre.
¢ La couverture se fait en temps discret (et non en temps continu). La couverture
modele indépendant journaliére est plus fiable que celle hebdomadaire (surtout avec
une faible corrélation).

4.11.4. Application aux paniers rebalancés. On considére le panier reba-
lancé constitué de deux actifs risqués de prix S} et S?. La dynamique de son prix
est la suivante

dB dsS} dS?
B _ A5 (g g9
By Si Si

On réécrit la dynamique du panier dans le numéraire S?
Sl
(%) dF)
o .

On considére un call sur la valeur terminale du panier (Br — K) . On peut donc
appliquer les résultats précédents dans le numéraire S? et réécrire le résultat dans
le numéraire cash, ce qui donne le profil dynamique répliquant suivant

~ S 52 mBo) /82 imcBry i\t
RSt = et (G G e B (G )
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4.12. Extension : processus de Lévy

On peut donner une valorisation et une couverture en moyenne variance pour
des dérivés sur la variance réalisée en étant robuste sur le subordinateur du pro-
cessus de Lévy. On étend maintenant les résultats précédents en remplacant le
mouvement Brownien par un processus de Levy L; , la variance réalisée par un
subordinateur indépendant V' du processus de Lévy et Pactif risqué S; = Spelv:
par un processus exponentielle de Lévy avec changement de temps.

Soit L un processus de Levy sur R défini a 'aide du triplet caractéristique
(A,v,v) (voir ([Ber98]))

Ly = ’yt—i—aWt—i—/xﬁ(dx, [0,¢]),
R
E[e?lt] = el ),
A 2
v(p) = 7p+w+/ (7" =1 —paljy <) v(da),
R

ou W est un mouvement Brownien et i est une mesure de Poisson compensée
i(ds,dt) = u(ds,dt) — v(dt) indépendante de . On suppose que |(p)| < 400
pour tout p € C.

On considére le processus de Lévy avec changement de temps

X, =Ly,

ot V; est un subordinateur continu et indépendant de L. On note Ly = Ly — L,
(idem pour X et V).
L’actif risqué est maintenant défini par ’exponentielle du processus de Levy

St = So exp(XQt)
= SO eXp(LVt).

On cherche & valoriser une option &7 telle que
hi(v) = E[§r|Fe, Vir = v]

en notant 7y = o (X,,s <t) et F = o (Ls,s <t) (ie 7y = F{;). Comme dans
les parties précédentes, on va chercher a valoriser et & couvrir &7 ou hy(Vir) a
l’aide d’option européenne sur X; 7 (ou bien de maniére équivalente sur eXe1) de
maturité T

Généralement, option & valoriser sera de la forme & = Hy(Xy 7, Vi1, Z) avec
H; est F;-mesurable et Z une variable aléatoire indépendante de o(F;, Xy 7, Vi 7).
C’est bien si le cas & = H(Xp, Ly, , L7,) ou L' et L? sont aussi des processus de
Lévy indépendants L & valeurs dans R% et R%. Par exemple, pour une option sur
la variance réalisée L{, = [X], ou sur un fond de la forme Fp = f(Ly,, Ly, , L7).

On suppose, comme dans la partie précédente, que les taux d’intérét sont nuls
et lactif risqué est martingale. D’oil elt est une martingale et 1(1) = 0.

On remarque que v est convexe et ¥(0) = (1) = 0. On suppose que S
n’est pas constant p.s.. On a P(L; > 0) > 0 et P(L; <0) > 0, ce qui implique
lim, .4 ¥(p) = +00. On a ¢ (0) = 0. On suppose ¢’(0) # 0, i.e. min, Y(p) < 0.
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On peut alors définir les bijections ¢ : RT — Rt et ¢_ : RT — RT strictement
croissantes définies par :

v(A+¢+y) =v(=¢-(y) =y, Vy2miny(p).
On a alors I’égalité
(4.12.1) WVt [e(p++¢>+(y))Lvt |Vt} =E [E(P—ﬂﬁ—(y))LVt |Vf] Yy € RT

REMARK 4.12.1. ¢ Dans le cas continu, X; = fot osdWs—3 fot o2ds = By, — %

2
avec V; = * 52ds et B un mouvement Brownien standard, on a 1 (p) = 252. D’on
0Ys

2
1 1 N
ds(y) =3\ +2 WyERY

Supposons hy(v) = [g, €¥“my(dy) ot m est une mesure vérifiant [, e¥*|m;|(dy) <
400 Vv > 0. Soit 6 : RT — R tel que [, ¥ |0(y)| [m¢|(dy) < 400 Yv > 0 (par
exemple avec 6 borné). En prenant

Puw) = [ {B)e o0 4 (10 e 0 (),

alors I'égalité (4.12.1) implique
E[|P.(Lv, vi)||F:, Vir) < E {/ {|0(y)| e(IHeé+ (W) Lvyvr 4 11— 6(y)| 6(*<¢>_(y))Lvm/T} Ime| (dy)|Fp, Vi
R+

< /R+(1 +210(y)[)e?" |my| (dy)

< 400,

et donne l'inégalité

BIP Ly i Virl =B | [ {pelt+0+ 0B 1 (1= g(y)eo- 080 Lo, ()| 7 Vir|
R

+

= [ emrmay)
R+
=hi(Vi,1).

Ainsi, l'option européenne P,(X; r) permet de valoriser I'option &7 :
E [Py (Lv;,vp )| Fe] = E[§r|F] .-
On a un degré de liberté avec le paramétre 6. On peut 'utiliser soit pour étre ro-

buste par rapport & un petit changement de modéle, soit pour une couverture en
moyenne variance.
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4.12.1. Valorisation robuste. Supposons {r = Hy (X1, Vir,Z) avec H,
est Fi-mesurable et Z une variable aléatoire indépendante de o(F;, X 7, Vi 1).
On cherche une option européenne P;(Ly, — Ly,) telle que

E[P(Xy7)|Fe, Vir] = E[ér|F, Vir],
X X
(4.12.2) E | P, (X;1) t’T|]-"t,Vt7T] E [gT t’T|]-"t,Vt7T] .
Vi Vi
Posons
ht(v) = E [§T|«7:t,Vt,T = U] s
X,
gi(v) = E {ﬁT Vt’T |Ft, Vir = U} :
t,T
On suppose que
ht(U) = / ey”mht (dy),
Ry
gt(v) = / e’ myg, (dy),
R+

ot my, et my, sont des mesures vérifant
/ e (|mn, | + [myg,|)(dy) < +o0.
Ry
On construit de maniére linéaire P, = P,(h¢, g:) = Py (he,0) + P, (0, g¢)

Pultes @) = [ {Bul)e 007 4 (1 = Gy e (),

Pu0.g)(a) = [ {erontr - om0 gy gy,

Ry
A )
AT Ea )
_ wl(pmin - (b_ (y))
'(/}/(pmin - ¢~ (y)) - w/(pmin + ot (y)) 7
01 (y) = P (y)9(y)

() + 9 (y)
1

P (14 ¢ (y) =4/ (=9~ (y)
PROPOSITION 4.12.2. On a
E [Pv(htvo)(Xt,T)‘]:ta Vt,T = U] = ht(”%

E[P,(0,9:) (Xe.7) Xe 7| Fe, Vir = v] = ge(v),
E [Pv(ht,o)(Xt,T)Xt,T‘fta Vt,T] =E [‘P’U(O,gt) (Xt,T) |}—t, Vt,T] =0.

Donc P, (hy, g1) vérifie (4.12.2).
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Comme pour Perreur sur la corrélation dans le cas continu (proposition (4.8.7)),
on va obtenir une erreur a I’ordre 2 avec un choc sur la loi de X . On pose Xir =
vy — Ly, ot L€ est un processus de Lévy dont la loi est définie par

E [erl]

e (p) =In P

=y¢(p+e), VpeC.

PROPOSITION 4.12.3. En posant X{, = Xy 7 +eVir et §¢ = Hy(X{ 1, Vi, Z),
on a lapprozimation au deuziéme ordre en € au voisinage de 0 :

E 671, Vir] = E [Py(he, 90)(X{ 1) Fe, Ve ] + O(€2).

4.12.2. Couverture en variance moyenne. En marché complet, le risque
s’efface entiérement & l'aide d’une stratégie de couverture par un portefeuille de
réplication. Cependant, en marché incomplet, il faut rajouter un critére supplé-
mentaire pour déterminer une stratégie de couverture raisonnable (la couverture ne
sera que partielle). Nous allons nous intéresser & une approche courante : la couver-
ture en variance-moyenne. Il s’agit de minimiser ’erreur de couverture quadratique
sur I’ensemble des stratégies admissibles :

. 2
%gE [(fT —Yr) }
ou &7 est le payoff de 'option et A est 'ensemble des stratégies admissibles. Habi-
tuellement, les stratégies admissibles sont des portefeuilles qui traitent uniquement
sur l’actif risqué S (voir par exemple [Pha00] et [Sch01]). Ici, 'ensemble A des
stratégies admissibles est défini comme I’ensemble des portefeuilles qui traitent dy-
namiquement des options européennes sur ’actif risqué S de maturité T
On regarde maintenant des dérivés sous la forme &p vérifiant

Vr
= Vir) + [ 8 (Vo) odW, + / Us(x, Vo )ji(dz, ds) + My, — My,
Vi R

ot M est une martingale vérifiant [dMs,dLs] =0 et
h(v) = E[¢r|Fv,, Vir =],
D
6(w) = E { S

g
Uw,v) = E|&rlFy Vir = v,AX = o] ~E [&rlFy - Vir = v].

fo,v‘/t,TU:| )

ot Dy est la dérivée de Malliavin par rapport W (cf ([Nua95])).
On suppose que l'on a les décompositions a I’aide des fonctions exponentielles
suivantes :

ht(’U)

/ e ol (y)m(dy),
Ry

5,(v) A;eWa%wnmmx

mmmzt@ww@mw7
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oll m est une mesure vérifiant
/ e (ol (y)] + of| + / (o (4)[v(dz) }|m](dy) < +o0, Vo > 0,¥t € [0,T].
Ry R
On considére

Po(hy, 61, Up) () :/

[ {0t O 4 0t ) - ) 07}

avec

Ouly) = (14 6+ (5) + 6 () 05, 1) + a0, ()9 () 0*/A(y)
[ (0 = an, o) (7207 = 1)) (79007 - 0007 ) Ay,

2

Aly) = 14 04) + 6- ) o2 + [ [e048:007 — -] (aay),

La proposition suivante nous indique que notre couverture robuste est déterminée
par la position dynamique & la date ¢ par 'option européenne de payoff Py(X; ).

PROPOSITION 4.12.4. La réplication dynamique avec une position sur P.(hy, 8¢, Up)(X¢1)
G la date t couvre en moyenne variance (c’est-a-dire minimise Uerreur quadra-
tique de réplication avec une couverture dynamique sur l’ensemble des options eu-
ropéennes de maturité T ).

En outre, Uoption P.(hs, 6y, Up)(Xy,1) permet de valoriser {p :

]E[Pc(htvata Ut)(Xt,T)‘fta W,T = ’U] =E [£T|ft7%,T = U] ) Yo Z 0.

4.12.3. Marché complet. On se place dans le cadre d’un marché complet,
c’est-dire que le processus de Lévy L est
© soit un mouvement Brownien (dans le cas continu) et V; représente la variance
inconnue
¢ soit un processus de Poisson et V; représente 'intensité inconnue.

Comme dans la premiére partie, on va s’intéresser aux options de la forme
&r = H(Xp,Vr) = H(Xy 7, V1) (avec Hy Fi-mesurable) par souci de simplication
(on peut facilement étendre le résultat au cas ot {r = Hy(Xy 1, Vi, Z) avec Z
indépendant de (X7, Vr) en prenant I’espérance conditionnelle).

4.12.3.1. Cas continu. Dans le cas continu, on retrouve la stratégie et les ré-
sultats de la premiére partie.

PROPOSITION 4.12.5. On suppose que X; = By, — % o B est un mouvement

Brownien standard indépendant de la variance V; = fot o2ds. Le payoff de couverture
robuste en moyenne variance de & = H(Xrp,Vr) et celui pour sa valorisation
robuste sont les mémes : P,(hy,g:) = P.(ht, 0, Up). Avec la position dynamique
sur P(X¢ 1), on obtient la valorisation et la couverture pour toutes variances Vi
indépendantes de B.

4.12.3.2. Cas discontinu.

PROPOSITION 4.12.6. On suppose que X; = aNy, —e®V; ot N est un processus
de Poisson standard indépendant de l’intensité V; = f(f Asds. Le payoff de couverture
robuste en moyenne variance et celui pour la valorisation robuste sont les mémes
Py (he, g¢) = Pe(he, 6¢, Up). Avec une position sur Py(Xy ), on obtient la valorisation
et la couverture pour toutes intensités Vi, v indépendantes de N.
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4.12.4. Discrétisation du payoff. Ici, nous cherchons & décomposer la fonc-
tion f; : Rt — Rsouslaformev € RT — Y, age™ pour fi(v) = h(v), g:(v), 8¢ (v) ou Uy(z,v).
Pour cela, on va faire une approximation uniforme comme dans la proposition
(4.9.3) (une approximation par régression linéaire est aussi possible comme dans la
proposition (4.9.4)).

PROPOSITION 4.12.7. On suppose que f; est continue et que Vi bornée par
m, on a 1 <eVtT <14 M =e™. En notant

n

bl = Z flin(1+ S0 Y 22E () (1) (7).

j=i
Bt =37 bf;kek” converge uniformément sur [0, m).

On approxime alors Pv(htv gt) et Pc(hta §t7 Ut) par Pv(BZt ’ Bgt) et par PC(BZta Bff ’ Brlzjt)
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4.13. Preuves
Preuve proposition (4.8.6).

DEMONSTRATION. Supposons qu'il existe g € H;(R) vérifiant : Vv > 0

E |9 (Xe) 1P (X), 0 =0 = al),
0
5-E [9(Xer) 17, (X), 0 = 0] = 8i(0).
Comme X; 1 = +/vN — % avec N ~ N (0;1),ona Vv >0

g [g (Xer) 1 (X = 0] = E [ (X0 | (X = 0]

oz
_ %IE [g (Xe1) (Xt,T + <X;t’T> Fo Ko = U} ’

et
, v) 22 dx’
v — = )e 2 = h(v),
/Rg(\f B N ¢(v)
/9/ (ﬁm/_g) T I 5t (v).
R 2 V2T
A P’aide du changement de variable x = z’ — %, on a:
2 dx

eght(v),

ﬁ

2

/ g (ﬁx) e
R
dzx

’ _Vve 22 v
2 2 = ) .
/Rg (Vvz)e e Ton es6;(v)

On fait une intégration par partie a la deuxiéme égalité :

(i) o g (o 1Y
/Rg (ﬁx)e e m—/Rg(\/ﬂx)e e (\/5—1—2)\/%

D’ou

M

oz (172 v
/ g (Vvz) T e Tdr = 2med he(v),
R

v 22 v vV 2 v
/ Vuzg (Voz) e Tdr = v 2mves oy (v) — 2ﬂ-veg hi(v).
R

% par parité, on obtient les fonctions G;, G, : RY — R :

En décomposant g(z)e
g@)e™® = |z| Gy(a?) + sign()Gi(a?).
On peut avoir G,(0) = oco. Or,

E lg(Xer) 1P, (X0 = 0] :/ |V |2] Gy (va) + sign () Gy (va?)| e
R

3

= / |VvaGy(va?) + Gi(vz?)|e™ T
R+

+/ |VozGy(vz?) — Gi(va)‘ ——
R+
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et

E [|Xt7Tg(Xt7T)| \Fe, (X)p = v} = / ’vszp(va) + vai(vx2)| e~ T
R

= / |v2® Gy (va?) + vaGi(va?)| e T
R+

—|—/ lv2*Gp(va®) — vai(vaH e T
R+
On en déduit
sup {[l2] Gp(a2)e [y, , |Gila?)eB |y, } < Lol
|9|Ht < ||$| Gp(xz)eﬂHt + |Gi(x2)e% |]HI¢

d’ott une équivalence entre g € Hy et |2 Gy (2%)e?,sign(z)G;(2?)e? € H.
La symétrie de la gaussienne et la parité permettent d’annuler les termes suivants

/ sign(\/ﬂx)Gi(va)eféd:E = / Vvz [z Gp(va)efédx =0
R R
d’ou

/’\/{)x|Gp(vx2)efédx = V2reShy(v)
R

ves hy(v)

/|ﬁx|Gi(vx2)67§dx = \/%veg@(v)—\/? e
R

Par symétrie, on a :

+OO v
2 ﬁpr(vﬁ)e_édx = V2mesh(v),
0
e . Vor
2/ ﬁxGi(vxz)e*;d:r = V2mvesd(v) — 27Tve§ht(v).
0

En faisant le changement de variable ¢t = vz? et avec A\ = %, on obtient :

e , 1
LGN = | Gyt = Vaewsh, (%>
0
+oo
. — ) -\t _ ﬁ -3 L 1 _ ﬁ —3 1 1
Lo = |G a = ”W(%) 7\t (%)_

et

g(x) = P(ht,0)(x) + P(0,d;)(z)
avec P(hy,0)(z) = |z|Gp(x?)e? € H; et P(0,8:)(x) = sign(z)G;(z?)e? € H;.
Réciproquement, si P(hy,d;:) € Hy, alors P(hy, ;) vérifie (4.8.1). O

Preuve de proposition (4.8.7).

DEMONSTRATION. On a

Séf’) = Sgp) exp (\/ 1-— p2/ o dW} + p/ o dW?2 — < >t’T>
t t

2

T T
= St(p)BXt’T exp (( V 1- P2 - 1)/ Ude‘;l + ,0/ Ude~;2>
t t
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ot W' et W2 sont des mouvements Brownien Fi-adaptés, o et W2 sont adaptés
. 1 . ’ N
a une filtration H; C F; avec H; et F}V indépendants et ot B ~ N(0,1) est

indépendant de F; et de Hr. On en déduit que

E, [H (111 S(Tp), (X)T)} =E,; {E [H (ln St(p) + X1, <X>T) |«7:t,HT] |-7:t]

T
0
+E, p/ o dW2E L%H (1nS§P>+Xt,T,<X>T) Ft,HT] +0(p?)
t
T
=E, |:ht(<X>t,T)|:Ft:| + pE¢ 5t(<X>t,T)/ o dW2|F | +0(p?)
t
et
') P T
]Et Pt ln(ﬁ) :Et E Pt(Xt,T)'f'aith(Xt,T)p/ UdeSQLFtyHT |«7:t +O(p2)
t t
T
= E: [h((X), )] + 9B [8:((X), ) [ 0ndWEIF |+ OG2)
t
ce qui permet d’obtenir le résultat souhaité :
E, | P ln(ﬁ) =B, [H (s, (X))] +0(p?)
t | £ St(p) = Iy T T P
O

Preuve du lemme (4.9.1).

DEMONSTRATION. Soit o > —% et o > —%. Considérons Vv > 0

) = vo‘em*%,

/ 2]
v PV

Soit € R. D’aprés la proposition (4.8.6), on a

VT 5 e, (L 2
1€ sign(x)L I hy ) (%)

z . -1 e(§+i%)%_29A 2
ezsign(z)L S (x%).

z -1 Bﬁ 1 9
P(hs,0)(z) = V/7we? |z| L < . hy <2)\)> (z) —
E—"_1176)%_20)‘ T
) (@)~ ST

, (
ﬁ(ﬁ lz| £71 (e -
Une propriété de la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce I, (voir [AST72])

2« Aotz

a
ep

v—1

c (t — <2) 2 Iy_1(2\/ﬁ)> (p) =

v > 0.

)

X
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1

et la propriété de translation de la transformée de Laplace L(f(t)™%) = Lf(. + a)

impliquent
T (a2 —20\ 7 T,
P(ht,O)(fE) = 562 ‘;E| m Ia—% (2ﬁ+1)(x 729) 1302229'

- etsio) (5,7) L W 28+ ) - 29)) s
4

De la méme maniére, on obtient

POG)@) = Lletsign(a)e (i (;))
_ \/Zezsign< >(§5f‘)) Iuis W(Qm ><x2—2e>> L2

Pour § = 0 et § = —%, en utilisant un équivalent au voisinage de 0 de la fonction
de Bessel modifiée de premiére espéce I,

m\»a

Lz 1 .
(2)" Tw+1) +0G),
on obtient
a,—% — f 3 @ ! — ’
R N G )]
P(Ovva'e—g)(x) Lezx|x|2a

20+1T (a + 1)

Preuve de la proposition (4.9.2).

DEMONSTRATION. Soit H (X7, (X),) = eMX)rt#X7 alors en notant B ~

N(0,1)

ht(v) - |:6A(X)T+/LXT|]:t7 <X>t,T — ’U:|

— ANX) X [euﬁBﬂ—(A—%A)v}

_ MX X A+
0
Ox

= uRE |:€A<X>T+HXT|ft7 <X>t,T _ v]

61(v) = 5 B [ AT £ (), 1=

1,2— L
— P iXe O Bty
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En appliquant le lemme (4.9.1) a la fonction v — veefv=3 (avec « = 0 = 0,

B=\+ “22_“), on obtient

P(e”,0)(x) = ﬁewm <2ﬂ+ i)if_é <x| 28+ i)

VT g AN 1
_ 2\@@ 51gn(a:)\/|?<2/8+ 4) I <|x| 28+ 4>,

Or,

d’ou

Pl 0)(a) = 045 L ot (ap( 1)

¢ sinh (zp(p1, A))
F O’ 0r)(x) = e)‘<X>t+,uXt e?2 SIII—,
(0,6¢)(x) u Lol

1
avec p(, A) = /1 + 20+ 2 — = /26 + L et 6(u, )) = 55y 0
Preuve de la proposition (4.9.3).

DEMONSTRATION. Les approximations de v — esh;(v) et de v — e56;(v) par
les n-iéme polynomes de Bernstein BAt (v) = 373_o bl vF et BSt(v) = Yp_, b 0"
impliquent que h:(v) = lim, ., o B (v)e™3 et §(v) = lim,, o B2 (v)e™5 uni-
formément sur [0, M].

Or, d’aprés le lemme (4.9.1),

-z 7@ %x2 1 — v
P(v"e™%,0)(z) = ok © k(r( Y 4r(k+§))’

k,—% _ VT g 2k+1
P(O,’U € 8)(x) 2k+1r(k+%)ezx
Avec
N n xgk 1 T x2k+1
P,.i(x) = /me? (b’“ —{ - b+ bl >
Z "RORID(k—3)  AT(k+g)T  2MIT(R 4 )
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on obtient alors

(XD,
dim E[Poe(Xen)| i (X)yp] = lim BR (X p)e™ 5 = hul(X),1),
. 8 . 5 (X
Jdim B [P (Xon)| e (X)) =l B (0, )e 5 = 0(X), 7).
(]
Preuve de la proposition (4.9.4).
DEMONSTRATION. L’espace des polynomes est dense dans [0, M] dans C([0, M])

avec la norme uniforme et par conséquent avec la norme L2(p). En notant A"t (v) =
Shooan vt et A% (v) = Y ad,v*, on a alors hy(v)ed = lim,_ o Al (v) et
Si(v)es = lim,_, o0 A% (v) sous la norme L2(u).

Or, d’aprés le lemme (4.9.1),

JEC ﬁ x 1 x
P(w*e™5,0)(z) = X -eza? Th—1) ar WA
2 2

2k k—3) (k+3)
R _ VT T okl
POSTH6) = s et
Donc, avec
o ok 1 . 22kt
P, = 2 he L +a )
n,t(x) \/EE — (amk ok {F(k _ %) 4F(k + )} n, ’“2’”11“(/{ + )

on obtient
(X)e,T
i B [Pl = T e A% (), e | =B (X0, )]
. a . 5, (O
Jim B [P(Xer)) = lm By |AS((X), p)e 5 | = Er [0((X), )] -

Preuve de la proposition (4.10.1).

DEMONSTRATION. Pour le swap de volatilité \/(X),, on a

ht(v) = <X>t +v, VYv>0,
5,5('[)) =0.

Le lemme (4.9.1) appliqué v € R}, — /v = 05 (o = 1 et =06 =0) donne
ala date t =0 ((X), =0) :

Py() = \/;e5 Ed (IO (2) -h <2))

1 T e
= - d
v 2\/%/0 s3 s

A la date t, I'identité
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permet d’obtenir la décomposition

1
(Eﬁv:v%ﬂﬂﬁl
1 o0 3 —emspre (X%
- 5=/ 3 ds.
2ﬁ 0 S2
1l suffit alors d’appliquer le lemme (4.9.1) & h(v) = vz et h(v) = vze 5y puis
d’intégrer. Finalement on obtient
ds

sign(z >/0+°°{m|f (&)-en (V >\/ }d

62

-7

Pour a >0, on a
+oo | gms] —a® o
/ SO esel s —oym 425 —4/ e~ dy,

0 S2 a

e dy La formule et le changement de variable 2

2]

/(X), _&ZH — erfc <>}
(XD,

o)==l e

On note erfe(
s(X), permettent de réécrire 1’égalité sous la forme :

t
P(hs,0) \[|x|ez L (5 -n ( )){H— NI
e x| 1=l _ o || x? —u? du
Liad B R el
+\/7 / { ( 0 9 w2
ez "3| 2 — u? du
- <X)t\ﬁsign( e <X>r — 711 —5 Va2 —u? z
La formule et le changement de variable u = /1 — s 2 permettent de réécrire
I’égalité sous la forme
P(hy,0) \/>|$|62 5 *Il( )) 1+ - te <X>r —erfc el
2 f (X
2
=2 (2 1) T uT T uT udu
(X)¢ — -
¢ {(10(2) IO(Q)) (11(2) Il(z)“)}(l_uz)Z'
U

_mﬁ

Preuve de la proposition (4.10.2)
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eXT 1
(X)r

DEMONSTRATION. Pour le ratio de Sharpe ,0n a

eXr —1
ht('l}) = E [|ft, <X>t,T = ’U]

(X)r
_ eXt —1
N (X), +v
0 eXT — 1
6i(v) = %E [<X>T|ft7 (X)ir = U]
eXt
~ VX,

Initialement (¢ = 0), on a

[N

ho(v) =0 et do(v) =v"
D’out P(ho,0) = 0. Le lemme (4.9.1) implique

P(0.00)) = | [3eSsimto (3)

A la date t avec (X)), > 0, en utilisant l'identité

el 1
q_T:7F(1T 7n)/ e s r>0,g>0
- 0
avecr:%,on obtient :
1
St 1 X))\ ?
()40t = ot (14 52
_VE(X)y
= R _\/givd .
zﬁ/o v ¢

_ V(X
Il suffit alors d’appliquer le lemme (4.9.1) avec h(v) = §(v) = %, puis d’in-

tégrer et de faire le changement de variable u = 41/1 — \/E

& By1-vst
P(h,0)(z) = (¥ ~1) 2‘363/0””* ( — > — sign(z)Io <§| 1- \/§<‘;(2>t>}ds
1— /st

(X =1) 5o [P wtonoo, [ (ule] ulal
= ~——F1z? e 2 L =2 ) —sign(2) o [ —= | uy (1 — u?)du
V2 (X)? /0 {1(2> g<)°(2)}( )

et
__x,c#sign(z) ~vap L=l X,
P(0,0;)(z) = e N /0 *Io 5 1—+/s . ds
2 Z - 1 w2 .
= ﬁext&lg;(m)/ e( . I <ux|> u(1 —u?)du.
(X 0 2
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Preuve de la proposition (4.11.1).

DEMONSTRATION. Le raisonnement est le méme que celui de la preuve de la
proposition (4.8.6). Il suffit juste de remplacer X, r = ftT o, dWS — tT o2ds par

T T
Xir = [, o, dW? -2 [ 02ds. Alors avec

eﬁ% 1
P(he, 0)(\) = Vi ln, () ,
_ Fho, (L) - Vs s-g b4y, (L
P(O,(St)()\)—T e %5t (2)\> 4 A e Aht (2)\>

Pt(Xt,T) = P(ht, 0)(Xt,T) + 1:)(07 6t)(Xt,T) vérifie :

E [Pt(Xt,T)|Fta Vt,T = U] = ht(”)7

0
3L [P (Xer)|Fe, Ver = v] = 8 (v).

Preuve de la proposition (4.11.3).

DEMONSTRATION. On a

hi(v) = E[H (Fr)|F, Vir =]
e (o)
5 (v) = E {DF/H(FT)}-MWI _ v}
Ot
= o | P (Vv - 50 ) 17

avec N ~ N(0,1) indépendant de F;. D’out

ht(U) = / {Htg(y)e p) y+Ht§(—y) ebFTy}e_%_biﬁQD dy |
S ’ Nor=n
bpB b 2 3 d
0 (v) = P/ { le(e TV H (~y)e® y}e—g— B y
' 7 2mv

D’aprés la proposition (4.11.1), on a

Pi(x) = ebTS$ || Gp(:cz) + ebTS%ign(x)Gi(;ﬁ)
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avec
L 1
_ 1 €16 X 1
Gy = L7 VEh (n)
N / {Htg e 4 PH, ¢ (- )62y}£ e )y,
R+ 7

Or, des propriétés de la transformation de Laplace de la fonction de Bessel de
premiére espéce J,

-1 (ez\ )(t) = Jo(2v/a(t — b)) 1>,

t—2>

[,71 (67%7b>\) (t) = 5(t - b) - J1(2 a(t - b))lth.

permettent d’obtenir

Poe(Jzl) e~ 571l 4 P (— Ja) e 517!
2]a]

_/[0 2l {Pe e Pc () F 0} Vo =2 (2ua\/m> L

Gil+") = /[M” {(p re (v) = bsPt;(y)) e 4 (pP{,g (—y) — bspt;(_)> ebiﬁy}

x Jo (2,ug\/x2 — y2) d?y

N SN R -
avec (g = #. Finalement, on a le payoff de couverture p-neutre

bpB bpB
vso Pre (el e 2 M 4+ Pre (~faf) ez !
2

~eEo [ A Pe)e TV 4 P (—y) e Y }\/ — 2 (MM) il

[0,]x]

) bs P _ bsPe (-

< Iy (25\/77 — ) %y

Pt(l') =
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Preuve du corollaire (4.11.4).

DEMONSTRATION. Le but ici est d’obtenir la réplication de Poption (Fp — K) ™.
On va chercher le payoff de couverture robuste selon le signe de F; — K.
_ ap+brK
Notons k = %
Supposons F; < K (i.e. k> 1).

Il suffit de prendre

a
thg(:r) = <Ft + b;:) (ebFﬂw i k)Jr .

Alors la proposition (4.11.3) appliquée avec P, donne le payoff de couverture
P(X; 1) = P(ST)

a + ebTSI_#II‘
Pi(x) = (Ft + bﬁ) (e”Fﬁlz\ - k) —

+ d
_ (Ft + ZF> o he || (ebFBIy\ _ k) Va2 — 2 (2Nﬁ [02 _ yz) Mﬁ
F [0,]]] s

a bs . b bsk\ _vr8 d
+ (Ft + bi) eTSwmgn(x)/ L <(pbpﬂ — 23) ebrhy 4 ; > e 3 Y Jo (2ug\/x2 — y2) ?y

0] ¥=TFP

~ 1 as + bgx
Pa)=H, [ —1n (25957 ) )
() t(bs n<a5+b35t)>

avec g = 7”7%22_(%. Or, le fonction P; vérifie :
B(S) = 0 VzelK K],
P (Kc+) _ ar +bFFt§ (1+ )]g_T:FLﬁ"'%
t t as+bsSt 2 P I
~ - ap +bpF, B8 bs 4
P (K? = ———————(1—p)k®rBT2
t(t) as+bsSt2( p) kr
avec
as b as
K = (2 s )i s
! (bs ! bs
ag b5 |y, LE(K) as
= = 4+ 5 ) ebrB Lp(Ft) =,
(bs ! bs
as _bs_ as
KPP = =+ S | kPP — =
' (bs+ t) T s
— ai+5t e—%|n%_ai.
bs bs

On peut approximer le payoff par :
P/(Xyr) = P(St) ~ B} (K;'*) (Sr — k)" — H{ (K}™) (K — S7)".
|

Supposons F; > K (i.e. k < 1). On décompose le call sur fond sous la forme
(Fr—K)" = (Fr— K)+ (K - Fr)™.
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La couverture robuste (en moyenne variance) de Fr — K est donnée par (F; —
K)+pp ‘Z’;iggg: (St — S;). En effet, il suffit d’appliquer la formule d’inversion (avec

la proposition (4.11.3)) pour hi(v) = F; — K et 6;(v) = pbpf (“F + Ft)
DEMONSTRATION. On cherche a couvrir la partie (K — Fr)". Avec
ar +
HY (2) = (Ft + bp) (k — ebrhr)

et en appliquant la proposition (4.11.3) avec P&(m), la couverture robuste dyna-

mique de (K — FT)+ est alors déterminée a la date ¢ par la position dynamique
avec une option de payoff donnée par H (X;r) = H; (St) . D’ou

+ oo+l x|
HP (z) = <F+Z§) () i

- (Ft + ZF> eFe |z] (k: - (beﬂM)—|r Va2 — g2, (2u5\/x2 - y2> dy
F [0,]]

b kb
+ (Ft + Zi) estzsign(x)/ ].y>_ln(k) <(; — pbpﬁ) —brly _ S) bFﬂyJo (2,ug\/x2 -y )
O=l] "~

bppB
~ as + bsSt
HP(S H? In| =—-2— .
t( ) (bs (angngt))
Or,
HP(S) = 0 VzelKP K,
~ . —|—bFFt 1
HP/ KC+ — 1— /B(ZF ka +2
t ( t ) ( )2 a5+b St 9
~ _ ﬁaF—FbFFtﬁ 41
P (KP - _0 t cats
t ( t ) ( + ) as + bS5, 2 br >
as bs as
Ko - +S>k s _ 08
¢ (bs ! bs
- (as+5t> w28,
bs bS
KP = (aS+St>kbbFS _9s
bs bs
= (aS—i—St> 67% n% —i
bs bs

On peut approximer le payoff par :

H,(Sr) ~ (Fi—K)+p8 (( 3 (Sr— S+ EP (K&+) (Sr— Kg)F— AP (KP™) (K

O
Preuve de la proposition (4.12.2).

DEMONSTRATION. Comme
E [e(l-&-¢+(y))xt,T“/;t T} - |:e_¢7(y)Xt‘T|‘/t T} = Vi

_ ST)+
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et

7]
& {¢jr(y)Xt,Tel+¢+(y))X“TIVt,T] _ %E {e(1+¢>+(y))xt,T|wT}
7]

= —e

oy

Vi
— ‘/t,Tey t,T’

E [¢/—(y)Xt,T€_¢’(y)Xth|Vt’T} =V, ret"er,

yVi, 1

on obtient les inégalités suivantes
E [90(y)6(1+¢+(y))X” + (1 - 6o(y)) e—¢f(y>X«T\Vt’T} _ Wer,
E [Ql(y) (e(1+¢>+(y))xt,T _ e—qs,(y)xt,T) v, T] 0

et

X,
t7T|Vt,T:|
T

E [{eo(y)e(1+¢+(y))xt,T + (1 _ eo(y)) e_¢—(y)Xt,T} V

_ WVer { Ooly) 1-— 90(y)}
Pily) ¢ (y)

=0,

X
E (01 (y) <e(l+¢+(y))Xt,T _ e—m(y)Xt,T) T Vir| = e?Ve70,(y)
Vi,r

)

— eth,T_

Comme 60y(y) € [0;1] (car ¢/, > 0) est borné, on peut appliquer le théoréme de
Fubini ce qui donne

E [P(h,0)(Xe,1)|Fe, Vir = 0]

=E

/ {go(y)e(1+¢+(y))Xf,,T +(1—6o(y)) €—¢’(y)X1,,T} m(dy)|Fe, Vi = v]
Ry

- /]R {Ho(y)E [e(1+¢+(y))Lv} +(1—6o(y)E {e—m(y)Lu] } me(dy)

e
= hy(v)

et de méme

X
E [P(ht,o)(xt,T) Vti \Fo, Vir =v| =0.
t

5

101 (y)| <sup {¢',(0),¢" (v)}, Vy=>0,
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donc 6 est borné et on peut appliquer Fubini permettant d’obtenir
E[P(0, g:)(Xe,r)|F, Vir = v] = 0,

X
E | P(0,90)(Xem) 325 Fo Vier = 0| = au(v).
t, T

Preuve de la proposition (4.12.3).

DEMONSTRATION. Pour a,b € R, on a :

E [eaxt,T-i-th.T |V‘t T} — e(’/)(a)-l‘b)Vt,T7

0
TeaXt,TerVf»T |‘/t,T} = —F [eaXt’T+bw'T ‘V;&,T]

Oa
— w/(a)e(dl(aﬂb)%m.

E [X;

D’ou
E [eaXf,T+bw,T IV T] — Wt +B)Virr

= WOFVer L ey (g)eP(@+0Ver 4 O(e?)

=E [e*X VTV, 1] + €E [ Xy e XV V1] + O(2).
Soit Z variable aléatoire indépendante de (Xf 7,V r). Par densité, il peut étendre
ce résultat pour f(X{p,Vir,Z) = e Xir AV +0Z avec o, 3,0 € C (il suffit d’ap-

pliquer le résultat avec l’espérance conditionnelle par rapport & Z). On en déduit
que pour toute fonction f

E[f(Xir Vir, D) WVir] = E[f(Xer, Vi, Z)|Ver|+€B [Xo o f (X, Vi, Z) |V r]+0(€).
On obtient alors le résultat souhaité en appliquant cette égalité & 5. et Py(X{ p) :

E [£51F, Vir] = E [é0)Fy, Vir] + €B [Xorér| Fy, Vir] + O(€?)
=h(Vir) + €Verg:(Ver) + O(€)
= E[P(Xe1)|Fe, Vi) + Vi rE [ Xy 7 P (X 1) | Fe, Vi + O(e?)
=E [P(X{ )| F:, Var] 4+ O(e?).

]

Preuve de la proposition (4.12.4). A la date ¢, on regarde la couverture
donnée par une position dynamique donnée par 'option P/ (X, 1) (que I'on revend
juste aprés et en achetant pour 'option PY, .(X¢4c 1) en t+e avec € — 07). On note
dp? la variation instantanée du portefeuille a I'instant ¢ et dp?(v) cette variation
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conditionnellement & V; r = v :

dp} =B, [(P{) (Xe1)] 0dW, + /R E; [P (z+ Xir) — PP (Xe7)] p(da, dt)
+ /]R Et [Ptf((E + Xt,T) — Ptf(XtyT)] V(dx)dt,
dp} (v) = B¢ [(P) (Xer)|Vir = v] 0dW, + / E, [P} (x+ Xor) — PL(Xer)|Vir = v] p(de, dt)

n / E, [P (2 + Xox) — Pro(Xo0)[Vir = o] v(d)dt.
R

L’erreur quadratique de couverture vaut alors

|

=|E [¢r — P XtT” +E;

T 2
e — B, [PY(Xor)] / dp’
t

/t |05 (Veyr) — Es [(PY) (Xs,7)] !2d<X>51

+E; Z |US(AX57 VsT) —E I:PSG— (ac + XS,T) - Pse_ (XS,T)LFS*aAXs = x] |2
s€(t,T)
2 Vr 2
:Et |ht(V;,T) - Et [Pt(Xt,T)” + Et / |§Tu (VT — u) - ]ES [Pfll—vu (XTU,T)] | szu
Vi
2
/ / |Ur, (2, Ve = w) = By [Pr, (0 + Xa,7) = Pro—(Xr,0)]| v(dz)du

avec le changement de temps Ty, = u. On considére P{ sous la forme
(4.13.1) P(z) = / L6 (g)e+2+ @)% 10 ()=~ ®7 L iy (dy)
Ry

ce qui donne

dp! (v / {67 (1) (1 + 61 (1) + 07 (1) (—6— (1))} "m(dy)odWy,

+/R/R+ Qj(y) e(I+o+(v)z _ 1) +0; (v) (eﬂz:,(y)z . 1>}m(dy)ﬂ(dl‘,th)

et
T 2
lfT]Ef[ /(X)) */t dp? ]
B - P ' 0 (1) e2VVs
_t<SZ§TEt |:|]Es [gT PJ(Xs T)” } +E; /t . R (y) (dy)d 1

RO(y) = |as, (y) — {67 () (1 + 64.(1)) + 05 () (—6— () }|” 02
of,, () — {05 ) (007 1) 107 () (@7 1) )] wia)
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Le minimum

T 2

e — B, [P (Xor)] - / dp’

inf E
1191 + \

est atteint en 6* minimisant

RV = i%ng, Vs € [0, 7]

avec la contrainte
(4.132) E, [Pf* (Xe) Vi = U] =B [¢r[Vir =], Vte[0,T],%v > 0.

En écrivant P; sous la forme exponentielle (4.13.1), la contrainte (4.13.2) est équi-
valente &

(4.13.3) 00" (y) + 07 (y) = an,(y), Vse[0,T],Vy e RT.

La minimisation sur R, sous la contrainte (4.13.3) revient alors & minimiser un
polynéme d’ordre 2 et le minimum est atteint en

07" (y) = (14 o1 (y) + 6-(y)) (as, (y) + an, () d—(y)) ° JA(y)
+/R (a?)t (y) — an, (y) (e“ﬁ*(y)w - 1) (e<1+¢+(y>)x - e—¢f(y>w) v(dz)/A(y),
0, (y) = o, (y) — 67" (y)

AW = 101 0) + 9@ o+ [ [er 010 e o)
R

Preuve de la proposition (4.12.5).

DEMONSTRATION. Dans le cas continu complet avec X; = By, — %, la couver-
ture en variance moyenne est en fait une couverture compléte, c’est-a-dire 'erreur
de couverture quadratique est nulle d’ou

0
E [P (he, 6, Up) (Xe,r) | Fes Vir] = 6u(Ver) = E %H(XT, V)| Fe, Vir| -

En remarquant que Vf : R x Rt — R

X

E
Vir

1
fXer, Vi) Var| =Ef (Xer, Vir) Vi) — §E [f(Xer, Vi) Vi)
on obtient avec f(Xy 1, Vir) = He( X7, Vir)

g:(v) = 6 (v) — %ht(v), Yo > 0,
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puis avec f(X;1,Vir) = Py(he, g¢)(Xe,1), Pe(he, 6, Uy)
8:(Ver) = E[P)(ht, g¢)(Xe. )| Fe, Vi)
=E [P.(hs, 6¢, Up)(Xe,7) | Fi, Vir)

X
9t(Vir) =E { f’; P (he, 9¢)(Xe1)| F, Vt,T}
¢,

=E {Vt’T P.(h¢, 6¢, Up)(Xe 1) | Ft, Vt,T:| )
T

hi(Ver) = E[Py(he, g¢) (Xe,r)|Fe, Vi r]
= E[Pe(he, 6, Up)(Xer) | Fe, Viyr] -
D’ou P, et P, vérifient (4.8.1). On conclut par unicité dans H;(R) (d’aprés la
proposition (4.8.6)) : P,(h¢, gt) = Pe(he, 6¢, Uy). O
Preuve de la proposition (4.12.6).

DEMONSTRATION. Le raisonnement est identique & celui de la preuve de la
proposition (4.12.5) dans cadre Brownien. Dans le cas complet avec un processus
de Poisson X; = aNy, — e®V, , la couverture en variance moyenne est en fait une
couverture compléte, avec une erreur de couverture quadratique nulle d’oul

E [Pe(he, 8¢, Ug)(Xe,r + a)|Fe, Vir] = Uela, Vir) = E[H(a + X7, V)| Ft, Vir] s
E [P.(ht, 00, U ) (Xe. )| Ft, Vir) = 0:(Vir).
En remarquant que Vf : R x Rt — R
E[X:rf(Xer, Vi) Vir] = VirE[f(a + Xer, Vi) Ver]—e* Vi E [ f (Xe 7, Vir) | Vir)
et donc que
gt(v) = U(a,v) — ehy(v), Vv >0,
on en déduit comme dans la preuve de la proposition (4.12.5) que P,(h:, gt) =
Pc(ht75t7Ut)' |:|

Preuve de la proposition (4.12.7). On pose F(s) = f:(In(1 + sM)) pour
s € [0,1]. En posant

k .
ank = 3 F( () () (~0F,

'appoximation de Bernstein A, (s) = Y ;_ 0,0n, xs* converge uniformément vers I
sur [0; M]. Le changement de variable s = £ _1 permet de conclure : avec

=3 A0+ S0 52 () (1) (),

j=i

B,(v) =) bﬁkek” = A, (%572) converge uniformément vers f; sur [0, m).
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