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AVANT PROPOS

Il existe en physique des problèmes d’une grande simplicité apparente qui
lorsque nous cherchons à les résoudre se révèlent être d’une grande richesse et
d’une non moins grande compléxité. C’est généralement le cas des fluides en
rotation. Nous pourrions citer un grand nombre de situations où notre intuition
est mise en défaut simplement par ce que !!ÇA TOURNE!!!"".

Un des exemples les plus connus et qui illustre parfaitement ces propos est
celui de l’expérience de la tasse de thé. Le principe est simple, prenez un verre,
transparent et si possible à fond plat, remplissez le avec de l’eau, ajoutez une
pincée de thé (pas un sachet, du vrai thé), les feuilles de thé une fois mouillées
sont plus denses que l’eau et tombent au fond de la tasse. Jusque là rien d’extra-
ordinaire. Touillez à l’aide d’une cuillère, que se passe-t-il? S’il reste des feuilles
de thé en volume elles vont être, comme nous pouvions l’imaginer, expulsées vers
les bords sous l’effet de la force centrifuge. Si maintenant vous regardez ce qui
se passe au fond du verre vous observerez que les feuilles de thé, toujours plus
denses que l’eau, ont tendance à se regrouper au centre.
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Il s’agit là d’un effet lié à la viscosité dans une fine couche située juste sur
le fond du verre. Ce phénomène appelé !!pompage"" ou !!suction"" d’Ekman est
omniprésent dans les fluides visqueux en rotation, nous verrons qu’il contrôle une
grande partie de la dynamique des écoulements.

Le problème que nous nous proposons d’aborder dans cette thèse est un peu
plus compliqué mais tout aussi surprenant.

Imaginons une toupie à l’intérieur de laquelle nous aurions creusé une cavité
presque sphérique, remplissons cette dernière avec de l’eau et faisons tourner la
dite toupie. Si l’axe de la toupie reste vertical il ne se produit rien de particulier,
la toupie tourne sur elle même, sans plus. Que ce passe-t-il maintenant si nous
basculons son axe de rotation?

PRECESSION

ROTATION

Le corps de la toupie se met à décrire dans l’espace ce que nous appelons un
mouvement de précession. Il s’agit de la combinaison de la ROTATION propre
de cette objet et du mouvement circulaire de son axe autour d’une direction ver-
ticale, appelée axe de précession. La question que nous nous posons est de savoir
comment le fluide enfermé dans la cavité va se comporter. Va-t-il simplement
suivre le mouvement du corps de la toupie ou bien existe-t-il un écoulement plus
compliqué? Nous verrons dans l’introduction de ce travail qu’il a fallu attendre
la deuxième moitié du XXe siècle pour commencer à avoir des idées plus claires
sur cette question, pourtant fort simple en apparence.
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La compréhension de ce système est importante pour les géophysiciens, nous
verrons au cours de ce travail qu’il existe une certaine ressemblance entre le com-
portement cette !!toupie fluide"" et celui de notre planète.
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2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Le problème simple d’une !!toupie fluide"" que nous avons présenté en Avant
propos a été étudié principalement par deux communautés, l’aérospatiale et les
sciences de la Terre.

Un moyen couramment utilisé pour stabiliser les trajectoires des satellites dans
l’espace consiste à leur donner une composante de rotation propre. Le carburant
liquide embarqué est alors entrâıné en rotation par frottement sur les parois du ré-
servoir. En l’absence de perturbation l’ensemble du système est en rotation solide.
Lorsque pour diverses raisons le satellite est mis en mouvement, le changement
de direction de l’axe de rotation entrâıne une dissipation d’énergie mécanique
dans le réservoir pouvant conduire à une modification majeure de la rotation
du système et donc de sa stabilité. Cette dissipation interne d’énergie a motivé
un certain nombre d’études aussi bien expérimentales que numériques. Certaines
d’entre elles sont sorties du cadre spécifique des applications industrielles aéro-
spatiales pour contribuer de manière significative à l’étude générale du problème
de la dynamique d’une cavité fluide en précession (Vanyo et al. 1995[42]).

D’un point de vue géophysique le problème de la précession de l’axe de rota-
tion de la Terre est beaucoup plus ancien. La première mesure de la précession est
données par Hipparque de Nicée (II e siècle av. J.-C.) qui, travaillany à Alexan-
drie, a pu comparer ses observations astronomiques d’autres deux siècles plus
anciennes, il en conclut que la sphère céleste (La Terre étant à l’époque supposée
être au centre de l’univers) devait avoir un mouvement lent par rapport au plan
de l’équateur terrestre. L’explication du mouvement de précession de l’axe de ro-
tation de la Terre est donnée par Newton au début du XV III e siècle (Deparis et
Legros 2000). Il propose alors que l’attraction simultanée de la lune et du soleil
sur le bourrelet équatorial de la Terre puisse entrâıner une mouvement circulaire
de l’axe de rotation du globe (ωc) autour d’une direction perpendiculaire au plan
de l’écliptique (Ωp) (figure 1.1). Newton ne connaissant pas à l’époque les équa-
tions de rotation des corps, il faudra attendre 1749 avec les travaux de d’Alembert
et d’Euler pour avoir les premières théories de la précession-nutation des corps
rigides. Ces derniers démontrent en particulier que la période du mouvement dé-
pend à la fois de l’amplitude du couple lunisolaire et des deux moments d’inertie
de la Terre, C suivant l’axe de rotation principal et A suivant une direction équa-
toriale.

Sautons toute une partie de l’histoire jusqu’à nous retrouver au début du 20e

siècle, les mathématiques et la physique ont beaucoup évolué depuis Newton,
Euler et D’Alembert et le problème de la précession commence à être posé en
termes différents. Le grand dilemme de l’époque était de savoir si le centre de la
Terre était liquide ou solide. Kelvin dans un premier temps puis Poincaré à sa
suite se sont intéressés au cas de la précession d’une cavité ellipsoı̈dale remplie
d’un fluide incompressible non visqueux. La conclusion des travaux de Poincaré
fut que pour un modèle de Terre liquide les périodes de nutation sont plus courtes
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Fig. 1.1 – L’attraction lunisolaire responsable du mouvement de précession (Ωp)
de l’axe de rotation de la Terre (ωc). Cette explication fut avancée pour la pre-
mière fois par Newton au XV IIIe siècle. α = 23.5◦.
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Fig. 1.2 – Coupe schématique de la structure de la Terre. RT , RN , RG sont res-
pectivement le rayon de la Terre, le rayon du noyau externe et le rayon de la
graine. Les valeurs sont indiqu’ees dans la table (1.1).

RT RN RG ν α Ω−1
p ω−1

c η

6370km 3480km 1220km 10−6 m2/s 23.5◦ 25800 ans 1 jour ∼ 1/400

Tab. 1.1 – Quelques caractéristiques physiques et dynamiques de la Terre.

que pour un modèle de Terre solide, or les périodes observées par des méthodes
astronomiques sont au contraire plus longues. Il conclut donc que la Terre doit
être entièrement solide. Nous savons aujourd’hui que cet effet est lié à l’elasticité
du manteau ainsi qu’à des échanges entre ce dernier et les océans ou l’atmosphère.
Avec l’avènement de la géophysique moderne, nous avons une vision plus claire
de la structure du globe, en particulier nous savons depuis 1926 avec les travaux
de Harold Jeffreys qu’il existe un noyau liquide. La formulation mathématique
du problème proposée par Poincaré reste néanmoins une référence. Il démontra
en particulier que pour un fluide sans viscosité le mouvement induit en son sein
par la précession de son conteneur était un écoulement de vorticité uniforme,
résultat sur lequel s’appuit un grand nombre d’études de couplage entre le noyau
et le manteau. Comme nous le verrons au cours de ce travail ce mode propre
non-visqueux de la cavité fluide joue un rôle fondamental, c’est de lui que découle
toute la dynamique du système.

Pour ce qui nous concerne, la Terre peut-être considérée comme une structure
à trois couches, le manteau, le noyau liquide et la graine solide (figure 1.2).
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La couche la plus externe, le manteau, d’une épaisseur de 2890 km est princi-
palement constituée de silicates. Cette structure apparâıt solide sur des échelles
de temps courtes (∼ 1 jour). Cette approximation doit être révisée si nous consi-
dérons des constantes de temps plus longues, sur quelques milliers d’années le
manteau peut être décrit comme une corps visco-élastique, sur plusieurs dizaines
de milliers d’années il se comporte comme un fluide très visqueux. Dans le cadre
de notre étude nous considérerons que ce dernier est solide, il pourra représenter
le corps de la !!toupie"" que nous avons introduit en Avant propos. Le manteau est
animé d’une vitesse de rotation autour de l’axe ωc avec une période de 24 heures
et d’un mouvement de précession autour de l’axe Ωp avec une période de 25800
ans. (figure 1.2)

Le noyau, qui s’étend de 2900 km de profondeur jusqu’au centre de la Terre,
peut être décomposé en deux sous-couches, le noyau externe et la graine. Le noyau
externe est constitué de fer liquide et de 10 à 20% d’éléments moins denses. La
viscosité cinématique du fer liquide aux pression et température du noyau

(130GPa < P < 330GPa) (1.1)

(4000K ± 1000K < T < 5000K ± 1000K) (1.2)

est sensiblement celle de l’eau (10−7 − 10−6 m2 s−1) à pression et température
ambiante (Poirier 1988[25]). L’interface noyau-manteau est un ellipsoı̈de aplati au
niveau des pôles, de révolution autour de l’axe principal de rotation du manteau,
son ellipticité vaut ∼ 1/400. Nous négligerons dans notre approche les irrégularités
de la topographie de cette surface.

Enfin la structure la plus interne, la graine ou noyau solide, est constituée
principalement de fer à l’etat solide. Cette sphère dont le rayon actuel estimé
à partir de données sismologiques est de 1220 km, soit 1/3 du rayon du noyau,
continuerait à crôıtre au cours du temps par cristallisation du fer liquide qui
l’entoure. Cette cristallisation est à l’origine d’une composante importante de la
dynamique du noyau liquide. Elle donne lieu d’une part à la libération d’éléments
légers qui sous l’effet de la force d’Archimède vont entrâıner une convection dite
solutale, et d’autre part à la libération de chaleur latente à laquelle est associée
une convection thermique.

Pour pouvoir appliquer un modèle simple comme celui d’une !!toupie remplie
de fluide"", dont le mouvement de précession serait maintenu constant, à un objet
aussi complexe que la Terre il nous faut faire certaines hypothèses supplémen-
taires.

Nous allons considérer par la suite le cas d’un fluide homogène et incompres-
sible. Les variations de densité lorsque nous nous enfonçons dans le noyau (PREM:
il existe un écart relatif de 2/11 entre la densité à l’interface noyau-manteau et
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celle à l’interface noyau externe-graine) sont telles que nous sommes à la limite
de l’approximation des fluides incompressibles, toutefois cette simplification en-
core raisonnable est en pratique nécessaire pour pouvoir aborder le problème d’un
point de vue analytique.

Enfin le problème que nous avons abordé dans ce travail suppose que le vo-
lume fluide occupe l’ensemble du noyau, nous ne tiendrons pas compte de la
présence d’une graine dans le système. Cette hypothèse doit être perçue comme
une simplification permettant une première approche du système dynamique.

Il est aujourd’hui communément admis que le champ magnétique terrestre
est créé par des processuss dynamo au sein du noyau liquide. L’identification des
mécanismes permettant de rendre compte de cette dynamo auto-entretenue est
un des enjeux de la géophysique actuelle. les simulations numériques récentes
de dynamo magnéto-convective (Glatzmaier et Roberts 1995[5], Kuang et Blox-
ham 1999[16], Olson et al 1999[20]) ont montré que les écoulements associés à
la convection pouvaient produire un champ magnétique principalement dipolaire,
donc proche de celui que nous observons à la surface de la Terre. Bien que les pa-
ramètres introduit dans ces modèles restent loin de ceux du noyau, la convection
reste le candidat le plus probable pour expliquer la dynamo terrestre. Il n’en reste
pas moins que l’énergie disponible à travers le forçage précessionnel du manteau
sur le noyau est a priori suffisante pour pouvoir entretenir une dynamo (Malkus
1994[18]). Cette condition n’est toutefois pas suffisante, la nature même de l’écou-
lement au sein du fluide doit être compatible avec les processus de création d’un
champ magnétique.

En l’absence de précession le fluide tourne en bloc avec son conteneur, lorsque
l’axe de ce dernier précesse il apparâıt dans le fluide, comme l’a montré Poincaré
(1910[24]), une composante de rotation solide du fluide perpendicualire à l’axe
de la coquille. Sous l’effet de la viscosité, cette composante de rotation équato-
riale induit un écoulement secondaire se superposant au mouvement d’ensemble.
Les études antérieures montrent qu’il existe plusieurs régimes d’écoulement se-
condaire, l’un laminaire, les autres plus ou moins turbulents. Le régime laminaire
est constitué d’une part d’un mouvement oscillant à la fréquence de rotation
d’ensemble du fluide et d’autre part d’un mouvement géostrophique stationnaire.
Nous montrerons comment à partir d’une étude linéaire en géométrie sphérique
nous pouvons estimer l’ordre de grandeur des vitesses qui leur sont associés (cha-
pitre II). Une application directe de ce modèle simple au cas terrestre semble
montrer que le nombre de Reynolds magnétique 1 associé à ces structures est trop
petit pour qu’elles puissent jouer un rôle dans un processus dynamo. Les régimes
turbulents sont beaucoup plus difficiles à appréhender d’un point de vue numé-

1. Le nombre de Reynolds magnétique Rm caractérise le rapport entre l’advection du champ
magnétique par l’écoulement et sa diffusion liée au fait que le noyau n’est pas un conducteur
parfait.
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rique ou analytique, nous devons alors avoir recours aux expériences pour les
étudier. Nous présenterons dans le chapitre III une étude expérimentale au cours
de laquelle nous avons exploré les différents régimes afin d’essayer d’identifier les
grandeurs physiques caractérisant la transition de l’état laminaire vers l’état tur-
bulent. Pour des raisons techniques, toutes ces expériences sont nécessairement
loin des paramètres du noyau terrestre, or actuellement nos connaissances sont
insuffisantes pour pouvoir trancher quant au régime dans lequel le noyau liquide
doit se trouver.

Cette question a d’autres implications que la création du champ magnétique.
Pais et al. (1999[22]) se sont intéressés aux mécanismes pouvant rendre compte
de la forte variation de l’obliquité (angle entre l’axe de rotation de la Terre et le
plan de l’écliptique) à laquelle serait associée la !!glaciation paradoxale du Pré-
cambrien supérieur"". Les auteurs concluent qu’en ne considérant que l’écoulement
de rotation solide associé à la précession, les interactions entre le noyau liquide
et le manteau ne peuvent expliquer une telle variation de la position de l’axe de
rotation de la Terre par rapport au plan de l’écliptique. Pais et al. (1999[22])
posent alors la question de savoir si ce résultat resterait valable si l’écoulement
lié à la précession était plus complexe, en particulier s’il était turbulent.

La précession n’est pas le seul mouvement de l’axe de rotation de la Terre par
rapport à un référentiel d’inertie, il en existe de plus petite amplitude et de plus
courte période appelés nutations (figure 1.3). Certaines de ces nutations résultent
d’un forçage externe, d’autres, telles que la oscillation de Chandler ou la nutation
libre du noyau (!!Free Core Nutation"", ou FCN), sont associées à l’excitation de
modes propres d’un système constitué du modèle simple de Terre à trois couches
auquel nous devons rajouter l’atmosphère et les océans. En l’absence de forçage
extérieur, ce système conserve son moment cinétique global H.

Considérons plus particulièrement le cas de la FCN. Cette nutation est as-
sociée à un mouvement de rotation solide du noyau liquide suivant un vecteur
perpendiculaire à l’axe principal d’inertie du manteau ê3

2. Ce mouvement solide
est en fait le mode propre de tout système fluide non visqueux en rotation déjà
décrit ci-dessus dans le cas de la précession. Ce mode peut être excité de multiples
façons, circulation atmosphérique, tremblement de terre, etc... Il suffit simplement
d’un mouvement de l’axe de rotation du manteau par rapport à celui du noyau
pour lui donner naissance, la conservation du moment cinétique global H induit
alors deux mouvements de l’axe de rotation instantanné de la Terre, l’un par rap-
port à H dans le référentiel d’inertie, la FCN de période ∼ 431 jours 3 , et l’autre

2. ê3 est le vecteur unitaire suivant la direction de l’axe de symmetrie de révolution du
manteau.

3. La période théorique de cette nutation est de 460 jours, celle observée est de 431 jours
(Florsch et al. 1994 [4]à partir des données de gravimétrie, Jiang et Smylie 1995[12] à partie des
données VLBI). Actuellement l’écart entre la valeur prédite et les observations est attribuée à
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Fig. 1.3 – a) Les mouvements de nutation de l’axe de rotation instantanné de
la Terre se superposant à la précession. b)Le mouvement de nutation de période
∼ 431 jours et l’oscillation libre presque diurne (période ∼ 1 jour).

par rapport à l’axe d’inertie ê3 dans le référentiel du manteau (figure 1.3). Ce
dernier d’amplitude beaucoup plus faible que la nutation (Toomre 1974[36]) est
appelé oscillation libre presque diurne (!!Nearly Diurnal Free Wobble"") (période
∼ 1 jour). Si d’un point de vue théorique cette oscillation presque diurne et la
nutation associée étaient prédites depuis plus d’un siècle par Hough (1895[11]) et
Poincaré (1910[24]), leur observation n’a été rendue possible que très récemment
grâce au développement de techniques de mesure très précises des mouvements
de l’axe de rotation de la Terre telles que le VLBI (!!Very Long Baseline Interfero-
metry"") 4 (Jiang et Smylie 1995[12]), et des méthodes d’observation des variations
du champ de gravité utilisant les nouvelles générations de gravimètres supracon-
ducteurs. L’analyse des données VLBI semble mettre en évidence des variations
temporelles de l’amplitude de la FCN (Florsch et al. 1994[4], Roosbeek et al.
1999[29], Hinderer et al. 2000[9]) (figure 1.4).

Ces observations sont généralement interprétées en termes de variations du
mode propre de rotation du noyau. Une augmentation de cette amplitude corres-
pondant à une période d’excitation, une diminution à l’atténuation de ce mode
par couplage visqueux et magnétique entre le noyau liquide et le manteau.

l’ellipticité (1/390) utilisée dans les modèles. Une augmentation de 5% de cette dernière permet
de rendre compte de la période mesurée.

4. La méthode VLBI est basée sur l’observation depuis deux points très éloignés à la surface
de la Terre d’une source radio lointaine telle qu’un quasar.
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Fig. 1.4 – Variations temporelles de l’amplitude de la nutation libre du noyau
obtenues à partir de l’analyse des données VLBI, (Hinderer et al. 2000[9]).

Les études théoriques portant sur la FCN supposent que le mode propre du
noyau peut être décrit comme un pur écoulement de vorticité uniforme, or comme
nous venons de le mentionner la viscosité induit en volume un écoulement secon-
daire. Il est alors important de savoir dans quelle mesure nous pouvons négliger
cette composante pour ne considérer que le mouvement principal.

Comme dans le cas de la précession, l’étude de la dynamique du noyau associée
aux nutations peut être décomposée en deux parties:

1. Quelle est la rotation équatoriale au sein du noyau permettant de rendre
compte des observations?

2. Comment cette rotation équatoriale est-elle modifiée par la viscosité ? Ou
dit autrement quel écoulement secondaire s’y superpose?

Pour de faibles amplitudes du mode de rotation du noyau (petites au sens où nous
pouvons négliger les effets non-linéaires dans l’écoulement secondaire), d’une part
nous pouvons considérer séparément le problème de la précession et celui de la
FCN, d’autre part l’approximation de mouvement de rotation solide permet de
décrire correctement la dissipation visqueuse à l’interface noyau-manteau (Cha-
pitre II), il n’en est probablement pas de même lorsque l’amplitude du mode
devient assez grande et que l’écoulement secondaire est turbulent. Les travaux
récents de Greff-Lefftz et Legros (1999[7]) suggèrent qu’il y ait pu y avoir dans
l’histoire de la Terre des épisodes géologiques majeurs corrélés avec des périodes
d’excitation anormalement grandes des modes de rotation du noyau dues à des
phénomènes de résonance avec certaines nutations lunisolaires. Selon ces auteurs
l’amplitude de la rotation solide pourrait alors atteindre 5 ∼ 0.032◦ soit 104 fois
sa valeur actuelle et ce sur des périodes de l’ordre du million d’années. La rota-
tion équatoriale induite par la précession du manteau étant de l’ordre de 0.00027◦

5. Nous appelons ici amplitude l’angle entre l’axe d’inertie ê3 du manteau et le vecteur
rotation solide totale du fluide (ω), l’oscillation presque diurne correspond alors à la projection
de ce vecteur dans le plan équatorial (ω sin(0.032◦)).
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(Greff-Lefftz et Legros 1999[7]) devient alors inférieure à celle associée à la nu-
tation. Qu’en est-il de la dynamique du noyau dans ces conditions, l’écoulement
est-il laminaire ou turbulent? Nos connaissances actuelles des paramètres carac-
térisant la transition de l’écoulement secondaire d’un état laminaire vers un état
turbulent ne nous permettent pas de répondre à cette question.

Indépendamment de ses implications directes sur la dynamique du noyau li-
quide, la précession apparâıt donc comme un moyen d’étudier le comportement
d’un mode propre particulier du noyau impliqué dans les problèmes de nutations.

Nous verrons apparâıtre au fur et à mesure de ce travail les paramètres perti-
nents du problème de la précession. Leurs valeurs pour le noyau de la Terre restent
inaccessibles aussi bien numériquement qu’expérimentalement. La démarche que
nous avons suivie dans ce travail consiste alors à chercher des lois d’échelle carac-
térisant la dynamique du système en fonction de ces paramètres et de proposer
d’extrapoler nos résultats au cas terrestre lorsque cela nous semblait raisonnable.

1.1 Formulation mathématique

Considérons un fluide homogène de densité ρ et de viscosité cinématique ν
remplissant une sphère rigide de rayon R. Le conteneur est animé d’un mouvement
de rotation rapide selon un vecteur k̂c à la fréquence ωc, et d’un mouvement de
précession autour du vecteur k̂p à la fréquence Ωp. La position relative des vecteurs

rotation k̂c et k̂p est caractérisée par l’angle α comme indiqué sur la figure (1.5).
Les variables de temps et d’espace sont adimensionnées respectivement par ω−1

c

et R. Nous introduisons ici le nombre d’Ekman qui apparâıt dans les équations
comme une viscosité adimensionnée (section 1.1).

E =
ν

ωcR2
. (1.3)

Physiquement, ce nombre mesure le rapport entre les effets visqueux et les effets
associés à la force de Coriolis. Pour des questions de clarté, nous avons conservé
dans toute la suite les mêmes notations pour les grandeurs adimensionnées que
précédemment, de sorte que la vitesse angulaire adimensionnée Ωp est en fait le

rapport des grandeurs vraies Ωp

ωc
, de même le vecteur rotation ωc adimensionné

s’écrit simplement k̂c.
Pour pouvoir décrire ce problème d’un point de vue mathématique il est néces-

saire de choisir un référentiel dans lequel nous allons pouvoir écrire les équations
fondamentales de la dynamique des fluides. Ce choix n’est pas trivial, certains ré-
férentiels peuvent apparâıtre utiles du point de vue de la résolution numérique ou
analytique sans être pour autant les plus adaptés à une compréhension physique
du système.
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kc

kp

R

Fig. 1.5 – Le conteneur, rempli d’un fluide homogène et incompressible, est animé
d’un mouvement de rotation rapide selon le vecteur k̂c à la fréquence ωc, et d’un
mouvement de précession autour du vecteur k̂p à la fréquence Ωp. La position

relative des vecteurs rotation k̂c et k̂p est caractérisée par l’angle α˙
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Considérons le référentiel inertiel, qui dans les expériences correspondrait au
référentiel du laboratoire. Soit U i et Pi , la vitesse et la pression du fluide dans
ce référentiel, l’équation de Navier-Stokes s’écrit:

∂U i

∂t
+ U i · ∇U i = −∇Pi + E∆U i. (1.4)

Le fluide étant supposé incompressible, la conservation de la masse s’exprime par:

∇ · U i = 0. (1.5)

Afin de tenir compte des propriétés visqueuses du fluide et de rigidité du conteneur
nous imposons sur la surface de la sphère des conditions de non glissement et de
non pénétration:

U i =
(
Ωp + k̂c

)
× r. (1.6)

Dans ce référentiel nous pouvons décrire le mouvement de précession de l’axe de
rotation du conteneur par:

(
∂k̂c

∂t

)

i

=
(
Ωp × k̂c

)
, (1.7)

où l’indice !!i"" fait référence au référentiel d’inertie.
Avant d’aller plus loin dans la description des équations, nous voudrions re-

venir sur la justification de notre approche de la précession aussi bien numérique
qu’expérimentale. Fondamentalement nous allons nous reposer l’idée que pour
décrire l’ écoulement au sein du noyau sous l’effet du couple lunisolaire s’appli-
quant sur le Terre, il suffit de de se donner le mouvement du manteau, c’est à
dire l’état d’équilibre pour lequel nous connaissons la vitesse de precession, le
vecteur rotation propre de la Terre et l’angle que fait ce dernier avec le plan de
l’écliptique.

Chaque élément de volume dV du noyau liquide est soumis à une force d’at-
traction lunisolaire F de sorte que l’équation du mouvement s’écrit:

∂U i

∂t
+ U i · ∇U i = −∇Pi +

F

ρ
+ E∆U i, (1.8)

où Pi est la pression du fluide. Or l’attraction lunisolaire dérivant d’un potentiel
de gravitation Φ (Pais 1999[21]) nous pouvons réécrire l’équation (1.8),

∂U i

∂t
+ U i · ∇U i = −∇

(
Pi −

Φ

ρ

)
+ E∆U i. (1.9)

Qu’il s’agisse des calculs numériques ou des expériences en laboratoire, le rôle de
l’attraction lunisolaire est alors joué par la pression. Les équations étant iden-
tiques, les écoulements que nous pourrions trouver en imposant le mouvement du
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manteau sont ceux correspondant au problème géophysique. Dans les expériences,
où nous n’avons pas de couple de gravitation, l’energie introduite dans le noyau
liquide par le couple lunisolaire, est fournie par les deux moteurs permettant de
maintenir constante, la vitesse de rotation du conteneur et le taux de précession.

1.1.1 Les différents référentiels:

D’une manière très générale nous pouvons considérer un référentiel tournant
attaché à un vecteur rotation quelconque ωr de l’espace dont la direction peut dé-
pendre du temps. Pour transformer les équations fondamentales de la dynamique
du référentiel inertiel vers ce référentiel tournant nous utilisons la propriété sui-
vante sur les dérivées temporelles:

(
∂

∂t
·
)

i

=

(
∂

∂t
·
)

r

+ ωr × ·, (1.10)

où l’indice !!r"" caractérise les grandeurs propres au référentiel tournant. En appli-
quant cette relation au vecteur position r nous obtenons l’exemple le plus intuitif
de cette relation: (

∂

∂t
r

)

i

=

(
∂

∂t
r

)

r

+ ωr × r, (1.11)

soit,
U i = U r + ωr × r. (1.12)

En utilisant cette règle nous pouvons réécrire les équations (1.4, 1.5) dans le
référentiel tournant:
(

∂U r

∂t
+ U r · ∇U r

)
+2ωr ×U r +ωr × (ωr × r)+

(
∂ωr

∂t

)

i

× r = −∇Pr +ν∆U r

(1.13)
∇ · U r = 0. (1.14)

La condition aux limites s’écrit alors:

U r =
(
k̂c + Ωp − ωr

)
× r. (1.15)

Il apparâıt dans ce référentiel trois nouvelles accélérations, la !!force"" centri-
fuge (ωr × (ωr × r)), la force de Coriolis (2ωr × U r), et la force de Poincaré((

∂ωr

∂t

)
i
× r = (Ωp × ωr) × r

)
.

L’accélération de Coriolis est omniprésente en mécanique des fluides en rota-
tion rapide, rares sont les situations où elle ne joue aucun rôle. Ses effets sont
généralement mieux connus des enfants que des adultes. En effet cette force est
celle que nous ressentons lorsqu’étant sur une plateforme en rotation, un tourni-
quet par exemple, nous cherchons à nous déplacer, les enfants ne tiennent pas en
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ωω

UU=Deplacement vers le centre

Force de Coriolis=−2ωωxxUU

Fig. 1.6 – Illustration de l’effet de la force de Coriolis. Si nous voulons nous
rapprocher du centre la !!force"" de Coriolis va nous déséquilibrer dans le même
sens que la rotation (vers la droite pour une rotation anti-horaire).

place...Si nous voulons nous rapprocher du centre (figure 1.6) la !!force"" de Co-
riolis va nous déséquilibrer dans le même sens que la rotation (vers la droite pour
une rotation anti horaire). De la même manière elle influence à chaque instant le
trajet des particules du fluide.

La !!force"" de Poincaré est quant à elle indépendante des mouvements de
chaque particule, elle s’apparente à une force gyroscopique mais au lieu de s’ap-
pliquer à un ensemble de molécules solidement liées elle s’applique à chaque par-
ticule du fluide. Pour de faible taux de précession elle apparâıt parfois localement
négligeable (voir section 1.1.3.1) devant les autres accélérations, en revanche le
couple volumique qui lui est associé reste toujours un élément important dans les
équilibres fondamentaux (voir sections 1.1.2.1, 1.1.3.2).

L’accélération centrifuge qui est généralement la plus connue des trois ne joue
pratiquement aucun rôle dans la dynamique de l’écoulement. Pour les fluides
homogènes que nous considérons, elle apparâıt en fait comme un gradient de
pression.

En utilisant la propriété vectorielle suivante:

∇ (A · B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A + A × (∇×B) + B × (∇× A) (1.16)

avec,
A = B = ωr × r, (1.17)

Le gradient de vitesse d’une rotation solide étant nul suivant une ligne de
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courant , nous pouvons exprimer l’accélération centrifuge sous la forme :

(ωr × (ωr × r)) = −∇
(

1

2
ωr × r

)2

(1.18)

nous introduisons alors la pression réduite π, définie par:

π = P +
(

1

2
ωr × r

)2

. (1.19)

Deux référentiels tournants apparaissent naturellement dans ce problème, il
s’agit du référentiel du conteneur d’une part et du référentiel attaché au vecteur
précession d’autre part.

En remplaçant ωr par ωc + Ωp dans (1.13), nous obtenons l’équation du
mouvement dans le référentiel du conteneur,

∂U

∂t
+ 2

(
k̂c + Ωp

)
× U + U · ∇U +

(
Ωp × k̂c

)
× r = −∇π + E∆U (1.20)

Avec comme conditions aux limites:

U = 0. (1.21)

Le mouvement du fluide reste au premier ordre dans le cas de la sphère une
pure rotation solide autour d’un vecteur ω fixe dans le référentiel de précession.
Ce dernier référentiel semble alors le plus adapté à la description de ce mouvement
primaire. En identifiant ωr à Ωp dans (1.13), l’accélération de Poincaré disparâıt
formellement du problème et nous obtenons pour l’équation de Navier-Stokes:

∂U

∂t
+ 2Ωp × U + U · ∇U = −∇π + E∆U (1.22)

Les conditions aux limites restent stationnaires,

U = k̂c × r. (1.23)

Enfin en anticipant sur la suite de notre étude, si nous cherchons à carac-
tériser l’écoulement secondaire se superposant à la rotation solide du fluide, le
référentiel le plus naturel est alors celui attaché au vecteur rotation propre du
fluide (ω + Ωp), nous obtenons l’ expression de l’equation du mouvement dans le
référentiel du fluide:

∂U

∂t
+ 2(ω + Ωp) × U + U · ∇U + (ω × Ωp) × r = −∇π + E∆U (1.24)

Avec cette fois ci des conditions aux limites qui dépendent du temps à travers le
vecteur rotation du conteneur,

U =
(
k̂c(t)− ω

)
× r. (1.25)
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1.1.2 Le cas particulier d’un fluide non-visqueux.

1.1.2.1 L’écoulement de Poincaré.

Poincaré au début du siècle propose une méthode particulièrement élégante
pour résoudre le problème avec une viscosité nulle. Plaçons nous dans le référentiel
de précession, considérons le repère (Ox,Oy,Oz) tel que Oz soit aligné avec l’axe

du conteneur et Ox soit dans le plan défini par les vecteurs
(
k̂c, k̂p

)
. Poincaré

(1910[24]) propose de ne considérer que ce qu’il appel des mouvements simples,
c’est à dire tels que les composantes (Ux, Uy, Uz) de la vitesse soit des combinaisons
linéaires des coordonnées. Il montre alors que si une solution est simple à un
instant donné elle le restera. La démarche suivie par Poincaré consiste alors à
utiliser la tranformation de l’espace permettant de passer de l’ellipsoı̈de à une
sphère !!virtuelle"". En prenant comme équation de l’ellipsoı̈de:

(
x

a

)2

+
(

y

a

)2

+
(

z

c

)2

= 1, (1.26)

nous voyons immédiatement que la transformation géométrique de l’ellipsoı̈de vers
la sphère est une dilatation des coordonnées suivant les trois directions d’espace.
Nous obtenons ainsi une correspondance entre les coordonnées d’un point de
l’ellipsöıde (x, y, z) et celles de son point image dans la sphère (x′, y′, z′):

x′ = x/a,
y′ = y/a,
z′ = z/c.

(1.27)

Le temps restant invariant par cette transformation la vitesse d’une particule
fictive de la sphère s’écrit:

U
′

x = Ux/a,
U

′

y = Uy/a,
U

′

z = Uz/c.
(1.28)

Le premier résultat de Poincaré est que l’hypothèse d’un écoulement simple
conduit dans la sphère à une solution de rotation solide pour les particules
!!fictives"".

U
′

= ω
′ × r

′

, (1.29)

Où ω
′

est un vecteur quelconque pouvant dépendre du temps. En appliquant la
transformation géométrique en sens inverse nous obtenons un champ de vitesse
dans l’espace physique.

U =




a
c
ω

′

yz − ω
′

zy

ω
′

zx − a
c
ω

′

xz
c
a
ω

′

xy − c
a
ω

′

yx


 . (1.30)
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Nous allons maintenant chercher les écoulements simples solutions de notre pro-
blème, c’est à dire solutions de l’équation d’Euler (1.22 avec E = 0) et vérifiant
les conditions aux limites de non pénétration, ce type d’écoulement est généra-
lement appelé écoulement de Poincaré. La formulation Lagrangienne établi par
Poincaré étant assez longue nous proposons ici de suivre la démarche proposée
par Andréas Tilgner dans sa thèse d’habilitation (1999[33]) .

Soit ω la vorticité de l’écoulement (U ),

ω =
1

2
∇× U =

1

2




(
a
c

+ c
a

)
ω

′

x(
a
c

+ c
a

)
ω

′

y

2ω
′

z


 . (1.31)

Le vecteur ω
′

étant indépendant des coordonnées d’espace
(
x

′

, y′, z′

)
, la vorticité

ω est uniforme. En utilisant (1.31) et (1.30) nous pouvons exprimer une solution
quelconque U en fonction des trois composante de la vorticité (ωx, ωy, ωz).

Le rotationnel de l’équation d’Euler déduite de (1.22) en posant E = 0, conduit
alors au système d’équations suivant:

∂

∂t
ωx −

η

η + 2
ωzωy − 2

η + 1

η + 2
ωyΩp, z = 0,

∂

∂t
ωy −

η

η + 2
ωzωx − ωzΩp,x + 2

η + 1

η + 2
ωxΩp, z = 0, (1.32)

∂

∂t
ωz +

2

η + 2
ωyΩp, x = 0

où η = a2
−c2

c2
est l’ellipticité du conteneur, (Ωp, x, 0, Ωp, z) sont les coordonnées du

vecteur précession dans le repère (Ox,Oy,Oz). Nous voyons alors qu’à tout vecteur
de rotation solide ω

′

dans la sphère virtuelle correspond une vorticité uniforme
de l’écoulement dans le sphéröıde dont la dépendance en temps est donnée par le
système (1.32).

Considérons le cas particulier des solutions stationnaires. En imposant ∂/∂t =
0 dans le système (1.32) nous obtenons directement d’après l’équation en !!z"" que
ωy = 0. L’équation suivant !!x"" est alors automatiquement vérifiée. Physiquement
cela signifie que l’axe de rotation solide du fluide ω est toujours dans le plan(
k̂c, k̂p

)
.

Pour une précession non nulle
(
Ω

p, x
%= 0

)
le système (1.32) se reduit à,

ωx

(
η

η + 2
ωz + 2

η + 1

η + 2
Ωp, z

)
= ωzΩp, x. (1.33)
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Quelque soit ωz tel que ωz %= −2 (η + 1)Ωp, z/η, il existe une solution ωx vérifiant
l’équation (1.33).

La vitesse U s’ecrit alors (Malkus 1994[18]):

U = ω × r + ∇ψ. (1.34)

Où ∇ψ est l’écoulement irrotationnel permettant d’assurer la condition de non
pénétration aux bords, nous obtenons l’expression de cette grandeur à partir de
(1.30) et (1.34). En utilisant une formulation vectorielle (Tilgner 1999[33]),

ψ =
−

(
ω · k̂c

)
η

(
ω · k̂c

)
η + 2(1 + η)Ωp · k̂c

(
Ωp × k̂c

)
· r

(
k̂c · r

)
(1.35)

Il existe alors une infinité de solutions stationnaires de vorticité uniforme au pro-
blème non-visqueux. Une première approximation dans la limite des faibles taux
de précession, ce qui est le cas de la Terre, consiste a poser ωz = 1. En considé-
rant les paramètres du noyau terrestre (table 1.1) nous obtenons la composante
de rotation équatoriale adimensionnée ωx = 1.7 10−5.

Comme nous le verrons par la suite, dans le cas général, il est nécessaire de
réintroduire la viscosité pour réduire le nombre de solutions du système, voir
garantir l’unicité dans certaines conditions (Busse 1968[2]).

1.1.2.2 Les ondes inertielles.

Dans la limite des faibles ellipticités l’écoulement U stationnaire dans le ré-
férentiel de précession peut être décrit principalement comme une rotation solide
ω× r . Nous proposons ici de voir comment une perturbation de faible amplitude
se superposant à cette rotation solide se propage dans le système.

Nous pouvons distinguer deux classes de perturbations, celles de grande lon-
gueur d’onde pour lesquelles le volume est considéré comme fini et celles de petite
longueur d’onde pour lesquelles nous faisons l’hypothèse que les parois sont re-
poussées à l’infini. Nous ne discuterons pas dans cette section la première classe
de solutions.

Considérons un volume infini de fluide homogène, incompressible et non vis-
queux en rotation autour d’un axe ω. L’amplitude ε de la perturbation que nous
allons considérer est supposée suffisament petite pour que nous puissions négliger
les termes d’ordre O (ε2). En posant,

U = ω × r + εu (1.36)

Dans le référentiel tournant attaché à ω l’équation d’Euler et la conservation de
la masse s’écrivent d’après (1.13) et (1.14):

∂u

∂t
+ 2ω × u = −∇π, (1.37)
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∇ ·u = 0. (1.38)

Ces équations admettent des solutions en ondes planes de la forme (Greenspan
1968[6]),

u = u0e
i(k·r−λt), (1.39)

π = π0e
i(k·r−λt), (1.40)

k étant le vecteur d’ondes et λ la fréquence. L’équation du mouvement (1.37)
nous permet d’obtenir la relation de dispersion de ces ondes,

λ = ±2ω · k̂ = ±2ω cos (θ) (1.41)

où k̂ = k/k est la direction du vecteur d’onde, k le nombre d’onde et θ est l’angle
entre k̂ et ω. Nous voyons d’après la relation de dispersion que de telles solutions
en ondes planes n’existe que si,

|λ| < 2ω. (1.42)

En introduisant (1.39)dans (1.38), nous obtenons que ces ondes planes sont
transverses,

u · k̂ = 0. (1.43)

La vitesse de groupe correspondant à la vitesse de propagation de l’énergie dans
le système est (Greenspan 1968[6]),

V g = ∇kλ = 2
k̂ ×

(
ω × k̂

)

k
. (1.44)

Ceci traduit le fait que dans les fluides incompressibles l’énergie associée à ces
ondes se propage perpendiculairement au vecteur d’onde.

La vitesse de phase correspondant à la vitesse suivant k̂ à laquelle il faut se
déplacer pour que la phase (k · r − λt) reste constante est alors,

V p = 2
ω · k̂

k
k̂. (1.45)

Les surfaces caractéristiques. Il existe dans de tels systèmes des surfaces
particulières appelées surfaces caractéristiques le long desquelles une discontinuité
de la vitesse parallèle à ces dernières peut se propager. Soit δu(t) le saut de vitesse
de part et d’autre d’une surface carctéristique en un point de l’espace. Nous
pouvons définir le saut de vitesse normale δu⊥ et le saut de vitesse tangentielle
δu// à cette surface par,

δu⊥ = (δu · n̂) n̂, (1.46)
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δu// = δu − (δu · n̂) n̂. (1.47)

Les surfaces caractéristiques sont telles que le saut d’accélération inertielle
(
∂δu///∂t

)

de part et d’autre est équilibré par le saut de l’accélération de Coriolis
(
2ω × δu//

)
.

Dans le cadre des ondes planes que nous avons considéré, l’équation (1.37) est de
type hyperbolique, les surfaces caractéristiques sont alors des cônes de révolution
autour de la direction ω dont le demi-angle au sommet est défini par:

cos (θ) = λ/2ω. (1.48)

La direction selon laquelle une perturbation peut se propager dépend donc de sa
fréquence.

Il existe le long des cônes caractéristiques une variation de l’amplitude de la
vitesse. Introduisons le système de coordonnées cylindriques (s, φ, z) associé au
repère (ês, êφ, êz) tel que êz = ω/ω. En négligeant les variations de la vitesse le
long de la caractéristique devant les variations perpendiculaires (ce qui en volume
fini suppose que la longueur d’onde de la perturbation est petite devant la taille
caractéristique du système) Rieutord et Valdettaro (1997[26]) ont démontré que
la vitesse divergeait comme 1/

√
s quand s → 0.

Dans le cas particulier λ = 0 les surfaces caractéristiques sont des cylindres
alignés avec l’axe de rotation solide du fluide ω. En prenant le rotationnel de
l’équation d’Euler (1.37) avec λ = 0 (∂u/∂t = 0) nous obtenons pour la vitesse
le long d’un cylindre caractéristique,

∂u

∂z
= 0. (1.49)

Cette équation est généralement connue sous le nom de condition de Proudman-
Taylor. Elle traduit le fait que dans les systèmes en rotation une perturbation
stationnaire localisée tend à acquérir une structure en colonne le long de laquelle
l’écoulement est invariant, l’accélération de Coriolis est alors en équilibre avec le
gradient de pression. Les cylindres caractéristiques sont alors appelés cylindres
géostrophiques. La vitesse étant parallèle aux surfaces caractéristiques us = 0,
si nous imposons à l’infini une condition de non pénétration (uz (∞) = 0), nous
déduisons alors par conservation de la masse,

∂

∂φ
uφ = 0. (1.50)

L’écoulement est alors purement azimutal et axisymétrique. La condition que nous
obtenons est en fait plus forte que le théorème de Proudman-Taylor habituel qui
n’impose pas a priori de dépendance sur les composantes uφ et u

s
.
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C

s

Fig. 1.7 – Définition du repère associé au cône caractéristique C.

La !!rigidification"" de l’écoulement induit par une perturbation stationnaire
apparâıt donc comme un cas particulier de la propagation d’une perturbation
quelconque le long des surfaces caractéristiques.

Soit (ζ, ξ, φ) le système de coordonnée local attaché à un cône caractéristique
C (figure 1.7).

En nous déplaçant sur la caractéristique C à φ constant nous pouvons écrire
une condition analogue à la condition de Proudman-Taylor pour une perturbation
de fréquence quelconque 0 < |λ| < 2ω,

(
ζ̂ · ∇

)
u ∝ 1√

s
. (1.51)

Réflexion des ondes inertielles sur une paroi. Les propriétés de réflexion
de ces ondes sont très différents de celles des ondes acoustiques ou électroma-
gnétiques. Lors d’une réflexion d’une onde plane inertielle sur un !!mur"" il y a
conservation de l’angle entre ω et k̂ (figure 1.8).

k̂1 × ω = k̂2 × ω, (1.52)

où les indices !!1"" et !!2"" désignent respectivement l’ondes incidente et l’onde
réfléchie. Il existe alors une situation particulière lorsque (Greenspan 1968[6]),

ω · n̂ = ±ω · k̂1, (1.53)

pour laquelle k̂2 et n̂ sont alors colinéaires. La vitesse u2 associée à l’onde réfléchie
est dans ces conditions parallèle à la surface.

Cette approche des perturbations en terme d’ondes inertielles conserve un sens
en volumie fini si la longueur d’onde de la perturbation reste petite devant la taille
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1
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Fig. 1.8 – Propriétés de réflexion des ondes planes inertielles non visqueuses.
Lors d’une réflexion d’une onde plane inertielle sur un !!mur"" il y a conservation
de l’angle entre ω et k̂1. a) Cas d’une ondes réfléchie dans le volume, b) Cas
d’une onde réfléchie !!absorbée"" à la surface.
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Fig. 1.9 – Schéma de principe de l’expérience de Görtler (1957[8]). Un cylindre
(L ∗ R) rempli de fluide est en rotation rapide autour de son axe de symétrie à la
fréquence ω. Un disque horizontal de rayon r + R est animé dans le référentiel
tournant d’un mouvement vertical d’amplitude ∆h.
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 Reflexion

ωω

(a)

Surfaces caracteristiques

Disque

(b)

Fig. 1.10 – Ondes inertielles générées par les oscillations verticales d’un disque
dans le plan équatorial d’un cylindre en rotation. a) λ

ω
= 1.75 le demi angle au

sommet mesuré est de 59◦ pour une valeur théorique de 56◦ . b) le demi angle au
sommet augmente avec le rapport λ

ω
. (Görtler 1957[8])

caractéristique du système. Nous pouvons illustrer l’ensemble de ces propriétés
par les résultats de l’expérience de Görtler (1957[8]), dans laquelle un cylindre
(L ∗ R) rempli d’eau est en rotation rapide autour de son axe de symétrie à la
fréquence ω. Un disque horizontal de rayon r < R est animé, dans le référentiel
tournant, d’un mouvement vertical d’amplitude infinitésimale ∆h + (L, R) à la
fréquence λ (figure 1.9). En faisant varier le rapport λ/ω Görtler met en évidence
les propriétés que nous venons de décrire sur les ondes inertielles à savoir que la
perturbation reste localisée sur les surfaces caractéristiques, que le demi-angle au
sommet des cônes caractéristiques dépend de la fréquence d’excitation λ. (figure
1.10). Cette expérience illustre également les propriétés de réflexion des ondes
inertielles sur les parois.
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1.1.3 La limite des faibles viscosités.

1.1.3.1 La couche d’Ekman

Une démarche classique en mécanique des fluides consiste à négliger la visco-
sité en volume lorsque celle ci est assez faible et à ne considérer les effets visqueux
que dans une couche limite localisée sur la paroi. Négliger les effets visqueux en
volume ne veut pas dire que la viscosité elle même est très petite mais que le
terme dissipatif qui apparâıt dans les équations (E∆U) est localement négli-
geable devant les autres. En disant cela nous faisons une hypothèse sur la forme
même de l’écoulement en volume, en particulier nous supposons qu’il n’y a pas
de cisaillement fort sur des petites échelles. Physiquement ces couches limites se
développent lorsqu’il existe en volume un écoulement primaire U qui ne vérifie
pas les conditions aux limites de non-glissement. A ces couches est alors associé
un écoulement ũ tel que sur la paroi:

U + ũ = Uparoi (1.54)

Les couches limites ne sont pas propres aux écoulements en rotation, cependant
l’apparition de l’accélération de Coriolis (2ω× ũ ) dans l’équilibre des forces pour
un système en rotation leur confère des propriétés particulières, elles sont alors
appelées couches d’Ekman. De nombreux exemples sont donnés dans la littérature
(Greenspan 1968[6], Tritton 1988[37]), pour un écoulement primaire stationnaire
dans le référentiel en rotation. Lorsque l’écoulement ũ est petit nous pouvons
négliger les effets non linéaires devant la force de Coriolis, la dynamique de la
couche est alors déterminée par un équilibre entre l’accélération de Coriolis, le
gradient de pression et le terme de dissipation visqueuse. L’épaisseur naturelle

de ces couches stationnaires est
(

ν
ω

)1/2
. Par conservation de la masse il existe

alors un écoulement proportionnel à |U − U paroi|E1/2 allant de la couche limite
vers l’intérieur du fluide perpendiculairement à la paroi, appellé !!suction"" ou
!!pompage d’Ekman"".

Le cas de la précession est un peu particulier, l’écoulement non visqueux est
comme nous l’avons vu principalement une rotation solide autour d’un axe ω

différent de celui de la coquille, il existe de ce fait une couche limite visqueuse
permettant de raccorder la vitesse en volume à celle de la paroi. Dans le référen-
tiel de rotation solide du fluide , l’axe de rotation de la coquille tourne dans le
sens rétrograde à la fréquence ω. La condition au limite (1.54) nous montre que
l’écoulement de couche limite doit alors avoir la même dépendance temporelle que
la rotation du conteneur dans ce référentiel, c’est à dire:

ũ ∝ e−iωt. (1.55)

Supposons que la forme du conteneur soit sphérique, il s’agit ici d’une simplifica-
tion nous permettant de décrire analytiquement de manière simple la résolution du
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problème de couche limite, les conclusions restent justes dans la limite des faibles
ellipticités. La démarche mathématique classique consiste d’une part à supposer
que la vitesse varie plus rapidement perpendiculairement que parallèlement à la
couche (∂/∂r , (∂/∂θ, ∂/∂φ)) et d’autre part que les composantes tangentes de
la vitesse sont grandes devant la composante normale (ũr + (ũθ, ũφ)). La couche
d’Ekman ainsi obtenue est d’épaisseur E1/2 partout sauf pour certaines colati-
tudes critiques définie par

cos (θc) = ±1, θc = 60, 120◦, (1.56)

pour lesquelles elle devient infiniment épaisse, le pompage d’Ekman est alors
divergeant. La condition vectorielle générale (pas simplement pour le cas d’une
sphère) définissant les colatitudes critiques est,

λ = ±2ω · n̂. (1.57)

Cette discontinuité est liée au fait qu’il existe pour ces colatitudes un équilibre
entre l’accélération inertielle (∂ũ/∂t) et l’accélération de Coriolis, étant données
les hypothèses du calcul le terme de dissipation ne peut plus être équilibré.

En réalité il existe une variation rapide de la vitesse à la fois suivant r̂ et
suivant θ̂ autour de la colatitude critique. Nous proposons en nous appuyant sur
la démarche suivie par Roberts et Stewartson (1963[27]) d’obtenir la valeur finie
du pompage d’Ekman et la variation de la structure de la couche autour des
colatitudes critiques.

Nous considérons pour cela un conteneur sphérique en rotation suivant k̂c, le
fluide est supposé en rotation solide autour de ω. Soit ũ l’écoulement de couche
limite permettant de raccorder la rotation solide du fluide à celle du conteneur.

ũ =
(
ω − k̂c

)
× r. (1.58)

Nous supposerons que l’écart entre la rotation du fluide et celle de la coquille est
faible de sorte que les termes non-linéaires restent négligeables devant la force de
Coriolis . Le système de coordonnées sphériques que nous utilisons est représenté
sur la figure (1.11). Les hypothèses du calcul sont les suivantes:

1. Ωp + 1, nous négligeons la contribution de la précession lente à l’accéléra-
tion de Coriolis dans l’équation du mouvement (1.24). D’autre part, pour
une précession nulle, le fluide et le conteneur tournent en bloc suivant k̂c.
Nous supposerons que pour de faibles taux de précession l’écart entre l’axe
du fluide et celui de la coquille reste petit,

ε =
∣∣∣
(
ω − k̂c

)
× r

∣∣∣ + 1. (1.59)
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Couche d'Ekman

r

Fig. 1.11 – Définition du système de coordonnées sphériques utilisé pour le calcul
de la structure de la couche limite autour de θc. L’éppaisseur de la couche étant
petite devant la taille caractéristique du système nous pouvons considérer r =
cte = 1. La direction du vecteur unitaire φ̂est définie par φ̂ = r̂ × θ̂.

La condition aux limites (1.58) nous conduit à,

ũθ, φ = O(ε), (1.60)

En négligeant les termes d’ordre O (ε2) dans l’équation du mouvement (1.24)
nous ne considérerons pas les effets non-linéaires.

2. Les dérivées en r et θ sont grandes devant celle en φ (Roberts et Stewartson
1963[27]):

∂

∂r
,

∂

∂θ
, ∂

∂φ
. (1.61)

De plus nous supposons,

∂

∂r
= O

(
E−p

)
,

∂

∂θ
= O

(
E−q

)
. (1.62)

avec, 1/2 > p > q > 0. Nous ne retiendrons donc que les dérivées secondes
radiales suivant r pour le Laplacien.

3. La dépendance en temps de ũ est donnée par

ũ ∝ e−iωt.

L’équation de conservation de la masse se met sous la forme,

∂

∂r
ũr +

∂

∂θ
ũθ = 0. (1.63)
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Nous en déduisons ũr = O (Ep−q), p étant supérieur à q nous négligerons les

termes d’ordre O
(
E2(p−q)

)
.

Nous nous plaçons dans le référentiel du fluide, les trois composantes de l’équa-
tion du mouvement (1.24) s’écrivent,

− iωũr − 2ωũφ sin (θ) = E
∂2

∂r2
ũr −

∂

∂r
π̃, (1.64)

− iωũθ − 2ωũφ cos (θ) = E
∂2

∂r2
ũθ −

∂

∂θ
π̃ − ((Ωp × ω) × r) · θ̂, (1.65)

− iωũφ +2ω (cos (θ) ũθ + sin (θ) ũr) = E
∂2

∂r2
ũφ−

1

sin (θ)

∂

∂φ
π̃− ((Ωp × ω) × r) · φ̂.

(1.66)
L’approche clasique conduisant à une discontinuité consiste à ce stade d’une part
à négliger ũr devant ũθ d’autre part à négliger ∂

∂θ
devant ∂

∂r
. Ces simplifications

seraient valables loin des colatitudes critiques, c’est à dire pour (1±2 cos (θ) %= 0).
L’approche suivie par Roberts et Stewartson (1963[27]) pour résoudre la dis-

continuité consiste alors à développer l’équation du mouvement autour de θ = θc

en tenant compte des dérivées dans la direction θ.
D’après (1.62), ∂

∂φ
π̃ + ∂

∂θ
π̃ , or ũφ étant du même ordre de grandeur que ũθ

nous pourrons négliger le gradient de pression dans l’équation (1.66), nous en
déduisons π̃ = O (E1−2p+qũφ,θ).

Considérons les deux termes de droite de l’équation suivant r (1.64),

E
∂2

∂r2
ũr = O

(
E1−p−qũφ,θ

)
, (1.67)

∂

∂r
π̃ = O

(
E1−3p+qũφ,θ

)
. (1.68)

donc,
E ∂2

∂r2 ũr

∂
∂r

π̃
= O

(
E2(p−q)

)
. (1.69)

Nous pourrons donc négliger le terme visqueux devant le gradient de pression
dans l’équation (1.64).

En appliquant ∂/∂r à (1.65) et (1.66), en utilisant (1.64) pour éliminer le
gradient de pression et (1.63) pour éliminer ũr, nous obtenons

iω
∂

∂θ
ũr − iω

∂

∂r
ũθ − 2ω cos (θ)

∂

∂r
ũφ + 2ω sin (θ)

∂

∂θ
ũφ = E

∂3

∂r3
ũθ, (1.70)
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− iω
∂

∂r
ũφ + 2ω cos (θ)

∂

∂r
ũθ − 2ω sin (θ)

∂

∂θ
ũθ = E

∂3

∂r3
ũφ. (1.71)

r pouvant être considéré comme constant nous négligeons les variations radiales
de l’accélération de Poincaré. De plus, d’après (1.62) et (1.63)

∂
∂θ

ũr

∂
∂r

ũθ

= O
(
E2(p−q)

)
, (1.72)

nous pourrons donc négliger le terme ∂
∂θ

ũr dans l’équation (1.70). En prenant
(i·(1.70) +(1.71)) et ((1.70) + i·(1.71)), nous trouvons,

ω
∂

∂r
ũ± ± 2ω cos (θ)

∂

∂r
ũ± ± 2ω sin (θ)

∂

∂θ
ũ± = iE

∂3

∂r3
ũ± (1.73)

avec,

ũ± = ũθ ± iũφ, (1.74)

Pour obtenir un développement autour de θc, posons θ = θc + δθ, avec

δθ = O (Eq) . (1.75)

Le terme d’ordre O(1) en δθ de l’accélération de Coriolis
(
2ω cos (θc)

∂
∂r

ũ±

)
étant

équilibré par l’accélération inertielle
(

∂
∂r

ũ±

)
nous devons pousser le développe-

ment à l’ordre O (δθ) pour obtenir une détermination unique de p et q.

L’équation (1.73) devient ainsi,

± 2ω sin (θc) δθ
∂

∂r
ũ± = −iE

∂3

∂r3
ũ± ± 2ω sin (θ)

∂

∂θ
ũ±. (1.76)

En utilisant (1.62) et (1.75) la condition nécéssaire et suffisante pour que ces trois
termes puissent s’équilibrer est,

p =
2

5
, q =

1

5
.

A partir de l’équation de conservation de la masse nous obtenons,

ũr = O
(
εE1/5

)
. (1.77)

Nous regroupons l’ensemble des caractéristiques de cette couche limite sur le
schema (1.12). Les zones situées autour des colatitudes critiques sont générale-
ment appelées éruptions de la couche d’Ekman.
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Fig. 1.12 – Couche d’Ekman dans le cas d’une précession faible.

1.1.3.2 Modification de l’écoulement en volume par la viscosité.

En l’absence de viscosité le mouvement du fluide est comme nous l’avons vu
une rotation solide autour d’un axe ω fixe dans le référentiel de précession plus
une composante irrotationnelle ∇φ (1.34). Il existe alors une infinité de solutions
(ω, φ) telles que l’équilibre entre le couple inertiel et le couple de pression soit
respecté. Le fait de réintroduire la viscosité induit comme nous l’avons vu une
recirculation en volume. Ce pompage d’Ekman est alors suceptible de modifier
l’écoulement en volume.

L’écoulement de Poincaré dans la limite des faibles viscosités. Pour
des faibles taux de précession, la viscosité introduit une composante de rota-
tion solide du fluide perpendiculaire au plan

(
k̂c, k̂p

)
(Roberts et Stewartson

1963[27]). Contrairement au cas non-visqueux il existe alors généralement une
solution unique de l’écoulement de rotation solide du fluide.

L’approche la plus générale de l’écoulement de rotation solide du fluide dans
la limite des faibles viscosités est celle proposée par Busse (1968[2]) que nous pré-
sentons dans l’annexe (A1). En négligeant la viscosité en volume et en supposant
que l’écoulement est principalement une rotation solide ω × r, Busse détermine
le vecteur ω tel que le couple inertiel, le couple de pression et le couple exercé
par la couche limite sur le volume soient en équilibre. Comme nous l’avons vu,
à tout écoulement de couche limite est associé un pompage d’Ekman en volume,
cette étude montre que pour qu’un tel pompage soit solution des équations non-
visqueuses en volume il existe une condition sur la rotation solide qui lui donne
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naissance. Cette condition, dite de solvabilité, s’exprime par,

ω · k̂c = ω2. (1.78)

Physiquement cela signifie que dans le référentiel en rotation avec le fluide,
la composante de rotation de la coquille suivant l’axe de rotation du fluide est
nulle, la seule rotation différentielle entre le fluide et la coquille est suivant un
axe équatorial, il n’y a donc pas de spinup. Une conséquence directe de cette
condition de solvabilité est que l’amplitude de la rotation solide du fluide est
nécéssairement inférieure à celle de son conteneur, ce qui n’est pas le cas dans
l’approche de Stewartson et Roberts(1963[32]̧ 1965[28]) qui eux supposent que
le fluide tourne en bloc avec la coquille suivant k̂ et qu’il existe en plus une
composante de rotation équatoriale du fluide.

En négligeant les éruptions de la couche d’Ekman la résolution de l’écoulement
de couche limite conduit à une détermination implicite du vecteur rotation solide
du fluide (Busse 1968[2]):

ω = ω2k̂c +
Aω2

A2 + B2
k̂c ×

(
k̂p × k̂c

)
+

Bω2

A2 + B2
k̂c × k̂p, (1.79)

avec,

A =
0.259

γν

√
ω

+ cos(α) +
ω2

γe
, (1.80)

B =
2.62ω

γν
. (1.81)

γe =
Ωp

η
, γν =

Ωp

E1/2

Le domaine de validité de cette détermination est donné par:

min


 |Ωp| sin (α)√

E
,

α∣∣∣Ωp · k̂c + η
∣∣∣
,
|Ωp|
|η|


 + 1. (1.82)

En précession prograde (k̂c · Ωp > 0), quelque soit (Ωp, α, E, η) tels que
l’inégalité (1.82) soit respectée, il existe une solution unique ω à l’equation (A.11).
La rotation du fluide varie continuement de l’axe du conteneur (Ωp + 1) à une
rotation autour d’un axe parallèle au vecteur de précession lorsque le taux de
précession augmente.

En précession rétrograde, pour certaines valeurs des paramètres (γe, γν) ,
l’equation (A.11) admet 2 ou 3 solutions (ωi), chacune d’elles vérifiant l’équi-
libre des couples sur lequel repose cette détermination analytique. Nous n’avons
aucune évidence expérimentale d’une telle indétermination, ceci suggére alors qu’il
existe un critère de stabilité permettant de sélectionner une solution unique dans
le système. Nous discuterons plus en détail ce point dans le chapitre III.
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1.1.3.3 Les éruptions de la couche d’Ekman, une source d’écoulement
secondaire en volume?

Dans la limite des faibles viscosités, comme nous venons de le voir il existe une
couche limite visqueuse dont l’épaisseur loin des colatitudes critiques (θc = 60, 120 deg)
est ∝ E1/2 la recirculation en volume associée est alors ∝ E1/2. Dans le référentiel
en rotation avec le fluide les éruptions en θc apparaissent alors pour le volume
non-visqueux comme une perturbation des conditions aux limites de fréquence ω

dont la taille caractéristique est ∝ E1/5 + 1. Dans le référentiel en précession,
cette même perturbation est stationnaire.

La question de savoir si de telles perturbations pouvaient se propager en vo-
lume est longtemps restée sans réponse. Sans qu’ils aient pu résoudre formellement
le problème, Bondi et Lyttleton (1953[1]) suggèrent qu’aux discontinuités de la
couche limite puisse être associé une perturbation de l’écoulement en volume lo-
calisée sur les cônes caratéristiques attachés aux colatitudes critiques que nous
avons introduites dans la section (1.1.2.2) (figure 1.13). Ils concluaient à l’époque
que si de telles structures existaient elles seraient probablement instables, les
surfaces caractéristiques (T1CT2) et (T3DT4) conduisant à une turbulence locali-
sée autour des éruptions (T1, T2, T3, T4) alors que les cônes (T1ST2) et (T3NT4)
entraineraient une turbulence en volume.

Walton (1975[43]) démontre en s’appuyant sur un modèle de !!slip disk"" ana-
logue à celui de Stewartson (1957[31]) qu’un cisaillement ponctuel de fréquence
adimensionnée λ se propage en volume suivant les cônes caractéristiques de l’équa-
tion du mouvement. Dans la limite des faibles viscosités, la structure cisaillante
induite en volume a alors une taille naturelle ∝ E1/3 (figure 1.14). Cette déter-
mination peut être obtenue en suivant une demarche assez semblable à celle que
nous avons présentée pour la couche limite. Le long de la caractéristique il existe
un équilibre à l’ordre O (1) entre le saut d’accélération inertielle et le saut d’accé-
lération de Coriolis, en introduisant l’ordre suivant il apparâıt alors un équilibre
entre l’accélération de Coriolis et la dissipation visqueuse.

En considérant le même modèle de !!slip disk"", Kerswell (1995[14]) s’interesse
au cas plus général où la perturbation est de taille finie δ. Il conclut en distinguant
deux cas,

1. si δ < E1/3 la perturbation produit en volume une couche de cisaillement
se mettant à l’echelle en E1/3.

2. si δ > E1/3 la taille caractéristique de la structure cisaillante est ∝ δ. Les
effets visqueux en volume associés à ce cisaillement sont alors négligeables.

Dans le cas de la précession, la taille caractéristique des éruptions de la couche li-
mite étant E1/5 > E1/3, la perturbation associée au pompage d’Ekman autour des
latitudes critiques induit des zones de cisaillement en volume s’appuyant sur les
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Fig. 1.13 – Propagation en volume des singularités de la couche d’Ekman proposé
par Bondi et Lyttleton en 1953 ([1]).
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Fig. 1.14 – Zones de cisaillement en volume produites par une discontinuité ponc-
tuelle dans le cas du !!slip-disk"" (Walton 1975[43]).Le fluide incompressible et les
disques D1, D2 étant en rotation a à la fréquence ω1 autour de l’axe êz, le disque
interne D2 est animé d’un mouvement oscillant δωêz de faible amplitude à la
fréquence λ.
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cônes caractéristiques, sur une échelle∝ E1/5. De telles structures ont été mises en
évidence numériquement (Hollerbach et Kerswell 1995[14], Tilgner 1999[35],[34]),
nous avons pu confirmé par une approche numérique la mise à l’échelle en E 1/5

de l’épaisseur des structures en volume, ceci fera l’objet d’une partie du chapitre
II, nous montrerons également que l’amplitude varie comme εE1/5 (ε étant défini
par 1.59). La dépendance en temps du champ de vitesse en volume associé aux
structures carctéristiques est déterminée par celle de la perturbation de couche
limite qui lui donne naissance. Cette dernière étant de fréquence ω dans le réfé-
rentiel de rotation solide du fluide, la vitesse d’une particule de fluide, c’est à dire
le champ de vitesse Lagrangien, oscille à la même fréquence. Dans le référentiel en
précession la couche d’Ekman est stationnaire, la vitesse en un point donné de ce
référentiel, c’est à dire le champ de vitesse Eulérien, est également stationnaire.

Les zones de cisaillement obliques sont généralement décrites comme des pa-
quets d’ondes inertielles (Tilgner 1999[33]), localisés dans l’espace. Le nombre
d’onde étant alors k = δ−1. Il n’y a pas à proprement parler de propagation sui-
vant k̂, les effets visqueux entrainant une décroissance rapide de l’amplitude per-
pendiculairement aux surfaces caractéristiques. Nous montrerons numériquement
que dans le cas d’un conteneur sphérique, cette décroissance est exponentielle
(chapitre II).

Les propriétés géométriques de réflexion sur les parois de ces cisaillements en
volume sont les mêmes que celles des ondes inertielles sans viscosité. Quantitati-
vement, chaque réflexion s’accompagne en présence de viscosité d’une diminution
de l’amplitude de la vitesse (Phillips 1963[23]) d’un facteur E1/2 . Après E−1/2

réflexions, l’onde est alors totalement dissipée, ce qui correspond à un temps
caractéristique de l’ordre du temps de spin-up (E1/2ω−1). Cette dissipation itéra-
tive de l’onde n’est plus valable dans le cas particulier introduit dans la section
(1.1.2.2) où l’onde réfléchie est parallèle à la paroi, en présence de viscosité il y a
alors absorption totale de l’énergie. Cette situation particulière a lieu pour,

ω · k̂ = ±ω · n̂, (1.83)

où n̂ est le vecteur normal sortant à la paroi. En fréquence, cette condition s’écrit,

λ = ±2ω · n̂. (1.84)

Avec dans le cas de la précession λ = ω. Nous retrouvons ici la condition dé-
finissant les colatitudes critiques associées aux éruptions de la couche d’Ekman.
Les réflexions totales sont donc localisées au même endroit que les éruptions de
la couche d’Ekman. La relation de cause à effet entre ce phénomène d’absorption
totale, qui peut apparâıtre comme une source d’instabilité pour la couche, et les
éruptions qui sont à l’origine des structures cisaillantes en volume peut parfois
porter à confusion. Pour le cas d’un conteneur de forte ellipticité

(
η , E1/5

)
,
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Fig. 1.15 – Réflexions des structures de cisaillement internes produites par les
éruptions de la couche limite (S1, S2, S3, S4).
a) Cas d’un conteneur ellipsöidal, l’energie associée au cisaillement en volume est
dissipée en de multiple points de réflexion.
b) Cas d’un conteneur sphérique, les cônes caractéristiques se recouvrent par
réflexion, l’énergie est dissipée dans les éruptions de la couche d’Ekman.

l’onde dont la source serait une éruption de la couche limite se réfléchit indéfini-
ment dans le système, la dissipation est alors itérative (figure 1.15, a), l’énergie
introduite en volume est restituée en un grand nombre de points de la couche
visqueuse. Le cas d’un conteneur sphérique est quant à lui singulier puisque les
cônes caractéristiques associés aux cercles critiques (θ = θc) se réfléchissent sur
eux mêmes (figure 1.15, b). Si nous cherchons à avoir la même démarche que pré-
cédement, l’onde !!émise"" par les éruptions ne se dissipe pas de manière itérative,
au contraire elle est totalement absorbée dès la seconde réflexion. L’énergie intro-
duite dans le volume par le pompage d’Ekman est alors totalement restituée à la
couche limite à l’endroit même des sources. Il y a alors une sorte d’auto excitation
du phénomène qui fait de la sphère un cas singulier, toutes les implications de ces
propriétés ne sont pas actuellement clairement établies.

Tout ce que nous venons de voir repose sur une approche linéaire asymptotique
de la couche limite visqueuse. Busse (1968[2]) envisage l’effet des intéractions
non linéaires de l’écoulement dans la couche d’Ekman dans la limite des faibles
viscosités. Le problème de couche limite à l’ordre O (ε) étant résolu, les équations
à l’ordre O (ε2) sont considérées.

La réponse linéaire de la couche limite étant de fréquence ω, la réponse non
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linéaire est constituée de deux composantes, l’une de fréquence 2ω, l’autre de
fréquence nulle. Si de telles perturbations devaient se propager en volume, les
surfaces caractéristiques de la première seraient d’après (1.48) des plans perpen-
diculaires à l’axe de rotation ω, celles de la seconde seraient comme nous l’avons
vu des cylindres parallèles à ω. Motivé par les observations de structures géo-
strophiques dans les expériences (Malkus 1968[17]) que nous présentons dans la
section suivante, Busse s’est intéréssé à la composante stationnaire de la réponse
non linéaire de la couche d’Ekman. Il démontre que l’équation de couche limite
à l’ordre O (ε2) admet des solutions si et seulement si, il existe en volume un
écoulement géostrophique de la forme,

u = ω × r f

(
|ω × r|

ω

)
. (1.85)

La fonction f est définie par une condition de solvabilité du problème en vo-
lume à l’ordre O

(
ε2E1/2

)
. La discontinuité stationnaire en θ = θc entrâıne alors

un cisaillement axisymétrique infini de part et d’autre du cylindre caractéris-
tique attaché aux latitudes critiques (s = |ω × r| /ω = 0.86) (figure 1.16). Nous
retrouvons ici à travers la fonction f les singularités obtenues lors de de l’étude
linéaire de la couche d’Ekman. Les observations expérimentales faites par Malkus
(1968[17], section 1.2-figure 1.18) semblent mettre en évidence un cisaillement de
grande amplitude localisé en s ∼ 0.86. Busse propose que les effets visqueux en
volume fixent la taille et l’amplitude finie du cisaillement, nous montrerons dans
le chapitre II que les mises à l’échelle de ces grandeurs obtenues numériquement
et théoriquement, respectivement E1/5 et ε2E−3/10, suggèrent plutôt qu’il s’agit
d’un effet visqueux dans la couche limite.

1.2 Les observations expérimentales.

Il n’existe que deux approches expérimentales du problème de la précession,
l’expérience de Malkus (1968[17]) et celle de Vanyo (1971-2000,[40], [41], [42],
[39]). Elles peuvent être schématisées comme indiqué sur la figure (1.17). Un
conteneur de forme ellipsöıdal contenant un fluide incompressible de viscosité ν

est mis en rotation autour d’un axe k̂c à la fréquence ωc, l’ensemble est posé sur
une table tournant autour d’un axe k̂p parallèle à la gravité locale à la fréquence

Ωp. k̂c est incliné d’un angle α par rapport à k̂p. Le tableau (1.2) résume les
principales caractéristiques techniques de ces deux expériences.

1.2.1 L’écoulement de Poincaré.

La seule approche expérimentale quantitative de l’écoulement de rotation so-
lide que nous ayons est celle de Vanyo et al. (1991[38] et 1995[42]) . Les auteurs
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Fig. 1.16 – Représentation schématique du cisaillement géostrophique induit par
les non linéarités de la couche limite en θ = θc.
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Fig. 1.17 – Schéma de principe des expériences de précession.
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Vanyo et al. (1995[42]) Malkus (1968[17])

R(rayon) 0.252 m 0.250 m
η(ellipticité) 1/100 1/25

α 23.5 ◦ 30 ◦

ωc 200 rév/min 60 rév/min
Ωp -11.5 à +11.5 rév/min (min=±0.1) -0.75 à -1.33rév/min

Ek = ν
ωcR2 7.51 10−7 2.5 10−6

Tab. 1.2 – Caractéristiques techniques des expériences de Vanyo et al. 1995 et
Malkus 1968. Dans les deux cas, le fluide utilisé est de l’eau.

utilisent des éponges de densité plus faible que celle de l’eau en suspension dans
le fluide. Sous l’effet de la force centripète elles se regroupent sur l’axe de rota-
tion solide et sous l’effet de la gravité terrestre elles se localisent sous la surface.
Contrairement à ce que nous avions obtenu lors de notre étude numérique en
géométrie sphérique, la détermination analytique de Busse (Busse 1968[2]) de
l’axe de rotation solide ne semble pas pouvoir rendre compte de leurs observa-
tions (Pais thèse 1999[21]). Comme nous le verrons dans le chapitre II, la vorticité
déduite d’un échantillonnage superficiel du fluide n’est pas nécessairement repré-
sentative de la vorticité moyenne en volume. Pour cette raison, nous pensons que
les résultats déduits de ces expériences ne remettent pas en question l’approche
asymptotique de Busse. Il apparâıt en particulier nécessaire de mettre au point
une méthode de localisation de l’axe de rotation solide échantillonnant l’ensemble
du volume fluide.

1.2.2 L’écoulement secondaire.

Pour l’écoulement se superposant à la rotation solide, une des techniques uti-
lisées dans ces deux expériences consiste à mettre des particules réfléchissantes
de densité neutre et de forme aplatie en suspension dans le fluide et à éclairer un
plan du sphéröıde par une tranche lumineuse. Ces particules s’alignent dans les
zones de cisaillement qu’il est alors possible d’observer en se plaçant à 90 ◦. Il est
important de noter ici une des limitations de cette méthode, dans ces deux ex-
périences. L’interface air-plexiglass étant de forme ellipsoı̈dale (quasi sphérique),
elle se comporte comme un dioptre, entrainant une déformation de l’image que
nous percevons de l’intérieur. Ceci se traduit par une dilatation linéaire de l’image
jusqu’à des rayons de l’ordre de 0.8R, ensuite la déformation s’accentue de plus
en plus de sorte que la coquille de fluide s’etendant de 0.8R à R nous apparâıt
comme une couche très fine. Nous avons illustré ceci dans l’annexe C de ce tra-
vail dans le cas de notre expérience. Nous pensons que la structure géostrophique
prédites par Busse (Busse 1968[2]) située à un rayon cylindrique de 0.86×Rsphere
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est trop déformée par le dioptre pour être visible sur les clichés (1.21, 1.22).

Pour la première fois en 1968, Malkus ([17]) a pu mettre en évidence par cette
technique trois régimes différents d’écoulement secondaire (figure 1.21), un régime
de cisaillement laminaire figure (a), une première instabilité quasi-géostrophique
figure (b) et enfin un état de turbulence développée figure (c-d). Pour un faible
taux de précession, l’écoulement secondaire peut être décrit comme une série de
cylindres concentriques orientés parallèlement à l’axe de rotation solide du fluide
(figure 1.21, (a)).

Trente ans après celle de Malkus l’expérience de Vanyo et al vient confirmer
l’existence en précession rétrograde de ces trois régimes, laminaire, turbulent quasi
2D et enfin de turbulence développée. La figure (1.22) illustre les résultats obtenus
par ces derniers auteurs en utilisant la même technique de visualisation. Par
comparaison avec les résultats de Malkus, il apparâıt clairement une variation
en rayon beaucoup plus riche dans l’ensemble du volume. Les structures mises
en évidence par cette méthode dépendent en grande partie de la sensibilité des
paillettes au cisaillement. Comme nous allons le voir, une même serie de cylindres
peut produire différentes structures de !!bandes claires et sombres"" (figure (1.20)).

Parallèlement à cette visualisation directe, Malkus a effectué une mesure quan-
titative de la composante azimutale du champ de vitesse associée aux structures
géostrophiques, par une méthode très originale. Le principe en est le suivant, du
bleu de thymol étant en solution dans le fluide, il utilise un fil électrique s’éten-
dant dans le plan équatorial du centre du sphéröıde à la surface pour introduire
une différence de potentiel pouvant modifier localement le pH de l’eau par ioni-
sation produisant ainsi une coloration localisée. Il matérialise de cette manière
un rayon de fluide. Ayant retiré sa !!sonde"" il met le conteneur en précession. En
prenant une photographie depuis le pôle sud de la sphère toutes les minutes (en
regardant dans la direction du vecteur rotation de la coquille), il peut suivre la
déformation de cette ligne de colorant au cours du temps. Les résultats obtenus
sont représentés sur la figure (1.18).

Nous reconstituons à partir de cette étude l’amplitude de la vorticité associée
au structures géostrophiques en fonction de la distance au centre ωgeos(s) (figure
1.19), ainsi que la rotation différentielle rétrograde entre le fluide et la coquille
suivant k̂c .

Alors que l’approche analytique de Busse ne prévoit qu’un seul cisaillement
géostrophique à l’aplomb de la singularité de la couche limite (S=21.5 cm), nous
pouvons observer à travers cette étude la présence d’autres cisaillements dont l’un
dominant se trouve en S-4.5 cm (figure 1.19). Nos études numériques nous ont
permis de montrer que le cisaillement le plus externe était associé à l’interaction
non-linéaire de l’écoulement de couche limite au niveau de la latitude critique.
Comme nous le montrerons dans le chapitre II, une étude purement sphérique
permet de rendre compte également du cisaillement interne, et des oscillations de
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Fig. 1.18 – Mesure de l’écoulement secondaire géostrophique en régime laminaire
(figure 1.21 (a)). Les axes sont gradués en cm. L’écart de rotation solide suivant
k̂c entre le fluide et la coquille se caractérise par un mouvement d’ensemble ré-
trograde (!!Westward drift"") de 5.5◦/min, deux cisaillements très marqués à 4.5
cm et 21.5 cm de rayon sont observés. (Malkus 1968[17])
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Fig. 1.19 – Vitesse angulaire se superposant à la rotation solide du fluide, en
fonction du rayon cylindrique. Cette courbe est déduite de la figure (1.18).

la vorticité entre les deux principaux cylindres. Bien que Vanyo et al. (1995[42])
n’aient pas effectué ce type de mesures, nous pouvons penser étant donné les
paramètres qu’ils utilisent, qu’ils obtiendraient sensiblement les mêmes résultats.
Or, la visualisation par la méthode des paillettes semble mettre en évidence une
différence de structure radiale de l’écoulement géostrophique entre ces deux ex-
périences. Comment pouvons nous relier les mesures quantitatives de Malkus aux
différentes visualisations obtenues en utilisant des particules réfléchissantes? Pour
cela nous pouvons partir de l’hypothèse que les paillettes s’alignent suivant le sens
de cisaillement si celui ci dépasse une certaine valeur. Ce seuil pouvant dépendre
de la taille et de la nature des particules il peut donc être différent d’une ex-
périence à l’autre. A partir de la figure (1.19) nous avons calculé le cisaillement
axisymétrique C = s∂ω

∂s
associé à un tel écoulement. En considérant que lorsque

le cisaillement atteignait un seuil Cs les particules pouvait s’aligner nous avons
reproduit des images synthétiques (figures 1.20) de ce que nous pourrions obser-
ver. Les bandes blanches correspondent à |C| > Cs, les bandes noires à |C| < Cs.
Il ne s’agit pas ici de reproduire quantitativement ou qualitativement les résultats
obtenus dans les expériences, mais simplement de montrer comment à partir d’un
même cisaillement nous pouvons obtenir des images complètement différentes par
ce type de méthode.

Nous montrerons dans le chapitre II de cette thèse que pour les paramètres
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(a) (b)

Fig. 1.20 – Images synthétiques produites par un même cisaillement pour deux
seuils de sensibilité différents des particules réfléchissantes. a) Cs = 0.02, b)
Cs = 0.007. (Le cisaillement est déduit de la figure 1.19)

des expériences de Vanyo et al et de Malkus, l’amplitude de la vitesse le long des
cônes caractéristiques devrait être du même ordre de grandeur que celle observée
pour les cylindres, or ces zones internes de cisaillement n’ont jamais été observées
dans les expériences de precession. Ces structures ont été mises en évidence dans
des expériences en géométrie cylindrique (Görtler 1957[8], McEwan 1970[19]) uti-
lisant une visualisation par paillettes plus ou moins sophistiquée, pour lesquelles
le forçage n’était pas induit par la précession du conteneur. Dans le cas des ex-
périences de Görtler il s’agit de l’oscillation d’un disque horizontal (voir section
1.1.2.2). L’expérience de McEwan étant plus complexe, nous renvoyons le lecteur
à la description détaillée qui en est faite dans son article de 1970. Ceci pose la
question de savoir pourquoi ces cisaillements s’appuyant sur les surfaces caracté-
ristiques n’ont pas été observés en précession.

La méthode des paillettes ne permettant pas d’avoir accès au transport de
fluide, Vanyo et al utilisent un colorant injecté à la surface pour suivre les parti-
cules de fluide au cours du temps. Ils mettent ainsi en évidence des tourbillons de
petite échelle organisés en anneaux (figure 1.23) . Une des questions importantes
est de savoir si cette instabilité de petite échelle se prolonge en volume en conser-
vant une structure en spirale. Les auteurs notent également un transport du fluide
parallèle à l’axe de rotation solide du fluide confiné à l’intérieur des cylindres géo-
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Fig. 1.21 – Visualisation de l’écoulement secondaire à l’aide de paillettes ré-
fléchissante. ωc = 60 rév/min, (a) régime laminaire Ωp = −0.75 rév/min, (b)
régime turbulent bidimensionnel Ωp = −1 rév/min, (c-d) régime de turbulence
developpée Ωp = −1.33 rév/min (Malkus 1968[17])
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(a)

(b) (c)

Fig. 1.22 – Visualisation de l’écoulement secondaire à l’aide de paillettes réflé-
chissantes. ωc = 200 rév/min, (a) régime laminaire Ωp = −0.2 rév/min, (b)
régime turbulent bidimensionnel Ωp = −0.82 rév/min, (c-d) régime de turbulence
developpée Ωp = −11.5 rév/min (Vanyo et al. 1995[42])

strophiques. Des courants ascendant et descendant se succèdent d’un cylindre à
l’autre, cet écoulement traversant le plan équatorial. Or, les équations du pro-
blème conservent la symétrie des solutions par parité, les conditions aux limites
étant antisymétriques par cette transformation seule une perturbation symétrique
par parité dans le système peut permettre d’expliquer de tels mouvements.

1.3 Plan du mémoire.

Au cours de ce travail nous avons abordé le problème de la dynamique d’une
cavité fluide soumise à la précession de son conteneur à travers une étude numé-
rique et une étude expérimentale.
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Fig. 1.23 – Transport de fluide visualisé par injection de colorants. Cette tech-
nique met en évidence une turbulence de petite échelle organisée en tourbillons
répartis sur un anneau en surface. Ces structures sont localisées entre deux cy-
lindres géostrophiques. ωc = 200 rév/min, Ωp = −0.1 rév/min. (Vanyo et al.
1995[42])
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Le second chapitre de cette thèse porte sur une approche numérique en géo-
métrie sphérique de l’écoulement induit. Il n’existe alors pas de couplage topogra-
phique entre le fluide et le conteneur, nous avons pu de cette manière identifier le
rôle de la viscosité. Nous montrerons en particulier que les mécanismes et les lois
d’échelle associés aux structures géostrophiques obtenus dans une sphère nous
permettent de rendre de compte quantitativement des observations faites dans
un ellipsöıde par Malkus en 1968 ([17]).

Le chapitre III porte sur l’expérience de précession que nous avons menée dans
un ellipsöıde de révolution. Nous nous attacherons d’une part à l’étude du mou-
vement de rotation solide du fluide, d’autre part à la caractérisation des différents
régimes de l’écoulement secondaire se superposant au mouvement d’ensemble.

Nous aborderons les perspectives de recherche numériques et expérimentales
que nous envisageons dans un chapitre de conclusion .
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Chapitre 2

Approche numérique de la
précession d’une cavité sphérique.
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2.1 Introduction

Comme nous l’avons vu dans l’introduction générale de ce travail, le problème
de la précession d’une cavité fluide est caractérisé par des échelles de temps et
d’espace très différentes. En effet si nous voulons décrire la réponse principale
du fluide, qui est une rotation solide dans l’ensemble du volume, nous devons
résoudre avec une grande précision l’écoulement dans la couche limite. Or cette
dernière est d’autant plus fine que nous diminuons le nombre d’Ekman, nécessi-
tant une discrétisation de plus en plus grande de l’espace, le degré de difficulté
dépend alors de la limite que nous cherchons à atteindre. S’il est raisonnable de
chercher à décrôıtre le nombre d’Ekman jusqu’aux valeurs représentatives des
expériences de laboratoire (∼ 10−7), il est clair en revanche que le cas terrestre
(E ∼ 10−12 − 10−15) est hors de portée des capacités des ordinateurs. Est-il ce-
pendant nécessaire de résoudre les équations pour de si petites viscosités pour
pouvoir appréhender la dynamique du noyau? Probablement que non, du moins
c’est l’hypothèse sur laquelle repose les approches numériques, dont le but est
de mettre en évidence un comportement asymptotique du système. Nous ver-
rons à travers ce chapitre comment les outils numériques nous permettent, d’une
part de vérifier certaines conclusions des approches analytiques et d’autre part
de nous guider vers l’identification des mécanismes physiques mis en jeu dans la
dynamique du système.

Une des motivations de ce travail numérique était de comprendre les obser-
vations expérimentales que nous avons présentées précédemment et qui semblent
résister aux approches théoriques. Il s’agit plus particulièrement de comprendre
l’absence de structures cisaillantes s’appuyant sur les cônes caractéristiques dans
les expériences et l’existence d’une structure de l’écoulement géostrophique appa-
remment plus riche que celle prédite analytiquement (Busse 1968[2]).

L’étude des régimes de turbulence développée reste actuellement du domaine
des expériences et, si par des astuces classiques que nous présenterons ultérieure-
ment, il est possible de décrire les mouvements de petites échelles dans la couche
limite visqueuse, il n’est pas envisageable d’en faire de même dans l’ensemble du
volume. Là encore ce sont les capacités des ordinateurs qui nous limitent dans ce
type d’approches.

Au cours de ce travail nous avons abordé deux problèmes. Nous avons tout
d’abord considéré le cas d’un fluide homogène incompressible en rotation solide
avec son conteneur. A l’instant initial t=0, nous ajoutons une composante de
rotation solide du fluide infinitésimale perpendiculaire à l’axe de rotation de la
cavité. Nous avons alors étudié l’état transitoire entre cet instant initial et l’état
final pour lequel cette composante de rotation équatoriale a été totalement dis-
sipée, le fluide tournant de nouveau en bloc avec le conteneur. L’expérience que
nous pourrions associer à cette étude consisterait à mettre en rotation un conte-
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neur contenant le fluide et à basculer brusquement l’axe de rotation de la coquille
d’une quantité infinitésimale. Le mode propre de rotation équatoriale ainsi excité,
que nous avons déjà discuté dans l’introduction, est généralement appelé mode de
!!spin-over"". La question de savoir comment ce mode non visqueux est modifié par
la viscosité est directement reliée comme nous l’avons vu au problème de la !!Free
Core Nutation"". Cette étude n’est pas sans rapport non plus avec le problème de
la précession pour lequel Poincaré a montré que la réponse principale du fluide
était précisément une rotation suivant un axe différent de celui de son conteneur.
Dans la limite des taux de précession très faibles l’écart entre l’axe du fluide et
celui du conteneur est infiniment petit de sorte que nous pouvons décomposer le
vecteur rotation solide du fluide de la manière suivante:

ω = k̂c + αω̂
′

. (2.1)

Où α est l’angle entre l’axe du fluide et celui de la coquille et ω̂
′

un vecteur
unitaire perpendiculaire à k̂c . Les équations linéarisées de la précession sont alors
similaires à celles du problème linéaire du spin-over, si ce n’est que le forçage par
les conditions aux limites est maintenu constant. L’étude linéaire du spin-over
peut alors apparâıtre comme une alternative au problème de la précession. Le
mouvement continu de l’axe de rotation du conteneur peut alors être décrit par
une succession de changements de direction infinitésimaux. Cette vision discrète
de la précession reste valable tant que nous pouvons considérer,

cos (α) ∼ 1 et sin (α) ∼ α. (2.2)

Nous avons dans un deuxième temps abordé le problème complet de la précession
en tenant compte des effets non linéaires. L’ensemble des résultats que nous avons
obtenus sont présentés ici sous la forme d’un article écrit en anglais.

Nous avons cherché au cours de ce travail à isoler les effets liés à la viscosité
de ceux pouvant être associés à l’ellipticité du conteneur, nous avons donc choisi
un conteneur sphérique. Ceci nous a permis comme nous allons le voir de béné-
ficier des méthodes de calcul spectrales pour lesquelles nous avons utilisée une
décomposition des champs scalaires sur une base de fonction propre de certains
opérateurs. Dans le cas d’une sphère ces fonctions sont bien connues, il s’agit des
harmoniques sphériques, fonction propre de l’opérateur Laplacien.

2.1.1 La décomposition polöıdale-toröıdale du champ de

vitesse.

Le fluide étant considéré comme incompressible, la conservation de la masse
s’écrit:

∇ ·u = 0. (2.3)
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En l’absence de source dans le volume, la divergence du rotationnel d’un vecteur
étant nulle, nous pouvons décomposer la vitesse u de la manière suivante:

u = ∇× (T (r, θ, φ, t) r) + ∇×∇× (P (r, θ, φ, t) r) . (2.4)

T et P sont deux scalaires appelés respectivement toröıdaux et polöıdaux. Chacun
de ces scalaires est une fonction des coordonnées d’espace et du temps. Nous avons
choisi une représentation en coordonnées sphériques qui apparâıt comme la plus
naturelle étant donné la forme du conteneur. r est le vecteur position.

De manière explicite, nous pouvons exprimer les coordonnées vecteur u par:

u =




1
r
L2 (P )

∂
∂θ

(
1
r

∂
∂r

(rP )
)

+ 1
sin(θ)

∂
∂φ

T
1

sin(θ)
∂
∂φ

(
1
r

∂
∂r

(rP )
)
− ∂

∂θ
T


 , (2.5)

où L2 est l’opérateur laplacien angulaire défini par:

L2(P ) = − 1

sin (θ)

∂

∂θ

(
sin (θ)

∂

∂θ
P

)
− 1

sin2 (θ)

∂2

∂φ2
P. (2.6)

En utilisant la propriété suivante:

∇×∇× (Pr) = ∇
(

∂

∂r
(rP )

)
− r∆P, (2.7)

nous pouvons écrire le rotationnel de la vitesse:

∇× u = ∇× (∆Pr) + ∇×∇× (T r) . (2.8)

La vorticité étant par définition de divergence nulle nous pouvons l’exprimer par
deux scalaires polöıdaux et toröıdaux (Prot, Trot). Nous avons la relation suivante:

Trot = −∆P, (2.9)

Prot = T . (2.10)

2.1.2 La décomposition des scalaires polöıdaux et toröı-

daux sur la base des harmoniques sphériques:

T et P étant à chaque instant des fonctions définies sur la sphère nous pouvons
décomposer ces deux scalaires sur la base des harmoniques sphériques dont nous
présentons en annexe (A2) les propriétés couramment utilisées.

P =
∑

l,m

Pm
l (r)Ylm (θ, φ) , (2.11)
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Fig. 2.1 – Définition des coordonnées sphériques associées au repère
(Ox, Oy, Oz).

T =
∑

l,m

T m
l (r) Ylm (θ, φ) . (2.12)

Nous appelerons par la suite espace spectral, l’espace des fonctions Ylm (θ, φ), les
coordonnées spectrales de la vitesse sont alors les fonctions complexes P m

l , T m
l .

2.1.2.1 Décomposition d’une rotation sur la base des harmoniques
sphériques:

Considérons un repère (Ox, Oy, Oz) de l’espace, nous définissons les coordon-
nées sphériques (r, θ, φ) comme indiqué sur la figure (2.1). Soit u = ω × r une
rotation solide,

ω =





ωx

ωy

ωz

, (2.13)
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un tel mouvement se décompose uniquement sur les scalaires toröıdaux T 0
1 et T 1

1 ,

T 0
1 =

rωz√
3

. (2.14)

T 1
1 =

(
−rωx√

3
+ i

rωy√
3

)
. (2.15)

2.1.2.2 Calcul de la composante de rotation solide d’un écoulement
quelconque dans la sphère.

Nous verrons qu’au cours des calculs il nous est utile de pouvoir calculer à
chaque itération la composante de rotation solide du fluide. La manière la plus
économique d’effectuer cette opération d’un point de vue numérique consiste à
travailler directement sur les composantes spectrales des scalaires toroı̈daux du
champ de vitesse.

Nous avons défini les trois composantes de rotation solide (ωx, ωy, ωz) par,

ωx =

∫
V u · (êx × r) dV

∫
(êx × r) · (êx × r) dV

, (2.16)

ωy =

∫
V u · (êy × r) dV

∫
(êy × r) · (êy × r) dV

, (2.17)

ωz =

∫
V u · (êz × r) dV

∫
(êz × r) · (êz × r) dV

. (2.18)

Où l’indice !!V"" représente le volume de la sphère. Nous pouvons vérifier ces
relations dans le cas où u est une pure rotation solide,

u = ω × r, (2.19)

En utilisant la propiété vectorielle suivante

(A× B) · (C × D) = A · (B × (C × D)) , (2.20)

nous obtenons,

∫
V (ω × r) · (êx × r) dV

∫
V (êx × r) · (êx × r) dV

=
ω · ∫

V r × (êx × r) dV

êx ·
∫
V r × (êx × r) dV

. (2.21)

Sachant que, ∫

V
r × (êx × r) dV =

4π

15
êx,
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nous retrouvons,

∫
V (ω × r) · (êx × r) dV

∫
V (êx × r) · (êx × r) dV

= ω · êx = ωx. (2.22)

Par permutations circulaires nous pouvons vérifier les deux autres relations (2.17,
2.18).

Pour un écoulement u quelconque, les trois intégrales (2.16, 2.17, 2.18) déter-
minent la rotation totale du fluide. En effet, en posant

u = ωxêx + ωyêy + ωzêz + u
′

,

nous obtenons par définition de (ωx, ωy, ωz),

∫
V u

′ · (êx × r) dV
∫
V (êx × r) · (êx × r) dV

= 0, (2.23)

∫
V u

′ · (êy × r) dV
∫
V (êy × r) · (êy × r) dV

= 0, (2.24)

∫
V u

′ · (êz × r) dV
∫
V (êz × r) · (êz × r) dV

= 0.

En utilisant la décomposition polöıdale-toröıdale du champ de vitesse u, et la
décomposition d’une rotation solide sur la base des harmoniques sphériques in-
troduite précédemment, nous pouvons réécrire les composantes de rotation solide
de l’écoulement u de la manière suivante:

ωx = −
√

3

∫ 1
0 r3. (T 1

1 ) dr
∫ 1
0 r4dr

, (2.25)

ωy =
√

3

∫ 1
0 r3/ (T 1

1 ) dr
∫ 1
0 r4dr

, (2.26)

ωz =
√

3

∫ 1
0 r3. (T 0

1 ) dr
∫ 1
0 r4dr

. (2.27)

Où ., / désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la
quantité entre parenthèses.
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2.1.3 Le problème de la précession.

Nous présentons en annexe de l’article qui suit le schéma numérique que nous
avons utilisé pour résoudre les équations du mouvement et de la conservation
de la masse. Ce code est une adaptation de celui développé par E.Dormy et
P.Cardin (Dormy 1997[3]) pour étudier le problème de la convection thermique
dans le noyau. La décomposition du champ de vitesse que nous avons introduit,
nous permet d’avoir une approche totalement spectrale en φ, la résolution en θ

se fera soit spectralement soit par collocation, suivant la nature des termes qui
apparaissent dans les équations. Radialement nous avons utilisé un schéma aux
différences finies. La dimension de la grille est (NLONGxNLATxNR), où NLONG
correspond au nombre de points en longitude, NLAT en latitude et NR en rayon.
Pour pouvoir décrire précisément la couche limite visqueuse nous avons déformé
la grille radiale en augmentant la densité de coquilles près de la paroi, le modèle
ne possédant pas de graine nous avons dilaté cette grille au voisinage de r = 0.

Nous présentons en annexe de l’article la formulation du système d’équations
en utilisant la représentation polöıdale-toröıdale du champ de vitesse, ainsi que le
principe de la démarche numérique que nous avons suivie. Une description plus
détaillées du schéma en temps et de la résolution des différents termes linéaires
est donnée dans la thèse d’Emmanuel Dormy (Dormy 1997[3]).

2.1.3.1 Le calcul du terme non linéraire.

Le terme non linéaire u · (∇u) = −u × (∇× u) ne peut être traité dans
l’espace spectral. Une technique couramment utilisée consiste alors à passer des
composantes spectrales, (Plm, Tlm), au champ de vitesse u (r, θ, φ) dans l’espace
physique, et à calculer explicitement les interactions non linéaires en chaque point
de la grille. Il faut ensuite redécomposer cette accélération sur la base des har-
moniques sphériques. Les passages de l’espace spectral vers l’espace physique,
et réciproquement, nécessitent un grand nombre d’opérations numériques. Nous
avons utilisé dans ce travail une méthode totalement spectrale en φ pour traiter
la partie non linéaire du problème, nous avons conservé une résolution par collo-
cation en θ. Cette technique consiste à traiter analytiquement la dépendance en
φ du terme non linéaire.

Pour cela nous faisons apparâıtre explicitement la dépendance en φ de la
vitesse, nous utilisons la notation !!

∗
"" pour le complexe conjugué,

u =
1

2

Mmax∑

m=0

[
Am (r, θ) eimφ + A∗

m (r, θ) e−imφ
]
, (2.28)
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où Am (r, θ) est définie d’après (sections 2.1.1, et 2.1.2),

Am =
Lmax∑

l=0

[∇× (Tlm℘m
l (cos θ) r) + ∇× (∇× (Plm℘m

l (cos θ) r))] . (2.29)

℘m
l (cos θ) est le polynôme de Legendre de degré l et d’ordre m introduit dans

l’annexe B.
Le rotationnel s’écrit alors,

∇× u =
1

2

Mmax∑

n=0

[
Bn (r, θ) einφ + B∗

n (r, θ) e−inφ
]
, (2.30)

où le vecteur complexe Bn est défini par,

Bn (r, θ) = ∇× An (r, θ) . (2.31)

Nous pouvons alors réécrire le terme non linéaire,

u × (∇× u) =
Mmax∑

p=0

Cp (r, θ) eipφ, (2.32)

où les coefficients Cp (r, θ) sont calculés en chaque point de la grille dans l’espace
physique, en considérant pour chaque m et chaque n les différentes contributions,

Si m = 0 et n = 0:
C0 = C0 + . (A0). (B0) . (2.33)

Si m = 0 et Mmax > n %= 0 :

Cn = Cn + . (A0)Bn. (2.34)

Si Mmax > m %= 0 et n = 0:

Cm = Cm + . (B0)An. (2.35)

Si m + n < Mmax :

Cm+n = Cm+n +
1

2
[. (Am). (Bn) −/ (Am)/ (Bn)]

+
i

2
[. (Am)/ (Bn) + / (Am). (Bn)]

Si Mmax > m > n:

Cm−n = Cm−n +
1

2
[. (Am). (Bn) + / (Am)/ (Bn)]

− i

2
[. (Am)/ (Bn) −/ (Am). (Bn)]
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Si Mmax > n > m:

Cn−m = Cn−m +
1

2
[. (Am). (Bn) + / (Am)/ (Bn)]

+
i

2
[. (Am)/ (Bn) −/ (Am). (Bn)]

Si Mmax > m = n:

C0 = C0 +
1

2
[. (Am). (Bn) + / (Am)/ (Bn)]

Cette méthode, totalement spectrale en φ, s’est avérée plus performante et surtout
plus rapide d’un point de vue numérique que le traitement explicite et classique
dans l’espace physique. Ce dernier qui fait appel à des transformées de Fourier
ne devient intéressant que pour des ordres Mmax élevés.

2.1.3.2 Le choix du référentiel.

Nous nous sommes avant tout intéressés à l’écoulement se superposant au mou-
vement de rotation solide instantané du fluide. Vu depuis le référentiel d’inertie,
le fluide tourne autour d’un axe ω +Ωp, où ω est le vecteur de rotation du fluide
dans le référentiel de précession.

L’équation de Navier-Stokes que nous cherchons à résoudre s’écrit alors:

∂

∂t
u + 2(ω + Ωp) ×u + u · ∇u + (ω × Ωp) × r = −∇π + E∆u (2.36)

La condition d’incompressibilité étant:

∇ · u = 0. (2.37)

Avec cette fois ci des conditions aux limites qui dépendent du temps à travers le
vecteur rotation du conteneur,

u =
(
k̂c(t) −ω

)
× r. (2.38)

nous imposons comme condition initiale en tout point de la sphère,

u (r, θ, φ) = 0.

Nous utilisons dans un premier temps la détermination analytique de Busse
(1968[2]) pour obtenir une première approximation du vecteur rotation solide du
fluide. En utilisant la méthode présentée dans la section précédente, nous calcu-
lons à chaque instant la rotation solide résiduelle du fluide qui traduit l’écart entre
la prédiction analytique de départ et la rotation effective du fluide. Lorsqu’après N
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itérations en temps cette dernière semble se stabiliser, nous substituons le nouveau
vecteur rotation solide à la détermination a priori et effectuons un changement de
repère du champ de vitesse. Nous poursuivons ainsi le calcul de manière itérative
si cela est nécessaire. En procédant de la sorte, nous tendons vers la situation la
plus favorable pour laquelle le référentiel tournant où nous résolvons les équations
tend à être confondu avec celui de rotation solide instantané du fluide.

2.1.3.3 Le choix du repère.

Le choix du repère est fondamental pour des codes spectraux tels que celui que
nous utilisons. En effet, le nombre d’opérations que nous effectuons dépend du
degré Lmax et de l’ordre Mmax auxquels nous tronquons notre décomposition en
harmoniques sphériques du champ de vitesse. Comme nous l’avons fait remarquer
dans l’introduction, dans la limite des faibles taux de précession, l’écoulement
secondaire s’organiserait principalement soit sur des cônes, soit sur des cylindres.
Dans un cas comme dans l’autre ces structures sont de révolution autour de l’axe
de rotation du fluide.

Considérons le repère (êx, êy, êz) tel que,

êz = ω/ω, êy =
Ωp × êz

|Ωp × êz|
, êx = êy × êz. (2.39)

Les harmoniques sphériques Ylm (θ, φ) sont alors définies par rapport à êz. Les
conditions aux limites dans le référentiel de rotation solide du fluide se réduisant
à une rotation de la coquille suivant un axe perpendiculaire à êz, elle se décom-
pose dans l’espace spectrale sur le toröıdal T 1

1 . Les perturbations associées à la
réponse linéaire de couche limite se propageant sur les cônes caractéristiques sont
alors également de symétrie m = 1. L’écoulement géostrophique est quant à lui
axisymétrique autour de êz. Par des effets non linéaires d’autres composantes
spectrales vont pouvoir être peuplées, ces dernières définissent l’ordre Mmax.

Si nous choisissons maintenant un repère quelconque tel que êz %= ω/ω, nous
ne pouvons plus décrire la vitesse associée aux cônes uniquement avec des termes
d’ordre m = 1, ni celle associée aux cylindres géostrophiques avec des termes
d’ordre m = 0. Il nous faut dans ce cas un ordre Mmax pour décrire ces structures
d’autant plus grand que l’axe êz du repère que nous considérons diffère de l’axe
de rotation solide du fluide.

Le repère attaché au vecteur rotation solide du fluide dans le référentiel en
précession, ω, s’impose donc a priori comme celui pour lequel l’ordre Mmax
nécessaire pour assurer la convergence des calculs reste le plus faible. Lmax est
quant à lui peu sensible au choix du repère. Dans ce cas, seule la composante
2ω × u du terme de Coriolis peut être traitée spectralement. Nous avons traité
la partie 2Ωp ×u de la manière suivante:
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En posant,
2Ωp = ∇× (Ωp × r) , (2.40)

nous pouvons réécrire cette composante de l’accélération de Coriolis sous la forme,

2Ωp × u = −u × (∇× (Ωp × r)) . (2.41)

Elle peut ainsi être traitée avec le terme non-linéaire.

2.1.4 Le problème du spin-over.

D’un point de vue numérique le problème du spin-over apparâıt comme une
simplification de celui de la précession que nous venons de présenter. Comme nous
l’avons mentionné au début de ce chapitre nous ne considérons ici que le cas où
la composante de rotation équatoriale du fluide que nous ajoutons à l’instant t=0
est infinitésimale. Ceci nous autorise donc à négliger les termes non linéaires dans
l’équation du mouvement. Dans le référentiel du conteneur, l’équation de Navier-
Stokes pour la vitesse u se superposant au mouvement de rotation en bloc du
fluide et de la coquille est :

∂

∂t
u + 2k̂c × u = −∇π + E∆u. (2.42)

La conservation de la masse et les conditions aux limites s’écrivent,

∇ · u = 0, (2.43)

u = 0. (2.44)

Formellement nous passons de l’équation du mouvement dans le cas de la préces-
sion (2.36) à celle du spin-over (2.42) en posant Ωp = 0, ω = k̂c et en négligeant
les termes non linéaires. Nous avons donc utilisé le même code que précédemment
pour résoudre le problème du spin-over, le système étant linéaire la résolution est
purement spectrale.

Nous avons imposé comme conditions initiales,

u = δω × r. (2.45)

2.2 Résultats et discussion.
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Chapitre 3

Approche expérimentale de la
précession. (CICERON)
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3.1 Introduction.

Les études numériques que nous avons menées nous ont permis de progresser
dans la compréhension physique de la dynamique d’une cavité fluide soumise à la
précession de son conteneur. Bien que les capacités des ordinateurs evoluent très
rapidement, nous ne sommes pas capables à l’heure actuelle de décrire précisé-
ment certains régimes comme la turbulence développée ou la limite des très faible
viscosités (Ek + 10−8) tout en conservant des temps de calculs raisonables. Les
études expérimentales, telles que celles que nous avons présentées en introduction,
nous donnent accès quant à elles assez facilement aux régimes turbulents et sont
en ce sens complémentaires des études numériques.

L’évolution de notre compréhension du problème nous a amenée à concevoir
une expérience de précession, appelée C.I.C.E.R.O.N, nous permettant de com-
pléter les observations faites lors des études antérieures (Malkus 1968[17], Vanyo
et al. 1995[42]). Le travail présenté dans ce chapitre constitue la première étape
d’une étude expérimentale de la précession visant à utiliser les techniques mo-
dernes de mesures de vitesses telles que la PIV (mesure de vitesse basée sur le
suivi de particule) ou la vélocimétrie Doppler (mesure du déphasage Doppler
d’une onde ultra sonore réfléchie par une particule en mouvement).

Dans l’annexe A1 nous présentons les résultats analytiques de Busse (1968[2])
sur la détermination de l’axe de rotation solide du fluide. Nous avons déjà discuté
en partie ces résultats dans le chapitre II dans le cas d’un conteneur sphérique.
Pour une ellipticité non nulle il existe en précession rétrograde une gamme de
paramètres (ωc, Ωp) 1 pour laquelle plusieurs vecteurs rotation solide du fluide sont
solutions des équations. Si comme nous le proposons nous pouvons distinguer deux
branches stables de solutions, il faut nous attendre alors à une variation brusque
de la direction de l’axe de rotation lorsque le système, pour une valeur critique du
taux de précession, saute d’une branche à l’autre. Ce phénomène n’est mentionné
ni dans l’article de Busse (1968[2]), ni dans aucune des études qui ont suivi qu’elles
soient théoriques ou expérimentales. Nous nous sommes donc intéressés dans un
premier temps à la caractérisation de l’écoulement de rotation solide du fluide.
Pour cela nous avons mis au point une méthode nous permettant de déterminer
la longitude et la latitude du vecteur rotation solide par une mesure de la pression
due à l’accélération centrifuge du fluide. En utilisant cette technique nous avons
pu observer expérimentalement un des changements brusques de direction de l’axe
de rotation solide prédit à partir de l’étude théorique de Busse (1968[2]).

Les expériences antérieures (Malkus 1968[17], Vanyo et al. 1995[42]) rendent
compte de l’existence de trois régimes d’écoulement secondaire se superposant à la

1. Où ωc et Ωp sont respectivement, la vitesse angulaire du conteneur et la vitesse angulaire
de la table tournante. Nous définissons la précession prograde par ωcΩp > 0 et rétrograde par
ωcΩp < 0.
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rotation solide du fluide, l’un laminaire, les deux autres plus ou moins turbulents
(voir Introduction). Ni les mécanismes, ni même la nature de ces bifurcations
n’ont été identifiés. En particulier aucune étude systématique de l’espace des pa-
ramètres accessibles expérimentalement n’a été faite. Nous avons donc cherché
à caractériser la transition entre les différents régimes, ainsi que le mécanisme
pouvant rendre compte de ces instabilités. Aucune réponse claire n’a pu être ap-
portée pour l’instant, nous suggérons toutefois que la première bifurcation puisse
correspondre à une déstabilisation des structures de cisaillement géostrophiques
du régime laminaire.

La première section consiste en une description du dispositif expérimental
que nous avons utilisé. La section 2 est consacrée à l’étude de l’écoulement de
rotation solide. Nous présenterons d’abord un ensemble d’observations directes
de l’axe de rotation du fluide utilisant une suspension de billes de céramique.
Nous introduirons ensuite la méthode que nous avons développée pour déterminer
la direction du vecteur rotation à partir de mesures de pression. Aprés avoir
présenté les résultats ainsi obtenus, nous proposerons une discussion générale
portant sur l’ensemble de la section. Dans la troisième partie nous présenterons les
différents régimes d’écoulement secondaire que nous avons observés et discuterons
des mécanisme pouvant être associés aux instabilités.

3.2 Dispositif expérimental.

L’étude de l’expérience que nous allons présenter à été réalisée au sein de notre
équipe avec J.P. Masson. Les plans dont ont été extraites les vues de la figure
(3.1) ont été réalisés par J-C. Jay du bureau d’étude du LEGI. Enfin la réalisation
de ce prototype a été confiée à la société SFMM pour la partie mécanique et à la
société UFP pour l’usinage du conteneur. L’ensemble de l’expérience a été financé
par la région Rhônes-Alpes dans le cadre du programme !!Émergence"".

Le dispositif expérimental est présenté sur la figure (3.1), il est constitué d’un
conteneur en plexiglas transparent (3.1, (1)) entrâıné en rotation rapide par un
moteur sans balai de 3 kW (3.1, (2)). Le positionnement de l’axe de rotation
par rapport à la verticale locale est assuré par le groupement de pièces (3). Cet
ensemble est posé sur une table tournante (3.1, (4)) dont la rotation est assurée par
un second moteur sans balai de 4 kW. La photo (3.2) est une vue d’ensemble de
l’expérience. Afin d’éviter les projections d’objet pendant la rotation nous avons
construit autour de l’appareil une cabane en polycarbonate de 4 mm d’épaisseur.
Je tiens à remercier le Madylam et en particulier Mr. Bolcato pour nous avoir
donné la table tournante. L’ensemble des caractéristiques techniques est présenté
dans le tableau (3.1).
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Fig. 3.1 – Dispositif expérimental CICERON. 1-Conteneur, 2-Moteur sans ba-
lai, 3-Positionnement angulaire, 4-Table tournante, 5-Roulements à billes, 6-
Collecteurs tournants.
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Fig. 3.2 – Vue d’ensemble du dispositif expérimental CICERON.
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R 12 − 12.5 cm ±0.02 mm
η 1/25
α 0-45 ◦

ωc 50-1600 rév/min
Ωp -10 à +10 rév/min (min=±0.1)

Ek = ν
ωcR2 1.2 × 10−5- 3.8 × 10−7

Tab. 3.1 – Caractéristiques techniques de l’experience de précession. Le fluide
utilisé est de l’eau a pression et température ambiante.

3.2.1 Le conteneur.

Le conteneur est constitué de deux demi-cylindres dans lesquels nous avons
fait usiner deux demi-ellipsöıdes de révolution. En choisissant une forme externe
cylindrique pour le conteneur la déformation verticale d’un plan méridien de la
cavité n’est liée qu’au changement d’indice entre l’eau (1.33) et le plexi (1.49) et
reste donc assez faible. En revanche, nous conservons un dioptre cylindrique. Nous
décrivons dans l’annexe C la déformation associée à ce dioptre. Comme dans les
expériences de Vanyo et al. (1995[42]) et de Malkus (1968[17]) la déformation est
d’autant plus imporante que nous regardons des structures situées loin de l’axe
du cylindre, c’est en particulier le cas de la zone de cisaillement géostrophique en
s/R = 0.86.

Le choix d’une cavité ellipsöıdale nous est pour ainsi dire imposé par des
limitations technologiques. Bien qu’il soit possible de faire réaliser une cavité
sphérique dans du plexiglas avec une assez grande précision, il est impossible
de pouvoir garantir l’absence de déformation radiale à la fois sous l’effet des
variations de température et sous l’effet des forces centrifuges associée à la rotation
rapide de la pièce. C’est pourquoi nous avons opté pour une ellipticité assez forte
(η = 1/25), de manière à pouvoir négliger les variations dynamiques du rayon
devant l’ellipticité.

Au cours des expériences à fort taux de rotation du cylindre (ωc > 700
rév/min) nous avons observé quelques secondes après la mise en route du moteur
la présence dans la cavité d’une bulle d’air qui disparâıt presque instantanément
lorsque nous coupons la rotation du conteneur. Le temps de réponse de cette bulle
étant très court nous pensons qu’il s’agit d’une déformation de la cavité plutôt
que d’un dégazage du liquide sous l’effet de la rotation solide du fluide. Nous
avons estimé la taille en surface de cette bulle à ∼ 2 cm, ce qui représente une
variation de volume de l’ordre de 16 cm3. Une déformation radiale de la cavité de
0.017 cm, soit ∼ 2/100eme de la différence entre le grand axe et le petit axe de la
cavité, permet de rendre compte de cette observation.

Un certain nombre de trous ont été effectués dans le conteneur pour pouvoir
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Fig. 3.3 – Schéma du conteneur. Nous avons reporté les trous ainsi que l’em-
placement d’un des deux capteurs de pression. Les cotes sont données en mm.

remplir, vider, injecter des colorants et mettre en place des capteurs de pression
(figure 3.3). Les deux capteurs de pression sont à 90 ◦ l’un de l’autre. Les trous T2,
T3, T4 sont espacés angulairement de 120 ◦ les uns des autres, ils sont bouchés par
des micro-vannes situées sur la partie externe du cylindre. Deux simblots pouvant
remplacer les capteurs de pression (C), ainsi que la vanne permettant de remplir
et vidanger le conteneur ont été usinés avec la cavité de manière à épouser au
mieux la surface.

3.2.2 Motorisation.

La rotation rapide du cylindre est assurée par un moteur de type sans balai
YASKAWA de 3 kW . Nous avons utilisé un accouplement mécanique entre le
cylindre et le moteur afin de corriger un désaxement éventuel entre ces pièces. Le
guidage en rotation du conteneur se fait par deux roulements à billes (3.1, (5)).



98 Approche expérimentale de la précession. (CICERON)

Pour la rotation de la table tournante nous avons utilisé un second moteur
sans balai YASKAWA de 4 kW et une transmission par courroie nous autorisant
une démultiplication suffisante pour pouvoir obtenir des vitesses angulaires allant
de 0.1 rév/min à 10 rév/min.

Ces deux moteurs sont régulés en vitesse; nous avons pu observer au cours des
expériences une stabilité à mieux que 0.5%.

Ce système de motorisation a l’inconvénient de générer un bruit électromagné-
tique assez important que nous n’avons pas été en mesure d’éliminer totalement.

3.2.3 Transmission des données.

Le traitement des données se faisant en dehors de la table tournante, nous
avons utilisé deux collecteurs tournants pour transmettre tous les signaux. Le
premier (3.1, (6)) permet de passer du cylindre à la table tournante, le second
(non représenté sur la figure 3.1) est utilisé pour échanger des informations entre
la table en rotation et le poste de travail.

3.3 Étude du mouvement de rotation en bloc.

3.3.1 Visualisation directe de l’axe de rotation solide du

fluide.

Dans un premier temps, nous avons utilisé une méthode de visualisation di-
recte de l’axe de rotation solide du fluide pour déterminer sa direction (longitude,
latitude). La technique des éponges utilisée par Vanyo et al (Vanyo et al. 1995[42])
ne pouvant sonder qu’une partie superficielle du fluide nous avons préféré utiliser
des billes de céramique de densité 0.7 à 0.8 g/cm3 et de rayon 40 à 70 µm, pour
lesquelles le temps de suspension est suffisamment grand pour que nous puissions
observer en volume les effets de la rotation solide.

Sous l’effet de la force centripète les billes se regroupent le long de l’axe de
!!rotation"". En éclairant le fluide par une tranche de lumière, nous avons pu mettre
en évidence la zone de dépression associée à l’axe de rotation (figure 3.4).

3.3.1.1 Mesure de la longitude et de la colatitude de l’axe de rotation.

Nous décrivons la direction de l’axe de rotation solide du fluide par deux
angles (θ, φ) que nous appelons respectivement colatitude et longitude. θ est défini
comme l’angle entre l’axe du cylindre et l’axe de rotation du fluide, φ est defini
comme l’angle entre le plan (ωc, ω) et le plan (Ωp, ωc). θ varie de 0 à π, φ de 0
à 2π.
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Fig. 3.4 – Visualisation de l’axe de rotation solide. α = 25 ◦, ωc = 300 rév/min,
Ωp = 0 rév/min. La colonne de billes de céramique se trouve à l’aplomb du sim-
bleau que nous utilisons comme soupape.

Appareil photo

Laser 

c

p

Plan de 

référence

=0 deg

Vue polaire

Contre poids

Cylindre

Fig. 3.5 – Système de positionnement de la tranche lumineuse.
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Pour déterminer la longitude de l’axe de rotation solide, nous utilisons le sys-
tème de positionnement de la tranche lumineuse schématisé sur la figure (3.5).
La tranche lumineuse est obtenue en faisant diverger un faisceau laser de faible
puissance sur un capillaire en verre de diamètre d = 5mm. L’ensemble du dis-
positif est monté à l’extrémité d’un des bras d’une croix métallique centrée sur
l’axe du cylindre. La longitude zéro correspond à la position de la croix telle que
la tranche de lumière contienne l’axe du cylindre et l’axe de rotation de la table.
La longitude de l’axe de rotation correspond alors à l’angle dont il faut tourner
la croix pour que la tranche lumineuse contienne l’axe du cylindre et l’axe de
rotation solide du fluide. Le repérage angulaire est obtenu en fixant sur l’axe de
la croix un potentiomètre dont la tension aux bornes est proportionnelle à l’angle.
La précision sur le positionnement angulaire de la croix est inférieure à 1 ◦.

Lorsque la longitude est déterminée, une photo est prise à 90 ◦ de la tranche
lumineuse, nous mesurons la colatitude directement sur le cliché.

3.3.1.2 Résultats.

La vitesse de rotation du cylindre étant fixée à 300 rév/min nous avons fait
varier le taux de précession de 0 à 10 rév/min dans le sens rétrograde.

Pour des valeurs de Ωp inférieures à 5.5 rév/min les billes de céramique
s’alignent suivant un axe bien défini dans l’ensemble du volume ( figure 3.6, (a),
(b), (c)) . Au delà de cette valeur les billes de céramique semblent réparties en
volume sans qu’aucune structure même de grande échelle ne leur soit associée
(figure 3.6, (e)). Dans certaines expériences, nous pouvons observer un cycle au
cours duquel une structure centrale allongée apparâıt puis se déstabilise ( figure
3.6, (f)) avec une périodicité d’une dizaine à une trentaine de secondes. En dimi-
nuant la vitesse de rotation de la table en dessous de 5.5 rév/min nous observons
de nouveau un axe de rotation solide avec les latitudes et longitudes présentées
sur la figure (3.7).

Pour des taux de précession inférieurs à 5.5 rév/min, nous observons une dé-
formation de la structure matérialisée par les billes de céramique à proximité de
la surface du conteneur. L’axe semble se vriller autour de sa direction principale.
Comme nous pouvons le voir sur la figure (3.6, (b), (c)), cet effet, pratiquement
absent à 3 rév/min, est bien identifié à 4 rév/min. Nous retrouvons cette défor-
mation de manière très marquée pour les taux de précession les plus importants
lorsque l’axe se stabilise pendant quelques secondes (figure 3.6, (f)). L’écart entre
la direction principale de l’axe de rotation solide et la trace en surface de cette
structure peut atteindre 20 ◦ en longitude et en colatitude. Ceci nous montre
qu’une méthode n’échantillonant que la partie superficielle du fluide, comme celle
utilisée par Vanyo (Vanyo et al. 1995[42]) peut nous amener à faire un erreur
importante quant à la direction de la vorticité moyenne en volume du fluide.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fig. 3.6 – Visualisation de l’axe de rotation solide du fluide, les photos sont
prises à 90 ◦ du plan (ωc, ω ). Conditions expérimentales: ωc = 300 rév/min,
α = 25 ◦, précession rétrograde, (a) Ωp = −2 rév/min, (b) Ωp = −3 rév/min,
(c) Ωp = −4 rév/min, (d) Ωp = −5.5 rév/min, (e) Ωp = −5.7 rév/min, (f)
Ωp = −6.6 rév/min.
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−6.0 −1.0 4.0 9.0

Ω
p
 (rév/min)

0.0

20.0

40.0

C
o
la

ti
tu

d
e
 (

d
e
g
)

Colatitude

Détermination par visualisation directe

Détermination analytique (Busse 1968)

−6.0 −4.0 −2.0 0.0

Ω
p
 (rév/min)

−20.0

0.0

20.0

40.0

60.0

L
o
n
g
it
u
d
e
 (

d
e
g
)

Longitude

Détermination par visualisation directe

Détermination analytique (Busse 1968)

Fig. 3.7 – Colatitude et longitude de l’axe de rotation solide du fluide déterminées
par visualisation directe de l’axe en utilisant des billes de céramique. ωc = 300
rév/min,α = 25 ◦. La courbe en trait plein correspond à la détermination analy-
tique de Busse (Busse 1968[2]).

Nous avons déterminé la longitude et la colatitude de l’axe de rotation solide
moyen du fluide pour des taux de précession rétrograde compris entre 2 et 5.5
rév/min (figure 3.7). Pour des taux de précession ≤ 2 rév/min l’axe du fluide est
pratiquement confondu avec celui de la coquille, le plan (ωc, ω) n’est plus défini.

En précession prograde nous observons un axe de rotation solide sur l’ensemble
de la gamme des vitesses angulaires de la table (+0.1 à +10 rév/min), l’angle entre
le plan (ωc, ω) et le plan (Ωp, ωc) est toujours inférieur à 10 ◦, nous n’avons pas
pu obtenir de mesure significative de la longitude. La latitude a été mesurée sur
les clichés après avoir placé la tranche lumineuse à une longitude moyenne de 5 ◦.

L’ensemble des résultats est représenté sur la figure (3.7). Les barres d’erreurs
sur la longitude correspondent à l’intervalle angulaire pour lequel nous observons
dans le plan lumineux l’axe du cylindre et l’axe du fluide, nous avons reporté sur
les figures la médiane de cet intervalle (symboles).

3.3.2 Détermination de la direction du vecteur de rotation

solide par une mesure de la pression.

Afin de nous affranchir de la caractérisation visuelle de l’axe de rotation solide
du fluide pour déterminer sa longitude et sa colatitude nous avons mis au point
une technique basée sur la mesure de la pression associée à la force centrifuge
résultant de la rotation solide du fluide.
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Fig. 3.8 – Schéma de principe de la mesure de pression.

3.3.2.1 Principe de la méthode.

Considérons un capteur de pression affleurant à la surface du conteneur placé
dans l’hémisphère sud à une distance h du plan équatorial (figure 3.8). Soit α

l’angle entre l’axe de la table tournante (Ωp) et celui du cylindre (ωc) et θ l’angle
entre l’axe du fluide (ωF ) et celui du cylindre. Ne considérant que le mouvement
de rotation solide du fluide nous pouvons exprimer la pression exercée par le
liquide sur le capteur de la manière suivante:

P = Ph + Pd, (3.1)

où Ph est la pression dans le système en l’absence de précession et Pd est due
à la force centrifuge Fc associée à la rotation solide du fluide. Nous choisissons la
pression atmosphérique comme référence.

Fc = ω × (ω × r) , (3.2)

Ces deux champs de pression sont stationnaires dans le référentiel de la table
tournante, le capteur étant lui en rotation avec le conteneur ces deux signaux
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vont dépendre du temps. Dans les expériences nous nous restreindrons aux cas
où, Ω2

p + ω2
c . Nous pourrons alors négliger la force centrifuge associée à la rotation

de la table tournante devant celle Fc.
Le signal Ph est principalement associé à la colonne d’eau se situant au dessus

du capteur (3.8), il est dominé par une composante de fréquence ωc. Pour nous
en convaincre nous pouvons nous placer dans un cas où l’angle α entre l’axe du
conteneur ωc et la verticale serait de 90 ◦ (figure 3.9).

En A, la pression hydrostatique est maximum et vaut:

Ph = ρgD, (3.3)

où D est le diamètre du conteneur. En B,C,D la pression est nulle, enfin en A’:

Ph = ρgD cos(ωt). (3.4)

Bien que dans les expériences α < 45 ◦, la pression hydrostatique reste principa-
lement un signal de fréquence ωc( figure 3.14). Le maximum de pression hydro-
statique correspond toujours à un instant t où le capteur de pression se trouve en
position basse (figure 3.8), c’est à dire dans le plan φ = 0.

Le signal Pd est quant à lui plus complexe, en particulier sa dépendance en
temps est comme nous allons le voir bimodale.

Soit s(t) la distance entre le capteur et l’axe de rotation solide ω. La pression
Pd associée à la force centrifuge F c (3.2) s’écrit:

Pd = ρ
ω2

2
s2(t). (3.5)

En exprimant s(t) à partir des paramètres (h, θ, φ, ωc), nous obtenons:
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Pd = ρω2

2

(
R2(h) +

(
h2 − R2(h)

2

)
sin2(θ)

)
(3.6)

+ρω2

2
(2hR(h) cos(θ) sin(θ) cos(ωct − φ))

−ρω2

2

(
R2(h)

2
sin2(θ) cos(2(ωct− φ))

)
,

Avec

R(h) =

√√√√R2 − h2

(1 − η)2 . (3.7)

Où η est l’ellipticité. Pour h %= 0 (capteur hors du plan équatorial), le signal de
pression est bimodal de fréquences ωc et 2ωc.

Dans les équations suivantes, les grandeurs mesurables sont soulignées afin
de pouvoir être facilement identifiées, nous avons également introduit les expo-
sants 1 et 2 pour identifier les composantes de fréquence ωc et 2ωc. Nous faisons
l’hypothèse que tous les signaux peuvent être décrits par des séries de Fourier.

Soit P 1
h la composante de fréquence ωc de la pression hydrostatique:

P 1
h = A1

h cos(ωct − φ1
e). (3.8)

Nous avons choisi de prendre comme instant initial (t = 0) le moment où le
capteur se trouve dans le plan φ = 0. Comme nous allons le voir dans la description
du dispositif expérimental nous avons utilisé un détecteur optique pour repérer le
passage du capteur dans ce plan. En l’absence de déphasage dû à l’électronique
nous devrions observer un maximum de P 1

h en t = 0+(2kπ/ωc) k étant un entier,
en pratique nous observons systématiquement un retard. Afin d’en tenir compte
nous introduisons dés maintenant le déphasage φe dans nos signaux. Ce déphasage
pouvant dépendre de la fréquence nous avons distingué φ1

e et φ2
e les déphasages à

ωc et à 2ωc.
Soit P 1

d la composante de fréquence ωc associée à l’écoulement de rotation
solide décrite par (3.6):

P 1
d = A1

d cos(ωct − φ1
e − φ), (3.9)

avec d’après (3.6),
A1

d = ρω2hR(h) cos(θ) sin(θ). (3.10)

soit P 1la composante de fréquence ωc de la pression totale:

P 1 = A1 cos(ωct − φ1), (3.11)

= P 1
h + P 1

d , (3.12)

(3.13)
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en développant P 1
h et P 1

d d’aprés (3.8) et (3.9) nous obtenons le système suivant:

{
A1 cos(φ1) = A1

h cos(φ1
e) + A1

d cos(φ + φ1
e),

A1 sin(φ1) = A1
h sin(φ1

e) + A1
d sin(φ + φ1

e).
(3.14)

Nous en déduisons:

A1
d =

√(
A1 cos(φ1) − A1

h cos(φ1
e)

)2
+

(
A1 sin(φ1) −A1

h sin(φ1
e)

)2
, (3.15)

ainsi que la longitude φ de l’axe de rotation:

φ = arctan
(

A1 sin(φ1)−A1

h
sin(φ1

e)

A1 cos(φ1)−A1

h
cos(φ1

e)

)
− φ1

e.

Considérons maintenant les composantes de fréquence 2ωc.

P 2
h = A2

h cos(2ωct − φ2
e). (3.16)

Soit P 2
d la composante de fréquence 2ωc associée à l’écoulement de Poincaré:

P 2
d = A2

d cos(2ωct − φ2
e − 2φ), (3.17)

A2
d = −ρ

ω2

4
R2(h) sin2(θ). (3.18)

La composante à 2ωc de la pression totale s’écrit:

P 2 = A2 cos(2ωct − φ2), (3.19)

= P 2
h + P 2

d , (3.20)

en développant P 2
h et P 2

d d’aprés (3.16) et (3.17) nous obtenons le système suivant:

{
A2 cos(φ2) = A2

h cos(φ2
e) + A2

d cos(2φ + φ2
e),

A2 sin(φ2) = A2
h sin(φ2

e) + A2
d sin(2φ + φ2

e).
(3.21)

Nous en déduisons:

A2
d = −

√(
A2 cos(φ2) −A2

h cos(φ2
e)

)2
+

(
A2 sin(φ2) − A2

h sin(φ2
e)

)2
, (3.22)

En nous reportant aux définitions des grandeurs A1
d (3.10) et A2

d (3.18) nous
obtenons pour ω et β le système suivant:

{
A2

d = −ρω2

4
R2(h) sin2(θ),

A1
d = ρω2hR(h) cos(θ) sin(θ).

(3.23)
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Nous en déduisons:

θ = arctan


− 4h

R(h)

−

√(
A2 cos(φ2)−A2

h
cos(φ2

e)

)
2

+

(
A2 sin(φ2)−A2

h
sin(φ2

e)

)
2

√(
A1 cos(φ1)−A1

h
cos(φ1

e)

)
2

+

(
A1 sin(φ1)−A1

h
sin(φ1

e)

)
2




ω =

√
− 4A2

d

ρR2(h)
1

sin2(θ)

Avant d’introduire le protocole expérimental que nous avons suivi il est im-
portant de rappeller l’hypothèse forte de ce calcul, à savoir que l’écoulement peut
être décrit comme une rotation solide.

3.3.2.2 Dispositif.

D’après ce que nous venons de voir la détermination de (ω, θ, φ) se ramène à
une mesure des grandeurs (A1

h, A
2
h, A

1, A2, φ1
e, φ

2
e).

Pour la mesure de pression nous avons utilisé des capteurs dynamiques piézo-
électriques à quartz Piézotronics modèle 106B50, dont les principales caractéris-
tiques techniques sont reportées dans le tableau suivant.

Modèle 106B50

Gamme de sensibilité dynamique(kPa) 0.0007-34.5
Sensibilité (mV/kPa) 72.5

Pression statique maximum(kPa) 3450
Fréquence de résonance (khz) >40

Fréquence minimum (Hz) 0.5

Diamètre de la surface sensible (mm) 12.62

Le capteur de pression est fixé dans le conteneur de manière à être affleurant
à la surface de la cavité. Nous avons placer le capteur à 3 cm du plan équatorial.
Nous avons réalisé après construction de l’expérience que cette position n’était
pas la plus favorable, !!mais presque"". h est déterminé de manière à ce que l’am-
plitude des signaux de fréquence ω et 2ω dans (3.6) soit la plus grande possible,
cela revient donc à maximiser simultanément les facteurs géométriques 2hR (h) et
R2 (h) /2. Nous avons représenté sur la figure (3.10) ces deux fonctions pour dif-
férentes valeurs de h, il apparâıt que notre choix (h = 3 cm) n’est pas le meilleur
compromis, une distance de l’ordre de h = 5 cm semble plus appropriée. Le signal
délivré par les capteurs de pression étant trop faible pour pouvoir être transmis
directement à travers les collecteurs tournant nous avons utilisé une électronique
fixée sur le conteneur pour l’amplifier. Cependant, les moteurs sans balai utilisés
pour les deux rotations génèrent un bruit électromagnétique important. Toutes
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Fig. 3.10 – Facteurs géométriques 2hR (h) et R2 (h) /2 intervenant dans les am-
plitudes des composantes du signal de pression à ω et 2ω dans l’équation (3.6).
L’échelle des ordonnées est graduée en cm2. Le choix que nous avions fait à priori
n’apparâıt pas comme le meilleur compromis, il reste néanmoins raisonnable.

les connections ne pouvant être blindées, elles se comportent comme des antennes
réceptrices. Le signal recueilli en dehors de la table tournante est alors dominé
par un bruit à 50 kHz. Les signaux en pression étant de fréquences comprises
entre 0 et 60 Hz environ, nous avons utilisé un filtre analogique passe bas avec
une fréquence de coupure de 200 Hz avant d’enregistrer les signaux de pression à
l’aide d’un oscilloscope numérique. La fréquence d’échantillonnage étant fixée à
2.5 kHz nous avons pu enregistrer pour chaque mesure 20 s de signal. Le dispositif
d’acquisition est résumé par l’organigramme (3.11).

Ne pouvant disposer du matériel nécessaire à un étalonnage de l’électronique
situé en aval des capteurs de pression, nous ne connaissons les amplitudes des

Capteur Ampli Collecteur Filtre LP 200Hz Oscilloscope

Traitement

des donnees(Rotation rapide) (Rotation lente) (Fixe)

Cylindre Table tournante Laboratoire

Fig. 3.11 – Dispositif d’acquisition des signaux de pression.
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signaux de pression qu’à un facteur multiplicatif près que nous notons Ke:

A1(mesure) = Ke.A1(vrai)
A2(mesure) = Ke.A2(vrai)
A1

h(mesure) = Ke.A1
h(vrai)

A2
h(mesure) = Ke.A

2
h(vrai)

(3.24)

En utilisant un générateur de signaux périodiques, nous avons pu vérifier que
le filtre analogique, monté en passe bas avec une fréquence de coupure de 200 Hz,
introduisait le même facteur multiplicatif sur l’ensemble de la gamme de fréquence
[0-60Hz]. Nous avons donc pu déterminer les grandeurs ne faisant intervenir que
des rapports d’amplitude, c’est à dire φ et θ. ω nécessitant une mesure abso-
lue de A2

d, l’étalonnage du système est indispensable pour pouvoir obtenir une
détermination de cette grandeur.

Nous avons extrait les composantes à ωc et à 2ωc après enregistrement par
un filtrage numérique en temps. Afin de conserver les déphasages, nous avons
systématiquement effectué deux passages d’un filtre passe bande sur les données,
le premier dans le sens des temps croissant, le second en renversant la serie tem-
porelle. Les fréquences de coupure ont été déterminées à partir des transformées
de Fourier du signal brut. Ce traitement numérique a été effectué en utilisant le
logiciel SAC (Seismic Analysis Code). Un exemple est donné sur la figure (3.12)

La mesure de la position du capteur de pression est obtenue par un système
optique constitué d’une photodiode placée dans le référentiel de la table tournante
et d’un réflecteur collé sur le cylindre à l’aplomb du capteur de pression ( figure
3.13).

La table tournante étant au repos nous avons incliné le cylindre, le signal se ré-
duit alors à la pression hydrostatique. Ainsi nous pouvons déterminer (A1

h, A
2
h, φ

1
e).

Nous illustrons la détermination du déphasage et de l’amplitude sur la figure
(3.14).

Il apparâıt clairement que la pression hydrostatique est principalement un
signal de fréquence ωc (figure 3.14). Comme attendu nous avons pu vérifier que
pour chaque jeu de paramètres (α, ωc, Ωp) , la composante filtrée à 2ωc était
négligeable devant celle à ωc. Nous en déduisons

A2
h = 0, (3.25)

A2
d = A2. (3.26)

3.3.2.3 Protocole expérimental

Le signal de pression hydrostatique ne dépendant que de l’angle α entre l’axe
du cylindre et l’axe de précession et de la vitesse de rotation ωc, nous avons
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Fig. 3.12 – Exemple de filtrage numérique pour α = 20 ◦, ωc = 300 rév/min,
précession rétrograde à Ωp = −5 rév/min . a) signal brut, b) FFT du signal brut.
Choix des fréquences de coupures, c) Composante filtrée numériquement à ωc,
d) Composante filtrée numériquement à 2ωc. Pour des raisons de clarté, nous
n’avons représenté que 3 secondes des signaux de pression sur les 20 dont nous
disposons pour chaque enregistrement. De même le spectre en fréquence s’étend de
0 à 200 Hz, toutefois le signal au delà de 15 Hz ne comportant pas d’information
nous ne l’avons pas fait figurer sur le graphique.
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Photo diode

Reflecteur

Capteur

de pression

c

Fig. 3.13 – Système de positionement du capteur de pression.

procédé de la manière suivante:

1. ωc et α sont fixés, Ωp = 0. Enregistrement simultané de la pression et
du signal de positionnement. La pression totale correspond à la pression
hydrostatique. A partir de cette mesure nous pouvons déterminer (A1

h, φ
1
e).

2. ωc et α reste inchangés, nous augmentons progressivement le taux de pré-
cession. Pour chaque valeur de Ωp nous mesurons simultanément la pres-
sion et le signal de positionnement. Par cette mesure nous déterminons
(A1, A2, φ1, φ2).

3.3.2.4 Résultats.

Comme nous l’avons vu lors de la visualisation directe de l’axe de rotation
solide (section 3.3.1), l’écart entre les plans (ωc, ω) et (Ωp, ωc) est de l’ordre
de 5 à 10◦ en précession prograde. Les barres d’erreur sur la détermination de
la longitude et de la latitude étant comme nous allons le voir de l’ordre de 5◦

également, cette technique ne nous a pas permis jusqu’à présent d’obtenir de
mesures significatives de la position de l’axe de rotation en régime prograde.

Cette méthode étant nouvelle nous avons procédé par étapes successives en
nous limitant dans un premier temps à une gamme de paramètres pour laquelle
nous pouvons supposer d’après les résultats de la partie (3.3.1) que l’écoulement
est dominé par une rotation d’ensemble du fluide (|Ωp| < 5.5 rév/min en pré-
cession rétrograde, α = 25 ◦ et ωc = 300 rév/min). L’incertitude sur la mesure
provient essentiellement de la détermination des paramètres φ1

e et φ1(figure 3.14)
. Nous retrouvons par cette technique les résultats déduits d’une visualisation
directe de l’axe de rotation solide pour des taux de précession inférieurs à 5.5
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Fig. 3.14 – Exemple de détermination des caractéristiques de la pression hydro-
statique pour α = 25 ◦, ωc = 300 rév/min, Ωp =0 rév/min. . a) signal brut, b)
FFT du signal brut. Choix des fréquences de coupure, c) Composante filtrée nu-
mériquement à ωc, mesure de (A1

h, φ
1
e). En pointillé, le signal de positionnement

optique.
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Fig. 3.15 – Longitude et colatitude de l’axe de rotation solide déterminées par
une visualisation directe et par une mesure de pression. α = 25 ◦ et ωc = 300
rév/min, précession rétrograde. Pour tous les points de mesure, l’écoulement est
dominé par une rotation solide (figure 3.6).

rév/min. (figure 3.15)
En effectuant des mesures de pression pour des vitesses de rotation de la table

pour lesquelles nous avions perdu la signature de l’axe de rotation du fluide en
utilisant des billes de céramique, nous avons pu mettre en évidence un compor-
tement singulier de la direction de l’axe de rotation solide du fluide autour de
Ωp = −5.5 rév/min. (figure 3.16).

Nous avons ensuite effectué des mesures pour différentes vitesses de rotation
du cylindre (figure 3.17). Dans chaque cas, nous avons observé un régime corres-
pondant à des faibles longitudes jusqu’à une valeur critique du taux de précession.
Pour cette valeur il apparâıt une brusque variation de la direction de l’axe de ro-
tation solide; nous atteignons alors un deuxième régime de rotation solide pour
lequel l’axe tend à être antiparallèle au vecteur précession.

3.3.3 Discussion

Nous proposons de discuter l’ensemble de nos résultats en nous appuyant sur
l’étude asymptotique de Busse (Busse 1968[2]). Nous présentons dans l’annexe A1
les grandes lignes de cette étude qui nous sont utiles pour discuter les résultats
que nous avons obtenus. Nous avons reporté sur la figure (3.18) les directions de
l’axe de rotation solide du fluide déduites des mesures de pression ainsi que les
2 branches de solutions stables prédites par l’approche asymptotique de Busse
(Annexe A1).

La valeur pour laquelle nous observons une variation brusque de la direction de
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Fig. 3.16 – Direction de l’axe de rotation solide déterminée par mesure de pres-
sion. α = 25 ◦ et ωc = 300 rév/min, précession rétrograde.

l’axe correspond dans tous les cas à la limite Ωp(2) (Annexe A1) pour laquelle les
solutions de la branche 1 n’existent plus. Jusqu’à ce taux critique de précession les
longitudes et latitudes prédites par l’étude linéaire de Busse nous permettent de
rendre compte quantitativement de nos observations pour des vitesses de rotation
du cylindre supérieures à 100 rév/min.

Au delà de cette valeur suivant les cas nous obtenons un accord quantita-
tif plus ou moins bon entre nos observations et les prédictions analytiques, en
particulier autour de la zone de transition. D’après nos observations directes de
l’axe de rotation solide il existe au delà de Ωp(2) une composante secondaire dans
l’écoulement suceptible de destabiliser la colonne de billes de céramique (3.3.1),
comme nous le verrons par la suite, cela correspond à un état de turbulence dé-
veloppée. La méthode que nous utilisons ainsi que l’étude asymptotique de Busse
suppose que nous puissions décrire l’écoulement d’ordre 1 comme une rotation
solide. Le fait que cette hypothèse soit violée pour |Ωp| > |Ωp(2)| peut expliquer
les écarts que nous avons observés.

Comme nous l’avions fait remarquer dans la partie (3.3.1) si nous réduisons le
taux de précession en dessous de |Ωp(2)| nous retrouvons par visualisation directe
un axe de rotation compatible avec les solutions de la branche 1. Les solutions
de la branche 2, si elles existent entre Ωp(1) et Ωp(2) ne sont jamais sélectionnées
par le système.

En faisant l’hypothèse que pour |Ωp(1)| < |Ωp| < |Ωp(2)| les solutions de la
branche 2 sont métastables, à l’image de certains changements d’état en thermo-
dynamique, nous proposons que les instabilités que nous avons observées puissent
faire basculer l’axe de rotation solide vers une solution de plus grande stabilité
(branche 1). Dans ces conditions nous ne pourrions observer ces solutions méta-
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Fig. 3.17 – Détermination de la direction de l’axe de rotation du fluide en fonction
du taux de précession pour différentes vitesses de rotation du conteneur par une
mesure de pression, précession rétrograde. α = 20 ◦, a,b)ωc = 100 rév/min,
c,d)ωc = 150 rév/min, e,f)ωc = 300 rév/min.
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Fig. 3.18 – Comparaison des directions de l’axe de rotation solide du fluide obte-
nues par une mesure de pression avec celles déduites de l’approche asymptotique
de Busse (Busse 1968[2]). α = 20 ◦, a,b)ωc = 100 rév/min, c,d)ωc = 150 rév/min,
e,f)ωc = 300 rév/min.
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Fig. 3.19 – Diagramme de phase (Ωp, ωc) caractérisant la transition des solutions
de la branche 1 (⋆) vers celles de la branche 2 (◦). Les lignes représentent les
limites Ωp(1) (− · −)

¯
et Ωp(2) (−) déduites de l’approche asymptotique de Busse

(Annexe A1)

stables que pour des systèmes pour lesquels l’écoulement reste laminaire au delà
de Ωp(2). Comme nous allons le voir par la suite, nous n’avons jamais observé
cette situation dans nos expériences. Nous voyons qu’il est alors fondamental de
pouvoir caractériser la transition vers la turbulence dans un tel système afin de
voir s’il existe une gamme de paramètres pour laquelle l’écoulement reste lami-
naire pour |Ωp| > |Ωp(2)|. Si une telle situation n’existe pas alors l’hypothèse faite
par Busse selon laquelle l’écoulement est dominé par une rotation solide n’est plus
vérifiée et la détermination de l’axe par une approche linéaire en volume n’est plus
justifiée.

Nous avons regroupé l’ensemble de ces résultats sur un diagramme de phase
(Ωp, ωc) (figure 3.19). Nous avons défini les solutions de la branche 2 par φ > 75
◦ et celles de la branche 1 par φ < 30 ◦. Les limites Ωp(1), Ωp(2) ont été obtenues
nmériquement à partir des résultats de l’approche asymptotique de Busse. Il est
important de noter ici que le comportement rectiligne des limites Ωp(1) et Ωp(2)
n’a de sens que dans la gamme restreinte des paramètres correspondant à nos
expériences.
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3.4 Etude de l’écoulement secondaire

Comme nous venons de le voir à travers la détermination du vecteur rota-
tion solide du fluide il existe un taux de précession critique auquel est associé un
changement brusque de la direction de l’axe de rotation en bloc qui semble corres-
pondre à un changement dans la dynamique de l’écoulement. Afin de caractériser
la nature de l’écoulement qui se superpose à la rotation solide nous avons cherché
à mettre en évidence les zones de cisaillement en volume par une méthode de
visualisation directe utilisant des paillettes réfléchissantes.

3.4.1 Principe de la méthode.

Le principe de la méthode que nous avons utilisée est similaire à celui présenté
dans Vanyo et al. 1995 ([42]).

Après avoir obtenu par mélange une suspension la plus homogène possible
de particules réfléchissantes dans l’ensemble du volume fluide, nous éclairons une
tranche de fluide contenant l’axe du cylindre et l’axe de rotation solide du fluide
(figure 3.20 ), nous nous sommes appuyés sur la détermination de la direction
de l’axe présentée plus haut pour positionner le système. Le système est d’abord
mis en rotation rapide. Lorsque le fluide tourne en bloc avec le cylindre (temps
de spinup∼ E1/2ω−1

c ), la table de précession est mise en rotation. Après plusieurs
temps de spinup nous prenons des photos pour différentes orientations de l’appa-
reil par rapport à la tranche de lumière. De cette manière, nous pouvons obtenir
une image des cisaillements sur l’ensemble du plan lumineux, ce qui ne serait pas
le cas si nous nous étions limités à des prises de vue à 90 ◦ de la tranche lumineuse
en raison des aberrations optiques associées au dioptre cylindrique.

3.4.2 Dispositif expérimental.

Nous avons obtenu une tranche de lumière en coupant l’éclair d’un flash de
forte puissance à l’aide d’une fente métallique de quelques millimètres. La largeur
effective de la tranche lumineuse dans l’ensemble du volume fluide est de l’ordre
de 0.5 à 1 cm. La source de lumière est montée sur la croix métallique à la place
du laser que nous avions utilisé pour visualiser l’axe de rotation solide du fluide
(figure 3.20).

Nous avons réalisé la suspension de particules réfléchissantes en utilisant de
l’AQ1000 2. Nous avons testé l’influence de la concentration sur le rendu des
images, une faible quantité (qqs ml) suffit à obtenir un contraste de lumino-
sité suffisant autour des zones de cisaillement pour pouvoir faire des photos. La

2. KALLIROSCOPE Corporation, 264 main street P.O Box 60. GROTON. MASSACHU-
SETTS 01450 USA. tel: 617-448-6302.
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Fig. 3.20 – Système d’éclairage par tranche lumineuse.

densité des particules étant proche de celle de l’eau nous obtenons après mélange
une suspension homogène stable sur plusieurs heures.

3.4.3 Résultats.

3.4.3.1 Précession prograde:

1. Pour α < 30 ◦, ωc > 100 rév/min, quelque soit le taux de précession nous
observons un régime laminaire constitué de structures géostrophiques (figure
3.21).

2. Pour α = 33 ◦, ωc = 50 rév/min et Ωp > 2 rév/min nous observons prin-
cipalement une instabilité bidimensionnelle affectant une grande partie du
volume (figure 3.23, b).

Les faibles forçages, un écoulement essentiellement laminaire:
Sur l’ensemble des expériences que nous avons réalisées, le régime laminaire

en précession prograde se caractérise principalement par trois zones de cisaille-
ment en volume alignées avec l’axe de rotation solide du fluide. Nous pouvons
également observer en bas à gauche de la figure (3.21, c) la base d’une struc-
ture cisaillante que nous ne pouvons identifier clairement qu’en nous plaçant à un
angle entre la tranche lumineuse et l’appareil photo inferieur à 60-70 ◦, ceci est
lié à la déformation optique associée au dioptre cylindrique (Annexe C).

En changeant l’orientation de la tranche lumineuse nous avons pu retrouver
qu’il s’agissait de structures axisymétriques par rapport à l’axe de rotation solide
du fluide. Nous pouvons décrire cet écoulement secondaire comme un ensemble
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de cylindres géostrophiques parallèles à l’axe de rotation emboités les uns dans
les autres. Les vitesses angulaires différentielles entre ces cylindres se manifestent
à travers les zones de cisaillement mises en évidence par les paillettes. Pour une
vitesse de rotation du conteneur fixée nous observons des structures de plus en plus
marquées dans l’ensemble du volume (figure 3.21,a,b,c), le nombre de structures
géostrophiques semble constant au delà de Ωp = +3 rév/min. Nous avons comparé
les distances relatives entre l’axe de rotation solide du fluide et les différents
cisaillements. Nous pouvons observer que la position des structures par rapport à
l’axe du fluide ne dépend pas du taux de précession (figure 3.22). En accord avec
nos observations de l’axe de rotation solide nous retrouvons que plus le taux de
précession est grand et plus l’axe du fluide est incliné par rapport à celui de la
coquille.

Nous notons également la présence d’une instabilité le long de l’axe de rotation
solide du fluide à partir de Ωp = 5 rév/min (figure 3.21,b,c). Cette structure ondu-
lée stationnaire persiste même après plusieurs heures de rotation sans qu’aucune
instabilité dans l’ensemble du volume n’apparaisse. En particulier les cisaille-
ments géostrophiques ne semblent pratiquement pas affectés par cette distorsion
de l’axe.

L’élément qu’il nous semble important de noter ici est qu’en régime laminaire,
quelque soit le taux de précession, nous observons toujours des structures géostro-
phiques de grande échelle. En aucun cas nous n’avons mis en évidence des zones
de cisaillement inclinées pouvant être associées aux ondes inertielles décrites dans
le chapitre II.

Le cas des forçages importants:

α = 33 ◦, ωc = 50 rév/min, nous observons, pour Ωp > 2 rév/min, une instabi-
lité dans la partie centrale du volume (figure 3.23, b). Cette instabilité se traduit
par une ondulation des structures géostrophiques (figure 3.23, b). Nous notons un
battement de cette structure perpendiculairement à sa direction principale que
nous ne pouvons pas mettre en évidence sur les photos.

Nous n’avons pas observé de transition d’un état purement laminaire vers un
régime d’instabilités, la perturbation localisée autour de l’axe de rotation pour des
forçages faibles semble s’étendre progressivement des structures les plus internes
vers les plus externes (3.23). Ces observations sont assez proches de ce que Malkus
avait décrit comme une !!wavelike instability"" dans son expérience de 1968 (voir
chapitre d’introduction, section !!Les observations expérimentales"").

Nous notons également la présence de structures en !!filaments"" entre la partie
cisaillante la plus externe (que nous ne pouvons pas distinguer sur les photos) et
la paroi du conteneur.



Approche expérimentale de la précession. (CICERON) 121

(a) 3 rev/min (b) 7 rev/min

(c) 10 rev/min

Fig. 3.21 – Zones de cisaillement géostrophiques caractérisées par la méthode des
paillettes réfléchissantes. α = 20 ◦, ωc = 300 rév/min, précession prograde, a)
Ωp = 3 rév/min, b) Ωp = 7 rév/min, c) Ωp = 10 rév/min. L’appareil photo est
situé ∼ 90 ◦ de la tranche lumineuse.
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0.7x
L

0.7
xL

0.5x
L 0.5x

L

0.33
xL 0.33

xL

LL LL

Axe de rotation du fluide

+7 rev/min +10 rev/min

Fig. 3.22 – Nous avons défini l’axe de rotation du fluide comme étant la droite
passant par le centre de la cavité parallèle aux structures cisaillantes. En raison
du dioptre cylindrique d’une part et de la déformation liée au système optique de
l’appareil photo d’autre part, nous avons utilisé une longueur caractéristique L

identique sur les deux clichés pour effectuer des mesures relatives de la position
des structures cisaillantes. Nous voyons sur cette figure que les cisaillements géo-
strophiques sont situés à la même distance de l’axe de rotation solide du fluide
pour deux taux de précession différents. α = 20 ◦, ωc = 300 rév/min, précession
prograde.
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(a) (b)

Fig. 3.23 – Comparaison entre la distorsion de l’axe observé en précession pro-
grade pour a) α = 20 ◦, ωc = 300 rév/min, Ωp = 10 rév/min, b) α = 33 ◦, ωc = 50
rév/min, Ωp = 5 rév/min. En pointillé une structure de cisaillement qui pour un
faible forçage (a) n’est pas déformée. Comme nous l’avons montré la distance à
l’axe des cisaillements géostrophiques ne dépend pas du forçage, nous avons alors
reporté en pointillé sur la photo (b) cette même structure.
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3.4.3.2 Précession rétrograde:

En précession rétrograde nous retrouvons les résultats obtenus par Malkus
(1968[17]) et Vanyo et al. (1995[42]), à savoir qu’il existe trois régimes d’écou-
lement secondaire se superposant à la rotation solide (figure 3.24), un régime
laminaire géostrophique (figure 3.24,a), un régime correspondant à une première
instabilité principalement bidimensionnelle (figure 3.24,b,c) et enfin un régime de
turbulence développée (figure 3.24,d). Ces trois types d’écoulements apparaissent
successivement lorsque pour une vitesse de cylindre donnée nous augmentons le
taux de précession.

Le régime laminaire:

Le régime géostrophique laminaire que nous observons en précession rétro-
grade (figure 3.24,a) est comparable à celui que nous avons obtenu en précession
prograde, si ce n’est que nous n’obtenons dans ce cas qu’une seule structure domi-
nante en volume au lieu de trois. En nous plaçant à 45 ◦ de la tranche lumineuse
nous pouvons observer une zone de cisaillement géostrophique supplémentaire
dans la partie la plus externe du fluide (figure 3.25), toujours pour des raison de
déformation liée au dioptre cylindrique cette structures n’est pas visible sur des
photos prises à 90◦ de la tranche lumineuse.

Nous avons testé l’effet de la quantité de particules réfléchissantes sur le rendu
des images afin de voir si nous pouvions rendre compte de la différence entre les
régimes laminaires en précession prograde et rétrograde. La vitesse du cylindre
étant fixée nous avons fait varier le taux de précession. La figure (3.26) illustre
les résultats que nous avons obtenus avec 1ml, 2ml, 3ml d’AQ1000. Une grande
partie des structures assez fines visibles avec 1ml de solution d’AQ1000 dispa-
raissent lorsque nous augmentons la concentration de particules réfléchissantes.
Nous n’obtenons jamais une image du cisaillement comparable à ce que nous
avions pu observer en précession prograde. La différence entre les régimes lami-
naires (Ωp > 0 et Ωp < 0) correspondrait-elle à deux structures différentes du
cisaillement axisymétrique en volume?

L’instabilité bidimensionnelle:

L’instabilité 2D (figure 3.24,b,c) que nous observons en augmentant le taux
de précession se caractérise par des structures fines allongées parallèles à l’axe de
rotation du fluide. Cette instabilité semble apparâıtre d’abord dans les zones de
cisaillement laminaires (figure 3.27) puis dans l’ensemble du fluide lorsque nous
augmentons le taux de précession (figure 3.24,c). Nous n’avons pas pu à partir des
clichés déterminer la géométrie complète de ces structures, il peut s’agir encore
une fois de cylindres imbriqués les uns dans les autres ou bien de structures
en filaments pour lesquelles les longueurs d’ondes radiales que nous observons
sont représentatives de la dépendance en φ. Il s’agirait alors de colonnes alignées
suivant la direction de l’axe de rotation solide du fluide. La figure (3.27) semble
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(a) -3 rev/min (b) -4.94 rev/min

(c) -5.43 rev/min (d) -7 rev/min

Fig. 3.24 – Différents régimes d’écoulement secondaire observés en précession
rétrograde. α = 20 ◦, ωc = 300 rév/min. a) Ωp = −3 rév/min: écoulement lami-
naire, b) Ωp = −4.94 rév/min: instabilité 2D autour des structures laminaires,
c) Ωp = −5.43 rév/min: instabilité bidimensionnelle généralisée à l’ensemble du
volume, d) Ωp = −7 rév/min: turbulence développée.
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Fig. 3.25 – Visualisation de la zone de cisaillement la plus externe en régime
laminaire. α = 20 ◦, ωc = 300 rév/min, Ωp = −3 rév/min. L’appareil photo est
placé à 45 ◦ de la tranche lumineuse.

montrer une dissymétrie des structures de part et d’autre de l’axe de rotation
dans la partie centrale du fluide. La lumière provenant de la gauche sur ce cliché,
nous pensons qu’il peut s’agir d’un artéfact lié à la diminution de la luminosité
dans la partie la plus éloignée de la source.

En plus de cette instabilité il apparâıt une zone de cisaillement ondulée sur
l’axe de rotation solide du fluide semblable à celle que nous avions observée en
précession prograde.

Le régime de turbulence développée:

Le régime de turbulence développée (figure 3.24, d) apparâıt systématique-
ment après le changement brusque de direction de l’axe de rotation solide du
fluide. Bien que nous puissions distinguer dans certains cas une direction privilé-
giée des zones claires et sombres dans le plan de la tranche lumineuse, il semble
que ce régime correspond plutôt à un écoulement 3D se superposant à la rotation
solide. La technique des paillettes ne nous permet pas de caractériser ce type
d’écoulements dans la mesure où ils n’impliquent pas de cisaillements station-
naires à grande échelle facilement identifiables avec les paillettes. En particulier
il est assez difficile d’obtenir des images contrastées mettant en évidence l’aspect
tridimensionnel de cet écoulement secondaire. La gamme de paramètres pour la-
quelle nous observons ce régime correspond à celle où la colonne de billes de
céramique devient instable (3.3.1).

Nous avons reporté sur le diagramme de phase (3.28) l’ensemble de nos ob-
servations correspondant à une serie d’expériences faites pour un angle α = 25 ◦.
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(a) 1 ml (b) 2 ml

(c) 3 ml

Fig. 3.26 – Test de l’influence de la quantité de paillettes en suspension sur la
caractérisation des zones de cisaillements en volume. α = 20 ◦, ωc = 300 rév/min,
Ωp = −3 rév/min. L’appareil photo est placé à 90 ◦ de la tranche lumineuse. a)
1ml d’AQ1000, b) 2ml d’AQ1000, c) 3ml d’AQ1000.
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Fig. 3.27 – Déstabilisation de la structure cisaillante géostrophique laminaire.
α = 20 ◦, ωc = 150 rév/min, Ωp = −2.5 rév/min. Nous voyons sur la vue d’en-
semble des structures en !!filaments"" autour des zones de cisaillement externes.
Le grossissement de la partie encadrée met en évidence une structure laminaire
(les particules sont régulièrement réparties sur toutes la structure) et un cisaille-
ment plus externe qui semble avoir une structure interne en !!filaments"". Ceci
suggère que cette instabilité serait dans un premier temps localisée sur la zone de
cisaillement majeure de l’écoulement laminaire.
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Fig. 3.28 – Diagramme de phase (ωc, Ωp) regroupant les observations faites par
une méthode des paillettes pour α = 25 ◦. Les lignes sont les limites Ωp(1)
(− ·−)

¯
et Ωp(2) (−) déduites de l’approche asymptotique de Busse (Annexe A1).

Notons que lors de l’étude de la direction de l’axe de rotation du fluide nous
avions observé une variation brutale de la longitude et de la colatitude autour de
la limite Ωp(2) (−) uniquement.

3.4.4 Discussion.

3.4.4.1 Le régime laminaire:

Nous interprétons le cisaillement géostrophique le plus externe, visible uni-
quement lorsque nous nous plaçons à un angle inférieur à 60 − 70◦, comme celui
prédit analytiquement par Busse (1968[2]) (en s/R = 0.86 ) et pour lequel nous
avons proposé dans le chapitre II un mécanisme physique pour une viscosité fi-
nie. L’existence d’autres structures géostrophiques en volume reste une question
ouverte, en particulier la différence que nous observons entre précession prograde
et rétrograde pour ce régime est surprenante.

Nous avons cherché à savoir si la structure de cisaillement dominante sur les
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clichés pris à 90◦ de la tranche lumineuse en précession rétrograde correspon-
dait à un des cisaillements géostrophiques du régime de précession prograde.
Pour cela nous avons mesuré sur les photos, le rayon cylindrique correspon-
dant à cette structure en précession rétrograde puis nous avons cherché si sur
les images obtenues en précession prograde nous pouvions trouver un cisaille-
ment ayant une position et une taille équivalente (figure 3.29). Pour une posi-
tion fixe de l’appareil photo par rapport à la tranche lumineuse, le grandisse-
ment optique est le même pour les deux clichés, nous pouvons donc effectué des
mesures relatives du rayon cylindrique sans nous préoccuper du facteur géomé-
trique associé à la prise de vue. Nous avions remarqué en précession prograde
que la position des cylindres par rapport à l’axe de rotation du fluide ne sem-
blait pas dépendre du taux de précession, nous avons donc choisi de compa-
rer deux photos qui semblent représentatives du régime laminaire pour les deux
sens de rotation de la table tournante pour le même nombre d’Ekman (la vi-
tesse de rotation du conteneur), à savoir (ωc = 300 rev/min, Ωp = +7 rev/min)
et (ωc = 300 rev/min, Ωp = −3 rev/min). Il apparâıt une correspondance (en po-
sition et en taille) entre les deux structures laminaires les plus externes (sur les
clichés pris à 90◦ de la tranche lumineuse) en régime prograde et rétrograde. Pour
cette structure particulière, non seulement sa position et sa taille carctéristique
ne dépendent pas du taux de précession (voir description du régime laminaire en
prograde), mais elles ne dépendent pas non plus du sens de rotation de la table.
Pourquoi le reste du volume devrait-il se comporter différemment? Si nous re-
gardons attentivement la photo (3.25) nous voyons qu’en plus des deux cylindres
les plus marqués, il existe une structure évanescente assez fine plus interne en
volume. Cette photo a été prise lors de la même expérience que le clichés (3.24, a)
sur lequel elle n’apparait pas. Entre ces deux images seule la position de l’appareil
par rapport à la tranche lumineuse a changé, ceci nous montre la difficulté qu’il
peut y avoir a interpréter ce type de données. Nous ne pouvons donc pas tirer de
conclusion quant à la différence que nous observons entre les deux régimes lami-
naires en précession prograde et rétrograde. Il n’est pas certains que la structure
radiale du cisaillement soit différente en précession prograde et rétrograde.

Nous avons également reporté sur ces clichés la zone de cisaillement géostro-
phique prédite théoriquement (Busse 1968[2]) en utilisant les lois de déformation
du dioptre cylindrique présentés en annexe (C). Contrairement à ce à quoi nous
pouvions nous attendre elle ne correspond à aucune structure claire. Ceci pose la
question de savoir à quoi correspond une bande blanche sur les images. En l’ab-
sence de précession après plusieurs temps de spinup, le fluide n’est animé que d’un
mouvement de rotation en bloc avec le conteneur, il n’y a donc pas de cisaillement
dans le système. Nous avons pu alors observer sur les clichés que l’ensemble du
volume était sombre. Ceci tend à montrer que les structure sombres correspondent
à une zone de faible cisaillement par oposition aux structures claires.
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Fig. 3.29 – Comparaison entre le cisaillement géostrophique en régime de pré-
cession prograde et rétrograde.
Nous avons défini l’axe de rotation du fluide comme étant la droite passant par
le centre de la cavité parallèle aux structures cisaillantes. En raison du dioptre
cylindrique d’une part et de la déformation liée au système optique de l’appareil
photo d’autre part, nous avons utilisé une longueur caractéristique L identique sur
les deux clichés pour effectuer des mesures relatives de la position et de la taille des
structures cisaillantes géostrophiques. Nous voyons d’après les images qu’il existe
une correspondance (en position et en taille) entre les deux structures laminaires
situées à 0.7 ∗L en régime prograde et rétrograde. Nous avons fait figurer sur ces
images la zone de cisaillement géostrophique prédite théoriquement.



132 Approche expérimentale de la précession. (CICERON)

Nous voyons ici la nécessité de développer d’une part une méthode quantitative
permettant d’accéder à l’écoulement géostrophique dans les expériences, d’autre
part des expériences simples pour lesquelles nous pourrions interpréter simple les
structures de bandes mise en évidence par des paillettes réfléchissantes.

Que ce soit en précession prograde ou rétrograde, nous n’avons jamais observé
de structure cisaillante inclinée pouvant être associée aux ondes inertielles décrites
comme la réponse linéaire se superposant à la rotation solide.

Dans le chapitre II, nous avons montré que les vitesses parallèles aux surfaces
caractéristiques inclinées à 30 ◦ étaient proportionnelles à εE1/5 et que celles
associées à la réponse non-linéaire géostrophique du fluide se mettaient à l’échelle
en ε2 E−3/10 . L’ellipticité restant petite dans notre expérience devant la taille
caractéristique des zones de cisaillement (∝ E1/5 ), nous pouvons comme nous
l’avons proposé dans la discussion du chapitre II utiliser les résultats numériques
obtenus dans la sphère pour estimer le rapport entre le cisaillement associé aux
ondes inertielles et celui des cylindres géostrophiques.

C = s
∂ (Uφ/s)

∂s
= −1

s
Uφ +

∂Uφ

∂s
. (3.27)

Dés que nous nous éloignons de l’axe, seul le terme ∂Uφ

∂s
est important. Le rapport

entre le cisaillement inertiel et le cisaillement géostrophique se ramène alors au
rapport des amplitudes des vitesses associées aux ondes inertielles à celles asso-
ciées aux mouvements géostrophiques. Nous pouvons alors estimer le rapport des
cisaillements à partir des résultats numériques par:
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 U inertielle

φ

Ugeostrophique
φ




exp

=


 U inertielle

φ

Ugeostrophique
φ




num

εexp E1/2
exp

εnum E
1/2
num

(3.28)

Où les indices !!exp"" et !!num"" font reférence respectivement à l’expérience et au
calcul numérique.

Pour estimer l’amplitude de l’écoulement de couche limite εexp dans l’expé-
rience avons utilisé la relation entre la colatitude et ε découlant de l’approche
asymptotique de Busse (1968[2]).

ε =

∣∣∣∣
ω − ωc

ωc

∣∣∣∣ , (3.29)

ω · ωc = ω2 (3.30)

nous en déduisons
sin2(θ) = ε2. (3.31)

En utilisant les résultats numériques (γ = 0.1, E = 10−6 ) dans le cas de la sphère,
nous avons estimé le rapport (3.28) pour différentes valeurs des paramètres (ωc, Ωp
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ωc(rév/min) Ωp(rév/min ) U inertielle
φ /Ugeostrophique

φ

100 -1 0.98
-3 0.3643

150 -1 1.2
-2 0.4778

300 -2 1.15
-5 0.3375

Tab. 3.2 – Rapport (3.28) entre l’amplitude des ondes inertielles et l’amplitude
de l’écoulement géostrophique dans les expériences à partir du calcul numérique
obtenu dans la sphère pour (γ = 0.1, E = 10−6 ).

) (table 3.2 ). Sur l’ensemble des expériences pour lesquelles nous observons un
régime laminaire, l’amplitude des ondes inertielles ainsi obtenue est du même
ordre de grandeur que l’amplitude de l’écoulement géostrophique. Or nous ne les
avons jamais observées en utilisant les paillettes réfléchissantes.

Il existe cependant d’un point vue dynamique une différence fondamentale
entre ces deux types de mouvements:

Si les cisaillements géostrophiques sont des structures stationnaires dans le
référentiel en rotation solide, il n’en est pas de même pour les ondes inertielles.
En effet pour une paillette située dans le référentiel tournant du fluide, les ondes
inertielles apparaissent comme un cisaillement de fréquence ωc. Nous suggérons
que la méthode simple des paillettes ne soit pas la plus adaptée à la visualisation
de ce type de structures oscillantes. D’autres méthodes peuvent être envisagées
pour essayer d’identifier cet écoulement, s’il existe. Nous aborderons ce point en
conclusion générale de ce travail.

3.4.4.2 Les instabilités:

La turbulence en précession rétrograde, une instabilité de cisaillement?
Comme nous l’avons vu dans la section (3.3.2), il existe en précession rétrograde
un changement brusque de la direction de l’axe de rotation solide du fluide. Nous
avons cherché à savoir si ce phénomène était également associé à l’une ou l’autre
des instabilités que nous observons en précession rétrograde. Pour cela nous avons
reporté sur les diagrammes de colatitude en fonction de Ωp, les différents régimes
que nous avons pu observer (figure 3.30).

Le fait que nous observions la première instabilité avant et après le saut
brusque de l’axe de rotation solide nous montre que le mécanisme physique, encore
non identifé, responsable de ce changement brusque de direction n’est probable-
ment pas à l’origine de cette première bifurcation.

La comparaison entre la colatitude de l’axe du fluide et les différents régimes
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Fig. 3.30 – Comparaison entre l’évolution de la colatitude de l’axe de rotation so-
lide et les différents régimes observés en utilisant des paillettes réfléchissantes en
suspension dans le fluide. α = 20 ◦, a)ωc = 100 rév/min, b) ωc = 150 rév/min,c)
ωc = 300 rév/min.
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observés (figure 3.30) suggère qu’il existe pour chaque vitesse de rotation du
cylindre une première valeur critique du taux de précession correspondant à l’ap-
parition de l’instabilité bidimensionnelle et une seconde associée à la turbulence
développée. A ces taux critiques de précession correspondent des colatitudes
critiques θc, que nous déduisons des diagrammes (3.18). Nous pouvons alors in-
voquer des effets visqueux et/ou des effets liés à la forme ellipsoı̈dale du conteneur
pour tenter d’expliquer l’origine de nos observations. Dans un cas comme dans
l’autre c’est l’écart entre la direction de rotation solide du fluide et la coquille qui
joue un rôle important. En effet, plus l’axe du fluide est incliné par rapport à celui
de la coquille et plus le cisaillement de couche limite ε sera grand, donc plus le ci-
saillement localisé sur les structures géostrophiques sera important. D’autre part
l’écoulement, en particulier ses composantes géostrophiques, sera d’autant plus
perturbé par la géométrie du conteur que son axe de symétrie (axe de rotation

solide du fluide) diffère de celui du conteneur
(
k̂c

)
.

L’existence d’une colatitude critique θc est d’après (3.31) équivalente à celle
d’une amplitude critique εc de l’écoulement de couche limite. Cette hypothèse
selon laquelle le paramètre permettant de caractériser cette première bifurcation
est θc (ou εc) est compatible avec le fait que nous n’observions pas d’instabilité
en précession prograde pour α = 20 ◦. En nous appuyant sur la formulation ana-
lytique de Busse, nous avons reporté sur la figure (3.31) les colatitudes critiques
correspondant aux taux de précession critiques observés expérimentalement pour
α = 20 ◦. Nous obtenons que pour les vitesses de rotation prograde de la table
accessibles dans cette expérience, les colatitudes prédites analytiquement sont
toujours inférieures à la valeur critique. Ceci expliquerait donc l’absence de tur-
bulence bidimensionnelle pour un angle α = 20 ◦ en précession prograde.

Comme nous l’avons fait remarquer l’instabilité bidimensionnelle semble ap-
parâıtre dans un premier temps dans les zones de cisaillement les plus externes
puis dans la structure cisaillante en volume (figures 3.27, 3.24, b, c). La vitesse
azimutale dans la structure géostrophique en s/R = 0.86 se mettant à l’echelle
en ε2E−3/10 (Chapitre II), nous proposons d’interpréter la première bifurcation
observée en précession rétrograde comme une déstabilisation des structures géo-
strophiques laminaires lorsque la vitesse associée à ces cisaillements atteint une
valeur critique:

Uφ ∝ ε2
cE

−3/10. (3.32)

Nous pouvons ainsi construire un nombre de Reynolds associé à cette transition.
Ce nombre mesure le rapport des effets non linéaires, donc du terme advectif dans
l’équation du mouvement, aux effets visqueux. Il est défini par

Re = UL/ν,

où U et L sont respectivement une vitesse et une longueur caractéristiques du
système. D’après nos résultats numériques (Chapitre II) la taille caractéristique
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Fig. 3.31 – α = 20 ◦. En reportant les taux de précession critiques correspondant
à la première bifurcation sur les courbes analytiques de colatitude déduites de l’ap-
proche asymptotique de Busse (1968[2]), nous avons comparé les θc correspondant
à la première bifurcation en précession rétrograde aux valeurs théoriquement ac-
céssibles en précession prograde. Nous obtenons que pour les vitesses de rotation
prograde de la table comprise entre 0 et +10 rév/min, les colatitudes prédites ana-
lytiquement sont toujours inférieures à la valeur critique. Ceci expliquerait donc
l’absence de turbulence bidimensionnelle pour un angle α = 20 ◦ en précession
prograde.
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ωc (rév/min) Re

150 (3 ± 1) 103

300 (3 ± 1) 103

Tab. 3.3 – Nombre de Reynolds caractérisant la première bifurcation en préces-
sion rétrograde.

des structures cisaillantes se met à l’échelle en E1/5. Comme précédemment nous
avons utilisé les résultats numériques (γ = 0.1, E = 10−6 ) pour estimer les
vitesses azimutales associées aux structures géostrophiques:

U = Rωc

(
(Uφ)num

εnumE
−3/10
num

εexpE
−3/10
exp

)
= 7.10−3Rωc εexpE

−3/10
exp , (3.33)

L = R

(
δSnum

E
1/5
num

)
E1/5

exp = 1.92R E1/5
exp . (3.34)

Où δSnum est la taille caractéristique sur laquelle se fait le cisaillement géostro-
phique, nous avons utilisé la valeur donnée dans la table (2) de l’article du chapitre
II.

Re = 1.3 10−2ε2
expE

−11/10
exp . (3.35)

Si nous avons pu observer cette première bifurcation sur un nombre de points
(Ωp, ωc) raisonnables (figure 3.31), nous ne disposons en revanche que de trois
expériences au cours desquelles nous avons effectué une détermination de la di-
rection de l’axe de rotation solide autour de cette première bifurcation (α =
20◦, ωc = 100, 150, 300 rév/min). Nous n’avons observé ce régime de trubulence
bidimensionnelle que pour les deux dernières. Pour ωc = 100 rév/min il est pro-
bable que ce régime, s’il existe, correspond à une plage très réduite de taux de
précession, inférieure à la précision avec laquelle nous pouvons ajuster la vitesse
de rotation de la table tournante. Ceci peut alors expliquer que nous ayons ob-
servé directement une transition du régime laminaire vers le régime de turbulence
développée.

A partir des deux expériences à 150 et 300 rév/min nous avons calculé les
nombres de Reynolds en utilisant la relation (3.31) pour déterminer ε (table 3.3).
L’erreur de l’ordre de 5◦ que nous faisons sur la détermination de la colatitude
introduit une erreur relative sur le nombre de Reynolds d’environ 30%. Il est
difficile de tirer une conclusion quant à ce résultat avec simplement 2 observations,
une étude sur une plus large gamme de vitesses de rotation de la coquille et
d’angle α est nécessaire. Il semble néanmoins que la valeur critique du nombre de
Reynolds que nous obtenons ne dépend pas de la vitesse de rotation du cylindre
et donc du nombre d’Ekman.
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Une telle hypothèse suggère que l’ellipticité et l’angle dont nous inclinons
l’axe de la coquille par rapport à l’axe de précession ne jouent un rôle que dans la
détermination de la rotation solide du fluide et donc dans l’amplitude de l’écou-
lement géostrophique, ce serait alors les effets visqueux qui sont à l’origine de la
déstabilisation des structures laminaires.

La seconde transition identifiée en précession rétrograde peut alors être dé-
crite soit comme une seconde bifurcation du système de cylindres en rotation
différentielle soit comme une instabilité d’une autre nature pour laquelle l’ellip-
ticité pourrait jouer un rôle beacoup plus direct. Dans les expériences que nous
avons effectuées, lorsque pour une valeur critique du taux de précession le système
atteint le régime de turbulence développée nous n’avons pas observé de retour à un
état laminaire, même après plusieurs dizaines de minutes. Cette transition vers la
turbulence est en ce sens assez différente de celle des instabilités elliptiques déjà
observées expérimentalement (Malkus 1994[18], figure 3.32) pour lesquelles des
cycles d’hystérésis sont mis en évidence.

La distorsion des structures géostrophiques, un effet de l’ellipticité?
La distorsion de l’axe de rotation solide et des structures géostrophiques que nous
avons observée n’a pas encore fait l’objet d’une étude approfondie dans le cadre
de cette expérience. En comparant cette structure (3.23) avec les observations
de Malkus (1994[18]) lors d’une expérience au cours de laquelle il impose une
perturbation elliptique par déformation de la paroi d’un cylindre en rotation
(figure 3.32), nous pouvons penser qu’il s’agit d’une perturbation induite par
l’ellipticité du conteneur. Kerswell (1993[13]), Seyed-Mahmoud et al. (2000[30]),
Kerswell (1999[15]), ont montré que ce type d’instabilités pouvait dans certaines
circonstances donner lieu à des résonances entrâınant alors une déstabilisation
complète de l’écoulement (figure 3.32, b). Nous interprétons donc cette distorsion
des strutures comme un effet du à la seule forme ellipsöıdale du conteneur.

Comme nous l’avons mentionné, l’axe constitué de billes de céramique semble
pour de forts taux de précession apparâıtre puis disparâıtre avec une certaine
régularité. Malkus en 1989 (Malkus 1994[18]), a pu observer un phénomène com-
parable de croissance d’une instabilité suivi d’une turbulence dévellopée puis d’un
retour à un état laminaire s’accompagnant d’une nouvelle croissance (figure 3.32).
La similitude entre nos observations et celles rapportées par Malkus suggère que
nous puissions être en présence d’une instabilité de type elliptique. Il est impor-
tant de noter ici que nous n’avons pas pu mettre en évidence un tel comportement
cyclique de la distorsion des structures avec des paillettes réfléchissantes en préces-
sion prograde ou rétrograde. Les paramètres (ωc, Ωp, α) pour lesquels nous avons
observé ce comportement oscillant de l’axe de rotation correspondent à ce que
nous avons identifié comme des régimes de turbulence développée par la tech-
nique des paillettes. Il n’existe alors aucune structure de cisaillement à grande
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échelle pouvant mettre en évidence une déformation associée à l’ellipticité du
conteneur. La seule structure de grande échelle qui persiste est la rotation solide
à laquelle précisément les billes de céramique sont sensibles. Il est alors possible
que nous ayons la superposition de deux instabilités, l’une de cisaillement mise
en évidence par les paillettes l’autre due à l’ellipticité et perceptible à travers le
comportement des billes de céramique. Cependant, contrairement aux paillettes,
les billes de céramiques n’ont pas la même densité que le liquide, quel est alors
le rôle des forces d’Archimède? Ceci pose la question de savoir si le caractère
cyclique que nous avons observé n’est pas un artéfact lié aux traceurs que nous
avons utilisé. D’autres études nous paraissent nécessaires afin de pouvoir conclure
quant à l’occurrence de ce phénomène.

3.5 Conclusion.

Nous avons proposé dans ce chapitre une méthode quantitative basée sur la
mesure de la pression associée à la rotation solide du fluide pour caractériser la
direction du vecteur ω.

En comparant la direction de l’axe de rotation du fluide déduite des mesures
de pression avec une observation directe utilisant une suspension de billes de
céramique nous avons pu !!valider"" cette technique dans une gamme de para-
mètres pour laquelle l’écoulement est laminaire. Cette méthode étant nouvelle,
nous devons rester prudent quant au degré de validité de nos résultats lorsqu’un
écoulement turbulent se superpose à la rotation solide du fluide.

Une approche analytique dans la limite des faibles viscosités (Busse 1968[2])
conduit dans certaines conditions à l’existence de plusieurs solutions pour la ro-
tation solide du fluide. Nous avons montré à partir de nos déterminations expéri-
mentales que le système sélectionnait toujours la solution correspondant au plus
petit écart entre la direction de rotation du fluide et celle de la coquille. Le sens
physique de cette observation n’est actuellement pas clairement établi. Pourquoi
le système sélectionne-t-il une branche de solution plutôt qu’une autre? S’agit-il
d’une minimisation de la dissipation visqueuse dans la couche d’Ekman, ou d’un
changement d’équilibre entre les couples?

Nous avons également cherché à caractériser l’écoulement secondaire se su-
perposant à la rotation solide en utilisant une méthode de visualisation directe.
Nous avons ainsi retrouvé les résultats des études antérieures (Malkus 1968[17],
Vanyo et al. 1995[42]) à savoir qu’en précession rétrograde il existe principalement
trois régimes d’écoulement secondaire, un régime laminaire constitué de cylindres
géostrophiques coaxiaux alignés avec l’axe de rotation solide du fluide, un régime
de turbulence bidimensionnelle et un régime de turbulence développée. Nous pro-
posons à l’issue de cette étude que la première bifurcation observée en précession
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Fig. 3.32 – Croissance et explosion d’une instabilité elliptique observée expéri-
mentalement (Malkus 1994[18]). Un cylindre rempli d’eau en rotation rapide est
déformé radialement par pincement (a). La déformation elliptique des lignes de
courant associées à la rotation solide du fluide est la source d’une onde inertielle
(distorsion de l’axe de rotation solide (Kerswell 1999[15])) qui dans certaines
conditions entrâıne la croissance d’une instabilité (1) allant jusqu’à une déstabi-
lisation complète de l’écoulement (2). Il apparâıt alors un nouvel état transitoire
de spin-up du fluide (3) puis le processus de croissance recommence avec une
symétrie opposée (4).
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rétrograde corresponde à une déstabilisation des structures géostrophiques lami-
naires sous l’effet d’un cisaillement trop important.

De manière apparemment indépendante de ces différentes bifurcations, il se
développe dans le système une instabilité se caractérisant par une déformation
des structures géostrophiques. Nous proposons que cette dernière soit due à l’el-
lipticité du conteneur, elle est alors d’autant plus importante que l’axe de rotation
solide du fluide est incliné par rapport à celui de la coquille.

Une étude systématique par la méthode des paillettes que nous avons utilisée
sur l’ensemble des paramètres accessibles avec cette expérience devrait pouvoir
nous guider vers une compréhension physique de ces instabilités.
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Chapitre 4

Conclusion générale et
perspectives.
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4.1 Conclusions.

A travers une approche numérique en géométrie sphérique du problème de la
précession nous avons montré que les éruptions de la couche d’Ekman naissant
d’une rotation équatoriale différentielle entre le fluide et le conteneur induisaient
en volume deux types d’écoulement. Un premier écoulement correspondant à la
réponse linéaire du fluide aux interactions de couche limite peut être décrit par des
cisaillements en volume le long des cônes caractéristiques émanant des latitudes
critiques dont le demi-angle au sommet est de 30◦. Nous avons pu vérifier que
la taille caractéristique de ces structures correspondait à celle des éruptions de
couche limite, c’est à dire proportionnelle à E1/5. Nous avons trouvé que l’ampli-
tude de la vitesse qui leur est associée était directement reliée à celle du pompage
d’Ekman autour des latitudes critiques, c’est à dire u ∝ E1/5.

La réponse non linéaire du fluide s’organise quant à elle sur des surfaces ca-
ractéristiques cylindriques, parallèles à l’axe de rotation solide du fluide. La taille
caractéristique du cisaillement géostrophique à l’aplomb des latitudes critiques
est elle aussi définie par celle des éruptions (E1/5). La vitesse est cette fois dé-
terminée par un équilibre entre l’accélération induite en volume par le pompage
d’Ekman résultant des interactions non linéaires dans la couche limite et la dissi-
pation visqueuse aux extrémités des cylindres géostrophiques. La couche limite à
l’intérieur de laquelle s’effectue la dissipation est d’épaisseur E1/2. Cette vitesse
purement azimutale est proportionnelle à E−3/10.

Nous avons pu montrer que les mécanismes associés à l’écoulement géostro-
phique identifiés dans la sphère permettaient de rendre compte de la mesure
expérimentale du cisaillement géostrophique effectuée par Malkus en 1968 ([17])
dans un conteneur d’ellipticité 1/25. Ceci tend à montrer que les mises à l’échelle
que nous avons obtenues dans la sphère restent valables lorsque le conteneur est
ellipsöıdal, du moins tant que nous pouvons approximer la paroi par une sphère
sur l’échelle caractéristique de l’éruption de couche limite, c’est à dire tant que
l’ellipticité est inférieure à E1/5.

Au cours de cette thèse, nous avons realisé une expérience de précession dans
un ellipsöıde (η = 1/25) dans le but d’étudier d’une part la rotation solide du
fluide et d’autre part les différents régimes d’écoulement secondaire déjà mis en
évidence par Malkus en 1968 ([17])et Vanyo et al. en 1995 ([42]).

En développant une méthode de détermination de la direction du vecteur
rotation solide du fluide basée sur une mesure de la pression, nous avons été à
même de mettre en évidence un changement brusque de la direction de l’axe de
rotation du fluide pour certains taux de précession. Bien que ce comportement
singulier puisse être prédit en s’appuyant sur l’approche asymptotique de Busse
(1968[2]), les mécanismes physiques qui le caractérise ne sont actuellement pas
identifiés.
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Nous avons également étudié les différents régimes d’écoulement se superpo-
sant à la rotation solide du fluide par une technique classique de visualisation
directe utilisant des paillettes réfléchissantes. Il apparâıt principalement trois ré-
gimes distincts sur l’ensemble des expériences que nous avons faites:

1. Un régime d’écoulement géostrophique laminaire. (Précession prograde et
rétrograde)

2. Un régime de turbulence bidimensionnelle. (Précession rétrograde unique-
ment)

3. Un régime de turbulence développée. (Précession rétrograde uniquement)

Nous avons proposé d’interpréter la première bifurcation comme une instabilité
de cisaillement des structures géostrophiques.

Il existe également une perturbation se caractérisant par une distorsion des
structures géostrophiques, cette dernière est bien identifiée dans le cas de la pré-
cession prograde pour lequel aucune instabilité de cisaillement ne semble se déve-
lopper. Ces observations sont compatibles avec l’idée d’une déformation due à la
forme elliptique du conteneur, à l’image de ce qu’a pu observer Malkus dans son
expérience de 1989 ([18]).

Que pouvons déduire de ces résultats d’un point de vue

géophysique?

Une application au cas terrestre de nos résultats suppose que nous fassions
comme nous l’avons mentionné dans l’introduction un certain nombre d’hypo-
thèses fortes. Tout d’abord nous ne tenons pas compte des effets liés à la graine
solide; nous avons également supposé que le liquide était homogène et incompres-
sible. Enfin nous n’avons pas pris en compte les interactions de cet écoulement
avec le champ magnétique. Ces hypothèses nous conduisent à une première esti-
mation de la dynamique du noyau liquide sous l’effet de la précession du manteau.

La dynamique du noyau associée à la précession.

La première grandeur que nous pouvons estimer est l’amplitude de la com-
posante de rotation différentielle entre le noyau liquide et le manteau associée à
la précession de l’axe de rotation de ce dernier. Les paramètres caractérisant la
précession dans le cas de la Terre nous autorisent à appliquer la formule analy-
tique obtenue par Busse (1968[2]) pour déterminer la valeur du paramètre ε. Nous
caratériserons par la suite les grandeurs associées au noyau terrestre par l’indice
!!T "".

εT ∼ 1.7 10−5. (4.1)
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Pour une viscosité νT ∼ 10−6, le nombre d’Ekman calculé sur le rayon total du
noyau liquide (3480km) est quant à lui de l’ordre de 10−15.

Bien que l’ellipticité de la frontière noyau manteau (1/400) soit de l’ordre de

grandeur de la taille des éruptions de la couche d’Ekman
(
∼ 2E1/5

T = 1/500
)
,

nous pouvons faire l’hypothèse que le rapport des vitesses le long des cônes ca-
ractéristiques et de celles associées à l’écoulement géostrophique peut encore être
déterminé en nous appuyant sur les résultats numériques obtenus pour un conte-
neur sphérique. En appliquant la même technique de mise à l’échelle que dans la
discussion des résultats expérimentaux,


 U inertielle

φ

Ugeostrophique
φ




T

∼ 10−2. (4.2)

Il semble donc que dans le cas du noyau de la Terre, contrairement aux expériences
de laboratoire, les ondes inertielles de fréquence diurne soient négligeables devant
la composante stationnaire géostrophique. La vitesse azimutale associée à ces
structures stationnaires peut être déduite des calculs numériques en appliquant
toujours les mêmes règles de mise à l’échelle, nous obtenons ainsi,

(Uφ)T ∼ 4 10−5 ms−1, (4.3)

ce qui comme nous l’avons mentionné dans la conclusion du chapitre II est
du même ordre de grandeur que les vitesses estimées à la surface du noyau
∼ 10−4 ms−1. Ces mouvements stationnaires dans le référentiel du fluide. L’axe
du noyau et celui du manteau étant presque confondus, ces mouvements sont
donc quasi-stationnaires pour un observateur situé à la surface de la Terre, si
de tels écoulements sont stables nous pouvons envisager de les détecter à partir
des variations temporelles du champ magnétique à la surface noyau manteau. La
taille caractéristique de la zone de cisaillement géostrophique serait quant à elle
de l’ordre de 3.5km.

Un tel cisaillement géostrophique au sein du noyau peut-il être stable? Il est
assez difficile de répondre de façon certaine à cette question tant que nous n’aurons
pas mieux identifié dans les expériences les paramètres caractérisant les différentes
transitions vers la turbulence. Le mouvement de précession du manteau de la
Terre étant rétrograde, nous pouvons néanmoins comparer le nombre de Reynolds
cinétique de cette structure pour le noyau à la valeur critique qui semble se dégager
de l’étude expérimentale de la première bifurcation.

ReT ∼ 105. (4.4)

Sous réserve que le nombre de Reynolds critique que nous avons obtenu dans
les expériences (Rec ∼ 3.103) puisse être extrapolé au cas du noyau, c’est à
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dire en supposant qu’il ne dépende ni du nombre d’Ekman ni de l’ellipticité,
nous observons que ces structures ne peuvent pas rester laminaires. Nous n’avons
actuellement pas identifié le paramètre permettant de caractériser la transition de
la turbulence bidimensionnelle vers la turbulence développée, il est donc difficile
de prédire quel est exactement le degré de turbulence du noyau associé à la
précession.

En nous basant sur les mise à l’échelle des structures laminaires géostro-
phiques, nous pouvons obtenir une première estimation du nombre de Reynolds
magnétique,

RmT ∼ 0.2. (4.5)

Cette valeur est certes trop petite pour pouvoir jouer un rôle important dans
les processus dynamo, en particulier elle montre que pour de telles structures le
champ magnétique induit reste petit devant le champ principal.

Comme nous venons de le montrer l’écoulement secondaire induit par la pré-
cession n’est certainement pas laminaire dans le cas du noyau. Nos observations
expérimentales de la turbulence dans ce type de système suggèrent que les mou-
vements turbulents soient de plus petite échelle que les structures géostrophiques
laminaires. Quel est alors le nombre de Reynolds cinétique de ces écoulements?
Existe-t-il un effet moyen de grande échelle pouvant intervenir dans les processus
dynamo au sein du noyau?

La dynamique associée à la nutation libre du noyau.

Les amplitudes actuelles des rotations équatoriales du noyau liquide associées
aux différents forçages lunisolaires sont deux ordres de grandeur inférieure à celle
induite par la précession (Greff-Lefftz et Legros 1999[7]). Il est alors raisonnable
de penser que la contribution à la dynamique du noyau associée à la FCN reste
négligeable. En revanche lors des résonances entre ce mode propre du noyau et
certaines ondes de marée luni-solaire, l’amplitude du mode de rotation équatoriale
crôıt de manière dramatique jusqu’à atteindre des valeurs 100 fois supérieures à
celle associée à la précession d’après Greff-Lefftz et Legros 1999 ([7]). La dyna-
mique du noyau n’est certainement pas insensible à ce type d’évènements. L’am-
plitude des mouvements géostrophiques étant proportionnelle à ε2, le nombre de
Reynolds cinétique associé aux cisaillements en volume est alors 104 fois supérieur
à celui que nous avons pu estimer pour la précession.

ReT ∼ 109. (4.6)

Il est alors légitime de ce poser la question de savoir si le noyau n’est pas dans
ces conditions dans un état de turbulence développée. Quel est alors le rôle de
ces écoulements turbulents sur le comportement du champ magnétique? Quelles
sont les interactions entre ce noyau turbulent et le manteau ou la graine?
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4.2 Perspectives expérimentales.

Toutes les questions géophysiques que nous venons de soulever nécessitent de
quantifier davantage nos observations expérimentales.

Les mesures de vitesse par effet Doppler.

L’effet Doppler est généralement associé à la mécanique relativiste, il est pour-
tant présent même dans les systèmes non relativistes. L’exemple le plus connu est
certainement celui du son perçu par un observateur sur le bord de la route lorsque
qu’un véhicule se rapproche ou s’éloigne de lui. Le mouvement de ce dernier par
rapport à l’observateur entrâıne une modification de la fréquence de l’onde acous-
tique émise par le moteur qui ce traduit par un son de plus en plus aigu lorsque le
véhicule se dirige vers l’observateur et de plus en plus grave lorsqu’il s’en éloigne.

L’effet Doppler est utilisé dans les expériences de mécanique des fluides pour
mesurer une composante de la vitesse. Le principe de la mesure est schématisé
sur la figure (4.1). Des particules en suspension de densité la plus proche possible
de celle du liquide font office de traceurs dans l’écoulement, une sonde emet une
onde dans la gamme des ultrasons dans une direction particulière (f ∼ 4MHz).
Lorsque cette onde rencontre une particule, elle se réfléchie avec une fréquence
légèrement différente f + δf , où δf est le décalage Doppler. Ce dernier est direc-
tement reliée à la composante de vitesse U du réflecteur parallèle à la direction
d’émission.

Dans notre expérience de précession, nous envisageons d’utiliser cette tech-
nique pour étudier la vitesse associée à l’écoulement secondaire se superposant à
la rotation solide du fluide. Pour cela nous devons choisir judicieusement l’empla-
cement de la sonde.

Si la sonde se trouve dans le référentiel de la table tournante nous savons
décrire simplement l’ensemble des composantes laminaires de l’écoulement secon-
daire obtenues numériquement. L’axe de rotation solide du fluide est alors fixe
dans l’espace, le champ de vitesse associé aux zones de cisaillement inclinées à 30◦

est stationnaire tout comme celui des cylindres géostrophiques. La seule position
de la sonde permettant d’une part d’avoir un couplage mécanique avec le fluide
ou le plexiglas et d’autre part d’être stationnaire dans le référentiel de la table
tournante est suivant l’axe du conteneur. Dans notre expérience cela revient à
placer la sonde dans l’orifice se trouvant dans la partie supérieure de la cavité,
comme indiqué sur la figure (4.2).

Nous avons effectué quelques expériences préliminaires dont nous présentons
très succintement les résultats dans le paragraphe suivant.

Pour la première fois dans une expérience de précession nous pensons avoir
mis en évidence la présence des !!ondes inertielles"" dans le volume.
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Fig. 4.1 – Schema de principe de la mesure de vitesse par effet Doppler. Considé-
rons un fluide dans lequel se trouve des particules en suspension, chaque particule
échantillonne le champ de vitesse locale du fluide. Nous nous sommes ramené
dans cet exemple à un cas plan, où nous pouvons décrire la vitesse en chaque
point du fluide par les deux composantes U et U

′

.
Une sonde émétrice-réceptrice immergée dans le fluide ou en contact avec la paroi,
envoie une onde ultrasonore de fréquence femission dans une direction. Lorsque
celle-ci rencontre une particule elle est en partie réfléchie avec une fréquence
freflexion = femission + δf , où δf est le décalage Doppler proportionnel à l’am-
plitude de la composante de vitesse U parallèle à la direction d’émission. Cette
technique permet donc d’obtenir la composante de la vitesse dans une direction
donnée en fonction de la distance d à la sonde. Aucun décalage Doppler n’étant
associé à la composante U

′

perpendiculaire à la direction d’émission nous n’avons
accès par cette méthode qu’à une seule composante de la vitesse.
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Fig. 4.2 – Schéma de l’expérience préliminaire que nous avons effectuée. L’axe
du fluide étant incliné par rapport à celui de la coquille nous voyons que l’onde
émise par la sonde coupe les cônes caractéristiques en deux points. D’après la
figure de droite, une partie de la vitesse le long des surfaces caractéristiques se
projette suivant la direction d’émission, cette composante (U ) est alors suceptible
d’être mesurée.
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Fig. 4.3 – Comparaison entre les mesures de vitesse par effet Doppler et les profils
synthétiques déduits des calculs numériques dans la sphère. L’angle θ entre l’axe
du fluide et celui du conteneur estimé à partir des déterminations expérimentales
comportant des barres d’erreur de l’ordre de 5◦, nous avons encadré les résultats
expérimentaux par deux profils synthétiques correspondant à θ = 5◦ et θ = 7.5◦.
Cette figure semble montrer que nos observations expérimentales sont compatibles
avec la présence d’ondes inertielles dans le système.

En utlisant les calculs numériques linéaires de spin-over dans la sphère et leur
mise à l’échelle présentée dans le chapitre III, nous avons reproduit les résultats
synthétiques que nous devrions observer par une mesure de la vitesse par effet
Doppler dans l’expérience schématisée sur la figure (4.2). La comparaison entre
synthétiques et mesures expérimentales (figure 4.3) semble montrer que la vitesse
que nous mesurons correspond principalement à la trace des ondes inertielles
dans le système. Ces résultats, s’ils sont confirmés, permettent de réconcilier les
approches numériques ou théoriques avec les expériences. Si nous avons la preuve
que des structures cisaillantes inclinées à 30◦ existent, il nous faut plus que jamais
nous poser la question de savoir pourquoi elles n’ont jamais pu être mises en
évidence avec des paillettes réfléchissantes.
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La méthode des paillettes réfléchisantes.

Si la méthode des paillettes réfléchissantes est un moyen simple et économique
de caractériser une partie de la dynamique de ce type de système, elle n’en reste
pas moins essentiellement qualitative. Pour pouvoir aller plus loin dans l’interpré-
tation de ce genre de données, il est important de pouvoir répondre à la question:
Qu’est ce qui détermine le fait qu’une paillette s’oriente ou ne s’oriente pas suivant
une direction privilégiée? Nous avons jusque là considéré qu’il s’agissait d’une va-
leur seuil du cisaillement, dans ces conditions pourquoi ne voyons nous pas les
ondes inertielles dans notre système. Une des différences fondamentales entre les
structures inertielles et les structures géostrophiques est que si les dernières sont
stationnaires dans le référentiel du fluide, les premières oscillent à la fréquence
de rotation du conteneur. Le temps joue-t-il un rôle quant à l’alignement des
paillettes suivant le cisaillement? Des expériences assez simples devraient pouvoir
nous permettre de mieux contraindre nos interprétations.

Mesures de vitesse par PIV.

Nous envisageons également d’utiliser des systèmes de mesure de la vitesse
par suivi automatique de particule. Ces techniques sont plus lourdes à mettre en
oeuvre que la mesure par effet Doppler, elles ont l’avantage de nous permettre
d’accéder à deux composantes de la vitesse. De telles techniques permettraient
en particulier de confirmer la présence des ondes inertielles dans le système.

4.3 Perspectives numériques.

Plusieurs évolutions de notre approche numérique sont envisageables, nous
pouvons chercher à explorer les effets d’une graine, de l’ellipticité ou du champ
magnétique dans notre modèle. Nous disposons actuellement d’un code en géomé-
trie sphérique nous permettant d’effectuer des calculs non linéaires à des nombres
d’Ekman relativement bas pour lesquels nous avons pu identifier des lois de com-
portement asymptotique. Nous envisageons de reprendre notre étude en ajoutant
une graine au centre de la cavité. nous présentons sur la figure (4.4) les premiers
résultats que nous avons obtenus en reprenant le problème linéaire du spino-
ver avec des conditions aux limites rigides semblent montrer qu’il existe, comme
l’avait observés (Hollerbach et Kerswell 1995[10], Tilgner 1999[35]), des structures
cisaillantes en volume associées à certaines singularités de la couche limite à la
surface de la graine. Comment ces structures se mettent-elles à l’échelle, existe-
t-il un écoulement géostrophique associé aux éruptions de couche d’Ekman de la
graine?
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Fig. 4.4 – Calcul linéaire de !!spinover"" en présence d’une graine, E = 10−7.5,
ri = 0.2, où ri est le rayon de la graine. De gauche à droite nous avons représenté,
Ur, Uθ, Uφ , après avoir retiré la rotation solide. Il apparait en plus des cisaille-
ments associées aux éruptions de la couche d’Ekman en r = 1 des structures
cisaillantes en volume propres à la graine.
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L’autre voie que nous nous proposons d’explorer est celle des conteneurs ellip-
tiques. Nous avons montré que pour de petites ellipticités une étude en géométrie
sphérique permettait de rendre compte des observations expérimentales dans des
ellipsöıdes faiblement aplatis. Qu’en est-il lorsque l’ellipticité devient suffisam-
ment grande pour que les cônes caractéristiques ne se refléchissent plus sur eux
mêmes? Les mises à l’échelle des structures que nous avons obtenues sont-elles en-
core valables? Les cisaillements le long des cônes caractéristiques restent-ils aussi
important et localisés?

4.4 Le mot de la fin.

A tout seigneur tout honneur, le mot de la fin sera de Henri Poincaré,

!!Mais tous mes efforts ne servirent d’abord qu’à mieux me faire
connâıtre la difficulté, ce qui était déjà quelque chose.""

H. Poincaré, extrait de Science et méthode, Flammarion, 1908.
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Annexe A

Calcul de l’écoulement de
rotation solide, Busse 1968

Nous proposons dans cette annexe de reprendre les grandes lignes de l’étude
analytique de Busse (1968) portant sur la détermination du vecteur rotation solide
du fluide, et d’en discuter certains résultats qui nous sont utiles lors des discussions
dans les chapitres de cette thèse.

Le problème étudié est celui d’un conteneur rempli d’un liquide de faible
viscosité (ν), de forme ellipsöıdale (rayon R, ellipticité η), en rotation autour
d’un axe k̂c à la fréquence ωc et en précession autour d’un axe k̂p à la fréquence
Ωp. ωc étant supposé positif nous définissons le sens de précession prograde par
Ωp > 0 et le sens de précession retrograde par Ωp < 0. L’auteur propose une étude
assymptotique de l’écoulement de rotation solide de Poincaré et de la réponse
non linéaire géostrophique laminaire du liquide à l’excitation de précession du
conteneur.

Le nombre d’Ekman est défini par E = ν
ωcR2 , les variables de temps et d’espace

sont adimensionnées respectivement par ω−1
c et R. Pour des raisons de lisibilité

nous avons conservé les mêmes notations pour les grandeurs adimensionnées que
pour les grandeurs dimensionnées en posant ωc = 1.Hypothèses :

Cette étude est une approche assymptotique reposant sur les hypothèses sui-
vantes:

1. Le fluide est incompressible, et homogène:

∇u = 0 (A.1)

ρ = cte (A.2)

2. L’écoulement est stationnaire:

∂u

∂t
= 0 (A.3)
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3. L’ellipticité est faible: les termes d’ordre O (η2) sont négligeables.

4. La viscosité est suffisament petite pour pouvoir négliger les termes d’ordre
O (E). L’auteur fait alors une approximation de couche limite en supposant
que la viscosité ne joue aucun rôle en volume.

5. L’écoulement dans la couche limite est de faible amplitude (ε),

ε = |k̂c −ω| (A.4)

L’auteur introduit alors une double décomposition de la vitesse en fonction
des paramètres

√
E, ε :

ui = u0
0 + εu1

0 + ... + ε
√

Eu1
1 + ... (A.5)

ũ = εũ1
0 + ... + ε

√
Eũ1

1 + ... (A.6)

ui étant la vitesse en volume et ũ la vitesse dans la couche limite. u0
0 =

k̂c × r. La même décomposition est appliquée à la pression.

6. L’écoulement en volume d’ordre O(ε) est de vorticité uniforme:

k̂c × r + εu1
0 = ω × r (A.7)

εu1
0 : La réponse linéaire du fluide.

A.1 Principe de la détermination analytique:

Dans la première partie de son étude, l’auteur s’attache à déterminer le vecteur
rotation solide du fluide (ω). Fondamentalement la détermination de cet axe
repose sur l’équilibre entre le couple inertiel, le couple de pression et le couple
visqueux. En nous plaçant dans le référentiel attaché à k̂p cet équilibre s’exprime
par:

2Ωp

∫ (
k̂p × u

)
× rdV +

∮
n̂× prdΣ = E

∮
(n̂ · ∇u − 2n̂ × u) dΣ (A.8)

En négligeant le terme de dissipation et en intégrant sur le volume uniquement
cet équilibre s’écrit:

2Ωp

∫ (
k̂p × ui

)
× rdV +

∮
n̂× pidΣ = −

∮
(ui · n̂ui) × rdΣ (A.9)

Suivant l’hypothèse selon laquelle l’écoulement en volume est principalement une
rotation solide cette dernière équation peut être interprétée comme l’équilibre
entre le couple inertiel associé à la rotation en bloc ω × r, le couple
de pression et le couple exercé par la couche limite sur le volume

fluide
(
n̂ · u1

1 = n̂ · ũ1
1

)
.
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L’auteur montre alors que la résolution complète du problème à l’ordre O (ε)
(détermination de εu1

0) suppose qu’il existe une solution ε
√

Eu1
1 en volume. Cette

condition de solvabilité s’exprime par:

ω · k̂c = ω2. (A.10)

Physiquement cela signifie que le système s’organise de manière à ce
qu’il n’y est pas de rotation différentielle entre le fluide et la coquille
dans la direction ω.

Finalement en résolvant l’écoulement de couche limite l’auteur obtient une
formulation implicite du vecteur rotation solide (Busse 1968 3.19) qui ne dépend
que de deux nombres sans dimension γe, γν :

γe =
Ωp/ωc

η
, γν =

Ωp/ωc

E1/2

Elle s’exprime alors par:

ω = ω2k̂c +
Aω2

A2 + B2
k̂c ×

(
k̂p × k̂c

)
+

Bω2

A2 + B2
k̂c × k̂p, (A.11)

avec,

A =
0.259

γν

√
ω

+ cos(α) +
ω2

γe
, (A.12)

B =
2.62ω

γν
. (A.13)

Le domaine de validité de cette détermination est donné par:

min


 |Ωp| sin (α)√

E
,

α∣∣∣Ωp · k̂c + η
∣∣∣
,
|Ωp|
|η|


 + 1.

Cette formulation étant implicite nous obtenons les vitesses angulaires ω solutions
de (A.11) en résolvant l’équation:

∆ (ω) = (ω · ω) − ω2 = 0. (A.14)

A.2 Discussion

Notre propos ici n’est pas de faire une étude complète de cette détermina-
tion analytique, pour cette raison nous n’avons résolu numériquement l’équation
(A.14) que dans un certains nombres de cas utiles pour pouvoir discuter les résul-
tats numériques et expérimentaux que nous avons obtenus pendant cette thèse.
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Fig. A.1 – Composante équatoriale et composante axiale du vecteur rotation solide
adimensionné du fluide pour un conteneur sphérique. Les étoiles correspondent
aux conditions dans lesquelles nous avons effectué des calculs numériques.

En nous restreignant à certains sous espaces (γe, γν) nous ne perdons pas la gé-
néralité des résultats obtenus.

En géométrie sphérique (η = 0) le seul paramètre déterminant l’axe de
rotation solide est γν , il existe alors quelque soit la valeur de ce dernier une
solution unique à l’équation (A.14) à partir de laquelle nous déduisons d’après
(A.11) une direction unique de l’axe de rotation solide du fluide. Nous avons
illustré ceci en nous plaçant dans les conditions de notre étude numérique dans la
sphère (α = 23.5 deg, 10−3 < |γν| < 103). Qu’il s’agisse de précession prograde ou
rétrograde l’axe de rotation solide du fluide passe continuement d’une direction
parallèle au vecteur rotation de la coquille (|γν | + 1) à une direction antiparallèle
au vecteur précession (|γν | , 1) (figure A.1). Pour un conteneur de forme
ellipsöıdale les résultats sont très différents.

En précession prograde il existe toujours une solution unique à l’équation
(A.14), le vecteur rotation solide du fluide est alors parfaitement déterminé.
Comme dans le cas d’une cavité sphérique la direction de l’axe passe continue-
ment de k̂c à −k̂p. Contrairement à la viscosité, l’ellipticité tend à ramener l’axe

de rotation solide vers le plan
(
k̂c, k̂p

)
.

En précession rétrograde pour certaines valeurs des paramètres (γν , γe) il existe
plusieurs solutions (ωi) à l’équation (A.14). A chacune d’elle correspond alors un



Annexes 159

vecteur rotation solide ωi (ωi, θi, φi), avec

cos (φi) = −ωi

ωi
·
k̂c ×

(
k̂p × k̂c

)

sin (α)
, (A.15)

sin (φi) =
ωi

ωi
· k̂p × k̂c

sin (α)
, (A.16)

cos (θi) =
ωi

ωi
· k̂c. (A.17)

Nous avons illustré ce résultat en nous plaçant dans les conditions d’une de
nos expériences (α = 25 deg, η = 1/25, ωc = 300 rev/min) et en faisant varier
le taux de précession (A.2). Dans ces conditions les paramètres sans dimensions
(γν , γe) sont reliés linéairement, comme nous l’avons fait remarquer plus haut nous
ne perdons pas pour autant la généralité des résultats ainsi obtenus. Le même type
de représentation que celles que nous avons employées pour décrire la position de
l’axe de rotation solide du fluide dans un conteneur sphérique devenant difficiles à
interpréter nous avons reporté sur la figure (A.2) la longitude φi et la colatitude θi

ainsi que le module de la rotation solide. Ces résultats servant à l’interprétation de
nos observations expérimentales nous avons conservé les grandeurs dimensionnées.

Nous retrouvons les deux cas limites ou l’axe de rotation du fluide est paral-
lèle au vecteur rotation du conteneur pour Ωp + 1 et antiparallèle au vecteur
précession pour Ωp , 1. Entre ces deux limites apparâıt une gamme de taux
de précession (Ωp(1) − Ωp(2)) pour laquelle il existe plusieurs vecteurs rotation
solide vérifiant l’equation (A.14).

Nous distinguons sur la figure (A.2) trois branches de solutions, la branche
1 correspondant aux vecteurs de rotation de plus grande amplitude et de plus
petite longitude, la branche 2 aux vecteurs rotation de plus petite amplitude et
de plus grande longitude et enfin la branche 3 qui semble intermédiaire. Toutes
ces solutions vérifient l’équilibre de couple (A.8), elles représentent donc toute
un état stationnaire du système. L’existence d’une solution unique pour Ωp(1) >

Ωp > Ωp(2) suppose alors que nous puissions définir un critère de stabilité, ce que
nous n’avons pas été en mesure de faire jusqu’à présent.

Nous ne pouvons donc pas prédire à priori le chemin suivi par l’axe de ro-
tation solide du fluide lorsque nous passons de (Ωp + 1) à (Ωp , 1), ou inver-
sement. Cependant, en l’absence de perturbation l’hypothèse qui nous semble la
plus probable est que lorsque nous partons d’un état stable pour lequel l’axe de
rotation est déterminé de manière unique, |Ωp(1)| < |Ωp| ou |Ωp| > |Ωp(2)|, le
système va resté sur la même branche de solutions jusqu’à ce que celle-ci dispa-
raissent complètement. En faisant cette hypothèse nous voyons immédiatement
que les solutions de la branche 3 ne sont jamais sélectionnées par le système. Si
nous reprenons les résultats (A.2) avec cette hypothèse il apparâıt alors un cycle
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Fig. A.2 – Longitude, colatitude et module du vecteur rotation solide en précession
rétrograde. (α = 25 deg, η = 1/25, ωc = 300 rev/min).



Annexes 161

−10.0 −8.0 −6.0 −4.0 −2.0 0.0

Ω
p
 (rev/min)

0.0

50.0

100.0

150.0

φ
 (

d
e
g
)

Longitude

Retrograde

branche 1

branche 2

−10.0 −8.0 −6.0 −4.0 −2.0 0.0

Ω
p
 (rev/min)

0.0

20.0

40.0

60.0

80.0

θ
 (

d
e
g
)

Colatitude

Retrograde

branche 1

branche 2

Fig. A.3 – Chemin suivi par l’axe de rotation du fluide en faisant l’hypothèse que
lorsque nous partons d’un état stable pour lequel l’axe de rotation est déterminé
de manière unique, |Ωp(1)| < |Ωp| ou |Ωp| > |Ωp(2)|, le système va resté sur la
même branche de solutions jusqu’à ce que celle-ci disparaissent complètement.

d’hystérésis (A.3) lorsque nous faisons varier le taux de précession. Il existe alors
deux discontinuités de la direction de l’axe de rotation du fluide en Ωp(1) et en
Ωp(2) où l’axe saute brutalement d’une branche de solutions à l’autre.

La compréhension du(des) mécanisme(s) physique(s) permettant de rendre
compte des bornes (Ωp(1), Ωp(2)) devrait nous éclairer sur la nature du critère de
stabilité d’un tel système.
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Annexe B

Rappels sur les harmoniques
sphériques.

B.1 Définitions

Les harmoniques sphériques sont un ensemble de fonctions complexes Ylm(θ, φ)
définies sur la sphère. Elles sont définies pour l = 0, 1, 2, . . . , +∞ et m = −l, . . . , 0, . . . , l.
Leur expression est la suivante(conventions de Stacey):

Ylm(θ, φ) = Clm ℘m
l (cos θ) eimφ pour

{
l = 0, 1, 2, . . . , +∞
m = 0, 1, . . . , l

(B.1)

Et, pour m négatif, elles sont définies par la relation de symétrie:

Yl −m(θ, φ) = (−1)m Y ∗

lm(θ, φ)

(Y ∗

lm désigne le conjugué de Ylm).

Clm est une constante de normalisation et ℘m
l est la fonction associée de Le-

gendre de degré l et d’ordre m. Elles sont définies ci-après.

B.2 Propriété d’orthogonalité.

Les harmoniques sphériques ainsi définies sont intrinsèquement orthogonales
deux à deux. On choisit généralement la constante de normalisation Clm de ma-
nière à ce qu’elles soient orthonormées:

∫ π

−π

∫ π

0
Ylm(θ, φ)∗ Yl′m′(θ, φ) sin θ dθ dφ = 4πδll′ δmm′
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où δij est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 autrement.

Cette relation d’orthonormalisation donne implicitement une valeur à Clm:

Clm =

√√√√(2 − δm0)(2 l + 1)
(l − m)!

(l + m)!

B.3 Les fonctions associées de Legendre.

La fonction associée de Legendre ℘m
l (x) est définie pour |x| ≤ 1 par (conven-

tions de Stacey):

℘m
l (x) = (1 − x2)

m
2

dm

dxm
℘l(x) pourm ≥ 0

où ℘l(x) est le polynôme de Legendre de degré l.

Cette relation n’est bien évidemment valable que pour m positif(définition de
Ferrers). Afin de définir les fonctions associées de Legendre pour m négatif consi-
dérons une autre expression des polynomes de Legendre(formule de Rodrigues):

℘l(x) =
1

2ll!

∂l

∂xl
(x2 − 1)l

Nous obtenons ainsi une nouvelle expression pour ℘m
l (x):

℘m
l (x) =

(1 − x2)
m
2

2ll!

∂dl+m

∂xl+m
(x2 − 1)l (B.2)

En appliquant le théoreme de Leibnitz nous trouvons la relation:

℘−m
l (x) = (−1)m (l − m)!

(l + m)!
℘m

l (x) pour m > 0 (B.3)

Les ℘m
l (x) étant définis pour −l < m < l, nous pouvons généraliser l’expression

des harmoniques sphériques pour m négatif. Nous rappelons enfin la définition
des polynômes de Legendre ℘l(x):





℘0(x) = 1
℘1(x) = x

(n + 1) ℘n+1(x) = (2n + 1) x Pn(x) − n ℘n−1(x) pour n > 1



Annexes 165

B.4 Expression de quelques harmoniques sphé-

riques.

Nous donnons ci-dessous les expressions des harmoniques sphériques jusqu’au
degré 2 compris:

Y00(θ, φ) = 1

Y1−1(θ, φ) = −
√

3 sin θ e−iφ Y10(θ, φ) =
√

3 cos θ Y11(θ, φ) =
√

3 sin θ eiφ

Y2−2(θ, φ) = −
√

15

2
sin2 θ e−2iφ Y2−1(θ, φ) =

√
15 cos θ sin θ e−iφ

Y20(θ, φ) =

√
5

2
(3 cos2 θ − 1)

Y21(θ, φ) =
√

15 cos θ sin θ eiφ Y22(θ, φ) =

√
15

2
sin2 θ e2iφ

Propriété fréquemment utilisée.
Les harmoniques sphériques vérifient la propriété suivante:

L2 = − 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ylm

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2Ylm

∂φ2
= l (l + 1) Ylm (B.4)

qui est par exemple particulièrement intéressante pour exprimer le laplacien
d’une fonction mise sous la forme F (r) Ylm(θ, φ) :

∆ [F (r) Ylm(θ, φ)] = Ylm(θ, φ)
1

r2

[
d

dr
(r2 F ′(r)) − l(l + 1) F (r)

]

B.5 Les harmoniques sphériques forment une base.

L’ensemble des harmoniques sphériques forme une base de l’ensemble des fonc-
tions définies sur la sphère. C’est-à-dire que toute fonction F (θ, φ) vérifiant:

F : [0, π] × [−π, π] → C

avec





F (θ,−π) = F (θ, π) ∀θ ∈ [0, π]
F (0, φ1) = F (0, φ2) ∀(φ1, φ2) ∈ [−π, π]2

F (π, φ1) = F (π, φ2) ∀(φ1, φ2) ∈ [−π, π]2
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se décompose sur cette base suivant:

F (θ, φ) =
+∞∑

l=0

l∑

m=−l

flm Ylm(θ, φ) (B.5)

Les coefficients flm sont donnés par:

flm =
∫ π

−π

∫ π

0
Y ∗

lm(θ, φ) F (θ, φ) sin θ dθ dφ (B.6)

Cette propriété (le fait que les harmoniques sphériques forment une base des
fonctions définies sur la sphère), ainsi que leurs caractéristiques, font que les
décompositions en harmoniques sphériques sont tout à fait l’équivalent, dans la
géométrie sphérique, des transformées de Fourier dans le cas plan.

Remarque: si F est une fonction réelle, alors fl−m = (−1)mf∗

lm et réciproque-
ment.
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Annexe C

Le dioptre cylindrique.

Cette annexe décrit comment nous avons évalué la déformation associée au
dioptre cylindrique dans l’Expérience CICERON.

C.1 Calcul théorique de la déformation.

Pour effectuer le calcul théorique de la déformation géométrique, nous nous
sommes placé dans l’approximation de l’optique géométrique. C’est à dire que
nous avons considéré que notre appareil photo était situé à une distance infinie
de la cavité. Les rayons lumineux parvenant sur le plan film sont alors parallèles
à l’axe optique du système (∆). Le conteneur que nous utilisons ayant une forme
extérieure cylindrique nous n’avons pas de déformation parallèlement à l’axe de
rotation de ce dernier, mais seulement suivant le rayon cylindrique s.

Nous avons considéré deux interfaces, une première interface air-plexiglas (S1),
et une seconde plexiglas-eau (S2). Nous nous sommes donnés la distance s∗ entre
un point M∗ du plan image (plan film de l’appareil) et l’axe optique et nous
avons cherché à savoir quel était le point source (M) du plan méridien de la
cavité qui lui correspondait (figure C.1). Pour cela nous avons reconstruit le trajet
lumineux de M∗ à M en utilisant les lois de Descartes à chaque interface. Nous
définissons les points intermédiaires (M1, M2 )du trajet optique comme indiqué
sur la figure (C.1). Nous avons utilisé les indices de réfraction suivant pour les
différents milieux.

EAU PLEXIGLAS AIR

ne = 1.33 np = 1.5 na = 1

Nous avons reconstruit la trajet optique de M à M ∗ en appliquant les lois de
Descartes en (M1, M2) :

np sin (i1) = na sin (j1) , enM1, (C.1)



168 Annexes

ΔΔ

MM
11

MM
22

SS
**

SS

jj
11

ii
11

jj
22

ii
22

MM

MM
**

SS
11

SS
22

EAU AIR

P
L
E
X
IG
L
A
S

150 mm

125 mm

Fig. C.1 – Reconstitution du trajet optique d’un point source M vers un point
image M∗ à travers un dioptre cylindrique. Puisqu’il n’y a pas de déformation
suivant l’axe du conteneur nous pouvons nous ramener à une étude à une di-
mension, celle du rayon cylindrique s. Cette figure représente la cavité vue de
dessus.

ne sin (i2) = np sin (j2) , enM2. (C.2)

Nous avons ainsi déterminé de manière implicite S en fonction de S∗ (figure C.2,
b).

C.2 Détermination expérimentale de la défor-

mation.

Nous avons ensuite vérifié expérimentalement que la déformation théorique
ainsi obtenue permettait de rendre compte de l’image d’une grille régulière placée
dans un plan méridien de la cavité à travers le dioptre. Pour pouvoir comparer
l’image non déformée et l’image déformée nous avons ouvert le cylindre et n’avons
rempli que le demi ellipsöıde inférieur de la cavité . La figure (C.3) illustre com-
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Fig. C.2 – Effet du dioptre cylindrique dans notre expérience sur l’image d’un
plan méridien. a) Image déformée d’un plan méridien de la cavité b) comparaison
entre la déformation radiale théorique obtenue en appliquant les lois de Descartes
et la déformation observée expérimentalement sur le cliché (C.3). C’est à partir
de cette figure que nous avons reconstruit l’image (a) d’un quart de plan méridien
(c) au travers du dioptre. c) Plan méridien non déformé par le dioptre cylindrique.
Nous avons reporté sur chacun des quart de plan méridien le cisaillement géo-
strophique prédit par l’approche analytique de Busse (1968). Dans un plan non
déformé ce cisaillement est situé en s/R = 0.86, une fois déformé par le dioptre
ce dernier nous apparâıt en s∗/R∗ = 0.96, où R∗ est le rayon apparent de la
cavité.
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Fig. C.3 – Détermination expérimentale de la déformation de la grille. Nous
reporté sur cette figure, les grandeurs mesurées s et s∗, ainsi que le pas de grille
de 10 mm que nous avons choisi et l’emplacement de la zone de cisaillement
géostrophique déterminée théoriquement par Busse (1968). Cette structure est
située en s/R = 0.86, soit pour cette expérience en s = 107mm, nous avons
reporté cette même structure sur la grille déformée, elle est alors en s∗ = 144mm.
La largeur que nous lui avons donnée est arbitraire.

ment nous avons déterminé la déformation radiale associée au dioptre cylindrique.

Nous avons reporté sur la figure (C.2, b) la détermination expérimentale de la
déformation associée au dioptre cylindrique. L’approximation de l’optique géomé-
trique n’est certes pas tout à fait juste avec des dioptres aussi prononcés, toutefois
elle nous permet de rendre compte de manière satisfaisante de la déformation de
la grille.

Nous avons utilisé les points expérimentaux de la figure (C.2, b) pour reporter
la position théorique du cisaillement géostrophique sur les clichés du chapitre II.



Bibliographie 171

Bibliographie

[1] H. Bondi and R. A. Lyttleton. Ii. the effect of precession on the motion of
the liquid core. Proc. Camb. Phil. Soc., 49:498–515, 1953.

[2] F. H. Busse. Steady fluid flow in a precessing spheroidal shell. J. Fluid
Mech., 33:739–751, 1968.

[3] E. Dormy. Modélisation numérique de la Dynamo Terrestre. Thèse de l’Ins-
titut de Physique du Gloge de Paris, IPGP, 1997.

[4] N. Florsch, F. Chambat, J. Hinderer, and H. Legros. A simple method
to retrieve the complex eigenfrequency of the earth’s nearly diurnal free
wobble:application to the strasbourg superconducting gravimeter data. Geo-
phys. J. Int., 116:53–63, 1994.

[5] G. A. Glatzmaier and P. H. Roberts. A three dimensional self-consistent
computer simulation of a geomagnetic field reversal. Nature, 377:203–209,
1995.

[6] H. P. Greenspan. The theory of rotating fluids. Cambridge University Press,
Cambridge, 1968.

[7] M. Greff-Lefftz and H. Legros. Correlation between some major geological
events and resonnances between the free core nutation and luni-solar tidal
waves. Geophys. J. Int., 139:131–151, 1999.
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