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INTRODUCTION

{. Généralités @

Dans de nombreux problémes de contrdle optimal, le contr8le
n'intervient qu'a une suite d'instants et non pas de fagon perma-
nente. Donnons tout de suite un exemple simple pour fixer les idées,
Considérons un matériel qui se dégrade au cours du temps et suppo-
sons que son état d'usure % 1'instant t soit noté Xys avec X, € {0,1]
ot "1" signifie "matériel neuf", "O", "matériel hors d'usage". L'évo-
lution de x, est en général aléatoire mais on suppose que l'on observe

.t

Xy ¥ t. A tout instant t, on peut remplacer le matériel par un maté-

riel neuf du méme type.

Appelons "état du systeme" 4 t, soit Vi 1tétat d'usure du maté-
riel en fonctionnement & t : y, va brusquement prendre la valeur 1 & un
instant de remplacement puis 1'évolution de 1'état continuera librement

jusqu'au prochain instant de remplacement.

Supposons mainterant qu'un coiit est associé & 1'évolution de y,
(coﬁt d'entretien par exemple), et que les matériels neufs doivent &tre
payés & un prix dorné. Un probléme naturel est celui de la détermina-
tion d'une suite d'instants de remplacement qui minimise un colit global
de fonctiomnement (coflt d'entretien plus coflt de remplacement) sur une

période donnée.

Plus généralement, on peut supposer que le matériel peut &tre
remplacé par un autre du mme type meis "d'occasion". On doit alors
faire le choix de 1'état du nouveau matériel pour chaque date de rem-

placement et des états des matériels remplagantis.

D'autres types de rpblémes de contrdle présenteront cette méme
caractéristique, & savoir que l'on recherche une suite (Tl,gl) iz
"dtimpulsions" que 1l'on fait subir 3 1'état de systéme de fagon & mini-

miser un certain critere.
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Citons, & titre d'exemple, les probléemes de démarrage de machines !
on démarre ou oh arréte des unités de production selon‘l'avolution de la
demande (cf. [37], L38]), ou encore on cherche & effectuer des travaux &
des postes de service différents suivant la longueur des files d'attente
qui se preduisent en amont de ces postes de service (cf. |55]). On pour-
ra trouver de nombreux autres exemples dans A. BENSOUSSAN - J.L, LIOKS
[11], [12], qui ont appelé "problémes de contrdle impulsionnel" ce type

de situaticons,

Dans toutes ces situaticns, il peut, d'autre part, se produire
que 1'effet d'une décision ne scit pas instantané mais nécessite un cer-
tain délai (délai de livraison pour la gestion de stocks, délai de mise
en route de machines etc...). Ce délai peut 8tre fixe ou alédatoire. la
formulation mathématique d'un prcbleme de contrdle impulsicnnel demande-

ra que soient précisés :

- la dynamique du systeme sans contréle (ex ¢ loi d'évolution de

xt pour le matériel type)

- les contréles admissibles (ex : suite (Tl,gl) i > 1, comportant

des contraintes telles que ls retard..) ;

— 1'évolution de 1'état du systéme pour un cortrdle admissible

quelcongue (ex ¢+ loi d'évolution de yt)

- un critére [ex : cofit global de gestion...).

L'objet de ce travail est d'étudier des problémes de contrfile im-
pulsionnel pour une large classe de prccessus sotcchastique et dans une

grande variété de situations.

o, les processus aléatoires envisagés

les processus aléatoires que 1'on considérera ici seront toujours
des processus de Markov, Il semble que ce soit 12 un cadre suffisamment
général pour l'essentlel des applications quand 1'observaticen du sys-
tame est compléte, D'autre part, dans la quasi-totalité des problémes

de contrdle stochastique étudiés jusqu'd présent, il n'y a que dans le
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cas markovien (ou dans des cas qui s'y ramérent) que l'on a su obtenir
des résultats permettant un calcul effectif d'un contrdle optimal {ou

plutdt d'une approximation d'un contréle optimal).

Ce type de considérations nous a amends & rechercher une formu-
lation générale des problémes de contr8le impulsionnel pour une classe
assez large de processus de Markov et 4 &tendre les méthedes de résolu—
tions utilisées par A, BENSOUSSAN - J.L. LIONS pour le cas des processus

de diffusion.

%, la formulation des problémes de contrdle impulsionnel :

le principe de la formulation des problemes de contrdle sera le
suivant : partant de la donnée d'un processus de Markov scus la forme
dtune famille de probabilités Px (ot x varie dans un espace d'états E)
sur un espace de trajectoire Q on définira une famille de contrdles ad-
missibles V et pour chaque v € V, on construira une famille de proba-
bilité P: sur  ou un espace plus grand. Px représente 1'évolution du
systéme sans ccntrdle, P:, 1'évolution du systeéme soumis au contrdle v.
Le critdre sera alors l'espérance d'une fonctionnelle de 1'état et du
contrdle. la définition des probabilités P; sera différente suivant que
1'on aura b étudier un probldme avec retard déterministe, un probléme
"instantané", ou avec un retard aléatoire. En fait, toutes les construc-
tions pourraient &tre faites 3 1%aide des techniques que 1'on utilisera
pour le cas instantané ; mais les simplifications notables du cas du
rgtard fixe font que 1l'on donnera une construction particuliére pour

cette situation.

4, Méthodes de résolutions :

Pour chaque type de probléme, on g'intéressera surtout a l'exis-
tence d'un contrdle optimal et & la caractérisation du cofit optimal,
permettant si possible un calcul effectif, Formellement, le principe

des méthodes utilisédes repose sur la programmation dynamique.

Nous allons reprendre ici 1'exemple préliminaire pour donner une

idée intuitive des méthodes et des résultats.
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Supposons que X, soit un processus de Markov de semi-groupe o(t)
de générateurs infinitésimal A, et notons f{x) le cofit d'entretien par
unité de temps guand l'usure est x, k le cofit de remplacement., Soit
v o= (Ti) i > 1 un contrdle, notons yt(v) 1'état du systéme & t quand

on utilise v.

Formellement, on prend comme critére

. oo i
(1) 3 (v) = EU e®t(y_(v))as + Tk ey, = x] .
0 iz
On note
{2) ulx) = Inf Jx(v)
v

olest le colit optimal quand 1'état initial est x.

Effectuons le raisonnement classique de la programmation dynami-
que. A un instant t quelconque deux décisions sont possibles, remplacer
ou attendre jusqu'a t+d & > 0. Comme le probléme est homogene en temps

i1 suffit de raisomner avec t = 0.

En supposant que les décisions ultérieures sont optimales, les

cofits correspondants sux deux décisions possibles seront

¢!
It

k + ul1) si l'on remplace,

]
i

s}
r —as - b :
d = sinon,
5 E[JO e f(ys)s + e u(yé)l Y X]

comme il n'y a pas de contrdle sur [0.6]1, v, évolue comme le
processus de markov L avec @(s) comme Semi groupe.

Le cofit optimal vérifiera alcrs

[

ulx) = min (c,,c.) -
172

So0it encore

(%) ulx)

It

® 5
min[k + w(1), E j\ s %%0(s)f(x)ds + e a(s)ulx)].
0



Si 1'on suppose u suffisamment régulidre, on aura par les propri-

s I .
¢tés des semi groupes

&
Eaéé(é)u(x) = ulx) + j\ e %0(s) [Au-au](x)ds ,

et comme u = min (01,02) => u< 01. u < 02, (u—cl)(u—cz) =0, 1'on
obtient :

- Au + qug £,
(4) u(x) < k + u(1)

(mau + ou = £){u-=k = u(1)) =0 .

L'équation (3) signifie en particulier qu'il sera optimal de

remplacer le matériel dés gue u(xt) devient égal & k + u(1).

On voit que la connaissance de u(x) y x permet de déterminer un
contrdle optimel : si & t u(xt) < k + u(1) on ne fait rien, si & t,

u(xt) = k + ul1) on remplace le matériel,

D'autre part (3) et (4) donnent deux types de cornditions pour
u. Mais (%) ne fait intervenir gue le semi groupe, et (4) le généra-
teur infinitésimal, Cependant seule (4) sera (dans certain cas) suscep-
tible d'un calcul numérique, son inconvénient étant de nécessiter une
régularité importante de u. Il ne sera donc pas étonnant de constater
dans les chapitres qui suivent, que 1'on obtient des conditions du type
(3) de fagon assez générale alors que des incquations du type (4) ne

seront établies que dans des cas tres particuliers,

Par ailleurs, une fagon d'étudier (3). (qui est 1'équation fonec-
tionnelle de la programmation dynamique), est d'utiliser une méthode

itérative du tygpe
n n—1 é—as =ad n
(5) u' = min (k + uw (1), j‘ s als)fds + e als)u (s))
o

Comme on le verra, ceci revient & considérer une suite de problémes
d'tarrét optimal qui ont été étudié depuis longtemps {cf. [33] par exem-—

ple).
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L'analogue de (5) pour les inéquations (4) est l'une des méthodes
introduites par A, BENSOUSSAN - J.L. LIONS [12] pour momtrer 1'existence
d'une solution dans le cas des diffusions. Ces deux auteurs ont d'autre
paft montré le rapport existant entre les inéquations variationnelles

et les problemes d'arrét optimal de diffusion (cf, (7] entre autres),

De la mBme fagon, dans les cas oll ceci sera possible, on cherchera
d'abord & relier les problémes d'srrét optimal & des inéquations varia-
tionnelles de fagon & pouvoir utiliser des méthodes similaires a celles
de A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS pour obtenir les inéquations du probléme

de wntrdle impulsionnel,

5, Conception de la rédaction,

Les remarques qui précédent sont 3 la base de la méthode que 1l'on
utilisera tout au long de ce travil : on étudiera une suite de problémes
d'arrdt optimal dont on cherchera % montrer la convergence vers le cofit
optimal u, Ces remarques motivent également 1'étude des problémes d'arrét
optimal qui constituera le premier chapitre et ou lt'on établira un cer-
tain nombre de résultats essentiels pour la suite. L'étude de ces pro-
bidmes sera faite pour une méthode tres différente de celle de SHIRTIAEV
[65] (par exenple) : elle reposcra sur les propriétés d'un probléme ap-
proché : le probleme "pénalisé" qui est 1'analogue stochastique de 1'équa-
tion pénalisée utilisée de fagon classique pour 1'étude des inéquations

variationnelles (e¢f. J.L. LIONS [41] pep exemple).

Ce premier chapitre sera l'occasion d'introduire un certain nombre
d'exemples : processus semi markoviens et processus de diffusion avec
sauts nobtamment, qui seront repris dans les chapitres ultérieurs, Pour
ces exemples on étudiera en particulier les inéquetions variationnelles

associées aux problémes d'arrét optimal.

On aborde un premier type de probléme de contrble impulsionnel
dans le chapitre 2. On a choisi de commencer par le cas des problemes

avec retard déterministe, quand aucune décision ne peut &tre prise avant
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1'effet de la dernidre décision, car c'est le cas le plus simple a la
fois pour ce qui est de la construction du "processus contrdlé" et de
1'étude de la régularité du cofit optimal, On traitera dans ce chapitre
la situabion envisagée dans les préliminaires ("remplacement de maté-
riels") et le cas correspondant & la gestion des stocks., Il faut noter
que ce dernier cas inclus de nombreuses situations qui peuvent avoir une
modélisation du méme type que la gestion des stocks (gestion de tréso-
rerie, de portefeuilles, gestion de réservoirs, etc,,.) . Les situations
du type "démarrage d'unités de production" qui donnent lieu & des sys-
tomes d'inéquations seront traitées dans un chapitre ultérieur car elles

font l'objet de techniques particuliéres.

Au chapitre 3, on examinera les difficultés qui apparaissent quand
on autorise une décision alors que (du fait du retard), la décision pré-
cédente n'a pas encore été suivie d'effet. Il existe en effet des situa-
tions ob la contrainte imposée au chapitre 2 n'est pas réaliste; prenons
comme exemple la détermination des instants de démarrage et d'arrét
d'unités de production : il n'est pas raisonnable alors de supposer
qu'aucune décision ne sera prise pendant la "montée en puissance" d'une

unité que 1l'on vient de démarrer (cf. le cas des centrales thermigues

(377, [38]).

Du point de vue théorique, ceci introduit quelques dirficultés
techniques, mais les résultats du chapitre 2 s'étendent cependant sur
des cas particuliers, on montrera que ces problémes donnent lieu 4 des
inéguations quasi-varistionnelles pour lesquelles, d'ailleurs, il n'y a
pas encore de démonstration "analytique" de l'existence d'une solution,
On utilisera de facon essentielle les méthodes probabilistes au chapitre

4 pour les processus de diffusion,

Le contrdle impulsionnel "instantané" fait 1'objet du chapitre 5.
Les méthodes utilisédes se distinguent de celles du chapitre 2 sur deux

points

- pour la définition du processus contrdlé : la difficulté tenant

au fait que les instants de saul décidés peuvent &tre "imprévisibles®,
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alors qu'au chapitre 2, une fois la décision prise a4 une date 7, 1l'on

savait que 1'effet de la décision se produirait & t+h,

— pour 1l'étude de la régularité (continuité) du colit optimal, on
utilisera l'adaptation d'un résultat de J.L. HMENALDI [45 ] (qui sera

d'ailleurs utilisé plusieurs fois dans les chapitres suivants),

Ceci dit, le schéma général de la démonstration de l'existence
d'un contrdle optimal et de la caractérisation du colit optimal restera

analogue & celui du chapitre 2.

La mdme remarque s'applique au chapitre 6 qui traitera des problemes
avec retard stochastique ol la construction du processus contrdlé sera
sicilaire 3 celle du cas insteantané, On se restreint dans ce chapitre 6,
aux processus de diffusion (sank imbrication des retards) par commodité,
mais 1'extension & des processus de Markov plus généraux et aux retards

imbriqués peut &tre faite avec les méthodes des chapitres 2 et 3,

Les “problémes donnant lieu & des systémes d'inéqustions" sont

étudiés au chapitre 7, Le contrble consiste ici & choisir un processus

de Markov parmi une famille finie de tels processus, On peut ainsi modé-
liser le contrdle des arréts et des démarrages d'unités de production,

la famille de processus représentant par exemple les évolutions possibles
de la production pour les diverses valeurs du nombre d'unités au marché.
cf. [37], [38] pour 1'exemple important des centrales thermiques). Du
point de vue probabiliste, la position du probléme est un peu plus simple
que dans les cas précédents, cependant on ne saura étudier les systéemes
d'inédquations guasi varistionnelles correspondantes que dans quelques cas
particuliers {on retrouvera ici 1'un des problemes ouverts les plus im-

portants des IQV : la régularité des solutions).

Enfin le chapitre 8 sera consacré a 1'étude de la dépendance du
cofit oplimal d'un probléme d'arrét ou de contrdle impulsionnel par rap-

port a un paranmdtre,



- ix -

Ceci nous permettra d'étudier 1'approximation d'un probléme de con-
tréle impulsionnel pour une diffusion par un probléme analogue pour un

processus de saut pur : l'inéguation correspondant i ce dernier est alors

beaucoup plus facile & résoudre.
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Orientation.

On établit ici un certain nombre de résultats sur les pro-
blemes de temps d'arrdt optimaux pour une classe de processus de
Markov (essentiellement : Felleriens)., On s'intéresse surtout &
la régularité (notamment 1a continuité) du cofit optimal et aux cas
ol ce dernier 3st solution d'une inéquation variationnelle. On
éterd pour cela les méthodes et les résultats de A. BENSOUSSAN f

J.L. LIONS [10], [11] qui considéraient des processus continus,



I.t. HYPOTHESES, NOTATICONS, POSITION DU PROBLENE.

Soit E un espace localement compact & base dénombrable,
muni de la tribu borélienne, On se donne un processus de Markov

homogene, continu & droite, & valeurs dans E, noté

(1.1) X = (g, :it, F, 0., x Px) .

t!
On supposera pour simplifier que la durée de vie est in-
finie,

Si & est un ouvert de K, on notera
'UG=Inf (S;:O,XSE'O).

On notera dtautre part
o(t) 1le semi groupe associé & Px
B 1'espace des fonctions mesurables bornées sur E
C 1'espace des Tonctions continues bornées sur E

B et C sont munis de la norme du sup gqui en fait des espaces

de Banach (|| £]] = sup |£(x)]).
X € B

On note aussi

CO 1ltespace des fonctions continues, nulles & 1'infini
BO = {f ¢ B, Lim &(t)f=f dans B pour la convergence fai-
.t
Lo ble}

(ctest-a-dire ||@(t)f” est borné et

Lim (®(t)f)(x) = £(x) Vx €¢E ef [21]).
t 10

B - {£eB, mn [alt)-tf=0]
£t 10



i le générateur infinitésimal faible de &(t) ot

ﬁﬁ son domaine dans Bo'

On posera

e v]
(1.2) Raf = jr Easé(s)f ds (résclvante de @),
0

On supposera toujours (propriété de Feller)

o(t)t e ¢ ¥ feco

(1.3)
Lim &(t)f(x) = f(x) ¥ fecC
t 10

Quand E n'est pas compact, on utiligera dans certain cas une hypo-

thése supplémentaire
a(t)f € ¢ Yfeco ,
o 0

E eat un espace métrique dont les bornés

fermés sont compactjg st s1 d est la dis-

(1.4) tance, alors ¥ T
YT(R) = Sup Px [ sup d(xt,x) > R
x €K C=Et =T

tend vers 0 quand R 1 e |

les hypothdses précédentes ((1.3) et @(t) chg Co), impliquent que

X est quasi continu & gauche, c'est-a-dire si 1 est uns suite
n

croissante de temps d'arrédt et T, t =, alors

X X Px ps sur {1 < + =} , ¥ x €E

Quand £ est compact (1.%) suffit (CO = C}, et quand E est

seulement localement compact,(i.}) et &(t) ¢ < ¢ impliquent que
c= G



@(t) est faiblement continu sur Co et donc que X est quasi continu

4 gauche. (cf. MEYER [48])-

Remarque IL,1.1.

a) En modifiant (eventuellement) les tribus Et’ on peut
toujours se ramener au cas ol T, est un temps d'arrét de Et, v G
ouvert de E, Bn particulier si Q = D(O,m;E). et 3t les tribus cano-

niques universellement complétées cn aura cette propriété (cf, f19]).

b) Le fait que l'on suppose la durée de vie infinie se tra-

duit par

(1.5) a{t)t = 1

Faiscns dés maintenant guelques remarques sur les hypotheses

@(t)C < ¢ implique en particulier

(1.6) fec => RfE€C,
_et
b
(1.7) j so(t)f ds € C .
a

(cf. Dynkin [21] p. 57,58. Th. 2.4. Lemme 2.4),

On a également f ¢ ﬁo =) Raf est 1l'unique solution de

(1.8) - kv tav ="~ v € ﬁE .

(1.3) et @(t)co € C_ impliquent que ®(4) est faiblement continu
sur CO (cf. Yosida [ 7%) p. 233), et donc le domaine de son géné-
rateur (dans CO) est dense dans CO (cf. Dynkin [21]).



ILe cas E compact contient le cas particulier ol E est le
compactifié d'un espace E localement compact de type dénombrable,
Mais il faut noter que dans ce cas C(B) est égal & l'espace des
fonctions de ia forme £ + a ol £ ¢ CO(E) et 8 est une constante.
L'hypothése (1.4) interviendra quand on voudra utiliser des fonc-
tions continues bornées quelconques sur un espace localement com-
pact, Elle sera vérifide dans le cas des diffusions, ou des diffu-

. A
sions & saut,.

Le probléme de temps dfarrdt optimal :

Soit @« > 0, 1 € B, L € B, 7 1'ensemble des temps d'arrét
(de la famille 3t), on pose pour T € 7 :

(1.9) 1 (e) = B () 0L e+ 3 )
o]

Le probléme est de minimiser la fonctionnelle JX(T) sur 7,

On pose

(1.10) u(x) = Inf JX(T)
T €M
On va,dans les sections suivantes, étudiér. la centinuité
de u et 1'existence d'un temps d'srrdt optimal, On utilisera pour
cela un prcbléme intermédiaire : le probléme "pénalisé" dont les

travaux de A, BENSOUSSAN J.L. LIONS ont montré 1'utilité, (cf. [10],

M1,



I.2, ETUDE DU PROBLEME PENALISE.

(2.%) On note DO un sous espace de B fermé pour

la convergence faible , ﬂﬁﬁJﬁﬂ l@ﬂ1 §P(kg JV&T

On suppose donnés

~

L€ BO N DO , 1L € Btels que Yy >0

(2.2)
+
RL¢C, (v-1) ¢ecnD , ¥YveECnD.,.
Y 0 0
On cherche u_ solution du probléme
(2.%) w €D, elt) u_ et @(t)(u8~1)+ sont faible-
ment mesurables, et
[ +
. = L - ~(u =1
(2.4) u = R[L--(u-1)"]

Exemple I.2.1. Lec, 1¢C, D =B,

Fxemple I.2.2. "Soit & un ouvert de B

TO:Inf (s = 0, xs,‘_{@)

(2.5) On suppose que @(t),semi groupe du processus

(i.e. @(t)elx) =E_ glx ))

X
tato tAT,

est PFellerien et

Y r¢c@), alors
(2.6) o

vy —e | e
()gExJO f(:{t)e

Cat o B) .

Ceci n'est pas vrai en général (mais c'est vrai pour les

processus de diffusion cf, [11]) on verra des exemples plus 1loln.
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On prend dans ce cas

fec, vec, v=0 sur O,

(2.7) - D flveB, v=0 sur(}c}

b

} L, = f , 1 = ¥v¥X
(2.8) Xo

On remarquera que dans ces conditions

(2.9) L € 'ﬁo t (et donc R L € ‘BE) ,
en effet
2(t) 1le) = B £y o) wy ey )

x €O =>1 >0 ps P
0] X

et Xt =+ X Px PS

donc f(xt) - f(x) Px s .
- P

et xt ¢ T 1 ; ps

donc, comme ®(t)L{x) = B f(xt) X,

(. ona d(t)n(x) = L(x)
0

x €0, six € o° , o(8)L(x) =0 , Y t= 0, enfin
| e()if|< |} £]f done L€ B,

On donne maintenant un résultat dont la démonstration est
essentiellement celle de A, BENSOUSSAN J.L. LICNS [11]. On ne rap-
pellera que les étapes de la démonstration qui utilise exclusive-

ment les propriétés des processus de markov felleriens,



Théoréme I1,2.1 ¢ Sous les hypothéses (1,10, €1.3), (2,1); (2,2},

(i) le problame (1.3) (1.4) a une solution unigue U,
(ii) uc(x) = Inf Ji(v), ou
- v

v est un processus adspté A Et, a4 valeurs dans

[0.1], et

[t 1 by
(2.10) J(y) = B ] e (L + = v1) expl- j1 :vsds)dt \
X X o [ o <
de plus
u (x) = JE(GE) ol
£ x ]
AL . .
v (t) =1 si uc(xt) i'l(xt)'

Ge(t) = 0 sinon

A . .
(iii) v, £ Cn DA'

Démoustration,

Démonatration dz (i) et (ii).

On commence par remarquer yue W sclution de

(2.11) W e Do' ot )w, @(t)(w—i)+ faiblement mesurables,

(2.12) w =R (L + pw - l(w—1)+)

a+il £
est solution d& (2.3), (2.4) (yp> 0). Soit alers g ¢ ﬁo n o,
tel que

R gt Cpn D~

b.
L A N o

On pose h = 3 g et on résout
ey



W=h - l R (W—l)+
£ oty
(2.13)
welnpn DE N DO

En utilisant le schéms itératif

W =h - 1 jﬁ E(a+u)t¢(t) (wn_1—1)+ dt

I £
o

avec Ww_ € G Dﬁ n Do’ on meontre aisément que pour L asses grand
0

1'application w AN est une contraction de € dans lui méme
n- 1

et donc a un unique point fixe v dans €, Comuw de plus w -+ w
n

dans C on & aussi W € DO et (w—l)+ £ Cn Do‘ Dfou (wn 1-~1)+ -

(w-1)" dans ¢ et donc

-é-(_a+u)t{p(t)(wn—1_l)+ - -é(.[[+|.l)t{p(_t)(_w_l)+ dans C

et 1la limite est faiblement mesurable (puisque (w—l)+ £EC d'on

(v 1—l)+ -+ R

+
s ans ¢ 2)
Ra+p - +“(W 1)" dans B (par exemples)).

o

Donc on a trouvé w € Cn DO solution de (2.13) il reste & vérifier
voE By,
A

+ = +
-1 = - - : = D S )
or {w-1)" ¢ B = Ra+p(w 1) ¢ By, comme h € Bﬁ par hypothdse, le

résultat est obtenu.

(2,13) 4éfinit alors une application T de [z ¢ ﬁo nd
1L o

R Cn D~ D dans € I : -+ Vs ior
a+ug € M % N o} ans € n DA N DO par : g —+ v solution de

(2.13) avec h = R g.
LA

On va démontrer que T est crcissante : 6n introduit, pour
v, processus adapté & St’ 4 valeurs dans [0;1]
t
_ M was
&o

i 400
{2.14) J;’“(v) = 'K[; [g(xt) + é v, ;(xt)]é(“+“)t . it
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et on ve montrer que
(2.15) wix) = inf Ji'“(v) .
v

On pose H = g - %(W*l)+.

I1 est facile de voir {en utilisant d(t+s) = @(t)@(s))

que w solution de (2,1%) vérifie
. ~(a+p)t —(a+p)s
W o= d(t)H e dt + @o(s)w e Ys=0 ,
o)

I1 2n résulte, par application de la propriété de Markov

que le processus

(2.16) p(s) = E(a+p)sw(xs)t f1 E(a+u)t H(xt)dt
)

est une Px—martingale.

Donc {cf. [11], ou [ €8] Lemme 4.1. ) le processus

S t
- N J1 vidt 8 _ N Jﬁ vpdr
w(xs)e(a+“)s e /e © + jﬁ (0 + I.w] e(a+p)t e /e 0 dt
o £
est également une P martingale. Done
X ; "
s _ R v.dr
w(x) = B [ [ [H+1VWJ e(a+p)t e /E~JO dt
X Jo £

S

vidt
+ W(.XS) E(O.’+p.)s 51/8 fo t J

Comme w est borné,s —» + = donhe

Y

t
| r dci
- - A/ Vgt
B [}[ Qr+ lvw — l(w~l)+) e(a+p)t . £ Jo dt]
X o . -

I

(2.17) wix)

dt

t
oo ( ( + _i/; vgds
Ji. LL(V) + Ex Jr [V w;l) “ w-—-i) ] ee
o]



- 4 -

Donc

wix) < Ji'HCV) .

D'autre part si v, est défini par

t

Vi

1  si w(xt) > 1( xt)

Vi 0 sinon ,

on a Gt(w—l) (xt) = (w—1)+ (xt)

On voit dans (2.17) que ceci donne

wiz) = Ji’“(ﬁ) done on a (2.15).

I1 est alors immediat sur (2.15) que

g, < E = W, < W donc T est croissante,
11— 72 1 2 i

On définit maintenant

w =R L N
o o

W

Tu(L + pwo) ,

v

™ LL i .
u( + p‘n_1)

1
1'équation définissant T ), Il en résulte que la suite W est décrois-

On aw =RUL=R (L + iy ) et donc w, < W (reprendre
0 a 4L o 0

sante,
Montrons que la suite W est bornée inférieurement

Soit K, tel que L > K < 0.

4 1 et l 2;K1 on peut toujours supposer K

1

Supposons que Ewn.1 > K alors comme (-1)" < K- K

K= ﬁ , on voit que

1]
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i = 1 :
22 [+ - L))

Si donc on choisit

on voit que

W >K =>w >K.
n-1 = n =
El - -
Or v > > ¥ donc w =KX Yn.
0 a n =
Il en résulte Wl W en tout point, w € B, donc
L + Aw - 1(w —l)+ > L+ W - 1(ﬁ - l)+ en tout point et dans B8
n-1 £ n £

faiblement (et donc la limite est dans DO). On passe alors a la

limite dans B faiblement sur 1l'équation

et on obtient gque W est solution de (2.3). (2.4).

Pour démontrer 1'unicité, on remarque que comme pour (2.13)

on a

(2.18) wix) = Inf Ji(v) .
v

ou

Ji(v) = Ji’o(v) (d4fini en (2.14)) avec g=L

En effet la cotinuité (w € C) n'intervient pas dans la démons-
tration de (2.15),
(i1 suffit simplement que @(t)(u€—1)+ soit faiblement mesurable pour

pouvoir définir les intégrales, or c'est le cas ici).
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Démonstration de (iii) :

On introduit une famille de problémesindicés par t :

~t+h -1 o -1
3t =et :}h ’ Et_et ¥ s

th la probabilité sur Et définie par

Ext cPo et = Ex ?

pour toute v,a F mesurable bornée,

. L (oS
Soit v adapté & (gt)s -t Vs € [0.1] .

0n introduit

s
+o0 . 21 j1 V3 da
JE (v) = E j1 (L + ! vl) eu(stt) eJt ds
t £ E

xt
(2.19)
ue(x.t) = I:f Jit(v)..
On a alors
(2.20) ue(x,t) - ue(x) YV t>0, Vx€¢EBE,

(ol ue(x) désigne maintenant l'unique solution de (2.3)-(2.4))

Pour démontrer (2.20) on refait des raisonnements analogues

4 ce qui préceéde pour montrer que

<]
“ecxs) Ea(s—t) N j; H(xx) aa(%—t)dh

(ol H =1 - %(uevl)+) est une Px martinsale d'ou 1l'on déduit comme

t
pour w que

ug(x) = I:f Jit(v) = ug(x,t) .



On définit alors pouwr T > G, t <« T

s
Sy s [ hysetet)gede T g
Xt xt Jt £ 8

T e,T

uE(x.t) = Inf th (V) R

On pose

(ui(t))(x) - ui(x.t) ,

ug(t) est & valeurs dans B,

Llors

(2.21) ui(t) - u_ dans B fort quand T — 4o
Yt fixé.

On a facilement

lJi%T(V) - Jit(v)l < (|ju]] + é I j1 gats—t)ds

T

et (2.20) donne alors le résultat (2.21).

I1 suffit donc, d'aprés (2.21) de montrer que ui(t) € C

pour obtenir u ¢ C,
£

On va montrer que uT(t) est l'unique solution du probléne
£

w e ¢® ([o,1];0), w(t) € D, Vvt ¢ [o.r],

{2.22) T .
w(t) = j1 (st )5t ag _ l‘[' oot )35t (4 (5)-1 ) as
t EJyg

Une méthode de point fixe classique montre facilemeunt que si

t
(2.23) jﬁ EGKQCA)L dn€C, VYV t<T,
(@]
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alors (2.22) a une solution unique.
T
On a alors w(t) = ue(t) en montrant que

S
w(xsjs)e—'a(s—‘t) + th [L - %(W~l)+](x?\.)\) Ea(?\mt)d?\

est une Px martingale sur [t,T].

t

Done si (2,2%) est réalisde,

uT(t) €C => u €C¢
£ [

donc u € Cn Do’ et (uE—l)+ € Cn DO il résulte alors de.1l'équa-
tion vérifiéde par uE que uE € ﬁi , donc, sous 1'hypothdse (2,2%) (iii)

est démontré.

On montre alors que (2,23) n'est pas restrictive : en effet
en posant ¥ = Ra L€Cn D0 n Dﬁ' et z = uE - % on est amend & un
probleme analogue mais avec L = 0, et 1 remplacé par 1 - RaL qui
vérifient les hypothéses du théoréme, Donc u_ € Cn DK n DO dans le

cas génédral,

Remarque 3.2,1.

le fait que u € ﬁi implique également que u_ est 1'unique

solution de

D. ,
u€ € Cn DO ol %

Au - oqu - i {(u - l)+ + L=20
£ 3 3 3
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1.3, CARAGCTERISATION DU COUT OPTIMAL.

On fera ici des hypothéses légérement différentes suivant

que l'on consid®re un processus arrété ou non.

Cas d'un processus non arrété, (exemple I.2.1)

On suppose

(3.1) 1ec¢ .

Cas d'un processus arrété, (exemple 1.2.2.)

(3.2) veEC et ¥=0 sur O L= ¥,

les notations seront dans ce dernier cas, celles de l'exemple

I.2.2.

Théorame I[.3.1.: Scus les hypcthéses (1.1).(1.3).(1.4) et sous(2.1), (2.2)

1'une ou l'autre des hypothéses (3.1) ou (3.2), ona u —u
- -/

uniformément sur tout compactk (et done u € C).

Démonstration,

On montre d'abord u Zu.ou vérifiant 1'équation (2.4), on

a,par utilisation de la propriété de markov,

(3.5) 1(s) = ug(xs)éas + j1 et H(xt)dt

o}

(avec H = L - % (ug - l)+) est une martingzale, continue & droite

2t bornée. Donc le théoreme d'arrét (cf. Neveu [50]), donne

EXY(T) = Ex Y(o) , VYV 1 temps dlarrédt de 3



donc

(3.6) ug(x:) =k (Jr IEaSH(xs)ds + Earug(xﬂc)) .

o)

Soit alors
£ = Inf (s = 0, u (x ) > 1(x )),
£ B s
ceci pour le cas non arrété et
%E = Inf (s >0, u (x ) > w{x 1)
E 8 s
pour le cas arrété,

Dans les deux cas, % est le premier instant de sortie d'un
ouvert puisque u et 1 (ou ¥) sont continues. (3.6) pour 7% donne
alors puisque ug(xs) - l(xs) <0 Y s <15,

-~

~E
T
u (x) = & r L(x )gasds + % u (x
E x J ] £

)

o T
mais x._ € fx ; u (x} 2 1x)}
T E
=
(3.7) ug(x) > JK(%E) > ulx) .

(on notera que,méme dans le cas non arrété, on n'a u (x,a) = l(x,e)
€ 4 T

gue si le processus est continu).
Soit maintenant v temps d'arrét quelconque, on lui associe

0 5 LT ,

il

vt(s)
vT(s)

il

o)
iv

A
-

et on va traiter sépardment (3,1) et (3.,2) de fagon & clarifier

ltexposé.
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-

a) Cas non arrdté.

Paisons d'abord 1'hypothese

(%.8) 1 ¢ ﬁﬁ domaine du générateur infinitésimal
(fort) de @ dans C0 .
donc Al € G,
o}

d'ou par la formule de Dynkin ([21]),

T
E_ Pk l(xT) = 1x) + B j; %[ - al](x_)ds.

ulx) s'éerit donc

T
ulx) = 1(x) + Inf E j' e®[L + AL - al](xs)ds
T C

oug=L+Al—al€C.

Posons ulx) = ulx) - 1(x).

De méme (en effectuant la translation sur 1'équution vérifide par u )
3

on peut définir

[oh4
—
»
R
i

u€(x) - l(x)

et on a ausai s
~ +¢Las - % ]ﬂ deh
u (x) = Inf E jﬂ e (g] + & ¢ d
z v X o

5 .

On a bien entendu u > u .
£

. ., ~E o P PN
On a aussi si Jx(V) et Jx(r) deslgnent les critéres corres—
pondant & ﬁt et 1,
+00 l(S—T)

~E " ~g8 —g
JK(VT) - Jx(T) = Ex j; e e g(xs)ds
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or o0 1(
g, [ 750 T ] < el 5
X - ae+i
T
done
we ~
Jx(vt) - Jx(T) <C ¢,
C1 étant indépendante de T, £, on a
a (x) < ﬁ(x) + C,.e
€ 1
ce qui avec GE > U donne
ﬁE - 1 dans B (fortement) .
(3.9) donc u_ -+ u dans B sous 1'hypothése (3.8) .

Supposons maintenant 1 € CO seulement, & étant continu sur CO, N

son domaine dans CO est dense dans Co donc on peut trouver

n L
g € ﬁk , ¢ -1 dans c, -

On définit donec

n( K gt 45] -~qT N
Jx T) = Ex jﬁ L(xs) e ds + e | (xT) .

o

1
+oo
ey o | s g€ o
X x

o]

un(x)

Inf Ji(r) ,

un(x) Inf Jn'E(V) .
£ x

v

Par translation on définit

ot xj = ulx) - ¥(x)
ﬁz(x) = uz(x) - ¥(x)

© d
vy A

H n
[ L+ v 4 ](xs)ds .
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et on a donc

(3.10) Lim || w - u'| =0 ¥n fixé .

el 0

D'autre part

e o]

iJn'E(v) ~-J) | < B J1 e et
X X b4

o]

(rappelons que v_ € [0.1]). D'on

t

[Ji'a(v) - Ji(v)l < ]IWH - ln .

donec

(3.11) [l -ull <Y -1,

On a de néme

(3.12) o =l ¥ -11.

En rassemblant (%.10) & (%.12), on obtient,

Lol'-1]] as

Tu - ulls [Fu, = ull+ [Ful - a'll+ 1o - ull

o sz 1 -1]s 8-l

En passant & la limite en e puis en n, on obtient

Lim H uE - u” = O,
elC

En particulier ceci démontre le théoreme (dans le cas non

arr8té) si B est compact,



L'hypothése (1.4) va permettre de conclure dans les gutres

cas,

501t K une saite de compact croiussants vers B, et ¥ n, b
“ n
une fonction continue de B dans [0,1], égale & 1 sur K , & support
- n

compact,

On prend

slors v - ¥ uniformément sur tout compact et “ Wnllg “ l|

n . 1y RN p
Comme W € C , si 1'on note J (1) le critére correspondant &
0 X
n n n , . PR n
¥, u le cofit optimal, ce gui précede montre gque w € C, On va won-

n . .
trer que u  converge vers u uniformément sur tout compact,

Soit K = d(xo, R%) (boule fermée de rayon R1). soit aussi

T> 0, R>0u,

b= {w, sup d(xt.x) <R}
O<t<T
K=ty alu,y) s R+

Ut 4

) -0 )] = k1l ) )
+ B T|1(:‘cr)~1y“(xl_) o
) - ] = e 106 ET
v 5 2l
78 - a ()] <1+ 1
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N ~at
I= hx XT ,.XD.[l(x - (x e

fl(x Tn(x )l—at

Bx TsTXMY

—
i

III + IV ,

g 2f 2l vy (r), (er. (1.4)) ,

=T
= :

sup d(xt,x)<:R) ll(x )Y (x )

0=<t<T

Doneg,

Il < sup_ |Uy) - ¥y,
y € K

ot cette estimption est uniforme pour x ¢ X .

Dton

[ —~aT ("UT

]J () - J_(2) )| < 2|h] + 2|kl + Yy (R)) + sup|ily)- ! (y)l

vk

d' olyycomue le second membre ne dépend pas de 1, ni de x € K,

sup |u (x) —u(x | < 2“1“(8 + Yip (r)) p
XEK yeK

En pessant & la limite en n puis en R t o, puis T t = on obtient

le résultat,

b) Le_cas arrété -~ hypothdse (3.2)

On procéde comme en (a) : on note 5(t) le semi groupe du

processus non_arrété et on raprelle que

1::‘{’x
&

On comagnce par supposer ¥ ¢ £ domaine du générateur de & dans C @
A S

anoa
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= 20 —as -aT
(3.13) u(x) = Inf EX jﬂ e L(xs)ds + XT(ﬁse T(XT) R

T o

51 B_ désigne l'espérance pour la mesure correspondant au processus
X

non arrété,

La formule de Dynkin pour ¥ ¢ ﬂA donne

B SOt ~ [\Tﬂﬁﬁ -8 .
E e ol = ¥(x) + E e [Aw—aTJ(x )ds
X Tt ) x J s

A (} fe]
d'ou
TAT
~ ~ A - _
B eU‘T\J_J(xt)xT<T = w(x) + Exf © " [avmav j(x_)ds
) )
- Ex . ™0 E(XT )
done
. T ]
(3.14) ulx) = w(x) + Inr Ex jﬁ eas[L + AV - aYJ(xS)ds
T o
- X et v(x )
T>T T
Z Ty ~
On pose

£ =L+ AY - a¥
comme LY - ¥ € C, g vérifie les hypothiéses du théoréme I.2.1.

De plus T(XT ) > 0 par (3.2). De nfme

=3
& j1 v, da
A
1 0

=08 =€

L fre
uE{x) = ¥(x) + Inf Exglj e @ [g] ds
: v o

- 2% WCXEB) f.
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On définit comme précédemment

ﬁ(x):u(x)-—\i’(.x)- :l =u - %Y

I3 £
et & 1 on associe v comme en (a).
D'ou maintenant
T 1{gw-t,1 )
~ ~ ~ G —gs =g~ AC
(3.15) I (v ) - J (t) =R j\ eqs eE glx )ds
X T X x Jo s
Ay
- %0 w(x ) + XT . Eaﬁﬁ y(x ) .
Y -0 N
On a
. v . _1(8-1 T
|E f\ e° glx )dsl <]|g][F—E-
xJo . ae+t
AG

et

~e%Mwlx )+ x M0 w(x ) = - "0 w(x )x
0 T =T T T
" =% o I

donc ceci est négatif d'apres (3.2). D'ol

SE(v ) - T (%) < L. g .
X T X

commae on a toujours u > u, on termine la démonstration comme au
€

(a) pour obtenir

(3.16) Lin |Ju-ulj=0 sivesd (avec (3.2))
. £ A
el0
Si maintenant ¥ ¢ CO, ¥ = 0 sur o° |

~n

On peut trouver ¥ ¢ ﬁh ¥' - ¥ dans C_ i posant

B, = sup I@n(x) - ¥(x)]|



On a

n
oo+ Bn > VY .

donc si 1l'on pose

e p et ¥ -+ v dans C
A Te)

car le processus étant conservatif (cf. Remarque I.1.%)

B, €2, (et A =0) .

On définit alors

TATO
Plx) = Inf B f 2% (x Jas + 37 (x )y
X S T T(E@

T 0

et on se raméne & la situation précédente,

La fin de la démonstration s'effectue comme pour (a).

Corollaire 1.3.}.

Sous les hypotheses (1.1).(1.3).(2,1).(2.2)(mais pas (1.4)), si de

plus
1¢8
0
alaors u —u dans B,




Dénonstration,

On sait que ﬂh est

dense dans B , donc en reprenant la méme démonstration gu'au
0

théoréme précédent, on approche 1 par e ﬂA, ¢ 5 1 dans ¢

et on obtient le corollaire.

Ce résultat est utile dans certains cas ou (1.4) est
restrictive ou difficile A vérifier, et ol 1'on connait 1'espace

B .
o

Phéoreme I1,3,2.: Bous les hypotheses du théoréme I,3%,1, u(x)

est_1'élément maximum de 1'ensemble des fonctions w vérifiant :

(3.17) wetln DO R

(3.18) vo= 1 s
‘t— 8 —at

{(%,19) W< j e™ols)L ds + e alt)y , YEt>0 .
0

Démonsiraticn,

Orn salt déjh que u € Cn DO et u< 1 résulte de ce que v = ¢

est admissible,

Par ailleurs u vérifie
£

-~ t
ue(x) = j éasé(s) (L - %(uaml)+] ds

6]

+ 5% (1) u )



-

Donc

( {‘t—as ~at
u_ X) < R ds) Lds + e alt) u_ o,
Q

et comme u - u uniformément sur tout compact on obtient (3.?9),
€

Soit meintenant w vérifiant (3.17) & (3.19). On montre

£ ¢

comme il a déja &té fait que (3.19) implique gque
3 ®eat
7{s) = & w(xs) + j1 e” L(xt)dt
0

est une sous martingale, qui est continue & droite {car w ¢ )

et bornée, Le théortme d'arré&t dorne alors V t temps d'arrét de

Gt : g
E vic)>E t{o) |
X X
soit
et ~at
wiix) < B j1 e Llx Jdt + ™ 1{x )
X t T
0
=>

wix) < JX(T) Yt dloi w<u,

Théoréme I[,%.% : Sous les hypotheses du théoréme 1.3.1, le tenmps
d'arrét

T = Inf {s > 0, u(xs) = l(xs))

est optimal i _autrement dit

(3.20) u(x) = Jx(%) .

Démonstration,

On la fera pour le cas non compact, il est facile de simpli-

fier la démonstration pour E compact, Soit x ¢ B, et s.pposons
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dtabord ulx) < 1{x). Soit &6 > 0 tel que ulx) < 1(x) - & et

R> 0, on pose

oz 3 d
TR Inf (s > 0, (xs,x) > R)
O : .
7 = Inf (s > 0, u(xs) = l(xs) - &)
Pour s ¢ [0 Tb T
) A R

u(xs) - l(xs) < -6 P ps .

Soit €q > 0 tel que,

Alors e < £, et 5 € [O.TaAtR[ =D

)

ut(xs) < u(xs) - I(xs) + % - 6 = l(xs) -3

hel Xeu

en particulier u (x ) < 1lx ).
£ 8 s

~E & .
Done 17 = ¢ AT s (avec comme précédemment

%E =Inf (s> 0, ulx )= 1x )) .
e s’ 7 s

Or on a u € 5. , et donc
£ A

v =R (ou -Au_ ) {ef. Dynkin [21] th,1.7) ,
£ 48 £ £

et par le théoréme 5.1, e [21 ],
—016 T
i % ARy (« 5 )= (x) =
X NN £

TOATR —-S -~
= B t[ 6" [Au = au |(x_)ds ,
X £ £ 5

[¢]



~E

T =T ATR =>
(Afu - gu )(x ) =-1L(x) s¢ [0 W, [
€ e’ s 8 fTATRY 2
d'ol
b TéAT
- R -
E &% ARy (x ) - ulx) =-E [ e Lix )ds,
X e b 4 £ x J s
A R o
De la convergence compacte de ue vers u, on déduit
até T ATR _ s
(3.21) B AR ulx . ) - ulx) = - & f % L(x Jds .
b d ¢ X s

TAR o

On va montrer maintenant

& a
T toT ps PX .

En effet : 16 t guand & | 0O, soit donc

T = Lim Tb .
510

~ A 6 -~
na T<t car 1T < 1T ¥é& .

De plus ¥, est quasi continu a gauche donc

X 5 - x% PX ps sur {% <+ “4 s

or ulx ) > 1(x 6) -6

T

donc .
ulx,) 2,1(X~) (donc =) sur {1 < + =

donc T =T sur {% < o+ mﬁ

>
ow
g
7
Fas
+
£

donc T =
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De plus

A ~ L
Ty done T = 4+ @ => T = 4+ © ,

=H
A

finalement T =1 P DS .

Alors en utilisant la quasi continuité & gauche et u ¢ O

dans (3.21), on a

ulx 6' ) - u(xﬂ ) Px . Pps sur i%AtR < w}
T ATR TATR
—aréﬁt .
et la présence du terme e R permet d'écrire dans tous les
cas "
et ' "2 R s
(5.22) B SR e ) - ule) = - [ e Jas
TA’UR 8]
De méne TR t = donne
—at flr—as
E e uCXA) - u(x) = - B e nlx )ds .
X T X Jo ]

Conme u(xﬂ) = l(xﬂ) Px ps  sur {% < uﬂ
T T

on a bien u(x) = Jx(%) .

5i maintenant u(x) = 1(x) , on a T = 0 et donc

u(x) = Jx(%) .

Corollaire I.3%.75%.

Sous les hypothéses du théoreme précédent

T ot P s .

La démonstration est identigue & celle de A,BENSOUSSAN - J.L. LIGHS
[11].



Corcllaire T,3%.4,

Sous_les hypothéses (1.1).(1.3) si de plus, X est_guasi
continu & gauche et 1 ¢ B . alors les conclusions des théoremes

I.3,2 et 1.3,3 sont encore vraies,

Démonstration.

On utilise le corollaire [.3%.1. L'analyse des démonstra—
tions des théoremes I1.3,2 et I.3.% montre facilement que les
propriétés qui interviennent sont seulement uE ~+ u uniformément

sur tout compact, ue. u ceontinues, et X quasi continu & gauche.

Remargue T,3,2.

On peut aussi considérer une variante du probléme d'arrét

optimal comme dans [11] :

Soit [ un ouvert de E, on pose le probléme

T
(3.22) finimiser J (1) = B {] Easf(x Jds
X X JO 8

sur les temps d'arrét 1 tels que

(3,23) x ¢ .

T

Montrons que,dans certains cas, ce probléme entre dans la théorie

générale,
0

Fosons Exf E“Sf(xs)ds sur  P°

\}_’(X) = ©

0 ailleurs

% = Inf (s > 0, X ¢ r) .



Alors si 1l'on pose

(3.24) ulx) = Inf J (T) s
{t|x ¢ F! %
T
(3.25) wix) = Inf jx(T) f
T
T -
(3.26) Sx(rc) =B jo gasf(xs)ds + ea«c\y(xT) ’

alors ulx) = w(x), comme on va le démontrer .

Donc dans le cas ou ¥ € CSCE) (1), on sera raaené &4 un pro-

bldme déja traité.
Supposons t© tel que X f F, T est admissible pour w

T
J(t) =R [ e r(x dds + o w(x )
X X JO g T

1-:,c { F et T(x) = 0 sur FC =>

Ex(t) = JK(T) .

Soit maintenant t temps d'arrét quelcoenque

o
-at - 0T r "
B e 9x )=E e & e flx }ds
X T x x_J S
tvo
51 1'on pose %O =T + TO 0 et , O a
~0
-0 I v s
E e wlx ) =F e flx )ds
X T x J S
T
(par la propriété de iarkov forte)
F0
= ~ —as
J (z) =& j1 e r(x Jds
x x s

o

or X, f F donc 7T° est admissible pour u, donc
O
T

u < W oo, D'ou le résultat,

1 . 0 . .
( } On notera parfois Cb l'espace des foactions coni.aues bornées,
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Un temps d'arrét optimal pour (3.25) est

T = Inf (s =0, w(xs) = W(xs) )

et ce temps d'arrét donne un temps d'arrdt optimal pour (3.22).

& savoir

puisgue l'on a bien

xT ﬁ k

et
Jx(T) = jx(%) = w(x) = u(x) .

On peut donner des exemples ol ¥ est continue :

(i) diffusion non dégénérée i coefficients continus

(cf. aussi BENSOUSSAN - LTONS [11]).

(ii) diffusion avec terme péhissonnien svec des hypo-
théses convenables (F régulier, hypotheses du

§.1,7 sur les coefficients).

(iii) Processus semi-markovien avec F de la fornme

E1 x [O,ﬁ[ (cf. §. 1.5.) .

Remargue J.3.3.

Sauf la continuité du colit optimal, le type de carac-
térisation du théordme I.3%.2 est bien connu of. GRIGELIONIS-
SHIRIAEV [33 ], SHIRIAEV [65] et sa bibliographie, On peubt aussi
dire que si

) {yDO
N =8
uo(x) = Lx J e L(xs)ds

O



alors

uo(x) - ulx)

est la plus petite majorante excessive de uo(x) - l(x), (cf, [65]),

L'approche par le probléme pénalisé (introduite sous la
forme probabiliste par A, BENSQUSSAN -~ J.L. LIONS [11]), a 1'inté-
rét (entre uutres) de permettre de faire le lien avec les équations
et inéquations aux dérivées partielles comme on le verra sur les

exemples,

Les problémes d'arrét optimal connaissent encore des déve-—
loppenents dans la littérature récente., Sans prétendre &ire exhaus-
tif on peut citer, pour les cas markoviens, ENGELBERT [78], (79 ],
BISHUT [17 ], (ERTENS [46 ); et pour des processus généraux (non né-
cessairement markoviens), FAKEEV’[SO]. SKALI [64 . Enfin, 1'étude
des inéquations variationnelles ou des problémes de frontidre libre
associés aux problémes d'arrét optimal fait également 1l'objet de
trés nombreux travaux dont on trouvers une bibliographie compléte

dans [11].
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I.4, PROBLEME EN HORIZCN FINT,

On considére maintenant le probléme suivant (sans hypo-

thése précise , pour l'instant) :

minimiser, par rapport a,t temps d'arrét,t < 1 < T

TAT
5 (5) =8 ft fxie)ds 4 x_ o ¥k o)

< T

olt Ext signifie que 1l'on dispose d'une probabilité th avec

th(xt =x) = 1.

Pour étudier ce type de probléme, on va se ramener au
cadre des paragraphes précédents pour le processus (t,xt) arrété

quand t > T,
Précisons tout cela :

Soit (Q, gt’ ﬁ, ét’ Et' ﬁN) un processus de darkov homo-
X

gene a valeurs dans & (localement compact & base dénombrable).

On note 5(t) le semi groupe correspondant,

On définit :

t t Rt
Gt(m,s) = (Btm, s+t)
(4.1)
th = Px ® e, (st masse 1 en t)

Yt(a.S) = (it($), s+t)

(On peut d'ailleurs effectuer cette construction quand ;t est un

processus nch homogéne : on se raméne ainsi au cas homogéne.

cf, MAYER [44 ).




Cn pose également

O =8 x [C.7]
(4.2)
1= Inflt » 0 v, £0) .

On a TO(B,S) =T - s,
Le semi groupe de yt eat

(@(t)f) (x.8) = d(t)F(x,54t) .

le semi groupe de y est alors
tﬂmo

(4.3) a(t)rlx,s) = 5(tA(T—S))f(x;(s+t)AT)
o= T .
Cn suppose alors

(4.4) o(t) défini par (4.3) est fellerien .

Cn note C 1l'ensemble des fenetions continues bornées sur
& = B x% [U,TJ, B 1'ersemble des fonctions mesurables borndes sur

&, D, = {f ¢ B, £{x,1) = 0 x ¢ E}.

(4.%) On aonne £ ¢ C, ¥ € C,

Y(X.T) > 0 et on pose

(4.6 L = £X 1= vy .
%‘) G’ XG

le résultat suivant est alors une conséquence immédiate

des thécrémes 1.3,2 - 1.3.3.
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Théoreme I.4.1 : Sous les hypothdses (4,4),(4.5)

la fonct;on

. TA(T—S) .
(4.7) ulx,s) = Inf E Jr £(x, 8+t )dt
T X o t
X ¢ g ‘P(xt.sw) %

ol 1'inf est pris sur les temps d'arrdt de 3 , est_1'é1ément

%

maximum de 1'ensemble des w vérifiant

W ¥

-t
w(x,s) < 5(t)w(x,s+t) + j 5(0)f(x,s+0)dc ’

(4.8) °
0Ot T=-=15,
w et ln D0 '
De plus
(4.9) %S = Inflt > 0, u(¥ ,s4t) = \y(it,%+t)?ﬂ(tr—s))

est optimal (u(x.s) = JXS(%S) si st(t) est l'espérance inter-
venant dans (4.7)).

Remargue I1.4.1.

(i)  On remarquera que (4.7) peut s'écrire

{‘ 'UAT
Iif ESX.JS f(xt,t)dt + W(XT,T) XT

< T

N - ] PP ~ o~
avec sz probabilité sur by, = 9_ & définie par Ext@oet = Lx@

%)

Yg € ¥, bornée et v temps d'arrét de la famille

GS“iv‘t = 6-‘1 g t -3 O
% 5 t =




(ii)

1'hypothése {4,4) est vérifide diés que o est
fellerien gquand E est cempact,

Un verra des cas (exemple des prccessus seni
markoviens) ou (4.4) est vérifié avec E non

compect,
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I.5. EXEMPLE 1 : PROCESSUS SEMI-MARKOVIENS.

1.5.1, Définitions et propriétés.

De maniére heuristique un processus semi-markovien Xy
est un processus de saut tel que, si 1'on note Y, = t - sup(s {t,
X, £ xt) (age du dernier saut avant t), alors (xt,yt) est un pro-

cessus de markov fort,

On se restreindra ici & une classe de processus semi-

markoviens qui sont asses réguliers,

Soit E1 = Z (pour simplifier un peu), muni de la t@polo-

gie discréte et de la tribu borélienne associde, On note @ lten-

semble des couples de fonctions w = (m1,w2: i8 R+ dans E1 X R" = B

telles qu' il existe

n
= t t w
to 0 < ' Chy el & b+
avedc
u51(1;) =gt ['Li,ti+1[ 120,08 €8
=t -
w2(t) t A [t.l,tiH[ i
+
@+t te[o,ti[ a € R

On pose xt(w) = m1(t) R yt(w) = mg(t)

Et = a{xs,ys 5 < t}. (etm)(s) = m(t+s) 8 >0,

On donne alors A @ E1 ® R+ - R+

(5.1) 0 = A(x,y) <M, y - A(x,y) coniinue

et une probabilité de transition q(x,y;F) de K dans 7, avcce



- 40 -

(5.2) y *l[‘ q(x,y,dz)Q(z) est continue VYV x € E

By

Y ¢ mesurable bornée sur E

i

1 .

On a alors les propriétés suivantes

(5.%) On pose V_ = Inf (s > 0, X £ xo)
c'est mn Et - temps d'arrét (ef, [35]).
(5.4) a (n,q) correspond un processus de markov

4 valeur dang E, noté

x=(a, 3, 0. (x.,v.), ny)
avec
¥
(5.5) Pxo(vo <y) =1 - expl- jﬁ Ax,o)do)
o
v v
(5.6) Pxo(vo < ¥, xv F)=.[ h(x.d)exptjf; h(..c)dc)q(x,v,r)dv

o o
(cf. [71]s [31] et pour des cas plus généraux JACOD (353).
(5,7) le processus X est Fellerien (cf. [7%]).
on note &(t) le semi groupe du processus X, la propriété
suivante est une conségquence du caractére fortement marko .. ¢
VfeB '

v+t :
(5.8) @(t)f(X.y) = exp(TII AMx,odda)f(x,y+1
y

t ¥+v
+ jnh(x,y+v)exp(— aMx,o)ddo)a(x,y4v.az)0(t~v)f(z,0)dv
o] vy E1
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D'autre part le générateur infinitésimal faible de X a

pour expression, ¥V f € C, telle que §§ £ C

(5.9) Af = 3L + k(x.y)[ﬂ q(x.y.dz)f(z.o)—f(x.ya]
5 i

1

(en fait on peut préciser un peu plus, il suffit, pour que f € ﬁi,
que f soit continue & droite-en y, de dérivée & droite (en y) con-

tinue & droite),

On vérifie aisément (en utilisant (5.8) par exemple) que

si f est uniformément continue bornée, alors f € Bo'

{5.10) le processus X est quasi continu & gauche

en effet en prenant

flxt,y') =x  (x'.y'),
UC
£
oli UE est ‘une boule ouverte de rayon ¢

centrée en (x,y), dans (5.8)

s

0n obtient, si P(t,x.y.I') nyﬁxt.y ) eT),

t

P(t.(x.y).UE) < X, {(x,y+t) + c.t (1)
u
£

g étant fixé > 0, pour t assez petit on a donc

P(t.(x.y).Uz) < c.t

donc manifestement

Lim sup P(t.(x.y).UC) =0
t10 (x,y)EK &

(1) Comme Eg est muni de la métrique discrete, ¢*s aque g < 1,

;C
onax f U
£
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pour tout compect K de E,

Ceci (cf. DYNKIN [217; p ) impligque que le processus

X sat quasi continu & gauche,

On a donc ici un processus de Markov homogéne vérifiant
(1.3), quasi continu & gauche, De plus BO contient les fonctions

1} , . 1
uniformément continues ( ).

Donc, compte tenu du corollaire I1,%,4, les théorémes I.3.2

et I.%.% sont applicables avec 1 uniformément continue,

Remarque I,5,1.

Un autre exemple est constitué par les processus de Markov
de saut pur : pour un espace d'états dénombrables, c'est un cas

particulier des processus semi markoviens précédents,

(1) Avec la topologie discréte sur Ei' f uniformément continue

signifiera

sup sup [f(x,y')uf(x.y")| - 0 quand & - 0.
X E E yily"
- ly!_yu ]S‘S

—
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I.5,2, Processus semi markovien arrété,

Soit ¥y > 0, on pose O = E1 x [O.§ [ ot

{5.11) 1, = Inf (tz20 ¥y.>¥% ) .

t

dont on peut montrer que c'est un Et temps d'arr8t., On notera,

et ceci est fondamental, que Ty ne peut pas &tre un instant de

saut car y_ (w) =y pour tout w (donc ' (w) > 0) alors que
0

. ;! o
si x, X,. onay, = 0.

On va montrer d'abord gue le processus (x 2 Y )
tht " thtg

vérifie les hypoth&ses du Théorgme I,2.1 en particulier la pro-

pridté de Feller. Puis on verra que le colt optimal du probléme

d'arr8t est solution d'une indguation variationnelle,

On notera que (x Y ) est un processus a valeur
- taTo T t,Ts '
dans O,
Lemme T1,5,1.
goit ®(t) le semi groupe du_processus {x Y )
tA'I:O tA’I:O

(sous les hypothéses (5.1).(5.2)).

t . = B .
(5.12) o(t)f(x,y) - f(xtﬂo ytmo

(i) Ce semi groupe est fellerien,

T
.. O —as O/= .
(ii) g(x,y) = Exy jﬁ e f(xs,ys)ds e ¢ (B ) N ﬁi si

Démonstration,

On noters souvent z, = (xt Y ). Soit ¥y € &, h > O
t A% tpTo

tel qus (x.y+h) cEn, I ¢ COU3) , v désignant le premier instant

de saut de xt, on a i



Poson (h) = B
ogons p ) Xy

On a

d'ou

On a

(5.13)
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o(tm)elx,y) = B tev o b o(t)e(x,y+h)

< Z, . ) .
Xy "T,pv h t+h

>~

TohV ? h

Lim p(h) =1 (cart > 0, v>O0P_ ps, y <y},
hy0 Xy

o(t)f(x,y+h) = Ef%T [e(ten)eley) - ¥, 1

= f .
h Exy XTOAUSh (Zt+h)

Lim Yh =0 , donc
hio

|o(t )£ lx,y+h) - a(t)flx,y)}| < Exy]f(zt+h)-f(zt)l+sh

lim e, =0 .

h}0

De la continuité & droite de z, et de la continuité de f

t

on déduit f(zt+h) - f(zt) gquand h » 0 donc le second membre de

(5.1%) tend vers 0,

On procéde de méme dans l'autre sens : soit t > 0, h > 0,

t-h > 0

d'ou

(5.14)

a(t)rlx,y-h)

1l
ea]
s
—~
)

EX.YnthOAv > h "z t—h)

EX,YthVATO < h f(zt)’

o(t ) (x,y~-h)

o(n)olt-n)rlx,y) + Y,
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avec Lim p(h) = 1

hjo
et
RN | BN S,
mais
y<yg =t >h B ps.
donc
ol < el e %,
vl < el T1- exp(-fy Ax,0)da) )
y-h
=> ﬁ}? [yl =0,

de {5.14) on déduit donc

| |o(t)f(x,y-h)-2(t)£(x,y)] 5|¢(t-h)f(x.y)~¢(t)f(x,y)I+sh

Lim ¢ =0,
njo B
Posons '
X = |o(t-n)f(x,y)-alt)elx,y)| ,
on a
= Exylf(xt'yt)_f(xt—h’yt—h)lxto > 1
* Exy'f(xto'yto)uftxt—h’ytmh)Ixt—h <ty < b
mgis y =y
0
t -
® e, pove ) = (xto » ¥ -~ h)

sur (t—h < TO ¢ t), donc

K= ey )l vy O

+ Bt 'yo)‘“‘f(xTO‘y A LI Ty <

o]




- 46 -

La quasi continuité & gauche de (xt,yt) montre que le premier
terme tend vers Q gquand h | 0 , et le second terme tend vers 0

par la continuité de f donc Lim X = O et on a démontré ainsi
h0
la continuité de @(t)f(x,y) en (x,y) € & .

Si maintenant y = ¥y ((x,y) o)

On a
Ex,y —hf(zt) = Ex,} =h XTO =h xv >h Ezhf('zt—h)+Yh
de plus T >h Px,§ _h ps.
et 2y = (x,y ) sur {v > hi ny -n  Pse
done
B, = n f(zt) = £(x.y ) L N

d'ou comme précédemment

a(t)f(x,y -h) » a(t)frlx,y ) .

Démonstration de (ii).

soit £ € ¢°(B), ona L = £, ¢ B (ef. (2.9)
done RaL € ﬁi et RaL est l'unique solution de

(5f15) ov - KV = fﬁ} s V E ﬁk

De plus v(%,7) =0 (ouv(x,y) =0 y>y )

Etudions alors 1'équation

- g% + (ta)w = aqw = £ (xy) € ,
(5.16)

W(.X,)—f) =0 .
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[

(5.17) Qwix,y) = | alx.y.dz)wlz,0) .
E
i

On va démontrer que (5.16) a une solution unique

W € 03(5), %§ ¢ ¢, (B).

(bien entendu, la topolagie discréte sur E, implique que la régu—

1
larité précédente n'est utile qu'en y).
Pour cela on montre que l'application ¢ de Cg(@) dans lui-méme,

définie par o¢lv) = w <=>

-5t (Ato)w = £ + A
w(x,?) =0

est une contraction, En effet soit V = Vi_v2’ W = w1hw2,

wi=¢(vi). On a

-+ Oe)W=xgv ., Ww&Y) =0

Alors, de || QV]| < || V|| et de

¥ h(x,d)dc y 5 ( . )d
W(x,y) = e'ro eayj -é'ro o Gé-aa AV ds
Y
y_ 3 alx,o)d
Wix.y) = jﬂ E‘fy e ga(s—y) aMx,s)Qvix,s)ds
Yy
on déduit - pg
y ax,0)do -
[w(x,y)| s] Efy ’ Ea(S"Y)(?\(x.sﬁ‘oc)H vi| ds
Y

=)
Wwie,y)| < || vl 11 - 8% &%

(ot 1 est la borne supérieure de A cf, (5.1)).

d'ou le résultat : donec ¢ un point fixe w unique dans CE(@) et. on
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a nanifestement %g € Cgﬂa). D'autre part il est clair que W € B

=

et donc on a

g0it w = R I ce qui termine la démonstration,
o

Les résultats du §. I.3 sont alors applicables au processus

(xtATo’ytAT ) avec

o]
G=E1x[o.ﬂ , E=0,
p,=1{veB, vix,y) = 0}
0=
(5_18) L= fy, £€c5)

[
i

T&} ¥ € Cgﬂ@) uniformément continue ,
‘i’(x.?) =0 .
(on vérifie que (w1)te ©n D si veCnq Do).

Avec les hypothi&ses (5.18) le probleme d'arrét optimal

atéerit :

T < T

TArO—as -0t
J (t) = B e (x Y )ds + e w(x oy )x
Xy Xy o s’ s T T o

(5.19)
ulx,y) = Inf J_ (%)
Xy
T
Résumons les résultats que 1'on déduit du §. I.3 et des

lemmes précédents
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Théoréme I1,5,1 : Sous les hypothdses du lemme I,5,1 et les hypothd-
ses (5,18), ulx,y) défini par (5,19) est solution maximum du pro-

bléme

—ah B as
u< e dlh)u + j1 e a(s)1ds
Q

De plus le temps d'arrét

7 = Inf (s >0, u(xs.ys) = l(xs.ys))

est optimal,

On va maintenant démontrer que dans certains cas u est

solution d'une inéquation variationnelle,

On introduit les notations suivantes :

i dv
(5.20) ¢' = {VEC.S';E ¢}
s
T “lfvdt
{5.21) J° {v) = E J1 O[f + 1 VY] g g EJo ¢ ds
Xy Xy J £

o v est un processus adapté & Et, i valeurs dans [0,1]

(5.22) uE(x.y) = I:f Jiy(v) .

lemme I 2

Sous les hypothéses du théorgme I,5,1 u est solution du

probléme
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1.

weéEC
(5.23) = Gua)v + L-w)t - aqw = £
‘ Ay £
w(x.&) =0

Démonstration :

Pour u assez grand, considérons la suite d'équations

1n

o) 1 -
- ?EF + (a + A)un + E(un—¥)+ + pun - lQun = f+uun 1
(5.24)
WHx,¥) = 0 n> 1

e} .
avec u  solution de

du® o o}
——-—ay+(a+}\)u—?\Qu=f
(5.25)

u’(x,¥) = 0

(5.24) a une solution unique dans C1 ¢ en effet considérons 1'ap-

plication W - V définie par

oV 1 +
- 57t CotA+p)V = g + AQW - E(w-\y)
(5.26)
Vv (x,y) =0

pour g ¢ C.

Cette application est une contraction de C dans 1lui méme

pour |1 convenablement choisi,
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En effet si

ovi i i 1¢0d +
- '-5}— + (0&+K+H)V = ?\le - E(_Wl._\_{f)

Vi(x,F) =0  i=1,2

Vo= V1 - V2 » W= W1 - W2

On a _ 1
y y_ _f d
vix,y) = expl (osrply + Jr Ao Jf e(aﬂl)n o Mo
< ¥y
[aQw - %F(w1~w)+ - (WP-v)*T dn
[¥(x.y)] < expl...) Jf slondinfo 2oy 1q)) ) o
y
et O« A< M donne
Emyo(M+é
il < Il
rauty
Donc pour p assez grand ” v “ § “ WH . L'application défi-

nie par (5_26) a donc un point fixe unigque qui est dans C1 et on

Y . n-
verifie facilement que pour g = £ + pu 1 on a

n n-1 1, n +
u = Ra+p[L + pu - E(u - 1)

).

ou R est le résolvant du semi groupe du processus (x »Y
oL tﬂxo tA$0

N n Id ] )
Comme au théoréme I1.2.1, on a u [ u ou u estl défini
£ €

par (5.%2).

D'autre part, on a
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y y
un(x.y) + j‘ (a+A+p)undn + j1 i(un—‘i’)+dn
y y ©

- jﬁthundn = jNy(f + pwn_1)dn
y y

en utilisant u (x,y) | ue(x,y) V %,y €3, on a

ry

Gov) + | Camnendu (u -9) gm0
u_(x,y +Jy ot++uu€1n+Jy ~(u_~¥)"-Auu_Jdn

ry
= J (f+pue)dn
Y

or u est continue en y, on peut donc dériver cette dernidre ex-
pression,d'on 3
due 1 +
o (0:+?\)u€ - AQu_ + -E-(uE-\y) = f
ue(x,§) = 0

et u € C1 ., 1'unicité est fournie par 1'interprétation(s,22),
€

On suppose maintenant que E1 est muni d'une mesure m telle

que

(5.27) n{E) ¢ + oo

et on pose

12(0) = L2(E1 x [0.¥], By ® Bry oro n®dy) .

[0,

Théoreme I.5,2 ¢ Sous les hypothéses du théoréme I,5,1, avec {5,27)

et gi de plus

oy

2
5 ¢ L () ,

(5.28)
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la fonction u(x,y) est_solution unique de l'inéguation variation-

nelle :
ou
i (etr)u = AQu< £, (pp. en y),
u< ¥ ,
(5.29)

a€ 1(o) , g—;e 12(0) , ulx,7) = 0
(- %; + (atd)u = aqu - £)(u-%) =0, (ppeny)

Démonstration

On sait j& que u — u dans C, on cherche maintenant une
£

dé
du
estimation de ?Ef .

On pose u_=v_+ v » v vérifie (dans LZ(O))

ov
(5.30) - ?ﬁf + (a+A)vE - AQVE + é(v6)+ = g

avec
oy

5 (oA )¥ - AQY

g=1+

ov
On nultiplie (5.30) par - -535. (dans Lz(O)) :

av 2 1, + ov v
Y - —_—tf ) o R
(5.31) |Oy |L2 + =07, Oy) (ga, = )

ou
g =g+ A - (a+A) v
£ £ E

rd 2 . I N
et £ est borné dans L (OJ uniformément par rapport a =,
€

D'autre part

o) -
Lot - 58 = oL 167017 - DEGE)T



- 54 -

mais vs(x.§) = - ¥(xz,y) £ 0 donc

1y + av
E(VE.H-S}}E)?_O ]

d'ob (5.31) donne

ov 2 oy
Srl2 S el 5 5] 2
L L L
ov . ou
done | ems est borné et il en est donc de méme de |—=b .
oy .2 oy 1.2
L L
On peut maintenant passer & la limite dans (5.23).
Posons
2 4 ()
Aus = -3 + Lot+A uE - ?\ng

2
alors u8 -y dans C et Lz(o) fort, Aus - Au dans L faible,
. 2 +
Soit v € LS, v < ¥. comme (v-¥)" =0, on a
(.Au - f, v-u ) = l(.(.\'—‘i’)+ - (.u —‘¥)+. v=Uu ) =0
£ £ £ £ £

car Vv — (v—‘i‘)+ est monotone, d'ou quand ¢ —+ O

{5.32) (Au - £ , v-u) >0 ¥ vV Vv E LZCO)
et on sait déjh que u<g ¥ .

De plus (5.32) => au-f < O (prendre v = u-6, 6> 0
dans (5.32)). Donc on a

(Au—f)(.‘i’-u) < 0 ppeny, Y x¢€ EJI f

ce qui comparé a (5.32) avec v = ¥ donne

(pu-£)(¥-u) = 0 ppeny, Yx€B
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Démontrons l'unicité 3

On commence par remarquer gue l'on peut supposer f = fo =

constante positive, Car 81 on note ¢ la soclution de
=-f 4+ f
A + 1,
:p(x.;) = 0
et que u est solution de 1'IV, alors U = u + 9 vérifie

(Aﬁn G"'ﬁ) = (Au.'\;—ﬁ) + (A.CP,?"‘E) 2

et ¥ vérifie les hypothéses du théoréme,

On obtient donc une IV analogue. D'autre part on remarque
que pour la nouvelle inéquation, il suffit de démontrer l'unicité
dans 1'ensemble des solutions positives : soit en effet deux so-

lutions bornées dont 1'une n'est pas > 0 :

On pose 2 = min{Inf s inf u } < 0

2

on a

(A(ui—z),v—z - (ui—z)) = (Aui, v~ui)
> (fo, Vg = (uiwz))

donc en posant uo= u,~z ¥ = V2>V, ona i comparer deux
5 =

solutions positives,

S0it donc u1 et u2 deux solutions positives, bornées, de

1'TV avec f constante positive,
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Soit y le plus grand réel y € [0,1] et tel que

On veut montrer que y = 1. Le résultat d'unicité en résultera

par symétrie, Supposons donc y < 1. Soit alors f tel que

Yy <p <1 Bfo + J\OBu,1 < fo +AY,

(Ao > 0 quelconque mais fixé dans la suite),
Un tel B existe en effet il suffit de prendre § tel que

Bfo * hoﬁué = fo * AoYu1 QS fo * KOHE)

fo(.‘i—ﬁ) = (.B—-Y)?\O sup u‘i ,

ou encore

Bfko sup u, + fo] < £+ Ay Supu .

Maintenant Bu, vérifie

(.A(Bu1 ) Bv-pu, )+;\O({au1 »BV-Bu, ) = (Bf0+)\0[3u1 JBv-Bu, ).

V gy < BY .
Comne u2 vérifie

V-1 ) »

(Au ,v—ue) + Ao(u 2 2

- f
5 2V u2) > ( O+}\0u

2

Yy v ¥

Or BY < ¥ et BfO + )\_Oﬂu1 < fo + }\Ouz
(5.33)

= u, > Bu1 ’ (comme on va le voir) .
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ce qui contredit que y soit le plus grand réelldans [0,1] véri-
fiant cette inégalité, donc y = 1 et par symétrie le résultat

s'en déduit.

Tl reste donc simplement & vérifier le théoréme de com-
paraison des IV avec A + AOI comnie opérateur, Démontrons done
ce point

On rappelle que

ou
Au = - 57t (eeA)u = AQu
et on pose
E=A+ 21
0

Soit f1 > f2 . T& > ?2 (vérifiant les hypothdses de 1'énoncé)

A
S

(3.34) (Kui,v—u1);3 (f1,v—u1) v,u1

(3.35) (Auz.v—uzj > (f2,v—u2) viu, < ¥

Four AO agssez grand, la solution de

(3.36) (Ru,v~u) > (f,v=u) v,u< v

est unique (u € LZ(O). g; € L2(O)) car en posant w = U, -, étant

deux solutions on a

r y

% %
- Jr (g-}-; + w)dy + Jr (A+a+)\o)w2dy - AQw ,wdy
Q (0] Q

%|w(o)]2 + (a+}\0) J(:IWIQdY - er?\QW.WdY

o)

rs"r

+ A
min Jo

2dy

[w

ou Amin = Inf A(x.Y) s ¢t grice & (5.27),
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¥
}j1yﬁhw,w)dy < % Iw(o)|2 + cj1 ]w]2dy

ol ¢ dépend de sup A et de 37; .
XY

En prenant Ao > C, on a done

Y
(5.57) (Rvaw) = af wl2y
o]

u, dans (3.35) puis v = u_, d'oh

On prend alors v i 5

!

per addition
(A(ue—uj).u1—u2) >0
(A(u1—u2).u1—u2) < 0

donc avec (5.37) on a w = 0,

Le résultat d'unicité précédent donne alors immédiatement

le théoréme de comparaison puisque les deux solutions u, et u

1
de (5.34) et (5.35) respectivement s'interprétent comme étant
TAYo-
u, (x,y) = Inf E r e(a+A0)sf ds + ¥
i T J 1 4T,
et .
Ao -
u (x,y) = Inf B f e(‘l”‘o)sf ds + X
2 T Xy 2 T<T
0
il est alors clair que f1 > f2 et W1 szz => U, >, .
|

Remarque I1,5.2.

(5.37) permet également de donner une démonstration de

Y= Y

en aeffet

sans utiliser l'interprétation stochastique : prenons

2

e

o]

"'(.a‘}')\o )TT

g(a+ho)tw

i

2



)

v:ue—(u —1.12)

1 WAY, S TQ dans (5.35)

Il

u,Vu,_ < ¥ dans (5,34)

veu,+luy-u,) 1 =

1

en posant w = u1—u2 on obtient

(w,w ) > (fj—f W) >0

2

or (Boyw™) = Rtow™) = (R w”)

H

et on trouve

y y
2 = tang) [T ey [T

y y
+ Jf AQw W dy f ?\Qw"'.w"dy >0 ,
s} s}

1

comme précédemment on a

y y
11 A, W dy < %]wn(o)i2 c 11 Iw_lzdy
0 o

+

donc pour Ao assez grand on obtient

Vyo_ _
- 11 |w ] dy >0 = w =20,
o

On peut également dommer une démonstration analytigue de la con-
tinuité de u par des méthodes analogues & celles de [11] chapitre

III.

Remarque I,5,%.

)
Si on ne suppose plus 3% 3 L2(G) nais seulement ¥

continue bornée, T(x.?) > 0, on peut obtenir gue u est so-

lution de la formulation faible suivante
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{- %5 + (A+o)u = AQu, v-u) + %Iv(i)[2_2 (f,v-u)
U, vV
u€ed, vE L2 B EE € L2 .

oy

Mais on n'a plus de résultat d'unicité et on ne sait pas
démontrer non plus que u (borne inférieure du probléme &'arrét)

est solution maximum,

I,5.%., Probléme avec horizon fini.

On reprend les hypothéses du §. I.5.1 et les définitions
du §. I.4,

On note zl(w,s) = (xt(u).yt(w).s+t) (qui est & valeur

dans B, x R x 7).

e . . i .
On considérera ici le proceéssus 2, arrété a

1 o .
T = Inf (t >0, 2, ¢ B, x [0,3] x [o,20).
On définit donc le semi groupe

(5.38) o(t)e(x.y.8) = B f(zl )
Ato

Les hypothéses seront celles du §. I.5.2, on s'intéressera
surtout ici & 1'inéquation variationnelle associée au probléme du

temps d'arrét optimal pour le processus z1 =2z, .
tATO t

On suppose donnés

f continue sur E = E1 x [0,¥] x [0,7]

(3.39) {

y h saw E, wix,v,t) =0, ¥(x,y,T) > O,
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On rappelle que l'on suppose E1 dénombrable et muni d'une

mesure m telle que m(E1) ¢ + o, ainsi que (5.27).
On notera dans la suite

12(B) = L2(E1 % 10,3 % [0.7], dn ® dy @ dt) .

Compte tenu du §. I.4. on définit donc

tOAm

(5.40) nysﬁr) = Exy) j; f(xt,yt,s+t)dt + XT<TOY(XT.YT.S+1){
(5.41) u(x,y,s) = Inf nys(r) .

K §

To 1 _.l f vede
(5.42) u (x,y,s) = Inf E z 11 [f+-vi]e® ¥ © dt s
£ Xy >

v )

lemme I1,5,5.

Sous les hypothéses du théoréme I.5.2 et (5,%9), u est
e

L'unigque solution de

du ou 4 +
Y QU >R - i - -
(Ot + ey') + A u_ hQuE + E(uE ¥)" = f,
(5.43) uE(X.J.t) = uE(X.y.T) =0,
du 3
0 u 2
o b
u_€C (E), 5 + ?ﬁﬁ ¢ L°(B) .

Démonstration,

I1 suffit en fait de démontrer que (5,4%) a une solution

appartenant au domaine du processus zl. On peut démontrer aisé-
1
ment que zt est un processus de lPeller, (Reprendre par exemple la

démonstration de STONE [71]).

,S+t). v, le

D'autre part, notons @(t)¢(x.y,s) = Exy@(xt,y )

t
premier instant de saut de Xy Vo le second,
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On a

@(t)@(x.y,s) = B

- xv1>t plx,y+t,84t)

+ B " @(xt,yt.8+t).

X
Xy V15

On utilise alors la propriété de Markov forte pour le second

pour obtenir

['Y+t
B t)plx,y.8) = exp(ij aMx,o)o)e{x,y+t,54t)
¥
t - ¥+0
+ jﬁ A(x,y.o)exp(ifA(x,e)del[‘q(x,y+o,dz)¢(z,t*c,s+t)do
o y E1
+ olt)

T1 eat alors facile de voir que si

gxys(t) 1t~ ¢(x,y+t),s+t) est continuement dif-

{5.44) férentiable & dérivée bornée, et si

est continue par rapport i (v,s)

d
d +20

t gxys

alors ¢ appertient au domaine du générateur infinitésimal faible
de o,

Considérons maintenant le probléme

S NG - AG = £ - tGen)?t

{5.45) . .
$(st1t) = ¢(anlT) =0

W € CO(E) .
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~ -t 1o
On pose ¢ = ¢ ¢ avec o assez grand, d'ol

- Lo + Ap + ap — AQp = eatff - %G'”W)+] £
(5.46)
¢(x,§,t) = @(x.y.T) =0 ,

(5.46) a une solution unique continue bornée, avec Ly € L2(E).

Pour démontrer ce peint on utilise un schéma itératif et

une méthode de caractéristiques :

L3 ’ 3 » 0 a
Soit sz la caractéristique (pour L= 3T 8;) passant par (y.s),

c'est-a-dire la droite

{(y+t,s+t) € Oy ] x [0,T] 4 t = 0}
On note

tY = max{t » 0] (y+t,s+t} € [0,¥] x [0.T]} .

Pour résoudre (5,46) on définit pour W ¢ C°(E)

- Lo+ Ap + Ap = AQW + g
(5.47) _
@(x.y,t) = @(x,y;T) = 0

(5.47) a une solution unique ¢ continue bornée (la continuité
résulte du raccordement des conditions initiales et aux limites),

avec de plus Ly € LZCE).

De plus cette solution peut &fre calculée explicitement sur
toute caractéristique (cf., D, LEROY [39]) : en particulier si on
définit

- %%Y + (Ata) P = fKQﬁ + & ]
ys Tys Tys
(5.48)
sz ¥
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oIl a

olx,v,8) = ?, (o) .
ys

I1 est clair que ¢ vérifie alors (5.44), On définit

alors les itérées

- LquJr‘r + (ta) cpk+1 = ?\Qcpk + g

(5.49)
(pk+1(.x,§,t) = tpk-.-1 (X,YnT) =0

ceci définit une suite @k € CO(E). L@k € LECE), et de plus en

utilisant l'expression de la solution de (5.48) on obtient

19" (xay8) - ¢ (xay.s)] < %-Supl@k—¢k_1|

k
Donc 1l'application ¢k =P + sera une contraction dans Co(E) pour
« assez grand, et aura donc un point fixe unique P dans Co(E)

avec de plus

(Pk — (Pw dans CO(_E) R

Comne AQ@k + g est borné dans L2(E), en multipliant (5.49)

par - L¢k+1, on obtient

(5.50) |L¢k+1| 5 < constante
L°(E)

et donc

L@k -+ Iy dans L2(E) faible,

On peut alors passer & la limite dans (5.49), ce qul mon-
tre que (5.46) a une golution ¢ continue, Lo € L2(E). ou ce qui
est équivalent, que (5.48) a une solution 5 eontinue, L& € L2(E).
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Mais d'autre part, en écrivant (5.48) sur les caractéristiques,

on vérifie également que $ a les propriétés (5.44).

Tonc que 5 est dans le domaine du générateur de d. La

formule de Dynkin donne alors

{5.51) &(X-Y.S) = Exy(j

e - L)t
) (f- w-v)" ] xt.yt,s+t)dt

et donc (5.45) a une solution unique telle que @ £ CO(E),
Ig € 1?(E). On définit wne nouvelle suite @k par

T
_ ~k4+1 0 1~k +
(5ab2) qJ = EX_YS fo [f - E((P —‘i’) ]dt
comne TO < T-s , on a
T
~leay ~k ~K ~k—
|¢k¥L¢ l(x.y.s) =< [‘ C . sup{|@ —- 1|(x.y,t)!dt
Js £ X,y

ce qui permet d'obtenir de fagon classique que l'application

W - $ définie par {5.51) a une itérée contractante donc un point
fixe unique dans CO(E) (car w ¢ CO(E) => 5 € CO(E) comme on l'a
vu précédemment ),

Done $k - ¢ solution unique de

(5.53) (y0) f%f L pmu) )a
5.53 plx,y,s) = B . [f - Lo~y Jxy sy as+t)dt

mais les résultats du §. I.2. théoréme I.2,1 montre que

(5.54) o(x,y,s) = uE(x,y.s)

il ne reste plus qu'a montrer que ¢ est solution de (5.43). Pour
cela on cherche une estimation de Lﬁk, or &k est solution unique

de
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- ~ ~k ke
—L¢k + A@k - anp =T - %(¢k Ty*

(0, 7at) = g lxyat) = 0

En multipliant par - L&k, on a
2
~K k ~k
| I2 =(.gn""Lq9)
L1°(8)

ol gk =f - %($k—1_¥)+ + AQ&k - A%k est borné-dans La(E). donc

[L¢ l 5 < constante

ce qui impligue L&k -+ Ly dans LZCE) faible et ¢ est donc solution
de (5.43).

Enfin, toute solution de (5.4%) vérifie
- lo + Ap =&
@éx.§.t) = ¢(X.y.T) =0

avec g € CO(E), donc peut s'éerire comme précédemment sur les
caractéristiyues et on a ainsi que ¢ appartient au domaine du
générateur de ®. L'interprétation stochastique domne alors 1'uni-

cité, (On pourrsit démontrer "analytiquement™ ltunicité),

Théoreme I1.5.3 ¢ Sous les hypothéses du théortme I1.5.2 et (5,%4),

si_de plus

(5.55) Ly ¢ L°(E) ,

alors u(x.y,s) est 1'unigue solution de 1'indquation variationnel-

le ¢
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— Lu+ Au = AQu <« ¥
u<s ¥

(5.56) (-Iu + Au - Qu-f)(u-¥) =0
ulx,¥,t) = ulx,y.T) = 0

we c®r) , Iuc 12(E)

Démonstration,

La démonstration est identique & celle du théordume I,5,2
car l'hypothése (5.55) permet d7effectuer une translation sur
u et d'obtenir une estimation de |Lu I .
E ' 2
L°(E)
La démonstration de 1'unicité est également la méme, La

remarque I.5.2 est toujours valable,
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1.6, EXEMPLE DE PROCESSUS INTERVENANT DANS LES FILES D'ATTENTE,

On ne fera ici que mentionner guelques exemples, les

démonstrations sont tout & fait analogues au cas semi markovien,

I.6.1, File d'attente M/G/1/N,

On note M/G/1 la file d'attente & 1 serveur qui possede

les caractéristiques suivantes i

- le processus d'arrivée est un processus de Poisson de

parametre A\ ,

— les durdes de services sont des variables aléatoires
indépendantes de méme distribution aly)y ¢ R+, et

indépendantes du processus d'arrivée ,

- on supposera gque G a une densité continue bornée G'(y)

et on pose
" 1-Gly :

Il est bien connu que 8i Nt désigne le nombre de "clients"
dans le systéme, Yt le temps écoulé depuis le dernier début de
service 51 Nt ¥ 0, Yt = 0 s8i Nt = Q, alors le processus (Nt.Yt)
est un processus de Markov dont le générateur infinitésimal est
donné par

(6.2) hsln.y) = %, GE + nly)(eln-1,0) - &loy))

r aglnrt,y) - glny)).

On notera 1'analogie avec le générateur d'un processus
serni markovien, cependant Nt n'est pas un precessus seni marko—
vien (mais il peut.&tre construit comme interaction d'un proces-

sus de darkov (les arrivées) et d'un processus semi markovien,

ef, [31] ).
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D'autre part il east clair que (Nt,Yt) est encore un pro-
cessus de Markov si le taux d'arrivée est fonction de Nt’ clest

4 dire (un peu formellement )

- = t) =
P(Nt+ﬂt N, =1 / N, s< ) A(Nt)At + o (At)

En particulier on peut considérer le cas M/b/1/N ou la
capacité du systéme est limité & N unités, ce qui correspond &

)\.(n) = Aan<N .

Enfin pour y > 0 donné on pourra considérer

= Inf . v
T, = In (s >0 Yszy)

et étudier le processus (NtATO,YtATO).

On démontre, exactement comme dans le cas semi-markovien
), (pour H/G/t ou M/G/1A) vérifient

tatT
Ato
les hypotheses du théoréme 1.3.3., I.%.4., dont on peut alors

que (Nt.Yt), ou (Nt . o1

utiliser les résultats,

De méme les résultats des théorémes I1,%.2 ou I,5.% s'éten-
dent sux cas présents, seule la forme de l'opérateur est légere-

ment modifide,

Donnons simplement 1'énoncé du résultat analogue au théo-

réme 1.95,2.

On pose E1 = N , les autres notations et hypothéses sont celles

de (5.18).

Théoréme I.5.4 : Sous les hypotheéses (5.18), (5.27) (5.28) et (6,1),

uln,y) (définie comme en (5.19)) est 1'unique solution de 1'inégua—

tion
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- A+ aug £,
ug v,

(-au+ou-f)lu-v%) =0,

ulx,y) = 0,
Q= du 2
u € ¢ (@), 55 £ L°(3) .

I1.6,2. Autres exemples de files d'attente,

(a) le cas M/M/1 (durdes de service exponentielles) est
un cas particulier de processus de Markov de saut donc de proces-

sus (xt,yt) ot x, est semi markovien, il n'y a pas de difficulté

t
pour appliquer les résultats du §. I.3 ni pour obtenir une I.V,

(b) Cas M/G/1, processus du "temps virtuel d'attente".

Le processus "temps virtuel d'attente" est défini par

[

+
] — — -
Wy = [Wn * % (e tn)] v E [tn'tu+1

+
Wn+1 = an + 0, - tn]

ot (¢ ) sont les dates d'arrivées, et g les durédes de service,
n’nzt n

On montre aisément que c'est un processus de Markov qui vérifie

les hypothéses du §. I.3, PRABHU [51] a posé un probléme d'arrdt

optimal pour ce processus., Les méthodes des paragraphes précédents

stappliquent ici et on peut justifier complétement les résultats

de [51 .

On remarquera cependant que, en pratique, Wt n'est pas observable

(sauf si les durdes de services sont déterministes) ce qui enldve

beaucoup d'intérét & ce processus,
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(¢) File d'attente GI/G/1.

C'est le cas ol les intervalles entre les arrivées sont des
variables aléatoires, dquidistribuées et indépendantes, Sous
les hypothéses du type (6.2) sur les distributions de ces
variables, on démontre comme pour le cas semi markovien que

le processus (Nt. 2 Yt) est un processus de darkov véri-

t
fiant les hypothdses du §. I.3 , si Zt est 1'4ge de la dernidre

arrivée, et si Yt est défini comme pour le cas MﬁG/1.

La partie différentielle du générateur est alors g% + g%

et on peut obtenir une I.V comme dans le cas semi markovien évo=-

lutif ol 1l'opérateur différentiel est analogue,
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I.7. PROCESSUS ASSOCIES A UN'"GENERATEUR DE LEVY“.

On appelle ainsi (par référence & STROOCK [67]) un pro-
cessus de markov &a valeurs dans Rd, dont le générateur infini-

tésimal a pour expression,

: (y,¥2(x))

. = - - ,d
{(7.1) Azlx) A1g(x) + j;d{O%gCX+Y) g(x) -—T:T;Tg— Mlx,dy)
ou A1 est un opérateur elliptique du second ordre a coefficients

continus et M(x,.) une mesure, » 0, o finie sur Rd—{o}.

Sous des hypothdses treés générales, STROOCK a étendu les
résultats de STROOCK-VARADHAN [67] & ce type d'opérateur,
Dans ce paragraphe, on montrera briévement que les résultats de
[67] permettent d'appliquer les théortmes I.3.2, I.3.% et sous des

hypoth&ses beaucoup plug restrictives on verra que le colit optimal

peut &tre caractérisé par une IV,

I.7.1. Application des résultats du §, I,.3.

On suppose

d
(7.2) aij(t,x) : g %« R = R continu, i,j =1,d ,
837 40 0
i d 2 2
Ta . & & =vy[E]", VE €R .
d
(7.3) bi : RV « R -+ R continu borné i=1.,d .
d 32 a 5
(7.4) By = 7 a.lj(t.x) STt Y T
1,3=1 i 73 i=1 i

(7.5) M(t,x;r) est telle que
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(i) M(t.x.-) est une mesure > 0, o finie, sur
R {o}

Gi)‘];?:%§T? M(t.x.dy) est continu borné (par

rapport & x) de Rd dans Rd, YT E¢B (Rd—{o}).

(7.6) Q= D(o.m;Rd) , xt(w) = wy

t
3, = c(xe, s<bB<t), 33 = 5: .

Le résultat suivant est démontré dans [67 ]

Théoréme I1.7,1 : Avec les hypothtses et notations (7.2) & (7.6),

il existe une probabilité unigue Psx' sur 38 telle gue,

v g€ e 2o, x &%),

b

Mo
¢(t,xt) - (55 + Ae) ¢(9.x9)d9
Y8

. s
est une Psx martingale, de plus (Q.&t.x 'Psx) est_un processus

t
de markov fortement Fellerien, (1)

(On pourra également trouver des résultats de ce type dans [40 ]).

Il résulte dgalement de [40 ], que

-BR %-
(7.7) Psx[ sup lxt—xs| > R] < CT|'eB + ﬁJ
s <t <T

Pour vérifier que Esxg(xt) est nulle & 1'infini si g a cette pro-

priété,

(1) g mesurable bornée =>

S,Xx — Esxg(xt) est continue (t > s).
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comme on sait déja que Esxg(t,xt) est continue Y g continue
(et m8me mesurable bornée), il suffit de vérifier que Esxg(xt),
est une fonction nulle & 1'infini (lx| —» ca) quand g est & sup-

port compact, Soit g & support dans |yl <R, I‘gl|5 1

Esxg(xt) = Psx[lxtl < R]

< Psxflxt—xol le%l] si |x| > 2R

et en utilisant (7.7)
“52 2
Esxg(xt) = CT[e * T;T]

d'olt le résultat,

On pourrait par ailleurs démontrer que Bo contient ici
les fonctions uniformément continue, donc que si 1'on prend 1
uniformément continue bornée, on peut utiliser le corollaire
I.3.4, Les propriétés précédentes permettent de passer au cas

1 continue bornée seulement,

I.7.2, Inéguations variationnelles,

e S o o e e e b s s L S . ., T . g .

On fait l‘'hypothése supplémentaire
. d , a
M(t,x;R -{o}) est bornée sur [0,T] x K .

(7.8) et v g ¢ cg([o.T] « &%),

J 4 g(t,x+y)u(t,x;dy) est continue sur [Q,T] x R
R%-{o}

On notera Q = ]U,T[ X Rd . E=[0,T] x Rd .

d
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lemme 1,7,1.

Sous les hypothéses {7,2) & (7.5) et si on note

0, =tk /. |x] <R},
Ty = Inf (t >s / X, Q'OR). alors
Oruwy 9 p TPl d
voecu) sfeageronL (B)p>g+1,
on g
(7.9) ESX¢(TATB’XTATR) - ols,x)
- Ty
, AR (39
= Lsx‘[; (= + A g)(b,x )at .
Démonstration,
p d .
Un démontre d'abord que pour p > 3+ 1, on a si
) d
¢t Lp[O,T;LEOG(R )]
‘ TATR
(7,10} |E j‘ olt,x, )t | < G . ¢l
9 s t r LP(O.T;LP(GE))

I1 suffit de le démontrer pour ¢ e »((0,1) x OR) or il

est démontré dans [67 | que

T
lE j1 ¢(t,x )dtl < C l@]
8% 5 t T LP('

= ¢ |o]
¢y T

Lp(O,T;LP(Oh))

Comme il suffit de démontrer (7.10) pour ¢ > 0, et que
- TA%R

j
SX
S

il est clair que l'on a (7.10).

T
¢tt,xt)dt <E_, j; @(t,xt)dt,
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Alors (7.9) étant vraie pour P € Cg'2(E). On prend

@k € C;’zca) tells que

¢k - ¢ dans Cg(E)

k
d ko p P d
L. . A0 3% + 4y dans [F(0,7517 (K))

ot

et l'estimation (7.10) permet de conclure,

Soit alors

(7.11) ¥, f € CE(E).

Théoreme I1.7.2 ¢ Sous les hypothéses (7.2) & (1.5), (7.8), (7.11)

i'éguation

du 1
£ LS
- -5-1;— A'G ug + -E'(.U.E'—‘f) =1

(7.12)
uE(T.x) =0

, d
a une solution unique u_ ¢ LP(O,T;W2 Pa¥(g )

du

SE Pro o, (Pr¥ynd 0/ .
== ¢ LPlo. 1P Y(RY)), u e cp(e)
Démonstration,
On pose

~ Vi

b, (L,x) = b, (t,x) - jﬂ dlt,x;dy)

1 1 d 1+ly 2 ’

It —{o}
a (t.x) = u(t, xR = {o})

et on note ﬁsx ia solution du probléme de martingale (a,%) (ctest

un processus de diffusion).
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On note également

{7.13) Kg(t.x) = g(x+y)m(t,x,dy)
f R-{o}:

Considérons alors pour v € CE(E) 1'équation parabolique

oW = 1 +
- 5T~ Aw 4+ aow =f + Kv - ECV-Y)
(7.14)
W(.T,E) = 0
ol
A = b 62 7‘% 0
= 2 84 5xex. T 0 R
i] i i i

comme v £ CE(E) => Kv ¢ C;(E), £ étant fixé, le second membre de

(7.14) est dans cp(E),
D'autre part il est% connu que (7.14) a une solution unique

Py o d 9 s’ d
woe 1Plo, 1w P Y (w )),3% ¢ 200,712 Y (RY)) ,

(ou worPrY oot l'espace de Sobolev w?*? construit avec
d - d
PP YR = {p 1 o s e PaY), v o)
et aussi w € CE(E).

On sait aussi que dans ces conditions

s
aodo

i -
(7.15) wlt,x) = Etx jm [£ + Kv =~ %(V_g)+](s,xs)gj; is
N ‘

On définit ainsi une application Il de v = w = v de CE(E)

dans lui-néme : si on note

. an i = 1,2 Vv = VvV, -~V wm'— n ot
Py =0y = el =V =Py




on a

n ~ [T in-
lw (t,x)l < Etx Jt ke lh 1(s)“ds.

et de fagon classique

n (Tnt)n_1

wi(t,x < :
[ (,x)] < K N IFHCECE)

n .
Donc, pour n assez grand [T est une contraction et donc
I a un point fixe unique vérifiant donc
~ 5

dg
a5

T % j
(7.16) wit,x) = ﬁtx jﬁ [f + Kw - E(w~¥)+] t ds
t

mais (7.16) implique & son tour que w est solution de

- %% - Ew + aow = + Kv ~ é(wmw)+

(7.17)
w(T.x) =40

ce qui se réécrit exactement comme (7,12} compte tenu de la défi-

nition de b,, a .
i o]

L'unicité résulte de l'interprétation stochastique et de

1'unicité de la solution de (7.16).

Corcollaire 1,7.2,

Sous les hypothéses du théoreme I,7.2 l'unique so.iutbion

de (7.12) est donnée par

T { stv dg
(7.18) u (t,x) = Inf E j g€ vt [f + lv‘{'] ds
[ tx £ £
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ol 1'inf est pris sur les processus adaptés & (3:, s>t), &

valeurs dans [0,1 ],

La démonstration s'effectue comme dans [11 | puisque 1l'on

dispose de la formule de Ito pour des fonctions Wléi'p(Q).

Théorsme 1,7,3 : Sous les hypotheses (7.2) & (7.5), (7.8),(7,11)

et si de plus

(7.19) v e 1Plo,m;w P YY), g% ¢ 1P(o,m; 17 Y(z%))
alors

[
(7.20) ult,x) = I:f By, Jt f(s.xs)ds + xT<Tw(r.xT)

est solution unicue de l'iréquation

du
—-S-E---Atu < f ,
us ¥,
Io) .
{(7.21) (57 + Au = D)luw-w) = 0,

u(T,x) = 0,

: , ] .
a € 1P(0,mwe P Y(rY), 3% e 1200112 YY) .

Démonstration,

On va se ramener A un probléme analogue avec 1'é,uation
parabolique (§? + 1) + ao ; en effet, les résultats du §., 2.3
donnent uE - u uniformémentshn tout compact donc, avec les
hypothéses (7.12) H KuE -+ Ku ponctuellement et aussi dans

1Plo, ;1P YY) fors.
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Donec, on ramdne le passage & la limite sur (7.12)

au mdme probléme sur l'équation

du
€ ~ i +

— - - - = f
5T Aue + E(.uE T) + aouE .
(7.22)

u (T,x) = 0

£

. | d'
ol fE = f + KuE converge vers f + Ku dans LP(O.T;Lp T(r )) fort,

On peut alors refaire les calculs de A, BENSOUSSAN -
A. PRIEDMAN dans [ 6 | pour obtenir que

d
u_ - dans Lp(O,T;Wz’P'Y(R )) faible

(7.2%)
du
=% - 9% dans Lp(O.T;LP’Y(Rd)) faible

(et aussi u - u aniformément sur tout Compact).

€
On notera que ceci utilise naturellement 1'hypothése (7.19).
(7.23%) permet elors de passer & la limite dans (7.22) et 1'unicité

résulte de l'interprétation stochastique.

Remarque I1,7.1.

#n fait dans ce qui précéde, on peut se contenter de

£ e L),

1.7.2.2. Cas non régulier,

e e

On abandonne ici l'hypotheése (7.49) mais on tait une hypo-
thetse de régularité sur les coefficients a,lj de fagon a avoir

une formulation variationnelle,
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On suppose

(7.24) ]aij(t.x) - aij(t.x')l < c.]x—x'| Y t,x,x',1i.3.

On pose V = W1’2’Y(Rd)‘ et on introduit la forme bilinéaire sur

v
ou Av
(7.25) at(u‘v) ﬁ\[d ':):‘ aij(t’x)(m'mY)(WmY)dx
R J 1 d
+ (b, - 2y L a Y emeee) (m v )dx
ijvgd T;T h|

+

j1 a {n uwin v)dx ,

a % v Y
R

= ngx[ .

avec n (x)
Y

Il existe alors A > O, p > O tels que

+

2
(2.26) at(u,v) h‘ut 2,y > p“ u|% Y nev,
L ) ]

Le résultat du théortme I,7.2 est encore valble ici (car il n'uti-

lisait pas (7.19)). On obtient

Théortme I,7.4 : Sous les hypothases (7,2} & (7.5), (7.8) {7.11),

u(t,x) (définie par (7,20)) est solution de 1'indguation :

T T
Jr (.- ;E,V—u)dt + Jr

o] o]

T
+ %IV(T)Iz 2'j1 (f.v—u)dt
0

T
at(u,v—u)dt - j1 (Ku,vuu)dt
0

(7.27)
Vve ¥, vE L%(0,15v), g% ¢ 1°00,75v")

u< ¥, uc¢ LE(O,T;V).
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Démonstration,

Compte tenu de uE -+ u uniformément sur tout compact dans
Cz(E) et donc Ku —"Ku uniformément dur tout compact dans CE(E),
donec dans L2(0.T;L2'Y) fort, on montre de fagon classique que

(ef, [41])

< constante ,

™

LZ(O,T;V)

et donc uE -+ 1u dans LE(O,T;V) faible,

Le reste de la démonstration s'effectue comme dans LIONS

[41].

Théortme 1,7.5 ¢ Sous les hypothéses du théoréme I,7,4, et si de

plus

i(t,x,dy) = q(t,y)dy
(7.28)

g > 0 continue, bornée

alors u est solution maximum de (7.27).

Démonstration,

Grice a l'hypothése (7.28) et & (7.8), on peut utiliser
le résultat suivent de A, BENSOUSSAN - J,L. LIONS [11]. Si on

note, pour u ¢ V

1+

Bult,x) = jku(x+y)nu(x) - EX&E%%%%A) Mt ,dy)

alors
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< 0 Y vev

(Bv,v)
* d

L2 YY)

(Bv+,v") >0

et

(Bunﬂ est une forme bilindaire continue sur

VxV

le théoréme résulte alors de MIGNOT - PUEL {49 | .

s

1,7.3. Le cas du processus arrété,

On va voir que, bien que l'on n'ait pas démontré que le
processus arrété est fellerien, le probléme pénalisé permet de

traiter quand méme le probleéme d'arrét optimal,

¢ s . d
Soit & un ouvert borné régulier de R

v, = Inf (e 20, x_ ¢ 0)

et on pose coume précédemment

( rTATA’UG
u(t,x) = inf E fls,x )ds + ¥ . viz,x )Y,
T tx Jt 8 T(fﬁjﬁ T
(7.29) et s
.TATO_ 1 _ é]‘ vcdo

u (t,x) = Inf E f [f +-vy]e ™V ds | .

€ v tx N £
On prend

0 - 0 -

fec([0,71]x0), vecC[oT]xa) ,

(7.30)

¥V > 0 sur J¢% .

Lemme 1.,7.2,

Sous les hypothéses (7.2) a (7.5). (7.8), (7.30) uE est
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solution unique de 1'équatiocn

- %;f - AtuE + %(uE~Y)+ =f
(7.34%) ug(t,x) =0 x € a0
uE(T.x) = 0
u_ € Flo, 13w (), %%5 ¢ 1°(0,2;1°(0)), u_ ¢ LP(O,T;Wl'p(G)).

Démonstration,

Précisons d'abord que pour définir

Ku = j1 u (x+y)M(t.x.dy) .
£ d 3
R —{0}
on suppose u_ prolongée par O en dehors O; la démonstration de
1'oxistence et de 1l'unicité d'une solution de (7.31) est alors
identique & la démonstration du théoréme I.7.,2. L'application de
la formule dé Ito entre t et TAﬁg permet alors d'obtenir gue cet~-
te solution est donnée par (7.73C).

I1 résulte de la régulasrité de u, que u_ € CE(Q) .
G=[0.1] xC.

D'autre part sous les hypotheéses du lLemme 1.7.2, on peut
appliquer les résultats du 3. 1.3 et donc uE -+ u dans CO(Q);
u étant nulle sur 3¢, on la prolonge par 0 en dehors de 3, et on

peut aussi définir Ku,

Une démonstration sinilaire & celle du théorgme I1.7.4

donne le résultat suivant @

Théoreme 1,7,6 ¢ Sous les hypothéses du lemme I.7.2, w est solu-

tion de 1'inéguation variationnells
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at
0 0

—
.
I

5 T T
V=1 )d +f at(.U,V—u)dt “f (Ku,v-u)dt
Q

T
+ %lv(fr)l2 3[ (f,v-u)dt
(7.32) 0

d
Yve¥ v¢ tho,'r;v) a—f;- 3 L2(O.'l‘;V') ,

u< v ue 1é0,mv) .

De plus, on peut alors montrer en utilisant les résuyltats

de [49] que u est solution maximum de cette inéguation,

Théordme 1,7,7.: Sous les hypothtses du théoreme I1,7.6, si de plus

M(t,x,dy) = q(t,y)dy avec q(t,y) continue par rapvort i t,x,

alt,y) = 0) u est _solution maximum de 1'inéquation (7.32).

Démonstration,

Il est démontré dans [11] le résultat suivant, si 1l'on note

Bu(t,x) = jtu(t.x+y)—u—t,x)-< v,Yult,.x) >]q(t,y)dy

alors B est un opérateur linéaire continu de L2(0.T;H3Q3)) dans
LZ(O,T;H_103)). De plus sous les hypothéses du théoréme I.7.5 on
a

v v ) >0 |
v oved (o)
(Bv.v) < O

Et on est ainsi ramené au probléme résolu par HMIGNOT - PUEL [49 ].

Remarque I,7.2,

(a) Ce qui précéde montre que le seul résultat nouveau est
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1'interprétation de la solution maximum de 1'inéquation variation=
nelle car le fait que u, > U solution maximum de 1'IV est dé-

montré sans référence a 1'interprétation probabiliste dans [11 ],

. , d ,

(b) Le cas stationnaire, avec ¥ ¢ Wz'p'Y(R ) peut égale—
ment &tre traité comme précédemment avec quelques modifications
dans la démonstration de (7.12} ol l'on peut procéder exactement

comme dans BENSOUSSAN - LIONS [11].

Remarque F,7.%.

On peut utiliser le méme type de méthode pour montrer que

le probléme de jeu avec temps d'arrét
TAT1T2

= d
ult,x) sz fgp Etx.( f(s,xs) s + X v, (T, ,

+ X T(T)X)
sl 2202 )

a une solution, et obtenir une inéquation variationnelle & double

obstacle,

Mais, ceci utilise de fagon essentielle les éguations aux
dérivées partielles, (cf, (11 ] pour le cas des diffusions sans
sauts), L'analogue des résultats du §. I.3 pour le probléme de

jeu n'est pas connu,

Remargue I,7.4.

Par les mémes méthodes on peut étudier les intéractions

entre les divers processus qui ont été exsminés précédemment et

‘E d

.
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qui conduiront également & des inéquations variationnelles,
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IX

CONTROLE IMPULSIONNEL AVEC RETARD

= N L L Lo e = =

ler Cas : Retards non imbriqués

Qrientation,

On étudiera ici un premier type de problémes de contrdle

impulsionnel pour des processus de darkov, On commence par le

cas ol la décision prise & 1 n'est réalisée qu'en w+h, h Lixé > 0,
{n fera 1l'essentiel de 1'exposé sur un probléme type ou la déci-
sion porte sur 1l'état £ qui devra étre réalisé au bout d'un temps
n, Ceci modélise en particulier les problémes de remplacement de
matériel si 1'dtat est un indicateur dhusure du matériel (supposé
&oluer de fagon markovienne) et si 1'on peut remplacer, de fagon

onéreuse, le matériel en fonction par un autre du méme type .

On a choisi de commencer par les problémes avec retard
(sans imbrication), car, peut 8tre paradoxalement, il se formule
et se résout de fagon beaucoup plus simple que le cas ou la déci-

sion a un effet instantané,

On verra au Chapitre VII, les mémes méthodes appliquées &

des problémes faisant intervenir plusieurs processus de dHarkov,

Comme dans le cas des problémes d'arrét optimal, on fera
intervenir des hypothéses particulidres guand 1l'espace d'ébtat n'est
pas compact, Sans que l'on puisse prétendre que le cadre utilisé
ici est le plus général possible, il couvre un tres grand nombre

d'applications,
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I.1. NOTATICNS — HYPOTHESES — POSITION DU PROBLEHE,

Soit E un espace LCBD muni de sa tribu borélienne., On
note @ = D(0,E) espace des fonctions continues & droites,

limitées & gauches, de k" dans E,

On note xt(w) = wlt), Bt(m)(s) = m(t+s) s, 0= 0,

Ez = g{xs s < t} R 30 = 31}, et Et , & les complétées univer-
selles de 32 ’ 3° .

On suppose donné
(1.1) X = (@8 ,80,,x,P )

un processus de ierkov homogéne dont on note 3(t) le semi groupe.

On suppose

(1.2) alt) £ e ¢C ¥ fecC t >0
(1.3) o(t) £(x) » f{x) quand t § 0, VY £ €C
a(t) =1,

Guand E n'est pas compact, on fera une hypoth&se supplé-
P P

menteire soit (1.4). soit (1.5) (1)

(1.4) , olt) £ ¢ C, , Vfec,

., E est un espace métrigue dont les fermés bornés

sont compects et

(R) = sup P_[ sup d(xt.x) > R

y
T wE © 0€tgT

tend vers O quend R 1 = , (V¥ T fixé ),

(1) Bien entendu tout ceci est inutile quand E est discret dénom-

brable,
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(1.5) . X est quasi continu & gauche €t

» B contient les fonctions uniformément continues,
)

Autrement dit, on voudra pouvoir utiliser les résultats
du Chapitre I, notamment les Théorémes I,3.2, I.3.3, et le

corgllsaire I.3.4.

On se donne d'autre part

(1.6) un nombre h > 0 (le reteard),

(1.7) fec, £>0,

(1.8) c € CE(E x ) avee c(x,2) > 0, V (x,£) € E x E
(1.9) U un compact de R,

et ¢ wne constante > 0, (taux d'actualisaticn),
On définit ¥ ensemble des contrdles admissibles par

(1.t0) vEeY <= ve (5,EN) 11
ol (Tl, i > 1) est une suite de temps d'arrét de 3t telle que

(1.11) rl+1 > Tl +h, i1,

(1.12) et al est une v,a & valeur dans U, & i—mLsurable.
T

Le lemme suivant permet de définir le critére Jx(v).

Temme IT,1.1,

Sous les hypothéses (1.1) & (1.3). si P est une probsgbilité

sur (9.3), T ggwﬁf temps d'arrét, £ une v,a (& valeurs dans E),

31 mesurable, alors il exisie une probabilité ﬁx sur (Q,%) telle




gue, si Th - T 4+ h

(1.13) P(A) = P(A) VY A ¢ 3(T+h)_ )
o -1
(1.14) B(a q GThB) = E(XA.PE(B)) ,

3 o
YBRe & , Y A€ (T+h)_ Ag{'c<+ } .
De plus, Y ¢ mesurable bornée sur B

(1.15) ﬁ[xr<+«9(x ). H]| = ﬁ[xT +aﬁ.¢(s) @(xt+t)]

T+t+8 <

¥ Hv.a bornéde, & mesurable,
T+t

La démonstration de ce lemme technique est faite en Annexe

8
On notera que (1.15) signifie que Vi = Fopt’ t >0 est w
processus de Harkov relativement a la famille 31+t gqui a

le méme semi-grcupe que X.

On pourrait montrer que P est définie de fagon unigue par
(1.13), (1.14) mais ceci n'est pas nécessaire car la démonstra-
tion du lemme est constructive et détermire de fagon unigue une

probabilité P vérifiant les propriétés désirées.

Dens la suite, on n'utilisera ST que pour ® € Qt = it<+m},
si E/QT est 1a tribu F restreinte & QT, GT est une application

mesurable de (QT, 3/@1) dans (g,3),

En feit ces distinctions (tlw) fini ou non) sont unigue-

mert techniquesdens la suite les variables aléatoires que 1l'on
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considére sont en général nulles sur {t = + =} et i1l n'y a donc

pas de difficulté sur cet ensemble,

On peut alors définir le processus contrdlé en associant

N\

& v € ¥ une suite de probabilités sur (Q,F) par (x étant donné)

P =P
X X
P = p° sur 3
x = 'x Y (zlin)~ *
(1.16)
1 -1 0
PX(A n eT1 B) = Exfo.P§1(B)] ,
n
VOAEE gy s BEF
o P g
x  x (¢™4n) '
(1.17)

n -1 -1
PX(A n e, B) = E_ [xA.Pgn(B)] .

h
n . . -
Conmne (1.?1) => T (w) t + 0 ¥, 11 existe ure probabili-~
bé Pi sur (9,3) telle que
\ n-i

(1.18) P =P sur 3(1n+h)— .

On défirit alors le critére

atT

(1.19) J ) = Ei easf(xs)ds + 9 e elx i,gi)

-
Jo i=1 T

(otx Ei est l'éspérance par rapport a Pi).

Le probléme est alors de minimiser J (v) sur 7,
X

O pose
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(1.20) wlx) = Inf J (v)
vey %

Remarque II,1,1.

(i) Comme il est vérifié en Annexe 1, on peut vérifier
que dans le lemme 1I,1,, on a sur {th < +w} X = g ﬁx ps.
le probléme ci-dessus correspond donc bien au "remplacement de

X as E.

Th[
On a d'ailleurs par (1.14)

ﬁxrxA.¢(xTh)1 = B [,.0(8) ]

YA€ , (ear P (x =x) = 1).
Ty~ x o

(ii) Il est clair que T > (n-t)h Ynz1,
Done &§ D& et & est donc une suite croissante de sous
n- {n-1)n -
tribus de & telle que ol U & n ) = &
n T

(iii) On pourrait simplifier quelgues un des énoncés en
considérant le processus & valeur dans E' = EU{6}, & point &
1*'infini de E et en convenant gque xmﬁw) =08, O w= Wy trajectcire
valunt & partout sur R+, ce qui pernmet ce définir er conme appli-
cation de @ dans @ , 31 mesurable et de supprimer la distinction

{1t <+ o} et {1t =« o},

Cependant l'utilisation de cet état fictif introduit des
complications ailleurs {dans la construction du processus contrd-
16 il faut envisager la "renaissance" du processus ie, des tra-
jectoires valant & avant Ti et revenani dans E aprés), De plus
du point de vue "physique" il n'y a pas de raison de distinguer
un état perticulier : méme dans les problémes de remplacement de
metériel (ol 1'on a aussi coutume de perler de durée de vie), on
peut toujours considérer 1'état "hors d'usage" comme un état quel-

conque mais absorbant,
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II.2, CARACTERISATION DU COUT QOPTIMAL.

La méthode utilisée ci-dessous, adaptée de [11], consiste
& approcher u par une suite de problémes de temps d'arrét opti-
mal, On remarguera que ce schéma itératif est simplement 1'ana-
logue stochastigue du schéma introduit par A, BENSOUSSAN -
J.L. LIONS [12] pour démontrer l'existence d'une solution des

IQV

On pose

h
(2.1) w(x) - jﬁ 3% o)t ds

C

c'est une fonction appartenant & ¢ (ef. [217]).

On pose également si w € B

(2.2) ir(x) = Inf [clx,g) + e w(g)] + vix).
£eU

On définit slors

(2.5) u(x) = B j; 5%e(x Jds - R 2(x)

(ois, comme d'habitude R est la résclvante de &)
a

T
(2.4) u (x) = Inf B ( [ 2%r(x )ds + e%fHu | (x ))
n . X JO s n T

ou 1'infimun est pris sur les temps d'arréts de Et'

Lemne II,2,1.

Sous les hypotheéses (1.1) & (1.4), (1.6) & (1,9}, (un) nx=ao

vérifie :



- 96 -

n+dl = n 0 «
(ii) u € ¢
Démonstration,
On posere dans la suite
n rTmas -aT
(2.5) J(t) = E e f(x )ds + e Mu (x )Y.
X X Jo 5 n-1" 7
Pour démontrer (i), on a uﬁ(x) < JL(+«0 = uo(x).
Supposant alors un_1 < un_2 , alors Mun_1 < Mun—Q? donc
Fe) = Jn_1(t) V1=>u <u Yo,
X X n n-
f
Enfin, u < ﬂ——ﬂ- et uw oz 0, ¥Yn,
a

est immédiat,

Pour démcntrer (ii) on ubtilise les résultats du §. I.3.
(les hypothtses sur le processus et les données étent munifeste-
ment vérifides)., Il suffit de voir que u ¢ C résulte du carac-

tére fellerien de ®(t); puis supposant L € C, on a

-l Or
c(x,g) + € un~1(E) € Cb(h x U)
=2
Inf Jelx,2) + Eahun_1(£)] € C
geu
et comme ¥ € C, iu ¢ 0, donc u ¢ C,
n-1i n

On aura besoin dans la suite d'un résultat supplémentaire :
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Soit

rec
(2.6) .
w(x) = Inf Ex(hf Easf(xsds + EGTF(KT)) .
0

T

Soit d'autre part, T le temps d'arrédt

EE
I

(2.7) Inf (s >0 w(xs) = F(xs))
et v un temps d'arrét quelconque, & une v.a a valeurs dans E,

F mesurable,
v
On pose

(2.8) vy = v+h , T= Vi, + Ty th.

Soit P une probabilité sur (Q,¥F) telle que (cf, Lemme II.1.1),

81 F est une probabilité donnée sur (0.3)

~

P=P sur &
U—

(2.9)

Bla n 0;; B) = E()(A.PE(B))

VAaEd -, Aci{v<+eo, ¥V BEF
h

Lemme JT.2.72.

Sous les hypothdses (1.1) & (1,4), (1.6) & (1.9) et
(2.6) & (2,9) on a

~

(2.10) e™hw(g) = B [f E“Sf(xs)ds + EME‘(}:NH&'___]
‘ N v “h
et YV t temps d'arrdt de Et s T vy
—av fﬁT~qs =uT
(2.11) e hy(s) <« B e "f(x Jds + e Flx )T P r.s .
JV ) T \)i‘i

h



Démonstration,

Notons Y le second membre de (2.10), on a

Y=5{z 06 |3 ) e™h
Yoo Vn
ou ~

T A
S L L )
JO 8 T

Donec, d'apres le lemme IX,1.1.

Y = s ™h EE(Z) P ps,

Donc par définition de w, et comme T est le temps d'arrdt opti-

mzl associé {ef, I.3), on a

Y = wlg) 0,

Démontrons maintenant (2,.11), On sait que w vérifie les inégali-

tés
{2.12) we< I,
—at t
(2.13) wix) < ™ 'a(t) wix) + j1 %) (x)as Y t 2= 0,

0

donc que (ef, aussi les raisonnements de I.3)

a8
5%ulx ) + j1 59 ol dat
Q

est une sous martingale pour Px et la famille Ef.

Mcontrons alors que

Yy 4
(2.14) Y(s) = Ea(vh+s)w(xvh+s) + j; h+g5atf(xt)dt

est une sous mertingale pour P, relativement & Qt = 3v it
h
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Pour cele il suffit de démontrer que V H Sv ot nesurakle,

positive, et ¥ 8 = 0, i

[H,Y(tss)] > BH.Y(2)).

(oot

(2.15)

Ce qui revient & montrer

t+s
(2.16) B GOt e [T e )

t
\)h+

Vpts+t

Or le premier membre de (2,16) s'derit

(2.17) ﬁra.a“(“h+t)caaswcxs)o 0, 14

. ‘
+ E[HE“(“h+t) [ sMelx ) o YAAT =TI 4+ I1
Jo Ao Wﬁt

Et d'apreés (1.15)

1 - ”E[-H.'é‘a(.\)h-l'-t)g()ﬁs@(s)w(x )—I ,
v, +t
h
et

5]
1T = B[Eeetntt) J" s )elx Jan]
o Vh+t

Alors (2.16) résulte de (2.13).

Done (2.14) définit une sous martingalec pour (%,Qt). Siow!

est un. t.a quelconque de Gt’ on a donc

Br(z)lg ) = ¥lo) B ps.,

[ —

-— 1
P (x ) BEET e )
h

r \)h-i-"li —0& -
+ ] e f(xs)ds|ﬂv ! P ps.

\n'h h
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En prenant 1'espérance conditiomnelle par rapport a

¥ ., et en tenant compte de (2.12), il vient
\JE [,.(-

E}(Eavhw{x\)h) [Z}vﬁ) < E{ga(\fh+r| )}((xvh*-’cl )

Vit e
+ j‘ e flx_)ds|F _ |
5 Y
vy h

or
BGE™hy(x )3 ) = e™hy(e) P ps.
Yoo Vh

(Ceci d'aprés (1.14 , la présence du terme e®™h permettant
p p

d'écrire cette égalité méme si yh(m) = 4 o ),

Done
( ‘)b/

(2.18) 2®Vhy(g) < E[e*"n*" 7‘(:-: )

v, +T

h

vh+t’_as
+ j‘ e f(xs)ds l Sv_ ]
Vi h

mais si v est un t,a guelcongue de Gt’ t > vy alors ©' = 1 - vy
est un t.a de Qt : en effet {1' <t} = it—vh <t} ={rtg vh+t} € Gv

h+t
{cf, BLUMENTHAL - GETOOR [18] p.33).
Done (2.18) démontre (2.11),

Revenons & 1'étude de la suite (un) nx»0.

Lenme IT1,2,3,

Souws les hypotheses du lemme I1,2,1 on a W, >u, ¥Yn.

Démonstration,

C'est évicdent pour n = 0. On pose pour n > O guelcongue
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5 = Inf (s >0, u (x ) = Mu (x )
n n s n-1 s

@'aprés le §. I.% on a
1
(2.19) w (x) = B [T e ®r(x ) E“Tﬁ (x|, )
. N = E_ Jo x )+ wo xfl:1
n

De plus un_1

il existe én(x) mesurable réalisant 1'ing de

€ C, c est continue sur B x U, U compact donc

£ - clx,r) + Eahun_ (¢) sur U,

On pose

£, € U arbitraire sur {rl = + o} ,

On notera que ceci définit bien une v,a & ' mesurable car
T
n

{gl € T} = {én(x Jertn {Tl < 4 ool

T

o 1 2
L € & , car T1 est & nesurable, et
2 ! n .
n n
- 1
A1 = U ({&n(x 1)6 A {Tn < x})
heN T,
et
» 1 s . H
{Entxz1) et fu, <kl= {an(xf1 ) ¢ T}onfe, <K
n n Ak
appartient & & ' 3 ¥V k
oAk '5111

donc A1 [ , également,

T
n
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d'ol
0 f1Tn—aS —oT
(2.20) u (x) =B e™f(x das + e O[wlx , )
n X J s o]
0 n
1 1y —ah
+ C(xti'gn) n un~1(€n) e 1} .
n
On pose alors
~2
T, = Inf (s = 0, un_1(x ) e Mun_Z(xS))
et
12 = ¢1 +h+730 50 sur {11 < 4 oo}
n n n o1 n n
at
+ =@ sur i'U1 = + 00}
i n
(2.21)
£2= g(x ) sur {'1:2‘(4-00}
T2 n
n
2
Eo sur {rn = 4 w}

ol gi(x) réalise 1'inf de

E - c(x.g) + Eahun 2(5) . £2 (et mesurable).

TE est bien un temps d'arrét car

2 1 ~2
T = X i (v +h+1n o O 1

) + (&O.X
T (4o0 T th E
n n

v

le second terme est une variable alétacire & mesursble et le pre-
mier s'éerit
Lim
Bk
h teo

ol By est la sulie croissante

1 ~ g
= h
By = X (1n+ +TE 0 9T1 )
n <k n+h
=X (TéAk +h+%2 o B
<k n n 11Ak+h
n n



qui est bien une variable aléatoire (& mesurable) car

1 ~ S
TnAk4h+Ti 06 est un temps d'arrét (cf, L19j).
TnAk+h

z . . N
Donc T est d-mesurable, il reste donc a montrer que

2
{Tn < t} ¢ Et YVt ¢+

Or
7 1 | o~e
{Tn < t} = {tn < 400} 1 {Tn+h+T 0611+h < t}
n
= {T1 < %} n {Ti+h+%209 < t
n - n n 1
T _+h
n
1 1 ~Q
= {t < tln {t At+hetion | < t}
n n no_4
’EnAt+h
done {12 <t} € ¥ car T1At + h + 7206 est un temps
n = t n n’ o ptat+h -
n

dlsrrét,

On définit maintenant

P =P sur & 1 _
* x {1 +h)
n
1 S e
P (4 ne, N) = EX(KA.P 1(B))
T +h £
n n

Vied , A CZ{T; <+ , Bed

(¢ +h)"
n
et la lemme II.2.2 donne alors o
| “n
~alT, +h) [ . f —us
n = I 2 d.
e un_}(gn) mX{.J ‘ e f(xs) s
1 ' +h
+ et 'n oy (x ) l F
-2 2 i -
Tn (Tn+h)

Comme ae plus, (par la propriété de iarkov forte),

. i Tyt
o y(x ,) = R a1 (x Yds |3 ,
L X J 5 1
an 1 Tn
n
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v, devient, coupte tenu de (2.21)

!
.\%’gn)
n

1 s m011
(2.22) u (x) = B j1 e@e(x Ms + aon elx
n x1J, s .

2
+ gafn[\y(xTz) + c(KTZ,E,EL) + Eahun_z(.ai)]%
n 1

En itérsnt on obtient facilement

(2.23) un(x) =~ En“1,J

oll

T;+1 = Tl+h + %1+10 5] .

T +h

~1i41

tn = Inf (s > 0, un—i(xs) = Mun—i—1(xs))'

5;+1 réalisant 1'inf de

C(Xti+1'£) + e un—i—i(a) '
n

Pi+1 étant définie comme en (1.17).

Or
n on too
wrigelanth)y (7 pr-igelmeh)y 11 e*p(x_)ds
b o °n x n 8
£ Yo
n
o n
et en définissant Px COTUNG en (1.17),
~a(24+h ) “_as n faias ' ~a(tlth)
R (N e®r(x Jas = B {(/ e™rlx )ds)es |3 g
Envo 8 X Jo S Tﬁ+h (Tg+h)_

[T
= & } ] &0 Jasja,
Ti+h Tn+h)

(2,2%) deviant donc



400 n i .
(2.24) un(x) = EI}: (Jr Easf(xs)ds + EEMHC(XTi.E_.;))
n

0] i=1

Jx(vn)

si v est le contrdle admissible défini par

i iy .
v o=, )i,
n
i i .
T =7 i<n,
n
i
T =40 1>n4t ,
i i .
E = gn 1<n ,

51 guelcongue pour 1 > n+t

Done un(x) > ulx) .

Lemme I1I,2.4,

Sous les hypothéses du lemme II1.2.1,

un(x) boulx)

en tout point x € i,

Démongtration,

Soit v = (tl.gl)

i > u contrdle admissible guelcongue
on a naturellement
1

T 1
. .0 i as =T
(...25) un(x) < E}:<JO & f(xs)ds + e [w(xt1)

o 3 i
+eu (") + elx ¢ )ﬂ

et en utilisant (2.12) s
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1 T .
— h -
(2,26) u (gl)e“(T +h) < i [ 58y )ds
n—1i X J S
ti+h
01'52 |
+ e uu (x )3
n—-g2 -[;2 (Tﬁ_*_h)'—J
de plus
2 —ah 2
. . ~
(2.27) Llun_?(xtz) < \y(xTz) ¥ c(xTz,g ) 4+ e un_ztg )
(2.27), (2.26) dans (2.25) donnent
1 ( 1_2.+h _ ‘E‘i 1
(..28) u (x) < B cSp(x Yds + e clx .8 )
1 A 4 5 1
0 T
2 2
~-aT 2 -l +h) 2
+ e c(xTZ.g ) + e un_zcﬁ )
Bn itérant le raisonnement précédent, on a
n .
i [‘T +Eas no_ Lt i
u,(x) «< E e r(x )ds + 3, e elx A )
n = T Jo 5 i oL

—a(s™+h)
+ e

u (€7)

n
o () =7 () v B gols )y (),

p . n
uO étant bornée et 7t + quand n t + %, on a

Lim u (x) < J (v) V v Er
HTOO I X

Lim u (x) < ulx) .
1 oo .

tvee le lemme II,2.3, on a le résultat,

Lemue IT,2.5.

Sous les hypothéses du lemme II1.2.1
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(i) u€ C, un - 1 dans ¢

(ii) u est l'unique sglution de 1'équation

T
(2.29) ulx) = Inf E ( [ ™ r(x Jas + & Mitulx 9 .
x \ J s T
T ol
Démongtration,
Cn va montrer que l'application wo un+1 est une con—
traction.

Posons ¥ n

T
Jz(z) = Ex(t[‘ E“Sf(xs)ds + gaTMun_1(xT))

o}
On a
n n-1 -aT y
‘JXCT) - Jx (t)l = lEX e (Mun_1(x1) - Mun«E(xt))]
mais
. —ohn
Mu {x) = ¥lx) + inf [e(x,8),8%u (g)]
n-1 -1
£eU
=>
. \ ~oh
(2.30) | o~ I < 2™ w mu Ll
. _ _ —ahl
En effet si on pose K = ” un_1 un_2“ e , on a
-ah —~ah
c(x,g) + e un“2(§)»Kj5 c(x.§)+e un»l(a)
—ah
< c(x.&) + e un_z(a) + K
Y x, £ = (2,30),
D'on VY =
n -1 -gh
(2.3?) 1JX(T) - Jx (T)| < e I! . 1—un_2”
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“ un-1"un-~-2“

Done u converge dans C vers l'unique point fixe de

'applicati
ltapplication un_1

wo % dans C, u étant solution unigue de (2.29), Mais comme

- définie per (2.4}, Autrement dit

un(x) ~+ulx), on a U = u et le lemme est démontré,

Théoreéme I1,2,1

Sous les hypothéses du lemme II,2,.1, u est 1'élémént

maximum de 1l'ensemble des fonctions vérifiant

(2.32) W M o,

(2,33) W < e alt)w + jﬁ eas®(s)f ds , Yt>0,
Q

(2.34) w e Q.

Démonstration,

u est solution de (2.32) & (2.34) d'aprés le lemme II,Z2.5.

Soit w une autre solution (2.33) impligue que

Y(s) = Easw(xs) + j1 Eatf(xt)dt
0

est une sous mertingale (relativement & Px' Et). qui, comme W € C

~est continue & droite et borné,

Le théoreme d'arrét donne alors V t temps d'arrét

wix) < Ex(‘[l Easf(xo)ds + EOTW(XT) )

o}

o [ T-as T,
< Ex (J e f(xs)ds + e Mw(xT)

o
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d'apres (2.32). Done
wix) siuo(x) (en prenant 1 = + <)

=3 Mw < Muo = W< u, ete.., .,

finalement w < u Yn=w<gu .

Théoreme II,2.2.

Sous les hypothises du lemme II1.2.1, il existe un contrdle

optimal pour le probléme (1,20).

5i on note
T = Inf (s % 0. ulx ) = iulx_))

£(x) un élément réalisant 1'inf de

E - c(x.&) + Eahu(g) sur U

tel gque x - g(x) est mesurable, alors le contrdle optimsl est donné

par

al -

T = T

%1+1 = %1+h + %c 0. . sur {% < 4 04
(2.35) i

~141 -

=+ sur {‘E = + oo}
AL oA .
E = E_,ani) sur {’l: <+ oo}
T

(2.36)

él = 50 € U arbitraire sur {% = + o}
Démoustration,

A

E(x) (mesurable) existe car u et c sont continues et U est

compuact,
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D'aprés le lemme II,2.5, u est borne inférieure d'un
probléme d'arrédt optimal qui d'aprés 1.3 admet T comme contrdle
optimal, donc

~1
of [ =os <ot
(2.37) ulx) = B e f(x Jds + o Hulxa.,)
X J 5 T1

o]

Q
(Px = Px)

rd - - » A1
De plus, la définition de { donne

~7 ~

e mulx,,) = [¥(x.,) + c(xa1.g1) + 5 B
T ' T T

Donc
o] %1+E g’ - %1 A1
(2.38) ulx) = E j1 ™ r(x s + ¥ clxa .E )
X o 8 o1
1
- h N
N ea(t + )u(§1)] )
En appliguant le lemme II.2.2 on a maintenant
af 22 R
—alT +h) 21 1 -8 Y
= d :_T,l A
(2.39) e uls ') E;:(jl1 e f(xs) s + e Mu(x%Z)[ thh)’)
T +h

ou Pl est définie comme en (1,17) (avec %1 et 51).

Une récurrence immédiate donne aloras, ¥ i > 1

A

i1 r"U +h-(x_5 i ~j —(I’Il:'j
(2.40) ulx) = B J e f(xs)ds + 3 c(xﬁj.i Je

o =1 T
Al .
+ EO.(.’U +h)u(€l))
et comme u est bornée, et que %l t + =, 1 t o, 0na
(2.41) ulx) = JX(G)

ce qui démontre le théoréme,
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Remarque II1,2,1.

On peut définir
h—a(s—p) ~a{h-p)
2.42 u, lx,p,g) = ! S-p x)ds + e ulg
{2.42) 1( ) ®(s-p)f(x)d (g)
P
pour p € [O,h]~
. On peut démontrer que p — u1(x,p,§) est différentiable et

que %, et continue sur E x [0,h] x U,

De plus, soit w solution de

~

(2.43) AW-oav +f =0

i.e wlx) = R £(x) € C 4 B
o A

On a aussi pour £ fizé ulg) ¢ ﬁﬁ (car c'est une constante),

Si 1'on pose u, = Eg + W et que 1l'on considére 1'équation

d P
<2 + Ap - ap =0 ,

dp
(2.44)

olh) = ulg) - w pour § fixé
Comme Q(h) € ﬂﬁ, (2.44) a une solution unique qui est

@(p) = @(h—p)(u(g)mw) Ea(hpp)

on peut encore écrire gue u3 est solution de
du
—1 + Au, - aqu, + £ =0
dp 1 1

u(E)

il

uj(x.h.é)

on & alors

Mulx) = Inf [elx,E) + u1(X.0n€)] .
EEU
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Donnons maintenant un cas d'wutilisation de 1'hypothése

(1.5).

Théoreme II1,2,73,

Sous_les hypothyses (1,1) & (1,3), (1,5), (1,6).2 €1,9)

(mais pas (1,4)) et si de plus

¢ est unifoprmément continue .

fe¢€B .
0

AMors les résultats desvthéorémes 11,2,1, et I1,2,2, sont valides,

Démonstration,

L'examen des démonstrations des théoremes II.2,1 et IL,2.2
fait ressortir qu'ils sont valables dés que 1'on dispose d'un
lemme analogue au lemme II.2,.1. Montrons que sous les hypotheéses
précédentes 1'on peut utiliser le corollaire I.3.4 pour les pro-

blémes approchés.

h
f¢B = J‘ Easé(s)f ds € B .
o} o o}

En effet

h
j‘ Eas®(s)f ds

s
Rf - J1 e ols)fds
e} h

o

1

R -~ E“h¢(h)(R f) .
& o

B0 étant invariant par @, Raf appartenant a BO s j1 Easiis)fds £ Bo'
0

0 , . .
Alors u  continue, ¢ uniformément continue, donne

- (i} . .
Inf olx,6) + erlu(§) est uniformément continue, donc MuO ¢ Bo’ donc
Lev
ul est continu (corollaire 1.3.4). On continue ainsi par récurrence

et les démonstrations des théordmes I11.2.1 et 11.2.2 s'en sulvent,
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Remerque I1,2,2, Variasntes 3

(a) On peut considérer le probldme précédent avec un

cofit différent suivant que 1l'on est entre 7% et ¢ +h ou entre

i i+t
T +h et 1 .

On se donne alors fo et f, continues bornées sur E, > 0

1
et on définit le critére par

i+1
v t +h -0s T'— as
Jv)=E {2 jﬁ £ (x_)e™ds + W e f (x )ds
X X[, .1 s , . o 8
ixtv i ix1Y. i

1

T g,
+ jﬁ e (x Jds + N e colx
O 3 . T

0 iz1

ilgl)i
(b) 1I1 peut &tre intéressant de supposer que le retard

dépend de la décision E par exemple O ¢ h1 < h(z) < h2 YE € B,

Sous des hypothéses convenables (exemple : h(£) continue sur U)

les resultats précédent s'appliquent sans difficulté. L'opérateur

ffu est légerement modifiéd

nig)
Mulx) = Inf(c(x,8) + E jﬁ e £(x_)ds
EEU 0 N

+ Eah(g)u(i)] .
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II.3. PROBLEMES DE CONTROLE MARRETE",

On va ici considérer les cas le probléme de contrdle

est arrété quand certaines conditions sont vérifides,

On peut envisager par exemple d'arrdter de contrdler le

processus quand celui ci sort d'un ensemble G,

I1 faut remarquer tout de suite que le probléme traité
au §. II,2. peut 8tre étudié pour un processus arrété & la sor—
tie de ¢ , mais sans que pour cela on arr8te de contr8ler le
systéme, Simplement 1'état restera figé tant qu'une décision ne
le rameners pss 4 1l'intérieur de @ : dans ce cas les résultats

du §. II.3 n'ont pas besoin d'8tre modifiés,

On va ici envisager un cas particulier ou l'on arréte le
contrdle quand X, sort de & ouvert de E, si cet instant de sortie
n'est pas entre Ti et 1i+h ol (Ti, ix= 1) ezt la suite des ins-
tants de décision, Le cas ou le contrdle cesse dés gque X, sort de
0 sans autre condition, nécessite une construction plus complexe

qui reléve des méthodes gui seront utilisées pour les problémes

sans retard,

II1,%,1, Uypothéses — notations — position du prebléme,

¢ étant défini comme en II.1, on se donne un processus de
Harkov

5{;(9,3,3] et,x

X » P)

t
vérifiant les hypothéses du §. II.1.
On notera ¢ un ouvert de E

ES = Inf (s > 0, X 7o),

et on supposera construit sur (Q,E} le processus obtenu & partir
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de X par arrét & la sortie de (., On note X ce processus 3

(3.1) X=1(g, 3,8 0, x,P)
(4ie. P (x €T)=F (xtAT €r))
&,
et on note ®(t) son semi groupe,
On supposera
(3.2) o(t) vérifie les propridtés (1.2), (1.3), (1.4).

Comme on 1l'a déja vu pour les problémes d'arrét ceci est une hypo-
thése restrictive qui ne permet pas de traiter le cas plus général

ol le processus non arrété est fellerien,
On se donne

(3.3) frec , f»0, L=rf Xy

(%.4) c{x,£) >k > 0, continue bornée sur F x U

On supposera de plus gque f est telle que

h
- S
(3.5) B jﬂ e L(xs)ds € C .,

C

(ceci est possible, par exemple si f est continue et nulle sur

33, o(t) fellerien assure que (3.5) est vérifide),

Les contrdles admissibles sont définis comme au §, II.1,

On va définir le processus contrdlé de la manigre suivante

_r W ged A .
a ver, va=(3,) { - 44 on associe

i i
VZCT'E")i‘z par

1



- 116 -

T = T
o &
~1 . o~ LT
T i =T
(3.6) T1 =
.o~ i
+ o« 81 7T T
-G
(c'est bien un t,a de Et , car
1 ~1 ~ 1
et et fcel) Ve
=> {11 < t} € ¥ puisque {%1 < r1§ € Fuy
= t o Tt
\ 1 vt 1
d'autre part {t' =+ = {1 2_10} € F) .
On pose aussi
1 1
T +h + 1 00 sur {t < + oo}
o ten
&2
+ co sur{’c =+°°}
puis
2 si 32 (1l
( 2
3.8) 1 =
4 o sinon
ete... On a encore rl+1 > ttih (Y w) .
On construit maintenant, & partir de v = (rl,gl) o
P’ = P
X X
P1 = PO sur
x x (zh4n)”
> L] m) =g ( (8))
X T1+h X A &1
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VAEE1 ,AC{"|:1<+00},VBE3
(x'4n)”

comme au lemme II.1,%1. et ainsi de suite.

On pose alors

(3.10) PV = Pn“1 gur &
x x (t%4h)~

Enfin le critére sera défini par

~ oo . l
(3.11) J (V) = Ev jﬁ SGSL(X )ds + 5 elx .,gl)EaT
x X s .- i
o) i1 T
et
(3.12) u(x) = Inf J (;) .
ver ¥

I1.%3.2., Caractérisation du cofit optimal,

On ne mentionnera gue les modifications & apporter aux

résultats du §, II,2. Les démonstrations sont similaires,

On introduit les fonctions
+“Las
(3.13) uo(x) = Ex j1 e L(xs)ds =R L

(si R est la résolvente de ®(t)),
a4

T
~- 8 —aT o
(3.14) un(x) = I::lf Ex(fo e L(xs)ds + & x01{1.1n_1(x1))
ol
h_ s
(3.15) MQn»1(x) = Ex j; e L(xs)ds

+ Inf [elx,E) + 2™y (£))]
£EU "
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(On rappelle que Ex est 1'espérance par rapport & Px qui sont

les mesures correspondant au processus arrété).

Remarque II,%,1.

En fonction du processus non arrété w g'écrit aussi

| o~ A0 qs -at
(3.16) u (x) = Inf B e™rlx Jas+e™y  Mu_  (x )],
n X =} TT_ n=1 7T
T 0 8]
)
Lemme I1,35.1,
Sous les hypothéses (3,1) & (3.5)
: 1
(1) 0 < W fu <u < EH f” .
. . c
(ii) w €Cpn D oubd = {p € B; 9=0 sur O},
(iii) un(x) 1 ulx) en tout point x € B '
(iv) u est solution unique de l'équation
T s -at
(3.17) u(x) = Inf Ex(l[ e L(xs)ds + e ¥ Hu(xr)).
T 0 ©
Démonstration,

(i) est immédiat, (ii) résulte des propriétés des problémes
de temps d'arrét optimal (cf. §. I.3), démontrons (iii)

On pose

(3.18) %; =Inf (s>0 un(xs) = Mu(xs))

clest le temps d'arrét optimal pour w i.e.
~1

T o~
(3.19) u (x) = B (f 2%k s =~ o™y Mu (x..) ).
n X o s ¥ nhe1 '5111
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Soit dtautre part gn(x) réalisent 1'infimum de £ - c(x,E) +

—oi)

(3.20) 3

e un_1(§) sur U tel que x -~ En(x)soit mesurable, et posons

(m&me lorsgue ce ne sera pas mentionné explicitement il sera

entendu que (3.20) signifie gl = gn(x~1) sur {T; < + =} et

1

T

_ : : ~1 _ n
gn = 50 ¢ U erbitraire sur irn = + oo},
{n a de plus, Px pED
- o, = a3 Bos
(3.21) Ny Mu ,(x ) =e"nE e L(x )ds
6] n-1 %‘1 X.. g
n .-|:1 o]

n

~
+ 5 M elx, 8 ) + 30 (€)X ()

T, T

(1e premier terme du second membre est nul si X 7 o).

I

D'atitre part, par la propriété de Markov forte,

a%"i h_ s r%;ﬁ}_l s
(3.22) ng (.[‘ e ™ Llx )ds) = E ( e™1(x_)ds|3,,
X, 5 X J s p
e 0 ~1
n Th
Px ps.
Done,
’hl:'n+h oS —a%1 i
- n
(3.23) un(x) = Ex jﬁ L(xs)e ds + e {c(x;1.£n)

On pose maintenant

+

o]

— o 1
€ un_1(£n)} %9(x$1
n

)

n

)
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On a alors

~1 1

rn+§as 1n+§as
(3.24) Ex‘f e L(xs)ds = Ex‘[ e L(xs)ds
[¢) 0
et
~1
-aty 1 —ah 1
(3.25) E s (c(x%1.§n) + e un_1(gn))§3(x%1)
n n

1
-at i ~ah 1
=E_ e n[c(xi1,§n) + e un"1(§n)]
n

puisque le second membre s'éerit

ah

E un_1(§;)) .

Xep  87olx, ,E)) + @
x Tn < T Tn
0

Finalement, en rassemblant (3,19) & (3.25) on a

TA+Eas war1 1

u (x) = E 11 e L{x Jas + e m olx L&)

n X s ol
0 n

1
- G’.’.(Tn“l‘h ) 1
+ e un—1(£n)) .
On définit alors

= P
X

comme en (3.9) .

M =M 0

et on est ramend & la situation du §. II.2 car le lemme II,2,2
s'étend sans difficulté;on obtient ainsi uo= U la démonstra-
tion de Lim un(x) < u(x) Y x s'effectue comme au lemme 1I,2.4
avec des modifications similaires & celles qui vienhent d'étre

faites,

Enfin on montre exactement comme au Lemme IY,2.5 que

u - % dans ¢, U unique solution de (3.17) et comnme un(x) ¢ ulx),
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Théore¢me II,3,1.

Sous les hypotheéses du lemme I1,%,1,, u est solution maxi-

mun_du systéme

u< u ,
-at tv-as
(3,26) u< e olt) + e @ls)lds V t o0,
0
u € C N DO

De plus il existe un contrdle optimal donné par

(3.27) % = Inf (s = 0, u(xs) = Mu(xs))
A1 A
T =T
(3.28) %l+1 =} then 4 %109Ai sur {%
° tin
1
4 oo sur {’U
(3.29) él = g(xﬂi) ol a(') est une application mesu-

T A
rable telle que £(x) réalise le minimum de

£ - c(x,g) + EahuCE) sur U .,

Démonstration,

La démonstration de la premigre partie de 1'énoncé s'effec-

tue comme au Théoréme IT1.2.1.

Pour démontrer que le contrdle défini par (3.27), (3.28),

(3.29) est optimal, on lui associe

(3.3%0 = i < =
3.30) T T 8l T ﬁ} T



sur fr! <+ o}

Et comme gu lemme ITX,3,4, on utilise le fait que 11 est

optimal pour le probléme d'arrdt défini par {3.17) pour obtenir

T 1
ulx) = Ex j\ L(xs) e%4s + % ﬁgnu(x 1),
o T

En utilisant le lemme II,2,2, on termine la démonstra—

tion comme au théoreme II,2,2.

On va montrer, de plus, gue 11 = 11 Jol! Px autrement dit

que ou bien %1 < E@ ou bien %1 = 4 oo,

Fn effet si s > 1:6, on a

h—at
E j1 e L(xt)dt

5 Y0

Mu(xs)

Inf [c(xs,g) + EahUCE)]
g

+

Il

Igf [c(xs,g) + Eahuﬁg)] P DS,

Car s >1_=> %X =X P ps et L est nulle en dehors de o,
& s T V' x

Autrement dit

Au(xs) = ﬂu(xﬁ% P_ DS

. . .o .
cecli implique que 8i 1T = TG alors on a nécessairement

%% = T ou alors %1 = 4
e
sulvant que u(xT ) = MUer )
& &
ou que u(xT ) < Mu(xT ).
O O
Hais on a u(xT ) =0
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et c(xr ) >k>0 ¥V oE o,
[

donc ulx ) < Mulx )
T T
8] (&

ce gui impligue

Remarque IT,%.1,

31 Y'on voulait traiter le probléme de contrfle arrété dis
que X, sort de @ sans autre restriction (i.e y compris si

Rﬁ € [Tl,Tl+h[). On vérifie formellement qu'il faudrait poser

h
Mulx) = B j e®L{x )ds + Inf [clx,E) +
X S
o ECU

B P Xy ep u(E)]
¢

or Ex X n'est pas continu en geénéral, Par contre c'est vrai pour

h<t
un proceséas de Markov continu et fortement Fellerien cf, DYNKIN

(21 ] vola,
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II.4. PROBLEME DU TYPE "GESTION DE STOCK",

On va étudier comme précédemment, un probléme un peu dif-
férent de celui du §. II.1. On va supposer que la décision porte
gur les quantités qui seront ajoutées & 1'état x(1+h)_ : clest
en particulier la situation dans un probléme de gestion de stock
oll le niveau du stock est un processus de Markov, et olt 1'on cher—

che les dates et les quantités & commander pour remplir le stock,

(ef. [12]).

I1.4,1., Hypotheéses — position du probléne,

Les notations et hypothtses seront celles du §. IX.1 pour

le processus de Harkov & savoir (1.1) & (1.4).

d d /., C
(4.1) avec E = R ou 7 {(éventuellement une combinai-
d d
son des deux R 1 % Z 2 par exemple ).,
On notera E" les éléments de E dont toutes les

composantes sont positives,

On définit les contrdles admissibles par

' i
(4.2) vEY <= va={t,) i1’

ot () est une suite de temps d'arrdt de St , avec

(4.%) AL S P

i N
et £7 est une v.a a valeurs dans

(4.4) N
U compact de B, & i mesurable (V i).
T

On construit le processus contrBlé en associant & v ¢ ¥ la suite

de probabilités sur (9,3) définie par
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Pi = P agir ¥
X x (tl¢h)—
(4.5)
1 - 0
P [an 911 B) = Ex(xA.Ex 1“+€1(B))
h Ty
Vaed, ,ac (' <se} , BEEF,
i
Pn = Pn_1 sur &
X X oh-
h
(4.6)
n -1 n-j
P.(an GTnB) = B (xA.Ex ) +En(B))

n

Vactd at A c it <+, Be &,

"C“

h

Il convient de noter gue ,

X WX est une v.,a & mesurable,

{TE < 4 oo} Tﬁm Th—

Donc la construction précédente est un cas particulier de

celle du §., II.1.

En notant Pi la probabilité sur (Q,3) définie par

P’ = anj sur &
X X e
h
On définit le critére par
v s o i
(4.7) J (v) = B J1 e®r(x Jas + 3 % elx LE2h))
* S 5 iz o

et on pose

(4.8) u(x) = Inf J (v) .
VEY *
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On va étudier ce probléme avec les méthodes du §. 1II.2.

II.4,2, Caractérisation du cofit optimal,

On introduit les fonctions

(4.9) u (x) = E Jﬂ+“%asf(x )ds p
o xJ, 8
(4.10) u (x) = Inf E (j Tgasf(x Jds + %% L (x )) )
n N x\J, 8 n-1 T
o
h
(4.11) Munh1(x) = Ex j1 Easf(xs)ds

¢

+ é?ﬁ [e(x,E) + EahEx(un_i(xh+§))] .

On aura bescin ensuite de la propriété suivante

Lemme IT.4.1%,

Sous_ les hypothdses (1.1) a (4,3) du §, IT.1.

(4.12) we e = B ulx+g) € cg(E % U).

Démonstraticn.

Soit X X En -+ [, respectivement dans E et U. La pro-

priété de Feller implique en particulier que

(4.13) P(xn,h,-) converge étroitement vers P{x,h,+)

dans l'espace des mesures bornées sur L,
De plus w € C =>

(4.14) (g, ) = wlxsg)

uniformément sur tout compact de F quand gn —+E.



- 127 -

Posons en effet
¢n(x) = w(x+§n) N ¢(x) = w(x+£)

Soit K un compact de E et soit K le compact de 1i suivant

(4.15) {y | y=x+8&%, x¢€K, & ¢U},

W étant uniformément continue sur X , on note

(4.16) 0. (8) = sup Iw(x') - w(x“)| .
K X',X" E K
|x'—x"| < b

On a alors

(4.17) sup |9, (x) - plx)] < pp(|"£])
X€K

Donc quand n t o , P, 0 uniformément sur tout compact.

I1 en résulte que (ef, [15] par exenple)

L] ld
J; P(xn n y) @n(y) CONvVerge vers

f P(x,h,dy) ¢ly)
B

autrement dit (x,£) - Ex w(xh+§) € Cg(E % U),

On revient a4 1'étude de la suite (un)

lemme I11,4,2.

Sous les hypotheses (1,1) & (1.9), (4,1) & (4.4), (4,12}

on a

(1) 0O<u < o <u < ﬂ—ﬁﬂ» .
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(ii) u €C
n

{(iii) un(x) Voulx)

{iv) u est seolution vnique de 1'éguation
T s -
(4.18) u{x) = Inf Ex f1 e f(xs)ds + e Mulx )].
T 0} K
Démonstration,

(i) se démontre comme d'habitude, (ii) est une conséquence
des résultats du §. I.% puisgue l'on a (4.12). {4.18) a alors une
solution unique dans C par application du théortme de point fixe
de Banach comme en 1L.2 (et W W solution de (4.18)). Seule la

démnonstration de {iii) doit &tre légerement adaptée,

Montrons simplement un(x) > ulx) puisque 1l'inverse est obte-

nue par des raisonnements snalogues, On note

o= Inf (s >0 u{x )= (x))
n n s n s

=p
T1
(4.19) (x) = T s -
4.19 R " e™r(x Jds + ey (x )
0 5 ne1 11
n
Soit g;(x) une fonction mesurable réalisant 1'inf de
£ —»clx,g) + E_ un_ﬁ(xh+&) P
On pose
1 ~4
én = %y (xti)
n
d'ou
“'Tl hmas “aT1
(4,20) e Nju {(x )= (E jh e f(x )ds)e m
- ,Ui K1 s
n L
- 1 " a(11+h) 1
pitid o} =ulTp :
4+ e c(xT1,§n) + e Ext1un—1(xh+§n)

n
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1 P
{noter que E_ un_1(xn+§n) gignifie

]
n

1
Ex }(w)un—1(xh M E‘n(w))
T

- p (dw') v (x (wt) + £ ().
j; xvitw) n-1 "h S

La seule chose & démontrer pour se ramener au cas du

§. I1.2. est que

1
—a(tn+h) 1
P E 1 un_1(xh+§n)
n

(4.21) E
X

T

1
= B Ea(1n+h)u {x~ o+ 51) .
X 4 n-1 (Té+h)“ n

Or par la propriété de Markov forte on a

1
) —alz +h), 1
(4.%2): | _ Ex e n E un~1(xh+gn)

X
1
*n

1
Ea(1n+h)u (x

=k
p'e Sn=1 1,
tn+h

1
+ &n):
ceci est en fait une extension de 1a propriété de darkdv (cf.
HEYER [48 ] p. 45, th, 21),

HMais d'autre part, X, est quasi continu a gauche par hypo~

thase et.'k > 1

est une suite croissante de temps d'arrdt, telle que

. 1
Lim Bk = tn+h
K t4ec

La quasi continuité & gauche =>

xB X s ps. P sur {I
k Tn+h
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Mais on & aussi

pour tout w € {Tl < oo} , donc

=>
1
o ga(1n+h)u ( N gi)
X n-1""_14h n
n
() +h)
- B ¥ ntl/y + E)
X N1y
n
on obtient ainsi
1
Tn+h-~as —q 1
u(x) = & jﬂ e flx )ds + e Telx ,,g )
n s <1
o n
ua(r1+h) 1
+ e n u (x 1 + £ )
n-1 (Tn+h)— n

On continue ia démonstration comme au §, II.2, en utilisant
en particulier le lemme II,2,2 qui est encore valable ici (puisque

+ gi est une v,a mesurable).

X &
1 - 1 -
(Tn+h) (1n+h)

De fagon identique au §. II.2 on démontre

Théoreme II,4,1.

Sous les hypothéses du lemme II, 4,2 u est solution maximum

du systéme
u < Hu

i
u< Eat@(t) u + jﬂ %) ds VYV t =0
0

ut¢ C
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De plus il existe un contrdle optimal donné par

t=1Inf (520, ulx ) = Mulx_))

E(x) fonction mesurable telle gque ﬁ(x) réalise le minimum de

£~ e(x,2) + EahExu(xh+E)

%1:—'1,%1+1=%1+h+%1oeﬁi s
T +h
Ai o

(avec les conventions usuelles sur {% = +m}),
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II.5, APPLICATION AUX PROCESSUS SEHI-MARKOVIENS,

Les hypbthdses sont celles du §. I.3.1., I.5.2. On consi-

£ 00N

derera le cas du processus arrdté & la sortie de B, x [0,¥[ i.e.

1

23 = Inf (s >0, Yq >7 ) Y, > Q donné ,

et on prend pour exemple le probléme du §. II.3 avec E = E1x[o,§]

On supposera E1 fini (1)

On se donne

(5.1) feB, £20, vy~ flxy) continue V x € B,
(5.2) clx,8) sur E1 X E1 e{x,8) >k >0 )
(5.3) U= {(x.0}, x € E},

avec les notations du §. II.3 on a
h A"Co
. —as
. Y ' = . d
(5.4) ulx,y) Exy J1 e f(xs ys) s

6]

+ Inf [c(x,g) + Eahu(g,o)].
EEE1

Lemme IT,5.1.

Sous les hypothéses du §. I.5,2, et {5,1)

Nt
K0_gs
y - ¥ix,y) = Exy jﬂ e .f(xs.ys)dﬂ
o
est_lipschitzienne,
Démonstration.
Soit 0<y <y ,H6>0, vy+6<y¥.

1 A I Y
( Le processus arrété est abors & valeurs dans un compact
»

d'aprés ce gui a été dit en I.5.1,
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On note v = Inf (s > 0, X £ xo), alors

BAhA'C hAT
(5.5) wix,y) = Exyf Oseqq 4 B O3%® rdg
o] éﬁhAT@
=14+ I1
de plus
hATG hA’EO
(5.6) II=8_ X ><5f =" rds + By X, o f
My m Ve S LRIV TN
= II1 + 112
alors
ﬂgA(h“é)
=-ab —as
II, = E X e e [ ds S
([ 5 ) o
1 XY VAT o 5
7_,(h~5)
II, = E_ ¥ 5% f 3% £ ds
i Xy vAto?é XY\ Y g

’EGA(.h—(S)

II, = E_X T>6'é“6 B 6[[ E“Sfds:l
Y VAT y+61J

car sur v > 6 Yo =¥ + ) ny ps.

n
.Ato
1) -a8
(5.7) II1 h Exyxvﬁ'%)ée [‘i’(x,y+6) - Exy+6 (I ° fds))]
(h—é)ATO
' __
D'autre part, on a 1@ = y-y ny s,
Prenons donc
(5.8) 5§ <y ~ ¥
Alors
hA’E
Ry r it
(5.9) I, =B X, s | © £ ds



VYR

On rassemblé'fS.G);h\(5.9)jdan5'(535) pour obténit

(5.10) .. 1 Jeley)-tleyds)] < 11| + 13,
o -d
+ (=B w56 ° ) | el
© BpTo
P B X e Bt (f( 2 g ds) )
AG .h—(S)A’IJ
; RELNS
Or ‘ ‘
(5.11) 1] = g8
11121 < h || £ ny(v < 6) .

_— y+b
R -jy M(x,6)d0)]

(5.12 : 11, ] < ¢, & (A< M
5.12) L l-i NN 5.1)
. ._ -aby -d
(1 - hxy xvﬂﬁ@?ée ) =1 - Exy xv)ée
y+06
(1 - Ex X o >65a©)" <1 - Eaéexp(—'j1 a(x,0)do)
Y VaYs y
> | |
.7 . E b
; —ab
(5.1%) (4 - Exy XVAT@?ée ) < o )

enfin le dernier terme-Qe'(5;10)'qst majoré -part ¢, &5

4
D'ou (5.10) devient TR,

(5.14) lw(x.y) - T(x,y+6)| < 056

ol 2 est indépendant de x,y, ceci étant valable si -
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On cherche une estimation dans 1l'autre sens.

Solt 6 > 0, y=-6 = 0. On a

hATG éAhAIO hAto
Beos jﬁ :%fds = B s jﬁ E“Sf(xs,ys)ds +E o o jﬁ 2™ fds
0 o} 6Aﬂ3Ah
=1+ II
' hATo

-8 —gé
= d
II EXY“ﬁ xv)b j; e fds + Exy—b xv <5 j; fds

car ny_5 ps. tO >y =y +0 >6

d'olt

ESA(h—B)
-ab -as
IT, =B o xv>6( E . e fds )
hATO
“ad —as
II, =B 5© Xy [¥(x.y) - Exy‘j1 e( fds |
T A h»é)
O
=>
(5.15) |II1 - w(x.y)l < (1 -E y-8° G)IIYII+ 01.5
(5.16) 1] < ¢, 6
(5.17) |112| < 03.6

Ml el

|¥(x,y—6)»w(x,y)| < 046 + (1-bx -6 e X w6

|T(x.y-6)—¥(x.y)] < c's , c¢' indépendant de x,y

en prenant k = 95V c¢' on a done
iW(K-Y)—T(X.Y|)I S klydyl|

Yy, y' € {0y].
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Corollaire

v{x,y) admet une dérivée presgue partout sur (O,yo) et

QY

sup | 5=

oo_gk'
L (0,y)

L'hypothdse (3.5) est alors évidemment vérifiéde,

Mais on a plus ici puisque clx,8) + Eahu(g) est indé-

pendant de y, on a que

(5.18) g% Mu(x.y) existe presgue partout et est bornée

sur E.

Alors il résulte du théoréme I1.5,2. et du lemme II,3.1

que l'on a

Théoréme II,5.1.

Sous les hypothdses du §, 1.5.2, avec (5,1), (5.2), (5,3),

u est solution unigue de l'inéquation :

du
"5 + (aer)u - AQu < f

(5.19) u < Hu

{~ %5 + (a+h)u - AQu ~- f)(u - Mu) = (0
(5,20) ulx,y) =0
(5.21) g.}.;(x.-) ¢ 1°(0,7) Vx ,ucc

((5.19) étant écrit pp. en y).
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Démonstration,

D'aprés le lemme I1.3.1, u est solution unigue de

"IJA’IJ
(5.22) u(x,y) = I:f Exy J; Egé

at

f(xs,ys)ds L S Mu(xr,yr)

uetC

et d'apreés (5.18) Mu a une dérivée en y qui est dans ﬁm(O,i).

donc, u étant en particulier borne inférieure d'un probléme d'arrét
optimal avec Mu comme obstacle, le théoréme I1,5,2 montre que u

est solution de (5,19) & (5.21). L'unicité résulte alors de 1'uni-

cité de la solution de (5,22).

Remargue II.5.1.

Compte tenu de ce que 1l'on a vu au §, I.5.1 sur les pro-
cessus semi markoviens, BO contient les fonctions uniforménment
continues, et est quasi continu & gauche; de plus le lemme II.5.1,
montre que (c¢f. 5.14) ¥ est uniformément continue, donz, on peut
aussi considérer le cas semi markovien & espace d'états dénombra-

bles, si c et f sont uniformément continues. (cf., Théoréme II.2.3).
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II.6. APPLICATIONS AUX DIFFUSIONS A SAUTS.

On reprend le processus défini au §. I.7.1 mais on pren-
dra ici les coefficients indépendents du temps pour traiter le

. . , d
cas statiomnaire, 1i,e, E =R .

(6.1) On fait donc les hypothdses (7.2).h (7.6}, (7.8)
et (7.24) des §. I.7.1. I.7.2,

et on se donne

(6.2) f >0, f continue bornde sur B
c(x.g) > 0, continue bornée sur B x U

N . . d
o1 U est un conmpact donné de R .

On vérifie sans peine, compte tenu de ce qui a: évé dit
au §. I.7 que les hypotheses du §. II.{ sont satisfaites et on
peut donc appligquer les résultats du §. II.2. On va s'intéresser

4 1'IQV que l'on peut obtenir,

Théoreme II1,6.1.

Sous les hypothéses (6.1) (6,2), u est solution unigue de

1'IQV
a(u,ku) - (Ku,v~u) + a(u,v—u) = (f,v—u)
Y v < Mu

(6.3)

v € H1’Y(Rd)

svsod
<, uweB YRY) =V

ou a et K sont définis en (7.25) et (7.43) du &, I.7 et ou les

. d
produits scalaires sont pris_dans L2 Y(R ).




- 139 -

Démonstration,

Elle sera trés simple car l'existence et l'unicité d'une
solution de (6.3) résulte de BENSOUSSAN - LIONS [t1] puisque sous

les hypothéses faites ici
2(u,v) = alu,v) - (Ku,v)

est ume forme bilinéaire continue sur V x V et que il existe

A>0,B>0

ol

alw,w) + K]w|2 = B.

et que
awT,wT) < 0 (ef. I,7.3)

Il reste simplement & montrer gque u est solution. Pour

cela on utilise le fait gque u est solution unique de 1'IV :
\
a(un,v—un, - (Kun,v—un) + a(un,v»un) = (f,vmun)
(6.4) W, v iu

w o, v eV
n

. d
de plus u o ~u dans C donec dans L2 Y(r ) fort et comme on peut

prendre v=0 dans (6.4), on a

2
a(un,un) - (Kun.un) + a(un,un) + k|un[ <

(f.u) + Afu |?
n 19

ﬁ” unlﬁ 5;%1f}2 + e, un|2 = constante

Donc un = u ‘dans V faible,

2 e
Comne Kun —» Ku dans L' fort, le passage & la limite

dans (6.4) est immédiat,
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Remargue IT,6,1.

On peut également obtenir un théoréme du type précédent

pour le probléme de gestion de stock,
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ANNEXE 1

Lemme A,1.

Soit @ = Dlo,»,E)

[¢] Q

Et s F = &w les tribus canoniques
Gt les translations
& , & les complétées universelles de 30, 3°

t t

t un temps dfarrédt Et

(Qn Et- 3; et, Xt

de vie infinie, £ une v.a & valeurs dans E, ¥ , mesurable,
T

. Px) un processus de markov fellerien de durée :

Alors,
(i) il existe une mesure ﬁx sur (Q.E) telle que
(1) PX(A) = PX(A) AE F -
(2) B(67'B) =P (B) vyBe 3
X Ty £
?x ps. sur {1 < 4+ oo}
(ii) le processus Vi = xT ‘i est fortement markovien
N h ~
par rapport a gt = Eth+t s pour la mesure Px

ou encore Y f mesurable bornée

(3) B (£ 2% ) =B [2 Xl BB X, )

Dénmonstration,

On pose Q =Q x Q , F =3 _® 3.
h
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On considére la mesure Q sur Q, & définie par

(.4) faf(w,W) Q(dw,dw|) ;ff(_w’wl) PK(dN)Pg(w)(dw.)

¥ f mesurahle bornée sur (5;%).

On définit ¢ : Q ~Q par

Kt(@(w.w')) xt(w) sit < tlw) +h

= xt—rh(w)(w|) si t»1lw) +h
(81 tlw) = +e xt(¢(w,w')) = xt(w) Vt>0 ).

tere étape — mesurabilité de o de (Q, ﬁ) - (9.30)

Soit D = {w, xt(w) € I} r e AR)
@"1(D) = i(w,w‘), xt(@(m.m')) ¢ D}
={(w.w‘), t < tlw)+h , xt(w) £ F}

Uf{lw,w')t = t{w)+h

)(m') € F}

X
t—rh(m

le premier terme‘décrit C1 % @ avec C1 ¢ ¥ donc apparient a 3.
=
h

Pour le second il suffit de montrer gue

(.UJ.U)‘) -+ ‘i’(w.w‘) = 1“; > 'c(.w)+h}'xt-'ch(.w)(w')

est & ® & mesurable,
"c.—
h
On pose s(w) =t - Th(w)

s+(w) = (t“Th(w))+

dOIlC. ‘i’(.w,w') = 1{'[’. > Th(w)} XS_I_(LO)(.LU‘)
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en vertu de la continuité & droite

(t',w') - xt,(wf) est mesurable

(de (R" x @, A(B) @ &) - &, A(E))

et w - S+(w) est &  mesurable

T

est & mesurable

w = 1{t > rh(w)! <

en composant ies applications mesurables

1y . gt vy 1
(waw?) (w. (w).w ) 1{t > Th(w)}xs+(w)(w )

on a de résultat,

Donec si %' est la complétée universelle de F on a

¢ mesurable de (&, %') -+ (@, J).

2tme étape th(@(w,w‘)) = Th(w),
(pour h=0 ce n'est pus vrai en général; prendre l'exemple de =
instant de sortie d'un ouvert et instant de saut pour w avec

w'(T(w)) appartenant & 1'ouvert; on aura T(¢(w.w')) > t(w)).

Y

Il s'agit de démontrer que pour w et w fixés

Th(W) = Th(w) si WCt) = w(t) Y i< Th(w)

solt encore I(w) T(w) si w(t) = w(t) Vit < th (m)

supposons
T(W) > T(m)

ceci équivaut a
t(w) + e > t(w)+a 0 <& <h
posons

Tg(wl) = tlw') + ¢ (v w') et

L = TE(M)
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Soit D={w', —;E(w') < t}
On a D¢ Et

et w € D mais w g D or,

w€De &F <=> & wetDd

t t
ol &, est la‘trajectoire arrétée & t, or,
a = atw done atw ¢ D => w € Dicontradiction,
On refait de méme avec le cas rE(w) < TECw).
On pose

o
It

v (W)

t < Te(w) < Th(w) => atw = atm

— t ]
D_{w,ms(m)gt} € 3
w € D mais w f D

mais a,W = 8w => w €D d'ou contradiction,

stme étape

On définit ﬁx comme limage de @ par ¢ (Q ayant été préaw

lablement étendue & (9,%').). Vérifions maintenant que

P (a) = P (&) A€ F
X X T_
n

% est engendrée par {B = An {Th > t}. A€ Et. t ¢ R,

Th
Montrons la relation pour 4 N {Th >t} A€ 3: et d'abord avec
A:{xser} s <t

B=fx erintfn >tl s<t

3]
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il

g (8) = {lwa');i x (plww')) € Tu 7 (0) > t 8]

{lwow' ), xs(w) €T, th(w) > t}

BxQ avec B € & _
*h

donc pour B de la forme précédente

~

Px(B) = Px(B)

~

comne Px’ Px sont des probabilités, on a cette égalité pour B de
la forme

aq le >t} Y oA€ 3

n

puisque 3: est engendrée par les ensembles de la forme {xt 3 1"1....J.€.t € Pnlp
tiSh Ensuite, si A € a} , 3 Al,A" A' © A C A" et

PXCA) = Px(A') = Px(A")

B=AN {Th > t}, B', B" de méme, on a

o 1 (8") < ¢ (B) c g (BY)
et '

!
~—
=
=
It

o (¢ (") = P _(8")
Px(B") = PX(B")
Px(B') < ﬁx(B) < PX(B")

et PX(B')

I

Px(B") => §x(B) = PI(B).

Il

PX(B)

Soit maintenant

B = iw. Xt(m) € F}

C = 6 B = {w; T(w) < 4, X

XT<+“’Th Th(m)+t ¢ F}
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¢ (0) = ((oaw')s wlw) <= x (0') €T

il

{w, tlw) < =} x {u', xt(w‘) € T}

Ii
(o]
X
[y
Q
o
CH
L]
o
G

Donec
P(x o'B)=©E x
X T<® Th X T

oo Ea(B)
Donc on aura cette relation V B € 3

puis comme d'habitude V B € & .

On a maintenant pour A € & , Be¢eF, A C:{T ¢ m}

"y

I

- -1
Px(A ne. B)

~ =1 -1
) ple (&n GThB))

§X(¢'1(A) n ¢—1(92;B))

%X((A b Q) n (g x B))

H]

ﬁxtn x B) = Ex(1A.P§(B))

Démonstration de (ii) : Propriété de Markov

On note ay 1l'opérateur d'arrét, a et une application

Th+t -1
mesurable de (9'31h+t) - {Q,%) on a aussi i = (3)

h+t a'ch+t

On veut montrer

(5) Ex[xr<w’ﬂ°$(xtl+t+s)] = ﬁs [XT<M.H(@(S)¢)(XTh+t)]

YH & - mesurable, bornée,
Th+t

i,e. VHS= 2o A L4 oli Z décrit l'ensemble des v,a bornées suy
h .
(Q,3).
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Supposons que 1l'on sache vérifier (%) pour

H=MN a oli M est de la forme
o 7t 4+t
h
n ® g
(6) M= I jﬂ ePi fi(xs)ds
i=1 Yo

avec f. € C, p. > 0,
i i

On aurait alors (5) pour tout H =M  a avec
Ty +t
n o
(7) N=1 jﬂ g, () £, (x,) at
i=1 %Yo

(fi € C, 7] continues & support compact dans R+), et comme toute

v,a, de la forme

n

u fi(xt.) ( £, € C)

i=1 i
est limite, pour la convergence simple bornée (1), de v,a, de la
forme (7), on obtiendrait (%) pour

n
t =
ot e if .H fi(xt,)
h i=1 1

H=HW, a

Mais alors par le théordme des classes wmonotones on aura (5) pour

H=il,a et Hv.a., bornée, F mesurable,
Th+t

En encadrant H 3 mesurable par M' et " 30 mesurables hornédes telles

que {M' # M"} ait une probabilité (Px) nulle on obtient le résultat,

Done il suffit de démontrer la propriété (5) pour

et ol o0

(") of. BLUMENTHAL-GETOOR [18] p. 171-172 ou HEYER [48] p. ti2.
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Soit encore, puisque

(11 Episfi(xs)ds 08 4= [ Episfi(xs L
o nt 0 A*n
Thtt_ g +°°u 5
= j1 obi fi(xs t)ds + j1 Pl fi(xs t)dS
0 ATt Tyt ATt
Th+tmp-s ~p'(1 +t)
= ePi%p (x Yds 4+ e+ h" e £ (x )
is i 717 4t
0
il suffit de vérifier (5) avec
Th+t_, . _
(8) H = aPi® ¢ (x )ds eq(Th+t) elx )
ts T+t
(6]
ob f ,e € C ,p,q>90

1

car (7) s'exprime sous forme de somme de produits de termes du

type (8).
De plus (8) s'éerit

h ps Th+tps algp+t)
= Py . P h
(9) H= f 2 fi(xs)ds+f e fi(xs)ds)e g(x1h+t)
0 T '
h
“hops ~qltp+t)
= aP°fr (x )ds|e z(x )
o i s Th+t
t—ps —pTh—q(Th+t)
+ e f1(x¢h+s)ds-e e .g(x1h+t)
0
= H, g(xt +t) + H,
h
ol H, est & mesurable ,
1 T
Alors (5) pour H donné par (9) devient
(10) EK[XT<+“ﬁ.m(XTh+t+S)]
- EX[XT<+“ﬁ1.g(xT +t)$(x1 +t+s)]
h h
+ B Jd plx +t+S)] =1+ 11

n
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Comme H1 est F _ mesurable, utilisant la definition de ix il vient

Th

I = Ex[x1<+mﬁ1 Eg(g(xt).¢(xt+s))] s

or Yy ¢ B

Ey(g(xt)¢(xt+s)) = Ey[g(xt)Q(s)w(xt)]
=>

I=E/[x . H Eg(gixt)‘b(a)cp(xt))]
(11) I= ﬁx[xfc<+ooH§ g(xth+t)'@(5)¢(xrh+t)]

par utilisation (en sens inverse) de la définition de ﬁx'

De méme + f
B —pTh—q(Th+t) =pA - 3
II=B X @ Egl:(jo e fttxx)d}‘)gtxt)cp('xt+s)].§
e el | o et Yotadotx,)
= BXice g \J o Tioh et Rt letx,
(12) II = Ex(H2@(s)¢(xT +t)XT<+“’)

h
en rassemblant (12) et (11) dans (10) on a (5) quand H est de la

forme (9). Comme il a été vu, ceci donne le résultat.

~

Vérifions enfin que X = E P_ps. sur {1 < +} , On a
X

Y fi € B, i=%,2 b

R

x o flx Yr (g)=Erf (g)x
X T oo 1 "I:h 2 T {oo h TI_I

i
=
H:
—
¥
—
-~
u.—\

=
H
—
Ll
o —

I}

E £.(g) f1(a) X coo

ce qui démontre le rédsultat (cf. MEYER [47]).
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IIX

CONTROLE IMPULSIONNEL

IIT.1, POSITION DU PROBLEWE,

On reprend ici le probléme défini au §.1 en autorisant

. P i i
maintenant une décision au plus entre t et t +h.

Sauf mention explicite du contraire, les notations et
hypothéses seront celles du §, IT,1., Autrement dit, Q = D(O,W.E),
Ez sont les tribus canoniques, Et leurs complétées universelles,
x, les applications coordonnées, On suppose donné un processus

t
de iMarkov

X = (Q,Et,Gt,Xt,Px) a4 valeur dans E
(1.1)
dont le semi groupe vérifie les hypothéses

(1.1) & (1.5) du §, 1I.1.

De fagon intuitive, il y a trois types de situations possi-
bles & un instant quelcongue t.:

notons t-pg le dernier instant de décision antérieur & t,

1gére situation

p > hiltétut & t est alors caractérisé par

1.
x, seu



- jh2 =

2éme situation @

0 ¢ p € hisodit £ la décision prise & t-p, la
situation & t est alors caractérisée par
(xt,p,a). Pour &tre admissible, un contrdle
v = (Ti,gi) iw devra vérifier 12 > t+h~-p .

3Feme situation :

il ¥y a eu deux décisions avant t, en t"pi'
t-pz. avec 0 < oy < Py < h., Aucune décision
n'est autorisée avant t+hmp1. Le cofit optimal
ultérieur s'exprime donc en fonction du colf

optimal correspondant & la situation 2,
On définit donc % comme l'ensemble des suites

(1.2) Y = (Ti,gi) 1o

ou (Tl) i =1, est une suite croissante de temps d'arrét telle

que T1+1 > Tl_?+h’ iz 2} et cu gl eat & ; mesurable, & valeur
T

dans U compact de E,

Pour p € [O.h], on définit dgalement Wb comme 1l'ensemble
des suites,

v €% , telles que, 81 v = (Tl,al)

i1

(1.3) % 3 hep

AV E%Y et x € Eon associe la suite de probabilités sur (Q,g)

définie par

P’ = P
X X
1 0
P =P sur & , Ou T, = T +h
X X o=
(1.49 h
Pl (4 n e‘lB) = B (xA.P ,(B)) vBeg,
T
h
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... etc comme au §. II.

On note également Pi la probabilité sur (Q,%) telle que

P‘dT = an 1 aur T
X X n—

ce qui permet de définir sur ¥ le critére

+Z P ;
(1.5) I (v) = E?'(jq c®rlx Yas + 3 ™ clx .,gl))
X X 8 _ i
) 11 K
On associe de méme, & x € E, § € U, p € [o,h], v € Wb,
la suite
P’ = P
x x
1 0 o o
Px = Px sur 310“ ou T = -p, T = h~o ,
(1.6) h
1 -1 o
=B . B
p.lhn GTOB) MeN P£(B)) VBET, AE€T
h h
PMa) = P™NA) vae s
X X -
(1.7) h
n -1 n—1
PX(A n eTnB) = B (XA'Pgn(B))
h
n
VAETF ,Acit <4, BedF ,
Th=
h
et on note Pip& la probabilité telle que
v n-—1
P =P sur
xpE % n-g
h
(si p=h, on pose P; = Pt et le reste des définitions est inchan-

gé),

Ceci permet d'associer & v € %



(1.8)

- 154 -

v +“% ' - Ti
J (v) = B ]jﬁaa flx )ds + M e™" olx
xpg xpE (J 5 $>1
On pose pour la suite
(1.9) uO(x) = Inf Jx(v)
Vel
(1,10) u (x,p,8) = Inf  J_ _(v)
1 xpE
vEY
p
On rappelle gque l'on suppose comme au §. IT que
(4.11) f20 , fEC

et on supposera, pour simplifier un peu, que

(1v12) - c(x,E) ne dépend que de £, i.e.

c>0 1. CECO(U) .

T

i
i’E.» )
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III.2. CARACTERISATION DU COUT OPTIMAL.

On utilise la méme méthode qu'au §, II en prenant des

probldmes approchés convenables,

On poss
(2.1) uo(x) =K jﬁ gasf(x Jds
0 T, s
0 h“p“as —o(h= ) o
(2.2) u (x,p.g) = E j1 e fix Jds + P (é) P
1 X o 8 0
et
n Tas - i
(2.3) uo(x) = I:f':.EX(fO Eunf(xs)ds + em[ﬁiou?- (xt)) s
o
(2.4) M un"1(x) = Inf [ cle) + up"1(x,0,§)] .
o1 £cU 1
TA(h-—-p)
(2.5) u?(x,p,};) = Inf B_ f E“Sf(xs)ds
T 0
-t n-1
x’t(h—p M1u1 (XTJP+T-§)
—a(h—p) n
+ @ T > hep uo(g)z N
ol
(2.6) M1uT_1(x,r,§) = T(x,r)+1nf[ G(EY) +§a(h_r)u?-1(§,h—r,g')],
g’l
et h—{ i
?(x.r) = Ex j‘ eauf(xs)ds .
0

On commence par étudier le probléme d'arrét optimal correspondant

aout
1
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Lemme IIT.2,1.

On suppose u?_L € CE(E x [0,h] x U) et ug ¢ ¢, alors

(i) Wt ¢ (8 x [oun] x V)

(ii) T = Inf (s ¢ [0,h=p ] u?(xs.p+s.§) = M1u?—1(~))

o5t optimal pour le probléme Uy i,e.

N

T

r _ A

n 8 - n-14 »
u1(x,p,§) = Ex J o f(xs)ds + eatx%<h_pﬂ1u (x%,p+1,g)

n
+ e x% > h=p uo(g)

Démonstration,

1

On a facilement Wl C; (F x [0sh] x U) done

1

AL C;(E x [0/] x U) ear on effectue une minimisation

11
sur £' € U compact, On adapte alors les démonstration du chapitre 1

i

en montrant que 1'équation

' h:ﬁs 1 o~
ug(t) = yx{t) - j1 o a(s) E(ua(s)—T(s))+ ds

0
oy

x(t)

h—-t
f gasq)(s)f ds + 'éa(.h_t)ulc:(g)
Q

¥t) = Mu?_1(x,p+s,g)

a une solution unique u_ € Co([o,h]; C;(E % U)). On montre, de
méme gqu'au §. I.2 que u_ est la borne inférieure d'un probléme
de contrdle, et gque uE - u? uniformément sur E x [o,h] % U, La
démonstration de 1'optimalité de T s'effectue également comme

an §. 1.7,

Lemmg III, 2,2,

Sous les hypothéses {1.1), les fonctions u?, uz vérifient



u? ¢ CE(E x [o,h] x U) ,

n 0
uo € Cb(E) .

Démonstration,
ui >0 est immédiat, uz = 0 en découle par récurrence,
1

o = ug puisque l'on peut prendre T = 4 o pour le probléme

de temps optimal associé, d'ol,len prenant aussi 1 = + o ,

u1 < uo
1= 71!

ce qul impligue

o1
donc

2 i

u < u

0= 0

et ainsi de suite,

0
o
est également immédiat,

© o . I 0 0 - -
£ Cb(E) , car u1.O = Raf et @ est fellerien, u, ¢ Cb(E x [0.h] x U)

Ensuite ué € CE(E) est une conséquence des résultats du
Chapitre I puisgue Mou? est continue boenée, et u?. ug continues
bornées s'obtiennent par récurrence, en utilisant le lemme III.2,1

n
pour u, .

Lemme ITI,2.3,

Sous les hypothéses (1.1) on a

1 .
w0, i= 0,1 .
i. i
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Démonstration,

Soit
11 = Inf(s > 0 un(x ) » M u 1(x )
n = 0o 8

m; eat optimel pour le probléme d'arrét
« 7 Y n ~

associé a uo, d'ou

n Ti 3 - 11 n-1

u (x) = I j‘ s (x )ds + e¥'n § u (x )
0 X 8 o1 g

o n
D'autre part, on peut trouver l(x) , minimisant
c(g) + u?ni(x,o.g) sur U, tel que x - él(x) s0it mesurable,

On pose alors

1
(2.7) uz(x) = Ex jjgasf(xs)ds + [0(5;)+u?w1( Tn,O.E )] @

D'autre part

2% = Inf (s ¢ [o,h]; 8 x .s,g1) > M W2 (x ,5,51))
1 1 n 11 1 n
T 9 T+

est optimal pour le probléme d'arrét essocié a u?MT et commengant

a T;. dtou (ef. Lemme II.2.2).

tg+%2Ah
(2.8) DN 0.8 = B nS“CS“TA)f(x Jds
. 1 11’ » n - % s
", :
n
e
T nw2 a2 A1
+ e Ya M (x s T aE )
T2 > h i 1 T1+12, n
n

- oh n-1,.1
v e xa u (g )| 3
ngh o} n l T1 }

P ps. sur {T; < 4 oo}



Solt if(g.s) minimisant

£t ole) + SRl s )
On pose

~2 22, 1 42

£7 = &g t0)
d'ol .

n=-2
M, u (. A 1Tp£ )e Xa =
1 11+12 2 ¢ h

gj1 f(x, )ds + 0(52)
<h hts

112 a2 i
(g 012,875 e

TtT
(2.7) devient alors
‘ (n.;h%z)ﬁctuh) y
(2.9) u(x) = E 111 f(x Jds + s¥'0 0(5 )
o) x{J,
i
_a(T1+%2) 2 TEZE
+ Xao [e ™8 o(E°) + 11 e f(xs)ds
T°<h | ap
T4
n
a 1
u?—Etai’h_12.£2)ea(Tn+h)]

~a(tl+h) n-1, 1
+ X%E > h e uo (@n) g

On pose mainteant
12 = (11 62) 22 X
n Tty v T X%2<h Ty 72

n2
T

4]

1 -1 , n—2
0 Inf(s o> Tn+h, uO (xs) > MO u1 (xs))

et si gi(x) minimise 0(5) + u?"aﬁx,o.g), on posge
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2 #2 a2 B
B0 =B Nap  + (X ) Xa . O)
o 2 2 . e s A
On peut vérifer que T, et gn satisfont les propriétés des contrdles
admissibles,
On remarquera que

~ g i 2
X A (h-t = YA (v +h—7
1%<h )= Xz ooy

et que

a2

(3% <n} = {<°

< t1+h}.
n n

Cn construit maintenant

P =P sur &

X X (_.tl‘}l_‘_h)‘“

1¢,.-1
P (6 Al F g,y =P (8)
X 1;+h (tn+h) El

E
v A E 5, Px ps, sur {Tn < +a%.

On a par des raisonnements déja utilisés

2
T 1
f -e'G[(.San-h)f(xs)dS
1

T +h
n

n-1,_1 N
Yo cén) - Lx

—a(%z‘tﬂmh)

+ e n M nm2(
o

ap) |5
! 2 l (t +h)
(ps sur {11 < Hm})

et en comparant avec les définitions de ti, g , on voit que

1 . . .
( ) Ceci. sera dans la suile, la notation de

2 22 a2
gn = En sur {T < h}
2 ~Z "2
gn = gotx 2) sur {T = h}

T
n
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—a(r$+h) n-1,.1
t2.10) © XTQ >ti+h © (En) -
n—n
L

. 8 f S%e(x )ds

52 >'%ﬁh X 1 3

n - T 1

Wnp (2 n-2 2
+ c(e®) +u, “(x 0,8 )] | &
[ Vet Iy

et pafmconséquent. (2.9) s'éerit ,

T 1 2
(2.11) HE(X) = El j] Easf(xs)ds + eaTnc(E;) + eaTnc(gz)
0
Tyth _ 1 ~ .
% o 3 [‘[' easf(xs)ds + ea(1n+h)u? 2(5;,h—12.£§)
Th < Tpth 12
n
—arﬁ n-2 2
N th > Tg+h © W (x ’O’En)
2 =

Supposons alors

1]

(2.12) By) = B jjtgasf(x Yds 5 oo c(z9)
' Yo X o s +i§i © En

Tnn +h -
X e e [j1 8" f(xs)ds +
Tn<Tn +h ’Uk
n

k=1
~alty +h) k-1, k-1 k-1 k _k
e u, (En T +h—Tn:En)]

k ket 1

k

+ X% Eatn un k(x ,O,Ek)$

k n
T = 1. +h Ly

o i o . . 2 .2 .
ou ti s gi sont définis de maniére analogue a T En (cf. aussi

k+1

la définition de T, ci dessous).

On défainit maintenant

k1,1 k-1 kK k-
(2.13) tn = Inf{s ¢ [(Tn +h)Vzn, Tn+hJ,

n-lks k _k n-k 1
e - g 2 TR ()

(1) les pointillés signifiant que les arguments sont les mémes qu'au
premier membre de 1'inégalité,
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k+1,2 k n-k 3 n=-k—1
(2.14) tn = Inf(s = tn+h, ug (XSD > Mou1 (xs))
et
k+1 k+1,1 k+1,2
(2.15) T =t 'y + "y
n n tk+1,1 < Tk+h n tk+1,1 ;;tk+h
n n n n
k41 ak+1, .k k+1 k
(2.16) AR R AP SR A0} I
T <{t_+h
n
k41
t &, (x1k+1) Faet kg
n n =Ty
ol ET+1, £§+1, réalisent le minimum dans M1 u?—k_1 et Mou?_k—1 res-
pectivement,
Posons alcrs
2 k-1 k
t o= (Tn +h) v
A . -k Ak -k
T = Inf(s ¢ [t,%4—h], W x ,e-t,E ) 2 M e 1).
1 8 n 11
Comme au lemme II,.2.2, On a
- %A(%+h2
(2.17) e“tuT k(xh.o.gf) = E 1; j‘ e“sr(xs)ds
¢ £
b Xa ) - QT M un—k—1
T < t+h T
~alt+h) n-k,_k
+ XA "~ ea * )un (-E_; )l:}“ »
T > t+h © Lt
et comme ¥ est %~ mesurable ,
K > Tk‘1 h t
n n T
k
- -k k
(z.18) e e “n u? (x 40.5°) =
Thz Ty P n
%A(T§+h)
X 1 oant f‘ ™ (x )ds
K~ 8
Ty = T +h o
n
" k
+ L =aty  n-k- ~aleith) n-k ky/ .
11
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On remargue que X LT o= X ,tk+1‘1
Tk k-1 n k - k-1 h n .
n2T, *+ T, O+
On applique le méme traitement &
n-k; k-1 k=i k k
u,I (gn Ty +h—rn.£n)

en posant ,

k=1 k+i . n=k, k-1 k,1 _k n-k=-1
B = Inf(s ¢ [v, +h,t +h],ui (gn o=t ,gn) = M, )
N g
(ot tn gst défini comme en (2.13)),
On a
(2.19) Ea(rﬁ"+h) ek ket ket ket kg
.19 4y E‘n 2Ty T 'gn -
k,1
Ek_1 j‘BA(tn +h)5asf(x Jds+y EaﬁM un—k_1
e 5 <ty n 11
T +h
n
(1Kt _
e, el R) ke .
. - -
Bzt +h (rn +h)
k,1
Comme ¥ T = X .t s, on &
— k=
Tﬁ(rk 1+h o Tk<T 1+h n
n n n
k-1
—al h) n-k, k-1 k-1 k Lk
(.2.20) X kK ked e(l ‘no F )u} (E,.n s'Un +h""5{9:n) =
T LT +h
n K
ﬁA(T +h)
_ ntH4 - —km
X % s B 1|f 6" (x_)ds+x eaBM1uT 1
1 <1 +h k=1 B<T_+h
n n T +h n
~alth+h) n-k, _k
X, k " ) 0 gn)|3 k-1 .
B =T +h (t +h
it n
k+111
De plus y B o= o . t
tk<1k 1+h Tk < Tk +h n
n n n n

. . n-k--1 , ' X
on exprime aussi M1 u comme précédemment , i.e,
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k,1

. t +h
[Ek-“}f n "“'CIS:f.d-E'l3 %
B

—aBM n-l~1 -

K, 1 1™ XK,
B(tn +h B(tn +h

(2.21) X

, 3% k+1) —altf* 4n) ?ﬂku1(5k fKt h~B,§E+1)],

de méne
; tk+h
- Py T - n'.
(2.22) Xa x eaTM1u? k=t X,k [Ek 1ljl easf(xs)dslﬁhk
$<T_+h T<T_+h T T
n n
-0 k - h o A
eaTC(E_, +1) a(.'l:n+ ) 1;1 k 1(5 .7 +h—-‘l:,§k+1 )]

En rassemblant (2.18) & (2.22) dans (2.92), les termes intégraux se

regroupent et 1'on obtient

Tk Tk+1 (1k+h
- n. n A-'n
(2.23) uE(x) - B 1] j\ 0:Sf(x Jds + j\k f(xs)ds
o T
1
k TJ T§+E s
+ 3 & nc(g )+ x et [j‘ " f(xs)ds
d=1 T, {T +h k+1
1

k+1
- k - g k k
4+ 5%n +1) a(tn+h) ? 1(§k k _Tn+1’§n+1)]

k
Ea(In+h)up—k(Ek)

Xk o
T > T _+h
f
On construit alors

Pk = Pku1 gur & s

('l:k+h T

n
K, —
ACH E: J=p () vae3
(7 +h) (¢ +h) En
Pk“;1 ps., sur {t < #w} .

et, comme précédemment
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k+1|2

k th
(2.24) un_k(gk)ga(1n+h) = Ek jﬂ gasf(x )ds
o) n s
k
T _+h
n
+ Eatk+1 2M un—k—1(x )| 3
o k+1,2 kK y=
t +h)
n n
En reportant ceci dans (2.23), compte tenu de
X tk+1.2 =y Tk+1
. - . ]
Tk+12 Tk+h n Tk+1a Tk+h n
n n n n
on obtient, puisque
k k
ot ALt +h) ot
J‘ n n .y j1 n
k rk+12 tk+h k
T n n T_+h
n n
k k+1 k+1
T_+h T T
. (fn+fn )+x fn
- k' -
Tk+1 > 1 +h k k k+1< +11 k
n n T T_+h n n T
n n n
k+1
T
~fn
K )
7
n g
k+1
n k [‘tn at
(2.25) uo(x) =B | f(x Jds + 23 e nc(g )
J=1
Tn+h-as a(T +h) nmkm1 k k ket _k+id
ka U £lx Jdore™ P T (g e TLE T
+h le+1 |
T ,
n
k+1
- -k k
+ =atp B 1( .O§+1)l
k+1 k 1
T > T _+h T
7n n n .

Donec on a la formule (2.12) ¥yn .

En prenant k = n-1 et en utilisant successivement
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-1
ga(Tn fh) up(gn_1,1n—1+h—1n,§n) =
n, n-} 17°n n n°n
Tp<t, +h

-1 r2+h— S ~altpth) o,.n
X n, n-1 o jﬁ e f(xs)ds+ea " uO(E“n)lg( n-1 —I
To<ey T +h S T +h)
n
et
—oth o n
X n n-1., °© " uitx n*%5y ) =
Tn = "|;n +h Tn
Tn+h n
X 1 En-i f n Easf(){ )dS+Ea(Tn+h)uo(_En)|:} }
rg = =1y o1 s o °n’'%mn
n n . n
On a

n n-1 tz+2as i —atj J
u (x) = E j~ e flx )ds + 5, e nc(& )
o) 0 ) Py n

n
“a(1n+h) o/_n
+ e uo(gn)

. P n .
Puis définissant P comme précédemment, on a

+°°_=0:S
[a: f“‘s)d‘“"“cmgmrf

n

uptgn)aa(1n+h) _ En
o °n

' T_+h
n

un(x) _ En{ ["+°°Easf(x )ds +% ga”cl‘jl C((“;J);
0 - Jo s o1 n

Donc uECX) = Jx(vn) ai v est le contrdle (admissible), donné par 3

i i

T = 1< n

i n -
+o2 i>n

i i .

= <

3 gn i<n
constante arbitraire (dans U) si 1> n

4} s . Lo . n
Done uo(x) = uOCx). La démonstration est similaire pour u1 .
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Lemme TIT,2,4, uz N ui en tout point, i = 0,1,

Démonatration,

Elle est analogue & celle du lemme III.2,%,, les égalités
étant remplecées par des inégalitds : Soit v un contrdle quelcon-
que, v = (Tl,El) i > 1. De la définition de ug. on a nécessaire-

ment
1

T 1
Wiz} < E (~[ e™f(x )ds + 8%° c(§1) +

-a'c1 n=-1 1
e u (x 30,8 ))
i 11

On a aussi, comme au lemme II.2,2,

n-1 1
u1 (xt1,0.5 ) < Ex X 5

T <11

! +h

o
T 4+h) n-1,_1
+ e X u (5 ) B }
12 > T1+h 0 l 11

En procédsnt par résurrence comme au lemme III.2,%, on arrive a

n .
( ) n e T +h_as n ~aTJ i
2,26) uof.x) < B e f(xs)ds + 37, € C(E_, )
4] j=1

+ ga(Tn+h)uZ(En)}

Blx) < 7 (v) o 1 gl #R) orm
) g9 (v) 4 oM.

n o p
Comme t© ¢ 4+ et que uO est bornée, on &

Lim un(x) < J (v);
o X
n teo

et comme v est arbitraire

Linm un(x) < u (x) .
n foo o 0

1 2
T +h)pT 2 :
{j{ Easf?xs)ds+5a1 M unm2

1

i
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Ceci, joint au lemme précdéddent, donne le résultat,

Corollaire III,2,4.

Sous les hypothéses {(1.1)

Wix) = mnf T v))
0 n “x

uey
n
w, {x,0,£) = Inf J_ _{v),
1 vert xpE
P
olt
7= v e y| vttt R O
i1
n i i i .
?fp:{VE?fi V:('U ’§)121 g T =4 12n+1; +
Démonstration,

On a vu au lemme III.2,3% qu'il existe v o€ Wn tel que

ug(x) = Jx(vn). D'autre part on a vu en {2,26)

7 +h n i
{2.27) uz(x) < B -1 zj‘ Easf(xs)ds + 3 et clgh)
0 i=1

n
+ ga(T +h)u2(§n)I

n i iy . N
pour tout contrdle v = {t ,E£7) i = 1 appartenant & %; or seuls les
n premiers temps d'arrédt de v interviennent au second membre et

done (2.27) se rééerit, en tenant compte de la définition de ug et

de Pn
n n * +E-s e
uo(x) < E %j‘ s f(xs)ds + j‘ e f(xs)ds
0 ™4h
n Ti i
v 7 e el )i '
i=1
Donc

n n
ue(x) < Jx(v) vv ey .
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la démonstration est identique pour ui(x.p.g).

Lemme ITT,2.5.

Sous les hypothéses (3,1}, u? - u, uniformément, i=0,1.

Démonstration, (1)

Comme on l'a wvu

0 < ug(x) - uo(x) < ug(x) - Inf Jx(v)

vEy

0 = un(x) - u (x) < sup (uz(x) - J (v)).
o ° vEY *

Mais v ey, vv eo
n I
uo(x) - Jx(v) < Jx(v ) - Jx(v) .

A tout v £ ¥ on associe vl € Wﬂ en conservant les n premiers
temps d'arrét, et en prenaﬁt Ti = 400 ¢ 1 2=n41 .
i.e, i |
v = (t,57) . € ¥
et

1 1
Vl = (11,§ 1---11nrgn:+wn5n+ 3+ ---)
n

on a encore, Y Vv &V
ug(x) - Jx(v) < Jx(vln) - Jx(v)
d'ou
(2.28) 0 < uo(x) muO(x) < sup(JXCV|n) - Jx(v)).

vEy

Considérons alors

Y = Jx(Vln) - JX(V)

(1) 1'idée de ce type de démonstration,qui est fréquemment utilisé

dans la suite,est dfie & J.L. HMENAIDI cf, [45].
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Comme v N et v coincident sur les n premiers temps d'arrét,
v

P IN e P' cofncident sur % . dtol
(zP4h )™

VI O —as
Y = E f(xs)e ds

1n+h
v s - Ti i
-1 [f e ¥ f(xs)ds + e clg )]
Tn+h iz ndd

nais le second terme du second membre est > 0, donc

(z.29) Y

A

v] +mLaS
E'n Jﬁ e f(xs)ds .

n
T 4h

Soit alors T > 0 arbitraire, et notons P le second membre

de (2.29)
VI Tv(Tn+h)- . f'#w e
z =51 Jﬁ e f(xs)ds + e f(xs)ds
t4h Tv(Tn+h)
=> T, (th
MR vy )‘__O[S ol
Z<E e®t(x Jas + e || £
Tn+h
de plus
n
vln (v +h)VT—aS Vln
E eelx das < ffrfie Tk ].
n (v +h) ¢ T
T +h

D'autre part si [%] est la partie entiére de g, on a, par

définition des contr8les admissibles ,
e > [%].h (v w).

Donc pour T fixé et n assez grand ([%] > %), on a
v | )
E n[X-n ]=0 v vy,
T +h <T.

T

}-j'l, on a

d'ol, en revenant & (2.28), et en prenan® n tel que [%] >
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0 wx) - u (x) <3 ||£||
Q o]

ta -l 3 |jgl] v
1 foo Q &)

en passant & la limite Tte on a le résultat,

(Bien entendu, la démonstration est analogue pour u?).

Théoréme IIL,2.1.

Sous les hypothéses du lemme III,.2.5.. (uo.ui) est 1'élément

maximum de 1'ensemble des fonctions (WO,W1) yérifiant
o o
(wo.wi) € Cb(E) X Cb(E x [0,h] x U),

wo(x) < M wi(x) )

(2.30) ¢
wo(x) < Eaté(t) wo(x) + j1 e%s(s)f ds Yyt =0 )
0
W1(X.p:€) 51“1 w1(x'p’g)’
Lz, 3t ,
’ ) p+t~a(s— ) —at
w1(x,p.£) S.[ e Plo(s-p)f(x)dase @(t)w1(x,p+t,§)}
p
¥Ypsat , p=h ) ptt <h
(2.32) w1(x,h.§) = wo(g) ;
Démonstration,

. n , . .
La convergence uniforme de ui vers u, 1i=0,1, impligque
1

celle de M u. vers M u, et de M u vers M u .
o 1 o1 11 1
On passe alors facilement & la limite dans les dz. =t »ns
n

n
de uo ebh u,|

pour obtenir que (uo,u1) est solution du sys’éme -
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T .
u (x) = Inf E {[ 2% r(x )ds4e® "M u, (x )
0 b 8 o1 T

T o

(2.33) TA(h"p)
u1(x.p,§) = Inf Ex J1 Easf(xs)ds
' T 0
-t
t e xr(h—pMiui
- —q{h=
+ ea P) XT > h—-p uo(.E_,)i

(on peut d'ailleurs montrer que (uo,ui) en est la sclution maxi-
mum) ,

e Cpmma ceci, montre que. u et R sont les bornes inférieures
de probldmes d'arrdt optimal , . - on obtlent que (u Yy ) est solu-
tion de (2.30); (é.}1);d'aprés les resultats sur les problémes
d'arrdt optimal,(2.32) gst_égglepept vérifié sur (2.33).

Reate & montrer que c est la solution maximum, Soit (ﬂ ,w )

une sutre solution, d’apres (2 30) (2.31) et la continuité de

(HQ’WT)'

: - ' P
2 (s) = 8%% (x,) + j 5% (x, Jat
(2.34) y : SeooEaom ' ? '

‘ ) o ',‘ UL ',-“:' ‘S
21(8) Easwj(xs.pm.&) + j: _eatf(xt)dt

o.

1§

sont des martingales, bornées, et continues 4 droite, Le théoreme

d'arrét donne, pour tcut temps d'arrét <

T
wo(x) < Ex j‘ f(x )ds + P w (x )
. S0V 0 .
T ‘
w (x) < B J1 f(x )ds + o M ow, (x )
0 xJ, o1 =T
de méme

f(x Yds

jwmﬁ(hmp)_as

o]

W1 (X;p,E_‘) < EK

- h-
 aealeeo),

X (h ):D+TA(h"p)pE)

en utilisant w1 < M1w& et (2.32) , on a
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( ) TA(h“p)“dS ( - T
v, x.p.8) 5 B j; g f xs)ds+e Xr<hmpM1”1

+ ga(hwp)

Xg 3 hep w (£) ¢

Donc en reprenant la démonstration du lemme II,2,5.

n
WU W, < u ¥ n , donc

L

Remarque II,2.1%.

Dans le cas des diffusions (ou des diffusions avec un
terme poissonnien) on peut faire une démonstration directe de

la continuité de u et u, (cf, [9 ] [58]).

Théoreme [I11,2,2,

Sous les hypothéses du theoreme III,2,1, il 'xiste un

coqtréle optimal, i.,e,, il existe Go’ v1 admissibles, tels que

uo(x) = Jx(vo) . u1(x,p.§) o= prg(v1) \

Démonstration,

On va utiliser (2.30), (2.3%1). On définit

) R R . ‘ y
(2.35) ¢ = Infis = U, uO(xS) > H0u1(x

)

-

c'est un temps d'arrét de Et, car u s 1‘-I_u,I gont continues, donc
0
1 . . .
1 est le premier instant de sorlie d'un cuvert, pour un proces-

sus continu a droite of, [19]. par exemple,
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Soit alors éo(x) minimisant c(g) + u1(x,o,§) sur'U, tel gque
X —+ go(x) soit mesurable (ce qui existe parce que u1 est con-

tinue, et U compatt), On pose alors

(2.36) gl =8 (x A

t1 est optimal pour le probléme d'arrét correspondant a (2.30),

i,e
1
¥ ooas —a11
uo(x) e Ex j; e~ f(xs)ds + e Mouﬁ(x11) .
et
1
t -3 —cx'l:1 1 1
(2.37) u (x) = E j1 e®r(x Yas + e [clg )+u,{x ,,0,8 )],
o X 8 177

O

On définit ensuite

£t - inf(s € [o,h], u (x .5-51) > M,u, )
271 171
+8
(ou encore, t2’3=%2 o 8 : ou
T

~? A -

t° = Inf(s € [o,h], u1(xs,s,50(xo)) > M1u1{xs,s,go(xoDL
et

2
8222 3t 110 6, ,
T'+h
(oh1 il est entendu , comme O 1 n'a été défini que pour
T'4+h

{1% < +w}, gue ceci signifie

822 _ sl T}O o, sur {1 <40}
T +h i
1
= 4o sur {1 = 4o} ) .
Enfin
(2.38) 2 . (t2’1+11) X + 422
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En raisonnant comme au lemme III,2,3, on a

1 1 (v 2'-)A( +h)
(2.29) ™ u,(x ,,0,8') = B J‘[ e rlx_)ae
LR X i
T
- (T1+t2’1)M u, (x 2'1,51)
+ &% 1717 01 42,1 Yot
I CAIN 1
+ SOLT + )Xt2,1 uo(.l; )1311E
> h
et
2 2 '
—a(T +h) #ra
(2.40) (g ) = E j:e f(x i u qu 2 Ql
' (t+h)
' 4h
) alh- p) _ '
On prend ensuite 5 (p,&) minimisant (en £') c(&')+e u, (¢,h-p ,E')
et on pose
2 & 2 1 A
(2.41) e =& (% heh) R ao(xtz'z) e,

en remarquant de plus que

itz’1 < h} = {z2 < 11+h}, (2.39) a (2.41)
daonnent
2
1 r "oas ~aT1 1 —a12 2
(2,42) u (x) =B e f(x )ds + e c(g ) + e c(g )
0 X Jo S
T_ +h
+ X 1 Jr f(x yds +ea(T +h) (51,11+h—12,§2)
T <t +h 2
T
X, 6w (x 0,89 .
1 2
T > T +h T

La suite de la démonstration est identique & celle du lemme IIT,2,3

en posant

" - k
i +‘ll.1 _ Inf(s € [(Tk é.|..h)v_"|: A ’Uk-’rh]

u, (x ,smrk,ék) o ANE: ’S“Tk’gk))

1-%s t s ’
k+1,2 k
t 1 = Inf(s = 7 +h, u (x ) - d u(x 1),
0 g o1 8
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et
k+1 k1,1 k+t,2
=1 t J)
tk+1,1<1:k b tk+1,12 o
(2.43)
§k+1 _ g (Tk+1,1k,£k) X
i k+1 k
T {T +h
+ £ (x ) X
Tk+1 ki > Tk+h ,
et
Pk = Pk—1 sur K _ )
(v +h)
Pk(e"; e d=pa)y
T +h (t +h) g
- .
vAEFE,., P ps, sur {t < + w} s
On obtient
k+1 ,
k K tas kr -—a’l:'] ]
u(x) =8 J1 e f(x )s + 7, e cle)
0 x o s o

T +h k
: —as —alt"+h) kK k. ktt _k+1
¥ e Kk [.[‘k+1 e f(xs)ds+e u1(§ T o+h=T L )]
T {T +h T

_aTk+1 ol
+ % e u, (x LO0LE ).
k+1 k 1 k+1
T > 1 +h T
, h
Comme u1 est borné et que v t o, On a
Tk+? k1 i
, k —as mat?
uo(x) = Lim K e f(xs)ds + 37, e c(g )

kT+°° o) j:1

1]

Jx(vo)

8i Go est défini de proche en proche par (2.43).

Le raisonnement est identique pour uﬁﬁx.p,g).
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Remarque II11,2,2.

(i) On peut bien entendu imaginer d'autoriser N décisions
entre Tl et Tl+h (N au plus) les mémes techniques seraient appli-

cables en définissant convenablement (uo,ut....,uN).

(ii) Du point de vue probabilisﬁa(existence d'un contrdle
optimal) les exemples du chapitre I ou II pourraient &tre repris
ieli,

Bn fait on considérera surtout le cas des diffusions dané le cha-

pitre suivant,

(iii) On traite comme au §. 11.4, les problémes du type

"stock",
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IV

CONTROLE IMPULSIONNEL AVEC RETARDS IMBRIQUES

Orientation,

On s'intéresse ici au probléme du chapitre III dans le
cas d'un processus de diffusion défini par une équation d'Ito,
et pour un exemple du type gestion de stock, L'utilisation des
équations différentielles stochastiques permet des simplifica~
tions notables dans la construction du processus contrflé, mais
1'étude des probldmes approchés est identique & celle faite dans
le cas général et on ne refera donc pas ici lee démonstrations

du type de celles du lemme III,2.3.

Toutefois le fait de travailler avec des diffusions per-
met de caractériser les colits optimaux comme solution maximum
d'un systéme d'I,Q.V : autrement dit on & un résultat wnalogue

3 celui de BENSOUSSAN LIONS [ 9], [11]} pour le cas instantané,

I1 faut remarquer gue dans le cas évolutif (horipon fini),
le nombre des instants de décision étant horne, une fanille finie
d'indquations variationnelles suffit A caractériser le cofit opti-
mal ceci n'e.t plus vrai dans le cas stationnaire puisque le nom-

bre d'instants de déecision n'est jamais borné,

I'essentiel des résultals exposés ici avait été annonceé

dans [56 ],
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IV.1. NOTATIONS -~ HYPOTHESES ~ POSITION DU PROBLFE,

Pour fixer les idées, on utilisera le .langage de la
gestion de stock : autrement dit, 1l'état sera le niveau de
stock, Tl un instant de commande (pour réapprovisionner le

stock), gl la quantité commendée, h le retard de livraison,

On ne refera pas ici 1'analyse des différentes situa-
tions possibles, on définira directement la famille de pro-

blenmes de contrble & dtudier,

Définition de 1'état et des contrdles admissibles.

On se donne des fonctions g, o , telles que

{1.1) g {resp. o) est contirue bornée de
d
[0.7] x &% » &% (resp. 22,1,
(1.2) |g(t,x) - g(t,x')f < c, |x - x|
1 rd

lc(t,x) - o(t,x')[ < ¢, |x - x'| d

|
1 R

On se donne (Q,F,P) un espace de probabilité, Et une famille
croisssnte de sous ¢ algébresde F, W_un processus de Wisner stan-

dmﬂ;mrrﬂmmté:& ,évﬂmﬁsdmmlﬁ.
On note Wt 1'ensemble des suites

v:('ci.F,i) i1,

ou Tl est un Jt teuaps d'arrét, avec
N .
(1.%) be et L v,

1 . . .
et & une variable aléatoire, & | mesurable, 4 valeurs dens

- T d
U = (% ou (% est un ouvert borné de (r )+ (1).

1 . . s o .
(') ceci est pcur fixer les idédes et faciliter lus notations dans
les T.0.V, On pourrsit prendre pour I un comprat quelcongue,
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On note Wﬁ 1l'ensemble

(1.4) Wi = {v|v ¢ v, s L > 7 sur {Tl+1

vizz2)

A tout v € VE ., On associe ytx(s,v) solution de l'équation dif-

férentielle stochastique

dytx(s) = gly)ds 4 a(y)dws + 7, glé(s—mlwh)ds 5>t

ie
(1.5)
ytx(t) = X
On définit également, pour p € [G,h], & € U
1 0 2
(1.6) Vip = v e, | <% = t+h-p} .

O posera

TO = t—p
{1.7) £% = ¢
Ttp = t+h—p

4, X.p:& et v & Wlp, on fait correspcndre ytxpé(s,v) solution

de 1'éguation

dy (s) = gly)ds + oly)dw_ + 75 glﬁLs—Tl»h)ds
txpg g i>0
(1.8) s > t
1) = .
ytxpg( ) x

Défirition du critere,

On donre

. - d
f=0 continue, bornée sur [0,T| x R

(1.9)

c(t,6) = 0 continue sur U,T] x U
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< 8] .
et av € Wt on associe

»

T R .
(1.10) ; m:mgf tls,y, (s.v))ss 3o olet ey f
tx Jt tx i1 Tl<T

Y

av ¢ W‘ on associe
tp

(1.11) e V) = E3thTf(s,ytxpg(.s,v))ds+i§;1 C(Ti,gi)xmiqé .
On note également
(1.12) uo(t,x) = ig;o th(v) ,
t
(1.13) u1(t,x,p,g) = i2;1 thpgtv).

tp

Remarque IV.1.1.

on prend ici les diffusions définies par des équations
dA'IT0, Il faut noter que les résultats probabilistes (existence
d'un contrdle optimal, continuité des cofits) sont encore valables
pour des diffusions tfsibles" (i,e., au sens de Stroock - Veradhan

[68], [69]) par application des résultats du Chapitre IIL.
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IV.2, PROBLEMES APPROCHES,

On introduit comme au chapitre précédent la suite de
problémes d'arrét optimal
r T

(2.1) ug(t,x) = F Jt f(s,§tx(s))ds ,

T,T
(2.2) u$(t,x,p.5) = E,‘[' A tpf(s,§tx(s))ds
t

H]

O -
+ uD(TtpAT.th(TtpAT) +E)

TAT
(2.3) uzﬁt,x) = I:f E ’Jﬂ A

f(s,itx(s))ds
t

1o ey
+ Xpep MY, (T,ytx(r)) )

ola
(2.4) MCuT'1(t,x) = Inf [c(t,8) + uT_1(t,x.O,§)]
EEU
N TaTep , -
(2.5) u1(t,x,p,g) = Inf & f(s,ytx(s))ds
T t
Y Xpep g M (e () sy (1).8)
T ’UtpA X P
n —
+ XTEZTtpAT uo(TtpAT, ytx(TtpAT)+§) »
et
Tep = t+h-p , p € [o,h]
(2.6)
ztp(s) = p+s—t .
(t+hep )T
(2.7) M un_1(t,x,p,g) = & r fls.y (s))ds
11 Jt tx

+ Inf [c(t,&')+un"

i m o - 1
me 1 (TtpAl.ytx(TtpAT)+£;TtpAT t8') ]

Dens tcutes ces défiritions, on a noté ;tx(s) la :olution de
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1'équation sans contrdle, i.e,

d§tx(s) - zly)ds + o(y)dwss s>t .
(2.8)

§t}ctt) = X .

Or. ne refera pas ici les démonstretions du chapitre III
concernant 1'étude des probleémes approchés, On résume les ré-

sultats dans le lemme suivant

Lemme IV,2,1,

Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.4)

(i) 0 < un+1 = U= UZ S|lfH T , 2=0.,1 ,

d
)

(ii) ug € CE([O,T] % R

F ]

I o] d
w, € € ([o,?] x B x [o,n] x u) .

‘s . d
(1ii)|u ~ u, en tout point de [o0,T] x R

d
u? ~ou,oen tout point de [o0,T] x R x [o,h] x U .

On a encore ici, comme au chagpitre I1I,

Lemme IV,Z2.Z2.

AT no .
Vo> 2fﬁ]+1 su, =, 1=0.1

Démonstration,

Comme &#u chapitre précédent, (Corollaire III.?.4). on a

1 _
(2.9) uO(t,x) = Inf th(v) ,
VEWt
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ou

?rz’n - {V € 'zle V=('Ell(t=l)i,21l Tl= +°°si>n}.
et
(2.10) u?(t,x,p,g) = Inf J (V)

VE?fj-'n JG:'cp(t:n
(! tp o.n
ol Wt; est défini de fagon analogue & ?{’ et en procédant comme

au chapitre III, on obtient ainsi facilement

T
(2.11) 0 =< un(t,x) - u (t.x) < sup B [1 f(y(s))ds
0 o J
VEW% (1n+h)

ol ytx(s) correspond au contrfle v N déduit de v quedcongue
. 0 . A
(dans W%) en ne conservant que les n prenmniers temps d'arrdt,

mais

Tz (r%] - 1)h si f%1 est la partie entidre
de g et donc pour n assez grand (par exenple
2[%] + 1), tv+h > T .

Donc, comme (2,11) impligue

n
0<u (t,x) =u (t,x) g|]f“. By
© ¢ thh T

on a donec

N T
uo(t,x) = uo(t,X) pour n = 2 +1

n :
de méme pour U, et u, (et donc évidemment on a la convergence

uniforme !).

I1 apparait donc qu!une famille finie de problémes d'arrét
optimal suffit & caractériser le cofit optimal, (le résultat n'est
plus vrai dans le cas stationnaire), Il est cependant intéressant
d'effectuer "le passage & la limite" pour montrer que l'on peut
obtenir une caractérisaticn ne faisant intervenir que U, et u?.

G'est ce qui sera fait dans la suite, Donnons dfabord le corol-
q

laire suivant :
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Corollaire IV,2,.2.

Sous_les hypothéses du lemme IV,2,1, il existe un contrdle

optimal pour le probléme (1,12), (1,13).

La démonstration est analogue a celle du théoreme III.2.2,
On donnera simplement ici la construction d'un contréle optimal,

S0it y1 solution de

dy1 = g(y1)ds + o(y1)dws , s>t

{2.12)
v () = x .

4
N

Inf(s > t, s < T, uO(S,Y}CS)) = MOCS.Y1(S))M
(2.13)
gl -8 ('),

I

ol gO(t.x) réalise le minimum de c(t.g) + u1(t,x,0,§) et est mesu-

rable,

On note aussi §1Ct,x.p,§) un élément réalisant le minimun
de

(E’I' b C(t.&') + Eu%(.'t lEtXCTt AT)-l"(L;,h""ng_,')

T
tolt P

P

et est mesurable en t,x,p,s&.

On ncte ensuite

t2’1 = Inf(s ¢ ft1,(t1+h)A$1, U1CS,Y1(S),Z1(S),E1)

= M1 u1)

ol

21(8) = 85 - 11
oo 2
et on défirit y - psar

dy2(s) g(yz)ds + c(yz)dwS £ t;:(11+h)AT

.
a

1,4 4
v () + &

Il

2.1
¥ (th)
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2,2 1 ;20
% - Inf (s ¢ [th,T]{ uots.y (¢)) = H u1) ,

X
2,8 .1 - 2,1 d
% <th t = th

(2.14)

i

E_,z %1(‘;2;5(1 (."52):251 (-'52)15_11) x 24
T <th

L]

2 2 2, 2
+ 50(1 v (3 x 2 1
5=t
= h
puig de prouhe en proche,
k k k
A(s) =5 -1 8T,
k k, k k
y 'H(tﬁ) =y (6) + 8,
ti - (+%n) AT
dyk+1(s) = g(yk+1)ds + o(yk+1)dws s> B

k1,1

k Lk
1.

‘ k-1
% = Inf (s € [t ¢ Tty

u1(s,yk(s).zk(5).§k) = i, u1) ’

J2 L rnr(s ¢ rti’T]’ uO(S,yk+1(s)) = M0u1),

tk+1 _ tk+1.1X ‘ N tk+1’2x ,
| +tal k k+1,1 k
% ’ ¢ th t z by
T+ A ket ky ket k; kil k
£ 1 51(1 SR ),z (¢ F ),E Ty - i
. T £ th
A k1 k.+1 e
+ E"Q(T Y (-T: )) X kA1 k ¢
T z 5y
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IV.3. INEQUATIONS VARTIATIONNELLES ASSOCLEES A u? :

Iv,3.1, Probleme _modéle + "cas homogene",

e

(3,1) |Soit ¥ continue bornée sur [0,T] % " % [o,n]
telle gque ¥(t,x,h) = 0.

On intpoiuit

TATﬂitp
(3.2)7 thp(T) = E. ) f(s‘ytxca))dS+XT<TAjtpg(T’ytE(T)’th(T))
et
(3.3) u(t.x.p) = Iilf thp(.'c) .

on utilisera (cf. [9 1), le probldme pénalisé

8
(5.4) Jixp(v) - E,J (4 %vw E1/& £ v(h)dxds
t

oll v est un processus adapté, & valeurs dans [0.1], ot
, €
(3.5) us(t.x.p) = Iif thp(v) )

Nn aura besoin des notations guivante @

21 *
(3.6) aij(t,x) = (oo )ij(t,x)
d
a, (t,x) = ( i} 5%, 84" gi)(t-X)
) d d
e 9 b 3
h=-3 5oty %x YL %3 X
ij=1 "1 i i=1 ]
H, = {o|o ‘e"“f"xl € L,2(RCl % lo,hf)}
Vv o= {o|e 29 ¢w i=t,d}
1 2 ox. 1 1 1

1
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o -
(.3-7) 8.1(.11,W) :2 f aij 69,}%;1,, Sw}_ii_ ezle‘dxdp

t Rdx]o.h[ + J
[ xi du
R x]o,hf

W 52Y|x|dxdp

Cn pose aussl pour v € LQC]O,Tf, H1) , tel que Lv € L2 (o,T;H1) P
Lv € L2(0,T;H1)

[ elb,xam)|? 22l gpa

T
0 Rd

On fera ici 1'hypothdse supplémentaire, (qui n'est pas nécessaire

pour 1'étude des problemes approchés au lemme Iv.2.1.).

d
2 d
(3.8) 2 aij(t,x) £.5 2 a1|€| , VEER .
i;j31

Ceci permet, comme on traite un probléme évolutif,de se ramener

toujours au cas oll

2
(3.8)" 2, (w,w) = cr.2|| WH\f1 ¥ ow € \I1

Théordme IV.3.1.

Sous les hypothdses (1.1),(1.2),(1.9) et (3.1), n(@éfinie

par (3.3))est solution maximum de 1'inéguation variationnelle

T T
f; (-Lv,v-u)at + j; a1(u,v—u)dt + %lv(T)lz

. 2 E
L 3w Zf (f,v-n) .
(o]
(3'9) yv<¥oa
? 2
v € L (o;T;V1), v € L (o,T;H1),

u= ¥,

we 1°0,m50.)

De plus u eslh oontinue,
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Démonstration,

sus de diffusion dégé-

En considérant th comme un proces
pitre T (cf. aussi f11])_

néré, on peut appliquer les résultats du cha

et on a donc

0 d
u, u € Cb(fo,T] % B % [0.h]), u, ~u

uniformément sur tout qompaot et en déecroissant guend e {1 O

(3.10) % = Inf(s ¢ [t.TAjtp], u(S’ytx(S)‘th(S))

- \y(s,thCS),ztp(S))

est optimal,

uit un probléme régularisé

) geci étant rappelé, on introd
an définisgsant

dﬁn (s) =ds + 1 dvs

tp

(3.11)
M (4) =
Bt i t) =
. W
E- ou v est un wiener scalaire, indépendant de v . et on pose
b
e
i . 0o _—
i (3.12) : Typ mf. (s € [t.,T1s ztp(s) ¢ o.h[).
i ‘ : - -
!ﬁ Le probléme pénalisé régularisé sera défini par
08 s :
L en TEpAT 1 %j;v(h)dk
i - famv¥ , P
! (3.13) g0 ) ] [ e ey |

pour v processus adapté & 3. % valeurs dans [o,1 ], et

(3.14) | uQ(t.x,p) = Ilnff Jizp(v) .

P Les résultats de BENSOUSSAN £ rrone [11 1, donnent:uz est 1'unique

aolution de
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g N, eyt
gt e e = L + a4 ()" =1,
ot dp 2 Op2 £
(3.15) wl(t,x,0) = uz(t.x.h) =0 ,
un(T,x,p) =0 ,
. Ouz O'uz éug é2u2 Dy
{3.16) U s ik ;T??s 5% Szzng € L .

d
ou I7*7 est 1'espace IF, sur [¢.T] x R™ x [o,h]| avec un poids

sl s

On va démontrer maintenant :

Tepme IV.3.1.

Sous les hypoth&ses du théoreme IV,3.1.

. _ 1 |
(1) uz - en tout point de [o0,T] x R x Jo,h]

(ii) uz - u EEEELIF(O*T;V1) faible et u_ est 1'unigue

golution de 1l'équation

-~ Lu + Au + l(u —¥)+ =1 ,
£ € E €

u (t,x,h) =0 ,
(3.17) &

1l

uE(T.x.p) o,

) .

u € 100,15V, ), Tn € 12(0,T,H
[ 1 € 1

Démonstration du lemme IV.3.t.

Il est démontré dans BENSOUSSAN -~ LIONS [ 13], que

{3.18) Tgp - Ttp ps. VY p € Jo,h]l vt € [0,7]

Cette convergence étant naturellement uniforme par rapport a v

puisque zgp et th ne dépendent pas du contrdle v,
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On a de plus

(5.19) B osup |2l (s) -3, (s)|°
t<s<T P tp

¢ indépendante de t, (t € [0,T1), p.

On a
|J§2p(u)_J (V) < E v]y(zn (S))mw(z )|e ds
t

l V(K)dl
|f+ le(zn Je ds
A TephTtp
s
‘ Ty i 1 A vooa
+ B lf+—v¥|(z Je t ds,
T 5N TE tp
Atphtp

Tn
t
+ B r p

En utilisant (%.19) on a

C
P{ sup IZE (s) - 2y (s)] 2 8) € =~k
t<axgT e P

IR .
on prend & = n®, et on utilise le fait que v(t,x,p) est uniformé-

ment continue sur tout compact, et de plus
t
P(  sup v, (s) - x])= &,

tT<xae<gT R

d'ol,en désignant par BR(é) le module de continulté de ¥ sur

[0,T] % {x'.]x'-x| < B} x [o,n] on a

]Ji:p(v)wJ (v)l B (n2)+n+§§}

|

n
C, E -
+ ¢, thp oo

Cette estimation étant uniforme en v, on a la méme inégalité pour

|u2—usl, on fait alors tendre m vers 0 puis R ~ +4% pour obtenir

(i) du lemme.
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Pour démontrer (ii) on multiplie (3.15) par uz pour obtenir

Iunl < constante .,

E oo
(3.20) L (0,151, )
: 2 éug nye
%? = + a” uE“ 5 « constante .
2o Y (0,13, )

Donec, compte tenu de (i), et par passage & une sous suite
ﬁz - u_ dans L2(0,T;V1) faible quand e + 0
et (i) denne ausai uz - u dans L2(O,T;H1) fort,

Fn passant & la limite sur (3.15) on obtient sans diffi-

ol

culté
(3.21) S Lu o+ Au 4 o -w)t ot
€ £ £ €
au seng des distributions,
Ce qui donne d'aillsurs
2 :
I ¢ L°(o,T;V!).
£ 1
Comme (i) donne
u (t,x,h) =0
£
Ll(-T)'—‘On
E
on obtient que uE est solution du probléme
1 Coat
(3,22) - Iu + Au + ASuay)T = £,
€ £ E €

ug(t,x,h) =0, uE(T,x,p) =0 .

2 . 2 . 1
u_ € L (0,T,V1) » Lu_ €L (0,T,V1) .

dont on vérifie directement qu'il s une solution unique (cf. LIONS

[411).

- AT T L e e e

e e i e T
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fette solution vérifie de plus

).

L € 12(0,T;H
£ 1

Vérifions bridvement ce point quand

d

2 o)
Ap = =g A + 2, 8 ggl
i=1 i

(pour aimplifier les calculs).
On multiplie 1'équation (3.22) par - Ln_

2 du -
]Lu I + 7 Jr f]idz 5;E gg—c—LuE)ezY[xldxdpdt
¢ i g i

au -
" )lj}fff B &—i(-LuE)ezleldxdpdt_

+ l((u —W)+, - Iu ) = {f,~-Lu ) R
£ £ € E
x4 o
avec Bi =8 - EYTiﬁ a (ef. (3.7)),
Exsminons le second terme, qui se divise en deux

5 du_. -
[ 2% 0 (. 20 ezﬂxldxdpdt ,

X, =3, G =,
i 7 thp X, bxi ot
[ 2,1 2 %%,y —2v|x]
x; =5 olggplszrl ) 87 axdpat
1“txp
S L2k _,62;‘.3’_“_51[2 10
2 ox ', 2 % =0 T2 ox 40 '
=) xi =0 .
du
2 9l 3 U 2v) x|
XZZE\[ o) SEFET* ap) d.}’dpd.t ]
ivtxp i
L G Tk TR T
X =73 9 1%x 2 9 3% = 3I% ’
p= p=0 p=
= X > 0
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4!
ou o

|Lu€| < (ya ' nLuE)

ol
Oug 1 + 2
(PE = - ?Bl 6—;;- - -E-(.uE—‘P) + £ €L (.0-T;H1 ),

puisque uE € LECO,T;V1), d'ol

< o |

| Lu_| <
€ L2(O,T;H1) €

L2(0,T,H1)

Bien entendu, le calcul précédent est quelgue peu formel
mais peut &tre justifié (longuement) en obtenant ces sstimations

sur les approximations de Galerkin de u
E

Démonstration du théordme IV,3,1, (suite),

. 2 2
Soit w < ¥, W €L (O,T;Vi), LW €L (O,T;H1),

ug:ue-—wo,
A‘i’"—*‘i’—w =0
0
On a
(3.23) S Y S (Y ) L
£ 3 £ €
uE(t.x,h) = ~w0(t,x,h),,
GE(T,x,p) = mwO(T,x,p) ’

f= £ + Lu_ - AW € LZCO.T;V').

0 ) 1
Cn multiplie (3.2%) par ﬁe, et on utilise le fait que
G -9, 1) = JE-n*t, 5 -9)
£ E € SR E

L8 G- so0
E £
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On obtient alors, en utilisant (3.8)’,

(3.24) u_ borné dans L2(O,T;V1)

Soit alors

)

ve V¥V, V¢ L2(O.T;V1). Lv € L2(0,T;H1

on a

T rT
j; (L(ue—v).v—ue)dt + Jo (uLv,v—uE)dt

T T
+ jﬂ a (v ,v-u )dt + l jﬂ ((u —W)+,v—u )dt
1t € £ EJ, £ £

o]

= j;T(f,v~uE)dt

Comme u_ ~>u uniformément, sur tout compact, on a u ~u dans LECO,T;V1)
{par (3.24)), on obtient alors-de'faéon classique les inéquations du

thioréme,
Montrons que u est solution meximum (ceci ne sera d'ailleurs

pas utilisé ensuite, car on refera la démonstration pour les I.Q.V).

On sait déjk que u > u, et utl qusand £ | 0, Soit w une
" solution quelconque de 1'I,V, On reprend la méthode de MIGNOT -
PUEL [49 ].

On pose z = W—-u_ oOn a
1>

j‘T(—LV v-z)dt + rTa (z,v-z)dt - 1F (B(u ), vz )dt
. Jy o,

1 2 1 2
+ ElV(T)I + §|v(h)|

).

VVS YU, Ve L2(O.T;V1), v ¢ LZCO,T,H1

On pose Vv = vy T po , ot

2 7
vos¥-u, v el (0,T,V1), v, €L (O.T,H1),

(%,25) 8 >0, Lt ¢ L2(O.T;H ), 6 ¢ L2(O.T;V1),

1
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En prenant v = vo-pe, et en faisant tendre p t 40, on a

o]

: T T T _
(3.26) j1 (Lo,z)dt + j1 a1(z.6) - % f1 (ﬂ(ue),e)dt <o (M.
o} 0

On prend alors @ = Gn défini par

Le 8 =
nLe 6 =2,
(3.27)

en vérifie (3,25) et

0, 2" dans L2(O.T;V1) faible,

o j1T (2*,2")at {1T( (u),a")at
a1 Z 42 < J B u€ + 2

0 . Y0

M=

1 [~T o+
s . (B(U-E) - B(W), 2 )dtl

I
.

car B{w) = 0, soit

T
j1 a1(z+,z+)dt < 0 donc 27 =0 .
0

1V,%,2, Probléme "non homogene",

On aura dans la suite & considérer le probléme modale

précédent avec un cofit non nul au bord p=h,

(1) on a noté B(ue) = (uE—T)+ .
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On reprend les hypothdses du §, IV.3.1 avec de plus la

donnée de

(%.28) alt,x) continue bornée sur [o0,T] X Rd, > 0 (1)
telle que

(3.29) v(t,x,h) 2 ult,x),

(3.30) u(r,x) = 0.

Le probléme & étudier est alors de minimiser

TATpAT
(3.31) Sgg®) = B[ £l (Ndonx  wlny ay (e)
‘ t T Ttpﬂ
+ X alr 1, Ly, (v AT)) .
T = TtpAT Atp™ tx tp
et on pose
(%.32) uw(t,x,p) = Inf thp(m) .

T

Comme le cas d'un colit au bord seulement continu n'a pas

été traité, on montrera ici comment on se raméne an cad homogéne,

Lemme IV.3,2,

Sous les hypotheses (1.1), (1,2), (1.9) (3,1), (3,28) &
(3,%0), le temps d'arrét

(3.33) T = Infls € ft.ttpAT], u(s.?tx(s),zto(s))

~ wlo.7,, ()15, (o))

est optimal pour le probléme (3,32).

(1) Ceci n'a rien d'essentiel,
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De plus u_ converge vers u uniformément sur tout compact.
E

Démonstration,
Soit 1" une suite de fonctions de Cé'z([o,T] < B,
telles que
Ten , 3], <o
= » 0 0= 1

%

et W - 1 uniformément gur tout compact,

On note
m ol -

= d

(3.34) thp(T) E f(ytx(s)) s+x1<rtpﬂTW(1,ytx(r),ztp(T))
£
- -
+ a (1 T,y (v T
X > T AT tph" T gy Mok ))

On a encore T(t,x,h) > Em(t.x).

Soit

(3.35) W(t,x,p) = Inf Jﬁ‘ (4)

et u? le coflit optimal du probléme pénalisé correspondant,

Posons
D = {w; =sup Iysx(t) - xl > R}
8S< t<T
L
On a P(D) < = uniformément en s, x,
R

Seit x € K compact, et
K = vy =x+2 x¢€K lz[ < R}
On en déduit facilement

(3.36) ]fop(r)thxp

()l = I3, + ey D

Y (tixup) € r01T1 X K x (O;h)
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(si 1'on note

| & a-afl = sup Iu (t,x) - ult,x)).
K t,x € [o0,TxK

Il en résulte

(3.57) | S+ = el B
R R L I T

de méme

(3.38) I uE—u | T ”IL + —E(C +“ ul) .

[0,T |xKx[0, h]

Par ailleurs, la régularité de o permet d'écrire

Eu (TATA?tp’yt

T
TASgph
+ %[‘ e (___ - Al )ds .
t

(.’EIA"CtpAT)) = -ﬁm(_t,x)

m au" -m
On pose g == 3T + Au
©om o d m Vo
on a g € G ([o,TIxR ) et thp(T) stéerit
(3.39) 3t (v) = W(t.x) 8/ lr\TtpAT(f Mds (y-a"
3.39 txp 7) = u (t,x) + J -g A ¢r AT -

tp

8i 1'on pose %m = w~ﬁm, TR f—gm, on est dans le cadre du §. IV.3.1

(p-3" > 0 en p = h).

On a donc en particulier

(3.40) u - Wt uniformément sur tout compact guand

e N0 .

Bn rassemblant (3.36),(3.37),(3.38) on a, si

H uE«uH =  sup |u (t,x,p)-u(t,x,p)|,
K tsxlp € I—OJT])&{Xl_Olh.I
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A Rt ot I et
dfol

(5.41) ugoull s 2l 55 « ol 57
K K
m m
-

En passant & la limite en g puis en m, puis en R t o, on obtient

le résultat :

u ~u uniformément sur tout compact.
(De plus u est déja continue comme limite de um). On a alors
€ £

tout ce qu'il faut pour démontrer l'optimalité de T comme au

§ IV.3.1.

Théoréme IV,3,2.

Sous ies hypothéses (1.{).(1.2). (1,9), (3.2), (3.,8),

(3,28) & (3,30), u est solution maximum de 1'inéquation varia-

tionnelle,

f'T( rT i 5
- Lv,v-u)dt + J a1(u,v—u)dt + EIV(T)l
0 0

T
+ % lv(h)~i|2 alj; (f.V—u)dt,

(3.42) ) vvsY,

v € L2(O,T;V1), Iv € L2(O,T;H§),
u< v,

2
u € L (O,T;V1) '

De plus u est continue,
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Démonstration,

La régularité de T permettant d'effectuer une transla-

tion, les résultats du §. IV.3,1. donnent

- Lu o+ aun 4 =(u-9)t = £,
9% £

il

(3.43) ulg(t.x.h) W(t,x),

u‘;(rr,x,p) = 0(T,x) .

En procédant comme au Théoréme IV.3.1, on obtient

(3.44) I um“ 5 < ¢, indépendant de m, €
© 170,13v,)

et

(3.45). lLum 5 < ¢, indépendant de m (e fixé).’
® 1°(o,T;H, )

On peut alors passer a la limite dans (3.43) par rapport

4 m pour obtenir
“Lu 4+ Au + lu W)t = f,
3 € £ €
(3.46) ue(t,x.h) = E(t,x);

uE(T,x,p) = 0.

En réalisant (3.44), on passe & la limite en e dans (3.46)

comme au théoreme IV.3.1.

La démonstration de la meximalité s'effectue également com-

me au §. IV.3.1.

Remarque IV,3,1.

On remarquera que l'hypothése (3.8) »'intervient que pour



- 203 -

lea inéquations, jamais pour l'existence d'un temps d'arrét op-

timal ou pour la continuité du collt optimal.

Remergue IV,3%,2.

Dans u? interviendra la variable § mais ce n'est qu'un
paramdtre dans les problémes approchés et & quelques modifica-
tions de notations prés les résultats de cette section s'ap-

. s LI
pliquent a u1.
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IV.4. INEQUATIONS QUASI VARIATIONNELLES.

On introduit maintenant quelques notations

H:{v|vEHXIEL%§H}, Y >0,

<t
il

+

{VlV.%EH.i:ﬁ,d}

Pour u, v € V, on définit

ij 0x, ox,
i3 3

ao(u,v) =% j‘ 8 du 9V EZTIXIdx
ij Rd i

[ xi du _ =2y|x|
- e d
+i§) JRd(aj 2YT;T aij) Oxj v e

X

ou aij’ aj sont définis en (3,6

H = fv | v EYIXI ¢ 12(a% « Jo,h[ x @)}

(ou (% est 1l'ouvert borné servant & définir U = o).

K ._
V1 = {V | Vj 'O_;j'. E H1 » 1-—1pd} »

Pour u, v € V,, on définit dgalement comme au §. IV.3.1,

‘ 3 du v —Zlel
a1(u,v) = iZ)jﬁd 8 axi 55 e dxdpdg,
4 R% o, h[ >0 J

*i au - ixl
(a, - 2 TJT L) e YI¥lgxdpdE
+i§} jnaj Y T alJ) éxj v e xdpdg

On utilisera ici 1l'hypothése déja vue au §. IV.3.1.

- N
(4.1) % ey, (e gt > a1ch2 , VL ER .

i]
qui permet de supposer toujours

2
ao(u,u) -2 “2” u]“ , Yuev,

(4.2) )
a1(u.u) b a}“ qu1 ) vouf V1.
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Les résultats de BENSOUSSAN -~ LIONS [9 ], [11], et eeux du

§. IV.3 donnent le lemme suivant

Lemme IV, 4,1.

n

Sous les hypothdses (1,1), (1,2), (1.9), (4.1), ug, )

sont golutions (maximum) des indquations suivantes :

T dv n T n n 2
1
/ fo - ﬁ,v—uo)dt +f ao(uo.v—uo)dt + 2lV(T)|

Q
T n
= f (.f.V-uo)dt ,
o]

(4.3) v< M u s

[»)
ug ¢ 1°(0,T;V) .

T T
f (.——Lv,v—ul;l)dt +f a, (u?,v—u?)dt + %—Iv(T)iE
0 0

T
F ) - W) Pz [ Gaedat
]

(4.4) < v N u;M .

v € L2(O,T;V1), Iv € LZ(O.T;H%),

A
=
s

o
I I

u? € L2(0,T;V1) n cgtfo.T].x R  fo,h] x U) ,

ou l'on a noté

|v(h)-u2(x+§)|2 = j}o %Fi;d25h‘5)_ug(t'x+g)l2dthdE'
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Démonstration,

(4.3) résulte d'une part de la continuité de Mou?”1_ ot

d'autre part des résultats de BENSOUSSAN - LIONS [117. (4.4)
résulte du §. IV.3.2,

Il veste cependant & vérifier que

n

u2(t.x+g) < N u1—1(t,x,h,§)

1
or on a Tth =1t =>

N (t,x,0,2) = Inf rc(t.g')+un"1(t.x+g.o,g')]
1 £reu i

et

uz(t,x+é) < Inf [c(t,g')+u?—1(t.x+£.0,g')]

£rey

par définition de Mo u?-1(t,x), done on a bien la propriété désirée,

Théoreme IV,4,1

Sous les hypothéses (1,1), (1,2), (1.9), (5.1) » (uo,u1)

gst solution maximum du systeme
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ooy ' | 2
1
j; (= 5¥,v~uo)dtf[; ao(uo.v-uo)dtf2|V(T)|

r T
Z'Jo (f,v—uo)dt,

v N u

(4.5) \ =%
v € 12(0,13V), %{ 3 L2(0.T;v'),
v, < Mou1 J
u € 12(0,m5V)
/ o 7 )
J (-Lv,v—u1)dtf[‘ a1(u§.v—u1)dt+%fv(T)l
O ]
) T
v (i) |2 2 [ (et
&)
(4.6) < v < M1u1,
v € L2(O,T;V1), v € L2(O,T;H1) )
u1 < M1u1,
u, € LZCO,T;V1) n cgtfo,T] « B x [o,n] x 3)
Démonstration,

Comme (uz,un) = (u ,u, ) & partir d'un rang N = 2f§]+1,

1 o 1
il est clair que u, € L2(O.T;V), u1 € LE(O,T;V1) et que (uo,u1)
est solution du systéme (&.5),(4,6). Il ne reste plus qu'ad mon-

trer que (uo.uT) est solution maximum,

(Mentionnons ici que dans le cas stationnaire, ol la convergence
n'a plus lieu en un nombre fini d'itérations, on passe & la limi-
te sans difficulté dans V et V1 &4 partir des estimaticns obtenues
en prenant v=0 dans les inéquations vérifides per (uﬁ,u?), et en
utilisant leur convergence uniforme vers (uD.u1) dans le terme de

trace).

Four montrer gue (uo.uj) est solution maximum on prend

(wo,w1) sclution guelconque de (4.5), (4.6). On note uzo s
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) b s s IV . F n
resp.) la solution du probléme pénalisé associé & U

(resp. u?), i,e, pour n 2 1

n
OuEO n 1 n n-1.+
- = +AuEO+E(uEO—Mou1 =1,
(4.7)
€0
T T B (VS B S
£t et & el 1 -
(4.8) u (t,x,h,£) = un(t.x+§);
el o}
n
T) =
u51 (1) 0,
et pour n=0Q on définit
Ouo )
""‘S‘"%“"i-AuO:f'
(4.9)
w® (1) =0,
)
) )
—Lu1+Au1=f,
(4.10) u?(t,x,h,g) = uZ(t,x+§) !
)
uq(T,x,p,g) =0 .
On montre d'abord uz > LA On pose z = womuz et on obtisnt

(4,

On

(4,

flP ow f T 2
- (*u,w—z)dt + a (z,wmz)dt + %iw(T)[ >0,
o at JO 0 -

11) W MW ~u§ , WE LZ(O.T;V). w' o€ L2(O,T;V').

1

prend maintenant v, vérifiant (4.11) et

12) 6>0,0¢ L2(O,T;V) , ' ¢ LZCO,T;V'). 0(o) =

0,
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et
W = Vc—g9, u> 0,

T T |
- uilf; (g%,z)dt +‘[‘ ao(z,e)dt} + %Ivo(d)|2

O

7 2 T
.z)dt + a (z,v ~z)dt 2 0
) o 4

o}

daonne

quand p - +° on obtient

rT a0 T
(4.13) J 5¥,z)dt + j1 ao(z.e)dt <0,

o] 8]

On introduit en tel que

(4.14) neeo +6 =2 en(o) =

On a
+

9 -z dans L2(O T;V) faible et e vérifie
(5 12). d'autre part

T ae
r

J 't ,Z)dt

It

L
1 + -
-z j; ((z" - en).z Yat

(-T
+ (6" + no' + 6 )dt
JO n' N n

T T
% j1 (en,zq)dt + 1 j; |e%|2 dt

il

fT,00,
-1, 8 ) dt
JO ot n)

+

dont le dernier terme s'éerit
fl'l
[ oo 1 2 Y. 2
el L8 )dt = He (7 - +le (o = e (7
). G Jat = e (0)]7 - 4o (0)|% = o (1)]
finalement

T
00
jﬂ (Tﬁ? ,z)dt =0,
0
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Ce qui donne dans (4,13)

rT
] ao(z,en)dt <0
9]

puis quand n =+ 0

T
f aof.z+,z+)dt <0 = z =0.
Q

On montre maintenant u? Wy
0
Posant Z =W, = U

z(h)} = wo(t,x+§) - uZ(t.K+E)

on remarque que z{h) < 0 .

Comme précédemment, on a

T T
- [ (Lw,w-z)dt + j1 a,(z,v-2)dt + %]w(T)lz
0 o 1

+ Hwiln) - )% =0

(4.15) . W< H1w1 - u?, w € LZ(O,T;V1). Lw € LE(O,T;H1) .

On introduit w = vo—pe, ol v vérifie (4.15), et

6>0, 0¢ L2(O.T;V1). Lo ¢ LE(O,T;HA‘) s
(4.16)

0 =0 =
t=0 p:O

ce qui donne quand u t +°

T
(4.17) JF

0.

T
(10,2)65 + [ 2 (2000t = (0,5) , <0
o 0 B

comme 8 = 0 et %(h) >0, on a

re T
(4.18) g (Lo,2)dt +f a?(z,e)dt < 0,

0 Q

On introduit maintenant Gn solution de



- 211 =

(4.19)

on a 8 -z dans L2(O.T;V1) faible, et en vérifie (4.16).
|

De plus
T i [-T _ T 5
f(Le .z)dt:—J (e .,z )dt+f lLe |“at
o n nJ, o o n
rT
+ (16,8 )dt,
o nn
et
T
[ ( 1 2 1 2
Lo ,6 Yt = +le [“(p e |“(n) .,
JO n'n) J nl )+2'ﬂI )
Donc

iy
f (Lo ,z)it 2 0,
o M

ce gqui implique

f T
J a1(z,8n)dt < O’
o

et quand -+ 0
T
f a1(z+,z+)dt <0 =>2 =0.
0
. n=1t n—1i .
Supposons maintenant u > W 1 > wo , et démontrons que

1
n
u_oz W (cf,(4.7)).

On obtient comme précédemment si

n
2 ] 2 ]
>0, 6loc) =0, 6 ¢ 15(o,T3v), o' ¢ L°(0.T;v")

T 08 T 1 T n n—.1 +
[ [ df—— . dt
jo (Ot,z)dt+fo ao(z,e) b fo (_(_ueo I, )F,0e)dt < 0
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En prenant 0 = Bn solution de (4.14), on a aprés passage & la

limite n - O,

T + 4+ 1[‘T n n-1++
J‘ a (2,2 )dt = = ({u_ =M u ) ,z+)dt
o Q QJO go o1

n-1
N
- ﬂou > Mowi =

i n n-1\+ n=1yv+ +
E((u60~ﬂou1 ) —- (wo-Mou1 ) 25 ) < 0.

o (w ~M un_1)+ =0 .
o o1

Donc T

j1 ao(z+,z+)dt < 0 => P 0.

0

=» n

uEo = wo ; en passant & la limite en e on

obtient W >w_,

o= o

On démontre de méme W, v

e} = 1
n

d'oun u, > w

1 . La récurrence donne donc

1

up > W w > W Y n
o= "a ' 4=

En passant & la limite, n t e, on obtient le résultat,

Remarque IV.4,1.

le résultat précédent est une démonstration de l'existence
d'une solution de systéme (4.5), (4.6) qui semble difficile &
aborder directement en particulier du fait que Mou1 fait inter-
venir la trace en p=0, donc que la régularité L2(O.T;V) est ine-
guffisante, C'est pourquoi on doit formuler les inéquations avec

u1 € C; (o une régularité suffisante pour donner un sens & la
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trace), La situation est ici trés différente du cas instantand.

Remargue IV.4,2,

Les résultats du théoréme IV,4,1 montrent que

u1(t,x.h,§) = uo(t,x+g) ce qui n'est pas une conséguence du

théorsme I1V.4,1 {sauf si 1'on savaeit démontrer une régularité

supplémentaire par rapport & p),

Remarque IV,4,3.

On peut également faire une démonstration directe de la

continuité de (uo,u1), comme dans le cas instantané, cf. [58],
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IV.5. CAS STATIONNAIRE,

On ne fera que mentiommer 1'mmalogue du résultat du §.

précédent,

Les hypothtses sont celles de IV.{. avec maintenant des
données y, o, f, ¢ indépendantes du temps et un taux d'actuali-

sation « >..Q.

(5.1) u (x) = Inf E(Jr+a%asf(y (s))ds + 7 Eatic(giﬂ
° vey® Vo X i1
{ 2z <! —ati i
(5.2) u1(x,p,g) = 52;; E:\J; o ¥ f(yxpﬁ(s))ds+i§36 c(& 9

D'aprés les résultats du chapitre III, on a l'existence

d'un contrdle optimal et la continuité de (uo.u1).

Les méthodes des §. IV.3, IV.4 s'étendent ici et on obtient

le résultat suivant ; en notant

(5.3) Mou1(x) = Inf [elE) + u1(x,0,§)]
EEU
h-p
(5.4) Hu, (x,p,8) = E‘fo gasf(§x(s))ds
a(.h-—p)

+ Inf [c(g') + [e

u1(§x(h—p)+5,h-p.&')] .
E'eU

Théorame IV,5.1.

Sous les hypothéses du §, IV, 1 (avec des donndes indépen—

dantes du temps), (uo,u1) est solution magimum du systéme d'IQV,

ao(uo,v—uo) + a(uo.v~uo) > (f,vnuo),

v<Mu,
= 01
(5.5) v eV
¥

u €V
o] $
u < Mu,
o = ot
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/hav no
11 - 85.v~u1)dp + j1 a1(u1.v—u1)dp

o] o]

h
+ Otf (_u1 ,V—u1 )dp + %IV(h)‘U-O(X+E)IE'
0

h
< ZI (f,v—u‘})dp,
(5.6) 0
2 av 2
ve 170,m;7,) 5 € L (0,n;v1) 4
V< M1u1 ),
2 o, d
u, €L (O.h;V1) n Cb(R x [o,h] x U)y
u1 < M1u1,
ou ¥, =fp| 9K xU-R q)eYI 3 S%EESYM e PG < 0)}
i

Remarque IV.5,1,

On Vefra. dans le cas du retard aléatoire, un cas plus
simple que le retard déterministe : c'est la situstion ol le
retard est exponentiellement distribué, La variable p n'inter-
vient plus dans ce cas et on peut obtenir l'unicité dans le

probléme stationneaire,
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IV.6, AUTRES PROBLEMES,

On peut obtenir des résultats analogues aux précédents
pour le cas d'un nombre fini fixé de décisions possibles entre
Ti et 1i+h. et aussi pour les problémes du type "remplacement"
(comme au chapitre III), De méme, les problémes du type "démar-
rage de machines" (cf. le probléme de démarrage de centrales
thermiques, LEGUAY [ 37]), donment lieu & des résultats similaires
(c'était d'ailleurs la motivation premiére des probiémes avec

Mpetards imbriqués"),

Pour ce dernier type de probléme, on verra d'ailleurs
dans le cas instantané ou avec retard, des résultats plus géné-

raux au chapitre VII.

Enfin, on montre sans difficulté supplémentaire le méme
type de résultat pour les diffusions comportant un terme de
saut avec les hypothdses du §.I.7 (si 1'on veut traiter le
cas de solution forte, on peut le faire, exactement comme dans
ce chapitre, avec des équations comportant un terme poissonnien

cf. GIHMAN - SKOROHOD [32]).
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\'

CONTROLE IMPULSIONNEL INSTANTANE

On reprend ici 1'exemple du Chapitre IT section I.1
et ies données seront les mémes avec mainbtenant h=0, Mal-
heureusement cecl va provoquer quelgues difficultés techni-
ques supplémentaires dans la construction du processus
elles sent dues au fait que les instants de saut (correspon—

dant au contrdle) ne sont plus prévisibles en général,

Cependant on aboutit & des résultats aussi complets
que dans le cas du retard grfce & une adaptation de la métho-
de de MENALDI [45] pour obtenir la convergence uniforme des
solutions approchées u' vers le cofit optimal., Signalons aussi
que la construction du processus contrdlé telle gu'elle est
faite ici sera réﬁtilisée pour le cas d'un retard alélatoire
(puisque 1& non plus les instants de saut correspondant au

contrdle ne seront pas prévisibles),

On démontrera également la convergence des problémes

avec retard vers le probléme instantané,
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v,I. NOTATIONS - HYPQTHESES - POSITION Dﬁ PROBLEME,

On rappelle que l'on se donne

X = (g, 3t1 31, et. Xy Px) processus
de Harkov sur @ = D(o,=;E}, E localement

compact & base dénombrable, Et tribus

(1.1) universellement complétées des tribus canow
nigues, et on suppose que X vérifie les
hypotheses (1.2) & (1.5) de I.1.
D'autre part, on donne
f > 0 continue bornée sur k.,
(1.2)

c(x,6) = k > 0 défini sur E x U, U compact

de E, continue bornée.

Oon ne peut pas refaire ici la construction du processus
contrdlé comme au chapitre IT ou III, (1a difficulté est gque
1'on ne saurait pas montrer que t(¢(w,m‘)) = t{w) dans la démons~

tration du Lemme II,2,1. cf., Annexe 1).
On note

Q = QX Q. vees @ = (@)

i
(1.3)
: ! _ ®(n+1i)
Et':gt@'}tlt-o:}rtl:(gt)
et si [an désigne ug élément de Q
(1.4) [w]n = (w1,m2,....mn+1), w, € Q.

on daéfinit

(1.5) : (Gn t[w]n) (s) = (Gt m1(s)-....0t mn+1(s)),
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et on note

(1.6) xz([w]n) = [xt(wq)....,xt(wn+1)] = (w1(t),..,m

On définit alors les contrdles admissibles

..

on dira que v est un contrdle admissible (v € o), si
v = (Tl,gl) i > 1 est une suite de tenmps d'arrét et de varia-

bles aldatoires telles que

(1.7) 75 est un temps d'arrét par rapport a
31“1 i > 1 (en convenant de poser 3? = Et)’
(1.8) 51 est une v.a. a valeurs dans U, El;1 mesu—
T
rable,

lLe processus associé & v € ¥ sera défini comme suit,

Pour v € ®, cn définit

(1. 2 (t) =y, vt=0
9) EpyES.qu)YV_»

et on note

(1.10) E@ probabilité gur (Q,5) ooncentrée sur @y.
Y

Siv = (11,51, i 1), on pose

(1.11) HO =fe & P 1 si,t1(w ) < 4w
w 13 (1_01 ) L

On note également

(1.12) (,31 = o{F

. 1
c'est une sous tribu de F
g

\+1

)
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1

Compte tenu de la définition de £', 1, nz (8).x

Twy X<
T +o0
est (gt, G 1) mesurable y B € 31. 1 “

.

On démontre alors en Annexe 2 que l'on peut construire
une probabilité P; sur (91,31) vérifiant
1
P =P ®@¢ sur G , .
x X P -
¥
{(1.13) o

1 _ ol bl
By, H.o20 4]=E[x, HEB (z)]
T <+ T {400 .

v H, G 1 mesurable, Z 31 mesurable,
T

(ou encore

Pl(e”1 1 B/ ¢ 1) = (ecp ® Pg1) (B)
T X

1.7
-

Px ® a@ ps, sur {11 < +W} ¥ B¢ 31).
¥

De plus on montre que le processus

(1.14) x (mz) t > 0 adapté & 311 estl
T (m1)+t T +t
markovien {par rapport & 311 , P;),

T +%

et posséde le méme semi groupe que X (donc est fellerién).

on définit ensuite de proche en proche

-1
(1.15) g, =0l .9, ®bal ]l
T T T
n o PI].""] & £ sSur Q
X X P .En
¥
(1.16) N
P(%hﬂﬁ“hn):e R...®B €
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[w]n_1 = (w1.....wn) €Q ,» BEF,

et ol la second égalité a lieu ps. pour P2“1 ® & sur
n my
{1 < #wi.

n—1

- i i .
On remarquera gue ps.pOur‘Px s X n(w.) =X i(wi) i=1, n-1,

T L T

Dans ce qui préceéde, le choix de vy € B est arbitraire.
Intuitivement la construction s'interpréte de la fagon sui-

vante :

de 0 a 11 on s'intéresse & xt(w1) = xl(wj).
3 11 on "arréte" xl(w1) et on s'intéresse &

x2 (w.), t = 0 et ainsi de suite,

11(m1)+t 2
chaque partie du processus contrdlé étant définie sur une
nouvelle copie de l'espace de probabilité initial.
N

On pose, pour w = (w1.w2...) €,

k1 . k ki
Xy (wk+1) site [z [

I

(1.17) yt(w)

0
en convenant que t = 0,

On peut alors définir le critére : posant Pi = Px

TN+%_Ott
o 3]‘ " ey, )t
X

Q

N+1 I n _aTn
+ 3 clx i ) e

n=1 T

(1.18) Ji(v)

»

et on pose

i

Lim JN(.V) »
X

(1.19) J (v)
X oy co

(eventuellement 4o, car Jg(v) t quand N 1) et

(1.20) u(x) = Inf J (v) .
vey *
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V.2. CARACTERISATION DU COUT OPTIMAL,

La technique est la méme que celle du §. II.2, avec quel-
ques différences de notations duesd la construction du processus

contrdlé,
On définit la suite de fonctions
o f+ml 5
(2.1) u (x) =B P fx )ds =R
x s a

0

ou Ra est la résolvante de aolt),

T
(2.2) un(x) = Inf Ex jﬁ Easf(xs)ds + EarMunmthT) s N>
T o
ol
(2,3) Mun—1(x) = Inf [c(x,g) + un_1(§)]
EeU

Ces différents problemes d'arrét sont tous formulés sur (Q,F),

Lemme V,2.1.

Sous les hypothéses (1.1), (1.2),

(i) Ogunﬂgunguog-“—i—u-,
(ii) ute e vn o,
Démonstration,

elle est identique & celle du Lemme II.2.1., en utilisant

les résultats sur les problémes d'arrét optimal,

Lemme V,2,2.

Sous les hypothéses (1.1). (1.2), un =u .,
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Démonstration,

Soit Ti = Inf(s > 0, up(xs) = Mun_1(xs)), clest un temps

d'arrédt de 3t , qui est optimal pour u

i
T
0 n

Tl 1
(2.4) un(x) = Ex(tf gasf(xs)ds + gaTnMupn1(x )) .

On note gn(x) un élément réalisant le minimum de

c(x,g) + un—é(g) sur U, mesurable en x, et on poae

1 ~

(2.5) E, = an(x11) .
n
D'ou 1
T

n Eas —at1 1

(2.6) u(x) =B J1 e flx )ds + e n elx ,E')
X o s ’01 n

n
~a11 n-%, 1
n -
+ e u (En) .

On intreduit alors 91 =0 % &, El =(3t)@)2, etc, comme en (1.3).

et pour y quelconque, mais fixé dans la suite, ¥y € E, On construit

1
P =P @, ow qT1 (cf. (1.12)).

X
(2.7) Y n
1, =1 \
Px(ea.rg B QTA) = (EQX ® P&A) (B)

wh

1 1 1
Px psS. sur {Tn <+ Wﬁ, ¥YBEF.

On pecse salors

(2.8) T2 - Tnflt » 0, u "1(xt) = Mun"z(xt))
et

2 1 ~2
(2.9) Tn(m1.w2) = Tn(w1) + T (we) o 01’1A(M )

1
Comme on peut toujours considérer

4 3
o (o awy) = 7 o))

~e ~g
T (w1,w2) = T w2) »
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comme deux temps d'arrét définis sur (Qi.gl); on peut utiliser
les résultats de COURREGE - PRIQURET [19], et donc Ti est un
temps d'arrét de 31 . Alors, de la méme fagon qu'au lemme IL,2.2

on a, (parce que %% eat optimal pour le problime d'arrdt un"1),
n-t, 1y = 11
(2.10) u (g ) e’'n

2
’jﬁ asf(x Jds + 5Ty, 12 iQ
7

n
"
On obtient aisni par récurrence, comme au lemme II1.2.3
n -as ket i —GT;
(2.11) w (x) = f(y ds + 23 o3 Leb)E
e “n
J= n
k+1
- -k k
4 =atn un 1(£ +1)£
ol
tl+1 = Inf(s > Tl s un—l(xl+1(w. )) = Munn1"1) .
n = 'n 8 i+1
i+ i 1+t
s~ %s (wi+1) s ¢ [Tn’Tn [
On prend k = n~1, et on remargue que
n +o°
oty 07 Ty -8 n+1 4
b (En) - Ei‘:jwe f(Xs (wn+1)) S‘qtn ]'
n n
Tn
En effet le dernier terme stécrit
_..n
x=08z ¢ _.e"™m g ]
‘ % n,sd o
ol n
+CO
z:f 399 (4 ) av .
G n+1
o
On utilise la définition de Pi, pour obtenir
Hn
X = B “(z)
oll
n):_,:E(P1 X ... ®c ®Pn
4 &n(w)

n P
Tn(“}‘[) ”}_é{"‘i}ﬂ.)
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avec w = (wi.....wn). et donc, comme Z ne dépénd que de W
+

ceci ge réduit A

1!

P 4!
£8(w)
x=8 " (2) = o),
d'ou
(2.12) Wix) = 3.t
ou
1 2 1 2

(2.13) Vn = ((Tn,'cn,...ptz; 4 °°)j E,np E_,nOlllE_,gl E,n+1---)

i
avec £ constante quelconque pour i = n+t et v, est admissible donc

up(x) = ulx) ,

Lemne V,2,%,

pous les hypothéses du lemme V,2,1, un(x) ~ ulx) guand

n -4, ¥x €t E,

Démonstration.

Soit v = (rl.gl) i>1 un contrdle admissible quelconque ;
on rappelle gue TT est un temps d'arrét de la famille 31_1 = (Etfbl

et que gl est 31;1 - mesurable,
T

De la définition de un on a
1

(2.12) P <8 | e(x )a sar ( e
. < B_ JO e x_Jds + e [c xTi.g +U £ )]

d'ou le résultat en utilisant le lemme V.2.2,

Lemme V,2,.4,

Sous lea hypothéses du Lemme V,2,1, un - u uniformément et

méme ” un—uH < - .
—— T
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Démonatration,

Notons pour n ¢ N

n i i i .
Y o= {vE 7! v={(1",E )i21' T = 400, ¥ i > nj

I1 résulte alors de (2.%2), (2.13), (2.14) que

(2.15) Wix) = Inf I {v)
eyt x
et donc
(2.16) 0< u(x) = ulx) < sup [Jx(v1)—Jx(v)]. Vv, € 9.

vEY

Soit alors pour Vv = (11,51) , V €%, le contrdle V|n € wn défini

izt
par
' 1 .1 n._n n+1
(2.17) Vln;(T’ I A T A R :'*'DO:---)’
n
{2.18) 0 < u (x)-ulx) < sup [Jx (vln) - Jx(v)]

VEY

ol 1'on note ¥ = {v ¢ 7| Jx(v) ¢ 4o ¥ x € E} {on ne perd rien en

se restreignant & ces contrdles).

Si 1'on note Pi'n. PJ les mesures construites & partir de

v n et v respectivement, on a bien entendu, Pi’n = pY yi<n,
done '
n [ "lus
- o= v d
1) = 90 = ftne 27, )as
n Th+1 o m+1 . . Tj
- Iim E zjr .~ f(ys)ds+ 75 c(x‘].,F;'])eEI
m e o J=n+1 T
=i
=>
+oo
""US i~
- ) ’ d
(2.19) Jx(\r'n) 7, v) < Eif c™£(y )ds

i



- 227 =

Notons Z le second membre

n
n K VT—as ~ +u1as ~
(2.20) Z =5 e r(y Jas + e f(ys)ds YT,
* n o n o,

T
Ty

(ici ;S désigne x2+1, ys le processus défini en (3.17)). De

(2.20) on a
Ty T
LT ~ T
Z< B j‘ e“r(F Jas + 3% |f 2] -
Tn
Soit
) ‘ ~aT
(z.21) 2 el .50 )+ el .

T T

Hais d'autre part, on peut sans perte de généralité se restreindre

sux contr8les v tels que

Jx(v) < c¢, = constante indépendante de v et x ,
(.par exenple .].L._i.u )
Ce qui implique
n n+l i .
Lim Ex( 5 oelg™) e ) < c,
n oo i=1
ou
n n41 m.Ti cy
(2.22) Lim E_ 7] e <
X, k
n $oo i=1

(en rappelant que c(x.g) >k > O)-

On pose

N$(v) =max(l<m 7= <T)

de (2.22) on déduit

n n+1 «ati ¢y
Lim B %) e X ;= o
nioo i= T
Soit my 4
-l . oo 1
e Lim K . X ;= =

I poc i::1 T T
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ou encore

- C
(2.23) e Lin B ™'(y) < ot
T k
m feo
D'autre part
Vm>n
.En(T NI':EI‘+5( ) > n '
donc
nox o 41 Nm+1( ), ym=n ,
T <T (NT (v) > n)
dtou
ny ., = N$+1( ) Yy m>n ,
T T
dong comme E X, = o X o= n
T (T T <T
(2.24) n By < & ()
n T
v <T

(2.23) et (2,24) donnent

=E

C
(2.25) Py, o= o
. T (T

(2.21) devient donc

c 1 -
z< |2l . 2 L5
Done (2.19) donne

c2 ol  =of
Jx(vlh) R I |

dTou
n C; T =qT
0<u (x)-ulx) < ?é e 4+ &% “ || (1).
On passe & la limite en n d'abord, puis T t o pour obleair le ré-
sultat,

1 N n C , L.
( d'out O <« u = u< si 1'on prend T minimisant le second membre,
= hﬁ
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Théoréme V,2,1.¢ Scus les hypothéses du lemme V,2,1, u esat 1'élé-

ment maximum de 1l'ensemble des fonctions w vérifiant

wlx) < Mw(x)
gk b s
{2,25) wix) < e olt)wilx) +f e als)f(x)ds ¢yt =0

0 Q
W€ Cb(E)

De plus il existe un contr8le optimal,

Démonstration,

On démontre d'abord gue u eét solution maximum de 1'équation
r Y s - 0T
(2.26) ulx) = Inf E e f£lx )ds + Mulx ) e
X J- 8 T
T 0
exactement comme au lemme II,

La suite de la démonstration est identique & celle du Théo-

réme I1I,2,4%,

Fnsuite, on démontre, en reprenant la démonstration du Lemme

V.2.2,, que le contrdle suivant est optimal

~1
T

[l

Inf (s > 0, u(xs) = Mu(xs))

I

(2.27) 51 g(x¢1) ol g(x) réalise le minimum de c(x,£)+u(Z),
T

et est mesurable en x.

a2 a1 ~2 .
T (w1.m2) = T (mj) + T (mz) 0 911T1(w1)

(2.28)
“2__“(_2
5 =% x%2) :

et ainsi de suite ...

ATl an—-1
T m1,m2....,mn) = T (m1,...,wn_1)
a1
(2.29) A (wn) Q QH,TH—?(M peon sl )

1 -1
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On va mairtenant démontrer que quand u € p. générateur infi-

A
nitésimel de ® (faible), alors u est solution ungiue d'une IGV,

Il est

simple

cependant trés rare que u € J£,, mais on verra un exemple
A

dans la section suivante,

Théoreme V,2,2.3 Sous les hypotheses du Théoreme V,2,1,, si_de plus

u € B, alors u est solution unigue de 1'IQV :

A
(2.30) Bu-au+ £f20
(2.31) u < Mu do &
(2.32) (Fu - qu + £)(u - Mu) = 0
(2.33) webn cg(E) .
A
Démonstration,

(2.31) est déjh vérifé. De plus u € B, =>
A

en tout point

t )
, =ob _ % -8
E_e u(xt) = ulx) + E_ j; (Au - au)(xs)e ds,

par (2.25) on a

t
jﬂ @(S)Eas [Bu - au + £lds > 0 ,
o

aonc

t
(2.34) % j\ @(s)gas[Au - gu+ flds » 0
o

comme u € p, et £ € €, 81 on pose
A
(pru-au+f,
on a Lin @(t)¢(x) = m(x) ¥VxEeE.
tiC-
Quand t ~ 0, (2.24) donne

t
% jﬁ @(S)EGS¢ ds ﬂ-@(x) dars D faiblement
0
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(cf. Dynkin [21] p. 37). D'ou (2.30),

D'autre part, u est le coftt optimal d'un probléme d'arrét

(cf. (2.26)}) donc si

6= {x, ulx) < mulx)} ,

G est un ouvert de E, et en posant

% = Inf(s = 0, u(xs) = Mu(xs)),
T . _a
on a u(x) = B (jﬂ a” fx )ds + eaﬂ'r u(xh)) .
X o S T

Comme u € §., cecl s'éerit
A

~

T
Ex j1 Easm(xs)ds = (, 8oit encore

o}
o0
E]{f eas(.(Pox )(XS %)ds = O .
0 G A
Autrement dit,
(2.35) £ v=0

a

A
si B est la résolvante du processus arrété a 1, et si

a
v = (Au ~ ou + f)'xO‘: 9. X
Or ¥ 0 => (ef, [21])
(2.36) ﬁa ¥ > ¥

D'autre part, démontrons gue

%
(2.37) 3(t) Y(ﬂ) - wix) ¥ x, i & est le.semi-~

groupe du procesaus arrété,
on & @(t)@(x) -+ ¢(x) t =0, Yx¢B

car u € 5, , #lors P Xy vérifie la méme propriété pour %(t) :

. . A
on distingue
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X € Op alors %(t) ¥ =0 Yt car 7=0 LR fx

€0 alors 1 >0 P_ps (cf. DYNKIN [21] p.116),
et

E (.X A (,X = B (X h)
x! tAT) o tA%) Pk

Donc

E olx . . - alx)| <
l X ¢ tAT) Xt(r ¢ I

Ex(1—x ,).

bl ¢(xt)| + IEx ¢(xt) - ?(x)l

Le second terme tend vers O quand t } 0., Ie premier gst in-

férieur a “ g\. B (1-x .) et tend donc vers 0 car T> 0P ps.
s <t x

Done si x € @ &(t) ¥(g) - w(x) = ¢(x). (2.27) est donc dé-
montixré,
hlors (2.36). (2.37) implique que ¥ est une fonction excessive pour
B(t), et (2.35) implique que ¥ est nulle sauf sur un ensemble de
potentiel nul, donc ¥ est nulle partout (cf. BLUAENTHAL — GETGOR [187],
p. 80).

Done ﬁu —gu+ T =0 ¥ x € @et comne u = Mu sur Op, on a bien

(2.30).

Lunicité résulte de 1'interprétation stochastique de toute
solution w de (2,30) & (2.%3), on montre en effet facilement que

w(x) = Inf J (v) = u(X).
vey X

Dens [54], ou [55], on partait de 1'hypothese "il existe
une solution régulitre au systéme (2.20), (2.32)", pour démontrer
1'existence d'un contrdle optimal, le cofit optimal étant alors cette
solution., Mais cette approche est insuffisante en général cer dansg

de nombreux cas on ne sait pas démontrer suffisamment de régularité,
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V.3, APPLICATIONS,

v,3.1, Processus de sauts merkoviens,

On reprend 1'exemple de III,3, et les mémes hypothéses.
Comme on prend la topologie discréte sur E, le probléme de la

continuité ne se pose plus, (et U compact devient U fini),

De plus u étant mesurable borné appartient au domaine du
sénérateur infinitésimal de ®(t)}. Donc les théordmes V.2.1. et

V.2.2. s'appliquent ici avec

(3.1) fo(x) = m)U alx.ay)oly) - cptx):]‘

V.3.2, Applications aux exemples du chapitre 1.

Sauf pour les diffusions, ou aucune restriction supplémen~
taire sur c(x,f) n'est nécessaire, on ne saura obtenir des résul-
tats complets que dans le cas de Lthypothése (2.19), et pour ce
cas assez simple, on peut obtenir des IWV pour tous les exemples
du Chapitre I. Les résultats sont entierement analogues 4 la modi-

fication de M prés,

Signalons que dans le cadre d'hypotheses du §, 1v.6 (diffu-
sions avec un terme poissonnien), on peut démontrer comme dans
BENSOUSSAN - LIONS [11], la continuiteé du colit optimel et obtenir

des résultats similaires & ceux de [11].

Enfin on pourrait (comme d'ailleurs au Chapitre II) obtenir
une IQV dans le cas des diffusions réfléchies (formulation faible
of . STROOCK ~ VARADHAN [69]), en utilisant les résultats de AGHON -
DOUGLIS ~ NIREMBERG [ 1 ] sur les équations elliptiques a coeffi-

cients continus,

Bien entendu, la construction faite ici, est sans intérét
pour les diffusions "fortes" (du type équation a'Ito).

Enfin on peut également traiter les probléemes du type stock comme

au §, II.4.
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V.4. CONVERGENCE DES PROBLEMES AVEC RETARDS VERS LE PROBLEME INS-
TANTANE,

Considérons le probldme défini au §. V.1 et, avec les mémes

données ®(t), £, ¢, U, a le probleéme du §., II.1 avec un retard h,
notons uh(x) le cofit optimal pour ce dernie probléme, u(x) restant

le cofit optimal du probleme instantané., On a le

Théorsme V,4,1: Sous les hypothéses du §, V,1, on a u *u uni-

formément (d'ailleurs en décroissant),

Démonstration, Bien que 1'on ait démontré au Chapitre Il la con-

n . ' 4
vergence uh - uh uniformément, per une autre methode, on aura be-

soin iei d'un résultat plus précis,

De fait, on a, . YT >0
n eaT =¥
(4.1) n w - uhll < 01 — 02 e

i Gy indépendant de n gt de_h.

1!
En fait c'est exactement le méme type de démonstration que

celle du lemme V,2,4. De plus évaluons || ui - unH

uﬁ(x) = Inf Ex(‘[‘ Easf(xs)ds + EaTMhu;_1(xT))

T 0

. ) n"“t( h--C{S (-
si Mhuh X) = Ex j1 g I xs)ds

0
+ Inf (clx,E) + Eahu;mz(ﬁ)).
EeU '
~ T
un(x) = Inf E ] Easf(x )ds + EGTMun“1(x )
N xJ 5 ) T

(avec les notations de ce chapitre).

OORflL.EJJ

Y T YT RS ETY

Donc

ulte) - '] < [y -

~ahy
e T el |

A
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1 1 1—aoh
Il - s 2= £ < 2nlf ]
on a facilement en général
(4.2) I3 - < 2on] <]

Alors
| w ol < [ w =l + Al up=a®il + [ ol

C -

Donc quand h ~ O, puis n t-eo, puis T t oo, on obtient

Lim “ uh—uH

hio

On pourrait construire le processus contrdlé avec retard sur
le méme espace mesurable (QN.EN) que le processus du cas instantané;
il serait alors évident que W o= u ¥ h 2 0 puisque tout contrdle

admissible dans u est admissible pour:u,

De méme, dans les probleémes de retard imbrigués, si 1'on
isote uk h le cofllt optimal du probleme avec au plus k d801&10ns auto-
risées entre 11 et 11+h pour tout instant de désicion ot ,» alors on

a de fagon évidente

w2y =u v k,h

et done un corollaire immédiat du théoreme précédent est que,

Y k=0

uk n -+ u uniformément,

h -0

Dans le cas de diffusion on peut donner une démonstration
d N
analytique de - u dans V = H1‘Y(R ) (dans les cas déja vus au
chapitre IV) on récupére la convergence uniforme gréice & la conti-

nuité de W et de u, et & la décroissance de W -
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ANNEXE 2

Rappel des notationg.

On pose @, = Q@ X Qy W = (w1.w2)

1

1 i
F =8, 8%  F =3

[ee]

(1) 0 w:(etw 0

1,t 1* th)

v, () = (x(w), ),

. 1 2 i 2
[Blen entendu xt(w1) = w1(t), xt(mE) = wz(t), Xt et xt ne servent

qu'd distinguer la copie de Q qui est considérée),

On note ¢y la trajectoire ¢y(t) =¥ V¥ t>0, x et y seront

dans la suite fixés une fois pour toutes,

On pose
PP=P ®c¢
¢Y
(2) Comy
7 est un temps d'arrét de Et .
£ une v.a, JT mesurable, & valeurs dans B ,
E@ 1 ® P§(w1) w, € {1 <+ o},
o s w1)
(3) 1o =
1
p° w, € iT = + o} ,
1
(4) G =oiF .3 ®{e.l}.
T T~ T

est une tribu intermédiaire entre 31 et 31 , et w, — Ho {B) est
G
T T T 1 w

qt mesurable ¥V B € 31. 1

Lemme A.Z. [1 cxiste une probabilité P sur (91,31), égale

. O
a . , et telle que
P sur QT e q
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(5) P1(8;It alg)= H21 (4)

P° ps sur {v <+, AGE 31 .

De plum
(g) Y, = x$+t t » 0 est fortement markovien par
1
rapport & (31+t' t =0) pour P,
Démonatration,
On pose Q = Q1x 91, 3 = 4} ) 3:31 et on définit une probabi-
1ité ¥ sur (D,%) par t
(7) [ )2 aw) 1 () = [ slunt) Blawaw)
"~ w -~
Q : 1 o}
ol w = (wq,w2) € 91 , w' = (w;.wé).

(En fait dans (3), quand T(w?) = + o, on peut prendre une probabi-
1ité quelconque sur (Q,%) : il est clair que ai r(wi) = 4 o, le

recollement n'aura pas d'intérédt pour le probléme de contrdle),

B est concentré sur le sous ensemble de 91 % 91

(8) J = {(Q.w');r(w1)<+ma xlkw )(w1) = xl(m{)} LJ{(m,mF);r(wi)z#m}
17 ) .

On définit une application ¢(m.w') de J dans 91 par

t - —
plow,w') = (w1.w2) =vEQ

xi(w1) = xl(w1) sit< t(m1)
1 1 ,
l xt(w1) " xt_T(w1)(w1) t > 1(91)
xi(wz) = xi(wg) t < r(w1)

{ xi(wz) = xi_T(m1)(wé) t > T(w1)

si T(w1) { 4 @

‘@(wlwl) = (m,m') ai T(@1) = o4 O
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On vérifie que J est dans q’c @ 31 et que ¢ est masurable
de (J,%/0) dans (01, 3 ® 3°) ou 3 est la tribu canonique (non
complétée) de 0,

Jestdanqq1®31 car
T
1Y |_.1 ,__1 '
(w,0') - YHw,w') = xt(w1)(w1) xo(m1)

ast une combinaison linéaire de v.a. G ® 31 mesurables,
T

Dens la suite on fait les démonstrations avec T borné,
il est facile de voir gque le cas ol {11=ym} #(b ge traite sans

difficulté.
Pour montrer que ¢ est mesurable de (7,5/7) dens (91.306930);
il suffit de vérifier que, pour

B = {Yt1(w) E F1"‘..ytn E Fn}

-1 o
0 <ty <tyaew <t o, onag (B) ¢ &1 .

On le fera pour A = {yt(wi.wz) ¢€r}.

On commence par montrer (cf, Annexe 1) que

T(@(w,w')) = tlw) = 1(m1)

Par hypothése sur 7T, (ne dépend que de la premidre composante),

{plw,w')) = r(w1.w2) = r(w1).

Reste & montrer que si w1(t) = w1(t) vVt < T(w1) alors r(w1) = t(m1).
on sait que (cf. [19]) 2 € ¥, si ot seulement si Z € F ot 2 =27 a,

olt a est l'opérateur d'arrét,

Soit A € Et. w € A <=2 & w € A . Supposons 1(w1) > t(mj),
on pose t = T(m1) et A = {w; t(w) < t} € Et..On a £ A et w1 { A,
Mais w, € A =D & w, € A et comme B0, = atw1 on a atw1 € A d'ol
contradiction car ceci implique w1 € A, On fait de méme pour

T(W1) < T(ws).
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Maintenant
9 ' (a)

¢_1(A)

{(wa' ), yt(qJ(w.w')) ¢ ¥}

{lw.w'), yt(Q) €T, t < r(w1)}

-+

{(w,w'), yt(¢) €r, t= T(w1)}

+

flwsw')s (o) € Tu &> wlw )}y

g () = {lawot), (o) xolw)) €1yt < alu))

i

{(w.w'), (xl(w1)(m1), %i(mé)) E T, t = T(w1)}

+ {(w.w'). (Kl—r(m

1 2 t
1)(005). xt_‘c(wi)(wz)) ET »

t > 1(w2)}

A1 + Az + A3

]

. 1 1
— 1 1 \
On a A1 = A1 ® Q1 et A1 € F ‘donc A1 € Qt ®F.

Pour 32,
w1 -+ X ( )(w1) aest 31 mesurable
w! - x2(mi) est 31 mesurable
2 o 2
w, -+ x{t=1(w1)} est 31 mesurable
donc

XA1 = X{t:r} . X{(x%(w1),xg(wé)) ErF}

x to . i
est & @ ¥, 81 F =7 ® (b, 2}. comme 5,50 4, €0 ®3F

Pour A3 on mentre que, ¥ f fonction numérique bornée définie

et mesurable sur k, on a

(wyw') = Ww.,w') = x{t>1(w)} f(yt“T(w)(m'))

31m @;32 mesurable, ceci s'effectue exactement comie & 1'hAnnexe 1%,
-
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On définit alors P; comme 1'image de P par g ce qui définit

une mesure de probabilité sue (91. 3 ® 3°).

Alors & = {A ©Q, tel que il exiate A' ¢ 30. AY € 30. avec
A c A c A", et P(A' = A") = O v P probabilité
sur 30} .

Donc s8i A € & et € F, on pose
(10) P1(AxB) = P1(A'xB') = P1(A“xB")

(on a en effet P1(A'xB') P1(A"xB") car

It

p!(AnxB") = P*[&A'+(A"-A'))x(B'+(B"—B{))]
= P (AB!) + P1[(A"“A')XB'} + Pq[A'x(B"—B')]

+ P1[(A"-A')x(B"ﬂB')]
et
P1[(A"—A')xB‘] < P1[(A"—A')x9] = 0
i 1
car P (r x Q) eat une probablllté gur (Q.E); de méme pour les autres
termes).

p! &tent o-additive sur @ 3 , (10) permet de montrer que
P1 eot oeadditive sur la classe des ensembles AxB, A€ & B € &

donc gque P1 se prolonge en une probabilité sur ¥ @ .

La fin de la démonstration est analogue a celle de 1'Annexe 1,
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VI

CONTROLE IMPULSIONNEL AVEC

Orientation.

On ne traitera ici que le probléme stationnaire pour un pro-
cessus de diffusion mais la méthode est générale, On va voir gue
pour définir le processus contr8lé on est amené & définir un proces-
sus résultant de l'interection de la diffusion avec un processus
semi markovien (trés simple) qui "naft" & 1'instant d'une décision
et "disparaft" & 1'instant de la livraison (pour utiliser le langa-
ge du probléme de stock). On se restreindra d'autre part au cas des
retards non imbrigués c'est & dire qu'aucune décision n'est autori-
sée tant que la décision précédente n'a pas été réalisée. On peut
sans difficulté supplémentaire, autre que des complications d'écri-
ture, traiter le cas des retards imbriqués, Pour bien montrer com-
ment intervient le retard aléatoire on commence par domner une for-

mulation heuristique du probléme et les inéquations gui en résultent,
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VI.1. FORMULATION HEURISTIQUE.

Les données,

Pour fixer les idées, on utilisera la terminologie des pro-
blemes de stock.
L'état du stock non contrdlé est régi par une équation différentiel-

le stochastique (homogine en temps) :

Y
©

G dyx(t) = g(yx)dt + c(yx)dwt t

YX(O) = X

. . d
avec wt wiener standerd a valeurs dans R .

A chaque commande £, on paye immédiatement un cofit

(1.2) clE) >k > 0.

Le livraison est effectude avec un retard alédatoire de loi donnée
P +

(1.3) alp) =1 - exp(—f a(s)ds} p €R
0

(cette forme ne restreint que la régularité de la distribution du

retard), avec

(1.4) 0<As) <H.

(1.5) On suppose qu'aucune décision n'est prise entre

une commande et la livraison correspondante,

(1.6) Les retards de livraison sont des variables aléa-
toires indépendantes entre elles, et indépendantes

de W, de méme loi G, donnée par (1.3).

On se donne un collt de sotckage
(1.7) flx) > o,

On note comme d'habitude

d 2 d

3 A
b= 7 aij(x) TR R T
1]=1 i ] i i
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3i l'on note (tl,gl)i o un contr8le impulsionnel, (1.5)
impiique -
t1+1 > i1 N Tl

" o0 s . . i
si T eat le délal de livraison correspondant & £,

L'évolution du stock contr8lé pourrait donc s'écrire

dyx(t) = g(yx)dt+c(yx)dwt+ D alé(t-tiuti)dt
iz 1

51 aucune livraison n'est attendue & t-=0,

Utilisation formelle de programmation dynamique :
On a deux situations possibles & un instant t quelconque

a) la dernidre commande pagssde a été livrée
b) on attend une livraison 51 correspondant & la commande passée
& t-p.
Soit t% les instants de commande, - les retards de livrai-

somn,

L'évolution du stock partent de x en O sera donnée par

{1.8) dyi(s) =gds + o du_ + 7 £t s(o-tTet’) ds
i= 1

dens la situaticn a), et dans la situation b) on aura

dy1 (8) = g ds + o dw + 7 El 6(smtzmtl) ds
Xpt S i=1

+ £ S-CS—CTOmp)) s

si ©° est le retard de livraison correspondant & la commande passée
a la date -p, on note uo(x) le cofit optimal sur (0,+e0) sachant qu'en
0 le stock est x et que la dernidre commande passée a été livréde,
HT(X'D'E) le cofit optimal sachant que 1'on est dans la situstion b)

en t=0 et que la quantité ¥ a ét¢é commandde & t=wp,
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Fvolution de u, H

Si 1'on pesse une commande { & t=0 et que les décisions sont

prises de fagon optimale ensuite,le cofit correspondant est
I1 = c(g) + u1(x.0.§)

car on passe de la situation a) b la situation b) avec p=0,

Si 1'on ne fait rien sur [o,h] et que les décisions sont pri-
ses de fagon optimale aprés h le collt s'écerit
— fh—as 0(' ( O(_h)) —oh
12 = E . e f(yx s))ds + u yx e
d'ol

uo(x) = min (I1.I2)
en utilisant la formule de ITO, on obtient

-Au 4+ ~-f <0
o 0

+

(1.9) u (x) < Inf [clg) + u,{x,0,£)] = Mu
o 1
£=0 .

} =0

1

(~Au_ + au_ = f)(u Rl . ]
o 0 o i

Evolution de u1 :

On ne peut pas commander avant la livraison de la gquantité &,
commandée & t=-p, Soit T le retard correspondant & cette livraison.
S0it h > 0 donné, on a soit 1-p < h s0it <-p > h , et comme 7 est

indépendant de la demande

h
u1(x.p.g) = E %j; gasf(yi(s))ds%

.
R EENCAC YA )
h

[ AR 6o,
+ Etjo A p+s) exp i[p A p+r)dr)uO yy1(s)+§ hms))ds
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Le second terme s'éderit

1-1;;-:—%%1)1-2 Eu, Gx(h) » p+h, E)

ol §x(5) est la diffusion sans saut, En appliquant la formule de

ITO & ce terme et en passant & la limite quand h - 0 on obtient

01.11

(1.10) -5 - Au, + au, + h(p)[u1(x.p.g)—u0(x+§)]—f =0

Remargue 1,1.

L'état du stock entre deux instants de commande est décrit
par une diffusion perturbée par un processus de saut qui "naft"
quand on passe wne commande et "disparaft" & l'arrivée de la livrai-
son,

Le calcul formel qui a été fait revient & dire que (ys.ps,gs) défini

par
Pg = P*8 s € [o,t-p[
g =
Y diffusion avec un seul saut en t-p
53 =0 (par exemple)
pS = s—(r—p) (pam exemple) .pour s = T-p

est un processus de iHarkov.
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On note

[
e
™ -
—
[
—

: (w,)
(2.4) { Pt

Et(wz)

It
£
NN =
—
[
N’

On donne de plus

A(p) fonction continue de R - R*
(2.5) et

0<Alp) <H
On pose

Weug) = | Mp) EET
(2.6) 0 t=0

c(p,g,F) = ir(é) ¥y I E E% (tribu borélienne de E)

& partir de (y,c) on peut construire un processus de Hdarkov
(Q%, & PEE) (cf. GIHMAN - SKOROHOOD [31], et sussi [35], [71],

gt est un processus semi-markovien) et on a, si Tt est le semi

groupe du processus (pt.it)

p+t
(1,0)(pst) = exp (_f ((5,E)ds )plprt.E)
(2.7) P

t p+v
+ jﬂ Y(P+V-5)ex9(i[‘ Y(s.g)dszfmc(p+v.§,dz)Tt_v¢(o,z)dv
0 P 1

¥ ¢ mesurable bornée sur R x E.

On pose maintenant

o~ 2

Q= Q1 X Q

~ 1 2 m o~ i .2
(2.8) 5, =5 ©3 F=F .08 =/(0.,6)

i 2
=P ®P

on& b 213
On note
(2.9) 7t le premier instant de saut de Et (ctest un temps

d'arrét de 35 donc de §t)
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-et on note

(2.10) 6 =olf_, & a'les)
- T » ] T

On montre alors:

Il existe une probabilité (unique) PXpE suf

Lemme 2,1.
(ﬁ,ﬁ) telle que

Pxpg(A) = prg(A) VAEG
~—1 _
PXPi(eT #le,) = th_+§.pt,§T(A)
{2.11) N
VAET EEU PS¢,
Pxpa(A) = pré(a) VAES

).

(on remarque que'pT =0, & =6 ps. @

T xpE

La démonstration est faite en annexe 2 c'est une sonséquen-

ce de ce que l'on a fait pour le contrdle impulsionnel instantané.

on montre également

dtant la mesure définie au lemme 1,1, et avec

Lemme 2,2, P
xpg
1'hypothase (2.5). On a

(i) le processus (g’gt’g‘ét'(xt'pt'gt)'Pxpg)

est un processus de Markov fellerien,

{ii) Pt désignant le semi groupe correspondant a Pxpg’ ﬂt le semi

groupe correspondant & la diffusion Pi, on a pour touie fonc=-

. d
tion @ mesurable bornée sur R x R x B

Pt¢(x,p.6) = Ht @ (x,p+t.6)
. p+t
(2 12) Pt@(x.p,ﬁ) = exp(i[; h(s)ds)ﬂt¢(x,p+t,g)
| AN cf”()d)fnc 2, olust,0,8) (M
+-JO Alp+v )expl- . Ais)ds JRd %av.dz)Py ¢ z+E ,0,

"y m{x,t,dz) est la probabilité de transition correspondant & Ht'
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(iii) enfin pour toute fonction, m(x.p,g) telle que ¢(-,-.§) €

d
Ci'1(R X R+), bornée sur Rd X g x B, Le générateur infi-

nitésimal faible de P, & pour expression

(A1¢)(x,p,ﬁ) = g + ap)[p(x+£,0,68)=p(x,p,E))]

©

(2.13) + Ag £ €U

i)
(AiQ)(x,p.é) = 39 + Ay £ =05

©

ol A est le générateur de la diffusion P; . (cf, Annexe 3 pour

la démonstration.

Le (iii) ne sera pas utilisé par la suite, mais il montre
gue 1l'on a bien construit le processus (xt.pt.gt) utilisé formaél-

lement au §. VI.1.

,» X, est une diffusion (sans

Remargue 2,1, Pour la mesure P
xpd” Tt

gaut), et pour Pxpg.(g £6), Xt est une diffusion également,

VI.?2,2, Contrdles asdmissibles, processus contr8lé, critere,

On dispose maintenant d'un processaus de Markov Px £ sur
~ ' P
(Q,F) dont la premidre composante représente 1'état du stock et
les deux autres 1l'information utile sur l'éventuelle commande

non livrée,

On va effectuer une construction du processus contrdlé ana-
logue & celle du cas instantané, On ne sait pas utiliser la cons-
truction plus simple du cas retard déterministe cer les instants

de recollements ne sont pas prévisibles,

On commence par prendre Fy s F complétées universelles de

ﬁt. %, et dans la Suite, (9,3) désignera (5.3). on notera

(2.14) zt(w) = w(t) pour w £ Q
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donc zt(&) = (xt,pt,gt)(w) = (m*(t).mé(t).wg(t)).

on définit s

W (@)f
(2.15)
g = (3
on note [w]k les éléments de Wk et
[v], = (w1,.f.,wk)
Wy = (o0l
(2.17) ar([w] ) = (x (w))ap, (05),8,(02)) «

On notera aussi

W=, Bt=(3t)®N

Contrdles admissibles

(2.18) ¥ = (_t1,§1,t2,§2,...)

avec

(2.19) t' est un temps d'arrdt de la familis Ei

(2.20) El est une v.a E%i mesurable, & valeurs dans
u. %)

et 8i - eat le premier instant de saut de gt(w§+1)
(2.21) apreés tl. on impose

t1+‘| > 11 N tl v 1

\
: i - s I - i
(Bien entendu ici, tl est considété comme temps d'arrét de E&+j

ce qui est loisible),

On note | , l'ensemble des contrdles admissibles,

ad

* oy . . . .
( ) le point & n'a été ajouté que pour des raisons techniques de

définition du processus Et.
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Processus contrdlé i

Soit v un contrdle admissible. On pose, x étant fixé une

fois pour toutes,

~
{2.22) Pe =P 0

rd Id d‘
et, z étant un élément guelcongue de R x R+ x E, on pose

(2.23) p, lément de @ défini par

¢Z(t) = (x,p+t,§) 8i z = (x.p.g)

s¢ la masse 1 sur la trajectoir P, On définit alors
7

(2.24 = oli.a ol < &
~2 Mg
Px = Px ® E@a sur q 1
- 1 ‘
(2,25 32(e A = ( P (&
) ¥ 1 !Qt1) Eq)z1 @ i .0’£1) )

%2 ps, VY A (€ E?

on a vu au §, Vv (cf. Annexe 2) que ceci permet de définir
une probabilité P2 sur (W E?) et que le processus 221 , est un
+

processus de Harkov par rapport & B 1 = 0, de semi groupe P
3

t
(i.e. le méme que celui de P .
q xpa)
On définit ensuite de proche en proche
1 k+1
r;‘k” /Bk @el} e}
t t .
ﬁi étant défini sur EF
~k+1 ~k
Px = Px @ S(PZ sur qtk
. e~k 1
(2,26 P70
26) x o k+1,tk Al th) "o forreea g ®F
7z z k
£ t
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ol ¢
wk (sz1p..olq)zk)

st la masse 1 sur 1'élément (¢ beaes® ) de
' z! 2K

k+1
B-+

Ceci définit une probabilité sur (wert, ) (grfice au

résultat de 1'Annexe 2, car c'est le fiéme raisonnement que pour

~

Pi avec Wk % W au lieu de W x Ww).

On notera encore, pour N quelconque k < N, ;ng la probabilité

wk ®(N-k)
(2.27) Pror ® (e Z) st (W,4).

Enfin pour t° = 0 on définit le processus contrdlé

(2.28) y, =2 ([w]) b€ [

£ = % » k=2t

{rappeleons que xi est la premizre composante du zf([w}k)).

on est alors en mesure de définir le critére : on se donne

ad
f continue bornée de R dans R+
(2.29)

¢ continue de U dans R+, cle) =k > 0.

et on pose

N

¢ - S N ti 1
j\ e f(ys)ds + ¥ e cle™)

(2.30) J (v) = Lim W
X X .
¢} 1z1

N teo

en fait

N=1

§£(tN<T) < §§(11+...+T <T)

ol les tl sont des v.a indépendantes, équidiatribuées
~ — - T.N=
P§CT1+...+TN 1 ¢m) < (1 - Shmax ) 1

+Q quand § - ¢ T fini

autrement dit le critere est fini pour tout contrdle admisgible,

On notera

{2.31) ulx) = Inf Jx(v) .
Ve uad
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Remarque 2,2,

Le critire n'a été défini que dans le cas ou l'on a la si-
tuation (a) du §. 1. Ceci parceque le colit optimal dans la situa-
tion (b) s'exprime directement en fonction de v puisque augune

décision n'est prise entre une commande et sa livraison,
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VI.3. CARACTERISATION DU COUT OPTIMAL.

On désignera ici par 91 = D(O.aqu), 31 les tribus canoni-

ques, X, les applications coordonnées, P; étant la diffusion donnée
au §. VI.2.
On définit
0 1 Y
(3.1) u (x) = Ex j1 e f(xs)ds .
0
n i Toas
(3.2) u (x) = Inf Ex!‘[‘ e f(xs)ds
T o
+ EaTMup_1(xT) E , nz i,
avec
(3.3) o(x) = Int(o(e) + [ 8loaon! U 5% (x_)ds
£eu
+ Ea0¢(xo+§)£ ]
et avec
o
8lc) = Alo) exp (- j1 alr)dr) .
o
Lemme 3,1, Sous les hypothdses (2,1), (2,2), (2,5),(2,29),
On a
(i) ﬂ—éﬂ— > u =0,
(ii) u? > un+1 ¥n
1) o e o)

s ) n ] ' ) ' .
Démonstration ¢ u > O est immédiat par récurrence puisque f et

¢ sont > O. u1(x) < uO(x) V¥ x car on peut prendre T = 4 o> dans

le probleme de temps d'asrrét correspondant & u1.

=0 Mu1 < H° = u2 < u1 etc...
d'oir u" > un+1 Yo,
de plus uo(x) < = i .

d
Pour montrer (iii) on commernce par montrer que si ¢ € Ci(R ),

adors My € CE(Rd).
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Posons

v (x,8) = E; ¢(xs+§) .

Comme 1a diffusion considérée correspond & des coefficients lips-
chitziens, on peut prendre une représentation forte et écrire, sur

un espace de probabilité convenable

v (x,8) = E gly (s) + &)

dy (s) = ely Jas + oly,) av_, y (o) = x

w, étant un processus de wiener standard,

t
Montrons que ¥ s fixé Ys(x.g) est continue en x et £.
(3.4) (v (g)-v (x,e")| < Bloly (s)48) ~ oly ,(s)eg")]
On a
( ( x-x' 2
(3.5) p(ly () -y (o)} 2 8) s c. =

E < 6§ prenons (1)

|x—x'[2 + |§—§'|2 < 63 .

Soit 60 > 0 domnmé, et pour 0 < &

pour R > 0, on définit :

K, = {z = y+£'| ly-x| < R+b s E' € U}

d ‘ .
c'est un compact de R, et donc ¢ est uniformément continue sur

ce compact,

D'autre part on sait que

(3.6) Py (s)=x| 2 B) < =5 .
R

On décompose (3.4)

(3-7) [\FS(XnE)‘\yS(XI;E.')I < Exlyx(s)"yxu(B)ISé XIYX(S)“XISR' |(P_(P'l

-+

Py (s)-y_,(s)]28). 2| o

+

P(ly (s)-x{=R). 4l ¢

(1) § u'a ici rien & volr avec la notation (2.6),
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si fg-g'] = |oly (s)+g) - ¢(yx.(8)+£')l.
Comme |yx,(s)nxi < ]yx,(s)-yx(s)l + lyx(s)—xl. sur 1'ensemble

§m.lyx(s)—yx,(s)| < &, lyx(s)~x| < R} on a

yx(s)+§ € K ot yx,(s)+£' € X .

donc si R {n) = sup |p(xt )-p(x")|
(‘P X',]{" E Kx
|x-x'| £ 7
le premier terme du second membre de (3.7) est inférieur &

R (646272
P

! 2 C
(3.8) v (x,2)-v (x'.6")] < R¢(6+63/ ) + 2|l gll.c .6+ E%

En passant 4 la limite & | 0, puis R t o on obtient que
YS est continue, L'application du théoréme de Lehesgue montre

alors la continuité de

o

(3.9) jﬂ 2% gla)ds Ws(x.i) .

e}
D'autre part E1 fx ) est continue en x car le processus est fel-

5 1
lerien, j‘ Exf(xc)dc est continu en (x,s) et donc
o
* _as s 1 1
(%.10) cle) = ]1 ¢ 5(xhks(jﬁ Exf(xr)dr + Ex@(xs+£))
o o

. . d
est continue bornée sur R x U,
Comme on minimise sur U compact il en résulte que M@(x) est con—
tinue bornée, alors la continuité de ' résulte des propriétés des

problémes d'arrét optimal.

lLemme 2. Sous les hypothéses du Lemne 3,1

(3.11) un(x) & ulx) en tout point,

Démonstration, On va réutiliser ici la constructicn faite au

§.VL2.0n note (w1.31) = (a.5) (cf. (2.14), (2.16)).




- 257 -

Soit
(3.12) t;(wj) = Inf(s >0 un(x;(w1)) 2;M1un—1(x;(m1)))

tl est un temps d'arrédt de E% et c¢'est le temps d'arrét optimal

pour le probléme W, Si de plus

oo o
(3.13) gi minimise £ - c(&) + j‘ ﬁ(c)do; Ei1 [j‘garf(x;)dr
0 X 4o
2
—-og n=-1, 1
+ e u (xc+£) }
on a en notant %1 = P1 txJP2 et en définissant
X X po
%i = ;; ® € sur @ 1
P, t
~q _1
P(6 sl g ) = (e ® P ) (a) -
o2l e ° 1 x! Lo,
! t1 n
n n
On voit que
t1+11 1
a0 ) = B fn sals=tn) e 2, ))ds
1 1 X s 2
t 1
t
;B
gt n=1, 2
+ 0(51) ¢ % " 1(x )| 3
n 71 1
Tt +1 t
n n
ou i1 est entendu que
'131 =T1(_W2),
1 171
tn = tn(w ),
1 1,1
g o=t (w)

1,1 . i 2, 2 R Tr 1
avec 1 (w ) premier instant de saut de gt(w )_apres tn(w ).
(noter que par définition de P : on a

X . 0 E_'
t n
I
2 2 1
oy EE v ey P9 )
t 47 (t 47 )
n n
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(3.14) Mx)

c

It
b
N —
| —
5_——ﬁ
@
!
o
L]
—
L
m —
g
o
o
+
%}
Q.
o
e
a
—
[V ]
oo
p
| I

1
to+T 11
~ n - - —
\ E}Q{ I:f easf(xz)ds 4 ea(tn+1: )un 1(]{2

tl4r]
t) n
D'autre part
t2 14
_ ~ I _ (gt '
(3.15) ut 1(x2 ) = B [jﬁ ea(s tn=T )f(x2)ds
11 8
t +7T i1
t +T
2 n
t
ea n oy n 2(.)(2 ) IB
1 £2 s
I1 I1
L2 1. 4 n=1, 2 n-2,_2 L2
ou tn = Inf(s P tn+t ; u (xs) > Miu (xs)) (ol xs,n est que
la composante diffusion).
Ceci résultant comme d'habitude des wésultats sur les
temps d'srrét optimaux,
On obtient
n ~1 t; s 1 t1 1
ulx) = & (u[ e™1(x' )as + 8% o)
x\J, 8 n
t2 2
(%.16) + Ez (f n 'éasf(xz).ds + Eatn c(§2))
x\J 1 s n
n
2 2 2 2
~ t - - -
+ E3 (f nt? easf(xB)ds + eq(tn-FU )un ‘(x3 )
X 5 t3 2
2 nt v
tn
et ainsi de suite d'ou
n Dosid t —as., i —ats i
ulx)= 3 Ex [I e f(_xs)ds + e¥n c(.gn):]
i=1 ‘ti—1
n n n
o} ntT —a8,, N ma(tn+Tn) 0o/ n
+ B J1 e r(x Jds e D u (x )
X 0 8 !
t n""
n
or
o/ n N +¢La(s~tn—1n) n
wix | ) = E f © ’ f‘(xs)dsi@f,n n:,
b+t ntT
n TR n
n
=>

un(s) = Jx(vn)

n s . P .
ou v est un contrdle admissible gui peut &tre décrit comme suit

>]
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Si 1'on note [w]i = (w1,w2,...,wl) wn élément de W
wl = (wl,wl) wl € 91
1772 1
1 ¢ Q2
W,
w; correspond a la composante diffusion
wi correspond & la composante semi markovienne
(3.17) 1) - mele 20 wxla)) = H ")
~D - -
o) = mtlez o ' (x () = M x ()
(3.18) t2(w1,w2) =t )+11(w1.w2)+%2(m2) o ©
n n 4 i 171 1r01
t (v )t (v ,w
n
ky 1 k k- k- ko= k
(3.19) St ) = 8T T T )

~k, X
+ tk(w1) o0

t§“1(w1...wk_1)+tk_1(w1...,wk)

“ s ) k- k ,
ol & chaque fois 7 t(w‘!,,..,w ) est le premier instant de saut de

Eg(wk) apres tk"1(w1....,wk_1);donc

Wix) > ulx).

Lenme 3.3, Sous les hypothéses du lemme 3,1,

un(x) —- u(x) YV X

Démonstration.

Soit v = (tl,gl) i1 un contrble admissible, On peut
toujours considérer que u" est la borne inférieure d'un probleme
de temps optimal posé sur (9,3) au lieu de (91,31). vue la défi-
nition de P1.

X
=D 1

t i
. - —at -
(3.20) u(x) < Ei(f easf(x;)ds + e’ Mlun k! : ))
o t

2)
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de méne
n—t, 1 w2 t4e!] (s-t') ., 2
(3.21) M, u (x',) < E ;‘[ e f(x")
i 1 X s
t ¢
1 —a11 n-t, 2
+ c(g ) + © u (x )l@
1 1 1
t +t t
car x21 = NG fog T 51 ?i ps (et dans Mjun_1 on
£t at (t +z )‘

prend l'infinimum en £), en refaisant le raisonnement du lemme

2.2 on obtiént maintenant

i
n . t . . i
(3.21) Wix) « T L}l[(f Easf(.x:;)ds + c(gl)'éat )
i=1 ti—i )
n n
~n 4T —as.; n —alt™ Tn) 0, n
+ E []1 e flx ) + e Y I (x )
x s non
n t 47T

t
Comme on a vu que
%2 (" ¢?)>0 VT fini

le dernier terme tend vers O quand n — + oo,

=>
Iim un(x) < J (v)
N x

Comme v est arbitraire. On obtient avec le lemme 3,3.,

wix) -+ ulx) v ox .

Lemne . Sous las hypothéses du lemne 3.2,

d
uIl —- u dans GE(R )

Démonstration,

On va montrer que
(3.22) R [ [ |

pour O < k {1,
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n ~ .
feci montrera que u - u dans CE(E). La convergence simple du

~

lemme 3,4 donnera alors u = u.

Montrons (3.22) : notons Jz et J2_1 les espérances inter-

n n-
venant dans u et u 1. On a

-1 - -1 -2
lJz(t)—Ji (T)I < Ex eaT|M1un —M1un !s
Sf B(O)ECXO’” un—1_un—2“ do ,
0

o
avec Bla) = Als) exp (j[| A{r)dr)
o

IDOB (6)e"%s = l:gcm(_;fo }‘(r)dr)] c:

© o
oo - j1 K(r)dr
e 0
- a'[ e e dg 3
)
0<Alr) <l g
_f alr)dr
o] o =Mo
e > e )
a
co | A(r)dr o
. j1 00 éfo ds > j1 (a+M)od ,
0 o
o
= e )
o+M
=>
[ \—ag o M
J plo)edost-gm=gm<t
0
d'ou le résultat,
[ ]

Théoreme 3,1.

Sous les hypotheses du lemmne 3,1, u est l'unigue solution

de l'éguation

T
(3.24) ulx) = Inf El ij1 Easf(xs)ds + gaTMu(xT) ]
_ T o

(P1 désignant la diffusion pure cf. le début du §, VI.3).
X
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Démonstration.

Avec les notations du lemme 3.4, si E(x) désigne

T
Inf E1 j‘ % r(x Jds + e M iulx )
. XJg 8 T

et si 4 T_ o _
I (T) =K j‘ ea flx )ds + eat Mu(x )
X xJ, 8 T
On a
1 ) - Pl 1o -l
=

“ un - E“ - 0 quand n t ==,

donec u = u ,

Théoreme 3,2,

Sous les hypothéses du lemme 3.1, Il exigte un contrdle

optimal au prohléme (2,31).

La démonstration est identigque & celle du lemme 3.2, On note £(x)

un élément réalisant le minimum de

&0 - G
g - c(g) + j\ —B(c)dc {Ex(t[ gasf(xs)ds

[8) [¢)

L 3ulx a2 )) ;

t! = Tnf(s = 0 u(x;) > Mu(x;))
gt =2 )
t
t2 = Inf(s > t1 + T? u(xi) > Mutxi))

ol 11 est le premier instant de saut de gi ete,.. et on vérifie

comaae au lemme 3.2 que
ulx) = Jx(v)

v={(theY) i=1.
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On note
H = {p|p Elet ¢ L2(Rd)} . Y> 0
J .
V= {¢l¢, Sﬁ; € H i=1,d}
i
a(u,v) = E f a, . -?-1}- ()—V 52le|dx
5 ij 9x, 9x,
i3 Rd i J
e du  =2y|x]
+ 3 (a, - 2y e B, ) m=—= ,V @ dx,
e 7. ‘ ox .
1] Rd d T-;r hd XJ
vl il
Rd
avec a = l(O’O'*) a, = z\ -x-(-?m a - g
ij — 2 ig ? i j' ox; iy i "

Théorome 3,%,

Sous les hypotheéses du Lemme 3,1., u egt:solution unique

de 1'IQV ,

alu,v-u) > (f,vfu)
v <" Mu

v v

u < HMu

ue v

Démonstration,

I1 résulte des travaux de A,BENSOUSSAN -~ J.L. LIONS [14 ],

que W' est solution unigue de 1'IV

a(un.v—un) P (f.v—un)

n n-1
u < Mu

v o< Mun_1

U, vEv

de plus il résulte de la démonstration de A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS

(11 ]s aque
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I[ un“V'S constante
donc que (par passage 4 une sous suite encore notée W)

un - % dens V faible
d
or W »u dans H fort (car dans Gg(R ))

Donc u” — u dans V faible fet toute la suite converge),

-1

Commeunau = N 2 Mu en prenant v € V v < Mu on a

alu,v) = (£,v=e)> alu™,u")

alu,v) = (£,v-u) > Lim Inf alu,u?) = alu,u)

. u —+ e
d'ol le résultat car u < Mu résulte des théordmes précédents,
L'unicité se démontre comme dans Laétech puisque le résultat
d'unicité de la solution de 1'IV et son interprétation stochas-

tigue donne le résultat de comparaison dont on a besoin,
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VI.4. GENERALISATIONS.

- Cas non homogbne : en considérant le processus (t,xt)
le probléme se résout de la méme fagon. On obtient seulement

u comme solution maximum d'une IQV faible

- Autres processus de Markov : dans le cas des processus

de Markov fellerien vérifiant les hypotheéses du cas retard dé-
terministe (cf, Chap. II), on peut traiter les problimes de pemple~
cement optimal comme précédemment : les résultats des théordmes

3.1 et 3.2 sont les mémes,

Bien entendu, on obtient une IQV que dans certains cas
particuliers {ce sera pour les processus semi markoviens par

exemple).
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ANNEXE 3

Démonstration du lemme VI, 1,2,

On commencera par démontrer que

(1) (b ) (xap8) = [ 2, (aw)ea, ()
ou z, = (yt,pt,gt), se met sous la forme
p+t '
(2) (Ptf)(x.p,g) = exp(ij‘ A(E)da)ﬂtf(x,p+t,5)
p

t p+v
+ f A(p+V)exp(.mf ?\(a)da)dvf Nlx,v,dy)P,_ £ly+£,00)
o p - -

on montrera alors que ceci es# un semi groupe comme Pxp& est un
noyau markovien (au sens de Meyer [47]) ceci donnera la
propriété de Markov. On montre ensuite la propriété de Feller

qui donnera la propriété forte de Markov (Feller + continu & droi-

te => Markov fort cf. [21]., [48]).

(a) Démonstration de (2).

On suppose donc £ ¥ 0

(p,£)(x,p.E) = Expg[f(zt)]
() = Expg[f(zt)1t>t] + Expg[ftzt)1tag tj
= I + II
f(Zt)11>t est 31“ mesurable donc .

¢
= f .
I Expg [ (zt) 11>t]
qui d'aprés la définition de prg est égal &

p+t
I= exp(i[ Aa)da) j\ nlx,t,dz)f(z,p+t,E)
P P

(Remarquer que pour pr5 y, et (pt,gt) sont indépendants)
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Soit encore

p+t
I= exp(-—f - Aa)da) Htf(x.p+t.£) ’
-p
D'autre part

[£z )]z 1]

E:pr, [11 < t x pE

_+£T_.0.0[f(zt—1(w)(°)J]

or (pour t = t(w))

v+t (0),0,00F Beug(o)+ )] = Tl o2 (). 5-2(0),0)

de plus
PxpE[T <t y.-¢ PJ = prg[r <t vy ¢ r]

i

t p+v
jﬂ A(p+v)exp(ij‘ Malda)dv 0lx,v,r)

N, O p
d'ou

t - PtV
11 ='j1 Alp+v )exp(~ A(a)da)dﬁ[‘ H(x.v.dz)ntf(z+g.t—v,0)

0 p "

dtou (2).

(b) Pt est un semi groupe.

On veut vérifier P, P £(z) = P, £(z) (4)

t s t+s
. 5+
(2,£)(,5.E) = exP(ij% Maaa) (T £)E,54s,E)

8 _ p+v . - .
+ j‘ h(p+v)exp(ij; Ma)da) (ilx,v,dz " Mz +E ,8~v,dx" ) f (x",8-v,0)
o] . P

p+t
(B (p f))(x.p,g) exp(jf‘k(a)da) n{x,t,dx')(p f)(x Jo+t.E)
P

+ j‘ A(p+v)exp( j‘h(a)da) m{x, v,dx! )H(x +E,t=v dy)(P f)(y.tnv O)
o

=TI + II
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p+t p+t+8
= exp[if‘ ] H(x.t,dx‘){exp(i]‘ A(a)da)ﬂsf(x'.p+t+s,§)
p : p+t

-

+

8 p+t+v
j‘ A(p+t+v)axp(i[ » )z, v,ax")nlz"E ,8-v,dy ) (y,s-v,0)}
0 p+V

=I1+12
+t+s
et I, = exp(ifi A(a)da)ﬂt+sf(x.p+t+s,g)
P
d'autre part, compte tenu de (Psf)(y.t—v.o) = Hsf(y,t+s-v,0), on a

t p+v
II = jﬂ A(p+v)axp(if‘ aa)da) Mlx,v,dx* )I(x*+E, t+s=v,dy)

o p
fly,t+8-v,0)

dans 12 on pose v+t =u =

t+s  p+Uu
12 =‘]‘ A(p+u)exp(ﬁf‘ ) H(x.u.dx")H(x"+§,s+tmu,dy)
t p

f(Y1t+s—u,0)

=> t+s8 r p+u
I, +1II =‘[ A(p+u)exp(ij Y (m(x,u,dx (x"+E , 8+t=u,dy)
0 o
) f(y.t+5—u,0)
= p;t+s
(Pt[PSf])(x,p,g) = exp(i[; )Ht+8f(x,p+t+s,§)
t+s p+v
+ j\ A(p+v)exp@i[ MMa)da) [0{x,v,dx" I{x"'+&, t+s-v,dy)
o P
£y, t+s8-u,0)
= (Pt+5f) (x.p,&)
d'ou (4).

(¢) Propriété de Feller,

n n
Soit E =R x R+ x Rn+. R x R+ est muni de le topologie

ordianire, Rn+ de la topologie discrite,

on veut montrer que V¥ f continue bornée sur E
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(5) Ptf(x) - f(x) t-0 ¥ x
et
(6) Ptf e8t continue bornée sur E

(cf, Meyer (48], Chapitre XI1I11).

Démonstration de (5).

Rappellons que pour § # Q

fl

ptt
(7) Ptf(x,p,E_,) exp(—f A) Htf(x,p+t,§)

p
t p+t
.,.I A(pw)exp(nf )dvf H(x.v,dy)l’lt fly+E,t-v,0)
o ' p B -V
(8) Ptf(x,p.O) = Htf(x.p+t,0)

le second terme de (7) s'éerit

t
f plv,x,E)df avec ¢ borné donc
0

ce terme —+ O quénd t -0

pour le premier terme de {7), i1 suffit de montrer que

Htf(x.p+t,§) - fx,p,E) t =0
or

ntf(x,p,g) = Expg[f(yt.pt.g) T >t

(¢ £0), or

% > 0 pa, pour la mesure Pxpg et Yir Py
continu & droite, comme f est continue en

x, p on & le résultat cherché,

Démonstration de (6).

on le fait pour £ £ 0 (c'est évident pour £ = 0) il suffit

de montrer que
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Ptf(E.E,g) - Ptf(x.p.a) quand X, E - X, p

On pose _

I= Ptf(x.p.g) - Ptf(x,p.g)
On a

I = I1 + I2
ol

I, = a(p)[Htf(x,p+t,§)~Htf(§.5+ta§)]
+ [a(p)—a(E)ﬁHtf(§.5+t.§)

p+t
ol a(p) = exp(i[ h(s)ds) et

P
+v
A

t p t E+v
I, = Y(p)L]; A(p+v)axp(i[; )¢v(x)i[; A(E+v)exp(1[; A )@v(x)]

v

t o+
¢ D)@ L[ AGrdexst-f T n) g, ()

o]

P
ol Y(p) = exp?[; A(s)ds], @v(x) = j;n H(x.v,dy)Ht_vf(y+&,tnv,0),

|{alp)-a(p)] M2k, prt,E)] - 0

car o continu et Htf borné, le premier terme de I1 devient

II1 = a(p)[ﬂtf(x,p+t,§)—Htf(i,p+t,g)]

+ a(p)[ntftz,p+t,g) - ntf(§,5+t,g)]

dont le premier terme tend vers O car Ht est fellerien, le s~cond

terme s'éerit

«lp) j‘ dz p(x,t,2) [£ (z.p4t,8) - £(z,p+t,E)]
D
p(x,t,z) - p(x,t,z) v 3z (t > 0)

f(z,5+t,§) - f(z,pmt.g) -0 v 2z

par le théoréme de Lebesgue 1l'intégrale -» O (p(gjt,z) est borné

wniformément en z pour t > 0);
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le second terme de 12 tend vers 0 car y est conbinu et multiplid

par un factewr borné,

Le premier terme de 12 s'éerit III + IV avec
t p+v _
III = y(p) jﬁ K(p+V)EXPCif\ )dv[¢v(x)u¢v(x)]
) 0

pour lequel on appligue Lebesgue (¢V(x) eat continu) , et de méme

pour

t p+v p4v
IV = Y(p) j1 [h(p+v)exp(1[‘ h(s)ds)—h(3+v)exp(7[‘ )]¢v(§)dv
0 0 0

donc

(d) Générateur infinitésimal (faible) de P,

On peut montrer que pour toute fonction f(x,p.g) mesurable

bornée, telle que f(','.g) € Cz’i(Rn e R+) pour tout £ fixé,
Ptf—f
Lim ( = Wx,p.£)

t—+0

existe et définit une fonction mesurable bornée

Ptf—f
sup l T . < C (indépendante de t)
Xspat,
on a alors P fof
Lim tt = Af
It

oll A est le générateur infinitésimal faible du semi groupe &

3 t
(cf. Dynkin [21] p. 36).
Effectuons le calcul pour & ¥ 0

£-f
Fy
T

1 prt
(x.p,g) = z[exp(jj‘ A )Htfcxpp+to5)"f(x’9-5)]
P

1 t p+v
oy jﬁ h(p+v)exp(i[‘ A )dﬁjm 00x,v,dy ), £ly+E, t-v,0)
0 P &

=1 4+ II
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p+t
exp(_—f A )[H f(x,p+t g)(f(x.p.i)]

] —

+ —(exp( f1 A )=-1)elx, p.E) = 11 + 12

On a "
Htf(x,p+t.§) = £(x,p,8) + 11 HS(§§+Af)(x.p+s,g)ds
0

ou A est le génédrateur de la diffusion Ht car ceci est la formule

de Ito appliguée &

¢(x,t) = £(x,p+t,E) {r fixé)
p+t
comme exp(i[ h(s)ds) -1,
On a
af

I1 - (6_5 + Af)(.XJP:E_,) .

D'autre part
r p+t p+6t
eXp - J A(s)ds =1 -t k(p+9t)exp(i[ x(s)ds)

P
0 < <1y
dlolt I, -~ -~ aMp)tlx.p,e)  (A{p) continu borné),

Enfin II s'éderit

1 1
I1 = Ef v(t,v)dv
0
o ¥(t,v) est une fonction continue bornée et W(0,0):A(p)f(x+§.0,0)
=>
11 - ¥(0,0) = A(p)f{x+£,0,0),

Infin grice au falt que £ est borné, Ht
Pif-f
t borné; (il y aurait une difficulté quand le retard

fellerien gt A borné, on

a feiblement

est < t,(1 fixé)avec une probabilité 1, dans ce cas K(p) - o quand

p ).



- 273 -

VII

PROBLEMES DONNANT LIEU

Préliminaires,

Commengon# par un exemple illustrant ce type de problemes
soit un systéme de production comportant m machines identiques
tel que , quand j machines produisent, la production résultante
X, évolue comme un processus de Markov Xj. On suppose.qué la pro-
duction coute f(j;x) gquand j machines sont en marche, et le pas-
sage de j B j' machines coute c(j,j')(coﬁt dtarrdt ou de dématra-
ge sulvant que J ¢ joui' > i). 0On cherche alors les meilleurs
dates de de0131ons et le nombre de machines & faire fonctionner
4 res dates de fagon A minimiser un cofit global tenant compte de
f et ¢, Ce.type de probléme & été étudié par A.BENSOUSSAN - J,L. LIONS
dans le cas ou Kj est un processus de diffusion; un probléme ana-
logue a été étudié par LEGUAY [37], pour la gestion d'un parc de
centrales thermiques (production d'électricité) et on trowera
dans [55], une application au contrdle du nombre de serveurs dansg
une file d'attente. ZABCYCK [76], [77] donne une formulation de
ce probléme dans le cas instantané pour des processus de Harkov
standard, mais sans démontrer semble-t-il 1l'existence d'un contrdle

optimal.
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VII.t. HYPOTHESES - NOTATIONS - POSITION DU PROBLWME,

On note toujours Q = D(O.W,E), comme au §., II.4

% est encore la complétée universelle de la tribu canonique

t
d{xs.s < t}. On suppose donnée, une fanille finie de proces-

sus de Markov

d J .
(1.1) K = (Q.5,,3,8,,%, P, ), 1 ¢ {0,1,...,M}
vérifiant les hypothéses (1.2) & (1.5) de II.1 en
notant @J(t) les semi groupes correspon-

dant,

On pose U= {O.i,?,....M}.

On suppose donnés

(1.2) ) f(j,x) sur U x E, » 0, bornée, continue
par rapport a x

c(3,3') =2k >0 sur UxTU.

On formulera ici deux problémes : avec et sans retard,

On note
i i
! d i = {

(1.3) v, 1'enscmble esisultes v = {1,857} .y

de temps d'arrét <t (par rapport a Et),

rl+¢ > tl , ot de variables aléatoires 51,

4 valeurs dans U et & ; nesurables,

T
On note aussi, pour h > 0 donné, Wh l'ensemble
i+1 i .

(1.4) ?rhzlvE?roi‘c+21+h. viz1 i,

o« étant un réel > 0 donné, on utilisera le lemme suivant pour

définit 1'état du systéme correspondant & un contréle,

Lemme VII.1,1. Soit T un temps d'arrét de Et' § une v.a &,

mesurable & valeurs dans U, x € B, j € U donnés, alors il existe

P1 probabilité sur (0,3) telle gue
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(1.%)

J {x

.
E'({t <+ =}.H.2 , er) =,

&
o H.EZ (z)}
T

-

VH v.,a a valeurs dans R, ST mesurable

¥ Z v.,a & valeurs dans R, JF mesurable,

Démonatration,

On en donne les grandes lignes, car elle eat analogue
(en lus simple) aux démonstrations des annexes 1 et 2, On
P P

pose O =0 X 0y ¥ = 31'® JF et on définit P sur (5.5) par

(w)

[ o Blanann) = [ alow)pdan). 589 oy

ﬁ Q XT(M

1 ] J '
+ fﬁg(w.w ) X(T:+m)(w)Pi(dw)Px(dw )

(xr<+w(w)'Pii?i)(dw!) * XT=#”(M) Pi

est une probabilité de transition de (9.31) dans (Q,3)).

On définit un sous ensemble de { par

J = {lww'), tlw) < 40 xr(m) = xo(m')} 4T = ool

clest un élément de F, et P est concentrée sur J, On définit

ensuite une application de J — § notés @(w.w') et donnée par

xt(m(w,w')) xt(w) t < t{w)

xt(¢(w.w‘)) Xtmr(m)(w') \t > T(w)

si T(w) { 4oo,et si T(w) = 4

xt(¢(w.w')) = xt(w) t=20.

On vérifie que cette application est mesurable de (J.ﬁlJ) dans
(9.30). On définit alors P1 comme image de P per ¢ puis on étend
P! & (9,3). La vérification des propriétés (1,5) steffectue comme

4 1'annexe 1,
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On démontre également, comme au lemme II.1.1, que tt+t t=>0
posséde la propriété de Markov pour la famille (31+t‘ t > 0},

et la probabilité P1.

Bien entendu le lemme précédent est le méme si Pi est
remplacés par une probabilité quelconque sur (9.33.

On définit alors le probleme gans retard,

Pb, O : Aav € Wo , J €U, x ¢ E, on associse la suite de

probabilité ??x sur (0,3). (on omet j,x ensuite),

B = pY
x
§1=-§08111‘3f

(1.7) 2
5%(a n e'; B) = E'(4 .P° (B))
AT X
T 12
2
VAEF 0 AC {t° < +o} , ¥YBEF.
T

ete,,.

On définit un critére approché

N
T - N i
=N-1 — ot =T i-1 i
(1.8) J?x(v) = E?x ‘[‘ e f(vs,xs)ds +'Z) e c(g N3 )
0 i=]
ou
v o= 51_1 g € [11—1‘11[ i=2 ,
s
(1.9) ,
v o oe s € [Out [ .
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Puis
. N
(1.10) J. (v) = Lin J, (v)
jx ix
N—oo
(J?x(v) est croissant en N, car f et ¢ sont positifs, donc
éventuellement ceci est édgal & +),
On remarquera que tout contrdle tel que ij(v) { 4% est tel
gque
=N-—-1,~ TN
B ) 0 . quand ¥ e
Jjx
ou encore

=N-1, N
P§x1(T < T) -0 , quand N ¢ o,

¥ T fini. On pourrait donc, quand ij(v) { oo, construire une

-1

probabilité sur (Q,3) égale & P ' sur ¥ N’ ilais ceci n'eat pas

T
indispensable dans la suite,

On définit enfin

(1.11) w(i,x) = Int 7, (v)
vEY, Jx

Le probléme &vec retard sera défini de fagon analogue .

Pb, h : Pour v € Wh' j €U, x ¢ B, on définit

B° = pY

X
-1 -0
P =P sur & 1
+h

(1.12) K

=1 -1 =0 5,1

Plane B) =E (y,. P (B))

T1+h A
T +h
VAET, , Aot <4, YBEGF
T '+h

etc, ..
Puis N .

n Nt § [T s Nolwt e i
(1.13) J. (v) = B, e flv ,x )ds + 7 Y c(& 2 )

% J% Jo s 8 i=1

ol i it i

v, =¢& s €[z +h, T+h [
(1.14) 1

v o= ] s € [o, T +h[ .
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(1.15) I (v) = Lin 3_(v)
JX Jx
N/Aco
(1.16) ul(j,x) = Inf Jﬁx(V)
vEWh
C . . N .
mais icl on a toujours % t + = (v m). donc on peut toujours
PP \'4 v N-1,
définir P, sur (Q,3) par Pip = Pip 5w & cf. également

CTN+h)

§. 11).

Ceci posé on réutilisera les techniques du chapitre II
pour le cas Pb, h, On fere les démonstrations dens ce cas puis
dans le ces instentané, Le fait que j € U fini amene guelques

gimplifications par rapport aux problémes du chapitre V.
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VII.2, ETUDE DU PROBLEME AVEC RETARD,

On définit

. +02 .
(2.1) w(i.x) = B jﬂ e®r(5.x Ms =RY £
X o 3 o

ai Ri eat la résolvante du semi groupe @i(t).

. T
(2.2) u'(j,x) = Inf Ei ;]1 E“Sf(j,xs)ds.+ S (5, x )
T O T
ol
n-1 i b s
(2.3) Mu ~ '(3,x) = Ei j1 e f(j,xs)ds
O

#Inf [old,3') + 8% W™ i,z )]
‘9 X h
J'eu
et ol 1'infimum dans (2,2) est pris sur les temps d'arrét de
. On remarque que ™1 gtant donnée sur U x E, J est un para-
metre dans (2,2), (i,e on a un probléme de temps d'arrdt optimal

pour chaque j € U).

Sous les hypothéses (1.1). (1.2) (1.4) et les

Lemme VII 21,

notations (1.%¥2) & (1.16) on a

(i) 0 < un+1(j,x) < un(j,x) < wC(i,x) < ﬂuéﬂ,
vieU,negE, nz=t,
(ii) W) ec(B) vievu, ynzo.
(iii) Wlix) > ulix) v (3.x) €U xEBE.
Déuonstration,

(i) est imnédiat, (ii) se démontre sans difficultés par
récurrence en utilisant les résultats sur les temps d'arrét op-
n-1 . . n-t, .
timaux en remarquant que u (j,-) € CECE) implique Mu 1(3.-) 3

0 L.
Cb(E) v j €U,
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Donnons quelques détails pour la démonstration de (iii).

On définit

‘ L ne. =1
(2.4) Tn = Inf (s >0, u (J,XS) = Mu (J.xs)).

D'aprés les résultats sur les temps d'arrét optimaux, on &
1

. Tn_ U ,
(2.5) w(i,x) = Eigf ean(j.xS)ds + 8%y 1(j.x 1) .
o T

On note gn(j,x) un élément de U réalisant le minimum de

it - eli,it) + eahEi(un-1(j',xh)) et on pose

1 Ao 1
E"n = 5n(3.x11) sur {Tn < ool
(2.6) n
1 ' 1
el - sur {c] = 4o
dfou
1
n h| Tn—as
(2.6) P = j 205 ,x )ds
0 .
b h_ s
+ e%'n EJ ji e £{i,x )d%)
X ]
Ti 0
n

o N 1 . _
. -e-a’cn 3(315;) . ecx(’lin+h)E;‘]c (un ﬁ(ggllxh))i ,
i

n

T

Ce qui,compte tenu de la propriété de Markov forte, donne
1
n | Tn+h--as —a11 i
(2.7) u(i,x) = EX)‘[ e rli,x )ds + e"'n c(id.E )
0

1
+ 'e-a(’ﬁn+h) un—-1 (.E_,1 X )
n T;+h

On démontre comme au lemme I1,2.2,, que 8i

(2.8) 129 1naf (s > 0, un“1(j,xs) = Mun“2(j,xs))
et
(2.9) 2 (11+h) b gl o © ,

n n T;+h

alors
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i T
s — - Nn =
(2.10) ea(rn+h)up 1(j:x ) = E?.JJF ™ r(40,x Yds
tl+h JX 1 s
n T _+h
n
2 |
+ 5% f\{n-—-2(_]1,x2j)1 31 f
Tn' Ty t+h
alors on pose
M ]
2P X . . ri’J
2 ¥ _ |
J'=0 £ =d
et on a clairement en multipliant (2.10) par y i et en sonm-
—4t
mant gn“a
(1 ’U2
- - - n ..
(2.1%) - Tn+h)un 1(51,x ) = E? r easf(g1,x )ds
n 1:1_#_h jx 1 n
n T ' +h
n
-QT n-2, 1
e 1 Nu (5 X ) F
noge [ th+h
n
(car est ¥ mesurable), naturellement P  est définie
X 1 jx
&n:j' $n+h

comme en (1.12).

La suite de la démonstration s'effectue comme au lemme II.2.3,.

n
Lemme VII, 2,2, (j.x) N u(j.x) en tout point,

Démongtration,

Si v est un contr8le quelconque dans Ty OB 8 immédiate-

ment 1

n J ( Twas warl n-—t

u (j,x) < B e fli,x Jds + e Mu (i,x )

X 'JO 3 . 171

ou encore

n i K +E ] - T1 1
(2.12) u (j,x) < Ei ;]ﬁ ea'f(j.xs)ds + e elie)

0

1
+ ga(.’l: +h) un-1(€1 X ) .

r1+h

Cn a slors, comme au lemme 1I,2,2,
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)
1 -
1 )EQ(T +h) < E;x ;]ﬁ Easf(j‘,xs)ds
T +h tl+h

-a1:2 n-2
+ e Mu (3, 2)'31
T T +h

(2.13) PG x

et en multiplisnt (2.13) par X 4 et en sommant de j'=0 &
glay |

M, on obtient
2

1 T
(2.14) un_1(§1,x )Ea(T +h) < ET Easf(§1,x Jds
1 X 8
T '+h J 1
T +h
- 12 n-2,.1
+ ea Mu (5 X 2) | & 3 '
T T +h

En procédant comme au lemme II,2.4, on a
. Iy,
Iim u (J,x) < J, (V) Vv e
ax h
n oo
d'oll le résultat (avec le lemme précédent).

Lemme VIT.2.3. u. — u uniformément (donc u € CE(U % E)).

Démonstration,

I

désignant la norme du sup en x, Jj, on & facilement

Rl PPN el

< Eah“ uﬂ-—‘l

up~2“

done un converge dans CE(U % E) et d'aprés le lemme précédent,

la limite est u,

Les lemmes précédents et des raisonnements identiques & ceux

du §. II.2 donnent le théordme suivsant

Théoréme VILT,2,1. Sous les hypcthéses (1.1, (1,2), (1.4) '

(i) u est solution unigue de 1'éguation
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. T
(2.15) u(j,x) = Inf Ei}t[\ Easf(j,xs)ds + EaTHu(j,xT)
. T 0
(ii) u est solution maximum du systéme

w(i,) ¢ cg(E), JEvU
(2.16) w(i,x) < Ma(§,x)

. t .
w(i,x) < Eat@att)W(j;X) + j‘ Easéa(s)f(j,x)ds
o

t=>0

(iii) il existe une golution au probléme FPb, h,

Donnons simplement la construction d'un contrdle optimal,
On définit
v = Inf (e >0, u(ix )= Mmlix))

et on pose g(j.x) élément réalisant le minimum de
. . —ah . |
it »eli,i') + e hi(uta'.xh)).

gi = E(j.x ), (avec 1a encore, la convention 51 arbitraire sur

f

1
T

o] = 4oo}).
Puis

7 = Inf( 8 > Tn_1+h, u(gn_1,xs) = Hu(gn—1,xs))
(2.17) 0w oned

g =ele ,x )

T

pour n =1 .,
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VII.3. ETUDE DU PROBLEME SANS RBETARD,

On définit

0 i = g
(3.1) uw (j,x) = Ei 11 e f(j.xa)ds
Q
. T e
(3.2) W*(3,x) = Inf 1i(f E“Sf(j.xs)ds+ e % ™ 1(j,xT))
T 0
ol
(5.3) M 5,x) = min (eld,it) + TN(E0,x)) .
J'EU

De fagon identique aux lemmes V1I,2.1,, VII,2,2 on démontre le

lemme suivant 3

Lemme VII,3,1, Sous les hypcthéses (1.1), (1.2), {1.4), et avec les

notations (1.6) & (1.10) , on a

(i) o<t < <’ < ﬂ-%”-::é sup|f(.jsx)I)V n,
J.x

(ii) Wi, ) ecp(B), VieUu, ynzo

(iii) un(j,x) v« ulj,x) en tout point.
"

I1 est d'ailleurs {14 encore) important de remarquer que

‘ Ny, . I
posr démontrer u (J,x) ~ u(J,x), on ulbilise la formule

n .
T n . . J
Ny . =11 - -1 4\=
(%.4) u {i,x) < ij1 ,f easf(vs,xs)ds + 7 c(EJ }E.'J)emT
o J=1
=== 1 aTn o,
+ E :
+ jx o} u (5 2 X n)

T
si v = (13,53) i =1 est un contrdle admissible quelcongue tel
e J, ( &;‘
qu ix v) < +
v . # . - . =T o]
En utilisant la définition de ij, de u , et en notant Wn

le sous enseuble de ¥ défini par
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]

1 sy T5 = 400 J > n}

(3.5) v o= v € vl vi:('ci.%;i) P>

on a facilement gue, pour tout n

(3.6) u'(d,x) < ij(v) vver
et
(3.7) Wi,x) = ij(vn)

si v est le contrdle défini par

1 g, n-1,.,
Tn = Infle >0, u (J,XS) = Mu (J.XS))

2 1 n-1, 1 n-2, 14
T = Inf(s » T, U (gn,xs) - Mu (gn,xs))

et

el 2 f (3x )

n n "t

n

g(j,x) minimisant j' — ¢(3i,i') + u(i',x).
En conclusion

(3.8) W) = Inf 7. (v)
Vel %

Comme dans le cas instantané du §. V, ceci est fondamental pour

obtenir :

Lemme VII,3,2, Yous les hypothdéses du lemme VII, 3.1, un -y

uniformément,

Démonstration,

On a

0 < un(j.x) - ulj.x) = Sup [un(j.x) - J. (v)]
VEY 4%

notons vn(v) le contrdle (¢ Wp) cbtenu en prensnt les n premiers
t.a de v £ 7Y (quelconque) et en prenant TJ = 40 81 j > n, donc
; i1 . n n _n
bvey ve (t,E7) 121, on associe v (v) = (11.21.....1 bE )

n, . n
alors u (j,x) < ij(v (v))) YvEeETY |
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donc

(3.9) ' 0< (un(j,x) - u(j,x)) < Sup [J. (Vn(v))—J. (v)1 -
Jx Jx
vEY
Mais il est clair que les probabilités correspondant & vn(v) et

v sont identiques sur F nt en conséquence, on peut écrire
T

n
1 G E-s, ) = BTG 2" x )

[
- Lim E?_t( 2% (v ,x )ds
JX n S 8

m oo

T
mezn
: i-1 iyv-ont
£ 0 elgtT )" ),
i=n+1

le second terme est positif donc

n
ij(vn(v)) - ij(v) < E§;1(5“T uo(gn,xtn)) .

Soit encore

=i

+D'O
n n r -0S n
- d .
(3.10) ij(v (v)) ij(v) < jx[J rle flg ,xs) é]
T
Maintenant on recherche & estimer le second membre, Pour cela

on prend T (assez grand dans la suite), Posons

+QO
=N —aS /.0
X= ij(f e f(g .Vs)ds) )

n
T
T 'lIn 400
- v . —e
x| et ds + B, [ e ds
JX J n Jx JT Tn )
T v
donec ]
T Tn
- v o -
(%.11) s < Fo [ e ds+eaT.lL£J.L .
ix J | o
T
Posons
T.,T
- vy o -
(3.12) Y = Eg‘x Jf e ds = E‘;X X Jf *Bp 4s
' n T < TY:n
T
de plus
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J

ai NT(V) = max (j; t° ¢ T) pour v ¢ W}donc'

-n )

(3.1 Y < B (
2) a JX XNT(V) >n

Mais on peut,sans restreindre la généralité restreindre ¥ aux
contrdles v € ¥ tels que
£
J. (v) < u__ﬂ. (par exemple) ‘
Jx )
Un note ceci

ij(v) <c

Dans ces conditions on aura

=k~1 - ri i-1 i
koo 1% =t
i,e
* . k ]_ . '
Lim Ek;1 ( "e"a’.’II C(_F:l?Jl ,E.l)x . )
feo T i TheT

et si 0(51—1,51) = > 0 on aura

k
(3.14) Lin o s E}_‘? Sx, =e
K foo dX 54 1T
. 1 X k-1 .k
B, DX, = E,; NT(V)
R N R U

L ?), il est clair que Lim ~ N,}I,((V) = NT(v).

koo
D'autre part, pour v tel gque ij(v) 5-01, on peubt noter

8l N},lf(v) = max(1 < k ;T

P‘;x la probabilité sur (Q,3) telle que

=)=
PY = P, 1 sur g
Jx ix Tn

(ce qui est possible parce que %3;1(Tn < t) >0 Yt ¢ RV si
ij(v) < 01); alors (3,14) devient
A al

(%.15) B, NT(.V) < e, ¢

J 2
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ol 02 est indépendante de T, j, x, n =

\'4 v
ij XNT(.V) >n n < ij NT(V) < & c

v 1 ol
(3.16) de XNT(V) >n =1 %°
mais X eat % mesurable puisque X = X
NT(V) > I P NT(v) >n A
done
=

v
ij xNT{V) > 1 ix xNT(V) >n

et donc on a

(3.17) Y <

finalement : (3,11) devient

oT
c e

2 -l || £

(3.18) X < “+ e '
a

L'estimation étant indépendante de v € ¥, si ij(v) < C, = Uuéﬂ_,
on a, par (3.9)

€8 —al

(3.19) 0 < un(j,x) - ulj.x) <

donc en passant & la limite en n d'abord puis T t v, on obtient

le résultat,

Théoreme VII,3,1,

Sous les hypothéses (1,1), (14,2), (1.4) et avec les nota-
tions (1,6) & (1,10)

(i) u est solution maximum de 1'éguation
. J rt_as . - (T .
(3.20) u(J,x) = Inf Ex J e f(J,xs)ds + € Mu(a,xt)
T o
(ii) u est 1l'élément maximum de 1'ensemble des fone-

tions w vérifiant
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w(i,*) € ¢ vievu
w(i,x) < ¥w(j,x)

. t .
w(i,x) < % &9(t) wlg,x) + jﬂ 5% g9(t) £ ds,
Q

(1ii) il existe un contr8le optimal pour le Pb,o.

Démonstration,

Compte tenu du lemme précédent la démonstration est iden-
tique & celle du théordme VII.2.1, Un contr8le optimal est défini

de la fagon suivante

1
T

li

Inf(s > 0 u(j.xs) = Mu(j.xs))

51

H

g(jlx 1)
T
ol g(j.x) réalise le minimum de
it = cld, ) « ulitx) ,

et est mesurable, puis

n n-i n-1

T Inf (g9 > 1 ulg .xS) = Mu(&n_1,xs))

~ -1
5(5 s ¥ n)

T

'l
It

. n ” . n=1
(pour voir que 1 est un temps d'arrét si 7T 1'est on remargue
n n-1i ~1 ~TL . , N

que T = T + T avec T premier instant Cg O) ou le processus
(g™

g »

Tnm1+t t ~N
or c'est un processus continu a droite, donc v est un t,a. par

) adapté & F e , sort de l'ouvert {u ¢ Mu} © U x E,

rapport a & , donc Tn—1+%n est un t.a par rapport & e

Tn—-1+t

Remarque VII,%,1. Le cas "arrété"

On doit faire quelques modifications quand on veut traiter

le cas d'un probléme "arrété & la sortie d'un ouvert O"., Les mesures

p correspondent alors aux processus arrétés a la sortie de O et
X
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u?(j,x) = Inf Eg
T

-aT n-t,.
+e X, Mu (J,xr)s

rrgasfiﬁx (x )ds
Js o s

Dans la démonstration du lemme VII,3.1 , v est défini alors

per
~i; i i i AL, 1-d .
TnzTnA“’En:En(En lx%i)llzi)
n
ou v1 = Inf(s > 0, X, g o) ; v o= vn"1 + v1 o B neq ®
v

Bt on utilise les mémes techniques qu'au Chapitre II,

§. %.
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VII.4. VARIANTES,

On surait pu considérer le probléme du §, VII.{ dans

la cadre du chapitre V, pour le processus zt = (yt.xt) olt yt
est 1'indice du processus de markov considéré a t. Ce qui re-
vient & dire que l'on considére les probabilité Pyx sur Q1 X R
91 étant 1'espace des fonctions en escaliers continues & droite
limitées a gauche a valeurs dana U, avec

P = %, % .. P2
¥ 5=

Mais quend 1'état x est 'conservé" aux instents t on a vu qu'il
était possible de construire le processus contrdlé de fagon plus

simple que ce qui a été fait dans le cas instantané généreal,

Ceci dit on peut imaginer des problémes ol & chaque instant

de décision on choisit j € U et £ nouvel état, auquel cas on uti-

lisera nécessairement le processus z, précédent dans la formula-

t
tion du chapitre V (et du chapitre IT quand il ¥y a un retard).
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VII.5, EXEMPLE,

on reprend le cas semi markovien du §, I,5.2 dans un

exemnple tres simple

E1 est un ensemble fini (pour simplifier),

czamLE1 =N ,

E=E x [0,7] ol y > O est donné,

On donne pour 1 = 0,1

0< Ai(x,y) <M, vy~ Ai(x,y) continue de

(5.1) + +
E1 x B dans R .,
mi(x,y.r) probabilité de transition de E dans E1
(5.2)
telle que y — q(x,y.P) goit continue,
fi(x,y) i = 0,1 vérifiant (1.2) et
(5.3) '

eli,j) =1 i, i =0, 1.

Formellement on écrit les inéquations quasi variationnelles du

probléme considéré au §, VIL.t sous la forme suivante

du.
1L
S (ki+a)ui - @ uy =T

ui(x,y) < 1 + u1_i (x.¥)

(5.4) su
i
(- ' + (hi+a)ui - ki Qi ui f fi)(ui—-1~u1_i) =0
ui(.x,§) =0 , i = 0, 1 2
et

[

(5.5) a; wloy) = J q, (x,y.dz) u,(z,0)
1
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Comme on l'a vu au §. 1.5.2, les hyptoh&ses (5.1), (5.2) per-
mettent d'utiliser les résultats du chapitre I §. 3 sur les

probleémes d'arrét optimal; on va démontrer le théoréme suivant

Théortme VII,5,.1%,

Sous les hypotheses (5.1) & (5,3), il existe une solution

unigue (uo,u1) de (5,&2 :
du, N

(5,6) u, € GE(E) , -é-;l-e [Lz(fo.ﬂ)] .

Démonstration,

Il est entendu gue les inéquations (5.4) sont écrite p.p.

en y. On va utiliser le probléme pénalisé correspondant & (5.4)

éui £ > 1 £ £t
v (hi+a)ui ~ Ay Qo+ (ui~1»u1_i) = £,

(5.7)
uitx,i) =0 , 1i=0.1

On démontre comme au §, I.5.2, lemme I.5.2 que ce sys—

téme a une solution unique

éu?

£ o] 1 QO
(5.8) u;/ € C (B), = ¢ ¢ (m) »

On va chercher une estimation dans L2 de

+

£ +
' e O

1(u§ -1 ~u
£ 1 f—i

1g
E

On a

o) E _E £ N E
5§(uo-u1) + (ho+a )uo - (A1+a)u1

a

£
—thouO+h1Q1 u,

¢ e £+ 1r.& Ext o _
+ E(uo—?uu1)‘ - E(u1m1_uo) - fo f1 ‘

Soit encore

3 1 1
(5.9) TSy Bo * ps ﬁ+ - E.BT = fo —-f1 - &
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. 3 E 3 3
0 = - - :
u g (A0+a)uo (.k1+a)u1 A QU+ Q.
Or on & sans difficulté
(5.10) 0<u <,
i i
gi Ei est la solution (unigque) de
U, _ _
- 5 (Ki+a)ui = 2 = £
(5.11) ﬁi(x.i) =0
- 0 mTli (o}
u, € C (B), T (E)J i=0,1 »

D'autre part, comme on l'a vu au §. I.5.2 (lemme I.5.1),

15 || < L5l | pone
1 a
(5.12) TRPLENS

En conséguence,

(5.13) ” 55115 constante indépendante de e (et de x).

Y

Multiplions (5.9) par % 52 ( & x fixé), on obtient

1 9 +12 1 +42 1 o+ o+ i+
(5.14) - g5y (By) T+ = (B.)" - 3 P Py - (f ~f,-&_).=B, -

On remargue alors que B:B? = 0, donc en intégrant en y 1'égalité
(5.14), te tenu de (p7)° | - =0, on a
5.14), compte tenu de BO) fy:y on
1 raty2 1,412 : 1.t
§E(Bo) |y:O * EElBOILQ = C']|f0—f1_ga”'|EBOlL2

e (5.13), (5.12) on déduit donc

(5.13) %]B:] 5 S constante indépendante de ¢ (et de x).
L

dus
on reprend alors (5.7) pour i > 0, et on multiplie per - ?ﬁ; dans

L2, d'olu
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Ouz 2 + Ouz dug
T e P ) = Bt 5y
L
ol o= AQGu - (A0+a) u , Donc
o} 1+ o~ 0“2
(5.16) ’-ry < Glgt] L+ 151 )2
12 12

(5.13) et (5,92) impliquent alors

out
o]

w5 < constante indépendante de e,

(5.17)

L2

On obtiendrait de méme

3
Oub

< constante .,
oy -

L2

(5.18)

Alors en extrayant une suite € —+ 0, on a

(5.19) uin -ou uniformément sur E

£
car (5.18) est uniforme er x, et comme fonction de y, les uin

forment une famille équicontinue par (5.17), (5.18). Donc (5.19)

résulte du théortme d'Ascoli,

De plus
Oui Oui 5
(5.20) 5 "5 LS faible .,

On passe donc 4 1a limite dans (5.7) pour obtenir les inéquations
(5,5) avec les techniques utilisées au §. I.5.2 Th, I.5.2, par
exemple, L'unicité se démontre comme dans le cas de LAETSCH [36 |

{cf. aussi la démonstration faite au §. I.5.2. Th, I.5.2.).

Corollaire VII, 5.1,

(uo.u1) solution de (5,5) est le cofit optimal du probléme

(1,11) (pour les processus semi markoviens définis au début de ce

paragraghe).
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Démonstration,

On peut considérer u_comme solution de l'inéquation va-
° 0 0¥ 2
, €0 (E). De plus, 5= € L".

On sait alors que u est la borne inférieure du cofit du probleme

riationnelle d'obstacle Yo =1 +u

d'arrét optimal suivant
u (x,y) = Inf J° (1)
o Xy

T
3% (1) = EC j1TATO 2% (x Jds + %F ¥ ( ﬂ
xy T Py o © X /o8 + 8 xt<10 o XYy

. 0 . . o
si P’ correspond au processus semi markovien de coefficients

(Ao,qo) [ces résultats ont été établis au §. 1.5.2].

On a donc pour i = 0,1 ,

. TATO
i -5 -7
(5.21) ui(x,y) = I:f Exy (j; e f(xs)ds+e xT<T0Miu1p%)

En utilisant les techniques du §. VIL.3, on sait alors

démentrer que u est bien le cofit optimal du probléme (1.11).

Remarque VII,5,1.

Pour le probléme analogue au précédent dans le cas des
diffusions, cf. A. BENSOUSSAN - J.L, LIONS [11 ], On a
dans ce cas particulier des résultats de régularité bien supé-

rieurs 4 ceux des "problémes de stock".
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VIII

ETUDE DE LA DEPENDANCE PAR RAPPORT A UN PARAMETRE

Urientations,

L'objet de ce chapitre est de donner guelques résultats
de continuité du cofit optimal des problemes d'arrét ou de con-
tr8le impulsionnel, par rapport i un paramdire intervensant soit
dans le seni groupe soit dans les données, On étudiera comme
application essentielle, 1l'approximation d'un probléme de con-
trdle impulsionnel pour une diffusion, par un probléme de ¢on-

trdle impulsionnel pour un processus de Markov de saut pur,

-0n prendra ici le cas du probléme de contrdle du type
"stock" sans retard. On peut obtenir des résuliats analogues

pour les cas avec retard,
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VIII.1. HYPOTHESES ~ NOTATIONS — POSITION DU PROBLEME.

On reprend, pour les données, les hypotheses et nota-

tions du chapitre 1 (sauf mention explicite du contraire).

(1.1) E est un espace métrique oll les boules

fermées sont compactes,
on introduira les notations suivantes,

¢n —~ ¢ dans CK signifiera
n n . .
p €Ch o €Chgp —o uniformément sur tout

(1.2)

compact de E,

o el = sup g (x)-p(x)]
K XEK

On suppose donné pour A > O,

une famille de semi groupesPellerienssur E

(ef, 1.1. (1.3)), @R(t), dont on note
(1.3)

KR = {Q, % Gt.xt,Pi) une réalisation cano-
nigue (1) avec de plus 1l'hypothese (1.4) de 1.1.
On donne de plus

(1.4) o(t) semi groupe markovien vérifiant (1.3),

et on suppose que
(1.5) si ¢h - ¢ dans CK quand A -+ 0 , alors
A A +
& (t)g" - olt)p dens ¢ vt ERT.

Bien entendu on verra des exemples ou cette hypothése fon-

danentale est vérifice,

(1) Q = D(O,w;E), Et les tribus canonigques universellement complé~

tées,
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VIII.2. PROBLEME D'ARRET OPTIMAL,

On donne
(2.1) fec, YeC,

et on définit, pour tout temps d'arrét t de I

A A [ -us -0t
J*t) = E jﬁ e flx )ds + e y(x )
' X X . 8 T
(2.2) {
rc— —
J (1) = R Jﬂeasf(x Jds + e Tyl x ),
X X 5 T
Q
uk(x) = Inf Ji(t),
(2.3) ‘
u(x) = Inf Jx(r).
T
Pour un premier résultat, on fait 1'hypoth®se supplémen-
taire
(2.4) Si ¥ € ﬁA domaine du générateur de o(t)
alors H ARWH est borné uniformément en i,
B
Théorgme VIII,2, 1. Sous les hypotheses (1,1), (1.3), (1.4),

(1,5), (2.1) et (2.4) :

A
- d C .
u u anis K

. . . \ ‘ . A,E
Démonstration ¢ On partira du probléme pénalisé : on note u ’

1'unigue solution de 1l'équation :

f 20 )2 - 1M ) s,
o]

et on dénmontre d‘abofd le

(2.5) uk'a(x) =

Leame VIII,Z2,1 Sous les hypothéses du théoreme VIII,Z2, 1.

I\.QE £
~» u dans C_ .
un S K
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Démonstration du Lemme VIII, 2,1,

As

On sait que u™’" ¢ C et u® € C. On sait de plus que si

u;’s(t,x) désigne l'unique solution de 1l'égquation
)\.jE T""C((S"‘t) A 1 )\.35 + A
(2.6) U, (t.x) = e & (s=t)[f - E(uT (8)-¥)" lds
t

alors u%’e ¢ ¢°([o,P];C) et v ¢t £ixé (cf, I.2)

) o) - <3 e

Donc

A'E(t) » ™% niformément en X hse Quand T » oo

D'autre part u%'a est 1'unique point fixe de 1'application

o ae ¢°([0,7];¢) dans lui méme définie par

w=I"wv
T

we) = [ 52 e - Lvte)n)* s
t

Donc si VO € C et si

VK =11 A »
on a
Ase S T
uT’ = ILim v + ‘Z] (vl -V,
n-wo J=1
et
. . J-1
-1 -1 T A
llvi - Vi I| = CE tj~1j! “ VO -1 VOH s
d'ol
' h’
(2.8) H Un, - V2]| < CE.T' kn

avec kn ~ 0 quand n ~ ¢, uniformément =n A,
Démontrons maintenant gue

(2.9) Vi(t) - vn(t) dans CK quand A ~ 0,
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c'est immédiet pour n=t1 d'aprés (1.5).

D'autre part cette m8me hypothése implique que s8i
vi“1(t) — vn_t(t) dans CK :
Ma-t) [£ - 1" Hs) = 1)

E A
o(e~t) [f - %(vn_1(s) - Y)+] dans Cp s

donc

n n
t) —» d R
VK( ) v (t) ansg CK
ce qui établit (2,9) par récurrence,

Alors en rassemblant (2.7), (2.8). (2.9), on obtient

pour tout compact K de E,

[ =< e ) - B
+ []vi(t) - vn(t)|& + V) - u%(t)”

b ] usts) - o

En passant & la limite successivement sur A N~ 0 , n » =,

T - o0 , on obtient le lemme,

Suite de 1la démonstration du théorédme VIII,2,1.

Soit K compact de E, on a
” uh ~ ul&:ﬁ ” uk _ uh'st% N H uh.e _ ugkk + “ W - uHK

Supposons d'abord ¥ ¢ ﬂh , alors

A€

I =l oee s o = 1€+ 4 - ]

A A

(ef. I.2.). D'apreés (2.5) ceci est borné uniformément en A,

D'autre part les résultats du chapitre I, §. 3 impliquent
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H w - uH -+ 0 quand ¢ = O (car ¥ ¢ ﬂh)' Donc en passant & la
limite A ~ O puis € v 0 on démontre le théoreme quand ¥ € By
Si maintenant ¥ € C, on régularise ¥ sur Yn € ﬂh' ¥ - ¥ dans

Cys | Wni[g e, (cf. §. 1.3).

n n A .
Fn notant uk' , u les cofits optimaux correspondants,
1'on obtiemt, par des raisonnements analogues & ceux du théo-

réme I1,3%.1,

A A
[

K

- s Y- 11’|]~ + YT(R)(C1+H ¥[))
K

s o+ | ¥l 3

ot K = | d(xo,x) < R1} ; K= {d(xO.Y) <R + R} et YT(R) est
la fonction intervenant dans 1'hypothise (1.4) de §. I.1.

De méne

n&ﬂmsuwﬂﬂ%+wmxﬂww»éﬂhﬁﬂw)

et comme

[ I R [ et A A
K X

en passant & la limite successivement A ~ 0, n t «© , R t =,

T t o . On obtient le résultat.

Remargue VIIT,2,1.

On peut faire des démonstrations directes pour les dif-
fusions fortes (éventuellement avec un terme poissonnien sous
des hypoth&ses convenables) cf, par exemple, A. BENSOUSSAN -
J.L. LIONS [11 | .

Quand on veut faire dépendre f et ¥ de A, plusieurs types

de résultats sont possibles.
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Donnons un premier type de résultat sans démonstration

(elle serait du méme genre que celle du théordme précédent).

On suppose que quand A — O

A

f* »f dans C

TA -+ V¥ dans C

(2.10) \
o' (t)g » olt)g dans ¢ Vy € C

B S b YO

On note uk le cofit optimal associé & @A. fh, TA, on dé-

montre alors.

Théoreme VIII,2, 2. Sous les hypothdses (1.1), (1,3), (1,4)

et (2,10)

uA —+u dans C guand A =0 ,

Ce type de résultat est cependant inguffisant pour les
problemes d'approximation (on ne sait pas démontrer, sauf si

X
I est compact que @ (t)g -» &(t)g uniformément sur E).

Moyennant une hypoth&se supplémentaire on va démontrer
le résultat utile pour 1'approximation des problémes de contrble

impulsionnel,

On suppose E = Rn (1)

P oy dans o, , ¥, ¥3o0, l]@“gco

) 2
(-2u

(1) Ceci pour simplifier, mais ce n'est pas essentiel,

2 . . . . .
(“) On pourrait refaire les démonstration gui vont suivre avec

fk — f dans C_, .

K
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: C,.T
Pi [ sup [xt-x | > R] S-.EEE_
0t R

uniformément en x et A,

L'hypothese Wh, ¥ >0 simplifie un peu les démonstra-
tions mais n'est pasg essentielle, BElle sera vérifide dans le

cas du contrfle impulsionnel,

Théoréme VITL, 2,3, Sous_les hypothéses (1), (1,3), (1,43,
(1.5) (2,11) et _(2,12)

I
— d c., .
u u dans K

Démonstration, On vérifie facilement que le lemme VIII,Z,1

est encore valable quand wh - ¥ dans CK gréce a 1'hypothtse (1,5)
et au fait que (2.7) fournit une estimation indépendente de A
puisque “ Wh]|5 <, indépendante de A.

On va chercher une estimation de
sup |uA’E{x) - uk(x)l » K compact de E,
x€K

en reprenant le type de démonstration fait dans A, BENSOUSSAN -

J.L. LIONS [11

On note Ji'e(v) le critére correspondant a uk’e(x)
Ji(m) le critere correspondant & uk(x).

A tout temps d'arrét T, on associe

0 i t <1,

Vt(t) = {

On seit que (ef. Ch. I §.3 )

1 81 t =7,

uk'g(x) > uh(x) .

On évalue

Yo IV (v ) - M)
X T x

Seit h > 0, on &
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—-(g=1)
Y = E f 5% ¢ ff+-1 \ﬁ‘]ds - B E“Tw)‘(x )
X . € X
L
—=(g=1) 400 ~~( -1 )
- E f % € flx )ds 4 Exf 59% 1‘¥]\(X Jds
X )
T T+h
T+h ——(S T)
+ E (y[ , Pl 1‘2)\(1: )ds - eaT?A(x )
N\,
(2.13) [t | < el £l
h
(2.14) |Y2f < & HT [|< c, Eh/k uniformément a x, A, T
T+h ——(s T
=B j1 e € mf?A(x - (x )]ds
T
T+h »-(s—r)
+ B Px )[I %% € las. Em].
X T £
T
_ ] 1t
Y3 = Y3 + Y3 s 1
™M R |'__._ (135)50‘1—;&1‘:]‘{)\(3{)1
3 T
donc
(2.15) Yg < 0 car on a supposé WA >0 YA
et
(2.16) IYéI < B et sup
T < 8 < T4h

On cherche maintenant une estimation de (2,16).

propriété de Markov forte

]Yél < Ex P Ex sup
T O0<s8sx<
S0it T arbitraire > O :
~aT
! K
|Y3’ =My (e i Ex
T 0
< I + II

Par la

: |V x )5 )|
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(2.17) N I AL O R
On introduit pour R quelconque
A= {w, sup X, X | = R}
<t <T
-at
I = Ex e szT XA Ex‘E supl...l
-atT
« B e X _p g B osup || = IIT 4+ 1V

T

(2.18) II< o, ==  (vax)  (er. (2.12)).
3 ge

On a aussi
c.h

Pi( sup I xsmx i > 6) < 4%? V AsX.
OD<sx<h 6
On intreduit donc
B = {w, sup I_XS-x(O) | < 8}
0O<s<h
T
III = E XXy By Xg  Sup ITA(XS)-TA(XO)|
T O<s<h
at
+ E e X X . B o sup l l
< T TA x. B 0<s<h
=V + VI
05h
{2.19) VI < — (uniformément en A,x,t).
&

Soit maintenant 60 > 0 fixé dans la suite, 60 >8>0

et K compact de E,

Y w € A, xT £ KR =ly=2z+z2' 3" €K, |zj < R} donc V¥V x € K,

Y w € A, XT € KR compact,

Soit d'aut t
Sol autre par KRaéo le compact

.6, ” A R IR SR CP N
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On a TA — ¥ uniformément sur KR 5 et TA est uniformément
13

continue sur KR 5 ainsi gue VY,
"o

On pose
pw(é) = sgp Iw(x‘)—w(x")l
xi.xﬂ
“R,6,
xx"| < 6
Bp g (M) = sip |V ()-vly)|
*~o ¥y £ KR.&
0
alors
(2.20) sup ITA(X’)—TA(K")I < p4(6) + 2BR 5 (h).
*“o

xtox" € K o
]
0]

lxt_xul < 5

Alors V devient

V< sup ' !Th(x‘)—wk(x")
x'.x" € KR.(5
o

lx'—x"l < &

»

(2.21) V< p\y(é) + By . ().
o

On rassemble (2,43) & (2,21) pour obienir

(2,22) sup [uh’e(x) - uk(x)| < el £ + c, gh/k + e, 5T
xeK )
T 05h
+ 03 EE + 7;? + pT(é) + QBR’éo(K)

Alors
sup |uk—ul(x) < Sup lux(x)—uk’g(x)|
XEK XX

+ sup IuA'E(x)muE(x)|
XEK

| ]

+
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=> compte tenu du lemme 2.1 et de {2.2)

Lim [sup luk(x)nuﬁx)l] < EH £ + 013h/8 + GEEGT
0 xEK
T h
+ 03 Eﬁ + 05 85 + pwﬁé) + H ue—u”K

en passant & la limite successivement :

E\

F
c o O

8

h
4]
R ~
T
On obtient le réaultat désiré,

Remargue 2,2.

L'hypothése (2.5) est donc inutile quand on fait 1'hypo-
these {2,11), (2.12),
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VIII.3. PROBLEME DE CONTROLE IMPULSIONNEL,

Les hypothéses sont celles de VIII.{| pour les semi-
groupes et on fera également 1'hypothése (2.12),

On se donne de plus

U compact de E
(3.1) £f>0, f€cC
ce ¢Cu) ele)>k>0 VEEU.

On pose
(3.2) He(x) = Inf [clE) + ¢lx+g)]

geu

et 1l'on considére pour A > O, uh solution maximum du systéme

uh < Muk
A —ab_A A f‘t-as A
(3.3) uix) < e @ (t) utix) + | o (8)r ds
o
uh € C

et u solution maximum du méme systéme avec @(t) au lieu de
@A(t). Il résulte de la théorie du contrdle impulsionnel {(cf.
Chapitre V) que uk, u existent et sont les colits optimaux de
problémes de contrdle impulsionnel pour lesquels 1l'on dispose
des résultals suivants : uk est également solution unique de

1'équation

A A . s -QT,, A
(3.4) u (x) = Inf E e r(x )ds + e Mu (x .
X s
T ) v
uh est limite uniforme des fonetions
A, A N 8 - A1
(3.5) W (x) = Inf Ex j1 e f(xs)ds + e ™ (x )
T 0 4
aveg
(\OO
(3.6) MOx) = B8 | 5%%r(x )ds .
< 5

De plus, on a l'estimation de ienaldi f45] (Cf. Vv )
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(3.7) MM < Cl
I llo =

et ceci est uniforme en A.

On & bien entendu l'analogue de (3.5), (3.7) pour u,

Théorsme VIIT, 3.1, Sous les hypothdses (1,1), (1,3), (1.4),
(1,5), (2.12) et (3,1), on &

uh -+ u dans CK , quand A = 0,

Démonstration,
lere étape. ¥y n u LW dans CK’ quand A ~ 0 . On a uh.o _ uo,
Le thécréme VIII.2.3 donne alors, compte tenu de (3.5) M u1.

Aol i

dansg CK quand A — 0. Ceci impligque Mu -+ Mu dans CK' en effet,

si l'on pose

f{:{y:x+z. x € K, ZEU})

~ i , , ~
K est compact, u - u uniformément sur K , donc

u1(x+§) + clg) - £, < clt) + uh’j(x+5) < u1(x+§)

+ c(g) + Eh

avec . = sup[uh'1(y) - u1(Y)l-
A ~
xcK

Donce

sup | Muh'1(x) - Mui(x)l < €
xtK

On en déduit que (cf. Théoreéme VIII.2.3), (

A

1) uh'2 - u2, dans

CK. la récurrence est alors immédiate.

1 . P £ .
(') Ceci n'a pas éLé précisé, mais on a

0 < uk,n(x) < ﬂ_gﬂu Y A,n

done on a bien toutes les hypolthdses qu'il faut pour appliquer le

théorame VII1,2.3.
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Z2eéme étape. :Soit X compact, on a

sup Iuk(x) - u(x)[ < “ uA(x) - uh’n(x)nc

xtK
+ sup Iuh’n(x) - un(x)l
xcK
-l
20 A.n n
< + sup |wt(x) - uw (x)].
vﬂ xEX

En passant & la limite A ~ 0 puis n 7 o« , on obtient le

théoreme,
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VIII.4. EXE4PLE,
VIII 1, Préliminaires,

On va considérer l'exemple de l'ampproximation d'un proces-
sus de diffusion par un proceasus de saut pur, Prenons pour Sim-

plifier E = R, soit également
(4.1) a(x) € CE(R). alx) » g>0,

et considérons le générateur

2

1 d
(_4,2) A = 3 a(x) d—x-ﬁ .

Une approximation en différence finie de Au peut 8tre

i

a(x) [u(x+h)+u(xmh)—2u(x)]
2 h.2

(4.3) 4 ulx)

gui s'éerit aussi

Ahu(x) = Eﬁgl [‘% ulx+h) + % ulx-n) - ulx) T

qui est de la forme

q(x) (J[ H(x.dy) u(y) - u(x))

By

avec M > q(x) =0, H(x.dy) probabilité de transition de Eh dans

1
B . ()
Pour résoudre 1'I.V
- alx) A+ oug £
2
(4.4) U< ¥

- % Au+ au - £¥u - w) =0

On résoudra en fait (par exemple)
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- Ay Eh(ih) + of (i) < £Gn)
(4.5)
Eh(ih) < ylih) ,i€ 2 ,

produit = O

Ce qui revient & ne résoudre

Ty e L

(4.6) W o< v . Xx ¢€R ,

Gﬁxﬁl+a%1_fxﬁfW):O s
qutaux points x = ih,

On va dans la suite étudier les propriétés de convergence
du processus assoclé A Ah et on en déduira une convergence de v

vers u d'ou il sera possible de déduire celle de Gh vers u,

VIIT.4,2, Vérification des hypothéses,

h s .
On notera & (t) le semi groupe associé & Ah’ @(t) celui

associé a A,

Lemme VIII,4,1. Sous les hypothéses (4,1), (4.3), Qp(t) est

FPellerien,

Il s'agit bien entendu d'une propriété de Feller pour la
topologie naturelle de R et non pour la topalogie discrdte pour

laguelle c'est trivial,

On note comme en VIII.1 par

)54 h
X = (Q:gnetsxtnpx)

PR . . h
la réalisation canonique de & (t) sur @ = DEO, = , E).
On a de fagon classique pour les processus de sauts si .

alt,x) = a®(t)flx), £ € Bt ¢ 0,77 ,
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QS

alx

(4.7) ult,z) = expl-~ t)f(x)

alx)s

+ Jf arz. e he fEHh(x'dy)u(_t-s,y)ds

I

oh‘]‘ Hh(k,dy)¢(y) %(¢(x+h)+¢(x—h)).
E

On montre sans difficuité (car a est borné) que pour

f e, (4.7) a une unique qolution dans CO([o,T]; c).

Done @h(t) est Fellerien quand E est muni de sa topolo-
gie "naturelle", La quasi continuité a4 gauche est ézalement
facile & voir puisque si T est le premier instant de saut de

£,

(4.8) P (.’E < t) = 1 = exp(-

a une densité par rapport & la mmsure de Lebesgue.

Lemme VIII.4.2. Sous les hypothdses du Lemme VITI,4,1,, onh a
(vérification de (2.12)). |

(4.9) P [ sup |x(t)-x|] > R] g =%~ v h >0, Vx¢€E
X
O0<tg'T

On sait que, ¥ f mesurable bornée,
fix,) f(x)— [‘t f(x )ds est un Ph martingale locale
Xy Jo J!lh 8 X & &

(c'est une martingale sur tout intervalle fini),

Pour n gquelcongue, prenons
(4.10) f(y) ==y (y A n) - x
définissons

T, = Inf (s 2 0 ]xs| > n)
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On a comme f est bornée

tATn
fx )*f(x)-L[

tATn 0

Ahf(x )ds
8
est une Pi martingale locale, Mais un calcul simple donne

Ahf =0

et comme f(xt . )-£(x) =

- X, on en déduit que x _— est
A
une P: martinga&e locale.

X
tATn ATy

Soit done Tm une suite croisssante de t.sa, Tn t o=, tels que

X ~x e3t une martingale.
tatnnTn
On calcule sans difficulté T
tATnA
2 h f 2
[x ~x|" = E £°(x )ds
Xt AT AT 1 X J Ah 5

(f donnée pur (4.10)), donc

x)% = H + t.1 .7

( i A'nA m

b4
tATnATm

ou Mt est une martingale nulle en O, Les inégalités de Doob

donnent alors

Eif sup X, p mx|21 < 2 sup B lxt 7
DwteT “A'na'm 0Oct< ™™ “Afnd’nm
1
< 2 E; TATnATm .
Dlon _
Ehf sup |x,~x|“ 1< 2 B T .1,,T
X t = A'BA m

6t comne T, e Tm t == , onh g

dtou (4.9).




- 316 -

Vérification de (1,5).

Lemme VIII. 4,3, {Pﬁ. n>o0, x € K}, o X est un compact arbi-

traire, est dtroitement relativement compacte,

On utilisera pour cela le criteére de compacité donné par

Lepeltier- - Marchal [40], & savoir

(4.11) v e, T, 3 n tel que
P [ sup lxtl >n]< e
0gtgl
yh>0, yxeK,.
(4.12) v e, ¥V 1n, 306 tel que
th sup ‘x -x_|>n]l<e
X t 8
s,t < b
yh>0, yx€K.
(4.13) v e, T, ns 3 0 tel que
bl
Px[ gup |xs—xt| >nl<e

g8 ¢t T
yh>0,x¢K

(4.14) ve, Th,m, 36 tel que

Ph[ sup sup min{\xtuxt l,}xt;xt 1>nl<e
¥ et <P t<tst 1 2
e 1 P
jt-t) <6
* yn>o0, x€K.

 yérifions (4,11)

PToswp x| =nls Pi( s jx-x| = - |x])
Fo<ct<g? 0 7

A
A
w
A
=]

pour tout K = ix ]‘xl < R}, on aura par (4.9)

n 2T
P [ sup | x | > n] < w < £

pour n asses grand,



. Vérifions (4,12).

Soit d'abord T un t.a borné., Posons

Z = sBup lx -X l.
o<s<? ° °

Par la propriété de iarkov forte, on a

bl
Ph( sup X —X | >l = Eh(P (z > 7))
X T T+8 : X X
O=ss<T T
donc
(4.15) P sup |x -x SI n) < E%
* 0 <s8<TT T N
Yh>0, ¥Yx¢eI,
En prenant T = & assez petit on a (a.12),
. Vérifions (4.13). On a
[xox, | < Ixpng gl + bmp_ gl s
donc
P:f © sup Ixs—xtJ > 1] < EPif sup xs—xT_hl > %]
T - 5=<8<t<T T-6<s<T
On applique alors (4.15) avec & asses petit,
. Vérifions (4,14).
On définit la suite de temps d'arrét
= - - 1
T, = a, T, = Inf(t > Tn—1lixt X_ ] > 5 )
n-1
(+ o0 si 1'ensemble est vide).
On a T, t strictement sur {Tn <+ o}, 81
sup sup min{ixt—xt l,le X, i} >N
t,<t t p
1< 5 S T | = t < t2 H
t,-t,
[t4-t,] < 8

alors il existe t € ]t1,t2[ tel que
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ixt—xt I >n et Ixt—xtzl >l

Supposons Tn > t1 > Tn—1’ alors

ns x| < lx x
k f11. O Ty

Donc t, <7 <t et t <<=
n - Ne 4

t L)
1 <t (de @éme )

. Doric’ 'Y @, I n tel que

—_—

lrn(m) - Tn_1(w)] <& .

Posons o ‘ o
'”6T = Inf(g -1~ I R
! n n-t' ‘n-i

¢ gy
v é %njtrouve & tel que

-

Py o g X
La propriété sera démontrée si

Wl p) o do didng sons 4 - P faagoud o
P le, FEH LSRR 6, TYYER

(en effet, ce qui précéde montre q@ehﬁﬂéyéhgmgggiggéﬂw&

B ] sbup | e b | e min{lx—x, Lxx, [0 n)
t1<t2 <T ’l:.1 < t.< t2 1-]_4-!_;-}
iz g“’f.;-{‘,} - d§17t2!~\5‘6i - y
egéiggéiﬁ% aans {6T < 8} ): Py Eramd -t
FEieg ;Laﬂﬁ & vava (¢1.h) as ipiLygs 10

Or
h- T n
Pxfén@] = P lms (Tn_Tnvf1+i?n\1<T)<6”}

TETIpTh aqmed sohrdius ol donisbh o
Inf Pt -1 T (T
[ n-1 -’ 1 ]
n
{5 Rem 300 oo GGl o ; r
i arb ey A ' PEETA ' 7
et < Inf P [ ‘sup |x -x | >3, =
= x" +8 2" n-1
n (.. 0<8=<3?8 n-1 " n-h
FREEN SR R RSN S IV T W B Co )
i h 1
L 102 4 Infr 'Px][. Bypuain lx:w ; T}+s—a{ D TI > j’]é
it T : T
n D<s<b n=14 i f

|
L G I S L, . -
éommegles'Tn 1AT sont bornés par T, on applique (4.15) et on ob~

tient le résultat.
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Ceci termine une premidre étape de la vérification (1.5).
Etape 2. Soit (hn,xn) - (h,x)

h ,h>0, X +X€EK,
n n

glors tout point limite de {Phn} est égal & Pﬁ.

hy
Soit une sous suite, encore notée Px . convergeant étroi-
n
temgnt vers P, ¥ £ ¢ C on a

hn
E fx ) w fx )
Xn O n

Comme w - x(o,w) est continue, f continue, on a
P
E f(xo) = fx) y £¢¢C
(4.16) => P(xO =x) = 1,
Montrons maintenant que ¥ £ ¢ C
t
(4.17) f(xt) - flx) - j; Ahf(xs)ds

est une P martingale,

Pour cela, il suffit de démontrer que ¥ f € C, ¥ ¢ conti-

nue sur Q. 3S mesurable,

h t
(4.18)  ©" {[f(xt)—f(xs)i]‘ b, £lx )ar Jo)

n 5 n

converge vers

t
(9) e el ) aee Jarol

¥ s,t en dehors de TP c & tel que TP est dénombrable, =t ¥ t ¢ TP,

w - x(t,w) est P ps continue. (Ceci existe cf, f40], [%5]),

Comme par le choix de s, t.g f(xt), @f(xs) sont continues

en w, 0N a la convergence des premiers termes de (4.18).




- 320 ~

D'autre part ﬂn(x) = f(x+hn) converge uniformément sur
tout compact vers f(x+h), donc on passe & la limite dans le

terme en Ah f.
n

On déduit de ceci que (4.19) est nulle V¥ s, t ¢ TP.
Comme TP est dense dans R+, pour s, t quelconque on prendra
TR t, Sn ~ 5, ¢ continue 38 mesurable donc Esn mesurable,
Donc,
P tn
E fcpff(xtn)--- f(xs ) —j Ahf(xr)dr]] =90

n ]
n

et de la continuité a droite de x_, on déduit que (4.19) est

t
nlle ¢ t, s,

11 suffit maintenant de démontrer que le probléme de mar-

tingale suivant a une sclution unigque

"Prouver P probabilité sur (Q.73) telle que
vfeB,
t
f(xt) - flx) - j\ Ahf(xs)ds est une P martingale (locale)

[¢)

plx =x) =1 "
o

Or ceci est facile car l'existence résulte des construc—
tions classiques d'un processus de markov associé a Ah, et pour
démontrer l'unicité, soit 7 = Inf(s > 0, g £ xo), on prend

f(-Y) =1 - X{x}(y), cn a

it

P p [ oA
F f(xt )=plr<ct) =8 j\ Ahf(xs)ds

AT o
t
f a(x) _P
= E X ds
t
= j‘ Eégl P[t > s] ds
alx)  °
h2

= P(.’Est)=1"'e .

D'autre pert ¥ f mesurable bornée on obtient
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EPf(xT) = %ff(x+h)+f(x—h)]

On en déduit facilement que deux éventuelles solutions
du probléme de martingale coincident alors sur ET; elles coin-
cident alors sur ¥ par un raisonnement analogue & celui de

Priouret [53 ] par exemple, Ceci termine 1'étape 2,

Etape 3. Soit (hn.xn) - (0,x), x . X €K, hn “~ , alors tout
point limite de la suite PKn est dgal & Px (diffusion associde

np
a A). Soit Pxn une sous sulite convergeant vers P,

On vérifie comme précédemment que
P(x(o) = x) =1 .

Vérifions que P(C(O.W.R)) = 1, On utilise pour cela le critere

de Billingsley {15] ¢ V e, ¥ 1, 3 ho’ § tels que

h
(4.20) p n[ sup sup ]x(s1)—x(sg)| >e|l<n
ot bS8, < t4b
®2

Soit N@ le nombre de saut de X, sur [t.t+8].

On a

hp

sup [x(s1)—x(sz)| < Né'hn P~ ps.

t<s, <«8_< t4b n

hn 1 (Bllyk =H5/n’
PX fN(S:k]gm-(EE e .
n ' n
d’'ou 5
h = Kk -
P n[N > Ji] < > ;% (éﬂ eM&/hn
x -5 =h e kI po
n n ¥ = 4o n
hy
5 (14
< 151
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£ 2
Ly hn,

On prend alors nO tel que (%) 0 < n ; puls & = 5=

(4.20) est alors vérifée,

Alors soit f € Ci(E), @ continue en w, 3t mesurable, on

A £lx) = aﬁj) pelx) + e, (x)
n

avec Eh(x) - 0 uniformément sur tout compact, comme @.ff(xs)-f(xt)]

est P ps. continue en w (puisque P{x{(0,R)) = 1, on montre que
P orete) - o £l
Exn {o[ £ xs) - £lx,) - . Ahn £{x )dr]}

converge vers

EP[?{f(xs) - f(xt) - j; Af(xr)dr}] s

donc que P est 1l'unique solution du probléme de martingale agsocié

5 (x, aﬁf) 8).

Etape_4. On a démontré que sur fO.ho] x K (v h0 > 0, V¥ K compact),

hy

h , , o
si (h .x ) - (h,x) alors P_ - P_ étroitement {avec P. = P_).
non X X X X

n
Donc si f est Pﬁ ps continue,

<) = [1 hn l o <) = h
gl ux ) -JQPxn(dm)f(w) p(h,x) _fQPx(dw)f(m).

En particulier si f est P: ps continue ¥ {n,x) ¢ [O.ho] x K,
plh,x) = j1P:(dm)f(w) est continue sur [O,ho] x K .
Donc ¢ est uniformément continue, Donc

p(h,) —*jﬂ Px(dw)f(w) uniformément sur K quend h - 0.
Q

. p h .
Or, pour g continue bornee sur K, w = g(x(t,m)) est Px ps continue
¥ h,x puisque, la loi des instants de sauts étant absclument conti-
nue psr rapport 4 la mesure de Lebesgue

P};(xt # xt_) = 3 Pi(rn:t) = 0
n=~o
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(si T, est le n*°™° instant de saut ),

. h rd
Donc finalement quand h - 0, @ (t)g‘+ @(t)g uniformément

sur tout compact, (v t fixé),

Supposons maintenant

n

n
g - g dans CK . hn -0,

il résulte de ce qui préciéde que la famille des probabilités de
transition {P (x,t,+), x € K} est étroitement coupacte,

Donec ¥V e > 0, 3 KE compact de E, tel que

h
P n(x.t,KE) =1 -¢ Yn, VvxeK.

D'oa 0 0
X = | "(t)e "(x) - alt)alx)]

h h h
< o Mt)g “x) - 2 Mt)elx)|

n
+ | "(t)elx) - a(t)g(x)|

A

hp h
;f P lx,t.ay) (g Py )-ely))]
KE

h
+ IJr P nCX.t.dy)(ghnug)l

K
3

h
v jo Mt)e - alt)e].
h h
X< |l g n—g|| +e.co + |0 g - @(t)gl&
K

3
donc

sup 060 P (x)-a(t)z(x) | < || el] b eoo
xCK £

h
+|le " - ot )zl

. , np hp
Donc quand n t o puis £ -» 0 on obtiemt que & (t)g - a(t)g
uniformément sur tout compact : ce qui termine la démonstration

de (1.5).
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Conclusion,

Les théordmes VIII,2.% et VIII.3.1 s'appliquent au cas
particulier considéré igei, si uh désigne le cofit optlmal d'un
problame d' arrdt ou de contrdle impulsionnel pour @ (t). u le

colit optimal du méme probléme pour la diffusion on aura donc
L uniformément sur tout compact,
sous les hypothéses de ces théorémes,

On peut se passer de la condition alx) = p > 0 si on
prend a(x) ¢ Ci a(x) = 0, (ce qui est espentiel et l'unicité de

la solution du probléme de mertingale associé & A).

Approximation de uh(x) par uh(ih).

En pratique on ne calcule que
w (in) ez .

Posons

: Gh(x) uh(ih) si x € [ih, (3+1)n[ .

Soit encore

Il

3 (x) w ([F]n) i [5]=3 surxé¢ [ih, (i+1)h].

Lemme VIIL, 4,4, Sous les hypotheses du Lemme VIIiI.4.1.

ﬁh -1 dans CK .

Démonstration,

Soit K compact de R, x € K, on a
!ﬁh(x)—u(x)[ = Iﬁh(x)—uh(x)l + |uh(x)—u(x){
< Lo (EI0)-u G|+ [y GO-u(e)|
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Or si K est wn compact fixé, x', x" € k
luh(x')—uh(x")l < ]uh(x')—u(x')l + Iu(x')—u(x")I
+ ]u(x")—uh(x")l.

De la continuité uwniforme de u sur K et de 1la convergence uni-

forme de uh vers u sur K, on a

Sup Iuh(x')—uh(x")l < 2 i!uh—uik + P, R(G)
x',x" € '
lxl___xnl

A =

Si Py Rté) est le module de continuité de u sur XK. En prenant K

goser grand, contenant X, on a

sup |% (x)=ulx)| < 2 -0 ~(h) -0
sup (5,001 < 2ll ol + 5, g0+ el

Donc Eh -+ u uniformément sur tout compact,

VIIL.A.2, Généralisations,

- Opérateurs elliptiques,

Donnons simplement la discrétisation & utiliser guand

a:dlag(.aii,...,add). E=R
(4.31) o4
aii € Cb R ) aii =B >0 ¥V 1,x ,

On prend de plus les coefficients de dérive

o,.d
(4,22) b€ C (R)
2
3 3
A= 3 a, —= + 3 b, g=
5 1i @xf S i Oxi
(4.23)  hu= Qapabevegh) fuivyfeag | ubeegh) fas
b2 G g % Y nfv, |+,
1 11
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Q,=2%a, +hT o]

{ h|b, |+a,
itThid

a

} = (hlbi|+aii) xbi >0 * i1 Xp.
ii

;=<0°

On peut refaire les mdmes calculs qu'au §., VIII.4.2 pour

vérifier les hypothéses des théortmes VIII.Z.8 et VIII,?.1,

On pourrait également prendre un opérateur elliptigue
avec aij £0, a>»pBIl > 0., continue mais les formules de dis-
crétisation se compliguent ; il n'y a pes de difficulté mathéma-

tique supplémentaire,

Bvidemment on peut remplacer les hypothéses a continu stric-

tement elliptique, par a semi définie positive, appartenant a
2, 4d
Cb(R ).
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CONCLUSION

On a obtenu iti des résultats d'existence de contrles optimaux
et de caractérisation du collt optimal pour le contrdle impulsionnel
d'une classe assez large de processus de markov, ainsi que, dans la
mesure du possible, les inéquations quasi variationnelles correspon-

dantes,

Cependant, il est bien clair que de nombreux problémes impor-

tents ntont pas été abordés,

Des résultats trés partiels sont cependant disponibles dans

beaucoup de cas mais un travail considérable reste & faire,
Sans que la liste soit exhaustive, on peut mentionner

- les problémes ergodiques : il s'agit d'utiliser des critéres

du type

T .
7 (v) = Lim% f E, £f{x )as + % olg’) x :
T poo o i1 T T

Pour les diffusions, un certain nombre de cas sont étudiés dansg
LASRY [36] (b). Pour des processus de markov de saut pur, qui sont un
exemple assez simple, un cas particulier est traité dans FAYOLLE - ROBIN
[24]. I1 faut remarquer que tous. les résultats disponibles concernent
des cas ol 1'on sait oblenir une régularité de la solution de 1'IQV qui

permet l'application d'une formule d'ITO,

-~ les problémes ol le contrdle est & la fois "continu" et impul-

sionnel (cf, [14] pour le cas de diffusions)

~ les problemes en "information imperfaite”, soit parceque seule
une partie de 1l'élat est observable, soit parceque 1l'observation de
1'état est brevetde, soit encore paroeque 1'état n'est pas observé en

permanence, L'analogue du "théoreme de séparation" existe cependant
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pour les problimes d'err8t optimal of, A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS [117]).
Pour le contr8le impulsionnel, ANDERSON - FRIEDMAN {3] [4] et ROBIN [63]

traitent des cas particuliers,
- les problemes de jeux (cf, [11] pour le cag des diffusions).

- les problémes avec contraintes (qui s'apparentent aux problémes
nulticriteéres qui, eux aussi sont totalement ouverts) : par exemple le
but est de minimiser un critée analogue & ceux utilisés dans ce travail,

so0it Jx(V)’ gous la contrainte
H (v) < K
X
ou Hx(v) est une fonctionnelle analogue & Jx(v).

- tous les problimes précédents peuvent &tre étudiés dans un cadre
markovien, mais également {comme dlailleurs les problémes traités dans
ce travail), pour des processus non markoviens, Il g'agit 1a d'un degré
d'abstraction supplémentaire mais il est clair que les conditions d'op-
timalités (& obtenir) ne donneront lieu & des méthodes numériques que

lorsque l'on se raméne & un cas markovien.



- 329 -

REFERENCES

La liste qui suit est loin d'étre compléte, une biblio-
graphie plus détaillée pourra &tre trouvée dans Shiriaev [65] pour
les problimes d'arrét optimesux et dens Bensoussan — Lions [11] pour
les travaux plus récents sur les problimes d'arrét et pour le con-

trfle impulsionnel,

[1] S, Agmon ~ A, Douglas - L, Niremberg , Estimates near the
boundary f£or solutions of elliptic partial differential
gquations,

Communication in Pure and Appl. Math, Vol XII, 6&23-727,
1959. |

[2] M. Alan - V.V.S. Sarma , Optimal meintenance and replacement
via semi markov decision model,

Int, J. on Systems Sc. 1975, Vol 6, n® 9, 809-818,

[3] R.F, Ainderson - A, Friedman , A quality control problem and
gquasi variationsal inegualities,

J. Rat. Mech, Analysis, & paraltre,

[4] R.F, Anderson — A, Friedman, Multi dimensional quality control
problems and quasi variational inequalities.

a parattre, (T.A.M.S).

[5] R.F. Anderson , A, Friedman, Quality control for markov chaine
and free boundary problens,

~ ~
8 paraltre,




- 330 -

Bensoussen - A, Friedman , Differential games with stopping

=

(6]
times end variational inequalities,

J. of Functional Analysis 1974. Vol 16, n° 3, 305-352.

[7] A. Bensoussan - J,L. Lions , Problemes de temps dtarrdt optimal
et inéquations variationnelles paraboliques.

Applicable fnalysis 3, 1973, 267-294.

[8] A. Bensoussan - J,L. Lions , Sur les inéquations variationnelles,

C.R.4.5 1975 , T. 280 , 989-996.

[9] A. Bensoussan - J.L, Lions , Temps d'arrét et conirdle impulsion~
nel : Inéquations variationnelles et gquasi variationnelles
d*évolution,

Université Paris IX, Cahier de Math, de la Décision, 1975,

n® 7523,

ﬁ(ﬂ A. Bensoussan - J,L. Licns , Variational inequalities and stopping
times,
Symposium on Calculus of Varaitions and Control Theory.

Madison, sept. 1975.

[11] A, Densoussan - J.L, Lions , Temps d'arrdt et contrdle impulsionnel,
Livre a parattre (Hermann) Paris, 1977.
[1@ A. Bensoussan - J,L. Lions , Nouvelles méthodes en contrdle impul-

sionnel,

J. of ipplied Math, and Opt. , 1974, Vol 1, ne 4, 289-312.

[+3] A. Bensoussan - J.L. Lions , Inéquations variationnelles et per-
turbations singuligres,
Colloque IRIA, Juin 1974, Lecture Notes in Economics and

Mathematical systems, n® 107, Springer Verlag, 1975.



[14)

[15]

[1 6]

(7]

(18]

[19]

[20]

1)

[22]

[23)

(24,

= 331 -

A. Bensoussan - J,L., Lions , Impulse and continuous control :
method of non linear quasi variational inequalities.

Moscou, Steklov Institute, 1974,

P. Billingsley , Convergence of Probability measures,

J. Wiley, 1975.

M, Bismut , Contrdle de processus de sauts,

C.R.A.§ T. 281, 1975, série &, 767-770.

M., Bismut , Le probléme de 1'arrdt optimal,
C.R.A. 8, T, 281, 1975, série A, 989-992,

R.M, Blumenthal - R,K. Getoor , Markov Processes and potential
theory,
Academic Preas, 1968,

Courrege - R. Priouret , Temps d'arrét d'une fonction alda-

d

toire, Recollement de processus de Markov,

Publig, Instit. Statist, Univ, Paris, t4, 1965, 245--et%
599, '

C. Dellacherie - P,A, Meyer , Probabilité et Potentiel,

Hermann 1976, Vol 1.

E. Dynkin , Markov processes,

Tome { et 2, Springer Verlag 1965,

B, Dynkin , Theory of Markov Processes,

Programm Press 1960,

E. Dynkin , Arrét optimal des processus de Markov,

Doklady Acad. , n° 150, 2, 1963, 238-240.

G. Payolle - M. Robin , Optimum gqueueing policies for multi pro-

cessors conmputers,

Preprints of Modelling and Performance evaluation of computer

systemns, North Holland, 1976,




(25] .

(26] M.

(27} ™.

(28] M,

(29] M,

[30] M.

- 332 -

Goursat ~ G. Maarek , Nouvelle approche des problémes de ges-
tion de stocks,

Rapport Laboria n® 148, 1976,

Goursat — 8. Maurin , Méthodes de résolution des 1.Q.V,
Colloque IRIA, Juin 1974, Lecture Notes in Economics and

Math, Systems n® 107, Springer Verlag 1975.

Goursat - J.P. Quadrat , Analyse numérique dtinéquation varia-—
tionnelle associée & des problemes d'arrét optimal,

Rapport Laboria 154, 1976,

Goursat - J.P. Quadrat , Analyse numérique d'inéquations quasi
variationnelles elliptiques associées & des problémes de
contrdle impulsionnel,

Rapport Laboria n¢ 186, 1976,

Coursat — J. Szpirglas , Application du Contrfle impulsionnel
4 un probléme de maintenance.

stme Congras National de Fiabilité, 1974,

-

Goursat - J. Sspirglas , Quelgues problémes de maintenance op-
timale d'une centrale téléphonique,

Annsales de Telecom, , 1976.

[31] 1.I. Gihman - A.V, Skorohod , Theory of stochastic processes.

Vol. 2, Springer Verlag, 1975.

[32) I.1. Cihman - A,V. Skorohod , Stochastic differential eguations.

Springer Verlag , 1970.

[53) B.I. Crigelionis - A,Shiriaev , On the Stefan Problem and optimal

stopping rules for Markov Processes.

Theor. of Proba. and Appl. 11, 1966, 541-558.



- 333 ~

[34] H. Kushner , Math. Programming studies, 1977,

[3ﬂ J, Jacod , Semi groupes et mesures invariantes pour les processus
semi merkoviens & espace d'état quelconque,
Ann, Inst, H, Poincaré, Section B, Vol. IX, n° 1, 1973,
T7-112,

BQ]T. Laetsch , A uniqueness result for elliptic quasi variational

inequalites, J, Of PFunct. Anal. 1975, 18, 286-287.

37 C. leguay ., Application du contrdle impulsionnel & un probléme
de gestion optimale d'énergie,

Thése Docteur Ingénieur, Paris IX, 1975,

[38] C. Leguay , Management science, & paraftre.

(39] D. Leroy , Application du contrdle optimal & un probléme dféchan—
' ge thermique,

Thése de 3eme cycle 1973, Paris.

[40] J.P. Lepeltier - B, Marchal , Probléme de Martingales et dqua-
tions différentielles stochastiques assocides & un opéra-
teur integro - différentiel.

Ann, 1. H. P, Vol, XII, n° {, 1976, 43-103,

[41] J.L. Lions , Quelques méthodes de résolution de problémes sux

limites non linéaires,

Dunod Paris 1969,

[42] J.L. Lions , Cours au Colldge de France 1973/1974
1974 /1975,




- 334 -

[43] P. Mandl , On the Control of a Wiener process by a limited num-
' ber of switching.
Th. of Proba. and Appl. XII. 1. 1967, 68-76.

(44] ¢. Hayer , Processus de Markov non homogénes et espace - temps,

inn, Inst. Henri Poincaré IV n° 3, 1968, 165-177.

[45] J.L. Menaldi , Thdse & paraftre.

[46] J.F. Mertens , Strongly supermedian functions and optimal stopping.
7, £ W, 26, 1973, 119-139.

[47) P.A, Meyer , Probabilités et Potentiels.

Hermann, Paris 1966,

(48] P.A. Meyer , Processus de Markoy.

Springer Verlag, Lectures notes in Math, n?® 26, 1967,

[49] F. Mignot - J,P, Puel , golutiohs maximum d'indquations varia-
tionnelles d'évolution et inéquations quasi variationnelles
paraboliques.,

C.R.A.S,T. 280, 1975, série A, 259-262,

[50] J. Weveu , Bases mathématigues du calcul de probabilités,

Gauthiers - Villars, 1968.

[51] U. Prabhu , Stochastic control of queueing systen,

Waval Research quarterly, 1974, 21, n° 3, 411-418,

2] U. Prabhu + S, Stidham , Optimal control of queueing systems,

in Mathematical methods in queueing theory. Lectures Notes

in Economics and Math, Systems n° 98, Springer Verlag 1974.



(53]

54]

[55]

Be]

57

8l

]

[60]
[61]

[62)

(63] .

=

=

.

i,

- 335 -

Priouret , Probldmes de maertingales,

Ecole d'été de Probebilité de St Flour 1973.

Lectures Notes in Math, no 390, Springer Verlag 1974.

Robin , Contr8le optimal de file d'attente.
Rapport Laboria n® 117, 1975.

Robin , Some optimal control problem for queueing systems,
Symposium on Stochastic Systems, Lexington 1975,

Math, Program,studies, 1976, Vol 6.

Robin , Contrdle impulsionnel avec retard pour les processus
de diffusion,

C‘RQA.SI Ta 282! Série A! 19761 463-466.

Robin , Sur le contrdle impulsionnel des processus markovien
et semi markovien,

C.R.A.8 T, 282, série A, 1976, 631-634,

Robin , Contrdle impulsionﬁel avec retard pour les processus
de diffusion,

Colloque France URSS 1976, 3 parattre (Dunod),

Robin,, Impulsive contrel with time lag,
Joint automatic control conference, Purdue University,

La Fayette 1976,

Robin , Impulsive control Sor a semi markov processes,

IEEE Conference on Decision and Control, December 1975.

Robin , Contr8le impulsionnel des processusrde Markov,

Annales de 1'Université de Clermont (& paraftre).

Robin , Optimal maintenance for semi-markov deterioration
models,

ALICQ sympdsium Venise, 3ept 1975.

Robin , Optimal Maintenance and inspection.

A paraftre (accepté;mrib 8e IFIP Symposium Optimization).



- 334 -

[64] B, Skelli , Existence et caractérisation des solutions du pro-
bldme d'arr8t optimal dans le cadre de la théorie générale
des progessus,

These 3eme Cycle Paris VI, 1976,

[65] A.N. Shiriaev , Seguentisl statistical Analyeis.
AMS Pub, Providence 1973,

&ﬂﬂ A.V. Skorohod , Studies in the theory of random processas,

Addison Weslsey, 1965,

[67] D. Stroock , Diffusion processes with lavy generator.
z.W.f.G 32, 1975, 209-244,

[68] D. Stroock - S. Varadhan , Diffusion processes corresponding to

Degenerate Elliptic opetators.

Comm. in Pure and Appl. Math, 1972, 25, pp. 651-T713.

[69] D. stroock - S. Varadhan , Diffusion processes with boundary cone
ditions,

Comm, in Pure and Appl. gath.. 1971, XXIV, 147-225,

'fﬂﬂ L. Stone , On the distribution of the supremum functional for
semi markov processes.

Ann. of Staet. 1969, Vol, 40, n° 3, 844-853.

f71] L. Stone , Necessary and sufficient condition for optimal control
of semi markov jumps processes,

SIAM J. Control Vol 11, n° 2, Mei. 1973 , pp. 187-201.

[72] T. Tobias , The optimal assation of diffusion processes and
parabolic variational inegualities.

Differential equations, Janvier 1973, pp. 534-538.

[73] H.W. Taylor , Optimal replacement under additive dommage and
other failure models,

Naval Research Quarterly, 1975, 1-18.



- 337 -

[74] P. Van Moerbecke , On optimal stopping and free boundary pro-
blems,

Arch, Rat, Mech:,

[75] . Yosida , Bunctionml Analysis,
Springer Verlag 1966,

[76) J. Zabcyck , Optimal control by means of switching,
Studies Math, XLV. 1973, 161=-171.

fTﬂ J. Zabecyck , Stochastic control with at most a denumerable
number of corrections,
In lectures Notea in Computer Science, 58 Conference on

Optimization Techniques, Vol 3 et 4, Springer Verlag 1973,

fﬁﬂ H.J. Engelbert , On optimal stopping rules for markov processes
with continuous time.

Th. of Proba, and Appl, XIX n? 2, 1974, 278-296.

ﬁ9] H.,J. Engelbert , On the theory of optimal stopping rules for
tlarkov processes,

Th. of Proba. and Appl. XVILI n° 2, 1973, 304-311,

Eﬂﬂ A.G, Pakeev , Optimal stopping rules for stochastic processes
with continuous parameter.

Th, of Proba, and Applic, 197G, 324-331,



