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Introduction générale au mémoire

Les résultats présentés dans ce mémoire d’habilitation à diriger les recherches
s’appuient sur les travaux que j’ai effectués depuis 2006, date à laquelle j’ai rejoint
le Laboratoire de Physique Théorique d’Orsay en tant que chargé de recherches au
CNRS. J’ai choisi d’articuler ce mémoire autour de trois grandes thématiques :

1. les systèmes élastiques désordonnés,

2. les propriétés de persistence,

3. les statistiques d’extrêmes.

La première partie s’inscrit dans la continuité des travaux que j’ai effectués lors
de ma thèse puis mon post-doctorat. Elle s’articule autour des résultats que j’ai
obtenus pour deux modèles élastiques désordonnés : le modèle SOS sur un substrat
désordonné en deux dimensions, et le voisinage de la transition de dépiégage d’une
ligne élastique, en dimension 1+1 dans un potentiel désordonné.
A la fin de mon post-doctorat, j’ai commencé à m’intéresser aux problèmes de per-

sistence, auxquels est consacrée la deuxième partie. Je présenterai donc mes travaux
sur la persistence, dans des situations de dynamique hors d’équilibre mais aussi d’un
point de vue un peu plus formel, en connexion avec les propriétés des racines réelles
de polynômes aléatoires. Enfin ces propriétés de persistence m’ont amené à m’in-
téresser aux statistiques d’extrêmes, qui constituent la part la plus importante de
ce mémoire, cette thématique étant actuellement mon sujet principal de recherche.
Cette dernière partie s’ouvre sur une assez longue introduction sur les statistiques
d’extrêmes, où sont présentés un certain nombre de résultats connus (et d’autres
moins connus).
Les travaux présentés ici s’appuient sur les 16 publications suivantes (afin de

maintenir l’homogénéité thématique de ce manuscript, un certain nombre de mes
publications depuis 2006 ne sont pas discutées dans ce qui suit) :

Première partie : systèmes élastiques désordonnés

• P. Le Doussal, G. Schehr, Disordered Free Fermions and the Cardy Ostlund
Fixed Line at Low Temperature, Phys. Rev. B 75, 184401 (2007),

• K. Schwarz, A. Karrenbauer, G. Schehr, H. Rieger, Domain walls and chaos in
the disordered SOS model, J. Stat. Mech., P08022 (2009),

• A. B. Kolton, G. Schehr, P. Le Doussal, Universal non stationary dynamics at
the depinning transition, Phys. Rev. Lett. 103, 160602 (2009).
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Deuxième partie : propriétés de persistence

• R. Paul, G. Schehr Non Markovian persistence in the diluted Ising model at
criticality, Europhys. Lett. 72(5), 719 (2005),

• R. Paul, A. Gambassi, G. Schehr, Dynamic Crossover in the Global Persistence
at Criticality, Europhys. Lett. 78 10007, (2007),

• G. Schehr, S. N. Majumdar, Statistics of the Number of Zero Crossings : from
Random Polynomials to Diffusion Equation, Phys. Rev. Lett. 99, 060603 (2007),

• G. Schehr, S. N. Majumdar, Real Roots of Random Polynomials and Zero Cros-
sing Properties of Diffusion Equation, J. Stat. Phys. 132, 235 (2008),

• C. Godrèche, S. N. Majumdar, G. Schehr, The Longest Excursion of Stochastic
Processes in Nonequilibrium Systems, Phys. Rev. Lett. 102, 240602 (2009),

• R. Garcia-Garcia, A. Rosso, G. Schehr, The longest excursion of fractional
Brownian motion : numerical evidence of non-Markovian effects, Phys. Rev. E
81, 010102(R) (2010) .

Toisième partie : statistiques d’extrêmes

• G. Schehr, P. Le Doussal, Extreme value statistics from the Real Space Renor-
malization Group : Brownian Motion, Bessel Processes and Continuous Time
Random Walks, J. Stat. Mech. P01009 (2010),

• G. Schehr, S. N. Majumdar, Universal Asymptotic Statistics of Maximum Rela-
tive Height in One-Dimensional Solid-on-Solid Models, Phys. Rev. E 73, 056103
(2006),

• J. Rambeau, G. Schehr, Maximum Relative Height of One-Dimensional Inter-
faces : from Rayleigh to Airy Distribution, J. Stat. Mech., P09004 (2009),

• H. J. Hilhorst, P. Calka, G. Schehr, Sylvester’s Question and the Random Ac-
celeration Process, J. Stat. Mech. P10010, (2008),

• G. Schehr, S. N. Majumdar, A. Comtet, J. Randon-Furling, Exact Distribution
of the Maximal Height of p Vicious Walkers, Phys. Rev. Lett. 101, 150601 (2008),

• J. Rambeau, G. Schehr, Extremal statistics of curved growing interfaces in 1+1
dimensions, Europhys. Lett. 91, 60006 (2010),

• P. J. Forrester, S. N. Majumdar, G. Schehr, Non-intersecting Brownian walkers
and Yang-Mills theory on the sphere, Nucl. Phys. B 844, 500 (2011).
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Introduction

Les systèmes élastiques en milieu désordonné ont été beaucoup étudiés ces vingt
dernières années, notamment parce qu’ils offrent une description théorique perti-
nente de nombreuses situations expérimentales. Par exemple les parois de domaines
magnétiques [1, 2, 3] ou ferro-électriques [5, 6], les lignes de contact dans les expé-
rience de mouillage [7, 8], les fronts d’invasion dans les milieux poreux [9, 10] ou les
lignes de fracture [11, 12, 13, 14] peuvent être modélisés par des interfaces élastiques.
Dans la plupart de ces situations, ces interfaces ou ces lignes seraient essentiellement
plates si elles n’étaient pas sujettes aux effets d’un désordre gelé, causé par des im-
puretés inévitablement présentes dans les conditions expérimentales. Les systèmes
périodiques comme les ondes de densité de charge [15], les réseaux de vortex dans les
supraconducteurs de type II [16, 17, 18] ou les cristaux de Wigner [19] peuvent aussi
être modélisés par une variété élastique ”plongée” dans un milieu aléatoire. Dans ces
cas-là, la structure élastique est décrite par le champ de déplacement autour du ré-
seau périodique parfait qui existerait en absence de désordre, par exemple le réseau
d’Abrikosov dans le cas des supraconducteurs. Dans ces systèmes, la compétition
entre l’élasticité et le désordre, même faible [20], donne naissance à des structures
rugueuses (et non plus plates), et à des phénomènes de piégeage collectif complexes,
dont une manifestation caractéristique est la transition de dépiégeage en présence
d’une force extérieure [21].
Du point de vue théorique, ces systèmes sont particulièrement intéressants car

il existe une grande variété d’approches analytiques pour étudier les propriétés vi-
treuses causées par cette compétition entre élasticité et désordre : des méthodes va-
riationnelles [22], le groupe de renormalisation fonctionnel [23], les méthodes d’an-
satz de Bethe [24, 25, 26, 27] ou encore les théories de champs conformes [28]. Il
existe par ailleurs un certain nombre de techniques numériques pour étudier ces
systèmes [29, 30].
Dans la première partie de ce mémoire, je décrirai tout d’abord mes contributions

à l’étude de différentes propriétés statiques d’un de ces modèles en dimension d = 2,
le modèle SOS sur un substrat désordonné (dit modèle de Cardy-Ostlund [31]).
Dans un deuxième temps, je présenterai mes travaux sur le régime non-stationnaire
au voisinage de la transition de dépiégeage d’une ligne élastique dans un potentiel
désordonné.
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Modèle SOS sur un substrat
désordonné 1

Dans ce chapitre, nous considérons le modèle ”solid-on-solid”(SOS) sur un substrat
désordonné décrit par le hamiltonien

HSOS =
∑

〈i,j〉
(hi − hj)

2 , hi = ni + di , (1.1)

où i ≡ (xi, yi) ∈ Z
2. Dans cette expression (1.1), la variable de hauteur ni (i =

1, . . . , N) prend des valeurs entières ni = 0,±1,±2, . . . et les variables di sont des
variables aléatoires gelées indépendantes, distribuées uniformément entre 0 et 1.
Dans la définition de HSOS (1.1), la somme porte sur les plus proches voisins 〈i, j〉
d’un réseau carré, de côté L. Ce hamiltonien (1.1) décrit un modèle discret d’interface
élastique bi-dimensionnelle dans un potentiel désordonné périodique. Dans la limite
continue, ce modèle (1.1) est décrit par un hamiltonien de Sine-Gordon avec une
phase aléatoire (et en l’absence de vortex), le modèle de Cardy-Ostlund [31] :

HCO =

∫

d2r(∇u(r))2 − λ cos(2π[u(r)− d(r)]) , (1.2)

où u(r) ∈ (−∞,+∞) est un champ de déplacement continu et les variables d(r) ∈
[0, 1] sont des variables aléatoires gelées et indépendantes de site à site.

En l’absence de désordre, il est bien connu que ce modèle (1.1) exhibe une tran-
sition de roughening : à haute température T > TR = 4/π, la surface est rugueuse,
caractérisée par une croissance logarithmique de la fonction de corrélation à deux
points (1.3) tandis que pour T < TR l’interface est plate, caractérisée par une satu-
ration de cette fonction de corrélation à grande distance. Cette transition est dans
la classe d’universalité de celle de Kosterlitz-Thouless-Berezinskii. En présence de
désordre la situation est très différente. A haute température T > Tg = 2/π, le
désordre n’est pas pertinent à grande échelle, et l’interface a toujours une rugosité
logarithmique :

T > Tg , C(r) := 〈(u(r)− u(0))2〉 ∼ T ln r , r ≫ 1 , (1.3)

où 〈. . .〉 dénote une moyenne thermique, . . . une moyenne sur le désordre et r = |r|.
La phase de basse température est au contraire plus rugueuse que la phase de haute
température :

T < Tg , C(r) ∼ A(T ) ln2 r +O(ln(r)) . (1.4)
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1.1 Rugosité à température nulle

Au voisinage de Tg, des méthodes de renormalisation de type gaz de Coulomb (nous
renvoyons à la Ref. [32] pour une revue de ces résultats) permettent de montrer que

A(T ) = 2τ2 +O(τ3) , τ =
Tg − T

Tg
, (1.5)

en bon accord avec des simulations numériques au voisinage de Tg [33]. Par ailleurs,
des simulations numériques à température nulle [34, 35], utilisant des algorithmes
d’optimisation combinatoire pour calculer exactement la configuration d’énergie mi-
nimale de ce modèle (1.1) ont montré que ce comportement en ln2 r de la fonction
de corrélation (1.4) se prolongeait jusqu’à T = 0, i.e. ANUM(T = 0) ≈ 0.5 > 0.
Une signature plus directe de la nature vitreuse de cette phase de basse température
peut être trouvée dans les fluctuations de susceptibilité, qui sont d’ordre O(τ) au
voisinage de Tg [36].
Par ailleurs, on montre que les fluctuations d’énergie libre ∆FL, pour un système

de taille finie L, sont logarithmiques, ∆FL ∼ lnL. Ce comportement est cohérent [37]
avec un exposant dynamique z qui dépend continûment de la température : on
montre en effet que z − 2 = O(τ) [32] au voisinage de Tg et z ∝ 1/T dans la
limite T → 0 [38, 39], indiquant un comportement des barrières d’énergie libre BL
également logarithmiques, BL ∼ lnL. Ces propriétés sont caractéristiques d’une
phase marginale décrite par une ligne de points fixes indéxés par la température,
contrairement au cas où θ > 0 décrit par un point fixe de température nulle [23].

Durant ma thèse, puis mon post-doc, j’ai étudié la dynamique relaxationnelle hors
d’équilibre de ce modèle, non seulement au voisinage de Tg [39, 40] mais également au
voisinage de T = 0 [38, 39]. Ici, je présenterai tout d’abord une étude de la rugosité
de l’interface à l’équilibre dans la limite de température nulle, puis des propriétés de
chaos en désordre, toujours à T = 0.

1.1. Rugosité à température nulle

Depuis une quinzaine d’années plusieurs auteurs ont proposé d’étudier certains
modèles désordonnés en dimension d = 1 + 1, notamment dans le contexte de la
localisation, par des méthodes inspirées des théories de champs conformes (CFT pour
Conformal Field Theory). Par exemple, plusieurs résultats exacts ont été obtenus
pour des modèles de fermions libres dans un potentiel désordonné, avec diverses
types de symétrie, en utilisant notamment des techniques de bosonisation, associée
à la super-symétrie [28, 41]. Ces méthodes de théorie de champs bi-dimensionnelles
sont certainement très attrayantes néanmoins il n’est pas encore très clair qu’elles
capturent la physique, possiblement non perturbative, de ces systèmes vitreux (et
notamment d’éventuelles transitions de gel, propres aux systèmes désordonnés [42]).
Le modèle de Cardy-Ostlund (1.2) est un bon exemple pour tester la validité de
telles approches puisqu’il est justement la forme ”bosonisée” d’un de ces modèles de
fermions en milieu désordonné qui a été étudié par ces méthodes [28, 41]. Dans ces
travaux [28, 41], les auteurs ont prétendu avoir résolu exactement ce modèle (1.2).
En particulier, ils ont obtenu un résultat, exact à tous les ordres en théorie de
perturbation, pour la fonction beta (qui décrit le flot de renormalisation de la théorie)
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Figure 1.1.: Axe des ordonnées à droite : AFF(T ) donnée par l’Eq. (1.6) obtenu
de la Ref. [28] et conduisant à AFF(T = 0) = 0. Axe des ordonnées
à gauche : le calcul exact de la configuration d’énergie minimale du
modèle (1.1) donne ANUM(T = 0) = 0.57 de la Ref. [35] (noté ’R. B. ’
sur cet axe) et ANUM(T = 0) = 0.51 de la Ref. [34] (noté ’Z. M. S.’),
indiqué en même temps que la valeur AFRG(T = 0) ≡ A(2) obtenue à
l’aide du FRG dans la Ref. [45]. A noter que les échelles des deux axes
sont différentes.

ainsi qu’une expression exacte pour les fonctions de corrélation, en utilisant des
techniques d’algèbre de courant développées en particulier par A. Ludwig [28]. On
peut déduire de ces articles [28, 41] le résultat pour l’amplitude A(T ) ≡ AFF(T ) (où
l’indice FF renvoie à ”free fermion”) qui caractérise le comportement anormal de la
fonction de corrélation C(r) en Eq. (1.4) :

AFF(T ) = 2τ2(1− τ)2 , (1.6)

où τ = (T −Tg)/Tg. Ce résultat est en accord avec le résultat perturbatif pour τ ≪ 1
en Eq. (1.5). Par ailleurs cette amplitude AFF(T ) exhibe un maximum pour τ = 1/2,
où AFF = 1/8 (voir Fig. 1.1), et finalement s’annule à température nulle T = 0. Ce
résultat AFF(T = 0) = 0 est en contradiction avec les simulations numériques que
nous avons mentionnées plus haut [34, 35] qui indiquent au contraire que A(T = 0) ∼
0.5 > 0. Par ailleurs le comportement de AFF(T ) est assez surprenant puisqu’on
s’attend a priori à ce que les effets du piégeage soient d’autant plus importants
que la température est basse. Ce comportement non-monotone de AFF(T ) rappelle
d’ailleurs le résultat (incorrect) obtenu dans un modèle relié, le modèle XY avec
une jauge aléatoire, en négligeant une infinité d’opérateurs qui deviennent en fait
pertinents à basse température [43, 44].

Dans la référence [45], nous avons proposé un calcul de cette amplitude A(T = 0)
à température nulle en utilisant les techniques du groupe de renormalisation fonc-
tionnel (FRG pour Functional Renormalization Group). Nous ne donnons ici aucun
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1.2 Chaos en désordre à température nulle

détail de ce calcul assez technique et énonçons seulement les résultats principaux
de notre approche, qui est donc un calcul perturbatif au voisinage de la dimension
critique supérieure en dimension d = 4 − ǫ. A l’aide du FRG, nous avons calculé
AFRG(T = 0) 6= 0 à l’ordre le plus bas d’une boucle, i.e. à l’ordre O(ǫ). Ce cal-
cul donne une estimation de AFRG(T = 0) ∼ 0.29, en accord raisonnable avec les
simulations numériques [34, 35], qui donnent ANUM(T = 0) ∼ 0.5 (voir Fig. 1.1).
Nous avons montré que le fait que AFRG(T ) ne s’annule pas à T = 0 est une consé-
quence directe de la non-analyticité du corrélateur du désordre au point fixe du
FRG. En d’autres termes, cela signifie que le résultat AFF(T = 0) = 0 (1.6) [28, 41]
n’est rien d’autre que le résultat de la réduction dimensionnelle [46]. Dans ce mo-
dèle (1.2), on montre en effet que le couplage entre élasticité et désordre génère,
dans l’action effective, des harmoniques plus élevées dans le terme de désordre, i.e.
les termes cos [4π(u(r)− d(r))], cos [8π(u(r)− d(r))].... Le comptage de puissance
révèle que ces termes ne sont a priori pas pertinents pour 1/2 < T/Tg < 1 1 mais ils
deviennent tous pertinents à T = 0, rendant le point fixe de température nulle non
analytique. Les équivalents de ces termes dans le modèle de fermions libres n’ont
pas été considérés dans les références [28, 41], expliquant qualitativement leur ré-
sultat AFF(T = 0) = 0. La prise en compte de ces opérateurs dans cette approche
proposée par A. Ludwig et ses collaborateurs, afin d’échapper à la réduction dimen-
sionnelle, reste un problème ouvert [47]. La compréhension détaillée de la phase de
basse température de ce modèle reste un problème intéressant pour le futur.

1.2. Chaos en désordre à température nulle

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la sensibilité de la configuration
d’énergie minimale (l’état fondamental) du modèle SOS (1.1) vis-à-vis d’une pe-
tite perturbation de la configuration du désordre. Pour cela, nous considérons une
première réalisation des variables aléatoires d1i et calculons l’état fondamental cor-
respondant h1i . Puis nous perturbons faiblement le substrat désordonné d2i = d1i +δǫi
avec δ ≪ 1 et où les variables ǫi sont des variables aléatoires indépendantes. Ici nous
les choisissons Gaussiennes de moyenne nulle et de variance unité. Nous calculons
ensuite l’état fondamental correspondant h2i . La question que l’on se pose est la
suivante : comment se comparent ces deux configurations h1i et h2i ?

Ce type de question est apparue il y a plus d’une vingtaine d’années dans le
contexte des verres de spins [48], où il a été proposé que le désordre pouvait induire
des propriétés de ”chaos statique”, c’est-à-dire une extrême sensibilité des configura-
tions du système à une modification des paramètres extérieurs (comme le désordre
ici, ou bien la température [49]). L’idée est alors que ces perturbations sont respon-
sables d’une dé-corrélation des configurations du système au-delà d’une longueur de
recouvrement ℓδ, qui diverge algébriquement lorsque δ tend vers 0 comme ℓδ ∼ δ−1/α,
où α est ”l’exposant de chaos”. Pour fixer les idées, considérons par exemple un verre
de spins d’Ising, HSG =

∑

〈i,j〉 Jijσiσj où σi = ±1 et où les couplages Jij sont des

1. On ne peut toutefois pas exclure que la dimension de ces opérateurs soit modifiée le long de
la ligne de points fixes.
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Modèle SOS sur un substrat désordonné

variables aléatoires continues, de variance J . Dans un système de taille finie ce ha-
miltonien HSG a deux états fondamentaux reliés l’un à l’autre par un renversement
global des spins. Dans le contexte de la théorie phénoménologique des gouttelettes
[48, 50, 51] une excitation de basse énergie du système est obtenue à partir de l’état
fondamental en retournant les spins d’une région de taille linéaire ℓ (c’est ce qu’on
appelle une gouttelette ou droplet) : ceci coûte une énergie Jℓθ (c’est ce qui définit
l’exposant θ). Si l’on ajoute maintenant une petite perturbation Gaussienne aux cou-
plages, d’une largeur δJ , l’excédent d’énergie de cette même gouttelette est modifié.
Pour un verre de spin, cet excédent d’énergie provient uniquement des liens à la
frontière de la goutellette et correspond donc à la somme de ℓds variables (de liens)
aléatoires, où ds est la dimension fractale de la gouttelette : cet excédent est donc
d’ordre ±δℓds/2. Cet argument prédit donc que l’état fondamental est instable par
rapport à une perturbation infinitésimale des couplages sur des échelles de longueur
ℓ telles que δJℓds/2 > Jℓθ, i.e. ℓ > ℓδ où ℓδ ∼ δ−1/αSG avec αSG = ds/2− θ. On voit
donc que pour les verres de spins, les propriétés de chaos en désordre sont intimement
reliées à la géométrie des excitations, à travers leur dimension fractale ds.
La situation est assez différente pour des systèmes élastiques en milieu désordonné,

comme le modèle SOS (1.1). Bien sûr cet hamiltonien, pour des conditions pério-
diques ou ouvertes a lui une infinité d’états fondamentaux qui différent simplement
par une translation globale du champ de hauteur ∆n ∈ {±1,±2, ...}. Dans ce cas,
toujours dans le contexte de la théorie des gouttelettes [50, 52, 53], une excitation
de basse énergie du système consiste en un domaine de taille ℓ qui diffère localement
de l’état fondamental par une translation ”unitaire”, c’est-à-dire ∆n = ±1 et le
coût en énergie est ℓθ. Considérons une petite perturbation du substrat désordonné
d2i = d1i + δǫi : ici l’excédent d’énergie vient du coeur de la gouttelette, qui est sujet
à une force aléatoire, et pas seulement de la frontière de cette région comme dans
le cas d’un verre de spin. Ainsi dans ce cas, on s’attend à ce que l’état fondamental
soit instable sur des échelles de longueur ℓ > ℓδ avec ℓδ ∼ δ−1/α et α = d/2 − θ.
Dans notre cas (1.1), d = 2 et θ = 0 et on s’attend donc à ℓδ ∝ δ−1.

Pour ce modèle SOS (1.1), les propriétés de chaos en désordre ont été démontrées
analytiquement au voisinage de la température de transition [36] et à T = 0 des
indications de chaos en désordre ont été observées par une mesure de corrélations
globales χ(δ) =

∑

i(h
1
i −h2i )2 [35]. Dans la référence [54], en suivant un travail récent

de Le Doussal, nous avons étudié les corrélations locales entre ces deux configurations
h1i et h2i caractérisées par la fonction de corrélation Cij(r) avec r ≡ (x, y) (et i, j =
1, 2)

Cij(r) = (hik − hik+r
)(hjk − hjk+r

) , (1.7)

où k + r ≡ (xk + x, yk + y) et pour un système invariant par rotation on a bien sûr
Cij(r) ≡ Cij(r) avec r = |r|. De façon tout-à-fait équivalente on peut étudier ces
corrélations dans l’espace de Fourier en définissant

Sij(q) = ĥiqĥ
j
−q , ĥ

j
q =

1

L2

∑

k

hjke
iq·k , (1.8)

où q · k = qxxk + qyyk. Pour un système invariant par rotation on a bien sûr
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1.2 Chaos en désordre à température nulle

Sij(q) ≡ Sij(q) où q = |q|. Dans la suite nous parlerons de corrélation intra-couches
pour évoquer les corrélations Cii(r) [ou Sii(q)] et de corrélations inter-couches pour
évoquer Ci 6=j(r) [ou Si 6=j(q)].
Les propriétés de chaos en désordre à T = 0 pour un système élastique désordonné

”générique” ont été étudiées dans la référence [53] à l’aide du groupe de renormalisa-
tion fonctionnel. A l’ordre d’une boucle en dimension d = 4− ǫ il a été montré que,
pour des systèmes dont le désordre a des corrélations à courte portée (ce qui inclut
par exemple les modèles ferromagnétiques avec couplages aléatoires) ou bien pour un
système dont le désordre est périodique en dimension d > 2 (comme par exemple le
modèle du verre de Bragg à une composante), les corrélations inter-couches prennent
la forme [53]

C12(r) = r2ζΦ(δrα) avec Φ(x) ∼
{

cst , x≪ 1 ,

x−µ , x≫ 1 ,
(1.9)

où cst est une constante, ζ l’exposant de rugosité, tel que Cii(r) ∼ r2ζ , et où µ est
l’exposant de dé-corrélation. Dans l’espace de Fourier, S12(q) a donc la forme :

S12(q) = ℓ
(d+2ζ)
δ ϕ(qℓδ) avec ϕ(y) ∼

{

y−d−2ζ+µ , y ≪ 1 ,

y−d−2ζ , y ≫ 1 ,
(1.10)

avec ℓδ ∼ δ−1/α et où le comportement de ϕ(y) à grand argument est tel que S12(q)
a une bonne limite lorsque ℓδ → ∞ (i.e. δ → 0), comme il se doit.

Le modèle SOS en deux dimensions (1.1) correspond à un cas marginal périodique
en dimension d = 2 [i.e. ζ = 0 (1.4) et donc θ = 0] pour lequel, comme cela est
discuté dans les références [53, 55], l’analyse conduisant aux résultats ci-dessus (1.9)
cesse d’être valide. En effet des termes non-locaux non pertinents en dimension d > 2
le deviennent en dimension d = 2 et nécessitent un traitement particulièrement ardu.
Pour décrire les propriétés de chaos en désordre à T = 0 on peut toutefois s’inspirer
des résultats de Hwa et Fisher obtenus au voisinage de la transition T . Tg [36].
Leurs résultats pour la fonction de corrélation inter-couches s’écrivent, dans l’espace
réel :

C12(r) ∼
{

σ ln2(r) , r ≪ Lδ ,

σ̂ ln(r) , r ≫ Lδ .
(1.11)

ou bien, de façon équivalente, en espace de Fourier :

S12(q) ∼
{

σ ln 1/q
q2

, q ≫ L−1
δ ,

σ̂
q2
, q ≪ L−1

δ .
(1.12)

Le but de notre travail [54] a été de répondre à deux questions principales : (i)
quelles sont les corrélations résiduelles au-delà de la longueur ℓδ, et en particulier
σ̂ (1.11) est-il fini à température T = 0 ? Par ailleurs quelle est la forme d’échelle
de la fonction de corrélation inter-couches C12(r), i.e. l’analogue de l’Eq. (1.9) à
partir de laquelle on peut extraire l’exposant α ? Ici nous présentons nos résultats
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Modèle SOS sur un substrat désordonné

numériques concernant l’étude de ces corrélations résiduelles. Nous renvoyons le
lecteur à notre article [54] concernant l’étude de la forme d’échelle de S12(q) (rendue
délicate par la présence de ces corrections logarithmiques (1.12) qui sont ici cruciales)
et mentionnons seulement que nos données numériques sont compatibles avec une
valeur de l’exposant de chaos α = 1, en accord avec l’argument présenté plus haut.
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Figure 1.2.: S12(q)∗y2/a(δ) en fonction de y = sin (q/2) pour différentes valeurs de
δ = 0, 0.1, 0.2, 0.3 et un système taille linéaire L = 256 sur une échelle
log-linéaire. L’écart par rapport à une ligne droite, pour δ > 0 est une
indication de chaos en désordre dans ce modèle. Ce comportement est
compatible avec l’ Eq. (1.12) et en particulier avec une valeur finie de
σ̂ à T = 0.

Pour étudier ces propriétés de chaos en désordre pour ce modèle SOS (1.1),
nous avons utilisé un algorithme d’optimisation combinatoire, l’algorithme dit de
minimum-cost-flow [29], qui permet de calculer exactement (et en un temps poly-
nomial) les deux configurations h1i et h2i correspondant respectivement au niveau
fondamental du système pour une configuration d1i et d2i (avec des conditions aux
bords libres). Pour mettre en évidence les effets de chaos en désordre dans ce
modèle il s’avère plus commode d’étudier S12(q) en variable de Fourier (le cros-
sover entre un ln r et un ln2 (r) étant assez difficile à identifier précisément dans
C12(r) dans l’espace réel). Nous renvoyons à la référence [54] pour plus de détails
aur les simulations et montrons ici seulement les résultats numériques. Ces simu-
lations ont été faites sur un réseau carré de taille linéaire L = 256 et pour calcu-
ler S12(q) nous avons choisi q = (q, 0) avec q = 2πn/L et n = 0, 1, 2, · · · , L − 1.
Sur la Fig. 1.2, nous présentons ces données pour S12(q). Le comportement en
Eq. (1.12) suggère de représenter q2S12(q) en fonction de q. Pour s’affranchir au
maximum des effets de taille finie il est commode de travailler avec la variable
y = sin (q/2) = [(1− cos (q))/2]1/2 plutôt que le vecteur d’onde q lui-même (bien sûr
pour q → 0 ces deux variables cöıncident à un facteur 2 près). Sur cette figure 1.2
nous traçons en fait S12(q)[sin (q/2)]

2/a(δ) en fonction de sin (q/2) sur une échelle
log-linéaire pour différentes valeurs de δ = 0, 0.1, 0.2, 0.3 [l’amplitude a(δ) est choisie

19



1.2 Chaos en désordre à température nulle

telle que les différentes courbes cöıncident pour sin (q/2) ∼ 1, avec a(0) = 1].
Pour δ = 0, où S12(q) = S11(q), les points sont quasiment sur une même droite,

ce qui suggère, pour q → 0, que S11(q) ∼ ln (1/q)/q2 : ceci produit bien le terme
en ln2(r) dans C11(r) en espace réel (1.4, 1.11), en accord avec d’autres simulations
numériques effectuées précédemment [34, 35]. Pour δ > 0, le comportement est assez
différent : à petit vecteur d’onde q, nos données numériques montrent une déviation
assez claire par rapport à la ligne droite, indiquant une saturation à une valeur finie
(et nous avons vérifié qu’il ne s’agissait pas d’effets de taille finie). Cette saturation
est une indication claire de chaos en désordre dans ce modèle. De plus, la saturation
de cette quantité S12(q)[sin (q/2)]

2/a(δ) à une valeur finie est compatible avec une
valeur finie de σ̂ > 0 en Eqs. (1.11, 1.12) à température nulle et la présence de
corrélations résiduelles.
Nous concluons ce chapitre en indiquant que nous avons également étudié, dans

la référence [54] les parois de domaines présents dans des configurations de plus
basse énergie de ce modèle SOS (1.1) avec des conditions aux bords appropriées.
Nous avons en particulier confronté certaines propriétés de ces domaines, en deux
dimensions, aux prédictions des théories SLE (Stochastic-Loewner-Evolution) [56,
57]. Bien que la statistique de ces domaines soient qualitativement bien décrites par
SLE, nous avons néanmoins montré que cette théorie seule ne suffisait pas pour
décrire de façon cohérente l’ensemble des propriétés de ces domaines [54].
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Dynamique non-stationnaire à
la transition de dépiégeage 2

Le désordre dans les systèmes élastiques a pour effet de piéger collectivement
ces structures et d’affecter de façon spectaculaire leurs propriétés dynamiques. En
particulier, lorsque ces systèmes sont soumis à une force extérieure f , la présence
de désordre conduit, à température nulle, à une transition de dépiégeage pour une
valeur critique de la force f = fc. Pour f < fc l’interface élastique est immobile
tandis que pour f > fc elle atteint un régime stationnaire caractérisé par une vitesse
moyenne constante v. Pour f & fc, il est intéressant de considérer cette transition de
dépiégeage comme un phénomène critique où la vitesse moyenne v > 0 joue le rôle
d’un paramètre d’ordre, se comportant comme v ∼ (f−fc)β au voisinage de la tran-
sition. Cette transition est caractérisée par une longueur de corrélation divergeant
lorsque f → fc comme ξ ∼ (f − fc)

−ν . Les exposants β et ν sont donc des expo-
sants critiques (universels). Cependant, près du point critique, le temps nécessaire
à la mise en place du régime stationnaire hors d’équilibre peut être extrêmement
long puisque le système garde la mémoire de la condition initiale sur des échelles
de longueur plus grande que la longueur de corrélation qui crôıt au cours du temps
comme t1/z, où z est l’exposant dynamique [38, 58]. Puisque cette croissance n’est
limitée que par la longueur de corrélation ξ (qui diverge au voisinage de la tran-
sition) ou la taille du système L, ce régime transitoire non-stationnaire peut être
”macroscopique” t . min(ξz, Lz) et il est donc pertinent dans un certain nombre
de situations expérimentales : l’étude de ce régime a fait l’objet de deux de mes
publications [38, 59].

Nous nous intéressons ici à la dynamique d’interfaces élastiques de dimension
interne d (donc d = 1 correspond à une ligne élastique) qui peut être paramétrisée
par un champ de déplacement scalaire ux,t qui décrit la position de l’interface dans un
milieu désordonné en dimension d+ 1. La dynamique sur-amortie de cette interface
en présence d’une force extérieure et à température nulle est décrite par l’équation
du mouvement :

η∂tux,t = c∇2ux,t + F (x, ux,t) + f , (2.1)

où η est le coefficient de friction, c la constante d’élasticité (on choisit ici une élasticité
purement harmonique et isotrope dans le cadre d’un ”modèle minimal”) et F (x, u)
est une force de piégeage aléatoire de moyenne nulle et avec des corrélations spatiales
de la forme F (x, u)F (x′, u′) = ∆(u−u′)δd(x−x′). En présence d’une force extérieure
f , la vitesse moyenne est donnée par v = L−d ∫ ddx ∂tux,t. Nous considérons ici, par
soucis de simplicité, le cas où l’interface est initialement plate à l’instant t = 0
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mais notre analyse reste valide pour une configuration initiale caractérisée par des
corrélations à courte portée.
Nous décrivons les propriétés dynamiques de ce système à l’aide de quantités à

deux temps t, tw : les fonctions de corrélation et de réponse comme des fonctions de
l’âge ou du temps d’attente tw. En introduisant la composante de Fourier ûq,t du
champ de déplacement ux,t nous définissons la fonction de réponse (linéaire) d’un

mode de Fourier Rq
tt′ à une petite perturbation extérieure ĥ−qtw

Rq
ttw =

δûqt

δĥ−qtw
, t > tw , (2.2)

ainsi que la fonction de corrélation d’un mode de Fourier Cqttw

Cqttw = ûqtû−qtw . (2.3)

Durant les quinze dernières années, de nombreux travaux ont concerné l’étude du
régime stationnaire de la dynamique décrite par l’Eq. (2.1). Dans ce cas, ces fonc-
tions à deux temps ne dépendent que de leur différence t − tw que les techniques
du groupe de renormalisation fonctionnel (FRG) ont permis d’étudier en grand dé-
tail [23, 62, 63, 64, 65]. Le FRG a en effet permis de calculer les exposants critiques
pour différentes classes d’universalité (e.g. un désordre avec des corrélations à courte
portée, un désordre périodique...) et des algorithmes particulièrement efficaces ont
été développés [30, 66, 67] pour étudier le diagramme des phases de ce système. En
revanche, le régime transitoire, caractérisé notamment par une brisure de l’invariance
par translation dans le temps a été beaucoup moins étudié.
Dans les références [38, 59], nous avons montré que ce régime présente des proprié-

tés de vieillissement, universelles, similaires à celles des dynamiques relaxationnelles
au voisinage d’un point critique (thermodynamique) [68, 69, 70]. Nous avons mon-
tré, en utilisant à la fois les techniques du FRG (à l’ordre de deux boucles) et des
simulations numériques (dynamique moléculaire) que ces fonctions de réponse (2.2)
et de corrélation prennent la forme d’échelle suivante :

Rq
ttw = (t/tw)

θR qz−2FR[q
z(t− tw), t/tw] , (2.4)

Cqttw = q−(1+2ζ)(t/tw)
θC−1FC [q

z(t− tw), t/tw] , (2.5)

où θR et θC sont deux nouveaux exposants critiques, indépendants des exposants
usuels, caractérisant la transition de dépiégeage. Ces exposants sont définis tels que
FR,C(y1, y2 → ∞) ∼ fR,C(y1) pour y1 fixé. Dans les Eqs (2.4, 2.5), les fonctions FR,C
sont des fonctions d’échelle universelles (à une amplitude non universelle prés) et ζ
l’exposant de rugosité.

Pour tester ces prédictions du FRG (2.4, 2.5), nous avons résolu numériquement
l’équation du mouvement (2.1) dans le cas d’une interface unidimensionnelle (d = 1).
A t = 0, l’interface est donc plate, ux,t=0 = 0 et nous calculons ensuite les fonctions de
réponse et de corrélation lorsque f = fc, la force critique étant calculée exactement
pour chaque réalisation du désordre en utilisant l’algorithme proposé dans les Refs.
[30, 66, 67]. Numériquement, il est plus facile de calculer la fonction de réponse
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Figure 2.1.: Réponse intégrée locale ρx=0
ttw (t− tw)−2/z et globale ρq=0

ttw (t− tw)−1/z en
fonction de t/tw pour une ligne élastique exactement à la transition de
dépiégeage. L’exposant θR est un nouvel exposant associé à la transi-
tion de dépiégeage : sa valeur numérique est estimée à θR = −0.6±0.02,
en très bon accord avec notre calcul à deux boucles θR ≈ −0.638 (2.7).
Notons ici que l’exposant dynamique est z = 1.5. Médaillon : pour
comparaison nous traçons ρq=0

ttw en fonction de t− tw.

globale intégrée plutôt que la réponse elle-même, ρq=0
ttw ≡

∫ tw
0 dsRq=0

ts ainsi que la

fonction de réponse locale intégrée ρx=0
ttw ≡

∫ tw
0 ds

∫

qR
q
ts. A partir des formes d’échelle

ci-dessus (2.4) on déduit

ρx=0
ttw

(t− tw)1/z
= h

(

t

tw

)

,
ρq=0
ttw

(t− tw)2/z
= h̃

(

t

tw

)

, (2.6)

où les fonctions h(y) et h̃(y) se comportent comme y−1+θR pour y → ∞. Sur la
Fig. 2.1 nous montrons les résultats de nos simulations numériques pour ρx=0

ttw et ρq=0
ttw

pour une interface de taille L = 2048 et moyennée sur 104 réalisations indépendantes
du désordre. Nous voyons que les formes d’échelle ci-dessus (2.6) décrivent très bien
nos données numériques. Par ailleurs, pour t/tw ≫ 1 nous observons un comporte-
ment en loi de puissance avec un exposant θR = −0.6±0.02 qui est bien le même pour
les deux fonctions de corrélation, ρx=0

ttw (t− tw)−1/z ∼ ρq=0
ttw (t− tw)−2/z ∼ (t/tw)

−1+θR .
Par ailleurs dans la référence [59], nous avons calculé cet exposant θR à l’ordre de
deux boucles :

θR = − ǫ
9
+

(

1

162γ
√
2
− ln 2

108
− 23

648

)

ǫ2 +O(ǫ3)

= −0.1111...ǫ− 0.03395...ǫ2 +O(ǫ3) , (2.7)

avec γ =
∫ 1
0 dy

√
y − 1− ln y = 0.54822... Pour ǫ = 3, cette expression (2.7), en

supposant que les corrections d’order O(ǫ3) sont faibles, donne θR = −0.638..., ce
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qui est très proche de la valeur numérique. Finalement dans la référence [59], nous
avons également calculé numériquement la fonction de corrélation et vérifié qu’elle
obéissait bien à la forme d’échelle ci-dessus (2.5). Toutefois, le calcul de l’exposant
θC par le FRG se révèle être particulièrement compliqué et reste encore un problème
ouvert.
Ce travail montre donc que le régime transitoire de la dynamique d’une interface

au voisinage de la transition de dépiégeage présente des propriétés universelles de
vieillissement, caractérisées par de nouveaux exposants (θR, θC). Ce système consti-
tue donc un des rares exemples de système désordonné en dimension finie où un
calcul analytique de ces propriétés est possible, et dont les prédictions sont en bon
accord avec nos simulations numériques. Outre leur intérêt théorique, ces prédictions
théoriques devraient être pertinentes pour décrire diverses situations expérimentales
comme la dynamique des parois de domaines dans des systèmes magnétiques ou les
lignes de contact dans le contexte du mouillage (nous avons vérifié numériquement
que ces formes d’échelles sont encore valides pour une élasticité à longue portée). En-
fin il serait intéressant d’étudier les conséquences de ces propriétés de vieillissement
pour les lignes de fracture.
L’étude des dynamiques hors d’équilibre et des propriétés de vieillissement dans

ce modèle, et dans d’autres situations que j’ai étudiées [38, 39, 40] m’ont conduit
à m’intéresser aux propriétés de temps de premier passage. En particulier, dans
ces situations, les formes d’échelles similaires à celles obtenues plus haut (2.4, 2.5)
permettent de décrire les propriétés de persistence, qui font l’objet de la partie
suivante.
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Deuxième partie .

Propriétés de persistence
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Introduction

Après plusieurs dizaines d’années de recherche, la compréhension et la description
des propriétés statistiques des ”zéros” de processus stochastiques non-Markoviens
restent un défi majeur pour les mathématiciens (notamment les probabilistes) mais
aussi pour les physiciens. Une quantité particulièrement intéressante dans ce contexte
est la probabilité de persistence Pc(t) : pour un processus stochastique X(t ≥ 0)
de moyenne nulle, 〈X(t)〉 = 0, la probabilité de persistence, ou simplement ”la
persistence”, est définie comme la probabilité pour que X n’ait pas changé de
signe dans l’intervalle de temps [0, t]. Ces propriétés statistiques de premier pas-
sage ont été abondamment étudiées dans les années 1960 par des mathématiciens
[71, 72, 73, 74, 75, 76], souvent inspirés par des problèmes d’ingénierie. Durant les
quinze dernières années, ces propriétés de persistence ont connu un vif intérêt dans
le contexte de la mécanique statistique des systèmes hors d’équilibre, non seule-
ment d’un point de vue théorique [77, 78] mais aussi expérimental [79]. Dans de
nombreuses situations physiques, allant de la dynamique de marche vers l’ordre de
systèmes ferromagnétiques (coarsening) aux interface fluctuantes ou aux châınes de
polymères, ces travaux [78] ont montré que Pc(t) décrôıt génériquement en loi de
puissance Pc(t) ∼ t−θc où l’exposant de persistence θc est en général non trivial.
Pour le mouvement Brownien, on a θc = 1/2 (qui est un résultat toutefois non tri-
vial, valide aussi pour des marches de Lévy [72]), mais le calcul analytique de cet
exposant devient extrêmement ardu pour des processus non-Markoviens [78].
Ces propriétés de persistence ont tout d’abord été étudiées dans le contexte de la

dynamique relaxationnelle de systèmes ferromagnétiques à température nulle, T =
0, lorsque la configuration initiale est totalement aléatoire (i.e. une configuration
de haute température) [77]. Dans ce cas, bien sûr, le processus stochastique X(t)
pertinent est l’aimantation locale, pour laquelle Pc(t) décroit en effet algébriquement
Pc(t) ∼ t−θc . Pour la dynamique de Glauber de la châıne d’Ising, on a par exemple
θc = 3/8 [84] tandis qu’en plus grande dimension, d ≥ 2 cet exposant n’est connu
que numériquement [77]. Un autre exemple d’exposant de persistence non trivial est
donné par l’équation de diffusion avec des conditions initiales aléatoires en dimension
d, que nous étudierons plus en détail dans le chapitre 3.
Après une discussion des propriétés de persistence pour l’équation de diffusion, je

présenterai divers aspects de la probabilité de persistence sur lesquels j’ai travaillé.
Dans le chapitre 4, je présenterai mes travaux sur la persistence de l’aimantation
globale de systèmes critiques. Dans le chapitre 5 je présenterai les connexions entre les
propriétés de persistence de l’équation de diffusion avec conditions initiales aléatoires
et la statistique des racines réelles d’une classe de polynômes aléatoires. Enfin, dans
le chapitre 6, je présenterai une extension des propriétés de persistence à l’étude des
grandes excursions de processus aléatoires entre deux zéros consécutifs.
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Un exemple instructif et non tri-
vial : l’équation de diffusion 3

L’exemple le plus simple exhibant des propriétés de persistence non triviales est
certainement celui des marches aléatoires. Depuis les travaux fondateurs du ma-
thématicien Sparre Andersen [72], les propriétés de premier passage de marches
aléatoires ont été abondamment étudiées et, pour plus de détail, nous renvoyons
le lecteur aux livres de Feller [80] et de Redner [81] ainsi qu’ à des notes de cours
récentes sur ce sujet passionnant [82, 83]. Dans ce chapitre nous avons choisi de
présenter un autre exemple qui a été beaucoup étudié en mécanique statistique, et
qui permet d’entrevoir la complexité de cet objet qu’est la persistence : l’équation
de diffusion, ou équation de la chaleur, en dimension d. Ici un champ scalaire φ(x, t)
évolue dans le temps selon l’équation déterministe

∂tφ(x, t) = ∇2φ(x, t) , (3.1)

avec des conditions initiales aléatoires, φ(x, t = 0) = ψ(x) où ψ(x) est un champ
aléatoire gaussien de moyenne nulle et avec des corrélations spatiales à courte portée,
[ψ(x)ψ(x′)]ini = δd(x−x′). Ici on utilise la notation [...]ini pour indiquer une moyenne
sur les conditions initiales. Pour un système de taille L, la persistence Pc(t, L) est la
probabilité pour que le champ φ(x, t), en un point donné de l’espace x, ne change pas
de signe jusqu’au temps t. La condition initiale étant statistiquement invariante par
translation la probabilité de persistence ne dépend pas de la position x, suffisamment
loin de la frontière du système considéré.

Pour un système de taille linéaire L, la solution de l’équation de diffusion (3.1),
en un point suffisamment éloigné de la frontière du système, est

φ(x, t) =

∫

|y|≤L
dy G(x− y, t) ψ(y) , G(x) = (4πt)−d/2 exp (−x2/4t) , (3.2)

où ψ(x) = φ(x, 0) est un champ Gaussien, décorrélé de site à site. Puisque l’Eq. (3.2)
est linéaire, φ(x, t) est une variable Gaussienne à tout temps t ≥ 0. Ainsi les pro-
priétés statistiques de ses zéros sont complètement déterminées par le corrélateur à
deux temps [φ(x, t)φ(x, t′)]ini. Pour étudier les propriétés de persistence Pc(t, L) il
est utile d’étudier le processus normalisé [78] :

X(t) =
φ(x, t)

[φ(x, t)2]
1/2
ini

. (3.3)

27



On calcule aisément sa fonction d’auto-corrélation a(t, t′) = [X(t)X(t′)]ini à partir
de la solution explicite donnée en Eq. (3.2). On obtient alors a(t, t′) ≡ a(t̃, t̃′) avec
t̃ = t/L2 et t̃′ = t′/L2

a(t̃, t̃′) =







(

4t̃t̃′

(t̃+t̃′)2

)d/4
, t̃, t̃′ ≪ 1 ,

1 , t̃, t̃′ ≫ 1 .
(3.4)

Considérons tout d’abord le régime t̃, t̃′ ≪ 1. Après la première étape de normalisa-
tion (3.3), il est utile de procéder à une seconde transformation en introduisant le
temps logarithmique

T = ln t̃ . (3.5)

Il est alors aisé de voir que, en fonction de ce temps logarithmique T , X(T ) en
Eq. (3.3) est un processus Gaussien stationnaire dont le corrélateur est donné par

a(T, T ′) ≡ a(T − T ′) = [cosh(|T − T ′|/2)]−d/2 , (3.6)

qui décrôıt exponentiellement, a(T − T ′) ∼ exp [−(d/4)|T − T ′|] pour |T − T ′| ≫ 1.
Ainsi, nous avons ramené le calcul de la probabilité de persistence Pc(t, L), pour
t≪ L2, au calcul de la probabilité de persistence P0(T ) du processus X(T ). On peut
alors utiliser un résultat pour un processus gaussien stationnaire dû à Slepian [75]
qui affirme que si a(T ) < 1/T pour T grand, alors P0(T ) décrôıt exponentiellement
P0(T ) ∼ exp[−θT ]. Ce théorème ne dit cependant rien sur l’exposant θ si ce n’est
qu’il dépend d’une façon non triviale du corrélateur complet a(T ) en Eq. (3.6) (et
pas seulement de son comportement asymptotique à T grand). Si l’on revient au
temps original t̃ = eT (3.5), on obtient alors Pc(t, L) ∼ t−θ(d), pour 1 ≪ t≪ L2. On
s’attend en effet à ce que l’exposant de persistence θ(d) dépende continûment de d
puisque c’est le cas du corrélateur a(T ) (3.6). Dans la limite opposée t ≫ L2, on a
Pc(t, L) → AL, une constante qui dépend de L. Ces deux comportements limites de
Pc(t, L) peuvent être résumés dans la forme d’échelle suivante [85] :

Pc(t, L) ∝ L−2θ(d)h(L2/t) , (3.7)

où la fonction h(u) ∼ cst, une constante indépendante de L et t pour u≪ 1 et h(u) ∝
uθ(d) pour u ≫ 1 où θ(d) est un exposant qui dépend continûment de la dimension
d. Ceci implique en particulier que, dans la limite L→ ∞, Pc(t) ≡ Pc(t, L → ∞) ∼
t−θ(d) pour t ≫ 1. Cet exposant a été mesuré dans des simulations numériques
[85, 86], donnant les estimations θsim(1) = 0.12050(5), θsim(2) = 0.1875(1). Le cas
de la dimension d = 1 est particulièrement intéressant puisque cet exposant a été
mesuré expérimentalement à l’aide de technique de Résonance Magnétique Nucléaire
(RMN) pour mesurer l’aimantation de spin d’un gaz de Xenon polarisé, en géométrie
unidimensionnelle [87], avec pour résultat θexp(1) = 0.12, en bon accord avec les
simulations numériques.

Malgré de nombreux travaux théoriques, il n’existe pas de résultats exacts pour
la valeur de cet exposant θ(d). Néanmoins, plusieurs méthodes ont été proposées
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Un exemple instructif et non trivial : l’équation de diffusion

pour en donner une valeur approchée. L’approximation la plus précise pour ce pro-
cessus de diffusion est certainement celle des intervalles indépendants (ou IIA pour
Independent Interval Approximation) [73], qui suppose l’indépendance statistique
des intervalles entre les ”zéros” successifs de φ(x, t). Cette méthode fournit les ap-
proximations suivantes : θIIA(1) = 0.1203..., θIIA(2) = 0.1862... [85], en accord
remarquable avec les simulations numériques. Une approche alternative, et plus sys-
tématique, consiste à développer θ(d) au voisinage de d = 0 où le processus est
Markovien [88, 89]. Cette expansion donne θ(d) = d/4 − 0.12065...d3/2 + ... [90],
qui nécessiterait certainement un calcul à l’ordre suivant pour rendre cette estima-
tion numériquement compétitive. Il existe encore une autre approche systématique,
introduite dans le contexte de ”la persistence en temps discret” [91] et qui donne
des résultats approchés pour θ(d) en très bon accord avec les simulations numé-
riques. Finalement, dans la limite de grande dimension d≫ 1, on peut montrer que
θ(d) ∼ 2−3/2θ∞

√
d où θ∞ est le taux de décroissance de la persistence P0(T ) associée

au processus Gaussien stationnaire dont les corrélations sont données par

C∞(T ) = 〈X(T ′)X(T ′ + T )〉 = exp

(

−T
2

2

)

, (3.8)

pour lequel P0(T ) ∼ exp (−θ∞T ), pour T ≫ 1.
Ceci montre donc que même pour un processus simple comme l’équation de dif-

fusion (3.1), la persistence est un objet particulièrement complexe, pour lequel il
n’existe pas de résultats exacts. Nous verrons au chapitre 5 que ces propriétés de
persistence pour l’équation de diffusion sont reliées à celles des racines réelles de
certains polynômes aléatoires.
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Persistence de l’aimantation
globale à un point critique 4

En mécanique statistique, les propriétés de persistence ont tout d’abord été étu-
diées dans le contexte des dynamiques relaxationnelles, de marches vers l’ordre (co-
arsening), de systèmes ferromagnétiques à température nulle T = 0 [77]. Dans ce
cas, nous l’avons dit en introduction, un processus stochastique naturel est l’ai-
mantation locale, c’est-à-dire la valeur d’un seul spin, pour laquelle Pc(t) décrôıt
algébriquement. En revanche, à température finie, T > 0, un spin individuel fluc-
tue très rapidement et la probabilité de persistence de l’aimantation locale décrôıt
exponentiellement à grand temps t.
Néanmoins, Majumdar, Bray, Cornell et Sire ont montré que si l’on considérait

au contraire la probabilité de persistence associée à l’aimantation globale, appelée
”persistence globale”, celle-ci décrôıt algébriquement dans la phase de basse tempé-
rature, i.e. en dessous de la température critique 0 ≤ T ≤ Tc, Pg(t) ∼ t−θ0 , avec
un exposant θ0 [92]. Le cas où le système est exactement à la température critique,
que nous allons considérer ici, est particulièrement intéressant puisque θ0 se trouve
être un nouvel exposant universel associé à la dynamique critique hors d’équilibre ce
ces systèmes [92]. Depuis, la persistence globale a été étudiée dans divers systèmes
critiques [89, 93, 94, 95] (nous renvoyons le lecteur à la référence [96] pour une étude
numérique récente de la persistence globale en dessous de Tc).

On considère donc un système ferromagnétique de taille linéaire L dans une confi-
guration totalement aléatoire à l’instant t = 0 que l’on place brutalement à sa tem-
pérature critique Tc où on le laisse relaxer vers l’équilibre. La dynamique critique de
ce système est alors caractérisée par l’évolution temporelle de la longueur de corréla-
tion ξ(t), qui dans ces systèmes crôıt algébriquement ξ(t) ∼ t1/z où z est l’exposant
dynamique : en général z ≥ 2 est un exposant non-trivial à un point critique. Dans
le régime de dynamique hors d’équilibre la longueur de corrélation est encore petite
devant la taille du sytème, ξ(t) ≪ L. Grâce à cette propriété il est possible de faire
des progrès analytiques dans le calcul de la persistence globale Pg(t). En effet, pour
un système d-dimensionnel, l’aimantation globaleM(t) est, par définition, la somme
de Ld variables aléatoires (les aimantations locales) qui ne sont corrélées que sur une
échelle de longueur ξ(t) ≪ L. Aussi peut-on évoquer le théorème de la limite cen-
trale pour affirmer que M(t) est un processus Gaussien, pour lequel différents types
d’approximation ont été développés [78, 88, 89]. Sous l’hypothèse additionnelle que
M(t) est un processus Markovien, l’exposant θ0 peut être relié aux autres exposants
critiques (statiques et dynamiques) par la relation [92]

θ0 = µ ≡ (λ− d+ 1− η/2)z−1 , (4.1)
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Persistence de l’aimantation globale à un point critique

où η est l’exposant statique (dit exposant de Fisher) et λ l’exposant d’autocorréla-
tion [97, 98]. Cependant,M(t) est en général non-Markovien et θ0 est donc un nouvel
exposant caractérisant la dynamique hors d’équilibre de ces systèmes critiques.

Ici nous verrons deux aspects de la persistence globale à un point critique sur
lesquels j’ai travaillé : les effets du désordre [95] seront présentés dans la première
partie tandis que dans la seconde partie je discuterai les effets d’une aimantation
finie de la condition initiale qui induit un changement de comportement intéressant
de la probabilité de persistence [116] .

4.1. Persistence globale à un point critique désordonné

Si les propriétés de persistence ont beaucoup été étudiées dans les systèmes purs, il
n’existe que très peu de travaux concernant les systèmes désordonnés, parmi lesquels
ne figurent que des systèmes unidimensionnels [99, 100]. Dans la référence [95] nous
avons étudié les effets du désordre gelé sur les propriétés de persistence globale à un
point critique. Pour cela, nous avons considéré un prototype d’une telle situation, le
modèle d’Ising dilué aléatoirement :

H = −
∑

〈ij〉
ρiρjsisj , (4.2)

où les variables si = ±1 sont des spins d’Ising au sommet d’un réseau hypercubique
en d dimensions tandis que les variables ρi sont des variables aléatoires gelées telles
que ρi = 1 avec une probabilité p et 0 sinon. Dans le cas pertinent du point de
vue expérimental où d = 3 [101], pour lequel l’exposant de la chaleur spécifique du
modèle pur est positif, αpure > 0, on s’attend, d’après le critère de Harris [102] 1 à ce
que le désordre modifie la classe d’universalité de la transition ferro-paramagnétique
dans ce modèle (4.2). Dans la limite de faible dilution 1 − p ≪ 1, les propriétés à
grande échelle de ce sytème (4.2), au voisinage du point critique, sont décrites par
un modèle de type φ4, avec une symétrie O(1) (pour le modèle d’Ising), avec un
terme de masse aléatoire, parfois appelé dans la littérature le ”random Ising model”
(RIM) [103] :

Hψ[ϕ] =

∫

dx

[

1

2
(∇ϕ)2 + 1

2
[r0 + ψ(x)]ϕ2 +

g0
4!
ϕ4

]

, (4.3)

où ϕ ≡ ϕ(x), ψ(x) est une variable aléatoire gaussienne décorrélée de site à site
ψ(x)ψ(x′) = ∆0δ

d(x − x′) et r0, la ”masse nue” (en langage du groupe de renor-
malisation), est ajustée de telle sorte que la masse renormalisée soit nulle (i.e. que
le système soit au point critique). Les propriétés statiques de ce modèle (4.3) ont
été abondamment étudiées dans la littérature, en particulier à l’aide des méthodes
du groupe de renormalisation (RG) [103]. Pour ce faire, on introduit n répliques
du système, ce qui permet de faire la moyenne sur les variables gelées ψ(x) [42] :
l’analyse par le RG se fait donc sur le hamiltonien ”répliqué”. L’approche standard

1. Le critère de Harris estime l’influence des fluctuations du désordre local sur les fluctuations
de température critique.
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4.1 Persistence globale à un point critique désordonné

conduit à un point fixe, accessible perturbativement en dimension d = 4− ǫ, qui est
symétrique par rapport aux permutations des répliques (replica symmetric). Notons
que si les travaux [104, 105] ont d’abord montré qu’à l’ordre d’une boucle – dans la
théorie de perturbation – ce point fixe était instable par rapport à une perturbation
infinitésimale qui brise cette symétrie des répliques, il a ensuite été montré [106, 107]
que la stabilité du point fixe symétrique était restaurée si l’on incluait les corrections
à l’ordre de deux boucles. Néanmoins l’existence d’une phase de type ”verre de spin”
dans ce modèle [108], ayant son origine dans des contributions non-perturbatives que
l’approche par le RG ne prendrait pas en compte reste un problème ouvert, même si
les simulations numériques disponibles sont en très bon accord avec les prédictions
du RG [109].
Ici nous souhaitons décrire la dynamique relaxationnelle, vers l’équilibre thermo-

dynamique, de ce système (4.3) couplé à un bain thermique à la température Tc.
Bien qu’il n’y ait pas de façon canonique d’écrire une équation d’évolution pour un
tel système classique couplé à son environnement (pour cela il faudrait revenir à une
description quantique du système et du bain thermique et en dériver la limite clas-
sique [69]), on décrit souvent cette dynamique dissipative phénoménologiquement
par une équation de Langevin (dite modèle A dans la nomenclature de Hohenberg
et Halperin [110]) :

η
∂

∂t
ϕ(x, t) = − δHψ[ϕ]

δϕ(x, t)
+ ζ(x, t) , (4.4)

où ζ(x, t) est un bruit blanc gaussien tel que 〈ζ(x, t)〉 = 0 et 〈ζ(x, t)ζ(x′, t′)〉 =
2ηTδ(d)(x − x′)δ(t − t′) et η le coefficient de friction (fixé à 1 dans la suite, η =
1). Initialement, à t = 0, le système est donc dans une configuration aléatoire, de
moyenne nulle [ϕ(x, t = 0)]ini = 0 caractérisée par des corrélations à courte portée
[ϕ(x, t = 0)ϕ(y, t = 0)]ini = τ−1

0 δd(x − y), où τ−1
0 n’est pas pertinent au sens du

groupe de renormalisation [97] (et dans la suite on pose τ−1
0 = 0). L’aimantation

globale M(t) est donc par définition

M(t) =
1

Nocc

∑

i

ρisi(t) =
1

Ld

∫

dxϕ(x, t) , (4.5)

où Nocc est le nombre total de sites occupés. Nous cherchons à calculer la persis-
tence globale Pg(t), c’est-à-dire la probabilité (moyennée sur le désordre) pour que
l’aimantation n’ait pas changé de signe dans l’intervalle de temps [0, t]. Comme nous
l’avons expliqué plus haut, M(t) est un processus Gaussien, il est donc complète-
ment caractérisé par la fonction de corrélation à deux temps Cttw = 〈M(t)M(tw)〉.
Des arguments d’analyse dimensionnelle conjuguée aux méthodes de renormalisation
dynamique permettent de montrer que cette fonction de corrélation s’écrit sous la
forme [68, 70, 111, 112, 113] :

〈M(t)M(tw)〉 = Ad t
2−η
z

(

t

tw

)
d−2+η−λ

z

F

(

t

tw

)

, (4.6)

où F (x) est une fonction d’échelle universelle et Ad est une constante non universelle
définie telle que limx→∞ F (x) = 1. Pour étudier les propriétés de persistence de
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Persistence de l’aimantation globale à un point critique

M(t) l’idée est d’introduire le processus normalisé m(t) = M(t)/

√

〈M2(t)〉 comme
précédemment en Eq. (3.3) qui a bien sûr les mêmes propriétés de persistence que
M(t) mais dont la fonction de corrélation 〈m(t)m(tw)〉, obtenue simplement à partir
de (4.6) est une fonction du rapport des temps t/tw seulement. Si finalement on
utilise une échelle de temps logarithmique T = ln t comme en Eq. (3.5), on obtient

〈m(T )m(Tw)〉 = e−µ(T−Tw)A(eT−Tw) , µ = (λ− d+ 1− η/2)z−1 , (4.7)

où la fonction A(x) est telle que

A(x) ∼
{

1 , x→ 1 ,

Bd , x→ ∞ ,
(4.8)

où Bd est une constante universelle. Si le processus m(T ) est Markovien, alors sa
fonction de corrélation est une pure exponentielle [76], 〈m(T )m(Tw)〉 = e−µ(T−Tw),
i.e. la fonction A(x) = 1 pour tout x dans l’Eq. (4.7). Dans ce cas, on peut utiliser
un théorème de Slepian [75] (donc pour un processus Markovien cette fois-ci) pour
obtenir que la probabilité de persistence Pg(T ) décrôıt aussi exponentiellement avec
le même taux µ pour T ≫ 1, Pg(T ) ∼ exp (−µT ). En rappelant que T = ln t, on
obtient bien que supposer que M(t) est Markovien conduit à la relation θ0 = µ
annoncée plus haut (4.1). En revanche si M(t) n’est pas Markovien la fonction A(x)
n’est pas une simple constante et un autre théorème de Slepian [75] dit seulement
que Pg(T ) ∼ exp (−θ0T ) mais ne dit rien sur l’exposant θ0.
Il n’existe pas à ce jour de résultat exact pour la fonction A(x) (et d’ailleurs si

tel était le cas le calcul de l’exposant θ0 resterait non trivial). Toutefois, à l’aide
de méthodes de théorie des champs et de renormalisation on peut calculer cette
fonction d’échelle (ainsi que les exposants critiques) au voisinage de la dimension
critique supérieure, ici en d = 4−ǫ. On montre alors que ces quantités admettent des
développements perturbatifs en puissance de ǫ1/2 [103] (on trouvera une discussion
de la convergence de ce développement perturbatif dans la référence [114]). Les
exposants intervenant dans l’expression de µ dans l’Eq. (4.7) admettent alors le
développement (à l’ordre le plus bas) [111] :

z = 2 +

√

6ǫ

53
+O(ǫ) , λ = 4 +O(ǫ) , η = O(ǫ) , (4.9)

tandis que la fonction d’échelle A(x) est donnée par [112, 113]

〈m(T )m(Tw)〉 = e−µ(T−Tw)A(eT−Tw) ,

A(x) =

(

1 +
1

4

√

6ǫ

53

(

x ln
x− 1

x+ 1
− ln

x2 − 1

4x2

)

)

+O(ǫ) . (4.10)

Cette expression (4.10) montre donc que m(T ) est un processus non-markovien
mais ”faiblement” non-markovien dans le sens que la partie non-triviale de A(x)
est d’ordre O(

√
ǫ), qui est formellement un petit paramètre. On peut alors utiliser

la théorie de perturbation proposée par Sire et Majumdar [88] puis reprise et simpli-
fiée par Oerding et al. [89] qui consiste à calculer θ0 pour un processus ”faiblement”

33



4.2 Crossover dynamique de la persistence globale en conséquence d’une
aimantation initiale finie

non-Markovien, donc ici perturbativement en puissance de
√
ǫ (4.10). On obtient

alors [95]

∆ ≡ θ0 − µ =

√

6ǫ

53

√
2− 1

2
+O(ǫ) = 0.06968... en d = 3 , (4.11)

où µ est la valeur correspondant à l’approximation markovienne (4.1). On notera que
dans ce cas désordonné, les effets non-markoviens se font sentir sur θ0 au premier
ordre en théorie de perturbation (à l’ordre d’une boucle) tandis que dans le cas
pur, l’équivalent de ∆ (4.11) n’est non-nul qu’au deuxième ordre de la théorie de
perturbation [88, 89]. Enfin nous avons comparé l’estimation de θ0, fournie par notre
calcul perturbatif à une boucle qui donne, en d = 3, ∆ = 0.06968 (4.11), à une
simulation Monte-Carlo, dont on a extrait l’estimation ∆num = 0.08 ± 0.04. Ceci
montre donc que notre approche analytique, certes perturbative, permet de décrire
assez précisément nos données numériques en dimension d = 3.

4.2. Crossover dynamique de la persistence globale en

conséquence d’une aimantation initiale finie

Un autre aspect de la persistence globale auquel je me suis intéressé concerne les
effets d’une aimantation initiale finiem0 > 0, toujours pour des modèles ferromagné-
tiques au point critique mais sans désordre 2. On considère donc un système décrit
par un Hamiltonien similaire à celui donnée en Eq. (4.2) :

H = −
∑

〈ij〉
sisj , (4.12)

où les variables si = ±1 sont des spins d’Ising au sommet d’un réseau hypercubique
en d dimensions. Comme précédemment, le système est initialement dans une confi-
guration désordonnée mais avec une aimantation moyenne m0 non nulle. On place
alors brutalement ce système à sa température critique Tc et on le laisse relaxer
vers l’équilibre. Dans le cas où l’aimantation initiale est finie, il est alors bien connu
que l’aimantation globale moyenne commence par augmenter (Fig. 4.1) avant de
finalement décrôıtre à zéro [97] aux temps longs :

〈M(t)〉 ∼
{

m0 t
θ′ , t≪ τm ,

t−β/(νz) , t≫ τm ,
(4.13)

où θ′ > 0 est connu sous le nom d’exposant d’initial slip, tandis que β et ν sont
les exposants critiques statiques et z l’exposant dynamique. Le comportement de
τm avec m0 s’obtient simplement en faisant cöıncider les deux régimes temporels de

(4.13), i.e. τm ∝ m
−1/κ
0 , κ = θ′ + β/(νz). La croissance initiale de l’aimantation,

〈M(t)〉 ∼ m0 t
θ′ est assez peu intuitive mais peut être comprise qualitativement de la

2. On s’attend toutefois à observer le phénomène décrit ici également pour un système ferroma-
gnétique tel que le modèle d’Ising dilué au point critique (4.2).
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t−β/νz

m0t
θ′

t

M (t)

m0

τm

Figure 4.1.: Représentation (schématique) de l’évolution de l’aimantation M(t)

lorsque l’aimantation initiale m0 > 0. On a en particulier τm ∼ m
−1/κ
0 .

façon suivante [115]. A l’instant initial t = 0, la longueur de corrélation dans le sys-
tème est essentiellement nulle, (i.e. de l’ordre du pas du réseau pour un modèle sur
un réseau), puis ξ(t) crôıt avec t. Néanmoins pour t petit, i.e. t≪ τm, la longueur de
corrélation reste petite et les effets des fluctuations dans le système sont quasiment
inexistants. On peut donc supposer que le système est alors correctement décrit par
une approche de champ moyen. Dans cette approximation de champ moyen, il est
bien connu que la température critique TMF

c est significativement supérieure à la
température critique Tc exacte (pour des systèmes en interaction à courte portée).
Donc aux temps courts, le système se trouve en quelque sorte dans une phase or-
donnée (du modèle en champ moyen) et l’aimantation crôıt en conséquence. Bien
sûr, aux temps plus longs, les corrélations s’établissent dans le système et finalement
〈M(t)〉 décrôıt à zéro.

Dans la référence [116], nous avons étudié la probabilité de persistence Pg(t) du
processus M̃(t) =M(t)−〈M(t)〉 lors de la dynamique relaxationnelle de ce système,
décrit aussi par les Eqs. (4.3, 4.4) mais sans désordre, i.e. ψ(x) = 0, et avec une ai-
mantation initiale non nulle [ϕ(x, t = 0)]ini ∝ m0 et toujours des corrélations à courte
portée. Notons que les études précédentes de la persistence globale, à l’exception de
la référence [93] dans le contexte un peu différent d’un modèle de réaction-diffusion
(dans la classe d’universalité de la percolation dirigée), avaient uniquement considéré
le régime t ≪ τm (puisque m0 = 0 dans ces travaux, correspondant formellement à
τm → ∞). Nous avons montré que la persistence Pg(t) exhibe deux comportements
dynamiques distincts, où dans les deux cas Pg(t) décrôıt algébriquement mais avec
deux exposants distincts θ0 et θ∞. Autrement dit, le changement de comportement
dans 〈M(t)〉 (4.13) admet une contrepartie dans le comportement de Pg(t) sous la
forme :

Pg(t) ∼
{

t−θ0 , t≪ τm ,

t−θ∞ , t≫ τm ,
(4.14)
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où θ∞ est un nouvel exposant de persistence caractérisant la dynamique hors d’équi-
libre de ce système.
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Figure 4.2.: Gauche : Probabilité de persistence globale Pg(t) pour différentes
valeurs de l’aimantation initiale m0 = 0.0, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 et 1.0.
Toutes les courbes décroissent initialement avec un exposant θ0 ≃ 0.235
puis, à grand temps, avec un exposant différent θ∞ ≃ 1.7. Droite :

Pc(t)m
−θ0/κ
0 en fonction du temps adimensionné t/m

−1/κ
0 , en accord

avec la forme d’échelle en Eq. (4.15) avec θ0 = 0.235 et κ = 0.249 [70],
pour les mêmes données numériques que la figure de gauche.

Plus précisément, à l’aide des méthodes de théorie des champs perturbative et
de renormalisation dynamique, similaires à celles utilisées précédemment dans le
paragraphe 4.1, nous avons montré que Pg(t) se comporte de la façon suivante :

Pg(t) ∼ AP t
−θ0P(t/τm) , P(x≫ 1) ∼ xθ0−θ∞ , (4.15)

où AP une constante non-universelle fixée telle que P(0) = 1. Ce nouvel exposant θ∞
peut-être calculé perturbativement, en suivant le même raisonnement que précédem-
ment. En particulier, en supposant que M̃(t) est Markovien, on obtient l’équivalent
de la relation (4.1) sous la forme

θ∞ = µ∞ ≡ 1 + d/(2z) , (4.16)

et dans la Ref. [116], nous avons calculé les corrections à cette relation dûes à la
nature non Markovienne du processus M̃(t), analogues à l’Eq. (4.11), à l’ordre d’une
boucle dans un développement perturbatif en d = 4 − ǫ. Nous avons également
validé ce scénario de crossover dynamique (4.15) à l’aide d’une simulation numérique
du modèle d’Ising en dimension d = 2. En particulier, notre calcul à une boucle
donne une estimation de θoneloop∞ = 1.62..., qui est en bon accord avec la valeur que
nous avons calculée numériquement θMC

∞ = 1.7± 0.1. Nos données numériques sont
présentées en Fig. 4.2.

Ce travail révèle donc des propriétés intéressantes de la probabilité de persistence
globale qui n’avaient jusque là pas été mises en évidence. En collaboration avec
A. Gambassi et R. Paul, nous avons continué à explorer ce crossover causée par une
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aimantation initiale finie m0 en étudiant la persistence de variétés critiques (e.g. la
persistence d’une ligne dans un système bidimensionnelle ou celle d’un plan dans un
système tri-dimensionnelle [117]) en mettant en particulier en évidence l’existence
de nouveaux exposants, analogues à θ∞ discuté ici, associés à la dynamique critique
de ces systèmes [118].
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Persistence et polynômes
aléatoires 5

Un problème, apparemment non relié à la persistence, concerne l’étude d’équations
algébriques aléatoires qui, depuis les travaux fondateurs de Bloch et Pólya [119]
dans les années 1930, ont été beaucoup étudiées par les mathématiciens [120, 121].
Plus récemment, ces questions ont connu un regain d’intérêt, dans la littérature
mathématique, dans le contexte de la théorie des probabilités et de la théorie des
nombres [122] et, en physique théorique dans le contexte du chaos quantique [123].

Inspirés par un article de Dembo, Poonen, Shao et Zeitouni [124], nous nous
sommes intéressés à une famille de polynômes aléatoires à coefficients réels Kn(x),
dits polynômes de Kac généralisés, de degré n, indexés par un entier d et définis
par [129, 130]

Kn(x) = a0 +
n
∑

i=1

ai i
d−2
4 xi . (5.1)

Ici et dans la suite, les coefficients ai sont des variables aléatoires Gaussiennes indé-
pendantes, de moyenne nulle et de variance unité 〈aiaj〉 = δij , où l’on utilise ici la
notation 〈· · · 〉 pour dénoter une valeur moyenne sur les coefficients ai. Dans le cas où
d = 2, ces polynômes sont les polynômes de Kac [125], qui ont été beaucoup étudiés
dans la littérature et nous renvoyons le lecteur à l’article de Edelman et Kostlan pour
une revue récente au sujet de ces polynômes [122]. Les racines de ces polynômes ont
des propriétés statistiques tout-à-fait intéressantes. Tout d’abord, pour n grand, on
peut montrer que les racines, dans le plan complexe, de ces polynômes se trouvent
au voisinage du cercle unité (voir Fig. 5.1). On peut comprendre qualitativement ce
phénomène, au moins pour d = 2, en réalisant que pour que Kn(x) s’annule, il faut
que les n termes soient du même d’ordre de grandeur (à condition bien sûr que les
coefficients ai aient une distribution étroite, ce qui est bien le cas ici). Ceci ne peut
se produire que si |x| ∼ 1. Cet argument peut-être rendu rigoureux et étendu à une
classe assez large de polynômes aléatoires [126].

Pour les polynômes qui nous concernent ici (5.1), puisque les coefficients ai sont
réels, l’axe réel est un axe de symétrie pour l’ensemble de ces n racines et une question
naturelle est : combien ce polynôme Kn(x) a-t-il de racines réelles ? Le nombre de
ces racines réelles Nn est bien sûr un nombre aléatoire et, dans limite où n est grand,
ces racines réelles sont localisées autour de x = ±1. Le nombre moyen de ces racines
réelles 〈Nn〉, pour n grand, a tout d’abord été obtenu par Kac pour d = 2 puis par
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Figure 5.1.: Localisations des racines d’un polynôme de Kac Kn(x), avec d = 2
(5.1), de degré n = 100.

Das [127] pour d quelconque :

〈Nn〉 ∼
1

π

(

1 +

√

d

2

)

ln (n) +O(1) . (5.2)

Notons que pour, d = 2, les termes d’ordre suivant du développement asymptotique
de 〈Nn〉 pour n grand ont été calculés par différents auteurs [122, 128], tandis que
pour d 6= 2 ils ne sont pas connus. On montre par ailleurs que, pour d = 2, les pro-
priétés statistiques des racines sur les intervalles (−∞,−1], [−1, 0], [0, 1] et [1,+∞)
sont tout-à-fait identiques (par exemple, chacun de ces 4 sous intervalles contient en
moyenne le même nombre de racines réelles) [124]. En revanche, pour d 6= 2, ces pro-
priétés dépendent de d pour les intervalles [−1, 0], [0, 1], ces deux intervalles étant
statistiquement identiques, tandis qu’elles sont semblables au cas d = 2 pour les
intervalles extérieurs (−∞,−1] et [1,+∞), ces deux intervalles-là étant aussi iden-
tiques [130]. Pour ces raisons, nous allons nous intéresser ici à la question suivante :

quelle est la probabilité P0([0, x], n), avec 0 < x < 1, pour que Kn(x) n’ait aucune
racine dans l’intervalle [0, x] ?

Ce type de questions a été beaucoup étudié dans le contexte des matrices aléa-
toires, où ces probabilités sont appelées ”probabilité de gap” [208]. Dans le travail
que nous avons mentionné plus haut [124], Dembo et al. ont montré que, pour d = 2,
P0([0, 1], n) décrôıt algébriquement avec n, P0([0, 1], n) ∝ n−ζ(2) et où cet exposant
a été calculé numériquement ζ(2) = 0.190(8). Dans les Refs. [129], [130], nous avons
montré que cette probabilité est intimement liée à la probabilité de persistence pour
l’équation de diffusion en dimension d. Ici nous ne donnerons que les résultats les
plus marquants de notre étude, sans donner tous les détails des calculs. Et avant
de nous intéresser à cette probabilité, nous présenterons d’abord quelques résultats
pour la densité des racines réelles de ces polynômes, qui permet de dégager les ca-
ractéristiques générales des zéros réels de ces polynômes.
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5.1. Densité de racines réelles : formule de Kac-Rice

Nous considérons ici le cas où les coefficients ai (5.1) sont des variables aléa-
toires Gaussiennes. Kn(x) est donc également une variable aléatoire Gaussienne, de
moyenne nulle, caractérisée par la fonction de corrélation Cn(x, y)

Cn(x, y) = 〈Kn(x)Kn(y)〉 = 1 +
n
∑

i=1

i
d−2
2 (xy)i . (5.3)

Soient donc λ1, λ2, ..., λp les p racines réelles de ce polynôme Kn(x) (5.1) (et éven-
tuellement p = 0 si Kn(x) 6= 0 pour tout x réel). La densité moyenne de racines
réelles ρn(x) est alors donnée par la formule 1

ρn(x) =

p
∑

i=1

〈δ(x− λi)〉 = 〈|K ′
n(x)|δ(Kn(x))〉 . (5.4)

Sous cette forme (5.4), on observe que le calcul de la densité moyenne implique la
distribution jointe de Kn(x) et de sa dérivée K ′

n(x) qui est simplement, dans le
cas où les coefficients ai sont des variables aléatoires gaussiennes, elle même une
distribution Gaussienne bi-variée. Ainsi donc le calcul de ρn(x) se ramène à une
double intégration de cette distribution Gaussienne qui conduit au résultat suivant

ρn(x) =

√

cn(x)[c′n(x)/x+ c′′n(x)]− [c′n(x)]2

2πcn(x)
, cn(x) = Cn(x, x) . (5.5)

Cette formule (5.5) peut être écrite sous une forme compacte, comme l’ont remarqué
Edelman et Kostlan, qui en ont aussi donné une interprétation géométrique [122]
(voir également [132] pour discussion intéressante de l’article d’Edelman et Kostlan) :

ρn(x) =
1

π

√

∂u∂v lnCn(u, v)

∣

∣

∣

∣

u=v=x

. (5.6)

Ces deux formules (5.5) et (5.6) sont valables pour des polynômes aléatoires dont
les coefficients sont Gaussiens et indépendants (mais pas nécessairement identiques).
Ainsi, pour des polynômes aléatoires Gaussiens et stationnaires ”réguliers”, i.e. tels
que Cn(u, v) ≡ Cn(u−v) = 1+ 1

2C
′′

n(0)(u−v)2+o[(u−v)2], la formule (5.6) reproduit

la formule de Rice ρn(x) ≡ ρn(0) =
√

−C ′′
n(0)/π [71] pour la densité (uniforme) des

zéros.

Une propriété remarquable de ces polynômes de Kac Kn(x) est que, dans la limite
des grands n, les racines de Kn dans le plan complexe s’accumulent autour du cercle
unité (Fig. 5.1). Dans la partie gauche de la figure Fig. 5.2, nous avons tracé la
densité moyenne des racines réelles ρn(x), calculée à partir de l’Eq. (5.5) pour d = 2
pour différentes valeurs de n, n = 10 et n = 50. Dans la limite des grands n, on

1. Il s’agit d’une formule ”heuristique” dont on peut donner une démonstration rigoureuse. On
trouvera une discussion de cet aspect, en analogie avec le ”temps local” d’un processus stochastique
en temps continu, dans la thèse d’habilitation de Kratz [131].
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Figure 5.2.: Gauche : Densité moyenne de racines réelles ρn(x) pour des poly-
nômes de Kac Kn(x) (5.1) et d = 2 en fonction de x pour différentes
valeurs de n = 10, 50 (en pointillés). La ligne pleine correspond à l’ex-
pression analytique ρ∞(x) = (π(1 − x2))−1. Droite : Représentation
de n−1ρn(x) en fonction of n(1−x) pour n = 500, 1000 (et donc au voi-
sinage de x± 1). La ligne en pointillé correspond à l’expression ρK(y)
en Eq. (5.8) pour d = 2.

observe que les racines réelles se concentrent autour de x = ±1, où la densité diverge
lorsque n→ ∞. On peut en effet montrer [130] que

ρn(±1) ∼ 2n

π(d+ 2)

√

d

d+ 4
. (5.7)

En dehors de ces points singuliers x ± 1, ρn(x) a une bonne limite ρ∞(x) lorsque
n → ∞ que l’on peut calculer explicitement en terme de fonctions polylogarithmes
[129, 130]. Une étude détaillée montre toutefois que l’on doit traiter séparément
les cas |x| < 1 et |x| > 1 (pour d 6= 2). Par ailleurs, l’étude de la divergence de
ρn(x) autour de x = ±1 lorsque n ≫ 1 montre que la largeur du pic est d’ordre
O(n−1). On montre en effet qu’il existe un régime d’échelle intéressant pour ρn(x)
dans la limite n ≫ 1, 1 − x ≪ 1 avec le produit y = n(1 − x) fini. Ce régime, pour
d = 2 a été étudié par Aldous et Fyodorov [133] (voir aussi l’article d’Edelman et
Kostlan [122], paragraphe 2.5). Pour d quelconque, on montre que dans ce régime
d’échelle [129, 130]

ρn(x) = nρK(n(1− x)) , ρK(y) =
1

π

√

Id/2+1(y)

Id/2−1(y)
−
(

Id/2(y)

Id/2−1(y)

)2

, (5.8)

Im(y) =

∫ 1

0
dx xm exp (−2yx) . (5.9)

En particulier les comportements asymptotiques de ρK(y) sont donnés par

ρK(y) ∼







1
2πy

√

d
2 , y → +∞

1
2π|y| , y → −∞ .

(5.10)
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Dans la partie droite de la Fig. 5.2 nous avons tracé n−1ρn(x) en fonction de n(1−x)
pour d = 2 pour différentes valeurs de n = 500, 1000 ainsi que le résultat asympto-
tique donné par l’Eq. (5.8).

A partir de la densité moyenne de racines réelles, on calcule le nombre moyen
〈Nn[a, b]〉 de racines dans l’intervalle [a, b]. Sur l’intervalle [0, 1] la contribution la
plus importante à 〈Nn[0, 1]〉, pour n grand, provient du voisinage de x = 1. On peut
alors utiliser le comportement asymptotique ci-dessus en Eq. (5.10) pour obtenir
pour n≫ 1

〈Nn[0, 1]〉 = 〈Nn[−1, 0]〉 =
∫ n

0
ρK(y)dy +O(1) =

1

2π

√

d

2
lnn+O(1) , (5.11)

où les corrections d’ordre O(1) reçoivent des contributions de l’intervalle complet
[0, 1] (i.e. pas seulement du voisinage de x = 1) et ne peuvent pas être calculées par
cette méthode.

De la même façon, on obtient à partir des Eqs (5.8, 5.10) :

〈Nn(−∞,−1]〉 = 〈Nn[1,+∞)〉 =
∫ n

0
ρK(−y)dy +O(1) =

1

2π
lnn+O(1) , (5.12)

indépendamment de d [127]. Enfin à partir des Eqs (5.11, 5.12), on obtient le nombre
moyen de racines réelles (sur tout l’axe réel) [130] :

〈Nn(−∞,+∞)〉 = 1

π

(

1 +

√

d

2

)

lnn+O(1) . (5.13)

Notons finalement, pour conclure, qu’une méthode similaire, en particulier l’utilisa-
tion de ce régime d’échelle comme nous l’avons présenté ici en Eq. (5.8) peut être
étendu au calcul des moments d’ordre supérieur du nombre des racines sur l’axe réel
〈Nk

n(−∞,∞)〉, avec k ∈ N [130].

5.2. Probabilité de ne trouver aucune racine réelle

Nous en venons maintenant ici au calcul de la probabilité P0([0, x], n), avec 0 < x <
1, pour que Kn n’ait aucune racine dans l’intervalle [0, x]. Tout d’abord remarquons
que ces polynômes, comme fonction de x, sont des processus Gaussiens : les propriétés
statistiques de leurs racines sont donc détérminées par leur fonction de corrélation
Cn(x, y) donnée en Eq. (5.3). Etant donnée la singularité de la densité moyenne des
racines réelles ρn(x) autour de x = ±1 (voir Fig. 5.2), et le régime d’échelle identifié
précédemment (5.8), nous reparamétrisons Kn(x) avec le changement de variable
x = 1 − 1/t. On montre alors que dans le régime d’échelle t, t′, n → ∞ en gardant
t̃ = t/n et t̃′ = t′/n fixes, la fonction de corrélation Cn(x, y) s’écrit

Cn(x, y) ∝ nd/2Id/2−1

(

1

2t̃
+

1

2t̃′

)

, (5.14)
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Persistence et polynômes aléatoires

où Im(y) est défini plus haut en Eq. (5.9). On en déduit que le corrélateur normalisé
Ĉn(t, t

′) → C(t̃, t̃′), avec Ĉn(t, t′) = Cn(t, t
′)/[Cn(t, t)Cn(t′, t′)]1/2, a alors la forme

suivante

C(t̃, t̃′) ∼







(

4 t̃t̃′

(t̃+t̃′)2

)

d
4
, t̃, t̃′ ≪ 1 ,

1 , t̃, t̃′ ≫ 1 .

(5.15)

Ainsi ce corrélateur est exactement le même que celui que nous avons calculé pour
l’équation de diffusion avec des conditions initiales aléatoires, C(t̃, t̃′) = a(t̃, t̃′) en
Eq. (3.4). Puisqu’un processus Gaussien est complètement caractérisé par son cor-
rélateur à deux points, nous concluons que l’équation de diffusion et ces polynômes
aleátoires (au voisinage de x = 1), sont des processus identiques : les propriétés
statistiques de leurs zéros sont donc identiques. Ainsi, en complète analogie avec
l’Eq. (3.7), nous concluons que P0([0, x], n) a la forme d’échelle suivante

P0([0, x], n) = A−
d,nn

−θ(d)h−(n(1− x)) , (5.16)

où A−
d,n, qui est indépendent de x, est telle que limn→∞ lnA−

d,n/ lnn = 0 et h−(y) →
1 pour y ≪ 1 tandis que h−(y) ∼ yθ(d) pour y ≫ 1, où θ(d) est l’exposant de
persistence associé à l’équation de diffusion en dimension d. Notons que n joue le
rôle de L2 dans l’équation de diffusion tandis que la variable 1− x est l’analogue de
l’inverse du temps 1/t.

Bien sûr, on peut aussi s’intéresser à la probabilité P0([x,∞), n), pour x > 1,
pour que Kn(x) n’ait aucune racine réelle dans l’intervalle [x,∞). Dans l’intervalle
[1,∞), comme nous l’avons vu précédemment, les propriétés statistiques des racines
réelles sont indépendantes de d, et données par d = 2. Dans ce cas, on peut montrer,
comme ci-dessus, que P0([x,∞), n), dans la limite x − 1 → 0, n → ∞, et n(x − 1)
fixe, admet la forme d’échelle

P0([x,∞), n) = A+
d,nn

−θ(2)h+(n(x− 1)) , (5.17)

où A+
d,n, qui est indépendant de x, est tel que limn→∞ lnA+

d,n/ lnn = 0 et h+(y) → 1

pour y ≪ 1 tandis que h−(y) ∼ yθ(2) pour y ≫ 1.
On peut finalement montrer, à partir du corrélateur Ĉn(x, y), que les propriétés

statistiques des racines réelles de Kn(x) sur les 4 sous-intervalles (−∞,−1], [−1, 0],
[0, 1] [1,+∞) sont indépendantes [130] dans la limite où n→ ∞. On déduit alors des
Eqs (5.16, 5.17) que la probabilité que Kn(x) n’ait aucune racine réelle est donnée
par

P0((−∞,∞), n) ∝ n−2(θ(d)+θ(2)) , (5.18)

qui établit donc une connexion, assez inattendue a priori, entre la probabilité pour
que Kn(x) n’ait aucune racine réelle et les propriétés de persistence de l’équation de
diffusion.

Dans la référence [130], nous avons étudié en grand détail cette probabilité en
Eq. (5.16), où nous avons en particulier proposé un calcul perturbatif systématique
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5.2 Probabilité de ne trouver aucune racine réelle

de la fonction d’échelle h+(y). Nous avons également étudié d’autres familles de
polynômes aléatoires, les polynômes binomiaux et les polynômes de Weyl, que nous
avons reliés à l’équation de la diffusion dans la limite où d→ ∞ (3.8). Ces connexions
constituent un pont intéressant entre probabilistes et physiciens statisticiens et on
peut bien sûr espérer que ces connexions permettront d’obtenir des résultats exacts
pour ces exposants θ(d) pour la diffusion.
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Statistique de la plus grande
excursion 6

La probabilité de persistence Pc(τ) est simplement reliée à la distribution de pro-
babilité ρ(τ) = −dPc(τ)/dτ de la durée τ de l’intervalle entre deux zéros successifs
(i.e. d’une excursion) d’un processus stochastique X(t). Nous avons vu dans les
chapitres précédents que c’est une quantité intéressante pour caractériser l’histoire
d’un processus. Néanmoins ce n’est certainement pas la seule. Dans la Ref. [134]
nous avons introduit une façon alternative et simple de caractériser un processus
en étudiant la plus grande de ces excursions. Cette grandeur se trouve être reliée
à la théorie des records, qui a récemment été l’objet de nombreux travaux en phy-
sique statistique dans le contexte des marches aléatoires [82, 83, 136], des réseaux
en croissance [137], dans le contexte des systèmes élastiques désordonnés [138], ou
bien encore dans des problématiques reliées au réchauffement climatique [139].

τ1 τ2 τN τN+1

A(t)

t

X(t)

Figure 6.1.: Intervalles entre deux zéros successifs (excursions) d’un processus sto-
chastique X(t).

Afin de définir cette nouvelle quantité, considérons une réalisation d’un processus
stochastique X(t) générique ayant N ≡ N(t) zéros dans l’intervalle de temps fixé
[0, t] (voir Fig. 6.1). Soient {τ1, τ2, · · · , τN} les intervalles de temps entre deux zéros
successifs et A(t) la longueur ou l’âge de la dernière excursion, qui n’est donc pas
terminée. L’observable que nous proposons d’étudier est la durée de la plus grande
de ces excursions jusqu’à l’instant t :

lmax(t) = max(τ1, τ2, · · · , τN , A(t)) . (6.1)

Nous allons voir que la valeur moyenne de cette quantité, 〈lmax(t)〉, exhibe un com-
portement intéressant à grand temps t. En particulier, nous avons montré que
〈lmax(t)〉 se comporte différemment selon que le processus X(t) est régulier (i.e.
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6.1 Résultats exacts pour des processus multiplicatifs et renouvellements

avec une densité finie de zéros, comme l’équation de diffusion avec des conditions
initiales aléatoires (3.1)) ou irrégulier (donc avec une densité infinie de zéros, comme
le mouvement Brownien par exemple). Contrairement à la persistence qui se com-
porte génériquement en loi de puissance Pc(t) ∼ t−θ, que le processus soit régulier ou
irrégulier, 〈lmax(t)〉 est donc sensible à la régularité du processus. Pour un processus
régulier, 〈lmax(t)〉 se comporte toujours linéairement lorsque t→ ∞

〈lmax(t)〉 ≃ Q∞ t , (6.2)

avec une amplitude Q∞ > 0 qui dépend du modèle considéré. En revanche, pour un
processus irrégulier, 〈lmax(t)〉 crôıt soit linéairement comme en Eq. (6.2), ou bien

〈lmax(t)〉 ∼ t1−ψ , (6.3)

où l’exposant 0 < ψ < 1 (correspondant à une croissance sub-linéaire), selon que
l’exposant de persistence associé est plus petit (θ < θc) ou plus grand (θ > θc)
qu’une certaine valeur critique θc.

Dans la suite, je montrerai tout d’abord comment on peut établir exactement ces
comportements (6.2) et (6.3) pour deux classes de modèles relativement simples cor-
respondant à chacune de ces deux classes : les processus multiplicatifs (réguliers) et
les processus de renouvellement (irréguliers). Dans une seconde partie, je montre-
rai comment l’étude de cette quantité pour le mouvement Brownien fractionnaire
permet de mettre clairement en évidence les effets de mémoire de ce processus non-
Markovien.

6.1. Résultats exacts pour des processus multiplicatifs et

renouvellements

Pour calculer cette valeur moyenne 〈lmax(t)〉 nous introduisons la probabilité Q(t)
pour que A(t) sur la Fig. 6.1 soit la plus longue excursion du processus sur l’intervalle
[0, t]. C’est-à-dire :

Q(t) = Prob[lmax(t) = A(t)] . (6.4)

Ainsi Q(t) est le taux auquel le record de la plus longue excursion est battue au
temps t. En effet, lorsque l’intervalle de temps crôıt de t à t+dt, la variable aléatoire
lmax(t) crôıt de dt si la dernière excursion est la plus longue – ce qui arrive donc avec
une probabilité Q(t) – ou bien reste la même – ce qui arrive avec une probabilité
1−Q(t). On déduit donc de ce raisonnement que la valeur moyenne 〈lmax(t)〉 obéit
à l’équation d’évolution suivante :

d

dt
〈lmax(t)〉 = Q(t) , (6.5)

et dans la suite nous étudierons plutôt Q(t) que 〈lmax(t)〉.
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Statistique de la plus grande excursion

6.1.1. Processus de renouvellement

Considérons un processus de renouvellement X(t) pour lequel les intervalles τi
(voir en Fig. 6.1) sont des variables aléatoires indépendantes et distribuées selon une
loi stable, ρ(τ) ∼ τ−1−θ, pour τ ≫ 1 [141]. La probabilité de persistence est simple-
ment, dans ce cas, Pc(t) =

∫∞
t dτρ(τ) ∼ t−θ. Pour un processus de renouvellement,

la distribution jointe qN (τ1, τ2, · · · , τN , A(t); t) des intervalles indiqués sur la Fig. 6.1
est donc

qN (τ1, · · · , τN , A(t); t) = ρ(τ1)ρ(τ2) · · · ρ(τN )Pc(A(t))
× δ (τ1 + τ2 + · · ·+ τN +A(t)− t) , (6.6)

où la fonction delta assure que la longueur de l’intervalle est bien t. Q(t) en Eq. (6.4)
est alors donnée par

Q(t) =
∞
∑

N=0

∫ ∞

0
db

∫ b

0
dτ1...

∫ b

0
dτNqN (τ1, · · · , τN , b; t) . (6.7)

On peut alors prendre la transformée de Laplace de Q(t) de cette expression en
Eq. (6.7) pour obtenir (après quelques manipulations simples) :

Q̂(s) ≡
∫ ∞

0
Q(t)e−st dt =

1

s

∫ ∞

0
dx

Pc(x/s)e
−x

Pc(x/s)e−x +
∫ x
0 dy Pc(y/s)e−y

. (6.8)

Pour θ < 1, on peut prendre la limite s→ 0 directement sur l’Eq. (6.8) en utilisant
Pc(t) ∼ (t0/t)

θ pour t ≫ 1, où t0 est une échelle de temps microscopique (et non
universelle). On observe alors la propriété intéressante que la dépendance en cette
échelle t0 disparâıt dans le rapport en Eq. (6.8), conduisant à Q̂(s) ∼ QR∞/s et
donc Q(t) → QR∞ pour t→ ∞ (où R renvoie à processus de ”Renouvellement”), donc
comme en Eq. (6.2) avec une constante universelle qui dépend continûment de θ

QR∞ ≡ QR∞(θ) =

∫ ∞

0

dx

1 + xθex
∫ x
0 dy y−θe−y

. (6.9)

Un cas particulier de ce résultat est θ = 1/2 qui correspond au mouvement Brownien
si l’on ne considère que des ”grandes”excursions, i.e. τi en Fig. 6.1 plus grande qu’une
coupure τǫ. On retrouve alors d’une manière simple que QR∞(1/2) = 0.626508...,
un résultat obtenu précédemment par Pitman et Yor [142] par des méthodes assez
compliquées, quoique rigoureuses. On note en particulier que QR∞(θ) en Eq. (6.9)
s’annule lorsque θ → 1 (voir Fig. 6.2 gauche).
En revanche, pour θ > 1, si l’on remplace näıvement Pc(t = y/s) par Pc(t =

y/s) ∼ (t0/t)
θ dans la limite s → 0, il est facile de voir que l’intégrale dans le

dénominateur de l’Eq. (6.8) diverge. Une analyse plus détaillée montre que dans ce
cas

∫ x
0 dy Pc(y/s)e

−y ∝ 〈τ〉 s lorsque s→ 0 où 〈τ〉 =
∫∞
0 dτ τρ(τ). On obtient alors

que Q̂(s) ∼ s−1/θ et finalement Q(t) ∼ t−1+1/θ, comme en Eq. (6.3), avec dans ce
cas

ψ = 1− 1/θ . (6.10)
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6.1 Résultats exacts pour des processus multiplicatifs et renouvellements

Dans le cas marginal θ = 1, on s’attend à observer des corrections logarithmiques
telles que 〈lmax(t)〉 ∼ t/(ln t)α.

Ainsi donc, pour un processus de renouvellement le changement de comportement
de 〈lmax(t)〉 se produit pour θ = θc = 1. On peut comprendre qualitativement
ce changement de comportement avec le raisonnement suivant. Soit N ≡ N(t) le

nombre d’excursions dans l’intervalle [0, t] tel que t =
∑N(t)

i=1 τi + A(t). N(t) est
bien sûr une variable aléatoire. Compte tenu du fait que les τi sont des variables
aléatoire de Lévy d’indice θ on obtient une estimation de la valeur typique Ntyp(t),

en supposant
∑N(t)

i=1 τi ∼ t, dont le comportement avec t dépend de la valeur de θ :

Ntyp(t) ∼
{

t
1
θ , θ < 1 ,

t , θ > 1 .
(6.11)

Finalement si l’on suppose que lmax(t) ∼ max1≤i≤Ntyp(t) τi, la théorie des statistiques

d’extrêmes de variables indépendantes nous dit que lmax(t) ∼ [Ntyp(t)]
1/θ ce qui,

en utilisant la relation (6.11) conduit au comportement (6.2) pour θ < 1 et (6.3)
pour θ > 1.

Le fait que la limite asymptotique de 〈lmax(t)〉/t pour le mouvement Brownien,
un processus très irrégulier avec une densité infinie de zéros, corresponde à un cas
particulier de la formule ci-dessus (6.9), avec θ = 1/2, suggère que ces résultats pour
des processus de renouvellement puissent fournir une bonne approximation pour
d’autres processus irréguliers rencontrés en physique statistique, comme par exemple
dans la dynamique de marche vers l’ordre de modèles d’Ising [144]. Ceci nous conduit
également à conjecturer qu’un tel changement de comportement de 〈lmax(t)〉 comme
en Eq. (6.2) et (6.3) lorsque θ croise une valeur critique θc (pas nécessairement égale
à 1) est un comportement générique pour des processus irréguliers. Toutefois, bien
sûr, on s’attend à ce que la relation ψ = 1 − 1/θ (pour θ > θc), obtenue ici pour
un processus de renouvellement ne soit pas valide en général : ψ est donc un nouvel
exposant associé à la dynamique hors d’équilibre de ces systèmes. Dans la Ref. [134],
nous avons effectué un certain nombre de simulations numériques pour le modèle
d’Ising, avec une dynamique de Glauber, en dimensions d = 1 (à T = 0) et d = 2 (à
T = Tc > 0) et pour différentes observables qui confirment ce scénario. Sur la Fig. 6.2
(droite) nous avons indiqué les valeurs numériques de Q∞ mesurées numériquement.
Dans le cas d = 1 les deux valeurs correspondent à l’aimantation locale (θ = 3/8)
et à l’aimantation globale (θ = 1/4). Dans le cas d = 2, le processus considéré est
l’aimantation globale.

6.1.2. Processus multiplicatifs

Un processus X(t) est dit multiplicatif si les positions de ses zéros {t1, t2, · · · } (i.e.
τk = tk+1 − tk sur la Fig. 6.1) sont tels que les rapports successifs Uk = tk−1/tk
sont des variables aléatoires indépendantes, chacune distribuée sur l’intervalle [0, 1]
selon une densité de probabilité ρ̃(U). Le calcul de Q(t) pour une distribution ρ̃(U)
arbitraire est en général très compliqué mais il se trouve que pour la famille de
densités, paramétrisée par θ, de la forme ρ̃(U) = θU θ−1, on peut utiliser un résultat
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Figure 6.2.: Gauche : Q∞ en fonction de θ. La ligne pleine représente QR∞(θ) (6.9)
pour un processus de renouvellement tandis que la ligne en pointillés
représente QM∞(θ) (6.12) pour un processus multiplicatif. Droite : Les
points représentent les valeurs numérique de Q∞ obtenues pour diffé-
rents processus stochastiques (discutés dans le texte) tandis que ’BM’
correspond au mouvement Brownien pour lequel la formule (6.9) avec
θ = 1/2 est un résultat exact.

de Godrèche et Luck [137] pour montrer que dans ce cas Q(t) → QM∞ (où l’indice M
renvoie à Multiplicatif), conduisant à une croissance linéaire de 〈lmax(t)〉 comme en
Eq. (6.2) avec

QM∞ ≡ QM∞(θ) =

∫ ∞

0
ds e−s−θE(s) , (6.12)

où E(s) =
∫∞
s dx e−x/x. En particulier, pour une distribution uniforme, i.e. θ = 1,

on obtient QM∞(1) = 0.624329... qui est la constante de Golomb-Dickman [143] ca-
ractérisant la croissance linéaire asymptotique du plus long cycle d’une permutation
aléatoire 1. En Fig. 6.2 gauche, nous avons tracé QM∞(θ) comme une fonction de θ.
On notera que, à la différence des processus de renouvellement, 〈lmax(t)〉 ≃ QM∞(θ) t
pour toute valeur de θ.

Pour apprécier la portée ce résultat, notons tout d’abord qu’un processus multi-
plicatif n’est, par construction, pas stationnaire. Cependant, si on l’étudie comme
une fonction d’un temps logarithmique T = ln(t), il le devient puisque les inter-
valles entre deux zéros consécutifs sur l’axe du temps T , Tk − Tk−1 sont identiques
et de plus ici indépendants. De façon similaire, dans de nombreuses situations hors
d’équilibre, comme la diffusion avec des conditions initiales aléatoires (3.1), le pro-
cessus original non stationnaire en temps réel t (3.4) le devient une fois qu’il est
exprimé en temps logarithmique T = ln t (3.6). Si l’on fait ensuite l’hypothèse que,
comme fonction de T , le processus est un processus de renouvellement, on obtient
précisément l’approximation des intervalles indépendants (ou IIA pour Independent

1. Dans la Ref. [137], cette quantité QM
∞ intervient dans le contexte de la théorie des records

pour des variables indépendantes, qui se trouve être directement reliée aux propriétés statistiques
des permutations aléatoires (voir aussi la référence [136] et les notes de cours [82]).
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6.2 Statistique de la plus longue excursion du mouvement Brownien
fractionnaire

Interval Approximation) [73], qui est connue pour être une excellente approxima-
tion pour des processus réguliers [78, 85]. Cela signifie que l’approximation d’un
processus régulier (rendu stationnaire en temps logarithmique T ) par un processus
multiplicatif en temps réel est, en général, très bonne. Dans cette approximation
d’intervalles indépendants, la distribution des intervalles entre deux zéros consécu-
tifs décroit exponentiellement ∼ exp[−θT ], à grand temps logarithmique T , avec un
taux θ, qui est l’exposant de persistence. En temps réel, cela correspond à un pro-
cessus multiplicatif avec ρ̃(U) ∼ θU θ−1 pour U petit. Si l’on suppose que cette loi de
puissance est valide sur tout l’intervalle U ∈ [0, 1], on obtient exactement le modèle
mentionné plus haut pour lequel on peut calculer exactement Q(t) conduisant au
résultat en Eq. (6.12). Donc le processus multiplicatif avec ρ̃(U) = θU θ−1 est une
bonne approximation pour un processus régulier générique, conduisant à une crois-
sance linéaire de 〈lmax(t)〉 (6.2) pour toute valeur de θ. Dans la Ref. [134], nous avons
confirmé cette conjecture en étudiant numériquement différents processus réguliers
(voir Fig. 6.2 droite) comme le processus accéléré aléatoirement (’rand acc’ sur la
Fig. 6.2 droite) ou bien l’équation de diffusion avec des conditions aléatoires (3.1) en
dimension d = 2, 10, 20, 30, 40 et 50 (par ordre croissant de la valeur de l’exposant de
persistence θ sur la Fig. 6.2 droite). On voit sur cette figure que la valeur de QR∞(θ)
(6.12), bien qu’étant une approximation, décrit très bien nos données numériques.

6.2. Statistique de la plus longue excursion du mouvement

Brownien fractionnaire

Dans la Ref. [140], nous avons étudié cette quantité Q(t) (6.4) pour le mouvement
Brownien fractionnaire, fBm (pour fractional Brownian motion). Ce processus, ini-
tialement introduit par Mandelbrot et van Ness [145], a été beaucoup utilisé ces
dernières années pour décrire diverses situations de diffusions anormales où, géné-
riquement, les fluctuations d’un processus X(t), de moyenne temporelle nulle, sont
telles que 〈X2(t)〉 ∼ t2H où H est l’exposant de Hurst (donc H = 1/2 correspond
au mouvement Brownien). Le fBm X(t) est un processus stochastique Gaussien
caractérisé par sa fonction de corrélation à deux temps

C(t1, t2) ≡ 〈X(t1)X(t2) = t2H1 + t2H2 − |t1 − t2|2H . (6.13)

Ceci implique en particulier que la fonction de corrélation incrémentale est sta-
tionnaire, i.e. 〈[X(t1) − X(t2)]

2〉 = |t1 − t2|2H . Pour H = 1/2, X(t) est donc le
mouvement Brownien. Pour H < 1/2 le fBm décrit une dynamique sub-diffusive
tandis que pour H > 1/2 la dynamique est super-diffusive. Par ailleurs pour toute
valeur de 0 < H < 1 le fBm est un processus irrégulier, dont la densité de zéros
est donc infinie. Un résultat remarquable pour le fBm est la relation exacte entre
l’exposant de persistence θ et l’exposant H [146, 147, 148] :

θ = 1−H . (6.14)

Notons que ce résultat (6.14) reste valide pour un processus non Gaussien, dont la
fonction de corrélation est donnée par l’Eq. (6.13).
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Figure 6.3.: Les symboles indiquent les valeurs numériques extraites par une procé-
dure de ’fit’ dans [140]. A titre de comparaison, nous avons également
tracé QR∞(θ = 1 −H) pour un processus de renouvellement ’Renewal
process’ (6.9). Ceci montre clairement que, sauf pour H = 1/2, qui
correspond au mouvement Brownien, le fBm n’est pas un processus de
renouvellement.

De tels processus (6.13) apparaissent naturellement dans différents modèles de
physique statistique. Par exemple, le fBm pour H = 1/4 décrit la dynamique d’une
particule marquée (”tagged particle”) dans le modèle d’exclusion symétrique en une
dimension [149]. Il décrit aussi les fluctuations temporelles, à l’équilibre, du champ
de hauteur d’une interface d’Edwards-Wilkinson (9.1) en d dimensions, et dans ce
cas H = (1 − d/2)/2 [147]. Un autre exemple où un tel processus, quoique non-
Gaussien, intervient est le modèle de Matheron-de Marsily qui décrit un écoulement
hydrodynamique en milieux poreux. Dans ce cas-là, X(t) décrit la coordonnée lon-
gitudinale d’une particule en d + 1 dimensions dans un champ de vitesse aléatoire
et H = max(1− d/4, 1/2) [150].

Pour H 6= 1/2, le fBm est un processus non-Markovien [145]. Cependant, les pro-
priétés des zéros de ce processus n’avaient, jusqu’à notre travail [140], pas montré
de façon convaincante la signature de ces effets de mémoire. Par exemple, si l’on
suppose que les intervalles entre les zéros sont statistiquement indépendants et iden-
tiques (i.e. si l’on assimile le fBm à un processus de renouvellement), on obtient le
résultat correct pour l’exposant de persistence θ = 1−H [151]. Plus récemment, sur
la base de simulations numériques calculant la fonction de corrélation entre la lon-
gueur de deux intervalles entre deux zéros successifs, les auteurs de la Ref. [152] ont
même prétendu que le fBm pouvait être décrit par un processus de renouvellement.

Dans la Ref. [140], nous avons donc utilisé cette probabilité Q(t) pour exhiber
une propriété du fBm qui montre clairement les effets des corrélations entre les zéros
du processus. Pour cela, en utilisant une méthode numérique exacte pour générer le
fBm (fondée sur l’algorithme de Levinson [153]), nous avons calculé numériquement
Q(t) (6.4) pour différentes valeurs de 0 < H < 1. Nous avons montré que, dans tous
les cas, Q(t) → Q∞ quand t→ ∞. Nous avons ensuite extrait précisément la valeur
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asymptotique Q∞ ≡ Q∞(H). Sur la Figure 6.3 nous avons reporté cette valeur en
fonction de θ = 1 − H (6.14). Sur cette même figure nous avons également tracé
QR∞(1− θ), donné par l’Eq. (6.9) et correspondant à un processus de renouvellement
d’exposant de persistence θ = 1 −H. Ces deux valeurs Q∞ et QR∞ sont clairement
différentes dès que H est différent de 1/2 : ceci montre clairement que Q∞ porte la
signature des effets de mémoire du fBm pour H 6= 1/2.
Le dernier chapitre de cette partie montre que des observables associées à des

comportements extrêmes de processus stochastiques , telles que lmax(t), permettent
une description assez fine des dynamiques hors d’équilibre. Cela illustre l’importance
des statistiques d’extrêmes dans ces situations. La partie qui suit s’intéresse plus en
détail à ces statistiques d’extrêmes, notamment de processus stochastiques.
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Introduction 7
7.1. Contexte et motivations

La statistique des valeurs extrêmes (EVS pour Extreme Value Statistics) est une
question majeure dans le contexte des sciences de l’ingénieur [154], de la finance
[155, 156] ou des sciences de l’environnement [157, 158] où les événements extrêmes
peuvent avoir des conséquences dramatiques. En effet, dans ces différentes situations,
les statistiques d’extrêmes ont des applications concrètes comme la prédiction de la
distribution de probabilité des plus hautes crues de rivières, la taille des vagues scé-
lérates, le montant d’importantes pertes financières dûes aux fluctuations du marché
boursier, etc...

Durant ces quinze dernières années, l’étude des systèmes complexes et désordonnés
a naturellement conduit les statistiques d’extrêmes à jouer un rôle crucial en phy-
sique statistique [159, 160]. En effet, la caractérisation des propriétés statistiques
du maximum Xmax ou du minimum Xmin d’un ensemble de N variables aléatoires
x1, x2, · · · , xN a trouvé de nombreuses applications en physique statistique [159].
Par exemple, pour décrire les propriétés thermodynamiques des systèmes vitreux
à basse température, on s’intéresse souvent à l’état fondamental du système, c’est-
à-dire à l’état d’énergie minimale. En ce sens, les statistiques d’extrêmes sont au
cœur des problèmes d’optimisation. De même, la dynamique à basse température
de ces systèmes est dominée, aux temps longs, par les plus hautes barrières du pay-
sage d’énergie libre sous-jacent. Ainsi donc la distribution des temps de relaxation
du système est-elle directement reliée à la statistique des plus grandes barrières du
système. Il n’est donc pas surprenant que les statistiques d’extrêmes aient émergé
dans différentes situations physiques comme les verres de spin [159], les modèles de
fragmentation aléatoire [161], les interfaces fluctuantes [162, 163, 164, 165], les den-
sités d’états de gaz quantique [166] ou bien encore les structures aléatoires comme
les arbres de recherche binaires en informatique théorique [167]...

Les statistiques d’extrêmes de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées sont maintenant très bien comprises, grâce notamment à l’identification,
dans la limite (thermodynamique) où N est grand, de trois classes d’universalité :
(a) Gumbel, (b) Fréchet ou (c) Weibull, selon le comportement à grand argument
de la distribution initiale p(x) des variables aléatoires xn. Nous rappellerons dans la
suite les résultats principaux de la théorie des valeurs extrêmes pour des variables
indépendantes.

Le cas de variables aléatoires faiblement corrélées, où les corrélations entre les
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Figure 7.1.: Deux configurations distinctes du polymère dirigé sur un réseau carré
désordonné. Les énergies de ces configurations sont manifestement très
corrélées.

variables xn sont caractérisées par une longueur de corrélation finie ξ ≪ N est aussi
bien compris. Ce peut être par exemple le cas d’un système ferromagnétique dans
la phase paramagnétique ou lors de la dynamique relaxationnelles de surfaces élas-
tiques (on pourra consulter les notes de cours [201] pour une discussion détaillée
du cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck). Dans ce cas, on peut diviser le sys-
tème en blocs de taille typique ξ de telle sorte que deux variables appartenant à
deux blocs distincts soient essentiellement indépendantes. Le maximum global est
alors le maximum d’un ensemble de variables indépendantes, les maxima locaux de
chaque bloc : ses fluctuations sont donc décrites par une des trois classes d’univer-
salité mentionnées ci-dessus. Pour des variables aléatoires xn Gaussiennes dont les
corrélations sont ”stationnaires”, i.e. telles que 〈xmxn〉 ≡ C(|m − n|), ce résultat
reste valide même pour des corrélations à longue portée. En effet, un théorème dû à
Berman [168] affirme que dans ce cas si limk→∞C(k) ln k = 0 ou

∑∞
k=1C

2(k) < ∞
alors la distribution du maximum est encore donnée par la distribution de Gumbel
lorsque N → ∞.

Ainsi donc le cas difficile à trâıter apparâıt-il lorsque les variables xn sont forte-
ment corrélées, ce qui est le cas dans de nombreux problèmes rencontrés en phy-
sique statistique. Le prototype de telles situations est le modèle du polymère dirigé
en milieu aléatoire, qui a été étudié depuis plus d’une trentaine d’années. Au-delà
du fait qu’il s’agisse d’un “modèle jouet” de systèmes désordonnés, ce modèle a
d’importantes connexions avec d’autres problèmes intéressants tels que le piégeage
d’interface élastique [169], des modèles de croissance d’interface dans la classe d’uni-
versalité de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) [170], la turbulence de Burgers [171], les
verres de spin [172] ou les problèmes d’alignement de séquences d’ADN [173]. Une
version discrète du polymère dirigé est représentée en Fig. 7.1. En chaque site (i, j)
du réseau il y a une énergie ǫij distribuée indépendamment de site à site, qui est
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une variable aléatoire gelée. Supposons par exemple que l’on considère l’ensemble
des marches dirigées partant de l’origine, comme indiquées sur la Fig. 7.1. L’énergie
totale E(W ) d’une marche W est simplement la somme des énergies le long de la
marche, E(W ) =

∑

(i,j)∈W ǫij et l’on s’intéresse au chemin optimal, i.e. le chemin
ayant l’énergie la plus basse. A cause du recouvrement entre les différentes marches,
les variables aléatoires E(W ), lorsque W parcourt l’ensemble des chemins possibles,
sont des variables aléatoires fortement corrélées : les fluctuations de l’énergie du
chemin optimal ne sont donc pas décrites par l’une des classes d’universalité men-
tionnées ci-dessus et nécessitent une autre approche [26, 221, 232, 233].
Un autre exemple très riche de variables aléatoires fortement corrélées est celui

d’une particule dans un potentiel aléatoire V (r) avec des corrélations logarithmiques,
i.e. où la fonction de corrélation du potentiel (V (r)− V (r′))2 crôıt comme ln |r− r′|.
Carpentier et Le Doussal [174] ont montré que ce modèle en dimension finie exhibe
une transition de gel (freezing transition), similaire au modèle à énergie aléatoire
(REM) [175] introduit par Derrida ou au modèle du polymère dirigé sur l’arbre
de Cayley [176]. A haute température, la particule est délocalisée sur l’ensemble du
système tandis qu’à basse température la mesure de Boltzmann-Gibbs est concentrée
dans les quelques minima de l’énergie libre, un scénario similaire à celui de la brisure
de la symétrie des répliques dans les modèles de verres de spins en champ moyen [42].
Cette transition de gel est contrôlée par les états d’énergie les plus bas et il n’est donc
pas étonnant que la physique à basse température de ce modèle soit contrôlée par les
statistiques d’extrêmes de variables aléatoires fortement corrélées, où l’on s’attend à
des déviations par rapport à la loi de Gumbel [174, 177, 178]. Ce type de potentiel
corrélé logarithmiquement est donc un exemple particulièrement intéressant, qui a
de nombreuses applications en physique, notamment dans l’étude d’une particule
dans un paysage d’énergie aléatoire en grande dimension [177, 178].

7.2. Statistique d’extrêmes de variables aléatoires
identiques et indépendantes

La théorie des statistiques d’extrêmes s’est initialement développée en parallèle
des travaux menés sur le théorème de la limite centrale et ces deux théories ont
d’ailleurs quelques resemblances. Les premiers articles introduisant de façon nomi-
native le concept de distribution de plus grande valeur voient le jour au cours des
années 1920. En particulier Fréchet, en 1927, identifie une des distributions asymp-
totiques possibles des statistiques d’extrêmes [180] tandis que Fisher et Tippet en
1928 montrent qu’elles sont en fait au nombre de trois [181]. En 1943, Gnedenko
présente une preuve rigoureuse de ce résultat et en fournit les conditions nécessaires
et suffisantes dans le cas de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.i.d.) [182]. Ici nous décrivons les caractéristiques principales de ces trois
classes d’universalité et renvoyons aux livres de Gumbel [154], de Galambos [183],
ou de de Haan et Ferreira [184] pour plus de détails.
Considérons donc un ensemble de variables aléatoires i.i.d. x1, x2, · · · , xN dis-

tribuées selon une densité de probabilité p(x). Alors que le théorème de la limite
centrale concerne le comportement de sommes partielles x1 + x2 + · · ·+ xN dans la
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X∗µN

x2 xN x1 x4 Xmax

Figure 7.2.: Une réalisation des variables aléatoires x1, x2, · · · , xN : µN est la valeur
”typique” du maximum (7.2).

limite asymptotique N → ∞, la théorie des statistiques d’extrêmes, elle, s’intéresse
à la distribution de la plus grande de ces variables, Xmax,

Xmax = max
1≤n≤N

xn . (7.1)

Si l’on dénote par X∗ la borne supérieure du support de p(x) (éventuellement X∗ =
∞), alors dans la limite N → ∞, il est clair que Xmax → X∗ (c’est en quelque
sorte l’équivalent de la loi des grands nombres dans le cas de la somme de variables
aléatoires). Pour N fini et grand, on obtient une estimation de l’ordre de grandeur
µN de Xmax en considérant que µN est tel qu’il y ait une et une seule des variables
xn dans l’intervalle [µN , X

∗] (Fig. 7.2), c’est-à-dire

P>(µN ) = 1− P<(µN ) ≡
∫ X∗

µN

p(x)dx =
1

N
. (7.2)

Pour des variables i.i.d. on peut décrire la statistique des extrêmes au-delà de l’es-
timation ci-dessus (7.2) et calculer la distribution cumulative, FN (M) = Pr[Xmax ≤
M ] :

FN (M) = Pr[Xmax ≤M ] = [Pr[xn ≤M ]]N = [P<(M)]N , P<(M) =

∫ M

−∞
p(x) dx .

(7.3)
Afin d’obtenir un résultat non trivial pour FN (M) dans la limite N → ∞, il est
indispensable (7.2) de normaliser et de centrer cette variable aléatoire Xmax et de
considérer la variable réduite Y = (Xmax − bN )/aN . Le problème des statistiques
d’extrêmes de variables i.i.d. est donc de trouver les constantes aN et bN et la
distribution limite G(Y ) telles que

lim
N→∞

PN< (aNY + bN ) = G(Y ) . (7.4)

En d’autres termes : quelles sont les distributions limites G(Y ) possibles et comment
choisir ces constantes aN et bN ? Grâce aux résultats obtenus dans la littérature
mathématique, notamment par Fréchet [180], Fisher et Tippet [181] et Gnedenko
[182], on sait qu’il existe trois classes d’universalité, i.e. trois familles distinctes de
fonctions G(Y ), dépendant uniquement du comportement asymptotique de la loi
initiale p(x) au voisinage de X∗.
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7.2.1. La classe de Gumbel

Dans ce cas-là, la borne supérieur du support de p(x), X∗, peut être finie ou
infinie. C’est toutefois le cas X∗ = ∞ qu’on rencontre le plus couramment. Dans ces
conditions, la classe de Gumbel correspond alors au cas où la loi initiale p(x) décrôıt
plus vite que n’importe quelle loi de puissance à grand argument, p(x) ≪ x−α,
∀ α : la distribution limite G(Y ) est donnée par la loi de Gumbel, ou loi double
exponentielle,

G(Y ) ≡ Λ(Y ) = exp [− exp (−Y )] . (7.5)

Dans ce cas bN = µN est donné par l’estimation en Eq. (7.2), tandis que aN est
donné par

aN = a(bN ) , avec a(z) =
1

P>(z)

∫ X∗

z
P>(x) dx . (7.6)

On peut comprendre qualitativement cette relation (7.6) en la ré-écrivant sous la
forme :

aN =

∫ X∗

bN
(x− bN )p(x) dx
∫∞
bN
p(x) dx

, (7.7)

où l’on interprète aN comme la distance moyenne entre Xmax et bN , conditionnée au
fait qu’il n’y ait qu’une seule variable entre bN et X∗ (Fig. 7.2). Analysons quelques
exemples.

Exemple 1 : L’exemple le plus simple est certainement le cas de la distribution
exponentielle p(x) = exp (−x), x ∈ R

+. Dans ce cas on a FN (x) = (1 − e−x)N que
l’on écrit comme

FN (x) =

(

1− 1

N
e−(x−lnN)

)N

∼ exp
[

−e−(x−lnN)
]

, pour N → ∞ , (7.8)

en gardant (x − lnN) fixé. On vérifie donc explicitement dans ce cas que G(x) =
Λ(x) (7.5) avec bN = lnN , en accord avec l’estimation donnée en Eq. (7.2) et aN = 1,
en accord avec l’Eq. (7.6).

Exemple 2 : Un autre exemple rencontré couramment est celui de la loi Gaussienne,
p(x) = 1

σ
√
2π
e−x

2/2σ2
, x ∈ R. Dans ce cas également, FN (x) est dans le bassin

d’attraction de la loi de Gumbel. Le calcul est un peu plus délicat dans ce cas et on
obtient, en utilisant les formules (7.2), (7.6) :

aN =
σ√

2 lnN
, bN = σ

√
2 lnN − σ

2

ln (lnN)√
2 lnN

+O
[

(lnN)−1/2
]

. (7.9)

Ainsi, dans ce cas, quand N → ∞, aN → 0 et la distribution de Xmax est d’autant
plus piquée autour de bN que N est grand [ce qui n’est pas vrai dans le cas de la
distribution exponentielle où la largeur reste finie (7.8)]. Pour illustrer ce résultat
considérons N mouvements Browniens unidimensionnels, tous identiques, de coeffi-
cient de diffusion D et indépendants et tous situés à l’origine, en x = 0, à t = 0. On
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peut alors déterminer la statistique de la position du ”leader” xlead(t), c’est-à-dire
la position du marcheur le plus à droite après un temps t, en utilisant le résultat
précédent avec σ =

√
2Dt. Dans la limite où t est fixé et N → ∞ la position du

leader est, avec une probabilité un, donnée par xlead(t) ∼
√
4D lnNt. Ce type d’ar-

gument intervient par exemple dans des problèmes de diffusion de prédateurs et de
leurs proies [185].

Remarque : Comme nous l’avons mentionné ci-dessus, X∗ n’est pas nécéssai-
rement infini dans ce cas. On peut alors énoncer un critère plus général sur p(x)
qui assure la convergence de FN (x) vers la loi de Gumbel Λ(x). On a alors à notre
disposition un théorème qui dit que FN (x) est dans le bassin d’attraction de la loi
de Gumbel si et seulement si

lim
b→X∗

P>[b+ Y a(x)]

P>(b)
= e−Y , (7.10)

où a(x) est définie plus haut (7.6). On peut comprendre ce théorème en remarquant
que l’on peut écrire

FN (bN + aNY ) = [P<(bN + aNY )]N =

[

1− 1

N

P>[bN + a(bN )Y ]

P>(bN )

]N

, (7.11)

où l’on utilisé les conditions qui déterminent bN (7.2) et aN (7.6). Finalement, en uti-
lisant le fait que bN → X∗ quand N → ∞, on comprend l’origine de cette condition
nécessaire et suffisante (7.10). On vérifie aisément que les distributions exponen-
tielles et Gaussienne satisfont ce critère (7.10), avec X∗ = ∞. Un autre exemple
intéressant est celui d’une loi p(x) définie sur l’intervalle [0, 1[, présentant une singu-
larité essentielle en x = 1, p(x) ∝ e−1/(1−x)ν , avec ν > 0. On vérifie, dans ce cas, que
le critère ci-dessus (7.10) est satisfait et la distribution du maximum dans la limite
N → ∞ est donnée par la loi de Gumbel.

7.2.2. La classe de Fréchet

Dans le cas où X∗ est infini et où la loi initiale des xn, p(x), décrôıt comme une
loi de puissance caractérisée par un exposant α > 0, p(x) ∼ x−α−1, la situation
est radicalement différente. Tout d’abord l’ordre de gandeur µN de Xmax crôıt ici
comme une loi de puissance µN ∝ N1/α et la distribution limite est donnée par la
loi de Fréchet

G(Y ) ≡ Φα(Y ) =

{

exp [−Y −α] , Y > 0 ,

0 , Y ≤ 0 .
(7.12)

Dans ce cas, on a bN = 0 tandis que aN = µN est donné par la relation (7.2).

Exemple : la loi de Cauchy. Considérons par exemple la loi de Cauchy p(x) =
π−1(1 + x2)−1, qui correspond donc à α = 1. On a dans ce cas aN = µN ∼ N/π et
on obtient alors que la distribution cumulative de πXmax/N est une loi de Fréchet
d’indice α = 1, Φ1(x) = exp (−1/x).
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7.2.3. La classe de Weibull

Enfin dans le cas où le support de la distribution p(x) est bornée, i.e. X∗ fini, et
que le comportement de P>(x) au voisinage de X∗ est de la forme P>(X

∗−x) ∼ xα,
lorsque x ր X∗, avec α > 0, alors FN (x) est dans la classe d’universalité dite de
Weibull

G(Y ) ≡ Ψα(Y ) =

{

1 , Y ≥ 0

exp [−|Y |α] Y < 0 .
(7.13)

On a bien sûr dans ce cas bn = X∗ tandis que an est donné par

∫ X∗

X∗−aN
p(t)dt =

1

N
. (7.14)

Et l’on remarque que quand N → ∞, aN → 0 de sorte que la distribution du
maximum est d’autant plus piquée autour de X∗ que N est grand. Analysons ici
aussi quelques exemples.

Exemple 1 : L’exemple le plus simple est certainement la distribution uniforme,
p(x) = 1 si x ∈ [0, 1] et p(x) = 0 si x /∈ [0, 1]. Dans ce cas on a P>(x) =

∫ 1
x dt =

(1− x), pour x ∈ [0, 1] et dans ce cas la distribution du maximum est décrite, pour
N → ∞, par une loi de Weibull d’indice 1, Ψ1(Y ), tandis que aN = 1/N .

Exemple 2 : On peut considérer plus généralement des distribution Beta, p(x) =
xa−1(1−x)b−1Γ(a+b)/(Γ(a)Γ(b)) pour x ∈]0, 1[. Dans ce cas-là également, P>(x) ∝
(1 − x)b et FN (x) est décrite, pour N → ∞, par une loi de Weibull Ψb(Y ) avec
aN ∼ N−1/b. Notons que la distribution cumulée du minimum est quant à elle
décrite par une loi de Weibull d’indice a, Ψa(Y ).

Nous terminons cette partie par une série de remarques.

Remarque 1 : Ces trois familles de distributions Λ(Y ) en Eq. (7.5), Φα(Y ) en
Eq. (7.12) et Ψα(Y ) en Eq. (7.13) admettent une écriture ”unifiée” sous la forme

Gγ(Y ) = exp [−(1 + γY )−1/γ ] , 1 + γY > 0 , (7.15)

où γ est réel. En effet dans la limite γ → 0, G0(x) = exp [−(exp (−Y ))] = Λ(Y ), i.e.
la distribution de Gumbel (7.5). Par ailleurs, pour γ > 0, on aGγ [(Y −1)/γ] = Φα(Y )
avec α = 1/γ > 0, i.e. la distribution de Fréchet (7.12). Enfin pour γ < 0, on a
Gγ [(Y − 1)/γ] = Ψα(x) avec α = −1/γ > 0, i.e. la distribution de Weibull (7.13).
Cette famille de distributions Gγ(x) paramétrisée par γ apparâıt parfois dans la
littérature sous le nom de distribution de valeurs extrêmes généralisées.

Remarque 2 : La distribution initiale des xn, p(x), est dite max-stable lorsqu’il
existe des constantes aN , bN telles que

Pr

(

Xmax − bN
aN

≤ Y

)

= Pr(x1 ≤ Y ) . (7.16)

On montre que l’ensemble des fonctions max-stables est formé par Λ(x), Φα(x) et
Ψα(x), c’est-à-dire qu’il cöıncide avec les distributionsGγ(x) introduites ci-dessus (7.15).
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Remarque 3 : On remarque aussi que si une variable aléatoire X est distribuée
selon une loi de Fréchet Φα(x) alors la variable aléatoire α lnX est distribuée selon
une loi de Gumbel Λ(x) tandis que −1/X est distribuée selon une loi de Weibull Ψα,
ce que schématiquement on note

X ∼ Φα ⇐⇒ α lnX ∼ Λ ⇐⇒ −1/X ∼ Ψα . (7.17)

Remarque 4 : Nous nous sommes focalisés ici sur les distributions limites dé-
crivant la statistique d’extêmes de variables i.i.d. dans la limite N → ∞. Toutefois
ces résultats ne disent rien sur les effets de taille finie. Pourtant dans de nombreuses
situations concrètes, comme les simulations numériques par exemple, ces effets de
taille finie peuvent être importants. L’importance de ces effets de taille finie a été
reconnue dès les premiers pas de la théorie des statistiques d’extrêmes [181]. Il a en
effet été réalisé assez tôt que dans le cas de N variables aléatoires i.i.d., ces correc-
tions de taille finie ne décrôıssent que logarithmiquement avec N , jetant même le
doute sur l’intérêt pratique de la théorie des statistiques d’extrêmes dans ces cas-
là [186]. Depuis, les effets de taille finie, dans le cas des variables i.i.d., ont été étudiés
en détail dans la littérature mathématique [187]. Plus récemment, ils ont été étudiés
par des physiciens, à l’aide des méthodes du groupe de renormalisation [188] et nous
renvoyons le lecteur à ces articles pour une étude détaillée de ces effets de taille finie
pour des variables i.i.d.

Ces résultats illustrent que la description statistique des extrêmes d’une collection
de variables i.i.d. est bien comprise. Comme nous l’avons indiqué précédemment,
le cas de variables aléatoires identiques mais faiblement corrélées peut se ramener
facilement au cas des variables i.i.d. Le cas vraiment difficile reste donc celui de
variables fortement corrélées, dont nous allons maintenant décrire quelques exemples
fondamentaux.

7.3. Quelques exemples fondamentaux de variables
aléatoires fortement corrélées

Dans le cas de variables aléatoires fortement corrélées, on ne dispose pas de théo-
rèmes aussi généraux que ceux évoqués précédemment pour des variables i.i.d. Il est
alors naturel d’étudier des exemples relativement simples mais non triviaux pour
lesquels des résultats exacts pour la statistique des extrêmes peuvent être obtenus.
Durant ces dernières années, en suivant cette ligne de recherche, deux axes se sont
révélés particulièrement fructueux : (i) les marches aléatoires et en particulier le
mouvement Brownien, (ii) la plus grande valeur propre de matrices aléatoires. Le
but de cette section est d’exposer les résultats importants (certains bien connus,
d’autres moins) et les méthodes développées dans ces contextes.

7.3.1. Extrêmes de marches aléatoires

Pour un physicien, l’exemple le plus naturel d’un ensemble de variables aléatoires
x1, x2, · · · , xN fortement corrélées est certainement celui de la marche aléatoire en
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0 N

Xmax

tM

Figure 7.3.: Trajectoire d’une marche aléatoire (7.18) après N pas de temps. Ici
nous nous intéressons à la distribution de Xmax (7.19) tandis que la
distribution de l’instant auquel ce maximum est atteint sera étudiée
dans le chapitre 8.

temps discret et en espace continu. La position du marcheur xn après n pas évolue,
pour n ≥ 1, selon la règle

xn = xn−1 + ηn , (7.18)

avec la condition initiale x0 = 0 et où les longueur des incréments ηn sont des
variables i.i.d. distribuées selon une densité de probabilité φ(η). Nous restreignons
ici l’étude au cas où φ(η) est symétrique, bien que certains des résultats énoncés ici
restent vrais en présence d’une dérive. On dénote alorsXmax le déplacement maximal
(positif) du marcheur après N pas (Fig. 7.3) :

Xmax = max (0, x1, x2, · · · , xN ) , (7.19)

et l’on s’intéresse au calcul de la distribution cumulée FN (M) = Pr (Xmax ≤M).
Pour ce faire, on considère la probabilité Qn(x, y) pour que, partant de x0 = x, le
maximum après n pas soit plus petit que (ou égal à) y. Bien sûr, on a FN (M) =
QN (0,M). Si l’on considère le premier pas de temps où la particule saute d’une
longueur x1 − x, ce qui arrive avec une densité de probabilité p(x1 − x), on déduit
facilement, pour une marche markovienne, la relation de récurrence

Qn(x, y) =

∫ y

−∞
Qn−1(x1, y)φ(x1 − y) dx1 , (7.20)

avec la condition initiale Q0(x, y) = θ(y − x). On s’intéresse ici à des marches aléa-
toires libres qui sont donc invariantes par translation. Dans ce cas on a Qn(x, y) ≡
qn(z ≡ y − x) et l’équation (7.20) s’écrit plus simplement

qn(z) =

∫ ∞

0
qn−1(z

′)φ(z − z′)dz′ , pour z > 0 , (7.21)
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avec la condition initiale q0(z) = θ(z), la fonction de Heaviside. On peut transformer
cette récurrence pour qn(z) en une équation intégrale pour sa fonction génératrice
q̃(z, s) =

∑∞
n=1 qn(z)s

n

q̃(z, s) = s

∫ ∞

0
q̃(z′, s)φ(z − z′)dz′ + s

∫ ∞

0
φ(z − z′)dz′ , z ≥ 0 . (7.22)

Il s’agit donc d’une équation intégrale de Wiener-Hopf inhomogène [190] et pour
un noyau arbitraire φ(z − z′) il est très difficile de résoudre cette équation (7.22) 1.
Toutefois, lorsque φ(z − z′) est une densité de probabilité (normalisée), on peut
utiliser l’identité de Pollaczek-Spitzer [191, 192] pour obtenir un certain nombre de
propriétés de la solution de cette équation (7.22). Afin d’expliciter cette identité,
nous introduisons les transformées de Laplace suivantes :

Φn(ρ) =

∫ ∞

0
e−ρzq′n(z) dz = 〈exp (−ρXmax)〉 , (7.23)

Ψn(ρ) = 〈exp [−ρ (max (0, Sn))]〉 , (7.24)

où 〈· · · 〉 signifie une valeur moyenne sur les variables ηn. Dans l’Eq. (7.23) q′n(z) est
donc la distribution de probabilité du maximum après n pas et dans l’Eq. (7.24)
Sn =

∑n
k=1 ηk. L’identité de Pollaczek-Spitzer est une relation entre les fonctions

génératrice de Φn(ρ) et Ψn(ρ), qui s’écrit

∞
∑

n=0

Φn(ρ)s
n = exp

( ∞
∑

n=1

1

n
Ψn(ρ)s

n

)

. (7.25)

Remarquons que puisque la densité de probabilité de la somme partielle Sn a pour
fonction caractéristique 〈exp (ikSn)〉 = [φ̂(k)]n, où φ̂(k) =

∫∞
−∞ φ(η)eikηdη est la

fonction caractéristique de φ(η), la relation de Pollaczek-Spitzer (7.25) s’écrit encore

∞
∑

n=0

Φn(ρ)s
n =

1√
1− s

φ̃(s, ρ) , avec φ̃(s, ρ) = exp−





ρ

π

∫ ∞

0

ln
(

1− sφ̂(k)
)

ρ2 + k2
dk



 .

(7.26)
Nous renvoyons à la référence [193] pour une dérivation élégante de cette iden-
tité (7.26).
Applications au calcul des moments 〈Xk

max〉.
Cette identité est particulièrement utile pour le calcul des moments de Xmax et en

particulier sa valeur moyenne 〈Xmax〉 [189]. La question du calcul de cette quantité,
pour des marches aléatoires, s’est récemment posée dans le contexte de problèmes
d’empilements bi-dimensionnels où n rectangles de tailles différentes sont empilés
dans un ruban semi-infini de largeur unité [194]. 〈Xmax〉 intervient également dans le
calcul du périmètre de l’enveloppe convexe d’une marche aléatoire bidimensionnelle
[195, 196]. A partir de cette identité (7.25), Comtet et Majumdar ont obtenu le
comportement asymptotique de Xmax dans le cas où p(x) admet un second moment

1. Un cas particulier soluble est le cas où φ(z) = (1/2) exp (−|z|) où cette équation intégrale
peut être transformée en une équation différentielle du second ordre [189] et résolue exactement.
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∫∞
−∞ x2 φ(x) dx = σ2 (et dans ce cas la marche aléatoire tend vers le mouvement
Brownien pour N → ∞) sous la forme

〈Xmax〉
σ

=

√

2N

π
+ γ +O(N−1/2) . (7.27)

Tandis que le comportement dominant est universel, et est donc donné par le mouve-
ment Brownien (nous y reviendrons dans la suite), la première correction γ dépend
de toute la distribution φ(x) [189]

γ =
1

π
√
2

∫ ∞

0

dk

k2
ln

[

1− φ̂(
√
2k/σ)

k2

]

, φ̂(k) =

∫ ∞

−∞
eikηφ(η)dη . (7.28)

Par exemple, pour une distribution uniforme sur l’intervalle [−1, 1], cette formule
(7.28) redonne de façon très simple γ = −0.516068, un résultat obtenu par une
approche combinatoire assez compliquée en Ref. [194].
De même, à partir de cette identité (7.25), on peut calculer le comportement

asymptotique de Xmax dans le cas où φ(x) est une loi stable, telle que φ̂(k) = e−|k|ν ,
1 < ν ≤ 2 et dans ce cas on a [189]

〈Xmax〉 =
ν

π
Γ

(

1− 1

ν

)

N1/ν + γ +O(N1/µ−1) , (7.29)

avec γ = ζ(1/ν)/[(2π)1/ν sin (π/2ν)], où ζ est la fonction zêta de Riemann.
Applications au calcul de la distribution limite pour des lois stables.
Dans le cas de lois stables φ̂(k) = e−|k|ν cette relation de Pollaczek-Spitzer (7.25)

permet d’obtenir des informations sur la distribution complète de la densité de pro-
babilité fN (M) = F ′

N (M). En effet, dans la Ref. [197], Darling a montré que dans
la limite N → ∞

F ′
N (M) ≡ fN (M) ∼ 1

N1/ν
f

(

M

N1/ν

)

, (7.30)

où la transformée de Laplace de f , f̂(s) =
∫∞
0 f(x)e−sxdx, vérifie l’équation intégrale

suivante :
∫ ∞

0
e−xf̂(ξx1/ν)dx = g(ξ) , avec g(ξ) = exp

(

− 1

π

∫ ∞

0

ln (1 + ξνyν)

1 + y2
dy

)

. (7.31)

On peut montrer que cette équation a une solution unique et peut être résolue
par transformée de Mellin. Si l’on dénote par f(s) la transformée de Mellin de la
distribution f(x) et par g(s) celle de g(x), i.e.

f(s) =

∫ ∞

0
xs−1f(x)dx , g(s) =

∫ ∞

0
xs−1g(x)dx , (7.32)

l’équation (7.31) devient

f(s) =
g(1− s)

Γ(1− s)Γ(1− ν−1 + sν−1)
, (7.33)
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valide pour ℜ(s) suffisamment petite. Pour une valeur quelconque de 0 < ν ≤ 2, il
semble très difficile d’inverser cette transformée de Mellin f(s) donnée par l’équation
(7.33). Toutefois pour ν = 2 et ν = 1, on peut obtenir une expression simple pour
f(x).
• Pour ν = 2, on a simplement g(ξ) = (1 + ξ)−1 et donc g(s) = Γ(s)Γ(1 − s) et

l’équation (7.33) s’écrit

f(s) =
Γ(s)

Γ(1/2 + s/2)
= π−1/22s−1Γ

(s

2

)

= π−1/2

∫ ∞

0
xs−1e−x

2/4dx , (7.34)

et dont on tire simplement

f(x) = π−1/2e−x
2/4 , x ≥ 0 , (7.35)

un résultat bien connu pour le mouvement Brownien [198].
• Le cas ν = 1, correspondant donc aux sommes de variables de Cauchy, i.e.
φ(η) = π−1(1 + η2)−1 est beaucoup plus compliqué. Néanmoins, Darling est
parvenu à inverser cette transformée de Mellin et a obtenu le joli résultat [197]

f(x) =
1

πx1/2(1 + x2)3/4
exp

(

− 1

π

∫ x

0

lnw

1 + w2
dw

)

. (7.36)

Ses comportements asymptotiques sont donnés par

f(x) ∼
{

1
πx

−1/2 , x→ 0
1
πx

−2 , x→ ∞ .
(7.37)

Notons en particulier que la queue de la distribution f(x) ∼ x−2 a le même
comportement asymptotique que la distribution des variables d’incréments ηn
(7.18). Cette propriété demeure vraie pour tout ν, et plus généralement pour
toute distribution des incréments ηn dont la queue décrôıt plus lentement qu’une
exponentielle [199]. Ce résultat est en accord avec l’image selon laquelle, dans ce
cas-là, les grandes fluctuations du maximum de la marche aléatoire ne sont dûs
qu’à un seul ”saut”. Terminons ce paragraphe en mentionnant que cette formule
pour f(x) (7.37) a été étendue au cas d’une marche aléatoire de Cauchy en
présence d’une force extérieure [200], i.e. pour φ(η) = π−1(1+(η−a)2)−1. Dans
ce cas on a

f(x) =
1

π
xγ−1(1+(x−a)2)−(1+γ)/2(1+a2)h(x) exp

(

− 1

π

∫ x

0

lnw

1 + (w − a)2
dw

)

,

(7.38)
où γ = 1

2 + 1
π arctan a, h(x) =

1
2π (arctan (x− a) + arctan a).

7.3.2. Etrêmes du mouvement Brownien : approche par l’intégrale de
chemin

Comme nous l’avons dit, les marches alétoires fournissent un exemple naturel,
physiquement intéressant, de variables aléatoires fortement corrélées. Si la relation
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de Pollaczek-Spitzer est un outil puissant pour étudier les statistiques de ces marches
aléatoires en temps discret, d’autres techniques deviennent disponibles dans la limite
du temps continu. C’est tout particulièrement vrai dans le cas où φ(η) a un second
moment bien défini, où la marche aléatoire converge, dans la limite continue, vers le
mouvement Brownien,

ẋ(t) = η(t) , x(0) = 0 , (7.39)

où η(t) est un bruit blanc Gaussien, 〈η(t)〉 = 0, 〈η(t)η(t′)〉 = δ(t − t′) (et le coeffi-
cient de diffusion est donc D = 1/2). Comme précédemment (7.19), on s’intéresse
au maximum du mouvement Brownien Xmax sur l’intervalle de temps [0, T ], où la
variable continue T joue donc le rôle de N dans le cas discret (7.19) :

Xmax = max
0≤t≤T

x(t) , (7.40)

et l’on veut calculer la distribution cumulée FT (M) = Pr(Xmax ≤ M). Dans ce cas
relativement simple, il existe 3 grands types de méthodes pour ce calcul :

1. La méthode des images,

2. La méthode de Fokker-Planck,

3. La méthode d’intégrale de chemin, ou formule de Feynman-Kac.

Nous renvoyons aux ouvrages de références [80, 81], ainsi qu’aux notes de cours
[201] pour un exposé des méthodes (1) et (2) et nous nous restreignons ici à la
présentation de la méthode par l’intégrale de chemin, qui est assez générale, et que
nous rencontrerons dans la suite. Bien que la représentation de FT (M) en terme
d’une intégrale de chemins puisse être obtenue comme la solution d’une équation de
Fokker-Planck, à partir de la formule de Feynman-Kac, nous en donnons ici une déri-
vation un peu plus heuristique directement à partir de l’équation de Langevin (7.39).
Le point départ de cette approche est l’écriture de la distribution jointe des positions
{x(t)} où x(t) évolue selon l’équation de Langevin (7.39) sur l’intervalle [0, T ]. La
densité de probabilité ρjoint[{x(t)}] d’une trajectoire {x(t)} sur cet intervalle s’écrit

ρjoint[{x(t)}] = Z−1
T exp

[

−1

2

∫ T

0
dt

(

∂x

∂t

)2
]

δ[x(0)] , (7.41)

où ZT est une constante de normalisation et où la fonction delta assure simplement
la condition initiale (7.39). A partir de ce poids (7.41), on obtient une expression
formelle de la distribution cumulée FT (M) = Pr(Xmax ≤M) sous la forme

FT (M) = Z−1
T

∫

Dx(t)e− 1
2

∫ T
0 dt(∂tx)2 ×

∏

0≤t≤T
θ(M − x(t))× δ[x(0)] , (7.42)

où le produit des fonctions theta contraint les chemins Browniens à rester en-dessous
de M . On remarque que la constante de normalisation ZT s’écrit comme le numé-
rateur dans l’Eq. (7.42) mais sans la contrainte imposée par les fonctions theta. On
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peut maintenant utiliser les techniques d’intégrale de chemin en mécanique quan-
tique pour écrire

FT (M) =

∫M
−∞〈0| exp (−TĤM )|u〉 du

∫∞
−∞〈0| exp (−TĤlibre)|u〉 du

(7.43)

où Ĥlibre = −(1/2)∂2x est le Hamiltonien d’une particule libre et ĤM = −(1/2)∂2x +
VM (x) est le Hamiltonien d’une particule confinée sur la demi-droite réelle (−∞,M ], i.e.

VM (x) =

{

0 , −∞ < x ≤M ,

+∞ , x ≥M .
(7.44)

Le numérateur et le dénominateur dans l’Eq. (7.43) peuvent se calculer simplement :
si l’on dénote génériquement par |E〉 les vecteurs (normalisés) d’un Hamiltonien de
Schrödinger Ĥ associés aux valeurs propres E, i.e. Ĥ|E >= E|E >, alors on a
simplement

〈y| exp (−TĤ)|x〉 =
∑

E

Ψ∗
E(x)ΨE(y)e

−ET , (7.45)

avec ΨE(x) = 〈x|E〉. Dans le cas de ĤM , les vecteurs propres sont simplement
Ψk = (2/π)1/2 sin (k(M − x)) et les énergies propres sont Ek = k2/2, k > 0, et le
numérateur dans l’Eq. (7.43) est simplement donné par

∫ ∞

−∞
〈0| exp (−TĤM)|u〉du =

2

π

∫ M

−∞
du

∫ ∞

0
dk sin (kM) sin (k(M − u))e−Tk

2/2

= erf

(

M√
2T

)

, (7.46)

où erf(x) = (2/
√
π)
∫ x
0 e

−t2dt, tandis que le dénominateur dans l’Eq. (7.43) est
simplement égal à 1. Finalement, on obtient

FT (M) = erf

(

M√
2T

)

, (7.47)

qui redonne bien, aprés dérivation par rapport àM le résultat mentionné ci-dessus (7.35)
(en se rappelant toutefois que le coefficient de diffusion est D = 1/2 dans (7.47) tan-
dis que D = 1 dans (7.35)).
Bien que cette méthode soit un peu lourde pour le cas simple du mouvement

Brownien libre, elle est particulièrement intéressante car elle peut être étendue à
l’étude de mouvements Browniens plus compliqués comme ceux indiqués sur la fi-
gure (7.4). Par exemple, le cas de l’excursion (Fig. 7.4 c)) ou du méandre (Fig. 7.4
d)) où x(t) est contraint à rester positif (c’est-à-dire en présence d’un mur absorbant
en x = 0) peuvent être simplement étudiés par cette méthode d’intégrale de chemin
en incluant un potentiel infini pour x < 0 dans l’Eq. (7.44). Le mouvement Brow-
nien réfléchi (Fig. 7.4 b)) peut être traité de façon similaire en imposant un mur
réfléchissant en x = 0. Nous renvoyons aux Ref. [201, 202] pour plus de détail sur
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a) b)

c) d)

Pont Pont réfléchi

Excursion Méandre

x x

x x

u

T T

T T

Figure 7.4.: Quelques mouvements Browniens contraints : a) pont Brownien B(t)
sur l’intervalle [0, T ] qui est un mouvement Brownien contraint à com-
mencer et terminer en 0, i.e. B(0) = B(T ) = 0. b) Pont Brownien
réfléchi sur l’intervalle [0, T ], i.e |B(t)| où le pont Brownien B(t) est
défini en a). c) Excursion Brownienne sur l’intervalle [0, T ], i.e. un
mouvement Brownien contraint à commencer et à terminer en 0 et à
rester positif sur l’intervalle [0, T ]. d) Méandre Brownien sur l’inter-
valle [0, T ] , i.e. un mouvement Brownien contraint à commencer en 0
et terminant en n’importe quel point u > 0 à l’instant T et contraint
à rester positif sur cet intervalle.

les techniques d’intégrale de chemin pour le calcul de la distribution du maximum
dans ces différents cas.

Le cas du maximum du pont Brownien réfléchi (Fig. 7.4 b)) mérite toutefois une
attention particulière car il intervient en statistiques dans le test de Kolmogorov-
Smirnov [203]. Supposons que l’on ait N échantillons indépendants z1, z2, . . . , zN
d’une même variable aléatoire dont on cherche à déterminer la distribution cumu-
lative g(Z) = Pr(z ≤ Z). Le test de Kolmogorov-Smirnov consiste à considérer la
fonction de répartition empirique

gN (Z) =
1

N

N
∑

i

θ(Z − zi) . (7.48)

Dans la limite N → ∞, la loi des grands nombres nous dit que gN (Z) → g(Z) et
le théorème centrale limite nous dit que la variable B̃(Z) =

√
N(gN (Z)− g(Z)) est
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une variable aléatoire Gaussienne. On vérifie par ailleurs à partir de la définition de
gN (Z) (7.48) que

〈B̃(Z)B̃(Z ′)〉 = g(Z)− g(Z)g(Z ′) , Z < Z ′ . (7.49)

Si l’on définit la variable de temps t = g(Z), 0 < t < 1, alors cette fonction de
corrélation cöıncide avec celle d’un pont Brownien sur l’intervale de temps unité
et comme un processus Gaussien est complétement caractérisée par sa fonction à
deux points on en déduit que B̃(Z) a les mêmes fluctuations statistiques qu’un pont
Brownien B(x) sur l’intervalle [0, 1]. En particulier, la distribution du maximum de
|B̃(Z)|, pour Z ∈ R est donnée par la distribution du maximum d’un pont Brownien
réfléchi |B(x)| sur l’intervalle de temps unité, que l’on peut calculer assez simplement
avec ces méthodes d’intégrale de chemin [202],

Pr

(

max
Z∈R

√
N |gN (Z)− g(Z)| ≤M

)

= 1− 2

∞
∑

n=1

(−1)n−1e−2n2M2

=

√
π

M

∞
∑

n=1

e−(2n−1)2π2/(8M2) , (7.50)

où l’on remarque que le membre de droite est indépendant de g(x). Ainsi ce résul-
tat (7.50) permet de décider si un échantillon provient bien d’une loi donnée, ou si
deux échantillons ont la même loi, lorsque leurs fonction de répartitions sont conti-
nues 2. Nous terminons ce paragraphe en mentionnant que l’extension de ce test
de Kolmogorov-Smirnov à des distributions multidimensionnelles est un problème
ouvert.

Nous terminons ce paragraphe sur une remarque d’ordre général concernant le
formalisme d’intégrale de chemin. Cette formulation de la mesure d’une trajec-
toire (7.41) peut en effet être généralisée à n’importe quelle équation de Langevin
de la forme

ẋ(t) = F [x(t), t] + η(t) , x(Ti) = xi , x(Tf ) = xf . (7.51)

On a alors dans ce cas

ρjoint[{x(t)}] = exp

[

−
∫ Tf

Ti

dt

(

1

2
(ẋ(t)−F [x(t), t])2 + ∂xF [x(t), t)]

)]

× δ(x(Ti)− xi)δ(x(Tf )− xf ), (7.52)

où le terme exp
[

−
∫ Tf
Ti
dt ∂xF [x(t), t]

]

provient du Jacobien de la transformation des

variables η(t) en x(t). Notons que si l’on effectue une transformation de Hubbard-

Stratanovitch du terme en exp
[

−
∫ Tf
Ti
dt12 (ẋ(τ)−F [x(t), t])2

]

, on obtient alors la

2. Notons que l’on pourrait également considérer maxZ∈R

√
N(gN (Z) − g(Z)) ou

maxZ∈R

√
N(g(Z) − gN (Z)) dont la distribution est celui du maximum d’un pont Brownien

sur l’intervalle unité.
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fonctionnelle de Martin-Siggia-Rose-Janssen-de Dominicis [204, 205, 206]. Finale-
ment, si la force ne dépend pas explicitement du temps, i.e. si F [x(t), t] ≡ F [x(t)] =
−W ′[x(t)] on alors

ρjoint[{x(t)}] ∝ eW (xi)−W (xf ) exp

[

−
∫ Tf

Ti

dt

(

1

2
ẋ(t)2 + V [x(t)]

)]

, (7.53)

où le potentiel de Schrödinger associé est V (x) = F ′ + F2/2 =W ′2/2−W ′′.

7.3.3. Valeurs propres maximales de matrices aléatoires : distribution de
Tracy-Widom

Une autre direction de recherche importante dans le contexte des statistiques
d’extrêmes de variables fortement corrélées concerne les valeurs propres de matrices
aléatoires. Depuis les travaux fondateurs de Wigner [207], la théorie des matrices
aléatoires (RMT pour Random Matrix Theory) a trouvé de nombreuses applications
en physique théorique, allant de la physique nucléaire, au chaos quantique en passant
par les systèmes désordonnés ou à la théorie des nombres [208]. Selon les problèmes
étudiés, et les symétries associées, diverses classes de matrices aléatoires ont été étu-
diées. Trois d’entre elles, dont les éléments sont des variables aléatoires Gaussiennes,
ont suscité un intérêt particulier : les matrices de taille N ×N réelles et symétriques
(l’ensemble GOE pour Gaussian Orthogonal Ensemble), les matrices N ×N hermi-
tiennes (l’ensemble GUE pour Gaussian Unitary Ensemble) et les matrices 2N×2N
quaternioniques self- duales (l’ensemble GSE pour Gaussian Symplectic Ensemble).
Un résultat central de la théorie des matrices aléatoires, dû à Wigner [207], est que
la densité de probabilité jointe des valeurs propres (réelles) pour tous ces ensembles
de matrices aléatoires est donnée par

Pjoint(λ1, λ2, · · · , λN ) = BN
∏

i<j

|λi − λj |β exp
(

−β
2

N
∑

i=1

λ2i

)

= BN exp



−β
2





N
∑

i=1

λ2i −
∑

i 6=j
ln |λi − λj |







, (7.54)

où BN est une constante de normalisation et β = 1, 2, 4 (parfois appelé indice de
Dyson) correspond respectivement aux ensembles GOE, GUE et GSE. Cette loi
jointe (7.54) nous permet d’interpréter les valeurs propres λi comme les positions
de particules ponctuelles chargées qui se repoussent mutuellement via le potentiel
Coulombien bi-dimensionnel et contraintes à rester sur une ligne en présence d’un
potentiel harmonique extérieur. Le paramètre β peut donc être interprété comme
l’inverse d’une température.
Une quantité importante associée à ce gaz de Coulomb est la densité moyenne

ρ(λ,N), i.e. la distribution de probabilité marginale d’une valeur propre

ρ(λ,N) =
1

N

N
∑

i=1

〈δ(λ− λi)〉 =
∫ ∞

−∞

N
∏

i=2

dλi Pjoint(λ, λ2, · · · , λN ) . (7.55)
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Dans la limite de N grand, la densité s’écrit sous la forme d’échelle 3

ρ(λ,N) =
1√
N
ρ̃(

λ√
N

) , ρ̃(x) =

√
2

π

√

1− x2

2
. (7.56)

λ

ρ(λ,N)

1/2-cercle

N−1/6

−(2N)1/2

de Wigner Tracy-Widom

(2N)1/2

Figure 7.5.: La ligne en pointillé indique la forme semi-circulaire de la densité
d’état. La plus grande valeur propre est centrée autour d’une va-
leur moyenne

√
2N et fluctue sur une échelle d’ordre O(N−1/6). Sur

cette échelle, les fluctuations sont décrites par la distribution de Tracy-
Widom.

Alors que la densité d’état ρ(λ,N) donne des informations globales sur le spectre
de ces matrices aléatoires, elle ne contient pas d’information sur les événements rares.
Par exemple, la loi du demi-cercle nous dit que la plus grande des valeurs propres

λmax = max (λ1, λ2, · · · , λN ) (7.57)

a pour valeur moyenne 〈λmax〉 ∼
√
2N . Pourtant pour N ≫ 1 mais fini λmax fluc-

tue et une question naturelle est donc : quelle est la distribution de probabilité de
λmax ? La fonction de répartition de cette variable aléatoire λmax s’écrit facilement
en fonction de la densité de probabilité jointe (7.54) comme

FN,β(Λ) = Proba[λmax ≤ Λ] =

∫ Λ

−∞

N
∏

i=1

dλi Pjoint(λ1, λ2, · · · , λN ) . (7.58)

Assez récemment, Tracy et Widom [209, 210, 211, 212] ont montré que l’amplitude
des fluctuations de λmax sont d’ordre N−1/6 autour de sa valeur moyenne

√
2N .

Leurs résultats montrent que

lim
N→∞

FN,β

(√
2N +

s√
2N1/6

)

= Fβ(s) , β = 1, 2, 4 , (7.59)

3. Cette forme peut s’obtenir assez simplement par la méthode du col : la condition de station-
narité donne alors une équation intégrale singulière, de type Tricomi, pour ρ̃(x) pour laquelle il
existe une solution explicite sous la forme (7.56).
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où les distributions limites dites de “Tracy-Widom” pour β = 1, 2, 4 s’expriment en
fonction de l’unique solution q(s) de l’équation de Painlevé de type II

q′′(s) = s q(s) + q3(s) , (7.60)

satisfaisant la condition

q(s) ∼ Ai(s) pour s→ ∞ , (7.61)

où Ai(s) est la fonction d’Airy. Explicitement on a

F2(s) = exp

(

−
∫ ∞

s
(x− s) q2(x)dx

)

, (7.62)

F1(s) = exp

(

−1

2

∫ ∞

s
q(x)dx

)

(F2(s))
1/2 , (7.63)

F4(s) = cosh

(

−1

2

∫ ∞

s
q(x)dx

)

(F2(s))
1/2 . (7.64)

Ces distributions sont assez asymétriques : par exemple, pour β = 2, F2(x) a les
comportements asymptotiques suivants

F2(x) ∼ 1−O
(

exp
(

−4x3/2/3
))

, x→ ∞ , (7.65)

F2(x) ∼ exp
[

−|x3|/12
]

, x→ −∞ . (7.66)

Un autre ensemble de matrices aléatoires particulièrement intéressant est celui des
matrices de Wishart (parfois appelées aussi matrices de Laguerre). Une matrice de
Wishart W est une matrice carrée de taille N × N qui est formée par le produit
W = X†X où X est une matrice rectangulaire de taille M × N , dont les éléments
peuvent être réels ou complexes, et où X† est la matrice Hermitienne conjuguée
de X. Si les éléments de la matrice X sont des variables aléatoires Gaussiennes
indépendantes, i.e. si P (X) ∝ exp [−β

2Tr(X
†X)], avec β = 1, 2 pour des matrices

réelles ou complexes respectivement, la matrice W est une matrice aléatoire de Wi-
shart. Ces matrices ont initialement été introduites par Wishart dans le contexte
de l’analyse statistique multi-variée [213] où elles jouent rôle central dans les mé-
thodes dites d’analyse en composantes principales (PCA pour Principal Component
Analysis) [214]. Depuis ces matrices de Wishart ont été étudiées dans une grande
variété de contextes allant des algorithmes de traitement d’images [215], à la géné-
tique des populations [216], la finance [217, 218] ou bien encore la météorologie ou
l’océanographie [219].
Les propriétés spectrales de ces matrices de Wishart ont été abondamment étu-

diées et en particulier, pour M > N , la distribution jointe des N valeurs propres
(toutes positives) est donnée par

PWjoint(λ1, λ2, · · · , λN ) = KN

∏

i<j

|λi − λj |β
N
∏

k=1

λ
β
2
(M−N+1)−1

k exp

(

−β
2

N
∑

i=1

λi

)

,

(7.67)
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où KN est une constante de normalisation. Au contraire des matrices de Wigner, le
scaling typique des valeurs propres est, pour M > N ≫ 1, λ ∼ N et la densité des
valeurs propres ρW (λ,N) = 1

N

∑N
i=1〈δ(λ−λi)〉 est, dans ce cas, donné par la densité

de Marcenko-Pastur [220] :

ρW (λ,N) =
1

N
ρ̃W
(

λ

N

)

, ρ̃W (x) =
1

2πx

√

(x+ − x)(x− x−) , (7.68)

où x± =

(

√

M
N ± 1

)2

. Ces valeurs propres des matrices de Wishart forment donc un

ensemble de variables aléatoires fortement corrélées et il est intéressant de se deman-
der quelle est la distribution du maximum d’entre elles λmax = max (λ1, λ2, · · · , λN ).
Récemment, Johansson [221] et, indépendamment, Johnstone [222] ont montré que
les fluctuations de λmax autour de sa valeur moyenne 〈λmax〉 ∼ x+N sont d’ordre
N1/3 et décrites elles aussi par une distribution de Tracy-Widom Fβ , i.e. :

lim
N→∞

Proba[λmax ≤ x+N + sN1/3] = Fβ(s) , (7.69)

où Fβ(s) est la distribution de Tracy-Widom d’index β = 1, 2 donnée en Eq. (7.62).
Remarque : Bien que les distributions de Tracy-Widom aient été initialement

obtenues pour le cas de matrices aléatoires Gaussiennes, on s’attend à ce que, dans
la limite des grandes matrices N → ∞ ces résultats restent valables pour une classe
plus grande de matrices aléatoires. Par exemple, pour des matrices (de Wigner ou
de Wishart) dont la distribution des éléments est symétrique et sous-Gaussienne
(i.e. dont la distribution décrôıt au moins aussi vite qu’une Gaussienne à grand
argument), il existe des résultats rigoureux qui montrent que la loi de λmax est
encore donnée par la loi de Tracy-Widom [223, 224]. Récemment, Biroli, Bouchaud
et Potters [225] ont étendu ces résultats au cas où les éléments sont distribués selon
une loi de puissance. Ils ont alors montré que si le quatrième moment de cette
distribution est défini alors la loi de λmax est encore donnée par une distribution
de Tracy-Widom (une forme plus faible de ce résultat a été montré rigoureusement
dans la référence [226]). Dans le cas contraire, les fluctuations de λmax sont décrites
par une loi de Fréchet (7.12) : ce résultat a ensuite été prouvé rigoureusement dans
la référence [227].

Ces résultats pour la distribution des plus grandes valeurs propres de matrices aléa-
toires sont intéressants pour eux-mêmes mais un certain nombre de travaux récents,
tant en mathématique qu’en physique ont montré que ces distributions de Tracy-
Widom dépassaient largement le domaine des matrices aléatoires. Une succession
assez remarquable de travaux ont en effet montré que ces distributions apparaissent
dans des domaines très variés allant de la combinatoire en passant par des problèmes
de croissance stochastique ou à des problèmes d’alignement de séquences d’ADN.

1. En 1999, dans un papier fondateur, Baik, Deift et Johansson [228] ont mon-
tré que la distribution de Tracy-Widom F2 décrit la statistique de la plus
longue sous-séquence croissante d’une permutation aléatoire (connu aussi sous
le nom de problème de Ulam [229]). Soit donc l’ensemble des n premiers entiers
{1, 2, · · · , n} et considérons les n! permutations possibles de ces n entiers. Pour
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une permutation donnée de ces entiers, on identifie toutes les sous-séquences
croissantes (et dont les termes ne sont pas forcément consécutifs). Par exemple
pour n = 6, on considère la permutation {2, 1, 3, 4, 6, 5}. Dans cette permuta-
tion, on identifie plusieurs sous-séquences croissantes telles que {2, 3}, {2, 4, 6},
{3, 4, 5}. Les plus longues de ces sous-séquences sont {2, 3, 4, 6}, {2, 3, 4, 5},
{1, 3, 4, 6} et {1, 3, 4, 5}. La longueur ln de la plus longue sous-séquence crois-
sante (LIS pour longest increasing subsequence) est donc une variable aléatoire,
ln = 4 dans le cas présenté ici. Si l’on considère une mesure uniforme sur l’en-
semble des permutations, quelle est la distribution de ln ? Dans ce papier de
1999 [228] Baik, Deift et Johansson ont obtenu la distribution complète de ln et
ils ont montré que pour n→ ∞, ln → 2

√
n+n1/6χ où la variable aléatoire χ2 est

distribuée selon la distribution de Tracy-Widom F2, i.e. Pr[χ2 ≤ ξ] = F2(ξ).
Nous renvoyons à l’article de revue de Aldous et Diaconis [230] et les notes de
cours de Majumdar [231] pour plus de détail au sujet de ce problème fascinant.

2. Juste après, Johannsson [221] et, indépendamment, Baik et Rains [232] ont
montré que cette même distribution F2 apparâıt dans une classe de modèle de
polymères dirigés en milieu aléatoire.

3. A peu près au même moment, Prähofer et Spohn [233] ont montré que les
distributions F2 et F1 apparaissent dans un modèle stochastique de croissance
sur un substrat unidimensionel appelé “Polynuclear Growth Model” (PNG)
(Figs. 10.3 et 10.4). Ce modèle est particulièrement intéressant puisqu’il est
dans la classe d’universalité de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) [170] en dimen-
sion 1 + 1. Suite à ces résultats sur le modèle PNG, un certain nombre de
travaux ont montré que ces distribution F2 et F1 apparaissent également dans
d’autres modèles de croissance dans l’universalité de KPZ, comme dans l’auto-
mate cellulaire connu sous le nom de “oriented digital boiling” [234], le modèle
de déposition ballistique [235] ou bien encore des variantes du modèle PNG
[236]. Ces différents résultats semblent confirmer que les fluctuations d’inter-
face en dimension 1+1 dont la dynamique est décrite par l’équation KPZ sont
décrites par ces distributions de Tracy-Widom. Ces différents résulats ont été
essentiellement obtenus en mettant en évidence une correspondence entre ces
modèles de croissance et la statistique de la plus longue sous-séquence d’une
permutation aléatoire. Une fois cette correspondance établie on peut ensuite
utiliser le résultat de Baik, Deift et Johansson [228] et obtenir ces distributions
de Tracy-Widom. Par ailleurs, les travaux de Spohn et de ses collaborateurs
sur les processus ponctuels déterminantaux ont montré des liens directs entre
les modèles de croissance PNG et le mouvement Brownien de Dyson. Ils ont
en effet montré que le processus qui décrit les fluctuations de hauteur dans
ces modèles, baptisé processus d’Airy, est le même processus qui décrit la dy-
namique de la plus grande valeur propre du mouvement Brownien de Dyson
(ou marcheurs aléatoires répulsifs) [233]. Nous reviendrons en détail sur cette
connexion plus directe entre modèle de croissance et matrices aléatoires au
chapitre 10.

4. Parallèlement, en 2002, Johansson a montré [241] que la distribution de Tracy-
Widom apparâıt dans un problème classique de combinatoire : le pavage du
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“diamant aztèque”par des dominos. Un diamant aztèque d’ordre n, An est l’en-
semble des cases carrées [m,m+1]× [l, l+1] où m,n ∈ Z qui sont à l’intérieur
de la région du plan {(x, y) : |x|+ |y| ≤ n+1}. Sur la figure 7.6 on a représenté

n = 1 n = 2 n = 3

Figure 7.6.: Diamants aztèques pour n = 1, n = 2 et n = 3. Les cases du dia-
mant ont été ”artificiellement” coloriées en échiquier afin de mieux
comprendre l’organisation du pavage.

les diamants Aztèques d’ordre n = 1, 2, 3. Les dominos, à l’aide desquels on
veut paver (sans qu’ils ne se chevauchent) ce diamant sont, eux, des rectangles
de taille 1× 2 ou 2× 1 (Fig. 7.7). On peut montrer qu’il y a 2n(n+1)/2 façons

Figure 7.7.: Les deux façons de paver le diamant d’ordre n = 1 (voir Fig. 7.6) avec
les types de dominos 2 × 1 considérés ici (verticaux ou horizontaux).
On différencie les dominos verticaux recouvrant une case blanche en
haut ou en bas (et de même pour les horizontaux selon que la case
blanche est à droite ou à gauche).

différentes de paver un diamant d’ordre n [237]. Pour cette géométrie particu-
lière du diamant aztèque il existe un algorithme, dit ”algorithme de glissement
de dominos” (domino shuffling) [238] qui permet non seulement d’énumérer ces
pavages mais aussi de construire un générateur aléatoire (uniforme ou non) de
pavages du diamant. Sur la figure 7.8, on peut voir un pavage typique pour
n = 100 dans le cas où ces pavages sont générés uniformément. On observe
que, au centre du diamant, le pavage est désordonné (c’est la région tempé-
rée) tandis que, près des bords, les dominos sont tous gelés dans le même sens
(c’est la région polaire). Un théorème dû à Jockush, Propp et Shor [239] éta-
blit que, dans la limite n → ∞, la frontière ente ces deux régions converge
vers un cercle (c’est le théorème du cercle arctique). Bien sûr pour n grand
mais fini cette frontière fluctue autour ce cercle. Un résultat remarquable, dû
à Johansson [241], est que ces fluctuations sont décrites par la distribution de
Tracy-Widom F2. Notons qu’il s’agit d’un modèle où les conditions aux bords
ont des conséquences macroscopiques sur le comportement ce système, ce qui
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Figure 7.8.: Pavage d’un diamant pour n = 100 réalisé à l’aide de l’algorithme du
glissement de dominos (prise de la référence [240]). Le code de couleur
est expliqué en Fig. 7.7.

est assez peu courant en mécanique statistique. Ce phénomène est d’ailleurs
absent dans d’autres géométries comme le carré par exemple. Terminons ce
paragraphe sur le pavage du diamant aztèque en mentionnant qu’il existe une
bijection entre ce problème et la mécanique statistique d’interfaces élastiques
en dimension 2+1 [33, 242, 243]. On notera que cet algorithme de déplacement
de dominos, qui est un algorithme polynomial, a d’ailleurs été utilisé pour étu-
dier la thermodynamique du modèle SOS sur un substrat désordonné décrit
dans la première partie de ce manuscript (1.1).

5. Finalement un peu après, Majumdar et Nechaev ont montré que la distribution
de Tracy Widom F2 apparâıt dans un problème bien connu d’alignement de
séquences d’ADN [244]. Nous renvoyons le lecteur à l’article de revue [231]
pour plus de détails sur ce problème.

Ces quelques travaux fondateurs ont donné lieu à une véritable “avalanche” de
publications et nous renvoyons le lecteur à plusieurs articles de revues récents en
mathématique [212, 245, 246], en informatique théorique [247], en finance [218] et
en physique statistique [231, 248].
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Extrêmes de marches aléa-
toires : une approche par
le groupe de renormalisation
dans l’espace réel 8

Comme nous l’avons vu en introduction, l’exemple le plus important de variables
aléatoires fortement corrélées est sans doute la marche aléatoire (7.18) et sa contre-
partie en temps continu, le mouvement Brownien (7.39). Et bien que le mouve-
ment Brownien (unidimensionel) ait déjà été abondamment étudié dans la littérature
[80, 249, 250], il y a, depuis quelques années, un vif intérêt pour l’étude des fonc-
tionnelles du mouvement Brownien, et tout particulièrement dans le contexte des
statistiques d’extrêmes [163, 164, 165, 189, 162, 202, 251]. Si l’on considère donc un
Brownien x(t) sur l’intervalle x ∈ [0, T ], et partant de 0 à l’instant initial x(0) = 0,
il atteint son maximum Xmax au temps t = tM (voir Fig. 7.3 où le nombre de pas N
correspond à T ). Jusqu’à maintenant, on s’est essentiellement intéressé à la distri-
bution du maximum FT (M) = Pr[Xmax ≤ M ]. Dans ce chapitre, nous obtiendrons
une description plus fine de la statistique des extrêmes de marches aléatoires en
considérant la distribution jointe PT (M, tM ) du maximum et du temps auquel il est
atteint sur l’intervalle fixé [0, T ]. Par exemple, pour un Brownien libre, la distribu-

tion marginale de tM , PT (tM ), est donnée par PT (tM ) = 1
π t

−1/2
M (T − tM )−1/2 : sa

fonction de répartition est donc donnée par Pr(tm ≤ t) = 2
π sin

−1(
√

t/T ), qui est la
célèbre loi de l’arcsinus de Lévy [252]. Ces résultats pour le mouvement Brownien,
et ses variantes telles que le pont Brownien, l’excursion, le méandre ou le Brownien
réfléchi (voir Fig. 7.4) peuvent être obtenus de façon très élégante en utilisant les
méthodes d’intégrale de chemin [202], que l’on a exposées précédemment dans le
paragraphe 7.3.2.

Le but de ce chapitre est d’exposer une méthode alternative, le groupe de renor-
malisation dans l’espace réel, pour l’étude de la statistique d’extrêmes de processus
stochastiques unidimensionnels. Une bonne partie des résultats présentés dans ce
chapitre sont publiés dans la Ref. [253].

8.1. Introduction à la méthode de renormalisation dans
l’espace réel

Le groupe de renormalisation dans l’espace réel (RSRG pour Real Space Renor-
malization Group), dit renormalisation à la Ma-Dasgupta, a initialement été proposé
pour étudier les châınes de spin quantiques désordonnées [254, 255, 256, 257]. Cette
méthode a ensuite été appliquée [258] au modèle de Sinai [259], i.e. la dynamique acti-
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vée d’une particule dans un potentiel aléatoire V (x) qui est lui-même un mouvement
Brownien. On peut décrire les idées de la renormalisation de type Ma-Dasgupta de
la façon suivante [261]. Considérons un système décrit par une collection de variables
aléatoires zi, 1 ≤ i ≤ N , qui ont des relations de voisinage données dans l’espace
physique, par exemple un réseau hyper-cubique d-dimensionnel. La renormalisation
consiste à décimer de manière itérative la plus petite valeur zmin = min1≤i≤N zi (et
éventuellement une partie de son voisinage) afin de reconstruire une nouvelle collec-
tion de variables aléatoires z′i, 1 ≤ i ≤ N ′ < N , reliées par de nouvelles relations de
voisinage dans l’espace physique. Par exemple, pour le modèle de Sinai en dimension
d = 1, les variables pertinentes sont les barrières d’énergie zi ≡ |V (x̃i) − V (x̃i+1)|
où les (x̃i, x̃i+1) sont les pairs de minima et maxima locaux. A une étape donnée
de la décimation, indexée par l’échelle de renormalisation Γ, le paysage d’énergie ne
contient plus de barrière plus petite que Γ. Bien que cette procédure de décimation
ne soit qu’asymptotiquement exacte pour le modèle de Sinai (ou les châınes de spins
quantiques désordonnées évoqueés ci-dessus), nous exploitons ici la propriété remar-
quée par Le Doussal et Monthus [260] que cette procédure de renormalisation est
en fait exacte, et très puissante, pour étudier les statistiques d’extrêmes d’une large
classe de processus stochastiques unidimensionnels.
Illustrons l’application de cette méthode à l’étude des extrêmes d’une marche

aléatoire partant de x0 et définie par,

xn = xn−1 + ηn , (8.1)

où les ηn sont des variables aléatoires symétriques, indépendantes et identiquement
distribuées selon une densité de probabilité φ(η). En vue de futures applications de
la méthode à des marches aléatoires contraintes (comme des ”ponts” par exemple),
nous considérons des marches conditionnées à terminer en xN après N pas de temps.
La première étape du RSRG consiste à identifier la position des extrêmes locaux
0 = t0 < t1 < · · · < t2k−1 < tN = N et la position du marcheur en ces temps,
x0 ≡ x̃(t0), x̃(t1), · · · , x̃(tN ) ≡ x(N) (Fig. 8.1). La mesure ”initiale” de la marche
aléatoire peut alors s’écrire comme la somme des probabilités que la marche ait k
extrêmes locaux x̃1, · · · , x̃k situés en t1, · · · , tk [260]. A partir de ces variables, on
définit les longueurs des liens ℓi = ti−ti−1 ainsi que les barrières Fi = |x̃(ti+1)−x̃(ti)|
(Fig. 8.2). La seconde étape du RSRG est une étape de décimation où l’on élimine
progressivement les plus petites barrières de la marche de telle sorte qu’à l’échelle
de renormalisation Γ il n’y ait plus de barrières plus petites que Γ (et initialement
Γ = 0). Cette étape de décimation consiste donc à réduire itérativement la liste des
extrêmes en éliminant une paire d’extrêmes voisins correspondant à la plus petite
barrière dans le système lorsque l’échelle de renormalisation Γ croise cette valeur,
agrégeant ainsi 3 liens en un seul (Fig. 8.2). Si l’on dénote par F1, F2, F3 et ℓ1, ℓ2, ℓ3
les barrières et les longueurs des liens concernées (F2 ≡ Γ étant alors la plus petite
barrière dans le système), les nouvelles variables de ce lien sont données par les règles
de décimation suivantes (voir Fig. 8.2)

F = F1 − F2 + F3 , ℓ = ℓ1 + ℓ2 + ℓ3 . (8.2)
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0 i

ti

x̃(ti)

xi

x0

N

Figure 8.1.: Première étape du RSRG : identification des minima et maxima locaux.

Pour décrire mathématiquement cette procédure de décimation, nous considérons
une marche aléatoire alternée (”en zig-zag”), résultant de la première étape de RSRG
(voir Fig. 8.1). Il est facile de voir que cette structure en zig-zag est préservée sous
renormalisation (Fig. 8.2). Par ailleurs, et sans perte de généralité [260], nous nous
restreignons à une marche telle que x0 et xN soient tous deux des minima locaux :
la marche est donc formée par un nombre pair de liens (N = 2K) où les minima
sont indéxés par x̃(2k) et les maxima par x̃(2k + 1). Notons que dans ce processus
de décimation, les deux liens du bord (i.e. connectés à x0 et xN ) jouent un rôle
particulier puisqu’ils ne peuvent pas être décimés : leur longueur ne peut que crôıtre
à mesure que leurs plus proches voisins sont décimés. Initialement, la marche est
Markovienne et il est facile de voir que cette propriété est préservée lors du processus
de décimation. Ainsi à l’échelle de renormalisation Γ, la mesure de la marche (dite
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F3

F2

F1

ℓ1 ℓ2 ℓ3

F = F1 − F2 + F3

Figure 8.2.: Deuxieme étape du RSRG : décimation.

”mesure de taille finie”) s’écrit

PL,Γ[u] = l̄ΓEΓ(F1, ℓ1)EΓ(F2, ℓ2)δ(N − (ℓ1 + ℓ2))δ(xN − (x0 + F1 − F2))

+

∞
∑

k=1

l̄ΓEΓ(F1, ℓ1)

2k+1
∏

j=2

PΓ(Fj , ℓj)EΓ(F2k+2, ℓ2k+2)δ(N −
2k+2
∑

i=1

ℓi) (8.3)

×δ(xN − (x0 +

2k+2
∑

j=1

(−1)j+1Fj)) . (8.4)

Dans cette expression (8.3), PΓ(F, ℓ), respectivement EΓ(F, ℓ), est la distribution
de probabilité (p.d.f. pour probability distribution function) jointe de la barrière F
et de la longueur ℓ du lien pour un lien du ”coeur”, respectivement pour un lien
du bord, de la marche à l’échelle de renormalisation Γ (pour simplifier les calculs
nous considérons une distribution continue des variables ℓi). La p.d.f. jointe PΓ(F, ℓ)
correspond donc à la probabilité pour que le marcheur partant de 0 à l’instant initial
arrive en F à l’instant ℓ, tout en restant dans l’intervalle [0, F [ et en n’effectuant pas
de retour de plus de Γ. La p.d.f. jointe EΓ(F, ℓ) correspond à la même probabilité
mais pour un marcheur contraint à rester dans l’intervalle ] − ∞, F [. Par ailleurs,
l̄Γ = Γ2, qui est a longueur moyenne des liens, assure la normalisation de la mesure
(8.3). Cette mesure de taille finie (8.3) est donc la somme des probabilités pour que
la marche renormalisée à l’échelle Γ, aient 2k+2 liens, i.e. k ”vallées” constituées de
liens du coeur et 2 liens du bord, avec k = 0, 1, · · · . Pour N fini et Γ arbitrairement
grand, il ne reste que le terme k = 0 dans cette somme (8.3). Cette propriété traduit
simplement le fait que, pour N fini, le processus de décimation en Fig. 8.2 s’arrête
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lorsqu’il ne reste plus que deux liens, en l’occurence ces deux liens du bord : on a
alors directement accès au maximum et à sa position (voir plus bas).
La forme factorisée de chacun des termes de cette somme (8.3) reflète le caractère

Markovien de la marche aléatoire étudiée. Cette propriété d’indépendance statistique
entre les liens de la marche aléatoire permet d’écrire des équations de renormalisation
(équation d’évolution) relativement simples pour PΓ(F, ℓ) et EΓ(F, ℓ). Dans le cas
d’une marche symétrique ces équations s’écrivent, en introduisant P̃Γ(ζ, ℓ) = PΓ(ζ+
Γ, ℓ), avec ζ ≥ 0 :

(∂Γ − ∂ζ)P̃Γ(ζ, ℓ) =

∫

ℓ1+ℓ2+ℓ3=ℓ
P̃Γ(0, ℓ2)

∫ ζ

0
dζ ′P̃Γ(ζ

′, ℓ1)P̃Γ(ζ − ζ ′, ℓ3) , (8.5)

et pour le lien du bord

∂ΓEΓ(F, ℓ) = −P̃Γ(0)EΓ(F, ℓ) (8.6)

+

∫

ℓ1+ℓ2+ℓ3=ℓ

∫ ∞

0
dF1

∫ ∞

0
dζ3EΓ(F1, ℓ1)P̃Γ(0, ℓ2)P̃Γ(ζ3, ℓ3)δ(F − (F1 + ζ3)) ,

avec

P̃Γ(0) =

∫ ∞

0
P̃Γ(0, ℓ)dℓ . (8.7)

Ces équations d’évolution possèdent a priori plusieurs points fixes (dans la limite
Γ → ∞) associés à différents types de diffusion. Le point fixe associé au mouvement
Brownien a déjà été étudié en détail dans la littérature. Dans les deux premières
sections qui suivent, nous exploitons ces solutions pour obtenir des résultats sur
la distribution des extrêmes (i) de mouvements Browniens contraints puis (ii) de
processus de Bessel. Dans la dernière partie, nous montrons l’existence d’un nouveau
point fixe de ces équations qui décrit la marche aléatoire en temps continu (CTRW
pour Continuous Time Random Walk).

8.2. Les résulats standards du Brownien

Le point fixe associé à un mouvement Brownien de constante de diffusion D a la
forme d’échelle suivante

P̃Γ(ζ, ℓ) = Γ−3Q

(

η ≡ ζ

Γ
, λ ≡ D

ℓ

Γ2

)

, EΓ(F, ℓ) = Γ−3R

(

η ≡ F

Γ
, λ ≡ D

ℓ

Γ2

)

,(8.8)

où les fonctions Q et R ont les expressions suivantes

Q(η, p) =

∫ ∞

0
e−pλQ(η, λ)dλ = a(p)e−ηb(p) , (8.9)

R(η, p) =

∫ ∞

0
e−pλQ(η, λ)dλ = e−ηb(p) , (8.10)

où les fonctions a(p) et b(p) sont données par

a(p) =

√
p

sinh (
√
p)
, b(p) =

√
p coth (

√
p) . (8.11)
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A partir de ces expressions (8.8), nous pouvons maintenant calculer la pdf jointe
PN (M, tM , xN ) pour qu’un mouvement Brownien libre, terminant en xN atteigne
son maximum M au temps tM . Pour établir le lien avec les résultats présentés
précédemment, nous choisissons ici et dans la suite D = 1/2. Au vue de ce qui a été
dit précédemment, cette pdf est donnée par le dernier ”bloc”, correspondant donc au
terme k = 0 dans la mesure de taille finie (8.3), c’est-à-dire

PN (M, tM , xN ) = lim
Γ→∞

Γ2EΓ(M, tM )EΓ(M − xN , N − tM ) , (8.12)

En utilisant l’expression pour le lien du bord (8.9), on obtient, dans la limite Γ → ∞ :

lim
Γ→∞

ΓEΓ(F, p) = e−F
√
2p , (8.13)

qui donne, en effectuant une transformée inverse de Laplace :

lim
Γ→∞

ΓEΓ(F, ℓ) =

√

2

π

F

ℓ3/2
e−F

2/(2ℓ) . (8.14)

Ainsi en utilisant l’Eq. (8.12) et l’expression pour le lien du bord en Eq. (8.14) nous
obtenons

PN (M, tM , xN ) =
2

π

M(M − xN )

t
3/2
m (N − tM )3/2

e
− M2

2tM
− (M−xN )2

2(N−tM ) θ(M − xN )θ(M) . (8.15)

En intégrant cette expression (8.15) sur la position finale xN , on obtient la distribu-
tion jointe de xm et tm pour un Brownien libre :

P free
N (M, tM ) =

∫ M

−∞
dxNPN (M, tM , xN ) = θ(M)

M

π
√
N − tM t

3/2
M

e
− M2

2tM . (8.16)

En intégrant cette expression sur tM on en déduit la distribution marginale du maxi-
mum, mentionnée précédemment en Eq. (7.35) ainsi que la distribution marginale
de la position du maximum tM

P free
N (tM ) =

1

N
P̃ free

(

tM
N

)

, P̃ free(t) =
1

π
√

t(1− t)
, (8.17)

qui est la fameuse loi d’arcsinus de Lévy [252].

A partir de l’Eq. (8.15) nous obtenons également le résultat pour le pont Brownien,
où xN = 0 (Fig. 7.4 a)) :

P bridge
N (M, tM ) =

PN (M, tM , xN = 0)
∫∞
0 dxN

∫ N
0 dxNPN (M, tM , xN = 0)

(8.18)

= θ(M)

√

2N

π

M2

t
3/2
M (N − tM )3/2

e
− NM2

2tM (N−tM ) .
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On en déduit aisément la distribution marginale du maximum xm et de sa position tm

Pbridge
N (xm) =

1

N1/2
P̃bridge

( xm

N1/2

)

, P̃bridge(x) = θ(x)4xe−2x2 , (8.19)

Pbridge
N (tm) =

1

N
. (8.20)

Ce paragraphe montre donc que cette méthode de RSRG permet de retrouver
les résultats standard du Brownien libre (8.15) et du pont Brownien (8.18). Cette
même méthode peut être adaptée pour étudier les statistiques d’extrêmes d’autres
mouvements Browniens contraints, comme le méandre Brownien ou le mouvement
Brownien réfléchi [253].

8.3. Processus de Bessel

Cette méthode permet également d’obtenir des résultats exacts pour les statis-
tiques d’extrêmes du processus de Bessel Rd(t), qui est le rayon du mouvement
Brownien d-dimensionnel,

Rd(t) =

√

√

√

√

d
∑

i=1

x2i (t) , (8.21)

où les processus xi(t) sont des Browniens identiques, de coefficient de diffusion D et
tels que xi(0) = 0, et indépendants. Rd(t) est alors le processus de Bessel d’indice
d. En adoptant la règle de lecture d’Itô, on montre que Rd(t) satisfait l’équation de
Langevin

Ṙd(t) =
d− 1

Rd(t)
+ ζ(t) , (8.22)

où ζ(t) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance 〈ζ(t)ζ(t′)〉 =
2Dδ(t − t′) et dans la suite, on pose D = 1/2. En s’appuyant sur les travaux de
Le Doussal et Monthus [260], nous avons montré comment le RSRG permet de
calculer la distribution jointe du maximum M et de sa position tM . Ici nous ne
donnons que les résultats principaux, en nous restreignant au pont de Bessel de
taille N , i.e. un processus de Bessel (8.22) conditionné à revenir à l’origine après un
temps N . Il se trouve en effet que la distribution du maximum PN (M) pour un
pont de Bessel a été beaucoup étudiée en théorie des probabilités et en statistiques,
en particulier dans le contexte de généralisation du test de Kolmogorov-Smirnov
discuté précédemment (7.48) et qui, lui, met en jeu la distribution du maximum
du pont de Bessel pour d = 1 (7.50). La distribution marginale PN (M) a été tout
d’abord obtenue par Gikhman [262] et Kiefer [263], indépendamment, pour d entier.
Bien après, ce résultat a été généralisé par Pitman et Yor pour d quelconque [264].
En revanche, il existe à notre connaissance beaucoup moins de résultats pour la
distribution PN (tM ) de l’instant tM auquel ce maximum est atteint.
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Nous avons obtenu, en particulier, la distribution jointe de xm et tm pour un
processus de Bessel sous la forme explicite [253] :

PBessel bridge
N (M, tM ) =

8Nν+1

Γ(1 + ν)M5+2ν

∞
∑

k,l=1

jν+1
ν,k j

ν+1
ν,l

Jν+1(jν,k)Jν+1(jν,l)
e−

j2ν,ktM

M2 e−
j2ν,l(N−tM )

M2 ,

(8.23)
avec ν = −1 + d/2 et où 0 < jν,1 < jν,2 < ... sont les zéros positifs de la fonction de
Bessel Jν .
En intégrant cette expression (8.23) sur tM (et après quelques manipulations [253]),

on retrouve la distribution du maximum [262, 263, 264]

PBessel bridge
N (M) =

1

N1/2
P̃Bessel bridge

(

M

N1/2

)

(8.24)

P̃Bessel bridge(x) =
d

dx

(

4

Γ(ν + 1)x2ν+2

∞
∑

n=1

j2νν,n
J2
ν+1(jν,n)

exp

(

−
j2ν,n
x2

))

.

En particulier pour d = 1, où ν = −1/2 et j−1/2,n = (n+ 1
2)π, cette expression (8.24)

redonne bien le résultat pour le mouvement Brownien réfléchi (7.50). Par ailleurs si
on intègre (8.23) sur xm, on obtient le résultat pour la distribution marginale de tM
sous la forme

PBessel bridge
N (tM ) =

1

N
P̃Bessel bridge

(

tM
N

)

(8.25)

P̃Bessel bridge(t) = 4(1 + ν)

∞
∑

k,l=1

jν+1
ν,k j

ν+1
ν,l

Jν+1(jν,k)Jν+1(jν,l)
[

j2ν,kt+ j2ν,l(1− t)
]ν+2 ,

et l’on peut en principe obtenir des formules analogues pour des processus de Bessel
libres.

8.4. Marche aléatoire en temps continu (CTRW)

Nous en venons maintenant aux statistiques d’extrêmes pour la marche aléatoire
en temps continu (CTRW pour Continuous Time Random Walks), qui a été intro-
duite par Montroll et Weiss [265]. Dans ce modèle, la particule effectue une marche
aléatoire comme dans l’Eq. (8.1) décrite plus haut mais elle attend un certain ”temps
de piégeage” τ avant chaque saut. Ce temps de piégeage est lui-même une variable
aléatoire distribuée selon une loi ψ(τ) large, caractérisée par une queue algébrique
ψ(τ) ∝ τ−1−α avec 0 < α < 1, tandis que les sauts eux-mêmes, les variables aléatoires
ηn dans l’Eq. (8.1), gardent une distribution étroite. Ce type de modèle a été initia-
lement suggéré par Scher et Montrol [266] pour modéliser les propriétés de transport
électronique dans les matériaux désordonnés et depuis ces marches aléatoires ont été
beaucoup utilisées pour modéliser, phénoménologiquement, des propriétés de diffu-
sions anormales dans différents systèmes complexes [267, 268]. En effet, pour α < 1,
le temps de moyen de piégeage est infini et donc la CTRW est caractérisée par un
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comportement sous-diffusif avec un exposant dynamique z = 2/α > 1 ainsi que des
fluctuations non-Gaussiennes. Bien que les CTRW aient été abondamment étudiées
dans la littérature, il semble que les statistiques d’extrêmes de ces marches aléatoires
n’aient pas vraiment été analysées.
Dans la publication [253], nous avons montré que les CTRW sont décrites par

un nouveau point fixe du RSRG, indéxé par α et qui s’obtient assez simplement
à partir du point fixe décrivant la marche aléatoire Brownienne (8.8). A partir de
ces solutions de point fixe, nous avons obtenu, d’une façon similaire à l’Eq. (8.12),
quoique légèrement différente, la distribution jointe P free

N (M, tM ) du maximum M
et de sa position tM pour une CTRW libre sur un intervalle de temps [0, N ] :

P free
N (M, tM ) = θ(M)θ(N − tM )

1

Γ[1− ν]

1

M1/ν(N − tM )ν
Lν
(

tM
N1/ν

)

. (8.26)

où ν = α/2. Cette expression (8.26) fait intervenir la loi (stable) de Lévy tronquée
d’indice ν, Lν(x), dont la transformée de Laplace est donnée par

∫∞
0 e−pxLν(x)dx =

e−p
ν
, dont on trouvera quelques propriétés intéressantes dans notre article [253].

A partir de l’Eq. (8.26) on obtient la distribution marginale de tM sous la forme
relativement simple

P free
L (tm) =

1

N
P̃ free

(

tm
N

)

, P̃ free(t) =
sin νπ

π

1

t1−ν(1− t)ν
, (8.27)

qui dans la littérature est connue sous le nom de distribution d’arcsinus généralisée.
De même on obtient la distribution marginale du maximum M sous la forme

Pfree
T (M) =

1

Nν
P̃free

(

M

Nν

)

, P̃free(x) = θ(x)
1

ν
x−(1+1/ν)Lν

(

x−1/ν
)

. (8.28)

Ces méthodes de renormalisation dans l’espace réel sont donc très puissantes pour
étudier les statistiques d’extrêmes de marches aléatoires. Bien sûr il serait très in-
téressant d’étendre ces méthodes à d’autres processus. Une extension naturelle des
résultats présentés ici concernerait les marches aléatoires de Lévy. Des progrès dans
cette direction permettraient également de mieux comprendre une extension du mo-
dèle Sinai où une particule diffuse dans un potentiel qui est lui-même une marche
aléatoire de Lévy, pour laquelle il existe aujourd’hui très peu de résultats.
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Les statistiques d’événements rares et extrêmes dans les systèmes spatialement
étendus ont été récemment l’objet d’un vif intérêt. C’est en particulier le cas d’inter-
faces élastiques en dimension 1+1 dans la classe d’universalité d’Edwards-Wilkinson
[269] et de Kardar-Parisi-Zhang [170]. Par exemple les propriétés de persistence spa-
tiale et temporelle dans ces systèmes ont été abondamment étudiées à la fois théo-
riquement [147, 148, 270, 271, 272] et expérimentalement [273], notamment grâce
aux techniques de STM (Scanning Tunneling Microscope). Un autre exemple inté-
ressant concerne par exemple la statistique des intensités spectrales extrêmes des
modes de Fourier d’une interface Gaussienne [274]. Dans ce chapitre, nous nous in-
téressons à une quantité extrême encore différente et considérons la statistique de
la hauteur relative maximale (MRH pour maximal relative height). La hauteur re-
lative signifie ici la hauteur mesurée par rapport à la moyenne spatiale du champ
de hauteur pour des interfaces fluctuantes dans leur état stationnaire. Cette ques-
tion, initialement soulevée et étudiée numériquement dans la Ref. [275] a ensuite
été résolue exactement pour le modèle d’une interface Gaussienne par S. N. Majum-
dar et A. Comtet [163, 164]. Depuis, cette question a suscité de nombreux travaux
[165, 276, 277, 278, 251, 279].
Un des modèles les plus simples d’interface fluctuante est le modèle d’Edwards-

Wilkinson [269] en dimension 1 + 1 où le champ de hauteur H(x, t) au point x et à
l’instant t évolue selon une équation de diffusion en présence d’un bruit thermique

∂tH(x, t) = ∇2H(x, t) + ζ(x, t) , (9.1)

où ζ(x, t) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et variance 〈ζ(x, t)ζ(x′, t′)〉 =
δ(x−x′)δ(t−t′), i.e. que l’on fixe la température à T = 1/2. Dans la limite des grands
temps, le système atteint un état stationnaire décrit par le poids de Boltzmann
Pst ∝ exp [−H], avec un Hamiltonien Gaussien

H =
1

2

∫ L

0

(

∂H

∂x

)2

dx , (9.2)

où l’on dénote également par H(x) le champ de hauteur de l’interface dans le régime
stationnaire et par L la taille du système. Pour des conditions au bord périodiques
telles que H(0) = H(L), le processus H(x) défini par le Hamiltonien dans l’Eq. (9.2)
est simplement un pont Brownien où x joue le rôle tu temps et H dénote la position
du marcheur Brownien [Fig. 7.4 a)]. Ce Hamiltonien (9.2) est invariant par une
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translation globale du champ de hauteur H(x) → H(x) + c où c est une constante,
aussi une quantité physique plus pertinente est-elle la hauteur relative

h(x) = H(x)− L−1

∫ L

0
H(x′)dx′ , (9.3)

mesurée par rapport à la moyenne spatiale du champ de hauteur. Bien que le Hamil-
tonien du système H en Eq. (9.2) garde la même expression en fonction des hauteurs

relatives H = (1/2)
∫ L
0 (∂h/∂x)2 dx, le champ h(x) satisfait à une contrainte globale

∫ L
0 h(x)dx = 0. Nous allons voir que cette contrainte joue un rôle crucial dans le
calcul de la distribution de la hauteur relative maximale [163, 164, 165].
On peut aisément montrer que ces variables h(x) sont fortement corrélées. Par

exemple, pour des conditions aux limites périodiques, la fonction de corrélation à
deux points est donnée par [164]

C(x, L) = 〈h(x0)h(x0 + x)〉 = L

12

[

1− 6x

L

(

1− x

L

)

]

. (9.4)

En particulier la largeur de l’interface est donnée par wL =
√

〈h2(x)〉 =
√

L/12.
Ainsi l’échelle typique du champ de hauteur est donnée par h ∼ L1/2. Dans ce
chapitre nous nous intéressons au maximum hm des hauteurs relatives

hm = max
0≤x≤L

h(x) . (9.5)

Bien sûr hm est une variable aléatoire et la question que l’on pose ici est : quelle
est la densité de probabilité P (hm, L) de hm ? Et puisque les variables h(x) sont ici
fortement corrélées (9.4), le calcul de P (hm, L) est non trivial (cf chapitre 7).

Cette distribution P (hm, L) a tout d’abord été étudiée numériquement dans la
Ref. [275] puis calculée dans les Refs. [163, 164], par une méthode d’intégrale de che-
min (voir paragrape 7.3.2) pour le modèle continu Gaussien (9.3). Pour des condi-
tions aux bords périodiques, ils ont montré que P (hm, L) s’exprime en fonction de
la distribution d’Airy fAiry(x). En fonction de la largeur wL =

√

L/12, on a expli-
citement [163, 164] :

P (hm, L) =
1√
12wL

fAiry

(

hm√
12wL

)

(9.6)

∫ ∞

0
fAiry(x)e

−sxdx = s
√
2π

∞
∑

k=1

e−αks
2/32−1/3

, (9.7)

où les αk sont les amplitudes des zéros de la fonction d’Airy Ai(z) sur l’axe réel
négatif. Par exemple, on a α1 = 2.3381 . . . , α2 = 4.0879 . . . , α3 = 5.5205 . . . etc [281].
En utilisant un résultat de Takacs [280] il est possible d’inverser la transformée de
Laplace dans cette expression (9.7) pour obtenir [163, 164]

fAiry(x) =
2
√
6

x10/3

∞
∑

n=1

e−bn/x
2
b2/3n U(−5/6, 4/3, bn/x

2) , (9.8)
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où bn = 2α3
n/27 et U(a, b, z) est une fonction hypergéometrique confluente, de Tri-

comi [281]. Cette expression (9.8) est assez utile puisqu’elle peut être évaluée nu-
mériquement. Elle permet également d’obtenir le comportement de fAiry(x) à petit
argument :

fAiry(x) ∼ 8

81
α
9/2
1 x−5 e−2α3

1/27x
2

quand x→ 0 . (9.9)

Le comportement à grand argument est plus délicat à obtenir. En analysant en détail
le comportement des moments Mn de la distribution d’Airy Mn =

∫∞
0 xnfAiry(x) dx

pour n grand on obtient [164, 282]

fAiry(x) ∼ 72

√

6

π
x2e−6x2 quand x→ ∞ . (9.10)

Notons d’ailleurs que si la transformée de Laplace de fAiry(x) est assez explicite, le
calcul de ses moments Mn est assez difficile. Comme l’a montré Takacs [280], si l’on
définit les variables Kn de la façon suivante

Mn =
4
√
πn!

Γ(3n−1
2 )2

n
2

Kn , (9.11)

alors elles satisfont une relation de récurrence

Kn =
3n− 4

4
Kn−1 +

n−1
∑

j=1

KjKn−j , (9.12)

avec K0 = −1/2. Plus récemment, Kearney, Majumdar et Martin ont obtenu une
représentation intégrale de ces moments sous la forme [284]

Kn =
3

4π2

∫ ∞

0

z
3(n−1)

2

Ai2(z) + Bi2(z)
dz , (9.13)

où Ai(z) et Bi(z) sont les fonctions d’Airy [281].
Cette distribution d’Airy a fait l’objet de nombreux travaux car il se trouve qu’elle

intervient dans un certain nombre de problèmes, a priori non reliés, notamment en
théorie des probabilités, en informatique théorique et en théorie des graphes [164,
283, 285, 286]. En particulier fAiry décrit la distribution de l’aire sous une excursion
Brownienne (Fig. 9.1). Nous rappelons qu’une excursion Brownienne x(t) sur un
intervalle de temps [0, T ] est un mouvement Brownien commençant et terminant en
0, i.e. x(T ) = x(0) = 0 et conditionné à rester positif sur cet intervalle de temps [Fig.

7.4 c)]. Si l’on dénote par A =
∫ T
0 x(t)dt, il s’agit bien sûr d’une variable aléatoire et

on peut montrer que la densité de probabilité de A, P (A, T ), est elle aussi donnée
par la distribution d’Airy (9.8), i.e. P (A, T ) = T−3/2fAiry(A/T

3/2) [163, 164]. Il est
donc tout-à-fait remarquable que cette distribution apparaisse également dans un
problème de statistique d’extrêmes d’une interface élastique Gaussienne.
Ce chapitre s’articule autour de trois aspects de mon travail relatifs à cette distri-

bution d’Airy. Dans une première partie, je me suis intéressé à la notion d’universalité
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x(t)

t
10

Aire sous une

excursion

Figure 9.1.: Aire (en rouge) sous une excursion brownienne (en bleu).

de la distribution de hm (9.5) au-delà du modèle Gaussien (9.2) étudié par Majum-
dar et Comtet. Dans une seconde partie, je mentionnerai brièvement une définition
alternative de la hauteur relative (9.3) dont la distribution du maximum interpole
entre la distribution de Rayleigh et la distribution d’Airy. Enfin je discuterai, dans
une troisième partie, l’occurrence d’une généralisation de la distribution de la MRH
à un autre modèle d’interface qui intervient, de façon inattendue, dans un problème
de géométrie aléatoire, connu sous le nom de problème de Sylvester.

9.1. Universalité de la distribution d’Airy et correction de

taille finie

Une question naturelle est de se demander dans quelle mesure la distribution de la
MRH, P (hm, L), est universelle. Par exemple, on peut montrer que cette distribution
est sensible aux conditions aux bords [164], et c’est assez naturel puisque hm (9.5)
est un maximum global sur tout le système. Donc si l’on fixe les conditions aux bords
périodiques, on peut se demander combien P (hm, L) est sensible aux interactions (à
courte portée) dans le Hamiltonien H en Eq. (9.2) caractérisant la mesure d’équilibre
(i.e. l’état stationnaire) du système. Dans la Ref. [165], nous avons étudié, à la
fois analytiquement et numériquement, une classe de modèles ’Solid-on-Solid’ (SOS)
unidimensionnels [287]. Le modèle SOS est défini sur un réseau dont les L sites sont
indexés par un entier i = 0, 1, · · · , L − 1 avec des conditions aux bords périodiques
(de telle sorte que le site L est identifié au site 0). Le modèle à l’équilibre est donc
décrit par le Hamiltonien

Hp = K

L−1
∑

i=0

|Hi −Hi+1|p , (9.14)
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où Hi ∈]−∞,+∞[ est une variable de hauteur continue et p > 0 un paramètre réel
positif. Ce modèle (9.14) où le champ de hauteur est continue est donc une généra-
lisation des modèles SOS où la hauteur est discrète, décrivant différentes situations
physiques lorsque l’on varie le paramètre p [287]. Par exemple, le cas p = 1 corres-
pond au modèle d’Ising bi-dimensionnel dans la limite de grande anisotropie. Notons
aussi que plusieurs auteurs ont étudié le cas p = 1, pour des hauteurs discrètes [288]
ou continues [289], dans le contexte du mouillage en dimension 1 + 1.
Commençons par présenter un argument, fondé sur le théorème de la limite cen-

trale, qui établit l’universalité de la distribution P (hm, L) pour les modèles décrits
par l’Eq. (9.14). En fait cet argument est valide pour une classe encore plus large de
modèles d’interfaces avec des interactions à courte portée décrit par la Hamiltonien
suivant :

exp[−H] ∝
∏

i

g (|Hi −Hi+1|) , (9.15)

où g(x) est une fonction positive, paire et normalisée avec un second moment bien
défini : σ2 =

∫∞
−∞ g(x)x2dx. La forme factorisée du membre de droite de l’Eq. (9.15)

indique que l’on peut interpréter les différences de hauteurs voisines Hi+1 −Hi = ξi
comme des nombres aléatoires ayant une distribution jointe donnée par

P [{ξi}] = NL g(ξ1) g(ξ2) . . . g(ξL) δ

(

L
∑

i=1

ξi

)

, (9.16)

où NL assure la normalisation de cette distribution et où g(x) est interprétée comme
une distribution de probabilité admettant un second moment σ2. La fonction delta
dans l’Eq. (9.16) assure les conditions aux bords périodiques, H(0) = H(L). C’est
pourquoi le champ de hauteur Hi peut être interprétée comme un pont aléatoire
discret. Dans la limite où la taille du système L tend vers l’infini, le théorème de la
limite centrale garantit que ce pont aléatoire discret converge vers le pont Brownien
(à condition bien sûr que σ2 reste fini). Bien sûr, la même conclusion vaut également
pour la hauteur relative hi = Hi − L−1

∑

iHi. Plus précisément, les fluctuations
de la variable adimensionnée hi/wL où wL est la largeur de l’interface auront la
même statistique, dans la limite L → ∞, que son équivalent continu h(x)/

√

L/12.
Et naturellement, le maximum, adimensionné, de hauteur relative hm/wL où hm =
max ({hi}, i = 0, 1, · · · , L− 1), aura asymptotiquement, la même statistique que son
équivalent continu. D’après cet argument, on s’attend donc à ce que, quelle que soit
la distribution g(x), paire et admettant un second moment σ2, la distribution de hm
soit donnée, dans la limite L→ ∞ par

P (hm, L) →
1√
12wL

fAiry

(

hm√
12wL

)

, (9.17)

où fAiry(x) est la distribution d’Airy, définie en Eq. (9.7).
Cet argument, quoique très général, ne concerne que le comportement dominant

de la distribution P (hm, L) dans la limite L → ∞ mais ne dit rien sur les effets de
taille finie. Pourtant dans de nombreuses situations concrètes, comme les simulations
numériques par exemple, ces effets de taille finie peuvent être importants. Pour des
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variables i.i.d. ces corrections de taille finie décroissent génériquement logarithmi-
quement avec le nombre de variables (ici L). Pour des variables i.i.d., ces corrections
de taille finie ont été étudiés en détail dans la littérature mathématique [187]. Plus
récemment, elles ont été étudiées par des physiciens, à l’aide des méthodes du groupe
de renormalisation [188]. En revanche il n’existe que très peu de cas où l’on peut
faire une étude de taille finie pour la statistique d’extrêmes de variables fortement
corrélées.
Pour ce type de modèle SOS évoqué plus haut (9.14), il est toutefois possible

d’étudier analytiquement les effets de taille finie pour P (hm, L). En effet, dans le cas
particulier p = 1 on peut calculer la distribution P (hm, L) pour tout L fini à l’aide
des techniques de matrice de transfert [165]. A partir de cette expression exacte, on
peut en déduire les premiers termes du développement asymptotique pour L grand.
On obtient alors [165] :

P (hm, L) =
1√

12wL
f

(

hm√
12wL

)

+
1√

2σ1 L
f ′
(

hm√
12wL

)

+O(L−3/2) , (9.18)

avec
√
12wL = σ1L

1/2+O(L−3/2), σ1 =
√
2/K. En particulier, à partir de l’Eq. (9.18),

on obtient le développement de la valeur moyenne 〈hm〉 :

〈hm〉 = σ1
√
L− σ1√

2
+O(L−1/2) . (9.19)

La correction dominante au comportement en L1/2 de la valeur moyenne de hm est
négative, comme dans le cas de la valeur moyenne du maximum pour une marche
aléatoire ordinaire (7.28) [189, 194].

Inspiré par ce résultat exact (9.18) pour un modèle SOS (9.14) pour p = 1, nous
avons vérifié numériquement que pour tout p la distribution de hm pour L grand
s’écrit [165]

P (hm, L) =
1√

12wL

[

f

(

hm√
12wL

)

+
1

µp
√
L
f ′
(

hm√
12wL

)

]

+O(L−3/2) . (9.20)

Cette étude indique donc que, pour cet ensemble de variables aléatoires fortement
corrélées, les corrections de taille finie sont plus faibles (décroissance algébrique avec
L) que pour des variables indépendantes (décroissance logarithmique). A la suite des
travaux récents [188] proposant d’étudier ces effets de taille finie pour des variables
indépendantes à l’aide de méthode de renormalisation (ce qui, pour un physicien sta-
tisticien, apparâıt comme la méthode ”canonique”), il serait intéressant d’étendre ce
type d’approche, par exemple en utilisant la renormalisation dans l’espace réel [253]
discutée au chapitre 8, pour discuter la généralité de ce résultat.

9.2. D’autres définitions de la hauteur relative

Comme nous l’avons déjà mentionné, le Hamiltonien décrivant une interface élas-
tique (9.2) est invariant par une translation du champ de hauteur H(x) → H(x)+ c
où c est une constante. Aussi est-il nécessaire de définir une hauteur relative, par
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rapport à une référence a priori arbitraire. La définition adoptée plus haut est certes
physiquement pertinente mais d’autres définitions sont a priori possibles. Récem-
ment, Burkhardt, Györgyi, Moloney et Racz se sont intéressés à la hauteur relative
par rapport au champ de hauteur en x = 0, H(0) (ou, de façon équivalente, par
rapport à n’importe quel autre point, puisque l’on considère ici des conditions aux
bords périodiques) [279]. Il existe donc deux définitions de hauteur relative qui ont
été étudiées récemment :

(i) h1(x) = H(x)− L−1

∫ L

0
H(x′) dx′ , (ii) h0(x) = H(x)−H(0) . (9.21)

Ces deux définitions (9.21) conduisent à deux distributions du maximum hmax (9.5)
des hauteurs relatives qualitativement très différentes. En effet, dans le premier cas
(9.21) la distribution de la MRH P 1(hm, L) est donnée par la distribution d’Airy
fAiry(x) étudiée précédemment (9.7), tandis que dans le deuxième cas (9.21) la dis-
tribution du maximum P 0(hm, L) est décrite par la distribution de Rayleigh [279].
En effet on a

(i)P 1(hm, L) =
1

L1/2
fAiry

(

hm

L1/2

)

, (9.22)

(ii)P 0(hm, L) =
1

L1/2
fRay

(

hm

L1/2

)

, (9.23)

où fRay(x) est la distribution de Rayleigh

fRay(x) = 4x exp
(

−2x2
)

. (9.24)

Notons que ce dernier résultat (9.24) peut s’obtenir aisément en remarquant que,
dans ce cas (ii) (9.21), la distribution de hm est simplement la distribution du
maximum d’un pont Brownien, donnée par l’Eq. (8.19). Cette distribution (9.24)
est connue dans la littérature sous le nom de distribution de Rayleigh. Elle apparâıt
notamment dans la théorie des matrices aléatoires où elle décrit approximativement
la distribution de l’espacement entre deux valeurs propres des ensembles Gaussiens
de matrices aléatoires (GOE, GUE, GSE) : c’est ce qu’on appelle la conjecture de
Wigner ou ”Wigner surmise”.

Bien que ces deux définitions de hauteurs relatives (9.21) soient a priori assez
similaires, les distributions du maximum dans les deux cas, en Eq. (9.7) et Eq. (9.24)
ont des expressions analytiques très différentes. Ces deux définitions conduisent donc
à des distributions d’extrême qualitativement différentes : c’est particulièrement vrai
si l’on considère le comportement de ces distributions à petit argument (9.9), (9.24).
Dans la Ref. [251], nous avons voulu comprendre comment la distribution du MRH
évolue lorsque l’on change la définition de hauteur relative de h1(x) à h0(x) (9.21).
Pour cela, nous avons introduit une définition alternative de la hauteur relative hκ(x)
indexée par un paramètre continu 0 ≤ κ ≤ 1

hκ(x) = H(x)− 1

κL

∫ κL

0
H(x′) dx′ , (9.25)
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telle que limκ→1 h
κ(x) = h1(x) et limκ→0 h

κ(x) = h0(x) : hκ(x) interpole donc entre
h1(x) et h0(x). A l’aide des méthodes d’intégrale de chemin, nous avons obtenu une
expression exacte pour la distribution P κ(hm, L) du maximum des hauteurs relatives

hm = max0≤x≤L hκ(x) et montré que P κ(hm, L) = L− 1
2 fκ(hmL

− 1
2 ) où fκ(x), qui

interpole entre la distribution d’Airy pour κ = 1 et la distribution de Rayleigh pour
κ = 0, est donnée par

fκ(x) =
4
√
6

π
x−10/3

∫ ∞

0
dq

∞
∑

n=1

[Fn(q)]
2 bn(q, κ)

2/3 e−bn(q,κ)/x
2

×U(−5/6, 4/3, bn(q, κ)/x
2) , (9.26)

où bn(q, κ) = (2κ/27)(αn+(1−κ)q2/κ)3 et où les coefficients Fn(q) sont donnés par

Fn(q) =

∞
∫

0

du
Ai(u− αn)

Ai′(−αn)
sin(qu). (9.27)

En particulier, à petit argument, fκ(x) se comporte comme

fκ(x) ∼
(

κ

1− κ

)3/2

x−2 exp

(

−2α3
1

27

κ

x2

)

. (9.28)

Ainsi donc P κ(hm, L) décrôıt exponentiellement pour hm ≪
√
κL. Ce comportement

peut se comprendre qualitativement en remarquant que les configurations telles que
hm ≪

√
κL sont essentiellement plates sur l’intervalle [0, κL].

9.3. Un problème relié : la question de Sylvester

Pour terminer ce chapitre sur la distribution d’Airy, nous présentons ici une gé-
néralisation de la distribution de la hauteur maximale définie plus haut (9.3, 9.5) à
une autre classe d’interface appelé modèle de Mullins-Herring [290] où le champ de
hauteur H(x, t) évolue selon l’équation

∂tH(x, t) = ∇4H(x, t) + ζ(x, t) , (9.29)

où ζ(x, t) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et variance 〈ζ(x, t)ζ(x′, t′)〉 =
δ(x− x′)δ(t− t′), i.e. que l’on fixe la température à T = 1/2. L’état stationnaire est
décrit dans ce cas par le poids de Boltzmann Pst ∝ exp [−H], avec un Hamiltonien
Gaussien

H =
1

2

∫ L

0

(

∂2H

∂x2

)2

dx , (9.30)

où l’on dénote également par H(x) le champ de hauteur de l’interface dans le régime
stationnaire et par L la taille du système. Comme précédemment, nous considérons
des conditions aux bords périodiques, H(0) = H(L). Si le cas précédent (9.2) cor-
respondait à un pont Brownien, le modèle d’interface considéré ici (9.30) correspond
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au processus accéléré aléatoirement (RAP pour Random Acceleration Process), en
configuration de pont, qui est défini par l’équation stochastique

ẍ(t) = ζ(t) , (9.31)

où ζ(t) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance 〈ζ(t)ζ(t′)〉 =
δ(t− t′). Ce modèle (9.31) a été abondamment étudié dans le contexte des processus
stochastiques, comme un des processus non-Markoviens les plus simples et pourtant
non-trivial, ainsi que dans le contexte des polymères où le Hamiltonien (9.30) décrit
un polymère semi-flexible [291].
Récemment, Györgyi et al. ont étudié la distribution du maximum hmax (9.5) des

hauteurs relatives définies comme en Eq. (9.3) pour ce modèle d’interface (9.30)
[278]. Ils ont montré que la distribution P(hm, L) du maximum relatif a la forme
d’échelle

P(hm, L) =
1

L3/2
fRAP

(

hm

L3/2

)

, (9.32)

et ont donné une formule de trace pour la transformée de Laplace de fRAP(x). Cette
formule de trace implique l’opérateur différentiel du second ordre

L =
1

2

∂2

∂u2
− u

∂

∂r
− r , (9.33)

qui est le générateur du processus de Markov (r(φ), u(φ)). Si l’on considère le pro-
blème aux valeurs propres suivants

Lψ(r, u) = −ǫψ(r, u), 0 < r <∞, −∞ < u <∞,

ψ(0, u) = 0, u > 0, (9.34)

et si l’on suppose qu’il admet un spectre discret ǫ1 < ǫ2 < · · · (l’expression analytique
de ces valeurs propres n’étant pas connue) et des vecteurs propres associés bien
définis, alors la transformée de Laplace de fRAP(x) s’écrit [278]

f̂RAP(s) =

∫ ∞

0
e−sxfRAP(x) dx =

√
2πs

∞
∑

k=1

e−ǫks
2/5

, (9.35)

qui est donc l’équivalent de l’expression (9.7) pour la distribution d’Airy.
Nous avons montré que cette distribution (9.35) apparâıt, de façon assez inatten-

due, dans un problème de géometrie convexe aléatoire bien connu : la question de
Sylvester [292]. En 1864, J. J. Sylvester a posé la question du calcul de la probabilité
que quatre points indépendants jetés uniformément dans un ensemble convexe fixé
du plan soient les sommets d’un quadrilatère convexe [293]. Depuis on entend plus
généralement par problème de Sylvester le calcul de la probabilité pn(K) que n points
indépendants et uniformément distribués dans un convexe K du plan soient en posi-
tion convexe, c’est-à-dire tous situés sur la frontière de leur enveloppe convexe (voir
Fig. 9.2). Dans le cas où K est un triangle ou un parallélogramme, cette probabilité
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P

Figure 9.2.: Un exemple d’un ensemble de n = 6 points choisis aléatoirement dans
un disque D. L’enveloppe convexe (en pointillé) de cet ensemble de
points ne passe pas par le point P et est donc un polygone à cinq
côtés. Cet ensemble de points ne contribue donc pas à la probabilité
p6(D).

pn(K) peut être calculée explicitement pour tout n par des méthodes combinatoires
[294]. En général, et en particulier où K est le disque unité D, on ne sait pas obtenir
de formule élémentaire pour pn(D). Bárány a toutefois montré rigoureusement un
développement à deux termes de ln [pn(K)], dans la limite asymptotique où n est
grand, qui fait intervenir la notion de périmètre affine de K [295]. Dans le cas où K
est le disque unité, il obtient, dans la limite n→ ∞

ln pn(D) = −2n lnn+ n ln(2π2e2) +Rn , (9.36)

où le reste Rn est tel que Rn = o(n). Dans la Ref. [292], nous avons montré que Rn

peut s’exprimer en terme de la transformée de Laplace f̂RAP(s) donnée en Eq. (9.35) :

Rn = ln
[

f̂RAP

(√
3 · 25 · π4n

)]

. (9.37)

Nous avons obtenu ce résultat (9.36, 9.37) en étendant une approche analytique,
initialement développée par H. J. Hilhorst [296, 297, 298] dans le contexte des mo-
säıques de Voronoi, et également utilisée par lui et P. Calka pour le problème de
la cellule de Crofton [299]. L’idée d’utiliser cette méthode ici repose sur l’observa-
tion que les deux premiers termes du développement asymptotique en Eq. (9.36)
cöıncident avec le développement de ln pVorn où pVorn est la probabilité pour qu’une
cellule typique de Poisson-Voronoi ait n côtés. De plus, la Ref. [300] suggère que ces
deux problèmes sont reliés par une inversion des coordonnées radiales. En utilisant
ce résultat (9.37) ainsi que le résultat de György et al. (9.35), on obtient

ln pn(D) = −2n lnn+ n ln(2π2e2)− 2ǫ1(3π
4n)1/5 + . . . , (9.38)

où ǫ1 > 0 est donc la plus petite valeur propre du problème linéaire énoncé en
Eq. (9.34). Ce résultat (9.38) montre en particulier le fait surprenant que le troisième
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terme du développement de la quantité ln pn(D) est non-analytique en n. Enfin ce
travail montre une connexion assez inattendue entre les statistiques d’extrême et un
problème de géométrie aléatoire.

96



Marcheurs répulsifs : du
mouvement Brownien
aux matrices aléatoires 10

Jusqu’à présent nous avons étudié des statistiques d’extrêmes de systèmes ”sans
interaction”. Un modèle minimal, et non trivial, de systèmes de particules en inter-
actions consiste en une collection de p marcheurs Browniens x1(t), · · · , xp(t) condi-
tionnés à ne pas se croiser, c’est-à-dire x1(t) < · · · < xp(t), ∀ t (Fig. 10.1). De tels
marcheurs sont parfois appelés vicious walkers et nous les appelerons aussi marcheurs
répulsifs.

0 t

x2(0)

x1(0)

x3(0)

x4(0)

xi(t)

Figure 10.1.: Croquis, dans le plan (x, t) des trajectoires de p = 4 marcheurs
contraints à ne pas se croiser.

De tels modèles ont été abondamment étudiés par le passé en physique statistique.
Tout d’abord introduits (en physique) par P. G. de Gennes [301] dans le contexte
des polymères, ils ont ensuite été ”popularisés” par M. E. Fisher [302] pour décrire
la phénoménologie des transitions de mouillage et de fusion en dimension 1 + 1.
Ces travaux pionniers ont ensuite connu des développements intéressants dans le
contexte des réseaux de polymères [303] ou des propriétés de persistence de systèmes
hors d’équilibre [304].

Plus récemment, ces modèles ont connu un regain intérêt notamment en raison de
leurs connexions avec la théorie des matrices aléatoires [208] (voir ci-dessous), et en
particulier avec le mouvement Brownien de Dyson [306, 307]. Ils apparaissent aujour-
d’hui comme un modèle à la croisée d’un certain nombre de problèmes fondamentaux
de mécanique statistique comme les modèles de croissance stochastique dans la classe
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d’universalité de Kardar-Parisi-Zhang en dimension 1+1 [170], le polymère dirigé en
milieu désordonné [308, 309] ou bien des problèmes de pavages aléatoires de région
du plan, comme le pavage du diamant aztèque [241]. Ces connexions reposent en
particulier sur le processus d’Airy2, introduit par Spohn et Prähofer [310] qui est le
processus stochastique sous-jacent à ces différents problèmes.

10.1. Mouvements Browniens répulsifs et matrices
aléatoires

10.1.1. Une approche par intégrale de chemin

Nous considérons donc une collection de p particules Browniennes xi(t), i =
1, · · · , p dont l’équation du mouvement est simplement

ẋi(t) = ηi(t) , avec la condition initiale xi(0) = x0i , (10.1)

où les ηi sont des bruits blancs gaussiens indépendants 〈ηi(t)ηj(t′)〉 = δijδ(t−t′). Ces
particules Browniennes n’interagissent pas excepté le fait qu’elles sont contraintes à
ne pas se croiser (Fig. 10.1). C’est pourquoi, si on choisit d’étiqueter ces particules
telles que x01 < x02 < · · · < x0p, cet ordre est préservé aux temps ultérieurs

x1(t) < x2(t) < · · · < xp(t) , ∀t ≥ 0 . (10.2)

L’objet essentiel que nous souhaitons calculer est le propagateur

Pp(v, t2|u, t1) ≡ Pp(v1, v2, · · · , vp, t2|u1, u2, · · · , up, t1) , (10.3)

c’est-à-dire la probabilité pour que le système atteigne la configuration x1(t2) =
v1, x2(t2) = v2, · · · , xp(t2) = vp au temps t2 en sachant qu’il était dans la confi-
guration x1(t1) = u1, x2(t1) = u2, · · · , xp(t1) = up au temps t1. Notons que dans
l’Eq. (10.3) et dans la suite nous utilisons la notation v ≡ (v1, v2, · · · , vp). Ce pro-
pagateur vérifie l’équation de Fokker-Planck

∂

∂t2
Pp(v, t2|u, t1) =

1

2

p
∑

i=1

∂2

∂v2i
Pp(v, t2|u, t1) , (10.4)

assortie de la condition initiale

Pp(v, t2 = t1|u, t1) = δ(p)(v − u) , (10.5)

et de la condition de ”non-croisement”, spécifique à ce problème

Pp(v, t2|u, t1) = 0 , si vi = vj , ∀ (t1, t2) . (10.6)

Nous allons écrire la solution de cette équation (10.4) satisfaisant à ces conditions
(10.5, 10.6) en terme d’une intégrale de chemin (méthode décrite, dans le cas d’une
seule particule, dans le paragraphe 7.3.2). Pour cela, nous notons tout d’abord que
la densité de probabilité associée à la trajectoire de p marcheurs Browniens non
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contraints [i.e. sans la condition de non-croisement (10.6)] x1(t), x2(t), · · · , xp(t)
(10.1) sur l’intervalle de temps [t1, t2] (i.e. la généralisation de la formule (7.41)
à p macheurs) s’écrit

ρjoint({x1(t)}, {x2(t)}, · · · , {xp(t)}) ∝ exp

[

−1

2

p
∑

i=1

∫ t2

t1

(

dxi
dt

)2

dt

]

×δ(p)(x(t1)− u)δ(p)(x(t2)− v) , (10.7)

où les fonctions delta assurent les conditions initiales en t1 et finales en t2. Comme
nous l’avons montré plus haut (7.42, 7.43), on peut utiliser les techniques d’intégrales
de chemin pour écrire ce propagateur libre (10.7) sous la forme

Pp,free(v, t2|u, t1) = 〈v| exp−Ĥ0(t2 − t1)|u〉 , (10.8)

où Ĥ0 =
∑p

i=1 ĥ0,i, avec h0,i = −1
2
∂2

∂x2i
, est le Hamiltonien de p particules quantiques

libres. Si l’on dénote par E les valeurs propres de Ĥ0 et par |E〉 les vecteurs propres
associés, on obtient

Pp,free(v, t2|u, t1) =
∑

E

Ψ∗
E(u)ΨE(v)e

−E(t2−t2) , (10.9)

où l’on a introduit la notation 〈u|E〉 = ΨE(u). Pour des Browniens sans la contrainte
de non-croisement, cette fonction d’onde ΨE(u) de p particules est simplement le
produit de p fonctions d’onde à une particule 〈ui|Ei〉 = ψEi(ui) (avec ĥ0,i|Ei〉 =
Ei|Ei〉), i.e. ΨE(u) =

∏p
i=1 ψEi(ui). Dans le cas où ces marcheurs sont conditionnés

à ne pas se croiser (”vicious walkers”), on impose Pp(v, t2|u, t1) = 0, dès lors que
vi = vj , et ce pour temps t2. On reconnâıt alors que cette fonction d’onde à p
particules ΨE(u) ≡ ΨE(u1, .., up) est une fonction d’onde fermionique, i.e. qu’elle
s’annule si deux des coordonnées de position sont égales. Cette fonction d’onde
complètement anti-symétrique est donc construite en formant le déterminant de
Slater à partir des fonctions propres à une particule, i.e.

Pp(v, t2|u, t1) =
∑

E

Ψ∗
E(u)ΨE(v)e

−E(t2−t2) ,

ΨE(u) =
1√
p!

det
1≤i,j≤p

ψEi(uj) . (10.10)

Ce formalisme va nous permettre d’établir assez simplement un premier lien entre
ces systèmes et les matrices aléatoires.

10.1.2. Le lien avec les matrices aléatoires

Dans la suite, nous allons nous intéresser à des configurations particulières de
ces marcheurs répulsifs dits en ”pastèque” (watermelons) où les p marcheurs com-
mencent, à l’instant t = 0, et terminent, à l’instant t = 1, à l’origine. Nous nous
intéresserons en particulier au cas de ponts Browniens contraints à ne pas se croi-
ser [Fig. 10.2 a)]. Nous considèrerons aussi les excursions Browniennes contraintes
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xi(t)

t

xi(t)

t
a) b)

Figure 10.2.: a) : Croquis de ponts Browniens contraints à ne pas se croiser (pas-
tèque sans mur). b) : Croquis d’excursions Browniennes contraintes
à ne pas se croiser, où les marcheurs sont, en plus, contraints à rester
positifs (pastèque avec mur).

à ne pas se croiser : dans ce cas les marcheurs sont en plus contraints à rester sur
le demi-axe x > 0 [Fig. 10.2 b)]. Toutefois, de telles configurations ne sont pas
bien définies pour des processus continus en espace et en temps, comme les mou-
vements Browniens que nous souhaitons considérer ici (10.1, 10.2). En effet, il est
bien connu que si deux tels marcheurs se croisent, ils se re-croiseront une infinité de
fois immédiatement après. Autrement dit, il est impossible d’imposer la contrainte
xi(0) = xi+1(0) = 0 et simultanément xi(0

+) < xi+1(0
+). Une façon de traiter ce

problème consiste à considérer des marcheurs aléatoires en temps discret sur un ré-
seau discret (c’est ce que l’on appelle des chemins de Dyck) : c’est la méthode qui
est par exemple utilisée dans les références [311, 315, 316, 317]. Dans la limite conti-
nue, on s’attend à retrouver le problème des mouvements Browniens en exclusion
(on consultera la Ref. [318] pour une démonstration rigoureuse de ce résultat). Ici,
nous utilisons une méthode alternative proposée par Majumdar et Comtet [78, 164]
qui consiste à régulariser cette singularité en supposant que les positions initiales et
finales des Browniens sont distinctes et données par 0 < ǫ1 < ... < ǫp et la limite
ǫi → 0 n’est prise qu’à la fin du calcul (en vérifiant bien sûr que cette limite est
bien définie). Dans les deux cas (ponts Browniens et excursions Browniennes), nous
allons tout d’abord calculer la distribution de probabilité des positions x1, x2, · · · , xp
des positions à un instant t fixé.

Le cas des ponts Browniens contraints à ne pas se croiser. Dans le cas des
ponts, on peut calculer la distribution de probabilité des positions Pjoint(x1, · · · , xp; t)
en terme du propagateur de ce processus (10.8) et en utilisant la régularisation
expliquée dans le paragraphe ci-dessus :

Pjoint(x, t) = lim
ǫi→0

〈ǫ|e−tĤ0 |x〉〈x|e−(1−t)Ĥ0 |ǫ〉
〈ǫ|e−Ĥ0 |ǫ〉

, (10.11)

où Ĥ0 =
∑p

i=1 ĥ0,i où ĥ0,i = −1
2∂

2
xi . On peut ensuite calculer explicitement les deux

propagateurs dans cette équation (10.11) en utilisant la formule (10.10). On obtient

100



Marcheurs répulsifs : du mouvement Brownien aux matrices aléatoires

dans ce cas où les fonctions propres de ĥ0,i sont simplement les ondes planes :

〈ǫ|e−tĤ0 |x〉 =
∫ ∞

−∞
dk1 · · ·

∫ ∞

−∞
dkp

[

det
1≤m,n≤p

e−ikmǫm
] [

det
1≤m,n≤p

e+ikmxm
]

× exp

[

−1

2

(

k21 + · · ·+ k2p
)

t

]

. (10.12)

Pour prendre la limite ǫi → 0 (pour tout marcheur i) dans cette formule (10.12) on
utilise que, dans cette limite, on a à l’ordre dominant

[

det
1≤m,n≤p

e−ikmǫm
]

∼ ap
∏

i<j

(ki − kj)
∏

i<j

(ǫi − ǫj) , (10.13)

où l’amplitude ap ne joue pas de rôle ici. Finalement, en utilisant ce comportement
asymptotique (10.13) ainsi que les expressions (10.11, 10.12) on obtient que les puis-
sances de (ǫi−ǫj) s’annulent entre le dénominateur et le numérateur de l’Eq. (10.11)
pour donner :

Pjoint(x, t) = ApQ(x, t)Q(x, 1− t) , (10.14)

Q(x, t) =

∫ ∞

−∞
dk
∏

i<j

(ki − kj) e
− t

2
k2
[

det
1≤m,n≤p

e+ikmxm
]

, (10.15)

où on utilise la notation
∫∞
−∞ dk ≡

∫∞
−∞ dk1 · · ·

∫∞
−∞ dkp et où l’amplitude Ap est

déterminée par la condition de normalisation, i.e.
∫∞
−∞ dxPjoint(x, t) = 1. On peut

ensuite effectuer l’intégrale sur les variables ki en utilisant la formule d’Harish-
Chandra-Itzykson-Zuber [319] [ou bien ici l’identité de Cauchy-Binet (10.51)] pour
obtenir finalement

Pjoint(x, t) = Z−1
p σ(t)−p

2
∏

i<j

(xi − xj)
2e

− x
2

2σ2(t) , (10.16)

avec σ(t) =
√

t(1− t) et où Zp =
∏p
j=1 j ! peut être évaluée en utilisant une intégrale

de Selberg [208]. Cette formule montre donc que, à temps t fixé, les positions de
marcheurs adimensionnées x̃i(t) = xi/[

√
2σ(t)] ont la même distribution que les

valeurs propres des matrices de l’ensemble GUE, i.e. β = 2 (7.54).
Cette relation (10.16) pose naturellement la question de l’identité entre, d’une

part, ces configurations de pastèques, i.e. le système de p ponts Browniens condi-
tionnés à ne pas se croiser, et, d’autre part, les valeurs propres de matrices Hermi-
tiennes dont les éléments sont eux-mêmes des ponts Browniens indépendants, i.e. un
mouvement brownien de Dyson [306]. Pour établir l’identité entre ces deux proces-
sus, au-delà d’une quantité à un temps (10.16), nous étudierons, dans le paragraphe
10.1.3 l’équation de Fokker-Planck régissant ces deux processus.
Le cas des excursions Browniennes contraintes à ne pas se croiser. Dans

ce cas, on peut calculer la distribution jointe des positions à t fixé en utilisant
une formule similaire à celle utilisée pour les ponts (10.11) où l’on doit en plus
conditionner les marcheurs à rester sur le demi-axe x > 0. Pour cela, comme nous
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l’avons fait plus haut dans un contexte très similaire (7.44), il suffit d’ajouter au
Hamiltonien Ĥ0 qui entre dans l’Eq. (10.11) un potentiel ayant un mur infini en 0
avec une condition absorbante. On a donc dans ce cas

Pjoint(x, t) = lim
ǫi→0

〈ǫ|e−tĤW |x〉〈x|e−(1−t)ĤW |ǫ〉
〈ǫ|e−ĤW |ǫ〉

. (10.17)

où ĤW =
∑p

i=1 ĥW,i où ĥW,i = −1
2∂

2
xi +VW (xi) où VW est un potentiel avec un mur

infini en zéro (7.44), i.e.

VW (x) =

{

+∞ , −∞ < x ≤ 0 ,

0 , x ≥ 0 .

En effectuant le même type de manipulations que précédemment (10.11)-(10.16), on
obtient ici

Pjoint(x, t) = Z ′−1
p σ(t)−p(2p+1)

p
∏

i<j

(x2i − x2j )
2e

− x
2

2σ2(t) , (10.18)

où Z ′
p est une constante de normalisation que l’on calcule de nouveau en utilisant

une intégrale de Selberg [208]. Ainsi cette relation (10.18) montre que la distribution
des quantités yi = x2i /2σ

2(t) est identique, formellement, aux valeurs propres des
matrices de Wishart (7.67) avec β = 2, M −N = 1

2 , et N = p. Nous verrons aussi
dans la suite que cette distribution (10.18) correspond à la distribution des valeurs
propres (positives) de matrices hermitiennes symplectiques, de taille 2p× 2p.

10.1.3. Mouvement Brownien de Dyson

Pour établir encore un peu plus précisément le lien entre ces modèle de marcheurs
répulsifs et la théorie des matrices aléatoires nous allons discuter ici le mouvement
Brownien de Dyson [306, 307]. Pour cela, nous considérons des matrices aléatoires
des ensembles GOE (β = 1), GUE (β = 2) ou GSE (β = 4), dont les éléments
dépendent du temps t et sont eux-mêmes des Browniens. Par exemple, dans le cas
où β = 2, nous considérons des matrices Hermitiennes H ≡ H(t) de taille p×p dont
les éléments Hmn(t) sont donnés par

Hmn(t) =















1√
2

(

bmn(t) + i b̃mn(t)
)

, m < n ,

bmm(t) , m = n
1√
2

(

bnm(t)− i b̃nm(t)
)

, m > n ,

(10.19)

où bmn(t) et b̃mn(t) sont des mouvements Browniens identiques et indépendants, de
coefficient de diffusion D = 1/2. Soient λ1(t) < λ2(t) < · · · < λp(t) les p valeurs
propres de cette matrice H(t) (10.19) ou plus généralement d’une matrice d’un des
ensembles β = 1, 2 ou 4 construites de façon similaires à (10.19) avec la symétrie
adapée. On peut montrer que les λi(t) obéissent à l’équation du mouvement, dit
mouvement Brownien de Dyson [208, 306]

dλi(t)

dt
=
β

2

∑

1≤j 6=i≤p

1

λi(t)− λj(t)
+ ηi(t) , (10.20)
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où ηi(t) sont des bruits blancs Gaussiens indépendants 〈ηi(t)ηj(t′)〉 = δijδ(t − t′).
Soit PDyson(λ, t|µ, 0) ≡ PDyson(λ1, · · · , λp, t|µ1, · · · , µp, t = 0) le propagateur associé
à ce processus (10.20). Il vérifie l’équation de Fokker-Planck

∂

∂t
PDyson =

1

2

p
∑

i=1

∂2

∂λ2i
PDyson −

β

2

p
∑

i=1

∂

∂λi





∑

1≤j 6=i≤p

1

λi − λj
PDyson



 . (10.21)

Bien sûr on a ici aussi PDyson(λ, t|µ, 0) = 0 si λi = λj , et ce pour tout temps t et
d’après l’Eq. (10.21) on obtient

PDyson(λ, t|µ, 0) ∼ (λj − λi)
β , λi → λj . (10.22)

Cette équation de Fokker-Planck peut être transformée en une équation de Schrö-
dinger [312] en posant

PDyson(λ, t|µ, 0) =
exp

[

β
2

∑

1≤i<j≤p ln (λj − λi)
]

exp
[

β
2

∑

1≤i<j≤p ln (µj − µi)
]WDyson(λ, t|µ, 0) , (10.23)

où WDyson(λ, t|µ, 0) (ainsi définie) est telle que

WDyson(λ, t = 0|µ, 0) = δ(p)(λ− µ) , (10.24)

et par ailleurs, compte tenu de (10.22), et de (10.23) on a

WDyson(λ, t|µ, 0) ∼ (λj − λi)
β/2 , λi → λj . (10.25)

A partir des l’Eqs (10.21) et (10.23), on obtient que WDyson satisfait à l’équation de
Schrödinger

∂

∂t
WDyson =

1

2

p
∑

i=1

∂2

∂λ2i
WDyson −

β

8
(β − 2)

p
∑

i=1

∑

1≤j 6=i≤p

1

(λj − λi)2
WDyson . (10.26)

Ainsi pour une valeur générique de β, (10.26) est l’équation de Schrödinger associée à
l’Hamiltonien de Calogero-Sutherland (sur une ligne infinie) [313, 314]. En revanche
pour la valeur particulière β = 2, le terme d’interaction disparâıt et dans ce cas
l’équation vérifiée par WDyson (10.22, 10.24, 10.26) est identique au propagateur du
modèle de marcheurs répulsifs (10.4, 10.5, 10.6) : dans ce cas l’Eq. (10.26) correspond
à l’équation de Schrödinger pour un modèle de fermions libres. Autrement dit pour
β = 2 il existe une relation simple entre le propagateur du mouvement Brownien de
Dyson (10.19, 10.20) et celui du modèle de p marcheurs Browniens contraints à ne
pas se croiser :

PDyson(λ, t|µ, 0) =
∏

i<j(λj − λi)
∏

i<j(µj − µi)
Pp(λ, t|µ, 0) . (10.27)

Cette relation (10.27) peut aussi s’obtenir directement en écrivant le propagateur du
mouvement Brownien de Dyson (10.20) en terme d’une intégrale de chemin (7.53).
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En particulier, dans le cas des configurations en pastèque où les positions initiales
et finales des marcheurs sont les mêmes (Fig. 10.2), cette relation (10.27) montre
que ce processus est identique au mouvement Brownien de Dyson (10.19) où les
éléments sont des ponts Browniens sur l’intervalle [0, 1], i.e. bij → Bij , b̃ij → B̃ij en
Eq. (10.19) tels que Bij(0) = Bij(1) = 0 et B̃ij(0) = B̃ij(1) = 0 [voir Fig. (7.4 a)], ce
qui étend la relation ”̀a un temps” obtenue précédemment (10.16). Cette propriété
permet aussi de simuler facilement ces configurations en ”pastèque”, puisque l’on
peut générer un pont Brownien Bij(t) sur l’intervalle [0, 1] à partir d’un Brownien
bij(t) via la relation Bij(t) = bij(t)− t bij(1).

Dans le cas des excursions Browniennes, dont la distribution jointe des positions à t
fixé est donnée par l’Eq. (10.18), la dynamique correspond au mouvement Brownien
de Dyson pour des matrices symplectiques et hermitiennes [307] C(t) ∈ Sp(2p)
définies comme suit

C(t) =

(

H(t) S(t)
S†(t) −tH(t)

)

, (10.28)

où H(t) est une matrice Hermitienne comme en Eq. (10.19) tandis que S(t) est une
matrice symétrique à coefficient dans C, dont les éléments sont aussi des mouve-
ments Browniens. Cette matrice C(t) est hermitienne, on vérifie aussi qu’elle est
symplectique, C(t) ∈ Sp(2p), i.e. :

tC(t) J + J C(t) = 0 , J =

(

Op Ip

−Ip Op

)

, (10.29)

où Op est la matrice p × p ne contenant que des zéros tandis que Ip est la matrice
unité p× p. A cause de cette relation (10.29), les valeurs propres de C(t) sont de la
forme λ1, λ2, · · · , λp,−λ1,−λ2, · · · ,−λp, avec λi > 0 et si les éléments des matrices
H(t) et S(t) sont des ponts Browniens, la dynamique des valeurs propres λ1(t) <
λ2(t) < · · · < λp(t) est exactement celles d’excursions Browniennes contraintes à
ne pas se croiser. Nous reparlerons un peu plus loin, dans le paragraphe 10.3, de ce
groupe symplectique Sp(2p).

10.1.4. La limite du grand nombre de marcheurs p → ∞ et le processus
d’Airy2

Revenons au cas des ponts Browniens contraints à ne pas se croiser, dont les po-
sitions x̃i(t) = xi(t)/

√

2t(1− t), 1 ≤ i ≤ p, à l’instant t fixé sont distribuées comme
les valeurs propres de matrices aléatoires de l’ensemble GUE (10.16). Considérons
la trajectoire du macheur le plus à droite (la branche du haut de la configuration
en pastèque), xp(t). On peut donc identifier xp(t)/

√

2t(1− t) avec la plus grande
valeur propre λmax (7.57) des matrices aléatoires de l’ensemble GUE. En utilisant les
résultats de Tracy et Widom pour la distribution de λmax [209, 210, 211], on obtient
alors que dans la limite où p est grand, on a d’après l’Eq. (7.59)

xp(t)
√

2t(1− t)
∼
√

2p+
χ2√
2p1/6

+O(p−1/3) , (10.30)
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où χ2 est une variable aléatoire distribuée selon la distribution de Tracy-Widom
pour β = 2, i.e. Pr[χ2 ≤ ξ] = F2(ξ) où F2(ξ) est donnée en Eqs (7.60), (7.62).
Cette formule indique donc que les fluctuations de xp(t) sont d’ordre O(p−1/6) et
concerne les fluctuations de xp(t) à t fixé. Dans la Ref. [310], Prähofer et Spohn ont
étudié le processus complet xp(t) et ils ont montré qu’il existait un régime d’échelle
intéressant autour de t = 1/2 faisant apparâıtre un processus qu’ils ont baptisé le
processus d’Airy2, noté ici A2(u). Ils ont en effet montré que

lim
p→∞

xp(
1
2 + u

2p
− 1

3 )−√
p

p−
1
6

≡ A2(u)− u2 . (10.31)

Ce processus d’Airy2 est un processus déterminantal, i.e. que les fonctions de cor-
rélation s’expriment en terme d’un déterminant de Fredholm dont le noyau fait
intervenir la fonction d’Airy. Nous renvoyons à l’article original [310] ainsi qu’aux
notes de cours de Ferrari [246], pour plus de détails à ce sujet. Ici nous mentionnons
seulement qu’il s’agit d’un processus stationnaire et non Markovien. On note aussi
que

Pr(A2(0) ≤ ξ) = F2(ξ) , (10.32)

en accord avec l’Eq. (10.30).
Dans le cas des excursions, les fluctuations de la branche supérieure, xp(t), sont

insensibles à la présence du mur absorbant dans la limite p→ ∞ et on s’attend à ce
qu’elles soient qualitativement similaires à celles du cas des ponts Browniens (10.30).
En utilisant le fait que dans ce cas x̃i = x2i /2σ

2(t) se comportent comme les valeurs
propres de matrice de Wishart (10.18), ainsi que les résultats asymptotiques de
Johansson [221] et Johnstone [222] pour les fluctuations de la plus grande valeur
propre de ces ensembles de matrices (7.69), on obtient que dans la limite p→ ∞

xp(t)
√

2t(1− t)
= 2

√
p+

χ2

4p1/6
+O(p−1/3) . (10.33)

Dans ce cas aussi, on s’attend à ce que les fluctuations de xp(t) soient aussi gouver-
nées par le processus d’Airy2 (10.31).
L’existence de ce processus d’Airy2 comme processus limite est certainement in-

téressant en soi mais ce qui le rend encore plus intéressant c’est le fait remarquable
que ce processus, plus précisément A2(u) − u2, intervient dans un certain nombre
d’autres problèmes de mécanique statistique. C’est par exemple le cas des modèles de
croissance stochastique dans la classe d’universalité de KPZ [170] en dimension 1+1
en géométrie courbe. Un prototype de ces modèles est le Polynuclear Growth Model
(PNG) en géometrie circulaire (ou en ”gouttelette”) [320], qui est schématiquement
représenté en Fig. 10.3. Il est défini de la façon suivante. Au temps t = 0, un seul ı̂lot
commence à s’étendre, avec une vitesse unité, sur un substrat plat à l’origine x = 0.
Par la suite, d’autres germes sont nucléés aléatoirement avec un taux constant et
uniforme ρ = 2 par unité d’espace et de temps et croissent aussi latéralement avec
une vitesse unité. Lorsque deux ı̂lots se rencontrent ils coalescent. Pendant ce temps,
le processus de nucléation aléatoire génère de nouvelles couches et dans la géométrie
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t = t1 > 0t = 0 t = t1 > t2

seed

Figure 10.3.: Dynamique du modèle PNG (en temps continu) décrit dans le texte.

”en gouttelette”, les nucléations n’ont lieu qu’au dessus de couches déjà formées (les
nucléations sur le substrat sont donc interdites pour t > 0, ce qui n’est pas le cas
dans la géométrie dite ”plate”) .
Dans la limite des grand temps t, le profile de hauteur est circulaire hdrop(x, t) ∼

2t
√

1− (x/t)2 (Fig. 10.4 gauche), mais il reste bien sûr des fluctuations autour de
ce profile déterministe. On caractérise en général ces fluctuations par la rugosité de
l’interface WL(t) = 〈(h(x, t) − 〈h(x, t)〉)2〉 ∼ LζW(t/Lz) avec les exposant ζ = 1

2 et
z = 3

2 [321, 322], en accord avec le fait que ce modèle est dans la classe d’universalité
de l’équation KPZ en dimension 1 + 1. Dans la Ref. [310], les auteurs ont montré
que ces fluctuations sont précisément gouvernées par ce processus d’Airy2, comme
en Eq. (10.31) plus haut, i.e.

lim
t→∞

hdrop(ut
2
3 , t)− 2t

t
1
3

= A2(u)− u2 . (10.34)

Bien que cette identité (10.34) soit établie rigoureusement pour le modèle PNG (d’où
l’intérêt qu’a suscité ce modèle particulier), on s’attend à ce qu’elle reste valable [323],
à une échelle de temps et de longueur non universelles près, pour les systèmes décrits
par l’équation KPZ en dimension 1 + 1 [170]

∂th(x, t) = ν∇2h(x, t) +
λ

2
(∇h(x, t))2 + ζ(x, t) , (10.35)

où ζ(x, t) est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance 〈ζ(x, t)ζ(x′, t′)〉 =
Dδ(x− x′)δ(t− t′). Ces deux égalités (10.31, 10.34) permettent donc une approche
analytique des fluctuations dans les modèles de croissance stochastique dans la classe
d’universalité de KPZ (10.35) par ces modèles de marcheurs répulsifs. On en déduit
que les fluctuations du champ de hauteur en géométrie circulaire sont génériquement
décrites par F2(ξ), i.e. qu’il existe des paramètres a et b non universels (reliés aux
paramètres ν et λ dans l’Eq. (10.35)) tels que, lorsque t→ ∞

Pr

[

hdrop(0, t)− a t

b t1/3
≤ ξ

]

= F2(ξ) . (10.36)

Ces fluctuations du champ de hauteur en géométrie circulaire ont récemment été
mesurées expérimentalement par Takeuchi et Sano [324] lors d’expériences d’electro-
convection dans des cristaux liquides nématiques, montrant un excellent accord avec
la distribution de Tracy-Widom pour β = 2 (10.36).
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Dans le cas de la géométrie plate, on peut également montrer l’existence d’un
processus limite, similaire à l’Eq. (10.34) dans le cas de la géométrie courbe : ce
processus a été baptisé le processus d’Airy1 [325]. En effet, dans ce cas on peut
montrer qu’il existe des paramètres a et b non universels tels que, quand t→ ∞ [326]

Pr

[

hflat(0, t)− a t

b t1/3
≤ ξ

]

= F1(ξ) . (10.37)

Toutefois, bien que le processus Airy2 soit relié à la plus grande valeur propre du
mouvement Brownien de Dyson pour des matrices GUE (10.27, 10.31), on peut
montrer que le processus Airy1 n’est pas relié à la plus grande valeur propre du
mouvement Brownien de Dyson pour des matrices GOE (β = 1) [327], contrairement
à ce que pourrait laisser penser cette équation (10.37). Ces fluctuations du champ
de hauteur en géométrie plate ont été mesurées dans des études expérimentales de
front de combustion [328], montrant un accord qualitatif avec cette relation (10.37).
Dans la référence [330], nous avons proposé de caractériser les fluctuations du

champ de hauteur hdrop(x, t) en géométrie circulaire, au-delà de la ”simple” rugosité,
en considérant la hauteur maximale M ainsi que sa position XM , voir Fig. 10.4.
Bien sûr on s’attend à ce que M − 2t ∼ t1/3 et XM ∼ t2/3. D’après l’Eq. (10.34), la
distribution de probabilité jointe Pt(M,XM ) de M et XM s’écrit

Pt(M,XM ) ∼ t−1PAiry

(

(M − 2t)t−
1
3 , XM t

− 2
3

)

, (10.38)

où PAiry(y, x) est la distribution de probabilité jointe du maximum y et de sa posi-
tion x du processus A2(u) − u2. Par ailleurs, la relation (10.31) nous dit aussi que
cette distribution jointe peut être calculée à partir des statistiques d’extrêmes du
modèle de pastèques que nous avons étudié dans les références [329, 330, 331] et sur
lesquelles je reviendrai dans la suite dans le paragraphe 10.2. L’étude des statistiques
d’extrême d’interfaces dans la classe de KPZ, grâce à ces relations avec les modèles
de pastèques, constitue une part importante de la thèse de J. Rambeau que j’encadre
depuis septembre 2008.
Ces questions sont intéressantes pour un autre modèle : celui du polymère dirigé

en milieu aléatoire (DPRM pour Directed Polymer in Random Media). En effet, il
est bien connu que ces modèles de croissance dans la classe de KPZ sont reliés à
des modèles de DPRM [308, 309]. C’est aussi bien sûr le cas du modèle PNG et
pour rendre cette connexion aussi claire que possible, nous considérons une version
discrète, en temps et en espace, du modèle PNG où h(x, t) ∈ N, avec x ∈ Z et t ∈ N.
A l’instant t = 0 on a

h(x, 0) = 0 , ∀x ∈ Z , (10.39)

et h(x, t) évolue ensuite selon la dynamique

h(x, t+ 1) = max [h(x− 1, t), h(x, t), h(x+ 1, t)] + ω(x, t+ 1) , (10.40)

où le premier terme, déterministe, du membre de droite correspond à la croissance
latérale des ilôts (Fig. 10.3) tandis que ω(x, t) ∈ N est une variable aléatoire positive,
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h(x, t)

x
+t−t XM

M

x
XM

t

Figure 10.4.: Gauche : Profil de hauteur h(x, t) à t fixé, comme une fonction de
x dans le modèle PNG. XM est la position pour laquelle ce champ
de hauteur atteint sa valeur maximale M . Droite : Polymère dirigé
avec une extrémité fixe. Dans ce modèle,M correspond à l’énergie du
polymère optimal tandis que XM ∼ O(t2/3) correspond à la position
terminale de ce polymère.

indépendante de site à site, qui correspond donc au processus de nucléation. Dans le
cas de la géométrie circulaire, on a ω(x, t) = 0 si |x| > t tandis que cette contrainte
est absente dans la géométrie plate. Pour ”visualiser” le lien entre ce modèle (10.40)
et le modèle correspondant du polymère dirigé il est commode de faire une rotation
des axes x, t (Fig. 10.5) et de définir

ω(i− j, i+ j − 1) ≡ w(i, j) . (10.41)

On peut alors montrer simplement (par exemple par récurrence sur t) que le champ
de hauteur hdrop(x, t) évoluant avec (10.40) dans la géométrie circulaire est donné
par

hdrop(X, t) = max
C∈Pt(0,X)





∑

(i,j)∈C
w(i, j)



 , (10.42)

où Pt(0, X) est l’ensemble des chemins de longueur t partant de x = 0 et terminant
en un point d’abscisse X (Fig. 10.5), ce qui établit un lien direct entre ce modèle
PNG et un modèle de polymère dirigé. En effet le champ de hauteur hdrop(x, t), dans
la géométrie circulaire, correspond à l’énergie du polymère dirigé optimal (c’est-à-
dire ici d’énergie maximale) dont les deux extrémités sont fixées en 0 et en x et dont
l’énergie, en chaque site, est w(i, j). Le résultat énoncé plus haut (10.36) montre
donc que la distribution de l’énergie du polymère optimal est, dans ce cas, décrite
par F2, la distribution de Tracy-Widom pour β = 2. L’étude de cette distribution
pour des modèles de DPRM en espace continu a récemment été l’objet de nombreux
travaux en physique [26, 27] et en mathématiques [332].
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x x

t t

ij X

X

Figure 10.5.: Gauche : Modèle de polymère dirigé en milieu aléatoire correspon-
dant au modèle PNG en géométrie circulaire (10.42). Les points •
correspondent aux nucléations dans le modèle de croissance. En rouge
et bleu on a représenté deux configurations du polymère appartenant
à l’ensemble Pt(0, X). Droite : Modèle de polymère dirigé en milieu
aléatoire correspondant au modèle PNG en géométrie plate (10.43).
En rouge et bleu on a figuré deux configurations du polymère appar-
tenant à l’ensemble Pt(X, 0), qui est équivalent à Pt(0, X) représenté
à gauche.

De façon similaire, on peut aussi écrire la valeur du champ de hauteur hflat(0, t) en
géométrie plate (ici bien sûr les fluctuations du champ de hauteur sont invariantes
par translation le long de l’axe des x). On a en effet :

hflat(0, t) = max
−t≤X≤t



 max
C∈Pt(X,0)





∑

(i,j)∈C
w(i, j)







 , (10.43)

où Pt(X, 0) est l’ensemble des chemins de longueur t partant de X et terminant
au point d’abscisse 0. Puisque ces deux ensembles Pt(X, 0) et Pt(0, X) sont iden-
tiques (Fig. 10.5), ces deux équations (10.42) et (10.43) permettent en particulier
d’écrire [333]

hflat(0, t) = max
−t≤X≤t

hdrop(X, t) . (10.44)

Pour le polymère dirigé, hflat(0, t) correspond donc à l’énergie du polymère optimal
dont seule une extrémité est fixée tandis que X dans (10.44) correspond à l’abscisse
du polymère optimal (Fig. 10.4). Le résultat en Eq. (10.37) montre que dans ce
cas l’énergie du polymère optimal est distribuée selon F1, un résultat qui semble
beaucoup moins connu. Ce modèle de polymère dirigé avec une seule extrémité fixée
a été beaucoup étudié dans le contexte de la physique des systèmes désordonnés [334],
notamment dans l’approximation du ”toy model”où le processus d’Airy2, A2(u) dans
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xi(t)

t
1

0

H4

Figure 10.6.: Hauteur maximale Hp pour p = 4 d’une configuration en pastèques
sans mur (ponts Browniens contraints à ne pas se croiser).

(10.44, 10.34) est remplacé par un mouvement Brownien [260, 334]. Nous renvoyons à
la référence [335] pour une discussion récente des propriétés du ”toy model”. Notons
enfin que des propriétés analogues à la distribution de la position terminale du
polymère ont été étudiées dans la littérature pour d’autres géométries, comme la
distribution du nombre de tours que fait le polymère optimal sur un cylindre [336].
Nous terminons ce paragraphe sur le processus d’Airy en mentionnant qu’il in-

tervient également dans des problèmes de pavage de région du plan, comme celui
du ”diamant aztèque”, où ce processus A2(u)− u2 décrit les fluctuations autour du
”cercle arctique” (Fig. 7.8). Nous renvoyons le lecteur à l’article de Johansson [241]
pour plus de détail sur ce problème très intéressant.

10.2. Statistiques d’extrêmes pour le modèle de marcheurs
répulsifs

Nous revenons maintenant au cas où p est fini et allons nous intéresser aux statis-
tiques d’extrêmes dans ces modèles de ”pastèques” (avec et sans mur) en considérant
la hauteur maximale Hp d’une telle configuration [voir Fig. 10.6]

Hp = max
0≤t≤1

xp(t) . (10.45)

En particulier, nous nous intéressons à la distribution cumulée de cette variable
aléatoire Fp(M) = Pr[Hp ≤ M ] et à ses moments 〈Hs

p〉. Pour p = 1, il existe un

résulat bien connu [337] pour le pont Brownien 〈H1〉 =
√

π/8 [que l’on obtient
aisément à partir de la formule obtenue précédemment (8.19)]. De même, pour une
excursion, on a 〈H1〉 =

√

π/2, un résultat dû à de Bruijn, Knuth et Rice [338]. Plus
récemment, Bonichon et Mosbah (B&M) [339], en utilisant un algorithme fondé
sur des formules d’énumération exactes de ces configurations de marcheurs (où le
temps et l’espace sont discrétisés) [311], ont conjecturé, à partir de leurs simulations
numériques que pour p > 1

〈Hp〉num ≃
{ √

0.82p− 0.46 , sansmur ,
√
1.67p− 0.06 , avec unmur .

(10.46)
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Ces résultats ont récemmment stimulé un certain nombre de travaux, [315, 316, 317,
340, 341] visant à une compréhension analytique de ces estimations de B&M (10.46).

En fait, en utilisant les formules que nous avons établies plus haut (10.30, 10.33),
reposant sur la connexion entre ces modèles de marcheurs répulsifs et les matrices
aléatoires, il est facile de voir que cette estimation (10.46) ne peut pas être le com-
portement asymptotique exact de 〈Hp〉 pour p → ∞. En effet ces formules (10.30,
10.33) indiquent que dans les deux cas xp(t) a une trajectoire, à l’ordre dominant en
p, qui est déterministe et donnée simplement par xp(t) ∼ A

√
p
√

t(1− t) avec A = 2

pour les ponts Browniens et A = 23/2 pour les excursions. Le maximum Hp est
donc atteint pour t = 1/2 (nous étudierons ci-dessous les fluctuations de la position
du maximum autour de t = 1/2) et on obtient donc les résultats, exacts dans la
limite p→ ∞

〈Hp〉 ≃
{ √

p , sansmur ,
√
2p , avec unmur ,

(10.47)

qui sont en contradiction avec les estimations numériques de B&M (10.46). Motivés
par cette observation, nous proposons dans la suite un calcul exact de la distribution
cumulée du maximum Fp(M).

Comme nous l’avons déjà observé plus haut, ces configurations en pastèques sont
mal définies et nous utilisons ici la même régularisation que celle utilisée plus haut où
les p marcheurs commencent, en t = 0, et terminent, en t = 1, en ǫ1 < ǫ2 < · · · < ǫp.
Une fois cette régularisation faite, nous calculons Fp(M) en procédant comme nous
l’avons fait précédemment dans le cas d’une seule particule (7.43), c’est-à-dire en
imposant un mur absorbant en x =M (7.44). Fp(M) est alors donnée par

Fp(M) = lim
ǫi→0

[

N(ǫ,M)

N(ǫ,M → ∞)

]

, (10.48)

où N(ǫ,M) est le propagateur des p marcheurs Browniens, partant de 0 < ǫ1 < ... <
ǫp à t = 0 et terminant aux mêmes points à t = 1, conditionnés à ne pas se croiser
et à rester dans l’intervalle [µ,M ], avec µ → −∞ (respectivement µ = 0) pour les
ponts Browniens (respectivement pour les excursions).

Pour calculer ce propagateur N(ǫ,M), nous utilisons la méthode introduite plus
haut utilisant l’intégrale de chemin (10.8-10.10) en incorporant ici la contrainte que
les Browniens sont contraints à rester dans l’intervale [µ,M ]. On obtient alors

N(ǫ,M) = 〈ǫ|e−ĤM |ǫ〉 , (10.49)

avec ĤM =
∑p

i=1 ĥM,i, ĥM,i =
−1
2

∂2

∂x2i
+ V (xi), où V (x) est un potentiel confinant

avec V (x) = 0 si x ∈ [µ,M ] et V (x) = ∞ en dehors de cet intervalle. On peut alors
exprimer N(ǫ,M) en terme des determinants de Slater (10.10) formés à partir des
fonctions propres du Hamiltonien à une seule particule ĥM,i.

Pastèques sans mur. Dans le cas des ponts Browniens, pour lesquels µ→ −∞,

les fonctions propres de ĥM,i sont données simplement par ψk(x) =
√

2
π sin [k(M − x)]
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avec un spectre continu Ek = k2/2, et k ∈ R
+. Dans la limite ǫi → 0, on obtient

alors, après quelques manipulations [329]

Fp(M) =
Bp

Mp2

∫ ∞

0
dy1 · · ·

∫ ∞

0
dyp e

− y
2

2M2 Θp(y)
2 , (10.50)

Θp(y) = det
1≤i,j≤p

yj−1
i cos(yi + j π2 )

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos
(

y1 +
π
2

)

cos
(

y2 +
π
2

)

· · · cos
(

yp +
π
2

)

y1 cos (y1 + π) y2 cos (y2 + π) · · · yp cos (yp + π)
y21 cos

(

y1 +
3π
2

)

y22 cos
(

y2 +
3π
2

)

· · · y2p cos
(

yp +
3π
2

)

· · · · · ·
· · · · · ·

yp−1
1 cos

(

y1 +
pπ
2

)

yp−1
2 cos

(

y2 +
pπ
2

)

· · · yp−1
p cos

(

yp +
pπ
2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

où Bp = 22p/[(2π)p/2
∏p
j=1 Γ(j + 1)]. On peut encore effectuer les intégrales sur les

variables yi dans cette expression (10.50) en utilisant l’identité de Cauchy-Binet

∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxp det

1≤i,j≤p
fi(xj) det

1≤i,j≤p
gi(xj)

= p! det
1≤i,j≤p

∫ ∞

−∞
dxfi(x)gj(x) , (10.51)

pour toutes fonctions fi(x) et gi(x) intégrables sur R. On obtient alors une expression
de Fp(M) sous la forme d’un déterminant, retrouvant l’expression obtenue par Feierl
en Ref. [317] (par une méthode combinatoire),

Fp(M) =
1

∏p−1
j=0 (j!2

j)
detD

Di,j = (−1)i−1Hi+j−2(0)− e−2M2
Hi+j−2(

√
2M) , (10.52)

où Hn(x) dénote le polynôme d’Hermite d’ordre n. A partir de cette expression
(10.52), on obtient par exemple F2(M) = 1 − 4M2e−2M2 − e−4M2

. A l’aide de ces
expressions (10.50), (10.52), on peut bien sûr calculer les moments 〈Hs

p〉, par exemple

〈H2〉 = 1+
√
2

4

√
π , 〈H3〉 = 45+36

√
2−8

√
6

96

√
π , (10.53)

en accord (à l’ordre dominant) avec les résultats obtenus par Feierl [317] par une
approche combinatoire du problème des marcheurs en temps et espace discrets (che-
mins de Dyck) conditionnés à ne pas se croiser.
Sur la Fig. 10.7, nous montrons une comparaison entre les valeurs exactes de

〈Hp〉2 qui peuvent être calculées aisément avec Mathematica à partir de (10.52)
et l’estimation de M&B pour ce cas (10.46). Cette comparaison montre clairement
que cette estimation, à partir de résulats numériques, correspond au régime pré-
asymptotique. Pour p ≫ 1, on s’attend au comportement 〈Hp〉 ∝

√
p (10.47). Nous

renvoyons le lecteur à la Ref. [329] pour une étude un peu plus détaillée de ce régime
pré-asymptotique à partir de la formule ci-dessus (10.50).
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Figure 10.7.: 〈Hp〉2 en fonction de p pour des ponts Browniens contraints à ne pas
se croiser. Les points correspondent aux valeurs exactes calculées à
partir de l’Eq. (10.52) tandis que la ligne en pointillés correspond à
l’estimation de B&M (10.46). Cette comparaison indique que cette
estimation ne décrit que le régime pré-asymptotique, au-delà duquel
〈Hp〉2 ∼ p.

Pastèques avec un mur. La même méthode peut être appliquée dans ce cas
où µ = 0 dans le Hamiltonien ĤM (10.49). Les fonctions propres du Hamiltonien à

une particule ĥM,i sont ici données par φn(x) =
√

2
M sin nπx

M et les valeur propres

intervenant dans la formule (10.9) pour évaluer N(ǫ,M) dans (10.48), (10.49) sont
discrètes. On obtient alors dans ce cas [329]

Fp(M) =
Ap

M2p2+p

∑

n1,··· ,np

p
∏

i=1

n2i
∏

1≤j<k≤p
(n2j − n2k)

2e−
π2

2M2

∑p
i=1 n

2
i , (10.54)

où Ap = π2p
2+p/[2p

2−p/2∏p−1
j=0 Γ(2 + j)Γ(32 + j)] peut être obtenu à partir d’une inté-

grale de Selberg [329]. Nous mentionnons également que, en utilisant les formules de
Poisson-Jacobi ainsi qu’une version discrète de la formule de Cauchy-Binet (10.51),
Fp(M) peut encore s’écrire comme un déterminant, similaire au cas sans mur (10.52).
En effectuant ces manipulations dans le cas p = 2, on vérifie que cette formule (10.54)
redonne le résultat de Katori, Kobayashi et Izumi [340]. Ces mêmes manipulations
conduisent, pour p quelconque à l’expression suivante [342] :

Fp(M) = (−1)p
1

2p2
∏p
j=1(2j − 1)!

detDE

DEi,j =
+∞
∑

n=−∞
H2(i+j−1)(

√
2Mn)e−2M2n2

. (10.55)

Dans ce cas, l’étude des moments 〈Hs
p〉 se révèle beaucoup plus délicate, à cause de

sommes discrètes (10.54), (10.55) que dans le cas précédent. Le calcul de ces moments
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impliquent des sommes de Dirichlet multi-dimensionnelles particulièrement difficiles
à analyser [315, 316]. Toutefois, comme dans le cas sans mur, on s’attend à ce que
l’estimation de B&M (10.46) ne décrive que le régime préasymptotique de 〈Hp〉, le
comportement exact dans la limite p → ∞ étant donné par 〈Hp〉 ∼ √

2p (10.47).
Nous reviendrons sur ce résultat (10.54) plus en détail dans le paragraphe suivant
10.3.
Avant cela, nous mentionnons que dans la référence [330] nous avons étendu l’ap-

proche présentée ici au calcul de la distribution Pp(M, tM ) jointe du maximum et
de sa position tM ∈ [0, 1], i.e. telle que xp(tM ) = Hp en Eq. (10.45) (voir Fig. 7.3).
Par exemple, dans le cas des excursions Browniennes, nous avons obtenu l’expression
suivante :

Pp(M, tM ) =
Cp

M2p2+p+3

∑

n1,··· ,np,n′
p

(−1)np+n′
pn2pn

′
p
2
p−1
∏

i=1

n2i∆p(n
2
1, . . . , n

2
p−1, n

2
p)

×∆p(n
2
1, . . . , n

2
p−1, n

′
p
2
)e−

π2

2M2 [
∑p−1

i=1 n
2
i+(1−tM )n′

p
2+tMn2

p] , (10.56)

où ∆p(x1, · · · , xp) =
∏

1≤i<j≤p(xi − xj) et Cp est une constante de normalisation.
Dans la limite p → ∞, cette distribution Pp(M, tM ) donne accès à la distribution
de M,XM pour le modèle du PNG ou, de façon équivalente, pour le problème du
polymère dirigé avec une extrémité libre (Fig. 10.4). D’après l’Eq. (10.31), on a en
effet

Pp(M, tM ) ∼ 2p
1
2PAiry

(

(M −√
p)p

1
6 , 2(tM − 1

2
)p

1
3

)

, (10.57)

où la même distribution jointe PAiry(y, x) intervient dans l’Eq. (10.38). L’étude ana-
lytique de cette expression (10.56) dans la limite p → ∞ reste toutefois difficile.
Néanmoins, nous allons montrer dans le paragraphe suivant, comment on peut étu-
dier analytiquement la distribution du maximum (10.54) dans la limite p→ ∞.

10.3. Liens avec les théories de Yang-Mills et distribution

de Tracy-Widom

Récemment, nous avons montré que l’expression que nous avons obtenue pour
Fp(M) pour des excursions Browniennes (10.54) apparaissait dans un tout autre
contexte : les théories de Yang-Mills (YM) bi-dimensionnelles sur une sphère. Plus
généralement, considérons une surface bi-dimensionelle orientableM (dont l’élément
de surface est donnée par

√
g d2x) sur laquelle est définie une théorie de Yang-Mills

avec un groupe de jauge G. A partir du champ de jauge Aµ(x) ≡ Aaµ(x)T
a, où les

T a sont les générateurs du groupe G, on définit le tenseur de Faraday Fµν :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i[Aµ, Aν ] , (10.58)

où [C,D] ≡ CD − DC, de telle sorte que TrFµνFµν est un invariant de jauge. La
fonction de partition de YM est alors donnée par l’intégrale fonctionnelle

ZM =

∫

[DAµ]e−(1/4λ2)
∫
M

√
gTrFµνFµνd2x . (10.59)
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Dans le cas où M est une sphère d’aire A/(λ2p), cette fonction de partition peut
être évaluée comme une somme sur les représentations irréductibles du groupe de
jauge [343]. Dans le cas particulier où ce groupe de jauge est le groupe symplec-
tique Sp(2p), cette fonction de partition s’écrit (nous renvoyons à notre article [331]
pour une description plus détaillée et ”pédagogique” du calcul de cette fonction de
partition)

Z(A; Sp(2p)) = ĉpe
A(p−1/2)(p−1)/12

∞
∑

n1,...,np=−∞

p
∏

j=1

n2j
∏

1≤i<j≤p
(n2i − n2j )

2e
− A

4p

∑p
j=1 n

2
j ,

(10.60)
où la constante ĉp est indépendant de l’aire A. En comparant cette expression à
l’expression que nous avons obtenue plus haut pour la distribution cumulative Fp(M)
(10.54), on obtient l’identité

Fp(
√

2ph) =
Ap

(
√
2ph)2p2+p

e−π
2(p−1/2)(p−1)/12h2Z

(π2

h2
; Sp(2p)

)

. (10.61)

Nous remarquons que ce groupe symplectique est apparu précédemment lorsque nous
avons discuté le mouvement Brownien de Dyson associé à ces excursions Browniennes
(10.29). Grâce à cette connexion (10.61), on peut exploiter les résultats obtenus
dans la limite où p → ∞ obtenus dans le contexte de la théorie de Yang-Mills
sur la sphère [344, 345, 346]. Comme l’ont montré Douglas et Kazakov [344], cette
fonction de partition Z(A; Sp(2p)) présente une transition de phase du troisième
ordre 1 à la valeur critique A = π2 qui sépare une phase de faible couplage pour
A < π2 et une phase de fort couplage pour A > π2. En utilisant la correspondance
M2 = 2p(π2/A), on identifie le régime de faible couplage avec la région M <

√
2p

et la région de fort couplage avec la région M >
√
2p. Le régime critique de la

théorie des champs, autour de A = π2, le régime de ”double limite d’échelle” dans le
contexte du modèle de matrice, et qui est d’ordre p−2/3 pour le modèle de matrice,
correpond précisément à la région, d’ordre O(p−1/6), où Fp(M) est décrit par la
distribution de Tracy-Widom F1. Ces résultats asymptotiques utilisent la méthode
des polynômes orthogonaux initialement développés pour le modèle U(p) par Gross
et Matytsin [345]. Ils permettent en effet de montrer que Fp(M), dans ce régime
d’échelle, peut s’exprimer en terme de la solution d’une équation de Painlevé II
(7.60) comme indiqué plus haut (7.62). Nous avons en effet montré que [331]

lim
p→∞

Fp

(

√

2p(1 + t/(27/3p2/3)
)

= F1(t) , (10.62)

où F1(t) est donnée en Eq. (7.62). Ce résultat avait été obtenu précédemment par Jo-
hansson, mais de façon très indirecte [221]. En effet on utilisant tout d’abord la rela-
tion entre le modèle de pastèques et le modèle de croissance xp(τ) ∼ hdrop(x, t) (10.31)
puis la relation entre hdrop(x, t) en géométrie circulaire et hflat(0, t) (10.44) en géo-
métrie plate, on s’attend en effet, en utilisant le résultat pour les fluctuations de

1. Douglas et Kazakov ont obtenu ce résultat dans le cas où le groupe de jauge est le groupe
unitaire U(p) mais le scénario est identique ici.
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TW
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AM

Fp(M)

√
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M 2 = 2π2p
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couplage
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couplagequeue de

queue de
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Figure 10.8.: Gauche : Représentation schématique de Fp(M) en fonction de M
à p fixé mais grand. Droite : Schéma du diagrame des phases de la
théorie de YM sur la sphère avec le groupe de jauge Sp(2p). Le régime
de faible (fort) couplage correspond à la queue droite (gauche) de la
distribution Fp(M). La région critique autour de A = π2 dans la
figure de droite correspond au régime où Fp(M) est donnée par la
distribution de Tracy-Widom, pour β = 1 autour du point critique
M =

√
2p.

hflat(0, t) (10.37) à ce que Fp(M), correctement centrée et a-dimensionnée, converge
vers F1(t), la distribution de Tracy-Widom pour β = 1. Ici [331], nous avons obtenu
cette distribution F1(t) par un calcul direct (10.62). Nous renvoyons le lecteur à
notre article [331] pour plus de détail sur la dérivation de cette relation ainsi que
sur l’analyse des grandes déviations autour de M =

√
2p. Dans cet article nous

avons également mis en évidence d’autres modèles de mouvements Browniens re-
liés aux théories de YM avec d’autres groupes de jauge, G = U(p) et G = SO(2p).
Une compréhension plus profonde de ces connexions entre modèles de marcheurs
Browniens contraints à ne pas se croiser et les théories de YM bi-dimensionnelles est
certainement un axe de recherche intéressant pour le futur.
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Conclusion et perspec-
tives 11

Dans ce manuscript j’ai donc montré comment mes travaux sur les systèmes élas-
tiques désordonnés m’ont naturellement conduit à l’étude des statistiques d’événe-
ments rares (propriétés de persistence) et les statistiques d’extrêmes. Bon nombre
des questions soulevées ici sont, par nature, à la frontière entre la physique et les
mathématiques. J’ai voulu montrer que mon travail, s’appuyant sur diverses mé-
thodes de physique théorique, comme la théorie des champs et la renormalisation,
l’intégrale de chemin ou l’étude des processus stochastiques, permettait d’apporter
un éclairage nouveau, notamment en établissant des connexions entre différents pro-
blèmes a priori non reliés, et dans certains cas des réponses concrètes, à certaines de
ces questions.
Certains résultats que j’ai présentés ici posent de nouvelles questions sur lesquelles

j’ai l’intention de travailler dans le futur. Dans la première partie sur les systèmes
élastiques désordonnés, j’ai attiré l’attention sur les propriétés de basse température
du modèle SOS sur un substrat désordonné (1.1) qui demeurent mal comprises et il
n’est pas exclu que ce modèle présente, à basse température, une transition de gel.
En effet certaines de ses propriétés, notamment le fait que les fluctuations d’énergie
libre soient logarithmiques (en fonction de la taille du système), laissent penser qu’il
présente une physique assez proche de celle décrite par la brisure de symétrie des ré-
pliques dans les modèles en champ moyen [42] ou aux propriétés d’une particule dans
un potentiel aléatoire avec des corrélations logarithmiques [174, 177, 178]. On peut
par ailleurs étudier ce modèle numériquement à l’aide de l’algorithme de glissement
de dominos [238] que j’ai évoqué au sujet du pavage du diamant aztèque (Fig. 7.8),
qui est un algorithme polynomial et permet de s’affranchir des inconvénients d’une
simulation Monte-Carlo pour de tels systèmes. Cet algorithme devrait permettre de
comprendre en détail la phase de basse température de ce modèle.
Un autre axe de recherche concerne l’extension des méthodes de renormalisation

dans l’espace réel que j’ai présentées au chapitre 8 pour étudier les statistiques d’ex-
trêmes d’autres processus stochastiques. Durant ces dernières années, ces méthodes
ont été étendues pour décrire diverses situations de dynamiques en milieu désordon-
nés [255], y compris en dimension spatiale d = 2 [347] et il serait intéressant d’en
extraire des informations concernant les statistiques d’extrêmes.

Enfin le dernier chapitre de ce manuscript m’a permis de montrer que ces modèles
de marcheurs répulsifs sont un sujet d’étude très riche sur lequel j’ai encore l’intention
de travailler dans le futur.
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dans Images des Mathématiques (2009), http ://images.math.cnrs.fr/Pavages-
aleatoires-par-touillage.html

127



Bibliographie

[241] K. Johansson, Probab. Th. Rel. Fields 123, 225 (2002).

[242] C. L. Henley, J. Stat. Phys. 89, 483 (1997).

[243] S. Bogner, T. Emig, A. Taha, C. Zeng, Phys. Rev. B 69, 104420 (2004).

[244] S. N. Majumdar, S. Nechaev, Phys. Rev. E 72, 020901 (2005).

[245] K. Johansson, Les Houches lecture notes on“Mathematical Statistical Physics”,
Ed. par A. Bovier, F. Dunlop, F. den Hollander, A. van Enter, J. Dalibard
(2005).

[246] P. L. Ferrari, notes d’un cours doné à l’”Ecole d’été de Beg-
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