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THÈSE

présentée pour l’obtention du diplôme de
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Mes vifs remerciements à mes amis qui m’ont soutenue durant les périodes les plus difficiles et
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Résumé

Le terme gridshell désigne une coque discrète qui est obtenue par déformation élastique d’une
grille bidirectionnelle continue plane sans rigidité en cisaillement puis rigidifiée par une troisième
direction de barres. Ainsi défini, un gridshell a un potentiel structurel intéressant et peut répondre
à des exigences architecturales complexes. La recherche de forme de ces structures a été menée
à travers l’histoire principalement par deux méthodes, une méthode géométrique, la méthode du
filet inversé et une méthode numérique, la relaxation dynamique. Ces deux méthodes permettent
d’obtenir une forme approchée de celle proposée par l’architecte, dérivant d’une grille à plat et
de conditions aux limites partiellement ou complètement imposées. Dans le cadre de cette thèse,
nous nous sommes intéressés à générer un gridshell sur une surface à forme et contours imposés.
Un outil numérique se basant sur la méthode du compas a été développé. Il permet de mailler
un réseau de Tchebychev sur une surface connaissant son équation cartésienne. Un autre outil
permettant le maillage se basant sur un calcul en éléments finis explicite a été mis en œuvre. La
particularité de cette technique est de pouvoir tenir en compte des propriétés mécaniques de la
structure et de simuler le comportement du gridshell. Des applications des deux méthodes sur
des formes architecturalement intéressantes ont permis de voir les limitations de la possibilité de
mailler une forme avec un réseau de Tchebychev. La méthode du compas a ensuite été couplée
à des algorithmes métaheuristiques types génétiques. L’algorithme résultant permet d’optimiser
un gridshell en minimisant la courbure dans les barres et donc les contraintes dans la structure
introduites lors de la mise en forme. Il a été mis en œuvre et testé pour plusieurs surfaces.

Mots clefs : Gridshell, Recherche de forme, Méthode du compas, Éléments finis, Algorithmes
génétiques.
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Abstract

Gridshells are often defined as structures that have the shape and rigidity of a double curvature
shell but they consist of a grid and not a continuous surface. They are obtained by elastic defor-
mation of a two-way grid initially flat. The deformed grid is then rigidified using a third direction
of bars. Thus, a gridshell has an interesting structural potential and can respond to complex ar-
chitectural requirements. Two methods have been used throughout history for the formfinding of
gridshells, one experimental, the inversion method and one numerical using usually the dynamic
relaxation method. Both techniques lead to a deformed grid which is a result of calculations. The
form obtained is closed to the one proposed by the architect. A numerical tool based on the compass
method is developed in this thesis. It allows mapping a Tchebychev net on an imposed form and
imposed boundary conditions. Another tool based on an explicit dynamic finite element calculation
is proposed. The particularity of this technique is to be able to take into account the mechanical
properties of the structure and to simulate the gridshell behavior. Applications of both methods
on differents forms show the limitations of mapping a Tchebychev net on an imposed form. The
compass method has been coupled with genetic algorithms. The algorithm optimizes the gridshell
by minimizing the curvature in bars in order not to break the bars during the construction. It has
been implemented and tested on several surfaces.

Keywords : Gridshell, Formfinding, Compass method, finite elements, Genetic algorithms.
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3.5.3 Exemples de maillage de surfaces par la méthode du compas . . . . . . . . 61
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5.2.2 Création de la population initiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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A.1 Le polydôme de l’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (1991) . . . . . . . . . 137

A.2 Le gridshell ”earth centre” (1998) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

A.3 Le pavillon du Japon (2000) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

A.4 Le gridshell de Pishwanton (2002) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

A.5 Tour du zoo d’Helsinki (2003) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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1.24 Modèle AutoCAD du gridshell de Downland . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.25 Maquette du gridshell du musée de Downland . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.26 Vue extérieure du gridshell du musée de Downland . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.27 Connections utilisées dans le gridshell de Downland . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16



xvi TABLE DES FIGURES

1.28 Le prototype de gridshell en matériaux composites construit à l’ENPC . . . . . . . 17
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3.16 Détermination du point M1 sur la directrice (D1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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3.20 Détermination d’un point P(i,j) du maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.21 Maillage du proche en proche de la surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.22 Nomenclature du maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.23 Maillage de la surface 2.x + 3.y − z − 5 = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.24 Limites du maillage d’un plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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B.4 Déplacement selon z sous chargement de neige symétrique . . . . . . . . . . . . . 145
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Introduction générale

À la fin de l’année 2007, Eiffage a lancé un projet de concept building baptisé “Phosphore”.
Ce projet a consisté en l’étude d’une gare urbaine multimodale (figure 1). Le laboratoire Navier
a proposé une solution gridshell de 450 m par 150 m pour la couverture de la gare [64]. Le terme
gridshell désigne ici une coque discrète qui est obtenue par déformation élastique d’une grille
bidirectionnelle continue plane sans rigidité en cisaillement puis rigidifiée par une troisième direction
de barres.

La recherche de forme du gridshell proposé a été menée à l’aide d’un algorithme basé sur la
méthode de relaxation dynamique développé par le laboratoire Navier au cours durant la thèse de
Douthe [34]. Les simulations effectuées à l’aide de cet algorithme permettent de déterminer la forme
d’un gridshell à partir de la géométrie de la grille à plat et des conditions limites. Pour s’approcher
de la forme voulue (ici la gare multimodale), il a été procédé à plusieurs essais tâtonnements et
itérations. Une forme “approximative” a été proposée et acceptée car suffisamment proche de la
solution dessinée par l’architecte.

Figure 1. Projet Phosphore (Eiffage) : Étude d’une gare urbaine multimodale

Cet exercice aléatoire et fastidieux a mis en évidence les limites de la méthodologie développée.
Il doit être possible de proposer un gridshell à partir d’une forme précise plutôt qu’une forme
approchée dérivant d’une grille donnée. L’objectif principal de cette thèse est de mettre au point
une méthode de maillage de gridshell sur une forme imposée et d’explorer les limites topologiques
d’une telle technologie.

Cependant un gridshell au sens où il est défini ici possède également une composante mécanique
forte puisqu’il est le résultat de la déformation de barres constitué d’un matériau qui doit rester
élastique durant la transformation. Ainsi ne se préoccuper que du maillage d’une forme par une
grille est insuffisant. Il faut également vérifier que la solution proposée répond à plusieurs impératifs



2 Introduction générale

en terme de résistance ou encore de rigidité. Les courbures imposées aux barres sont elles admis-
sibles ? La coque discrète ainsi fabriquée est-elle susceptible de prendre les efforts extérieurs im-
posés ? Aussi dans ce travail nous avons voulu également proposer une méthodologie d’optimisation
pour juger de la pertinence et de la qualité d’un maillage en fonction notamment des directions de
barres choisies.

Ce mémoire se divise en cinq chapitres.

Le premier chapitre de cette thèse fait une synthèse bibliographique sur les gridshells. Après
quelques rappels sur l’historique des gridshells, une étude est faite sur les matériaux utilisés.

Les méthodes couramment utilisées pour la recherche de forme de gridshell feront l’objet du
deuxième chapitre. La première méthode est purement expérimentale, la méthode du filet inversé.
Elle a été introduite par Frei Otto et l’institut allemand pour les structures légères für leichte
Flächentragwerke et a servi à la conception du Mannheim Bundesdartenschau Multihalle gridshell
en 1975. Une deuxième méthode numérique est détaillée : la méthode de relaxation dynamique
utilisée pour la construction du gridshell de Downland en 2002, des prototypes de gridshells en
matériaux composites à l’École des Ponts ParisTech en 2006. Nous démontrons par le moyen
des exemples l’analogie qui existe entre la méthode de relaxation dynamique et la procédure de
dynamique explicite en éléments finis sous Abaqus.

Jusqu’à ce stade, les méthodes décrites permettent de prévoir la forme d’un gridshell à partir de
la géométrie de la grille à plat et des conditions limites. En faisant l’analogie entre les mailles d’un
tissus, les mailles d’un gridshell et le réseau de Tchebychev, on introduit dans le troisième chapitre
les différentes méthodes de maillage d’un réseau de Tchebychev sur une forme qui, en d’autres
termes, revient à tracer un réseau de barres courbes parallèles et équidistants. Dans le cadre de
la mise en forme des renforts tissés, plusieurs méthodes ont été introduites [21] parmi lesquelles
des méthodes géométriques, telles que la méthode du filet et des méthodes mécaniques. Bien que
le maillage d’un gridshell et le formage de tissus présentent de nombreux points communs, la
recherche de forme de gridshell reste spécifique et ne requiert pas la même complexité des modèles
mécaniques utilisés pour la mise en forme des renforts tissés. L’accent est mis dans ce chapitre sur
la méthode du compas, une méthode purement géométrique. La formulation de cette méthode et
l’adaptation pour les gridshells est développée et appuyée par plusieurs exemples de maillage de
formes.

La méthode du compas reste purement géométrique et ne permet ni d’obtenir la géométrie de
la grille à plat, ni de prendre en compte les propriétés mécaniques des matériaux utilisés. C’est
pour cela que nous mettons en œuvre une méthode de maillage basée sur un calcul explicite en
éléments finis. Cette méthode fait l’objet du quatrième chapitre. Elle présente un premier outil
permettant de prédire si une forme est maillable ou non par un gridshell physique et de simuler le
comportement du gridshell obtenu sous chargement.

Ainsi, à l’aide de la méthode du compas et/ou la méthode en éléments finis, un gridshell peut
être maillé sur une forme imposée. La question qui se pose est alors comment choisir au mieux
les directions des barres sur la surface afin de minimiser les contraintes dans les barres et ainsi
d’optimiser le comportement du gridshell. Ce point est traité dans le cinquième et dernier chapitre.
Des algorithmes métaheuristiques types algorithmes génétiques couplés à la méthode du compas
sont mis en œuvre et testés.

A la fin de ce mémoire, nous présentons des conclusions illustrant le travail effectué et des
perspectives ouvrant le champ de recherche et le champ d’application des outils introduits dans le
cadre de cette thèse.



Chapitre 1

Etude bibliographique sur les

gridshells

C
e chapitre a pour objectif de faire une synthèse bibliographique sur les structures dites grid-
shells, définition, caractéristiques, mise en œuvre, historique de ces structures ainsi qu’une

étude sur les matériaux utilisés.
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1.1 Introduction

Grâce au développement de la conception assistée par ordinateur, les architectes proposent au-
jourd’hui des constructions aux formes de plus en plus complexes. Les gridshells peuvent répondre à
ce type d’exigence architecturale. Ce sont des structures à double courbure obtenues par déformation
élastique d’une grille plane sans rigidité en cisaillement. Dans ce chapitre, une étude bibliogra-
phique sur les gridshells est présentée. Des exemples de structures de gridshells existants y sont
illustrés. Quatre gridshells sont détaillés : le gridshell du Mannheim construit en 1975, le gridshell
du musée de Downland en 2002, les prototypes de gridshells expérimentaux en matériaux compo-
sites construits à l’École des Ponts ParisTech en 2006 et le gridshell du Savill building construit au
Royaume-Uni en 2006. Pour chaque exemple, les caractéristiques du gridshell sont décrites, ainsi
que les méthodes de conception et de construction. Dans la dernière partie du chapitre, une étude
sur les matériaux qui pourraient être utilisés pour les gridshells a été réalisée.

1.2 Les Gridshells : Définition et caractéristiques

En se référant aux définitions fournies par [1], on distingue entre une poutre, un arc et un
câble comme suit (figure 1.1). Une poutre est un élément de structure de forme prismatique prin-
cipalement sollicité à la flexion. Un arc est un élément de structure de forme incurvée portant
essentiellement par effort normal de compression. Alors qu’un câble est un élément de structure de
forme incurvée portant essentiellement par effort normal de traction.

Poutre en flexion

Arc en compression Câble en tension

Figure 1.1. Arcs, Poutres et Câbles

En faisant l’analogie en 3D, Schlaich [75] a classé les structures suivant trois catégories comme
le montre la figure 1.2. Les structures légères telles que les gridshells, les dômes et les coques
transmettent les charges principalement via compression. Alors que les structures légères telles que
les câbles, les réseaux de câbles et les membranes transmettent les charges par un effort de traction.
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Entre ces deux typologies existent les structures planes, les dalles et les treillis tridimensionnels,
qui, eux, travaillent en flexion.

    Structures en 
     compression 

    Structures en 
         flexion 

    Structures en 
        tension 

  Gridshell 

  Dôme 

  Coque 

Grille de poutres

 Treillis spatial 

  Dalle 

  Réseau de câbles
      (2 couches) 

  Membrane 

  Réseau de câbles
      (3 couches) 

Figure 1.2. Typologie des structures (Schlaich 2003 [75])

Selon la classification de Schlaich (figure 1.2), un gridshell peut donc être considéré comme étant
une structure légère qui travaille, tout comme la coque et le dôme, principalement en compression.
Nous définissons dans ce travail les gridshells comme des structures à doubles courbures obtenues
par déformation élastique d’une grille plane sans rigidité en cisaillement. Ce sont des structures
ayant la forme et la rigidité d’une coque mais qui sont formées de grille et non de surface continue.
La stabilité tridimensionnelle de la structure est maintenue par la rigidité en cisaillement dans
le plan de la coque atteinte en bloquant la rotation au niveau des nœuds ou en introduisant un
système de contreventement.

La différence entre les gridshells et les structures coques est que, dans le cas d’une coque
continue, un chargement sur la surface implique à la fois des efforts de cisaillement et des efforts
normaux (figure 1.3). En revanche, dans le cas d’une grille, le chargement est transmis le long
des barres vers les extrémités en tant qu’efforts normaux (figure 1.4) (Burkhardt 1978 [24]). En
reliant les lattes diagonalement, les raideurs diagonales sont introduites et les efforts tranchants
sont transmis d’un côté du gridshell au côté opposé, permettant à la structure de se comporter
comme une coque. Les articulations entre les poutres sont fixées et les poutres suivent une courbure
dans l’espace de telle sorte que le gridshell peut être donc considéré comme étant une discrétisation
en barres d’une coque.
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Figure 1.3. Efforts dans une coque (Bur-
khardt 1978 [24])

Figure 1.4. Efforts dans une grille (Bur-
khardt 1978 [24])

La particularité des gridshells réside dans le fait qu’ils peuvent être mis en place facilement et
cela par l’intermédiaire d’un processus de construction assez particulier. Les éléments de la structure
sont assemblés à plat pour former une grille bidirectionnelle qui sera par la suite déformée jusqu’à
la forme finale. Puis les conditions aux limites sont fixées et un système de contreventement est
introduit.

Une définition des gridshells est donnée dans IL10 Gitterschalen, l’œuvre de Frei Otto et de l’ins-
titut allemand pour les structures légères für leichte Flächentragwerke (IL), œuvre complètement
dédiée aux gridshells [6]. Cette définition, traduite de l’anglais, est la suivante “Un gridshell est
une structure formée de barres courbes dans l’espace et de joints rigides. Les barres forment une
grille plane à mailles rectangulaires avec un espacement constant entre les nœuds. La forme d’un
gridshell est obtenue en inversant la forme d’un filet suspendu flexible. Le retournement de la forme
du filet conduit à une surface funiculaire dans laquelle le gridshell est sans flexion.”

Figure 1.5. Force/Déformation diagramme (Burkhardt 1978 [24])

La figure 1.5 présente le chargement en fonction de la déformation d’une coque continue, d’un
gridshell et d’un filet en tension sous chargement (Burkhard 1978 [24]). Nous remarquons que,
pour les structures qui travaillent en compression, comme les coques et les gridshells, à partir d’une
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certaine charge critique, la structure perd sa rigidité et une petite déformation pourra conduire
à la rupture. Alors que pour les structures en tension, la déformation due aux forces appliquées
augmente la résistance et la rigidité de la structure jusqu’à rupture des éléments.

Nous remarquons aussi que la coque continue a une charge de rupture plus élevée que celle
d’un gridshell. Comme mentionné précédemment, les forces normales dans une coque peuvent être
transmises sur toute la surface. Une augmentation de la charge a moins d’effet sur la répartition
des contraintes et donc la capacité de charge ultime est plus élevée.

La différence entre les gridshells et les dômes géodésiques (figures 1.6 et 1.7), qui sont deux types
différents de dôme discret existant, réside dans le fait que les dômes réticulés ou géodésiques ont leur
surface discrétisée en utilisant un modèle basé sur la répétition d’une forme unique géométrique.
Eden Project est un bon exemple de dôme géodésique où l’hexaèdre a été choisi comme forme (figure
1.7). Dans le cas de la grande cour du British Museum (figure 1.6), le toit est bien une surface à
double courbure mais les cellules de la grille sont des triangles, ils sont donc non déformables et la
surface ne peut pas être remise à plat.

Figure 1.6. Couverture de la grande cour de
la Reine Elizabeth II au British
Museum

Figure 1.7. Eden project

L’intérêt de construire en gridshells peut être justifié par les points suivants :

– Grandes couvertures : Dans le cas où l’on cherche à couvrir des bâtiments de moyenne à
grande portée sans aucune colonne intérieure, on a recours à des solutions coques. Or, une
coque en béton nécessite de couler dans un moule du béton sur le chantier. D’autre part, les
gridshells, comme déjà mentionné, sont caractérisés par leur mise en place particulière ; la
grille est assemblée à plat sur le sol, puis, soumise à des forces extérieures, elle est mise en
forme, et enfin rigidifiée par une troisième direction de barres. Ainsi, un gridshell pourrait
être une solution “simple” pour des grandes couvertures.

– Peu de matériaux, moins d’énergie grise : Les gridshells sont considérés comme étant des
structures légères, et nécessitent peu de matériaux d’où un bilan d’analyse de cycle de vie et
un bilan énergie grise remarquable.
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1.3 Historique des gridshells

1.3.1 Introduction sur les premiers gridshells

En 1897, l’ingénieur russe Vladimir Shukhov a conçu et construit un hall de production pour
une entreprise sidérurgique dans la ville de Vyksa (figure 1.8), un bâtiment comportant la première
structure de gridshell à double courbure (Beckh and Barthel 2009 [16]). Le bâtiment, d’une super-
ficie de 73,00m x 38,40m se compose de cinq larges baies séparées entre elles par quatre arcs en
treillis (figure 1.9). Dans le sens longitudinal, la construction est soutenue par six consoles verticales
qui sont intégrées dans les façades et reliées aux arcs par des tirants. A cette époque, les gridshells
n’étaient pas connus et il n’existe aucune preuve historique sur la façon dont Shukhov a généré la
forme de la structure.

Figure 1.8. Le gridshell de Vyksa en phase de
construction (1897) Figure 1.9. Vue à l’intérieur du bâtiment de

Vyksa (2007)

Le premier projet de gridshell connu fut réalisé à l’université de Californie à Berkeley aux
Etats-Unis en 1962. Ce projet, fait par des élèves sous la direction de Frei Otto, a servi en temps
qu’exemple éducatif pour le processus de recherche de forme et de construction de gridshell. Ce
gridshell en acier d’une superficie de 52m2 a été mis en place manuellement.

Dans la même année, un gridshell de plus grande superficie (198m2) a été conçu à l’aide de
la méthode du filet inversé (figures 1.10 et 1.11). Cette méthode proposée par Frei Otto pour la
conception de gridshell est détaillée dans le paragraphe 2.2.1. Le gridshell de Deubau à Essen a été
réalisé en bois lamellé collé et formé de poutres de rives posées sur le sol. Il a été soulevé à l’aide
d’une grue et supporté à l’aide de poteaux auxiliaires légers, puis couvert par une couche plastique
clouée sur la grille.

Cinq années plus tard, en 1967, un nouveau projet a été proposé durant une exposition à
Montréal pour la salle de théâtre d’un pavillon allemand. Le bâtiment, d’une superficie de 365m2,
est formé de deux structures de gridshells ayant une section de bord commune.

Six autres projets ont été étudiés sous la supervision ou la collaboration de Frei Otto mais non
exécutés. Ces projets comprennent des gridshells pour : une piscine à Borkum (1966), une toiture
de tirbune temporaire et piscine à Munich (1968), une salle à Monaco (1969), le toit d’une cour à
Steglitz Berlin (1969), un pavillon à Rehberge, Berlin (1969) et un auditorium pour le centre de
conférence à la Mecque en Arabie Saoudite (1972). Dans les années 1973 et 1974, quelques petites
structures de gridshell expérimental ont été construites en Iceland, Londres, Inde et Stuttgart.
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Figure 1.10. Le gridshell de Deubau à Essen Figure 1.11. Modèle suspendu du gridshell de
Deubau à Essen

En 1974, l’institut allemand für leichte Flächentragwerke (IL) pour les structures légères a
publié le seul livre référencé sur les gridshells : IL10 Gitterschalen [6]. Dans ce livre, l’équipe décrit
les gridshells ainsi que les méthodes de recherche de forme telles que la méthode du filet inversé et
la méthode du compas. L’ouvrage illustre également les différents projets de gridshells construits
à la date de parution du livre, et cités précédemment.

En 1975, Mannheim Bundesdartenschau Multihalle gridshell en Allemagne fut le premier et
plus grand gridshell construit (cf. paragraphe 1.3.2) . Une autre structure qui a marqué l’histoire
des gridshells est celle du musée de Downland à Sussex au Royaume-Uni construit en 2002. Plus
récemment, deux prototypes de gridshells en matériaux composites ont été conçus et construits à
l’École des Ponts ParisTech dans les années 2006-2007, permettant de démontrer la faisabilité de
telles structures en utilisant des matériaux innovants. En 2006, le gridshell du Savill Building a été
construit au Royaume-uni. Ces gridshells ainsi que leurs détails de conception et de construction
seront décrits dans ce qui suit.

Sept autres réalisations de gridshells à travers le monde (le polydôme à l’École Polytechnique
Fédérale de Lausanne, le gridshell “Earth centre”, le pavillon de Japon, le gridshell de Pishwanton,
la tour du zoo de Helsinki, le gridshell du siège de l’union de Norwich et le gridshell du Yas hôtel)
sont décrites dans l’annexe A.

1.3.2 Mannheim Bundesdartenschau Multihalle gridshell (1975)

Tous les deux ans, une exposition a lieu dans l’une des principales villes de l’Allemagne. En
1970, Mannheim a été choisie pour accueillir l’exposition de 1975 (Happold and Liddel 1975 [46]).
Le projet gagnant était celui d’un gridshell proposé par Frei Otto et Ove Arup. Le bâtiment se
compose d’une salle polyvalente dans laquelle des activités peuvent avoir lieu et d’une seconde
petite salle formée d’un restaurant. Les halls sont reliés par une liaison couverte. La figure 1.12
montre une vue aérienne du bâtiment alors que la figure 1.13 montre une image à l’intérieur du
gridshell (Burkhardet 1978 [24]).
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Figure 1.12. Vue aérienne du gridshell de
Mannheim

Figure 1.13. Vue intérieure du gridshell de
Mannheim

Le bâtiment a une superficie totale de 3600m2. La grille a une portée maximale de 85m. Elle
est construite par une double couche de lattes de pin, essence qui a été choisi pour sa performance
à l’égard du retrait et du fluage et pour sa disponibilité en grandes longueurs. Les lattes ont une
section de 50x50mm et sont espacées de 500mm. Environ 72000m de lattes ont été utilisées pour
construire la coque. La grille est supportée par quatre supports de bord différents : des fondations en
béton, des câbles, des poutres lamellées en bois et des arcs comme montré sur la figure 1.14. Après
l’achèvement du toit, le gridshell a été testé en le chargeant à 1,7 fois la charge de la conception.
Cela a été appliqué par suspension de poubelles remplies de 90 litres d’eau sur un nœud sur neuf.

Figure 1.14. Plan du gridshell de Mannheim

Conception du gridshell

La première étape de recherche de forme du gridshell a été réalisée par modélisation expérimentale.
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Un modèle de châınette inversée a été réalisé pour déterminer les coordonnées initiales des nœuds
(figure 2.8). Ce modèle est formé d’anneaux et de liens (figure 1.16). Les coordonnées des nœuds
ont été déterminées par photogrammétrie 1. Avec ces coordonnées, la structure pouvait être par la
suite analysée par des calculs numériques.

En raison des imprécisions du modèle issues de la photogrammétrie, tous les membres du modèle
suspendu n’étaient pas en tension. Afin de corriger cela, la nouvelle géométrie a été calculée selon
la méthode de la densité de force (Lewis 2003 [62]) dont on rappellera le principe dans le chapitre
suivant. C’est de ce calcul que les données nécessaires à la production et au montage ont été
déduites.

Figure 1.15. Châınette inversée du gridshell
de Mannheim

Figure 1.16. Détail du modèle inversé du
gridshell de Mannheim

Analyse structurelle

A l’époque où les ingénieurs d’Arup ont démarré les dessins pour le gridshell, peu d’éléments de
référence étaient disponibles. Seules trois structures de gridshell beaucoup plus petites avaient été
construites auparavant. Des premières études ont été réalisées pour déterminer la charge de ruine
et de flambement. Pour acquérir des connaissances sur le comportement des gridshells, des essais
sur le gridshell d’Essen (paragraphe 2.7) ont été exécutés. Les résultats empiriques ont montré que
la taille de lattes devrait être augmentée à 100x100mm pour améliorer la résistance au flambage.
Puis il a été convenu de prendre des lattes de 50x50mm en double couche afin de maintenir la
flexibilité en flexion pendant la construction.

Pour déterminer la charge de rupture, des tests ont été exécutés sur un modèle 1 :200 de
gridshell (figure 1.17) soumis à la réglementation neige et vent en rigueur et passé en soufflerie. Le
modèle a été testé par suspension de clous de 100mm sur les nœuds et des jauges ont été utilisées
pour mesurer les déformations (figure 1.18).

1Une technique permettant de déterminer les dimensions et les positions d’objet à partir de vue en perspective

de ces objets enregistré photographiquement ou à l’aide de caméras numériques.
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Figure 1.17. Le modèle testé Figure 1.18. Tests effectués sur le modèle

Construction du gridshell

Comme pour le gridshell d’Essen, la grille de Mannheim devait être levée et mise en forme
à l’aide de grues. Cependant, les calculs ont montré que quatre grues de 200 tonnes auraient été
nécessaires sur une période de trois semaines. Le coût élevé de cette étape a obligé les entrepreneurs
à penser à d’autres options ; le gridshell a donc été mis en place en poussant la grille par dessous. Des
chariots élévateurs ont été utilisés pour lever les tours d’échafaudages (figure 1.19). Pour répartir
les forces sur la grille, des pièces de bois en forme de H ont été utilisées. Une membrane enduit PVC
a été installée sur la structure sur le site. Elle est constituée de feuilles du tissu soudées ensemble
et attachées à la grille avec plus de 400.000 agrafes (figure 1.20).

Figure 1.19. Construction du gridshell de
Mannheim

Figure 1.20. Construction du toit du grid-
shell de Mannheim

Le gridshell de Mannheim possède 33 000 assemblages. La grille a été assemblée sur des supports
temporaires sur le sol. Les boulons traversent les quatre couches de bois, les deux couches intérieures
présentaient des trous alors que celles extérieures présentaient des fentes. Ces fentes permettent
le mouvement relatif entre les couches et les boulons permettent la rotation au niveau du nœud.
Les essais ont indiqué que la tension dans les boulons tend à diminuer avec le temps, en raison du
retrait du bois. Pour éviter cela, des rondelles ont été utilisées (figure 1.21).
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Figure 1.21. Connections aux nœuds pour le gridshell de Mannheim

1.3.3 Le gridshell du musée de Downland (2002)

Situé dans l’ouest du Sussex, au sud de l’Angleterre, le ”Weald and Downland Open Air Mu-
seum” est un centre international pour l’étude et la conservation de la charpente en bois des
bâtiments historiques. La préoccupation principale du musée était de préserver les bâtiments his-
toriques des dommages et démolitions, et cela en les démontant, les déplaçant et les réassemblant
ailleurs. La construction d’un grand bâtiment, permettant au public d’assister au processus de
restauration, a été décidée. Une structure de gridshell a été choisie car cela permettait en plus
de mettre en valeur le bois d’une façon innovante (figures 1.22 et 1.23). Ce musée fut le fruit
d’une collaboration entre Edward Cullinan Architects avec les ingénieurs de Buro Happold pour la
conception, Alex Sayer pour les contrôles de qualité, Green Oak pour la charpenterie et Peri pour
l’échafaudage (Kelly 2001 [58] et Harris et al. 2003 [50]).

Figure 1.22. Vue intérieure du musée de
Downland

Figure 1.23. Vue extérieure du musée de
Downland

Une emprise rectangulaire et trois dômes ont été retenus comme forme de la structure faisant
50m de longueur, 11 à 16m de largeur et 7 à 11m de hauteur (figure 1.24). Les dômes sont recouverts
par un système de voliges linéaires superposés (figure 1.23).
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Figure 1.24. Modèle AutoCAD du gridshell de Downland

Modèle expérimental

La modélisation expérimentale de la structure a été un élément essentiel du processus de concep-
tion. En premier lieu, des maquettes ont été effectuées à petite échelle, en utilisant des filets. En-
suite, un prototype en bois à l’échelle 1 :30 du bâtiment a été construit (figure 1.25). La construction
de ce modèle a été très utile pour anticiper le processus d’érection. La géométrie de la maquette a
été utilisée pour déterminer les conditions aux limites pour le logiciel de recherche de forme. Elle
a également servi de modèle de présentation, qui a été d’une grande utilité pour communiquer et
convaincre les organismes de financement de la viabilité du concept (Harris et al. 2002 [49]).

Figure 1.25. Maquette du gridshell du musée de Downland

Recherche de forme du gridshell

La recherche de forme du gridshell a été réalisée en utilisant un programme informatique
spécialement développé à cette occasion par Chris Williams de l’Université de Bath. Le programme
est basé sur la méthode de relaxation dynamique détaillée dans le paragraphe 2.3.1 (Day 1965 [33]
et Barnes 1975 [12]). Contrairement au gridshell de Mannheim, le gridshell de Downland ne possède
pas une forme funiculaire, ainsi un filet inversé ne peut pas être utilisé pour la recherche de forme
(Harris et al. 2003 [50]). Pour générer la forme, Williams a modifié le logiciel afin de tenir compte
de la rigidité en flexion des poutres en bois.
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Construction du gridshell

Le procédé de construction de gridshell utilisé notamment pour le gridshell de Mannheim,
consistait à construire la grille à plat par terre puis à la soulever jusqu’à atteindre la forme finale.
Pour des raisons de sécurité, et vu le poids de la grille à soulever, un procédé inverse a été choisi :
la grille en bois a été construite sur un système d’échafaudage, puis l’échafaudage a été descendu
petit à petit jusqu’à atteindre les points d’appuis [65]. La figure 1.26 montre une vue du gridshell
de Downland une fois la grille mise en forme.

Figure 1.26. Vue extérieure du gridshell du musée de Downland

Dans le gridshell du musée de Downland, l’assemblage comporte trois plaques, une centrale et
deux extérieures, maintenues ensemble par quatre boulons (figure 1.27). La plaque centrale possède
une broche qui pénètre dans les deux lattes centrales afin de fixer leur position relative tout en leur
permettant de tourner. Les deux lattes périphériques sont détenues par les deux plaques extérieures,
mais sont libres de glisser par rapport aux lattes intérieures et de tourner. Un avantage de ce noeud
est qu’il peut être relié à des lattes de contreventement. Un autre est qu’il ne fragilise pas les lattes
de bois.

Figure 1.27. Connections utilisées dans le gridshell de Downland
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1.3.4 Gridshells expérimentaux en matériaux composites à l’ENPC

L’équipe “structures hétérogènes” du laboratoire Navier, à l’École des Ponts ParisTech, s’intéresse
depuis des années à l’utilisation des matériaux composites dans les structures élancées du génie
civil. Une première structure étudiée en matériaux composites est celle d’une passerelle Bowstring
de 40m de portée (Caron 2009 [26]). Une maquette d’échelle 1 :10 a été réalisée pour montrer la
faisabilité de telle structure. La particularité d’une telle structure est que les arcs sont obtenus par
flexion élastique des tubes.

En suivant la même démarche et en s’inspirant du concept gridhsell existant, un premier grid-
shell en matériaux composites a été conçu et construit. L’étude sur la faisabilité et la conception de
gridshell en matériaux composites a été menée par Cyril Douthe durant sa thèse sous la direction
de Jean-François Caron et Olivier Baverel (Douthe 2007 [34], Douthe et al. 2010 [36]). Le prototype
a été construit sur le campus de l’École des Ponts ParisTech. La structure fut le résultat d’une
collaboration entre le laboratoire Navier de l’École des Ponts ParisTech et les géomètres de l’École
Nationale des Sciences Géographiques. Ce prototype, ayant une longueur de 22m, une largeur de
8m et une hauteur de 3,7m, couvre une superficie de 160m2. Il est formé de tubes pultrudés en
matériaux composites renforcés par des fibres de verre GFRP avec une section circulaire de 42mm
de diamètre extérieur et de 35mm de diamètre intérieur (figure 1.28). Une étude sur les propriétés
de ces matériaux est réalisée dans le paragraphe 1.4.3.

Figure 1.28. Le prototype de gridshell en matériaux composites construit à l’ENPC

Conception du prototype

Cyril Douthe a développé, durant sa thèse, dans l’esprit des travaux de Barnes [13], un pro-
gramme sous Scilab, se basant sur la méthode de relaxation dynamique. Cette méthode est détaillée
ultérieurement dans le paragraphe 2.3.1. En se basant sur ce programme, la forme théorique du
prototype a été déterminée. Les figures 1.29, 1.30 et 1.31 montrent les différentes étapes pour
générer un gridshell à partir d’une grille à plat. D’abord, une grille bidirectionnelle elliptique à plat
est choisie (figure 1.29). Ensuite en fixant les conditions aux limites dans le plan de la grille et en
poussant par dessous de la grille, une nouvelle forme est obtenue (figure 1.30). Enfin, une troisième
direction de barres est mise en place dans le but de rigidifier la structure (figure 1.31).
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Figure 1.29. Forme initiale de la grille
(Douthe 2007 [34]

Figure 1.30. Forme théorique finale (Douthe
2007 [34]

Figure 1.31. Forme finale avec triangulation (Douthe 2007 [34]

Construction du gridshell

Il a fallu uniquement huit heures de travail pour quatre hommes sans outils spéciaux et machines
pour mettre le gridshell en place. En premier lieu, les positions des conditions aux limites ont
été relevées sur le sol par les géomètres de l’École Nationale des Sciences Géographiques et les
fondations ont été installées. Dans la phase suivante, la grille a été assemblée sur le sol. Les poutres
sont rassemblées entre elles par des pièces d’échafaudage orientables. Ces pièces mécaniques sont
boulonnées de manière à bloquer la translation et à permettre la rotation au niveau des nœuds
comme le montre la figure 1.32. Pour passer de la grille à plat à une résille gauche, un système
d’étais a été utilisé (figure 1.33). La grille à été soulevée manuellement et puis les conditions aux
limites ont été fixées.

Figure 1.32. Assemblage utilisé dans les gridshells expérimentaux en matériaux composites à
l’ENPC
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Figure 1.33. Mise en forme du prototype au moyen d’étais

Une fois en place, la grille a été rigidifiée par une troisième direction de barres. En raison de
la taille importante des connecteurs, un modèle original d’hexagones et de triangle a été choisi
pour l’installation des barres diagonales comme on peut le voir dans la figure 1.28. Malgré son
esthétique, ce type de triangulation n’est pas recommandé comme démontré dans Douthe 2007
[34]. Il est deux ou trois fois moins efficace que le modèle traditionnel de contreventement avec des
triangles. Ce gridshell a été recouvert en 2009 par une membrane polyester enduit PVC (figure
1.34).

Figure 1.34. Prototype couvert avec une membrane polyester enduit PVC

Deux types de tests ont été effectués par la suite : un premier sur la structure sans contrevente-
ment et un autre effectué après contreventement. Dans chaque test, des chargements ont été placés
sur les noeuds : des charges verticales symétriques représentant le poids propre, et des charges non
symétriques représentant le chargement de la neige. Les résultats de ces tests sont détaillés dans
Douthe 2007 [34]. Il a été remarqué que la rigidité de la structure est multipliée par 19 pour un
poids de la structure multiplié par 1,5, poids correspondant à la structure avec contreventement
(Douthe 2010 [36]).

Un deuxième prototype a été construit suivant les mêmes procédures (figure 1.35). Tout comme
le premier, ce prototype a été couvert d’une membrane polyester enduit PVC fournie par Ferrari
dont les plans de découpe ont été réalisés par Abaqa et installés par Esmery-Caron.
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Figure 1.35. Deuxième prototype de gridshell à l’École des Ponts ParisTech

1.3.5 Le gridshell du Savill Building (2006)

Le gridshell du Savill Building, construit en 2006, forme le toit du nouveau centre du do-
maine royal du grand parc de Windsor au Royaume-Uni. Le bâtiment est conçu par les archi-
tectes de Glenn Howells en collaboration avec les ingénieurs du Buro Happold. Après des années
de préparation, la structure a été construite en trois ans et devient le plus grand gridshell du
Royaume-Uni.

Figure 1.36. Le gridshell du Savill building

Le toit est de 98m de longueur, avec une largeur maximale de 28m et une hauteur qui varie
entre 4,5 et 8,50m. Le toit est une surface symétrique formée par un dôme central avec une petite
coupole sur les deux côtés pointant légèrement vers le haut (figure 1.36). La forme peut être décrite
par une onde sinusöıdale dans la direction longitudinale et une parabole dans le sens transversal.
Sur cette forme, une grille d’éléments de longueurs égales est générée. Une fois la recherche de
forme faite, une analyse structurelle a été réalisée sur Robot 3D. L’Eurocode pour les structures
en bois (BSEN 1995) a été adapté pour vérifier les éléments de structure. (Harris 2008 [48]).

La structure est formée d’une double couche de grille de poutres en bois de 80mm de largeur
et 50mm de hauteur espacées d’un mètre entre elles (figures 1.37 et 1.38). Les deux couches sont
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connectées entre elles à l’aide de blocs de 80x120x300mm, formant ainsi une section de hauteur
190mm. Contrairement à son prédécesseur au musée de Downland, le gridshell ne repose pas sur
un support au sol ; le gridshell repose sur un anneau en acier (figure 1.39). Pour réduire les coûts
et faire une structure plus élégante, les câbles ont été omis et le revêtement en bois contreplaqué
a été utilisé pour assurer le contreventement.

Figure 1.37. Construction de la grille du Sa-
vill Building

Figure 1.38. Vue intérieure du Savill Buil-
ding

Figure 1.39. Connection de la grille à l’anneau en acier

1.4 Gridshells et matériaux

Afin d’identifier le matériau approprié aux structures élancées précontraintes comme les grid-
shells, Cyril Douthe a adopté la méthode proposée par Ashby (Ashby 1999 [11]) pour justifier le
choix des matériaux (Douthe 2007 [34]). Pour appliquer cette méthode, il faut d’abord classer les
indicateurs caractérisant les contraintes de l’objet à concevoir.

Dans le cas des gridshells, les indicateurs sur le matériau à utiliser sont :

– Indice de performance M1 =
σe

E
à maximiser afin de donner le rayon de courbure le plus petit

durant l’étape de mise en forme ; σe étant la contrainte maximale élastique du matériau ; E
étant son module d’Young ;
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– Indice M2 = E à maximiser afin de fournir au gridshell sa rigidité finale après contrevente-
ment ;

– Indice M3 =
KIC

E
à maximiser pour réduire le risque d’endommagement ; KIC étant la

ténacité du matériau ;

– Indice M4 =
E1/2

CRρ
à maximiser ; CRρ étant le coût par unité de volume du matériau ;

– Indice M5 =
E1/2

Qρ
à maximiser ; Qρ étant le contenu énergétique par unité de volume ;

– Indice M6 =
E1/2

Y ρ
à maximiser ; Y étant l’éco-indicateur du matériau ;

– Indice M7 lié à la durabilité du matériau.

Figure 1.40. Carte Module d’Young/Résistance avec deux domaines délimités par les droites
M1 = 0,2 et M2 = 9 GPa (Douthe 2007 [34])

Parmi les sept indices, on s’intéresse surtout aux deux premiers indices correspondant au rayon
de courbure durant la phase de mise en forme et le module d’Young fournissant au gridshell
sa rigidité. Le graphe de la figure 1.40 représente le module d’Young en GPa en fonction de la
contrainte élastique maximale en MPa, un graphique typique proposé par Ashby. Les deux droites
représentées sur le graphe correspondent à M1 = 0, 2 et M2 = 9GPa (Douthe 2007 [34]). Ces
valeurs sont celles pour des bois relativement denses utilisés pour la réalisation des gridshells.
Les matériaux dans la zone située en haut de la droite horizontale et à droite de celle oblique (le
titane, une petite partie de l’acier, les matériaux composites (GFRP, CFRP) et les céramiques) ont
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des propriétés mécaniques meilleures que celles du bois. D’autre part, les matériaux traditionnels,
comme une grande partie de l’acier et le béton, sont dans la zone ayant les deux indices M1 et M2

plus petits que ceux du bois.

Ainsi on peut conclure d’après le graphe que les matériaux pouvant être utilisés pour un grid-
shell sont le bois, les aciers fortement écrouis, le titane, les composites renforcés en fibres de carbone
CFRP et ceux renforcés en fibres de verre GFRP, et les céramiques techniques. D’autres compa-
raisons entre les sept indices cités ci-dessus ont été faites avec des graphiques semblables à celui de
la figure 1.40 afin de pouvoir choisir entre ces matériaux (Douthe 2007 [34]).

Pour un gridshell, le matériau ne doit pas être trop fragile afin qu’il puisse être facilement
manipulé durant la phase de construction, alors la solution céramique est éliminée. Le titane, à son
tour a des propriétés mécaniques qui lui permettent d’être un bon candidat, mais vu son prix élevé,
la solution titane n’a pas été envisagée jusqu’à nos jours. On se limite alors à trois matériaux :
le bois, l’acier et les matériaux composites (CFRP et GFRP). Le tableau 1.1 résume quelques
propriétés mécaniques de ces matériaux. Dans ce qui suit, on montre les différentes caractéristiques
et défauts de ces matériaux.

Matériau Densité Module de Young Coefficient σrupture εrupture

t/m3 GPa de Poisson MPa %
Bois < 1 10 0,3 24-32 2
Acier 7,8 210 0,29 1240 2,5
CFRP 1,5 90 0,28 2000 2
GFRP 1,8 26 0,28 1000 2

Tableau 1.1. Quelques propriétés mécaniques du bois, de l’acier, du CFRP et du GFRP

1.4.1 Le bois : Un matériau de choix pour les gridshells

Le matériau bois a été le matériau de choix de la plupart des gridshells construits. Le bois est
un matériau léger ; il a une densité généralement inférieure à 1. Nommé ”matériau vert”, il est
considéré comme étant un matériau durable. En plus il est naturel et fortement disponible dans
la nature. Le bois provenait des pins dans le cas du gridshell de Mannheim, des chênes pour le
gridshell de Downland et des mélèzes pour le Savill building (Harris 2004 [47]). A tout cela s’ajoute
sa capacité de flexion, qui a permis de développer les méthodes de mise en forme particulières d’un
gridshell. En outre, durant la phase de construction, les lattes peuvent être soumises à des rayons
de courbure plus grands que ceux durant leur état final. Toutes ces propriétés lui ont permis d’être
le candidat idéal pour un gridshell.

Cependant, le bois est un matériau organique. Ses caractéristiques diffèrent d’une espèce à
une autre et peuvent même changer et se dégrader tout au long de la vie d’une même espèce. Le
bois est un matériau hygroscopique, ce qui signifie qu’il absorbe l’humidité de l’extérieur. Cette
capacité d’absorber ou de faire sortir l’eau augmente ou diminue en fonction du niveau d’humidité.
En outre, le bois étant en mesure de stocker de grandes quantités d’eau est également soumis aux
infections et désintégration par des champignons [82].

En plus, la préservation du bois est sujette aux phénomènes dus à l’expansion et au retrait.
Ce comportement naturel du bois peut conduire à la formation de fissures. Un certain nombre
de traitements existent pour soigner les processus de dégradation du bois décrit ci-dessus. Ces
traitements incluent le revêtement, le traitement chimique et des techniques spéciales de séchage.
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Ces traitements ne suppriment pas totalement la possibilité de dégradation, pour cela un niveau
élevé d’entretien est nécessaire afin d’assurer la pérennité de la structure.

Le bois a aussi des limitations d’utilisation dans la construction. La limite d’élasticité du bois
est inférieure à celle d’autres matériaux tels que l’acier ou le béton. Par conséquent, pour supporter
la même charge que celle de l’acier par exemple, il est nécessaire de mettre plus de matériaux. Une
autre limitation de l’utilisation du bois est l’assemblage. Comme le bois n’existe pas en grandes
longueurs, un système de raboutage entre les pièces est demandé. Pour pouvoir connecter deux
pièces de bois, une composante supplémentaire est nécessaire. Quelque soit le type de connection
utilisée, les points de connection sont les points les plus faibles dans une structure en bois, ce qui
n’est pas forcément le cas lorsque l’on soude deux pièces d’acier. La dernière préoccupation en ce
qui concerne la construction bois est la grande hétérogénéité des propriétés mécaniques entre les
différentes espèces et même entre les différents arbres de la même espèce. Il existe des imperfections
sous forme de noeuds ou des fissures. Pour cela, chercher à obtenir la quantité requise de lattes de
bois de même qualité est un processus pénible (Paoli 2007 [69]).

1.4.2 L’acier : Une alternative pour les gridshells

Comparé au bois, l’acier a une limite d’élasticité beaucoup plus grande, il peut donc supporter
des charges plus importantes. Le verre, comme matériaux de couverture, est dix fois plus lourd
que le bois et cent fois que le tissu. Il est donc évident que le bois supporte difficilement ces types
de chargement. Ceci, associé à des portées plus larges ou des rayons de courbure plus petits, rend
l’acier un candidat idéal pour remplacer le bois dans des structures de gridshells plus lourdes.
Cependant, en terme de comportement en flexion, l’acier ne peut pas être courbé aussi facilement
que le bois.

Les gridshells en acier peuvent être construits de la même manière que ceux en bois. Il serait
impossible de déformer sur place toute une grille faite en gros éléments d’acier. Pour cela, les
éléments devraient être préfabriqués dans des usines et ramenés sur site. Si les éléments doivent
être préfabriqués, leur géométrie doit être parfaitement définie. Ce qui n’est pas le cas du bois.
Pour ce dernier, seuls la longueur totale et l’emplacement des connecteurs doivent être connus.
Avoir des éléments predéfinis permet d’assurer que pendant la construction, il y ait pas d’écart
entre la position réelle des connecteurs et les coordonnées souhaités. Outre la garantie de la forme,
les constructions en acier permettent de faciliter les connexions. Les connections entre deux pièces
en acier sont plus sûres que celles entre deux pièces de bois.

Récemment, quelques gridshells en acier ont été construits. Le gridshell du siège de l’union de
Norwich en 2006 (paragraphe A.6) et le gridshell du Yas hotel à Abu Dhabi en 2009 (paragraphe
A.7) explorent le concept de gridshell en acier. A noter que les gridshells en acier ne suivent pas
la méthode énoncée par Frei Otto et l’institut allemand pour les structures légères für leichte
Flächentragwerke et décrite dans le paragraphe 1.2.

1.4.3 Les matériaux composites

Un matériau composite est, par définition, tout matériau obtenu par assemblage physique de
deux matériaux ayant des propriétés mécaniques différentes. Les polymères renforcés de fibres de
carbone (CFRP) sont relativement chers par rapport à d’autres matériaux.

Les polymères renforcés de fibres de verre (GFRP) ont une résistance à la rupture d’au moins
350 MPa et une déformation limite d’environ 1,5% pour seulement 1,9 kg/m3. Ces matériaux ont
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donc des rigidités beaucoup plus élevées (de 20 GPa à 40 GPa) que le bois (autour de 10 GPa), de
sorte que, pour une géométrie donnée de gridshell, la charge de ruine d’un gridshell en composite
sera plus haute que pour un gridshell en bois. En outre, comme les composites sont produits
industriellement, la fiabilité de leurs propriétés mécaniques est plus élevée que celle des matériaux
naturels comme le bois (Douthe 2010 [36]). En ce qui concerne les coûts, si l’on tient compte
des propriétés mécaniques et de la capacité de former des tubes en matériaux composites, GFRP
devient un concurrent très intéressant, surtout si le processus de la pultrusion est utilisé. Concernant
les aspects environnementaux, le bois a certes un avantage “naturel”, mais le nombre croissant de
traitements chimiques utilisés pour la durabilité et la multiplication des joints de colle dans le
cas de grandes portées peuvent réduire considérablement cette importance. De plus, les polymères
renforcés en fibres de verre GFRP résistent très bien aux atmosphères agressives et nécessitent
moins de traitements que le bois pendant leur durée de vie. Toutes ces propriétés rendent les
matériaux composites renforcés en fibres de verre des candidats idéaux pour les gridshells (Douthe
2007 [34]). Cependant, la plupart des composites sont à base de polymères thermodurcissables, ce
qui les rend difficilement recyclables.

1.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude bibliographique sur les structures gridshells.
Des exemples de construction à travers le monde ont été montrés. L’accent a été mis sur trois
structures de gridshells en bois : Mannheim gridshell, le gridshell du musée de Downland et le
gridshell du Savill Building, ainsi que sur les premiers prototypes de gridshells en matériaux com-
posites conçus et construits à l’École des Ponts ParisTech. Ces derniers ont montré la faisabilité
des structures gridshells en matériaux composites. Une étude sur le choix des matériaux appropriés
pour un gridshell a été faite en fin du chapitre.
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Chapitre 2

Les méthodes pour la recherche de

forme de gridshells

C
e chapitre a pour objectif de faire une synthèse bibliographique sur deux types de méthodes
de recherche de forme qui ont été utilisés pour la réalisation de gridshells :

∗ La recherche de forme par des modèles expérimentaux : La méthode d’inversion
∗ La recherche de forme par des modèles numériques : La méthode de la relaxation dynamique
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2.1 Introduction

Le formfinding, ou la recherche de forme, est utilisé pour trouver une solution optimisée d’un
problème de conception d’une structure vis-à-vis d’un ou plusieurs critères. Ce critère peut être
architectural, économique, structurel, etc. Il existe plusieurs techniques pour trouver cet optimum.
La modélisation expérimentale est une des méthodes les plus simples et qui peut garantir un aperçu
rapide de la forme, mais pas forcément une grande précision. La première partie de ce chapitre
est dédiée à la méthode d’inversion, une méthode de recherche de forme de gridshells à l’aide des
modèles expérimentaux. Outre les modèles expérimentaux, il existe des modèles numériques qui
permettent de garantir une plus grande précision. Parmi ces techniques on peut citer la méthode
de relaxation dynamique, qui fera l’objet de la deuxième partie du chapitre.

2.2 Recherche de forme par des modèles expérimentaux

Avec la modélisation expérimentale, la recherche de forme est réalisée grâce à des analogies faites
à des phénomènes naturels. En effet, dans la nature, la transmission des forces se fait avec une
consommation minimum d’énergie et de matières. Une toile d’araignée, la forme de bulles de savon
et les radiolaires (des organismes océaniques) sont des exemples de structures qui, naturellement,
sont très efficaces en ce qui concerne la minimisation de la consommation de matières. Les ingénieurs
se sont donc inspirés de ces exemples pour établir des méthodes de recherche de forme.

Frei Otto a élaboré des modèles et des méthodes, dans lesquels les formes se génèrent elles-
mêmes, afin d’observer et d’analyser les processus par lesquels les objets matériels sont originaires
de tous les règnes de la nature, la technologie et l’architecture. Ses expériences avec des bulles et
films de savon ont montré que l’auto-production et l’auto-optimisation des formes dans le cas des
tentes, des structures câbles de tous types et des membranes ont fait leurs preuves dans l’ingénierie
(Otto 1992 [68]).

Les membranes composées de liquides, connu sous le nom de films de savon, se forment quand
un cadre fermé est plongé dans un liquide formant une membrane et puis retiré à nouveau. Les
formes produites peuvent servir de modèles extrêmement précis pour les constructions de tentes
(figures 2.1 et 2.2). Le film de savon permet de déterminer des surfaces minimales et est un modèle
de recherche de forme efficace pour les membranes sous tension sans aucune contrôle de courbure.
Frei Otto a utilisé les propriétés des bulles de savon pour l’aider à concevoir mathématiquement
de belles structures, telles que les toits des bâtiments olympiques à Munich et la nouvelle gare de
train à Stuttgart.

Figure 2.1. Modèle de film de savon, Starwave Figure 2.2. Tente Starwave, Cologne
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2.2.1 Méthode d’inversion

Une châınette est une courbe plane transcendante, qui correspond à la forme que prend un câble
ou une châıne lorsqu’il est suspendu par ses extrémités et soumis à son poids propre. Sa courbe est
celle d’une fonction cosinus hyperbolique et a une forme d’U [83]. Hooke décrit la relation entre une
châıne inversée qui forme une châınette en tension sous poids propre et un arc en compression. Il a
écrit sa conclusion dans le marge d’un de ses livres (Hooke 1675 [55]) sous forme d’anagramme. Ce
dernier une fois décodé donne “ut pendet continuum flexile, sic stabit contiguum rigidum inversum”,
traduit en français donne “Un ensemble rigide d’objets contigus est stable dans la position inversée
d’un fil qui pend”. En 1748, Poleni utilise le concept de la châınette inversée établit par Hooke
pour démontrer la stabilité de la coupole de la cathédrale Saint-Pierre à Rome (figure 2.3) (Block
et al. 2006 [18]).

Figure 2.3. Dessin de Poleni représentant l’analogie de Hooke entre un arc et une châınette et
l’application pour la cathédrale St. Pierre (Poleni 1748 [72])

Cette méthode a été utilisée par l’architecte espagnol Antonio Gaudi, à la fin du XIXe siècle. An-
toni Gaud́ı a adopté un processus d’auto-production sur un modèle expérimental afin de déterminer
la forme de la structure complète de l’ensemble du bâtiment. Il a utilisé cette technique pour la
chapelle colonia Guell et la Sagrada Familia situées à Barcelone en Espagne. Dans son projet pour
l’église de la Colonia Güell, il a utilisé un modèle de funiculaire en trois dimensions, environ 6 m
de long et 4 m de haut (correspondant à une échelle d’environ 1 :10) (figure 2.4). Cette maquette
construite avec des fils a été chargée par des sacs contenant du plomb. Cette méthode de visuali-
sation de formes plus complexes lui a donné une liberté constructive sculpturale que les méthodes
de simulation classiques, comme le dessin, ne pouvaient pas lui permettre (Huerta 2006 [56]). En
1983, la maquette suspendue de la chapelle a été reconstruite et est exposée actuellement dans la
crypte de la Sagrada Familia (figure 2.5)(Graefe 2009 [42]).
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Figure 2.4. Modèle suspendu de la chapelle
Colonia Güell

Figure 2.5. La reconstruction du modèle sus-
pendu de Gaud́ı par l’IL (Graefe
2009 [42])

Depuis 1946, Frei Otto à l’Université de Stuttgart utilise les modèles de châınette inversée afin
de définir des structures possibles dont le poids propre produit uniquement des forces directes,
lorsqu’elles sont inversées ; les châınettes, de part leur structure, ne transmettent pas de moment.
Un filet suspendu peut aussi être utilisé, à condition qu’il soit sans cisaillement, pour déterminer
la forme de dôme la plus favorable statiquement sous un chargement de gravité et pour toute
condition aux limites. Une telle structure peut théoriquement être extrêmement mince, mais son
épaisseur sera déterminée par la rigidité nécessaire pour résister au flambage et au chargement
asymétrique.

Le modèle suspendu simule la circulation des forces dans les membres linéaires tels que les
colonnes et les nervures, présentant seulement des tensions dans les cordes. Ainsi, en retournant
la configuration du modèle, une nouvelle structure est obtenue, qui, sous son propre poids, est
soumise uniquement à des charges de compression axiale dans chaque élément et sans moments de
flexion. Un filet suspendu est particulièrement approprié pour les structures en maçonnerie ayant
un poids propre important et qui ne peuvent pas supporter des forces de traction.

Selon IL10 Gitterschalen [6], la recherche de forme de gridshell peut être brièvement résumée
par : le modèle suspendu, le modèle inversé et le gridshell. Les fils, les câbles et les châınes sont
des éléments unidimensionnels non rigides qui assurent le support. L’élément non rigide assure la
forme du funiculaire suspendu à ses extrémités et chargé par son poids propre. Ce que l’on appelle
inversion ce n’est autre que le retournement de la châınette de 180◦. La ligne de poussée est la
forme idéale d’un arc rigide sous son poids propre ou sous une charge uniforme répartie de façon
similaire au poids propre sans moments de flexion et seulement sous l’effet une compression axiale.

Une châıne, fixée ou pas à ses extrémités prend naturellement la forme la plus efficace lui per-
mettant de supporter certaines forces verticales. Dans le cas où cette châıne est soumise seulement
à son poids propre, elle prend une certaine forme funiculaire. Si d’autres forces sont ajoutées, elle
se déforme et prend la forme la plus adéquate ayant un moment fléchissant nul.
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Figure 2.6. Une maquette suspendue de l’IL
et, par retournement, le gridshell
correspondant Figure 2.7. Modèle suspendu du gridshell de

Deubau et celui construit à Essen

La méthode la plus facile pour obtenir la forme la plus effective d’un arc, est, d’appliquer le
système de chargement que l’arc doit supporter sur une châıne puis inverser le résultat. La figure
2.6 montre une maquette suspendue faite par l’institut allemand für leichte Flächentragwerke (IL)
pour les structures légères et par retournement le gridshell correspondant. Le premier projet de
gridshell conçu suivant la méthode du filet inversé est celui de Deubau à Essen (figure 2.7). Le
gridshell de Mannheim a aussi été conçu en se basant sur la méthode du filet inversé (figures 2.8
et 2.9). Le modèle suspendu a été construit à une échelle de 1 :98,9. Ensuite la géométrie a été
relevée par photogrammétrie. Ces photos ont été traitées pour produire un premier ensemble de
coordonnées pour les nœuds du modèle de la châıne suspendue. Les coordonnées ont été par la suite
corrigées par la méthode de densité de forces de telle sorte que tous les nœuds soient en équilibre
sous le poids propre (Happold et al. [46]).

Figure 2.8. Châınette inversée du gridshell de
Mannheim

Figure 2.9. Détail du modèle inversée de
Mannheim

Heinz Isler a adopté par la suite la méthode d’inversion dans le cas tridimensionnel continu
(figure 2.10). Selon lui, la méthode d’inversion d’un tissu suspendu est “pour les problèmes tridi-
mensionnels ce que la châınette est pour les arcs bidimensionnels” (Chilton 2000 [30]). Il a utilisé
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cette méthode pour la conception des coques en béton comme celle de la station de service Deitin-
gen Süd en Swisse (1968) (figure 2.11), les coques pour l’usine Sicli à Genève (1969), le théâtre à
Stetten et Grötzingen (1976-1967), les coques du musée de l’air à Dübendorf (1987) ainsi que des
couvertures de piscine et de terrain de tennis (Chilton 2010 [31]).

Figure 2.10. Modèle de coque suspendu d’Isler
(Chilton 2000[30])

Figure 2.11. Coque en béton d’Isler pour une
station de service, Suisse

2.3 Recherche de forme par les modèles numériques

Dans la méthode de recherche de forme numérique, une séquence de calculs itératifs est utilisée
pour déterminer la solution optimum d’un problème, le point de départ du processus étant la forme
initiale de la structure. Dans le processus itératif de mise en forme, des algorithmes numériques
décrivant la mécanique de la structure effectuent des ajustements jusqu’à ce que l’équilibre statique
soit atteint. Le résultat de ce processus de recherche de forme est un modèle numérique de la
structure, décrivant la forme, les contraintes et déformations sous les conditions de charge par un
ensemble de données numériques et graphiques (Lewis 2003 [62]).

L’optimisation numérique est une méthode appropriée pour la recherche de forme de structures
présentant des non-linéarité géométriques. Les deux techniques de recherche de forme que l’on peut
trouver dans la littérature et qui sont principalement utilisées et développées au cours des dernières
décennies sont la méthode de densité de force et la méthode de relaxation dynamique.

La méthode de densité de force (Julich 2006 [57]) s’est avérée entre autre utile pour compléter
la méthode du filet inversé traitée dans le paragraphe 2.2.1. Elle permet de générer des formes de
structures uniquement en tension ou compression qui sont en équilibre statique et de passer d’un
système non-linéaire à un système linéaire en introduisant des coefficients de densité de force. Dans
ce chapitre on s’intéresse à la seconde méthode d’optimisation numérique : la relaxation dynamique.
Les principes de cette méthode, ses applications, ainsi qu’une application de la méthode sous un
logiciel d’éléments finis, Abaqus 1, sont montrés par la suite.

2.3.1 Méthode de la relaxation dynamique

La méthode de relaxation dynamique propose la détermination de la position d’équilibre d’une
structure par un principe pseudo-dynamique cherchant le maximum de l’énergie cinétique, qui

1Logiciel d’éléments finis développé par SIMULIA branche de Dassault Systemes S.A.
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correspond bien, pour un système conservatif, à un minimum de l’énergie potentielle. C’est une
méthode itérative qui décrit le mouvement de la structure à partir de l’instant de chargement
jusqu’à sa position d’équilibre et cela en ajoutant un amortissement. A l’origine de cette méthode,
Richard Southwell a développé une méthode de relaxation pour la solution des équations aux
dérivées partielles par des approximations aux différences finies. Le concept de la méthode, en lui
même, a été établi beaucoup plus tôt par Rayleigh qui “a montré comment, en faisant disparâıtre
les vitesses, la solution des problèmes statiques peut être extraite par une analyse des vibrations”
(Otter 1966 [66]). Le développement de cette méthode est attribué à Otter en 1964 pour l’étude
des réservoirs sous pression en béton précontraint. Un an plus tard, la méthode de relaxation
dynamique a été mise au point par Day [33] pour le même type de problèmes. A partir des années
70, la méthode a été largement développée par Barnes, pour l’analyse et la conception des structures
en tension. Plusieurs applications de cette méthode ont été faites, parmi lesquelles l’on peut citer :
une étude sur les coques (Otter 1964 [67]), les toitures suspendues (Day 1965 [33]), les câbles
précontraints (Barnes 1975 [12]), les membranes et les structures gonflables (Barnes 1999 [13]) et
les structures poutres tensegrité et les gridshells (Adriaenssens 2001 [8], Douthe 2007 [34]).

Dans la relaxation dynamique, la recherche de forme est réalisée par un processus pseudo-
dynamique : La masse de la structure est localisée aux nœuds et oscille autour de la position
initiale sous l’influence de forces extérieures. Grâce à un amortissement artificiel, les masses finiront
par se repositionner dans une position d’équilibre (Lewis 2003 [62]). Dans sa forme originale, le
processus itératif utilise un amortissement visqueux, où le mouvement des nœuds est amorti par
des coefficients d’amortissement. Le processus alternatif, proposé par Papadrakakis [70], utilisant
un amortissement cinétique s’est avéré plus stable et permet de converger plus rapidement lorsqu’il
s’agit de grands déplacements. Cette procédure trace le mouvement de la structure. Quand un pic
d’énergie cinétique totale est détecté, toutes les vitesses sont remises à zéro et les calculs sont repris
avec la nouvelle géométrie. Les pics d’énergie diminuent généralement et le processus est répété
jusqu’à ce que toutes les vibrations ont été dissipées et que l’équilibre statique est atteint (Barnes
1999 [13]).

On présente brièvement dans ce qui suit le schéma de calcul par la méthode de relaxation
dynamique. Pour plus de détails, on recommande de se référer à la thèse de Douthe [34].

La procédure de calcul comprend les étapes suivants :

1. Définition de la géométrie initiale de la structure et du chargement appliqué ;

2. Définition du paramètre de convergence Elim
c (un dixième du premier pic d’énergie cinétique

par exemple) ;

3. Initiation des vitesses à zéro ;

4. Calcul des masses mi à chaque nœud i de la structure :

mi =
∆t2

2
·Kmax

i (2.1)

Kmax
i est la raideur de tous les éléments reliés au nœud i. Ce terme vaut

∑(
T

L

)t+∆t

m

pour

une structure en tension où T est la tension et L est la longueur de l’élément.
Dans le cas des éléments câbles, la rigidité élastique peut être ajoutée et Ki s’écrit de la
manière suivante :

Ki =
∑(

ES

L
+ g

T

L

)

m

(2.2)
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où E est le module d’Young, S est la section et g est un facteur introduit par Barnes [13]
comme plus grand que 1 et cela pour prendre en compte le changement important de longueur
des liaisons au cours de l’analyse.
Dans le cas de la recherche de forme des structures où la rigidité de flexion est présente, Ki

s’écrit :

Ki =
∑ 2EI

L3
(2.3)

5. A l’itération t = t + ∆t

(a) Calcul des efforts intérieurs ;

(b) Calcul de la vitesse à l’instant (t + ∆t/2) comme suivant :
La force résultante pour n’importe quel nœud i est calculée avec la deuxième loi de
Newton pour chaque direction. Par souci de simplicité, seule la direction en x est indiquée
ici :

Rt
ix = mi · V̇ t

ix (2.4)

où
Rt

ix est le résidu des efforts intérieurs et extérieurs au nœud i
mi est la masse du nœud i
V̇ t

ix est l’accélération au nœud i.
L’accélération au temps t peut être approchée sous forme de différences finies centrées
par :

V̇ t
ix =

V
t+∆t/2
ix − V

t−∆t/2
ix

∆t
(2.5)

où
V

t+∆t/2
ix est la vitesse du nœud i à l’instant (t + ∆t/2)

V
t−∆t/2
ix est la vitesse du nœud i à l’instant (t−∆t/2).

En substituant l’équation 2.5 dans l’équation 2.4, la vitesse à l’instant (t + ∆t/2) peut
être écrite sous la forme suivante :

V
t+∆t/2
ix = V

t−∆t/2
ix +

∆t

mi
·Rt

ix (2.6)

(c) Calcul de la nouvelle géométrie à l’instant (t + ∆t) :

xt+∆t
i = xt

i + ∆t · V t+∆t/2
ix (2.7)

(d) Calcul de l’énergie cinétique selon l’équation 2.8.

Et+∆t/2
c =

∑

i

1
2
mi(

−→
V

t+∆t/2
i .

−→
V

t+∆t/2
i ) (2.8)

Si l’énergie cinétique trouvée est supérieure à la précédente, retourner à l’étape 5a.
Si par contre, l’énergie cinétique trouvée est inférieure à la précédente, continuer à
l’étape 6.
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6. Si l’énergie cinétique trouvée est inférieure à la précédente alors un pic en énergie cinétique a
eu lieu quelque part entre les instants (t− 3∆t/2) et (t + ∆t/2). Puisque le pic d’énergie est
survenu quelque temps avant, la géométrie actuelle, fixée à xt+∆t

i , devrait être corrigée par
interpolation en une position plus exacte xt∗

i correspondant à l’instant t* (figure 2.12).

(a) Si Et+∆t
c > Elim

c , retourner à l’étape 3.

(b) Si Et+∆t
c < Elim

c , la structure est considérée en équilibre.

Δ Δ Δ

Figure 2.12. Interpolation de l’énergie cinétique autour du pic

7. Arrêt de l’algorithme. Ainsi la solution trouvée est celle à l’instant t*.

Lorsque le pas de temps dépasse une certaine valeur critique ou bien lorsque les masses nodales
fictives sont trop faibles, des instabilités numériques se produisent. Barnes [13] a démontré que le
système est stable si le pas de temps est inférieur à une valeur donnée par l’équation 2.9.

∆t =

√
2m

K
(2.9)

où

m est la masse nodale

K est la rigidité.

La méthode de relaxation dynamique n’est pas une analyse dynamique, mais elle utilise une
analyse dynamique fictive amortie afin de déterminer la solution d’un problème statique. Contrai-
rement à la méthode de densité de force, la méthode de relaxation dynamique ne nécessite pas
une grande manipulation de matrices mais plutôt plus d’itérations. Elle consiste en une somma-
tion vectorielle uniquement. En outre, la méthode de relaxation dynamique montre une grande
stabilité numérique et est capable de résoudre des problèmes possédant une grande non-linéarité.
Elle n’utilise pas de matrice de rigidité de la structure assemblée et elle est donc particulièrement
adaptée aux problèmes fortement non-linéaires (non-linéarité matérielle). En plus, elle est toujours
exprimée en fonction des coordonnées actuelles de la structure d’où elle permet l’analyse automa-
tique des structures en grands déplacements (non-linéarité géométrique). Cela la rend efficace pour
la modélisation de câbles précontraints et de membranes (Lewis 2003 [62]).
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La méthode de relaxation dynamique a été adaptée pour la recherche de forme de plusieurs
structures telles que le toit de la grande cour du British Museum, conçu par Chris Williams
(Williams 2001 [84]). Plusieurs structures de gridshells ont été conçues en utilisant cette méthode.
La recherche de forme du gridshell de Downland a été réalisée grâce à un programme informatique
s’appuyant sur la méthode de relaxation dynamique, dont les détails de calcul ne sont pas acces-
sibles. A noter qu’un logiciel d’éléments finis permettant l’application de la méthode de relaxation
dynamique existe sous le nom de Oasys GSA2.

Au sein du laboratoire Navier à l’école des ponts, un outil numérique a été développé utilisant
l’algorithme de relaxation dynamique. L’implémentation (nommée AlgoRD) a été faite dans le
logiciel scientifique libre Scilab 3 (Douthe 2007 [34]). A l’issu de ce travail une recherche de forme
de gridshells en matériaux composites a été faite (Douthe 2010 [36]) et deux prototypes de gridshells
ont été contruits sur le site de l’Ecole des Ponts (paragraphe 1.3.4). Une autre étude sur la recherche
de forme de structures innovantes connues sous le nom de nexorades, des structures spatiales
proposées par Baverel et Nooshin (Baverel 2000 [14] et [15]), a été faite (Douthe 2009 [35]).

2.3.2 La dynamique explicite en éléments finis

La procédure d’analyse de la dynamique explicite dans Abaqus/Explicit est basée sur la mise en
œuvre d’un processus d’intégration explicite ainsi que l’utilisation d’une matrice de masse diagonale
ou localisée [7]. Les équations de mouvement sont intégrées grâce à la méthode des différences finies
centrées. Le principe de ce schéma est de résoudre l’équation d’équilibre pour l’instant t + ∆t à
partir des données de l’instant t.

Dans le schéma implicite, l’équation d’équilibre à l’instant t + ∆t : F (ut+∆t) = 0 est résolue
par récurrence sur l’incrément de temps. Le déplacement u(t+∆t) est calculé à partir de la valeur
u(t) et de ces dérivées en t + ∆t et aux instants précédents. Ainsi :

u(t+∆t) = f(u̇(t+∆t), ü(t+∆t), u(t), u̇(t), ü(t), . . .) (2.10)

L’algorithme de calcul implicite se base sur des calculs itératifs visant à atteindre l’équilibre glo-
bal du système à chaque incrément de temps. La présence de non-linéarités dans le problème oblige
à une recherche itérative de cette solution (méthode de Newton). Le module “Abaqus/Standard” du
code de calcul Abaqus représente un code de calcul implicite pour les cas quasi-statiques, linéaires
ou non, thermiques, acoustiques, etc.

En revanche, dans le schéma explicite, la détermination des déplacements u(t+∆t) se fait à partir
du déplacement et de ces dérivées à l’instant t et aux instants précédents. Ainsi :

u(t+∆t) = f(u(t), u̇(t), ü(t), . . .) = u(t) + ∆tu̇(t) + ∆t2ü(t) + ∆t3
...
u (t) +O(∆t4

....
u (t)) (2.11)

De cette manière, la solution à l’instant t + ∆t n’est fonction que des déplacements et de ces
dérivées (accélération et vitesse) au pas de temps précédant t comme l’indique le système suivant.





u(t+∆t)=u(t) + ∆t + u̇(t) + ∆t2ü(t) + ...

u̇(t) = f1(u(t))
ü(t) = f2(u(t))
... =

2Logiciel d’éléments finis développé par Arup, http ://www.oasys-software.com/products/structural/gsa/
3Logiciel libre de calcul numérique développé en commun par l’ENPC et l’INRIA, http ://www.scilab.org/



38 2. Les méthodes pour la recherche de forme de gridshells

L’accélération calculée au temps t est utilisée pour calculer la vitesse à l’instant t + ∆t/2 et le
déplacement à l’instant t + ∆t selon les équations 2.12 et 2.13.

u̇(i+ 1
2
) = u̇(i− 1

2
) +

∆t(i+1) + ∆t(i)

2
ü(i) (2.12)

u(i+1) = u(i) + ∆t(i+1)u̇(i+ 1
2
) (2.13)

où

u est le déplacement

u̇ est la vitesse

ü est l’accélération

L’exposant i se rapporte au nombre d’incrémentation alors que i + 1
2 et i − 1

2 renvoient à des
valeurs mi-incrémentales.
L’accélération est donnée par la formule 2.14.

ü = M−1 · (F (i) − I(i)) (2.14)

où

M est la matrice de masse diagonale

F est le vecteur des charges appliquées

I est le vecteur des forces internes.

Ainsi, la procédure explicite ne requiert ni itérations ni matrices tangentes de rigidité. Cet
algorithme se base sur un très grand nombre d’incréments très courts définis par la vitesse de
propagation d’une onde élastique Cd (équation 2.17). La limite de la stabilité de l’opérateur de
différences centrales pour cet opérateur est donnée en terme de plus grande valeur propre du
système ωmax :

∆t 6 2
ωmax

(2.15)

L’incrément de temps permettant la stabilité est donnée par :

∆t = min

(
Le

cd

)
(2.16)

où

Le est la longueur caractéristique des éléments

cd est la vitesse de propagation d’une onde élastique qui est une propriété des matériaux
constitutifs telle que :

cd =

√
λ + 2ν

ρ
(2.17)

où λ, ν et ρ sont respectivement les coefficients de Lamé et la densité du matériau.
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2.3.3 Application de la méthode de relaxation dynamique pour le cas de grid-

shells

Pour montrer l’analogie qui existe entre la relaxation dynamique et la dynamique explicite en
éléments finis, on considère les exemples ci-dessous. Soit la grille représentée dans la figure 2.13
formée de 5 × 5 barres. On considère chaque poutre de longueur 12 m, de section circulaire de
diamètre 50 mm et d’épaisseur 2 mm, ce qui correspond à une section de 3,016 cm2 et une inertie
de 8,7 cm4. Les poutres sont en matériaux composites ayant un module d’Young 35 GPa, un
coefficient de Poisson de 0,25 et une densité de 1600 kg/m3. Les poutres sont simplement appuyées
à leurs extrémités et sont reliées entre elles par des rotules.

Z

Y

X

X

Y

Z

U, U3

+0.000e+00
+1.574e−01
+3.147e−01
+4.721e−01
+6.294e−01
+7.868e−01
+9.442e−01
+1.102e+00
+1.259e+00
+1.416e+00
+1.574e+00
+1.731e+00
+1.888e+00

X Y

Z

Figure 2.13. Grille à plat (5× 5) et sa déformée correspondante

Trois calculs ont été faits en appliquant des charges verticales ascendantes au dessous des nœuds
de la grille. Un premier calcul est celui par la méthode de relaxation dynamique en utilisant Al-
goRD développé par Douthe [34]. Le second calcul est sous Abaqus en statique non-linéaire. Alors
que le dernier est en dynamique explicite sous Abaqus. Le tableau 2.1 résume les déplacements
obtenus par les trois calculs.

Charge (N) Déplacement maximal (m)
AlgoRD Abaqus (Statique NL) Abaqus (Dynamic/Explicit)

40 1,946 1,89 1,898
100 3,361 3,307 3,301
150 3,857 3,749 3,741
200 4,012 3,954 3,952
250 4,201 4,068 4,084
300 4,29 4,143 4,141

Tableau 2.1. Comparaison entre différentes méthodes pour une grille 5× 5

Considérons maintenant la grille formée de 7 × 5 barres représentée par la figure 2.14. Les
poutres ont les mêmes propriétés que celles précédentes.
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Figure 2.14. Grille à plat (7× 5) et sa déformée correspondante

On procède de la même manière que précédemment. Le tableau 2.2 résume les déplacements
obtenus par les trois calculs. On remarque que, pour un chargement relativement petit, les trois
calculs donnent un résultat presque identique. En augmentant la charge, le calcul s’arrête avant
convergence pour le cas statique non-linéaire sous Abaqus.

Charge (N) Déplacement maximal (m)
AlgoRD Abaqus (Statique NL) Abaqus (Dynamic/Explicit)

40 2,691 2,629 2,628
100 3,98 — 3,888
150 4,352 — 4,256
200 4,591 — 4,464

Tableau 2.2. Comparaison entre différentes méthodes pour une grille 7× 5

Considérons enfin la grille formée de 7×7 barres représentée par la figure 2.15. Les poutres ont
les mêmes propriétés que celles précédentes.
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Figure 2.15. Grille à plat (7× 7) et sa déformée correspondante

On procède de la même manière que précédemment. Le tableau 2.3 résume les déplacements
obtenus par les trois calculs. Comme pour l’exemple précédant, on remarque qu’en statique non-
linéaire sous Abaqus, le calcul s’arrête avant convergence en augmentant la charge. Les deux autres
calculs, AlgoRD et Abaqus/Explicit, donnent un résultat presque similaire.
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Charge (N) Déplacement maximal (m)
AlgoRD Abaqus (Statique NL) Abaqus (Dynamic/Explicit)

10 1,669 1,637 1,636
100 5,278 — 5,204
150 5,617 — 5,445
200 5,754 — 5,589

Tableau 2.3. Comparaison entre différentes méthodes pour une grille 7× 7

D’après les trois exemples illustrés précédemment, on remarque que la relaxation dynamique
ainsi que la statique non-linéaire et la dynamique explicite en éléments finis peuvent aboutir à des
résultats similaires dans le cas d’une structure simple. Par contre, en complexifiant la structure, la
statique non-linéaire ne semble plus être performante pour ce type de calcul ; le calcul s’arrête avant
convergence. La relaxation dynamique et la dynamique explicite sous Abaqus aboutissent tous les
deux à des résultats similaires. La différence entre les deux réside dans le fait que dans AlgoRD,
les poutres considérées sont des poutres d’Euler-Bernoulli, alors que sous Abaqus/Explicit, des
poutres de Timoshenko sont utilisées.

2.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux méthodes pour la recherche de forme de gridshells :
une méthode expérimentale, la méthode du filet inversé et une autre numérique, la méthode de
la relaxation dynamique. Bien que ces deux méthodes aient servi pour la recherche de forme de
plusieurs gridshells à travers l’histoire, elles exigent une limitation dans la prédiction de la forme
finale. En effet, ces méthodes permettent de déterminer la forme d’un gridshell à partir de la
géométrie de la grille à plat et des conditions limites imposées. Ainsi la forme finale est le résultat
du calcul. Or un bureau d’étude est intéressé par la forme finale, forme qui est déterminée au
préalable par l’architecte, et non par la forme de départ. Le chapitre suivant fait le point sur les
méthodes permettant le maillage d’un réseau de Tchebychev sur une forme donnée.
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Chapitre 3

Maillage d’un réseau de Tchebychev

sur une forme

C
e chapitre a pour objectif d’introduire les différentes méthodes de maillage d’un réseau dit de
Tchebychev (cf. paragraphe 3.1) sur une surface qui pourraient être utilisées pour la conception

d’un gridshell sur une surface. On détaillera :
∗ Les méthodes mécaniques et géométriques de drapage des renforts tissés.
∗ Une méthode de maillage en éléments finis.
∗ La méthode du compas.
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3.1 Introduction

La définition de gridshell, donnée par l’institut allemand pour les structures légères für leichte
Flächentragwerke dans son œuvre IL10 Gitterschalen [6], peut être formulée comme suit : “Un
gridshell est une structure de barres courbes dans l’espace. Les barres forment une grille plane
avec une maille rectangulaire et un espacement constant entre chaque nœud.” Ainsi, mailler un
gridshell sur une surface revient à tracer un réseau de barres courbes parallèles et équidistantes, qui
en d’autres termes revient à tracer des parallélogrammes gauches. Mathématiquement, le problème
revient à tracer un réseau de Tchebychev sur une surface. Des mailleurs automatiques se basant
sur le diagramme de Voronoi ou d’autres (Frey et al. 1999 [38]) permettent de mailler des surfaces
en éléments finis mais n’aboutissent pas forcément à des réseaux de Tchebychev.

Dans ce chapitre, on évoque les différentes méthodes qui permettent de mailler un réseau de
Tchebychev sur une surface. Le problème est très proche de celui rencontré lors de la mise en forme
des renforts tissés pour l’élaboration des composites. On décrira ici les méthodes numériques qui
sont classiquement utilisées et leurs limites dans le cas de maillage de gridshell. Le développement
d’une méthode de maillage d’un réseau de Tchebychev utilisant un calcul éléments finis qui fera l’ob-
jet du chapitre 4 est introduite. En dernière partie, on décrit la méthode du compas, une méthode
géométrique décrite dans l’IL10 Gitterschalen [6] bien adaptée pour le maillage de gridshell.

3.2 Gridshell, tissu et réseau de Tchebychev

Mathématiquement, mailler un gridshell sur une surface revient à tracer un réseau de Tche-
bychev. Cette méthode a pour origine une conférence de Tchebychev en 1878 [79] portant sur la
coupe des vêtements. La problématique était d’habiller une surface par un tissu initialement plan.

Un tissu à plat est considéré formé de deux réseaux de fils rectilignes entrecroisés formant
des petits carrés. Pour mettre le tissu en place, deux possibilités semblent être évidentes. Dans la
première, les angles sont maintenus à 90◦ alors que les longueurs des arrêtes varient. Tandis que
dans le second cas, la longueur est conservée tout en changeant les angles. Ce dernier cas mène à
des réseaux de Tchebychev (Popov 2002 [73]). Popov [73], se référant à Pogorelov 1974 [71], précise
que l’on peut définir un ensemble infini de réseau de Tchebychev sur une surface plane. Chaque
réseau pourrait être défini complètement par deux lignes. Tchebychev a montré que toute surface
analytique réelle est localement habillable (Ghys 2009 [40], Bieberbach 1926 [17]).

Considérons l’exemple de la figure 3.1. Considérons deux lignes quelconques U0 et V0 tracés
arbitrairement à partir d’un certain point O. Subdivisons ces deux lignes en une série d’arcs de
longueur ρ suivant U0 et σ suivant V0. Traçons l’arc de cercle de centre M1 et de rayon ρ et celui de
centre N0 et de rayon σ. Ces deux arcs se coupent en N1. En procédant de cette manière, les autres
points N1... Nn, K1... Kn, L1... Ln sont obtenus. Ainsi un réseau de Tchebychev est obtenu et cela
en prenant des directions arbitraires de U0 et V0, d’où l’on peut définir une infinité de solution de
réseau de Tchebychev sur une surface. On remarque dans ce qui suit que ce principe de réseau de
Tchebychev est identique à celui utilisé par la méthode du filet (paragraphe 3.3.1) et la méthode
du compas (paragraphe 3.5).
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Figure 3.1. Réseau de Tchebychev autour du point O

3.3 Méthodes dérivées du drapage des renforts tissés

Le drapage des renforts tissés sur une moule, pour la fabrication d’une pièce composite par
exemple, est basé sur les hypothèses que le tissu se déforme principalement par cisaillement, que les
fibres ne sont pas extensibles et que la présence de la résine est négligée. Durant la phase de la mise
en forme d’un certain type de renfort donné sur une géométrie de pièce donnée, plusieurs défauts
peuvent se produire, tels que des plissements du tissé, des déchirures des fibres, des glissements
entre les réseaux et des porosités résiduelles. Plusieurs approches permettant le drapage des renforts
tissés existent dans la littérature. Dans la section suivante, on décrit une approche géométrique
dite “méthode du filet” et des approches mécaniques sous deux formes, continues ou discrètes.

3.3.1 Approche géométrique par la méthode du filet

La figure 3.2 représente une configuration de référence du tissé à draper et sa configuration
déformée. Les coordonnées d’un point (xi, yi, zi) peuvent s’écrire en fonction des coordonnées curvi-
lignes Sα et Sβ. En supposant que les fibres sont inextensibles, on peut écrire le tenseur d’élongation
sous forme différentielle des coordonnées curvilignes en fonction des coordonnées de la configura-
tion de référence. L’algorithme proposé se résume en la résolution d’un système d’équations aux
dérivées partielles.

Robertson et al. [74] et Van West et al. [81] ont simplifié ce système en un problème d’inter-
section de surfaces. Chaque nœud (i,j) est calculé à partir des nœuds (i-1,j) et (i,j-1) et cela par
intersection entre la surface à mailler et les deux sphères de centres respectifs les points (i-1,j) et
(i,j-1) et de rayons respectifs a et b. La détermination des coordonnées des nœuds du filet revient
à résoudre le système d’équations défini par l’intersection de trois surfaces comme suit.

(xi,j − xi−1,j)2 + (yi,j − yi−1,j)2 + (zi,j − zi−1,j)2 = a2 (3.1)

(xi,j − xi,j−1)2 + (yi,j − yi,j−1)2 + (zi,j − zi,j−1)2 = b2 (3.2)

F (xi,j , yi,j , zi,j) = 0 (3.3)
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où

F (xi,j , yi,j , zi,j) est l’équation paramétrique de la surface.

Figure 3.2. Configuration de référence et configuration déformée

On verra, dans le paragraphe 3.5, qu’à ce stade la méthode, purement géométrique, est aussi dite
méthode du compas. Cette méthode a été enrichie par Van Der Weeën (Van Der Weeën 1991 [80])
qui considère que le chemin fibreux entre deux nœuds est en plus géodésique sous l’hypothèse que le
frottement entre le tissu et la surface à draper soit négligeable. Van Der Weeën a présenté ainsi trois
algorithmes pour le drapage des tissus sur des surfaces courbes arbitraires. Un de ces algorithmes
se base sur la minimisation de l’énergie élastique dans chaque cellule du tissu, tandis que les deux
autres, l’algorithme du filet et l’algorithme de mosäıque, sont géométriques et permettent de placer
un filet inextensible sur une surface le long des lignes géodésiques.

L’algorithme du filet (fishnet algorithm en anglais) constitue l’approche géométrique, aussi
nommée cinématique, la plus utilisée. Cette méthode repose sur les hypothèses suivantes :

– les mèches sont inextensibles ;
– les intersections entre les réseaux châıne et trame ne peuvent pas glisser ;
– les rotations entre les deux réseaux sont libres ;
– le contact du tissé avec la surface de l’outil se fait sans glissement ;

Dans l’algorithme du filet, le tissu est remplacé par un réseau de fibres qui sont placées sur
la surface le long des courbes géodésiques locales. Les tissus sont considérés comme une suite de
mailles régulières inextensibles composées de fibres de châıne et de trame et qui se déforment par
cisaillement angulaire. Connaissant la position de deux points voisins A et B et connaissant les
longueurs AC et BC, la position d’un noeud C peut être déterminée (figure 3.3). Le point C n’est
autre que l’intersection des deux géodésiques issues de A et B vérifiant les longueurs AC et BC.
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Figure 3.3. Détermination du point C à partir de deux points A et B connus par la méthode du
filet

Afin d’initier le drapage, un premier point doit être choisi ainsi que deux directions initiales
dont dépendra le maillage par la suite. Dans la formulation continue proposée par Van Der Weën,
la surface à draper est représentée par une équation analytique paramétrée, d’où la difficulté d’ap-
pliquer une maille élémentaire du tissu sur une surface quelconque non paramétrée. Pour résoudre
ce problème, Borouchaki et Cherouat (Borouchaki et al. 2003 [22]) ont proposé une nouvelle ap-
proche géométrique reposant sur la méthode du filet permettant de draper de proche en proche
une surface. La surface à draper est considérée comme un ensemble de surfaces d’éléments discrets.
Cette méthode repose sur l’hypothèse qu’une maille élémentaire du tissu ne peut subir que des
déformations en cisaillement. La figure 3.4 montre un exemple d’application de la méthode sur une
pièce mécanique et cela pour deux directions initiales de renforts (Borouchaki et al. 2003 [22]).

Figure 3.4. Drapage d’une pièce mécanique à 0◦ (gauche) et 45◦ (droite) [22]

Bien que cette méthode soit très rapide et efficace, elle ne prend pas en considération ni les
conditions aux limites ni les efforts crées par les outils et le glissement possible du tissu par rapport
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aux outils ni le comportement du tissu. D’où l’on pourra aboutir à des résultats identiques quelque
soit le matériau (Van De Weeën 1991 [80]). Cette méthode est commercialisé dans plusieurs outils
industriels permettant le drapage de renforts tissés comme FiberSIM de Vistagy group, PamForm
et ESI-QuickForm de ESI group.

3.3.2 Approches mécaniques

Contrairement à l’approche cinématique, l’approche mécanique permet d’introduire les condi-
tions aux limites et le comportement du matériau. Dans cette partie, on s’est basé sur le chapitre
“Finite element analysis of composite forming” publié par Philippe Boisse dans l’ouvrage “Com-
posite forming technologies” (Boisse 2007 [21]). Deux approches existent pour modéliser les fibres
du tissu en éléments finis. La première approche, dite continue, considère le tissu comme une sur-
face continue, ce qui implique l’hypothèse qu’il y a pas de glissement entre les deux directions
de fibres. Tandis que la deuxième approche, dite mésoscopique ou discrète, représente la surface
du tissu comme une discrétisation en éléments. Cette approche permet d’inclure tous les aspects
du matériau, tels que les directions des fibres. Ces deux approches, ainsi qu’une troisième dite
semi-discrète qui a été proposée par Boisse, sont décrites brièvement dans ce qui suit.

3.3.2.1 Approche continue

Dans l’approche continue, le tissu en composite est considéré comme étant une surface conti-
nue au cours de sa mise en forme, ainsi la théorie des milieux continus peut être utilisée. Cette
approche repose sur l’hypothèse qu’il n’existe pas de glissement important entre les mèches. Les
lignes initialement droites à plat se déforment mais restent continues après le processus de formage
(figure 3.5) (Boisse 1994 [19]). Deux approches continues sont décrites dans la suite.

Figure 3.5. Déformation de lignes droites tracées avant la mise en forme (Boisse 1994 [19])

a- Modèle hypoélastique pour les matériaux fibreux

Dans cette méthode, le milieu est considéré comme ayant une seule direction de fibre. Ces
approches sont basées sur la formulation conditionnelle de Jaumann ou celle de Green Naghdi.
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Dans la formulation de Green Naghdi, la loi de comportement est hypoélastique et le tenseur
des déformations et celui des contraintes de Cauchy sont définis par un cumul tensoriel dans
les référentiels tournants. Cette approche n’est pas utilisable pour la modélisation en grandes
transformations, comme les rotations ne cöıncident pas avec celles des fibres. Le tenseur C dans

la base actuelle {κt} est obtenu par un transport rotationnel du tenseur 0C dans la base initiale

{κ0} comme suit :

C =0 Cijklκ
t
i ⊗ κt

j ⊗ κt
k ⊗ κt

l (3.4)

La loi constitutive hypoélastique s’écrit sous la forme :

σ∇ = C : D (3.5)

où

D est le tenseur taux de déformation

σ∇ est la dérivée objective du tenseur de contraintes de Cauchy associé à la rotation ∆ soit :

σ∇ = ∆.
d

dt
(∆T .σ.∆).∆T (3.6)

L’approche ainsi décrite est formulée dans le cas d’une seule direction de fibres. Dans le cas des
renforts tissés, il existe deux directions de fibres, et le comportement est loin d’être orthotrope en
raison des variations angulaires possibles entre les mèches. Toutefois, l’approche pourra être utilisée
en superposant au même point deux matériaux ayant chacun sa propre direction matérielle. Mais
cette superposition n’intègre pas l’interaction entre les deux réseaux de mèches. Afin de prendre
en considération les variations angulaires, il est nécessaire d’abandonner la dérivée rotationnelle et
d’utiliser la dérivée de Lie basée sur le tenseur gradient de la transformation F

N
.

Hagège dans sa thèse (Hagège 2004 [43]) modélise le comportement des renforts fibreux et cela
en formulant deux théories, celle du milieu continu équivalent orthotrope fibreux et celle du milieu
continu équivalent anisotrope fibreux. Ces deux modèles sont implémentés et testés numériquement
dans Abaqus/Explicit. Une formulation générale des milieux continus orthotropes est proposée. Un
formalisme est mis en place dans le cadre euclidien et précise les concepts couramment utilisés dans
les approches hypoélastiques en grandes transformations. Ce qui permet de déduire une théorie du
milieu continu équivalent orthotrope.

b- Modèle constitutif non orthogonal

La loi constitutive est formulée dans une base non orthogonale formée par des directions
matérielles du renfort. Soient x’ et y’ les coordonnées dans la base orthogonale, ξ et η celles
dans la base non orthogonale. Le tenseur de contraintes sur un élément est composé dans les deux
bases comme le montre la figure 3.6.
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Figure 3.6. Composantes du tenseur de contraintes sur un élément en base orthogonale et non-
orthogonale (Xue et al. 2003 [86])

Ces approches ont été développées par Xue et Yu ([86] et [87]). Le modèle suppose un découplage
entre les tensions et le cisaillement. La loi de comportement en base non orthogonale s’écrit alors :




σξ

ση

τξη

τηξ




=




D11 D12 0 0

D21 D22 0 0

0 0 βD33 0

0 0 0 (2− β)D33







εξ

εη

γξη

γηξ




=
[
D

]




εξ

εη

γξη

γηξ




(3.7)

où

D11, D22, D12etD21 sont les coefficients de tension

D33 est un coefficient de cisaillement

β est un coefficient qui permet de différencier la contribution des deux contraintes de cisaille-
ment.

Les contraintes dans les deux bases sont reliées par :
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où
[
T

2

]
est la matrice de passage de la base non orthogonale à la base orthogonale.
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De même les déformations sont reliées par :
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où [
T

3

]
est la matrice de passage de la base orthogonale à la base non orthogonale.

Ces expressions permettent d’exprimer la loi constitutive en base locale puis en base orthogonale
définie par la rotation R : [
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(3.11)

3.3.2.2 Approche discrète ou mésoscopique

Dans l’approche discrète, le tissu fibreux est modélisé par de petits éléments. Les éléments les
plus fréquents pour décrire les mèches sont les éléments poutres ou barres (figure 3.7) (Sharma
et al. 2003 [76]). Le contact entre les éléments est assuré en éléments finis par des ressorts. Un
avantage de cette approche est de pouvoir prendre compte la structure interne, comme la direction
des fibres, dans la modélisation du matériau. Le majeur inconvénient de cette approche c’est d’être
incapable d’évaluer la tension des fibres et de prendre en considération les propriétés de la résine.

Figure 3.7. Cellule élémentaire composée de 4 barres pour les mèches et une barre pour le ci-
saillement (Sharma et al. 2003 [76])

3.3.2.3 Approche semi-discrète

Cette approche associe à la fois la méthode des éléments finis à l’analyse mésoscopique (Boisse
1994 [19]). Cette méthode suppose que deux mèches initialement superposées le restent après for-
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mage. Les fibres sont sollicitées uniquement en tension dans la direction h1 et cela en raison de
leurs petits diamètres par rapport aux longueurs. Dans le cas de mèches bidirectionnelles, les fibres
sont sollicitées par des tensions dans les directions h1 et h2 (figure 3.8).

Le tenseur de tension dans un réseau de mèches bidirectionnelles est donné par :

T = T 11 h1 ⊗ h1 + T 22 h2 ⊗ h2 (3.12)

où

T 11 et T 22 sont les tensions dans les mèches définies par :

T 11 =
∫

A1

σ11 dS , T 22 =
∫

A2

σ22 dS (3.13)

où

Ai est la section des mèches de la direction i

σ11 et σ22 sont les contraintes de Cauchy définies par :

σ = σii hi ⊗ hi (3.14)

Figure 3.8. Sollicitations dans le cas (a) d’une fibre, (b) d’une mèche, (c) d’un réseau de mèches

A la suite, une équation d’équilibre globale peut être écrite. Des essais expérimentaux, ainsi que
des simulation par éléments finis ont été faits afin de déterminer les différents facteurs nécessaires
dans cette équation. En prenant l’équilibre dynamique global simplifié, un élément fini à quatre
nœuds à été introduit pour la simulation d’une cellule de tissé (figure 3.9). Cet élément fini est
composé de ncelle cellules élémentaires. Les directions des fibres sont prises celles des coordonnées
naturelles de l’élément de référence ξ1 et ξ2 et cela pour des raisons numériques.



54 3. Maillage d’un réseau de Tchebychev sur une forme

Figure 3.9. Élément fini à quatre nœuds de cellules de tissés (Aimene 2007 [9])

3.3.3 Conclusions sur les méthodes dérivées du drapage des renforts tissés

Nous avons présenté dans cette partie plusieurs approches permettant le drapage des renforts
tissés, une méthode géométrique et d’autres mécaniques. La méthode géométrique, dite méthode
du filet, permet le maillage d’un réseau de tchebychev sur une surface d’une façon identique à la
méthode du compas que l’on détaillera dans la suite. Dans sa version enrichie, les lignes géodésiques
ont été considérées comme chemins pour les filets. D’autres part, dans les méthodes mécaniques
présentées, le tissé présente un modèle dont la complexité n’est pas nécessaire pour le cas d’un
gridshell. C’est pour ces raisons qu’on a introduit une méthode de maillage par calcul éléments
finis explicites tout en inspirant de travaux de la mise en forme des renforts tissés.

3.4 Réseau de Tchebychev par une méthode de calcul éléments

finis explicites

En s’inspirant des travaux traitant la mise en forme des renforts tissés (Boisse 2007 [21]), une
méthode de maillage de gridshell sur une surface a été introduite au cours de cette thèse et fera l’ob-
jet du chapitre 4. Cette méthode consiste à mailler une grille bidirectionnelle initialement à plat sur
une surface de forme imposée en utilisant une méthode explicite d’éléments finis Abaqus/Explicit
décrite dans le paragraphe 2.3.2.

La figure 3.10 représente les étapes de maillage sur une demi-sphère. Une grille bidirectionnelle,
initialement à plat, est mise en place au dessus d’une surface fixe à forme bien définie. Le glissement
entre la grille et la surface est permis. Les barres sont infiniment raides en tension. Un système
de force appliqué verticalement sur la grille lui permet de prendre la forme de la surface désirée.
La méthode, ainsi décrite, permet de mailler une surface par un réseau de barres parallèles et
équidistantes. Le maillage résultant représente donc un réseau de Tchebychev. Cette méthode sera
détaillée dans le chapitre 4.
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Figure 3.10. Etapes de maillage d’une demi sphère par éléments finis

3.5 Méthode du compas

3.5.1 Description générale de la méthode du compas

La “méthode du compas”, décrite dans l’ouvrage IL10 Gitterschalen [6], permet de créer un
réseau de parallélogrammes sur une surface quelconque et cela, comme son nom l’indique, en uti-
lisant uniquement un compas. Nous l’avons déjà abordée dans le paragraphe 3.3.1 puisqu’elle est
incluse dans la méthode du filet. Nous en détaillerons ici la mise en œuvre. Pour simplifier l’expli-
cation de la méthode, on considère une surface plane. Tout d’abord, deux lignes dites directrices,
qui doivent s’intercepter entre elles, sont choisies d’une façon arbitraire. Un pas de maillage, qui
servira par la suite comme rayon du compas, est fixé. En partant du point d’intersection des deux
directrices, ces dernières sont subdivisées à l’aide d’un compas suivant le pas de maillage défini
comme l’indique la figure 3.11. Ainsi, les directrices sont subdivisées en de petits segments de
longueurs égales et le plan est partagé en quatre régions.
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Figure 3.11. Construction et subdivision des directrices (IL10 Gitterschalen [6])

Considérons maintenant une de ces quatre régions du plan. En partant du point d’intersection
des deux directrices, trois points du maillage sont connus : le point d’intersection lui-même et les
deux points voisins tracés sur chaque directrice. De ces deux derniers points, deux cercles, ayant le
pas de maillage comme rayon, peuvent être tracés. Leur intersection correspond au quatrième point
du parallélogramme. La procédure est répétée plusieurs fois jusqu’à ce que le cadran considéré soit
maillé en entier. Ainsi, le maillage est construit de proche en proche comme le montre la figure
3.12.

Figure 3.12. Construction du maillage de proche en proche (IL10 Gitterschalen [6])

De la même manière, les trois autres régions sont maillées. Une fois les points de maillage
tracés, chaque nœud de l’intérieur du filet est relié aux quatre nœuds adjacents par des segments
de droite. Le maillage final obtenu à l’aide de la méthode du compas est représenté sur la figure
3.13.

Figure 3.13. Maillage final obtenu par la méthode du compas (IL10 Gitterschalen [6])
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Dans le cas de surfaces tridimensionnelles, le principe de la construction du maillage est le
même que celui dans le plan. La figure 3.14 représente les différentes étapes de maillage dans le
cas d’une sphère.

Figure 3.14. Étapes de maillage d’une sphère à l’aide de la méthode du compas

Au cours de l’application de la méthode du compas, il faudra bien choisir les directrices et le pas
du maillage. En effet, dans l’IL10 Gitterschalen plusieurs remarques ont été faites sur la géométrie
du maillage obtenu, tout en mettant en évidence l’importance de ce choix, parmi lesquelles :

– le choix du premier point de maillage et de directions des lignes directrices ont une influence
sur la possibilité de mailler une surface en entier ou en parties ;

– la variation de l’angle entre les deux directrices a une influence sur le contour de la surface à
mailler. La démonstration a été faite sur un cercle, un rectangle, un triangle et une surface
bidimensionnelle ;

– le contour de la surface à mailler change aussi en passant de directrices courbes en directrices
linéaires ;

– le choix des axes principales et des courbures tout au long des directrices peut aboutir à un
chevauchement dans le maillage.

A la suite de la partie sur les grilles planes, une seconde partie de l’IL10 Gitterschalen porte
sur le développement de grilles sur des surfaces courbes. Des études sur une sphère, un tore et une
surface sous la forme de “amoeba” ont été faites. Selon l’IL10 Gitterschalen, cette méthode permet
le développement de grilles sur des surfaces qui ne peuvent pas être mis en place par les méthodes
graphiques habituelles de la géométrie descriptive : “par exemple les surfaces selles avec courbure
anticlastique, les surfaces bombées avec courbure synclastique et les surfaces arbitraires présentant
des courbures variables” 1.

3.5.2 Étapes de maillage numérique par la méthode du compas

Dans ce paragraphe, on décrit les étapes de maillage d’une surface quelconque à l’aide de la
méthode du compas. Ces étapes sont adaptées de façon à être utilisées avec un algorithme génétique
dans le chapitre 5 dans le but d’optimiser les courbures dans la grille. La programmation a été
réalisée sous le logiciel Matlab [52].

Considérons une surface, d’équation cartésienne F (x, y, z) = 0, que l’on désire mailler à l’aide
de la méthode du compas. La première étape consiste à tracer deux directrices arbitraires (D1) et
(D2) qui se croisent en un seul point A(xA, yA, zA) comme représenté sur la figure 3.15.

1IL10 Gitterschalen [6] page 165.
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z
x

y

2ème directrice (D2)

1ère directrice (D1)

Surface à mailler

A

Figure 3.15. Représentation des deux directrices sur la surface à mailler

Soit α1 l’angle que fait en A la directrice (D1) avec la direction de l’axe des x. Connaissant le
point A(xA, yA, zA), l’angle α1 et le pas de maillage w, le premier point M1 sur la directrice peut
être déterminé (figure 3.16). Il n’est autre que l’intersection de la surface S, du plan (P ) passant
par A et faisant un angle α1 avec le plan (xOz) et de la sphère passant par A et de rayon w. La
résolution du système 3.15 donne les coordonnées du point M1.





F (x, y, z) = 0
(x− xA). tanα1 − (y − yA) = 0
(x− xA)2 + (y − yA)2 + (z − zA)2 = w2

(3.15)

α1
M1

Plan faisant un 

angle α1 avec (xOz) 

z
x

y

Cercle de centre 

A et de rayon le 

pas de maillage

Figure 3.16. Détermination du point M1 sur la directrice (D1)

Les autres points Mi de la directrice (D1) peuvent être déterminés ensuite et cela tout en
connaissant le point Mi−1, le pas de maillage w et l’angle γi−1 que fait (Mi−1Mi) avec (Mi−2Mi−1)
(figure 3.17). Mi résulte de l’intersection de la surface S, du plan (Pi−1) passant par Mi−1 et faisant
un angle θi−1 avec avec le plan (xOz) et de la sphère passant par Mi−1 et de rayon w. La résolution
du système 3.16 donne les coordonnées du point Mi. En procédant ainsi, les deux directrices (D1)
et (D2) peuvent être tracées sur la surface (figure 3.18).
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Mi-1
x

Mi-2

Mi
γi-1

θi-1

Figure 3.17. Détermination d’un point Mi sur la directrice





F (x, y, z) = 0
(x− xMi−1). tan θi−1 − (y − yMi−1) = 0
(x− xMi−1)

2 + (y − yMi−1)
2 + (z − zMi−1)

2 = w2

(3.16)

Avec

θi−1 = α1 +
i−1∑

j=1

γj (3.17)

z
x

y

Figure 3.18. Tracé des deux directrices avec la méthode du compas

Ainsi, les points Mi et les points Nj sont tracés respectivement sur les directrices (D1) et (D2).
On considère maintenant la partie de la surface délimitée par le segment de droite de (D1) situé à
droite du point A et celui de (D2) situé en bas du point A. En partant du point d’intersection A,
et en connaissant les points M1 et N1, le point P(1,1) peut être déterminé (figure 3.19). Il constitue
l’intersection des deux sphères de centres respectifs M1 et N1 et de rayon w avec la surface à
mailler. Les coordonnées du point P(1,1) sont les solutions du système 3.18.





F (x, y, z) = 0
(x− xM1)

2 + (y − yM1)
2 + (z − zM1)

2 = w2

(x− xN1)
2 + (y − yN1)

2 + (z − zN1)
2 = w2

(3.18)
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P(1,1)

M1

A

N1

Figure 3.19. Détermination du point P(1,1)

du maillage

P(i,j)

P(i-1,j)
P(i-1,j-1)

P(i,j-1)

Figure 3.20. Détermination d’un point P(i,j)

du maillage

De la même manière, le point P(i,j) constitue l’intersection des deux sphères de centres respectifs
P(i−1,j) et P(i,j−1) et de rayon w avec la surface à mailler (figure 3.20). Les coordonnées du point
P(i,j) sont les solutions du système 3.19. Ainsi, la partie considérée est maillée de proche en proche
(figure 3.21). De la même façon, les trois autres parties de la surface sont maillées.





F (x, y, z) = 0
(x− xP(i−1,j)

)2 + (y − yP(i−1,j)
)2 + (z − zP(i−1,j)

)2 = w2

(x− xP(i,j−1)
)2 + (y − yP(i,j−1)

)2 + (z − zP(i,j−1)
)2 = w2

(3.19)

z
x

y

Figure 3.21. Maillage du proche en proche de la surface

On considère pour la suite les nomenclatures suivantes, représentées sur la figure 3.22 :

• w est le pas de maillage.

• A(xA, yA, zA) est le point d’intersection des deux directrices (D1) et (D2), considéré comme
le point d’initiation du maillage.

• α1 est l’angle que fait au point A la directrice (D1) avec la direction de l’axe des x (à droite
du point A).

• α2 est l’angle que fait au point A la directrice (D1) avec la direction de l’axe des x (à gauche
du point A).
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• β1 est l’angle que fait au point A la directrice (D2) avec la direction de l’axe des x (en haut
du point A).

• β2 est l’angle que fait au point A la directrice (D2) avec la direction de l’axe des x (en bas
du point A).

• γ1i représentent les angles de variations de la directrice (D1) (à droite du point A).

• γ2j représentent les angles de variations de la directrice (D1) (à gauche du point A).

• ε1k représentent les angles de variations de la directrice (D2) (en haut du point A).

• ε2l représentent les angles de variations de la directrice (D2) (en bas du point A).

• i, j, k, l sont des indices allant de 0 jusqu à nγ1, nγ2, nε1, nε2 respectivement.

• nγ1, nγ2, nε1, nε2 donnent respectivement le nombre des angles γ1i, γ2j , ε1k et ε2l nécessaires
pour le maillage.

z
x

y

α1
α2

γ1i

γ2j

β1

β2

ε1k

ε2l

A

w

(D1)

(D2)

Figure 3.22. Nomenclature du maillage

3.5.3 Exemples de maillage de surfaces par la méthode du compas

Les étapes de la méthode du compas, comme décrites dans le paragraphe 3.5.2, ont été implémentées
sous Matlab. Afin d’illustrer cette méthode, on présente dans cette partie différents exemples de
surfaces maillées par la méthode du compas, et ce afin d’avoir quelques éléments de réponse sur
les limites de la méthode. Le premier cas considéré est celui d’une surface bidimensionnelle. Deux
surfaces à double courbure positives sont présentées par la suite : une sphère et un ellipsöıde.
Ensuite on montre deux surfaces à double courbure négative : la première surface de Scherk et
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un parabolöıde hyperbolique. Enfin deux surfaces présentant des doubles courbures positives et
négatives sont montrées : une surface ayant une équation sinusöıdale et un tore.

3.5.3.1 Maillage d’une surface bidimensionnelle

Considérons, comme premier exemple, un cas bidimensionnel. Soit la surface d’équation :

2.x + 3.y − z − 5 = 0 (3.20)

avec

{
−5 ≤ x ≤ 5
−5 ≤ y ≤ 5

Le maillage de cette surface avec un pas de maillage dé 0,5 unité à l’aide de la méthode du
compas est montré sur la figure 3.23. Les deux directrices sont considérées orthogonales se croisant
au point A (0,0,-5).

A

Vue isométrique

Vue de dessus

Figure 3.23. Maillage de la surface 2.x + 3.y − z − 5 = 0

Considérons maintenant le cas où les deux directrices font un angle α entre elles comme le
montre la figure 3.24. Le maillage est fait pour des valeurs de x entre Xmin1 et Xmax1, y entre
Y min1 et Y max1 et z entre Zmin1 et Zmax1. On remarque bien que l’on ne réussit qu’à mailler
une partie de la surface, la zone hachurée de la figure 3.24 mais pas la surface en entier. Pour
pouvoir mailler une zone plus grande, on introduit au problème des nouvelles bornes Xmin2,
Xmax2, Y min2, Y max2, Zmin2, et Zmax2. La surface plus grande est maillée puis on coupe
pour obtenir le maillage de la surface initiale. Ainsi, les nouvelles bornes telles que introduites
dans l’algorithme sont :

• Xmin2 = Xmin1 − |Xmin1| et Xmax2 = Xmax1 + |Xmin1|
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• Y min2 = Y min1 − |Y min1| et Y max2 = Y max1 + |Y max1|
• Zmin2 = Zmin1 − |Zmin1| et Zmax2 = Zmax1 + |Zmax1|

α (D1)

(D2)

x

y

xmaxxmin

ymax

ymin

Figure 3.24. Limites du maillage d’un plan

3.5.3.2 Maillage d’une surface à double courbure positive

a. Maillage d’une sphère

Considérons comme première surface à double courbure positive la sphère de centre O(0,0,0)
et de rayon 10 unités. La surface a comme équation cartésienne :

x2 + y2 + z2 = 100 (3.21)

On désire mailler cette sphère avec un pas de maillage d’une unité, en partant du point A(0,0,10)
et avec un angle de 90◦ entre les deux directrices. Ainsi, α1 = α2 = 0, β1 = β2 = 90 et tous les
angles γ1i, γ2j , ε1k et ε2l sont nuls. De cette façon, les directrices suivent les deux grands cercles
passant par A et faisant respectivement 0◦ et 90◦ avec l’axe des x.

Le maillage est représenté sur la figure 3.25. On remarque qu’au fur et à mesure que l’on
progresse, le maillage devient de plus en plus resserré jusqu’au moment où il se chevauche (figure
3.25). Le point de chevauchement est repéré à une hauteur de 17 unités du sommet. Il est identifié
dans les quatre zones limitées par les deux directrices. Il est situé, selon l’IL10 [6], à 3/8 de la
circonférence à partir du point d’initiation du maillage A. Il est remarquable que la position des
points de chevauchement est indépendante du pas de maillage. Par contre, la position de ces points
varient avec l’angle entre les deux directrices ; Plus l’angle est petit, plus le point de recouvrement
est bas (figure 3.26). Ainsi il s’est avéré impossible de mailler une sphère complète par la méthode
du compas. Le maillage d’une hémisphère est montré sur la figure 3.27.
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(a) (b) (c)

Figure 3.25. Maillage d’une sphère par la méthode du compas : (a)Vue en perspective ; (b)Vue de
face ; (c)Vue de dessous

Figure 3.26. Influence de l’angle entre les directrices sur le chevauchement du maillage

A

Vue isométrique Vue de dessus

Figure 3.27. Maillage d’un hémisphère
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b. Maillage d’un ellipsöıde

Considérons une deuxième surface à double courbure positive, l’ellipsöıde d’équation cartésienne :

x2

100
+

y2

25
+

z2

25
= 1 (3.22)

où

{
−10 ≤ x ≤ 10
−5 ≤ y ≤ 5

Considérons l’ellipsöıde complet, c.à.d. ayant −5 ≤ z ≤ 5. Le pas de maillage est pris égale à
une unité et les deux directrices sont orthogonales et se croisent au point A(0,0,5). Comme pour le
cas de la sphère, le maillage de l’ellipsöıde se chevauche à une certaine altitude. Par essai-erreur,
ce point de chevauchement a été détecté à 8 unités du point A pour cet exemple. Cette hauteur
est fonction des trois demi-axes.

On se limite alors à la moitié de l’ellipsöıde considéré. La figure 3.28 représente le maillage de
cette surface à l’aide de la méthode du compas.

Vue isométrique Vue de dessus

A

Figure 3.28. Maillage d’un ellipsöıde

3.5.3.3 Maillage d’une surface à double courbure négative

a- Maillage de la première surface de Scherk

La première surface de Scherk est une surface doublement périodique (figure 3.29), définie par
l’équation suivante :

z = log
(

cos(x)
cos(y)

)
(3.23)

avec





−π

2
≤ x ≤ π

2

−π

2
≤ y ≤ π

2
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Figure 3.29. Représentation de la première surface de Scherk

La figure 3.30 représente un maillage de la première surface de Scherk en partant du point
A(0,0,0) avec un pas de maillage de 0,5 unité et deux directrices orthogonales.

Vue isométrique

Vue de dessus

A

Figure 3.30. Maillage de la surface de Scherk de la figure 3.29

b- Maillage d’un parabolöıde hyperbolique

Considérons un parabolöıde hyperbolique définie par l’équation cartésienne :

z = x2 − y2 (3.24)
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avec

{
−1 ≤ x ≤ 1
−1 ≤ y ≤ 1

La figure 3.31 représente le maillage du parabolöıde hyperbolique avec la méthode du compas
en partant du point A(0,0,0), avec un pas de maillage de 0,3 unité et deux directrices orthogonales.

A

Vue isométrique Vue de dessus

Figure 3.31. Maillage d’un parabolöıde hyperbolique

3.5.3.4 Maillage d’une surface à double courbure positive et négative

a- Maillage d’une surface sinusöıdale
Considérons la surface illustrée par la figure 3.32 définie par l’équation cartésienne :

z = 0.05.x. sin(x) + sin(y) (3.25)

On considère la partie de cette surface délimitée par 0 ≤ x ≤ 10 et 0 ≤ y ≤ 4. La figure 3.33
représente le maillage de cette partie du tore en partant du point A(5,2,0,669566), avec un pas de
maillage de 0,5 unité et deux directrices orthogonales.
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Figure 3.32. Représentation de la surface d’équation z = 0.05.x. sin(x) + sin(y)

Vue isométrique Vue de dessus
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Figure 3.33. Maillage d’une partie de la surface de la figure 3.32

b- Maillage d’un tore
Considérons un tore d’équation :

(√
x2 + y2 − 2

)2
+ z2 = 0 (3.26)

où

{
−3 ≤ x ≤ 3
−3 ≤ y ≤ 3

En raison de la double courbure inverse dans le tore, il ne peut pas être maillé en entier à l’aide
de la méthode du compas. La figure 3.34 représente deux types de maillage d’un tore (IL10 [6]).
On remarque qu’à un certain endroit le maillage se chevauche et ne progresse plus. Pour éviter ces
cas, on considère la partie du tore délimitée par 1 ≤ x ≤ 3 et −3 ≤ y ≤ 3 (figure 3.35).
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Figure 3.34. Chevauchement du maillage d’un tore (IL10 Gitterschalen [6])

La figure 3.36 représente le maillage de cette partie du tore en partant du point A(2,0,1), avec
un pas de maillage de 0,2 unité et deux directrices orthogonales.
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Figure 3.35. Représentation d’un tore d’équation
(√

x2 + y2 − 2
)2

+ z2 = 0

3.5.4 Conclusions sur le maillage par la méthode du compas

Nous avons montré dans cette partie deux exemples de surfaces à double courbure positive, la
sphère et l’ellipsöıde, maillées à l’aide de la méthode du compas. Nous avons présenté aussi deux
surfaces à double courbure négatives et deux autres à double courbure positive et négative. Nous
avons montré la faisabilité du maillage de telles surface à l’aide de la méthode du compas. On
remarque que l’on ne peut pas mailler des surfaces qui se referment sur elles-mêmes, telles qu’une
sphère, un ellipsöıde ou même un tore. On peut par contre mailler des surfaces présentant des
retournements sous la seule condition qu’on n’atteigne pas les points de chevauchement qui, eux,
dépendent de la géométrie de la surface considérée.
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Figure 3.36. Maillage d’une partie du tore de la figure 3.35

3.6 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre différentes méthodes de maillage d’un réseau de Tche-
bychev sur une surface dans le but de pouvoir mailler un gridshell sur une surface imposée. Des
méthodes géométriques et mécaniques développées pour le drapage de renforts tissés par exemple
ont été présentées et certaines (la méthode du compas) ont été mises en œuvre . Il y a en effet de
nombreuses similitudes entre les deux problèmes, comme le problème du recouvrement de maille
quelque peu équivalent au “pli” des tissés. Cependant le problème de mise en forme de notre grid-
shell présente quelques spécificités. On peut considérer que les nœuds ne peuvent pas glisser, et
qu’il n’y a réellement aucun frottement puisque le “moule” n’existe pas. Il n’y a pas non plus de
résine et donc de cisaillement. Les tractions-compressions dans les barres peuvent également être
négligées car dans la mise en forme l’énergie de flexion est largement supérieure à celles associées
aux tensions. De fait le rôle prédominant des géodésiques est plus difficile à justifier pour nos barres.
Si un fil tendu s’oriente naturellement sur la géodésique de la forme qui le supporte, qu’en est-il
pour une poutre inextensible ? Cette spécificité mécanique nous a conduit à investir cet aspect avec
un outil numérique éléments finis, Abaqus/explicit dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Simulations numériques sous Abaqus

C
e chapitre a pour objectif de présenter une méthode numérique de conception de gridshell.
Dans ce chapitre,

∗ Une méthode de maillage d’une grille bidirectionnelle plane sur une surface 3D, par éléments
finis est mise en œuvre par un schéma explicite.
∗ Des explorations et des applications de cette méthode pour la conception de gridshells sont
présentées.
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4.1 Introduction

Les méthodes de recherche de forme de gridshells présentées dans le chapitre 2, en particulier
la méthode de relaxation dynamique utilisée par l’institut Navier pour la recherche de forme de
gridshells (Douthe 2007 [34]), permettent de déterminer la forme d’un gridshell à partir de la
géométrie de la grille à plat et des conditions limites. Ainsi la forme finale est le résultat du calcul.
Il est cependant évidemment primordial dans de nombreux cas, à l’inverse, de partir de la forme
et d’envisager la faisabilité d’un maillage type gridshell. Un bureau d’étude doit concevoir à partir
de la forme finale qui est imposée au préalable par l’architecte. Dans ce chapitre, une méthode de
maillage par éléments finis explicites est proposée dans le but de déterminer un gridshell à forme
et contour imposés. Elle consiste à plaquer une grille bidirectionnelle initialement à plat sur une
surface en utilisant, compte tenu des grands déplacements en jeux, un schéma explicite. Nous avons
utilisé ici le logiciel éléments finis Abaqus. Des applications de cette méthode pour la conception
de certaines formes de gridshells, pour aider à définir les formes possibles ou impossibles, ainsi que
des détails de montage et de contreventement, sont montrés.

4.2 Méthode de maillage d’une grille bidirectionnelle plane sur

une surface tridimensionnelle

4.2.1 Description du modèle implémenté sous Abaqus

Le modèle implémenté sous Abaqus pour le maillage d’une grille bidirectionnelle initialement
plane sur une surface 3D se résume par la figure 4.1 : Une grille bidirectionnelle, initialement à
plat et libre de se déplacer, est placée au dessus de la surface à mailler. Cette surface, jouant le
rôle d’un “impacteur” ou d’une matrice, est considérée comme un solide rigide encastré sur toute
sa partie inférieure.

Grille 

bidirectionnelle

Surface à mailler

Joints entre les 2 

directions de barres
Système de 

forces

Encastrement

Figure 4.1. Modèle implémenté dans Abaqus
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La grille considérée est formée de deux directions de poutres. Les connections entre les nœuds
des deux directions de barres sont assurées par “join” sous Abaqus (figure 4.2). Ce type d’assem-
blage bloque les déplacements (u1, u2 et u3) dans les trois directions (e1, e2 et e3) et autorise les
rotations des deux noeuds a et b considérés.

La définition du maillage des deux directions de barres et des connecteurs peut devenir très
fastidieuse pour des grilles dont le nombre de barres augmente. Pour cela, la géométrie du maillage
ainsi que le fichier input d’Abaqus sont générés à l’aide d’un algorithme sous Matlab, et cela tout
en connaissant le nombre de barres, les espacements entres les barres et l’angle entre les deux
directions de barres pour la grille à plat.

a, b

e2

e1

e3

Figure 4.2. Connection entre les nœuds type “join” sous Abaqus

L’étude étant réalisée dans le but de la mise en forme des gridshells en matériaux composites
que le laboratoire Navier étudie (paragraphe 1.3.4), les barres de la grille sont considérées comme
des tubes ayant la forme et les caractéristiques des tubes pultrudés utilisés dans la construction
du prototype en matériaux composites de l’École des Ponts ParisTech (c.à.d. des tubes ayant
une section circulaire de 42mm de diamètre extérieur et de 35mm de diamètre intérieur). Les
matériaux choisis sont les matériaux composites en fibre de verre considérés comme matériaux
homogènes isotropes de module d’Young 27 GPa, de coefficient de Poisson de 0,15 et de densité de
1600 kg/m3. La prise en compte de l’anisotropie transverse qui caractérise ces matériaux en réalité
ne modifie pas les résultats.

Le contact entre la grille et la surface est assuré par le moyen de “surface-to-surface contact
(Explicit)” et le glissement entre la grille et la surface est permis. Un système de chargement
vertical descendant est introduit sur la grille et est choisi de manière à ce que la grille colle au
mieux à la surface à mailler. On y adjoint, quand c’est nécessaire, un système de forces suiveuses.

Dans ce qui suit, on illustre la méthode à l’aide de différents exemples et on introduit une
procédure d’application sur cette méthode pour la mise en forme de gridshells.

4.2.2 Simulation de l’impact sur une demi-sphère

On considère dans cette partie une surface ayant la forme d’une demi-sphère de rayon 10m
que l’on désire mailler. Soit une grille initialement plane formée de deux directions de barres,
constituées chacune de 16 barres espacées de 2m entre elles. La figure 4.3 montre les étapes de
calcul en éléments finis pour une demi-sphère : La grille est placée au dessus de la demi-sphère
et est soumise à un système de forces verticales descendantes (figure 4.3(a)). Le système de forces
permet à la grille de prendre la forme de la demi-sphère (figures 4.3(b) et 4.3(c)). Ensuite la demi-
sphère est retirée, les extrémités de la grille qui dépassent la forme de la demi-sphère sont coupées
et les conditions aux limites sont fixées (figure 4.3(d)).
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(a)

(b) (c)

(d)

Figure 4.3. Étapes de maillage d’une grille bidirectionnelle sur une demi-sphère en éléments finis

Comme décrit précédemment, le calcul se fait en quatre étapes :

– La géométrie de la grille à plat ainsi que le fichier input d’Abaqus sont générés sous un script
Matlab.

– Le calcul est fait en dynamique explicite sous Abaqus/Explicit, une procédure décrite dans
le paragraphe 2.3.2.

– Les bords de la grille qui dépassent la surface sont coupés sous un script Matlab, les coor-
données des nœuds de la grille coupée déformée et à plat sont obtenues grâce aux coordonnées
de la grille déformée extraites à l’issu de la deuxième étape.
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– La grille coupée est réimportée sous Abaqus, la matrice est bien entendu supprimée, les
conditions aux limites et les chargements sont imposés afin de procéder à une analyse de
comportement mécanique.

4.2.2.1 Convergence de la méthode

Pour que la grille ait la forme souhaitée, le système de force appliqué sur la grille doit assurer
la convergence. Ce chargement ne correspond pas à l’état de chargement réel de la grille. Il dépend
de la raideur de la grille et de la forme de l’impacteur.

Sous Abaqus/Explicit, un petit degré d’amortissement est introduit pour contrôler les oscil-
lations à grandes fréquences. La figure 4.4 montre la variation de l’énergie cinétique du système
en fonction du temps de calcul. Cette énergie converge vers zéro une fois la grille complètement
collée sur la demi-sphère. Afin de vérifier la convergence du résultat final, plusieurs calculs sont
faits parmi lesquels une vérification de la géométrie obtenue. Une première vérification peut être
faite par un contrôle visuel sur Abaqus. De manière plus rigoureuse, connaissant l’équation de la
surface, on vérifie point par point que le nuage de points obtenu satisfait l’équation. Dans l’exemple
de la demi-sphère, la distance du centre à chaque point de la grille déformée est mesurée, et vérifiée
égale au rayon de la demi-sphère. L’exemple de la vérification sur une barre est montré dans le
tableau 4.1.

n nœud Xi Yi Zi d au centre (m) % d’erreur
1 -1,0526234 9,92775 14,3859 10,00226749 0,02
2 -1,0557948 9,60226 12,4151 9,999990389 0,00
3 -1,0397874 8,89336 10,5473 9,999977361 0,00
4 -1,0425352 7,82324 8,85915 10,00000012 0,00
5 -1,0629029 6,435707 7,4203 9,999996963 0,00
6 -1,0645509 4,788478 6,2858 10,00000359 0,00
7 -1,0659115 2,9471398 5,50378 9,999999731 0,00
8 -1,0473487 0,9862958 5,10403 9,999997047 0,00
9 -1,0671856 -1,0147414 5,10902 10,00000353 0,00
10 -1,0662777 -2,9746324 5,5124 9,99999699 0,00
11 -1,0644428 -4,813833 6,29977 10,00000143 0,00
12 -1,0630426 -6,457663 7,43901 10,00000204 0,00
13 -1,0612679 -7,83973 8,88344 9,999998113 0,00
14 -1,0584257 -8,90482 10,5746 10,00001247 0,00
15 -1,0561767 -9,60991 12,4438 10,00000189 0,00
16 -1,0521703 -9,93001 14,4155 10,0026897 0,03

Tableau 4.1. Convergence de la méthode.

Une autre vérification est faite sur la longueur des barres après mise en forme. Celle-ci doit
être égale à 2m, la distance au repos entre deux nœuds. En effet, dans la procédure de montage du
gridshell à aucun moment il n’est possible de mettre en tension les barres qui ne sont que fléchies.
C’est d’ailleurs une différence forte avec la mise en forme des tissus par formage ; les fils à l’inverse
des barres sont tendus et non fléchis (cf. chapitre 3). Ainsi on vérifie la longueur des barres après
mise en forme pour s’assurer qu’il n’y a pas d’allongement dans les barres (tableau 4.2).
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On remarque un petit allongement aux quatre coins de la grille. Ces imperfections sont dues à
la masse de la grille dépassant la surface et qui tend les barres les plus proches. Afin de les éliminer,
il a fallu couper la grille, la remettre à plat et refaire la procédure de maillage. On note qu’il est
important de bien gérer ces imperfections car 0, 12% d’allongement correspond à 11 KN dans une
barre, ce qui est important et éloigne le calcul du procédé de montage de la réalité.

Time
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Figure 4.4. Énergie cinétique du système

n nœud Xi Yi Zi di+1 − di(m) Déformation (%)
1 -1,0526234 9,92775 14,3859 1,997500047 0,12
2 -1,0557948 9,60226 12,4151 1,997866934 0,11
3 -1,0397874 8,89336 10,5473 1,998753308 0,06
4 -1,0425352 7,82324 8,85915 1,998987742 0,05
5 -1,0629029 6,435707 7,4203 2,000114083 0,01
6 -1,0645509 4,788478 6,2858 2,000520807 0,03
7 -1,0659115 2,9471398 5,50378 2,001263059 0,06
8 -1,0473487 0,9862958 5,10403 2,001141744 0,06
9 -1,0671856 -1,0147414 5,10902 2,000972009 0,05
10 -1,0662777 -2,9746324 5,5124 2,000653326 0,03
11 -1,0644428 -4,813833 6,29977 2,000011702 0,00
12 -1,0630426 -6,457663 7,43901 1,999122399 0,04
13 -1,0612679 -7,83973 8,88344 1,998611251 0,07
14 -1,0584257 -8,90482 10,5746 1,997765153 0,11
15 -1,0561767 -9,60991 12,4438 1,997518699 0,12
16 -1,0521703 -9,93001 14,4155

Tableau 4.2. Allongement dans les barres.

4.2.2.2 Pas de maillage et temps de calcul

Les barres sont maillées par des éléments poutres de Timoshenko. Considérons plusieurs densités
de maillage pour la même grille ayant les mêmes propriétés, les mêmes conditions aux limites et le
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même chargement. Le tableau 4.3 montre l’influence du nombre de nœuds sur le temps de calcul
en Abaqus/Explicit. On remarque que le temps nécessaire pour la convergence est proportionnel
au nombre de nœuds du maillage, ce qui n’est pas le cas pour les méthodes types Newton-Raphson
(Douthe 2007 [34]). Il est aussi remarquable que quelque soit la densité du maillage, le même
résultat est obtenu. Ainsi, on peut se limiter à un minimum de nœuds afin de minimiser le temps
de calcul. Or dans le cas où l’on veut obtenir plus de précision pour pouvoir couper la grille déformée
au niveau de la surface, il est conseillé d’augmenter la densité du maillage.

Nombre de nœuds Temps de calcul
3360 5’ 44”
6640 13’ 17”
9920 22’ 49”
13200 39’ 21”
16480 —

Tableau 4.3. Influence du nombre de noeuds sur le temps de calcul.

4.2.2.3 Comparaison avec la méthode du compas

Parmi les méthodes décrites dans le chapitre 3 servant à mailler un réseau de Tchebychev sur
une forme, il existe la méthode du compas (paragraphe 3.5). Il s’est avéré intéressant de comparer
la méthode éléments finis qui fait l’objet de ce chapitre avec la méthode du compas. Pour ce faire,
on considère l’exemple d’une demi-sphère de rayon 10m. Le maillage d’une grille bidirectionnelle
sur la demi-sphère est fait dans le paragraphe 4.2.2. La figure 4.3 montre les différentes étapes
de maillage de la demi-sphère en éléments finis. La figure 4.5 montre, quand à elle, les différentes
étapes de la maillage de la demi-sphère à l’aide de la méthode du compas.

Figure 4.5. Maillage d’une demi sphère par la méthode du compas

On remarque que les deux méthodes donnent des géométries finales qui se ressemblent. Considérons
la barre sur laquelle on vient de vérifier la convergence dans le paragraphe 4.2.2.1. Le tableau 4.4
compare les coordonnées de cette barre obtenues par le maillage suivant la méthode du compas
avec celles obtenues par le maillage en éléments finis sous Abaqus.

En procédant de la même manière sur toutes les barres du maillage, on dresse le tableau 4.5
qui résume l’écart entre les géométries tracées suivant les deux méthodes. Cet écart dx, dy et dz,
est calculé sur la géométrie finale de la grille ; x, y et z étant les coordonnées des points dans
l’espace. L’écart maximal trouvé est de 4,3% pour certains points. La valeur moyenne est calculée
en éliminant les valeurs aberrantes. Ainsi l’écart moyen est inférieur à 0,5% entre les deux méthodes.
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n nœud Éléments finis Méthode du compas
xi yi zi d au centre xi yi zi d au centre

1 -1,053 9,928 0,614 10,002 -0,995 9,930 0,629 10,000
2 -1,056 9,602 2,585 10,000 -0,996 9,605 2,599 10,000
3 -1,040 8,893 4,453 10,000 -0,996 8,893 4,464 10,000
4 -1,043 7,823 6,141 10,000 -0,997 7,822 6,150 10,000
5 -1,063 6,436 7,580 10,000 -0,998 6,437 7,588 10,000
6 -1,065 4,788 8,714 10,000 -0,998 4,792 8,720 10,000
7 -1,066 2,947 9,496 10,000 -0,998 2,955 9,501 10,000
8 -1,047 0,986 9,896 10,000 -0,998 0,998 9,900 10,000
9 -1,067 -1,015 9,891 10,000 -0,998 -0,998 9,900 10,000
10 -1,066 -2,975 9,488 10,000 -0,998 -2,955 9,501 10,000
11 -1,064 -4,814 8,700 10,000 -0,998 -4,792 8,720 10,000
12 -1,063 -6,458 7,561 10,000 -0,998 -6,437 7,588 10,000
13 -1,061 -7,840 6,117 10,000 -0,997 -7,822 6,150 10,000
14 -1,058 -8,905 4,425 10,000 -0,996 -8,893 4,464 10,000
15 -1,056 -9,610 2,556 10,000 -0,996 -9,605 2,599 10,000
16 -1,052 -9,930 0,585 10,003 -0,995 -9,930 0,629 10,000

Tableau 4.4. Écart entre les deux méthodes pour une barre.

dx(m) dy(m) dz(m) d(m) dx/x(%) dy/y(%) dz/z(%)
max 0,015 0,014 0,008 0,040 2,998 0,608 4,226
min -0,032 -0,012 -0,038 0,001 0,001 0,000 0,003
moy -0,008 0,000 -0,010 0,018 0,488 0,099 0,397

Tableau 4.5. Écart entre les deux méthodes.

A noter que la méthode du compas est une méthode purement géométrique, elle ne prend pas
compte le comportement mécanique. Par contre, dans la méthode numérique en éléments finis,
l’impacteur impose la géométrie à une grille dont les propriétés mécaniques sont celles du gridshell
réel, mais les efforts imposés sont ceux qui permettent la mise en forme de la grille sur la forme. Une
autre différence réside dans le fait que, dans le cas de la méthode du compas, les éléments ne sont
pas courbes, mais une succession de lignes droites. Ainsi la longueur du pas de maillage est celle
de la corde et non pas de l’arc. Par contre, dans la méthode numérique en éléments finis introduite
dans ce chapitre, les longueurs entre les barres restent les mêmes après déformation de la grille.
Il n’empêche que les deux méthodes aboutissent sensiblement au même résultat et permettent de
mailler un réseau de Tchebychev sur une surface à forme imposée.

Comme mentionné précédemment, il existe des imperfections qui se produisent aux quatre coins
de la grille après la mise en forme, ceci est du au poids de la grille. Ces imperfections sont corrigées
en coupant la grille, la remettant à plat et en procédant à nouveau au plaquage de la grille. La
méthode du compas, comme décrite dans le paragraphe 3.5, ne produit pas de pareils défauts.
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4.2.3 Influence de la variation d’angles entre les deux directions de barres de

la grille à plat

L’exemple illustré dans le paragraphe 4.2.2 concerne une grille dont l’angle entre les deux
directions est de 90◦. Il est remarquable que après mise en forme, la grille ait toujours un angle de
90◦ entre ces deux directions de barres. Plusieurs calculs ont été faits en variant l’angle entre les
deux directions de barres dans la grille à plat de 45◦, 60◦ et 90◦ comme le montre la figure 4.6. La
grille déformée de ces trois cas est illustrée sur la figure 4.7. Il est remarquable de noter que pour
les angles 45◦, 60◦ et 90◦, la grille tourne et le calcul converge vers un angle final qui s’approche
de 90◦ pour la position d’équilibre du système (sauf sur les coins de la grille (figure 4.7)).

Z

Y

X   RP

(a)

Z

Y

X   RP

(b)

Z

Y

X   RP

(c)

Figure 4.6. Vue de dessus du modèle implémenté sous Abaqus avec un angle de a)45◦, c)60◦ et
d)90◦ entre les deux directions de barres

La figure 4.8 montre les étapes de maillage pour une grille bidirectionnelle plane sur un el-
lipsöıde par la méthode proposée. On procède de la même manière que pour la demi-sphère en
faisant varier l’angle entre les deux directions de la grille à plat de 45◦, 60◦ et 90◦. Comme pour
l’exemple précédant, l’angle entre les barres tend à s’approcher de 90◦ (figure 4.9). Cette configu-
ration correspond à l’état d’équilibre globale de la grille sur l’impacteur, dépendant de la somme
des résultantes en chaque nœud, et donc du chargement imposé. Ce chargement n’étant pas un
chargement réel (pour la mise en forme d’un gridshell) mais celui artificiel qui permet le placage
sur la forme, il est difficile de donner du sens à cette “optimisation” proposée par Abaqus.
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(a) (b) (c)

Figure 4.7. Vue de dessus du maillage de la demi-sphère pour une grille dont l’angle entre les
deux directions de barres est de a)45◦, c)60◦ et d)90◦

Figure 4.8. Étapes de maillage d’un ellipsöıde par éléments finis
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(a) (b)

(c)

Figure 4.9. Vue de dessus du maillage de l’ellipsöıde pour une grille dont l’angle entre les deux
directions de barres est de a)45◦, c)60◦ et d)90◦

4.3 Application de la méthode pour la mise en forme des grid-

shells

Dans la partie précédente, nous avons introduit une méthode de maillage d’une grille bidirec-
tionnelle sur une surface “impacteur” par éléments finis explicites. Ce travail préalable ne tient
pas compte de toutes les spécificités du design d’un gridshell. Un gridshell possède une troisième
direction de barres qu’il faut introduire dans la méthodologie. De plus, après la phase de la mise en
forme, l’impacteur doit être enlevé, les conditions aux limites doivent être imposées pour obtenir
la forme “naturelle” est obtenue c.à.d. intégrant les moments de flexion dans les barres.

4.3.1 Exemple de maillage d’un gridshell hémisphérique

Afin d’illustrer l’application de la méthode décrite dans le paragraphe 4.2.2 pour la mise en
forme des gridshells, on considère le cas où l’on désire couvrir une surface circulaire de diamètre im-
posé. Une proposition finalisée de gridshell hémisphérique pourra alors être proposée. On considère
une calotte sphérique de 4m de hauteur et ayant une base circulaire de diamètre 12,65m. Afin de
mailler cette surface, on propose de mailler une demi-sphère de rayon 7m et de couper la surface
à 4m du sommet.

Comme mentionné dans le chapitre 1, un système de contreventement doit être mis en place
après la mise en forme de la grille bidirectionnelle plane, afin d’assurer la rigidité en cisaillement
du gridshell. Ce système de contreventement est assuré par une troisième direction de barres. Pour
des raisons purement numériques, la troisième direction de barres n’a pas été ajoutée à la grille
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déformée résultante de la procédure de maillage décrite dans le paragraphe 4.2.2. Par contre, elle
a été introduite dès le début du calcul. Ainsi, une grille ayant trois directions de barres est placée
au dessus de la demi-sphère à mailler comme le montre la figure 4.10. La grille est formée de deux
directions de barres de 18 barres chacune. Les barres sont espacées les unes des autres de 1,2m.
La troisième direction de barres est de telle sorte à relier les nœuds d’intersection des deux autres
directions digonalement. La géométrie de la grille à plat ainsi que le fichier input d’Abaqus sont
générés, tout comme dans le cas précédent, sous un script Matlab.
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Y X
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Z

Figure 4.10. Modèle de maillage implémenté dans Abaqus

Afin d’avoir une grille déformable, la troisième direction de barres ne doit pas posséder les
mêmes propriétés que celles des deux autres directions. La rigidité des barres en traction de la
troisième direction est rendue négligeable par rapport à celle des barres des deux autres directions.
La raideur en flexion des barres de contreventement est quant à elle la même que celle des deux
autres directions tandis que la raideur en traction-compression considérée égale à 1/10000 de celle
en flexion.

XY

Z

(a) (b)

Figure 4.11. Maillage du gridshell hémisphérique en éléments finis
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La même procédure que celle décrite précédemment est utilisée. Un système de forces est placé
sur la grille afin de lui permettre de prendre la forme de la demi-sphère (figure 4.11(a)). Le calcul
est fait en éléments finis explicites. Une fois la convergence vérifiée, les coordonnées du maillage des
points de la grille déformée sont extraites et traitées sous un script Matlab afin d’en éliminer les
extrémités de la grille au dessous de 4m du sommet. Jusqu’ici l’impacteur est toujours présent. La
forme grille obtenue après la coupe est montrée sur la figure 4.11(b). Sur cette figure, l’impacteur
ne figure pas afin de bien visualiser la grille.

Dans l’étape suivante, l’impacteur est enlevé. Les points obtenus constituent les points de
maillage du gridshell ; ils sont réimportés sous Abaqus. Sur la nouvelle grille, les conditions aux
limites sont fixées et le gridshell est fondé au sol. Il est soumis à son poids propre. On considère
que le gridshell est formé de tubes pultrudés en matériaux composites renforcés par des fibres de
verre GFRP avec une section circulaire de 42mm de diamètre extérieur et de 35mm de diamètre
intérieur, les mêmes tubes que ceux utilisés pour le prototype de gridshell construit à l’École des
ponts ParisTech (paragraphe 1.3.4). A cette étape, la rigidité des barres de contreventement est
remise égale à celle des deux autres directions de barres.

Les figures 4.12 et 4.13 représentent respectivement le déplacement selon y et selon z dû au
poids propre. Le déplacement suivant x n’est pas montré ici puisqu’il est presque du même ordre de
grandeur que celui suivant y. Ces déplacements représentent l’écart entre la calotte sphérique et la
forme “naturelle” obtenue. On remarque que le mouvement de la grille est relativement faible après
l’enlèvement de l’impacteur. Il est de 0,3mm suivant x, 0,4mm suivant y et de 0,5mm suivant z.
On rappelle que l’espacement entre les barres à plat était de 1,2m. Une étude sur le comportement
du gridshell ainsi maillé sous chargement est présentée dans l’annexe B.

Dans cette partie, nous avons montré le maillage d’une calotte sphérique par un gridshell. Les
deux directions à plat des barres principales dans le gridshell sont supposées être orthogonales.
Dans le chapitre suivant, nous ferons une étude d’optimisation sur les orientations des barres dans
le but de minimiser les contraintes dans les barres. Cette étude sera faite par la méthode du compas.
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Figure 4.12. Déplacement selon y après
enlèvement de l’impacteur
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Figure 4.13. Déplacement selon z après
enlèvement de l’impacteur

4.3.2 Quelques exemples de maillage de gridshells

Dans cette partie seront présentées quelques autres surfaces plus ou moins complexes parmi
celles que nous avons explorées dans le but de voir les limitations concernant la possibilité de mailler
une forme avec un réseau de Tchebychev. Les exemples qui suivent ont été choisis car représentatifs
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des situations architecturales que l’on pourrait rencontrer. La méthode de maillage est toujours la
même, seuls les champs de forces diffèrent d’une surface à une autre et cela selon la géométrie de
la surface à mailler.

4.3.2.1 Exemple de maillage d’un ellipsöıde par un gridshell

La première surface considérée est celle de la moitié d’un ellipsöıde ayant comme demi-axes a, b
et c respectivement 10m, 5m et 5m. Afin de pouvoir mailler cet ellipsöıde par la méthode introduite
dans ce chapitre, on procède de la même manière que pour l’hémisphère. Une grille formée de trois
directions de barres est placée au dessus de la surface (figure 4.14). La grille est formée de deux
directions orthogonales formée chacune de 21 barres espacées entre elles de 1,2m et d’une troisième
direction de barre reliant les autres barres diagonalement entre elles. Les barres de la troisième
direction possèdent une rigidité négligeable par rapport aux deux autres.

Un système de force est appliqué sur la grille. Il est formé d’une force de gravité descendante
et d’une force suiveuse. La force suiveuse agit de manière à rester perpendiculaire à la barre quand
cette dernière se déforme. Elle a été introduite afin d’assurer le “plaquage” de la grille contre
l’ellipsöıde. Dans l’exemple du gridshell hémisphérique, un système de forces verticales a suffi pour
plaquer la grille sur la sphère. Dans des cas plus complexes, plusieurs itérations et essais sont
nécessaires afin que la grille se colle parfaitement sur la surface. C’est pour cela que les forces
suiveuses sont intéressantes.
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Figure 4.14. Modèle de maillage implémenté sous Abaqus

Après vérification de la convergence du calcul et que tous les points du maillage vérifient
l’équation de l’ellipsöıde considéré, la grille est coupée au même niveau que l’ellipsöıde. Les figures
4.15 et 4.16 montrent la forme de la grille obtenue, l’impacteur étant toujours présent mais ne
figure pas sur les images pour des raisons de clarté de visualisation.

Une fois la géométrie de la grille obtenue, l’impacteur est enlevé, le gridshell est fondé au sol et
est soumis à son poids propre. Les figures 4.17 et 4.18 représentent respectivement le déplacement
selon y et selon z dû au poids propre. Le mouvement de la grille est relativement faible après
l’enlèvement de l’impacteur. Il est de 2mm suivant x et suivant y et de 3mm suivant z. Une étude
sur le comportement du gridshell obtenu sous chargement est présentée dans l’annexe B.
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Figure 4.15. Vue de dessus du gridshell ayant
la forme de l’ellipsöıde
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Figure 4.16. Vue de face du gridshell ayant la
forme de l’ellipsöıde
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Figure 4.17. Déplacement selon y après
enlèvement de l’impacteur
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Figure 4.18. Déplacement selon z après
enlèvement de l’impacteur

Cette surface a également été maillée à l’aide de la méthode du compas dans le chapitre 3. Une
optimisation sur l’orientation des barres sera présentée dans le chapitre suivant.

4.3.2.2 Exemple de maillage d’une surface à double bosse par un gridshell

Considérons maintenant les deux surfaces de la figure 4.19 présentant une double bosse sur
lesquelles on souhaite mailler un gridshell. Ces surfaces s’apparentent à la topologie du gridshell
de Downland (cf. paragraphe 1.3.3). Pour ce faire, on pose une grille formée de trois directions
de barres au dessus de chacune des deux surfaces et on procède de la même manière que pour
les exemples précédents. La seule différence réside dans le champ de forces appliqué sur la grille.
Sur la zone au niveau du creux, les forces appliquées ont une valeur supérieure à celle des forces
appliquées ailleurs sur la surface.

Afin de vérifier que la grille se colle bien sur la surface considérée, nous avons procédé à un
contrôle visuel à partir de la fenêtre de visualisation d’Abaqus. Une vérification plus rigoureuse
peut se faire à partir de l’équation de la surface. A la suite de plusieurs tentatives, en faisant varier
le champ de forces sur la grille, on remarque que l’on n’arrive pas à coller parfaitement la grille sur
la surface de la figure 4.19(a) dans la zone présentant un creux. Il semble alors difficile de mailler
une telle surface par la méthode proposée à l’aide d’une seule grille. On peut imaginer deux grilles
séparées, une grille pour chaque bosse et un raccordement.
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Figure 4.19. Deux modèles de surface présentant une double bosse

Par contre, on arrive à mailler la surface de la figure 4.19(b). Le maillage du réseau de Tcheby-
chev obtenu est illustré sur les figures 4.20 et 4.21, le ”moule“ n’étant pas présenté pour la clarté
de la visualisation.
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Figure 4.20. Vue de dessus du maillage de la
double bosse de la figure 4.19(b)
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Figure 4.21. Vue en perspective du maillage
de la double bosse de la figure
4.19(b)

Une fois la géométrie de la grille obtenue, l’impacteur est enlevé, le gridshell est fondé au sol et il
est soumis à son poids propre. Les figures 4.22 et 4.23 représentent respectivement le déplacement
selon y et selon z dû au poids propre. Le mouvement de la grille est relativement faible après
l’enlèvement de l’impacteur. Il est de 3mm suivant x et suivant y et de 5mm suivant z.

L’optimisation des orientations des barres sur une surface pareille sera faite dans le chapitre
suivant par le moyen de la méthode du compas décrite dans le chapitre 3. Pour ces surfaces, la
recherche de l’équation cartésienne, indispensable pour la méthode du compas, n’a pas été faite.
Nous avons approché la forme par une surface dont l’équation cartésienne est sinusöıdale afin de
pouvoir optimiser les directions de barres afin de minimiser les contraintes. La surface approchée
a été définie suite à plusieurs essais visant à trouver une surface à double bosse maillable par la
méthode du compas.
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Figure 4.22. Déplacement selon y après
enlèvement de l’impacteur
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Figure 4.23. Déplacement selon z après
enlèvement de l’impacteur

4.3.2.3 Autres formes

Considérons la forme illustrée par la figure 4.24(a) présentant un surplomb assez important et
un creux en son sommet. On applique trois champs de forces sur la grille placée au dessus de la
surface : un premier champ de gravité, homogène sur toute la grille, un second champ constitué de
forces suiveuses appliquées aux nœuds de la grille et un troisième champ, plus important appliqué
uniquement au centre de la grille afin que celle-ci épouse le creux de la surface. Le maillage obtenu
est présenté sur la figure 4.24(b).

On remarque que le maillage d’une forme pareille présente deux problèmes :

– Il est difficile de plaquer la grille au fond du creux au sommet de la surface (figure4.25(b)) ;
– Les barres de la grille se chevauchent à une certaine hauteur en bas du surplomb (figure4.25(a)).

L’obtention des plis et du chevauchement du maillage est directement liée à l’intensité de la courbure
de la surface étudiée.
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Figure 4.24. Maillage de la 1ère surface considérée sous Abaqus
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(a) (b)

Figure 4.25. Détails des problèmes posés sur cette surface

On peut donc cependant imaginer de mailler une surface dérivée de la précédente, présentant
un surplomb et un creux au sommet plus léger comme celle représentée sur la figure 4.26. Les étapes
de simulation sur Abaqus sont identiques aux autres exemples et donne le réseau de Tchebychev
représenté sur les figures 4.27 et 4.28.
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Figure 4.26. 2ème modèle de surface
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Figure 4.27. Vue de dessus du maillage ob-
tenu
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Figure 4.28. Vue en perspective du maillage
obtenu

Une fois la géométrie de la grille obtenue, l’impacteur est enlevé, le gridshell est fondé au sol et
il est soumis à son poids propre. Les figures 4.29 et 4.30 représentent respectivement le déplacement
selon y et selon z dû au poids propre. On remarque un déplacement horizontal de 4mm de chaque
côté. D’autre part, il est remarquable que les points du sommet présentant un creux se déplacent
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de 5cm environ vers le bas accentuant ainsi légèrement le creux alors que la plupart des autres
nœuds ont un mouvement relativement faible de 0,02mm vers le haut.
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Figure 4.29. Déplacement selon y après
enlèvement de l’impacteur
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Figure 4.30. Déplacement selon z après
enlèvement de l’impacteur

Une troisième forme intéressante est présentée sur la figure 4.31. De base circulaire et présentant
un sommet plus ou moins arrondi, elle est proche d’un cône. Pour cette surface on introduit deux
champs de forces sur la grille : un champs de gravité uniforme sur la surface et un champ de forces
suiveuses. Le résultat du maillage après coupe de la grille est présenté sur les figures 4.32 et 4.33.

Une fois la géométrie de la grille obtenue, l’impacteur est enlevé, le gridshell est fondé au
sol et il est soumis à son poids propre. Les figures 4.34 et 4.35 représentent respectivement le
déplacement selon y et selon z dû au poids propre. Le mouvement de la grille est relativement faible
après l’enlèvement de l’impacteur. Un déplacement horizontal de 8mm d’un côté de la surface est
remarquable. D’autre part, la grille se soulève de moins de 1mm suivant z.

Ainsi, on remarque que pour certaines surfaces complexes, le maillage suivant la méthode
introduite ne présente pas de problème et ouvre des perspectives architecturales certainement
intéressantes.
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Figure 4.31. 3ème modèle de surface
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Figure 4.32. Vue de dessus du maillage ob-
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Figure 4.33. Vue en perspective du maillage
obtenu
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Figure 4.34. Déplacement selon y après
enlèvement de l’impacteur
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Figure 4.35. Déplacement selon z après
enlèvement de l’impacteur

4.4 Conclusions

Nous avons introduit dans ce chapitre une méthode de maillage de gridshell sur une surface
imposée par un calcul éléments finis explicites. Cette méthode permet non seulement l’obtention de
la grille déformée mais aussi celle à plat ainsi que le comportement du gridshell sous chargement.
La figure 4.36 illustre le schéma récapitulatif de la méthode de maillage d’un gridshell par un
calcul en éléments finis explicite. Plusieurs formes, représentant des situations architecturales que
l’on pourrait rencontrer, ont été étudiées dans ce chapitre dans le but de voir les limitations de la
possibilité de mailler une forme avec un réseau de Tchebychev. Nous avons remarqué que l’obtention
des plis et du chevauchement du maillage est directement liée à la courbure de la surface étudiée.
Il est remarquable, d’après les formes étudiées, que pour certaines surfaces complexes, le maillage
suivant la méthode introduite ne présente pas de problème et ouvre des perspectives architecturales
certainement intéressantes. Il est aussi remarquable que la configuration finale obtenue à la suite
de cette méthode correspond à l’état d’équilibre globale de la grille sur l’impacteur. Elle dépend
de la somme des résultantes en chaque nœud, et donc du chargement imposé. Ce chargement n’est
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pas le chargement réel du gridshell, il correspond à un chargement artificiel qui permet le plaquage
sur la forme. Il est difficile de donner donc du sens à cette “optimisation” proposée par Abaqus.
Pour faire de l’optimisation couplée avec Abaqus, le travail devient lourd et les temps de calculs
considérables. Pour ces raisons, nous avons choisi de résoudre le problème d’optimisation, dans le
chapitre suivant, en couplant des algorithmes heuristiques à la méthode du compas mise en œuvre
dans le chapitre 3.

Préparation de la géométrie 

d'une grille à 3 directions

Dynamique explicite 

en éléments finis 

Forme de l'impacteur

Récupération de la 
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Comportement du gridshell 
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Figure 4.36. Schéma récapitulatif de la méthode de maillage d’un gridshell proposée



Chapitre 5

Optimisation de la grille :

Méthode du compas et algorithmes

génétiques

C
e chapitre a pour objectif d’introduire une procédure d’optimisation de la courbure des barres
formant un gridshell. Le gridshell est maillé à l’aide de la méthode du compas et l’optimisation

est faite au moyen des algorithmes génétiques. Des applications sur certaines formes de gridshells
sont faites.
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5.2.7 Évaluation et remplacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.2.8 Convergence et arrêt de l’algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.3 Application des algorithmes génétiques à la méthode du compas pour
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5.1 Introduction

En utilisant la méthode du compas mise en place dans le chapitre 3 ou celle par calcul éléments
finis explicites faisant l’objet du chapitre 4, un gridshell peut donc être maillé sur de nombreuses
formes imposées. Mais comment choisir les directions des barres ? L’idée développée ici est d’essayer
de minimiser les courbures et donc les contraintes dans la structure afin de ne pas rompre les barres
lors de la mise en forme. Pour ce faire, une méthode permettant l’optimisation de l’orientation des
barres et du maillage d’un gridshell pour une forme donnée est mise en œuvre dans ce chapitre.
L’optimisation est faite sur les courbures dans les barres en couplant la méthode du compas et
une méthode stochastique de type algorithme génétique. Dans une première partie, les algorithmes
génétiques sont présentés. Ensuite les différentes étapes de la technique proposée ainsi que la mise
en oeuvre sont décrites. Plusieurs applications de cette méthode sur des formes sont réalisées.

5.2 Algorithmes génétiques

5.2.1 Introduction

Optimiser un problème revient à trouver une solution optimale d’une fonction objectif vis-à-
vis d’une ou plusieurs variables et sous certaines conditions. Plusieurs techniques d’optimisation
existent dans la littérature. Parmi lesquelles les méthodes du gradient telles que la méthode de
Newton-Raphson et la méthode du gradient conjugué, ainsi que les méthodes non-gradient telles que
l’algorithme du simplexe (Kuroiwa 2000 [60]). Lorsque les fonctions à optimiser ne sont pas convexes
sur l’espace exploré, les méthodes traditionnelles d’analyse numérique risquent de ne pas converger
vers la solution optimale. Dans ce cas, il faut se tourner vers des algorithmes d’optimisation globale.

Parmi ces algorithmes basés sur des métaphores ou métaheuristiques, on peut citer (Dutilleux
2008 [37]) :

– Une métaphore physique : le recuit simulé ;

– Une métaphore sociale : l’essaim de particules ;

– Une métaphore darwinienne : les algorithmes évolutionnaires qui incluent entre autres les
algorithmes génétiques et les stratégies d’évolution ;

– Une métaphore immunitaire : la sélection clonale.

Dans le but de minimiser les contraintes dans les barres dues à la mise en forme du gridshell
maillé à l’aide de la méthode du compas, un outil d’optimisation est mis en oeuvre dans ce chapitre.
Le problème se réduit à trouver le réseau de poutres ayant les plus faibles contraintes de flexion. Ce
qui, en d’autres termes, revient à minimiser le maximum de courbure dans les barres. Ce maximum,
difficile à être exprimé analytiquement, nous amène à s’orienter vers des algorithmes stochastiques
de type algorithmes génétiques et non aux méthodes traditionnelles d’analyse numérique.

Les algorithmes génétiques (AGs) sont des algorithmes d’optimisation stochastiques basés sur
les mécanismes de la génétique et de l’évolution naturelle comme la sélection, le croisement et la
mutation (figure 5.1). Ils s’inspirent de la théorie de sélection naturelle établie par Charles Darwin
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[32]. Ces algorithmes ont été développés par John Holland depuis 1970 [54] et popularisés plus tard
par David Goldberg dans les années 80 [41].

Un algorithme génétique se résume dans les étapes suivantes :

1. Génération aléatoire d’une population de npop individus ;

2. Évaluation de chaque individu ;

3. Sélection d’un couple de parents ;

4. Croisement des deux parents avec une probabilité de croisement pc afin de générer deux
enfants ;

5. Mutation des deux enfants avec une probabilité de mutation pm ;

6. Répéter les étapes 3, 4, et 5 jusqu’à ce que la nouvelle population contienne npop individus ;

7. Itérer à partir de l’étape 2 jusqu’à ce que l’algorithme converge.

Dans la suite, nous détaillerons ces étapes.

Population Parents
Sélection

Descendants
Mutation

Croisement
Remplacement

Figure 5.1. Cycle de l’évolution

5.2.2 Création de la population initiale

Une population est un ensemble de chromosomes. Un chromosome ou un individu constitue
une solution potentielle du problème. Par analogie à la génétique, un chromosome est formé de
gènes qui, eux, sont codés en réel ou en binaire (une suite de 0 et de 1). La population initiale de
npop chromosomes est tirée aléatoirement.

Un chromosome ayant n gènes peut avoir la forme suivante :
[

(g1) (g2) . . . (gi) . . . (gn−1) (gn)
]

Ainsi, la population initiale de npop chromosomes a la forme donnée par la figure 5.2. Chaque
ligne représente un chromosome de n gènes.

Les paramètres à fixer sont :
– La taille de la population npop ;
– La longueur du codage de chaque individu l (dans le cas du codage binaire) ;
– La probabilité de croisement pc ;
– La probabilité de mutation pm.



5.2 Algorithmes génétiques 97




(g1)1 (g2)1 . . . (gi)1 . . . (gn−1)1 (gn)1
(g1)2 (g2)2 . . . (gi)2 . . . (gn−1)2 (gn)2

...
...

. . .
...

. . .
...

...
(g1)j (g2)j . . . (gi)j . . . (gn−1)j (gn)j

...
...

. . .
...

. . .
...

...
(g1)npop−1 (g2)npop−1 . . . (gi)npop−1 . . . (gn−1)npop−1 (gn)npop−1

(g1)npop (g2)npop . . . (gi)npop . . . (gn−1)npop (gn)npop




Figure 5.2. Population initiale

5.2.3 Fonction coût ou “fitness function”

La fonction coût ou “fitness function” constitue la fonction d’évaluation du problème, une
fonction à laquelle les chromosomes sont évalués et qui détermine s’ils survivent ou pas. Dans le
cas où l’on cherche à maximiser une fonction objectif, l’individu ayant la plus grande fonction coût
est considéré le plus susceptible de s’adapter. En revanche si l’on cherche à minimiser une fonction
objectif, l’individu ayant la plus petite fonction coût est celui le plus susceptible de s’adapter.

On s’intéresse dans le cadre de ce travail aux fonctions objectifs ayant une seule variable.
Cependant, il existe des cas où la fonction objectif dépend de plusieurs variables qui, elles, sont
indépendantes entre eux.

5.2.4 Opérateurs de sélection des parents

Deux chromosomes “parents” sont tirés au hasard dans la population afin de produire deux
chromosomes “enfants”. Plusieurs méthodes de sélection des parents peuvent être utilisées, parmi
lesquelles on décrit dans ce qui suit la méthode de sélection par roulette “Roulette wheel selection”
et la sélection par tournoi “tournament paring”. Cette dernière méthode a été utilisée au cours de
ce travail.

5.2.4.1 Sélection par roulette ou “Roulette wheel selection”

Le principe de la technique “Roulette wheel selection” consiste à associer à chaque individu un
segment dont la longueur est proportionnelle à sa fitness. Ces segments sont ensuite concaténés sur
un axe normalisé entre 0 et 1. Un nombre aléatoire est choisi entre 0 et 1 et ainsi un segment est
sélectionné (figure 5.3).

Soit, pour i = 1,2,3... npop, fi la fonction coût de l’individu i. Soit F la somme des valeurs des

fonctions coûts de l’ensemble des individus de la population : F =
N∑

i=1

fi. Chaque individu i a une

probabilité Pi =
fi

F
d’être sélectionné. Ainsi, avec cette technique, il est évident que les meilleurs

individus sont susceptibles d’être sélectionnés plusieurs fois.
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0 1
P1 P2 Pi

Individu 1 2 i

 Nombre
Aléatoire

npop

Figure 5.3. Technique de sélection par roulette

5.2.4.2 Sélection par tournoi ou “Tournament paring”

A chaque fois que l’on veut sélectionner un individu “parent” de la population, on sélectionne
un sous-ensemble de la population de taille ncan comportant ncan candidats pouvant être parent
et on ne conserve que le meilleur de ce sous-ensemble. La technique de la sélection par tournoi est
illustrée par la figure 5.4 (Kuroiwa 2000 [60]) où :

ncan est le nombre de candidats pour être parents,

npop est le nombre d’individu dans la population,

CAi représente le candidat numéro i impliqué dans la compétition (1 ≤ i ≤ ncan),

Mj représente l’individu numéro j de la population (1 ≤ j ≤ npop).

Parent

CA1 CA2 CAi CAncanCandidat

M1

M2

Mj

Mnpop

Population

...

...

...

...

...

... ...... ...

Figure 5.4. Technique de sélection par tournoi (Kuroiwa 2000 [60])
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Considérons que l’on cherche à maximiser la fonction coût. Classons maintenant les individus
de la population par ordre croissant de leurs fonctions coûts et assumons que deux individus
ne peuvent pas avoir la même fonction coût. Ainsi l’individu Mj a toujours une fonction coût
supérieure à celle de Mj+1. Pour qu’un individu Mj soit sélectionné comme parent, il faut qu’il
soit parmi les candidats sélectionnés et il faut qu’il ait une fonction coût meilleure que celles des
autres candidats.

Supposons que Mj est sélectionné une fois parmi les candidats. Pour qu’il soit parent, les
autres candidats doivent être choisis entre Mj+1 et Mnpop donc parmi (npop-j) candidats. Il existe
(npop−j)ncan−1 arrangements possibles de ces candidats. Mj peut aussi occuper les places allant de
CA1 jusqu’à CAncan. Alors, en total le nombre d’arrangements possibles est donné par l’équation
5.1 :

ncan.(npop− j)ncan−1 (5.1)

Si Mj est sélectionné i fois comme candidat comme le montre la figure 5.5, le nombre d’arrangement
total possible pour qu’il soit parent est donné par l’équation 5.2.

ncanCi.(npop− j)ncan−i (5.2)

Parent

Mj(CA1) Mj(CAi) CAncanCandidat

M1

M2

Mj

Mnpop

Population

Mj(CA2)

npop - j

ncan - i

(npop-j) × (npop-j) × ...  ... × (npop-j) = (npop-j)  - 
ncan-i

ncan - i

... ... ... ...

...

...

Figure 5.5. Candidats de la sélection par tournoi quand Mj est choisi

Le nombre de tous les arrangements possibles pour les candidats est égal à :

npopncan (5.3)
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Ainsi la probabilité qu’un individu Mj soit sélectionné comme parent s’écrit comme suit :

ncan∑
i=1

ncanCi.(npop− j)ncan−i

npopncan
(5.4)

Avec cette technique, tous les individus, même celui ayant la plus petite fonction coût, peuvent
devenir parents. Mais l’individu ayant une grande fonction coût a une probabilité élevée d’en
devenir un.

5.2.5 Opérateurs de croisement ou “crossover”

Dans cette étape, deux chromosomes enfants E1 et E2 sont obtenus à partir de deux chromo-
somes parents P1 et P2 sélectionnés dans l’étape précédente. Il existe plusieurs types de croisement
entre deux parents. Dans ce qui suit, on présente le croisement en un point, le croisement en plu-
sieurs points et le croisement uniforme.

5.2.5.1 Croisement en un point ou “One-site crossover”

On considère deux chromosomes parents P1 et P2 comme montré sur la figure 5.6. Grâce à un
nombre aléatoire, la position du point de croisement est choisi au hasard et chaque chromosome est
ainsi coupé en deux parties. Les gènes à droite du point de croisement sont échangés entre les deux
chromosomes de parents pour former deux chromosomes enfants E1 et E2. Une autre possibilité
de croisement consiste à échanger les gènes dans la partie à gauche du point de croisement.

Croisement

P1

P2

E1

E2

Point de croisement

Figure 5.6. Technique de croisement en un point

5.2.5.2 Croisement en plusieurs points ou “Multi-site crossover”

La figure 5.7 montre un cas de croisement en 3 points. Trois points aléatoires sont choisis
déterminant ainsi la position de trois points de croisement. Ces derniers coupent chaque chro-
mosome en quatre parties. Chaque segment de chromosome est ensuite échangé entre les deux
chromosomes parents P1 et P2 pour former deux chromosomes enfants E1 et E2.
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Croisement

P1

P2

E1

E2

Points de croisement

Figure 5.7. Technique de croisement en plusieurs points

5.2.5.3 Croisement uniforme ou “Ripple crossover”

La figure 5.8 représente le cas d’un croisement uniforme (Haupt 1998 [51]) entre deux chromo-
somes. Un nombre aléatoire entre 0 et 1 est généré pour une paire de gènes des parents P1 et P2.
Si ce nombre est inférieur à une probabilité de croisement pc fixée, les gènes considérés ne sont pas
changés. En revanche, si ce nombre est supérieur à pc, les gènes sont échangés entre les chromo-
somes des deux parents. La technique de croisement uniforme avec une probabilité de croisement
pc de 0,5 a été montrée de capacité prometteuse (Syswerda 1989[78]).

Croisement

P1

P2

E1

E2

Figure 5.8. Technique de croisement uniforme

Yoshihiko Kuroiwa [60] a réalisé une étude sur l’effet du type du croisement sur le résultat final,
et cela sur des problèmes géométriques proches des nôtres. Les types de croisement traités sont le
croisement en un seul point, le croisement en plusieurs points allant de 2 jusqu’à 20 points et le
croisement uniforme. Il a trouvé que quelque soit le type de croisement choisi, le valeur de la fitness
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finale est la même. Cependant, le nombre total de générations est inversement proportionnel au
nombre de points de croisement et ainsi le temps de calcul. Pour ces raisons, nous avons choisi la
technique de croisement uniforme dans le cadre de ce travail.

5.2.6 Opérateurs de mutation

Cette étape suit celle du croisement et de la création des enfants. Une probabilité de mutation
pm entre 0 et 1 est initialement fixée. Pour chaque chromosome enfant, un nombre aléatoire est
généré. Si ce nombre est inférieur à la probabilité de mutation, un gène du chromosome enfant est
muté. En revanche si le nombre est supérieur à la probabilité de mutation, le chromosome reste le
même. Ainsi le rapport entre le nombre de chromosomes mutés et le nombre total de chromosome
doit être presque égal à la probabilité de mutation. Si par exemple la probabilité de mutation est
de 0,01, alors un chromosome sur 100 chromosomes produits subit une mutation (Kuroiwa 2000
[60]). La figure 5.9 montre une mutation du gène gi du chromosome en g′i.

Dans le cas d’un codage binaire, si le gène mute, un bit est inversé ; 1 devient 0 et 0 devient 1.
Alors que dans le cas d’un codage réel, il existe trois types de mutation : la mutation uniforme, la
mutation non-uniforme et la mutation dans les bornes.

La mutation uniforme est identique à celle du codage binaire. Un gène gi est changé selon une
certaine probabilité pm en un nombre aléatoire tiré dans une distribution uniforme sur l’intervalle
[ai ;bi], avec a et b les bornes inférieures et supérieures pour gi.

Mutation
de gi en g'i

g1 gn

g1 gn

gi

g'i

Chromosome initial

Chromosome muté

Figure 5.9. Principe de l’opérateur de la mutation

Il n’existe pas en général une probabilité de mutation pm optimale. Plusieurs études ont été
faites pour cadrer la probabilité de mutation dans des intervalles tels que ceux fournis par les
équations 5.5 et 5.6. On remarque que les valeurs de la probabilité de mutation pm sont relativement
faibles.

1
n ∗ npop

≤ pm ≤ 1
npop

(Cervantes et al. [27] et Smith et al. [77]) (5.5)

1
2n ∗ npop

≤ pm ≤ 3n− 1
2n ∗ npop

(Williams et al. [85]) (5.6)

où
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n est le nombre de gènes d’un chromosome

npop est le nombre de chromosomes d’une population.

La mutation non-uniforme revient à changer gi en un nombre tiré dans une distribution non-
uniforme. La nouvelle variable g′i est telle que :

g′i =

{
gi + (bi − gi) . f(G)
gi + (gi + ai) . f(G)

(5.7)

où

f(G) =
(

α′
(

1− G

Gmax

))b

,

α et α′ sont des nombres aléatoires ∈ [0, 1] ;

G est la génération courante,

Gmax est le nombre maximum de génération,

b est un paramètre déterminant le degré de non uniformité.

Le dernier opérateur de mutation est la mutation dans les bornes. Avec cet opérateur, chaque
gène gi à muter prend la valeur de l’une des deux bornes ai ou bi avec équiprobabilité. A l’évidence,
la solution sera proche des bornes de l’espace de recherche. Il est notamment possible de combiner
plusieurs opérateurs en même temps. La mutation uniforme est choisie dans le cadre de ce travail.

5.2.7 Évaluation et remplacement

Cette étape consiste à évaluer chaque chromosome enfant créé à la suite des étapes de croisement
et de mutation. Le but est de garder les solutions les plus intéressantes. Si les chromosomes ont
été codés en binaire, une étape précède cette étape dans laquelle les chromosomes sont décodés
en réel. Ensuite, la fonction coût est calculée pour chaque chromosome et tous les chromosomes
sont classés par ordre croissant ou décroissant de la valeur de la fonction objectif. Si l’on cherche à
maximiser la fonction, les deux chromosomes ayant les valeurs de la fonction coût les plus petites
seront éliminés et remplacés par les deux chromosomes enfants créés. En revanche, si l’on cherche à
minimiser la fonction, les deux chromosomes ayant les valeurs de la fonction coût les plus grandes
seront éliminés.

Après le remplacement des chromosomes, le cycle d’évolution, formé de la sélection, le croi-
sement, la mutation et le remplacement est répété plusieurs fois. Si le nombre d’individus de la
population est pair, une génération est définie quand un nombre npop d’enfants est produit. Vu que
chaque cycle d’évolution fait produire deux enfants, le cycle d’évolution doit être répété npop/2
fois. Par contre si npop est impair, une génération est définie quand (npop-1) enfants sont produits.
Ainsi le cycle d’évolution doit être répété (npop-1)/2 fois.

5.2.8 Convergence et arrêt de l’algorithme

Lorsque la différence entre les meilleures valeurs de la fonction coût pour deux générations
successives est assez petite, aucune amélioration n’a été effectuée en passant d’une génération à
une autre. Ainsi la meilleure valeur de fitness de la génération actuelle est retenue comme solution
pour le problème. Le problème de convergence peut s’écrire sous la forme :

∣∣∣∣
fi − fi−1

fi

∣∣∣∣ < ε (5.8)
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où :

fi est la valeur de la fonction fitness à la génération i

fi−1 est la valeur de la fonction fitness à la génération i-1

ε est la tolérance de la convergence prise assez faible (de l’ordre de 1e-10).

Toutefois une seule condition de convergence ne suffit pas pour arrêter l’algorithme ; la fonc-
tion peut avoir des optimums locaux. Pour cela, la condition doit être répétée plusieurs fois à la
suite. L’algorithme d’optimisation peut durer longtemps sans atteindre une solution acceptable
au problème. Pour résoudre ce problème, un nombre maximum de générations Nmax pourra être
introduit. Un fois ce nombre atteint, l’algorithme est arrêté.

La procédure d’optimisation par le moyen des algorithmes génétiques peut être résumée par la
figure 5.10.

Début

Remplacement

Convergence? 

Initiation

Croisement

Mutation

N atteint?

Fin

Non

Non

Oui

Oui

Sélection
C
y
cl
e 
d
e 
l'é
v
o
lu
ti
o
n

Figure 5.10. Diagramme des algorithmes génétiques

Après ces rappels sur les algorithmes génétiques, on passe aux applications sur l’optimisation
du maillage obtenu par la méthode du compas. Afin d’expliquer la méthode d’optimisation, un
premier exemple est détaillé ci-après pour une demi-sphère. Ensuite, on présente l’application pour
une surface sinusöıdale et un parabolöıde hyperbolique.
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5.3 Application des algorithmes génétiques à la méthode du com-

pas pour une demi-sphère

5.3.1 Exemple illustratif

Afin d’expliquer la procédure d’optimisation du maillage, on considère un exemple de surface
présentant des symétries, la demi-sphère. Soit la demi-sphère de rayon 10 unités et de centre
O(0,0,0) dont on cherche à optimiser le maillage obtenu par la méthode du compas avec un pas de
w valant deux unités.

5.3.1.1 Chromosome et gènes

Afin d’initier le maillage sur la demi-sphère à l’aide de la méthode du compas, décrite dans le
paragraphe 3.5.2, on a besoin de définir le point de départ de maillage A ainsi que tous le angles
α1, α2, β1, β2, γ1i, γ2j , ε1k et ε2l (figure 5.11). Une fois le point A, les angles ainsi que le pas de
maillage sont définis, tous les points du maillage peuvent être déterminés en suivant les étapes
décrites dans le paragraphe 3.5.2.

α1
α2

γ1i

γ2i

β1

β2

ε1i

ε2i

A

A(xA,yA,zA) est le point d'intersection des deux directrices (D1) et (D2).

α1 est l'angle que fait (D1) en A avec la direction de l'axe des x (à droite de A).

α2 est l'angle que fait (D1) en A avec la direction de l'axe des x (à gauche de A).

β1 est l'angle que fait (D2) en A avec la direction de l'axe des x (en haut de A).

β2 est l'angle que fait (D2) en A avec la direction de l'axe des x (en bas de A).

γ1i sont les angles de variations de la directrice(D1) (à droite de A).

γ2i sont les angles de variations de la directrice(D1) (à gauche de A).

ε1i sont les angles de variations de la directrice (D2) (en haut de A).

ε2i sont les angles de variations de la directrice (D2) (en bas de A).

(D1)

(D2)

z
x

y

Figure 5.11. Définition des gènes d’un chromosome C

Pour appliquer les algorithmes génétiques au problème de maillage, le maillage doit être représenté
sous la forme d’un chromosome (figure 5.12). Chaque paramètre défini pour le maillage représente
un gène. Le point A est représenté par deux gènes xA et yA, la troisième coordonnée zA est calculée
à l’aide de l’équation cartésienne de la surface. Les angles α1, α2, β1 et β2 représentent les quatre
gènes suivants.

Les autres gènes correspondent aux angles γ1i, γ2j , ε1k et ε2l avec :





0 ≤ i ≤ nγ1

0 ≤ j ≤ nγ2

0 ≤ k ≤ nε1

0 ≤ l ≤ nε2

où nγ1, nγ2, nε1 et nε2 sont respectivement le nombre d’angles γ1i, γ2j , ε1k et ε2l.
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Ainsi un chromosome Cm possède une taille tm donnée par l’équation 5.9 :

tm = 6 + nγ1m + nγ2m + nε1m + nε2m (5.9)

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ...

nγ1m nγ2m nε1m nε2m

, , , , , , , , , , , , , , , , ,

tm gènes

Figure 5.12. Définition des gènes d’un chromosome C de taille tm

Les valeurs de nγ1m, nγ2m, nε1m et nε2m dépendent des angles et du maillage. Ainsi elles sont
différentes d’un cas à un autre. Afin d’avoir la même taille de chromosome dans tout le problème
pour pouvoir initier la population, un nombre t est introduit. De cette façon, un chromosome est
celui défini par la figure 5.12 auquel sont ajoutés des gènes ayant une valeur nulle, jusqu’à ce que
la taille t du chromosome soit atteinte, comme le montre la figure 5.13. La taille t étant définie, le
nombre n0m des gènes à valeurs nulles à ajouter est donné par l’équation 5.10 :

n0m = t− tm = t− (6 + nγ1m + nγ2m + nε1m + nε2m) (5.10)

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ...

nγ1m nγ2m nε1m nε2m

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,

n0m

t gènes

Figure 5.13. Définition des gènes d’un chromosome C de taille t

En prenant t égal à 50, chaque chromosome généré comporte 50 gènes. Un exemple de chro-
mosome aléatoire est donné par la figure 5.14 et le maillage correspondant sur la demi-sphère est
donné par la figure 5.15.

  

       0.0,       0.0,    74.862,   74.9179,   158.170,   156.748,    -3.908,   -6.207,   -6.131,    3.644,   

  -3.945,   0.833,     -6.982,      3.958,      -2.432,       7.200,      7.073,    1.871,   -0.069,    7.995,   

   6.432,   2.898,       6.359,      3.204,      -3.161,      -4.205,    -3.176,    0.681,    4.542,   -3.814,   

    6.770,   1.361,     -2.592,      4.055,           0.0,           0.0,          0.0,        0.0,        0.0,        0.0,

        0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,       0.0,        0.0,   

Figure 5.14. Un chromosome de 50 gènes généré aléatoirement
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Vue isométrique Vue de dessus

A

Figure 5.15. Maillage de la demi-sphère par le chromosome aléatoire de la figure 5.14

5.3.1.2 Initiation

À l’étape d’initiation, npop chromosomes sont générés aléatoirement. Afin de s’assurer que la
surface a été maillée correctement, en entier et sans chevauchement, on impose certaines conditions
aux gènes. Ces conditions sont les suivantes :

• Le point A est fixé toujours au sommet de la demi-sphère A(0,0,10), ce choix est dû à la
symétrie de la forme choisie ;

• −90◦ ≤ α1 ≤ 90◦ ;

• Afin de mailler la surface en entier, l’écart minimum entre les directrices est fixé à 30◦. Ainsi :

• α1 + 30◦ ≤ β1 ≤ 180◦ ;

• |α1 − β1| ≥ 30◦ ;

• |α1 − β2| ≥ 30◦ ;

• |α2 − β1| ≥ 30◦ ;

• |α2 − β2| ≥ 30◦ ;

• Afin d’éviter des différences de courbure trop importantes, les angles de variation des deux
directrices ont été pris de la manière suivante :

• α1 − 10◦ ≤ α2 ≤ α1 + 10◦ ;

• β1 − 10◦ ≤ β2 ≤ β1 + 10◦ ;
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• − 10◦ ≤ γ1i, γ2j , ε1k et ε2l ≤ 10◦.

Pour pouvoir mailler la demi-sphère en prenant une grande variété d’angles, et pour prendre en
considération les remarques du paragraphe 3.5.3.1, le maillage a été fait sur une partie de la sphère
entre Zmin2 = −7 et Zmax2 = 10 et puis coupé afin d’obtenir le maillage pour la demi-sphère.

En supposant que le nombre de chromosomes d’une population est égal à 100, 100 chromosomes
sont générés aléatoirement de la même façon que celui de la figure 5.15, avec les conditions citées
ci-dessus. Pour chaque chromosome généré, on s’assure que toute la surface a été maillée. Comme
le maillage débute du milieu, on s’assure que les extrémités de la surface sont maillées, c.à.d.
les quatre parties hachurées de la figure 5.16 correspondantes aux intervalles [Xmin, Xmin+w],
[Xmax-w,Xmax], [Ymin, Ymin+w] et [Ymax-w,Ymax].

Ymin

Ymin+w

Ymax-w

Ymax

X
m
in

X
m
in
+
w

X
m
ax
-w

X
m
ax

z
x

y

Figure 5.16. Vérification du maillage

Si des points sont identifiés dans les quatre régions, alors le chromosome est retenu. Dans le
cas contraire, un nouveau chromosome est généré. De cette façon, on génère 100 chromosomes
ayant chacun 50 gènes. La figure 5.17 représente la population initiale. Chaque ligne forme un
chromosome et une solution potentielle du problème. A noter que les indices i, j, k et l ainsi que
nγ1m, nγ2m, nε1m, nε2m et n0 sont différents d’un chromosome à un autre, alors que t est toujours
égale à 50.
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5.3.1.3 Définition de la fonction coût ou “fitness function”

Dans ce paragraphe, une fonction coût pour l’évaluation des chromosomes est proposée. On
s’intéresse dans ce travail à minimiser les contraintes, et donc les courbures, dans les barres d’un
gridshell. On cherche à mailler une forme par les barres les moins courbées. Pour cela on introduit
comme fonction coût la courbure maximale de la grille.

Cette fonction coût pourrait être aussi la moyenne des courbures, ou bien par exemple la
moyenne d’un certain pourcentage des valeurs maximales. Ici, on cherche à avoir les barres critiques
les moins courbées possibles.

Pour calculer la courbure, on considère une droite courbe représentée par trois points Mi−1,
Mi et Mi+1 comme illustré sur la figure 5.18. Le rayon de courbure Ri peut être calculé selon
l’équation suivante :

Ri =
‖−−−−−−−→Mi+1Mi−1‖

2.sinα
(5.11)

où

sinα =
−−−−−→
MiMi−1 ∧ −−−−−→MiMi+1

‖−−−−−→MiMi−1‖.‖−−−−−→MiMi+1‖
(5.12)

Ainsi la courbure Ci peut être calculée par :

Ci =
1
Ri

(5.13)

Mi

Mi-1
Mi+1

α

Ri

Figure 5.18. Courbure autour de trois points

A partir de chaque chromosome, un maillage peut être construit sur la demi-sphère et les
courbures, fournies par l’équation 5.13, peuvent être calculées en chaque point de la grille. La
valeur du maximum de ses courbures est retenue et est considérée comme étant la fonction fitness
du chromosome considéré.

Par exemple, considérons le chromosome de la figure 5.14, donnant la grille de la figure 5.15.
La première barre horizontale de ce maillage est formée de cinq points, soient M1, M2, M3, M4

et M5 de coordonnées représentées sur le tableau 5.1. Avec la formule de l’équation 5.13, on peut
calculer une valeur de la courbure pour chacun des trois nœuds consécutifs. Ainsi on obtient trois
valeurs de la courbure C1=0,145, C2=0,171 et C3=0,147.
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Nœud Mi xi yi zi Courbure
M1 -9,837 -1,695 0,604 . . .
M2 -9,903 0,146 1,385 C1 = C{M1,M2,M3}=0,145
M3 -9,626 2,099 1,712 C2 = C{M2,M3,M4}=0,171
M4 -9,056 3,995 1,423 C3 = C{M3,M4,M5}=0,147
M5 -8,224 5,649 0,668 . . .

Tableau 5.1. Valeurs de la courbure pour une barres à 5 nœuds

En procédant de cette manière, toutes les courbures de barres sont calculées et le maximum
est retenu, Cmax = 0, 216 pour cet exemple. Cette valeur est considérée comme étant la fonction
coût du chromosome de la figure 5.14, une fonction que l’on cherche à minimiser par la suite.

Pour avoir une idée sur la valeur de cette fonction fitness dans le cas d’une demi-sphère, on
considère les maillages élémentaires tracés en variant les angles β1 et β2 de 10◦ entre 20◦ et 160◦,
alors que les angles α1, α2, γ1i, γ2j , ε1k et ε2l restent nuls. Les valeurs de la courbure maximale
pour chaque cas sont résumées dans le tableau 5.2.

Le tableau a été dressé pour un pas de maillage d’une et de deux unités. Vu les symétries que
présente la demi-sphère, l’angle 90◦ présente une symétrie pour les maillages. On remarque que
l’angle β pour lequel Cmax est la plus petite est aux alentours de 70◦. La valeur de la courbure
maximale dans ce cas vaut 0, 178231m−1.

α1 α2 β1 β2 Cmax Cmax

w = 1 unité w = 2 unités
0 0 20 20 0,184215 0,195269
0 0 30 30 0,179822 0,189316
0 0 40 40 0,184484 0,184484
0 0 50 50 0,178986 0,187316
0 0 60 60 0,182835 0,183839
0 0 70 70 0,170166 0,178231
0 0 80 80 0,171440 0,179700
0 0 90 90 0,171867 0,180992
0 0 100 100 0,171440 0,179700
0 0 110 110 0,170166 0,178231
0 0 120 120 0,182835 0,183839
0 0 130 130 0,178986 0,187316
0 0 140 140 0,184484 0,184484
0 0 150 150 0,179822 0,189316
0 0 160 160 0,184215 0,195269

Tableau 5.2. Valeurs de la courbure maximale pour différents angles de maillage sur une sphère

Un autre calcul a été fait pour un tirage au sort de 10000 chromosomes aléatoires. Pour chaque
chromosome, la courbure maximale dans les barres est évaluée. La plus petite valeur de la courbure
maximale des 10000 chromosomes considérés est égale à 0, 187m−1. On remarque que le résultat
du tirage au sort effectué n’est pas meilleur que celui d’un simple calcul par essai-erreur.
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5.3.1.4 Sélection des parents

Le principe de “Sélection par tournoi” ou “tournament paring” décrit dans le paragraphe
5.2.4.2 est celui choisi pour sélectionner les parents. Deux chromosomes sont choisis aléatoirement
auxquels on associe la valeur de la fonction coût correspondante. Ces deux valeurs sont comparées
et le chromosome ayant la plus petite valeur de courbure maximale est retenu comme premier
parent. La procédure est répétée pour le choix du deuxième parent.

5.3.1.5 Croisement

Le croisement uniforme, nommé “ripple crossover” en anglais, est utilisé dans cet exemple. Soit
P1 et P2 deux chromosomes sélectionnés comme deux parents durant la phase de sélection par
tournoi. Ces deux chromosomes sont sujets au croisement uniforme et leurs gènes sont échangés
d’une manière aléatoire comme décrit dans le paragraphe 5.2.5.3 avec une probabilité de croisement
pc égale à 0,5. A l’issu de cette procédure, deux enfants E1 et E2 sont créés (figure 5.19).

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,

Croisement uniforme

P1

P2

E1

E2

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,

Figure 5.19. Croisement uniforme entre 2 chromosomes P1 et P2

Les deux premiers gènes correspondent aux coordonnées xA et yA du point A, point d’inter-
section des deux directrices. Comme déjà mentionné, ce point est fixé à A(0,0,10). Ainsi, les deux
premiers gènes restent à zéro même s’ils sont échangés entre les deux chromosomes. Les autres
gènes sont échangés d’une manière aléatoire. Chaque chromosome enfant créé correspond à une
solution pour mailler la demi-sphère.

5.3.1.6 Mutation

Cette opération est effectuée sur les chromosomes enfants créés par l’étape de croisement. La
probabilité de mutation pm est fixée à 0,01 dans cet exemple. Ainsi un gène sur 100 est muté durant
la phase de mutation (paragraphe 5.2.6). La figure 5.20 représente les deux chromosomes enfants
créés précédemment. Le gène γm du chromosome enfant E2 est supposé être le gène qui subit une
mutation.
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Les gènes mutés g′i doivent obéir aux conditions imposées sur les gènes citées dans le paragraphe
5.3.1.2. Ainsi :

– Si le gène à muter gi est le premier ou le deuxième gène du chromosome, ceci correspond aux
coordonnées du point A qui ne devraient pas subir de changement, alors g′i=gi ;

– Si gi correspond au troisième gène α1 alors −90◦ ≤ g′i ≤ 90◦ ;

– Si gi correspond au quatrième gène α2 alors α1 − 10◦ ≤ g′i ≤ α1 + 10◦ ;

– Si gi correspond au cinquième gène β1 alors α1 + 30◦ ≤ g′i ≤ 180◦ ;

– Si gi correspond au sixième gène β2 alors β1 − 10◦ ≤ g′i ≤ β1 + 10◦ ;

– Si gi correspond à un des autres gènes, alors −10◦ ≤ g′i ≤ 10◦.

E1

E2

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,

xA yA α1 α2 β1 β2 γ1i γ2j ε1k ε2l... ... ... ... ... ... ... ..., , , , , , , , , , , , , , , , , , ... 0 ..., ,

γm

γm

,

,

gène muté

Figure 5.20. Mutation effectuée pour les deux chromosomes enfants E1 et E2

5.3.1.7 Évaluation et remplacement

A la suite de la phase de croisement et de mutation, deux chromosomes CE1 et CE2 sont créés.
Ces deux chromosomes présentent chacun une solution potentielle au problème et ainsi une solution
pour mailler la demi-sphère. Toutefois, on ne pourra pas garantir que les chromosomes obtenus
donneront un maillage de la sphère en entier et sans chevauchement. Pour cela, on vérifie pour
chaque chromosome, tout comme pour la phase initiation, pouvoir mailler les zones hachurées de la
figure 5.16 correspondantes aux intervalles [Xmin, Xmin+w], [Xmax-w,Xmax], [Ymin, Ymin+w]
et [Ymax-w,Ymax]. Si c’est le cas, la sphère est bien maillée, la fonction coût est calculée pour le
chromosome comme expliqué dans le paragraphe 5.3.1.3. Si par contre, la surface n’est pas maillée
en entier ou bien si le maillage présente des chevauchements, alors le chromosome ne pourra pas
être considéré comme solution du problème. Pour cela on l’affecte d’une fonction coût relativement
grande par rapport à celles données dans le tableau 5.2 afin de garantir qu’il soit éliminé par la
suite.

Pour chacun des 100 chromosomes de la population considérée (figure 5.2), on affecte une valeur
de la fonction coût calculée suivant le paragraphe 5.3.1.3. Les 100 chromosomes sont par la suite
triés par ordre croissant de leurs valeurs de fonction coût. Ainsi pour (C1, . . . , Ci, . . . , C100), on a
(f1 < . . . < fi < . . . < f100). Les chromosomes CE1 et CE2 sont ajoutés à la population et classés
avec les 100 autres chromosomes en fonction de leurs fonctions fitness. Les deux chromosomes ayant
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les deux plus grandes valeurs de la fonction coût sont éliminés (figure 5.21). À la suite de cette
étape, il reste 100 chromosomes.

5.3.1.8 Cycle d’évolution

Le processus de sélection, croisement, mutation et remplacement décrit ci-dessus est répété
50 fois, correspondant à N/2 fois, pour obtenir une nouvelle génération, au cours desquels 100
chromosomes sont générés.
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Figure 5.21. Algorithmes génétiques

5.3.1.9 Convergence

Le processus de convergence est celui expliqué dans le paragraphe 5.2.8 et cela sur la moyenne
des fonctions fitness. Le test de convergence est effectué sur les 6 dernières générations de telle
manière que : ∣∣∣∣

fi − fi−1

fi

∣∣∣∣ < 1e− 10 (5.14)

où :

fi est la moyenne des valeurs de la fonction fitness à la génération i

fi−1 est la moyenne des valeurs de la fonction fitness à la génération i-1

5.3.1.10 Résultats

Le graphe de la figure 5.22 représente la fonction fitness moyenne de chaque génération et la
plus petite de chaque génération en fonction du nombre de générations. La droite noire ayant pour
équation y=0,187 représente la valeur minimale de la courbure maximale obtenue en effectuant un
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tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que celle en vert ayant l’équation y=0,178 représente
la valeur déduite du tableau 5.2 comme étant la valeur de Cmax minimale que l’on peut atteindre
par le calcul par essai-erreur. Cette valeur correspond à un angle β égale à 70◦ entre les deux
directrices.

0 10 20 30 40 50 60
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Génération

F
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Figure 5.22. Fonction fitness en fonction du nombre de générations

Vue isométrique Vue de dessus

A

Figure 5.23. Maillage de la demi-sphère par le chromosome retenu à la suite de l’optimisation
par les algorithmes génétiques
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La fonction fitness moyenne des 100 chromosomes de la première génération est de 0,2262m−1,
alors que celle du meilleur chromosome de la première génération est de 0,196m−1. Au bout de
51 générations, la convergence est atteinte. La génération finale obtenue a une fonction fitness
moyenne de l’ordre de 0,1718m−1. Ainsi, en partant de 100 chromosomes, on réussit à obtenir un
résultat qui est amélioré de 8% par rapport à un tirage au sort et de 3,5% par rapport à une
méthode essai-erreur.

Le chromosome retenu est celui donnant le maillage représenté sur la figure 5.23 et ayant
une courbure maximale de 0, 1718m−1. On remarque que, sur la grille représentée, les barres se
rapprochent les unes des autres au niveau des appuis de la zone entourée en rouge de la figure 5.23.

5.3.1.11 Influence du point d’initiation du maillage

Dans l’exemple qu’on vient de décrire, le point d’initiation du maillage A qui n’est autre que
le point d’intersection des deux directrices, était fixé au sommet de la demi-sphère A(0,0,10). Ce
choix est dû à la symétrie de la forme choisie. Dans ce paragraphe, on laisse au point A la liberté
d’être choisi aléatoirement dans une zone délimitée par les segments de droite x = xA − w = −2,
x = xA + w = 2, y = yA − w = −2, y = yA + w = 2. La zone est choisie en fonction du pas de
maillage w qui est égal à deux unités.

La même démarche est faite, le graphe donnant la fonction fitness en fonction du nombre de
générations a une allure semblable à celui de la figure 5.22. Le chromosome retenu est celui dont
le maillage est présenté sur la figure 5.24 et ayant une courbure maximale de 0, 17148m−1. On
remarque que le résultat est légèrement amélioré de celui où l’on fixe le point A au sommet. Ceci
est dû aux symétries que présente la forme étudiée.

Vue isométrique Vue de dessus

A

Figure 5.24. Maillage de la demi-sphère par le chromosome retenu à la suite de l’optimisation
par les algorithmes génétiques

5.3.2 Effets des paramètres des algorithmes génétiques sur le maillage

Dans cette partie, on montre l’effet de certains paramètres sur l’optimisation du maillage de la
sphère. Les paramètres traités sont :
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• le nombre de chromosomes npop dans la population ;

• la probabilité de mutation pm.

5.3.2.1 Sur le nombre de chromosomes dans la population

Dans ce paragraphe, on fixe la probabilité de croisement pc à 0,5 et celle de mutation pm à
0,01. On fait varier le nombre de chromosome entre 50 et 900 chromosomes et on optimise la
courbure maximale dans le maillage suivant l’algorithme décrit ci-dessus. On calcule à chaque fois
le chromosome qui aboutit à la courbure maximale la moins élevée. Dans l’exemple précédant, on
rappelle que le nombre de chromosome était de 100. Pour des raisons de capacité de calcul, on s’est
limité à 900 chromosomes. Un calcul sur 100 chromosomes peut prendre entre deux à trois heures
pour converger. Tandis qu’un calcul sur 900 chromosomes peut durer trois à quatre jours.

La figure 5.25 montre la variation de la valeur de la fonction fitness finale en fonction du nombre
de chromosomes. Chaque valeur représentée sur le graphe par un point rouge correspond à une
moyenne de trois calculs réalisés. Chaque calcul est identique à celui décrit dans le paragraphe
5.3.1. La droite bleue représente le résultat d’un tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que
celle en vert représente le résultat obtenu par essai-erreur.
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Figure 5.25. Sensibilité du résultat sur le nombre de chromosomes

D’après le graphe de la figure 5.25, on remarque que plus on augmente le nombre de chromo-
somes, plus la fonction fitness devient petite. Parmi les calculs réalisés, le calcul fait en partant de
900 chromosomes représente le calcul pour lequel la courbure maximale du maillage correspondant
est la plus petite. Cette valeur est de 0,15613 m−1. Le maillage correspondant au chromosome
retenu est représenté sur la figure 5.26. Ainsi, en partant de 900 chromosomes, on réussit à obtenir
un résultat qui est 16,5% meilleur que par du tirage au sort et 12% par essai-erreur.
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Vue isométrique Vue de dessus

A

Figure 5.26. Maillage de la demi-sphère par le chromosome retenu à la suite de l’optimisation
par les algorithmes génétiques

5.3.2.2 Sur la probabilité de mutation

On fixe dans ce paragraphe le nombre de chromosomes à 100, la probabilité de croisement à 0,5
et on fait varier la probabilité de mutation pm entre 0 et 0,2. Le graphe de la figure 5.27 montre la
variation de la fonction fitness en fonction de la probabilité de mutation. Chaque valeur, illustrée
sur le graphe par un point rouge, est la moyenne de la valeur fitness obtenue par trois calculs. On
remarque que les valeurs varient d’une façon aléatoire et il semble difficile de tirer une valeur de la
probabilité de mutation critique pour le calcul.
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Figure 5.27. Sensibilité du résultat sur la probabilité de mutation pm inférieure à 0,2
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5.3.3 Conclusions sur l’optimisation du maillage d’une demi-sphère

Nous avons montré un exemple d’optimisation du maillage sur une demi-sphère obtenu par la
méthode du compas afin d’expliquer la procédure d’optimisation via les algorithmes génétiques
mise en place. Pour une surface pareille présentant des symétries, un simple calcul par essai-erreur
n’est pas très loin de la solution optimale trouvée et peut être identifiée comme première solution
du maillage de la demi-sphère. La procédure d’optimisation introduite dans ce chapitre permet de
trouver une solution qui est 15% meilleur que par un tirage au sort et 11% par essai-erreur. Pour
éprouver la méthode d’optimisation proposée, on présente dans ce qui suit une application sur une
surface qui ne présente pas de symétries, comme c’était le cas dans l’exemple précédent.

5.4 Application des algorithmes génétiques à la méthode du com-

pas pour une surface sinusöıdale tridimensionnelle

5.4.1 Exemple illustratif

. Comme déjà mentionné, la surface étudiée dans l’exemple précédant était symétrique. Dans
le but de montrer la robustesse de l’algorithme, un exemple de surface ayant une double courbure
inverse et ne présentant pas de symétries est proposé. Soit la surface ayant l’équation cartésienne
fournie par l’équation 5.15 sur laquelle on désire optimiser le maillage avec une grille de pas de
maillage égal à une unité. La figure 5.28 montre une représentation de la surface considérée.

z = 0, 05.x. sin(x) + sin(y) (5.15)

avec

{
0 ≤ x ≤ 10
0 ≤ y ≤ 4
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Figure 5.28. Représentation de la surface sinusöıdale considérée
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5.4.1.1 Chromosome et gènes

Comme dans l’exemple précédant (paragraphe 5.3.1.1), un chromosome de taille t est défini
par un ensemble de t gènes groupant les coordonnées du point A, les angles nécessaires pour le
maillage et des gènes nuls (figure 5.13).

Un exemple de chromosome aléatoire de 50 gènes est donné par la figure 5.29 et le maillage
correspondant sur la surface est tracé sur la figure 5.30.

  

   5.000,   2.000,     85.511,    80.134,   154.646,   154.365,      7.826,    5.242,   -0.876,   -9.630,   

   6.428,  -1.106,      2.308,      5.839,       8.436,       4.764,     -6.475,   -1.886,    8.709,    8.338,

       0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,        0.0,        0.0,  

       0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,        0.0,        0.0,  

       0.0,       0.0,          0.0,          0.0,           0.0,           0.0,           0.0,        0.0,        0.0,        0.0  

Figure 5.29. Un chromosome de 50 gènes généré aléatoirement

A

Vue isométrique Vue de dessus

Figure 5.30. Maillage de la demi-sphère par le chromosome aléatoire de la figure 5.14

5.4.1.2 Initiation

Tout comme l’exemple précédant on introduit certaines conditions aux gènes pour s’assurer
que la surface a été maillée correctement, en entier et sans chevauchement. Ces conditions sont les
suivantes :

• Le point A est fixé toujours au milieu de la surface considérée, ainsi xA = 5, yA = 2 et
zA = 0, 05.xA. sin(xA) + sin(yA) = 0, 669566 ;

• Afin de mailler la surface en entier l’écart minimum entre les directrices est fixé à 30◦. Ainsi :

• α1 + 30◦ ≤ β1 ≤ 180◦ ;
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• |α1 − β1| ≥ 30◦ ;

• |α1 − β2| ≥ 30◦ ;

• |α2 − β1| ≥ 30◦ ;

• |α2 − β2| ≥ 30◦ ;

• Afin d’éviter des différences de courbure trop importantes, les angles de variation des deux
directrices ont été prises de la manière suivante :

• α1 − 10◦ ≤ α2 ≤ α1 + 10◦ ;

• β1 − 10◦ ≤ β2 ≤ β1 + 10◦ ;

• − 10◦ ≤ γ1i, γ2j , ε1k et ε2l ≤ 10◦.

• Pour pouvoir mailler en entier la surface ayant 0 ≤ x ≤ 10 et 0 ≤ y ≤ 4, le maillage a été
effectué pour −10 ≤ x ≤ 10 et −4 ≤ y ≤ 4 puis coupé.

Supposons qu’une population est formée de 100 chromosomes. Alors, 100 chromosomes iden-
tiques à celui de la figure 5.29 et qui vérifient les conditions citées ci-dessus sont générés d’une façon
aléatoire. Pour chaque chromosome généré, on s’assure que toute la surface a été maillée. Ceci est
fait en identifiant si les quatre parties hachurées de la figure 5.31 correspondantes aux intervalles
[Xmin, Xmin+w], [Xmax-w,Xmax], [Ymin, Ymin+w] et [Ymax-w,Ymax] ont été maillées.

Après vérification du chromosome, 99 autres sont générés de la même manière. Ainsi, on crée
la population initiale formée de 100 chromosomes ayant chacun 50 gènes et identique à celle de la
figure 5.17.

Ymin

Ymin+w

Ymax-w

Ymax

X
m
in

X
m
in
+
w

X
m
ax
-w

X
m
ax

z
x

y

Figure 5.31. Vérification du maillage
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5.4.1.3 Définition de la fonction coût ou “fitness function”

La fonction fitness est considérée comme étant la valeur de la courbure maximale dans le
maillage (paragraphe 5.3.1.3).

Considérons le chromosome de la figure 5.29. Une des barres du maillage obtenu par ce chromo-
some est formée par cinq points, soient M1, M2, M3, M4 et M5 de coordonnées représentées dans
le tableau 5.3. À l’aide de la formule de l’équation 5.13, on peut calculer une valeur de la cour-
bure pour chaque trois nœuds consécutifs. Ainsi on obtient trois valeurs de la courbure C1=0,145,
C2=0,171 et C3=0,147.

Nœud Mi xi yi zi Courbure
M1 0,656 0,193 0,212 . . .
M2 0,990 0,906 0,828 C1 = C{M1,M2,M3}=0,488
M3 1,257 1,851 1,021 C2 = C{M2,M3,M4}=0,758
M4 1,310 2,698 0,492 C3 = C{M3,M4,M5}=0,212
M5 1,384 3,414 -0,201 . . .

Tableau 5.3. Valeurs de la courbure pour une barres à 5 nœuds

Procédant de cette manière, toutes les courbures des deux directions de barres sont calculées
et le maximum des ses courbures est retenu, Cmax = 0, 804 pour cet exemple. Cette valeur est
considérée comme étant la fonction coût du chromosome donnant le maillage de la figure 5.30.

De la même façon que pour la demi-sphère, on dresse le tableau 5.4 qui donne la valeur des
courbures maximales pour des maillages tracés sur la surface en variant les angles β1 et β2 de 10◦

entre 30◦ et 150◦, et en maintenant les angles α1, α2, γ1i, γ2j , ε1k et ε2l à zéro. D’après ce tableau,
on remarque que l’angle β pour lequel Cmax a la plus petite valeur est aux alentours de 150◦. La
courbure maximale dans ce cas est de 0,466845m−1.

α1 α2 β1 β2 Cmax

0 0 30 30 0,483813
0 0 40 40 0,556139
0 0 50 50 0,610620
0 0 60 60 0,634629
0 0 70 70 0,660290
0 0 80 80 0,682084
0 0 90 90 0,677669
0 0 100 100 0,688008
0 0 110 110 0,678758
0 0 120 120 0,647850
0 0 130 130 0,594985
0 0 140 140 0,525152
0 0 150 150 0,466845

Tableau 5.4. Valeurs de la courbure maximale pour différents angles de maillage

Un tirage au sort de 10000 chromosomes aléatoires a été réalisé. La plus petite valeur de la
courbure maximale des 10000 chromosomes considérés a été retenue, elle est égale à 0, 405m−1.
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Dans cet exemple, contrairement à celui de la demi-sphère, un tirage au sort peut donner un
résultat meilleur que celui par essai-erreur.

5.4.1.4 Cycle d’évolution : Sélection des parents, croisement, mutation et remplace-
ment

En procédant de la même manière que dans l’exemple précédant, les chromosomes parents sont
sélectionnés par le principe de “sélection par tournoi” (paragraphe 5.2.4.2). Une fois les parents
choisis, le croisement uniforme avec une probabilité de croisement de 0,5, est appliqué afin de créer
deux chromosomes enfants (paragraphe 5.2.5.3). Les gènes des chromosomes enfants subissent par
la suite une mutation avec une probabilité de mutation de 0,01, selon la procédure décrite dans
le paragraphe 5.2.6. Les conditions sur les gènes mutés sont les mêmes que celles du paragraphe
5.3.1.6.

Les deux chromosomes ainsi formés sont classés avec les 100 chromosomes de la population et
cela selon leurs fonctions coûts. Les deux chromosomes ayant les fonctions coûts les plus grandes
sont éliminés. Le cycle ainsi décrit est répété 50 fois pour obtenir la nouvelle génération.

5.4.1.5 Convergence

De la même manière que pour la demi-sphère, on applique processus de convergence donné par
l’équation 5.16 sur la moyenne des fonctions coûts sur les 6 dernières générations.

∣∣∣∣
fi − fi−1

fi

∣∣∣∣ < 1e− 10 (5.16)

où :

fi est la moyenne des valeurs de la fonction fitness à la génération i

fi−1 est la moyenne des valeurs de la fonction fitness à la génération i-1

5.4.1.6 Résultats

Le graphe de la figure 5.32 représente la fonction fitness moyenne et la plus petite de chaque
génération en fonction du nombre de générations. La droite noire ayant pour équation y=0,405
représente la valeur minimale de la courbure maximale obtenue en effectuant un tirage au sort de
10000 chromosomes, alors que celle en vert ayant l’équation y=0,467 représente la valeur déduite
du tableau 5.4 comme étant la valeur de Cmax minimale que l’on peut atteindre par le calcul par
essai-erreur.

La fonction fitness moyenne des 100 chromosomes de la première génération est de 0,7m−1,
alors que celle du meilleur chromosome de la première génération est de 0,47m−1. La convergence
est atteinte au bout de 41 générations. La génération finale obtenue a une fonction fitness moyenne
de l’ordre de 0,378m−1. Ainsi, avec 100 chromosomes, le résultat obtenu est 7% meilleur que par
tirage au sort et 19% par essai-erreur.

Le chromosome retenu est celui donnant le maillage de la figure 5.33 et ayant une courbure
maximale de 0, 378m−1. On remarque d’après la grille représentée, que l’orientation des barres
vient chercher des moindres courbures et des angles faibles.



124 5. Optimisation de la grille : Méthode du compas et algorithmes génétiques

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

Génération

F
it
n
e
s
s

best fitness

mean fitness

Essai-erreur 0,467

Tirage au sort 0,405

Figure 5.32. Fonction fitness en fonction du nombre de générations

Vue de dessusVue isométrique

A

Figure 5.33. Maillage de la surface par le chromosome retenu à la suite de l’optimisation par les
algorithmes génétiques

5.4.1.7 Influence du point d’initiation du maillage

Dans l’exemple présenté, le point d’intersection des deux directrices était fixé au milieu de la
surface considérée au point A(5,2,0,67). Dans ce paragraphe, on choisi le point A aléatoirement
dans une zone délimitée par les segments de droite x = xA−w = 4, x = xA+w = 6, y = yA−w = 1,
y = yA + w = 3. La zone est choisie en fonction du pas de maillage w qui est égal à une unité.

On procède de la même manière que précédemment. Le chromosome retenu à la fin de la
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procédure d’optimisation est celui dont le maillage est présenté sur la figure 5.34 et ayant une
courbure maximale de 0, 365m−1. Cette valeur était de 0,378m−1 dans le cas où l’on fixe le point
A au milieu de la surface. Ainsi, on remarque une légère diminution de la courbure.

Vue isométrique Vue de dessus

A

Figure 5.34. Maillage de la surface sinusöıdale par le chromosome retenu à la suite de l’optimi-
sation par les algorithmes génétiques

5.4.2 Effets des paramètres des algorithmes génétiques sur le maillage

Vu que la surface de l’exemple précédant est un cas particulier présentant des symétries, on
réalise une nouvelle étude de paramètres pour la surface sinusöıdale. Les mêmes paramètres sont
traités :

• le nombre de chromosomes npop dans la population ;

• la probabilité de mutation pm.

5.4.2.1 Sur le nombre de chromosomes dans la population

Dans ce paragraphe, on fixe la probabilité de croisement pc à 0,5 et celle de mutation pm à
0,01. On fait varier le nombre de chromosome entre 100 et 700 chromosomes et on optimise la
courbure maximale dans le maillage suivant l’algorithme décrit ci-dessus. On calcule à chaque fois
le chromosome qui aboutit à la courbure maximale la moins élevée.

La figure 5.35 montre la variation de la valeur de la fonction fitness finale en fonction du
nombre de chromosomes. Chaque valeur représentée sur le graphe par un point rouge représente
une moyenne de trois calculs réalisés. Chaque calcul est identique à celui décrit dans le paragraphe
5.4.1. La droite bleue représente le résultat d’un tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que
celle en vert représente le résultat obtenu par essai-erreur.
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Figure 5.35. Sensibilité du résultat sur le nombre de chromosomes
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Figure 5.36. Maillage de la demi-sphère par le chromosome retenu à la suite de l’optimisation
par les algorithmes génétiques

Comme pour l’exemple précédent, on remarque d’après le graphe de la figure 5.35, que la
fonction fitness est décroissante suivant le nombre de chromosomes. Parmi les calculs réalisés, le
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calcul fait en partant de 700 chromosomes représente le calcul pour lequel la courbure maximale
du maillage correspondant est la plus petite. Cette valeur est de 0,35905 m−1. Ainsi, en partant de
700 chromosomes, le résultat est meilleur de 11,5% que par tirage au sort et 23% par essai-erreur.

Le maillage correspondant au chromosome retenu est représenté sur la figure 5.36. Il est remar-
quable d’après la grille obtenue que le maillage se resserre d’une côté de la surface en cherchant les
moindres courbures. Un maillage pareil peut présenter des difficultés pendant la mise en forme du
gridshell.

5.4.2.2 Sur la probabilité de mutation

Le graphe de la figure 5.37 montre la variation de la fonction fitness en fonction de la probabilité
de mutation. Chaque valeur, illustrée sur le graphe par un point rouge, est la moyenne de la valeur
fitness obtenue par trois calculs. Les calculs ont été faits sur une population de 100 chromosomes
et une probabilité de croisement de 0,5 et en faisant varier la probabilité de mutation pm entre
0 et 0,2. Dans le cas de la surface sinusöıdale, comme pour le cas de la demi-sphère, les valeurs
obtenues varient d’une façon aléatoire et on ne peut pas tirer une valeur de la probabilité de
mutation critique pour le calcul.

La même étude a été faite sur la probabilité de croisement et les valeurs obtenues sont aussi
aléatoires. On peut conclure que la probabilité de croisement et celle de mutation n’ont pas d’in-
fluence sur le résultat de l’algorithme d’optimisation proposé. Ceci peut être dû au fait qu’on
introduit plusieurs conditions au problème et on élimine tous les chromosomes qui ne conduisent
pas à un maillage de la surface.
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Figure 5.37. Sensibilité du résultat sur la probabilité de mutation pm inférieure à 0,2
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5.4.3 Conclusions sur l’optimisation du maillage d’une surface sinusöıdale

Nous avons montré dans cette partie un exemple d’optimisation du maillage sur une surface
ayant une double courbure inverse et ne présentant pas de symétries, une surface ayant une équation
cartésienne sinusöıdale. Pour une surface pareille, un calcul essai-erreur ne suffit pas pour prédire
les orientations dans la grille. La procédure d’optimisation introduite dans ce chapitre a permis de
trouver une solution qui est 11,5% meilleur que par un tirage au sort et 23% par essai-erreur et
cela en partant de 700 chromosomes. Cependant on remarque que parfois le maillage se resserre
afin de trouver les moindres courbures.

5.5 Application des algorithmes génétiques à la méthode du com-

pas pour un parabolöıde hyperbolique

La troisième surface considérée est le parabolöıde hyperbolique donnée par l’équation 5.17. Le
maillage est effectué par la méthode du compas avec un pas de maillage de 0,3 unité et en partant
du point A(0,0,0). La figure 5.38 montre une représentation de la surface considérée.

z = x2 − y2 (5.17)
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Figure 5.38. Représentation du parabolöıde hyperbolique considéré

La définition des chromosomes, des gènes et de la fonction fitness est pareille à celle des deux
exemples précédents. Un exemple de maillage de la surface considérée par un chromosome aléatoire
est illustré sur la figure 5.39.
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Figure 5.39. Maillage du parabolöıde hyperbolique par un chromosome aléatoire

En procédant par essai-erreur, le maillage de la surface a été fait en fixant l’angle α1 et l’angle
α2 (cf. figure 5.11) à zéro et en faisant varier les angles β1 et β2 de 10◦ entre 50◦ et 130◦ (pour les
autres angles, la surface n’est pas maillée en entier, ou bien le maillage obtenu se chevauche). Pour
les maillages résultants, la valeur maximale de courbure dans les barres était de 1, 85m−1.

Un autre essai a été fait avec un tirage au sort de 10000 chromosomes aléatoires. La plus petite
valeur de la courbure maximale des 10000 chromosomes considérés a été retenue, elle est égale à
1, 24m−1.

Pour appliquer la procédure d’optimisation par algorithmes génétiques dont les étapes sont
décrites dans le paragraphe 5.3, une population de 700 chromosomes a été choisie. Chaque chro-
mosome est formé de 50 gènes. Le nombre de chromosomes a été choisi à la suite des résultats
de l’étude de la sensibilité du nombre de chromosomes sur la fonction fitness réalisée sur les deux
exemples précédents.

Le graphe de la figure 5.40 représente la fonction fitness moyenne de chaque génération et celle
la plus petite de la génération en fonction du nombre de générations. La droite noire ayant pour
équation y=1,24 représente la valeur minimale de la courbure maximale obtenue en effectuant un
tirage au sort de 10000 chromosomes, alors que celle en vert ayant l’équation y=1,85 représente la
valeur de Cmax minimale que l’on peut atteindre par le calcul par essai-erreur.

En partant d’une valeur moyenne de la fonction fitness de la population initiale de 2m−1, la
courbure moyenne de la génération finale est de 0, 83m−1, faisant ainsi une amélioration significative
de 58, 5%. Cette valeur est fournie par le chromosome dont le maillage est représenté sur la figure
5.41. Le résultat obtenu en partant de 700 chromosomes est 33% meilleur que par tirage au sort
et 55,2% par essai-erreur.
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Figure 5.40. Fonction fitness en fonction du nombre de générations
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Figure 5.41. Maillage du parabolöıde hyperbolique par le chromosome retenu à la suite de l’opti-
misation par les algorithmes génétiques

Un parabolöıde hyperbolique peut être défini comme une surface réglée engendrée par des
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droites. Pour la surface considérée ayant l’équation z = x2−y2, les lignes de moindre courbure, qui
sont des droites dans le cas d’un parabolöıde hyperbolique, sont tracées à 45◦ des paraboles de la
surface (figure 5.42). Or la distance entre deux points pris chacun sur une des deux lignes de moindre
courbure n’est pas constante. La méthode du compas, quand à elle, elle permet de construire
un maillage régulier dont le pas est constant. La figure 5.43 montre le maillage du parabolöıde
hyperbolique avec la méthode du compas en partant de deux directrices faisant respectivement un
angle de 45◦ et 135◦ avec le plan (xOz). On remarque bien que les deux directrices sont des segments
de droites et ont ainsi des courbures nulles, mais ce n’est pas le cas pour les autres barres de la
grille. Pour un maillage pareil, le maximum de courbure est calculé égal à 1, 39m−1. Cette valeur
valait 0, 83m−1 pour le maillage du chromosome retenu de l’algorithme d’optimisation proposé.

Figure 5.42. Représentation du parabolöıde hyperbolique par des droites [3]

A

Vue isométrique Vue de dessus

Figure 5.43. Maillage du parabolöıde hyperbolique avec des angles de 45◦ et 135◦ des directrices
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5.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons mis en œuvre une méthode permettant l’optimisation de l’orienta-
tion des barres et du maillage d’un gridshell pour une forme imposée tout en couplant la méthode
du compas à des algorithmes génétiques. Après un petit rappel sur le principe de fonctionnement
des algorithmes métaheuristiques types algorithmes génétiques, des exemples d’application de la
méthode proposée sont réalisés. Dans le cas d’une forme simple présentant des symétries, comme
la demi-sphère, des calculs par essai-erreur peuvent aboutir à des résultats qui ne sont pas loin des
optimaux. Quand la surface devient plus complexe, le calcul par essai-erreur seul ne suffit pas pour
prédire les orientations des barres aboutissant à des courbures faibles. Deux formes présentant une
double courbure inverse sont étudiées par la suite, une surface à équation cartésienne sinusöıdale
et un parabolöıde hyperbolique. Pour ces deux surfaces la prédiction de l’orientation des barres est
loin d’être facile à faire. L’algorithme d’optimisation proposé donne des résultats satisfaisants en
termes de minimum de courbures pour certaines surfaces, comme pour le parabolöıde hyperbolique.
Cependant, le maillage est parfois un peu serré et les barres se rapprochent l’une de l’autre afin de
trouver les moindres courbures, comme c’était le cas pour la surface sinusöıdale.

Dans ce travail, on a cherché à avoir des barres critiques les moins courbées possible. L’op-
timisation est faite sur la fonction fitness, considérée dans l’algorithme proposé comme étant la
courbure maximale dans les barres du maillage obtenu. Des changements peuvent être faite sur
cette fonction fitness et cela selon les contraintes structurales et architecturales. Cette fonction peut
être considérée comme la moyenne de toutes les courbures dans le maillage ou bien la moyenne des
10% des courbures maximales par exemple.
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Les gridshells sont des structures à double courbure obtenues par déformation élastique d’une
grille plane sans rigidité en cisaillement. Ces structures peuvent constituer des couvertures de
structures de génie civil telles que des bassins d’eau, des centres de traitement de déchets, des
enveloppes de bâtiments, etc. Elles proposent des procédures de montage simples et économiques, et
peuvent être aisément couvertes par des textiles par exemple. La majorité des gridshells construits
est en bois. Le laboratoire Navier a montré la faisabilité des gridshells en matériaux composites
en construisant deux prototypes. Après une synthèse bibliographique sur les gridshells et leur
historique, une étude sur les matériaux qui pourraient être utilisés pour ces structures a été réalisée.

Les deux méthodes de recherche de forme de gridshells qui ont été utilisées pour la conception de
gridshells à travers l’histoire ont été exposées. La première méthode est celle du filet inversé reposant
sur le retournement d’un filet suspendu sous poids propre. La deuxième méthode est la méthode
de la relaxation dynamique, une méthode numérique de calcul non-linéaire de structure. Les deux
approches partent de la géométrie d’une grille à plat et de conditions aux limites partiellement ou
complètement prédifinies et recherchent la géométrie de la grille déformée la plus proche possible
de la forme souhaitée. Ainsi la forme du gridshell est le résultat des calculs.

D’après la définition du gridshell introduit par l’institut allemand pour les structures légères
für leichte Flächentragwerke, mailler un gridshell sur une surface revient à tracer un réseau de
barres courbes localement parallèles et équidistantes, ce qui en d’autres termes revient à tracer des
parallélogrammes gauches. Mathématiquement, le problème revient à tracer un réseau de Tcheby-
chev sur une surface. Ainsi, nous avons présenté les différentes méthodes de maillage d’un réseau
de Tchebychev sur une surface. La problématique est proche de celle liée à la mise en forme de
tissus sur des empreintes. Il existe cependant des différences importantes, notamment l’absence de
tension dans les barres de gridshell et l’absence de flexion dans un textile.

Pour ce faire, nous avons choisi de procéder avec la méthode du compas, une méthode géométrique
introduite dans l’IL10 Gitterschalen [6] pour le maillage de gridshell. Cette méthode a été mise en
œuvre et programmée et constitue un outil de maillage de gridshells sur forme et contours imposés.
Plusieurs exemples d’applications sur des formes de surface à double courbure positive, la demi-
sphère ou d’autres présentant des doubles courbures inverses ont été réalisés. Ces essais nous ont
fournis quelques clés quant à la possibilité de maillage d’une surface par un réseau de Tchebychev.
Il n’a pas été possible par exemple de mailler des surfaces se refermant sur elles-mêmes, telles
qu’une sphère, un ellipsöıde ou un tore.

La méthode du compas permet d’obtenir le maillage sur une surface imposée et ainsi la
géométrie de la grille déformée. Cela ne permet ni d’obtenir la géométrie de la grille à plat, ni
de prendre en compte les propriétés mécaniques des matériaux utilisés. Une solution pour aller
plus loin pourrait être de coupler cette méthode à l’outil AlgoRD développé dans Navier et basé
sur une méthode de relaxation dynamique.
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Nous avons essayé pour réaliser l’ensemble du design, mise en forme, maillage et détermination
de la forme “naturelle” (intégrant les précontraintes de flexion et les conditions aux limites), une
autre piste qui passe par l’utilisation d’un code éléments finis. Elle est basée sur un calcul dynamique
explicite. Elle consiste à impacter une grille plane articulée aux nœuds sur une forme, matrice.
La grille épouse alors parfaitement ou imparfaitement la forme. Il ne reste qu’à “découper” ce
qui dépasse, fixer les conditions aux limites et supprimer la matrice rigide pour obtenir la forme
“naturelle” de la structure. Cette méthode constitue un outil pour aider à prévoir si une surface est
maillable à l’aide d’un réseau de Tchebychev et de simuler le comportement du gridshell une fois
mis en place. Nous avons constaté à travers plusieurs exemples de maillage montrés, que l’obtention
des plis et du chevauchement du maillage est directement liée la courbure de la surface étudiée.

Les exemples illustrés selon la méthode du compas ou bien selon la méthode en éléments
finis présentent des premiers éléments de réponse sur les surfaces qui sont maillables par un grid-
shell. Ils démontrent aussi la faisabilité d’un gridshell sur des formes qui sont architecturalement
intéressantes.

Le résultat obtenu par la méthode éléments finis correspond à un état d’équilibre global
(équilibre des nœuds soumis à un système de force sur la forme) et non comme on pourrait le
penser, à une optimisation de la direction de barres qui peuvent glisser sans frottement sur l’im-
pacteur. Pour cette raison, un outil d’optimisation des orientations des barres a aussi été introduit
au cours de ce travail, le but étant de minimiser la courbure et donc les contraintes dans la structure
lors de la mise en forme. Cet outil résulte d’un couplage de la méthode du compas et des algo-
rithmes métaheuristiques types algorithmes génétiques. Après un petit rappel sur le principe de
fonctionnement des algorithmes génétiques, des exemples d’application de la méthode proposée ont
été réalisés. Si les calculs par essai-erreur peuvent donner des résultats s’approchant des optimaux
cherchés pour les cas de surfaces simples présentant des symétries comme pour le cas d’une demi-
sphère, ceci n’est pas le cas quand les surfaces deviennent plus complexes. Cet outil montre alors
son efficacité, pour les surfaces telles qu’une surface sinusöıdale et un parabolöıde hyperbolique.
L’optimisation est faite dans ce travail sur la courbure maximale dans les barres du gridshell. Ce-
pendant, d’autres critères d’optimisation peuvent être envisagés selon les contraintes structurales
et architecturales, comme la moyenne de toutes les courbures dans le maillage ou bien la moyenne
des 10% des courbures maximales par exemples ou encore des raisons de symétrie.

L’outil d’optimisation introduit, permet de mailler des surfaces définies par leurs équations
cartésiennes. Il semble intéressant de pouvoir introduire une méthode ou d’identifier des outils
permettant de récupérer l’équation d’une surface à partir d’un maillage de points. Le but serait de
pouvoir appliquer la méthode proposée sur n’importe quelle surface fournie par un architecte.

Ainsi, dans ce travail, une méthodologie d’aide à la conception de structures dites gridshells
a été proposée. Elle permet de trouver le maillage du gridshell sur une forme proposée par un
architecte ainsi que d’optimiser les orientations des barres selon des critères structuraux. Il serait
intéressant de pouvoir la populariser auprès des architectes avec un outil plus simple, couplant la
méthode du compas, AlgoRD et les algorithmes génétiques pour la conception et la construction de
gridshells. Enfin, un développement mathématique est certainement nécessaire pour pouvoir juger
rapidement de la maillabilité d’une surface par un réseau de Tchebychev.
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Annexe A

Quelques constructions de gridshells à

travers le monde

A.1 Le polydôme de l’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne

(1991)

Le polydôme à l’Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne construit en 1991, par le laboratoire
IBOIS, constitue un pavillon d’exposition (figure A.2). Ce gridshell représente une partie d’une
sphère de surface 25 x 25m sur le sol et de hauteur 7m (figure A.1). Les planchers en bois suivent
des lignes géodésiques (Kensek 2000 [59])

Figure A.1. Pôlydome de l’EPFL (BCN Natterer, IBOIS)
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Figure A.2. Vue intérieure du pôlydome de l’EPFL

A.2 Le gridshell ”earth centre” (1998)

En 1998, Buro Happold a conçu et construit son premier gridshell “earth centre” constitué
d’une seule couche de bois à Doncaster (figure A.3). Ce gridshell a été soulevé par une grue puis
manipulé avec des étais afin de pouvoir atteindre la position finale à partir de la grille à plat. Une
leçon importante a été apprise de cette structure et concerne le choix des articulations entre les
barres pour permettre la rotation lors de la formation.

Figure A.3. Gridshell “earth centre”

A.3 Le pavillon du Japon (2000)

Le Pavillon du Japon a été commandé et construit pour l’Expo 2000 à Hanovre, une exposi-
tion internationale pour les innovations technologiques et environnementales les plus récentes. Le
thème de l’exposition était l’environnement et le concept du Pavillon du Japon était de créer une
structure dont les matériaux pourraient être recyclés ou réutilisés une fois la structure démontée.
La particularité de ce gridshell repose sur le choix du matériau de construction : le papier et non
le bois.

L’équipe de conception était composée par l’architecte japonais Shigeru Ban, le professeur alle-
mand Frei Otto comme consultant du projet, le bureau d’étude britannique Buro Happold comme
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responsable de la conception structurelle, et Stephan Polonyi, professeur d’ingénierie structurelle.
Le pavillon d’une surface de 3600m2 est composé d’une entrée, un espace d’exposition de 72m de
long, 15,5m de haut, et 35m de portée la plus large, et des bureaux administratifs.

Figure A.4. Gridshell du pavillon du Japon

Un autre objectif était de construire le pavillon en utilisant des méthodes qui ne sont pas trop
délicates du point de vue technique. Pour cela les ingénieurs se sont mis d’accord sur des joints
simples de tissu ou de ruban métallique [2]. La structure principale du gridshell a été construite
à partir de tubes en carton recouverts de papier, assemblés entre eux par des rubans d’acier et
de tissus (figure A.4). Pour respecter les lois allemandes qui interdisaient l’utilisation de papier
pour la structure d’un bâtiment, une structure secondaire en bois a dû être ajoutée. La structure
en papier, était donc liée à une série d’arches de bois renforcées par des câbles. La grille a été
assemblée à plat, et le processus de montage n’a pris que trois semaines. Une fois la structure en
place, elle a été recouverte de papier imprégné choisi au lieu du PVC qui est difficile à recycler.

A.4 Le gridshell de Pishwanton (2002)

Le gridshell de Pishwanton (figure A.5), connu aussi sous le nom de Lothian gridshell, a été le
résultat de l’effort et l’enthousiasme d’un petit groupe de volontaire. Ce gridshell artisanal, conçu
par l’architecte Christopher Day et l’ingénieur David Tasker, constitue la couverture du centre
d’artisanat à Pishwanton, à l’est de Lothian, une région d’Écosse. Des lattes en bois de mélèze
étaient assemblées en deux couches de 35mm x 25mm x 600cm. La grille a été construite en une
journée par une vingtaine de volontaires [4] (figure A.6).
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Figure A.5. Centre d’artisanat de Pishwan-
ton

Figure A.6. Gridshell de Pishwanton

A.5 Tour du zoo d’Helsinki (2003)

Fondé en 1889, le zoo d’Helsinki est situé sur l’̂ıle Korkeasaari en Finlande. La nouvelle tour
construite en 2003 (figure A.7) était le résultat d’un concours entre les étudiants en architecture de
l’Université technologique d’Helsinki pour la conception d’une tour de bois de dix mètres de haut.
Ce concours a été organisé par le Zoo Korkeasaari en collaboration avec Wood Focus de Finlande.
Le projet gagnant, conçu par Ville Hara, un architecte finlandais, possède deux plates-formes
élevées reliées par un escalier et fermées par une structure en forme d’un gridshell en bulbe construit
de fines lattes de bois lamellé. La structure se compose de 72 lattes ayant une section de 60mm x
60mm et de plus de 600 assemblages boulonnés utilisés pour maintenir la structure. La tour a été
construite par huit élèves en architecture.

Figure A.7. Gridshell de la tour du zoo de Helsinki

A.6 Gridshell du siège de l’union du Norwich (2006)

La rénovation du siège de l’union Norwich, achevée en 2006, comprend un gridshell en double
courbure formé d’acier et verre couvrant une cour entre quatre bâtiments existants. Ce gridshell
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s’étend sur une surface de 40m de longueur et 30m de largeur. Les quatre bâtiments existants
sont des bâtiments historiques qui ne pouvaient pas servir de support pour ce toit supplémentaire.
Pour cela, des supports supplémentaires étaient nécessaires. Ces supports sont assurés par quatre
colonnes ressemblant à des arbres et une poutre en treillis tout au long du périmètre. Deux des
colonnes pénètrent dans les anciens bâtiments pour reposer enfin sur des nouvelles fondations, alors
que les deux autres sont fondés sur nouveau terrain. Comme le support n’est pas assuré par le sol,
des soins supplémentaires ont dû être accordés. Les colonnes, en forme d’arbres, sont composés de
deux parties principales ; le ”tronc” vertical est constitué d’un treillis métallique vertical sur lequel
sont fixées les trois branches de l’arbre en acier (Maunsell 2007 [63]). La structure, préfabriquée en
Autriche, a été conçu pour minimiser la quantité de soudure sur le site. Les membres circulaires
ont été adoptés afin de simplifier la fabrication et faciliter la construction sur place. Les sections
de la toiture sont fabriquées de manière à être boulonnées ensemble.

Figure A.8. Gridshell du siège de l’union du Norwich

A.7 Le gridshell du Yas hôtel à Abu Dhabi (2009)

Asymptote Architecture, basé à New York, ont gagné le concours pour la conception des
bâtiments du Yas hôtel, ciblant une date pour l’ouverture le 30 Octobre 2009 date du grand prix
de la Formule 1 à Abu Dhabi. L’équipe d’ingénieurs structures fût formée par Dewan architects &
engineers, Abu Dhabi et ARUP, New York. D’autre part, la conception du gridshell fut le travail
de Schlaich Bergermann, Stuttgart et Waagner-Biro, Vienna.

L’hôtel est formé de deux bâtiments. Le gridshell est composée d’une voile atmosphérique
contenant deux tours de l’hôtel et un pont de liaison construit en acier sculpté au dessus de la
piste de Formule 1 qui fait son chemin à travers le complexe du bâtiment (figures A.9 et A.10). Ce
gridshell est formé d’acier et de panneaux losange en verre. Le gridshell “relie le complexe tout en
produisant de effets optiques et des réflexions spectrales jouant sur le ciel environnant, la mer et
le désert [5]”.
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Figure A.9. Yas hôtel à Abu Dhabi

Figure A.10. Détail du gridshell du Yas hotel à Abu Dhabi



Annexe B

Comportement de gridshells sous

chargement

Dans cet annexe, on montre le comportement sous chargement de deux gridshells maillés suivant
la méthode introduite dans le chapitre 4, un gridshell hémisphérique et un gridshell ellipsöıdal.

B.1 Comportement d’un gridshell hémisphérique

On considère le gridshell hémisphérique du paragraphe 4.3.1. Le maillage d’une telle surface par
un gridshell est illustré par les figures B.1 et B.2. Une fois le gridshell fixé et sa forme “naturelle”
obtenue, son comportement sous chargement est étudié. On considère que le gridshell est formé de
tubes pultrudés en matériaux composites renforcés par des fibres de verre GFRP avec une section
circulaire de 42mm de diamètre extérieur et de 35mm de diamètre intérieur, les mêmes tubes que
ceux utilisés pour le prototype de gridshell construit à l’École des ponts ParisTech (paragraphe
1.3.4). La rigidité des barres de contreventement est remise égale à celle des deux autres directions
de barres.

Z

Y

X

Figure B.1. Vue de dessus du gridshell
hémisphérique

Figure B.2. Vue de face du gridshell
hémisphérique

On se base sur l’étude faite par Cyril Douthe sur le comportement du prototype du gridshell en
matériaux composites (Douthe 2007 [34]). Le gridshell est soumis à son poids propre, le poids de
la couverture, la neige et le vent. Le poids propre de la structure est considéré égale à 0,84 kg/ml
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de tube et 1 kg par assemblage. Ainsi maillé, le gridshell est formé de 478m de tubes et de 256
connecteurs. Le calcul est fait pour les trois directions de barres.

On suppose que le gridshell est couvert d’une membrane polyester enduit PVC, comme celle
qui couvre le prototype . Ainsi le poids de la couverture est de l’ordre de 1 kg/m2 couvrant la
calotte sphérique considérée ayant une superficie de 176 m2.

Les valeurs de pressions de neige et de vent sont prises celles de Seine-et-Marne : 45 kg/m2

pour la neige et 60 kg/m2 pour le vent.

À partir de ces chargements, et en se référant aux Eurocodes, trois combinaisons ont été définies
par Douthe pour les états limites de service (ELS) :

– qELS
1 = pp + pcouv + pN

sym ;
– qELS

2 = pp + pcouv + pN
asym ;

– qELS
3 = pp + pcouv + pV

y ;

et trois combinaisons ont été définies pour les états limites ultimes (ELU) :

– qELU
1 = 1, 35pp + 1, 35pcouv + 1, 5pN

sym ;
– qELU

2 = 1, 35pp + 1, 35pcouv + 1, 5pN
asym ;

– qELU
3 = 0, 9pp + 0, 9pcouv + 1, 5pV

y .

où :

– pp est le poids propre ;
– pcouv est le poids de la couverture ;
– pN

sym est la charge symétrique due à la neige ;
– pN

asym est la charge asymétrique due à la neige ;
– pV

y est la pression du vent selon y.

Dans cet exemple, on suppose que la charge maximale de la neige est appliquée d’une manière
symétrique sur la structure et que le vent est supposé moins contraignant que la neige. Ainsi, on
étudie la première combinaison de chargement.

Les vérifications aux états limites services ont été faites sur les déplacements. Les déplacements
verticaux ne doivent pas dépasser le 1/200e de la portée de la structure, alors que ceux horizontaux
ne doivent pas dépasser le 1/125e de sa hauteur maximal. Pour l’hémisphère considérée, la portée
moyenne est de 12,65m et sa hauteur maximale est de 4m. Ainsi, les déplacements verticaux
autorisés sont inférieurs à 6,325cm et les déplacements horizontaux autorisés sont inférieurs à
3,2cm.

Les figures B.3 et B.4 représentent respectivement les déplacements selon y et selon z. Les
déplacements sont exprimés en mètres. On remarque que les deux déplacements, selon y et selon z
sont admissibles sur toute la structure.
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Figure B.3. Déplacement selon y sous charge-
ment de neige symétrique
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Figure B.4. Déplacement selon z sous charge-
ment de neige symétrique

Les vérifications aux états limites ultimes sont faites sur les contraintes maximales. La figure B.5
représente les déformations maximales. En considérant que les matériaux utilisés pour la fabrication
des tubes ont un module de Young de 27 GPa, les contraintes maximales de la structure varient
entre -16,632 MPa et 3,44 MPa. D’après Douthe 2007 [34], la contrainte à la rupture recommandée
est de 275 MPa à court terme et de 140 MPa à long terme. Donc les contraintes maximales
sont admissibles dans toute la structure. De cette façon, on démontre la faisabilité d’un gridshell
hémisphérique.

(Avg: 75%)
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Figure B.5. Déformations maximales sous chargement de neige symétrique

B.2 Comportement d’un gridshell ellipsöıdal

On considère le gridshell ellipsöıdal du paragraphe 4.3.2.1. Le maillage d’un ellipsöıde par un
gridshell est illustré par les figures B.6 et B.7. On étudie dans ce paragraphe son comportement
sous chargement après avoir fixé les conditions aux limites. L’étude est faite comme précédemment
pour les charges de poids propre, de poids de la couverture et de la pression de neige symétrique
appliquée sur l’ellipsöıde de surface de 523,6 m2.
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Z

Y X

XY

Z

Figure B.6. Vue de dessus du gridshell el-
lipsöıdal

Z

Y X

XY

Z

Figure B.7. Vue de face du gridshell el-
lipsöıdal

Les figures B.8 et B.9 représentent respectivement le déplacement de la structure sous charge-
ment suivant les axes y et z à l’ELS. Comme précédemment, les déplacements verticaux ne doivent
pas dépasser le 1/200e de la portée de la structure, et les déplacements horizontaux ne doivent
pas dépasser le 1/125e de sa hauteur maximale. Pour l’ellipsöıde considéré, la portée moyenne
est de 20m et la hauteur maximale est de 5m. Ainsi, les déplacements verticaux admissibles sont
ceux inférieurs à 10cm et les déplacements horizontaux admissibles sont ceux inférieurs à 4cm. On
remarque que les déplacements selon z sont admissibles sur toute la structure. Alors que ceux selon
y ne le sont pas partout sur la surface. Ceci pourrait être dû à l’orientation des barres par rapport
aux axes de l’ellipsöıde qui peuvent être optimisées grâce à la méthode introduite dans le chapitre
5.

U, U2

−5.309e−02
−4.489e−02
−3.670e−02
−2.850e−02
−2.030e−02
−1.211e−02
−3.911e−03
+4.286e−03
+1.248e−02
+2.068e−02
+2.888e−02
+3.707e−02
+4.527e−02

z

xy

Figure B.8. Déplacement selon y sous charge-
ment de neige symétrique

U, U3

−7.762e−02
−7.013e−02
−6.264e−02
−5.515e−02
−4.767e−02
−4.018e−02
−3.269e−02
−2.520e−02
−1.771e−02
−1.023e−02
−2.739e−03
+4.749e−03
+1.224e−02

z

xy

Figure B.9. Déplacement selon z sous charge-
ment de neige symétrique

Les vérifications aux états limites ultimes sont faites sur les contraintes maximales. La figure
B.10 représente les déformations maximales. En considérant un module de Young de 27 GPa, les
contraintes maximales de la structures varient entre -155 MPa et 112 MPa. Comme déjà mentionné,
la contrainte à la rupture recommandée est de 275 MPa à court terme et de 140 MPa à long terme.
Ainsi, les contraintes maximales sont admissibles sur toute la structure.
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(Avg: 75%)

SE, SE1

−4.443e−03
−3.807e−03
−3.171e−03
−2.536e−03
−1.900e−03
−1.264e−03
−6.282e−04
+7.619e−06
+6.434e−04
+1.279e−03
+1.915e−03
+2.551e−03
+3.187e−03

z

xy

Figure B.10. Déformations maximales sous chargement de neige symétrique
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[57] A. S. Jülich Saavedra. Contrôle de forme de passerelle composite. PhD thesis, École Nationale
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Optimisation structurelle des gridshells

Le terme gridshell désigne une coque discrète qui est obtenue par déformation élastique d’une grille
bidirectionnelle continue plane sans rigidité en cisaillement puis rigidifiée par une troisième direc-
tion de barres. Ainsi défini, un gridshell a un potentiel structurel intéressant et peut répondre à des
exigences architecturales complexes. La recherche de forme de ces structures a été menée à travers
l’histoire principalement par deux méthodes, une méthode géométrique, la méthode du filet inversé
et une méthode numérique, la relaxation dynamique. Ces deux méthodes permettent d’obtenir une
forme approchée de celle proposée par l’architecte, dérivant d’une grille à plat et de conditions aux
limites partiellement ou complètement imposées. Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes
intéressés à générer un gridshell sur une surface à forme et contours imposés. Un outil numérique
se basant sur la méthode du compas a été développé. Il permet de mailler un réseau de Tcheby-
chev sur une surface connaissant son équation cartésienne. Un autre outil permettant le maillage
se basant sur un calcul en éléments finis explicite a été mis en œuvre. La particularité de cette
technique est de pouvoir tenir en compte des propriétés mécaniques de la structure et de simuler le
comportement du gridshell. Des applications des deux méthodes sur des formes architecturalement
intéressantes ont permis de voir les limitations de la possibilité de mailler une forme avec un réseau
de Tchebychev. La méthode du compas a ensuite été couplée à des algorithmes métaheuristiques
types génétiques. L’algorithme résultant permet d’optimiser un gridshell en minimisant la courbure
dans les barres et donc les contraintes dans la structure introduites lors de la mise en forme. Il a
été mis en œuvre et testé pour plusieurs surfaces.

Mots clefs : Gridshell, Recherche de forme, Méthode du compas, Éléments finis, Algorithmes
génétiques.

Structural optimization of gridshells

Gridshells are often defined as structures that have the shape and rigidity of a double curvature
shell but they consist of a grid and not a continuous surface. They are obtained by elastic defor-
mation of a two-way grid initially flat. The deformed grid is then rigidified using a third direction
of bars. Thus, a gridshell has an interesting structural potential and can respond to complex ar-
chitectural requirements. Two methods have been used throughout history for the formfinding of
gridshells, one experimental, the inversion method and one numerical using usually the dynamic
relaxation method. Both techniques lead to a deformed grid which is a result of calculations. The
form obtained is closed to the one proposed by the architect. A numerical tool based on the compass
method is developed in this thesis. It allows mapping a Tchebychev net on an imposed form and
imposed boundary conditions. Another tool based on an explicit dynamic finite element calculation
is proposed. The particularity of this technique is to be able to take into account the mechanical
properties of the structure and to simulate the gridshell behavior. Applications of both methods
on differents forms show the limitations of mapping a Tchebychev net on an imposed form. The
compass method has been coupled with genetic algorithms. The algorithm optimizes the gridshell
by minimizing the curvature in bars in order not to break the bars during the construction. It has
been implemented and tested on several surfaces.

Keywords : Gridshell, Formfinding, Compass method, finite elements, Genetic algorithms.


